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DurCe : 4 heures 
Option GCn6rale 

EXERCICE 1 

Recherche des valeurs propres d’un endomorphisme 

Dans cet exercice : 
E désisne l‘espace vectoriel des polyn6mes 1 coefficients réels. 
M; ( (3 ) l’ensemble des matrices carrées d‘ordre 3 ii coefficients réels. 
GL, ( 13 ) le sous-ensemble de Mi ( ii ) des matrices inversibles. 
On considère I’application,f’qui. à tout t51émt.nt P de E. associe le polynôme Q défini par : 

Q ( X )  = ( 2 X + I  ) . P ( A ’ ) - - ( X ’ - I ) . P ‘ ( X )  

1” Montrer que,fest un endomorphisme de 15. 

2” Soit B un vecteur propre pourJ: c‘est-à-dire u n  Clément non nul  de E tel qu’il existe un réel h 
satisfaisant ii la relation : f (  B )  = hB. 

a)  Montrer que B est nécessairement de degré 2. 

b)  On suppose que h = 3. Montrer que - 1 est racine de B. 
Soit k l’ordre de multiplicité de la racine - 1 : i l  existe donc un polynôme A tel que : 

B ( X )  = ( X + I ) ‘ A ( X )  avec A ( - ] )  # O  

Montrer que k = 2 et que A est constant. 
En déduire que h = 3 est valeur propre de,f’et déterminer les \‘ecteurs propres associés. 

c)  En supposant h = - 1. étudier de même la multiplicité de la racine 1. En déduire que 
h = - 1 est valeur propre defet déterminer les vecteurs propres associés. 

d) On suppose maintenant que h # 3 er h f - 1.  Montrer que - 1 et 1 sont racines de B. En 
déduire une factorisation des polynômes B obtenus. ainsi que la valeur propre associée h B. 

3” Étude d’un cas particulier 
Soit F le sous-espace vectoriel de E constitui des polynômes de degré inférieur ou égal à deux 
et g la restriction de f a F. Qn désigne par 6 = ( 1 . X . X’ ) la base canonique de F.  

a)  Montrer que g est un endomorphisme de F. 

6 )  Écrire la matrice A de g rdativement h ?a base B. 

c)  Montrer qu‘il existe une matrice diagonaje D de M3 ( R ) et une matrice P de Gk3 ( R ) telles 
que : 

V ~ i ~ I f \ l  A” = PB”P-‘ 

d) Expliciter alors A ’’ en tom tion de n. 
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EXERCICE 2 

On désigne par .\- un nombre réel tel que .Y > 1 et l'on se propose d'étudier la serie de terme 
général : 

1 
u,,( .I- 1 = - pour II 2 1 . 

Il  + m  

Lorsque la série coni'erge. sa somme est notée : , f c  .y = 1 u,,( .y 

I l  = 1 1" Étude de la dérivabilité de f 

a )  Justifier la conversence de la série définissant,/: 

b) Déterminer la limite. quand I I  tend vers plus l'infini. de : II 

En déduire la convergence de la série de terme gthéral : In- ( II ) . u,, ( .Y ) et. a fortiori. la 

.I + 1 ' - . In' ( I I  ) . 11,~ ( s ). 
3 

convergence de la série de ternie général : In ( I I  ) . II,, ( .Y ). 

.y - 1 
et pour tout réel II tel que : 111 I I y montrer. en utilisant l'inégalité de c) Pour .I- > 1 - 

Ta) lor-Lasrange. que : 

d )  En déduire que fes t  dérivable sur ] 1 . + w [ : donner I'expresgion de la dérivée de.fsous la 
forme de somme d'une série. 

2" Représentation de f 

a )  Pour .Y > 1 et pour k entier naturel non nul. vérifier que l'on a l'encadrement suivant : 

et que, pour tout entier N > 1 

dt N h' 
1 

-5c -5j II 
I - t .' 

Il = 2 t 

b) Prouver alors que : 
1 

I f ( x )  I 1 + -  1 1 +  
.Y - 1 ( . Y -  1 ) y -  ' 

C) Préciser les limites defquand s tend vers 1 par valeurs suplrieures et quand .Y tend vers plus 
l'infini. 

d) Déduire des questions précédentes les variations de ,/: et donner l'allure de sa représentation 
graphique dans le plan muni d'un repère o r t h o n o r d  d'unité 4 cm. On admettra B cet effet 
que : 

7 x- 7F4 
f ( 2 )  =--g et f ( 4 )  = -  90 
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PROBLÈME 

A )  

1" 

2" 

3" 

B) 

1" 

On dispose de deux urnes A et B contenant respectivement CI  et h boules ( L I  et h sont deux 
entiers naturels non nuls). 
On procède alors h l'expérience suivante : on choisit une des urnes pour en extraire une boule 
que I'on met dans l'autre urne. en admettant que la probabilité de choisir l'urne A est cl.  que la 
probabilité de choisir B est p .  avec p + q = 1, p E ] O . 1 [. 
On répète cette épreuve jusqu'h ce que l'une des urnes soit \ide. si cela se produit. ou bien 

indéfiniment. On pose : ,y = 9 .  
1' 

Étude d'une suite récurrente 
On considère la suite U définie par la relation de récurrence suivante : 
Pour tout I I  de \ : 

U ,  et C:, + étant deux réels donnés. 

Prouver que I'on a. pour tout I I  de 4 ' 

Lorsque 17 = q. montrer que la suite U est arithmétique. En déduire CrJ, en fonction de I I .  ( 1 .  17. 

u, et uc/ + O . 

Lorsque 17 est différent de q. montrer qu'il existe deux constantes réelles h et p telles que 

Déterminer U,, en fonction de 11. a. O, U, et U, + h . 

Étude de la probabilité de voir l'expérience se terminer 
Soit k entier tel que O I k I Q + h. 
On note Ek I'évCnement : ''A partir d'un contenu de k boules dans l'urne A, l'expérience 
s'arrête parce que l'urne A est vide". Ainsi : 

Et enfin, on note A I'événemenb : "le tirage se fait dans l'urne A". 

Pour k entier tel que 1 I k I a + b - 1, établir une relation entre P ( Ek ), P ( Ek + ) et 
P ( E k - 1 ) .  



ECRICOME 

Mat 11 émat iqu es 4 / 5 

441 

2" a) En utilisant les résultats du A), calculer la probabilité P ( E,, ) de voir l'expérience se terminer 
par le vidage de l'urne A. 

b) Calculer la limite de P ( Eu ) lorsque h tend vers plus l'infini. 
Interpréter ce résultat lorsque p < q. 

c )  Pour p différent de q, déterminer la limite de P ( Eu ) lorsque p tend vers 0.5. 

3" Quelle est la probabilité de voir l'expérience se terminer par le vidage de l'urne B '? 

4" Quelle est la probabilité de voir l'expérience se terminer ? 

c) Étude du nombre moven de tirages effectués Dour voir l'expérience se terminer 
Pour k entier tel que O 5 k I n +h. on note Xk la variable aléatoire Cgale au nombre de 
tirases qu'il faut effectuer pour vider l'une quelconque des urnes A ou B. h partir d'un 
contenu initial de k boules dans l'urne A. Si l'expérience est sans fin, on pose X k  = - 1 .  et 
alors. d'après la question B) 4". on sait que P ( Xk = - 1 ) = O. On admet que X k  possède une 

espérance que l'on note E ( Xk ) . Ainsi 

E ( x ~ )  = O et E ( x , , + ~  ) = O  

Soit A l  (resp. B I  ) l'événement "l'expérience se termine parce que l'urne A (resp. B )  est vide". 
On note PA (resp. PB ) la probabilité conditionnelle sachant A l  (resp. B , ) .  

I I 

1" Pour j entier naturel non nul et 1 I k I a + b - 1, montrer que : 

et : 
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2" Pour p = q :  

a) Montrer l'existence d'un réel a tel que la variable Y, = X, + 01. k' 7 ait une espérance qui 
vérifie la relation : 

1 pourk 2 1 : E ( Yk ) = ~ . E ( Y , + i j + ~ . E ( Y ~ - i )  

b) En utilisant le A), montrer que E ( X ,  ) = ab. 

3" Pour p différent de q : 

a) Montrer l'existence d'un réel p tel que la variable Z, = X, + p . k ait une espérance qui 
vérifie la relation : 

p o u r k 2  1 : E 

b) En utilisant le A), montrer que : 

c)  Quelle est la limite de E X, quand p tend vers 0,5 ? (on pourra poser : .Y = 1 + j*) 0 
d) Quelle est la limite de E X ,  quand b tend vers plus l'infini dans le cas p < q ? 0 
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1. EXER,CICE

L'espace IR3 est muni de son produit scalaire usuel. Tlois réels a,b,c étant donnes. on
pose :

la  c  b l
M(o,ô , r : )  :  l c  a*b  

"  I
Lb c  a)

1. Déterminer trois matrices I, J, K dont les coefficients ne dépendent pa.s de a,b,c,telles
que :

M(o ,b ,c )  -  a I  *bJ  *cK
Calculer .f2, I( et K3. Déterminer rure relation entre I,J et If, ainsi qu,un
polynôme annulateur de K.
Quelles sont les rraleurs propres possibles de K ?

2. Jnstifier qu'il existe une matrice P e rVts(R) inversible, telle que D : (tp)Kp soit
une matrice diagonale.
Déterminer P eb D vérifiant les conditions précédentes et telles que d11 < d,22 I dn
(où di; est le coefrcient d'indices i, j de D.)

3. En ecrivant M : M(u b, c) en fonction de I, K,If , déterminer la matrice (tp)Mp.
En deduire les valeurs propres de la matri ce M.
Discuter suirrant les valeurs de a,b,c le nombre de rraleum propres distinctes de M
et preciser dans chaque c&s les sous-espaces propres associés-

4. onsuppos€ dans cette question a : 4, b : 2, 
" 

: rtet on note M : IuI(4,2, rt).
(d \  / ' \

Onpose  X '  :  |  !  |  : ( ,p )X ,où  X :  I  a  I
\ t  )  \ ;  )

a. On définit la fonction .f sur R.\ {(0,0,0)} par :

f  (r,v, z\ :

i. Montrer que llXll2 - llx,ll'puis que

.  A* +2f  +B*
f  (x,y,4:  

*rT; ,  + / ,



ii. Montrer que 2 et 8 sont respectivement les minimum et maximurn de /
sur lR3\ {(0,0,0)} et déterminer les points en lesquels ils sont atteints.

b. On cherche drfuormais à résoudre l'équation 82 : M d'inconnue B e Â4s(R).

i. Soit B une solution de l'équation (s'il en existe).
Montrer que B et M commutent.
En déduire que si X appartient au sous-espace propre,El de M attaché à
la'ualeur propre À, alors BX appartient aussi à Er.
Montrer que læ vecteurs propræ de M sont également vecteurs propres

de B.
Justifier alors que L: (IP)BP est une matrice diagonale.

ii. Resoudre l'équation A2 : (t P)M P d'inconnue A et donner le nombre de
solutions de l'équation B2 - M.

2. EXER,CICE.

On définit une suite réelle (tr,,),,,6p par :

q à 0 et, pour n 2 !, u.: t6Tur-t

1. Montrer que pour tout entier fr, un >- rt.

2 .

a. Montrer que:

vc € IR.+, .,/t < |tr +"1.

b. En déduire que pour tout entier n, un ( n * 
fr o*t que la zuite (3rl;,,r,

converge vers 0.

c. Montrer que la suite 1k1n)t cotrvêrge vers 0, puis en remarqnant que, pour

tout entier ?? non nul, 1 * Ort- 
\É;Ç, 

en déduire un équivalent de tl,,

en *oo.

3. Onpcrsetrl,r : lrn rt. Al'aide d'un développement limitéen0de \Æ +;,montrer
que la suite (tr,,),,çp admet une limite I que I'on précisera.
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4. Calculer

^I1t(fr - !Ç1) poi. ,g1t(". - r'-,)-

Justilier alors qu'il existe un entier natruel No tel que pour tout entier n, si n ) No

alors zr, 2 u"-t * 
i.

Montrer eu€ 1/n11 : u* est du signe de I * ud - 11n-1, puis que la suite (u") est

croissarrte à partir d'un certain rarlg.

b. Ecrire en langage Pascal une fonction récursive ayant pour nom suite qui calcule

le terme d'indice n de la suite lorsque uo:7.

3. PROBLEME.

X et Y étant deux rariables aléatoires réelles, définies sur un même espace probabilisé,

indépendantes, admettant pour densités respectives .fx et fv, on rappelle que la fonction

à déûnie par 
,+oo

h(n) - J_* flxft\fy(x - t)dt

est nne densité de la variable aleatoire X +Y.

Partie I : Un calcul dtintégrale.

1. Déterminer pour quelles valeurs du réel o I'integrale Jo converge oùr

J,: Io*
dt

(1 + tz;" '

2. A l'aide d'une intégration par parties, montrer gue, pour tout reel a supérieur ou

ega là1ona :

1,.*6$*at:|t'
En déduire que, pour tout reel c supérieur ou égal à 1 on a :

Ja+t:r#r"

3. Calculer fi.
Pour n entier supérieur ou égal à 1, calculer Jr,.

4



Partie II : Loi de Student à n degrés de liberté.

Pour n € N*, on défrnit sur IR la fonction g,. pax :

Vt e IR, g^(t):(r + t1-"*!

1. Justifier que, pour tout n € N*, il existe un réel Ç tel que la fonction f^: 
{O^

soit une densité de probabilité.
Exprimer ,h" à I'aide de J"p. (On pourra, en justifiant sa validité, utiliser le

+
changement de variables u - -,t

,/;.).

2. Soient (O, /, P) ,* eqlace probabilisé et X une rrariable aléatoire définie sur (CI, A, P),
de densité /". (O" dira que X suit rure loi de Student à n degrés de liberté).

a. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n ) L et la calculer
dans ce ca.s.

b. Montrer que X admet une variance si et seulement si n ) 2, exprimer V(X)
en fonction de frr., n et, Jxt puis vâiûer que

vg\ - - TÙ--.
n -2

Lorsque n : I la loi de Stul,ent à I degré de liberté s'appelle loi de Cauchy et une
densité sur IR est donc :

h:t*++U
Partie III : Simulation dtune loi.

Dans le plan rapporté à un re1Ère orthonorrnal direct (O,î,î), un rayon lnmineux part de
I'origine O et frappe un écran représenté par la droite d'équation c : 1, en un point M.
On suppose que O, mesure de I'angle (i,Ofr), est une variable aleatoire de loi urriforme
s. l r  l -  i , t [ -

l-. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire tanO- En déduire que
tan O est une variable aléatoire à densité, dont on explicitera une densité.

Tournez Io page SVP



Exprimer Y, variable aléatoire égale à l'ordonnée du point M, en fonction de O.
Reconnaître la loi de Y.

On rappelle qu'en langage Pa"scal, la fonction random simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur ]0,1[. On considère le programme infonuatique suivarrt :

proglam srmu;
'uar urx:real;
begn
randomize;
u::random;

*.: 
sl1ni*u-pi/2);

end.

Quelle loi de probabilité ce programme penuet-il de simuler ? Expliquer.

Partie IV : Obtention d'une loi de Cauchy à partir de lois normales.

On considère un espace probabilisé (Q, r4, P).

1. Soit Y une variable alâtoire définie sur (CI, A, P),, de fonction de répartition F. On
notera G la fonction de répartition de la variable aleatoire lYl.

On suppose dans cette question que Y est une variable alâtoire de densité /
continue sur lR..
Bxprimer une densité de -Y à I'aide de / et moutrer que Y et -Y ont même
loi si et seulement si / est paire.
On suppose cette condition vérifiee. Exprimer G à I'aide de F et montrer que

fYf est une variable aleatoire à densité. Exprimer une densité g de lYl en
fonction de /.

Inversemerrt, on suppose dans cette question que lYl est une 'uariable aleatoire
de densité g, et que Y et -Y ont la même loi.
Montrer que, pour tout reel r, P([Y : 

"l) 
: 0, puis exprimer ^F (o) en fonction

de ̂ F (-r)
Exprimer F(r) en fonction de G et de c. (on pourra distinguer deux cas : r < 0
e t r ) 0 ) .
Bn deduire que Y est une variable à densité et exprimer une densité f de Y
en fonction de g.

2.

3.

b.



2.  Soi i  r :  i i r r  r t ( ' i  s t r i t : t t ' I l rc l i i  l ios i t i f .  A i 'a ic lc  d i t  charrget i - rut r l ,  r lc 'var ia l l i11 11 :  1 : : ' i .

rrlorrtler que l'irittigrale
{.,e2r,

f i o o

|  ( ! t t  2  r l t
. /_æ

{-:orr\rergÉ-) r.tt la calculr:t'.

3. Soiont X et X' deux variablcs aléatoirm définies sur (0. 
"4. P). indéoendantes. à

valeurs dans IR*. dc même clensité p r1éfirric par :

j"2
I  - -

Vr:  €  R.  tc( r \ :  - !e  2
i2r

. .  \ , { ^ - t - . . -  . , . , . ,  i . ,  , - . , - i . ' 1 , 1 , .  . , i , ' . . , + ^ i - . .  V  -  1 ^  i  1 - :  , . . . +  , , . ^ . , . , . . . : . , i . i , .  . , i , i , . . + ^ i - , ,  i ,  . 1 . . . - . , : + , . i ,
f t ,  1 1 1 1  ' r l r , l r l .  l J r r c  r d  v a L l ô l / l u  ô l r : a L t r l t r -  z )  *  t t  |  ] / a  I  t ' : ) t '  r l l r r . '  v 4 l l d t r l t -  c l l t ' t t r r : ( / l l  u  c t  ( t t - l b ) l ù r ' .

et en détenniner une clensité. Ouelle cst une dt:rrsité de la varia,ble aléatoire
-z ' l

|  À . f  ̂ - ^ r - .  - .  - . ) . - -  , i . . - - . . : L .  L  r .  r . .  - -  - : . .  t  r -  t r  - L ^ : , , .  , - -  r  
X  

i  , . -  t  - -  , .
u, r i ' la)f i-r . lef qi i  t l l r i ,  ( I t l is i t , t '  fr  (Le ta r?rl lAlr le aleâr, l-Oli 'e in |  * i  ( :r i i  ( lcr iui( ' r :  l }Al :

À '

t) nxl

Vr e R, lr(:r) : : -.,.:- .
7Te " *+ I

r:. Dôtr:nniner unt: densité de la variaÏ.rle erléatoire l+l iruis rccorrnàlitre la loi dc
- \ '

' \

X'
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EXERCICE 1

On note E l’espace vectoriel Rn, muni du produit scalaire canonique.

Pour toutes matrices colonnes X et Y de Mn,1(R), on note 〈X, Y 〉 = tXY .

Pour toute matrice colonne X de Mn,1(R), on note ‖X‖ =
√

tXX.

On considère u et v deux endomorphismes de E, et on note A et B leurs matrices respectives dans la
base canonique de E.

Partie 1

Soit a ∈ R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de u et v dans
la base canonique sont respectivement :

A =
1

1 + a2

(
1 a
a a2

)
et B =

1

2

(
1 1
1 1

)
.

1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.

2.(a) Vérifier que les endomorphismes u, v et u ◦ v sont tous de rang 1.

(b) Vérifier que le vecteur x0 = (1, a) est un vecteur propre de u ◦ v.
(c) Déterminer le spectre de u ◦ v.

3.(a) Montrer que les valeurs propres de u ◦ v appartiennent à l’intervalle [0, 1].

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, u ◦ v est-il un projecteur ?

Partie 2

On revient dans cette partie au cas général, où n désigne un entier tel que n � 2.
On suppose que u et v sont des projecteurs symétriques de E et on pose : C = BAB.

4. Montrer que pour tout X ∈ Mn,1(R) :
‖BX‖2 = 〈BX,X〉.

En déduire que pour tout X ∈ Mn,1(R) :
‖BX‖ � ‖X‖.

5. Montrer que C est diagonalisable dans Mn(R).
6. Soit λ une valeur propre de C et X un vecteur propre associé.

(a) Exprimer ‖ABX‖2 en fonction de λ et ‖X‖.
(b) En déduire que les valeurs propres de C sont réelles positives.

7. Soit µ une (éventuelle) valeur propre de AB non nulle, et X un vecteur propre associé.

(a) Montrer que BX est un vecteur propre de C. En déduire que µ est strictement positive.

(b) Montrer que : ABX = µAX. En déduire que : AX = X.

(c) Montrer que : 〈X,BX〉 = µ‖X‖2.
8. Déduire des questions précédentes que le spectre de AB est inclus dans [0, 1].
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EXERCICE 2

On considère la suite (un)n�0 définie par :
u0 = 0, u1 = 1 et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un,

et on note f la fonction définie sur R2 par :

∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = 2x3 − 6xy + 3y2 − 6y.

On pose enfin : ϕ =
1 +

√
5

2
.

1. Vérifier que ϕ > 1 et que les réels ϕ et
−1

ϕ
sont les solutions de l’équation : x2 − x− 1 = 0.

2.(a) Montrer que f est de classe C2 sur R2.

(b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (ϕ, ϕ+ 1) et

(
− 1

ϕ
,

1

ϕ+ 1

)
.

(c) Étudier la nature des points critiques de f .

3. Montrer que, pour tout entier n ∈ N : unun+2 − u2
n+1 = (−1)n+1.

4.(a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n � 2,
elle calcule et renvoie la valeur du terme un de la suite (un)n�0.

function u=suite(n)

v=0

w=1

for k=2:n

................

................

................

end

u=................

endfunction

(b) Justifier qu’il existe des réels λ et µ, que l’on déterminera, tels que :

∀n ∈ N, un = λϕn + µ

(
−1

ϕ

)n

.

(c) En déduire que la suite

(
un+1

un

)

n�1

converge et déterminer sa limite.

5. On considère pour tout n ∈ N∗ : Sn =
n∑

k=1

(−1)k

ukuk+1

.

(a) Montrer, sans chercher à calculer de somme, que la série de terme général
1

unun+1

converge.

(b) En déduire que la suite (Sn)n�1 converge.

(c) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n ∈ N∗ :

Sn+1 − Sn =
un

un+1

− un+1

un+2

.

(d) Montrer que : ϕ = 1−
+∞∑
k=1

(−1)k

ukuk+1

.
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PROBLÈME

Toutes les variables aléatoires dans ce problème sont supposées définies sur un même espace probabilisé
noté (Ω,A, P ).

Partie 1 - Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu’une variable aléatoire N , à valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

P (N = 0) �= 1 et ∀k ∈ N∗, P (N = k) =

(
a+

b

k

)
P (N = k − 1).

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

(a) Montrer que :

∀k ∈ N, P (N = k) =
bk

k!
P (N = 0).

(b) Calculer
+∞∑
k=0

P (N = k). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramètre b.

Préciser son espérance et sa variance.

2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = −2a.

(a) Montrer que :
∀k � 2, P (N = k) = 0.

(b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramètre en fonction de a.

3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramètres n ∈ N∗ et p ∈]0, 1[.
(a) Montrer que :

∀k ∈ �1, n�, P (Z = k) =
p

1− p
× n− k + 1

k
× P (Z = k − 1).

(b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes
en fonction de n et p.

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, à valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

(a) Calculer P (N = 1). En déduire que a+ b � 0.

(b) Montrer que pour tout entier m � 1 :

m∑
k=1

kP (N = k) = a
m−1∑
k=0

(k + 1)P (N = k) + b
m−1∑
k=0

P (N = k).

- 4 -



(c) En déduire que

(
(1− a)

m∑
k=1

kP (N = k)

)

m�1

est majorée, puis que N admet une espérance.

Préciser alors la valeur de E(N) en fonction de a et b.

(d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et que :

E(N2) =
(a+ b)(a+ b+ 1)

(1− a)2
.

(e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V (N) en fonction de a et b.

(f) Montrer que E(N) = V (N) si et seulement si N suit une loi de Poisson.

Partie 2 - Fonction génératrice

On notera dans la suite :
∀k ∈ N, pk = P (N = k),

où N est une variable aléatoire à valeurs dans N.
5. Montrer que pour tout réel x de l’intervalle [0, 1], la série

∑
k�0

pkx
k est convergente.

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

∀x ∈ [0, 1], G(x) =
+∞∑
k=0

pkx
k =

+∞∑
k=0

P (N = k)xk.

et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que
b

a
> 0. On

pose : α =
−(a+ b)

a
.

On note enfin f la fonction définie par :

∀x ∈ [0, 1], f(x) = p0(1− ax)α.

6. Montrer que pour tout k ∈ N :

∀x ∈ [0, 1], f (k)(x) = k!× pk(1− ax)α−k.

7. Soit x ∈ [0, 1].

(a) Pour tout entier n ∈ N, montrer que :

f(x) =
n∑

k=0

pkx
k + (n+ 1)pn+1

∫ x

0

(1− at)α−n−1(x− t)ndt.

(b) Vérifier que pour tout t ∈ [0, x],
x− t

1− at
� 1 puis montrer que pour tout n ∈ N :

0 �
∫ x

0

(1− at)α−n−1(x− t)ndt �
∫ x

0

(1− at)α−1dt.

(c) En déduire que :
G(x) = p0(1− ax)α.

En calculant G(1), exprimer p0 en fonction de a, b et α, et vérifier que G′(1) = E(N).
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Partie 3 : formule de récursivité

On considère une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires de même loi, à valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4 de la partie 1.

On considère alors la variable aléatoire S définie par :

S =




0 si N = 0
N∑
k=1

Xk si N � 1

autrement dit :

∀ω ∈ Ω, S(ω) = 0 si N(ω) = 0 et S(ω) =

N(ω)∑
k=1

Xk(ω) sinon.

9. Calculer P (S = 0) lorsque a ∈]0, 1[ à l’aide de la partie 2.

10.(a) Calculer P (S = 0) lorsque N suit une loi de Poisson de paramètre λ.

(b) On considère la fonction Scilab suivante, où n est un paramètre dont dépend la loi commune
des Xk :

function y=simulX(n)

y=0;

for i=1:n

if rand () <1/2

y=y+1;

end

end

endfunction

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses paramètres.

(c) On rappelle qu’en Scilab l’instruction grand(1,1,"poi", lambda) renvoie une réalisation d’une
loi de Poisson de paramètre lambda.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramètre λ, et que la loi des variables Xk est
celle simulée à la question précédente par la fonction simulX.
Recopier et compléter la fonction Scilab suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

function s=simulS(lambda ,n)

N = grand(1,1,"poi", lambda)

.......................

.......................

.......................

.......................

.......................

endfunction
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11. Dans la suite du problème, on revient au cas général où N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :

∀k � 0, pk = P (N = k)

et on notera également :
∀k � 0, qk = P (X1 = k).

Enfin, on considère pour tout entier n � 1, la variable aléatoire Sn =
n∑

k=1

Xk, en convenant

qu’on a S0 = 0.

(a) Soit n ∈ N et k ∈ N∗. Montrer que :

∀i ∈ �1, n+ 1�, E(Xi|Sn+1 = k) =
k

n+ 1
.

Indication : on pourra considérer la somme
n+1∑
i=1

E(Xi|Sn+1 = k).

(b) Justifier que :

∀j ∈ �0, k�, P[Sn+1=k](Xn+1 = j)P (Sn+1 = k) = qjP (Sn = k − j).

(c) Déduire des deux questions précédentes que :

k∑
j=0

(
a+

bj

k

)
qjP (Sn = k − j) =

(
a+

b

n+ 1

)
P (Sn+1 = k).

12. Soit k ∈ N∗.

(a) Montrer que :

∀j ∈ �0, k�, P (S = k − j) =
+∞∑
n=0

pnP (Sn = k − j).

(b) Montrer que :
k∑

j=0

(
a+

bj

k

)
qjP (S = k − j) =

+∞∑
n=0

pn+1P (Sn+1 = k).

(c) Justifier que:

P (S = k) =
+∞∑
n=0

pn+1P (Sn+1 = k).

(d) En déduire finalement que :

P (S = k) =
1

1− aq0

k∑
j=1

(
a+

bj

k

)
qjP (S = k − j).
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Voie S - Sujet 19.1

Voie S - Sujet 1

EXERCICE 1

On considère la suite (In)n�0 définie par :

∀n ∈ N, In =

∫ π
2

0

(cos t)ndt.

1. Montrer que In est bien défini pour tout n ∈ N.
Calculer I0, I1 et I2.

2.(a) Étudier la monotonie de la suite (In)n�0.
En déduire que la suite (In)n�0 converge.

(b) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que : ∀n ∈ N, In+2 = (n+ 1)(In − In+2).

(c) En déduire que : ∀n ∈ N, I2n =
(2n)!

(2nn!)2
π

2
et I2n+1 =

(2nn!)2

(2n+ 1)!
.

(d) Compléter la fonction I suivante, qui prend en entrée un entier positif n, afin qu’elle retourne
un vecteur y qui contient les 2n+ 2 premiers termes de la suite (In)n�0.

function y = I(n)

u = zeros (1 , ........)

u(0) = ........

u(1) = ........

for k = 1 : n

........

end

y = u

endfunction

3.(a) Rappeler un équivalent simple de x �−→ cos(x)− 1 et u �−→ ln(1 + u) au voisinage de 0.

(b) Montrer que n ln
(
cos(n−1/4)

)
∼

n→+∞
−1

2

√
n. En déduire lim

n→+∞

(
cos

(
n−1/4

))n

.

(c) Montrer que : lim
n→+∞

(
cos

(
n−2/3

))n

= 1.

4.(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :
∫ n−1/4

0

(cos t)ndt � n−1/4.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :
∫ π

2

n−1/4

(cos t)ndt �
π

2

(
cos

(
n−1/4

))n

.

(c) En déduire que lim
n→+∞

In = 0.

5.(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

In �
∫ n−2/3

0

(cos t)ndt � n−2/3

(
cos

(
n−2/3

))n

.

En déduire la nature de la série de terme général In.

1/7
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Voie S - Sujet 19.1

(b) Écrire une fonction en Scilab qui prend entrée un entier naturel n et qui renvoie en sortie le
terme de rang n de la suite des sommes partielles associée à la série

∑
n�0

In.

6.(a) Montrer que pour tout réel t de ]− π, π[ : cos(t) + 1 =
2

1 + tan2
(
t
2

) .

(b) À l’aide du changement de variable u = tan

(
t

2

)
, montrer que :

∫ π
2

0

dt

1 + cos(t)
= 1.

(c) Montrer que pour tout entier n :
n∑

k=0

(−1)kIk =

∫ π
2

0

dt

1 + cos(t)
−

∫ π
2

0

(− cos(t))n+1

1 + cos(t)
dt.

(d) Montrer que : ∀n ∈ N,

∣∣∣∣∣
∫ π

2

0

(− cos(t))n+1

1 + cos(t)
dt

∣∣∣∣∣ � In+1.

(e) En déduire que la série
∑
k�0

(−1)kIk est convergente et déterminer sa somme.

EXERCICE 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

On dit qu’un vecteur X =



x1
...
xn


 de Mn,1(R) est symétrique (respectivement antisymétrique)

lorsque :
∀i ∈ [[1, n]], xi = xn+1−i, (respectivement xi = −xn+1−i. ).

On note F l’ensemble des vecteurs symétriques de Mn,1(R) et G l’ensemble des vecteurs antisy-
métriques de Mn,1(R).
On note S = (si,j) ∈ Mn(R) la matrice définie par :

∀(i, j) ∈ �1, n�2, si,j =

{
1 si i = n+ 1− j,

0 si i �= n+ 1− j.

Partie A

Dans cette partie et uniquement dans cette partie, on étudie le cas particulier où n = 3.
La matrice S est alors la suivante :

S =



0 0 1
0 1 0
1 0 0




1. Calculer S2. En déduire les valeurs propres de S.

2. Déterminer une base de F et de G.
Vérifier que F et G sont des sous-espaces propres de S.

3. En déduire que : F ⊕G = M3,1(R).

2/7
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Voie S - Sujet 19.1

Partie B

On revient dans la suite dans le cas général où n est un entier supérieur ou égal à 2.

4.(a) Expliciter S et justifier que S est diagonalisable.

(b) Calculer SX lorsque X =




x1
...
xn


.

(c) Pour i et j deux entiers de �1, n�, expliciter le coefficient en ligne i et colonne j de S2 en fonction
des coefficients sk,� de S.

En déduire que S2 est la matrice identité d’ordre n.

5.(a) Soit X un vecteur de Mn,1(R).
Montrer qu’il existe un unique couple (Y, Z) de vecteurs de Mn,1(R) tel que :

Y ∈ F, Z ∈ G et X = Y + Z.

(b) Montrer que F et G sont les sous-espaces propres de S. Préciser les valeurs propres associées.

6. Soit A = (ai,j)1�i,j�n une matrice de Mn(R) telle que :

∀(i, j) ∈ [[1, n]], ai,n+1−j = an+1−i,j.

On considère λ une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

(a) Vérifier que AS = SA.

(b) Montrer que SX est un vecteur propre de A.

(c) On pose Y = X + SX. Exprimer AY en fonction de Y et λ.

(d) En déduire que le sous-espace propre Eλ(A) associé à la valeur propre λ de A contient néces-
sairement un vecteur symétrique non nul ou un vecteur antisymétrique non nul.

3/7
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Voie S - Sujet 19.1

PROBLEME

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession de
tirages d’une boule dans cette urne. Après chaque tirage, on remet la boule tirée dans l’urne, et on
rajoute dans l’urne une boule de couleur opposée à celle qui vient d’être tirée.
On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (Ω, T , IP ).
Pour tout k ∈ N, on note Xk le nombre de boules blanches présentes dans l’urne juste avant
le (k + 1)-ième tirage. En particulier, on a X0 = 1. On admet que pour tout entier k, Xk est une
variable aléatoire de (Ω, T , IP ).

Partie A

1. Déterminer la loi de X1. Donner son espérance et sa variance.

2. Justifier soigneusement que la loi de X2 est donnée par :

IP
(
[X2 = 1]

)
=

1

6
, IP

(
[X2 = 2]

)
=

2

3
, IP

(
[X2 = 3]

)
=

1

6
.

3. Préciser l’ensemble Xk(Ω) des valeurs que peut prendre Xk.

4. Soient i ∈ N∗ et j ∈ Xk(Ω). Déterminer IP[Xk=j]

(
[Xk+1 = i]

)
.

(On distinguera différents cas selon les valeurs relatives de i et j).

5. Déduire de ce qui précède que :

∀k ∈ N, ∀i ∈ N∗, IP
(
[Xk+1 = i]

)
=

i

k + 2
IP
(
[Xk = i]

)
+

3 + k − i

k + 2
IP
(
[Xk = i− 1]

)
. (∗)

6. À l’aide de la formule (∗), déterminer la loi de X3.

7.(a) Montrer que pour tout k ∈ N : IP
(
[Xk = 1]

)
=

1

(k + 1)!
.

(b) Déterminer pour tout k ∈ N, la valeur de IP
(
[Xk = k + 1]

)
.

(c) Pour tout k ∈ N, on pose : ak = (k + 1)!× IP
(
[Xk = 2]

)
.

Exprimer ak+1 en fonction de ak et de k.
Montrer que la suite (bk)k�0 définie par : ∀k ∈ N, bk = ak + k + 2 est géométrique.
En déduire alors que :

∀k ∈ N, IP
(
[Xk = 2]

)
=

2k+1 − k − 2

(k + 1)!
.

4/7
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Partie B

8. Que renvoie la fonction Scilab suivante pour un entier k non nul ?
Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

1 function x = mystere( k )

2 n = 1 ;

3 b = 1 ;

4 for i = 1 : k

5 r = floor(rand ()*(n+b)+1)

6 if r > n then

7 n = n + 1

8 else

9 b = b + 1

10 end

11 end

12 x = b

13 endfunction

9. Écrire une fonction Scilab d’en-tête function LE = loi-exp(k,N) qui prend en entrée un entier
strictement positif k et un entier N , qui effectue N simulations de k tirages successifs dans l’urne
et qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la loi de Xk (c’est-à-dire que pour
chaque i ∈ �1, k + 1�, LE(i) contient la fréquence d’apparition de l’événement [Xk = i] au cours
des N simulations).
On pourra utiliser la fonction mystere.

10. Recopier et compléter la fonction loi-theo suivante, qui prend en entrée un entier strictement
positif n, afin qu’elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de Xn.

1 function LT = loi -theo(n)

2 M = zeros(n , n + 1)

3 M(1,1) = 1 / 2

4 M(1,2) = 1 / 2

5 for k = 1 : n - 1

6 M(k+1,1) = ........

7 for i = 2 : k + 1

8 M(k+1, i) = ........

9 end

10 M(k+1,k+2) = ........

11 end

12 LT = ........

13 endfunction

11. Un étudiant nous propose comme loi de X5 le résultat suivant :

k 1 2 3 4 5 6
IP
(
[X5 = k]

)
0.001368 0.079365 0.419434 0.418999 0.079454 0.00138

A-t-il utilisé loi-exp ou bien loi-theo ?

5/7
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Partie C

12.(a) À l’aide de la formule (∗), montrer que :

∀k ∈ N, E(Xk+1) =
k + 1

k + 2
E(Xk) + 1.

(b) Déduire de ce qui précède que :

∀k ∈ N, E(Xk) =
k + 2

2
.

(c) Soit Yk la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans l’urne après k
tirages.
Justifier que Xk et Yk ont même espérance, puis retrouver le résultat de la question précédente.

On admettra pour la suite que :

∀k ∈ N∗, V (Xk) =
k + 2

12
.

13.(a) Soit α > 0. Montrer que :

lim
k→+∞

IP

(∣∣∣∣
Xk

k + 2
− 1

2

∣∣∣∣ < α

)
= 1.

(b) Interpréter ce résultat et le justifier intuitivement.

Partie D

14. Pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 � j < i, on définit l’application ϕi,j par :

ϕi,j :
R[X] −→ R[X]
P �−→ jP (X + 1)− iP (X)

.

(a) Montrer que ϕi,j est linéaire.

(b) Pour P ∈ R[X], montrer que deg(ϕi,j(P )) = deg(P ).

(c) En déduire que ϕi,j est injective.

(d) Montrer que pour tout polynôme P dans R[X], il existe un polynôme Q dans R[X] tel que
ϕi,j(Q) = P .
(Pour P non nul, on pourra s’intéresser à la restriction de ϕi,j à Rn[X] où n est le degré de P ).

Ce qui précède montrant que ϕi,j est un automorphisme, on définit le polynôme Pi,j pour tout couple
d’entiers (i, j) tels que 1 � j � i, en posant :

P1,1(X) = 1, et pour 1 � j < i, Pi,j(X) = ϕ−1
i,j ((3 +X − i)Pi−1,j(X)) ,

et enfin pour tout entier i > 1,

Pi,i(X) = −
i−1∑
j=1

Pi,j(0).

15.(a) Vérifier que : P2,1(X) = −X − 2, puis calculer P2,2(X).

(b) Vérifier que : P3,2(X) = −2X − 4.

On admettra dans la suite que : P3,1(X) =
1

2
X2 +

3

2
X + 1 et P3,3(X) = 3.
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16. On considère, pour tout entier i de N∗, la propriété suivante :

Hi : « ∀k ∈ N, IP
(
[Xk = i]

)
=

1

(k + 1)!

i∑
j=1

Pi,j(k)j
k ».

On souhaite montrer par récurrence que, pour tout i de N∗, Hi est vraie.

(a) Montrer que H1 est vraie.

(b) Soit i > 1. On suppose que Hi−1 est vraie et on pose :

∀k ∈ N, αk = (k + 1)!IP
(
[Xk = i]

)
−

i−1∑
j=1

Pi,j(k)j
k.

En utilisant la formule (∗) et la relation (3 +X − i)Pi−1,j(X) = ϕi,j (Pi,j(X)), montrer que la
suite (αk)k�0 est géométrique.
Déterminer α0 et en déduire que Hi est vraie.

(c) Conclure.

17.(a) En utilisant le résultat de la question 15(a), retrouver le résultat de la question 7(c).

(b) Déterminer IP
(
[Xk = 3]

)
pour tout k ∈ N∗.
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Voie S - Sujet 20.1

EXERCICE 1

On définit la suite des polynômes de Tchebychev par T0 = 1, T1 = X et pour tout n ∈ N :

Tn+1(X) = 2XTn(X)− Tn−1(X).

On rappelle que pour tout (a, b) ∈ R2 :

cos(a) cos(b) =
1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b)) .

1.(a) Expliciter T2 et T3.

(b) Déterminer pour tout n ∈ N∗ le degré de Tn.

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N, (T0, T1, . . . , Tn) est une base de Rn[X].

2.(a) Montrer que, pour tout n ∈ N et tout x ∈ R :

cos ((n+ 2)x) + cos(nx) = 2 cos(x) cos ((n+ 1)x)

(b) Montrer que, pour tout n ∈ N et x ∈ R :

Tn(cosx) = cos(nx).

3.(a) Montrer que pour tout couple (P,Q) ∈ (R[X])2, l’intégrale

∫ 1

−1

P (t)Q(t)√
1− t2

dt est convergente.

(b) Montrer que l’application

R[X]× R[X] −→ R

(P,Q) �−→
∫ 1

−1

P (t)Q(t)√
1− t2

dt

définit un produit scalaire sur R[X].
On notera 〈·, ·〉 ce produit scalaire et ‖ · ‖ la norme associée.

(c) Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, alors

∫ π

0

cos(nx) cos(mx)dx = 0.

(d) Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, 〈Tn, Tm〉 = 0.

Indication : On pourra procéder au changement de variable t = cos(x) après avoir justifié sa
validité.

(e) Montrer que :

‖Tn‖2 =




π

2
si n � 1,

π si n = 0.

(f) En déduire une base orthonormée de Rn[X] pour le produit scalaire 〈·, ·〉.
4. Soit n un entier non nul. On définit dn la distance de Xn à Rn−1[X] par :

dn = inf

{
‖Xn − P‖, P ∈ Rn−1[X]

}
.

(a) Justifier que : Xn =
n∑

k=0

〈Xn, Tk〉
Tk

‖Tk‖2
.

(b) Montrer alors que : dn =
|〈Xn, Tn〉|

‖Tn‖
.

(c) Déterminer en particulier la valeur de d2.
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EXERCICE 2

Soit (un)n�0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général un converge, on dit qu’elle converge
à l’ordre 1 et on note alors (R1,n)n�0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

∀n ∈ N, R1,n =
+∞∑

k=n+1

uk.

Si à nouveau la série de terme général R1,n converge, on dit que la série
∑
n�0

un converge à l’ordre 2 et

note (R2,n)n�0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

∀n ∈ N, R2,n =
+∞∑

k=n+1

R1,k.

Plus généralement, pour tout entier p � 2, si la série de terme général Rp−1,n converge, on dit que la

série
∑
n�0

un converge à l’ordre p et on note alors (Rp,n)n�0 la suite des restes de cette série :

Rp,n =
+∞∑

k=n+1

Rp−1,k.

On peut noter : pour tout n ∈ N, R0,n = un.
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, l’ordre de la convergence de la série de terme
général un.

1. Soit α ∈ R. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
1

nα
.

(a) Rappeler la condition nécessaire est suffisante sous laquelle
∑
n�1

un converge.

On se place désormais sous cette condition.

(b) Pour tout entier k � 2, justifier que :

∫ k+1

k

dt

tα
�

1

kα
�

∫ k

k−1

dt

tα
.

(c) En déduire que pour tout n � 1 :

1

α− 1
· 1

(n+ 1)α−1
� R1,n �

1

α− 1
· 1

nα−1
.

(d) En déduire que :

R1,n ∼
n→+∞

1

(α− 1)nα−1
.

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur α, la série
∑
n�1

un converge-t-elle à l’ordre 2 ?

(f) Conjecturer à quel ordre la série
∑
n�1

un converge.
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2. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N∗ : un =
1

nn
.

(a) Montrer que la série
∑
n�1

un converge.

(b) Montrer que, pour tout k � 3, uk �
1

3k
, puis en déduire que, pour tout n � 2 :

0 � R1,n �
1

2.3n
.

(c) En déduire que la série
∑
n�1

un converge à l’ordre 2, et que, pour tout n � 1 :

0 � R2,n �
1

4.3n

(d) Montrer que, pour tout p � 1, la série
∑
n�1

un converge à l’ordre p et que pour tout n � 1 :

0 � Rp,n �
1

2p.3n

(e) La série
∑
n�1

Rn,n converge-t-elle ?

3. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout n ∈ N : un =
(−1)n

n+ 1
.

(a) Montrer que :

lim
n→+∞

∫ 1

0

tn

1 + t
dt = 0.

(b) Soit N ∈ N. En remarquant que pour tout k ∈ N,
1

k + 1
=

∫ 1

0

tkdt, montrer que :

N∑
n=0

un =

∫ 1

0

dt

1 + t
−

∫ 1

0

(−t)N+1

1 + t
dt.

(c) En déduire que la série
∑
n�0

un converge et que, pour tout n � 0 :

R1,n =

∫ 1

0

(−t)n+1

1 + t
dt.

(d) Montrer par récurrence que, pour tout entier p � 1, la série
∑
n�0

un converge à l’ordre p et que

pour tout n � 0 :

Rp,n =

∫ 1

0

(−t)n+p

(1 + t)p
dt.
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PROBLÈME

On étudie dans ce problème un processus temporel de comptage appelé processus de Poisson.
L’objectif de ce problème est d’étudier ce processus en partant de deux définitions différentes, qui se
révèleront être équivalentes.
Les deux parties de ce problème sont indépendantes.

Partie A - Définition par X1, X2, . . . , Xn.

On considère dans cette partie une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗ , mutuellement indépendantes
et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de paramètre λ ∈ R∗

+.
Pour tout n ∈ N, on note

Sn =
n∑

k=1

Xk,

avec la convention S0 = 0.
Enfin, pour tout t ∈ R∗

+, on note Nt la variable aléatoire égale à la plus grande valeur de n pour laquelle
Sn est inférieure ou égale à t, c’est-à-dire :

Nt = sup {n ∈ N, Sn � t} .

Par convention, si l’ensemble écrit ci-dessus n’est pas fini, on pose : Nt = −1.

t

Nt

0

1

2

3

S1 S2 S3

X1 X2 X3

Figure 1 – Exemple de réalisation de Nt en fonction de t.

1. Pour tout réel t strictement positif, montrer que : P (Nt = 0) = e−λt.

2. Montrer qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramètre λ si et seulement si λX
suit la loi γ de paramètre 1.

3. Pour tout entier n non nul, en déduire une densité de la variable aléatoire λSn.

4. Pour tout réel t strictement positif et pour tout entier naturel n, comparer les événements [Nt � n]
et [Sn � t].

5. En déduire que pour tout n ∈ N∗ et t ∈ R+ :

P (Nt = n) =

∫ λt

0

un−1

(n− 1)!
e−udu−

∫ λt

0

un

n!
e−udu.
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6. En intégrant par parties une des intégrales ci-dessus, montrer que :

∀n ∈ N∗, P (Nt = n) =
(λt)n

n!
e−λt.

Quelle est la loi de Nt ?

7. On rappelle que l’instruction Scilab grand(n,p,"exp",1/lambda) renvoie une matrice à n lignes
et p colonnes dont les coefficients sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de paramètre lambda.
On rappelle également que l’instruction Scilab plot2d(x,y) effectue un tracé qui relie les points
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) si x = [x1, x2, . . . , xn] et y = [y1, y2, . . . , yn] sont deux vecteurs de
même taille.

(a) Écrire une fonction d’en-tête function U = simulation_S(n,lambda) renvoyant une réalisa-
tion de Sn.

(b) Écrire une fonction d’en-tête function V = simulation_N(t,lambda) renvoyant une réalisa-
tion de Nt.

(c) On a commencé à écrire une fonction evolution_S renvoyant toutes les valeurs S1, S2, . . . , Sn

tant que Sn � t. Compléter cette fonction.

function L = evolution_S(t,lambda)

L = []

S = grand(1,1,"exp" ,1/lambda)

while ..........

L=[L,S]

S = S + ..........

end

endfunction

(d) On a commencé à écrire un script Scilab ci-dessous. Dans ce script, on note S = [S1, . . . , Sn] et
on souhaite tracer l’évolution de Nt du temps 0 au temps Sn de la même manière que sur la
figure 1.

function S = trace_N(t,lambda)

S=evolution_S(T;lambda)

n = length(S)

plot2d ([0,S(1)] ,[0 ,0])

for i = 1:n-1

..........

end

endfunction

Par laquelle des instructions suivantes faut-il compléter la ligne manquante ?
i) plot2d([S(i),S(i+1)],[i,i])

ii) plot2d([i,i+1],[S(i),S(i+1)])

iii) plot2d([S(i-1),S(i)],[i,i])

iv) plot2d([i,S(i+1)],[i,i])
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(e) Un·e étudiant·e exécute le script précédent pour T = 7 et λ = 1 et on obtient la figure suivante :

0 2 4 61 3 5 70.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

0

2

4

6

1

3

5

0.5

1.5

2.5

3.5

4.5

5.5

Que valent dans ce cas N3.2 et N5.5?
Donner une valeur approximative de S2 et de X4.

Partie B - Définition par (Nt)t∈R+

On rappelle que les parties de ce problème sont indépendantes.
Dans cette partie, on définit une famille de variables aléatoires (Nt)t∈R+ vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) : N0 = 0 et pour tout t ∈ R+, Nt(Ω) ⊂ N ;

(H2) : pour tout t > 0, P (Nt = 0) < 1 ;

(H3) : pour tous réels h � 0 et t � 0, la variable aléatoire Nt+h −Nt est indépendante de la variable
aléatoire Nt ; de plus, Nt+h −Nt et Nh ont la même loi ;

(H4) : P (Nh � 2) = o(h) lorsque h tend vers 0 par valeurs positives.

Enfin, pour tout n ∈ N et tout t ∈ R+, on note :

pn(t) = P (Nt = n).

8. Propriétés élémentaires.

(a) Que vaut p0(0) ?

(b) Montrer que le processus est croissant, c’est-à-dire que pour tous t, h ∈ R+ :

P (Nt+h −Nt � 0) = 1.

9. Détermination de p0.

(a) En écrivant Nt+h = Nt + (Nt+h −Nt), montrer que pour tout t, h ∈ R+ :

p0(t+ h) = p0(t)p0(h).

(b) En déduire que la fonction p0 est strictement décroissante sur R+.

6/7
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(c) Montrer que pour tous n ∈ N et s ∈ R+ :

p0(ns) =
(
p0(s)

)n
.

En déduire que pour tous m ∈ N et n ∈ N∗ :

p0

(m
n

)
=

(
p0(1)

)m/n
.

On pourra poser s =
m

n
et utiliser le début de la question.

(d) Soit t ∈ R∗
+. On admet qu’il existe deux suites (un), (vn) de nombres rationnels telles que :

∀n ∈ N, un � t � vn et lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn = t.

Soit λ ∈ R∗
+ tel que p0(1) = e−λ. Montrer que :

p0(t) = e−λt.

10. Loi de Nt.

Par la suite, n ∈ N∗, t ∈ R+ et h ∈ R∗
+.

(a) Donner le développement limité à l’ordre 1 de p0(h) lorsque h tend vers 0.

(b) Après avoir justifié que ([Nh = 0], [Nh = 1], [Nh � 2]) est un système complet d’événements,
montrer que :

p1(h) =
h→0

λh+ o(h).

(c) En écrivant Nt+h = Nh+(Nt+h−Nh) et en utilisant le système complet d’événements introduit
précédemment, montrer que

pn(t+ h) =
h→0

p0(h)pn(t) + p1(h)pn−1(t) + o(h).

(d) Déduire de cette dernière égalité que,

pn(t+ h)− pn(t)

h
=

h→0
λ (pn−1(t)− pn(t)) + o(1).

En déduire que pn est dérivable en t et donner l’expression de p′n(t).

(e) Pour tous n de N et t de R+, on pose qn(t) = eλtpn(t).
Justifier la dérivabilité de qn, puis montrer que :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ R+, q
′
n(t) = λqn−1(t).

(f) Montrer par récurrence que :

∀n ∈ N, qn(t) =
(λt)n

n!
.

(g) Quelle est la loi de Nt ?

11. Pour tout n ∈ N, on note Sn le premier instant t où Nt vaut n, c’est-à-dire :

Sn = inf {t ∈ R+, Nt = n} .
(a) Que vaut S0 ? On le justifiera en revenant précisément à la définition donnée.

(b) Soit t ∈ R+. Exprimer l’événement [S1 > t] en fonction de Nt.

(c) En déduire que, pour tout t ∈ R+ :

P (S1 � t) = 1− e−λt.

(d) Reconnâıtre la loi de S1.

(e) Montrer que :
∀t ∈ R+, Nt = sup {n ∈ N | Sn � t} .
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Sujet 1S

EXERCICE 1

Partie 1 : Étude de trois matrices

On note A, J et S les matrices de M3(R) définies par :

A =




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


 , J =



1 1 1
1 1 1
1 1 1


 et S =




1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1


 .

1. Vérifier que A3 = −3A. En déduire que Sp(A) = {0}.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Justifier que J et S sont diagonalisables, et vérifier que SJ = JS.

3. On admet que Sp(S) =
{
0,
√
3,−

√
3
}
. Montrer que tout vecteur propre de S est vecteur propre de J .

4. En déduire qu’il existe une matrice P inversible de M3(R) (qu’on ne demande pas de déterminer) telle
que P−1SP et P−1JP soient diagonales.

Partie 2 : Étude des matrices magiques

Soit n � 3. On dit qu’une matrice M de Mn(R) est magique quand les sommes des coefficients de chaque ligne, de
chaque colonne et de chaque diagonale sont égales. Ainsi en notant :

• M = (mi,j)1�i,j�n,

• pour tout i de �1, n�, �i(M) =
n∑

j=1

mi,j ,

• pour tout j de �1, n�, cj(M) =
n∑

i=1

mi,j ,

• d1(M) =
n∑

i=1

mi,i et d2(M) =
n∑

i=1

mi,n−i+1,

alors :
M est magique si et seulement si : ∀(i, j) ∈ �1, n�2, �i(M) = cj(M) = d1(M) = d2(M).

Si M est une matrice magique, la valeur de ces sommes est alors notée s(M) et appelée somme de la matrice M .

On note En l’ensemble des matrices réelles magiques d’ordre n, et on admet que En ainsi défini est un sous-espace
vectoriel de Mn(R).

5. Montrer que �1 est une forme linéaire sur Mn(R).

On admettra dans la suite que, pour tout i de �2, n� et pour tout j de �1, n�, les applications �i, cj , d1, d2 et s sont
des formes linéaires sur Mn(R).

6. On note Kn l’ensemble des matrices de En de somme nulle.
Montrer que Kn est un sous-espace vectoriel de En.

7. Soit M ∈ En. Montrer que tM est aussi un élément de En et déterminer s(tM).

8. Soit M ∈ En. Montrer qu’il existe un unique réel λ tel que M − λJn ∈ Kn, avec Jn =



1 · · · 1
...

...
1 · · · 1


 .

9. Soit M ∈ En. Montrer que Wn =




1
...
1


 est un vecteur propre de M et préciser la valeur propre associée.
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EXERCICE 1
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


0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


 , J =



1 1 1
1 1 1
1 1 1


 et S =




1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1


 .

1. Vérifier que A3 = −3A. En déduire que Sp(A) = {0}.
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0,
√
3,−

√
3
}
. Montrer que tout vecteur propre de S est vecteur propre de J .
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Partie 3 : Étude du cas où n = 3

On se place dans cette partie dans le cas particulier où n = 3.

10. Vérifier que les matrices A, J et S définies dans la partie 1 sont magiques, et déterminer leur somme.

11. Montrer que pour toute matrice M de M3(R), il existe un unique couple (M1,M2) ∈ (M3(R))2 tel que :

M = M1 +M2, avec

{
M1 antisymétrique,
M2 symétrique.

On explicitera notamment M1 et M2 en fonction de M .

12. Soit M ∈ K3. On écrit M = M1 +M2 selon la décomposition vue en question 11.

(a) Montrer que M1 et M2 appartiennent à K3.

(b) Montrer qu’il existe deux réels α et β tels que :

M1 = αA et M2 = βS.

13. En déduire une base de K3, puis montrer que (A, J, S) est une base de E3.

14. On note ∆ =
{
M ∈ E3 / P−1MP est diagonale

}
, où P est la matrice définie dans la partie 1.

Montrer que ∆ = Vect(J, S).

EXERCICE 2

On considère la fonction f définie sur R2 par :

f :
R2 −→ R

(x, y) �−→ (x2 + y)e−(x2+y2).

1. Justifier que f est de classe C 2 sur R2 et déterminer ∂1f(x, y) et ∂2f(x, y) pour tout (x, y) ∈ R2.

2. Déterminer les points critiques de f sur R2.

On admettra dans la suite que pour tout (x, y) ∈ R2, on a :

∂2
1,1f(x, y) = 2

((
1− (x2 + y)

)
(1− 2x2)− 2x2

)
e−(x2+y2),

∂2
2,2f(x, y) = −2

(
x2 + 2y + y(1− 2y(x2 + y))

)
e−(x2+y2),

∂2
1,2f(x, y) = −2x

(
1 + 2y(1− x2 − y)

)
e−(x2+y2).

3. Montrer que la hessienne de f en

(
0,

1√
2

)
est diagonale.

La fonction f admet-elle un extremum local en

(
0,

1√
2

)
? Si oui, de quelle nature ?

4. Montrer que f admet un extremum local en

(
0,

−1√
2

)
et préciser sa nature.

5. Montrer que la hessienne de f en

(
1√
2
,
1

2

)
est la matrice H = e−3/4

(
−2 −

√
2

−
√
2 −3

)
.

Justifier queH est diagonalisable dans M2(R) et que ses valeurs propres sont toutes deux strictement négatives.

Qu’en déduire pour le point

(
1√
2
,
1

2

)
?
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6. (a) Montrer que :

∀(x, y) ∈ R2, 0 � |f(x, y)| �
((

max(|x|, |y|)
)2

+max(|x|, |y|)
)
e−(max(|x|,|y|))2 .

(b) En étudiant la limite en +∞ de u �−→ (u2 + u)e−u2
, montrer qu’il existe un réel r strictement positif tel

que :

∀(x, y) ∈ R2, max(|x|, |y|) � r =⇒ 0 � |f(x, y)| � 1

2
e−

3
4 .

(c) Représenter l’ensemble K = {(x, y) ∈ R2, max(|x|, |y|) � r} et justifier que cet ensemble est un fermé de R2.

(d) Vérifier que tous les points critiques de f appartiennent à K.
En déduire tous les extrema globaux de f sur R2, et les points où ils sont atteints.

On cherche maintenant à étudier les extrema de la fonction f sous la contrainte x2 + y2 = 1. On a représenté
sur la figure 1 ci-dessous le champ de vecteurs correspondant au gradient de f (une flèche partant du point de
coordonnées (x, y) représente le vecteur ∇f(x, y)), ainsi que le cercle C d’équation x2 + y2 = 1.

7. En s’appuyant sur la figure 1, la fonction f semble-t-elle admettre un extremum sous la contraine x2 + y2 = 1
au point de coordonnées (1, 0) ? Justifier votre réponse.

8. Déterminer sur [−1, 1] les extrema de la fonction g : y �→ 1 + y − y2.

9. Déduire de la question précédente l’ensemble des points pour lesquels f admet un extremum sous la con-
trainte x2 + y2 = 1. Commenter ce résultat au vu de la figure 1.

Figure 1 – Gradient de f et cercle d’équation x2 + y2 = 1
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PROBLÈME

Soit a un réel strictement positif.
On considère dans toute la suite du problème une suite (Xn)n�1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
identiquement distribuées, toutes définies sur un même espace probabilisé (Ω,A ,P), et suivant toutes la loi uniforme
sur l’intervalle [0, a].

L’objectif de ce problème est d’étudier puis de comparer deux estimateurs de a.

Les parties 1 et 2 de ce problème sont indépendantes.

PARTIE 1 : Estimateur du maximum de vraisemblance

On note pour tout n � 1, Vn = max(X1, . . . , Xn), appelé estimateur de a du maximum de vraisemblance.

1. (a) On rappelle qu’en Scilab, l’instruction grand(n,m,’unf’,a,b) permet d’obtenir une matrice à n lignes
et m colonnes, où chaque coefficient simule une loi uniforme sur l’intervalle [a,b].
Écrire une fonction d’en-tête function V=sim_V(n,a) prenant en entrée un entier naturel non nul n et un
réel a strictement positif, et qui renvoie une réalisation de Vn.

(b) On a tracé ci-dessous cinq réalisations mutuellement indépendantes de (V1, V2, . . . , V100), dans le cas où a = 1.
À partir de ce graphique, que peut-on conjecturer sur l’estimateur Vn ?

Figure 2 – Cinq évolutions de (V1, V2, . . . , V100) pour a = 1

2. Soit n ∈ N∗.

(a) Rappeler l’expression de la fonction de répartition de X1, suivant la loi uniforme U ([0, a]).

(b) Déterminer la fonction de répartition Fn de Vn.

(c) En déduire que Vn est une variable aléatoire à densité et donner une densité de Vn.

3. Soit n ∈ N∗. Justifier que Vn admet une espérance et déterminer l’espérance de Vn.
L’estimateur Vn est-il sans biais ?

4. Soit ε > 0 et soit n ∈ N∗. Exprimer P(|Vn − a| � ε) en fonction de Fn, de a et de ε.
L’estimateur Vn est-il convergent ?
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5. Soit n ∈ N∗. Pour tout réel t, exprimer P
(
n(a− Vn) � t

)
à l’aide de Fn.

En déduire que la suite
(
n(a− Vn)

)
n�1

converge en loi vers une variable aléatoire dont on identifiera la loi et
son(ses) paramètre(s).

6. Soit α ∈]0, 1[. Déterminer à partir de la question précédente un intervalle de confiance asymptotique de niveau
de confiance 1− α pour le paramètre a, construit à l’aide de Vn.

7. Soit n ∈ N∗.

(a) Montrer que Vn admet un moment d’ordre 2, que l’on déterminera.

(b) Montrer que le risque quadratique de Vn vaut
2a2

(n+ 1)(n+ 2)
.

Quel résultat précédemment établi cela permet-il de retrouver ?

Partie 2 : Méthode des moments

Pour un entier n � 1, on note Xn la moyenne empirique de l’échantillon (X1, . . . , Xn), c’est-à-dire :

Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
.

On note Mn = 2Xn, appelé estimateur de a par la méthode des moments.

8. Écrire une fonction d’en-tête function y=sim_M(n,a) qui, prenant en entrée un entier naturel non nul n et le
réel a > 0, renvoie une réalisation de la variable aléatoire Mn.

9. Déterminer l’espérance et la variance de Xn. En déduire que Mn est un estimateur sans biais.

10. Déterminer le risque quadratique de Mn. Cet estimateur est-il convergent ?

11. Justifier que la suite
(√

n(Mn − a)
)
n�1

converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi et
le(s) paramètre(s).

12. Soit α ∈]0, 1[.
Déduire de la question précédente un intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1− α pour
le paramètre a, construit sur Mn.
Quel intervalle de confiance vous semble meilleur entre ce dernier et celui déterminé à la question 6 ?

13. Comparer le risque quadratique de Mn à celui de Vn, obtenu à la question 7.(b).
Commenter ce résultat à l’aide de la figure 3 ci dessous :

Figure 3 – Cinq évolutions de (V1, V2, . . . , V100) (à gauche) et de (M1,M2, . . . ,M100) (à droite) pour a = 1
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Partie 3 : Consistance de ces estimateurs

Dans les parties précédentes, nous avons montré que (Vn) convergeait « plus vite » vers a que (Mn). Nous allons
maintenant étudier la sensibilité de ces estimateurs à une perturbation, en supposant que la première mesure (X1)
est erronée.
Nous supposons donc toujours que les variables aléatoires Xi sont mutuellement indépendantes, mais nous supposons
maintenant que :

• X1 suit la loi uniforme sur [0, 2a] ;
• si i � 2, Xi suit la loi uniforme sur [0, a] (comme précédemment).

On considère toujours, pour tout entier n � 1 : Vn = max(X1, . . . , Xn) et Mn = 2Xn =
2

n

(
X1 + · · ·+Xn

)
.

14. (a) Soit n ∈ N∗. Pour tout réel t de ]a, 2a], montrer que : P
(
Vn � t

)
=

t

2a
.

(b) Pour n ∈ N∗, déterminer la fonction de répartition de Vn.
La suite de variables aléatoires (Vn)n�1 converge-t-elle en loi ?

(c) Calculer P
(
Vn >

3

2
a

)
.

L’estimateur Vn est-il toujours convergent ?

15. On pose pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 : M ′
n =

2

n− 1

(
X2 + · · ·+Xn

)
.

On rappelle que la suite (M ′
n)n�2 converge en probabilité vers a.

(a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, exprimer Mn en fonction de X1, M
′
n et n.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 :

|Mn − a| � 3a

n
+ |M ′

n − a|.

(c) Soit ε > 0 et soit n0 un entier naturel supérieur ou égal à 2 tel que
3a

n0
< ε.

Pour tout entier n vérifiant n � n0, comparer les événements

[
|M ′

n − a| < ε

]
et

[
|Mn − a| < 2ε

]
.

(d) La suite de variables aléatoires (Mn)n�2 converge-t-elle en probabilité vers a ?

16. Commenter les résultats de cette partie à partir des parties précédentes.
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Proposition de sujet1- S

Exercice 1

Dans tout cet exercice, on fixe a un réel strictement supérieur à 1. On définit pour tout n ∈ N la fonction polynomiale fn
par

fn : x �→ 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!
.

1. (a) En notant pour tout réel x et pour tout entier naturel k, tk(x) =
xk

k!
, exprimer pour k un entier naturel non

nul tk(x) en fonction de tk−1(x), x et k.

(b) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante qui, prenant en entrée les valeurs de l’entier n et du réel x,
renvoie la valeur de fn(x).

function S = f(n,x)

t = 1 // t = t_0(x)

S = 1 // S = f(0,x)

for k = 1:n

t = t * .....

S = .....

end

endfunction

2. Justifier que, pour tout entier n strictement positif, l’équation fn(x) = a admet une unique solution sur R+, que
l’on note un.

3. (a) Soit x un réel positif.
Montrer que la suite (fn(x))n�1 est croissante et déterminer sa limite.

(b) En déduire la monotonie de la suite (un)n�1.

(c) Démontrer que la suite (un)n�1 converge.

4. (a) Montrer que pour tout n � 1, ln(a) � un.

(b) Soit K un réel positif et minorant la suite (un)n�1. Montrer que eK � a.

(c) Déduire des questions précédentes que lim
n→+∞

un = ln(a).

On note pour tout n ∈ N et x ∈ R :

Rn(x) =

∫ x

0

et
(x− t)n

n!
dt.

5. (a) Justifier que la suite (un)n�1 est bornée.

On considère dorénavant un réel M strictement positif vérifiant

∀n ∈ N∗, |un| � M.

(b) Justifier que pour tout n ∈ N∗,

|Rn(un)| � eM
Mn+1

(n+ 1)!
.

(c) En déduire que

Rn(un) =
n→+∞

o

(
1

n2

)
.

6. (a) Justifier que, pour tout x ∈ R et pour tout n ∈ N :

ex = fn(x) +Rn(x).

(b) En se rappelant que fn(un) = a pour tout n de N∗, déduire des deux questions précédentes que

un =
n→+∞

ln(a) + o

(
1

n2

)
.
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7. (a) Justifier que, pour tout x ∈ R et pour tout n ∈ N :

ex = fn(x) +
xn+1

(n+ 1)!
+

∫ x

0

et
(x− t)n+1

(n+ 1)!
dt.

(b) En déduire que :

eun =
n→+∞

a+
un+1
n

(n+ 1)!
+ o

(
un+1
n

(n+ 1)!

)
.

(c) Justifier que
un+1
n

(n+ 1)!
∼

n→+∞

(ln(a))n+1

(n+ 1)!
, puis que lim

n→+∞

un+1
n

(n+ 1)!
= 0.

(d) En déduire finalement que :

un − ln(a) ∼
n→+∞

(ln(a))n+1

a(n+ 1)!
.

Exercice 2

On considère l’endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est A =



0 1 −1
0 2 0
1 4 −2


.

On note Id l’endomorphisme identité de R3.

On dit qu’un endomorphisme h est nilpotent quand il existe un entier naturel p tel que hp soit l’endomorphisme nul.

L’objectif de ce problème est de montrer que f est la somme de deux endomorphismes de R3 qui commutent, dont l’un
est diagonalisable et l’autre est nilpotent.

1. (a) Vérifier que −1 et 2 sont des valeurs propres de f et déterminer les sous-espaces propres associés.

(b) On suppose que f est diagonalisable.
En étudiant la trace de A, aboutir à une contradiction.
Que peut-on en déduire sur f ?

2. Montrer que Ker(f + Id) ⊂ Ker
(
(f + Id)2

)
et que Ker(f + Id) �= Ker

(
(f + Id)2

)
.

3. Montrer que R3 = Ker(f − 2Id)⊕Ker
(
(f + Id)2

)
.

Pour simplifier les notations, on note dorénavant

F = Ker(f − 2Id) et G = Ker
(
(f + Id)2

)
.

4. Montrer que F et G sont stables par f .

5. On note P = (X + 1)2(X − 2). Justifier que P (f) est l’endomorphisme nul.

On note dorénavant π1 =
1

9
(f + Id)2 et π2 = −1

9
(f + 4Id) ◦ (f − 2Id).

6. Justifier que les endomorphismes π1 et π2 commutent.

7. (a) Que vaut l’endomorphisme π2 ◦ π1 ?

(b) En déduire une inclusion entre Ker(π2) et Im(π1).

8. (a) Montrer que π1 + π2 = Id.

(b) En déduire une inclusion entre Ker(π2) et Im(π1).

9. Justifier que Ker(π2) = Im(π1) et que Ker(π1) = Im(π2).

10. Déduire des questions 7a et 8a que π1 et π2 sont des projecteurs.

11. Montrer que π2 est le projecteur sur G parallèlement à F . Identifier π1.

On pose maintenant
g = 2π1 − π2 et h = f − g.

12. Justifier que g et h sont des polynômes de l’endomorphisme f .
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13. Montrer qu’il existe une base de R3 telle que la matrice de g dans cette base soit



2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


.

14. Montrer que h = (f − 2Id) ◦ π1 + (f + Id) ◦ π2.
En déduire que h2 = 0.

15. Conclure.

Problème

Dans ce problème, on considère un réel µ et un réel strictement positif a, et on définit sur R la fonction

Fµ,a : x �−→ exp

(
− exp

(
µ− x

a

))
.

Partie I

1. Soient a et µ deux réels tels que a > 0.

(a) Justifier que Fµ,a est de classe C 2 sur R et donner sa dérivée notée fµ,a et sa dérivée seconde f ′
µ,a.

(b) En déduire les variations et la convexité de Fµ,a sur R. On précisera les limites de Fµ,a en +∞ et −∞.
Donner l’allure de la courbe de Fµ,a en y faisant figurer le point d’inflexion.

(c) Montrer que Fµ,a est une fonction bijective de R vers un intervalle I à déterminer.
On note G la réciproque de F0,1. Expliciter G.

2. Soient a et µ deux réels tels que a > 0.
Montrer que fµ,a est une densité, et que Fµ,a est la fonction de répartition associée.

On considère un espace probabilisé (Ω,A , P ), et on suppose que toutes les variables aléatoires introduites dans la suite
du problème sont définies sur cet espace probabilisé.

Soient µ et a des réels tels que a > 0. On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi de Gumbel de paramètre (µ, a),
ce que l’on note X ↪→ G (µ, a), si elle admet fµ,a comme densité.

3. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de paramètre (0, 1).
Soit µ un réel et a un réel strictement positif.
Montrer que la variable aléatoire X = aZ + µ est une variable aléatoire à densité qui suit la loi de Gumbel de
paramètre (µ, a).

On admet que réciproquement, si X suit la loi de Gumbel de paramètre (µ, a), alors Z =
X − µ

a
suit la loi de Gumbel de

paramètre (0, 1).

4. (a) Soit U une variable aléatoire à densité qui suit la loi uniforme sur ]0, 1[.
Montrer que la variable aléatoire Y = − ln(− ln(U)) suit la loi de Gumbel de paramètre (0, 1).

(b) Écrire une fonction Scilab d’en-tête function g = gumbel(mu,a) renvoyant une réalisation d’une variable aléa-
toire de loi G (µ, a).

5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de paramètre (µ, a) et Z =
X − µ

a
.

(a) Montrer que l’intégrale

∫ +∞

0

ln(u)e−udu converge.

(b) À l’aide du changement de variable t = e−u, montrer que l’intégrale

∫ 1

0

ln (− ln (t)) dt converge.

On notera dans la suite :

γ = −
∫ 1

0

ln (− ln (t)) dt.

(c) Montrer que Z admet une espérance et que E(Z) = γ.
On pourra utiliser le changement de variable u = exp (− exp (−x)).

(d) En déduire que X admet une espérance et déterminer E(X) en fonction de γ, µ et a.
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On admet que X admet un moment d’ordre 4 et en particulier que la variance de X notée σ2 est égale à a2c où c
est un réel strictement positif indépendant de a et de µ.

6. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes, de même loi de Gumbel de paramètre (0, 1).

(a) Montrer que −Z est une variable aléatoire à densité, et déterminer une densité g de −Z.

(b) Montrer que pour tout réel x, l’intégrale

∫ +∞

0

ue−(e−x+1)udu converge et déterminer sa valeur.

(c) À l’aide du changement de variable u = et, en déduire que pour tout réel x, l’intégrale

∫ +∞

−∞
f0,1(x − t)g(t)dt

converge.

(d) Montrer que Y − Z est une variable aléatoire à densité, de densité la fonction définie sur R par :

x �−→ e−x

(1 + e−x)2
.

Partie II

Soient µ et a deux réels tels que a > 0.
On considère une suite (Xn)n�1 de variables aléatoires indépendantes définies sur (Ω,A, P ), suivant chacune la loi de
Gumbel de paramètre (µ, a).

On définit pour tout n de N∗ :

Mn =
X1 + · · ·+Xn

n

et

Cn =
X2

1 + · · ·+X2
n

n
.

7. Méthode des moments

(a) Montrer que si les suites de variables aléatoires (Vn)n�0 et (Wn)n�0 convergent respectivement en probabilité
vers deux variables aléatoires V etW , alors pour tous réels α et β, la suite de variables aléatoires (αVn+βWn)n�0

converge en probabilité vers αV + βW .

(b) Montrer que les variables aléatoires Mn et Cn convergent en probabilité respectivement vers E(X1) et E
(
(X1)

2
)
.

(c) Montrer que An =
1√
c

√
Cn −M2

n est un estimateur convergent de a.

(d) Montrer alors que Sn = Mn −Anγ est un estimateur convergent de µ.

8. On suppose qu’ont été définies précédemment dans un script Scilab des valeurs approchées de γ et de c, dans des
variables notées gamma et c.

(a) Écrire une fonction Scilab d’en-tête function A = estimateur_a(X) renvoyant la valeur de l’estimateur An

étudié précédemment, lorsque X est un vecteur-ligne de longueur n dont les coefficients sont des réalisations de
X1, X2, · · · , Xn.

(b) On a tracé sur la figure 1 l’évolution de cinq réalisations indépendantes de cet estimateur An, pour le cas
particulier µ = 2 et a = 1.
Commenter ce graphique.
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Figure 1 – Évolutions de An pour µ = 2 et a = 1
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Exercice 1

Soit E l’espace vectoriel R3 muni du produit scalaire canonique.
On note B = (e1, e2, e3) la base canonique de E.
On notera ⟨·, ·⟩ le produit scalaire canonique de E, et ∥ · ∥ la norme associée.
Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on notera F⊥ l’orthogonal de F pour le produit scalaire ⟨·, ·⟩.

Partie I

Dans cette partie, on note g l’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la matrice :

A =

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

 .

1. Calculer la matrice A2, puis la matrice A3.
Déterminer un réel α > 0 tel que : A3 = −α2A.

2. Démontrer que 0 est valeur propre de g, et déterminer un vecteur v1 de norme 1 tel que (v1) soit une base de
l’espace propre de g associé à la valeur propre 0.

3. Déterminer l’ensemble des valeurs propres de g.

4. L’endomorphisme g est-il bijectif ? Est-il diagonalisable ?

5. On pose v2 =
1√
2
(−1, 0, 1).

Démontrer que v2 ∈ (E0(g))
⊥
, puis déterminer un vecteur v3 tel que la famille (v2, v3) soit une base orhonormale

de (E0(g))
⊥
.

6. Démontrer que la famille C = (v1, v2, v3) est une base orthonormale de E, et déterminer la matrice représentative
de g dans la base C .

Partie II

1. Pour tout endomorphisme f de E, démontrer que les deux propriétés (P1) et (P2) ci-dessous sont équivalentes :

(P1) : ∀x ∈ E, ⟨f(x), x⟩ = 0

(P2) : ∀(x, y) ∈ E2, ⟨f(x), y⟩ = −⟨x, f(y)⟩.

Un endomorphisme vérifiant les propriétés (P1) et (P2) est dit anti-symétrique.

2. Démontrer que l’endomorphisme g défini dans la partie précédente est anti-symétrique.

Dans toute la suite de l’exercice, on considère un endomorphisme f de E anti-symétrique.
L’objectif de cette partie est de démontrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice représentative
de f est de la forme :

A =

0 0 0
0 0 −α
0 α 0

 ,

où α est un réel.

3. On veut démontrer par l’absurde que f n’est pas bijective.
On suppose donc que f est bijective.
Soit x un vecteur non nul de E, et soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par x et f(x).
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(a) Déterminer la dimension de F .

(b) Démontrer qu’il existe un vecteur y non nul de E tel que la famille (x, f(x), y) est orthogonale.

(c) Démontrer alors que la famille (x, f(x), y, f(y)) est libre.

(d) Conclure.

4. Démontrer qu’il existe trois vecteurs : e′1, e′2, et e′3 de E tels que e′1 appartient au noyau de f , et la famille
B′ = (e′1, e

′
2, e

′
3) est une base orthonormale de E.

5. (a) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base B’ est anti-symétrique.

(b) Conclure quant à l’objectif annoncé au début de cette partie.

Exercice 2

Partie I : Étude des intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n, on pose : Wn =

∫ π
2

0

(sin(t))
n
dt.

1. Calculer W0 et W1.

2. Étudier les variations de la suite (Wn)n⩾0.

3. Démontrer que :

∀n ∈ N, Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn,

puis que :

∀n ∈ N, (n+ 1)WnWn+1 =
π

2
.

4. Déduire des questions précédentes que Wn ∼
n→+∞

Wn+1, puis que Wn ∼
n→+∞

√
π

2n
.

5. Montrer que :

∀n ∈ N, W2n =
π

2

(2n)!

22n(n!)2
.

Partie II : Démonstration de la formule de Stirling

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : un =
n!

nn
· en√

n
.

1. Montrer que :

∀n ∈ N∗, ln

(
un+1

un

)
= 1−

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
.

2. (a) Rappeler le développement limité à l’ordre 3 de ln(1 + u) au voisinage de 0.

(b) En déduire que : ln

(
un+1

un

)
∼

n→+∞
− 1

12n2
.

3. (a) Déterminer la nature de la série de terme général (lnun+1 − lnun).

(b) En déduire que la suite (un)n⩾1 converge vers un réel ℓ.

4. À l’aide des résultats de la partie I, déterminer la valeur de ℓ.

5. Démontrer alors la formule de Stirling :

n! ∼
n→+∞

√
2πn

(n
e

)n

.
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Partie III : Étude d’une suite d’intégrales

Pour tout entier naturel n, on pose : In =

∫ 1

0

(
te−t

)n
dt

1. (a) Dresser le tableau de variations de la fonction h définie sur [0, 1] par : ∀t ∈ [0, 1], h(t) = te−t.

(b) En déduire que :

∀n ∈ N, 0 ⩽ In ⩽

(
1

e

)n

.

(c) En déduire lim
n→+∞

In.

Quelle est la nature de la série de terme général In ?

2. On considère une suite (Xn)n⩾1 de variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P ), mutuel-
lement indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de paramètre 1.

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : Sn =

n∑
k=1

Xk.

(a) Quelle est la loi de Sn? En donner une densité.

(b) Montrer que :

∀n ∈ N∗, In =
n!

nn+1
P (Sn+1 ⩽ n) .

(c) On rappelle que dans la librairie numpy.random importée sous rd, se trouve les commandes suivantes :

⋆ rd.random() renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[.

⋆ rd.exponential(a) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre
1

a
.

⋆ rd.normal(0,1) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

⋆ rd.gamma(a) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi gamma de paramètre a.

Recopier et compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle prenne en argument une valeur de n entière,
simule 10 000 fois la réalisation de la variable aléatoire Sn+1 et renvoie une valeur approchée de P (Sn+1 ⩽ n) :

import numpy.random as rd

def proba(n):

N=.............

c=0

for i in range(N) :

S=.............

if S<= n:

c=.............

return .............

(d) Écrire alors un programme qui demande à l’utilisateur une valeur de n, puis calcule et affiche sous forme de liste
les valeurs estimées de I1, I2, . . . , In.
Ce programme pourra faire appel à la fonction Python de la question précédente.

3. Pour tout entier n non nul, on pose :

• Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk,

• X
∗
n la variable aléatoire centrée réduite associée à Xn,

• Yn = X
∗
n +

1√
n
.

(a) Justifier que la suite (X
∗
n)n⩾1 converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera la loi.

On admet que la suite (Yn)n⩾1 converge alors également en loi vers la variable aléatoire Z.

(b) Démontrer que : ∀n ∈ N∗, P (Sn+1 ⩽ n) = P (Yn+1 ⩽ 0) .

(c) En utilisant les questions précédentes, et la formule de Stirling rappelée dans la partie précédente, montrer alors
que :

In ∼
n→+∞

e−n ·
√

π

2n
.
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Exercice 3

Pour tous entiers naturels a et b non nuls, et pour tout entier naturel r, on considère l’expérience aléatoire ci-dessous.
Un urne contient initialement a boules blanches et b boules noires.
On effectue dans cette urne une infinité de tirages d’une boule, en procédant de la façon suivante : après chaque tirage, on
remet la boule piochée dans l’urne et on rajoute systématiquement r boules blanches avant de procéder au tirage suivant.
On note dans tout le problème X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la première boule noire si on obtient
au moins une boule noire dans l’expérience, et qui prend la valeur 0 si on n’obtient jamais de boule noire.

Partie I

Pour tout entier naturel n non nul, on note An l’événement : « Lors des n premiers tirages, on n’obtient que des boules
blanches. »

1. Démontrer que : ∀n ∈ N∗, P (An) =

n−1∏
k=0

a+ kr

a+ b+ kr
.

2. Montrer alors que : ∀n ∈ N∗, − ln (P (An)) =

n−1∑
k=0

ln

(
1 +

b

a+ kr

)
.

3. Étudier la nature de la série
∑
k⩾0

ln

(
1 +

b

a+ kr

)
, puis calculer la limite lorsque n tend vers +∞ de P (An).

4. Démontrer alors soigneusement que P (X = 0) = 0.

Dans toute la suite du problème, on traduira ce résultat en supposant que X(Ω) = N∗

5. Écrire une fonction Python qui prend en entrée les entiers a, b et r, simule les tirages dans l’urne jusqu’à l’obtention
de la première boule noire et renvoie la valeur de X obtenue.

6. Écrire alors une fonction Python qui en prend en entrée les entiers a, b et r, et une valeur de N , qui simule N
réalisations de la variable aléatoire X et renvoie la moyenne des résultats obtenus.

7. On suppose dans cette question que r = 0.
Donner la loi de X.
Montrer que X admet une espérance et une variance, que l’on exprimera en fonction de a et b.

8. On suppose dans cette question que a = b = r = 1.

(a) Donner la loi de X.

(b) Démontrer que X n’admet pas d’espérance.

Partie II : Étude du cas r = 1

Dans cette partie, on pose r = 1 et on suppose que b est supérieur ou égal à 2.

1. On suppose de plus que a = 1.

(a) Démontrer que :

∀n ∈ N∗, P (X = n) =
b · b!

n(n+ 1) · · · (n+ b)
=

b · (n− 1)! · b!
(n+ b)!

.

(b) On note (vn) la suite définie par : ∀n ∈ N∗ vn =
1

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ b− 1)
=

n!

(n+ b− 1)!
.

Démontrer que : ∀n ∈ N∗, nP (X = n) =
b · b!
b− 1

(vn − vn+1).

(c) En déduire que X admet une espérance, et que : E(X) =
b

b− 1
.
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On admettra que pour tout entier naturel a non nul, X admet une espérance.

2. Le réel a n’est plus supposé être égal à 1 mais seulement supérieur ou égal à 1.
On notera alors et uniquement dans cette question Xa la variable aléatoire X.
Soit B1 l’événement : « On obtient une boule blanche au premier tirage ».

(a) Montrer que : ∀a ∈ N∗, E(Xa|B1) = 1 + E(Xa+1).

(b) Déterminer E(Xa|B1).

(c) Démontrer que :

∀a ∈ N∗, E(Xa) = 1 +
a

a+ b
E(Xa+1),

puis que :

∀a ∈ N∗, E(Xa) =
a+ b− 1

b− 1
.

Partie III

On revient au cas général où a, b et r sont des entiers naturels non nuls et on suppose cette fois que r est non nul.

On rappelle le résultat démontré dans la première partie :

∀n ⩾ 1, − ln(P (An)) =

n−1∑
k=0

ln

(
1 +

b

a+ kr

)
.

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : un = − ln(P (An))−
b

r
ln(n).

1. Démontrer que la série de terme général (un+1 − un) converge.

2. En déduire que la suite (un) converge vers un réel ℓ.

3. Démontrer que P (An) est équivalent à e−ℓ · 1

n
b
r

lorsque n tend vers +∞.

4. Démontrer que nP (X = n) ∼
n→+∞

b

r
P (An−1).

5. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la variable aléatoire X admette une espérance.
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Mathématiques approfondies - Sujet zéro 2
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EXERCICE 1

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, l’intégrale

∫ +∞

0

e−t sinn(t) dt converge.

On note alors, pour tout n ∈ N,

In =

∫ +∞

0

e−t sinn(t) dt.

2. (a) Calculer I0.

(b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

i. À l’aide d’intégrations par parties, montrer que pour tout réel A strictement positif :

∫ A

0

e−t sinn(t) dt = −e−A sinn−1(A)(sin(A) + n cos(A))− n

∫ A

0

e−t sinn(t)dt+ n(n− 1)

∫ A

0

e−t cos2(t) sinn−2(t) dt.

ii. En déduire que In =
n(n− 1)

n2 + 1
In−2.

3. (a) Compléter la fonction Python suivante pour que, prenant en argument un entier naturel n, elle calcule et
renvoie la valeur de I2n.

def calcul(n):

I=.........

for k in range(1,n+1):

I = I * ...........

return ..........

(b) On a représenté ci-dessous la suite (
√
n I2n)n⩾1 à l’aide du programme Python précédent.

Que peut-on conjecturer pour un équivalent de I2n lorsque n tend vers +∞ ?
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4. Soit n un entier naturel.

(a) Justifier l’égalité : ∫ (N+1)π

0

e−t sinn(t) dt =

(
N∑

k=0

(
(−1)ne−π

)k
)∫ π

0

e−t sinn(t) dt

(b) En déduire que :

In =
1

1− (−1)ne−π

∫ π

0

e−t sinn(t) dt.

(c) Montrer que : In > 0.

5. On pose pour tout n ∈ N∗ : un = − ln(
√
nI2n).

(a) Montrer que : ∀n ∈ N∗, ln

(
2n(2n− 1)

4n2 + 1

)
= ln

(
1− 1

2n

)
− ln

(
1 +

1

4n2

)
.

(b) Montrer, en utilisant la relation obtenue à la question 2, que un − un−1 ∼
n→+∞

1

8n2
.

(c) En déduire la nature de la série de terme général un − un−1, puis la convergence de la suite (un)n∈N∗ .

(d) Établir l’existence d’une constante strictement positive K telle que I2n ∼
n→+∞

K√
n
.

6. On pose pour tout n ∈ N : Jn =

∫ π

0

e−t sinn(t) dt.

(a) Déterminer un équivalent de J2n en +∞ faisant intervenir K.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, J2n+2 ⩽ J2n+1 ⩽ J2n.

(c) En déduire un équivalent de J2n+1 puis de I2n+1 faisant intervenir K.

7. Les suites (In)n∈N∗ et
(√

nIn
)
n∈N∗ sont-elles convergentes ?

EXERCICE 2

Soit E un espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire noté ⟨·, ·⟩.

• Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, de même dimension d.

• On note pF le projecteur orthogonal sur F et pG le projecteur orthogonal sur G.

• Soient U = (u1, . . . , ud) et V = (v1, . . . , vd) des bases orthonormées de F et de G respectivement.
On note B la matrice de Md(R) dont le coefficient de la ième ligne et j ème colonne est Bi,j = ⟨ui, vj⟩.

1. (a) Vérifier que l’ensemble G est stable par pG ◦ pF , c’est-à-dire que : ∀x ∈ G, (pG ◦ pF )(x) ∈ G.

(b) Montrer que l’application π qui à tout élément x de G associe (pG ◦ pF )(x) est un endomorphisme de G.

(c) Que vaut π si F = G ?
Que vaut π si F et G sont orthogonaux ?

2. On suppose dans cette question uniquement que E = R3 muni de son produit scalaire canonique, et que

F =
{
(x, y, z) ∈ E / x+ y = 0

}
, G =

{
(x, y, z) ∈ E / y + z = 0

}
.

(a) Quelle est la valeur de d dans ce cas-là ?

(b) Déterminer une base orthonormée U de F dont le premier vecteur est u1 = (0, 0, 1) , et une base orthonor-
mée V de G dont le premier vecteur est v1 = (1, 0, 0).

(c) En déduire une expression de tBB.

(d) Déterminer les valeurs propres de la matrice tBB.
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3. On revient au cas général dans cette question et les suivantes.

(a) Soit x ∈ G. Montrer que : (pG ◦ pF )(x) =
d∑

i=1

(
d∑

k=1

⟨uk, x⟩⟨uk, vi⟩

)
vi.

(b) En déduire que la matrice de π dans la base V est tBB, puis que π est un endomorphisme symétrique de G.

(c) Montrer alors qu’il existe un unique d-uplet (λ1, . . . , λd) ∈ Rd, vérifiant, λ1 ⩾ · · · ⩾ λd tel que la matrice

diagonale

 λ1 (0)

. . .
(0) λd

 soit la matrice de π dans une base orthonormée de E que l’on note C .

4. (a) Établir que pour tout vecteur x de G :

⟨x, π(x)⟩ = ⟨x, pF (x)⟩ = ∥pF (x)∥2.

(b) Soit λ une valeur propre de π, et x un vecteur propre associé.
Montrer que :

λ∥x∥2 = ∥pF (x)∥2.

En déduire que λ ∈ [0, 1].

5. En déduire que pour tout k ∈ J1, dK, il existe un unique tk ∈
[
0,

π

2

]
, tel que λk = cos2(tk) où les réels λk sont

définis à la question 3.(c).

Angle(F,G) désigne le d-uplet (t1, . . . , td) que l’on peut définir pour tout couple (F,G) de sous-espaces vectoriels de
E de même dimension d.

6. Exemples :

(a) Montrer que Angle(F,G) =
(π
2
, . . . ,

π

2

)
si et seulement si F et G sont orthogonaux.

(b) Montrer que Angle(F,G) = (0, . . . , 0) si et seulement si F et G sont égaux.

(c) Déterminer Angle(F,G) si on reprend les hypothèses de la question 2.

PROBLÈME

Dans tout le problème, p désigne un réel de ]0, 1[.

On réalise une expérience aléatoire qui consiste à effectuer une suite de tests successifs t1, . . . , tn, . . . sur un objet de
la manière suivante:

• Le test t1 est toujours effectué ;

• Pour tout i ∈ N∗, sachant que le test ti a été effectué, soit l’expérience s’arrête alors avec une probabilité p, soit
elle continue avec une probabilité q = 1− p et dans ce cas on réalise le test ti+1.

On considère un espace probabilisé (Ω,A ,P) qui modélise cette expérience et on note :

• N la variable aléatoire réelle égale au nombre total de tests effectués lors de l’expérience ;

• Pour tout entier naturel i non nul, Ti la durée aléatoire du test ti ;

• Pour tout entier naturel k non nul, Dk =

k∑
i=1

Ti ;

• D la durée totale de l’expérience, en supposant que seules les durées des tests effectués sont comptabilisées.

On suppose enfin que, pour tout entier naturel i non nul, Ti suit la loi exponentielle de paramètre λi, et que cette
durée est indépendante des durées des autres tests et de N .
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Partie 1 - Loi de Dk

1. Montrer que pour tout entier naturel k non nul, Dk admet une espérance et donner une expression de celle-ci en
fonction des λi où i ∈ J1, kK.

2. Soit λ un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que : ∀i ∈ N∗, λi = λ.
Déterminer pour tout entier k ⩾ 1, une densité de λDk, puis de Dk.

3. On ne suppose plus à présent que les réels λ1,. . ., λn,. . . sont tous égaux.
On définit par récurrence les fonctions fk pour tout k ⩾ 1 par :

∀x ∈ R, f1(x) =

{
0 si x < 0

λ1e
−λ1x sinon

et

∀k ∈ N∗,∀x ∈ R, fk+1(x) =

0 si x < 0

λk+1e
−λk+1x

∫ x

0

fk(t)e
λk+1t dt sinon.

(a) Montrer par récurrence que pour tout k ∈ N∗, fk est une densité de probabilité de Dk et que sa restriction
à R+ est continue.

(b) Donner une expression sans intégrale de f2(x) pour tout réel x.

4. Soit k un entier supérieur ou égal à 2.
On suppose dans cette question que les réels λ1, . . . , λn, . . . sont distincts 2 à 2.
On définit pour tout i ∈ J1, kK le réel ℓi,k et le polynôme Li de R[x] par :

ℓi,k =
1

k∏
j=1
j ̸=i

(λi − λj)

,

∀x ∈ R, Li(x) = ℓi,k

k∏
j=1
j ̸=i

(x− λj).

On note enfin P le polynôme défini par : P =

k∑
i=1

Li.

(a) Montrer que P ∈ Rk−1[x].

(b) Pour tout r ∈ J1, kK, calculer P (λr).

(c) En déduire que

k∑
i=1

Li = 1 , puis que

k∑
i=1

ℓi,k = 0.

(d) Montrer, par récurrence que, pour tout entier naturel k ⩾ 2 :

fk(x) =


0 si x < 0

(−1)k−1λ1 · · ·λk

k∑
i=1

ℓi,ke
−λix sinon.

5. Soit α un réel strictement positif.
On suppose dans cette question que, ∀i ∈ N∗, λi = α i.
Soit k un entier naturel non nul.

(a) Montrer que ∀i ∈ J1, kK, ℓi,k =
(−1)k−i

(k − 1)!αk−1

(
k − 1

i− 1

)
.

(b) En déduire que pour x ⩾ 0, fk(x) = kαe−αx(1− e−αx)k−1.

(c) Déterminer Fk la fonction de répartition de Dk.
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Partie 2 - Loi et espérance de D

6. On suppose que l’on a défini la fonction Python lamb(i) qui prend en argument un entier i et qui renvoie la
valeur de λi.
Compléter le script suivant pour qu’il affiche une valeur aléatoire qui suit la même loi que D :

import numpy.random as rd

p=input(’p=’)

i=1 # numero du test

D=rd.exponential (1/ lamb (1))

while rd.random () > ...... :

i = i + ......

D = D + ......

end

print(D)

7. (a) Donner la loi de N , et préciser son(ses) éventuel(s) paramètre(s).

(b) En déduire que :

∀x ⩾ 0, FD(x) =

+∞∑
k=1

pqk−1P[N=k]([D ⩽ x]),

puis que

∀x ⩾ 0, FD(x) =

+∞∑
k=1

pqk−1Fk(x).

8. (a) Montrer que pour tout k ∈ N∗ et t ∈ R+ : fk(t) ⩽ λ1.
Indication : On pourra utiliser la définition de la fonction fk à la question 3.

(b) Montrer que pour tout réel t, la série
∑
k⩾1

pqk−1fk(t) converge.

Soit alors la fonction f définie sur R par :

∀t ∈ R, f(t) =

+∞∑
k=1

pqk−1fk(t).

(c) On admet, que la restriction de f à R+ est continue.
Montrer que pour tout x ⩾ 0 et pour tout n ∈ N∗:

0 ⩽
∫ x

0

f(t) dt−
n∑

k=1

pqk−1

∫ x

0

fk(t) dt ⩽ qnλ1x

(d) Montrer que la fonction x 7−→
∫ x

0

f(t)dt cöıncide avec FD sur R+.

(e) En déduire que f est une densité de probabilité de D.

9. Soit λ un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que ∀i ∈ N∗, λi = λ
En utilisant le résultat de la question 2, établir que D suit la loi exponentielle de paramètre pλ.

10. Soit α un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que ∀i ∈ N∗, λi = αi.

(a) En utilisant les résultats de la partie 1, montrer que la fonction de répartition de D, FD est définie par :

∀x ∈ R, FD(x) =

0 si x < 0
p

p+ qe−αx

(
1− e−αx

)
sinon.

(b) Montrer que l’intégrale

∫ +∞

0

(1− FD(x)) dx converge et vaut − 1

αq
ln(p).

(c) Montrer que pour tout réel A > 0,∫ A

0

tfD(t) dt = −A(1− FD(A)) +

∫ A

0

(1− FD(t)) dt.

(d) En déduire que D admet une espérance et préciser sa valeur en fonction de p et α.
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