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EXERCICE 1

Notations :
e a est un nombre réel fixé ;
» £° (IR) désigne l'ensemble des applications continues de IR dans IR ;

e on note ¢ l'application qui, a tout élément f € £ ° (IR), fait correspondre la fonction g définie par :
! 2x-a
Vxe R\ {a} g(x)zﬂ—-" f(t) dt
X
g(a) =1(a)
1°) a) Vérifier que ¢ définit un endomorphisme de I'espace vectoriel £ ° (IR). -
b) Justifier la dérivabilité de g sur IR\ {a} et calculer g’ (x) pourX #a.

¢)Onprend f:t— | t-al | ;  l'application g correspondante est-elle dérivable en a ?

d) ¢ est-il un endomorphisme surjectif ?
2°) a)Soitu € £°(R) vérifiant: VxelR u(x) =2 u(2x - a)
2" -1
(1) Montrerque : Vne IN u % =" u(x)
2

(i1) En déduire que u est l'application nulle.

b) Déterminer le noyau de ¢.

3°) Pourtoutne IN, onnote ]Rn[X] l'espace vectoriel des fonctions polyndmes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal a n. |
Pour tout k entier compris entre 0 et n, on définit dk par:
Vxe R 4, (0 = (x- ) (dyx) =1}
a) Déterminer ¢ (dk).
b) On note (bn larestrictionde ¢ a IRn[X]. Montrer que q)n est un automorphisme

diagonalisable.



4°) Soitne IN;

a) . désigne l'application x — x".  Ecrire c,

d()’dl’ dn'

b) Déterminer les applications f € € ° (IR) vérifiant :

2x - a
Vxe R J‘ fo)ydt = (x—a)xn

X

comme combinaison linéaire de



EXERCICE 2

a désigne un réel strictement compris entre O et 1.

Un signal lumineux se déplace entre trois points A, B et C.

S'll est en A, la probabilité qu'il se déplace en B est égale a a et celle qu'il se déplace en Cest 1 - a.
S'il est en B, la probabilité qu'il aille en A est a, et celle qu'il aille en C est 1 - a.

Enfin, s'll est en C, la probabilité qu'il aille en A est a et celle qu'il aille en B est 1 - a.

Si  ne IN¥ onnote An (respectivement Bn et Cn) I'événement : "le signal esten A
(respectivement en B et C) apres le n-ieme déplacement”.
Si n=0,onnote AO (respectivement B o €t CO) I'événement : "le signal esten A

(respectivement en B et C) avant le premier déplacement”.

P(An)
Enfin, pour tout n € IN, on note Xn = P(Bn)
P(Cn)
0 a a
1°) Montrer que Vne IN, Xop1 = MX o M=] a 0 l-a

Onpose N= ‘M

2°) a) Vérifier que le vecteur U =(1,1,1) estun vecteur propre de N.
A quelle valeur propre est-il associé ?
b) Déterminer les autres valeurs propres de N, et, suivant les valeurs de a, les sous-espaces propres
associés.
c) N est-elle diagonalisable ?

1 1 a-1
3°) Soit P= 1 -a a-1
1 -a 1

Montrer que P est inversible et déterminer P_1
(on fera apparaitre les calculs).

i ) . 1
Dans la suite de I'exercice, on fixe a=—

4



4°) a)Montrerque Vne IN, N =PD"P, ot D est une matrice diagonale a préciser.
b) Calculer alors N pour tout entier naturel n.

¢) En déduire la valeur de m" pour n € IN.

5°) On suppose qu'avant le premier déplacement, le signal est en A.
a) Pour tout n e IN, calculer P(An), P(Bn) et P(Cn) en fonction de n.

b) Déterminer alors les limites de ces suites lorsque n tend vers l'infini.



PROBLEME

Dans tout le probleme, n désigne un entier supérieur ou égal a deux, et § un réel strictement positif.
Dans un rayon de magasin, il y a n articles A,8, ..a valant respectivement

o, ..., 0 francs.
OLl’ 2 n

Un client se présente et achete un nombre aléatoire A d'articles distincts de ce rayon (0 < A <n).

On suppose que, lorsqu'un client s'est décidé pour I'achat de A articles, les différents choix possibles de ces

A articles sont équiprobables.

° On note S la somme payée par le client pour 'achat de ces A articles et, pour 1 <i < n, Xi la variable
aléatoire qui vaut 1 si le client achéete 'article a, et 0 si non.

» L'objet du probléme est principalement d'évaluer I'espérance et la variance de S, suivant deux hypotheses
différentes sur A. ‘

* Les deux parties du probleme sont largement indépendantes ; seuls les résultats des questions 1°) et

6°) a) de la premiere partie sont utilisés dans la deuxieme partie.

Premiere partie

1°) a)Pour 0<k<n, calculerlaprobabilité conditionnelle P ((Xi =)/ (A= k)).
b) i et j désignant deux entiers distincts compris entre 1 et n,

caleuler  P(((X, = 1) 1 X;=1D)/ (A= k).

¢) Comment s'exprime S  en fonction des Xi et des oL ?

* On fait, dans cette premiere partie, I'nypothése suivante :

(H’) A suit la loi uniforme sur {0, 1, ..., n}
2°) Calculer P(Xi =1) alaide de la formule des probabilités totales .

3°) Calculer I'espérance E(S) en fonction des o .

4°) ietjdésignent deux entiers distincts compris entre 1 et n ;
a) Caleuler  P((X;= 1) X;= D).
b) Calculer la covariance et le coefficient de corrélation linéaire du couple (Xi , X.) .

J

Xi et Xj sont-elles indépendantes ?

n 2 n
5°) a) Exprimer la variance  V(S) en fonction de ( > oci) et > (Ociz) )
i = 1 l = 1

b) On suppose, dans cette question b), que: Vie {1,2,...,n} o. =1 .

Vérifier que:  V(S)= D0+ 1D 3,2 115 4 4),
144



6°) On suppose maintenant, plus généralement, que :

Vie {1,2,...,n}  a=i"

n . \B
a) Déterminer la limite, quand n — +oo, de L Yy (;)

n
En déduire un équivalent, lorsque n — +oo, de 2

b) Donner un équivalent, de la forme ¥ n8, de la variance

( ¥ et sont des constantes réelles que 'on déterminera).

puis de

V(S),

E(S).

quand

n—> 4o ;

*



Deuxiéme partie

* a désigne un nombre réel appartenanta  JO,1[.
On fait, pour cette 2°™ partie, I'hypothese suivante :
H) La loi de A est définie ainsi :
P(A=0)=a
Ilexiste Ae Rtelque: Vke {1,2,...,n} P(A:k)z——i(—f—

1°) Déterminer A .

2°) Etude du cas particulier: n

]
N
[
1l
K
—
It
—_
R
[\
1l
ul\)
R
(0%
Il
(98]

Déterminer les loisde A etde S, etcalculer E(S) et V(S).

* On reprend maintenant 1'étude du cas général.

3°) Calculer P(Xi= 1.

4°) ietjdésignent encore deux entiers distincts compris entre 1 etn ;
8) Caleuler  P((X; =1) N (X, = 1).
b) Quelle relation doit-il exister entre a et n pour que les variables aléatoires
indépendantes ?

¢) Calculer la covariance du couple (Xi , Xj) .

5°) Exprimer E(S) et V(S) en fonctionde A , ) 0 et 2 (ociz) .

Xi et ' Xj soient



6°) On suppose, dans cette question, que : Vie {1,2,...,n} o, = iB.
a) Ecrire un algorithme qui, a partirde n, a, 3, calcule E(S) et V(S).
Donner les résultats numériques pour :
(1) n=10;a=0,1; pB=15
(il) n=20;a=05; B=1.2.

n
1
b) On pose : un:(k§1 T)—ln(n) et v =u -u g

(i) Déterminer un équivalent de Vi quand 1 —> +eo ; quelle est la nature de la série de terme

général Vn? Rappe CTR R I R O

(i1) Déduire du (i) que la ﬁsuite (un) est cénvergente ;
1 1
montrer alors que : 1 + > +...+ — ~In(n) quand n — +eo.
n
c) Donner un équivalentde  E(S) quand n — +oe.
d) Donner un équivalent de- V(S) quand n — +oe.
7°) Comparaison des hypotheses (H”) et (H”).
a) Quelle est I'hypothese la plus vraisemblable ?

b) Quelle est I'hypothese la plus avantageuse en moyenne pour le vendeur ?

(on discutera suivant les valeurs de n et a).



EXERCICE 1

n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

1
1°) Soit f:]0,1]> [R,, continue et décroissante, et telle que J f(x)dx soit convergente.
0

On pose : Sn = %Zf(—z—)
k=1

k

a) (i) Pour k e[[l,n]], montrer que : lf(—k—) < |” f(x)dx.
no\n k;l

o 1 (k
(i) Pour k €[[1,n~1]], montrer que : J.k f(x)dx < ’—zf(;)

(ii1) En déduire que : %4—',2 f(x)dx < Sn < Llf(x)dx.

b)  En déduire la limite de S, quand 7 —> +o.

) ) +o In(u)
2°) a) Justifier l'existence et calculer la valeur de [ = — - du.
1 u-
e . UIn(x)
b)  Alaide d'un changement de variable, montrer que : [ =~ N dx.
0 vx

|
|
|
|
|
|
|
|
|

o p,-[1(2)*
k=1

a)  Ecrire un algorithme qui, pour n donné, calcule et affiche P.

n

. e

b)  Donner les valeurs de E pour n {20,50, 100}.

¢)  Alaide du 1°), déterminer la limite de Pn quand n—> +c0.

La convergence est-elle rapide ?



EXERCICE 2

Oy

- N.B. On pourra utiliser le fait qu'une matrice [Z g } emz(IR) est inversible si et seulement si

ad—- Py =0.

0 010

. a ¢ 00 01
siA=[§ T (R), onnote d4)=] ! { {| Th(R)

b d 00

1°)

2°)

a) Soit Ae R.Montrer que A est valeur propre de ¢(A) si et seulement si :

(a—2)d-2)-bc=0

b)  En déduire I'équivalence suivante :

A est valeur propre de ¢( A) < A estvaleur propre de 4.

¢) Exemple: si 4 :[ 3 ﬂ quelles sont les valeurs propres de ¢(A) ?

#(4) est-elle diagonalisable ?

On suppose maintenant que g =1 et b =0

a) Pour A fixé dans R, on note V(A) I'ensemble des vecteurs (x, y,z,t) de R* tels que :

A4 |="

z
(i) Déterminer V(1) et V(-1), ainsi que leurs dimensions, dans le cas oo d=#1 ou
c#0
(ii)) Méme questionsid =1et ¢c=0.

-4-



b)

d)

[(d =letc=0)
Etablir I'équivalence suivante : ¢(A) est diagonalisable dans 7’714 (R) & ou
(dyoetd#1)

Déterminer la probabilité pour que @A) ait quatre valeurs propres réelles distinctes
dans chacun des deux cas suivants :

(i)  cetd sont des entiers choisis au hasard et indépendamment l'un de l'autre
dans [-5 ; 3].

(i) et dsont des réels choisis au hasard et indépendamment l'un de l'autre

dans [-5 ; 3].

Déterminer la probabilité pour que ¢(A) soit diagoﬁalisable dans m4 (R) dans chacun
des cas (i) et (ii) précédents.



PROBLEME

Un jeu réunit une infinité de joueurs Ay , Ay , ..., A, , ..

®

D'abord A; ,A, ,A; disputent ensemble un tournoi qui les classe (sans ex-aequo), les
différents classements possibles étant équiprobables.
Le joueur classé dernier est éliminé.

Les deux autres et Ay disputent un deuxiéme tournoci analogue (indépendant du premier
4
qui classe ces trois joueurs. Le joueur classé dernier est €liminé.

Il peut se faire qu'un méme joueur arrive premier & ces deux tournois : dans ce cas, il est
déclaré gagnant du jeu, et le jeu s'arréte.

Sinon, les joueurs restant aprés le deuxiéme tournoi disputent avec As un troisiéme tournoi
analogue (indépendant des deux premiers) etc...

A chaque tournoi, le joueur classé dernier est éliminé, et les deux autres rencontrent le
suivant.

Est décrété gagnant du jeu le premier joueur qui se trouve classé premier 8 2 tournois
successifs (et alors le jeu s'arréte).

Pour n entier supérieur ou €gal a 2, on note G,, I'événement :
"Aj est gagnant du jeu au n-ieme tournoi".

Enfin, soit X la variable aléatoire égale au nombre de tournois disputés (pour déterminer le
gagnant). '

L'objet du probléme est d'étudier la v.a. X et de calculer la probabilité pour que le joueur Aj
gagne.

Le probléme est composé de deux parties largement indépendantes.



R i
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Premiére partie : loi de X et probabilité de G,, pour n <{2,3,4,7}

A) 1°) Calculer P(Gy), cest-a~dire la probabilité pour que le joueur A; remporte les deux

premiers tournois (et gagne alors le jeu). Que vaut P(X=2) ?

2°)  Pour tout entier £>4, onnote J; l'événement : "A; joue".

a)

b)

3°) a)

Montrer que P(Js) = % Pour i 24, que vaut P(J;+1/J;) ?
o \k—4
En déduire que P(J) = (E)

Pour tout entier 7 > 2, comparer les événements (X =) et L.

En déduire la valeur de P(X=n).

Vérifier qu'on a bien : Z P(X=n)=1. e

n=2

4?)  Quelle est la loi sutvie par X-1 ? En déduire I'espérance et la variance de X.

B) Pour tout couple (7, j) d'entiers naturels non nuls, on considére les événements P; et S;

suivants :

P, : "Aj est classé premier au i-éme tournoi" |

J

S; :"A; est classé second au j-éme tournoi et le jeu continue" .

1°)  Exprimer G; et G4 al'aide de ces événements.

2°) 9
b)
39 @)
b)

Calculer P(Gs3).

Montrer que P(S,/8;) = é ; et que P(S,/Pp) = %

1
Prouver que P(Gy) = —.
que P(Gy) Py

Ecrire les suites des classements de A; (au cours des 7 premiers tournois)
favorables a I'événement G-, (on vérifiera qu'il y en a huit).

Calculer P(Gn).

N



Deuxiéme partie : probabilité pour que le joueur Ay gagne

Pour tout ne Net k e[[O,n]], soit (Mi l'ensemble des n-listes de {1,2} qui vérifient les trois

conditions suivantes :
a) elles finissent par 2 ;
b) elles ne contiennent jamais deux "1" consécutifs ;

¢) k fois (exactement) un "2" est suivi d'un autre "2".

: . 3 2 , 1
Exemples : la suite (1,2,2,1,2,1,2,2,2,1,2) appartient 2 uu; (1,2,2,2)6%4 : (2,1,2,2)6%4 :

2 3
(2.2,1,22)€][ 5 (1,22.2.2)€]/ .

k
On pose uf = card ‘U/ , avec la convention : ug = 1.
n

1°) Calcul de u’

* . [0 n n n
a) Pourtout neN, déterminer || . 1/, {/ U .
n n n+l n+2

En déduire que u) =1, u!=0, ul, =1, u’,=1

nel = ne2

» k . * 3 7 r
b)  En classant les n-listes de u suivant la valeur de leur (n-1)-iéme élément, montrer
"

. — 1
que,pourn>3 et k=1 : u,=u,,+u .

¢) Pourtout ieN et je[[0,i]],onpose: y/=uj, , et & =uj,, .

(i) Calculer ° et y' ;pouri>2et j e[[l,z’— 1]], exprimer ¥~ + y7_, en fonction de y/.

En déduire la valeur de /.

(i) Procéder de la méme fagon qu'au (i) pour obtenir 5.

(iii) En déduire que - V(k,p)e N? uf, . =uf,..,=CL, .




2°) Deux séries

Soient k € N, xe]O,—;e[ et f:[0,x]-> R

a) Pourtout p €N, calculer fP(u).
b)  ATlaide de l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que :

n-1 n

* 1 k 1 k X
pourtoutn e N SN Ck x? < ————,'CkJr (———)
(l~x)k+1 Z : +p (l_x)k+1 n 1—x

p=0

: N 1
¢)  Endéduire que : ZC],E wp X =

k+1-
s (1 - x}
0 kE+2p+3 © k+2p+4
k 1 , k 1
d) Calculer o, = Zukﬂpﬂ(—] et o) = Zuk”‘””(#J
pr 3 par 3

3°) Probabilité pour que A; gagne : on note py cette probabilité.

n—-2 k n—k
1 1 . : .
a) Montrer que, pour tout n=2, P(G,)= E uﬁ_z(gJ (EJ (il est conseillé, pour
k=0

traiter cette question, d'avoir auparavant compris le calcul de P(G7 ) effectué a la fin de la
premiére partie).
b) A laide d'une "permutation de 2" (dont on admettra la validité), montrer que :
k
P1 =Z(5) B, avec fy = zuna(g)
k=0 n=k +2

c)  Calculer g,.

. 3 k+1
d) Pour k£ 21, montrer que 3, = %(g)

e)  En déduire enfin la valeur de p;.



EXERCICE 1

Calcul approché delna pourac[1,2].

La notation f (r) désigne la fonction dérivée d’ordre p de la fonction numérique f.

1
etv . x > .
1—x

1°a) Soit u : x >
+ X

Déterminer, pour tout p € N, les fonctions u (P) ety (P

1—x

b)Soitf:xl—)ln1

+x

Déterminer 1’ensemble de définition Dy de f'. Montrer qu’il existe deux réels A et u a préciser

tels que :

Vx € Dy Fi(x)=hu(x)+uv(x).

En déduire f(p) (x)pourpe N etx € Dy.

¢) Pour tout k € N, calculer f(Qk)(O)et f(2k+1)(0).

. l (2n+3) 2n +3
Montrer que : Vxe| 0, f (x)| £ (2n+2)!
| 3 qn+
|
n X 2k+1
s d =
) On pose S, (x) z Y
k=20
g Montrer, en utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, que :
VXE[O,%] ‘f@)+2snpx) < 1 L .
4" (2n+3)
| o . i ) . a—1
2° a) Soit a un réel de Pintervalle [ 1,2 ].On pose x = Tl .
a
Montrer, en utilisant 1°, que : | Ina—-2S,(x) | < L

47 (2 e3y

|8




b) Déterminer la plus petite valeur de I"entier n pour laquelle

1

—< 5% 1074
4" (20 +3)

3 : calculer x .

¢) On choisit a = >

2%k +1
2k+1

Pour k€ {0, 1,2, 3} donner la valeur exacte de

Calculer 285 (x) (on écrira, avec toutes ses décimales, la valeur approchée de 2853 (x)
affichée par la calculatrice).

N | W

Comparer avec In (% ] {on donnera ’ordre de grandeur de In (

]—253(x)).

4

4



EXERCICE 2

1 +oo
Démonstration de ’égalité : [1] J. x Fdx = 2 i
0 k=1

1° Soitg:]0,1] — R
x = —xlnx
Etablir le tableau de variations de g.

2°  ATaide de la formule de Taylor-reste intégral, montrer que :

14 k
Vne N,Vue R e =2 Z—!+Rn(u), ou R, est continue et vérifie :
k=0
un+_]
Vuz20 0<R (u)<———¢".
n (1) (n+1)!

3° Pourne N, ondéfinit J,

+ oo
— U 1
J. e “udu .
0

a) Justifier I’existence de Jy, .

b) Calculer J, ; a I'aide d’une intégration par parties, trouver une relation entre Ji + 1 et Ji pour
ke N ;en déduire la valeur de J;, .

c) Soitke N etee]0,1/[.

1
Effectuer sur l’intégralej P (Inx )k dx le changement de variable v = —(k+1)Inx.

[

1
d) En déduire Iexistence et la valeur de [, = J FmxyFdr.

0

4° a) Pour tout n € N, montrer que :

1 n (—l)k el/e
J‘x*xdxzz i I, + r,, avec OSrnS———ﬁ—l.
0 k=0 ’ (n+1)le

b) En déduire 1’égalité [1] .



50

n

1
Pourne N,onpose:s, = _— .
' g‘o(ml)"“

Montrer que s7 , que I’on calculera avec toutes les décimales fournies par la calculatrice, est une

1
valeur approchée a 107 prés de J x Tdx.
0

4



PROBLEME

Prebabilité de trouver un mot donné dans un texte aléatoire.

Dans tout le probléme, p désigne un entier supérieur ou égal a 2 et toutes les suites sont définies
pourne N "

— Dans une grande école de commerce, un étudiant a programmé son (micro-jordinateur de la
facon suivante :

I’ordinateur fait imprimer un nombre, aussi grand que 1’on veut, de caractéres (des lettres), les
uns apres les autres, de maniére aléatoire ; pour chaque caractere imprimé, la probabilité que ce
soit une lettre donnée est constante.

— D’étudiant cherche la probabilité pour qu’un mot précis de p lettres apparaisse au
moins une fois dans le ""texte' produit par I’ordinateur (on ne tient pas compte des passages
a la ligne).

- Soit X; (je N *) la variable aléatoire égale au j—iéme caractére produit par la machine
(voir note en bas de page).

— Onnote xgxq ... Xpo 1 la séquence de lettres qui forme le mot en question.

— Le mot voulu est écrit a partir du i—iéme caractere si I’événement

. A= (Xi=x) N (X4 =x)N . N(Xivp-1 = x-1)

est réalisé.

<% s L a @ . 2 [
Pour n € N, on s’intéresse donc au calcul de v, = P| U A; |, qui représente la probabilité
=1

1=

pour que le mot voulu apparaisse au moins une fois dans la suite des n + p — 1 premiers caracte-
res imprimeés.

On fait les deux hypotheses suivantes :
1)Les v.a. X; suivent toutes la méme loi de probabilité.

2)Les v.a. X; sont mutuellement indépendantes.

Les deux parties du probléme sont largement indépendantes : seuls les résultats des questions
1° et 8° de la premiére partie sont utiles pour la deuxieme partie.

Note : pour avoir des variables aléatoires a valeurs dans 1N, il suffirait, par exemple, de reniplacer les
lettres par leurs rangs dans I’alphabet. Mais ceci n’a pas d’importance pour la suite du probleme.



PREMIERE PARTIE : relation de récurrence satisfaite par (vn ) .

1°  Montrer que la suite ( vy ) est croissante.

2° Montrer que :
Vie N P(A;) = P(A;).

Dans la suite du probléme, on note a cette constante (qu’on suppose non nulle).

3°  On dit qu'une séquence de lettres xg xy ... X, 1 ©st superposable en partie (en abrégé : s.e.p.)
si et seulement si :

Jie[[l.p—111 Vielll.p-111 (j2i= x=x_;)
Regarder si les séquences suivantes sont s.e.p. (et donner une valeur de i le cas échéant) :
a) ENTENDENT
b) ECRICOME
¢) FINI

Dans la suite du probléme, on suppose que :

la séquence x x; ... X, _ | n’est pas s.e.p. .

4°  Soit g et r deux entiers strictement positifs.
Montrer que, si 1 < r < p—1,alors A etA, ., sont incompatibles.

o k-p+1
5°  Soitk > p.Montrer que : vy 4 | =vk+a—P(( U A;) ﬂAker.
i=1

\

k-p+1
6°  Quelles sont les variables X ; qui interviennent dans U A;?

i=1
Etdans Ap, { ?Endéduireque vy = vgta—avi_pi1-
7°  Calculer vypourke [[1,p]l.

<%
Pour toutne N ,onposeu, = 1 —v,

8°  Vérifier que ( u, ) est une suite décroissante de réels.de [0, 1] telle que :

Vke [[1,p]] u=1-ka

Vk =2 p U1 = U~ AUg—p+ 1




|
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4°

DEUXIEME PARTIE : étude de la suite ( uy ) ; exemples .

Justifier la convergence de la suite (u;, ) . ’
Quelle est sa limite ? En revenant a ( v,, ), quelle interprétation peut-on donner de ce résultat ?

Majoration de u,, .

Montrerque: Vn 2p u, < (1-a)' "P(1-pa).

Retrouver ainsi la limite de ( «,,).

Etude du cas particulier: p = 2eta = 24—5 .

a) Calculer u,, en fonction de n.

b) On suppose que, pour chaque caractere imprimé, la probabilité pour que ce soit la lettre A
. 4 : 3
(respectivement S) est 7—2 (respectivement 10 ).
Quelle est la probabilité d’avoir au moins une fois le mot "AS" dans un texte de 51 caracteres ?

(on €crira toutes les décimales fournies par la calculatrice).

2
On suppose dans cette question quep = 3eta < — .
3
Uy +2
‘@) Pour toutn e N, onpose U, = | Uy 4]

uy,

Montrer que, pout k£ = 3, onpeutécrire: Uy, _| = AUy _,,avecAe 75 (R).
Déterminer I'expression de U, en fonction de n, 4, et U;.

b) Montrer que les valeurs propres de la matrice A sont les nombres A solutions de 1’équation :

V-l +a=0

¢) Etudier les variations sur R de la fonction x > x3 — xz +a;
En déduire que A admet trois valeurs propres réelles A; , A, , A3 vérifiant

—1<7u1<0<7L2<§<7»3<1.

d) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D € .73 ( R ), et une matrice Q € GL3 ( R ), telles’
que :

VneN* A"l =op'loh

(on ne demande pas d’expliciter Q)



e) En déduire qu’il existe trois réels o, B, v, qu’on ne demande pas de calculer, tels que :

Ve N* u o= ol g leyi!

n

5°  Dans cette derniére question : p = 4.

a) On suppose, dans ce a), que, pour chaque caractére, la probabilité du F (resp. du I, du N) est
0.02 (resp. 0.1, 0.05).
(i) Ecrire un algorithme qui, pour  donné, calcule u, et affiche la probabilit¢ d’avoir au moins

une fois le mot "FINI" dans un texte de n + 3 caracteres.

(ii) Donner les valeurs numériques obtenues (arrondies a 10 4 prés) pour n € {50,100, 300}.

b) On cherche, comme au 4° précédent, a établir une expression de u, en fonction de n. On
33

suppose que 1 a < — .
4

(i) Soit le polyndme R = xX-x+a.
Montrer que R a deux racines réelles 1y et W, . Vérifier qu’elles appartiennent a Uintervalle
10,170 .

(ii) Soit & une racine complexe (non réelle) de R.
Justifier son existence. Montrer que 0 est aussi racine de R.
(iii) Comment se factorise alors R dans . [ X ]?

a
M M2

En considérant le produit des racines de R, montrer que : | & ? =

On démontre alors (et on admetira) que |81 < 1, et qu’il existe un unique quadruplet
(0 ,0,03,04)€ C4telque:

-1

Vn e N;k unzoclu'f_1+oczu'zl +O(,36n_1+()(48n_1.

Montrer que oty et o, sont réels, et que 0y = 03 .

4

10
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a)

b)

c)

d)
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Mathématiques 1/5

Durée : 4 heures
Option Générale

EXERCICE 1

Recherche des valeurs propres d’un endomorphisme
Dans cet exercice :
E désigne I'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels.
M5 ( R ) 'ensemble des matrices carrées d ordre 3 i coefficients réels.
GL3 ( R) le sous-ensemble de M5 ( R) des matrices inversibles.
On considere I"application f qui. a tout élément P de E. associe le polynéme Q défini par :

Q(X)=(2X+1)-P(X)=(X"=1)-P'(X)
Montrer que fest un endomorphisme de E.

Soit B un vecteur propre pour f. ¢ est-2-dire un élément non nul de £ tel qu’il existe un réel A
satistaisant a la relation : f(B) = AB.

Montrer que B est nécessairement de degré 2.

On suppose que A = 3. Montrer que ~ | est racine de B.
Soit k Iordre de multiplicité de la racine — 1 : il existe donc un polyndme A tel que :

B(X)=(X+1)A(X) avec A(~1)=0

Montrer que k = 2 et que A est constant,
En déduire que A = 3 est valeur propre de f et déterminer les vecteurs propres associés.

En supposant A = — . étudier de méme la multiplicité de la racine 1. En déduire que
A = — I est valeur propre de fet déterminer les vecteurs propres associés.

On suppose maintenant que A # 3 et A # — 1. Montrer que — | et | sont racines de B. En
déduire une factorisation des polynomes B obtenus. ainsi que la valeur propre associée i B.

Etude d’un cas particulier
Soit F le sous-espace vectoriel de E constitué des polvnomes de degré inférieur ou égal a deux
et g la restriction de fa F. On désigne par B=(1.X. X‘ ) la base canonique de F.

Montrer que g est un endomorphisme de F.
Ecrire la matrice A de g relativement i la base B.

Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de M5 ( R') et une matrice P de GL3 ( R) telles
que :

V neN A" = pp'p!

Expliciter alors A" en fonction de n.
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EXERCICE 2

Op (’1631gne par x un nombre réel tel que x > 1 et I'on se propose d étudier la série de terme
général :

) 1
u(x) = —  pour n 2 1.
n

+ oo
Lorsque la série converge. sa somme est notée : f(x) = Z uy(x)

1°  Etude de la dérivabilité de f no=1

a) Justifier la convergence de la série définissant f.
r+ 1
2

. - - . - hl
b) Déterminer la limite. quand n tend vers plus 'infini. de : n InT(n)u, (x).
hl
En déduire la convergence de la série de terme général : In"(n ). u, (1) et. a fortiori, la

convergence de la série de terme général 1 In(n)-u, ().

; x=1 . PSR
¢) Pour x > 1 et pour tout réel /i tel que : |1l £ —— montrer. en utilisant I'inégalit¢ de

Taylor-Lagrange. que :

! | ]1: v+ 1 R
;u”(.\'-f-h)-u,,(.\‘)+/1~ln(n)-u,,(.\')‘ S 5 U, T “InT ()

+ o0

puis que : f(x+h)=f(x)+h 2 In(n) u,(x)

n =1

IA
-
o]
19
+
1M g

=
to
T
-
9|+
N—

d) En déduire que f est dérivable sur ] 1 .+ o [ : donner I'expression de la dérivée de f sous la
forme de somme d’une série.

2° Représentation de f

a) Pour x > 1 et pour k entier naturel non nul, vérifier que I'on a I'encadrement suivant :

l <JAA~'I_d—£<L
k+1y ), F k"

et que, pour tout entier N > 1:

b) Prouver alors que :

¢) Préciser les limites de f quand x tend vers | par valeurs supérieures et quand x tend vers plus
I'infini. -

d) Déduire des questions précédentes les variations de f. et donner ' allure de sa représentation
graphique dans le plan muni d’un repére orthonormal d’unité 4 cm. On admettra a cet effet

que :
4

n
f(2)= et f(4) =7,

o[A,
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PROBLEME
On dispose de deux urnes A et B contenant respectivement a et b boules (¢ et b sont deux
entiers naturels non nuls).
On procede alors a I'expérience suivante : on choisit une des urnes pour en extraire une boule
que 1’on met dans 1"autre urne. en admettant que la probabilité de choisir I'urne A est ¢. que la
probabilité de choisir Bestp.avecp+g = 1,pe JO.1[.
On répete cette épreuve jusqu'a ce que I'une des urnes soit vide. si cela se produit. ou bien
N ¢
indéfiniment. On pose : X = Il’ .
A) Etude d’une suite récurrente
On consideére la suite U définie par la relation de récurrence suivante :
Pour tout nde N\ :
(M Unzp'Un+l+(/'Un—l
Uyet U, ., étant deux réels donnés.
1° Prouver que 1'on a. pour tout nn de "
p'(UIH—]'Un): Q'(Un_Un—l )
2°  Lorsque p = ¢. montrer que la suite U est arithmétique. En déduire U, en fonction de n. «. b.
UO et Uu +b-
3° Lorsque p est différent de ¢. montrer qu’il existe deux constantes réelles A et [ telles que :
. n
VneXN U,=A+p-x
Déterminer U,, en fonctionde n.a. b, Uyet U, . 4, .
B)  Etude de la probabilité de voir I’expérience se terminer
Soit kentiertelque 0 < k < a+b.
On note E; I'événement : "2 partir d’'un contenu de k boules dans l'urne A. I'expérience
s"arréte parce que I'urne A est vide". Ainsi
Et enfin, on note A I'événement : "le tirage se fait dans I'urne A™.
[} . L, . .
1 Pour k entier tel que 1 < k < a+b— 1, établir une relation entre P(Ey), P(E,, ) et

P(E,_y).
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2°a) En utilisant les résultats du A), calculer la probabilité P ( E, ) de voir I’expérience se terminer

b)

c)

30

4°

C)

10

par le vidage de I'urne A.

Calculer la limite de P ( E, ) lorsque b tend vers plus I'infini.
Interpréter ce résultat lorsque p < gq.

Pour p différent de g, déterminer la limite de P ( £, ) lorsque p tend vers 0,5.
Quelle est la probabilité de voir I'expérience se terminer par le vidage de I'urne B ?
Quelle est la probabilité de voir I'expérience se terminer ?

Etude du nombre moven de tirages effectués pour voir I’expérience se terminer
Pour k entier tel que 0 < k < a+b. on note X} la variable aléatoire égale au nombre de

tirages qu’il faut effectuer pour vider I'une quelconque des urnes A ou B. a partir d'un
contenu initial de k boules dans 'urne A. Si I’expérience est sans fin, on pose X, = — L. et

alors. d"apres la question B) 4°, on sait que P ( X; = — 1) = 0. On admet que X} posséde une

espérance que ’on note £ ( X ) Ainsi :

E(XO)= 0 et E(xu+,,)= 0

Soit A; (resp. By) I'événement "I'expérience se termine parce que 1'urne A (resp. B) est vide".
On note P4 (resp. Pg) la probabilité conditionnelle sachant A (resp. B).

Pour j entier naturel nonnulet 1 < k < a+ b — 1, montrer que :
Pa (X =i )= arpa (Xeor = i1 Jrpepa (Xerr = -1
et:
PBl(Xk =J')=q'PBn(X"“ =j_l)+p'PB!(X“' =j_1)
puis que :
P(Xk =j)= (I'P(Xk—l =j—1)+p~P(Xk+1 =J"‘1)
En déduire :

E(Xk)z 1+q.15(xk_I )+p'E(Xk+l)
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2°  Pour p =gq:

) . y < : 2 . . .
a) Montrer Iexistence d’un réel o tel que la variable Y, = X; + o -k~ ait une espérance qui
vérifie la relation :

pOUYkZ 1 :E(Yk)':%'E(Yk-f-l)+%.E(Yk—l)

b) En utilisant le A), montrer que £ ( X, ) = ab.

3°  Pour p différent de q : |

a) Montrer I’existence d’un réel B tel que la variable Z, = X, +P -k ait une espérance qui
vérifie Ia relation : i

pourk > 1 : E(Zk>=p~E(Zk+1 )+q-E(Zk_|)

b) En utilisant le A), montrer que :

) 1 ((a+b)(.r"—l) a} i

E(X = -
a p_qk x(l+b_l

¢) Quelle est la limite de E(Xa ) quand p tend vers 0,5 ? (on pourra poser:x = 1 +v)

d) Quelle est la limite de E(Xa ) quand b tend vers plus I'infinidans lecasp < g ?
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EXERCICE 1

1.1. Etude préliminaire

On considere I'application f définie sur RT par :

Vo € R* fz)=2"
f0)=1

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R,

. Dresser le tableau des variations de f.

On considére un repere orthonormal R = <O7 7 7) du plan et 'on note (C)
la. courbe représentative de f dans ce repere. Quelle est la position de (C) par
rapport a sa tangente (7) en son point d’abscisse 1 7 '

1
On note g la restriction de f a lintervalle I = |—, +oco { Démontrer que g
€

réalise une bijection de I sur un intervalle J que 'on précisera.

1.2. Etude d’une fonction

1.

Démontrer qu’il existe une application ¢ de J sur I telle que :

Vo € J o(2)9®) =

. Etablir que ¢ est négligeable devant la fonction logarithme népérien au voisinage

de plus l'infini.

Déterminer le plus grand intervalle K inclus dans J sur lequel ¢ est dérivable
et montrer que :
o)

Ve e K o' (z) = Tlolo) TIna)

On note (I') la courbe représentative de ¢ dans le repere R, et, pour tout élément
n de N*, on note (7,,) la tangente & (I') en son point d’abscisse n.

—
a. Déterminer I’abscisse u,, du point d’intersection de (7,,) avec 'axe (O, i )

b. Donner un équivalent simple de u, lorsque n tend vers plus linfini.



EXERCICE 2

Désignant par n un entier naturel, on se propose de déterminer I’ensemble des polyndmes
P(X) a coeflicients réels tels que :

P(X)+P(X +1)=2X" (1)

1. On considere I'application @ qui, a tout élément Q(X) de R[X], associe le
polynome :

PRIX)]=QX)+Q(X +1)

a. Etablir que @ est un endomorphisme de R[X].
b. Notant p un entier naturel, on désigne par ®, la restriction de ® a R, [X].

i. Montrer que ®, est un endomorphisme de R, [X].

ii. On note B, = (1,X,X?,..., X?) la base canonique de R, [X]. Etablir
que la matrice de ®, dans B, est une matrice triangulaire supérieure
dont on déterminera les termes diagonaux.

iii. En déduire que @, est un automorphisme de R, [X].

c. Prouver que ® est un automorphisme de R[X].

d. Démontrer qu’il existe un polynoéme unique de R[X] vérifiant la relation
(1). On précisera son degré et on le notera E,(X).

2. On éerit : N
En(X) =Y anpX"
=0

a. Vérifier que :

n

n
En(X +1) + Ep(X) = Z an,j + Z Clany| X7
7=0 k=j

b. En déduire le systeme dont les ap, j sont les solutions. Préciser la valeur de
Grnm -
c. Déterminer Eo(X ), E1(X) et Eo(X).

d. Démontrer que , pour tout entier naturel n :

EN(X)=nEp_1(X)

n

et en déduire I'expression de ET(Lk)(X ) (dérivée k-eme de E,(X)).
e. Montrer que :
En(X) = (=1)"En(1 - X)
et en déduire, pour n pair strictement positif, la valeur de E,,(0) et Ep(1),
ainsi que, pour n impair, la valeur de En(%)
f. Déterminer E3(X) et E4(X).



PROBLEME 3

3.1. Etude d’une variable aléatoire X :

1. On considére la fonction numérique F de la variable  définie sur R par :

6117

F(w>:1+em

e
et 'on note (I') sa courbe représentative dans un repére orthogonal <O, i, >

(unités : 2 cm sur 'axe des abscisses, 10 cm sur 'axe des ordonnées).

a. Dresser le tableau des variations de F'. On notera f la dérivée de F.

1
19
équation de la tangente (A) a (I') en €.

b. Démontrer que le point 2 (O ) est centre de symétrie de (I'). Donner une

c. Etablir que f est paire, et étudier la concavité de (I).
d. Counstruire (I") et (A).

|

| - . .. . .

| e. Prouver que F réalise une bijection de R sur |0, 1[, et exprimer F ~*(z) pour
x 8lément de 0, 1[.

f. Vérifier que f est une densité de probabilité.
2. On désigne par X une variable aléatoire admettant f pour densité de probabilité.

a. Déterminer les quartiles de X, c’est-a-dire les réels @; vérifiant, pour 4
entier compris entre 1 et 3 :

F(Qq) = 1

et les faire apparaitre sur la figure du 3.1.1.d.

b. Soit € un élément de |0, 1[. Exprimer en fonction de ¢ le plus petit réel o
tel que :
PHIX]|>a}] <e

c¢. Montrer que X possede une espérance mathématique et la calculer.

3.2. Calcul de deux intégrales :

On se propose dans cette partie de calculer les deux intégrales :

1 1 n(1
I:/ BT ar et J:/Mdaz

o 1+=z Jo x

(On rappelle le résultat suivant : Si f est une fonction continue sur 10, 1], prolongeable
L par continuité a droite en zéro, alors l'intégrale fol f(z)dx est convergente).



1. Etude de la convergence de I et J.

a. Démontrer que J est convergente.

b. Pour tout réel ¢ de |0, 1], on pose :

U Ina
h(e) :/ dzx
e 1+z

Montrer que h est monotone et bornée sur |0, 1]. En déduire que I'intégrale
I est convergente.

2. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout élément = de
0,1}, on a :

(Vl)nJrl !
14+2

! —1+i(—1)kxk+ (1)
k=1

1+xz

3. On désigne par k un entier naturel. Ltablir la convergence de l'intégrale :

-1
I = / 2P Inz de
J0

et la calculer.

4. Etudier succinctement les variations de la fonction p continue sur [0, 1] et définie

par :
p(0)=0
Vo €10,1] plz) =zlnz
5. Montrer, grécé a la relation (1), que, pour tout entier naturel non nul n, on a :
/1 nz , i( LI P—
x — — L ———
0o 1+= ¥ e(n +1)

k=0

1k

puis que la série de terme général ———

72 converge et que :

6. On note 6 la fonction continue sur [0, 1] définie par :

6(0) = 1
{ veel01]. 6 = 20t

x



a. Déduire de (1) que, pour tout entier naturel non nul n, il existe une fonction
R, définie sur [0, 1] telle que, pour tout élément = de [0, 1], on ait :

+ - (_1)k k-’-R ( ) t IR ( )l< 1 n+1
e z) < T
kzzlkJrlx e g nt2

b. En déduire que :

1 n 1
/o Zk+1 \(n+2)2

et que J = —1.

400 1 ,/_[_2
7. On admet que Z . En déduire que :

6

k 1

’/T2
J= I="_
12

3.3. Calcul de la variance de X :
1. Prouver que X possede une variance.

2. Démontrer, en utilisant la parité de f et un changement de variable, que :

1 (Inz)?
V(X):Q/O ﬁd:ﬂ

3. Calculer la dérivée de la fonction ¢ définie sur |0, 1] par :

zlnzx
/ = —In(1
¥ () T2 n(l+z)

et déterminer
lHm (Inz)y(z)

x—0

4. En déduire, grace a une intégration par parties, que :
ViX)y=2(J-1)

et donner enfin la valeur de V(X).
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EXERCICE 1

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a deux. € est un espace vectoriel
euclidien de dimension n. On note idg 'application identique de £ dans lui-méme.
Lorsque z et y sont deux vecteurs de &, le produit scalaire de z par y s’écrit (z,y), et ||z
représente la norme de z.

Quand u est un vecteur non nul de &£, on définit 'application ¢, de £ dans lui-méme par :

{z,u)

{u, u)

1. Montrer que ¢, est un endomorphisme involutif de £ (¢’est-a-dire un endomorphisme
de & tel que @, 0 @, = idg).

Ve € & ‘Pu(ZU> =2

U —x

2. Démontrer que u est un vecteur propre de ¢,,, associé a une valeur propre que 'on
précisera. GEs e

3. Etablir que ¢, conserve le produit scalaire, c’est-a-dire que :
\V/(ail,ﬂfg) € 52 <(Pu(x1)7§0u($2)> = <$17$2>
En déduire que ¢, conserve la norme, c’est-a-dire que :

Veel  lpu(z)] = =l

4. On désigne par D, la droite vectorielle de base u, et par H, I’ensemble des vecteurs
de € orthogonaux a u (autrement dit, H, = D;-, supplémentaire orthogonal de D,,).

a. Montrer que H,, est le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 pour
Py
b. ¢, est-il diagonalisable 7

c. t étant un réel non nul, comparer les applications ¢, et ¢,.



5. Etude d’une réciproque

On suppose que ¥ est un endomorphisme de £ tel qu’il existe une droite vectorielle
A de &£ vérifiant :

Yy e A v(y) =y et VYze At ¥(z) = —z

a. Montrer que 1 est involutif et conserve le produit scalaire.
b. Etablir qu’il existe au moins un vecteur u non nul de A tel que l'on ait :
Y= @y

c. Soit M la matrice de ¢ dans une base orthonormale (eq, es,...,e,) de €. Soit
ai; (o1 i et j désignent des entiers compris entre 1 et n) le coefficient de la ;™
ligne et ™€ colonne de la matrice M M. Montrer que :

ag = (¥(e:), v(ey))

En déduire que :

EMM =1,

ou I, désigne la matrice unité d’ordre n.



T

EXERCICE 2

1. On considere la fonction numérique f définie sur R** par :

et la suite numérique (u,)

vz € R*F flz) =2"

nen- définie par :

vn ¢ N* Uy, = (=1)

a. Montrer que l'intégrale :

b.

1
I = / f(z) dz
0
converge (ici, on ne demande pas de la calculer).

Etudier la nature de la série de terme général w,,.

2. Soit trois entiers naturels n, p et &k ; on pose :

a.
b.

C.

1 1
Jn = / (zlnz)" dz et  Kpi= / 2’ (Inz)* dz
0 0

Montrer que J, et K, existent (on distinguera les cas p = 0 et p # 0).
Pour k différent de zéro, déterminer une relation entre K, et Kp 1.

En déduire la valeur de J,, en fonction de n.

3. Calcul de I

a.
b.

Donner, sur |0, 1], un majorant de la fonction qui & z associe |z In z|.
Démontrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a deux :
} »

I—Zgjk <

1 1
(n+ 1)l entt

~

k=0

(On pourra utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & la fonction ex-
ponentielle)

. En déduire que :

—Z -

k—l—l 1 ANE+L

Calculer avec une précision d’au moins 2 x 107 une valeur approchée de I.



3. PROBLEME

Le but de ce probléme (dont les trois parties sont indépendantes) est I’étude du temps
passé dans une mairie par un usager quand un ou plusieurs guichets sont a la disposition
du public, et que plusieurs personnes se présentent en méme temps.

On rappelle que, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de densités de
probabilités respectives f et g, X + Y admet pour densité de probabilité la fonction A
définie par :

+00 +oo
vieR  h(t) :/ F(2)g(t — @) da :/ £t — 2)g(z) de
—o0 —00
A moins d’une mention explicite du contraire dans ’énoncé, X étant une variable aléatoire
a densité, on désignera par Fx sa fonction de répartition, et par fx une fonction densité
de probabilité de X.

3.1. Etude de deux guichets

Dans cette partie, il y a deux guichets a la disposition du public. Trois personnes Ay,
As et Az entrent en méme temps dans la salle. A Dinstant ¢t = 0, A; et Ay s’adressent
simultanément aux deux guichets. Az attend et s’adressera au premier guichet libéré, soit
par A;, soit par As.
On suppose que :

‘s la durée de passage au guichet de A; (i = 1, 2 ou 3) est une variable aléatoire X;
qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] ;

e les variables aléatoires X, X5 et X3 sont mutuellement indépendantes ;

e la durée du changement de personne a chaque guichet peut étre considérée comme
nulle.

3.1.1. Etude d’un événement

On se propose de calculer la probabilité de I’événement E :“A3 quitte la mairie en dernier”.

1. Montrer que la variable X définie par X} = — X suit la loi uniforme sur I'intervalle
[—1,0].

2. On admet I'indépendance de X; et X3.
Calculer une densité de probabilité ¢ de la variable Y7 définie par : Y1 = X; — Xo.
On précisera cette fonction sur chacun des intervalles suivants : |—oo, —1[, |-1, 0],
10,1] et |1, +ool. ‘
En déduire &4, fonction de répartition de Y7.

4



3. Calculer la fonction de répartition, ®,, de la variable Z; définie par Z; = |Y1|. En
déduire une densité de probabilité, o, de Z;.

4. On admet I'indépendance de 77 et —X3.

a. Calculer une densité de probabilité, 3, de la variable Z; — X3. On précisera
cette fonction sur chacun des intervalles suivants : |—oo, —1[, ]—1,0], ]0,1] et
11, +o0l.

b. En déduire la probabilité de I’événement {Z; — X5 < 0}.
Quelle est la probabilité de E 7

3.1.2. Etude d’une variable aléatoire

On pose :
T3 = inf(Xl,Xg) + X3

1. Que représente T3 pour Az 7

2. Calculer la fonction de répartition, F, de inf(Xy, Xs).
En déduire une densité de probabilité, f, de cette variable aléatoire. Que remarque-
* t-on 7

3. Montrer que la fonction ¢ définie sur R par :

0 si <0
1) = 26—t si 0<t<1
PN (-2)% s 1<t<2
0 si2<¢t

est une densité de probabilité de Ts;.
En déduire 'espérance mathématique et la variance de Tj.



3.2. Etude de n guichets

Dans cette partie, n guichets sont ouverts au public.
n personnes Aq, Ao, ..., A, se présentent a la mairie a l'instant ¢ = 0 et s’adressent a I'un
des guichets (les n guichets sont donc tous occupés a l'instant ¢ = 0).
On suppose que :

o la durée de passage au guichet de A; (1 < i < n) est une variable aléatoire X; qui
suit la loi exponentielle de paramétre A strictement positif donné ;

e les variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, sont mutuellement indépendantes.

1. On désigne par U, la variable aléatoire égale au temps passé au guichet par la
personne qui a, la premiere, terminé sa démarche administrative.
Déterminer la loi de U,,. Quelle loi reconnait-on 7 Donner son espérance mathéma-
tique et sa variance.

2. On note V,, la variable aléatoire égale au temps passé au guichet par la personne
qui a, la derniere, terminé sa démarche administrative.
Déterminer la fonction de répartition de V,,. En déduire une de ses densités de
probabilité, et montrer que son espérance mathématique est donnée par :

(=1
E+1

|
—
=

n

E(Vn) = Cr]f—H

> | =

k=0

I

3. Soit t un réel strictement positif. On désigne par W; la variable aléatoire égale au
nombre de personnes ayant terminé leur démarche administrative a l'instant ¢.
Donner la loi de W; ainsi que son espérance mathématique.

3.3. Etude d’un guichet

Dans cette partie, un seul guichet est ouvert au public.

Sur un espace probabilisé (€2, B, P), on se donne une suite N, X1, Xy, ..., X,, ... de variables
aléatoires mutuellement indépendantes. On suppose que les variables X; (i € N*) suivent
toutes la loi exponentielle de paramétre X strictement positif donné, et que N suit la loi
géométrique de parametre p (ou p désigne un élément de Vintervalle |0, 1] ).

N personnes Ay, Ao, ..., Ay se présentent & la mairie a I'instant ¢ = 0, et font donc la
queue, dans cet ordre, devant ce guichet. ’



On suppose que, pour tout entier naturel 4 non nul, la durée de passage au guichet de A;
est donnée par la variable aléatoire X;. On pose :

N
S=> X,
i=1

ce qui signifie que :

N(w)
Yw € Q Sw)= > Xiw)
i=1

Par exemple :

eSi N(w)=2 alors  S(w) = X1(w) + Xo(w)

eSi NWw)=4 alors Sw)=X1(w)+ Xo(w)+ Xs(w) + Xy(w)
Ainsi, S, qui est la somme d’un nombre aléatoire de variables X;, apparait comme étant
le temps total passé a la mairie par la personne qui termine en dernier sa démarche
administrative.

1. Soit n un entier naturel non nul fixé. Rappeler la formule donnant une densité de
n

probabilité de la variable aléatoire > X,.
i=1
2. Soit z un réel strictement positif. Exprimer, & Paide d’une intégrale dont le cal-
cul explicite (bien que possible) n’est pas demandé, la probabilité que I'événement
{8 < z} soit réalisé sachant que I'événement {N = n} lest.

a. En déduire la fonction de répartition de S (on admettra qu'il est possible de
+0 T
permuter les deux symboles " et que I’on rencontrera au cours du calcul).
n=1 0
Donner une densité de probabilité de S.

Reconnaitre la loi de S.

b. Montrer que :
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EXERCICE 1

On considere sur un espace probabilisé ( Q , &, P) une suite (Xp)ns1 de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi définie pour tout entier n > 0 par :

PXp=-1)=p PXn=+1)=1-p oupestunréeltelqueO<p<Tl.
n
On définit la suite de variables aléatoires ( Zp )n»1 par: Zp= H Xi
i=1
an = P( Zn =~ 1)
1- Onpose Vn=1 {bn=P( Zn=+1)

a) Calculer a,+ b, .

A1 ay 1-p P
b) Montrer que: Vn=1 =Q ol QQ est la matrice ( )
bn+] bn % 1- p

1-pn Pn

2- a)Montrerque: Vn=1 Q"=
Pn  1-pPy

) ou p, estun réel tel que

0 <p, <1 et donner une relation de récurrence entre p,, et p,.
b) En déduire une expression explicite de p, en fonction de n et p.
1

Mont li =5
c) Montrer que Jlim p,=35

Que peut - on en déduire pour la suite de variables aléatoires (Z)p 1 lorsque n tend
vers + oo ?
3 - Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que les variables Z; et 7
soient indépendantes.
On suppose cette condition réalisée : quelle est alors la loi de Zj, ?
Montrer que :

1

Vn=z1 P(lesl,...,Zi:ai,...,Zn=sn):§H olt g =+ 1 pourtouti (1<is<n)

Que peut - on en déduire pour la suite de variables aléatoires (Zp)n»1 ?



EXERCICE 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur R.

A toute fonction f de E, on associe la fonction F définie par :
x+1

x—=F((x)= ff(t)dt
X
1 - Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R. Calculer F (x).
2 - Déterminer F dans les cas suivants :

a)x — f (x) = sin2nx ;
1-x six<l1

b)X*Bf(X)Z{-\/X-l six=1

3 - Soit T l'application de E dans lui-méme définie par: f—=T(f)=F
a) Montrer que T est linéaire.

b) Est-elle injective ? surjective ?

4 - On dit que le réel A est valeur propre de T s'il existe une fonction non nulle f de E

vérifiant T(f) =A f; f est appelée fonction propre associée a la valeur propre A.

a) Montrer que 0 est valeur propre de T.

£ : ax . PPN
b) Montrer que pour tout réel a, la fonction x — e“” est une fonction propre associée a

une valeur propre A(a) que l'on déterminera.

c) Etudier les variations de cette fonction A sur R et en déduire que tout réel positif est

valeur propre de l'application T.

Tournez la page S.V.P.



PROBLEME

L'objectif de ce probleme est de "prolonger” la fonction factorielle n — ( n - 1)! définie
sur N* en une fonction définie sur les réels qui ne sont pas des entiers négatifs.

On étudie ensuite quelques propriétés de cette fonction.

R est I'ensemble des réels, N I'ensemble des entiers naturels et Z2 ™ l'ensemble des
entiers négatifs ou nuls.

OnposeE=R - Z": E est donc I'ensemble des réels qui ne sont pas des entiers
négatifs ou nuls.

Partie A

On considere une fonction f définie sur une partie D de R et a valeurs dans R.

On dit que f a la propriété & si et seulement si :

festdéfinieenlet f(1)=1
,{VxED x+1 €D et f(x+1)=xf(x)

1 - a) Montrer qu'une fonction ayant la propriété & ne peut étre définie en x entier
négatif ou nul.
b) Montrer quesiD=N* n — f(n)=(n-1)! ala propriété .

(On adopte la convention : 0! = 1)

“+co
2 - a) On considere la fonction I' définie sur R**par: x — T (x) = f £ X1 et gt
' 0

En utilisant, sans les démontrer, des résultats du cours, montrer que I' a la propriété &P

et rappeler la valeur de I" (n) pour n entier strictement positif.

b) Montrer que pour tout x réel strictement positif et tout n entier strictement positif -

I (x+n) = (x+n-1) (x+n-2) ... (x+1) x T x)



_5_

3 - Pour tout élément x de E et tout entier n tel que x+n soit strictement positif,
I' (x+n)
x (x+1) ... (x+n-1)

onpose: A,(x) =

a) Montrer que pour x >0 etn >0, A (x) ne dépend pas de n.

b) Soit x un réel négatif non entier.

Montrer que x + n est strictement positif a partir d'un rang dépendant de x noté N,.
Soient n et p deux entiers naturels. Pour n strictement supérieur a N, , calculer

Al +p(x) en fonction de Ap(x+n).

En déduire que: V n > N, Vpe N An+p(x) = An(x).

¢) Le réel An(x) étant indépendant de n pour n > N, , on définit sur F une fonction I
par r (x) = Ay (x) pour n > N,.

Montrer que la fonction I ala propriété &, et que pour tout x réel strictement positif
I (x)=1(x).

Endéduireque: Vx&E r (x +n) = (x+n-1) (x+n-2) ... (x+1) x I:(x)

On dit que r prolonge la fonction I" définie sur R**.

Par abus de notation, on notera désormais dans tout le probleme simplement I et non
plus T, la fonction ainsi prolongée.

+00
Int

dt et J= (tint e tdt
Vi !

Montrer que I et J sont des intégrales absolument convergentes.

4-a)Onpose I = f
0

b) Soit h la fonction de deux variables définie sur R** x R par:
(t,x) — htx)=tX1

En appliquant 1'inégalité des accroissements finis a la fonction x — u, () =h (t, x),

montrer que :

Vte ]0,1] ¥Vxegl

3 IIn t!
1 lht,x)-h(t, DI < I x-11 \[? (1)

N =

13 ‘
et que : Vte[l, 4] VxE]i,E[ Fht,x)-h{t, DI < I'x-1ltint (2)

Tournez la page S.V.P.



c) Montrer qufil existe une constante K telle que :

13
VXE]i,E[ ITC)-T ) | <« K1 x-11 (3)
En déduire que la fonction I est continue au point 1.

. 1 .
5 - En utilisant la question précédente, montrer que T (x) ~ 5 au voisinage de 0.

En déduire un équivalent simple de I' (x) au voisinage de x = - n (n & N¥).

6 - On admet l'équivalence suivante :

r'kx) ~ X X Af 27 x (*)

X —= 400

. X (n
a) Calculer pour x réel fixé lLim (1 + ~ ).

n— +oo

b) Montrer que si x est un entier naturel n, I' équivalence (*) permet de retrouver la

formule de Stirling : n! ~ . n e \[2xn
n— +oo
I' (x+n
c) Montrer que: Vx&E lim —%——)— =
n—+o n-I (n)
n! n*

d) En déduire que : VxeEE 'x) = lim

n— 1o X (x+1) ... (x+n)



_’7._

Partie B
On se propose dans cette partie de donner une autre expression de la fonction I'

sur E.
x/n

n
1 - Pour n strictement positif, on pose gn(x) = -f%m et G (x) = H gk(x).
k=1

Montrer que pour tout réel x positif, la série de terme général u_(x) =1Ing (x) est
convergente.

En déduire, pour tout réel x positif, l'existence de lim G_(x).
n-— +oo

On appelle G (x) cette limite. On définit ainsi une fonction G sur R

2 - Montrer que la suite ( G_(x) ), o+ st convergente pour x réel négatif non entier.

(Onremarquera que pour tout x fix¢, g (x) est strictement positif pour n suffisamment

grand).

On a donc une fonction G définiesur Epar: x — G} = lim G_(x).
n — +oo

3 - Vérifier que: In Gn(l) = - In (n+1) et retrouver le résultat suivant :

N E]
oy

=
ot

la suite de terme général v_= -Inn a une limite finie strictement positive y

INZE
=~

e
—

quand n tend vers + co. y s'appelle la constante d'Euler.

( On pourra utiliser, en le justifiant, le résultat : Vx>0 eX>x+1)

n
n!exp (x ) 1/k)

4- Montrerque: Vx€&E Gn(X) =xT (%) (x + )l (x +n)

- ’YX
5- En utilisant la question A- 6-c), montrer que: Vx&E [(x)= Z ~ G(x).
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Exercice 1

Soit f, la fonction réelle définie sur R par:

(x, ) = fnlx, y)=(x"-y)e*"Y oun est un entier naturel supérieur ou égal a 1

On se propose de déterminer les extremums éventuels de cette fonction dans les deux
cas particuliers n = 2, puisn = 1.

Question 1

1 a) - Justifier que f, est une fonction de classe C? sur R2.

1 b) - Calculer les dérivées partielles du premier ordre de fj,.

Question 2

On se place dans le cas n = 2.

2 a) - Montrer qu'il n'existe qu'un seul point (x,, y) de R? vérifiant les conditions
nécessaires d'existence d'un extremum.

2 b) - Calculer les dérivées partielles d'ordre 2 de la fonction f, et montrer que le point
(xo, yo) est bien un extremum dont on précisera la nature.

Question 3

On se place dans le cas n = 1.
3 a) - Montrer qu'il existe une infinité de points en lesquels le gradient de f; s'annule.
3 b) - Montrer qu'en ces points la fonction f; admet un minimum.



Exercice 2

Question 1

)

( \
) . -1
Soit la matrice M = 7

1210

1 a) - Montrer que les valeurs propres de M sont 1 et 2 et déterminer les sous-espaces

- O
N = O

LN

propres associés.
1 b) - M est-elle diagonalisable ?

On se propose de calculer M" pour tout entier naturel n.

Question 2

Soit H et H' deux matrices réelles carrées d'ordre 4 écrites sous forme de blocs :

1 0 .
H=( ¢ o) avec0=(000), C=(b) et A=(aj) (1=<i<3 1<j<3)
c
1 0 (R e . .
H'=( o A') avec 0=(000), C= b' et A'=(a) (1<i<3,1<j<3)
c
Vérifier que le produit HH' s'écrit sous forme de blocs :

HH'-:( (13 A?A‘) ot C'=C+AC

Question 3

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe une matrice colonne Upa3

1 O 41-2
lignes telle que M" = ( n) ol V est la matrice | 1 2 -1 |,
Un V 210

Question 4 Calcul de V",

On pose W =V - 21, ou I est la matrice identité d'ordre 3.
Pour tout entier naturel n, calculer W™ et écrire explicitement la matrice V",

Question 5 Calcul de U, .

5 a) - Soit X la matrice colonne représentant dans.la base canonique 1'unique vecteur

propre de M associé a la valeur propre 1, dont la premiere composante vaut 1.

Calculer MX puis M"X.

a
n

5b) - On pose Un = bn . Déduire du 5 a) les valeurs de a,, bn etc .

C
n

Tournez la page S.V.P.



Probléme

Le but de ce probleme est I'étude de la répartition des revenus dans une population
donnée, ainsi que de deux modeles d'imposition.
Les trois parties peuvent étre traitées de maniere indépendante.

Partie I : Répartition des revenus dans une population donnée

On fait choix d'une unité u de revenu (par exemple u = 1000 F) et on appelle X la
variable aléatoire représentant dans cette unité le revenu annuel d'un individu pris

au hasard dans une certaine population.

On suppose que X suit la loi de Pareto de parametres o, 1, , 0 c'est-a-dire qu'une

densité f de X est :

a r a+l
— (—O) six=r

f(x)= 9 Iy X 0 avec 1,>0, a>1

0 six<r,

r, est le revenu minimal recensé dans la population.

Question 1

1 a)-- Calculer la fonction de répartition F de X et donner 1'allure de son graphe.
1 b) - Calculer le revenu moyen m d'un individu de la population.

Question 2

Soit N T'effectif total de la population et N(r) le nombre des individus ayant un
revenu au moins égal a r (r réel positif).

2 a) - Quel est le montant total M des revenus de la population ?
2 b) - En exprimant de deux fagons différentes la probabilité qu'un individu, pris au

hasard dans la population, ait un revenu au moins égal a r, montrer que :
N({r) =[1-F@)]N
En déduire l'expression de N(r) en fonction de N, a et 1,

Question 3

On change d'unité de revenu (on remplace u par une autre unité u’' = A u, ou A >0) et
on appelle X' la variable aléatoire représentant le revenu annuel d'un individu
exprimé dans l'unité u'. »

Calculer X' en fonction de X et montrer que la loi de X' est aussi une loi de Pareto.



_5._.

Partie I1 : Etude d'un modele d'imposition par tranches

Dans la plupart des pays, I'Etat préleve une partie des revenus déclarés des habitants
par un impot direct.

On suppose dans cette partie II que ce prélevement se fait par tranches.

Une unité u de revenus étant choisie, les tranches sont déterminées par une suite
strictement croissante de réels q_ (on suppose q, = 0). La partie des revenus d'un
individu se trouvant dans la tranche [qi Qi [ est imposée au taux T, la suite (‘Ci)

étant une suite croissante de réels de [0, 1] (plus les tranches sont hautes, plus le taux
d'imposition est élevé).
Ainsi un individu disposant d'un revenu annuel r paiera un imp6t :
' I'T, si0<r<gq
i(r) = .
QT+ @-q) 7+ + Q-9 ) T T -q) T, siq,s<r<q, avecnz1
Soit N(r) le nombre d'individus ayant un revenu supérieur ou égal a r.
On suppose que la fonction r — N(r) est continue sur R, et on admet que la tranche

9n+1
' - 1q,,9,,, [ rapporte a I'Etat la somme: [ =1 f N(r) dr.
4n

n

On suppose dans cette partie que :
* pour tout entier naturel n, q, =1, et chaque tranche [n, n+1[ est imposée au taux

1
T,=5 (1-¢ bn) , ou b est un parametre réel strictement positif.

* le nombre d'individus ayant un revenu supérieur ou égal a r est :

N sir<l
N() = -Nz- sir>1
r

Cela revient a prendre pour unité de revenu le revenu minimal recensé dans la
population, N étant le nombre total de contribuables.

Question 1

1 a) - Quel est le taux d'imposition de la tranche [0,1]?

1 b) - Ecrire, en Turbo-Pascal, un programme qui saisit le revenu r d'un
contribuable et la valeur choisie pour b, qui calcule et affiche la valeur de 'imp6t
i(r) acquitté par ce contribuable.

Tournez la page S.V.P.



Question 2

T
Montrer que la série de terme général ( H(-I'[—I-];T)—)nzl est convergente et que le montant

+o0 T
total de I'impo6t encaissé par I'Etat est 1=N E H(—n%l—)
n=1

On désigne désormais cet impdt total par I(b) (et non plus simplement I) pour mettre
en évidence qu'il dépend du parametre b.

Question 3

n

B %

o0
3 a) - En admettant que : - In(1-x) = E pour 0<x <1, montrer que :
n=1

* b :%I—a -eP) In(1-e?)

3 b) - Montrer que I est une fonction de b continue et dérivable sur ]0, + oo|.
3 ¢) - Etudier lim I(b) et lim I(b).
b—0 b— -+

3 d) - Dresser le tableau de variations de la fonction I.
Question 4

On admet que le montant total des revenus de la population est dans ce modele
M =2N.

Avec le systeme d'imposition étudié dans cette partie I, I'Etat peut-il prélever par
I'imp6t direct le dixieéme de ce montant total ? Peut-il en prélever le tiers ?

' . [N .
: <n & faivre “aommey ¢ tceh, dinddee
% Parkiv de N & —-
neg Mwed)
Wi —)
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Partie III: Etude d'un modéle d'impositién continiu

On reprend les notations de la partie 1I, mais on suppose ici que le taux d'imposition

est une fonction r — ©(r) continue et croissante. On admet que le montant total de
+oco

l'impodt est dans ce cas : ] = f N(r) ©(r) dr sous réserve de convergence de cette

0
intégrale.

On suppose désormais que :
1
o t(r) = 5 1-¢e br) , olt b est un parametre réel strictement positif.

e le nombre d'individus ayant un revenu supérieur ou égal a r est :

N sir<l
N(r) = Ez Gir>1 (méme hypothese qu'au II)
T

Question 1

Donner le tableau de variations de la fonction t sur R,.
Question 2

On noete maintenant J(b) I'impdt total pour mettre en évidence qu'il dépend du

parametre b.

+o0
-br

e
2 a) - Montrer que l'intégrale J —5— dr est convergente.
r

1
400

N eP-1 ebr
2b) - Mont b)= 5 [2+ - d
) - Montrer que J(b) = 5~ | 5 J 2 r]
1

2 ¢) - Montrer sans chercher a calculer sa dérivée que J est une fonction croissante de b.

Tournez la page S.V.P.



Question 3

+o0
-br

e
On pose, pour tout réel b strictement positif, ¢(b) = J 5~ dr.
r

1
3 a) - Montrer que, pour b>0,ona: ¢(b) < e b En déduire bl_i’m @(b).
“+oo
A +o0
e br e br
3 b) - Justifier, pour A > 1, l'inégalité J 5~ dr < J 5— dr et en déduire que :
r r

1 1

1
e PA . A <gb) <1

. \ ) €
Pour tout € > 0, on fixe A > 1 tel que l'on ait A <7

Montrer alors qu'on peut trouver 1 > 0 tel que pour 0 <b <m, on ait :
l-e<ePA x \
A

En déduire que : lim gb)=1.
q pim p(b)

3 ¢) - On se propose ici d'étudier la continuité de la fonction ¢ sur ] 0, +o|.
Pour b fixé strictement positif, écrire @(b+h) - ¢(b) sous forme d'une intégrale.
) b
Montrer que pour |h|<5 etr>0,0ona: |e br 1] < |h|re?
b

En déduire qu'on peut trouver une constante Ky, telle que pour {h| < 5

|pb+h) - @(b) | < Kp|h |
Conclure.

Question 4

4 a) - Montrer que la fonction J est continue sur ]0, +o[.
4 b) - Calculer im J(b) et lim J(b).
b—0 b—>+oo

4 c) - Donner l'allure du graphe de J .

Question 5

On admet que le montant total des revenus de la population est dans ce modele
M =2N. :
Avec le systeme d'imposition étudié dans cette partie III, I'Etat peut-il prélever par

I'impot direct le tiers de ce montant total ?

IMPRIMERIE NATIONALE. — D'aprés documents fournis
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Exercice 1

m est un entier supérieur ou égal a 3. On identifie un vecteur de IR 3 la matrice colonne de ses coordonnées

dans la base canonique. Toutes les matrices considérées sont & coefficients réels.
Si M est une matrice, on note t 14 sa fransposée. On rappelle que pour deux matrices M et N, t(MN) = Nt

Si M est une matrice carrée d'ordre m, on note respectivement Ey; ef Fy, le noyau et I'mage de l'endomorphisme
de IRM dont la matrice dans la base canonigue est M.

IR™M est muni de son produit scalaire canonigue défini pour deux vecteurs X et Ypar:(X1Y)= txy.

La norme euclidienne d'un vecieur X, associée & ce produit scalaire, est notée I x 1.
Soit n un entier supérieur ou égal a -1. On dit qu'une matrice A carrée d'ordre m est de type n si ta=An
1) a) Qu'est-ce qu'une matrice de type 0, de type 1 ?

b) Donner un exemple, sous forme de tableau, de matrice non diagonale de type -1.
On suppose désormais que n est strictement plus grand gue 1.

2) Dans cette guestion seulement on suppose m = 3.

/0 0 0
? '
Soit x un nombre réel et N (x ) la matrice : |0 cos(x) -sin(x) |
10 sin(x) cos(x) |
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier strictement positif kon a1 (N(x) )ks N(kx).
b) Déterminer alors les réeis x tels que N (x } soit une matrice de type n.
On revient au cas général m quelconque et on considére maintenant une mairice A camée d'ordre m et de type n.
On se propose d'établir quelques propriétés de A.
Craaatia AN
3) a) Etablir l'égalité A" ‘= A.
b) On pose B = ANt Montrer que BN = B et que B est une matrice symeétrique.
c) Que peut-on en déduire quant aux valeurs propres deB?

d) Soit V un vecteur propre de B associé  la valeur propre -1. En calculant t V B V de deux maniéres

différentes montrer que l'on aboutit & une contradiction et qu'ainsi -1 ne peut pas étre valeur propre de B.

) Montrer que B est une matrice de projecteur orthogonal.

4) a) Montrer que Eg est inclus dans E, puisque Eg=E,.

b) Montrer que F, = Fg et que E, et Fj sont supplémentaires orthogonaux.
5) Soit U un vecteur de F, . Montrer que || AU || = || U |.
6) Montrer que si A est inversible et de type n alors A est aussi de type -1.

7) Montrer que si A est a la fois de type n et de type n+1 alors A est une matrice de projecteur orthogonal.
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Exercice 2

a et b sont deux réels strictement positifs, s est un réel vérifiant 0 <s < 1.

1) a) Etablir la convergence de l'intégrale J =

J0

b) Calculer J. (On pourra, par exemple, calculer au préalable aJ.)

On considére une suite de variables aléatoires ( Yi ) k>g définies sur un espace probabilisé ( Q AP ),
indépendantes et suivant la méme loi exponentielle de paramétre b.

On considére également une variable aléatoire N définie sur le méme espace probabilisé, indépendante des
Yk et suivant la loi géométrique de paramétre s. On admet que Z définie par Z=Max (Y, Y,, ... Yy)

est une variable aléatoire a densité.
Onrappelieque si @ estunélémentde Q alors Z(w) est le plus grand des réels :

Y (@), Y (®), . Yy(w)(®)

2) Soit j un entier strictement positif et t un réel positif. Calculer la probabilité conditionnelie P (Z < t/N=j).

3) a) En déduire la fonction de répartition de la variable aléatoire Z.
b) Déterminer une densité de Z.

~In(s)

4) Montrer que Z admet une espérance etquefona: E(Z)= o1 )
-8

Seul le résultat de la question 4) est nécessaire pour traiter les questions suivantes.

t-exp(-t)

5) Soit g la fonction définie sur[0 ,+ = [par:g(0)=1et g(t)=
1 - exp(-t)

pourt>0.
a) Montrer que la fonction g est continue et bornée sur[0, + o [

b) Etablir, pour tout réel t appartenant 2 [ 0, +e [ et tout entier n positif, ['égalité :

k=n

g(t)=g(t)-exp(-(n+1)t) + Z texp(-(k+ 1)-t)
k=0

+ oo
6) Justifier la convergence, pour tout entier positif k, de l'intégrale j t-exp(-(k+ 1)-t) dt etlacalculer.
0
+

+ o
7) Montrer alors que l'intégrale J g(t) dt estconvergente et égale a Z 12- .
0 k
k=1

|3

8) On admet que la somme de cette série est

2
[ cestadire | —M(S) g estégalen - .
b(1—3) 6b

o @

Montrer que la valeur moyenne de E ( Z ) sur]

Tournez la page S.V.P.
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Probléme

p est un réel vérifiant 0 < p <1.
Une entreprise dispose de N copies d'un logiciel. Une proportion p de ces disquettes est infectée par un
virus. It est malheureusement impossible de discerner une copie saine d'une copie contaminée.

On suppose que le nombre N peut s'écrire N = nm, n et m étant deux entiers strictement supérieurs & 1.

Un des responsables du service statistiques propose la méthode suivante pour assainir le lot :

Les N copies initiales forment la génération 0.

On préléve n disquettes au hasard et avec remise dans la génération 0, on les copie chacune enm
exemplaires. Les nm = N disquettes ainsi obtenues constituent la génération 1.

On procéde de la méme fagon pour fabriquer la génération 2 & partir de la génération 1, la génération 3 a partir
de la génération 2, etc. Durant tout le processus, la copie d'une disquette saine est saine, celle d'une

disquette contaminée est automatiquement contaminée.

Le statisticien pense que si la proportion p initiale est faible, on a de bonnes chances d'obtenir un lot sain

aprés un assez grand nombre d'opérations. L'objet de ce probleme est de vérifier ou d'infirmer cette conjecture.

Résultat préliminaire

On considére un couple de variables aléatoires ( X, Y ) définies sur un espace probabilisé ( Q AL P).
On suppose que u et t sont deux entiers strictement positifs.
On suppose que X prend u valeurs réelles X, %, , .., Xy etque Y prend tvaleurs réelles y,,¥,, .., ¥t-

g désigne une fonction definie sur IR.
j=t

Pour tout entier j vérifiant 1 < j < u, on définit le réel EJ- par: Ej = Z g(yj)P(Y=yj/ X= xj)
i=1

E (g (Y)) désigne I'espérance de la variable aléatoire g (Y).

j=u
Démontrerque E(g(Y))= Z EjP(X=xJ-)
j=1

fin_du préliminaire

k désigne dans tout le probieme un entier positif ou nul.

On note Tk le nombre de disquettes infectées obtenues parmi les n disquettes tirées dans la génération k
pour constituer la génération k + 1.

1) a) Quelles sont les valeurs prises par Ia variable aléatoire T?

b) Pour j décrivant 'ensemble de ces valeurs, déterminer la loi conditionnelle de la variable Ty 4 sachant

que 'événement ( T =] ) est réalisé.



2) a) En déduire, a l'aide du résultat préliminaire, une relation entre E(Tk+q)etE(TK).

b) Montrer alors que pour tout entier positif kona: E (Tk ) =np.

3) On considére maintenant la variable aléatoire Z =T (n-Tk).
a) En utilisant le préliminaire avec le couple (T , Tk+1 ) et une fonction g convenablement choisie,

montrer que la suite de terme général E (Zy ) est géométrique.

b) Donner l'expression de E ( Zk ) en fonctionde n, ket p.

c) Montrer que la suite de terme général E ( Z ) tend vers 0 quand k tend vers l'infini.

4) a) Que signifie concrétement I'événement (Zy =0) 7
b) Quelle est la plus petite valeur de j ( n -j) quand j décrit 'ensembie {1,2,..,n-1}"7?
c) En déduire, & l'aide de 3) ¢), que P (0 < Ty < n) tend vers 0 quand k tend vers l'infini.
d) Calculer la limite de P ( Zx = 0 ) quand k tend vers l'infini et interpréter ce résuitat.

e) Déterminer, en fonction de n uniguement, une valeur de k telle que P(Z¢x=0)>0,99

5) On cherche maintenant & calculer la probabilité de ['événement F suivant :
F = "A partir d'un certain rang, les générations ne sont constituées que de disquettes infectées."
a) Montrer que la suite d'événements (( Ty = n ))k>q est croissante pour l'inclusion.

b) Que représente alors P ( F ) pour la suite (P ( Tk =N ))k>0 ?
6) Soit j un entier vérifiant 0 < j < n. Déterminer la limite de P (Tg =) quand k tend vers l'infini.
7) En utilisant le résultat de la question 2),donner la valeur de P (F ).

8) On cherche maintenant a calculer la probabilité de I'événement G suivant :
G =" A partir d'un certain rang, les générations ne sont constituées que de disquettes saines.”
a) Calculer P (G).
b) Que pensez-vous de la méthode proposée par le statisticien ?

9) Reprendre les questions 1) , 2) , 3) dans le cas de tirages sans remise.

Le fait que les tirages se fassent avec ou sans remise a-t-il une influence sur les résultats obtenus

dans ce probléme ?

FIN DE L'EPREUVE.
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Exercice 1

Soient a et b deux réels strictement posiifs, X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme

espace probabilisé, indépendantes, suivant chacune une loi exponentielle de parametres respectifs aet b.
1) Déterminer la fonction de répartition, puis une densité, de la variable aléatoire - X.
2) Montrer que Y - X admet une densité, notée h, définie par :

h(t) = —22_exp(-bt) pourt>0 eth(t) = ab
a+b a+

- exp(at) pour t < 0.

On considére la variable aléatoire Z = | X- Y| :

3) Soit s un réel positf. Etablir légalite P(Z < s)= 1 22XR(-88)+ :e"p(‘b—sl .
a+

4) a) Montrer que Z est une variable aléatoire & densité et en donner une densité.
b) Montrer que Z admet une espérance et la calculer.
Exercice 2

Soient n un entier > 2 et E 'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n & coefficients réels.

| est la matrice identité de E. On note 'A la transposée d'un élémentAde E. SiA= (aij) appartient a E,
on appelle trace de A et on note tr( A ), la somme ay4 + ax + ... + a,, des éléments diagonaux de A.
On considére I'application g de E x E dans IR, qui & deux matrices A et B de E fait correspondre le réel
g( A B) =tr('AB).

1) Montrer que I'application tr qui & tout élément de E associe sa trace, est une forme lingaire sur E.

2) a) Soit M une matrice de E. Montrer que tr( M ) = tr( M ).
b) En déduire que, pour tout couple ( A, B ) de matricesde E,onag(A B)=g(B, A).

3) Soit A un élément de E. Montrer que g( A, A) est la somme des carrés des coefficients de A.
4) Montrer, & l'aide des questions précédentes, que g est un produit scalaire sur E.
Soit /5= (e4, €2 ..., €,) la base canonique de IR" et f 'endomorphisme de IR" défini par :

f(e,) = e, et pourtout entierktelque 2 < k < n,f(ey) =y 4

5) a) Montrer que f est un automorphisme de IR".
b) Soit U la matrice de f dans la base £5. Montrer que U™ = | et que U1 = tU.

On suppose, pour les deux questions suivantes, que n = 4.

6) Calculer U2 et U2 et montrer que ( 1, U, U2, U3) est une famille orthogonale pour le produtt scalaire g.

7) On note F le sous espace vectoriel de E engendré par la famille ( 1, U, U2, U3) etV la matrice de E dont la
premiére ligne est constituée de 1 et les autres uniquement de 0. Calculer la projection orthogonale W
de Vsur F.
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Probléme
Dahs tout le probléme, n est un entier positif ou nul, a un entier pair supérieur ou égal a 4 etp un réel
tel que 0 <p < 1. Pour simplifier les écritures, on pose a, = 2n-1g,
Un jeu est une succession de jets d'une piéce qui fait pile avec la probabilité p. Un joueur dispose
initialement d'une fortune a. On note F,, la variable aléatoire égale & la fortune du joueur a lssue du
du néme jancer. On convient que F est la variable aléatoire certaine égale & a. On obtient la fortune
F o+ @ partir de F, de la maniere suivante :
avant le lancer n+1, le joueur mise une partie X,,, entiére, de sa fortune sur pile et I'autre partie, F,, - X,
sur face. Si le lancer n+1 fait apparaitre pile, la fortune F,,, est égale a 2X,, s'il fait apparaitre face,
la fortune F, est égale a 2(F, - X). Ainsi, & tout instant, la fortune du joueur est un entier pair,
éventuellement nul.
On étudie, dans ce probléme, deux exemples ( parties 1 et 2 ) dans lesquels les mises X, sont des
variables aléatoires. A cet effet, on associe aux variables aléatoires F, des polynémes G dont les
propriétés générales sont établies en préliminaire. Ces polyndmes servent & obtenir des informations

sur I'évolution de ia fortune du joueur tout au long du jeu.

E( X) et V( X ) désignent, quand elles existent, I'espérance et la variance de X.
Résultats préliminaires .
1) Pour tout entier positif ou nul n, montrer que F, prend ses valeursdans {0,2,4, .., 2a,}

a,

Pour tout entier positif ou nul n, on définit le polynéme G par: Gy(x) = Z P(F,= 2k )X

2) a) Calculer G,( 1). k=0

b) Que représente concrétement G ( 0 ) ? Montrer, a l'aide d'un argument probabiliste, que la suite
de terme général G,( 0 ) est croissante et convergente.
c) Montrer que G' (1) =E(F,) / 2. Etablir de méme que V(F,) =4G"(1)+2E(F)-E(F,)2
3) Montrer que le polynéme G, est convexe sur IR*,
Premiére partie
Soit n un entier positif ou nul et k un entier tel que 0 < k < a,. On suppose dans cette partie que la

loi conditionnelle de X, sachant { F,, = 2k } est une loi uniforme sur { 0, 1, 2, ..., 2k - 1, 2k }.
1

1) Etablir, pour tout entier j tel que 0 < j < 2k, I'égalité P(F .4 =2jNF =2k)= ] P(F,=2k).

(On pourra utiliser le systéme complet d'événements constitué par les deux résultats possibles
du lancern + 1))

2) En déduire, pour tout entier jtel que 0 < j < a4, une expression sommatoire de P( F,; = 2] ).

a,

¥+t g
3) Montrer que pour x appartenanta[ 0,1 [, G,.q(X) = Z ke =) P(F,=2k).
+ A X -

Tournez la page S.V.P.
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1
4) En déduire, pour x appartenant a IR, I'égalité : (1 -Xx)Gpiq(X) = J G, (tz) da (1)
X

5) Prouver, en dérivant deux fois cette égalité, que pour tout n 2 0,onaE(F,)=a

Deuxiéme partie (Les deux sous parties A et B sont indépendantes)
On suppose maintenant que la loi conditionnelle de ia variable X, sachant { F,= 2k} estune loi
bindmiale de paramétres 2k et r, r étantun réel de ] 0, 1[.

A) Simulation informatique de I'expérience
On considére le programme suivant .
program simulation ;
var a,n,i, X, F:integer;
r,p:real;

function mise( m : integer, s : real) : integer ;

begin
randomize ; readin (n ) ; readin(p ) ; readin(r); readin(a);F:=a;
fori:=1tondo
begin X :=mise(F,r);
if random <pthen ...,

..................................................

end.

La fonction " random " est une fonction sans argument. A son appel, l'ordinateur génére un nombre

aléatoire compris entre 0 et 1, nombre qui suit une loi uniforme sur [0, 1]. L'instruction " randomize "

est utilisée pour obliger I'ordinateur & générer un nouveau nombre a chaque appel de la fonction.

La fonction " mise " est une fonction qui simule une loi bindmiale de paramétres m et s. Elle doit

donc prendre, & chaque appel, une valeur aléatoire entiére comprise au sens large entre Oetm,la

probabilité qu'elie prenne une valeur donnée étant celle fournie par la loi bindmiale de paramétres m et s.

1) Rédiger les lignes manquantes ( déclarations et instructions ) dans la définition de la fonction " mise ".

2) Rediger les instructions manquantes du corps principal du programme de telle sorte que celui-ci calcule

et affiche les fortunes successives F, ..., F, du joueur, les parametres &, r, p, n étant fournis par
l'utilisateur.



B) Etude théorique
Dans toute cette partie, on posera A= pr2+(1-p)(1-r)2etB=2[pr+(1-p)1-r)}
1) En procédant comme dans les trois premiéres questions de la premiére partie, montrer que pour

tout réel x et tout entiern = 0,0ona: Gn+1(x)=pGn[(xr+1-r)?—]+(1-p)Gn[(x-xr+r)2]. (2)

Dans les questions 2 et 3, on suppose que p = 1/2.
On considére le trinéme Q, défini par Q( x) = AxZ + 2r( 1-r )x + A, et la suite (u,)) définie par la condition

initiale uy = 0 et, pour tout entier n 2 0, par la relation de récurrence up,4 = Q( uy).
2) a) Montrer, pour tout réel x, 'égalité : Q( x) = x + A(x- 1)2
b) Montrer que {'intervalle [0, 1] est stable par Q.
c) Montrer que la suite (u,,) est croissante et convergente. Donner la valeur de sa limite.
3) a) Montrer, en utilisant ( 2 ) et la convexité de G, que pour tout entiern 2 O ettoutréelx 2 0,0ona
linégalité : G,.4(x) 2 G,[Q(x)].

b) Etablir, pour tout entier n > 0, l'inégalité : G,,,4( 0) = G u, ). Conclure.

On revient au cas général p quelconque.

4) a) Montrer & I'aide de ( 2 ), que la suite (E( F,, )),, est geométrique de raison B.
b) En posant p' = 1/2 - p et r' = 1/2 - r, étudier la limite de cette suite suivant les valeurs de p et .

c) Montrer que si la suite (E( F,)), tend vers 0, alors la suite (P( F,,=0)),tend vers 1.

5) a) Pour tout entier n 2 0, établir & l'aide de ( 2 ) une relation entre G",,4( 1), G" (1) etG'(1).
b) Montrer que la suite de terme général v, = G"( 1) / B" est arithmético-géomeétrique.
c) En déduire, pour tout entier n > 0, une expression explicite de G"( 1) en fonction de a, n, A, B.

On suppose, dans cette demniére question, que p =r=1/3.

6) a) Calculer les trois réel A, B, B2 et en déduire un équivalent de V( F,) quand n tend vers ['infini.
b) Montrer, & I'aide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, que la probabilité P( F,, < 2V4 a) tend vers 1

quand n tend vers l'infini. (On utilisera les inégalités : 214> 10/ 9 et 3-1&>4 )

Fin de I'épreuve
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1. EXERCICE.

E désigne un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes.

Idg Tidentité de E, © 'endomorphisme nul.
C [X]T’ensemble des polynémes & coefficients complexes.

Pour tout n, C, [X] représente 'ensemble des polynémes & coefficients complexes, de

degré inférieur ou égal & Pentier n.
Si g est un endomorphisme de E, on définit g par :

9° = Idg
g"=g"" og, neN

Pour tout polynéme P de C[X] tel que : P(X) = ag+a:.X +
Pendomorphisme de E égal a :

P(g) = apldg + a1g + ... + apg®

On rappelle que pour tous polynémes P,Q de C[X]on a :
(PQ)(g) = P(g) o Qlg) = Q(g) o P(g)
Puissance d’un endomorphisme.
On désigne par T le polyndme de C [X] défini par :
T(X)=3X*-X*-X-1
et par f un endomorphisme de FE satisfaisant & }a relation :
T(f)=©

1. Montrer que 1 est la seule racine réelle de T'. Soient « et
non réelles et conjuguées. Calculer o + @ et o@.

2. On désigne par ¢ 'application qui, & tout polyndme P
dans la division euclidienne de P par T.

ot apXé’, on note P(g)

@ les deux autres racines

de C[X] associe le reste

a. Rappeler le théoréme de la division des polynémes suivant les puissances

décroissantes.

b. Montrer que ¢est un endomorphisme de C [X].
c. L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? Est-il surjectif ?
3. On note Ly, Ly, L3, les polynémes définis par :
Ly(X) = (X = 1)(X — a), Lo(X) = (X ~
Ly(X) = (X —a)}(X —3)

a. Montrer que (L1, L, Ls) est une base de C; [X].

(X —a)



b. Montrer que pour tout n de N, il existe un unique triplet (an, bn, ¢,) appar-
tenant & C* tel que :

(‘D(Xn) = G,nLl -+ anz + CnLg

et exprimer a,, by, ¢, en fonction de a,@,n. Vérifier que ¢, = —;:

¢. Prouver que pour tout n de N :
f* = anLa(f) + baLa(f) + cnLs(f)-
d. Justifier la convergence des suites (a,), (bn), (¢,) vers des réels respectifs a, b, c.
4. On pose A = aLy(f) + bLo(f) + cLs(f).
a. Montrer que h = 3(3f? +2f + Idg).

b. Prouver enfin que h est un projecteur.

2. EXERCICE.
On se propose ici d’étudier la série de terme général :
u,(z) = anz™

oll z est un réel quelconque et a, un réel défini par :
1 5
1412
an=/t‘; }dt, neN
J .

2.1. Etude de ’absolue convergence de la série.

1. Prouver que pour tout n entier naturel :

1 2
—— X0 %

n+1

n+1

N

2. Pour |z| = 1, la série de terme général u,(z) est-elle absolument convergente 7

3. Donner une condition nécessaire et suffisante, sur z, pour-que la série de terme
général u,(z) soit absolument convergente.

2.2. Somme de la série pour —1 <z < 1.

On suppose maintenant, —1 < z < 1.
1. Pour t € [0, 1], montrer que :
2 3
2—z—zxt° > -2-(1—I)
1

2. Justifier I'existence de I'intégrale : / ———Q'dt D)
2—z—ut Tournez la page S.V.P.



3. On pose
2dt

1
fl=) = / 2 — g — xt?

0
Montrer que pour tous les entiers naturels n :

n

Flz) = ur(@)

k=0

8 Lﬂﬂ-l—l

S3mr2)0—2)

4. En déduire la convergence et la somme de la série de terme général u,(z).
5. Donner la valeur de ag, puis &tablir la relation de récurrence suivante :

Vke N (Zk + 3)(1};_1_1 =14+ (k -+ l)ak.

6. Ecrire en PASCAL un algorithme permettant d’obtenir une valeur approchée de
f(z) & 1077 pres, le réel z et Ventier p étant supposés donnés.

3. PROBLEME.

Deux biens C; et Cs indéfiniment divisibles sont disponibles sur le marché.
On appelle "panier de biens” tout couple (z,y) de nombres réels appartenant 4 'ensemble
D suivant :

D={(z,y)telsque 0<z, 0<y<5H, 2z + 3y < 19}

z,y désignent respectivement les quantités du bien C; et du bien Cp qui peuvent étre
physiquement consommés par un agent économique.

Sur le marché, le prix unitaire de chacun de ces deux biens est égal a 1.

On considére un consommateur ayant un revenu égal a 8.

Les paniers de biens accessibles budgétairement par ce consommateur appartiennent donc
3 I'ensemble B des couples (z,v) de D tels que z +y < 8.

Les préférences de ce consommateur sur B, sont définies de la fagon suivante :

(z,y) est préféré ou indifférent & (z',4/) si et seulement si (y—3) exp(z+2) > (¥ —3) exp(z'+2)
L’application u définie sur B par :
u(z,y) = (y — 3) exp(z + 2), pour (z,y) € B

g'appelle la fonction d’utilité du consommateur.

3.1. Propriétés de la relation de préférence.

1. Justifier les propositions suivantes :

a. (z,y) est préféré ou indifférent a(z,y).

b. Si (z,y) est préféré ou indifférent & (z',4/) et si (&, y’) est préféré ou indifférent
3 (¢, 4" alors (z,y) est préféré ou indifférent a(z”,y").

¢. (z,y) est préféré ou indifférent & (z',¢) ou («,y) est préféré ou indifférent a
(z,)-



3.2. Courbes d’indifférence.

1. Représenter graphiquement ’ensemble B dans un repére orthonormé (unités 1 c¢m
sur chacun des axes) et déterminer les coordonnées des cing sommets du polygone
constituant le bord de B.

2. Dans ce qui suit, pour m réel, on désigne par A, I’ensemble défini par :

a.

b.

Am = {(z,y) € B tel que u(z,y) =m}

Déterminer la fonction numérique f, telle que, pour m fixé on ait, pour tout
élément (z,y) de A , y = fn(z).

Etudier et représenter dans le méme repére que celui de la question 3.2.1, la
fonction y = f(z) pour m = -8, m =0, m = 8.

(2~ 0.14,e7% ~ 0.05,e7* =~ 0.02,e7° =~ 0.007,e% ~ 0.002,¢™" ~ 0.001 )

. Déterminer my pour que la courbe représentative de y = f,,, () soit tangente

4 la droite (T) d’équation :

= —gm + _1_g~
YT
Représenter ¥ = fu,(z) sur le graphique.
(€% ~20.09,e% = 7.39,e = 2.72 ).

3.3. Recherche d’un élément maximal sur B pour la relation de préférence.

1. On admet que B est un fermé de R%. Montrer qu’il est borné.

2. Justifier I'existence d’un couple (z, yo) de B préféré ou indifférent & tous les couples
(z,y) de B. )

3. On note lcé Pouvert de R? des couples solutions du systéme :

O<z
O<y<sd
20+ 3y <19
r+y<8

Montrer que u n’admet pas d’extremum local sur 1%’

4. On étudie dans cette question le maximum de la fonction u sur B, sous la contrainte

a.

2z + 3y = 19

Montrer que ce probleme se rameéne & déterminer le maximum de la fonction
g de la variable réelle, définie sur {2, 5] par :

_10-2z
3

g9(z) exp(z + 2)

b. Déterminer ce maximum aprés avoir justifié son existence.

Tournez la page S.V.P.
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5. Btudier de méme la recherche du maximum de la fonction u sur B, sous chacune
des quatre autres contraintes :

z+y=8, z=0, y=0, y=5
6. Déduire de ce qui précéde la valeur du couple (o, %o)-

3.4. Etude de deux tests d’arrét.

On considére I'épreuve qui consiste & effectuer une série de sondages sur un ensemble de
consommateurs du bien Cj.

Toute personne interrogée se voit attribuer un numéro.

Pour tout i de N*, le numéro X; affecté au i*™ consommateur interrogé est une variable
aléatoire.

Les variables (X;)ex- sont mutuellement indépendantes.

On définit deux tests qui conditionnent l'arrét de 'enquéte :

- Test I : le sondage s’arréte dés que le numéro d'un consommateur est supérieur ou égal
au numéro du consommateur précédemment interrogé.

_ Test II : le sondage s’arréte dés que la somme des numéros des consommateurs est
supérieure strictement & 'entier N , avec N supérieur ou égal & 2.

Enfin, on note T} (respectivement T3) la variable aléatoire réelle discrete égale au nombre
de personnes interrogées, l'enquéte ayant été interrompue par le Test I (respectivement
le Test II).

3.4.1. Partie 1

On suppose que les variables (X;);en- suivent la méme loi, une loi uniforme sur I’ensemble
{1,2,...,N}.
Par convention : C2 = 0 pour j > n.

Etude d’un cas particulier.

1. Pour cette question seulement, N = 3.

a. Donner la loi des variables T7 et Tb.
b. Calculer leur espérance et leur variance.
Etude de la loi de Tj.
1. Quel est ensemble T1(€2) des valeurs prises par la variable T; ?

9. Montrer que pour tout entier n > 0, la probabilité de I'événement {Th > n} est
donnée par :

cr
Ty >n} = —
piTy>nt =
En déduire la loi de T3.

3. Montrer que 'espérance de T; est donnée par :

B(T)=(+3)"



4. De méme, prouver que :

BT} ~T) =201+ )"

En déduire la variance V(T1) de T3 en fonction de N.

5. Donner les limites de E(T}) et V(T}) lorsque N tend vers I'infini .

Etude de la loi de Ts.

1. Montrer que, pour tous entiers naturels r,n :

Z CZ = C:—:_ll

k=0

2. Quel est Pensemble T5(S)) des valeurs prises par la variable Ty 7

3. Par récurrence sur 'entier n inférieur ou égal & N, prouver que :

cn
vi€{l2...N}  p{Xi+X+. + X <jr=50
4. En déduire la loi de T5.

5. Quelle est votre conclusion 7

3.4.2- Partie 2

On suppose que les variables (X;);en~ sont des variables aléatoires absolument continues
qui suivent une loi uniforme sur le segment [1, N].

1. Montrer que la densité de probabilité f, d'une somme de n variables aléatoires,
indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur le segment [0, 1], est donnée sur
Vintervalle [0,1] par :

n—1

vz € [0,1] falz) = (n—1)!

2. Prouver que si la variable X suit une loi uniforme sur le segment {1, N], alors la
variable Y, définie par X = 1 + (N — 1)V, suit une loi uniforme sur le segment
[0,1].

3. En déduire la loi de T5.
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1. EXERCICE.

On considére la suite de nombres réels (u,)ney définie par la relation de récurrence :

_. 2
Uni1 = Up + Uy,
uw=a, a€&R

1.1. Convergence de (U )nen-

1. Montrer que cette suite est strictement positive et monotone.

2. Montrer que cette suite diverge vers Pinfini.

1.2. Comportement asymptotique de (uy,)nen.

On définit la suite ('Un)nEN par :
Unp = In .
n on T

1. Prouver que pour tout entier n de N :

1

on+1 In(1 + —)

Unyl — Un =

En déduire que quels que soient les entiers naturels p et n :

1

D < 7,’n_le+1 IUYH—p g 2n+p+1 ].Il(]. + —)

2. En déduire que quels que soient les entiers naturels £ et n :

) S S
; 0 < Vnags1 —Vn < o In(1+ un)

’3. Démontrer que la suite (v,)nen est majorée, puis quelle converge vers une limite
notée a.

4. Montrer que :
VneN, u, < exp(a2®)

En passant a la limite pour n fixé dans 'encadrement 1.2.2, montrer que :

VneN, exp(a2®) <u,+1



En déduire, lorsque n tend vers 'infini, ’équivalent suivant :

Un exp(a2™)

5. On pose :
B = exp(a2™) — up

Montrer que la suite (3, )nex €st bornée et qu’elle vérifie la relation suivante :
2Bn — 1= (Bt + By — fn) exp(—a2")

6. Prouver enfin que lorsque n tend vers I'infini :

1 n
U, n—>:+oo —:‘2— =+ GXP(QZ ) -+ 0(1)

2. EXERCICE.

Dans cet exercice, on adopte les notations suivantes :

M,(R) : ensemble des matrices carrées d’ordre n, & coefficients réels (n entier naturel
non nul).

Sn(R) : le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices symétriques.

An(R) : le sous-espace vectoriel de M,(R) des matrices antisymétriques.

On rappelle qu'une matrice A de M,(R) est antisymétrique si :
tA=-A

t A étant la matrice transposée de A.
On définit les applications T'r et ¢ par :

Pour toute matrice A = (ai;),.., €t B de Mp(R), Tr(A)=> a; , ¢(A,B)=Tr("AB)
=1

1<5<n
1. Montrer que 7T'r est une application linéaire de M,(R) dans R qui vérifie :

VA € M, (R),VB € M,(R) Tr(AB) =Tr(BA)
2. Prouver que T'r est surjective. Donner la dimension du noyau de 7'r.

2

Tournez la page S.V.P.



. Prouver que ¢ définit un produit scalaire dont la norme associée, || ||, vérifie :

n n

VA = (05) g, € Ma®), AIP =202

i=13j=1

Etablir que :
VAE Ma(R) [Tr(A)] < vnllAl

. Démontrer que S,(R) et A,(R) sont deux sous-espaces supplémentaires orthogo-

naux de M,(R) pour ¢.

. Soit M = (Mi;), e, - En déduire que pour toute matrice A = (6ij), e de Mi(R),

1<j<n 1<i<n

n

) n ) 1 n ki3
M]gs%m Z > (ai; — my;)? existe et vaut n 3> (ai; — a;i)?

i=1j=1 i=1j=1

3. PROBLEME.

On rappelle que :
- La fonction I est la fonction définie pour z > 0 par :

T(z) = / 121 exp(—t)dt

- Si X suit une loi normale et si o est un réel non nul alors aX suit également une loi
normale.

1
On admettra que F(-2—) = /7.

3.1.

n
On considére la variable aléatoire Y, = Y X7, ot X1, Xs,....., Xn sont 7 variables
k=1

aléatoires indépendantes, suivant toutes une loi normale centrée réduite.

1. Déterminer la fonction de répartition Fy; de Y1 = X7.

9. En déduire que Y; est une variable aléatoire qui suit une loi gamma dont on précisera

les parametres.



3. Justifier que Y, suit une loi gamma de paramétres (2, -g—)

4. Donner les valeurs de I'espérance E(Y;,) et de la variance V (Y,,) de Y,.

5. On dit alors que Y,, suit une loi du Chi — deux & n degrés de liberté, notée x*(n).
Soient G, la fonction de répartition de Y,, et 3 un réel dans lintervalle |0, 1f.
Montrer qu’il existe un réel unique ¢ tel que Gn(t) = 3. Ce réel est alors noté x%(n)

Dans la suite du probléme on considére (X;),,, une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes swivant une méme loi normale N(m, o). L’objet des ques-

tions suivantes est de déterminer une estimation ponctuelle (3.2) puis une estimation par

intervalle de confiance (3.8 et 3.4) de la variance o

Si g est une fonction de n variables réelles, et que Z, = g(X1,...,Xn), on rappelle

que :
- g est un estimateur de  (Z, est un estimateur de §) lorsque :

lim E(Z,) =6

n—+4-00

- L’estimateur Z, est dit sans biais lorsque pour tout n entier naturel non nul :
E(Z,) =10
- L’estimateur Z,, est dit convergent lorsque :

im V(Z,) =0

n——+00

3.2. Estimation ponctuelle de o?.

Pour n entier naturel non nul, on pose :

n 1 n

Fn:%ZXia V;%:_Z(Xv_Fn)z

i=1 izt
1. Montrer que (£},),., est un estimateur convergent sans biais de m.

2. Soit n un entier naturel non nul.

Tournez la page S.V.P.



a. Démontrer que :

puis que :

b. Prouver que :

E (Vn) =

c. Fn déduire un estimateur sans biais de 2.

3.3. Estimation par intervalle de confiance de %, m étant connue.

Pour n entier supérieur a 2, on pose :
1 & 9 1& 2
i=1 i=1

1. Justifier que U, suit une loi du Chi — deuz an degrés de liberté.

2. Montrer 'égalité des événements :

nTy, 9 nT, [ 9 9 ]
——— <0< et n) < U, < n
e ST S| ¢ b S Trexgt
2 2
nT, . nT,
En déduire que la probabilité de ’événement ——2-—~n—— L o? < ——— | est 1—o.
Xl_% (n) X% (n)

3.4. Estimation par intervalle de confiance de %, m étant inconnue.

M, 1(R) désigne I’ensemble des matrices a n lignes et 1 colonne & coefficients réels et Idg~
Videntité de R™.

Pour n entier supérieur a 2, on pose :

Ny S RSN - M U= o YK~ M)
Mn-ngxz, Sn—n_lg(xz M,)?, Un_azg(xz M.,)



1. Soit ¢ I’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est A définie
par :

a; =n—1
A = (a;) avec {
7/ 1ign = ey
i<j<n a; =1 sl i#]

et B la matrice de M, 1(R) dont tous les éléments sont égaux a 1.

a. Justifier que A est une matrice diagonalisable.

b. Calculer le produit AB, en déduire une valeur propre de A et un vecteur propre
de A associé a cette valeur propre.

¢. Montrer que :
dimIm(p —nldg) =1
d. En déduire la dimension de Ker(yp — nldg), les valeurs propres et les sous-
espaces propres de la matrice A.

w1
. w2 . p PN
e. Soit W = . la matrice des coordonnées d’un vecteur propre associé a

Wn
T

la valeur propre n. Prouver que : Z w; = 0.
i=1

f. Justifier Pexistence d’une matrice P inversible dont la derniére colonne est
proportionnelle & B et d'une matrice diagonale D que I'on déterminera, telle
que :

P1AP =D avec'P = P!
(On ne demande pas la matrice P).

g. On note (p;j), ., les coefficients de la matrice P, montrer que :
1<isn

n
\V,ZE{].,,TL*:[}, mez()
=1

puis que :
n
vie{l,...,n}, Y. pi=1
=1
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2. Soit g I'application de M, ;(R) dans R définie par :
I

vx=1| : |eMa®), oX)= 'XMX ob M=-A

L

Zn
a. On pose Y = 'PX, montrer que :
1t
a(X) =~ YDY

puis que : )
00 =3 (5130

i=1 j=1

1 t
b. En utilisant Iécriture g(X) = - Y DY , montrer que :

¢(X) = nz:;l (i?iﬂj)

3. Pour tout i de ’ensemble {1,...,n — 1} on pose :
n
Y= pyX;
i=1

a. Justifier que Y; suit une loi normale puis montrer que E(Y;) = 0 et V(Y:) = o2

b. En utilisant les résultats de la question 3.4.2, montrer que :
n—1
Un = = z Y;Z
9% =1

c. En admettant que les (Y;)i1cicn—1 sont mutuellement indépendantes, justifier
que U, suit une loi du Chi — deuz & n —1 degrés de liberté.

d. Montrer que les événements :

(n—1)5, 5 (n—1)5,

Sy SOS | [%!”_1 SU, <% aln—1
X?_%(T?r — 1) XZ%(“ —_ 1) XE( ) % Xl-'g'( )

sont égaux.



e. En déduire que la probabililité de 1’événement :

gn -1)S, <o’ < (791 - 1)S,
xl_%(n —-1) X& (n—1)

est 1 — a.



1. EXERCICE.

M, (R) désigne 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels (n > 1)
et E ’espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n—1.

On considére une matrice S de M, (R) admettant n valeurs propres réelles Ay, A, ..., A,
distinctes deux a deux.

L’objet de I’exercice est de montrer que, si & est un entier naturel impair et si une matrice
A de M,(R) commute avec S¥, alors elle commute avec S.

Dans la derniére question on étudiera un contre-exemple.

1. Justifier Pexistence d’une matrice P inversible telle que la matrice P~'S P soit une
matrice D diagonale.
Dans la suite de 'exercice un entier naturel impair & est fixé.

2. On considere ’application f de E dans R" qui & tout polvnome T fait correspondre
le vecteur de R™ défini par :

F(T) = (T(X), T(3), -, T(\))

a. Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

b. En déduire 'existence d’un unique polyndéme U de E tel que :
UN) =2, UAS) = g, ., UNE) = Ay
3. Prouver que le polynéme R, défini par :
R(X)=UX"-X
est un polynéme annulateur de D puis de S.
4. Soit une matrice A de M,,(R) vérifiant AS* = S*A.
a. Montrer que pour tout entier naturel p,
ASPF = SPFA
b. En déduire que les matrices A et S commutent, ¢est-a-dire que :

AS=S5A



5.

On consideére les deux matrices A et S de M,(R) suivantes :

a=(3 %) 5= (1)

a. Vérifier que S posséde deux valeurs propres distinctes.

b. Montrer que A commute avec toute puissance paire de S, mais ne commute

pas avec S.

2. EXERCICE.

On considere la fonction f définie sur Uintervalle I = [O, I} par :

4
1

COSZT

flz) =

ainsi que la suite réelle (I, )nen Suivante :

I():Z

VneN, I,= / [f(2)]" de
0

2.1. Etude de la bijection réciproque de f.

L

Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J que on précisera. On

note f~! 1a bijection réciproque.

Donner sur le méme graphique allure des courbes représentatives de f et de 1.

Justifier que : 1
cos(f @) = -

Yz € J, 1
sin(f4 (@) =1 =

Montrer que f~! est dérivable sur J\ {1} et montrer que :
' 1
vz e J\ {1}, (F (@) = ———
zvz? -1

En déduire le développement limité en v/2 de £~ & 'ordre 1.

2
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2.2.
1.
2.

L

2.3.
1

2.

- W

o

Etude des dérivées successives de f.
Justifier que f est de classe C* sur I, on note f(™ la dérivée n®™ de f sur I.

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un polynéme P, tel que:

n P,(sinz)

Déterminer les polynomes P; et Py.
Montrer que :

vneN,  Poa=(1-X3P +(n+1)X.P,
En déduire le polynome FP;.
Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, le degré et le coefficient dominant
du polynome FP,. ;
Etude de la suite d’intégrales.
. Justifier que la suite (I,),en+ €st bien définie. Calculer Io.

Déterminer les réels a et b, tels que :

1 a b
veR-L TE e T

En posant t = sinz, déterminer ;.
Déterminer le sens de variation de la suite (I,)nen--

Montrer que :

3 1 1 1
VYn € N*, I, 2 / Az 2 ——————5
cos™ n?t (W 1 )
L CO8™{ — — —
470z 4 n?

En déduire le comportement de la suite (I,,).en+ lorsque n tend vers +oc.

Montrer que : . '
(V2"

n+1 +n+1 "

VYn € N, In+2 =



3. PROBLEME.

3.1. Etude d’une variable discréte d’univers image fini.

Deux urnes A et B, initialement vides, peuvent contenir respectivement au plus n et m
boules (n > 1,m > 1),

On s’intéresse au protocole suivant :

- On choisit 'urne A avec la probabilité p € ]0,1[, 'urne B avec la probabilité g = 1 — p.
- On met une boule dans 'urne choisie.

- On répete cette épreuve autant de fois qu'il est nécessaire pour que I'une des urnes A ou
B soit pleine, c’est-a-dire contienne 71 boules pour 'urne A ou contienne m boules pour.
I'urne B, les choix des urnes étant mutuellement indépendants.

3.1.1. Préliminaires.
On définit la suite de terme général a, par :
n n
S —%ﬂ nzl

. a
1. Calculer a; et, pour tout entier n > 1, le rapport ZH.

n

2. Démontrer que pour tout entier n > 1 :

n
2n+1

an S

3. Donner le sens de variation de la suite (an)nen+, €6 montrer qu’elle converge vers
un réel [ tel que :

N
N

B |
Si-

1
On admet que [ = 7=

3.1.2. Etude de cas particuliers.

1
Dans cette partie seulement m =net p=qg= _.

On note R, la variable aléatoire égale au nombre (éventuellernent nul) de boules contenues
dans 'urne qui n’est pas pleine, & l'issue de I'expérience.

4
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1. Donner les lois de R, Ry et Rs. Justifier vos calculs.

2. Calculer ’espérance et la variance de R;, Ry et Rs.

Dans toute la suite du probléeme n > 2.
3. Quel est Pensemble R,() des valeurs prises par la variable R, ?
4. Soit k appartenant & 'univers image R,(Q).

a. Calculer la probabilité qua Vissue du (n — 1 + k)®™ tirage I'urne A contienne
n — 1 boules et 'urne B contienne k boules.

b. Donner alors la probabilité p ([R, = k]).
5. Vérifier que :
Vk €{0,1,....,n -2}, 2(k+1p([Ra=k+1)=n+kp(R.=kK)
6. Par sommation de la relation qui précede, en déduire que :
E(Ra) =n— (20— Dp([Ra =n —1])
7. Donner alors un équivalent de n — E(R,,) quand n tend vers plus I'infini.

8. De fagon analogue, montrer que :

E(R) = 2n+ 1)E(R,) —n(n - 1)

9. En déduire 'expression de V(R,) en fonction de n et E(R,).

10. Ecrire un algorithme, en langage Pascal, permettant de calculer I'espérance de R,
Pentier n étant donné par 'utilisateur.

3.1.3. Retour au cas général.

1
On abandonne les conditions m =n et p =g = 3
1. En utilisant un argument probabiliste, montrer que :
n—1 . ml .
D: "2 PO+ Y O =1
k=0 k=0



m—1
2. On pose um = Y ¢*C17L,
k=0
a. Etudier le sens de variation de la suite (Um)men+ et donner & l'aide de la
relation (1) un majorant de u,, ne dépendant pas de m.
Etablir alors la convergence de la suite () men--

b. Pour k € {0,...,n — 1}, donner un équivalent de C,77%, lorsque m tend vers
+o00.

¢. En déduire Pexistence et la valeur de la limite suivante :
n—1
. kv m—]
lim g™y ptCT L
k=0

d. Prouver alors que :

. 1
lim 4, = —
M= --00 pn

3.2. Etude d'une variable discréte d’univers image infini.

Dans cette derniére partie I'urne B, initialement vide, & une capacité illimitée et 'urne
A, initialement vide, peut contenir au plus n boules (n > 1).

On s'intéresse au protocole suivant :

- On choisit 'urne A avec la probabilité p € |0, 1], 'urne B avec la probabilité ¢ = 1~ p.
- On met une boule dans 'urne choisie.

- On répete cette épreuve autant de fois qu'il est nécessaire pour que 'urne A soit
pleine, ¢’est-a-dire contienne n boules, les choix successifs des urnes étant mutuellement
indépendants.

On note alors T,, le nombre (éventuellement nul) de boules contenues dans 'urne B et
(Z;)jeqn,..n}, les variables aléatoires définies de la fagon suivante :

- Z; compte le nombre de boules mises dans B avant de mettre la premiere boule dans
A.

- Pour tout entier j de {2,...,n}, Z; compte le nombre de boules mises dans B entre la
(5 — 1) ®™ boule et la 7 ®™ boule mises dans A.

On admet que T, est une variable aléatoire.

1. Quel est 'ensemble T,,(£2) des valeurs prises par la variable T, ?

2. Pour tout entier naturel & appartenant & T,(f2), donner la valeur de p ([T, = k]).
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3. Vérifier que :
“+-00
S P(T.=k)=1
k=0

4. Pour tout entier j de {1,...,n}, donner la loi, 'espérance, la variance de Z;.

5. Exprimer T, en fonction des variables (Z;)1¢j<n €t de 'entier n.

6. En déduire Vespérance et la variance de la variable T;,.



. I ecricome

www.ecricome.org

Banque d'épreuves communes aux concours des Ecoles
eschordeaux/euromedmarseille/icnnancy/escreims/escrouen/esctoulouse

CONCOURS D’ADMISSION 2005

MATHEMATIQUES
Option Scientifique

Lundi 2 mai 2005 de 8h00 a 12h00
Durée : 4 heures

Candidat bénéficiant de la mesure «Tierstemps» : 8h00-13h20

Aucun document n’est autorisé. Aucun instrument de calcul n’est autorisé.

L'énoncé comporte 6 pages

Les candidats sont invités & soigner la présentation de leur copie, & metire en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé et & donner des démonstrations
complétes - mais bréves - de leurs affirmations.

Tournez la page SVP



1. EXERCICE

L’espace R® est muni de son produit scalaire usuel. Trois réels a,b,c étant donnés, on
pose :

b c a

a ¢ b
M(a,b,e)={¢c a+b ¢

1. Déterminer trois matrices I, J, K dont les coefficients ne dépendent pas de a, b, c,telles
que :
M(a,b,c) = al +bJ + cK

Calculer J?, K? et K®. Déterminer une relation entre I,J et K?, ainsi qu'un
polynéme annulateur de K.
Quelles sont les valeurs propres possibles de K ?

2. Justifier qu’il existe une matrice P € M3(R) inversible, telle que D = (*P)K P soit
une matrice diagonale.
Déterminer P et D vérifiant les conditions précédentes et telles qued;; < dgp < d3z
(ot d;; est le coefficient d’indices 7, j de D)

3. En écrivant M = M(a, b, ¢) en fonction de I, K, K2, déterminer la matrice (*P)MP.
En déduire les valeurs propres de la matrice M.
Discuter suivant les valeurs de a, b, ¢ le nombre de valeurs propres distinctes de M
et préciser dans chaque cas les sous-espaces propres associés.

4. On suppose dans cette question a =4, b=2,c=+2 et onnote M = M (4,2,V2).

g x
OnposeX’:(g/):(‘P)X,oﬁX= (y)
2 z

a. On définit la fonction f sur R*\ {(0,0,0)} par :

(tX)MX

f(z,y,2) =
I
i. Montrer que || X} = || X’||* puis que

4% + 242 + 822
f(l‘,y,Z): m/2+y,2+z/2




ii. Montrer que 2 et 8 sont respectivement les minimum et maximum de f
sur R*\ {(0,0,0)} et déterminer les points en lesquels ils sont atteints.

b. On cherche désormais & résoudre équation B2 = M d’inconnue B € M;3(R).

i. Soit B une solution de 1’équation (s'il en existe).
Montrer que B et M commutent.
En déduire que si X appartient au sous-espace propre E\ de M attaché a
la valeur propre A, alors BX appartient aussi a E,.
Montrer que les vecteurs propres de M sont également vecteurs propres
de B.
Justifier alors que A = (*P)BP est une matrice diagonale.

ii. Résoudre I’équation A% = (!P)M P d’inconnue A et donner le nombre de
solutions de 1’équation B? = M.

2. EXERCICE.

On définit une suite réelle (u,)nen par :

up 2 0et,pourn 21, u,=+vn+u,
1. Montrer que pour tout entier n, u, > /n.

2.

a. Montrer que : .
Vz € R+, \/55 < -2-(1 +.’D)

: . U . . -~
b. En déduire que pour tout entier n, u, < n + §?;Q puis que la suite (u—ﬁil)nzl
n
converge vers (.

. U .
¢. Montrer que la suite (-5-),,;1 converge vers 0, puis en remarquant que, pour

7 Uy L . ..
tout entier n non nul, 1 < —\/Q. <1+ =1 en déduire un équivalent de u,
n n

en -+0o.

3. On pose w, = u,—+/n. A l'aide d’un développement limité en 0 de v/1 + z, montrer
que la suite (w;,)nen admet une limite L que I'on précisera.
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4. Calculer
Jim (Va-+vn—1) puis Hm (un = un-1)-
Justifier alors qu’il existe un entier naturel Ny tel que pour tout entier n, sin 2> No
alors u, 2 Un_1 — —;—
Montrer que upy; — un est du signe de 1 + up, — u,_;, puis que la suite (ug) est
croissante & partir d’un certain rang.

5. Ecrire en langage Pascal une fonction récursive ayant pour nom suite qui calcule
le terme d’indice n de la suite lorsque up = 1.

3. PROBLEME.

X et Y étant deux variables aléatoires réelles, définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes, admettant pour densités respectives fx et fv, on rappelle que la fonction
h définie par

-+00
m@:[ fx(O)fyv(z — t)dt
est une densité de la variable aléatoire X +Y.

Partie I : Un calcul d’intégrale.

1. Déterminer pour quelles valeurs du réel a I'intégrale J, converge o

+o00 dt
Jp = / -
o (1+e)e

2. A Vaide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout réel a supérieur ou
égalalona:
+o00 12 1
[t =L,
0

1 + 2yt = %

En déduire que, pour tout réel a supérieur ou égal a 1 on a:

20— 1
2c

Ja+1 = Ja

3. Calculer J;.
Pour n entier supérieur ou égal & 1, calculer J,.



Partie II : Loi de Student a n degrés de liberté.
Pour n € N*, on définit sur R la fonction g,, par :

2
VtER, g.(t)=(1+ ;)ﬂ%‘

1. Justifier que, pour tout n € N*, il existe un réel k, tel que la fonction f, = —k—;gn
soit une densité de probabilité.

Exprimer k, a laide de Jgdz._z. (On pourra, en justifiant sa validité, utiliser le
t
i
2. Soient (€2, .4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (2, A, P),
de densité f,. (On dira que X suit une loi de Student & n degrés de liberté).

changement de variables u =

a. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n > 1 et la calculer
dans ce cas.

b. Montrer que X admet une variance si et seulement si n > 2, exprimer V(X)
en fonction de k,, n et Jn_1 puis vérifier que

fided 3
2

V(X) = —

n-—2

Lorsque n =1 la loi de Student a 1 degré de liberté s’appelle loi de Cauchy et une

densité sur R est donce : 11

b m
foito T

Partie III : Simulation d’une loi.

Dans le plan rapporté & un repére orthonormal direct (O, 7, 7), un rayon lumineux part de
Yorigine O et frappe un écran représenté par la droite d’équation z = 1, en un point M.
On suppose que B, mesure de I’angle (7, OM), est une variable aléatoire de loi uniforme
sur ] - 15‘, 1'2[[
1. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire tan 8. En déduire que
tan O est une variable aléatoire a densité, dont on explicitera une densité.
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2. Exprimer Y, variable aléatoire égale & 'ordonnée du point M, en fonction de O.
Reconnaitre la loi de Y.

3. On rappelle qu’en langage Pascal, la fonction random simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur |0,1[. On considére le programme informatique suivant :

program Simu;
var u,x:real;
begin
randomize;

u: =rf3\.nd0m;

Sin
o ks Y.
x:=— (pi*u-pi/2);

end.

Quelle loi de probabilité ce programme permet-il de simuler ? Expliquer.

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy a partir de lois normales.
On considére un espace probabilisé (Q, A4, P).

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur (€2, A, P), de fonction de répartition F'. On
notera G la fonction de répartition de la variable aléatoire |Y|.

a. On suppose dans cette question que Y est une variable aléatoire de densité f
continue sur R.
Exprimer une densité de —Y a ’aide de f et montrer que Y et —Y ont méme
loi si et seulement si f est paire.
On suppose cette condition vérifiée. Exprimer G a l’aide de F' et montrer que
|Y'| est une variable aléatoire & densité. Exprimer une densité g de |Y| en
fonction de f.

b. Inversement, on suppose dans cette question que |Y| est une variable aléatoire
de densité g, et que Y et —Y ont la méme loi.
Montrer que, pour tout réel z, P([Y = z]) = 0, puis exprimer F(z) en fonction
de F(—z)
Exprimer F'(z) en fonction de G et de z. (on pourra distinguer deux cas: z < 0
et z > 0).
En déduire que Y est une variable a densité et exprimer une densité f de Y
en fonction de g.



2. Soit ¢ un véel strictement positif. A
montrer que Pintégrale

15

1’85

converge et la caleuler.

valeurs dans R*, de méme densité ¢ définie par :

aide du changement de variable v =

Montrer que la variable aléatoire Z = In | X| est une

o
&

iable aléatoire a densité,

et en déterminer une densité. Quelle est une densité de la variable aléatoire
-7 7

b. Montrer qu'une densité h de la variable aléatoire In |
2 e
Vr € R, h(z) = =~
mesr + |1
C.

Déterminer une densité de la variable aléatoire

-

PPLY S A
est donnée par :

Pg Y

| puis recounaitre la loi de

Soient X et X' deux variables aléatoires définies sur (€2, .4, ), indépendantes, &
A ’ £ p
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1. EXERCICE.

On considere I'espace vectoriel euclidien R? muni de son produit scalaire canonique et on note
B = (i,7,k) la base canonique de R>.
Pour tout (z,y) € R? x R? on a donc :

(z,y)="'XY

ou X et Y désignent les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base B.

Si F est un sous-espace vectoriel de R3, F+ désigne le supplémentaire orthogonal de F dans
R3.

On note £(R3) 'ensemble des endomorphismes de R? et Id I'application identité de R3.

Pour f endomorphisme de R3, de matrice M dans la base canonique, on note f* I’endomorphisme
de R? dont la matrice dans la base canonique est *7.

1.1. Quelques propriétés de f*.

Dans cette question f est un endomorphisme de R3.

1. Montrer que :

V(z,y) € R®?, (f(z),y) = (=, f* ().
2. Montrer que f* est le seul endomorphisme g de R3 vérifiant :
V(z,y) € R)?  (f(2), v) = (&, g(v)-
3. Soit F un sous espace vectoriel de R® stable par f (c’est-a-dire tel que f(F) C F).

a. Pour z € F et y € I+ caleuler (z, f*(y)).
b. En déduire que F+- est stable par f*.

1.2. Réduction des matrices d’un ensemble £.

On désigne par &£ I'ensemble des endomorphismes f, de R? dont la matrice dans la base B est
de la forme

M, =

>0 Q
o Q o
Q o0

oit u = (a,b,c) € R3.

1. Montrer que £ est un sous espace vectoriel de £(R3).



2. Montrer que pour tout u € R?, f* appartient & &.

3. On note e; = %(iJrjnLk) , €9 = %(i—j), es = %(zﬂrj —2k) et D la droite de vecteur

directeur ej.

& o

a. Montrer que e1 est un vecteur propre commun aux éléments f,, de £.
b.

En déduire que, pour tout u € R3, D est stable par f,,.
Déduire des questions précédentes que, pour tout u € R3, D+ est stable par f, .
Déterminer une équation de D+ .

Montrer que (e, e3) est une base orthonormale de D' et que B’ = (e1, €2, e3) est une
base orthonormale de R3.

Justifier alors que la matrice de f, dans la base B’ est de la forme

N, =

O O
=)
~ O

ou e, f,qg,h,l sont des réels.

2. EXERCICE.

On consideére la fonction f des deux variables réelles z,¢ , définie par :

flz,t) = e V1 + at.

1. Etude de f.

a.

Justifier que f est de classe C? sur [0, +00[x [0, +-cc].

b. Pour (z,t) € [0, +00[x[0, 400, calculer

2
(x,1) et %(m,t}.

of
Ox

c. Montrer que pour (z,t) € [0, +oo[x[0, +o0],

O f

2 )
@(mat) .

<Z€




2. Montrer que pour tout réel a strictement positif, 'intégrale

too 2
/ t%e " dt
0

est convergente.

En déduire que pour tout réel x positif, les intégrales suivantes sont convergentes :

+o tz\/—_— oo te—fg
e 1+t di et — .
/o 0 Vv1+zt

3. On considere la fonction g définie sur [0, +o0[ par
“+oc ‘oo 5
g(z) :/ fla,t)ydt 2/ e " V1+at dt.
0 0

a. Sans chercher & calculer la dérivée de g, montrer que g est croissante sur [0, +-o0.

b. Soit zq¢ € [0, +oc].
Montrer que pour (z,t) € [0, +oo[Xx]0, +o0],

2
)= Floort) = (o= a0) 3 (a0,8) < oo - aol

c. En déduire que pour zg € [0, +o0],

e of jz —wo® [T 5 g2
o(e) ~ glag) = (@ —a0) | (oo t)dt) < 0 [T e at
0 Oz 8 0
d. Montrer que g est dérivable sur [0, +oo] et que ¢ est définie par

g(z) = /(foo —g—i—(a:,t) dt.

Retrouver le sens de variations de g.

3. PROBLEME.

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant Pile avec la
probabilité p €]0, 1] et Face avec la probabilité ¢ =1 — p.

On va s’intéresser dans ce probleme aux successions de lancers amenant un méme coté.

On dit que la premiére série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers ont amené le méme
coté de la pidce et le (n + 1)°™€ Pautre coté.

De méme la deuxieme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine



(si elle se termine) au lancer précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.
() désigne I'ensemble des successions infinies de Pile ou Face.
Pour ¢ € N*, on note P; I'événement “le :°¢ lancer amene Pile” et F; I'événement contraire.

Les trois parties sont indépendantes.

3.1. Etude des longueurs de séries.
1. On note L; la longueur de la premiére série.
Exprimer 'événement (L1 = n) & 'aide des événements P; et F; pour 7 entier naturel
variant entre 1 et n+ 1.

Fn déduire que
P(Ly=n)=p"q+q"p.

Vérifier que

S P(Li=n)=1

n=1

2. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.

a. Exprimer Vévénement (L1 = n) N (Le = k) a P'aide des événements P; et F; pour 7
entier naturel variant entre 1 et n+ k -+ 1 puis calculer la probabilité de I'événement
(L1 =n)N(Ly = k).

b. En déduire que, pour k € N¥,

P(Ly=k)=p’qd" " +¢*p" .

On admet que

+o0
> P(Ly=k)=1.
k=1
c. Montrer que la variable aléatoire Lo admet une espérance égale a 2.

3.2. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

On considere dans toute cette partie que la piece est équilibrée, c’est-a-dire que p = 5

On note N,, le nombre de séries lors des n premiers lancers :

-La premiére série est donc de longueur k < n si les k& premiers lancers ont amené le méme coté
de la piece et le (k + 1)¥™° Pautre coté et de longueur n si les n premiers lancers ont amené le
méme coté de la piece ;

-La derniére série se termine nécessairement au n°™¢ lancer.



Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP...(F désignant Face et P Pile),
on a pour une telle succession w € 1,

17\71((4)) e .7\72<;u> =1 N ]\%(w) == A’%(w) =2 5

N7(w) = Ng(w)=3; No(w)=- = Nig(w)=4:

les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer Nyo(w).
On admettra que N, est une variable aléatoire sur (Q, A, P).

1. Déterminer les lois de N7, No et N3 et donner leurs espérances.

2. Dans le cas général ol n € N¥, déterminer N, () (ensemble des valeurs prises par Nn)
puis calculer les valeurs de P(N, = 1) et P(N,, = n).

3. Simulation informatique :
Pour k € N* on note X}, la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque le k¢ lancer améne Pile
et 0 sinon. ’
On rappelle qu’en langage Pascal, la fonction random(2) simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur {0,1} (soit une loi de Bernoulli de parametre 1/2). Compléter le
programme informatique suivant pour que, m étant une valeur entiére, inférieure & 100,
entrée par 'utilisateur, il simule les m variables aléatoires X1, Xo, ..., X, (dont les valeurs

seront placées dans le tableau X) et détermine les valeurs de Ny, No, ..., N,, (qui seront
stockées dans le tableau N).

program simulation;
const nmax=100;
type suite=array|l..nmax]of integer;
var X, N: suite;

m: integer;
begin
readln(m);
randomize;
X[ =y N[1]: =5
for it =2 to m do begin

X[i]: =...




4. Fonction génératrice de N,.
On pose, pour n € N* et pour s € [0, 1]

H

n

Gr(s) = Z P(N, = k)s".
k=1
a. Pour s € [0,1], comparer 'espérance de la variable aléatoire sV avec Gn(s).
b. Que représente G),(1)?
c. Montrer que pour tout n > 2 et tout k€ {1,---,n} on a
1 -
P((N,=k)NPF,)= 5P ((Np—1 = kYN Pyo1) +

On admet que 'on obtiendrait de méme

2

1
P((Np—y =k—1)NFp_y).

PN, = k)N Fy) = %P (Noq = k) Fy 1) + %P (No1 =k — 1)1 Po_1).

Montrer alors que

Calculer G'1(s) et en déduire que

Gls) = <1‘2”>n_15.

e. Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers.

3.3. Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.
1. Montrer que pour tout réel z on a

l—z<ge™™.

2. On considére dans cette question une suite (A;);en- d’événements indépendants.

suppose que la série de terme général P(A;) diverge.
Soit k € N* fixé. Pour n > k, on note

Cn = U A, =AU -UA,.

k<i<n



a. Justifier que

b. Montrer que

P(Cp)=1~]] P(A)
i=k
puis, en utilisant 3.3.1, que
P(Cn) 21— exp(— Y P(A).
i=k

En déduire que
lim P(C,)=1.

Nn—r100

c. Comparer pour U'inclusion les événements C,, et Cp1y. Que peut-on en déduire pour
S
Py
i=k
d. Justifier que
—+c0o -G
UAi=U G
i=k n=k
et en déduire que

P(DOAZ-) =1
i—k

3. En considérant les événements A, “on obtient Pile au (2n)“"¢ et au (2n + 1) lancers”,
montrer que la probabilité d’avoir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut
1.
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1. EXERCICE.

1. A laide de développements limités usuels que I'on rappellera clairement, montrer
que lorsque x est au voisinage de 0 on a

In(2—€") = -z — 2% + o(2?).

| 2. a. Montrer que pour tout entier k£ supérieur ou égal & 2, on a :
2 —e'’* €]0,1].

b. En déduire le signe de In (2 — e'/*), pour tout entier k supérieur ou égal & 2.
c. Quelle est la nature de la série de terme général In (2 — e'/¥) ?

d. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on pose

V=3 In(2—e") et u, = exp V.
k=2

lim V, et lim wu,.
n—-+o00 n—-+oo

3. a. Montrer que
In (nu,) = > [111 (2—e/*) —In(1 - %) :
k=2

' 1
b. Déterminer un équivalent, quand & tend vers +oo, de In (2 — e!/*) —In (1 — E)

. L K
c. En déduire que u,, est équivalent, quand n tend vers +oo, & -~ avec K > 0.
Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

4. On pose

n

k=2

a. Etudier le sens de variations de la suite (uy)n>2.
b. Montrer que les suites (Sa,)n>1 €t (Sant1)n>1 sont deux suites adjacentes. -

Déterminer
¢. En déduire la nature de la série de terme général (—1)"u,,.
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2. EXERCICE.

M, (R) désigne Pensemble des matrices carrées d’ordre n > 2, & coefficients réels.
Pour tout élément A = (a;)1<ij<n de My(R), on appelle “trace de A”, et on note 7'r(A),
la somme des éléments diagonaux, c’est-a-~dire :

. i=1
On admet que T'r est une application linéaire de M,,(R) dans R telle que
VA € M,(R), VB € M,(R), Tr(AB)=Tr(BA).
On note A la transposée de la matrice A.
1. Soit ¢ Papplication définie sur M,(R) x M,,(R) par :
VA € M,(R), VB € M,(R), ¢(A,B)=Tr(*AB) (ou'AB= 'Ax B).

Exprimer ¢(A, B) en fonction des coefficients de A et B et montrer que ¢ est un
produit scalaire sur M,,(R).
On note N la norme associée & ce produit scalaire.

2. Soient A, B € M,,(R). Le but de cette question est de prouver que
N(AB) < N(A)N(B).
a. Justifier 'existence de P € M,(R) et D € M,,(R) telles que

‘P(AA)P =D

ol P est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale.
On notera par la suite A; le coefficient d;; de la matrice D = (d;;)1<i j<n-

| b. Soit A une valeur propre de *AA et X un vecteur propre associé.
F En calculant *X*AAX de deux maniéres différentes, montrer que A > 0.

| c. Onpose S = *P(B'B)P = (8;;)1<ij<n- Montrer que

[N =Tr(D), [N(B)=Tr(S), [N(AB)*=Tr(5D).
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d. Montrer que
n
i=1
e. On note E; le i*™ vecteur de la base canonique de M, ;(R), espace des ma-
trices & n lignes et une colonne, & coefficients réels. Montrer que
'E,SE; = ||'BPE]|I, , |

ou ||.|| désigne la norme euclidienne canonique de M,, ;1(R), puis calculer i
'E;SE; en fonction des coefficients de S.
Qu’en déduit-on, pour ¢ entier compris entre 1 et n, sur le signe de s;; 7

f. Montrer que

> Nisi < ( )\i> (Z 52’1’)
1 =1

i=1 =
puis conclure que - .
N(AB) < N(A)N(B).

3. PROBLEME.

Le préliminaire, les parties I et Il sont indépendants.

3.1. Préliminaire

On considére deux variables aléatoires & densité X et Y définies sur un méme espace
probabilisé, admettant des espérances E(X), E(Y) et des variances V(X),V(Y). On
suppose V(X) > 0. On définit la covariance de X et Y par

Cov(X,)Y)=E[(X - EX)(Y - EY))] = BE(XY)— E(X)E(Y).
1. Montrer que pour tout nombre réel A,
VX +Y) = NV(X) + 2 Cov(X,Y) + V(Y).
2. a. En étudiant le signe du trindme précédent, montrer que
(Cov(X,Y))* < V(X)V(Y). |
b. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on 1’égalité

(Cov(X,Y))2=V(X)V(Y)?
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3.2. Partie I : Etude d’une fonction de deux variables
n désigne un entier non nul, A et S deux réels positifs ou nuls vérifiant S > nA.

On définit sur [0, +00[x]0, +o0[ la fonction L, par :

1
——{(~na+S
Ln(a,b):b—lﬁe b G0<ac A

L,(a,b)=0 sia>A

1. Justifier que L,, est de classe C* sur 'ouvert ]0, A[x]0, +00].
Montrer que L, n’admet pas d’extremum sur cet ouvert.

2. Montrer que
Ya € [0, A[, Vb €]0, +o0], Ln(a,b) < Ln(A,b).

Montrer que ce résultat est encore vrai pour tout a de A, +ool.

3. Soit g la fonction définie sur 0, +oo[ par g(b) = L,(A,b).
Montrer que g admet un maximum absolu sur |0, +o00[, atteint en un point by que
I’on exprimera en fonction de A, S, n.

4. Déduire de ce qui précede que L,, admet sur [0, +-00[%]0, +-00[ un maximum absolu
atteint en un unique point (ag, by) que 'on précisera.

3.3. Partie 11 : Etude d’une loi

Soit @ > 0 et b > 0. On considere la fonction f,; définie sur R par :

(z —a)

fap(z) = 7€ b siz>a

Jap(z) =0 sinon

1. Vérifier que f,; est bien une densité de variable aléatoire. On note &(a,b) la loi
associée.

On considere désormais une variable aléatoire X de loi £(a, b).
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2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. On pose Y = X — a. Déterminer la loi de Y et la reconnaitre.
En déduire E(X) et V(X).

4. Soit p € N. Montrer que X admet un moment d’ordre p, E(X?), et pour p > 0
déterminer une relation liant F(X?) et E(XP1).

5. Simulation de la loi E(a, b).

a. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. »
Montrer que la variable aléatoire —bIn (1 — U) + a suit une loi £(a, b).

b. On rappelle qu’en langage Pascal, la fonction random permet de simuler une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
Ecrire, en langage Pascal, une fonction tirage, de parametres a et b simulant
une variable aléatoire de loi £(a, b).

3.4. Partie III : Estimation des parameétres a et b

a et b désignent toujours deux réels tels que a > 0 et b > 0. On considere désormais
une suite de variables aléatoires (X;);>1 indépendantes identiquement distribuées de loi
E(a,b).

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on consideére les variables aléatoires S,, et Y;, définies
par S, = X1+ Xo+ -+ X, et ¥, = min(Xy, Xo, ..., Xy).

Le but de cette partie est de déterminer des estimateurs'de a et b.

1. La fonction tirage, ainsi que les variables informatiques a,b,X,S3,Y de type real
et i,n de type integer étant supposées définies, compléter le corps du programme
principal suivant, de maniere a ce qu'il simule S, et Y, (les valeurs étant stockées
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respectivement dans S et Y).

begin
randomize ;
readln(a,b,n) ;
X:=tirage(a,b) ;
S:=... ;
Yi=..;
for i:= 2 to n do...

end.

2. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.

3. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire (Xi—a)+(Xo—a)+---+(Xn—a)?
En déduire une densité de S,,.

4. Déterminer la fonction de répartition de Y,,.
En déduire que Y, suit une loi £(a,,b,) (on précisera a, et b,).
Donner les valeurs de E(Y,,) et V(Y,,).

5. a. Calculer le biais ainsi que le risque quadratique de Y,, en tant qu’estimateur
de a. '

b. Rappeler I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire admettant un mo-
ment d’ordre 2.
A Taide de ce qui précede, prouver que (Y,) est une suite d’estimateurs de a
asymptotiquement sans biais, convergente.

=}

. On pose Z,, = & —-Y,.
n

a. Calculer le biais de Z,, en tant qu’estimateur de b.

b. On note rz, (b) le risque quadratique de Z,. Montrer que

2 B2
==+

rz,(b) = Cov(S,,Yr,).

12 n n
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c. A 'aide du préliminaire montrer que

n-ligloo "2n (b) =0
et en déduire que (Z,,) est une suite d’estimateurs de b asymptotiquement sans
biais, convergente.

7. Pour un échantillon donné (x4, ..., z,), avec min{zy,...,z,} # max{z1,...,z,},
correspondant & une réalisation des n variables aléatoires X1,..., X, on définit la
fonction L sur [0, +o00[x]0, +00[ par

L(a,b) = f[ Fos().

a. Montrer que L est la fonction L,, définie dans la partie I, pour des valeurs de
A et S que Von précisera en fonction des x;.

N

b. Comparer les estimations de a et b obtenues sur ’échantillon (zy,...,z,) a
partir de Y,, et Z,, avec les valeurs ag et by obtenues dans la partie 1.
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1. EXERCICE.

Soit % un vecteur unitaire de R de coordonnées (a, b, ¢) dans la base canonique
B=(ij k) de R® Onadonca?+b*+c =1

On note p le projecteur orthogonal sur la droite D de vecteur directeur @ et q le projecteur
orthogonal sur D+.

Id désigne I'application identité de R? et (., .) le produit scalaire canonique de R3.

1. Quevaut p+q ?

2. Exprimer, pour ¥ € R3, p(?) a l'aide de (¥, @) et de .
Calculer alors p(7), p(7) et p(k).
En déduire les matrices P et ) de p et ¢ dans la base B.

0 —c b
3. Soit f Pendomorphisme de R® de matrice M = ¢ 0 —a |dansla base B.
-b a O

a. Montrer que :

M?=—-Q.

b. Calculer f(@).
En déduire que rg(f) < 2.
Déterminer 'image et le noyau de f et les exprimer en fonction de D.

c. Déduire de la question précédente la valeur de f o p.
Montrer alors que X + X3 est un polyndome annulateur de f.

d. Quelles sont les valeurs propres de f 7
f est-il diagonalisable ?

4. Pour tout réel 6, on définit I'endomorphisme gy par :
go = Id+ (sin ) f + (1 — cos ) f*
ol f2=fof.

a. Pour 0 et @ réels, calculer gy o go et montrer qu’il se met sous la forme gy~
avec 0" réel.

b. En déduire que, pour tout réel 6, gy est inversible et déterminer son inverse.
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2. EXERCICE.

On considere, pour n € N*, la fonction f,, définie sur R* par :
1 1

our tout z € R*,  f,(z )
p ful) = o =

1. a. Montrer que, pour tout réel positif z, la série de terme général f,(z) est
convergente. On note F(z) sa somme.

b. Calculer F(0) et F(1).

2. Montrer que, pour tout réel positif z, la série de terme général f/ (x) est convergente.
On note G(z) sa somme.

3. Etude de la dérivabilité de F.

a. Soit ¢ la fonction définie sur R** par :
1
pour t € R™,  o(t) = T

Soit n € N*. A Taide de 'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que :

(z — x0)2.

pour tout (z,zo) € [n,+0o[*, |p(z) — p(z0) — (& — z0)'(20)| < 3

b. En déduire, pour z € R et h # 0 vérifiant z + h € RT, la nature de la série
de terme général | f,(z + h) — fn.(z) — hf.(z)].
c. Montrer qu'il existe un réel K tel que, pour z € R et h # 0 vérifiant
x+h € R,
F(z+h) — F(x)
h

d. En déduire que F' est dérivable sur R* et que F’ = G.

— G(a)| < KA.

4. Recherche d’un équivalent en +oo.
Soit z € R™.

a. Justifier que, pour k € N*,

feri(z) < /:H <} _ ) dt < fi(x).

it t+z
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b. En déduire que, pour n > 2,

w1 d z nrl 1
S~ )dt< < /(—————)dt-
/1 (t t+:v> ,;f’“(w) z+1 h \i Tiva

c. En déduire que :

x
In (1 <Fz) ——+1In(1 .
n(l+uz) (z) x+1+n( + )
d. Déterminer un équivalent de F'(x) quand  tend vers +oc.

3. PROBLEME.

L'objet du probléme est la présentation d'une méthode probabiliste de calcul d’une
intégrale (méthode de Monte-Carlo) et de deux facons de I’améliorer.
Dans tout le probleme, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], g une

1
fonction continue sur [0, 1] et on pose J = / g(t)dt.
0

L’espérance d’une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles
existent).

On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X 1, X2, ..., X, sont des variables
aléatoires a densités, mutuellement indépendantes, alors des variables aléatoires de la
forme f1(X1), fa(X2),. .., fu(X,) o1 les f; sont des fonctions de R dans R, distinctes ou
non, sont également mutuellement indépendantes.

3.1. Méthode de Monte-Carlo.
1. a. Rappeler une densité de U.

b. Justifier que la variable aléatoire g(U) admet une espérance égale & J.

2. Soit (Up)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U.

On suppose que 02 = V(g(U)) # 0 et on note pour tout n de N* S, = Zg(Ui).

i=1

a. Justifier que la suite de variables aléatoires (—n) converge en probabilité
N/ neNx

vers J.
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b. Recherche d’un intervalle de confiance pour J.

i.

1.

5y

Justifier que la suite de variables aléatoires L converge en

Vvn
neN*
loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
Sh
— —J

n suffisamment grand ” que _n_a__ suit une loi

N
normale A (0,1). On donne ®(1,96) = 0,975 ot ® désigne la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite. Déterminer un intervalle de
confiance pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir Sy

On considere pour ”

3. Application :

1
a. A laide du changement de variable ¢ = sin u, montrer que / 4v1 —t2dt = .
0

b.

i.

ii.

Ecrire, en langage Pascal, une fonction G, de parameétre t, qui pour une
valeur ¢ du parameétre renvoie la valeur 4v/1 — £2.

On rappelle qu’en langage Pascal, la fonction random permet de simuler
une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

En utilisant le résultat de la question 3.1.2. et la fonction G, les vari-
ables informatiques J de type real et i,n de type integer étant supposées
définies, compléter le corps du programme principal suivant, de maniere
a ce qu'il calcule une valeur approchée de .

begin

randomize ;

readln(n) ;

J:=0;

fori:=1tondo....

writeln (* une valeur approchée de pi est ’, J ) ;
end. .
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3.2. Réduction de la variance par variables antithétiques.

1. Reconnaitre laloide 1 -U . .
On définit la variable aléatoire Y par Y = 3 9(U)+ g(1 = U)]. Que vaut E(Y) ?

2. On suppose g strictement croissante et on admet 'existence des espérances inter-
venant dans cette question.

a. Justifier que, pour tout (u,w) € [0, 1%,
(9(u) = g(w)) (g(1 —u) — g(1 —w)) < 0.

b. Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de U.
Quel est le signe de E[(g(U) —g(W)) (g(1 = U) —g(1 —=W))] ?
En remarquant que g(U)g(1 — U) et g(W)g(1 — W) ont méme espérance, en
déduire que :
2
Elg(U)g(1 - ) < (E[g(U)])".

On admet que l'on obtiendrait le méme résultat pour g strictement décroissante.

1
c¢. Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) < §V (g(U)).

3. Donner un nouvel intervalle de confiance pour J au niveau de confiance 95%, basé
sur cette méthode.
On note £, la longueur de l'intervalle de confiance obtenu dans la partie 3.1 pour
une valeur fixée de n.
Avec cette nouvelle méthode, combien de tirages N de la variable aléatoire uniforme
suffit-il de faire pour obtenir la méme longueur #,, d’intervalle de confiance ?

3.3. Réduction de la variance par stratification.

3.3.1. Etude d’une fonction de plusieurs variables.

On considere la fonction f définie sur |0, +o0of* par :

1 1

1
to t , ,:L' E 0 3’ , , e — .
pour tout (z1, T2, 23) €]0,+00[°,  f(z1, 22, x3) 4ry  x2  9x3

L. Justifier que f est de classe C? sur |0, +oo[3. Calculer ses dérivées partielles d’ordre
1et 2.
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2. On note :
0*f
6.’132'617]'

V) = o)
1<4,5<3
la matrice hessienne de f en A = (a4, az, a3).
Justifier que, pour tout A €]0, +-o00[3, pour toute matrice colonne H & trois lignes,
non nulle, on a :
tHV2f(A)H > 0.

3. f admet-elle des extremums sur |0, +oof® ?

4. On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x; + 75 + 73 = 110.
Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que l'on
déterminera.

En écrivant 'égalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, montrer qu’il s’agit
d’'un minimum global sous contrainte.

3.3.2. Méthode de stratification.

Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles I, I, et I3
par
I1 = [0,&[, Iz = [a, b[, 13 = [b, 1],

et on consideére quatre variables aléatoires indépendantes Uy, Uy, Us et T', de lois uniformes
respectivement sur Iy, Iy, I et [0, 1].

On définit la variable aléatoire U par U= Uilirer) + Ualirer,) + Uslirer,) ou 14 désigne
la fonction indicatrice d'un événement A. U est donc la variable aléatoire définie, pour
tout élément w de I'univers €2 par :

~ Ul((.U) si T(Ld) € 11
Ulw) =1 Us(w)siT(w) € I,
Us(w) si T(w) € I3

1. A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout réel z,

P(g(U) < 2) = aP(g(Ur) < 2) + (b — ) P(9(U) < 2) +(1-0)P(9(Us) < 2).

En admettant que g(U:), g(Uz), g(Us) sont des variables aléatoires & densité, mon-
trer que g(U) est elle-méme une variable aléatoire & densité et en déterminer une
densité f 7 en fonction de densités de g(Ut), 9(Uz), 9(Us), que 'on pourra noter
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fowy, fawa) et fows)- .
Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que U suit une loi uniforme sur
[0,1].

. Déduire de ce qui précede que :

E (9(0)) = aB (g(U1) + (b— a)E (9(U3)) + (1 = B)E (9(Us))..

. On tire de fagon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n, points dans
I, no points dans I, ng points dans I3. On considére donc la famille de variables

aléatoires indépendantes (Uy1,...,Uin,, Uz 1s-- -, Uzngs Us, - . -, Us ) telles que :
e Uy1,...,U1,, ont méme loi que U,
e Usi,...,Usn, ont méme loi que Us,
e Usq,...,Usn, ont méme loi que Us,

et on note Z la variable aléatoire définie par :

n3

Z = a;ll—l ig(ULi) +(b— a);tl—2 {ng(Uz,j) +(1 - b)ni > 9(Usg).

j=1 3 k=1

Montrer que :

V(2) =V (L)) + (b— a)*~V (g(U)) + (1 - b)Z;};v (9(Us)).-

7 N2

. Application numérique :
On suppose que, pour un certain choix de la fonction g et des réels a et b, on a

1

a®V (g(Uh)) =9

. % (b—a)?V (g(Uz) =1, (1—b2V (g(Us))

On suppose que 'on tire 110 points, de fagon indépendante, uniforme sur chacun
des intervalles (n;, points dans I;, ny points dans I, n3 points dans I3). Quelles
valeurs faut-il donner a n, ng, ng pour que E(Z) fournisse une estimation de J avec
le plus petit risque d’erreur possible suivant cette méthode 7
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M, (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.
Pour tout élément A = (a;;)1<i j<n de My (R), on appelle «trace de A», et on note T'r(A), la somme des éléments
diagonaux, c’est-a-dire :

EXERCICE 1

n
TT(A) = Z Qg
i=1
On admet que Tr est une application linéaire de M, (R) dans R telle que :
VA € M,(R), VB € M,(R). Tr(AB)=Tr(BA).

On note ' A la transposée de la matrice A.
Pour toutes matrices M, N de M,(R), on pose :

n 22

(M|Ny=Te (‘M N) =33 mimni,

i=1 j=1

ol my; (resp. n; ;) désigne le coefficient de M (resp. IV) situé a l'intersection de la i-ieme ligne et de la j-iéme
colonne.

Soit A une matrice symétrique, on considére

e DPapplication ® 4 de M, (R) dans M, (R) définie par : VM € My(R), ®4(M) =AM — A
e l'ensemble Sp(A) formé des valeurs propres de A,

e l'ensemble Sp(® 4) formé des valeurs de ® 4,

e lensemble I' = {A —p, (A.p)€ (Sp(A))?} formeé des différences de deux valeurs propres quelconques de
A.

Le but de cet exercice est d'établir que les deux propriétés suivantes sont valables pour toute matrice svinétrique
a coefficients réels A :

% ®4 est un endomorphisme diagonalisable,

% les valeurs propres de ® 4 forment I'ensemble ' ¢’est-a-dire que Sp (®4) =T

PARTIE 1 : Etude d’un cas particulier

11 . .
) et on admet les deux propriétés suivantes :

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2, A = (1 1

e &4 est un endomorphisme de M3(R),

e la famille (V, Va, V5. Vi) est une base de M2(R) ou l'on a posé :

10 0 1 00 . (00

1. Justifier que la matrice T de l’endomorphisme ® 4 dans la base (V1, V2, V3, Vy) s’écrit :

0 -1 1 0
-1 0 0 1
T= 1 0 0 -1
0 1 -1 0

En déduire la diagonalisabilité de T.




. Calculer TX; et TX5 ot X; =
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. Vérifier que T% = 4T. Qu’en déduit-on sur les valeurs propres de T 7

Déterminer une base de I'espace propre associée & 0 de la matrice T.

Expliciter alors une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que T'= PDP~! (on ne demande
pas le calcul de P71).

PARTIE II : Réduction de ¢, dans le cas général

On revient désormais au cas général, A étant une matrice symeétrique quelconque deM,(R).

9.

. Montrer que ®4 est un endomorphisme de M, (R).

Prouver que I'application (M, N) € (M,(R))? — (M | N) est un produit scalaire sur My (R).
Etablir que, pour toutes matrices M, N appartenant 4 M,, (R), on a:
(PA(M) | N) = (M | ®4(N)).

En déduire que ® 4 est un endomorphisme diagonalisable.

. Soient

e X € M,,1(R) un vecteur propre de A associé a la valeur propre A,

* Y € M;1(R) un vecteur propre de A associé & la valeur propre p.

On pose alors :
Mxy =X 'Y € M,(R).
(a) Justifier que My y # 0 puis que 'Y A = uty.
(b) Etablir que ® 4(Axy) = (A — )My y puis que I' C Sp(®a).

Soit M € M, (R) un vecteur propre de ® 4 associé & la valeur propre «.

(a) On suppose que pour tout vecteur propre Z de A,ona MZ =0.
Montrer alors que M = 0.
En déduire qu'il existe au moins un vecteur propre Z; de A tel que M Zy # 0.
On note 4 la valeur propre associée a Zj.

(b) En revenant & I'expression de ®4(M), justifier que M Zy est un vecteur propre de A pour une valeur
propre dont on précisera l'expression a 'aide de « et p.

(c) Conclure.

Tournez la page s.v.p.
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EXERCICE 2
Le but de Iexercice est I'étude de la fonction f définie par la formule suivante :
+00
f(z) = /e“%\/l + x2e?tdt.
0

1. Domaine de définition de f :

+oo

(a) Justifier que pour tout réel a > 0, 'intégrale / e—0tdt est convergente et donner sa valeur.

0
—+00
(b) Soit  un réel fixeé. Etablir la convergence de lintégrale / e~ 2t\/1 + z2edt.
0

Par conséquent, f est définie sur R et elle est clairement paire. On va donc l'étudier sur 0. ~x|.

9. Branche infinie de la courbe représentative de [ :

(a) Vérifier I'encadrement suivant, pour tout réel x strictement positif et pour tout réel t positif ou nul :

—t

e
zet < V14 x2e? < zet + v

(b) Prouver que, pour tout réel x strictement positif, on a :
r< @) <Ttyg
< flz) L+ —-
6z

(c) Préciser alors la nature de la branche infinie de la courbe représentative de f au voisinage de +oc.

3. Dérivabilité et monotonie de f:

(a) A l'aide du changement de variable u = zef, que 'on justifiera, prouver la formule suivante lorsque T

est un réel strictement positif :

f@) =2 [ =
x
(b) Montrer que la fonction f est de classe C1 sur |0, +ocl et que sa derivee est donnée, pour tout réel =
strictement positif, par :
1 2f(z) —v1+ z?
fo) = LE

¢) Justifier, pour tout réel & strictement positif, 1'égalité suivante :
s P

+oc
du

T

En déduire que f est strictement croissante sur |0, +oo[ -

4. Etude locale de f et f/en0:
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(a) Justifier que la formule suivante est valable pour tout réel x strictement positif :

+0o0 +o0
/ du In(x) N / wlIn(u) Ju
uv'1 + u? V14 z2 (14 u2)3/2
T €T
+o0
et I'intégral / wln(u) du est ¢ te
ue l'intégrale [ ————%— onvergente.
e TILCeIe |y :
0

(b) A Taide des questions précédentes, démontrer alors que 1’on a :

.TQ n\xr
fl@) ~ -zln(z) et f(;,;)_l _2’In(z)

~
r—0t 2 z—0+ 2

(c) En déduire que f est une fonction de classe C! sur [0, +oo] et préciser la valeur de f/(0).

PROBLEME

Dans tout le probléme, a et b désignent des entiers naturels tous deux non nuls et 'on note N = a + b.

On considére une urne contenant initialement a boules blanches et b boules noires, dans laquelle on effectue des
tirages successifs, au « hasard» et « avec remise» d’une boule, en procédant de la fagon suivante :

e lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans I'urne avant de procéder au tirage suivant,

e lorsque la boule tirée est noire, elle n'est pas remise dans 1'urne, mais remplacée dans cette urne par une
boule blanche et I’'on procéde alors au tirage suivant.

PARTIE I

Soient (£2,.A, p) un espace probabilisé et Y : Q +— R la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires &
I’obtention d’une premiére boule blanche.

1. Préciser soigneusement 'ensemble des valeurs prises par la variable Y.
2. Pour tout entier £ compris entre 1 et b+ 1, calculer la valeur de la probabilité P(Y = k).

3. Vérifier que

b!
et que, pour tout entier k compris entre 1 et b, la formule suivante est vraie :
b! b!

P(Y = k) =

(b— (k- '1))!1\71H - é)!Nk‘

4. Soient M un entier naturel non nul et ag, ay, .., aps une famille de réels. Etablir que :

M M-1
Zk(ak_l —ag) = <Z ak> — Mayy.
k=1 k=0
ol
5. En déduire que E(Y) = Z b RINE

k=0

Tournez la page s.v.p.
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PARTIE II

Dans cette partie on note :
e pour tout entier n > 1, g, la probabilité de I'événement, noté Ny, : « la n-iéme boule tirée est noire ».

e pour tout entier n > 0, X, le nombre aléatoire de boules noires obtenues au cours des n premiers tirages.

Par convention Xg = 0.
e pour tous entiers n > 0 et k > 0, p, ;. la probabilité de 'événement : « au cours des n premiers tirages, on

a obtenu exactement k boules noires ».

On remarquera que ppg = 1 et que ppp =0si k >nousi k> b

n

1. Soit n € N | calculer p, o puis pnn,. Que vaut la somme Z Pk !
k=0

2. Démontrer la formule suivante, valable pour tous les entiers naturels n et k non nuls :

(A> : N~pn,k = (CL —+ k) Pn—-1k + (b +1- k)pn—lAk—L

3. Calcul de Pespérance de X, :

(a) A Paide de la formule (.A) obtenue dans la question I1.2., démontrer la formule pour n > 1:

n—1
N.E(X,) = b+ k(N —1)] pn—1k-
k=0
puis justifier que :
1 b
E(X,) = (1 — ﬁ) E(Xp-1)+ N

(b) A Daide de la formule ci-dessus, écrire une fonction en Pascal fournissant le calcul de E (Xa009) lorsque
b=10et N = 100.

(¢) En utilisant la derniere formule établie a la question I1.3.a, prouver que. pour tout entier naturel n,

b =sfi-(1- 1),

(a) En utilisant une formule des probabilités totales, établir la formule suivante valable pour tout entier

naturel n :

4. Calcul de ¢, :

7

N.gps1 = Z(b — k) Pk
k=0

(b) Pour tout entier naturel n, exprimer alors ¢n+1 en fonction de E(X,,) et en déduire 'expression de gn+1

en fonction de n,b, N.

5. Calcul de la variance de X, : On introduit la suite (un)n>0 définie pour tout entier naturel n par :

up = E(Xn(Xn —1)).

(a) A laide de la formule (A) obtenue dans la question IL.2. montrer que I'on a :

n-—1
Nap =Y [k(k—1) (a+b—2) +2(b = 1)k] pn-1s-
k=1
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(tn)n>0 satisfait a la relation de récurrence suivante :

2 26(b— 1 1\"*1!
n > 1 un:<1~ﬁ>un_1+—(—jr)[1—(1—ﬁ) J

(b) En déduire que la suite

(¢) A T'aide d'une récurrence, démontrer que la formule suivante est valable pour tout entier naturel 7 :

=i (1= 2) a1 1)

(d) Donner alors la valeur de V(Xn)

puis préciser sa limite lorsque n tend vers +oc.

I
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EXERCICE 1

Pour tout entier n > 1, on considére les intégrales :

1

dt y ul/n _ UZ/nd
U = ¢ o= | g
" /1+t+t2+---+tn—1 e Un / 1—a
0

0

1. Convergence de la suite (u,),>1.
(a) Vérifier que :
1 1-1¢)t"
—(1-¢t)= (____2__
L+t+e24 - tnd 1—tn

1 1
En déduire que : Vn >1, 0<u,— = < .
2 n+1

Vnz1l, Vtelo,1],

Quelle est la limite de la suite (uy,)n>1 ?

(b) En utilisant le changement de variable u = t*, établir que :
Yn>1, wu,—-=—.

2. Résultats intermédiaires.

In(z))*
(a) Pour tout entier k > 1, calculer la limite suivante : lin{ (In( )1) :
S S A

(b) Soit k un entier naturel non nul.

(i),

1
Prouver la convergence de l'intégrale /
x —

0

(c) On introduit la fonction f définie sur R par: Vz € R, f(z) = e* —e?*.

A T'aide de l'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 & Pordre 1 appliquée a
la fonction f, montrer que :

3z

Vz €]-00,0], |e®—e* +z|< -

3. Application.
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(a) En utilisant la question 2, démontrer que :

In(u)
1—-u

(b) On considére Uintégrale I = / du que l'on ne cherchera pas a

o

calculer.

. . . 1 .
Donner alors un équivalent de v,, puis un équivalent de Up— 5 en fonction
de I.

EXERCICE 2

Pour tout entier naturel n, on note R,[X] I'ensemble des polynémes a coeffi-
cients réels de degré au plus n. On considére I'application f qui & un polynéme P
de R, [X] associe le polynome :

f(P)=P'—4XP'.
l 1. Etude de f. Soit » un entier naturel fixé uniquement dans cette question.

(a) Justifier que f est un endomorphisme de R, [X].
(b) Caleuler f(1), f(X) puis f(X*) pour k € {2,..,n}.

Etablir alors que la matrice 4,, de f dans la base canonique de R, [X]
est triangulaire.

(c) Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses espaces propres
est de dimension 1.

(d) Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre .
Etablir que : A = —4deg(P).
En déduire qu'il existe un unique polynome unitaire H,, de degré n tel

que
| (&) : f(H,) = —4nH,,.

Rappel : un polynome unitaire est un polynéme dont le coefficient do-
minant vaut 1.

Tournez la page s.v.p.
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2. Etude de la suite (H,)nen-

(a) En dérivant la relation (£,), démontrer que :
V21, f(H,)=—4n-1)H,
En déduire que :

(’I’L - 1)Hn_2

Vn>1, H,=nH,, e Vn>2, H,—XH, 1+ 1

= 0.

(b) Pourquoi peut-on affirmer que Hy = 1 et Hy = X7
Calculer alors H, et Hs.
(c) D’aprés ce qui précede, la suite u, = Hn(1) satisfait & la relation de
récurrence :
n—1)u,_
uw=1, w=1, Vn>=2, unzun_l—g—%”—z
Ecrire un programme en Pascal calculant wugo10.

3. Application aux points critiques d’une fonction & trois variables.

On note U Touvert de R? défini par :
U:{(x,y,z) eR® telque z#yety#zetz#zx)

ainsi que la fonction V' définie sur U par :

Y(z,y,2) €U, V(z,y,2)=2"+y*+2°—In|z —y|-Inly — z| —Iln|z — z|.
Soit (o, 8,7) € U.

(a) Etablir que (, 3,) est un point critique de V' si et seulement si (e, 3, 7)
est solution du systéeme :

2a (o — )
(S): 25(5—04;

(b) On introduit le polynome Q(X) = (X — a)(X — B)(X — 7).

Montrer que (a, 3,7) est solution de (S) si et seulement si Q" — 4X Q'
admet pour racines «, 3, 7.

(c) Prouver que si (a, 3,7) est un point critique de V' alors
Q' —4XQ = —12Q
puis que Q = H; (cf. question 2.b).

Donner alors les points critiques de V.
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PROBLEME

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une urne contient 7 boules
numérotées 1, 2, ..,r. On pioche indéfiniment les boules avec remise, chaque boule
pouvant étre piochée de fagon équiprobable.

Pour tout entier i € {1,2,..,7}, on note Y; la variable aléatoire égale au « nombre
de pioches nécessaires pour obtenir ; boules distinctes ». On convient que Y; = 1.

On désigne par X, la variable aléatoire égale au « nombre de pioches nécessaires
pour obtenir les r boules numérotées 1,2, ..,r ». Il est immédiat que X, =Y.

Par exemple, en supposant que r = 4, si les boules piochées successivement portent
les numéros :

alorsona:Yi =1, Yo=4, Y3=8 Y,=X,=11.
La partie I établit certains résultats préliminaires qui seront utilisés dans d’autres
parties.

La partie II se consacre & ’étude de la loi des variables discrétes Yiy1 = Y; afin
d’en déduire 'espérance et la variance de la variable discréte X,

La partie ITI détermine la loi de la variable X, puis étudie la distribution asymp-
totique de la variable X, autour de sa moyenne.

On note exp la fonction exponentielle définie par :

Ve € R, exp(r)=_¢€".

PARTIE I : Résultats préliminaires.

1. Etude d’une suite.

n
1
On introduit la suite (u,),>; définie par : Vn > 1, wu, = Z e In(n).
=1

(a) Ecrire un programme Pascal permettant de calculer u,, pour un entier
. n 2 1 donné.

1
(b) A Taide d’un développement limité, justifier que u, — Upyg ™ o o2
N-—1+0C
En déduire la nature de la série Z(un — Up41) puis démontrer la
n=1
convergence de la suite (u,)n>1.

Tournez la page s.v.p.
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n
1
(c) Montrer que la suite ( —_5) converge (on ne demande pas le calcul
=1 t nx1
de la limite).

2. Loi de Gumbel.

Soit Z une variable aléatoire continue. On suppose que Z suit la loi de
Gumbel, c’est-a-dire que sa fonction de répartition F est définie par :

YVt € R, Fz(t) =exp(—exp(—t)).

(a) Vérifier que la fonction F est bien une fonction de répartition puis que
Z posséde une densité que 1'on précisera.

(b) On considére la variable aléatoire W = exp(—2).
Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire W.

En déduire que la variable aléatoire W suit une loi usuelle dont on
précisera le ou les parametres.

+00

(c) Pour tout entier k, montrer que I'intégrale / (In(x))*e~"dx est absolu-
0

ment convergente.

(d) En justifiant le changement de variable x = exp(—t), démontrer que la
variable Z admet un moment d’ordre k valant :
+o00

E(Z%) = /(-—ln(x))ke_‘”da:.
0
PARTIE 1I : Etude de la variable X,
1. Etude du cas r = 3.

On suppose uniquement dans cette question que r = 3, c’est-a-dire que
1'urne ne contient que trois boules numérotées respectivement 1, 2, 3 chacune

1
pouvant étre piochée avec la probabilité 3

(a) Soit n un entier naturel non nul.

Comparer les événements (Y2 > n) et C, : «les n premieres pioches
fournissent des boules portant toutes le méme numéro».

Calculer la probabilité P (C,). En déduire la probabilité P (Y > n)
puis donner la loi de la variable Y.
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(b) Justifier que :
Vnxl, P(Y;-Yy=n)=> P(Ys=n+kn[Y,=k)

puis que :
Vn>1, Vk>2, P(m:mk]mm:k])zi(?)n.

En déduire la loi de la variable Y5 — Y5.

[Dans toute la suite du probléme, r désignera un entier supérieur ou égal & 2.

2. Loide Y, — Y, pouri€ {1,2,..,r —1}.

(a) Justifier que :
i) ={i,i+1,i+2,.} =N\{0,1,2,..,i — 1} et (Yip1 —Y))(Q) =N\ {0}.

(b) Démontrer que :

-\ n—1 .
Vn = 1, Vk 2 ’L P(Yi:k) (Y;—H — }/z = n) = (1) (1 — _i_) .
r

(c) En déduire que Y;;; — Y; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les
parametres puis établir que :

,
E(Yi+1"Yz'):;—:—Z. et V(Yin-Y)= =i

3. Espérance et variance de X,.

r—1
(a) Justifier que : X, =1+ Z (Yo_ini —Y,)).
i=1
En admettant que les variables Y, — Y;, Y3 — Y5, ..., Y, — Y,_; sont
indépendantes, vérifier que :

ZT 1 3 1
E(Xr) =T 'Z‘ et V(Xr) - T2 ’—l-é -7 -.
=1 . —

(b) A T’aide de la question I.1, prouver l'existence de deux réels o et 3 tels
que :

E(X,) = rln(r)+ar+o(r) et V(X,) ~ Bre

400 r——+00

Tournez la page s.v.p.
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PARTIE III : Loi de X, et de sa déviation asymptotique par
rapport & sa moyenne.

Pour tout entier k£ € {1,2,..,7} et tout entier naturel m > 1, on consideére 1'évé-
nement Ay, : «le numéro k n’a pas été pioché durant les m premiéres pioches».

1. Loi de X,.

Soit m un entier naturel non nul.

(a) Pour tout entier k£ € {1,2,..,r}, calculer successivement :
— la probabilité de ’événement Ay ,,

— la probabilité de I’événement «k numéros n’ont pas été piochés au
cours des m premiéres pioches».

(b) Justifier que :
PX,>m)=P(AmUAsnU---UA.n)

puis, en utilisant la formule du crible de Poincaré, démontrer que :

poiem = () (=5) - () (-5 e ()05
- R

En déduire la loi de X,.

2. Comportement de X, au dela de sa moyenne.

(a) Alaide d’une récurrence sur m, montrer que, pour toute famille (Dy, .., D,,)
d’événements, on a, :

P(D1UDyU---UDp) < P(Dy)+P(Dy)+---+P(Dy).

(b) Démontrer que pour tout réel z, on a : exp(z) > 1+z. En déduire que :

m

Vm e N\{0}, Vke{l,..r}, P(Awm)<exp (—7) .

(¢c) Soit € > 0, on note M, la partie entiere de (1 + ¢) rln(r), c’est-a-dire
I'unique entier relatif tel que :

M, <(1+¢e)rln(r) < M, + 1.
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Comparer les événements « (X, > M,) » et « (X, > (1+¢) rln(r)) ».
En déduire que :

P(X, > (1+¢&)rn(r)) < f—

Ainsi on vient d’établir que :

Ve>0, lim P(X,>(1+¢)rn(r)) =0

r—+00

z

qui peut se traduire ainsi : l'événement « X, est significativement Supé-
rieur 4 sa moyenne » est un événement asymptotiquement rare.

3. Distribution de X, autour de sa moyenne.

On introduit la suite (Z,),>» de variables aléatoires définie par :

X, —rln(r)
- :

Vr>2, Z. =

Soit ¢ un réel fixé, on note m, la partie entiére du réel r In(r)+rt, c’est-a~dire
I'unique entier relatif tel que :

m, < 7n(r) +rt < m, + 1.
(a) Justifier existence d’un rang ro(t) tel que :
Vr 2 ro(t), m,>1
puis prouver 'égalité :
Vr 2 ro(t), P(Z.>t)=P(X,>m,).

(b) Soit k un entier naturel. A I'aide d’un développement limité, établir

que :
k
YJnfl——) = —kl — kt 1
m n( r) e n(r) + o(1)
k
(c) Démontrer que, pour tout entier &, on a : (;) ~ %

En déduire que :

, T k\™  exp(—kt)
vReN,  Im, (k) (1 - ;) TTW

Tournez la page s.v.p.
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(d) En admettant que l'on a :

i S () (1-5) 7 - St

k=1

exprimer la valeur de la limite lirJP P(Z, <t) en fonction de Fy(t)

(définie o la question 1.2).

Quel résultat vient-on d’établir sur la suite de variables aléatoires (Z, )52 ?




eecricome

CONCOURS D’ADMISSION 2011

Mathématiques

Option Scientifique

#l Mercredi 20 avril 2011 de 8h00 a 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure "Tiers-temps" :
8h00 - 13h20

Aucun document n’est autorisé.
Aucun instrument de calcul n‘est autoriseé.

L'énoncé comporte 8 pages.

Les candidats sont invités & soigner la présentation de leur copie, & mettre en évidence les
principaux résultats, 3 respecter les notations de I'énoncé et a donner des démonstrations
complétes — mais bréves - de leurs affirmations.

Tournez la page s.v.p.

Page 1/1



‘eecricome

Ecricome Option Scientifique sujet principal

EXERCICE 1.

Soit n un entier naturel non nul, on considére £ = R, [X] l'espace vectoriel sur R
des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier naturel j, on note PY) 1a dérivée j-ieme de P.
On définit la famille de polynomes { Py )oc e, PAT
X(X — k)&t
PQ(X)=let\7’k€{1n}, Pk(X):“(—k'—)—
1. (a) Prouver que la famille (P, Py. ... P,) est une base de E.

(b} Montrer que pour tout entier k£ appartenant a {1,..n},on a:
PUX +1) = Py (X)

puis, pour tous les entiers k. j vérifiant 1 < j € k <€ n. donner une
relation entre P;S“U(X) et P (X — /).

(¢) Soit P € E. justifier I'existence d'un (n + 1)-uplet (ag.a1. ... a,) € R™!
tel que :

P=ghlP+aP+ - +a,P, = Z(L;.Pk

k=0

puis établir que :
vj e {0,1,...n}, PYU(j} = a,.

Ainsi on a établi la relation :

YPeE, P=>Y PY(kP,.
1=0

2. On considére 'application u définie sur £ par :
YPec B, u(P)X)=P(X+1).

{a) Etablir que u est un endomorphisme de £.

(b) Ecrire la matrice A de I'endomorphisme u dans la base (Fo, P1. ... )
de L.

. Page 1/1
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(c) Déterminer le rang de A ainsi que ses valeurs propres.

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ? (Une réponse argumentée est
attendue)

3. On définit sur £ x E lapplication (...} par :

V(P.Q)EExE. (P.Q)= iP“’)(k:)Q““)(k).

k=0

(a) Démontrer que {.,.) définit un produit scalaire sur E.

(b) Justifier que la famille (P, £, ..., P,) est une base orthonormale de F.

EXERCICE 2.

On considére :

e la fonction  définie sur R par :

ek - SO (o (1) )

!

¢ la fonction ¢' définie sur RY par :

1
ViERL. w(t) =t - —n(t),

e [/ l'ouvert de R* défini par :
U =10, +oc]® = {(z.y) eR® / z>0ety>0}.
e f: U — R la fonction définie sur 'ouvert I/ et a valeurs réelles par :

Viry)elU, flz,y)=a¥—y" =exp(yln(z)) —exp(rin(y)).

ou exp(s) désigne 'exponentielle du réel s c’est-a-dire que exp(s) = e*. On
admet que f est de classe C* sur U

L objectif de cet exercice est de prouver que la fonction f n’admet aucun extrermnum
sur U,

1. Etudier les variations de ¥ sur R* . calculer 17(1) et préciser le signe de .
+ i

Tournez la page s.v.p.
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, . n—1
2. Prouver la convergence de la série E — et calculer sa somme.
=
. . +oc ?,:"',’(f”’il) .
3. Soit £ € RY, . Exprimer la somme E ———= en fonction de (1) et In(t). On
n!

n—=1
admettra la convergence de cette série.

4. Justifier que :

Ve J0.1].  g(f) < In(t), vt el +oc|. ¢(t) > Inlf).

5. Soit (x.y) € U. Montrer que (ir.y) est un point critique de f si et seulement
sl
r>1. y>1;

In(x) In{y) =1,

y* b= o n(x).

6. Soit (x.y) € U un point critique de f. Justifier existence d'un reel 1 € R7

tel que :
1
r=exp(t). y=exp (—) ;

t
2(t) = ().
7. Prouver que (e.¢) est I'unique pont critique de f.

8. En comparant les signes des fonctions ¢t — f(c,e + ) et £ — fle +f.¢).
justifier que f n'admet aucun extremum sur .

PROBLEME

La partie I consiste a justifier que les variables Y, = max (X;....X,) et £, =

Ti. -

E ' possédent 1la méme loi lorsque {X;. ... X,,) est une famille de variables aléa-
1

=1
toires mutuellement indépendantes suivant la méme loi exponentielle de parameétre

1.

La partie II a pour objectif d’établir que, pour chaque variable aléatoire X pos-
sédant une densité f avec [ continue sur R, et f nulle sur R* . il n’existe aucune
variable aléatoire Y & densité dérivable g sur R*, nulle sur R* et vérifiant g—¢’ = f.

La partie ITI consistera a étudier les valeurs propres et vecteurs propres de I'application
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linéaire introduite a la partie IL..

Les parties I, IT et TH sont largement indépendantes.

PARTIE 1. Etude des variables Y, et 7.

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace
probabilisé (2. A. P).
Soit X une variable aléatoire, rappelons que :

o Fy désigne sa fonction de répartition définie par : ¥t € R, Fx(t) = P(X <t).

e X suit la loi exponentielle de parameétre a € |0.4+o0c| si et seulement si sa
fonction de répartition est définie par :

Fy(t) = { 0 sit <0

1 —exp(—at) sit=0.

ol exp(y) désigne I'exponentielle du réel y c’est-a-dire que : exp(y) = €.

On considére une suite (Xn)ner\«'* de variables aléatoires mutuellemcent indépen-
dantes suivant la méme loi exponentielle de parametre 1. Pour tout entier naturel

n non nul, on note Y;, et Z, les deux variables aléatoires définies respectivement
par :

Y, = max (X Xy.... X,) = max X,

1<isn
X, X X =X
Zp = S Eaatt oy
1 2 n z
1=1
on max(X.... X, ) désigne le maximum des valeurs de X;.... X,,.

Pour finir. on désigne par f, la fonction définie sur R par :

folt)y =081t <0
{ f-,l(t) = n.eXp(_t) (1 — eXp(——t))”'"] st 0.

1. On considére un tablean X de nombres réels de taille 2011 (c¢’est-a-dire « X
= arrayf1...2011] of real») préalablement rempli.

(a) Eerire un programme en Pascal calculant et affichant les réels :

max (X [1]. X [2]) et max(X [1].X[2]. X [3]}.

Tournez la page s.v.p.
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(b) Ecrire un programme en Pascal calculant et affichant le réel :

max (X [1]. X [2],... X [2011}) = max (X [ij).

142011

2. (a) Pour tout réel £, exprimer le réel Fy, (t) a I'aide des réels Fx, (¢), ... .
P“.-Xn (t) '
(b) Pour tout réel ¢. donner alors 'expression de Fy, (t) en fonction de 7 et
t en distinguant le cas £ < O et le cas t = 0.

(¢) Verifier alors que la fonction f, est une densité de probabilite de la
variable aléatoire Y,

3. (a) Préciser la fonction de répartition de la variable aléatoire —
i+

-1

X
(b) Démontrer gue nt!
n+

une densité d,.;.

est une variable aléatoire a densit¢ et proposer

. Pour tout réel ». vérifier que : /n. exp (nt) (1 —exp (—t))" ' dt = (exple) — 1)".

0

L8

ot

. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul. 7, est une
variable aléatoire a densité dont f, est une densité. Indication : Pour
n+1

Uhérédité. on remarquera que Zn,41 = £y + ey
n

PARTIE II. Existence et unicité de la solution
d’une équation différentielle.

On désigne par I 'ensemble des fonctions f continues de [0. +o¢] dans R telles
+oc
que l'intégrale [ | f(£)| dt converge. On admet que E est un R-cspace vectoriel.

0
Pour toute fonction f appartenant & £. on considére I'équation différentielle

(Di):y—y =1

dont I'inconnue est la fonction y : R, — R qui est dérivable sur R,.. On fixe dans
cette partie une fonction f appartenant & £. Pour tout réel positif 2. on note :

+oc

ki(r) = exp(x) /exp(—t) f(t)dt.

T
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1. Soient .1 deux fonctions appartenant & F. dérivables sur R, et vérifiant

Iéquation (Dy). On introduit la fouction i définie sur R, par :
VreeR,. h(r)=(glr)—v{r))exp(—r)

(a) Prouver que la fonction h est constante sur R.,.

b) En utilisant le fait que la fonction » — ?) appartient a £, montrer que
¥ q

s e gt

o .

Nous avons ainsi établi qu’il existe au plus une solution dans E &

Iéquation (Dy) lorsque f € E.

+oc

2. Pour tout réel positif z. justifier la convergence de l'intégrale / exp (—t) f(t)dt.

aF

o

3. Btablir que la fonction ks : 2 — exp (2) / exp (—1} f(t)df est dérivable sur

K. et que : ’
Yre Ry kp(r) — Ke(z) = flx).

4. On supposc uniquement dans cette question que f est a valeurs dans Ry

c'est-a~dire que :

Vee Ry, flx) 20

{a) Verifier les relations suivantes :

() + VeeRy. O0<kflx) < /f(t)dt,

A
(3) : YAeR,. /k‘.f(;rr)a’,r = ky(A) — ks (0) + /f(;{i)d.’l,'

+oc
(b) Prouver que 'intégrale / kf(x)dr converge et que :

0

/l ki(z)de = / (1 —exp(—x}) flr)dzr.
0 0

Tournez la page s.v.p.
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5. On revient au cas général ot f: R, — R prend des valeurs non nécessaire-
ment positives.

+5¢

Montrer que l'intégrale / |k;(z)| dr converge.
0

6. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f avec f continue sur
R, et f nulle sur R*.

Justifier qu’il n'existe aucune densité g dérivable sur R*, nulle sur R” et
verifiant g — ¢’ = f sur R..

PARTIE III. Etude de ’application f — k;.

A la partie IT, on a établi que si f appartient a E. il existe une unique fonction
oo

ki — exp(z) / exp (—1) f{)di

appartenant & I telle que :
k f— Alf = f
On considere alors Uapplication - définie sur E par :
vieE.  Af) =k
1. Etablir que ¢ est un endomorphisme de £.

Définition : On dit que le réel A est valeur propre de o 8 il existe une
fonction f de E non identiquement nulle telle que ~(f) = Af. On dit que f
est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A et on appelle sous-
espace propre de i associé 4 A Uespace vectoriel

Eg)={f e E telle que S = Af

La suite de cette partie est consacrée a la détermination des valeurs propres
ct des vecteurs propres de .

9 Pour tout réel a > 0. on considére la fonction f, définie sur R. par :
vre R, fulr)=exp{-ar).

Vérifier que f, appartient a4 F. que f, est un vecteur propre de p et préciser
la, valeur propre associée.
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3. Soit A une valeur propre de £ et f € E un vecteur propre associé & la valeur
propre A.

(a) Montrer que A est nécessairement non nul.
(b) Etablir que f est dérivable et vérifie 'équation différentielle : f' =
1
1——1/.
(c) Pour tout réel positif . donner U'expression de f(z) en fonction de A.
et d'une certaine constante.

{d) Montrer que A € ]0, 1[.

1. Préciser 'ensemble Sp(y2) des valeurs propres de i et, pour chaque valeur
propre A de . proposer unc base de 'espace propre Ey(yp).

Page 1/1
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EXERCICE 1.

Soient z € R, et a € R}, on pose :

+00 & +00 &t +00
— q = | ——, L= [edt.
fa) /m+ o(z) O/(Het)z/ | O/e

1. Soit a € R?. Justifier que l'intégrale /, converge et donner sa valeur.
Soit z € R,. Justifier que I'intégrale f(x) converge.

Dans la suite de l'exercice, on admettra que l'intégrale g(x) converge.
9. Etablir que : Vz € Ry, Vt€ Ry, 2Vxe! <z + ¢ puis que:

1
vre Ry, 0< f(r)<—.

N

3. Soient z,y € R, tels que z < y. Etablir que : 0 < flz) — fly) < y_—2—_:1,:
4. Montrer que f réalise une bijection continue strictement décroissante de R
sur ]0,1].

5. Prouver que I'équation f(z) = = admet une unique solution sur R,. On note
« cette solution. Justifier que o € ]0,1].

6. On considére la suite (uy), définie par : ug = 0. VneN, u,g = f(u,).

1
(a) Etablir que : Vn € N, la —uy,] < 0" En déduire la limite de (un),,5 -
(b) On suppose qu'une fonction ECRICOME est déja écrite en Turbo-
Pascal qui & un réel z donné renvoie le réel f (x).

A I'aide de la fonction ECRICOME, écrire une fonction (ou procédure)
SUITE en Turbo-Pascal qui, & un réel ¢ > 0 fourni par I'utilisateur,

calcule le premier entier N tel que o < ¢ et renvoie la valeur de uy
correspondante.

7. Soient * € R* et h € R tel que z + h € R*% . Démontrer que :

h?
Fa+h) = f@) +hgl@)] < 5
Justifier que f est dérivable sur R} avec :

vr eRL,  f'(x) = —g(2).
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8. On consideére la fonction 7' définie sur R* par : Vo € R*, T(z) = zf(z).
Justifier que :

1
VeeRY, T'(z)= T2 puis que : Vz € R}, T(z)=In(1+z).

EXERCICE 2.

Pour tout entier naturel n non nul, on note :
- M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients réels ;
— I, la matrice identité de 9, (R) et 0,, la matrice nulle de M, (R).

Une matrice W € 91, (R) est dite nilpotente §’il existe ¢ € N* tel que W9 = 0,,.

On admettra que si U, V' sont deux matrices de M, (R) qui commutent alors :
— U* et V9 commutent pour tous entiers k et g;
~ U~! commute avec V lorsque U est inversible.

1. Deux résultats préliminaires.

(a) Soit U € M, (R) et g € N* tel que U? = 0,,.
qg—1
Prouver que I,, — U est inversible et que (I, — U )_1 = Z U*.
k=0

(b) Soit A € M, (R} telle que A(A —I,) = 0,. On désigne par f I'endo-
morphisme de R” dont la matrice dans la base canonique de R™ est A.
Soit € R™. Vérifier que = — f(x) € ker (f) et f(z) € ker (f —Id)
puis établir que R™ = ker (f) © ker (f — Id). L’endomorphisme f est-il
diagonalisable ?

2. Etude d’une suite de matrices. Soient B € M, (R) et N € N* tels que :

(B(B-I1,))" =0,.
On introduit la suite (By), .y de matrices de MM, (R) définie par :
By=BeM,(R) et VkeN, Bpg=(By)*(2B:—1,)"".

On considére pour tout entier £ > 0 la proposition

(Hy) : « 2By, — I, est inversible, il existe Cy, Dy, € M, (R) tels que
B~ B=[B(B—1,)]Ch et By (By — ) = [B(B — )" Ds
avec BB = BBk, CkB = BCk et DkB = BI)]C >

Tournez la page s.v.p.
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(a) Justifier que I,, — (2B — I,,)* est nilpotente et que 2B — I,, est inversible.
En déduire que la propriété (Hg) est vraie.

(b) On suppose la propriété (Hy) vraie pour un entier k& > 0. Montrer que :

2Bpis = In = [Io+ 2By (By — I)] x [2B — I,]”
Bis1i—B = [(B,—B)*— (B*-B)] x 2By - I,
B, (Bk+1 - I) = [Bk (Bk - [n) (2Bk - [)71]2

En déduire que la propriété (Hy,) est vraie.
(c) Prouver l'existence d’un entier p tel que : B, (B, — I,,) = 0,.

Etablir que la matrice B, est diagonalisable, que la matrice B — B, est
nilpotente et que : Vk > p, By.1 = Bk.

PROBLEME.

L’objectif du probléme est d’étudier une suite de variables aléatoires (Z ),y
Les deux premiéres parties sont indépendantes et la troisiéme utilise certains ré-
sultats obtenus dans les deux premiéres parties. La partie I est consacrée a ’étude

de deux endomorphismes sur R, [X]. La partie IT consiste & calculer 'espérance
+00

et la variance de Z; ainsi qu’a calculer la somme E P(Z, =) sous réserve de

k=0
convergence. La partie III fournira la loi de Z; ainsi que 'étude de la convergence
de la série Z P(Zy=r).

k20

Partie I : Etude de deux endomorphismes.

Soit n un entier naturel. On note R,, [X] 'ensemble des polynoémes a coefficients
réels de degré au plus n. Pour tout entier £ € {0.1,...n}, on désigne par e le
polynome de R, [X] défini par :

vk
€ = X

Rappelons que (eg, €1, .., €,) est une base de R, [X]. Si P € R, [X], on définit les
fonctions f (P) et g (P) par :

Ve € R\{1), [(P)()= o [P@det £(P)(1) = P()

Vo € R, g(P)(@)=[(X-1P] (@)= (z~1)P(z)+ P(z).
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L. Prouver que g est un endomorphisme de R,, [X].
2. Soit P € R, [X]. Calculer f(g(P)) puis justifier que ker (9) ={0}.

3. Démontrer que g est un isomorphisme, que g7! = f et que f est un endo-
morphisme de R, [X].

4. Ecrire la matrice A de f dans la base (eg, €1, .., €,) ainsi que la matrice B de
g dans cette méme base.

<t

Montrer que f et g sont diagonalisables.

Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires.

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal 4 1. On dispose de n+ 1 urnes notées
Us Uy.....U, et on suppose que Vi € {0,..,n}, Turne U; contient i + 1 boules
numérotées 0,1, .., 7. On s’intéresse au jeu suivant
— au premier tirage, on pioche une boule dans l'urne Un. Si la boule porte
le numéro 7 alors on repose la boule dans l'urne U, puis le tirage suivant
s'effectue dans 'urne U,.
— Plus généralement, pour tout entier k¥ non nul, si la boule numéro s a été
piochée au k-iéme tirage dans une certaine urne, on repose cette boule dans
la méme urne puis on effectue le (k + 1)-iéme tirage dans 'urne U.

Pour tout entier naturel &, on note :
— Zi est la variable aléatoire égale au numéro de la boule piochée au k-iéme
tirage. LOn convient que Z; = n]

— Fj est le polynome de R,, [X] défini par : Vz € R, Fi(z)= Z P(Z,=r)yz".
r=0

— E(Z) espérance de la variable Z.

1. A Paide de la formule des probabilités totales, prouver que :

"\ P(Z), =i
Vk’EN, Vr € {0.}1,...,”}, P(Zk+1:T') Zg%—)
2. Etablir les deux formules suivantes valables pour tous entiers £k € N et r ¢
{0,1,..,n—1}
(R1):(n+ 1) P(Zysy =n) = P(Z =n)
(Re) : (r+ 1) P(Zpyr=7) = (r + 1) P(Zppy =1 + 1) =P(Zy =)

3. On admet dans cette question que la série Z P (Zy, = r) converge pour tout

k0
+o0

r € {1,..,n} et on pose S, = ZP(Zk =r).
k=0

Tournez la page s.v.p.
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En sommant les relations (Ry) sur tous les entiers k € N, donner la valeur
de S,.

En sommant les relations (Ry) sur tous les entiers k € N, donner la valeur
de S, 1 et montrer que la suite (TSr)1<ran S constante.

4. Soit k € N. Démontrer la relation
(S):Vz €R, (z—1)F @)+ Fiii(z) = Fi(x).

5. (a) Soit k € N. Etablir que Fj (1) = E(Z) et F}/ (1) = E(Zx (2Zx — 1).
(b) En dérivant une fois puis deux fois la relation (S). donner la relation
de récurrence vérifice par la suite (F}, (1)),cy ainsi que la relation de
récurrence vérifiée par la suite (Fy, (1)) ey -
(¢) Donner la valeur de Fy (1) et de F} (1) en fonction de k et n. Expliciter
alors la variance V (Z;) de Z en fonction de k et n.

Partie III : Loi de chacune de ces variables aléatoires.

On reprend toutes les notations des parties I et II et on pourra admettre tous
les résultats établis dans ces deux parties. Rappelons également qu’a la question
IL4 la relation (S) est démontrée ce qui revient & écrire :

VkEN g(Fk+1):Fk-
Pour finir, pour tout entier k € {0,1,...n} on désigne par uj le polynome de R, [X]

définie par :
U = (X - 1)k.

1. Montrer que : Vk € N, X:P(Z,c =rYe, = Fr. = f¥(en).
r=0

N

. Prouver que (ug, U1, .., Uy) est une base de R, [(X].

w

. Calculer f (u,) pour r € {0,1,..,n} . Retrouver ainsi que f est diagonalisable.

n

. Justifier que : e, = " u,etque:Vr € {0.1...n}. u, = (-—l)r*j T €.
r i)
=0

r=0 *

5 - ()

. Démontrer que : Vk € N, f*(e,) = T

.

Up-
r=0 (




ECRICOME

VISER PLUS HAUT

6. Soient k € Net j € {0,1,..,n}. A Paide des questions précédentes, établir
que :

()()
P N AUAY/)
7. Application.

(a) Soit j € {0,1...,n}. Déterminer un réel M;,, tel que :

M, ;
VkeN, |P(Z,=j)< —2—
| (’C ])I\(]+1)k
puis justifier que la série Z P (Z, = j) converge lorsque j € {1,..,n}.
k>0

Ch
-27.

(b) Déterminer un réel C, tel que : Vk € N, |P(Z, =0) — 1] <

La série Z P (Z, = 0) est-elle convergente 7
k>0
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EXERCICE 1

On note :

e M, ; (R) 'ensemble des matrices colonnes (& n lignes) a coefficients réels ;

e M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n & coeflicients réels ;

*U la transposée d’une matrice U ;

o ker (M) ={X €M, ; (R) tel que MX =0}etIm(M)={MX, X eM, (R)}

ol M est une matrice de M, (R).

On munit 90, ; (R) de son produit scalaire canonique (X,Y) = XV et on note
|| sa norme associée.
On considére une matrice A € M, (R) et un entier naturel k& non nul tels que

Ab =
1.
2,

‘A. On pose alors B = *AA € 9, (R).

Calculer !B et établir que : VX € 9, (R), (BX,X) = [AX]?.
Démontrer que toutes les valeurs propres de B sont réelles et positives.
Prouver que : B* = B. Quelles sont les valeurs propres possibles de B ?
Justifier que : B? = B.

Montrer que : ker (B) = ker (A) puis que : Im (B) =Im (A).
Etablir que : VX € Im (4), ||AX] = ||X]|.

EXERCICE 2

On consideére :

e la fonction f définie sur R? par :

Vi(z,y) €eR? flry) =< [2" (1 —2%) +9" (1—¢*) +209] ;

O] et
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e la suite (uy),,, définie par :
Yn 20, upeo = flup. uye) avec (ug,up) € [0,1}2.
1. Etude de f.

(a) Si (a,b) un point critique de f, justifier que a = b puis déterminer tous
les points critiques de f ainsi que la valeur de [ en chacun de ses points
critiques.

On admettra dans toute la suite que :

2

V(z,y) eR’ [(ny) <z (@7 +7) —Ila(ar”yz)z-

2t 12
(b) Preéciser le ou les extrémums de la fonction g : ¢t € R, T
(¢) Démontrer que la fonction f possede un maximum et qu’elle n’est pas
minorée.

2. Programmation de (u,),, . Ecrire un programme en PASCAL demandant

& I'utilisateur un entier N airsi que les valeurs initiales ug, u; et calculant la
valeur de uy correspondante.

3. Etude de la suite (u,),.,. On considere la suite (a,),.,, définie par :

2
VneN, ap= £ (an + 1) avec ap = ug €t ag = uy.

(a) Démontrer que : Vn >0, 0<u, <1
En déduire que : Vn € N,  u, 9 <

Cﬂll\?

(un + Un—H)

(b) Justifier que : Vn >0, u, <

Clpy -

(c) Etablir Pexistence de quatre réels A, u,r, s tels que :
YneN, a,=A"+us"

puis étudier la convergence de la suite (), -

Tournez la page s.v.p.
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PROBLEME

Soit = un réel, on note |z] la partie réelle de x c’est-a-dire I'unique entier N tel
que: N <z < N+ 1.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) . On définit
Xy sur (Q,A,P) par :

Ywe 2, X4w)=|X(w)].

On admet que X, est une variable aléatoire sur (§2, A, P), on Pappelle « la dis-
crétisée de X »
Le probléme consiste :

e A étudier quelques propriétés de la discrétisée de variables suivant quelques
lois usuelles (PARTIE I)

e puis & étudier plus spécifiquement le cas ot les variables possédent une den-
sité définie par un polynéme (PARTIE IT)

e ct enfin & établir qu'une variable discréte, satisfaisant & certaines conditions,
est la variable discrétisée d’une variable & densité (PARTIE III).

Les parties I, IT et III sont largement indépendantes.

PARTIE I : Calculs de discrétisées.
1. En PASCAL,

e la commande floor(x) calcule la partie entiere du réel z ;

¢ la commande random crée aléatoirement un réel appartenant a 'intervalle

[0,1] (qui suit en outre la loi uniforme sur [0,1]) ;

On rappelle que si Z suit la loi uniforme sur [0, 1] alors, pour a € R, aZ
suit la loi uniforme sur [0,a].

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,a] (¢ € R,) et
X, sa discrétisée.
Ecrire une fonction PASCAL qui & un réel a (positif) fournit par utilisateur

renvoie une réalisation de X .

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer qﬁe :
k+1

VkeZ, P(X;—h) — /f(:c)dx.
k
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3. Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur U'intervalle [0, N].
Déterminer la loi de Xy (on précisera les valeurs prises par Xg).

4. Etablir que I'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant :

Y (Q) ={1,2,..,9} et Vk € Y (Q),

P =k) = 1n(110) n (A}fl)

Proposer une densité f telle que si une variable aléatoire X posséde f pour -
densité alors sa discrétisée X, suit la loi de Y.

5. Soient X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre
' [nX]

n

A € RY et n un entier naturel non nul. On pose Y, =

(a) Justifier que la variable nX posséde une densité f, que 'on précisera.

(b) Donner la loi de la variable [nX | . Vérifier que |nX | + 1 suit une loi
connue dont on donnera le nom et le paramétre.

(¢) Soit z € R, prouver que :

P(Kz<x):1«exp<—w>.

n

Ine)

(Yn),>o converge en loi vers une variable aléatoire ¥ dont on précis-
era la loi.

(d) Donner un encadrement simple de puis montrer que la suite

PARTIE II : Discrétisées et lois « polyndémiales ».

On note R, [X] Pensemble des fonctions polynémes a coefficients réels de degré au
plus n et on pose :
Vk € {0,...,n}, ep:a€R— "

Si @ appartient & R,, [X], on pose u (Q) la fonction définie sur R par :

41

vreR, u(Q)( /Q

L. Pour tout entier k € {0,..,n}, calculer u (e;,) puis exprimer u (e;) en fonction
de eq, .., e,

Tournez la page s.v.p.
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. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q € R, [X] alors v (Q) € R, [X].
. Etablir que la famille (u (ex))j<,<,, €St une base de R, [X].

. Justifier que pour tout polynéme R € R, [X], il existe un unique polynéme
Qr € R, [X] tel que :

r+1

VeeR, R(z /QR

—_

. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque : Yr € R. R (1) = -,
. Soient N un entier naturel et X une variable aléatoire dont f est une densité.

(a) On suppose qu'il existe un entier naturel n et un polynéme Q € R,, [X]
tels que :

(0)= Q&) siz e O, N+1]
vz R, {f(m) 0 sinon L

Etablir 'existence d’un polynome R € R [X] tel que

{Xd(Q)Z{O]V}
VkEXd<Q), P(Xd:k?):‘R(k) '

(b) On considere la variable aléatoire discréte Y définie par :

Y (Q) =1{0,1,2,3},
k.
VEeY (Q), P(Y~l<;)—~6«
Montrer qu’il n’existe aucun polynome @ € R [X] tel que

Vz e [074[: f(T) = Q(SL’)

et tel que Y soit la discrétisée de X. Indication : procéder par ’absurde
et constater que 'une des propriétés des densités n’est pas satisfaite.
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PARTIE IIl. Variables dénombrables et discrétisées.

On considére une variable aléatoire Y définie sur (2, A, P) ainsi qu’une fonction
g: R, — R, qui soit de classe C? sur R, et telles que :

Y(Q)=NetVkeN, P =k =g(k).

En particulier, la série Z g (k) converge et
k>0

Zg(k)zl.

On suppose en outre que g est décroissante et qu’il existe un réel C' = 0 tel que :

C
(1+a)*

vz eR,, |¢ ()< et |g" (2)] <

(1+2)*

Pour tout réel x, on pose :
00
f(:c)z——Zg’(:c+k) six>0;
k=0
flx)=0siz <0.

1. Soit € R.. Prouver la convergence de la série Z g (x+ k). Quel est le

k20
signe de f 7
2. (a) Etablir que : V(z,a) € (R})?, Vke€N,
Clz —a
x+k)—g(a+k)| < —5.
9" (2 + k) — g (a+ k)] k17

(b) Prouver 'existence d’un réel D > 0 tel que :
V(r.a)e (R)?, |f(2)—f(a) <Dlw—al.
Justifier la continuité de f en tout réel a € R,.

3. Soit ¢ un réel positif, pour tout entier N, on pose :

N o0
Sy()==> g (t+k) et Ry(t)=- > g (t+k).
k=0 k=N-+1

Tournez la page s.v.p.
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(a) Démontrer que : Vk > 1, Vte R,
1 < 1 1
(t+k+1)7? t+k t+k+1

puis que :

C
N+1

YN >0, VteR,, |Ry()|<

(b) Prouver que :
1

WVGN,t/f@d#:gm%qﬂN+iy+/RN@dt

(c) Justifier que : hlim g (k) =0 et que:

fo s 00

VieR,, [(t+1) - =g )

puis que :
z+1

4. (a) Vérifier que :
WE&,M@:/HWM
|

N
(b) Pour tout entier N = 0, on pose Sy = / f (t) dt. Etablir que :
0

\V/N } 1, SN = g (k)
k=0

puis que :
Ve R, Sm < /f (t)dt < SL$J+1‘
0

+o00

En déduire la convergence de I'intégrale / f (t) dt et préciser sa valeur.
0

¢) Démontrer que eut étre considérée comme la densité d’'une variable
q P
aléatoire X et que sa discrétisée X; suit la méme loi que Y.
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EXERCICE 1

Soit n € N*, on note E I'ensemble des fonctions f : R} — R telles qu’il existe
deux polynémes P, Q) appartenant a R,,_; [X] avec :

Ve eRY, fl(z)=zP(x)+zln(z)Q(z).

Pour tout entier k € {1,...n}, on pose :

J R — R Ry — R
uk’{ x o zF et Lk'{ r — 2Fln(x)

Pour toute fonction f appartenant a F. on note ¢ (f) la fonction définie sur =
par :

Vee R (1)) = [ o)
0

et on note ¢ 'application qui a f € E associe 2 (f).

1. Prouver que E est un R-espace vectoriel et que E = Vect (uy,v1....u,. 1,1

(c’est-a-dire que E est l’espace vectoriel engendré par les fonctions uy. vy....u, . ¢, -

[On admettra que la famille B = (uy, v1. ... u,. vy,) est une base de E. |

2. Justifier que chaque fonction f de E se prolonge en une fonction continue
sur R, et, pour tout k € {1....,n}, calculer ¢ (uy) et ¢ (vg).

Démontrer que ¢ est linéaire. En déduire que ¢ (f) € E lorsque f € E.
Ecrire la matrice de £ dans la base B.

L’endomorphisme  est-il bijectif 7 Quelles sont ses valeurs propres ?

Soit f € E un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A. On suppose
que A est non nul et on considére la fonction g définie sur R? par :

VeeR,. g(z)= I'Al//\/f (t)dt.
0
Montrer que g est constante sur R’ . En déduire 'expression de la fonction

T /f () dt puis celle de f.
0
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7. Pour chaque valeur propre A de ¢, déterminer la dimension de I’espace propre
de ¢ associé & la valeur propre A. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

EXERCICE 2

On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur ]0, +o0[ par :

+oc
Vr>0, I'(z)= /tx_le‘tdt.
0

On admettra que I' est de classe C™ sur ]0. +oo| et que :

+oo
Vi eN. Vrel0. +oof, F("’)(m)z/(ln(t))ke_tt‘”_ldt.
0

On pose pour tout & € ]0. 400 :

I ()
I'(z)

L(r) =In((z)) et ¥(z)=L'z)=

)
+00

1. Justifier que, pour tout = > 0 et tout k& € N, 'intégrale / (In(t))* e~tt=1dt
0

est convergente.

2. Exprimer I' (z + 1) en fonction de z et de I' (z) . En déduire que :

Vr €]0,+oc, Y(x+1)—¥(z)= %

puis préciser la valeur de ¥ (n + 2) — ¥ (n) pour n € N*,
3. A T'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, établir que :

2 A

A A
V(z,A) € (R})”. / In(t)e "t ldt | < / (In(t))? e > 2dt / et dt
0 0

0
4. Démontrer que :

vz €]0,4+o00[, (I'(z))” <T(x)["(z)

puis justifier que la fonction ¥ est croissante sur |0, +oo|.
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5. Soit a €10, 1[.

(a) Prouver que pour tout n > 1 :

n

1 1 1
- = — (¥(1 —¥Y(l-a)—— (¥ 1+a)— 1-
> g~ g (V0 = U @) (a1 a) = ¥+ 1 =)
et :
0<¥(n+1+a)—V(n+1l—a)<V(n+2)—¥(n).
1
(b) Etablir que la série Z —— est convergente et calculer sa somme
n‘ —a
nzl
~+00
Y. —5—— en fonction de ¥ et de a.
n=1M"—0a

PROBLEME

Soient p un réel appartenant a I'intervalle |0. 1[ et N un entier naturel supérieur
ou égal & 3. On pose ¢ =1 — p.

On considére un tournoi réunissant une infinité de joueurs Ay, A1. Ag..... A, ...
qui s’affrontent dans une série de duels de la facon suivante :

o Ay et Ay saffrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est éliminé du
tournoi, le gagnant reste en jeu;

e Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il
affronte le joueur As. Ce duel se déroule de maniére analogue, et ne dépend
du duel précédent que par l'identité du joueur affrontant A,. Le perdant est
éliminé du tournoi, et le gagnant du jeu participe au duel numéro 3 contre
le joueur Aj et ainsi de suite;

e Pour tout £ € N, le joueur A, participe au duel numéro k, quil peut
remporter avec une probabilité p, son adversaire durant ce duel pouvant
remporter le duel avec la probabilité ¢ = 1 — p.

o Est désigné gagnant du tournoi, le premier joueur, s’il y en a un. qui gagne
N jeux successifs lors du tournoi.

Pour tout entier naturel n, on considére ’événement F, : « le gagnant du tournoi
n’a pas encore été désigné a l'issue du duel numéro n ».




ECRICOME

VISER PLUS HAUT

PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

1
On suppose dans cette partie que N = 3 et pP=gq= 7

1. Simulation des duels. Rappelons que la commande random crée aléatoire-

ment un réel appartenant & Uintervalle [0, 1] (qui suit en outre la loi uniforme
sur [0,1]).

(a) Ecrire une fonction DUEL en Turbo-Pascal qui créé un nombre aléatoire

) . ) . e 1
et renvoie 1 si ce nombre aléatoire est strictement inférieur a 5 et 0
sinon.

(b) Ecrire une fonction TEST VICTOIRE en Turbo-Pascal qui, & trois
nombres a. b. ¢ fournis par 'utilisateur, renvoie TRUE si les trois sont
¢gaux. FALSE sinon.

(¢c) Ecrire un programme TOURNOI en Turbo-Pascal simulant un tour-
noi et renvoyant le nombre de duels nécessaires pour que le tournoi
dispose d'un vainqueur (c’est-a-dire un candidat ayant remporté 3 vic-
toires consécutives). Indication : Si on souhaite, on pourra utiliser les
fonctions DUEL et TEST VICTOIRE en les répétant convenablement
Jusqu'a ce que TEST VICTOIRE sur trois DUEL consécutifs renvoie
TRUE.

2. Créer la liste des gagnants possibles pour chacun des trois premiers duels
sous la forme d'un tableau de la forme suivante :

numeéro
du joueur
gagnant
le duel
~ !
duel 1 0
duel 2 0
duel 3 0

Déterminer les probabilités P (E), P (E,) et P (E3). Vérifier que :

P(E;) = %P(Ez) + %P(El).

< Tournez la page s.v.p.
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3. En considérant le nombre de victoires déja obtenues par le vainqueur du duel
numéro n, démontrer que pour tout entier naturel 7 > 3, on a :

(R1): P(E,) = 3 P(Eu) + 1 P(Buos).

4. Justifier 'existence de quatre réels X, y, ry, 7o tels que :
Vn =2, P(E,) =X+ ury.

Le calcul explicite de X et u n’est pas demandé. Calculer lim P (E,).

n—+00
+00
5. Que vaut la probabilité P (ﬂ En> 7 Quelle est la probabilité de I'événement
n=2

« le tournoi désignera un vainqueur » 7

PARTIE II : Etude du cas général.

On revient au cas général : p désigne un réel quelconque de |0,1] et N est un
entier supérieur ou égal & 3. On consideére le polynéme ) défini par :

Q(X) = (Z pq’“‘lX"”) - L

1. Pour tout entier k € {1,.., N — 1}, on note A" I'événement : « a lissue du
n-iéme duel, le vainqueur du n-ieme duel a obtenu exactement k victoires ».

Justifier 'égalité :
vn 2 17\], PAEc") (En) =P (En,k) .

2. Etablir que pour tout n > N, on a :

N-1

(Ra) : P(En) =Y pg" ' P(Bns).
k=1

3. Calculer P (FEy),..,P(En_1). En déduire que :
P(Ey)=1-¢"""1.

4. Soit n > N. Démontrer la relation :

(Ra) : P(Ey) — P(Eni1) = pg" ' P(En_ni1).
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5. Prouver que 1'équation Q (x) = 0 posséde une unique solution sur Iintervalle
[0, +o00].

On note désormais 7y cette solution. Justifier que :
rv>1 et Q' (ry)>0.

6. A I'aide de la relation (R,) (question I1.2), établir que :

1 n—N
Y 2 1, P(En)<< ) .

N

7. Etablir la convergence de la série ZP(EH) puis, en sommant la rela-
nzl
tion (R3) (question IL.4) sur tous les entiers n > N, donner la valeur de

+o00
> P(E,).

n=1

8. On définit X la variable aléatoire égale au nombre de duels qui ont eu lieu
au moment de la proclamation du vainqueur du tournoi. On conviendra que
X =0 si le tournoi n’a pas de vainqueur.

(a) Soit n > 2. Justifier que les événements (Enq OE_,,) et (X =n) sont
égaux.

(b) Démontrer que X admet une espérance et exprimer £ (X) en fonction

“+oc
de Y P(E,). En déduire la valeur de E (X) .

n=1

PARTIE III : Calcul de P (E,).

Les hypothéses et définitions introduites a la partie II sont conservées. Les
résultats de la question IL5) pourront étre utilisés librement (méme si la preuve
n'a pas été effectuée).

1. On considére le polynéme :
R(X) =1-X —f—qu_IXN
et on admet que :

(X -1)Q(X)=R(X) et XR(X)—NR(X)=(N-1)X - N.

Soit z un complexe tel que

Q(z)=0 et Q(z)=0.

ournez la page s.v.p.
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Montrer que R (z) = 0 et R’ (z) = 0. En déduire que z € [0, +oc[ puis obtenir
une contradiction.

Par conséquent chaque racine complexe de ) est de multiplicité 1 donc,
d’apres le théoréeme de d’Alembert Gauss, il existe N — 1 complexes non nuls
et distincts 21, .., zy_1 tels que :

QX)=(X—-2) - (Z—2y21)-
. On considére I'application linéaire

(CN—Q [X} N (CNfl

AT )

ol 2, .., Zy_1 sont les N — 1 racines distinctes de Q.

(a) Prouver que f est un isomorphisme.

(b) Ecrire sa matrice A dans les bases canoniques de Cy_o [X] et CV71,
Expliciter *A (la transposée de A).

(c¢) En déduire que le systéeme :

T4+ aryo = PEY)
ﬁ coe Tyt = P(E_))
(S) : 21 IN-1
v TN
___JlT[__E.F..._{.-w——Y—%-:i:P(E\Al)
(Zl) (ZN—I)

admet une unique solution (a,..,ay_1).

. Soient (cy....an—1) 'unique solution du systeme (S) (cf. question II1.2c).
on consideére la suite (un)n> , définie par :

o a s 1\""!
Vn > 1, = 1 e ON-1 - _
n ’ Un, (Zl)n—l + + )n—l Z o -

Montrer que pour tout n = N :

N-1
Un = quk_lun—k
k=1
En déduire que pour tout n > 1 :
P(E,) = u,.
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EXERCICE 1

Seit n un entier naturel et soit E = Rn[X] l'ensemble des polynimes de degré inférieur ou égal 4 n.
Pour tout polynéme P de E, on pose : @(P) = P" — 2XP'.
1. (a}) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
(b) Déterminer la matrice associée & i dans la base cancnique de E.
() Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
2. Pour tout (P,Q) de E?, on note

o

= B Q5= f P(#)Q(t)e™" dt.

=
(a) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, < P,( > est bien défini.
{(b) Montrer que (P, Q) ++< P,Q > définit un produit scalaire sur E.
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire < e
4. On définit une famille (Fy, Py,..., P,) de polynomes de E par :
k=1

Fy=1 et Yke{1,2,...,n}, P.=X" -E
=0

s W g
<P,P>""

(a) Montrer que (Fy, Py,..., P,) est une base orthogonale de R, [X].
(b} Montrer que la base (Py, Py, ..., P,) est constituée de vecteurs propres de .

EXERCICE 2
1. On note pour tout weI:]D.g[:
1 :
1e) = Sesin(e) +tan(e)) et glo) = ;)
(a) Factoriser le polynome P(X) = 2X* - 3X? 4 1 dans R[X].
(b) On pose u(z) = f(x) — = pour tout x € I.
Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout z € I, u'(z) = %

(¢} En déduire les variations de u sur I.
{d) On pose v{z) =z — g(z) pour tout z & I.

Justifier quil existe un polyndme @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout € I, v'(z) = Qfvoala))

(2 +cosx)?’
{(¢) En déduire les variations de v sur 1.
(F) Montrer que :
Ve el, glz) <z < f(x).
lisant le fait que X = T _ 7Y gin (X i
2. {a) En utilisant le fait que B-I1 caleuler ms(m), sin (12) et tan(m),
(b} Déduire de la question 1(f) un encadrement de .

" D - ——
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3. On pose pour tout entier naturel n,

S ¥ - 7
=S\ * =)
(a) Justifier gque pour tout réel 8,

c0s(26) = 1 — 2sin? (6),

et en déduire que pour tout entier naturel n,

¥y 1
En+1“—-ﬂTb' (#) gt bpypr= % [*%)

(b) Montrer que pour tout n £ I,
G2

In iy
2+hn{ﬂ'{gn(ﬂﬂn+b—n').

(e) Justifier que les deux termes de 'encadrement précédent tendent vers = quand n tend vers infini.

(d) Compléter la fonction Scilab suivante afin qu'elle retourne, & I'aide des relations (#) et (++) et de la question
3(b), une approximation x de 7 & ¢ prds, ainsi que le nombre k d'itérations qui ont été nécessaires.

function [x,k]=h(e)

a;sqrt{E}I2
b=1/2

end
e S ——
endfunection

(e) On =ouhaite étudier U'évolution du nombre d'itérations nécessaires en fonction de la précision souhaitée, Ferire
une fonction Scilab qui prend comme paramétre d'entrée un entier p et qui retourne un vecteur de taille p qui
contient les nombres d'itérations nécessaires pour les précisions 10~%, pour & € {1,2,...,p}.

{f) On utilise la fonction précédente avee p = 30 et on représente graphiquement les valeurs obtenues. On obtient
le graphe suivant, :

L B N R N R

0 o

Commenter ce graphe.

—_————— e e e T i ] S—
- =
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PROBLEME

Toutes les variables aléatoires introduites dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
Dans tout le probléme, on considére X une variable aléatoire A valeurs positives, et (X, )nz1 une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, de méme loi que X

On note pour tout entier n = 2, ¥, = inf(X;, Xs,..., Xn), autrement dit :

Yw € ﬂ: Yn{w} = IEIJII[X]_ [WL X?{':"’I}T rEy Xﬂ[[“‘}}'
On dit que la loi de X est implosive si X n'admet pas d’espérance et s'il existe un entier m = 2 tel que Yy, admet une

espérance.
Sila loi de X est implosive, on appelle indice d’implosion de X le plus petit entier m = 2 tel que Y7, admet une espérance.

On notera F' la fonction de répartition de X et F, la fonction de répartition de Y5, pour tout entier n = 2.
Dans le cas ot X (respectivement Y,,) admet une densité, on la notera f (resp. fn).

Partie A - Résultats préliminaires
cf{ 1. Montrer gue pour tout entier n = 2, la fonction de répartition de Y, est donnde par :
Ve €R, Falx) =1-(1-F(z))".

of 2. On suppose dans cette question que X admet une densité f. Montrer que pour tout entier n = 2, ¥, admet une
densité f, ot que :
Vz € R, fulz)=nflz)(1—F@)*".

% 3. On souhaite prouver dans cette question que pour une variable aléatoire positive V' admettant une densité
continue sur R* et dont on note la fonction de répartition &, on a I'équivalence suivante :

Do
V admet une espérance += [ (1 — ®(t)) dt converge,
o

et qu'on & dans ce cas : .
E(V) = fn (1 — B(t)) dt.
& (a) Montrer que : .
W = 0, _/: b (t)dt = f“ (1— @(t))dt — (1 — B(z)).

& (b) On suppose que V admet une espérance.
Montrer que z (1 — ®(x)) tend vers 0 lorsque x tend vers +oc.
+

o
En déduire que j (1 — @(t)) dt converge.
o

00
% (c) On suppose que f (1 — ®(t)) dt converge. Montrer que V' admet une espérance.
o

& (d) Conelure.
On admet que le résultat de la question 3 reste vrai si la fonetion ¢ est continue sur R* sauf en un nombre fini de points.

Partie B - Quelques exemples

% 4. On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonction f définie par :

o gir <0,
f{r}:{ {E ¥

m EIJ:_E{]-

% (a) Déterminer le réel ar.
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(b} Donner la fonetion de répartition F de X,
(c) Déterminer la fonetion de répartition Fy de Y3 et justifier que ¥5 admet une densité fu, que P'on caleulera.
{d) Montrer que pour tout réel 2 strictement positif,

Arctan(zx) 4+ Arctan (l) -
5 2

{e) En déduire un égquivalent de f3 en 4o,
(f) En déduire que la loi de X est implosive et donner son indice d'implosion.
5. On suppose dans cette gquestion que X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans M telle que :

1 1
vkeN, P(X =k) = e —
': ) VE+1 VE+2
e
(a) Vérifier que Y P(X =k)=1.
k=0

(b} La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7

(¢) Pour tout entier k € M, donner la valeur de F(k} = P(X < k).

(d) Déterminer la loi de ¥a. Admet-elle une espérance ?

(e} Déterminer la loi de ¥5. Admet-elle une espérance 7

(f) La loi de X est-elle implosive ? Si oui, quel est son indice d'implosion 7

Partie C - Loi implosive d’indice fixé

On souhaite dans cette partie répondre 4 la question suivante : « Eriste-t-il, pour tout entier naturel m = 2, une loi qui
est implosive ef d'indice d'implosion égal dm ¥ »

6. Soit o > 1.
(a) Déterminer un réel a tel que la fonction f définie par :

0 six <1,
fla) = 2 sz,
M
soit une densité de probabilité.

{b) Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Déterminer la fonction de répartition F' de X,

(c) Discuter, en fonction de o, 'existence de 'espérance de X
(d) Discuter, en fonction de n et de a, existence de I'espérance de Y.
(e} Répondre & la question posée.

Partie D - Lois non implosives

On souhaite dans cette partie répondre & la question suivante | « Eriste-i-il des variables aléatoires positives qui n'admetient
pas d'espérance et dont la loi n'est pas implosive ¥ »

7. (a) Déterminer un réel a tel que la fonction f définie par :

] six<2
f(z)= ]

rin"(z)
spit une densité de probabilité.
(b) Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Diéterminer la fonction de répartition F de X.
{¢) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7
(d) Discuter 'existence de 'espérance de ¥5,.
(e) Répondre & la question posée.
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Partie E - Variables implosant sur une autre

Soit ¥ une variable aléatoire positive admettant une espérance. On dit que la variable aléatoire X implose sur Y si
X est implosive et si, en notant m son indice d'implosion, Y, est de méme loi que Y.

8. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et soit n un entier supérieur ou égal 4 2 tel que Y, a la méme loi que
Y. A laide de la formule de la question A1, exprimer la fonction de répartition de X en fonction de celle de Y.

9. Scit ¥ une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0,1]. A I'aide de la question précédente,
montrer gu'il n’existe aucune variable aléatoire X implosive qui implose sur ¥,

10. Soit m un entier tel que m > 2, Montrer qu'il existe une variable alfatoire ¥ admettant une espérance et une
variable aléatoire X implosive d'indice d'implosion m qui implose sur ¥,
(on pourra s'inspirer des résultats de la partie C).

11. Scit ¥ une variable aléatoire positive admettant une densité g. On note G sa fonction de répartition.
Soit m un entier tel que m = 2. Montrer que s'il existe une variable aléatoire X implosive, d'indice d'implosion
m, qui implose sur ¥, alors pour tout entier & tel que k = m, il existe une variable aléatoire implosive, d'indice
d’implosion &, gui implose sur Y.

Partie F' - Variables explosives
On pose pour tout entier » 2 2, Z, = sup(X,;, X3,..., X,), autrement dit :

Vi € 0, Znlw) = max(X; (w), Xa(@), ..., Xa(w)).

On dit que la loi de X est explosive s'il existe un entier m = 2 tel que Z,, n’admet pas d'espérance. Si la loi de X est
explosive, on appelle indice d’explosion de X le plus petit entier m = 2 tel que Z,, n'admet pas d'espérance,

12. Pour un entier m donné, existe-t-il des variables aléatoires de loi explosive dont I"indice d’explosion est m ?
13. Existe-t-il des variables aléatoires positives qui ne sont pas explosives ?
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EXERCICE 1

On pourra utiliser sans justification que 2 < e! < 3.

In(n)

On S’in éreSSe dans cet eXerCiCe é\; Ia, Série de terme énéral Up = _1 —— our n 2 1
n
n

"1
1. Onnote : Vn > 1, w, = Z T In(n).
k=1

(a) Rappeler les développements limités a l'ordre 2 lorsque z tend vers 0 de In(1 + ) et

1

~ —=—
n—+oo  2n?

1+

(b) Montrer alors que : wy4+1 — Wy

(¢) Montrer que la série de terme général (w,41 — wy,) converge, puis que la suite (wy,) converge vers un réel =,
appelé constante d’Euler.
In(t)

2. Etudier les variations de la fonction ¢ : ¢ —» sur ]0, +oo[. Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ en

précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. On note pour tout entier n > 1,
n
Sn = Zuk
k=1

(a) Montrer que les suites (Sap)n>2 €t (S2nt1)n>2 sont adjacentes.

(b) Montrer que la série de terme général u,, converge. Est-elle absolument convergente ?

n 2
4. On note pour tout entier n > 1, v, = Z @ — w

k=1
(a) Justifier que pour tout entier n > 3, on a :

—2dt
n+1

In(n+1) . /"'H In(t)
~ » t

(b) En déduire que la suite (vp,)n>3 est décroissante et convergente.

5. Montrer que pour tout entier n > 1,

k=1 2k k=1 k
puis que :
1 In(2))?
Son =10(2) Y, 7 +vn — van @ _ 1 9) Inn)
k=1
6. Démontrer alors que :
+oo
In(n) [In(2)]?
-1)"——= =4In(2) - ————
3 = -
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EXERCICE 2

Le but de cet exercice est d’étudier pour un entier n tel que n > 2 les points critiques de la fonction f définie sur le

domaine :
Dy ={(x1,22,...,2,) ER", 71 <23 <+ < Zp}

par :
n

f(‘r:laxQ?"'axn):ZxZ_ Z ln(a:j—a:i)

k=1 1<i<j<n
On admettra que D,, est un ouvert de R".

1. Pour tout polynéme P de R, [X], on note :
o(P) = 4XP'(X) — P"(X).

(a) Montrer que l’application ¢ : P+ o(P) définit un endomorphisme de R,,[X].
(b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X].
(c) Vérifier que le polynome 3X — 4X3 est un vecteur propre de ¢ pour une valeur propre & préciser.

(d) Montrer que ¢ est diagonalisable et préciser la dimension de chacun de ses sous-espaces propres.

2. On s'intéresse dans cette question (et uniquement dans cette question) au cas n = 2. On a donc :
Dy ={(z,9) €R? z <y}

et :
f' DQ — R
C(zy) — 2?+y?—In(y—2)

(a) Justifier que f admet des dérivées partielles premieres et secondes sur Ds et les calculer.

11
(b) Montrer que f admet un unique point critique : le point de coordonnées <—§; §>

(c) Déterminer les valeurs propres de la matrice ( _31 _31 )

11
La fonction f admet-elle un extremum local en (—5; 5) !

On revient a présent au cas général avec n > 2.
n

3. On note u = (x1,2,...,2n) € Dp. On note S le polynéme & coefficients réels défini par : S(X) = H(X — ) et
k=1

n

pour tout k € [1,n], on note : Qx(X) = H(X —x;). On a donc :
i=1
ik

(a) Calculer 9k f(x1,x2,...,2,) pour tout k € [1,n].
(b) En déduire que :
o 1
u est un point critique de f <= Vk € [1,n], 2z, — Z

3=1

(c) Montrer que pour tout k € [1,n], on a : S'(zx) = Qr(xr) et S (x1) = 2Q) (xx).
(d) Justifier que pour tout k € [1,n] et pour tout x € R\ {x;, 1 <i<n, i Ak}, ona:
, n 1
Qk(2) = Qr() Y

i=1
itk

r — X

Tournez la page s.v.p.
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(e) En déduire que :
u est un point critique de f <= Vk € [1,n], S”(zx) — 42, S (zx) =0
(f) Montrer que u est un point critique de f si et seulement s’il existe A € R tel que :
S"(X) —4X8'(X) = AS(X)
En observant le terme dominant de S, montrer plus précisément que :
u est un point critique de f <= S”(X) —4XS5(X)+4nS(X) =0

4. (a) A Taide des résultats des questions question 1(d) et 3(f), montrer que la fonction f admet au plus un seul point
critique sur D,,.

(b) Dans le cas spécifique ot n = 3, montrer, en utilisant le résultat de la question 1(c), que f admet un unique
point critique sur D3 que ’'on déterminera.

PROBLEME
Partie A

Pour tout (a,b) € N?, on note I, le réel défini par :

1
To = / (1 — z)bdz
0
et on note f,; la fonction définie par :

(a+b+1)!
Vx € R, fa,b(m) = a! x b!
0 siz € [0,1]

(1 —x)° sizel0,1]

1. (a) Calculer I, o pour tout a € N.

(b) A T’aide d’une intégration par parties, montrer que :

N b
V(a,b) € Nx N*,  Ipp = a—_*_lja+1,b71
(¢) En déduire que :
I x bl
V(a,b) e N2, I,,=—22%
(a,b) € N°, - Lap (a+b+1)!

(d) Justifier que pour tout couple (a,b) € N2, f, est une densité de probabilité.

2. Dans toute la suite de cette partie, on fixe (a,b) € N? et on consideére une variable aléatoire réelle X admettant f,
pour densité. On dit que X suit la loi beta de parameétres a et b.

(a) Montrer que X admet une espérance et que :

E(X) = %

(b) Montrer que X admet une variance et que :

V(X) = (a+1)(b+1)

(a+b+3)(a+b+2)?

(¢c) Soit F' la fonction définie par :

0 siz <0

otbtl k] _ pyatbtl—k _
VeeR, F(z)=4q (a+b+1)! X:Hk!((cH—b?l—l—k)! siz e [0,1]
1 siz >1

Montrer que F est la fonction de répartition de X.
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Partie B

Soient a,b deux entiers strictement positifs. Une urne contient initialement a boules rouges et b boules blanches. On

effectue une succession d’épreuves, chaque épreuve étant constituée des trois étapes suivantes :
e on pioche une boule au hasard dans I'urne,
e on replace la boule tirée dans I'urne,
e on rajoute dans I'urne une boule de la méme couleur que celle qui vient d’étre piochée
Apres n épreuves, I'urne contient donc a + b + n boules.

Pour tout n € N*, on note X, le nombre de boules rouges qui ont été ajoutées dans l'urne (par rapport & la composition

initiale) a l’issue des n premieéres épreuves.
Pour tout n € N*, on notera R,, I’événement « on pioche une boule rouge au n-iéme tirage ».
3. Donner l'ensemble X,,(2) des valeurs prises par la variable aléatoire X,, en fonction de n.

4. On souhaite simuler ’expérience grace a Scilab.

(a) Compléter la fonction suivante, qui simule le tirage d’une boule dans une urne contenant x boules rouges et y

boules blanches et qui retourne la valeur 0 si la boule est rouge et 1 si elle est blanche.

function res = tirage(x,y)
r = rand()
IR then
res = 0
else
res = 1
end
endfunction

(b) Compléter la fonction suivante, qui simule n tirages successifs dans une urne contenant initialement a boules

rouges et b boules blanches (selon le protocole décrit ci-dessus) et qui retourne la valeur de X, :

function Xn = experience(a,b,n)
X = a
y = Db
for k=1:n
r = tirage(x,y)
if r = = 0 then
b
else
end
end
Tn S =Em e
endfunction

(¢) Eerire une fonction Scilab d’en téte :

function loi = simulation(a,b,n,m)

qui fait appel m fois a la fonction précédente pour estimer la loi de X,,. Le parametre de sortie sera un vecteur

contenant les approximations de P(X,, =0), P(X,, =1),..., P(X,, = n).

Tournez la page s.v.p.
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5. On s’intéresse ici au cas ou a = b = 1. On utilise la fonction simulation avec des valeurs de n entre 1 et 5 et on
affiche a chaque fois 'estimation de la loi de X, sous forme d’un diagramme en « batons ».

--> bar( simulation(1,1,1,100000))

6e-01

5.5e-01 4

5e-01 4

4.5e-01 o

4e-01+

3.5e-01

3e-01

2.5e-01

2e-01 4

1.5e-01 o

1e-01 -

5e-02 -

0e00 -

--> bar( simulation(1,1,2,100000))

3.5e-01

3e-01

2.5e-01

2e-01+

1.5e-01 4

1e-01

5e-02

0e00 -

--> bar( simulation(1,1,3,100000))

3e-01

2.5e-01 -

2e-01 4

1.5e-01 4

1e-01

5e-02

0e00 -
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--> bar( simulation(1,1,4,100000))

2.2e-01

2e-01+

1.8e-01

1.6e-01

1.4e-01

1.2e-01

1e-01

8e-02

6e-02

4e-02 4

2e-02 o

0e00 -

--> bar( simulation(1,1,5,100000))

1.8e-01

1.6e-01 4

1.4e-01 4

1.2e-01

1e-01

8e-02 o

6e-02 -

4e-02 o

2e-02 o

0e00 -

1 - 3 4 5 6

(a) A Daide de ces résultats, conjecturer la loi de X,,.
(b) Déterminer la loi de X;.
(¢c) Soient k et n deux entiers tels que 0 < k < n. Déterminer les probabilités conditionnelles suivantes :

Pix,=1)(Xn+1 = k), Px,=k)(Xny1 =k +1), Px,=k)(Xny1=1¢) avecl & {k,k+1}

(d) En raisonnant par récurrence sur n, prouver la conjecture émise au 5(a).

6. On revient au cas général ol a et b sont deux entiers strictement positifs.
(a) Soit k € [1,n]. Calculer la probabilité suivante :

P(RINRyN---NRyNRpy1 NRpyoN---NRy)

(b) Justifier alors que :

Vk e [0,n], P(X,=k) = <n> (a+k-D0+n—k—-1a+b-1)!

k) @-DIb-Dlatb+n—1)

(a+kz—1)(b+n—k—1>
Wk € [0,n], P(Xn = k) = ~ 2~ ot

a+b+n—1
a+b—-1

(¢) En déduire que :

na
a+b

(d) Calculer E(a + X,,), puis en déduire que : E(X,,) =

Tournez la page s.v.p.
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Partie C

On admettra dans cette partie que si a, b et n sont trois entiers strictement positifs, alors pour tout entier naturel
p€fa,a+b+n—1],ona:

Ig a+k—-—1\/b+n—k-1 _ail pP\/a+b+n—1—p
a—1 b—1 B i a+b—1—i

k=0 i=a

On reprend pour tout n € N* la variable aléatoire X,, étudiée dans la partie précédente, et on note V,, = —

On note F;, la fonction de répartition de Y,,.
7. (a) Soit # < 0. Que vaut Fy,(x)?
(b) Soit z > 1. Que vaut F,(x)?

8. On fixe z €]0,1[. Pour tout réel y, on note |y| la partie enticre de y, c’est-a-dire le plus grand entier m tel que
m < y. On rappelle qu’alorson a y — 1 < |y] < y.

(a) Justifier que F,(z) = P(X,, < [nz]).

(b) A Tlaide de la formule sommatoire admise en début de la partie C, prouver que :
afl |nz] +a\ (b+n—1—|nz|
i a+b—1—1
B a+b+n-—1
a+b—-1

m
(c) Pour j € N fixé, déterminer un équivalent simple de ( > lorsque m tend vers +4oco0.
J

(d) Déterminer la limite de F},(x) lorsque n tend vers 400 (On obtiendra un résultat sous forme d’une somme qu’on
ne tentera pas de calculer).

9. Déterminer F,(0) puis sa limite quand n tend vers +o0.

10. Déduire de ce qui précede que la suite (Y;,) converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi Beta dont on
explicitera les parametres.

11. A Taide du résultat de la question 6(d) de la partie B, déterminer la limite lorsque n tend vers +o0o de E(Y,,) et
commenter ce résultat a la lumieére de la question précédente.
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EXERCICE 1

On définit sur l'intervalle ]O, 1} les deux fonctions f : x + xln(z) et g : & > 2% = =M@,

1.(a) Les fonctions f et g admettent-elles des limites en 07

(b) Dresser les tableaux de variations des fonctions f et g sur |0, 1].

1
(c) Justifier que 'intégrale / g(t)dt est convergente. On notera I sa valeur.
0

2. Pour tout n € N, on pose :

1
U, :% i (tIn(t))"dt,
et : N
Sn = Uk
k=0

(a) Justifier que pour tout n € N, u,, existe.

(b) Montrer que la suite (uy,)nen converge vers 0.

(c) Calculer ug et uy.
)

(d) A l'aide d’intégrations par parties successives, montrer que :

="

VneN, u, = —F—.
n U (n+ 1)1

(e) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

(f) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function S = somme(n) qui prend comme parametre d’en-
trée un entier naturel n et qui produit en parametre de sortie la valeur de S,,.

3.(a) A laide de I'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 a ’ordre n appliquée a la fonction exponentielle,

1
montrer que pour tout x € [——, 0] et tout entier naturel n :
e

N 1
“ = et in + 1)
k=0
(b) En déduire que :
1
v N, | -85, <
et N ]

(¢) Montrer que :

(d) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function I = estimation(eps) qui prend comme para-
metre d’entrée un réel flottant strictement positif € et qui produit en parametre de sortie une
valeur approchée de I a € pres.
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Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
T

Pour tout élément x = (x1,x, ..., 2,) de R", on note X = : le vecteur colonne de ses coordonnées
Tn

dans la base canonique de R".
On rappelle que si z est ainsi associé a X et y a Y, le produit scalaire canonique sur R" est défini par :

n
<my>= > wmpyr = ‘XY = 'YX,
k=1

ol 'X représente la transposée de X.
1. On note J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.

(a) Justifier qu’il existe une matrice P de M, (R) et une matrice diagonale D de M, (R) telles
que :
J=PD'P.

(b) Déterminer le rang de J. En déduire une valeur propre de J ainsi que la dimension du sous-
espace propre associé.
(¢) En examinant la trace de J, expliciter la matrice D.

2. On note f la forme quadratique définie sur R™ par :

flxy, 20, .. xp) = Z ;%

1<i<j<n
(a) Montrer que pour tout (z1,Zs,...,Ty,),
1 n 2 n
f(xl,ZQ,-..,wn):g (le> _in
i=1 k=1

(b) Déterminer une matrice M € M, (R) telle que :
Vi € R, f(z) = 'XMX.

(¢) Exprimer M comme combinaison linéaire de J et I, ot I désigne la matrice identité de M,,(R).

(d) En déduire qu'il existe une matrice diagonale A & déterminer telle que :
M=PA'P.
(e) Montrer que la fonction f admet un minimum et un maximum sur l’ensemble :
S={(r1,72,...,2,) ER" /2% + 25+ -+ 22 =1}

et déterminer la valeur minimale et la valeur maximale de f sur S.

Tournez la page s.v.p.
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3. Dans cette question, A est une matrice de M, (R) qui est symétrique et dont toutes les valeurs
propres sont strictement positives. On note u 'endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans
la base canonique de R".

(a) Justifier que A est diagonalisable et montrer qu’il existe une matrice B € M, (R) telle que
B? = A.
On note v ’endomorphisme dont B est la matrice dans la base canonique de R".
(b) A Paide de v et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :
Pour un x € R" non nul donné, trouver un y € R™ non nul tel que cette inégalité soit une
égalité.
(¢) En déduire que :
inf (<u(x),r>) x (<u Y(z),z>)=1

CER™
llell=1

4. Onsupposequen:2etz4:(1 ;)

(a) Montrer que A est inversible et déterminer A1
(b) Montrer que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

(c) En déduire le minimum de la fonction g définie sur R? par :
g(x1, 29) = (2] + 223 + 22129) (207 + 25 — 2717)

sous la contrainte z? + 23 = 1.

PROBLEME

Toutes les variables aléatoires présentes dans ce probleme sont définies sur un méme espace probabi-

lisé (22, A, P).

Partie A

Dans toute cette partie, a est un réel strictement positif et g, est la fonction définie par :

0 six <0,
T e ) ga(m) %6 242 S1 T } 0.

1. Justifier que g, est une densité de probabilité.
2. Soit Z, une variable aléatoire admettant g, pour densité.
(a) Soit N une variable aléatoire suivant la loi normale centrée et de variance a?.
Rappeler une densité de N et donner les valeurs de E(N) et E(N?).
(b) Montrer que Z, admet une espérance et calculer E(Z,).

(c) Montrer que Z, admet une variance et calculer V(Z,).



Partie B
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Pour tout entier n strictement positif, on considere ’expérience suivante : on dispose de n urnes initia-
lement vides, numérotées de 1 a n et on dispose d'un grand stock de boules que I'on dépose une a une
dans ces urnes. Pour chaque boule, on choisit au hasard, de fagon équiprobable, I'urne dans laquelle la

boule est déposée.

On note X, le rang du premier tirage pour lequel une des urnes contiendra deux boules.

1. Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle simule une réalisation de la variable aléa-

toire X, :

function X
urnes
X 1
choix

end
endfunction

tirage(n)

zeros (1,n)

floor ((rand ()*n))+1
urnes (choix) urnes (choix)+1
choix floor ((rand () *n))+1

2. On suppose dans cette question que n = 1.
Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

3. On suppose dans cette question que n = 2.
Déterminer la loi de X5 ainsi que son espérance et sa variance.

4. On se place ici dans le cas général, n désigne un entier strictement positif.
(a) Déterminer X,,(€2) en justifiant brieévement.
(b) Montrer que :
nl(k—1)
- nk(n—k+ 1)1

Vke[2,n+1], P(X,=k)

(¢) Montrer que pour tout entier strictement positif n, X,, admet une espérance.

(d) On souhaite écrire une fonction Scilab qui calcule E(X,,) en fonction de n.
Compléter la fonction suivante a cet effet :

function E = esperance(n)
facto = prod([1:n])
fac = facto
somme = 0
puissance = n
k = 2 (n+1)
puissance = ........
fac = ........
somme = somme + kx(k-1)/(puissancexfac)
end
E = facto * somme
endfunction

Tournez la page s.v.p.
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Partie C

On reprend dans cette partie les variables aléatoires X, étudiées dans la partie B.
Pour tout entier n € N* et pour tout m € N, on pose :

o =3 (1-4)

1
1. Montrer que pour tout réel z de 'intervalle [O; 5} ,

—r—22< In(l —z) < —ux.
n
2. En déduire que pour tout (n,m) € N* x N tel que m < > on a:

m(m—+1) m(m-+1)(2m+ 1)
o 6n?

m(m + 1)
< M) § ———(——.
a(n,m) 5

3. On suppose dans cette question que x < 0.
Calculer (v/nP (X, = |v/nz])).
4. On suppose dans cette question que x est un réel x > 0.

(a) Donner la limite puis un équivalent simple de |y/nx| lorsque n tend vers 4o0.
(b) Justifier qu’il existe un entier N tel que :

lim
n—+o0o

Vn> N, |vnx]< g
(¢) Montrer que :

k—2

_1 _ ;
Vn € N, Vk € [2n+1], P(X, = k) =~ H(l—%)'
=0

n

(d) En déduire que pour tout n > N, on a :
P(x, = [viz)) = YL oy (o, [y - 2)

(e) Montrer alors que \/nP(X,, = [y/nz|) admet une limite lorsque n tend vers U'infini et déterminer
cette limite.
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Partie D

On admettra dans cette partie le résultat suivant :

Si W est une variable aléatoire et si (Wy,)nen+ est une suite de variables aléatoires telles que :
* pour tout n € N*, W,, admet une densité h,, ;
* la variable W admet une densité h ;
* pour tout réel x, on a : HEIE hy(z) = h(z) ;

alors, la suite (W, )nen+ converge en loi vers W.
On consideére toujours dans cette partie la suite (X, ),en+ de variables aléatoires définies dans la partie B.

On introduit une variable aléatoire U qui suit la loi uniforme sur 'intervalle [0; 1], que I'on suppose
indépendante des variables aléatoires X,, (pour n € N*), et on pose :

Xn+U
vno
On définit enfin, pour tout entier entier strictement positif, la fonction f,, par :
Ve eR, fulz)=+/nP (Xn = L\/ﬁxj) .

1.(a) Soit n € N* et k € Z.
Déterminer ’ensemble des réels x tels que L\/ﬁxj = k.

VneN, Y, =

(b) Montrer que pour tout entier n € N*| la fonction f, est une densité de probabilité.

2.(a) Soit n € N* et k € Z. Calculer P(U < y/nz — k).
On pourra séparer les cas ot k > |/nz|, k < |\/nz| et k = |\/nz|.

(b) A Paide de la formule des probabilités totales, montrer que :
Ve € R, P(Y, <z)= / £.(t)dt.

(c) Justifier que, pour tout entier n € N* | la variable aléatoire Y,, est une variable aléatoire a
densité, et que Y,, admet f,, pour densité.

(d) Montrer que la suite de variables aléatoires (Y;,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire Y’
a densité dont on précisera la densité.

3.(a) Rappeler I’énoncé du Théoreme de Slutsky.

Nz

X
(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (—n> converge en loi vers une variable aléatoire
neN*

a densité dont on donnera une densité.
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EXERCICE 1

On note E 'espace vectoriel R™, muni du produit scalaire canonique.
Pour toutes matrices colonnes X et Y de M, ;(R), on note (X,Y) = ‘XY

Pour toute matrice colonne X de M, ;(R), on note || X|| = v 1 XX.

On considere u et v deux endomorphismes de . et on note A et B leurs matrices respectives dans la
base canonique de F.

Partie 1

Soit a € R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de u et v dans
la base canonique sont respectivement :

1 1 «a 1/1 1
P R )

1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.

2.(a) Vérifier que les endomorphismes u, v et u o v sont tous de rang 1.
(

3.(a
(

Partie 2
On revient dans cette partie au cas général, ou n désigne un entier tel que n > 2.
On suppose que u et v sont des projecteurs symétriques de E et on pose : C' = BAB.
4. Montrer que pour tout X € M,, 1(R) :
|BX||> = (BX, X).
En déduire que pour tout X € M, 1(R) :
IBX| < [IX]-
5. Montrer que C' est diagonalisable dans M,,(R).
6. Soit A une valeur propre de C' et X un vecteur propre associé.
(a) Exprimer ||[ABX||? en fonction de X et || X]].
(b) En déduire que les valeurs propres de C' sont réelles positives.

7. Soit u une (éventuelle) valeur propre de AB non nulle, et X un vecteur propre associé.
(a) Montrer que BX est un vecteur propre de C. En déduire que p est strictement positive.
(b) Montrer que : ABX = pAX. En déduire que : AX = X.
(c) Montrer que : (X, BX) = pu|| X|*.

8. Déduire des questions précédentes que le spectre de AB est inclus dans [0, 1].
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EXERCICE 2

On considere la suite (uy,),>o définie par :

up =0, ur=1 et VneN, u,io="1upi1+ upy,

et on note f la fonction définie sur R? par :
V(z,y) € R,

V5

f(z,y) = 22° — 62y + 33> — 63.

1+
2

On pose enfin : ¢ =

1. Vérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et — sont les solutions de I'équation : 22 —x — 1 = 0.
¥

(b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (¢, + 1) et

2.(a) Montrer que f est de classe C? sur R ( 1 1 )

Lo . - ' 1
(¢) Etudier la nature des points critiques de f. bt

3. Montrer que, pour tout entier n € N : wytnq0 — uf,y = (—1)""

4.(a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2,

elle calcule et renvoie la valeur du terme u, de la suite (uy,),>0-

function u=suite(n)
v=0

endfunction

(b) Justifier qu’il existe des réels A et u, que I'on déterminera, tels que :

—1\"
Uy = A" + 1 <_> .
'Z

Vn € N,
n+1 , . C.
converge et déterminer sa limite.

- >71
Un >

5. On considere pour tout n € N* : S, = E
k=1
(a) Montrer, sans chercher & calculer de somme, que la série de terme général

(c¢) En déduire que la suite (

U Up+1

(b) En déduire que la suite (S,,),>1 converge.
(c) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n € N* :

U U
Sn+1 . Sn _ n_ n+1.
Un+41 Un+-2
+o0 (_1)14:
(d) Montrer que : ¢ =1 — Z -_—.
ey Wk Uk

converge.
UpUn+1

Tournez la page s.v.p.
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PROBLEME

Toutes les variables aléatoires dans ce probléeme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (2, A, P).

Partie 1 - Variables vérifiant une relation de Panjer

On dit qu'une variable aléatoire N, a valeurs dans N vérifie une relation de Panjer s’il existe un réel
a < 1 et un réel b tels que :

P(N=0)#1 et VkeN, P(N:k):(aJr%)P(N:k:—l).

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

(a) Montrer que :

Vke N, P(N=k)= Z—I:P(N =0).
N !
(b) Calculer Z P(N = k). En déduire que N suit une loi de Poisson de parametre b.
Préciser sli)zrf espérance et sa variance.
2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.

(a) Montrer que :
VEk > 2, P(N = k) = 0.

(b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le parametre en fonction de a.
3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de parametres n € N* et p €]0, 1].
(a) Montrer que :

_ P xn—k—l—l
1—p k

Vk € [L,n], P(Z = k) x P(Z =k —1).

(b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes
en fonction de n et p.

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on
suppose que N est une variable aléatoire, a valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

(a) Calculer P(N = 1). En déduire que a + b > 0.

(b) Montrer que pour tout entier m > 1 :

ikP(N — k) = amZ(k +1)P(N = k) +bmz P(N =k).
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(c¢) En déduire que <(1 —a) Z kP(N = k:)) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1
Préciser alors la valeur de F(NV) en fonction de a et b.
(d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et que :

(a+b)(a+b+1)
(I—a)3

(e) En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(N) en fonction de a et b.
(f) Montrer que E(N) = V(N) si et seulement si N suit une loi de Poisson.

E(N?) =

Partie 2 - Fonction génératrice

On notera dans la suite :
Vk e N, pp = P(N = k),

ou N est une variable aléatoire a valeurs dans N.

5. Montrer que pour tout réel = de l'intervalle [0, 1], la série Z pex” est convergente.
k>0
On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0, 1] par :

+oo “+oo
Ve el0,1], G(x)= Zpkxk = ZP(N = k)z".
k=0 k=0

b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On
a

. a .

On note enfin f la fonction définie par :
Ve e [0,1], f(z) =po(1— ax)®.
6. Montrer que pour tout k € N :
ve e [0,1], f®(z) =k xpp(1 —ax)*7".
7. Soit x € [0,1].
(a) Pour tout entier n € N, montrer que :
f(z) = Zpkxk + (n+ 1)pns1 /Oz(l —at)* " Yz —t)"dt.

k=0

x
(b) Vérifier que pour tout ¢ € [0, ], T—at < 1 puis montrer que pour tout n € N :
—a

0 < / (1 —at)* "z —t)"dt < / (1 —at)*"'dt.
0 0

(c¢) En déduire que :
G(z) = po(1 — ax)”.

En calculant G(1), exprimer py en fonction de a, b et «, et vérifier que G'(1) = E(N).

Tournez la page s.v.p.
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Partie 3 : formule de récursivité

On consideére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N, mutuellement
indépendantes et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4 de la partie 1.

On considere alors la variable aléatoire S définie par :
0 si N=0

5=4{ & .
ZXk siN>1
k=1

autrement dit :

N(w)
VYw € €, S(w)=0si N(w)=0 et S(w) = Z X (w) sinon.
k=1

9. Calculer P(S = 0) lorsque a €]0, 1] a I'aide de la partie 2.
10.(a) Calculer P(S = 0) lorsque N suit une loi de Poisson de parameétre \.

(b) On considere la fonction Scilab suivante, ou n est un parametre dont dépend la loi commune
des X}, :

function y=simulX(n)
y=0;
for i=1:n
if rand ()<1/2
y=y+1;
end
end
endfunction

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses parametres.

(¢) Onrappelle qu’en Scilab I'instruction grand(1,1,"poi", lambda) renvoie une réalisation d’'une
loi de Poisson de parametre lambda.
On suppose que N suit une loi de Poisson de parametre A, et que la loi des variables X} est
celle simulée a la question précédente par la fonction simulX.
Recopier et compléter la fonction Scilab suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la
variable aléatoire S :

function s=simulS(lambda,n)
N = grand(1,1,"poi", lambda)

endfunction
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11. Dans la suite du probleme, on revient au cas général ou N vérifie la relation de Panjer. On note
toujours :

et on notera également :

Vk > 0,q0 = P(X1 = k).

Enfin, on considere pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S, = ZX’“’ en convenant
k=1
qu’on a Sy = 0.
(a) Soit n € N et k € N*. Montrer que :
vie[Ln+1], E(Xi|Sut—k) = —
1 n i|On = = .
) ) +1 n+ 1

n+1

Indication : on pourra considérer la somme Z E(X;|Sn+1 = k).
i=1
(b) Justifier que :

Vj € [[07 k]]v P[Sn+1:k](Xn+1 = j)P<Sn+1 = k) = QjP(Sn =k — ])

(c) Déduire des deux questions précédentes que :

io (a + %]) 4 P(Sn =k —=7) = (a + %) P(Sps1 = k).

j:
12. Soit k € N*.
(a) Montrer que :

vje[0,k], P(S=k—j) an S =k —j).
(b) Montrer que :
k b] +o0
Z (a'+ E) QjP(S =k _]) = an-i-lp(sn-i-l = k)
=0 n=0
(c) Justifier que:
+o00
P(S=k)=> pn1P(Sui1 = k).
n=0

(d) En déduire finalement que :

k :
o 1 bj L
P(S=k)= T ]221 (a+ k)qJP(S—k 7)-
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EXERCICE 1

On considere la suite (1,,),>0 définie par :

™

VneN, I,= /2 (cost)"dt.
0

1. Montrer que I, est bien défini pour tout n € N.
Calculer Iy, I; et Is.

2.(a) Etudier la monotonie de la suite (I,)no.
En déduire que la suite (1,,),>0 converge.

(b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que : Vn € N, 1o = (n+ 1)(In, — Ini2).

2n)! 2"n!)?

@l T gy = 2D
(27n!)? 2 (2n+ 1)!
(d) Compléter la fonction I suivante, qui prend en entrée un entier positif n, afin qu’elle retourne

un vecteur y qui contient les 2n 4 2 premiers termes de la suite (1,,)n>o0.

(¢) En déduire que : Vn € N, I, =

function y = I(n)
u = zeros(1 , ........ )
u(0) = ........
u(l) = ........
for k =1 : n

endfunction

3.(a) Rappeler un équivalent simple de z — cos(z) — 1 et u — In(1 + u) au voisinage de 0.

1 n
(b) Montrer que nln (cos(n‘1/4)) ~ —5\/5 En déduire lim <cos (n_1/4)> .

n—-+oo n—-+o0o

(c) Montrer que : lim (cos (n_2/3) ) =1.
n—-+00

4.(a) Montrer que pour tout n € N* :

n—1/4

/ (cost)dt < n~V/2,
0

(b) Montrer que pour tout n € N* :

/ (cost)"dt < g (cos (n=%) ) .
n—1/4

NE]

(¢) En déduire que lim I, = 0.

n—-+00

5.(a) Montrer que pour tout n € N* :

Jn>/
0

En déduire la nature de la série de terme général 1,,.

n—2/3

(cost)dt > n~2/3 ( cos (n™%/%) ) :
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(b) Ecrire une fonction en Scilab qui prend entrée un entier naturel n et qui renvoie en sortie le
terme de rang n de la suite des sommes partielles associée a la série Y I,,.

n=0
2
6.(a) Montrer que pour tout réel t de | — 7, 7| : cos(t) + 1 = t
1 + tan? 5
\ ¢ 2
(b) A l'aide du changement de variable v = tan (—) montrer que : /
2 0 1+ cos(t) cos(t

(c) Mont tout enti zn:( 141 /% /% (— cos(t) n+1dt
¢) Montrer que pour tout entier n : — =
quep — F o 14 cos(t 0 1+ cos(t
3 (= cos(t))"+!
(d) Montrer que : Vn € N, / (Zcos(t)™ dt| < I
o 1+ cos(t)
(e) En déduire que la série Z(—l)kl 1 est convergente et déterminer sa somme.
k>0
EXERCICE 2
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
I
On dit qu’'un vecteur X = : de M,,1(R) est symétrique (respectivement antisymétrique)
Tn
lorsque :
Vie [1,n], x;=x,11-, (respectivement x; = —x,11_;. ).

On note F l'ensemble des vecteurs symétriques de M, ;(R) et G l'ensemble des vecteurs antisy-
métriques de M,, 1 (R).

On note S = (s;;) € M, (R) la matrice définie par :

1 si i=n+1-—j

v.7. € 17 27 i, —
(65) € Ll i {0 sioignt+l—j

Partie A

Dans cette partie et uniquement dans cette partie, on étudie le cas particulier ou n = 3.
La matrice S est alors la suivante :

S:

—_ o O
o O =

0
1
0
1. Calculer S?. En déduire les valeurs propres de S

2. Déterminer une base de F' et de G.
Vérifier que F' et G sont des sous-espaces propres de S.

3. En déduire que : F & G = M3;(R).

Tournez la page s.v.p.
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Partie B

On revient dans la suite dans le cas général ou n est un entier supérieur ou égal a 2.
4.(a) Expliciter S et justifier que S est diagonalisable.
T
(b) Calculer SX lorsque X =
xn

(c) Pour i et j deux entiers de [1,n], expliciter le coefficient en ligne i et colonne j de S? en fonction
des coefficients s, de S.

En déduire que S? est la matrice identité d’ordre n.
5.(a) Soit X un vecteur de M, ;(R).

Montrer quil existe un unique couple (Y, Z) de vecteurs de M,, 1(R) tel que :
YeF, ZeG e X=Y+Z

(b) Montrer que F' et G sont les sous-espaces propres de S. Préciser les valeurs propres associées.

6. Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice de M,,(R) telle que :
V(i,j) € [1,n],  @int1-j = Gny1-ij
On considere A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
(a) Vérifier que AS = SA.
(b) Montrer que SX est un vecteur propre de A.
(c) On pose Y = X + SX. Exprimer AY en fonction de Y et A.
)

(d) En déduire que le sous-espace propre E,(A) associé a la valeur propre A de A contient néces-
sairement un vecteur symétrique non nul ou un vecteur antisymétrique non nul.
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PROBLEME

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession de
tirages d’'une boule dans cette urne. Apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, et on
rajoute dans I'urne une boule de couleur opposée a celle qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (€2, T, IP).

Pour tout & € N, on note X, le nombre de boules blanches présentes dans l'urne juste avant
le (k + 1)-itme tirage. En particulier, on a Xy, = 1. On admet que pour tout entier k, Xj est une
variable aléatoire de (92, T, IP).

Partie A

1. Déterminer la loi de X;. Donner son espérance et sa variance.

2. Justifier soigneusement que la loi de X5 est donnée par :

3. Préciser 'ensemble X (2) des valeurs que peut prendre Xj.

4. Soient i € N* et j € X;(Q). Déterminer [Py, —j ([Xp41 = 1]).
(On distinguera différents cas selon les valeurs relatives de i et j).

5. Déduire de ce qui précede que :

, . , i , 3+k—1 _
VkeN, Vi e N, IP([Xpp1 =1]) = o 2]P([Xk =i]) + k—~|—2]P([Xk =i—1]). (%
6. A l'aide de la formule (%), déterminer la loi de Xj.
1
7.(a) Montrer que pour tout k € N : IP([X; = 1]) = G

(b) Déterminer pour tout k € N, la valeur de IP([X} = k + 1]).

(¢) Pour tout k € N, on pose : a; = (k+1)! x IP([X}, = 2]).
Exprimer ag,1 en fonction de a; et de k.
Montrer que la suite (by)g>o définie par : Vk € N, by, = aj, + k + 2 est géométrique.

En déduire alors que :

ok+l _ | _ 9

Tournez la page s.v.p.
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Partie B

8. Que renvoie la fonction Scilab suivante pour un entier & non nul ?

00 ~J O U~ Wi+~

—
@]

00 ~J O U~ Wi+

Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

function x = mystere( k )
n =1 ;
b =1 ;
i=1:%k

r = floor(rand ()*x(n+b)+1)
r > n then
n + 1

=]
I

b =0+ 1
end
end
X = b
endfunction

. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function LE = loi-exp(k,N) qui prend en entrée un entier
strictement positif k£ et un entier N, qui effectue N simulations de k tirages successifs dans I'urne
et qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la loi de X (c’est-a-dire que pour
chaque ¢ € 1,k + 1], LE(i) contient la fréquence d’apparition de I’événement [X}; = i] au cours
des N simulations).

On pourra utiliser la fonction mystere.

. Recopier et compléter la fonction loi-theo suivante, qui prend en entrée un entier strictement
positif n, afin qu’elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de X,,.
function LT = loi-theo(n)

M = zeros(n , n + 1)
M(1,1) =1/ 2
M(1,2) =1/ 2
k=1:n -1
M(k+1,1) = ........
i =2 :k + 1
M(k+1, i) = ........
end
M(k+1,k+2) = ........
end
LT = ........
endfunction

. Un étudiant nous propose comme loi de X5 le résultat suivant :

k 1 2 3 4 5 6
ﬂD(P(5::kﬂ) 0.001368 | 0.079365 | 0.419434 | 0.418999 | 0.079454 | 0.00138

A-t-il utilisé loi-exp ou bien loi-theo?
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Partie C

12.(a) A l'aide de la formule (%), montrer que :

k+1
Vk e N, E(X =——FX 1.
€N, E(Xpp) = 15 B(X) +
(b) Déduire de ce qui précede que :
k+2
Vk €N, E(X,) = %

(c) Soit Y} la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans 'urne apres k
tirages.
Justifier que X}, et Y, ont méme espérance, puis retrouver le résultat de la question précédente.
On admettra pour la suite que :

kE+2

. X, 1
kETmP<‘k+2_§‘ <O‘) =1

(b) Interpréter ce résultat et le justifier intuitivement.

13.(a) Soit a > 0. Montrer que :

Partie D

14. Pour tout couple d’entiers (7, j) tels que 1 < j < ¢, on définit 'application ¢; ; par :
. RX] — R[X]
it P jP(X+1)—iP(X) "

(a) Montrer que ¢; ; est linéaire.

(b) Pour P € R[X], montrer que deg(y; ;(P)) = deg(P).

(c) En déduire que ¢; ; est injective.
)

(d) Montrer que pour tout polynoéme P dans R[X], il existe un polynome @ dans R[X] tel que

i (@) = P.
(Pour P non nul, on pourra s’intéresser a la restriction de y; ; a R,[X] ot n est le degré de P).

Ce qui précede montrant que ¢;; est un automorphisme, on définit le polynome P; ; pour tout couple
d’entiers (i, 7) tels que 1 < j < 4, en posant :

Pii(X)=1, etpour1<j<i, Pj(X)=¢;}(3+X—i)P_1;(X)),
et enfin pour tout entier ¢ > 1,
i—1
Pi(X) ==Y P;(0).
j=1

15.(a) Vérifier que : Py1(X) = —X — 2, puis calculer P5(X).
(b) Vérifier que : Pyo(X) = —2X — 4.
1 3
On admettra dans la suite que : Py (X) = §X2 + X+ et Py 3(X) = 3.

Tournez la page s.v.p.
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16. On considere, pour tout entier ¢ de N*, la propriété suivante :
| RS "
Hi 1« Yk e N, IP([Xk = Z]) = m ;R’j(k)] >.

On souhaite montrer par récurrence que, pour tout ¢ de N*, H; est vraie.
(a) Montrer que H; est vraie.
(b) Soit i > 1. On suppose que H;_; est vraie et on pose :
i—1

VE €N, ap = (k+ DUP([Xp =1d]) = Y Pj(k)j*.

J=1

En utilisant la formule (x) et la relation (3 4+ X —i)P,_1 j(X) = ¢;; (P;;(X)), montrer que la
suite (ag)g=0 est géométrique.
Déterminer o et en déduire que H; est vraie.

(¢) Conclure.
17.(a) En utilisant le résultat de la question 15(a), retrouver le résultat de la question 7(c).
(b) Déterminer IP([X}, = 3]) pour tout k € N*.
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EXERCICE 1

On définit la suite des polynomes de Tchebychev par To = 1, T}
Thi1(X) =2XT,(X) —T,-1(X).

= X et pour tout n € N :

On rappelle que pour tout (a,b) € R? :
1
cos(a) cos(b) = 5 (cos(a + b) + cos(a — b))

(a) Expliciter Ty et T5.

(b) Déterminer pour tout n € N* le degré de T,.
(c) Montrer que, pour tout n € N, (T, 11, ...,T,) est une base de R, [X].

2.(a) Montrer que, pour tout n € N et tout z € R :

cos ((n + 2)z) + cos(nz) = 2 cos(x) cos ((n + 1)x)

1.

(b) Montrer que, pour tout n € Net x € R :
T, (cosx) = cos(nx).

3.(a) Montrer que pour tout couple (P,Q) € (R[X])?, 'intégrale / \/_ dt est convergente.

(b) Montrer que I'application
RIX]xRX] — R

(P,Q) — /_1 —P(_l — dt

définit un produit scalaire sur R[X].

On notera (-, -) ce produit scalaire et || - || la norme associée.
™
(c) Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, alors / cos(nx) cos(mzx)dx = 0.
0
(d) Montrer que si n et m sont deux entiers naturels distincts, (T),,T,,,) = 0.
Indication : On pourra procéder au changement de variable t = cos(x) aprés avoir justifié sa
validité.
(e) Montrer que :
T
— sin>1,
2
ITall? = § 2
m  sin=0.

(f) En déduire une base orthonormée de R,[X] pour le produit scalaire (-, ).
4. Soit n un entier non nul. On définit d,, la distance de X™ a R,,_;[X] par :

d, = inf {||X" —P|,Pe Rn_l[X]}.

. T,
(a) Justifier que : X" = Z(X STy —— T
k
k=0
(X", 1)

(b) Montrer alors que : d,, = ST

(¢) Déterminer en particulier la valeur de ds.
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EXERCICE 2

Soit (un)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général u,, converge, on dit qu’elle converge
a l'ordre 1 et on note alors (R, ),>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

“+00
VneN, Ry,= Y u.

k=n+1

Si & nouveau la série de terme général R, , converge, on dit que la série E u, converge a l'ordre 2 et
n>0
note (Ra,)n>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

+00
VneN, Ryn= Y R

k=n+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_;, converge, on dit que la
série E u,, converge a l'ordre p et on note alors (R, ,)n>0 la suite des restes de cette série :

n=0

—+o0
prn = § , Rp—l,k'

k=n+1

On peut noter : pour tout n € N, Ry,, = .
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, 'ordre de la convergence de la série de terme
général u,,.

L. Soit @ € R. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u, = —.
n

(a) Rappeler la condition nécessaire est suffisante sous laquelle Z u, converge.

n>1
On se place désormais sous cette condition.
(b) Pour tout entier k > 2, justifier que :
Phar _ 1 todt
N N
(¢) En déduire que pour tout n > 1 :
1 1 1 1
. <Ry, < . .
a—1 (n+1)et S5 S 1 pet
(d) En déduire que :
1
]%ln ~

)

n—+oo (v — 1)na—1’

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série E u, converge-t-elle a l'ordre 27
n>1

(f) Conjecturer a quel ordre la série E U, converge.
n>1

Tournez la page s.v.p.
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2. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —.

(a) Montrer que la série E U, converge.

n=1

1
(b) Montrer que, pour tout k > 3, u; < e puis en déduire que, pour tout n > 2 :

1

0 g Rl,n < 3n

[\

(¢) En déduire que la série Z u, converge a ’ordre 2, et que, pour tout n > 1 :

n>1
1
0 < R2,n < 4.3n
(d) Montrer que, pour tout p > 1, la série Z u, converge a ’ordre p et que pour tout n > 1 :
n>1
0<R,, < 1
~X P, 2p.3n

(e) La série Z R, converge-t-elle ?

n=1
(=n"
n+1

3. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N : u,, =

(a) Montrer que :

1 n

lim
n—-+o0o 0

dt = 0.
t

1 1
(b) Soit N € N. En remarquant que pour tout k € N, il = / tkdt, montrer que :
0

N 1 1 N+1

dt —t
S [ e,
vt o 1+t o L1+t
(c¢) En déduire que la série Z u, converge et que, pour tout n > 0 :

n=0
1 (_t)n+1
Ry, = —dt.
1,n A 1+t

(d) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Z u, converge a l'ordre p et que

n=0
1
(_t)n+p
R,,= ———dt.
P /0 1+t

pour tout n > 0 :
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PROBLEME

On étudie dans ce probleme un processus temporel de comptage appelé processus de Poisson.
L’objectif de ce probleme est d’étudier ce processus en partant de deux définitions différentes, qui se
réveleront étre équivalentes.

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Partie A - Définition par X, X, ..., X,.

On considere dans cette partie une suite de variables aléatoires (X,,)nen+, mutuellement indépendantes
et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de parametre A € R*.
Pour tout n € N, on note
n
Sn = Z ka
k=1

avec la convention Sg = 0.
Enfin, pour tout ¢ € R, on note IV, la variable aléatoire égale a la plus grande valeur de n pour laquelle
S, est inférieure ou égale a t, c’est-a-dire :

Ny =sup{neN, S, <t}.

Par convention, si I’ensemble écrit ci-dessus n’est pas fini, on pose : N; = —1.
Ny
3 -
2 —
1 (
0 él So Ss !
X, Xs X3

F1GURE 1 — Exemple de réalisation de N; en fonction de .

1. Pour tout réel ¢ strictement positif, montrer que : P(N; = 0) = e~ .

2. Montrer qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A si et seulement si AX
suit la loi v de parametre 1.

3. Pour tout entier n non nul, en déduire une densité de la variable aléatoire AS,,.

4. Pour tout réel ¢ strictement positif et pour tout entier naturel n, comparer les événements [N; > n)|
et [S, <.

5. En déduire que pour tout n € N* et t € R, :

At n—1 At ) n
P(N;=n) = U emudy — Y emudy,
0 - 0
(n—1)!

n—1 n!

Tournez la page s.v.p.
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6. En intégrant par parties une des intégrales ci-dessus, montrer que :

B
n! '

Vn € N*, P(N; =n) =

Quelle est la loi de N; 7

7. On rappelle que 'instruction Scilab grand(n,p,"exp",1/lambda) renvoie une matrice a n lignes
et p colonnes dont les coefficients sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de parametre lambda.

On rappelle également que 'instruction Scilab plot2d(x,y) effectue un tracé qui relie les points
(x1,11), (X2,Y2)s -« o, (Tn, Yn) 81 X = [21,20,...,2,] €t ¥ = [y1,y2,...,Yn] sont deux vecteurs de
meéme taille.

(a) Ecrire une fonction d’en-téte function U = simulation_S(n,lambda) renvoyant une réalisa-

tion de S,,.
(b) Ecrire une fonction d’en-téte function V = simulation_N(t,lambda) renvoyant une réalisa-
tion de N;.
(¢) On a commencé a écrire une fonction evolution_S renvoyant toutes les valeurs Sy, Ss, ..., S,
tant que 5, < t. Compléter cette fonction.
function L = evolution_S(t, )
L =[]
S = grand (1,1, ,1/ )
L=[L,S]
S =S + ...,
end
endfunction

(d) On a commencé a écrire un script Scilab ci-dessous. Dans ce script, on note S = [S1,...,.5,] et
on souhaite tracer I'évolution de N; du temps 0 au temps S,, de la méme maniere que sur la
figure 1.
function S = trace_N(t, )

S=evolution_S(T; )

n = length(S)
plot2d ([0,S(1)],[0,0])
i = 1:n-1
end
endfunction

Par laquelle des instructions suivantes faut-il compléter la ligne manquante ?
i) plot2d([S(i),S(i+1)],[1,1i1)

ii) plot2d([i,i+1],[S(i),8(i+1)]1)

iii) plot2d([S(i-1),8(i)], [i,i])

iv) plot2d([i,S(i+1)1,[1,1i])
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(e) Un-e étudiant-e exécute le script précédent pour 7' = 7 et A = 1 et on obtient la figure suivante :

Que valent dans ce cas N3 et N5s5?7
Donner une valeur approximative de Sy et de X}.

Partie B - Définition par (N;)icr,

On rappelle que les parties de ce probleme sont indépendantes.

Dans cette partie, on définit une famille de variables aléatoires (IV;)icr, vérifiant les propriétés suivantes :

(Hyp) : Ng =0 et pour tout t € Ry, Ny(Q2) C N;
(Hy) : pour tout t >0, P(N; =0) < 1;

(Hj3) : pour tous réels h > 0 et t > 0, la variable aléatoire Ny, — N; est indépendante de la variable

aléatoire V;; de plus, Ny — Ny et Nj ont la méme loi;

(Hy) : P(Ny, = 2) = o(h) lorsque h tend vers 0 par valeurs positives.

Enfin, pour tout n € N et tout ¢t € R, on note :

8. Propriétés élémentaires.
(a) Que vaut po(0)?

(b) Montrer que le processus est croissant, c’est-a-dire que pour tous t,h € R, :

P(Nt+h—Nt 2 O) = 1

9. Détermination de py.

(a) En écrivant Nyyp, = Ny + (Nywn — N;), montrer que pour tout ¢, h € R, :

po(t +h) = po(t)po(h).

(b) En déduire que la fonction py est strictement décroissante sur R .

Tournez la page s.v.p.
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(c) Montrer que pour tous n € Net s € R, :

po(ns) = (pg(s))n.
En déduire que pour tous m € N et n € N* :
m
o (™) = (o(w)™"
n
On pourra poser s = m et utiliser le début de la question.
n

(d) Soit t € R*. On admet qu’il existe deux suites (u,), (v,) de nombres rationnels telles que :

vneN, u, <t v, et lim w,= lim v, =t.
n——4o00 n—+4o00o

Soit A € R% tel que po(1) = e~*. Montrer que :

po(t) = e M.

10. Loi de ;.
Par la suite, n € N*, t € R, et h € R7.
(a) Donner le développement limité a l'ordre 1 de py(h) lorsque h tend vers 0.
(b) Apres avoir justifié que ([N, = 0], [N, = 1],[N, > 2]) est un systéme complet d’événements,
montrer que :
pi(h) = A+ o(h).
h—0

(¢) En écrivant Ny, = Ny + (Nyip — Np) et en utilisant le systeme complet d’événements introduit
précédemment, montrer que

pa(t + 1) = po(R)pa(t) + pr(R)pa-1(t) + o(h).

(d) Déduire de cette derniere égalité que,

palt + h;)l — Pa(?) = Apaa(t) = pa()) +o(1).

En déduire que p,, est dérivable en t et donner 'expression de p/,(t).
(e) Pour tous n de N et ¢t de Ry, on pose q,(t) = ep,(t).
Justifier la dérivabilité de g,, puis montrer que :
Vn € N*, Vt € Ry, ¢,(t) = Agn-1(1).
(f) Montrer par récurrence que :
()"
n!

Vn e N, g,(t) =

(g) Quelle est la loi de NV, 7
11. Pour tout n € N, on note S,, le premier instant ¢ ou N; vaut n, c’est-a-dire :
S, =inf{t e Ry, Ny =n}.

(a) Que vaut Sy ? On le justifiera en revenant précisément a la définition donnée.
(b) Soit ¢t € R,. Exprimer I'événement [S; > t| en fonction de N;.
(¢) En déduire que, pour tout t € R, :

P(Sl < t) =1- 6_)\1‘/.
(d) Reconnaitre la loi de Sj.

(e) Montrer que :
Vie Ry, Ny =sup{neN|S, <t}.

-8-
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EXERCICE 1

Partie 1 : Etude de trois matrices

On note A, J et S les matrices de .#3(R) définies par :

0 1 -1 1 11
A=[-1 0 11, J=(1 11 et S=[1-1 0 1
1 -1 0 1 11

1. Vérifier que A% = —3A. En déduire que Sp(A) = {0}.
La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Justifier que J et S sont diagonalisables, et vérifier que SJ = JS.
3. On admet que Sp(S) = {O, V3, —\/?;} Montrer que tout vecteur propre de S est vecteur propre de J.

4. En déduire qu’il existe une matrice P inversible de .Z3(R) (qu’on ne demande pas de déterminer) telle
que P~1SP et P~1JP soient diagonales.

Partie 2 : Etude des matrices magiques

Soit » > 3. On dit qu'une matrice M de ., (R) est magique quand les sommes des coefficients de chaque ligne, de
chaque colonne et de chaque diagonale sont égales. Ainsi en notant :
o M = (mij)i<ij<n,

n
e pour tout i de [1,n], 4;(M) = Zmi,jv
e pour tout j de [1,n], ¢;(M) = Zmi,ju

(] dl Zmll et d2 Zmzn i+1

alors :
M est magique si et seulement si : V(i,5) € [1,n]?, (M) =c;(M)=di(M) = dy(M).

Si M est une matrice magique, la valeur de ces sommes est alors notée s(M) et appelée somme de la matrice M.
On note &, 'ensemble des matrices réelles magiques d’ordre n, et on admet que &, ainsi défini est un sous-espace
vectoriel de .7, (R).

5. Montrer que ¢; est une forme linéaire sur ., (R).

On admettra dans la suite que, pour tout i de [2,n] et pour tout j de [1,n], les applications ¢;, c;, di, d2 et s sont
des formes linéaires sur .7, (R).

6. On note K,, 'ensemble des matrices de &, de somme nulle.
Montrer que K, est un sous-espace vectoriel de &,.

7. Soit M € &,. Montrer que ‘M est aussi un élément de &, et déterminer s(*M).

1 1
8. Soit M € &,. Montrer qu’il existe un unique réel A tel que M — \J,, € K,,, avec J, = | :
1 1
1
9. Soit M € &,. Montrer que W,, = : est un vecteur propre de M et préciser la valeur propre associée.
1
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Partie 3 : Etude du cas ot n = 3

On se place dans cette partie dans le cas particulier ou n = 3.
10. Vérifier que les matrices A, J et S définies dans la partie 1 sont magiques, et déterminer leur somme.
11. Montrer que pour toute matrice M de .#3(R), il existe un unique couple (M1, M) € (#3(R))? tel que :

M antisymétrique,

M = M, + M .
1+ Mz, avec { M5 symétrique.

On explicitera notamment M7 et Mo en fonction de M.
12. Soit M € K3. On écrit M = M; + M selon la décomposition vue en question 11.
(a) Montrer que M; et My appartiennent a K.

(b) Montrer qu'’il existe deux réels « et 3 tels que :
My =aA et My =pj85.

13. En déduire une base de K3, puis montrer que (A, J,S) est une base de &3.

14. On note A = {M €& /| PIMP est diagonale}, ou P est la matrice définie dans la partie 1.
Montrer que A = Vect(J, S).

EXERCICE 2

On considere la fonction f définie sur R? par :

R2 — R
(z,y) > (22 +y)e @+,

f:

1. Justifier que f est de classe €2 sur R? et déterminer 0y f(x,y) et Oof(x,y) pour tout (z,y) € R2.
2. Déterminer les points critiques de f sur R2.

On admettra dans la suite que pour tout (z,y) € R?, on a :
8%71f(35ay) = 2((1 — (22 + y)) (1 — 22?) — 2352) e—(l’2+y2)’
o (o) = ~2(a + 2+ y(1 = 24l + ) e

0o f(x,y) = —2x<1 +2y(1 — 2% — y)>e—(x2+y2).

1
3. Montrer que la hessienne de f en (0, ) est diagonale.

V2
1
La fonction f admet-elle un extremum local en (O, ) ? Si oui, de quelle nature ?

V2
-1
4. Montrer que f admet un extremum local en (0, \/5> et préciser sa nature.
1 -2 —v2
V22 -2 -3 )

Justifier que H est diagonalisable dans .#5(R) et que ses valeurs propres sont toutes deux strictement négatives.

5. Montrer que la hessienne de f en ( ) est la matrice H = e=3/4 (

1 1
u’en déduire pour le point | —, ?
@ P Y <\/§ >

2

Tournez la page s.v.p.
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6. (a) Montrer que :
Vo) € B, 0ol <  (max(ol [o)’ + max(al ly) )il

(b) En étudiant la limite en +oo de u —» (u2 + u)e™*", montrer qu'il existe un réel r strictement positif tel

que :
3

1 .3
Y(w,y) €R?, max(lally)) >r = 0<|f(z,y)l < et

(c) Représenter I'ensemble K = {(z,y) € R?, max(|z|,|y|) < r} et justifier que cet ensemble est un fermé de R2.

(d) Vérifier que tous les points critiques de f appartiennent a k.
En déduire tous les extrema globaux de f sur R?, et les points ou ils sont atteints.

On cherche maintenant & étudier les extrema de la fonction f sous la contrainte 2 + 132> = 1. On a représenté
sur la figure 1 ci-dessous le champ de vecteurs correspondant au gradient de f (une fleche partant du point de
coordonnées (x,7) représente le vecteur V f(z,y)), ainsi que le cercle € d’équation 22 + y? = 1.

7. En s’appuyant sur la figure 1, la fonction f semble-t-elle admettre un extremum sous la contraine 22 4+ y? = 1
au point de coordonnées (1,0) ? Justifier votre réponse.

8. Déterminer sur [—1, 1] les extrema de la fonction g : y + 1 + 5y — 32

9. Déduire de la question précédente I’ensemble des points pour lesquels f admet un extremum sous la con-
trainte 22 + y? = 1. Commenter ce résultat au vu de la figure 1.

NN SN ANV NV VA A A VT TV VP FF P77
MOTN N N Y vy bbb
NN Uy Y ¥
NN v v
051 = « .
.. Yot 177740 \< .
B NN N AN U U O A AV I R O
el # NN\
cANCNNNNNNNY PSS
PANNNNNNNNN VS
05_\ LA\ NN N N N NG N VA A P AV
- LA AN\ S v T TS
e R
MR AP ARG SN N 2 T V. N S

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 1 — Gradient de f et cercle d’équation z? 4 y% = 1
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PROBLEME

Soit a un réel strictement positif.

On considere dans toute la suite du probleme une suite (X,,),>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
identiquement distribuées, toutes définies sur un méme espace probabilisé (€2, &7, P), et suivant toutes la loi uniforme
sur lintervalle [0, a.

L’objectif de ce probleme est d’étudier puis de comparer deux estimateurs de a.

Les parties 1 et 2 de ce probleme sont indépendantes.

Partie1: Estimateur du maximum de vraisemblance

On note pour tout n > 1, V,, = max(Xy,...,X,), appelé estimateur de a du mazximum de vraisemblance.

1. (a) On rappelle qu’'en Scilab, l'instruction grand(n,m,’unf’,a,b) permet d’obtenir une matrice a n lignes
et m colonnes, ou chaque coefficient simule une loi uniforme sur 'intervalle [a,b].
Ecrire une fonction d’en-téte function V=sim_V(n,a) prenant en entrée un entier naturel non nul n et un
réel a strictement positif, et qui renvoie une réalisation de V,.

(b) On a tracé ci-dessous cinq réalisations mutuellement indépendantes de (V1, Va, ..., Vigp), dans le cas otta = 1.
A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer sur ’estimateur V;, 7

e P A P .
FIGURE 2 — Cinq évolutions de (Vi, Va, ..., Vig) pour a =1

2. Soit n € N*.
(a) Rappeler 'expression de la fonction de répartition de Xy, suivant la loi uniforme % ([0, a]).
(b) Déterminer la fonction de répartition F,, de V,.
(¢) En déduire que V;, est une variable aléatoire a densité et donner une densité de V,.

3. Soit n € N*. Justifier que V,, admet une espérance et déterminer I’espérance de V.
L’estimateur V;, est-il sans biais 7

4. Soit € > 0 et soit n € N*. Exprimer P(|V;,, — a| > ¢) en fonction de F,, de a et de ¢.
L’estimateur V,, est-il convergent 7

Tournez la page s.v.p.
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Vi) < t) a laide de F,.

En déduire que la suite (n(a - Vn))n>1 converge en loi vers une variable aléatoire dont on identifiera la loi et

son(ses) parametre(s).

6. Soit « €]0, 1[. Déterminer & partir de la question précédente un intervalle de confiance asymptotique de niveau
de confiance 1 — o pour le parametre a, construit a ’aide de V,.

7.

Soit n € N*.

(a) Montrer que V,, admet un moment d’ordre 2, que 1’on déterminera.

(b) Montrer que le risque quadratique de V;, vaut

2a?
(n+1)(n+2)

Quel résultat précédemment établi cela permet-il de retrouver ?

Partie 2 : Méthode des moments

Pour un entier n > 1, on note X, la moyenne empirique de I’échantillon (X7,..., X)), c’est-a-dire :

Xn
n

X1+ X,

On note M,, = 2X,,, appelé estimateur de a par la méthode des moments.

8. Ecrire une fonction d’en-téte function y=sim_M(n,a) qui, prenant en entrée un entier naturel non nul n et le
réel a > 0, renvoie une réalisation de la variable aléatoire M,,.

11.

12.

13.

FIGURE 3 — Cinq évolutions de (V7, Va, ..

. Déterminer I'espérance et la variance de X,,. En déduire que M,, est un estimateur sans biais.
10.

Déterminer le risque quadratique de M,,. Cet estimateur est-il convergent ?

Justifier que la suite (y/n(M, — a))

le(s) parametre(s).
Soit a €]0,1[.

n>1

converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi et

Déduire de la question précédente un intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — a pour

le parametre a, construit sur M,,.

Quel intervalle de confiance vous semble meilleur entre ce dernier et celui déterminé a la question 67

Comparer le risque quadratique de M, & celui de V;,, obtenu & la question 7.(b).
Commenter ce résultat a ’aide de la figure 3 ci dessous :

1‘0- — e — - .
1.75 4
0.9 1
j 1.50
0.8
1.25 4
= 0.7 =
1.00
0.6 1 0.75 4
0.5 0.50 A
0.25 A
0.4 : . .
0 20 40 60 80 100

n

0 20 40 60 80 100

n

., Vioo) (& gauche) et de (My, M, ..., M) (& droite) pour a = 1



@‘cricome

Partie 3 : Consistance de ces estimateurs

Dans les parties précédentes, nous avons montré que (V,,) convergeait « plus vite » vers a que (M,). Nous allons
maintenant étudier la sensibilité de ces estimateurs a une perturbation, en supposant que la premiere mesure (X7)

est erronée.
Nous supposons donc toujours que les variables aléatoires X; sont mutuellement indépendantes, mais nous supposons
maintenant que :

e X suit la loi uniforme sur [0, 2a] ;

e sii > 2, X; suit la loi uniforme sur [0, a] (comme précédemment).

— 2
On considere toujours, pour tout entier n > 1:V, = max(Xy,..., X,) et M,, =2X, = f(Xl 4+ -+ Xn).
n

t
14. (a) Soit n € N*. Pour tout réel ¢ de ]a, 2a], montrer que : P(V,, < t) = 20"
a

(b) Pour n € N*  déterminer la fonction de répartition de V;,.
La suite de variables aléatoires (V;,)n>1 converge-t-elle en loi?

(c) Calculer P(Vn > za)

L’estimateur V,, est-il toujours convergent ?
2

15. On pose pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : M, =
On rappelle que la suite (M,,),>2 converge en probabilité vers a.
(a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, exprimer M,, en fonction de X, M/ et n.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
3a
|M, —a| < — +|M,, —al.
n

3a
(¢) Soit € > 0 et soit ny un entier naturel supérieur ou égal a 2 tel que — < e.
ng

Pour tout entier n vérifiant n > ng, comparer les événements [M{1 —al < €:| et [|Mn —al < 25} .

(d) La suite de variables aléatoires (M,,),>2 converge-t-elle en probabilité vers a7

16. Commenter les résultats de cette partie a partir des parties précédentes.



@Ericome




Le concours ECRICOME PREPA est une marque déposée. Toute reproduction du sujet est interdite. Copyright ©ECRICOME - Tous droits réservés

Ccricome

CONCOURS D’ADMISSION 2022

Mathematiques

Option Scientifique

@ Lundi 25 avril 2022 de 8h00 a 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 - 13h20

L’énoncé comporte 5 pages.

CONSIGNES

Tous les feuillets doivent étre identifiables et numérotés par le candidat.

Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.
Conformément au réglement du concours, 'usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement interdit durant I'épreuve.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence les principaux résultats, a respecter les notations de
I’énoncé et a donner des démonstrations complétes — mais bréves — de leurs affirmations.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce document est la propriété d’ECRICOME, le candidat est autorisé a le conserver a I'issue de I’épreuve.

Tournez la page s.v.p.



@‘cricome

Exercice 1

Dans tout cet exercice, on fixe a un réel strictement supérieur a 1. On définit pour tout n € N la fonction polynomiale f,,
par
2 n n k
T T x
h:xH1+x+~§+-~+E?:§:EP
k=0
k

x
1. (a) En notant pour tout réel x et pour tout entier naturel k, tx(x) = —

R exprimer pour k£ un entier naturel non

nul ¢;(z) en fonction de tx_1(x), = et k.

(b) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante qui, prenant en entrée les valeurs de l'entier n et du réel z,
renvoie la valeur de f,(z).

function S = f(n,x)
t=1//t = t_0(x)
S =1//8S = £(0,x)
k = 1:n
t =t *x .....
S = .....
end
endfunction

2. Justifier que, pour tout entier n strictement positif, '’équation f,(x) = a admet une unique solution sur Ry, que
I'on note u,,.

3. (a) Soit z un réel positif.
Montrer que la suite (f,,(x))n>1 est croissante et déterminer sa limite.

En déduire la monotonie de la suite (uy)n>1-

Démontrer que la suite (uy,)n>1 converge.

)
(c)
4. (a) Montrer que pour tout n > 1, In(a) < u,.
(b) Soit K un réel positif et minorant la suite (u,)n>1. Montrer que e <a.
)

Déduire des questions précédentes que lim wu, = In(a).
n—-+4oo

On note pour tout n € Net z € R :

R, (z) = /w etﬂdt.

0 n!

5. (a) Justifier que la suite (un)n>1 est bornée.
On considere dorénavant un réel M strictement positif vérifiant

Vn e N*, |u,| < M.

(b) Justifier que pour tout n € N*,
Mn+1
M

< —_—
|Rn(un)| S (TL T 1)'

(¢) En déduire que

1
R, (un) e 0 (712> .

6. (a) Justifier que, pour tout = € R et pour tout n € N :
e = fo(z) + Rn(z).

(b) En se rappelant que f,(u,) = a pour tout n de N*, déduire des deux questions précédentes que

1
Un = In(a) + o (712) .
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7. (a) Justifier que, pour tout z € R et pour tout n € N :

- wn+1 x (.Z‘ _ t)n+1
e’ = fulx) + CES] +/0 eti(wr 0 dt.

(b) En déduire que :
un+1 un+1
Unp, _ n n .
¢ n—>+ooa+(n+1)!+o<(n+1)!)

un+l (ln(a))n+1 un+l

(c) Justifier que 1] et I puis que nll)r_‘r_loo ] =0.
(d) En déduire finalement que :
R (1)

7L~:jroo CL(TL+ 1)' ’

Exercice 2

-1
On considere endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base canonique est A =

_= o O
IS NC I
en}

-2
On note Id Pendomorphisme identité de R3.

On dit qu’un endomorphisme A est nilpotent quand il existe un entier naturel p tel que h? soit I’endomorphisme nul.

L’objectif de ce probleme est de montrer que f est la somme de deux endomorphismes de R® qui commutent, dont ’'un
est diagonalisable et ’autre est nilpotent.

1. (a) Vérifier que —1 et 2 sont des valeurs propres de f et déterminer les sous-espaces propres associés.

(b) On suppose que f est diagonalisable.
En étudiant la trace de A, aboutir & une contradiction.
Que peut-on en déduire sur f?

2. Montrer que Ker(f 4+ Id) C Ker((f + Id)2) et que Ker(f +Id) # Ker((f + Id)2).
3. Montrer que R?* = Ker(f — 2Id) & Ker((f + Id)2).
Pour simplifier les notations, on note dorénavant
F =Ker(f — 21d) et G = Ker((f + Id)2).

4. Montrer que F et GG sont stables par f.

5. On note P = (X + 1)?(X — 2). Justifier que P(f) est "endomorphisme nul.
1

—5(f +41d) o (f - 210).

6. Justifier que les endomorphismes 7 et mo commutent.

1
On note dorénavant m; = §(f +1d)? et mp =

7. (a) Que vaut 'endomorphisme 79 0 71 ?
b) En déduire une inclusion entre Ker(ms) et Im(7y).

8. (a) Montrer que m + 7o = Id.

-
(
-
(b) En déduire une inclusion entre Ker(ms) et Im(7y).
9. Justifier que Ker(my) = Im(71) et que Ker(m) = Im(ms).
10. Déduire des questions 7a et 8a que m; et o sont des projecteurs.
11. Montrer que 7o est le projecteur sur G parallelement a F'. Identifier 7.
On pose maintenant
g=2m —meeth=f—g.

12. Justifier que g et h sont des polynéomes de 'endomorphisme f.

Tournez la page s.v.p.
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2 0 0
13. Montrer qu'il existe une base de R? telle que la matrice de ¢ dans cette base soit {0 —1 0
0 0 -1

14. Montrer que h = (f —2Id) om + (f + Id) o ma.
En déduire que h% = 0.

15. Conclure.

Probléeme

Dans ce probleme, on considére un réel p et un réel strictement positif a, et on définit sur R la fonction
-z
Fuo:x—exp (—exp <M o )) .

1. Soient a et p deux réels tels que a > 0.

Partie 1

(a) Justifier que F), , est de classe % sur R et donner sa dérivée notée f,,, et sa dérivée seconde fﬁ,a-

(b) En déduire les variations et la convexité de F), , sur R. On précisera les limites de F}, o en +00 et —oo.
Donner 'allure de la courbe de F), , en y faisant figurer le point d’inflexion.

(c¢) Montrer que F), , est une fonction bijective de R vers un intervalle I & déterminer.
On note G la réciproque de Fy ;. Expliciter G.

2. Soient a et pu deux réels tels que a > 0.
Montrer que f, , est une densité, et que F), , est la fonction de répartition associée.

On considere un espace probabilisé (2,27, P), et on suppose que toutes les variables aléatoires introduites dans la suite
du probleme sont définies sur cet espace probabilisé.

Soient 1 et a des réels tels que a > 0. On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi de Gumbel de parametre (u, a),
ce que 'on note X — 4 (pu, a), si elle admet f, , comme densité.

3. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de parametre (0, 1).
Soit p un réel et a un réel strictement positif.
Montrer que la variable aléatoire X = aZ + p est une variable aléatoire a densité qui suit la loi de Gumbel de
parametre (u,a).

X —
On admet que réciproquement, si X suit la loi de Gumbel de parametre (u,a), alors Z = H suit 1a loi de Gumbel de
a

parametre (0, 1).

4. (a) Soit U une variable aléatoire & densité qui suit la loi uniforme sur ]0, 1].
Montrer que la variable aléatoire Y = — In(— In(U)) suit la loi de Gumbel de parametre (0,1).

(b) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function g = gumbel (mu,a) renvoyant une réalisation d’une variable aléa-
toire de loi ¥ (u, a).

X —
5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de parametre (u,a) et Z = S
a

+o0
(a) Montrer que l'intégrale / In(u)e™“du converge.
0

1
(b) A l'aide du changement de variable t = ™%, montrer que l'intégrale / In (—In (¢)) d¢ converge.
0

On notera dans la suite :

v= —/0 In(—In(t))dt.

(¢) Montrer que Z admet une espérance et que E(Z) = .
On pourra utiliser le changement de variable v = exp (— exp (—x)).

(d) En déduire que X admet une espérance et déterminer F(X) en fonction de v, u et a.
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On admet que X admet un moment d’ordre 4 et en particulier que la variance de X notée o2 est égale & a’c oll ¢
est un réel strictement positif indépendant de a et de p.
6. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Gumbel de parametre (0, 1).

(a) Montrer que —Z est une variable aléatoire & densité, et déterminer une densité g de —Z.

+o0
b) Montrer que pour tout réel x, 'intégrale we™ ¢ DUy converge et déterminer sa valeur.
que p g g
0

+oo
(c) A T'aide du changement de variable u = €', en déduire que pour tout réel z, 'intégrale / fo1(z —t)g(t)dt

— 00
converge.

(d) Montrer que Y — Z est une variable aléatoire & densité, de densité la fonction définie sur R par :
—x

e
—_———
(14 e=)2

Partie 11

Soient et a deux réels tels que a > 0.
On consideére une suite (X,)n>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur (£2,.4, P), suivant chacune la loi de

Gumbel de parametre (i, a).
On définit pour tout n de N* :

X1+...+Xn
n

M, =
et
O XP++ X2
- - _

Ch

7. Méthode des moments

(a) Montrer que si les suites de variables aléatoires (Vi )n>0 et (Wy,)n>0 convergent respectivement en probabilité
vers deux variables aléatoires V et W, alors pour tous réels « et 3, la suite de variables aléatoires (aV,,+8W,,)n>0
converge en probabilité vers aV + gW.

(b) Montrer que les variables aléatoires M,, et C,, convergent en probabilité respectivement vers E(X;) et E((X1)?).
1
(¢) Montrer que A, = 7\/ Cp — M2 est un estimateur convergent de a.
c

(d) Montrer alors que S, = M,, — A,y est un estimateur convergent de f.

8. On suppose qu’ont été définies précédemment dans un script Scilab des valeurs approchées de 7 et de ¢, dans des
variables notées gamma et c.

(a) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function A = estimateur_a(X) renvoyant la valeur de D'estimateur A,
étudié précédemment, lorsque X est un vecteur-ligne de longueur n dont les coefficients sont des réalisations de
X1, X9, , Xy,

(b) On a tracé sur la figure 1 I’évolution de cing réalisations indépendantes de cet estimateur A,, pour le cas
particulier p =2 et a = 1.

Commenter ce graphique.

Tournez la page s.v.p.
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Exercice 1

Soit E espace vectoriel R® muni du produit scalaire canonique.

On note B = (ey, ea,e3) la base canonique de E.

On notera (-,-) le produit scalaire canonique de F, et || - || la norme associée.

Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on notera F- Porthogonal de F pour le produit scalaire ().

Partie I

Dans cette partie, on note g ’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la matrice :

. Calculer la matrice A2, puis la matrice A3.
Déterminer un réel o > 0 tel que : A3 = —a?A.

. Démontrer que 0 est valeur propre de g, et déterminer un vecteur v; de norme 1 tel que (v1) soit une base de
I’espace propre de g associé a la valeur propre 0.
. Déterminer I’ensemble des valeurs propres de g.

. ’endomorphisme g est-il bijectif 7 Est-il diagonalisable ?

1
. On pose v = —(—1,0,1).
V2

Démontrer que vy € (Eo(g))", puis déterminer un vecteur v tel que la famille (vy,vs) soit une base orhonormale

de (Eo(g))"

. Démontrer que la famille € = (v, vq, v3) est une base orthonormale de E, et déterminer la matrice représentative
de g dans la base %.

Partie 11

1. Pour tout endomorphisme f de E, démontrer que les deux propriétés (P1) et (P2) ci-dessous sont équivalentes :

(P1) : VzeE, (f(z),z)=0
(P2) : VY(z,y) e E*, (f(x),y) =—(z,f(y)).

Un endomorphisme vérifiant les propriétés (P1) et (P2) est dit anti-symétrique.

2. Démontrer que I’endomorphisme g défini dans la partie précédente est anti-symétrique.

Dans toute la suite de 'exercice, on considére un endomorphisme f de F anti-symétrique.
L’objectif de cette partie est de démontrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice représentative
de f est de la forme :

0 0 0
A=(0 0 —-a,
0 a O

ou « est un réel.

3. On veut démontrer par 'absurde que f n’est pas bijective.

On suppose donc que f est bijective.
Soit « un vecteur non nul de E, et soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par = et f(x).
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(a) Déterminer la dimension de F.

(b) Démontrer qu’il existe un vecteur y non nul de E tel que la famille (z, f(z),y) est orthogonale.
(c) Démontrer alors que la famille (z, f(z),y, f(y)) est libre.

(d) Conclure.

4. Démontrer qu'’il existe trois vecteurs : e, ej, et e de F tels que €] appartient au noyau de f, et la famille
P = (e}, eh,e4) est une base orthonormale de E.

5. (a) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base B’ est anti-symétrique.

(b) Conclure quant & 'objectif annoncé au début de cette partie.

Exercice 2

Partie I : Etude des intégrales de Wallis

s
2
Pour tout entier naturel n, on pose : W,, = / (sin(t))" dt.
0

1. Calculer Wy et Wj.

2. Etudier les variations de la suite (W) n>o-

=

3. Démontrer que :

n+1
VneN, Wyio=——W,,
n e 5 +2 TL+2

puis que :
VneN, (n+1)W,Wyy = g

2 Yoos . t s . ™
4. Déduire des questions précédentes que W,, ~ W, 4, puis que W,, ~ —.
n—+4o00 n——+00 2n

5. Montrer que :
7w (2n)!
VneN, Wiy, =~
" =5 9 ()2
Partie II : Démonstration de la formule de Stirling
. n! e
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, = — - —.

n" \/n

1
vn € N¥, ln(unﬂ) =1- (n—i—) In (1+1>.
Up, 2 n

2. (a) Rappeler le développement limité & l'ordre 3 de In(1 + u) au voisinage de 0.

1. Montrer que :

, . . un-‘,—l _L
b) En déduire que : In ( U, ) n—+oo  12n2°

(
(
3. (a) Déterminer la nature de la série de terme général (Inup4+1 — Inwy,).
(b) En déduire que la suite (u,)n>1 converge vers un réel .
4. A laide des résultats de la partie I, déterminer la valeur de /.

5. Démontrer alors la formule de Stirling :

2/5
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Partie III : Etude d’une suite d’intégrales

1
Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / (te_t)" dt
0

1. (a) Dresser le tableau de variations de la fonction h définie sur [0, 1] par : V¢ € [0, 1], h(t) = te™".

(b) En déduire que :
1

Vn €N, o<1n<<e) .

(¢) En déduire lim I,.
n—-+oo
Quelle est la nature de la série de terme général I, ?

2. On consideére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (£, A, P), mutuel-
lement indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de parametre 1.

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : S, = Z Xp.
k=1

(a) Quelle est la loi de S,,? En donner une densité.

(b) Montrer que :
n!

* —

P (SnJrl < TL) .
(¢) On rappelle que dans la librairie numpy . random importée sous rd, se trouve les commandes suivantes :

* rd.random() renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

1
* rd.exponential (a) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre —.
a

* rd.normal (0,1) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
* rd.gamma(a) renvoie la simulation d’une variable aléatoire de loi gamma de parametre a.

Recopier et compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle prenne en argument une valeur de n entiere,
simule 10 000 fois la réalisation de la variable aléatoire S,,+1 et renvoie une valeur approchée de P (S, 11 < n) :

import numpy.random as rd
def proba(m):

c=0

for i in range (N)

TEOBUEM 6 000000000000

(d) Ecrire alors un programme qui demande a 'utilisateur une valeur de n, puis calcule et affiche sous forme de liste
les valeurs estimées de I, Is, ..., I,.
Ce programme pourra faire appel a la fonction Python de la question précédente.
3. Pour tout entier n non nul, on pose :

_ 1 <&
-Xn:EkZ:le,

~F . , . 7 7 . s N o
e X la variable aléatoire centrée réduite associée a X,
1

Vi’

(a) Justifier que la suite (Y;)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera la loi.
On admet que la suite (Y},)n>1 converge alors également en loi vers la variable aléatoire Z.

(b) Démontrer que : Vn € N*, P (Sp41 <n) =P (Y41 <0).

(c) En utilisant les questions précédentes, et la formule de Stirling rappelée dans la partie précédente, montrer alors
que :

) K]::?Z+

3/5
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Exercice 3

Pour tous entiers naturels a et b non nuls, et pour tout entier naturel r, on considere I’expérience aléatoire ci-dessous.
Un urne contient initialement a boules blanches et b boules noires.

On effectue dans cette urne une infinité de tirages d’une boule, en procédant de la fagon suivante : apres chaque tirage, on
remet la boule piochée dans I'urne et on rajoute systématiquement r boules blanches avant de procéder au tirage suivant.
On note dans tout le probleme X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiere boule noire si on obtient
au moins une boule noire dans I'expérience, et qui prend la valeur 0 si on n’obtient jamais de boule noire.

Partie I

Pour tout entier naturel n non nul, on note A,, ’événement : « Lors des n premiers tirages, on n’obtient que des boules
blanches. »

n—1
a+ kr
1. Démontrer que : Vn € N*, P(4,) = H _
o @ b+ kr

n—1
b
2. Montrer alors que : Vn € N*, —In(P(4,)) = ,;)ln (1 + p kr) .

3. Btudier la nature de la série Z In (1 +

), puis calculer la limite lorsque n tend vers +oco de P(A,,).
k>0

a—+ kr

4. Démontrer alors soigneusement que P(X = 0) = 0.
Dans toute la suite du probléme, on traduira ce résultat en supposant que X (Q2) = N*
5. Ecrire une fonction Python qui prend en entrée les entiers a, b et r, simule les tirages dans I'urne jusqu’a I’obtention
de la premiere boule noire et renvoie la valeur de X obtenue.

6. Ecrire alors une fonction Python qui en prend en entrée les entiers a, b et r, et une valeur de N, qui simule N
réalisations de la variable aléatoire X et renvoie la moyenne des résultats obtenus.

7. On suppose dans cette question que r = 0.
Donner la loi de X.
Montrer que X admet une espérance et une variance, que ’on exprimera en fonction de a et b.

8. On suppose dans cette question que a = b=1r = 1.
(a) Donner la loi de X.

(b) Démontrer que X n’admet pas d’espérance.

Partie II : Etude du cas r = 1

Dans cette partie, on pose 7 = 1 et on suppose que b est supérieur ou égal a 2.

1. On suppose de plus que a = 1.

(a) Démontrer que :

. b-b! b-(n—1)-0
Vn €N, P(X =n) = o = ((RH)))! .
(b) On note (v,,) la suite définie par : Vn € N* v,, = 1 = ! )
n+1)(n+2)---(n+b-1) (n+b—1)
Démontrer que : ¥n € N*, nP(X =n) = :_bll (Un, — Upa1)-
b

(¢) En déduire que X admet une espérance, et que : F(X) = 71

4/5
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On admettra que pour tout entier naturel a non nul, X admet une espérance.

2. Le réel a n’est plus supposé étre égal a 1 mais seulement supérieur ou égal a 1.
On notera alors et uniquement dans cette question X, la variable aléatoire X.
Soit B; I’événement : « On obtient une boule blanche au premier tirage ».

(a) Montrer que : Va € N*, E(X,|B1) =1+ E(Xq41).
(b) Déterminer E(X,|B1).

(c) Démontrer que :

a
L E(Xy) =1 E(X441),
Va €N, B(Xo) =1+~ E(Xat1)
puis que :
b—1
VQGN*7 E(Xa) = CL?;T

Partie 111

On revient au cas général ou a, b et r sont des entiers naturels non nuls et on suppose cette fois que r est non nul.

On rappelle le résultat démontré dans la premiere partie :

vn>1,_1n(P<An)):§1n(1+ b )

Pt a+ kr

b
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : u, = —In(P(A4,)) — — In(n).
r

1. Démontrer que la série de terme général (u,4+1 — uy,) converge.

2. En déduire que la suite (u,) converge vers un réel £.

1
3. Démontrer que P(A,,) est équivalent & e~ - — lorsque n tend vers +oo.
nr

b
4. Démontrer que nP(X =n) ~ —P(A4,_1).

n—+oo 1

5. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la variable aléatoire X admette une espérance.

5/5
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EXERCICE 1

+oo
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 'intégrale / e 'sin"(t) dt converge.
0

On note alors, pour tout n € N,

+oo
In:/ e 'sin™(t) dt.

0
2. (a) Calculer Iy.
(b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2.

i. A laide d’intégrations par parties, montrer que pour tout réel A strictement positif :

A A A
/ e~ tsin”(t) dt = —e A sin" "1 (A)(sin(A) + ncos(A)) — n/ e tsin”(t)dt +n(n —1) / et cos?(t) sin™ () dt.
0 0 0

n(n—1)

I, .
n?+1 2

ii. En déduire que I,, =

3. (a) Compléter la fonction Python suivante pour que, prenant en argument un entier naturel n, elle calcule et
renvoie la valeur de Io,.

def calcul(n):
for k in range(l,n+1):
I =1 % ...........
EEEUIEIE 6000000000

(b) On a représenté ci-dessous la suite (v/n I2;,),>1 & 'aide du programme Python précédent.
Que peut-on conjecturer pour un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo 7

0.400 1+ + VA Ipdnaa
0.398 -
0.396
0.394 -
0.3924 +
0.390 -

0.388 ,
e
0.386 - %

T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

1/5
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4. Soit n un entier naturel.

(a) Justifier Pégalité :

(b) En déduire que :

(¢) Montrer que : I, > 0.

5. On pose pour tout n € N* : u,, = —In(yv/nlz,).
2n(2n —1 1 1
(a) Montrer que : Vn € N*, In (%) =In (1 - 271) —1In (1 + 4712>
1

(b) Montrer, en utilisant la relation obtenue a la question 2, que u,, — up—1 ~ —.
n—-+o0o 8712

(¢) En déduire la nature de la série de terme général w,, — u,—1, puis la convergence de la suite (u,)nen+-

. K
(d) Etablir I'existence d’une constante strictement positive K telle que Ia, —

6. On pose pour tout n € N : J,, = / e 'sin™(t) dt.
0
(a) Déterminer un équivalent de Ja, en +oo faisant intervenir K.

(b) Montrer que pour tout n € N, Jap 12 < Japt1 < Jap.

(¢) En déduire un équivalent de Jy,11 puis de s, 11 faisant intervenir K.

7. Les suites (I,)nen- et (vnly) sont-elles convergentes ?

neN*

EXERCICE 2

Soit E un espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire noté (-, -).
e Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de F, de méme dimension d.

e On note pr le projecteur orthogonal sur F' et pg le projecteur orthogonal sur G.

e Soient % = (uy,...,uq) et ¥ = (v1,...,vq) des bases orthonormées de F et de G respectivement.
On note B la matrice de .#4(R) dont le coefficient de la ¢ ligne et "¢ colonne est B; ; = (u;,v;).

1. (a) Vérifier que 'ensemble G est stable par pg o pr, c’est-a-dire que : Vo € G, (pg o pr)(x) € G.
(b) Montrer que I'application 7 qui a tout élément = de G associe (pg o pr)(z) est un endomorphisme de G.

(¢) Que vaut wsi F =G ?
Que vaut 7 si F' et G sont orthogonaux ?

2. On suppose dans cette question uniquement que £ = R3 muni de son produit scalaire canonique, et que

F:{(x,y,z)eE/x+y:0}, G:{(m,y,z)eE/y—l—z:O}.

(a) Quelle est la valeur de d dans ce cas-la ?

(b) Déterminer une base orthonormée % de F dont le premier vecteur est u; = (0,0,1) , et une base orthonor-
mée ¥ de G dont le premier vecteur est v; = (1,0, 0).

(c) En déduire une expression de ‘BB.

(d) Déterminer les valeurs propres de la matrice ‘BB.

2/5
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3. On revient au cas général dans cette question et les suivantes.

d [/ d
(a) Soit x € G. Montrer que : (pg o pr)(x) = Z (Z(uk,x> <uk,vi>) Vj.

i=1 \k=1

(b) En déduire que la matrice de 7 dans la base ¥ est ' BB, puis que 7 est un endomorphisme symétrique de G.

(c) Montrer alors qu'il existe un unique d-uplet (A1,...,\q) € RY, vérifiant, A\; > --- > g tel que la matrice
A1 0
diagonale soit la matrice de m dans une base orthonormée de FE que ’on note &.
(0) A
d

4. (a) Etablir que pour tout vecteur z de G :

(@, m(2)) = (z,pr(x)) = |pr(@)|*.

(b) Soit A une valeur propre de 7, et  un vecteur propre associé.
Montrer que :

Mlzl* = [lpr ()]
En déduire que A € [0, 1].
5. En déduire que pour tout k € [1,d], il existe un unique t; € {0, g} , tel que A\, = cos? (tx) ou les réels Ay sont
définis & la question 3.(c).

Angle(F, G) désigne le d-uplet (t1,...,t;) que 'on peut définir pour tout couple (F,G) de sous-espaces vectoriels de
FE de méme dimension d.

6. Exemples :

a ontrer que Angle(F, = 67 R il si et seulement si F' et G sont orthogonaux.
M Angle(F,G 5 5

(b) Montrer que Angle(F,G) = (0,...,0) si et seulement si F' et G sont égaux.
(¢) Déterminer Angle(F,G) si on reprend les hypotheses de la question 2.

PROBLEME

Dans tout le probléeme, p désigne un réel de |0, 1[.

On réalise une expérience aléatoire qui consiste a effectuer une suite de tests successifs t1,...,¢,,... sur un objet de
la maniere suivante:

o Le test t; est toujours effectué ;

e Pour tout 7 € N*, sachant que le test ¢; a été effectué, soit 'expérience s’arréte alors avec une probabilité p, soit
elle continue avec une probabilité ¢ = 1 — p et dans ce cas on réalise le test ¢;41.

On considére un espace probabilisé (€2, o7, P) qui modélise cette expérience et on note :
e N la variable aléatoire réelle égale au nombre total de tests effectués lors de ’expérience ;

e Pour tout entier naturel ¢ non nul, T; la durée aléatoire du test t; ;

k
e Pour tout entier naturel k£ non nul, Dy = ZE ;
i=1

e D la durée totale de I'expérience, en supposant que seules les durées des tests effectués sont comptabilisées.

On suppose enfin que, pour tout entier naturel ¢ non nul, 7; suit la loi exponentielle de parametre A;, et que cette
durée est indépendante des durées des autres tests et de V.
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Partie 1 - Loi de D,

1. Montrer que pour tout entier naturel & non nul, D; admet une espérance et donner une expression de celle-ci en
fonction des A; ou i € [1,k].

2. Soit A un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que : Vi € N*, \; = A\
Déterminer pour tout entier k£ > 1, une densité de ADg, puis de Dj.

3. On ne suppose plus a présent que les réels \q,..., A,,... sont tous égaux.
On définit par récurrence les fonctions fj pour tout k£ > 1 par :

0 sixzx <0

Ae ™M?  sinon

Vr e R, fl(l') =

et
0 siz <0

Vk S N*vvx S R7 fk+1(x) - )\k+1e—)\k+lw /x fk(t)e)\k+1t dt Sinon.
0

(a) Montrer par récurrence que pour tout k € N*, fi est une densité de probabilité de Dy, et que sa restriction
a R4 est continue.

(b) Donner une expression sans intégrale de fo(x) pour tout réel x.
4. Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

On suppose dans cette question que les réels A1, ..., A, ... sont distincts 2 a 2.
On définit pour tout ¢ € [1, k] le réel ¢; . et le polynéme L; de R[] par :

1
Ei,k - Tk )
Hl ()\i - >‘J)
G
k
VI S R, LZ(I’) = Ei,k (SC — )\])
ot
k
On note enfin P le polynome défini par : P = Z L;.
i=1
(a) Montrer que P € Ry_1[z].
(b) Pour tout r € [1, k], calculer P(\).
k k
(¢) En déduire que ZLi =1, puis que Z&’k =0.
i=1 i=1

(d) Montrer, par récurrence que, pour tout entier naturel k > 2 :
0 siz <0
k
Jn(w) = (—1)k_1A1 Y Z €i7ke_A"'” sinon.
i=1
5. Soit « un réel strictement positif.

On suppose dans cette question que, Vi € N*, \; = « 1.
Soit k un entier naturel non nul.

. (=D k-
(a) Montrer que Vi € [1,k], ¢; 1 = = DiarT\i—1)"

(b) En déduire que pour = > 0, fi(z) = kae **(1 — e~ @®)k~1,

(c) Déterminer Fj, la fonction de répartition de Djy.
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Partie 2 - Loi et espérance de D

6. On suppose que l'on a défini la fonction Python lamb(i) qui prend en argument un entier ¢ et qui renvoie la
valeur de \;.
Compléter le script suivant pour qu'il affiche une valeur aléatoire qui suit la méme loi que D :

import numpy.random as rd
p=input (’p=’)

i=1 # numero du test

D=rd. exponentlal(l/lamb(l))
while rd.random() > ......

i=1i+ ......
D=D+ ......
end
print (D)

7. (a) Donner la loi de N, et préciser son(ses) éventuel(s) parametre(s).

(b) En déduire que :
+oo

Vo >0, Fp(z) =Y pg" "Piv_y([D < z)),
k=1
puis que

Vz >0, Fp(z qu’“ LR (a

8. (a) Montrer que pour tout k € N* et t € Ry : fi(t) < Ap.
Indication : On pourra utiliser la définition de la fonction fr a la question 3.

(b) Montrer que pour tout réel ¢, la série Z pq" L fr(t) converge.
k>1

Soit alors la fonction f définie sur R par :

VteR, f(t) quk ' f(t)

(¢) On admet, que la restriction de f & R est continue.
Montrer que pour tout x > 0 et pour tout n € N*:

</ f(t) dt—qu’“‘l/ fr(t) dt < q" Mz
0 =1 0

(d) Montrer que la fonction & — / f(t)dt coincide avec Fp sur Ry.
0

(e) En déduire que f est une densité de probabilité de D.

9. Soit A un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que Vi € N*, \; = A
En utilisant le résultat de la question 2, établir que D suit la loi exponentielle de parametre pA.

10. Soit o un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que Vi € N*, \; = ai.

(a) En utilisant les résultats de la partie 1, montrer que la fonction de répartition de D, Fp est définie par :

0 siz <0
Vr e R, FD(.’E) = p (1 N efoz:r)
p+qge™*

sinon.

“+oo
1
(b) Montrer que I'intégrale / (1 — Fp(x)) d converge et vaut —— In(p).

0 aq

(¢) Montrer que pour tout réel A > 0,

A A
/ tfp(t) dt = —A(1 — Fp(4)) +/ (1 - Fp(t)) dt.
0 0

(d) En déduire que D admet une espérance et préciser sa valeur en fonction de p et «.
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Exercice 1

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et I,, désigne la matrice identité de .4, (R).
Les parties 1 et 2 sont indépendantes.

Partie 1

1. Dans cette question uniquement, on considére que A = (_11 D et que B = G ?)

(a) Calculer AB et BA.
(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de AB et de BA.
Soit 4 et B deux matrices quelconques de ., (R).
2. Soit A une valeur propre non nulle de AB et X un vecteur propre associé.
(a) Justifier que BX # 0.
(b) Montrer que BX est un vecteur propre de BA et que A est une valeur propre de BA.
3. Supposons que 0 est une valeur propre de AB et X un vecteur propre associé.

(a) Supposons que B est inversible.
Justifier que BX s (). En déduire que 0 est une valeur propre de BA.

{b) Supposons que B n’est pas inversible. .
Montrer gque rg{BA) < n. En déduire que 0 est une valeur propre de BA.

4. Montrer que AB et BA ont le méme spectre.

5. Les matrices AB et BA ont-elles les mémes sous-espaces propres 7

Partie 2
On considére A une matrice de .4, (R) admettant n valeurs propres réelles Ap,. .., A, deux & deux distinctes.
Soit B une matrice de ., (R) telle. que AB = BA.
n—1
6. Supposons qu’il existe un n-uplet de réels non tous nuls (aq, - ,a,—1) tel que Z apAF = 0.
k=0
(a) Justifier que A admet un polynéme annulateur non nul @ de degré inférieur ou égal & n — 1.
(b) En étudiant les racines de ce polyndéme @ annulateur de A; aboutir & une contradiction.

(¢) Que peut-on déduire sur la famille (I, 4,..., A"71)?
7. Soit X une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
{a) Justifier que l'espace propre de A associé & la valeur propre A est l'espace vectoriel engendré par X.
(b) Exprimer de deux manieres différentes BAX.
(c) En déduire que BX € Vect(X).
8. Déduire que tout vecteur propre de A est aussi un vecteur propre de B.

9. (a) Justifier quil existe une base (X1, -+, X,) de #, 1(R) composée de vecteurs propres de A et de B telle que :

Vi € ﬂl,n}], AX; = MX.

(b) Pour tout entier i de [[1,n], on note u; le réel tel que BX; = u; X;.
Montrer que Sp(AB) = { A, i € [1,n]}.
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10. On rappelle que le seul polynéme P € R,_;[z] ayant n racines deux & deux distinctes est le polynéme nul.
(a) Montrer que I'application P — (P(A1),..., P()\,)) est un isomorphisme de R,,_;[z] dans R™.
(b) Montrer qu'il existe un unique polynéme P € R,_1[z] vérifiant

Vi e [1,n], BX; = P(A)X;.

(c) Montrer que B = P(A).
1 11. (a) Montrer que I'ensemble €(A) = { B € .#,(R), AB = BA} est un sous-espace vectoriel de ., (R).
(b) Montrer que €(A) = {P(4), P € R, _1[z]}.

' (¢) A l'aide de la question 6, déterminer la dimension de ¥(A).

Exercice 2

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et on considére que R™ est muni de son produit scalaire
usuel, noté {-,-), et que la norme associée au produit scalaire usuel est notée || - ||.

| On considére un endomorphisme f de R™, symétrique dont les valeurs propres notées A1, - -+, A, vérifient
D<M €€

On note A = (a; j)1<: j<n la matrice de f dans la base canonique de R™.

5

Enfin, on considére un vecteur v = (uq, ..., u,) de R", et on définit la fonction g sur R™ & valeurs réelles par :

vz e R, g(z) = %{f(:n),a:) — (u,z).

1. Montrer que f est un automorphisme de R™. On note alors f~* la réciproque de f.
2. (a) Rappeler la définition d’un endomorphisme symétrique.
{(b) Exprimer *A en fonction de A.
{c) En déduire qu'il existe une matrice P de .#,(R) inversible telle que *PAP soit diagonale.
(d) Montrer que pour tout vecteur z de R™, Xi||z||* € (f(z),z) € An]jz|*.
{e) Montrer que (f(z),z) = 0 si et seulement si z = 0.
3. Soit & = (x1,...,T,) un vecteur de R™.
(a) Exprimer g(z) en fonction des z;, a;; et u;.
(b) Montrer que g est de classe ¥* sur R", et préciser 8;¢g(z).
{(¢) Vérifier que pour tout vecteur z de R™ :
Vy(z) = f(z) - w.
4. Montrer que g admet un unique point critique m de R™ et que m = f~1(u).
5. Montrer que pour tout vecteur z de R™ :

1
S (f@ ),z —m) = g(a) — g(m).
6. Que peut-on en déduire au sujet du point m, vis-a-vis de g7

‘s . 1 i - .
On considéere un réel o de }D, +— | et un vecteur mg de R™, et I'on définit par récurrence des vecteurs m, de E™ par :

Vp eN, mpp1 =mp — aVg(my).

7. Soit a, h deux vecteurs de R™.

(a) Montrer que

(f(a+h),a+h)=(f(a).a) +2(/(a), h) + (), h).
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(b) En déduire que
e+ h) = gla) + (Va(a), h) + L (f(B), ).

8. (a) En appliquant cette égalité & des vecteurs a, h bien choisis, montrer que pour tout entier naturel P

2
2
9(mp 1) = g(mp) — [ Va(my)||” + - (£(Vg(my)), Vo(my))
(b) En déduire que pour tout entier naturel p :

o) < g(my) = (1 252 [Vt

9. (a) Montrer que la suite (g(my)). _,, converge.

peN
On admet que (g(mp))p oy converge vers g(m), ot m a été défini & la question 4.
(b) Montrer que pour tout entier naturel p,

2
[[rep — m|? < x(ﬂ(mp) - 9(7”'))-
{c¢) En déduire que pHI:II}OO lm, —m| =0.
10. Dans cette question, on suppose que n =2 et que u = (2,1) et
£ e @) — 20+ y,2+2).
(a) Vérifier que f est un endomorphisme symétrique de R2.

Dans la figure 1, on a représenté I’évolution des suites (g(mp))p ey €t (my)pen en prenant deux paramétres différents
(g =0,2 et oy = 0,67).

Dans la figure de gauche, on représente I’évolution de g(m,) en fonction de p, et dans la figure de droite on a
représenté I'évolution de points m, dans le plan, en reliant les points successifs.

(a) Bvolution de g(my) en fonction de p (b) Evolution des points m,

F1Gure 1 — Deux descentes de gradient, pour deux valeurs de o différentes.

(b) Commenter ces courbes, et déterminer qualitativement lequel des deux a ne vérifie pas les hypotheéses de 'énoncé
(il n'v en & qu'un seul).

(¢) Conjecturer la valeur de m, sachant que m est & coordonnées entiéres.

(d) Vérifier que les conditions de 1'énoncé sont, bien vérifiées, et que les résultats expérimentaux sont en adéguation
avec ce qui a été démontré dans les questions précédentes.
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Probléme
Partie 1
On définit sur R la fonction .
F:zr—— © .
1+e=

1. La librairie Numpy est importée sous la dénomination np.

Ecrire une fonction en langage Python nommée F prenant en argument un réel = et renvoyant en sortie le réel F (x).
2. Justifier que F est de classe €™ sur R, déterminer 1’expression de f = F', puis justifier que
e’(1 —e")
! T .
/ (1+4e=)3

3. Dresser le tableau de variations des fonctions f et F sur R. On fera, apparaitre les limites aux bornes.

1
4. Déterminer la parité des fonctions f et F — 5

5. Sur un schéma, tracer allure de la courbe de F, en faisant apparaitre tous les éléments remarquables (asymptotes,
points d’inflexion notamment).

6. Justifier que F' réalise une bijection de R sur un intervalle I (& déterminer), et donner 'expression de ! la fonction
réciproque de F.

Partie 2

_1 n
7. Montrer que la série Z % converge.
n

nxl
On admet que
+00 (71),1 1 7r2
; n? 12

8. Justifier que f est une densité de probabilité, et que F est la fonction de répartition associée.

Dans cette partie et dans la suivante, on note X une variable aléatoire réelle définie sur Pespace probabilisé (€, &, P)
dont la fonction de répartition est F', et dont f est une densité.

9. Justifier que X admet une espérance et une variance.
10. (a) En utilisant un résultat obtenu a la question 4 et & 1'aide d’un changement de variable, montrer que

/_(; zf(zx)dz = ~/O+OO zf(z)de.

(b) En déduire la valeur de E(X).

11. Justifier que
400 mZEz d
V(X)=2 ———dz,
(X) /0 (1+e%)? ©

puis que

—I

—+oo
V(X) —4]0 i—%dm.

+oo
12. Pour tout entier naturel n non nul, justifier la convergence et donner la valeur de / ze” da.
0

13. Montrer que

VN eN, V(X)=4 (Z ( /0+co xe‘"mdm) +(-1)¥ /0+oo RN(:c)da:) ,

ze~(N+1)z

1+e2

ol VN € N*,Vx € R4, Ry(z) =




@‘cricome

14. (a) Montrer que YN € N*, Vz € Ry, |Ry(z)| < ze” N7,

+o0
{b) Montrer que /0 Ry(x)dz Nt 0.

71_2

15. Déduire de toutes les questions précédentes que V(X)) = 3

Partie 3

Dans cette partie, on considére une suite (X;);en de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes définies sur
I’espace probabilisé (02, &7, P), toutes de méme loi que X.
1674
45
2

1
16. Montrer que V,, = -~ (X 12 4t Xﬁ) converge en probabilité vers %

On admet que X? admet une variance et que V' (X 2) =

17. Construire une variable aléatoire T, qui converge en probabilité vers w. On justifiera précisément le résultat.

18. Montrer que si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur 0, 1], alors FYU) suit la méme loi que X, oi la
fonction F' est définie dans la partie 1.

19. La bibliothéque numpy .random est importée sous la dénomination rd.
On rappelle que la commande rd.random() renvoie un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 selon une loi uniforme
sur [0, 1].
Ecrire une fonction en langage Python, nommée realisation_X, ne prenant aucun argument en entrée et renvoyant
une réalisation de la variable aléatoire X.

20. Ecrire une fonction en langage Python, nommée estimation_pi, prenant un entier naturel n en entrée et renvoyant
une estimation de « & 1'aide de la question 17.
z
1
21. (a) Montrer qu’il existe un réel positif z tel que ®(z) = / m—z——e_tzfzdt = 0,975, olt ® est la fonction de
—00 T
répartition de la loi normale centrée réduite.

On admet que z < 2, ainsi que 7 < 4.

(b) Montrer que
2

T
3

3von

p2Yeor
452

V,— —|<z2] — 0,95.

n—%+00

2
T
(¢) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de T au niveau de confiance 95%, ne dépendant ni de =,

ni de z.
(d) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de 7 au niveau de confiance 95%.

22. Dans la figure 2, on a tracé 'évolution, en fonction de n, de lestimateur et de I'intervalle de confiance construits
précédemment. Commenter la figure obtenue au regard des questions précédentes.

84 = Estimateur de n <
Y
N ~—~ Intervalle de confiance
7 AY — T

100 10! 102 10° 104

n
FIGURE 2 — Estimation de 7
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23. Pour toutes les valeurs de n entre 1 et 10%, on a répété 100 fois 'expérience précédente, et on a tracé dans la figure 3 .
la proportion de fois ot 7 appartient bien & l'intervalle de confiance proposé (en traits plein), ainsi que la limite de
95% (en traits hachurés). Commenter la figure obtenue.

1.0 1
[ 0.8 1
0.6
0.4 1

0.2

0.0 — : . .
10° . 10! 10% 10°

FIGURE 3 — Evalu&t-ion de la qualité de I'intervalle de confiance
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