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ECOLE DE HAUTES ETUDES COMMERCIALES DU NORD

CONCOURS D'ADMISSION DE 1993

MATHEMATIQUES
OPTION GENERALE

JEUDI 13 MAI 1993,de 8 h 3 12 h

| La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
seront prises en compte dans l'appréciation des copies. ‘

Sont autorisées :
. Regles graduées
. Calculatrices de poche, programmables et alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans
imprimante, sans document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de
large.

L'épreuve comporte 3 exercices et 1 probléme.

EXERCICE 1

On rappelle que, pour tout nombre réel z :

sin3z = 3sinz — 4sin® z.

1 1) On note ¢ Papplication de [~1,1] dans R définie par :

Vte[-1,1] :  ¢(t) =3t -4t

a) Démontrer que : Vt € [-1,1], ¢(¢) € [-1,1].
b) Etablir que, pour tout couple (¢,t') d’éléments de [~1,1] :

lp(t) — o(t)| < 9]t - ¢|

2) On définit une suite (fn)n>1 de fonctions numériques par : fi(z) = z et la relation de
récurrence :

z z.\3
Vn22  fa(z) =3fn-1(3) -4 (fn_1(§))

Ecrire une fonction PASCAL, dont ’entéte est :
function f(n :integer;z :real) :real;
et qui fournit la valeur de f,(2)

3) Prouver que :

3
Vz € [-1,1] Yrne N*: |[fp(z)—sinz| < 2'—21—”

Que peut-on en conclure ?



EXERCICE 2

On considére la matrice carréde A d’ordre n & coefficients réels :

S 1 L 1
1t 2! 3! n!
R S sy
. n H
A = - .
i1 1 .., 1
n!  (n+1)!  (n+2)! (2n-1)!
La ligne d’indice 7 de cett trice est donc : ! 1 1 ———1—')
a ligne d’indice cette matrice est donc : { o G0 G2 Grn-D)
1) On considére un vecteur colonne X :
zy o
z2
X = } tel que AX =0
Tn

On lui associe la fonction polynéme P, définie sur R par :

n
T2

PO =R g me SR mr kD

a) On pose : f(t) = t" P(t). Calculer f(1), f'(1)," --,f(n"l)(l).
b) En déduire les dérivées successives de P au point 1.

2) Démontrer que P est nul et en déduire que A est inversible.

EXERCICE 3

Un appareil est constitué de composants électroniques. Lorsque 'un de ceux-ci tombe en.
panne, il est remplacé immédiatement. Si n est un entier naturel non nul, on note T, la variable
aléatoire égale au temps, compté en semaines, écoulé entre l'instant 0 et I'instant de la n-ieme
panne survenant 3 I’emplacement d’un composant donné. Si ¢ est un réel strictement positif, on
note Ny la variable aléatoire égale au nombre de pannes du méme composant dans lintervalle de

temps [0, t].
On suppose que N; suit une loi de Poisson de paramétre At (A > 0).
1)a) Comparer les événements : (T > t) et (Nt = 0).
b) Reconnaitre la loi de Tj.
2)a) Exprimer la probabilité de 1’événement (T, > t) pour ¢t > 0.
b) Montrer que T}, est une variable aléatoire & densité, dont on donnera une fonction de densité
de probabilité.

3) On considére deux composants identiques au précédent. Etudier la loi de probabilité de T,
variable aléatoire égale au temps écoulé entre P’instant 0 et l'instant de la premiére panne de
'un des deux composants. (On précisera des hypothéses d’indépendance raisonnables que

'on sera amené a faire.)



PROBLEME

Notations.

Pour tout entier naturel non nul n, on note :

1 1 =1
Hy=14-+4+---4+—-= Y = ; =14 — 4o — = -
n=ltotot==3 0 5 Sa=ld4gdet
k=1
fn, gn, les fonctions numériques définies sur R4 par les relations :

nl

(:t:+1)(2:+2.)---(z+n)

n
z
B(e)=Ym(1+3) ;5 ga(e)=
k=1
I, Un, Vy, les intégrales :

1 - - 1
I, =/ gn(z)dz ; Un= /mgn(z)dz i V= / . gn(z)dz
0 0 VEn

E,, D'espace vectoriel des fonctions polynémes & coefficients réels de degré au plus égal a n — 1.
PARTIE 1

1)a) La suite de terme général H, est-elle convergente? La suite de terme général S, est-elle
convergente ?

b) Pour tout nombre réel positif ou nul z, prouver les inégalités :

z2

33—'2—<111(1+z)S:c (1)

c) En appliquant la double inégalité (1) 3 z = 701— pour k = 1,2,...,n, montrer que H, ~ In(n)
quand n tend vers I'infini.
2)a) Exprimer g,(z) a aide de fp(z), pour z € R.
" b) En déduire, & I’aide de la double inégalité (1), les inégalités :

1 1
Vin Sa (JHE. _
/ Hn e—:z:Hn dz < Un g e?Hn / e zH, dz
0 0

¢) En conclure que : Uy ~ HL quand n tend vers +4oco.
n

d) Montrer de fagon analogue les inégalités :

Sn
e 2

Hn

OSVnSe_VH"

e) Démontrer que V;, = o (I—}ﬂ—) quand n tend vers I'infini.

3) A Tlaide des questions précédentes, établir que : I, ~ quand n — 400.

1
In(n)



PARTIE 2

1) On considére la famille (e;,ey,...,e,) d’éléments de E, définie par :
pour I1<k<n: ez)=(+1)(z+2)...(z+k=-1)(z+k+1)...(z4+n)= H (z + 1)
1£k
12;211.

a) Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de Ey.

b) En déduire I'existence de coefficients Ay, Ag, ..., Ay réels tels que :
n
VeeR: nl= Z Arer(z)
k=1

c) Calculer Ag en fonction de n et du coefficient binomial Cﬁ:i.
2) Déduire de la question 1 de la partie 2 la formule :

k=n
In=n) (~1)*"CETi(In(k + 1) - In(k))
k=1

3) Utiliser cette égalité et 1’équivalent de I, obtenu dans la partie 1 pour justifier I’équivalent :

k=n

1
_1\k+1 ok ~
k}_o:( DFCEIn(k +1) o~
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L'épreuve comporte 3 exercices et 1 probleme.

EXERCICE 1

Dans cet exercice, une suite réelle peut étre désignée indifferemment par 'une ou I'autre des
notations u ou (up )neN-
On étudie un sous-espace vectoriel £ du R-espace vectoriel des suites réelles & indices dans N :

. 3 3 1

1) Montrer que le sous-espace vectoriel £ est de dimension 3. (On pourra éventuellement
considérer I'application linéaire ¢ de £ vers R définie par ¢(u) = (uq, ui, uz).)

1 n - n?

2) Montrer que si 'on pose : VYn € N an = oo bp = Fnr = om les trois suites

a, b, ¢ forment une base de £.

3) Montrer que si u appartient a £, la série de terme général u, est convergente. On notera

+
s(u) = Z Ug.
k=0

4)  Calculer s(a), s(b) et s(c).
5) Montrer que s : u — s(u) est une application linéaire de £ vers R ; quelle est la
dimension de Ker s ?

6) Déterminer Ker s.

EXERCICE 2

a désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :
Foo sint +oo
I= / e”—dt e¢ YneN I, = / e” k™ 4t
- J0 0

1) Montrer que Vintégrale I est absolument convergente.
2)a) Calculer Iy.
b) Pour n > 1, montrer, & ’aide d’une intégration par parties, que si I,_; est convergente, il
en est de méme de I, et trouver une relation entre I, et I,_;.

1



c) En déduire la convergence de I, et la valeur de I,, en fonction de n et a.
3)a) En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur l'intervalle [0, 2], montrer

’.1,'3 2:2n+1 z2n+2
) ine — (2% 4+ ... 4 (-1) < )
que:Vzee Ry VneN sinz (a: o + -+ (-1) (2n+1)!> (2n +2)!
b) En déduire que : I — (Io - % e 1)“( 0 ) < Klap41
K étant un nombre réel que ’on précisera en fonctxon de n.
i T 1 1 1 n 1
) Bndéduire T = lim (% oy oot (1) Gy )
) T dt
4) On pose, pour tout réel z : Arctan(z) = /0 TR
ok t2n+2
: * B S -1)"
a) Montrer que : Vn € N* V¢t ¢ [0,1] E( 1)kt i e =(-1) T
n L T 2k+1 1
z . . * — <
b) En déduire que : Vn € N* Vz € [0,1] ,;)( 1) 1 Arctan(z)| < 13

¢) En déduire une expression trés simple de I en fonction de a utilisant la fonction Arctan.

EXERCICE 3

La notation min(a, b) désigne le plus petit des deux nombres réels a et b.

Pour tout entier naturel n non nul, on définit les fonctions ¢, et F, de R vers R en posant :
_ 9 n siz <0
pn(z)=2+222+ -+ ne™ et Fo(z)= {mm((pn(:z:) 1) siz>0

1) On suppose la constante n déja déclarée. Recopier, en la complétant, la déclaration de la
fonction PASCAL F pour qu’elle renvoie la valeur Fy,(z). On calculeray = 42224 --+nz"
par ’algorithme de Horner. '
function F(x :real) :real;
var y :real; k :integer;

begin
if x<0 then ...... else begin
y :=0; for ...... do ...... ;
if y<=1 then ...else ...
end ;
end ;

2)a) Soit n € N*. Montrer 'existence un nombre réel positif z,, unique tel que ¢, (z,) = 1.
b) Exprimer F,(z) sans utiliser le symbole min selon que z € [0,z,) ou z € [z4, 400l
¢) Montrer que F, est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle & densité, X,.
d) Que vaut P(X, < 0)? Que vaut P(X, > 1)?
3)a) Montrer, pour n dans N*, I’existence d’un unique réel pn tel que Fp(ps) = 5
b) pn est une grandeur caractéristique de la variable aléatoire X,. Quel est son nom?
4) Comparer Fpi1(ftn) & Fri1(fnyi1), et en déduire le sens de variation, puis la convergence

de la suite (fin)nen=-
5)a) Calculer ¢(z) = lim ¢,(z) pour z € [0,1], et calculer le nombre L € [0,1] tel que

n—-+00
p(L) = 1.
b) En déduire, selon que z < 0,0 < z < L, ou z > L la valeur de F(z) = nlir_EOO Fo(z) , et

[T

déterminer le seul nombre réel £ tel queAF(f)
c¢) Montrer sans calcul que : Yn € N*  F,({) <

d) Montrer aussi que , si ¢ > 0, on a pour n suffisamment grand : Fp(£+¢€) > —12-
e) Déduire de ce qui précéde la limite de la suite (py,).

M|



PROBLEME

Données et objectifs du probléme.
p désigne un nombre réel fixé tel que 0 < p < 1. On pose ¢ =1 —p.
On étudie le mouvement dans le plan d’un mobile M partant de l’origine et se déplacant
indéfiniment d’un point & I’autre de ’ensemble des points du plan & coordonnées (z,y) entiéres
telles que ¥y > 0 et 0 < = < 2. On appellera “chemin” ’ensemble des points du plan dont les
coordonnées (z,y) sont des entiers et vérifient : z € {0,1} et y > 0
Le mouvement est une succession de “pas”. Si le mobile se trouve & un instant donné au point de
coordonnées (z,y), le pas suivant le ménera au point (z',y') selon par la régle suivante :
e Siz=0,alors
Avecla probabilité p: 2’ =0ety' =y + 1
Avec la probabilité g : 2' =1l ety' =y
eSiz=1, alors
Avecla probabilité p:z' =1lety =y + 1
Avecla probabilité £ : ' = 0et y' =y
Avec la probabilité % ' =2ety =y
e Si ¢ = 2 (c’est-a-dire si le mobile est hors du chemin), alors ' =2 et y' =y +1
On note respectivement X, et Y, 1’abscisse et I’ordonnée du mobile & V'issue du n-iéme pas. A
titre d’exemple, les événements (X = 0) et (¥Yp = 0) sont certains.

PARTIE 1 Simulation sur ordinateur de cette expérience aléatoire.

On admet que 'on dispose d’une fonction hasard, sans paramétre, a valeurs entiéres, qui retourne

aléatoirement les valeurs —1 0 et 1, respectivement avec les probabilités %, p, et £y

Rédiger les lignes manquantes du programme PASCAL suivant pour que celui-ci simule le
cheminement du mobile M en affichant & 1’écran les coordonnées (z,y) des positions successives
de M jusqu’a ce que son abscisse prenne pour la premiére fois la valeur 2 (c’est-a dire jusqu’a la
sortie du chemin).
program simulation ;
var x,y,h :integer ;
begin

x :=0; y :=0;

while x<2 do begin

h :=hasard;

........................

PARTIE 2 Loi de probabilité de la variable aléatoire X, et de la durée du trajet sur le chemin.

On considére la matrice :

p § 0
A=}{q p O
q
0 4 1
0
1)a) Montrer que u = | 0 | est vecteur propre de A. Quelle est la valeur propre associée ?
1

b) Montrer que p + —qE est valeur propre de A. Déterminer un vecteur propre v relatif a cette
valeur propre, et dont la premiére composante est 1.
c) Montrer que p — —% est valeur propre de A. Déterminer un vecteur propre w relatif a cette

valeur propre, et dont la premiére composante est 1.



d) En déduire une matrice inversible I telle que la matrice A" = II"1AIIl soit diagonale.
Expliciter A'.

z 1 1
e) Résoudre le systéme Il { y | = | 0 | et en déduire le produit ontjo
z 0 0

f) Calculer explicitement la premiére colonne de la matrice A pour n € N.

2)a) Justifier de fagon précise :

P(Xn = 0) P(Xn_1 =0)
Vn € N* P(Xp=1) | =A| P(X,_1=1)
P(X, = 2) P(Xpn_1 =2)

b) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire Xp,.

3)a) Calculer { = 111.{1'1 P(Xy = 2). Avez vous une justification intuitive du résultat ?
n—-4+00

b) Donner un équivalent de la forme ab™ de £ — P(X,, = 2) lorsque n tend vers +o0.

4) On note T la durée du trajet sur le chemin, c’est-a-dire la variable aléatoire égale au plus
petit entier n tel que tel que X,, = 2.

a) Pour n € N*, exprimer ’événement (T = n) en fonction des événements (X,_; = 1) et
(Xn =2).

b) Déterminer la loi de probabilité de 7.

¢) Calculer V’espérance mathématique de 7T'.

PARTIE 3 Loi de probabilité du vecteur aléatoire (X,,Yy) et de la distance parcourue sur le chemin.

Dans cette partie, [a] désigne la partie entiére d'un réel a.

1)a) Onpose y = n—2k. Déterminer, en fonction de l’entier k£ compris entre 0 et [2], la probabilité
que M parvienne en (0,n — 2k) en effectuant n “pas”le long d’un itinéraire donné, itinéraire
constitué d’une succession de n — 2k pas vers le haut et d’un nombre égal de pas vers la
droite et de pas vers la gauche, dans un ordre déterminé.

b) y désignant maintenant un entier naturel quelconque, déterminer le nombre d’itinéraires
possibles menant de O a (0,y) en n pas. On aura soin de distinguer deux cas :
¢ n — y impair ou strictement négatif.
e n — y pair et positif,
¢) En déduire, en distinguant toujours ces deux cas, la valeur de : P((X, = 0) N (Yn = y)).
2) Déterminer de méme la valeur de : P((X,, = 1) N (Y = y)).
3) Dans cette question on cherche a retouver la loi de probabilité (marginale) de X, a partir
de la loi conjointe du couple (X,,Yy).
(3]
a) Justifier trés précisement ’égalité : P(X, = 0) = P((Xp =0)N (Yn = n —2k)).
k=0
b) Retrouver ainsi la valeur de P(X, = 0).
¢) Retrouver de la méme fagon la valeur de P(X, = 1).

4) On note D la variable aléatoire égale & la “distance parcourue sur le chemin”, c’est-a-dire

la valeur prise par la variable aléatoire Y; ol ¢ désigne le plus petit des entiers n tels que
Xn=2. .
a) Quel est I'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire D ?
b) Montrer que : (D = m) = U (Xg+1 =2)N (X = 1) N (Yy = m)]
kEN

1+ 9%)! 1+%
c) Montrer que : Vm € N P(D m' Z (m—l-ij)' ) ( 2) )

d) Calculer cette probabilité pour m =0, m = 1, et m = 2.
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EXERCICE 1

Préliminaire :On rappelle que si (u,) estune suiteréelle, lim u_ =a signifie que pour tout réel

n—o+ee
€ >0, il existe un entier naturel n,, tel que pour tout n supérieur ou égal dn : Iun - al <e.
En déduire que si (u,) est une suite réelle convergente de limite a , strictement positive , alors il existe

a
un entier naturel n, tel que, pour tout n supérieur ou égalan, : u, 2 5 .

Ce résultat pourra étre admis dans la suite de I’exercice .

On considere 1a fonction f définie pour tout réel x par :  f(x) =x.(1-x) etlasuite (u,) .y
définie par la donnée de u, élémentde ] 0,1 [ etlarelation de récurrence: u_,, =f(u,)
pour tout entier naturel n .

1 Etudier les variations de f .

et en déduire 1a limite de la suite (U, ),.n

2a Montrer que,pour tout entier natureln: O<u, < "
) n-+

2b Pour tout entier naturel n, on pose : v, = nu_ . Montrer que la suite (v, ),y est croissante .
En déduire qu’elle converge et que sa limite L appartienta ] 0,1 ] .

2c Pour tout entier naturel n,onpose: w_ =n(v,,, —Vv,) .

Montrer que la suite (W ),y converge et que sa limite vaut L(1-L).

3 Onsuppose L # 1, montrer en utilisant le préliminaire qu’il existe un entier naturel n, tel que
L(d-L
Vnzn, , v, — nZ—(—)-
: 2n

En déduire que lim v, = oo .
n—+oo

1
4  Montrer 4 I’aide de 1a question 2bque: u_~—

n""”n



EXERCICE 2

Partic I. E désigne un espace vectoriel sur R , de dimensionn (n22)

On note i I'endomorphisme identité de E et 6 1’endomorphisme nul de E .
Soit s un endomorphisme involutif de E , c’est a dire vérifiantsos=1i.

1 Justifier que s est bijectif et définirs ™ .

2 Déterminer les seules valeurs propres possibles de s .

On suppose dans 1a suite de cette partie que de plus s#1 ets# —i .

3a Montrerque(s-i)o(s+i)=0 .

3b En déduire que -1 et 1 sont les valeurs propres de s .

4 Montrerque E=Ker(s-i) @ Ker(s+i) (On montrera dans un premier temps que
sipourtoutxde Eona:x=u+v,avecuélémentde Ker (s-i)etvélémentde Ker (s+1i),
alors nécessairement s(x)=u -v )

s est appelée la symétrie par rapport a Ker (s - i) parallelement & Ker (s +1).

Partie I : Etude d’un exemple.

M  (R) désignant I’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n, onnote S I’ensemble des
matrices symétriques de M | (R) et A 1’ensemble des matrices antisymétriques de M | (R) .

Si M est la matrice de M , (R) dont m, ;est I'élément de lai ™™ ligne et de la j ™ colonne,

avecietjélémentsde { 1,2,....,n } ,on rappelle que :
M est symétrique si et seulement si pour tout (i,j) :m = mgs

M est antisymétrique si et seulement si pour tout (i,j ) :m;; =-m;;.
Dans la suite , ' M désigne 1a matrice transposée de M .

1 Vérifier que S et A sont des sous-espaces vectoriels de M _ (R) .
2 Montrerque:M _(R)=S® A .

3 Onnote T I’endomorphisme de M | (R) qui 4 chaque matrice associe sa transposée , montrer que
T est 1a symétrie par rapport & S parallélement a A . '

EXERCICE 3
Dans tout I’exercice , n désigne un entier naturel non nul et A un réel strictement positif .
Partie 1

o
1 jetkdésignant des entiers naturels, a, ; des réels tels que , pour tout j la série 2 a,; soit

k=0
+oo B oo
convergente , montrer que . Z Zaki = ZE&H .

k=0 j=0 =0 k=0

2 Soient X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N et S une variable aléatoire 2 valeurs

dans {0,1,..,n } . Pour tout k élémeni de IN , on définit I’espérance conditionnelle de S sachant que
X=k par :
E(S/X=k)= Y jP(S=j/X=k)

=0



Joo
Montrer , en utilisant 1a premiere question, que: E(S)= 2 E(S/X=k)P(X=k).
k=0

Partie II

Un ascenseur dessert n étages d’un immeuble .A chaque voyage le nombre de personnes qui montent
dans cet ascenseur au rez de chaussée est une variable aléatoire X suivant 1a 1oi de Poisson de
parametre A .

On émet les hypothe¢ses suivantes :

-Aucun arrét n’est dii & des personnes désirant monter dans 1’ ascenseur 4 un autre niveau

que le rez de chaussée .

-Chaque personne choisit son étage d’arrivée au hasard et indépendamment des autres passagers .

( Ces choix se font dans I’ordre d’entrée des passagers dans 1’ascenseur )

Enfin , pour tout entier naturel k , on appelle S, 1a variable aléatoire égale au nombre d’arréts de

I’ascenseur lorsque celui-ci contient k passagers au départ .

1 Montrer que pour tout j appartenant a { 1,2,...,n } et pour tout entier naturel k :

P(S k+1"J)—"P(S =+ " P(S =j-1.

2 EndéduirequeE(Sk+l)=1+(1——) E(S,).
n

3 Apres avoir justifié que E(S; ) =0, déterminer E(S, ) pour tout entier naturel k .

4 Montrer que si S désigne 1a variable aléatoire égale au nombre d’arréts de 1’ascenseur
A

4 un voyage donné : E(S)=n(l-e )

PROBLEME
p et n désignent deux entiers naturels non nuls .
Partie I

On pose : u, =—:)——J-:+l% , vV, =2‘up .

1 | B
la Prouver que pour tout p supérieur ou égala1: O<u, S ——-——

p p+l
1b En déduire que la suite (v, ) _ . st croissante puis prouver qu’elle converge et que sa limite

+oo
Y estélémentde [ 0,1]. On note maintenant : r, = 2 u,

p=n+l

dx .

1 ¢t
2a Montrer que pour tout entier p supérieur ouégalal: u, = —J‘
0 p+x

2b En déduire que pour tout entier p supérieur ou égal 32 : — (— -—)<u, (—— - --) .
p+1 2 p-1
1 1
2c A T’aide de cette derniere inégalité , établir que : ————<r1, <—
2(n+1) 2n

3 Déterminer un entier n tel que v, soit une valeur approchée de ¥ 2 10 - pres.



Partie II

Dans cette partie , k est un entier supérieur ou égal a 1.

1
o) , tout réel t strictement positif : f.(t)=— et f.(1)=
1 Pose., pOUT WY P =1 e L=

1 Montrer que f,_, () —f,_, (t+1) =k.f (1) .
n!

2 En déduire que : Efk(p) =m

p=n+l
Partic 11

On note P, le polyn6me défini par :
P, ()=t et, pour tout k supérieur ou égal 22, P, (1) =t(1-0)2-1)...(k—1-1) .

1
On pose d’autre part : a, = fOPk (t)dt.

1 1 1-x
+ X

la Vérifier que, pour tout x positif : =
que. p po p+x p+1l p+l p+x

L1 J.l P, (X)dx .

1b Endéduire que u, = 200+ D) p(p+D

"p+x

2a Montrer que pour tout k entier supérieur ou égal a 1, et pour tout réel x positif :
P _P(®), Py
p+x p+k (p+k)p+x)

2b En déduire , par récurrence sur k , que:
up - al -+ a?' e ak + 1 jl Pk+l (X)dx
p(p+1) p(p+D(p+2) p(p+1(p+2)...(p+k) p(p+D...(p+k)

¢ p+x
1P, (x a
2c Montrer que pour tout entier p supérieur ou égal 32 : 0 < j kel (l\ix < ke
o p+x p-1
2d En déduire , en utilisant 1a partie II , que pour tout entier k supérieur ou égal a 1
et pour tout entier n supérieur ou égal & 1 :
a, a, a,
I, = + -t +r,,
n+l 2(n+1D(n+2) k(n+1)(n+2)--(n+k) ’
a
avec 0<r | < s
5 (k+Dn(n+1)--(n+k)
al(+1

2e Construire une suite (v, , ).y ,de limite y telle que : 0 < -v, . S
xJuen ¥ Y T e S G Dn(n+ - (n 1 k)

3a Calculer a,,a,,a;,a, .
3b Déterminer un entier n, tel que V,,3 Soitune valeur approchée de y & 107 pres .
3¢ Ecrire, en Turbo-Pascal , un algorithme permettant le calcul de v, -puisde v ..

3d Donner la valeurde y 2107 pres.
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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, 1a qualité de la rédaction. la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Les candidats sont invités 4 encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées :
- Regles graduées :

- - Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21cm x 15¢m de large.
sans limitation de nombre.

EXERCICE 1
X .

Soit F la fonction réelie définie par : F(x) = J‘ T% sixe 10,1, F(0)=0 et F(1) =1n2.
x In

1) Verifier que F est bien définie sur [ 0,1 ].
x2 it
2) a. Pour tout x élément de ] 0,1 [, vérifier que j L =2
tin(t)

b. Montrer que, pour tout x de ] 0,1 [ : x> In2 < F(x) < xIn2.

c. En deéduire que F est continue sur { 0,1 ].
3) a. Montrer que F est dérivable sur ] 0,1 [ et calculer F'(x) pour tout x de ] 0,1 [.

b. En déduire que F' est continue sur [ 0,1 ].

1t-1
0 In(1)
Montrer que I est une intégrale convergente puis donner sa valeur.

4) On consideére l'intégrale 1 =

EXERCICE 2

Toutes les matrices en jeu dans cet exercice sont considérées comme éléments de Z%(R) ou
70,(R) désigne le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre deux & coefficients réels.
Une matrice M de 7,(R) est dite involutive si et seulement si M2 =1,

------
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1 O ; a
Onnotel = (O J et on considére la matrice M = (b

1) a.

b.
C.
2) a.

b.

3 . dlément de Z(R).
Montrer que M> = (a +d) M - (ad bc) L.

En déduire que M est inversible si et seulement si : ad - bc #0.

Dans le cas ou ad - be = 0, écrire M en fonction seulement de a, b, ¢ et d.
Montrer que la matrice al, o désignant un nombre réel, est involutive

siet seulementsicc=1oua=-1.

On suppose, dans cette question que M =1 et M = -1

Montrer que M est involutive si et seulement sia+d=0et ad - bc = -1.

: (5 _ )
3) Soit A= .
2 -

a.
b.
C.

Trouver un nombre réel o tel que A = ol + B, B étant une matrice involutive.

Calculer, pour tout entier naturel n, A"en fonctlon deIetB.

Montrer que A est inversible et vérifier que la formule trouvée en 3)b est encore valable
pour n=-1.

EXERCICE 3

Dans cet exercice, x désigne un réel de ] 0, /2 [.
1) Soit la suite réelle (un) définie par ug = cosx et, pour tout entier naturel n :

a.

b.

C.

)

ntl =Yg cos( n+1

Montrer que la suite de terme général v, = u, sin— est géométrique.
: 2

En déduire, pour tout entier naturel n, l'expression de u, en fonction de x et n.
Montrer enfin que (u,) est convergente et donner sa limite.

2) On considere l'algorithme suivant :

a.

b.

Program schw ;
‘varx, a,b:real;
k, n : integer ;
Begin
Readin(x) ; Readln(n) ;a =1 ;b = 1/cos(x);
Fork :=1 to n do begin

a=(at+b)2;
b:=sqrt(a*b);
end ;

Writeln(a, b) ;

.end.

Montrer que, lorsque x appartient a ] 0, /2 [, cet algorithme permet le calcul des -
(n + 1) premiers termes de deux suites (a,) et (b,) dont les premiers termes sont
respectivement a, = 1 et by = 1/cos(x).

cos(x/2)

Vérifier que by =
cos(x)



c. Ecrire, pour n > 1, les relations de récurrence liant a,, by, an.; €t bo.i.
d. Montrer que, pour tout entier natureln : a, > 0 et b, > 0.

.

3) a. Etablir -ue: VneN* b_—a_= b, —a_. ).
e Bl A e
b. Montrer que : Vne N, a, <b,. '

c. En déduire les variations des suites (a,) et (by).
d. En utilisant le résultat obtenu a la question 3)a , montrer que :

VHEN, O<bn-am < _Il(
) ) cos(x)
e. Montrer finalement que les suites (a,) et (b,) sont convergentes et ont méme limite £.
_ u, cos(in) . u
4) a. Vérifier que, pour tout entier natureln,ona: a, = —— et b, = 2n .
cos“(X) cos“ (x)

b. En déduire la valeur de 4.

PROBLEME

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe d'origine O ; a chaque instant, il est soit en O

(d'abscisse 0), soit en A (d'abscisse 1), soit en B (d'abscisse 2) soit en C (d'abscisse 3)

Les régles de ce "voyage" sont les suivantes :

e Le mobile est en O a l'instant 0.

o Le point O est "réfléchissant”, c'est-a-dire que, si a l'instant n le mobile est en O, il est
certain qu'a l'instant (n + 1) il sera en A.

» Si a l'instant n le mobile est en A | alors a l'instant (n + 1), il sera soit en O, soit en B
et ceci de fagon équiprobable.

e Si a l'instant n le mobile est en B, alors 4 l'instant (n + 1) il sera soit en A, soit en C
et ceci de fagon équiprobable.

e Le point C est "absorbant", c'est-a-dire que, si 4 l'instant n le mobile est en C, il est certain
qu'a l'instant (n + 1) il sera encore en C.

Pour tout entier naturel n :
¢ On désigne par X, la variable aléatoire égale a l'absc1sse de ce mobile 4 l'instant n.
* On appelle M la matrice réelle, carrée d'ordre 4, dont I'élément de la (i+1)™ ligne

et de la (j+1)™ colonne est P(Xn*‘l :%< _ j) , pour tous i et j appartenant a {0, 1, 2, 3}.
. ’ ’ n- . v

P(X, =0)
PX, =1
Un = . n .
e On pose P(X,, =2)
P(X, =3)
Partie 1

1) a. Déterminer la matrice M.
b. Montrer que Uy =M U,

3 C ¢ Q'\-\Ot\ %)



V3

3 .
2) a. Vérifier que O, 1, - et — iz_- sont valeurs propres de M.

b. En déduire l'existence d'une matrice P inversibie, qu'on choisira de telle maniére que
chacune de ses colonnes contienne un nombre maximum de "1", et vérifiant M = PDP” !

(00 O 0 )

01 0 0
avecD=|0 O ——\/2—5— 0
0 0 O _ﬁ / '
\ 2
2 0 -2 0 _
116 6 6 6
. Vérifier que P! = — '
¢. Vén ? qu sl V5 1 o
2 -3 1 0

d. Montrer que M" = PD"P" et expliciter la premiére colonne de M.

(on distingueralescasn=0etn>1)
e. Préciser U, et en déduire, pour tout entier naturel n, la loi de X,.

Partie II

1) On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires au
mobile pour atteindre C la premiére fois. -

a. Montrer que pour tout entier j supérieur ou égal a 3 :

ﬂ(xk #3) |n(X; = =3)
k=0 .
b. Montrer que (X1 #3) N (X;=3) = (X1 =2) n (X, =3).

j-2
c. En déduire, en comparant les événements (Xj.; = 2) et ﬂ(ka #* 3)J , que :
k=0
(Y =j) = (Xj1 = 2) » (X; = 3), puis donner la loi de Y.

d. Montrer que Y a une espérance et en déduire le nombre moyen de déplacements
nécessaires au mobile pour atteindre C la premiére fois.

2) On désigne par Z la variable aléatoire égale au nombre de deplacements necessan'es au
mobile pour atteindre B la premlere fois. A
a. Pourquoi ne peut-on pas écrire, d'une maniére analogue a celle utilisée dans la premiére

questicn de cette partie, que : Z=D)=Xu=DnX=2)?

b. Exprimer, pour tout j de N, I'événement (Z = 2j) 4 I'aide d' événements liés aux
variables Xy, Xj,..., Xy. En déduire P(Z = 2j) pour tout j deN .

c. Pour tout j de N, calculer P(Z = 2j + 1).

d. En déduire que Z a une espérance, puis déterminer le nombre moyen de déplacements
nécessaires au mobile pour atteindre B la premiére fois.

4 Copreon(s)
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées :

Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et Jou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

EXERCICE 1 |
Dans cet exercice, E désigne l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R..

On note A l'application qui a toute fonction f de E associe la fonction A(f) = g, définie par :
X
vxeR, g(x) = jo £(t)dt.

1) Montrer que A est un endomorphisme de E.
2) a. Vérifier que, pour toute fonction fde E, A(f) est dérivable.
b. En déduire que A n'est pas surjective.
3) Montrer que A est injective.
4) On suppose, dans cette question, que A possede une valeur propre A non nulle et on

désigne par f un vecteur propre associé a A.
X
a. Montrer que la fonction h, définie pour tout réel x, par h(x) = f(x) e *, est constante.
b. Déterminer alors A(f). '
5) Conclure 2 l'aide des questions précédentes que A n'a aucune valeur propre.
6) Pour toute fonction f de E, on pose : Fo = A(f) et VneN*, F, = A(F,.1).
a. Montrer que F, est de classe C*".
x(x-t)n
b. En déduire que : Vx<R, Fa(®) = | ) (—-—ll—f(t)dt.
» n!



EXERCICE 2

On considére la fonction f définie par : f(x) = J ____smt dt si x#0 et f{0)=In(2).
51 nt t .
1) On considére la fonction g définie par 8(t) = sit#0.
g(0) = 0

a. Vérifier que g est continue sur R.
2x
b. Montrer que : lim J' g(t)dt=0.
x—07x

¢. En déduire que f est continue en 0.
2) Montrer que f est paire.
3) a. Montrer que f est dérivable sur ] -o0, O [ et sur ] 0, +oo [.
b. Calculer f'(x), pour tout réel x non nul.
¢. En déduire que f est dérivable en 0 et donner £'(0).
d. Etudier le signe de f'(x) sur ] 0, +oo [.

1
4) a. Montrer que : Vxe] 0, oo [, | f(x) | < P
X
b. En déduire lim f(x).

X—>+0

5) a. Montrer que f(r/2) >0 et que f{m) <0.

b. Montrer que f(27) = J (—— - —1~—) sin(t)dt. En déduire que f(27) > 0.
tZ2  (t+m)2

c¢. Tracer, dans un repére orthonormé, les hyperboles d'équations respectives

1 1 ,
y= 5— ety= e ainsi que l'allure de la courbe représentative de la restriction
X X

def a[-2m 2n].

EXERCICE 3
Soit f une application linéaire de R’ dans R? et g une application lindaire de R* dans R*.

On note A la matrice de f relativement aux bases canoniques de R* et R?, A est donc une
matrice de %, 5(R), c'est-a-dire une matrice a 2 lignes et 3 colonnes, a coefficients réels.
On note B la matrice de g relativement aux bases canoniques de R* et R*, B est donc une
matrice de % ,(R), c'est-a-dire une matrice a 3 lignes et 2 colonnes, a coefficients réels.

1) Vérifier que gof € L(R?).
2) a. Montrer que Im gof © Im g.
b. Montrer que dim Im g <2.
c. Déduire des questions précédentes que dim Im gof < 2.

d. Conclure que gof n'est ni surjective, ni injective.
3) En déduire une valeur propre de BA.



0 1
On suppose maintenant que AB = (1 0) .

X
4) Soit X = ( j , X et y étant deux réels tels que (x, y) # (0, 0).
y.

a. Montrer que BX # 0.
b. Montrer que si A est valeur propre de AB alors A est valeur propre de BA.
c. En déduire que BA est diagonalisable.

PROBLEME
Dans tout le probléme, n est un entier naturel non nul.

Partie I

Une variable aléatoire Z, a valeurs dansN, étant définie sur un espace probabilisé (C, 4, P), A
étant un événement de »#, de probabilité non nulle, on définit la variable aléatoire T=Z/ A

( Z sachant que A est réalisé) par : Vke N, P(T=k)=P([Z=k]/A).

On considére un événement A vérifiant P(A) # 0 et P(A) = 1.

Montrer que si Z a une espérance, alors Z / A et Z / A ont aussi une espérance et que :
E(Z)=P(A)E(Z/A)+P(A)EZ/A).

Partie I1

On dispose de deux urnes, U et V. Initialement, 'urne U est vide et I'urne V contient 2n boules
numérotées de 1 a 2n. ‘ '
On effectue une suite d'épreuves, chacune consistant a choisir, aléatoirement et de maniére
équiprobable, un nombre compris entre 1 et 2n, puis a transférer la boule portant le numéro
choisi, de l'urne dans laquelle elle se trouve dans 'autre urne.

Pour tout entier k élément de [| 0, 2n |], on dit que U est dans I'état E lorsque U contient k
boules et on dit que U accede a I'état Ex lorsque U contient k boules pour la premiére fois.
On note X la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves qu'il faut effectuer pour que U
accede a I'état Ey et égale a O si I'état Ey n'est jamais atteint.

On admettra que X a une espérance, notée my.

Enfin, pour tout entier j, élément de [| 0, 2n -1 [], on pose N; = Xji; - X;.

Le but de cette partie est d'évaluer le nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde
a I'état Ey, c'est-a-dire d'évaluer le nombre my.

1) Montrer que X, et X; sont des variables certaines et en déduire leurs espérances.
2) a. Donner, pour tout j élément de [| 0, 2n -1 |], une interprétation de la variable N;.

b. Montrer que N; a une espérance que l'on notera p; dans la suite.



3) Soit jun élément de [| 1, 2n -1 |].
a. Soit Aj I'événement : " U acceéde a l'état Ej.; depuis I'état E;, en une seule épreuve”.
Calculer P(A)).
b. Montrer que N;/ A; est la variable certaine égale a 1 et que N;/ A; =1+ Niy + N,
Zn+jpg,

c. Montrer, en utilisant la partie I, que : Vje [|1,2n-1]], = P
n-j

1 . .
d. En déduire que : Vje [|0, 2n-1 ], =2nJ‘0 x20-371 (2 -x) 1 dx

4) Soit k un élément de [| 1, 2n{].
a. Ecrire, en la justifiant, la relation liant Xy et Ny, Ny, ..., Ni.

b. En déduire la relation liant my et g, Wy, ..., M1

el . L xF_(2-x)F
c. Vérifier que : Vx # 1, Zx o ox)) = xR

).
‘2 2(x-1)
1 k k
. B —(2-
d. Montrer que lntégrale | x*"* [X (2-x) Jdx est convergente.
0 2(x-1)
| Lo ek (DK -(1-0)"
5) En déduire que : ke [| 0, 2], mk=nj0 (1-1)2"% [ t 1dt .

Partie III : étude de deux cas particuliers.

1) Evaluation du nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde a I'état E, , c'est-a-
dire pour que, pour la premicre fois les urnes U et V contiennent le méme nombre de boules.

. 11-(1-t)2" ] .
a. Montrer que l'intégrale '[O — dt converge et vaut ZE (on pourra utiliser
k=1 '
la formule donnant la somme des premiers termes d'une suite géométrique).
1 1-(1-t2)n I 1
b. Montrer que l'intégrale I ———————— dt converge et vaut — » —.
que lintégrale | t g D
k=1
<l
c. En déduire alors que . my=n » ——.
~2k-1

2) Evaluation du nombre moyen d'épreuves nécessaires pour que U accéde a I'état E;, ,
c'est-a-dire pour que, pour la premiére fois l'urne V soit vide.

: _ 1(1+t)P —(1-t)P
a. Pour tout entier naturel p, on pose : I, = -{0 dt

t
Vérifier que I, est une intégrale convergente puis calculer I, - I,.;.
2n zk
b. En déduire que mz, =n ?
k=1
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1is ne doivent faire usage d'aucun document ; seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.
L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

EXERCICE 1

Question préliminaire :

La suite (x,) est une suite de nombres réels positifs. Montrer que si la série de terme général x,
converge, alors la série de terme général x> converge aussi (on montrera qu'il existe un

entier naturel N tel que : sin = N, alors xﬁ < Xp).

X —X
“ g . ;. , , . e il %]
On considére, d'une part, la fonction numérique, notée ch, définie par ch(x) = 5
u, =1
et d'autre part 1 2finie par : u .
¢ part la suite (u,) définie pa as] = —2— pour tout entier naturel n.
ch(u,)

1) Etudier la fonction ch et dresser son tableau de variations.

2) Donner le développement limité a I'ordre 2 de ch au voisinage de O.

3) a. Montrer que la suite (u,) est strictement positive et strictement décroissante.
b. En déduire que (u,) est convergente et donner sa limite.

Yna1 _ 1

Uy,

4) On pose, pour tout n élément de N : v, =

a. Montrer que la suite (v,) est strictement négative.
b. Montrer que (v,) est convergente de limite nulle.

n-1
c. Pour tout n de N*, simplifier Y In(1+v,).
k=0
En déduire que la série de terme général v, est divergente.
2
n

5) a. Montrer que : v, ~ ——.
o 2

b. En déduire que la série de terme général u’ est divergente.
c. En utilisant le préliminaire, conclure quant a la nature de la série de terme général u,.



- EXERCICE 2
On réalise une suite de lancers indépendants d'une piéce €quilibrée, chaque lancer amenant
donc "Pile" ou "Face" avec la probabilité 1/2.
On note Py (resp Fy) I'événement : " on obtient Pile (resp Face) au k™ lancer "
Pour ne pas surcharger l'écriture on écrira, par exemple, P, F; a la place de Py~ F,.

On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si I'on obtient, pour la premiére fois, "Pile"
puis "Face" dans cet ordre aux lancers k—1 et k (k désignant un entier supérieur ou égal 4 2),
X prenant la valeur 0 si I'on n'obtient jamais une telle succession.

On note Y la variable aléatoire qui prend la valeur k si I'on obtient, pour la premiére fois, "Pile"
suivi de "Pile" aux lancers k—1 et k (k désignant un entier supérieur ou égal a 2), Y prenant la
valeur 0 si 'on n'obtient jamais une telle succession.

L'objet de l'exercice est de calculer les espérances de X et Y et de vérifier que, "contre toute
attente", E(Y) > E(X). '

1) Calculer P(X = 2).
2) a. Soit k un entier supérieur ou €gal a 3. Montrer que si le premier lancer est un "Pile",
alors il faut et il suffit que P> Ps ... Py Fy se réalise pour que (X = k) se réalise.
b. En déduire que : .,

szamxzky=%mx=k4y%1

2k
c. On pose, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, u, = 2"P(X = k).
Déterminer uy, puis donner la loi de X.
3) Montrer que X a une esperance, notée E(X), et la calculer.
4) a. Montrer que (Fi, P,P,, P1F,) est un systeme complet d'événements.
b. En déduire que, pour pour tout entier k supérieur ou égal a 4 :

MY=m=%HY:bD+%HY=b34@

c. On pose, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, vi = P(Y = k).
Déterminer v, et v puis montrer qu'en posant vo =1 et v; = 0, on a,

. (- s 1 1
pour tout entier k supérieur ou égal a2 : v, = 5 Vi1 + Z Vie2 -

d. En déduire la suite (vi)x=0 puis donner la loi de Y.
e. Montrer que Y a une espérance, notée E(Y), et la calculer.

EXERCICE 3
1) On dit que Z suit une loi exponentielle bilatérale si une densité de Z est f, définie sur R

1
f(x)=—e™.
par : f(x) 5 e
a. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

b. Déterminer la fonction de répartition de Z.

c. Sotent Z, et Z, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle
bilatérale, déterminer une densité de V=27, + Z,.

2



2) Dans cette question, X et Y sont deux variables indépendantes suivant toutes les deux la loi
exponentielle de paramétre 1 et onpose Z=X-Y.

Déterminer la fonction de répartition, puis une densité de Y.

Déterminer une densité de Z et vérifier que Z suit la loi exponentielle bilatérale.
Déterminer l'espérance de Z.

On pose T =| Z |. Déterminer la fonction de répartition de T et vérifier que T suit une loi
exponentielle dont on donnera le paramétre.

ao os

PROBLEME

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul.

On considere l'espace vectoriel IR,,[X] des polynomes a coeflicients réels, de degré inférieur ou
égal a n; on rappelle que = (1, X, ...X") est une base de RH[X].

Un polynoéme est dit unitaire si le coefficient de son mondéme de plus haut degré est égal a 1.
On note ¢ l'application qui a tout polynome P de R,[X] associe le polynome ¢(P) = Q défini
par: Q=(X-1)P' -XP"

Partie I : étude de o.

1) a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,[X].

b. Pour tout j élément de [| 0, n |], calculer (p(Xj).
c. Ecrire la matrice M de ¢ dans &,

d. En déduire que o est diagonalisable.
2) Pour tout k élément de [} 0, n|], on désigne par Ly l'unique polyndme unitaire vérifiant

P .
¢(L) =kLy et on écrit Ly = > a; X", avec a, = 1.
i=0
a. Montrer que p = k, c'est-a-dire que Ly est de degré k.
b. Déterminer Lo.
c. Ecrire, lorsque k est supérieur ou égal a 1, le systéme d'équations dont ay, ai, ..., axy
sont solutions. :
. - 12
d. En déduire que : Yie [|0, k I, a; = (-1)** (k — i)! [c;] .
3) On note fi la fonction réelle définie par fi(x) = x* ¢
Montrer que : Vke[| 0, n|[], VxeR, Li(x) = (-1)*¢* fék) (x).



Partie II : étude d'un produit scalaire sur R,[X].

1) P et Q étant des polynémes de R,[X], on pose :
+o
WP, Q) =(P/Q)=[" e P)Q(x)dx.
a. Montrer que, pour tout entier naturel k , I'intégrale Iy = I T xKe ¥ dx converge.
0

b. Vérifier que l'intégrale définissant ( P/ Q) est convergente.
c. Montrer que y est un produit scalaire défini sur R,[X].

2) Soit k un entier naturel non nul. Les fonctions f et g étant de classe C* sur l'intervalle [a, b]
de R, montrer la formule d'intégration par parties d'ordre k :

b
k-1
[P rwe® @ dt = | 31 19 @) g* (t)} DT P dt.
a =0 _Ja a

3) Montrer que : Vie[[ 0, k-1 ], flfi) (0) = 0. (fx étant la fonction définie a la question 13)
4) Soient 1 et k deux entiers naturels.
a. Montrer que:

k-1 '
VxeR, jo L) £ mdt = > (-1 LY (x) £V (x) + (<D [ L) £ (t)dt .
4]

i=0
s oo ~t g 0
b. En déduire que jo L.()L, (e dt = jo LE (D f, (t)dt
¢. Montrer que, pour le produit scalaire vy, la famille (Lo, Ly, ..., L,) est une famille

orthogonale de R ,[X].

d. Montrer que Iy = (k + 1) Iy, puis donner la valeur de I,
En déduire la norme de Ly, notée || Ly ||, puis donner une base orthonormale de R,[X].

Partie I : étude des racines de L.

On rappelle que n est un entier supérieur ou égal a 1.
P

On pose R(x) = H (x—x i) ou X1, Xa, ..., Xp Sont les racines positives, distinctes, d'ordre
j=1 :

impair de L,. On convient que R(x) = 1 si L, n'a pas de racine d'ordre impair dans R".

1) Montrer que RL, est.positif sur R".

2) On suppose dans cette question que p < n.
a. Enremarquant que R est élément de R,,.;[X], montrer que (R /L,) = 0.
b. En déduire que RL, est le polynéme nul.

3) a. Ennotant la contradiction obtenue en 2b), conclure que p = n.
b. En déduire que L, a n racines réelles distinctes et toutes positives.
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Exercice 1
X

Pour chaque entier naturel », on définit la fonction g, par : Vxe[n, +o [, g,(x) = J. el dr .
n

1) Etude de g,,.
a. Montrer que g, est dérivable sur son domaine et donner son sens de variation.

b. Déterminer lim g, (x).
X—>+0

c. En déduire que pour chaque entier naturel », il existe un unique réel, noté x,,
élément de [n, +oo [, tel que g, (x,) = 1. ‘
2) Etude de la suite (x,,).

a. Montrer que lim x,=+ .
n~>+00

42 2
b. Montrer que : VinelN, e < x,—n < e,

3) On pose u, =x, —n

a. Montrer que [lim u,=0.
R—»+0

b. Calculer Ilim nu,.
>+

c. Déduire de I'encadrement obtenu en 2b) que x, —n ~ e .
+0



Exercice 2

Une urne contient une boule noire et (n—1) boules blanches, n désignant un entier supérieur

ou €gal a 2. On vide l'urne en effectuant des tirages d'une boule de la maniére suivante : le

premier tirage s'effectue sans remise, le deuxieme s'effectue avec remise, le troisiéme

s'effectue sans remise, le quatriéme s'effectue avec remise... D'une maniére générale, les

tirages d'ordre impair s'effectuent sans remise et les tirages d'ordre pair s'effectuent avec

remise de la boule tirée.

1) a. Quel est le nombre total N de tirages effectués lors de cette épreuve ?
b. Pour;élément de [|1, n—1{], combien reste-t-il de boules avant le (2)

Combien en reste-t-il avant le (2/ +1)°"° tirage ?

M€ tirage ?

On désigne par X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule noire est obtenue au k™ tirage
(que ce soit la premiére fois ou non) et 0 sinon. On désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre d'apparitions de la boule noire lors de cette épreuve. -
2)a. Caleuler P(X; = 1), P(Xp =1).

b. Pour tout entier naturel j de [|1, n—1|], calculer P(X5;+; = 1) et P(Xo,; = 1).

c. En déduire la loi suivie par toutes les variables X;.
3) Pour tout j élément de [| 1, # |], on note U; I'événement :

"On obtient la boule noire pour la 17 fois au (2j—1)"™ tirage".

a. En considérant I'état de l'urne avant le (2n—2)"" tirage, montrer que P(U,) = 0.

Montrer que : Vje[|1,n1], P(U;) = G
. nn-=1)
b. Exprimer l'événement (X = 1) en fonction des U;, puis en déduire la valeur de P(X = 1).

1
c. Montrer que P(X =n) = —-
n!

4) Montrer que X = 2HZ—:IX « » puis en déduire I'espérance de X.

5) Soit i un entier natkl:rlel compris entre 0 et n—2.
a. Pour tout; de [|1, 2n—~2i —2]], donner la valeur de P(Xp;+;+1 = 1/ Xp541 = 1).
b. En déduire que : Vje[|1, 2n-2i -2]], cov(Xai+1, Xaivj+1) = %

6) Soit i un entier naturel compris entre 1 et n—1.

a. Montrer que, pour tout kde [|1,n~i~1]], PXask =1/Xp;=1)= nl—i
b. Montrer que, pour tout kde [[0, n—i -1}, P(Xair2k+1 = 1 / Xz,: =1)= - 11,
c. Endéduire que: Vje[|1,2n—-2i-1{], cov(Xy;, Xyi+j) = m
7) Montrer que la variance de X est : V' (X) = (27?_*}';)2(1’1__—__1) - % nz-}‘ %
j=1



Exercice 3

On considére 'espace vectoriel IR?, on note Jd 'endomorphisme identité de IR?
et &1'endomorphisme nul de IR?. On note B = (7, /) la base canonique de IR%.

Le but de cet exercice est de trouver les couples (, v) d'endomorphismes de IR?
vérifiant les 4 assertions suivantes : '

(A1) : & =—Id (il faut comprendre uou = —Id ),
(A2) 1v=1d

(A3): (v-1dY = 6.

(Aq) : Ker(u +v—1d)# {0}.

1) Etude d'un exemple.
Vérifier que les endomorphismes u et v dont les matrices dans B sont respectivement

0 -1 11
U= ( : Oj et V= [O J sont solutions du probléme posé.

On revient au cas général et on considére un couple (u, v) solution du probleme.
2) a. Montrer que « et v sont des automorphismes de IR?, puis donner &~ ' et v !
en fonction de u, v et Id.

b. Pour tout entier naturel », exprimer v”comme combinaison linéaire de v et /d.
3) a. Etablir que : Im(v —Id) < Ker(v - Id).

b. En déduire, en raisonnant sur les dimensions, que : Im(v = Id) = Ker(v — Id).
4) Montrer, en raisonnant par l'absurde, que : dim Ker(u + v —1d) = 1.
5) Soit (e;) une base de Ker(u + v — Id), on pose : e} = — u(ey).

a. Montrer que (ej, e2) est une base de R®.

b. Donner les matrices de u et v dans cette base.
6) Donner la conclusion de cet exercice.

Probléme
Pour tout entier naturel » non nul, on considére les fonctions réelles f;, fi, ..., f» définies par :
VxeR", i) = * et Vke{l,2,..,n}, VxeR", fi(x)=x‘e""

On appelle E, 'espace vectoriel engendré par la famille ( fo, fi, .., fn)-

On note d l'application qui & toute fonction de £, associe sa fonction dérivée.

Partie 1
1) Montrer que la famille ( fo, i, ..., f») st une base de E,.

2) a. Calculer d(f;), puis montrer que : Vke([|l, n|l, d(ft) =k fi-1 — fr
b. Montrer que d est un endomorphisme de E,.



3) a. Vérifier que d est un automorphisme de £,

b. Justifier que : Vke[|1, n (], d(;{l—/fk)_

(k__l)/fk 1——fk
c. En déduire, pour tout j de [| 0, 7 {], I'expression de d ~ (ﬁ) dans la base (fy, fi, ..., fn)-

4) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout entier naturel 7, l'intégrale
40

= I x/e™* dx converge, puis donner sa valeur en fonction de j.
0

5) Montrer que 'application qui a tout couple (7, g) de £, associe :
flg= J‘O?w f(x)g(x) e*dx est un produit scalaire sur £,.

Pour tout f de E,, on note désormais || f || la norme de f.

Partie 2

1) On pose E,-; = vect (fo, fi, s fu-1)-
a. Rappeler le théoréme qui assure l'existence d'un unique €lément % de £, vérifiant :

[fe=Rll= Inf |lfa-gll

gGE,, 1
n-1
On pose désormais 4 = —Zaj fi-.
=0
b. Pourtout kde [| 0, n—1|], rappeler pourquoi f, -/ L fi
c¢. En déduire que pour tout k£ élémentde [| 0,n~ 1] :

n—1
Ya,(j+k)t+ (k+m)!=
J=0
2) On considére la fonction P définie pour tout x réel par :

n—1
Pay=ap + Y a;(x+1)(x+j) + E+1)@+2)..(x+n).
J=1
a. Vérifier que : Vke[|0,n—1]], P(k)=0.
b. En déduire explicitement P, puis vérifier que P(n) = n!.
3) a. Montrer que || f,— A F=(fi-h/f).

b. En déduire la valeur de m = Inf (x" =Y ax*)? e dx.

(ao,al,...,a,,_l)elR" 0 k=0
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Exercice 1
1) La durée de vie d'un composant €lectronique est une variable aléatoire X de densité f
strictement positive sur R} et nulle sur R_. On note F la fonction de répartition de X.

a. On désigne par ¢ et h deux réels strictement positifs. Exprimer, a 'aide de la fonction F,
la probabilité p(t, ) que le composant tombe en panne avant l'instant #+ A sachant qu'il
fonctionnait encore a l'instant .

@,

1-F(1)
f@®
1-F()

La fonction positive Ay est appelée taux de panne du composant ou taux de panne de X.
2) Soit X une variable aléatoire qui posséde une densité continue, strictement positive sur R ,
nulle sur R et de taux de panne Ay.

b. Etablir que, lorsque # est au voisinage de 0°, p(t, k) ~

On pose désormais, pour tout réel positif ¢ : Ax(f) = . On a bien stir Ax(?) 2 0.

!
a. Pour tout réel strictement positif #, calculer Io A y(u)du puis montrer que la seule

connaissance de la fonction "taux de panne” Ay permet de déterminer la fonction de
répartition F de X.

b. Déduire de la question précédente que les variables suivant des lois exponentielles
possédent un taux de panne constant et qu'elles sont les seules dans ce cas.

3) La durée de vie (en années) d'un appareil est une variable aléatoire X dont le "taux de

panne” est la fonction Ay définie par Ax(f) = £

a. Quelle est la probabilité que cet appareil survive plus d'un an ?

b. Quelle est 1a probabilité que cet appareil, 4g€ de 1 an, survive plus de 2 ans ?



Exercice 2
Dans cet exercice, x désigne un réel élément de [0, 1[ et » un entier supérieur ou égal 4 1.
1 < jp+l dt < 1

1) a. Montrer que : VpeIN, =
p+1

p t p
k

b. En déduire que : VkelN, 0< Y = — In(k) <1.
p=l1

n p x tn
2) a. Montrer que : I =_ In(1-x) -
; D -[0 1

dt.

n
b. En déduire que la série de terme général — converge et exprimer sa somme
n

en fonction de x.
3) a. Pour tout x de ]0, 1[, calculer lim In(n? In(n)x™).
n—>+

b. En déduire que, pour tout x de [0, 1], la série de terme général In(r)x" est convergente.

n +00
On pose maintenant S, (x) = D In(k)x* et S(x)=")  In(k)x* .
k=1 k=1
4) Le but de cette question est de trouver un équivalent simple de S(x) lorsque x est au
voisinage de 1°.
a. Montrer, en utilisant la premiére question, que :

°<Z Z————S(x)<Zx

k=1 p=1
b. En déduire que : 0 < e — - x ~S,(x) £ 2. :
(pz—; p Z] J ® 1-x
p-—
c. Justifier que : lim x”*lz
n—>+0 =1 p
p=
d. En déduire que: S(x) ~ - ln_fl_—__{z
1~ -x

Exercice 3

Un sondage consiste a proposer l'affirmation « 4 » a certaines personnes d'une population

donnée. Le sujet abordé étant délicat, le stratagéme suivant est mis en place afin de mettre

en confiance les personnes sondées pour qu'elles ne mentent pas...

L'enquéteur dispose d'un paquet de 20 cartes, numérotées de 1 & 20, qu'il remet a la personne

sondée. Celle-ci tire une carte au hasard et ne la montre pas a l'enquéteur.

La régle est alors la suivante :

« si la carte porte le numéro 1, la personne sondée répond "vrai” si elle est d'accord avec
I'affirmation « 4 » et "faux" sinon.

« si la carte porte un autre numéro, la personne sondée répond "vrai" si elle n'est pas d'accord
avec l'affirmation « 4 » et "faux" sinon.

Le but de I'enquéte est d'évaluer la proportion p de gens de cette population qui sont

réellement d'accord avec l'affirmation « 4 ».



1) On interroge une personne selon ce procédé et on considére 'événement suivant, noté ¥ :
« la personne répond “vrai” ». On note @ = P(V).
En utilisant la formule des probabilités totales, exprimer & en fonction de p, puis en déduire
p en fonction de 6.

2) Certaines considérations théoriques laissent penser que p =1—;.

a. Vérifier que 6 = i
10

b. Calculer la probabilité pour qu'une personne ayant répondu "vrai” soit d'accord avec
l'affirmation « 4 ».

On revient au cas général ou I'on ne connait ni p, ni 6.

3) On considere un échantillon aléatoire, de taille », extrait de la population considérée et on
note S, le nombre de réponses "vrai” obtenues. On suppose n assez grand pour pouvoir
considérer que cet échantillonnage est assimilable a un tirage avec remise.

a. Donner la loi de S, ainsi que son espérance et sa variance.

S . ..
b. Montrer que —* est un estimateur sans biais et convergent de 6.
n

4) Dans cette question, on suppose que 1'on a réalisé un échantillon de 100 personnes
et on constate que 23 personnes ont répondu "vrai”. ‘
a. Donner une estimation ponctuelle de @ et de p.
b. Donner un intervalle de confiance a 95% de @ puis de p.

On rappelle que, si @ désigne la fonction de répartition d'une variable X suivant la loi normale
N (0,1), alors &(1,96) = 0,975.

Probléme
On considére l’espace euclidien IR®, muni du produit scalaire noté ( . / . ) défini par :

Yu=(x, y,z)eIR Yu'=(x"y', z')elR3 w/u)y=xx'+yy'+zz"
La norme du vecteur u est alors définie par || u|| = \/(u lu).
On note B = (ey, €2, €3) la base canonique de IR et on rappelle que B est orthonormée pour le

produit scalaire défini ci-dessus.
Le but de ce probléme est de montrer que 1'on peut trouver une famille de cardinal maximal,

F = (uy, s, ..., Un) formée de n vecteurs unitaires et deux a deux distincts de R3 ainsi qu' un
réel « tels que : pour tout couple d'entiers (i, /) vérifiant 1 <i<j<n,onait: (;/ ) = a.

La partie 1 permet d'obtenir un résultat d'algébre linéaire utile pour la suite, la partie 2 étudie
les propriétés d'une telle famille et la partie 3 propose la construction d'une famille solution du
probléme pour n = 4 (cette valeur est d'ailleurs la valeur maximale possible de n mais ce
résultat ne sera pas démontré dans ce probléme).



Partie 1
Dans cette partie, n est un entier naturel supérieur ou égal 4 2.

Pour tout réel a, on note M, la matrice de M, (R) dont les éléments diagonaux sont tous égaux
a1, les autres étant égaux & a. On note / la matrice unité de M,(R) et J la matrice de M, (R)
dont tous les coefficients valent 1.

1)a. J est-elle dlagonahsable ?
b. Calculer J? et en déduire les 2 valeurs propres de J.

2) a. Utiliser une base de M, 1(R) formée de vecteurs propres de J pour déterminer les deux
valeurs propres de M.

b. En déduire que M, est inversible si et seulementsi:a=1 et a# — T
n —

Partie 2
On suppose que I'on a trouvé une famille (uy, uy, ..., 4,) formée de n vecteurs de R> , unitaires
et deux a deux distincts, et un réel a solutions du probléme.

n
1) Soit Ay, Aa,..., A, des réels tels que Zﬂ,k u, =0.
k=1
A
As
a. Montrer que M,| . |=0.

An

b. En déduire la valeur maximale de n lorsque =1 et a# - 7
n —

2) Etude du cas a=1.
a. Ecnre l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les vecteurs u; et u; (avec i #j).
A quelle condition a-t-on I'égalité ?
b. En déduire que n=1.
3) Dans cette question, on admet qu'il existe une famille (1, u, u3, us), formée de 4 vecteurs
de R, unitaires et deux 4 deux distincts, solution du probléme.
a. Donner la valeur de a.
b. Montrer que (u;, 42, u3) est une base de R
c. Calculer les coordonnées de uy dans cette base.

Partie 3 :
1) Donner une famille solution du probléme posé, pour n =3 et o =0.

Ng

3
2)Onposevy=e;, =——e; + —e et V=——e] - —¢&3.
)Onpose vy =e;, v ‘21 2@ et oo G

’ . L ggs ’ ) l
a. Montrer que (v, 2, v3) est solution du probléme posé avec a = -3

b. Trouver deux réels A et 4 tels que la famille (e3, Z.v, + ,ue3 , AV + ues, Avi+ ues)
soit solution du probléme pour n = 4
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Exercice 1
On rappelle que 1"ensemble C* (IR, IR) des fonctions numériques définies et de classe C*
sur IR, muni des lois habituelles, possede une structure d’espace vectoriel sur IR.

On note £ l'ensemble des fonctions ¢ de C 2 (IR, IR) qui vérifient la relation (x) suivante :
VxeR, " (x)=(1+x%) @(x).

1) Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

2) Montrer que si u et v sont deux éléments de £, alors u’'v — v 'u est une fonction constante.

ro|>‘,\,

3) Soit f la fonction définie, pour tout réel x, par : f(x)= e
a. Vérifier que f est élément de E.

dt

b. Soit g la fonction définie par : VxeR, g(x) = f(x) J e
0o (S
Montrer que g est élément de E

4) a. Soit 4 une solution de (). Montrer, en utilisant le résultat de la deuxiéme question
appliqué aux fonctions 4 et f, que 4 est combinaison linéaire de f et de g.
b. Montrer finalement que (f, g) est une base de E.



Exercice 2

Pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 1, on pose u, =

—.
2K

k=1

On se propose de montrer que la série de terme général u, converge et de calculer sa somme.

n
: s s 1
On pose, pour tout entier 7 supérieur ouégalal : v, = Z—— et w, = v,—In(n).
: k=1
On rappelle que : v, ~ In(n)
+0

1) a. Montrer que : VneIlN*, w,—wp+ 2 0.

b. Déterminer le développement limité & l'ordre 2, au voisinage de 0, de In(1 +x) - ad

s . 1 1
¢. En déduire que, au voisinage de +o : wy — Wy = —- +o(—).
2n n
2) a. Montrer que la série de terme général (w, — wy,+1) est convergente.
b. En déduire que la suite (w,) converge. On note 7y sa limite.

3) Montrer que la série de terme général u, converge.

. , a b c
4) a. Déterminer les réels q, b et ¢ tels que pour tout » de IN*, 4, = — + X
n n+l 2n+1

n
1
b. Montrer que : VneIN* Z
k=1

= Vgt — — Vn— L.

2k +1 2

6n
n+l

¢. En déduire que : VnelN*, Zuk =24 (V= Vaps 1)+ 24 -
k=1

5) En utilisant la convergence de la suite (w,), calculer Z u, en fonction de In2.

n=1

Exercice 3
On considére I'espace euclidien IR’, muni du produit scalaire noté ( ./ . ) défini par :

Yu=(x,y,z)e R, Vu' =(x,y,2’)e IR, w/w)=xx"+yy' +zz’.

La norme du vecteur u est alors définie par [|ull = /(u/ u) .

On note B = (ey, ¢z, e3) la base canonique de IR® et on rappelle que B est orthonormale pour le
produit scalaire défini ci-dessus.

On désigne par a, b et c trois réels, on pose @ = (a, b, ¢) et on suppose que ¢ est non nul.

On note ¢ l'endomorphisme de R’ qui a tout vecteur u = (x, y, z) de R? associe le vecteur
oW)=(yc—-zb, za—xc, xb-ya).



1) Ecrire la matrice M de ¢ dans la base 3.
2) a. Vérifier que @ appartient a Kerg. ,
b. Montrer que (¢(e;), ¢(e2)) est une famille libre.
c. Déduire des questions précédentes que Kerp = vect(w).
3) a. Montrer que pour tout vecteur  de R>, (¢(x) / w) = 0.
b. En déduire que : Im ¢ = (Ker )"
4) a. Justifier que pour tout vecteur u de R, il existe un unique couple (u, ;) élément de
Kerpx Im ¢ tel que u=u; + us.
b. Montrer que (¥ / @) = () / w).
(u/ w)
|o]®
5) a. Montrer que M?=- | @ ||2 M.
b. En déduire que : Vvelm g, gop(v)= — || @ I v.
¢. Montrer finalement que : VueR>, poopuw)=-o|* u+ (u /o) .

c. En déduire que u; = o, puis déterminer u; en fonction de u et w.

Probléme

On désigne par n et r deux entiers naturels vérifiant : n>2 et r > 3.

On consideére une épreuve aléatoire pouvant aboutir a r résultats différents R |, R», ..., R,

de probabilités respectives xj, x2, ..., X». On admet que, pour tout i de |1, 7[], 0 <x; <1.

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout i de [|1, |], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est
pas obtenu a I’issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n’ont pas ét€ obtenus
a I’issue des n épreuves.

1) a. Exprimer la variable X en fonction des variables X, X», ..., X.
b. Donner la loi de X; pour toutide {1,2,...,r}.
,

c. En déduire que ’espérance de X est E(X) = Z (I-x,)".

i=1

La suite de cet exercice consiste a rechercher les valeurs des réels x; en lesquelles £(X) admet

un minimum local.
2) a. Donner la valeur de x; + x, +...+ x, puis écrire £(X) comme une fonction, que I’on
notera f, des (r—1) variables xi, ..., X,-1.
La fonction f est donc définie sur ouvert (]0,1] )y tde R™!
b. Montrer que f est de classe C Zsur (]0,1{)"".



3) a. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
b. Montrer que le seul point de IR™" en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f

. . . 1
s’annulent simultanément est le point R = (—, l, vy 1 )
r r
4) Déterminer la matrice M, élément de M,_(IR), dont I’élément situé a I’intersection de la
. o*
ligne i et de la colonne j est / (R).
x; & ;

5) On pose 4 =1+J , ou [ est la matrice unité de M,_(IR) et J la matrice de M,_;(IR) dont

tous les éléments sont égaux a 1.

a. Montrer que J est diagonalisable.

b. Exprimer J* en fonction de J et r. En déduire que les valeurs propres de Jsont O et r—1.

c. Montrer que le sous-espace propre de J associé a la valeur propre r—1 est de
dimension 1.

d. Utiliser une base de M,_,1(R) formée de vecteurs propres de J pour montrer que 4 est
diagonalisable et qu’il existe une matrice P d’inverse ‘P, telle que 4 = PD'P ou D est
la matrice de M,_(IR) dont les (»—2) premiers éléments diagonaux sont égaux a 1, celui
de la (r—1)°™ ligne étant égal a r.

6) a. Déduire des questions précédentes que pour tout H non nul de M,_; (R), ‘H MH > 0.

b. En posant ‘H = (hy, hy, ..., h,_1), exprimer 'H M H en fonction des réels 4; et des
dérivées partielles d’ordre 2 de f au point R.

c. En déduire que f présente un minimum local au point R.

d. Donner la valeur de £(X) correspondant & ce minimum.
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Exercice 1

1
1) a. Montrer que I’intégrale Jo (1-1In¢)dt converge et donner sa valeur.

b. Montrer que J ' 17_ ln; df converge pour tout x strictement positif.
0o 2+1
¥ 1-1In¢t
On pose alors : Vx>0, F(x)=fo P dt
F(0) =0.

c. Montrer que F est continue en 0.
d. Montrer que F est de classe C 'sur 10, +oo [ et donner ses variations (la limite de 7
en +oo n’est pas demandée).
2) On définit la suite (u,,) par la donnée de son premier terme uy = 1 et la relation de
récurrence, valable pour tout n de IN: w4 = F(u,,).
a. Etablir que, pour tout n de IN, u,&[0,1].
b. Montrer que uy = ) puis déterminer par récurrence les variations de la suite (u,).
c¢. En déduire que la suite (u,) est convergente.



3) Pour tout x de [0, 1], on pose : g(x) = F(x)—x.
a. Montrer qu’il existe un unique réel S de 10,1] tel que g’(B) = 0, puis donner les
variations de g.
b. En déduire I’existence d’un unique réel «, élément de ] 5,1] tel que g(a) = 0.
4) a. Montrer que : VnelN, u, 2 a.

b. En déduire que lim u,= a.
n—r -+

Exercice 2

Dans cet exercice, x et y désignent des réels strictement positifs.

Un commercant se fournit auprés d’un grossiste pour constituer son stock au début de la
saison 2002, lequel consiste en un certain nombre d’unités d’un produit de consommation.
Chaque unité vendue par ce commergant lui rapporte un bénéfice net de x euros alors que
chaque unité invendue 2 la fin de la saison engendre une perte nette de y euros.

Ce commercant doit constituer son stock au début de la saison et désire déterminer la taille n
de ce stock afin de maximiser son espérance de gain.

On admet que le nombre d’unités qui seront commandées a ce commercant pendant la saison
2002 est une variable aléatoire a valeurs dans IN, notée X.

On note Y, la variable aléatoire égale au gain (positif ou négatif) de ce commergant a la fin de
la saison 2002.

On désigne par U la variable aléatoire qui vaut 1 si X< # et qui vaut 0 si X' > n.

On admet que ces variables sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (£2, 4, P).

1) En distinguant deux cas selon la valeur de U, montrer que :
Yo=(xX—-(n=-X)y)U + nx(1-0U).

2) a. Vérifier que la variable X U prend ses valeurs dans {0, 1,...,n}.
b. Exprimer, sous forme de somme, 'espérance de XU a 1aide de la loi de X.

c. Montrer enfin que E(Y,) = (x+y) Z(k -n)P(X =k) +nx.
k=0
x

X+y

Dans la suite, on suppose que P(X=0) <

3)a. Exprimer E(Yu+1) — E(¥,) en fonction de x, y et )| P(X = k).
k=0
b. Montrer qu’il existe un unique entier naturel ng tel que :

n n,+1

i} x 0 x
P(X =k) < et S P(X=k) =2 .

;) x+y /;) xX+y

c. En déduire que ce commergant est sir de maximiser son espérance de gain, en
constituant un stock de taille n; =ng + 1.
4) Une étude statistique faite au cours des saisons précédentes permet d’affirmer que X suit
la loi de Poisson de paramétre a, ol a est un réel strictement positif.
a. Exprimer P(X =k +1) en fonction de P(X = k).
b. Utiliser ce résultat pour écrire un programme en Turbo Pascal permettant de calculer
et d’afficher n; lorsque I’ utilisateur entre au clavier les valeurs de x, y et a.



Exercice 3
On considére deux variables aléatoires X et X5 de densités respectives f; et f; strictement
positives et dérivables sur IR.
On suppose qu’il existe une fonction g, définie et dérivable sur IR+, telle que :
V(e p)eR, fi(x) f2(0) = g (x"+ 7).
1) On suppose, dans cette question seulement, que X' et X suivent toutes les deux la loi
X

2

normale N0, 1). Montrer que : VxelR4, g(x) = ?Le 2.
T

fix), _2g'(x* +y*)
Txfi(x) gyt
Ji(x)
xf,(x)'

Soient x et x» deux réels distincts et non nuls. Montrer que A(x)) = h(x;) et en déduire

2)a. Montrer que : VxeR*, VyelR

b. On note A la fonction définie sur R* par A(x) =

que 4 est une fonction constante sur IR* ., On note a cette constante.

axz

c. Soit k la fonction définie pour tout réel x par k(x) =fi(x) e 2 .
Montrer que k est constante sur R% ainsi que sur IR . En déduire que & est constante

ax:
sur IR, puis montrer qu’il existe un réel X tel que : VxeR, fi(x)= Ke 2 .
d. Utiliser le fait que f} est une densité de probabilité pour montrer que a est strictement

(o . -1
négatif. On pose dorénavant oy = ,|— .
a
e. En déduire que X suit la loi normale M0, o).
3) On admet que 1’on peut montrer de la méme fagon qu’il existe un réel o, strictement
positif tel que X suive la loi normale N0, o2).
Montrer, en revenant a la définition de g et en calculant g(1) de deux fagons, que o1 = o,

c’est-a-dire que X | et X suivent toutes les deux la méme loi normale.

- Probleme
-Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

" . On note Id I"application identique de R".

Partie 1 : étude des symétries de IR".
Soient F| et F, deux sous-espaces vectoriels de IR", non réduits au seul vecteur nul,
et supplémentaires, c'est-a-dire tels que R"=F, ® F.
On appelle symétrie par rapport a I| parallélement a F3, I’endomorphisme s de R"
défini pour tout x de IR" tel que x = xj +x; (avec x;€f et xpeFy ) par s(x) = x| —xa.
Dans les trois premiéres questions, on considere une telle symétrie notée s.
1) a. Montrer que : VxeF7, s(x) =x.
b. En déduire que Ker(s — Id) = F.
2)a. Montrer que : Vxef?, s(x) =—x.
b. En déduire que Ker(s + Id) = Fa.

LI



3) Utiliser les questions précédentes pour montrer que s est diagonalisable et donner une
forme possible de la matrice de s relativement a une base de R” constituée de vecteurs
propres de s.

4) Réciproquement, montrer qu’une telle matrice est la matrice d’une symétrie.

Partie 2 : étude de deux exemples.

1) Soit s ’endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base canonique de R? est :
-1 2 2

Z

M= 22 -1

2 -1 2

P

b)])—l

a. Déterminer les valeurs propres de s ainsi que les sous-espaces propres associ€s.
b. En-déduire que s est une symétrie.

2) Soit s un endomorphisme de R” tel que sos = Id.
a. Montrer que, pour tout x de R" : x + s(x) € Ker(s — Id) et x—s(x) € Ker(s + Id).
b. En déduire que Ker(s — /d) et Ker(s + Id) sont supplémentaires.
c. Etablir enfin que s est la symétrie par rapport 4 Ker(s — Id) parallélement a Ker(s + Id).

Partie 3 : symétries orthogonales.
On considére ’espace vectoriel R", muni de sa structure euclidienne usuelle dans lequel le
produit scalaire canonique est noté <,>. '

Pour tout sous-espace vectoriel F'de R", non réduit au seul vecteur nul et différent de E, on
appelle symétrie orthogonale par rapport & F' la symétrie par rapport  F parallélement & F*.

1) Dans cette question, on suppose que » = 3. Montrer que la matrice M, présentée dans la
premiére question de la deuxiéme partie, est la matrice d’une symétrie orthogonale.
2) On considére une symétrie s de R" et on se propose d'établir 'équivalence suivante :
s est une symétrie orthogonale si et seulement si s est un endomorphisme symétrique.
a. On suppose que s est un endomorphisme symétrique de R”.
Vérifier que : VxeKer(s — Id), VyeKer(s + Id), <x, y > =0, puis conclure que s est la
symeétrie orthogonale par rapport a Ker(s — Id).
b. Soit F un sous-espace vectoriel de R”, non réduit au seul vecteur nul et différent de E.
On prend maintenant I'hypothese : s est la symétrie orthogonale par rapport a F.
En écrivant x = x| +x, avec (x|, x2)e Fx F* et y=y, +y, avec (y, yo)e F x F*,
montrer que : V(x, y)ek 2, <s(x),y> = <x, s(y)>. Conclure.
3) Soit £ un sous-espace vectoriel de R”, non réduit au seul vecteur nul et différent de E.
Soit s la symétrie orthogonale par rapport a F et p la projection orthogonale sur F.
a. Montrer que s =2p —/d.
b. En déduire que si (¢, ..., 1) est une base orthonormale de F, alors :

P
VxeR", s(x) =2 ) <x,u;>u; —X.
i=I
4) Dans cette question, on suppose que 7 = 3 et que F a pour équation : x -2y + 3z =0.
a. Déterminer une base orthonormale de £.
b. En déduire la matrice N, relativement a la base canonique de IR3, de la symétrie
orthogonale par rapport a F.
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Exercice 1

P désignant un polyndme de IR[X] tel que P = Z a, X k. on rappelle que, pour toute matrice
k=0

A de M5(R), P(A) = apl + @A + ...+ a, A", ou I désigne la matrice unité de M3(IR).

On admet que, si P et O sont deux polynémes de IR[X] et si 4 est une matrice de M3(IR),

alors: (PQO)(A) =P(4)0A4).

On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (uy) définie par :
uo=0,u; =1, ;=1 etlarelation, valable pour tout n de IN, 2,43 = 4y — Sty + 2 Uy

Upsa

Pour ce faire, on pose, pour tout n de IN, X, = | u,,,

u,

1) a. Ecrire la matrice 4 de M 3(IR), indépendante de n, telle que : VnelN, X4 =4 X,
b. Vérifier que (4 —-1)* (4 -21)=0.
2) On considére le polyndme P de IR[X] défini par P(X) = (X— D2 (X-2).
a. Justifier I’existence et I’unicité d’un couple (O, , R,) de R[X] x IRy[X], tel que :
VnelN, X" =PQ,+R,.
b. Montrer que pour tout entier naturel », il existe des réels a,, b, et ¢, tels que :
Ry(X) = @y by (X=1) + ca(X=1)",
c. Etablir que : VnelN, a,=1,b,=n et ¢, = 2" —n-1.



3) a. Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout # de IN, 4" comme combinaison
lindaire de I, A—1I et (A-I)%.
b. Pour tout n de IN, donner la troisiéme ligne de la matrice 4"
1

4) a. Montrer que : VnelN, X, =4" | 1
0
b. En déduire, pour tout n de IN, u, en fonction de n.

Exercice 2
Soit p un entier naturel et # une fonction continue, strictement positive, décroissante sur

[p,+oo] et telle que I+w f(t)dt converge.
P

n
Pour tout entier naturel » supérieur ou égal a p, on pose S, = Z f(k).
k=p
1) a. Utiliser la décroissance de f pour montrer que, pour tout entier naturel » supérieur ou

égala p,ona:S,— f(p) < I: f()dre.

b. En déduire que la série de terme général f(n) est convergente.

+0
On pose désormais, pour tout entier naturel n supérieur ou égala p, R, = Z fk).
k=n+l
2) a. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a p, ona:

I:wf(f)df —~f(n) < Ry < f:wf(t)dt.

b. En déduire une condition suffisante portant sur f(n) et _[M f(t)dt pour que :

R, ~ J’,:wf(f)dr_

+

3) Dans cette question, pour tout réel x de [2, +oo[, on pose f(x) = ————-.
- x(Inx)
a. Montrer que cette fonction vérifie les quatre hypotheses de I’énoncé ainsi que la
condition trouvée a la question 2b).
< 1
b. En déduire un équivalent, lorsque » est au voisinage de + o, de R, = Z —
k=n+1 k (Ink)
c. La série de terme général R, est-elle convergente ?



Exercice 3

Pour toute matrice 4 de M3(IR), on note ‘4 la matrice transposée de 4 et tr(4) la trace de 4,
¢’est-a-dire la somme des éléments diagonaux de 4.

On note I la matrice unité de M3(IR) et on considére la matrice J, élément de M3(IR), définie

(01 0
parJ={0 0 1}.
0 0 0

A tout couple (4, B) de M3(IR) x M3(R), on associe le réel <4 , B > = tr(‘4 B).
1) Montrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur M3(IR).
Dans toute la suite, on se place dans I’espace euclidien #3(IR) muni de ce produit scalaire.
2) Montrer que (1, J, J ?) est une famille orthogonale.
3) On note E le sous-espace vectoriel de M3(IR) engendré par (1, J, J 2.
a. Déterminer une base orthonormale de E, notée (Ky, K1, K3) telle que
pour tout i de {0, 1, 2}, K; soit proportionnelle a J ' (avec bien str J=1.
b. Soit 4 une matrice quelconque de HM3(IR) dont le terme situé a ’intersection
de la ™ ligne et de laj“™ colonne est noté a; ;.
Pour tout i de {0, 1, 2}, déterminer < K;, 4 > en fonction de certains des €léments de 4.
¢. On note p la proj ection orthogonale sur E. Exprimer p(4 ) en fonction de Ko, Kj, K3 et
de certains éléments de 4.
d. En déduire une base de Ker p.

Probléme

Partie 1
Dans cette partie, » désigne un entier naturel et x désigne un réel de J0,1[.
1) Pour tout entier naturel & non nul, calculer la dérivéee K™ de 1a fonction £,

définie sur 0, 1[, par : f(x) =

(1 - x)r+l ’
;
2) Montrer que, lorsque » est au voisinage de +oo, Cy/,, ~ -
rl
3) Montrer que lim »"'x” =0.
H=24+0
. . (e ~f
4) Soit ¢, la fonction définie sur [0,x] par ¢, (1) = :

Montrer que : Vie[0,x], 0 < (1) < x.
5) a. Ecrire la formule de Taylor entre 0 et x avec reste intégral pour la fonction f a I'ordre n.

x d
b. En déduire que : 0 £ f(x) — ch+,x < (nr+1) Gy, x" J.o (- t);+2'
k=0

c. Montrer finalement que : Vxe]0, 1[, VrelN, ZC/» cr X -(—1———1—)—;1—
k=0 x

(OS]



Partie 2
Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
On effectue une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes telles que pour chacune
d’entre elles, la probabilité de succes soit égale a p, avec 0 <p <1.
On note X, le nombre d’épreuves qu’il faut réaliser pour obtenir, pour la premiére fois »n
succes, pas forcément conséeutifs (X, est donc le numéro de I’épreuve ot ’on obtient le
n ™ succes). On convient que X, = 0 si ’on n’obtient pas » succes.
1) Dans cette question seulement, on considere le cas n = 1.

a. Reconnaitre la loi de X|.

b. Donner I’espérance et la variance de X;.

Dans toute la suite, on suppose que r = 2.
2) a. Déterminer X,(£2).
b. Pour tout entier naturel &, calculer la probabilité que 1’on obtienne » — 1 succes au cours
des n + k— 1 premiéres épreuves.

c. Déduire de la question précédente que : VkeIN P (X,=n+k)= Cii_, p"(1- p)~.

d. Utiliser le résultat de la partie 1 pour vérifier que § P(X,=n+k)=1
En déduire P(X, = 0). -

3) a. Montrer que : VreIN*, VkeIN, (n+ k) Cpry, =n Ch .
b. En utilisant le fait que, pour tout entier naturel », io P(X,y=n+1+k)=1,

montrer que X, posséde une espérance et donner s]:(\)faleur en fonction de » et p.

n—1 _ _
4) a. Montrer que : Vn 22, ———— ,:’+,1_1 = ,',’+f_2.
n+k-1

b. Utiliser le théoréme de transfert pour montrer que, pour tout entier naturel » supérieur

‘ \ n—
ouégal a 2,

possede une espérance et que E(
n" n

1
1) D.

5) a. Justifier que }’L posséde une espérance (on n’en demande pas le calcul).
n

n n
b. Montrer, sans calculer E(—)}—), que E(—)>p.
n n
6) Dans cette question, on suppose que le parametre p est inconnu.
-1
i et Z,= .
X,-1 X,
Des deux suites (Yn)nx2 €t (Z)nz2 , laquelle est un estimateur sans biais de p ? On ne se
préoccupera pas de ’éventuelle convergence de ces estimateurs.

Pour tout » > 2, onpose : ¥, =
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Exercice 1
Dans tout I’exercice, X est une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
1) Une premiere inégalité.

_ 1
- a, Montrer que P(|X-A4|24) < s
b7 En déduire I’inégalité (x) : P(X 224) <

Ny

2) Premiére amélioration de I’inégalité ().
~, a. Soit ¥ une variable aléatoire discréte, & valeurs positives et ayant une espérance. On note

. . E
Y() = {¥6, Y15 ve» Yns .-} Montrer, en minorant £(Y), que : Va >0, P(Y za) < ( .
a

b. On considére une variable aléatoire discréte Z, d’espérance nulle et de variance o’
Montrer que, pour tout couple (a,x) de ]0,+oo[ x R+ :
P(Zza)< P((Z+x)? 2(a+x)?).
c. En appliquant ’inégalité obtenue en 2a) 4 la variable aléatoire (Z + x) 2 montrer que :
o’ +x?
(a+x)* '

Va>0, Vx20,P(Z2za)<



2
d. Endéduire que : Va>0,P(Z2a) <

5~ (on pourra étudier la fonction fqui, &

o +a
ol 452
+
tout x de R 4, associe x2
(a+x)
e. Utiliser cette derniére inégalité pour montrer que : P(X =2 1) < 11—1 .
+

3) Deuxiéme amélioration de 1’inégalité (x).

+00
Pour tout réel £, on pose Gx(f) = > P(X =k)t* .
k=0
a. Justifier I’existence de Gy (f) et montrer que : Gy(f) = e *¢ D,
b. Montrer que : Vte[l,+o[, Va>0, P(X2aq) < —£-2 ¢ (t)
: e

et—l

c. Déterminer le minimum sur [1,+eo[ de la fonction g: ¢ =
t

A
d. En déduire que : P(X 221) < G-) .

4) Montrer que cette derniere amélioration est meilleure que celle obtenue a la question 2¢)
dés que A prend des valeur assez grandes.

Exercice 2

1) On pose, lorsque c’est possible, f(x) = j " dt

1 W . Montrer que le domaine de
+1+

définition de la fonction f est ]O,+oo .
2) Montrer que f est décroissante sur ]0,+o[.
+00 dt

Lor+rt)

3) a. Justifier I’existence de la quantité g(x) définie sur ]0,+eo [ par g(x) = J

x=1

et puis établir que :

b. Pour tout x de ]0,+oo[ et pour tout ¢ de [1,+oo [, simplifier % -

Vxe]0,+o], glx) = _l_n_2_

¢. En déduire que : Vxe]0,+o[, 0 < f(x) < ﬂ, puis déterminer lim f(x).
X X—>+0

\/Z) a. Montrer que : Vxe]0,+oo[, 0 < In2 —fx) < ™ 1+1 .
X

b. En déduire la limite de f(x) quand x tend vers 0" ainsi qu’un equ1valent de f(x) lorsque x
est au voisinage de 0”.
5) Dresser le tableau de variation de f.




Exercice 3
On considére deux variables aléatoires X et Y, définies toutes les deux sur le méme espace
probabilisé (€2, 4, P), indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose Z=X+ Y.
1) a. Déterminer une densité de Z.
—=b, Montrer que, pour tout x de ]0, 1[, les événements (Z > 1) et (1 -x <Z <1 +x) sont
indépendants.
2) On pose T = Max(X, Y). On admet que 7 est une variable aléatoire définie elle aussi sur
’espace probabilisé (£2, 4, P).
a. Montrer que T est une variable & densité puis donner une densité de T.
b. En déduire que T posséde une espérance E(7) et la déterminer.
c. Onpose U=|X - Y|etonadmet que U est une variable aléatoire définie elle aussi sur

’espace probabilisé (£2, 4, P). Montrer que U est combinaison linéaire de Z et T, puis
en déduire ’espérance de U.

Probléme
Dans tout le probléme, la lettre # désigne un entier naturel.

Partie 1

On note E, le IR-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C” sur [0, 1].

En particulier, Ey est le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0, 1].

On note N ’ensemble des fonctions f de E, vérifiant de plus f(0) = f(1) =0.

On considére I’application u de N dans Ey qui, 4 toute fonction f de N associe sa dérivée
seconde, notée 1.

1) Montrer que N est un sous-espace vectoriel de ;.

2) Montrer que u est une application linéaire injective.

1 ¢l
3) Soit g un élément de Ey. Pour tout x de [0, 1], on pose G(x) = ) J‘o [ x—t { g(t)dr.
a. Justifier que G est élément de E) et montrer que :

1 x 1
Vxel0,1], G'(x)=—(j g(Ndr — j g(1)dt ).

b. En déduire que G est élément de E; et déterminer G
¢. Pour tout x de [0, 1], on pose H(x) = G(x) + ax + b. Determmer les réels a et b (sous
forme d’intégrales) pour que H appartienne 2 N.
d. Déterminer u (H) puis en déduire que u est surjective.
e. Que peut-on déduire des questions 2) et 3d) ?
4) Vérifier que, pour tout x élément de [O 1]:

(" )(g)(x)=§jo |x— 1] g(t)dt - Ejo rg@ar - [ (1-20) gt



Partie 2

On note P, 1’espace vectoriel des fonctions polynomlales réelles de degré inférieur ou égal &
n. Pour tout entier naturel k et pour tout réel x, on pose e, (x) = x¥, avec bien sir eo(x) =1, et

on rappelle que B = (e, 1, ..., €,) est une base de P,,.

On note N, le sous-espace vectoriel de P, constitué des fonctions polynomiales P de degré
inférieur ou égal & n et telles que P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel k et pour tout réel x on pose f(x) =x**! (x - 1).

1)} Montrer que C =(fo, f1, ..., f) st une base de N,+;.

On considére I’ application linéaire v de N,4» dans P, qui, 4 toute fonction P de N,., associe
sa dérivée seconde, notée P’

2)a. Pourtout kde {0, 1, ..., n}, déterminer v(f%) en fonctlon de certains des vecteurs de @,

puis en déduire la matrice 4 de v relativement aux bases C et @.

b. En déduire que v est un isomorphisme de N4, sur P,,.
k

c. Simplifier, pour tout réel x et pour tout entier naturel £, la somme Z S (x).
j=0

“d. Justifier que le résultat de la quatriéme question de la partie 1 peut s’appliquer ici, puis
déterminer, en utilisant le résultat de la question 2c), la matrice 4~
e. Vérifier cette derniere, dans le cas ot n = 2 (les calculs devront ﬁgurer sur la copie).
3) On considére 1’application w qui a tout élément P de P, associe w(P), oi w(P) est la dérivée
seconde de 1’application qui a tout réel x associe (x%-x) P(x).
a. Montrer que w est un endomorphisme de P,,.
. Pour tout £ de {0, 1, ..., n}, déterminer w(ey).

b
¢. En déduire que la matrice de w dans B n’est autre que la matrice 4 de la question 2a).
d
e

. L’endomorphisme w est-il diagonalisable ? Est-ce un automorphisme de P, ?
. Dans le cas n = 2, déterminer les sous-espaces propres de w.
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Exercice 1 :
Dans cet exercice, » est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On désigne par I la matrice unité de M,(IR).
1) On note #r I’application linéaire qui a toute matrice de M,(IR) associe sa trace, c’est-a-dire
la somme de ses éléments diagonaux.
a) Montrer que Im#r =R
b) En déduire la dimension de Kertr.
c) Etablir que M,(IR) = Ker tr ® Vect(]).
2) Soit f ’application qui, a toute matrice M de M,(R) associe f(M) =M + tr(M) 1,
a) Montrer que fest un endomorphisme de M,(IR).
b) Utiliser la premiére question pour déterminer les valeurs propres de f.
En déduire que f'est un automorphisme diagonalisable de M,(IR).
3) Soit g ’application qui, a toute matrice M de M,(IR) associe g (M) = M + tr(M) J, ou J
désigne une matrice non nulle de M,(IR) dont la trace est nulle.
On admet que g est un endomorphisme de M,(IR). ‘
a) Etablir que le polyndme X* — 2.X + 1 est un polynéme annulateur de g.
b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.
c) g est-il diagonalisable ?



Exercice 2
Pour tout réel x, on note |_xJ la partie entiére de x et on rappelle que Lx _| est le seul entier

vérifiant : [ x| <x<|x|+1.
On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (£2, 4, P) et qui suit la

loi exponentielle de paramétre A (avec 4 > 0). On note F sa fonction de répartition.
On pose X; = | X|, X2 = [10(X - X,)| et 'on admet que X; et X, sont des variables
aléatoires définies elles aussi sur (£2, 4, P).
1) a) Déterminer X;(£).
b) Pour tout £ de X;(£2), exprimer P(X; = k) a ’aide de F.
¢) En déduire que X; +1 suit une loi géométrique dont on donnera le paramétre.
d) Déterminer E(X;) en fonction de A.
2) a) Déterminer X>(£2) et dire ce que represente X.

+00
b) Justifier que, pour tout k élément de {0, 1, ..., 9}, P =k) = > P(X,=inX, =k),
i=0

+00
puis montrer que : Vke{0, 1, ..., 9}, P(X2 =k) = Z (F@G+ !ll) F(@ ——)) .
i=0
A
. e 10
En déduire que Vke {0, 1, ..., 9}, P, =k)=¢ 10 T
—e

3) Montrer que X et X, sont indépendantes.

Exercice 3 ,
Dans cet exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction de n variables réelles, notée f, définie par :

n 14 n
2 . 2
V(x1, X2, ooy Xn)ER", (1, X2, vovy X)) = Zxk + (Zxk ) — Zxk
k=1 k=1 k=1

1) a) Montrer que f est de classe C? sur IR".

b) Calculer les dérivées premicres et secondes de f.
2) a) Déterminer le seul point critique (ay, aa, ..., a,) de f sur IR”.

b) Vérifier que la hessienne de fen ce point est la matrice 4, = 2(I, + J,,), ou I, désigne la
matrice unité de M,(IR) et J, la matrice de M,(IR) dont tous les éléments sont égaux a 1.
3) a) Déterminer le rang de J,. En déduire que 0 est valeur propre de J, et déterminer la
dimension du sous-espace propre associé.
1
1
b) Calculer le produit J,,| :
1
1
¢) A I’aide des questions précédentes, donner les valeurs propres de J,, puis celles de 4,,.




4) a) Montrer que, pour tout H = :2 nonnul,ona:'HA,H>0.

h,
b) En déduire que f admet un minimum local en (ay, as, ..., a,) et vérifier que ce minimum
L n
estégala ———.
4(n+1)
Probleme

On considére deux jetons J; et J,, équilibrés (c’est-a-dire tels que chaque face a une chance
sur deux d’apparaitre au cours d’un lancer).

Le jeton J; posséde une face numérotée 0 et une face numérotée 1.

Le jeton J; posséde deux faces numérotées 1.

Un joueur choisit au hasard un jeton puis effectue une série de lancers avec ce jeton.

On note E I’événement « le jeton J; est choisi pour le jeu » et, pour tout entier naturel £ non
nul, Uy I’événement « le k™ lancer fait apparaitre une face numérotée 1 ».

Partie 1 : étude de quelques variables aléatoires liées a cette épreuve.
1) a) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne n fois (n€IN*) une face portant le
numéro 1 lors des n premiers lancers.

b) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu # fois (neIN*) une face portant le
numéro 1 lors des n premiers lancers. Quelle est la probabilité qu’il ait joué avec le jeton J; ?
Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n tend vers +oo ? Interpréter ce résultat.

Dans la suite, on considére la variable aléatoire X égale au rang d’apparition de la premiére
face portant le numéro 0 et on pose X = 0 si la face portant le numéro 0 n’apparait jamais.

On considére également la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére face
portant le numéro 1 et on pose ¥ = 0 si la face portant le numéro 1 n’apparait jamais.

On suppose ces variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (£2, 4, P).

2) a) Calculer, pour tout entier naturel » non nul, la probabilité¢ P(X = n).

b) En déduire que P(X=0) = % . Ce résultat était-il prévisible ?

c) Montrer que X a une espérance puis déterminer £(X).

d) Montrer que X(X—1) a une espérance, la déterminer puis vérifier que V(X) = 2.
3) a) Calculer, pour tout entier naturel » non nul, la probabilité P(Y = n).

b) En déduire que P(Y=0) =0.

¢) Montrer que Y a une espérance puis déterminer E(Y).

¢) Montrer que Y (Y—1) a une espérance, la déterminer puis vérifier que V(Y) =

Blw



4) On définit sur (£2, 4, P) la variable aléatoire S par : Vwe Q, S(w) = Max (X(w), Y(w)).
a) Déterminer S(£2).

b) Montrer que P(S=1)=P(X=0)= % .

¢) Pour tout entier » supérieur ou égal 2, comparer d’une part (X = n) et (Y < n) et d’autre
part (Y = n) et (X <n), puis en déduire que : (S=n)=X=n v Y=n).

d) Reconnaitre alors la loi de S et préciser son espérance et sa variance.
5) On définit sur (€2, 2, P) la variable aléatoire  par : Vwe 2, I(w) = Min (X(w), Y(w)).

a) Montrer que / est une variable de Bernoulli.

b) Déterminer P(/ = 0) puis donner la loi de /, ainsi que son espérance et sa variance.

Partie 2 : simulation des variables X et Y.
On rappelle que random(2) renvoie au hasard un entier de {0, 1}.
1) On considere le programme suivant :

Program edhec2005 ;
Var jeton, lancer, X : integer ;
Begin
Randomize ;
X:=0;jeton: =random(2) + 1 ;
if (jeton=1) then begin
repeat
X:=X+1;
lancer : = random(2) ;
until (lancer = 0) ;
end ;
Writeln (X) ;
end.
a) Expliquer le fonctionnement du programme suivant et déterminer quel est le contenu de
la variable affichée a la fin.
b) Est-on certain que le nombre de passages dans la boucle « Repeat ... until » est fini ?
2) Ecrire un programme Pascal qui donne la valeur de la variable aléatoire Y.
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Exercice 1
Dans cet exercice, m désigne un entier naturel non nul. On note id (respectivement 6)
I’endomorphisme identité (respectivement 1’endomorphisme nul) du C- espace vectoriel C” et
on considére un endomorphisme fde C” vérifiant : (f—A1id) o (f —A2id) = @, ou A et A, sont
deux complexes distincts.
1) a) Vérifier que 1—1—/1—( (f-Aid)— (f-Apid) ) = id.
2 A
b) En déduire que : €" = Ker (f— A, id) ® Ker (f - 12 1d).
¢) Conclure que fest diagonalisable et donner ses valeurs propres (on sera amené a étudier

trois cas). ,
Dans la suite de 1’exercice, on désigne par » un entier naturel et I’on se propose de montrer

qu’il n’existe pas de matrice de HMa+1(IR) telle que 4 2 = _J ou I désigne la matrice diagonale
de M,+1(IR) dont les éléments diagonaux valent 1.
2) Trouver une matrice 4 de HMan+1(0 telle que 4 2=_J.
3) Dans cette question, on suppose qu’il existe une matrice 4 de Mpn+1(R) telle que 4 2=_]

a) Utiliser la premiére question pour montrer que 4 est diagonalisable dans HMy,+1(Q) et que
ses valeurs propres sont i et —i.

b) Pour toute matrice M= (m;;) <<, de Mp,q (D, on note M la matrice (my; )1cicp -
15j<q I</<q

On note E; et E-; les sous-espaces propres de A associés aux valeurs propres iet—i.
Montrer que Xe E; < X € E_;. . o
¢) En déduire que, si (u1, u, ..., 4p) €st une base de E; , alors (uy ,uy , ..., U, ) est une

famille libre de E_;. Conclure que dim E; = dim £_;.
d) Etablir enfin le résultat demandé.



Exercice 2

1) a) Montrer que ’on définit bien une unique suite (#y,),>1, 4 termes strictement positifs, en
l I’l"'l

Su, .

J=1

posant : u; =1 et, pour tout entier » supérieur ou égal 4 2, u, = 1
n -—
(. 1 .
b) Vérifier que u, = 3’ puis calculer us.

n

2) Montrer que la série de terme général u, est divergente et donner lim >u T
n—>+c0

Jj=1
T 2n
3) a) Etablir que : Vn > 2, u,y; = Up.
2n+1
b) En déduire que la suite (u,) est convergente.
¢) Donner un équivalent de In( “n ) lorsque 7 est au voisinage de +oo puis déterminer la
Upi
nature de la série de terme général In( “n ).
n+l
d) En déduire lim In(u,), puis montrer que lim u, = 0.
n—>+0 n—>+
4" : . . : !
4) a) Montrer que : Vn>2, u,= ———, ou (2nn) désigne le coefficient binomial (—2%
4n ( znn) nin:

b) En utilisant la question 2), déterminer lim 7 u,, puis montrer que : (2 Yy = o4,
n—>+o0 n n—>+0

n

o . 4
5) En utilisant le résultat de la question 3), montrer que : — = o(( 2nn))'
N no>+o

Exercice 3
On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (2, T, P),

indépendantes et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite (de densité notée ¢ et de

fonction de répartition notée @).
On pose Z = Sup(X, Y) et I’on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi que son espérance et

sa variance.
1) a) Montrer que Z est une variable aléatoire a densité définie elle aussi sur ({2, T, P).

b) Vérifier que Z admet pour densité la fonction f définie pour tout réel x par :
J) =20x)D(x).
t2

2) a) Rappeler la valeur de I’intégrale I +: e 2dr.

b) En déduire la convergence et la valeur de f;o et



¢) En remarquant que, pour tout réel x, ¢’(x) = —x¢(x), montrer, grice a une intégration par

. +o 1 1 +00 2
arties, que : x f(x)dx = — + = e " dr.
parties, que : [~ x £ (x) =ty I,
0 1 1 ¢o 2
d) Montrer de méme que: | x f(x)dx = ——= + — e dr.
" Liolp

En déduire que Z a une espérance et donner sa valeur.
3) a) Montrer que X et Z? suivent la méme loi.
b) Déterminer E£(Z?), puis donner la valeur de la variance de Z.

Probléme

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entiéres d’un axe d’origine O.

Au départ, le mobile est a I’origine (point d’abscisse 0).

Le mobile se déplace selon la régle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k & I’instant n,

1
ou sur le
k+2

alors, a I’instant (n+1) il sera sur le point d’abscisse (k+ 1) avec la probabilité

point d’abscisse 0 avec la probabilité
k+2

Pour tout » de IN, on note X, I’abscisse de ce point & I’instant # et 1’on a donc Xy = 0.
On admet que, pour tout » de IN, X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé

(€2, T, P) et on pose u,, = P(X,, = 0).

Partie 1 : étude de la variable X,,.
1) Vérifier que X7(£2) = {0, 1} puis donner la loi de Xj.
2) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X,,(£2) = {0, 1, ..., n}.

3) a) Montrer que : VneIN¥Vke{l, ..., n}, P(X, =k) = %P(Xn_l =k-1).
+

1
b) En déduire que : VrelN, Vke{0, 1, ..., n}, P(X,, =k) = 7 Un—k -
U
¢) En remarquant que ZP(X =k) = 1, montrer que : VnelN, Z et = ]
k=0 Jj=0 n-= ] +1

d) Retrouver ainsi les valeurs de ug et #; puis déterminer u; et us3.
4) a) En remarquant que la relation obtenue a la question 3a) peut s’écrire sous la forme
(k+1)P(X, = k) = kP(X,-1 = k—1), montrer que : VreIN¥, E(X,) — E(X,-1) = up.

b) En déduire, pour tout entier naturel » non nul, E(X,) sous forme de somme mettant en

jeu certains termes de la suite (u,).
n-1

et vérifier que

c) Pour tout entier naturel 7 non nul, donner la valeur de >’ .
j=0n—J]

+Z

j=o n— ]+l
n-1 u.

Déduire de ces deux résultats que : VnelN¥, u,, = L
Z‘o (n=j)n-j+1)

. Déterminer ensuite lim E(X,).
n+1 n—>-+eo

d) Montrer que, pour tout » de IN¥ u,, >



Partie 2 : étude du premier retour a Porigine.

On note T I’instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois & I’origine (sans compter
son positionnement au départ) et on admet que 7 est une variable aléatoire définie, elle aussi,
sur (£2, 7, P). On convient que 7 prend la valeur 0 si le mobile ne revient jamais en O.

Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1,
alors on a 7= 1. Si les abscisses successives sont : 1,2,3,0,0,1,alorsona 7T=4.

1) a) Pour tout £ de IN*, exprimer ’événement (T = k) en fonction d’événements mettant en
jeu certaines des variables X;.

b) Montrer que : VkeIN¥, P(T=k) = ! .
k(k+1)
¢) Déterminer les constantes a et b telles que : VikeIN * _l _a + —b—
k(k+1) k&  k+1

En déduire que P(T'= 0) = 0, puis interpréter ce dernier résultat.
2) La variable T a-t-elle une espérance ?

Partie 3 : informatique.

1) Compléter les deux instructions manquantes pour que le programme Pascal suivant, dans
lequel n est déclaré comme constante (ici n = 100), calcule et affiche u, uj, ..., Uy, ainsi que
’espérance de X, qui sera stockée dans la variable e.

Program edhec 2006 ;
const n=100 ;
var i, k : integer ;

s, e:real ;
u : array [0..n] of real ;
Begin

u[0] : =1 ; writeln(u[0]) ; e:=0;

Fork:=1tondo

begin
s:=0;
Fori:=1to kdobegins : = ----- sulk] :=1-5;end;
Writeln(u[£]) ;
€= -—mu- ;

end ;

Writeln(e) ;

end.

2) a) Compléter le programme suivant pour qu’il calcule et affiche la valeur prise par T lors
de I’expérience aléatoire étudiée.
On rappelle que, si k est un entier naturel non nul, I’instruction random(k) renvoie
aléatoirement un entier compris entre 0 et k—1.
Program edhec 2006bis ;
var 7, hasard : integer ;
Begin
Randomize ; 7:=0;
Repeat T': = T+ 1 ; hasard : = random (-----) ; until (hasard = ----- )
Writeln (7) ;
end.
b) Est-on certain que le nombre de passages dans la boucle « Repeat ... until » est fini ?
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Exercice 1

+00
e—x
Pour tout » de IN*, on pose u, = I dx.
X+ —
0 n
1) Montrer que la suite (#,),en st bien définie.
1 +00
—-X e—x
2) Pour tout » de IN*, on pose alors v, = I dx etw,= I dx
X+ — X+ —
0 n ! n
1
a) Montrer que : VneIN*, 0 <w, < —.
e

b) Montrer que : VneIN*, v, > 1 In(n+1). En déduire la limite de la suite (uy,).
e

3) On se propose de déterminer un équivalent de u, lorsque » est au voisinage de +oo.

: 1l-e™ .
a) Montrer que I’intégrale /= Io  _dx estune intégrale convergente.
v x
1
, 1-e7*
b) Etablir que : VaeIN*, 0 < ¢ —ds <1
0 X+—
n

¢) En déduire un encadrement de v, valable pour tout » de IN*.
d) Donner enfin, en utilisant cet encadrement, un équivalent simple de u,,.



Exercice 2
On considére les matrices suivantes de M4(IR) :

1 0 00 0 -1 0 O 0 0 -1 0 0 0 0 1
01 00 1 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 -1 0
— s = ’K: etL: .
0 010 0 0 0 1 1 0 0 O 1 0 O
0 0 0 1 0 0 -1 0 01 0 O -1 0 0 O

On note E le IR-espace vectoriel engendré par (Z, J, K, L) et Id ’endomorphisme identité de E.
On pose 4 =J + K.

1) Montrer que (/, J, K, L) est une base de E et donner la dimension de E.
2) a) Exprimer JK, KL et LJ en fonction respectivement de L, J et K.
b) Calculer J2, K% et L* puis en déduire que : KJ=-L, LK=-JetJL=-K.
¢) En déduire que F est stable pour le produit matriciel.
3) Calculer A2 En déduire que 4 est inversible et exprimer 4~ en fonction de A.
4) On considere maintenant 1’application ¢4 qui a toute matrice M de E associe :
oa(M)=AMA™.
a) Montrer que @4 est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Ker@, puis montrer que ¢4 est un automorphisme de E.
5) a) Ecrire la matrice @, de ¢, dans la base (I, J, K, L), puis justifier que ¢ est
diagonalisable.
b) Donner les valeurs propres de ¢4 ainsi que les sous-espaces propres associ€s.

On rappelle que I’application, notée 7, qui a toute matrice de M4(IR) associe sa trace (c’est-a-
dire la somme de ses éléments diagonaux) est une application linéaire de M4(IR) dans IR.

On rappelle également que 1’application qui a tout couple (M, N) de E x E associe le réel noté
(M / N) défini par (M / N) = tr( M N) est un produit scalaire sur E.

On munit désormais £ de ce produit scalaire.

6) a) Montrer que, pour tout couple (P, Q) de ExE, tr(P Q) = tr(Q P).
b) Etablir alors que ¢4 est un endomorphisme symétrique de E.
¢) En déduire que Ker (@4 —1d) et Ker (@4 +1d) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Exercice 3
On considére une suite (X,),>; de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(£, 4, P), indépendantes, et qui suivent toutes la loi exponentielle de parametre 1.

OnposeS,= > X, .
k=1
1) Rappeler quelle est la loi suivie par S,,. Donner 1’espérance et la variance de S,,.
2) A I’aide du théoréme de la limite centrée, établir que lim P(S, < n) = %
n—>+0

n tn—l

e—t

3) En déduire la valeur de lim I
n>+0 70 (p—1)!



1
4) a) Utiliser le résultat précédent pour montrer que Io 2" le™dr  ~

1
b) On admet que n! ~ /27 n n"e™". En déduire un nouvel équivalent de I " e dy
+00 0

Probléme

On désigne par » un entier naturel non nul et dans les deux premieres parties de ce probléme,
on considére une urne contenant une boule blanche et #—1 boules noires. Trois joueurs notés
A, Bet C tirent a tour de rdle une boule de cette urne dans I’ordre suivant : 4 joue le premier,
B joue aprés 4, C joue apres B, puis 4 joue apres C etc. Le gagnant est le premier des trois qui
extrait la boule blanche.

Pour tout k de IN, on note 44 (resp By, Cy) I’événement « 4 (resp B, C) gagne au k ™ tirage ».
On note 4 (resp B, C) I’événement « 4 (resp B, C) gagne la partie ».

L’objectif de ce probléme est de comparer les probabilités P(4), P(B) et P(C) selon le mode
de tirage et, dans la troisiéme partie, avec une urne remplie aléatoirement.

Partie 1: les tirages se font avec remise de la boule tirée.

1) Pour tout £ de IN, calculer P(4 3x+1), P(B3k+2) €t P(C3g+3).

2) En déduire P(4), P(B) et P(C) et vérifier que P(4) > P(B) > P(C). Ce résultat était-il
prévisible ?

Partie 2 : les tirages se font sans remise de la boule tirée.
1) Montrer que, pour tout entier naturel ktel que 3k+3 <n:

1
P(A3t+1) = P(Byks2) = P(Cairs) = —.

2) a) On suppose, dans cette question que 7 = 3 m+1, avec melN.

Montrer que P(4) = 71 - P(B)=P(C)= .
+
b) On suppose, dans cette question que n =3m +2, avec meN.
Montrer que P(4) = P(B) = "L p(c)=
3m+ 3m+2°
c¢) On suppose, dans cette questlon que n=3m +3, avec meIN\.
Montrer que P(4) = P(B) = P(C) = %

3) Conclure.

Partie 3 : les tirages se font sans remise dans une urne remplie aléatoirement.

L’urne est maintenant remplie de la fagon suivante : on lance une piece qui donne “pile” avec
la probabilité p (0 < p < 1) et “face” avec la probabilité 1—p. On pose g = 1 —p.

On note N la variable aléatoire égale au rang du premier “pile” obtenu lors de ces lancers.

Si N prend la valeur n (neIN*), on place une boule blanche et n—1 boules noires dans 1’urne.
1) a) En utilisant certains résultats de la partie 2, donner en fonction de m les valeurs de
Piv=3m1y (s Py=3miz) (A) €t Fy_zpi3)(4).

+00

2 +00
A pq m+1 3, m+1 3,
b) En déduire que P(4) = ———— + _ +
) e Pd) 3(1-¢°) Eo3m+2q P Eo3m+1q p




2 +00

A it __Pq m+l 3, e
2) De la méme fagon, établir que P(B) = —— + Y — + "p.
¢ que P(B) 25 Eo3m+2q p Eo3m+lq p

3) Déterminer, toujours de la méme fagon, une expression analogue de P(C).
4) Conclure.

Dans les trois questions suivantes, on cherche a déterminer une expression intégrale de P(4).
n-1

5) a) Pour tout x de [0, 1[ et tout #» de IN¥, écrire explicitement Z x*" en fonction de x et .

m=0
n=1 " 3m¢l 3n
. g 1 9 x
b) En déduire que = dx — dx .
+0  3mi]
L, . q g 1
c) Etablir enfin que =
) a ,;) 3m+1 '[0 1-x3
o gim g x
6) Montrer, de la méme fagon, que = J. 3
7) a) Déterminer les constantes a, b, ¢ et d telles que, pour tout m de IN:
m+1 b m+1 d
=a+ et =c+ .
3m+1 3m+1 3m+2 3m+2
b) En déduire que P(4) = ~ + £~ [f 2+’§ dx
3 3q°01-x
o 1 17
8) Etablir enfin que, lorsque p = > onaP(4) > TR

Partie 4

On décide de coder I’événement « on obtient la boule blanche » par le nombre 0.

On rappelle que la fonction random renvoie, pour un argument » de type integer (avec n > 1)
un entier aléatoire compris entre 0 et n—1.

1) Compléter le programme Pascal suivant pour qu’il simule 1’expérience aléatoire décrite
dans la partie 1 et en affiche le vainqueur.

Program edhec 2007 ;
Var a, b, c, n: integer ;

Begin
Readln(») ; Randomize ;
Repeat
a : =random(n) ;
If a = 0 then -------- else begin b : = --m-mmm- ;
If b = 0 then -------- else beginc:=-------- ;
If ¢ = 0 then -------- ;
end ;

end ;
until (axbxc=0);
End.
2) Modifier ce programme pour qu’il affiche qui est le vainqueur de ce jeu dans le cadre de la
partie 2.
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Exercice 1

1) On considére la matrice 4 = ( ], ¢lément de My (IR).

y 2x
Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels x et y pour que la matrice 4
soit diagonalisable dans ,(IR).
2) Dans la suite, X et Y sont des variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace probabilisé
(£2, A, P), indépendantes et qui suivent toutes les deux la loi uniforme sur [0, 1]. On note Fy
(respectivement FYy) la fonction de répartition de X (respectivement Y).

a) Déterminer une densité de X (on ne demande pas de vérifier que X2 est une variable aléatoire
a densité).

b) Déterminer une densité de —Y (on ne demande pas de vérifier que —Y est une variable aléatoire
a densité)..

¢) En déduire que la variable aléatoire X — ¥ admet pour densité la fonction 4 définie par :

Jx+1s1 -1<x<0
h(x)={ 1-/x si 0<x<1
0 sinon

0
d) Déterminer enfin la probabilité que la matrice M = (Y XJ soit diagonalisable dans #,(IR)

1



Exercice 2

sinn
" est

On se propose dans cet exercice de montrer que la série de terme général u, = (1)
n

convergente et de calculer sa somme.
1) On désigne par f une fonction de classe C' sur l'intervalle [a, b] et par A un réel strictement

. A s . . . . b
positif. Montrer, grace a une intégration par parties, que : lim I f(t)cos(Ar)dt = 0.
A—+0 Ya

2) a) On rappelle que : V(a,b)eIR?, cos(a+b) = cosacosb — sinasinb.
2k +1 2k -1

Exprimer, pour tout réel ¢, cos% cos(kt) en fonction de cos( t) et cos( t).
b) En déduire que :
Vte[0,1], VneIN*, cos% Z(—l)k cos(kt) = %( D" cos(zn 1 t) —cos é )
k=1
) | cos(zn +1 ) 1
¢) Montrer alors que : VneIN*, Zuk =(-1)" Io ———2—t——dt - —.
k=1 2COSE 2

3) Utiliser la premiere question pour conclure que la série de terme général u, converge et que :

= sinn 1
1" _——
;( )= :

Exercice 3
Dans cet exercice, f désigne un endomorphisme d’un IR-espace vectoriel £ de dimension finie. On
se propose d’étudier quelques situations dans lesquelles on peut établir que E = Ker /@ Imf.

1) a) Montrer que si f'est un automorphisme de E, alors on a bien £ = Kerf® Imf.
b) Etude d’un exemple : on considére deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, F et G, de
E. Tout élément x de E s’écrit donc de maniére unique x = xr + xg, avec xpe F et xgeG.
On appelle alors symétrie par rapport a F parallelement & G I’endomorphisme s de £ défini par :
s(x) = xF — Xc.
Déterminer s° et en déduire que E = Kers @Ims.

2) Dans cette question, on suppose f diagonalisable et f non bijectif (le cas ou fest bijectif ayant été
trait€ dans la premiere question).
a) Traiter le cas ou f'est I’endomorphisme nul.
b) Dans cette question, on suppose que f n’est pas I’endomorphisme nul.
(i) Montrer que f'a d’autres valeurs propres que la valeur propre 0.
(iiy Montrer que tout sous-espace propre de f associé a une valeur propre non nulle est
inclus dans Imf.
(iii) En déduire que E = Ker/® Imf.
¢) Retrouver le résultat de la question 2b) en considérant la matrice de f dans une base bien
choisie.

3) Dans cette question, on considére un endomorphisme f'de E dont un polyndme annulateur est de

p
la forme P = Zaka ou encore P=ag X+ a2X2+ . taXP aveca  #0etp > 1.
k=1



a) Soit y un élément de Imf N Kerf.

(i) Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que y = f(x) et f 2(x)=0.

(il En déduire que, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, ona f %(x) = 0 puis déterminer V.
b) Etablir que E=Ker/® Imf.

Probleme

Dans ce probléme, 7 est un entier naturel supérieur ou égal a 3 et p est un entier naturel.

Un jeu oppose # joueurs J; , J, ..., Jy.

Le jeu se déroule de la fagon suivante : une piece équilibrée est lancée (2p + 1) fois. Avant les
lancers, chaque joueur écrit une liste de prévisions pour ces lancers. Cette liste contient donc une
suite de (2p+1) caractéres P (pour “pile”) ou F (pour “face”). Les gagnants sont les joueurs ayant le
plus grand nombre de prévisions correctes et ils se partagent équitablement la somme de n! euros.
Par exemple, pour p = 1, si les lancers donnent trois fois “pile”, le joueur ayant noté (P, F, P) a 2
prévisions correctes, et si les lancers donnent dans cet ordre P, F, P, le joueur ayant noté (F, P, F)
n’a aucune prévision correcte.

Pour tout i de {1, 2, ..., n}, on note X; la variable aléatoire égale au nombre de prévisions correctes
du joueur J;, on note G; la variable aléatoire égale au gain du joueur J; et E(G;) ’espérance de G;.
L’objectif du probléme est de déterminer 1’espérance de gain du joueur J; selon deux stratégies
présentées dans les parties 2 et 3.

Partie 1 : quelques résultats utiles pour les parties suivantes.

1) Montrer que les variables X; suivent toutes la méme loi binomiale dont on donnera les
parametres.
On pose alors, pour tout i de {1, 2, ..., n} et pour tout k de Xi(€2), gx = P(X; = k) et r, = P(X; < k).

V4 2 p+l
2) Onpose S, = Y (2P Derr,= Y (21,
k=0 k=p+1
a) Calculer S, + T,.
b) Montrer que S, = 7).

. . " . 1
¢) Déduire des deux résultats précédents la valeur de S, puis montrer que 7, = 5

Partie 2 : les joueurs jouent au hasard et indépendamment les uns des autres.
Dans cette partie, les variables X; sont donc mutuellement indépendantes.

!
1) Montrer que G,(£2) = {.L'l,je[lo, n—-11] }.
Jj+

n! "
2) a) Montrer que Py o) (Gi = ;) =(q0)"".

!
b) Montrer que, pour tout j élément de [0, n—21], By _o) (G1 = _L'l) =0.
1 J +

¢) En déduire que I’espérance de G; conditionnellement a I’événement (X; = 0) est :
E(G1/ X =0)=(n-1)! (q0)"".



3) a) Etablir que, pour tout & non nul de X;(£2) et pour tout j élément de [|0, n—1]], ona:

n! - : el
Py y(Gi= ) =(""Dy @ i)™
j+1 J

b) Etablir que —1—(”_.1) = l( ) puis en déduire que, pour tout k£ non nul de X;(£2),
j+1° 7 noJ+l1

I’espérance de G| conditionnellement a I’événement (X, = k) est :

EGr /X = k) = (n—1y Y0 =)™
qx
c¢) Vérifier que cette expression reste valable pour k£ = 0 en posant _; = 0.
4) Utiliser les questions 3b) et 3¢) pour établir que E(G)) = (n—1)!.

Partie 3 : J; et J, forment un groupe et les autres joueurs jouent comme dans la partie 2.
Dans cette partie J; et J, adoptent la stratégie suivante : J; joue au hasard mais J, joue, pour chaque
lancer, les prévisions contraires de celles de J,. Par exemple, pour p = 1, si J a choisi (F, P, P) alors
J, choisit (P, F, F).

On note G’ le gain du groupe formé par ces deux joueurs, J; et J, décidant de partager
équitablement ce gain. On a donc, en désignant par G’} et G, les gains respectifs de J; et J; :
G=G"11+GhetG1=G".

On pose, pour tout i de {1, 3, ..., n} et pour tout k de Xy(£2), gx = P(X; = k) et r, = P(X; < k).

On note Y la variable aléatoire égale au nombre de prévisions correctes du meilleur de J; et J,.

1) a) Montrer que un et un seul des joueurs J; et J; a au moins (p+1) prévisions correctes.
b) En déduire que Y(£2) =[|p+1,2p+1]].
2) Vérifier que, dans I’exemple donné au début de cette partie, ¥ prend la valeur 3 si les lancers
donnent dans cet ordre F, P, P ou P, F, F et Y prend la valeur 2 sinon.
3) Pour tout kde [|p+1, 2p+1]], montrer que P(Y = k) =2 q.

!
4) Montrer que G'(¢2) = {—_”‘—1 .jell0, n=21] }.
J+
5) a) Etablir que, pour tout k de [|p+1, 2p+1]] et pour tout j élément de [|0, n—1]], ona:
n! n-2 : 2
Py i (G'=—=)=("". Tr) ™.
(r=k) ( j+1) ( j )(q0) (ra-1)

b) En déduire que, pour tout k de [|[p+ 1, 2p+ 1], espérance de G conditionnellement a
I’événement (Y = k) est :

()" =)™

9k
6) a) En déduire, en utilisant le résultat de la deuxiéme question de la partie 1, que :

EG)=2nn-2)!(1- 1 ).

2n~1

EG’ Y=k =n(n-2)

b) Montrer par récurrence que : VnelN, n>3,2"" > n.
¢) Déterminer E(G’)) et vérifier que la stratégie adoptée par les joueurs J; et J, est avantageuse
pour J; (et donc pour J,) du point de vue de I’espérance de leur gain.
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Exercice 1

e On admet que si une suite (7},),>; de variables aléatoires converge en probabilité, alors la limite de
cette suite est une variable aléatoire presque slirement unique.

Plus précisément, si ’on a 7, L Tet T, Sr Salors P((T=T")=1.
e On dit qu’une suite (U,),»1 de variables aléatoires converge en moyenne vers une variable
aléatoire U si et seulement si : pour tout entier naturel #, la variable aléatoire | U, — U| posseéde une
espérance et lim E(|U,—-U|)=0.

n—>+0
e On rappelle I’inégalité de Markov, valable pour une variable V' a valeurs positives et possédant

une espérance mathématique :

ves 0, P(V>ey< 2D
&

1) Dans cette question, on considére une suite (X,),>1 de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (Q, 4, P) et une variable aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé.
Montrer que, si la suite (X,) converge en moyenne vers X, alors elle converge en probabilité vers X.

Z



On se propose, dans la suite, d’étudier un exemple montrant que la réciproque de cette propriété est

fausse.
Pour ce faire, on considére une suite (Z,),»1 de variables aléatoires définies sur un espace

probabilisé (Q2, 4, P), indépendantes, et suivant toutes la loi de Poisson de paramétre A (avec 4> 1).
n

Pour tout entier naturel # non nul, on pose Y, = HZ P
k=1

2) a) Pour tout entier naturel » non nul, déterminer P(Y, # 0).

b) Soit ¢ un réel strictement positif. Comparer les événements (Y, > ¢) et (¥, # 0).

¢) En déduire que la suite (¥,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a 0.
3) a) Montrer que, si la suite (¥,) convergeait en moyenne vers une variable aléatoire Y, alors on
aurait P(Y=0)=1.

b) Calculer I’espérance de ¥,

¢) Etablir que E( |Y, - Y|) 2 E(Y,) - E(Y), puis déterminer lim E(|Y, -Y]).

n—>+0

4) Conclure.

Exercice 2
On désigne par o un entier strictement supérieur a 1 et on pose, pour tout entier naturel » non nul :
+00 dt
ua) = J- PENE
0 (1+1%)
Dans la suite de 1’exercice, on écrira u, au lieu de u,().
1) a) Vérifier que, pour tout n de IN*, le réel u, est bien défini et que u, > 0.

b) Etudier les variations de la suite (u,)1 et en conclure qu'elle converge.
2) a) Montrer, grace a une intégration par parties, que : VaeIN* u, = na (1, —tp+1).

n—1
. . . 1 s 1
b) En déduire que, pour tout entier » supérieur ou égal 4 2, on a : u, = I | (1- %—).
a
k=1

3) Montrer, en considérant In(u,), que lim u, = 0.
n—>+00

n

4) Pour tout n deIN* on pose S, = Zuk .
k=1
na

a) Montrer que : VnelN* S, = Up+1.

n
b) En déduire que : Vn > 2, In(S,) = In(u;) + Z [ln(l - L) —In(1- l)}
) ka k

¢) A I'aide d’un développement limité d’ordre 1 en %, donner un équivalent, lorsque £ est au

voisinage de +oo, de In(1— —1—)— In(1- l) .
ka k

d) Conclure quant a la nature de la série de terme général u,.

5) Dans cette question, on suppose que o = 2.
Compléter la déclaration de fonction récursive, ci-dessous écrite en Pascal, afin qu’elle retourne la

valeur de u,, :
Function u (n : integer) : real ;

Begin

If(n=1) then u:=----—--
else u:=---- ;

end ;

2/1/



Exercice 3
On note E I’espace vectoriel constitué des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal
a2n+l.

Pour tout k de {0, 1, ..., 2n+1}, on admet que I’expression X*""'x % désigne le polyndme X 2",
On désigne par Id I’endomorphisme identique de E et on note f I’application qui a toute fonction P
de Eassocie la fonction f(P) définie par : f(P) = X *"'P( % ).

1) Montrer que fest un endomorphisme de £
2) a) Vérifier que fof = Id.
b) En déduire les deux valeurs propres possibles de f.

2n+l1
3) Soit P = Z a, X % un polynéme quelconque de Ker(f—Id).
k=0
a) Montrer que les a; (0 < k£ <2n+1) sont solutions du systéme : Vke{O0, 1, ..., n}, ax = a1

b) En déduire une base de Ker(f-1d).
4) Déterminer de la méme fagon une base de Ker(f+ 1d).
5) On considére 1’application ¢ de Ex E dans IR qui, a tout couple (P, Q) de polynomes de E associe

2n+1 2n+1 2n+l1
le réel @(P,Q) = Zakbk ,oul’onanoté P= Z aka etQ= Zkak .
k=0 k=0 k=0

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire défini sur E.
b) Etablir alors que fest un endomorphisme symétrique
¢) En déduire que Ker(f+1d) et Ker(f—1d) sont supplémentaires orthogonaux dans F.

Probléme

Partie 1 : préliminaire
Dans cette partie, x désigne un réel élément de [0, 1].

1) a) Pour tout n de IN* et pour tout # de [0,x], simplifier la somme Zt” -

p=1

Z x? x "
b) En dédui : — =-=In(1-x) -
) En déduire que Z_l - n(1—x) -[0 -

p_
) Mont lim [ " d =0
¢) Montrer que lim =0.

q n—+o 90 1—1t¢
, xP +0 P

d) Etablir alors que la série de terme général — est convergente et que z — =—In(1-x).

p=1

1 1
= — — ——, montrer
nn+l) n n+l

2) a) Apres avoir vérifié que, pour tout entier naturel » non nul, on a

n+l

que la série de terme général est convergente.

n(n+1)
+00 n+l
b) Utiliser la premiére question pour établir que : Z D) =x+ (1-x)In(1-x).
‘= n(n+



Partie 2

On considére une variable aléatoire X de densité f, nulle sur ]-oo, O[, continue sur [0, +oo[ et
strictement positive sur [0,+o[. On note alors F la fonction de répartition de X.

1) Justifier que, pour tout réel x, ona : 1-F(x) > 0.
On définit alors la fonction g par :

— f(x)In(1-F(x)) si x>0
gx)= .

0six<0

2) Montrer que g peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire Y.

3) Etude d’un cas particulier.
a) Montrer qu’une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle vérifie les conditions

imposées dans cette partie.
b) On suppose ici que X suit la loi exponentielle de paramétre 4 > 0. Reconnaitre alors la loi de Y
puis donner son espérance et sa variance.

Partie 3

Dans cette partie, on considére une suite de variables aléatoires (X;);cn, toutes définies sur le méme
espace probabilisé (Q, 4, P), mutuellement indépendantes, ayant toutes la méme loi que X (c’est-a-
dire de densité £, nulle sur ]—oo, O[, continue sur [0, +oo[, strictement positive sur [0, +oo[, et de
fonction de répartition notée F’).

On se propose, a partir de cette suite, de construire une variable aléatoire Z ayant comme densité la
fonction g, nulle sur ]—oo, 0, et définie pour tout réel x positif par : g(x) = —7(x)In(1-F(x)).

1

Pour ce faire, on considére la suite (#,),>1 de nombre réels positifs, définie par u, = _(—l)
n(n+

+00
1) Montrer que Zun =1.
n=1
On considére des lors une variable aléatoire N, définie elle aussi sur (Q, 4, P), indépendante des

variables X;, et dont la loi est donnée par : VrneIN* P(N = n) = ———1——
nn+1)
On pose alors Z = Sup(Xy, X1, ..., Xn), ce qui signifie que :

Vo eQ, Z(w) = Max ( Xo(®), Xi(@), ..., Xnw(®) ).

2) a) Montrer que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (€2, 4, P), et que sa fonction de

répartition F; est donnée par :

+00 n+l
VxelR Fz(x)= ). %

n=l

b) Utiliser le préliminaire pour en déduire, a 1’aide de la fonction F, une expression explicite de

Fzsur [0, +oof.
c) Vérifier que Z est une variable aléatoire a densité et qu’elle admet bien la fonction g comme

fonction densité.
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Exercice 1

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction £, définie, pour tout (x1, xz, ..., X,) de I"ouvert U= 10, +oo[ ", par :

n 2] 1 1 1
FrGnx2, cnx) = (O x ) —) =@ttt x) (— + — L+ —).
i=1 i=1 X X, Xy X

i n

1) Montrer que f, est de classe C* sur U.
2) Montrer que f, posséde une infinité de points critiques (ay, aa, ..., a,) et les déterminer.

3) a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f,.

b) Vérifier que la hessienne H, de f, en un point critique quelconque de f, est proportionnelle a la
matrice K, = n I, — J,,, ou I, désigne la matrice unité de M,(RR) et J, la matrice de M,(IR) dont tous les

éléments valent 1.

4) a) Déterminer le rang de J,. En déduire que 0 est valeur propre de J, et déterminer la dimension

du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que le vecteur v,, ¢lément de M, (IR), dont tous les éléments sont égaux a 1, est un

vecteur propre de J.
c¢) A I’aide des questions précédentes, donner les valeurs propres de J,, puis celles de K.

d) Montrer que I’on ne peut pas, de cette fagon, conclure a I’existence d’un extremum local de f,

sur U.
5) Etude du cas n =2

a) Comparer les réels (x; +x7) 2 et 4 x1x,.
b) En déduire que f; admet sur ]0, +oo[ x ]0, +oo[ un minimum global et donner sa valeur.

/4



6) Etude du cas général.

On considere ’espace euclidien R " muni de son produit scalaire canonique. En appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a deux vecteurs bien choisis de R ", montrer que f, admet un
minimum global sur U, égal a n°.

Exercice 2

On se place dans un espace euclidien £ de dimension n, ot n désigne un entier naturel supérieur ou
égal a 2.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (x / y ) et la norme de x est notée || x ||.

On désigne par Id I’endomorphisme identique de E.

On considere un vecteur # de E dont la norme est égale a 1, un réel A non nul et on note f;
I’application qui, & tout vecteur x de E associe f,(x) =A(x/u )u +x.

1) Donner la dimension de (vect(u))*.

2) Montrer que f; est un endomorphisme de E.
3) Montrer que le polyndme X2 — (A+2)X + (A+1) est un polyndme annulateur de S

4) a) Montrer que f; est un endomorphisme symétrique de E.

b) Déterminer f; () et f; (v) pour tout vecteur v de (vect(u))*.

¢) Etablir alors que f; posséde deux valeurs propres distinctes et donner les sous-espaces propres
associés a ces deux valeurs propres.

5) Dans cette question on suppose que A =—1.
a) Vérifier que /) est un projecteur.
b) Montrer plus précisément que £ est le projecteur orthogonal sur (vect(x))".

Exercice 3

Dans cet exercice, a désigne un réel strictement positif.
On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (Q2, A4, P),

indépendantes, et suivant toutes deux la loi uniforme sur [0, a[.
On pose Z = |X-Y| et on admet que —Y, X— Y et Z sont des variables aléatoires a densité, elles aussi

définies sur ’espace probabilisé (Q, A4, P).

1) a) Déterminer une densité de —7Y.
b) En déduire que la variable aléatoire X — Y admet pour densité la fonction g définie par :

a-|x|
glx)= a’
0 sinon

si xe[-a, a]

On note G la fonction de répartition de X-Y.

2) a) Exprimer la fonction de répartition H de la variable aléatoire Z en fonction de G.
b) En déduire qu’une densité de Z est la fonction 4 définie par :
2(a—x)
h(x) = a’
0 sinon

si xe[0, a]

3) Montrer que Z posséde une espérance et une variance et les déterminer.

2/4



4) Simulation informatique.
On rappelle qu’en Turbo Pascal, la fonction random permet de simuler la loi uniforme sur [0, 1].
Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle retourne a chaque appel un nombre réel
choisi selon la loi de Z.

Function z (a : real) : real ;

Var x,y:real;

Begin

X:= sy = 2= mmmn ;

End ;

Probléeme

Préliminaire : un résultat utile pour la partie 2.

k+1
1) a) Montrer que, pour tout k de IN¥ on a :
e

b) En déduire que, pour tout entier naturel » supérieur ou egal a2,ona:
1 nlo, Sl

2) Montrer enfin que :

VnelNs 24n —2< ) —= <24/n - 1.

Partie 1 : convergence compléte.

1) Soit une suite (X,).>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, 4, P) et une
variable aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé.

On suppose que la suite (X,) converge complétement vers X, c’est-a-dire que, pour tout réel ¢
strictement positif, la série de terme général P( |X,, — X | > € ) est convergente.

Montrer que la suite (X,,) converge en probabilité vers X.

2) On se propose dans cette question d’étudier un exemple montrant que la réciproque de cette
propriété est fausse.
Pour ce faire, on considére une suite (Y,).»; de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2, 4, P), indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de parametre —

n

a) Déterminer la probabilité P(Y, > 1).
1

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer que : Ve > 0,0 < P(Y,2¢)<1—-e ".

¢) En déduire que la suite (Y,) converge en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

d) Utiliser la valeur de P(Y, > 1) pour en déduire que la suite (¥,) ne converge pas completement
vers la variable aléatoire certaine nulle.

Partie 2 : étude d’un exemple.

Dans cette partie, on considére une suite (By)i-1 de variables aléatoires, toutes définies sur le méme
espace probabilisé (Q2, 4, P), et telles que, pour tout entier naturel k& non nul, By suit la loi de

Bernoulli de parametre le: On suppose que les variables aléatoires B; sont deux a deux

indépendantes.

3/<’



u S
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, = Z B, etZ,= é’ ) et on admet que les variables
k=1 "

aléatoires S, et Z, sont, elles aussi, définies sur (€2, 4, P).

On se propose, dans les questions 1) et 2), de montrer que la suite (Z,) converge en probabilité vers
la variable aléatoire certaine égale a 1 et, dans les questions suivantes, de montrer que la suite (Z,)
converge complétement vers cette méme variable.

1) a) Pour tout » de IN* donner sous forme de sommes les expressions de E(S,) et V(S,).
b) Vérifier que V(S,) < E(S,).

2) a) Montrer que P( |Z,~1|2¢)< —2——1———
e"E(S,)

b) Etablir que la suite (Z,) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a 1.

3) A I’aide de I’inégalité établie a la question 2a) de cette méme partie, montrer que la série de
terme général P(|Z , —1|2 ¢ ) est convergente.

1

4) On désigne par e, la partie entiére de n ! ,eton adonc: eﬁ <n<(e,+ 1)4 .

S e S(e +1)*

a) Montrer que, pour tout nde N ona: ———— <7, < ———.

EQS,, ;) E(S,)
(e,+1) e,
. E(S,) 2

b) En déduire que, pour tout nde N\ ona: ———~72 , <2, < ———— oy

E(S, ) @ ES ) @D
(ell+]) ell
E (S(e,,+1)“ _

5) a) Etablir que lim
ns+0 F (Se 4)
b) En déduire que, pour tout réel ¢ strictement positif et pour » assez grand, on a :

ES. ) E(S )
e g et @y 2te
E(S.,) E(S, ) 20+8)

¢) Montrer que, pour tout réel & strictement positif et pour » assez grand, on a :

&
(Zisl1-e)c(Z,-1 <—e¥)et(Z,21+¢)( Z =12 5)'

d) En déduire alors que, pour tout réel € strictement positif et pour » assez grand, on a :

P(|1Z,-1|2e)<P(| Z —1|2§)+P(|Ze4—11282).

(e, +D)*

e) Conclure qu’effectivement, la suite (Z,) converge completement vers la variable aléatoire
certaine égale a 1.
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Exercice 1

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, notée n (n € N*) et % un endomorphisme de E. On note Id
Iidentité de E.
Si P(X) = ap+a1X + ... + a, XP est un élément de R[X], on rappelle qu'on désigne par P(u) I'endomorphisme
suivant : P(u) = apl + a1u + ... + apuP o uF est la composée uowu...on ( u® = Id par convention) .

k fois
Dans toute la suite @ est un polynéme qui admet 1 pour racine simple et tel que Q(u) = 0. Ainsi on peut écrire

Q(X) = (X - 1)Qi1(X) avec Q1(1) #0.
1. Montrer que I'image de (u — Id) est contenue dans Ker(Qy(u))
2. On note By = Ker(u — Id).
(a) Montrer que si € Ey alors Q1(u)(x) = Q;(1).z.
(b) En déduire que E;y N Ker(Q(u)) = {0g}
(c) En déduire & I'aide du théoréme du rang que E = E; @ Ker(Q;(u)).
3. Montrer que Q1(u) = 0 si, et seulement si, 1 n’est pas valeur propre de wu.
4. On suppose dans cette question que Q(X) = (X — 1)(X + 1), que E est de dimension 3 et que 1 est valeur
propre de u; on note E; l'espace propre associé a la valeur propre 1.

Montrer que si la dimension de Ej est supérieure ou égale & 2, I'endomorphisme u est diagonalisable (on
pourra distinguer deux cas, suivant que la dimension de E; est égale & 2 ou égale 3 3 ).

Exercice 2

On considére un entier naturel n supérieur ou égal a 2. On dispose d'une urne contenant 2n boules numérotées
de 1 & n, chaque numéro apparaissant deux fois. On effectue « au hasard »une succession de tirages simultanés de

deux boules de cette urne selon le protocole suivant :
¢ & chaque tirage de deux boules, si les deux boules tirées portent le méme numeéro, on ne remet pas les deux boules

Y,



dans 'urne et on dit qu'une paire est reconstituée.
e si les deux boules portent des numéros différents, on les remet dans 'urne avant de procéder au tirage suivant.
Pour tout élément i de [1,n]], et tout entier naturel k£ non nul, on pose T; = k si k tirages exactement ont été

nécessaires pour reconstituer ¢ paires.
On admet qu'il existe un espace probablisé (2, A,P) permettant de modéliser cette expérience et que, pour tout
entier ¢ de [[1,n], T; est une variable aléatoire définie sur cet espace.
1. (a) Déterminer la loi de T3 et reconnaitre cette loi.
(b) Donner, sans calcul la valeur de I'espérance de Tj.
2. Compléter la partie principale du programme suivant afin qu’il affiche une réalisation de la variable Ty :
begin
randomize ; readIn(n) ;t : - 0;
repeat a : random(n)+1;b :- random(n)+1;
tot+1;
until.......;
writeln(t) ;
end.
3. On pose X1 =T et pour tout i de [2,n]), X; =T; — Ti-1.
(a) Que représente la variable X;?
(b) Déterminer, pour tout ¢ de [[1,n] la loi de X; ainsi que son espérance.
(c) En déduire que T;, admet une espérance mathématique et que lon a E(T,) = n2.
4. On effectue une suite de n tirages de deux boules selon le protocole précédent.
On note S, la variable aléatoire égale au nombre de paires reconstituées lors de ces n tirages.
(a) Calculer P([S, = 0]).
(b) Déterminer lim P([S, = 0]).
n—+00

N{ P S -_— — "“!_
¢) Momntrer e n .
5. Expliquer ce que fait la partie principale du programme suivant :

begin

randomize ; readIn(n);m : nyz : 0;

fork :~1tondo

begin

a :~random(m)-+1;b :-random(m)+1;

if a-b then begin z: - z+1; m :~m-1;end;
end;

writeln(z) ;

end.

Exercice 3

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note R, [X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels,

de degré inférieur ou égal a n.
+o0

1. Montrer que, pour tout couple (P, Q) d’éléments de R,[X], l'intégrale : P(t)Q(t)e~tdt est convergente.
0

On admet que Uapplication, notée (.,.) de Rp[X] x Ry[X] ¢ valeur dans R, définie par :
+o00

V(P,Q) € Ro[X] x Rp[X], (P,Q) = A Pt)Q(t)e"dt

est un produit scalaire. On note || || la norme associée.
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2. (a) Soit P et Q deux éléments de R,[X], P’ et Q' leurs polynomes dérivés respectifs. Etablir la relation
suivante :
(P',Q) +(P.Q) = (P.Q) — P(0)Q(0).
(b) En déduire que si P est un polynéme non constant de Rp[X] , orthogonal & tout polynome de degré
strictement inférieur | alors on a |[P(0)| = || P||.
3. On se propose de démontrer dans cette question qu’il existe une unique famille de polynémes (Lg, L1, ..., Ly)

vérifiant :
Lo=1
Ry Yk L0l d(Lx) = k
Vk € [0,n]], Lg(0) =1
(Lo, L1, . .., Ly) est une base orthonormale de R,[X]
(a) On suppose qu'il existe deux familles de polynémes (Lo, L1, ..., Ly) et (Mg, M, ..., My) vérifiant les

relations R.
Montrer que, pour tout élément k de [0, n], Ly = M.
(b) On note (P, Py,. .., P,) la famille obtenue ( & partir de la base canonique (1, X, ..., X™) de R,{X]) par
le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
i. Justifier, pour tout k de [0, n], la relation Pi(0) # 0.
ii. En déduire une famille (Lo, L1, ..., Ly) vérifiant R.
(¢) Conclure et calculer explicitement L et La.

Probléme

Toutes les variables aléatoires intervenant dans ce probléme sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).
On considére une suite (Xn)n21 de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On considére
aussi, pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire My, définie par : My, = sup(Xy, Xa,... Xy), c’est-a-
dire que, pour tout w de Q, on a M, (w) = max(X;(w), Xo(w),. .., Xn(w)).
On cherche alors des suites réelles (an),en« €t (bn),ens, Ol la suite (an),cne €5t & termes strictement positifs, telles
Mp — by : . . .
—_— converge en loi vers une variable aléatoire non constante.

On neN*
La fonction exponentielle sera indifféremment notée (z — €®) ou exp.

que la suite (

Partie 1 - La loi exponentielle

On suppose dans cette partie que la loi commune des X est la loi exponentielle de paramétre A, o A est un réel
strictement positif.
1. Soit g la fonction définie que R par : Yz € R, g(z) = e %exp (—e™7).
(a) Montrer que g est une densité de probabilité. On note G une variable aléatoire admettant g comme
densité.
(b) Déterminer la fonction de répartition, notée Fg, de la variable G.
2. (a) Donner, pour tout entier naturel n non nul, la fonction de répartition de la variable M,
(b) Pour tout entier naturel n non nul, on pose : U, = AM,, —In(n). Montrer que la suite (Up)nen+ converge
en loi vers une variable dont on précisera la loi.

Partie 2 - La loi normale

On suppose dans cette partie que la loi commune des X est une loi normale centrée réduite. Soit ¢ la densité de
X;.

+00 H(u
1. (a) Montrer que pour tout & > 0, l'intégrale [ ('/1;52) du est convergente et a I’aide d’une intégration par
z
parties, montrer que
+00
T u
P(Xy > o) = 22 _ / £0) gy,
T u
T
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(b) En déduire que pour tout z > 0,
o(x) 3 P(X; > z)
T x?

S}P’(X1>$)S(p—ff2

puis que
ol 1
P(X; > r) < @ SPXy > )1+ ).

¢
= — adinet
n

¢(x)
T

2. Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, I'équation
sur 0, +00[ une unique solution que I'on notera ,,.
3. Montrer que lim z, = +occ.
n—+00
4. Montrer que pour tout entier n non nul,
x2 +2Inz, = 2Inn — In(2¢*n).

5. En prenant un équivalent de chaque membre de I'équation de la question 4., montrer que

Tpn ~ V2Inn.

n—+4-00

En déduire que 'on peut écrire pour n > 2,

I'n = V 2 1[1 n + El(n) O‘:l lim El(n) —
n—+0o \/2Inn

6. (a) En utilisant la question 4., montrer que pour tout entier n > 2,

2(V2Inn)er(n) + (e1(n))? + 2In(1 + %) = —In(Inn) — In(4nc?).

(b) En prenant un équivalent de chaque membre de 'équation du a), montrer que

2¢1(n)v2lnn ~ —In(lnn).
n o0

—+

En déduire que
_ In(lnn) . 2v/21nn
e1(n) = m + €2(n) ou ni‘g’w e2(n) (m

On admet alors qu’en poursuivant le développement asymptotique, que l'on peut écrire pour tout entier
n supérieur ¢ 2 :

In(lnn) In(4~) Inc
=V2nn - - - +¢
o " 2v2lnn  2y/2Inn  V2Inn ()

avec "_1_11_'1_1005(11),/ 2In(n) = 0.

7. On posepour n>2 | ap = 2llnn et by, = v2Inn — ;n(;l;;l:l _ 21n(24171r1)n.

Montrer a l'aide des questions précédentes, que pour tout x réel, et pour tout entier n > 2 | en posant
c=e"% que:

)=0.

(a)

nZ + by = zp — €(n)

(b)
o(anz + by) N e *

An® + b, n—+o0 n

d(anT + by)

~o ]P b .;’ et X
anT + by, n—+oo (X1 > anz + bp) puis que la suite

(c) En déduire , en utilisant la question 1.b. que
M, — b,
(—"—)n>1 converge en loi vers la variable G ( la variable G est définie dans la partie 1.)
n
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Exercice 1
Soit f'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique (e,,e,,e,) de R? est :

o G I |
A=|-1 3 -3
=2 ‘g <3

On note Id I'endomorphisme identité de R?.

1) a) Calculer 42 et 4°, puis déterminer un polynéme annulateur de /.
b) En déduire les valeurs propres de f.
¢) L'endomorphisme fest-il diagonalisable ?

2) Trouver une base Bde R* dans laquelle la matrice de fest T =

o oo
(== =
(39 T B«

3) a) Montrer que R’ =Ker /? ® Ker(f —2Id).
b) On veut montrer qu'il n'existe pas d'endomorphisme g de R vérifiant: g = f.
On suppose pour cela qu'un tel endomorphisme existe.
Etablir que Ker /? est stable par g puis montrer que la matrice de g dans la base 3 est de la forme :

"

a da a
G=|b b ¥
0 0 ¢

En utilisant la matrice de f'dans cette méme base, trouver une contradiction et conclure.
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4) Etude d'un cas plus général. On note Id I'endomorphisme identité de R” (ot # désigne un entier
naturel supérieur ou égal a 1) et on désigne par o un réel non nul.
a) On considére un endomorphisme / de R" et on suppose que : A" =o k™.
Montrer que : R” =Ker 4" @ Ker(h—o.Id).
b) Montrer réciproquement que, si un endomorphisme 4 de R” est tel que
R” =Kerh"' ®Ker(h—a Id),alorsona: k" =ah"".

Exercice 2
On considére une suite (XX,),.y de variables aléatoires, définies sur un méme espace probabilisé
(€, A, P), indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de paramétre A (avec A > 0).
1) a) Donner, pour tout réel x strictement positif, une densité de —x X, .
b) Montrer que 1'on peut choisir comme densité de X —x X, la fonction f'définie par :

A A 0
—e ¥ s512z<

f(z)= x+1
——le'“sizZO
X+

X , : . .
¢) Onpose T'= —L et on admet que 7 est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur (Q2, 4, P).
A0
Déterminer la fonction de répartition F, de la variable aléatoire 7.
2) On pose X = I_T J +1, o010 LTJ désigne la partie entiere de 7. On admet également que X est

une variable aléatoire définie sur (Q2, 4, P).

Montrer que : Vae N*, P(X =n)= .
n(n+1)

3) Pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 1, on pose ¥, = Sup(X}, ..., X,) et on admet que Y,
est une variable aléatoire a densité définie sur (Q2, 4, P).

a) Donner sans calcul une densité de —Xj.

b) Déterminer la fonction de répartition G, de Y, et en déduire une densité g, de V).

¢) En déduire qu'il existe une densité A, de ¥, —Xj telle que :

Vx <0, A (x)= L get.
n+l

4) On note Z la variable aléatoire définie par Z = Inf {ke N*, X > X} si cet ensemble n'est pas vide

et Z= 0 si cet ensemble est vide.
a) Etablir que, pour tout entier naturel n nonnul, ona: (Z>n) U (Z=0) = (¥, < X,).

b) Montrer que (Z=0) = (| (¥; <X,), puis établir que P(Z=0) =0.
k=1
¢) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, les événements (X = n) et (Z = n) ont méme
probabilité.
5) Informatique.
a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1.

On pose V =— %ln(l— U) et on admet que ¥ est une variable aléatoire. Déterminer la fonction de

répartition de ¥ en fonction de celle de U, puis en déduire la loi suivie par la variable aléatoire V.
b) Ecrire une fonction Pascal dont I’en-téte est "function z : real ;" qui simule la loi de Z.
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Exercice 3

On note £ I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2.

On note ey, ) et e les polyndmes de £ définispar:eg=1,¢; =X, ex = X*

On rappelle que B = (ep, €1, €2) est une base de E.

On considére I’application f qui, & tout polyndme P de E, associe le reste dans la division par 1+X°
du polyndome (1 -X+X 2 P.

Ainsi, il existe un unique polynéme Q tel que :

(1-X+XHP=(1+X>) 0+ f(P), avec deg(f(P)) < 2.

1) Montrer que f'est un endomorphisme de E.
2) a) Déterminer f{ey), f(e1) et f(e2) puis vérifier que f(eo) = —f(e1) = f(e2).
b) En déduire une base de Imf.
¢) Donner la dimension de Kerfainsi qu'une base de Kerf.
3) a) Calculer f(P) pour tout polyndme P de Imf, puis établir que 3 est valeur propre de fet que :
Imf=Ker(f-3Id)
b) Montrer que fest diagonalisable.
4) On considere ’application ¢ de Ex E dans R qui, a tout couple (P, Q) de polynémes de E

2
associe le réel @ (P,0) = Zakbk ,ou 'onanoté P=ay+a X+ aX* et Q=by+ b X+ b, X7
k=0
a) Montrer que ¢ est un produit scalaire défini sur £.
b) Vérifier que Kerf'est le supplémentaire orthogonal de Im f'dans £ pour ce produit scalaire.
5) a) Vérifier que 3 est une base orthonormale pour le produit scalaire .
b) Ecrire la matrice de f'dans la base @ puis retrouver le résultat de la question 4b).

Probléme

. ) . 1 n
On admet que, si une suite (u,),>1 converge vers , alorsona: lim — E u,=0.
n—»+w 1
k=1

Dans toute la suite, on considére une suite (x”) o de réels positifs telle que la série de terme

ne

général x, converge. Pour tout entier naturel » non nul, on note :

n

B n :L n _ 1 '
Sn _éxk’rn n+1éS}’( et y, H(H"l"])z!xj

i=l

& n 1 n
1) a) Montrer que : Yne N | Zyk =—12(n+1—f)x,..

k=1 n i=1

En déduire que, pour tout nde N, on a: Zyk =T,.
k=1

b) En utilisant le résultat admis au début de ce probleme, établir que la série de terme général y,

+a0 +00
converge et que : z i = Zx” .

n=l1 n=l1

n I/n
2) Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel » non nul : z, = [ka] :
k=1

On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie :

400 +en
Z z, <e Z X, .
n=1 n=1

3/4



a) On admet que si une fonction f'est concave sur un intervalle /, alors, pour tout entier naturel »

nonnul,ona: V(a, a, ....,a,) € l", lz:f(ak) S_f(lZak ).
R k= (=

H

1
Montrer que : Vne N, Y(ay, ay, ..., a,) € (RJ”, [nakj n < lzak )
= n

k=1

n 1/
b) Justifier que. pour tout entier naturel n nonnul,ona: z, = L [Tkx "
T ')”” k=1 ;
+1
En déduire que : Vne N, (:I)I 7= Vs

¢) Montrer que, pour tout réel x positif, ona : In(l+x) <x.

d) En déduire que : Vne N, (I + l) "<e.

n

¢) Etablir que, pour tout entier naturel » non nul, on a : -y ]) 1—[ 1+ )

Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que : Z z, < ern .
n=l n=1
3) a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élément de

[1. n—1],ona: lln(ﬁJS J-(M}m Inxdx<— ln(k-!-l].
n kin n

n 1

b) Calculer I'intégrale ! lf In xdx et en déduire que :

VneN, n=> 2—1+l<_zl (k] _1+l+_lnl
n o ng; o\n non

I/n
; : ;1.2 k 5 g i 1 e
¢) Déterminer lim — 3 In [— , puis établir que : | — ~ =,
n—+0 1 =1 n n! n—+w g
4) On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux €quivalents, divergent, alors
leurs sommes partielles d'ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +o.,

Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite (x, )MN. particuliére que 1'on

I
note (x,(N)) . définie par: x,(N)= —sine [[I,N]].

0 sinon

n I/n
On pose, comme 4 la deuxiéme question : Vae N, z,(N) = {ka(N)] .

k=1

-0 -+00
a) Ecrire an (N) et Zz,, (N) sous forme de sommes finies.

n=1 n=1

ZZ(N)

b) En déduire que th o=t
2 x,(N)

n=1

=e.

5) Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que Z z, <A an ;

n=l1 n=l1
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Exercice 1

Soit (a,),en- une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
aﬂ

. [ -y n .
Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général u, = ——————— converge également

a+a,+..+a,

+00 +00 l
et que, de plus, on a: Z”” < 22— .

n=| n=1 n
1) Etude d'un exemple : pour tout entier naturel » non nul, on pose a, =n(n+1).

. I 1 1 . s (. . 1
a) Vérifier que —=———— puis en déduire que la série de terme général — converge et donner sa
a, n n+l "
somme.

b) Pour tout entier naturel non nul, déterminer u, en fonction de n.

c) Etablir la convergence de la série de terme général u, et donner sa somme, puis en déduire I’inégalité
demandée.
2) Etude d'un deuxiéme exemple.
On suppose, dans cette question, que, pour tout entier naturel » non nul,ona: a, =n!.

a) Ecrire une déclaration de fonction Pascal dont I'en-téte est function fact (r : integer) : integer ; et qui
renvoie n! a l'appel de fact(n).

b) Ecrire le corps principal d'un programme Pascal, utilisant cette fonction, et permettant de calculer et
d'afficher la valeur de u, lorsque la valeur de 7 est entrée au clavier par l'utilisateur.

. o . oy
c) Etablir la convergence de la série de terme général —.
a/‘l
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d) Montrer que, pour tout entier naturel » non nul,ona: u, <

(n=1)t

+00 +00 l
e) En déduire que la série de terme général u, converge et que l'ona: Z“" <2 Z— .

n=| n=1 4n
On revient au cas général.
3) Montrer, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, que :
. 1 4 n?
VneN*,(1+2+ . +n)’<(a+m+.+a)(—+—+..+—)
a a n
4) a) Utiliser le résultat précédent pour établir que :
2n+1 1 1 2 k?
VneN*, ————— <4(— - —_
a +a, +..+a, n?  (n+1)? g
N 2 N
ol . n+l 1
b) En déduire, par sommation, que : VN € N*, Z——— < 42— .
=1 a +a2 +...+a” k=1 a,
L. ., 2n+l1 ., . , ,
¢) Montrer enfin que la série de terme général ————————— converge puis établir le résultat demandé.

ay+a, +..+a,

Exercice 2

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne par £ un espace vectoriel
de dimension # et on rappelle qu'un hyperplan de £ est un sous-espace vectoriel de £ de dimension n—1.
Pour finir, on désigne par /d I’endomorphisme identit¢ de £.

1) Etude d'un premier exemple (n =3 et £ = R3).
On considére, dans cette question seulement, I'endomorphisme f de RR*dont la matrice dans la base

01 2
canonique est M= {0 0 3 |. Montrer que Imfest un hyperplan de R3 et qu'il est stable par f.
00 0

2) Etude d'un deuxiéme exemple (7 =3 et £ = R3).
On considére, dans cette question seulement, l'endomorphisme f de R3?dont la matrice dans la base
2 1 1

canoniqueest M= |1 2 1
1 2

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Ker (f—1Id) est un hyperplan de R* et qu'il est stable par f.

On suppose dans la suite que £ est un espace euclidien de dimension # et on note B= (e,, e, ..., €,) une base
orthonormale de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de £ est noté <x,y> et la norme de x est notée || x ||.

On considére un endomorphisme fde £ qui possede au moins une valeur propre A réelle et on se propose de
démontrer qu’il existe un hyperplan de £ stable par f.

3) Onnote f* l'endomorphisme de £ dont la matrice dans la base B est la transposée de la matrice de f'dans
la base @.

a) Vérifier que l'ona: V(x,y)e ExXE, (f(x),y> = <x,f*(y)> .
b) Etablir que /* est I'unique endomorphisme de £ vérifiant :
V()€ ExE, (f(x),y) = (x./" ()
4) a) Montrer que A est valeur propre de ™.
b) On considére un vecteur propre u de f* associé a la valeur propre A.
Montrer que ( vect(u) )+ est un hyperplan de E et qu’il est stable par f.
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Exercice 3
. six<-loux>1I
1) On considére la fonction fdéfinie sur R par : f(x) = { 2x2 .
0  sinon
Montrer que f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une suite (X;) .y de variables aléatoires, toutes définies sur le méme espace

probabilisé (2, A4, P), mutuellement indépendantes et admettant toutes f comme densité.
. S
De plus, pour tout entier naturel # non nul, on pose S, = Sup(X,, X3, ..., X,) et ¥, = — . On admet que S, et
n

Y, sont des variables aléatoires a densité définies, elles aussi, sur (€2, 4, P).

2) Déterminer la fonction de répartition, notée /, commune aux variables aléatoires X,.
3) On note G, la fonction de répartition de la variable aléatoire Y,. Déterminer explicitement G, (x) en

fonction de n et x.

, (. l
4) a) Montrer que, pour tout réel x négatif ou nul, on a G,(x) < 50

b) Justifier que, pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel o non nul, tel que, pour tout

: £ s !
entier n superieur ou egal angonax> —.
n

En déduire que : Vx> 0, 3ny € N*, Vn = ny, G,(x) = [1 ——2—]—) )
nx

5) a) Déterminer, pour tout réel x, la limite de G,(x) lorsque » tend vers +o0. On note G(x) cette limite.
b) Montrer que la fonction G ainsi définie est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.

¢) En déduire que la suite (V)1 converge en loi vers une variable aléatoire Y dont la fonction de
répartition est G.

6) Vérifier que la variable aléatoire 7 suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

Probléme

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (2, 4, P), indépendantes, et
suivant toutes les deux la loi de Poisson de paramétre A, ou A désigne un réel strictement positif. On se
propose de déterminer un équivalent de la probabilité P(X = ¥) lorsque % est au voisinage de +oo.

Partie 1
. 2
Pour tout entier naturel », on pose u, = Io (sinz)*dr .

1) a) Calculer ug et u;.
b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
¢) Etablir que : Vne N, u, > 0. En déduire que la suite (u,) est convergente.

2) a) Montrer, grice & une intégration par parties, que : VneN, (7+2) t2 = (n+1) .
!
(2n)! I

b) En déduire que : Vne N, uy,= ———— .
) 4 P Qnxnl? 2

¢) Montrer que : Vne N, (n+1) ) u, = g )
d) En déduire la valeur de uy,+,.

3) a) Calculer lim =2

n—>+w u”

b) En déduire, en utilisant les variations de (u,), que : lim . By

n—>+0 u”
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s
¢) Montrer enfinque ona: u, ~  [—.
+o \ 2n

Partie 2

=X

1) Etablir, pour tout réel x, la convergence de l'intégrale /(x) = —J‘ dr.
«/ -2

Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif.

. l ¢l e™'*
2) a) Montrer qu’il existe une constante M telle que : 0 <— dr<M .
) a) q q - ] o fio

1

1
b) Montrer que : Vue{o,—} 1< <l+u.
2 J1—u

. +0 5 +00 ,
3) a) En se référant a une loi normale, donner les valeurs de jo edt et jo 1?edr.

iy . | o T
b) Utiliser le changement de variable u =/ ¢x pour montrer que : .‘.0 \/_ dt~ |—.
[ +00 X

7

¢) Montrer de la méme fagon que : J ”*\fdl 5 \[_
+00 X

4) a) Montrer, grace au changement de variable u=1+1¢, que:

b) Utiliser le résultat de la question 2b) pour en déduire que : /(x) ~ :
+o 2T X

Partie 3
1) Exprimer comme somme d'une série la probabilité P(X= Y).

2) a) On désigne par 7 un réel de [—1, l] et par x un réel strictement positif.

Montrer que, pour tout u compris entre 0 et —/x, on a: e" <e*. Ecrire ensuite l'inégalité de Taylor-

Lagrange a l'ordre 2n pour la fonction u + e* entre 0 et —/x.

1k
b) Montrer que : VkeN, IO \/I_—th—uk
. n x2k 2x2n+| ex
¢) Déduire des deux questions précédentes que : | /(x)— < Upppy -
) 1 b 1 2 Z:O(k!yzzk nn+1)
0 2%
d) Montrer enfin que : Vx>0, I(x)= » ——.
) q (x) k}% o

, ]
3) Etablir que : P(X = ~ .
) q =0 -~ T
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1ls ne doivent faire usage d'aucun document. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1
On rappelle que la fonction I' (gamma) est la fonction, qui a tout réel x strictement positif, associe

F(x) :joﬂo Ve~ dt . On admet que F(IE) = \/;

1) On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé¢ (Q, A, 1),
indépendantes, et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite.

On pose U = X? et y=r2.

a) Montrer que la loi commune & Uet V est la loi I'(2, %).

b) Donner I’espérance et la variance de Uet V.
2) On pose W =U +V et on rappelle que W est une variable aléatoire, définie, elle aussi, sur I’espace
probabilisé (Q, 4, P).

a) Donner sans calcul la loi de W ainsi que son espérance et sa variance.

b) On admet que, si f;, et f, sont respectivement des densités de U et V, alors, une densité de W

est la fonction 7, , nulle sur J—o, 0[, et définie sur [0, +oo[ par: f, (x) = .[jw Ju€t) fr (x—t)dt .

Justifier, sans calculer I’intégrale précédente, que :

vxel0, ool fiy @)= [ fu frx=0dr

X |
¢) Pour tout réel x strictement positif, on pose /(x) = J ——dl .
O Jt(x=1)

Déduire des questions précédentes que I’intégrale /(x) converge et donner sa valeur.
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Exercice 2
Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Si M désigne une matrice de M,( R ), on désigne par Tr(M) la trace de la matrice M, ¢’est-a-dire la somme

de ses éléments diagonaux.

On admet que I’application trace est une forme linéaire de 9,(R ).

Soit 4 une matrice non nulle donnée de 9,(R ). On considére I’application f'qui a toute matrice M de M,(R)
associe :

F(M)=Tr(A)M-Tr(M)A
1) Montrer que fest un endomorphisme de M,(RR).
2) Montrer que f'n’est pas I’endomorphisme nul (on pourra distinguer les cas Tr(A) =0 et Tr(A) #0).
3) a) Etablir que, pour toute matrice M de M,(R), ona: (fo f)(M) = Tr(4) f(M).

b) Donner les valeurs propres possibles de f.
4) Montrer que 0 est valeur propre de f.

5) Montrer que, si Tr(A) =0, alors f'n’est pas diagonalisable.

6) On suppose dans cette question que la trace de 4 est non nulle.
a) Quelle est la dimension de Ker(Tr) 2
b) Conclure que fest diagonalisable.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver l'existence et de donner la valeur (par deux méthodes différentes) de :
+o0
A= inf J B —xt—y)edt
(x,y)eRxR J0 ( y)
Partie 1 : méthode utilisant un produit scalaire
Soit E I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 3 et F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par les deux polynomes 1 et X.

1) a) Rappeler pourquoi, pour tout entier naturel &, I’intégrale Io+wtke"dt converge.
b) Montrer que I’application de £ x £ dans R qui, a tout couple (P,Q) d’éléments de F, associe

+00
(P,Q} = .[o P(1) O(t) e dt est un produit scalaire sur £, dont la norme associée sera notée ” H
2) Soit O un polynéme de F' défini par O = xX +y, ou x et y sont deux réels. Donner, sous forme

d’intégrale, I’expression de ” X3 - an :

4 . . . L a3 e 2
3) a) Enoncer le théoréme qui assure l'existence et l'unicit¢ du polynéme @, de F qui rend H X’ —QH

minimale.
b) En déduire sans calcul les valeurs de <X3 -y 1> et <X3 — QO,X>.

c) En notant Q) =x,X +y,, écrire le systetme que doit vérifier le couple (xo, yy) pour que
oo . . .
_[0 (£* —xt — y)?e~'dt soit minimale.
d) Déterminer la valeur de A.

Partie 2 : méthode utilisant une fonction de deux variables
On note f'la fonction définie sur Rx R, par :

V()C,y) e R x R, f(_x’y) :‘[(;rw(ﬁ — x! —y)-e"dl

4 Ecrire f(x,y) comme une fonction polynomiale des deux variables x et y.

5) Déterminer le seul point critique (xo, o) de fsur RxR.
6) Montrer que fadmet en (xo, yo) un minimum local m que I’on calculera.
7) Etablir que ce minimum est global.
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Probléme

Question préliminaire
1) Soit x un réel quelconque.
a) Justifier que la fonction 7+ max(x,7) est continue sur R.

L . .y !
On considére maintenant I’intégrale y = .(o max (x,)dr .
|
— st x<0
2

241
al si O<x<l.

b) Montrer que : y =

x sl x>1

Dans la suite de ce probléme, on considére une variable aléatoire X définie sur un certain espace probabilisé
(Q, 4, P), que I’on ne cherchera pas a déterminer. On admet que I’on définit une variable aléatoire Y, elle
aussi définie sur (Q, 4, P), en posant, pour tout ® de Q :

¥ (@)= [ max (X (w).0)d

On se propose dans les deux parties suivantes de déterminer la loi de Y connaissant celle de X.

Partie 1 : étude de plusieurs cas ot X est discréte
2) Vérifier que si X suit une loi géométrique alorsona: ¥ =X .
3) On suppose, dans cette question, que X (Q)={-1,0,1} etquel’ona:

P(Xz—l):P(X:l):%

a) Déterminer la valeur de P(X =0).

; 1 . . - .
b) Vérifier que Y(Q) = {5, l} puis donner la loi de Y, ainsi que son espérance et sa variance.

c) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Var u : integer ;
Begin
u : =random(4) ;
If ------ then ------ elsey:=--—--—-- :
End ;
4) On suppose, dans cette question, que X suit la loi de Poisson de parametre A (ou X est un réel strictement
positif).

. 1 . :
a) Vérifier que Y(Q) = {E}UN* puis donner la loi de Y.
b) En déduire I’espérance et la variance de Y.

Partie 2 : étude de plusieurs cas o X est a densité

On note, sauf indication contraire, respectivement Fy et Fy les fonctions de répartition de X et Y.

5) On suppose, dans cette question, que X suit la loi uniforme sur [O,l [, avec X(Q) = [O,l [
X241

a) Vérifier, en utilisant la premiére question, que ’ona: Y = 5 "

b) En déduire Y(Q).
¢) Montrer alors que, pour tout x de {%,1 [ ,ona: Fy (x) =+/2x—1.

d) Expliquer pourquoi Y est une variable a densité.
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e) Donner la valeur de E(Y).

f) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Begin y:=----—-- ; End;
6) On suppose, dans cette question, que X —1 suit la loi exponentielle de paramétre X (ou A est un réel
strictement positif).
a) Toujours en utilisant la premicre question, exprimer Y en fonction de X.
b) Donner sans calcul I’espérance et la variance de Y.

¢) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,1[. Vérifier que la variable aléatoire

1 . . . . :
Wz—xln(l—U) suit la loi exponentielle de paramétre A, puis compléter la déclaration de fonction

suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y (lambda : real) : real ;
Begin y : = ----—- :
End ;
7) On suppose, dans cette question, que X suit la loi normale centrée réduite. On rappelle que X(Q) =R et

on note ® la fonction de répartition de X.

1
a) Vérifier que Y (Q)= [5,+ oo{ .

b) Donner la valeur de P(Y = 15)

c) Utiliser la formule des probabilités totales associée au systtme complet d’événements
([XSO], [0<X£1], [X > l]) pour établir I’égalité suivante :

Osix<l
2

Fy(x)=1(1>(\/2x—1) si %stl

(D(x) six>1

d) La variable aléatoire Y est-elle a densité ? Est-elle discréte ?
e) Soit U,...,U,s des variables indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0,1]. Expliquer

. : : Lo I8 ,
pourquoi on peut approcher la loi de la variable aléatoire —[ZUk —24 | par la loi normale centrée réduite,
k=1
puis compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule Y.

Function y (lambda : real) : real ;
Var £ : integer ; aux : real ;
Begin
aux : =0
For k:=1to 48 do aux : = aux + random ;
x:=(aux—-24)/2;
If -—---- then y:=----- else
If - then y:=-—-- else y:=--—-- ;
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Code sujet : 297

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : EDHEC

MATHEMATIQUES

OPTION : SCIENTIFIQUE

Mardi 5 Mai 2015,de 8 h.a12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document, seule ['utilisation d'une régle graduée est autorisée. L'utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Exercice 1

Pour tout n de N*, on pose /, :J.lm —(d—x_li
x"(x+

1) Vérifier que 7, est une intégrale convergente.

2) a) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x différent de —1 et 0, on ait :
1 a b

x(x+1) :;-x+l
b) En déduire la valeur de /;.

3) a) Montrer que, pour tout entier naturel # supérieur ou égal 4 2, on a :

sl <
2(n-1)

b) En déduire I'existence et la valeur de lim 7,,.

PN
4) a) Pour tout n de N*, calculer 7, +7,,,,.

b) Montrer que la suite (7, )HGN‘ est décroissante.

¢) En déduire un équivalent de 7, puis donner la nature de la série de terme général /,,.
5) Pour tout » de N, on pose J,, :J‘lm nd—x .

, x"(x +1)?

a) Montrer que J, est une intégrale convergente.
b) Calculer J; .
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6) a) Pour tout k de N*, exprimer J, +.J,_, en fonction de /, .

1
b) Déterminer alors, pour tout # de N* | l'expression de 2(4)"“‘ [, en fonctionde J,.
k=1
I

¢) Montrer que : Vne N, n>2, 0<.J, £ ————. Donner la valeur de lim J,.
4(17 — ]) n—>+w

‘ . o roor n—1
d) En déduire que la série de terme général (—]) 1, est convergente et donner sa somme.

7) A P’aide des questions 4a) et 6a), compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles permettent le
calcul de 7, et J, pour une valeur de n, supérieure ou égale a 2, entrée par I’utilisateur.

n = input ( ‘entrez une valeur de n supérieure ou égale a 2 :')
I=1og(2) ; d=1/2 ; J= ===~
for k=2:n
= —————= ; = S ; end
disp(I, ‘la valeur de I est :')
disp(J, ‘la valeur de J est :')

Exercice 2

On consideére une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite (d’espérance nulle et de variance
égale a 1) et on note @ la fonction de répartition de X.

On pose ¥ le{ et on admet que Y est une variable aléatoire. On note Fy la fonction de répartition de Y.
1) a) Exprimer, pour tout réel x positif, (v) a l’aide de (I)(x). En déduire que Y est une variable aléatoire
a densité et donner une densité¢ f, de V.

b) Montrer que Y possede une espérance et donner sa valeur.
¢) Montrer que Y posséde une variance et donner sa valeur.

2) On considére la fonction g définie par :
e*.\'
g(x) =1 Jax

0six<0

six>0

a) Vérifier, en justifiant que I’on peut procéder au changement de variable u =+/2¢ , que :

J.omg(l)dl = \/%I;we‘"z/zdu

b) En déduire que g peut étre considérée comme une densité.
On considere, dans la suite, une variable aléatoire Z de densité g et on note G sa fonction de répartition.
3) a) On pose T =+/2Z et on admet que 7 est une variable aléatoire a densité. Exprimer la fonction de

répartition £ de T en fonction de G puis en déduire une densité f; de T et vérifier que T suit la méme loi

que Y.
b) En déduire que Z possede une espérance et donner sa valeur.

4) Ecrire une commande Scilab permettant de simuler la variable aléatoire Z.
5) On considére les commandes Scilab suivantes :

n=input('entrez la valeur de n : ')
w=grand(l,n, 'exp',1)
s=sum(w.*sgrt(w))/n/sqrt ($pi)

Il

x/x

a) En remarquant que ng(x): e™™, montrer que s contient une valeur approchée de

T
—+00 5 5
J.o x-g(x)dx , pour peu que I’on entre une valeur de » assez grande.

b) On admet que E(X“) =3. Quelle est la valeur exacte de I’intégrale dont il est question ci-dessus ?
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Exercice 3

On considére I’espace euclidien R” muni du produit scalaire canonique.

Pour tout couple (x, y) de R” xR", on note (x,y> le produit scalaire canonique de x et y.

On note B = (e, e, ..., ¢,) la base canonique de R" et on rappelle que @ est orthonormale pour le produit
scalaire ( : >

On considére un endomorphisme f de R”, symétrique, dont les valeurs propres sont toutes strictement
positives.
1) Justifier I’existence d’une base orthonormale de R", 8" = (u, u, ..., u,), formée de vecteurs propres de f.

2) a) Montrer que, pour toutx de R”, ona: <x,f(x) > >0.

b) Vérifier que I’égalité <x,f(x) > =0 a lieu si et seulement si x = 0.

¢) En déduire que I’application @, de R" xR" dans R, définie par (p(x,y) :<x,f(y) > , est un produit
scalaire sur R".

3) a) En utilisant 3’, montrer qu’il existe un endomorphisme g de R", symétrique pour le produit scalaire
canonigue, dont les valeurs propres sont strictement positives, et tel que gr=17

b) Etablir que g est bijectif.

¢) Montrer que la famille (g~'(e1), g7'(e2), ..., g7'(ey)) est une base orthonormale de R" pour le
produit scalaire .

Probleme

Partie 1

Dans cette partie, la lettre 7 désigne un entier naturel et x est un réel fixé de ]0, 1[.
n"

1) Montrer que, lorsque 7 est au voisinage de +co, on a : (;?) ~
r!
2) a) Donner la valeur de lim n"+2x".
n—>+0
b) En déduire que la série Z(ﬁ)x” est convergente.
n

+0
3) Pour tout entier naturel 7, on pose : S, = Z(’,ﬁ)x” .

a) Donner la valeur de S, .
b) Etablir, en utilisant la formule du triangle de Pascal, que : (l —x)S,.+| =xS,.
¢) En déduire :

o

vxe[0,1[, VreN, i(f)x" :(T—TT
— X))+

n=r
+c0

d) Donner enfin la valeur de Z(ﬁ)x”‘" .

n=r

Partie 2

On désigne par a et p deux réels de ]0,1[.

Un joueur participe a un jeu constitué d’une suite de manches.

Avant chaque manche, y compris la premiére, le joueur a une probabilité o de ne pas étre autorisé a jouer la
manche en question (on dit qu’il est disqualifié et c’est définitif), et une probabilité¢ 1—o d'y étre autorisé,
ceci indépendamment du fait qu’il ait gagné ou perdu la manche précédente s’il y en a eu une. A chaque
manche jouée, le joueur gagne un euro avec la probabilité p et il perd un euro avec la probabilit¢ 1-p.
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Si le jeu a commencé, le joueur joue jusqu’a ce qu’il soit disqualifié et on suppose que les manches jouées
sont jouées de fagcon indépendante.

On note :

» X le nombre de manches auxquelles a participé ce joueur avant d'étre disqualifié.

¥ le nombre de manches gagnées par ce joueur.

« G le gain du joueur a la fin du jeu.

On admet que X, Y et G sont des variables aléatoires, définies toutes les trois sur le méme espace probabilisé

(Q, A, P).

1) a) Donner la loi de X (on pourra noter D, I’événement « le joueur ne joue pas la k ™ manche »).
b) On pose 7= X +1. Reconnaitre la loi de la variable 7 puis en déduire que ’on a :
l-a
E(X)=—
()=
¢) En déduire également la valeur de V(X) .

2) a) Déterminer, pour tout entier naturel 7, la loi de Y, conditionnellement a I’événement (X — 17) .
b) En déduire, a I'aide de la partie 1, la loi de Y.
p(l-a)(p+a-pa)

2

o>

3) Calculer I’espérance de ¥ puis montrer que V (¥) =

4) a) Exprimer G en fonction de X et Y.
b) En déduire I’espérance de G.

, : ) p(l-a)(Z—a)
¢) On admet I’existence de E(XY). Etablir que E(XY) B,
o
d) En déduire la variance de G.
5) a) Compléter, en utilisant la fonction grand, les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent
I’expérience aléatoire étudiée et affichent les valeurs prises par X et Y.

alpha = input (‘entrez la valeur de alpha :’)
p = input (‘entrez la valeur de p :’)

b) Quelles commandes faut-il ajouter aux précédentes pour que la valeur prise par G soit calculée et
affichée ?
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Code sujet : 297

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : EDHEC

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES

mardi 3 mai 2016,de 8h.a 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’'aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1

—X

e

On considére la fonction fdéfinie sur R’ par: VxeRY, f(x)=

On considére également la suite (u,) _. définie par uy =1 et par la relation u,.,, = f(u,), valable
pour tout entier naturel n.
1) a) Dresser le tableau de variation de f, limites comprises.

b) Vérifier que chaque terme de la suite (un )” est parfaitement défini et strictement positif.

eN

2) Les scripts suivants renvoient, pour celui de gauche, la valeur 5, et pour celui de droite, la valeur 6.

Que sait-on de us et ug ? Quelle conjecture peut-on émettre sur le comportement de la suite (u,, )neN ?
u=1 u=1

n=20 n=20

while u>0.00001 while u<100 000

u=exp(-u)/u u=exp(-u)/u

n=n+l n=n+l

end end

disp (n) disp(n)

3) a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R, par: VxeR,, g(x) =T —32,

b) En déduire que ’équation f(x)=x, d’inconnue x, posséde une seule solution, que I’on notera
q q p q

*
o, sur R, .

1
c) Montrer que —<a<l1.
e

4) a) Etablir les deux inégalités : u, >uy et us <u,.

b) En déduire les variations des suites (uy,) _ et (uz,m), -
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5) On pose : h(x) ={(ff)f)(x) Sx=0 .
0six=0
a) Déterminer /(x) pour tout réel x strictement positif et vérifier que 4 est continue en 0.
b) Résoudre I’équation A(x)=x, d’inconnue x élément de R, .
¢) En déduire la limite de la suite (u5,,1), _ -

d) Montrer par I’absurde que la suite (u2n) .y diverge puis donner lim u,, .

n n—+w0

Exercice 2
1) Dans cette question, f est un endomorphisme de R" qui vérifie f o( f —Iaf)2 =0, ol /d désigne
I’endomorphisme identité de R”.
a) Déterminer (f—[af)2 +fo(21d-f).
b) En déduire que : Vxe R”, x=(f —Id)2 (x)+(fo(21d -f) )(x)
¢) Utiliser ce dernier résultat pour établir que R” =Ker( /)@ Im(f).
2) Dans cette question, f est un endomorphisme de R” tel que : fo(f —Jd)e(f—41d)=0.

a) Déterminer un polyndme P du premier degré vérifiant %(X -)(X-4)+XP(X)=1.

b) En déduire que: R" = Ker(f)@ Im(f).
3) Dans cette question, f'est un endomorphisme de R” et P est un polyndme annulateur de £, dont le
degré est égal a p (avec p>2),ettel que P(0)=0 et P'(0)#0.

a) Montrer qu’il existe p réels a;,...,a, avec a, #0, telsque P=a X +..+a,X".

b) En déduire que Ker(f)nIm(f)={0}, puis établir que R" =Ker(/)®Im(f).
¢) En quoi cette question est-elle une généralisation des deux questions précédentes ?

Exercice 3
Les questions 1) et 2) sont indépendantes des suivantes.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres m et 62 (avec ¢ >0). On rappelle
1 _(X_I")z

262
On suppose que ’on ne connait pas les paramétres 6, =m et 6, =c? et on souhaite les estimer par
une méthode appelée méthode du maximum de vraisemblance.
Pour ce faire, on considére un n-échantillon (X1, ..., X)) de la loi de X, avec n>2 . On rappelle que les
variables aléatoires Xi, ..., X, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi que X.

qu’une densité de X est la fonction ¢, ;» définie sur R par: VxeR, ¢, . (x)=

On appelle vraisemblance du couple (8,,6, ), la fonction notée L définie par :
L(Gl,ez) = I_I(pehe2 (x‘-) , ol Xy, ..., x, sont des réels donnés
i=1

1) Donner I’expression de L(6,,6,), puis celle de In(L (91,62)) en fonction de 0, 8, etx, ..., X,
2) a) Justifier que la fonction f: (6,,0,) — In (L (9|,92)) , définie sur Pouvert U =RxR* , est de

classe C2 sur U.

b) Montrer que fadmet un seul point critique 4 = (/G\l, 6\2) sur U'tel que :

s ] n R ] n )
G‘Z—ZX, et 92:_2.)(7[2-91
nis nis

c¢) Déterminer les valeurs des dérivées partielles d’ordre 2 de f'en 4.
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. o S -n
On vérifiera en particulier que : 3%’2 (f)( I 92) = 6\2 :
20,

d) En déduire que fadmet un maximum local en (/9\1, 6\2) :

e) Expliquer pourquoi la fonction L admet aussi un maximum local en (é\l, 6\2 ) ,

On pose dorénavant Z:lZX,- et Z,, :LEZX,2 —)_(;2 .
n

=l i=1

3) Vérifier que Z est un estimateur sans biais de m.
4) Montrer que Z, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 2.

5) On se propose, dans cette question, de montrer que Z, est un estimateur convergent de 2.

a) Rappeler pourquoi la suite ()_(:) converge en probabilité vers m. Qu’en déduire pour la suite

(Z 2) ? Justifier.

. 3 3 g 1<
b) Montrer que X posséde un moment d’ordre 4. En déduire que la suite (—ZX,?) converge en
i=l
probabilité vers o2 +m?.
¢) Etablir que, pour tout ¢ strictement positif, on a :

(17,-elzc)e 25 )% 22)

d) Déduire des questions précédentes que Z, est un estimateur convergent de o2 .

lZ:X,Z — (02 +m?)
nig

Probléme

Partie 1 : résultats préliminaires
1) Pour chaque entier naturel », on consideére une matrice 4, de M(R), dont I'élément situé a
I'intersection de la i*™ ligne et de la /™ colonne est noté a; ; (n), ainsi qu’une matrice 4 de M(R),

eme

dont I'élément situé a l'intersection de la i*™ ligne et de la/*** colonne est a; ; .

On suppose que la suite de matrices (4,) converge vers la matrice 4, c'est-a-dire que :
v(i. Nelll 1L4]. lim a .(n)=a .
G.pelalx 4], i o ()=,
Soient B et C deux autres matrices de My( R ), indépendantes de n.
Montrer que lim BA, = BA4. On admet que ceci reste vrai si B appartient a M, 4(R).

n—>+®0

On admet que lim 4,C = AC et que ceci reste vrai si C appartient a M, ;(R).

n—+wo

On admet également que lim BA4,C = BAC.

n—>+0

4

2) Montrer que, si une matrice 4 de M(R) est telle que, pour tout i de H1,4ﬂ, Za,-)j est une
J=1

constante ¢, alors ¢ est valeur propre de 4.

3) Montrer que si une matrice 4 de My( R ) est diagonalisable, alors la somme de ses valeurs propres,

(chacune étant comptée un nombre de fois égal a la dimension du sous-espace propre associ€) est

égale a la trace de 4.

Partie 2 : étude de la matrice d’une chaine de Markov

On consideére deux urnes U et ¥ contenant chacune 3 boules. Au départ, 'urne U contient 3 boules
blanches et I’'urne ¥ contient 3 boules noires.

On effectue une suite de tirages dans ces urnes de la fagon suivante : chaque tirage consiste a tirer au
hasard une boule de chaque urne et & la mettre dans ’autre urne (un tirage est un échange de 2 boules).
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Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches que
contient U avant le (n+1 )™ tirage (c’est-a-dire aprés le n°™ échange) et on a donc X, =3.

On considére le vecteur ligne L, =(P(X, =0) P(X, =1) P(X,=2) P(X,=3)).
4) Pour tout couple (7, j) d’¢léments de [[0,3]], déterminer By, _j(Xpn =J).
5) a) Soit M la matrice de M(R ) dont I’élément de la (i+1)* ligne et de la (j+1)*™ colonne est
égal a Ry (X, = j). Justifier soigneusement que M est la matrice donnée a la question 12).
b) Montrer que : VneN, L, =L, M.
¢) Endéduireque: Ve N, L, =Ly M".
6) a) Montrer sans calcul que 1 est valeur propre de M.
b) On consideére les vecteurs £, =(9 -1 -1 9) et £, :(3 1 -1 —3).
Montrer que ‘E; et 'E, sont vecteurs propres de M et donner les valeurs propres associées.

¢) Montrer que, si M est diagonalisable, alors A posséde une quatriéme valeur propre A que I’on
déterminera. Vérifier que A est effectivement valeur propre de M et conclure que M est diagonalisable.

Partie 3 : recherche d’une loi stationnaire
7) Justifier qu’il existe une matrice Q inversible, dont la premiere colonne ne contient que des "1", et

une matrice D diagonale telles que M =QDQ!.

1 0 00

8) Montrer que : lim M" =Q 0000 ol
n—>-+0 0000
0 0 0O

9) Soit L=(¥¢; £, £ £,)lapremiere ligne de O~'.
a) En utilisant la relation OQ-'M = DQ!, montrer que : ¢, =0, et £, ={3=9(,.

b) Conclure, en considérant le produit Q~'Q, que /4 = ?ld .

10) Déduire de ce qui précéde les 16 coefficients de la matrice lim M" .

n—+0
11) On considére une autre expérience aléatoire qui consiste a tirer 3 boules, une par une et sans
remise, dans une urne qui en contient 6, dont 3 sont blanches et 3 sont noires.
On note B, (resp. N,) I’événement « obtenir une boule blanche (resp. noire) au A°™ tirage » et X la

variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
a) Quelle est la loi de X' ?

P(X =0)
2 5 P(X =1) -
b) Vérifier que est vecteur propre de ‘M , associé a la valeur propre 1.
P(X =2)
P(X =3)

¢) Montrer que la suite (X,) converge en loi vers X.

12) On rappelle que la commande X = grand (n, ‘markov’, M, X0) renvoie les n premiers états
suivant I’état initial X, d’une chaine de Markov de matrice M et on rappelle également que Scilab

assimile un booléen vrai au nombre 1 et un booléen faux au nombre 0.

On considére le script suivant :

n = input (‘entrez la valeur de n :’)

M=1[0,1,0,0 3 1/9,4/9,4/9,0 3 0,4/9,4/9;179 ; 0,0,1,0]
X =grand(n,’'markov’ ,M,4)-1

f=sum(X==0)/n

disp (f)

De quelle valeur exacte le contenu de fest-il proche lorsque n est assez grand ?
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Exercice 1

On désigne par » un entier naturel supérieur ou égal & 1 et on considére la fonction £, définie par :

vxe[0,1], £ (x)= Zn:xk
k=1

1) a) Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle renvoie la valeur de f, (x) a I’appel de
f (x,n), oux et n sont donnés par I'utilisateur.

function y=f(x,n)
YoSUM(=r —onny
endfunction

b) Transformer, pour x # 1, I'expression de £, (x) puis en déduire une deuxiéme fagon de
declarer £, en complétant la déclaration suivante ot la fonction est toujours nommée £ :

function y=f(x,n)

st x-lothenyreo oo

end
endfunction

2) Montrer que I’équation f, (x) =1, d’inconnue x élément de [0,1], posséde une unique solution o,
dans [0,1].

3) a) Montrer que £, (a,)>1 et en déduire que la suite (o, )~ €5t décroissante.

b) En déduire que la suite (a,) . converge.

eN*
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4) a) Déterminer a, puis vérifier que 0<a, <1.

b) Utiliser les variations de la suite (a,, )HQN, pour établir que lim a7t =0.
N=>+00

¢) En déduire que lim a, =%.

H—>+0

5) On suppose que f, a été déclarée (voir question 1) et on considere les commandes supplémentaires
suivantes :

n=input (‘entrer la valeur de n : ')
while f(x,n)<1
x=x+0.001
end
disp(x)

Quel est le lien entre le résultat affiché et o, ?

Exercice 2

On désigne par » un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considére » variables aléatoires, notées
Xy, X,, .., X,, définies sur le méme espace probabilisé, indépendantes, et suivant toutes la loi

uniforme sur [0,1].

1) On note M, la variable aléatoire définie par M, =max (X;, X,, ..., X,), cest-a-dire que, pour
tout ® de Q, on a Mn(co)=max(Xl(co),Xz(m),‘..,Xn(co)). On admet que M, est une variable
aléatoire et on note F;, sa fonction de répartition.

a) Déterminer, pour tout réel x, I'expression de Fy, (x) puis montrer que M, est une variable 4

densité.
b) En déduire une densité f), de M,.

¢) Etablir ’existence et donner la valeur de E(M,) et E(M?).
d) Donner, pour tout &€ > 0, un majorant, ne dépendant que de n et g, de P ( (M s 1)2 >g? ) .

e) Conclure que lim P( |M,—1|z¢ ) =0. Que signifie ce résultat ?

n—>+0

2) Onpose T, :n(l—Mn).

a) On rappelle que grand(1,n, 'unf',0,1) simule » variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi uniforme sur [0,1].

Compléter la déclaration de fonction Scilab suivante afin qu’elle simule la variable aléatoire ¥, .

function ¥Y=f (n) o
X = grand(l,n,'unf',0,1)
Yoo
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b) Voici deux scripts (celui de droite utilise la fonction £ définie ci-dessus) :

e= grand(l 10000, 'exp',1) ,n—lnput( entrez la valeur de sl
s= llnspace(o 10, 11) duan Y=[]" 4. ; E
histplot(s,e) Coa for k=1: 10000
Seript (1) - Ym[Y f(n)]
' end V
~llnspace(0 lO 11)
‘histplot(s,Y) E

Script (i)

Chacun de ces scripts simule 10000 variables indépendantes, regroupe les valeurs renvoyées en 10
classes qui sont les intervalles [0,1], ]1,2], ]2.3], ..., ]9.,10], et trace I’histogramme correspondant
(la largeur de chaque rectangle est égale & 1 et leur hauteur est proportionnelle & ’effectif de chaque
classe).

Le scr)ipt (1) dans lequel les variables aléatoires suivent la loi exponentielle de paramétre 1, renvoie
I’histogramme (1) ci-dessous, alors que le script (2) dans lequel les variables aléatoires suivent la
méme loi que ¥, , renvoie I’histogramme (2) ci-dessous, pour lequel on a choisi # =1000.

Histogramme (1) Histogramme (2) pour # = 1000

Quelle conjecture peut-on émettre quant au comportement de la suite des variables aléatoires (Yn) .

3) a) Déterminer la fonction de répartition #, de la variable ¥, définie a la question 2).

b) Pour tout réel x positif ou nul, calculer lim Fy (x)
n—>+ob

¢) Démontrer le résultat conjecturé a la question 2b).

Exercice 3

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal 4 2.
1) Soit 4 la matrice de M, (R) dont les éléments diagonaux sont égaux a —, les autres étant tous

égaux & 1. On note J la matrice de %, (R) dont tous les éléments sont égaux a 1 et I la matrice
identité de 9, (IR).

a) Exprimer 4 comme combinaison linéaire de 7 et J, puis écrire 42 comme combinaison linéaire
de IetJ.

b) En déduire un polyndme annulateur de 4 puis donner les valeurs propres possibles de 4.
¢) Montrer que 4 est inversible.

Dans la suite, on considére un espace euclidien £, de dimension n+1, dont le produit scalaire est noté
(, ) etlanorme associée || |.
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On note (8(),8[,...,8,,) une base orthonormale de E et on pose :

1 n

£k
n+l ;;

U=

On pose aussi :

vielo,n], ¢ = ﬁi(e,-—-(si,@u)
N n

2) Calculer la norme du vecteur u.

3) a) Montrer que, pour tout i de [0,n],ona: |[¢ |=1.

b) Montrer également que, pour tout couple (i, j ) d’entiers distincts de [[O,n]], ona:

1
€ ,e; ) =——
< 13 j> n
. L
¢) Montrer que les vecteurs eg,e,...,e, appartiennent tous au sous-espace F = (Vect (u)) de E.

d) Montrer, en utilisant le résultat de la question 1c), que (@1 ,ez,...,e,z) est une base de F.

4) On considére I’application f'de F'x F dans R définie par :

\/(x,y)eFxF, f(x,y)zi(x,@)(y,ek)~—1%E<x,y>

k=0
a) Montrer que fest une forme bilinéaire symétrique.

b) Pour tout couple (7, /) de {[l,n]r , déterminer f (ei,e j) en distinguant les cas i=j et i j .
¢) En déduire que :

V(x,y)e FxF, Z(x,ek><y,ek> =£;l+—l<x,y>
k=0

d) En déduire également que, pour toutx de F, ona:

el = )

Probléme

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et R, [X ] est I'espace vectoriel formé du
polyndéme nul et des polyndmes  coefficients réels dont le degré est inférieur ou égal A n.
On note 8= (e, e), ..., €,) la base canonique de R, [X ] On rappelle que ¢, =1 et que :

Vke[ln], e =X*

Partie 1 : étude d’une application définie sur R, [X ]

On considére lapplication ¢, qui  tout polyndme P de R,[X] associe @(P)=) P®, ou po
k=0
désigne la dérivée &°™ de P avec la convention PO=p

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X ]

2) a) Calculer (o) et en déduire une valeur propre de ¢.
b) Montrer que .

vj e[[l,n]}, (P(ej)—ej <R, [X]
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c¢) En déduire que la matrice de ¢ dans la base 3 est triangulaire et que la seule valeur propre de @
est celle trouvée 2 la question précédente.
d) Montrer que ¢ est un automorphisme de R, [X].

3) a) Pour tout polyndme P de R, [X], calculer ¢(P—-P').
b) Déterminer ¢ puis écrire la matrice de ¢! dans la base (eq, ey, ..., €,).
¢) On donne le script Scilab suivant:

n=input ('entrez la valeur de n
M=eye (ntl,n¥l) *
for k=l:n '

. ')

Compléter la sixiéme ligne de ce script pour qu’il affiche la matrice 4 de ¢ dans la base (ey, ¢}, ..., €,)
lorsque la valeur de # est entrée par [’ utilisateur.

Partie 2 : étude d’une autre application définie sur R ,[ X ].
On désigne par x un réel quelconque.

N , +0
4) a) Montrer que, pour tout entier naturel £, I’intégrale _f tke~'dt est convergente.
X

b) En déduire que, si P est un polyndme de R, [X ], alors D’intégrale _f mP(t)e“’dt est

convergente.

5) a) Donner la valeur de _[ " etdr

X

. . . +oo LA
b) Etablir que, pour tout entier naturel £, on a : _[ thetdt = k! E " e,
X
=0 °*

6) Informatique.

a) On admet que, si u est un vecteur, la commande prod (u) renvoie le produit des éléments de u
et la commande cumprod (u) renvoie un vecteur de méme format que u dont le £™ élément est le
produit des k& premiers éléments de u. Utiliser 1’égalité obtenue a la question 5b) pour compléter le
script Scilab suivant afin qu’il calcule et affiche la variable s contenant la valeur de I’intégrale

+00
_“ tke=tdt , les valeurs de x et de k étant entrées par I'utilisateur.

X

k=input ('entrez la valeur de k : ')
x=input('entrez la valeur de x : ')
p=prod(l:k) . :

N N . . +c0 +o0 k
b) Montrer, grice a un changement de variable simple, que : I the~tdt = e*”J‘O (u + x) e *du
X
En déduire la commande manquante du script Scilab suivant afin qu’il permette de calculer et

d’afficher une valeur approchée de jm tke~'dt grace a la méthode de Monte Carlo.
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x=input ('entrez la valeur de x :'_')
k—-lnput( entrez la valeur de k L)
Z=grand(1,100000, 'exp’, (1) o
s=exp (- )*mean(——~’f,f~) !

‘disp(s) o .

On considére maintenant Iapplication qui, & tout polyndme P de RR,[X], associe la fonction
F =y(P) définie par :
VxelR, Flx)= exj MP(t)e"dz‘

7) a) Montrer que y est un endomorphisme de R, [X].
b) Justifier que F est de classe C' sur R et donner une relation entre F, F” et P.
¢) Montrer que y est un automorphisme de R, [X].

8) On considere un polynéme P non nul, vecteur propre de y pour une valeur propre A non nulle.
a) Utiliser la relation obtenue 4 la question 7b) pour établir que : P’ = };—IP .

b) En déduire, en considérant les degrés, que A =1 est la seule valeur propre possible de v .
¢) Montrer enfin que A =1 est la seule valeur propre de y (on ne demande pas le sous-espace
propre associé).

9) a) Montrer que les endomorphismes ¢ et y sont égaux.
b) En déduire que, si P est un polyndme de R, [X ] et s’il existe un réel a tel que, pour tout réel x
supérieur ou égal & a, on a P(x) > 0, alors :

Vrza, iP@ (x)20
i=0
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Exercice 1
1

ninn

1) Pour tout entier naturel # supérieur ou égal a 2, on pose a, =

. . L £+l ] 1
a) Montrer que, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, on a : j et < .
Eotint kink
b) En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.

Dans la suite, on considére la fonction /' définie par :

- — o0 5
-f'(X)J(I—x)in_('f__{) sive ]-e,0[L]01]
1] six=0

2) a) Montrer que fest continue sur |- oo, 1[.
b) Montrer que fest dérivable en 0 et donner la valeur de _,f"(()].

3) a) Montrer que fest dérivable sur J—eoo, O] et sur ]0, 1], puis calculer f'(x) pour tout x de |—o0, 0[ W 0, 1[.
b) Ltudier le signe de la quantité In(l—x)+x, lorsque x appartient & |- o0, 1[, puis en déduire les
variations de f.
¢) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son tableau de
variation.
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4) a) Etablir que, pour tout n de N* | il existe un seul réel de [0, 1], noté u, , tel que f[u”): n et donner la
valeur de u,.
b) Montrer que la suite (u,) converge et que lim u, =1.

s
¢) Pour tout entier naturel # non nul, calculer f/{1———=| puis en déduire qu’il existe un entier naturel
C nvn
: o s !
ny tel que, pour tout entier # supérieur ou égal d mg, ona: u, <l ———.
mln
d) En déduire, a 'aide de la premiére question, que la séric de terme général ——— est divergente.

nin(l1—u,)

¢) Conclure, en revenant & la définition de u,,, que la série de terme général 1—u,, est divergente.

Exercice 2
On désigne par # et p deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 1.

On se place dans l'espace euclidien R?. Le produit scalaire canonique des vecteurs x et y de R” est noté
{x,_v) et la norme du vecteur x est notée

x|

1) Dans cette question, on considére n vectewrs u,, i, ,...,u, de K7 tous de norme égale a 1.
n
A tout n-uplet x =(x,,X,,....x,), on associe le vecteur w, = Z_x;‘.uk i
k=1
On se propose de montrer qu'il existe des n-uplets x =(x;,x,,...,X, ), dont les coordonnées sont éléments de

> Jn.

A cet effet, on considére n variables aléatoires X, X,,..., X, , toutes définies sur le méme espace probabilisé

{—11}, pour lesquels " W, H < /n et dautres pour lesquels ﬂ W,

(Q, A, P), indépendantes, et telles que pour tout k de [[1,#], on ait :

P(Xﬁ: :1):P(Xﬁ: :_I):%

H
On considére I'application X', qui, a tout @ de Q, associe le réel X(w)= ZXk (®)u, }
k=l

On admet que X est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur (Q, 4, P).
a) Calculer, pour tout couple (i, ;) de [1, ] * lavaleur de E(X.X,).
b) En déduire I'existence et la valeur de E(X) i
¢) Conclure quant a l'objectif de cette question.

2) Dans cette question, on considere n réels p,, p;,...,p,, tous éléments de ]O,l[. ainsi que » vecteurs

Vi, Vs, v, de RP vérifiant : Vke[[], nﬂ, Hv;‘. HE 1.

"
On pose z= z.P,-;-Vk et on se propose de montrer qu'il existe un m-uplet x=(x,x,...,x,) dont les
P

H
coordonnées sont dans {0,1}, tel que, en notant y, = Zx,;.vk , on ait :

J

|z=vel <=
2

A cet effet, on considére n variables aléatoires Y,Y>,....Y,, définies sur le méme espace probabilisé

(Q, A4, P), indépendantes, et telles que, pour tout k de [[1, n]] , ¥; suit la loi de Bernoulli 3 ( p; )
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} i
PACES ACHIY [
k=1 !

On considére l'application ¥, qui, 4 tout @ de Q, associe le réel Y(m) —-i
|

et on admet

que Y est une variable aléatoire définie sur (€, 4, P).

a) Calculer, pour tout couple (i, j) de [[l, nﬂz, la valeur de E((pf -¥)p; - Y_I-)].

: . o R
b) Justifier que Y posséde une espérance et montrer que : F(¥) < e
¢) Conclure quant a 'objectif de celte question.

Exercice 3

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont ’origine est le point O d'abscisse 0.

Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O.

Le mobile se déplace selon la régle suivante : a Pinstant n (7 € N*), il se place de fagon équiprobable, sur
I’un des points d’abscisses 0, 1, ..., n.

Pour tout entier naturel », on note X, I’abscisse de ce point a I'instant » (on a donc X = 0).

On admet que, pour tout entier naturel », X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé

(Q, A4, P) que 'on ne cherchera pas & déterminer. On admet aussi que (X,,)  est une suite de variables

neld

aléatoires mutuellement mndépendantes.

1) a) Déterminer, pour tout entier naturel » non nul, la loi de X ,.
b) En déduire que, pour tout entier naturel #» non nul, X, possédc une espérance et une variance, puis
déterminer E(X,) et V(X,).

2) On note Y le rang du premier retour a l'origine du mobile et on admet que Y est une variable aléatoire
définie, elle aussi, sur (QQ, 4, P).
a) Pour tout entier naturel » non nul, exprimer I'événement (¥ =#) a l'aide des variables aléatoires

X Xy X,
. - - - S T¥ I
b) En déduire que la loi de Y est définie par: YaeN", P(Y =n)=

n(n+1)

e
¢) Vérifier par le calcul que 'on a : ZP[Y =n)=1.

=l
d) La variable ¥ admet-elle une espérance ?

. 1 ]
3) a) Montrer que, pour tout entier naturel £ non nul, on a : P <hn(k+1)-Ink E-k- .
+

J-l
b) En déduire que : ¥/ =2, 1nj£Z%£]n;’+l—L.
k=1 J

-l
¢) Conclure alors que : Z% ~Inj.

k=l

4) On note Z le rang du deuxiéme retour & l'origine du mobile ¢t on admet que Z est une variable aléatoire,
définie, elle aussi, sur (Q, 1, P).

a) Déterminer pour tout i > j, la probabilit¢ £,_,(Z=j).

b) Etablir que :
. : i+1
Vi<j-1, By (Z=j)=——

JG+1D)

¢) Lcrire, pour tout entier naturel ;j supérieur ou égal & 2, la probabilit¢ P(Z = j) comme une somme
finie.

d) La variable aléatoire Z possé¢de-t-¢lle une espérance ?

Ld
S
()]
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5) Informatique
On rappelle qu’en Scilab, I'instruction grand (1,1, ‘uin’,a,b) permet de simuler une variable
aléatoire suivant la loi uniforme a valeurs dans [a,b].

a) Ecrire des commandes Scilab calculant et affichant la valeur de l'abscisse du mobile aprés son »n°
déplacement lorsque la valeur de » est entrée au clavier par l'utilisateur.

b) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette d’afficher dans cet ordre les valeurs prises
par les variables aléatoires Y et Z.

n=10,
a=0
while a<2
n=n-+1
if grand(1,1, ‘uin’,0,n)==0 then
a=atl
if a==1 then y=n, end
end
end
disp(-———, ‘y=")
disp(-——, ‘z=")
Probléme
Partie 1

" w2
Pour tout entier naturel », on pose u, = j“ (cost)"dt .

1) a) Calculer u, et u,.
b) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.
¢) Etablirque: VreN, u, >0.

2) a) Montrer, grice a une intégration par parties, que : Vae N, (n+2)u, ., =(n+1)u,.
2n)! T
@Cm! =

b) Endéduire que: VreN, u,, = : .
2 xnl)? 2

T
¢) Montrer que : Vae N, (n+1)u,,u, = 5

d) En déduire la valeur de u,,,,, .

- . U, n
3) a) Calculer lim —=
e i
n
oy L Uy,
b) En déduire, par encadrement, que lim —2L =1,
n—r+os u”
. . yis
c) Montrer enfin que u, ~ ,[—.
= \ 2n

4) Utiliser la question 2c¢) pour compléter les commandes Scilab suivantes atin qu’elles permettent de
calculer u,, lorsque # est entré par I"utilisateur.

n=input ('entrez la valeur de n : '), i
u=%pi/2

for -————-

end

disp{u)
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Partie 2

. o ) ) J'sinx si 0<x<m/2

On note fla fonction définie pour tout réel x par : f(x) = )

l 0 sinon

5) Vérifier que f est une densité de probabilité. Dans la suite, on considére une variable aléatoire réelle X

définie sur un certain espace probabilisé (Q, 4, P), et ayant f pour densité.
6) Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X.

7) a) Montrer que X posséde une espérance et la calculer.
b} Montrer que X posséde également une variance et la calculer.

&) On consideére maintenant une suite (X,),.,. de variables aléatoires toutes définies sur (Q, 4, P),
mutuellement indépendantes et qui suivent toutes la méme loi que X,
Pour tout entier naturel » supérieur ou €gal a 2, on pose /, = min (X;, X>, ..., X;) et on admet que /, est une

variable aléatoire a densité, elle aussi définic sur (2, 4, P).
a) Déterminer la fonction de répartition, notée F,, de la variable aléatoire /,,.
b) Lasuite (), converge-t-clle en loi ?

¢) Déterminer une densité de /,, puis montrer que /, posséde un moment d’ordre 2 :
72y /2 WY
E (1’,, )— 2‘[0 x(cosx)" dx
d) Etablir que : E(!}f)é U, .

¢) En déduire que la suite (7,),.,- converge en probabilité vers une variable aléatoire dont on précisera

la loi.

=]

9) Soit £ la restriction de la fonction cosinus a {05} ;

a) Montrer que A réalise une bijection de I:O,%} sur [0,1].

b) Justifier que I'on peut poser Y = /(X). On admet alors que Y est une variable aléatoire, elle aussi
définie sur (2, 4, 7). Déterminer la fonction de répartition G de Y, puis vérifier que Y suit une loi uniforme.

c) On rappelle que la commande grand (1,1, ’unf’,a,b) renvoie une simulation Scilab d’une
variable aléatoire a densité suivant une loi uniforme sur [a,b] et on admet que la fonction 4~ s’obtient par

I’instruction acos. Compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles permettent de simuler la
variable aléatoire X.

Y=grand(l, 1, unf’ , ~=x,~==)
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Exercice 1

La lettre » désigne un entier naturel non nul.

Soit f, la fonction définie sur R, par: VxeR,, f,(x)=1-x—x".

1) Montrer que I’équation f, (x) =0 d’inconnue x posséde une seule solution, notée u, .

2) a) Vérifier que u, appartienta 0, 1[.
b) En déduire le signe de f,,; (4, ) puis établir que la suite (u, ) est croissante.
¢) Conclure que la suite (1,) converge et.que sa limite appartient & [0, 1].

d) Montrer par I’absurde que lim u, =1.
N—r+0

3) Pour tout entier naturel » non nul, on pose v; =1-~1u,. _
a) Justifier que v, est strictement positif, puis montrer que Inv, ~ —~nv,.
+00

(-— Inv, )
Y N
b) Btablir que lim — 2" =0 et en déduire que : lnv, ~ —lnn.
R 11 v, Ho
Inn

¢) Montrer enfinque : v, ~ —.
B

4) Donner la nature des séries de termes généraux v, et v2.
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Tournez la page S.V.P.



Exercice 2
On considére l'espace euclidien R?, muni du produit scalaire noté (, ) défini par :

V(x,J’) € (R3 )2, X= (.xbxz,xs) y Y= ()’1,J?2,)’3) 5 (fo’) =Xyt XV T X3
La normie du vecteur x est alors définie par ; H x ” =y /(x,x) .

On considére un endomorphisme fde R* qui vérifie la condition suivante :
. 2
V(xp) (R, (£ (x).9)=—(x/(»))
1) Etablir que: VxeR?, <f(x),x) =0,
2) On admet que tout endomorphisme de R* admet au moins une valeur propre réelle. Montrer, en utilisant
1’égalité obtenue 4 la question 1), que 0 est la seule valeur propre réelle de f.

Dans la suite, on se propose de montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de [ est dela
forme @

0 o O
A=|—-a 0 0],avec o réel
0 0 0

3) Montrer que Ker(f) et Im(/f) sont supplémentaires orthogonaux dans R*.
4) Résoudre le probléme posé si dimKer(f) = 3.

5) On suppose, dans cette question, que dim Ker( f ) =2,
a) Montrer que ’on peut trouver une base orthonormale B = (ei, e, €3) de R?, ol ¢ appartient & Im ( I )

et ol (e, e3) est une base orthonormale de Ker (/).

o O Q

0 0
b) Montrer que la matrice de f dans la base B est de la forme : 4= 0 0.
‘ 00
¢) Vérifier que Im( /) est stable par fpuis montrer que b et ¢ sont nuls.
d) ‘En considérant le réel ( fle ),e,> , dontier Ia valeur de a. Que dire de ’hypothése dimKer(f) =27

6) On suppose, dans cette question, que dimKer(/') = 1.
4) Montrer que ’on peut trouver une base orthonormale @ = (¢i, e, e3) de R?, ol (ey, e2) est une base
orthonormale de Im(f) et o e; appartient & Ker(f).

b) Montrer que la matrice de fdans la base Best de la forme : 4=

[T U
(=R N
S O D

¢) Montrer que a et d sont nuls et que c=—b.
d) Conclure,

Exercice 3
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont definies sur le méme espace

probabilisé (Q, A, P) que l’onne cherchera pas a déterminer.

O consideére uné variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parameire -;— stonpose ¥ = Jx.
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1) On rappelle qu’en Scilab, la commande grand (1,1, ‘exp’,1/lambda) simule une variable
aléatoire suivant Ia loi exponentielle de paramétre A . Ecrire une (ou des) commande(s) Scilab utilisant
grand et permettant de simuler 7,

2) a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.
b) En déduire une densité fy de Y.

3) a) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée

réduite.
b) En déduire que Y a une espérance et donner sa valeur,

4) Onpose U =1-e7 %72,

a) Vérifier que U(Q)=[0,1].

b) Déterminer la fonction de répartition F;; de U et reconnaitre la loi de U.

¢) Exprimer X en fonction de U, puis en déduire une simulation Scilab de Y utilisant uniquement la
fonction rand.

Probléme

Dans ce probléme, on désigne par A un réel strictement positif.

On admet que toutes les variables aléatoires présentées dans ce probléme sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, 4, P) que I’on nie cherchera pas & déterminer.

On s’intéresse aux appels parvenant A un central téléphonique et on suppose, d’une part, qu’ils arrivent de
fagon indépendante au central, et d’autre part, que le nombre d’appels regus par le central pendant un certain
intervalle de temps est indépendant du nombre d’appels regus par le central pendant un intervalle de temps
disjoint du précédent.

Pour tout réel ¢ positif, on note N, la variable aléatoire égale au nombre d'appels regus par le central pendant
l'intervalle de temps [0,7] et on pose, pour tout entier naturel n : p, (#)=P(N, =n).

1) Justifier que py(0)=1 et p,(0)=0 pour n supérieur ou égal & 1. En déduire la loi de N, .

On admet que, pour tout entier naturel n, p, est dérivablesur R, et que:

)= A
V20, o' (8)==Apo(t)
VneN*, p, (t) ==Ap, (t)+ Apy (t)

2) Pour tout entier naturel » et pour tout réel  positif, on pose : f, (1)=€*p,(t).

a) Montrer que la fonction f; est constante, puis utiliser la premiére question pour déterminer cette
constante,

b) Exprimer, pour toutn de¢ N*, £/ (#) en fonction de A et f,;(¢).

i

c¢) On suppose que, pour un certain entier naturel nnon nul, ona: vi20, £, (t) ( 1)' .
n—1}!

n
M) k.
nl

(i) Montrer qu’il existe une constante K telle que: Vne N*, V120, f, (t) =

(ii) En utilisant la valeur de p, (0) pour »n supérieur ou égal 4 1, donner enfin, pour tout n de N*,

I’expression explicite de f,, (t) en fonctionde A, netr.
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3) a) Donner p,(t) pour tout entier naturel » et pour tout réel tpdsitif.
b) Conclure que N, suit la loi de Poisson de parameétre Af.

4) Pour tout entier naturel # supérieur ou égal 4 1, on note S, la variable aléatoire égale a I’instant ou
survient le » -iéme appel.
a) Comparer, pour tout réel ¢ positif, les événements (S > £) et (N, = 0) puis reconnaitre la loi de .

b) Comparer, pour tout réel ¢ positif, les événements : (S, >1) et (N, <n-1).
¢) Montret que S, est une variable 4 densité dont une densité est la fonction f, définie par :
Ang '
f, (z‘): (n —1)!

0si?<0

eMsit>0

5) Soit (¢, u) un couple de réels positifs tels que u <7
a) Justifier sans calcul que les variables aléatoires. N, et N, — N, sont indépendantes.

b) Etablir I’égalité suivante : Vne N, P  =n)= ZP N N,=n-i),
c) En déduire la valeur de P(N,— N, =0) puis celle de P(N,~N, =1).

(N[ =N, = n) ;Me—h(l~u) .

d) Montrer par rééurrence que: VoneN, P '
n!

SN,(m)( )SIN( )

et on admet que R, est une variable
0siN,(0)=0

6) On pose, pour tout ® de ©, R, (0)= {

aléatoire.
a) Décrire ce que représente la variable aléatoire R, .

A b) Utiliser le systéme complet d’événements (_N, = ,n")neN pour montrer que :
+00
V>0, Vuelo,t], P(R >u)=> P([S, >u]n[N,=n])
n=1

¢) Utiliser la question 4b) pour établir la relation :

ve>0, Yuel0,¢], P(R, >u)= ZZP( L ={]A[N, =N, =n~i])

n=1i=0
d) Montrer enfin que la fonction de repartmon de R, estla fonction F, définie par:
Osiu<0
F,(u)= e M) si0<u<t
lsiu>t

) Lavariable R, est-glle  densité ? Est-elle discréte ?
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Exercice 1

Partie 1 : étude d’un exemple

On note /d ’endomorphisme identité de R* et on considére 'endomorphisme f/ de R* dont la
matrice dans la base canonique est :

=1 1 0

1) a) Déterminer un polyndéme annulateur de A qui soit de degré 2,
b) En déduire les deux valeurs propres possibles A, et L, de 4 (aveec &, <k, ).

¢) En Scilab, la commande r=rank (M) renvoie dans la variable r le rang de la matrice M.
On a saisi

A=[1,0,0;-2,3,-2;-1,1,0]
rl=rank (A-eye(3,3))
r2=rank(A=2*eye(32,3))
disp(rl,'rl=")
disp(r2,'r2e')

Scilab arenvoyé:

rl =

Bl
2

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de /et & la dimension des sous-espaces propres
associés 7
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d) Donner une base de chacun des noyaux Ker(f =4,/d) et Ker(f - Ay dd).

2) a) Justifier qu’il existe une base (u;,v,v;) de R?, ol (w,v) est une base de Ker(f—A/d) et
(v;) une base de Ker(f —A,/d). On choisira ces vecteurs de fagon que leurs composantes soient des
entiers naturels les plus petits possible, la derniére composante de u, et la premiére de v, étant nulles.

b) On note x=(a,b,c) un vecteur quelconque de R*. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les
coordonnées de x dans la base (u;,v,,v).

FPartie 2 : généralisation

Soit n et p deux entiers naturels tels que n = p =2, soit £ un R- espace vectoriel de dimension #, et /°
un endomorphisme diagonalisable de £ ayant p valeurs propres, A;,A;,...,A,, deux 4 deux distinctes.
On se propose de déterminer la décomposition de chaque vecteur x de E sur la somme directe

I
@Ker(f~A,ld), ou Id désigne |’endomorphisme identité de £,
o=l

3) Soit Bune base de £ dans laquelle la matrice de /'est une matrice diagonale D.
a) Ennotant /, la matrice identité de M, (IR), montrer que :

(D _ll!q )(D— )\.2.{" )(D— lp.’")z Dﬂa"‘l[l)
b) En déduire un polynéme annulateur de /.

X=2A

o h=dy
Jék

Pour chaque k de [1, 2], on définit le polynome Z, =

4) a) En distinguant les cas i=k et i#»k, calculer Z, (};).
b) Montrer que (Z;,Z;,...,L, ) est une base de R, [X].
¢) Etablir alors que :

2
VPe R,,[X], P=ﬁp(xk).q
kw]

d) En déduire que iL, =1,

i=]

5) a) Montrer que, pour tout x de £, L, (/)(x) appartient & Ker(f -4, Jd), o L, (/)(x) désigne
I"image du vecteur x de £ par 'endomorphisme L, ( I )
b) En déduire la décomposition cherchée.

6) Vérifier que cetie derniére décomposition redonne celle obtenue pour I’endomorphisme f de la
partie 1, si l'on choisit n=3, E=Ret p=2.
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Exercice 2

Partie 1 : question préliminaire et présentation de deux variables aléatoires X et T

1) On rappelle que la fonction are tangente, notée Arctan, est la bijection réciproque de la restriction
'i'II

de la fonetion tangente a I'intervalle ]—%.5[ et qu’elle est de classe C' sur |,
a) Rappeler I’expression, pour tout réel x, de Arctan’ (x).
b) Donner la valeur de Arctan(1) puis montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a :

Arctan (x)+ Amtan(l) =X
o)

c) Justifier I'équivalent suivant :
Arctan(x) =X

2) a) Vérifier que la fonction f qui & tout réel x associe f(x)= . peut étre considérée comme

n(x? +1)
une densité d*une certaine variable aléatoire X & valeurs dans [ .
b) Déterminer la fonction de répartition F de X,

1 :
y ; ; ; —gi¥ g x>0 :
3) a) Vérifier que la fonction g qui 4 tout réel x associe g(x) =1 32 peut éire considérée

Osix=0
comme une densité d’une certaine variable aléatoire 7' 4 valeurs dans ]]i:_ .
b) Déterminer la fonetion de répartition & de 7.

Partie 2 : diude d une suite de variables aléatoives associde a X

On considére une suite (X, ) . de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2, 4, P),

mutuellement indépendantes, et suivant toutes la méme loi que X,
Pour tout entier naturel # non nul, on pose M, =max(X,,..,X ) et on admet que M, est une variable

aléatoire, définie elle aussi sur |'espace probabilisé (£2, 4, £).

4) a) Déterminer la fonction de répartition £y, de M,
b) On pose, pour tout entier n de N°, ¥, = EM". Justifier que la fonction de répartition de Y, ,
]

notée G, , est donnée par :
H

vxeR, G, (x)= (%Ammn(%)%)

5) a) Déterminer, pour tout x négatif ou nul, la valeur de lim G, (x).

=4

b) Montrer que, pour tout x strictement positif, on a :

1 Ty
G, (x)= (1 —;An:tan(a))
¢) En déduire pour tout x strictement positif, la valeur de lim G, (x).
b
d) Déduire des questions précédentes que la suite de variables aléatoires (Y,) . converge en loi
vers T,
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Exercice 3

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel non nul.

On se place dans un espace euclidien £ de dimension n et on note B= (e, e, ..., ,) une base
orthonormale de £.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (x,y) et la norme de x est notée || x|

Partie 1 : définition de I’adjoint #° d’un endomorphisme u de E.
Dans toute cette partie, 4 désigne un endomorphisme de E.
On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme de £, noté 1, qui a tout vecteur y de

F associe le vecteur u” () vérifiant :
Vxe E, {u(x),y)={xu"(»))
1) a) Montrer que s1 1" existe, alors on a, pour tout y de £

u* ()= 3 (u(e),»)e

=]
b) En déduire que si " existe, alors u” est unique,

2) a) Vérifier que 'application »* définie par 1'égalité élablie a la question 1a) est effectivement un

endomorphisme de £,
b) Conclure que cette application est solution du probléme posé, ¢’est-A-dire que ¢’est 'unique

endomorphisme de E, appelé adjoint de u, vérifiant :
V€ B (u(x), )= (xu (1)

Partie 2 : étude des endomorphismes normaux.
On dit que » est un endomorphisme normal quand on a 1"égalité :

uol =u'ou
3) Soit fun endomorphisme symétrique de £. Donner son adjoint et vérifier que fest normal.

Dans la suite, u désigne un endomaorphisme normal.

4) a) Montrer que : Vx& E, [u(x)|=[u"(x)].
b) En déduire que Ker(u)=Ker(u').

5) Montrer que si /' est un sous-espace vectoriel de £ stable par u, alors ' est stable par «".

6) On suppose que u posséde une valeur propre A et on note E, le sous espace propre associé.
a) Montrer que E, est stable par u”.

b) Etablir que (x*)" =u puis en déduire que Ejl est stable par u.

Probléme

Partie 1
Dans cette partie, 7 désigne un entier naturel non nul, On considére une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans [[I,H]I et on appelle fonction génératrice de X, la fonction & définie par :

VieR, G(1)= ip(x = k)t
k=l
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1) Caleuler G(1).

2) Exprimer I'espérance de X 4 'aide de la fonetion 6.

2

3) Etablir la relation : ¥ (X)=G"(1)+G"(1)-(G"(1))".

Partie 2
fl
On pose, pour tout n de N* @ u, "2‘1" et h, m Z

it
k=] k)

1
-rz— :

sn(k+1)=Ink Si-.

4) a) Justifier que, pour tout entier naturel &k non nul, on a : Tl

b) Montrer alors que : Ve N*\{1}, lnn+l£u,, shhn+l,
H

¢) En déduire un équivalent trés simple de u, lorsque n est au voisinage de +eo,

5) Montrer que la suite (A, ),EN, est convergente.

Partie 3
Dans cette partie, n désigne toujours un entier naturel non nul.

6) On admet que, si a et b sont des entiers tels que ¢ < b, la commande grand (1,1, ‘uin‘,a, b)
permet & Scilab de simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme discréte sur [[a, 5],
Compléter le script suivant pour que les lignes (5), (6), (7) et (8) permettent d’échanger les contenus
des variables A (7) et A (p).

(1) n=input ('entrez une valeur pour n :'}
(2) A=l:n

(3) p=n

(4) for k=1:n

(5) j=grand(1,1, 'uin',1,p)
(6) BUX=====

(7) A(j)===~-~

(8) Alp)=====

(9) p=p=1

(10) end

(11) disp(A)

7) On suppose dorénavant qu’aprés exéeution du script précédent correctement complété, le vecteur A
est rempli de fagon aléatoire par les entiers de [[1,n] de telle sorte que les n! permutations soient

équiprobables.
On considére alors les commandes Scilab suivantes (exécutées i la suite du script précédent) :

m=A (1)

c=1

for k=2:n
if A(k)>m then m=A (k)

o=l

end

end

disp(ec)
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a) Expliquer pourquoi, 4 la fin de la boucle for, la variable m contient la valeur .

b) Quel est le contenu de la variable ¢ affiché a la fin de ces commandes ?

¢) On rappelle qu'en Scilab, I'instruction find (test) permet de trouver a quelle(s) place(s)
se trouvent les éléments d’une matrice satisfaisant au test proposé.
Compléter le script Scilab ci-dessous afin qu'il renvoie et affiche le contenu de la variable e étudiée
plus haut :

c=find(--=)
diap(c}

On admet que les contenus des variables A(1), A(2), ..., A(n) sont des variables aléatoires notées
Ay, Az, .., Ay et que le nombre d'affectations concernant la variable informatique ¢ effectuées au cours
du script présenté au début de la question 7), y compris la premiére, est aussi une variable aléatoire,

notée X,.
On suppose que ces variables aléatoires sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (Q, 4, P).
On note G, la fonction génératrice de X, E, son espérance et F, sa variance,

8) Donner la loi de X.

9) a) Montrer que X, (Q)=[1,n].

b) Déterminer ‘F'(.!L",T = l) ct P(JL",T =n). En déduire les lois de X, et X;.

¢) En considérant le systéme complet d'événements ((A,, =n), (4, < n)) , montrer qué :

Vnz2, Vie[2,n], P(X,=j)= lp(x,,_, =j- l)+"—_lP(X,,_, =)
A H

d) Donner la loi de X,.

10) a) Vérifier que la formule obtenue A la question 9¢) reste valable pour ;=1
b) Etablir la relation :
Vn22, VieR, G, (r)= 221
n

G.r:—'l (:) (*)
¢) En déduire que :

1 n-|
Vne N*, Vie R, G, (t)=—]| | (t+/
ne () ’”H( J)

11) En dérivant la relation (), trouver une relation entre £, et £, , puis montrer que
VYne N*, E, =u,

12) Recherche d’un équivalent de V.
a) En dérivant une deuxiéme fois la relation (+), montrer que :
1
Ynal, ¥, -V, =l__
n n
b) En déduire, pour tout entier naturel 7 non nul, ¥, en fonction de u, et h, .

¢) Montrer que F, ~ Inn.
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1
Soit f1a fonction définie par :
x(y2+zz+1)

V(x,y,z)e R?, f(x,y,z)=xe
1) Montrer que fest de classe C? sur R?.
2) Déterminer le seul point critique 4 de f.

3) a) Calculer les valeurs des dérivées partielles d’ordre 2 de f'en 4.
b) Former la hessienne de f au point 4 et vérifier qu’elle est diagonale. Montrer que f présente un
minimum local en 4. Préciser la valeur de ce minimum.

4) a) Montrer que, pour tout (x,y,z) de R3, flxpz)2xc".
b) Que peut-on en déduire pour le minimum de ftrouvé & la question 3b) ?
: ; . . x=1
5) On souhaite étudier les extrema de f'sous la contrainte linéaire (C) : { ) Montrer que, sous
yrz=

la contrainte (C), fprésente un minimum global au point (1,0,0) . Quelle est sa valeur ?
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6) On souhaite maintenant étudier les extrema de f'sous la contrainte (C”) : x( ¥ +z22 + 1) =1.

Montrer que f posséde un maximum global sous la contrainte (C”). En quel point est-il atteint ? Quelle
est sa valeur ?

Exercice 2

On désigne par # un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [O ; 9] , ol O (theta) désigne un réel

strictement positif.
1) On note f une densité de X, F' sa fonction de répartition, E(X) son espérance et V(X) sa

variance.
a) Rappeler I’expression explicite de F'(x) en fonction de x et 6.

b) Donner les valeurs de £(X) et V(X).

Dans la suite, on suppose que le réel 8 est inconnu et on en propose deux estimateurs. Pour construire
ces estimateurs, on dispose d'un échantillon (X, ..., X,) de la loi de X, ce qui signifie que Xj, ..., X, sont
n variables aléatoires, définies sur le méme espace probabilisé (Q, 4, P) , mutuellement indépendantes

et de méme loi que X.

2) On pose ¥, =max(X;, X,, ..., X,,) et on admet que Y, est une variable aléatoire, elle aussi, définie
sur (Q,4,P).

a) On rappelle qu’en Scilab, la commande grand(x,y, ‘unf’,a,b) simule xX y variables
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [a ; b] . Bcrire des commandes Scilab
permettant d’entrer les valeurs des variables qui sont nécessaires et de simuler Y, .

b) On note F, la fonction de répartition de Y, . Pour tout réel x, écrire F, (x) & l'aide de F(x)
puis déterminer explicitement £, (x).

¢) En déduire que Y, est une variable aléatoire a densité, puis donner une densité f, de Y, .

d) Montrer que Y, est un estimateur asymptotiquement sans biais de .

. 1 ; . . = .
3) On pose maintenant Z, :—ZX ; . Déterminer E (Z,,) puis proposer un estimateur Z, , construit
U=

de facon affine a partir de Z,, et qui soit un estimateur sans biais de 0.

Définition

On dit qu’un estimateur 7, de 6 est d’ordre de convergence o >0 lorsque la suite (n“ (T, —9))n€N,

converge en loi vers une variable aléatoire qui n’est pas quasi-certainement nulle.

4) a) Utiliser le théoréme de Slutsky pour établir le résultat suivant: si une suite (R,), - de
variables al€atoires converge en loi vers une variable aléatoire R et si (a, ), - €st une suite de réels
qui converge vers le réel g, alors la suite (a,R, ), - converge en loi vers la variable aléatoire a R .

b) Déduire de ce résultat I’unicité de 1’ordre de convergence d’un estimateur (on pourra raisonner
par I’absurde en supposant qu’un estimateur 7, de 6 posséde deux ordres distincts, o et , avec par

exemple O<a<p).
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5) On considere, dans cette question, une variable aléatoire 7 suivant la loi exponentielle de parameétre

1 : ; oy
— etonpose ¥ =—T . Déterminer la fonction de répartition, que ’on notera £} , de Y.
0

6) a) Justifier que, pour tout réel x positif ou nul, ona P(n(Y¥, -0)<x)=1.
b) Montrer que, pour tout réel x strictement négatif et pour tout entier naturel » supérieur 8 ——, on
al’égalité :

n
P(n(Y, -0)<x)=(1+=)
no
c) Etablir enfin que n(Y, —6) converge en loi vers la variable aléatoire Y. Conclure quant a I’ordre

de convergence de ¥, .

; = 1< — . .. .
7) a) Justifier que Z, :—Z(ZX ;),ou Z, est]’estimateur présenté a la troisiéme question.
7 i=l
. Z,-EQX
_Jp ZumE(2X)

J7(2X)

*

aléatoires (2.X, ), -, montrer que Z, converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera

b) On pose Z; . En appliquant le théoréme limite central a la suite de variables

la loi.

« Bn

c) Vérifier que Z :———-(Z —9) et en déduire que Jn (Z —9) converge en loi vers une

2 v
variable aléatoire suivant la loi normale Al ( 0,9—) . Donner I’ordre de convergence de Z,, .

Exercice 3

Dans tout ’exercice, on désigne par £ un R-espace vectoriel de dimension » (n=>2), on note /d
I’endomorphisme identité de £ et 6 I’endomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme f de £, on
appelle trace de f; le réel, noté Tr( f), égal a la trace de n’importe laquelle des matrices représentant 1.

On admet que 1’application trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur £ (E).

Partie 1 : préliminaires

1) On considére un projecteur p de E, ¢’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pep=p.
a) Montrer que E =Ker(p)®Im(p)
b) Etablir que Im(p)=Ker(Id - p)
c) En déduire que p est diagonalisable et que I’on a :

1g(p)=Tr(p)

2) Montrer par récurrence sur k (ke N*) que, si E,, ..., E, sont des sous-espaces vectoriels de E,

alors on a I’inégalité :
dim(E, +...+ E, ) <dim(E,)+...+dim(E})
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Partie 2 : condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de projecteurs soit un projecteur
Soit un entier naturel £ supérieur ou égal a 2. On considére des projecteurs de E, notés p;, p,, ..., p;»

etonpose g, =p,+p,+..+ p,.

3) Montrer que si, pour tout couple (7, ;) de [1, k]]z telque i #j,ona p;op, =80, alors g, estun

projecteur.

On suppose dans toute la suite que q, est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple

(i,)) de [1,k]* tel que i #j,ona pi°op;=6.

4) a) Montrer que Im(g, ) est inclus dans Im(p, )+...+Im(p, ).
b) Ftablir, grice aux résultats de la partie 1, que rg(g,)=dim(Im(p,)+...+m(p,)), puis en
déduire que Im(g, ) =Im(p,)+...+Im(p, ).
¢) Etablir finalement 1’égalité :
Im (g, )=Im(p,)®... & Im(p, )

5) a) Montrer que, pour toutj de [[1, k]|, on a I’égalité g, o p, = p;.

k
b) En déduire que, pour toutj de [1, k], ona: Vxe E, Zpi (pj (x)) =),

i=1
i#j

¢) Montrer alors que, pour tout couple (i, /) de [1,k]* telque i # j,ona p,op =6

6) Conclure quant a I’objectif de cette partie.

Probléme

Partie 1 : préliminaires (les trois questions sont indépendantes)

n
. 1
1) Pour tout entier naturel » non nul, onpose : u, = ) ——1Inn.
k=1
a) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il calcule et affiche u, pour une valeur de » entrée

par ’utilisateur.

n=input ('entrez une valeur pour n :')
x=dn

b) Justifier que, pour tout entier naturel £ non nul, on a : ﬁ <In(k+1)—-Ink S% .
+

¢) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout nde N*, ona:
0<u, <1
2) Dans cette question, x désigne un réel élément de [0 ; 1[.

n
a) Pour tout n de N* et pour tout # de [0; x], simplifier la somme Ztl"l .
o=l
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b) En déduire que, pour tout n de N*, ona:
n xp

—-_-mu-x)—j:

p=l p 1—¢

P
dt

c) Montrer que lim J- Ox lt_t dt=0.

n—>+oo

2 ; ;5 ; xP
d) Etablir alors que la série de terme général — est convergente et que :

+oo
CA, Y,
p=1 p

3) On consideére deux suites réelles (a, ) . et (b,), & termes positifs et on suppose que les séries

—+oo —+oo
de termes généraux a, et b, sont convergentes, de sommes respectives A = Za,, et B= z b, .

n=l1 n=0

n
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : ¢, = Z aib,_
k=1

n n n 2n
a) Montrer que : Vne N*, ch S(Zak)(Zbk)SZCk .
k=1 k=0 k=1

k=1
b) En déduire que la série de terme général ¢, converge et que ’on a :

=) (20)
n=1 n=1 n=0
k
¢) Soit x un réel élément de [0 ; 1[. On suppose dans cette question que I’'ona: aq;, = x? (ke N%)

et b, =x* (ke N).
i) Justifier rapidement que les séries de termes généraux a, et b, sont convergentes et a

termes positifs.
i)  Compléter le script Scilab suivant pour qu’il calcule et affiche la valeur de ¢, pour une

valeur de » entrée par 1’utilisateur.

n=input ('entrez une valeur pour n :')
x=input ('entrez une valeur pour x :')
u=li:n

disp(c)

iii)  Donner I’expression de ¢, sous forme de somme.

Partie 2 : étude d’une fonction définie comme somme de série
Dans cette partie, on désigne toujours par x un réel de [0;1] .

4) a) Utiliser la premiére question du préliminaire pour établir que :
+oo

S5 -EHE

n=] k=l n=l 1 n=l
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e —In(1-
b) En déduire que : Z(Zl)x" :(—x).

w1 e b 1-x
5) a) Montrer que, pour tout réel u strictement positif, ona: lnu<u.
b) En déduire que la série de terme général (Inn)x”, avec n>1, est convergente.

+oo

6) Onpose: f(x) :Z(lnn)x” )

n=1

: —In(1- —In(1-
a) Etablir, en utilisant le résultat de la question 1c), que : 1( x) 5 2 f (x) < l( x)
—x - -x
L ) —In (1 — x)
b) Montrer finalement 1’équivalent suivant : f(x) AT
= -x

7) a) Etudier les variations de la fonction f.
b) Dresser le tableau de variations de f (valeur en O et limite en 1~ comprises).

+oo0
8) a) Enremarquant que f(x) =Z(1nn)x” , montrer que ’ona: 0< f(x)< 2 -x
n=2 —-X
b) En déduire que f est continue & droite en 0 et dérivable a droite en 0. Donner la valeur du
nombre dérivé a droite en 0 de f.

X

1
c¢) On admet que fest continue sur [0;1[ . Donner la nature de I’intégrale j . f(x)dx.
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La présentation, la lisibilité, l'orthagraphe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
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IIs ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est qutorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1
1) Question préliminaire : on considére une suite (an )neN croissante et de limite ¢ et on pose, pour
toutnde N* :
1 n—1
bn :_Z a;
s

a) Etablir, pour tout entier naturel » non nul, I'inégalité b, <a,, puis étudier la monotonie de la
suite (b,) . -
b) Montrer que la suite (b,,)neN, converge vers un réel (' qui vérifie £'< 7.

¢) Etablir, pour tout entier naturel # non nul, 1’égalité suivante :
b, +a,
2

bZn 2

d) En déduire que lim b, = lim q,.
n—>+w0 n—>+00

On se propose maintenant d’étudier la suite (u,, )neN , définie par la donnée de u, =1 et par la relation,

— } 2
Upy =AU U,

n-1
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, = Zuk .
k=0

valable pour tout entier naturel » :
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2) a) Montrer que, pour tout entier naturel 7, u,, est bien défini et supérieur ou égala 1.
b) Etudier les variations de la suite (un) , puis €tablir que la suite (u,,) diverge et donner sa limite.

¢) Compléter le script Scilab suivant afin qu’il permette de déterminer et d’afficher la plus petite
valeur de n pour laquelle on a S,, >1000.

n=1
u=1
S=1 // S1=ul=1
while 5<=1000

3) Recherche d’un équivalent de u,, .
a) Montrer que lim (u,, —u,) = 1 ’
>+ 2

b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [I;+oo] par f(x)=+x*+x —x, puis en

déduire que la suite (u,,, —u,) . est croissante.
¢) Utiliser la premiére question pour établir que : u, ~ —
+00
4) a) Exprimer S, en fonction de u, puis en déduire un équivalent de S, pour 7 au voisinage de +o.

b) Compléter le script Scilab suivant afin qu’il fasse le méme travail que celui de la question 2c)
sans calculer S, :

n=0

u=1l // ul=1
while u<=—----
s

n=n+1

end

dispp( )

Exercice 2
1) On considére une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée réduite. On pose ¥ =e“ et on
admet que Y est une variable aléatoire a densité. On note F;, la fonction de répartition de ¥ et @
celle de Z.

a) Déterminer Fy (x) pour tout réel x négatif ou nul, puis exprimer Fy (x) a I’aide de la fonction

@ pour tout réel x strictement positif.
b) En déduire qu’une densité f; de ¥ est donnée par :

1 (Inx)?\ .
——exp (-
fy(x): T o p( 2 )31x>0
0 six<0
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Dans la suite, on considére une suite de variables aléatoires (X ,, )neN, , toutes définies sur le méme

espace probabilisé, mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi, dite loi de Rademacher de
paramétre p (avec 0 < p <1), et définie par :

P(X,=1)=p et P(X,=-1)=1-p
On considére de plus, pour » dans N*, la variable aléatoire 7, = HX %

k=1
2) a) Donner I’espérance et la variance communes aux variables X, .

b) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par 7, puis calculer £(7,,) et en déduire une relation
entre P(T, =1) et P(T,,=-1).
¢) Ecrire une autre relation vérifiée par P(7, =1) et P(Z, =-1), puis en déduire la loi de 7}, .

d) Montrer que la suite (7, ), . converge en loi vers une variable 7'dont on précisera la loi.

3) Soit 7" une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que les variables X,.
a) Etablir I'inclusion suivante :
(1 =71 <3 ) A (1 -T'1<3 ) (1T =T 1<1)
b) En déduire I’inégalité :
P(1 T =5,121)< P(1 T -T'12 )+ P15, -11 2

¢) Montrer, en observant les valeurs que peut prendre la variable 7,,,; —7,, que :
P(|Lin—T,121)=1-p

d) Lasuite (7,),.y. converge-t-elle en probabilité ?

4) Dans cette question, on prend p = %

. . 5 = I3 =
On considere, pour tout 7 de N*, les variables aléatoires , X :~z X, et U, =erd«,
=

a) On rappelle que X , est la variable aléatoire centrée réduite associée & X . Exprimer X, n en
fonction de X .
b) Utiliser le théoréme limite central pour établir que la suite (U R ‘/;) N converge en loi vers une
ne

variable aléatoire de méme loi que Y.

Exercice 3

On considére un espace euclidign £ pour lequel le produit scalaire de deux vecteurs x et y est noté
(x,y), tandis que la norme du vecteur x est notée || x|| . Le vecteur nul de E est noté 0 .

On considére aussi un endomorphisme f de E, différent de "endomorphisme nul, et antisymétrique,

c’est-a-dire qu’il vérifie :
V(xy)€E?, (f(x),y)==(xf ()
1) Montrer que: Vxe E, (f(x),x)=0.

2) Etablir I’égalité : Ker(f)®Im(f)=E.
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3) On pose s=fof. Montrer que s est un endomorphisme symétrique de E et que ses valeurs

propres sont toutes dans R _.

4) On note g I’application qui & tout vecteur x de Im( /) associe g(x)=f(x) etonpose t=gog.
a) Montrer que g est un endomorphisme antisymétrique de Im(f).
b) En déduire que les valeurs propres de ¢ sont toutes dans R” .

Dans les deux questions suivantes, on considére une valeur propre A de 7 et on note £, (t) le sous-

espace propre associé€ a cette valeur propre.
5) On considére un vecteur e; non nul de E, (f) .
a) Montrer que (el, g(el)) est une famille d’éléments de E, (t) , orthogonale et libre.

b) En déduire, en considérant I’orthogonal F, de Vect(el, g(el)) dans E, (t) , que la dimension
de E, (t) est paire et qu’il existe un entier naturel p non nul, ainsi que p vecteurs e, e,, ..., €, de

E, (1), tels que (el, g(el), ey, g(ez) o Bip g( )) soit une base orthogonale de E (¢).

6) Soit k un entier de [[1, p].
a) Montrer que I’on a : H g(e) H2 = —lu e “z .

H kll

Etablir que g (ek') =2 e, et g(ek ) =—J/-Ag, .

b) On considére les vecteurs ¢ =——¢; et ¢ (ek

llg(ek)ll

7) a) Montrer que le rang de f est pair.

1 . : "
b) On pose r= Erg (f). Déduire des questions précédentes qu’il existe une base orthonormale ®

de E et r réels ay,...,a, strictement positifs, pas nécessairement distincts, tels que la matrice M de f

dans ® soit :
0 —
a0
O —
0 —a, (0) g .
@ 0 2 0)
. 0 -a,
M= ’ ou M= a 0
0 —a,
“ 0 ©) |
0 -a
0 0 ’
() 0 0
0
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Probléme
Partie 1 : calcul d’intégrales utiles pour la suite

1
Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, on pose: I(p,q)= j‘ i xP (1-x)?dx. On a, en particulier

1 1
_ - v\
1(p,0)=[ xPdx et I(O,q)_joa x)7dx .
1) Donner les valeurs de 7(p,0) et 7(0,g).
2) Montrer que, pour tout couple (p,q) de NxN*, on a I’égalité :

](p,q):—q—](p+l,q—1)
p+1

1!

3) Pour tout ¢ de N, on considere la propriété H, : « VpeN, I(p,q)= ( 2 q')‘l(p +4g,0) ».
p+q)

Montrer, par récurrence sur g, que H, est vraie pour tout entier naturel g.

4) Donner explicitement, pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, I’expression de I(p,q) en

fonction de p et g, puis en déduire pour tout entier naturel », la valeur de I(n,n) en fonction de n.

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires

i
. in'i)—'x"(1~x" si0<x<l1
Pour tout entier naturel #, on pose : b, (x) = (n!)2

0 sinon

5) Montrer que b, peut étre considérée comme une densité de probabilité.

On considére désormais une suite de variables aléatoires (X ),y > 00 X,, admet b, comme densité.
6) Reconnaitre la loi de X .

7) a) Utiliser la premiére partie pour montrer que X, posséde une espérance et que £ (Xs)=—.

b) Toujours en utilisant la premiére partie, montrer que X, posséde une variance et exprimer
V(X,) en fonction de 7.

¢) Montrer que la suite (X)), converge en probabilité¢ vers une variable certaine que Ion

précisera.

Partie 3 : simulation informatique de X, .
On considére 2n+1 variables aléatoires U;,U,,...,U,,,; définies sur le méme espace probabilisé
(Q, ﬂ,P) , mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur [0,1].

On suppose que ces variables représentent respectivement les instants d’arrivée de 2n+1 personnes
Ay, Ay,...; Aoy, 2 leur lieu commun de rendez-vous. Pour tout &£ de [[1;2n+1], on note alors ¥}

instant d’arrivée de la personne arrivée la k° au rendez-vous (cette personne n’étant pas forcément
4y ). On admet que V; est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur (Q, ﬂ,P) , et on note

G, sa fonction de répartition.

8) On note F, la fonction de répartition commune aux variables Ui, U, ..., U, . Rappeler
I’expression de Fyy(x) selonque x<0, 0<x<1ou x>1.
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9) a) Ecrire la variable V5, en fonction de Uy, Us, ..., Uy -
b) En déduire Gy, (x) pour tout réel x.

10) a) Ecrire la variable ¥; en fonction de Uy, Us, ..., Usps; -
b) En déduire, pour tout réel x, la probabilité P(¥] > x) puis déterminer G; (x) pour tout réel x.

11) Ecrire un script Scilab permettant de simuler V; et V,,,; pour une valeur de n entrée par
Putilisateur.

12) a) Montrer que I’on a :
2n+1

Vx e [0,1] , G (x) — 2 (Z,IZH ) Xk (1 _x)2n+l—k

k=n+1
b) Déterminer une densité g,,; de V,,; et en déduire que V,,; suit la méme loi que X,,.
¢) On considére le script Scilab suivant :

U=18,2,9,13,23,1,5]
V=median (U)
disp(V, V=")

Quelle est la valeur renvoyée par ce script ?
d) Ecrire un script Scilab permettant de simuler X, .
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Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1

On désigne par a un réel et on considére une variable aléatoire X, de densité f strictement positive et
continue sur R , dont la fonction de répartition est notée F.
On pose :

M six<a
g(x)=1F(a)

0 six>a

1) Montrer que g est bien définie et peut étre considérée comme densité d’une certaine variable
aléatoire Y.

2) On note G la fonction de répartition de Y.
a) Exprimer, pour tout réel x, G(x) al’aide de F.
b) Vérifier que I’on a, pour tout réel x :

G(x)=Fx<q) (X <x)

Dans la suite, on considére une suite (Y,), de variables aléatoires, définies sur un méme espace

e N*
probabilisé (L2, 4, P), mutuellement indépendantes, et suivant toutes la méme loi que Y.
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3) Pour tout entier naturel n» non nul, on pose M, =max(Y,....Y,) et on admet que M, est une
variable aléatoire & densité dont on note G, la fonction de répartition.
a) Exprimer G,(x) al’aide de G, puis a I’aide de F.

b) Montrer que la suite (M) converge en loi vers une variable aléatoire que 1’on précisera.

neN*

4) Onpose Z,=n(a—M,) et on note H, lafonction de répartition de Z,, .
a) Vérifierque 'ona:

0 six<0
x n
H,()=1 |Fle-7)|
1-|———=— s1x=20
F(a)
b) Montrer que :
F(a-—i)

Vxe]R,———n- = 1_1@)(_{ +0(l)
F@ now F(a) n  \n

c¢) En déduire que la suite (Z,) . converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on

reconnaitra la loi.

Exercice 2

On se place dans I’espace euclidien R? muni de son produit scalaire canonique défini par :
2
V(x,y)e(R*), x=(x.%,%), =39 %)» (£ ¥) =63 + 5y, + 1Y,

La norme du vecteur x est définie par " X " = \/ <x ; x> = \[ 22+ x2+xr

On note B=(¢, , ¢, , e;) la base canonique de R3 et on rappelle que 3 est orthonormale pour le

produit scalaire canonique de R3.
On note Id 1’endomorphisme identité de R>.
On se propose d’étudier ensemble F des endomorphismes f de R? tels qu’il existe un réel & de

[0,1] pour lequel on a:
Vxe R?, "f(x)"Sk“x"

1) Déterminer I’ensemble F lorsque £ =0.

2) Un premier exemple.
On considére I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base Best :

18 —4
a=Llg -1 4
27

4 -4 7

a) Calculer A? puis en déduire les deux valeurs propres possibles A et i de A.
b) Vérifier que A est diagonalisable et en déduire que A et [ sont bien valeurs propres de A.
c) Justifier, sans les déterminer, que les sous-espaces propres de f sont supplémentaires

orthogonaux dans R?. .
d) Utiliser ce résultat pour montrer que f appartient a F. On pourra €crire un vecteur x

quelconque de R3 sous la forme x=y+z, avec ye Ker(f—Ald) et ze Ker(f —pld).
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3) Quelques propriétés générales de 1’ensemble F.
a) Vérifier que Id n’appartient pas a F.
b) Montrer que F n’est pas un espace vectoriel.
c) Montrer que F est stable par la loi de composition des endomorphismes de R?.
d) Montrer que si f est un automorphisme de F, alors f~' n’appartient pas a F.

4) a) Montrer que F ne contient pas de projecteurs autres que le projecteur nul.
b) F contient-il des symétries ?

5) Soit f un endomorphisme symétrique de R>.
, Ae Sp(f)} ,ona: Vxe R, "f(x) "Sk"x”
b) En déduire que f appartient a F si, et seulement si, les valeurs propres de f appartiennent

a) Montrer qu’en posant k = max{|A

toutes & |-1,1] .

6) Un deuxiéme exemple.

2 01

a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 3 et donner les valeurs propres
possibles de f .

0 2 2
Soit f un endomorphisme de R*> dont la matrice dans la base Best A 2—[—2 ~1 0).

b) Montrer que f appartient & F, puis donner un réel k de [0,1] pour lequel on a :
Vxe R3, "f(x) ”S k| x|

¢) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette d’afficher la valeur du réel k£ défini a la
question 5a) :

A0, 2,2: 2 -1,0:2,0,11/6

Exercice 3

On désigne par p un réel de ]0,1[ etonpose g=1—p.

On suppose dans ce probléme que toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace
probabilisé (Q2, 4, P).

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p.

On considére une suite (X,) de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes

neN*

1a méme loi que X.
On considére aussi une variable aléatoire N telle que N(Q)=N", indépendante des variables X, et

possédant une espérance.
N(ow)

N
On pose S=ZX,. , ¢’est-a-dire que, pour tout ® de Q, ona: S(w)= z X;(®). On admet que S

i=1 i=1

est une variable aléatoire définie elle aussi sur (€2, 4, P).

1) a) Déterminer S(Q).
b) Montrer, sans la calculer, que S posséde une espérance.

2) Pour tout nde N*, on pose S, = ZX ; - Donner la loi de S, ainsi que son espérance.

i=]
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3) Etablir I’égalité :
400
Vke N*, P(S=k)=) P(S,=k)P(N=n)

n=k

4) Etude d’un exemple : on suppose dans cette question que N est une variable aléatoire telle que
N —1 suit la loi de Poisson de paramétre A .
a) Déterminer laloide N.

prNle™ & n(%q)"_k
Kkl & (n—k)

b) Montrer que : Vke N*, P(S=k)=

En déduire :
k-1
L (g k)™
c¢) Donner, grice & S(Q), ’expression de P(S=0) en fonctionde A, p et q.
d) On se propose de calculer I’espérance de S grice a la formule de I’espérance totale que 1’on
pourra utiliser sans aucune justification.
Donner la valeur de I’espérance conditionnelle E(S|[N =n]), puis exprimer I’espérance de S en

fonctionde A et p, et vérifier que : E(S)=E(X)E(N).

Vke N*, P(S=k)=

5) On rappelle que la commande grand (1,1, ‘poi’, lambda) permet de simuler une variable
aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A. Compléter la fonction Scilab suivante pour
qu’elle permette de calculer la valeur prise par S lorsque la loi de N est celle décrite a la question
précédente :

function y=S (lambda, p)

endfunction

Probléme
1) Question préliminaire
Soit f une fonction définie et strictement positive sur R telle que f(x) S

Montrer que In( f(x)) = Inx.

Partie 1 : deux nouvelles fonctions

On définit les fonctions, appelées "sinus hyperbolique” et "cosinus hyperbolique”, notées
respectivement sh et ch, en posant, pour tout réel x :

e*—e™* e +e™*

sh(x)= et ch(x)= >

2) a) Etudier la parité de la fonction sh .
b) Dresser le tableau de variations de la fonction sh .
c) Déterminer un équivalent en 0 de sh(x).

3) a) Etudier la parité de la fonction ch.
b) Dresser le tableau de variations de la fonction ch.

4) Montrer que :
Vxe R, (ch(x))” =(sh(x))" =1
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Partie 2 : une troisi¢me fonction
5) a) Montrer que l'on définit bien une fonction, appelée "tangente hyperbolique” et notée th, en

posant :
Vxe R, th(x) :m
ch(x)
b) Vérifier que la fonction th est impaire.
¢) En s’aidant éventuellement des relations ch’=sh et sh’=ch, déterminer les variations de la
fonction th.
d) Dresser le tableau de variations, limites comprises, de la fonction th .

1 ae™ N be™
sh(x) l—e* l+e*’

6) a) Trouver les constantes a et b telles que : Vxe R,

b) En déduire, 4 I’aide de la fonction th, une primitive sur R’, de la fonction qui & x> hoo
sh(x

7) Montrer que ln(th(%)) ot Inx

Partie 3 : une série convergente
Dans cette partie, on désigne par x un réel strictement positif.

8) a) Soit k un entier naturel non nul. Montrer que :

1 <J'k+1 1 dr< 1
sh((k+Dx) & sh(rx) — sh(kx)

b) En déduire I’encadrement, valable pour tout » de N* :

J."+1 ! dr<) ! SJ." CENp
I sh(rx) o sh(kx) J1 sh(tx) sh(x)

9) a) Montrer que la série de terme général (ne N*) est convergente.

sh(nx)
b) Etablir, pour tout réel x strictement positif, 1’encadrement suivant :
+oo
—lln(th(f)) Sl B —lln(th(f)) -
X 2 = sh(kx) X 2 sh(x)
¢) En déduire, en utilisant certains résultats des parties précédentes, I’équivalent suivant :

LI
‘= sh(nx) ~—=0"  x

n

10) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette d’afficher la valeur de Z bk
o shikx

lorsque

n et x sont entrés par ’utilisateur :

n=input ( ‘entrez une valeur pour n :’)
x=input ( ‘entrez une valeur strictement positive pour x :’)
S=0
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La présentation, la lisibilité, Forthographe, la qualité de lo rédaction, la clarté et lo précision des
raisonnements entreront pour une part importanie dans Uappréciation des copies.

Les candidais sont invités a encadrer dans Ia mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seuie Vutilisation d'une régle graduée est qutorisée.

Si au cours de Pépreuve, un candidat repére ce qui lui semble 8tre une erreur d'énoncé, il ki signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

On suppose, et ¢"est valable pour toute épreuve, que Ia bibliothéque numpy de Python est importée
avec import numpy as np et que la librairie numpy . randon de Python est importée grice 4 Ia
copmmmande import numpy.random as rd.

Exercice 1

Partie 1
On désiene par n un entier naturel supérieur ou égal 4 2 et on considére un endomorphisme [ de B”

dont la matrice dans la base canonique de R* est une matrice M telle que rg(M }=1.
Onnote C la premiire colonne de M et on suppose que C est non nulle.

1}y Donner la dimension de Ker( f) et en déduire une valeur propre de f .

2) a) Montrer qu’il existe une matrice L={1 ¢, _. /) appartenant a 4, , (R} telleque M =CL.
b) On rappelie que Tr{M ) désigne la trace de la matrice M . Montrer que Tr{M )=LC.
¢) FEtablir que on a "égalité
M?*=Te (MM
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3) Montrer que Tr{M ) est valeur propre de f .
4} On suppose Tr{M )=0. Montrer que M n’est pas diagonalisable.

5) On suppose Tr(M )#0. A I'aide des questions précédentes, déterminer les valeurs propres de f
et montrer que f est diagonalisable.

Partie 2

On désigne par a, b, ¢ trois réels non nuls et on considére 'endomorphisme g de R* dont la
(1 1/a 1/b

matrice dans la base canonique de R est A=la 1 1/¢
b ¢ 1

On suppose que A n'est pas inversible.

X
6) a) En considérant le systéme AX =0, o X w( y}, €tablir, en raisonnant par 'absurde, la
7

N

relation: ac="5b.
b) En déduire le rang de A.

7) a) Conclure que g est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

b) Monirer que, pour tout entier naturel » non nul, A" appartient & Vect(A).

Exercice 2
On désigne par ¢ un réel strictement supéricur a4 2 et on suppose que toutes les variables aléatoires
rencontrées dans cel exercice, sont définies sur le méme espace probabilisé.

Partie I : étude d’une loi de probabilité
{ (5
On considére la fonction f définie par: f (x) =J X
l\ 0 six<l

six=>1

1) Montrer que f peut étre considérée comme une densité.

On considére dans la suite une variable aléatoire X telle que X {Q)=[1,+e[, de densité f et on

note F sa fonction de répartition. On dit que X suit la loi de Pareto de paramétre ¢ .
2) Montrer que X posséde une espérance et une variance et les déterminer.
3) Déterminer, pour tout réel x, I'expression de F(x) en fonction de xet ¢

4y On pose Y=InX et on admet que ¥ est une variable al¢atoire définie sur le méme espace
probabilisé que f . Onnote G sa fonction de répartition.

a} Pourtout réel x. exp:"ime;(}(x) a {aide de la fonction F .

by En déduire que ¥ suit une loi exponentielle dont on précisera le paramatre,

¢} Ecrire une fonction Python d'en-téte def simulX(c) utilisant rd.exponential et
permettant de simuler X |
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Partie 2 : produit de deux variables suivant la loi de Pareto de paramétre ¢
On considére deux variables aléatoires X, et X, indépendantes et suivant toutes les deux la loi de
Pareto de paramétre ¢. Onpose ¥, =InX,, ¥, =In X, et Z=X X,.

5) Eerire une fonction Python d'en-téte def simul? (c) utilisant la fonction simulX {c) et
permettant de simuler Z .

6) Déterminer 'espérance et le moment d’ordre 2 de Z puis vérifier que la vardance de Z est donnée
par :
?(2c* —4c+1)

V(Z)=
) (e=2)"(e=1)"
7) a) Donner la loi commune suivie par c¥| et ¢¥,.

b) En deduire la loi de c¥] +c¥,.

8} a) Soit H la fonction de répartition de ¥, +Y, et K celle de ¢¥, +c¥,. Pour tout réel x, exprimer
H(x) alaide de K , puis vérifier qu'une densité de ¥, + Y, est la fonction 2 définie par:
[e2xe™ six=0

h(x) :1(}

stx<0

b) Soit £, la fonction de répartition de Z . Exprimer, pour tout réel, F,{x) a Uaide de H . En
déduire qu'une densité f, de Z est donnée par :
[;’:2 In x

e

I ("> :19-"' .

six2]

six <

. . ‘ . . e = lnx

9) a) Pour tout réel o strictement supérieur a I, montrer que intégrale _[ ——dy converge et
ox®

donner sa valeur.
b) Retrouver alors les valeurs de E(Z) et V(Z) déterminées a la question 6).

Exercice 3

On effectue des lancers d'une pidce donnant "pile” avec la probabilité pe ]G,i[ et "face"” avec la
probabilité¢ g =1-p .

Pour tout & de N’, onnote £, I'événement « obtenir "face” au k° lancer » et on pose £, x}:,:
Onnote X la variable aléatoire égale au nombre de "face" obtenus avant le premier "pile”.

1) a) Utiliser les événements F, et P, pour déterminer laloi de X que 'on note désormais BN (p)

b) Calculer U'espérance et la variance de X .

2) Selon le principe de la division euclidienne dans N, on admet qu'il existe deux variables aléatoires
¢ et R, définies sur le méme espace probabilisé que X et telles que X =30+ R, avec ¢(Q)}=N et
R(Q)={0,1,2}.
Par exemple, si X prend la valeur 5, alors @ prend la valeur 1 et R prend la valeur 2.

a) Ecrire, pour tout entier naturel % , I'événement (O =k} al’aide de la variable X .

b) En déduire que @ suit laloi BN (1-¢°).
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3) Montrer que P(R:(}'):-——E‘*—, P(R=1)=—I et P(R=2)= R
I+g+4g° T+g+4q? I+g+g°

4} Vérifier que les variables Q et R sont indépendantes.

5) Simulation des variables X, Q et K.
a) Expliquer pourquoi la fonction suivante renvoie la valeur prise par X lors de P'expérience
déerite en début d’exercice.

1

def simulX(p}: |
X=rd.geometric(p)-1 '
return X i

b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie les valeurs prises respectivement
par X, Q et R.

def div{p):
K=simulX (p)

| return (X, Q,R)

Probleme
Rappel de quelques formules trigonométriques utiles dans ce probléme

cos{a+h)=cosacosh—sinasinb.
cos{a—b)=cosacosh+sinasinb .
cos{2a)=2cos’a—1.

cos(2a)=1~2sin"a.

On note 7 'ensemble des nombres entiers (positifs ou négatifs) et R I'ensemble des nombres réels.
On admet que 'ensemble E des applications de Z dans R, muni des opérations usuelles (somme de
deux applications et produit d"une application par un réel) est un espace vectoriel.
Soit » un entier naturel supérieur ou égal & 3 et [, :[O,n —E]}.
On rappelle qu’une application f de Z dans R estdite n -périndique (ou de période n) si:

VkeZ, f(k+n)=f(k)
Onnote F, I'ensemble des applications # -périodiques de Z dans R,

2kw

oy

) Soit h Uapplication de Z dans R définie par : VkeZ, h(/c):cos(

). Vérifier que 71 est
¢ I

dlément de F

[

2) Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de E,

H

33 Soit £ un entier quelconque.
On admet qu’il existe un unique couple (q.r)e ZxI, telque k=ng+r.
Montrer alors que, pour toute fonction f de F, ., onal égalité

Fk)=1(r)
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4) Pour tout i de 7, on considere la fonction n-périodique e, de Z dans R (e est donc élément de
L i 1 si k=i

F, ) dont la restriction a 7, est donnée par: Vke [, e, (k)= . .

0 sinon

a) Utiliser la question 3) pour montrer que, pour tout élément fde F ,ona:

n~]

Vke 7, f’(k}:z_f(i}ei(k)

b) En déduire que la famille B, =(¢,,¢,,....¢,,) estune base de F, .

¢) Quelles sont les coordonnées d’un élément quelconque f de F, danslabase B, 7

LA

-1
Pour tout couple {f.¢) de F,*, onpose: (f,g) ::Zf(k)g(fc),
k=0

a) Montrer que { , > est un produit scalaire sur F, . On note “ ]] la norme associée.
b) Montrer que labase B, est orthonormale pour ce produit scalaire.
¢) On admet que, pour tout couple (a,b) de réels, avec be 10.2x[, et pour tout entier &, ona:
. (b . c+1 . 2k -1
25111(;) cos(cz +kb)= sm(cz +M)—sm(a+-{‘—~%ﬂ2§)

Montrer la relation :

. ( (2;?%1‘)5) . ( b
. SR @ e = SIn  — )

ZC{}S(a+kér): 2 7 2

s 2sin { ))
2
) =] 4 i 4

dy En déduire les égalités Zcos (fﬁfiﬂ] ={ et Zcos (M) =0.

few=() R ! ke=0) &

¢) Déterminer la norme

h” de I'application & présentée & la question 1).

6) On considere I'application notée D qui, a tout élément f de F,, associe I'application D{(f). que
Pon pourra noter 2Jf s’il n’y a pas de confusion possible, définie par :
VkeZ, Df (k)= f(k+1)= f(k)
a) Verifier que, pour tout f de F,, Df estélémentde F,.
b) Montrer que 'application D : f > D(f) est un endomorphisme de £,
¢) Vérifier que I'application Dk est donnée par

‘ - . {my .y 2km
ke Z, L)&(k):: ~25m(—)sm(A+ - )
I 1 1
d} En déduire,  'aide de la deuxiéme des égalités de la.question 5d), que :

\Dh| = 2n siaii)
o "

7) On considére I'application notée A qui, & rout élément f de F, . associe Uapplication A{f), que
P'on pourra noter Af s7il n’y a pas de confusion possible, définie par :
Ve Z, Af (k)= f(k 1) =2/ (k)+ f({k-1)
On admet que A est un endomorphisme de F, .
a) Montrer que: V(f.g)e F,°, (f.Ag)=~(Df Dg).
b} Endéduire que A est un endomorphisme symétrique de I'espace euclidien F,.
¢) Montrer que les valeurs propres de A sont négatives ou nulles,
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&) On note g, I'application constante de Z dans R égale a 1.
a) Veérifier que £, € Ker(A).
b) Montrer alors que Ker(A)=Vect(g,).

9) On pose ¢ =min{|}|, Le Sp(A)\{0}] . ol Sp(A) désigne I'ensemble des valeurs propres de A

On considére un €lément [ de F, tel que { f,s;{,> =0,
a) Justifier Uexistence d’une base orthonormale de F, , formée de vecteurs propres de A, de la
-1

. I . ver .

forme (:/‘“—;—8(} 28y By |, PUIS montrer qu 1l existe {fil,.,.,fi”_l )E ®” : tel que f :Zﬂégf .
1 fz=}

2

by Montrer enfin que : "Df HZ > rH}’H

10) Dans cette question, on prend 7= 3 et on note A la matrice de A dans la base B, de F;.

)

a) Vérifier que la premidre colonne de A est | 1],

On admet, pour la suite, que I'on a

(-2 1 1
A= 1 -2 1
11 =2

b) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2.
En dédulre les valeurs propres de A .
Comment s"écrit I'inégalité obtenue i la question 9b) dans ce cas ?
¢) Que peut-on déduire du cas de application & ?
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