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EcoOe Supérieure de Commerce de Lyon 
_LI 

CONCOURS D'ENTREE 1980 

N designe l'ensemble des entiers naturels et  IR+ celui des rBels positifs ou nul. 
O n  adoptera la convention suivante : 

O + X = 1 quel queso i t  xdans  IR . 
O1 

NOTA : Les 3 parties peuvent dtre traitCes independamment 
(on signale dans les parties 2 e t  3 les resultats de  la partie 1 8 utiliser). 

l a re  partie : -- 
Pour x E IR+, on considdre les 3 suites definies par : 

X" & Xk et w, (x)  =vn (x) +- X" pour tout n dans IN. 
nl un ( X I  = - # v, ( X I  = 

nl k=O kl 

1 - Montrer que la suite (v, (x))est convergente et, en uti l isant la formule de MAC-LAURIN, 
que sa l imi te est ex. Montrer que la suite (w, (x,> a la mQme limite. . 
D h o n t r e r  que la suite (v,, (x)) est croissante et que la suite (w, (xl)est dkcroissante a 
part ir  d'un certain rang. 

2 - 

3 - E n  uti l isant ce qui pr6c&de, Btablir les inbgalites : 

28m pnrtie : -- 
Pour toute partie A de IN, @A designera la fonct ion definie sur IN par : 

@A (k) = 1 si k E A  

@ A  (k) t O si k $A. 

A tou te  partie A de N et tout rkel a dans IR', on associe la suite (st (a))definie par : 
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1 - 
2 - 

Démontrer que la suite (SA, (a))e;t convergente. 

Le reel a E IR 

m (A)  = lim 

+ Btant fixe, on pose, pour toute partie A de IN : 

A s, (a). 
n + + m  
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DANS LES QUESTIONS 3,4, 5, on suppose : a E ] O, Log 2 [. 

3 - Démontrer les resultats suivants : 
a - Si A et  B sont deux parties de IN vérifiant A c  B , alors m(A) 4 m(B). 
b - Pour toute partie A de IN : m (A) E [O, 2[. 
c - Si A et B sont deux parties disjointes de IN, alors m(A U B I  = m(A) + m(B). 

4 - a - Soient A, B deux parties disjointes non vides de C U ,  et p le plus petit dlément de AU B 
(on supposera p E A, et donc p $ï! B) .  Demontrer, en utilisant I'inégalitl! ( 1 )  de la 
lère partie : 

b En déduire que s i  deux parties disjointes A, B vérifient m(A) = m(B), elles sont vides. 

5 - a - DBmontrer que pour tout couple (A, B) de parties de IN : 

m(A) - m(B) = m ( A n  - m (B rl 1 A). 
IN 

b - En déduire que l'application : 
m : A-m(A) est une injection de p( IN), ensemble des parties de IN, 
vers l'intervalle [O, 2 [ de IR. 

4 

-- 3ème partie : 

Soit % l'espace vectoriel des fonctions rbelles d'une variable rbelle, continues sur [O, 1 1. 

On considère l'application U qui, B tout dlément f de gassocie l'élément U(f) défini par : 

(U(f))(x) = k x f ( t ) d t ,  V x  E [O, 11. 

On définit, pour tout entier n, l'application Un par: 

Un = Un-' O U, pour n 9 1, e t  U = 1, application identique de O 

1 - a - Montrer que U est un endomorphisme de % 7 .  
b - Démontrer que, pour tout entier n 3 1  : 

en raisonnant par rbcurrence e t  en utilisant une intégration par parties. , ,,/ , , 
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2 -  

3- 

4 -  

.- 3 - 
c - On note V, l'endomorphisme dbfini, pour n .a 1 par : 

n 

- E Uk. 
k=l Vn - 

Demontrer les relations : Vno U = U oV, = Vn+l - u. 

% + a - V6rifier que l'application de dans IR definie par : 

f l - d l f l l  = sup I f(t)  I 
t E [0,11 

est une norme sur ; c'est-&dire vérifie : 

b - Démontrer que NU (f) II < 1 f II, pour tout f de 

Soit V l'application qui, B tout él6ment f de associe I'bl6ment V(f)  defini par : 

( V ( f ) J l x l = ~ x e x - t  f(t)dt, Vx €-[O, 11. 

Démontrer que IlV(f) - Vn(f) II,( - Hf H, pour tout entier n 3 1, en utilisant I'in6galite 

(2) de la lère partie. 

On admettra qu'on peut en deduire les dgalites ; V O U = U O V = V - U. 

e 
n! 

a - Ddduire de 3 - que 1 - U et 1 + V sont deux isomorphismes de %? reciproques 

b - Application : trouver la solution f, élement de 5ZY de 1'6quation intégrale: 

l'un de l'autre. 

f ( X I  - lX f (tldt = e-X, V x E [O, 11. 
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lire épreuve 
Coefficient 4 

- 24 9- 

Samedi 23 Mai 198 1 de 8 heures B 12 heures 

Nota : les trois parties sont indépendantes. 

lère partie : 
--. 

On considère la fonction numérique de variable réelle f définie sur 3 - 1, +CO[ par : 

s i t f O  
1 1  1 -+- 

f( t )  =--(1 + t ) t  2 
e 

s i t = O  f ( t )  = 1 . 

1 - a - Etablir le développement limité de Log (1  + t) à l'ordre 2 au voisinage de O . 
En déduire que la fonction f possède un développement limité à l'ordre 1 au voisinage de O . 

b - Montrer que f est continue e t  dérivable en O . 

1 1 
2 1 + t  

2 - Soit cp la fonction définie sur ] -  1, +a[ par cp (t) =-( 1 + t --)- Log (1 + t) . 
a - Etablir I'égalité 

1 f ' ( t)  =- . cp(t) . f ( t )  , t # o .  
t 2  

b - En déduire que f '  est continue sur 3 - 1 , + CO [. 
c - Etudier le signe de cp( t )  pour t E] - 1, +a [. 
d - En déduire : 

YtE]  -1, +a[ , f ( t )  21 . 



, n 3 1 .  
n !  

un +I ( x )  1 a - Vér i f ier ,  pour x > O  , I'égalité = e . x . f  (-$ . 

b - Etud ier  la convergence de  cet te  série suivant les valeurs d e  x E IR' 

c - E n  dédui re les l imi tes des deux  suites 

d - Etab l i r  successivement les inégalités suivantes pour t E IR' : 
n n  

tL  t3 L o g ( l + t )  ,< t-y +- t 

L o g  (fct)) ,< 2 +x - t 2  t3 

e - E n  ut i l isant  3-a-, établ i r  la majora t ion  
n-1 

k = l  12 k2 6 k3 
1 + ~  (J-L+--), 1 1  n a 2 ,  

L o g  (un(;)) < - 
I I I  

e t  en  dédui re que la sui te 

2ème partie : 

IK [XI est l'ensemble des po lynemes à coef f ic ients  dans le  corps IK 

Pour  tout ent ier  naturel  n , on d é f i n i t  le p o l y n ô m e  0, d e  C [XI  par  

- ( X  - i)n +']. 1 n + l  

2i 
Q, = -[(X+i) 

1 - Déterminer le degré de  Q, . 

2 - Pour tout ent ier  naturel  r , m o n t r e r  que 

r 
2 p f l  2r -2p 

X 
2 r + l  

Q,, = c ( -1Ip C ( 1 )  
p = o  

3 - a - Déterminer les racines de  Q, . Mont rer  que ces racines sont réelles. 

b - E n  déduire la décomposi t ion de  O, en facteurs irréductibles dans IR [ X I  

4 - Pour tout ent ier  naturel  r , mont re r  que 

f -  E n  dédui re la l i m i t e  de la sui te ("" ;)eln) . 



5 - En utilisant ( 1  1 et (2) , établir I’égalité 

I 

2 ka r Or-1) c cotg - - 2r+l - 3  k = l  

(on calculera de deux façons le  coefficient de X2r-2 dans Q2r). 

En dt‘duire que 
r 

2r(r+l) 
3 

=- 1 

2r+l 

c 
k = l  s in2L .L  

7r 6 - a - Pour tout x de J O , - [ , établir les inégalités 
2 

1 < - .  2 1 cotg x <  - 
X sin2x 

r 
1 

b - En déduire un encadrement de c 
k = 1 ( & - ) 2 ’  2r+1 

1 
k2 

c - Montrer que la série numérique de terme général - est convergente et  calculer 

38me partie : 

Pour tout entier naturel n et  tout réel x strictement supérieur b - 1 , on pose 

1 - Montrer que F, est définie e t  continue sur ] - 1 , + CO [ . Etudier son sens de variation. 

Montrer que F, admet des limites en - 1 et +CO e t  calculer ces limites. 

2 - Soit x fixé, avec x > O. Montrer que 

t X 
e t  - 1 .  (on pourra comparer d’abord - 1 +t 1 +x 

En déduire que la suite (Fn (XI) est convergente et déterminer sa limite. 

3 - Soit x fixé, avec -- < x < O .  Montrer que 2 

En deduire que la suite (F, (XI) est convergente et  déterminer sa limite. 
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MATHEMATIQUES 
Idre épreuve (option génhle)  

Nota : les deux problèmes sont indbpendants. 

ler PROBLEME 

1 -  

2 -  

3 -  

4 -  

5 -  

On se propose d'btudier l'application F dbfinie sur IR' par 
n 

f s r  

a . Justifier l'existence de F (x) pour x E IR+ . 

b . Montrer que F est dkroissante et que 

!XE IR+ , O  < F(x) < . 

a .  Montrer que 

2 VtE[O, I j , T t  < Sint. 
2 

b - En dbduire successivement 

a - Montrer que 

v (a, b) E (IR'? , 1  e-'-e-b I < 1 a-b 1 .  

b - En deduire que 

1 V (xl , x2) E (R'? , I F (x1 1 - F ( ~ 2 )  1 < 71 x1 -x2 1 

et que F est continue sur IR+ . 
1 

a - Pour x, E IR' , justifier l'existence de H (x , - - -- $e-xo"tsintdt 

b . En utilisant par exemple la formule de Taylor- Lagrange, montrer que 

2 Ia-bl'. v (a, b)E(IR+) , Ie-'-eWb + (a-b)e-b I <  2 

c - En dMuire.I'inbgalitC 

- ( '0)  - H (x,) 1 < 
x - x, 8 

1 x - xo 1 . V X O E  IR+, V x E  IR+- (X,t, 1 

Montrer que F est dbrivable sur IR+ et dbterminer F' (x) pour x E IR+ . 

A tout u E IR' , on associe la suite definie par 

uo = a  
un+1 = F(u,),nEN. { 

a - En utilisant 3-b .  , montrer qu'il existe mE [O, 1 [ tel que 

v kEN, lUk+ l  -ukI<mk lu1 - u o I .  

b -  EndCduirequepour ( p , q ) E N 2 ,  P > q :  
lup-u I< -  mq Iu1-uol 

1-m 

et que, quel que soit u, la suite associbe est une suite de Cauchy et qu'elle converge vers une 
limite f ( a )  vbrifiant 

F (NU)) = /(a) . . ./. . . 
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c - Montrer qu'il existe un seul XE IR' verifiant F (x) = x . 

Que peut-on en conclure pour les suites construites prbcbdemment 7 

ZBme PROBLEME 

Soit E l'espace vectoriel sur IR des polynômes 8 une indbterminbe X B coefficients rbels, 

On appellera B la base de E composbe des polynbmes 1, X et X2 . 
Le polynbme Fa btant dbfini par 

Fa = al + X + X2 , a€ IR , 

on dbsigne par qa l'application qui, 8 un polynôme P de E , associe le polynbme R de E , 

qa (P) est donc le seul polynôme R vbrifiant 

de degr6 infbrieur ou bgal B 2 . 

reste de la division euclidienne du produit Fu.P par le polynôme X 3 - X .  

Fa.P = (X3 -X) .  Q + R 

R = O ou degrb ( R )  < 3 .  

1 .  

2 -  

3 -  

4 -  

5 -  

6 -  

a . Determiner les polynômes qa (1 I , qa ( X I  et qa (X'I . 

b .  Montrer que ~p est une application linkaire de E dans E 

c ~ Montrer que 

a 

va-AIE = p a - ~ ,  V A E I R .  

ou 1, dbsigne l'application identique de E dans E . 

Determiner la  matrice Ma de qa relativement 9 la  base B 

a - Calculer le  determinant de Ma e t  discuter la bijectivite de qa en fonction du paramatre (1 

b . Calculer la  matrice inverse Ma- ' lorsque Ma est invenible . 

a . Montrer que Ker q0 , noyau de qo , est l'ensemble des polynômes de E admettant 1 pour racine. 

Determiner Im qo , image de qo . 

b - Montrer que Ker q-2 = I m  qo et Im q-2 = Ker qo . 

a . Calculer les valeurs propres de Ma. 

b . Determiner les sous-espaces propres de qa (on pourra utiliser 1 .  c - )  . 
qa est-elle diagonalisable ? 

c . Construire une matrice T telle que 

M a = T [  O a ] T-' 

O O a + 2  

a . Montrer que 

b . Calculer q-2 qo . 

Le rbsultat obtenu peut-il i tre deduit (sans calcul) de 4-b- ? 

c . Calculer (Malk , k E  N , et en deduire pour a # -1 : 

Exprimer (9-, Ik en fonction de k . 
-FIN-  
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CONCOUBS D'ENTRÊE ISAT

ilITHEilÂTIQUES
Ière épreuve (option génénrlcl

Cocfficient 4

Vendredi 20 Mai 1983 da I heures à 12 heutes

Nota : la partie I est complètement indépendante des parties ll et lll'
Les panies ll et lll sont largement indépendantes l'une de l'autre.

PABTIE I

On considère les intégrales impropres

,r={o*î0"-*dx et Jr=I.-* dx,p€rN.

I - Étude delo .

a - Montrer qu'il existe un nombre réel M > 0 tel que

Yx>M,xPe-x*1,
*2

et en déduire Oue I existe pour p€ hI .

b - Exprimer Ip + t à l'aide de Io . puis en déduire la valeur de Io Oour tout p€ N .

2 - Ëtude de Jo .

a - Montrer eue J, existe Pour P€ hl* .

b - Montrer que 
n

Vn€ N. , Vx > 0 , xP- 
= *o F 

"- 
*'* xQe-nx

ex_l k=l ex_1

c - Pour k€ N* , calculer

rA
tim / *P e-k* dx

a-++æ Jo
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-z-
d - Montrerque, pour x ) 0,

ex-'l >x,
puis que, pour p€ N" et A > 0,

1A
o< 1 xP.e-I 6*ç{P-1}!

Jo ex-1 nP

e - En déduire que, pour p€ N' et n€ NI ,

r+l,o-o'E#l.T#
Pour p€ N , on considère la série numérique de terme générat u. : 

fr

Rappeler pour quelles valeurs de p cette série est convergente et, dans ce cas, exprimer
sa somme en fonction de Jo .

PARTIE II

soit x un nombre réel strictement positif et {un } la suita réelle ainsi définie

(uo=x
(1) 

1,,*,= + ,n€N

1.

2-

3-

Montrerque,pournCN', un ) 1 -

a - Montrer gue la suite (un ) est monotone pour n > 1 et convêrgente.

b - Déterminer la limite de cette suite.

On considère la série numérique de terme général vn - - 1 +un .

a - Êtudier la limite lorsque n tend veni +æ 6" vn + 1

vn

Oue peuton conclure pour la série de terme général vn ?

b - En déduire que la suite (Pn l définie par
n

l2l Pn = *!o u*

est convergente. (Ne pas esayer de calculer sa limite).

PARTIE III

A tout couple {a, b} de réels positifs ou nuli, on associe les sui-.gs (an} et {bn} ainsi
déf inies

(3) l; I e,
ân +l \æ

1
.n€srl

."./.t.
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a - Calculer an et bn en fonction de n dans les deux cas particuliers a = O, b ) O et

a>O,b-0.

b - Montrer que an ( bn pour n > 1 , et que les suites (an ) et (bn ) sont rnonotones pour n ) 1 .

c-En déduire que les suites (an) et (bn) convergent et ont la nnême limite. Cette li-
mite qui est fonction de (a , b) , et qui ne peut être explicilée en général, sera

noüEg(a,b).
d - Montrerque, pour aà O,b > 0 et À ) 0 :

t4l -Va ,ot =-Vb , al

t5) Vtx", Àb) = x-?la,al
t6) \ÆE < .?t",0,=+(a+b) .

2 - On utilise la limite étudiée plus haut pour définir la fonction

F:[0,+*[ --+lR
x ,...* ?lt,rl .

a - Calculer F (0) et F {1} .

Montrer que F est positive et croissante-

b - lVlontrer que, pour x ) 0 :

(7) \E<Ff*l <](1+xl

(B) F{x}=*rtl}
x

(e) F(x) =\EFtffil
{to} F(x} =1(r+x} rrffir.

3 - En utilisant les résrltats de 2 -

a - Montrer que F est dérivable au point 1 et donner la valeur de F' (1) .

b - Montrer que F {xl tend vers + æ lorsque x tend vers *oo .

c - Montrer que F est continue en 0 . Est-elle dérivable en ce point ?

d - Étudier les limites Éventuelles, lorsque x tend vers tæ,0" ry * tÿ'â'

4- Pourx) 0,exprimerPn,dêfinipar{1}et {2),enfonctionde F (x} et F (un*1).

Retrouver ainsi que la suite (Pn) converge et exprirner sa limite en fonction de F (x) .
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CONCOURS D'ENTRGE 1985 

MATH €MATIQUES 
16re épreuve (option génémle) 

Coefficient 4 

Vendredi 17 mai 1985 de 14 heures à 18 heures 

Nota : 

- les deux probkmes sont indkpendants. 
- N designe l'ensemble des entiers naturels, P celui des entiers relatifs, e t  IR celui des nombres réels. 

PREMIER PROBLEME 

Soient p un entier naturel 2 2, et  IR, [ X] l'espace vectoriel reel des polynômes de degr6 inferieur 
ou bgal B p (on convient que le polynôme nul est de degr6 --1. On note A l'application de IR, [X I  dans 
lui-même qui, 2i tout polynôme P de IR, [ X I ,  associe le polynôme A P defini par 

AP (X)  = P (X 4- 1)  - P (X). 

PARTIE I 

1. a. Verifier que A est une application lineaire. 

b. Quel est le noyau de A ? 

c. Determiner le degr6 de AP en fonction de celui de P, pour tout P de IR,[Xl. 

On definit les polynômes P, pour tout entier n tel que O <n <p , par 2. 

Po = 1 

Pour tout entier n tel que 1 < n<p : AP, = Pn-, e t  P, (O) = O. 

a. Calculer le degr6 et le coefficient du terme de plus haut degr6 de P,. 

b. Montrer que la famille 
IR, [ X I  se d6compose sous 

P 
c 

(P,) 
la forme : 

< , est une base de IR, [XI, e t  que tout polynôme P de 

OÙ Ao = I d  IR , [x  1 et, pour tout entier n tel que 1 < n <p, A" = A,A"-'. 

PARTIE II 

1. Soit n un entier tel que 1 < n < p. 

1 a. Montrer que P, (XI = - X (X-1) ... (X- n + 1). 
n!  



~ 

2. 

1. 

2. 

1. 

2. 

3. 
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b. Démontrer que, pcur tout k de Z, P, (k) est dans Z. 

P 

k=O 

k 
c. Prouver, pour tout P de IR, [ X I  : A" P (X)  = Cn(- 1)  n-k p (x -+ k).  

Demontrer que, pour tout P de IF$ [XI, les deux propriétes suivantes sont équivalentes : 

(1) Les composantes de P dans 13 base (Pn 1 <., <p sont dans Z. 

(II) Pour tout k de 2, P(k) est dans Z. 

PARTIE 111 

a. Ecrire la matrice M de A dans la base (Pn) 

b. Calculer Mk pour tout entier naturel k non nul. 

a. Quelles sont les valeurs propres de M ? 

b. Montrer que M n'est pas diagonalisable. 

<,, <, . 

DEUXIEME PROBLEME 

Dans tout ce problème, on designe par f la fonction definie par 

f : IR -+IR 

e t  par Cf la representation ghphique de f dans un rep4re orthonorme. 

PARTIE I 

a. Dhterminer le dbveloppement limite de f 8 l'ordre 3 au voisinage de O. 

b. Montrer que f est continue et derivable en O. Que vaut f' (O) ? 

c. Prhciser la position de C, par rapport B sa tangente en O. 

Soit h la fonction dhfinie par 

h : IR++ IR 

a. Etudier les variations de h sur IR'. 

b. Montrer qu'il existe un unique d e l  a strictement positif tel que h (a) = O. Donner une valeur 
approchhe de a 8 1 O-' près. 

a. Exprimer f' (x) en fonction de h (x), pour x E IRf , 

b. Etudier les variations de f sur IR', puis sur IR. 

c. Tracer la reprhsentation graphique C, de f dans un repère orthonorm6. On donnera une valeur 
approchb des extremums de f B 1 O- ' prQ. 
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PARTIE II 

1. a. Pour a > O, montrer que I'int6grale impropre x2e-ax dx converge. 

f k  
b. Calculer K (a) = JO ' x2e-ax dx. 

2. a. Montrer que I'int4grale impropre JO f (XI dx est convergente. 

On notera 1 = x" f (x) dx. 

b. Pour n E N et x E IR, on pose 

fn 1x1 = f (XI e-2nx . 

Montrer que I'int6grale impropre f, (x) dx est convergente pour tout n E N. On notera 

In.= l+w f, (x) dx. 

1 -e--2nx 
1 -,-2x 

3. a. Montrer qu'on peut &rire sous forme d'une somme de n termes. 

b. Caliuler f (XI - f, (XI, et  en dMuire que 

1 - 2  L K ( 2 i + l ) + I n .  
i =O 

4. Le but de cette question est de montrer que 1, tend vers O quand n tend vers l'infini. On remarque 
que 

8. On considh la fonction ~p definie sur.[0,1] par 

1-e-2x 
sixf0, 

2x x-l':"'= si x = O. 

Montrer que 0,4 C 9 (x) < 1 pour tout x E [O, l l ,  puis montrer que, pour tout entier n > 1, 

l ' f n  (x) dx < 2 , 5 l ' x  e-(2n+1)x dx < - 2,5 . 
2 n + l  

b. Montrer que si x appartient B l'intervalle [ 1 ,+[' on a 0,8 < 1 - e-2x C 1. Montrer que pour 
tout entier n > 1 

,2 e - (2n+l )x  dx<- 2 t 

2 n + l  

et en ddduire une majoration de 

c. Conclure. 

f,,(x) dx. 
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CONCOURS D'ENTRÉE 1986

frlATHEITÀTIQUES
Ière épreuve (oprion générule)

Coefficient 4

Vendredi 2 mai 1986 de 14 heures à 18 heures

Nota :

- les deux problèmes sont indépendants

- lN désigne l'ensemble des entiers naturels, et lR celui des nombres réels.

PREMIER PROBLEME

PARTIE I

1. Pours€lRfixé,résoudrelesystème à 5équations (I),d'inconnue (x,Y,z,t,u) €lRS:

(r)

-sx*Y=0
x-sy+z=0

y-sz*t=0
z-st+u=0

t-Su=0
(ll est conseillé de prendre u comme inconnue auxiliaire).

2. A quelle conditron, portant sur s, ce système admet-il une autre solution que l'élément nul ds

tR5 ?

PARTIE II

Pourn€[rl,n)5,ets€lRfixés,onseproposederésoudrelesyetèmeànéquations(tr),d'in'
connue (rr,..,, xn)€ lRn :

-sx1 +x2:0
xl-sx2*xr:0

x2-sx3*xo=0
(tr)

xn_2*sxn_l *xn=0
Xn-l-SXn=Q

1. Montrer qu'il existe des polynômes Ar, A2,..., An-, tels que pour tout p € I 1,..., n-1 | , on

ait Xn-p = A, (s) xn, et montrer, pourtout p g 
{1,"., n-31 ,

Ap*2(s) =sApa., (s) -Ar(s)



2. On définit un polynôme A,., Far la relation

An (s) : sAn_1 (s) - An_, (s)

Prouver qrq 
Je système (tr ) possède des solutions autres que l'élément nul de lRn si et seule-ment si An (s) = 0.

3. Déterminer :

a. Le degré de An ;
b. Le coefficient du terme de plus haut degré de An ;
c. Le terme de degré 0 de An ;

d. La parité de An l
e. Le coeff icient de s^-2 dans An (s).

DEUXIEME PROBLEME

PARTIE I

1. Pour n € Al, n )1, on définit lesfonctions pn etOn par:

Pn : lR * -----> lR 
tI f,-I\" si x (n,

x F----+p,.,(x) = ( \ n/

It 0 six)n.
On :lR *-------> 

lR

x r* on (x) : (r *l)-"
\ nl

a. Étudier les fonctions P'1, P, et Pa d'une part, Ol, Q, et O, d'autre part. Tracer leurs courbes
représenlatives dans un repère orthonormé, l'unité étant prise égale à 4 cm. Pour i€ {.l, 2, 3 | , on
notera par C, la courbe représentative de P,, et par I celle de O,. On tracera enfin sur le même
graphique la courbe E reprf5snlative de la fonction e-x. 

r

b. Montrer que la fonction Pn est de classe cn-l sur lR*. calculer pn(n). La fonction pn est-elle
de classe Cn sur lR* ?

2. a. Soit É., la fonction définie sur [0,1[ par :

ÿr (t) : ln (1-t) + j- : tn (1-t) - 1 + 1

1-t l-t
Montrer Que gl ) 0 (on pourra étudier les variations de g, ), et en déduire les variations de la
fonction 9,, définie surl0,1[ par ù, (t) = 1 ln (1-t).

t

b. Soit s2 la fonction déf inie sur lR* par gz(t) = ln (1 + t) - =!: 
ln (1 + t) - I +-l-

'l +t 1+r
Montrer Que gz )0 (on pourra étudier les variations de gr), et en déduire les variations de la
foncrion V, définie sur lR** par ù, (t) : - -1- ln (l + t).

t.

3. Monrrer que, pour x € lR* rt n € lN, n )1,ona:
Pn (x)(Pn +, (x) (e-x <on * I (x)(en (x).



' 4. a. Soit x € lR+ fixé, Quelle est la limite des suites de terme général Pn(x) et On(x) lorsque

n+*æ?

b. Pour n € llrl, n ) 1, étudier l'existence des intégrales impropres

f+* f+*
I Pn (x) dx et I on (x) dx.

Jo Jo

f+* f+*
Lorsqu'elles existent on note In = I Pn (x) dx et Jn = / o" (x) dx'" Jo Jo

C.t.uter In et Jn. Ouelle est la limite des suites de terme général In et Jn lorsque II->{ æ ?

PARTIE II

On considère les fonctions f et g définies par :

f : [0,4] -+ lR

x F---> e-x - Po (x)

g : [0,4[ -----> lR

x ,-------*x*3rnt ;)
1. Étudier les variations de la fonction g.

2. Établir qu'il existe un unique réel a€ I 1,4[ tel que g (o) :0.

3. En déduire les variations de la fonction f .

4. a. Montrer que l'on a l'encadrement : 1 ,8 ( a < 1,9.

b. Calculer une valeur décimale approchée de f (a) à 10-2 près.

PARTIE III

on considère l'intégrale impropre f*- "-to o*.
Jo

1. Montrer l'existence de cette intégrale. on note , =[**.-'4 d*'
Jo

Montrer que I =ïrt .-"4 d* . 
I;-.-"4 

d".

2. a. En utilisant la question 4. b de la partie ll , montrer :

vx € [o,Vz], o < ,-'4 - Po (x4)< 0,08.



b. Catculer In' ,o(xa) dx (on pourra utiliser le changement de variable u = 
x 

), et en donner
w

une vateur o/J-rr. approchée à 10-2 près.

c. En déduire t'encadrement : o,g7 < [ 
*.-'4 

d, < I
Jo

3. a. Montrer , [** u-*o d* a 
j f **

y = x4 ,. 
J* 

e ux *7J' e-Y dy (on pourra effectuer le changement de voriable

b. En déduire une valeur décimale approchée o" [**.-r4 d* à 10-2 près.

Jw
4. Conclure.
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CONCOURS D'ENTBÉE 1987

IhATHETIATIQUES
Ière éprcuve (oplion générule)

Coefficient 4

Vendredi 15 mai 1987 de 14 heures à 18 heures

2.

Nota :

- Les deux problèmes sont indépendants.

- hl désigne l'ensemble des entiers naturels, et lB celui des nombres réels.

PREMIER PROBLEME

On désigne par lRu IX] l'espace vectoriel réel des polynômes de degré inférieur ou égal à 5.

1. Montrer que l'ensemble E des polynômes de lRu IX] divisibles par X3 est un sous-espace vectoriel

de lRu IX]. Ouelle est la dimension de E ?

On note u l'application de lRs IX] dans lui-même qui, à tout polynôme P de lRs [X], associe le

polynôme u(P) défini par

u(P) =X (P' + P'(0)) - 2 lP - P(0)).

Vérifier que u est une application linéaire.

Pour P élément de lRu IX], calculer u(P) ; en déduire le noyau, l'image, les valeurs propres et

vecteurs propres de l'application u.

Montrer gue u est diagonalisable.

DEUXIEME PROBLEME

Pour n e hü, on définit la fonction f n par

fn : lR+* -------) lR

xn 8nx

x2 -1
1

2

si x*1

si x=1

(N.8. ln désigne le logarithme népérien)

x t------}fn(x) =

On notera Cn la courbe représentative de f n dans un repère orthonormé.



PARTIE I

1. a) Ouel est le développement limité de la fonction x t_---+ [n (1 + x) à l,ordre 3 au voisinage

de0?

b) Déterminer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de I de f o, puis de f n ,nD 1.

c) Montrer que, pour n € lN, f n est dérivable en 1. eue vaut f 
,n(1) 

?

d) Préciser la position de Cn par rapport à sa tangente au point d'abscisse 1, suivant les valeurs

den€lN.

2. a) Montrer que, pour n € t! tixé, f n est dérivabre sur lR+*, et calculer f 'n(x).

b) Montrer que pour n) 1, f n est prolongeable par continuité en 0. Pour quelles valeurs de n

ce prolongement est-il dérivable à droite en 0 ?

3. a) Étudier la fonction rgdéfinie sur lR*"par 99(x) - 1 - + - Z Qnx. euel est le signe de

f'o(x) ? 
- xz

b) En déduire les variations de la fonction f o, et tracer Co, l'unité étant prise égale à S cm.

4. a) Étudier les fonctions pr et 92 définies surlR**respectivement par 91(x) = 
5i - lnx et

Q2,xl =x2 -1 - 2 Qnx.

b) En déduire les variations des fonctions f , et f 2, êt tracer C, et C, sur le même graphique

que Co.

PARTIE II

*æ
on admettra que la série I, -!- .* convergente, et gue sa somme est égale 

^ 
Lu'

1. a) Montrer que, pour n)-- 1,la fonction f n est intégrable sur le segment [0,1 ].

b) Montrer que l'intégrale impropr 
" [ 

' u9 (x) - f 2 
(x))dx est convergente.

Jo

on note ,, = 
lr'rro(x) 

- f ,(x))dx. carcurer a,.

l'1
c) En déduire que l'intégrale impropre / totrld, est convergente.

Jo

on note , = 

Io', o,r,or. Le but de cette partie est de calculer I .

2. a) Pour n22, calculer

"r= Io'(f 
zn-r(x) -.f ,n(x))dx



*oo
b) Montrer que la série I. ,n est convergente.

n=l

3. a) Établir,en utilisant I'étudede f , effectuée à la partie f ,que,pourn>1,0(x(l,ona

0( f n(*) ={ . En déduir "o* Io'rn,*,0* 
tend vers0quand n rend vers I'infini.

n

b) On note Sn =oI, ap. Montrer que I =nT*_ S n

*oo {æ {oo4. a) Montreror" È, * : 2r#* "E, #*
*oo

b) Calculer » 
'l

n=1 (2n12

c) Calculer I .
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COIIIGOURS D'EilTRÉE 1988

IhATHEilIATIQUES
Ière éprcuYe (option générulel

Coefficient 4

Vendredi 13 mai 1988 de 14 heures à 18 heures

Nota:

- Les deux problèmes sont indépendants.

lN désigne I'ensemble des entiers naturels, et lR celui des nombres réels.

PREMIER PROBLÈME

Onnotenunentiernaturel,n>2, B:(et,...,ên)labasecanoniquedelRn,Il'identitédelRn,etf l'endo-

morphisme de lRn défini par f(er.) : 2k - 1en 
- k + 1, pour tout entier k tel que 1 < k < n.

'1. a) Exprimer f of en fonction delet de n.

b) En déduire que f est un isomorphisme de I'espace vectoriel lRn sur lui-même, et calculer f-1

en fonction de f.

2. Écrire la matrice de f relativement à B.

3. Dans cette question uniquement, on supposê h : 5. Déterminer les valeurs propres et les sous-

espaces propres de f ; f est-il diagonalisable ?

4. On revient au cas général.

a) Pourtoutentierkdel'intervalle[1; n f 1 ]ettoutréel À,calculerf (ep+ tren-r*r).
2

b) Montrer que, pour chaque entier k de l'intervalle [ 1 , L+I [, il existe deux réels distincts

a1 etbl,quel'oncalculera,telsqueeltâ1 ên-k+tête1 +b1 ên-kllsoientdesvecteurs

propres de f. Examiner le cas où 2k : n + 1.

c) Montrer que f est diagonalisable.



DEUXIÈME PROBLÈME

N.B. : les questlons 4., 5. et 6. sont indépendantes de la question 3.

Pour tout n de lN*, on considère la fonction fn définie sur lR+ par

( fn(x) :e-oS.+) si x#0
{
(t"(o) :0.

1. Exprimer fn en fonction de f1. Montrer que f1 est dérivable sur lR+.

2. Étudier les variations de fn. Tracer approximativement la courbe représentative de fn dans un

repère orthonormé et la situer par rapport à celle de fn * 1.

Montrer que, pour tout x de lR+, fn (x) < e* 2n 
.

3. a) Montrer que, pour tout a # 0, l'équation d'inconnue x

fn(x) :a(x-1)
admet une unique solution notée un.

b) Montrer que la suite (un)n, 1 converse vers 1.

c) L'équation d'inconnue x

fn(x) :ft*-rl
admet une unique solution notée vn.

Étudier la convergence de la suite (vn )n > r .

d) Quelle est la pente an de la droite joignant le point A (1 ,0) au point Mn (n, fn (n)) ?

Montrer que cette pente vérifie l'inégalité ,n , "-.1' quelque soit n e lN..
nz

L'équation d'inconnue x

^2
fn(x) :ït*-,1

admet une unique solution notée wn. Montrer que n ( wn, et en déduire la limite de wn,

lorsque n tend vers l'infini.

4. Montrer que, pour tout x 2 O tixé,la série de terme général fn(x) est convergente.

foo\-
Calculer la somme L f"(x) de cette série.

n:1

5. Pour tout n de lN*, on considère la fonction Fn définie sur lR+ par Fn(x) : 
I. 

fn (t) dt.

On ne cherchera pas à calculer cette intégrale.

a) Démontrer que la fonction Fn est dérivable. Étudier le sens de variation de Fn.

b) Montrer que, pour tout x ) 0, fn(x) < e- n*.

En déduire que l'intégrate I n : I.în)dt est convergente.

Étudier la convergence de la suite (I n)n > r .

6. Montrer que les séries de termes généraux

J^:l ' ,nn, dt, Kn : I*î^n dt et I n sont convergentes.



Crl;':lri'-,re Ce Commgrce ê1 {J i.ôr rîrrrô .iâ r !/^n

Ecoie SupénieE-rre de corrrilnerce cI= L-rrær*

CONCOURS D'Er{TREE 1989

ffiAEffiEffiÂBE@8§g§

Eère épreaave topsiom géméræse)

Coefficient 4

Mardi 16 mai 1989 de 14 heures à 18 heures

Nota :

- Les cjeux r:roblemes sont indépendants.

lN désigne l'ensemble des entiers naturels, et rR celui des nombres réels.

PREMTER pRogLÈnÂe

Partie A

Soient E un espace vecrortei de dimension finie sur lH, p et q deux endomorphismes de E teis que :

PoP: F,Q'Ç = e, poe : Qop.Onpose: f = p+q, g : poÇ.

1. a) Verifier gog : g

b) t\4ontrer que les valeurs propres de p et de q sont dans I O; t | .

c) Démontrerque lesvaleurs propresdef sontdans I O ; t ;e I

2. a) Démontrer qlje 0 est valeur propre de f sr et seulement si Ker (p)n Ker (q) 4 I o I
b) Démontrer que 2 est valeur propre de f siet seutement silm (p)n Im (o) + | o | .

Partie B

Sorent N c ii'J' et IR,'., IX ] l'espace vectoriel réei des; polynômes nu! ou de degré ( N. pour tout n € lN tel
que n ( N, on note Tn I'application de lR* [X ] dans IRN IX ] définie de ia façon suivante :

l",l P

siP:I ÀoXk,avec ).0,..., ÀN€lR, alorsTn(p) :I ÀnXn.(,.0 k=0

Ainsi, parexemple,avecN:4: T,(X + Xz + ZXs + X4) = X + X? + ZXsetT.(X + Xz; : \ -+ {?.
1. Montrer que, pour tout n € lN tel que n < N, T" est un endomorphisme de I'espace vectoriei réel

Inr,r [^ ].

2. a) Verifrer, pourtoutne lNtelquen ( N: TnoTn:Tn.

b) Pour tout n € lN tel que n ( N. ciéterminer ie noyau et l'image de Tn.

c) Montrerpourtousn,rdelNtelsquen < Netr < N: T^oT,:T,oT..



li Soenl n,r deu)i entiers naturels ieis cue û ( n ( r ( N.

a) Comparer Ker (Tn)et Ker (T,):comparer Im (T")et Im (T,)'

b) Montrer que 0 et 2 sont valeurs propres de Tn + T,.

c) Tn + T, est-il diagonalisable ?

DEUXIÈME PROBLÈME
Partie I

1. Montrerque,pourtoutréelxdel - * ;+l,ilexisteunréeluniqueydeJ --' f 
i

* "2'
tel que x = ÿ - y2, et calculer y en fonction de x.

Onnotef l'applicationdéfiniepar: f :l-- ,+)*t -""' ll
1x*--[_1r -Vr-+xy

2. Étudier les variations cje f et tracer sa courbe représentative C dans un repère orthonormé
--). -+(0;i, j)d'unité4cm.

3. Montrer que f est de classe C- sur I -- ,f t, ",, 
pour tout n € lN. et tout xe l-"" ;+ i,

f(ni(x) - (?n -,?),1 fi - 4x)-n'*'\"' (n-1) !

Partie ll

L'objetdecettepartieestdedétermineruneapproximationdefsurl-+,+lparciesfonctions

polynômiales.

1, a) Montrer, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, que, pour tout n e lN- et tout

-11 -x€l- o ; o l: f(x) :Q"(x) +R"(x)

ou ç^ t*) :i, fffi r- et R^(*) =I* (*- 0n r(n* r) (t)dt.

b) Caicuier Q.,, Qr, Q., Q..

On admettra que, pour tout n € lN* , C:, < #
2. a) pourx€[0 ; + t fixé,quelleestlabornesupérieuredel'application,4

[0;x]* lR 
,?

tt-,*-.tt,
1 - 4t

b) En cjéduire qire, pour tout n e lN- et tout x€ [0 , ] t,
$

0 ( R,(x) ( l1g = =+2i/n Z'ln

3. Montrerque,pourtoutne!N"ettoutxel-* ;Ol:

I I (n*1)ÿn 4(n+1)'/n



.i. L-l,r,i:risr un maloi'a,nt u. ;f (x) - C, {r)i, indepei',.iani cie x pourx a, + 
', 

+ Let tendarii vers

0 quano n tend vers l'infini.

5. a) Deternriner le plus petit eniier N € lN. tel que :

YnelN-,(n > N =, (+)" 

-l-----.---.-----,- 

< 1).,3' 
6.10-a1p+1) i/n

b) En déduire :vn € lN., (n ) N * lt. t- f ll < 10 4).

Padie lll

On étudie dans cette partie une autre méthode d'approximation de f sur [0 ; + i par des fonctions
4

polynômiales.

Soit (P")"=,* la suite d'applications polynômiales de lR dans lR définie par :

( Pn1x1 :6
Vxe lR (

{ vn e lN, Pn.,., (x) : x + (e.1x;)r.

1. Calcuier Pj, P2, Pr, Po.

2. ai Montrer que, pour tout n e lN, les ccefficients de Pn et de Pn, , - Pn sont des entiers naturels.

En déCuire gue, pour tout x€ [ 0 ; + oo [, la suite (P^ (x))nu,* est croissante.

b) Mcntrer(parrécurrencesurnique,pourtoutxe [0;+ ]ettoutn€lN: P,(x)( f (x).

c) Déirontrer que, pour tout xÊ i 0, + l,La suite tp" txlll=.u converge vers f (x).
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CONCOURS D'ENTRÉE 1992

MTffHEMIffIQUES
lère épreuve (option générale)

Lundi 4 mai 1992 de I heures à 12 heures

PROBLEME 1

Les parties I et II peuvent être traitées de façon indépendante sauf la question II-3 qui utilise les résultats de I.

Partie préliminaire

On considère les deux matrices à cæfficients réels

I t-r o\ lo o 1\

^=(-l li,)' B=(?-?-l/

Pour a et b réels, on pose Ma,u = a A + b B .

Enfin, on note 6 l'ensemble des matrices Ma.b, c'est-à-dire

6 ={Ma,u/(a,b) etR2}.

1. Montrer que 6 est un espace vectoriel sur lR .

Quelle est sa dimension ?

2. Exprimer en fonction de A et B les matrices suivantes :

A2, AB, BA, 92.

3. Est-ce que le produit de deux matrices de € appartient à 6 ?

Est-ce que ce produit est commutatif ?

Partie I . Éléments propres des matrices de ff.

'1. Montrer que 83 + 82 - 28 = o.



2. a. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B .

b. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de A. Quelles sont les valeurs

propres associées ? Est-ce que B et A sont diagonalisables ?

3. Soit M",6 une matrice de 6.
a. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de Mr,s.
b. Préciser, en fonction de a et b, les valeurs propres de M",5. Est-ce que M",p est diagonalisable ?

Partie II . Exponentielle d'une matrice de 6 .

Soit M",5 une matrice de 6 telle que (a, b) + (0, 0) .

On considère les deux matrices suivantes :

Mr=A+8, Mz=A-28.

1 . a. Calculer en fonction de M., et M2 les matrices suivantes :

(Mr)2, Mr Mz, Mz Mr , (Mz)z.

b. Montrer que (M1, M2) est une base du lR-espace vectoriel 6.
c. On Pose Mr,p = x Mr + ÿ Mz.

Exprimer x et y en fonction de a et b.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1.

a. Calculer (M1)n et (Mz)n .

b. En déduire I'expression de (Mr,s)n en fonction de n, a, b, M1 et M2.

c. on pose sn = -i * (M 
", 

u )k avec la convention suivante :

(M",0)o = I matrice unité d'ordre 3.

o Montrer qu'il existe deux réels Àn et pn tels que

Sn=I+ÀnM1 +pnMz.
o Montrer que les suites (l,n) et (pn) convergent vers des réels l, et p que l'on déterminera. On

rappelle que, pour tout réel x ,

+æ

» l="".
n=0 n I

3. On pose alors

eMr,b=I+ÀM1 +[rMz.
Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de eM",b.

Est-ce que eMa,u est diagonalisable ?

PROBLÈME 2

Pour tout réel x, on note E (x) la partie entière de x, c'est-à-dire l'entier relatif E (x) tel que :

E(x)< x < E(x)+ 1 .

Pour tout u e lR*, on note fo : lR.* --------| lR l'application définie par :

vxelR.*,fo(x) =-"=(+)



PREMIÈRE PARTIE

1. Étudier la continuité de fs sur ït, z], et tracer la courbe représentative de fs sur cet intervalle
(repère orthonormé, unité 5 cm).

2. Déterminer, pour t e lR* fixé, la limite de fo(x) quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives.
Pour quelles valeurs de u fo peut-elle être prolongée par continuité à droite en 0 ?

3. Tracer les représentations graphiques de 12,t1, f , sur l'intervalle lt, Z] (sur trois figures distinctes,
repère orthonormé, unité 5 cm). 2

DEUX!ÈME PARTTE

Pour tout a e lR* et tout n e lN*, on note :

1

ro(n) = Il ,.,-,0- er ro(n) = É,,,0,
n.1

1. Calculer I*(n), pour o, e lR* et n e lN".

2. Montrer, pour tout cr e lR* et n e lN* :

J.(n) =* ((;,+,) *)
3. Soit a e lR** fixé.

a. Exprimer Jo(n) sous forme d'une seule intégrale.

b. Montrer: vn e tN* , J,(n) < * (,r - #, )

c. Conclure quant à la convergence de la suite (.lo(n))n 
= 

, .

n+1

4. a. Montrer: Vn € lN*, Jo(n) = » ip=2 P

pp+1

b.Étautir: vpetN*, 1= I o*
p Jo *

c. En déduire, pour tout n e lN* :

tn+2

ro(n) > | t, J, *

d. Conclure quant à la convergence de la suite (Jo(n))n > r .

3



TROISIÈME PARTTE

+æ

Onnote M =3 nlh Jr(n), c'est-à-dire, = 
È,, d

Pour tout n e lN, tel que n > 2, on note

un=a v^= 

-1
aa'vn= ("r)a(a-1) ' wn=vn-un

1. a. Montrer qu'il existe (a, b, c) e lR3 tel que :

vnelN*-{r},vn= ". * o * t' 
,n-1 n n+1

et calculer a, b, c.

b. En déduire, pour tout n e lN tel que n > 2 '.

n

L^= 1- 1

p=z'P- 4 Zn(n+1)

c. Montrer que la tét," 
,]ru, 

converge et calculer sa somme.

d. Pour tout n e lN tel que n > 2, calculer ; vp
p=n+1

2. a. Calculer wn pour tout n e lN tel que n > 2.

b. Montrer,pourtoutne lNtelquen>2'. *"= +.
nz

c. Étabtir, pour tout n e lN tel que n> 2'.

.i1
o s 

o=à,,*' ' ,*

1 1o-73. a. Déterminer un entier naturel n tel que 
-2n4 

= ,
b. En déduire une valeur approchée de M à 10-7 près.



Sont autorisées:
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IT{ATHEMATIQUES
lère épreuve (option générale)

Lundi 10 mai 1993 de I heures à 12 heures

Règles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15

cm de large.

PROBLÈME 1

Soit E un espace vectoriel réel ; on note 1/(E) l'algèbre des endomorphismes de E, O l'endomorphis-

me nul de E, e l'endomorphisme identité de E.

Pourtout gde l/|(E), on notee0= e, g1 =e, et, pourtoutentiernaturelntelque n>2:<pn =qn-1 orp.

Soienl o p, q deux éléments de !/:l(E) non nuls et tels que p + q = e,

o a, b deux réels distincts et non nuls,

o f un élémentde tl/(E) telque:

f f=ap+bq
It2=a2p+b2q.

1. a. Montrer: 1) (f - ae) " (f - be) = (f - be) o (f * ae) = Q .

2)lt-39=(b-a)q
It-Oe=(a-b) p.

: poQ-Q"p-O.

P"P=p et qoQ=Q.

2.

3.

Prouver, pourtoutn de lN : fn=an p + bnq.

Calculer:t"11 o*1n\'"\â''b"/
Montrer que f est bijective et exprimer f -1 à l'aide de p, q, a, b.

Montrer que l'ensemble des valeurs propres de f est { a, b }

En supposant que E est de dimension finle, f est-il diagonalisable ?

b.

c.

a.

b.

é..

b.

4.

En déduire

Montrer:



lt o o\ /ts-oo20\
lt. Onconsidèrelesmatricesl= lo 1 oletU=lo 3 oldeM3(lR) ;

\o o 1l \-4 24-51

on note 0 la matrice nulle'

1. Montrer qu'il existe (,, 0) e lR2 tel que M2 = cr M + p I et calculer (.,, 9).

2. En déduire deux réels a, b lels que :

(M-aI)(M-bI)=s.

3. Montrer qu'il existe un couple (A, B) d'éléments de M3(lR), que I'on exprimera en fonction de M et I,

telque :

f n+a=t
laA+bB=M.

4. En déduire la valeur de Mn pour tout n e lN (on donnera de façon explicite les neuf coefficients de la

matrice).

PROBLÈME 2

Les partles I et II sont indépèndantes. La résolution de la partie III utilise les notations et des résultats des

parties I et II.

Partie I

A. Soit f I'application de ïO ,i] Oans lR définie par

I f (o) = 1

letI o* .10 ,î] , r(*)= #
1. Étudier les variations de f sur 1, ,i1

2. Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f '(0).

3. Prouver que f est de classe '(1 sur to ,â I

4. Tracer la courbe représentative de t dans un repère orthonormé (unité : 5 cm).

B. Soit g une application de classe 71 sur [0,1].

1. Montrer, à I'aide d'une intégration par parties, qu'il existe un réel A > 0, tel que pour tout réel x > 0 :

lIsin1*t;s(t)otl= +'Jo



2. En déduire la limite quand x tend vers + oo de
p1

I sin(xt)s(t)dt .

Jo

C. Soit P un polynôme à coefficients réels tel que P(0) = 0.

1 . On nomme «p l'application de ]0, t ] dans lR définie par «p (x) = 
: 

tï'i
srn 

2
a. Exprimer g à I'aide de la fonction f étudiée au A.

b. En déduire que q possède un prolongement de classe '(1 sur [O,t ]. t-e définir.

z. Montrer enf in que rim |. 
' ,u, 

sin (n + * )rt dt = 0 .' n-ri*I " nt
]r0 Sln2

Partie II

On désigne par E I'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et par h I'application de E dans E qui,

à tout polynôme P, associe le polynôme Q = h (P) défini par :

vxerR, e(x) = 
/i,-x)p(t)dt 

. Ë[r'p(t)dt.

A. Étude de h.

1. SoitPeEetQ=h(P).

a. Montrerque: vxetR, Q'(x) = -,[.i,,,0, - / 
0,,,0,.

b. Calculer Q ".

2. Montrer que h est une application linéaire et que

- le noyau deh,,/{er(h), est l'ensemb_le des polynÔmes constants,

- I'image deh,,{m(h), est I'ensemble des polynÔmes Q telque Q(0) = Q'(0) = Q'(1)= 0. (On pour-

ra calculer pour un tel polynôme O, h (O .).).

B. Étude d'une suite de polynômes.

On considère la suite de polynômes (Pn)n.111, définie par

I vxelR, P1(x) = {-^let
I on r 2 , Pn= h(Pn_1) .

1. Calculer P2 et P3.

2. Quelles sont les valeurs de Pn(0), P'n(0) et P'n(1), pour n > 2 ?

3. Exprimer, en fonction de n, le monÔme de plus haut degré de Pn.

f1
4. Déduire du II A. 1.la relation:pour n >2,P; = I Pn-1 (t)dt - Pn-l .

Jo



Établir alors, pour k e lN", les deux relations :

11 - t'1

vn)2, f t1,1.o.(krt)dt = :O I t"-,1,;"o.(krt)dt
Jo $nr Jo

l1
vn) 1, 

Jnt,,).o.(knt)dt= #

purs

Partie III

A. t. Étabtir, pour tout N entier naturel non nul :

N sinrru+1tt
VtelO,nl , Icos(kt)= ' 2' -1'k=112

2sin i
2. En déduire, pour N et n entiers naturels non nuls,

î+ =*2î[ *,,, 1,i]#-i) .,
k=1 k Jo \ zsrnT r

puis

*æ 
-zn f1t +=-n" I r^1tyot

k=1 k- ' Jo
+æ +æ +æ

3. Application. Montrer que les sommes de séries I + I I , "t I, +k=t kt k=t k" k=t kb

peuvent s'exprimer sous la torme f oùr a et b sont des entiers que l'on calcutera.

2n

B. 1. On pose Pn - àr,,0 
*'.

Montrer que, pour tout entier n > 2 '.

ân,o=0,

ân,t=0'
1 'F' ân-l,Pqn'2-2 

r1-o p.1 '

â.-r ^-cân,p = - ,Cï , pour tout entier pe [3,2n].

2. Le but de cette question est d'écrire un programme permettant de calculer le réel Bn tel que
+É,/
\. ' - o,rrn,
Y11 1t2n 

- vr

pour un entier n, 1 ( n ( 25, donné par I'utilisateur.

a. Quel type de variable informatique est adapté à la représentation d'un polynôme ?

b. Écrire un programme en PASCAL qui calcule les coefficients de Pn puis le réel Bn et l'affiche.
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CONCOURS D'ENTREE 1995

MIffHEIT{ATIQUES
lère épreuve (option générale)

Vendredi 12 mai 1995 de I heures à 12 heures

Sont autorisées :

- règles graduées,
- calculatrices de poche, y compris Ies calculatrices programmables et alphanumériques,
à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 cm de large.

PROBLÈME 1

Dans ce problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 3.

On définit la matrice An = (ai,i) 1 < i< n, carrée d'ordre n à coetficients réels, de la manière suivante :

1< j<n

si 1<i<n-1 : âi,i*1 =i;
si 2<i<n : âi,i-r=n+1-ii
si j*i-1 et j*i+1 : a;,;-0.



1. on suppose, dans cette question seulement, n = 3, 
^. 

= (: j 
3 )

a. Déterminer les valeurs propres de A3 .

b. La matrice A3 est-elle diagonalisable ?

c. La matrice A3 est-elle inversible ?

2. Dans toute la suite du problème, E désigne l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de

degré inférieur ou égal à n - 1 .

On note ,/)labase canonique de E:
,tB = (1, X, ..., Xn-1) .

On note u l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base ,'/J est An .

a. Calculer u(1), u(Xn-t,, et, pourtout entierj tel que 1 < j < n -2,u(Xj) .

b. Démontrer que, pour tout élément P(X) de E :

u (e(x)) = (n - 1) x P(x) - (x2 - 1) P'(x)
(ou P'(X) désigne la dérivée de P(X)) .

3. Dans cette question, ), désigne un nombre réel. On suppose que À esl valeur propre de

l'endomorphisme u, et on considère un vecteur propre P(X) associé à cette valeur propre.

a. On suppose : l. + n - 1 . Montrer que '1 est racine de P(X) .

b. On suppose : )"+1- n. Montrerque-1 est racine de P(X) .

c. Onsuppose: À=n-1
Montrer qu'il existe un polynôme T(X) de E et un entier naturel non nul s tels que :

P(X) = (X + 1)s T(X) et T(-1) * 0 .

Montrerque: s=o-1
Montrer que T(X) est un polynôme constant et non nul.

d. Onsuppose: l"=1-n.
Montrer qu'il existe un réel non nul a tel que :

P(X) = a(X - 1)n-1 .

e.Onsuppose: À+1-n et )'+n-1 .

Montrer qu'il existe un polynôme T(X) de E et deux entiers naturels non nuls r et s tels que :

P(X) = (X- 1)r(X + 1)'T(X) et T(-1) * 0 et T(1) * 0.

Montrerque: 1<r<n-2,
S=n-1-r,
À = n - 1 -2r .

Montrer que T(X) est constant et non nul.

4. a. Pourtoutentiernaturel rtel que0<r<n-l,calculer u[(X-1)r(X+1)n-1-r] .

b. La matrice An est-elle diagonalisable ?

Démontrer que'(/ =(tx-',)t(X + 1)n-t-r;0< r<n-1 est une base de E .

5. La matrice An est-elle inversible ?

PROBLÈME 2

Lebutdu problèmeestl'étudedel'application F: lR, >lR définieparF(0)='1 et, pourtoutxdelR*,

F(x)=1 I gx Jo r/t+t+



0n note r: ]-t ; *".,[ -*-> lR

1. Etude globale de F sur lR*

a. Montrer: Vxe ]0;+"o[ , O<F(x) <1.

b. En utilisant le changement de variable ÿ = -t , étudier la parité de F .

c. Montrerque F est de classe C1 sur] 0 ; +""I etque :

Vxe I 0; +"o[, xF'(x) =-F(x) + r(xa).

d. Montrer: Vxe ]O;+"o1, r(x4)<F(x) ,etendéduirequeFestdécroissantesur]O;*"o[.

Z. Étude locale de F en 0

a. Montrer que F est continue en 0 .

b. cr. Établir :

Vue [o;+oo[, o<#-(r-*r) =*r'
B. En déduire que F admet un développement limité à l'ordre 4 en 0 , et déterminer celui-ci.

y. Montrer que F est dérivable en 0 , et calculer F'(0) .

c. Établir que F'admet un développement limité à l'ordre 3 en 0 , et déterminer celui-ci.

d. Étabtir que F est de classe C1 sur lR .

g. Étude locale de F en + oo

U,------'l
.n+u

a. cx. On note h : lR -----> lR
lx
lot* * 
J, ./l .14

En utilisant le changement de variable z = !. former une relation entre h(x) * a(+)
pourx€ ]0;*oo[. 

t

p. En déduire: Vx e l0;+oo[, x F(x). * t(*) = 2F(1).

b. o. En déduire : F(x) -----> 0 .

p. Montrer : F'(x) ---> 0 .

X----) *æ

4. Tracer la courbe représentative de F (on n'étudiera ni la concavité, ni les points d'inflexion, et on

admettra que F(1) admet 0,93 comme valeur approchée à 10-2 près).
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CONCOURS D'ENTRÉT TggO

MATHEMATIQUES
1ère épreuve

(option scientifïque)

Lundi 6 mai 1996 de I heures à 12 heures

Sont autorisées :

- règles graduées,
- calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques,
à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 cm de large, sans limitation de nombre.

PREM!ER PROBLÈME

PREMIERE PARTIE

Pour tout entier naturel n, on définit le polynôme Pn par :

Pn = , -r 1-ry* cl!]'tt-x')k xn-2k,
0<2k<n

c'est-à.dire, si on note a (â) ," partie entière de | :

=(+)
pn = *i- (-r)* cl!]11r-x2)k xn-z*.

1. Vérifier que P6 = 1, P1 = 2X, Pz= 4X2-1.
Calculer P3 .

2. Etudier la parité du polynôme Pn suivant la parité de l'entier naturel n.



3. a. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout réel t :

sin(n+1)t = sint Pn(cost).

(On pourra développer (cost + isint)n+1 et étudier la partie imaginaire.)

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, le polynôme Pn vérifie la relation :

(n2+2n)Pn- 3XP;- (X2-l)Pî = 0 .

(On pourra dériver deux fois dans la relation obtenue à la question 3.a.)

4. a. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout réel t :

sin(n+2)t + sinnt = 2cost sin(n+1 )t.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :

Pn+.t-2XPn+Pn-1 =0.

c. Montrer, en utilisant la relation précédente, que Pn est un polynôme de degré n et déterminer le
coefficient dominant an de Pn, c'est-à-dire le coefficient de Xn dans pn .

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, n désigne un entier naturel fixé supérieur ou égal à 2 . On note E l'espace vectoriel des
polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n, et B6 la base (1, x, ..., xny de E .

soit <D l'application qui, à tout polynôme P de E, associe le potynôme <D(p) défini par :

O(P) = 3XP'+ (X2-1)P" '

1. Vérifier que @ est un endomorphisme de E .

2. a. Pour tout entier k tel que O < k < n, déterminer OlXk; .

b. Déterminer une base de l'image de O .

c. Déterminer une base du noyau de @ .

3. On considère les polynômes P9, P1 , ..., P, définis dans la première partie.

a. Vérifier que la famille (Po, Pr ,..., Pr) est une base de E.
b. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminer <D(Pi)

(On pourra utiliser le résultat de la question 3.b. de la première partie.)

c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de <D .

d. Pour tout entier k tel que 0<k<n, déterminer l'ensemble Sç des polynômes P de E tels que :

o(P) = Pk.



DEUXIÈME PROBLÈME

Onconsidèrel'applicationf :[0;+"o[---->lR définie,pourtoutxde[0;+oo[,par:

l+
f (x) = | (sint)xdt .

lo

En particulier: f(O) = Ë 
.

L Étude de f

1. Montrer que f est décroissante et est positive ou nulle.

2. Démontrer: Vx€ [1 ;+-[, (x +1)f (x +1)= x11y-11.

l+
On pourra intégrer par parties / {sint;'*1dt , en remarquant (sint)x+1 = (sint)xsint .

lo

On note g : [0 ; +oo[ ----> lR I'application définie, pourtout x de [0 ; +oo[, par :

g(x) = (x + 1) f(x + 1) f(x)

3. a. Montrer que g est 1- périodique, c'est-à-dire :

Vxe [0;+oo[, g(x +1)= g(x) .

b. En déduire: Vx€ [0;+oo[, Vne lN, g(x+n) = g(x).

c. Montrer: Vne lN, g(n) = Ë 
.

4. a. Soitxe [O;t].
cr. En utilisant 1., montrer :

Vne lN, 0<(x +n +1) f(n +1) f(n+2) S g(x+n) < (x+n+1)f(n) f(n+1) .

B. En déduire :

Vne lN. gg4.n+x+1 <o(x). n.n+x+1'--2 n+2 -r\"t-2 n+1

'1. Démontrer: g(x) = 4 '

b. En déduire: Vxe [O;+"o[, g(x) = â 
.

s. a. Étaotir: Vxe [1;+oo[, 0.t1*l =r§.
b. En déduire la limite de f en +oo.



II. Convergence et somme de la série de terme général (-1)n f(n)

on note, pour tout n de lN : Sn = Ë t-r l* r(t) .

k=0

1. a. Montrer que les suites (Szp)p.;p et (S2r*1)p€tN sont adjacentes.

(On pourra utiliser L1. et I.5.)

b. En déduire la nature de la série de terme général (-1)nf (n).

a. Montrer, pour tout n de lN :

onconsidèrel'application g:[o;fl------lR définie,pourtouttoe[o;[],Oar: q(t)= ,.**

2 a Monrrer: f**,,,* = lo'oil** = /' ,X-
2

li
b. Calculer I <p(t)dt.

Jo

li
3. On note, pourtout n de lN: Dn = J, 

q(t)dt - Sn.

Dn = I*tr** -*ie,rnt.intrk)ot = (-1)n*1 I*';'::oJ o,

b. En déduire : Dn ---_> g .

c. Quelle est la valeur de î (-r)n t(n) z
n=0
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CONCOURS D'ENTRÉE 1997

MATHEMATIQUES
1ère épreuve

(option scientifique)

Lundi 28 avril 1997 de I heures à 12 heures

Seules sont autorisées a LIne règle graduée.
Une calculatrice de poche pouÿant être programmable et lou alphanumérique, à
fottctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de Zl cm de long sur 15 cm de large.

PREMIEH PROBLÈME

On note E l'espace vectoriel réel des applications continues de [0,1]dans lR.

'1. Montrer que l'application $ : ExE ----> lR
lt1

I
(f .s) - -- 

Jo 
f (t)s(t)dt

est un produit scalaire sur E.

On note ll.ll la norme associée à ce produit scalaire.

Sott n e lN tel que n > 2. On note En le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynomiales définies
sur[0,1]etdedegréinférieurouégalàn-l,et,pourtoutide{f ,...,n}, ei :[0,1]- > lFl .

t ,--> ti-1
On rappelle que (e1,..., en) est une base de En.

2. Calculer, pourtout (i, j) de {t, ... , n}2, Q(e;,e;).



On considère la matrice carrée réelle d'ordre n :

= (oh),
1

1

1

2

1
n

11
2n
11
3 n+1

-r- i
n+1 2n-1

3. Etude du cas n = 2

a. Déterminer les valeurs propres de la matrice H2 .

b. La matrice Hz est-elle diagonalisable ?

c. Montrer que la matrice H2 est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du problème, n désigne un entier supérieur ou égal à 2.

4. Étabtir que la matrice Hn est diagonalisable.

5. a. SoientPe En,Qe En.

On note à1,... , ap les réels tels que P =

<i<n
<j<n

nn
Iaiei, br ,..., bn les réels tels que Q = Ibiei,
i=1 i=1

et A6 = 1-1;1g.

A et B tes matrices-colonnes définies par : A = (r:), B = ü:)
Montrer : O (P,O) - tAHnB oùr tA désigne la transposée de A.

b. En déduire que les valeurs propres de la matrice H 6 sont toutes strictement positives.

c. La matrice H,1est-elle inversible ?

6. Soit f e E. On note, pour i e {1,..., n}, 0i= 0 (ei,f)

On considère les matrices-colonnes B et A6 définies par B =
ffi:)

On note cr1 , ... , crn les réels tels Çue As =
n

, et Pe le polynÔme défini par : P6 = I o;e; .

i=1

On considère l'application d : En 
->P>

a. Montrer:Vie {1, ,n}, Q(e1,P6-t; =9,

b. Endéduire:VQe En, O(O,P6-f)=9.

c. Étabtir: VP e En, llp-tll2= llP-Psll2+ llpo-tll2.

d. Démontrer que d admet un minimum et que ce minimum est atteint en Pset en Po seulement.

e. Montrer : lles-tll2 = llf ll2 - llPoll2.

f. Un exemple :

Onchoisitici n=2et f :[0,1] >lR.
I rlt -> l'- àl

Calculer Po et d(Po), et donner une valeur approchée décimale de d(Ps) à 10-B près.

(::)

IR

llp-rll



DEUXIÈME PROBLÈME

I. Étude de la suite de terme général lU- = 4 e-n"n- n! -

1 . Pour tout entier naturel non nul n, on déf init vn = -1 *n m(l* f) , oU /n désigne le logarithme népérien.
\

a. Montrer qu'il existe un réel cr striotement négatif tel que vn - * ,

b. En déduire la nature de la série de terme général vn et montrer que la suite de terme général

Vn = v1 + v2 + ... * vn admet -ço comme limite.

2. Pour tout entier naturel non nul n, on définit Mn = { e-n .

a. Montrer, pour tout entier naturel non nul n :

/ M^,. \Yn=tn(Ël

b. En déduire la limite de la suite de terme général Mn .

II. Étuae d'une famille de fonctions

Pourtout entier naturel non nul n, on définit la fonction fn sur [0,+oo[ par fn(x) = $"--.
1. Donner le tableau des variations et une représentation graphique de f , puis de f n pour n > 2.

On ne déterminera pas les éventuels points d'inflexion.

Vérifier que Mn est la borne supérieure de fn .

fx
2. Pourtoutentiernaturel nonnul n,ondéfinitlafonctionFnsur [0,+o.>[parFn(x) = / fn(t)dt.

Jo

a. Soit x un réel positif ou nul. ÉtaOtir une relation entre Fn*1(x) , Fn(x) et fn*1(x).
En déduire, pour tout entier naturel non nul n :

Fn(x) =1-e-xà+

r*-b. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, l'intégrale I tnlt;Ot est convergente et vaut 1.
Jo

III. ÉtuAe de la suite de terme général un = Fn(n)

1. Prouver, pour tout entier naturel non nul n :

I n+1

I
un+1-un= I fn+1(t)dt - fn*r(n).

Jn

En déduire que la suite (un) est croissante et qu'elle converge vers un réel L vérifiant 0 < L < 1.

2. Déterminer une valeur approchée décimale par défaut à 1O-1 près de u2.

En déduire un nouvel encadrement de L.



3. Soit h la fonction définie sur I O, 1] par h(t) - t e2-2t .

2-r
a. Montrer: Vte [0,1] ,0<h(r)<1.
b. Montrer: Vne tN*, Vxe [o,n] , - l!(*) , = Ir',1+'l\"fn(2n-x) \ \nii

c. En déduire : Vn e lN* , Vxe [0, n] , fn(x) < fn(2n-x).

d. En utilisant l'inégalité précédente, montrer, pour tout entier naturel non nul n :

fn l+ætt
un< I fn(2n-t)dt< | fn(t)dt.

lo Jn

Endéduire:t<1.
2

IV. Détermination de la Iimite de la suite (un) par un raisonnement probabiliste

Soient n variables aléatoires indépendantes X1, X2,..., Xn, suivant une loide Poisson de paramètre'l
n

On note Yn =È,Xx.

On rappelle que Yn suit une loi de Poisson.

1. Déterminer l'espérance de Yn .

2. Exprimer la probabilité P(Yn < n) en fonction de un.

3. A I'aide du théorème de la limite centrée, que l'on énoncera avec soin, trouver la valeur de L.
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PREMIER PROBLÈME 
Notations : 

0 n désigne un entier supérieur ou égal à 3 . 
0 Mn(IR) est l'ensemble des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels . 

O On identifie les matrices unicolonnes X = (1l) d'ordre n avec les vecteurs de IRn . 

0 IR" est muni du produit scalaire canonique noté ( . , . ) défini par : 

si X = (x: ) et Y = ( y ) ,  alors (&y, y )  = x x k y k  . 

En identifiant les matrices de M1(IR) avec les réels, on a : ( X , Y ) = tX E' . 

Xn 

n 

k= 1 
Xn Yn 

0 In désigne la matrice identité de M,(IR) . 
0 An est la matrice de Mn(IR) dont le terme général ai,j est Cgal h 1 si li - jl = 1 et égal h O 

sinon. 
0 1 0 0  

Ainsi, par exemple, A3 = 

0 0 1 0  

1. Montrer que A3 est diagonalisable. 
Déterminer une matrice inversible P de M3(IR) et une matrice diagonale D de M3(JR) telles 
que A3 = P D F '  . 



2. Soit 8 E 1 O ; 7r [ . On désigne par Se l’ensemble des suites réelles ( S k ) k E N  telles que so = 0 et 
pour tout entier naturel k ,  

sin k8 
Montrer que, si la suite (~k)~.~ appartient à Se, alors pour tout entier naturel k : SI, = S I  - 

sin 8 
En déduire que Se est un espace vectoriel réel de dimension 1. 

sk+2 - 2 cos0 s1,+1 + SI, = O . 

3. Soit X une valeur propre réelle de An et X = ( I I )  un vecteur propre (non nul) associé à A. 

X n  
On note In le plus grand des réels 1x1 1, 1 x 2 1 , .  . . , lxnl . 

0 XJ.1 = x 2  

0 V k  E (2 , .  - - , n  - 1}, X z k  = x k - 1  + x k + l  a. Montrer : { 0 X f n = S n - l .  

Montrer pour tout entier k de (1, - * .  , n }  : 1x1 l s k l  < 2m , et en déduire : 1x1 < 2 . 
b. On suppose 1x1 < 2 . 

Montrer qu‘il existe un unique 8 E 1 O ; K [ tel que X = 2 cos 8 . 
Montrer que la suite  SI,)^.^ de Se déterminée par S I  = 2 1  vérifie : 

0 \dx.E { 1 , 2 , * ‘ * , 1 7 } ,  S I ,  = f k  

0 S n + l  = O .  
Pk 

n + l  

{ 
En déduire qu‘il existe un entier p de { 1.2. - - . , n }  tel que 8 = - . 

Pour tout entier p de { 1.2 , .  . . , n } ,  on note 8p = - n + l  P= A, = 2cos8, et ‘Yp = (Z). 
c. Soit p E { 1,2,  

associé k A, . 

d. Montrer que { X I ,  X2, - - . A,} est l’ensemble de toutes les valeurs propres de An et que 
( X I ,  X 2 ,  

Soit Un la matrice de M,(IR) de terme général u,,, = sin- 

Montrer que r‘, est inversible et déterminer la matrice D ,  de JZCZ,(IR) telle que Dn = U,lA,U,. 

5.a. Montrer pour tout couple ( p ,  q )  de { 1,2, - .  e ,  n } 2  : 

En déduire que la base ( X I ,  X 2 . e  - , X n )  est orthogonale et que, pour tout couple ( p ,  q )  de 

{ 1.2, .  . , T Z } ~  tel que p # q. on a : 

. , n }  . Montrer que A, est valeur propre de A,  et que ,Yp est un vecteur propre 

, X n )  est une hase de IR” . 

7 ( p , q )  E {1,2,..*,r2}2 . * P V  
n + l  

4. 

A, ‘XPX,  = A, ‘XPX,  . 

n 

sin k6, sin k8, = O . 
k=  1 

b. Montrer, pour tout p de {1,2,. . . , n} : f: cos2kdp = O . 
k=O 

n + l  sin2 k4 - -. f: p -  2 En déduire que, pour tout ent,ier p de { 1,2, - - . , n } ,  on a : 
k = l  

2 
In , puis A,  = - u n  Dn un * 

n + l  Ir,” = - 
2 n + l  

c. En déduire : 



DEUXIÈME PROBLÈME 

On considère l'application f : [ O : 1 [ -+ IR définie, pour tout réel t de [ O ; 1 [ , par : 
ln(1 - t )  

si t ~ 1 O : l C  
f ( t )  = 

1 si t = O .  

1.a. Montrer que f est continue sur [ O  ; 1 [ . 
b. Montrer que f est de classe C' sur 1 O ; 1 [ et calculer f'(t) pour tout réel t de 1 O ; 1 [ . 
c. Etablir que f'(t) tend vers - lorsque t tend vers O, et que f est de classe C' sur [ O ; 1 [ . 

d. 

e. Dresser le tableau de variation de f .  On précisera la limite de f( t )  lorsque t tend vers 1. 

f. Tracer l'allure de la courbe représentative de f .  (On n'étudiera pas la dérivée seconde de f, et 
on admettra que .f est, convexe.) 

1 
2 

t 
l - t  

Montrer, pour tout réel t de [ O ;  1 [ : ln(1 - t )  + - 2 0 .  

2.a. Montrer que, pour tout réel s de [ O :  11 , l'intégrale f ( t )  dt existe. (On distinguera les cas 

X E  [ O ;  1[ et x = l  .) 

On note g : [ O ;  11 IR l'application définie, pour tout réel (z: de [ O :  13 , par : 

b. Montrer que g est continue sur [ O : 13 , de classe C2 sur [ O  ; 1 [ et calculer g'((z:) pour tout réel 
P de [ O ;  1[. 

c. Etablir que 9 ( s )  - g(l)  tend vers +cx, lorsque I tend vers 1. 
P - 1  

d. Dresser le tableau de variation de g .  On admettra qu'une valeur approchée de g( 1) h 10F2 près 
est : 1'65. 

e. Etablir que g est convexe sur [ O  ; 1 [ , 

f. Tracer l'allure de la courbe représentative de g. On précisera les demi-tangentes aux points 
d'abscisses O et 1. 

3.a. .Justifier que, pour tout réel t de [ O ;  1 [ , la série numérique 

Quelle est sa somme ? 

tn  converge. 
n>O 



On note, pour tout entier naturel ri. Rn : [ O  ; 1 [ + IR l'application définie par: 

b. 

C. 

d .  

e.  

4.a. 

k = n + l  

t n + l  

Rn(t) = - 1 - t  
Montrer, pour tout entier naturel ri et tout réel f de [ O  ; 1 [ : 

et en déduire que, pour tout entier naturel n, R,  est continue sur [ O  ; 1 [ . 
Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel s de [ O  ; 1 C : 

Montrer, pour tout entier naturel n et tout réel n. de [ O  ; 1 [ : 

xk+l 
Démontrer que. pour tout réel .r de [ O : 1 [. la série numérique C - est convergente et que 

k + l  
k>O 

k=O 

Montrer que. pour tout réel s 

On note. pour tout entier naturel n.  

vt E C O ;  1c. 

b. Uontrer que. pour t,out entier 

I n  

77 2 
cle [ O : 11 , la série numérique C - est convergente. 

n>l 

pn : C O  ; 1 C -+ IR l'application définie par : 

naturel n,, p n  est continue sur C O  ; 1 C . 
c.  Etahlir. pour tout entier naturel 17 et tout réel T de C O  ; 1 C : 

d.  Déniont,rer. pour tout entier naturel n et tout réel t de [ O  ; 1 [ : 
1 

O dt)  ( n  + 2)(1 - t )  * 

e. En déduire que. pour tout entier naturel n et tout réel x de [ O  : 1 C : 
2 -In( 1 - X) 

n + 2  

X n  
+- 

f. Conclure que, pour tout réel s de [ O  ; 1 C : y ( ~ )  = C 2 a 

n = l  
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PREMIER PROBLkME 
Notations : 

0 n désigne un entier supérieur ou égal à 3 . 
,Mn(IR) est l'ensemble des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels 
1, désigne la matrice identité de iMn(IR) . 
La transposée d'une matrice Ad est notée ' M .  

0 IRn est muni du produit scalaire canonique noté { . , . ) défini par : 
n 

si s = (z1,22.. . . , .rn> et y = ( y l ,  yz. .  . . . y n > ,  alors ( z, y )  = C z k y k .  

k=1 

En notant les matrices unicolonnes X = (:') et Y = ( y )  et en confondant les 

X n  Yn 

matrices d'ordre 1 et les scalaires, on a alors 
La norme associée à ce produit scalaire est notée II 1 1 .  

0 B = ( e l ,  e 2 , .  . . , e n )  désigne la base canonique de IR". 
On rappelle que la matrice de passage P d'une base orthonormale de IR" à une autre base 
orthonormale de IR" vérifie 

( z , y ) = tX Y . 

tP = P-l .  

Les parties I et I I  sont indépendantes. 

Partie I 

1. On considère les matrices suivantes de M3(IR) : 
5 2 2  



a. Justifier que S est diagonalisable dans M3(IR). 
b. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D de M3(IR) telle que S = P D tP 

2. On considère la matrice M = O 2 1 de M3(IR) . (1 : :) 
a. Vérifier que (Ad - = 13. 
b. izI est-elle diagonalisable dans M 3 ( R )  ? 

c. Calculer le produit ' M M  

Partie II 

Soit A une matrice de J U ~ ( I R ) .  On note f 1 'endomorphisme de IR" associé à la matrice A 
relativement à la base 23 et g l'endomorphisme de IR" associé à la matrice tA relativement a la base B. 

1. Montrer, pour tout z et tout y de IR" : 

M Y ) ,  4 = ( y ,  f ( 4 )  Puis ( ( g o f ) ( 4 7  4 = llf(41I2- 
2. 

3. 

4.  

Montrer que l'endomorphisme g O f est symétrique. 

Montrer que g O f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles. 

Justifier l'existence d'une base orthonormale B' = ( e i ,  e i ,  . . . , el,) de IR" constituée de vecteurs 
propres de g O f .  

On note Q la matrice de passage de la base 23 à la base 23'. 

5. Montrer l'existence de n réels positifs ou nuls pl. 1 - 1 2 , .  . . , ,un (non nécessairement distincts ) tels 
p1 O . . .  O 

que la matrice diagonale A = [ 0 y' 1:. 1 de M,(IR) vérifie : t14A = QA' 'Q. 

hfontrer que la famille ( f ( e i ) ,  f ( e i ) ,  . . . , f(el,)) est une famille orthogonale et que pour tout 

entier j de {1 ,2 , .  . . .n}, Ilf(e:)II = f i J .  

Dans cette question, on suppose que A est inversible. 

a. Vérifier que les nombres réels p1, 1-12 , . . . , pn sont tous non nuls. 

O . . .  O p" 

6. 

7. 

1 1 
P2 P n  

b. Montrer que la famille t?= ---f(e;), . . . , --f(eL)) est une base orthonormale de IR". 

C. Soit R la matrice de passage de la base B à la base C. Montrer que A = R A Q. 

Partie III 

Déterminer deux matrices orthogonales Q et R d'ordre 3 et une matrice diagonale A d'ordre 3 
telles que M = R A  "& où M est la matrice définie dans 1 .2  . 



DEUXIÈME PROBLÈME 

Dans tout ce problème, a est un réel tel que O < a < 1. 

I - Calcul d’une somme et d’une intégrale 

1 .  Pour tout n E IN* et tout z E [O; T I ,  on note : 
n 

C n ( z )  = c cos(kz). 
k = l  

a. Montrer, pour tout n E IN* et tout 2 E [O; 7rl : 
n 

k=-n  

b. Etablir, pour tout nombre complexe z tel que z # 1 : 

k=-n 

c.  En déduire, pour tout n E IN* et tout z E 10;  T I  : 

dz existe et calculer sa valeur 
1= sin( (n + i)X) 

2. Soit T L  E IK*. Montrer que l’intégrale Jn  = 

2 sin (5> 
On note p : [O; 7r]  --+ IR l’application définie par : 

O s i x = O  I 

3. Montrer que y est de classe C1 sur [O; TI et calculer $(O). 

4. On note, pour tout n E IN* : In  = ~ ( z )  sin n + - z dz. .l (( 3 ) 
Montrer, grâce à une intégration parparties, que’1, tend vers O quand l’entier n tend vers l’infini. 

I I  - Calcul de la somme d’une série 

7r 

On note, pour n E IN* : un = 1 cos(az) cos(nz) dz 

1. Montrer, pour tout n E IN* 



2. En déduire que la série C u n  converge, et calculer sa somme (on pourra utiliser les résultats de 

1.2. et 1. 4.). 
n>1 

3. 

4. Etablir : 

Calculer, pour tout n E IN*, u n  en fonction de a et de n. 

2(-1)"-'u 7r 1 - - .  - - 
$00 

n=l C n2-a2 sin(7ra) u 

I I I  - Calcul d'une intégrale 

Dans cette partie, cy désigne un réel tel que Q > 1 . 

dt  
1. Justifier l'existence de l'intégrale 

2.a. Montrer, pour tout réel t de [O; 11 et tout n de IN : 

n t(n+')a 1 
= C(-1) k t ka + ( - l y + l  

1 + t a  
k=O 

1 + t a  

b. Montrer que dt tend vers O lorsque l'entier n tend vers l'infini. 

+Oo (-l)k 
converge et que : G(Q) = C . 

k=O 

c .  En déduire que la série 
k > O  

3.a. En utilisant le changement de variable défini par u = montrer : 

et en déduire : 

n= 1 

b. Etablir : 
Oc) 2(-1)- 

n2cy2 - 1 F ( Q )  = 1 + c 
n=l 

4. En utilisant le résultat de I I .  4. ,  établir finalement : 
7r - 
cy 

- 7 r  
F(cy)= - * 

sin - 
Q 
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PREMIERPROBLÈME 

On note I = [-’ ‘1 ziij 4 

Le but du problème est la construction d’une application f : I + R, continue et telle que : 

vx E 1, f(x) = 1+ ; J oz (f(t) + f(t2)) dt * 
On considère les applications fn : I + JR, pour n E N, définies par fo = 1 (application constante 
égale à 1) et : 

Vn E IN, Vx E 1, fn+-l(x) = l+ f 
s 

o= (hz(t) + f&“>) dt. 

1 . a. Montrer que, pour tout n E IN, fn est une application polynomiale. 

b. Vérifier que, pour tout x E 1, fi(x) = 1+ 
x2 x3 

x et f2(X) = 1 fx + 4 + 7, et calculer f3(x). 

2. Pour tout n E IN*, la fonction continue Ifn - fn-l 1 admet une borne supérieure sur I. 
On note : 

Dn = Sup(.fn(+.L-I(X)~. 
ZEI 

a. Calculer Dl et Dz. 

b. Montrer : 

Vn E JN*, Vx E L (~+I(X) - f&)l < &.. 

On pourra étudier séparément les cas x E 

114 
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c. En déduire : 

VnElN*, D, < &* 

d. Établir la convergence de la série c D,. 
n>l 

En déduire que, pour tout x fixé dans 1, la série C (fn(z> - fn-l(x)) coiverge. 

n>l 

3. Établir que, pour tout x fixé dans 1, la suite (fn(x)),,, converge. 

On définit ainsi une application f : 1 + IR par : 

VX E 1, f(X) = n5ymfn(X). 

4. On note, pour tout n E IN, A4n = SUp Ifn(X 
XEI 

a. Montrer : 

b. Montrer : 
VnEIN, Mn<2. 

c. Établir : 

Vn E n\J, V(x, y> E 12, Ifn(x> - f,(Y)1 G 2 Ix - YI. 

5. a. Établir : 

V(x,y) E 12, If(x) - f(Y)1 G 2 lx - YL 

b. En déduire que f est continue sur I. 

6. a. Établir : 

VxEI, VnElN*, VpElN*, 

b. En déduire : 

Vx E 1, Vn E IN*, 

7. En déduire : 

VXEI, f(x)=l+i 

214 



DEUXIÈMEPROBLÈME 

Rappel : 

Pour tout entier 72 3 1, l’équation zn = 1, d’inconnue z appartennant à C, admet exactement n 
racines complexes distinctes qui sont : 

1, ei8, e2i8,. . . , ei(n-1)8 avec 0 = 2. 
n 

Définitions : 

Soit E un espace vectoriel sur C. 

l On note idE l’application identique de E. 

l Pour tout endomorphisme f de E, on note f” = id,g, et pour tout entier naturel k, fkS1 = f” of. 

l Soit p E IN*. On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément 

~0 de E vérifiant les trois conditions suivantes : 

{ 

* fP(zo> = x0, 
-k la famille (50, f(zs), . . . , fP-r(z0)) est génératrice de E, 

* la famille (X0, f(zo), . . . , fP-r(50)) est constituée d’éléments deux à deux distincts. 

La famille (zs, f(zs), . . . , fP-r (20)) est alors appelée un cycle de f. 

Partie 1 : Etude d’un exemple 

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension 3, et 23 = (er , e2, es) est une base 
de E. 
On considère l’endomorphisme f de E dont la matrice associée dans la base 23 est 

1. Vérifier que (er, f(er), f2(er)) t es une base de E et déterminer la matrice associée à f 

relativement à cette base. 

2. Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (er, f(er), f2(el), f3(er)) est un cycle de f. 

3. Montrer que f4 = idE. 

4. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres 
de f. 



Partie II : Cas général 

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension n, et on considère un endomorphisme 

f de E cyclique d’ordre p. 

Soit (CC~)~(Q), . . . , fP-r(~)) un cycle de f. 

1. Montrer : p > n. 

2. Montrer que fp = idE. En déduire que f est bijective. 

3. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille (50, f(zs), . . . , fk-‘(zc)) est libre. 

a. Montrer que f”(zs) est combinaison linéaire des m vecteurs 20, f(zo), . . . , fm-r(zo). 

b. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal à m, le vecteur fk(zo) 
est combinaison linéaire des m vecteurs 20, f(so), . . . , fm-r(zo). 

c. En déduire que m = n et que la famille (20, f(zo), . . . , fn-‘(~o)) est une base de E. 

4. On note ao, a~, . . . , an-l les n nombres complexes tels que 

f”(Q) = a0 20 + a1 f(z0) + Q? f2(20) + * * * + G-1 P-+0>- 

a. On considère l’endomorphisme g de E défini par g = UO idE -I- ai f i- ~2 f2 -k . . . i- G.-I f”-l. 

Montrer : V k E IN, g(fk(zo)) = fnSk(,o). 

En déduire : f”=uoid~+uif+u2f~+...+u,-lf~-‘. 

b. Déterminer la matrice associée à f relativement à la base (~0, f(zo), . . . , fn-l(zo)) à l’aide des 

coefficients ao, ai, . . . ,%-1. 

c. Montrer : VXEC, rg(f-XidE)>n-1. 

En déduire que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. 

5. On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n ( et dim(E) = n ). 

Soit (~0, f(zo), . . . , fan-‘) un cycle de f. 

a. Montrer que si un nombre complexe X est valeur propre de f, alors A” = 1. 

b. Déterminer la matrice associée à f relativement à la base ($0, f(zo), . . . ,fn-l(~o)). 

c. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres 
de f. 



































BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

CODE EPREUVE:

PnosLÈME I

Préliminaires

1 . a .  J u s t i f i e r ? p o u r t o u t n e  N :  t ^  
! 2  r 1 r, ,e- ,  : ,_*9"o 

\p  )

b. Montrer que, pour tout n € lN, l'intégrale [** ,'"-" dtest converge'te.
J _oo

2. En déduire que, pour tout polynôme p de R.[x], l ' intégrale [** o(r)" 
.r 'dt 

converge.
J - æ

on ac lmet  dans tout  le  problème :  [ t *  " - ' "  d t :  J i ..  
J *

On note, dans tout le problème, pour tout n € N : In : [-* { e-t' <].t.
J _ *

3.a. Établir,  à I 'aide d'une intégration par part ies, pour tout n e D{ : I  
n* 7'

n + 2 :  
2  

t " .

b. Nfontrer, pour tout p € N : I2o,,y :0.

c. N{ontrer, pour tout p € N : I, 
(zP)l

2p :  
Z2ppl .V1T'

Goncepteur :  EM LYON 2e5
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2.

I Recherche d'extrémums locaux pour une fonction de deux variables réelles

On notc F : IR2 ---+ IR I'application définie, pour tout (r,A) e IR2, par :
1  r -+ -

F ( r . a ) :  
{ ,  J  , _ f t _  

x ) 2 f t - u ) 2 e " , l t .

1 .  M o n t r e r ,  p o u r  t o u t  ( r , y )  e  R 2 :  F ( r , y \ :  
l *  ) U ' '  

* 4 t : y * , s 2 ) + r 2 u 2 .

2. Calculer les dérivées partielles premières de F en tout point (r, g) de IR2, et en déduire les trois
poirrts critiques de ,F.

3. Déterminer les extrémums locaux de ,F. En chacun de ceux-ci, préciser s'il s'agit d'un minimum
local ou d'un maximunr local, et préciser la valeur de F en chacun de ces points,

II Calcul d'intégrales dépendant d'un paramètre

f + r n  ^  f  l c o

1. Montrer que, pour tout r € IR, les intégrales / sin(r l)e-t 'df et I  tcos(rt) s-t 'cU convergent.
J o  J o

On note S : R -+ IR et C : lR --+ R les applications définies, pour tout r € IR, par :

r+ -  . ,  f * *
S( . r ' )  :  /  s i r r ( r t ;e - "  d /  eL  C1r ;  :  I  t cos( r t ) " - "  d l .

J o  J o

É t u b l i . ,  p o u r t o u t a € l R . e t  t o u t  À  e  R  :  l s i n ( a + À )  - s i n a - À c o s a l  a  +
On pourra utiliser I'inégalité cle Taylor-Lagrange.

l)rinronrrt 'r. porrr rorrt r e IR : 
'ç('r + hI- ^9(r) - ce) ---+ 0.

h ,  ' à - " + o

En décluirc que S est dérivable sur IR et que, pour tout r € IR, S'(r) : "\r).

À I 'uit l" cl 'urre intégration par prart ies, établir,  pour tout r € IR : C(r):;  - 
i trrr.

III Obtention d'un développement limité

l. Montrer que, pour tout r € IR, l ' intégrale 
[-* ;*e-" 

d, converge.
J _ c n  r  -

r+oo 1

on note g : IR --+ lR I'application tléfirrie, pour tout r € IR, par : g(r) : 
J _,_ * Ftr 

e-" dt.

2 . a .  M o n t r e r ,  p o u r t o u t u e  [ 0 ; + o o [  :  0 (  ( 1  - ,  + u ' ) -  
1 |  

( u 3 .

b .  E n d é d u i r e ,  p o u r t o u t r € I R : 0 (  / * - ( t  _  r 2 t 2 + r 4 t 4 ) "  " d t _  g ( r \ <  
t t f r u .

' - . , / - . - t '  ' Y \ * ' / \  
8  

- '

3. Mclntrer que g adrnet un développement limité à l'ordre 5 en 0, et former ce développement limité

3.a.

b.

4.a.

b .

c .

I\{ontrer, pour tout r € IR , z"} S(r) : 
fo" 

"4 at.

En  dédu i re ,  pou r  tou t  r  €  IR . :  S ( r )  :  ! " -4  
fo "  

"4  a t  e t  C ( r ) : ; - i " -4  
I r "  

" *  a r .

211



IV Nature d'une série

1. Montrer que, pour tout p € N, l ' intégrul" /*- - I:-e-".it converge.*  
J  - *  t '  +  (2P) l

o r r  no te ,  por r r  to r r l  p  €  N :  ? rp  :  [ ' *  u+=e. "  r l l .
J  _,  f 'z  + (2p) l

2 .  M o n t r e r , p o u r t o u t p € l l \ { :  0 ( u z (  
h

En déduire que la série de terme général u, est convergente.

Pnogl,ÈnnB II

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par I, ,  Ia matrice unité de M"(C).

O n c o n s i d è r e L l n n - u p l e t  ( a o , a t , . . . , a n - t )  d e C " e t l e p o l y n ô m e P : X n + r i ,  r X ' - t + " ' * a 1 X * a s .

0  " '  0  - n o

1  " .  ( 0 )  :  - o r

On note C la matricr', de M,,(C) dé{inie par C :

0  " '  0  1  - a , - l

On dit que C est la matrice compagnon du polynôme P.

On  no te  Bo :  (e t , . . . , €n )  l a  base  canon ic lue  de  C" .

On note id I'application identité de C" et on appelle / I'endomorphisme de C" tel que C soit la
matrice associée à / relativement à la base 60.

On note ,f0 : id et, pour tout entier naturel k, fr* '  :  Tk o f .

1.a. Exprimer, pour tout z € [1;n - 11, f (e) en fonction de e.;11.

b .  E n d é d u i r e  :  V  j  €  [ 1 , n  - 1 i .  f i ( e r ) : p i + 7  e t  / " ( e 1 )  -  - ( o o " r * a 1 e 2 + ' . ' +  a n - t € r , ) .

2 .  S o i t  g  l ' e n d o m o r p h i s m e  d e  C ' d é f i n i  p a r  g :  f " + a n - t f n - l + . . . + a 1 l + o s i d .

a. Vérif ier :  g(e1) : 0.

b . M o n t r e r  :  V i € N ,  g o f i : T i o g .

c .  E n  d é d u i r e  :  V i  e  [ 1 ; n l ,  g ( e r ) : 0 .

d. Montrer que le polynôme P est annulateur de I'endomorphisme /.

ATtpl i ,cu,t i ,on 1 : Déterminer une matricr: Ae Ms(C) tel le que A5 : A3 +2A2 +Is.

e. Étublir que toutes les valeurs propres de C sorrt cles racines clu polynôme P.

3 1 4



3 .a .  So i t  Q :ao*a1X+ . . .+  en - tXn - r  un  po l ynôme non  nu l  e t  de  deg ré  i n fé r i eu r  ou  éga l  àn  -  1 .
On note Q(/) I 'endomorphisme de O" défini par 8(/) :  ao id * arf + " '  + ù, r[n-r.
Calculer Qff)@).

b. En déduire qu'il n'existe pas de polynôme non nul, de degré inférieur ou égal à n - 1 et
annulateur de /.

c. Soit À une racine du polynôme P.
I l  existe donc un unique polynôme n e A[X] tel que p : (X - À)Ë.
Vérif ier que (/ - À id) " ,q(/) :  0, où 0 est I 'endomorphisme nul de C".

d. Conclure que toutes les racines du polynôme P sont des valeurs propres de C.

4.a. Montrer que, pour tout nombre complexe r, la matrice (C - rI") est de rang supérieur ou égal
à n - 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C est de dimension 1.

b. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux à deux distinctes,

6. On note B : tC la matrice transposée de C.

a. Montrer qu(l) pour tout nombre complexe I, la nratrice (B - tI") est inversible si et seulement si
la nratrice (C - t I,,) est inversible.

En déduire que les nratrices B et C ont les mêmes valeurs propres.

Soit À une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé à À.

On suppose que le polynôme P admet n racines Àr,.. . ,  À,, deux à deux dist i Montrer que

5.a. Appti,cation2 : Montrer que ra marrice ^, : 
f: 

j 
S 

j) ." Mo$)est cliagonalisable

) :  : l '1 ,
b.  Appl i ,u t t i ,on3:  Montrerquelamatr iceor :  

l l  1  3  l  la" , , tz r tc)  
n 'estpasdiagonal isable.

\o o 1 2J

b .

c .

d .

B est cliagonalisable et en déduire que la matrice V :

7. Soit E un Oespace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres Ft,. .  . ,  p,, deux à deux dist inctes.
L'endomorphisme u est donc diagonalisable et on note t :  (et,. . . ,€n) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés à pr,. . . , ltrn.

a .  So i t  a :  € r  *  ez  *  . . . *  e  , .  Mon t re r  que  l a  fam i l l e  Bo :  (a ,u (a ) , .  .  .  , un -7  (o ) )  es t  une  base  de  .8 .

b. Montrer qu' i l  existe un polynôme Pr : X" +bn-tX"-r +. .  .+ hX + ô6 tel que la matrice associée
à u relativement à la base Bo -- (o ,u(a), .  .  .  , 'un-1 (a)) soit la matrice compagnon du polynôme Pr.

1
À 1

À?

)?-'

1
I

^2
t 2A2

:
r  n -  l
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PRpnarpR PRoBIÈup

On considère I'application

1 ln( l  +  r )

/ ' [ 0 ; + o o [  , l R ,  t ê T @ ) : {  "  
s r

( 1 s i

Partie I

Étude de I'application /

Montrer que ,f est continue sur l0 ; +oo I.

On considère I'application

r > 0

r : 0 .

1 .

2.

a.

b.

c .

, a : [ o ; + o o [  , t R ,  t ê A ( r ) : # - h ( l  + r ) .

Montrer que.f  est  de c lasse Cl sur ]O;+oo[et  que, pourtout r  e ]0;+ool ,  f '@):ry

Montrer que f'admet -] .o--" limite en 0 à droite.

Démontrer que "f est de classe C1 sur lO;+ooIet préciser /'(0).

EM LYO|{ est a"ffiliée à la Chambre de Commerce et de I'Industrie de Lyon



d. Dresser le tableau de variation de .4.

En déduire que ,f est strictement décroissante sur [O ; +* [.
e. Déterminer la limite de / en *oo.

3. On considère I'application

a  :  [ 0  ;  +oo [ ,  ]R ,  r ,  -  B ( r )  :  - t , î '  * l î +  2  h ( t  +  r ) .
( 1 *  r ) ' z

a. Montrer que .f est deux fois dérivable sur ]0 ; *oo [, et eue, pour tout u € ]0 ; +oo l, f" @) : 
U!:)

b. Dresser le tableau de variation de B.

En déduire que "f est convexe sur ]0 ; +oo i.

4. Tracer l'allure de la courbc représentative de /.

Partie II

Un développement en série

L. Montrer, pour tout .N e IN et tout I e f0; 1l :

f  I  / _ 1 \ N + 1 r N + 1

I i : I f_ l )AtÈ+f t_
È:0

2. En déduire, pour tout ly' € IN et tout r e [0; t] :

N  /  1 \ , t  - f t + l

tn(l +") : Iffli- t J1,t(r),

où on  a  no té  Jy( r ) :  [ '' -  
J n

fr=0

(-1)ru+t  1ru+t

1 + '
dt.

-N+2
3. Étrblit, pour tout N e IN et tout r e [0;1] : l/"(")l < 

fu

4 . E n d é d u i r e q u e ) p o u r t o u t z e | o ; r ] , I a s é r i e , , r y c o n v e r g e e t q u e :
n ) l  

n

r n ( l  + " )  : Ë G : D ; ' '
n : l

Partie III

Égalité d'une intégrale et d'une somme de série

L. Montrer, en utilisant le résultat de II.3., pour tout ,n/ e N et tout r e l0; 1] :

N

l r t a _  f  ( - t ) o ' n l .  " " " .
l r \ * /  / -  k + l  l - N + 2

ft:0

[ '  t@a":  i  
( - t ) : ' - '

î ,  
n2 

o __ a___ 
Jo 

r  \_ /  ,_ ,  

3 
r tz



3. Montrer, pour tout ly' € lN* :

2 N + l  I  N  I  N  1

/-/ n2 / (2D + I\2 /-t 4D2
n:7 p:0 "  p:7

2 N + l  (  t \ n - l  N  I  N  I

\ -  
\ - 1 /  :  \ -

L n2 /-z ()p a l\z L 4û
n : l  p : 0 \ '  p : l

4. on admet que Ë # 
:+ Montrer , 

Io' f @)dr:#
n :L

Partie IV

Recherche d'extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles

On note F , )0; *oo[ ------ R, r ê F(r) : [ '  7çr1O,
Jo

e t  G  ,  l 0 ; * o o [ ' -  R . ,  ( x , y ) , - - -  G ( r , ù :  p ( r ù  -  F ( r ) -  f @ )

1. Montrer que G est de classe C2 sur ]O;+-[ ' .
Exprimer, pour tout (r,g) e ]O;+oo[', 1", dérivées partielles premières et secondes de G en (r,g)
en fonction de r, y, f  (r),  f  @), f @y), T'@), f ' (y), f '@a).

2. Étubli. que G admet (1 ,1) comme unique point critique.

3. Est-ce que G admet un extremum local ?

DnuxrÈME PRoer,Èrvrp

On note n un nombre entier fixé supérieur ou égal2, E le sous-espace vectoriel de [t[X] constitué des
polynômes de degré inférieur ou égal à n et B: (1, X, .. . ,X") la base canonique de.E.

Partie I

Ét,rde d'un endomorphisme de .E

1. Montrer que, pour tout polynôme P de E, le polynôme ((X'?-1)P)" est élément de -8, où ((X2-1)P)"
désigne le polynôme dérivée seconde de (X2 - 1)P.

Onnote/  :  E-- - - - - - -+.El 'appl icat ionqui ,à toutpolynôme PdeE,a.ssocie ôe) :  ( (X ' - l )P)" .

2. Vérifier : $(I) : ), d(X) : 6X.

3. Montrer que d est un endomorphisme de E.

4. Calculer d(Xo) pour tout fr e {0, ...,n} et écrire la matrice A de S dans la base 6.



5. a. Montrer que @ admet n * 1 valeurs propres derx à deux distinctes que I'on notera À0, Àr,... , À,
avec  À6  <  À r  <  . ' .  (  À , .

b. Est-ce que d est bijectif ?

c. Montrer que d est diagonalisable et déterminer) pour tout k € {0,. . . ,n}, la dimension du sous-
espace propre de @ associé à ÀÈ.

6. Soient k e {0, . . . ,n} et P un vecteur propre de @ essocié: à la valeur propre À;..

a. Montrer que le degré du polynôme P est égal à k.

b. Montrer que le polynôme Q défini par Q(X) : P(-X) est un vecteur propre de @ associé à Àe.

7. En déduirc qrt ' i l  existc une unique base (Ps, Pt,.. . ,  p") d" E constituéc de vecteurs propres de r/
telle que, pour tout k e {0, ...,n}, Pr est un polynôme de degré k, de coefficient dominant égal à 1
et vérif iant P6(-X) : (- l)oPo(X).

Que peut-on en déduire sur la parité de P1"?

8. Calculer Po, Pt, Pz, Pz.

Partie II

Un produit scalaire sur .E

1. Montrer que l 'application : (P,Q) - glq: f t  Q - r\e(ùQ@)dr est un produit scalaire
J _ )

sur .E.

On munit dorénavant E de ce produit scalaire noté (. | .).

2. a. À I'uid. d'intégrations par parties, établir que d est un endomorphisme symétrique de E.

b. Montrer que la base (P6, Pr,. . ., P") d" E obtenue à la question I.7 est orthogonale.

S o i t T  €  { 1 , . . . , n } .

3. a. Montrer que pour tout polynôme ,S de degré inférieur ou égal à j - 1, on a : (.91 Pj) : 0.

b. En considérant (1 IPj), montrer que Pi ne garde pas un signe constant sur I'intervalle ] 
- t; t[

c. En déduire que Pi admet au moins, dans I'intervalle ] 
- t ; 11, une racine d'ordre de multiplicité

impair.

4. On note {rr,. . . ,r*} I 'ensemble des racines d'ordre de mult ipl ici té impair de P; appartenant à
I ' in terva l le  ]  

-  t  ;  1 l  e t ,S-  :  (X -  r r ) (X -  r r ) . . .  (X-  r - ) .

a. Justifier : m { j.

b. Montrer que le polynôme S^Pi (produit des polynômes ,5- et P1) garde un signe constant sur
I ' i n t e r v a l l e ] - t ; t [

c. En considérant (S^lPi), montrer qve m: j .

d. En déduire que Pi admet j racines simples réelles toutes situées dans I'intervalle I - 1 ; 1f .

* * *
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PROBLEME

On confond polynôme et application polynomiale de IR dans IR.

On note ,O I'ensemble des applications z : lR -----' IR continues sur IR et telles que I'intégrale
f +oo

|  ("(r)) 'e-" dz converge.
J - æ

On note F le IR-espace vectoriel des applications polynomiales de IR dans IR.

On note, pour tout n € N, Fl" le lR-espace vectoriel des applications polynomiales de IR dans IR de
riegré inférieur ou égal à n.

Préliminaire : Valeur de I'intégrale de Gauss

En considérant une variable aléatoire suivant une loi normale, justifier :

Vm € IR, 
I_* 

uo-^)" dr:  6.

EM LYON est a.ffiliée à la Chambre de Commerce et de I'Industrie de Lvon.



Partie I : Un produit scalaire sur ,E

1
1.  Étubl i . ,  pour  tout  @,0 € [0 ;+oo[2 :  ad (  

' " lo '+  
A\ .

p

-  r r -
2. En déduire que, pour tout (u, u) € E2,l ' intégrale | "@)u(r)e-"" dr converge.

J - æ

On note (. l.) I'application de E2 dans IR qui, à tout (2, u) € 82, associe

On notera la présence du facteur *.
\/ 7l

3. a. Démontrer que -E est un IR-espace vectoriel.

b. Montrer que I'application (. | .) est un produit scalaire sur .8.

4 .  D é m o n t r e r :  F C E .

/  \  ,  '  * - 2  tuw)ulr)e *  o. :1.

On noteencore ( .  l . )  lurest r ic t ion àFou àF1",  pourn € N,  duprodui tscala i re  ( .  l . )  sur .E.  Onadmet
que cette restriction est encore un produit scalaire sur F ou sur f|.

On note ll ll tu norme sur ,t associée au produit scalaire (. | .), définie, pour tout u € E, par :

Partie II : Polynômes d'Hermite

On note tl I'application de IR dans IR, de classe C-, définie pour tout r € IR par w(r) : s-t2
Pour tout n € N, on note f/, l'application de IR dans R définie pour tout c € IR par

H,(r): (-1)"e".t"t(r),  oir t l( ' )  désigne la dérivée n-ième de tu.
En particulier : 116(r) : 1.

1. Calculer, pour tout r € lR, Ht(*), Hr(r), Hr(r).
Faire figurer les calculs sur la copie.

2. a. Montrer, pour tout n € N et tout z € IR :
H"+t(r) :znHn(r) - H'"(r).

b. En déduire que, pour tout n € N, 1{, est un polynôme de degré n .

c. Contrôler alors les résultats obtenus en II.1 et calculer I/a.
Faire figurer les calculs sur la copie.

Déterminer, pour tout n € N, le coefficient du terme de plus haut degré de Hn.

Montrer, pour tout n € N et tout r e IR : H"(-r): (-I)"H"(r).
Qu'en déduit-on, en terme de parité, pour I'application .I/, ?

#[

3 .

4.



Partie III : Lien entre le produit scalaire et les polynômes d'Hermite

1. a. Montrer) pour tout n € N* et tout P € F :
( P ' , l H " _ t ) : ( P l H " ) ,

c,ù (. I .) est le produit scalaire sur F défini en I.4.
À cet effet, on pourra commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle
fermé borné.

b. En déduire, pour tout n € N* et tout P € Fn_t, (P I H,) :0.

c. En déduire que, pour tout n € N, la famille (ffo, . . . , H,") est orthogonale dans lI.

2. Établir que, pour tout n € N, la famille (F10,...,.F1,) est une base de .F,.

3 .  S o i t n e  N .

a. Montrer , l lF/" l l '? : (HY) lHo), où l l . l l  est définie en I.4.

b. En déduire la valeur d" llff"ll

Partie IV : Un endomorphisme symétrique

On note f ,g,h les applications définies de F dans F, pour tout p € F, par:

ï e )  :  * P "  + 2 x P '  * P ,  g ( P ) : 2 x P -  P ' ,  h ( P ) :  p , .

Ainsi, par exemple, pour tout P € .P et tout z € IR: (g(p))(r):Zrp(r) - p,(r).

1. Montrer que .f est un endomorphisme de F.

On admet que g et à sont aussi des endomorphismes de F, et on note Idp I'application identique de tr'.

2 .  a . É t a b t i . :  g o h : , f - I d r  e t  h o g : / + t a . .

b .  E n d é d u i r e :  f  o g - g o f  : 2 g .

3. Montrer que, pour tout À € IR et tout P € F', si f (p) : Àp, alors T(gifD: (À + Z)g(p).

4. a. Calculer /(/10)

b .  C a l c u l e r , p o u r t o u t f r e  N , g ( H È ) ,  e t e n d é d u i r e , p o u r t o u t , k e  N ,  T @ x ) : ( 2 k + 1 ) r / È .

5. Étublit, pour tout (P,Q) e F2 :

(P' , lQ ' , )  :  ( / (P) lA) -  e lq.
À cet effet, on pourre commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle fermé
borné.

6. Soit n, € N.

a . M o n t r e r :  V P e -  F n ,  f ( p ) e  F " .

On note /,, I'endomorphisme de F, défini par :

Y P e F n ,  f " e ) : f e ) .
b. Montrer que /, est un endomorphisme symétrique de ,F|.

c. Donner une base orthonormale de fl. constituée de vecteurs propres de .fr.

Tournez S.V.P.



Partie V : Intervention d'exponentielles

On note, pour tout a € IR, cpo I'application de IR dans IR définie, pour tout r € lR, par : ç"@) : sac.

1. Vérifier, pour tout a € IR : ço e E.

2 .  Mon t re r ,  pou r  t ou t  (a ,b )  e  R '  ,  ( ç^ l ço ) : " (+ ) '

3. Déterminer la nature de la série f l l f", i ; ; l l - '
n ) l

4. Montrer que la série I llç,nll-2 converge et calculer sa somme.
n)o

Partie VI : Une limite de probabilité conditionnelle

Soit la fonction (D définie sur ]0;*oo[ par :
f +oo

Vr e ]0;+oo[,  Q(r)  :  I  e- t"  dt .
J t

1. Montrer que Q est de classe Cl sur ]0;+oo[ et déterminer sa dérivée Q'.

2. Soient G et K les fonctions définies sur ]0; *oo[ par :

vr  e  lo :+oo[ .  G(r ) :  ( : -  #)+ er  K(x) :+
a. Déterminer les limites des fonctions ô, G et K en *oo.

b. Déterminer les sens de variation des fonctions G - ô et O - K.

c . E n d é d u i r e :  Y r € ] 0 ; * o o [ ,  G ( r )  ( O ( " )  ( K ( r ) .

d. M.tttrt :r :  ô(r) 
e-æ-

.  ,  r_+oo 2f

3. Soit X une variable aléatoire normale d'espérance égale à 0 et d'écart-type égal à +
,/Z

a. Pour tout réel z strictement positif, exprimer la probabilité P(X < t) à I'aide de la fonction iD

b. Soit c un réel strictement positif.

Pour tout réel r, on considère la probabilité conditionnelle Prxr"l (X ( r * c).

Montrer l im-, P1x>")(X < r * c) :1.
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fiïil(1 ri) e'Ë

PRÜBLEME T

PAHTIE I : Etude d'un exemple

On considère, dans cette parti*, 14 matricee de M3(R) : A: Ie:

1. Tlouver, en fonctiou de ,I3 et de 1., deux matrices Pr et & de Mr(Ri telles que :

P1} P2 : lr et  Pt * 9P, :' 4.
Expliciter ensuite læ coefficients de & et cerur de P2.

2. a. Ca,lcuterlesmatrices Pf, PtPz, PzPt et Pî

b. & dedrure : V& € N, Ak - 4o P, + 9k Pz.

Ttouver au qqins rme matrice ,B de Me(R), dont on errplicitera les coefficients, tell'e que 82 : A.

4. Quelles s$nt les rreleurs prüpres de A?

Dans toute la suite du problème, -E désigne un R-egpace vectoriel de dimension finis supfuieure ou

"g*le 
à 1 et / un endomorphisTne de .8.

On note e l'endomorpàimre identitê de .E qui, à chaque élément de E, æoeie lui-même, *t ô l'.odo*ot-
phisme nul de E qui, à chaque élément de E, associe l'élément nul de .8.

On suppose qu'il e:riste un eutier m de Nl", des réels À1, ...,, À- deux à deux diEtincts et des endomor-

phismes pL,...,pr* de E tous différents de 6, tels que : V& e [0; rn], /o : I Al pu-

i:1

EMLYON Businese School est affiliée à la Chambrp de Commarce et d'lndustie de Lyon.

3.
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Enfin, on considère les polyç§mes :

îrt

rv: f[tx -Àz], etpourtout i de [1;rn], M;: II tx - fu) et r, : #rn.t:L 'S-
On admet que, pour tous polynômes P et Q de R[J(] ' (P x AX/) : P(/) " 8(f).
PAR.IIE II : Étude des puissances de .f

rn

5. Montrer, pour tout polynôme P de R*{X] : PU) : Ef(fu)ro.
i:L

6. En déduire : ,nf(fl: §"

7. €1. Montrerque,pourtoutcouple(t,1)de[1;*n', La(^ù estêgalà1sii:i*égalàAsiiÿi.

b. En deduire, pour tsut z de [1 ;rû | Lo(f): po.

8. â. Montrer : e:Ë*
i:L

b. En déduire que -E est la somme des nz sous*espâces vectoriels Im(p1), . . . ,I*(p*).

9. §oit a apparteaant à [1 ; r-n[.

â. Vérifier : /V : M{\,)(X - \r) Lr.

b. En déduireo en utilisarrt le résultat de la quætion 6. : Im(pr) c Ker(/ - À e).

1O. Déduire des questions précêdentes {lue f est diagonalisable, que les valeurs propres de / sont les

réels À1, ..., À- et Ere, pour tout e de l[1 ;m\,le soüs=êspâce propre de f associé à la valeru propre À6

est Im(pa).

L1. a. Montrer, pour tout couple (r,i) de [L;*l' t'el i. t' i : pi o Fi :6.
b. En déduire, en utilisa,rot ld resultat de la question 8.a,, pour tout i de [f ;rü : p; o pa: fu.

c, Établir, pour tout a de [1 ;rnl : tu o f : \tpe.

12. Montrer: V,be ùd, fo:f *po, puis,pourtoutpolynômePdeR[X] : P(l):f P{\u)po.
i:1 i*1

PARfiE III : Irrte.rveution de produits scalaires

On inunit Ie R-espace vectoriel -E d'un produit scalaire (., .).

On considère l'application ,p de E x .E da;:s R définie, pour tout {*,U) € E x E, pü ;
n1,

ç(r,v): f (ru(") , po(g,) ).
i:1

13" Montrer qxe g 6t rm produrt scalaire sur .8.

On rernar,quera qu'ainsi .E est muni de deux prodrrits scalaires, (, .) et p.

14- Montrer que / est un endomorphisme syrnétrique de .E pour le produit scalaire p.

Quel rêsultat de la partie II peut-on alors retrouver sans calcul?

15. Démontrer {lue, polu tout i de [1 iml, pi. est le projecteur orthogonal sur Ln(p6] pour le produit
scalaire V.
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PH-OBTEME 2

PARIIIE I ; Étude d'une fonction déftnie pâr la somme d'une série

On s'intéresse danscette partie, pour tout o de R, à la sétie » C#
n€N*

1. Justifier que, pour tout s de R-, la série f qrf diverge.
n€N*

hædeN*,*rr:É#
&:1

a. Montrer que les suites (trrp)pchr* et (u2r*1)r,6N* soût adjacerrtes, puis en déduire qu'elles

convergent vers urle mê.me lirnite notée §(c).

b. Endéduire: Ve > 0, f no e N. /Vrz àra,, lun- ^9(r)l 
( e.

c. Justifier alors que la série » # converge et que l'on a : ,S(r) : i L#
æ€N* 

e- -- -!-- \ r' 

":":t 
nî

d. Justifier : Yp € N*, u4p < S(r) { rhp+t ( uap*r.

e. En dfiuire : Vre € h.l*, lS(r) - u,*l* ffi;,
On poura setrrarer les cas n, pair et n impair.

f. En deduire une fonction en Scilab qui, étant donnés deux réels r > 0 et e 2 0, renvoie une
valeur approchée de ,S(r) à e prràs.

3. Soient r e R+* et p € D'l*. Montrer :

S(-r)u*':S 1 i_1S1 nrris: S(-r)o*':S1_ 1$t
/*, tr, -/-Ok-l\r-rrLW v.*' L k, -4W 2*-r/,,,,,-tlçt'
È:1 ,t:t \-'- o k:l'" tc:1 &:1 '- - tc:L'"

4. On pose, pour tout n de [.]*, u*:îqi
/c:L

2nrt-
a. Soit n € Nl*. Montrer, en utilisant la question 3. : ün : » + : *Ë fr-

ka'+l Fl - 1l

b. En dduire la, convergence et la limite de la suite (orr),r.**, prtis Ia valer:r de S(1).

5. On admet qr" Ë *r:f . ,u**"r la valeur de S(2).
tl-L

PARIIE II : Étude d'und fonction dêÊnie par un€ intégrale

rÆ
On rappelle que la fonction I est dêfinie sur ]0; *oo[ par : Vr e ]0; +oo[, f (r) : I f-' e-* dt.

Jo

Olr rappelle également l'égalité suivaarte : Vn É N*, I(æ) = (n - 1)!.

6. Soit c € R. Montrer que l'intégrale [** .'-,' -rdt converge si et seulement si r ] -1.' Jo 1+e?

314 Tournez la page S.v.P.



on pose, ponr tout réel r d" ] - 1 ;-t-oo[, I(r) : f** -!- 61.L, \ / Jo 1+e,

7. Soit r €] - 1;*oo[. OB définit la fonctiou g, :]A;*oo[--+ R, ü r--+ *
tt

a. Montrer : Vn F N*,' Vt € R+*, g*(t) : (-t)" g,{t) e-"* * E(*Uk*t ya *-kt.
&:1

f+oo
b. Justifier, pour tout k € N*, que l'intêgr*. J, f e-w dt cotrrrerge et que l'on a :

r*oo l
I ," e-H dt: #r(r + 1).

Jo

/Ê+-
c. Montrer que? pollr tout n € N*, l'intégrale I g-$)e-"d, converge? puis que la limite de

Jo
l"+co

I g,$) e*û ü, lorsque I'entier n tend vers *oo, est êgale à 0'
Jo

d. En deduire la relation : I(*): ,S(r + 1) I(r + 1),

où la fonction ,§ a étê dêfinie {ans 1a partie I.

8. En utilisant Ia partie I., déterminer la va'leur de I(1).

PAIÏTIE III : Étude d'une v:ariable alêatoire
crt

Om considèrt la fonction f dé,finie sur R par : Vt e R, |U) : **F
9. Vérifier que la fonction / est paire.

1O. Montrer que J est une densité,d'une variable aléatoire rêelle.
I

On considère une variable alé,atoire r&Ile X à densitê, de dersitê /.
11. Détenniner la fonction de répartition de X.

r1æ
L2. a. Soit n € ù',1*. Montter que l'intégr"t. / { f {t)dü converge.

Jo
En dédrrire que X admet un moment d'ordre a, que l'on note m*(X). 

Z'b, Justifier : Vp € N, rn2pa1(X) :0' È

c. A l'aide d'uue intêgration par parties, montrer : Vp € N*, mzr(X) :4pl(2p - 1). 
Ë

ë
13. En deduire l'exisüence et la valeru de l'espfuance et de Ia rnariance de X' 

Ë

L4. On considère une suite de variables aléatoires réelles (.X,r)*€6t- mutuellement indépendantes et de 
*

même densité 1. p

On pose, pour tout n de Ùti"' : Y*: ma>r(Xr ,..-,X*) et Zn: f, * h(rz) i
â. Pour tout n de N*, déterrniner la folrction de répartition de lâ puis Ia fonction de répartition I

de Z*. :
b. En déduire qlre la suite (Zo)*.** converge en loi vers ürre variable aléatoire rfulle à densité ;

dont on precisera une densité. :
r!

§eFINr §
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Si au cours de l’épreuve, une candidate ou un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il ou elle la
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il ou elle sera amené à
prendre.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème.
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Exercice 1
Somme d’une série

Dans cet exercice x désigne un élément de ]0, 1[. Pour n ∈ IN∗, on pose Sn =

n∑
k=1

1

k
.

1. a) Soit k ∈ IN∗. Démontrer que l’on a :
1

k + 1
⩽
∫ k+1

k

1

t
dt ⩽

1

k
.

b) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Démontrer que : Sn − 1 ⩽
∫ n

1

dt

t
⩽ Sn − 1

n
.

c) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, un encadrement de Sn.

d) Démontrer que Sn ∼
+∞

lnn.

2. Informatique.

a) On considère la fonction suivante écrite en langage Python.

def rang(a):

k=1

s=1

while s<a:

k=k+1

s=s+1/k

return k

Expliquer ce que produit l’appel rang(50).

b) Le code suivant

from numpy import exp

exp(49)

renvoie : 1.9073465724950998e+21.
Expliquer rapidement ce que cela laisse penser si l’on fait l’appel rang(50).

3. a) Soient n ∈ IN∗ et t ∈ [0, x]. Simplifier la somme

n∑
k=1

tk−1.

b) En déduire que pour tout n ∈ IN∗ on a :

n∑
k=1

xk

k
= − ln(1− x)−

∫ x

0

tn

1− t
dt.

c) Démontrer que : lim
n→+∞

∫ x

0

tn

1− t
dt = 0.

d) En déduire que la série
∑
k⩾1

xk

k
converge, de somme

+∞∑
k=1

xk

k
= − ln(1− x).

Exercice 2
Des variables aléatoires

On considère une suite de variables aléatoires indépendantes (Xk)k∈IN∗ suivant toutes la loi uniforme sur ]0, 1[
et définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P ).

Pour tout entier n ⩾ 2 on pose : Zn = inf(X1, . . . , Xn), c’est à dire que pour tout ω ∈ Ω on a :

Zn(ω) = min
(
X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)

)
.

On admet que Zn est bien une variable aléatoire.
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1. Soit n ⩾ 2 entier.

a) Démontrer que la fonction de répartition Fn de Zn est définie par :

Fn(x) =


0 si x < 0

1− (1− x)n si x ∈ [0, 1]

1 si x > 1

.

b) Justifier que la variable aléatoire Zn est à densité.

c) Démontrer qu’une densité fn de Zn est donnée, pour x réel, par :

fn(x) =

{
n(1− x)n−1 si x ∈ [0, 1]

0 sinon
.

2. Informatique. Compléter la fonction suivante en langage Python de manière que l’appel VarZ(10) simule
la variable aléatoire Z10. On rappelle que, la fonction random() ayant été importée, l’appel random(3)
renvoie un vecteur de trois coordonnées qui simulent des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur ]0, 1[.

def VarZ(n):

from numpy import min

from numpy.random import random

return .........

3. Étudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Zn)n⩾2.

4. Soit n ⩾ 2 entier. Lorsque U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0, 1[, indépendante des
variables aléatoires X1, . . . , Xn, on admet que Zn −U est une variable aléatoire à densité gn donnée par :

gn(x) =


1− (−x)n pour x ∈ [−1, 0[

(1− x)n pour x ∈ [0, 1]

0 pour x ∈ IR \ [−1, 1]

.

On pose : Tn = Zn −Xn.

a) Démontrer que P (Zn = Xn) =
1

n
.

On pourra considérer la variable aléatoire Zn−1 = inf(X1, . . . , Xn−1).

b) La variable aléatoire Tn est-elle à densité ?

c) Informatique. Écrire une fonction VarT en langage Python, d’argument n, qui simule la variable
aléatoire Tn.

5. La figure 1 présente un histogramme de 2000 rectangles donnant la répartition de 20000 valeurs d’une
simulation de la variable aléatoire T500 de la question 4. La figure 2 est un zoom de la partie de droite de
la figure 1.

Figure 1 – Répartition de 20000 valeurs prises par T500
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Figure 2 – Zoom de la partie droite de la figure 1

a) La variable aléatoire T500 vous semble-t-elle discrète ? Justifiez votre avis en une phrase.

b) Le rectangle le plus à droite de la figure 2 est-il cohérent avec le résultat de la question 4a ?

Problème
Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie

Dans tout le problème, n est un entier supérieur ou égal à 2 et E est un espace vectoriel de dimension finie n.

Notations et définition

— On note 0E le vecteur nul de E.
— Lorsque F est un espace vectoriel on note L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans

F .
— Une forme linéaire sur E est une application linéaire φ : E → IR.
— On note, dans ce problème, E∗ = L(E, IR) l’espace vectoriel des formes linéaires sur E.
— Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de dimension n− 1 de l’espace vectoriel E.

Lorsque F est un espace vectoriel de dimension finie, on admettra que la dimension de l’espace vectoriel L(E,F )
est :

dimL(E,F ) = dimE × dimF.

On admettra aussi qu’une intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace vectoriel de E.

Enfin, on rappelle le théorème de la base incomplète : toute famille libre de E peut se compléter en une base
de E.

Préliminaire

1. Justifier que les espaces vectoriels E et E∗ ont la même dimension.

2. Soit φ un élément de E∗.

a) Quelles sont les dimensions possibles pour l’image Im φ de φ ?

b) En déduire que φ est soit nulle, soit surjective.

c) On suppose que φ n’est pas l’application nulle. Démontrer que kerφ est un hyperplan de E.
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Partie I - Des exemples

3. Premier exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est l’espace vectoriel IRp[x] des fonctions
polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à p.

On considère l’application g : E → IR définie par : g(P ) =

∫ 1

0

P (t) dt.

a) Démontrer que g est un élément de E∗.

b) Quelle est la dimension du noyau de g ?

c) Pour k ∈ {1, . . . , p} on considère la fonction polynôme Qk : x 7→ xk − 1

k + 1
.

Démontrer que la famille (Q1, . . . , Qp) est une base du noyau de g.

4. Second exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est l’espace vectoriel IRp[x] des fonctions
polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à p.

On considère l’application f : E → IR définie par : f(P ) = P (0).

a) Démontrer que f est un élément de E∗.

b) Déterminer le noyau de f .

5. Dans cette question, on revient au cadre général.
Soient f et g deux éléments de E∗, non nuls, tels que ker f ⊂ ker g.

a) Démontrer que ker f = ker g.

b) Justifier de l’existence d’un élément x0 de E qui n’appartient pas au noyau de f .

c) Démontrer que E = ker f ⊕ vect(x0), où vect(x0) désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par
le vecteur x0.

d) On pose h = g(x0)f − f(x0)g. Démontrer que h est nulle.

e) Que peut-on en conclure pour les formes linéaires f et g ?

Partie II - Hyperplans et formes linéaires

6. On a vu à la question 2c que le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Le but de cette
question est de démontrer que tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.
Soit H un hyperplan de E.

a) Soit (e1, . . . , en−1) une base de H. Justifier de l’existence d’un vecteur en dans E tel que β =
(e1, . . . , en) soit une base de l’espace vectoriel E.

b) Soit φ l’élément de L(E, IR) défini par :

φ(ei) =

{
0 si i ∈ {1, . . . , n− 1}
1 si i = n

.

Justifier que cette définition est correcte et démontrer que kerφ = H.

Dans la suite de cette partie, on considère un entier p ⩾ 2 et une famille (f1, . . . , fp) de formes linéaires sur
E, ainsi que l’application :

f =

(
E −→ IRp

x 7→ (f1(x), . . . , fp(x))

)
.

On tiendra pour acquis que l’application f est linéaire.

7. Démontrer que : ker f =

p⋂
i=1

ker fi.

8. On suppose dans cette question que l’application f est surjective.

a) On note (ε1, . . . , εp) la base canonique de IRp. Justifier que ε1 admet un antécédent x par f .

b) Démontrer que la famille (f1, . . . , fp) est libre dans E∗.

9. On suppose dans cette question que l’application f n’est pas surjective.
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a) Que peut-on dire de la dimension m de Im f ?

b) En complétant une base (e1, . . . , em) de Im f en une base de IRp, démontrer que Im f est inclus dans
un hyperplan H de IRp.

c) En déduire que la famille (f1, . . . , fp) est liée dans E∗ (on pourra utiliser la question 6).

10. On suppose dans cette question que la famille (f1, . . . , fp) est libre dans l’espace vectoriel E∗.

a) Justifier que f est surjective.

b) Démontrer que : dim

(
p⋂

i=1

ker fi

)
= n− p.

Partie III - Formes linéaires et structure euclidienne

Dans cette partie, l’espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire ⟨ , ⟩.
Pour a ∈ E on note fa l’application qui à un élément x dans E associe le réel fa(x) = ⟨a, x⟩.

11. Soit a ∈ E.

a) Démontrer que fa est un élément de E∗.

b) Déterminer le noyau de fa.

c) Démontrer que si fa est l’application nulle alors a = 0E .

12. Théorème de représentation des formes linéaires
On considère maintenant l’application Φ : E → E∗ définie, pour a ∈ E, par : Φ(a) = fa.

a) Démontrer que Φ est linéaire.

b) Démontrer que Φ est un isomorphisme de E sur E∗.

c) Justifier que pour tout φ ∈ E∗ il existe un unique a ∈ E tel que :

∀x ∈ E, φ(x) = ⟨a, x⟩ .

13. Application aux formes linéaires sur Mp(IR)
Dans cette question, p est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et on considère Mp(IR), l’espace vectoriel
des matrices carrées de taille p.

a) Démontrer que ⟨ , ⟩ : (A,B) 7→ tr(tAB) est un produit scalaire sur Mp(IR).

b) Démontrer que si φ : E → IR est une forme linéaire alors il existe une matrice A dans Mp(IR) telle
que pour toute matrice M dans Mp(IR) on ait :

φ(M) = tr(AM).

Fin de l’énoncé
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