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CONCOURS D'ENTREE 1980

MATHERMATIQUES
T1ére épreuve (++)

IN désigne |'ensemble des entiers naturels et R* celui des réels positifs ou nul.
On adoptera la convention suivante :

X_ = 1 quel que soit x dans lR+._

NOTA : Les 3 parties peuvent étre traitées indépendamment
(on signale dans les parties 2 et 3 les résultats de la partie 1 a utiliser).

1ére parti

Pour x € IR+, on considére les 3 suites définies par :
n

: n k n
u, (x) =%, v, (x) = Z X_ etw, (x)=v, (x) +.X_ pour tout n dans IN.
n! k=0 kI n n} )

1- Montrer que la suite (v (x) } est convergente et, en utilisant la formule de MAC-LAURIN,
que sa limite est e*. Montrer que !a suite (w {x}] a la méme limite. ,

2- Démontrer que la suite (vn (x)) est croissante et que la suite (wn (x))est décroissante 3
_ partir d’un certain rang.

3- En utilisant ce qui précéde, établir les inégalités :

n k n
(1) < Z -{T +-’-‘-,pourtoutne Nettout x€]0, Log 2|
' k=0 nl
n xk
(2) X< Z ,pourtoutn € Nettoutx€[0,1]
k=0 k' (n+1)|

2éme partie : |
Pour toute partie Ade IN, ¢, désignera la fonction définie sur IN par :

by (k) =1 sik€EA
®a (k) =0 sikEA.

A toute partie A de N et tout réel a dans fR+, on associe la suite (s;\ (a)) définie par :

L ba (k)
sﬁ (a) = Z JA T Rk
k=0

ki ) ,/



Démontrer que la suite (s’?1 (a))est convergente.

Leréela € |R+ étant fixé, on pose, pour toute partie Ade IN :

m {A) = lim sﬁ (a).
n->-+0o

Calculer :
mi@ ; m(jo}) ; mipd).p#0; m(N).

DANS LES QUESTIONS 3, 4, 5, on suppose :a€ ] 0, Log 2 {.

3.

Démontrer les résultats suivants :

a - Si A et B sont deux parties de IN vérifiant AC B , alors m{A) < m(B).

b - Pour toute partie A de IN : m (A) € [0, 2{.

¢ - Si A et B sont deux parties disjointes de IN, alorsm(AUB) = m(A) + m(B).

- Soient A, B deux parties disjointes non vides de N, et p le plus petit élément de AUB
(on supposera p € A, et donc p & B). Démontrer, en utilisant I'inégalité (1) de la
1ére partie :

o

aP
p

b - En déduire que si deux parties disjointes A, B vérifient m(A) = m(B), elles sont vides.

a - Démontrer que pour tout couple (A, B) de partiesde IN :

m(A) —m(B) = m (AN EB)—m(Bﬂ [: A).
IN IN

b - En déduire que I'application : N
m : A—>mi{A) est une injection de ﬁ( N}, ensemble des parties de N,
vers l'intervalle [0, 2 [ de R.

3éme partie :

Soit gl’espace vectoriel des fonctions réelles d’une variable réelle, continues sur [0, 1].

On considére I’application U qui, a tout élément f de gassocie I'élément U(f) défini par :

X
L)oo = / flt)dt, Vx €10, 1].
0

On définit, pour tout entier n, I'application u" par:

u" =u" o U,pournz1,et o - I, application identique de g

a - Montrer que U est un endomorphisme de g ’

b - Démontrer que, pour tout entier n =1 :

X
-1
(L) = /0 Bt it

en raisannant par récurrence et en utilisant une intégration par parties. . ¢ ~/, P
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¢ - On note V,, I'endomorphisme défini, pour n.> 1, par:

n
v, = 2 Uk

k=1

Démontrer les relations :VnoU = UoVn = Vn+1 - U.

2- a - Veérifier que I’application de g dans IR+ définie par :

f—alifll = sup (1) |
t€(0, 1]

est une norme surg ; c'est-a-dire vérifie :

erg,\/ae R:loafl=lal Ifl

2
V(f,g)eg s lfagl < Ufl 4 Hgll
fl=0= f=0

b - Démontrer que U (f) | < ¥ {1, pour tout f de g

3- Soit V I'application qui, & tout élément f de g associe I'élément V(f) défini par :

: X
(V(ﬂ)(x):/ eX—t f(t)dt, Vx &[0, 1].
0

Démontrer que IV(f) — V_(f) I< el I ll, pour tout entier n > 1, en utilisant |’inégalité

n
(2) de la 1ére partie.

On admettra qu’on peut en déduire les égalités: Vo U = Uo V = V-U.

4- a- Déduirede3 -que I —Uet I + V sontdeux isomorphismes de %éciproques

I'un de I'autre.

b - Application : trouver la solution f, élément de g, de I'équation intégrale:

3
f(x)—f f(tidt = e~X%, ¥Yx€[0, 1].
0
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CONCOURS D'ENTREE 1981

MATHEMATIQUES
1ére épreuve

Coefficient 4

Samedi 23 Mai 1981 de 8 heures 8 12 heures

Nota : les trois parties sont indépendantes.
1ére partie :

On considére la fonction numérique de variable réelle f définie sur ] — 1, + o[ par :

: 1.1
sit+0 f(t):-e—(1+t)t 2
sit=0 flt)=1.
1- a - Etablir le développement limité de Log (1+ t) & I'ordre 2 au voisinage de 0 .

En déduire que ta fonction f possede un développement limité a I'ordre 1 au voisinage de O .

b - Montrer que f est continue et dérivable en O .

2- Soit p la fonction définiesur |— 1, +o[ par ¢ (t) =%(1 +t —1—-1-_-,(— —Log (1+1).

a - Etablir I'égalité

Fl=1. ot fl 0.
t
b - En déduire que f’ est continue sur ] —1, + o [.

¢ - Etudier le signe de p(t) pour t€] -1, + [.

d - En déduire :
Yte] -1, +o ,f(t)21.
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3- Pour x € RT , on considére la série de terme général

u (x)
a- Vérifier, pour x>0, ntl

I'égalité
n

1
=ze.x.f (ﬁ) .

Etudier la convergence de cette série suivant les valeurs de x € R

£n déduire les limites des deux suites

1/2
v =(n)n, n P
n 3 nl

2
Log (f(t)) < —2

CDI"L)

En utilisant 3-a-, établir la majoration

Log (u,(2)) < _1+z< Srem) T

2 k3 22'

[Fad

et en déduire que la suite (un(—;)) est majorée.

) : nt e N
f - En déduire la limite de la suite (_—F\_T_) .

2éme partie :

IK [X] est I’'ensemble des polyndmes a coefficients dans le corps K

Pour tout entier naturel n , on définit le polynome Q_ de € [X] par

Qn=%[(x+l) (X—I)n+1]

Déterminer le degré de Q

Pour tout entier naturel r , montrer que

(1) Z IRTLE LAV

p=0 2r+1

a- Deéterminer les racines de Q . Montrer que ces racines sont réelles
b - En déduire la décomposition de On en facteurs irréductibles dans IR [X]

Pour tout entier naturel r , montrer gue

.
K
(2) Q,, = (2r+1)F1 (X2 = cotg? 5—

2+1)

n
Un (X) = (nX)

/2



5- En utilisant (1) et (2) , établir I'éqgalité

1
2 ko r(2r-1)
t =
k{:]co g 2r+1 3

{on calculera de deux facons le coefficient de X2"=2 dans Q,,).

En déduire que

r
Z 1 _ 2r(r+1)
k=1 gin2 X7 __ 3
sin 2r+1
6- a- Pour tout x de ] o,g [, établir les inégalités
2 1 1
cotgéx < — < .
x2 sinZx
r
. 1
b - En déduire un encadrement de Z T3 -
2r+1

.. - . 1
¢ - Montrer que la série numérique de terme général - est convergente et calculer
k

1

(e 0]
Y\
= .
=1 k2

k

3éme partie :

Pour tout entier naturel n et tout réel x strictement supérieur 8 — 1, on pose

X
F (x)—/ L
n - _—7._1 .
0 (1+t)"

1- Montrer que F est définie et continue sur | —1, +co [ . Etudier son sens de variation.

Montrer que F admet des limites en —1 et + o et calculer ces limites.

2- Soit x fixé, avec x > Q. Montrer que

n
t x"

<
(1+nnti (14+x)"

Yte [0, x],

t
{on pourra comparer d’abord —— et ).

X
1+t 1+x

En déduire que la suite (Fn (x)} est convergente et déterminer sa limite.

3- Soit x fixé; avec -—-%— < x < 0. Montrer que
n n
vte[x,O],].---_—t ' X
(1+1)"+7 1+x

En déduire que la suite (F, (x)) est convergente et déterminer sa limite.

254
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MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

: les deux problémes sont indépendants.

ter PROBLEME

On se propose"d'étudier I'application F définie sur IR* par

Fix)= 1 [ 2 e-xsintge
2 Jo

a - Justifier I'existence de F (x) pour x € R*

b - Montrer que F est décroissante et que

fxeR* 0<FO< 7.

a - Montrer que

Ytelo, —;—],%t < sint.

b - En déduire successivement

VX>O Fix) < 4— (1 —e~*), et limF(x) =

X =400
a - Montrer que
V(a,b)e(m*)z,|e—'—e-b|<|a—b|.
b - En déduire que
¥ txy. %) € (RN L 1F () = Flxg) 1< 21 %, =, |

et que F est continue sur Rt .
LS

F) .
a- Pourxy € IR |, justifier I'existence de  H(xy) = —-5/ e~ %o tsintdt.
0

b - En utilisant par exemple la formule de Taylor- Lagrange, montrer que

2
V(a,b)e(nR*)z Jle"2—e7P +(a-ble P < |a—2-b_| )

¢ - En déduire l'inégalité
F
Vxo €R*, Yx€R™ = {xil, 0 = F ) - Hixg)I< %lx-xol.

X—X

Montrer que F est dérivable sur IR* et déterminer F’ (x) pour x € IR* .

A tout a € R*, on associe la suite définie par

ug=a
Up+y = Flu), nEN.

a- Enutilisant 3-b., montrer qu'il existe m& [0, 1] tel que

VKEN, luy 4y —u I <m* Juy —ug |

b - En déduire que pour (p,q)EN2 ,P>q:

ma
ju —-uq|<r_—; |u1—u0|

[+]

et que, quel que soit a, ia suite associée est une suite de Cauchy et qu’elle converge vers une

limite /{a) vérifiant

F () = o) . eee/ vue

1982
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c- Montrer qu'il existe un seul x€IR™ vérifiant F(x) = x .

Que peut-on en conclure pour les suites construites précédemment ?

2éme PROBLEME

Soit E V'espace vectoriel sur IR des polynomes 3 une indéterminée X a coefficients réels,
de degré inférieur ou égal a 2 .

On appellera B la base de E composée des polynomes 1, X et x2 .
Le polynéme Fa étant défini par

Fy=al+ X +X2, a€R,

on désigne par y,, I'application qui, & un polynéme P de E, associe le polyndme R de E,
reste de la division euclidienne du produit F,.P par le polyndme x3-X.

Yy (P) est donc le seul polyndme R vérifiant

FoP = (X3-X).Q +R
R = 0 ou degré (R) < 3.
1. a- Déterminer les polynomes v, (1}, v, (X] et wa(xz) .
b - Montrer que  est une application finéaire de E dans E .
[

¢ - Montrer que
va- Mg =vg_n . YAER,

ou I désigne V’application identique de E dans E .
2- Déterminer la matrice M, de g, relativement a la base B.

3- a - Calculer le déterminant de Mor et discuter la bijectivité de Vo en fonction du paramétre o .

b - Calcuier fa matrice inverse M.~ ! lorsque M, est inversible .

4. a- Montrer que Ker g, , noyau de y , est I'ensemble des polyndmes de E admettant 1 pour racine.

Déterminer Im y , image de g .

b - Montrer que Kerp_, = Im g, et Imy_o = Keryg .

5- a - Calculer les valeurs propres de M, .

b - Déterminer les sous-espaces propres de ¢, {on pourra utiliser 1-¢-} .

¥4 est-elle diagonalisable ?

¢ - Construire une matrice T telle que
a O 0
Mg=T|0 « 0 |T°T.
0 0 a+2
6 - a - Montrer que
v (a,ﬂ) E'Hz R gpag “’6 = ¢6o \oa .
b- Calculerv_5 o ¢y -
Le résultat obtenu peut-il étre déduit (sans calcul) de 4-b- ?

c- Caleuler (M_}* , KEN, et en déduire pour a % —1 :
a
k
(va)k=(-‘-'—tﬂ-—_—°*- ¢y .KEN" ,avec—y=__2i~f_.
2 {a +2)% — o®

Exprimer {¢_, }* en fonction de k .

—FIN-
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CONCOURS D'ENTREE 1983

MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

Coefficient 4

Vendredi 20 Mai 1983 de 8 heures & 12 heures

Nota : la partie | est compiétement indépendante des parties Hl et Iii.

Les parties |1 et 11l sont largement indépendantes I‘une de |autre.

PARTIE |

On considére les intégralgs impropres

4o + oo xp
I=] xPe ™ dxetd = dx,peN.
®Jo 0o -1 .

1- Etude de Ip .

a - Montrer qu'il existe un nombre réet M > O tel que

1
Yx>M,xPe™*< — ,
x2

et en déduire que Ip existe pour pEN .

b - Exprimer Ip+1 4 V'aide de Ip , puis en déduire la valeur de Ip pourtoutpEN .

2. Etude de .lp ]

a - Montrer que Jp existe pour p€ N* .

b - Montrer que

P —kx pg-NX
VneN*, ¥Yx>0, a = xP Ze . X8 .

¢ - Pour ke N* , calculer

A
lim xP e~ KX gx .
A —~» + 00 0

N A



d - Montrer que, pour x > 0,
e -~ 1> x,
puis que, pourpeEN*et A> 0,

A
0« xP. e~ NX dngp-ﬂ!
v} e"—1 , np

e - En déduire que, pour pEN* et n€ IN*,

1 l< (pe1) !
k=1kP+1 nP

‘Jp—p!

3- Pour p& N, on considére la série numérique de terme général u, = "
{+]
n

Rappeler pour quelles valeurs de p cette série est convergente et, dans ce cas, exprimer
sa somme en fonction de Jp .

PARTIE I

Soit x un nombre réel strictement positif et {u,,) la suite réeile ainsi définie

Uo = X
T+u
(1) un +1 = n ' nE N -
2Vu,
1- Montrer que, pour nEN", u, = 1.
2- a - Montrer que la suite (u,) est monotone pour n > 1 et convergente.

b - Déterminer la limite de cette suite.
3- On considére la série numérique de terme général Vo= —T+u,.

; i Vo +1
a - Etudier la limite lorsque n tend vers +w de _0+1

Vn

Que peut-on conclure pour la série de terme général Vo ?
b - En déduire que la suite (P} définie par

n
(2) Pn = HO Uk
k=

est convergente. (Ne pas essayer de calculer sa limite).

PARTIE (Il
1- A tout couple (a, b) de réels positifs ou nuls, on associe les suites (a,) et {b,} ainsi
définies
ag 3 a,,1 - Va, b,
3
(3) bO b et 1 ,neEN.
bn 1 ‘2 (an + bn)

-../.o.



a - Calculer a, et b, en fonction de n dans les deux cas particuliers 3 = 0, b > 0 et
az=0,b=0.

b - Montrerquea, < b, pour n > 1, et gue les suites (an }et (bn) sont monotonespournz= 1.

¢ - En déduire que les suites (a,) et {b,) convergent et ont la méme limite. Cette li-
mite qui est fonction de (a2 , b} , et qui ne peut &tre explicitée en général, sera

notée .7(3, b).

d - Montrer que, poura> 0 ,b>0etA>0:

4) Lla,b)=Llb,a)
5) Fa, ) =rLla,b)
(6) Vab < .%a,b)s-;-(am) .

2- On utilise la limite étudiée pius haut pour définir 1a fonction

F:{0, +ol —» IR
x — L1,%.
a - Calculer F (Q) et F (1} .
Montrer que F est positive et croissante.

b - Montrer que, pour x> 0 :

7 WsF(x)S%U«px)

(8) F(x):xF(l)
X

1+x
F = VX F
9) {x) X (ZVY)
2 VX
(10)  Flx)= + (14x) F ( ——x).
2 T+x
3. En utilisant les résuitats de 2 -

a - Montrer que F est dérivable au point 1 et donner la valeur de F' {1} .

b - Montrer que F {x) tend vers + oo lorsque x tend vers + oo .

¢ - Montrer que F est continue en O . Est-elle dérivable en ce point ?

Fix) B Fix).

et —=—

d - Etudier les limites éventuelles, lorsque x tend vers +o0 , de ” Ves

4. Pour x > 0, exprimer P, , défini par {1) et {2}, en fonctionde F {x) et F (un“) .

Retrouver ainsi que la suite {P,) converge et exprimer sa limite en fonction de F (x) .
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Nota : - T
— les parties I, II st 111 peuvent &tre traitées de maniére indépendante. Dans m’, on signale les résultats de

il & utitiser.

— IN désigne I'ersemble des entiers naturels et IR celui des nombres réels.

PARTIE I

Pour tout n € IN, on considére les fonctions P et Q,, définies par

Q, :[0,x] — IR Eﬁ(ﬂ_*:éllﬁ si 8€10, 1]

e S EEPO T

(=1 n+1) si 6=xn

Py:if=1+1} —> IR
x  —— P, {x)=0Q, (Arccosx).

1, a. Montrer que Q,, est continue sur {0, x] et dérivable sur 10, x[.

b. Montrer que P, est continue sur {—1, + 1] et dérivable sur |— 1, + 1.
2. a. Pour tout n € IN, calculer P, (— 1), P, (0}, P_(1).

b. Pour tout n € IN, calculer P’ (0).
3. a. Pour tout x € [~ 1, + 1], déterminer Py(x), P, (x) et Py{x).

b. Montrer que P, vérifie la reiation de récurrence :
¥nEIN , ¥xE€[-1,+1} , Py x)+P (x)=2xP, 4 (x)
c. En déduire que P, est une fonction polynomiale dont on précisera le degré et ia parité.

4, a. Montrer, pour tout a € 0, r], ’existence de I'intégrale

f. sin{n +1)8 4. -
[} sin 6 ’

b. Montrer que l'intégrale
1 p(
n (x) dx

0 Vi-x? .

existe et quelle est égale 3 i'intégrale

x
/2 sin{n + 1)6 d9 .
0 sind

1. Si a et b sont deux réels vérifiant a < b, et f une fonction continue sur [a, b} et & dérivée continue
sur [a, b], montrer que la suite numérique

b
([ f(x)smnxdx)nE'N

converge vers 0.

{On pourra utiliser une intégration par parties).  AQwwr W !

2. On considére la fonction g définie par :

8. Montrer que g est continue.

b. Montrer que g est dérivable et que sa dérivée est continue.




PARTIE III

]
Nota : dans cette partie, on admet I'existence des imégralaf sinnx gy
¢ sinx

Pour tout n de IN, on considére la fonction #n définie par :

e, IR —» IR sinnx oy sp
X n—-—-;‘p"(x)=
n si x=0.
1. a. Montrer que, pour tout n de IN, gp“mcominue.

b.. “WW .S:-‘-.—g‘—\&'. CM%Q—
nabic Guee j'*'c%m dw Chuwnge (G pouue whive m\.téawm'a. po padien)

o .
O Qo pude. ™ p e L.:J ‘-‘-“E’E-dn_
©

ﬂkkb.qm S*-"e'(utdnu‘a%par u\oclw.ﬂ’cm%e&e_ ( Ve€R, 1paxiz, sile )

2. Pour tout n de IN, on définit
T
L= [ ?sinnx gy,
0 sinx
etonpose J, = I, Kn=12n+1 . .

a. Caleuler Iy, I, et I,.

b. Calculer, suivant la parité de n, 1,5 — 1. n-1 .
, -1

En déduire, pour tout n € IN, la valeur de K, et, pour n> 1, montrer que J, =2 =1 .

. k=0 2k+1
Calculer suivant les valeurs de n € IN I'intégrale .

top Ix
;()_ dx
0 Vi-x?

(P,, défini dans la partie I).

¢. Montrer que, pourn> 1.
z

Jy — K, =.£2 sin2nxtg§ dx .
En déduire : lim (J, — K, ) = 0, en utilisant II.
n—>o0

d. Déduire que la suite (I} -, converge et indiquer sa limite.

2 sin x

a
e. Soita E]O, I] . Montrer que la suite f SiN0X gy a méme limite que
0 nEIN
lasuite (1)) e n- .

3. On se propose d'établir, pour touta> 0 :

. a
. _x
(1 ,I.'T“/(; ¢, (x)dx = 3"

a. Vérifier I'existence de I'intégrale

2 .
sin nx dx .
0 x

b. Démontrer (1) pour a € ]0,‘, 12']

a a
{On pourra considérer f SNOX gy _ / SINNX 4y et appliquer I1).
e X 0 sinx
&
c. Démontrer (1) poura € ]1 , +ao{ en montrant que lim ¢, (x)dx=0.
2 n -+ ;

4, Déterminer le nombre L, c’est-a-dire lim Sinx gy
t~+00/Q X ,
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CONCOURS D’ENTREE 1985

MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

Coefficient 4

Vendredi 17 mai 1985 de 14 heures a 18 heures

Nota :

— les deux problémes sont indépendants.
— N désigne "ensemble des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs, et IR celui des nomtres réels.

PREMIER PROBLEME

Soient p un entier naturel > 2, et IF{p [ X] I'espace vectoriel réel des polyndomes de degré inférieur
ou égal 3 p (on convient que le polyndme nul est de degré —c). On note A I’application de lRp [X] dans
lui-méme Gui, a tout polyndéme P de IRp [ X], associe le polynome A P défini par

AP (X) =P (X + 1) =P (X).

PARTIE |
1. a. Vérifier que A est une application linéaire.
b. Quel est le noyau de A ?
c. Déterminer le degré de AP en fonction de celui de P, pour tout P de IRp[X].
2. On définit les polynémes P, pour tout entier n tel que 0 <n <p, par
Po=1
Pour tout entier n tel que 1<n<p: AP =P, _,etP (0)=0.
a. Calculer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de P ,.

b. Montrer que la famille (Pn) 0<n<p 9t une base de IRp[X], et que tout polynome P de
IRp [X] se décompose sous la forme :

P
P =n¥0 a P, avecoa, = (a"P)(0)

ou A% =1d IRp[x] et, pour tout entier n tel que 1 < n<p, A" = A.AN—Y,

PARTIE 1l

1. Soit n un entier tel que 1 < n< p.

a. Montrer que P (X.) = —1-! XA(X~-1)...{(X-n+1).
n
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b. Démontrer que, pcur tout k de Z, P (k) est dans Z.

; |
k
c. Prouver, pour tout P de IR, [X]: " P (X) = 2_ C(= 1"k P(X + k).
k=0

Démontrer que, pour tout P de Rp [X], les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Les composantes de P dans la base (P, ) 0<n<p SONt dans Z.

(1) Pour tout k de 2, P (k) est dans Z.

PARTIE 11
a. Ecrire la matrice M de 4 dans la base (P) g <n<p -
b. Calculer MK pour tout entier naturel k non nul.
a. Quelles sont les valeurs propres de M ?

b. Montrer que M n’est pas diagonalisable.

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout ce probléme, on désigne par f la fonction définie par

f:R—»IR
2x? = 2x%e” > six#0
X —p f (x) = eX —e~ X 1-e—2X '
0 six=0

et par C¢ la représentation ghaphique de f dans un repére orthonormé.
PARTIE |

a. Déterminer le développement limité de f & I’ordre 3 au voisinage de 0.

b. Montrer que f est continue et dérivable en 0. Que vaut f' (0) ?

¢. Préciser la position de C; par rapport a sa tangente en 0.

Soit h la fonction définie par

h:R*—> IR

e2% - 1 X X 2

- 1= -

e?X + 1 2 2 e2X + 1

X —ph{x)=

a. Etudier les variations de h sur R,

b. Montrer qu’il existe un unique réel a strictement positif tel que h (a) = 0. Donner une valeur
approchée de @ 3 101 prés.

a. Exprimer f’ (x) en fonction de h {x), pour x € IR"; .
b. Etudier les variations de f sur |R+, puis sur IR,

c. Tracer la représentation graphique C; de f dans un repére orthonormé. On donnera une valeur
approchée des extremums de f a 10— pres.
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PARTIE 11

+co
a. Pour a > 0, montrer que l'intégrale impropre -/(; x2e™ 3% dx converge.
-+o0
b. Caiculer K (a) = 0 x2e~3% dx.

+o0
a. Montrer que l'intégrale impropre _/0‘ f {x) dx est convergente.
~+-c0
On noteral = 0 f {x) dx.

b. Pour n € N et x € IR, on pose

f, (x) = f(x) e=2n%,

400
Montrer que I'intégrale impropre jr; f., (x) dx est convergente pour tout n € N. On notera

400
In. = -/0‘ f, (x) dx.

, . 1 - °—2nx
a. Montrer qu‘on peut écrire

T sous forme d’une somme de n termes.

1—e"

b. Calculer f (x) ~— f,, (x), et en déduire que

n=1

I=2§K(2i+1)+ln.
§=

Le but de cette question est de montrer que I, tend vers 0 quand n tend vers I'infini. On remarque
que

1 400
L= ./0- f, (x) dx +f f,, (x) dx.
1

a. On considére la fonction ¢ définie sur (0,1} par

¥ JOJf—»lR

-2
¢ (x) = 1"; X six#0,

X P X

1 six=0.

Montrer que 0,4 < ¢ (x) < 1 pour tout x € [0,1], puis montrer que, pour tout entiern> 1,

1 1 25
/ fn(x)dx<2,5f xe~(2nHx gy o 7
0 0 2n+1

b. Montrer que si x appartient 3 I'intervalle [1,+<[,0ona 0,8<1 — e~ 2% < 1. Montrer que pour
toutentiern> 1,

o0
o 2n+1

oo
et en déduire une majoration de / f, (x) dx.
' 1

¢. Conclure.
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CONCOURS D’ENTREE 1986

MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

Coefficient 4

Vendredi 2 mai 1986 de 14 heures a 18 heures

Nota :

— les deux problémes sont indépendants . i
— IN désigne I'ensemble des entiers naturels, et IR celui des nombres réels.

PREMIER PROBLEME

PARTIE |
1. Pour s € IR fixé, résoudre le systéme a 5 équations (1), d'inconnue (x,y, z,t, u) € RS ;
—sx+y=0
Xx—sy+z=0
(1) y—sz+t=0
Z—st+u=0
t-su=0

(1l est conseillé de prendre u comme inconnue auxiliaire).
2. A quelle condition, portant sur s, ce systéme admet-il une autre solution que ’éiément nul de
IRS ? .
PARTIE Il

Pour n € IN, n =5, et s € IR fixés, on se propose de résoudre le systéme a n équations (II ), d'in-
connue (Xy,..., X,) € IR :
—sxy t Xy = 0
Xy = S$Xy + Xg = 0
Xy —SX3 + X4 = 0

(o)
Xpog =SXp_q T Xq=
Xp_1—X,=0
1. Montrer qu'il existe des polyndmes A,, Az,..., An_1 tels que pour tout p € { 1,..., n—1 } , on

ait x,_, = A (s) x,, et montrer, pour tout p € {1,...n=3} ,

Ay g () =sA 4 (s)—Aj(s)



On définit un polyndme A, par la relation
ALlsl=sA _, () =A _, s

Prouver que le systéme (II) posséde des solutions autres que I'élément nul de IR" si et seule-
mentsi A_ (s) = 0.

Déterminer :

- Le degré de A_;

b. Le coefficient du terme de plus haut degré de A,
c. Le terme de degré O de A,

d. La parité de An K

e. Le coefficient de s"~ 2 dans A, (s).

o

DEUXIEME PROBLEME
PARTIE |

Pourn € N, n 21, on définit les fonctions P,et Q, par:

P  RYT—» R

n X n
<1——) si x <n,
X P (x)= n
0 si x >n.

Q,:RT—» R

x\—n
X F— Q (x)= <1+—r;>

a. Etudier les fonctions P, P2 et P3 d'une part, 01, 02 et 03 d’autre part. Tracer leurs courbes
représentatives dans un repéere orthonormé, I'unité étant prise égale a4cm.Pouri€ {1, 2, 3} ,on
notera par C, la courbe représentative de P;. et par [; celle de Q;. On tracera enfin sur le méme

graphique la courbe E représentative de la fonction e™ X,
[ ]

b. Montrer que la fonction P est de classe C"'sur RY. Calculer Pn(”’. La fonction P, est-elle
de classe C" sur IR ?

a. Soit ¢, la fonction définie sur [0,1] par :
1 1
otl=n{1-t)+ — =In(1-t) =1+ —
1—t 1—-1
Montrer que ¢, =0 (on pourra étudier les variations de ¢1), et en déduire les variations de la
fonction ¥, définie sur]0,1[ par v, ()= dn (1—1).
1

b. Soit p, la fonction définie sur R par v, W=n(1+t)—= =In(1+1t)—1 41
1+t 141
Montrer gque v, 20 (on pourra étudier les variations de ¥,), et en déduire les variations de la
fonction W, définie sur IRY™ par ¥, (1) = — - In (1 + 1),
t

Montrer que, pour x € RTetne INn=210ona:

P, (x)<Pn+1 (x)<e_"<0n+1 (x)<Q_ (x).

n



a. Soit x € IR fixé. Quelle est la limite des suites de terme général P, (x} et Q,(x) lorsque
N—s+o00?

b. Pour n € IN, n > 1, étudier |'existence des intégrales impropres

-+ oo -+ oo
P, (x)dx et Q,, (x) dx.
0 0

-+ oo + oo
Lorsqu’elles existent on note I = P, (x)dx etd = Q, (x) dx.
0 0

Calculer1_etJ . Quelleestla limite des suites de terme général I_ et J lorsque n—s+ oo ?

PARTIE Il

On considére les fonctions f et g définies par :
f:[04] —— IR

X p—> e X —P,(x)

g:[04[ —— R

X b—————>x+3ln(1——%>

Etudier les variations de la fonction'g.

Etablir qu'il existe un unique réel « € ] 1,4[ tel que g (o) = 0.
En déduire les variations de la fonction f.

a. Montrer que ’on a I’'encadrement : 1,8 <a<1,9.

b. Calculer une valeur décimale approchée de f (a) a 10~2 prés.
PARTIE I

<400
4
On considére |'intégrale impropref e~ X dx.
0

400
4
Montrer I'existence de cette intégrale. On note 1 =f e X dx.
0

V2 4 Foe 4
Montrer que 1 = e™X dx + e X dx.
0 V2

a. En utilisant la question 4. b de la partie 1}, montrer :

4
vx €[0,VZ), 0 <e™* —P, (x*)<0,08.



V2
X
b. Calculer / P, {(x4) dx (on pourra utiliser le changement de variable u =—), et en donner
0 V2

une valeur décimale approchée & 10~2 prés.

V2 4
¢. En déduire 'encadrement : 0,87 < e X dx<1
0

~+-o0 )
4
a. Montrer : / e X dx<——0 e~ Y dy (on pourra effectuer le changement de variable
7/4
4 V2 47 J4
y=x"}).
+oo 4
b. En déduire une valeur décimale approchée de e~ * dxa 102 prés.
%73 :

Conclure.

Wy
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CONCOURS D’ENTREE 1987

MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

Coefficient 4

Vendredi 15 mai 1987 de 14 heures & 18 heures

Nota :

— Les deux problémes sont indépendants.

— IN désigne I'ensemble des entiers naturels, et IR celui des nombres réels.

PREMIER PROBLEME

On désigne par IRg [ X] I'espace vectoriel réel des polyndmes de degré inférieur ou égal 4 5.

1.

Montrer que 'ensemble E des polyndmes de Rg [ X] divisibles par X3 est un sous-espace vectoriel

de IRg [ X]. Quelle est la dimension de E ?

On note u l"application de IRg [X] dans lui-méme qui, & tout polynome P de IRg [X], associe le
polyndme u(P) défini par

u(P) =X (P*' + P(0)) — 2 (P — P(0)).
Vérifier que u est une application linéaire.
Pour P élément de IR5 [X], calculer u(P) ; en déduire le noyau, 'image, les valeurs propres et
vecteurs propres de |"application u.

Montrer que u est diagonalisable.

DEUXIEME PROBLEME

Pour n € IN, on définit la fonction fn par

f,:Rt* —> R

n
x2 #n x six# 1 {N.B. 2n désigne le logarithme népérien)
x< =1

x —>f x)=

1 six=1.
2

On notera C, la courbe représentative de f _ dans un repére orthonormé.



PARTIE |
1. a) Quel est le développement limité de la fonction x ———» 2n (1 + x) & I'ordre 3 au voisinage
de0?
b) Déterminer le développement limité & I’ordre 2 au voisinage de 1 de fo.puisde f_ ,n=>1.
c) Montrer que, pour n € N, f,, est dérivable en 1. Que vaut (1) ?
d) Préciser la position de C,, par rapport & sa tangente au point d"abscisse 1, suivant les valeurs

den € IN.

2. a) Montrer que, pour n € N fixé, f, est dérivable sur IRT*, et calculer fr(x).
b) Montrer que pour n > 1, f,, est prolongeable par continuité en 0. Pour quelles valeurs de n
ce prolongement est-il dérivable a droite en 0 ?
3. a) Etudier la fonction pgdéfinie sur IRT* par wplx) =1 — Lz — 2 fnx. Quel est le signe de
X
fioix) ?

b) En déduire les variations de la fonction fo, et tracer CO' I'unité étant prise égale a 5 cm.

x2

=1 — 2nx et

4. a) Etudier les fonctions ¥, et p, définies sur IR+*respectivement par ¢, (x) = 5
x< +1

Pylx) = x2 —1 -2 ¢nx.

b) En déduire les variations des fonctions f, et f,, et tracer C, et C, sur le méme graphique

que CO'
PARTIE 1l
+o0
L . E 1 . . . w2
On admettra que la série - est convergente, et que sa somme est égale a —6—
n=1 n
1. a) Montrer que, pour n = 1, la fonction f , est intégrable sur le segment [0,1].

1
b) Montrer que |'intégrale impropre/ (fglx) — f5{x))dx est convergente.
0
1
Onnotea,; = / (fo(x) — f,(x))dx. Calculer a,.
0
1
c) En déduire que I'intégrale i'mpropre/ f 5 (x)dx est convergente.
0

1
Onnote I =/ fo(x)dx. Le but de cette partie est de calculer I .
0

2. a) Pour n 2= 2, calculer

1
a, =/ (f2n_2(x) — 5, {x))dx
0



“+oo
b) Montrer que la série Z a,, est convergente.
ne

a) Etablir, en utilisant I'étude de f, effectuée a la partie I , que, pourn>1,0<x<1,0na

1

X n—1

0<f (x)< . En déduire que/ f,(x)dx tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
0

. n

b)Onnote S = Z ap. Montrerque I = lim S, -
p=1 n— 400
+o0 oo

a) Montrer que 2 A _—
n=1 n2 n=1 (2”)2 n=1 (2n__.1)2

+oo 1
b) Calculer 2
n=1 (2n)2

c) Calculer I .
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Ecole Supérieure de Commerce de Lyon

CONCOURS D’ENTREE 1988

MATHEMATIQUES
1ére épreuve (option générale)

Coefficient 4

Vendredi 13 mai 1988 de 14 heures a 18 heures

Nota :
— Les deux problémes sont indépendants.
IN désigne I’ensemble des entiers naturels, et IR celui des nombres reéels.

PREMIER PROBLEME
On note n un entier naturel, n > 2, B = (eq, ..., &,) la base canonique de IR, I I'identité de IR", et f ’endo-

morphisme de IR" défini par f(e,) = 2 ~ e, _ \ , 1, pour tout entier k tel que 1 < k < n.

1. a) Exprimer fof enfonction deletden.
b) En déduire que f est un isomorphisme de I'espace vectoriel IR sur lui-méme, et calculer f~1

en fonction de f.
2. Ecrire la matrice de f relativement a B.

3. Dans cette question uniguement, on suppose n = 5. Déterminer les valeurs propres et les sous-

espaces propres de f ; f est-il diagonalisable ?

4, On revient au cas général.
n+ 1

a) Pour tout entier k de l'intervalle [ 1 ; ]ettout réel A, calculerf(e, + Ae, _ 4 1)-

n+1

b) Montrer que, pour chaque entier k de F'intervalle [ 1 ; [, il existe deux réels distincts
a, et by, que I'on calculera, tels que e + ax e, _ ¢ 4+ 1 €t g + by, e, _ | ; ¢ soient des vecteurs
propres de f. Examinerlecasou2k =n + 1.

c) Montrer que f est diagonalisable.



DEUXIEME PROBLEME
N.B. : les questions 4., 5. et 6. sont indépendantes de la question 3.
Pour tout n de IN*, on considére la fonction f,, définie sur IR+ par

]
{fn(x):e_”(x+7) six #0

f,(0) = 0.
1. Exprimer f, en fonction de f{. Montrer que f, est dérivable sur IR+.
2. Etudier les variations de f,. Tracer approximativement la courbe représentative de f, dans un

repére orthonormé et la situer par rapport a cellede f, 4.

Montrer que, pour tout x de IR+, f, (x) <e™ 2",

3. a) Montrer que, pour tout a # 0, I'’équation d’inconnue x

f,x)=ax-1)

admet une unique solution notée uy,.

b) Montrer que la suite (u,), > ¢ converge vers 1.

c) L’équation d’inconnue x
009 = - (x = 1)

admet une unique solution notée v,,.

Etudier la convergence de la suite (v, ), > 1

d) Quelle est la pente a,, de la droite joignant le point A (1,0) au point M, (n, f, (n)) ?

—n2
gy s e N .
Montrer que cette pente vérifie l'inegalité a,, > 5 quelque soit n € IN*.
n
L’équation d’inconnue x
—n2
e n
falx) = 5 x—1)
n

admet une unique solution notée w,,. Montrer que n < w,,, et en déduire la limite de w,,

lorsque n tend vers 'infini.

4. Montrer que, pour tout x > 0 fixé, la série de terme genéral f,(x) est convergente.
“+o00
Calculer la somme Z f, (x) de cette série.
n=1
X
5. Pour tout n de IN*, on considére la fonction F, définie sur IR+ par F(x) :f f, (1) dt.
0

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.

a) Démontrer que la fonction F, est dérivable. Etudier le sens de variation de Fo

b) Montrer que, pourtoutx > 0, f,(x) <e™ "X

~+co
En déduire que I'intégrale I, = / f, () dt est convergente.
0

Etudier la convergence de la suite (I ,), 5, 1 -

6. Montrer que les séries de termes généraux

1 +o0
Jy = '/0. f,lt) dt, K, = [ f.(t) dt et I, sont convergentes.
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CONCOURS D’ENTREE 1989

Tére é epmwe (opﬁlm généraie)

Coefficient 4

Mardi 16 mai 1989 de 14 heures a 18 heures

Nota:
— Les deux problemes sont indépendants.
IN designe 'ensemble des entiers naturels, et IR celui des nombres réels.

PREMIER PROBLEME
Partie A

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur IR, p et g deux endomorphismes de E teis que :
PePp =P, 4oQ = Q, pog = Qop. Onpose: f=p +q, g= poq.
1. a) Vérifiergog = g
b) Montrer que les valeurs propres de p et de g sont dans { 0;1 § .
c) Demontrer que les valeurs propres de f sont dans { 0;1;2 } )
2. aj Demontrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker (PYNKer(q) # { 0 } .

b) Demontrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im (p)n Im (g) = {0 |

Partie B
Sotent N< IN” et IR, [ X ] I'espace vectorie! réel des polyndmes nul ou de degré << N. Pour tout n € IN tel
que n < N, on note T, I'application de IR, [ X ] dans IRy [ X ] définie de ia facon suivante :

siP:Z A Xk avec Ng,..., A(EIR, alorsTn(P):Z A XK,
k=0

k=0

Ainsi, par exemple, avec N =4 T, (X + X2 + 2 X3 + XH=X+X2+2X3etT, (X + X?) = X + X2
1. Montrer que, pour tout n €N tel que n < N, T, est un endomorphisme de I'espace vectoriel réel
Ry [ X1

o

a) Verifier, pourtoutn€INtelquen < N: T oT, =T..
b) Pour tout n €1IN tel que n << N, déterminer le noyau et Vimagede T,.

c) Montrer pour tous n,rde INtelsquen < Netr << N: ToT, =TT,



Scient n.r deux entiers naturelsteisgue 0 < n < r < N.
a) Comparer Ker (T,) et Ker (T,) ; comparer Im (T,) et Im (T,).
b) Montrer que 0 et 2 sont valeurs propres de T, + T,.

c) T, + T, est-il diagonalisable ?

DEUXIEME PROBLEME
Partie |

1

- ]

Montrer que, pour tout réel x de ] — oo ;—:1— ], il existe un réeluniquey de] —oo ;

tel que x = y — y2, et calculer y en fonction de x.
1 1

J——=] =]

On note f 'application définiepar : f:] —oo;

x;——»—%—ﬁ ~ V= 4x)

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonorme
- ~>
(0; i, j)dunitédcm.
3. Montrer que f est de classe C* sur ] —oo ;—l— [, et, pour tout n € IN* et tout x& ]—o ;-2—1— [:
. 2n—2)! cn+ L
frpg = BN _ g4y "2
)= S (1= 4%
Partie Il
L'objet de cette partie est de déterminer une approximation de f sur] — —1— ; —31— [ par des fonctions

polynomiales.

1.

On admettra que, pour tout n € IN*: C;n <

2.

a) Montrer, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, que, pour tout n € IN* et tout

xe]~—;— ;—31— [ f00=0Q, () +R, X
\ =~ @2k-2)! 7 =t
cu Qn (X) —kZ:; W:—_I‘)—!T)(—'!—Xk et Rn (X) -—’/0‘ ——;]—l—— ft 1)(l[) dt.

b) Caicuier Q,, Q,, Qa, Q..

n

4
Vn
a) Pourxe([0; —l— [ fixé, quelle est la borne supérieure de I'application

[0;x]—— IR

?

i o x-=t

1-4t
b) En déduire que, pour tout n€IN* et tout x< [0 —21— [

{4x)n 1

0 < R,(x) < < )

on  2Vn
Montrer que, pour tout n&€ IN* et tout xe ] — —1- ;0]

{(—4x)r. x| < 1

|
‘Rn(x) \<~ = K .
‘ l n+1Vn 4n+1Vn



1

. , e - . ; L . . .
4. Denner un majorant de (f ) - G, ()}, independant de x pour x& | - ST [, et tendant vers

J>* -4

0 guand n tend vers 'infini.

5. a) Déterminer le plus petit entier N& IN* tel que :
¥neIN' (n >N = (2)" . 1 < 1)
3" 6.10-4(n+1)Vn
b) En déduire ¥n€IN' (n >N = |R (-4 )| <10-9.
Partie Hli
On étudie dans cette partie une autre méthode d’approximation de f sur [0 ; -%— [ par des fonctions
polyndémiales.
Soit (P,),e i la suite d’applications polynémiales de IR dans IR définie par :
Po(x)=0
¥xelR
¥neIN, P, ., (x) =x+ (P, (x)2.
1. Calculer P,, P, P3, P,.
2. aj Montrer que, pour tout n € IN, les coefficients de P, et de P, . , — P, sont des entiers naturels.

En déduire que, pour tout x € { 0 ; + oo [, la suite (P, (X)) . €St croissante.

b) Montrer {par récurrence sur n} que, pour tout xe [ 0; :'T JettoutneIN: P, {x) < fix).

c) Démontrer que, pourtout x= [ 0 ; —;— ], lasuite (P, (x)),en CONverge vers f (x).
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CONCOURS D’ENTREE 1990

MATHEMATIQUES

lere épreuve (option générale)

Coefficient 4

Lundi 30 avril 1990 de 14 heures a 18 heures

Les deux problémes sont indépendants.

1er PROBLEME

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 ; E désigne I'espace vectoriel sur IR des fonctons polyndmiales de
dans IR de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier k e [0 ; n], p, estla fonction définie sur IR par: Vte IR, p(t) =tk

0
1. Montrer que, pour tout entierk e [0 ; n] , lintégrale J. t“e'dt est convergente .

— o

2. Soit f un élément de E. Montrer qu’on peut définir une fonction g de IR dans IR par :

vxe IR, g(x) =e“*J f(tye 'dt .

— oo

Cette fonction g dépend de f et est notée L(f).

3. a. Calculer L(}lo) L(H1), L(}iz)
b. Montrer que, pour tout entierk e [0;n—1]: L{ty, 1) =Mk, 1 = (K+ 1) L)

M x

Endéduire  L(u,)=(-1) k!

—1)J
_ (-.—)“j-
i it

0

i

c. Montrer que, pour tout éiément fde E , L (f) appartient 4 E.

On considére I'application L: E——E

f— W L(f)



d. IIVHIHCE JUT L ©51 UHT appiivaluvil nHcanc Guijuvuvae.

b. Ecrire la matrice M représentant 'endomorphisme L de E dans la base (1) g<x<n -

Montrer que M est inversible et calculer son inverse M—1 (on pourra utiliser 3. b.).

. Soient & une valeur propre de L, et f un vecteur propre de L associé a la valeur propre A.

Montrer que A est non-nul et que, pour tout réet x, {1 -A)f(x)=Af (x).

Soit ¢ ia fonction définie sur IRpar: vxe IR, o(x)=e * {(x).

Montrer que ¢ est constante.

b. En deduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de L.
Est-ce que L est diagonalisable ?

2éme PROBLEME

N.B. La partie C est largement indépendante des parties A et B.
In désigne le logarithme népérien.

n

o
Pourtoutne IN* onnote u, = ( z K)ulnn.
k=1

PARTIE A. Etude de la suite (U,) 551 -
Pourtoutne IN", onnotev,=u,, 4 — U,

1

1. Montrer que v, est équivalent, quand n tend vers + « , a -—— .
: 2n
2. Quelle estla nature de la série 2 v, ?°
n21
3. En déduire que la suite (u,) ,» 1 converge.

On note v la limite de la suite {Uy) > 1 -

PARTIE B. Expression intégrale de .

dx existe,

1
1. Montrer que l'intégrale | = J 1-e
X
0

n

1
n
etque, pourtout n e IN*, lintégrale 1 = J l(1 —(1 - 1) )dx existe .
X n
G

2. a. Montrer que, pourtoutte =1 ;4| In(1 +1) <t

n
b. Endéduire : Vne IN*, ¥xe [0;n}, (1_1) <e %

c. Pourne IN*, étudier les variations de la fonction ¢,: [0;vn|[—— IR

définie par :



X x?
op(Xj=x+nin{1—-= —/(1~~).
On{Xx) =x /7( ) n

2 n
d. Endéduire : Vne IN*, Vxe [0:n], (1 - X )e‘xs 1—%) :
n
3. Montrer que la suite (1)) ,» ¢ converge vers L.
1 1 + co
Ty -y
4. Montrer gue les intégrales j 1 e “dx et j © dy existent et sont égales.
0o X .Y
1 n
Onnote J = le_; dx, et, pourtoutne IN*, J, = l(1~—f
0 X 1 :
5. Montrer que la suite (J,,) - 1 converge vers J.
;
) _ e T—(1-x)" .
6. a. Mentrer que, pour toutne IN™, Tintégrale K, = — existe.
0
. 2o
b. Etablir, pourtoutne IN*:  Ky,= ¥ — .
k=1 k
7. a. Montrer, pourteutne IN": [, =J,=K,~-/nn.
L 1
S
b. En déduire { L—ex——e~ dx = v
. ,
PARTIE C. Calcul d’une valeur @pprochée de ya 1073 prés.
On utilise ici le résultat de la questicn B7b :
f‘ 1 : + oo
. . 1" 1% e’
y=i-J o0 1= | —dx et J = — e " dx = dy.
Jo X . X y
1. a. Montrer , pourtoutne IN* ettoutxe [0:1]:
2n—1 Kk k on k Kk
D (1) x <eg < ¥ (_ji}_y_
k=0 ki k=0 k1



2n—-2
puis v <I- % Y

T <o,
2n) ! 2n [Zo ([+ ) ((+1)

. Donner une valeur approchée de 14 0,5.103 prés.

+ oo
_y —x
. Montrer : Vxe [1;+e0] , 0 < J Llay < & .
X

—%, 4
. Vérifier que le réel xg = 7 satisfait I'inégalité : £ <025.10 "
Xo

7
-y
. On admet que J £ dy wvaut 0,2193 a 0,25. 1072 pres .
y
.

Donner une valeur approchée de J 4 0,5.103 pres.

. Conclure.
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MATHEMATIQUES

lére épreuve (option générale)

Lundi 6 mai 1991 de 8 heures a 12 heures

1er PROBLEME

Notations

B est la base canonique du C - espace vectoriel C*, id est 'endomorphisme identité de C*,

sa matrice relativement & &8 , g est I'endomorphisme de C* dont la matrice

coco =
OO -
o~ 0O
~— o o0oo

relativement & 5 est J =

- O O O
OO O =
OO =0

Pour tout A = (ay, ay, ag, a4 ) € €4 , on note

a, a, ag a,
My = a, &4 8y 44 et f, 'endomorphisme de C* donit la matrice relativement a B est Ma .

a, a, a, a,

a, a; a, a,

Partie A
1. Déterminer les valeurs propres de g et, pour Chaque valeur propre de g, déterminer une base du
sous-espace propre associé. Est-ce que g est diagonalisable ?

2. Soit A = (ay, ap, ag, a4 ) e C4 .

a. Montrer que f5 est combinaison linéaire de id , g, gog , gégog .

b. En déduire les valeurs propres de f, .



c. Dans cette question 2-c., et celle-ci seulement, on suppose a; =1, a, =2, a3 =3, a4 =—- 2.
~ Déterminer pour chaque valeur propre de f5 la dimension du sous-espace propre associé.
Partie B
1. Soient (o, B) € €2 ,tel que B#0, et A= (a, o + B, o + 2B, o + 3B). Trouver une condition
nécessaire et suffisante portant sur (o, B) pour qu’il existe X e C* tel que : fo (X) = (0, 0, 0, 0)
et X#(0, 0,0, 0).
2. Trouver quatre nombres conf{plexes o, B, u, v tels que, en notant A = (o, o + B, oo + 2B, o + 3B)

etB=(u,u+v,u+2v,u+3v),onait:

p#0 et ux0 et MMy =

OO OO
OO OO
OO OO0
S O OO0

2éme PROBLEME

+oo

Pour tout entiern>1, onpose I, = 1 dx .
0 (1 +X3)n

I - Calcul de 1,
+(>0

1

1. Montrer que lintégrale 1, =J dx est convergente.

o THx3
2. Vérifier que, pour tout réel x #— 1,
1 11 x-=2
14x3  3\x+1 x2—x+1
3. On considére la fonction f définiesur [ 0, +oo [ par
2x — 1
f(x)=In(x°=x +1) — 2y3 Arctan X
Calculer la fonction dérivée de f.
En déduire 1, .
Il - Etude de la suite (I,,) n>1
+o0 )
1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, l'integrale I, = J (1—3)n dx est convergente .
1+x
0



2. A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pour tout entier natureln> 1,
3nip,1=@n-1)1,.
Montrer que la suite (1,,),>+ est convergente.

3. Soient a un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et n un entier supérieur ou égal a 1.
Montrer les trois inégalités suivantes :

a 1 oo &
J.1—dxsa, J_i__dxs_11L-, J;—dxs 1.
o (1+x3)" 2 (14x®)" (1+a%)  (1+x3)" 3n—1.

4. Déduire de la question précédente la limite de la suite (I, )51 -

lll - Etude de séries numériques associées a la suite (1)1 -

1. On considére les trois suites définies par :
pourn=1, u,=n"B1,, vy=Inu, , Wa=V,,1—Vq-

a. Calculer le développement limité & 'ordre 2 de w,, en fonction de 1,
n

Quelle est la nature de la série numérique de terme général w, ?

b. En déduire que la suite ( u, )1 converge vers un nombre réel h strictement positif. (On ne
cherchera pas & calculer h).

¢. Indiquer la nature de la série numériqué de terme général I, .
2. On considére la série numérique de terme général a, = (— 1)1, pourn=>1.
a. La série numérique de terme général a,, est-elle absolument convergente ?

n
b. Soit A = X a, ,pourtoutentiern=1.
k=1

Vérifier que 1 (-1)"
1+x3)"
An = ( ) . 1 dx
1 14+x3
1+
0 1+x3

¢. Montrer que la série numérique de terme général a, est convergente.

d. Soit t un nombre réel strictement positif. +o0
A Faide d’un changement de variable simple calculer l'intégrale 1 dx .
o t3+x3
+oo

En déduire lavaleurde X a.
n=1
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PROBLEME 1

Les parties I et II peuvent étre traitées de fagon indépendante sauf la question II-3 qui utilise les résultats de 1.

Partie préliminaire

On considére les deux matrices a ccefficients réels

N OO

1 -1
A= -1 1
0 O
Pour a etb réels, onpose M, =aA+bB.
Enfin, on note ¢ I'ensemble des matrices M, ,, C'est-a-dire
& ={M,ap/(ab)elR2}.

Montrer que & est un espace vectoriel sur IR .

Quelle est sa dimension ?

Exprimer en fonction de A et B les matrices suivantes :

2.
A2 AB, BA, B°.

Est-ce que le produit de deux matrices de ¢ appartient a & ?

3.
Est-ce que ce produit est commutatif ?

Partie I . Eléments propres des matrices de ¢ .

Montrer que B3 + B2—2B = 0.



2. a. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B .
b. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de A. Quelles sont les valeurs
propres associées ? Est-ce que B et A sont diagonalisables ?

3. Soit M, , une matrice de .
a. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de M |, .
b. Préciser, en fonction de a et b, les valeurs propres de M, ,, . Est-ce que M, |, est diagonalisable ?

Partie II . Exponentielle d’une matrice de & .

Soit M, , une matrice de & telle que (a, b) # (0, 0) .
On considére les deux matrices suivantes :-
M;=A+B, M,=A-2B.

1. a. Calculer en fonction de M, et M, les matrices suivantes :
(M1)2, MiMp,  MpMy,  (Mp)2,
b. Montrer que (M4, M) est une base du IR-espace vectoriel & .
c. OnposeM,,=xMy+yM,.
Exprimer x et y en fonction de a et b.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
a. Calculer (M{)" et (Mp)".
b. En deduire I'expression de (M, ;)" en fonctionde n, a, b, My et M.
n

c. Onpose S =k20 —kll

(M, p)° =1 matrice unité d’ordre 3.
e Montrer qu'il existe deux réels 1, et u, tels que
Sp=I+AsM;+pyMs.
o Montrer que les suites (A,,) et (u,) convergent vers des réels A et u que I'on déterminera. On
rappelle que, pour tout reel x,

M )k avec la convention suivante :

a,b

too n
> X o ek
n=0 n!
3. On pose alors
eMavb=I+kM1 + UM,
Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de eMap
Est-ce que eMab est diagonalisable ?

PROBLEME 2

Pour tout réel x, on noute E(x) la partie entiére de x, c’est-a-dire I'entier relatif E(x) tel que :
Ex)<x<E(X)+1.

Pourtouto e IR, onnote f, : IR*

. — IR Tl'application définie par :

vxelRY,, f () = x® E(l).
X



n
4, a. Montrer: VnelN*, Jo(n) = >

PREMIERE PARTIE

1. Etudier la continuité de fg sur [% 2], et tracer la courbe représentative de fo sur cet intervalle
(repére orthonormé, unité 5 cm).

2. Déterminer, pour o € IR, fixé, la limite de f,(x) quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives.
Pour quelles valeurs de a f, peut-elle étre prolongée par continuité a droite en 0 ?

3. Tracer les représentations graphiques de f5, f4, f, surlintervalle [% 2] (sur trois figures distinctes,
repére orthonormé, unité 5 cm). 2

DEUXIEME PARTIE

Pour tout o € IR et tout n € IN*, on note :

n+1
1. Calculer I(n), pour . € IR, et n e IN*.
2. Montrer, pour tout € IR, et ne IN*:

1 n+1 1 1
J“(n)z Y 2 o+ 1 - o
o+1 p=1 p n+1)

3. Soit o € IR*, fixé.

a. Exprimer J(n) sous forme d’une seule intégrale.

b. Montrer: VnelIN*, J,(n) < 1 1- ! % |-
o (n+1)

¢. Conclure quant a la convergence de la suite (Ja(n)) n=1.

+1
1

=2 p

p

b. Etablir: VpeIN*,

o=

v
e
© °
+

o
><|><

d. Conclure quant a la convergence de la suite (Jo(n)) n>1-



TROISIEME PARTIE

+ 00
Onnote M=3 lim Jn(n), cestadre M= Y L.
n-—>o00 p=1 p3
Pour tout n € IN, tel que n > 2, on note
u ! v, 1 v u
"3 " n=fnp+ny - "
1. a. Montrer qu'il existe (a, b, c) € IR3 tel que :
b
vneIN*-{1}, v, = a ,b,_¢ ’
n-1 n n+1

et calculer a, b, c.

b. En déduire, pourtoutn e INtelquen=2:

n

1 1
Vp = — _—
p=2° 4 2n(n+1)

c. Montrer que la série 2 Vv, converge et calculer sa somme.
p=2

+ 00
d. Pourtoutne INtelque n>2, calculer X v,

p=n+1
2. a. Calculer w,, pour tout n e IN tel que n 2 2.
b. Montrer, pourtoutne INtelquen=>2: w,= V—"2 .
n
c. Etablir, pourtoutne INtelquen>2:
+ 00 1
0 < > Wo < -
p=n+1 2n
A : 1 1077
3. a. Déterminer un entier naturel ntelque — < —— .
2n4 2

b. En déduire une valeur approchée de M a 1077 prés.
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Sont autorisées;

—. Régles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d’accompagnement et de format maximum 21 ¢cm de long x 15

cm de large.
PROBLEME 1
L Soit E un espace vectoriel réel ; on note % (E) 'algébre des endomorphismes de E, O Fendomorphis-

me nul de E, e I' endomorphisme identité de E.
Pour tout ¢ de Z(E), on note ° = e, @' = @, et, pour tout entier naturel n tel que n >2: o"=09" o0

Soient e p, g deux éléments de ¥’(E) non nuls ettels que p + q =&,
e 3, b deux réels distincts et non nuls,
o fun élément de ¥ (E) tel que :
f=ap+bg
{ f2=a?p+b?q.

1. a. Montrer: 1)(f—-ae)o(f—be)=(f-be)o(f-ae)=0.
2){f-—ae=(b—a)q
f-be=(a-b)p.
b. Endéduire: po.gq=qop=0.
c. Montrer: pop=p et gog=q.
2. Prouver, pourtoutnde IN : f"=a"p +b"q.

3. a. Calculer: fo(lp+lq).
a b

b. Montrer que f est bijective et exprimer f~! 4 I'aide de p, q, a, b.

4. a. Montrer que I'ensemble des valeurs propres de f est {a, b}.

b. En supposant que E est de dimension finie, f est-il diagonalisable ?



1L

1 0 0 13 -60 20
On considére les matrices 1= c 1.0 et M= 0 3 0 ] de Ms(IR);
0 0 1 -4 24 -5

on note 0 la matrice nulle.
Montrer qu'il existe (o, B) € IR? tel que M2 = o M + {3 T et calculer (o, B)-

En déduire deux réels a, btelsque:

(M—al)(M-bI)=0.

Montrer qu'il existe un couple (A, B) d'éléments de M3 (IR), que I'on exprimera en fonction de M et I,

tel que :

A+B=1
aA+bB=M.

En déduire la valeur de M" pour tout n e IN (on donnera de fagon explicite les neuf coefficients de la
matrice).

PROBLEME 2

Les parties I et II sont indépendantes. La résolution de la partie III utilise les notations et des résuitats des
parties I et 11

Partie |

A.

Soit f 'application de [0 125] dans IR définie par

£(0) = 1
et
vxelo, L], fo=-2—.
2 sinx
Etudier les variations de f sur |0 g]

Montrer que f est dérivable en O et préciser f'(0). -

].

Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité : 5 cm).

Prouver que f est de classe ¢ sur [0 g
Soit g une application de classe ¢ sur[0,1].

Montrer, & l'aide d'une intégration par parties, qu'il existe un réel A > 0, tel que pour tout réel x > 0 :

1
lf sin(xt) gy dt| < A .
0

X



2. En déduire la limite quand x tend vers + oo de

’
f sin(xt) g(t) dt .
0

C. Soit P un polyndme a coefficients réels tel que P (0) = 0.
, - o P(x)
1. On nomme ¢ I'application de ]0,1] dans IR définie par @ (X) =
sin —%’i

a. Exprimer ¢ a I'aide de la fonction f étudiée au A.

b. En déduire que ¢ posséde un prolongement de classe @' sur [0,1]. Le définir.

nN—+o0 nt

T sin(n+—~)nt
2. Montrer enfin que  lim P(t) 2 gt=0.
sin >

Partie I1

On désigne par E 'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels et par h 'application de E dans E qui,
a tout polyndme P, associe le polyndme Q = h(P) défini par :

x 1
vxelR, Q(x) = f (t—x)P(t)dt + ";f P(t)dt .
0 0

A. Etude de h.

1. SoitP e Eet Q=h(P).

1 X
a. Montrerque: VxelR, Q'(x) = xf P(t)dt - J' P(t)dt .
0 0
~ b. CalculerQ™".

2. Montrer que h est une application linéaire et que
- le noyau de h, .%er(h), est 'ensemble des polyndmes constants,
- I'mage de h, .fm(h), est l'ensemble des polyndémes Q tel que Q(0) = Q'(0) = Q' (1) = 0. (On pour-
ra calculer pour un tel polynéme Q, h(Q").).

B. Etude d’une suite de polynémes.

On consideére la suite de polyndmes (Pj) h n+ définie par

2

X
vxelR, P(x) = ?—x
et

vnz2, P =h(R_,).

1. Calculer P, et Py.
2. Quelles sont les valeurs de P,(0), P',(0) et P, (1), pourn>27?
3. Exprimer, en fonction de n, le mondéme de plus haut degré de P,

1
4. Déduire du I A. 1. la relation : pourn>2, P} :f g (Ddt = By
0



Etablir alors, pour k € IN*, les deux relations
1

vn>2, P,(t)cos(knt)dt = 5

0 (k)

puis
1
vnz1, | R(hcos(kndt= ——
0 (k)

1
f P q(t)cos(knt)dt,
0

Partie 111
A. 1. Etablir, pour tout N entier naturel non nul
: 1
N N+—
St o
2

Xcos (kt) = t
2sin
sin -

Yte ]0,n],
2. En déduire, pour N et n entiers naturels non nuls
N N nt
Z 1L sin( +2) 1
o " o) dt,
=1 T
2 =
sin 3
puis
i T
g =-3 f (tydt .
+ o0 1 + o0 1 + oo 1
=, Z e > —
k2 Kot KA Kot KB

3. Application. Montrer que les sommes de séries 2.
P a
peuvent s’exprimer sous la forme — ouU a et b sont des entiers que I'on calculera

2n
= > a XP
p=0 P

B. 1. Onpose R,
Montrer que, pour tout entier n > 2
a,0=0,
an,1 =0 ’
a 21757 danip
n,2 2 p 0 p+1 ’
pour tout entier p€ [3,2n]

An-1,p-2

a,, = —
P p(p-1)
Le but de cette question est d'écrire un programme permettant de calculer le réel B, tel que

pour un entier n, 1 < n <25, donné par l'utilisateur

Quel type de variable informatique est adapté a la représentation d’'un polynéme ?

Ecrire un programme en PASCAL qui calcule les coefficients de P, puis le réel 3, et laffiche



Chambre de Commerce et d'industrie de Lyon

Ecole Supérieure de Commerce de Lyon

CONCOURS D’ENTREE 1994

MATHEMATIQUES
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Sont auiorisées :

- régles graduées,

- calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumeriques,
a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et de
format maximum 21 cm de long x 15 cm de large.

PROBLEME 1

IR[X] désigne I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.
On note E le sous-espace vectoriel de IR[X] formé des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.
On note A la base canonique de E: A = (1, X, X2, X3) .

On définit ies polyndmes suivants :

Po (X) = -% (X= 1) (X -2) (X = 3)
Py(X) = — X(X=2) (X-3)
P2(X) = == X(X=1)(X-3)
P4 (X) = —;—X(X—1)(X—2).
1. a. Pour tous entiers i et j entre O et 3, calculer P; (j).
b. Démontrer que la famille ¢ = (Po (X), Py (X), P5(X), Ps3 (X)) est une base de E.

Donner la matrice de passage de A a €. On note M cette matrice.

o

d. Calculer M~ par la méthode du pivot de Gauss : le détail des calculs devra figurer sur la copie.

1



2. On définit le polynbme :
P(X) = X{(X-1)(X-2)(X~-3).

On note (@ l'application de IR[X] dans lui-méme qui, & tout polynéme T(X), associe le reste T/(X\)
de la division suivant les puissances décroissantes de T(X) par P(X).

a. Démontrer que ¢ est linéaire.
b. Démontrer que, pour tout polynéme T(X) :
S .
T(X) = T(0) Po (X) + T(1) Py (X) + T(2) P2(X) + T(3) P3(X) .

c. En utilisant la formule vue en b., déterminer les composantes des polynémes 1, X, X2, X3 dans la
) . . .
base ¢ . Quel résultat retrouve-t-on ainsi ?

3. Soit S(X) un polyndéme de IR[X] .
/\
On désigne par Y 'application qui, & tout polyndme Q(X) de E, associe Q(X)S(X).

a. Démontrer que \J est un endomorphisme de E.

b. Caleuler W (Pg (X)), W (P (X)), W (P2 (X)), ¥ (P35 (X)) .

Est-ce que \/f est diagonalisable ?

c. On se place ici dans le cas particulier : S(X) = 2X3+ X2 -3X + 1.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de \f .

PROBLEME 2

PREMIERE PARTIE

dn note fo:[0;+c0[ —> IR
X —> g%

et, pour tout entier naturel ntelque n > 1,

fh:[0;+00[ —> IR

2
X —> xNe~X

a. Etudier, pour tout entier naturel n, la continuité et la dérivabilité de f , .
b. Dresser le tableau des variations de f,, et celui de f, pour tout entier nature! non nul n.

c. Pour tout x de [0 ; + o] et tout entier naturel n, comparer f,(x) et f,,¢(x) (on distinguera les cas
O0<x<tet x>1).

d. On note C,, la courbe représentative de f, . Tracer sur un méme schéma Cg,, C4, C4 (repére
orthonorme, unité 10 cm). On ne cherchera pas a déterminer d'éventuels points d'inflexion.

3 (Les résultats de cette question 2. ne seront pas utilisés dans la suite du probléme).
»

a. Montrer que, pour tout entier naturel n tel que n > 2, Péquation f,(x) = 1 - x, d'inconnue x e [ 0; 1],
admet une solution et une seule, qu’on notera x,,.

b. Démontrer que la suite (x,), » 2 CcONverge vers 1.

2



4.

+oo
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, Vintégrale généralisée J. f,, (x)dx converge. On note,

+o0

0

pour tout entier naturel n, I, =J' fa(x)dx.
0

b. Etablir: Vne IN, I,,= 11,

¢. En déduire la valeur de I, pour tout entier naturel n (on distinguera deux cas suivant la parité de n

+o0

A s . 2

et on donnera le résultat a P'aide de factorielies ; on rappelle :J e X dx =
0

Démontrer, pour tout entier naturel n et tout réel a, la convergence des intégrales généralisées :

+o0 +oo
2 2 .
x"e " cos (ax) dx, x"e™*"sin (ax) dx .
0 0

DEUXIEME PARTIE

On note F et G les abplrications de IR dans IR définies, pour tout réel a, par :

+oo +oo
F(a)= J. e**cos (ax)dx, G(a)= J xe~%"sin (ax) dx
0 0

(ces intégrales généralisées convergent d’aprés la question 4. de la premiére partie).

1.

2.

Démontrer: Vae IR, G(a) = —;— a F(a).

'

a. Soient a€ IR, helR, xe[0; +oo].
Montrer :

a+h
e COS ((a +h) x) = cos (ax) — hx sin (ax) — X2J (a+h—u)cos (xu)du
- a

<

a+h
h2
J (a+h—u)cos (xu)du 5

a

b. En déduire, pour tout nombre réel a et tout nombre réel non nul h

Ihl J+m 2 42
S'—z— X € dx .

0

Flath) =F(a) | g
h

c. Montrer que F est dérivable sur IR et que :
VaelR, F'(a)=—G (a).
Calculer, en fonction du réel a, F(a) et G(a) .

2
a
(On pourra considérer Papplication H définie sur IR par H(a)= e * F(a)).

n
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CONCOURS D’ENTREE 1995

MATHEMATIQUES

lére épreuve (option générale)

Vendredi 12 mai 1995 de 8 heures a 12 heures

Sont autorisées :

- régles graduées,

- calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques,
a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 cm de large.

PROBLEME 1

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On définit la matrice A, = (a; ;) y <j < n, carrée d’ordre n a coefficients réels, de la maniere suivante :
1<j<n

si 1<ig<n-1 Dajier=i;
si 2<i<n Taji—g=n+1-i;

si j#i—1 et j=i+1 ! a;;=0.

{ o 1 0 0 \
n-1 0 2
0 n-2
Ainsi : A= .
. 0
. n-1
\ 0 0 1 0 }



0 10
1. On suppose; dans cette question seulement,n=3: Az={2 0 2
0 10
a. Déterminer les valeurs propres de A5 .
b. La matrice A3 est-elle diagonalisable ?
c. La matrice A5 est-elle inversible ?
2. Dans toute la suite du probléme, E désigne I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de

degré inférieurou égalan—1.
On note 4 la base canonique de E :
B=01,X .., X1,
On note u Fendomorphisme de E dont la matrice dans la base ./ est A, .
a. Calculer u(1), u(X"=1), et, pour tout entier jtel que 1<j<n-2,u(X)).
b. Démontrer que, pour tout élément P(X) de E :
u(P(X)) = (n=1) X P(X) = (X2 =1) P"(X)
(ou P’(X) désigne la dérivée de P(X)) .

3. Dans cette question, A désigne un nombre réel. On suppose que A est valeur propre de
'endomorphisme u, et on considére un vecteur propre P (X) associé a cette valeur propre.
a. Onsuppose: A#n—1.Montrer que 1 est racine de P(X) .
b. On suppose : A= 1-n.Montrer que —1 est racine de P(X) .
c. Onsuppose: A=n—1.
Montrer qu’il existe un polyndme T(X) de E et un entier naturel non nul s tels que :
P(X) = (X+1)°T(X) et T(-1)=#0.
Montrerque: s=n-1.
Montrer que T(X) est un polyndme constant et non nul.
d. Onsuppose: A=1-n.
Montrer qu’il existe un réel non nul a tel que :
P(X) =a(X-1)"1,
e.Onsuppose: A#1-net Azn-1.
Montrer gu’il existe un polyndme T(X) de E et deux entiers naturels non nuls r et s tels que :
P(X) =(X=1)"(X+1)°T(X) et T(-1)#0 et T(1)=0.

Montrer que : 1<r<n-2,
s=n—-1-r,
A=n—-1-2r.

Montrer que T(X) est constant et non nul.
4, a. Pour tout entier naturel rtel que 0 <r<n—1, calculer u[(X-1)"(X+1)""1="].
b. La matrice A, est-elle diagonalisable ?

Démontrer que ¢ = ((X—1)"(X+1)""""") o< r<n_q estune base de E .

5. La matrice A, est-elle inversible ?

PROBLEME 2

Le but du probléme est I'étude de I'application F: IR . IR définie par F(0) = 1 et , pour tout x de IR*,

1 dt
X Jo Vit




Onnoter: ]-1;+00] —> IR

T+u

1. Etude globale de F sur IR*

a. Montrer: Vxe]0;+o0[ , 0<F(x)<1.
b. En utilisant le changement de variable y = —t, étudier la parité de F .

c. Montrer que F est de classe C' sur]0; +oo[ et que:
Vxel0;+o0[, XF'(x)==F(x)+r(x%.

d. Montrer: Vxe ]0;+o0[, r(x%) <F(x), eten déduire que F est décroissante sur ] 0; +oo[ .

2. Etude locale de F en 0

a. Montrer que F est continue en 0 .

b. a. Etablir:
1 3
v 0; C 0 1 1-—u) £ 22,
ue [0; +oof = ( 2u) gl

B. En déduire que F admet un développement limité a I'ordre 4 en 0, et déterminer celui-ci.
v. Montrer que F est dérivable en 0, et calculer F'(0) .

c. Etablir que F’admet un développement limité & I'ordre 3 en 0, et déterminer celui-ci.

d. Etablir que F est de classe C' sur IR .

3. Etude locale de F en + oo
a. o Onnoteh: IR —> IR
X
f a
X >

1 V1+t4
En utilisant le changement de variable z = % , former une refation entre h(x) et h(%) ,
pourxe ]0; +oof.

o oo 1)
B. Endéduire: Vxe ]0;+ool, xF(x)+XF(X) 2F(1) .

b. o. En déduire: F(x) —> 0.
X—> +oo

B. Montrer: F’(x) —>0.
X—> +oo

4. Tracer la courbe représentative de F (on n’étudiera ni la concavité, ni les points d’inflexion, et on
admettra que F(1) admet 0,93 comme valeur approchée a 1072 prés).



Chambre de Commerce et d’Industrie de Lyon

Ecole Supérieure de Commerce de Lyon

CONCOURS D’ENTREE 1996

MATHEMATIQUES
lére épreuve
(option scientifique)

Lundi 6 mai 1996 de 8 heures a 12 heures

Sont autorisées :

- regles graduées,

-calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques,
a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 cm de large, sans limitation de nombre.

PREMIER PROBLEME

PREMIERE PARTIE

Pour tout entier naturel n, on définit le polyndme P, par :

k ,n—2k

[ 2k+1(1—-X2) X ,

Po= X (-1)°C."

0<2k<n

c’est-a-dire, si on note E (%) la partie entiere de % :

E(—nz—) k ~2k+1 k , n—2k
Po= X (-1) ChLy (1-X3) X",
k=0
1. Vérifier que Py=1, Py=2X, Pp=4X?-1.
Calculer P3.

2. Etudier la parité du polyndme P,, suivant la parité de I'entier naturel n.



. Montret, pour tout entier naturel n et pour tout réel t :

sin(n+1)t = sint P,(cost).

(On pourra développer (cost + isint)“’r1 et étudier la partie imaginaire.)

. En deéduire que, pour tout entier naturel n, le polyndme P,, vérifie la relation :

(n%+ 2n)P,— 3XP;— (X2-1)P% = 0.
n n n

(On pourra dériver deux fois dans la relation obtenue a la question 3.a.)

. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout réel t :

sin(n+2)t + sinnt = 2costsin(n+1)t.

En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :

Pn+1—2XPn+ Pn_1 =0.

Montrer, en utilisant la relation précédente, que P,, est un polynéme de degré n et déterminer le
coefficient dominant a, de P,,, c’est-a-dire le coefficient de X" dans P,, .

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, n désigne un entier naturel fixé supérieur ou égal & 2 . On note E I'espace vectoriel des
polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et By la base (1, X, ..., X") de E .

Soit ® l'application qui, & tout polynéme P de E , associe le polynéme ® (P) défini par :

@ (P) = 3XP’ + (X2-1)P” .

1. Vérifier que ® est un endomorphisme de E .
2. a. Pour tout entier k tel que 0<k<n, déterminer CI)(Xk) .
b. Déterminer une base de I'image de @ .

C.

Déterminer une base du noyau de @ .

3. On considére les polynémes Py, Py, ..., P, définis dans la premiére partie.

a.
b.

Verifier que la famille (Pg, Py, ..., P,,) est une base de E .

Pour tout entier k tel que 0<k<n, déterminer ®(P,) .

(On pourra utiliser le résultat de la question 3.b. de la premiére partie.)

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de @ .

Pour tout entier k tel que 0<k<n, déterminer 'ensemble S, des polynémes P de E tels que :
D) =Py.



DEUXIEME PROBLEME

On considére I'application f : [0 ; +oo[ —> IR définie, pour tout x de [0 ; +oo [, par :

H
f(x) =/ (sint)*dt .
0

En particulier:  f(0) = g :
I Etude de f
~1. Montrer que f est décroissante et est positive ou nulle.

2. Démontrer: Vxe [1;+o0o[, (x +1)f(x +1) = xf(x-1).

1

2
On pourra intégrer par parties / (sint)**'dt, en remarquant (sint)**' = (sint)*sint .
0

Onnote g:[0; +oo[ —> IR Iapplication définie, pour tout x de [0 ; +oo[ , par :
g(x) = (x +1) f(x +1) f(x) .
3. a. Montrer que g est 1— périodique, c’est-a-dire :
Vxe [0; +oo[, g(x+1)=g(x) .

b. Endéduire: Vxe [0;+co[, VNneIN, g(x+n)=g(x).

c. Montrer: Vne IN, g(n)=Z.

2
4. a. Soitxe [0;1].
o. En utilisant 1., montrer :

Vne N, 0<(x+n+1)f(n+1)f(n+2) < g(x+n) < (x+n+1)f(n) f(n+1).

B. En déduire :
IN, o< E.n+Xx+1 < B n+x+1
vneiN, 0 2 n+2 9(x) 2 n+1
y. Démontrer : Q(X)=g',
b. Endéduire: Vxe [0; +oo], g(X):g. -
5. a. Etablir: Vxe [1;+0[, 0<f(x) < 575; .

b. En déduire ia limite de f en +oo.



1L Convergence et somme de la série de terme général (-1)" f(n)
i k
On note, pourtoutnde IN: S,= X (-1) f(k).
k=0

1. a. Montrer que les suites (Spp)pe v ©t (Szp+1)pe v SONt adjacentes.
- (On pourra utiliser I.1. et 1.5.)

b. En déduire la nature de la série de terme général (-1)" f(n).

1

On considére I'application @ :[0; g] —> IR définie, pour tout t de [0 ; -g—] par: o(t) = s———-

' g ‘ n n
2 2 2
2. a. Montrer: [ o(t)ydt = [ _du / _du
0 o 1+cosu 0 20052%

1
2
b. Calculer [ o(t)dt.
0

SRS

3. Onnote, pourtoutnde IN: D, = / o(t)dt - S, .
0

a. Montrer, pour tout n de IN :

o |
0

b. En déduire: D, — 0..

Nn—> +co

n+1

(sint)i dt
1+ sint

INE
noja

LI %(—1)k(sint)k) dt = (1! f
= VO

1+sint k=0

+00
c. Quelle estla valeurde X (-1)"f(n)?
n=0
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Lundi 28 avril 1997 de 8 heures & 12 heures

ules sont aut Une régle graduée.
Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et Jou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d ‘accompagnement et de

surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

PREMIER PROBLEME

On note E I'espace vectoriel réel des applications continues de [0, 1] dans IR.

1. Montrer que I'application ¢ : ExE —> IR

1
(f.g) —> f f(t)g(t)dt
0

est un produit scalaire sur E.

On note LIl la norme associée a ce produit scalaire.

Soit n€ IN tel que n = 2. On note Ej, le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynomiales définies

sur [0, 1] et de degré inférieur ou égal a n—1, et, pour toutide {1, ..., n}, €;:[0,1] —> IR.
t —> i

On rappelle que (e1, ..., en) est une base de E, .

2. Calculer, pour tout (i,j) de {1, ..., n}2, ¢ (e, e).



On considére la matrice carrée réelle d’ordre n :

1 1
1 2 n
1 1 1 1
= 2 1 =

Ao : 3 " <i+j—1>1SiSn
: : ' 1<j<n
1 1 1
n n+i1 2n—1

3. Etude ducasn =2

a. Déterminer les valeurs propres de la matrice Hz .
b. La matrice H» est-elle diagonalisable ?
¢. Montrer que la matrice Ho est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

4. Etablir que la matrice Hy, est diagonalisable.
5. a. SoientPeEn, Qe Ep.
n n
Onnote at, ..., an les réels tels que P = Taje;, b1,...,bnles réels tels que Q = 2 bje;,

i=1 i=1

aq b4
A et B les matrices-colonnes définies par : A = (a ) , B= (b ) .
n n

Montrer : ¢ (PQ) = '‘AH,B ou 'A désigne la transposée de A.
b. En déduire que les valeurs propres de la matrice Hy sont toutes strictement positives.

c. La matrice H, est-elle inversible ?

6. Soit fe E. On note, pouri € {1,...,n}, Bi=0 (ei,f).

]
On considére les matrices-colonnes B et Ag définies par B = ( : ) etAg= H?JB.
n

(o8] n

On note o1, ..., 0p les réels tels que Ag = ( : ) , et Pgle polynéme défini par: Po =X aje;.
O i=1

On considére Papplication d: E —> IR

P —> lIP-fll

a. Montrer: Vie{1,...,n}, 0(e;,Po—f)=0.

b. Endéduire: VQeE,, 0(Q,Pp—f)=0.

c. Etablir: VP eE,, IP-fl2=[P-Pgll2+lIPo—fl2.

d. Démontrer que d admet un minimum et que ce minimum est atteint en Poet en Po seulement.

e. Montrer : IIPg—flI2=1Ifll2~[IPgli2.

f. Un exemple :
On choisiticin=2¢et f:[{0,1] —> IR.

> [t- L
t }———>‘t 3

Calculer Pg et d(Pg), et donner une valeur approchée décimale de d(Pg) a 1078 preés.



DEUXIEME PROBLEME

n

I. Etude de la suite de terme général M,, = % e™"
1. Pour tout entier naturel non nul n, on définit v =-1 +nln(1 +% , ou /n désigne le logarithme népérien.

a. Montrer qu’il existe un réel o strictement négatif tel que v, ~ % .

n—o0
b. En deduire la nature de la série de terme général v et montrer que la suite de terme général
Va=Vi+Vo+...+vy admet —oo comme limite.
n

2. Pour tout entier naturel non nul n, on définit M, = % e™".

a. Montrer, pour tout entier naturel non nul n :

M
Vp = ln( n+1 ) )
n

b. En déduire la limite de la suite de terme général M,, .

II. Etude d’une famille de fonctions
Xn

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction f, sur [0, +oo[ par f,(x) = T ex.

1.

I1I.

Donner le tableau des variations et une représentation graphique de f, puis de f,, pour n > 2.
On ne déterminera pas les éventuels points d’inflexion.
Verifier que M, est la borne supérieure de f,, .

X

Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonction F,, sur [0, +oo[ par F(x) =/ fa(t)dt.
0

a. Soit x un réel positif ou nul. Etablir une relation entre Fp,,1(x) , F,(x) et f,,4(x).
En déduire, pour tout entier naturel non nul n :

n Xk
Fx)=1-eX3Y X .
n(X) e X

+o0

b. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, Fintégrale / f,(t)dt est convergente et vaut 1.
0

Etude de la suite de terme général u,, = F,(n)

Prouver, pour tout entier naturef non nul n :

n+1

Up = Uy = fooq()dt = f,4(n).
n

En déduire que la suite (u,) est croissante et qu’elle converge vers un réel L vérifiant 0 < L < 1.

Déterminer une valeur approchée décimale par défaut a 10~1 prés de Us.
En déduire un nouvel encadrement de L.



3. Soit h la fonction définie sur [0, 1] par h(t) = QL g2t

a. Montrer : Vte[0,1], 0<h(t)< 1.

b. Montrer:  VnelN*, Vxe[0,n], M:(h(i))"_
f(2n—x) n

c. Endéduire: VnelIN*, Vxe[0,n], f(x)<f,(2n—x).

d. En utilisant I'inégalité précédente, montrer, pour tout entier naturel non nul n :

n +00
uns/ f(2n—t)dt s/ f.(t)dt.
0 n

En déduire : L < Ji .

IV. Détermination de la limite de la suite (u,) par un raisonnement probabiliste

Soient n variables aléatoires indépendantes X4, X,, ..., X, , suivant une loi de Poisson de paramétre 1.
n

On note Y, :kZ1Xk :

On rappelle que Y,, suit une loi de Poisson.

1. Déterminer 'espérance de Y, .
2. Exprimer la probabilité P(Y, < n) en fonction de u,,.
3. A Taide du théoréme de la limite centrée, que I'on énoncera avec soin, trouver la valeur de L.
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MATHEMATIQUES

1ére épreuve (option scientifique)

Lundi 4 mai 1998 de 8 heures a 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document ; I'utilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite.
Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Notations :

E désigne ’ensemble des fonctions polynémes réelles.

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

E,, désigne l'ensemble des fonctions polyndmes réelles de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier naturel non nul k, X* désigne la fonction polynéme ¢ — tk.

Une fonction polynéme P non nulle est dite unitaire lorsque son coefficient dominant est égal a 1
(c’est-a-dire que, si d est le degré de P, alors P=X%4+aq_1X*' +... 4 ag, 0t ag, a1, +, Gd—1
sont des réels ).

PARTIE I : Etude d’un produit scalaire.

+o0

1.a. Montrer que, pour toute fonction polynéme P de E, I'intégrale / P(t)e " dt est convergente.
0
+oo

b. Pour tout entier naturel k, on note I} = / the b dt .
0

Déterminer une relation entre Iy et Ixy; . En déduire que I} = k! .

On considére ’application notée <.,.> de E, X E, & valeurs dans R définie par :
+oo
<P.O> =/ P()Q(t) et dt .
0

2.a. Montrer que <.,.> est un produit scalaire sur E,.

b. Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels inférieurs ou égaux & n, caleuler < X', X7 > .

1/4

P



Dans la suite du probléme, E, est muni de ce produit scalaire.

3.a. Construire une famille orthogonale (Qo, Q1, Q2) de trois fonctions polynémes telle que pour tout
k de {0, 1, 2}, Q soit unitaire et de degré k (on pourra utiliser le procédé d’orthogonalisation

de Schmidt ).
On vérifiera que Qy = X2 —4X + 2.

b. Montrer pour tout couple (u,v) de réels :
4o

(t2+ut+v)2e_tdt= <Q2,Q2>+(U+4)2 <Q1,Q1>+(U+U+2)2 <Qo, Qo> .
0

c. Soit H la fonction définie sur R? qui & tout couple (u,v) de réels associe I'intégrale

+ oo
/ (¢ + ut +v)2 e dt |
0

Déduire de la question précédente que H admet un minimum que l'on calculera.

PARTIE II : Construction d’une base orthogonale.

Soit @ l’application définie sur E, par :
VPeE, @®P)=XP'(X)+(1-X)P'(X)
c’est-a-dire que ®(P) est la fonction polynéme définie pour tout réel ¢ par :
®(P)(t) =tP"(t)+ (1 - t)P'(2) .

1.  Montrer que @ est un endomorphisme de E,, et déterminer la matrice associée a @ relativement
a la base canonique (1, X, -+, X") de E, .

2.a. Soit k € {0,--+,n} . Montrer que la famille (®(X7) + ka)0<j<k est liée.

En déduire que —k est valeur propre de @.
b. Montrer que ® est diagonalisable.

c. Montrer que la dimension de chaque sous-espace propre est égale a 1.

En déduire que, pour tout k appartenant a {0,---,n}, il existe une unique fonction polynéme
unitaire Py vérifiant ®(Py) = —k Py .

d. Déterminer, pour tout k appartenant a {0,---,n}, le degré de P; .

e. Vérifier que P() - QQ, Pl = Ql, P = Q2 .

3.a. A Vaide d’une intégration par parties, montrer :
+ o0

V(P,Q) € (Bn)?, <&(P),Q> =— /0 £P() Q'(t) e~tdt .

Indication : on pourra comparer la dérivée de la fonction (t — tP' (t)c"t) avec la fonction
(t — ®(P)(t) e7?).
b. En déduire que ® est un endomorphisme symétrique de E,, .

c. En déduire que la famille (Py, Py,---,P,) est une base orthogonale de E,, .
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PARTIFE III : Calcul d’une valeur approchée d’une intégrale.

Onnote a=2++v2 e b=2-+2 les deux racines de P, .

I.a. Déterminer deux réels o et J tels que, pour toute fonction polynéme P de degré inférieur ou

b.

c.

égal & 1, on ait : / P(t)e tdt = a P(a) + B P(b) .
0

+ oo
Vérifier : / Py(t)e P dt = a Py(a) + B Py(d) .
0

Soit P une fonction polyndme de degré inférieur ou égal & 3 .
Montrer qu’il existe deux fonctions polynémes @ et R, chacune de degré inférieur ou égal
al,tellesque P=QP, +R.

Montrer : <P,Q>=0.
+co
En déduire : / P(t)e~'dt = a P(a) + B P(b) .
0

Dans la suite du probléme, on considére une fonction f réelle quatre fois dérivable sur [0, +oo|
et dont la dérivée quatrieme f* est continue et bornée sur [0, 400] .

Soit M un réel tel que : Vit € [0,400], |F® ()| <M.

2.a.

b.

C.

3.

En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, déterminer une fonction polynéme T de degré
inférieur ou égal 4 4 telle que :

Vi€ [0,400f, 0S| <T() .
, too
En déduire que l'intégrale f(t)e™t dt converge.
0

Soit D Papplication de E3 dans IR* définie par :
VPe E;, D(P)= (P(a), P'(a), P(b), P'(b)) .
Montrer que D est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

En déduire Pexistence d’un unique polynéme S de E5 tel que :

S(a) = f(a), §'(a) = f'(a), S(b) = f(b), S'(b)=f'(b).

Soit zg un réel positif ou nul, différent de a et de b.
On définit la fonction ¢ sur [0, +oo| par :

f(zo) — S(zo)
(Pa(0))’

Vte[0,+oof, g(t) = f(t) - S(t) - (B(#)” .

a. Vérifier que ¢g s’annule en a, b et z¢ .

b.

En déduire que ¢' admet au moins quatre zéros deux & deux distincts (dont a et b ), puis qu'il
existe ¢ €0, +-oo[ tel que g (c) =0
(On étudiera avec soin le cas a < zo < b et on expliquera pourquoi les autres cas sont similaires).
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c. En déduire : f(zo) — S(z0) = (2—(3:0)—)—f(4)(c) ,

. En déduire :

4!

Pz(ﬂ:‘o )) 2

puis : #(an) = S(e0)| < L2220,

. Etablir : Vz € [0,+o0], ‘ — S(z ), (P2(.’B))

+oo
| [ f@)e do— af(a) - BB <
Application :

Soit f : [0,4o00[— R Papplication définie, pour tout t de [0, +-oo[, par : f(t) = 1

10+t
2 —1/2
En admettant que  0.0915 < 4\/_f(2 +v2) + 2t \/_f(Z —v/2) < 0.0916
+oo -t
donner une valeur décimale approchée de / 1; T dt . On en indiquera la précision.
0
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PREMIER PROBLEME

Notations :
e n désigne un entier supérieur ou égal a 3 .
o M,(R) est I’ensemble des matrices carrées d'ordre n & coefficients réels .
z1
e On identifie les matrices unicolonnes X = d’ordre n avec les vecteurs de R™ .
xn
e R" est muni du produit scalaire canonique noté (., .) défini par :
I [ n
siX=1]: et Y= ! |, alors (X,Y)szkyk.
In Yn k=1
En identifiant les matrices de M;(IR) avec les réels,ona: (X,Y )= XY .

o I, désigne la matrice identité de M (R) .

e A, est la matrice de M,(IR) dont le terme général a; j est égal & 1si |t —j| =1 et égal 2 0

sinon. .
0 1.0 1010
Ainsi, par exemple, A3 =1 0 1} et Ay=
01 0 0101
0 010

1. Montrer que A; est diagonalisable.

Déterminer une matrice inversible P de M3(IR) et une matrice diagonale D de M3(IR) telles
que A3 = PDP-1.



Soit # € J0;7[ . On désigne par Sy 'ensemble des suites réelles (Sk)keN telles que s = 0 et
pour tout entier naturel k, sgyz2 —2 cosl spy1+sp =0.

sin k6
sinQ

Montrer que, si la suite (st ), ¢y appartient a Sg, alors pour tout entier naturel k: s = s

En déduire que Sy est un espace vectoriel réel de dimension 1.

T
3. Soit A une valeur propre réelle de A, et X = un vecteur propre (non nul) associé a A.
T'n
On note m le plus grand des réels |21}, |z2|,...,|za] .

e A1y =9
a. Montrer : {o Vke{2,---,n—=1}, Azg = zk-1+ Tr41
¢ Ay, =2I,p-y .
Montrer pour tout entier k de {1,---.n} : |Al|zx] < 2m , et en déduire: |A| <2.
b. On suppose |[A|<2.
Montrer qu'il existe un unique § € J0; 7 [ tel que A = 2cos 8 .
Montrer que la suite (si);cy de S¢ déterminée par s; = 7, vérifie :

{0 Vke {1.2,---.n}, sp=uxx

® Sp41 = 0.
f s .y . pT
En déduire qu’il existe un entier p de {1,2,---.n} tel que 8§ = 1
n
sin 6,
pr sin 26,
Pour tout entier p de {1.2,---,n}, on note 8, = 1 Ap=2cosb, et X, =
n
sinné,
c. Soit p € {1,2,---,n} . Montrer que A, est valeur propre de A, et que X, est un vecteur propre
associé a A, .
d. Montrer que {\;, A2, -+, An} est 'ensemble de toutes les valeurs propres de A, et que
(X1.X3, -+, X,) est une base de R™ .
- . ;s . pgm 2
4. Soit U, la matrice de M,(IR) de terme général u, , = sin 1 (p,q) € {1,2,---,n}* .
n
Montrer que U, est inversible et déterminer la matrice D,, de M,(IR) telle que D, = U;'4,U,.

5.a. Montrer pour tout couple (p,q) de {1,2,---,n}? : A X, X, = XX, X, .
En déduire que la base (X;,X,.---,Xn) est orthogonale et que, pour tout couple (p,q) de
{1.2,---.n}? telquep#gq.ona: Zsinkﬂp sinkfy =0 .
k=1

n

b. Montrer, pour tout p de {1,2,---,n} : Zcos 2k6, =0.

k=0
- n+1
En déduire que, pour tout entier p de {1,2,---,n}, on a: Zsin2 k6, = ranl
k=1 -
4+ 1 2
c. En déduire : Uv2="T1r  puis An= Un D U .

2 n+1



DEUXIEME PROBLEME

On consideére 'application f: [0;1[ — IR définie, pour tout réel t de [0;1[, par :

In(1 —¢t) X .

1 sit=0.

Montrer que f est continue sur [0; 1[.

Montrer que f est de classe C! sur ] 0;1[ et calculer f'(#) pour tout réel t de 10;1[.

1
Etablir que f'(t) tend vers 5 lorsque t tend vers 0, et que f est de classe C! sur [0;1[.

&~

14
Montrer, pour tout réel t de [0; 1[ : In(1—¢)+ 17 >0.

e. Dresser le tableau de variation de f. On précisera la limite de f(¢) lorsque ¢t tend vers 1.

2.a.

Tracer 1'allure de la courbe représentative de f. (On n’étudiera pas la dérivée seconde de f, et
on admettra que f est convexe.)

Montrer que, pour tout réel x de [0; 1], l'intégrale / f(t)dt existe. (On distinguera les cas
0
re[0;1[ et z=1.)

On note g : [0; 1] — IR I'application définie, pour tout réel x de [0; 1], par :

o) = [ foar

Montrer que ¢ est continue sur [0; 1], de classe C? sur [0; 1[ et calculer g'(z) pour tout réel
zde [0:1[.

g(z) - g(1)

Etablir que
r—1

tend vers +oo lorsque x tend vers 1.

Dresser le tableau de variation de g. On admettra qu’une valeur approchée de ¢g(1) & 1072 preés
est : 1,65.

e. Etablir que ¢ est convexe sur [0;1[ .

Tracer 1'allure de la courbe représentative de g. On précisera les demi-tangentes aux points
d’abscisses 0 et 1.

Justifier que, pour tout réel t de [0;1[, la série numérique Z t" converge.
n>20
Quelle est sa somme ?



On note, pour tout entier naturel n. R, : [0; 1[ — IR I'application définie par:

+oc
Ve [0;10, Ra(t)= ) t*.
k=n+1
.tn+l
1-t
et en déduire que, pour tout entier naturel n, R, est continue sur [0;1[.

b. Montrer, pour tout entier naturel n et tout réel t de [0;1[ : Rn(t) =

c. Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel x de [0; 1[ :

l—t _Zx /Rt)df

d. Montrer, pour tout entier naturel n et tout réel @ de [0;1[ :

0

T

0< R,(t)dt € .
,/0 (t) (n+2)(1-u)
Rt

e. Démontrer que. pour tout réel x de [0:1[. la série numérique Z k’ 1 est convergente et que :
k>0 '

+oc ‘rk
f(;l') sz:;)A1+1 .

n

4.a. Montrer que. pour tout réel r de [0: 1] . la série numérique E — est convergente.
n
n2l

On note. pour tout entier naturel n. p, : [0;1[ — IR 'application définie par :

tk

Vte [0; 10, pa(t)= -
k=n+1

b. Montrer que. pour tout entier naturel n, p, est continue sur [0;1[.
c. Etablir. pour tout entier naturel n et tout réel  de [0;1[ :

n k1 z
g(r) = Z m +/0 pn(t)dt .

k=0

d. Démontrer, pour tout entier naturel n et tout réel ¢t de [0;1[:

1
0SS T

e. En déduire que, pour tout entier naturel n et tout réel x de [0:1[ :

' ’ —In(1l —z)
0< 2(t)dt K ———£.
/Op() n+2

f. Conclure que, pour tout réel z de [0;1[: g¢(z) = Z 1'2 .
n
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PREMIER PROBLEME

Notations :
o 1 désigne un entier supérieur ou égal a 3 .
o M, (R) est I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels .
I, désigne la matrice identité de M,(IR) .
La transposée d’une matrice M est notée "M.
o R™ est muni du produit scalaire canonique noté (., .) défini par :
n

siz = (zy,T2,...,%n) et y = (¥1,Y2,---,Yn), alors (z, y) :Zxkyk.

k=1
T1 n

En notant les matrices unicolonnes X = | et Y =1 ! | eten confondant les
Zn Yn

matrices d’ordre 1 et les scalaires, on a alors (z,y)='"XY .
La norme associée & ce produit scalaire est notée || ||.

e B=(e,ea,...,e,) désigne la base canonique de R".
On rappelle que la matrice de passage P d’une base orthonormale de R™ & une autre base
orthonormale de R® vérifie ‘P = P71

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I

1.  On considére les matrices suivantes de M3(R) :



a. Justifier que S est diagonalisable dans M3(IR).
b. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D de M3(IR) telle que S = P D *P.

2 1
2.  On considere la matrice M = [ 0 2 (1) de M;3(R) .
1 0 2
a. Vérifier que (M — 213 3?2 =1Is.
b. M est-elle diagonalisable dans M3(R) ?
c. Calculer le produit *M M.
Partie II

Soit A une matrice de M,(IR). On note f 1’endomorphisme de IR™ associé a la matrice A
relativement & la base B et g 'endomorphisme de R™ associé a la matrice 'A relativement a la base B.

1.  Montrer, pour tout z et tout y de R™ :
(g(y). z)=(y, f(z)) puis  ((g0f)(z),z)=If(2)l*
2.  Montrer que 'endomorphisme g o f est symétrique.
3.  Montrer que g o f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.
4.  Justifier 'existence d'une base orthonormale B’ = (e}, é€5,...,€;,) de R™ constituée de vecteurs

propres de g o f.

On note @) la matrice de passage de la base B a la base B'.

5.  Montrer I'existence de n réels positifs ou nuls uy, pa,. .., s (non nécessairement distincts ) tels
que la matrice diagonale A = 0 Faoo o ge ML(R) vérifie : 'AA=QA?'Q.
oo .0
0 ... 0

6.  Montrer que la famille (f(e'l ), flea),- - ,f(e’n)) est une famille orthogonale et que pour tout
entier j de {1.2....n}. ()] = .
7. Dauns cette question, on suppose que A est inversible.

a. Vérifier que les nombres réels g1, po ..., 1, sont tous non nuls.

1

) .
b. Montrer que la famille €= (;l—f(e'1 ), —f(es), .-, Lf(e;l)> est une base orthonormale de IR™.
1 K2 Hn

c. Soit R la matrice de passage de la base B a la base €. Montrer que A = RA'Q.

Partie ITI

Déterminer deux matrices orthogonales @ et R d’ordre 3 et une matrice diagonale A d’ordre 3
telles que M = RA'Q ou M est la matrice définie dans I.2.
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DEUXIEME PROBLEME

Dans tout ce probleme, a est un réel tel que 0 < a < 1.

I - Calcul d’une somme et d’une intégrale

1. Pour tout n € IN* et tout z € [0; 7], on note :

Cn(z) = Y _ cos(ka).
k=1
a. Montrer, pour tout n € IN* et tout z € [0; ] :

n

1+2C,(z) = z etk

k=—n

b. Etablir, pour tout nombre complexe z tel que z # 1 :
n 1 — 22n+1

D =T

k=-n

c. En déduire, pour tout n € IN* et tout z € 10; 7] :
1
sin((n + —é):c)
2sin( =
()
1

™ sin((
Soit n € IN*. Montrer que l'intégrale J,, = / =
0

2 s1 ‘
Zsml —
5)

dx existe et calculer sa valeur.

b

On note p : [0; 7] — R I'application définie par :
0 stz =20

cos(az) — 1

L /T
sin{ —
)

3. Montrer que ¢ est de classe C! sur [0; ] et calculer ¢/(0).

() = stz €]0; 7]

2

Montrer, grace a une intégration par parties, que I, tend vers 0 quand 'entier n tend vers U'infini.

" 1
4.  On note, pour tout n ¢ N* : I, = / @(z)sin ((n + —) x) dz.
0

II - Calcul de la somme d’une série

™
On note, pour n e N* :  u, = / cos(az) cos(nz)dz.
0

1. Montrer, pour tout n € IN* :

n

1 1
Zuk _ __s1n(7ra) NS
Pt 2a 2
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2.  En déduire que la série E un converge, et calculer sa somme (on pourra utiliser les résultats de

n>l1
I.2.et I.4.).
3.  Calculer, pour tout n € IN*, u, en fonction de a et de n.
4. Etablir:

+ o0
Z ~ 1.
— — a2 B sin(7ra) a

III - Calcul d’une intégrale

Dans cette partie, a désigne un réel tel que a > 1 .

teo dt
1.  Justifier Pexistence de l'intégrale / .
s 14to
On note:  F(a)= / , Gla) = / d , H(a) = / :
o 1+t® o 1+t 1 l4te

2.a. Montrer, pour tout réel t de [0; 1] et tout n de IN :

14 te —= 14t
1 2E(n-l-l)oz
b. Montrer que /o T e dt tend vers 0 lorsque l’entier n tend vers I'infini.
k +oo (_1)Ic
c. En déduire que la série ; rat 1 converge et que : G(a) = ;) Fa 11

3.a. En utilisant le changement de variable défini par u = ¢!, montrer :

Hm):ailG(ail)’

b. Etablir:
)n 1
=1+ Z n2a? —1

n=1

4.  En utilisant le résultat de II. 4., établir finalement :
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PREMIER PROBLEME

On note Iz[—%;%}.

Le but du probléme est la construction d’une application f : I — IR, continue et telle que :
1 T
Veel, flz)=1+ 5/ (f) + £(2%)) dt.
0

On consideére les applications f, : I — IR, pour n € IN, définies par fo = 1 (application constante
égale & 1) et :

VnelN, Ve el, faoyi(z)=1+ —;—/x (fn(t) -I-fn(tz)) dt.
0

1.a. Montrer que, pour tout n € IN, f,, est une application polynomiale.

2 3
b. Vérifier que, pour tout z € I, fi(z) =14z et fo(z) =1+2z+ ?4— + %, et calculer f3(z).

2. Pour tout n € IN*, la fonction continue |f, — f,—1| admet une borne supérieure sur I.

On note :

D,, = Sup Ifn(w) - fn—l(x)l-
zel

a. Calculer D, et D5.

b. Montrer : .
Vn € H\I*, Vz € I, lfn+1($) —fn(.’ll)l < EDTL

1 1
On pourra étudier séparément les cas = € [O; —2—J et z € [— 57 0].

1/4
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c. En déduire :
1

VnelN*, D,< on

d. Etablir la convergence de la série Z D,.
n2l _
En déduire que, pour tout z fixé dans I, la série Z (fa(z) — fa-1(z)) converge.
n2>1

3.  Etablir que, pour tout z fixé dans I, la suite ( fa(z)) nep COBVerge.

On définit ainsi une application f: I — IR par :
Vzel, f(z)= liﬂx_l fa(z).

4. On note, pour tout n € IN, My, = Sup|fa(z)|.
z€l

a. Montrer :

1
VTLE].N*, M, < 1+§Mn_1.
b. Montrer :
VnelN, M, <2.
c. Etablir :
VneN, Y(z,y) € I?, |fa(z) = faly)| € 2|z —yl.
5.a. Etablir :

V(z,y) € I, |f(z) - fly)] € 2]z —yl.

b. En déduire que f est continue sur /.

6.a. Etablir : .
* 1
Vo el, Vn eI, YpEN', |fusple) ~ fnle)| < (1 55 )

b. En déduire :
Vzel, VneN*, If(:v) - fn(a:)l < on

7. En déduire : .
Veel, flz)=1+ %/0 (f(t) + f(¢%)) dt
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DEUXIEME PROBLEME

Rappel :

Pour tout entier n > 1, ’équation 2™ = 1, d’inconnue z appartennant a C, admet exactement n
racines complexes distinctes qui sont :

. : . 27
1, ef el n1)8 quec 9=
n

Définitions :
Soit E un espace vectoriel sur C.
¢ On note idg ’application identique de E.
¢ Pour tout endomorphisme f de F, on note f = idg, et pour tout entier naturel k, f**! = fkof.

e Soit p € IN*. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément
zo de E vérifiant les trois conditions suivantes :
*  fP(z0) = zo0,
* la famille (zq, f(z0),-.., fP" (o)) est génératrice de E,
* la famille (zq, f(z0),..., fP " (z0)) est constituée d’éléments deux & deux distincts.

La famille (zo, f(2o),. .., fF*(20)) est alors appelée un cycle de f.

Partie I : Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension 3, et B = (e, 2, e3) est une base

de E.
On considére '’endomorphisme f de E dont la matrice associée dans la base B est

1 2 2
A= 1 1 2
-2 -2 -3

Vérifier que (e1, f(e1), f*(e1)) est une base de E et déterminer la matrice associée & f

relativement a cette base.
Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est un cycle de f.
Montrer que f* =idg.

Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres

de f.
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Partie II : Cas général

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension n, et on considére un endomorphisme
f de E cyclique d’ordre p.

Soit (xo,f(xo), . ,f-”_l(xo)) un cycle de f.
1. Montrer: p = n.
2. Montrer que f? =idg. En déduire que f est bijective.

3. On note m le plus grand des entiers naturels  tels que la famille (zo, f(20), ..., F*~1(zo )) est libre.
a. Montrer que f™(z¢) est combinaison linéaire des m vecteurs g, f(zo),..., /™ ! (zo).

b. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal a m, le vecteur f*(z)

est combinaison linéaire des m vecteurs zo, f(zo),..., f™ (o).
c. En déduire que m = n et que la famille (zo, f(z0), ... , f*"1(zo)) est une base de E.
4. On note ag, ai1,..., an—1 les n nombres complexes tels que

[ (zo) = aozo + a1 f(zo) + a2 f2(z0) + -+ + an— [ o).

a. On consideére ’endomorphisme g de E défini par g = agidg + a1 f +ag f2+ -+ an_1 f*L.
Montrer: Vk € IN, g(fk(:ro)) = k().
En déduire :  f® =apidp4+a; f+az f2+- +an_y f*L.

b. Déterminer la matrice associée a f relativement & la base (zo, f(20),..., f* " (z0)) & l'aide des
coeflicients ag, a1,...,an-1.

c. Montrer: VAeC, rg(f—Aidg)>n-—1.

En déduire que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1.

5. On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n (et dim(E) =n ).
Soit (zo, f(z0),--., [ (zo)) un cycle de f.

a. Montrer que si un nombre complexe A est valeur propre de f, alors A" = 1.

b. Déterminer la matrice associée & f relativement & la base (zo, f(2o),. .., f**(z¢))-

c. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres

de f.
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PREMIER PROBLEME

On note, pour tout entier p 2> 1:

1 el
= — - dt

et, pour tout entiern > 1:

3

an = up=u1+...+un.
p:

—

PARTIE I : Etude de la suite (as)n>1

Montrer, pour tout entier p > 1:
1

< <
0 up € Pl

Qe

En déduire que la suite (aﬁ)nz | est croissante et converge vers un réel, noté v, tel que 0 <y < 1.

1/4

E.M.LYON est affiliée a la Chambre de Commerce et de I'Industrie de Lyon.



PARTIE II : Expression intégrale du réel v

1.a. Etablir, pour tout réel z :
14+z<e”

b. En déduire, pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ tel que 0 St < n:

n t\ " '
<1+—) <et et (1——) et
n n
t2 t\" ‘
puis : (1———2-> e”é(l-——) e t.
n n

2.a. Etablir, pour tout entier n > 1 et tout réel z de [0;1] :
(1—z)*+nz-120.

b. En utilisant 1.b. et 2.a., montrer, pour tout entier n > 1 et tout réel t'tel que 0 St < n:

» t\n _t* _,
0<e —<1——) < —et.
n n

3.a. On note, pour tout entier n 2 1:

"1/, t\n
In>_/0 ?<e ‘(“g) )dt.
Justifier ’existence de I,.

b. Etablir que I, tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

4.a. Etablir, pour tout entiern > 1:

ni/n (1- %)kdt =n(en +In(n+1)).
k=00

b. On note, pour tout entier n > 1:

"1 t\"
an.-/ -(1-—(1——) )dt.
o t\. n
Justifier Iexistence de J,, et montrer, pour tout entier n = 1:

Jo =an +1n(n+1).

_ t +co -t
U= /1 © et V=/ € _4t.
Lt

a. Justifier 1’ex1stence de U et de V.

5. On note :

b. Démontrer :

vy=U-V.
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DEUXIEME PROBLEME

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, dont le produit scalaire est noté ( , ).

L’objectif du probléme est d’étudier les endomorphismes u de E tels que :
VzeE, (u(z),z)=0.

Les endomorphismes vérifiant cette propriété sont appelés endomorphismes antisymétriques.

PARTIE 1. Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est I'espace vectoriel des fonctions polynémes & coefficients réels, de degré
inférieur ou égal & 2. On rappelle que (1, X, X?) est une base de E.

On considére ’application ¢ : E? —+ R définie pour tout couple (P, Q) d’éléments de E par :
¢(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(-1)Q(-1).
Vérifier que ¢ est un produit scalaire.

Dans cette premiére partie, on considére que E est muni de ce produit scalaire.

On considére I’endomorphisme u de E défini pour tout P de E par :
u(P) = 2P'(0)X? - (P(1) + P(-1)) X.

Vérifier: VPeE, 2P'(0)-P(1)+P(-1)=0-

En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de 'espace vectoriel euclidien E.
1

Soient Py = —2~(X2 +X)et P, = —;-u(Pl).

Vérifier que Py est un vecteur propre de u? et que la famille (Py, P;) est orthonormale.

. Déterminer une base de Keru.

Déterminer une base orthonormale B de E et un nombre réel a tels que la matrice associée a u

. 0 —-a O
relativement & cette base soit a 0 0
0 0 O

PARTIE II. Caractérisations des endomorphismes antisymétriques
Soit u un endomorphisme de E.

Pour tout couple (z, y) de E?, développer (u(z +y), z +y).

En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si :
V(z, y) € E?, (u(z),y)=—(z, u(y))

On suppose dans cette question que la dimension n de E est non nulle.
Soient B = (e1,ez,...,e,) une base orthonormale de E, et M = (m;j)ii,jga la matrice
associée & u relativement & la base B.

Montrer :  V(4, 7) € {1,...,n}?, mi; = (e, ule;))-

. En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si la matrice M associée

3 u relativement & la base B vérifie M = —M.
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1.

é'

5.

PARTIE III. Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit u un endomorphisme antisymétrique non nul de E.

On pourra utiliser la caractérisation obtenue dans la question IL 1.
Soit A un nombre réel. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

Montrer que Imu et Keru sont orthogonaux et supplémentaires dans E.
En déduire que Keru = Ker(u?).

Montrer que u? est un endomorphisme symétrique de E et que toute valeur propre de u? est
négative ou nulle.

Montrer que u? admet au moins une valeur propre non nulle.

Soient z un vecteur propre de u? associé & une valeur propre non nulle, et F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par (x,u(w))

Montrer que F est un plan vectoriel stable par u.
Montrer que F+, le.supplémén'taire orthogonal de F, est stable par u.

On munit F'+ du produit scalaire ( , )1 défini pour tout couple (z,y) d’éléments de FL par
(z,yh =(z,y)

On définit lendomorphisme u; de F* par: Vz € Ft, ui(z) = u(z).

Montrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F Let queImu=F@Imu;.

Montrer que le rang d’un endomorphisme antisymétrique est pair. On pourra faire une récurrence
sur la dimension de E.

PARTIE IV. Application

Dans cette partie, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4 et B = (e1, ez, €3, €4)
est une base orthonormale de E.

Soit u 'endomorphisme de E associé, relativement & la base B, & la matrice
0 4 1 -1

-4 0 =1 -1
A=1 _1 1 o -5
1 1 5 0

Montrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
Vérifier que le vecteur f1 = ey + ey — es est vecteur propre de u?.

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille ( f1, u(f1) ) Déterminer une base
orthonormale de F' et une base orthonormale de Ft.

En déduire une base orthonormale By de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice

0 —a 0 O
cry . R . a 0 O 0
associée & u relativement a By soit 0 0 0 —b
0 0 b 0

- FIN -
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PREMIER PROBLEME

On considére Papplication ¢ : [0;4+00[ — IR définie, pour tout réel ¢ € [0;+00 [, par:

sint
— sit#0
p(t) =< 1
1 sit =0,

et on considére, pour tout entier n > 1, les intégrales :

 poo 1 +o0
I, = /0 ()" dt, Ju= /0 (p()"dt, Kn= fl (e(®))"

Partie I : Résultats généraux sur @ et J,

1. Montrer que ¢ est continue sur [0;+ool et que, pour tout entier n 2 1, Pintégrale J, existe.

. Montrer que ¢ est strictement positive sur [0;1] et que ¢ est strictement décroissante sur [0;11.

b. Etablir, pour tout réel t € 10;+400[ : |p(t)] < 1.

3.a. Montrer, pour tout réel t € [0;4o0ol : () 21—

(On pourra étudier les variations sur [0;+4oco[ de 'application ¢ +— sint — 1 + t2).

L1 . 1
b. En déduire, pour tout entiern 2 1: Jp 2 —— -

n+1
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Partie II : Etude de I

Montrer, pour tout réel € [1; 400l :

/” Sintdt:cosl— Cos _/x COStdt.
1 t T 1 tz

En déduire que les intégrales Ky et I; sont convergentes.

Montrer, pour tout réel t € [0; 400l :
(1 = cos(2t)).

N

|sint| > sin®t =

+0 cos(2t)

Montrer que l'intégrale / dt converge.

1

Déduire des deux questions précédentes que U'intégrale I; n’est pas absolument convergente.

Partie III : Etude de I,, pour n > 2

Montrer que, pour tout entier n > 2, intégrale K, est convergente.

, 1
Etablir, pour tout entier n 2 2: |K,| < 7
n —

Montrer que la suite (J5)n3>2 est décroissante.
Montrer que la suite (J5)r>2 converge; on note £ sa limite.

Etablir, pour tout entier n > 2 et tout réel a € 10;1[ :

[ewyace o [ (o) a<-a(e@)"
(On pourra utiliser I.2.). ‘

En déduire, pour tout réel a € 10;1[: 0< £ < a, et conclure: £=0.

Montrer que, pour tout entier n > 2, 'intégrale I,, est convergente.

Etablir : I, — 0.

n—o0

Partie IV : Etude de la série de terme général I,, n > 2

Montrer, pour tout entier p > 1: Ky, + Kapy1 2 0.

En déduire, pour tout entier N > 1 :
N N

Z (I2P + 12p+1) 2 z (JZP + J2p+1)'

p=1 p=1

En déduire que la série Z I, diverge. (On pourra utiliser 1.3.b.).
nz22
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SECOND PROBLEME

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, et E est un espace euclidien
de dimension n dont le produit scalaire est noté (. , .) et la norme associée est notée || .||.

On note idg Papplication identique de E, et 0 Papplication nulle de E.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, on note F'* le sous-espace vectoriel supplémentaire
orthogonal de F' dans E.
Le projecteur de E sur F' parallélement & F'* est appelé projecteur orthogonal sur F.

Pour tout endomorphisme f de E et toute valeur propre A de f, on note Ef(X) le sous-espace
propre de f associé a la valeur propre .

Partie I : Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

On considére un endomorphisme symétrique f de E, c’est-a-dire un endomorphisme f tel que :

\V/(:I}, y) eEza (f(.’[:), y) = <$a f(y))

On suppose de plus que f est non inversible et non nul.
1. Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au-moins une valeur propre non nulle.

2.a. Soient A et y deux valeurs propres de f.
Montrer, pour tout vecteur z de E¢(\) et pour tout vecteur y de E¢(p) :

/\(mvby>:/‘<way>'

b. En déduire que les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

3. Montrer que les sous-espaces vectoriels Im f et Ker f sont supplémentaires orthogonaux dans E.

On suppose que f admet exactement k + 1 valeurs propres deux a deux distinctes Ao, A1, -+, Ak
avec k21, X=0 et 0<|X|< < ||

Pour tout entier naturel j inférieur ou égal & k, on note p; le projecteur orthogonal sur E (A ])

4. Soit £ un vecteur de E.

a. Montrer qu'il existe un unique (k + 1)-uplet (zo, z1,...,2x) de Ef(0) x Ep(A1) x - x Ep(Ar)
tel que ¢ = z¢ + 21 + -+ - + k.

b. Pour tout entier naturel j inférieur ou égal & k, montrer : p;(z) = z;.
Ainsi, la relation suivante est clairement vérifiée :
| idg = po +p1 + -+ Dk
5.a. Etablir, pour tout couple (¢,7) d’entiers naturels inférieurs ou égaux a k :
i#j= piop;=0.
b. Montrer : f=MXpi+Xaps+- -+ X pr.
¢. Montrer que le projecteur orthogonal p sur Im f vérifie :

p=p1+p2+-+pr.
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6.a. Montrer : foft=np.
b. Bndéduire:  V(z,y) € E2, ( f(@) = ply) <= @ ~ f*(y) € Ker f ).
7. Soit y un vecteur de E.
a. Montrer: Ve B, (|If()—yl=Iof [f(z) - yll <= o - fi(y) €Ker f ).
o A
b. En déduire que fi(y) est le vecteur z de E de plus petite norme vérifiant :
—y|| = Inf -yl
1£(2) ~ vll = g (=)
Partie II': Application a un exemple
Dans cette question, E est un espace euclidien de dimension 4 et B = (e1, €2, €3, eq) est une base
orthonormale de E. On note :
3 0 -1 0
0o 1 0 -1
A= -1 0 3 0
0 -1 0 1
Soit f l’endomorphisme de E associé & la matrice A relativement a la base B.
Justifier que f est un endomorphisme symétrique non nul et non inversible.

2. Montrer que f admet exactement trois valeurs propres distinctes Ao, A1, Az avec Ag < Ay < Aa.
On note py le projecteur orthogonal sur E¢(\1) et My la matrice associée a p; relativement & la
base B. A
On note ps le projecteur orthogonal sur E¢()s) et My la matrice associée a p; relativement a la
base B.

3. Montrer : A =2M; +4M,.

4.a. Montrer que Es()y) est de dimension 1 et déterminer un vecteur vy de Ef(\z) tel que |[vg| = 1.

b. Montrer : Ve € E, pz)=(z,vy)vs.
c. Déterminer la matrice Ms.
5. En déduire la matrice associée & f! relativement & la base B.

1 1
On note f! ’endomorphisme de E défini par ft= -)—\1—101 + W& R = )\—kpk .
1 2

On dit que f! est I’inverse généralisé de f.
» q
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Programme ESC d’E.M.LYON

CONCOURS D'ENTREE 2004

MATHEMATIQUES

1°" épreuve (option scientifique)

Lundi 3 mai 2004 de 8 heures a 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel

électronique est interdite.
Seule 'utilisation d’'une regle graduée est autorisée.

PREMIER PROBLEME

sint

t—i—mdt

” +OO
I - Etude de la fonction z —— /
0

On note F' : ]0;+oo[— R et G : ]0;+oo[— IR les applications définies, pour tout reel

z €)0;+oo], par :

T . z
F(m)=/1 Slzudu et G’(m)=/1 S du.

u

u?

‘ _cosg ¢ cosu
Montrer, pour tout réel  €]0;+o0] : F(z) = +cosl— /
En déduire que F' admet une limite finie en 4oo0. On note «a cette limite.

T ginu oo
En déduire que, pour tout réel z €]0;+oco[, les intégrales / du et /
z U z

4o

sin u COos U

+co
convergent, et que : /
z

du-—a—F(m) et/

T

du =g — G(z

Montrer, pour tout réel z €]0; 400 et tout réel T' €]0; +o0f :

T sint +T ginu . =+ cosu
dt = cosz du —sinz
o t+=z e U x U

sint

t+z

T gint T giny . T cosu
dt = cosz du —sinz
0 t+2z @ U z U

+oo
En déduire que, pour tout réel z €]0;+oo[, I'intégrale /
0

E.M.LLYON est affiliée a la Chambre de Commerce et de I'Industrie de Lyon.

du.

)-

du.

du.

. De maniére analogue, montrer que G admet une limite finie en +o00. On note B cette limite.

COs U

du

U

dt converge et que
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On note A : ]0; +oo[ — IR I'application définie, pour tout réel z €)0;+oo], par :

. T gint
Alz) = dt.
=

3. Montrer que I’application A est de classe C? sur ]0; 400 et que, pour tout réel z €]0;+o00] :
1
Al(e) + Az) = —
4. Etablir que A(z) et A'(x) tendent vers 0 lorsque z tend vers +oo.
1
5.a. Montrer : Vz €]0;1], 0</ P8 du < ~Ine.
U
T
) t° cosu .
b. En déduire que sinz / du tend vers 0 lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement
. u
positives. :
+oo _» +o0o ¢
c. Montrer que l'intégrale Y g converge, et établir que A(z) tend vers / S0Y du
0 u 0 U
lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives.
. +oo e-:ct
IT - Etude de la fonction z —— / —dt
, 1te
1. Montrer que, pour tout réel z €]0; oo et tout entier naturel k, Papplication t — t¥ e=2¢ est
+oo 4k —zt
t
bornée sur [0; +oo[, et en déduire que 'intégrale / 1 -el~ m dt converge.
0
On note, pour tout entier naturel k, By: |0;+o0o] — IR l'application définie, pour tout réel
+ o0 tk e~ %t
z €]0;400[, par :  By(z) =/(; e dt.
2.a. Montrer, en utilisant par exemple 'inégalité de Taylor-Lagrange :
2
Yu € R, le“ —1- u‘ < %—el""l.
b. En déduire, pour tout réel z €]0;+oo[, pour tout entier naturel k et pour tout réel h tel que
T
0 < lhl < *2‘ :
Bir(z + h) — Br(z h T
( ) (=) + Brya(z)| < uBk+2(—>'
h 2 2
c. Montrer que, pour tout entier naturel k, By est dérivable sur |0;+oo[ et que :
Vo €]0;+00l, Bi(e) = —Bis (o).
d. En déduire que By est de classe C? sur ]0;+oo[ et que, pour tout réel z €]0; +oo] :
1
By(@) + Bo(e) = —
3.

Montrer, pour tout réel z €]0; 400 :

1 1
0 < Bo(z) < 5 0 < —By(z) € por

et en déduire les limites de Bo(z) et Bj(z) lorsque z tend vers +oo.
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4.

71 too
a. Montrer : Vz €]0; 40|, e_ﬁ/ e dt < Bo(z) < / —dt.
0 0

142

b. Justifier, pour tout réel y € [O —[

tan y
b=k

et en déduire : /
0

dt =

+
T
1+t2 2

c. En déduire la limite de Bo(z) lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives.

sin u

du

“+co
IIT - Calcul de ’intégrale / -
0

On considere application ¢ : ]0;+o0o] — IR définie, pour tout réel z €]0;+oof, par :

¢(z) = A(z) — Bo(),

oll A a été définie dans la Partie I et By a été définie dans la Partie I

On note U : ]0; +oo[ — R P'application définie, pour tout réel z €]0; 4-o0[, par :
U(2) = ()" + (¢'(2))",

Montrer que U est constante sur ]0; +oo[.

Quelle est la limite de U(z) lorsque z tend vers 400 7

En déduire : Vz €]0;+oo], A(z) = By(z).
+oo o
Quelle est la valeur de / PRY qu 7
0 U

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
M (IR) est 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et M, 1(IR) 'ensemble des matrices
colonnes réelles & n lignes.

Une matrice M de M,(IR) ou de M, 1(IR) est dite positive si et seulement si tous les coefficients
de M sont positifs ou nuls. On notera alors M > 0.

Une matrice M de M,(R) ou de M, 1(IR) est dite strictement positive si et seulement si tous
les coefficients de M sont strictement positifs. On notera alors M > 0.

Si M et N sont deux matrices de M,(IR) ou deux matrices de M, 1(IR), la notation M = N
(respectivement M > N ) signifie que M — N > 0 (respectivement M — N >0 ).

Une matrice M de M, (IR) est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions
suivantes : M est positive et il existe une matrice positive P de My 1(IR) telle que P—MP > 0.

I - Etude d’exemples

1 0 1 1
1 .
En considérant U = | 1 |, montrer que la matrice A = 3 1 0 1 | estproductive.
1 110
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Montrer que la matrice B = n’est pas productive.

el I
O
— o

II - Caractérisation des matrices positives

Soit M une matrice de M,(IR).

Montrer que, si M est positive, alors, pour toute matrice positive X de M, 1(IR), le produit
MX est positif.

Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X de M, 1(IR), le produit MX
est positif, alors la matrice M est positive.
III - Caractérisation des matrices productives

Soit A une matrice productive de M, (IR) dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne est noté a;j, et P une matrice positive de My 1(IR) telles que P — AP > 0. On note
P1,...,Dn les ceefficients de la matrice colonne P.

a. Montrer que P > 0.

b.

Soit X appartenant & My 1(R) telle que X > AX. On note zi,...,2, les ccefficients de la
matrice colonne X. On désigne par ¢ le plus petit des réels % lorsque ’entier j décrit ’ensemble
bj
T
{1,...,n} et k un indice tel que ¢ = Ly
Dk

n
Etablir que ¢ (pr — Z ar;jp;) 2 0. En déduire que ¢ > 0 et que X est positive.
j=1

c. Soit X appartenant & M, ;(R) telle que X = AX. En remarquant que —X > A(-X ), montrer

d.

que X est nulle. En déduire que I, — A est inversible, ot I, est la matrice identité de M(R).

Montrer que, pour toute matrice positive X de My 1(IR), la matrice Y = (I, — AY1X est
positive (on pourra utiliser III.1.b).
En déduire que (I, — A)~! est positive.

Dans cette question, on considére une matrice positive B de M,(IR) telle que I, — B soit
inversible et telle que (I, — B)™! soit positive. On note V = (I, — B)™'U, ou U est la matrice
de M, 1(IR) dont tous les ceefficients sont égaux a 1. :
Montrer que V — BV > 0. Conclure.

Donner une caractérisation des matrices productives.

Application : Soit M une matrice positive de Mp(IR) telle que 2M? = M.
Vérifier que (I, — M)(I, + 2M) = I, et en déduire que M est productive.
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BANQUE COMMUE D’EPREUVES

CODE EPREUVE :

Concepteur : EM LYON 295
EML_MATS

1 ere

epreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Lundi 9 mai 2005 de 8 heures a 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite.

Seule I'utilisation d’une régle gradude est autorisée.

PREMIER PROBLEME

On considére la suite (T)nen de polyndmes de R[X] définie par :
To =1, Ty =2X et, pour tout entier n > 2, Th=2XTho1 —The2.
On pourra confondre polyndme et fonction polynomiale. Ainsi, pour tout entier n 2> 2 et tout réel z,

To(z) = 22Th-1(z) — Ta—2(z) .
PARTIE I : Etude de la suite de polynémes (T},)nen

1. Calculer T, et T5.
2.a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, T, est un polynéme de degré n, dont on déterminera
le coefficient du terme de degré n.
b. Etablir que, si n est un entier pair (resp. impair), alors Ty, est un polynéme pair (resp. impair).
3. Calculer, pour tout entier naturel n, Tn(1) en fonction de n. '

4. a. Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel § de 10,7 L(:
sin (n + 1)
Tn(cos ) = ———r—-
n ) sin
b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, T, admet n racines réelles, toutes situées
dans ] —1;1[, que 'on explicitera.

c. Etabljr, pour tout entier naturel non nul n :

:211 N .
" H(‘{ cosn+l>

k=1

. = ka
d. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, la valeur de Hsm ———— en fonction de n.
k=1 2(TL + 1)
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5.a. Démontrer, pour tout entier naturel n et tout réel § de J10; 7L :
sin® @ T"(cos 6) — 3 cos 0 T (cos§) + (n® + 2n) Tp(cos ) =0 .
Indication: On pourra dériver deux fois la fonction (nulle) :

0 — sin @ T,(cos0) —sin(n +1)0.

b. En déduire, pour tout entier naturel n :
(X2—- )TV +3XT, —(n*+2n)T, =0 .

Dans la suite du probléme, n désigne un entier naturel fixé tel que n > 2, et on note £ l'espace

vectoriel réel des polynémes de R[X] de degré inférieur ou égal a n.

On note L Iapplication qui, 3 un polyndéme P de E, associe le polynéme L(P) défini par :
L(P)=(X?-1)P" 4+ 3XP".

PARTIE II : Etude de I’endomorphisme L

1. Montrer que L est un endomorphisme de I'espace vectoriel E.

2.a. Calculer L(T}) pour tout k de {0,1,...,n}.

b. En déduire les valeurs propres de L et, pour chaque valeur propre de L, une base et la dimension
du sous-espace propre associé.

PARTIE III : Etude d’un produit scalaire

Dans la suite du probléme, on note ¢ P'application qui, & un couple (P, @) de polynoémes de E,
associe le réel (P, Q) défini par :

o(P,Q)= [ VI#PE) Q) de.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. Démontrer, pour tous polynémes P, de £ :

Indication: On pourra, & 'aide d’une intégration par parties, montrer :

o(1P),Q) = [ (1=a)} P(e)Qe) de.

3. Ltablir que (Tk)ogkgn est une base orthogonale de E.
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DEUXIEME PROBLEME

PARTIE I : Calcul de la somme d’une série convergente

Tt 1
1.  Vérifier, pour tout n € IN* : /0 (5; — t) cos(nt) dt = ol

2. Ttablir, pour tout m € IN* et pour tout t € 10;7]
; . m n m+1 .. mit
1 — elmt Gt sin Tt ei(m;—])t puis i:cos(nt) _ cos ﬁ_—2—lt- sin —21
1 — et sin £ ’ : sin %
n=1 2
3. Soit w: [0;7] — IR une application de classe C".
— 0.

Montrer, 3 'aide d’une intégration par parties : / u(t) sin(At) dt o
0 —+o0

-t
4.  Soit Papplication f : [0;7] — R définie par f(t) = 2m site10;n], et f(0)=—1.
_ 2sin —

Montrer que f est de classe C* sur [0;7].

:Zr(;-{-/owf(t)sinwdt.

m
1
5.a. Montrer : Vm € IN*, Z —
n=1 n
400 1 2

. ) 1
b. Justifier la convergence de la série E — et montrer 5
n n
n21 n=1

PARTIE II : Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente

et la série

1.a. Montrer que, pour tout couple (z,y) € ([0;+o0[)?, la série Z :
2 Gre)n+)

1
convergent.
:4;1 (ot ap(nty) ©
L 1 1
b. Montrer que, pour tout z € [0; 400l la série Z (— - ) converge.
w1 n n+c
400 1 1 )
n+x

n=1

On note S application définie, pour tout z de [0;+ool, par S(z) = Z (
n

2. Calculer S(0) et S(1).
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4.a.

. Btablir : Y(z,y) € ([0;+00[>2a S(y) — (y_‘”)z (n+m n+y)'

. En déduire : V(z,y) € ([O;+oo[)2, 1S(y) — S(z)| < %iy — x|

. Montrer alors que la fonction S est continue sur [0;+ooL.

Montrer, pour tout couple (z,y) de ([0; +oo]:>2 tel que T#y:
S@) - S(z) _

y—z E:m+x2“w ME:_‘

. En déduire que la fonction S est dérivable sur [0; +oo[ et que :

400

oy N L

. Préciser les valeurs de S'(0) et de S'(1).

On admet que S est deux fois dérivable sur [0; 400l et que :

+c0
2
Vz € [0;400l, S"(z)=— —_—
; (n+2)3

Montrer que S est concave.

Soit z € 10;+o0o[ fixé. On note ¢ la fonction définie sur [1;+4o00[ par :
1 1

vt e [1;+ool, Mﬂ=;—t+x'

+00
. Montrer que l'intégrale / ¢(t) dt converge et calculer sa valeur.

. Montrer :  VneIN*, ¢(n+1) / e(t) dt < ¢(n),

+o0 +00
et en déduire : / p(t)dt < S(z) <1+ / p(t) dt.
1

. Conclure : S(z) ~ Inz.

T—+-+00

. Dresser le tableau de variation de S, en précisant la limite de S en +o0.

. Tracer 'allure de la courbe représentative de S.
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PROBLEME I
Préliminaires

1.a. Justifier, pour tout n e N : "e~ " = o ( ! )
t—+o0

2
+00 ,
b. Montrer que, pour tout n € IN, Pintégrale / t" e~" dt est convergente.
—00
o oo 2
2. En déduire que, pour tout polynéme P de R[X], intégrale / P(t)e " dt converge.
+00 )
On admet dans tout le probleme : / e " dt = /7.
—+o0 2
On note, dans tout le probleme, pour tout n e N: [, = / t"e " dt.
3.a. Etablir, a laide d’une intégration par parties, pour tout n € N : [, = n; lln.

b. Montrer, pour tout p € N : I, = 0.

!
c. Montrer, pour tout p € IN : Iy = ;35)1ﬁ
D!
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I Recherche d’extrémums locaux pour une fonction de deux variables réelles

On note F : R? — R l'application définie, pour tout (z,y) € R?, par :

F(z,y) = % / Oo(t — o)t —y)le ' dt

[y

. 3 .
1.  Montrer, pour tout (z,y) € R*:  F(x,y) = 1 + — (2 + dzy + 3°) + 27

[\

2. Calculer les dérivées partielles premicres de F' en tout point (r,y) de R?, et en déduire les trois
points critiques de F.

3.  Déterminer les extrémums locaux de F'. En chacun de ceux-ci, préciser s’il s’agit d’'un minimum
local ou d’'un maximum local, et préciser la valeur de F' en chacun de ces points.

IT Calcul d’intégrales dépendant d’un parametre

+00 too
1. Montrer que, pour tout z € IR, les intégrales / sin(xt) e % dt et / t cos(zt) e~ dt convergent.
0 0

On note S: IR — R et C': R — R les applications définies, pour tout z € R, par :

+00 +00
S(z) = / sin(zt)e ¥ dt et Clz) = / tcos(zt) e dt.
0 0

. /\2
2. Btablir, pour tout a € R et tout A€ R :  |sin(a+ A) —sina — Acos a[ < 5

On pourra utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.
S(z+h)— S

@t h) =50 o o
h h—0

b. En déduire que S est dérivable sur R et que, pour tout z € R, S'(z) = C(x).

3.a. Démontrer, pour tout x € R :

4.a. A laide d’une intégration par parties, établir, pour tout z € R: C(z) =

22 T 2
b. Montrer, pour tout z € R : 2e™7 S(z) = / T dt.
0

1 22 z t2 1 :52 z t2
c. En déduire, pour tout x ¢ R :  S(z) = 3 e"T/ et dt et Clz)= 5 %e‘T/ et dt.
0 0

IIT Obtention d’un développement limité
+oo 1

1. Montrer que, pour tout x € R, Pintégrale / et dt converge.

oo 1A+ x%t?
+00 1 2
On note g : IR — R I'application définie, pour tout x € R, par : g¢(z) = / T e e ¥ dt.
T
—00

. 1
2.a. Montrer, pour tout u € [0;+00] : 0< (1 —u+u?) - T < v’
u

+00
1o 15
b. En déduire, pour tout z € R : 0 < / (1 — 222 + 2 e ¥ dt — g(z) < 08\/7?.%6.
-0

3. Montrer que g admet un développement limité a 'ordre 5 en 0, et former ce développement limité.
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IV Nature d’une série

+oo 2

12p
1. Montrer que, pour tout p € IN, I'intégrale / PRI IRY] e dt converge.

o 2+ (2p)!
+o0 t?p 2
On note, pour tout p € N : u, = / —— e " dt.
P 2+ (2p)!
Iy,

2.  Montrer, pour tout p€IN 1 0 < u, < (2p)'.

En déduire que la série de terme général u, est convergente,

PROBLEME 11

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On désigne par I, la matrice unité de M, (C).

On considere un n-uplet (ag, ai,...,a,_;) de C" et le polynome P = X"+ a, (X" '+ -+ a1 X + aq.

0 -+ oo oo O —ag
o (0) D -y
On note C' la matrice de M,,(C) définie par C = 0
(0) o T 0 —ap-2
\() | S

On dit que C est la matrice compagnon du polynome P.
On note By = (ey, ..., ey,) la base canonique de C".

On note id application identité de C™ et on appelle f 'endomorphisme de C™ tel que C soit la
matrice associée a f relativement a la base By.

On note f° = id et, pour tout entier naturel k, f**! = fko f.

1.a. Exprimer, pour tout i € [1;n — 1], f(e;) en fonction de e;4;.
. Endéduire :  Vjie[lin—1], fi(er) =ej41 et f(er) = —(aper + area + - -+ + ap_1€p).

o

2.  Soit g 'endomorphisme de C™ défini par ¢ = f* + ap_1 f* 1 + -+ + a1 f + apid.

a. Vérifier : gley)=0.

b. Montrer : VieN, gofi=flog.

c. En déduire :  Vie[L;n], g(e;) =0.

d. Montrer que le polynéome P est annulateur de 'endomorphisme f.

Application 1 : Déterminer une matrice A € M;(C) telle que A% = A3 + 242 + I5.

e. Etablir que toutes les valeurs propres de C sont des racines du polynéme P.
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. Soit Q@ = ag+ a1 X + -+ a1 X" ! un polynome non nul et de degré inférieur ou égal a n — 1.

On note Q(f) Pendomorphisme de €™ défini par Q(f) = apid + ay f + -+ + ap1 f*1.
Calculer Q(f)(ey)- '

. En déduire qu’il n’existe pas de polynome non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1 et

annulateur de f.

. Soit A une racine du polynome P.

Il existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X — A)R.
Vérifier que (f — Aid) o R(f) =0, ou 0 est 'endomorphisme nul de C™.

. Conclure que toutes les racines du polynome P sont des valeurs propres de C.

.a. Montrer que, pour tout nombre complexe z, la matrice (C — zI,,) est de rang supérieur ou égal

an — 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C est de dimension 1.

. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux a deux distinctes.
( 0001
o . 1 000 . .
. Application 2 : Montrer que la matrice A; = 0100 de M,4(C) est diagonalisable.
\0 0 10
/ 000 4
— . 1 00 -8 , . :
. Application 3 : Montrer que la matrice Ay = 010 3 de M4(C) n’est pas diagonalisable.
\0 0 1 2

On note B = 'C la matrice transposée de C.

Montrer que, pour tout nombre complexe ¢, la matrice (B — t1,,) est inversible si et seulement si
la matrice (C' — t1,,) est inversible.

. En déduire que les matrices B et C ont les mémes valeurs propres.

¢. Soit A une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé a \.

d. On suppose que le polynome P admet n racines Aj, ..., A, deux a deux distinctes. Montrer que

1 S |
A\ Ay o An
B est diagonalisable et en déduire que la matrice V' = AL A3 oo+ AL | est inversible.

/\711~1 /\;l-—] . /\nfl

n

Soit F un C-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres i1, ..., i, deux a deux distinctes.

L’endomorphisme u est donc diagonalisable et on note £ = (&,...,&,) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés a pq, ..., ly.

Soit a = &, + &5+ - - - + £,. Montrer que la famille B, = (a, u(a),..., u"‘l(a)) est une base de E.

. Montrer qu’il existe un polynome P, = X" +b,_ 1 X" 4. -4+ b, X +by tel que la matrice associée

& u relativement a la base B, = (a, u(a), ... ,u"‘l(a)) soit la matrice compagnon du polynome P;.
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PREMIER PROBLEME

On considére 'application

In(1+z) .
— s8i x>0
f:[0;+oo[—>lR, r — f(z) = z
1 si z=0.
Partie 1

Etude de I’application f

1. Montrer que f est continue sur [O;+oo[.

2. On counsidere Papplication

Z

A:[0;+00[ — R, :Er———»A(x)=1+x

—In(1 + z).

a. Montrer que f est de classe C sur ]0 ; +oo[ et que, pour tout z € ]O; +oo[, f'(z)

1
b. Montrer que f' admet —5 comme limite en 0 & droite.

c. Démontrer que f est de classe C! sur [O : +oo[ et préciser f'(0).
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d. Dresser le tableau de variation de A.

En déduire que f est strictement décroissante sur [0 ; +oo[.

e. Déterminer la limite de f en +o0.
3. On considere 'application

3z + 2z
(1+ x)?

a. Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0 ; 400 [, et que, pour tout x € ]0 ; +oo[, f(z) =

B:[0;+0[ — R, 2+~ B(z)= - + 2 In(1 +x).

B(z)
3
b. Dresser le tableau de variation de B.

En déduire que f est convexe sur ]0 ; +oo[.

4. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

Partie 11
Un développement en série
1. Montrer, pour tout N € IN et tout t € [0; 1] :
N
1 _1)NHLgNH
— (_l)k tk + ( ) .
1+ — 1+1¢

2. En déduire, pour tout V € IN et tout z € [O; 1] :

In(l+z) =Y (A + Jy(z),

P kE+1
T (L 1)N+14N+1
ol on a noté Jy(x) = / (—~—)———— dt.
0 1+1¢
. oN+2
3. Etablir, pour tout N € Net tout z € [0;1] :  [Jn(z)| < Ni2
, . - (_1)n—1 "
4. FEn déduire que, pour tout z € [O; 1], la série Z —-——— converge et que :
n
n2l
+00 -
(_1)n 133"
In(1 = —.
n(1 + x) }; -
Partie ITI

E‘galité d’une intégrale et d’'une somme de série

1. Montrer, en utilisant le résultat de I1.3., pour tout N € IN et tout z € [0; 1] :

(1kk N+1
' Zk+1‘ N+2

. (_1)n—1 1 +oo (“1)7;—1
2. Montrer que la série E —~— converge et que : flx)ydz = E 3
n 0
n21 n=1
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3. Montrer, pour tout N € IN* :

( 2N+1 N 1
IS z(zpﬂ D
<2N+1(1n1 N N

! m
Montrer : / flz)dz = —-
0

+oo 2
1

4. On admet que E — = zr6—
n

n=1

Partie IV

Recherche d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles

On note F:]O;+oo[——+]R z+— Fl(x /f
et G : ]O;+oo[2——>IR, (z,y) — G(z,y) = F(zy) — F(z) — F(y).

1. Montrer que G est de classe C? sur |0; +oco [2.
Exprimer, pour tout (z,y) € }O ;00 [2, les dérivées partielles premieres et secondes de G en (z,y)

en fonction de z, y, f(xz), f(y), f(=zy), f'(2), f'(y), ['(zy).
2. Etablir que G admet (1,1) comme unique point critique.

3. Est-ce que G admet un extremum local ?

DEUXIEME PROBLEME

On note n un nombre entier fixé supérieur ou égal 2, E le sous-espace vectoriel de IR[X} constitué des
polynoémes de degré inférieur ou égal a n et B = (1, X, ..., X") la base canonique de E.

Partie 1

Etude d’un endomorphisme de E

1. Montrer que, pour tout polynome P de E, le polynéme ((X?—1)P)" est élément de E, ot (x2-1)P)"
désigne le polynome dérivée seconde de (X2 — 1)P.

On note ¢ : £ — E Papplication qui, & tout polynéme P de E, associe ¢(P) = ((X? — l)P)".
2. Vérifier : ¢(1) =2, ¢(X) = 6X.
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

4. Calculer ¢(X*) pour tout k € {0,...,n} et écrire la matrice A de ¢ dans la base B.
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5. a. Montrer que ¢ admet n + 1 valeurs propres deux a deux distinctes que 'on notera Ag, A,..., A\,
avec A\g < Ay < - < Ay
b. Est-ce que ¢ est bijectif 7
c. Montrer que ¢ est diagonalisable et déterminer, pour tout k € {0,...,n}, la dimension du sous-
espace propre de ¢ associé a Ag .
6. Soient k € {0,...,n} et P un vecteur propre de ¢ associé¢ a la valeur propre X .
a. Montrer que le degré du polynoéme P est égal a k.
b. Montrer que le polynéme @ défini par Q(X) = P(—X) est un vecteur propre de ¢ associé & Ay .
7. En déduire qu’il existe une unique base (Fy, Pp,..., P,) de E constituée de vecteurs propres de ¢
telle que, pour tout k € {0,...,n}, Py est un polynéme de degré k, de coefficient dominant égal & 1

et vérifiant Pi(—X) = (=1)F P (X).
Que peut-on en déduire sur la parité de Py ?

8. Calculer P(], Pl, PQ, P3.

Partie II
Un produit scalaire sur F

1

1. Montrer que I'application : (P, Q) — (P|Q) = / (1 —2*)P(z)Q(x)dx est un produit scalaire
-1
sur E.

On munit dorénavant E de ce produit scalaire noté (.|.)-

2. a. A laide d’intégrations par parties, établir que ¢ est un endomorphisme symétrique de F.

b. Montrer que la base (P, P;,..., P,) de E obtenue & la question 1.7 est orthogonale.
Soit j € {1,...,n}.

3. a. Montrer que pour tout polynéme S de degré inférieur ou égal & j — 1,ona: (S|P;) =0.
b. En considérant (1| P;), montrer que P; ne garde pas un signe constant sur 'intervalle ] —1; 1{.

¢. En déduire que F; admet au moins, dans l'intervalle ] —-1; l[, une racine d’ordre de multiplicité
impair.

4. On note {z,,...,z,,} 'ensemble des racines d’ordre de multiplicité impair de P; appartenant &
Pintervalle | — 1; 1] et S = (X ~ 21)(X = ) - - - (X — ).

a. Justifier : m < j.

b. Montrer que le polynéme S, P; (produit des polynémes S, et P;) garde un signe constant sur
Iintervalle ] —1; 1[.

c. En considérant (S,,| F;), montrer que m = j.

d. En déduire que P; admet j racines simples réelles toutes situées dans 'intervalle ] -1; 1[.

*x K K
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PROBLEME

On confond polynéme et application polynomiale de R dans R.

On note E I'ensemble des applications u : R — R continues sur R et telles que I'intégrale
+00 9 o
/ (u(z))” e ™ dz converge.

o0

On note F' le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R.

On note, pour tout n € N, F,, le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R de
degré inférieur ou égal a n.

Préliminaire : Valeur de P'intégrale de Gauss

En considérant une variable aléatoire suivant une loi normale, justifier :

+00
VmeR, / e~ =™ 4z = /7.
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Partie I : Un produit scalaire sur F

: 1
1. Etablir, pour tout (o, ) € [0;+o0[? : af < §(a2 + 3%).

+oo
2. En déduire que, pour tout (u,v) € E?, lintégrale / u(z) v(az:)e‘z2 dz converge.

-0

1 +o0
On note (.|.) application de E* dans R qui, & tout (u,v) € E?, associe -\—/—%/ u(z) v(z)e ™ dz.

1
On notera la présence du facteur —.

N

3. a. Démontrer que F est un R-espace vectoriel.

b. Montrer que 'application (.|.) est un produit scalaire sur E.

4. Démontrer: F C FE.

On note encore (.| .) la restriction & F ou & F,, pour n € N, du produit scalaire (.|.) sur £. On admet
que cette restriction est encore un produit scalaire sur F' ou sur F,.

On note ||.|| la norme sur F associée au produit scalaire (. |.), définie, pour tout u € E, par :

lufl = v/ (u]u).

Partie II : Polynémes d’Hermite

On note w I'application de R dans IR, de classe C*°, définie pour tout z € R par w(z) = e =",
Pour tout n € N, on note H,, 'application de IR dans IR définie pour tout z € R par

H,(z) = (1) w™ (z), ot w™ désigne la dérivée n-itme de w.
En particulier : Hy(x) = 1.

1. Calculer, pour tout z € R, H,(z), Ho(z), H3(x).
Faire figurer les calculs sur la copie.

2. a. Montrer, pour tout n € Net tout z € R :
H,i(x) = 2zH,(z) — H. (2).

b. En déduire que, pour tout n € N, H,, est un polynéome de degré n .

c. Controler alors les résultats obtenus en IL.1 et calculer Hj.
Faire figurer les calculs sur la copie.

3. Déterminer, pour tout n € N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,,.

4. Montrer, pour tout n € N et tout z € R : H,(-z) = (-1)"H,(x).
Qu’en déduit-on, en terme de parité, pour 'application H, ?
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Partie III : Lien entre le produit scalaire et les polynémes d’Hermite

a. Montrer, pour tout n € N* et tout P € F :
(P Hn-y) = (P| Hy),
ot (.].) est le produit scalaire sur F défini en 1.4.

A cet effet, on pourra commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle
fermé borné.

b. En déduire, pour tout n € N* et tout P € F,_, : (P|H,) =0.
c. En déduire que, pour tout n € N, la famille (Hy, ..., H,) est orthogonale dans F.

Etablir que, pour tout n € N, la famille (Hy, ..., H,) est une base de F,,.

Soit n € N.
a. Montrer : ||H,||> = (HY” | H), ot ||.]| est définie en L.4.
b. En déduire la valeur de ||H,]|.

Partie IV : Un endomorphisme symétrique

On note f, g, h les applications définies de F' dans F, pour tout P € F, par :

f(Py=-P"+2XP'+P, g¢(P)=2XP-P' h(P)=P"

Ainsi, par exemple, pour tout P € F et tout z € R : (g(P))(x) = 2zP(z) — P'(z).

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

On admet que g et h sont aussi des endomorphismes de F', et on note Idp I'application identique de F.
2. a. Etablir : goh=f-Idrp et hog=f+Idp.

b. En déduire : fog—gof=2g.

3. Montrer que, pour tout A € R et tout P € F, si f(P) = AP, alors f(g(P)) = (A +2)g(P).

a. Calculer f(H,).
b. Calculer, pour tout k € N, g(Hy), et en déduire, pour tout k € N : f(Hy) = (2k + 1)H;.

Etablir, pour tout (P,Q) € F?:
(P'1Q") = (f(P)|Q) - (P|Q).

A cet effet, on pourra commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle fermé
borné.

Soit n € N.
a. Montrer : VPeF, f(P)e€eE,.
On note f, 'endomorphisme de F), défini par :
VPeF, f.(P)=f(P).
b. Montrer que f, est un endomorphisme symétrique de F,.

c. Donner une base orthonormale de F}, constituée de vecteurs propres de f,.
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Partie V : Intervention d’exponentielles

On note, pour tout a € R, ¢, application de R dans R définie, pour tout € R, par : ¢,(z) = e*®.

1. Vérifier, pour touta € R: ¢, € E.
2 (=52)’
2. Montrer, pour tout (a,b) € R* : (@, |p) =€\ 2/ .

3. Déterminer la nature de la série Z levemll ™2
nzl

4. Montrer que la série E lloml]7? converge et calculer sa somme.

n20

Partie VI : Une limite de probabilité conditionnelle

Soit la fonction ® définie sur ]0; +oof par :

+oo
Vz el0;+oo], ®(z) :/ e~ dt.

1. Montrer que ® est de classe C* sur ]0; +oo[ et déterminer sa dérivée '

2. Soient G et K les fonctions définies sur |0 ; +oof par :

Vzel0;+o00[, G(z)= (i — %)

e o’ | e
t K = .
2 ¢ (z) 2z

a. Déterminer les limites des fonctions ®, G et K en +oo.
b. Déterminer les sens de variation des fonctions G — ® et & — K.
c. En déduire : Vzel0;+oof, G(z) < d(z) < K(z).

e~

d. Montrer : o(x)

~ .
r—too 2%

3. Soit X une variable aléatoire normale d’espérance égale a 0 et d’écart-type égal & —-

V2
a. Pour tout réel x strictement positif, exprimer la probabilité P(X < z) a I'aide de la fonction &.
b. Soit ¢ un réel strictement positif.
Pour tout réel z, on consideére la probabilité conditionnelle P x5, (X <z +¢).
Montrer : lim Pixsny(X <z 4c) =1

r—-+00
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Premiere épreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Lundi 27 avril 2009 de 8 heures a 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document; I’utilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite.
Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

PROBLEME 1

Partie I - Calcul d’une intégrale
On note (a,b) un couple de réels strictement positifs.
+o0 e~ _ e—b:t
1. Montrer que l'intégrale impropre / —— dz converge.
0 x

2. a. Etablir, pour tout (¢, X) appartenant & ]0; 4+o00[? tel que e < X :

X ,—az aX -y X _—bx bX —y
/ © dwz/ -e—dy et / © dx=/ e—dy.
£ r ae Yy € z be Yy

(A cet effet, on pourra utiliser des changements de variable.)

b. En déduire, pour tout (¢, X) appartenant & ]0; +oo[? tel que e < X :
X s—az _ ,-bz be [ —y bX _—y
/ e___e_dx:/ e__dy_/ .
5 Y ag Y aX Yy
1—e™Y

i 0
3. a. Montrer que I'application h:[0;+00] — R, y+—— h(y) = Y Sy #
1 si y=0

est continue sur [0;+o0].
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be gy b
b. En déduire : / —dy — In--
ae Y e —0 a

) X e~ 0T _ e—b:c b bX e Y
c. Etablir, pour tout X de ]0;+oo] : / e dr = In - — / — dy.
0 a
—bx

too j—ar __ b
d. En déduire - / . 7° Gw=m2
0 x a

Partie II - Etude d’un produit scalaire
On note E I'ensemble des applications f : [0;+oo] — R, bornées, de classe C, telles que f(0) = 0.

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel des applications de [0; +o00[
dans R.

2. On considere les applications fi, f2, f3, f4 définies, pour tout z € [0;+oo], par :
fi(z) =sinz, fa(z) =cosz, fi(z)=e¢"—1, falz)=1-e"".
Pour chacune de ces applications, indiquer, en le justifiant, si elle est ou non un élément de E.

3. a. Montrer, pour tout f € E : f—S:) 0 1'(0).
+00
b. Montrer que, pour tout (f,g) € E?, 'intégrale impropre % dz converge.
0
+o00
Onnote (.|.): E*> — R, (f,9) — (f|g) = Mdm.

0 z?

4. Etablir que (.|.) est un produit scalaire sur E.

5. Démontrer, pour tout (f,g) € E? - (fl9) e ['(@)g(x) : f(z)d (z) de.

(A cet effet, on pourra commencer par effectue(; une intégration par parties sur un segment.)
6. On note, pour tout a €]0;4+00[, u, : [0;+00[ — R, définie, pour tout z € [0;+0oo|, par :
Up(z) =1 — e,
a. Vérifier : Va €]0;400[, u, € E.
b. Calculer, pour tout (a,8) €]0;+o00[?, le produit scalaire (uq |ug).
(A cet effet, on pourra utiliser les résultats de IL5 et 1.3.d.)

c. Etablir, pour tout (a, 8) €]0;400[? : (g ug) > 0.

Partie III - Etude de densités de variables aléatoires

On note ¢ un réel strictement positif.

On considere 'application v : R — R définie, pour tout réel z, par :
0 si <0

U(:L‘) = e—c2z _ e—402z

Ina si = >0.

1. Montrer que v est une densité d’une variable aléatoire réelle.
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Soit X une variable aléatoire réelle, & valeurs positives ou nulles, admettant v comme densité.
2. Montrer que X admet une espérance et calculer E(X) en fonction de c.

3. On note Y la variable aléatoire réelle définie par : ¥ = v X.
a. Montrer que Y est une variable aléatoire réelle a densité et calculer une densit¢ de Y.

b. Montrer que la variable aléatoire réelle Y admet une espérance et une variance, et déterminer
E(Y) et V(Y) en fonction de c.

PROBLEME 2

Notations et définitions

Soit m un entier supérieur ou égal a 2.
e La matrice identité de M, (R) est notée I, et la matrice nulle de M, (R) est notée 0,.

e Soit M € M,(R). On dit que M est nilpotente sl existe un entier naturel non nul p tel que
MP =0,.

e Soient M € M,(R) et X une valeur propre réelle de M. On note SEP(M, \) le sous-espace propre
de M associé a A.

e On dit qu’une matrice S de M,,(R) est symétrique positive lorsqu’elle est symétrique et vérifie :

VX € M,1(R), *XSX >0.
e Soient A, R € M,(R). On dit que R est une racine carrée de A lorsqu’elle vérifie R? = A.
Le but de ce probléme est d’étudier la notion de racine carrée d’une matrice dans quelques cas parti-

culiers.

Partie I - Deux exemples

cosf sinf )

1. Soient § € R et Ry = (sin0 —cosf

Calculer (Ry)? et en déduire que la matrice I, admet une infinité de racines carrées.

2. Montrer que la matrice (8 (1)) n’admet pas de racine carrée.

Partie II - Racines carrées d’une matrice de la forme I, + N avec N nilpotente
1. Donner le développement limité & Pordre 3, au voisinage de 0, de t — /1 +t.

On note 1+t = ag + ait + ast? + ast®+ , 30 (t3) ce développement limité.

2. Montrer qu’il existe un polynome @ de R[X] tel que :

14X = (ag + a1X + @ X2 + a;3X*)? + X' Q(X).

3. Soit N € M, (R) vérifiant N* = 0,. Déduire de la question précédente une racine carrée de I, +N.
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Partie III - Racines carrées d’une matrice de M, (R) admettant n valeurs propres

1.

strictement positives et deux a deux distinctes

Soient f et g deux endomorphismes de R™ vérifiant fog = go f. On suppose de plus que f admet
n valeurs propres réelles deux & deux distinctes.

a. Montrer que chaque sous-espace propre de f est stable par g.
b. En déduire que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.

c. Justifier que f est diagonalisable.
Montrer que, pour toute base B de R™ constituée de vecteurs propres de f, la matrice associée
a g relativement a la base B est diagonale. En déduire que g est diagonalisable.

Soit A une matrice de M,,(R) admettant n valeurs propres réelles strictement positives et deux a

deux distinctes.

a. Justifier 'existence d’une matrice inversible P de M, (R) telle que la matrice D = P~ AP soit
diagonale.

b. Donner un exemple de racine carrée de A. (On l'exprimera a l'aide de P et des éléments
diagonaux de D.)

c. Soit R une racine carrée de A. Vérifier que AR = RA.
En déduire que la matrice P"'RP est diagonale.

d. Etablir que A admet exactement 2" racines carrées.

Partie IV - Racine carrée symétrique positive d’une matrice symétrique positive de M, (R)

Soit S une matrice de M, (R) symétrique positive.

1.

2.

Montrer que toutes les valeurs propres de S sont positives ou nulles.

Justifier existence d’une matrice orthogonale P de M,,(R) telle que la matrice D = P~1SP soit
diagonale.

Déterminer une racine carrée de S qui soit symétrique positive. (On 'exprimera a 1’aide de P et
des éléments diagonaux de D.)

On veut montrer que S admet une unique racine carrée symétrique positive.
Soit R une matrice symétrique positive telle R? = S.

a. Soit A une valeur propre de R. Montrer que A\? est valeur propre de S et que les sous-espaces
propres associés vérifient : SEP(R,\) C SEP(S, \?).

On note p le nombre de valeurs propres deux a deux distinctes de R et Aq,..., A, les p valeurs propres
deux a deux distinctes de R.

p p
b. Justifier : D SEP(R, ;) c EDSEP(S, A}).

i=1 i=1
P P
c. En déduire : n= Zdim (SEP(R, ) < Zdim (SEP(S, A7) < n.
i=1 i=1

d. Montrer que A}, ..., 2 sont les seules valeurs propres de S et que
Vi€ {1,...,p}, SEP(R,\)=SEP(S,2).

e. Montrer que la matrice P~ RP est diagonale.

f. En déduire que S admet une unique racine carrée symétrique positive.
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Concepteur : EMLYON Business School

1°'® épreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Lundi 3 mai 2010 de 8 heures a 12 heures

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document : lutilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il Ia signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

PROBLEME 1

Définitions et notations

e p désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.
e On note M,,(C) ’ensemble des matrices carrées d’ordre p a coefficients complexes, M ,(IR) 'ensemble
des matrices-lignes & p colonnes & coefficients réels, M,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre p a
coefficients réels, I, la matrice diagonale de M,(C) et de M,(R) dont les coefficients diagonaux sont
tous égaux a 1.
e On note, pour toute matrice carrée A d’ordre p et tout (4, 7) € {1,...,p}?, (A)i; le coefficient de A
situé a la ligne ¢ et a la colonne j.
¢ On note, pour toute matrice-ligne L de M; ,(R) et tout j € {1,...,p}, (L); le coefficient de L situé
& la colonne j.
e On dit qu’une suite (A,),>1 de matrices de M,,(R) converge vers une matrice A de M,(R), et on
note A, — A, sietseulement si: V(i,j) € {1,...,p}>, (An)i;j — (A,

n o0

n — +oo — 4

¢ On dit qu’une suite (L,),>1 de matrices de My ,(R) converge vers une matrice L de M, ,(R), et on
note L, — L,sietseulementsi: Vje{l,..,p}, (L,); — (L)

n — +0o n — +oo
e On admet que, si la suite (A,),>1 de matrices de M,(R) converge vers la matrice A et si la suite
(Bn)n>1 de matrices de M,(R) converge vers la matrice B, alors la suite (A,By),>1 de matrices
converge vers la matrice AB.
e On admet que si la suite (A,)n>1 de matrices de M,,(R) converge vers la matrice A et si L est une
matrice-ligne de M ,(R), alors la suite (LA,),>1 de matrices converge vers la matrice LA.
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v(i,5) € {1,...,p}?, (A)i; =0
e On appelle matrice stochastique toute matrice A de M,(R) telle que : Vi€ {1,...p}, Ep: (A)i; = 1,
J=1

et on note ST, 'ensemble des matrices stochastiques de M, (R).

Partie I : Résultats généraux sur les matrices stochastiques - Illustrations

1. a. On note V la matrice-colonne a p lignes dont tous les coefficients sont égaux a 1.
V(Z,]) € {1’ '--7p}27 (A)i,j 2 0

Montrer, pour toute A € M,(R): A€ ST, <= { AV =V,

b. En déduire que toutes les matrices de ST, ont une valeur propre commune.

2. Démontrer : VA,B € 8T,, AB € ST,

1 0 0 1 0 0 1 0 0
3. Onnote: A;=[1/2 1/2 0 |, A=[0 1/2 1/2|, A43={1/2 1/2 0©
1/3 1/3 1/3 0 1/2 1/2 0 1/2 1/2

a. Justifier, sans calcul, que A; est diagonalisable dans M3(R). Donner la dimension du sous-espace
propre pour A; associé a la valeur propre 1.

b. En utilisant éventuellement les matrices A, et Az :
(i) Montrer qu'il existe dans ST3 au moins un élément non diagonalisable dans M3(C) ;

(ii) Justifier si 'affirmation suivante est vraie ou fausse : « Pour tout élément A de 873, le
sous-espace propre pour A associé a la valeur propre 1 est de dimension 1 ».

4. Soient A € ST, et ) une valeur propre de A dans C.
I
On note X = | : | un vecteur propre pour A associé a la valeur propre \.
Tp
On note ¢ un élément de {1,...,p} tel que : Vk € {1,...,p}, |zx| < |zl
a. Montrer : |A\z;| < |z;].

b. En déduire : |A\| < 1.

Partie II : Suites de moyennes de puissances de matrices stochastiques

Soit A € §T,. On note A° = I,,.
1. a. Etablir: VneN, A"e ST,.

n—1

b. Montrer : Vn € N*, %ZA" € ST,,.V
k=0

Dans la suite de cette partie II, on suppose qu’il existe r € {1,...,p — 1}, P € Mp(R) inversible,
D € M, (R) diagonale dont les coefficients diagonaux (D), ; sont égaux & 1 si ¢ < r et distincts de 1 si
i>r+1,telsque: A= PDP™L
n—1
1 k -1
On note, pour tout n € N* : M, = — ZD et B, =PM,P™ .
n
k=0
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On note A la matrice de M,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux (A);; sont égaux a lsii < r
et nuls sinon, et on note B = PAP~ L.

n—1
X , 1 si x=1
2. Démontrer, pour tout z € R fixé tel que |z| < 1 Zx’“ - { 0 :1 T#1
n — o0 .

k=0

S|

3. Montrer: M, — A etendéduire: B, — B.

n — 400 — +00

4. a. Montrer : Vn € N*, B, € §T,.
b. En déduire : B € ST,

Partie III : Aspect probabiliste

On dispose d’un objet noté T et de trois urnes numérotées 1, 2 et 3.
A chaque instant n (n € N), T est dans une des trois urnes et une seule.

On note, pour tout n € N, X,, la variable aléatoire égale au numéro de 'urne dans laquelle se trouve
I'objet & I'instant n et L, la matrice suivante de M; 3(R) : L, = (P(Xn =1) P(X,=2) P(X, = 3))

On suppose connues la loi de X, et la matrice A de M3(R) définie par :
V(i,5) € {1,2,3}%, (A)ij = Pxo=i) (X1 =J).

On suppose : Vn € N, V(Z,j) € {1,2, 3}2, P(Xn=i)(Xn+1 = j) = P(on,;)(Xl = ])
1. Montrer : A € ST3.
2. Montrer: VneN, L,.1=L,A puis: VneN, L, = LyA".

1 0 O
On suppose dorénavant A = A;, définie dans la partie 1.3, et on note D; = [0 1/2 0
0 0 1/3

3. Déterminer une matrice P € M3(R) inversible et a coefficients diagonaux tous égaux a 1, telle
que A; = P,D,P[! et calculer Pt

4. Déterminer la limite de la suite (D;*),>1, puis la limite de la suite (A]")n>1.

5. Déterminer la limite de la suite (Ly)n>1. Expliquer ce résultat par des arguments probabilistes.

PROBLEME 2

Dans tout le probleme, J désigne l'intervalle | — 1; +o0].
tz

dt.
1+¢

1
Le but du probléme est ’étude de I’application f définie, pour tout = de J, par : f(z) = /
0

Préliminaires

1. Justifier la convergence des séries numériques suivantes :

(="
Z n2’ Z(2k+1 ZT

n>1 k>0 n>1
+0o +o00
1 w2 1 2
2. En admettant eE —_ = —, t :E - .
n adme qu 2 2 6 montrer 2 (2k n 1)2 g
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+o0 _1\n 2
3. En déduire : Z( y_

n=1

Partie I : Eléments d’étude de f

T

1+t

dt.

1
1. Justifier, pour tout z € J, la convergence de l'intégrale /
0

2. Calculer f(0) et f(1).

3. Montrer: Vz € J, 0< f(z) < et en déduire : lim f(z)=0.

:1;—{-]_, T—+00
a. Montrer : V(z,y) € J?, Vt€]0;1], (z<y = t*>t¥).

b. En déduire que f est décroissante sur J.

o

1
. Montrer : V. )= —.
5 ontrer : Vx € J, f(z)+ f(z+1) o
1
6. Déduire des résultats précédents : f(z) ~ o
7. Soit x € J.
a. Montrer : Vn € N, f(z) = (—1)n+1f(n+1+$)+i‘~(’:£'
' ’ k+14+z
k=
b. En déduire que la série numérique Z —L}—)k— converge et que f(z) = S _(__ﬁ_
’ e k+1+a k+l+a
8. a. Montrer : V(z,y) € J?, Vk € N* ‘ ! - ! ‘<|x— |—1—
. . . ,y ’ ) k+1+.'L' k+1+y =X ykz,
puis : V(z,1) € 7, |f(@) ~ £)| < oyl (s + =)
z+1)@y+1) 6

b. En déduire que f est continue sur J.

Montrer : f(z) ~ %-{-1 En déduire la limite de f en —1.

®

Partie II : Dérivabilité de f

On note, pour tout k € N, g l’application de classe C? de J dans R définie pour tout z de J par :

_ (=D
(@) = T
1. Montrer : V( J?, Vk e N* (@) < 2=t
. . xvy) € ) € ) ‘gk(x) - gk(y) - (1’. - y) gk(m)l = k3 )

1
2. a. Justifier la convergence des séries Z ] et Z g5 (z), pour tout z € J.
k>1 k>0

+o0
) ) . (_1)k+1
b. En déduire que f est dérivable sur J et que : Vz € J, f'(z) = E T
e~ (k+1+x)

c. Déterminer f'(0).

3. Tracer I'allure de la courbe représentative de f. On donne la valeur approchée : In2 =~ 0,69.
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MATHEMATIQUES
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document : [utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Partie I : Somme de variables aléatoires suivant la loi exponentielle de parameétre 1

1. Rappeler une densité, ’espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle
de parametre égal a 1.

On consideére une suite de variables aléatoires réelles (X )ren mutuellement indépendantes, qui suivent

la loi exponentielle de parametre égal a 1.

n
Pour tout n € N*, on note S, la variable aléatoire définie par S, = ZX’C'
k=1

2. a. Pour tout n € N*, donner 'espérance et la variance de la variable aléatoire S,.

b. Pour tout n € N*, rappeler une densité de S,,.

3. Soit une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0;1]. Montrer que la variable
aléatoire Y = —In(1 — U) suit une loi exponentielle dont on déterminera le parametre.

4. Ecrire un programme PASCAL, utilisant le générateur aléatoire PASCAL, simulant la variable
aléatoire Sy, I'entier n étant entré par l'utilisateur. '

5. Pour tout t €]0; +o0[, on note N, la variable aléatoire égale & 0 si 'événement (S; > t) est réalisé,
et, sinon, au plus grand entier n € N* tel que 'événement (S, < t) est réalisé.
Ainsi, pour tout ¢ €]0;+o0[, pour tout n € N* Pévénement (N; = n) est égal & 1'événement
(Sp <t)N(Spy1 > ).
Ecrire un programme PASCAL, utilisant le générateur aléatoire PASCAL, simulant la variable
aléatoire Ny, le réel t étant entré par I'utilisateur.

EMLYON Business School est affiliée a la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.
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Partie II : Polynémes de Laguerre

On considére, pour tout n € N, les applications

e ™®

fni R—R, 2+

b

n!

L,:R—R, z+— efM™(z),

ol i désigne la dérivée n-ieme de f,.

6.

7.

10.

11.

12.

13.

Calculer, pour tout z € R, Lo(z), Li(z), Lo(x).

Montrer :

n _ k -
VneN, VzeR, Ly(z)= (=) (”) z*.

En déduire que, pour_tc’iht n € N, L, est une fonction polynomiale dont on précisera le degré et le
coefficient du terme de plus haut degré.

Montrer :

VneN, Vz €R, fri1(x) = fulz) — far1(z).

En déduire :

VneN, Ve eR, L,,,(z) =L, (z) - L,(z).

Montrer :
T

Vn € N, Vz € R, fn+1(.’ll) = ’TL—H

fu(z).

En déduire :

VneN, VzeR, (n+1)L,y1(x)=2zL (z)+ (n+1—2z)L,(x).

Etablir :

VneN, VzeR, zL!(z)— (z— 1)L, (z) + nLy(z) = 0.
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Partie III : Produit scalaire, orthogonalité, endomorphisme

On note E le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R.

Soit N € N fixé. On note Ey le sous-espace vectoriel de E formé des applications polynomiales de R
dans R de degré inférieur ou égal & N.

+o0
14. Montrer que, pour tout A € F, I'intégrale A(z)e *dz converge.
0

On considere 'application

<.,‘.>:E><E-——>IR, (P,Q) — <P,Q>=/+OOP(w)Q(x)e_mdx.
. A 0

15. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur E. -

On considére, pour tout P € E, 'application T(P) : R — R définie par :

VreR, T(P)(z)=zP"(z) - (z — 1)P'(z).

16. Vérifier que T est un endomorphisme du R-espace vectoriel E.

17. Montrer que, pour tout P € E, Papplication de R dans R : z —— T(P)(z)e™" est la dérivée de
I'application de R dans R : 2 — zP’(z)e™".

18. En déduire, pour tout (P,Q) € E x E :

<T(P),Q>=— /O+°0 zP'(z)Q'(z) e " dx.

19. Etablir: V(P,Q e ExE, <T(P),Q>=<P,T(Q)>.

20. En utilisant le résultat de la question 13, calculer, pour tout n € N, T(L,,).
21. En déduire que la famille (Lg, ..., Ly) est orthogonale.

22. Montrer :

VP € Ey, T(P)€ En.

On note Ty 'endomorphisme induit par T sur Ey, c’est-a-dire I’endomorphisme Ty de Ex défini par :

VP € Ey, Tn(P)=T(P).

23. Montrer que (Lyg, ..., Ly) est une base de Ey.
24. Donner la matrice de Ty dans la base (Ly, ..., Ly) de Ey.

25. Est-ce que Ty est diagonalisable 7 Est-ce que Ty est bijectif 7
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Partie IV : Nature d’une série de maximums

On considere, pour tout n € N*, I'application

e ™

g [05+00[ — R, & —

26. Montrer que, pour tout n € N*, g, admet un maximum, noté M,, et calculer M,.

On note, pour tout n € N*: p, =+/nM, et a, =Inp,.; —Inpy,.

27. Former le développement limité de a,, & 'ordre 2 lorsque I'entier n tend vers l'infini.

28. En déduire la nature de la série Z Q.

nzl

29. Etablir que la suite (Un)n>1 converge et que sa limite est strictement positive.

30. Quelle est la nature de la série Z M, ?

nzl

Partie V : Etude d’extremum local pour une fonction de deux variables réelles

On considere les applications

f:10;400] — R, z+——ze™ ",

F:]0;+00f — R, (z,y) — f(z)+ f(y) — flz+y).

31. Montrer que F est de classe C? sur l'ouvert |0 ; +oco[? et exprimer, pour tout (z,y) €]0;+00[, les

F
dérivées partielles premiéres %;(x, y) et %g—(:c, y) en fonction de f'(z), f'(y) et f'(z +y).

32. Etablir que, pour tout a €]0;+oo], Iéquation f'(z) = f'(a), d’inconnue z €]0;+oc[, admet au
plus une solution distincte de a.

33. En déduire que, pour tout (z,y) €]0;+00[?, (z,y) est un point critique de F si et seulement si :

z=y et f(z) = f'(2z).

34. Montrer que F' admet un point critique et un seul, noté (a, a), et montrer que 1 < a < 2.
35. Montrer : f”(a) <0 et f"(2a) >0.

36. Montrer que F' admet un extremum local, et un seul. Déterminer la nature de cet extremum.
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PROBLEME 1

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.
On confond polyndme de R[X] et fonction polynomiale sur R ou sur [0;+o0| ou sur ]0; +ocl.

On note R,,_; [X] le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynémes de degré inférieur ou égal & n—1.

Partie I : Interpolation polynomiale

Soient ay. ..., a, des réels deux 4 deux distincts. On note

¢ : Ry 1[X] — R*, Pr— @(P) = (P(a1), ..., P(an)).
1. Montrer que  est un isomorphisine. -
2. En déduire que, pour tout (by,...,4;) € R", il existe P € R,.1[X] unique tel que :

Vi € {1, veey n}, P(ai) =b,.

3. Ezemple :
Déterminer le polynéme Fy de R3{X] tel que :

B(0)=1, P(1)=3, By(2) =11, By(3)=3l.

EMLYON Business School est affiliée & la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.



Partie II : Polynomes spéciaux
On considere l'ensemble E des polynomes P de R[X] tels que :
Vz €]0;400], (P(x)>0 et P'(z)>0).
1. Donner un exemple d’élément de K.

2. Montrer que E est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par
multiplication, c’est-a-dire que, pour tout @ € ]0;+o00[ et tous P,@Q € E,on a :

aPeFE, P+QecE, PQekFE.

Est-ce que £ est un sous-espace vectoriel de R{X] ?

3. Soit PEE. Onnote P:R—R, 7+ /)P(t)dt.
Montrer : P, € E. ‘

4. Soit P € E. Montrer : Vz € [0;+0c], P(z) > P(0).
Pour tout P € E, on note P : [0; +o0| ——s [P(0);+00], = +— P(z)= P(z).
5. Montrer que 'application P est bijective.

6. Si, de plus, P est de degré au moins 2, est-ce que ’application réciproque P! de P est une
application polynomiale 7

Partie 11I : Matrices symétriques positives

On note S, l'ensemble des matrices symétriques A de M,,(R) telles que :
VU e M,,1(R), "UAU = 0.
Soit A une matrice symétrique de M, (R).

1. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(R} 7 Justifier.

2. a. Montrer que si A est dans S, alors toutes les valeurs propres de A sont dans {0; +ocl.

b. Réciproguement, montrer que si toutes les valeurs propres de A sont dans [0; +oo[, alors A est
dans S;.

Partie IV : Matrice symétrique positive solution d’une équation polynomiale spéciale

Soit P € £ de degré n — 1 ('ensemble ¥ a été défini dans la partie IT), et soit A € S} admettant n
valeurs propres deux a deux distinctes, notées Aq, ..., A,, appartenant toutes a [P0} ; +oo|.

On note D la matrice diagonale de M,,(R) dont les termes diagonaux sont successivement Ay, ..., Ay,
et ) une matrice inversible de M,,(R) telle que A = QDQ!.

Ou se propose de résoudre Péquation P(S) = A, d’inconnue S € S7.

1. On suppose que I’équation P(S) = A a une solution dans S} .
Soit S appartenant a S} telle que P(S) = A. On note A = Q' 5Q.

a. Montrer que SA = AS et en déduire que AD = DA.

b. Démontrer que A est diagonale et que les éléments diagonaux de A sont tous positifs ou nuls.
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2. Etablir que 'équation P(S) = A, d’inconnue S € S}, admet une solution et une seule, et que celle-
ci est QAQ™, oit A est une matrice diagonale que 'on exprimera & Iaide de PHAp), - P,
ol P a été définie dans la partie T1.

3. Ezemple :
2 -1 0 0
o o -1 2 0 o
Onprendici n=4, P=X"+X+1let A= 0 0 21 10
0 0 10 21

a. Vérifier P c E.
b. Déterminer les valeurs propres de A et montrer : A € St

c. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale @ telles que A=QDQT
d. Résondre Péquation P(S) = A, d’inconnue S € S

PROBLEME 2

Partie I : Formule de Stirling
x/2
Pour tout n € N, on définit W, = f (cos zf)n dt.
0

1. Calculer Wy et W;.

2. a. Montrer que la suite (W, )pen est décroissante.
b. Montrer, pour tout entier ntel quen > 0: W, > (.

3. a. Montrer, pour tout entier ntel quen 2 0:  (n+ 2)W,» = (n + 1)W,.
b. En déduire, pour tout entier n tel que n 2 0 : (n + D)W, (W, = W W,

n+1
4. a. Montrer, pour tout entier n tel quen 20: W, > W,,, > : 3
n }

Wi

b. En déduire: W,,, ~ W,, puis: W, ~ —_
n—r+4-00 n—+-00 2n

. _ 2n)! =«
5. Montrer, pour tout entier n tel que n > 0: W, = WE
3 1 T —n
On note, pour tout entier n tel quen > 1: A, = —n'e n
n!

11

6. Montrer que la série E G CONVErge.
nz2

7. Montrer, pour tout entier n tel que n > 2 : a, = n(A,) — In(4,_;).

8. En déduire que la suite {A, )nen- converge et que sa limite £ est strictement positive.

1
9. a. Justifier: n! ~ —n"e"/n.
n—ioo £
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b. En utilisant 'expression de Ws, 4 'aide de factorielles, en déduire la valeur de £ et I'équivalent
suivant :

nl ~ nte "/ 2rn.
n——+4oo

Partie II : Etude de variables aléatoires
Soit un réel a strictement positif et la fonction f, : R —— R définie, pour tout réel z, par :
fo(z) =0 si z<0
x =
Jolz}=-3€72%% si z>0.
@

1. Montrer que f, est une densité.

On considére une variable aléatoire X admettant f, comme densité.

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

3. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance E{X) et calculer E(X).

4. Montrer que la variable aléatoire X admet une variance V(X) et calculer V(X).

5. a. On considére une variable aléatoire V suivant la loi uniforme sur intervalle 10; 1. Montrer que
la variable aléatoire Z = a4/—21n(V) suit la méme loi que la variable aléatoire X.

b. En déduire un programme en langage Pascal, utilisant le générateur aléatoire Pascal, simulant
la variable aléatoire X, le réel a strictement positif étant entré par Putilisateur.

Pour tout entier n tel que n = 2, on constdére une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 4 n.
On effectue, dans U,, des tirages d'une boule avec remise. On suppose que tous les tirages dans U,
sont équiprobables. On s’arréte dés que 'on obtient une boule déja obtenue.

On note T, la variable aléatoire égale an nombre de tirages effectués.

6. Justifier : P(T, >n+1)=0
7. Déterminer, pour tout entier k tel que ¥ < n: P(T, > k).

L3

ND

On congidére la variable aléatoire Y, = . On se propose d’étudier la convergence en loi de la suite

de variables aléatoires (¥;,)nz2.

Soit y € [0;+oc]. On note k,, I'entier naturel égal A la partie entiére de yy/n.
Onadonc: k, <yv/n<1+k,.

8. Justifier : P(Y, > y) =P(T, > k).

K\ Fn—n
9. En utilisant I 9.b., montrer :  P(Y, > y) ~ g hn (1 — X) .

10. a. Déterminer le développement limité d’ordre 2 de t +—» ~t + (f — 1)In(1 — t} en 0.

b. En déduire : Tim (— kn+ (kn —n)In (1 — ﬁ)) -
n—4oc n 2
11. Montrer gue la suite de variables aléatoires (Y},),52 converge en loi vers une variable aléatoire &

densité dont on précisera une densité.
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PROBLEME 1

Partie I : Etude d’une fonction f définie par une intégrale

Hoa -t
1. Montrer que, pour tout z €]0; +oof, 'intégrale f e dt converge.
(]
+oo -t
On note f :]0;+o00[ ~— R I'application définie, pour fout = €]0;+o0f, par: f(z) = / o dt.
o
1 e..1

2. Montrer : Vz €]0;+00], f(z) = / dt. En déduire: f(z) — +oo.

o I +t x — Ot

1
3. Montrer : Vz €]0;+00[, 0< f(x} < . En déduire : f(z) - 0
A r —
-+00 )
4. Montrer que P'intégrale [ te~tdt converge et que :
0
1 1 B
Var €]0;+o0], 'f(:c) - -| <= | tetar
zl 22 J,
En déduire :  f(z) =
e - £ —+ +o0 T
Tournez 1a page S.V.P.
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Partie II : Une autre expression intégrale de f

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5. Soit (z, h) €]0;+oo[xR* tel que A > ‘%‘

+oo ot
a. Montrer que 'intégrale / ———dt converge.
0

(x+1)?
b. Etablir : Vt € [0;-+00], H_(“}IH _ xit) N (w—il-t)z < 2ﬂ|§l_
c. En déduire: |1+ hg —fe) | ]G e (mft)z dtl < 21’34.
6. En déduire que f est dérivable sur ]0;+ocol et que : Vz €]0;+oo], f'(z)=— /ﬂ+oo (_m%-_it)a dt.

7. Montrer, pour tout = €]0;+o0| et tout {¢, A) €]0;1] x {1;+o0| :

/A et dt = e—A . e ¢ fA et it
. (z+1)2  z+A z4e J. z+t

8. En déduire : Yz €]0;+00], f'(z) = -—?Bl— + f(x).

1
9. Montrer que f est de classe C? sur ]0;+oo[ et que : Yz €]0; 400, f"(z) = =t f(z).

B - Intervention d’une fonction auxiliaire g

On note g :]0; 4o00[ — R 'application définie, pour tout z € |0; 400, par :  g(x) = e f(z).

10. Démontrer que g est dérivable sur |0;+oo[ et que : ¥z €]0;+00], g'(z) = ——gm—-

+oo L -u
11. Montrer que, pour tout = € ]0; +oo[, 'intégrale ] e? du converge et que :

T

-4-00 e U

Vr €]0;+00f, g(z) :[ —u—du,

+o0 L —u
puis: Vz €]0;+o0f, f(z)= e'“"/ -—Ewdu.
+oo e ¥

12. Montrer : / —du

o %
~ i
u 2 — oo I

+00 i

13. Quelle est la nature de 1a série Z n? / —du ?

n2l . ¥% U

Partie ITI : Etude d’une densité
On note h : R — R Papplication définie, pour tout t € R, par : h(t) =< f(1)1+t¢

14. Montrer que h est une densité.

15. Soit X une variable aléatoire réelle admettant h pour densité. Montrer que X admet une espérance
et calculer E(X) & Taide de f(1).
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PROBLEME 2

Daus tout le probleme, n est un entier tel que n > 2.

On note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et M,, ;(R) I’ensemble des matrices
réelles 4 une colonne et n lignes, nommées ¢ matrices colonnes » dans la suite du probléme.

Si A € M,(R), alors *A désigne la matrice transposée de A.

Si V € M, ,(R), alors *V désigne la matrice transposée de V.
Si A € M,,(R) et si (¢, 7) € [1;n]?, alors le coefficient de la ligne numéro i et de la colonne numéro j

de A est noté a; ;, la matrice A est notée A = (a;;), <iien’
5|

SiV=|: | €M,i(R), alors la matrice colonne V est notée V = (v;)1cign-
Un

Si A = (as;), ciicn € Ma(R), alors pour tout j € [1;n], on note C;(A) la matrice colonne de M, ,(R)
constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : C;(A) = (i) 1<ign-

Partie I : Un exemple
1
-1
2
-1
1. Vérifier que 0 est valeur propre de Ag et déterminer une base du sous-espace propre associé.

2. a. Calculer Agly.
b. Montrer que A, est diagonalisable dans M, (R).

c. Déterminer une matrice diagonale IJ de My(R) et une matrice inversible P de My(R) telles
que Ay =P DP}.

Soient U = W= et Ay = Uy *V,.

1
2
3
4

Partie II : Trace d’une matrice carrée

Pour toute matrice carrée A = (a;),_; i<n € Mn(R), on appelle trace de A et on note Tr(A) la somme
Ti

des coefficients diagonaux de A, c’est & dire Tr(A) = Z -
i=1

3. Montrer que l'application Tr : M,(R) — R, A +— Tr(A), est linéaire.
4. Montrer : ¥(A, B) € M,,(R)?, Tr(AB) = Tx(BA).

5. Vérifier : VA= (ag,j)lgijsn € M.(R), TT(tAA) = Zza?.i-

i=1 j=1

Partie I1I : Une caractérisation des matrices de rang 1

6. Soient U = (u;)1<cicn €6 V = (¥;)1¢icn deux matrices colonnes non nulles de M, ;1 (R).

a. Justifier : U'V € M,(R). Déterminer les coefficients de U*V 1'aide des coefficients de U et

de V.
b. Exprimer Tr(U*V) & I'aide des coefficients de U et de V.

c. Quel est le rang de UtV ?
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7. Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.

a. Montrer qu'il existe jy € [1;n] tel que, pour tout j € [1;n], il existe a; € R vérifiant :
Ci{A) = a;C;,(A).

b. En déduire qu’il existe deux matrices colonnes non nulles U/ et V de M, 1 (R) telles que A = U*V.

8. Enoncer une caractérisation des matrices de M,,(R) de rang 1.

Partie IV : Une application en probabilités
On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P).
On suppose de plus : X(2) =Y () = [1;7].
On note, pour tout (7,7) € [1;n]?%, mi; =P((X =) N (Y = j}), puis
M= (m,-,j)i,j =3 Mﬂ(R), Ux = (P(X = i))lgi@n c Mn,l(R) et Uy = (P(Y = i))lgign € Mn,l(]R).

9. On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Ux*Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.

10. On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1.
a. Montrer : Ciy(M)+---+ Co(M) = Ux.
b. En déduire que, pour tout j € [1;n], il existe 5; € R tel que C;(M) = B;Ux.
¢. Montrer : ¥j € [1;n], P(Y =7)=8;.
d. En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Partie V : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables

Soit A € M, (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de M,, ; (IR)
telles que A = U'V et on note a = Tr(A).

11. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
12. Montrer : ‘VU = (a), puis : A% = aA.

13. Montrer que si ¢ = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

14. On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

15. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M,.(R) de rang 1 soit
diagonalisable.

Partie VI : Construction d’un produit scalaire et d’un endomorphisme symétrique
16. Montrer que 'application : (M,N) — (M, N} = Tx(*M N) est un produit scalaire sur M, (R).

On munit dorénavant M,,(R) de ce produit scalaire.
On considére une matrice colonne V = (v4)1<i<n € My 1(R) telle que qu =1 Onnote S =VW.

=1
17. Montrer que S est une matrice symétrique de M,,(R) et que §$2 =S

18. a. Montrer que Papplication ® : M —— SM est un endomorphisme symétrique de M,(R).
b. Vérifier = ®. Que peut-on dire des valeurs propres de ® ?

c. On note e I'application identité de M,(R). Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker(®) et

Ker(® — e) sont supplémentaires orthogonaux dans M, (R).

4/

IMPRIMERIE NATIONALE =~ 131244 - D’'apras documents fournis



N |
B '/
UCC Code sujet : 295

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : EMLYON Business School

1% épreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Mardi 29 avril 2014 de 8 heures a 12 heures

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

lls ne doivent faire usage d’aucun document : Iutilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené &
prendre.

PROBLEME 1

On note E le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues, F; le R-espace vectoriel des
applications de R dans R de classe C!. On remarquera que F; est inclus dans E.

On note, pour tout élément f de E, T(f) l’application de R dans R définie, pour tout z € R, par :
1 z+1
()@ =5 [ )
z—1

Partie I : Propriétés générales de T

1. Etablir que, pour tout élément f de E, T(f) appartient & F; et que, pour tout z € R :
(T() @) = 3 (f(z+1) - f(z - 1)).

On note T': E — F T’application qui, & f, associe T'(f).

2. Montrer que T est un endomorphisme de FE.

3. Est-ce que T est surjectif 7

4. Soit f € E. Montrer que, si f est paire (respectivement impaire), alors T'( f) est paire (respective-
ment impaire).

A cet effet, on pourra utiliser le changement de variable v = —t dans une intégrale.
-+o0 )
5. Soit f € E. Montrer que, si l'intégrale f(t) dt converge, alors T'(f)(x) tend vers 0 lorsque
—00
z tend vers 400 et lorsque z tend vers —oo.
—

EMLYON Business School est affiliée a la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.
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6.

On note s : R — R D'application qui, & tout ¢ € R, associe s(t) = sin(nt).
Calculer T'(s). Est-ce que T est injectif ?

Partie II : Premier exemple

On note, pour tout a € R : fo :R—R, tr— fi(t) =e*.
7. Calculer, pour tout a € R et tout z € R, T(f,)(z).
% — ¢
i 0
On note : ¢:R—R, ar— pla)= 2a sia#
1 sia=0.
8. Etablir: VaeR, T(f,) = p(a)fs.
9. Montrer que  est dérivable sur R et calculer, pour tout a € R, ¢/(a).
Etudier, selon a € R, le signe de e%(a — 1)+e*a+1).
En déduire les variations de ¢ et tracer l'allure de sa représentation graphique.
10. En déduire que, pour tout A € [1;+o00], il existe f € E — {0} tel que : T(f) = Af.

Partie III : Deuxiéme exemple

Onnote: h:R-—R, t—h(t)=

1
._I—im.

11. Vérifier h € E et calculer, pour tout z € R, T'(h)(z).
A cet effet, on remarquera que % est paire, et on distingueralescas 0 <z < let 1 < z.
12. Etudier les variations de T'(h) et tracer Vallure de sa représentation graphique.
On précisera les tangentes aux points d’abscisses 0 et 1. On donne In2 = 0,69..., In3 =~ 1,10...
13. Est-ce que la réciproque du résultat obtenu dans la question 5. est vraie, c’est-a-dire, est-ce que,
pour tout élément f de E, si T'(f)(z) tend vers 0 lorsque z tend vers +oo et lorsque z tend
+o0
vers —oo, alors l'intégrale f(t)dt converge?
-—00
Partie IV : Recherche d’extrémums locaux pour une fonction réelle de deux variables
réelles

Onnote:  F:]l;400[— R, z+— F(z)=In(z +2) — In(z),

de sorte que F'(z) = 2T(h)(z), ol h a été définie dans la partie 111, et on note :

14.

15.

16.

H:J1; 40— R, (2,y) — H(z,y) = F(z) + F(y) — 2F (zy).

Montrer que H est de classe C! sur ]1;+o00[? et calculer les dérivées partielles premitres de H en
tout (z,y) €]1;+oo[*.

Etablir que H admet un point critique et un seul, que I'on calculera.

On note (zo, yo) les coordonnées de ce point critique.
On admet que H est de classe C? sur ]1;+oof? et que

O*H 0°H 0*H
[E— I e ~ — . 1 —2 ——— ~ — . 1 _2.
6.’132 (iL'(),yo) 9 2 (270, yO) 112 0 et axay(w()ayﬂ) 475 0

Est-ce que H admet un extrémum local sur ]1;+oo[??
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Partie V : Transformée d’une densité
Soit f € E. On suppose, dans cette partie, que f est une densité.

17. Montrer, pour tout (A, B) de R? :

B B+1 A+1 B+1 B-1
/A T(f)(z) dz = %/ (B —2)f(z)dz — %/A_l (A~x)f(x)d:n+%/ 1 f@dz+ = [ @) as.

B-1 At 2 /a1
1 B+1
18. Montrer: VB R, ’5 / (B — 2)f(x) d:c’ < T(f)(B).
B-1
1 B+1
En déduire la limite de 3 / (B — z)f(z) dz lorsque B tend vers +oo.
B-1

19. Etablir que T(f) est aussi une densité.

PROBLEME 2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2.

Pour tout 7 de [1;n], on note V; la matrice colonne de M, 1(R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf

celui de la i-itme ligne qui est égal & 1. On admet que la famille (Vi) [1:n €St une base de M, ;(R).

Pour tout (4, ) de [1;n]? on note E;; = V;'V;. Ainsi, pour tout (4,5) de [1;n]? la matrice E;; est la
matrice carrée de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui 3 I'intersection de la i-ieme ligne
et de la j-iéme colonne qui est égal & 1. On admet que la famille (E; ;) (i)efimyp €St une base de M, (R).

On note I, la matrice identité de M, (R).
Soit A une matrice quelconque de M,(R) telle que, pour tout A de R, A # Al,.

On considére 'application ®4 de M,(R) dans M,,(R) définie par :
VM € M,(R), ®4(M)=AM — MA.

Partie I : Quelques généralités
1. Montrer que ®4 est un endomorphisme de M,,(R).
2. Calculer ®4(/,). L’endomorphisme ®4 est-il injectif ? surjectif ?

Partie II : Etude d’un cas particulier

On suppose, dans cette partie seulement, que n =2 et A = (é ;)

3. Justifier que la matrice A est diagonalisable dans M,(R) et donner les valeurs propres de A.
On note B la base de M3(IR) constituée des quatre matrices suivantes :
10 01 00 00
El,l = (0 0) ’ E1,2 = (O 0) ’ E2,1 = (1 0) 3 E2,2 = (0 1)
4. Ecrire la matrice de ® A daﬁs la base B, puis calculer le rang de cette matrice.

5. Déterminer les valeurs propres de &4 et montrer que ®4 est diagonalisable.
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Partie III : Etude du cas ou A est diagonalisable
On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est diagonalisable dans M, (R).
6. Montrer que *A est diagonalisable dans M,,(R) et que A et *A ont les mémes valeurs propres.

7. Soient X,Y € M, 1(R) tels que X (resp. Y) est un vecteur propre de A (resp. de 'A).
Montrer que X 'Y est un vecteur propre de ® 4.

8. Soient (X1, Xa,...,Xn) et (¥1,Y2,...,Y,) deux bases de My (R).
On note F la famille F = (X Y)(z Jefin]?”

Montrer que, pour tout (i,j) de [1;n]?, V;*V; appartient au sous-espace vectoriel de M, (R)
engendré par F, et en déduire que la famille F est une base de M, (R).

9. KEtablir que ®4 est diagonalisable.

10. Montrer que 'ensemble des valeurs propres de ® 4 est I'ensemble des différences A — p lorsque A et
1 décrivent les valeurs propres de A.

Partie IV : Etude d’un sous-espace propre de ¢4 associé 4 une valeur propre non nulle

Soient A une valeur propre non nulle de ®4 et T € M,,(R) un vecteur propre associé; on a alors :
P4(T)=AT et TH#0O.

11. A Paide d’un raisonnement par récurrence, montrer : Vk € N, ®,(T*) = Mk T*.
12. En raisonnant par ’absurde, montrer qu’il existe un entier g de N* telque: 7T9=0 et ¢ <
On note p Uentier de N* tel que 7?7 = 0 et TP~! # 0.

13. Justifier qu’il existe X € M, 1(R) tel que 7?71 X £ 0.
Montrer que la famille (X, TX,...,TP ' X) est libre dans M,, ;(R), et en déduire : p < n.

Partie V: Etude du cas ol 4 est symétrique

On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est symétrique; il existe donc une matrice
P € M, (R) orthogonale telle que P~ A P est diagonale. On note C;, Cy, ..., C, les colonnes de P.

Pour toutes matrices M = (my ;) j)epinl? € N = (145) (i 5)enz de Mp(R), on définit :

(M|N) = Z UCRILNE

(.9)€Lin]?
14. Montrer que Papplication (.].) est un produit scalaire sur M,,(R).
15. Montrer : V(M,N) € M,,(R)?, (M|N)= (M N | L,).
16. Pour tout (¢,7) de [1;n]?, calculer *C; C;.

17. Pour tout (3, ) de [1;n]?, déterminer les coefficients diagonaux de la matrice C; *C; et en déduire
la valeur de (C;*C; | I,,).

18. Pour tout (4,7, k,£) de [1;n]*, calculer (C;*C; | Cr*Cy).
19. On considére la famille G = (C;*C; )(”) elin? de M, (R).

Montrer que G est une base orthonormée pour le produit scalaire (.|.) de M,(R) et que G est
constituée de vecteurs propres de & 4.
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Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
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Si au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a

prendre.

PROBLEME 1

Dans tout le probléme, on confond polynéme et application polynomiale de R dans R.

On note, pour tout k& de N, Ry[X] le sous-espace vectoriel de R[X| formé des polynomes de degré
inférieur ou égal a k.

On définit Vensemble E = {P € R4[X]; P(0) = P(4) =0} et le polynome W = X (X —4).
Partie I : FEtude d’endomorphismes

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de P’espace vectoriel Rq[X].

Pour tout polynéme @ de Ry[X], on note ¢(Q) = WQ.

2. Montrer que application ¢ : @ — W@ est un isomorphisme de Ry[X] sur E.

3. En déduire une base de E et la dimension de E.

Pour tout polynéme @ de Ry[X], on considére le polynéme A(Q) défini par :
AQ) = Q(X +1) — Q(X).
Ainsi, par exemple, si @ = X2 —3X + 5, alors
AQ) = ((X+1)2—3(X +1)+5) — (X2—3X +5)=2X -2,

EMLYON Business School est affiliée a la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.
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Montrer que Papplication A est un endomorphisme de Ro[ X].
Déterminer, pour tout polynome @ de Ry[X], le degré de A(Q) en fonction du degré de Q.

g = P

Déterminer le noyau et I'image de A.

d. Etablir: AoAoA=0.
On définit 'endomorphisme f de E suivant : f = ¢oAo¢™!, ot ¢! désigne I'application réciproque
de I'application ¢.

5. a. Montrer: fofof=0.
b. Déterminer une base du noyau de f et une base de I'image de f.

c. Démontrer que f admet une valeur propre et une seule et déterminer celle-ci. Donner une base
et la dimension du sous-espace propre pour f associé a cette valeur propre.
d. Est-ce que f est diagonalisable?

PARTIE II : Etude d’un produit scalaire
On considére application (-,-) de Ry[X] x Ry[X | dans R définie par :

V(Pl, Pz) e [R4[X] X |R4[X], (Pl 5 P2> = ipl(k)Pz(ki)
k=0

6. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur Ry[X].

On munit dorénavant R4[ X ] de ce produit scalaire (-,-) et de la norme associée ||.]|.
On considére les trois polynémes suivants :
Li=(X=-2)(X-=-3), L=(X-1)(X=-3), L3y=(X-1)(X-2).
7. Montrer que la famille (L, Lo, L3) est une base de Ry[X].
8. a. Exprimer, pour tout polynome P de Ro[ X], les coordonnées de P dans la base (Li, Lo, L3) en
fonction de P(1), P(2), P(3).
b. Exprimer A(Ly), A(Ls), A(Ls) sur la base (Ly, Lo, L) de Ry[X] et en déduire que la matrice

1 —1/2 0
de ’endomorphisme A dans la base (Lj, Lo, L3) de Ry[X]est [ 0 -1 —2
1 3/2 2

On note, pour tout ¢ de {1,2,3}, M; =WL,.

9. a. Montrer que, pour tout ¢ de {1,2,3}, M;(%) est non nul.
_ 1
- M;(4)

b. Montrer que (N, Ny, N3) est une base orthonormée du sous-espace vectoriel E de Ry[X].

On note alors, pour tout 7 de {1,2,3}, N; M.

10. Déterminer la matrice de lapplication linéaire ¢ dans les bases (Li, Lo, L3) de Ro[X] et
(Nl, N2,N3) de E.

11. Déterminer la matrice de 'endomorphisme f dans la base (Ny, N2, N3) de E.

3
12. On note, pour tout polynoéme P de Ry[X]|: wu(P)= ZP(z) N;.
i=1

Montrer que u est un endomorphisme de Rq[X].

Montrer : VP € Ry[X], Vj€{1,2,3}, (P—u(P), N;)=0.

En déduire que u est la projection orthogonale sur F.

Déterminer le projeté orthogonal de @ = X?(X —2)(X — 3) sur E.

L
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PROBLEME 2

Dans tout le probléme, on note E l'ensemble des fonctions u : Rt — R continues sur R* vérifiant :

il existe p € N tel que : t_hgoo — =

On remarquera que ’entier p dépend a priori de la fonction u considérée.

Partie I : Définition de la transformée de Laplace

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des fonctions définies sur R et
a valeurs dans R.

2. Soit v un élément de E.
Montrer, pour tout  €]0;400[:  lim #u(t)e ™ =0.
t—+o00

+oo
En déduire que, pour tout z € ]0; 400, U'intégrale / u(t) e~ ™ dt est convergente.
0

Dans toute la suite du probléme, pour tout élément u de £, on définit la fonction L(u) sur |0 ; +oo[ par :

Vz €]0; 400, L(u)(z)= /(:LOO u(t) e dt.

3. Montrer, pour tout o € R et pour tout (u,v) € E? :  L(au+v) = aL(u) + L(v).

Partie IT : Quelques exemples

4. Soit a € R™ fixé. On considére, pour tout i de {0, 1,2}, la fonction v; : R — R définie par :
Vit € RY, v;(t) =tte ™.
Pour tout ¢ de {0, 1,2}, montrer que la fonction v; appartient & E et, en utilisant par exemple des
résultats sur la loi exponentielle, calculer, pour tout z €]0;+4o00[, L(v;)(x).

5. Soit n € N fixé. On considére la fonction w, : Rt — R définie par : V¢ € R, w,(t) =t™
n!
pntl’

Montrer que la fonction w,, appartient & £ et montrer, pour tout z € |0;+oc0[: L(w,)(z) =

Partie III : Propriétés des transformées de Laplace

6. Limite de L(u) en +00
Soit v un élément de E. Justifier qu’il existe p € N et A, M € R tels que :
Vi€ [A;+oo], |u@®)| <t et Vte[0;A], |u(®) <M.

Etablir : V¢t € R*, |u(t)] < M +t*. En déduire : liril L(u)(z) = 0.
T— +00

7. Limite de L(u) en 0
+00
Soit v un élément de E tel que U'intégrale u(s) ds converge.

—+o00
On note, pour tout ¢t de R*, R(t) = / u(s) ds.
t

a. Déterminer la limite en 400 de R. Montrer que R appartient & E.
b. Montrer que R est de classe C! sur Rt et :  Vt € R*, R'(t) = —u(t).

3/4
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c. En déduire: Vz €]0;4o00[, L(u)(z) = R(0) — zL(R)(z).
d. Soit € €]0;+oo[. Justifier qu’il existe B € [0;+oo[ tel que : V¢ € [B;+o0[, |R(t)] <

DO ™

B
Ho deduire s N @losted], 1)) — B0} <o / IR di +
0

+oo
e. Conclure : limOL(u) fm) = / u(t) dt.
T— 0

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit u : Rt — R une fonction de classe C! sur R* telle que ' € E.

e
a. Montrer qu’il existe p € Net A € [0;+oo[ telsque: Vi € [A;+oo], |u(t)| < |u(A)]+

b. En déduire que u appartient a E.
c. Etablir: Vz€]0;+oo], L(v)(z) = —u(0)+ zL(u)(x).

Dérivée puis dérivée n-iéme d’une transformée de Laplace

Soit v un élément de E. On considére, pour tout n de N*, la fonction u,, : R* — R définie par :
Vi € RY, wu,(t) = t"u(t).

a. Montrer que, pour tout n de N*, la fonction w,, appartient & E.

2
b. Montrer: Va€eR, |[e*—1—a| < %—e“".

c. Soient x €]0;+00] et h € R* tel que |h| < g
e—(w—i—h)t _ e—:z:t t2
Montrer : Vt € [0 : —I—OO[, ‘____.ﬁ_._ 4 et < |h| _2_ e—a:t/z.

Lw)(z + h) = L(w)(z)
h

d. Montrer que L(u) est dérivable sur |0;+oo| et exprimer (L(u)), a 'aide de L(uq).

h 400
En déduire : ‘ 8 L(ul)(x)i < |_2_!/ 2[u(t)] e~/ dt.
0

e. Montrer que L(u) est de classe C* sur |0;+oo[ et exprimer, pour tout n de N*, (L(u))(n)

a Paide de L(uy).

Partie IV : Application a la résolution d’une équation fonctionnelle

Dans cette partie, on cherche & déterminer une fonction u : RT — R de classe C2 sur RT vérifiant :

10.

11.

Vt € RY, u’(t)+5u/(t) +6u(t) =e® et w(0)=1 et u(0)=-2.

On suppose qu’il existe une fonction u : RT — R de classe C? sur R, solution du probléme et
telle que v” € E.

a. Montrer que u appartient & E et : Vz €]0;400], L(u")(z) = —zu(0) — «'(0) + z2L(u)(z).

b. En déduire: Vz €]0;+00], (2*+ 5z +6) L(u)(z) = . 3 m,

z+1
1 1 1 1
— + — ,
2z+1 2z+43
En déduire une fonction u : RY — R solution du probléme posé.

puis : Vz €]0;4o00[, L(u)(z) =

e FIN o
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite, Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

PROBLEME 1

PARTIE I : Etude d’un exemple

4 00 100
On considére, dans cette partie, le matrices de M3(R) : A= |-5 9 0 et I=|0 10
-5 5 4 0 01

1. Trouver, en fonction de I3 et de A, deux matrices P; et P> de M3(R) telles que :
P+ P=1I; et 4P, + 9P, = A.
Expliciter ensuite les coefficients de P; et ceux de P;.

2. a. Calculer les matrices P2, PLP,, PP, et Pj.
b. Endéduire: VkeN, AF=4FP +9* P,

3. Trouver au moins une matrice B de M3(R), dont on explicitera les coefficients, telle que B? = A.

4. Quelles sont les valeurs propres de A?

Dans toute la suite du probléme, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou
égale & 1 et f un endomorphisme de E.

On note e ’endomorphisme identité de E qui, & chaque élément de F, associe lui-méme, et 0 ’'endomor-
phisme nul de E qui, & chaque élément de E, associe I'élément nul de E.

On suppose qu’il existe un entier m de N*, des réels Ay, ..., A, deux & deux distincts et des endomor-

m
phismes py, ..., pm, de E tous différents de 5, tels que : Vk € [o;m], ff= Z }\f D;.
=1

EMLYON Business School est affiliée & la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.
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Enfin, on considére les polyndmes :

NIH(X—«\e), et pour tout ¢ de [1;m], M;= H (X —X) e L= M.
1<eem AN
On admet que, pour tous polynémes P et @ de R[X] : (PxQ)(f)=P(f) e Q).

PARTIE II : Etude des puissances de f

5. Montrer, pour tout polynéme P de R,[X]: P(f)= Z P(X) ps.

6. Endéduire: N(f)=0.
7. a. Montrer que, pour tout couple (4, 7) de [[1;m]?, Li()\;) est égal & 1 sii = j et égal 4 0sii # j.
b. En déduire, pour tout 2 de [1;m] : L;(f) = p;

m
8. a. Montrer : e::Zp,-.

b. En déduire que E est la somme des m sous-espaces vectoriels Im(py), ..., Im(pp).

9. Soit i appartenant a [1;m].
a. Veérifier: N = M;(N) (X —X) Ly.
b. En déduire, en utilisant le résultat de la question 6. :  Im(p;) C Ker(f — A\ e).

10. Déduire des questions précédentes que f est diagonalisable, que les valeurs propres de f sont les
réels Ay, ..., A €t que, pour tout 2 de [[1; m], le sous-espace propre de f associé 4 la valeur propre A;
est Im(p;).

11. a. Montrer, pour tout couple (i,5) de [1;m]* tel ¢ #£j: piop; = 0.
b. En déduire, en utilisant 1é résultat de la question 8.a., pour tout 7 de [[1;m] : p;op; = p;.
c. Etablir, pour tout i de [1;m] : pjo f= \p;

12. Montrer: Vk €N, ff= Z/\fpi, puis, pour tout polynéme Pde R[X]: P(f) = Z P(X\;) pi.

=1 =1

PARTIE III : Intervention de produits scalaires

On munit le R-espace vectoriel £ d’un produit scalaire (., .).

On considére I’application ¢ de F x E dans R définie, pour tout (z,y) € £ x E, par :

m

o(z,y) = Y (pi(), pi())-

i=1
13. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
On remarquera qu’ainsi F est muni de deux produits scalaires, (., .) et ¢.

14. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E pour le produit scalaire ¢.
Quel résultat de la partie II peut-on alors retrouver sans calcul ?

15. Démontrer que, pour tout ¢ de [1;m], p; est le projecteur orthogonal sur Im(p;) pour le produit
scalaire ¢.
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PROBLEME 2

PARTIE I: FEtude d’une fonction définie par la somme d’une série

. . —1 n+1
On s’intéresse dans cette partie, pour tout = de R, a la série Z (=1)

T
nEN* n

(-1
1. Justifier que, pour tout z de R™, la série Z ———— diverge.
n.’c
neN*

n (_1)k+1
2. Soit £ € R**. On note, pour tout n de N*, u, = Z BT

a. Montrer que les suites (ugp)pen+ €t (Uzp—1)pen+ sont adjacentes, puis en déduire qu’elles
convergent vers une méme limite notée S(z).

b. Endéduire: Ve>0,3dng e N*/Vn>ng, |u,—S(z)|<e

(__1)n—|—1 +oo (__1)n+1
c. Justifier alors que la série Z e converge et que 'ona: S(z) = Z v
neN* n=1

d. Justifier : Vp e N*, wuy, < S(z) < 1< Ugp1.
e. Endéduire: Vne N, |S(z)—u,| < ——r.
On pourra séparer les cas n pair et n impair.

f. En déduire une fonction en Scilab qui, étant donnés deux réels x > 0 et € > 0, renvoie une
valeur approchée de S(z) a € prés.

3. Soient x € R™ et p € N*. Montrer :

z“

)k+1 P

. (=1
Z (Qk — 1):1: 9z Z kx P8 . Z

)k+1 i

ka

1 &1
q Z'k"x
k=1

: ( 1)k+1
4. On pose, pour tout n de N*, w, Z

a. Soit n € N*. Montrer, en utilisant la question 3. : Uy = E ~ =5 E T E
n L3
k=n+1 =1 n

b. En déduire la convergence et la limite de la suite (v,)nen+, puis la valeur de S(1).

—+o00 2

5. On admet que Z = % Déterminer la valeur de S(2).

PARTIE II : Etude d’une fonction définie par une intégrale

, oo
On rappelle que la fonction I' est définie sur ]0;+oo[ par:  Vz €]0;+00[, I'(x) = / t=Letdt.
0

On rappelle également ’égalité suivante : Vn € N*, T'(n) = (n— 1)L
<
1+¢t
3/4

+00
6. Soit z € R. Montrer que I'intégrale / dt converge si et seulement si = > —1.
0
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+oo 4z
On pose, pour tout réel z de ] — 1;+4o0|, I(z) = / dt.
0 1 + et
tw
7. Soit x €] — 1;+o00[. On définit la fonction g, : ]0;+oo[— R, t+— T

‘ n
a. Montrer : Vn € N*,' Vte R, g,(¢)=(-1)"g.(t) e 4 z:(—l)k‘H ek,
k=1

A +00
b. Justifier, pour tout k € N*, que l'intégrale f t* e ¥ dt converge et que l'on a :
0

—+o0 ” 1
/0 oMt = o D@+ 1)

+00
c. Montrer que, pour tout n € IN*, 'intégrale / 9-(t) e ™ dt converge, puis que la limite de
0

+00
/ g.(t) e ™ dt, lorsque l'entier n tend vers +oo, est égale a 0.
0

d. En déduire la relation : I(z) = S(z+1)I'(z + 1),
ot la fonction S a été définie dans la partie L.

8. En utilisant la partie I., déterminer la valeur de I(1).

PARTIE I11 : Etudé d’une variable aléatoire

et

On considére la fonction f .déﬁnie sur Rpar: ViteR, f(t)= m.
9. Vérifier que la fonction f est paire.
10. Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire réelle.

{
On considére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f.

11. Déterminer la fonction de répartition de X.

12. a. Soit n € N*. Montrer que l'intégrale / " t" f(t) dt converge.
En déduire que X admet un moment (c)i’ordre n, que ’on note m,,(X).
b. Justifier: Vp e N, mg,1(X) =0.
c. A laide d’une intégration par parties, montrer : Vp € N*, mg,(X) = 4pI(2p — 1).
13. En déduire Pexistence et la valeur de ’espérance et de la variance de X.

14. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X,)nen~ mutuellement indépendantes et de
méme densité f.
On pose, pour tout n de N*: Y, =max(Xy,...,Xn) et Z,=Y,—In(n).
a. Pour tout n de N*, déterminer la fonction de répartition de ¥, puis la fonction de répartition
de Z,.
b. En déduire que la suite (Z,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle 4 densité
dont on précisera une densité. :

e IFIN o
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PROBLEME 1

PARTIE I: X¥tude d’un exemple

' 0 -1 0
On considére la matrice A de M3(R) définiepar: A={0 2 —4
. 0 0 .6

1. La matrice A est-elle inversible? Quel est son rang ?

2. Quelles sont les valeurs propres de A? La matrice A est-elle diagonalisable dans M;3(R) ?

3. Délerminer une matrice P de M3(R) inversible, dont les coefficients de la premicre ligne sont tous
égaux & 1, et une matrice D de Ms(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont rangés dans
Pordre croissant, telles que: A= PDP™,

1/4
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PARTIE IT : Ftude d’un endomorphisme d un espace de polyndmes

Soit n € M tel quen 2> 2.

On note E == R,[X] l'espace vectoriel réel des polyndmes & coefficients réels, de degré inférieur on égal
an, et #Z=(1, X,..., X") la base canonique de F.

On note, pour tout polynome P de E, T(P) = (X (X — 1)P’)', . ot Paccent désigne la dérivation.
Par exemple, si P = X2, alors P’ = 2X, et donc '
T(P) = (X (X —1)2X) = (2X* - 2X% =6X? - 4X.

4. Montrer que T est un eéndomorphisme de E.
5. Caleuler, pour tout k de {0,...,n}, T(X ¥}, En déduire la matrice M de T dans la base .
6. IL'endomorphisme T est-il bijectif? Quel ést le rang de T'7 Déterminer Ker(T).

7. Quelles sont les valeurs propres de T'?  L'endomorphisme T est-il diagonalisable?

PARTIE 111 ; Intervention d’un produit scalaire
On conserve les notations de la partie H.
On considére Papplication ¢ : E% — R définie par :
vPQ) € B, pBQ)= [ Plo))ds
8. Montrer que @ est un produit; scalaire sur K.
9. Démontrer 1 V(P,Q) € B2, ¢(T(P),Q) =— j: z(z — VNP (2)Q (=) dx.
10. En déduire que 7" est un endomorphisme symétrique de F pour le produit gcalaire .

Quel résultat de la partie IL peut-on retrouver ainsi?

11. a. Bteblic: VP €E, o(T(P),P)20.
b. Déterminer Pensemble des polynémes P de E tels que @(T(P), P) == 0.

PARTIE IV : Retour sur Pexemple de la partie 1
On conserve les notations des parties IT et IIT et on suppose dans cette partie que n = 2.
12. Quelle est la matrice de T’ dans la base & de E7

13. Fn utilisant les résultats obtenus dens la question 3 de la partie I, déterminer une base orthe-
normale € de E pour le produit scalaire ¢, formée de vecteurs propres de T associés aux valeurs
propres de T dens Vordre croissamt.

14. Déterminer, par sa matrice dans la base € de E, un endomorphisme ¥V de E, symétrique pour le
produit scalaire @, tel que :
VoV=T
YPeE, o(V(P),P)z0"

2/4




PROBLEME 2

On définit Ja fonction réelle ' d’une variable réelle = par : H{z) = f m dt.
0
1
Dans tout le probléme, I désigne 'intervalle ]—2- ;oo [

PARTIE I: Premiéres propriétés de ia fonction H
1. Justifier que la fonction H est définie sur 1.
2. Montrer que H est décroissante sur 7.

3. a. Calculer H(1). .
b. Soit n € N*. Montrer, 4 I'aide d’une intégration par parties : H(n) = 2n(H(n) — H(n +1)).
En déduire une expression de H{n -+ 1) en fonction de n et de H(n).
c. Ferire un programme en Scilab qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la valeur de H (n).
(2n — 21w
21 ((n — 1)N)

d. Mongrer : VneN, H(n)=

PARTIE I1 : Etude de H(z) lorsque z tend vers %

{1 e—“ﬂ

4. a. Montrer que la fonction ¢ :u - — 3

Préciser ¢~'(0) et  dm o H2).

egt une bijection de R sur R.

b. A Paide du changement de variable ¢ = ¢(v), montrer :
4= -0 1

veel, H@ =5 | o de

5. a. Justifier: Vu€[0;+oo], ¥ L ¥+ K 26,
4(13

b. [n déduire: Vrz&l, m

1
5T H(z) <

. 1 : . 1
6. Déterminer la limite de H en 5 et un équivalent simple de H(z) lorsque x tend vers 5

PARTIE III : Etude de H(z) lorsque = tend vers +oo

7. a. Montrer: Vueg[0;1], In(l4+u)> %

+o0
b. Alaide d’une loi normale bien choisie, montrer que, pour tout x de I, I'intégrale f e~ "/2 ¢

0
converge et calculer sa valeur.

! 1 1 2 T
. éduire : I < - -t /2 L 4=
c. En déduire Vecl, 0 /0 ERDT dt < /(; e dt 1/ 5

1 1
< .
dt\‘Zm——I

\ . 400
. : 5 T
d. Montrer Vveel, 0 fl (1 i tz)w
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e. FEn déduire la limite de H en oo,

8. On note, pour tout n de N*, wu, = ( Hn )) 4. ) ln(n) )

a. Déterminer un équivalent simple de w11 — iorsque I'entier n tend vers 4-00.
On pourra utiliser le résultat obtenu & la question 3.b.

b. Mountrer que la série Z (g = un) CONVerge.
nzl

c. En déduire I'existence d'un réel K strictement positif tel que :  H{n) ——
. n—w—oo \/_‘

9. Donner enfin un équivalent simple de H(x) lorsque le réel  tend vers -+oo 4 Paide de K.

PARTIE IV : FEtude d’une suite de variables aléatoires
0 it <0
On considére la fonction f définie sur R par : Vi€ R, f(t) = ¢ 2 . .
—— 8t 20
(1 -+ £2) -
10. Montrer que f est une densité.
11. On considére une variable aléatoire réelle X & densité, de densité f.
a, Déterminer la fonction de répartition Fix de X.
b. La variable aléstoire X admet-elle une espérance? une variance?

12. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, }nen» & densité, & valeurs strictement
positives, mutuellement indépendantes, dont chacune a pour densité f.

_ n
On définit, pour tout n de N*, les variables aléatoires M, = max(Xy,...,X,) et Z,= A
bt 23

a. Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fy, de M,
- 1 7
b, Justifier :  Yu €]0;400[, Arctan(u) <+ Arctan (1—;) =3
et  Arctan(u) ~ wu. |
u—30

¢. Montrer alors, pour tout n de N*: Vo €]0;+o0], P(Z, < 2)=1- (1 — ~Arc‘ran( ))

d. En déduire que la suite de variables aléatoires (Zn)newe converge en loi vers une variable
aléatoire 4 densité dont on reconnaitra la loi.

o FIN o
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PROBLEME 1

1 'ct+e—xt

Jo \/1—t°

On définit la fonction I d’une variable réelle z par :  I(z) =
PARTIE I: Etude d’une suite d’intégrales
On pose, pour tout &k de N, W; = fﬂ (sin(u))kdu.

0

1. Calculer les intégrales Wy et Wj.
1

2. a. Soit k € N. A I'aide d’une intégration par parties, montrer : W, — Wyyo = T Wiio.
2k «
b. Endéduire: VEeN, Wy = -ié%@—g-)—{—)—z 7
PARTIE II: Une autre expression de I(z)
1 tk 1 tk
3. Montrer que, pour tout k& de N, I'intégrale / ——=———dt converge et que f dt = Wy.
que, p grale |~ geetque | —r—ps K

Pour cela, on pourra utiliser le changement de variable t = sin(u) aprés avoiwr justifié sa validité.

4. a. Montrer que la fonction [ est définie sur R et préciser sa parité.

b. Donner la valeur de 7(0).

5. Soit z € RT.

a. Soient ¢t € [0;1] et n € N. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange & 'ordre 2n appliquée &
la fonction u —— e* + e~ entre 0 et zt, montrer :

Q(It 2k 3:2?14—1
zt -zt T
e Z (2h)! i< IS
Q % 2+
b. En déduire, pour tout n de N : 'I(a:) (2'1“ Wor!| < m o
) $2k +oo $2k 1
c. En déduire que la série Z 57 (K 12 converge et que 'on a : Z 5% (R T)2 L == I(x).

kz0 E=0

PARTIE III : Equivalent de I(z) lorsque z tend vers +oo

—zt

1
e T
6. Montrer, pour tout zde R : 0 < ] —_—dft < —.
. P ] 112 D)
1 1 ,
7. a. Montrer, pour tout v de {O; ﬂ S - < (1 +v)°.

b. Soit z € RT. Montrer, & 'aide du changement de variable u =1 —1¢:

1 Tt T 1 —u
f ¢ _dt= P_f 4
Y] Vl_t2 ‘./?_« 0 /;&
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c. En déduire, pour tout = de R™ :
e® 1 e Tu

1 e:r:t et le—xu et 1
L [ _qu < /———dt < ’—/ du + /e—mﬁdu.
V2 Jo Vu o V1—1¢2 V2 Jo Vu 2v/2 Jo

, . , . i i 1
8. a. Rappeler 'expression d'une densité de la loi normale d’espérance nulle et de variance 3"

En déduire les convergences et les valeurs des intégrales suivantes :

+oo . +oo )
/ e ¥ dt et f t?e t dt.
1] 0

b. Soit z € R**. A I’aide du changement de variable ¢ = \/Zu, montrer :

j Rp— 1
f ¢ du ~ ﬁ et / e udu ~ v X
0 \/’{_,{, T—+400 \/5 0 Z—p00 2{5\/5

9. Endéduire: I(x) ot e\/‘é_/%.
£ (s T

PARTIE IV : Une application en probabilités

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.
On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y définies sur un méme espace probabilisé
(22, A, P), suivant toutes les deux la loi de Poisson de paramétre A.

On s’intéresse & la probabilité de I’événement [ X =Y.

10. a. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function r = estime(lambda) qui, prenant en argument
un réel lambda strictement positif, simule un grand nombre de fois les variables aléatoires X
et Y, et renvoie une estimation de P([X =Y]).

On rappelle que I'instruction grand(1,1, ’poi’ ,lambda) simule la loi de Poisson de paramétre
lambda.

b. Gréce a la fonction précédente, on trace, en fonction de ), une estimation de vVZAP([X = Y])
pour A €1]0;20] et on obtient le graphe suivant :

OBy-r—rmmr e e — Pt R R R e e e f
¥ 1 1 H

L} 1 ] L}

13 1 1 i

[ T O [ '
13 1 H

1 t

1 ¥ )

08— pg-==--=---=- e e ;
] 1 1 1

= 13 1 1 3

I ] 1 H

05.df. .. _wﬂﬂﬁ’ﬂwwh4{&ww . 3!
- ! ! ; :

t ¥ 1 1
Ddf--—--rrmmm - B e T it 1
i 13 1 1

t t H i

1 ¥ 13 t

03 frmm e T e LR R :
1 t 1 1

i t H 1

1 i 1 i

a2 t ; t =
] 5 i0 135 20

A la vue de ce graphe, proposer un équivalent de P([X = Y]) lorsque ) tend vers -+oco.

+oc )\Zk
11. Montrer: P([X =Y])=e 2 Z o1
k=0
12. a. Exprimer P([X = Y1) en fonction de X et de la fonction I.
b. En déduire un équivalent de P([X = Y]) lorsque A tend vers +o0.
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PROBLEME 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note £ = R,[X] I'espace vectoriel des polynémes a coeflicients réels de degré inférieur ou égal a n,
et & =(1,X,...,X") la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de F :
1.
p(P) = EXG - X)P'+ XP.

PARTIE I: Etude d’un endomorphisme de polyndmes

1. a. Montrer que @ est une application linéaire.
b. Calculer p(X™).

c. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base %. Préciser le rang de cette matrice.

3. a. L’endomorphisme ¢ est-il injectif 7 Justifier votre réponse.
b. Soit P un polynéme non nul de Ker(y).
Montrer que P admet 1 comme unique racine (dans C), et que P est de degré n.

c. En déduire une base de Ker(yp).
4. Montrer que ¢ est diagonalisable.

5. On pose, pour tout k£ de [0;n] : P, = X*(1 — X)"*.
a. Pour tout k de [0;n]], calculer p(P).
b. Montrer que la famille (P, Py, ..., F,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans

cette base.
c. Déterminer les sous-espaces propres de .

PARTIE IT : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher. On effectue
dans cette urne une suite de tirages avec remise, et on suppose que U'expérience est modélisée par un
espace probabilisé (Q2, A, P).

On note alors, pour tout & de N*, Y, la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numéros
distincts qui ont été tirés lors des k& premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy =0.

6. On note, pour tout k£ de N*, Z; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k-iéme tirage améne
un numeéro qui n'a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, 7; = 1.
a. Déterminer la loi de Z5.
b.  Soit k € N*. Calculer, pour tout 7 de [[1;£], la valeur de Py, —([Zi11 = 1]).
En déduire : P([Zp1 =1))=1- %E{}’}c).

i 3/4 Tournez la page S.V.P.




k
c. Soit £ € N*. En remarquant que Y, = Z Z;, montrer :
j=1

P((Zen = 1) =1- 2 Y P(Z = 1),

d. En déduire, pour tout k& de N* : P([Z,=1]) = (1 - E) k_l.
e. Déterminer alors, pour tout k& de N, 'espérance de Y.
On note, pour tout £ de N, Gy le polynéme de R,[X] défini par :
o= P(Ve= i) X
i=0
a. Déterminer les polynomes Gy, G et Ga.
b. Montrer, pour tout k& de N et tout 7 de [0;n] :

P([Vit1 =1]) = %P([Ygﬁ — )+ (1 i1

. ) P([Ve =i — 1)).

c. Montrer, pour tout £ de N :
Gry1 = %X(l — X) G + X Gk
d. En déduire, pour tout k de N :
Gr = ¢*(Go).
a. Pour tout k& de N, calculer G,(1) et G(1).
b. En déduire, pour tout £ de N :

E@hﬂ:(1w3>Ew@+L

T

c. Retrouver alors, pour tout k de N, 'expression de E(Y},) obtenue en question 6.e.

On rappelle que les polynémes Py, ..., P, sont définis & la question 5. par :
pour tout j de J0;n], P;= X’ (1—X)*.

a. Calculer Z (R>PJ
J

J=0

b. Montrer, pour tout j de [0;n] :

c. En déduire, pour tout £ de N :

ror- 5 (500 () )

=0

d. Montrer finalement, pour tout & de N et pour tout z de [0;n] :

woi-a- ()5 (e ()

j=0
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PARTIE A : Etude d’endomorphismes de polynémes

Soit n un entier naturel non nul. On note R,[X] 'espace vectoriel des polynémes (ou fonctions polyno-
miales) & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et B = (1, X,...,X") sa base canonique.

Dans toute cette partie, a désigne un réel quelcongue.
Pour tout polynéme P de R,[X], on pose : U, (P)=2P+ (X —a) P".

Pour tout polynéme P de R,[X], on définit également la fonction ®,(P) sur R par :

1 v ]
— - (t—a)P(t)dt siz#a,
VoeR &(P)w)=q 7 /“p(a)
> 5l = m.

Enfin on définit, pour tout k de [0;n], le polynéme Qy par : @ = (X — a)~.
1. Montrer que l'application ¥, : P+ ¥,(P) est un endomorphisme de R,[X].
2. Déterminer la matrice de ¥, dans la base B de R,[X].

3. a. Montrer que ¥, est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
b. Justifier que ¥, est un automorphisme de R,[X].
Calculer, pour tout & de [0;7n], ¥,(Qk).

d. En déduire une base de chacun des sous-espaces propres de U,.

4. a. Pour tout polynéme P de R,[X], exprimer ((X —a)? P(X ))' en fonction de U, (P).
b. En déduire, pour tout polynéme P de R,[X] : G, (T, (P)) = P.
c. En déduire que @, : P+ ®,(P) est un automorphisme de R,[X] et que ;1 =T,
d. Montrer que ®, est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
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PARTIE B : Etude d’une fonction définie par une intégrale

Dans la suite du probléme, on fize a = 0 et on prolonge Uapplication @y précédente a 'ensemble des
fonctions définies el continues sur R, que [’on note plus simplement P.

On considére f une fonction définie et continue sur R et & valeurs dans R.

On définit la fonction ®(f) sur R par :

1 [ .
¥z €R, (f)(z) = 7 [, o sato
| & qu:O

2 g .

5. On pose, pour tout z de R:  h(z) = / tf(t)dt
0

a. Justifier que la fonction h est de classe C! sur R et préciser, pour tout z de R, h'(z).

b. Soit z € R*™. Justifier qu’il existe deux réels a, et 3, appartenant & [0;z] tels que :

a«,,.)/ tdt < fntf(t yat < f Bm)-/ tdt.

c. En déduire : lim (T) f(o
2P 2

o M) _ 1)

d. Montrer que 'on a aussi :

xs0 g2 B 9
z<0

6. Montrer que la fonction ®(f) est continue sur R et de classe C! sur R™ et sur R™ et que I'on a.:

Ve e R, (®(/))(@) = 1(flz) - 20(f)(2)).

7. a. Montrer que, si f est une fonction paire (respectivement impaire), alors ®(f) est encore une
fonction paire (respectivement impaire).

b. Montrer que, si f est une fonction positive, alors ®(f) est encore une fonction positive.

8. On admet le résultat suivant :
si lirong =0, alors 141_1;1 (®(f)) =0.

a. Soit £ € R. En utilisant ®(g) ot g : z — f(z) — £, montrer :
o oy ¢
si Lllgolf =/, alors lllolg (®(f)) = 5
b. Soit £ € R. En utilisant ®(k) ot A : z — f(—z), montrer :

si limf=# alors lim (®(f)) = g

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE C: Une application en probabilité

Dans cette partie, on pourra utiliser des résultats de la partie B.

On considére F' la fonction de répartition d'une variable aléatoire a4 densité.

2 T
2 [ tr@ar siz#0,
On pose G =2®(F); ainsi,ona: VYzeR, Gz)= mzj; (¢)dt siz#
F(0) siz=0.
Montrer B V-T, € R+*, 0 g G(.'L') \<‘_ F(l‘) et Vﬂ: & [R-*: 0 \<., F(:ﬂ) g G(C[,').

10.

11.

12.

Justifier que G est de classe C? sur R™ et sur R™* et exprimer, pour tout z de R*, G'(z) & l'aide
de z, F(z) et G(z).

. G'(z) siz#0,
On considére la fonction g définie sur R par : VzeR, g(z)= { é ) e 7 0’
i3=4,
Montrer que g est une densité de probabilité d'une variable aléatoire V' puis que G est la fonction
de répartition de V.
] stz <0,

On définit la fonction by sur R par : Vz €R, hy(z)= N
2xe™™ sixz>0.

a. Montrer que hy est une densité de probabilité.

Soit X; une variable aléatoire admettant h; pour densité.

b. Montrer que X; admet une espérance, notée E(X;), et quel'ona: E(X;)= 5

&{

c. On note H; la fonction de répartition de X, et on pose Hy = 2®(H,).
0 siz <0,
Montrer : Vz € R, Hp(z)= ] g
- ——
D’aprés la question 11., H; est la fonction de répartition d'une variable aléatoire & densité
que I'on note X,. Déterminer une densité hy de Xy, puis montrer que X, admet une espérance
(que I'on ne cherchera pas & calculer).

8 2 50;
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PARTIE D : Etude d’un espace vectoriel et d’un produit scalaire

On note F l’espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R* et & valeurs dans R et Es

+oo
I'ensemble des fonctions f de E telles que l'intégrale / ( I (:1:))2 dz converge.
0

Pour toute fonction f de £, on note toujours ®(f) la fonction définie dans cette partie sur R™ par :

i/ tf(t)dt siz >0,
0

Ve e RY, 8(f)@)=4 ¥ st
2

— s = (L

L
13. a. Justifier: ¥(z,y) € R?, |zy| € —2(1:2 + 7).
—00

b. En déduire que, pour toutes fonctions f et g de F,, I'intégrale f(z) g(z)dz est absolu-
0
ment convergente.

14. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.

On considére 'application (-, -) de Ey X E; dans R définie par :

V(f,g9) € B2 x E3, (f,9)= : flz) g(z) dz.

15. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur F.
On munit F de ce produit scalaire et de la norme associée notée || - ||.

16. Soit f une fonction de Es.

On note, comme dans la partie B., pour tout z de Rt :  h(z) = ] t f(t)dt.
0

Metdemk—}(h(—xnzeno.

a. Calculer les limites de z — 7 £
z x3

b. Montrer, a ’aide d’une intégration par parties :

VX >0, /X LS PR 3. C.9) %/Xf(m)qb(f)(m)dm.
0 2.J0

zt 3 X3

X 2
c. Soit X > 0. En étudiant le signe de la fonction polynomiale A — / (A f(x) +‘I>(f)(.1:))2 da,
Jo

montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

/0)( f(z) @(f)(z)dz < (/OX (f(:E))? d.’E) 1/2 (/(;X (@(f)(z_))ﬁdx)lﬂ.

d. Endéduire: YX >0, (fgx (@(f)(z))zdm)w < %(fﬂx (f(x))zdg;) i

: 2
e. Montrer alors que la fonction @(f) appartient a E» et que l'ona: ||®(f)| < §||ﬂ|

f. En utilisant la relation de la question 16.b, justifier que la limite de X — X (®(f)(X ))2
en +oo est finie, puis en raisonnant par ’absurde, montrer que cette limite est nulle.

g Bndedure: [9(f)| = 2 (2(f), )

Tournez la page S.V.P.
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1
te ci-dessous, & 'aide des fonctions

suite_u et suite_v, les premiers termes des suites (u,),en- avec le symbole 'x’ et ceux de

la suite (v )nen- avec le symbole '@’

n

Zkuk.

ke

-

suite_v(n) qui prend en argument un
, On représen

il
n(n + 1)

Up
ie la valeur de u,,.

1 Tenvo

.

une fonction Scilab d’en-téte function u = suite_u(n) qui prend

et qu

1

pour tout n de IN*,
graphes suivants, quelles conjectures peut-on faire sur la monotonie, la conver-

gence et la valeur de la limite de la suite (v,,),zn« en fonction de celle de la suite (w,)nen- ?

on dispose d

S

Etude d’une suite

.
.

Pour différentes suites (u,)nens décroissantes

Justifier que la suite (u,)nen+ converge.

En déduire une fonction Scilab d’en-téte function v
A la vue de

entier n de N* et qui renvoie la valeur de w,.

en argument un entier n de N*

b.

Dans cette partie, indépendante des précédentes, on étudie un analogue discret de application ®
d.

étudiée précédemment.
18. On suppose dans cette question uniquement que la suite (u,),en+ est décroissante.

Soit (un)nen= une suite réelle positive. On définit la suite (v, ),en- par :

17. On suppose que |

PARTIE E
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In—1

¥n € N*, wu,

Cas ot :



Thes n+1 3n+1

c. Montrer, pour tout n de N* : W 32 > et vy < 20+ 1) L+ on+ l)u“J"l'

_ . i)
d. Montrer, pour tout nde N*:  (n+2) Upi1 = NUp+Uppy DPUS Uppy—Up = E(unﬂw?vnﬂ).

e. Démontrer toutes les conjectures faites & la question 18.b.

19. On suppose dans cette question uniquement que la série 5 Uy CONVETZe.
n=1

N
a. Montrer : VN € N*, Z”“:Zuk — Nuy.

b. En déduire que la série E Uy, converge.

nzl

c. Montrer ensuite que Nvy tend vers une limite finie lorsque 'entier N tend vers +oc, puis en
raisonnant par l'absurde, montrer que cette limite est nulle.

d. En déduire : Z By = Z Wi
n=1
20. On considére dans cette question une variable aléatoire Y & valeurs dans N*.

a. Justifier qu’il existe une variable aléatoire discréte Z, a valeurs dans IN*, telle que :

VneN, P(Z=n)= n+l)ZkPY k).

b. On suppose dans cette question que Y admet une espérance, notée E(Y).
E(Y)

5 La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?
n—+oe N

Montrer : P(Z = n)

e FIN o
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PROBLEME 1

On note, pour tout n de N, B, la fonction polynomiale définie par :

2n+1 (—x)k
Vr €R, P,(z)= Z o
k=0 ’

PARTIE A : Etude de la suite des racines des polynémes P,

1.

10

11

12

13

14

a.
b.

Calculer, pour tout n de N, les limites de P, en +00 et en —oo0.

En déduire que, pour tout n de N, le polynéme P, admet au moins une racine réelle.
2+l

(@n+1)!

En déduire que, pour tout n de N, les racines de P, sont toutes simples.

Montrer : VneN, VzeR, P.(r)=—-PF,(z)—

no_ 2k
2z . . S x e x
Veérifier : VneN, VzeR, P,(z)= kZ:O eD] (1 T 1).
En déduire que, pour tout n de N, les racines réelles de P, appartiennent nécessairement &
Pintervalle [1;2n + 1].

Montrer les relations :

$2n—|~2

B —
(2n+2)1°

)= —Ful&)] —
VneN, VzeR, w(2) (@)
Fl(z) = Fu(z).
Montrer par récurrence que, pour tout n de N, la fonction F, est strictement décroissante
sur R et ne s’annule qu’une seule fois, en un réel noté wu,.

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function y = P(n,x) qui prend pour arguments un
entier n de N et un réel z, et qui renvoie la valeur de P,(z).

On rappelle qu’en langage Scilab, l’instruction factorial (k) renvoie une valeur de k!

Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant pour argument un entier n
de N, elle renvoie une valeur approchée de u,, & 1072 prés & I’aide de la méthode par dichotomie.

function u = suite(n)

a = ...,
b= .........
C
while . wes::ums

]
~
v
+
o
g
~
N

endfunction
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s : . P . . Unp,
c. On utilise la fonction précédente pour représenter les premiers termes de la suite [ — "
neN*

n

Conjecturer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oco et la limite éventuelle de (uy)nen-

0.9
0.8
0.7

0g

0.5

+ 4
+++
++++++++++++++++'|

6. a. Montrer :

Vn € N,

T T T T 77T T (A T T 1
& g 16 12 14 1 18 20 22 24 26 28 3G

u2n+2 U
Popi(up) = =—2— (1 - —— ).
+1(un) @n+m!< 2n+3>

b. En déduire que la suite (u,)nen €st croissante.

7. On suppose dans cette question que la suite (uy,)nen est convergente de limite £.

a. Montrer :

b. Déterminer lim P,(¥).

n—-+oco

Vn € N,

| Po(un) — Po(0)] < € |u, — 4.

En déduire : lim P, (u,) =e%

n—+4oo

c. Aboutir & une contradiction. -

8. En déduire la nature et la limite de la suite (U, )nen-

PARTIE B :

Quelques résultats intermédiaires

Les deuz questions de cette partie sont indépendantes entre elles et indépendantes de la partie A.

9. On note f la fonction définie sur ]0; 1] par :

Vi €]0;1], f(¢) = — ().

1
a. Montrer que l'intégrale / f(t) dt converge et préciser sa valeur.
0
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b. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
k+1

n 1
Justifier, pour tout £ de [1;n —1] : lf <k+ 1) < / fidt < ﬁf (E)
n i3

n n

n

En déduire : /llf(t)dt < %Zf(%) < /11f(t)dt+1n(n).
n k=1 n

1 k
c. FEn déduire la limite de — Z In <—> lorsque n tend vers +oo.
n £ n

() _

d. Montrer finalement : lim = e
n—-+co n
10. On note g la fonction définie sur ]0; +oo[ par : Vi €]0;+o0, g(t) =t+In(¢) + 1.

Montrer qu'il existe un unique o appartenant & ]0;+oo[ tel que g(a) = 0 et justifier :

2 co<al,

PARTIE C : Equivalent de la suite (u,)nen

Montrer:  Vnel, VoeR o= = 3D At
11. a. ontrer : n € N, z € R, e — ; A — ) (2—71)!6 t.
T —t 2n 2n+41
b. Justifier: VneN, VzeRt, 0 < / E-O" e < B
o (2n)! (2n 4 1)!
x2n+1
c. En déduire : Vn € N, Vz € RT, P(z) € e* < Py(z) + ——.
(2n+1)!
12. Soit n un entier de N.
(un)Qn—l—l
a. Montrer : Bopiluz) € e £ m
2 L 2n " 2n
b. En utilisant le résultat des questions 3.b et 6.a, obtenir : L < e g (12n) ,
(2n + 3)! (2n)!
puis :
2 3)!
@2n)! < (un) et < (—”—;i
Un
13. On pose, pour tout n de N* :  w, = o

a. Montrer :
1 1

M w ((2n+3)3>% ((271)!)%-

< wpe%r K
2n S = 2 2n

b. FEn déduire que la suite (g(wn))n o converge vers 0 puis que la suite (Wn )nen+ converge vers a,

Vn € N¥,

la fonction g et le réel o étant définis dans la question 10..

14. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.
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PROBLEME 2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On note B, = (1, X, ..., X™) la base canonique de R,[X].

PARTIE A : Etude d’un produit scalaire

“+oo
1. Montrer que, pour tout polynéme P de R[X], I'intégrale / P(t) e dt converge.
0

+0o0
2. Pour tout k£ de N, on pose I = / e %d.
0

a. Pour tout k£ de N, déterminer & I’aide d’une intégration par parties une relation entre les
intégrales Iy et I.

b. En déduire: VkeN, I =k!
+co
Pour tout couple (P, Q) de R[X]?, on pose : (P, Q) = / P(t)Q(t) e *dt.
0

3. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R[X].
Dans toute la suite du probléme, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note || - || la norme associée.
4. Calculer, pour tout (4,7) de N2, (X* X7) et, pour tout 7 de N, || X?|.

On admet qu'il existe une unique suite de polynémes (Qy)ren définie par :
e pour tout k de N, le polynéme Q) est de degré k et de coefficient dominant strictement positif,

e pour tout k de N, la famille (Qo, ..., Q%) est une famille orthonormale.

1

5. a. Déterminer Qg et ()1 et vérifier que QY5 = §X2 —2X + 1.

b. Montrer que, pour tout k£ de N, la famille C; = (Qo, . .., Q) est une base de Rg[X].
On définit la matrice H, = (hi;)i<ij<n+1 de Mpy1(R) par :

\V/(Z,j) c [[]_ i+ 1]]2, hr,;)j = (Xi_l,Xj_l>.

On note également A, la matrice de la famille B, = (1, X, ..., X™) dans la base C,.
6. Etude ducasn=2:

a. Expliciter la matrice Hs.

Montrer que la matrice H, est inversible et vérifier que H,' = | =3 5 —1
1
2
b. Expliciter la matrice Ay et calculer *Ay Ay. Que remarque-t-on ?
7. On note, pour tout (4,7) de [1;n + 1]?, a;; le coefficient d’indice (7,7) de la matrice A,.

a. Justifier que la matrice A, est inversible.
n+1

b. Justifier: Vje[l;n+1], X/71= Zak,j Q1.
k=1

n+1

En déduire :  V(3,7) € [1;n+ 1%, (X1, X371 = Zak,i g ;-
k=1

>/6 Tournez la page S.V.P.



c. Montrer alors la relation : H, = A, A,.

a. Montrer que la matrice H,, est inversible.
b. Etablir (sans calcul) que la matrice H, est diagonalisable.

c. Montrer que les valeurs propres de H,, sont strictement positives.
(On pourra calculer, pour tout vecteur propre Y de H,, *Y H,Y.)

PARTIE B : Etude d’une projection

Soit P un polynéme de R[X]. On définit la matrice colonne U =

9.

10.

11.

(P, 1)
(P, X)
: € Mpt11(R).
(P, X™)
Soit R un polynéme de R,[X].
Qo

&3]
On note V = | . | la matrice colonne des coordonnées de R dans la base B,

G
n

a. Montrer, pour tout i de [0;n] : (R, X%) = Zak (X', X*).
k=0

b. Montrer: R est le projeté orthogonal de P sur R,[X] <= Vi€ [0;n], (P, X)) = (R, X?").
En déduire : R est le projeté orthogonal de P sur R,[X] <= V =H 1U.
Retour au cas n =2 : Déterminer le projeté orthogonal du polynéme X? sur Ry[X].

On souhaite retrouver le résultat précédent par une méthode différente.
On définit la fonction f sur R® par :
+0o0
V(a,b,c) € R®, f(a,b,c) = / (a+bt+ct® — )2 et dt.
0

a. Vérifier :
V(a,b,c) € R®, f(a,b,c) = a?+ 2b% + 24c? + 2ab + dac + 12bc — 12a — 48b — 240c + 720.

aop 6
b. Montrer que f admet un unique point critique (ag, b, ¢o) vérifiant :  Hy [ by | = | 24
Co 120

c. Montrer que la matrice hessienne de f au point (ao, by, ¢o) est la matrice 2 H,.
d. En déduire que la fonction f admet au point (ag, by, ¢p) un minimum local.

e. Justifier : inf  f(a,b,c) = . i%f[x] | X3 — R|2
€ Rz

(a,b,c) eR3
En déduire que f admet un minimum global sur R® et que ce minimum est atteint en un
unique point.

f.  Retrouver alors expression du projeté orthogonal du polyndéme X3 sur Ry[X].

e FIN o
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PROBLEME 1

Etude de deux suites

PARTIE A :
On définit les suites (un)nens €t (Un)nen+ par :
n 1 n
Vn € N, wu, = - Infn+1) et v,= % —In(n).
k=1 -1

1
1. a. Montrer : Yt €]0; 400, g <In(t+1)—1In(t) < =
b. En déduire que les suites (u,)nen+ et (Un)nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers

une méme limite notée .

“ 1
2. Montrer alors : Z Tl In(n).
k=1
. . . |unto i
VneN, u, <v< v, puis Vn € N*, —712—71—“ <§(vn—un).
= approx() qui renvoie une ap-

3. a. Justifier :
b. En déduire une fonction Scilab d’en-téte function gamma

proximation du réel v & 1075 prés.

Etude d’une fonction définie par une série

PARTIE B :
4. Montrer que, pour tout  de [0; o0, la série Z (i— - H%) converge.
S
On pose alors, pour tout x de [0;+oo[ : S(z) = Jio (% 3 le x>
k=1
5. a. Calculer S(0) et vérifier :  S(1) = 1.
N il 2 1 2
b. Montrer, pour tout n de N* : ;(E_kJr%) = ~2k;17€— :2_2n+1 —5;14_%.
En déduire la valeur de .S (%)
<= 1
V(z,y) € [0;+00, S(y) —S(z) = (y - x)z;m

6. a. Montrer :

b. En déduire que S est une fonction croissante sur [0; +o0o].
Vz €[0;+o00[, VheRtel que z +h €[0;+o0],

c. Montrer :
S(z + k) — S(x) _f 1 | A fi
h pt (k+z)2| = — B
+0o0 1
Vo € [0;+00], S'(z)= Z T

En déduire que S est dérivable sur [0; +o0[ et :

On admet que S’ est également continue sur [0; +ool.
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1

7. a. Montrer : Vz € [0;+00], Sz+1)=2S5(z)+ 1
%
1
b. En déduire : Vn e N*, S(n)= —
n déduire neN*, S(n) E :
c. En utilisant la croissance de la fonction S sur [0; +oco[, montrer : S(x) ~ In(x).

8. a. Vérifier: VneéeN* u, / Z ) dz, le réel u, étant défini dans la partie A.
0

1 +00
1
b. En déduire : Vn e N*, 0< /0 S(z)do —un < 5 > %
k=n+1
1
c. Conclure : / Slzjde =
0

PARTIE C : Application en probabilité
0 siz<l1
On considére la fonction f définie sur R par : Vz €R, f(z)= 1

5 stz > 1.
T

9. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, définie sur un espace proba-
bilisé (2, 27, P), de densité f.

10. a. Déterminer la fonction de répartition de X.

b. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
On définit la variable aléatoire Y par : Y =X —|X]|, ou|x] désigne la partie entiére du réel z.
11. a. Montrer, pour tout z de [0;1] :
:iP(k;ngk-i—x) puis P(Y <z)=5(z).
b. En déduire la fonction de répartition de Y.
c. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité de Y.

12. Justifier que Y admet une espérance puis, a l'aide d’une intégration par parties, montrer :
EY)=1-1.

3/7
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PROBLEME 2

Pour tout n de N*, on note R,[X] 'espace vectoriel des polynoémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soient n € N*, (Tk)ken une suite de polynémes de R,[X] et T un polynéme de R,[X].

On dit que la suite de polynoémes (T} )ren converge vers T lorsque :
Ve e R, lim Ti(zx) =T(x).
k—+o0

n
Dans ce cas, on admet que si, pour tout k de N, T} = Zakﬂ' X" avec (ap,- - -, axn) € RM1
i=0
et T'= sz-Xi avec (bo, .. .,b,) € R™H1
i=0
alors : pour tout 7 de [0;n], lim ag; = b;.
k=400

PARTIE A : Etude d’endomorphismes de polynoémes
Pour tout n de N*, on définit I’application ¢, sur R,[X] par :

1 1
VP ERX], @n(P)=XP-=(2n-1DX+1)(X-1)P+5X(X-1)2P"
n n

1. Soit n € N*.

a. Calculer ¢, (1) et vérifier :
| —i)? .. 2i(n—i
vie [Lin], ¢n(X') = (o iy 21) e el (n2 2

42 e
2 11—
- X'+ S XL

n
b. Montrer que ¢, est un endomorphisme de R,[X].

Pour tout n de N*, on note A, la matrice de ¢,, dans la base canonique %, = (1, X, ..., X™) de R,[X];
ainsi, pour tout n de N*, A,, est une matrice de M,,;1(R).

2. Casn=2:
0 1/4 0
a. Vérifier : Ay=11 1/2 1
0 1/4 0

1
b. Montrer que le spectre de Aj est { — 3 0, 1}.
Justifier alors que A, est diagonalisable et déterminer les sous-espaces propres de A,.

c. En déduire le spectre de ¢ et une base de Ro[X] formée de vecteurs propres de .

. ) -1
3. Montrer que, pour tout n de N*, (X — 1)™ est vecteur propre de (, associé a la valeur propre —.
n

4. Soit n € N*.
a. Vérifier : Vie [0;n], (pn(X*))(1) =1
b. En déduire que la somme des coefficients, sur chaque colonne de A,, est égale a 1.

c. Montrer alors que 1 est une valeur propre de ¢,,.
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5. Soit n € N*.
a. Montrer : VP e Ry[X], (n+1)?¢0n1((X —1)P) = (X — 1) (n?pn(P) — P).
b. En déduire que si P est un vecteur propre de ¢,, associé a une valeur propre \, alors (X —1)P

est un vecteur propre de ¢, .1 et préciser la valeur propre associée en fonction de .

6. a. A I'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer, pour tout n de N* :
g 1)
Sp(pn) = {—2;1 € [0;n] ;.

b. En déduire que, pour tout n de N*, ¢,, est diagonalisable et déterminer la dimension de chacun
de ses sous-espaces propres.

n 2
7. Soit n € N*. On note II,, le polynéme de R,[X] défini par : II, = Z <n) X
i
i=0
a. A Daide de la question 1.a., montrer : (L) = Il

b. En déduire le sous-espace propre de ¢, associé a la valeur propre 1.

8. Soient n € N* et P un polynéme de R,[X]. On note, pour tout j de [0;n], R; un vecteur propre

. =P 907 1
de ¢, associé a la valeur propre \; = ———]—gj————)
n
a. Justifier qu’il existe (ag, a1, ..., 0,) € R™! tel que :

n
pour tout k de N*,  f(P) = E aj (\)F R;, ot ¢f désigne I'endomorphisme @, 0 -+ 0 (.
, LRI
=0 k fois

b. En déduire qu’il existe un réel o tel que la suite de polynémes (gpﬁ (P)) e COnVerge vers le
polynoéme «aIL,.

PARTIE B : Etude d’une expérience aléatoire

Dans cette partie, n désigne un entier de N supérieur ou égal a 2.

On dispose d’une urne rouge et d’une urne bleue ainsi que de n boules rouges et de n boules bleues,
ces 2n boules étant supposées indiscernables au toucher.

Initialement, on place les n boules rouges dans I’'urne rouge et les n boules bleues dans I'urne bleue.

On procéde alors a une succession d’épreuves aléatoires, chaque épreuve consistant & échanger au hasard
une boule de I'urne rouge avec une boule de 'urne bleue. Aprés chaque épreuve, chaque urne contient
donc toujours n boules.

On modélise cette expérience par un espace probabilisé (92, o7, P).

Pour tout entier k£ de N*, on définit la variable aléatoire Z, égale au nombre de boules rouges présentes
dans 'urne rouge a l'issue de la k-iéme épreuve. On pose également Zy = n.

On pourra remarquer que, aprés chaque épreuve, le nombre de boules rouges dans ['urne rouge est
toujours égal au nombre de boules bleues dans ['urne bleue.
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9. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z;.
10. Soit £ € N. Montrer : pour tout i de [0;n],
. i—1)? . i i RS A .
P{Zpy =)= [ 1— - P(Zk=1—1)+2g 1——|P(Zy=1)+ P(Z,=1+1).
n
11. a. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Scilab suivante pour que, prenant

1

10

11

12

en entrée le nombre n initial de boules rouges et le nombre k& d’épreuves réalisées, elle renvoie
une simulation de Z.

function Z = simule(n,k)

R =n // R désigne le nombre de boules rouges dans 1l’urne rouge
for j = 1:k
aleaR = rand()
aleaB = rand()
if aleaR <= (R/n) & aleaB <= (R/n) then
R= .:..c0us
elseilr :::.nus then
R = R+1
end
end
L = s
endfunction

b.

moyenne(n,k)

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function E = esperance(n,k) qui, prenant en entrée le
nombre n initial de boules rouges et le nombre k& d’épreuves réalisées, renvoie une estimation
de 'espérance de Zj.

On justifiera, en particulier, la méthode d’estimation.

On utilise la fonction précédente et on trace ’espérance de Z, en fonction de k pour différentes
valeurs de n. On obtient le graphe ci-dessous.
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10 4
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+ ¢ o  en=20

. & @ ©n=10
+ n
=
T
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L
ik ’00‘0¢0.o FRPUR L ZION A¢¢¢0.¢¢. ALY FUE FUWRPYY
le *e
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E0060400000246020000 00000 000perPe00 56000000 00sPeteP000e0t0red

o

Emettre une conjecture sur la valeur de la limite de 'espérance de Z; lorsque k tend vers +oo.
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12. On note, pour tout k de N : Ay = Zp1 — Zg.

a. Déterminer, pour tout £ de N, 'ensemble A, ().
b. Montrer, pour tout k£ de N :
n . % 2 n o N 2
/) 1
Py =—1) = — | P(Z, =1 t PlAp=1 = 1——) P(Z, =1).
Bu==3(7) PG=) o P@e=n=3(1-1) PZ =0
c. Montrer alors, pour tout k£ de N :
2 2

d. En déduire, pour tout £ de N, une expression de E(Z) en fonction de k et de n.

Calculer kliI_P E(Z;) et commenter le résultat obtenu.

—+00
13. Pour tout k de N, on définit le polynéme @, de R,[X] par : Q= E:P(Z,C =) X".
=0
a. A l'aide de la question 1.a., démontrer, pour tout k£ de N :
0n(Qk) = Qkr1, OU @, est Pendomorphisme étudié dans la partie A.

b. En déduire qu’il existe un réel o tel que la suite de polynomes (Qx)ren converge vers le

polynéme «/II,, ot I, est le polyndéme défini & la question 7..

2
14. a. Déduire de la question précédente : pour tout ¢ de [0;n], khm P2, =) =@ <n> :
—+co 1
. s - [a b a+b
b. On admet la formule suivante : V(a,b,m) € N°, Z _ = :
—~\i)\m—1 m
1
Montrer : oa=—=.
2n
()

c. Montrer que la suite de variables aléatoires (Zy)gen converge en loi vers une variable aléatoire Z

dont on précisera la loi et l'espérance.

e FIN o
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PROBLEME 1

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur ou égal & 2.
On note B = (ey, €9, - - ., €,) la base canonique de R™.

L’espace vectoriel R™ est muni du produit scalaire canonique, noté (-, -), défini par :
n
pour tous & = (z1,%2,...,%n) et ¥y = (Y1,Y2,---,Yn) de R*, (x,y) = Zxk Y-
k=1

On confond les ensembles M; (R) et R. Ainsi, pour tous z = (21, %2, ...,Z,) et y = (Y1, Y2, . - -, yn) de R™,

11 Y
ona,ennotant X =| : |etY =] : |: ) = XY,

In Yn
Pour tous réels aj,as,...,a,, on note Diag(ay, as,...,a,) la matrice diagonale de M, (R) dont les
coefficients diagonaux sont égaux a aq, s, ..., Q.

Enfin, on rappelle qu'une matrice P de M,,(R) est orthogonale lorsque P est inversible et que P~ = 'P.

PARTIE A : Mise en place d’un exemple

On consideére les matrices A et B de M3(R) suivantes :
0 11
0 00 et B = 'AA.
01

1. a. La matrice A est-elle inversible 7 Déterminer le rang de A.
b. Calculer les matrices A? et A3 et vérifier : A3 — A2+ A=0.

c. En déduire les valeurs propres réelles de A. La matrice A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

2. a. Justifier que la matrice B est diagonalisable.

b. On pose : RZT 1 3 —/21}.
6\2 o 2

i.  Vérifier que la matrice R est orthogonale.

ii. Montrer que la matrice *R B R est diagonale.
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Dans toute la suite du probléme, M désigne une matrice de M, (R) et on pose r =rg(M).

On note f ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est la matrice M.

PARTIE B : Valeurs singuliéres d’une matrice

On note g 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est la matrice *M et h=go f.
3. Montrer:  Va,y €R, (z,99)) = (f(z),y) et VzeR, (z,h() = /@I

4. a. Soit z appartenant & Ker(h). En calculant (z, h(z)), montrer que x appartient a Ker(f).
b. En déduire : Ker(h) = Ker(f) puis rg(h)=r.
5. a. Justifier que ’endomorphisme h est diagonalisable et qu’il existe une base orthonormée
By = (€1,€9,.--,€,) de R constituée de vecteurs propres de h.

b. Montrer que les valeurs propres de h sont positives ou nulles.
On note P la matrice de passage de la base B a la base B;.

6. Justifier que la matrice P est orthogonale et montrer qu'il existe des réels i, Ao, ..., \, positifs
ou nuls tels que : ‘MM=PD'P avec D =Diag(A\;,)a,...,\n)-

Les réels A1, As, ..., A, étant positifs ou nuls, on pose, pour tout i de [1;n], o; = /A,
Les réels 07,09, ...,0, sont appelés les valeurs singuliéres de la matrice M.

7. Dans cette question uniquement, on suppose que la matrice M est symétrique.

Déterminer, dans ce cas, les valeurs singuliéres de M en fonction de ses valeurs propres.

8. Justifier que la matrice D admet exactement r coefficients diagonaux non nuls.

Dans toute la suite, on suppose que les réels Ay, ..., A, sont non nuls et donc que les réels A\, 1, ..., A,
sont nuls.

9. a. Pour tout i de [1;7], justifier que f(e;) est non nul et calculer ||f(g;)]|-
1
b.  On pose, pour tout ¢ de [1;7], w; =—- f(&).

1/ (el

Montrer que la famille (uy,...,u,) est une famille orthonormée.

c. En déduire qu’il existe une base orthonormée B, de R telle que la matrice de f dans la base
B, (au départ) et la base By (a 'arrivée) est :
Diag(01,09,...,0,) = Diag(oy,...,0,,0,...,0).

On note @) la matrice de passage de la base B a la base B, et A la matrice Diag(oy, .. .,0,,0,...,0).

10. Justifier que la matrice ) est orthogonale et, en calculant de deux facons différentes la matrice
de f dans la base B (au départ) et la base B, (a I'arrivée), montrer : M=Q AP

11. Retour sur ’exemple :

Déterminer deux matrices orthogonales P; et Q1 de M3(R) et une matrice diagonale A, de Ms(R)
telles que : A= A °P.
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PARTIE C : Pseudo-inverse d’'une matrice et application

On reprend les notations de la partie B.

11 existe donc deux matrices orthogonales P et @ de M, (R) et des réels strictement positifs o, ..., o,
tels que :
M =QA*' avec A = Diag(cy,...,0,,0,...,0).

1
On définit la matrice M+ de M,,(R) par : Mt = P Diag(— ey — ,O,...,O) Q.

o1 Or

La matrice M ™ est appelée la matrice pseudo-inverse de M.
On note f* I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base B est la matrice M™ et p= fo f*.
12. Justifier que, si M est inversible, alors M~ = M™.

13. a. Simplifier le produit M M™.
b. Montrer que p est un projecteur orthogonal.

c. Montrer : rg(M M%) =r puis en déduire : Im(p) = Im(f).

14. Application : Soit y € R™ \ Im(f).
Il n’existe donc pas de vecteur z de R™ tel que f(z) =y.

On cherche alors & déterminer un vecteur z* de R™ tel que : ly — f(z)] = Hel%erf{ lly — f(@)]]-

a. Justifier:  Vz€R", [ly—p@)ll < lly— f=)l-

b. Proposer un vecteur de R” répondant au probléme posé.
Montrer que, lorsque r < n, il existe au moins deux vecteurs distincts de R" répondant au
probléme posé.

15. Retour sur P’exemple : On note f; I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base cano-
nique de R? est la matrice A et on considére y = (1,1,1).
a. Déterminer Im(f;) et vérifier que y n’appartient pas a Im(f;).
b. Montrer : Vz = (z1,79,73) €R, |ly— (@)= (22 + 73 — 1) + (21 — 23+ 1)* + 1.
c. En déduire deux vecteurs distincts z* et z* de R® tels que :

lly = Azl = lly = A7) = minfly — fi(=)]]
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PROBLEME 2

Ce probléme est constitué de trois parties. Les parties B et C sont indépendantes 'une de l’autre mais
utilisent certains résultats de la partie A.

!
On rappelle que, pour tout (k,n) de N? tel que k < n : (n) =5 ( i

k 'n—k)!

Pour tout n de N, on note ¢, le réel, appelé le nombre de Catalan d’ordre n, défini par :

1 (271)
Gy == )
n+1\n

PARTIE A : Quelques propriétés sur les nombres de Catalan

1.

Calculer les réels ¢y, ¢ et ca.

2 2
a. Montrer : VneN, ¢, = ") - "

n n+1
b. En déduire que, pour tout n de N, ¢, est un entier naturel non nul.
22n+1)

Montrer : VneN, cp =
n+1 n+9

n-

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function ¢ = catalan(n) qui, prenant en entrée un entier n
de N, renvoie la valeur de c,.

a. Montrer que la suite (¢,)nen est croissante.

b. A l'aide d’un raisonnement par I’absurde, montrer que la suite (c,)nen diverge vers +oo.

32 1\ 3/2
a. Montrer : Vk € N*, 4 (—k—) £ i < 4 <ki) .
k+1 Ck k + 2
b. En déduire : Vn € N*, 1!4——— € 6 & —\/—— ’
4 ny/n 2 nyn
On note, pour tout n de N : 8 = ch Cnt ¢t T,= Z b€y, O
k=0 k=0
a. Montrer : YneN, T,= gSn

(on pourra effectuer le changement d’indice i = n — k dans la somme définissant T, ).

b. Montrer a 'aide de 1'égalité de la question 3. :  Vn e N, T,.1+Spi1 =cpp1 +4T1,+25,.

c. En déduire, a I'aide d'un raisonnement par récurrence : VneN, S,=cup-
n
On a donc montré : VneN, cp1= E G B s
k=0
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11 .
8. a. Montrer que, pour tout = de {— 1 ; Z]’ la série ch x" converge.

n=0
11 =
On pose, pour tout = de [— - —] : flz)= ch 7 e gle)=2zf(x).
44 =

11
On admet que la fonction f est continue sur [ 1 Z]

11
b. Soit x appartenant a [ — }

11
N N 2N n
En remarquant que, pour tout N de N, (Z G xz) (Z G xJ) = Z ( 53 cn—k) ",
=0 §=0 n=0 k=0

+o0o
montrer : (f(z)) 2= Z cnz™
n=1

11

c. En déduire : Yo € [— 1 Z]’ (g(:[:))2 = 2g(x) — 4z.

11
d. Montrer qu’il existe une fonction € définie sur [— 1 ﬂ et & valeurs dans {—1; 1} telle que :

Vx € [—i;ﬂ, g(x) =1+¢e(x)v/1 — 4x.

11
Montrer ensuite que la fonction ¢ est continue sur [ ~ 107 {

1
e. En déduire : Vxe[—l—l;ﬂ, glz) =1—+1—1z.

PARTIE B : Loi du demi-cercle

On considére la fonction ¢ définie sur R par :

1
~ Vi3 size[-2;2
VreR, p(x)=1{ 2r o e =2:2)
0 sinon.
9. a. Montrer : /2 (cos(t))zdt = g
-3

2
b. En déduire, a 'aide du changement de variable z = 2sin(¢), la valeur de / (z)dz.

-3
10. Montrer que ¢ est une densité d’une variable aléatoire réelle.

On considére une variable aléatoire réelle X de densité ¢, définie sur un espace probabilisé (2, A, P).

11. a. Justifier que, pour tout n de N, X admet un moment d’ordre n et que l'on a :
1 [2
Vn € N, E(X>) =0 et EX™) == / V4 — 22 dzx.
T Jo

b. On pose, pour tout n de N : u, = E(X?").

i.  Calculer wuyg.
2n +1

3

ii. A laide d’une intégration par parties, montrer :  Vn €N, wu,;; = (4un — un+1).
iii. En déduire : Yn eN, u,=c,.
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PARTIE C : Etude d’une expérience aléatoire

Soit p un réel appartenant & ]0; 1].

On considére une piéce qui ameéne Pile avec la probabilité p et Face avec la probabilité 1 —p avec laquelle
on effectue une succession de lancers indépendants.

On modélise cette expérience par un espace probabilisé (£2, A, P).

On définit la variable aléatoire 7' égale au nombre de lancers effectués lorsque, pour la premiére fois, on
obtient le méme nombre de Pile que de Face, et égale 4 0 si un tel événement ne se réalise pas.

Par exemple, si on obtient successivement P-P-F-P-F-F-P-F- --- (o4 P désigne Pile et F désigne Face),
alors la variable aléatoire T est égale a 6.

12. a. Ecrire une fonction Scilab, d’en-téte function T = simule(p) qui prend en argument le
réel p, qui simule au plus 10* lancers de la piéce et qui renvoie la valeur de 7' en convenant
que si, sur les 10 lancers, le nombre de Pile obtenus n’a jamais été égal au nombre de Face,
alors 7T' prend la valeur 0.

b. On exécute le script Scilab suivant :

1 for i =1 : 3
2 L = zeros(1,3)

3 for j =1 :3 et on obtient les résultats suivants :
4 m=0 1.392 1.478 1.41

5 for k = 1 : 1000

6 m=m + simule(i/4) 100.572 71.172 125.28

7 end

8 L(j) = m/1000 1.454 1.544 1.414

9 end

10 disp(L)

11 end

Qu’affiche le script 7 Comment peut-on interpréter ces différents résultats ?
13. Justifier : VneN, P(T=2n+1)=0.

14. On note, pour tout n de N*, D,, 'ensemble des résultats possibles de (2n) lancers de la piéce pour
lesquels : e & l'issue du (2n)-iéme lancer, le nombre de Pile est égal au nombre de Face;
e le nombre de Pile est toujours strictement supérieur au nombre de Face tout
au long des (2n — 1) premiers lancers;;

et on pose, pour tout n de N*, d,, = Card(D,).
On note, pour tout n de N*, E,, I'ensemble des résultats possibles de (2n) lancers de la piéce pour
lesquels : e & 'issue du (2n)-iéme lancer, le nombre de Pile est égal au nombre de Face;

e le nombre de Pile est toujours supérieur ou égal au nombre de Face tout au long
des (2n — 1) premiers lancers ;

et on pose ey =1 et, pour tout n de N*, e, = Card(E,).
Par exemple, D3 = {P-P-P-F-F-F, P-P-F-P-F-F }

ef By= {P—F—P—F—P-F, P-F-P-P-F-F |, P-P-F-F-P-F | P-P-F-P-F-F , P-P-P-F-F-F } :
ainst dz3 =3 et e3=>5.

7/8



15.

a. Soit n € N*. En remarquant que tout résultat de D,, commence nécessairement par un Pile et
se termine par un Face, justifier : dp = €p_3-
b. i.  Montrer : Vne N, e,= Z di €n_k-
k=1
n
ii. En déduire : VneN, e = Z €k Cn—k-
k=0
iili. Montrer alors : Vn €N, e,=c, ol c, estlenombre de Catalan d’ordre n.
c. En déduire : Vn e N*, P(T =2n)=2c,—1p" (1 —p)™
a. Montrer que, pour tout z de [—1;1], la série z P(T = n)z" converge.
n=0
“+oo
On pose, pour tout = de [—1;1] : Gr(z) = ZP(T = 1) 2™
n=0
1 1 1
b. Montrer : p(lﬁp)éz et (p(l—p)zz fe pzi).
c. Montrer : Vr € [-1;1], Gr(z) =P =0)+ g(p(l - p):cz),
ou g est la fonction définie dans la question A.8.
d. En utilisant la valeur de G (1), montrer : PTF =)= |2p — 1|.

1
Interpréter ce résultat lorsque p = >

16. En utilisant le résultat de la question A.6.b, montrer :

b.

1 . .
a. 8 pF 5 alors la variable aléatoire T" admet une espérance.

1 ) .
sip= 57 alors la variable aléatoire 7' n’admet pas d’espérance.

e FIN o
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BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

Conception : emLyon business school

MATHEMATIQUES APPROFONDIES

Mercredi 26 Avril 2023, de 14h. a 18 h.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidates et candidats sont invité.es a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de l’épreuve, une candidate ou un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il ou elle la
stgnalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il ou elle sera amené a
prendre.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme.
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Exercice 1

Somme d’une série

n
1
Dans cet exercice z désigne un élément de |0, 1[. Pour n € IN*, on pose S,, = Z 7
k=1

1 k+1 1
1. a) Soit k € IN*. Démontrer que 'on a : —— < / —dt < —.
) d K+l ), 19Tk
. . ,. . N ‘ ode 1
b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Démontrer que : S, — 1 < - < S, ——.
1 n
¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, un encadrement de S,,.

d) Démontrer que S,, ~ Ilnn.
+o0

2. Informatique.

a) On consideére la fonction suivante écrite en langage Python.

def rang(a):
k=1
s=1
while s<a:
k=k+1
s=s+1/k
return k

Expliquer ce que produit I’appel rang(50).
b) Le code suivant
from numpy import exp
exp (49)

renvoie : 1.9073465724950998e+21.
Expliquer rapidement ce que cela laisse penser si 'on fait I’appel rang(50).

3. a) Soient n € IN* et ¢ € [0, 2]. Simplifier la somme Ztk_l.

k=1
D gk ron
b) En déduire que pour tout n € IN* on a : Z —=—In(l-2z) - / dt.
= k o 1—t
xT n
¢) Démontrer que : lim dt = 0.
n—4oo 0 —
ak IX gk
d) En déduire que la série — converge, de somme — = —1In(1 —x).
) q z; - converge, ; 3 (1-=)

Exercice 2

Des variables aléatoires

On considere une suite de variables aléatoires indépendantes (X} )gemw+ suivant toutes la loi uniforme sur ]0, 1]
et définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout entier n > 2 on pose : Z,, = inf(Xq,...,X,), c’est & dire que pour tout w € Q on a :
Zp(w) = min (X3 (w), X2 (w), ..., Xp(w)).

On admet que Z,, est bien une variable aléatoire.
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. Soit n > 2 entier.

a) Démontrer que la fonction de répartition F,, de Z,, est définie par :

0 siz <0
Folz)=<1-(1—2)" sizel0,1].
1 siz>1

b) Justifier que la variable aléatoire Z,, est a densité.
¢) Démontrer qu'une densité f, de Z, est donnée, pour z réel, par :

0 sinon

fo() = {n(l —x)" 1 sizel0,1]

. Informatique. Compléter la fonction suivante en langage Python de maniere que 'appel VarZ(10) simule
la variable aléatoire Z19. On rappelle que, la fonction random() ayant été importée, I’appel random(3)
renvoie un vecteur de trois coordonnées qui simulent des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur |0, 1[.
def VarZ(n):

from numpy import min

from numpy.random import random

return .........

. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Z,,),>2.

. Soit n > 2 entier. Lorsque U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0, 1[, indépendante des
variables aléatoires X1,..., X, on admet que Z,, — U est une variable aléatoire & densité g,, donnée par :

1—(—z)" pour z € [-1,0]
gn(x)=4q (1 —2)" pour z € [0, 1]

0 pour x € R\ [-1,1]
On pose : T, = Z,, — X,.
1
a) Démontrer que P(Z, = X,,) = —.
n
On pourra considérer la variable aléatoire Z,_ 1 = inf(X1,..., Xpn_1).

b) La variable aléatoire T;, est-elle & densité ?

¢) Informatique. Ecrire une fonction VarT en langage Python, d’argument n, qui simule la variable
aléatoire Tj,.

. La figure 1 présente un histogramme de 2000 rectangles donnant la répartition de 20000 valeurs d’une
simulation de la variable aléatoire T5gg de la question 4. La figure 2 est un zoom de la partie de droite de
la figure 1.

50 4

40 A

30 A

204

101

FIGURE 1 — Répartition de 20000 valeurs prises par 1500
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a

50 4

40 -

304

204

10

—0.035 —0.030 —0.025 -0.020 -0.015 —0.010 —0.005 0.000

FIGURE 2 — Zoom de la partie droite de la figure 1

) La variable aléatoire Tsoo vous semble-t-elle discréte ? Justifiez votre avis en une phrase.

b) Le rectangle le plus & droite de la figure 2 est-il cohérent avec le résultat de la question 4a ?

Probleme

Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie

Dans tout le probléeme, n est un entier supérieur ou égal a 2 et E est un espace vectoriel de dimension finie n.

Notations et définition

On note 0g le vecteur nul de E.

Lorsque F' est un espace vectoriel on note L(E, F') 'espace vectoriel des applications linéaires de E' dans
F.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire ¢ : ' — IR.

On note, dans ce probleme, E* = L(E,IR) l'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 de I'espace vectoriel E.

Lorsque F' est un espace vectoriel de dimension finie, on admettra que la dimension de l'espace vectoriel L(E, F')

est :

dim L(E, F) = dim FE x dim F.

On admettra aussi qu’une intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace vectoriel de F.

Enfin,

de E.

on rappelle le théoréme de la base incompléte : toute famille libre de E peut se compléter en une base

Préliminaire

1. Justifier que les espaces vectoriels F et E* ont la méme dimension.

2. Soit ¢ un élément de E*.

a

) Quelles sont les dimensions possibles pour I'image Im ¢ de ¢ ?

b) En déduire que ¢ est soit nulle, soit surjective.

) On suppose que ¢ n’est pas 'application nulle. Démontrer que ker ¢ est un hyperplan de E.
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Partie I - Des exemples

3. Premier exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est l'espace vectoriel IR, [z] des fonctions
polynoémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

1
On considere 'application g : E — IR définie par : g(P) = / P(t) dt.
0

a) Démontrer que g est un élément de E*.
b) Quelle est la dimension du noyau de g ?

c) Pour k € {1,...,p} on considére la fonction polynéme Qy : x — x*¥ — PR

Démontrer que la famille (Q1, ..., Q) est une base du noyau de g.

4. Second exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est l'espace vectoriel IR, [x] des fonctions
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

On considere 'application f : E — IR définie par : f(P) = P(0).
a) Démontrer que f est un élément de E*.
b) Déterminer le noyau de f.

5. Dans cette question, on revient au cadre général.
Soient f et g deux éléments de E*, non nuls, tels que ker f C ker g.
a) Démontrer que ker f = ker g.
b) Justifier de l'existence d’un élément xy de E qui n’appartient pas au noyau de f.

¢) Démontrer que E = ker f @ vect(xg), ol vect(xg) désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par
le vecteur xg.

d) On pose h = g(xo)f — f(x0)g. Démontrer que h est nulle.
e) Que peut-on en conclure pour les formes linéaires f et g ?

Partie II - Hyperplans et formes linéaires

6. On a vu a la question 2c que le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Le but de cette
question est de démontrer que tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.
Soit H un hyperplan de E.

a) Soit (e1,...,en—1) une base de H. Justifier de lexistence d’un vecteur e, dans E tel que =
(e1,...,en) soit une base de l'espace vectoriel E.

b) Soit ¢ 1’élément de L(E,IR) défini par :
0 siie{l,...,n—1}
plei) = {1 o .
sit=n
Justifier que cette définition est correcte et démontrer que ker ¢ = H.

Dans la suite de cette partie, on considére un entier p > 2 et une famille (f1,..., fp) de formes linéaires sur
E, ainsi que Uapplication :
f ( E — TR? )
z = (filx),..., fplx)) -

On tiendra pour acquis que l'application f est linéaire.
P
7. Démontrer que : ker f = m ker f;.
i=1

8. On suppose dans cette question que l'application f est surjective.

a) On note (e1,...,&,) la base canonique de IRP. Justifier que £; admet un antécédent = par f.
b) Démontrer que la famille (f1,..., f,) est libre dans E*.

9. On suppose dans cette question que 'application f n’est pas surjective.
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a) Que peut-on dire de la dimension m de Im f?

b) En complétant une base (e1,...,€ey) de Im f en une base de IRP, démontrer que Im f est inclus dans
un hyperplan H de IRP.
c) En déduire que la famille (f1,..., fp) est liée dans E* (on pourra utiliser la question 6).
10. On suppose dans cette question que la famille (f1,..., fp) est libre dans l'espace vectoriel E*.

a) Justifier que f est surjective.

P
b) Démontrer que : dim (ﬂ ker f1> =n-—-Dp.
i=1

Partie III - Formes linéaires et structure euclidienne

Dans cette partie, l'espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire ( , ).
Pour a € F on note f, application qui & un élément x dans E associe le réel f,(z) = (a,x).

11. Soit a € E.
a) Démontrer que f, est un élément de E*.
b) Déterminer le noyau de f,.
¢) Démontrer que si f, est Papplication nulle alors a = 0p.

12. Théoréme de représentation des formes linéaires
On considére maintenant 'application ® : E — E* définie, pour a € E, par : ®(a) = f,.
a) Démontrer que P est linéaire.
b) Démontrer que ® est un isomorphisme de E sur E*.
¢) Justifier que pour tout ¢ € E* il existe un unique a € E tel que :

Ve e E, o(z) = (a,x).

13. Application aux formes linéaires sur M, (IR)
Dans cette question, p est un entier naturel supérieur ou égal & 2 et on considere M, (IR), ’espace vectoriel
des matrices carrées de taille p.
a) Démontrer que (, ) : (4, B) — tr(*AB) est un produit scalaire sur M, (IR).
b) Démontrer que si ¢ : E — IR est une forme linéaire alors il existe une matrice A dans M,(IR) telle
que pour toute matrice M dans M, (IR) on ait :

(M) =tr(AM).

FIN DE L’ENONCE
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