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Dans ce  problème, t o u t e s  l es  fonc t ions  envisagées sont  des 

fonct ions d'une variable r é e l l e  x 2 valeurs  dans R .  

Soi t  F une t e l l e  fonct ion ; on note,  s i  ces l i m i t e s  e x i s t e n t  : 

F(x  + O )  = L i m  F (x  + h) 

F ( x  - O )  = L i m  F (x  - h) 
hJ.0 

hJ.0 

l a  nota t ion  hSO s i g n i f i a n t  que h tend ve r s  zéro par  va leurs  
pos i t i ves .  On r appe l l e  qu'une fonc t ion  F, d é f i n i e  au  poin t  x, e s t  

continue Èi gauche en x s i  e t  seulement s i  : F(x)  = F(x  - O ) .  

a s  b, c étant t r o i s  nombres r é e l s  s a t i s f a i s a n t  2 : a < b < c .  

1/ a)  Montrer que, que ls  que so ien t  a, b e t  c ,  F e s t  continue 5 gauche 
s;x- m . 

... /... 



-2 - 
b) A quel les  condi t ions doivent  s a t i s f a i r e  a, b ,  c pour que F s o i t  

continue pour t o u t e s  va leurs  de Y. ? Est -e l le  dér ivable  quel  qce 

s o i t  x ? 

2/ Déterminer l e s  condi t ions sur a, b,  c ,  pou? que F s o i t  non-décrois- 

sante ; montrer que, s i  ces  condi t ions sont  réalisées, F peut a l o r s  

e t re  considérée comme l a  fonct ion de r é p a r t i t i o n  d'une va r i ab le  

a l é a t o i r e  X : 

A 

F(x) = P(X < x) 

PARTIE 11. 

Dans c e t t e  seconde p a r t i e ,  on pose a = O , b = 2 , c = 4. 
On note X l a  va r i ab le  a l 6 a t o i r e . a y a n t  F pour fonct ion de r g p a r t i t i o n .  

1/ Etudier  l a  fonct ion F e t  t r a c e r  sa représenta t ion  graphique. 

2/ Etudier  l a  fonction F' d6riv6e de F par rappor t  x. 

3/ En désignant par  F' l a  dér ivée  5 gauche de F, d é f i n i e  quel  que s o i t  9 
x, on note  f l a  fonct ion t e l l e  que : 

f ( x )  = F'(x) en t o u t e  valeur  x 33: F' est. déTinie  

f(x) = F'(x) pour t o u t e  va leur  xi 03 F'  n ' e s t  pas dg f in i e .  

Montrer que f est  continue 5 gauche, q u ' e l l e  e s t  i n t ég rab le  s u r  

9 

t o u t  i n t e r v a l l e  fermé de R e t  que F(x) 

La f o n c t i o n  f m p a r a î t  a i n s i ,  e t  on l ' a d r e t t r a ,  comme l a  fonct ion 

de dens i t é  de l a  va r i ab le  a l 6 a t o i r c  X .  

4/ Calculer  l 'espérance nathématique E(X) "et l a  var iance V ( X )  de X. 

5 /  a)  Etudier  l a  va r i a t ion  de l a  f'onctioc G de la variable u d é f i n i e  

b )  Montrer q u ' i l  e x i s t e  une va leur  uo9 que l ' c n  p réc i se ra ,  t e l l e  

que G(u) = E ( X )  pour u a uo. 

... l e . .  
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On suppose dans c e t t e  t ro i s ième p a r t i e  que a, b, c ,  s a t i s f o n t  

aux condi t ions : 
( O c a < b  

On note  ( x . )  l ' ensenble  des po in t s  x. de d i scon t inu i t é  de l a  
1 1 
= F(xi + O )  - F(xi - O )  l e  s a u t  de l a  fonct ion F au fonct ion F e t  p 

x: A 
poin t  de d i scon t inu i t é  xi. 

1/ a) E x p l i c i t e r  l e s  éléments de l 'ensemble { x i )  . 
b) Calculer  t o u t e s  l e s  va leurs  p . 

xi 

2/ S o i t  0 1s fonct ion d é f i n i e  p a r  ~ ( x )  = 2 px . ,  x.<x 1 
1 

l a  sommation é t a n t  étendue 2 t ous  l es  po in t s  de d i s c o n t i n u i t é  de F 

s t r ic tement  i n f é r i e u r s  à x. 
Etudier  l a  fonc t ion  CD e t  t r a c e r  sa représenta t ion  graphique (on pour- 

ra,pour ce t r a c 6  seulement ,chois i r  a = 1 , b = 2,5 , c = 3 ) .  

3/ On note  Y l a  fonct ion Y =  F - 0 .  

a) Montrer que l a  fonc t ion  Y est  continue e t  non-décroissante. 

b) Pour que l l e s  valeurs de x, Y n ' e s t - e l l e  pas  dé r ivab le  ? 

4/ Soi t  a = L i m  ~ ( x )  e t  B = Lim Y ( x ) .  
X+- X-i+W 

9) Montrer que a c' 1 e t  B i 1.  

b) Quel le  r e l a t i o n  e x i s t e - t - i l  e n t r e  a e t  B ? 

5 1  a) Montrer que l ' on  peut t rouver  deux fonc t ions  de r é p a r t i t i o n  

:*une F en e s c a l i e r ,  l ' a u t r e  F continue, te l les  que F s o i t  
décomposable en : 

d C 

F = X F + X2Fc I d  

oii a ,  e t  1 2 

ci condi t ions O < X 

sont  deux réels ,que l ' o n  déterminera,satisfaisant 

\< 1 , O c X2 Q 1 e t  X, + X 2  = 1. 1 

b )  Une te l le  décomposition de F est-elle unique ? 

-FIN- 
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VENDREDI 5 MAI 1978 DE a B 11 H 

D u r d e  : 3 h e u r e s  

Cette épreuve comporte un problème et deux exercices indépendants 

Soit A( 1 )  une natrice polynomiale carrée d'ordre n, c'est- 

à-dire une matrice de n lignes et n colonnes dont les Cléments sont 
des polynômes en X . Les coefficients de ces polynômes et l a  variable 
a sont supposés réels. 

La matrice A(X) peut être écrite sous la forme d'un poly- 
nôme en X dont les coefficients sont des matrices carrées scalaires 
d'ordre n : 

m-i ... + Ai X + ... + Am-l A + Am m-1 + 

A ( X )  = lrn + a 

Un tel polynôme est appel6 "polyn̂ orr.e natriciel" afin de le 
différencier d'un polynôme ordinaire h coefficients numEriques, appe- 
lé polynôme scalaire. 11 est nul si et seulement si tous ses coeffi- 
cients sont des matrices nulles. 

Le nombre rn est le deKr6 du polynôme A( A )  b condition que 
la matrice A soit diff6rente de la matrice nulle ; l'ordre n des 
matrices A( X ) et Ai est l'ordre du polynôme ; le polynôme A( X ) est 
dit réaulier si et seulement si le dgterminant de A. (coté det A. ou 
~ A J  )n'est pas n u .  

O 

Les opérations sur les matrices permettent d'étendre aux 
polynômes matriciels d'ordre n les opGrations fondamentales connues 
s u r  les polynômes scalaires. Ainsi, étant donnés deux polynômes ma- 
triciels A(X) et B ( 1 )  de &me ordre n et de degr6s respectifs m et p 
avec par exemple m > p , 

A(X) = A .  hm + A Am-' + ... + Am A # O  
O 1 O 

B(X) = Bo A p  + B1 XP-l + ... t B P Bo # O 

nous définirons les op&atlms suivantes : 

a) Addition ( E  = 1 )  ou soustraction ( E  = - 1 )  

Xm-i A(X) + a ( a )  = co X~ + c, x~-' + ... + ci + ... + cm 
où les coefficients C. sont ggaux 2 : 

1 

Ci = A. si p < i < n  
1 

/Ci = Ai + EBP-; si i s p  

b) Multiplicaticn 

A(x).B(x) = B~ am+p + ( A ~  B, + B ~ )  ' + ... + A c 

. . . /... 
m ? ?  
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a) Pcclt-on retrouver sur l'ensemble des polyn'ines matriciels 
en X d'oydre n ainsi définis, une structure d'espace vectoriel sur R ? 

b) Le produit de deux polynômes matriciels est-il commutatif ? 

Que peut-on dire du degré du produit de deux polynômes matriciels de 
degrés respectifs m et p ? 

On suppose n d 3 ; 5 quelles conditions s u r  A ( X )  et B(X) 
le produit A(X).B(X) est-il régulier ? 

QUESTION II 
Soit A(X) et B(X) deux polynômes matriciels de même ordre n 

et de degrés respectifs m et p, tels que B(X) soit régulier et m >/ p : 

A ( X )  = A. X m  + A l  1m-I + ... + Am (Ao # O) 

On appelle respectivement "quotient à droite" et "reste à 
droitel' de la division de A(X ) par B(X ) les polynômes Q(X)  et R ( X  

tisfaisant aux conditions : 
sa- 

A ( X )  = Q(X).B(X) + R(X)  

degré R ( X )  < degré B ( X )  

On admettra que ces polynômes Q(X) et R ( X )  existent et sont 
uniques lorsque le diviseur B(X) est un polynôme régulier. Lorsque 
R ( X )  = O, A(X) est divisible 5 droite par B(X). 

a) En prenant m = 3 et p = 2 les polynÔo?es A ( X )  et E(X) 

s'écrivent : 
A ( X )  = Ao.X3 + Al X + A2 X + A3 

B(X) = Bo X + B1 X + B2 

2 

avec lBoI # O 2 

En appliquant le schéma habituel d6 la division suivant les 
puissances décroissantes des polynômes scalaires, exprimer le quotient 
2 droite Q(X) et le reste 2 droite R ( X )  de la division de A ( X )  par B(A) 
en fonction des matrices Ao, A l ,  A2, A3, Bo* B,, B2. 

b) Appliquer les résultats ci-dessus pour expliciter le quo- 

tient et le reste à droite de la division de : 

2 
13.21 + 1  2X3+X2 21 + 3  

(- X 3 9 2 . 2  3 X 3 + 4 X  
A(X) = 
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QWSTTOY III 

Soit  F(X) un polynôme ma t r i c i e l  d 'ordre  II e t  de dcg-15 z. Il 
peut être é c r i t  : 

s o i t ( i )  F(X) = Fo X m  + F1 Am-' + ... + F. + ... + Frn-'X + Fm (Fo#O) 
1 

m-i  so i t (2 )  F(X) = lm Fo + Am-' F1 + ... + X Fi + ... + XFrn-' + Fm 

compte tenu du f a i t  que X est  un sca l a i r e .  

Une matrice A d'ordre n é t a n t  donnée, on appelle valeur b 
d r o i t e  de F(X) pour A l a  matrice : 

m - i  
F(A)  = F~ A" + F~ A ~ - '  + ... + F:A + ... + F ~ - ~  A + F~ 1 

obtenue par subs t i t u t ion 'de  A au s c a l a i r e  X dans l a  forme (0  . De Grne 
la valeur Èi gauche de F(X) pour A s 'obt iendrai t  en subst i tuant  A Èi X 

dans(2) . 
On note E l a  matrice uni t6  d'ordre n : 

a)  En prenant successivement m = 2 puis m = 3 ,  déterminer en 
fonction de A e t  des coe f f i c i en t s  de F(X) l e  r e s t e  2 d r o i t e  de l a  divi-  
sion suivant les puissances décroissantes de F(X) par l e  polynôme matri- 
c i e l  ( X E - A ) .  

A quel le  condition l e  polynôme m a t r i c i e l  F(X) est-i l  d i -  

v i s i b l e  b d r o i t e  par (XE-A) dans checun des cas m = 2 puis  m = 3.  

b)  L e . r é s u l t a t  trou& peu t - i l  ê t r e  étendu 2 un degré m quel- 

conque ? 

QUESTION IV 
Soit  A une matrice carrée s c a l a i r e  d 'ordre 2, de terme général a i  

( l ' i n d i c e  de gauche désigne syst6matiquement l a  l igne,  c e l u i  de d r o i t e  
l a  colonne) e t  C = 1 2 - A  l a  matrice dont l e  déterminant A (X ) = de t  (XE-A) 

e s t  l e  polynôme ca rac t é r i s t i que  de A. 

On note B ( X )  la matrice dont l e  terme général  bij  (ième l igne,  
jème colonne) e s t  donné par : 

ième 03 C . .  e s t  l a  sous-matrice de C obtenue par suppression de l a  j 
J1 

e t  de l a  ième colonne. 

l i gne  

Exprimer l a  matrice B(X)(XE-A) en fonction du polynôme carac- 
t g r i s t i q u e  A ( X ) .  Que peut-on dire  de l a  matrice A(A)  ? 

-------- ... /.o. 
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EXERCICE 1 

Dans une en t r ep r i se ,  on relève durant l e  mois de mai,sur un 

6chentil lon d'une centaine d'enploy6sS l a  d i s t r i b u t i o n  s t a t i s t i q u e  sui-  
vante du couple de var iable  (X, Y) déf in i  par : 

x = âge de l'exployé 
Y = nombre de journées d'absence en m a i  

20 - 30 25 6 2 
I r I 

I 30 - 40 1 3 5 1 1 5 l 1 0 1  5 1  0 1  

Dans l a  s u i t e  cous ferons l 'hypothsse suivante : l e s  â&es sont 

r é p a r t i s  en 4 classes  [ 20, 30[, [30, 40[ , [40, 50 [ , [50, 60[ e t  B tous 
l e s  exployés d'une n ên?e c l a s s e e s t  a t t r i b u é  l e  même Zge 6gal au centre 

Ce l a  classe  (25, 35, 45, 55). 

Question : 
Déterminer l 'gquation de l a  d r o i t e  de régression Be Y en X en 

u t i l i s t r r t  d i rectenent ,  sans les âemcntrer, l e s  forxules du cours. Tracer 
dans un repsre o r t h o n o r d  d'axes Oz, 0; l a  d r o i t e  Be régression de Y en X .  

EXERCICE II 
Soit  f une fonction r é e l l e  de deux var iebles  r é e l l e s  indépen- 

dantes x e t  y d é f i n i e  par ; 
2 

f(x, y )  = 9 x + 8 x y +  3 y'-  x +  2 y 

Question 1 : 

Déterminer s ' i l  e x i s t e  ou s ' j l s  ex i s t en t ,  l e  ou l e s  extrena de 
f (on p réc i se ra  l a  nature  du ou des extrema). 

Question 2 : 
1 5 Calculer Z(X, Y )  = f ( X  + 5, Y - 1 )  + i; 

Dzmontrer l ' i n é g a l i t é  z(X, Y ) > O  p o ~ r  t o u t  couple ( X ,  Y )  # ( O ,  O ) .  

Etcdier l e s  courbes z(X, Y )  = k suivant l e s  valeurs r é e l l e s  de k. 
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2 

Réciproquement, siPest une v a l e u r  propre  d e  La m a t r i c e  El , 
d6montrer que l ' une  au moins d e s  r a c i n e s c a r r é e s  (dans C) dey1  es t  va l eu r  

propre  de  N(on pour ra  p o s e r p = w  ). 

Ecole Sup6rieure de Commerce de Paris 
2 CONCOURS D'ENTRE€ 1979 

Quelle conc lus ion  dégage-t-on de  c e t t e  é tude  ? 

Mathhatiques Te épreuve 
~~~ ~ 

LUNDI 14 MAI  DE 14 H A 18 H 

Dur& : 4 heures 

Dans ce problème, on n o t e  : 

* J l ' ensemble  1 ,  2, 3 . { l  
* M une  m a t r i c e  c a r r é e  d ' o r d r e  3 5 c o e E f i c i e n t s  r é e l s .  d'Clément 

i é t a n t  l ' i n d i c e  de l i g n e ,  j 1' indice d e  co lonne .  géné r ique  a i j '  

* I l a  m a t r i c e  u n i t 6  d e  dimension 3 : 

Dans c e t t e  p a r t i e  on suppose que N s a t i s f a i t  5 la c o n d i t i o n  ( 1 )  

s u i v a n t e  : 

( 1 )  3 k e R + *  t e l  que Tr(E!) = k e t  Tr(!:') = k 2 

I /  - Démontrer que t! admet au moins une v a l e u r  propre  J\ r c e l l c  I 
non n u l l e .  

Dans c e t t e  p a r t i e  ci1 suppose  que I I  s a t i s f a i t  h la c o n d i t i o n  ( 2 )  :$ Tr(E1) l e  nombre : a i i  appcl6  t r a c e  d e  I n  matrice El. 
i C J  

su ivan te  : 

( 2 )  \ I  v(i, j ) t  J 2 , nij E R +-': e t  - I " i j  - qi 

I /  - DEmontrer que T r ( H )  = 1 ,ii. 
i < J  

I /  - Four c e t t e  ques t ion  on suppose, d e  p l u s ,  El s i n g u l i è r e  ( r ' e s t -  
.?-dire non- invers ib le )  . 

? /  - Démontrer que l ' une ,  au moins,  d c s  v a l r u r s  propres  dr t-1 rs: 
a )  Déterminer l e s  va l e t l r s  propres  d e  II .  

réelle.  

3/ - Soit >f2 le c a r r é  de  l a  m a t r i c e  Et .  DCmontrcr que pour t o u t  
2 i E J, A .  es t  v a l e u r  p ropre  de  PI*. 

b) DCmontrer que l e s  v e c t e u r s  co lonnes  d e  I I  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  

d e  ?l. A q u e l l e ( s )  v a l e u r ( s )  prc?pre(s)  son t  asscci6s c e s  

v e c t e u r s  p ropres  ? ... /... 



-3- 
c)  Démontrer que F I  s a t i s f a i t  à l a  condition (3) suivante  : 

(3)  +jn N* : M" = M 

2 
d )  S o i t A ( A ) = a 3 A 3 + a 2 A  + a l A  + a. l e  dcterminant de l a  matrice 

M -AI, OÙ A e s t  un c h p l e x e .  Déduire de (3) que, si on 

M3 + a M + a M + a. 1, a l o r s  noteA(t1) l a  matr ice  : a3 
A(M) est  l a  matr ice  nul le .  

2 
2 1 

e )  Peut-on trouver un polynÔme(i) à c o e f f i c i e n t s  réels de degré 

s t r ic tement  i n f é r i e u r  3 t r o i s  t e l  que V(M) s o i t  La matrice 
n u l l e  ? 

21 - Démontrer qu'une condition nécessaire  e t  s u f f i s a n t e  pour  que 

FI s o i t  s i n g u l i e r e  e s t  : t / ( i ,  j ,  k) ti J3,  aik. akj = a i j .  

3 /  - a) Démontrer que s i  H e s t  régul iè re  (c'est-à-dire invers ib le )  

e l le  admet a l o r s  une seule  valeur  propre r é e l l e d l  e t  que A,  > 3 .  

41 - Démontrer que Il e s t  s ingul iè re  s i  c t  

l a  valeur  propre 3 .  

seulement s i  e l l e  admet 

- 
L'espace v e c t o r i e l  m3 é t a n t  rapporté à la base canonique Ilo, s o i t  

f l'endomorphisme de IR3 dont l a  matr ice  dons la  base B est : 
1 

I/x I I X Z  

1 /  - Déterminer dans la base B, d é f i n i e  par l e s  vecteurs  : 

-4- 

2 /  - Soi t  fa l'endomorpliisme de !R3 dont l a  matr icc  T(r dans l a  

base e s t  d é f i n i e  par : 
1 

O 0  

Ttu = To +O(! A 0) 
Hontrer que quel que s o i t  (r r c e l ,  (1 # O e t  t r #  - 3, Tcy 

e s t  s ingul iè re  e t  possède t r o i s  valeurs  propres d i s t i n c t e s  que l ' o n  diiter- 

minera. 

31 - a )  Déterminer l a  matr ice  Mcy de l'endomorphisme f(t dans In 

base Bo. 
3 

b) Détexminer une base 11, de R dont l e s  vecteurs  sont ,  

pour tou t  cy r é e l  (Y # O e t  (Y # - 3, vecteurs  p ropres  de 

f,Y * 

c )  La matr ice  N e s t - e l l e  diagonal isnble  ? 

l a  matrice To de l'endomorphisme f l .  
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MARDI 15 MAI  1979 DE 14 H A 17 H 
Our& 3 heufos 

1 PROBLDIE N o  1 1 
Dans l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  E = R3 s u r  l e  corps  des  r é e l s  IR 

4 --- 
on cons idè re  les v e c t e u r s  A ] ,  A 2 ,  A 3 ,  B 
l a  base  canonique de  E.  

dont  on donne l e s  coordonnées dans 

Ques t ion  1 : -- - 
1 '  

S o i t  E' le sous-espace v e c t o r i e l  d e  E engendri. par les v e c t e u r s  A 
-4 

A2,  A3. DPterminer l a  dimension d e  E ' .  Que peut-on d i r e  d e  l'existence e t  du  

nombre d e  s o l u t i o n s  du système ( é c r i t  sous f o r n e  v e c t o r i e l l e )  : 

3 - - - 
A l  x 1  + q x 2  + A3 x3 = E (XI, x2, x3)  f R 

Question 2 : 

Rssoudre l e  système d ' équa t ions  : 

(400  x1  + 24 x 2  - 8 x3 = 30 

9 X I  + 3 0 0  x - 15 x3 = GO 

= 50 - 8 x2 + 400 x3 

-4 C3n donnera l e s  r é s u l t a t s  num6riques 2 I O  p r8s .  

-2 - 
-L Quest ion  3 : 

On d i t  qu'une s u i t e  d e  m a t r i c e s  co lonnes  h t r o i s  l i g n e s  à c o e f f i -  
cL> 
Co 

c i e n t s  r é e l s  d e  terme g é n é r a l  X 

v e r s  l a  m a t r i c e  co lonne  à t r o i s  l i g n e s  X = (x i )  s i  que l  que s o i t  l ' i n d i c e  i 

l a  s u i t e  réel le  ( x ' ~ ) )  converge v e r s  (x i ) .  

= (x':)),. t end ,  quand n tend v e r s  + m , 

a )  R é s u l t a t s  p r é l i m i n a i r e s  : 

On c o n s i d è r e  un systi.me d ' équa t ions  l i n é a i r e s  ii coef f  i c i - e n t s  

r é e l s  : 

'1 + a12 x 2  + a13 '3 = b l  

a21 '1 + '22 '2 + a23  x3 = b2 

a31 '1  + a32 '2 + a33 '3 = b 3  

s y s t h e  ( 1 )  l 
que l ' o n  peut  é c r i r e  sous  forme m a t r i c i e l l e  A X = R 

Nous supposerons dans  ce  q u i  s u i t  que l r s  r o c f f l r i c n t q  tliagon.Il:x 

de l a  m a t r i c e  A ne  son t  pas  n u l s  : 

a f 0 ( i  = 1 ,  2 ,  3) 

En r é s o l v a n t  l a  première Gquation du systPme ( 1 )  par r appor t  5 x,' 

l a  deuxiPme Pquntion pa r  r a p p o r t  5 x 2  e t  l a  t r o i s i z m r  Gqriation par r appor t  3 

x 3 ,  on o h t i e n t  : 

ii 

S o i t  encore  m a t r i c i e l l e m e n t  : 

Ir12 "13 
x = p +  (r x 

' 3  
31 32 . . . / .  . . 
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Posons x = p  e t  c o n s t r u i s o n s  l a  s u i t e  : (x0, x I .  x2, ..., xn ... ) 
n- 1 d é f i n i e  pa r  X p + (y. X 

Montrer que s i  l a  s u i t e  (X X1, X 2 ,  .. ., X n ,  . ,.) possède une l i m i t e  

no tée  X, a l o r s  ce t t e  l i m i t e  e s t  une  s o l u t i o n  du système (2) e t  par  ccnséquent  

du GyStème (1). 

Nous admet t rons ,  pour l a  s u i t e  du p r o b l h e .  l ' e x i s t e n c e  d e  l a  limite 

X. 

b) Réso lu t ion  d'un systcrne d ' équa t ions  l i n é a i r e s  par  approximat ions  

success ives  : 

En u t i l i s a n t  l e  r é s u l t a t  de  l a  q u e s t i o n  3 - a ) ,  dé t e rmine r  une so lu-  

t i o n  approchée du système d ' équa t ions  : 

400 x 1  + 24 x2 - 8 x3 = 3 0  

9 x I  + 300 x 2  - 1 5  x3 = 60 

4 x I  - 8 x2 + 400 x = 50 l 3 

On s e  c o n t e n t e r a  d ' e x p l i c i t e r  une s o l u t i o n  approchhe du s y s t h e  donn6e 

pa r  l e  3Pme terme X 

déc imales) .  

de  l a  s u i t e  ( X  ) (on donnera l e s  r F s u l t a t s  avec q u a t r c  2 

Désignons par Y l a  popu la t ion  d e s  f r a n ç a i s  e t  notons  p l a  p ropor t ion  

d ' i n d i v i d u s  d e  P possEdant une automobile.  Désignons par  >' -n l ' ensemble  d e s  

Echan t i l l ons  d e  t a i l l e  n , i s s u s  d e  l a  popu la t ion  P ,  que l ' o n  peut  o b t e n i r  par 

sondages a l é a t o i r e s  (nous supposerons que l e s  n ind iv idus  nont t i r é s  au 11asat-d 

l ' u n  a p r z s  l ' a u t r e ,  chaque ind iv idu  é t a n t  remis dans l a  popu la t ion  avan t  I C  

t i r a g e  d e  l ' i n d i v i d u  su ivan t )  ; notons  Fn l a  v a r i a b l e  a l E a t o i r e  d é f i n i e  siir 

l ' ensemble  2 
t i o n  f n 

q u i  5 t o u t  é c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  n f a i t  c o r r e s p s d r e  l a  propor- n 
d ' i n d i v i d u s  d e  l ' é c h a n t i l l o n  q u i  possèdent  une n u l c n o h i l e .  

Pour t o u t  i E Il, 2,..., n f , s o i t  X .  l a  v a r i a b l e  a l E a t o i r e  d é f i n i e  
c 

sur  l ' e n s e ~ b l e  L t e l l e  que, E tan t  donne un 6 i h a n t i l l o n  En €En : 

-4- 
X. = 1 si  l e  ième indiv idu  d e  E possi.de une au tcmobi le  

Ques t ion  1 : 

a) Exprimer l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  F en f o n c t i o n  d e s  v a r i a b l e s  
n 

a l é a t o i r e s  X ,' X2' - - * .  Xn'  

b) Que l l e  est l a  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  de  l a  v a r i a b l e  a l E a t o i r e  nF 

(on j u s t i f i e r a  avec  p r é c i s i o n  l e  r é s u l t a t ) .  

c) C a l c u l e r  E(F ) (espérance  mathématique d e  F ) 

V(Fn) = Var(F ) (va r i ance  de  Fn) 
n 

d )  Dans l e  cas où n = 64 e t  où l ' o n  s a i t  que p C S t  t e l  que : 

40% 6 p <  60 X ,  par  q u e l l e  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  peut-on approximer l a  d i s t r i b u t i o n  

d e  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  nF (on exprimera en f o n c t i o n  d e  n e t  p l e  ou l e s  para-  

mèt res  d e  c e t t e  l o i ) .  

Ques t ion  2 : 

a )  En s e  p l a ç a n t  sous l e s  hypotllèses de  l a  ques t ion  l -d )$  dPterminpr 
t > O t e l  que : 

Fn - E(Fn) 
Prob (-t < 5 + 9 = 0,95 

f i F n )  

b )  S o i t  E un é c h a n t i l l o n  d e  t a i l l e  n = 6 4  su r  l equel  on a niesuri. 

f = 0,45 ; en t e n a n t  compte d e  c e t t e  obse rva t ion ,  de t e rmine r  un i n t e r v a l l e  

[ P , ,  p 2 ]  t e l  que : 

Prob (pis p s  P,) = 0,95. 

EXFCICE I l  
Calcu le r  l ' i n t é g r a l e  su ivan te  : 

dx 3 x4 - 5 x3 - 3 x - I I  s x3 - 1 ... /... 

. 
-3 

(D 
(D 
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ANNE XE 

Dans cette annexe, on donne : 

- des extraits de la table de la fonction de répartition de 
l a  loi normale centrée réduite ; 

- une prEcision concernant la question 2.b) du problème N o  2 .  

A/ - Extraits de la table de la fonction de répartition de la loi normale 
centrée, réduite : 

0,oo 

0.500 O 
0,539 8 
0.579 3 
0,617 9 
0,655 4 
0.691 5 
0,725 7 
0,758 O 
0,788 1 
0,815 9 
0,841 3 
0,864 3 
0,884 9 
0,903 2 
0,919 2 
0,933 2 
0,945 2 
0,955 4 
0,964 1 
0,971 3 
0,977 2 
0,982 1 
0,986 1 
0,989 3 
0,991 8 
0,993 8 
0,995 3 
0,996 5 
0,997 4 
0,998 I 

- Y. 

O,o I 

0,504 O 
0,543 8 
0.583 2 
0,621 7 
0,659 I 
0.695 O 
0,729 O 
0,761 I 
0,791 O 
0.818 6 
0,843 8 
0.866 5 

0,904 9 
0,920 7 
0,934 5 
0,946 3 
0,956 4 
0,964 9 
0,971 9 
0,977 9 
0,982 6 
0,986 4 
0,989 6 
0,992 O 
0,994 O 
0,995 5 
0.996 6 
0.997 5 
0,998 2 

0.886 9 

B /  - Dans le problème N o  

0,02 

0,508 O 
0,547 8 
0,587 I 
0,625 5 
0.662 8 
0,698 5 
0,732 4 
0,764 2 
0,793 9 
0.821 2 
0,846 1 
0.868 6 
0,888 8 
0.906 6 
0,922 2 
0,935 7 
0,947 4 
0,957 3 
0.965 6 
0.972 6 
0,978 3 
0,983 O 
0,986 8 
0,989 8 
0,992 2 
0,994 I 
0,995 6 
0,996 7 
0,997 6 
0,998 2 

0,03 

0,512 O 
0.551 7 
0.591 O 
0,629 3 
0,666 4 
0,701 9 
0.735 7 
0,767 3 
0,796 7 
0.823 8 
0,848 5 
0.870 8 
0.890 7 
0,908 2 
0,923 6 
0,937 O 
0,948 4 
0,958 2 
0,966 3 
0.973 2 
0.978 8 
0,983 4 
0,987 I 
0,990 1 
0,992 5 
0,994 3 
0,995 7 
0,996 8 
0,997 7 
0,998 3 

0.04 

0.516 O 
0,555 7 
0,594 8 
0,633 1 
0,670 O 
0.705 4 
0.738 9 
0.770 4 
0.799 5 
0.825 4 
0.850 8 
0.872 9 
0,892 5 
0,909 9 
0.925 I 
0,938 2 
0,949 5 
0.959 I 
0,967 1 
0,973 8 
0,979 3 
0.983 8 
0,987 5 
0.990 4 
0,992 7 
0,994 5 
0,995 9 
0,996 9 
0,997 7 
0,998 4 

0.05 

0.519 9 
0,559 6 
0.598 7 
0.636 8 
0,673 6 
0.708 8 
0,742 2 
0.773 4 
0.802 3 
0,828 9 
0.853 I 
0,874 9 
0,894 4 
0,911 5 
0,926 5 
0.939 4 
0.950 5 
0.959 9 
0,967 8 
0.974 4 
0.979 8 
0,984 2 
0,987 8 
0,990 6 
0,992 9 
0.994 6 
0,996 O 
0,997 O 
0,997 8 
0.998 4 

0.06 

0,523 9 
0,563 6 
0,602 6 
0.640 6 
0.677 2 
0,712 3 
0,745 4 
0.776 4 
0,805 I 
0.831 5 
0,855 4 
0.877 O 
0,896 2 
0.913 I 
0,927 9 
0.940 6 
0,951 5 
0,960 8 
0.968 6 
0,975 O 
0.980 3 
0,984 6 
0.988 I 
0.990 9 
0,993 1 
0,994 8 
0,996 1 
0,997 I 
0,997 9 
0,998 5 

2, question 2.b (pane 4) 

0.07 

0.527 9 
0,567 5 
O 606 4 
0,644 3 
0.680 8 
0,715 7 
0.748 6 
0,779 4 
0.407 8 
0.S34 O 

0.879 O 
0.898 O 
0.914 7 
0.929 2 
0,941 8 
0,952 5 
0.961 6 
0.969 3 
0,975 6 
0,980 8 
0,985 O 
0,988 4 
0,991 1 
0,993 2 
0.994 6 
0,996 2 
0,997 2 
0,997 9 
0.998 5 

0.857 7 

0.08 

0,531 9 
0.571 4 
0.610 3 
0,648 i 
0.684 4 

0.751 7 
0,782 3 
0.810 6 
0.836 5 

0,859 9 
0.881 O 
0,899 7 
0.916 2 
0,930 6 
0.942 9 
0.953 5 
0,962.5 
0,969 9 
0,976 I 
0,981 2 
0,985 4 
0,988 7 
0,991 3 
0.993 4 
0,995 4 
0,996 3 
0,997 3 
0,998 O 
0.998 6 

0.719 a 

0.WJ 

0,535 0 
0.575 3 
0.614 I 
0.651 7 
0.687 9 
0.722 3 
0,754 9 
0,785 2 
0.813 3 
0.838 9 
0.862 I 

0.901 5 
0,917 7 
0,931 9 
0.944 I 
0.954 5 
0,963 3 
0.970 6 
0,976 7 
0,981 7 
0.985 7 
0,989 O 
0.991 6 
0,993 6 
0,995 2 
0,996 4 
0,997 4 
0,998 1 
0.998 6 

0.883 O 

. , on précise qu'il s'agit, 
en tenant compte de liodservation fait; sur un échantillon (fn = 0,45 ; 
n = 64) et du résultat de la question 2.a 
calculée 2 10-2 près) de déterminer deux nombres p1 et p;! tels qu'il y 
ait 95 chances sur 100 que la valeur p soit comprise entre p1 et p2. 
(La notation prob(p1 (p<p2) = 0,95 étant une notation abusive couram- 
ment admise à ce propos). 

(on prendra la valeur de t 

FIW 
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Durde 4 heures 

Dmzs tout le problème on &signe par : 
- n un ent ier  naturel non-nul, 
- p un nombre de 1 ' interualle 10,l I , 
- p, , p 2 , ~ 3  des nombres réels strictement p o s i t i f s ,  
- Nn le  sous-ensemble de IN for& par les ent iers  naturels 
àu plus dgaux à n. 

S i  X e s t  une v a ~ a b l e  algatoire rdelte discrdte 

dont la  dis tr ibut ion de probabilitd e s t  &f in ie  par : 

e t  si k e s t  un ent ier  naturel non-nul,on appelle : 
P(X=xi) = a i  , ( <Enn) , 

k - moment d'ordre k de X l e  nombre c ujx i  
i €INn 

k - moment centrb d'ordre k de X le nombre c ui(xi-E(X)I 
i E N -  

I I  

où E(X) adsigne l'espe'rance mathdmatique de X .  

PARTIE PRELIMINAIIE 
1/ Montrer que s i  x e t  y sont des entiers naturels 

tels que x+y \< n on a les égali tés : 

- n! cx cy = C Y . f  - 
x !y ! (n-x-y) ! n' n-x n n-y 
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2/ Soi t  2 une variable a léatoire  dont l a  dis t ibut ion 

de probabili té est  binomiale de paramètres n,p. Ponr tout en t i e r  
naturel  k non-nul , on désigne respectivement par 
manent e t  moment centré d'ordre k de l a  variable a léatoire  2 .  

e t  mk les 

% 
dP 

Démontrer que : 
= n p h  + p(l-p).- p k + l  

e t  pour k 2 2 : 

oii d' - e t  !!& sont l e s  dérivees de 

%+l = PU-Pl p k - 1  + 91 , 
dP 

e t  % par rapport à p. 
dP CEP 

PARTIE 1 

Soi t  

On considère l a  

2 Tn le sous-ensemble de IN défini  par : 

Tn= I ( x , y ) / x ~ ~ , y ~ [ ~ , x + y < n  1 
fonction f déf inie  sur Tn par : 

x y n-x-y  P1 'P2 'PI - n! - 
x!y! (n-x-y) ! 

quelle condition doivent s a t i s f a i r e  p1 ,p2 ,p3 
pour que l 'on  a i t  : 

c f(x,y) = 1 ? 
b , Y >  E Tn 

On supposera ce t te  con&ltion réaZisée dans toute l a  sui te  du probl8rne. 

2/ On considère l a  variable a léatoire  discrète  à dewc 
dimensions,notée (X,Y),dont l a  dis t r ibut ion de probabili té conjointe 
est définie pour tout  (x,y) élément de Tn par : 

P(X=x,Y=y) = f (x,y) . 
a/ Déterminer les dis t r ibut iors  de probabi l i té  marginales 

b/ En déduire l e s  espérances mathématiques E(X) ,E(Y) 

c/ Les variables a léa to i res  X e t  Y sont e l l e s  indépendantes? 

des variables a léa to i res  X e t  Y. - 

ainsi que les variances V(X) e t  V(Y) des variables a léatoires  X e t  Y. 

J u s t i f i e r  votre réponse. A # . / . . ,  
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3/a/ Déteminer l a  d i s t r ibu t ion  de probabili té de l a  
variable a léa to i re  S=X+Y. 

variables a léa to i res  X e t  Y ,  puis ce l le  de leur  coefficient de 
corré l a t  ion 1 inéaire  . 

b/ Déduire de (I ,3 ,a)  l a  valeur de l a  covariance des 

3ARTIE II 
l /a/  E t a n t  donné y élément de Nn,déterminer l a  d i s t r i -  

bution de probabi l i té  conditionnelle de X sachant (Y=y). 

Dans l a  su i t e  du problème on notera 5 l a  variable ale'atoire ayazt 
ce t t e  d i s t r ibu t ion  de probabi l i tb .  

b/ La dis t r ibut ion de probabili té de X Y est  "classique",  
l a  reconnaître e t  en donner l e s  paramètres. 

2/ Déterminer en fonction de n,y,p1,p2 l'espérance 

mathématique E(X ) e t  l a  variance V(X Y ) de l a  variable a léatoire  X Y' Y 

3/ Pour tout e n t i e r  naturel  non-nul k,on désigne respecti- 
e t  m l e s  moment e t  moment centré d'ordre k de 

b , k  Y,k 
vemen t par 
la  variable a léa to i re  X Y' E tab l i r  l e s  re la t ions ( 1 )  e t  ( 2 )  suivantes : 

- P1 p1p3 dfi ,k 
- (n-y)-py,k + 2 .  

1 -P2 (1 -P2) (') py,k+ 1 

e t  pour k > 2  : 

+ 
(') my,k+l 

dm P1 -?k..&- e t  y,k représentent les dérivées par rapport à 7 Oii 

d -  (" 1 -P2 ) d ( 5 )  1 -P2 -p2 
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4 /  Que deviennent les résu l ta t s  des questions II 1/,2/,3/, 

lorsque l 'on considère l a  dis t r ibut ion de probabi l i té  conditionnelle 
de Y sachant (X=x) ? 

On notera dans la su i t e  du problème Yx la variable ale'atoire ayant 
c e t t e  d i s t r ibu t ion  de probabili td.  

PARTIE III 
Soient 9 e t  # les applications de !IVn dans IR définies par : 

9 ( x )  = EPx) e t  &Y) = E(X+ 

Le plan a f f ine  é tan t  rapporté au repère (O;z,a on considère les re- 
présentations graphiques C et r des fonctions: 

y = cp(x) e t  x = +(y) . 
1/ Construire C e t  r dans le cas pa r t i cu l i e r  : 

n = 12 , p1=  1 / 2  , p2= 1/3 , p3= 1/6 . 
2 /  (XI appelle support q s  e t  (bS des fonctions 

les fonctions aff ines  rée l les  dont les res t r ic t ions  àIN sont res- 
pectivement 9 et  t$ . On note C e t  r s  leur  représentation graphique. 

e t  + , 
n 

a/ Péterminer les coordonnées du point d '  intersection 

b/ A quelle(s) condition(s) C e t  r ont-elles un point 
de C s  e t  r s  . 

c o m  ? 
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Mathematiques 2e épreuve 

Dur6e 3 heures 

PROBLETE 1 

Soit  E l 'espace vector ie l  sur l e  corps des r6cls IR corq~osC des fonctions 

polynbes B c w f f i c i e n t s  r ée l s  ri une inconnue r6e l le  de degr6 infcr ieur  ou 
6ga1 i3 deux et  du polyriÔme nul. Pour tout ClCrcnt p de E nous designerons 
respectivemnt par p '  e t  p" les fonctions cEriv6e prerriere e t  d6rivC.e seconde 
de  p. 

Soi t  l 'application qui B tout polyname p E E associe l a  fonction O@> 
définie  pour tout x réel  par : 

oh a,b,c sont des eléments du corps des réels  IR. 

Nous noterons = ( P O  ,p1  ,p2) l a  hase canonique de E avec pour tout X E  IR : P 

Question --------- 1 
Qugs_tig~-Z 

Montrer que O e s t  un endomorp!iisme de E 
Déterminer la matrice A de l'endomorphisme O dans l a  base P .  

A quelle(s) condition(s) sur a,b,c l'endomorphisme O e s t - i l  b i j e c t i f  ? 

4 J #/, / , 
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$estion - - - -- - -- - 3 Consid6rons le  cas pa r t i cu l i e r  a=6, b=G, c=3 

O < Y <  1000 100O~Y<2000 

3000 c X c 5000 60 30 

50004 X <  7000 70 1 O0 

7000 < X <  9000 80 1 O0 

9000 ,< x < II O00 40 60 

11000 < X <  130QO 10 20 

a - Déterminer les valeurs propres de l'endmorphisme @ 

b - Déterminer une base de chacun des sous espaces propres 
c - Déterminer pour tout en t i e r  naturel  n non nul l a  matrice B de 

P l'endomorphisme an dans l a  base 

2000aY<3@00 3000<Y<4000 4000<Y<5000 

10 O O 

20 10 O 

150 18 2 

90 50 10 

45 15 10 

PROBLEME 2 

Dans une banque on procède à une étude s t a t i s t i que  sur  un échantil lon E 
de n c l ien ts .  Pour chacun des c l i en t s  on a relevé d'une par t  une estimation du 
revenu mensuel e t  d 'autre par t  l a  valeur du solde moyen du c o q t e  courant 
(évalué sur une période domce). 

La variable s t a t i s t i que  "revenu d'un c l ient"  est  notee X ; l a  variable 
s t a t i s t i que  "solde moyen du compte courant d'un c l ient"  e s t  notée Y ,  

On donne ci-dessous le  tableau des frcquences ahsolucs correspondant 3 

l a  dis t r ibut ion s ta t i s t ique  du couple ( 1 , Y )  sur 1'Echaiti.llon E obscrvE 
(n=1000) (on a regroupe en c ~ x s c s  les valeurs de X e t  dc Y exprimées en francs) .  

Nous noterons ci (i E C l  , 2 , .  . .SI) les centres des classes des valeurs de X 
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Soit  {El,E2, ... Es} l a  pa r t i t i on  de l'ensemble E ,  te l le  que Ei d6signe l e  

SOUS ensemble de E des c l i en t s  dont l e  revenu appartient 3 la  classe de 

c i  ; nous noterons n i  le  nombre d'6léments de E i .  

centre 

La dis t r ibut ion de la  variable s t a t i s t i que  Y sur  le  sous ensemble Ei de E 
est d i t e  dis t r ibut ion conditionnelle de Y pour X=ci ; la moyenne e t  l ' k a r t  type 

de cette dis t r ibut ion de Y Sont respectivement appelés moyenne conditionnelle e t  
Ecart type conditionnel de Y pour X=ci e t  notEes , 

i 

Question 1 ---------- 
Dans un plan aff ine rapporté au repère orthogonal (~,?,a 
on considère un enserrble de k points Fli ( i = l , 2 , ,  . .k) non alignés 
de coordonnées (xi,yi) ; on affecte  5 chaque point Mi un 
c x f f i c i e n t  R~ (nombre réel striktement p o s i t i f ) .  
Dans les calculs on u t i l i s e r a  les notations suivantes : 

- k 

i = l  i = l  1=1 

1 - k 
fi ex miyi=Y 

k 
1 mi='ï ; fi 1 mixi=S ; 1 

k k k 

i = l  

' z m.x.y.=E * 1 C mixf=jP - ' 1 miyq=Y2 
i= l  i = l  

' ? J  1 1 1  ' R  Ki 

Démontrer q u ' i l  existe une dro i te  D, e t  une seule, d'équation 
y=ax+b pour laquelle la somme 

2 k 
C(yi-axi-b) mi est  minimale 
i = l  

Quelle est l'équqtion de cette droi te  que l 'on appellera droi te  
d'ajustement de l'ensemble des k points FIi affectés  des coefficients 
mi ? Onremarquera que les écar t s  en t re  les points Mi e t  l a  droi te  D 

sont msurés  parallElemnt 3 l 'axe (O,?). 

RSEK9ue : 
Compte tenu du programne du concours l e s  solutions se 
référant à l a  notion de dérivGes 13artielles d'une fonction 
de plusieurs variables ne peuvent être acceptées 

,,,/,., 
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nms l e s  questions suimntes  l e s  r h u l t a t s  nur6riques seront d m 6 s  avec deux 
&cimales. 

Calculer l a  moyenne et l ' é ~ a r t  type de l a  variable X dms E.  
Calculer les moyennes condi t icmeIles  n2y/c. (i € {1,2,. . . ,SI) 
de l a  variable Y sur  l e s  ensembles Ei .  
Tracer dans l e  repere orthogonal (o,x',T) l a  l igne polygonale 
(M, ,hf2 ,Il3 ,M,+ ,N5) otl Mi e s t  le point de coordom16es (ci, 
IntcrpxCter le grap?iiquc a ins i  obtenu [ 2  lignes masimuin) .  

1 

.> 
1 

Rcnarqi e : ----- -- 
Les candidats n'ayant p s  r6solu l a  qdestion 1 pourront 
u t i l i s e r  le r é su l t a t  suivant : la droi te  considerGe est 
l a  droi te  de régression de Y en X. 

Calculer, sur l ' é d m n t i l l m  E observe, 1s t d c u r  du coefficient 

de corrclation l inéa i re  du couple (X,Y). 
Interprgtcr Ic r é su l t a t  ( 2  li.pss mximun] . 

0 -  O 

O O 

O 
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f 

D a n s  

- on 
ce problème : 
note NI l'ensemble des n premierslentiers naturels non nuls ; .. n 

- on 
(X 

appelle "suite associée à une variable aléatoire r6elle X" 
étant quelconque) , une suite infinie 1 Xi 1 de vari,ables el.éa- 

- 

toires réelles X. (iE N*) de même loi d e  probabilité que X ,  telles 

que pour tout nEN , les n variables aléatoires XI, 3, ..., Xi, 
, ..., X soient indépendantes. 

1 * 

n 

PARTIE PRELIPIINAIX 
Soit a >  O un réel donné. 

Soit Ll(a) l'enselrble des fonctions numériques f ,  continues sur 
10, a], à valeurs positives, telles que l'intégrale : 

/," f(x)cix converge ; 

et soit Lp(a) l'ensemble des fonctions nmériques f, continues sur 
JO, a], à valcurs positives, telles que l'intégrale : 

a [ f2(x)dx converge. 

1 /  a/ Montrer que si f 1 et f2 sont deux éléments de L2(a), 
2 (fi + f2> 

2 et le produit f l  . f2 sont: 6léments de Li(a). 
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. .  

b/ En déduire que L (a) er;t inclus dans L (a) .  2 1 

2/ p e t  
t ion  

ment 

- a/ A 

q étant des  en t i e r s  naturels  do&&, on conai.dSre l a  fruit- 

r é e l l e  f 

pos i t i f  par : 

de l a  var iable  r ée l l e  x diifinfie pour x strictc- 
P 94 

f (x) = xP--'(Log 
P'4 

quel le  condition nécessaire e t  suffioaoixnotée "C " J .  
0 Psr;  

est-el le  QlElnent de L2(1) ? 

b/ La condition "Co1' é tan t  réa l i sée ,  calculer  : 
rl 

.PARTIE 1 

Soit  X une var iable  a1Gatoire r é e l l e ,  ayant une espérance ~ ~ t l i 6 m z t ~ q u e  

E(X) = p + O e t  Une variance V(X> = u'>o. 

On considère l a  s u i t e  { X i {  zssociGe 3 X a k s i  que la s u i t e  de  variables 

a léa to i res  l T n {  dont  l e s  él&ments sont déf in is  quel que soit n E N* par : 

= a  x , + a  x +...+a. x i + : . . + a  x 'n ln 1 2n 2 ln m n  
* 

. OÙ l e s  coef f ic ien ts  a ( i E N  ) sont des r ée l s  p o s i t i f s  ou nuls .  in '  n 

A quelle condition nécessaire e t  suf f i saa te  noréa "C1 (11)' '  a- t - t n  : 

E(T,) = p ? 

La condition "C, (p)" é t a n t  réalisGe montrer q i i ' * a e  conclitA.ors néces- 
rl 

2 Les conditions "C1(p)" cl: "C2( u )"Gtant ré..alis6es, vers quelle 

valeur 
en probabi l i té  ? 

t O l a  s u i  te de variables s1éstoires]Tnlc3nverge-t-clle 
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L e s  i n d i c e s  p e t  q ,  d é f i n i s  dans l e  prcl imir ia i re ,  s a t i s f a i s a n t  h 13 
condi t ion  l l ~ ~ ' '  sont  maintenant  f i x é s .  On pose f = f e t '  1 

P*9 P , q  
= 1. 

PARTIE II 

S o i t  X une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  réelle dont l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  a s t  

l a  l o i  uniforme aur  l ' i n t e r v a l l e  ]O, 11 .  On n o t e r a  'g sa fonc t ion  d e n s i t é  

de p r o b a b i l i t é .  

I 

On admettra q u ' i l  e x i s t e  une v a r i a b l e  a l g a t o i r e  r é e l l e  Y dont l'espé- 

rance mathgrnatique e t  l e  moment d 'ordre  2 son t  donil& respect ivement  par : 

2 1 
E(Y) =il f (x)  g(x) dx e t  E(Y2) f (E) g(x) dI. 

s o i t  I Y .  1 l a  sui te  asscciée 2 Y, Dn pose : 
1 11 

1.1 a./ Mont.rer que, quels que s o i e n t  les e n t i e r c  i e t  n, yi e.t Z 
, n  

s a t i s f o n t  à l a  cond i t ion  '*Cl (1)". 

21 Montrer que l ' i n é g a l i t é  : 

est  s a t i s f a i t e  avec uxie p r o b a b i l i t 8  au moins égale 2- O,99. 

3/ Lorsque n e s t  snffisament grarid, on peut  admettre  qun_ l a  variable 
a pour l o i  de prohabi - l i t é  * a l é a t o i r e  c e n t r é e  rzdulte asCociGe à Z 

la  loi normale ccnrrf5.e rEdui te .  Sous cette h430thGs2, mon'irer quc 

l'on p e u t  améliorer l'in6galit6 prgcédcnte ,  c 'es t -2-dirc .  trouveï : 

11 

a ( 1 0  et ? >0,99 te l s  que : 

Il X puissance j". 
~n subdiv ise  l ' i n t e r v a l l e  1 O ,  1 1  en L, cous- in te rva l les  COE viecs  33.. a. -l 

k J J41' 
d i s j o i n t s t c l  que : 

j 1  l.j, aj+l]- I].. 1 1  
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A chaque in t e rva l l e  on associe : 

. . - l e  nombre I.= j+ '  f(x) dx ; 
J 

Ja. 
3 - l a  variable a l éa to i r e  XJ. de l o i  de probabi l i té  uniforme sur celui-ci  ' 

(on notera g s a  densi té  de probabi l i té)  ; 
j 

- l a  s u i t e  I X ~  1 associée à ~j ( i  E: N*) ; 

- l a  var iable  a l éa to i r e  Y', dont on a @ e t t r a  l 'existence,ayant pour es- 

pérance mathématique e t  pour moment d'ordre 2 : 

J 
- l a  s u i t e  )Y! 1 associée à Y' (i EN+) 

- la variable  a l éa to i r e  Zn. j = - 1 3 j  ( 1 1 .  € N * >  . 
n i = 1  J J j 

k 
On pose n = 2 n e t  on suppose que l e s  var iables  a léa to i res  : j= 1 j 

. - XJ, j E NL sont indépendantes ; 
j € N *  sont indépendantes ; * - Yi, i t N n : ,  k 

J 

0 Z j  j E Nf; sont indépendantes. nj '  

I /  pantrer que, quels que soient  i e s  en t i e r s  n.  i, j 
s a t i s f a i t  à l a  

J '  j a l a  condition "C (1.)" e t  que Zn 
1 J  j 

k j  2/ On considère l a  var iable  a l éa to i r e  Z: = Lc Z 
j = l  .nj  

Montrer que E(Z*) = 1. n 

3/ On suppose qua pour tout  j + I et j EN* k '  naj E N* 

a/ démontrer que s i  V j t N i ,  n .  = (a j+l  - a.)n alors  ~ ( 2 ~ )  > VU:). 
3 J 
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1 PROBLEME I I  . .  c .. .. . .  . .  .. . ~ . - .. . 
. .  II . .  

Les deux parties de ce problème peuvent Stre traitées 
séparément. 

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur le corps 
d e s  réels, 

vectoriel des endomorphismes de E ,  
= (5, 5 ;  "7) une base de E et l ( E )  l'espace 

Soit f l'élément de J ( E )  dont la matrice, dans 1s 

. 
PREMIERE PARTIE 

Question 1 / .  : 

a)- Montrer  que f admet une v a l e u r  p r o p r e  t r i p i e  p quo  on 

bl- Dbterminer  l e  r a n g  de t 'endomorphisme (f - p i )  02 i di%- 

d d t e r m i n e r a .  

' s i g n e  l ' a p p l i c a t i o n  i d e n t i q u e  de E ;'"en d b d u i r e  t a  d i m e n s i o n  du 

s o u s - e s p a c e  propre a s s e c i k  d t a  v a l e u r  p r o p r e  p . L'andomorvhCnme 
f e s t - i  Z diagonaZisab7-e ? J u s t i f i e r  ta r d p o n s e .  

, 

Questi.on 2/. : 

a)-  DdteFminer un v e c t e u r  p r o p r e  de f. 
. 
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. .  

. .  

S o i t  E l  

S o i t  E I 1  l e  sous-espace v e c t o r i e l  engendré p a r ( q ,  e 7 ) .  

l e  sous-espace v e c t o r i e l  de E engendré p a r  U T .  

b ) -  Montrer que E l  e t  E t l  s o n t  de8 sous-espaces v e c t o r i e t s  
supptdmentaires dan8 E .  2- . 

1 
/ 

. Notons p 1'616ment d e y @ )  q u i  a s s o c i e  a t o u t  v e c t e u r  1 
4 

1' x 2 '  3t d e  E s a  p r o j e c t i o n  s u r  E r  p a r a l l è l e m e n t  2 E ; 8oier.t x 

l e s  coordonnees d t u n  v e c t e u r  r d e  E dans l a  base 2; 
c)- 'Ddterminer l e s  coordonnb-ea'de p l ( a  dans l a  base (5, z2) 

d ) -  Ddterminer l a  matr ice  P l  reprdsentant  p l  dans 

1 1 

"3 

de E r l .  

matrice M reprdsentant  p l  o f  d a n s g .  
pu io  l a  

.- 
. . .  . . -  Quest ion  3 / .  : . .. . . A . l - c . . ; - . +  ; . 

_ .  .... II. _. ~ a)- Montrer que p e s t  va leur  p r o p r e  de p l  o f .  

b l -  Q u e l l e  e s t  l a  dimension du sous-espace propre de p l  o f  
a ~ s o c i & .  d l a  va leur  p r o p r e  p .  . .  

. cl- Ddterminer un v e c t e u r  p r o p r e  5 de p l  o f  a s s o c i k  (3 t a  
.. vale'ur p r o p r e  P 

. d ) -  Montrer que (5, q, e s t  une base de E ; q t l c t t e  e s t  
I 

1 
la matrice de f dans c e t t e  base.  

DEUXIEME PARTIE' 

Q u e s t i o n  1 / .  : 

Notons t A  l a  t r a n s p o s é e  d e  l a  n i a t r i ce  A .  

quadratique d d f i n i e  positive 9 .  
a ) -  Montrer que tA.A e s t  la matr ice  dans t a  b a s e E d ' u n s  forme 

On n o t e r a  1 1 r 1 1  l a  corme d u  v e c t e u r  r d e  E défi- 

nie p a r  l a  forme q u a d r a t i q u e  9 ,  e t  x l a  m a t r i c e  colonne des coor- 
- . r -c  données d'un v e c t e u r  :de B s u r  l a  base  (T, e2 '  e,) 1 

. '  b )  - E x p r i m e r  en fonction de X st A. 

. 
.. . 

.. 
. .  

. .  . .  
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L--.--- u e s t i o n  2 1 .  : 

S o i t y s  (6 G 9  &) une a n t r e  base de E ; s o i t  Y l a  
* m a t r i c e  colonne des coordonnées d'un v e c t e u r  z d e  E' dans l a  

base(7 ,e t  s o i t  Q l a  m a t r i c e  d e  changement d e  b a s e  t e l l e -  quo" 

en fonct ion de YJ QJ A. 
'Y = gx. 

a j- E x p r i m e r  

b)-  Montrer  que l ' o n  p e u t  c h o i s Z r Y p o u r  que llz\12 = t y . y  ; * 

donner un exemple d 'une  t e l l e  b a s e  et p r S c C s e r  t a  m a t r i c e  de .  
changement de b a s e  Q c o r r e s p o n d a n t e .  

i 
a)- Montrer  que S e s t  m a j o r & .  

i 
! 

C i -  Montrer  que p o u r  t o u t  kldrnent h d e / ) ( E )  t e s  modutzs  des  
v a l e u r s  propres  de ir s o n t  i n f d r i e u r s  ou dgaux à + ( h ) .  

f dés ignant  une f o n c t i o n  numérique d é f i n i e  e t  cont inue  

sur  I = [ - 1 ,  + I l ,  on d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  P d e  I dana R par : 

. 
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Quest ion 2 / .  : 

a)- Donner pour  X E [ - 1 ,  O ] p u i s  p o u r  x €[O, 11 une e z p r e s s i o n  
de P n e  con tenant  pas le symbote " v a l e u r  a b s o l u e " . -  

- .  - '  b k  P e e t - e z z k  c o n t i n u e  sur I . -  , .  

ck E t u d i e r  l a  d d r i v i a b i t i t d  ds F s u r  1-1, O[, 8 u r  ] O ,  l [ ,  y u i n  
. -  en O .  

, .  
* . * 8)- E t u d i e r  de même t ' e x i s t e n c e  de l a  d d r i v b e  seconde F y que 

\ 

. .  t ' o n  e x p l i c i t e r a .  . * .. 
. * * .  . a .  . .  

Quest ion  3 1 .  : 

S o i t  f ( t )  - 
. :. . .. - Calcu ler  4p1 (y) 

1 

1 + t 6  . .  . . - -  _ .  .. 

- .  =r f ( t )  - d t .  . -  

.I ,.. . . t .  :. . _  - .  cp,(1/1 $' t2  f ( t )  d t  

. 
* - .  

03 y e s t  un r é e i  quelconque ... 
* - En d d d u i r e  P ( x ) .  

. .  

Ouest ion  4 / .  : 

- Dbterminer l e  dkvetoppemont l i m i t d ,  d l ' o r d r e  5 ,  au 
voCsinage de O de F ( x )  en  f o n c t i o n  de  F ( 0 )  k t  F ' ( 0 )  que t ' o n  
ne c a l c u l e r a  p a s .  

O O 

0 .  

. .  . .  . . .  . . . .  .. . . ' .  . . . .. 
. ,  

. .  . .: 

I . .  . .  
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Mathematiques lre epreuve ( 4  h )  

T o u t e s  l e s  m a t r i c e s  c o n s i d e r d e s  dans  c e  p r o b l b m e  s o n t  A 
c o e f f i ' c i e n t s  r d e l s .  

L a  m a t r i c e  A A n l i g n e s  e t  p c o l o n n e s  (n ,p ) r lN*  x IN* 

de  r a n g  d g a l  B I n f  (n,p) e s t  donnee. 

Quel que s o i t  k 
d ' o r d r e  k. 

1/ On suppose  p < n e t  o n  d C s i g n e  p a r  

N I ,  o n  d e s i g n e  p a r  I k  l a  m a t r i c e  u n i t 6  

P A R T I E  1 
r ( A )  l ' e n s e m b l e  

d e s  m a t r i c e s  G carrdes d ' o r d r e  n, d i t e s  i n v a r i a n t e e  

A gauche de A ,  s a t i s f a i s a n t  A l a  c o n d i t i o n  : 

(1) G A  = A 

a )  M o n t r e r  que  r ( A )  e s t  n o n - v i d e  e t  e s t  s t a b l e  p o u r  

l a  m u l t i p l i c a t i o n  d e s  m a t r i c e s .  

b )  M o n t r e r  que l e  sous -ensemb le  I ' ' ( A )  d e r  ( A )  

f o r m d  p a r  l e s  m a t r i c e s  i n v e r s i b l e s  de  r ( A )  a 

une s t r u c t u r e  de g r o u p e  p o u r  l e  p r o d u i t  m a t r i c i e l .  

c )  D d m o n t r e r  que t o u t e  m a t r i c e  G B le tnen t  de r ( A )  

admet l a  v a l e u r  p r o p r e  + 1. D e t e r m i n e r  un m i n o r a n t  

de  l a  d i m e n s i o n  d u  sous -espace  p r o p r e  a s s o c i e  B 
c e t t e  v a l e u r  p r o p r e .  

2 /  On suppose  p > n ; d e t e r m i n e r  l ' e n s e m b l e  r ( A )  

&$fini comme dans  l a  n u e s t i o n  1. 

DANS TOUTE LA SUITE DU PROBLEME ON SUPPOSE p < n 

P A R T I E  II 
Dans c e t t e  p a r t i e  l a  m a t r i c e  C e l e m e n t  de  r ( A ) ,  a i n s i  

q u e  l a  m a t r i c e  A ,  s o n t  decomposees en  deux  b l o c s  de l a  

m a n i b r e  s u i v a n t e  : 

oh Al e s t  une  m a t r i c e  c a r r e e  d ' o r d r e  p,  SUPPOSEE 1 N V E R S I B L . E  

A e s t  une  m a t r i c e  B n - p l i g n e s  e t  p c o l o n n e s  

C e s t  une m a t r i c e  a n l i g n e s  e t  p c o l o n n e s  

C2 e s t  une  m a t r i c e  B n l i g n e s  e t  n - p c o l o n n e s .  

2 

1 

1/ E x p r i m e r  l e  p r o d u i t  C A  en  f o n c t i o n  des  m a t r i c e s  G1, 

G2' A 1  e t  A 2 .  

2 /  M o n t r e r  que G e s t  p a r f a i t e m e n t  d e t e r m i n e e  p a r  l e  c h o i x  

de  G2 e t  d o n n e r  u n e  d e c o m p o s i t i o n  e n  deux  b l o c s  de C 

e x p r i m d e  en fonc t i on  d e  Al, A 2  e t  G 2  . 
3 /  On d e s i g n e  p a r A ( A )  l ' e n s e m b l e  d e s  m a t r i c e s  D c a r r e e s  

d i t e s  i n v a r i a n t e s  B d r o i t e  de A s a t i s f a i s a n t  

h l a  c o n d i t i o n  

a )  M o n t r e r  que les ensemb les  r ( A )  e t  d ( t A )  s o n t  en 

AD = A .  O n  n o t e  t A  l a  t r a n s p o s e e  de A .  

b i j e c t i o n .  

b )  m o n t r e r  que l e s  ensemb les  A ( A )  e t  r ( t A )  s o n t  ... /... 
dgaux.  
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F'ARTIE III 

Dan s  cette partie la matrice A conserve s a  decomposition 
e n  bloc definie en I I ,  et la m a t r i c e  A l  est toujours 

supposde inversible. Quant h la m a t r i c e  G, 
on consid&re s a  dCcomposition en q u a t r e  blocs. 

ClCrnent de r(A), 

G = (.'.'?.;. C I 3  . C I 4  G'Z.)  

o ù  est une matrice c a r r e e  d'ordre p 

C I 2  est une matrice h p lignes et n - p c o l o n n e s  

C I j  est une matrice h n - p l i g n e s  et p c o l o n n e s  

C I 4  est une matrice c a r r e e  d'ordre n - p. 

A A-l - 5 2 1 1/ Etablir la relation C I 1  = 1 
P 

et donner l'expression d e  G I 3  e n  fonction d e  

Cl4,A1 et Ag. 

2 /  Soit A d  la matrice a p lignes et n c o l o n n e s  decomposde 
en deux blocs de la m a n i h r e  suivante : 

q d  = (Adl 1 A d Z )  

O Ù  A d l  est une matr'ice carrée d'ordre p 

est une matrice a p lignes et n - p c o l o n n e s .  

d 
Exprimer le produit A A d  en fonction de A 1' AZ' A 1 et 
A d 2  . 

3 /  O n  dit q u e  la matrice A d  est u n e  inverse h droite d e  

r(A) si  A ,  A d  A relative h l'blkment invariant G d e  
et G satisfont a la r e l a t i o n  ( 2 )  

d ( 2 )  A A  = G 

a) Exprimer A d l  et A d 2  en f o n c t i o n  d e s  matrices 
I 

A l  , A2 et G . 
1 1 

b) Deduire des r e s u l t a t s  p r e c d d e n t s  q u e  G et G 

sont l i d e s  par la r e l a t i o n  de c o m p a t i b i l i t e  ( 3 )  

suivante : 
( 3 )  A 2  A i ; '  C I 2  = G t 4  

4 /  Soit r"(A) le sous-ensemble de r ( A )  f o r m e  des 
m a t r i c e s  G relativement a u x q u e l l e s  A a u n  

inverse 3 droite A . 
a) Demontrer que r"(A) est i n c l u s  d a n s  A(A 

d 
d 

e n  deduire q u e  G Bletnent de r"(A) est idempo- 
t e n t  (c'est-h-dire : G 2  = G >  . 

b) M o n t r e r  q u e  C Blement d e  r"(A) est d i a g o n a l i s a b l e .  

5 /  Soit G appartenant a r " ( ~ )  
e x i s t e  une matrice A g ,  inverse 
relativement B u n  BlBment O d e A ( A j ,  

verifiant ~g A = D. 

; o n  s u p p o s e  qu'il 
g a u c h e  de A 

c'est-&-dire 

d 
Montrer q u e  A g  = A . 
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Math6matiiques ZC BE'lL'eEive ( 3  h )  
PROBLEME ' N O  1 * .  

Los p o r , t i e s  1 e t  I I  s o n t  i n d d p o n d o n t o o .  

X e t  Y d e s i g n e n t  d o u x  v a r i a b l o b  e l d n t o i r o o  r d e l l e o  dd f in i co  uur un 

mEmo un ive r s  prcnont chacuno Un nombroj 'f ini-do vuleuro ,  respcctivcnicnt 
. .  

I .  

1. ..?.;, .? : (y) ~ '! ; 
e t . " '  y .  , l $ J < m ? ;  . . I ;  ( X i ) 1 < i d  . .  

J ?  

On s u p p o s e  q u e  l e s  xi  ( r o 6 p . i  y 

e t  on ' p o s c ,  p o u r ' t o u t  ( i , j )  i ( 1 , 2  .... , t /  x l l , ' ,~ ;  .... m l  
p i = P ( x = x i )  , q j = P ( y = y j )  , r i J = P ( x = x i , ~ = y j )  ' 

s o n t  d e u x  A ' d o u x  d i s t i n c t c o .  J 
. .  

' . .  -* 

L 
I o )  M o n t r e r  q u e  Y i  x e t  Y s o n t  i n d t ? p e n d o n t c s ,  l e u r  c o v a r i c n c c  

e s t  n u l l e .  

2 O )  S o i t  U u n e  v a r i a b l c  a l e e t o i r e  r e e l l e  q u i  p r e n d  l e s  
v a l e u r s  - 2 ,  -1, O ,  1, 2 a v e c  l c s  p r o b a b i l i t e s  r e s p e c t i v e s  
-1, 1, 1, 1, 1 . On p o s e  V=U 
6 4 6 4 6  ... 
a )  D B t e r n i n c r  l a  l o i  d e  p r o b a b i l i t 6  c o n j o i n t e  d e  ( U , V >  

e t  l a  1 o i . d . e  p r o b a b i l i t b  d e  V .  

b )  U e t  V s o n t - e l l e s  i n d e p e n d a n t e s  7 
c )  Cnlculer  l a  c o v a r i a n c e  d o  U e t  d e  V .  Q u ' e n  c o n c l u c z  

2 

. . ( ._ s , .  

v o u s  ? 

11 
E t a n t  d o n n e c  u n e  s u i t e  (ai) i c l N *  d c  nombres r e e l s ,  on cons idbrc ,  

pour chaque e n t i e r  n a t u r e l  non nu l  p ,  l e  d6terminant d ' o r d r e  p d 6 f i n i  p a r d ,  =1 

l0) DonaZr l ' cxp rcs s ion  d e  A 

20) Kontrer q u e A  

sous forme d'un p r o d u i t  de  t r o h  f a c t e u r s .  I . ., 3 

consJd5rd coinme polyndnii: de  l e  v a r i a b l e  CY. e s t  
P' P 

P-.l 

d i v i u i b l e  por l e  p rodu i t  

n 'a;,-cy,' 
i=l 

3O) En rlddcliro, en conciddrant  l e  ddvcloppemcnt d o d  par  roppor t  b 
P 

en dcrn ib ro  c o l o ~ n o ,  q u e A p  e o t  n u l  ou do degr6 p-1 por ruppor t  A op- 
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X KE 

011 n u p p s "  quc p o u r  t o u s  les o n t - i o r n  1 1  o t  k t c l n  q u o  O,( h <$ -1 o t  

OCkGm-1, IQ covor juncc  dc3  v o r i u b l c o  u l G a t o i r c o  X e t  Y cst n u l l o .  

O n  r o p p a l l c  quo l 'copCrnnco du p f o d u i t  Et' Yk o a t  donrido p u r  : 

h k 

(ylk, YZk, . . . ,  

Cquotions : 

est s o l u t i o n  du systsmo formd pcr lcs 

' 8  . .  i=1 - _ .  
: '. otr les inconnues  s o n t  l e s  &k , i t 11 , 2 ,  . . I .J 

Yontrcr e n  u t i l i s a n t  l e  r d s u l t o t  du II  4 O  que pour  t o u t  i E \ 1 , 2 ,  .... & /  
e t  pour  t o u t  k c 1 O ,  .... ; m - l [  ' 

Yik' o. 
.. 

. 30)  par une m6thodc analogue  mont rer  que 

Q u e l  est  l 'Bnonc0 d e  la p r o p r i e t e  a i n s i  B t a b l i e  ? 

PRORLEME N o  2 
1 )  So i t  g l a  f o n c t i o n  d e f i n i e  pour u E IR* par  : 

Comment f a u t - i l  c h o i s i r  g(0) pour que g s o i t  c o n t i n u e  s u r  IR ? 
.. > 

. .  
2) Hontrcr  l a  convcrgence de  . l ' i n t e g r o l e  

=/,'m g ( u )  du ' 

(on ne c h o r c h e r n  pas h c o l c u l e r  3) .  

3)  S o i t  f l o  f o n c t i o n  d b f i n f e  p o r  f(0) = 1 

o t  pour x c IR* p a r  : . .  

f ( x )  = l i x  

O)  Moritror l o  c o n t i n u i t d  db f uur  IR 
b)  Cnlculnr  pour  x non n u l  l a  (Mrlvdo f l ( x )  dc f .  

c) Ddtcrniincz l c  dbvcloppcmcnt 'lirnilt? do f b l ' o r d r y  4 ,  au 

. .  h / , 1 h 2 ,  . .  du . . 

' - 0  

voioirlogo do O ,  p u i o  10 ddvoloppcmont limite! do f '  A l ' o r d r o  3 ,  
BU ' v o i o i r v q o  do 0 (on donrio 3 = n4 / / i5 )  

c 1. t, I 
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Mathématiques 1 
OPTION CENERALE 

Pour tout entier naturel n on designe par N 

naturels au plus égaux 1 n et,pour n g1,par N: l'ensemble des entiers 

naturels non nuls au plua Cgaux 1 n . 

l'ensemble des entiers 

Dans ce problème on appelle fraction continue limitée toute fraction 

du type : 

f - a o +  b l  

b2 
al + 

b3 
a2 + 

a3 + . 

dans laquelle a E N  O 

bn a + -  n-l a 

pour tout j c  Nu ,a. et b sont 
n i  j 

naturels non nuls et sans diviseur commun. 

Une telle fraction est notée : 

s entiers 

est appelée kième fraction correspondante de f 

On rappelle que : si a et b sont des entiers naturels et si b est différent 

de z€ro,le quotient et le reste dans la division de a par b sont les entiers 
naturels a. et r l  définis par : P = a b+rl et r < b . O 1 

F?!aEl 
b. n 

1 
Soit f - 1 a. ; $1 une fraction continue limitée donnée. 

On pose P-I - 1 , Q - ,  - O , Po - a. , Q, - 1 et pour tout k E N *  les entiers 

Pk et Qk definis par la fraction irrsductible f - - . 'k 

'k 

-2- 

1.1 Démontrer que les nombres P k et Q, satisfont pour tout kEN: aux 

a) exprimer Sk en fonction de bk 

'k 'k-l 

Qk 'k-1 
b) en déduire que : - - - = 

'k 'k-1 

sk- 1 Qk '1-11 
' pour k a 1  où 5 est un entier 

Q,p,_, 
relatif que l'on exprimera en fonction de k,bl ,b2 ,....., bk . 

3"/ Soit,pour k E  N: , le déterminant : 
'k 'k-2 

TL- 1 Qk 'k-2 1 
a) exprimer T k en fonction de ak et Sk-l;en deduire que pour k 2 3  

Tk- BkTk-2 03 Bk est un nombre rationnel dont on donnera 1. valeur. 

b) calculer TI et T2 ; quel est le signe de Tk 7 

4.1 On considère la suite finie de terme géneral €k avec k s  N: 

a) montrer que chacune des deux sous-suites (f,j) et (f2j+l) est 

monotone,que l'une est croissante et l'autre d€croissante. 

h )  comparer f2j-l et f Z j  (0<2j-I , 2 j < n )  ; en deduire que, quels 

que soient les entiers non nuls 2i-1 et 2j , fZj< f2i-l ; puis que : 

f2j-2<f2j<f<f2j+l< fZjWl pour (O<Zj-Z,Zj+l<n). 

Dans quel(s) cas y a-t-il egalité ? 

b l b  2....bk 

%- 1 Qk 
c) montrer que,pour tout k E NZ , 1 f - fkl 4 

5'1 Toute fraction continue limitée f est un nombqe rationnel strictement 

positif .R€ciproquement.montrer que tout nombre rationnel non entier p/q, 

où p et q sont des entiers naturels strictement positifs sans diviseur 

cormnun,est égal B une fraction continue limitee du type : 

* . .  l . . .  
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On conserve pour les fractions continues limit€es les notations de la partie 1. 

On considère deux suites infinies de termes g€n€raux an et bn telles que : 

a E N et pour tout n e  NI, a 

sana .diviseur cornun. 

et bn sont deux entiers naturels non nuls et 
O 

b n  
Soit la quite de terme gCn€ral fn - [ao ; <] ; on dit que la 

fraction continue illimitee : [ao ; :]: est convergente et que sa 

valeur est f si la suite de terme g€n€ral fn est convergente et de limite f. 

n--rw 

b w  

1 
I * /  Montrer que la fraction continue illimitee 1s. ; ;i] est convergente 

blbt.. . .b 
si L i m  - 0  

n-*w Qn- I Qn 

2 ' /  On suppose,pour tout k 6  N* , a k 3  bk et a > d > O  , OÙ d est un nombre k ,' 
donné ; 

'k-l I 
a) démontrer que bk+l ' Qk.l dI+d 

b,b *.... bk 
Qk- I 'k 

b) en déduire que 

c) la fraction continue illimitée [ao ; ?]: est-elle convergente ? 

3'/ On pose n E N -  et on suppose que \dn. bn-l ; 

démontrer que: Q 3Qn-l et Qn>,2Qn-2 

n- I 
Qn"- 1 3 2 W 

en déduire que.pour n 3 1 ,  

montrer que toute fraction continue illimitée d u  type : 

est convergente et est 6gale à un nombre irrationne1;étudier la 

réciproque. 
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Mathematiquer II 

TOUTES OPTIONS 

Mcrrrrdi 18 Mai 1983. de 14h. 1 17h. 

EXERCICE 1 : 

A l  Soit f la fonction deIR dansIR définie corne suit : 

si x < O  ou x > , l  , f ( x )  = O ; 

si O < x c l  , f(x) -- 1 

4- 
1 )  Soient d et b deux nombres réels tels que : O < a & b  < 1 ; 

établir I'égalité : 

Iabf(t)dt = Z(Arcsin~'b - Arcsinfi) 

2 )  En déduire l'existence et la valeur de f(t)dt ; 
LI 

pouvait-on prévoir la convergence de cette intégrale ? 

J )  conment faut-il choisir la constante k réelle,pour que la fonction kf 

soit la densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle? 

8 /  La constante k ayant la valeur trouvée a la question précédente,on pose : 

g = kf , et on désigne par X une variable aléatoire réelle de densité g 

1 )  Construire .re lat ivernent  1 un repère orthonormé,la représentation 

graphique de g. 

2 )  Déterminer G.fonction de répartition de X et construire de mgma 

sa représentation graphique 

Cornent sont lies les deux nombres G(x) et G(I-x) 

Que vaut P ( X  0,s) ? 

. . .  l . . .  
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3)  Déterminer le développement limité,à l'ordre 5,au voisinage de 0 

de la fonction x *Arcsinx . 
E n  déduire une valeur approchée de C(0.I) . 

4 )  Soit t un réel quelconque. Déterminer suivant la valeur de t la 

probabilité de l'événement (Arcsinfis [).en distinguant les 3 cas : 

t <  O 

O$[\< = / 2  

n / 2 c  t 

Soit H(t) cette probabi1ité;montrer que H est la fonction de répar- 
-tition d'une variable aléatoire rielle. 

EXERCICE I I  : 

Soit N un entier naturelstrictement supérieur a 1 .  Toutes les matrices 

considérées sont des matrices carrées d'ordre N,à coefficients dans C , 

dont les lignes et les colonnes sont numérotées de O B N-l . 

Soit A - (a. ) une telle matrice: a est 1'6lément appartenant B la 

ligne j et A la colonne k. 
les conjugués des éléments de A. 

jk - -  Jk 
A = (  aik ) est l a  matrice ayant pour Cléments 

I o /  Soit F - ( f .  ) la matrice définie par : 
Jk 

a) Montrer que,pour tous J et k, O < J &  N-l et 0<k<N-l , 
N- 1 

fjqfsk 
v a u t  I si 1=k et O si ]#k . 

q-0 

b) E n  déduire la valeur de F.? . F est--elle inversible quel est son 

inverse ' 

-3- 
c) Etablir ta relacion,valable pour l<J\(N-2 et C s k s N - I  

2'1 soient u et p deux complexes f.t A = (a. ) la matrice définie par . 
J k  

a.. = a ,  O s J < N - l  
J J  

aO,I =, aO,N-l = 'N-l.0 = 'N-l,N-2 = ' 
tous les autres coefficients sont nuls. 

a) Montrer que les 'vecteurs colonnes Co,CI.C2,. . . C N - ,  de F sont des 

vecteurs-propres de A Quelle ?st la valeur propre associée a C 
k 

- 
b) Qu'en deduit-on pour l a  matrice D - FAF ' 

3 " l  Application : .m pose N-6 . U = I  , 0 - 2  

a) expliciter F. 
b) A étant la matrice définie à :a question 2 , deduire des résultats 

précédents la résolution de l'équation matricielle : 

1-7 \ 

ail X désigne une matrice-colonne. 
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OPTION GkNtRALE 

Mardi 8 Mar 1964. de 14 heures h 18 heures 

Dans C P  problell lr, on d i r a  qu'une f o n c t i o f  iuniCrique f possede un 

dëveloppciiicnt asymptotique a l ' o r d r e  n au vo is inage de +m S i  : 

t 
1") f e s t  d e f i n i e  s u r  un i n t e r v a l l e  du type ]a, +O3 [ c f f  

2') il e x i s t e  n t l  nombres r k e l s  : ao,  a l ,  ..., ai, ..., an 
, avec L i m F n ( x )  = O, t e l s  que : e t  unc fonc t i on  Ell 

y - t a ,  

1.a foni iule (1) s 'appe l l e  developpenient asymptotique de f.  

d l ' o r d r e  II. au vo is inage de t s .  

@n pose s,(x) = a. t al/x + .... t ai/xi t ... t an/x ; on 

l ' a p l i e l l r r a  p a r t i e  r é g u l i e r e  a l ' o r d r e  n du developpement 

asylnptot iquc de f 

n 

011 d C f i n i t  de mëme un développement asyniptotique 

voisinagc d r  -OD 

l ' o r d r e  n au 

-2-  

3 " )  S o i t  tr un r é e l  f i x e ,  e t  s o i t  E 1'ensembIc de3 fo l ic t ionr  f d é f i n i e s  cr,n 8 
'O 

N 
bl 
O 

sur I t t ,  + m i  vit leurs dans A e t  adi i icttdi i t  l in developpemwrit 

asyinptotiquc i l ' o r d r e  11 au voisir iagc de +% 

a) Montrer que pour l es  opérat ions usue l l es  E possede d'une pr-1 une 
m.n 

s t r u c t u r e  d'espace v e c t o r i e l  sur  R , d ' a u t r e  p a r t  une s t r u c t u r e  I 

d'anneau comnutat i f  u n i t a i r e .  

b )  Comiient ob t i en t -on  l a  p a r t i e  regul  i e r e  du dEveloppement asymptotique 

du p r o d u i t  de deux fonc t i ons  de . 3 

4" )  a )  Montrer que polir t o u t  x s t r i c temen t  p o s i t i f  on a : 

Arc tg  x = X I 2  - A r c t g  l / x  

b)  Determiner le  developpement asymptotique a 1 'o rd re  2n+l  , au vo is inage 

de + m  de la f o n c t i o n  

x -Arctg x 

c )  Quel e s t  l e  developpement asymptotique 

-03  de l a  f o n c t i o n  

l ' o r d r e  2n+l  au vo is inage de 

x-Arctg x ? 

PARTIE I I  

Soient  0 e t  K l e s  fonc t i ons  de l a  var iab le  r e e  

/ e  x 2  - t  d t  
O ( x )  = -  h 

O 

e t  K ( x )  

1") a) montrer que. pour t o u t  x E n ; 

2 
4 O3 

K ( x )  $/ e- t  d t  

X 

b )  en dedui re que pour x>O : 
1 I7J 

X 

l e  x defir i les par : 

= 1 - O ( x )  

, . ./... 



a )  Prouver que quel que soit n, In(x) est convergeilte. 

b )  ftablir la relation de recurrence : - 

c) démontrer que pour n M  : 

L i m  ex I,(x) = O 
2 

x -- 1aJ 

3") Deduire de ce qui precede le developpeinerit asymptotique a l'ordre 

2 
X 2n + 1 de : e K ( x ) ,  au voisinage de + m  

4") Soit X une variable aleatoire suivant la loi de Laplace-Gauss 
centree-reduite, et soit F sa fonction de repartftion. 

'. ;r *' ; ' 
a) etablir )a relation : 

(3) 2F(x) = 1 + O  

2 - x  12 - -  . - 
b) en dëduire que F(x) = 1 -e . l l ( x )  oil tl est une fonction dont 

on donnera le developpement asymptotique ii l'ordre 2n+l a u  voisinage 
de +m - 
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Mercredi 9 Mai 1984. de 14 heures d 1 7 hcures 

PROBLEHE 1 

Les deux r e e l s  a e t  b, avec a<b. e t  l ' e n t i e r  n a t u r e l  non nul n soi i t  

donnes ; s o i t  

de degre au p l u s  egal  il n. 

Rn [ X I  l 'espace v e c t o r i e l  des polynBines 1 c o c f f i r i c r l t s  rcel 

On designe pa r  f l ' a p p l i c a t i o n  : 
f :  R n [ X ]  X R n [ X l  - R 

e t  pa r  M l e  polynôice d e f i n i  pour q e t  r e n t i e r s  n a t u r e l s  t e l s  que : 
qvr 

M ~ , ~ . ( x )  = (X-a)'(X-blr , r>O e t ,  

et  s i  q>o. M ( X )  
q.r 

Enfin, p e t  q etant deux e n t i e r s  nd u r e l s ,  on pose : 

*../... 
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2 " )  QIJelle e s t  l a  fcrme q3ddrj:ique associée à f ? E s t - e l l e  d é f i n i e  

p r i c i t i v e ?  . 

3') Yontrer que M e s t  un polynôme de degré q e t  que (Mo,olM1,l.. . . ,f*l n ,n 
q1q 

z s t  une base de W ,, [ X ]  

4') Pour O < p < q, montrer que a e t  b sont rac ines d 'o rd re  q-p de Mp,q 

5') E t a b l i r  12 r e l a t i o n  pour q>,1 

- 
a b 

f 
(x)dx,  OÜ K e s t  un En deduire que pour q>,p, Ip,q = Kp .] Mq-p,q P 

a 

e n t i e r  r e l a t i f ,  ne &pendant que de p, que l ' o n  d8terminera. 

6" )  Prouver que 1 

7 " )  Calcu ler ,  pour O(r<q, (Mq ?,( x 1 .Mr, ,.( x )dx 

= O s i  p h  
P19 

a 

a 

Determiner en fonct.ion des A 

dans l a  base ( M o , o  , . . . ?  Mn,,,) de R [ X )  . 

(que l ' o n  ne ca l cu le ra  pas) l a  ma t r i ce  de f 
9 

-3 - 

PROBLENE I I  ( l e s  quest ions 1 e t  2 sont indépendantes) 

L ' e n t i e r  n a t u r e l  n > l  e t  l e  r é e l  p E ]0,1[ sont donnés ; on pose q = 1-D. 

I 
B 
N 
w 
Iu 

1 

On considere une s u i t e  de 2n Gpreuves de B e r n o u l l i ,  independantes ; chacune 

d ' e l l e s  condui t  s o i t  au succes , avec l a  p r o b a b i l i t 6  p , s o i t  a l 'échec,  

avec l a  p r o b a b i l i t €  q. 

1") a - S o i t  X l a  v a r i a b l e  a l C a t o i r e  qu i  prend l a  valeur  O s i  aucun succes 

n ' e s t  obtenu e t  l a  va leu r  i s i  l e  premier succ2s e s t  e n r e g i s t r é  a l a  
i-eme epreuve. Determiner l a  l o i  de p r o b a b i l i t e  de X ; c a l c u l e r  son 

esperance. 

b - S o i t  Y l a  v a r i a b l e  a l e a t o i r e  q u i  prend l a  valeur  j s i ,  pour l a  

premiere f o i s ,  on o b t i e n t  2 resu l  t a t s  ident iques consécu t i f s  aux 

Cpreuves de rangs j-1 e t  j e t  l a  va leu r  O s i  l ' o n  n'a pas deux r é s u l t a t s  

consecu t i f s  e t  ident iques.  D e t e m i n e r  l a  l o i  de p r o b a b i l i t e  de Y .  

On pourra d i s t i n g u e r  2 cas, su ivant  que j e s t  p a i r  ou impai r .  

c - Les v a r i a b l e s  a l e a t o i r e s  X e t  Y son t -e l l es  indépendantes ? 

2") On prend n =5000 p = 0,51. Evaluer l a  p r o b a b i l i t e  de l 'evenement " l e  

nombre des succes e s t  compris s t r i c temen t  e n t r e  4950 e t  5200". 
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0.01 

O , S 3 I  9 
0.571 4 
0.610 3 
0.648 O 
0.684 4 
0.7190 

0.782 1 
O.SI06 
0.836 5 

0.881 O 
0.899 7 
0.916 2 
0.930 6 
0.942 9 
0.953 5 
0.W2.5 
0.969 9 
0.976 I 
0.981 2 
0,985 4 

0,9913 

0.9954 
0.9963 
0.9913 
0,998 O 
0.998 6 

0.751 7 

0,859 9 

osas 7 

Exrroirs dc fa tahlr dr Io foncrion d t  riparririon 
de la loi normale rentree. réduire 

0.09 

OJ3S Y 
OJ?5 3 
0.614 1 
0.651 7 
0,6879 
0.722 4 

0.18s 2 
0.811 3 
0,838 9 

0.881 O 
0,Wt 5 
0.917 7 
0.931 9 
0.944 I 
0.9% 5 
0.961 3 
0.910 6 
0.9167 
0,981 7 
0.985 7 

0 9 1 6  

. o . i n 9  

0.a61 I 

0.989 O 

O P 6  O, 5 2  
0,9964 
0.9914 
0.990 1 
0.998 6 

F ( r )  = P(( 7 < t })  

0.03 

O.SI2 O 
0.551 7 
0.J91 O 
0.629 3 
0.6664 
0.701 9 
0.73s 7 
0.761 3 
0.m 7 

0.848 5 
0.870 8 
0.890 7 
0.9082 
0.923 6 
0.937 O 

0.958 2 
0.966 4 
0,973 2 
0.918 8 

0.901 1 
0.990 I 
0.992s 
0.994 3 
0.99s7 
0.9968 
0,9977 
0.9983 

0.823 a 

0.948 4 

0.983 4 

- 
f - 

0.0 
O. I 
0.2 
0.3 

o s  
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
I .O 
1.1 
1.2 
1.3 

I .s 
I .6 
1.7 
1 .8 
1.9 
2.0 
tl 
2.2 
2.1 
2.4 
2 5  
2.6 
2.1 
2 8  
2.9 

0,4 

I .4 

0.04 

0.5160 
0.5S5 7 
0.594 8 
0.633 I 
0.6700 
0.70s 4 
0.738 9 
0,7104 
0.799 5 

0.850 8 
0.072 9 
0.892 S 
0.9099 
0,925 I 
0.938 2 

0.939 1 
O.%? 1 
0.973 8 
0.979 3 

0.987 5 
O.Poo4 
0.9921 
0.994 J 
0.9959 
0.9969 
0.9911 
0,9984 

0.825 4 

0.949 5 

0.983 a 

- 
0.00 

0.sm O 
0.539 8 
0 . m  3 
0.617 9 
0.6S5 4 
0,691 5 
0.725 7 
0.7S8 O 
0.788 1 
0.815 9 
0.841 3 
0 . w  3 
0.884 9 
0.903 2 
0.919 2 
0.933 2 
0.945 2 
0.9S5 4 
0,964 I 
0.971 3 
0.977 2 
0.982 1 
0.986 1 
0.989 3 

0.993 0 
0.995 3 
0.996 J 
0.?974 
0.998 1 

- 

0.991 a 

- 

0.01 

0.504 O, 
0.S43 8 
O S R 3  2 
0.621 7 
0.659 I 
0.69s O 
0.729 O 
0.761 I 
0.791 O 
0.818 6 
0.843 8 
0,866 5 
0.R86 9 
0.904 9 
0,920 7 
0.934 S 
0.W6 3 
0.9S6 4 
0.964 9 
0.971 9 
0.977 9 
0.912 6 
0.986 4 
0.989 6 
0.9920 
0.9940 
0.9955 
0.9966 
0.997 5 
0.998 2 

- œ  

0.02 

0.508 0 
0.541 8 
0.581 l 
0.625 S 
0.662 8 
0.698 S 
0.732 4 
0.764 2 
0.7939 
0.821 2 
0.046 1 
0.868 6 
0.888 8 
0.906 6 
0.912 Z 
0.935 7 
0.941 4 
0.9J7 3 
0.96s 6 
0.9726 
0.978 3 

0.986 8 
0.989 8 
0,9922 
0.994 I 
O.Qo56 
0,9967 
0.997 6 
0.998 2 

0.911 O 

o.as5 4 

0.8% 2 
0.877 O 

0.913 1 
0.927 9 
0.9bO 6 
0.951 5 
0.9608 
0.W 6 
0.915 O 

0.8517 

0.898 O 
0.879 O 

0.914 7 
0.929 2 
0.941 8 
0.952 S 
0.WI 6 
0.969 3 
0.973 6 

0.8S3 1 
0.874 9 
0.894 4 
0.911 5 
0.926 5 
0.939 4 
0.950 S 
0.959 9 
0.967 8 
0.9'14 4 

0.979 t 0.910 3 0.9808 i 0.991 4 0.991 5 0.m 5 

0.984 2 0.984 6 0.985 O 
0.911 8 0.988 I 0.988 4 
0.9906 0.9909 0.991 I 
0.992 9 0.993 l 0.993 2 
0.9946 0.9948 0.9946 
0.996 0 0.996 I 0.996 2 
0,9970 0.991 l 0.997 2 
0,9918 0.9979 0.9919 

Table pour les grandes mlcurs aè t 

Non. - L. u b k  dmœ la nkun de F( I )  pour I poritd. bmqut I nt nCg8Cir il frw prodm k 
coarptimcnt i I'unitt de la vrkur lue dsnr la uMe. 



€COLE SUPeRIEURE DE COltlME33CE DE PARIS 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1985 
La présentation, la lisibilité, P orthographe, la qualite de la ridacrion, la clarté et la pricision 
des ruisonnements entreront pour une part importante dam l'appréciation des copies. 
t'usage des instruments de calcul est autorisé. 

On désigne par u un nombre rki strictement supérieur a 1. Pour tout nombre entier 
naturel non nul n, on note gm la fonction dtfiaie sur R, par 13 relation : 

' 

gJx) = -x(x - 1) ... (x - n) a- '. 

L'objet du problhe est d'étudier le maximum de la fonction gm sur I'intervolle [ n, + 2 [. 
X. Dans cette partie; on examine le cas particulier ou n = 1. 

1. a) Étudier la variation de la fonction G. On notera u et u les valeurs de x ou cette 

fonction s'annule, avec u < o. 
b) Dresser le tableau de variation de g1. Étudicr la branche infinie du graphe de 81. 
L Dans cette question, on prend O = 2. 
a) Caiculer des vdeun approchées a 10' p r b  de u. O, 31 (u) et gr (10. 

&Construire le graphe de gl. 

IL Dans =:te partie, on consi& une fonction réelle f de datse CL sur l'intervalle 
[ - 1.11. On désigne par ,M un nombre rtc! tel que, pour tout clément x de ( - 1.11. 

Soit p un Clément de R,. On sc propose d'approck I'integaIe / ( r ) d t  par 13 somme 

g1 

If"(x) 1 s M. 

JO' 

n 1 k = l  1: (y). 
On suppose que n 3 p. Pour tout nombre entier naturel k tel que 1 S k Q n, on pbsc : 

1. En appliquant I'in6plitC Je Taylor-Lagrange i da fonctions convecsbles 
diteminer des nombres rkis .4 et B tels que, quels que soiest n et k. 

;?oint .C.? n. 

d A IR,(k.  n)l - 
nz 

2. ajOn pose : . 
1 B-- 

R,(k,n) = n n 

Déduire de la question prMcnte un nombre r k l  C tel que, qwis que soient n et k, 
P 
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b) on pose : 

Prouver que : - 

111 On revient i I'étude de la fonction g, dans le u s  général. 
1. a) Pour tout nombre r&i x strictement supérieur a n, ulculcr : 

Montrer que, sur t'intervalle ]JI, + ac 
seul. Étudier le signe de g: sur ]JI, + a0 [. On pose M, = g&J. 
2 Soit 3 un nombre réel strictement supérieur a 1. On considire la fonction fa définie * 

par la relation : 

la dérivée de g. s'annule en un point x, et un 

1 f&) = -* 
Q - X  

a) Déterminer en fonction de a la vaIeur de a pour laquelle : 

Dans toute la suite du probitme, on donne a z la vaieur ainsi dé!rrmink. 
(On contrôim que si O 

b) Vérifier que : 
2. aion z = 2.) 

1 
1 B-, 

ou A, a Cte défini dans la question 11 2 (avec ici J = JJ . 
Déterminer la limite lorsque n tend vers - a de nh,(na + fi) .  

3 hlontïer qu'A partir d'un certain rang 

A cet effet. on étudiera les signes de h , ( n r )  et de h,((n t 1 ) ~ ) .  
1. LI) On se propose de déterminer la limite lorsque n tend vers + x de 

n r  < x, < ( n  f I)z. 

1 "  Y,, - k 
y. = - I n  n -. 

n k = O  n 

On encadrera .Y, ii l'aide de l'encadrement de -K* obtenu précédemment. On utilisera le 
résultat de la question 1I.Z.b) avec une fonction j'convenable et 0 = O, puis 0 = 2. 

En conclure que : 

lim y, = Io' ln(z - x)dx  
D -  + P  

b) Calculer cette intégrale. 

C]Montrer finalement que la suite de terme genéral -( MJ"" converge et déterminer sa 1 
n 

limite. 
On contrôlera que pour a = 2 cette limite est égale a I/e. 
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT 
DIRECTION DES ADMISSIONS E l  CONCOURS 

École Supérieure de Commerce de Paris 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1 9 8 6  

Mathématiques I 4 R e w  
OPTION GÉNÉRALE 

La prismrarion. lu Iisibilitk, rtmhogropLe, la qualité de la rédaction, la clurri el la précision 
tics raisoniienicnrs entrermir pour une part importanrr clans Pappreciurion d m  copies. 

L'usugc Iles instrimcitis de calcul  SI aurorisc. 

Pour tout nombre entier nalurcl p. on considtre la fonction .A, dkfinic sur[ O, +x  [par 
la relation : 

* s' 

&;O k !  
ALc(x)= Z(- I )  -. 

Dans ce problhc.  on itudic la suite des nombres rkls positifs .A" tels que A ,  .- (.xm) =o. 
ou n> 1. ce qui lait l'objet dc la partic 111. Dans les parties 1 et '1. on établit des r&ultalS 
auxiliaires. 

1. Dans celte partie, on itudic un algorithme d'approximatlon de l'unique solution de 
I'2quation j( 1 ) = I, DU. pour  out nombre reel positif t : 

1 .  cl) Construire sur une minie figure Ics reprcsentations graphiques de 13 fonction j'  et 
Lie la fonction r - 1 .  

b )  Xlonrrer que I'tquation / (  1 )  = t admet une solution a et une scule. 
c )  Montrer que, pour tout couple (x,y) de nombres réels positifs : 

4Prouver que l'intervalle O, - est stable par /e t  que a appartient I cet intervalle. [ :l 
2. Soit u la suite numirique difinie par 13 relation de récurrence : 

u.+ 1 =/(u,) 
et la condition initiale u,=O. 

a)  Montrer que. pour tout nombre entier naturel n : 

En deduire que la suite I( converge vers a. 

b) Diterminer un nombre entier naturel no tel que : 
lu, - a] < 

Écrin des valeurs décimales approchb d la précision 10-6 des termes u, OÙ 1 GnGn,. 

'P 
3 

Y 

u! al 
# 

N 
P 
UI 



II. On se propose d'étudier les suites v et w' dtfi& par les relations : 

1. Trouver une relation simple entre In u, et In wr 

2. Minorurion de H' 

O )  Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n : 

b) Montrer que, pour toul nombre entier naturel non nul n : 

( 1  + $2. 

CI En deduire que. si n > 6 .  alors ~ ~ 2 2 " .  
di Diterminer un majorant de la suite(i?Jaa6. 

3. Conwrgencr dc lu S U I I L '  

0 1  Diterminer la limite de la suile : (In s ln w"). 

hl Elablir que, pour tout nombre r&l x > o  : 
x 2  

OQx-ln ( l - x ~ s -  - 
Er, deduire que : 

CJ Etablir que, p u r  tout nombre réel x appartenant a 1 O. 1 [ : 

x 6  -In ( 1  -x i .  

En deduire que : 

1 1 
1 + -+  ... + -6  1 +In n - n 

1 
" -  3 II II 

dl Prouver finilsrnent que lim - In w,, = 1 

En dcduirc la limite dr  la suite i!. 

Peut-on retrouver ainsi la majoration obtenue dans la question II.  2. d )  ? 

111. i ~ u i k  de IU siriic ( .X-I  

1. n )  Prouver que. pour tout nombre entier naturel p et pour tout nombre riel positif 1 : 

~ 

dJ Prouver que, pour tout nombre entier naturel non nul n, la fonction A, , - ,  est 
strictcment décroissante et que, sur I'intcrvzllc[ O, + v: [. l'cquation A ,  "-, ( ,xl=(I admcr 
une solution s, et une seule. 

Calculer .4 i , ( s , )  et dresser le tablcau de variation de A, , - ,  et de ilZ.. 

2. Soit n un nombre entier naturel non nul. 
a) klontrcr que : 

.Y2 a 
h) En diduire que -=-< ( I n ) !  1. A l'aide de la majoration 6tablie au 11. 2. d). montrer que 

si n 2 3. .Y" < II. Vtirificr Jirectemcnt que ce dernier rtsultat est encore valable si n = 1 et 
II = 2. 

c) Montrer que .-12m(xm) >O. En diduire que la suite (s,) est strictement croissante. 

3. Soir n un nombre entier naturel non nul. 
u) I'aidc dc(  1)rt de la majoration x,<n, ttablir l'encadrement : 

. 2"  

I 
c )  En diduire quc la suite de terme gineral :,=jz,ey* converse vers e - 

4. En conclure que In suite (JJ converge vers a. (On itudisra li cet eiiet la fonction 
?'c y e'.) 

K 
P 
cl? 

c 
Ic 
CG 
CT 

c- 

i 

't 
$ 
c 
Y 

b )  En diduire que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre rkel 
positif x : 

(1)  A ,  " + ,  (xj s e - ' <  A ,  " ( X I .  

CJ Exprimer la dcrivee A ',+ en fonction de A,. 



CONCOURS D'ADMISSION DE 1987 
c) Montrer que f;(a) est minimal si et seulement si A - ’ 3. 

DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT 

DMCTION DES AOMISSIONS n CONCOURS 
MathÇmatiques l 

4) On suppose que A = f et on prend u. = c = 0.8. Cakukr ua pour n G 8. 

Montrer que 0 cc - a -Z 7.10-’ et majoter us - a. (Dans cette question, on 
n’utitisera pas la valeur appmchee de a don& en t&e de konc&) 

OPTION : Ghthale 
taNE SUPhUEURE DE CDMMERCE DE PARIS 

Mercredi 6 Mai 1987, de 8 heures B 12 heures 
II. Approximxtion polynomkk de t w I 14 

~AI prtsetiation, la LisibiliG, rorthographe, la qualilt de la &dacrion, la cIa& es la 

prtcision des raisonnemenu etureron~ pour une pari imporwme dam l’apprtciadon des 

wpies. 

L’usage des inswumcnts de calcul est autotit., 

Pour tout Wrnent I de l’intervalle [O, 1). on amsid&re la suite (u”(r)) definie par la 

relation de r&urrence : 

4 + 1 0 

et la condition initiale uo(t) = 0. 

1) a) Calculer u,(t) et uz(t). 

b) Montrer par rkurrence que, pour tout nombre entier naturel n, la fonction 
t w u”(t) est une fonction polynomiale et calculer son de@. 

2) a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n: 

Dans la premikre partie du probkme, on approche le nombre r&el a = 
1 ‘rJ 

( 1 
5 A l’aide 

d’une suite numkique. Dans la seconde partie, grke A cette m&hode, on approche sur 

l’intervalle 10, 1) in fonction t M I m 1 l’aide d’une suite de fonctions polynomiales et on 

&alue la rapiditÇ de la convergence. 

On notera qu’une valeur approchk de a 1 la prkision 10s9 est 0,793 700 526. 

f’n -4+10) = vn -u”(~)l(l-;lr~+P%“(~)+u”(~y]). 1. Approximxtkn de u 

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, u”(l)<ft”. 

c) En dÇduire que la suite de terme #mIraI u”(t) est croissante et positive. 

d) Montrer que la suite (u”(t)) converBe vers ftn. 

3) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n: 

!ioit A un nombre r6el strictement positif. On considbre la fonction numÇrique 

f, dÇfinie sur l’intervalle 10, 1) par la relation : 

1 
fA(x)=x+A --x’ . 

t 1 2 

1) Montrer que a est l’unique solution de Nquation f,(x) = x. 

2) a) Calculer la dtrivte de fA. Montrer que f, est croissante sur 10, 1) si et seulement 

si**: 3 . On suppose dÇsormais que cette condition est satisfaite. 
4) Pour tout nombre entier naturel non nul n, soit qR l’application de 10, 1) dans R 

dÇfinie par la relation : 

c) 

et 

a) 
a 

bl 

Prouver que l’intervalle )a, 1) est stable par fA, c’est-h-dire que : 

fAO~.~l~c lavIl. 

Montrer que, pour tout &rnent x de [a, 1) : 

OefA(x)-a* (x-a)fi(a). 

Soient c un +%+rnen~ de )a, 1) et u la suite definie par la relation de rkurrence : 

V”(X)==X(l -;xy. 

0) fhdier la variation de w” et dherminer son maximum. 

b) On pose p” = t $lJ 1l blfl - %UIl. 

Montrer que p” s 
J 

+ 
%. 

c) Montrer qu’il existe un nombre r6el swictement positif Y tel que, pour tout nombre 

entier naturel non nul n, Pm z -L . 
dn 

d) Plus prkciskment, soit p un nombre entier naturel non nul. Montrer que, pour tout 

wmbre entier naturel n tel que I 1 p, on a : 

la condition initiale u0 = c. 

Montrer que la suite c est strictement dÇcroissante 

Montrer que, pour tout nombre entier naturel n: 

0 e un - a G (c - a )Vi (a )r. 

et qu’elle converge vers 



H.E.C.-ECOLES SUPERIEURES de COMMERCE de PRRIS et LYON:Sup.Co.PARIS page 3 9  

l P O P  
1"\ k!  I ' I , , , '  , > i l  * I f  If \'I 

CNmbre ae Cornmercm et dlnaustne ae Rnr 

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT 
DIREOON DES ADMISSIONS O CONCOURS 

Jeudi 5 mai 1988, de 8 h. B 12 h. 

Écale Supérieure de Commerce de Paris 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1988 

Mathématiques I 
OPTION GENÉRALE 

la p h & e d o n ,  la U i b U t ,  l ' o d h o g m p h e ,  la q U t  de la 
t t d a c t i o n ,  la U t  et & p t t d i o n  d u  lLLLidonnementd entnenont 
POL(IL une paM itnpodante danb l ' a p p t t d o n  des  cop ied .  

sont autorides : règles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire, 
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables e t  
alphanumériques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document 
d'accompagnement et de format maximum 2 1  cm de long sur 15 cm de large. 

Le but du problhe  est dQudier les fonctions polynômes P à coefficients reels telles que, pour tout 
nombre de l  x : 

oh 1 est un nombre r&l donne et OÙ P' et P" designent les dCrivCes premikre et seconde de P. 
Dans la partie 1. on &termine à p d r  dune suite (PO, P1. .... Pn. ...) de solutions particulières toutes 

les solutions de cette Cquation et on etablit une relation de &mence Satisfaite par les polynômes Pn. 
Dans la partie II, on utilise cette relation pour obtenir le comportement de la suite des valeun (Pn(x)) 
en un point x donnC. en commençant par le cas phculier OÙ x = 5n. 

(1) (x2 - 1) P"(x) + 4xp'(x) = U(x) 

1 I - ETUDE DE L'EQUATION (1). 

1 O )  Soit P une solution non nulle de (1). de degrt n 2 O. 
a) Monuer. en identifiant dans (1) les termes dc plus haut de@. que 1 est n&ess;tirement Cgal à n(n+3). 

b) Soit Q(x) = (-l)n P(-x). Monver que Q est solution de (1). En Ctudiant le degr6 du polynôme P - Q, 
prouvcr quc P = Q et en deduire la parile de P cn fonction de n. 

2") Inversement. on sc proposc de prouver qu%tant donne un entier n 2 O. il existc un polynôme Pn a 
cocfficicnu r&ls et un seul dont le tcrme de plus haut dcgd est xn et tel que. pour tout nombre r&l x : 

(2) (x' - 1) Pnn(x) + 4xpn(x) = n(n + 3) P,(x) 
a) Mtcrmincr Po. Pl. P2. 

où 1nRJ dbigne le plus grand entiu inférieur ou kgal 2 nR 
Expliciter un système lin6ak satisfait par les nombres a&. où O 5 2k S n, et montra que ce -me 
admet une solution et une seule (que l'on ne demande pas d'expliciter). Donner l'expression du coefficientap 

30) A partir de la suite Pn). dttuminer. selon les valeurs de A, l'ensemble El des solutions de (1). 

4O) On se propose btrablir que. pour mut nombre r&l x et tout entier n 2 2 : 

a) On considère. pour n 2 2, la fonction polynôme : 
Determiner le monôme de plus haut de@ de Qn. 
Montrer que Qn(x) = (n+2)[nPn(x) - xP',(x)] , et calculer (x2 - 1) Q"n(X) + 4xQn(x) en fonction de Qn 

Q,,(x) = (x2 - 1) P&) - ne&). 

seulment. 
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En dUuire que : 

c) Montrer par k u m n c e  que. pour tout n 2 1. les fonctions u, et Un-Un-1 sont sdctement positives et 

dkmissantes SUT )O. +œ [ . 
d) Expliciter le del et l oque  x = 5/3. et montru que. dans CC cas. les suites (Un) et (u,,(t)) &finies 
nspcctivement par les relations (5) et (7) sont les m€mes. 
On suppose que x 2 5f3. Dtduire des rtsultats pr&Ments que la suite (Un(t)) converge vers une limite 
strictement positive L(x) que l'on ne demande pas d'expliciter. et en déduire un Quivalent de Pn(x) 
lorsque n tend vers l'infini. 

d e  
O 

I 

2 n(n+2) 
(4) (x - 1) Pn(x) - nxPn(x) + - 2n+l Pn-l(X) = 0 

b) En dtrivant la relauon (4). et en recourant par exemple h l'expression de la dtrivte de Qn obtenue 
prQCdemment, donner une relation enne Pn. Pn et Pn,l. 
En utilisant B nouveau la relation (4). en deduire la relation (3). 

11 - ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (Pn(x)). 

Soit (unln la suite de nombres &ls dtfinic par la relation de &mence : 

1 

4k2- 1 
1 O )  En remarquant que : 

n 
1 calculer pour tout enticr n 2 2 : sn=c - .  

k-2 4k2-1 

Quelle est la limite de ia suite (Sn) ? 

b) Prouver que l'on a pour tout entier n 2 2 : 
r n 1 

et en dtduirc. pour tout entier naturel n. que U n  5 6/5. 
c) Montrer que la suite (un) est convergente, et. h l'aide de (6). donner un encadrement de sa limite L 
permetfant d'en obtenir une valeur dkimale approchte h 0.01 p&. 

3') On reprend dans cette question les notations de la premihe panie et. pour tout ultier n a d  n et 

tout nombre del  t > O, on pose : 2" e' + e-[ 

ent 

' 

Un(t) = - Pn (7 1 

a) Montrer que, pour tout nombre del x strictement supcrieur a 1. il existe un nombre del  t >  0 et un 

et + e-' 
2 

seul tel que : 
x=- 

b) Calculer u&) et ul(t), et monucr que, pour tout n 12 : 
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Le but d u  probleme est I'dtude d e  certaincs propriktks dc la fonction d e  rkpartition de 
la loi normale centrke reduile N ( 0 ,  1), ce qui fail l'objet des trois premieres parties. Une  
application probabiliste esi proposee e n  quatrierne partie. 

PARTIE 1 O n  kludie dans cette partie une mttliode de calcul de  I'inlkgrale (convergcnte) : 

1 = jtm -00 exp (- g) du. 
A cet ct~et, on  considkre les fonctionsfetg dkfinics sur R par ICS relations : 

I exp (- (1 + P) z) 1 
df g ( z ) = / O  e x p ( - ( 1 + f 2 ) z )  dl 

(On ne chcrchcra pas A Calculer ces dcux inlkgralcs.) 

1. a) Calculer !(O). 
b )  Pour tout nombrc reel posiiifx, ktablir I'cncadrcment suivant : 

a exp(-2+) 5 j ( z )  5 f exp(-z) .  

c) thablir un encadrement analogue p u r x  nkgatif. 
d) E n  deduire les limitcs d e  f (2) quand x tcnd vers 3-00 et quand x tcnd vcrs -00. 

2. O n  se propose d e  montrer que la fonclionfest dkrivable e t  d e  calculcr sa dtrivCe. 
a) Soit a un nombre rCcl positif. En utilisant l'inegalitd de Thylor-Lagrange, montrer 

que, pour loul nombre rkclh appartenant A 1-1, 1) : 

b )  En dkduirc que, pour tout nombrc rCclx el pour  tout nombre rCcl h appartenant 
a [-1, 11 : 

2 h' 
l /(z + I r )  - /(z) + h g(z) l  I 3 e x p ( 2 l l -  11). 

c) Montrer qucfest  dtrivablc ct cxpriiiicr sa derivdc A l'aide dcg. 

3. On considkrc la fonclion numkriquc 'p ddlinie sur R par la rclation : 

1 

'p.(.) = 2 1 (;) 1- (Ir cxp (- ;) du) 

a )  Prouver que +Y' est nulle et dtterinincr l'unique valcur prisc par p, 
b )  En deduire la valcur de  I'iniegrale 1. 



O n  ttudie dans cette partie un algorithme d e  calcul des valeurs prises par la fonction PARTIE II 

d e  repartilion F dc la loi normale centrCe rdduitc. O n  rappelle que : 

1 
F ( r ) =  -1' exp(-;) du.  

J27; -m 

1. Soitx un nombre rCel. 
O )  A I'aide d'une integralion par parties, prouver que  : 

6 ( F ( z ) - i )  = r c x p ( - ; ) + l r u a e x p ( - g )  du. 

b )  Montrer par recurrence que, pour tout nombre entier naturel n : 

2. Montrer que, pour tout nombre entier naturcl n et pour tout nombre r t c l x  : 

Itouvcr une valeur d e  n telle que, pour tout  nombre r te l  x appartenant A [ -2,  21 : 

IR, (r)I 5 IO-'. 

3. O n  considerc l'algorithme suivant, dans lequel S e t x  rcprescntent dcs variables A 
valeurs r6cUcs, n et k des variables A valeurs entieres, les valeurs de x et n Ctant donntes  
par ailleurs (l'instruction A - B signifiant que la valeur de la variable B est allectCe A la 
variable A)  : 

s - 1 ;  

Pour L decroissant de n A 1 faire : S t 1 + - s ;  
&rire S ; 

2 
2 k +  1 

0) 
b 

Indiquer e n  fonction d e x  et dc  n I'crprcssion finals dc: S. 
En dCduire,A raide dcs rtsultats ohtcnus d;rns CCIIC partis, dcs valcurs approclitcs b 

F ( O ,  5 )  F (0,783) F ( O ,  7M) F(1) F ( I 8 5 )  I.' (2) 

a 10- prks de : 

(On donnera toutes ICS decimalcs fournics par la calculatrice.) 

I'Aln'115 111 
On Ctudic dans cclte partie le comportcmcnt asymptotiquc dc la fonction F et d e  sa 

rkciproque. 

1. Montrer que la fonction F adiiict une fonction reciproque G, laqucllc CSI definie 
sur ] O ,  1[ .  

2. Representer sur une meme ligure les courbes rcpresenlatives d e  F et dc G (unit6 

O n  precisera notamment les valeurs de F (O) et de C (O, 5 ) ,  Ics limites de  F c n  -CO et 
graphique : 4 cm). 

en +CO, les limites d e  G e n  O et e n  1. 

3. a )  Exprimer F (-r.) e n  fonction de F (2) . En deduire l'expression de G (1 - u) 
e n  fonction dc C; (y) pour O < y < 1. 



n.f=.i-.--t~u~tS bUrtkituRtS d e  ~ljr~gEfii;k de PARlS et L Y O N  page 315 
Sup. C o .  PLti J S .  r l a t h  A <option g C n e r a i  e) 1989 :: 

b) Pour tout nombre r&l strictement ntgatifx, ttablir l'encadrement suivant : 

En dtduire  un Cquivalent d e  F (2) quandx tend vers -00, puis de  1 - F (2) quandx tend 
vers +m. 

c) O n  pose t = C ( y ) ,  oh z < Oei O < y c . Montrer que : 

En dkduire un Quivalent d e  C (y) quand y tend vers O, puis quand y tend vers 1. 

À l'issue d'un scrutin uninominal permettant P plusieurs ccntaincs d c  milliers 
d'electcun d e  dCpartager deux candidais A ct B d'importances comparables, on  sc propose, 
avant le dkpuillement,  d e  p rodde r  A une estimation d e  la p r o p r t i o n p  dcs voix obtenues 
par 1: candidat A. 

A cet elTel, on  r t p t t e  n fois (n 2 1) I'exptricnce suivante : on  retire "au hasard" un 
bulletin des urnes ; on  note s'il est ou non e n  faveur de A el on  le remcl dans Ics urncs. O n  
note ,Y,, la variable alCaIoire indiquant le nombre des suffrages ravorablcs A A parmi les II 
bulletins dkpouillks ; le quotient : 

I'ARI'IE IV 

Xn 
Yn = ,I 

indique donc la proportion des sullrages favorables A A parmi ccsn bulletins. O n  pose enfin : 

Soit E un nombre d e l  appartenant A ]O, l[. L'objectif est d e  dttcrminer Ic nonibrc n d c  
bulletins qu'il sufit d e  dkpouiller ainsi pour que un 5 c, c'est-A-dirc pour cannaîtrep A 0,Ol 
pres avec un risque d'erreur infkrieur A c. 

1. O n  ttudie dans cette question Ics lois d e  X, et de  Y,. 
a )  Dttcrmincr la loi de X,.  Calculer les espdrances et les variances d c  X, et de Y,, . 
b )  Montrer que : 

n 
4 

En appliquant A ,Y, I'inCgalit6 de  Bienaymt-Xhebychev et en utilisant Ic rCsultat 

Conimcnt sunit-il de  choisir n pour que Ar, 5 E ? 

V ( S , , )  _< - . 
2. Pretnii.re ntcrjomrion de u,, 
a )  

b )  
Examiner les cas oh c = O, 10 et E = O ,  05. 

de la question 1. b), donner un majorant Ar,  de un ne dkpendant que d e n  

3. Seconde ntnjorurion de un 
a )  En approchant ,Y, par la loi normale (on justifiera la niisc e n  Dcuvre d'unc telle 

approximation), exprimer u,, en fonction d e  n ct dep A l'aide de F. En  utilisant le resultat 
de la question 1. b), donner un majorant 118, de un ne dkpendant que d e n  

b) En dtduire  que m, _< E des que n 2 2 500 Gz ( ~ / 2 ) .  
Examiner les cas où E = O, 10 e t  E = O, 05. 
(Onrappellelesvaleunapproch~essuivantes: F (1,%) a 0,975et F(1 ,64)  F;: 0,950.) 
c) Soit 11 (c) le plus petit des nombres entiers naturels n tels que m, < E .  Determiner 

un tquivalent d e  n (E) lorsque E tend vers O. 
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Soit f une application continue de [a ,  b) dans Ilt, avec a < b .  L’objet du problème 
est l’étude d’approximations de l’intégrale : 

par la méthode des rectangles, c’est-à-dire par la suite ( u , ~ ) , ~ ~ ,  dlfinic par : 

PARTIE 1 :  tud de d’un premier exemple 

4 Dans cette partie, on  suppose que [a, b] = [ O ,  11 et  que : I ( E )  = * 

1. 

À l’aide de cet algorithme, remplir le tableau suivant : 

Écrire en PASCAL un algorithme de calcul de Un lorsque l’entier naturel non 
nul n est donné. 

(On donnera les résultats numériques de ce tableau avec six décimalcs.) 

2. 
Évaluer la précision des résultats numériques obtenus ci-dessus. 

Calculer l’intégrale J .  (On pourra poser 2 = tan t . )  

PARTIE II : Étude d’un secoiid exeinple 

Dans cette partie, on considère un réel A strictement positif et différent de 1. 

f(z) = In (A’ - 2 X cos z + 1) . On suppose que [a,  b] = [O,  x ]  e t  que : 

1. Soit n un entier naturel non nul. 
a) Déterminer sous forme trigonométrique les racines dans C de IVquation : y’” - 1 = o. 

b)  En déduire, en comparant leurs coefficients dominants e t  leurs racines, 1’égalitC 
suivante entre fonctions polyn6mes : n- 1 

y2“ - 1 = (y’ -1)  n ( Y 2 - 2 Y c O 2 + 1 ) .  n 
k= 1 
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2. 
I )  

a) Déduire de la question précédente une expression simplifiée de un e t  de un. 
En distiuguant les cas  X < 1 et  X > 1, calculer l’intégrale J en dktermiiiant la 

limite de la suite (un) ,  puis donrier des équivaleiils de un - J et  de trn - J. 

PARTIE III : Étude du cas gd.nbra1 

On suppose désormais que la fonctioii f est de classe C‘ sur [a, 61. Pour tout nombre 
entier naturel k tel que 1 5 k 4 ,  on pose : 

hfk = SUp If‘”(t)l. 
a s r l b  

(On rappelle que fa notation f ( k )  désigne /a dérivée P r n e  de la fonction j.1 

définie su r  [a, p] par la relation : 
1. Soit [a, P] u n  segment inclus dans [a, b ] .  On considère la fonction auxiliaire P 

~(z) = Lz f ( l )  dl - (t - a) f ( a ) .  

a) Calculer les deux premières dérivées de p .  

b) Montrer que, pour tout Clément t de [a, Pl, on a : -Ml I p”(t) _< M I .  

En déduire par intégration un encadrement de p ( z )  pour a 5 t 5 P ,  puis établir l’inéga- 
lité suivante : 

c)  En appliquant cette inégalité aux segments [t), tk+l] pour O 5 k 5 n - 1, 
prouver enfin que : 

2. Soit [a, P] un segment inclus dans [a,  b ] .  On considère la fonction auxiliaire q 
définie su r  [a, P] par la relation : 

(t - a)[/(.) - f (a ) ]  
2 4 2 )  = P ( 2 )  - 

a) Calculer les deux premières dérivées de q. 

3. On considère cette fois la fonction auxiliaire r définie sur [a, P] par la relation : 

4. Déterminer à I’aidee des résultats précédents le développement limité à l’ordre 
3 de un, c’est-à-dire des nombres réels A ,  B, C et  D tels que : 

B C D e ,  
U, = A + - + - + - avec : lim E, = O. n n2 n3 + ;P n d + m  

En déduire les développements limités à l’ordre de 3 de un et de wn. Conclure. 
a &  

0 
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La pdsentatlon, la lisibiiitd# I’orthographe# la qualitd de la Maction, la clartd et la 
pkision des raisonnements mireront paur une part importante dans I’appdciatkm 
des copies. 

sont autofides : -les grad-, tables de valews num&iques sans formulaire, 
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 
alphanumMques, fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document 
d’accompagmment et de format maximum 21 cm debng X 15cm de hrge. 

L’objet de ce pmbl&me eat la. W e r c h e  du comportement asymptotique du maximum sur [O, 1) d’une suite 
de fonctions. 

I. &TUDE DU MAXIMUM D’UNE FONCTION 

Soit f la fonction numerique ddfinie sur R + par la relation : 

1. Variation de f 
a) Calculei la deride f’ de f. 
b) Montrer que l’dquation f’(z) = O admet une solution c i  et une seule sur R+. 
Indication. On dtudiera la variation de la fonction g ddfinie sur R+ par : 

g(s )  = (1 - 2)  ez + 1 

c )  Prouver que f (a)  = a - 1. 

d)  Dresser le tableau de variation de f et donner l’allure du graphe de cette fonction. 

2. Approximation de a 
Soit cp la fonction ddfinie sur IR+ par la relation : 

( ~ ( 2 )  = 1 + e-= 

a) Prouver que a est l’unique solution de l’kuation cp(z) = 2. 

b) Montrer que a > 1. En d6duire que a - 1 < e-’. 
c) Établir que, pour tout nombre réel 2 sup6rieur ou 6gal B 1 : 

cp(s) 2 1 

A SUIVRE 
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d )  Soit (an),EN la suite d’éléments de [l, +m[ défillie par la condition iriitiale a0 = 1 et par la relation 
de récurrence : 

an+l = (au) 
Montrer que, pour tout nombre entier naturel n : 

la, - al < - e-(n+’) 

c) En déterminant au praable le nombre d’itérations nBceusaires, expliciter, B l’aide d’une calculatrice, 
une valeur décimale approchk h de a telle que : 

la - 51 5 10-e 

II. $TUDE D’UNE SUITE DE FONCTIONS 

ExccptB la question II. 8, la partie II  est inddpcrrtlantc de la partie I .  

Soit (un),EN la suite de fonctions uumériques définies sur [O, 11 par la condition initiale uo = 1 et par la 
relation de rBcurrence : 

2 
un+l(Z) = [1- 2 + 2  un(^)] un(Z) 

1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, la fonction un est polynomiale ; determiner son degr4 
et son coefficient dominant. 

2. Montrer par rkurrence sur n que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout Blhment z de [O, 11 : 

O < u,(x) 5 1 

En déduire, toujours par rkurrence sur n, que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout +hent z 
de [O, 11 : 

4 1 ( 4  5 0 
3. a) Soit x un Blémcnt de [O, 11 et 7h un nombre entier naturel non nul. Ihczblir les inégalitb : 

b) En déduire que, lorsque z est fixk dans [O, 11, la suite de terme général un(z) converge ; exprimer sa 

c )  Montrer que cette suite est dckroissante. 
limite cn fonction de a. 

Daw toute la suite du problème, 0x1 note h la fonction dbfinic sur [O, 11 par la relatiorr. : 

h(t)  = t 1 - - ( :> 
4. a) hlontrer que, pour tout couple (a, 6) d’é16meiits de [O, 11 : 

IW) - hb)l I Ib - al 

b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel k et pour tout 616ment z de [O, 11 : 

I[uk(z) - uk+l(z)] - [uk+l(z) - uk+2(z)11 5 2 1uk(z) - ut+l(z)l 

c )  hlontrer enfin que, pour tout nombre entier naturel k et pour tout élBment x de [O, 1[ : 

uktl(z) - uk+2(x)  
1 - x  0 I U k b )  - Uk+lb) L 

Tournez la page s*v*p- 
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5. 
a) En utilisalit le dernier encadrement et Ic sens de variation de h, montrer que : 

Daris cette question, on fixe k dans N et x dans [O, l[. 

u k ( z )  dt 2 

U * + ~ ( Z )  h( t )  1 - x X I /  -5- 

b) En dduire que, pour tout nombre enticr naturel n : 

’ dt nx 

6. a) Trouver un couple (A, D )  de nombres rkls  tel que, pour tout dlBment t de ]O, 1) : 

1 A B  

b) En déduire la valeur de I’intBgraJe : 
’ dt 

en fonction de U n ( 2 ) .  

En conclure que : 

(3 * 7. Soit y un Blément de R+. DBterminer la limite de la suite de terme gBnéral Un 

8. Soit (vn),,,=N la suite de fonctions definies sur [O, 11 par : 

vn(2) = z U n ( 2 )  

On uote Ar,, le maximum de la fonction v,, sur [O, 11. 
a) Montrer que : 

2(a - 1) 

b) Établir l’encadrement : 
2(a - 1) 2(a - 1) 5 Af, I n+a  n 

En dckiuire un dquivalent simple de Mn lorsque n est au voisinage de +oo. 
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT 

Direction des Admissions et Concours 

, h o l e  Supérieure de Commerce de Paris 

Mathématiques I 

Lundi 11 mai 1992, de 14 h a 18 h 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1992 

OPTION GENERALE 

La présentation, la lisibilité, 1 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans 1 'appréciation des copies. 

Sont autorisées: 

-. Règles graduées. 
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15 
cm de large. 

OBJECTIF DU PROBLÈME 

On note E l'espace vectoriel sur lR des fonctions à valeurs réelles, continues sur un intervalle [a ,  b] où 
a < b.  On rappelle qu'une fonction affine sur un intervalle J est une fonction f définie sur J par une relation 
de la forme : f(i) = crt + ,f3, où a et 

Étant donné un nombre er,iier n 2 2 et une subdivision de [a,  b ] ,  c'est-à-dire une suite strictement 
croissante a,, = ( I O ,  11, ..., zn) de n i  1 éléments de [a, b ] ,  avec rc = a et zn = b,  on note E (un) l'ensemble 
des fonctions f définies sur [a,  b] telles que chacune des restrictions de f aux intervalles [zk, t k + l ] ,  OÙ k 
prend les valeurs O,  1, ..., n - 1, soit une fonction affine. 

L'objet du problème est d'étudier l'approximation d'une fonction de classe C2 sur [a ,  b] par des éléments 
de E(a, )  . 

sont des nombres réels. 

PARTIE 1 : étude de E(a2)  

Dans cette partie, on prend n = 2. Ainsi I O  = a et 1 2  = b.  On pose c = z1. 

1. Montrer que E(a2)  est un sous-espace vectoriel de E .  

1 



2. Soit f un Clément de E ( a 2 ) .  Calculer f ( 2 )  en fonction de f (a) ,  f ( b )  et f (c )  pour a 5 t 5 c ,  puis 
pour c 5 f 5 b .  

3. Soit @ l'application de E ( a 2 )  dans IR3 définie par : O(f) = ( f (a) ,  f (c ) ,  f (b) )  
Montrer que @ est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de E (a2) .  

4. On définit trois Cléments f o l  fi et f i  de E ( a 2 )  par les conditions : 

a) 

b)  
Représenter graphiquement les fonctions fo, f i  et fi. 
Montrer que (fol f i ,  fz) est une base de E (62).  

5.  On considère les fonctions g o ,  g 1  et g 2  définies sur [a,  b] par les relations : 

a) 

b)  

Montrer que ( g o ,  g1 , 9 2 )  est une base de E (a2) . Calculer les coordonnées de chacune des fonctions 

Soient O ,  P et y des nombres réels non nuls. On pose : 
g o ,  9 1  et g z  SUT la base ( f o l  fil fi) * 

A = ( .  O a P  O y )  

P r o  
Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse. 

c )  En déduire les coordonnées de chacune des fonctions fo, fi et fi sur la base ( g o ,  9 1 ,  9 2 ) .  

PARTIE II : dtude de E ( a n )  

k 
Dans cette partie, on prend a = O,  b = 1 et 2 k  = - pour tout nombre entier naturel k 5 n. L'espace 

n 
vectoriel E (a,)  sera noté plus simplement E, 

1. Prouver que En est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel E des fonctions continues sur [O, 11. 

2. Soit O l'application de En dans IRn+' définie par : @(f) = (f (to) , f ( 2 1 )  , ..., f ( tn) )  

Montrer que O est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de En. 

3. On définit une famille (fol fi ,...., fn)  de n + 1 Cléments de En par les conditions : 

O ( f k )  = (O, ...y O, 1, O, ... , O) 

le nombre 1 étant à la (k + I ) ~ ~ ~ ~  place. Autrement dit, f k  ( Z k )  = 1 et f k  (zj) = O pour j # t .  

a) 

b)  

Montrer que (fol f1, ..., f n )  est une base de En. 
Montrer que, pour tout Clément g de En, on a l'égalité : 

n 

k=O 

4. Pour tout nombre entier naturel k 5 n, on considère la fonction g k  définie sur [ O ,  11 par la relation : 

g k  ( t )  = lt - Z k  1 

2 



a) Montrer que les fonctions gk appartiennent à En. 
b) Soit (XO,  X I ,  .... An) un Clément de IR"". On pose : 

n 

k=O 

Soit j un nombre entier compris entre 1 et n - 1. Si on suppose que X j  # O, montrer que la fonction g 

5 .  
b) 

n'est pas dérivable en x i .  
a)  
En déduire aussi que fo, f i ,  .... fn peuvent s'écrire sous la forme : 

En déduire que la famille (go, 91, .... gn) est libre. Est-ce une base de En ? 

si 1 5 k 5 n - 1 

(Pour les entiers k compris entre 1 et n - 1, on commencera par montrer que fk est de la forme : 

fk = akg0 + Akgk-1 + Pkgk + Vkgk+l + Pkgn 

puis que QI: = P k  = O en considérant les restrictions de fk aux deux intervalles [%O, 2 1 1  et [Zn- l ,  xn].) 

c) Calculer, & l'aide des résultats de la partie 1, les nombres Ak, Pk et vk. 

6. Application. On considère la matrice carrée A n  d'ordre n + 1 dont l'dément de la iihme ligne et  de la 
jibme colonne est li - j l .  Ainsi : 

. . . . . .  

. . . . . .  n - 2  n - 1  

. . . . . .  n - 3  n - 2  

O 1 2 
0 1 
1 0 

An = 
. . . . . .  'I O 1  

n - 1  n - 2  . . . . . .  1 0  
. . . . . .  n n - 1  2 1  O 

a) Calculer les coordonnées de gr sur la base (fo, f i ,  ..., fn) . Interpréter la matrice : 

b)  Prouver que la matrice An est inversible et calculer son inverse. 

PARTIE III 

Dans cette partie, on approche une fonction de classe C2 sur [O, 11 par des éléments de En. 

1. On considère une fonction f de classe C2 sur un intervalle [a, b] (où a < b) telle que f (a)  = f (b) .  

a) Soit 'p un Clément de E(a2)  tel que p(a) = p(b) = O. Établir l'égalité : 
Soit c un Clément de ]a, b [  et 6 2  = (a, c, b) .  

1* ' p ( t )  f"V) di = [f(c) - f (a)l['pW - P W l  

b) Déterminer un élément 'ppc de E ( ~ 2 )  tel que, quelle que soit f : 

3 
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CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS 
DIRECTION DE L‘ENSEIGNEMENT 

Direction des Admissions et Concours 

k o l e  Supérieure de Commerce de Paris 

Mathématiques I 

mardi 18 mai 1993, de 14 h à 18 h 

CONCOURS D’ADMISSION DE 1993 

OPTION GeNERALE 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. ’ 

-. Règles graduées. 
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15 
cm de large. 

Etant donné un nombre entier naturel non nul n et un ensemble E à n Cléments, on appelle involution 
de E toute bijection f de E sur lui-même telle que f o f =  Id, où Id désigne l’application identique de E. 

L’objectif au probkme est l’étude au nombre T, d‘involutions de E et, en particulier, la recherche 
d’un Cquivalent du nombre Tn quand n tend vers + W. 

Partie 1 : étude du nombre T,, d’involutions de E 

1. Calculer T I ,  T2 et T3. 

2. On suppose désormais n 2 3. 
a ) Déterminer en fonction de Ti ,  où 1 I i < n : 
- le nombre des involutions s de [ 1, n] telles que s (n) = n ; 
- le nombre des involutions s de [ 1. n] telles que s (n) = k, où k est un nombre entier donnC de 

b )  En déduire la relation suivante : 
[ l ,  n - 11. 
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3. Rédiger en PASCAL un algorithme permettant le calcul des p premiers termes de la suite (T,,) 

En programmant cet algorithme, expliciter les valeurs de T,, pour n I IO. 
pour un nombre entier donné p 1 3. 

Partie II : interprétation de T, Ci l'aide d'une suite de polynômes 

On consid2re la fonction numérique u dCfinie sur R par la relation : 

l.4 ( x )  = exp ($) 
Pour tout nombre entier naturel non nul n, on désigne par dn) la dCrivte nitmc de u. On note H,, 

la fonction numérique définie sur R par la relation : . 
(2) u ('1 (x) = Hn (x) u (x) 

2. u) Exprimer u'(x) en fonction de u (x) et x. 
En déduire la relation suivante, pour tout nombre entier n 1 2 : 

b) Calculer Ho et H1, puis déduire des relations pdcédentes l'expression de H,, (x) en fonction de 

c) Prouver que H,, est un polynôme dont on précisera, en fonction de n, le de@, la parité et le 

d) Comparer T,, et H,, (1). 

Hn-1(x),H,,-2(x)etx. 

signe sur [O, + - [. 
2.4) En dérivant la relation (2) et en utilisant la relation entre H,, + (x). H,, (x), H,, - (x )  et x, éta- 

blir la relation suivante, pour tout nombre entier naturel non nul n : 

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer H,, (O) et H,, (O) en fonction de n. (On distinguera 
deux cas suivant la parité de n.) 

3. a) Établir que, pour tout nombre entier naturel n : 

457 

(On pourra dériver deux fois la relation (2).) 
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6) Dans toute la suite du problème, pour tout nombre entier naturel n, on nde Y,, la fonction 
numérique définie sur R par la relation : 

un (x) = Hn exp ($) 
gtudier le signe de tr, et& O,,' sur [O, + -[. Calculer vn(0) et u,,'(O). 

@Exprimer u,"(x) en fonction de un@) et x. 

d)En ddduire la relation suivante, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre de l  x 
appaitenant h [O, 11 : 

( 5 )  (n + i) un(x) u; (n + f )  un(x) 

Dans toute la suite du probl&me, on posera : 

Partie III : recherche d'un équivalent de T, 

On étudie tout d'abord un équivalent de T,, lorsque 1 'entier n = 2 p est pair: 

1. On Ctablit dans cette question un dsultat pdliminaire permettant d'encadrer une fonction 
numérique dCfinie sur [O, 11 h valeurs strictement pbsitives, de classe C2 et satisfaisant aux rela- 
tions : 

(6) .2f(X) I f" (x) I s" f (x) f (O)= u f (O) = O 

où u, a, et p sont des nombres réels strictement positifs donnés. 

a) Déterminer des nombres &ls A et p tels que la fonction numdrique (p définie sur [O, 11 par la 
r ehon  : 

d-4 =A exp (Bx) + Cr exP (- s.) 
vérifie (p (O) = a et (p'(0) = O. 

Indiquer alors le signe de (p sur [O, 11 et exprimer fp'(x) en fonction de (p(x). 

b) Soit w la fonction numérique définie sur [O, 11 par la relation : 
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Calculer w(0). 6tudier le signe de w', puis celui de UI 
cj En déduire, pour tout nombre réel x appartenant h [O, 11, l'inégalité 
ct) Établir, pour tout nombre réel x appartenant à [O, 11, l'inégalité suivante : 

f ( x )  I p(x). 

(7) 

e)  6tablir de même que, pour tout nombre &l x appartenant il [O, 11 : 

ta) À l'aide de la relation (5). 6tablir que, pour tout nombre entier naturel p : 

6) On admet la formule de Stirling : n ! - (:'' i K  

D'ap&s la partie II : 

En déduire que, pour n = 2 p ,  on a : 

(9) 

9 Donner une valeur approchée du quotient des deux membres de cette expression pour n = 10. 

On étudie enfin un équivalent de Tn lorsque l'entier R est impair (n = 2 p + 1) 

3. On établit par des méthodes analogues à celles de la question m.1 que, si g est une fonction 
numérique définie sur [O, 11 B valeurs strictement positives sur ]O, 11 de classe C2 et satisfaisant 
aux relations : 
(10) a 2 g ( x )  ~ g " ( x )  < s 2 g ( x )  g(o)=o g * ( O ) = u  

où O, a, et p sont des nombres réels strictement positifs donnés, alors, pour tout nombre de l  x 
appartenant à [O, 11 : 

(On ne demande pas de justifier cet encadrement.) 

u)En déduireque,pourn = 2 p  + 1 .- 

b) En conclure que la relation (9) est encore valable lorsque le nombre entier n est impair. 



420 E.S.C. PARIS 

Mat liéiiiat iques 1 1/3 

ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS MATHEMATIQUES I 

w ( x )  = [ sinx t dt 
OPTION GENERALE 

f 
Dans tout le problème, on dCsigne par W la fonction d6finie sur IR+ par : 

L‘objectif est d’étudier cette fonction W et d’en dMuire quelques applications. 

PARTIE 1. @tude d’une i n w e  impropre 

On dCsigne parfla fonction dCfinie sur ]O, 7d2] par la relation : 
I 

f ( x )  = -[ In (sin tldt 

1. Montrer que, pour tout nombre &l t appartenant ii [O, 7d21 : 

2. À l’aide d’une intdgration par parties, dbtexminer les primitives de la fonction : t H  ln 7c 
f 

En déduire la convergence et la valeur de l’inttgrale : - p d t  
A 

3.6tablir que la fonction f est monotone et bom& sur ]O, f l ] ; en d6duire la convergence de 
l’intégrale suivante : 

4. On se propose enfin de calculer L B l’aide des deux intégrales suivantes (dont la convergence 
dsultera de la question a) ci-dessous) : 

2 

J = - [ In (sin t )  dt K = - [ In (cos t) dt 

2 

a) Obtenir des relations entre les intégrales J ,  K et L en effectuant dans cette dernière les change- 
ments de variables u = IC - r et u = d2 - r. 

b) Exprimer K + L en fonction de L + J (on rappelle que sin 2 t = 2 sin t cos t) .  

c) En déduire les valeurs des intégrales J ,  K et L. 

PARTIE II. Étude de la fonction W 

1.  Soient x et y des nombres réels positifs tels que x I y. Comparer W (x )  et W (y) et en déduire le 
sens de variation de la fonction W sur [O, +-[. 

2. On considère des nombres réels positifs x et xg. 

a) Montrer que, pour tout nombre réel positif a : 

le- 0~ - e- 0x01 I a Ix - xd 

b) En déduire l’inégalité suivante : 1 W ( x )  - w(xo)lI IC I x  - xd 
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c) Établir la continuité de W sur [O, +m[. 

3. Pour tout nombre réel positif x,  exprimer W (x  + 2) en fonction de W ( x )  à l’aide d’une intégra- 
tion par parties (on écrira à cet effet : sin x + 2 t = sin t sin x + 1 t).  

4. On se propose d’étudier le comportement asymptotique de W à l’aide de la fonction auxiliaire 

a) Établir que, pour tout nombre réel positif ou nul x,  g (x + 1) = g (x). 
En déduire la valeur de g (n) pour tout nombre entier naturel n. 

b) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant à [O, 11 et tout nombre entier naturel n : 

g définie pourx 2 O parg (x )  = (x + 1) W ( x +  1) W (x). 

& + I l <  - g ( x + n )  <go 
n + 2  x + n + l  n + 1  

En dauire en fonction de n un encadrement de g (x). En conclure que g est constante sur [O, +..[ 
(on explicitera son unique valeur). 

c) En remarquant que W(x + 2) I W ( x  + 1) I W(x),  montmque W(x + 1) est &pivalent A W(x)  
lorsque x tend vers + -. 
d) M u i r e  de ces dsultats que, lorsque x tend vers + - : W(x)  - 1( 2” 

X 

PARTIE III. Applications 

A) Calcul de Pintégmle de Gauss : 

a) Montrer que, pour tout nombre del  strictement positif x et tout nombre de l  u > - x : 

(1 +!$sexpu 

On pourra étudier pour u > -x le signe de la fonction u H u - x ln (1 + f). 
6 )  En intégrant l’inégalité précédente avec des valeurs convenables de u, Ctablir que, pour x 2 1: P (1 - $r 2 dt 5 P exp (- t 2 )  dr I lm (1 + $1 dt 

c)  En posant respectivement t = G cos u et t = 6 - dans la première et la dernière de ces 
sln u 

intégrales, établir que, pour x 2 1 : 

f i w ( 2 x +  1)s e x p ( - r 2 ) ~ s f i ~ ( 2 x - 2 )  P 
d) À l’aide de l’équivalent de W obtenu à la fin de la partie II, en déduire la convergence et la 

valeur de l’intégrale G, et retrouver la valeur de l’intégrale : 

exp - dr f+m -: 
J -  
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B) Calcul de valeurs approchées du nombre x 

1. On pose, pour tout nombre réel positif x : 

a) En remarquant que W(x + 2) I W(x + 1) I W(x) et en utilisant la relation ktablie ii la question II.3, 
établir que : 

O 1  1 - h ( x ) l l  
x + 2  

b) Exprimer h ( x )  en fonction de h (x - 2)  pour x 2 2, et en déduire que, pour tout nombre entier 
naturel n : 

En déduire la limite de rn quand n tend vers + - et un encadrement de IC - rn. 

c)  &rire en PASCAL un algorithme permettant le calcul de rn. 
Donner des valeurs approchées de rn (avec 4 décimales) pour n = 25 et n = 75. 

2. On se propose d'accélérer la convergence de la suite (rn). 

a)  On pose pour tout nombre entier k 2 2 : u k = In rk - In rk - 1. 
En calculant u ,, + + u ,, + 2 + ... + u ,, + ,,, et en faisant tendre m vers + -, établir que : 

+- 

b) En comparant une série à une intégrale, établir l'inégalité: 
+- 

-< 1 C 1 5 1  
n + ' - k = n + i  k 2 n  

In(] - x ) + x  
X 

c) Étudier la variation sur ]O, 1 [ de la fonction E : x H - 

En déduire que, pour tout entier naturel k 1 n : 

d) Déduire des résultats précédents un équivalent de In et prouver que : 
rn 

z - r n - &  
4 n  

Déduire enfin des valeurs approchées de rn obtenues précédemment des valeurs appmchkes de : 

(avec 4 décimales) pour n = 25 et n = 75. 
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ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARlS 

CONCOURS D YDMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 

MATHEMATIQUES I 
OPTION SCIENTIFIQUE 

Mercredi 15mai 1996, de 14 h a 18 h 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements 
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 
Les candidats sont invites a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 

es sont autorisees. Rdgles graduées. r .  

Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 
alphanumériques, d fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d‘accompagnement et de format maximum 21 cm x 15 cm de 
large, sans limitation de nombre. 

Dans tout le problème, p désigne u n  entier naturel supérieur ou dgal à deux. On note A/f,(R) 
l’algèbre des matrices carrées à coefficients réels et I p  la matrice identité. Pour tout élément M de 
Mp(R) et pour tout couple ( i , j )  d’entiers compris entre 1 et p ,  on note u ; , j ( M )  le coefficient de 

Une matrice M appartenant à MP(R) est dite stochastique si elle satisfait aux deux conditions 
situé sur la ièrne ligne et la jème colonne. 

suivantes: 

(i) Pour tout couple ( i , j )  d’entiers compris entre 1 et p ,  . i , j (M) 2 O .  
(ii) Pour tout entier i compris entre 1 et y ,  Cp=l u;, j (Mj = 1. 

On dit qu’une suite indexée par n, (M,,)  = ( M O ,  M I , .  . ., Mn, .  . .) de matrices appartenant i 
Mp(R) converge vers u n  Clément M de MP(R) si, pour t o u t  couple (i,j),  la suite des coefficients 
a z , j ( M n )  converge vers c ~ i , ~ ( M ) ;  on dit alors que M est la limite de la suite (M,,). 
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Etant donnée une matrice A appartenant à M p ( R ) ,  pour tout entier n 2 O, on note C, la 
matrice définie par la relation: 

1 
n + l  

Cn = - [ I p + A + A 2  + * . * + A " ]  

On dit enfin qu'une matrice A de MP(R) est r-périodique où r est un entier strictement positif, 
si A' = I p .  

L'objectif du problème est d'étudier quelques propriétés des matrices stochastiques et notam- 
ment, la convergence de la suite (Cn) lorsque A est stochastique et r-périodique. 

1. Etude d'exemples. 

1. Soit a un nombre réel. Pour tout entier n 2 O, on pose 

1 
n + l  

yn = -[ 1 + o + c r 2 . - + a " ]  

a). Calculer y,,, en distinguant deux cas: cr # 1 et cr = 1. 
b). Etudier en fonction de a, la convergence de la suite (7") et, en cas de convergence, préciser sa 
limite. 

2. Premier exemple d'étude de (Cn). 
On prend p = 3 et 

O 0 1  

O 1 0  

a). Calculer A2 et A3.  En déduire Ak pour tout entier k. On distinguera trois cas selon que 
k = 3h, k = 3h + 1, et  k = 3h + 2, 
b). Pour tout entier q ,  calculer C3q,C3q+l et C3q+2. En déduire que la suite (Cn) converge et 
préciser sa limite C. 
c). Soient (el, e2, e3) la base canonique de R3 et u l'endomorphisme de R3 canoniquement associd 
à C. Déterminer le noyau F de v et prouver que son image G est la droite vectorielle R e  de vecteur 
directeur e = +[el + e2 + e3]. Prouver que les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires 
et que v est le projecteur de R3 sur G parallèlement à F. 
3. Deuxième exemple d'étude de (Cn). 

A = ( I  O O )  

On prend p = 2 et 

On note w l'endomorphisme de R2 canoniquement associé à A. 
a). Déterminer les valeurs propres de w et une base (fi,  fi) de vecteurs propres de w. 
b). Déterminer une matrice inversible P telle que: 

1 0  
A = p (0  -;) F1. 

En déduire une expression de A k ,  pour tout entier k 2 O. 
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c). Déterminer deux matrices U et V appartenant à Mz(R), telles que, pour tout k 2 O, 

1 Ak = U +  (-;)W 

d). Pour tout entier n 2 O, exprimer C, en fonction de n, U et V et  déterminer la limite C de la 
suite (C,.,). 
e). Prouver que l'endomorphisme v de R2 canoniquement associé à C est un projecteur dont on 
précisera le noyau F et l'image G. 

II. E t u d e  de (C,,) lorsque A est r-périodique. 

1. Soit (ak) une suite r-périodique de nombres réels, clest-à-dire telle que, pour tout entier naturel 
On désigne par r un entier strictement positif. 

k 2 O, CY~+' = ~ k .  

Pour tout entier n 

a). Prouver que pour tout entier k 2 O, 

1 '  
r .  

y = - [ a k  + &k+l + * - - + Q%+r-lI 

b). Montrer que la suite de terme général 

Pn = (n+ l)yn - (n+ 1)y 

est r-périodique. En déduire que (p,) est bornée. 
c). Etablir que (y,,) converge et préciser sa limite. 

2. Soit A une matrice r-périodique appartenant à M P ( R ) .  
a). Montrer que, pour tout couple ( i , j )  d'entiers compris entre 1 et p ,  la suite de terme général 
C Y ~  = a i , j (Ak)  est r-périodique. En déduire que la suite (C,) converge vers: 

b). Soient (el , e2, . . . , e,) la base canonique de RP, u et v les endomorphismes de R P  canonique- 
ment associés aux matrices A et C. Prouver que u' = Z, oh 1 est l'endomorphisme identique de 
RP. Montrer que v O u = u. O v et que u O v = v. 
c ) .  Soit z un Clément de RP. Prouver que u(z )  = z si et  seulement si v(z) = 2, puis que z 
appartient à Im v si et seulement si u(z) = z. En déduire que Im v = ker(u - 1). 
d). Montrer que v est le projecteur sur G =Im v parallèlement à F = ker v. 
e) .  Etablir enfin que ker u =Im(u - 1) : on pourra d'abord prouver que Im(u - 1) C ker v. 
3 a). Soit (ok) une suite de nombres réels r-périodique Ci partir d'un certain m n g  positif m, 
clest-à-dire telle que pour tout k 3 m, ak+' = ak. On définit (yn) par la relation (2). Prouver 
que yn admet une limite que l'on précisera. Pour cela, O:] pourra considérer la suite ai = ak+,,,, 
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observer que (a;) est r-périodique, et prouver que, $, étant associée à (a;) par la relation (2), 
7; - Y,, tend vers O lorsque n tend vers +oo. 
b). Soit A une matrice de M P ( R )  r-périodique Ci partir d’un certain rang positif m, c’est-à-dire 
telle que, pour tout entier k 2 m, = A‘. Prouver que la suite (C,) admet une limite C que 
l’on précisera. 

III. Etude de matrices stochastiques. 
On note S, l’ensemble des matrices‘ stochastiques de M,(R) et D, l’ensemble des matrices 

déterministes, c’est-à-dire stochastiques et dont tous les coefficients sont égaux à O ou 1. Enfin, on 
note A, l’ensemble des matrices déterministes et inversibles. 
1. Matrices stochastiques. 
a) Prouver que, pour tout couple (A, p)  de nombres réels tels que A 3 O, p 3 O et A + p = 1, et 
pour tout couple (M, N) d’éléments de S 
b). Prouver que.le produit M N  de deux2léments M et N de S, appartient à S,. 
c), Soit A un Clément de S,. Prouver que, pour tout entier n 2 O, C, (définie par (1)) appartient 
à S,. Que peut-on en déduire pour la limite C de (C,), lorsqu’elle existe? 

2. Matrices déterministes. 
a). Montrer qu’une matrice M est déterministe si et seulement si tous ses coefficients sont égaux 
à O ou à 1 et si chaque ligne de M contient exactement u n  coefficient égai à 1. 
b). En déduire que D, est un ensemble fini et préciser le nombre de ses éléments. 
c). Montrer que le produit MN de deux éléments M et N de D, appartient à D,. 
d). Soit A une matrice déterministe. Prouver qu’il existe un entier r 2 1 et un entier m 2 O tels 
que Am+r = Am. En déduire que, dans ces conditions, A est r-périodique à partir de ce rang m 
et que si de plus A est inversible, A est r-périodique. 
e). Soit A une matrice déterministe inversible. Prouver que A-’ l’est aussi. 

3. Etude de la suite (Cn) associée à une matrice A déterministe. 
a). En utilisant les résultats de la partie II, établir le résultat suivant: soit A une matrice déter- 
ministe inversible, alors (C,) converge vers une matrice stochastique C telle que C2 = C. 
b). Etendre ce résultat au  cas où A est déterministe non inversible. 

4. Mat rices stochastiques inversibles . 
sont déterministes inversibles. 
a). Prouver que Y est une matrice inversible et  que X l’est aussi. 
b). On pose X = (a;,,), Y = (@;,j) et, pour tout j compris entre 1 et p ,  

AM + p N  appartient encore à S,. 

Soient X et Y des éléments de S, tels que XY = I p .  On se propose de montrer que X et Y 

Prouver que p, = 1. Pour cela, on pourra calculer le coefficient u j , j ( X Y ) .  
c). hfontrer que Cy=l C7=l pi,, = C;=, IL,. En déduire que tous les coefficients de Y sont égaux 
à O ou à 1. 
d). Prouver que Y et X appartiennent à A,. 
e). Plus généralement, soient U et V deux matrices de S, telles que le produit UV appartient h A,. 
Prouver que U et V appartiennent à Ap. (On pourra utiliser le résultat de la question III.2.e).) 

FIN. 
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OPTION SCIENTIFIQUE 
mardi 29 avril 1997, de 8 h à 12 h 

MATHEMATIQUES 1 

1,t. prut)I>iiw t ra i te  de quelques propriétés des polynômes de HERMITE qui constituent une famille orthogonale 
pour U I I  certain produit scalaire qui sera étudié dans ce problème . 
On notcra Ri.\-] (rcsp.W, [SI) l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels (resp. l'espace vectoriel des 
polyno~iit~s de degré inférieur ou égal à n )  y compris le polynôme nul. 
Pour tout entier naturel b le polynôme Xk se confond avec la fonction polynomiale réelle x H x k ,  en particulier 
So est I R  fonctiori constante égale à 1. 
On notera [ r ]  la partie entière d'un réel 3: 

J - C C  

Partie 1 

Trois résultats utiles par la suite. 

1) a )  P o u r  tou t  rnticr na tu re l  7 1 .  justifier la convergence de l'intégrale 

1,) E t n l ) l i r .  polir t o u t  entier n 3 2 .  l'égalité: In = ( n -  1) I n - 2 .  
(2n) !  

C) Silit I I  U I I  f s i l t i c r  naturel. Donner la valeur de Izn+1 et montrer que Izn = - 
2"n! 

d )  I'oiir t o i i t t .  f (8iictiori  polynomiale P ,  justifier la convergence de l'intégrale 

2 )  On rappelle que si une suite de terme général vn est telle que les deux sous-suites de termes généraux u?,, 

et ~ 1 ~ ~ + ~  convergent vers le même réel 1 alors la suite (un) est elle-même convergente de limite 1 .  

C" Soit C un réel positif. Pour tout entier naturel n on pose un = - 
El! 

. En déduire la limite de la suite (un)")o. 
C2" a) Déterminer lim - 

n-+m n! 
b) Montrer que la série de terme général ?&?k + UZJ..~ (OÙ k E N) converge et donner sa somme. 

c) En déduire la convergence de la série de terme général un et la valeur de la somme 
+O0 

un.  
n=Q 

3) Soit u un réel strictement positif et soit g une fonction réelle indéfiniment dérivable sur [-u, u] pour laquelle 
existe un réel positif A' tel que, pour tout entier n : 

a) Montrer que pour tout X E [ -u ,u]  

b) En déduire l'égalité suivante, valable pour tout X E [-a, a] : 
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Quelle simplification obtient-on si g coïncide sur [ -O,  O] avec une fonction polynomiale de degré d ? 

PARTIE II 

Les polynômes de Hermite. 

1 +w 21 -- 
1) Montrer que l'application ( P , Q )  - ( P , Q )  = -/ e 2 P(t)Q(z)dt  est un produit scalaire sur 

f i  - w  
W[X]. On notera ( ( . I I  la norme associée. 
Ainsi si n est un entier naturel, la restriction de ce produit scalaire aux polynômes de degré au plus n fait 
de (W,[X], (., .)) un espace euclidien. 

2) A l'aide de la base (1 ,X ,X2 ,X3)  construire une base orthogonale de (&[XI,(., .)) formée de polynômes 
dont le coefficient de plus haut degré est 1. 

Pour tout entier naturel n on considère l'application H ,  de W dans W définie pour tout réel 3: par 

xa -sa 
H n ( t )  = ( - l ) " e T ( e T ) ( " )  

où selon l'usage f(")(z) désigne la valeur en t de la dérivée ni2mede f (en particulier f(''(3:) = f (z)) .  

3) a) Pour tout réel t calculer HO(z), H l ( c ) ,  H z ( E ) ,  H3(t). 
b) Soit n E M' . Etablir les relations 

-2 -2 
Pour établir (1)on pourra remarquer que ( e T ) ( " + ' )  = ( - 3 : e T ) ( " ) .  

degré, la parité e t  le coefficient de plus haut degré. 
c) Montrer que, pour tout n E N, H, est une fonction polynotniale dont on précisera, en fonction de n ,  le 

4) On dispose du 
Type 
Poly = array[O..2O] of integer ; 
On nommera de la même façon un polynôme de degré au plus 20 et la variable de type Poly obtenue en 
stockant dans la case numéro I c ,  O 6 k < 20, le coefficient de X k  dudit polynôme. 
a) Ecrire la partie instruction (i.e. sans les déclarations) d'une procédure PASCAL dont l'en-tête est 

Procedure MULTIX (P, Var Q :Poly) ; 
qui stocke dans Q les coefficients du polynôme XP, P étant un polynôme de degré au plus 19. 

Procedure HERMITE (n :integer ;Var II :PoIy ) ; 
qui, étant donné un entier n,2  < n < 20, stocke les coefficients de H, dans une variable de Type Poly. 

b) A l'aide de (1) écrire la partie instruction d'une procédure PASCAL dont l'en-tête est 

PARTIE III 

(Hn)n>o comme famille de polynômes orthogonaux. 

-$)(,-II - - O .  De 1) a) Montrer que si P est un polynôme et n un entier naturel non nu1 alors lim P(t)(e 
r++m 

sa 
même on montrerait et on admet que lim P(t)(e-T)(*-') = O .  

I + - W  
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b) Pour tout n E N calculer 
1 +Oc t= 

(Hn, HO) = - 6 J_, Hn(t)e-Tdt 

Pour n non nul on utilisera la définition de H, . 
2 c) Soit ( n ,  n) E N' x N' . En remarquant que ( H ~ ,  H,) - (-'ln /+" H,(z)(e-T)(n)dz 

fi - C u  

et à l'aide d'une intégration par parties qu'on effectuera avec soin montrer que 

En déduire que ( H n ) n E ~  est une famille orthogonale de W[X]. Pour n E IV, que vaut (Hn, Hn) ? 
2 )  a)  Soit k E N et  R une fonction polynomiale de degré au plus k ; Que vaut (Hk+1, R) ? 

b) Soit n un entier naturel, k un entier vérifiant O 6 k < n et P un polynôme de degré au plus k. Etablir 
l'égalité 

llX"+' - Pliz = llHk+i1I2 + IIQ - P1I2 

où Q = Xk+' - Hk+l. On pourra calculer (Hk+l, Q - P )  . 
Quelle est, dans l'espace euclidien (W,+l[X], (., .)), la projection orthogonale de Xk+' sur le sous-espace 
vectoriel Wk [XI ? 

c)  On note ( G k ) O G k G , , + l  la famille orthonormale de (lRn+l[X], (., .))obtenue par le procédé de SCHMIDT 
a partir de la base (Xk)O<k<n+l. Pour tout k,O < k < n + 1, déterminer Gk en fonction de 
Ho,HI , .  . Hn+l. 

PARTIE IV 
Soit n un entier naturel non nul. n 

1 ) Soit p un polynôme de degré au plus n .  Justifier l'égalité suivante ' P = (p, Hk) 5 
k=O 

') 'Our tout coup1e (*,c) de réels vérifiant b < c on admet qu'il existe un réel I< (dépendant de b et C )  tel 
que  pour tout entier n et tout E ~ b , ~ ]  : Kn I T k -  [pl! 

a) Soit t un réel donné. A l'aide du 2) de la partie 1 établir,. pour tout réel A ,  la convergence de la série de 
Hn An. terme général - 
n! 

f X - z ) 2  

b) Soit gz ( z  est toujours un réel fixé) la fonction définie pour tout réel X par g2(X) = e- 2 . 
cin gz Pour tout réel X et tout entier naturel n calculer gp)(X)(  c'est-à-dire -(A)) en fonction de H,. 

Montrer que gz vérifie les hypothèses du 3) de la partie 1 et en déduire que pour tout (.,A) E W2 
dX" 

c) On note exp la fonction t w e x .  Pour tout entier naturel n justifier rapidement la convergence de 
l'intégrale 

1 +" 2 2  -/, ezHn(t)e-Tdx 

dont, par analogie, on note (exp, H,) la valeur. Calculer (exp, H,) puis,pour tout réel t, conclure à 
l'égalité 

Pour calculer (exp, H,,) on pourra utiliser la définition de H,, et intégrer par parties (avec soin) afin 
d'obtenir (exp, H,,) = (exp, Hn-l) .  
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ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS 

CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 

OPTION SCIENTIFIQUE 

MATHEMATIQUES 1 

L’objet de ce problème est l’étude d’un algorithme d’approximation d’une racine carrée de certains Cléments de 
R I  C ou &(W),c’est-à-dire la construction d’une suite convergeant vers un élément dont le carré est donné. 

Partie 1. Algorithme de Newton dans R.  

Soit a un réel strictement positif. 
1) a) Donner le tableau de variation de la fonction définie, pour z élément de R; , par : 

b) Justifier rapidement l’existence de la suite réelle (Zn)neK définie par la donnée de zo = O et de la relation 

c) Pour tout entier naturel n, établir les égalités : 
de récurrence : x,+1 = f(zn) pour tout entier naturel n. 

et  

d) En diduire que la suite (Z,,)~EI converge vers 6. 
2) a) Pour tout entier naturel n non nul, prouver les inégalités : 

b) Soit b un réel strictement positif et 
pour tout entier naturel n non nul. 
Pour tout entier naturel n non nul, donner une majoration de Un en fonction de n, b ,  u l .  

une suite de réels positifs vérifiant l’inégalité : < bu: 

c) En déduire, pour tout entier n non nul, une majoration de Zn - fi en fonction de n, x1 et a .  
3) a) En décrivant pas à pas les premières étapes de l’algorithme, que dire du résultat rendu par le programme 

suivant quand on l’exécute? 

program racine-carree ; 
function rc(a,x,eps :mal) :mal ; 
begin 
if abs(x*x-a)<eps then rc :=x else begin x :=1/2*(r+a/x) ; 

rc :=rc(a,x,eps) ; 
end ; 

end ; 

begin 
ariteln(rc(2,2,le-l6)) ; 
end. 

Montrer que, lors de l’exécution du programme précédent, le nombre de comparaisons effectuées est 
inférieur ou Cgal àsix. On supposera le type real suffisamment étendu pour pouvoir manipuler des nombres 
à une précision d’au moins vingt décimales. 

b) On rappelle les inégalités : 1,4 < fi < 1 ,5 .  

Partie II. Algorithme de Newton dans C 

On se propose dans cette partie d’adapter la méthode de Newton à la recherche d’une racine carrée d’un 
nombre complexe a, c’est-à-dire d’approcher un nombre complexe dont le carré vaut a .  Dans toute cette partie 
a désigne un nombre complexe qui n’est pas un réel négatif ou nul. 
On note ‘Re(  z )  la partie réelle d’un nombre complexe z . 
1) a) Montrer qu’il existe un unique nombre complexe b de partie réelle strictement positive tel que b2 = a .  

On note P+ = {z  E ClRe ( i)  > O}. 
particulier et représenter l’ensemble des points A4 du plan dont l’affixe z est élément de P+ . 

b) Dans cette sous-question (et uniquement ici) on suppose que a = 2i. Déterminer le nombre b dans ce cas 

2) On revient au cas général (où le complexe a n’est pas un  réel négatif ou nul) et on considère l’application 

f définie pour tout nombre complexe z non nul par : f ( z )  = - 1 ( z  + 5>, 2 
Établir l’inclusion : f(P+) C P+ . 
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3) On considère la suite ( t n ) n E N  définie par la donnée de zo = a et  par la relation de récurrence : z ,+~ = f ( t , )  
pour tout entier naturel n .  

On pose également : w, = - pour tout entier naturel n. 

a) Justifier l’existence des suites (tn)nEW et (Wn)nEl. 
b) Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, Wn en fonction de wn-1, puis, pour tout entier naturel 

t, - b 
Ln + b 

n ,  w, en fonction de wo et n .  
4) Prouver la majoration : Iwo( < 1. En déduire la limite de la suite ( Z ” ) , , ~ H  . 

Partie III. Racine carrée d’une matrice. 

Dans cette partie n désigne un entier naturel au moins égal à 2.  
On note &(IR) l’espace vectoriel des matrices carrées à coefficients réels ayant n lignes et n colonnes. 
On note &,l(w) l’espace vectoriel des matrices colonnes coefficients réels ayant n lignes et une colonne. 
On munit W” de sa structure euclidienne usuelle dont on note 11.11 la norme. 
On identifie les vecteurs de R“ aux Cléments de %,1(R) de telle sorte que si t = (tl ,zz, . . . , t,) on écrira 

\In/ 

B2 7 A .  
Soit A une matrice carrée à coefficients réels. On appelle racine carrée de A toute matrice B vérifiant 

A. Quelques exemples 

1) Montrer que la matrice (: i) n’admet pas de racine carrée. 

2) On se propose, dans cette question, de généraliser le résultat de la question précédente. 
On considère l’Clément de &(El) suivant : 

O 1 O ... O 

... ... O O 

A est donc la matrice dont le coefficient en ligne i et colonne J’ est nul sauf si 1 < i < n - 1 et J’ = i + 1 
auquel cas il vaut 1. 
On suppose qu’il existe une matrice B racine carrée de A et on note g l’endomorphisme de R” ayant, dans 
!a base canonique, B pour matrice. 
a) L’endomorphisme g est-il bijectif? 
b) Prouver que Img est stable par g (c’est-à-dire que g(1mg) c Img) ,  puis que la restriction de g à Img 

est un automorphisme de Img.  
c) Que vaut g2” ? En déduire que la matrice A n’a pas de racine carrée. 

3) Donner un exemple d’Clément de &(R) possédant une infinité de racines carrées. 

B. Racine carrée d’une matrice symétrique strictement positive 
Cii note S, l’ensemble des matrices symétriques de Mi,,@). On appelle matrice symétrique strictement positive, 
tout élément de S, dont les valeurs propres sont strictement positives. On note S$ l’ensemble des matrices 
symétriques réelles strictement positives. On suppose désormais que A est un Clément de S$ . 

1) Montrer que A admet une racine carrée Symétrique réelle strictement positive. On pourra commencer par 

2) Soit B et C deux racines carrées symétriques réelles strictement positives de A .  
le cas où A est diagonale. 

a) Justifier l’existence de deux matrices P et Q inversibles et  de deux matrices diagonales D et A telles 

b) En déduire l’existence d’une matrice inversible R telle que RD2 = A2R. 
que: A =  P D ~ ~ P = Q A ~ ‘ Q .  

Établir l’égalité : R D  = A R .  On comparera les coefficients de ligne i et de colonne j (1 ,< i ,  j ,< n) de 
ces deux matrices. 

c) Conclure qu’il existe une unique racine carrée de A symétrique réelle strictement positive, qu’on notera 
A’/’. 
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Jusqu’à la fin de cett.e partie B, on note A l ,  Xz,  . . . .  A, les valeurs propres distinctes de A et,  pour tout 
entier j , 1 ,< j 6 p ,  Ej le sous-espace propre de A associé à la valeur propre X j  . 

3) Pour tout entier j tel que 1 < j 6 p et pour tout réel I ,  on pose : 

a) Montrer que la famille ( L I ,  152,. . . .  tP) est une base de l’espace vectoriel des polynômes à coefficients 

b) Montrer qu’il existe un unique polynôme P à coefficients réels de degré strictement inférieur à p tel que, 

C) i) Pour tout entier j ,  1 < j 6 p ,  et pour tout vecteur xj de E j ,  calculer P ( A ) ( x j )  et en déduire 

réels de degré strictement inférieur à p .  

pour tout entier i de {1,2,. . .  , p l ,  P(Xi) = A. 

I’égalité : P ( A ) 2  = A .  
ii) Montrer que les valeurs propres de P ( A )  sont toutes strictement positives. 
iii) Conclure à l’égdité : 

P 
A’” = 7 & ( A )  u -  

i=l 

4) Un exemple 
I considère le 

U =  

déments de N ( R )  suivants : 

1 1 . . . . . .  1 
1 1 1 ... 1 

.. ’-. 1 
1 . . . . . .  1 1 

et 

n -1 . . . . . .  -1 
-1 n -1 ... -1 

A =  
. -1 

-1 . . . . . .  -1 n 

est donc la matrice dont tous les coefficients sont “éaux à 1 et A celle mt le coefficient en ligne i et 
colonne j vaut n si i = j et -1 sinon. 
a) Déterminer les valeurs propres et  les sous-espaces propres de U et A .  
b) Exprimer A112 en fonction de A et 1, (matrice identité de M,,(R) ). 

Partie IV. Algorithme de Newton dans S:. 
r )dl~s  toute cette partie on considère un élément A de S$ et une base orthonormée ( e l ,  e 2 ,  . . .  , e n )  de R” 
formée de vecteurs propres de A ,  le vecteur propre ej. étant, pour tout entier i ,  1 < i < n ,  associé à la valeur 
propre A, (les réels X I ,  Xz, ... ,A, n’étant pas nécessairement distincts). 
1) Soit M un Clément de S$ dont ( e l ,  e2 ,  . . . .  en) est aussi une base de vecteurs propres. On note p l ,  p 2 , .  ... pn 

les valeurs propres correspondantes (i.e. Mei = p i e ; ,  pour tout entier i ,  1 Q i < n). 
1 
2 Montrer que ( e l ,  e2,  .... e n )  est encore une base de vecteurs propres de la matrice M’ = - (M + M - l A ) .  

Pcrur tout entier a ,  1 < i Q n , quelle relation existe-t-il entre la valeur propre pi de M’ Bssociée à ei et 

2 )  a) Déduire de la question précédente qu’il est possible de définir une suite (Ak)kEn d’Cléments de S,+ telle 
p i  ? 

1 
2 que : A0 = A et,  pour tout entier naturel k ,  Ak+1 = - (Ak + A i ’ A ) .  

b) Pour tout entier i ,  1 < i < n ,  on note A+ la valeur propre de Al: associée 
Étudier, pour tout entier i, 1 < i Q n, la convergence de la suite (xi ,k)kER. 

e i .  

3) On dit qu’une suite (Mk)kEa d’éléments de &(W) converge vers la matrice M de &(R) s’il existe une 
base ( E ~ , E Z ,  . . .  ,En)  de ]R” telle que, pour tout entier i ,  1 < i < n, lim llhfkEi -  ME^/( = O .  

k- +m 

Montrer que la suite (Ak)kcn  converge vers A’/’. 
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
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Dans tout le problème l'espérance d'une variable aléatoire Y sera notée E ( Y )  . 
Tous les polynômes de ce problème sont à coefficients réels. 

Pour tout entier naturel k ,  on note Ek l'espace vectoriel des polynômes de degré au plus k. 
À tout entier naturel n non nul e t  à toute suite ($0, $1,. . . , sZn) de 2n + 1 réels, on associe les applications a,, 
et S,, définies de la manière suivante : 

pour tout élénient (A, B) de En x En avec A = c aiX' et B = c bjXj  , on pose 
n n 

i = O  j = O  

n n  

I n  2n 
et, pour tout polynôme C élément de Ea,, , avec C = C ciXi, on pose Sn(C) = C C i s i .  

1) a) Vérifier que, pour tout entier naturel n ,  (Pn est une forme bilinéaire symétrique sur En x En. 
i = O  i = O  

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n ,  S,, est une forme linéaire sur Ez,, et ,  pour tout élément (A, B) 
de E,, x En, prouver l'égalité : @,,(A, B) = Sn(AB) (on commencera par considérer le cas OÙ A = X i  
et B = X I  avec O < i,j < n .  ) 



2) Deux cas particuliers 
a) Dans cette sous-question on suppose que n = 1 et so = 1, s1 et s2 étant quelconques. Pour tout Clément 

(a ,  6 )  de IR2, vérifier l’égalité : 

@ l ( a X  + b, UX + 6 )  = ( b  +  US^)' + u ’ ( s ~  - si) 

En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur les réels S I  et s2, pour que l’application 
@l soit un produit scalaire sur El x E l .  

b) Dans cette sous-question on suppose que n = 2 ,  so = 1 et s1 = s3 = O ,  s2 et s4 étant quelconques. 
Prouver que l’application @ 2 ,  associée à un tel choix de (so, SI, s2, s3, s4), est un produit scalaire sur 
E2 x E2 si et seulement si les réels s2 et s4 vérifient les conditions suivantes : s2 > O et  s4 - si > O. 

3) Deux exemples 
Dans cette question on considère un entier naturel n non nul. 
a) Dans cette sous-question, on se donne un entier naturel d non nul et  une variable aléatoire discrète 
Y ,  prenant d valeurs distinctes QI, cr2 ,  . . . , a d ,  avec les probabilités, strictement positives, respectives 
p1, p 2 , .  . ., p d ,  et on pose, pour tout entier naturel k : 

i= l  

On considère les applications an et Sn associées à ce choix de (so, S I ,  . . . , ~ 2 ~ ) .  

i) Pour tout polynôme Q de E 2 n ,  vérifier l’égalité : S n ( Q )  = C Q(a i )p i .  

ii) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur n et d ,  pour que l’application @n soit 
un produit scalaire sur En x En.  
Dans cette sous-question, on considère une variable aléatoire Y dont une densité f est continue sur 
le segment [O, 11 et nulle en dehors de [O, 11. On pose, pour tout entier naturel k ,  

d 

i=l 

b) i) 

1 
sp = lE(Yk) = [ t k f ( t ) d t  

J O  

Vérifier que l’application an,  associée à ce choix de ( S O ,  S I , .  . . , SZn), est un produit scalaire sur 
En x En. 

2) , l’application an , associée à ce 

4 )  Dans cette question on revient au cas général OÙ on considère un entier naturel n non nul, une suite 

1 1  ii) Montrer que, dans le cas OÙ ( S O ,  s i , .  . . , sgn)  = 
choix, est un produit scalaire sur En x E n .  

(SO, S I , .  . . , szn) de 2n + 1 réels et  les applications @,, et Sn associées à cette suite. 
On admet le résultat suivant : tout polynôme P peut s’écrire sous la forme 

r 1 

où r et 1 sont des entiers naturels (avec la convention que si r ou 1 est nul, le produit correspondant 
vaut l ) ,  où X est un réel, où, si r est non nul, cl, C2, . . . , cr sont les racines réelles distinctes de P ,  de 
multiplicités respectives ml,  mz,. . . , m,,  et où, si 1 est non nul, b l ,  b 2 , .  . . ,br ,  c l ,  C Z , .  . . ,cl sont des réels 
vérifiant b: - 4cj < O pour tout entier j tel que 1 < j < 1.  

Un polynôme non nul P ,  à coefficients réels, est dit positif si, pour tout réel z, P(z )  2 O .  
a) Montrer que la multiplicité d’une racine réelle d’un polynôme positif est paire. 
b) Montrer que tout polynôme P positif de degré 2 est somme de deux carrés de polynômes, c’est-à-dire 

qu’il existe un couple ( A ,  B )  de polynômes, tel que P = A’ + B’ . 



c) En remarquant que, si A, B ,  C, D sont quatre polynômes, on a : 

(A2 + B2)(C2 + D 2 )  = ( A C  + BD)2 + ( A D  - BC)? 

montrer que tout polynôme positif est somme de deux carrés de polynômes. 

Clément de En , on a : Sn( P )  > O. 
d) Montrer que an est un produit scalaire sur En x En si et seulement si, pour tout polynôme P positif, 

5) Dans cette question on suppose que n = 2 et (so, s1,s2,s3,s4)  = (1, ;, ;, $, f > .  

a) À l’aide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, construire, à partir de la base (1, X ,  X 2 ) ,  une base 

b) Pour tous ( 0 0 ,  a l ,  a2) et (bo ,  b l ,  b z )  , éléments de B 3 ,  vérifier l’égalité : 
orthonormale de E2 pour le produit scalaire cQ2. 

o Ù A = ( ~ ~ ) , B = ( ~ ~ )  e t M = ( 1 ; 2  1/2 1/3 1/3 1/4 ) .  
1/3 1/4 1/5 

c) Déterminer une matrice T triangulaire telle que : ‘ T M T  = 13 (13 désignant la matrice identité d’ordre 3) .  
6) Jusqu’à la fin du problème, on considère un entier naturel n non nul, une suite (so, S I , .  . . , SZn), de premier 

terme so = 1 ,  telle que Qn soit un produit scalaire sur En x En, et on note (PO,  P i , .  . . , Pn) la base 
orthonormale de En pour le produit scalaire @,, obtenue, par le procédé de Schmidt, à partir de la base 
(1 ,  X ,  . . . , X ” ) ,  le polynôme pi étant de degré i pour tout entier i compris entre O et n. 
a) En considérant le nombre an( Pn , 1) , prouver que le polynôme Pn ne peut pas garder un signe fixe sur W. 

b) On note ( Y I ,  a2, . . . , a k  les racines réeues de P,, de multiplicité impaire. hlontrer que Pn s’&rit sous la 
En déduire que Pn possède au moins une racine réelle de multiplicité impaire. 

k 

forme, Pn = EQ n ( X  - ai) ,  où E est élément de {-1,1} et Q est un polynôme positif de E n .  

En considérant le nombre @,, (Pn , E n ( X  - ai))  , montrer que k = n. 

i=l  
k 

i= 1 

7) On note al ,  a2,. . . , a, les n racines du polynôme Pn , réelles et distinctes deux à deux selon la question 
précédente. 

x-ai Pour tout élénient k de ( 1 ~ 2 , .  . . , n}, on note Lk le polynôme Lk = n -. 
Ck’k - ai 

i=  1 
i# k 

a) Montrer que ( L I ,  La,. . . , Ln) est une base de En-l et, pour tout polynôme R de En-l ,justifier l’égalité : 
n n 

R = c R ( a i ) L i .  En déduire c L i .  
i = l  i = l  

b) Soit A un polynôme, élénient de Ea,,-l. 
i) Justifier l’existence d’un couple (Q, R) élément de En-l x En-l tel que A = Pn& + R .  

ii) Vérifier que & ( A )  = S n ( R ) ,  puis que Sn(A) = C A ( a i ) S n ( L i ) .  
n 

i= 1 

c) Pour tout élément k de { 1 , 2 , .  . . , n}, on pose p k  = Sn(Lk).  
n 

Vérifier que C p k  = 1 et, en considérant S n ( L f ) ,  montrer que P k  > O .  

{ O ,  1 , .  . . ,2n - 11, S k  = E(Y’)) .  

k = l  
d) Déduire de ce qui précède qu’il existe une variable aléatoire discrète Y vérifiant, pour tout Clément k de 

e) Déterminer la loi d’une telle variable aléatoire, dans le cas où n = 2 et (SO, S I ,  s2, s3, s4) = (1, - - - -) 1 1 1 1  
2 ’ 3 ’ 4 ’ 5  ’ 
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
raisonnements entreront pour une part importante dans 1 'appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 
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Les parties III et IV sont independantes des parties 1 et II. 

Partie 1 
On considbre la fonction indéfiniment dBrivable cp définie, pour tout r&l x de [O, 11, par : cp(z) = -- 1 

1) Pour tout réel x de [O, 1[ et tout entier naturel n, Btablir 1'BgalitB : 

cp(")(z) = - (2n)! (1 - x)-w 
4" n! 

où p(") désigne la dérivée n-ième de cp (avec, en particulier, cp(O) = cp). 

2) Pour tout entier naturel n et tout réel x de [O, 1[, justifier I'Bgalité suivante : 

3) a) Pour tout entier naturel n, prouver l'inégalité : c;:,!, < 4n+l. 
x - t  
1 - t  b) Pour tout couple (t, z) de réels tel que O < t < x < 1, vérifier les inégalités : O < - < 2 .  

c) En déduire que, pour tout réel x de [O, 1[, on a : 

4) Pour tout réel z de [O, 1 [, démontrer l'égalité : 

+m k 
-- 1 c2k x k  - -ET- k=O 



Partie II 

On se donne un espace probabilisé (a, B, P).  Sur cet espace, on considère une suite (Xn)nEH~ de variables 
aléatoires indépendantes et  de même loi que XI, cette loi étant définie par 

1 
2 

P([X, = 11) = P ( [ X ,  = -11) = - 

n 

k = l  
On pose So = O et,  pour tout entier naturel n non nul, S, = C x k  = XI + Xz + . . . + X ,  . 

Par exemple, Sn pourrait représenter l’abscisse (aléatoire) au temps n d t n e  particule se déplaçant sur un axe 
e t  partie de l’origine au temps O ,  qui saute à chaque instant d’une unité à gauche ou d’une unité à droite avec 

une égale probabilité. 

On note Min R le plus petit é16ment d’une partie non vide R de N. 
On pose aussi, pour tout élément w de 0, & = { n E N*;S,(w) = O }  et T(w) = 

On admet que T est une variable aléatoire. 
Ainsi T pourrait être le temps  d’attente (aléatoire) du premier retour à 1 ’origine de la particule évoquée plus 
haut. 
Pour tout entier naturel n, on note En l’événement En = [T > n] U [T = O ] .  

1) Soit n un entier naturel non nul. On pose An = [S, = O]  et, pour tout entier naturel k tel que O < k 6 n-1, 

{ Min& si R, # 0. 
O si R, = O .  

Ainsi, pour tout entier k tel que O 6 k 6 n,  A k  serait d’événement : 
( (Pour la dernière fois avant l’instant n la particule est à l’origine à l’instant k )). 
a) Pour tout entier Ic tel que O 6 k 6 n,  justifier l’égalité suivante : 

b) En déduire l’égalité : 
n 

1 = p (  [ s k  = O]) p ( E n - k )  
k=O 

On admet que, si deux suites (%),E~ et ( b n ) n E l ,  à termes positifs ou nuls, sont telles que les dries 

de termes généraux a, et b, convergent, alors en posant, pour tout entier naturel n,  c, = x a k b n - k ,  

la série de terme général çl converge et  sa somme vérifie : 

n 

k=O 

2) Pour tout réel x de [O, 1 [, établir l’égalité : 

3) a) Pour tout entier naturel n,  calculer P([S, = O ] ) .  
b) À l’aide de la partie 1, en déduire que, pour tout réel 2 de [ O ,  1[, on a : 

P(En)xn = 
n=O 

c) En remarquant que l’événement [T = O ]  est inclus dans E, pour tout entier naturel n, montrer qu’on 
a :  P([T=O])=O. 
Ainsi, presque sûrement, la particule citee en exemple, revient à l’origine. 



Partie III 

On considhre dans cette partie une suite réelle ( a k ) k E W  telle que, pour tout réel z de [O, 1[, la série de terme 

général a k X k  converge. Pour tout réel z de [O,  1[, on note f(z) = C U k Z k  et l’on suppose que : 
+a, 

k=O 

1) a) Pour tout entier naturel p ,  déterminer : lim (JE 2 U k X  
”21 

k =Il .. - 
+w e-(P+l)t 

b) Pour tout entier naturel p ,  justifier la convergence de l’intégrale 1 7 -  dt , 
et, en utilisant le changement de variable u = d m ,  calculer sa valeur. 

c) En déduire l’égalité : 

2) Montrer que, pour toute application polynomiale réelle Q, on a : 

3 )  Soit h la fonction définie, pour tout réel z de [O, 1[, par : 

h(x)  = 

- h(e-t )  dt et donner sa valeur. L+w 2 a) Justifier la convergence de l’intégrale 

b) Soit z un réel de [O, l[. En déterminant la valeur de h(xk)  pour k assez grand, justifier la convergence 
de la série de terme général akzkh(zk) .  

4) On admet l’égalité : 

En utilisant ce résultat pour z = e - 6 ,  en déduire que, lorsque l’entier naturel n tenc vers l’infin 

est équivalent à 2f i .  

Partie IV 

2 . k  
k=O 

On considère une suite ( a n ) n E ~  d6croissante de réels positifs ou nuls et, pour tout entier naturel n, on 
pose : 

n 

k=O 

On fait l’hypothèse que, lorsque n tend vers +CO, Sn est équivalent à 2fi. On va montrer qu’alors a, est 

équivalent à - . 

On notera [zJ la partie entière d’un réel z. 

1) Soit (a, p) un couple de nombres réels vérifiant : O < Q < 1 < /3. Pour tout entier naturel n tel que 

1 
fi 

n # [anJ et n # [PnJ , justifier l’encadrement : 



n Slr nJ 
LrnJ J5i 2) a) Soit y un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes généraux - et -. 

b) Soit E un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel n assez grand, on a : 

3) En deduire qu’on a : lim fian = 1 .  
n-++oo 

Partie V 

1 )  a) À l’aide des résultats obtenus dans les parties prkcédentes déterminer, quand l’entier naturel n tend vers 
n 

l’infini, un équivalent de P(T > k) . 
b) En deduire un équivalent de P(T > n) . 

2 )  La variable aleatoire T possMe-belle une esphance? 
3) Pour tout d e l  2 de [O, 11, prouver l’6galit6 : 

k=O 

+O0 c P([T = n])  zn = 1 - Jc7 
n=O 

4 )  Soit n un entier naturel. 
a) Donner le développement limité au voisinage de O 8; l’ordre n de la fonction u + m. 
b) En deduire le dkveloppement limité au voisinage de O,  B l’ordre 2 n  de la fonction z -+ 1 - d-. 
c) Montrer que, au voisinage de O on a aussi : 

&=O 

d) En deduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a 

1 G n  P([T = 2n] )  = - . - 
2 n - 1  4” 

On rappelle qu’il y a unicité du développement limité, au voisinage de O ,  B l’ordre 2n d’une fonction. 

MinR: si R: # 0. 
R: = {n E N*;n  > ~ ( w )  et sn(w) = O} et ~ 2 ( w )  = 

si R: = 8. 

Pour tout élément w de 52 ,  on pose : 

On admet que T2 est une variable albatoire. 
Ainsi T2 pourrait être le temps d’attente (aléatoire) du deuxième retour Ci l’origine de la particule. 

5) a) Pour tout entier naturel n non nul, démontrer l’égalité : 

n 

P([T2 = 2n]) = C P ( [ T  = 2kJ) P([T = 2n - 2kJ) 
k=O 

b) En déduire la valeur de P([T2 = O ] )  puis, pour tout réel 2 de [O, 11, I’égalité : 

+m 

n=O 

6) Déterminer la loi de T2. 



!A! 
CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS 

DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT 
Direction des Admissions et Concours 

E.S.C.P. - E.A.P. 

CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIkES 

OPTION SCIENTIFIQUE 

MATHEMATIQUES 1 

Jeudi 10 Mai 2001, de 8h. à 12h. 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 
Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; l’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel 
électronique est interdite. 
Seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

L’objet du problème est l’étude, dans certains cas, des sous-espaces stables par un endomorphisme d’un espace 
vectoriel. 

Dans tout le problème, on considère un entier naturel n non nul et on note E le R-espace vectoriel IF. On 
note 0~ le vecteur nul de E et IdE I’endomorphisme identité de E. On dira qu’un sous-espace vectoriel F de 
E est stable par un endomorphisme f de E (ou que f laisse stable F) si l’inclusion f(F) c F est vérifiée. 
On observera que le sous-espace vectoriel réduit à (0~) et E lui-même sont stables par tout endomorphisme 
de E. 
On note W[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et, pour tout entier naturel k , on note Il& [X] 
le sous-espace vectoriel formé par les éléments de lR[X] qui sont de degré inférieur ou égal à k. 
Si f est un endomorphisme de E on pose f” = Id E, f’=f, f2=fof, f3=fofof,etc. 

Si f est un endomorphisme de E et si P = 2 akXk est un élément de W[X] , on rappelle qu’on note P(f) 
k=O 

l’endomorphisme de E égal à P(f) = 2 ak f k. 
k=O 

Partie 1 Préliminaires 

Soit f un endomorphisme de E. 
1) Soit P un élément de R[X] . Montrer que le sous-espace vectoriel Ker P(f) est stable par f . 

2) a) Montrer que les droites de E stables par f sont exactement celles qui sont engendrées par un vecteur 
propre de l’endomorphisme f . 

b) On note B = (ei , e2, es) la base canonique de R3 et on considère l’endomorphisme g de W3 dont la 
matrice dans la base B est 

Déterminer (en en donnant une base) les droites de R3 stables par g. 

1/4 



3) Soit p un entier naturel non nul. 

a) Si Fi,... , Fp sont p sous-espaces vectoriels de E stables par f , montrer qu’alors la somme 5 Fk est 
k=l 

un sous-espace vectoriel stable par f . 

b) Si Xl,... , A, sont p valeurs propres de f et si ni, . . . , nP sont p entiers naturels montrer qu’alors la 

somme 2 Ker(f - & IdE)“’ est stable par f . 
k=l 

4) a) Soit X un réel. Vérifier que les sous-espaces vectoriels de E stables par un endomorphisme f sont 
exactement ceux qui sont stables par l’endomorphisme f - X IdE . 

b) Quel lien y-a-t-il entre les sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme f et ceux qui sont stables 
par l’endomorphisme f2 ? 

c) Quel lien y-a-t-il entre les sous-espaces vectoriels stables par un automorphisme f et ceux qui sont stables 
par l’endomorphisme f-i ? 

d) Que dire d’un endomorphisme de E laissant stable tout sous-espace vectoriel de E ? 

e) Donner un exemple d’endomorphisme de R2 ne laissant stable que le sous-espace vectoriel réduit au 
vecteur nul et l’espace IR2. 

5) a) On rappelle qu’une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans JR et qu’un hyperplan 
de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n - 1. 
Montrer que les hyperplans de E sont exactement les noyaux de formes linéaires non nulles sur E. On 
pourra compléter une base d’un hyperplan en une base de E. 

b) Soit cp une forme linéaire non nulle sur E et H = Ker cp. 
i) Montrer que l’hyperplan H est stable par f si et seulement si il existe un élément X de B vérifiant 

l’égalité : cp 0 f F Xv. 
ii) On note A la matrice de f relativement à la base canonique de E et L la matrice (ligne) de cp 

relativement aux bases canoniques de E et B. 
Montrer que l’hyperplan H est stable par f si et seulement si il existe un réel X vérifiant l’égalité : 
tAtL = XtL. 

c) Déterminer (en en donnant une base) les plans de R3 stables par I’endomorphisme g défini à la question 2). 

Partie II Le cas où l’endomorphisme est diagonalisable 

Dans cette partie, on considère un endomorphisme f de E diagonalisable et on note Xl,. . . , A, ses valeurs 
propres distinctes et El,. . . , Ep les sous-espaces propres correspondants. 

1) Que dire des sous-espaces vectoriels de E stables par f si p = 1 ? 

2) On suppose l’entier p au moins égal à 2. On considère un sous-espace vectoriel F de E stable par f et un 
élément x de F. 

P P 

a) Justifier l’existence d’un unique élément (xi, x2, . . . , xP) de n Ek vérifiant l’égalité : x = c xk . 
k=l k=l 

b) Montrer que le vecteur c(& - xi) zk est élément de F. 
k=2 

c) Montrer que les vecteurs xi, . . . , xP sont tous dans F. 

3) Déduire de la question précédente que les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont exactement les 
P 

sous-espaces vectoriels de la forme c Fk où, pour tout entier k vérifiant les inégalités 1 < k < p, Fk est 
k=l 

un sous-espace vectoriel de Ek . 

4) Montrer que l’endomorphisme induit par f sur l’un de ses sous-espaces vectoriels stables F est un 
endomorphisme diagonalisable de F. 

5) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les valeurs propres de f pour que E possède un 
nombre fini de sous-espaces vectoriels stables par f . Quel est alors ce nombre ? 
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Partie III Le cas où l’endomorphisme est nilpotent d’ordre n 

1) On note D l’endomorphisme de R,-i [X] qui à tout polynôme P associe son polynôme dérivé P’ _ 
a) Vérifier que Dn est l’endomorphisme nul et que D”-l ne l’est pas. 

b) Vérifier que les sous-espaces vectoriels de lF&-I[X] stables par D sont, en dehors du sous-espace vectoriel 
réduit au polynôme nul, les n sous-espaces vectoriels suivants : &,[X], Iwr[X] . . . , IF&-i [Xl. 

2) On note 0 l’endomorphisme nul de E et on considère un endomorphisme f de E nilpotent d’ordre n 
c’est-à-dire vérifiant les conditions : f n = 0 et f”-l # 0. 

I 
a) Etablir qu’il existe une base B = (ei, ez, . . . , e,) de E dans laquelle la matrice A de f est 

A est donc la matrice dont le coefficient de la ligne i et de la colonne 
si j = i + 1 et 0 sinon. 

b) Montrer que la matrice A est semblable à la matrice B suivante 

0 1 0 . . . 0 

0 0 2 . . . ! 

j 6 n) vaut 1 

B est donc la matrice dont le coefficient de la ligne i et de la colonne j (1 < i < n, 1 < j < n) vaut i si 
j = 1; + 1 et 0 sinon. 

c) Déterminer (en en donnant une base) les sous-espaces vectoriels de E stables par f. 

Partie IV Le cas où l’endomorphisme est nilpotent d’ordre 2 

Dans cette partie on considère un endomorphisme f de E nilpotent d’ordre 2 c’est à dire un endomorphisme 
non nul de E tel que f of est l’endomorphisme nul. 

1) On considère un sous-espace vectoriel F2 de E vérifiant F2 n Ker f = (0~). 

a) Justifier l’inclusion : f(F2) c Ker f . 

b) On considère de plus un sous-espace vectoriel FI de Ker f contenant f(F2). Montrer que la somme 
FI + F2 est directe et que c’est un sous-espace vectoriel de E stable par f . 

c) Étant donné A, B, C trois sous-espaces vectoriels de E, établir l’inclusion : (AfC)+(BnC) c (A+B)flC. 
A-t-on nécessairement l’égalité ? 

d) Déterminer l’intersection (FI + F2) IT Ker f . 

2) Réciproquement on considère un sous-espace vectoriel F de E stable par f . On pose FI = F n Ker f et on 
considère un sous-espace vectoriel Fz supplémentaire de Fi dans F. 

Vérifier l’inclusion f(F) c Ker f et prouver que l’intersection Fz n Ker f est réduite au vecteur nul. 

3) Dans cette question, on suppose que l’entier n est égal à 4 (i.e. E = W4) et on considère l’endomorphisme 
h de E dont la matrice dans la base canonique B = (ei, e2, ea, e4) de IFL4 est la matrice M suivante 

1 1 0 0 

M= 0100 

t 1 

0 0 2 1 
0 0 0 2 

a) Vérifier que les sous-espaces vectoriels Gi = Ker(h - Id)2 et G2 = Ker(h - 2 Id)2 sont supplémentaires. 

b) Montrer que les sous-espaces vectoriels stables par h sont exactement les sommes Hi + Hz où Hi 
(resp. Hz) est un sous-espace vectoriel de Gi (resp. G2) stable par h. 

c) Déterminer (en en donnant une base) les sous-espaces vectoriels de E stables par h. 
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Partie V Existence d’un plan stable par un endomorphisme 

Soit f un endomorphisme non nul de E. 

1) Justifier l’existence d’un polynôme non nul à coefficients réels annulant f . 

On note A4 un polynôme non nul à coefficients réels de plus bas degré annulant f 
On observera que M n’est pas constant. 

2) Dans cette question, on suppose que le polynôme M n’a pas de racine réelle et on note z l’une de ses 
racines complexes. 

a) Vérifier que le conjugué de z est aussi racine de M et en déduire qu’il existe un polynôme du second 
degré à coefficients réels noté -X2 + bX + c qui divise M. 

b) Montrer que l’endomorphisme f* + bf + CI~E n’est pas injectif. 

c) En déduire qu’il existe un plan de E stable par f . 

3) Dans cette question, on suppose qu’il existe un réel A, un réel a non nul et un entier p au moins égal 
à 2 vérifiant l’égalité : M = a(X - X)P . On pose g = f - X IdE . 

a) Montrer qu’il existe un vecteur IC de E tel que la famille (z,g(z), . . . ,g(P-l)(s)) est libre. 

b) En déduire qu’il existe un plan de E stable par f. 

4) Montrer que, dans tous les cas, il existe un plan de E stable par f . 
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OPTION SCIENTIFIQUE 

MATHEMATIQUES 1 

Mardi 14 Mai 2002, de 8 h. à 12 h. 

LLI pr&entution, In lisibilitt;, 1 ‘orthogruphe, In qualité! de ILI rt;duction, la clurté et la précision des 
ruisonnements entreront pour une part importunte duns 1 ‘apprécicltion des copies. 
Les cundiduts sont invita ù encadrer dans lu meswe du possible les részrltuts de leurs calculs. 
Ils ne doiventjbire uscrye ti’rrucun document ; l’utilisation de toute calculutrice et de tout mutériel éirctronique 
est interdite. 
Seule 1 ‘utilisution d’une &gle graduée est clutorisée. 

Dans tout le problème, 71 désigne un entier supérieur ou égal à 2. 

s 

1 

On considère une fonction réelle f de classe C” sur [-1, 11, et on note I(f) l’intégrale : -1 f(x) dz. 

Pour tout entier naturel k non nul , on pose : 

i$lk(f) = z,s~~l, jf’“‘(x)l, où fck) désigne la dérivée d’ordre k de f. 

Les polynômes considérés sont A coefficients réels, et on confond polynôme et fonction polynomiale associée. 
Pour tout entier naturel m, on note IR,[X] le JR-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à m. 

On rappelle que si ~1, ~2,. . , Tu sont des racines Selles distinctes d’un polynôme P, avec des multiplicités 

respectives Ici, k2, . , k, , alors il existe un polynôme Q tel que P = Q fi(S - T,)~%. 
a=1 

Enfin, CL~, aj, , a, désignent n réels deux à deux distincts de [-1, 11, et on note A, le polynôme : 

A, = n(X -G) 
i=l 

L’objet de ce problème est l’approximation de I(f) par des intégrales de fonctions polynomiales. 

Préliminaire 

1) Énoncer le théorème de Rolle. 
2) Soit g une fonction de classe C” sur [-1, 11, s’annulant en n + 1 points distincts de [-1, l] 

a) Montrer que la dérivée de g s’annule en au moins ‘n points distincts de ] - 1, l[. 
b) Montrer qu’il existe un réel c de ] - 1, l[ tel que g(“)(c) = 0. 



Partie 1 

Dans cette partie, on va proposer comme valeur approchée de I(f) 1 a valeur de l’intégrale obtenue en remplaçant 

la fonction f  par la fonction poiynomiale de degré inférieur ou égal à n - 1, introduke ci-dessous, qui coïncide 
avec f  sur chacun des points a,. 

Pour tout entier i de { 1.2,. . n}! on note L, le polynôme : L, = n (x _ akj, ,xeIl.. Y ,/.--ni j; :“,b .- “)i’ 

kE(1.2. .,IL) 
CU ; ? d- 

kil 

Parexernple,si IL = 3, U1 = -1. CL? = O,et Us = l.alOlX: Li = S(S-1). .L- = (.Y-l)(S+l), Lx = S(.Y+l). 

1) a) Vérifier que, pour tous entiers 1 et 3 de {l, 2. ni, le réel L, (u,] est nul lorsque i est diffkrent de J, et. 

est non IlUi lOrsqUe i est @il ti J. 
bj Montrer qu’il existe ull unique polynôme. que l’on note Pr, de degré inférieur ou ekal à n - 1, tel que, ,. ._il--_- .- --_ II 

pour tout entier j de (1. 3. , n}. on a l’égalité Pf(aJ) = f(a3), et que ce polynôme est donné par 

la formule : 

3) Pour tout entier i de (1.3. : n}! on pose : à, 

J 
1 

Montrer que : Pf(-c) d.c = 2 &~(CL~). 
-1 I=l 

1 

Dans totie la suite, on note : JTl(f) = 
s 

Pr(x) d.z = 2 &f(n,). 
-1 t=l 

3) Que peut-on dire de I(f) et J,(f) lorsque f  est une fonction polynomiale de degré inférieur ou Pgal à R - 1 ? 

4) Soit L un élément fixé de j-1, 11, distinct de chacun des Gels uz. 
a) Justifier l’existence d’un réel X vérifiant l’égalité : f(x) - Pr(x) - X&(x) = U 
On note lnaintenant yx l’application qui à tout Gel t de i-1. lj associe : 

yx(?) = f(f) - PJ(f) - x‘&,(t) 

b) Calculer gx(a,) pour chaque entier i de (1.2.. . n}. 

c) ~lontrer qu’il existe un réel c de ] - 1, 11 tel que yxl(c) = ù < puis établir l’tgalitb : 

A = f’“‘k) 
71 ! 

5) En déduire que, pour tout réel 1: de [-l,l]: If(z) - Pf(x)l 6 

puis établir l’inégalité : 

6) Étude d’un cas particulier 

Dans cette quest.ion, on suppose que a1 = -1. a,, = 1 et que u,~, ~2.. , u,, sont répartis régulièrement, 
2(i - 1) 

c’est-à-dire que. pour touez entier i de { 1.2. rx}~ on a : a, = -1 + n-l 

a) Soit k un entier tel que 1 6 k 6 n - 1 et soit z un réel de jak, CL~-~]. Justifier I‘inégalitG : 

I-d,(z) j 6 (A)” k! (n - k)! 

b) En déduire que. pour tout réel L de [-1.11; on a : !.-L,(s) 1 6 (5)” (P - ij!. 

c) On admet que. quand l’entier naturel p tend xwb l‘infini. on a l’équivalence suivanw : p! w Pr-- -v, 27lp , 

Montrer que, si l‘entier 17 est assez grand, 011 a. pour tout. Gel .z de [ -1. Ij. la majoration : 
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Partie II 

Dans cette partie, on ta proposer comme \,aieur approchée de _i( f) la i-a!eur de 1 ‘in@-aie obtenue en remplaçant 
la fonction f par une certaine fonction poiynonliaie de degré infkieur ou égal à j& - ïJ qui réalise une 
approximation de f  pius he que ia fOIIc~ioJJ po~ynomiale de ia partie précédente. 

Pour tout polynSme 8. on suce (2’ le pol)m3me dbrivé de Q 

1) On considère I’applicatioii T de nt~,~~~[S] dans IR’” définie par : 

Montrer que T est injectivr (on rappeile qu’un r&l u est racine au moins double 3 ‘un pof~vr~~me Q si et 
seulement si &(u) = (2’(n) = 0). En déduire que T est bijective. 
Utiliser la quest,ion prkédrnte pour nlollcrer qlu’il existe un unique polynôlne, noté QI, de de@ inférieur 
OU égal à %IL - 1, tel que. pour tout entier 1 de { 1, 2. , n} : 

Qf(q) = f(aJ) et Q;C!4 = i’((l,) 

(on ne delnande pas d’expliciter Qf) 

J 
1 

hIJS tOUtf? kI Suite, OJI JJOtt? : r<,(j) = Q,(.L-) dz. 
-1 

2) Que peut-ou dire de I(f) et ILil lorsque J est lune fonction polyncm~iale de degré inférieur ou égal à 2n- 1 ‘? 

3) Par une méthode analoglle h celle de la partie prkédente. on pourrait démontrer. et on admettra, la 
majoration : 

Que vaut le pulynkw QI lorsque f est la follctioI1 polynomiale ;c - ,-I:(X) ‘i 
Montrer que. dans ce cas. l’irkgalité précbdente est une égalitt. 

4) Soit @ l’application définie sur &[.Y] x R,, [.Y] par : 

.i 

1 
‘V(I’, Qj E R,LjS] x IR,, /.Y]. @(P> Q) = -1 P(.z)Q(.c) d.z 

Montrer que @ est un produit scalaire. ,._ 

5) L’espace vectoriel IF&[S] est maintenant muni de ce produit scalaire. 
aj Justifier l’existence d’usé polynôme L- de degré au plus n - 1 verifiant : Qf - Pr = &b’. 

En déduire que si le polynôme --In. est orthogonal à tout polyrlinle de l&-l[-iir], alors I{,,(f) = Jn(f). 
h) Inversement. si le polynôme A,, n’est pas orthogonal A tout polyni~~e de IF&-.i IX]. montrer qu’il existe 

une fonction f telle que I<,,(f) f Jn(f). 

Partie III 

Dans wtte partie. l‘espace rzctoriel R,, /A’] est toujours muni du produit scalaire @ introduit dans 1I.J). 

On note R, l’image du polyn?me S” par la projection orthogonale sur le sous espace-vectoriel RL-,[X), et 
on pose : .5,, = . Y” - R,,. -1insi. Si, est orthogonal à tout polynôme de III,,- 1 [,Y] et X” = R,, + S,. 

1) EJI se piayant datls le cas particuiirr oi~ rl = 13. dkternliner s:s. 

2) On revie!lt dkormais a~u CU g&néral. 

a) Détermiller- le degrt et le coeFîcienL dolGllaI;t de S,, 

J 

.1 
b) Justifier I’épalitG : SIL(.L-) !i.C = u. 

En déduire que le po!~môme SF, admet au moins une racine dans j - 1; 1[ 
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3) On se propose de montrer que S, admet exactement n racines réelles distinctes dans l’intervalle ] - 1, l[. 

a) On suppme qu’il existe un réel (I et un polynôme Q tels que S,, = (X - Q)~&. 
Aboutir à une contradiction en considérant le signe de S,Q et la valeur de a($, Q). 
En déduire que toutes les racines réelles de S,, sont simples. 

b) Soit p le nombre de racines distinctes de S,, qui appartiennent à ] - 1, l[, et soient ~XI, a~, . . . cyp ces racines. 
On définit le polynôme : 

u = fi,, -a,) 
i=l 

Montrer que le polynôme S,,lJ est de signe constant sur [-1, 11, et en déduire, en considérant a($, U), 
que p n’est pas inférieur ou égal à n - 1. 
Conclure que S,, admet exactement n racines réelles distinctes al, a?> . , QI, dans ] - 1,1[, et que : 

s, = J&Y - ckj) 
j=l 

Dans toute fa suite du problème, on suppose que (ul, u2,. . , a,) = (ai, 02,. . , ~y,), et on conserve toutes les 
notations précédentes. En particulier, on a maintenant A, = S,,, et, avec les réels SI,&,. . ,6, introduits dans 

J 
1 

la partie 1, (et qui sont indépendants de f), on note toujours J,,(f) = 
-1 

Pf(x) dz = 2 G,f(cu,). 
a=1 

4) En utilisant les résultats de la partie II, montrer que : 

Il(f) - JnW 6 3 s’ S;(x) dz 
1 

5) En se plaçant à nouveau dans le cas particulier où n = 3, montrer que : 

J3C.f) = f (5f(-6) + SU) i- 5@)) 

6) Étude des réels ~1, ~2,. , a, et 61,52,. ,6, 

a) En considérant Jn(f) lorsque f est constante &ale & 2, donner la valeur de 61 + 62 + . . + àn . 
b) Pour chaque entier j de {1,2,. , n}, montrer, en considérant la valeur de Jn(f) lorsque f est la fonction 

polynomiale 2 h-4 L;(x), que bj est positif. 
c) On suppose dans cette question que les racines de S,, sont numérotées par ordre croissant, c’est-à-dire : 

cxl<cq<...<cu, 
Justifier que Sn(--X) = (-l)“&(X). 
En déduire que les réels CY~, ~2, . , cy, sont répartis sym&riquement par rapport à 0, autrement dit que 
pour tout entier i de {1,2,. . . , n}, on a l’égalité : a,,+~-, = -a,. 
En conclure que, pour tout entier j de {1,2,. . , n}, on a l’égalité : 6,+1-j = 6, 

1 

7) Majoration de S;(x) dx 
J-l 

a) IMontrer que pour tout polynôme P de degré n et de coefficient dominant 1, on a l’inégalité : 

/ 

1 

S;(x) dx 6 
-1 s 

1 

P2(x) dx 
-1 

b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul k, il existe un polynôme Tk de degré k et 
de coefficient dominant 1 tel que, pour tout réel 0 : cos(k0) = ti!“-‘Tk(Cos 0). 
En déduire la majoration : 

J 
1 

-1 
s,%) dx 6 + 
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