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Durée : 4 heyres

Dans ce probléme, toutes les fonctions envisagées sont des

fonctions d'une variasble réelle x & valeurs dans R.

Soit F une telle fonction ; on note, si ces limites existent
F(x + 0) = Lim F(x + h)

h+0
F(x - 0) = Lim F(x - h)

h+O

la notation h+0O signifiant que h tend vers z&ro par valeurs
positives. On rappelle qu'une fonction F, définie au point x, est

continue & gauche en x si et seulement si : F(x) = F(x - 0).

PARTIE T

©n considére la fonction F définie par :
s Tixy =0 X < a
{ X
F(x) = g a<xg<b
x? .
F(x) = 37 b<xge
16
F(x) =1 c < x

a, b, ¢ étant trois nombres réels satisfaisant & :

a<bcec.

1/ a) Montrer que, quels que soient &, b et ¢, F est continue & gauche

sur R.
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b) A quelles conditions doivent satisfaire a, b, ¢ pour que F soit
continue pour toutes valeurs de x ? Est-elle dérivable quel gque

soit x ?

2/ Déterminer les conditions sur a, b, c, pour que F soit non-décrois-
sante ; montrer que, si ces conditions sont réalis€es, F peut alors
8tre considérée comme la fonction de répartition d'une variable

aléatoire X : F(x) = P(X < x)

PARTIE II.
Dans cette seconde partie, on pose a =0 , b =2, ¢ = L.

On note X la varisble aléatoire syant F pour fonction de répartition.

1/ Etudier la fonction F et tracer sa représentation graphique.
2/ Etudier la fonction F' dérivée de F par rapport & x.

3/ En désignant par Fé la dérivée i gauche de F, définie quel que soit

X, on note f la fonction telle que

f{x) = F'(x) en toute valewr x o F' est définie

f(x)

Fé(x) pour toute valeur X; ol F' n'est pas définie.

Montrer que f est continue a4 gauche, qu'elle est intéggable sur

tout intervalle fermé de R et que F(x) = * £(t) at ij * £(t) dat.
A —o

La fonction f apparailt ainsi, et on 1l'admettra, comme la fonction

de densité de la varisble aléatoire X.

4/ Calculer l'espérance mathématique E(X) ‘et la variance V(X) de X.

5/ a) Etudier la variation de la fonction G de la varisble u définie

dens R par : u
G(u) =~I‘ 0 - P(x)] ax

()
b) Montrer qu'il existe une valeur u, que l'cn précisera, telle
que G(u) = E(X) pour u 2 u_.

o-./l.o
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PARTIE III
On suppose dans cette troisiéme partie que a, b, c, satisfont

- aux conditions :

0<a<hb
2<b<c<h

On note {xi} l'ensemble des points x, de discontinuité de la

fonction F et p = F(xi +0) - F(xi - 0) le saut de la fonction F au
:
point de discontinuité X,

1/ &) Expliciter les €léments de l'ensemble {xi} .

b) Calculer toutes les valeurs P,
i

2/ Soit ® la fonction définie par o©(x) = 3 p_,
x;<x X5

la sommation étant étendue & tous les points de discontinuité de F
strictement inférieurs 4 x.
Etudier la fonction @ et tracer sa représentation graphique (on pour-

ra,pour ce tracé seulement,choisir a =1, b= 2,5, ¢ = 3).

3/ On note ¥ la fonction Y¥=F -0O.

a) Montrer que la fonction ¥ est continue et non-décroissante.

b) Pour quelles valeurs de x, ¥ n'est-elle pas dérivable ?

4/ Soit @ = Lim @®(x) et B = Lim ¥(x).
X+t X+

a) Montrer que a € 1 et B < 1,
b} Quelle relation existe—-t-il entre o et B ?

5/ a) Montrer que 1l'on peut trouver deux fonctions de répartition
1l'une Fd en escalier, l'autre Fc continue, telles que F soit
décomposable en :

F = A1Fd + X2Fc
ol A1 et l2 sont deux réels,que l'on déterminera,satisfaisant

aux conditions O ¢ 11 £1,0c¢ 12 €1 et A, + 12 = 1.

1

b) Une telle décomposition de F est-elle unique ?

=FIN=-
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Durée : 3 heures

Cette épreuve comporte un probldme et deux exercices indépendants.

PROBLEME Soit A( A) une matrice polynomiale carrée d'ordre n, c'est-

3-dire une metrice de n lignes et n colonnes dont les €léments sont
des polyndmes en A . Les coefficients de ces polyndmes et la variable

A sont supposés réels.

La matrice A( X ) peut &tre écrite sous le forme d'un poly-
ndme en )\ dént les coefficients sont des matrices carrées scalaires
d'ordre n :

m m-1 m-i

A(X) =A_ A +A_ 2 + ...+ A
. e} 1

1 + ... A A+ A

m-1 m

Un tel polyndme est appelé "polyndme matriciel" afin de le
différencier d'un polyndme ordinaire 3 coefficients numériques, appe-
18 polyndOme scalaire. Il est nul si et seulement si tous ses coeffi-
cients sont des matrices nulles.

Le nombre m est le degrd du polyndme A( A ) & condition que
la matrice Ao soit différente de la matrice nullg s 1'ordre n des
matrices A(A) et Ai est 1l'ordre du polyndme ; le polyndme A{ X ) est
dit régulier si et seulement si le déterminant de A, (roté det A  ou
]Aof)n'est pas nul.

Les opérations sur les matrices permettent d’&tendre aux
polyndmes matriciels d'ordre n les opérations fondamentales connues
sur les polynOmes scalaires. Ainsi, étant donnés deux polynOmes ma-
triciels A(X) et B(A) de r@me ordre n et de degrSs respectifs m et p
avec par exemple m > p,

AAY = AR A AV L4 A #£0
[o) 1 m o)
= P -l .
B(A) Bo 2o+ 51 A + .. F Bp Bo #0

nous définirons les opfrations suivantes :
a) Addition (€ ='1) ou soustraction (e = -1)
ady +eBA) =c AP APy e A% L s
o ) 1 1 m
ol les coefficients Ci sont égaux & :

i ) . <
C:L Al si p<i<n

C.
i

.+t € . si 1%
A1 Bp_1 s1 1€<p

b) Multiplicaticn

AX).B(A) =A B 2™ 4+ (a B +a B) AP 4, sA D
o 0 o 1 [}

m p

cesfoon

1
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QUESTION I,

-2

a) Peut-on retrouver sur l'ensemble des polyntmes matriciels

en A d'ordre n ainsi définis, une structure d'espace vectoriel sur R ?

b) Le produit de deux'polynames matriciels est-il commutatif ?

Que peut-on dire du degré du produit de deux polynCmes matriciels de

degrés respectifs met p ?

QUESTION II

On suppose n € 3 ; & quelles conditions sur A(X) et B(A)
le produit A(A).B(X) est-il régulier ?

Soit A(A) et B(A) deux polyndmes matriciels de m€me ordre n

et de degrés respectifs m et p, tels que B(A) soit régulier et m > p :

A(

B(

A)

u

A)

1

m m-1
Ao AT+ A1 ; + .00+ Am

B 2P+ AP+ ...+
o) b

(A #0)

I3 # 0

On appelle respectivement "quotient & droite" et "reste &

droite" de la division de A(A) par B(A) les polyndmes Q(A) et R(A) sa-

tisfaisant aux conditions :

A(x) = q(x).B(x) + R(X)
degré R()) < degré B(1)

On admettra que ces polyntmes Q(A) et R(1) existent et sont

uniques lorsque le diviseur B()) est un polyndme régulier. Lorsque

R()) = 0, A{)A) est divisible & droite par B(A).

a) En prenant m

s'écrivent :
- 3
A(N) A A

3 et p = 2 les polyndmes A(A) et B())

2
A1)\ +A2

B1 A+ 32

+ A
At

avee |B°| #0

En appliquant le schéma habituel dé la division suivant les

puissances décroissantes des polyndmes scalaires, exprimer le quotient
3 droite Q(A) et le reste & droite R(1) de la division de A(A) par B(A)

en fonction des matrices Ao’ A

1? A2’ A

3’

Bo’ B1’

B2.

b) Appliquer les résultats ci-dessus pour expliciter le quo-

tient et le reste & droite de la divisidn de :

A(A)=( ‘
.3

A+ 2n 41

AT - A2 + 2

2 A3 + Az

3A3+M

) par B(1)

(

2 Az

=A

2

+3

-1

A%+ )
A2+2

-oo/ooc



QUESTICON JTT

Soit F(A) un polyn®me matriciel d'ordre n et de degil m. Il

peut Etre €crit :

. _ m m-1 m-i
soit() P(A) = Fo AT+ F1 A * ... + T, A + ...+ Fm_1l + Fm (FO#O)
soitl2) FOA) =22F + A% 5 + . +2%  p & . 4AF _4F
o 1 1 m-1 n

compte tenu du fait que A est un scalaire.

Une matrice A d'ordre n étant donnée, on appelle valeur &
droite de F()A) pour A la matrice :

m-1
1 A

obtenue par substitution de A au scalaire A dens la forme (1) . De méme

$ e v FR 4 +F _ A+F

m
= +
F(A) Fo A F 1

~

la valeur & gauche de F(\) pour A s'obtiendrait en substituant A & A

dans(2) .

On note E la matrice unité d'ordre n :

1 0 - -0
c 1 - ~- 0
E=f0 0 1 - ©
6 0 0 -1

a) En prenant successivement m = 2 puis m = 3, déterminer en
fonction de A et des coefficients de F(X) le reste & droite de la divi-
sion suivant les puissances décroissantes de F(A) par le polyndme matri-
ciel (AE-4).
A quelle condition le polyndme matriciel F(A) est-il di-

visible & droite par (AE-A) dans chacun des cas m = 2 puis m = 3.

b) Le résultat trouvé peut-il €tre étendu & un degré m quel-

conque ?

QUESTION IV

Soit A une mutrice carrée scalaire d'ordre 2,de terme généralaij
(1'indice de gauche désigne systématiquement la ligne, celui de droite
. la colonne) et C = ) L-A la matrice dont le déterminant A(A) = det{(dE-A)
est le polynOme caractéristique de A.

On note B{)A) la matrice dont le terme général bij (idme ligne,

jéme colonne) est donné par :

o (oyitd LAl
bys = (=1)777 det Cyy

-

ol Cji est la sous-matrice de C obtenue par suppression de la jlemeligne

.€me
et de la 1 colonne.

Exprimer la matrice B())(AE-A) en fonction du polyn®me carac-

téristique A(A). Que peut-on dire de la matrice A(A) ?

.Do/oco
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EXERCICE I

Dans une entreprise, on reléve durant le mois de mai,sur un
échantillon d'une centaine d'employfs, la distribution statistique sui-

vante du couple de variasble (X, Y) défini par :

X =-8ge de l'employé
Y = nombre de journées d'sbsence en mai
% Y
Classe d'age | X 0] 1. 2 3
20 - 30 25 2 10 6 2
30 - 4o 35 15 | 10 5 0
40 - 50 45 2 | 18 | 15 5
50 - 60 55 0 2 L b

Dans la suite nous ferons l'hypothése suivante : les &ges sont
répartis en L classes [20, 30[, [30, LOo[ , [Lo, 50[, [50, 60 et & tous
les employés d'une méme classe est attribué le méme @ge égal au centre

¢e la classe (25, 35, 45, S55),

Question :

Déterminer 1l'équation de la droite de régression de Y en X en
utilisant directerent, sans les démcntrer, les formules du cours. Tracer

dans un repdre orthonormé d'axes Ox, Oy la droite de régression de Y en X.

EXERCICE II

Soit f une fonction réelle de deux varisbles réelles indépen-
dantes x et y définie par : '

flx, y) =9 x2 +8 xy +3 y2 -x+2y

Question 1 :

Déterminer s'il existe ou s'ils existent, le ou les extrema de

f (on précisera la nature du ou des extrema).

Question 2
Calculer z(X, Y) = £(X + %, Y - 1) +

Démontrer 1'inégalité z(X, Y) > O pour tout couple (X, Y) # (0, 0).

=

Etudier les courbes z(X, Y) = k suivant les valeurs réelles de K.
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Dans ce probléme, on note :

* J 1l'ensemble {l, 2, 3}.

% M une matrice carréde d'ordre 3 3 coefficients réels, d'élément

générique aij' i étant 1'indice de ligne, j l'indice de colonne.

*'al"lz"lj les valeurs propres réclles ou complexes, distinctes

ou confondues de M et Llﬂ , Llo] . LA]] leurs modules.

% I la matrice unité de dimension 3 :

1 o o
I={0 i Q
[ |

2 Tr (M) le nombre : 25 ag, appelé trace de la matrice M.
ieJ

PARTIE I

1/ - Démontrer que Tr(M) = 22 J\i.
ieJ

2/ - Démontrer que 1'une, au meins, des valeurs propres de M est
réelle.
3/ - Soit Mz le carré de la matrice M. Démontrer que pour tout

i.EJ,.li est valeur propre de Mz.

2.
.. c . 2
Réciproquement, siglest une valeur propre de la matrice M,
démontrer que l'une au moins des racinescarrées (dans C) de M est valeur
propre de M (on pourra poser’t=¢02).

Quelle conclusion dégage-t-on de cette étude ?

PARTIE 1I

Dans cette partie on suppose que M satisfait a la condition (1)

suivante :

2

o 9
o) SkER”z tel que Tr(M) = k et Tr(M”) = k

1/ - Démontrer que M admet au moins une valeur propre./lI réelle
non nulle.

2/ = On suppose,ll> k.
a) Démontrer que les deux aulres walenrs prunyS.A, et)

3
sont non~réclles ou nulles.

b) Montrer quelJ12|<.ll et!/\3|<,ll .

PARTIE III

Dans cette partie cn suppose que M satisfait & la condition (2)
suivante :

\ Sy s 2 43 1
(2) V(ly J)eJ > aij € R et aij = 'zg;-

1/ - Pour cette question on suppose, de plus, M singulidre (c'est-
i-dire non-inversible).

a) Déterminer les valeurs propres de If.

b) DEmontrer que les vectcurs colonnes de M sont vecteurs propres

‘de M, A quelle(s) valeur(s) prepre(s) sont asscciés ces

vecteurs propres ? /

.96'—.
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c) Démontrer que M satisfait & la condition (3) suivante :

(3) Vnen* nt=3""y

3 2
d) Soit A(./\,)aa:;.l +324‘ +a‘./1 + a le déterminant de la matrice

M -AI, ol A est un complexe. Déduire de (3) que, si on

note A(M) la matrice : a, M+ a, M+ a M+a I, alors

A(M) est la matrice nulle.
e) Peut~on trouver un polyndme () 3 coefficients réels de degré

strictement inférieur & trois tel que go(M) soit la matrice
nulle ?

2/ - Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que

i e .. 3 .
M soit singuliére est .V(x, i, K)€J, LR akj aij'

3/ - a) Démontrer que si M est régulidre (c'est-id-dire inversible)

elle admet alors une seule valeur propre réelle Al et que .)\l > 3.

b) En déduire quele<./\| et |A3|< /\].

4/ - Démontrer que M est singuliére si ct seculement si ellc admet

la valeur propre 3.

PARTIE 1V

. 3., s . .
L'espace vectoriel R~ étant rapporté & la base canonique Bo’ soit

f! 1'endomorphisme de R dont la matrice dans la base Bo est :

1 1U/x /xz
M = x | 1/z }, x>0 et z>0.

Xz z 1

1/ - Déterminer dans la base Bl définie par les vecteurs :

1 1 0
V, =1 x V2= X V3 = 1
Xz V] -2z

la matrice T, de 1'endomorphisme £y-

-4
2/ - Soit fy 1'endomorphisme de IR3 dont la matrice T, dans la

base I}‘ est définie par :

1 o o
Tg=T +alo 1 o
o 0 o

Montrer que quel que soit (¥ réel, (¥# O et «¥# - 3, T,
est singulidre et possdde trois valeurs propres distinctes que 1'on déter-

minera.

3/ - a) Déterminer la matrice My de 1'cndomorphisme fy dans la
base B .
o
b) Déterminer une base Bz de R dont les vecteurs sont,
pour tout (¥ réel (x# O et @ # -~ 3, vecteurs propres de

£ -

c) La matrice Mo est-elle diagonalisable ?

-

‘L6’
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Qurée : 3 heutes

PROBLEME N° 1

3 sur le corps des réels R

Dans 1'espace vectoriel E = R
on considére les vecteurs Al’ Xz; A3, B dont on donne les coordonnées dans

la base canonique de E.

400 24 -8 30
A| = 9 A?_ = {300 A3 =|-15 yo=| 60
4 -8 400 50

N\

Question 1

Soit E' le sous-espace vectoricl de E engendré par les vecteurs Al’
AZ’ A3. Déterminer la dimension de L'. Que peut-on dire de l'existence ct du

nombre de solutions du systdme (écrit sous forme vectorielle)

— —_— —_— —_— 3
A X, + A2 Xyt A3 Xy = B (xl’ X5y x3) ¢ R

Question 2 :
Résoudre le systime d'équations :

400 Xy ¥ 24 Xy - 8 Xy = 30

9 X, + 300 Xy = 15 Xq

4 X, - ] Xy + 400 X,

60
50

- . s oaah
On donnera les résultats numériques a 10  prés.

Question 3 1*
. 3 . . @
On dit qu'une suite de matrices colonnes a trois lignes 3 coeffi- (60
.
cients réels de terme général Xn = (x(9)), tend, quand n tend vers + o ,
i

vers la matrice colonne 3@ trois lignes X = (xi) si quel que soit l'indice i
. _ n
la suite réelle (x(i)) converge vers (xi).

a) Résultats préliminaires :

On considére un systéme d'équations linéaires i coefficients

réels :
Xy A xp a3 x; = b
a5, X, + 8,9 X, + 39 X3 = bz systéme (1)
33 X| * 83 Xy * 333 %3 = by
que 1'on peut écrire sous forme matricielle AX = B
1 %12 %13 X b
A= a5 25, 323 X = X, B = b2
231 32 %33 X3 b3

Nous supposercns dans ce qui suit que les cocfficients diagonaux

de la matrice A ne sont pas nuls :
a.. ¥ 0 i=1,2,3

G FO0 (i=1,2,9

En résolvant la premidre €équation du systéme (1) par rapport a LI

la deuxidme équation par rapport 3 %,y et la troisiéme équation par rapport &

X3, on obtient :
= @ + (¥
R LT
= X +
Xy =Py + Ay Xy +Apyxy

Xy =/$3 +(Y3I X, +(Y32x2

systame (2)

Soit encore matriciellement :

0 (HZ (h3 /a
T - " -f {2
X =f+ax =[x, o @, beD,
1]
Y @ 23

31 32 9
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Posons Xo =[} et construisons la suite

P c = e
définie par X p X

(X'o’ XI,
-1

Montrer que si la suite (Xo’ X], X2' ceny Xn, «+.) posséde une limite
notée X, alors cette limite est une solution du systéme (2) et par cocnséquent

du systéme (1).

Nous admettrons, pour la suite du probléme, 1'existence de la limite

b) Résolution d'un systéme d'équations linéaires par approximations
Y q 'S P PR

successives :

En utilisant le résultat de la question 3 - a), déterminer une solu-

tion approchée du systéme d'équations

400 Xy + 24 Xy = 8 Xq = 30

9 x, + 300 X, - 15 x 60

1 3

4 X, - 8 %, + 400 X4

13

50

On se contentera d'expliciter une solution approchée du syst@me donnte
par le 3éme terme XZ de la suite (Xn) (on donnera les résultats avec quatre

décimales).

PROBLEME N° 2

Désignons par P la population des frangais et notons p la proportion
d'individus de P possédant une automobile. Désignons paréf; 1'ensemble des
&chantillons de taille n , issus de la population P, que l'on peut obtenir par
sondages aléatoires (nous supposerons que les n individus sont .tirés au hasard
1'un aprés 1'autre, chaque individu étant remis dans la population avant le
tirage de 1'individu suivant) ; notons F la variable aléatoire définie sur
1'ensemble é;n qui 3 tout échantillon de taille n fait correspondre la propor-

tion f d'individus de 1'échantillon qui possddent une autemobile.
n

Pour tout i€ {1, 2,..., n}, soit Xi la variable aléatoire définie

sur 1'enserble En telle que, &tant donné un &chantillon En efn :

—4-

Xi =1 si le iéme individu de E_ poss&éde une automobile
n

Xi =0 si non

Question 1 :

a) Exprimer la variable aléatoire Fn en fonction des variables

aléatoires X, , X

17 Xpr s Xn.

b) Quelle est la loi de probabilité de la variable aldatoire nF
. . . 3 . n
(on justifiera avec précision le résultat).

¢) Calculer E(Fn) (espérance mathématique de Fn)

V(Fn) = Var(Fn) (variance de Fn)

d) Dans le cas oli n = 64 et ol L'on sai¢ que p est tel que

407 ¢ p< 60 7, par quelle loi de probabilité peut-on approximer la distribution

de la variable aléatoire nFn(on exprimera en fonctivn de n et p le ou les para-
métres de cette loi).

Question 2 :

a) En se plagant sous les hypothéses de la question 1-d), déterminer
t >0 tel que :
F -E
F)

¢n___ 0
VY )

b) Soit En un échantillon de taille n = 64 sur lequel on a mesuréd

Prob | -t <+ t)=0,95

f_n = 0,45 ; en tenant compte de cette observation, déterminer un intcrvalle

[pl, pz] tel que :

Prob (pls p< "2) = 0,95,

EXERCICE

Calculer 1'intégrale suivante

4 3
.’~3 x -5 %x ~-3x -1l dx
3
x” -1

‘661"

ves/ o
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Dans cette annexe, on donne :

~ des extraits de la table de la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite ;

- une précision concernant la question 2.b) du probléme N° 2.

A/ - Extraits de la table de la fonction de répartition de la loi normale
centrée, réduite :

F()y=P{T<1}).

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0.06 0.07 0,08 0.0y

-~

0,5000] 0,504 0 0,508 00,5120 0.5160]0,5199( 0,523 90,527 90,531 91 0,535 Y
0,539 810,543 8 (0,547 8] 0.551 71 0,555 7) 0,559 6| 0,563 6| 0,567 5| 0,571 4] 0,575 3
0,579 3} 0.5832( 0,587 1] 0.591 0] 0,594 870.598 7{ 0,602 6| 0.606 4| 0.6103| 0.614 |
0,6179]0,621 710.6255| 0,629 30,633 1}0.636 8{ 0,6406) 0,644 3| 0,648 | 0.651 7
0,6554] 0,659 1] 0.662 8| 0,666 4| 0,670 0] 0,673 6| 0.677 210,680 8 0.684 4| 0,687 9
0,691 5] 0.6950( 0,698 5| 0,701 9( 0.7054 (0,708 8| 0,712310,7157]|0.7190{ 0,722 4
0,7257]0,7290 0,732 41 0.7357] 0,738 9( 0,742 21 0,7454 0,748 6| 0,751 7| 0,754 9
0,758 0] 0,761 10,764 2] 0,767 3] 0.7704 0,773 4] 0.776 4| 0,779 4| 0,782 3] 0,785 2
0,788 110,791 01 0,7939( 0,796 7 0,799 5} 0,802 3| 0,805 1| 0,807 80,8106 0.813 3
0,815910,818610,821 210,823 8}0.8254]0,828 9} 0.831 510.83400.8365]0,8389

0,841 310,8438|0,846 1| 0,848 5/ 0,850 80,853 1(0,8554 (0,857 70,8599 0,862 1
0,864 310,866 5| 0,868 6 0.87080.8729|0.874910.8770| 0.8790| 0.881 0| 0.883 0
0,884 90,886 910,888 8(0.8907]0,8925)0,89440,8962]0.89800,899 7|0.901 5
0,903 2(0,9049]0.906 60,908 210,909910,911 5/ 09t31]09147[0,9162{09177
0,9192109207]0,922210,923670,925110,9265}0,927910,9292}0,9306] 09319
0,933210,934510,9357(0,93700,9382]0.9394}0,9406|0,941 8(0,9429]0.944 1
0,9452(0,946 30,9474 0,948 4| 0,949 510,950 5{ 0,951 5] 0,952 510,953 5| 0.954 5
0,9554]0,956410,9573|0,9582]0.9591]09599]|0,9608(0.961 60,9625} 0,963 3
0,964 10,964 9] 0,965 6| 0,966 4| 0,967 10,967 8| 0,968 60,969 3| 0,969 9| 0.970 6
0,9713(0,9719109726]|09732|0,9738|0,9744{0,9750(0,9756(0976 1| 0976 7

0,9772}10,9779{0,978 310,978 810,979 310,979 8 0,980 3| 0,980 8 | 0,981 2| 0,981 7
0,98210,9826]0,983 00,9834 0,9838(0,98420,984610,9850/0,98540,9857
0,986 10,986 410,986 8| 0,987 10,987 5{0,987 8| 0.988 1| 0,988 40,988 7| 0,989 0
0,989 3(0,989 60,989 8] 0,990 1(0,9904| 0,990 6] 0,990 90,991 10,991 3| 0.991 6
0,991 810,9920(0,9922(0,9925]|0,9927(0,992910,9931[0,9932(0,9934|0,993 6
0,993810,9940}0,9941(0,99430,994 5[0,994 6| 0,994 8 (0,994 60,9954 0,995 2
0,995310,995510,9956|0,99570,9959(0,996 0] 0,996 1 0,996 2 | 0,996 3| 0,996 4
0,996 5[0,996 60,996 7| 0,996 80,996 9! 0,997 0] 0,997 1} 0,997 2( 0,997 3| 0,997 4
0,997 410,997 5] 0,997 60,997 710,997 7} 0,997 8| 0,997 9] 0,997 9| 0,998 0| 0,998 1
0,998 110,9982[0,9982]0,998 30,998 40,998 410,998 5| 0.998 5/0.998 60,998 6

owunuwbhuLwIv—o ouauwhrbLiveo CxauaouwrLiv=—D

PRRRNRORNRNNONN = e~ 0000000000

B/ - Dans le probléme N° 2, question 2.b (page 4), on précise qu'il s'agit,
en tenant compte de 1l'observation faite sur un échantillon (f, = 0,45 ;
n = 64) et du résultat de la question 2.a (on prendra la valeur de t
calculée 3 1072 prés) de déterminer deux nombres P et py tels qu'il y
ait 95 chances sur 100 que la valeur p soit comprise entre p; et p,.
(La notation prob(p; ¢ pg<Py) = 0,95 &tant une notation abusive couram-
ment admise & ce propos). EIN
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Dans tout le probléme on désigne par :

- N un entier naturel non-nul,

- p un nombre de l'intervalle 10,1[,

- Pq,P2,P3 des nombres réels strictement positifs,
- INn le sous-ensemble de N formé par les entiers naturels

~

au plus égaux 4 n.

57 X est une variable aléatoire réelle discréte
dont la distribution de probabilité est définie par :
P(X=x;) = a; , ( ie[Nn) s

et 8t k est un entier naturel non-nul,on appelle :
- moment d'ordre k de X le nombre Z aix;?
T €N
n
- moment centré d'ordre k de X le nombre Z ai(xi-E(X))k
iean
ou E(X) désigne l'espérance mathématique de X.

PARTIE PRELIMINAIRE
1/ Montrer que si x et y sont des entiers naturels

tels que x+y ¢ n on a les égalités :

o = .k, - n!
non=X non7y x!y! (n-x-y) !

ll’/il,




-9~
2/ Soit Z une variable aléatoire dont la distibution

de probabilité est binomiale de param€tres n,p. Pour tout entier
naturel k non-nul , on désigne respectivement par My et m les
moment et moment centré d'ordre k de la variable aléatoire Z.
Démontrer que : du
My = DPY4 p(l-p)-d—

P
et pour k » 2 : dmk
My = pC-p) [+ ],
d dm, d
ot —& et — sont les dérivées de Ly et m par rapport anp.
dp dp '
PARTIE I

Soit Tn le sous-ensemble de [NZ défini par :

Tn= 3()(’)’)/)( E[N,}’EIN,X"’}’QH 2 ¢

On considére la fonction f définie sur T, par :

Y pB~X-Y

! X
= py-P%-Ps

f(x,y) = ————
xly!(n~x-y)!

1/ A quelle condition doivent satisfaire P1sP;P3
pour que l'on ait :

> fx,y) =1 2
(X,y)eTn

— 83—~

On supposera cette condition réalicée dans toute la suite du probléme.

2/ On considére la variable aléatoire discréte i deux

dimensions,notée (X,Y),dont la distribution de probabilité conjointe

est définie pour tout (x,y) €lément de Tn par :
P(X=x,Y=y) = £(x,y).

a/ Déterminer les distributiors de probabilité marginales

des variables aléatoires X et Y.
b/ En déduire les espérances mathématiques E(X),E(Y)

ainsi que les variances V(X) et V(Y) des variables al€atoires X et Y.
c/ Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes?

Justifier votre réponse. /
A ¢ 4 2 e o
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3/a/ Déterminer la distribution de probabilité de la

variable aléatoire S=X+Y.
b/ Déduire de (I,3,a) la valeur de la covariance des
variables aléatoires X et Y, puis celle de leur coefficient de

Corrélation linéaire.

PARTIE II
1/a/ Etant donné y élément de [Nn,déteminer la distri-
bution de probabilité conditionnelle de X sachant (Y=y).

Dans la suite du probléme on notera la vartable aléatoire ayant
p Y

cette distribution de probabilité.

b/ La distribution de probabilité de Xy est '"'classique',
la reconnaitre et en donner les paramétres.

2/ Déterminer en fonction de M, Y,Pq,P; 1'espérance
mathématique E(Xy) et la variance V(Xy) de la variable aléatoire Xy.

3/ Pour tout entier naturel non-nul k,on désigne respecti-
vement par /“‘y etm les moment et moment centré d'ordre k de
,K Y,k

la variable aléatoire Xy' Etablir les relations (1) et (2) suivantes :

PyP3 du,

P1
(M Iu)’,k'*1 = (n-Y)__'u)’,k +

5 -
1"p2 (1'132) d(_p_T_>
1—p2
et pour k»2 :
. PiPs Iy
(2) m}’,k+1 = Ty (n_}’)kns,’k_‘] + ’

(1-p) d(_pl.>
1-p2
d dm p
ol —-'l—lz-'—k— et — Y.k représentent les dérivées par rapport 3 T:l‘
P, o P,
d{— d{+—
1-p2 1—p2

de fyx o My k- i)l



e

4/ Que deviennent les résultats des questions II 1/,2/,3/,
lorsque 1'on considére la distribution de probabilité conditionnelle
de Y sachant (X=x) ?

On notera dans la suite du probléme Yx la variable aléatoire ayant

cette distribution de probabilité.

PARTIE III

Soient @ et ¢ les applications de !Nn dans R définies par :

¢(x) = E(Y,) et $(y) = E(X) .

Le plan affine étant rapporté au repéré (0;X,y) on considére les re-
présentations graphiques C et I' des fonctions:

y= @x) et x= ¢ .
1/ Construire C et I dans le cas particulier :
n=12, Py= /2, P,= 1/3 , Ps= 1/6 .

2/ On appelle support @5 et ¢S des fonctions pety,
les fonctions affines réelles dont les restrictions i an sont res-

pectivement @ et ¢ . On note C®et I'S leur représentation graphique.

a/ Déterminer les coordonnées du point d'intersection
de C%et ® .
b/ A quelle(s) condition(s) C et I' ont-elles un point

commum ?
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PROBLEME 1

Soit [ 1'espace vectoriel sur le corps des réels R composC des fonctions
polyndmes A cocfficients réels 3 wne inconnue réelle de degrC inférieur ou
égal i deux et du polyndme nul. Pour tout ¢lément p de E nous désignerons
respectiverent par p' et p' les fonctions dérivée premitre et dérivCe seconde
de p.

Soit @ l'application qui 3 tout polyndme p € E associe la fonction o(p)
définie pour tout x réel par :

1
[o@] 0= .}{. [ap(t)+bXtP'(X‘t)+CX2t2p"(x-t)]dt

(e}

oll a,b,c sont des é€léments du corps des réels R.
Nous noteronsl[;=(p0,p1,p2) la base canonique de E avec pour tout xX€ R:

po(¥)=1 ; p,(X)=x ; p, (X)=x"

A quelle(s) condition(s) sur a,b,c 1l'endomorphisme @ est-il bijectif ?

"l//l,



- -
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a - Déterminer les valeurs propres de 1'endamorphisme ¢

b - Déterminer une base de chacun des sous espaces propres
c - Déterminer pour tout entier naturel n non nul la matrice B de

PROBLEME 2

1'endomorphisme @™ dans la base’B

— 237 —

Dans une banque on procéde 3 une étude statistique sur un échantillon E
de n clients. Pour chacun des clients on a relevé d'une part une estimation du

Tevenu mensuel et d'autre part la valeur du solde moyen du compte courant

(évalué sur une période donnée).

La variable statistique '"revenu d'un client" est notée X ; la variable

statistique ''solde moyen du compte courant d'un client'" est notée Y.

On donne ci-dessous le tableau des fréquences ahsolues correspondant a
la distribution statistique du couple (X,Y) sur 1'échantillon L observé
(n=1000) (on a regroup en classes les valeurs de X et de Y exprimées en f{rancs).

Clas::assgz Y jO<Y< 1000 1000 ¢ Y < 2000} 2000 ¢ Y < 3000}3000 ¢ Y < 40004000 ¢ Y < 5000
de X

3000 ¢ X< 5000 60 30 10 0 0

5000 ¢ X< 7000 70 100 20 10 0

7000 ¢ X< 9000 80 160 150 18 2

9000 ¢ X< 11000 40 60 90 50 10

11000 ¢ X< 130Q0 10 20 45 15 10

Nous noterons 4 (i€{1,2,...5}) les centres des classes des valeurs de X
(c,=4000,c,=6000,c3=8000,c,=10000,c5=12000)

lll/f/l
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Soit {E;,E,,...E5} la partition de 1'ensemble E, telle que E; désigne le
sous ensemble de E des clients dont le revenu appartient i la classe de centre

C; ; nous noterons nj le nombre d'éléments de Ei'

La distribution de la variable statistique Y sur le sous ensemble L, de E

est dite distribution conditionnelle de Y pour X=c; ; la moyenne et 1'écart type

de cette distribution de Y sont respectivement appelés moyenne conditionnelle et

écart type conditionnel de Y pour X=c; et notées My/. oy/.. .

] 1l

Question 1

Dans un plan affine rapporté au repére orthogonal (o,X,Y)

on considére un enserble de k points Mi (i=1,2,...k) non alignés
de coordonnées (xi,y.l) ; on affecte a chaque point Mi un
coefficient m; (nombre réel strittement positif).

Dans les calculs on utilisera les notations suivantes :

Démontrer qu'il existe une droite D, et une seule, d'équation

y=ax+b pour laquelle la somme

k
D (yi-a)(i-b)2 my est minimale
1=1

Quelle est 1'équation de cette droite que 1'on appellera droite
d'ajustement de 1'ensemble des k points M; affectés des coefficients
m, ? Onremarquera que les écarts entre les points M; et la droite D
sont mesurés parallélement a 1'axe (0,]).
Remargue :
Compte tenu du programme du concours les solutions se
référant 3 la notion de dérivées nartielles d'une fonction

de plusieurs variables ne peuvent &tre acceptées

/4//4.«1
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Dans les questions suivantes les résultats numériques seront donnés avec deux

décimales.

Calculer la moyenne et l'écart type de la variable X dans E.
Calculer les moyennes conditicnnelles "ly/ci(i € {1,2,...,5})
de la variable Y sur les ensenbles E;.

Tracer dans le repére orthogonal (o,X,y) la ligne polygonale
(M ,M, M3, M, ,Mg) o0 M, est le point de coordonnées (c;, "ly/ci)
Interpréter le graphique ainsi obtenu (2 lignes maximum).

En utilisant le résultat de la question 1, déterminer
1'¢quation de la droite d'ajustement de 1'enscuble des points
M; (i=!,2,...5) &&finis O la question Z, chacun d'eux ftant
affectd du coefficient m; = gi- (los Ccarts ¢tant mesurcs

5 - N ' .
parsliclement a l'axe {o,y)).

Pemarque :

Les candidats n'ayant pas résolu la question 1 pourront
utiliser le résultat suivant : la droite considérée est

la droite de régression de Y en X.

- -

Calculer, sur 1'échantillon E observé, la valeur du coefficient
de corrélation linéaire du couple (X,Y).
Interpréter le résultat (2 lignes maximum).
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PREAMBULE
Dans ce probléme :

* . <
- on note Nn l'ensemble des n premiers.entiers naturels non nuls ;

" = on appelle "suite associée @ une variable aléatoire réelle X".
(X étant quelconque), une suite infinie §xi§ de variables zléa-
toires réelles Xi (i€ N") de méme loi de probabilitd que X, telles
que pour tout nCN*, les n variables aléatoires Xl, xz, eens Xi’

s seey Xn soient indépendantes.

PARTIE PRELIMINAIRE

Soit a> 0 un réel donné.
Soit Lj(a) l'ensemble des fonctions numériques £, continues sur

0, a|, i valeurs positives, telles que l'intégrale : g
P q g '

a
f f(x)dx converge ;
0

et soit Lz(a) 1'ensemble dec fonctions numériques £, continues sur
: JO, a’], i valeurs positives, telles que 1'intégrale :

a
f £2 (x)dx converge.
0

1/ a/ Montrer que si f1 et f2 sont deux éléments de Lz(a),
(£ + £)
—— et le produit fl . f2 sont é€léments de Lf(a).



b/ En déduire que Lz(a) est inclus dans Ll(a).

2/ p et q étant des entiers naturels donnés, on considére la fone~

tion réelle £ de la variable réelle x définic pour x stricte-
’ ) .

ment positif par :
fp,q(x) = xp—l(Log x)q

a/ A quelle condition nécessaire et suffisanie notée "Co" £

Psq
est-elle €lément de L2(1) ?

b/ La condition "Co" étant réalisée, calculer :

| L
I -.jf f (x)d=,
P»q 0 Psq

PARTIE I

Soit X une variable aléatoire réelle, ayant une espérance math@matique
E(X) = it ¥ 0 et une variance V(X) = 02>0.

On considére la suite 3Xiz assocife 3 X ainsi que la suite de variables
aléatoires zTns dent les éléments sont définis quel que soit n € N” par :

T = «Q x,‘-b-a

n In 2

. » . h 2 - - . .
. -ol les coefficients ain’ (1(5Nn) sont des réels positifs ou nuls,

X+ s va, X, + ... 40 X
n 2 in 1 : nn n

1/ A quelle condition nécessaire et suffisante notée "C (u)" a-t-on :
. 1

E(T) =p 2

2/ La condition "C,(u)" étant réalisée, montrer qu'ure coandition néces~-
] H4

. . . 2 .
saire et suffisante notee"CZ( o7)" pour que Lim V(Tn) =0 egt :
n—om

2 . '
"Cz( o))" ¢ Lim ZZ o, . a. = 1/2
n—o  I€icjcn n Jn

3/ Les conditions "C,(y)" at "C2( 02)"étant réalisées, vers quelle
valeur ty la suite de variables aléatoireszTnzconverge-t—elle

en probabilité ?



Les indices p et q, définis dans le préliminaire, satisfaisant 3 la

condition "Co" sont maintenant fixés. On pose fp q = f et'I = I,
» 1 4

PARTIE IT

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi de probabilité =st

la loi uniforme sur 1l'intervalle ]O, 1]. On notera g sa fonction densité

L P d

de probabilité,

On admettra qu'il existe une variable aléatoire réelle Y dont 1l'espé-

‘rance mathématique et le moment d'ordre 2 sont donnés respectivement par :

1 1
E(Y) i}g £(x) g(x) dx et E(Yz) %/g fz(x) z(x) dx. _ ) i

Soit 2Yi£ la svite asscciée 3 Y, on posge :
n

VneN* , z_ =

- Y

i=1 i

Bl—

1/ a/ Montrer que, quels que scient les entierz i et n, Y, et Zn

satisfont 3 la condition "CI(I)"'

b/ Montrer que z satisfait & la condition "CZ[V(YX"-

¢/ Montrer que,qual que soit i€N_ : V(Z ) = ! Y, - 2 )2]
son que, qual qué n* *n FONE it Uil | n :

2/ Montrer que l'inégalité

|z, - 1] < 10{/ ¥C)
.. n

est satisfaite avec une probzbilité au moins &gale & 0,99.

3/ Lorsque n est suffisamment grand, on peut admettre que la variable
aléatoire centrée réduite assocife 3 Zn a pour loi de probabilité .
la loi normale centrée réduite. Sous cette hypothése, montrer que

1'on peut améliorer 1'inégalité précédente, c'est-a-dire trouver :

a<l0 et P>0,99 tels que :

pr(jz_ - Ilsa\’ﬁlj{f)w

PARTIE III |
Nota : dams cette partie la notation xJ signifie “X indice j" et NON
"X puissance j".

On subdivise 1'intervalle ] 0, 1] en k sous-intervalles non vides Jaj, st

=

disjoints tel que : L}

S
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A chaque intervalle ]aj, aj_”] on associe :

a,
= le nombre Ij=f J+l f(x) dx ;

- la variable aléatoire XJ de loi de probabilité uniforme sur celui-ci

(on notera gj sa densité de probabilitg&) ;

- la suite 2Xi£ associde i X7 (i€ N*) 3

- la variable aléatoire YJ, dont on admettra l'existence, ayant pour es-
. s . !

pérance maéhématique et pour umoment d'ordre 2 :
- [3 al

£(1)). = - f j*1

E(T) = (a5, aj)a' ,f(#) g;(x) dax

. . ' J .
E[drj)’}(a - [ 20 5 00 ax

SR R B A j

a

N e

- la suite 2Yi; associéde 2 Y3 (i €NY)

53
ju

S x
lYi’ (anN ) .

-~ la variable aléatoire ZJ = L
n: n.
J h|

k

On pose n = ¥ n. et on suppose que les variables aléatoires :

j=1

.- XJ, jGN; sont indépendantes ;

1/

2/

3/

*

- J . . * -
Y, ie N;. , JEN, sont indépendantes ;

C J
- Zgj, je‘N; sont indépendantes.
Montrer que, quels que soient les entiers nss i, ] :Yi et Zi satisfont
4 la condition "Cl(Ij)" et que Zi. satisfait 3 la conditiom "C2 [V(YJ)}".
J
. . - . * k j
On considére la variable aléatoire Z = DI Al
, : j=1 .7J
Montrer que E(Z;) = I,
On suppose que pour tout j # 1 ct;J GN;: : najeN*
A - . . * = - yA v *
a/ démontrer que si Vv j € Ny » nj (ajil-l aj)n alors V( n) > (Zn) .

b/ En déduire.que Lim y(2*) = o,
. n—Cco n
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PROBLEME I

Les deux partles de ce probléme peuvent €tre traitées

separement.

Soit £ un eSpacé vectoriel de dimension 3 sur le corps
des réels, E = (E;, EE, é}) une base de E et [ (E) l'espQCe

vectoriel des endomorphismes de E,

Soit f 1'élément de JC(E) dont la matrice, dans la
base é?, egt ’

1 1 0
' A =11 1 1
o -1 1 i

PREMIERE PARTIE

Question 1/, :

a)- Montrer que f admet une valeur propre trible u que il'on

déterminera. .
b)- Déterminer le rang de l'endomorphisme (Ff - ui) od i dé-
" signe i'application tdentique de E ;'"en déduire la dimension du
g8ous—espace propre assecié 4 la valeur propreun . L'endomorohisme
f est-il diagonalisable ? Justifier Zd réponse.

\

Quescion 2/, :

a)= Déterminer un vecteur propre u de f.
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‘Soit E1 le sous-espace'vectorfel de E engendré par ﬁ;.

Soit Fil le-sous-espace vectoriel engendré par(éf, EE);

b)- Montrer que E, et E', sont des sous-espaces vectoriels
supplémentazres dans E. = - "

. Notons plhl'élément‘deeﬁkE) qni éqspcie i toufgvecteuf R
xz de E sa projectiqn sur E'l parallélement & E'1 ; soient T '”2’
zg les coordonnées d'un vecteur f'fdg .E' Hdans. la base &3 _
" e)="péterminer les coofdonné_es de pl(?c—) dane la base (&, €,)

deE'1

S-d)- Détermtner la matrzce P1 z'epréaentant p1 dansg pu'w Za
matm,ce M représentant Py of dansg |

Lestlon 3/. :
a)- Montrer que u est valeur propre de p, oj"

N sE e ae Nt

b)" Quelle est la dimension du sous-espace propre de pjof
aasocté ad la valeur propre p. '

-c)- Déterminer un vecteur propre '122 de pl of assbéié a la
" valeur propre p .

~d)= Montrer que (ﬁE;HTié, Z;) est une base de E ; quelle est
la matrice de f dans cette base.

‘DEUXIEME PARTIE

Question 1/, :

Notons tA la transposée de la matrice 4,

a)- Montrer que ®A4.4 est la matrice dans la base& d'une forme
quadratique définie positive ¢ .

On noterallx “1& norme du vecteur T de E défi-
nie par la forme quadrathue ¢, et X la matrice colonne des coor-
donnees d'un vecteur x de F sur la base (e1 'Z;, EE)-
" b) - Exprimer llxll en fonection de X et A.

e) - Application numérique : calculer I = | pour X = 2



gpéstinn 2/. .
Soi€i7= (f}, ?;, ?;) une autre base de £ ; soit Y 1la

matrice colonne des coordonnées 4d' un vecteur x de E danse 1la

basei?let soit @ la matrlce de changement de base telle que
'Y = Qf. .
‘a)J- Exprimer || en fonction de Y, @ A.

.b)- Montrer que 1'on peut choisirgpour que ﬂ’a?l!z = 151"..2’ 3 -

donner un exemple d'une telle base et précwser la matrice de.

ahangement de base Q correspondante.

Question 3/. :
Soit A GJC(E), notons S -3"h(§3”//5reE, H;m - lg.

al)~ Montrer que S est majoré.

Nous admettrons que le plus petit majorant de S appar-
tient 31 S,

Pour tout h e JXE) notons ¢(h) = Sup 3Hh(xhﬂ

Jie 1) =
b)- Montrer que V(h, g) € Lﬁ'E'))

$(h o‘g)\ d(h).$(g)

¢)- Montrer que pour tout élément h de S(E) les modules des

valeurs propres de » sont inférieurs ou égaux a ¢(h).

PROBLEME II

f désignant une fonction num@rique définie et continue

sur I = [-1, 41], on définit l'application F de I dans R par :

+ 1 :
Yz er F(x) =/ [t(x - t)| f(t) dt
_1 :

Question 1/.

~ Etudier-la parité deF lorsque f est paire puis. impatre.

~ 839




940 ’ -.4.- | | '

Question'Z/ : .
a)- Donner pour x€[-1, 0]pu1,s pour x€lo, 1]une ex presszon

de F ne contenant pas le symbole "vaZeur absolue”.-
.. brF est-elle continue sur I ? | |
el E’tudzer la dérzvtabtl‘bté dﬂ F sur ] 1, 0[, 8.u1'~']0, 1[; puis.

en 0.

AY

d) Etudier de méme Z existence de Za dér'bvée seconde F" que o
1l'on ea:pl;cztera. S ‘ - R

‘Question 3/, :

1

Soit f(%) -.T—:g |
= Calouler fpl(y) =fY ¢ f(t) dt
°
Cean e el 9y / 2 £et) at

ol ¥y est un réel quelconque.,_

"E'n déduire F(zx).

gpestlon b/, :
Soit f(t) = |¢]| Log (1 + ——5)

- Détermzner le développement Z'Lmtté @ l'ordre 5, au

votsinage de O de F(x) en fonction de F(O) et F'(0) que 1l'on
ne calculera pas. -

g
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ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS 1982

Mathématiques 1 épreuve (4 n)

Toutes les matrices considérées dans ce probléme sont 2
coefficients réels.

La matrice A & n lignes et p colonnes (n,pleIN* x IN*

de rang égal a Inf (n,p) est donnée.

Quel que socit k € N*, on désigne par Ik la matrice unité
d'ordre k.

PARTIE 1

1/ On suppose p { n et on désigne par I'(A) 1l'ensemble
des matrices G carrées d'ordre n, dites invariantes
2 gauche de A, satisfaisant & la condition :

(1) GA = A

a) Montrer que I'(A) est non-vide et est stable pour
la multiplication des matrices.

b) Montrer que le sous-ensemble I'(a) del (a)
formé par les matrices inversibles de I'(a) a

une structure de groupe pour le produit matriciel.

c) Démontrer que toute matrice G élément de I'(A)
admet la valeur propre + 1. Déterminer un minorant
de la dimension du sous-espace propre associé 2a
cette valeur propre.

2/ On suppose p > n ; déterminer l'ensemble r'(a)

défini comme dans la auestion 1.

DANS TOUTE LA SUITE DU PROBLEME ON SUPPOSE p ¢ n

PARTIE II

Dans cette partie la matrice G élément de I'(A), ainsi
que la matrice A, sont décomposées en deux blocs de la

manigére suivante :

A .
A =f. .l. G = (G . G )
A 1. 72
2

ol A1 est une matrice carrée d'ordre p, SUPPOSEE INVERSIBLE
A2 est une matrice a3 n - p lignes et p colonnes
Gl est une matrice a n lignes et p colonnes

G2 est une matrice a4 n lignes et n - p colonnes.

1/ Exprimer le produit gp en fonction des matrices Gl’

GZ’ A1 et AZ’

2/ Montrer que G est parfaitement déterminée par le choix
de 62 et donner une décomposition en deux blocs de G

exprimée en fonction de Al’ A2 et GZ .

3/ On désigne par A(A) l'ensemble des matrices D carrées
dites invariantes a droite de A satisfaisant

4 la condition AD = A. On note tA la transposée de A.

a) Montrer que les ensembles [(A) et A(tA) sont en
bijection.

b) montrer que les ensembles A(A) et F(tA) sont y

égaux.



PARTIE

ITI

Dans cette partie la matrice A conserve sa décomposition

en

supposée inversible. Quant A 1la matrice G, ¢lément de (A),

on

ou

1/

2/

3/

4/

5/

bloc définie en 11, et la matrice Al est toujours

considére sa décomposition en quatre blocs.

G‘l est une matrice carrée d'ordre p
G'2 est une matrice a3 p lignes et n - p colonnes

0'3 est une matrice 8 n - p lignes et p colonnes

G', est une matrice carrée d'ordre n - p.
. : ey - - [} -1
Etablir la relation’'C 17 Ip G 2 A2 A1

et donner l'expression de G', en fonction de

3
G'Q’Al et AT
Soit Ad la matrice 3 p lignes et n colonnes décomposée

en deux blocs de la manieére suivante

d _ {,d - ,d
AT = (A 1 A 2)

ol Adl est une matrice carrée d'ordre p
d . .
A 2 est une matrice a p lignes et n - p colonnes ,
. . d . d
Exprimer le produit AA~ en fonction de Al' AZ’ A 1 et
d
A 2

On dit que la matrice Ad est une inverse A droite de
A relative & 1'élément invariant G de I'(A) si A, ad
et G satisfont 3 la relation (2)

(2) anY - g

a) Exprimer Adl et Adz en fonction des matrices

L]
Al , A2 et G 2 -

] 1
b) Déduire des résultats précédents que G 2 et G 4

sont liées par la relation de compatibilité (3)

suivante

-1 ' _
(3) Ay AT G, = By

Soit I'"(A) le sous-ensemble de ['(A) formé des

matrices G relativement auxquelles A a un

inverse 3 droite Ad.

d
a) Démontrer que J'"(A) est inclus dans A(A")
en déduire que G élément de I'"(A) est idempo-
tent (c'est-a-dire : G = G) .

b) Montrer que G élément de I'"(A) est diagonalisable.

Soit G appartenant 2 I'"(AY ; on suppose qu'il

existe une matrice Ag, inverse & gauche de A
relativement & un élément O de A(A), ctest-a-dire

vérifiant A% A = D.

d
Montrer que a9 - a“.

e

-804~
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Mathématiques 2e pteuve (3 h)
PROBLEME N° 1 C
Les pnrtiea I et II eont indépondantou.

X et Y désignent doux vuriabléb aléatoires réelles d6finies sur un

_meme univere prenant chacuno un nombre Tini. de valeurs, respcctivumt nt
(x4 ygicl (y ) 1<J
On suppoae que les Xy (rosp. yj) sont deux I doux distinctes,

et on posc, pour tout (1 i) e{l 2,...,!} x ,1 2,...,ml
py=P(X=x,) v ag=PlY=y ) -, JP(X xgs ¥z yj) ©

EEREFRUEAN
I

1°) Montrer que si X et Y sont indépendantes, Yeur covericnce
est nulle. ’

2°) Soit U une variable aléatoire réelle qui prend les
valeurs -2, -1, 0, 1, 2 avec les probabilités respectives
1,1, 1, 1, 1 . On pose V:U2
6 4 ¢ &4 6 - _
a) Déterminer lao loi de probabilité conjointe de (U,V)

et la loi de probabilzté de V.

b)Y U et V sont elles 1ndépendantes ?
c) Celculer 1la covariance de U et de V. Qu'en concluez

vous ?
O B
Etant donnéc une suite (afi) ieIN* do nonbres réels, on considre,

pour chaque entier naturel non nul p, le déterminant d'ordre p défini para, =1
1 B YRRy |

et pour p 2,

ay - RPN 2
1 % P ouandéeigne la pu15°ance niémc
A = o% qg...'..qz_"

de:a(xi

‘.

“p-l. I:'p—.l,., 2 p=1: Cony o
.all 'a2:ap ‘\ i

1°) Donner 1l'expression de A:, sous forme d'un produit de trois facteurs,

29) ¥ontrer que Ap, con‘éi..déré comme polynbme de la veriable a/.p est
.diviuib.le per le produit
3°) En déduire, en considérant le développement de Ap par rapport &

sa dernitre colomno, qUeA eot nul ou de degré p-1 per rupport & Ofp .

! : la°) Montrer quéA =A X H (a —(Y) . pu.l‘e qucA est non nul
’ . ] P .-
p) uont deyx b deux dintmcta.

,,__v.‘ Do s aty

. 8i ct ouulcman ni 1(3 0!1 (l.



-2
YEE

" 0n supposc que pour tous les cnﬁ?.nra h ot k tels que O h \<,£ -1 et
- 0<€kg m-1, 1o covariunce des veriubles olé¢atoires thct Yk est nulloe.

On rgppéllc quo J'espéranco du produit 2(“ Yk ost donnée paor :

m
h k Y N . h ke
E(XY") = ' rxe Y
( ) _>_4 Z,{ 15 715

iz} J=

19) Montrer que pour 04 hgf-1 et 0€ kg m-1, y A 5. . x'y =0 .

:if:; e 15 717

i=l j=1

m
2°) On posce, pour Ok Lo-1, et 1«4([ _ 'yik.: 2 5“ y'.: NS
J
. 3=

Déduirc de la question précédente que

(Myer Popseees yﬁk) est solution du syst_éinc ‘foring par les

équations :

. h
S0 m{o 1,‘...,1-}

l .
. i=1" el
© « .0l les. inconnues sont les hk , e zl 2, .[‘ .
Fontrer en utilisant le résultat du II l;° que pour tout i e 31,2,....“

et pour tout k ¢ 30,....,m-l;

Pii= 0-

. 39 Par une méthode analogue montrer que
v(i, J)c{l,;..,l}' x{l, 2...',m}, 5y=0.
Quel est l‘énoncé de la proprieté oi-nsi établie 7

PROBLEME N©° 2
1) Soit g la fonction définie pour u € IR* par :

u}
el

g(u) =

Comment feut-il choisir g(0) pour que g soit continue sur IR 7

ey

2) Montrer la convergence de "i'iﬁtégrale'

+00
J =/ _ gf{u) du
0 0

{on ne chorchera pas b calculer J),

3) Soit f la fonction définie par f(0) =

ot pour x ¢ IR* par :
1/x*

f(x) = 14xa/‘ I .g(u.). du
. 0

a) Montror la continuité de f sur IR

b) Calculer pour x non nul lo dérivée f'(x) de f.

¢) Déterminez e développement limité do f & l'ordre 4, ou
voiuihngn do 0, puis lo dévuloppemont Ynité do f' & l'ordre 3,

BU voiuirmgo do 0 (on donne J = n’ 1/15) -
Lo I N |
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Mathématiques I
OPTION GENERALE

Pour tout entier naturel n on désigne par N 1'ensemble des entiers
n

naturels au plus égaux 3 n et,pour n 3 1,par N; 1'ensemble des entiers
naturels non nuls au plus &gaux 3 n .’

Dans ce probléme on appelle fraction continue limitée toute fraction
du type :

a +
n-1

» I:,O‘

o

dans laquelle age N et pour tout je€ N: ,aj et b, sont des entiers
]

naturels non nuls et sans diviseur commun.

Ein
f-ao;a. ’
3 ]!

2ik
'y aO;a.]
in

est appelée kiéme fraction correspondante de f

Une telle fraction est notée :

»
et pour tout kENn la fraction :

On rappelle que : si a et b sont des entiers naturels et si b est différent

de z&ro,le quotient et le reste dans la division de a par b sont les entiers

naturels ag et r, définis par : a = aob+r| et r, < b .

PARTIE 1

b, In
Soit f = Iao H ;-J-] une fraction continue limit&e donnée.
j i

On pose P_' =1, Q, - g, Po =a,, Qo = 1 et pour tout ke N: les entiers

P, et Q définis par la fraction irréductible fk- ak- .
k

-2~
"
1*/ Démontrer que les nombres Pk et Qk satisfont pour tout keNn aux

B aby bR

relations :
Q= Q) * P Q2
Pk Pk-l
2°/ Soit,pour ke Nn,le déterminant : S, =
Qk Qk-l

a) exprimer S, en fonction de b, et Se-1
B _ B A

b) en déduire que : —

Qk Qk-l Qka-l

pour k21 ol Ak est un entier

relatif que 1'on exprimera en fonction de k,bl ,b2 yee e 'bk

° : " - . .
3°/ Soit,pour ke Nn , le déterminant : P P
T - k k-2

k

Q -
. . . . 53
a) exprimer ‘l‘k en fonction de 3 et sk_l,en déduire que pour k2>
T2 ol B, est un nombre rationnel dont on donnera la valeur.
b) calculer 'l‘l et 1‘2 ; quel est le signe de T, ?

Tk- B

-
4°/ On considére la suite finie de terme général fk avec ke Nn

a

~

montrer que chacune des deux sous—suites (fzj) et (f2j+l) est
monotone,que 1'une est croissante et 1'autre décroissante.

b) comparer ij—! et ij (0€2j=1 , 2j€n) ; en déduire que, quels

que soient les entiers non nuls 2i-! et 2j , f25< f2i-| ; puls que :

f

f | pour (0<2j-2,2j+1gn).

25-2 <fa5 €€ 50 < fa5-
Dans quel(s) cas y a-t-il égalité ?

blbz. . 'bk

Q1%

c) montrer que,pour tout keN: » lf - fkl <

$°/ Toute fraction continue limitée f est un nombye rationnel strictement
positif.Réciproquement,montrer que tout nombre rationnel non entier p/q,
ol p et q sont des entiers naturels strictement positifs sans diviseur

commun,est &gal 2 une fraction continue limitée du type :

a'l n
[0'3.] :
i |

R B

FrP?



PARTIE 1 B

On conserve pour les fractions continues limitées les notations de la partie I.
. }
On considére deux suites infinies de termes généraux a et bn telles que :
" .
age N et pour tcut neN , a, et bn sont deux entiers naturels non nuls et

sans . diviseur cowmmun.

b. 1n
Soit la suite de terme gé&néral fn - ['0 H -;l-] ; on dit que la
ih
b. oo
fraction continue illimitée : a7 est convergente et que sa
in

valeur est f si la suite de terme général fn est convergente et de limite f.

a,

b. | b.1ln
On pose alors: f = ta. ; ';J- = Lim ag s -1
j in

D . *
! N+ ®

b, J»
1°/ Montrer que la fraction continue illimitée [ao H —ll est convergente
J

b,b,....b
si Lim 2z _'n -0

n-—e+0 Qn-lQn
L] » -
2°/ On suppose,pour tout ke N , ak;bk et ak;d>0 , ol d est un nombre
donné;
f-1
k+1 Qk+l AR ]

b,b,....b k-1
b) en déduire que 12 k £ <——l—>
Qk-IQk 1+d

a) démontrer que b

b.
c) la fraction continue illimitée [ ; L
a.

o
a5 3 ] est-elle convergente ?
]

1
3./ On pose n€N et on suppose que Ym, b =] ;
n ue: Q > P
a) démontrer q /Q | et Q./ZQn 2

b) en déduire que,pour n21, QnQn—I 32"‘-l

i o
c) montrer que toute fraction continue illimitée.du type : [ao H —'—]

35 h
est convergente et est &gale 3@ un nowbre irrationnel;étudier la
réciproque.
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Mathématiques 1}

TOUTES OPTIONS
Mercredi 18 Mai 198), de 14h. 3 17h.

EXERCICE 1

A/ Soit f 1a fonction deIR dans IR définie comme suit :

si x£0ou x21, f(x) =0 ;
1

-‘, x(1-x)

}) Soient a et b deux nombres réels tels que : O0<agb<!

si Ocx<! , f(x) =

établir 1'égalité :

b -
[ f£(t)dt = 2(Arcsiny/b - Arcsiny/a)
a

1
2) En déduire l'existence et la valeur de [ f(t)de ;
[

pouvait-on prévoir la convergence de cette intégrale ?

3) comment faut-il choisir la constante k réelle,pour que la fonction kf

soit la densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle?

B/ La constante k ayant la valeur trouvée 3 la question précédente,on pose
g = kf , et on désigne par X une variable aléatoire réelle de densité g
1) Construire,relativement 3 un repére orthonormé,la représentation
graphique de g.
2) Déterminer G,fonction de répartition de X et construire de meéme
sa représentation graphique.
Comment sont liés les deux nombres G(x) et G(l-x) 7

Que vaut P(X<0,5) ?

R A

Tvd




_2-
3) Déterminer le développement limité,3 1'ordre 5,au voisinage de 0
de la fonction x » Arcsinx

En déduire une valeur approchée de G(0,1)

4) Soit t un réel quelconque. Déterminer suivant la valeur de t la
probabilité de 1'événement (Arcsinqus t),en distinguant les 3 cas
t< 0
ogeg ©®/2
T/2<t

Soit H(t) cette probatilité;montrer que H est la fonction de répar-

~tition d'une variable aléatoire réelle.

EXERCICE II :

Soit N un entier naturelstrictement supérieur & 1. Toutes les matrices
considérées sont des matrices carrées d'ordre N,3 coefficients dans C ,
dont les lignes et les colonnes sont numérotées de 0 & N-}

Soit A = (ajk) une telle matrice: a,, est 1'élément appartenant a la

jk
ligne j et @ la colonne k. A =( Ay ) est la matrice ayant pour éléments

les conjugués des &léments de A,
1°/ Soit F = (fjk) la matrice définie par

L 2ImIR/N i 0g EN-1 L DgkgN-T)

fjk

a) Montrer que,pour tous ) et k, OLj&N-} et OgkgN-1 ,

N-1
Z ququ vaut | si 1=k et O si j#k
q=0
b) En déduire la valeur de F.F . F est-elle inversible ? quel est son

inverse ?

_3_

c) Etablir ta relation,valable pour 1 LjJEN-2 et CE&k NI

= 2
fj-l,k + fj«l,k -fjk.cos(ZKR/N)

2°/ soient a et f deux complexes et A = (ajk) la matrice définie par
ajj =a | 0gjgN-i

3,g-1 7 2,ga B TeieN2

30,1 T %,N-1 T ¥-1,0 " w-rn-2 T A

tous les autres coefficients sont nuls.

a) Montrer que les vecteurs colonnes C CI’C ye..,C de F sont des

o’ N-1}

vecteurs-propres de A. Quelle est la valeur propre associée & Ck 7

b) Qu'en déduit-on pour la matrice D = FAF 7

3°/ Application : on pose N=4 , a=) | B=2

a) expliciter F.

b) A étant la matrice définie 3 la question 2 , déduire des résultats
précédents la césolution de 1'équation matricielle
-7
5

-5

7

AX =

o0 X désigne une matrice-colonne.

¢r?
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Dans ce probleme, on dira qu'une fonctior wmérique f posséde un

développement asymptotique & 1'ordre n au voisinage de +oo si
+
1°) f est définie sur un intervalle du type la, +o [ cr

2°) il existe ntl nombres réels : Bgs Qs aees B4 aeen 3,
et une fonction 8" , avec Lim 8n(x) = 0, tels que :

X—~+ao
i n n
(1) f(x) = a, * ap/x t .t ai/" + ...t an/x + (1/x )Sn(x).

La formule (1) s'appelle développement asymptotique de f,
d 1'ordre n, au voisinage de +ox,

On pose Sn(x) =a t ay/x t ...t ai/x' + ...t an/xn ; on
1'appellera partie réguliére & 1'ordre n du développement

asymptotique de f

On définit de méme un développement asymptotique & 1'ordre n au
voisinage de -oo
PARTIE 1 R

P
Y

1°) Démontrer que si f admet un développement asymptotique & 1'ordre n, au

voisinage de 4+ , celui-ci est unique.

<") Démontrer que si f adwet un développement asymplotique a 1'ordre n, au
voisinage de +» , il en est de méme pour la fonction ¢ définie par :
alx) = f{x) ¢ o DX {h>0 donné) ,

-2~

3°) Soit ¥ un réel firé, et soit £ 1'ensemble des fonctions f définies

w.n

sur  Ja, toof & valeurs dans R et admettant un développement

asymptotiquc 8 1'ordre n au voisinage de +m

a) Montrer que pour les opérations usuelles (39 n posséde d'une part une
structure d'espace vectoriel sur R , d'autre part une structure
d'anneau commutatif unitaire.

b) Comment obtient-on la partie réguliére du déveioppement asymptotique

.

du produit de deux fonctions de E ., 7

4°) a) Montrer que pour tout x strictement positif on a :
Arctg x =7/2 - Arctg 1/x

b) Déterminer le développement asymptotique & 1'ordre 2ntl, au voisinage
de +oo de la fonction

X ———— Arctg x

¢) Quel est Ye développement asymptotique 3 1'ordre 2ntl au voisinage de
-0 de la fonction
X ————— Arctg x ¢

PARTIE 11

Sofent O et K les fonctions de la variable réelle x définies par :

) X 2 ,
0(x) =\7_- /e dt et K(x) =1 -0(x)

/9
[4)

1°) a) montrer que, pour tout x e R

) 1o

.2 -t

vﬁi e dt
X

K(x)

b) en déduire qﬂe pour x>0

{100
1 -1/2 -u
K(x) = = “/ﬁ u e du
véi 2

x Ry

- 02 d -



2°) On considére |'intégrale :

ton
eV »
[ (x) = — _du ot nel et x: R
" 2 Jlemys2

a) Prouver que quel que soit n, In(x) est convergente.

b) Ctablir 123 relation de recurrence :

-X
_ e 2ntl 1 (x)
)= Zen - 77 ™

¢) démontrer que pour ndf :

2
Lim e* ln(x) =0

X - +00
3°) Déduire de ce qui précede le développement asymptotique 3 1'ordre
2n + 1de : e K(x), au voisinage de +oo

4°) Soit X une variable aléatoire suivant la loi de taplace-Gauss
centrée-réduite, et soit F sa fonction de répartition.
BRI
a) etablir Ya relation :

2F(x) = 1 +o(‘/—’2‘=)

2
-x" /2
b) en déduire que F(x) = 1 -e M(x) od H est une fonction dont
on donnera le développement asymptotique & 1'ordre 2n+l au voisinage

de too .
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMINS

Ecole Supérieure de Commerce de Paris

CONCOURS D'ADMISSION DE 1984

Mathématiques Il
TOUTES OPTIONS

Mercredi 9 Mai 1984, de 14 heures 4 17 hcures
f

PROBLEME 1

Les deux réels a et b, avec a<b, et 1'entier naturel non nul n sont
donnés ; soit Rn [XI 1'espace vectoriel des polyndmes & coefficients véel

de degré au plus égal 3 n.
On désigne par f 1'application :
f: R _[x] xr [x}] - R

b
r,Q - d//" P{x)Q{x)dx
a
et par M - le polyndwe défini pour q et r entiers naturels tels que

Mo (X) = (X-a)"(x-b)" , O et,

o,r
Moot = 1,
et si @0, M (X) =f£l[(X—a)r(X—h)rl .
* g, a9
1

Enfin, p et q étant deux entiers naturels, on pose

b
= H . P 0'0/0'0
fa y/ﬂ quatx)- 170X

a

- 122 4
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2°) Quelle est Ta forme quadratique associée & f ? Est-elle définie

positive ?

3°) Montrer que M est un polyndome de degré q et que (Mo,o’Ml,l“"’Mn,n)

q,q

est une base de R [X]
4°) Pour 0 € p < q, montrer que a et b sont racines d'ordre g-p de Mp'q

5°) E£tablir 1z relation pour g>l

b

= - -1y x) dx
L. p] X7 My q (X)
a b
En déduire que pour qQ2p, Ip,q = Kp 'J/- Mq-p,q (x)dx, o0 Kp est un

a

entier relatif, ne dépendant que de p, que 1'on déterminera.

6°) Prouver que Ip ¢ 0 si p¥q
b
7°) Calculer, pour 0<r<q, ‘U/ﬂ Mq'q(x).Mr,r(x)dx
a
b
8°) On pose A = M2 (x)dx
q 9,9

a

Déterminer en fonction des Aq (que 1'on ne calculera pas) la matrice de f

dans la base (Mo,o""’Mn,n) de R n [X] .

PROBLEME II (les questions 1 et 2 sont indépendantes)

- 292 4 =

L'entier naturel n>1 et le réel p € ]0,1{ sont donnés ; on pose q = l-p.

On considére une suite de 2n épreuves de Bernoulli, indépendantes ; chacune
d'elles conduit soit au succés , avec la probabilité p , soit 3 1'échec,
avec la probabilité q.

1°) a - Soit X la variable aléatoire qui prend 1a valeur 0 si aucun succés
n'est obtenu et la valeur i si le premier succds est enregistré 3 la
i-&me épreuve. Déterminer la loi de probabilité de X ; calculer son
espérance.

b - Soit Y la variable aléatoire qui prend la valeur j si, pour la
premiére fois, on obtient 2 résultats identiques consécutifs aux
épreuves de rangs j-1 et j et la valeur 0 si 1'on n'a pas deux résultats
consécutifs et identiques. Déterminer la Toi de probabilité de Y.

On pourra distinguer 2 cas, suivant que j est pair ou impair.

¢ - Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

2°) On prend n =5000 p = 0,51. Evaluer la probabilité de 1'&vénement "le
nombre des succls est compris strictement entre 4950 et 5200".

vosfoes
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Extrcits de la table de la fonction de répartition
de la lo: normale centrée, réduite

Fiy = P({T < t}).

-

0,00 0,01 0.02 0,03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 ]0,5000]0,5040]0,5080]05120/0.,5160}0.5199]0,5239]0.5279]0,5319]0,5)59
0.1 10.5398|0.5438]0.5478| 0,551 7[0.,555710.5596|0,563610,567 510,571 41 0,575 3
0.2 10,5793{0.5832{0.5871]{0.5910{ 0,594 8|0.598 7} 0.6026)0.6064]0.6103] 0,614 1
03 [0.6179]0,62)7}0,6255)0.6293}0,6331)0.6368]|0.6406|0,644 3]10,648010,6517
0,4 |0.655470.6591}0.6628{06664]0.670010.6736|0,6772|0,68080,6844(0,6879
0,5 {0,691 5]0.6950]0,698 5[ 0,761 9{0.705410.708 8/ 0,712310.7157]0.7190} 0,722 4
0.6 10.7257{0,7290/0,7324{ 0.7357{ 0,738 9] 0,742 2} 0,745 4| 0.748 6} 0,751 71.0,754.9
0.7 10,7580 0.76) 1| 0,764 2] 0,767 3| 0,770 4 0,773 4] 0.776 4] 0,779 4§ 0,782 3| 0,785 2
0.8 [0,7881/0,7910{0.7939| 0,796 7] 0.799 5| 0.802 3| 0,805 1| 0,807 8 0.8106; 0,813 3
09 [08!59{08186(0,8212{0.8238/0,8254|0,8289]0,8315{08340]0.8365|0,3389

0.8413{08418;0.84561]0348 5/0.8508)0,8531)0,8554]0.8577}0,8599| 038621
0.864 3} 0,866 5| 0.868 6{0.87208] 0.8729{0.8749] 08770} 0.87900,3810]0,88)0
0.8849| 0,886 90,8888 0.890 7| 0.892 510,894 4| 0.896 2{0.898 01 0.899 7{ 0,901 §
0.9032[/0.9049(0.906 6{0.9082{0.9099}0.9115)09131109147109162}05177 -
0.9192}0.9207{0.9222/0.9236}0,9251} 0,926 5] 092791 0.929 210,930 6} 0,931 9
0.9332/0,9345{0.9357]0.9370[09382]09394]095406]0.94) 80.9429] 0,944 |
0.9452]0,946 3{0.947 4| 0,948 4[ 0,949 ${ 0,950 5{ 0,951 510.952 3/ 0.953 5] 0,954 5
0.9554/0.956410.957310958210.9591}109599]0,9608]0.961 6]0,962.5]| 0,963 3
0.964 10,964 90,965 6| 0966 410,967 110967 810,968 60,969 3109699 0,970 6
0.97113[0,9719/09726/09732]0,9738[09744|0,9750[09756{09761{0,9767

-
« o & s

VouwaAaLN=O WeUuowaWwi-D ouuoLarun—-O

2,0 {09772/0,9779]0,9783{09788]097931097980.9803]0.9808 0,531 2| 0,9817
2,1 [0.9821{0.9826{0.9830]/0,9834]0983810,9842}0,9846}0.9850}0,9854}0,9857
2,2 10.9861/09864!09868]0,9871|09875]10,9878{0.988 10,988 40,9887]0,9890
23 ]09893[0.9896}0.9898/09901]0,9904{0.9906]|09909]0.991 {0,991 3{0,99t 6
2,4 10.9918{09920{0.9922(0.9925{0,9927]0,992910,993110,993210,993410,9936
2,3 {0.9938]0,9940/0,994 11099430994 5]0994 610994 8|0.994 6|0.995 40,995 2
2,6 |0.9953]09955{0.9956{0,9957{0.9959{0.9960(0.9961]0,9962{0.996 3| 0,996 4
2,7 10,9963)0.9966{0.996 710,996 8(0.996910,9970]0,997 1]0.997210.9971/0,9974
28 10,9974/0997510,9976]0,9977!10,9977}0,9978)0.9979]0.9979|0,998 0} 0,998 |
29 10.9981/09982({0,9982]09983|0,9984]0.9984]|0,998 5{0,998 5{0.9986{0,9986

Table pour les grandes valeurs de t

‘ 30 3 32 3.3 33 34 3.5 3.8 4.0 4.5
F(1) 10.998 63 |0,99904 | 0.999 31| 0.999 52| 0.999 66 | 9.999 76 {0.999 $41/0.999 928{0.999 963{ 0.999 99

Note. — La iable doune les valeurs de F(1) pout ¢ positif. Lorsque 1 est négatil il fayt preadre Je
compiément & I'unité de la valeur Jue dans la table.
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT

SEAVICE CES CONCOURS ET EXAMENS

ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS

CONCOURS D'ADMISSION DE 1985

La présentation, la lisibilité, [ orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans ['appréciation des copies.
L'usage des instruments de calcul est autorisé.

On désigne par a un nombre réel strictement supéricur a 1. Pour tout nombre entier
naturei non nul a, on note g, la fonction définie sur R, par la relation :

g(x) = x(x = 1)...(x =n)a” *~.
L’objet du probleme est d'étudier le maximum de la fonction g, sur I'intervalle {n, + .

L. Dans cette partie; on examine le cas particulier oi n = 1.
g
&

1. @) Etudier la variation de la fonction 2. On notera u et v les valeurs de x ou cette

fonction s'annule, avec u < 0.
b) Dresser le tableau de variation de g,. Etudier la branche infinie du graphe de g,.
2. Dans cette question, on prend 2 = 2.

—a) Caiculer des valeurs approchées & 10~ % prés de u. v, g, (u) et g, (v).
7\Constmire le graphe de g,.

IL Dans cette partie, on considére une fonction iée!le f de classe C? sur lintervalle
[~ 1,1]). On désigne par M un nombre réel tel que, pour tout élément x de [~ 1,1},
|lf7(x)| € M.

1
Soit B un élément de R,. On se propose d’approcher ['intégrale J‘ J(e)de par la somme
)

LoD

On suppose que n > B. Pour tout nombre entier naturel k tel que | < k < n, on pose :
k k-~ Mk
Rl(k.n)-f(-)—f( B)-Ef (-)
n n n \n

kin
i 7, ow=) 557 (2)

wlk=1)m n

1. En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange i des fonctions convenables au poiat &/n,
déterminer des nombres réeis 4 et B tels que, quels que soieat n et k.

IR (k. n)! 3

® Al

{R;(k,n)i < ;;

2.a)On pose :

_1
e[ o152 () A(5)

Déduire de la question précédente un nombre rést C tel que, quels que soient n et k,

C
IR,(k,n)I < n—".
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2) On pose :
8 1
~q » . - - =
A,=J f(t)dr--l )3 f(L 5) - 2[f(1)~f(0)]-
[ n xay n n
Prouver que :
al<s.
n

IIL On revient 3 I'étude de la fonction g, dans le cas genéral.
1. a) Pour tout nombre réel x strictement supérieur a n, calculer :
Ry(x) = “E'(—") .
8.(%)

Montrer que, sur l'intervalle Ja, + oc [, la dérivée de g, s’annule en un point x, et un
seul. Etudier le signe de g, sur Jn, + @ [. On pose M, = g (x,).

2. Soit 2 un nombre réel strictement supérieur 3 1. On considére la fonction f, définie -
par la relation :

Salx) = L

d—-X

a) Déterminer en fonction de a la valeur de « pour laquelle :

s 1
hy(n2) -;l;+l Y j;(s)- " Sf.(0)de.
w0

R =}

Dans toute la suite du probiéme, on donne 4 % [a valeur ainsi déterminés.
(On contrdlera que sia = 2, alors 2 = 2.)
b) Verifier que :
1
B—

! —217,() - 01 - &,

na+ P

h(nz +P) =

ou A, a été défini dans la question II 2 (avecici f = f).
Déterminer la limite lorsque n tend vers + ¢ de ni (na + 8).

3 Montrer qu'a partir d'un certain rang,
nagx, <(n+
A cet effet, on étudiera les signes de h(na) et de h((n + 1)a).
4. 4) On se propose de déterminer la limite lorsque n tend vers + = de:
~ox,—k

Xy
l:lo n

E
v, =-lIn
n

On encadrera v, a I"aide de 'encadrement de x, obtenu précédemment. On utilisera le
résultat de la question I1.2.b) avec une fonction fconvenable et § = 0, puis B = .

En conciure que :

I 2adi -]

1
lim y,=f In(a — x)dx.
(]

b) Calculer cette intégrale.

! . . ., 1 .
0) Montrer finalement que la suite de terme général —-( M )'/* converge et déterminer sa
n

limite.
On contrdlera que pour a = 2 cette limite est égale a 1/e.
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Pour tout nombre entier naturel p, on considére fa fonction A, définic sur{0, + < [ par

la refation -
4 x

X
A= Y (-1 =.
i=0 k!
Dans ce probiéme, on étudic la svite des nombres réels positifs v, tels que A, , . (x,) =0,
ou n3 1, ce qui fait ["objet de la partic [11. Dans les parties | et 'l, on établit des résultats
auxiliaires.
1. Dans cette partic, on studie un algorithme d'approximation de Funique solution de
I'équation f (1) =1, ou. pour tout nombre réel posiuf ¢ :
Jl)=e t n
1. a) Construire sur unc méme figure les représentations graphiques de la fonction f et

de la fonction t—1.
&) Moatrer que I'équation f{ t) =1 admet une solution a et une scule.

¢} Montrer que, pour tout couple (x, ¥) de nombres réels positifs :

1
|f(X)—f(.V)[$;(-V*YI-

. 1 L : _
d)Prouver que lintervalle [0, —] est stable par f et que a appartient  cet intervalie.
e
2. Soit u la suite numérique définic par la relation de récurrence :
Uy =f(u,)

et la condition imtiale ug=0.
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :

0<u,$; et lu_—alse_ﬂ.

En déduire que la suite « converge vers a.
b) Déterminer un nombre entier naturel n tel que :
-6
]u_o-a] <107°%

Ecrire des valeurs décimales approchées i la précision 107 des termes u,, o 1 <a<n,.

ajeJauad uolld) B £ YIEN- aNb |BOUODR uot3dn

wo) 0 dng 3 = 39101040MM0) sepniy
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I1. On se propose détudier les suites v et w définies par les relations :
v_=1\'/n! W,_=Tn: oi n>1l
n n!

1. Trouver une relation simple entre In v, et In w,.

2. Minoration de w
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

' 1\*
.‘.‘J’.ﬂ:(]-{—-)_
w, n

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

(1+1)52
na

¢t En déduire que, si n26. alors w, 22"
di Déterminer un majorant de la suite(z,),,
3. Convergence de lu suite v
a) Déterminer la limnte de la suite @ (In w,,,—ln w,).
b3 Ewablir que, pour tout nombre réel x>0 :

O0gx—In(1+x)<

2
En déduire que -
O<I+inw, —lnw, _, < 5]';
¢) Ewablir que, pour tout nombre réel x appartenant 4[0.1] :
x< ~In (1 —-x).

En deduire que :

€1+inn

N -

1
14 -4+..+
2

di Prouver finalement que him lln w,=1

P

En deduire la hmite de la suite ».

Peut-on retrouver ainsi Ja majoration obtenue dans la question II. 2. d) ?

11, Etude de la suite (x,)

1. @) Prouver que. pour tout nombre entier naturel p et pour tout nombre reel positif x :

x Y
(x ”d

e"‘:AF(x)-.#(-l)"”I,(x), ou IAx):Jc"

0 r!

b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel n et pour loul nombre recl

positif x :
o) Az (X) €774, (x).

¢) Exprimer la dénivée 47, en fonction dc A,.

4_1) Prouver’quq, pour tout nombre entier naturel non nul n, la fonction A,,_, est
sinciement décroissante ¢t que, sur intervalle{ 0, + « [, P'équation A, (x)={ admct
unc solution x, et une sculc.

Calculer 45 ,(x,) et dresser le tablcau de variation de A,,_, et de 4.,

2. Soit n un nombre cntier nature! non nul.
a) Montrer que
M .l

Xt X x
Ay =2 el Ay, (k)= == | 1= )
(2n)! (2n)! 2n+1

X2t o . L. .
* <1 A laide de la majoration établie au 11 2. d), montrer que

b) En déduire que
2m!
si n23, x,<n. Vérificr directement que ce dernier résultat est encore valable si n=1{ et

n=2
¢) Montrer que A, . (x,) >0. En déduire que 12 suite (x,) ¢st strictement croissante.

3. Soit n un nombre entier naturel non nul.
a) A l'aide de(1)et de la majoration x, < n, établir I'encadrement :
\‘Zn
| g—2—e* g2
(2n)!

b) On posz y,= %—"— Montrer que -

1128

vzls).lcrus vZn

Ll . " y !
¢} En deduire que la sunte de terme général -, =y, e’» converge vers -.
e

4. En conclure que lu suite (y,) converge vers a. (On étudiera a cet cifet la fonction
yryed)

1 ey afeseuad uoid)
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Chsmbre de Commerce et d’industris de Paris

DIRECTION DE L’'ENSEIGNEMENT
DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS

ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS
Mercredi 6 Mai 1987, de 8 heures & 12 heures

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnemenis entreront pour une part importante dans I'appréciation des
copies.

L'usage des instruments de calcul est autorisé.,

1n
Dans la premiére partic du probléme, on approche le nombre réel @ = ( % ) a I'aide

d'une suite numérique. Dans la seconde partie, grice & cette méthode, on approche sur
I'intervalle {0, 1] la fonction ¢ ~s £'® & I'aide d'une suite de fonctions polynomiales et on
évalue la rapidité de la convergence.

On notera qu’une valeur approchée de a & la précision 10-* est 0,793 700 526.
1. Approximation de a

Soit A un nombre réel strictement positif. On considére la fonction numérique
f. définie sur Pintervalie [0, 1] par la relation :

f‘(x)-x-w\(%—x’).

1) Montrer que a est 'unique solution de I'équation f,(x) = x.
2) a) Calculer la dérivée de f,. Montrer que f, est croissante sur {0, 1]si et seulement

siA= 3 On suppose désormais que cette condition est satisfaite.

b) Prouver que l'intervalie Ja, 1] est stable par f,, c’est-d-dire que :
fi(les 1)) c ja, 1).
¢) Montrer que, pour tout éiément x de [a,1}:
Vs f(x)~ax (x—a)fi(a)
3) Soient ¢ un élément de Ja, 1] et v la suite définie par la relation de récurrence :

1
Upyt =v,+A(§—v:)
et la condition initiale v, = c.

a) Montrer que la suite v est strictement décroissante et qu'elle converge vers
a.

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n:

O<v,—ax(c—a)[fi(a)]

CONCOURS D°'ADMISSION DE 1987

Mathématiques |
OPTION : Générale

¢) Montrer que f](a) est minimal si et seulement i A = % .

4) On suppose que A = % et on prend vy = ¢ = 0,8, Caiculer v, pour n < 8.

Montrer que 0<c—a <7-10"% et majorer v; — a. (Dans cette question, on
n'utilisera pas la valeur approchée de @ donnée en téte de I'énoncé.)

. Approximation polynomiale de ¢ ¢4

Pour tout élément  de I'intervalle [0, 1], on considére la suite (u,(t)) définic par la
relation de récurrence :

o 1 (0) = 4y (1) + 3 [t~ up 0]

et la condition initiale uy(r) = 0.
1) a) Calculer u,(r) et uy(r).

b) Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, la fonction
t—» u,(r) est une fonction polynomiale et caiculer son degré.

2) a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n:
0 =ty 1) = 1% -y () (1= 3 1% 4+ 0%, 00) + w4, (0 1)).

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, u,(t) « r'2.

¢) En déduire que la suite de terme général u,(¢) est croissante et positive.
d) Montrer que la suite (u,(r)) converge vers ¢!%,

3) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n:

(8] - 1) <1 n(y_1,0)"
( )= u (1)<t (1 3! )

4) Pour tout nombre entier naturel non nul n, soit @, I'application de [0, 1] dans R
définie par la relation :

¢,(x)=x(l —%x’)n.

a) Etudier la variation de ¢, et déterminer son maximum.
b) On pose B,= sup [t —u,(1)]
re 0,1}

Montrer que € [=.
q B'I 2"
¢) Montrer qu’il existe un nombre réel strictement positif y tel que, pour tout nombre
entier naturel non nul n, B, > 77-
n

d) Plus précisément, soit p un nombre entier naturel non nul. Montrer que, pour tout
nombre entier naturel n tel que n>p, on a:

Y] 1 1 4 3
€ 2n+1<ﬂ"‘<1-2p+1) \/2n+1'

L8461
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(areJdauad uoiixdo)
NOATD 3@ SINUd ap AJM3WWO0D 2P S3XN3IN3dNS S31003-°"3"3°"H 89z =abed




H.E. C: —ECOLES SUFERIEURES de COMMERCE de FARIS et LYON:Sup.Co.PAR IES page 3I29

‘. £ YL

oL tophaon ofnd o aln

1968

Chambre ge Commerce et d'ingusine de Pans
DIRECTION DE LENSEIGNEMENT

DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS

Ecole Supérieure de Commerce de Paris
CONCOURS D'ADMISSION DE 1988

Jeudi 5 mai 1988, de 8 h. 8 12 h. Mathemathues '
—_— OPTION GENERALE

La présentation, La Lisibikité, L'onthographe, &a qualité de <La
nédaction, fa clarté et fLa précision des nraisonnements entreront
pour une part {mpontante dans L'appréciation des copies.

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long sur 15 cm de large.

Le but du probiéme est d'étudier les fonctions polyndmes P a coefficients réels telles que, pour tout
nombre réel x :

m (x2 - 1) P"(x) + 4xP'(x) = AP(x)
o A est un nombre réel donné et od P’ et P" désignent les dérivées premitre et seconde de P.
Dans la partie I, on détermine 2 partir d'une suite (Pg, Py, ... Py, ...) de solutions particuliéres toutes
les solutions de cetie équation et on établit une relation de récurrence satisfaite par les polyndmes Py,.
Dans la partie II, on utilise cette relation pour obtenir le comportement de ia suite des valeurs (P (x))

en un point x donné, en commengant par le cas particulier ol x = 5/3.

1 - ETUDE DE L'EQUATION (D).

1°) Soit P une solution non nulle de (1), de degré n 2 0.

a) Montrer, en identifiant dans (1) les termes de plus haut degré, que A est nécessairement égal  n(n+3).
b) Soit Q(x) = (-1)® P(-x). Montrer que Q est solution de (1). En étudiant le degré du polynéme P - Q,
prouver que P = Q et en déduire la parité de P cn fonction de n.

2°) Inversement, on s¢ propose de prouver qu'étant donné un entier n 2 0, il existe un polyndme P,a

coclficicnts réels et un seul dont lc terme de plus haut degré est x™ et te) que, pour tout nombre réel x

(03] (x2- 1) P"n(x) + 4xP'(x) = n(n + 3) Py(x)
a) Détermincr Py, Py, Po.
0 172 2
b) Dans le cas général, on pose :

P)= 2 a,x™ =g x® 4 a2 n-2k
n -l Lo y DX T F o tauXx T+ avecay =1

ol |n/2] désigne le plus grand entier inférieur ou égal A n/2.
Expliciter un systéme linéaire satisfait par les nombres agy, o1 0 S 2k < n, et montrer que ce systéme
admet une solution et une seule (que I'on ne demande pas d'expliciter). Donner 'expression du coefficient a;.

3°) A partir de la suite (Py). déterminer, selon les valeurs de A, l'ensemble E;, des solutions de (1)

4°) On se propose d'établir que, pour tout nombre réel x et toutentiern 2 :

2
n -
) Pyx) - xPy (x) + —— P, 5(x) =0
4n°-1
a) On considére, pour n 2 2, la fonction polynéme : Qu(x) = *x2-1) P'p(x) - nxPp(x).

Déterminer le mon6me de plus haut degré de Qp,.
Montrer que Q'p(x) = (n+2){aP(x) - xP'(x)] , et calculer (x2 -DQ () + 4xQ'n(x) en fonction de Qn seulement.

TS VP
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En déduire que :

, n(n+2)
4 (x - D P (x) - nxP 2(X) + —— Ty P ,x)=0

b) En dérivant la feladon (4), et en recourant par exemple 2 I'expression de la dérivée de Q, obtenue
précédemment, donner une relation entre Py, P’ et P'py .
En utilisant 3 nouveau la relation (4), en déduire la relation (3).

It - ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (Pa(x)).

Soit (u“)n >0 1a suite de nombres réels définie par la relation de récurrence :

1 3 .
(5) Un = Up + 9 [(un-l Upg) + an?-1 un-2] avec n 2 2. et les conditions initiales ug =1 etuy =1+ 1/9.
n°-
1 1 [ 1 1 ]
1°) En remarquant que : == - :
4k2-l 2 L2k-1 2k+1
n
calculer pour tout enticrn 22 : Z 1 .
k=2 4k>-
Quelle est 1a limite de 1a suite (Sp) ?

2°) On se propose, dans cette question, d'étudier 1a suite (u,) définie ci-dessus.
a) Montrer, par récurrence, que, pour tout entiern21,up2up 1 2 1.

b) Prouver que I'on a pour tout entiern 2 2:

6) 1, =y + g | (g - ug) + Z

i 4 kzl k2

et en déduire, pour tout entier naturel n, que up, < 6/5.
¢) Montrer que la suite (uy,) est convergente, et, 2 I'aide de (6), donner un encadrement de sa limite L
permettant d'en obtenir une valeur décimale approchée 2 0,01 prés.

3°) On reprend dans cette question les notations de la premidre partie et, pour tout entier naturel n et

tout nombre réel t > 0, on pose : n t

2 e+et
u,(= = Py(——)

a) Montrer que, pour tout nombre réel x strictement supérieur 2 1, il existe un nombre réel t> 0 et un
seul tel que : d+et
2

X =

b) Calculer ug(t) et uj(t), et montrer que, pourtoutn>2:

@ u()-u ()= c'2‘ [(un_l(t) -u,,(1) + " 32 " un_z(t)]

¢) Montrer par récurrence que, pour tout n 2 1, les fonctions up, et Up-Up.] SONt strictement positives et
décroissantes sur ]0, +eo [ .

d) Expliciter le réel et lorsque x = 5/3, et montrer que, dans ce cas, les suites (ug) et (uy (1)) définies
respectivement par les relations (5) et (7) sont les mémes.
On suppose que x 2 5/3. Déduire des résultats précédents que la suite (up(1)) converge vers une limite
strictement positive L(x) que l'on ne demande pas d'expliciter, et en déduire un équivalent de Pp(x)
lorsque n tend vers linfini.
o [
e
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sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,

Mercredi 3 mai 1989, de 8h.a12h. calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et

alphanumériques, & fonctlonnement autonome, sans imprimante, sans document
—_— d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long sur 15 cm de large.

Le but du probleme est I'étude de certaines propriétés de la fonction de répartition de
1a loi normale centrée réduite N (0, 1), ce qui fait I'objet des trois premieres parties. Une
application probabiliste est proposée en quatrigme partie.

PARTIE X On étudie dans cette partie une méthode de calcul de lintégrale (convergente) :

+o0 2
I =/ exp (-—%) du.

A cel effet, on considere les fonctions f et g définics sur R par les relations ;

1 - 2 T 1
f(:):/o f’-‘"(l(%l—)m g(;)=/o exp (= (1+1%) ) dt.

(On ne cherchera pas A calculer ces deux intégrales.)

1. a) Calculer f(0).
b) Pour tout nombre réel positif x, établir Fencadrement suivant :

Sep(-2:) < f(2) < § exp(-2).

¢) Etablir un encadrement analoguc pour x négatif.
d) En déduire les limiles de f (z) quand x tcnd vers 00 et quand x tend vers —oo.

2. Onse propose de montrer que la fonction f est dérivable et de calculer sa dérivée.
a) Soit a un nombre réel positil. En utilisant inégalité de Taylor-Lagrange, montrer
que, pour tout nombre réel i apparienanta [-1, 1] :

252
a2h exp(a).

lexp(—ah) — 1+ ah| <

b) En déduire que, pour tout nombre réclx et pour tout nombre récl & appartenant
a[-1, 1 :

2
= +W) =1 (2) +ho(a)l < 25 exp(2]1~ 2).

¢) Montrer que f est dérivable et exprimcr sa dérivée & aide de g.

3. On considerc la fonction numérique ¢ définie sur R par la rclation :

rr=a1(5)1 ([on(-5) )"

a) Prouver que ¢’ est nulle et détermincr I'unique valeur prisc par .
b) En déduire la valcur de 'intégrale /.

T.Sv.P
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PARTIETI On étudie dans cctte parltie un algorithme de calcul des valeurs prises par la fonction

de répartition F de la loi normale centrée réduite. On rappelic que :

F(z)= _V%/;;CXP(_%’) du.

1. Soitx un nombre récl.
a) Araide d’une intégration par parties, prouver que :

Vax (F(z)—%) = z exp (— %2)+/°’u’cxp(— u?’) du.

b) Montrer par récurrence que, pour toul nombre eatier natureln :

1 z? z3 z4 ¥
Vzﬂ' (F(I)—i) -—chp("' 'i_) [1"’ _l x“3'+'———‘1x3“_“'x5+"'+ 1X3X5(2n+1) +va(x)|

] _ 1 * In42 _"_2)
avec : R"(’)"1x3x5--~(2ﬂ+1)/o“ cxp( 7)

2. Monltrer que, pour tout nombre entier naturcl # ¢t pour toul nombre réelx :

z? 2% 22 z?

Kol o= — — v m——_—
1@l < 12l 5 5 2n+3
Trouver une valeur de i telle que, pour toul nombre réel x apparlénanl a[-2,2]:
|Ra (2)] < 107°.

3. On considere I'algorithme suivant, dans lcquel S et x représcntent des variables 2
valeurs réelics, n et k des variables 2 valeurs entitres, les valeurs de x et n étant données
par ailleurs (I'instruction A — B signifiant que la valeur de la variable B est aflectée 2 la

variable A) :
S—1; 2
M 1 . x .
Pour k décroissant de n 3 1 faire : S(—-l+2k+‘s, |
Ecrire S ;

a) Indiquer en fonction de x et de n P'expression finale de S.
b‘? En déduire, A laide des résullats obtenus dans cetic partie, des valeurs approchées

4107° présde:
F(0,5) F(0,783) F(0,784) FQ) F(1,5) F(2)
(On donnera toutes les décimales fousnics par la calculatrice.)

PARTIE I . . . .
On éuwudie dans cctte partie le comporicment asymptotique de la fonction F et de sa

réciproque.

1. Montrer que la fonction F admet une fonction réciproque G, laquclle ¢st définie
sur o, 1{.

2. Représenter sur une méme figure les courbes représentatives de F et de G (unité
graphique : 4 cm).

On précisera nolamment les valeurs de F (0) et de G(0, 5), les limites de Fen —oo €t
en +oo, les limitesde GenOeten 1.

3. a) Exprimer F (-z) en fonction de F (z). En déduire I'expression dc G(1 — y)
cn fonclionde G (y) pour0 <y < 1.

T.SV.R
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b) Pour tout nombre réel strictement négatif x, établir I'cncadrement suivant :

2 2

En déduire un équivalent de F (z) quand x tend vers —oo, puis de 1 — F () quand x tend
vers +oo.
c) Onposez=G(y),0dz<0et0<y< }.Montrerque:

x 2 x
~ED e 28 v (1- ) sy - S -mia - 252

En déduire un équivalent de G (y) quand y tend vers 0, puis quand y tend vers 1.

PARTIE IV Y . - L . : -
A Tissue d'un scrutin uninominal permetiant & plusicurs ccntaines de milliers

d’élccteurs de départager deux candidats A ¢t B d'importances comparables, on sc propose,
avant le dépouillement, de procéder 2 une estimation de la proportion p des voix obtenucs
par le candidat A.

A cet effet, on répdie n fois (n > 1) I'expérience suivante ; on retire “au hasard” un
bulletin des urnes ; on note s'il est ou non en faveur de 4 et on le remet dans les urnes. On
note X, la variable aléatoire indiquant I¢ nombre des suffrages favorables A A parmi les n
bulletins dépouiliés ; le quotient :

Yo = Xa

n

indique donc1a proportion des suflrages favorables 3 4 parmi ces n bulletins. On pose enfin :
u, = P(|Ya—p|>0,01).

Soit ¢ un nombre réel apparienant 4 J0, 1{. L'objectif est de déterminer Ic nombre n de
bulletins qu’il suflit de dépouiller ainsi pour que u,, < ¢, C’est-a-dirc pour connaitre p 3 0,01
prés avee un risque d'erreur inférieur 3 ¢.

1. On étudie dans cette question les lois de X, etde Y.
a) Déterminer la loi de X,,. Calculer les espérances et les variances de X, etde Y, .
b) Monirer que:

V(Xu) <

s

2. Premiére majoration de u,,

a) Enappliquanta X, 'inégalité de Bicnaymé-Tthebychev et en utilisant lc résultat
de la question L. b), donncr un majorant Af, de u, ne dépendant que de n

b) Comment suffit-il de choisir n pour que M, < €?

Examincrilcscasod e =0,10et e = 0,05.

3. Seconde majoration de u,,

a) En approchant X, par la loi normale (on justifiera la mise en ccuvre d’une telle
approximation), exprimer u,, en fonction de n ct de p A l'aide dc F. En utilisant le résultat
de la question 1. b), doaner un majorant i, de u,, ne dépendant que de n.

) En dé¢duire que m, < e désquen > 2 500G (/2).

Examiner lescas ol ¢ = 0,10 et ¢ = 0, 05.

(Onrappelle les valeurs approchées suivantes : F(1,96) ~ 0,975 et F (1,64) =~ 0,950.)

¢) Soitn () le plus petit des nombres enticrs naturels 1 tels que m,, < €. Déterminer
un équivalent de n (¢) lorsque ¢ tend vers 0.
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CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE DE PARIS

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
Direction des Admissions et Concours précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des
— copies.

. sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
Ecole Su périeure de Commerce de Paris calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumeriques,
, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et
CONCOURS D'ADMISSION DE 1990 de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large, 4 raison d'une seule calculatrice

par candidat.

Soit f une application continue de [a, b) dans IR, avec @ < b. L’objet du probléme
est ’étude d’approximations de l'intégrale :

b
J ::/ f(z) dz

a
par la méthode des rectangles, c’est-a-dire par la suite (u,), 5, définie par :

b~ b—a

n

n-1
aZf(:tk), avec : rp=a-+k 0<k<n,

k=0

u, =

puis, de fagon plus performante, par les suites (vq),5, et (wn), s, définies par :

4 v, —~ v,

Uy = 2 Ug, — Uy et w, = 3
PARTIE I : Etude d’un premier exemple
4
Dans cette partie, on suppose que [a, b] = [0, 1] et que : f(z)= sl

1. Ecrire en PASCAL un algorithme de calcul de u, lorsque ’entier naturel non
nul n est donné.
A l'aide de cet algorithme, remplir le tableau suivant : u; | n
uz | vz | w

Uyq L7 Wy

us v

Uy6

(On donnera les résultats numériques de ce tableau avec six décimales.)

2. Calculer l'intégrale J. (On pourra poser z = tan 1.)
Evaluer la précision des résultats numériques obtenus ci-dessus.
PARTIE II : Etude d’un second exemple

Dans cette partie, on considére un réel A strictement positif et différent de 1.
On suppose que [a, b] = [0, x] et que: f(z)=1ln (’\2 —2Xcosz+1).

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) Déterminer sous forme trigonométrique les racines dans C de I’équation : V" -1=0.

b) En déduire, en comparant leurs coefficients dominants et leurs racines, I'égalité

suivante entre fonctions polynomes : -1 :
y“—l=(f—l)Il(f—2yam7§+l).

k=1

-0'/.. .
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2. a) Déduire de la question précédente une expression simplifiée de u,, et de v,.

b) En distinguant les cas A < 1 et A > 1, calculer 'intégrale J en déterminant la
limite de la suite (u,), puis donner des équivalents de u, — J et de v, — J.

PARTIE III : Etude du cas général

On suppose désormais que la fonction f est de classe C* sur [a, b). Pour tout nombre
entier naturel k tel que 1 < k < 4, on pose :

M, = sup If(")(z)I.

a<r<bd

(On rappelle que la notation f(*) désigne la dérivée k**™¢ de la fonction f.)

1. Soit [a, B] un segment inclus dans [a, b]. On considére la fonction auxiliaire P

définie sur [a, O] par la relation :
p(z) =/ f(t) dt — (z - a) f(a).

a) Calculer les deux premiéres dérivées de p.

b) Montrer que, pour tout élément z de [a, B, on a: =M, <pl'(z) < M,.

En déduire par intégration un encadrement de p(z) pour a < z < 3, puis établir 'inéga-
lité suivante :

az
/f(t)dt—(ﬂ o) fla)| < L=

c¢) En appliquant cette inégalité aux segments [z, Tip4r) pour 0 < k < n-—-1,
prouver enfin que :

|J —unl < (b2 a)’ M,.

2. Soit [a, G] un segment inclus dans [a, b]. On considére la fonction auxiliaire ¢
définie sur [a, O] par la relation :

Q(-’L’) = p(.t) _ (I - O)[f(;:) - f(a)] .

a) Calculer les deux premiéres dérivées de g.

g - - —a)?
[ 10 2= (8- o) sia) - L=WA S| G-,

b) Etablir I'inégalité suivante :

(On pourra encadrer
encadrement de ¢(z).)

c¢) Prouver enfin que : ,J — o — (b — a)l/(b) ~ f(a)] < (¢-a)?
" 2n =~ 12n? ¥

g/"(x) pour a < r < 3, puis, par intégration, en déduire un

3. On considére cette fois la fonction auxiliaire r définie sur [a, B] par la relation :

z —a)?[f'(z) - f'(a)]
12 '
En procédant encore de la méme maniére, établir que :

J—u _(b—a)[f(b) — £( “)] (b= a)*[J'(b) — f'(a)) (b —a)®
" 2n 12 n? < 720 nt

r(z) = glz) + &

M,.

4. Déterminer a I’aidee des résultats précédents le développement limité & Vordre
3 de uy,, c’est-a-dire des nombres réels A, B, C et D tels que :
B ¢ D .
u,,_A+ +—-+—+-- avec : lim ¢,=0.
n— 400
En déduire les développements limités & I’ordre de 3 de v, et de w,. Conclure.



page 382 [ECOLE SUPERIEURE de COMMERCE de PARIS:
1991 1/3 Math 1 (option générale)

Zcole Supérieure de Commerce de Paris Mathématiques |
CONCOURS D’ADMISSION DE 1991 OPTION GENERALE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
precision des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation
des copies. '

sont autorisées : régles gradudes, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large.

L’objet de ce probléme est la, rgcﬁerche du comportement asymptotique du maximum sur [0, 1} d’une suite
de fonctions. -

I. ETUDE DU MAXIMUM D'UNE FONCTION

* Soit f la fonction numérique définie sur R . par la relation :

x

fz) = et 41

1. Variation de f
a) Calculer la dérivée f' de f.

 b) Montrer que I’équation f'(z) = 0 admet une solution a et une seule sur R..
Indication. On étudiera la variation de la fonction g définie sur R, par :

gz)=(1-z)e+1

¢) Prouver que f(a) =a - 1.
- d) Dresser le tableau de variation de f et donner 'allure du graphe de cette fonction.

2. Approximation de a
Soit ¢ la fonction définie sur IR, par la relation :

p(z)=1+e""

a) Prouver que a est 'unique solution de Péquation p(z) = z.
b) Montrer que a > 1. En déduire que a —1 < e™. '
c) Etablir que, pour tout nombre réel = supérieur ou égal & 1 :

p(z) 21

et que :
lo(z) ~ ol < ez —af

A SUIVRE
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d) Soit {(an),en la suite d’éléments de [1, +oo[ définie par la condition initiale ag = 1 et par la relation
de récurrence :

ant1 = p(ay)

Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :
lan — a] < e=(*+)

e) En déterminant au préalable le nombre d'itérations nécessaires, expliciter, & I’aide d’une calculatrice,
une valeur décimale approchée & de « telle que :

|a - & < 10~°

II. ETUDE D'UNE SUITE DE FONCTIONS

Excepté la question II. 8, la partie II est indépendante de la partie 1.

Soit (un),ep la suite de fonctions numériques définies sur [0, 1] par la condition initiale ug = 1 et par la
relation de récurrence :

U1 (@) = [1 = 2+ 3 un(a)] un(a)

1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, la fonction u, est polynomiale ; déterminer son degré
et son coefficient dominant.

2. Montrer par récurrence sur n que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout élément z de [0, 1] :
0<up(z) <1

En déduire, toujours par récurrence sur n, que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout élément z
de [0, 1] :
U, (z) £ 0
3. a) Soit z un élément de [0, 1] et % un nombre entier naturel non nul. Etablir les inégalités :

(-2 <u(@) < (1-3)"

b) En déduire que, lorsque z est fixé dans [0, 1], la suite de terme général u,(z) converge ; exprimer sa
limite en fonction de . '

¢) Montrer que cette suite est décroissante.

Dans toute la suite du probléme, on note h la fonction définie sur [0, 1] par la relation :

hU):t(I*%)

4. a) Montrer que, pour tout couple (a, b) d’éléments de [0, 1] :
|h(8) — h(a)| < |b— a
b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel k et pour tout élément z de [0, 1] :
|[ue(z) — wer(2)] — [wes1(2) — urs2(2)]| < 7 |ur(2) — ur4a (2)]
¢) Montrer enfin que, pour tout nombre entier naturel k et pour tout élément z de [0, 1[:

T) — up42(x)
-z

0 < u(z) — up41(z) < Uea(

Tournez la page S.Y.P.
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5. Dans cette question, on fixe k dans N et z dans [0, 1[.
a) En utilisant le dernicr encadrement et le sens de variation de h, montrer que :

ur(z) )
z< / AP
tagr(T) h(t) 11—z
b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel n :

1 de nx
nr < / 7 S
un(z) h(t) 1-z

6. a) Trouver un couple (A, B) de nombres réels tel que, pour tout élément ¢ de |0, 1] :

1 A B
RO E L
2
b) En déduire la valeur de l’intégrale :
Lot
un{z) h(t)
en fonction de u,(z).
En conclure que :
2
1+exp( — ) Sua(z) < prr
l1-z

7. Soit y un élément de R, . Déterminer la limite de la suite de terme général u, ( %) .

8. Soit (vn),en la suite de fonctions définies sur [0, 1] par : -
v (z) = zun(z)

On note M, le maximum de la fonction v, sur [0, 1].

a) Montrer que :
v, ( a ) > 2(a—1)
n+a n+a

2(a-1)
n+a
En déduire un équivalent simple de M,, lorsque n est au voisinage de +oo.

b) Etablir 'encadrement :

<M, <

2(a-1)
n

FIN
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CONCOURS D’ADMISSION DE 1992

Mathématiques |
OPTION GENERALE

Lundi 11 mai 1992, de 14 ha 18 h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées:

-. Regles graduées.
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans

document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15
cm de large.

OBJECTIF DU PROBLEME

On note E I’espace vectoriel sur IR des fonctions & valeurs réelles, continues sur un intervalle [a, b] ol
a < b. On rappelle qu’une fonction affine sur un intervalle J est une fonction f définie sur J par une relation
de la forme : f(t) = at + [, ol a et F sont des nombres réels.

Etant donné un nombre entier n > 2 et une subdivision de [a, 8], c’est-a-dire une suite strictement
croissante o, = (Zo, Z1,..., Zn) de n-+1 éléments de [a, b], avec 7o = a et z, = b, on note E (o,) ’ensemble
des fonctions f définies sur [a, b] telles que chacune des restrictions de f aux intervalles [zg, zk41], o0 k
prend les valeurs 0, 1,..., n — 1, soit une fonction affine.

L’objet du probléme est d’étudier ’'approximation d’une fonction de classe C? sur [a, b] par des éléments
de E (on).

PARTIE I : étude de E(03)
Dans cette partie, on prend n = 2. Ainsi zp = a et 9 = b. On pose ¢ = z;.

1. Montrer que E (02) est un sous-espace vectoriel de E.
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2. Soit f un élément de E (02). Calculer f(t) en fonction de f(a), f(b) et f(c) pour a <t < ¢, puis
pour ¢ <t <b.

3. Soit ® I’application de E (¢,) dans IR3 définie par : ®(f) = (f(a), f(c), (b))
Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de E (o2).

4. On définit trois éléments fo, f1 et fo de E (02) par les conditions :
®(fo)=(1,0,0); @(H1))=(0,10); ®(f2)=(0,0,1)

a) Représenter graphiquement les fonctions fo, f1 et fa.
b) Montrer que (fo, fi1, f2) est une base de E (02).

5. On considére les fonctions go, g; et g, définies sur [a, b] par les relations :
go(t) = |t —a| an(t)=t-c g2() = [t — b

a) Montrer que (go, g1, g2) est une base de E (¢3) . Calculer les coordonnées de chacune des fonctions
g0, 91 et g sur la base (fo, f1, f2).
b) Soient a, 8 et v des nombres réels non nuls. On pose :

0 o pB
A=]la 0 ¥
B v O

Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.
¢) En déduire les coordonnées de chacune des fonctions fo, fi et fa sur la base (go, g1, 92).

PARTIE II : étude de E ()

) ' k .
Dans cette partie, on prenda =0,b=1et z; = = pour tout nombre entier naturel k < n. L’espace

vectoriel E (o) sera noté plus simplement E,

1. Prouver que E, est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel E des fonctions continues sur [0, 1].

2. Soit & l'application de E, dans R"*! définie par : ®(f) = (f (zo), f(21),..., f(Zn))
Montrer que @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de E,,.

3. On définit une famille (fo, fi,--, fn) de n+1 éléments de E, par les conditions :
¢(f)=(,..,0,1,0,..0)

le nombre 1 étant a la (k + 1)*™¢ place. Autrement dit, fi (zx) = 1 et fi (z;) = 0 pour j # k.
a) Montrer que (fo, fi1,..., fn) est une base de E,.
b) Montrer que, pour tout élément g de E,, on a I’égalité :

9= 9(z) fi
k=0

4. Pour tout nombre entier naturel k < n, on considére la fonction g; définie sur [0, 1] par la relation :

gi(t) = |t — zi|
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a) Montrer que les fonctions g; appartiennent a Ey,.
b) Soit (Ao, A1,..., An) un élément de R™*!. On pose :

n
9= g
k=0

Soit j un nombre entier compris entre 1 et n — 1. Si on suppose que A; # 0, montrer que la fonction g¢

n’est pas dérivable en z;.
5. a) En déduire que la famille (go, g1,..., gn) est libre. Est-ce une base de E, 7

b) En déduire aussi que fo, fi1,..., fn peuvent s’écrire sous la forme :

Jo = Aogo + pog1 + vogn
fe = A1 + page + Vi g1 sil<k<n-1
fn = '\ngo + Ungn-1+ Vngn

(Pour les entiers k compris entre 1 et n — 1, on commencera par montrer que f; est de la forme :
fe = argo + Aegr-1 + pigr + vegr+1 + Bign
puis que a; = S = 0 en considérant les restrictions de fi aux deux intervalles [zo, z1] et [zn-1, z4].)

¢) Calculer, a I’aide des résultats de la partie I, les nombres i, u; et v;.

6. Application. On considére la matrice carrée A, d’ordre n + 1 dont I’élément de la i**™¢ ligne et de la
ji*me colonne est |i ~ j|. Ainsi :

0 1 2 .. v n-1 n
1 0 1 ... n-2 n-1
2 1 o -+ -+ n-3 n-2
o R T A
n—-2 n-3 0 1 2
n-1 n-2 cee 1 0 1
n n-1 ... ... 2 1 0
a) Calculer les coordonnées de g; sur la base (fo, fi,..., fn). Interpréter la matrice :
P,.:lA,.
n

b) Prouver que la matrice A, est inversible et calculer son inverse.

PARTIE III
Dans cette partie, on approche une fonction de classe C2 sur [0, 1] par des éléments de E,.
1. On considére une fonction f de classe C2 sur un intervalle [a, 8] (ou a < b) telle que f(a) = f(b).

Soit ¢ un élément de Ja, b[ et 02 = (a, ¢, b).
a) Soit ¢ un élément de E (03) tel que p(a) = p(b) = 0. Etablir Pégalité :

b
/a e(t) £(1) dt = [f(c) = f(a)][¢'(b) — ¢ (a)]

b) Déterminer un élément ¢, de E (o2) tel que, quelle que soit f :

b
/ pe(t) 17(t) dt = f(c) - f(a)
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

—. Reégles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d’accompagnement et de format maximum 2! cm de long x 15

cm de large.

Etant donné un nombre entier naturel non nul 2 et un ensemble E a n éléments, on appelle involution
de E toute bijection fde E sur lui-méme telle que f o f= Id, ot Id désigne I’application identique de E.
Lobjectif au probléme est #’étude au nombre T, d'involutions de E et, en particulier, la recherche

d’un équivalent du nombre T, quand n tend vers + oo,

Partie I : étude du nombre T, d'involutions de E

1. Calculer Ty, Ty et Ts.

2. On suppose désormais n > 3.

a) Déterminer en fonctionde T;, ou 1 €i<n:

— le nombre des involutions s de [1, n] tellesque s(n) =n;

— le nombre des involutions s de [1, n] telles que s (n) =k, ou k est un nombre entier donné de
[1,n~1].

b) En déduire la relation suivante :

1) Ta=Ta1+(n-1)T, >
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3. Rédiger en PASCAL un algorithme permettant le calcul des p premiers termes de la suite (7},)
pour un nombre entier donné p 2 3.
En programmant cet algorithme, expliciter les valeurs de T, pour n < 10.

Partie II : interprétation de T, a I’aide d’une suite de polynomes
On considere la fonction numérique u définie sur R par la relation :
2
= X
u(x) = exp ( 2)
Pour tout nombre entier naturel non nul 7, on désigne par u( la dérivée nimc de u. On note H,

1a fonction numérique définie sur R par la relation :

3

@ 1 (x) = Hp(x)u (x)

4. a) Exprimer u'(x) en fonction de u (x) et x.
En déduire 1a relation suivante, pour tout nombre entiern 2 :

3 w0 (x) = xulr1) (x) + (n - 1) ulr-2)(x)

b) Calculer Hy et H,, puis déduire des relations précédentes 'expression de H, (x) en fonction de
H,_(x),H,_,(x)etx.

<) Prouver que H, est un polyndme dont on précisera, en fonction de n, le degré, la parité et le
signe sur [0, + oo.

d) Comparer T, et H, (1).

2. &) En dérivant la relation (2) et en utilisant la relation entre H, , | (x), H, (x), H,_, (x) et x, éta-
blir la relation suivante, pour tout nombre entier naturel non nul n :

4 H'n(x)= n Hp-1(x)

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer H,, (0) et H',, (0) en fonction de n. (On distinguera
deux cas suivant la parité de n.)
3. a) Etablir que, pour tout nombre entier naturel n :

H"y(x) + xH p(x) —=n Hp(x) =0

(On pourra dériver deux fois la relation (2).)
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&) Dans toute la suite du probléme, pour tout nombre entier naturel n, on note v, la fonction
numérique définie sur R par la relation :

2
nls) = Ha(¥exp (7]
Etudier le signe de v, etde v, sur [0, + oof. Calculer v,(0) et v,'(0).
¢)Exprimer v,"(x) en fonction de v,(x) et x.

d) En déduire la relation suivante, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel x
appartenant a [0, 1] :

&) (n + %—) Un(x) € v (x) S (n + ?{) Un(x)

Dans toute la suite du probléme, on posera :

Partie Il : recherche d’un équivalent de T,

On étudie tout d’abord un équivalent de T, lorsque l’entier n = 2 p est pair.

1. On établit dans cette question un résultat préliminaire permettant d’encadrer une fonction
numérique définie sur [0, 1] A valeurs strictement positives, de classe C2 et satisfaisant aux rela-
tions : '

©) 2f(x) < f* W< Ff®)  fO)=a f(0)=0

oll a, , et 8 sont des nombres réels strictement positifs donnés.

@) Déterminer des nombres réels A et u tels que la fonction numérique @ définie sur [0, 1] par la
relation :

@(x) =4 exp (Bx) + p exp (- Bx)

vérifie p(0)=a et ¢'(0)=0.
Indiquer alors le signe de ¢ sur [0, 1] et exprimer ¢'(x) en fonction de ¢(x).

b) Soit w la fonction numérique définie sur {0, 1] par la relation :

w=fo'-of
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Calculer w(0). Etudier le signe de w"', puis celui de w
¢) En déduire, pour tout nombre réel x appartenant a [0, 1], Pinégalité  f(x) < @(x).
&) Etablir, pour tout nombre réel x appartenant i [0, 1], I'inégalité suivante :

) flx)< %[exp (8x) + l]

& Etablir de méme que, pour tout nombre réel x appartenant a [0, 1] :
@® 2 exp (@) < ()

2.4) A I’aide de la relation (5), établir que, pour tout nombre entier naturel p :

H3,(0) El‘RéﬁL) < “p(i_)yzp(l) < H,,(0) “_P_(ﬂ_;L)i_l_
‘ $) On admet la formule de Stirling: ! ~ (%)" Y2z n

D’aprés la partie I : - 2p)!
apres la partie Hy,(0) = o

En déduire que, pourn=2p,ona:
~ Lexp(-1 n\n2
) T, 7 exp( 4o (m(’é)

©) Donner une valeur approchée du quotient des deux membres de cette expression pour n = 10.
On étudie enfin un équivalent de T, lorsque [’entier n est impair (n=2p + 1)

3. On établit par des méthodes analogues & celles de la question IIL.1 que, si g est une fonction
numérique définie sur [0, 1] 2 valeurs strictement positives sur ]0, 1] de classe C2 et satisfaisant
aux relations :

(10) g <g"W<Fgl) g0)=0 g'(0)=a

ol a, o, et f sont des nombres réels strictement positifs donnés, alors, pour tout nombre réel x
appartenant 4 [0, 1] :

zia[exp (GIX) -] <sg( < ?.Lﬁ exp (6x)

(On ne demande pas de justifier cet encadrement.)
a) En déduire que, pourn=2p + 1:
H,(1)~ %— exp (—41)\fn—exp VYn H,_;(0)

b) En conclure que la relation (9) est encore valable lorsque le nombre entier n est impair.
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Dans tout le probléme, on désigne par W la fonction définie sur R 4+ par: W)= f o s
[

L objectif est d’étudier cette fonction W et d’en déduire quelques applications.

PARTIE I. Etude d’une intégrale impropre

On désigne par f la fonction définie sur )0, 7t/2] par la relation :

f(x)=-fln(sin 1) dt

1. Montrer que, pour tout nombre réel 7 appartenant a [0, /2] :
sin £ > 2L
T
2. A I'aide d’une intégration par parties, déterminer les primitives de la fonction : tHn %:‘

2
En déduire la convergence et la valeur de I'intégrale :  _ ] in 2L dr
n
0

3. Etablir que la fonction f est monotone et bornée sur ]0, 7/2] ; en déduire la convergence de

I'intégrale suivante :
2

L=-len(sint)dt

4. On se propose enfin de calculer L a I'aide des deux intégrales suivantes (dont la convergence
résultera de la question a) ci-dessous) :

. H
J=—] In (sin £ dt K=—I In (cos ) dt
X 0
2

a) Obtenir des relations entre les intégrales J, K et L en effectuant dans cette derniére les change-
ments de variables u=n~¢t etu=n/2-1.

b) Exprimer K + L en fonction de L+ J (on rappelle que sin 2 ¢ = 2 sin ¢ cos ?).

c) En déduire les valeurs des intégrales J, K et L.

PARTIE I Etude de la fonction W

1. Soient x et y des nombres réels positifs tels que x <y. Comparer W (x) et W (y) et en déduire le
sens de variation de la fonction W sur [0, +oo].

2. On considére des nombres réels positifs x et x,.
a) Montrer que, pour tout nombre réel positif a :

le-ax —eax|<alx - xq

b) En déduire I'inégalité suivante :  |W(x)- Wixo)l < E l; 21x - xd
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¢) Etablir la continuité de W sur [0, +oof.

3. Pour tout nombre réel positif x, exprimer W (x + 2) en fonction de W (x) a I'aide d’une intégra-
tion par parties (on écrira a cet effet : sin*+2 £ =sin t sin ¥+ 1p.

4. On se propose d’étudier le comportement asymptotique de W a I’aide de la fonction auxiliaire
g définie pour x 20 par g (x) = (x + 1) W (x + 1) W (x).

a) Etablir que, pour tout nombre réel positif ou nul x, g (x + 1) = g (x).
En déduire la valeur de g (n) pour tout nombre entier naturel n.

b) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a [0, 1] et tout nombre entier naturel n :

gln+1) _ glx+n) _ gln)
n+2 “x+n+1 " n+l

En déduire en fonction de n un encadrement de g (x). En conclure que g est constante sur [0, +oo[
(on explicitera son unique valeur).

c) En remarquant que W (x + 2) < W(x + 1) < W(x), montrer que W(x + 1) est équivalent 3 W(x)
lorsque x tend vers + oo,

d) Déduire de ces résultats que, lorsque x tend vers + oo : W(x) ~ ‘\/ -23;

PARTIE III. Applications

A) Calcul de Pintégrale de Gauss :

+ o0
G=I exp(—tz)dt
0

a) Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif x et tout nombre réel u > - x :
u
( 1+ x)" <expu

On pourra étudier pour 4 > —x le signe de la fonction u > u —x In ( 1+ %)

b) En intégrant I’'inégalité précédente avec des valeurs convenables de u, établir que, pour x 2 1:
Vx Vx +oo
2 2y x
[ (1—‘;)‘dtsf exp(—tz)dtSf (1+'7T dr
0 ] 0

¢) En posant respectivement t=vVx cosu et t=Vx gs(i)ns_:: dans la premiére et la derniére de ces

intégrales, établir que, pour x > 1:
Vx
Vx W(2x + 1)5[ exp (- 2} dr<vx W(2x -2)
0

d) A P'aide de Iéquivalent de W obtenu 2 la fin de la partie II, en déduire la convergence et la
valeur de 'intégrale G, et retrouver la valeur de I’intégrale :

+oo _p
] exp Td[
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B) Calcul de valeurs approchées du nombre ©

1. On pose, pour tout nombre réel positif x :
Wx+1)
h(x)=
W(x)
a) En remarquant que W(x + 2) < W(x + 1) < W(x) et en utilisant la relation établie a la question I1.3,
établir que :
<t- <_1_
0<1-h{x)< )

b) Exprimef h(x) en fonction de A (x — 2) pour x 2 2, et en déduire que, pour tout nombre entier
naturel n :

2
h(2n)= —’l avec r,,—2n4:2k ]

En déduire la limite de r,, quand n tend vers + oo et un encadrement de - r,,.

¢) Ecrire en PASCAL un algorithme permettant le calcul de Ty
Donner des valeurs approchées de r,, (avec 4 décimales) pour n =25 et n =75.

2. On se propose d’accélérer la convergence de la suite (r,,).
n

a) On pose pour tout nombre entier k22 :u;=Inr,-Inr, _;.
Encalculant u, , +u, ,o+..+u, , ctenfaisanttendre m vers + oo, établir que :

+ 00
Ink=_ ln(l———
k=n+1

b) En comparant une série a une intégrale, établir I'inégalité:

¢) Etudier la variation sur J0, 1[ de la fonction & :x +> - L]_xf)"'—x
En déduire que, pour tout entier naturel k> n :

1 <- ln(l ——1—)<(1+e )-—1— avec £,=¢€

4k? (4n2

d) Déduire des résultats précédents un équivalent de ln et prouver que :
T—T,~ Jn

4n
Déduire enfin des valeurs approchées de r,, obtenues précédemment des valeurs approchées de :

(I+Zl;)r,,

(avec 4 décimales) pourn=25et n=175.
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Sont autorisées: — Régles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatricés programmables et alphanumériques, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm x 15 cm de large, sans limitation de nombre.

L'objet du probleéme est I'étude de la fonction f définie sur [0,+eo[ parles relations :
f(x) = si x>0, f0O)=1.

X

+oo

Dans la partie II, on établit l'existence des moments Ip= j xPf(x)dx ol p estun entier

0
oo

naturel, puis on exprime ces moments en fonction des séries Ap = 2 kP1+2 .
k=1

Dans la partie ITI, on établit un procédé d'approximation des nombres Ap.

PARTIE L
1. a) Etudier la continuité de f sur [0,+oo[ .
b) Quelle est la limite de f en +oo?

2. a) Calculer la dérivée ' de f sur ]O,+oo[ .
b) Etudier la dérivabilité de f en O.
¢) La fonction f est-elle de classe C! sur [0,+o[ ?



3. Ewdier les variations de la fonction ¢ définie sur [0,+ee[ par
Pox)=1-x-¢%*

En déduire le signe de f'(x).

4. Etudier les variations de la fonction y définie sur [0,+cof par
YX)=x+2)+(x-2)ex
En déduire le signe de " (x) pour x>0.

5. Donner une représentation graphique de f.

PARTIE IL
Dans cette partie et jusqu'a la fin du probléme, p désigne un entier naturel.

1. Dans cette question, A est un réel strictement positif.
a) Etablir 1a convergence de l'intégrale :

4oo
K(p,A) =I xPe-Axdx
0

et calculer K(O,A).

b) Etablir une relation simple entre K(p, A) et K(p + 1, A)
[On utilisera une intégration par parties].

¢) En déduire par récurrence la valeur de K(p, A).

2. a) Montrer que, pour x € [0, +oo ,
. X

fix)<e 2

oo

b) Démontrer que l'intégrale I xPf(x)dx converge.
0

Dans toute la suite du probléme, on pose :

4oo 400 . ‘
+
I =] xPf(x)dx =f e’ip_ T dx

0 0

3. Calcul de I,.

4o
a) Etablir la convergence de la série 2 _plE . On note

k=1
oo

Ap:z 1

k=1 kp+2




b) Pour x € ]0, +o[ et n entier supérieur ouégala 1, établir que

Zek"+ﬂxT

¢) En déduire que :

o
M

Joo
1y f f(x)enxdx

2
1k 0

-
|

d) Exprimer I, al'aide de A,

e) En adaptant la méthode précédente, exprimer I, en fonction de A,

PARTIE IIL
On étudie une méthode de calcul approché de A,

1. Premiére approximation

a) Soit x un nombre réel et g une fonction de classe C2 définie sur [x - %, X+ %—] a

valeurs réelles. Etablir la relation :
1

x+E
g(x) =I

1
2

1

..l. x+2 - __1_2 " _L i - 1_2 "
g(vdt zfx (t-x 2) g"(t)dt 2] (t x+2) g"(tdt

X -
2

[On pourra intégrer par parties les deux derniéres intégrales apparaissant dans la formule].

b) En déduire que pour k entier supéricur ouégala 1ona:
k+Ll
1 | %dt | (+2) (p3)
kP2 | 1 22| 24 (k- %)P*f4

¢) Soit n un entier supérieur ou égal 3 1 ; montrer que :
+oo

1 < 1
ket (k-2 (p43) (n - 1pe?

et en déduire, a I'aide de (b), que :
+oo

1 1 <_ P+2

e K2 (1) (n + Lyt 24@-1pe




d) Exemple. On pose :
1,1

Un =
’ o k4 3(n+%)3

Proposer un majorant de | Aj - ug|.
Pour quelle valeur minimale de n peut-on affirmer que : | Ay - u, | <10 ?

2. Deuxiéme approximation
a) On reprend les notations et les hypoth¢ses de la question (III-1.a) et on suppose de plus
que g est de classe C4. Montrer que :

1 1

g(x) = fx | eoa e L f T x- bt ggan+ j (t-x+ Dt gt
2

X X -

1
2

b) En déduire que pour k entier supérieur ou égal a1 : |

k+1
1 I 2 g, e )|  +2) (+3) prd) (p+S)

k2 2 24k | 1.920(1<-—2l)"+6

1
2

¢) Soit n un entier supérieur ou €gal & 1. Montrer que :

o0

1. 1 + (p+2) (p+3) Z < +2) (p+3) p+4)
w1 K2 (p+D) (n+ 1yt k"*“ 1920 (- 1P

d) Pour n entier supérieur ou égal 4 1, on pose :

1, 1 ___b+2

A -
= kK2 D) (n+ %)P+1 24(n + %-)P+3

En utilisant les résultats des questions II.1.c) et IIL.2.c) proposer un majorant de | A, - vy . |
e) Exemple. On fait p = 0. Pour quelle valeur minimale de n peut-on affirmer que :
| Ag-va| <1067

FIN
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ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

MATHEMATIQUES |
OPTION SCIENTIFIQUE

‘Mercredi 15 mai 1996, de 14 ha 18 h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, Ia clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées : Régles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm x 15 cm de
large, sans limitation de nombre.

Dans tout le probléme, p désigne un entier naturel supérieur ou égal & deux. On note M,(R)
I’algébre des matrices carrées a coefficients réels et I, la matrice identité. Pour tout élément M de
M,(R) et pour tout couple (7,7) d’entiers compris entre 1 et p, on note a; ;(M) le coefficient de
M situé sur la iéme ligne et la jeme colonne.

Une matrice M appartenant & M, (R) est dite stochastique si elle satisfait aux deux conditions
suivantes:

(i) Pour tout couple (7, j) d’entiers compris entre 1 et p, a; ;(M) > 0.
(ii) Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, 3_7_, a;;(M} = 1.
On dit qu’une suite indexée par n, (M) = (Mo, My, ..., My,...) de matrices appartenant i

M,(R) converge vers un élément M de M,(R) si, pour tout couple (7, j), la suite des coefficients
a; j(Mpn) converge vers a; j(M); on dit alors que M est la limite de la suite (My).
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Etant donnée une matrice A appartenant a M,(R), pour tout entier » > 0, on note C, la
matrice définie par la relation:

—_ 1 2 n
Ch—n+J5+A+A4-~+A] (1)

On dit enfin qu’une matrice A de M,(R) est r—périodique oll r est un entier strictement positif,
si A" = I,. .

L’objectif du probleme est d’étudier quelques propriétés des matrices stochastiques et notam-
ment, la convergence de la suite (C,) lorsque A est stochastique et r—périodique.

I. Etude d’exemples.

1. Soit « un nombre rée]. Pour tout entier n > 0, on pose

l+a+a® ---+a")

™= aFl
a). Calculer v,, en distinguant deux cas: a # let o = 1.

b). Etudier en fonction de «, la convergence de la suite (7,) et, en cas de convergence, préciser sa
limite.

2. Premier exemple d’étude de (C,).
On prend p=3 et

0 0 1
A=1[|1 0 0
010

a). Calculer A? et A3. En déduire A* pour tout entier k. On distinguera trois cas selon que
k=3h, k=3h+1,et k=3h+2.

b). Pour tout entier g, calculer C3q,C3441 €t C3g42. En déduire que la suite (C,) converge et
préciser sa limite C.

c). Soient (ey, e, e3) la base canonique de R? et v I'endomorphisme de R?® canoniquement associé
a C. Déterminer le noyau F de v et prouver que son image G est la droite vectorielle Re de vecteur .
directeur e = }[e; F ez + e3). Prouver que les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires
et que v est le projecteur de R® sur G parallélement & F.

)

On note w I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A. A
a). Déterminer les valeurs propres de w et une base (f}, f2) de vecteurs propres de w.
b). Déterminer une matrice inversible P telle que:

A=P(1 ﬂ)P*.
0 -§

3. Deuxiéme exemple d’étude de (C,).

On prend p = 2 et

B

i
VS
[ ATE
0O [ G2

En déduire une expression de A¥, pour tout entier k > 0.
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c). Déterminer deux matrices U et V appartenant a M;(R), telles que, pour tout k > 0,
1
AF =U+ (—E)kV

d). Pour tout entier n > 0, exprimer C,, en fonction de n, U et V et déterminer la limite C de la
suite (Cp).

e). Prouver que ’endomorphisme v de R? canoniquement associé & C est un projecteur dont on
précisera le noyau F et 'image G.

I1. Etude de (C,) lorsque A est r—périodique.
On désigne par r un entier strictement positif.

1. Soit (@) une suite r—périodique de nombres réels, c’est-a-dire telle que, pour tout entier naturel
k >0, akyr = ak. On pose:

1
’Y=;[Oto+011+"-+ar—1]

Pour tout entier n > 0, on pose:

Yn [oo + 01 + -+ + o] ()

=n+1

a). Prouver que pour tout entier & > 0,

L
r= ;[Otk + k1 + 0+ Qpgre]
b). Montrer que la suite de terme général

Brn=(n+1)7n = (n+1)y

est r—périodique. En déduire que {(8,) est bornée.
c). Etablir que (y,) converge et préciser sa limite.
2. Soit A une matrice r—périodique appartenant & M,(R).

a). Montrer que, pour tout couple (7,j) d’entiers compris entre 1 et p, la suite de terme général
ak = a; j{(A*) est r—périodique. En déduire que la suite (C,) converge vers:

1
C= ;[Ip+A+---+A'“1]

b). Soient (e;,ez,...,e,) la base canonique de R?, u et v les endomorphismes de RP canonique-
ment associés aux matrices' A et C. Prouver que u” = I, ou I est '’endomorphisme identique de
RP. Montrer que vou =uov et que uov =v. ,

c). Soit ¢ un élément de RP. Prouver que u(z) = z si et seulement si v(z) = z, puis que z
appartient & Im v si et seulement si u(z) = z. En déduire que Im v = ker(u — I).

d). Montrer que v est le projecteur sur G =Im v paralléelement a F' = kerv.

e). Etablir enfin que ker v =Im(u — I) : on pourra d’abord prouver que Im(uv — I') C kerv.

3 a). Soit (i) une suite de nombres réels r—périodique @ partir d’un certain rang positif m,
c’est-d-dire telle que pour tout k > m, ak4, = ak. On définit (y,) par la relation (2). Prouver
que ¥, admet une limite que ’on précisera. Pour cela, on pourra considérer la suite o} = ogym,
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observer que (a}) est r—périodique, et prouver que, v, étant associée & (a}) par la relation (2),
¥15, — ¥n tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

b). Soit A une matrice de M,(R) r—périodique @ partir d’un certain rang positif m, c’est-a-dire
telle que, pour tout entier k > m, A**" = AF. Prouver que la suite (C,) admet une limite C que
P’on précisera.

III. Etude de matrices stochastiques.

On note S, I’ensemble des matrices stochastiques de M,(R) et D, 'ensemble des matrices
déterministes, ¢ est-a,-du'e stochastiques et dont tous les coeﬁicxents sont égaux a 0 ou 1. Enﬁn on
note A, I’ensemble des matrices déterministes et inversibles.

1. Matrices stochastiques.

a) Prouver que, pour tout couple (A, ) de nombres réels tels que A > 0, u > 0et A+ p =1, et
pour tout couple (M, N) d’éléments de Sp,, AM + uN appartient encore & S,.
b). Prouver que le produit MN de deux éléments M et N de S, appartient & S,.

c). Soit A un élément de S,. Prouver que, pour tout entier n > 0, C,, (définie par (1)) appartient
a Sp,. Que peut-on en déduire pour la limite C de (C,), lorsqu’elle existe?
2. Matrices déterministes.

a). Montrer qu’une matrice M est déterministe si et seulement si tous ses coefficients sont égaux
a 0 ou a 1 et si chaque ligne de M contient exactement un coefficient égal 4 1.

b). En déduire que D, est un ensemble fini et préciser le nombre de ses éléments.
c). Montrer que le produit MN de deux éléments M et N de D, appartient & D,.

d). Soit A une matrice déterministe. Prouver qu’il existe un entier r > 1 et un entier m > 0 tels
que A™*" = A™. En déduire que, dans ces conditions, A est r—périodique & partir de ce rang m
et que si de plus A est inversible, A est r—périodique.

e). Soit A une matrice déterministe inversible. Prouver que A~1 I’est aussi.

3. Etude de la suite (C,) associée & une matrice A déterministe.

a). En utilisant les résultats de la partie II, établir le résultat suivant: soit A une matrice déter-
ministe inversible, alors (C,) converge vers une matrice stochastique C telle que C? = C.
b). Etendre ce résultat au cas ou A est déterministe non inversible.

4. Matrices stochastiques inversibles.
Soient X et Y des éléments de S, tels que XY = I,. On se propose de montrer que X et YV
sont déterministes inversibles.

a). Prouver que Y est une matrice inversible et que X I’est aussi.
b). On pose X = (a; ;), Y = (B;;) et, pour tout j compris entre 1 et p,

ll’J = ma.)({ﬂl,j) ﬂ2,j7 RN ﬂpyj}

Prouver que p; = 1. Pour cela, on pourra calculer le coefficient a; ;(XY).

c). Montrer que Y°7_, 3°%_, Bi; = 3°F_, pj. En déduire que tous les coefficients de Y sont égaux
aloual.

d). Prouver que Y et X appartiennent & A,.

e). Plus généralement, soient U et V deux matrices de S, telles que le produit UV appartient 3 A,.
Prouver que U et V appartiennent a A,. (On pourra utiliser le résultat de la question II1.2.e).)

FIN.
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OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES I mardi 29 avril 1997, de8ha12h

Le probleme traite de quelques propriétés des polynomes de HERMITE qui constituent une famille orthogonale
pour un certain produit scalaire qui sera étudié dans ce probleme .

On notera R[\] (resp.R,[X]) l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels (resp. I'espace vectoriel des
polynomes de degré inférieur ou égal & n) y compris le polyndme nul.

Pour tout entier naturel k le polynéme X* se confond avec la fonction polynomiale réelle z +— =z
X est la fonction constante égale a 1.

On notera [r] la partie entiére d'un réel z.
+ 00 73
Enfin on rappelle que / e”2dr =+2m.

-

k¥ en particulier

Partie 1
Trois résultats utiles par la suite.

1) a) Pour tout enticer naturel n, justifier la convergence de l'intégrale

1‘2

I 1 /+°° e 2 d
= — T
" V2t Jooo

b) Etablir. pour tout entier n > 2, I'égalité: I, = (n - 1) I,_».

¢) Soit n un euntier naturel. Donner la valeur de Iz,41 et montrer que Iz, =

d) Pour 1oute function polynomiale P, justifier la convergence de Vintégrale

1 +o0 z2?
—_ P(z)e” 2 dz
e ) (z)
2) On rappelle que si une suite de terme général v, est telle que les deux sous-suites de termes généraux v.,
et va,41 convergent vers le méme réel { alors la suite (v, ) est elle-méme convergente de limite {.

L%
L TR
. (z]!

a) Déterminer lim . En déduire la limite de la suite (un)n>0-
n—+o0 nl z

Soit C un réel positif. Pour tout entier naturel n on pose u, =

b) Montrer que la série de terme général uag + uzk4+1 (ol k € N) converge et donner sa somme.
+00
¢) En déduire la convergence de la série de terme général u, et la valeur de la somme z Up -
n=0
3) Soit a un réel strictement positif et soit g une fonction réelle indéfiniment dérivable sur [—a, a] pour laquelle
existe un réel positif K tel que, pour tout entier n :

K"n!

(3!

Maz l6™(0)] <

te[-a,a

a) Montrer que pour tout A € [—a,d]

n— 400

A n
lim / (L:'t—)-g(""’l)(t)dt =0
o n:

b) En déduire 1'égalité suivante, valable pour tout A € [—a,q] :
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R )]
=30
n=0 .

Quelle simplification obtient-on si g coincide sur {—a,a] avec une fonction polynomiale de degré d?

PARTIE II
Les polyndémes de Hermite.

1 [t 2 , _
1) Montrer que lapplication (P,Q) — (P,Q) = \/—2-—__/ e 3 P(z)Q(z)dz est un produit scalaire sur
TJ-oo
R[X]. On notera ||.|| la norme associée.

Ainsi si n est un entier naturel, la restriction de ce produit scalaire aux polynémes de degré au plus n fait
de (Rn[X],(.,.)) un espace euclidien.

2) A l'aide de la base (1,X, X2, X3) construire une base orthogonale de (R3[X]},(.,.)) formée de polynomes
dont le coefficient de plus haut degré est 1.

Pour tout entier naturel n on consideére application H, de R dans R définie pour tout réel z par
2 =22
Ha(z) = (-1)"e7 (72 )™

ol selon l'usage f(")(z) désigne la valeur en z de la dérivée n*™¢de f (en particulier f(O(z) = f(z)).

3) a) Pour tout réel x calculer Ho(z), Hi(z), Ha(z), Ha(z).
b) Soit n € N*. Etablir les relations

Hn41 =XHp—-nHnpy (1)
et
H’n = an—l (2)

=z =z
Pour établir (1)on pourra remarquer que (e 2 YD) = (—ge Tz )W
c¢) Montrer que, pour tout n € N, H, est une fonction polynomiale dont on précisera, en fonction de n, le
degré, la parité et le coefficient de plus haut degré.

4) On dispose du
Type
Poly = array[0..20] of integer;
On nommera de la méme fagon un polynéme de degré au plus 20 et la variable de type Poly obtenue en
stockant dans la case numéro k, 0 < k < 20, le coefficient de X* dudit polynéme.
a) Ecrire la partie instruction (i.e. sans les déclarations) d’une procédure PASCAL dont I’en-téte est
Procedure MULTIX (P, Var Q :Poly};
qui stocke dans @ les coefficients du polynéme X P, P étant un polynéme de degré au plus 19.
b) A Paide de (1) écrire la partie instruction d’une procédure PASCAL dont I’en-téte est
Procedure HERMITE (n :integer ;Var H :Poly ) ;
qui, étant donné un entier n,2 < n < 20, stocke les coefficients de H,, dans une variable de Type Poly.

PARTIE III

(Hp)nyo comme famille de polynémes orthogonaux.

z3 -
1) a) Montrer que si P est un polynéme et n un entier naturel non nul alors HToo P(z)(c"?)(" D=0.De
T —

32 _
méme on montrerait et on admet que lim P(x)(e"T)(" Y=o
T — —0Q
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b) Pour tout n € N calculer
L e (2) <
H, ,Hy) = — w(z)e” 2 dz
( n 0) r—21r o

Pour n non nul on utilisera la définition de H, .

: - . -1" +o00 z3
¢) Soit (n,m) € N* x N*. En remarquant que (Hp, Hp) = ( 23,- » Hu(z)(e™ % )(")dz

et & I’aide d’une intégration par parties qu’on effectuera avec soin montrer que
(Hm Hm) = m<Hn—1; Hm-—l)

En déduire que (H,)nen est une famille orthogonale de R[X]. Pour n € N, que vaut (H,, Ha) ?
2) a) Soit k € N et R une fonction polynomiale de degré au plus k ; Que vaut (Hey1, R) 7

b) Soit n un entier naturel, k un entier vérifiant 0 < k < n et P un polynéme de degré au plus k. Etablir

Pégalité
x5+ = P||* = | Heal +11Q ~ PI

ot Q= X*' — Hy,1. On pourra calculer (Hx11,Q — P).
Quelle est, dans espace euclidien (R,+1[X],{(.,.)), la projection orthogonale de X¥+1 sur le sous-espace
vectoriel Rg[X]?

¢) On note (Gi)ogkgn+1 la famille orthonormale de (Rn4+1{X], (., .)) obtenue par le procédé de SCHMIDT
a partir de la base (X")ogkg,.ﬂ. Pour tout k,0 € k € n + 1, déterminer Gy en fonction de
Ho Hy,...,Hny1.

PARTIE 1V
Soit n un entier naturel non nul. . L. ] n Hi
1) Soit P un polynéme de degré au plus n. Justifier Pégalité suivante : P= (P, Hy) T
k=0
2) Pour tout couple (b,c) de réels vérifiant b < ¢ on admet qu’il existe un réel K (dépendant de b et c) tel
que pour tout entier n et tout z ¢ (b, c] : Ho(z) K"
n
,_—.n.' [< @

a) Soit z un réel donné. A I'aide du 2) de la partie I établir, pour tout réel A, la convergence de la série de
s H,(z) n
terme général TA .

!)\—z!’
b) Soit g, (z est toujours un réel fixé) la fonction définie pour tout réel A par g,(A) =e” 2

dﬂ
Pour tout réel A et tout entier naturel n calculer g{™(A)( c’est-a-dire d)“({f (X)) en fonction de H,,.

Montrer que g, vérifie les hypothéses du 3) de la partie I et en déduire que pour tout (z,)) € R?

¢) On note exp la fonction = — €. Pour tout entier naturel n justifier rapidement la convergence de

Pintégrale
1 [t (2) z’.d
—_— e*H,(x)e” 2 dzx
Var /_oo "

dont, par analogie, on note {(exp, H,) la valeur. Calculer (exp, H,) puis,pour tout réel z, conclure &

I'égalité
+00
Ha(z
expzr = Z(exp,H,,) n(' )
n=0 ’

Pour calculer (exp, H,) on pourra utiliser la définition de H, et intégrer par parties (avec soin) afin
d’obtenir {(exp, H,) = (exp, Hno_1).
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L'objet de ce probléme est I’étude d’un algorithme d’approximation d’une racine carrée de certains éléments de
R, C ou M, (R),c’est-a-dire la construction d’une suite convergeant vers un élément dont le carré est donné.

Partie I. Algorithme de Newton dans R.

Soit a un réel strictement positif.
1) a) Donner le tableau de variation de la fonction définie, pour z élément de R}, par:

0=} (e+)

b) Justifier rapidement ’existence de la suite réelle (2, )nen définie par la donnée de zg = a et de la relation
de récurrence : z,41 = f(z,) pour tout entier naturel n.
¢) Pour tout entier naturel n, établir les égalités :

1 1
Tay1 —Va = '2;:(% - va)? et Tnta = Tnt1 = g (a-z3y,)
n

d) En déduire que la suite (z,)nex converge vers /a.
2) a) Pour tout entier naturel n non nul, prouver les inégalités :

1
0< Znp1 —Vag 2—\/7(%-— va)’

b) Soit b un réel strictement positif et (u,),cx+ une suite de réels positifs vérifiant I'inégalité : u, ., bu?
pour tout entier naturel n non nul.
Pour tout entier naturel n non nul, donner une majoration de u, en fonction de n, b, u; .
¢) En déduire, pour tout entier n non nul, une majoration de z, — /a en fonction de n,z; et a.
3) a) En décrivant pas a pas les premiéres étapes de I’algorithme, que dire du résultat rendu par le programme
suivant quand on I'exécute ?

program racine_carree ;

function rc(a,x,eps :real) :real ;
begin
if abs(x*x-a)<eps then rc :=x else begin x :=1/2%(xta/x) ;
rc :=rc(a,x,eps) ;
end ;
end ;

begin
writeln(rc(2,2,1e-16)) ;
end.

b) On rappelle les inégalités: 1,4 < V2 < 1,5.
Montrer que, lors de 'exécution du programme précédent, le nombre de comparaisons effectuées est
inférieur ou égal & six. On supposera le type real suflisamment étendu pour pouvoir manipuler des nombres
a une précision d’au moins vingt décimales.

Partie II. Algorithme de Newton dans C

On se propose dans cette partie d’adapter la méthode de Newton a la recherche d’une racine carrée d’un
nombre complexe a, c’est-a-dire d’approcher un nombre complexe dont le carré vaut a. Dans toute cette partie
a désigne un nombre complexe qui n’est pas un réel négatif ou nul.
On note Re(z) la partie réelle d’'un nombre complexe z.
1) a) Montrer qu’il existe un unique nombre complexe b de partie réelle strictement positive tel que 4% = a.
On note P; = {z eC,Re (_lz;) > 0}.
b) Dans cette sous-question (et uniquement ici) on suppose que a = 2i. Déterminer le nombre b dans ce cas
particulier et représenter ’ensemble des points M du plan dont ’affixe z est élément de P, .
2) On revient au cas général (ol le complexe a n’est pas un réel négatif ou nul) et on considére I'application
f définie pour tout nombre complexe z non nul par: f(z) = 1 (z + g—) .

2
Etablir Vinclusion: f(P4) C Py
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3) On considére la suite (z,)nex définie par la donnée de zg = a et par la relation de récurrence : 2,4, = f(zn)
pour tout entier naturel n.

s Zn — b R
On pose également : w, = P pour tout entier naturel n.
Zn

a) Justifier existence des suites (2n)nen €t (Wn)nen-
b) Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, w, en fonction de wy,_;, puis, pour tout entier naturel
n, w, en fonction de wo et n.
4) Prouver la majoration : [wo| < 1. En déduire la limite de la suite (zp)nen .

Partie III. Racine carrée d’une matrice.

Dans cette partie n désigne un entier naturel au moins égal a 2.
e On note M,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées a coefficients réels ayant n lignes et n colonnes.
e On note M, 1(R) I'espace vectoriel des matrices colonnes & coefficients réels ayant n lignes et une colonne.

e On munit R” de sa structure euclidienne usuelle dont on note ||.|| la norme.

e On identifie les vecteurs de R aux éléments de M, 1(R) de telle sorte que si z = (zy,z3, ... ,z,) on écrira
1
T2

Mz pour M
Tn

e Soit A une matrice carrée a coefficients réels. On appelle racine carrée de A toute matrice B vérifiant
B?= A.

A. Quelques exemples
1) Montrer que la matrice (g 3) n’admet pas de racine carrée.

2) On se propose, dans cette question, de généraliser le résultat de la question précédente.
On considére I’élément de M,(R) suivant :

01 O 0

0 0 1 0
4= .

: o1

6 ... ... 0 0

A est donc la matrice dont le coefficient en ligne i et colonne j est nulsaufsi 1<i<n—1et j=i+1
auquel cas il vaut 1.
On suppose qu'il existe une matrice B racine carrée de A et on note g 'endomorphisme de R" ayant, dans
la base canonique, B pour matrice.
a) L’endomorphisme g est-il bijectif 7
b) Prouver que Img est stable par g (c’est-a-dire que g(Img) C Img), puis que la restriction de g & Img
est un automorphisme de Img.
¢) Que vaut g?" ? En déduire que la matrice A n’a pas de racine carrée.
3) Donner un exemple d’élément de M3(R) possédant une infinité de racines carrées.

B. Racine carrée d’une matrice symétrique strictement positive

On note S, 1'ensemble des matrices symétriques de M,(R). On appelle matrice symétrique strictement positive,
tout élément de S, dont les valeurs propres sont strictement positives. On note S} I'ensemble des matrices
symétriques réelles strictement positives. On suppose désormais que A est un élément de S;f .

1) Montrer que A admet une racine carrée symétrique réelle strictement positive. On pourra commencer par
le cas ol A est diagonale.
2) Soit B et C deux racines carrées symétriques réelles strictement positives de A.
a) Justifier Vexistence de deux matrices P et @ inversibles et de deux matrices diagonales D et A telles
que: A= PD?*'P=QA%Q.
b) En déduire I’existence d’une matrice inversible R telle que RD? = A’R.
Etablir ’égalité : RD = AR. On comparera les coefficients de ligne i et de colonne j (1< i,j < n)de
ces deux matrices.
¢) Conclure qu’il existe une unique racine carrée de A symétrique réelle strictement positive, qu’on notera
A1/2 . .
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Jusqu’a la fin de cette partie B, on note Ay, Aq,. .., Ap les valeurs propres distinctes de A et, pour tout

entier j, 1 < j < p, E; le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A;.

3) Pour tout entier j tel que ! < j < p et pour tout réel z, on pose :

P
Li(z) = [] 24
il Aa?
iz]
a) Montrer que la famille (L;,L,, .. -»Lp) est une base de I’espace vectoriel des polynémes a coefficients

réels de degré strictement inférieur a p.
b) Montrer qu’il existe un unique polyndme P 3 coefficients réels de degré strictement inférieur & p tel que
pour tout entier ¢ de {1,2,...,p}, P(};) = V3. ,
¢) i) Pour tout entier j, 1 < j < p, et pour tout vecteur z; de Ej, calculer P(A)(z;) et en déduire
Iégalité: P(A)? = A.
u) Montrer que les valeurs propres de P(A) sont toutes strictement positives.
1ii) Conclure a ’égalité :
P
A2 =N/ Li4)
izl
4) Un exemple
On consideére les éléments de M, (R) suivants:

1 1 ... ... 1 n -1 ... ... -1
1 1 1 ... 1 -1 n -1 ... -1
U= et A= . . . . .
: PRV | : L -1
1 ... ... 1 1 -1 ... ... -1 n

U est donc la matrice dont tous les coefficients sont égaux & 1 et A celle dont le coefficient en ligne 1 et
colonne j vaut n st i =j et —~1 sinon.

a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de U et A.

b) Exprimer A'/? en fonction de A4 et I, (matrice identité de M, (R) ).

Partie IV. Algorithme de Newton dans S;.

Dars toute cette partie on considére un élément A de S et une base orthonormée (e, es,...,e,) de R”

formée de vecteurs propres de A, le vecteur propre e; étant, pour tout entier ¢, 1 £ € n, associé a la valeur

propre X; (les réels Ay, A2,..., )\, n’étant pas nécessairement distincts).

1) Soit M un élément de S; dont (e1,€2,...,€en) est aussi une base de vecteurs propres. On note p1, i2,..., 4n
les valeurs propres correspondantes (i.e. Me; = p,e;, pour tout entier i, 1 i< n).

. 1
Montrer que (e1,éz,...,€n) est encore une base de vecteurs propres de la matrice M’ = §(M + M~14).
Pour tout entier i, 1 € i € n, quelle relation existe-t-il entre la valeur propre p; de M’ associée a ¢; et
i ?
2) a) Déduire de la question précédente qu’il est possible de définir une suite (Ax)ren d’éléments de St telle
) 1 -
que : Ag = A et, pour tout entier naturel k, Axyy = 3 (A + A; 14).
b) Pour tout entier i, 1 € i < n, on note A, ; la valeur propre de A associée a e;.
Etudier, pour tout entier i, 1 < i < n, la convergence de la suite (A; x)ren-
3) On dit qu'une suite (Mi)rex d’éléments de M,(R) converge vers la matrice M de M, (R) s’il existe une
base (€y,€3, ... ,€n) de R™ telle que, pour tout entier i, 1 i< n, . lir_? IMrei — Mei|| = 0.
— 400

Montrer que la suite (Ag)ien converge vers A2,
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Dans tout le probléme I’espérance d’une variable aléatoire Y sera notée E(Y).
Tous les polyndmes de ce probléme sont & coefficients réels.

Pour tout entier naturel k£, on note E} ’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus k.
A tout entier naturel n non nul et & toute suite (so,sy,...,52,) de 2n+ 1 réels, on associe les applications &,
et S, définies de la maniére suivante :

n n
pour tout élément (4, B) de E, x E, avec A = Za,'Xi et B = Z b,-Xj , on pose

i=0 j=0
n n
@n(A, B) = Z Za;bjs,-+j = Z a,-b,-s,-_,_j
i=0j=0 0gijg<n
2n 2n
et, pour tout polynéme C élément de E,, avec C = Zc.-X', on pose Sp(C) = Zc,-s,-.
=0 i=0

1) a) Vérifier que, pour tout entier naturel n, ®, est une forme bilinéaire symétrique sur E, x E,, .
b) Vérifier que, pour tout entier naturel n, S, est une forme linéaire sur E,, et, pour tout élément (4, B)
de E, x E,, prouver 'égalité: ®,(A, B) = S,(AB) (on commencera par considérer le cas ot A = X*
et B=XJ avec 0<i,j<n.) .



2) Deux cas particuliers
a) Dans cette sous-question on suppose que n =1 et s = 1, 51 et s2 étant quelconques. Pour tout élément

(a,b) de R?, vérifier I'égalité :
®(aX +b,aX +b) = (b+as1)? + a*(s2 — 57)

En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur les réels s; et sz, pour que 'application
®, soit un produit scalaire sur F; x E).

b) Dans cette sous-question on suppose que n = 2, s = 1 et 51 = s3 = 0, 55 et s4 étant quelconques.
Prouver que l'application ®,, associée & un tel choix de (so, sy, 52,53, 54), est un produit scalaire sur
E, x E, si et seulement si les réels s, et s4 vérifient les conditions suivantes: s; > 0 et s4 —s2 > 0.

3) Deux exemples
Dans cette question on considére un entier naturel n non nul.
a) Dans cette sous-question, on se donne un entier naturel d non nul et une variable aléatoire discréte
Y, prenant d valeurs distinctes ay, as,..., a4, avec les probabilités, strictement positives, respectives

p1, P2,---, Pd, €t on pose, pour tout entier naturel & :
d
sc=E(Y*) =) ofp
t=1

On considére les applications ®,, et S, associées & ce choix de (sg,81,...,821)-

d
i) Pour tout polynome Q de Eyn, vérifier égalité : S.(Q) = > Q(cu)pi-
i=1
ii) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur n et d, pour que 'application ®, soit

un produit scalaire sur B, x E,.
b) i) Dans cette sous-question, on considére une variable aléatoire Y dont une densité f est continue sur

le segment [0,1] et nulle en dehors de [0,1]. On pose, pour tout entier naturel k,

si=E(Y¥) = /olt"f(t)dt

Vérifier que 'application ®,, associée & ce choix de (so,s1,...,52n), est un produit scalaire sur
E, xE,. 11 ;
ii) Montrer que, dans le cas ol (sq,51,...,52n) = (1, 530 En—ﬁ) , Papplication ®,,, associée a ce

choix, est un produit scalaire sur E, x E,.
4) Dans cette question on revient au cas général ol on considére un entier naturel n non nul, une suite
(s0,81,-..,82n) de 2n + 1 réels et les applications ®, et S, associées a cette suite.

On admet le résultat suivant : tout polynéme P peut s’écrire sous la forme

r !
P=2J[(x =)™ JJ(X? +8;X +¢5)

i=1 ji=1

ol r et [ sont des entiers naturels (avec la convention que si r ou ! est nul, le produit correspondant
vaut 1), ou A est un réel, o, si r est non nul, {j, {2, ..., {; sont les racines réelles distinctes de P, de
multiplicités respectives my, ma,..., m,, et ol, si | est non nul, by, bs,...,b1,¢1, ¢2,...,¢1 sont des réels
vérifiant b% — 4¢; < 0 pour tout entier j tel que 1< j < 1.

Un polynéme non nul P, a coefficients réels, est dit positif si, pour tout réel z, P(z) > 0.

a) Montrer que la multiplicité d’une racine réelle d’'un polynéme positif est paire.
b) Montrer que tout polynéme P positif de degré 2 est somme de deux carrés de polyndmes, c’est-a-dire
qu’il existe un couple (A, B) de polyndmes, tel que P = A% + B*.



5)

6)

7)

c¢) En remarquant que, si 4,B,C,D sont quatre polyndmes, on a:
(A? + B?)(C? + D*) = (AC + BD)? + (AD — BC)?

montrer que tout polyndme positif est somme de deux carrés de polynomes.
d) Montrer que ®, est un produit scalaire sur E, x E, si et seulement si, pour tout polynéme P positif,
élément de E,, on a: S,(P)>0.

. 1111
Dans cette question on suppose que n = 2 et (so, 51,52, 53,54) = (1, 337 g) .

a) A laide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, construire, 4 partir de la base (1, X, X %), une base
orthonormale de E; pour le produit scalaire ®,.
b) Pour tous (ao,a1,az) et (bo, b1, b2), éléments de R3, vérifier ’égalité :

<I>2(a2X2 +a; X + ao,b2X2 +hX + bo) =‘AMB

ag bg 1 1/2 1/3
onA=a |,B=|b; | et M=|1/2 1/3 1/4
as by 1/3 1/4 1/5

¢) Déterminer une matrice T triangulaire telle que : *TMT = I3 (I3 désignant la matrice identité d’ordre 3).
Jusqu’a la fin du probléme, on considére un entier naturel n non nul, une suite (s, sy,...,52n), de premier
terme sg = 1, telle que ®, soit un produit scalaire sur E, x E,, et on note (P, Py,...,P,;) la base
orthonormale de E, pour le produit scalaire ®,, obtenue, par le procédé de Schmidt, & partir de la base
(1, X,...,X"), le polynéme P; étant de degré i pour tout entier ¢ compris entre 0 et n.
a) En considérant le nombre ®,(P,,1), prouver que le polyndéme P, ne peut pas garder un signe fixe sur R.

En déduire que P, posséde au moins une racine réelle de multiplicité impaire.
b) On note ai,as,..., ok les racines réelles de P, de multiplicité impaire. Montrer que P, s’écrit sous la

k
forme, P, = eQ H(X —a;), ol ¢ est élément de {—1,1} et Q est un polynome positif de Ey.
§=1
' k
En considérant le nombre &, (P,, ,E H(X - a.-)) , montrer que k = n.
i=1
On note ay,as,...,a, les n racines du polynéme P, , réelles et distinctes deux a deux selon la question
précédente.
X -

Pour tout élément k de {1,2,...,n}, on note Li le polynéme L; = H .

iy Ok T Qi

ik

a) Montrer que (L1, Lo, ..., L) est une base de E,_; et, pour tout polynome R de E,_;, justifier I'égalité :
n n

R=" R(e)L;. En déduire Y L;.
i=1 i=1
b) Soit A un polynéme, élément de Ea,_;.
i) Justifier Pexistence d’un couple (@, R) élément de E,_; x E,_; tel que A=FP,Q+ R.
n

ii) Vérifier que Sn(A) = Sa(R), puis que Sa(A) = > A(s)Sa(Li).
i=1
¢) Pour tout élément k de {1,2,...,n}, on pose pr = Sp(Li).

Vérifier que Zpk =1 et, en considérant S,(L2), montrer que pr > 0.

k=1
d) Déduire de ce qui précéde qu'’il existe une variable aléatoire discréte Y vérifiant, pour tout élément k de

{0,1,...,2n =1}, s, = E(Y¥).

. . . . . 1111
e) Déterminer la loi d’une telle variable aléatoire, dans le cas ot n = 2 et (so, 51, 52, 53, s4) = (1, 337 5) .
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Les parties ITI et IV sont indépendantes des parties I et IL

Partie I
1
vi—-z

On considere la fonction indéfiniment dérivable ¢ définie, pour tout réel x de [0, 1], par: ¢(z) =

1) Pour tout réel x de [0,1[ et tout entier naturel n, établir 'égalité :
2n
o(z) = 28 (1 _ -2

oll (™ désigne la dérivée n-itme de ¢ (avec, en particulier, p(®) = ¢).
2) Pour tout entier naturel n et tout réel = de [0, 1], justifier égalité suivante :

<p(:L') _ C2k / (.’L' - t) (n+1)( )

3) a) Pour tout entier naturel n, prouver l’megahte an+2 < 4ntL,
b) Pour tout couple (t,z) de réels tel que 0 < ¢t < = < 1, vérifier les inégalités: 0 ¢ —— < z.

c) En déduire que, pour tout réel = de [0,1[, on a:

lim (Gl ™ t()dt =0

n—+00 Jg n!

4) Pour tout réel z de [0, 1], démontrer égalité :




Partie 11

On se donne un espace probabilisé (2, B, P). Sur cet espace, on considére une suite (X,),y+« de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi que X, cette loi étant définie par

P(X, = 1) = P((Xy = 1)) = 5

L
On pose Sy = 0 et, pour tout entier naturel n nonnul, S, = ¥ X, =X+ Xo+ -+ + X,
k=1
Par exemple, S, pourrait représenter U'abscisse (aléatoire) au temps n d’une particule se déplagant sur un aze

et partie de Uorigine au temps 0, qui saute & chaque instant d’une unité d gauche ou d’une unité & droite avec

une égale probabilité.

On note Min R le plus petit élément d’une partie non vide R de N.
On pose aussi, pour tout élément w de Q, R, = {n eN*% S, (w) = O} et T(w) = {
On admet que T est une variable aléatoire.

MinR, si R, # Q.
0 si R, =0.

Ainsi T pourrait étre le temps d’attente (aléatoire) du premier retour a l'origine de la particule évoquée plus
haut.
Pour tout entier naturel n, on note E,, 1’événement E, = [T' > n]U [T =0].

1) Soit n un entier naturel non nul. On pose A, = [S,, = 0] et, pour tout entier naturel k tel que 0 < k < n—1,

Ar = ([Sk = O] N [Sk+1 #* 0] N [Sk+2 # O] R [Sn # 0]) = ({Sk = O] n (i=f§+1[Si # 0]))

Ainsi, pour tout entier k tel que 0 < k < n, Ay serait l’événement :
« Pour la derniére fois avant linstant n la particule est a4 l’origine a Uinstant k».

a) Pour tout entier k tel que 0 < k < n, justifier 1’égalité suivante :
P(Ax) = P([Sk =0]) P(En—x)

b) En déduire I’égalité :

1=) P([Sk=0]) P(En_&)

n
k=0
On admet que, si deux suites (an,)nen €t (bn)nen, & termes positifs ou nuls, sont telles que les séries

n
de termes généraux a, et b, convergent, alors en posant, pour tout entier naturel n, ¢, = Zakbn_k,

k=0
la série de terme général ¢, converge et sa somme vérifie :

+o0 +o0 +00
n=0 n=0 n=0
2) Pour tout réel = de [0, 1], établir I'égalité :

1 +oo +oo
= (Z P([S, = O])x") ( P(E,,)a:")
z n=0 0

n=|

3) a) Pour tout entier naturel n, calculer P(|S, = 0]).
b) A l'aide de la partie I, en déduire que, pour tout réel z de [0,1], on a:

14z
l—-2z

+o0
Z P(E,)z" =
n=0

¢) En remarquant que P’événement [T == 0] est inclus dans E, pour tout entier naturel n, montrer qu’on
a: P([T=0])=0.

Ainsi, presque siirement, la particule citée en exemple, revient 4 lorigine.

2/4



Partie 111
On considere dans cette partie une suite réelle (ax)ren telle que, pour tout réel = de [0,1[, la série de terme

+o00
général axz* converge. Pour tout réel = de [0,1[, on note f(z) = Z axz® et I’on suppose que:
k=0
(Vi=zf(@) = va

lim
z?l

+oo
1) a) Pour tout entier naturel p, déterminer : lim1 (\/1 -z Z akx(”+1)k) .
r—
< k=0

+o0 —(p+1)t
b) Pour tout entier naturel p, justifier la convergence de P’'intégrale / 7 det,
0

et, en utilisant le changement de variable u = \/2(p + 1)¢, calculer sa valeur.
c) En déduire 1’égalité :

+o0 e—(p+l)t

+o0
a!i_i'nl <\/1 —z kzz:oak:c(p*l)k) = /0 v dt

2) Montrer que, pour toute application polynomiale réelle Q, on a:

L (ﬂ— > (m"Q(z‘“))) - [ Gaena

3) Soit h la fonction définie, pour tout réel = de [0,1[, par:

0 size [0,1[
e
h(z) =
1 1
— size€ [—, 1[
T e
+oo —t
Vi
b) Soit z un réel de [0,1[. En déterminant la valeur de h(z*) pour k assez grand, justifier la convergence
de la série de terme général axz*h(z*).
4) On admet ’égalité :

a) Justifier la convergence de l'intégrale h(e~*)dt et donner sa valeur.

Ili_i'nl (\/1_———.10 :2;; (akxkh(wk))) = /0+°° % h(e %) dt

n
, en déduire que, lorsque Pentier naturel n tend vers 'infini, Eak
k=0

1
n

En utilisant ce résultat pour z = e
est équivalent & 2\/n.
Partie IV

On considére une suite (a,)necy décroissante de réels positifs ou nuls et, pour tout entier naturel n, on
pose :

n
Sn = E Q)
k=0

On fait ’hypothese que, lorsque n tend vers +oo, S, est équivalent & 2,/n. On va montrer qu’alors a,, est

équivalent & — -
N

On notera |z] la partie entiere d'un réel «.

1) Soit (e, 3) un couple de nombres réels vérifiant: 0 < o < 1 < 3. Pour tout entier naturel n tel que
n# lan] et n # |Bn], justifier 'encadrement :

S[an - Sn < an < Sn - S[an]
|Bn] —n n—|an]

3/4



n
2) a) Soit v un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes généraux ym] et 7n_

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel n assez grand, on a:

T e o < B

3) En déduire quon a: lim +vna, =1.

n-— 400

Partie V

1) a) A Paide des résultats obtenus dans les parties précédentes déterminer, quand ’entier naturel n tend vers
n
Pinfini, un équivalent de Z P(T > k).

k=0
b) En déduire un équivalent de P(T > n).
2) La variable aléatoire T' posstde-t-elle une espérance ?
3) Pour tout réel x de [0,1], prouver ’égalité :

+00
Y P(T =n))a"=1~V1-2z2

n=0

4) Soit n un entier naturel.
a) Donner le développement limité au voisinage de 0 & ’ordre n de la fonction u — /1 + u.
b) En déduire le développement limité au voisinage de 0, & I’ordre 2n de la fonction z — 1 — /1 — z2,

¢) Montrer que, au voisinage de 0 on a aussi :
2n
1-vV1-22=) P(IT = k) z* + o(z™")
k=0
d) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, on a:

1 %
= - . .Zn
P(T=2n]) = m_1
On rappelle qu’il y a unicité du développement limité, au voisinage de 0, & 'ordre 2n d’une fonction.

Pour tout élément w de §2, on pese:
N “ P MinR,, si R, #0.
R;,:{neN in>Tw) et s,,(w)zo} o T =1 o o a s
On admet que T3 est une variable aléatoire. h ’
Ainsi Ty pourrait étre le temps d’attente (aléatoire) du deuxiéme retour & Uorigine de la particule.

5) a) Pour tout entier naturel n non nul, démontrer I'égalité :

P({T; = 2n]) = > P([T = 2k]) P([T = 2n — 2k})
k=0
b) En déduire la valeur de P([T2 = 0]) puis, pour tout réel = de [0, 1], ’égalité :
+oo
Y P(1 =nl)z" = (1-V1-22)?
n=0

6) Déterminer la loi de T5.
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L’objet du probleme est 1'étude, dans certains cas, des sous-espaces stables par un endomorphisme d’un espace
vectoriel.

Dans tout le probléme, on considére un entier naturel n non nul et on note E le R-espace vectoriel R"®. On
note Of le vecteur nul de E et Idg I'endomorphisme identité de E. On dira qu’un sous-espace vectoriel F' de
E est stable par un endomorphisme f de E (ou que f laisse stable F') si l'inclusion f(F) C F est vérifiée.
On observera que le sous-espace vectoriel réduit & {Og} et E lui-méme sont stables par tout endomorphisme
de E.
On note R[X] I’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et, pour tout entier naturel &, on note Rg[X]
le sous-espace vectoriel formé par les éléments de R[X] qui sont de degré inférieur ou égal & k.
Si f est un endomorphisme de E on pose fO =Idg, fl=f, f2=fof, f2=fofof, etc

n

Si f est un endomorphisme de E et si P = ZakX k est un élément de R[X], on rappelle qu’on note P(f)
k=0

P’endomorphisme de E égal & P(f) = Z arfk.
k=0

Partie I Préliminaires

Soit f un endomorphisme de E.

1) Soit P un élément de R[X]. Montrer que le sous-espace vectoriel Ker P(f) est stable par f.

2) a) Montrer que les droites de E stables par f sont exactement celles qui sont engendrées par un vecteur
propre de ’endomorphisme f.

b) On note B = (e;,eq,e3) la base canonique de R3 et on considére I'endomorphisme g de R3 dont la
matrice dans la base B est

110
B={0 10
0 0 2

Déterminer (en en donnant une base) les droites de R3 stables par g.

1/4



3) Soit p un entier naturel non nul.

P
a) Si Fi,...,F, sont p sous-espaces vectoriels de E stables par f, montrer qu’alors la somme ZFk est
k=1
un sous-espace vectoriel stable par f.
b) 8i Aj,...,Ap sont p valeurs propres de f et si ng,...,n, sont p entiers naturels montrer qu’alors la

P
somme ZKer(f — A Idg)™ est stable par f.
k=1
4) a) Soit A un réel. Vérifier que les sous-espaces vectoriels de E stables par un endomorphisme f sont
exactement ceux qui sont stables par I’endomorphisme f — AIdg.

b) Quel lien y-a-t-il entre les sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme f et ceux qui sont stables
par 'endomorphisme f2 ?

¢) Quel lien y-a-t-il entre les sous-espaces vectoriels stables par un automorphisme f et ceux qui sont stables
par l'endomorphisme f~!?
d) Que dire d’un endomorphisme de F laissant stable tout sous-espace vectoriel de E ?

e) Donner un exemple d’endomorphisme de R? ne laissant stable que le sous-espace vectoriel réduit au
vecteur nul et ’espace R2.

5) a) On rappelle qu'une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans R et qu'un hyperplan
de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.
Montrer que les hyperplans de E sont exactement les noyaux de formes linéaires non nulles sur E. On
pourra compléter une base d’un hyperplan en une base de E.

b) Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E et H = Ker ¢.
i) Montrer que ’hyperplan H est stable par f si et seulement si il existe un élément \ de R vérifiant
Pégalité : po f = Aep.
ii) On note A la matrice de f relativement & la base canonique de E et L la matrice (ligne) de
relativement aux bases canoniques de F et R.
Montrer que 'hyperplan H est stable par f si et seulement si il existe un réel A vérifiant 1'égalité :
PAYL = AL

¢) Déterminer (en en donnant une base) les plans de R? stables par 'endomorphisme g défini & la question 2).
Partie II Le cas ol ’endomorphisme est diagonalisable
Dans cette partie, on considére un endomorphisme f de E diagonalisable et on note Ay,..., A, ses valeurs

propres distinctes et EYy,..., Ep les sous-espaces propres correspondants.

1) Que dire des sous-espaces vectoriels de E stables par f si p=17?

2) On suppose lentier p au moins égal & 2. On considére un sous-espace vectoriel F de E stable par f et un
élément z de F'.

P P
a) Justifier 'existence d’un unique élément (z,,z2, ... ,zp) de H E). vérifiant 'égalité: = = Zxk.
k=1 k=1
P
b) Montrer que le vecteur Z(Ak — A1) Tk est élément de F.
k=2
c) Montrer que les vecteurs z1,...,z, sont tous dans F'.

3) Déduire de la question précédente que les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont exactement les
P

sous-espaces vectoriels de la forme Z F), ol, pour tout entier k vérifiant les inégalités 1 < k < p, Fj est
k=1
un sous-espace vectoriel de Ej.
4) Montrer que ’endomorphisme induit par f sur P'un de ses sous-espaces vectoriels stables F est un
endomorphisme diagonalisable de F.

5) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les valeurs propres de f pour que E posséde un
nombre fini de sous-espaces vectoriels stables par f. Quel est alors ce nombre ?
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Partie III Le cas ou ’endomorphisme est nilpotent d’ordre n

1) On note D l'endomorphisme de R,_;[X] qui & tout polynéme P associe son polynéme dérivé P’.
a) Vérifier que D™ est 'endomorphisme nul et que D™~ ! ne l'est pas.

b) Vérifier que les sous-espaces vectoriels de R,,_;{X] stables par D sont, en dehors du sous-espace vectoriel
réduit au polynéme nul, les n sous-espaces vectoriels suivants : Ro[X],R1[X]...,Rn-1[X].
2) On note 0 'endomorphisme nul de E et on considére un endomorphisme f de E nilpotent d’ordre n
c’est-a-dire vérifiant les conditions: f* =0 et f*~1 £ 0.

a) Etablir qu'il existe une base B = (e, ez, ... ,e,) de E dans laquelle la matrice A de f est
0 1 0o ... 0
0 0 Lo
A=+ - . -0
: 0 1
o ... ... 0 0

A est donc la matrice dont le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j (1 <1< n,1 <7< n) vaut 1
si j=14+4+1 et O sinon.
b) Montrer que la matrice A est semblable & la matrice B suivante

01 0 ... 0
0 0 2 ° :
B=1|: " . " 9
: 0 n-1
0 ... ... 0 0

B est donc la matrice dont le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j (1 <i< n,1<j< n) vaut 1 si
j=1+1 et 0 sinon.

¢) Déterminer (en en donnant une base) les sous-espaces vectoriels de E stables par f.
Partie IV Le cas ou ’endomorphisme est nilpotent d’ordre 2

Dans cette partie on considére un endomorphisme f de E nilpotent d’ordre 2 c’est & dire un endomorphisme
non nul de E tel que fo f est 'endomorphisme nul.

1) On considére un sous-espace vectoriel F;, de E vérifiant Fy; NKer f = {0g}.
a) Justifier l'inclusion : f(F,) C Ker f.
b) On considére de plus un sous-espace vectoriel Fy de Ker f contenant f(F3). Montrer que la somme
Fy + Fy est directe et que c’est un sous-espace vectoriel de E stable par f.
c) Etant donné A, B, C' trois sous-espaces vectoriels de E, établir I'inclusion : (ANC)+(BNC) C (A+B)NC.
A-t-on nécessairement ’égalité ?
d) Déterminer U'intersection (F; + F) NKer f.
2) Réciproquement on considére un sous-espace vectoriel F' de E stable par f. On pose F; = FNKer f et on
considére un sous-espace vectoriel Fs supplémentaire de F; dans F.
Vérifier 'inclusion f(F) C Ker f et prouver que l'intersection F; N Ker f est réduite au vecteur nul.

3) Dans cette question, on suppose que I’entier n est égal & 4 (i.e. E = R*) et on considére I’endomorphisme
h de E dont la matrice dans la base canonique B = (e}, e, €3,¢4) de R* est la matrice M suivante

SO
O =
N OO
- O O

a) Vérifier que les sous-espaces vectoriels G; = Ker(h — Id)? et G2 = Ker(h — 21Id)? sont supplémentaires.

b) Montrer que les sous-espaces vectoriels stables par h sont exactement les sommes H; + Hs ou H;
(resp. Hy) est un sous-espace vectoriel de Gy (resp. Gg) stable par h.

c) Déterminer (en en donnant une base) les sous-espaces vectoriels de E stables par h.
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Partie V Existence d’un plan stable par un endomorphisme

Soit f un endomorphisme non nul de E.

1)

2)

3)

4)

Justifier I’existence d'un polynéme non nul a coefficients réels annulant f.
On note M un polyndéme non nul & coefficients réels de plus bas degré annulant f.
On observera que M n’est pas constant.

Dans cette question, on suppose que le polynéme M n'a pas de racine réelle et on note z 'une de ses
racines complexes.

a) Vérifier que le conjugué de z est aussi racine de M et en déduire qu'il existe un polynéme du second
degré a coefficients réels noté X2 + bX + ¢ qui divise M.

b) Montrer que I’endomorphisme f2 +bf + cIdg n’est pas injectif.

¢) En déduire qu'il existe un plan de E stable par f.

Dans cette question, on suppose qu'il existe un réel A, un réel a non nul et un entier p au moins égal
4 2 vérifiant I'égalité: M = a(X — A)P. On pose g = f — Aldg.

a) Montrer qu'’il existe un vecteur z de E tel que la famille (z,g(z),..., 9"~V (z)) est libre.

b) En déduire qu'il existe un plan de E stable par f.

Montrer que, dans tous les cas, il existe un plan de E stable par f.
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Dans tout le probléeme, n désigne un entier supérieur ou égal 4 2.

1

On considére une fonction réelle f de classe C* sur [~1, 1], et on note I(f) lintégrale : / flz)d=x.
-1

Pour tout entier naturel £ non nul | on pose :

Mi(f) = Sup | LF 5 ()], ol %) désigne la dérivée d’ordre & de f.
z€(-1,1

Les polynémes considérés sont a coefficients réels, et on confond polynéme et fonction polynomiale associée.
Pour tout entier naturel m, on note IR,,[X] le IR-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal A m.

On rappelle que si ry,79,...,7, sont des racines réelles distinctes d’un polynéme P, avec des multiplicités

P
respectives k), ks, ..., k,, alors il existe un polynéme @ tel que P = QH(X — )k

i=1]

Enfin, ai,as,...,a, désignent n réels deux a deux distincts de {—1,1], et on note A, le polynéme :
. n
An = J[(X - a)
i=1

L’objet de ce probleme est I'approximation de I(f) par des intégrales de fonctions polynomiales.

Préliminaire
1) Enoncer le théoreme de Rolle.
2) Soit g une fonction de classe C™ sur [—1, 1], s’annulant en n + 1 points distincts de |1, 1].

a) Montrer que la dérivée de g s’annule en au moins n points distincts de ] — 1, 1].
b) Montrer qu’il existe un réel ¢ de | — 1, 1] tel que g(™(c) = 0.



Partie 1

Dans cette partie, on va proposer comme valeur approchée de I(f) la valeur de I'intégrale obtenue en remplacant
la fonction f par la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a n — 1, introduite ci-dessous, qui coincide
avec f sur chacun des points a,.

Pour tout entier ¢ de {1,2,...,n}, on note L; le polynéme : L; = I | (X —ag). X~ R Y ,
: 2 F e
kE{1.2....,n}
y

Parexemple,sin =3, a; = =1, as = 0, et ag = 1, alors: L = X(X=1), Lo = (X~-1)(X+1), Ly = X{X+1).

1) a) Vérifier que, pour tous entiers [ et 7 de {1.2.....n}, le réel L,(a;} est nul lorsque ¢ est différent de j, et
est non nul lorsque 7 est égal a j.
b) Montrer qu'il existe un unique polynéme, que !'on note Py, de degré inférieur ou égal 4 n — 1, tel que,
pour tout entier j de {1,2,...,n}, on a ['égalité Pr{a;) = f(a;), et que ce polynéme est donné par
la formule :

1 1
2} Pour tout entier ¢ de {1,2,...,n}, on puse : §; :ZL @) / L,{x)dx.
i\Gi -1

1 T
Montrer que : / Pr(x)de = Z & fluy).
~1

t=1

1
Dans toute la suite, on note : J,(f) = / Pilr)dr = E é; fa;).
1 .

3) Que peut-on dire de I{f) et J,(f) lorsque f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égalan—17

4) Soit x un élément fixé de [—1, 1], distinct de chacun des réels «;.
a) Justifier I'existence d'un réel A vérifiant {'égalité : f(z) ~ Pr(x) — AAn(z) = 0.
On note maintenant g, 'application qui & tout réel ¢t de [~1, 1] associe 1 -

ga(t) = F(t) = Pr(t) — A, (t)

LT
n!
- . _ MA(f)
5) En déduire que, pour tout réel z de [-1,1], |f(z) - P;(z)| < - | An(2)]
n!
puis établir 'inégalité :
Mu(f) [ :
R
: -1
6) Etude d'un cas particulier
Dans cette question, on suppose que a; = —1. a, = 1 et que ay,as,...,a, sont répartis régulierement,
201 - 1)
c’est-a-dire que, pour tout entier i de {1,2,....n},ona:a = -1+ —L—il
n —
a) Soit & un entier tel que 1 < k < n—1 et soit z un réel de [ay, ag.1]. Justifier I'inégalité :
) Vi 2 T . N
|4.(2)] < (\n.—l) K (n — k)t
‘2 23 .
b) En déduire que. pour tout réel = de [=1.1], on a : |4, (z) | < < 1) (n—=1)!
' n-—

. .. A - . . . p
¢) On admet que, quand P'entier naturel p tend vers 'infini. on a 'équivalence suivante : p! ~ <—> V2T .
Montrer que, si I'entier n est assez grand, on a. pour tout réel x de [—1.1]. la majoration :

A< ()

e/

ey



Partie I1

Dans cette partie, on va proposer comume valeur approchée de I(f) la valeur de I'intégrale obtenue en remplacant
la fonction f par une certaine fonction polvnomiale de degré inférieur ou égal a @n — gqui réalise une
approximation de [ plus dne que la fonction polviomiale de la partie précédente.

Pour tout polynéme @, on note @' le polynéme dérivé de Q.
1) On considére I'application T de [Ro,, Y| dans R*" définie par :
vQ £ Ron 1 |X], T(Q) = (Q((‘1)~Q(’~L2)= oy Qlan). Qar). Q'az), . .. ~Q’(an)>

a) Montrer que T est une application linéaire de R, [.X'] dans R

b) Montrer que 7' est injective (on rappelle qu'un réel a est racine au moins double d'un polynome Q si et
seulement si Q(a) = Q'(a) = 0). En déduire que T est bijective.

¢) Utiliser la question précédente pour montrer gqu'il existe un unique polyndme, noté @, de degré inferieur
ou égal a 2n — 1, tel que, pour tout entier j de {1,2,...,n}:

Qslay) = flay) et Qplay) = ['(ay)

(on ne demande pas d'expliciter )
1

Dans toute la suite, on note : K,(f) = / Q{x)de.
-1

2) Que peut-on dire de I{f) et I',,(f) lorsque f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2n—17

3) Par une méthode analogue a celle de la partie précédente, on pourrait démontrer, et on admettra, la
majoration :

B

K g Bl A2 () d
(f)— Kat(f)l < o ) 45 () da

Que vaut le polyndome @ lorsque f est la fouction polynomiale & +—— Ai(x)?
Montrer que, dans ce cas, 'inégalité précédente est une égalité.

4) Soit ¢ I'application définie sur R, [.X]| x R, [.Y] par :
1
HP.0) € RalX] x Ra[¥], #(P.Q) = [ P)Qla)dr

1
Montrer que ¢ est un produit scalaire.

5) L'espace vectoriel [R,[X] est maintenant muni de ce produit scalaire.
a) Justifier I'existence d’un polynéme V' de degré au plus n — 1 vérifiant : Q; — Py = A, V.
En déduire que si le polyndne A, est orthogonal a tout polynéme de IR, _1(X], alors K, (f) = Jn(f).
b) Inversement, si le polynome A,, n'est pas orthogonal a tout polynome de R, [X], montrer qu'il existe
une fonction f telle que K, (f) # Jo.(f).

Partie III
Dans cette partie, I'espace vectoriel IR,, | .X] est toujours muni du produit scalaire & introduit dans I1.4).

On note R,, l'image du polynéme X7 par la projection orthogonale sur le sous espace-vectoriel IR,,_1[X], et
on pose : S, = X" — R,. Ainsi. S,, est orthogonal a tout polynome de R,,_1[X] et X* =R, +S,.

1) En se placant dans le cas particulier ot n = 3, déterminer S3.
2) On revient désormais au cas général.
a) Déterminer le degré et le coetficient dominant de S,,.
1
b) Justifier ['égalité : / Sple)de =0,
-1

En déduire que le polyndome S, admet au moins une racine dans | — 1, 1[.



3) On se propose de montrer que S, admet exactement n racines réelles distinctes dans lintervalle | - 1, 1[.
a) On suppose qu'il existe un réel o et un polynéme @Q tels que S, = (X — @)?Q.
Aboutir & une contradiction en considérant le signe de S, Q@ et la valeur de ®(S5,, Q).
En déduire que toutes les racines réelles de S,, sont simples.
b) Soit p le nombre de racines distinctes de S,, qui appartiennent & | —1, 1], et soient ay, ag, ... oy ces racines.
On définit le polynome : P
U=]](X~a)
i=1

Montrer que le polynéme S,U est de signe constant sur [—1, 1}, et en déduire, en considérant ®(S,,U),
que p n'est pas inférieur ou égal a n — 1.
Conclure que S,, admet exactement n racines réelles distinctes oy, @, ..., an dans | -1, 1], et que :

Sp=[[(X - ay)
j=1

Dans toute la suite du probléme, on suppose que (aj,as,...,an) = (a1, Q2,...,an), €t on conserve toutes les
notations précédentes. En particulier, on a maintenant A, = Sy, et, avec lesréels §1,0,,...,0, introduits dans

1 n
la partie I, (et qui sont indépendants de f), on note toujours J,(f) = / Pilz)dx = Z&if(ai).
-1 i=1
4) En utilisant les résultats de la partie 11, montrer que :
Mo (f) [
1) = dnlpl € 22 [ sia)ae
(2n)t Ja

5) En se plagant & nouveau dans le cas particulier ol n = 3, montrer que :

Js(f) = %(sf(—\/g) +8f(0)+5f<\/§))

6) Etude des réels ay,aq,...,an €t §;,0,...,0,
a) En considérant J,(f) lorsque f est constante égale a 1, donner la valeur de 61 +d2 +--- + dy .
b) Pour chaque entier 7 de {1,2,...,n}, montrer, en considérant la valeur de J,(f) lorsque f est la fonction
polynomiale « — L3(z), que §; est positif.
¢) On suppose dans cette question que les racines de S, sont numérotées par ordre croissant, c’est-a-dire :
) <oy < ... <ay

Justifier que S, (=X) = (-1)"S,(X).

En déduire que les réels a;, as,...,a, sont répartis symétriquement par rapport & 0, autrement dit que
pour tout entier ¢ de {1,2,...,n}, on a I'égalité : anii_i = —au.
En conclure que, pour tout entier j de {1,2,...,n}, ona égalité : §,1_; = 4;.

1
7) Majoration de/ S2(x)dx
-1

a) Montrer que pour tout polynéme P de degré n et de coefficient dominant 1, on a I'inégalité :

1 1
/5§<x)dz</ P(z)dz
~1 ~1

b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul k, il existe un polynéme T} de degré k et
de coefficient dominant 1 tel que, pour tout réel § : cos(kf) = 25 1Ty (cos8).
En déduire la majoration :
T

1
/ Sp(z)de < Ee)
-1
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La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
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Dans tout le probléme, on considére un entier naturel p supérieur ou égal & 2. Pour tout entier naturel g,
on note R,[X] (resp. Cy[X]) 'espace vectoriel réel (resp. complexe) des polynomes & coefficients réels (resp.
complexes) de degré au plus égal & g. On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale associée.

On note Si (resp. Sc) 'espace vectoriel réel (resp. complexe) des suites réelles (resp. complexes).

Préliminaire
On considere la fonction réelle f qui & tout réel « positif ou nul associe f(z) = 2P —zP~! —1.

1) a) Donner le tableau de variation de la fonction f.

b) En déduire les résultats suivants :
e la fonction f s’annule une seule fois en un réel noté C' qui est strictement supérieur a 1.
e pour tout réel z positif ou nul, le réel f(z) est strictement positif si et seulement si = est strictement
supérieur a C.

) 3
2) Dans le cas particulier ou Pentier p est égal & 4, comparer C et 5

Partie I

On rappelle que si a est un nombre complexe et Q(X) un polyndme & coefficients complexes alors le polynome
Q(X) est divisible par X — a si et seulement si le complexe Q(a) est nul.

1) Soit @ un nombre complexe, n un entier naturel au moins égal & 2 et P(X) un polyndme & coeflicients

n
complexes de degré n s’écrivant P(X) = Z apXk.
k=0

kE—1
a) Etablir Pégalité : P(X) — P(a) = (X = a)Q(X) ol Q(X) = > e ( Y ghmin Xi) .
a0 k=1 i=0

2

b) En déduire que le polynéme P(X) — P(a) est divisible par (X — a)* si et seulement si le nombre
n

complexe E k oy a® ! est nul.
k=1

¢) A quelle condition nécessaire et suffisante le nombre complexe a est-il racine au moins double du
polynéme P(X)?
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2) Montrer que le polynéme XP — XP~! —1 a p racines simples dans C et qu’elles sont toutes non nulles. Ces
racines seront notées Zi, Z, ..., Zp avec la convention que Z, est égal a C.

3) a) Etablir, pour tout couple (z,y) de nombres complexes, 'inégalité: |z| — |y| < |x -y [ Quand a-t-on

1'égalité?

b) Etablir, pour tout entier & tel que 1 < k < p, Pinégalité : |Zx | < C.
¢) Montrer que si k est un entier tel que 1 < k < p, 'égalité |Zx | = C n’a lieu que si k est égal & p.

4) Soit # Vapplication de C,_1[X] dans C? qui & tout polynéme complexe P(X) de degré au plus égal & p—1
associe ’élément (ZlP(Zl),ZgP(Zg),...,Z,,P(Z,,)) de CP.
a) Montrer que 'application 6 est un isomorphisme.
b) En déduire que, pour tout élément (u1,ug, ... ,up) de CP, il existe un unique élément (A1, Az, ..., Ap)

de CP vérifiant :
MZy + XZy + ..+ )\p Zy= u

)\1Z% + /\2222 + ...+ Ap Z;‘J)': U

MZY + MZE+ N 2= oy

5) On note F l’espace vectoriel complexe des suites complexes u = (un ),y Vérifiant, pour tout entier n
strictement supérieur & p, I'égalité u, = u,_1 + usr—p. Autrement dit, on a:

F= {(u”)neN* €Sc; Yn>p ty =tup- +un_p}

a) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel complexe des suites complexes.

b) Montrer que, pour tout entier k vérifiant les inégalités 1 < k < p, la suite géométrique (Z,’})neN* est
élément de F.

c) Soit u = (un),cy+ Une suite élément de F' et soit (Aq, Ag, ..., Ap) 'unique solution du systéme

MLy + Xy + .o+ Ap sz Uy
MZ2+ 222+ N Zi= uy

MZY + MZE + .+ XN ZE=

P
On note v = (vy),y+* la suite complexe de terme général v, = Z DYV
k=1
Montrer que les suites w et v sont égales.

d) Montrer que ((Z?)nEN*r (Z5)pen*s - (Zg)nem*) est une base de F.

Partie I

1) Pour tout entier naturel ¢, on considére Papplication &, de Rq[X] dans lui-méme qui & tout polyndme
A(X) de Rg[X] associe le polynéme : ®,(A(X)) = A(X) - A(X —1) — A(X —p).
Montrer que 'application @, est un automorphisme de R, [X]. |

2) Soit Q(X) un polynéme & coefficients réels. On note Eg Iensemble des suites complexes u = (uy),, cy*
vérifiant, pour tout entier n strictement supérieur & p, I’égalité u, = un_1 + Un—p + Q(n). Autrement dit,

on a:
By = { (tn)ner= €Sc; ¥n>p n = un-1+unp+Q(n)}

a) Montrer qu’il existe un unique polynéme & coefficients réels, noté Ag(X), tel que la suite (AO(”))neN*
est élément de Eg. )

b) Prouver qu’une suite complexe u = (uy), cy* est élément de Fg siet seulement si la suite (un - AO(”))neN*
appartient a P’espace vectoriel I’ défini dans la question I1-5).
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e P

¢) En déduire que pour toute suite (un ), cy* élément de Eq, il existe un élément (oy, o, ..., an) de C™ tel
que, pour tout entier naturel » non nul, on a I'égalité : u, = 1 27 +02Z +.. .+ap-1Z}’}_l+apC'"+Ag(n).

d) Soit (un),cy* une suite réelle élément de Eg. Déduire des questions précédentes que, soit il existe
un réel o non nul tel que u, ~ aC™, soit la suite (un),cy+ est négligeable devant la suite (C™),,cy*
c’est-a-dire u, = 0 (C™).

3) Soit Q(X) un polyndme a coefficients réels. On note I Pensemble des suites réelles u = (uy, ), cy+ vérifiant,
pour tout entier n strictement supérieur & p, I'inégalité u, < up—1 + up—p + Q(n). Autrement dit, on a:

IQ = {(Un)nEN* eESr; Yn>p up < Un-1 + Un—p + Q(TL)}

a) Soit (wn),cy* une suite réelle élément de F' et & termes strictement positifs. Pour tout réel a et tout
entier naturel n non nul, on pose v, » = awy, + Ag(n) et on note v, la suite (Van),ex*-
Montrer que pour toute suite u = (un),cy* ¢lément de Ig, il existe un réel a tel que, pour tout entier
naturel n non nul, on a l'inégalité: u, < van.

b) Justifier 'existence d’une suite réelle élément de F' et & termes strictement positifs. En déduire que
si (un),en* est une suite réelle élément de Io et a termes positifs ou nuls alors la suite (un),cx* est
dominée par la suite (C"), e+ Cest-d-dire u, = O (C™).

Partie II1

Pour tout entier naturel » au moins égal & 2, on note 7,,, ou plus simplement 7', I’ensemble {1,2,...,n} des
entiers compris entre 1 et n. Pour toute partie A de T' on note card A le nombre d’éléments de A.

On considere une matrice M = (0y;)1¢: j¢n carrée d'ordre n, symétrique, dont les coefficients valent 0 ou 1,
les coefficients diagonaux étant nuls (on dit que M est une matrice d’incidence d’ordre n). On a donc:

(\/ (i,7) € T2 (a5 =0 ou oy = 1)) et <\7’i el ai= 0)

Pour tout couple (¢,7) d’éléments de T on dit que ¢ et j sont voisins si a;; = 1. Pour toute partie non vide
A de T et tout élément ¢ de A on note A(¢) ’ensemble des éléments de A voisins de ¢ et on dit que A(4) est
Pensemble des voisins de ¢ dans A ; autrement dit, on a: A(i) = {j € 4; oy; = 1}.

Une partie non vide S de T est dite stable si, pour tout élément ¢ de S, S(i) est vide. On remarquera que les
singletons de T sont stables. '

Pour toute partie non vide A de T', on appelle nombre de stabilité de A relativement & M et on note w(A, M),
le maximum des cardinaux des parties stables incluses dans A, et on pose w(@, M) = 0.

01 01

” 1 011

1) Dans cette question, on suppose que n =4 et que M = 01 0 0
1100

a) Déterminer A(1) et w(4, M) pour A ={1,3,4}.

b) Déterminer le nombre w(T, M).

2) Dans le cas particulier ou M = (oy;)1gs,5¢n €st la matrice dont les coefficients vérifient les conditions :

a;=1 si |i—jl=1 et oy; =0 sinon,
déterminer le nombre w(T, M).

L’objet des questions suivantes est I’étude de la complexité de deux algorithmes de calcul du nombre de stabilité
de T relativement 4 M, la complexité d’un tel algorithme étant définie comme étant le nombre maximum de
«lectures» de coefficients de la matrice M que nécessite, dans le pire des cas (suivant les valeurs de M),
Pexécution de cet algorithme.

3) Un algorithme «naif» consiSte & examiner, une & une, les parties & au moins deux éléments de 7', supposées
rangées selon un ordre décroissant de leur cardinal (ce rangement étant indépendant de M), jusqu’a
rencontrer une partie stable (et c’est ce test qui nécessite des lectures dans M ); bien entendu, si aucune
partie stable n’a été rencontrée, w(T, M) vaut 1.
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6)

7)

a) Calculer la somme Z CkCi .
k=2

b) Montrer que, pour tout entier » au moins égal & 2, la complexité de 1’algorithme «naif» est supérieure

ou égale & 2" — (n+ 1) et inférieure ou égale 3 C2Z on-2.

Soit A une partie non vide de T'.
Montrer que, pour tout élément ¢ de A, on a ’égalité:

w(A, M) = max (w(A\ {i},M),l+w(A\({i}UA(i)),M)>

On suppose données, en langage Pascal,

¢ une déclaration de constante permettant de stocker la valeur de ’entier n, la déclaration du type tab
permettant de stocker les parties de T', et la déclaration du type matrice permettant de stocker les matrices
d’incidence d’ordre n ;

¢ une fonction d’en-téte :

function Appartient (i :integer; A:tab) :boolean;
qui renvoie la valeur true si I’élément ¢ est dans la partie A et la valeur false sinon.
a) Ecrire, en langage Pascal, une fonction d’en-téte :

function Recherche ( A:tab; M : matrice): integer;

qui renvoie le plus petit des éléments ¢ de A pour lequel. card A(7) est supérieur ou égal & 3 si un tel
plus petit élément existe et qui renvoie 0 sinon.

b) Evaluer le nombre maximum de «lecturesy de coefficients de la matrice M que nécessite cette fonction
quand elle est appliquée & la partie A.

On admet qu’il est possible de concevoir une fonction, notée Deuxz(A, M) renvoyant, lorsque, pour tout
élément ¢ de A, card A7) est inférieur ou égal & 2, le nombre w(A, M) avec une complexité inférieure ou
égale & (card A)?.

On considére maintenant la suite d’instructions Omega dont on admet.qu’elle permet récursivement, quand
elle est appliquée & la partie A de T, d’obtenir la valeur de w(A, M)

DEBUT
¢ Exécuter Recherche{A, M) ;

e S5i on a obtenu un élément i de A tel que card(A(:)) > 3 alors
Exécuter Omega pour la partie A\ {i} afin d’obtenir a = w(A \{ih M ) ;
Exécuter Omega pour la partie A\({i} U A(:)) afin d’obtenir b= w (A \({i} U A(D)), M) ;
Calculer max (a, 1+ b) (qui est la valeur de w(A, M) cherchée)

Sinon exécuter Deux(A, M) pour obtenir w(A, M) ;
FIN

On note u, la complexité de cet algorithme lorsqu’il est appliqué 8 A=1T.

Justifier, pour tout entier n» au moins égal & 6, I'inégalité: up < Un—1 + Un-a+ 2n2.

Comparer, pour de grandes valeurs de ’entier n, les complexités de l'algorithme «naif» et de I’algorithme
récursif. '
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CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS
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BANQUE COMMUNE D’EPREUVES ECRITES
POUR LE HAUT ENSEIGNEMENT COMMERCIAL

Concepteur : E.S.C.P. - E.A.P.

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES 1

Vendredi 7 Mai 2004, de 8 h. 2 12 h.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite.

Seule ['utilisation d’une regle graduée est autorisée.

On note E 'ensemble des fonctions f de IR dans IR pour lesquelles il existe une suite réelle s = (s, )nem*, dite
adaptée & f, telle que : )

n—1
VeI Vo e R, 3ot o) =suf(na) (1)
k=0

L’ensemble des fonctions de IR dans IR est noté F(IR,IR).

Les polyndémes considérés sont & coefficients réels, et tout polynéme P sera confondu avec la fonction
polynomiale, élément de F(IR,IR), qui lui est naturellement associée.

Pour tout entier naturel p non nul, et toute fonction p fois dérivable f, de IR dans IR, la dérivée p-ieme de la
fonction f est notée f(P) (la dérivée premitre de f est aussi notée f’).

On rappelle que, 7" étant un réel non nul, une fonction f de IR dans IR est dite T-périodique lorsque :

veeR, f(z+71)=f(z)

L’objet du probleme est de déterminer certaines des fonctions f satisfaisant ’équation (1).

Partie I Résultats généraux et exemples d’éléments de E

1) Soit f une fonction appartenant & E, autre que la fonction nulle. Montrer qu'’il existe une wunique suite
s = (sn)nen* adaptée & f, et que s; = 1.

2) Montrer que si f est une fonction dérivable appartenant & E, alors la dérivée f’ de f appartient & E.
3) Montrer que les fonctions constantes appartiennent & E.

1 . -
4) Soit A la fonction de IR dans IR qui & z associe = — 5 BEtablir que A est élément de E.

5) E constitue-t-il un sous-espace vectoriel du IR-espace vectoriel F(IR,IR)?

6) Soit x la fonction de IR dans IR définie par :

1 sizeZ
Vo e R, ={i
ve x(@) 0 siz¢Z
Pour tout entier naturel non nul n et tout réel x, déterminer, en distinguant les cas nx € Z et nx ¢ Z, la
n—1
B
valeur de la somme Z x{z + —).
k=0 "

En déduire que y appartient a E, la suite adaptée étant constante, égale a 1.
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n—1

. k
7) a) Pour tout réel z et tous entiers naturels non nuls p et n, calculer Z e?P™ (=t 5) et en déduire que :

k=0
—1
anos (2p7r(:c 4 E)) _ {ncos(2p7ra;) s% p est multiple de n
par? n 0 sinon

b) Soit » la fonction de IR dans IR qui & z associe cos(27z). Montrer que w appartient & E, et préciser la
suite adaptée a u.

. . ;. o 1
¢) Justifier, pour tout réel x, la convergence de la série de terme général % cos(2q+l7r:z).

+oo
Soit alors v la fonction de IR dans IR qui & z associe Z % cos(297trz). Montrer que v appartient 3 E,
et préciser la suite adaptée a v. g=0

Partie II Recherche des polynomes éléments de E

1) a) Montrer que si P est un polynéme de degré 1 élément de E, alors la suite adaptée au polynéme P est
constante, égale a 1.
b) Quels sont les polynémes de degré 1 appartenant & E?

2) On suppose dans cette question que P est un polynéme non nul élément de E, et on note p le degré de P.

a) Montrer que la suite adaptée & P est la suite s = (s, )nemw* définie par : Vn € IN*, s, =

np—1
1
b) Montrer que, si p est au moins égal a 1, on a I'égalité : / P@)dt =0.
0

1
3) Etablir que, pour tout polynéme @, il existe un unique polynéme P tel que P’ = @ et / P(t)dt = 0.
0

On peut donc définir une suite (Bp)pen de polyndmes de la maniére suivante :
By=1
1
Vp e IN*, B, =pBy_i et / Bp(t)dt =0
0

4) a) Déterminer, pour chaque entier naturel p, le degré et le coefficient dominant de Bp.

1
b) Vérifier, pour tout réel z, 1’égalité : By(z) =z — 3’ puis calculer By(z) pour tout réel .

5) On a déja vu dans la partie I que By et By sont des éléments de E. Vérifier que By est élément de E.

6) Soit p un entier naturel non nul. On suppose que B,_1 est élément de E et on veut montrer que B, est
élément de E.
" Pour cela, on fixe un entier naturel non nul n et on pose, pour tout réel z :

1

WBP (na:)

n—1 2
ol@)= S Blat D) et yla) =
k=0

a) Montrer que la fonction ¢ — 1 est constante.
1/n i/n
b) Calculer / p(z)dz et P(z)daz.
0 0
c) Etablir que ¢ —1% =0 et conclure.

7) Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel p, les polynémes de degré p qui appartiennent
a4 E sont exactement les polynémes AB, obtenus lorsque A décrit IR*.

Partie III Etude des fonctions indéfiniment dérivables de E

1) Soit § la fonction de F(IR,IR) dans lui-méme qui, & toute fonction ¢ de IR dans IR, ‘associe la fonction §(¢p)
définie par :
vz e R, 8(p)(z) = p(e I 1) - o)
a) Montrer que J est linéaire. Quelle propriété caractérise les éléments de son noyau?
b) Vérifier que, lorsque P est une fonction polynomiale, il en est de méme de §(P), puis préciser le degré et
le coefficient dominant de §(P) lorsque P est de degré p supérieur ou égal & 1.

2) Montrer que, si f est une fonction élément de E, de suite adaptée s = (sn)nem*, on a :
Vne IN* Vo € IR, s,0(f)(na) = 6(f)(a)  (2)

2/3



3) Soit g une fonction de classe C*° de IR dans IR. On suppose qu'il existe un réel « tel que :
Vz e IR, ag(2z) = g(x) (3)
a) Montrer que :
T
vz eR, Vk € IN, ofg(z) =g(2—k) (4)
b) Montrer que si & = 0, alors g est nulle.

¢) Montrer que si || > 1, alors g est nulle.
d) On suppose 0 < |af < 1. Justifier existence d’un entier naturel p et d’un réel 3 tels que :

1B>1 et VeeR, Bg®(22) = ¢P(2)
e) En déduire que, dans tous les cas, g est polynomiale.

4) Dans cette question, on suppose que f est une fonction de classe C*° élément de E, de suite adaptée
$ = (8n)nem*, €t que 8(f) n’est pas la fonction nulle.

a) Montrer que §(f) est une fonction polynomiale non nulle; on note g son degré.

b) A Daide de (2), montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a :
1

nd
puis montrer qu’il existe un réel non nul a tel que :

Ve e R, §(f)(z) = az?

Sp =

¢) Pour chaque entier naturel non nul p, montrer, en appliquant ce dernier résultat 4 la fonction polynomiale
B, introduite dans la partie II, qu’on a :

vz € R, §(B,)(z) = paP~!

d) Montrer qu'il existe un réel A non nul et un entier p non nul tels que la fonction 6(f — AB,) soit nulle.:

Etablir alors que la fonction h = f — AB, est une fonction 1-périodique, de classe C* et élément de E,
et en préciser une suite adaptée.

Partie IV Etude des fonctions indéfiniment dérivables et 1-périodiques de E

1) Dans cette question préliminaire, on suppose que g est une fonction de IR dans IR, continue et 1-périodique,
telle que, pour tout réel z, g(nz) tend vers 0 lorsque ’entier n tend vers -+oo.
a) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a Pégalité : g(k) = 0.

b) Montrer que g(i) = 0. Plus généralement, montrer que, pour tout entier relatif p et tout entier naturel
non nul ¢, on a 1’égalité : g(g) = 0.
) q

¢) En déduire que g est la fonction nulle.

Dans toute la suite de cette partie, on suppose que f est une fonction de classe C et 1-périodique, élément
de E, de suite adaptée s = (s, )nem*.

z+1
2) a) Montrer que Papplication qui & tout réel = associe t)dt est constante.
q
x

1
s
b) Pour tout réel z, montrer que = f(nz) tend vers / f(t)dt lorsque Pentier n tend vers 4oo.
n 0
. s .
3) On suppose dans cette question que |—ll tend vers +oo lorsque Pentier n tend vers +oco.
n

Montrer, & aide de la question 1), que f est la fonetion nulle.

4) Dans cette question, on suppose plus généralement qu’il existe un entier naturel k tel que n¥|s,| tend
vers oo lorsque lentier n tend vers +o0.
a) Montrer, en considérant une dérivée d’ordre suffisant de f, que f est polynomiale.
b) Montrer que f est constante.

5) A Paide du résultat final de la partie I1I, montrer que les fonctions de classe C™° appartenant & E et qui ne

sont pas 1-périodiques sont exactement les fonctions polynomiales du type AB,, obtenues lorsque p décrit IN*
et A décrit IR*. '
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BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

CODE EPREUVE :

Concepteur : E.S.C.P.-E.A.P. 282
ESCP_M1_S

OPTION : SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES I

Samedi 21 mai 2005, de 8 h. a 12 h.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précisinn des raisonnements entreront
pour une part importante dans ‘appréciation des copies. '

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite.

Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Ce probléme se compose de trois parties largement indépendantes, méme si certains objets introduits dans
la partie Il se retrouvent dans la partie I11. La partie I étudie un exemple de couple aléatoire suivant une loi
trinomiale. La partie Il étudie les lois marginales d’un tel couple. La partie 11l propose une caractérisation
de la loi de Poisson.

Partie L

On considere, dans cette partie des entiers naturels non nuls n, u, d, t et b, vérifiant u +d +t = b.

Une urne I contient b boules, parmi lesquelles x boules portent le numéro 1, d le numéro 2 et ¢ le numéro 3.
Une expérience consiste en n tirages successifs d’une boule de I'urne If avec remise.

A chaque tirage, toutes les boules de [’urne If ont méme probabilité d’étre tirées.

Le modele choisi pour cette expérience est 'espace probabilisé (2,7, P) dans lequel I'univers {2 est
I'ensemble {1,2,3}" des n-uplets d’éléments de I’ensemble {1.2, 3}, et latribu T est I’ensemble P(2) des
parties de €2, la probabilité P se déduisant naturellement des hypothéses qui ont €té ou seront formulées.
Aucun tirage n’influe sur les autres en cela que, si une suite quelconque (Vk)lgks\;n de variables aléatoires
définies sur I"espace probabilisé (2, 7, P) est telle que, pour tout & € [1.n], la valeur de V}, ne dépend que
du résultat du A*™ tirage, alors les variables V7, Va, .. . , V,, sont mutuellement indépendantes.

On note U (respectivement D, T') la variable aléatoire définie sur I'espace probabilisé (2,7, P) ; dont la
valeur est le nombre de boules numérotées 1 (respectivement 2, 3) tirées au cours de |’expérience.

1. Montrer que la variable aléatoire U suit une loi usuelle (a préciser), donner son espérance et sa variance.
Donner, de méme, les lois des variables aléatoires D et T, respectivement.

2. Les variables aléatoires U et D sont-elles indépendantes ? Justifiez votre réponse.

3. Déterminer, sans calcul, la loi de la variable aléatoire U/ + D, son espérance et sa variance.

nud
b2

4. En déduire que la covariance du couple (U. D) est égale a —

5. Simulation informatique. ,

En Pascal, si i est un.gntier naturel non nul, I'instruction random(i) retourne aléatoirement un entier
choisi équiprobablement parmi les entiers 0,1,. .. ,i-1.

On considere la procédure Pascal nommée simulation déclarée comme suit :

i



procedure simulation(var x, y, z : integer ; n : integer) ;
var k, r : integer ;

begin
x :=0; vy :=x; 2zZ:=X;
for k := 1 to n do
begin
r := random(8) ;
if r = 0 then x := x + 1 else if r <=2 theny =y + 1 else z :=z + 1
end
end ;

Que réalise I'instruction simulation(a, b, ¢, 12),lesvariablesPascal a, b et ¢ étant toutes trois de type
integer ? On demande une réponse en rapport avec ’expérience précédemment étudiée et, en particulier,
que soient précisées les valeurs des paramétres u, d, t et n dans la simulation proposée.

Dans toute la suite, m, 7 et j étant des entiers naturels, on note :
m! L

(m) D T si i+j<m

isj T
_ 0 st i+j>m
6. On considere deux entiers naturels k et £ vérifiant k + £ < n.
Soitw = (1. 2. ..., x,) un élément donné de 2 comportant exactement k “1” et £ *2°.
Quelle est la probabilité P({w}) de ’événement élémentaire {w} ?
Dénombrer les n-uplets appartenant a I’ensemble {2 et comportant exactement £ “17 et £ ‘27,
En déduire que la probabilité de I’événement [U = k]| N [D = ¢] est égale a :

n uk dC tn—lc—:f
k,t b"

Partie II. Lois marginales d’un couple aléatoire de loi trinomiale.

Ce résultat reste-t-il vraisik +£ > n?

On considére, dans cette partie, un entier naturel n et I’ensemble I,, défini par :
In={(k.0) | ke[0.n] et £€[0,n] et k+/<n}

Un espace probabilisé (Q, T, P) étant donné, ainsi que trois réels strictement positifs p, ¢ et r vérifiant
p +q+r =1, on considére un couple aléatoire (X, Y},) défini sur (2, 7, P), a valeurs dans I,, et tel que,
pour tout couple (k. £) € I, :

P((Xn, Vo) = (k. 0) = ( n >pk gf ket

k,t
1. Vérifier que Z (kn£> k qﬁ Pkt
(k£)el, ~ "’

2. Montrer que les variables aléatoires X, et Y,, suivent toutes deux une loi binomiale (en préciser les
parametres respectifs). ‘

3. On se propose de calculer la covariance du couple (X, Y},).

a) On suppose que n > 2. Prouver que, pour tout couple (k, £) € I, vérifiantk > let¢ > 1,ona:

) )

En déduire que E(X,,Y,) =n(n—1) pg.
b) Cette relation estseble encore vraiesin =07sin =17

¢) En déduire la valeur de la covariance Cov(X,,,Y,) du couple (X,,,Yy,).

4. Les variables aléatoires X, et Y;, sont-elles indépendantes ?
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-tie II1. Une caractérisation de la lei de Poisson.
ns cette partie, la lettre n ne désigne plus un entier nature] fixé et on considére les suites (X,,), e et
. )Jnen des variables aléatoires définies, dans la partie précédente, pour chaque entier naturel n sur’espace

babilisé (€2, 7, P).
rappelle que, pour tout entier naturel n, les variables aléatoires X, et Y,, suivent des lois binomiales dont

parametres ont été calculés en II) 2.

considere par ailleurs, une variable aléatoire N non presque slirement constante définie sur le méme
vace probabilisé (€2, 7", P), a valeurs dans I’ensemble N des entiers naturels et indépendante de tous les
iples (X, Y,,), ce qui signifie que, pour tout n € N et tout (i, j, k) € N3,
P([(‘X‘m Yrﬂ) - (‘[.'7.7')] N UV = M) = P((XTL? Y;l) = (LJ))P(*N = k)
t définit les fonctions X : 2 — Net Y : 2 — N de la maniére suivante : si IV prend la valeur n, alors X
spectivement Y') prend la méme valeur que X, (respectivement Y5,).

irtie III A. Remarques générales.

Montrer que, pour tout k € N,

+ +20
X =M= |J (X =KV =n]) = J(X.=HN N =n])
n=0 n=~k

t déduire que X est une variable aléatoire sur I’espace probabilisé 0,7, P).
1 prouverait de méme que 'Y est une variable aléatoire sur I'espace probabilisé (2, T, P).

Montrer que, pour tout n € N, fes variables aléatoires IV et X, sont indépendantes.
n prouverait de méme que, pour tout n € N, les variables N et Y, sont indépendantes.

Déduire des résultats précédents que, pour tout & € N,
n

CP(X = k) = f (”’)pm —p)"EP(N =n) = gf <k>pk(1 — )" F P(N = n)

k
n=0 )
xprimer de méme, pour tout £ € N, P(Y = £) sous forme de somme d’une série.

. Les variables aléatoires IV et X sont-elles indépendantes ?
' considérera deux entiers a et b vérifiant 0 < a < b, P(N = a) # O et P(N = b) # 0, et on se

réoccupera de ['événement (N = o] N [X = b].

artie III B. Si IV suit une loi de Poisson, alors X et Y sont indépendantes.

)n considere un réel strictement positif A. On suppose que la variable aléatoire N suit la loi de Poisson de
arametre A.

. Montrer que X suit la loi de Poisson de parametre Ap et que Y suit la loi de Poisson de paramétre Agq.

. Montrer que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
In commencera par justifier que, pour tout couple (k. £) € N2,

P(X =k N[y =0)= f P(X, = k] N[Y, = )P(N =n)
n=~k-+(

Partie II1 C. Si X et Y sont indépendantes, alors N suit une loi de Poisson.

On ne suppose plus a priori que la variable aléatoire N suit une loi de Poisson. On suppose maintenant que
es variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes.

oy ) B
[. Montrer que, pour tout réel z appartenant a {0, 1], Ia série Z 2" P(N = n) converge.
‘ neN
Dans toute la suite, si z € [0, 1}, la somme de cette série est notée ®(z).
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Un lemme de Fubini. ,
On admet le résultat suivant : soit (75 ;)(; j)enxn une famille de réels posirifs ou nuls.

“+oc
On suppose que, pour tout j € N, la série ) r; ; converge ; on note C; = > 7; ; sa somme. On suppose
ieN i=0
de plus que la série ) C; converge.
JeN
Alors :
+o0
i) Pour tout 7 € N, la série ) r; ; converge ; on note L; = > 7 sasomme ;
JeN Jj=0
+oc +oo
i) Lasérie ) Lj convergeet ) L; = Y Cj.
ieN i=0 3=0
: oo s+00 +oc 400
On définit en ce cas la somme 3" r; ; comme étant le nombre S (Z T, J-> = > (Z T, J>
(i.j)ENXN i=0 S5j=0 §=0 V=0

2. On considere deux réels o et  appartenant tous deux a [0, 1]. On définit sur I’espace probabilisé (Q2, 7, P)
les variables aléatoires A = o~ et B = 3Y.

a) Montrer que les variables al¢atoires A et B admettent une espérance (que I’on ne cherchera pas 2
évaluer).
b) Montrer que 0 < pa.+ 1 — p < 1 puis, en utilisant le lemme de Fubini, que
B(A) = ®(pa+1—1p)
On montrerait de méme que 0 < qB3+1—q < Letque E(B) = ®(gB8+1 — q).
3. On définit la variable aléatoire C = AB = oX 3",
a) Justifier que la variable aléatoire C' admet une espérance (que I’on ne cherchera pas 4 évaluer).
b) Etablir que 0 < pa - ¢33 +7 < 1, puis, en utilisant le théoreme de transfert et le lemme de Fubini, que
E(C)=®(pa+q3+7).
4. Pour quelle raison peut-on affirmer que E(AB) = E(A)E(B)?
En déduire que, pour tout couple («, 8) € [0, 1)?,
' ®(1-p(l=-a)—q(1-3)) = 2(1—p(l - a))®(1-q(1-4))
5. Montrer que, pour tout réel z € ]0. 1], ®(z) > 0. Que vaut (1) ? |
6. On définit I"application ¢ : [0. 1] — R par la relation ¢(z) = In(®(1 - 2)).
a) Montrer que, pour tous réels a € [0.p] et b € [0.¢], p(a + b) = p(a) + ¢(b).
On pose dans toute la suite ¢ = min(p. g) et I = [0. p].
b) Calculer »(0). .
Montrer que, pour tout couple (n.a) € N x [ vérifiant 0 < na < p, ona: p(na) = np(a).

¢) Montrer que, pour tout triplet (n,m,a) € N x N* x I tel que 0 < i a < u,
m
n n
—a) =—gla
. g0(m ) m #la)
d) Soit un couple (z,a) € R x I vérifiant 0 < za < p.
Sirestun réel, on note |r] la partie entiére de 7.

\nz| |nz] +1

nr
Montrer que, pour tout n € N*, =——= < z < (]
n

et que lim

n—4oc
Montrer que la fonction ¢ décroit sur (0, 1. En déduire que o(za) = xp(a).
e) Montrer enfin qu’il existe un réel A.> 0 tel que, pour tout = € I, () = —Az.
7. On admet le résultat suivant :
si la suite réelle (u, ) nex est telle que, pour tout z € [1—p, 1}, la série Z Un 2" converge et est de somme

neN
nulle, alors, pour toutv-c N, u,, = 0.

Montrer que la variable aléatoire IV suit la loi de Poisson de paramétre \.
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