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MATHEMATIQUES I 
OPTION SCIENTIFIQUE 

FENDREDI 9 MAI 1991, de 8 h h 12 h 

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs. 

Une règle groduke. 
Une calculatrice de poche pouvant &tre programmable et /ou alphonumkrque, d 
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de 
surface de base maximum de 21 cm de bng sur 15 cm de large. 

L'épreuve est composée de deux problèmes indépendants, dont les différentes 
parties sont elles-mêmes largement indépendantes. 

Problème 1 
2" 

n! 
Pour tout n E IN, on considère la fonction fn définie sur R+ par : fn(s) = -e-". 

Partie 1 

1. Etudier les variations de fn. 

2. Construire les courbes représentatives de fi et de fi dans le plan rapporté à un repère 
orthogonal (unités : 5cm sur l'axe des abscisses, 1 0 m  sur l'axe des ordonnées). 

3. On suppose dans cette question n 2 2. 

a) Montrer que f: s'annule en changeant de signe pour 2 racines un et vn, telles que 
0 < un < vn. Que peut-on en conclure pour la courbe représentative de fn ? 

c) Donner le développement limité d'ordre 3 en O de la fonction u I+ In - c T 3 
(:>,,,* d) Déduire de ce qui précède la limite de la suite 

où Pn est un polynône de degré n et de coefficient dominant -- (-1Y 
n! 
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Par t ie  2 
+- 2" 

---"da: converge. 
n! 

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, l'intégrale 

2. Pour tout n E IV, on pose : 1, = 1 +- xn 
-e - "dx .  
n! 

a) Calculer Io. 

b) Etablir que : Vn f IV, 1, = In+1. 

c )  En déduire la valeur de I n .  

Partie 3 

Soit n E IV. On définit sur R la fonction dn par : 

1. Représenter graphiquement d l  et dz (unités : 5 cm sur l'axe G ~ S  abscisses, 20 crn sur 
des ordonnées) 

axe 

2. Montrer que d, est une densité de probabilité d'une variable aléatoire absolument 
continue X,, . 

3. Soit D, la fonction de répartition de Xn. Montrer que : Vz E R, O,,($) + O,,(-z) = 1. 

4. Pour r E IV, calculer E(X,'). 

5. a) Etablir, pour tout x E R+, que : 

1 fn( t )  dt = 1 - e-" - 
k=O 

b) En déduire, pour x E IR+ puis pour tout x E R, une expression de D,(z) sans signe 
intégrale. 

Problème II 

Partie 1 

On considère l'ensemble E = { M ( a ,  b) = ( a - 2b 4a + b a - 2 b )  / ( a ,  b) E R2} . 

1. Montrer que E est un espace vectoriel réel ; en donner une base et la dimension. 

4 a - 2 b  a - 2 b  a + b  

a + b  a - 2 b  4 a - 2 b  

2. Expliquer pourquoi tout Clément de E est diagonalisable. 
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3. L’espace vectoriel réel IR3 est muni de sa structure euclidienne canonique. 

On note u et v les endomorphismes de R3 dont les matrices dans la base canonique de 
IR3 sont respectivement : 

a) Vérifier que : V E E. Calculer V 2  et en déduire les valeurs propres de u. 

b) Montrer que les vecteurs el = ( l , l , l ) ,  e2 = (-l,O,l) et e3 = (1,-2,1) sont 

c) En déduire une base orthonormée de @ dans laquelle les matrices de u et u sont 

d) Donner les valeurs propres d’un Clément M(a,b )  de E .  

vecteurs propres de u et u.  

toutes les deux diagonales. 

Expliciter une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que : 
tP M(a ,b )P  = D. 

Partie 2 

On considère une suite d’expériences aléatoires. 
Chaque expérience n’admet que 3 résultats possibles : El, E2, E3. 

Soit n E N * .  A la nieme expérience, on associe la matricecolonne : 

X n  = bn , où a, (respectivement bn, G) est la probabilité d’obtenir le résultat El (respec- 

tivement E2, E3). 

En outre, on se donne XO = 

Pour i et j Cléments de { 1,2,3), on note p;,  la probabilité pour que Ej se réalise à une expérience, 
sachant que Ei s’est réalisé à l’expérience précédente. 

2 
La dépendance entre les réalisations successives est décrite par : p;j = - 3 

p;j  = a sinon. 

(::) 
, OÙ ao, bo et CO sont 3 réels tels que : a0 + bo + CO = 1. (5) 

s i i =  j 

1. Calculer (p l l  + p12 + p13) de 2 façons. En déduire la valeur de a. 

2. Déterminer la matrice L telle que : V n  E N, X,+l = LX,.  

3. Vérifier que L E E. 

4. Calculer L”, pour n E N .  

5. En déduire les expressions de an, b, et cn en fonction de ao, bo et Q. 

Etudier le comportement de a,, bn et c, quand n tend vers +oo. 
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EPREUVES ESC MA THEMA TIQUES 
OPTION SCIENTIFIQUE 

"L'usage de toute calculatrice ou de tout matériel électronique 

est interdit pendant cette épreuve". 

Exercice 1 

M 3 ( B )  désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3, coefficients réels. 

-1 -1 
On considère dans M3( R) les deux matrices suivantes : A = 

1. Vérifier que : A3 + A = O. 

2. (a) Déterminer les valeurs propres de A. 
(b) A est-elle diagonalisable ? 

3. L'espace vectoriel réel lR3 est muni de sa base canonique l3 = (el, e2, e3). 
On pose : 01 = el - e2 , 02 = e2 + e3 , v3 = -el + e2 + e3. 

(a) Montrer que C = (v1,v2,v3) est une base de @. 
(b) Ecrire la matrice de passage P de 23 à C. 
(c) On note u l'endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice A. Déterminer 

matrice de u relativement a C. 

Exercice 2 

Première  par t ie  

1. Etablir que, pour tout z E Rt, l'intégrale e'Uu"-' du est convergente. 
Il 1 

On définit alors sur Pt la fonction F par : F ( s )  = / e'"u2-' du. 
O 

2. (a) Calculer F ( 1 )  et F ( 2 ) .  
1 
2 

(b) Exprimer F ( - )  en fonction de @(fi), où @ désigne la fonction de répartition de la loi 
normale centrée réduite. 

3. En étudiant, pour x et x' éléments de IR*,, le signe de F ( s )  - F ( t ' ) ,  déterminer le sens de 
variation de F .  
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Deuxième partie 

1 
1. En utilisant une intégration par parties, montrer que : Va: E E+, F ( z  + 1) = x F ( z )  - -. e 

1 1 

2.  Justifier que : Vx E IR;, - C F ( x )  5 . 
X e x  

3. I)éduire de ce qui précède : 

(a) les limites de F ( z )  quand x tend vers +w et quand x tend vers O, 
( b )  un équivalent de F ( z )  en +w, 
( c )  un équivalent de F ( x )  en O (on pourra utiliser l’inégalité : Vu E R+, 1 - u 5 e -U) .  

Troisième partie 

On considère la série de terme général ( - ‘ l k  ( k  E IV, 2 E q). k!(k  + x) 

1. (a )  Et,ablir la convergence de cette série. 
+Oo (-l)k 

Pour x E R+, on note : g(s) = C 
k=O k ! ( k  + z) ’ 

( h )  Calculer g( 1). 

(-1)kUk Un+l 

( n  + I)! ’ 
1 

k! 
2. ( a )  Justifier que : V n  E IV, Vu E IR+, e-u - c 1 k=O 

d u - c - - l <  (-l)k 1 
k=O k! k + z  - ( n + l ) !  ’ 

( h )  En déduire que : Vn E IV, Vx E R:, 

( c )  En conclure que : Vx E E+, F ( s )  = g(x) . 

Exercice 3 

Soient N un entier naturel non nul et a un réel de ]O; l[. On dispose de N boules numérotées de 
1 a .Y, réparties dans deux urnes U et V .  

On considére l’expérience E suivante : 

- on choisit au hasard un nombre entier entre 1 et N ,  

- si le nombre choisi est k ,  1 5 k 5 N ,  la boule numérotée k est changée d’urne avec la probabilité 

On répète cette expérience E .  Pour n E IV, on note X n  la variable aléatoire réelle égale au nombre 
de boules contenues dans l’urne U après n réalisations de E. 

a, maintenue dans l’urne qui la contient avec la probabilité 1 - a. 
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Première partie 

1 
3 Dans cette partie, N = 3 , a = - et on suppose qu’au départ, toutes les boules sont dans U. 

1. Donner les lois de Xo et de X I .  

2. (a) Pour T E {1,2,3} et s E {2,3}, calculer la probabilité conditionnelle P(X2 = r / X 1  = s) .  
(b) En déduire la loi de Xz.  

3. Donner la loi du couple ( X I ,  X z ) .  Les variables aléatoires X1 et X2 sont-elles indépendantes S 

Deuxième partie 

1 
2 

Dans cette partie, N = 2 , a = - et on suppose que Xo suit une loi uniforme sur {O, 1,2}. 

1 .  Exprimer, pour k f {O, 1,2}, la probabilité P(X0 = Ic). 

2. (a) Pour i E {O, 1,2} et j E {O, 1,2}, déterminer P(Xn+l = i/Xn = j ) .  
2 

(b) Vérifier que : V j  E {O, 1,2}, C P(X,,+l = i / X ,  = j )  = 1. 
i=O 

Déterminer M ,  matrice carrée d’ordre 3, telle que : Vn E RV, U,+l = MU,,. 

1 
2 

où an et b,, seront exprimés en fonction de n (on vérifiera que al = - et bl = O ) .  

(c) En déduire, pour n E IV*, les probabilités P(Xn = O) , P ( X ,  = 1) et P ( X ,  = 2). 
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EPREUVES ESC 

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 
-----_--- 

MA THEMA TIQUES 
OPTION SCIENTIFIQUE 

LUNDI IO MAI 1999, de 8 li h 12 Ii 

I a  yr&eritciriori, la Iisibilitk, l'orthographe, la qrraliti de la rkdactiori, la clartd et la prdcision 
des riiisowwenierrts e)itreront pour rrire part inijiortatiie dans l 'ajiprkciatio~i des copies. 
Ides carididats soir/ irii ci e,icndt.er, dans la niesirre drr possible, les rdszrltats de leurs 
c d c w l . s .  I l ~ s  I I P  Jorivrit. faire risage d 'nrrcrrii cjocrimetit : 

"L'usage de toute calculatrice ou de tout matériel électronique 

est interdit pendant cette épreuve". 

L'épreuve est composée de trois exercices indépendants dont les differentes parties sont elles- 
mèmes largement indépendantes. 

N.B. I I  cs1 dciiiandc au candidat d'indiquer. imptrativement, son numéro d'inscription sur les copies. 



Exercice 1 

Partie A 

Soit u l'endomorphisme de l'espace vectoriel El3' de matrice M = dans la hase 

canonique de IR3.  

1. Identifier : u2  - 3u + 2 I d ~ 3 .  

'2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 'u. 

3. L'endomorphisme u est-il diagonalisable ? 

Partie B 

E est un espace vectoriel réel de dimension n ( n  2 1). 
u est un endomorphisme de E vérifiant : u2 - 3u + 2 I d ~  = O. 

1. On pose : 'u = u - IdE et w = u - 2IdE. 

(a) Identifier ( ~ 9  - 20) et en déduire que : E = h( 1.) + &( w ) .  

(b) Identifier L' O u et 20 O v ; en déduire que : h ( w )  c Ker(t7) et & ( r )  c Ker(zo). 
(c) Montrer que : E = Kèr(u) @ &(tu) . 
(d) Prouver que u est diagonalisable. 

2. (a) Montrer qu'il existe deux suites ( a n ) n E N  et (bn )nEN telles que : Viz E Ar, un = a,u t b,IdE 
(avec la convention : uo = IdE). 
Donner les valeurs de ao, bo, al  et bl .  

(b) Etablir que : Vn E N7 an+2 = 3a,+l - 2a,. 
En déduire les expressions de a, et b, en fonction de n. 

(c) Exprimer un en fonction de n ,  u et IdE. 

Exercice 2 
+O0 

Dans tout l'exercice, les propriétés de la fonction r. définie par r(z) = 1 e-t - if-' d t ,  seront 
O 

utilisées sans démonstration. 

Partie A 

1. Rappeler le domaine de définition de la fonction r. 

2. Donner la valeur de r (n ) ,  pour n E IV* 

3. Ecrire, pour z E R+' la relation entre r(a: + 1) et r(z). 



1 
2 

1. En utilisant le changement de variable 21 = a, calculer r(-) 
3 5 
2 2 

En déduire r( -) et r( -). 

Partie B 
tm e-t 1 - . cos(tz) dt est absolument convergente. 

fi 1. Montrer que, pour tout réel z, l’intégrale 

tm e-t 
On note alors f la fonction définie sur IR par : f(x) = 1 - . cos(tr)  dt .  

fi 

2. Mont.rer que : Vx E R, If(x)l I Jir. 

3. (a) Eta.blir l’inégalité : V(a ,  b)  E IR2, 1 cos a - cosbl 5 la - bl. - 
dr (b)  En déduire que : V(x,so) E IR2, If(.) - f(xo)l 5 21z - sol. 

(c) Etudier la continuité de f sur R. 

+O0 

1. (a) Llontrer que, pour tout réel 2 ,  l’intégrale J, e-t . v ~ .  sin(tx) dt est convergente. 
+Co 

On pose alors. pour tout réel 5 : g ( x )  = J e-t . sin(tx) dt .  
O 

(b )  Etablir successivement que : 
(a  - b)2  

2 ’  
V ( a , b ) E   IR^. j c o s a - c o s b + ( a - b ) . s i n b ~  5 

(c) En déduire que f est dérivable sur R et exprimer f’ en fonction de g. 

Partie C 

On définit la suite ( I I ? ) ~ ~ N  par : V n  E K ,  u ,  - - . cos@) dt.  

1. Prouver que : V n  E N*, 1u,1 5 e-“‘. 

’1. Etahlir que la série de terme général un converge et  que : 
t m  

un = f(1). 
n=O 

Exercice 3 

Soit n un entier naturel non nul. 
Une urne Un contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue dans cette urne une succession de 

tirages d’une boule, en appliquant la règle suivante : si une boule tirée porte le numéro k, avant de 
procéder au tirage suivant, on enlève de l’urne toutes les boules dont le numéro est supérieur ou égal à 
k. 

On note X ,  la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour vider l’urne Un de toutes 
ses boules. 



Partie A 

1. Donner la loi de XI, la loi de x12 et leurs espérances. 

2. Déterminer la loi de X 3  et calculer E(X3! .  

3. Déterminer la. loi de X4 et calculer E ( X 4  1. 

Partie B 

On étudie désormais le cas général. 

1. Calculer P ( X n  = 1) et P ( X n  = n) .  

2. Soit Nl la variable aléatoire égale au numéro de la première boule tirée. 

(a) Reconnaître la loi de NI.  
(b) Vérifier que : 

s i i s k - 1 ,  

P(X;-1 = k - 1) si i 2 k. 
V i  E [2 ;n] ,  V k  E [2 ;n] ,  P ( X ,  = kIN1 = i) = 

On pourra admettre les résultats (tl et (c) pour résoudre les questions suivantes. 

3. Calculer P ( X n  = 2). 

3 .  Pour n 2 2, on pose : vn = n ! P ( X n  = n - 1). 

(a) Etablir que : V n  2 2, v,+1 = U n  + n. 
(b )  En déduire P(Xn = n - 1). 

Partie C 
1 n-1 

1 
n 

2. En déduire que : Vn 2 2, E ( X n )  = E(X, - I )  + - * 

'-  1 
3. Montrer enfin que : Vn 2 1, E ( X n )  = - 

k k=l 
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CONCOURS D’ADMISSION S U R  CLASSES PREPARATOIRES 

MTHEMilTIQUES 
OPTION SCIENTIFIQUE 

J E U D I 4 M . 2 0 0 0 ,  de 8 h Ci 12 h 

La présentation, la lisibilité, 1 ’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans 1 ’appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs 
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; 

L’usage de toute calculatrice ou de tout matériel électronique 

est interdit pendant cette épreuveI1. 

Seule 1 ’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

L’épreuve est composée de trois exercices indépendants dont les différentes parties sont elles- 
mêmes largement indépendantes. 

N.B. Il est demandé au candidat d’indiquer, impérativement, son numéro d’inscription sur les copies. 



Exercice 1 

Partie A 

1. Soit 4 la fonction définie sur IR: par : + ( x )  = In x .  

2. Montrer alors que : V t  E [O; l ] , V n  E N*, 

(-1)k-1 * (k - l ) !  
Vérifier que : Vk E N*, vx E IR:, 4 ( k ) ( x )  = 

X k  

(-1)k tn+l 
ln(1 + t )  + 7 t k l  5 - . 

k=l n + l  

(-V 3. En déduire que la série de terme général - (avec n 2 1) converge et donner sa somme. 
n 

Partie B 
f est périodique de période 2, 
pour tout x E] - 1; 11, f ( x )  = x - ( 1  - 1x1) On définit sur IR la fonction numérique réelle f par : 

1. Montrer que f est continue sur IR et dérivable sur [-1; 11. 

2. Donner les variations de f sur [ - 1; 11. 

3. Vérifier que : V n  E N , V x  E [O;  11, f(x + n)  = (-l)n * f ( x ) .  

4. On désigne par C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé d'unité 2 cm. Représen- 
ter les points de C d'abscisse comprise entre -2 et 3. . L x  

Partie C 

Soit g la fonction définie sur IR par : 
g(0)  = 1 . 

1. Montrer que g est continue sur R. 

2. Pour n E IV, on pose : un - - L" g ( x )  dx . ) . < z  

En utilisant le changement de variable t = 2 - n et la question 3. de la partie B, montrer que, 

pour tout n E N : un = (-1)n * J - f ( t )  d t .  
O t + n  

1 1 
6 ( n  + 1 )  - 6n 

3. En déduire que : V n  E N*, < IUnI -5 - . 

La série de terme général u, est-elle absolument convergente ? 

2 



x * (1 - x) n2 + n 
x + n  x + n  

4. (a) Vérifier que : Vx E IR+, Vn E IV*, = -x + (n + 1) - - . 
(b) En déduire l’expression de u, en fonction de n. 

1 
5. En utilisant un développement limité de u, en -, donner la nature de la série de terme général u,. 

n 

Exercice 2 

Pour n E IV, &[XI désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré au plus n. 
Soit f l’application qui, à tout polynôme P de &[XI, associe le polynôme & défini par : 

& ( X )  = P ( X  + 1) + X - P’(X) . 

Partie A 

1. Montrer que f est un endomorphisme de &[XI . 

2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de &[XI . 

3. f est-il un automorphisme de IR,[X] ? 

Partie B 

1. Quelles sont les valeurs propres de f ? L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? 

2. (a) Montrer qu’il existe un polynôme P, non nul de &[XI tel que : f(P,)  = (n + 1) . P, . 
(b) Vérifier que P, est de degré n . 

3. (a) Montrer que : Vk E [[O; nl, f ( P i k ) )  = (n + 1 - I c )  - Pik) . 
(b) En déduire que (Pik))05k5, est une base de &[XI constituée de vecteurs propres de f 

(c) Donner la matrice D de f dans cette base. 

Partie C 

Dans cette partie, n = 2. On définit les polynômes Eo, El et E2 par : 

Eo = 1 
E: = Eo et El(1) = 2 & ( O )  
E; = El et E41) = 3 - & ( O )  

i 

1. Expliciter les polynômes El et E2 . 

2. Montrer que (Eo,  El ,  E2) est une base l? de IR,[X] formée de vecteurs propres de f . 

3 



3. Calculer les coordonnées du polynôme & ( X )  = X 2  + X + 1 dans la base B 

4. Déterminer le polynôme P de &[XI tel que : P ( X  + 1) + X * P‘(X) = Xa + X + 1 . 

Exercice 3 

p et q désignent deux réels avec p €10; 1[ et q = 1 - p . 
X(0) = N 
V k  E IV, P ( X  = k) = p - q k .  On considère une variable aléatoire réelle X ayant pour loi : 

1. Calculer E ( X )  et V ( X )  . 

1 
x+1 

2. On pose Y = - . 
(a) Déterminer la loi de Y . 

n 1 xn+l 
(b) Justifier l’égalité : Vx E [O; 1[, V n  E N, zi = - - - . 

i=O 1 - x  1 - x  
n+l t k  t p + 1  

k=l Is: O z - 1  
En déduire que : Vt E [O;  l[,Vn E N*,  - + ln(1 - t )  = / -dx . 

(c) Montrer que : Vt E [O; 1[, V n  E N*, 
+CO t k  

k=l 
Prouver alors que : V t  E [O; 1[, C - = - In(1- t )  . k 

(d) Calculer E ( Y )  . 

3. Soit Z une variable aléatoire réelle à valeurs dans N telle que, pour tout k E N, la loi conditionnelle 
de 2 sachant ( X  = k) est uniforme sur [[O; kg . 
(a) Pour z E N et k E N, donner la valeur de P ( Z  = z/X = k) . 
(b) Déterminer la loi de 2 (chaque probabilité sera laissée sous forme d’une somme). 
(c) Calculer E ( Z )  . 

4. Soit T une variable aléatoire absolument continue à valeurs dans IR+ telle que, pour tout k E N ,  
la loi conditionnelle de T sachant ( X  = k) est exponentielle de paramètre k + 1 . 
(a) Pour t E R+ et k E N ,  exprimer P(T 5 t / X  = k) . 
(b) En déduire la fonction de répartition de T . 
(c) Donner alors une densité de T . 
(d) A l’aide d’une intégration par parties, calculer E ( T )  . 

4 
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EXERCICE 1 

On désigne pour tout entier naturel non nul n : Es = &[,Y] , es p ace vectoriel des polynômes 

à coefficients réels qui sont soit le polynôme nul , soit de degré inférieur ou égal à n. 

Pour tout polynôme P de L’, , on note P’ le polynôme dérivé de P. 

On définit sur E,, l’application f, qui à tout polynôme P associe le polynôme f(p) défini par : 

f(P) = (X2 - l)p’-(nx + 1)p. 

1. Propriétés générales. 

(4 Calculer &Yn), Al).CalculerAP)pour P = Xk, k E (l,...,n-l)etnt2. 

Quelles sont les valeurs de k E (0,s.. , n] pour lesquelles le degré de Xk 

est égal à celui fTxk) ? 

( w Montrer quefest un endomorphisme de &. 

w Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de E,, ( 1, X, X2, . . . , xn) 

2. Etude pour des valeurs particulières de n. 

(a> On suppose dans cette question seulement que n = 1. 
Trouver les valeurs propres de A. 
Déterminer les vecteurs propres de l’endomorphisme J: 

09 On suppose dans cette question seulement que n = 2 . 
Trouver les valeurs propres de A. 
Détetminer les vecteurs propres de l’endomorphisme J 

3. On suppose désormais que n est un entier naturel non nul quelconque. 

(a> Montrer que si un polynôme P est vecteur propre de l’endomorphismef; 
alors P est de degré n. 

(b) On considère les polynômes (Pk)oSk+ tels que pour tout k E (O,l, .s., n}: - 

$(x) = (x - l)k(X + l)n-k 

Montrer que pour tout k E (O,l, e-w, n} , A$) = (2k - n - l)pk 

En déduire les valeurs propres et vecteurs propres associés de l’endomorphismeJ 

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? 
Pour quelles valeurs de n est-il bijectif ? ( on justifiera ses réponses ). 



EXERCICE 2 

On rappelle que si U et V sont deux variables aléatoires à densité indépendantes, de densités 
respectives u et v , alors U +V est une variable à densité dont une densité w est définie sur R par : 

vx E R , w(x) = 
I 

+CO 
u(t)v(x - t)dt 

-00 
Les candidats devront adopter la notation suivante pour les fonctions de répartition : 
FU est la fonction de répartition de U , FV est la fonction de répartition de V, et ainsi de suite 
pour les différentes variables aléatoires rencontrées dans l’énoncé. 

1. Soient X et Y deux variables indépendantes de même loi exponentielle de paramètre h > 0. 

(a) Quelle est la loi de ( - Y) ? 

(b) Montrer que X - Y admet pour densité la fonction h définie par : 

h -w VZE R, h(z)=Ze 

cc> En déduire que la variable IX - Y 1 suit une loi exponentielle de paramètre h. 

2. Trois personnes A, B, C se rendent à la poste au même instant pour téléphoner. 

Il n’y a que deux cabines, que prennent A et B, et C attend. 

On suppose que les durées de communication téléphonique de chacun, notées XA , XB , Xc, 

sont des variables aléatoires indépendantes de même loi exponentielle de paramètre h > 0. 

(4 

(b) 

3. (a> 

w 

Vérifier que C sort le dernier de la poste si et seulement si l’événement 

( IX, - Xe1 < XJ est réalisé. 

Montrer que la variable aléatoire D = XA - XBI - Xc admet h pour densité. 

En déduire la probabilité pour que C sorte le dernier. 

Soient Z et T deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois 
exponentielles de paramètres respectifs a et p , avec a > 0, p > 0 et c1 # p. 

Déterminer la loi de Z + T. 

Soit TC la variable aléatoire égale au temps total passé par C à la poste. 

Déterminer la loi de la variable M= min(XA, XB) et en déduire la loi de Tc. 

EXERCICE 3 

On considère l’ensemble C des fonctions à valeurs réelles définies et continues sur IR+ . 
Soit cp l’application qui à toute fonction f E C fait correspondre cpv) = F définie par : 

F(x) = 
I 

+00 emX’At)dt 
0 

On note DF l’ensemble de définition de la fonction F. 



1. Expliciter la fonction F, en précisant son ensemble de définition DF, dans les cas suivants 

(a) Pour tout t E Dz+, j(t) = 1. 

(b) Pour tout t E R+, J(t) = e’. 

(c) Pour tout t E m+, fit) = t. 

2. Soit L l’ensemble des fonctions définies, positives et continues sur lR+ telles que : 

Vm E RI lim emmfj(t) = 0 
t++cç, 

(4 Montrer que si fet g sont éléments de L alors f + g E L , et que les 

fonctions t H tn pour n E N sont éléments de L. 

(b) On considère f E L et x E RT . 

I 

+oO 
Montrer la convergence de l’intégrale F(X) = e-xtj(t)dt. 

0 

-H 
( On admettra que la fonction g définie sur& par g(t) = e 2 j(t) est bornée ). 

3. Etude de la dérivabilité de F . 

(a) 

(b) 

cc> 

(4 

Montrer que l’on a : 

vu E [o;+co[ 2 - 1 - 2.4 - $-eu I 0 et VU E ]- oo;O] eu -l-U+ 

( On posera deux fonctions et on calculera jusqu’à leur dérivée seconde ) 

En déduire que pour tout réel u : 0 I eu 2 -1-ul=e 
2 

lu1 (*) 

Soient f E L et n E N . En remarquant que emrnt = e -2’ -% e 2 , 

montrer que la fonction t H tnfTt) appartient à L. 

Soient f E L , F=cp(f)etxE LUT. 

Montrer que pour tout réel h tel que 1 hi < $ : 

0 < F(x + h) - F(x) + h tfit)emxtdt I $ t2At)e-$dt . 

( On pourra poser u = -ht dans l’inégalité (*) ). 

En déduire que si f E L , F est dérivable sur Rz et exprimer, pour x > 0, 

F’(x) sous forme d’intégrale. 
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EXERCICE 1 

On rappelle que lorsque Y est une variable aléatoire admettant une espérance Efl) et un écart-type non 

nul 0). . on note Y* la variable centrée réduite associée à Y , définie par Y* = 
Y - f{(y) 

OY 
Soit 17 un entier naturel non nul. 

On considère II variables aléatoires indépendantes S,, A’2, e.., X,? , suivant la même loi , et 

admettant une espérance notée m et un écart-type strictement positif notée ts 

On pose également SfI = dV1 + X, + ... + XII 

Enfin on note CD la fonction de répartition d’une variable suivant la loi normale centrée réduite. 

1. (a) 

(b) 

Montrer que SF, admet une espérance et une variante et les exprimer en 

fonction de n , nz et CJ. 

En déduire l’expression de S’J en fonction de L5’rl. 

Dans la suite de l’exercice, on pose pour tout entier naturel y1 non nul et pour tout réel p : 

On cherche à étudier la limite de la suite (p,! B)r,GN* dans différents cas de figure. 

2. On suppose p = 0. 

ia) 

(b) 

Montrer grâce au théoréme de la limite centrée que lim p,? 0 = a( 1) - @(-1 ) 
Il +tx ’ 

Donner une valeur approchée de cette limite ( On donne a>( 1) = 0.8413 ). 

3. On suppose B > 0 

(a) Montrer que Mm < 0.72 ( 
P-i 

(b) Montrer en utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev que p,, p 2 1 - 1 
33 

(Cl En déduire la limite de la suite @,? 13)nGN* 

3. On suppose ici que p < 0 , et que X,, X,, . .. , X,, suivent la loi normale centrée réduite 

(a! Quelle est la loi de la variable A’,? ? de la variable L;IT ? 

(b? Montrer que pour tout entier naturel y1 non nul , p,! p = 2( @(nP) - a>(O) ) 

(C) Montrer en utilisant la continuité de @ en 0 que : lim p,, p = 0 
r1++J: 3 

(d) Montrer en utilisant la dérivabilité de @ en 0, que : 



EXERCICE 2 

Soit ii l’ensemble des suites (u,~),~~~ de réels telles que la série de terme général u,,~ converge. 

/?mv CC>~ t;rmd on ewploic !a nolalicw a pour &‘uipler une wite (Url)nrN de réels 

1. (a) 

W 

2. (4 

(bi 

(C! 

(d) 

Montrer que 1; est un espace vectoriel sur R 

Pour tout réel non nul cc , on considère la suite u(a) définie par : 

Pour tout entier naturel n , 21,JcI) = cxI) 
fi’ 

Vérifier que les suites u(a) sont des éléments de L. 

Montrer que si u et h sont éléments de 1;) alors la série de terme général u h 
Il II 

est absolument convergente. 

Soit C$I l’application définie sur 1: x 15’ à valeurs dans /Ii par : 
CX, 

Wdu) = c 
u,/I,~ pour toutes suites CI et h de 1:. 

n=o 

Montrer que 4 est un produit scalaire sw 1;. 

On notera alors < u, h > = $((LI, h)) , et (1& la norme associée à 4 

Montrer que pour toutes suites u et h de fi, g%% 5 &$j! 

Déterminer pour tout réel a la norme Illr(L - et pour tous réels a et /3 

distincts , le produit scalaire < u(a), u(P) > 

Déterminer une base orthogonale de l’espace vectoriel engendré par la 
famille [u-l), u( 1 ), u(2)]. 

3. Pour tout entier nat:uel k non nul, on définit : 

I*i l’ensemble des suites réelles u telles que : pour tout entier M > k , M,/ = 0 

(jk l’ensemble des suites réelles u de k’ telles que : pour tout entier yz I k - 1, LI,, = f 

(a) Montrer que f*k c l? , et que Iii est un sous-espace vectoriel de ZC. 

(b) Déterminer une base de I*/;- et donner la dimension de Fi 

Cc) Montrer que Cg, est un sous-espace vectoriel de K. 

(dl Soit u une suite de k’. Montrer qu’il existe deux suites r et s telles que : 

PEf$, SE($ et pour tout entier naturel , u,, = r,? + sII 

En déduire que !qk et (ik sont des espaces supplémentaires orthogonaux 

pour le produit scalaire Q, 

Montrer que la suite (&),lCN est un élément de 1:. 

Déterminer son projete orthogonal sur Fi pour le produit scalaire 4 . 



EXERCICE 3 

Partie 1 

Soit g la fonction définie sur IK’ par : g(t) = tëf pour tout réel t positif, 

1. (4 Etudier la fonction g sur II?+. 

(b) Montrer que pour tout réel strictement positif t , g(t) I -!!L- 
Le2 

2. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 3 , l’équation gs(tj = i admet exactement 

deux solutions notées p,, et p’,, et telles que : 0 < p,, < 1 < p’,, 

3. ta) Montrer que la suite (p11)11>3 converge et que sa limite est 0. 

W Montrer que p,, ;= + . 

w Montrer que la suite (pi1 ),Iz3 diverge. 

Partie 2 

Soit ,f’ la fonction définie sur L? 2 à valeurs dans R par : 

1 - 
,f‘((& ?,)) = ê x2+4y2 

x2 + 4.y2 
si (s, yj f (0,O) et ,f’((O,O)) = 0. 

1. (a) Montrer que .f’ est de classe (” sur Ii’ \ ((0,O)). 

(b! Montrer en utilisant la question 1.b de la partie I que .f est continue en (0,O). 

3 ‘.. (4 Déterminer les dérivées partielles de ,f sur Ii?” \ ((0,O)). 

(b) Montrer que .f est de classe CT1 sur R2 

3. Montrer que (s, y) est un point critique pour ,f ( c’est-à-dire susceptible d’être un extremum 

pour ,f’ ) si et seulement si : “y2 + 4y’ = 1 OU (.Y, y) = (0,O) 

4. En utilisant la fonction g étudiée dans la première partie : 

(a) Trouver le minimum global de f ainsi que l’ensemble 1 des points le réalisant. 

Pi Trouver le maximum global de ,f ainsi que l’ensemble A’ des points le réalisant 

5. On note pour tout entier y1 supérieur ou égal à 3 : 

I<f? l’ensemble des points (.Y, y) E Vi2 tels que ,f’((~, y)) - i. 

On note également D la demi-droite de IK2 définie par : II = (x, y) / x 2 0 ef y = 

Où P,, et Pli) sont les valeurs définies dans la question 2 de la partie 1. 



EXERCICE 1 

On considère la fonction  f  définie sur RI  par :   Pour tout  
)(

2)(,
tt

ee
tfRIt −+π

=∈  .   

1.  (a) Soit la fonction g  définie sur [
2

;0] π  par  :   Pour tout )ln(tan)(,[
2

;0] θ=θπ∈θ g . 

  Montrer que  g  est de classe 
1

C sur [
2

;0] π  et calculer sa dérivée. 

 (b) En déduire grâce au changement de variable )(θ= gt  que  f  est une densité de probabilité. 

 On note dans toute la suite  X  une variable aléatoire admettant une densité égale à  f. 

 (c) Montrer que  f  est paire , puis  que  X  admet une espérance et que celle-ci est nulle. 

2. Ce paragraphe établit des préliminaires au calcul de la variance de  X. Soit  p  un entier naturel non nul. 

 (a) Soit  Y  une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de paramètre  p. 

  Donner l'espérance et la variance de  Y. En déduire l'espérance )(
2

YE . 

 (b) On note ∫
∞+ −=

0

2
dtetJ

pt
p

. Déduire du (a) la convergence et la valeur de 
p

J  en fonction de  p . 

 (c) Montrer que l'intégrale ∫
∞+

−
−

+0 2

2

1
dt

e

et
t

pt
 converge et que 0

1
lim

0 2

2
=

+∫
∞+

−
−

+∞→
dt

e

et
t

pt

p
. 

3. On exprime dans ce paragraphe la variance de  X  à l'aide d'une série. 

 (a) Soit NIn ∈ . Montrer que  pour tout 
+∈ RIt  , ∑

=

−
−
+−+

− −+
+

−=
+

n

k

ktk

t

tnn

t
e

e

e

e 0

2

2

)1(21

2
)1(

1
)1(

1

1 . 

 (b) En déduire que pour NIn ∈  et  
+∈ RIt   :  














−+

+
−π= ∑

=

+−
−
+−+

n

k

tkk

t

tnn
e

e

etf

0

)12(

2

)32(1
)1(

1
)1(2)(  . 

 (c) Montrer finalement que  X  admet une variance et que ∑
+∞

= +
−

π=
0

3
)12(

)1(8)(

k

k

k
XV . 

4. Soient  U  et  V  deux variables aléatoires indépendantes définies sur le même espace probabilisé et suivant  

    une loi normale centrée réduite N ( 0 ; 1 ) . On note  h  une densité de  U  et de  V. 

 (a) Montrer que la variable aléatoire  )ln( UA = est une variable aléatoire à densité admettant 

  une densité 
A

f  telle que pour tout réel  x  ,  )(2)(
xx

A
ehexf = . 

 (b) Montrer que la variable aléatoire  )ln( VB −= est une variable aléatoire à densité admettant 

  une densité 
B

f  telle que pour tout réel  x  ,  )()( xfxf
AB

−= . 

 (c) Soit  C  la variable aléatoire à densité  


=+=
V
UBAC ln .  

  Calculer pour tout réel strictement positif  y  l'intégrale ∫
∞+

−
0

))(ln()ln(1 duuyfuf
u AB

. 

 En effectuant dans cette intégrale le changement de variable 
t

eu
−=  en déduire une densité de  C. 

 Vérifier que  C  suit la même loi que  X . 



EXERCICE 2 
 

Dans cet exercice ,  n  désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2. On note  E   le RI - espace vectoriel 
n

RI  

muni de son produit scalaire canonique noté  < . , . >  et de norme associée notée . . 

On note BC la base canonique ),,,(
21 n

eee L  de 
n

RI , qui est orthonormée pour ce produit scalaire. 

On considère l'endomorphisme  f  de  E  tel que pour tout  { }
ni

eeeefni +++=∈ LL
21

)(,,,1 . 

On note  I   la matrice carrée unité d'ordre  n . 

Etant donnés  n  réels  
n

aaa ,,,
21
L  , on note  ),,,min(

21 n
aaam L=  et on suppose que nm > . 

On note  d  l'endomorphisme de  E  tel que pour tout  { }
iii

eaedni =∈ )(,,,1 L .   

On note enfin  g  l'endomorphisme de  E  défini par  dfg += . 

1.  (a) Montrer que le vecteur 
n

eeew +++= L
21

 est un vecteur propre de  f .  

  A quelle valeur propre est-il associé ? 

 (b) Déterminer )Im( f et en préciser une base orthonormée. 

 (c) Prouver que )( fKer est le sous-espace vectoriel de  E  de base B' = ),,,(
11312

eeeeee
n

−−− L . 

 (d) Justifier que 
⊥= ))(()Im( fKerf  ( orthogonal de )( fKer  pour le produit scalaire canonique ). 

 (e) En déduire qu'il existe une base orthonormée de  E  formée de vecteurs propres de  f , et que 

 pour tout vecteur  u  de  E ,  unuf ≤)( . 

2.  (a) Justifier que  d  est un automorphisme de  E . 

 (b) Montrer que pour tout  u  de  E , umud ≥)(  , et que pour tout  v  de  E , v
m

vd 1)(
1 ≤−

. 

 (c) Prouver que pour tout vecteur non nul  u  de  E , )()( uduf < . 

 (d) En déduire en étudiant  )(gKer  que l'endomorphisme  g  est un automorphisme de  E . 

3. Soit un vecteur  v  fixé de  E . Il existe d'après le 2.(d). un unique vecteur  u  de  E  tel que  vug =)( . 

    On considère alors la suite 
NIkk

u ∈)(  de vecteurs de  E  définie par  : 

  






−=∈∀

=
−−

+ ))(()(,
11

1

0

kk
ufdvduNIk

vu

o

 

 (a)  Vérifier que   ))(()(
11

ufdvdu o
−− −= . 

 (b) Montrer que pour tout entier naturel  k  :  ))((
1

1
uufduu

kk
−−=− −

+ o . 

 (c) En déduire que pour tout entier naturel  k  :  uu
m
nuu

kk
−≤−+1

. 

  Montrer enfin que  0lim =−
+∞→

uu
kk

. 



EXERCICE 3 

Dans cet exercice  n  désigne un entier naturel non nul. 

On dispose de deux jeux identiques de  n  cartes chacun , dont les dos sont indiscernables. 

Chacun de ces jeux est composé de  n  figurines représentant des animaux différents. 

Partie A 

On choisit au hasard et simultanément une carte dans chaque jeu , formant ainsi une paire de cartes , mise de côté. 

On recommence  n  fois ce tirage sans remise. On dispose alors de  n  paires de cartes. 

1. Quelle est la probabilité que les  n  paires d'animaux soient reconstituées ? 

2. Soit  k  un entier naturel de  { }1,,0 −nL et  k  paires d'animaux fixées arbitrairement. 

    Quelle est la probabilité qu'au moins ces  k  paires d'animaux soient reconstituées ? 

3. Montrer grâce à la formule du crible que la probabilité  
n

p  qu'aucune paire d'animaux ne soit reconstituée 

    est égale à  ∑
=

−=
n

k

k

n k
p

0
!

)1(
. Déterminer la limite de la suite 

1
)( ≥nn

p . 

Partie B 

On mélange maintenant les deux jeux dans une urne. 
A chaque tour on tire une poignée de deux cartes. Si les animaux représentés sur ces deux cartes sont les mêmes ,  

on ne remet pas les deux cartes dans l'urne , sinon on les remet dans l'urne. 

Soit  
n

T  la variable aléatoire égale au nombre de tours qui ont été nécessaires pour vider l'urne , en reconstituant  

ainsi les  n  paires de figurines d'animaux. 

1. Déterminer la loi et l'espérance de la variable  
1

T . 

2. Déterminer  )(Ω
n

T  pour  n  supérieur ou égal à 2. 

3.  (a) En utilisant les événements 
i

C  : " lors du i - ième tour , une paire d'animaux est reconstituée ", 

      montrer que pour tout entier  k  supérieur ou égal à 2 : 

( ) 2

2 3
2

3
1)(

−
==

k
kTP  . 

     (b) Montrer que
2

T  admet une espérance et la calculer. 

4.  (a) Déterminer les probabilités )3(
3

=TP , )4(
3

=TP . 

  En utilisant le système complet d'événements  ( )
11

, CC , déterminer )5(
3

=TP . 

 (b) Montrer plus généralement que pour tout entier naturel  n  supérieur ou égal à 2 et pour  1−≥ nk  : 

  )()()1(
2
2

2
2

12
2

kTP
C

nC
kTP

C

nkTP
n

n

n
n

n

n
=

−
+==+= − . 

 (c) On admet dans cette question que pour tout entier naturel non nul  n , 
n

T  admet une espérance. 

  Montrer en multipliant l'égalité précédente par  k  et en sommant de 1−= nk  à ∞+  

  que pour tout entier naturel  n  supérieur ou égal à 2 , .12)()(
1

−+= − nTETE
nn

 

  En déduire pour tout entier naturel non nul  n  une expression de )(
n

TE  en fonction de  n . 
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