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ESSEC

ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCIALES

Etablissement Privé d’Enseignement Supérieur Reconnu par I'Etat

CONCOURS D'ADMISSION DE 1878

MATHEMATIQUES - 1ére épreuve (4 h)

Des points de présentation participent au baréme. Toute composition confuse et qui ne
démarque pas explicitement les différents paragraphes sera pénalisée.

I - 1°) V(x) étant un polynbme i coefficients complexes que dire du polyndme
2im

W) = 3 (VG0 + V() + VG2%) ou jee> 2

2°) Au pdlyn6me Q(x) = 2(x-1)(x-2)(x~3)(x~4) on associe le polyndme T(x)

T(x) = Q(x).Q(ix).Q(%%)

H(X). Préciser les

Montrer que T est un polyndme en x3 ; on pose T(x) = H(x3)

racines de H(X). Expliciter H(X). Généraliser.

11 - Dans ce paragraphe seules seront prises en considération les réponses explici-
tées 3 1'aide d'un dessin ; sauf mention du contraire a et b sont deux nombres

respectivement complexe et réel.
1°) Pour b donné strictement positif trouver le lieu de a défini par :
|a+2bl <1 et Ia—bl < 1.

Résumer clairement les cas particuliers suivants :

a) |a+2b] = 1 e~ |a-b| <1,
b) |a*2b] <1 et |a-b] =1,

c) lat2b| < 1 et la=b] <1 .
2°) Quel est quand b réel varie le lieu de a défini par :

latzb] = 1 et la=b] = 1 ; (module de a-b = 1).

3°) b &tant maintenant un nombre complexe donné trouver le lieu de a dé&fini

par |a+2b] < 1 et |a-b| < 1 quelle région du plan décrit alors b pour que le

probléme soit possible ?

Dans la suite de ce probléme, 1l'espace vectoriel 03 est repéré par sa base canonique(guézégl
gl = (1,0,0), 32 = (0,1,0) et 23 = (0,0,1). Tout endomorphisme de 63 peut ainsi Erre
caractérisé par la matrice qui le repére dans la base canonique ; les matrices seront
donc des matrices carrées,d'ordre 3,3 €léments réels ou complexes. Un nombre complexe

tll/loo
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repére

_2.-
a 0 0
a représentera indifféremment la matrice scalaire{ 0 a O | ou 1l'endcmorphisme qu'elle
00 a /1 0 0
; donc | désigne indifféremment l'application identique ou la matrice K? 1 0)
0 0 ¢

III - Nous disons qu'une suite Mn de matrices tend vers une matrice limite L et nous

v -

écrivons Mn + L si et seulement si le terme général de position p,q de la matrice
Mn tend vers le terme de méme position de la matrice L quand n tend vers 1'infiai

Les grandes lettres de ce paragraphe représentent des matrices.

1°) Montrer que si M_ > L et M' - L' alors M_+M' -+ L+ L',
n n n n

2°) Montrer que si M+ L et M' > L' alors M_.M' > L.L'.

n n n' 'n
3°) Montrer que si Mn + 0 alors | + Mn a un déterminant qui tend vers 1.
4°) Montrer que si A" > 0 alors la matrice 1-A est inversible.

5°) Montrer que si x_ est une suite de complexes telle que x_-+Xx_ alors x_.A-+x .A
9 n P 9 n ‘o n o

Soient deux endomorphismes u, et u, de €3 tels que :

=0, u, #0, rgu

u,+u, =1, u ou 1

1 72 1 2 I

par exemple désigne le rang de u, c'est-d-dire la dimension de

T8 U,

ol rg u,
Im u, = ul(C3).

1°) a) A-t-on u, = 0? Montrer que u, n'est pas bijectif.

2

b) Montrer que u, et u, sont linéairement indépendants.

¢) Montrer que Im u, et Im u, sont supplémentaires.

d) Préciser les rangs de u, et uy.

i

2°) Soient deux complexes a, et a, non simultanément nuls. On considére 1'endomor-

phisme u défini par

u=au, +au, ; u etu vérifiant toujours les conditions (m).

171 272 2

a) Expliciter (u—al) ou, (u-az) o u,.
b) A-t-on (u-al) o (u—az) =0 7

o . ' . . 3 . . .
3%) v étant un endomorphisme non scalaire de €~ ; on aimerait résoudre en

1'équation définie par v = @u, + a,u, ol a, et a, sont deux

deux endomorphismes vérifiant (w).

@ps0y,U; et u,

complexes et v, et u,
a) Caractériser v pour que le probléme soit possible et montrer qu'alors

il n'admet qu'une solution.

I‘./.OO
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b) Application. On désigne par A‘ et A2 les matrices associées a u, et u,.
Résoudre le probléme posé en 3°) pour v donné par sa matrice associée dans les

quatre cas suivants :
1 11 o 1 l) a b b <:) o 0 1
: F = 1 1 : G={1 0 1}, : A= (b a b}y ¢t K=\1 0 O}
C) (. ), (:) (J 1 O C:) b b a I 0

1
1 1 1

a b b
V - Reprenons A =(b a b) .
b b a

. . n
1°) Comment choisir a et b pour que A~ + 0 ?
2°) Montrer qu'alors la suite de matrices définie pour 1 & n et entier par

Bn =1+ A+ A2 + ...+ A" converge ; calculer sa limite.

3°) Résoudre en A 1'équation A3 =,

4°) Peut-on avoir A3 = A] ?
0O 0 1 2 ‘9
VI - Toujours pour K=|1 0 O s calculer (jJK-1)(3°K~1) et (K-1)(K-3)(K-i7).
O 1 O
. 2 -
On considére les matrices P(K) = % (]+K+K2) s P2 =P(3 K), P3 = P(jK) et P2+P3.

44444

2°) Préciser les produits deux 3 deux des trois matrices AI’P et P3.

2

et P, ; montrer qu'il est

a) Soit X 1l'espace vectoriel engendré par AI’PZ 33

multiplicativement stable.

(SR

4
3) appartient-elle 3 X ?

2
b) La matrice <l
2

3
c¢) On pose M = M(a,b,c)

—

a ¢ b
b a c); decomposer M sur A, ,P, ,P .
b ’ 1°°2°°3

c a
3°) Soit D(a,b,c)= M(a,b,c).M(a.bj,cjz).M(a,bjz,cj), 1'expliciter, si possible

sans calcul.

4°) Soit S = M(a,b,c) telle que : atb+c = j ,a+bj+cj2 = j2, a+bj2 +cj= 1,
Donner le déterminant de S et montrer que lorsque k parcourt N les matrices Sk

forment un ensemble fini dont on précisera le nombre d'&léments.

5°) Méme question en prenant maintenant : 2im

atb+c = 8P, a+bj+cj2 = eq', a+bj2+cj r

~ n
(3] oi 6 =¢e s, N € N et p,q,r sont

trois entiers appartenant i 1l'ensemble {1,2,3,...,n}.

Application. n =180, p =30, q=24 et r = 12.

VII - Montrer que 1'ensemble {M( X+Y,‘X,-Y)%x y) e R2 est un sous anneau de X

~FIN-

isomorphe a C.
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~‘€:: CONCOURS D'ADMISSION DE

MATHEMATIQUES - 1&re épreuve
(Coef. 5

Mardi 22 Mai 1979 de 8h & 12h

PREAMBULE

Les applications de ce probléme sont réelles et définies sur {R ou une partie de R.

I- Page double de résultats.

Les résultats et graphes sont consignés sur la méme face d'une double page aux
emplacements indiqués par le tableau explicité en fin de texte. En particulier

en C - IIT et V les tableaux de variation et les graphes auront "leurs abscisses”
sur les mémes "verticales". Les 1légendes TI et T2 ont &té sorties grossies du
tableau pour pouvoir les lire. Rien ne devra figurer au verso de cette page de
résultats. D'une manidre impérative on représentera en bleu les graphes F], F3

4
et G et en rouge les autres H, T,, I, et G.

&

1

Tout résultat ou graphe demandd et ne figurant pas a la place indiquée du tableau

-~

invalidera 1'ensemble de la question qui se verra aussitdt crédit

e d'un zlro.

o

II - Rappels : extensions éventueclles de f ct notatiens. f, =z sont des applicarions.

1°) Dans teout le proniéme on enitontt pav Pimi*e 4'unae fopotion quand o varioble tend
vers un comhre a une timlte finde
2° fF{a+) : On désine oar FCa+D) la limite quand eile existe de £{x) quand x

tend vers a a droite, donc par valeurs supérieures.

3°) f£(a-0) : On désigne par f(a-0) la limite quand'elle existe de f(x) quand x

tend vers a i gauche, donc par valeurs inférieures.

4°) Ax : pour x voisin de a, il sera commode de poser Ax = X~ a.
o Az
5°) Dérivée i droite en un point x = a. = {a+0) reprdscente si elle existe, la limite
z(x) - z(a) . K P . -
de e quand x tend vers a i droite. {Difinition et notation analogues a
zauche).

-9 - - . . . - .
6°) f prolongée en un point a par continuité : Si f non définie en a € R nossdde

r S - ) -
l'une des propriétés exclusives suivantes

1. seule existe une des deux limites f£(a+Qd) cu £(a-0),

2. les deux limites existent et scnt &zales,

~

alors £ est prolongée en a en prenant pour f{a) la limite indiguée en !. ou 2.

-0 3 - . P .
77) £ ou f prolongée par continuité. Si cette extensicn est faite partout ocu elle

2tte extensicn

o
3
a3
—
[0}
&
G
©
~3
5]
&}
~
9]
3
T
9
3
=
-
T
.
[

est possible nous dirons que £ a &t

w

est alors désignée par

a2 - 3y O . - .
3") Dans A, 2°) la notation Log reprizente le logarithme népérien
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PROBLEME
A. 1°) a) Soit l'application définie par y = f(x) = =, Préciser les graphes G et G de

f et f.

[

b) Soit la relation x.y = x . Quel =st son graphe H ?

c) Représenter G et H dans le méme repére.

2°) Soit 1'application définie par £(x) = /x Log x + (x~2) Log |x-2|. Préciser les

domaines de définition de f et E.

B. X étant un ensemble non vide nous savons que £?(X) désigne 1l'ensemble de ses parties.
A toute application £ : X + Y on associe l'application contre—image E-‘ : E?(Y) - GQX)
gul 3 tout B C Y associe l'ensemble E-l(B) des x tels que f£(x) € B, Si pour tout y € ¥
%-l({y}) est réduite 3 un point on dé&finit £l iy +x par f—](y) = é-l({y}). Comment

1

appelle-t-on £ 2

Soit alors £ : [— , %-]* [-1,1] définie par f£(x) = sin (x). Montrer que £ existe :

s
1 2
(x) = Arc sin x donner les graphes F], FZ’ F3 et r‘4 de

1) y = Arc sin x , 2) y = Arc sin 2x , 3) vy = Arc sin(sin 3x),

posant alors £

4) y = Arc sin (cos 3x). Bien pruciser les demaines de définition de ces fouctions.

[t
3 r

A x

Dans la suite du problidme 3 toute applicaticn £ de graphe G on assocre [ applizcation

v B ] . . °-1 - 1. . . —

f de graphe G ol f est 1'application x »» Sup £ ({f{x)}) prolongée par continuité.
a L]

On représentera Fl et F2 sur le mire repdérve puis T

, Sur un méme nouveau repére.
4

) : il IR .
On pose y = f(x) et z = f(x) donc z = £(x) = Sup £ ({ffx)}) scus les notations
Dans l1'étude des exemples suivants, on pourra utiliser 1les

rencontrées. . P . - .
s fonctions reciprogques de certaines restrictions de 7.
v
I - Quelle est 1'application f assccie 3 E(x) = 2x+! ? Reprdsenter dans les almes
"
repéres G et G.
! 1 ~

A"
II - Quelle est l'application f associce 3 f{x) = proaralilinrn il préciser f en -1, O et ?%.
~ 3 ¥

Représcenter dans le wméme repére G ot G.

~2(x%+2%4+9)

. . . b .. P
11T - So 1'a on £ a ige 2 &finie par x) = =
it pplication ssccige a f définie T £(x) Ty oD
. P =1
1) Donner les deuu 3léments de £  ({23}).
- . \J
2) Préciser f et £ en x = =] et x = 1!,

3) Calculer . P (X) = x.z2 + 2(x+z) SOUT X

“th
N

(7]
[}
2]
(a2

4) Donner dans un méme repére les graphe

2
“~

IV - Soient les graphes ¢, C, , L, et L

172

- du cercle CI centré en (0,4) et de rayon 4

- du cercle C, centré en (16,12) et de ravon 12

2
- des fonctions v = Log (x+1) et y = Log (x-4)

o-o/-oc
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v n
N -
1°) Déterminer £(0) puis les limites 3 gauche et 3 droite de %& = ELEl—;-ﬁlgl

quand le graphe de f restreint & la bande B = [~4,=[ x [0,4] est donné par

a) BﬁL], b) Bmcl’ c) Bﬁ(C,ULZ), d) Bﬂ(clucz).

"]
2°) Pour B N (C] U Lz)donner un développement limité de f(x)

a) 4 l'ordre 4 en x = O par rapport 2 é% = % .
b) 3 l'ordre 3 en x = 2/2 par rapport i Ax = x-2/2 -
¢) & l'ordre 3 en x = 4 par rapport a h = V- —% ol Ax = x~4 < 0.

N
V - Soit enfin f 1'application associée & f définie par :

_ 2 4 6 8
VEE) STt Rt ws

N N
1°) Calculer f(x) et sa dérivée f'(x) pour x =2, x =4, x =6 et x = 8.

2°) G coupe l'axe des x en trois points d'abscisses a,B8 ety (a < B<y).

{Nous supposons connus les trois nombres «a, 8, vy et les trois dérivées f£'(a), £'(R),
N

£'(Y)). Etablir 1'existence et donner les valeurs de f et de sa dérivée 3 droite pour

N
x € {a,B8,v}. Equiper des résultats du 1° et 2° le tableau de f et £ (3 droite de 7).

"]
3°) Construire G et G dans deux repdres distinces.

1 [ -
Feuille de résultats, Y i ! X i
les repdéras sont ovthonermés, z = £(0) | —T
' — oo £ (x0)
r, I, Gen ble A ‘ .
173 ¢ T, | e (0-0) T y = £0x)
H, T,, T,, G en rouge. = * L
2 Az y Az
. Az T (¥70),2', == (x+0)
Le tableau ci-dessous doit occuper "y (0+0) “& mx~
toute la surface d'une double nage. ’ f£(x-0), z, f(x+0) j
§A1°> 1 G et H 111 yhe Ger &1V ’,ry c
! A ; l
| o : -
; - > X ! i
|
! ?
o rYy N H E
n i b4 =
| T, et T, Ty et T, ¢ (%)
i i > X ; > X -
1 ' T
- T =" ==
J ' IVI®) a2 » c d v
t 1 ! 4 B —{ Az
(C II v | =z o [T7  Eav— : +— |
E G et G . |
i l 2°) a) Az = | n
! ! G
! )i < b) Az = ;
' \
‘ i c) Az = !
' ; | |
{ [ { »
S { I

FIN
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ESSEC

ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCIALES

CONCOURS D'ADMISSION DE 1980
(4%)

MATHEMATIQUES - 1lére épreuve

(Coef. 5)

Dans ce probléme les polyndmes sont & coefficients complexes. L'ensemble des polyndmes en x

est donc désigné par €[x] ; 1'ensemble des polyndmes en x3 est désigné par c[x3] :

plus particuliérement m est le polyndome défini par w(x) = a+bx+cx2 oi (a,b,c) € ¢3.

Le nombre complexe j = -'%-+ l%z est 1'une des trois racines cubiques de 1. Enfin
les matrices sont carrées d'ordre 3 3 €léments complexes ; toute matrice scalaire
z 0 O
de la forme (0 z O) , pour z ¢ €, est désignée par z.
0 O z
I - 1°) Que dire d'un polyndme A tel que A(x) = A(jx).

2°) Pour B € €[x] on pose R(x) = B(x) + B(jx) + B(jzx) qué dire de R ?
3°) Pour P € € [x] on pose H(x) = P(x).P(jx).P(jzx) que dire de H ?

4°) A tout polyndme P € €[x] on associe le polyndme ¥ défini par 1'algorithme

suivant :
P(x) - P(y).P(jy) P(i%y) = S(y°) +—= P(x) = S(x) ;

- donc dans P on ‘'‘change" x en vy, jy, jzy puis on fait le produit des trois poly-

nomes et dans le produit obtenu on change y3 en Xx.

. . . v
Soit ¢ l'application P +— P,

Donner les images par ¢ de

a) x-1

b) x2+x+l
ncl k i *
c) Y ox ot n e {3p,3p+1,3p+2} et pe W
k=0
o o o
IT - Pour ¢ complexe non nul on considére la matrice K =( 1 0 ()) puis pour
0O 1 O
2.2 2
q€ € on pose L(q) = 9K +2aqK *a et Ll = L(1), L2 = L(j?%), L3 = L{j).
3o

T 48, 0
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) M 2.2 2 T2 .2
ontrer que q X + qox + a = (gqx~-ja)(gqx-j a)
3

2% Calculer L+ 1L, + Ly et K”..

3% Dresser la table de multiplication en L,L

L_.L_,
{ PP }(p,p') &{1,2,3}2

4°) Les matrices L], L2 et L3 sont-elles linéairement indépendantes ?

2,L3 donc donner lesproduits

~ 2 .
5°) Peut-on décomposer K et K~ sur L L2 et L3 ? Montrer que ceci permet une autre

l’
démonstration du 3°).

6°) Montrer que K admet a , aj et aj2 comme valeurs propres ; si oq désigne l'une de

ces valeurs propres expliciter un vecteur propre associé sous la forme

quz Z] + Azq ZZ + 23 ol (Z], 22, 23) est la base canonique de C3 s calculer *1 et AZ.
Donner la matrice T de''passage''permettant de passer de la base canonique de ¢ s

la base''propre" trouvée ci-dessus dans la question 5°).

14
7°) Soit P(x) = } x¥ ; calculer P(K) puis P(K)P(3K)P(i%K).
k=0

8°) Pour (a,b,c,q) E ¢4 et toujours pour o # O on pose :

2.3 3
a cq o~ bqgoa
23
M(q) = bq a cqo
2
cq”  bq a

a) Expliciter, a 1'aide du polyndme T, la matrice M(q) sous forme d'un

polyndme en K.

b) Montrer que M(q) est diagonalisable. Expliciter ses valeurs propres a 1'aide

du polyndme 7 du préambule.
. . .2 ~ - .
c) Montrer que les matrices M(1),M(j) et M(j") ont meme déterminant.

d) Calculer M(l).M(j).M(jz) puis (M(l))-1 lorsque M(1) est inversible.

rr 00 _
¢) Montrer que T.|{ O s 0\ T ! pour (r,s,t) € C3 est un polyndme F en K que 1l'on
. . ' 00 t.
explicitera,

f) Trouver les matrices M(1) admettant 1 comme valeur propre double et O comme
valeur propre simple.

g) Donner le rang de M(1), M(j), M(jz). K est-elle combiiaison linéaire de ces
trois matrices ?

h) Expliciter 1, M(1) et (M(l))2 dans 1la base(LI,Lz,Ly et donner le rang de
1, (D et ().




ESSEC

ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONGRIQUES ET CCHMMERCIALES

Etablissement Privé d'Enscignement Supéricur Reconnu par I'Etat

CONCOURS D'ADMISSION de 1981

MATHEMATIQUES - lére épreuve

(Coef} 5) _
Jeudi 7 mai 1981 de 8h & 12h

[
[vi]

Soit [R{x] 1'ensemble des polyndmes en x & coefficients réels et an[x]
partie de R[x] formée par l'ensemble des polynBmes de degré n au plus ; on

pose fRs[x] = X .
Dans tout le probleme s désigne une constante réelle donnée.

Enfin, si un polyndme s'introduit sous 1'aspect d'une fraction rationnelle, il
en est par définition la forme réduite, que 1l'on obtiendrait sprés simplification

‘car le numéreteur est un multiple du dénominateur.
' ‘ ~ A 1 X
I - A. A tout polyndme P on associe P défini par® P(x) = = P(t) dt .
. : 5

A
1. Montrer que P est un.polyndme.

' —_ : - A
2. Soit u 1'aspplication définie par u (P) = P. Montrer gque lRU[x] =R ,
IR1[x] ’ I‘Rz[x] ) s ar[x]..sont stables par U .

3. Montrer que u est un automorphisme de l'espace vectoriel réel [R[x].

-

B. Soit u 1la restrictionde u a X .

1. Montrer que u admet quatre valeurs propres >‘0‘ )\1. v AZ et A3 . On les
indexe pour aveir A3 < )\2 < A,] < AO .

2. Expliciter une base [TU-,,T,], T2‘ T3] constituée de vecteurs propres, T

étant associé a la valeur propre A, , k€{1, 2, 3, 4} .

k

- S |
. 3. Décomposer X~ sur Ty Tj, T2 et T3 .

I/I



._..é’z}_ |

C. On pose L(x) = (x-~2q) (x-A1] (x-2,) (x-13) puis on définit quatre polyndmes

L4 LX) _ -48 L(x) . 108 L(x) -84 L(x)
par LO(X) ey ’ L1[X) = oy ’ LZ(X) v v et LS(X) = B
0 1 2 3
1. Calculer L0 + L1 + L2 + L3 .

0 1

2. Calculer L_ + 2 L
2 2

1 1
+—L -— .
3ttt

3. Si,dans un polynbme en x nous remplagons 1'indéterminée x pér u

et le produit par 1la Composée d’'endomorphismes, nous obtenons un polyndme

2

en u, pPar exerple 2x:3 - 4x*+ 1 donnerait 2.u3 - 4u2* Id ; 1ci qz est

1'application Uou et Id 1'application identique.

On pose :13 = L(u) , lo = Lo(u) ’ ﬂ1 = L1(u) ’ ‘ZZ = LZ[UJ et [3, = La[u] .

a) Déterminer ,l .

b) Calculer, pour k€{0, 1, 2, 3}, les endomorphisrnesﬁi - lk .

c) Expliciter les espaces images ﬂO(XJ , £1(X]~ , ﬂz(XJv ef lé(XJ .

I1 - A. A tout polyndme P €R[x] on associe le polyntme i? défini par :

~ 1 X
oo - Y f (fy P(t) dt) dy .
S

s

et on pose V(P) = P .

1. Calculer w(H) ol H(x) = x+1 .

2. Montrer que Vv est un automorphisme de MR[x] .

B. Soit v la restrictionde v a X .
1. Montrer que v est un isomorphisme de X .
2. Expliciter v sgous la forme d'un polyntme en u .
o 2
3. Montrer que v east un polyndme en u” .

4. L'endomorphisme v-u2 est-il injectif ?
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C. On considére six nombres réels et distincis Gqr Oos Ogs Ggs Og et,s 5 5 est
toujours le nombre introduit dans 1le préambule.
On pose Al(x) = [x-u1) (x~a?) [x-a3) (i-a4)-

: A(x)
four pE€ {1, 2, 3, 4} on détinit Ap(x) par Aplx) (x

lx-up) I\'(uﬁl :

Enfin pour pE {1, 2, 3, 4, 5) on définit g par g (P) - ?(ap) .
1. Pour; p€{1, 2, 3, 4} et q€{1, 2, 3, 4}, calculer Ap(aq) .

"2, Montrer que les applications g; sont des formes linéaires ; quel est -le

rang de la famille [g1, Byr Bas Byr g5) ?

3. Comment déterminer quatre polyndmes 81..82} 83 et 84 qui, pour

p€{1l 2, 3, 4} et q€{1' 2, 3, 4}' Vérifien‘l'T H

B) =1 et, , =07
gp(_p) 1 et pour p f‘q ; gp[Bq)

4., Pour FJ€I1: 2, 3, 4} on pose Bp = bp’0 Ty * bp'1 T, * l:;p'2 T, + bp'3 L

Eipliciter les coefficients bp K 3 l'aide des valeurs prises par Ap ou

ses dérivées en x = s .

D. Les combinaisons linéaires en g1, By» g3 et g4~ demandées dans ce paragrephe
ont des coefficients qui s'expriment simplement en fonction des valeurs prises
par Ak(xJ ou Ak[x) en des points appartenant & {a1, Gys Ggs 04 as} .

Seules- seront retenues les réponses qui se présenteront sous cet aspect.
1. Expliciter gg comme combinaison linéaire de €40 Byr B3 et By ¢

2. On définit f par f(P) = 3’£a51 expliciter f comme combinaison linéai-

. N
re de . g, 8,, 85 et 8, « (P! est la dérivée de P).

A o '
3. Posant fi(P] = P(ai) pour i€ {1, 2, 3, 4}, expliciter fi comme combi-
naison linéaire de g4’ 8yr By et gq °

_III -~ Application On prend (a1. Gns Ogs Ops Ops s) = [1. -1, 2, -2, 3, 0) .

1. Exbliciter les quatre polynomes 81, 82, 83 et B4 sur la base'canohique
3 ’ ' .

X, x?,_x et 1.
2. Donner les coefficients de la décomposition de gsd sur  g,, By By et'g4 -

A 3.-Donnef les coefficients de la décomposition de f sur Bqr Bpr B3 et £q
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CONCOURS D'ADMISSION de 1982

MATHEMATIQUES - lére épreuve - option générale ( 4 h )

<:> Interprétation - Soient a et b deux constantes réelles telles que a < b et
soit f une fonction continue. Préciser la surface ayant pour aire algébrique :

fb F(x)dx - 3 [f(a) . f(b)] .

a

Probléme - A toute fonction continue wu(x) on associe au-dela d'un certain rang

Ny » précisé par le texte, les séries de termes généraux
n+l

Uh = _£. u(x)dx - u(n)
n+l
tn = J; u(x)dx - %-(u(n) + u(n+l))

Dans ce probléme plusieurs fonctions wu(x) interviendront et pour chacune des
- . .. — N -
deux séries associées u et u,  on devra préciser :

(:) soit sa divergence,

(:) soit sa convergence et alors on sera tenu de donner une majorante de
sa somme.

Le logarithme utilisé est le logarithme népérien.

I - Développer le probléme proposé avec ng = 1 pour u(x) = Log(x).

- . —_— n, N
On écrira U, = Logn et u = Logn

II- On pose maintenant u(x) = Log(Log (x)), v(x) = u'(x) et w(x) = u"(x)

(:) Construire les graphes de u(x) , EIE%(YT et (;EG%(&))

(:) Développer le probléme proposé dans le préambule du B avec nj = 3

pour : w v
a) W et w .

—_ Y]
b) Vi et v, .
c) U et U
) un U, -
-FTN-
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MATHEMATIQUES - 1ére épreuve - option générale

Samedi 7 mai de 8h 4 12h

A tout neN® on associe 1a suite rn en
_ 0 1 2 p
rn-Cn,Cn.Cn. ...,Cn. .....
- p n! p
définie pour p ¢ n par Cn 2 ——————— et pour n <p par Cn =0,
p ! {n-p)!
(On pose 0 ! = 1). Puis & toute suite I‘n on associe les trois nombres o, » By

et Yn définis par :

T A3k T e3k+l T 3k#2
a = § CF 8 = ¢ et y_ = c .
n k=0 n n kzo n n kZO n

[ - 1. En utilisant 1'application x by E(Xx) = sup (Znl-= , x]) trouver les

s Y ~ N
entiers minimum @y s gn et v, tels que

N ~
@ Y
n n n
3k 3k+1 3k+2
a, = 1 O, = § ¢ et = § ¢
"k0 " " k=0 " " k0 "

_ _ N o _on - N
2. On pose an-3un 2 ‘bn 38n 2 etcn 3y 2.

Donner sous forme d'un tableau ol figurent uniquement des &léments de N

la matrice m , de terme général LI de type (8x15], o) n indice

-2 -

de ligne varie de 1 3 8 et k indice de colonne varie de 1 & 15, défini

par :

. En admettant provisoirement que les suites a , b et ¢ sont périodiques,

préciser les périodes et prévoir les valeurs de 334 » B3g et a2 -

. Les suites a , b et c sont-elles lindairement indépendantes ?
. Les suites a., B et v sont-elles linéairement indépendantes ?

. Soit j le nombre complexe de module 1 et d'argument §1 .

a) Pour 0 < n expliciter 2" d'une part et (1+j)n d'autre part comme

combinaisons linéaires de a, + B, et y_ ; les coefficients de ces

n
combinaisons linéaires sont des nombres complexes indépen-

dants de n.
b) Montrer que les suites n r» M et H(l+j)n vérifient une rela-

tion de récurrence linéaire de Ya forme

= +r
Uned T P Mpez T 9 U Un

ot O¢n et p,q,r sont trois constantes réelles indépendantes

de n ; préciser ces constantes.

c)a ,8 et v vérifient-elles 'a méme relation ?

(=%
~

Expliciter a, - 8, et Tn (chacun des nombres a_ , 8 et Y, sera

exprimé sous forme d'une somme de deux nombres réels).

Y A

901




{1 - On pose :

100 101 11 0
1={010}, M={110 . H = 21 et MY = 1.
001 011 10

- s : < 3
1) Montrer que M4 appartient & 1'espace vectoriel engendré par M~ , M
et M.

2
3
3
2

2) Soient a' , &' et «y' trois suites définies par

un GO

8! = M . - . . . n3 t donné
n = 80 ou (uo , 80 ' yo)e est donné

Yh 0 et 0 <« n.

Montrer que ces suites vérifient une relation de récurrence linéaire

de la forme :

U R SR -
Une3 =P Unyz ¥ Ugy YU ou

Osn et(p' ,q" ,r'de R3 est indépendant de n . Expliciter
(" v a" v r').
3) Expliciter la matrice H! nverse de 1a matrice H .
4) Déterminer (p" , " , r")e 93 tel que :
1 pn
MH 0 =H | q"
0 r'

5) Expliciter la matrice P carrée d'ordre 3 telle que pour 0 < n on

ait
Sn4l a, aq 1
Boel |- P By et 8q = 0
Yn+l Yn Y0 0

6) Expliciter pour

-4 -

0 g n la matrice p" et pour

0 ¢ n-3,les matrices, ph-3y et P"3 i (

1
0
0

)

toz
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2 - Soit, pour p«N* , h définie par h(x) = (b—x)p quelles sont les racines

Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales de 6k(h) pour ke N

Etablissemeant d'snseignement supétiour privé reconny per 'Etat

J - a) Préciser so u .
CONCOURS D'ADMISSION DU 1984 .

MATHEMATIQUES - lére épreuve - option générale de son noyau.

- b)Soitr=u06-6ou.0uelestlerangde

. Préciser les éléments

Lundi 14 mai de 14h a 18h Soient f, et f, définis par f (x) = sin(x-a) et f,(x) = cos(x-a)

........ - donner t(f)) , t(f,) et «7(fy) = 0 t(f,) .

B
« 3 . : - . .
Dans ce probléeme a et b sont deux nombres réels (a < b).\€ est 1'ensemble des 4 - A tout (f,g)r €° et peN on associe 1 application ¢ définie par :

ahplications indéfiniment dérivables définies sur fa,b] a valeurs réelles.

Id est 1'application identique définie sur ‘e k=

= E(-n" 8 kg
0

& est 1'endomorphisme de dérivation qui a tout élément de"f associe son . a) Montrer que 6(v) est réduit & une somme de deux termes .

application dérivée ; donc pour tout f - B ona S(f) =f .u estl'endo-

morphisme de primitivation qui & tout élément de\g associe sa primitive qui

: X
stannule en, a ; donc pour fe ¥ et x - {a,bl ona u(f (%) =L f(t)dt . 1) quand f est quelconque de %,

b) Exprimer u [f.q - (~nPt Py u"”(g)]

PR k
On pose (\°=u°=ld,et pour k:l,?i 3, ..., n... on définit & et

k ck klet uk:uouk

5o k- 3) quand f = h |
U par : = 6!

o -
On rappelle qu'un polyndme unitaire est un polynéme non nul dont le monbwe de b - Calculer ¢{a) . Z°

deqré maximum a pour coefficient 1.

6 - Pour f - h montrer que «(b) est réduit a un terme.

infin pour fol et gﬁ? on désigne par (flg) le nombre défini par :

2) quand f est un polyrdre de degré inférieur ou égal & p ,

(flg) = [b f(t).g(t)dt ; donc:(flg) = u(f . g)(b) . 7 - Supposons que g s‘orthogonalise 3 tout polyndme de deqré p inférieur a
- n o, donc p < n.
Si (flg) = 0 nous dirons que f et g sont orthogonaux ou que f s'orthogo- a) Que vaut alors 1'image de b par uD*l(g) ?
nalise & g . C s .
b) On suppose en outre que g est un polyndme unitaire de degré n
1 - Montrer que si P est un polyndme il en est de méme de uk(P) pour kr Nk. 1} Préciser alors les racines de u"(g) avec leur ordre de multiplicite.
. k -
5i P est de degré p quel est le degré de u (P) . Montrer que (x-a) 2) Conbien y a-t-il de racines de ¢ appartenant 3 Ja,bl ?

divise uk(l‘)(x) .

tes fore

- 92 d =~



1 - 1) Soit K(x)

(x-a) (x-b) = (x—s)z - 52 . Préciser les constantes

i

s et £°.

2) Soit M(x) = (x-a)" (x-b)" = (K(x))" et S = 6 (M) avec neN* .

a) Calculer (x-a) (x-b) M'(x)-n(2x - a-b) M(x)

b) Calculer {x-a) (x-b) S"(x) + (2x - a-b) S'(x)

IT1 - Dans 1a suite on désigne par v 1'application qui & tout f < € associe

1'application v(f) définie pour tout xe [a,b] par

v(f)(x) = (x-a) (x-b) f"(x) + (2x-a-b) f'(x) .
Dans toute cette partie n désigne un entier naturel non nul.

(:) Montrer que v est un endomorphisme de € .

C)Endmmm~@svdewspmpms.

2 2

(:) Montrer que les polyndmes 1 et x .-3(x-s}” - £ en sont deux vecteurs

propres ; en donner les valeurs propres.

(:) Montrer qu'existe un polyndme unitaire, vecteur propre de v admettant

12 comme valeur propre. Préciser ce polyndme.

(:) Soient deux polynbmes unitaires de mdme degré n , vecteurs propres de
v . Quelle est la dimension de 1'espace vectoriel qu'ils engendrent.

(:) On suppase maintenant qu'existent :
1) » non entier (x{ 7) valeur propre de v de vecteur propre G e [
2{ Xy [a,bl tel que G(xo) = 22 /0 ; on prendra 0 < 1
et on pose Q(x) = q{x-a)( B-x)+1 avec 0 < q et la,p) « [a,b]
a) Montrer que G s'orthogonalise 3 tout polynbme .
b) Montrer que 1'on peut choisir q pour que 0« Q(a) et 0< Q(t

c) Montrcr que 1'on peut choisir a < g tels que pour tout xe lu,f

on ait < 6{x) . Quelle est alors la valeur minimum prise par

0(x) sur 1'intervalle [3*‘9 , Q;Qﬁ] C a B

Y Quelle est Ta Timite de 1a suite de terme général {h 100 1" 6(x)dx
a

lorsgue ) vyerifie les propridtés énoncées en h) et ¢) ?

) Montrer que 1 hypothese du parvacraphe 6.1) ci-dessus conduit o

e contradiction et conclure.

(Z) Hontrer qu'existent. nel  potynones An . Al s Aoy

inférieurs ou égaux & n , vecteurs propres de v de valeurs propres

A” de degrés

distinctes verifiant (AklAk) =1 pour tout k =0,1, 7, ..., n .

On pourra choisir A, dedegre ket tel que son terwe en & ait

un coeflficient positif,

b) Soient .G et x, - A, X| + %5 v X3 ....0 % 7 boune suite croissante

de n+l nombres distincts. Montrer qu'existent et d'une maniére

tnique nil constantes Ty v N e T ey telles que la fonc-
n
tion ¢ - f - } “k“v admette parmi ses racines les nonbres
k=0 ' n
$ B
Xy o Mg T ey On pose B - sz Ay

c) Comparer lespolynines T et U de degrés inférieurs ou éganx @ n
qui rendent (T-1{T-F) et (U-¢{U-¢) minimum.

= LZZ d
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1935

HATHEMATIQUES - Yére épreuve - option générale

Lundi 13 Mai.de l4h & 18h

Dans ce prohléme on désigne par T 1'ensemble des suites t : N* + {0,1,2},
donc des suites de terme général t“ € {0,1,2}) pour n = 1,2,3,4,... et par
D 1'ensemble des suites de N* > (0,1}, donc des suites de terme général

dn ¢ {0,1} pour n = 1,2,3,4,... . Sofent g et 0' les applications numériques

‘définies sur T et D par

«© t - d
ae) = § X ecor - J £
k=t 3 k=1 2

Sous des notations usuelles :

Im t < {0,1,2]} représente 1'ensemble des images par t donc les tos
t"((l}) représente 1'ensemble des entiers d'image 1 par t,.

e ¢ (D représente le premier entier n_ tel que t = 1.
o

Soit v 1'apnlication v : T+ D qui 3 t ¢ T associe d ¢ D de 1a manidre sui-

vante @

1) Si 1< Im t, alers si tn = 0 on pose dn =0 et si tn =2 on

pose dn = 1. A
2) Sinon soit n - Inf t—|((|)),
poutr p < n_ 'dp est défini comme ci-dessus,

pour p = n_ on pose d“o =1,

< 3 = 0.
pout n p on pose dp 0

] . s *
1. Soient enfin t et t' deux suites de T. S'il existe a, ¢ N pour lequel on

ait ¢t <’ alors que pour p<n_oma t =¢t' on dit que t est infé-
n n o P P
o

rieur 2 t' et on note t < t°.

1) Montrer que pour t # t' la relation " t < t' ou t' <t " est vraie,

(t ¢ t' est définie par t < t' oyt = t'),

2) Montrer que si on at < t', alors on a g(t) < o(t').

3) Soit n introduit ci-dessus dans la définition t < t', montrer que

t, =Oet t; = 2 impliquent o(t) < o(t').
o ©

4) On suppose maintenmant t < t' avec L | = t; peut-on avoir
o o

\ a(t) = ao(e') ?

1I. A x € {0,1[ on associe deux suites t - T et r de la maniére suivante :

on pose r, = x, sinon les termes généraux LU de ces suites sont

et 0 < r < L « On pose

. . , 1
définis par récurrence par r_ = — t ¢+ r
n n+ | 3"

non n+!

ad

u(x) = t.
Y Montrer que‘l'application u est définie sur {0,1(.

2) u est-elle injective ?

3) u est-elle surjective ?

4) Que dire des applications O ou et voo ?

S) t' € T étant donnde, 1ésoudre en t € T 1'équationfu o o)(t)= t',
6) Montrer que l'application w = 0' o v 0o u est croissante,

7) Expliciter v-,({%)). w-'((%)) , v-'((%}).

111. Dans cette partie du probléme il sera toujours préférable de remplarer

une explication confuse par un dessin clair.

Soit f une fonction affine définie sur {a,b] ol a < b. Il existe donc deux

coanstantes p et q telles que pour tout x € {a,b] on ait f(x) = px + q.

1) Montrer que si 1'on connait les images a' et b' de a et b par £ alors

on peut déterminer p et q, donc f est connue.

L [ 2
2) On pose b ~a =2, aj=a, a =aty,a =a+ %— »ay - b et on

définit 1'application coutinue g affine sur [a.a‘], [a‘,azl et [az.b],

a+b
700

donc "affine par morceaux" par g(a) = f(a), g(a') = g(az) - f(
g(b) = £(b).

Montrer que la représentation graphique de g est une ligne polygonale
de trois cdtés. On appelle palier horizontal ou palier celui pour
lequel g'(x) = O on appelle obliques les deux autres c3tés. Donner les

longueurs du palier et celles de chaque oblique.

-9%¢C-



I¥. On pose T(f) = g et on se propose d'étendre T aux fonctions affines par
morceaux. On appelle application caractéristique toute application définie -
sur R et dont l'ensemble image a au plus deux €léments O et l. Si h est une
telle fonction et si A = h_‘((l}) est l'ensemble des éléments dont 1'image

par h vaut 1 on uote cette application h.

XA
Soit une suite finie a = a, a),8,,34,-000a = b strictement croissante

(donc pour tout ké {0,1,2...n-1} on a a < ak‘|). On pose

A= [a,b] - {a',nz,...,an_'} et on considére 1'application k restriction

n-1
32 A de Z Py Xtaﬁ:a ) ob pour tout k & {0,1,2,...,n-1} on a
k=0 R:'

Py t Pen

1) Moutrer qu'existe une seule fouction g continue affine par morceaux
dont on connait 1'image Yo en un point x, & [a,b] et dont la dérivée

g' sur A est k.
2) Soit By Byrec 0By les fonctions affines restriction de g 3 [a.a|],
[al,azl . lan_',b]. et X(go), T(g‘), T(gz)...,I(gn_') leurs images
par T (cf IIL 2) on définit 1(g) par ses restrictions :
t(go), T(gj),..., r(gn_‘)

1) Montrer que t{g) a pour représentation graphique une ligne polygo-
nale ; en donner le nombre de paliers et le nembre d'obliques.
b) Soit k la fonction périodique de période 2 définie sur R et dont la

restriction i [-1,1] est définie par k(x) = |[x]. On désigne par k,

et k, les restrictions de k a [0,2] et [0,%] . Construire !(k') et

t(kz). Montrer que r(kz) n'est pas la restriction a {0.3} de I(k').

V. Dans la suite f estla fonction définie sur [0,1] par fix) = x , on pose

£, = t(E), € ) .

1 2 " r(f'),...,fn - r(fn_

1
1) Montrer que la représeatation graphinue de f" est une ligne polygonale
T .
n
2) Quelle est la somme kn des longueurs de paliers de Tn ?
3) Quelle est la somme Gn des longueurs des obliques de T“ ?
4) Quelle est la longueur l“ = k“ e de T“ 1

]
§)<Calculer ]o f“(x)dx.

6) Doanner les limites des suites k“. 8, et ln.

VI. On appelle suite statioanaire toute suite constante 3 partir d'un certain

tang. Pour x_ =< {0,1) on considére la suite numérique de terme général
I“(xo) et on désigne par S < [0,1] 1'ensemble des éléments de [0,1) pour

Y

lesquels cette suite est stationnaire 3 partir d'un certain rang.

t) Préciser S.

2) Montrer que pour x, ¢ [0,1]) - 8 1a suite f“(xo) est telle que pour

tout n on a f“(xo) # f“"(xo) et montrer que cette suite converge.

VII. Pour x € [0,1] on définit P par $(x) = 1lim fn(x) : w&(x) et P’ (x)
4

2)

3)
4)

5)
6)

fi1 =00
désignent quand elles existent les dérivées a droite et & gauche de ¥

en x pour x ¢ {0,1] ou x ¢ }0,1]. (Rappelons que pour x lo,1[ par

Pix) - W(xo)

X=X
o

exemple Wé(xo) et si elle existe Ia limite de quand x

tend vers x, par valeurs supériecuces).

Etudier 1’application w = i .

Montrer que ' est continue.

A TA

1
Montrer que § est intégrable et calculer J ¢(x)dx.
v °
4 est-elle définie en tout point de (0,1 ?

Wg est-elle définie en tout point de ]O,1] ?

Préciser la partie P de [0,1[ ou wé n'est pas définie.
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par U'Etat

MATHEMATIQUES - lére épreuve - cotion générale

Lundi 12 Mai 1986 de 14 H 3 18 H

Les nar+ties Il et III largement indépendantes de I peuvent 8te abordées en

admettant, au besoin, des résultats fournis par 1'énoncé.

On désigne par : £%  1'ensemble des nombres réels strictement positifs,

tan la fonction tangente,

4n  la fonction logarithme népérien.

Question oréliminaire

;
@ xZR); . Calculer, en posant & == tan

@ a) x€10,1i[. Caiculer, en posant v = cos u

. (7 Gu
L(x) = -
b ¢ x¥ cos"u + sin"u

- siny du
T A
io)(X} =] < TT__T

0 x~ ¢osTu + sinTu

b) Sn déduire que, quand x tend vers 0 par valeurs supérieures :

Iz(x) no-Zn X

Ces deux intégrales interviennent dans les guestions qui suivent.

I - Etude de 1'application f : R4 —————> R

@ a) catcuter f(1).

T
X ————> xj"z
0

u du
x2 coszu + sinzu

b) Montrer que f(x) + f(%) est indépendant de x élément de R et

donner sa valeur (on pourra poser u
£ 3.

T
-7

- v dans 1'intégrale donnant

(@) vétermination de lim f(x) et lim f(x)
x=0 X+

a) Montrer que, pour 0 g u‘<,:l; U Zsinu.

b) En déduire une majoration de f(x) pour x <1, puis lim f(x)

et lim f(x) x—0
X+

(3 Dérivabilits de ¢

a) Soit ¢ la fonction définie sur RY par : ¢(x) =

z u du
0 x coszu + sin‘u
x désignant un réel strictement positif, h un réel tel que O < fhj < L3
i Z
on pose A = x coszu + sinzu B =h coszu .
E2
+ —>=——— pour démontrer que :
AT (A+B)

Utiliser la relation 2.
A+B

3~ 1

:b'\l [}

T

. - 2 , Li 4
¢{x+h)-6{x} +f4 u cos“u du |« ih]f? u €cos u du
h 0 (x c:os‘u*’sin‘?u)7 { o (£

% cos u+s1‘n2u)

En déduire que c est dérivadbie sur RY .

v
\ - L . ?Uvz 2 .2
b} Montrer aue ¥ est dérivabie sur R} et que f'(x)= _f {x_ces u-sin u}
' 3 . L
0 (x°cosu*sin“u}®
¢) Quelle est la dérivée de 12 fonction v telle que w(u) = sin u
/s
x“cosursinu

[N f=4
O
[}
(%]

T
En déduire f'(x) =f? wlu) 2u .
0

d) Calculer f'(1), puis f'{x) pour x # 1 en utilisant une primitive de
v f* est-eile continue en 1 ?

@ Autre expression de f

.
X
en ¢ X

a) Montrer que : ¥xEr] f(x) =J X dt (on considérera [ L0t gt
0 to-1 y 21

avec 0 <y < x).

b) Dresser le tabieau de variation et construire la courbe représentative
de f .

[ yleWw ojersusd uoildn
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22 - Démonstration de 2 formule : 7% = 10 - "—2'—'2' (2) b) Calculer une valeur approchée de s¢ 2 107% pres. En déduire une valeur

n=l n(m+l2a+1) approchée de % 3 5.107 pres.

= 1
@ Calcul de | ——x

n=0 {2n+1) . . .
c) Donner 1'ordre de grandeur de la valeur de p a utiliser pour obtenir
a) Montrer 1'existence d'une fonction g unique continue sur [0,1] telle par la méthode précédente une valeur approchée de 3 10'6 prés.
. r +) < £ &0 ¢ Vet
que VYtc 10,10 git) e (donner g(0) et g(1)) .
tet

II1 - Accélération de la convergence

b) Démontrer, en utilisant 1'sxpression de f obtenue au I-@-a que :
Les candidats qui le désirent peuvent aborder directement la guestion III-@

n 1. 1 1
Fi)e= -7 | Pt J. 2" g(e) at ) o
Yhen ( p=0 J‘o ntd 0 glt) qui rappelle les résultats théorigues obtenus aux questions III -@,@et @
: 1 29 . .
¢} Ca'lcu1erj 47 2Zn t dt, p désignant un entier naturel. @ Démontrer que :
0
q k
1 2" k!
o - e N . Vin,q)€ N2 T = +
d) Déduire de II-«Q-a 1'existence d'une constante K telle que : m kzo (Znel} (2n43).. . (2n92k+3)
- L2n+] K
0¢g £5075 g(t) dt g s .
Jo 9(t) ¢t ¢ 7z 29 (o41)!

(2n+l )2(2n+3)(2n+5) ... 12n+2G+3)

PR 1 .
e) £n déduire que ———— converge et donner la valeur de sa somme.

n30 (2n+1) {on pourra procéder par récurrence).
@ a) Montrer que la série ] -7 (}- - -—1—> converge et calculer sa , =~ X ¢ -2
a3l MATEL S\l : @ Calcul de v, = n& Y VRV T) (k, P)EN
somme. p
b) En déduire ia formule (2} (on pourra considérer 4 — - 1 ) a) En remarquant que :
(2n+1) n{n+l) 2(kel) . 1
TZn 13 (2n+3). .. Zn72K+3)  (eN+1)iZnv:)...\Znwik+r)
@ Détermination d'une valeur approchée de 72 !
(ZnT3 ) (EN+3) ... {2NTLK+3)
Soit pour x€R, h{(x) = ——i————z- et pour pEN® s =E _._2___.2.
x(x+1)(2x+1) ? n<1 n(n+1)(2n+1) o N 1
et r = E"’ 2 simplifier, pour N > p : ngp Ten+l){Zn+3}...(en+lk+3)
- -
P on=prl n(nel)(2n+1)?
. o e b) En déduire 1'existence et la vaieur de v, .
a) Montrer que : VpEN f h(x)dx g r‘sf h{x)dx , puis en
p+l 4 p

encadrant  h(x) que : 1 € <=3
6(pr2)” P 6p

vG7 oded

T Ylew eledousd uoiidn
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2

<:> Application 3 la détermination d‘une valeur approchée de %

a

) Zn utilisant les résuitats des deux guestions précédentes, démontrer
que :
v( ) » f\'z b 1 9 -
P,Y)ENXN T ) 7+ L V *+R
8 n=0 [2n+l) k=p X R
+m
A 1
avec Rq = 29"Y{gs1)t 7 ” X
n=p {2n+1)7{2n+3)(2n+58)...{2n+2g+3)

b} In majorant, pour n 2 p, 2 = par - 1 démontrer que :
(2n+1) (2p+1)(2n+1)
< 2 Q"l
O\Rq S-dq avec Hq=2;1—-vq.
p=1 1 q
c) En déduire que : 2 —t ) oVt W_ est une valeur approchée
n=0 (2n+1)¢ «=0 g
2
de g— a Hq prés.
(:) Cétermination d'une valeur aporochde de 72 a 10'5 prés

a

b

) Imaginer un algorithme permet:ant d'obtenir une valeur approchée de wz
a107° prés, par la méthode précéaente, ainsi que le plus petit entier
3 nécessaire & cette obtention, p étant considéré comme paramétre.

On rappelle 2 cst effet gue :

Pl q Kl )
+ = =
nto (2nt1)? +kZO Ve THg WV T SRT TG R
g+l
W =
a 2T Vg

est une valeur approchée de %— a Hq prés.

} Utiliser cet a]gor{thme dans les trois cas suivants p =5 ; p = 10 ;
p = 15. On donnera dans chague cas la valeur approchée de "2 obtenue
(avec toutes les décimales fournies par la machine) et la valeur de gq
ayant servi a 1‘obtenir.
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Le probléme a pour but 1'étude d’un algorithme d'approximation de £n2 par des
nombres rationnneis, ce qui fait 1'objet de la partie III. A cet effet, on éta-
blit dans les parties I et II une formule interpolatoire pour le calcul d'une

intégrale.

Notations :

. . L. k
1 - Sour toute fonction numérique f de classe C

note f(°) =
dérivee i-TC

Pour tout entie

(a8
)

des polyndmes &

f et, pour tout entier 1

» raturel n, En

tel que

sur un intervalle J , on

leick, f)1a

désigne 1'espace vectoriel sur R constitué

coefficients réels de degré inférieur ou égal & n.

On munit £ produit scalaire - (r,Q)._.f P(£)Q(t}dt , et de la

norme euclidienre associée : P—|iP!, =V jg PE(t)dt .

rz dans la suite poiyndme et fonction poiyndme associée.

wnfin, on confs

3 - On définit les Ytrois suites de polyndmes (v,

Yxeie Uit ed et

ot

.¥xer Ynen

I - ETUDE DES PCLYNOMES Pr et Q
d

Ynyl

{n
P (x} = uiMy

n

Po;?l)rz.

ye est un poiynd

d
cient cz %X gans P

[e]
C
o]
=1
ka4l
v
b
19
-~

nc

U 1-x0 & voixy

n‘nsN
n
, x {x=-1}
v (x) = b
" ni
X
P Lt = P(X)
- X

me ce Zegré n

!

suis P_Ml-x) &

(P

f .
v (Pdnen * (Qulpen P27

n

et préciser le coeffi-

P_ix).

(53}

-2 -
2 - Relation de récurrence entre les polyndmes Pn :

a) Vérifier que :

(1) Ynen U (x)

(2x-1) Un(x)

(2) VYnen*

U, (%) = 2(2041) U (x) -+ U (x)

b) En dérivant n fois (1) et (n-1) fois (2), démontrer que :
(3) V¥nen® (n+1)Pn+1(x)-(2n+1)(2x-1)Pn(x)+nPn_1(x) =0

3 - Orthogonalité des polyndmes Pn

a) Pour n 31, calculer ng)(l) et ng)(O) si Og ke n-1,

b) Montrer, &
est une fonction numérique de classe ("

1'aide d'intégrations par parties successives que, si f
sur [0,1] :

f e

£n déduire que, si n 3y !, sour tout polynéme Q appartenant & E

(4)jf>9(+dt- ) U (2)dt

c) Pr i ) t '
) Prouver enfin que (Pk’a$ ken &St une base orthogonaie de En

4 - Calcul de 1a norme du poivndme Pn

1
a) On pose : Ih = J; Uplties .

cys , .
Utitiser (2) pour obterir, cour n 3 1, une relation de récurrence

entre I et [ ,.Er déduire la valeur de I

b} Calculer [[Pn|1 en ytilisans (4}

- Etude ces racines de 2
o

+ f .
On supzose que A ;;1 , % 1 '6n se propose de démontrer que Pn admet
n racines distinctes apparsenzn: & ]0,1]

Tournez la page S.V.P.
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a) Que vaut J-l Pn(t)dt ? Pn peut-il conserver un signe constant sur [0,1] ?

0
En déduire que P, admet au moins une racine d'ordre impair appartenant

a 10,1( .

b) Soient x,, xz,...,xk Jes racines d'ordre impair de Pn appartenant
i

a 1o,1[ .

k
Montrer que d{ [ I (t-xi)] Pr{t)dt est non nulle et, @ 1'aide de
0 Li=l ‘

la formule (5}, prouver que Kk =n .

Dans toute 1a suite du probléme. pour tout entier n supérieur ou écal a 1,

. - ; A _ .
an désigne par(xl,xz,...,xn} les racines du polyndme Pn rangées dans 1'ordre

croissant.

& - Minoration de Pn

a) Comparer x, et x,.;_ 5 Pour 1¢ ig¢n {utiliser le résultat obtenu

au I-1-¢).

[x{x-1) + xi(l-xi)] .

1
4+

En déduire que : Pﬁ(x> =

W
———
'g)
~N 3

3

A
~

-

w o

b) Que vaut sup x(1l-x) ? En déduire, par une majoration simple de

Osxgl
n
v n 4
;xn!. que : CZn >
2n+l
—_——n
» Sv (x-1)
c- Prouver que :  VYxyl e ix) ;E__SJ__QJJ_

n+3

7; Ctude de la suite (Qn)

a) Expliciter Qo y Q1 , 02 et montrer que, pour tout entier n, Qn est
un polyndéme & coefficients rationne s dont on donnera le degré.

b) Démontrer, en utilisant {3;,que

(6) ¥nen® (n‘l)Qn+1(x)-(2n*1){2x-1)Qn(x)+n Qn-l(x) =0

II - CALCUL DE L'INTEGRALE D'UN POLYNOME PAR INTERPOLATION

Jans cette partie, on suppose que n est un entier supérieur ou égal & 1.

1) Détermination d'une formule interpolatoire :

Pour tout entier i tel que : 1« i« n, on appelle Li le polyndme
défini par :
-x.
J
1 xi-xj
i

YxeRr Li(x) =

. n =13

3
i

a) Pour 1 ¢ jgn, calculer Li(xj) .

En déduire que (L1 . L2 s eees L") est une base de En_1 .

Quelles sont les coordonnées d'un polyndme P de En-l dans cette
base ?

b) Prouver 1l'existence d'une suite (AI v Ap s e xn) de réels tels que :

1 n
(7)y WPet ,,( P(t)at = T X5 P(x,)
0 i=1
c) Etablir que : P (x)
Wx # X Li(x) " n
(] -
Pn\xi) X=X
d) En déduire que : 8 A - Qplx;)
Pa(x;)

2} Extension de la formule interpoiatcire

a) Soit P appartenant & E

1 1
par Pn , montrer que J; P(t)dt =J; R{t)dt

b) En déauire que 1a relation (7) reste vaiable si P appartient a t

a L .
2n-1

Tournez ia page S.V.P.

2n-1 ° F le reste de sa divisior euclidienne
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3) Applications de cette formule :

n
a) Si O« k¢ 2n-1 , que vaut | x: ?
i=1

b) En remarquant que Pi(x) - (C;n)z xzn appartient & EZn-l .

n
calculer ] A, x2n

i=1 3

1
c) Montrer que : V¥ie{1,2,...,n} X =‘f Lf(t)dt . En déduire que :
0

Ai >0

II1 - APPLICATION A LA DETERMINATION DE VALEURS APPROCHEES DE &n 2 :

On se propose, dans cette partie, de démontrer que la suite (un)nzl définie

n
par : Yn3l u = J

':1>,
> |~
—.

v 6té defini écédemment, converge
ou Al' xz, vees An s Xps Xgs ouus Xp ont été définis précéde ' g

1
vers £n2 = L zﬁff— et d'étudier la vitesse de convergence.

1} Convergence de (“n)new'
2n-1 k 2n
2\ ©n remarguant que Zl' =] 2e nx
‘ Xooks0 2%t 4M2)
2n 1 ? A5 xfn
démontrer que : u -} )
N X T £M(2-x)
1
et que : én2-§—1-=—l——J“-t-22c:t
k=1 k2° 4" Joo o2-t
o' En déduire que : ¥nyl i2n2 - urf 4 £ =
' 1Z2n+1)4

Cornclure.

2) Autre expression de u_ :

n

3) Relation de récurrence entre u etu ., :

Montrer, en décomposant Qn sur la base (LI’ Lz, cees Ln) de En-l et en
utilisant la formule (8) que :

Vn;l un=m

£En déduire que u, est rationnel.

4) Rapidité de convergence de (un)

Utiliser les formules (3) et (6) pour simplifier Qn+1(Z)Pn(Z)-Qn(Z)Pn+1(2) .

En déduire que : V¥n31 u ,, =u_ + 2

ML (e (209, ,(2)

nen*

a) Montrer, en considérant Qn(Z), que : LnZ-un =

1P (t)
1 n
ﬁmnj;'fﬁfdt-

1 P (t)-P,(2)

b) En déduire, en remarguant que R Pn(t)dt =0, que :
0

e [,
n-u = .
n Pe(2) J0 2-t

c) Démontrer les inégalités :

1 < 2n+1

0« 2n2 - u_« <
(2n+1)#§(2) (32)"

n

5) Apolication numérique

Oresser un tableau, donnant pour n =1,2,3,8 , u, sous forme irréducti-~
ble, sous forme décimale approchée, ainsi qu'un majorant de 4£n2 - u

1 uren-arespupb-3dp
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Le probiéme a pour but l'étude d'un algorithme d'approximation de fonctions continues sur [0,1] par des
fonctions polyndmes.

Les parties Il, 1l et IV sont indépendantes.
Notations:

On associe, & tout entier naturel n non nul et A toute fonction numérique f continue sur [0,1) , la fonction
polyndéme, notée 1, définie par :

LU n-k
0 vxe[o.] (0= chl(%)xkﬁ-x) )
k=0

Baopei:
Soit h une fonction numérique définie sur [0,1). S'il existe un réel positif k tel que :

V(% x’)e[(),ﬂ2 h(x)-h(x')lsklx-x‘l
on dit que h est k-Lipschilzienne sur [0,1].
| - Etude des fonctions f;, associées af: x P x2
Soit n un entier supérieur ou égal & 1.
1. Déterminer la fonction polyndme 1 associée a f par (1) dans les deux cas particuliers suivants:

a) Vxel01] fHx)=1
b) Vxel0,1] {(x)=x

2. 1 désignant une fonction numérique continue sur [0.1] . on note g la fonction définie sur {0.1]

parg(x) = xi{x), In et gn les fonctions respectivement associdesd fetgpar()eti'n la
dérivée de 1.
x( -
Véritier que: @) vxefo0,9) ¥"n(x)’°n(""‘ foix)
2
3. On suppose que vxe{0,1] f(x) = x“,

a)  déterminer 'n .
b)  calouler sup 1 (x)-f(x);

x e [0.1]

Il - Etude des fonctions f, associéesa f: x i exp x

lll - Etude des fonctions fn associéesa f: x

4, Déduire des résultats précédents que :
n

Kk ¥ kg am % xo
P Colk—x) xfu-n""*a 20=0)

3 vxelo 1]

Dans toute cette partie, fn désigne 1a fonction polynéme associée,pour n 21, 4:

[01] — R

par la relation (1) .
X - exp x

1 Vérfierque: Vxe [0, 1] ln(x)s[x(exp%-1)+1]n.

2 Déterminer, pour tout x de [0. 1. lim n(x).

N+

3. On suppose que xelo, 1.

Ecrire le déve j .
a) veloppement limité A Fordre 2, en zéro, de : ot in{xiexpu-1+1].

b) En déduire un équivalent, quand n tendvers +ce de:

t (x)- him ¢ .
n N to "(X)

4. Etudier les variations de la fonction y définie sur {0,1] par :

(On montrera, & 'aide du théoréme de Rolle que ' posséde au moins une racine sur J0.1[
et, encalculant ', que cette racine x  est unique).

5. En déduire que : vxelo.1] expx s 1 (x) sexp [x + ‘V("n)] .
. Su f (x)~
stque: xe€ [:. 1) ' n*' - &P ll s e[exp(v(x“)) - 1]'

6. DO""Q‘ en utilisant un d‘vebwel"em llﬂ'm de V(X n ordre sutf nt n ivalen
’ é
( n) Au ] suttisant, u éqU alent

1+Xx
Dans toute cetie partie, fn désigne la fonction polyndme associée, pour n21,4:

{0,1] —R
f: par la relation (1).
1
x 1+x
1. Détemmination de 1, -
: k
n c
K n-k \ P n
Vériflerque: VYxel[0.1] f(x)=n Z F+—"kx (1-x) .nLuﬂ 1[1_)‘(1_“)] sy
k=0 .

TSvP

V(x) = nll{x(exp % —1)+1]-x

[ 1 1- 24

v -—ateqguab-3dg
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2 Majorationde g (x) |:

, 2 n
a  Montrer, en utifisant Finégalité des accroissements finis, que: v (1. ) € [0, 1) ,ln -t I s alt- vl

2
b)  En déduire que: V(x,x)e[0.1] etVue [0,1] |[1_ x(1~ u)]"_“_ x'(1-u)]nl S 0t - u)lx-x|
puis que I est 1-Lipschitzienne sur [0,1).
c)  Endéduire un majorant de Sup Il‘n(x)l .

x € [0, 1)

3 Majorationde. Sup {fnix)-t{x}|
x€[0,1]

a)  Uriliser (a relation (2) et Tégalké évidente xi(x) = 1- f(x} pour
démontrer que:

vxefo,1) 5(4;,'-52 |‘nm-1-u ~xM

sédui S I PR
b)  En déduire que: Sup I'n(') 1+x| i
xe 10, 1)

IV - Convergence de la suite (fp) vers f sur [0,1] :

Dans toute cette partie, on désigne par f une fonction numérique continue sur [0,1] et, pour tout entier

ne N°, par fn lafonction polyndme associde & 1 par (1),

3 |
1. Convergence de [] In(x)dx]
0
n21

8 Onnote,pour 0 Sk<n: ',,(")'El'h-x)n-kdx.

Déterminer, pour 0 < k < n -1, une relation de récurrence entre In(k) et Ink+1).

En déduire In(k) pour 0 < k S n.

1
b) Cakuler, en fonction de f, Iln(x)dx.
)

1
Déterminer im f n(x)dx .

N oo

2 Ewdeds Sup ] fed0) - 1) ¢ pour t declasse C sur [0,1) :
xe[0,1)

On suppose 1 de classe C1 sur {0,1).

a) Montrer qu'il existe un réel positil k tet que 1 soit k-Lipschitzienne sur [0,1]. En déduire
que,

si MW= Sup ol . on a:
x € [0.1)
2 M (D) 2
. ) _ 0 (x' - x)
Ya>0etV (x,x)e[0. 1] [t(x) - i)l s ka+ 2 5 =0
a
(on distinguerales 2cas |x'- x| S aet [x'-x| > o)
b) En utdisant la relation (3), monirer que :
M ()
va>0 et vxel[0 1) fn(x)-l(x)‘ S kav—5.
2na

d) En déduire lexistence dun nombre réel positid A tel que :

s |1 -1n| s TA-
xe [0, 1] Vn
. Mo(t)
(onpourra étudier, sur R, fafonction : ar—3ka + -~ )

1
Retrouver ainsi fim L'"( xdx .
N + o
Yiesse de convergancede (Inin>1 yers 1 si { estde classe G2 sur (0.1)

Soit 1 une fonction numérique de classe C2 sur [0,1].

a) Démontrer que,

si M= Swp |renl . on a -
xe(0,1]

2 M (1)
v (x.x") e [0,1) |l(x')-(x)-(x'-x)l’(x)l P i (x’-x)z.

b) En déduire que:
M_(1)
Sup |l"(x)-(x)| < 2
xe [0, 1] 8n

et montrer, par un exemple, que cefte majoration est 1a meilleure possible.

o o o»
L ]

yiru—-areaguab-adg
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Le probléme a pour objet I'étude d'un procédé d'approximation de la fonction exponentielle {notée
aussi exp) par des fonctions rationnelies.

I. ETUDE D'UNE SUITE DE POLYNOMES.
Pour tout entier naturel n, on note En I'ensemble des fonctions numériques indéfiniment
dérivables sur R telles que, pour tout nombre réel x:

axt” (x) - 80f (x}~xt(x) = O
1) Mantrer que la fonction fo définie par fo(x) = exp(x/2) appartient 4 E.

2°) Etant donné un élément fn de Ex, on note/fm la fonction définie sur R par:
7
0 F 6= 2(en- 1)fn(x)-xfn(x))

Montrer que:

/ = _X
a) tn L= 2 Fn(x).
b f € E

n+ 1

- n+1’

2°) On géfinit a partir de la fonction fo donnée au 1° et de la relation (1) une suite de fonctions
{In) telle que, pour tout entier naturel n, {» appartienne & En.

a) Explictter f1.

b) Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout nombre réel x;

2
@) fn*1(x) = 2en+1)ln(x)+x 'n—1m

4°) Pour tout entier naturel n, on note Pa le polyndme défini pour tout nombre réel x par:
X

Pn(x) = fn(x)Ae 2

a) Expliciter Po et Py,

b} Démontrer que, pour tout entier n 2 1 et tout nombre réel x:
2
8) Pn+1(‘) = 22n¢1)Pn(x)+x Pn_1(x)
£n déduire pour tout entier naturel n:

- que Pa{x) est strictement positif pour x < 2.

- que P est un poiyndme 2 coefficients entiers dont on précisera ie degré et le coeificient u
terme de plus haut degré.
- lavaleur de Pa{0).

1. ETUDE D'UNE SUITE DE FRACTIONS RATIONNELLES. )
Dans la suite du probiéme, on désigne par n un entier nature! et I'on pose pour tout nombre réel x
non racine de Pa:

Po-x

P L)

U =
En particulier, u» est au moins définie sur }oe, 2{.

1°) Etude numérique d'un exemple,

a) Ecrire un aigorithme de calcul des n premiers termes de la suite (Pw(x)) pour une valeur
donnée d réel x. _

b) Utiliser cet algorithme pour caleuler pour k < 8 les valeurs exactes de Pu(1), Pui-1), et des
valeurs approchees (2 la précision fournie par ta caiculatrice) de uk(1) (ies résuttats obtenus
figureront dans un tabieau). ) ‘

Quetle conjecture peut-on faire sur la limite de la suite {un(1))?

2°) Etude dyne fonction guxiliaire,
On désigne par g» la tonction définie sur [R par:

g = -0 (F L -F i-x)
a) Etablir que, pour x non racine de Pa:

x

x n+1 ezgn(x)
4) uxi-e =(-1) —T,F—
b) Montrer que gn est impaire et prouver que, pour tout nomore réel x: Fore
1 X
9 (x):é%lg(()m ,4jx
nes 24 On AT g () de
=), gt

¢) En déduire, par récurrence sur r, que, pour tout réel posii x:
n X

2) 2
0 s g ) s {'7] e

3°) Convergence de Ia suf X)) pourx <
a) Al'aide de la relation (3), montrer, par recurrence Sur n, que. pour x < 0:
P (x) 2 P _0).
n n

b) Deduire des résuttats précédents que, pour tout réel x < 0:

n

an"xl < 42:»! [x_j]

¢) En déduire Ia fimite de ia suite (un(x)) pour x < 0.
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4°) Convergen 13 sui X ro<x<?.
Exprimer us{x) €n fonction de ua{-x} pour 0 < X < 2 et en déduire la limite de i2 suite (ua(x)) dans
ce cas.

Dans la suite de cette partie, on étudie la suite (un(x)} pour x supérieur & 2.

5°) Variations de f,

a) Prouver, d'abord pour x <0, puis (en utilisant ga) pour x > 0 que, Si n est pair, alors fa(x) > 0.
b} Utiliser 'expression de '~ en fonction de f» obtenue en 1.2° pour étudier les variations de fr
pour i > 1 (on commencera par I'étude de faps1).

6°) Etude des racines de Pn,

a) Montrer que I'équation Ps(x) = 0 n'a pas de solution si n est pair, et en posséde une et une
seule, notée @, Sin=2p + 1.

b) Montrer, en utilisant (2) et les variations de fops1, que la suite (ap) est strictement croissante.
¢) Montrer que ia suite (ap) diverge et tend vers +oo (On pourra raisonner par 'absurde en
considérant 1a suite (Uzp«1(-L)) avec L « limap).

7°) Convergence gde i3 suite (un(x}} poyr x > 2,
a) Montrer que, pour tout reel x 2 2, existe un entier px tel que, pour n 2 2px, Un(x) existe et soit
strictement positit.

On n'étudie désormais la suite (un(x)) que pour n > 2px.
b) Exprimer un(X) en fonction de u{-x} pour x 2 2 et en déduire |a limite de la suite (un{x)) dans
ce cas.

1. VITESSE DE CONVERGENCE DE LA SUITE {un{x)).
1°) Equival Pa(x) ngd vers [infini,
a) On suppose que n est supérieur ou égal 4 1. En appliquant finégalité des accroissements finis
2 Ja fonction f» sur [x, 0], établir que, pour x < 0:

X

0 <P (0)-P (x).e2 "ZP 0}
< P plx)-e” < - - n-1( )-

b) En déduire, que pour tout x fixé, Pa(x) équivaut lorsque n tend vers linfini &:
_x

2
P o). e

{on commencera par le cas x < 0 et on I'étendra au cas x > 0 2 l'aide de un{x}).
2°) Maigration de Jua{x) - exp{x}l,
a) Déduire de fa retation (4) que, pour tout réel x:

én-?lskn_ﬂn—uéq

b) Déduire de la relation (3) que, pour tout rée! x:
Pooqm X PP )P xt = 2-1

¢) En déduire enfin que:

2n +1

1

2n -
'u (x)_ex‘ < 2Ixi
n Pn(x)'Pn-1(x)
d) D;gner un majorant de l'ereur commise au 1l.1° en prenant w{1) comme valeur approchée du
nombre e.

" .

Déduire des résultats précedents, pour tout réel non nut x fixé:

a) un équivalent de un.1(X) - Un(X) quand n tend vers finfini.
T P

b) hm Are el g
N w U 1(’()—Un(x)
C) que ua(x) - exp{x) équivaut quand n tend vers linfini &
n+1 x_1/ex,‘2no1 |
-1 ) & C M e .
=1 \an) {on rappelie: ":“-n“e'" — 1.
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Vendredi 11 mai 1990 de 14h 4 18h

Le but du probléme est de déterminer la probabilité pour qu'un entier naturel

appartienne a certains sous-ensembles de N, ce qui fait I'objet de la partie Il. Dans
la partie |, on établit des résultats préliminaires d'Analyse.

Dans tout le probléme, on désigne par x une variable réelle appartenant
a [0, 1[ et les fonctions considérées sont définies uniquement sur [0, 1].
En patrticulier, les limites ou équivalents en 1 supposent x inférieur a 1.

PRELIMINAIRE
Etant données deux suites réelles a termes positifs (xn) et (yn), on pose:
n

Zo = XYat XY XY ot e HX Y XY= k;(}xkyn“k.
a) Prouver que, pour tout entier naturel n, on a:
n n n 2n
Yr s | XXyl 2z
k:o k=0 =0 k=0
b) En déduire que, si les séries Zxn et Zyn sont convergentes de sommes
respectives X et Y, alors la série Xzn est convergente de somme Z = XY.

PARTIE 1|

On considére dans cette partie les deux suites de nombres réels (un) et (Jn) définies
respectivement par:

n
3.5.7 .. (2n+1) 2K + 1
- = = = S ur n 21,
Ug =V o Un= 336 .. (2n) 2% P

|
«
il

x
jz cos” (1) dt .
0

1°)a) Etudier le sens de variation de la suite (Jn) et prouver sa convergence.

b) A l'aide d'une intégration par parties, déterminer une relation de
récurrence entre Jn et Jn-2 pourn 2 2.

c) Calculer Jo et J1. En déduire les valeurs de J2n+1 et J2n en fonction de un.

2°)a) Déduire successivement des résultats précédents les inégalités:

o2
n n 2n+ 1
(1) VS 9 %me7 5 Tan
2 N Un
@ 0 sV S T
b) Déduire de (1) un équivalent de un lorsque n tend vers linfini.
x
e X 2 . dt
3°) Calculer l'intégrale suivante: () = L 2
1-xcos (t)

(onpourra poser tan(t) = 4/1-x.1an(u)).

000/..,
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n E 2n+2
4°)a) Démontrer que: i J_ K = sz——qg-—*——— - X"”.LZ cog 7 g}dt
k=0 -2k 1—xoosz(l) 1 -xcos (1)
E o 2n+2 J
b) Etablir l'inégalité suivante: 0 < -[)2 cos g)d' < ,.'T’L_:;_?.
1 -xcos ()
oo n
c) En déduire que: 1 8 Ut
1__ X n= 0 2n +1
n Uk
5°)a) Etablir par récurrence que: u, = ) TR
k=0 + 00
1 n
b) A I'aide du résultat préliminaire, en déduire que: 3 = 2, upx .
Y k=0
. 2
6°) En utilisant les inégalités (2), établir: + oo 1-x)
a) la convergence de la série:  gi) . Y Vot
n=0 5
; e 2
b) la double inégalité: x < '\;7:' G-%"Sx < 1.

On donnera alors un équivalent de S(x) lorsque x tend vers 1.

PARTIE ||

A toute partie A de N on associe la suite (an) définie par:

= i neA.
an 1 s €

an=0 si negA.

On pose alors, sous réserve d'existence de ces nombres:

+ oo
f = ax' el = dim (-1, (%)
A nZ% nX PR = im (1= 1,0

1°) Prouver que la série définissant fa(x) est convergente.
On notera S l'ensemble des parties A de N pour lesquelles P(A) existe.

2°) Etablir les propriétés suivantes:
- a) SiAappartienta S, alors 0 < P(A) < 1.
b) D et N appartiennent & S. On précisera P(Q) et P(N). _
c) Si A appartient & S, alors son complémentaire A appartient a S.
On précisera P(A) en fonction de P(A).

d) Si A, B tels que AnB = @ appartiennent a S, alors AUB appartient & S.
On précisera P(AUB) en fonction de P(A) et P(B).
On admettra désormais que (N, S, P ) est un espace probabilisé.

3°) Montrer que les parties A suivantes appartiennent a S et préciser P(A):
a) A partie finie de N.
b) A=qgN = { gk / keN} ou q est un entier naturel non nul.
c) A=qgN+t ={gk+t/keN} ou t et g sont deux entiers naturels avec q=0.

vor)u,.
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4°) On se propose dans cette question d'établir que la partie C de N constituée des
carrés d'entiers naturels non nuls appartient & S, et de calculer P(C).
La suite (cn) et la fonction fc associées a C sont donc définies par:

. . 2 + oo + oo
c =1 sineC(soit: 3k>0, k =n) n n®
n et fc(x) = 20 c X = 21x ,
n= ==

Ch = 0 sineC
a) A l'aide de la question préliminaire, établir que:
fc(x) + oo " n
T = >, (Vi) x
n=0

([a] désigne ici la partie entiére de a, c'est a dire I'entier tel que [a] sa < [a]+1).

b) Démontrer la double inégalité suivante:

+ oo
0 < E-\/ﬁxn—

n=0

f C(x) 4
1-x 1-x'

c) A laide des résultats de la partie I, en déduire un équivalent de fc(x)
quand x tend vers 1. Prouver alors que C appartient a S et donner P(C).

5°) On admet dans cette question que la partie D de N constituée des entiers qui
sont la somme des carrés de deux entiers naturels non nuls appartient & S, et I'on

se propose de majorer P(D).
La suite (dp,) et la fonction fD associées a D sont donc définies par :
d =1 si n e D (soit : 3p>0, 3g>0, p2+q2=n)

n

d =0 si n e D

n
+ o0 n
ot 100 = 3 dx.
n=0

On note v(n) le nombre des couples d'entiers naturels non nuls (p,q) tels que :

p2 + g2 =n.
a) Etablir que :
2 + % n
(fd) = X vix.
n=0

b) Etablir que :
2
fD(x) < (tc(x)) .
En déduire un majorant de P(D).
¢) En comparant dp, et v(n), montrer que I'on a plus précisément :-
2 (0 < (100 +1 (B).
D (‘') *'c
En déduire un nouveau majorant de P(D).
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ESSEC
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CONCOURS D’ADMISSION DE 1991 MATHEMATIQUES |

Option générale

Mercredi 15 mai 1991 de 8h & 12h

Dans tout le probléme, on désigne par a un réel strictement positif et par K une fonction de [0, +o<f
dans R de la forme:

K(x)= P(x).exp(—ix;)

ou P est une fonction polyndme de degré inférieur ou égal & 2.
L'objet du probléme est la recherche des fonctions continues f de [0, +<[ dans R telles que I'on ait pour
tout réel positif x:

(1) f@ = K@+ [ Kx+ofwa.

Les trois parties du probléme sont indépendantes les unes des autres.

PRELIMINAIRE :
On considére pour tout entier naturel n I'intégrale Jn(a) définie par:

J(a) = J:- " exp(—{z—)dt.

En raisonnant par récurrence sur n, établir la convergence de cette intégrale et préciser sa valeur en
fonction de n et a.

PARTIE|
Dans toute. cette partie, on suppose que P(x) = 1.
1°) Soit f une solution de (1). Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que f = cK.

2°) On considére réciproquement une fonction f = cK, ol ¢ est un nombre réel donné.
A quelle condition sur ¢ cette fonction est-elle solution de (1)?

3°) Etudier, selon les valeurs prises par a, l'existence des solutions de (1) et en déduire leur expression.

A SUIVRE
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PARTIE
Dans toute cette partie, on désigne par A un nombre réel et 'on suppose que P(x) = Aa + x.

1°) Soit E I'espace vectoriel engendré par les 2 applications de [0, +e<| dans R:

$o(x) = exp(—%) D () = % exp(— % )

a) Montrer que (¢, ¢4) est une base de E. .
b) Soient ¢ un élément de E, et y la fonction définie pour x 2 0 par:

v = [TKGx+ned.

0 .
Prouver que cette intégrale y(x) est convergente, et montrer que  est un élément de E.
c¢) Montrer que l'application u: e E — u(9) = ye E est un endomorphisme de E.
Etablir que sa matrice dans la base (¢, ¢,) est de la forme a2 M(L) ou M(A) est une matrice ne

dépendant que de A que I'on explicitera.
u est-it un automorphisme de E?

2°) Soit f une solution de (1). Montrer qu'elle appartient & E.

3°) On considére réciproquement une fonction f = ot,.9,+ 04.¢4 de E, ol ot , 0ty SONt des nombres réels.
a) Etablir que cette fonction f est solution de (1) si et seulement si e, , o, sont solutions d'un systéme

de deux équations que I'on explicitera.

b) Résoudre et discuter le systéme obtenu.

c¢) Représenter dans le plan I'ensemble des couples (a2, L) pour lesquels I'équation (1) n'a pas de
solution (on portera a2 en abscisse et A en ordonnée).

PARTIE il
Dans toute cette partie, on suppose que P(x) = 3a2 - 4ax + x2.

1°) On considére la matrice M définie par:

1 2 6
M = |-1 0 2].
1 2 2

a) Déterminer les valeurs propres Ay, Ay, A3 de M (avec A, > A, > Ay).

b) Déterminer un vecteur propre associé a chacune des valeurs propres.
(On choisira a chaque fois un vecteur propre dont la 3° composante est égale a 1).
¢) Endéduire une matrice inversible P telle que:

A, 0 0
M =Pl0 21, 0|pP.
0o 0 A,

d) Calculer linverse de la matrice P.

Tournez la page S.V.P.
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2°) On considere les trois suites (uy), {v,), (w,) définies par:
Uy = u,+2v, +6w, et u, = 3.
Vou = —u,+2w, et Vo = =2,

w, = 1.

u,+2v, +2w, et

Wy =

a) A laide du résultat précédent, expliciter u, , v, , W,
b) Etudier la convergence et calculer les sommes éventuelles U, V, W des trois séries suivantes:

Y a*v, Y, a*w,.
220

20 20

3°) On définit une suite de fonctions de [0, ++<| dans R par g, = K, puis:
gn(® = [Ka+ng,war

et I'on pose alors:
L) = Y g
k=0
a) Prouver par récurrence que gn est bien définie et qu'il existe trais nombres réels g By Yo tels

que l'on ait pour tout réel positif x:
g.(x) = a* (a_ a*+2B,ax+7, xz)exp(—i%).
A l'aide des résultats précédents, on explicitera les expressions de o, B, , v, -

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n et tout réel positif x, on a:
fin® = K®+[KG+0f,©dr.

4°) On suppose que 4a3 < 1 et I'on définit pour tout réel positif x:
L(x) = (Ua2 +2Vax + Wx? )cxp(—-z'—x;}

a) Montrer que, pour tout réel positif x, la suite (f,(x)) converge et exprimer sa limite en fonction de

L(x).
b) Montrer que la fonction L est solution de (1).

5°) Soit f une solution de (1). Montrer qu'elle est nécessairement de la forme:
f(x) = (Ad®+2Bax+Cx* )cxp(—zi-)
a

6°) On considére réciproquement la fonction f définie par:
f&x) = (Ad®+2Bax+Cx? )exp(—-fa-)

a) Montrer que f est solution de (1) si et seulement si A, B, C vérifient:
A 3 1 0 0

-2 avec: I, = |0 1 0].
0 0 1

(,-a’M)B| =

C 1
b) Pour quelles valeurs de a ce systéme admet-il une solution unique et quelle est alors cette solution?

7°) Etudier, selon les valeurs prises par a, l'existence des solutions de (1) et en déduire leur expression.

FIN
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Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par En I'espace vectoriel sur R
des applications f de classe C" de R dans R telles que f et sa dérivée nié¢me
fn) soient bornées sur R. On note alors pour tout élément f de En:

M, = suplf(] et M, = suplf® (0}
L'objet du probléme est d'établir que En est inclus dans Ek pour tout entier k
tel que 1 < k < n, puis d'obtenir une majoration de M, en fonction de M, et M.

PARTIE |
On suppose dans cette partie que n = 2 et soit f un élément de E2.
1°)Un remiére majoration Mi1.
a) Justifier I'inégalité suivante pour tout réel x et tout réel h:
M, K
(1) |fa+h-fO-H'@| s =
b) En déduire que, pour tout réel x et tout réel h strictement positif, on a:
2M, M,h
! < 04 f
| £/ =

puis en déduire que E2 est inclus dans Ei.

Etablissement d'enscignement supéricur privé reconnu rar I'Etat, affilié & la

Chambre de commerce et d'industrie interdépariementale Val d'Oise-Yvelines

Q Ecole Supéricure des Sciences Economiques et Commerciales
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c) Etablir que:
M, < 2 /M, M,.

On pourra étudier les variations de la fonction u définie pour t > 0 par:
2M, My
u(r) = o4
t 2

2°)Une seconde majoration de M1,

a) Soit t un nombre réel strictement positif. En appliquant [l'inégalité (1)
avec h = t, puis h = -t, établir que, pour tout nombre réel x:

M
17700 < _22-’+%.

b) En procédant comme précédemment, en déduire une nouvelle majoration
de M, en fonction de M, et de M,.

PARTIE I
On suppose dans cette partie que I'entier n est supérieur ou égal & 2, et l'on
désigne par f un élément de En, par hy, h,, .., h,; n-1 nombres réels non
nuls et deux & deux distincts, et I'on pose pour tout nombre réel x:
[~ h-l h‘2 h]n-] T
F(x) e)) o2t (n=1)
2 -1
F,(x) 770 h b K
: = H_| " . avec H,, = |11 2 (n=D! |
s (2 AN ho o K
12 (n-1)! ]
1°)Inversibilité de la matrice Hn-1.
a) On considére le systeme d'équations suivant:
x 0
X 0
H. .| 2] =1.1
X, 0
Montrer que x,=x,= .. =x,,=0. On pourra considérer la fonction-polyndme:
P() = —Zei g2y K2 geny oy Zapgp
(n=1! (n=2)! 2!

b) En déduire que la matrice H,, est inversible.

2°)Les inclysion n dans Ek (1 <k < n)
Soient un nombre réel x et un entier k tel que 1 < k < n.

a) En majorant |f(x+h,)- f(x)- F (x)] avec [linégalité de Taylor-Lagrange,
établir que:

|,

n!

M

| ) < 2M,+ .

b) En déduire linclusion de En dans Ek.

2
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PARTIE Ili

1°)Maijoration de M1 et M2 en fonction de Mo et de Ma.

On suppose dans cette question que n=3 et soit f un élément de E3.

En appliquant les résultats de la question [.2° aux fonctions f' et f, majorer
M, en fonction de M, et de M,, puis M, en fonction de M et de M,, et enfin

M, et M, en fonction de M, et de M,.

2°)Une seconde majoration de M1 et M2 en fonction de Mo et de Ms..
On suppose dans cette question que n=3 et soit f un élément de Es.
a) En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a f(x+h) et a f(x-h), montrer
que, pour tout réel x et touzt réel strictement positif h, on a:
’ Myh M, ” M, h 4M,
| f/(x)| < < +T et |f"(x)| < ——3—-+ o
b) En déduire de nouvelles majorations de M, et de M, en fonction de M, et

de M,.

3°)Majoration de Ma-1_en fonction de Mo et de Mn,

On suppose dans cette question que n > 2 et soit f un élément de En.

a) En appliquant les résultats de la question 1.2° a la fonction f("-2),
majorer M _, en fonction de M ., et de M.

b) En déduire par récurrence sur l'entier n (n = 2) l'existence d'une suite de

nombres réels (a,) indépendants de f et tels que:
1 1
- 1-=
M_ < aM)M * avec a < 2"a’7).

n-1
c) En déduire que:

n-1 1 n-1
M_, < 22M!M".
4°)Majoration de Mk en fonction de Mo et de Mn (0 < k < n).
On suppose dans cette question que n 2 2 et soit f un éiément de En.
Déduire par récurrence de la majoration obtenue précédemment pour M, 4

que, pour tout entier k compris entre 0 et n, on a:
k(n~k) n—k k

M, € 22 My~ M

PARTIE IV

On se propose enfin d'établir que les majorations obtenues en 1.2° et 111.2°
sont optimales. A cet effet, on considére pour tout entier p = 1 la fonction
w_ définie sur [0, 1] par:

p
2 si 0 £ x £ l-—-—l—-
2p
w,(x) = 1
2sin(pn(l-x)) si 1-— <x < 1
2p
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et prolongée a 3 par:
w,(=x) = w,(x) et w,(2+x) = =w,(x).

a) Etudier la continuité et la périodicité de wp.
Représenter graphiquement w, sur R.
b) Soit Vo la primitive de w, s'annulant en 0.
Donner l'expression de vp(x) pour 0 £ x < 1.
Exprimer vp(-x) et vp(2+x) en fonction de vp(x).
Représenter graphiquement v, sur R.
¢) Soit u, la primitive de v, s‘annulant en 1.
Donner l'expression de up(x) pour 0 < x < 1.
Exprimer up(-x) et up(2+x) en fonction de up(x).
Représenter graphiquement u, sur A.
d) Déterminer les réels suivants:

Myp) = suply, ()| . M, (p) = suply ()| . M,(p) = suplu;(x)|
Quelles sont les limites de M,(p), M,(p) et M,(p) lorsque p tend vers [infini?
En déduire que la majoration de M, en fonction de M, et de M, obtenue a la

question [.2° est optimale.
e) On désigne par Up la primitive s'annulant en 0 de la fonction Up-

Montrer & I'aide de cette fonction Up que les majorations de M, et de M,

obtenues précédemment en 1l1.2° sont optimales.

o
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L'objet du probléme, développé dans la partie lll, est 'obtention de valeurs approchées
du nombre .

Dans toute la suite, on désigne par n un entier naturel et par a un nombre réel supérieur
ou égal & 1. On notera aussi, pour simplifier les écritures: b = a2+ 1.

Partie I: étude d'intégrales.
1°) On désigne par p, q des entiers naturels et I'on étudie lintégrale:

1
I(p.q) = j 27 (1-12)'dt.
0

a) On suppose que q 2 1. Former une relation de récurrence entre I(p, q) et I(p+1, g-1).

b) En déduire I'expression a l'aide de factorielles de lintégrale I{p, q), et en particulier
celle de l'intégrale I(p, p) que I'on notera J(p) dans la suite du probléme.

c¢) En étudiant le maximum sur [0, 1] de t — t2(1-12), établir que I'on a 0 < J(p) < 1/4r.

2°) On étudie dans cette question l'intégrale:
l/e de
f(a) = {-l-+—t2
a) Calculer f(1) a l'aide du changement de variable t = tan(6).
b) Etablir pour a= 1 'égalité suivante:
1
o s@+f(2) = s

(on pourra utiliser dans lintégrale donnant f((a+1)/(a-1)) le changement de variable
défini part = (ax - 1)/ (x + a)).

c) Etablir que:

t di
fa) = a .
‘!a2+12

Partie ll: étude d'une suite de polynémes.
1°) On considére les fonctions-polynémes définies par: Pp(x) = 1 + Anx"(1-x)".
Déterminer le nombre réel A, pour que -a2 soit racine de P,,.

On supposera A, ainsi choisi dans toute la suite du probléme.
On désignera alors par Q, la fonction polynéme définie par: Pp(x) = (x + a2)Q,(x).

2°) a) Expliciter Qq et Q.
b) En considérant P,,4(x) - Pa(x), établir pour tout nombre réel x la formule suivante:

@  Ou®-0.0) = [- ‘(;,'b")] 0,(x).
En déduire I'expression de Qx(x).
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Partie lll: détermination de valeurs approchées de =.
1°)Une premiére approximation de x,
On pose:

1
u(@ = afor.
1]

a) Calculer u,(a) et uy(a).
b) Vérifier que:

2
_ )dt
(@) = I a* +1*
En déduire la double inégalité suivante:
2 J
L@+ < f@) S w@r)

) Donner un encadrement décimal de #(2) et {(3) (avec les 6 premiéres décimales).
d) A laide de la relation (1), en déduire une valeur décimale approchée du nombre =
(avec les 6 premidres décimales, et une indication sur la précision obtenue).

2°) ﬁéng’ ralisation,
a) Etablir l'inégalité suivante:

3  @-f@)| <
b) Etablir & l'aide de I'égalité (2) que:
U, (a)-u(a) =

¢) On pose: v,(a) = u,,(a) - us(a).

Exprimer pour n 2 1 le rapport v,,,4(a) / v,(a) en fonction de n et de a.

d) On donne un entier naturel n et un nombre réel a supérieur a 1. Rédiger en PASCAL.:
- une procédure de calcul de u,(a) pour 0 <k < n (on utilisera la suite (vi(a))).

- une procédure de calcul d'une valeur approchée de = (on utilisera Ia relation (1).

e) On choisit n = 5 et a = 2. Quelle valeur approchée de = obtient-on ainsi?
indiquer & l'aide de linégalité (3) la précision de cette approximation.

1
(4a’b)*a’

(13aJ(n) 22b-1)n+3b-1
(a’by! 4n+3 )

3°) Recherche d'un choix optimal r
On suppose dans cette question que a > 1 et l'on pose:

wi(a) = 4[u (a)+u(aii)}

a) Soit ¢ le plus petit des deux nombres a et (a+1) / (a-1). Montrer que:
lw.(a)- 1r| <

dacta+cd)]
b) Tracer la courbe représentative de la fonction définie pour a > 1 par:

. a+l
a — min(a, —i)'
a—
En déduire pour quelle valeur a, de a le nombre ¢ défini ci-dessus est maximal.
¢) On choisit a = 5/2. Donner un majorant de |w,(a) - |. Qu'obtient-on alors pour n = 5?

[ 2244 ]

L 2 J
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Les calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21cm de long x 15cm de large sont autorisées.

On désigne par a et b deux nombres réels strictement positifs, et I'on considére
l'intégrale I(a, b) définie par:

Iab) = [ x7 (-0
Le probleme a pour objet d'exprimer cette intégrale I(a, b) a l'aide de la fonction T’
définie pour tout nombre réel strictement positif p par:

r'p) = jo" e 1P,

PARTIE |
On étudie dans cette partie préliminaire l'intégrale impropre I'(p), avec p > 0.

1°)Con 'intégrale I" \' >0
a) Déterminer la limite quand t tend vers +e de la fonction t — et tP+1,
En déduire la convergence de l'intégrale de la fonction t — et tP-1 sur [1, +o[.
b) Etablir pour tout nombre réel x appartenant a ]0, 1] la double inégalité:

0 < r et ldr < 1

x p

En déduire la convergence de l'intégrale de la fonction t — et tP-1 sur J0, 1].
c) En déduire la convergence de l'intégrale I'(p) pour tout nombre réel p > 0.

2°) Expression de T'(p+1 ur p entier naturel.
a) A l'aide d'une intégration par parties que I'on justifiera, exprimer I'(p+1) en fonction
de I'(p).

b) Calculer I'(1) et en déduire I'(p+1) lorsque p est un entier naturel.

PARTIE |l
On désigne dans cette partie par p un nombre réel strictement positif, par x un nombre
réel tel que 0 £ x < 1, et I'on considére la série:
g,(x) = 2 nf'x".

a=]
1°) Convergence de |a série définissant go(x),
a) Déterminer Ia limite quand n tend vers +e de n — nP+Ix" [orsque x est fixé dans
l'intervalle [0, 1[.
b) En déduire la convergence de la série definissant g,(x) lorsque 0 <x < 1.
Que vaut g,(0)? Peut-on définir g,(x) pour x = 1?
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2°)Etu es cas particuliersp =1 et 2.

a) Donner I'expression (sans signe X)) de g4(x) et g»(x) pour 0 <x < 1.

b) Donner le sens de variation, la limite et un équivalent de g4(x) et g,(x) lorsque x
tend vers 1 (x < 1).

3°) Etude de I3 variation de go sur [0, 1],

a) Comparer g,(x) et gy(y) lorsque 0 S x<y < 1.

En déduire le sens de variation de la fonction g, sur [0, 1[, et I'existence d'une limite L,
éventuellement égale a +o0, de gy(x) lorsque x tend vers 1 (x<1).

b) En considérant les sommes partielles de la série définissant g, (x), établir linégalité

suivante pour tout x de [0, 1[ et tout entier N> 1:
N n
X

g,(x) 2 27

=]

En déduire la limite L de g,(x) lorsque x tend vers 1 (x < 1).
On détermine maintenant un équivalent de g,(x) quand x tend vers 1.

4°)EtudeducasQ<p<1.

a) Etudier le sens de variation sur ]0, +o<[ de la fonction t — tP-1xt = t P-1etIn(x) lorsque le
nombre réel x est fixé dans l'intervalie ]0, 1{ (et0 < p < 1).

En déduire l'inégalité suivante pour tout entier naturel non nul n:

n+l
(n+1)'x™ < j ix'de € nPxn.

b) En sommant ces inégalités pour n 2 1, puis en effectuant le changement de variable
= - t.In(x) dans l'intégrale obtenue, en déduire que, pour 0 < x < 1:

A -1 _—u P +oo -1 —u »
J.N,, wle™du < |In(x)|g,(x) < an uP'e™ du+ x| In(x)|".

c) En déduire la limite de (In(x)|Pg,(x) quand x tend vers 1 (et 0 <p < 1).

Montrer que In(x) équivaut & x-1 lorsque x tend vers 1 et en déduire que g,(x) équivaut
ar(p)/(1-x)P quand xtend vers 1 (et0 <p < 1).

5°) Etude du cas général.

a) Etablir la relation suivante pour tout nombre réel x appartenant a [0, 1[:
+oo
(1-2)g,,(x) = x+Y [(n+1)? -n"1x™".

a=]
b) Etablir a l'aide de l'inégalité des accroissements finis l'inégalité suivante pour tout
entiern21lorsque 0 <p < 1:
p(n+1)P' < (n+1)’-n* < pn"l.

Comment celle-ci doit-elle étre modifiée lorsque p > 1?
¢) En déduire l'inégalité suivante pour0<x< 1lorsque 0 <p < 1:

pg,(x)+(1-p)x < (1-x)g,,(x) < pxg,(x)+x.
Comment celle-ci doit-elle étre modifiée lorsque p > 1?
d) On suppose a nouveau que p est un nombre réel strictement positif quelconque.
Montrer que g,(x) €quivaut encore a I'(p)/(1-x)P quand x tend vers 1.
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PARTIE 1l
On se propose enfin, dans cette partie, d'appliquer les résultats précédents au calcul
de lintégrale i(a, b) ou a et b désignent deux réels strictement positifs.

1°) Calcul raz 2

a) On considere une application h: [a, B] = R, de classe C1, et on désigne par M, le
maximum de |h'(x)| lorsque x décrit [a, B].

En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la primitive de h s'annulant en «, établir:

— 2
“: h(x)dx— (B —a)h(a)| < Mz__ti ‘

b) On rappelle que, dans cette question, les réels a et b sont supérieurs ou égaux a 2.
Etablir que la fonction x — xa-1(1-x)b-1 est de classe C1 sur [0, 1].

En Iui appliquant le résultat précédent sur chacun des segments [xy, Xx,1] OU X¢ = k/n
avec 0 <k < n, et en notant encore M, le maximum de la valeur absolue de sa dérivée

lorsque x décrit [0, 1], montrer que:
|1(a,b) -u,

M, RSPV
< S avec u, = ;; (;) (1——-’:) .
¢) On admet le résultat suivant:
"Etant données deux séries convergentes a termes réels positifs Ya, et Xb, (définis
pour n > 1) et de sommes respectives A et B, la série 3¢, ou ¢, est défini pour n > 2 par
C,=2aib,.q +asb,5 + ... +a,.4b4, €St convergente et sa somme est AB".

En déduire le résultat suivant pour0 <x < 1:
8.(0gx) = Y un™"x"

a=2

d) A l'aide des résultats précédents, montrer enfin que:

M
2. (g, ()= 1@b)g W] € S gops (0.
e) Multiplier I'inégalité précédente par (1-x)a+b, faire tendre x vers 1 et montrer, en

utilisant I'équivalent en 1 de gy(x) obtenu dans la partie |i, que:

Iapy = 1@I®)
I'(a+b)
2°)Calcul de I(a, b) dans le cas général,

On étend ce résultat au cas ou a > 0 et b > 0 (on ne demande pas de vérifier la
convergence dans ce cas de liintégrale I(a, b)).

a) Etablir a l'aide d'un changement de variable simple que I(a, b) = I(b, a).

b) Prouver que l(a+1, b) + I(a, b+1) = I(a, b).

Par intégration par parties, exprimer I(a, b+1) en fonction de i(a+1, b)

En déduire I(a+1, b) en fonction de I(a, b).

c) En déduire que la formule obtenue précédemment pour I(a, b) reste valable lorsque
a>0etb>0.
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Dans tout le probléme, et pour tout polynéme P & coefficients réels, on note M(P) le

maximum de la fonction x — |P(x)| sur le segment [-1, +1].
On se propose alors de majorer pour tout entier naturel k le maximum M(P®)) (ou P()
désigne la dérivée ki¢me de P) en fonction du maximum M(P).

PARTIE 1

On se propose d'étudier, dans cette partie, la suite de fonctions définies par récurrence
pour tout nombre réel x par Ty(x) = 1, T4(x) = x, puis pour n > 1 par:
(1) Tyt (X) = 2xTp(x) - T ().

1°) Etude des polynémes Tn,
a) Calculer T,(x) pour n < 4.
b) Etablir que, pour tout entier naturel n, T, est un polynéme & coefficients entiers de
degre n tel que, pour tout nombre réel x: T(-x) = (-1)"T(x).
c) Déterminer les valeurs de T(1) et de T,(-1).
d) Dans la base canonique (X", ..., X, 1) de I'espace vectoriel Rn[X] des polyndmes a
coefficients réels de degré intérieur ou égal a n, on note T, sous la forme:

Ta(X) = A, [X" + bpXN2 4 ¢ X4 + . ].
Calculer le coefficient dominant A du polynéme T,. A l'aide de la relation (1), exprimer
b,,1 en fonction de b, et calculer b, en fonction de n pour n > 2.

2°) la fonction Tn sur J1, +o9) rn>1
a) On consideére la fonction définie pour u appartenant a ]1, +o<[ par:
1 1
X = —(u+-)
5 u)

Etablir qu'elle réalise une bijection de ]1, +e dans ]1, +eo[, puis montrer que:
T = 1+
" 2 u"’

b) En déduire pour x > 1 que T,(x) > 1, et montrer par récurrence pour x > 1 l'inégalité:
T, (x) < 2n-1xn,

3°)E la fonction Tn sur{-1, 1 rn>1, .
a) A l'aide de la relation (1), établir pour tout nombre réel 8 'égalité:
(2) T,(cos8) = cos(nB).

En deduire le maximum M(T).
b) Pour tout entier k appartenant & {0, 1, ..., n}, on pose o, = cos[(n-K)r/n].

On remarqueraque -1 =0,<0,;<..<0,,;<a,=+1.
Calculer T,(ay) pour 0 < K < n, puis prouver que, si x désigne un nombre réel, I'égalité
ITa(x)] = M(T,) a lieu si et seulement si x appartient & 'ensemble {a, , &ty , ..., &, o}
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4°) Equation différentielle verifiée par Tn pourn=> 1.
a) En dérivant la relation (2), exprimer T,'(cos8) en fonction de 6 (0 < 6 < nt). En déduire,
pour n 2 2, la valeur de T,'(a, ) pour 1 <k < n-1. Etait-ce prévisible?
A l'aide d'un passage a la limite, déterminer enfin T,'(1) et T'(-1).
b) En dérivant deux fois la relation (2), établir pour tout nombre réel x de [-1, +1]:
(3) (x2-1)T"(x) + xT'(x) - n2T,(x) = 0.
Prouver que cette relation reste valable pour tout nombre réel x.
c) Soit jun entier tel que 0 <j < n-1. En dérivant j fois la relation (3), établir que:
TU+ )( 1) n? "'jz T(J’)( 1).
" 2j+1 "
d) En déduire en fonction de n le nombre réel u, tel que, pour 1 <j<n:
T(J)( 1 ) = n _21—1 (j_1 )! (n+j"1)! .
(2j—1){(n— )

PARTIE 2

On désigne par n un entier naturel non nul et les nombres o, , a4 , ... , @

définis a la partie 1. On pose alors pour tout entier ktelque 0 <k <n:
noX-—0o,
|

Lk(x) = H

=0 Oy —aj

-1 » &y SONt ceux

jek

1°) Etude d'une base de Rn[X].

a) Calculer Ly(a,) et Lk(aj) pourO<k<netO0<j<n,jzk

b) Etablir que la famille (Lo, Ly, ..., Ln.1, L) est une base de Rn[X].

c) Déterminer quelles sont, dans cette base, ies composantes d'un polynéme P de
Rn[X] et, & l'aide des résultats de la partie |, donner les composantes de T,

2°) Majoration de |P(x)| sur [1, +e<[ pourd°P < n.
a) Etablir, pourx 21 et 0 <k <n, linégalité (-1)"*L,(x) 2 0.
En déduire, pour x 2 1, I'égalité T,(x) = [Lo(xX)| + L1 ()] + ... + [Loy ()] + [La(x)].
b) Etablir enfin, pour x 2 1 et pour tout polyndme P de Rn[X], l'inégalite:
(4) [PX)| < M(P)Tn(x).

c) On se propose enfin de minorer M(P) lorsque P est un polynéme unitaire de degré n
(c'est & dire un polynéme de degré n dont le coefficient de x" est égal a 1).
A l'aide de l'inégalité (4), établir successivement que l'on a, pour x 2 1 et pour tout
polyndme unitaire P de degré n:

MP) > l_é"_(%l : MP) > 2:_1 .
Donner en fonction de T, un polynéme unitaire de degré n tel que M(P) = 1/2n-1,

7
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3°) Majoration de |P'(x)| sur [1, +eo] pour d°P < n.
a) Montrer a l'aide du théoreme de Rolle (dont on rappeliera précisément I'énoncé)
que, pour 0 <k <n, le polynéme Ly’ posséde n-1 racines réelles, appartenant a J-1, +1].
Déterminer le coefficient dominant de L, et en déduire que, pour x > 1: (-1)nkL'(x) = 0.
b) Pour tout polynéme P de Rn[X], exprimer P' comme combinaison linéaire des
polynémes L', Ly, ..., L,
En déduire, pour x > 1, I'égalité T'(x) = |L'o(X)] + |L'y(x)| + ... + L' ()] + L' (X))
c) Etablir enfin, pour x 2 1 et pour tout polynéme P de Rn[X], linégalité:

(5) IP‘(x)] < M(P).Ty(x).

4°) Majoration de |PU(x)| sur[1, +o[ pour0 <j<d°P < n,
a) Montrer que, pour 0 < k < n, le polynéme L, 0) (dérivé jeme de L,) posséde n-j racines

réelles, appartenant a ]-1, +1[, et en déduire que, pour x > 1: (-1)nkL,()(x) > 0.
b) En raisonnant comme précédemment, établir pour x 2 1 et tout polynéme P de Rna[X]:
(6) [P@(x)] < M(P).T,0)(x).

PARTIE 3
Dans cette partie, on désigne par A un nombre réel appartenant a [0, 1}.

1°) Déterminer I'image du segment [-1, +1] par I'application:
A+1 A1
X = —X+—.
2

2
On pose alors pour tout polyndme P & coefficients réels de degré n 2 1:
P (x) = P( )L_+J.x &.__1. )
* 2 2

Etablir que M(P;) < M(P).

2°) Majoration de M(P') en fonction de M(P).
a) Déterminer P,'(1) et déduire de linégalité (5) que l'on a:

2
2 MP).
1+ A

[P <

b) En déduire que:
(7) M(P') < 2n2M(P).
(On pourra aussi introduire le polynéme Q défini par Q(x) = P(-x)).

¥

3°) Majoration de M(P®) en fonction de M(P).

a) Déduire de l'inégalité (7) que, pour tout entier jtelque 0 <j < n:
(8) M(PO) < 2i[n! / (n-})112M(P). .

b) On se propose enfin d'améliorer cette inégalité (8). Etablir que:

[POO)| < () TO(TMP)

En déduire que, pour tout entier jtelque 1 <j<n:

j 2i-1 (= Dn+j-1
MP?) < n2 -] M(P)

et prouver que cette majoration est meilleure que celle obtenue en (8).
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Mathématiques |

Dans tout le probléme, on désigne par n un nombre entier supérieur ou eégal a 2 et I'on
considére l'espace vectoriel R" rapporté a sa base canonique.

On convient d'identifier un vecteur X de R" a la matrice-colonne de ses composantes
Xy, X2, ... , Xy dans la base canonique de R" et I'on pose N(X) = max(|xi], |x2l, ... , |Xnl)-
De méme, on identifie tout endomorphisme de R" a sa matrice dans la base cano-
nique de Rn.

Pour tout nombre réel 6 appartenant a [0, «], on considére la matrice réelle A(8)
d'ordre n définie par:

[2cos® -1 0 0 ]
-1 2cos9 -1 - :
Al6) = 0 0
: -1 2cos6 -1

| 0 0 -1 2cos@]

(La diagonale est donc composée d'éléments égaux a 2cos0, la sous-diagonale et la
sur-diagonale de -1 et tous les autres éléments de la matrice sont nuls).
Enfin, on convient de noter A la matrice A(0) et |, la matrice-identité d'ordre n.

Dans la partie |, on étudie les solutions de I'équation matricielle AX = B, ou B est un
vecteur donné de R, et on majore N(X) en fonction de N(B).

Dans la partie |, on met en ceuvre les résultats obtenus pour approcher une fonction
définie comme solution d'une équation.

PARTIE |

1°) Etude de suites récurrentes linéaires.

On note E(6) l'espace vectoriel des suites réelies (ux) vérifiant pour tout entier k
supérieur ou égal a 1 la relation: uk,1 - 2cosBui + ux.1 = 0, et I'on désigne par F(0) le
sous-ensemble constitué des suites (ux) de E(0) telles que up = 0 et up,1 = 0.

a) Expliciter une base de E(6) en distinguant les troiscas 0 <8 <n,86=0et6 = x.
Déterminer la suite (sk(6)) de E(8) telle que so(8) = 0, s1(8) = sin(8) lorsque 0 < 6 < 7.
b) Montrer que F(6) est un sous-espace vectoriel de E(8), puis déterminer F(8) pour
0=0etpourb=m.

c) On suppose 0 < 6 < n. Montrer que F(6) se réduit a la suite nulle si 6 n'appartient
pas a 'ensembie des réels de la forme pn/(n+1), ou p est un entiertelque 1 <p <n.
d) On suppose que 8 = pr/(n+1), ou p est un entiertelque 1 <p <n.

Vérifier que la suite (sk(0)) appartient a F(8) et en déduire la dimension de F(8).
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2°) ‘

a) Soit X un vecteur de composantes xi, X2, ... , X, dans la base canonique de R".
- A quelle condition sur x4, x2, ... , Xy @appartient-il au noyau de A(6)?

- En déduire qu'un vecteur X appartient au noyau de A(8) si et seulement s'il existe
une suite (ux) appartenant a F(0) telle que uy = X1, Ug = X2, ... ,Ung = Xp.

b) En déduire le noyau de A(8) en fonction des valeurs prises par 6 dans [0, =].

Pour quelles valeurs de 6 dans [0, n] la matrice A(6) est-elle inversible?

3°) Valeurs propr la matrice A

a) Expliciter la matrice A = A(0), et montrer que ses valeurs propres sont.réelles
(on citera précisément le théoréme utilisé).

b) Soit A une valeur propre de la matrice A, et X un vecteur propre non nul associé.
Expliciter le systéme d'équations (A - Al,)X = O puis, en considérant la i®me équation de
ce systéme, ol i est un entier tel que |xj| = max(|x4|, |x2], ... , |Xal), montrer que |A-2| < 2.
En déduire que, pour toute valeur propre A de A, existe un nombre réel 8 apparntenant
a [0, n) tel que A = 2(1-cos0).

¢) En déduire que A admet n valeurs propres distinctes A, A2, ... , An que 'on expli-
citera sous la forme Ap = 2(1-c0s6p), aveC Ay < A2 < ... < Ap.

4°) rs propr la matri

a) Expliciter le vecteur propre X, associé a la valeur propre A, dont la premiéere
composante dans la base canonique de R" est égale a sin(pn/(n+1f).

b) On considére deux entiersp etqtelsque 1 <p<qgsn.

Montrer que ™XpAXq = XXgAX, (oU !X désigne la transposée de la matrice-colonne X),
puis, en évaluant les deux membres de cette égalite, prouver que 'X; Xq = 0.

c) Calculer, pour 0 < 6 < x, la somme 1 + €20 + @410 4 + 2ind,

En déduire que la somme des carrés des composantes du vecteur X,, ou 1 <p <n, est
égale a (n+1)/2.

d) On note P la matrice d'ordre n dont les vecteurs-colonnes sont Xy, Xo, ... , Xp.
Montrer que la matrice P est symétrique et, & I'aide des résultats précédents, calculer
P2, puis en déduire l'expression de P-1 en fonction de P. Que vaut le produit P-1AP?

5°) Etude de I'équation AX = B,

On donne un vecteur B de composantes by, by, ... , b, dans la base canonique de R".
a) Etablir que I'équation AX = B admet une solution X et une seule.

b) Soient dans la base canonique de R les vecteurs V de composantes 1, 1, ..., 1 et
W de composantes wq, Wy, ... , Wy, 0l W vérifie I'équation AW = V.,

Montrer que les composantes de W sont données par wy = k(n+1-k)/2, ol 1 <k < n.
E’n déterminant le maximum sur [0, a] de la fonction x — x(a-x) (oU a est un nombre
reel strictement positif donné), établir que N(W) < (n+1)2/8.

c) On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que les réels
b1, by, ..., by sont positifs et I'on note X la solution unique de I'équation AX = B.

- Soitile plus grand indice tel que x; = min{xy, X2, ... , Xp).

En raisonnant par I'absurde, montrer, par considération de fa i®me ligne du systéme
d'équations AX =B, que i=1oun.

- Montrer que les composantes de X sont toutes positives.

d) OnposeY =N(B)V-BetZ=N(B)V +8B.

Déterminer le signe des composantes de Y et Z, puis en déduire que, si AX = B, on a
pour 1 <k <n: |xk < N(B)wg

En déduire une majoration de N(X) en fonction de N(B) et de n.
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PARTIE |l
Etant donnés deux nombres réels a et b et une fonction g & valeurs réelles continue

sur le segment [0, 1], on considére la fonction f de classe C2 sur [0, 1] et vérifiant les
trois conditions suivantes:

f(0) = a, f(1) = b et, pour tout élément x de [0, 1], (x) = g(x).
On se propose ici de déterminer des valeurs numériques approchées de f(x) ou x
désigne un nombre réel appartenant au segment [0, 1].

1°) Existen nicité de | luti
a) Expliciter la dérivée seconde de la fonction L définie sur [0, 1] par:

L(x) = xjf(t—1).g(t)dt+(x—1)jt.g(t)dt.

x 0
b) En déduire I'existence et l'unicité d'une fonction f de classe C2 sur [0, 1] et vérifiant
les trois conditions suivantes:
f(0) = a, f(1) = b et, pour tout réel x appartenant a [0, 1], f*(x) = g(x).
Exprimer f en fonction de L.

2°) Approximation de " par différen fini
Dans toute la suite du probléme, on suppose la fonction g de classe C2 sur [0, 1].
a) Etablir que la fonction f est de classe C4 sur [0, 1].
b) On donne un nombre réel x dans 0, 1[ et un nombre réel strictement positif h tel
que 0 < x-h < x+h < 1. Etablir & I'aide de l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a
partir du point x sur les segments [x, x+h] et [x-h, x] que:
2
f(x +h) 2f(2x)+f(x h) rool < M,h
h 12
ou M, désigne ie maximum (dont on justifiera l'existence) de |g"| sur [0, 1].
Dans la suite, on convient donc d'approcher f'(x) par [f(x+h)-2f(x)+f(x-h)}/h2.

o) = =
On pose désormais h = 1/(n+1) et I'on note xx = kh pour 0 < k < n+1.
On se propose de calculer des approximations y1, ya, ... , Ya de f(x4), f(x2), ..., f(xn),
en prenant bien entendu yo = f(Xo) = a et yn,1 = f(Xn41) = b.
A cet effet, on remplace les n équations f"(xk) = g(xx) ou 1 <k < n par les n équations:
Yier = 2Yx + Yo

k+1 hyzk YR 1 = qu).
a) Montrer que le vecteur Y de composantes y1, y2, ... , Yo dans la base canonique de
Rn est solution d'un systéme d'équations AX = B ou B est un vecteur dont on précisera
les composantes.
b) Etablir que le vecteur F de composantes f(x1), f(x2), ... , f(x,) dans la base cano-
nique de Rn vérifie N[A(F-Y)] <€ Mah4/12.
c) A l'aide des résultats de la partie |, en déduire en fonction de n et de M3 une majo-
ration de N(F-Y), erreur maximale commise en remplagant f(xx) par yk.

4°) Applications.

a) En déduire que, si g" = 0, alors yi = f(xx) pour 1 <k <n.

b) Préciserflorsque g(x)=1pour0<x<1eta=b=0.

Retrouver ainsi le résultat de la question 1.5.b).

c) Déterminer la solution du systéme d'équations AX = B lorsque B est le vecteur de
composantes 1, 2, ..., n dans la base canonique de R".



E.S.S.E.C. 1997 399
Mathématiques 1 1/3

C Mathématiques | OPTION SCIENTIFIQUE

Ir r
£LSSE |
Vendredi 25 Avril 1997 de 8h a 12h

Dans tout le probléme, on considére un nombre entier p 2 1 et, pour tout nombre
entier k tel que 0 < k < 2p, on note Ri[x] I'espace vectoriel des fonctions poly-
némes de degré inférieur ou égal a k.

Dans la partie |, on munit Rzp[x] d'un produit scalaire permettant d'obtenir un
ajustement affine d'une famille de points du plan a l'aide de la méthode des
moindres carrés, puis, dans les parties Il et Ill, on utilise ce produit scalaire pour
étudier un ajustement polynomial de cette famille de points.

Les parties Il et lll du probléme sont indépendantes de la patrtie I.

PARTIE |
1°) Definition d'un produit scalaire sur.
On pose pour tout couple (A, B) de polyndmes de Rap[x]:
1 i=+p
A(i)B(i).
711 2, B0
(Dans cette formule, l'indice i prend les valeurs -p, -(p-1), ..., -1, 0, 1, ..., p-1, p).
Prouver que I'application (A, B) — <A, B> définit un produit scalaire sur Rzpx].

<AB> =

Dans toute la suite du probléme, Rp[x] est muni de ce produit scalaire <. , . >,
et I'on pose pour tout polynéme A de Rap|x]:
[Al=J<ATAS, mA)=<A,1>, V(A)=|A-m(A)|[?, o(A)=+V(A).
Pour tout couple (A, B) de polyndmes de R3[x], on définit de plus:
Cov(A, B) = <A-m(A), B-m(B)>.

2°) Propriétés du produit scalaire <. .. >,
a) Que vaut ||1]| (norme du polynéme constant égal a 1)?
b) Etablir pour tout couple (A, B) de polyndmes de R2p[x] les quatre propriétés:

(1) V(A) = ||Al|2 - [m(A)]2.

(2) Cov(A, B) = <A, B> - m(A).m(B).

(3) <A, B> =0 lorsque A est pair et B impair.

(4) <xA, B> = <A, xB> lorsque A et B sont de degré au plus 2p-1.
(xA, xB désignent ici les fonctions polynémes x — xA(x), x — xB(x)).

3°) Détermination des normes des polynémes x et x2

a) Développer (i+1)3 par la formule du binéme et, en sommant les égalités
obtenues pour les entiers i tels que -p < i < +p, déterminer ||x||2.

b) Développer (i+1)° par la formule du binéme et, en procédant de méme,
montrer que:

|2 = P(P+1)(3p° +3p-1)
15
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4°) . o Vna
a) Prouver, pour tout polynéme A de Ryp{x], que m(A) est le projeté crthogonal
de A sur Ro[x] = R.

b) En déduire pour toute constante b I'égalité ||A-b||2 = V(A) + (m(A)-b)2, et
montrer que le minimum de ||A-b[|2 lorsque b décrit R est atteint si et seulement
si b = m(A), et que celui-ci est égal a V(A). ' ‘

¢) A quelle condition nécessaire et suffisante sur le degré du polynéme A
a-t-on V(A) = 0?

Montrer qu'alors (1, (A-m(A))/c(A)) est une base orthonormale du sous-espace
vectoriel Vect(1, A) engendré par les polynémes 1 et A.

5°) Meilleur roximation d'un polyngd lyng

On donne des polyndmes A, B de Rzp[x], A étant de degré supeérieur ou eégala 1,
et on cherche des nombres réels a et b minimisant I'expression ||B - aA - bj|2.

a) On fixe dans cette question le nombre réel a. Montrer que le nombre réel b
minimisant I'expression ||B - aA - b||2 est b = m(B) - a m(A).

b) Pour tout nombre réel a, on note alors f(a) = ||(B - m(B)) - a(A - m(A))}|2.
Exprimer f(a) en fonction de a, de V(A), V(B) et Cov(A, B) et, en étudiant les
variations de la fonction f, déterminer en fonction de V(A), V(B), Cov(A, B) le
minimum p de f sur R ainsi que la valeur a; de a qui le réallise.

Prouver que u est le minimum de I'expression [|B - aA - bj[2 pour (a, b)eR2.
c) Déduire de ces résultats l'inégalité |Cov(A, B)| < o(A)o(B).

Dans quel cas y-a-t-il égalité dans cette inégalité?

d) Application: déterminer en fonction du nombre entier p le minimum de
I'expression ||x2 - ax - b||2 ainsi que les valeurs de a et b qui le réalisent.

PARTIE Il

On donne une famille de 2p+1 points (i, yi) du plan, ou le nombre entier i prend
les 2p+1 valeurs -p, -(p-1), ..., 1,0, 1, ..., p-1, pP.

On désigne par k un nombre entier tel que 0 < k < 2p et, & tout polynéme P
de Rg[x], on associe I'expression:

1 i=+p
A(P) = 2p+1
i

> (yi-PG)2
=-p

On se propose d'établir que Ax(P) admet un minimum noté &« et un seul lorsque
P décrit Rk[x], et I'on note alors Py le polynéme P réalisant ce minimum.

1°) Icul ini
a) Etablir que l'application F définie de Rap[x] dans R2P+1 par:
F(P) = (P(-p), P(-(p-1)), ... , P(-1), ?’(0). P(1), ..., P(p-1), P(p))
est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
En déduire qu'il existe un et un seul polynéme de R2p[x], noté Y dans la suite du
probléeme, tel que Y(i) = y; pour tout nombre entier i tel que -p <i<p.
b) En déduire la valeur de &2p.

2°) Existence et unicité de Pk et d.

a) Etablir, pour tout polynéme P de Rg[x], que Ax(P) = ||P - Y||2.

b) En déduire I'existence et l'unicité du polynome Py de R [x] minimisant
rexpression Ax(P) lorsque P décrit Rg[x], autrement dit tel que &k = ||Px - YIJ2,
et interpréter géométriquement Py & I'aide de Y et du sous-espace vectoriel Rg[x]
de I'espace Ryp[x].

c) Déterminer P, et 85, puis Pq et 81 en fonction de p, m(Y), V(Y) et cov(x, Y).
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3°) Détermination de Pk et 3k & 'aide d'une base orthogonale de Rao[x].

On pose Bo(x) = 1 et, pour tout nombre entier k tel que 1 < k < 2p, on note Bk
le projeté orthogonal du polynéme xk sur la droite de Rg[x] orthogonale & Ry-1[x].
a) Déterminer le polyndme Bj.

b) Prouver, pour tout nombre entier k tel que 0 < k < 2p, que le polynéme By
est de degré k et unitaire (autrement dit, le coefficient de xk dans By est 1).
Etablir ensuite, pour tout nombre entier k tel que 0 < k < 2p, que la famille
Bo, B1, ..., Bk) est une base orthogonale de Rg[x].

En particulier, la famille (B,, By, ... , Byp) est une base orthogonale de Rzp[x].
¢) En exprimant le polynéme Y dans cette base (Bo, By, ... , B2p) 6t en formant
les produits scalaires <B;, Y>, établir que:

izo 1B 1P
d) En déduire, pour tout nombre entier k tel que 0 <k < 2p:

k
P = 2 <BI,Y2> B
i=o I Bill
e) En déduire, pour 1 <k < 2p, I'expression de Py en fonction de Py.1, Bx et Y,
puis celle de 8, en fonction de dk.1, Bk et Y.

2p )
Y=Z<B,,Y> B

PARTIE lli

Dans cette partie, on se propose de déterminer par récurrence la suite des poly-
noémes By définis dans la partie |l.

1°) Parité de Bk,

On pose, pour 1 <k < 2p: Ak(x) = (-1)*By(-x).

a) Veérifier que Ak est orthogonal & Ri.1[x].

b) Endéduire que Ak = B, et que B est de méme parité que I'entier k.

2°) Expressi dans labase (Bo, B1, ... B2o).
a)  Etablir & I'aide de (3) que <xBg, Bx> = 0 pour 0 <k < 2p.
b) Etablir & I'aide de (4) que <xB, B;>=0pour2<k<2p-1et0<isk-2.

c) En déduire qu'il existe pour tout nombre entier k tel que 1 < k < 2p-1 deux
nombres réels ax, P« tels que xBy = oxBx,1 + PBk-1. Que vaut ox?
d) Enremarquant que xBy. - Bk appartient a Rg.1[x], montrer que:
<XBk.1, Bk> = <Bg, Bx>.
En déduire que B« = ||Bk||2/||Bk-1/|2, donc que:

2
1B P g

k-1+

|| Byt I

e) A l'aide de ce résultat, expliciter en fonction de I'entier p, supposé supérieur
ou égal & 2, les polyndmes B; et B3 dans la base canonique de Rg[x].

B+t = XxBx —
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Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de
leurs calculs.

IIs ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et
de tout matériel électronique est interdite.

Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

On considéere dans ce probiéme une fonction f & valeurs réelles définie sur [-2, -1] et
f'on se propose de la prolonger en une fonction F & valeurs réelles de ciasse C1, et
vérifiant la relation F'(x) = F(x - x2) pour x 2 -1.

Dans la partie |, on étudie une suite utilisée dans la partie Il.
On prolonge alors f en une fonction F vérifiant la relation précédente sur [-1, 0], puis
sur [-1, 2], ce qui fait respectivement I'objet des parties li et Ill.

Les parties Il et lll sont indépendantes.

Partie |
1°) ' '
On considére dans cette question la fonction y définie sur R par y(x) = x - x2. -
a) Etudier les variations et représenter graphiquement cette fonction .
b) Etablir, & 'aide d'un théoreme dont on citera précisément I'énoncé, que vy induit
une bijection de }-e, 0] sur |-, 0].
¢) Etudier les variations et représenter graphiquement (sur la figure précédente)
la bijection réciproque.
2° :
Or: considére la suite (xn) de premier terme x, = -2 et définie pour n 2 1 par:
Xn - Xn2 = Xn.1 6t X, <O0.
(on donne ainsi un procédé permettant de définir x, en fonction de Xy.1.)
a) Déterminer xy et xz, puis montrer que, pour tout nombre entier naturel n,
le nombre réel x, est bien défini, de fagon unique, a partir de x.1. '
b) Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (xa), puis montrer que
(xn) converge vers 0.
c) On pose pour tout nombre entier naturel n:
Up = Xnet = Xn, Vo= IN(1 +Up), Wp=(1+Ug)(1 +uy)...(1+un).
- Prouver la convergence de la série Yu,, et déterminer sa somme.
- Prouver la convergence de la série Yv,, et donner un majorant de sa somme.
- Prouver la convergence de la suite (wy), et montrer que 2 < lim(wp) < 9.

Dans la suite, on considére une fonction f & valeurs réelles positives,
de classe C! sur le segment [-2, -1] et vérifiant la relation f'(-1) = f(-2).

Partie Il

On étudie dans cette partie le probleme PO suivant: .
Etudier I'existence et l'unicité d'une fonction F: [-2, 0] — R vérifiant les 3 hypotheses:
H1] F estde classe C! sur[-2, 0]. )

H2] F(x) = f(x) pour tout nombre x appartenant a [-2, -1] (f est "prolongée” par F).
H3] F'(x) = F(x - x2) pour tout nombre x appartenant a [-1, 0].

1°) Unicité d'un lution F. o
On suppose qu'il existe une fonction F vérifiant les trois hypotheses précedentes.
a) Sitestun réel appartenant a [x,, Xn.1], établir que t-t2 appartient a [x,.1, Xn].
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b) Etablir que si x désigne un nombre réel appartenant a [x1, x2]:
Fx) = f(x,)+ j: f(t ~ t2)ait.
¢) Etablir pour n 2 2 que si x désigne un nombre réel appartenant & [xn, Xn.1]:
Fx) = F(x,)+ j: F(t—t2)ct.

En déduire que la connaissance de F sur [x,.1, Xn] détermine F sur [X,, Xns1].
d) Quelle est la réunion | des intervalles [xn, Xn.1] pour n > 0?
En déduire que, s'il existe une solution F au probléme PO, celle-ci est unique.

2°) Existen 'un lution F

On construit sur | une fonction F de la fagon suivante:

la fonction F est égale & f sur [-2, -1] puis, la supposant ensuite connue sur [Xn.1, Xn]
pour n 2 1, on pose pour tout nombre réel x appartenant & [xn, Xn41]:

Fix) = F(x,)+ j: F(t—t2)at.

a) Montrer, pour tout nombre entier naturel n, que la fonction F est de classe C! sur
[xn, Xn+1] €t préciser F'(x) en fonction de F et de x.

Préciser les dérivées a droite et & gauche de F en x1, puis, de fagon générale, en x,.
En déduire que la fonction F est de classe C! sur I.

b) Etudier le sens de variation de F sur [x4, X2}, puis montrer que F est croissante
sur [-1, O

¢) On note M le maximum de la fonction positive f sur [-2, -1]. Etablir, pour tout
nombre réel x appartenant a [-2, xn.1], que 0 < F(x) < Mwp/2.

En déduire que la fonction F est majorée sur l'intervalle [-2, O[.

d) Etablir que F(x) admet une limite L quand x tend vers 0. On pose alors F(0) = L.
Prouver, a l'aide d'un theoreme dont on citera précisément I'énoncé, que F est de
classe C1 sur [-2, O] (on précisera F'(0)), puis que F est solution du probléme PO.

3°) Etude du signe de L,
a) Déterminer le signe de L = F(0).
b) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur f le nombre L est-il nul?

Partie 1 .

On étudie dans cette partie le probléme P1 suivant:

Etudier I'existence et I'unicité d'une fonction F: [-2, 1] — R vérifiant les 3 hypothéses:
H1] F estde classe C!sur[-2, 1].

H2]  F(x) = f(x) pour tout nombre x appartenant a [-2, -1] (f est "prolongée" par F).
H3] F'(x) = F(x - x2) pour tout nombre x appartenant a [-1, 1].

On introduit a cet effet les notations suivantes:

- E désigne I'ensemble des fonctions réelles g de classe C! sur [0, 1] et telles que,
pour tout nombre réel x appartenant a [0, 1], on ait g'(x) = g(x - x2).

- ¢ designe l'application associant a tout élément g de E le nombre réel g(0).

19) . .
a) Prouver que E est un espace vectoriel, et que I'application ¢ est linéaire sur E.
b) Soit g un élément du noyau de ¢ et M le maximum de la fonction |g| sur [0, 1/4].
- Etablir, a l'aide de linégalité des accroissements finis, que, pour tout nombre réel x
appartenant a [0, 1], on a |g(x)| < Mx.

- En déduire que M = 0, puis que g est la fonction nulle sur [0, 1]. Conclure.
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2°) ' _
On définit une suite de fonctions (gn) de [0, 1] dans R en posant go(x) = 1, puis pour
tout nombre entier n > 1 et tout nombre réel x appartenant a [0, 1]:

gn(x) = 1+ gat-tO)ct.

a) Calculer g1(x) et g2(x). ) ‘

b) Etabiir que gn est une fonction polynéme. Notant dn son degré, on exprimera
dn,1 en fonction de dp, puis I'on en déduira d, en fonchon‘de n. )

c) Etant donné un nombre réel x appartenant & [0, 1], établir par recurrence sur n

la double inégalité suivante:

xn+1

0 < gnlX)-gn(x) )l

d) En déduire, pour tout nombre réel x appartenant a [0, '1],. que la suite (gn(g)) est
croissante, majorée par e*, donc convergente vers une limite que I'on conviendra
de noter g(x) (et g réalise donc une application de [0, 1] dans R).

3°) Etude de la fonction g définie par g(x) = limgn(x). )
a) Etablir, pour tout couple (n, p) de nombres entiers naturels et tout nombre réel x
appartenant a [0, 1] .

n+p Xk

0 < gnp(X)=gnlx) < —_
k=n+1 k!
En déduire, pour tout nombre entier naturel n et tout nombre reel x tel que 0 < x < 1:
n
1
oo K!

b) Etablir 'inégalité suivante pour tout couple (x, h) de nombres réels tels que x et
x+h appartiennent a [0, 1]:

|olc+h)=g00] < 2(e= Y, T)+|gnlx+h)-ga( |
k=0

En déduire, par un choix convenable de n puis de h, que |g(x+h) - g(x)| peut étre
rendu inférieur a tout nombre £ > 0 donné a l'avance.

En déduire enfin que g est continue en tout x appartenant a [0, 1], et donc sur [0, 1).
c) Prouver, pour 0 < x < 1, que la limite de I'expression suivante est nulle:

5 at-2)t - [ gnlt-t2)at.
En revenant a la définition de la suite (gn), en déduire que:
X
o) = 1+ gt-t?)t
d) Prouver enfin que g est un élément de E tel que ¢(g) = 1.

0 < g(x)-gn(x) s e-

4°)

la dimension de l'espace vectoriel E.

b) Déduire des résultats des parties Il et Il qu'il existe une et une seule fonction F
solution du probléme P1.

5°) Résolution du probléeme P2,

On étudie enfin le probléme P2 suivant:

Etudier I'existence et I'unicité d'une fonction F: [-2, 2] — R vérifiant les 3 hypothéses:
H1] F estde classe C!sur[-2, 2).

H2] F(x) = f(x) pour tout nombre x appartenant a [-2, -1] (f est "prolongée” par F).
H3] F'(x) = F(x - x2) pour tout nombre x appartenant a [-1, 2].

a) Prouver que, si F est solution du probleme P2, I'application x — F(x) + F(1-x) est
constante sur[-1, 2].

b) En déduire que le probléme P2 admet une solution F et une seule.

Bésolution du probleme P1,
a) Déduire des questions précédentes que I'application ¢ est bijective, et donner-
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Dans tout ce probléme, on désigne par :

a) E un espace euclidien de dimension p > 1 dans lequel le produit scalaire de deux vecteurs
xetyestnoté <x,y>.

b) S(E) I'espace vectoriel des endomorphismes symétriques de E.
On rappelle qu'un endomorphisme u est dit symétrique s'il vérifie <u(x), y > = <x, u(y) >
pour tout couple (x, y) de vecteurs appartenant a E.

¢) T(E) le sous-ensemble de S(E) constitué des endomorphismes symétriques u dont le rang
est inférieur ou égal 4 1 et qui vérifient < u(x), x > 2 0 pour tout vecteur x appartenant a E.

Dans la partie I, on décrit les endomorphismes appartenant & T(E) puis, dans la partie II,
on munit I'espace vectoriel S(E) d'un produit scalaire et on étudie au sens de la norme associée
les meilleures approximations des éléments de S(E) par des éléments de T(E).

Préliminaire: Trace d'une matrice et d'un endomorphisme.
On désigne par My(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre p > 1. On associe
i toute matrice 4 = (a;) appartenant & M(R) sa trace notée 7r(4) et définie par :

P
Tr(4)= Zakk =at+apt..ta,,.
k=1
a) Si A = (a;) et B = (b;) désignent deux matrices appartenant 8 My(R), expliciter 7r(4B) et
montrer que 7r(AB) = Tr(BA).
b) Si M’ et M désignent deux matrices semblables appartenant 8 My(R), en déduire que
les traces de M’ et M sont égales.
Dans la suite, on appelle trace d'un endomorphisme de E la valeur commune de la trace de
ses matrices M relativement aux différentes bases de E.
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Partie I : Etude des éléments de 1'ensemble T(E).
1°) Sous-espace orthogonal & un vecteur non nul x de E.
On considére dans cette question un vecteur non nul x appartenant a E.
a) Pour tout vecteur v appartenant a E, exprimer en fonction de x et v 'unique nombre réel
A(v) tel que le vecteur v - A(v)x soit orthogonal a x. _
b) En remarquant que tout vecteur v appartenant a E peut s'écrire sous la forme:
(1) v=A)x+ (- AUvx)
établir que la droite dirigée par le vecteur x et le sous-espace X constitué des vecteurs de E
orthogonaux au vecteur x sont supplémentaires dans E.

2°) Elément de T(E) associé a un vecteur de E.

A tout vecteur non nul x de E, on associe l'application u, de E dans E définie par:
u(v)y=<x,v>x.

a) Montrer que u, appartient a T(E), puis écrire la matrice de u, dans une base de E constituée
du vecteur x et d'une base du sous-espace X orthogonal a x.
En déduire la trace de u, et la trace de uy o u, en fonction de x.

b) Déterminer en fonction de x les valeurs propres et les sous-espaces propres de u,.

¢) On désigne par fun endomorphisme de E.
A l'aide de la formule (1), expliciter les éléments diagonaux de la matrice de f o u, dans
une base de E constituée du vecteur x et d'une base du sous-espace X orthogonal a x, puis
en déduire la trace de fo u, en fonction de x.

3°) Vecteurs de E associés a un élément de T(E).
A tout élément non nul « de T(E), on associe un vecteur non nul x de la droite Imu.
a) Montrer que x est vecteur propre de u et que la valeur propre associée U est positive.

b) A l'aide de la formule (1), montrer que I'on a pour tout vecteur v appartenant a E :

u(v)=L2< X,v>X.

X

¢) En déduire que la valeur propre i est strictement positive et qu'il existe un vecteur y de E
au moins tel que u = uy, c'est a dire tel que I'on ait pour tout vecteur v appartenant a E:
u(v)=<y,v>y. |
d) L’application de E dans T(E) associant a tout vecteur x appartenant & E 1’endomorphisme
u, de T(E) défini par u,(v) = <x, v >x est-elle injective ? surjective ?

Partie II : Approximation des éléments de S(E) par des éléments de T(E).
On associe a tout couple (f; g) d'endomorphismes appartenant a S(E) le nombre réel:

[f.g] =Tr(fog)
valeur commune de la trace des matrices de fo g relativement aux différentes bases de E.
Ainsi, lorsque l'espace euclidien E est rapporté a une base orthonormale dans laquelle
on désigne par 4 = (a;) et B = (b;) les matrices (alors symétriques) de fet g, on a:

[/, g1=Tr(4B).

1°) Un produit scalaire sur S(E).
a) Montrer que l'application associant a tout couple (f; g) d'endomorphismes appartenant a
S(E) le nombre réel [ £, g ] = Tr(f o g) est un produit scalaire sur S(E).

On notera N la norme associée a ce produit scalaire, définie par N(f) =+/[f, f] -




b) On désigne par f un élément de S(E) et par u, un élément de T(E). Déduire des résultats
obtenus dans la partie [ que:

NA(f—us) = N (f) - 2<x, flx) > + Hxll®,

Dans la suite, on suppose que I'endomorphisme symétrique fest donné dans S(E) et I'on pose
pour tout vecteur x appartenant a E:

F(x) = N(f) - 2<x, fix) > + lxll*,
L'objectif est de déterminer les vecteurs x de E, c'est a dire les endomorphismes u, de T(E),
qui réalisent le minimum m(f) = inf{ F(x) / xe E } dans la mesure ou celui-ci existe.

2°) Condition nécessaire de minimum pour F.

Pour tout vecteur x et pour tout vecteur unitaire y (vérifiant donc liyll = 1) appartenant a E,

on considére la fonction / définie de R dans R par:

h(t)= F(x + ty).
a) Montrer que A est une fonction polyndme de degré 4 dont on précisera les coefficients.
b) Prouver, si F' présente un minimum en x pour tout vecteur unitaire y, que ~'(0) = 0.
¢) En déduire que fx) = Hxll’x.
d) Prouver, si F présente un minimum en x, que:
Fx+ 1y) = F(x) = 2[(t+2< y,x >)* + 201 - <, ) >)].

3°) Condition nécessaire et suffisante de minimum pour F.
Prouver que F(x) = m(f) si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées:
() fix)=lixlPx ; (i) pour tout vecteur unitaire y: <y, fy) > < llxll.

4°) Etude du maximum de <y, f{y) > pour liyll = 1.
a) Justifier, a I'aide d'un théoréme dont on citera précisément I'énoncé, I'existence d'une base
orthonormale (e/, e, ... . ¢,) formée de vecteurs propres pour f. On notera As, Az, ... , A

les valeurs propres de f associées a ces vecteurs propres e, ez, ... , €, €n supposant celles-ci
classées dans l'ordre croissant.

b) Exprimer N(f) en fonction des valeurs propres de f.
¢) En décomposant un vecteur unitaire y dans la base précédente, montrer que:
Sup{ <y, fy)>/lyll=1} = A,
On précisera de plus quels sont les vecteurs unitaires y tels que <y, fy) > = 4,.

5°) Conclusion et valeur de m(f).
a) Montrer que si 4, <0, alors F(x) = m(f) si et seulement si x est nul.
b) Déterminer si A, > 0 la valeur de m(f) et I'ensemble des vecteurs x tels que F(x) = m(f).

6°) Application a I'étude d'un exemple.
Dans cette question, l'espace euclidien E = RP est rapporté a sa base canonique et muni de
son produit scalaire canonique. On suppose que, dans cette base canonique, la matrice
symétrique M = (m;) de f vérifie les deux propriétés suivantes:
- my; > 0 pour tout couple (7, /) de nombres entiers compris entre 1 et p.
p
- Zm,.j =1 pour tout nombre entier i compris entre 1 et p.
J=1




a) Montrer que 1 est valeur propre de M et donner un vecteur propre associé.

b) On désigne par A une valeur propre de M, par X un vecteur associé de composantes x;, X2,
.+ » Xp, €t par i un nombre entier tel que bx;l = max(bxl, bxzl, ... , bxpl).
En considérant la i*™ ligne du systéme MX = AX, montrer que IAl < 1, puis que I’égalité
IAl=1implique A=1letx;=x;=...=x,. _
(On rappelle a cet effet que dans l'inégalité triangulaire de R, il y a égalité si et seulement
si tous les nombres réels qui interviennent sont de méme signe).
Préciser la dimension du sous-espace propre associé a 1.

¢) Déterminer enfin les vecteurs x-appartenant & RP tels que F(x) = m(f), puis démontrer alors
qu'il existe un unique endomorphisme u appartenant 2 T(E), dont on donnera la matrice
dans la base canonique de RP, tel que m(f) = N*(f— u).
Que représente cette derniére matrice ?

*h%
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Dans I'ensemble du probléme, on désigne par » un nombre entier naturel non nul et par R,[x]
l'espace vectoriel des fonctions-polyndémes de degré inférieur ou égal a n.

On note P, le sous-ensemble de R,[X] formé des fonctions-polyndmes unitaires et de degré n,
autrement dit des fonctions-polyndmes de degré » et dont le coefficient de x” est égal a 1.
L'objectif du probléme est de déterminer des fonctions-polyndémes P appartenant a P, et
réalisant le minimum sur P, de chacune des trois expressions suivantes :

N(P)= [T Pylax NZ(P)=\/j_j’P2(x)dx . N.(P)=supf| P(x)|/ ~1<x<1}.

Les trois parties du probléme sont consacrées a la résolution des trois problémes ainsi définis.
La partie I est indépendante des deux suivantes.

PARTIE I : Minimisation de N,(P) pour P décrivant P,
On associe a tout couple (P, Q) de fonctions-polyndmes de R,[x] le nombre réel suivant :

<P,0>= J:P(t)Q(t)dt.

1°) Montrer que ['application (P, Q) — <P, 0> définit un produit scalaire sur R,[x].
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2°) On considére la fonction f associant a tout n-uplet (xq, X;, ... , X,-;) de nombres réels
l'expression suivante (qui représente le carré de la distance entre les deux fonctions-polynémes

t> ettt = Xl + ..+ xit+xpde Ry[x]) :
1
f(xo,xl,-.-,x,,_l)=Io(t”—x,._,t”"— ol = —xt—x,) dt.

a) Citer avec précision le théoréme permettant d'affirmer I'existence et l'unicité d'un »n-uplet
(ay, ay, ... , G,) réalisant le minimum (désormais noté m,) de I'expression f{xg, X, ... , Xp_1)

lorsque (xg, X, ... , X,1) décrit R”, et montrer que ces » nombres réels ag, ay, ... , @,
vérifient les n relations suivantes :
1
jo(t" —a, " —a, "~ ... —at-a)t'dt=0 ou 0<k<n

On explicitera ces »n relations en calculant les » intégrales figurant ci-dessus pour 0 < k <n.

b) On pose pour tout nombre réel x distinct de -1, -2, ... -n,—n—1:
Fx)sm Gt Gy G G
x+n+l x+n x+n-1 x+2 x+1

Etablir 'existence d'un nombre réel a tel que 'on ait pour x distinctde -1, -2, ... -n, —n—1:
(xtnt)(x+n)(x+n-1) ... (x+2)(x+1)F(x) = ax(x-1)(x-2) ... (x—n+1).
Déterminer la valeur de a en faisant tendre x vers —»—1 dans chacun des deux membres de
1'égalité précédente (on exprimera a en fonction de n! et (2n)!).
c) Etablir 'égalité suivante :

1
mn =f(a0,a1,...,an_1)=.[0(tn‘—a _lt"_l_ "_2t”—2_ cee —al[—ao)tndt.

4
d) Etablir enfin que m, = F() et en déduire que m, = (2—n)(??2!_)n N

3°) On résout maintenant le probléme de la minimisation de N,(P) lorsque P décrit P,
a) Pour toute fonction-polynéme P appartenant a P,, effectuer le changement de variables
défini par x = 2r-1 dans l'intégrale figurant dans I'expression de N,(P) et en déduire que :
Ny(P) = 2"\[2m, .
b) En déduire le minimum de N,(P) lorsque P décrit P,,.

PARTIE II : Minimisation de N..(P) pour P décrivant P,
On considéere la suite des fonctions (7}) définies par Ty(x) = 1, Ty(x) = x puis, pour k = 1, par
la relation de récurrence :
T (%) =2xT (x) = T;(x).
Par ailleurs, on rappelle la formule de trigonométrie suivante : 2cosa cosb = cos(a+b)+cos(a—b).

1°) On étudie dans cette question quelques propriétés des fonctions T}.
a) Montrer que T est une fonction-polynéme de degré k, de coefficient dominant 2¢! (k > 1).

b) On considére un nombre réel 6. Exprimer en fonction de 6 les nombres T(cos6), T»(cos8),
T3(cosB) et montrer que Ty(cos6) = cos(k6€) pour tout nombre entier naturel £.

2°) On résout maintenant le probléme de la minimisation de N..(P) lorsque P décrit P,
a) On considére, s'il en existe, une fonction-polyndme P appartenant a P, telle que :

N_(P)=sup{| P(x)| / —1Sx51}<%.



- Préciser pour 0 < k< n le signe de 2% Zj,(cos(—]gt—))— P(cos(ﬂ)).
n= n n

- En déduire que 7,/2"! — P admet au moins n racines réelles, puis établir une contradiction
en examinant le degré de 7,/2"" — P.
b) En déduire le minimum de N..(P) lorsque P décrit P,.

PARTIE III : Minimisation de N;(P) pour P décrivant P,
On considére la suite des fonctions (Uy) définies par Uy(x) = 1, U;(x) = 2x et pour £ = 1 par :
Upa(x)=2xU(x)- U, (x).

1°) On étudie dans cette question quelques propriétés des fonctions Uj.

a) Montrer que Uy est une fonction-polynéme, préciser son degré et son coefficient dominant.
Etablir de plus que Uy—x) = (-1)*Ux(x).

b) Déterminer les suites (u;) vérifiant la relation de récurrence : #j+1—2c0s6 ytuy; = 0.
En déduire pour tout nombre réel 8 appartenant a ]0, [ I'expression de Uy(cos6) en fonc-
tion de sin((k+1)6) et sin@, puis déterminer Uy(1) et Uy(-1) a I'aide d'un passage a la limite.

¢) En dérivant larelation Ty.i(cos6) = cos((k+1)8), exprimer (k+1)U, en fonction de la dérivée
de T; k-

2°) Pour tout nombre réel x, on note sgn(x) la fonction "signe de x", définie par :
sgn(x)=1six>0, sgn(x)=0six=0, sgn(x)=-1six<0.
On considére, s'il en existe, une fonction-polynéme P appartenant a P, telle que :

*) Ijlxk sgn(P(x))dx=0 ou 0<k<n.
a) Prouver, pour toute fonction-polynéme Q appartenant a P, I'égalité suivante :
[[ @)~ Pex)ysgnpx)pas =0.
b) En déduire que N,(P) < Ny(Q).
¢) Calculer l'intégrale Ny(U,) a l'aide du changement de variables x = cos(6/(n+1)) ou 68 décrit

le segment [0, (n+1)r]. En admettant que la fonction-polynéme U,/2” vérifie 'hypothése (*),
en déduire le minimum de N,;(P) lorsque P décrit P,.

3°) On démontre pour terminer que la fonction-polynéme U,/2" vérifie bien I'hypothése faite
a la question précédente. A cet effet, on introduit les nombres réels suivants :

cj=cos—1_f1- od 0<j<n+l.
n

(On notera que ceux-ci vérifient —1 = c,. ;< ¢, < ... <3< ¢;<¢g= 1).
a) Déterminer la valeur de U,(c)) pour 1 <j < n et déterminer le signe de U,(x) sur chacun des
n+1 intervalles ]y, cil, --- 5]ca, il 11, col-

On considére alors I'intégrale suivante, oul £ désigne un nombre entier tel que 0 <k<n:

I, =[xt sgn(U, ().

b) On suppose n+k impair. Déterminer la valeur de /; en étudiant la parité de la fonction
figurant sous le signe intégral.



¢) On suppose n+k pair. Prouver 1'égalité suivante :

2 n i _k+1
I, =—— -1Yc:™.
k k+ljz=:;( Ye;

En remarquant que :
1 . Jm . Jn
¢ = Flexpli T expl=i )

prouver que I; est nul et en déduire que U,/2" vérifie bien 'hypothése de la question 2°.

Ak
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On étudie dans ce probléme la suite (S,) définie pour » > 1 par :
11 | - v/l
S, =1+Z+_+”'+n_2 cestadire S,= ;7
Dans la partie I, on détermine la limite S de la suite (S,,). Dans les parties II et III, on explicite
deux méthodes indépendantes permettant d'accélérer la convergence de (S,) vers S.

PARTIE I

On considére pour tout nombre entier p > 0 les deux intégrales suivantes :

1 1
I, = J.OZ cos??(1)dt ; J, = J‘Oit2 cos*”(r)dt.

1°) Convergence de la suite (J,/1,)

a) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre réel ¢ tel que 0 <¢<m/2:
t< Esin(t)
<3 .

b) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier p >0 :
2

01, <7~ puy).
¢) Exprimer I,.; en fonction de I, en intégrant par parties I'intégrale 7,.; (on pourra poser
u'(f) = cos(f) et v(f) = cos?*!(f) dans l'intégration par parties).
d) Déduire des résultats précédents que J,/1, tend vers 0 quand p tend vers +oo.
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2°) Convergence et limite de la suite (S,)
a) Exprimer I, en fonction de J, et J,; en intégrant deux fois par parties l'intégrale I, (p > 1).
b) En déduire la relation suivante pourp>1:

JL’L.&L:L
.
Ip_1 Ip 2p

c¢) Calculer J; et Iy, puis déterminer la limite S de la suite (S,,).

PARTIE I

On accélére ici la convergence de la suite (S,) vers sa limite S par une méthode due a Stirling.
On désigne par :

» El'espace vectoriel des fonctions continues de ]0, +oo[ dans IR et de limite nulle en +oo.

+ fi la fonction de £ définie pour tout nombre entier naturel  par :
1 1
-2 = k> 1.
D=2 et A= G T ek PO A

« ATlapplication associant a toute fonction f'de E la fonction Af définie pour x > 0 par :

(AN)x) = fx+1) = fx).

1°) Sommation de séries télescopiques
a) Etablir que A est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.

b) Etablir pour toute fonction fappartenant 4 E la convergence de la série Z(Af)(p) avec p > 1
et calculer pour tout nombre entier naturel n les sommes suivantes :

<400

ANP 5 2P
p=1 p=n+l
¢) Exprimer Af,; en fonction de k et de f; pour k> 1.

d) Etablir pour tout nombre entier naturel £ > 11la convergence de la série Zfi(p) et vérifier

pour tout nombre entier naturel n que :

v 1 1
pgfk(”’ T k(+D)(n+2)...(n+k)

2°) Accélération de la convergence de (S,,)
a) Etablir la relation suivante pourp>1letg>1:

L3 k=015 = Z £,
= RS

b) En déduire l'inégalité suivante pourn>1etg>1:

oo

1 ¥ (k—1)! (g=1)!
0 < —— < ,
p§+,p2 Z{k(n+1)...(n+k) : (n+1)*(n+2)...(n+q)

c) En déduire, I'entier g > 1 étant fixé, une suite (S,") de nombres rationnels telle que :
2
6 "7 m+D) (n+2)...(n+9)
Expliciter S’ et I'inégalité précédente lorsque g = 2.
d) Ecrire en PASCAL un algorithme calculant et affichant S,’ pour g = 2 lorsque » est donné.

B




PARTIE 11
On accélére ici la convergence de la suite (S,) vers sa limite S en effectuant un développement
limité de S,, suivant les puissances de 1/n.

1°) Démontrer qu'il existe une et une seule suite de nombres réels (u,,) telle que uy =1 et

n u .

2"—"” =0 pour tout nombre entier 7> 2.

p=l

Etablir que les u, sont rationnels et donner u;, u,, 43, #4 sous forme de fraction irréductible.

2°) Etude des polynémes de Bernoulli

a) On considére la suite de polyndémes (U,) définie par :
n 14
Ux)=1 et Ux)= Zu—"”"L pour tout nombre entier n > 1.
p=0 )

» Préciser Ul, Uz, U3, U4.
* Montrer que U,"= U, pour n>1 et U,(0) = U,(1) pour n>2.
b) On considére une suite de polyndmes (V,,) définie par :
Ww=1, V,/) =V, pourn>1 et V,(0)=V,(1)pourn>2.
« Etablir que V;”’(0)=V,_,(0) pour 0 < p <n et en déduire la formule suivante ;

P
V. (x)= ZV (O)x

p=0
« Etablir la formule suivante pour tout nombre entler n>2:
& Vo, (0)

Y —£—=0.

p=1 p!
« Etablir enfin que ¥, = U, pour tout nombre entier naturel n.
¢) En déduire I'égalité U,(x) = (-1)"U,(1-x) pour tout nombre entier naturel ».
Montrer alors que u;,+; =0sip > 1.

3°) Accélération de la convergence de (S,)

a) Etablir pour p > 1 la relation suivante, d'abord en supposant g =1, puisg > 1 :
1 dx 1.1 1 d 1 1 Uy (x)dx
(5t —— k)! - 2g+2) | 2
_[o(x+p)2 2 p2+(p+1)2)+;(2 ) qu(p2k+l (p+l)2k+1) ( + ) J’ ( + )2q+3
b) En déduire I'inégalité suivante pour n>letg>1:
i 1.1 z @k, |
o p n 2n poe 2k+l =
out Moy désigne le maximum de la fonction continue x — [Up,+1(x)1 sur le segment [0, 1].
c) En déduire, l'entier g > 1 étant fixé, une suite (S,”) de nombres rationnels telle que :
| Qa+DIM,,,
e
Expliciter S," et l'inégalité précédente lorsque g = 2.
d) Ecrire en PASCAL un algorithme calculant et affichant S,” pour g = 2 lorsque # est donné.

Qq+D)IM,,.,
2g+2

n

* %k
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La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction. la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans {'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document ; ['utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Dans la suite, on désigne par » un nombre entier supérieur ou égal a 2 et par R,[X] l'espace vectoriel
des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. On rappelle qu'un polynéme non nul est dit unitaire
lorsque son coefficient dominant (c'est a dire le coefficient de son terme de plus haut degré) est égal a 1.

L’objet du probléme est ['étude des extrema d'une fonction de plusieurs variables (partie II).
A cet effet, on étudie auparavant, dans la partie I, une famille de polynomes de R,[X] et leurs racines.
Les deux parties ne sont pas indépendantes, mais on pourra admettre des résultats de la partie [ pour
pouvoir traiter la partie 1.

PARTIE I

1°) Définition d'un endomorphisme ¢ de IR,[X]
a) Etablir que l'application associant & tout polyndme P de R,[X] le polynéme ¢(P) = 2xP’' - P" (ot
P’et P" désignent les dérivées premiere et seconde de P) est un endomorphisme de R,[X].

3 M . l
b) Ecrire sa matrice dans la base canonique (1, x. x°, ..., x") de R,[X].
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2°) Eléments propres de 'endomorphisme ¢

a) Déterminer les valeurs propres A, A1, ... , A, de ¢ (on supposera que Ao < A, < ... < A,) et montrer
que ¢ est diagonalisable.

b) Montrer, pour tout nombre entier p tel que 0 < p <, qu'il existe un et un seul polynéme unitaire 77,
de R,{X] vérifiant :

H,"-2xH,"+ 2pH, = 0.

¢) Montrer, pour tout nombre entier p tel que 0 < p < n, que H, est nécessairement de degré p.

d) Expliciter les polynomes H,, H,. H., H; dans la base canonique de R,[.X] et calculer les coefticients
de X' (1 <p <m)etde X (2 <p <n)dans l'expression du polyndme H,.

3°) Définition d'un produit scalaire sur IR, [X]
a) Montrer que l'intégrale écrite ci-dessous est détinie pour tout couple (P, Q) de R, [X] :

<P,Q>= JWP(x)Q(x)exp(—xz)dx.

b) Montrer alors que l'application (P. Q) € R,[.X] « R,[X] — <P ., 0> e R définit un produit scalaire
sur R, [XT].

¢) Exprimer la dérivée de x — P'(x).exp(~x") en fonction de &(P)(x).exp(=x"), puis prouver qu'on a pour
tout couple (2, O) de R,[.X]:

<YP), Q> =<P. A0

d) En déduire que </, , H,> = 0 lorsque p et g sont deux nombres entiers distincts compris entre 0 et 7.
puis que {Hy, H\. ... . H,) forme une base orthogonale pour ce produit scalaire. Montrer enfin que
<H,, > =0 pour tout polyndme Q appartenant & R, ;{X] (1 <p <n).

4°) Etude des racines des polyndomes H, (1 <p < n)“

a) Montrer, en remarquant que <H, , Hy> = 0, que le polyndme H, s'annule au moins une fois sur R en
changeant de signe.

b) On note ay, a, ... , ay les racines distinctes de H, en lesquelles celui-ci s'annule et change de signe
(avec bien entendu m < p) et on pose alors P,(x) = (x —a1)(x ~ a2) ... (x = am).
Etudier le signe du polynéme H,P, et déterminer la valeur de l'intégrale <H,, P,> si m < p, puis
en déduire que m = p.

¢) En déduire que le polyndme H, admet p racines simples dans R.

5°) Relations entre les polyndomes H, 2 <p <n)
a) Prouver les égalités suivantes pour tout polynéme Q appartenant a R,3[(X]ou3 <p<n:
<XHPA|,Q>:O ; <HP—XHP_1,Q>=O.
En exprimant le polynéme H, — xH,.; dans la base (Ho, H), ..., Hy), établir la relation :
2H,-2xH, +(p—-DH, , =0 (pour2<p<n)
b) Prouver l'égalité <A, , 0> = 0 pour tout polynéme Q appartenant a R,»[X] ot 2 < p < n, puis
en déduire [a relfation :

p=2

H, = pH,, (pourl<p<n).
PARTIE II
On considére dans cette partie l'espace vectoriel R” constitué des n-uplets x = (x1, x, ... , x,,). On note U
I'ouvert de R” constitué des n-uplets x = (x|, x2, ... , X,) tels que x; <x; < ... <x, (mais on ne demande

pas de vérifier que cette partie U de R” est ouverte).
On étudie ici les extrema de la fonction de plusieurs variables F définie sur I'ouvert U par :

n

F(x)zXlx,2 -2 ZIn(x}. - X;).

=l I1<i<j<n

Par exemple, pour n =13, on obtient: F(x) = vcf + xz2 + x: -21In(x, —x )= 2In(x; — x,) = 21In(x; — x,).

[ 3]



1°) Etude du cas particulier n =2 (F(x) = xf +x22 -2In(x, —x,))

a) Calculer les deux dérivées partielles de F en tout point x = (x;, x2) de U et déterminer l'unique point ¢
de U ou ces dérivées partielles sont nuiles.

b) Calculer F(a) et montrer que F présente un minimum local en a.

2°) Etude du point critique de F dans le cas général
On associe a tout point a de U le polynéme P(x) = (x — a;}x — a2) ... (x — a,). On rappelle qu'un point a
de U est dit point critique de F'si les dérivées partielles de F sont nulles en a.
a) Etablir la refation suivante pour tout nombre réel x distinct de ay, a-, ..., a, :
P(x) i 1
P(x) = x-aq '
P(x) 1
P(x) x-—aq .
b) Déterminer a l'aide de la formule de Taylor-Young (dont on demande de rappeler ici I'énoncé)
le développement limité a l'ordre 2 a I'origine des deux fonctions suivantes :
A =tPla, +1)~Pla,+1) . g(t)y=tPa +1).
P’(x) 1

En déduire la limite quand x tend vers g, de

En déduire la limite quand x tend vers g, de (on poserax =a, +t).

(x) x—a

!

c) Utiliser les résultats précédents pour établir I'égalité :

i I Pla)
2P (a;)

= a-q
j#i

Exprimer les n dérivées partielles de F en fonction de x|, x3, ... , x,, puis démontrer que si a est

point critique de F, alors 2xP'—~ P" admet pour racines a,, as, ... , an.

d) En déduire qu'il existe un nombre réel A (dont on précisera la valeur) tel que 2xP’'— P" = AP, puis
comparer les polyndmes P et H,. Etablir que £ admet un unique point critique ¢ dans U.

3°) Nature du point critique de F dans le cas général
a) Montrer, si x, y appartiennent & U, que tx + (1-f)y appartient aussi a Usi 0 <¢ < 1.
b) On dit qu'une fonction f définie sur ['ouvert U est convexe si :
Vx,ye U Vte [0,1], fltx+0-Dy) <)+ =0)f(y).
« Montrer que la fonction x € R — x* € R est convexe sur R.
En déduire que x — x; est convexe sur U.
«  Montrer que la fonction x € 10, +oo[ — ~In(x) € R est convexe sur R.
En déduire que x — —In(x; — x,) est convexe sur U.
+ Etablir que F est convexe sur U.
¢) On désigne par a le point critique de F et par x un élément de U et on pose pour 0 <t <1 :
w(t) = F(tx + (1-a).
+ Calculer la dérivée y(¢) et montrer que y'(0) = 0.
+ Etablir I'inégalité ci-dessous pour 0 < ¢ < [, puis conclure que F admet un minimum en aq :

M < F(x)— F(a).
t

4°) Calcul du minimum F(a) de F dans le cas général
a) On désigne par yi, ..., v, les racines de H,.; et par zi, ... , z,_» les racines de H,_, (n = 3).
» Etablir a l'aide de la relation 2H, — 2xH,., + (n - H,; =0, les relations :

8 2

n-1 n=2 n—1
IHH,,(y,) = A [T#.00
- i=1 =1

| =1
+ Etablirque | H;(a,)1 = !H(a/ —a,)! et évaluer p, = H(aj —a,) en fonction de HH,:(a,-)‘
1

2230 (=D

nin=1)

J=1 Isi<j<n i=
J#

(OS]



+  Etablir a I'aide de la relation H', = nH,_, 'égalité p} = n"

ﬁHn(yi) .

i=1

+ En déduire p, en fonction de n.

b) En remarquant que le polynéme H, vérifie I'égalité suivante :

H (x)=(x—ag)Xx—a,) ... (x~a,) = x" = E’a,x""1 + Z‘a,.a/-x"_2 - ... +(-D'aqa,...q,,
i<i<n I<i<j<n
calculer les sommes Eai, zaia] , puis Zaf )
I<i<n Ii<j<sn I<isn

En déduire la valeur F(a) du minimum de F sur U et retrouver lorsque n = 2 le résultat du 11.1°.

* % %k
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La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 1'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Dans tout le probléme, on désigne par » un entier naturel et par :

R, [x] Pespace vectoriel des fonctions-polyndémes de degré inférieur ou égal a n,
- C"(R) ’espace vectoriel des fonctions réelles de classe C" sur R.

En particulier, C°(R) est ’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur R.

A toute fonction fappartenant 2 C°(R), on associe 1’application notée ¢f'définie sur R par :
6f) = [ fnar.

On définit ainsi un endomorphisme ¢ de 1’espace vectoriel C%R) dont on se propose dans la suite
d’étudier quelques propriétés au travers de parties qui sont largement indépendantes.

PARTIE I : Généralités

1°) Dans cette question, on étudie quelques propriétés de ¢f en fonction de celles de f.
a) Prouver 1’égalité suivante, pour toute fonction continue f'et tout nombre réel x :

¢f(x) =ﬁ)lf(x+u—l)du.

b) On suppose la fonction fpaire (resp. impaire). Exprimer ¢f(—x) en fonction de ¢f(x+1).
¢) On suppose la fonction f'croissante (resp. décroissante). Est-ce le cas de ¢f?

d) On suppose la fonction f'convexe (resp. concave). Est-ce le cas de ¢f ?

e) On suppose que la fonction f'a une limite L en +oo. Est-ce le cas de ¢f?
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2°) Dans cette question, on étudie I’endomorphisme induit par ¢ sur R,[x].

a) Montrer que R, [x] est stable par ¢. On note alors ¢, I’endomorphisme induit par ¢ sur R,[x].
b) Déterminer la matrice de ¢, dans la base canonique de R, [x].

c¢) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de ¢,.

3°) Dans cette question, on étudie I’injectivité et la surjectivité de ¢.
a) Montrer, pour toute fonction fde C°(R), que ¢f est de classe C' et préciser sa dérivée.

Pour quelles valeurs du nombre entier j I’espace vectoriel ¢(C"'(R)) est-il inclus dans C/(R) ?
b) Montrer que Ker(¢) est formé des fonctions 1-périodiques et d’intégrale nulle sur une période.
c¢) L’endomorphisme ¢ est-il surjectif ? injectif ?

4°) Dans cette question, on étudie les éléments propres de ¢.

a) On considére une valeur propre A de ’endomorphisme ¢, autrement dit un nombre réel A tel
qu'il existe une fonction non nulle fappartenant & C(R) vérifiant of =M.
Montrer que toute fonction propre f associée & une valeur propre A # 0, ¢’est a4 dire toute fone-
tion continue non nulle f'telle que ¢f = Af; est nécessairement de classe C” sur R,

b) Quelles sont les fonctions-polyndmes f'qui sont fonctions propres de ¢ ?

¢) Montrer, pour tout nombre réel A > 0, qu’il existe une et une seule fonction exponentielle f
définie par f{x) =™ (a € R) telle que ¢f = M.
En déduire que tout nombre réel A > 0 est valeur propre de ¢.

d) Montrer, pour tout nombre réel A > 1, que la seule fonction bornée f appartenant au sous-
espace propre associé a A est la fonction nulle.

Dans la suite du probléme, on étudie le sous-espace propre E;(¢) associé 4 la valeur propre I,
c’est a dire I’ensemble des fonctions continues f'vérifiant ¢f(x) = fx) pour tout nombre réel x, ou :

[ fwdr = 700

PARTIE II : Existence d’une fonction non constante dans E(¢)
1°) On considére la fonction fy définie de [0, 1] dans R par fo(0) = fo(1) =0 et pour 0 <x < I par:
3= (x-t
5 = (x=expl ).

a) Montrer que la courbe représentative de f; admet pour centre de symétrie le point (1/2 , 0).
1
b) Montrer que f; est de classe C' sur [0, 1] et que j; f(ndt =0.

2°) On définit alors par récurrence & partir de f; une suite de fonctions (f,) définies sur [0, 1] par :
Fui(®) = £o(Dexp(x) - exp(x) j; £.(t)exp(~t)dt.
a) Montrer que f;-1 est de classe C' sur [0, 1] et vérifie (f-1)’ = fo-1 — f;. En déduire que :
St D= £u1(©) = [[(fuua®)= £l
b) Montrer que f+1(0) = £,,(1). En déduire que :
£ = [ f, 0.



A 1
¢) Etablir enfin, pour tout nombre réel x de [0, 1], que f£,,,(x) = j; Lo (Ot + f S (o).
d) On note f’application définie sur chaque intervalle [n, n+1{ ot n € N par f{x) = fu(x — n).
Ainst, la fonction f'est définie sur la réunion de ces intervalles [n, n+1[, et donc sur [0, +oo].
Montrer que f'est continue sur [0, +oo[ et vérific f(x) = f ‘ ] [f(t)dr pour tout nombre réel x > 1.

3°) On prolonge la fonction f'définie ci-dessus sur [0, +oo[ en une fonction définie sur [—1, +oo[.
A cet effet, on pose f{x) =fx+1)—f"(x+1) pour -1 <x <0,

Montrer que fest continue sur [~1, +oof et vérifie f(x) = f g f(t)dt pour tout nombre réel x > 0.
x-1

En réitérant ce méme procédé sur [-2, +oof, [-3, +oo, etc, on obtient une fonction f continue sur R
vérifiant ¢f{x) = flx) pour tout nombre réel x (on ne demande pas d’expliciter ce raisonnement).

PARTIE III : Limite en o d’une fonction de E,(¢)

On désigne toujours par f'une application de E;(¢) et par n un nombre entier naturel.

1°) On étudie dans cette question les suites (M,) et (mm,) des maxima et minima de f'sur [z, n+1].
a) Justifier I’existence du maximum M, de la fonction f'sur I’intervalle [n, n+1], puis celle d’un
nombre réel x, appartenant a [n, n+1] tel que f{x,) = M,.
b) On suppose n > . Montrer que :
o f(xn) =0sin<x,<ntl, et comparer alors f{x,—1) & f{x,).
* f'est constante sur [n, ntl1] six, = nt+l.
En déduire dans tous les cas que M,_; > M,.
¢) On définit de méme le minimum m, de la fonction f'sur Uintervalle [n, n+1].
Etablir la monotonie de la suite (,) et en déduire la convergence des suites (M,) et (m,).

2°) On étudie dans cette question I’existence d’une limite éventuelle de f'en +oo et on pose :
1
=2 .
L ﬁ )zf (t)dt
X! .
a) Calculer la dérivée de ’application x — g(x) = f (- x)f(1)dt et exprimer g(x) a I'aide de L.
b) Justifier ’inégalité suivante pour x > n

0= f\-z'r-x)(M,, — f()dt = M, - f(x +1).

En I’appliquant avec x = x,,-; — 1, en déduire que 0 = M”z’ L =M,-M

SN

¢) Etablir une inégalité analogue faisant intervenir L, m, et m,., et en déduire enfin que f{x) tend
vers L lorsque x tend vers +o.

PARTIE IV : Recherche des fonctions bornées de E(¢)
On désigne maintenant par f'une application bornée de E;(¢) et on note alors :
M=sup{ | f(x)| / xER}.

1°) On étudie dans cette question la fonction ug définie sur R par :

() = [ (FO-F@)d.



a) Comparer uo et ¢f —f~ (ou ¢(f’ N—72).

b) Calculer la dérivée de up et en déduire le sens de variation de uo.

2°) On définit alors par récurrence a partir de uo une suite de fonctions (u,) définies sur R par :
. X
u,(x) = ¢u,_(x) cestadire u,(x)= f U (Hdr .
X-

n-|
a) Calculer la dérivée de u, et en déduire le sens de variation de u,,.
b) Déterminer le sens de variation de la suite n — u,(x) lorsque le nombre réel x est fixé.
¢) Etablir pour tout nombre réel x et tout nombre entier naturel » I’inégalité suivante :

0= u(x)sM =
d) En déduire que la suite n — u,(x) converge vers 0, puis que f'est constante sur R.

k¥
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Notations

Dans ce probléme, on désigne par » uin.-nombre entier naturel non nul et on convient d’identifier
tout vecteur X de R" & la matrice-colonne de ses composantes Xy, X3, ... , X, dans la base cano-
nique de R”, c'est a dire :

La transposée d'une telle matrice X est la matrice-ligne ‘X = (x1, xp, ... ,%x).
Le produit scalaire canonique d'un vecteur X et d'un vecteur Y de R" est alors égal & :

<X, ¥ >= XV = Zx,y,.
=1

La norme euclidienne de X est définie par | X]|=v< X, X > et on dira quune suite de vecteurs

(X,) de R" converge vers un vecteur X de R" si la suite "X X n converge vers 0.

Pour finir, on désigne par :
- I'la matrice-identit¢ d'ordre n.
- A une matrice symétrique réelle d'ordre .
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PARTIE I : Etude d'une suite de vecteurs

1°) Dans cette question, on note C un vecteur non nul de composantes ¢y, ¢s, ... , ¢, de R”.
a) Expliciter le produit matriciel C 'C. La matrice C 'C est-elle diagonalisable?

b) Exprimer (C 'C)* en fonction de C 'C et de la norme de C.

¢) En déduire que toute valeur propre de C ‘C est égale a 0 ou & ||C ’

d) Préciser le sous-espace propre associé¢ a 0.
Calculer C'CC en fonction de C et préciser le sous-espace propre associé a HC :

¢) En déduire la nature de I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice C ‘C.
Montrer qu'il s'agit d'une projection orthogonale lorsque le vecteur C est unitaire.

2°) Dans cette question, on désigne par X et ¥ deux vecteurs de R".
a) Etablir que XY ="YX, XAY = <X, AY>=<AX, V> (X7 ="X(Y '1\X = V(X 'X)Y.

b) Justifier I'existence d'une base orthonormale de vecteurs Uy, Uy, ... , U, de R" pour lesquels
existent des réels Ay, Ay, ... , Aptels que AUy =AUy, AU = U, ..., AU, = AU,

c¢) Exprimer les vecteurs X et AX dans la base (U, U, ... , U,) ainsi que leurs normes a l'aide
des produits scalaires <U;, X> et <U,,AX > ou 1 < i < n, puis prouver 'égalité suivante :

n
<X, AX >= Z/‘l,- < U,-,X>2 .
i=l
d) En déduire les égalités matricielles suivantes :
" Ui
[=2U'U 5 A=Y AU,
i=1 i=1

Reconnaitre les endomorphismes canoniquement associés aux matrices U;'U;.
e) En déduire les inégalités suivantes :
i 2 2
min(A)XM" < <X, AX> < max(4)IXl
I<isn I<ign

f) Application : encadrer par deux nombres entiers les valeurs propres de la matrice d'ordre n
définie ci-dessous (tous les éléments sont nuls, sauf sur les trois diagonales centrales) :

[4 -1 0 - 07
1 4 e e
A=[0 . . 0
|
0 o 0 -1 4]

3°) Dans cette question, on note p(4) = max(|4:]).

1<isn
a) Veérifier que |A4X| = izl,.z <U,X>".
i=l

Prouver que |AX]|< p(4)|X| et exhiber un vecteur réalisant I'égalité.

b) Etablir I’équivalence des deux propositions suivantes :
1. Pour tout vecteur X, la suite (4X) tend vers 0 quand p tend vers + .

i, p(A) <1,



PARTIE II : Un probléme de minimisation

Dans toute cette partie, R,[X] désigne I’ensemble des fonctions polyndmes de degre inférieur ou
égal 4 p et o, P sont deux réels vérifiant 0 <o <.

On se propose de minimiser sup{|Q(1)|/ a <1< B} ot O décrit R,[X] et vérifie O(0) = 1.

1°) On considére la suite de fonctions 7}, définie par To(¢) = 1, T'(¢) = ¢, €t, si p= 1, par la relation
de récurrence Tpi(1) = 21 Tj(£) = Tpa(2).
a) Montrer que T, est une fonction-polyndme de degré p et préciser le coefficient de /7.
b) Prouver, pour tout réel 0 et tout entier naturel p que Tj(cos(6)) = cos(p6).
On rappelle & cet effet la formule de trigonométrie cos(a + b) = cos(a)cos(b) - sin(a)sin(b).
¢) En déduire sup{lT,,(z)I /-1<1<1} et montrer que 7, admet dans [—1, 1] p zéros distincts que

I’on précisera.
2°) On désigne par « un réel tel que o> 1.
On se propose de minimiser sup{|O(9)] / 1< (<1} ou Q décrit R,[X] et vérifie O(a) = 1.

el . , »
Pour cela, on désigne par S, la fonction

»(@)

a) On considére, s’il en existe, une fonction polyndme P de R,[X] telle que P(a) = 1 et vérifiant :

sup{|P(N|/ —1<1<1} <~|T i,a)l :
P

Préciser pour 0 < j < plesignede S, (cos(%)) - P(cos(%))_

En déduire que S, — P a au moins p+1 racines réelles distinctes, et en tirér une contradiction
en examinant le degré de S, - P.
b) En déduire que sup{|O(|/—1< <1} ou Q décrit R,[X] et vérifie O(a) = 1 est minimal pour S,

et vaut ——

T(a)|

. R o \ \ C e 1 ,
¢) Si P est un polyndme satisfaisant a ce probléme de minimisation, montrer que E(P +S,) est
aussi un polyndme satisfaisant & ce probléme, et quonapour0 < j < p:

1 I 6 eos(LE Y
2lP(cos( e ) +S,(cos( p N = ITp(a)r

En déduire que P =S,
3°) Etablir que le polyndme suivant est l'unique solution du probléme de minimisation pos¢ dans

le préambule de cette partie :
R T/, [=a —ﬂ\._,

75 ¢

('S )



PARTIE HI : Résolution itérative d'un systéme AX =B
On supposera de plus, dans cette partie, que les valeurs propres de 4 sont strictement positives et
on les classe comme suit : 0 <A, < ... £ A,
On étudie une méthode itérative de résolution du systeéme de Cramer AX = B, qu'on définit 4
partir d'une suite de réels strictement positifs () et d'un vecteur X de R”

K1 = Xp + ap(B — AX)).
Justifier I’existence et I"unicité de la solution X~ du systéme.

1°) Dans cette question, on suppose la suite () constante, égalea a>0.
a) Montrer, pour tout nombre entier naturel p, que X, — X* = (1 — ad Y’ (Xo — X*).
b) Préciser les valeurs propres iy , ... , [, de la matrice ] — a4, ainsi que p(/ — 0ud) = max(|u]).

I<i<n

Tracer la courbe représentative de la fonction définie par o) = o(/ — ad).
c¢) En déduire que (X}) converge vers X* si et seulement si o < 2/,

Montrer que la convergence est optimale en un sens que ’on précisera pour a = et

A+ A,

montrer qu'alors :

”Xp - X

1
(e
2°) On revient au cas général et on pose pour tout nombre entier naturel p>1 :

P()y=(-at)(1-at)...(A-a, ) et P(A=(-a,AI-o4)...(I-a, 4).
a) Préciser les valeurs propres vy, ... , v, de la matrice P,(4), et montrer que
AP A)) = llrsl%dv,.b vérifie l'inégalité p(Py(4)) < sup{fp,,(z)l [ A1 2,Y.
b) Etablir que X, — X* = P,(4) (Xo=X*), puis que :
|, - x| < subt| 2,0 4 << 2, 3|2 - X7

c¢) Lorsque l'entier p est fixé, comment peut-on choisir les nombres o ot 0 < j < p— 1 pour
minimiser le réel sup{ |P,,(t)| | A £1< A, 37 Etablir qu'on a alors :

b, s b
A+ 4,
T,(=—™)
A=A,
| Montrer que T,,(—}Lﬂ”*) est équivalent lorsque p tend vers +o a 2% ‘1(—Li'" +j )Y
17 n nT

Comparer la convergence de la méthode itérative & a constant de la question 1° avec celle de
la méthode itérative optimale développée & cette question.

ke
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Notations

Dans tout ce probléme, on considére n un entier naturel non nul.

Pour toute matrice M , on note ‘M sa transposée.

On identifie Pespace vectoriel R”, muni de sa base canonique, & I’ensemble des matrices
colonnes & » lignes ; ainsi pour tout vecteur x de R” et pour tout i € {1,...,n}, on note x,; sa

X
Xy

eme

i coordonnée et x =

*n

(. -

On munit R” de son produit scalaire canonique :  {x,y) = ‘xy et la norme euclidienne de x
est définie par : || x|}= m .

On désigne par U une partie non vide de R".

A f fonction continue de U dans R, et y vecteur de R”, on associe la fonction F| définie
sur U par : x> (x, )~ f(x) et onnote U(f)’ensemble, éventuellement vide, des vecteurs
yde R” pour lesquels F, admet un maximum.

Lorsque U(f)est non vide, on appelle fonction conjuguée de J la fonction notée [~ définie
sur U(f)par s f*(y) = max(F,(x),x € V).



PARTIE I

Dans cette partie, # =1 et U est un intervalle de R ; ainsi le produit scalaire se confond avec
le produit naturel sur R et la fonction F| est définie sur Pintervalle U par F,(x)=xy - f (x).

1) Lorsque U est un segment de R, montrer que [ est définie sur R.

2) Quelques exemples .
Aprés avoir étudié les variations de F,, préciser U(f)et f"dans les cas suivants :

5

x A 4 7 . .,
a) U=R, f(x)= a—z—- ol g est un réel fixé strictement positif.

a

by U=R', f(x)==— ol aestun réel fixé strictement superieur a 1.
a

. . e 1 1
(on pourra introduire le réel f vérifiant : —+7§ =1).
a

) U=R, flx)=e".

3) Pour chacun des cas précédents, déterminer (f "} ainsi que son ensemble de définition.
Quel constat pouvez-vous faire ?

4) Plus généralement, on suppose que : U =Ret fest une application de classe C 2 sur
R telle que I'image de R par la fonction dérivée est R tout entier et vérifiant pour tout

xréel f"(x)>0.

a) Etablir que f'réalise une bijection de Rsur R.
On note g I’application réciproque de f'.

b) Aprés avoir dressé le tableau des variations de I’application F, associée & fety,
montrer que U(f)=R etque: VxeR f (x) = xg(x)— f(g(x)).
Justifier la dérivabilité de f” et exprimer (/)" en fonctionde g .

¢) Aprés avoir étudié pour y réel les variations de 1’application : x +> xy — f "(x), en
déduire que : (f) = f .

PARTIE I1

On revient aux notations du préambule.
1) On suppose dans cette question que : U =R" et f(x) ~|| Il

a) Pour ¢ réel strictement positif et y e R", calculer F,(fy) et préciser lim F, (£y).
A {-3400

Quelle comparaison pouvez-vous faire entre les ensembles U(f)et {y e R"[| ¥ li<1} ?
b) Lorsque || y||<1, montrer que : F,(x) < F,(0). En déduire U(f)et f~.
¢) Préciser (f7) .

Dans toute la suite du probléme, A désigne une matrice syméirique réelle d’ordre ndont
toutes les valeurs propres sont strictement positives.

On rappelle que : Vx,x'e R"  (x,4x") =(x', 4x) .



x, Ax
2) On suppose dans cette question que : U =R"et f(x) = ( 5 ) .

(x, Ax)
S
a) En utilisant un changement de base orthonormale, établir I’encadrement :
A x| (x,Ax) Spllx > lorsque A (respectivement ) désigne la plus petite

(respectivement la plus grande) valeur propre de 4.
b) Pour xet h deux vecteurs de R”, exprimer F,(x +h)— F,(x) en fonction de (h, Ah)et

(h,y — Ax)et établir que : F,(x+h)—F,(x)< (h,y—Ax).
¢) Montrer que, pour tout vecteur yde R", F, admet un maximum obtenu pour :

x=A"yetpréciser U(f), fet (f) .

3) Onreprend la méme fonction qu’au 2), ¢’est-a-dire f(x) =

Pour y € R”, on définit ainsi F,sur R"par F,(x}=(x,y)~

mais dans cette

(x, 4x)
2

question, on suppose que U est une partie convexe, fermée non vide de R”.
On prolonge, de fagon naturelle et pour tout y de R”, F,a R" en posant :

A
pourtout xeR"  F (x)=(x,y)~ (x x}
a) Existence d’un maximum.
» Montrer que : Vy e R" hm F(x)=—o0 et en déduire que pour x, €U :

x>0

il existe r strictement positif vérifiant (|| x[[>r = F,(x) < F,(x,)).
e Etablir que ’ensemble U, =U n{x € R",|| x||< r} est une partie fermée et bornée de

R" et en déduire que : U(f)=R".
b) Unicité d’un élément réalisant le maximum.
e Pour xet x'deux vecteurs de Uet-y e R", établir la relatlon

(x+x) F(x) Fi(x") _{x-x, A(x—xY) '
2 2 8

o En supposant que X et X 'sont deux vecteurs distincts réalisant le maximum de F

[

' 1, _ e g -
montrer que : [ (y) < F, (—2— (x +X ") puis établir une contradiction.

PARTIE I

Dans toute cette partie, ¢ désigne un vecteur de R" et B une matrice carrée non nulle a

n lignes et ncolonnes.

On reprend la méme fonction et les mémes conventions qu’en 11.3) et on choisit pour

U I’ensemble des vecteurs x de R” vérifiant : Bx =c¢.

Onnote Im M et ker M 'image et le noyau de I’endomorphisme canoniquement associé: a
une matrice carrée M d’ordre n.

On suppose que ¢ e Im B ; ainsi U est une partie convexe fermée non vide de R” (on ne
demande pas de le vérifier).

D’apres les résultats obtenus dans la partie I, on sait que pour tout y de R", F, admet un
unique vecteur X appartenant & U et réalisant le maximum de F,.

L’objectif de cette partie est de donner une caractérisation de X et d’établir un algorithme de
recherche.



1) Caractérisation de X .

2)

a)

Vérifier que pour tout x,x'de R"  (x,Bx")=('Bx,x".

Montrer que : Im'B < (ker B()L en désignant par (ker B)" ’orthogonal de la partie
ker 8. :

Justifier I’égalité des dimensions de Im ‘B et de (ker B)* et en déduire que :

~Im'B = (ker B)". ( On admettra que : rg(B)=rg('B)).

b)

Lorsque /est un vecteur de ker Bet ¢ un réel, établir la relation .

_ h, Ah
F (% +1h) - F(F) = ({y - A%, B) 1" ﬁ_;é.?.
Enidé\duire que X est caractérisé par ’existence de Z e R" et vérifiant les deux

conditions : BY =c et y—Ax = 'BZ .

Un algorithme de recherche de x .
On désigne par r un réel strictement positif et z, un vecteur de R” et on définit les suites

(Zp)peN et (xp)peN de R” pa‘r .

VpeN dx,-y+'Bz,=0c¢t z,, =z, +r(Bx,~c)

a)

b)

d)

Montrer que les deux suites sont bien définies et qu’elles vérifient les deux
relations : A(x, ~X)="'B(Z~z,) et z,,~Z=2,-Z +rB(x,-%).
Montrer que : Vpe N
— — 2 — — 2 =\ 12
| 2p =Z I =l 2, - Z 1" =2r(x, =X, d(x, - X)) +77 || B(x, - )"
Démontrer I’ existence d’une matrice carrée d’ordre » symétrique a valeurs propres
strictement positives notée 4" et vérifiant (4'%)* = 4.
On note A™*1a matrice inverse de 4"”.
o Montrer la relation : || B4 x|’ = (x, 4™"*'BBA™"*x) pour tout x de R”.

o FEtablir que la matrice 47> BBA™* est symétrique et que sa plus grande valeur
propre o est strictement positive .

» En déduire que pour tout xde R”, ona || Bx |[*< a(x, Ax).

On choisit r e }0, 2[ .
o

Montrer que :|| z,,, ~Z |’ -l z, = Z [P < r(rac=2)(x, - %, A(x, = X)) < 0.
En déduire que la suite (|| z, ~Z ||} .y est monotone convergente, puis que x ,converge
versx .

ook
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Dans tout ce probléme, la lettre »désigne un entier supérieur ou égal a 2 et on note [[1, n]l I’ensemble

{1,2,...,n}.

On rappelle qu’une permutation de l[l,n]] est une bijection de ﬂl,n]‘ sur lui-méme.

Par ailleurs, on note :
e &, I’ensemble des permutations de III, n]] ;

e M (R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre » a coefficients réels ;

e M, q(R) I’espace vectoriel des matrices & plignes, g colonnes a coefficients réels ;
e m, I’élément générique d’une matrice M, c’est-a-dire le réel situé a I’intersection de la
i ligne et de la j*™ colonne de M ;

e 'M latransposée d’une matrice M.
Lorsque o appartient a &, , on appelle matrice de la permutation ¢ la matrice de M (R) notée P,

dont le terme générique p, ; vérifie : V(i, j)e'[l,n]]2 p,; =1 si o(i)=j et p,; =0 sinon.

010
Par exemple, pour n=3 et o € &, définie par 6(1)=2, 6(2)=3, 0(3)=1, P, =|0 0 1.
1 00



On s’intéresse dans un premier temps a I’ensemble £ des matrices M appartenant 8 M_(R) vérifiant
la propriété suivante : Vie ﬂl,n]] ,Vje |[1,n]] Zmi,k = ka’j .

k=1 k=1
Dans ce cas, leur valeur commune sera notée w(M).

PARTIE 1 : Etude de ’ensemble E,

1 1
On note J la matrice d’ordre » dont tous les coefficients sont égaux a 1 c’est-a-dire égale a :
1 -1
1
et U la matrice colonne & »n lignes égale a | :
1

1) Généralités.
@) Montrer que E est un sous espace vectoriel de M (R) et que I’application
w:E >R M o(M) enestune forme lin€aire.
b) Lorsque M eM (R), établirque: M € E_ si et seulementsi U est vecteur propre commun

a M et 'M associé a une méme valeur propre.
¢) Vérifier que E est stable pour le produit matriciel et préciser @(MN) en fonction de w(M)
et W(N) lorsque MetN appartiennenta E .
2) Dimensionde E .
a) Montrer que le noyau de w et la droite vectorielle engendrée par J sont
supplémentaires dans E .

2
b) Pour (r,s) € [[2,}1]] ,onnote 4 lamatrice de E, dont tous les €léments sont nuls sauf

les quatre éléments : a, .,a

1,1° " r,s?

a, ,a,, quisont tels que : a,=a, = 1 et a,=a,= -1.

Montrer que la famille (Ar’s)( est libre puis qu’elle est génératrice du noyaude @ .

e[2.n]

En déduire la dimension de E, .
3) Une famille génératrice de E .
a) Etablir que pour toute permutation o de I[l,n]} , lamatrice P appartienta E et que
les matrices P sont les seules matrices M de E telles que @(M)=1 n’admettant

qu’un seul élément non nul par ligne et par colonne.
b) Ecrire la matrice P correspondant a la permutation o de &, définie par :

Vie[Ln-1] o(k)=k+1 et o(n)=1.
] . . 2 3 n
Préciser les matrices : (P,)",(P,)",....(P)".
¢) Exprimer.J comme combinaison linéaire de matrices de permutations . Faire de méme
. 2 . .
avec chaque matrice du type 4, = quand (r,s) € IIZ, n]] : on pourra se limiter aux matrices A, ,
et A;, (si n=3) et donner une décomposition explicite de ces deux matrices en combinaison

linéaire de matrices de permutations.

d) Prouver qu’il existe (n—1)* +1 permutations 050550, 1o, de [[l,n]I telles que



(P, ,P ,.,P ) soituncbasede F .
1o (1241 "

Que représente la somme des composantes d’une matrice Mde F, relativement a cette
base ?

Les deux parties suivantes du probléme sont indépendantes de la partie I

On s’intéresse dans toute la suite du probiéme a Pensemble des matrices M de E_ dont tous les

¢léments m, , sont positifs ou nuls. On note E " cet ensemble.

PARTIE II : Etude de ’ensemble E*

1) Montrer que E* est stable pour le produit matriciel et que pour toute famille (0,,0,,..,0,) de

B
permutations de [[l,n]] et toute famille (a,0,,...,0) de réels positifs ou nuls ZakPak €eE”
k=1

Dans cette partie, on admetira que:
VMeEN{0} doe8, teleque m ,m ,.m >0

2) a) Onsuppose que o est une telle permutation associée &8 M € E " \{0} et on désigne par

c=min{m }.Montrer que: M ~cP € E".

Loy T

a2 M aim)

b) Endéduire que pour toute matrice M de E*\{0}, il existe pe N ", p permutations

g

r
1505350, de ﬂl,n]] et p réels &, 0,50, strictement positifs tels que : M = ZakPak .

k=1

¢) Montrer qu’une matrice de £, * possédant au moins »* —n+1 termes nuls est nulle ; en déduire

que : 1§p$n2—n+1..

31 2
d) Exemple :lorsque M =|3 1 21 ,exprimer M comme combinaison linéaire 4 scalaires
0 4 2

strictement positifs de matrices de permutations de ﬂl, 3]| .

3) Une application : L’espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique et on note
(x’ y) le produit scalaire de deux vecteurs x et vy de R" .

On désigne par (u,,u,,...4 ) et (v,Vv,,.,v, ) deux bases orthonormales de R".
2
a) Vérifier que la matrice M, = [(vj Iu}) ) appartient 4 £ et donner la valeur de (M, )

Lorsque ¢ est une permutation de Hl,n]} , préciser M dans le cas o

(Vis¥y-09,) = (uo'(i)’ua(z)""‘ "uc(n)) "

b) Onintroduit I’endomorphisme symétrique s de R” dont (z,u,,..,u,) est une base
orthonormale de diagonalisation et de valeurs propres respectivement associées 4,,4,,..,4 .
On note A la matrice colonne | :

A

n



(S(vl)l"l)
Montrer 1’égalité matricielle : : =M, A.
(s(vn) vn>
¢) En utilisant la question II 2) b) , établir que pour toute forme linéaire f de Mn’I(R) , il existe
deux permutations ¢ et ¢' de [[l,n]] vérifiant :  f(P.A) < f(M, ,A) < f(F,A).
d) Onsupposeque: A, <A, <..<A etre [[1,;1]] .

Trouver une forme linéaire f permettant d’en déduire les inégalités :

zr:lk < i(s(vk)lvk> < iln—r+k :

Que représente le terme <s(vk)|vk> dans la matrice de s relativement a la base (v,,v,,...,v,) et

pouvez- vous donner une interprétation matricielle des inégalités obtenues ci- dessus ?

PARTIE III

L’objet de cette derniére partie est la justification du résultat admis dans la partie II 1).

Lorsque (p,q) € l[l,n]r , on appelle sous-matrice de type (p,q) de la matrice M appartenanta M (R)
toute matrice extraite de M en supprimant de M n— plignes et n— q colonnes.

1) Lorsque o est une permutation de [[1, n]l et M un élément de Mn(]R)‘ , expliciter le terme
générique des matrices P, M et MP . Comment obtient-on ces deux matrices a partir de M ?

2) Onsuppose que M appartienta M (R) et qu’elle contient une sous-matrice nulle de type (p.q).
X0
a) Montrer que : 30,0"' deux permutations de |[1,n]] telles que P MP_, = [;‘7} avec

Xe Mp,n_q(R) , ZeM R)et YeM (R).

b) Endéduire que si M appartienta £*\{0},ona p+q<n.

n-p,n—q n-p.q

3) On désire établir la propriété (P) suivante : si M appartienta M (R) et vérifie I’hypothese
(H,) :Voe&, m m, ,..m =0, alors M contient au moins une sous- matrice nulle

de type (p,q) avec p+qg=n+1.
a) Le vérifier pour n=2.

b) nétant supérieur ou égal a 3, on suppose que la propriété (7, ) est vérifiée pour tout & € |[2,n — 1]] .
On désigne par M une matrice appartenant a M _(IR) et vérifiant ().

= Etablir que M contient une sous-matrice de type (n—1,n—1) vérifiant (H,_)-

X0
* Endéduireque: 37,7'€eS, , dp,q/ p+q=n telsque PMP, =(?‘T’J avec

Xe MP(R) , Zqu,p(]R) et Ye Mq(]R).
* Montrer que X vérifie (K)) ou ¥ vérifie (Hq) .
» En déduire alors que M contient une sous-matrice nulle de type (p',q") telle que
p'+q'=n+1 et conclure.
4) Montrer alors, a I’aide de 2) b) que : VM € E " \{0} Joe€&, telleque m . m, . ..m, . > 0.

* k%
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NOTATIONS, RAPPELS :
Dans tout le probléme, la lettre n désigne un entier supérieur ou égal 4 2 et on note [1,n] I’ensemble des entiers k vérifiant: 1<k <n.
Par ailleurs, on note :

e M, (R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels,

M, (R) Pespace vectoriel des matrices colonnes réelles & n lignes,

‘M Ia transposée d’une matrice M,
e I, lamatrice identité¢ de M, (R),

Pour A € M, (R), Ker(A)={XeM,, (R)/AX=0}.

Objectif du probléme : on dispose d’un ordre naturel sur I’ensemble des réels, on s’interroge dans ce probléme sur ’extension de cet

ordrea S, (]R) et on s’intéresse en particulier a la monotonie de quelques applications.

Les deux premiéres parties du probléme sont indépendantes. La troisiéme partie utilise simultanément les dewx parties précédentes. La
quatriéme partie reprend essentiellement les notions vues dans la troisiéme partie.



Partie | : représentation intégrale d’une fonction puissance

. .. . ot .
Préambule : on désigne par ¢ une application définie et continue sur R’ et a valeurs positives telle que I’intégrale j ;p(tz dt soit
: +
0
. . . . . Tt 1
convergente et on lui associe la fonction f d’une variable réelle définie par : f(x) = I(l 7 —t)(p(t)dt .
J\l+ X+

Question préliminaire : Montrer que f est définie sur R’ .
1°) Pour quelles valeurs du réel o, I’intégrale
q gr
0

e dt est-elle convergente ?
+t

Dans toute la suite du probléme, pour de telles valeurs de o, on désignera par f,_ I’application définie sur R’ par:

vxeR,, f,(x)= I(#— 1 )t“dt.
o X+t

2°) exprimer f; aI’aide des fonctions usuelles.

3°) On suppose que a € ]—1,0[ .

Pour x >0, prouver la convergence de I’intégrale _[
0

tdt et, a I’aide d’un changement de variable, I’exprimer en fonction de x* et
X +

d’un réel ne dépendant que de a .
En déduire I’existence de c et d, réels ne dépendant que de o, tels que : Vx >0, f, (x)=cx"+d. Préciser le signe de c.
4°) On suppose que a € ]0,1[.

a) Lorsque x et h sont des réels tels que x >0, x+h >0 et h # 0, vérifier la relation :

f,(x+h)-f,(x) *F te
= dt
h s (x+h+t)(x+t)
Montrer alors que f, est dérivable sur R} et que: Vx>0, f;(x)= Idet
o (x+1)

b) Justifier la relation : Vx >0, f; (x)=£,(1).x*" . En déduire I’existence de ¢ et d, réels ne dépendant que de o, tels que :

vx >0, f,(x)=cx®+d. Préciser le signe de c.

Partie |l : les matrices symétriques réelles
On note S, (R) le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué des matrices symétriques, c'est-a-dire S, (R) = {M eM,(R)/'M= M} .

On dit qu’une matrice M de S, (R) est définie positive si pour toute matrice colonne X de M, , (R), (X # 0> 'XMX > 0).
L’ensemble des matrices symétriques définies positives de S, (]R) seranot¢ S° (]R) .

Enfin, lorsque A et B sont deux matrices symétriques vérifiant B-A € S;* (]R) , on dira que A est strictement plus petite que B et on le

notera A <B.
1°) Caractérisations des matrices définies positives.

a) Pour A €S, (R), établir I'équivalence suivante : (A €S;* (R) < toute valeur propre de A est strictement positive).

a b X . . . 2 2) .2
b) Lorsque A = b et X=| |, vérifier 'égalité : a'XAX = (ax +by) +(ac—b )y .
c y

En déduire que : ((z b)eSz++ (R) (a>0et ac-b’ >0)).
c

2°) Exemples.

21 4 0
a) Soient A = et B= 5
1 1 0 =
3
vérifier que A et B appartiennent a S, (R) et montrer que A <B. A-t-on A’ <B’ ?

b) Soit AeS' (R).
i) Montrer que A est inversible et que A™' € 5" (R).
ii) Pourtout X € M, (R), on définit 'application : ¢y : M, (R) > R;Y > 2'XY - 'YAY
Exprimer, pour tout He M, (R), ¢% (A"'X + H) - 0% (A"X) en fonction de H et A.

En déduire que ¢ admet en A”'X un maximum qui vaut ‘XA 'X .

2



iii) On considére maintenant B ;" (R) vérifiant A <B.
Montrer que pour tout X et tout Y matrices colonnes de M, (R), (Y #0=> ¢y (Y) > o3 (Y)) .
En déduire que B' <A™,

Partie Il : monotonie sur S;* (R)

Lorsque F est une application définie sur S;* (R) et a valeur dans S, (R), on dit que F est strictement croissante sur S, (R) si:
pour tout A et tout B appartenant 2 S;* (R), (A <B=>F(A)< F(B)) .

On dira de méme que F est strictement décroissante sur S, (R) lorsque — F est strictement croissante sur S, * (R).

Par exemple, la propriété vue au ll-2-b-iii se traduit par la stricte décroissance de I’application F: S, (R) - S, (R);M P M ™.

1°) Résultats préliminaires.
On désigne par A une matrice symétrique réelle dont I’ensemble des valeurs propres distinctes {X,,kz,...,lp} est classé dans ’ordre

croissant.

On rappelle que : M, | (R)zéEM (A) ou E, (A)=Ker(A-2l,).

P
a) Justifier la relation A = z:kiMi ou M; est la matrice de la projection orthogonale sur E, (A) dans la base canonique de

i=1
M, (R). Dans toute la suite du probléme, une telle écriture s’appelle la décomposition de A.
P
b) Montrer que I = Z M .

1=1
c) Donner la décomposition de la matrice A +tI_ lorsque t est réel.

P
Si A appartient 2 S, (R) et admet la décomposition A = ZkiMi , on définit, lorsque f est une application de R’ dans R, la matrice

=1

f(A):if(ki)Ml :

On peut ainsi considérer I’application f définie sur S;* (R) et a valeurs dans M, (R) par f: A > f(A).

2°) a) Montrer que, pour tout A appartenant 2 S, (R), f{( A) appartient 2 S, (R) et donner la décomposition de f (A) lorsque fest
strictement monotone.

b) Préciser f lorsque que f: R, > R;x > l
X

c) Soient f:R, >R et g:R, — R deux applications strictement monotones. Montrer que : fo’\é =fo g.

d) Lorsque(a,b,c,d) appartienta R* avec ¢ >0, d >0 et bc~ad # 0, on considére I’application h: R — R;x - x +2 .
cX +
. . e, bc—ad a . . ~ .
Apres avoir vérifié que : Vx >0, h (x) = —————+—, montrer la stricte monotonie de h sur S, (R) .
c(ex+d) ¢

3°) Intégrales de matrices.
Soit M:R| - M, (R);t+> (m,‘J (t))

el il ou V(i,j)e[Ln]x[L,n], m,;:tism,,(t) estcontinue sur R;.

Lorsque pour tout couple (i,j)[Ln]x[1,n], I’intégrale J-m.,,' (t)dt converge, on dit que la matrice ( J‘mu (t)at existe et
0

0 j(l,j)e[l,nlxll,nl
on la note jM(t)dt .
0

a) Résultats préliminaires.
(i)  Soient M et N telles que jM(t)dt et I N(t)dt existent.
o] 0

Montrer que T(M(t)+N(t))dt existe et que :7(M(t)+N(t))dt = TM(t)dt+TN(t)dt.



Dans le méme ordre d’idée, on admettra les deux propriétés suivantes (ii) et (iii).

(i)  Soient A e M, (R)eth continue de R’ dans R telle que jh(t)dt converge, et M: R, — M, (R);t— M(t)=h(1)A,
0
alors IM(t)dt existe et IM(t)dt =[ Ih(t)dt]A )
0 0 0

(iii)  Soient M telle que jM(t)dt existe et X une matrice colonne de M, , (R),
0

alors I'XM(t)th converge et ‘X[ jM(t)dt]Xz j‘XM(t)th.
0 0

0

b) On revient a I’application f définie sur R par Vx >0, f(x) = I(] ttz ——l—t)(p(t)dt ou ¢ est une application définie et
S+ x4+
o)

continue sur R et a valeurs positives, telle que I’intégrale J e
+
1}

dt converge. (cf Partie I).

P
On suppose que A € S;* (R) et admet la décomposition A =Y AM, .
i=1

i) Montrer que : f(A)= +T(p(t)(l -:t2

ii) Si BeS,"(R) telle que A <B, montrer que, pour toute matrice colonne X de M, , (R), non-nulle, ettout t>0,0na:

t -1 t 1
'X I —(A+tl X<'X I —(B+tl X.
(1+t2 (At ) < (l+t2 »~(B+1,) )

iii) En déduire que f est strictement croissante sur S;* (R),

I, —(A+tln)“')dt.

c) A Iaide des résultats de la Partie |, vérifier que In est strictement croissante sur S, (R) . Préciser le sens de variation de p,

associée  p, : R, - R;x > x* selon que o e ]-1,0[ ou J0,1[.

Partie IV : monotonies comparées de f et i
On revient aux notations introduites dans les parties précédentes.
1°) On désigne par f une application de R’ a valeurs dans R . Montrer que, lorsque f est strictement croissante sur S, (R), f Iest

aussi sur R’ .

t’ 0
2°) Pour t >0, on définit les matrices : A(t) = 2 2 et B(t)= 2 ,
e —e' e +e’ ——t

5 5 e +e

a) Montrer que A(t)e S,* (R) et donner la décomposition de A(t).

b) Montrer qu’il existe n, >0 tel queVte|0,n,[, B(t)eS;"(R). (on ne cherchera pas a déterminer une valeur, méme
approchée, de 1, .)

c) Etablir de méme qu’il existe n, € |0,n,[ tel que Vte J0,n [, B(t) <A(t).

d) Déterminer P, (A(t)) et p, (B(t)) pour tout réel t de ]0,n,[ lorsque p, est I’application de R dans R : x > x* .

2
at -at at —at 2 a at _ -at
e) Lorsque a >1, déterminer un équivalent en 0" de la quantité € Fe  pe|l St —( — t’) S .
2 2 e +e 2
f)  En déduire que, pour a >1, P, n’est pas strictement croissante sur S, (R).

3°) Démontrer que la propriété énoncée en IV-1 n’admet pas de réciproque dés que n > 2.

* k%
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La présentation, la lisibilité, 1’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; 1’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule 1'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 1’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera
amené a prendre.

L’objet du probléme est ’étude d’une famille de fonctions polynomiales appelées fonctions
polyndmes de Newton. La premiére partie les introduit de maniére algébrique. La deuxiéme partie,
tout en étant liée a la premiére, développe des thémes relevant de 1’analyse.

Partie |l :

Dans toute cette partie, on notera ¢ 1’ensemble des fonctions polynomiales allant de R dans
R et lorsque r est un entier naturel, on désignera par 9 1’ensemble des fonctions polynomiales allant
de R dans R de degré inférieur ou égal ar.

Etant donné Q appartenant 3 &, on se propose de déterminer toutes les fonctions polynomiales
P vérifiant : Vx e R, P(x+1)-P(x)=Q(x).

A cet effet, on introduit I’application A de 9 dans lui-méme définie lorsque Pe P par la
relation Vx e R, A(P)(x)=P(x+1)-P(x).



1°) a) Montrer que A est un endomorphisme de ¢ .
b) Pour Pe @ de degré r strictement positif, calculer le degré de la fonction polynomiale A(P) .
¢) Montrer alors que le noyau de A est I’ensemble des fonctions polynomiales constantes.

2°) On considére pour r e N I’application A, : 9, - % ;P> A, (P)=A(P).
a) Justifier la définition de A, et montrer que A, est linéaire.
b) Quel est le noyaude A ?
c) Montrer alors que ImA, =9 .
d) En déduire que I’application A est surjective.

3°) On désigne par € le sous-espace vectoriel de &P constitué par les fonctions polynomiales
s’annulant en 0. Montrer que la restriction de A a € est un isomorphisme de € sur &.

4°) a) Déduire de la question précédente qu’il existe une suite et une seule d’éléments de &
vérifiant: N;=1et VneN', A(N,)=N, et N, (0)=0.
(N, s’appelle fonction polynomiale de Newton d’indice n.)
b) Vérifier que pour tout entier naturel n non nul et tout x réel :
x(x—-1)...(x—n+1 1 &=
( )ng )mQ(X‘k)-
c) Montrer que, pour reN, la famille (N, )ne[o,r]] forme une base de & . En déduire que la famille

N, (x)=

(N,). ., forme une base de .

d) On adopte la notation usuelle : A° =1d, et Vne N, A" =AoA™",

Prouver que pour toute fonction polynomiale Q de degré r: Q=) A"(Q)(0)N, . Justifier
n=0

ensuite I’écriture Q =) A" (Q)(0)N, .
n=0
e) La fonction polynomiale Q étant ainsi décomposée, déterminer les fonctions polynomiales P

vérifiant la relation Vx e R, P(x+1)-P(x)=Q(x).

f) Application : en déduire, pour n € N, une expression simple de Z Q(k) faisant intervenir P.
k=0

Calculer Zk2 )
k=0

5°) Etablir, pour toute fonction polynomiale Q, pour tout entier naturel n et tout réel x, la
= n-i [ I .
relation : A" (Q)(x) =Y (-1) ( _ )Q(x +i).
i=0 1
6°) Dans toute cette question, on suppose que re N”.
a) On désigne par C(A,) le commutant de A, dans I’ensemble £() des
endomorphismes de 9, c’esta dire C(A,) = {ge £(%))| goA, =4, og}.
i. Pour g eth appartenanta C(A, ), montrer que , si g(N,)=h(N,), alorsg=h.
ii. Soit g un endomorphisme de & . Justifier I’existence de a,,a,,...,a, réels tels que:
g (Nr ) = arNr + ar-—lN

+...+a,N, +a,N,.

r-1



iii. En déduire que C(A,) est de dimensionr + 1 et qu’il admet pour base :

(1d,.(8,) . (8) (A ).

iv. On introduit I’endomorphisme d de ¢ qui a une fonction polynomiale P associe sa
fonction dérivée P’'. Montrer que deA =Aod. En supposant qu’il existe a,a,,...,a,

réels tels que d =a,Id, +a, (A) +...+a,(A)", calculer d(N,,,). Conclure 4 une
contradiction.

b) Préciser la matrice de A, dans la base (N, )nel[0 1
A, est-il diagonalisable ?

c) Existe-t-il des endomorphismes g de & tels que gog=A, ?

Partie Il :

Montrer que (Ar )H1 =0. L’endomorphisme

On note toujours (N, )__. la suite de fonctions définie pour tout x réel par : N, (x)=1 et pour tout

x(x-1)...(x—n+1)
n! '
1°) recherche d’un équivalent de ]Nn (x)‘ lorsque n — +oo :

entier naturel n non nul N, (x) =

On fixe x un réel non égal a un entier naturel.
, . 1a . , . .t
Pour t réel, on considere la suite (u,) . définie par u, =n ‘Nn (x)‘

a) Préciser, selon le réel t, la nature de la série de terme général v, =In (—"iJ .
u
n

b) Que conclure pour la suite (u,) . ?

C(x)

n—>+o0 n"+1

En déduire qu’il existe un réel strictement positif noté C(x) tel que ‘Nn (x)

2°) Série de Newton associée a une fonction :
On considére une application f de [0, +oo[ a valeurs dans R.

A cette application, on associe la suite (a,) . définie par: a, = Z:(—l)n—i ( : )f (i).
i=0

a) Soit b > 0, préciser la suite (a, ) . lorsque f est I’application x > b*.
b) Pour n entier naturel, on note Q la fonction polynomiale Z a, N, .
k=0

Justifier que Vk €[0,n], a, = A*(Q)(0).

Montrer alors que la fonction x - f(x)-Q(x)=f(x)- ‘Zaka (x) s’annule en 0,1,...n.
k=0

c) On suppose de plus que f est indéfiniment dérivable sur [0,+oo] . Montrer que, pour tout entier

naturel n et pour tout x réel positif, il existe un réel O tel que :
f(x)= Zn:aka (x)+N,,, (x)f"(8).
k=0

Indication : on pourra utiliser, lorsque x ¢ [[O, n]l , la fonction auxiliaire



e:t>f(t)-> a,N, (t)-N,, (t)A, avec A un réel choisi tel que ¢(x)=0 et appliquer
k=0
plusieurs fois le théoréme de Rolle.

d) On note toujours f une fonction indéfiniment dérivable sur R, et vérifiant la propriété

suivante :

-

il existe une constante M strictement positive telle que Vx eR_,Vne N,

0

n
Montrer que : Vx 20, f(x)=) a,N, (x).

k=0
En déduire que si une telle fonction s’annule sur N, ¢’est la fonction nulle.

3°) Etude de la série > _h"N, (x) avec h réel :

neN
a) Lorsque |h| >1, montrer que la série de terme général h"N_ (x) est divergente pour tout x réel,

non égal a un entier naturel.
b) On suppose que |h|<1.
i. Montrer que la série de terme général h"N_ (x) est absolument convergente pour tout x

réel.
ii. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que pour tout n entier

naturel et tout x réel :
-u

(1+h)’ _éhka (x)=(n+1)N,,, (x) f(lll+u

1 h—u ! x-1 ’
[h" f(1+uj (1+u) du] est bornée.

) (1+ u)x—1 du, puis établir que la suite

neN
iii. En déduire ) h"N, (x).
n=0
¢) On suppose que h=1.
i. Montrer que la série de terme général N, (x) est divergente pour x <-1.

ii. En reprenant la méthode préconisée au IL3.b), établir quela série D N, (x) est
neN

convergente pour X >—1 etque : Vx>-1, ) N, (x)=2".
=0

d) On suppose que h=-1.
i. Préciser les réels x pour lesquels la série de terme général (—1)“ N, (x) est absolument

convergente. Pour quelles valeurs de x est-elle convergente ?
ii. Justifier pour tout x réel et tout entier naturel n strictement positif la formule :

N, (x)- N, (x)+...+(-1)"N, (x) =(-1)"N, (x-1)

iii. En déduire io:(—-l)11 N, (x) lorsque x>0.
n=0

*ok ok
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Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 1. On confondra les
endomorphismes de C" (respectivement R") avec leurs matrices associées dans la base canonique
de C"(respectivement R"). De méme, on confondra les vecteurs de C" (respectivement R") avec
les matrices colonnes qui les représentent dans la base canonique de C* (respectivement R").

Partie I
1°) Matrice a diagonale strictement dominante.

Soit A ={a.. une matrice de C). On suppose que A vérifie la condition :
ij ppose ¢

1<i,j<n

Vie[l,n],

ai,,.! > Z'au[ . On dit alors que A est une matrice a diagonale strictement
j=1

J=i

dominante.

176



x| [x]).

a) On suppose qu’il existe X = eCtel que X #0, AX=0 et (Vie[ln],

Aboutir & une contradiction en utilisant la premiére ligne du systtme AX =0.

b) On suppose qu’il existe X = eC"tel que X #0 et AX =0. Aboutir a une

contradiction.
c) En déduire que A est inversible.

2°) Application : le théoréme de Gershgorin.
Pour A = (ai,j) une matrice de M, (C), on définit :

1<i,j<n

vie[Ln], D,=yzeCtq |z —ai,ii < Zn:.au.‘ . D, est le i*™ disque de Gershgérin de A. On
=1

J#

pose D = UDi .
i=1
a) Montrer que le spectre de A est inclus dans D. (théoréme de Gershgorin)
b) Algorithme pour n = 3 : Ecrire une procédure PASCAL qui permet a I’utilisateur de rentrer

dans un tableau les 9 coefficients d’une matrice de M, (R), puis écrire une fonction

PASCAL qui a pour argument un tel tableau et qui renvoie les centres et les rayons des 3
disques de Gershgorin associés a la matrice contenue dans le tableau.

1 -1 0
¢) Exemple : on se donne la matrice A=}{-1 2 -1}.
0 -1 1

(1) Justifier sans calculs que A est diagonalisable dans M, (IR)

(i) A I’aide du théoréme de Gershgorin, situer les valeurs propres de A.
(iii)  Diagonaliser explicitement A.

3°) La propriété (P).
Soit A = (ai j) une matrice de M, (IR) On suppose que A vérifie la propriété (P) suivante : (P)

»J /1<i,j<n

vie[ln].a; >0
v(i,j)e[Ln],i#j a <0 .

Vie [[l,n]],iai‘j >0
i

A

a) Montrer que A est a diagonale strictement dominante et en déduire qu’elle est inversible.

2
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X .
b) Soit X=| ’[eR" tel que le vecteur AX ait toutes ses coordonnées positives ou nulles.

Xﬂ
Montrer que : Vie[l,n],x,20 .(On pourra considérer x, = rﬁﬂlﬂ X,.)
¢) Onnote b, le coefficient en position (i, j) dans la matrice inverse de A : A™' = (bi i)1 L
. > <1,)<n
b

Lj

b, .
Pour je[l,n], que vaut A| |2

b,
d) En déduire que les coefficients de A™ sont tous positifs ou nuls.
1 -1 0
¢) Exemple:onreprendici A={-1 2 —1| eton considére pour a>0: A =A+al, ou
0 -1 1
I, désigne la matrice identité de M, (]R) Etablir que A vérifie la propriété (P) et calculer

A—]

Partie II : convergence de suites de matrices.
x)

Xl
()
Soit (X, ), , une suite de vecteurs de R". Onnote : X, =| 2
(k)
Xﬂ
x1
. X . . .
On dit que (Xk )keN converge vers un vecteur X=| > | de R" si pour tout i de [[l,n]], la suite
X

(k)

réelle (x‘. )k ,, converge vers le réel x; .
€

~ . . . Kk .
De méme, pour (M, ), , une suite de matrices de A, (R), si on note M, = (mf j))mﬁn , on dit que

(M, )i CONVerge vers une matrice M =(mi‘j) de M, (R) si pour tout (i, j) de l[l,n]]z, la

1<i, j<n
suite réelle (mf".)) converge vers le réel m, _.
»J /keN L]
1°) Généralités.
xl

x,|.

1

X
a) Pour un vecteur X = :2 de R", on définit : m(X) = rr[baﬁ



Montrer qu’'une suite de vecteurs (Xk )keN converge vers un vecteur X si et seulement si

limm(X, -X)=0.

k-

de M, (R), on définit : s(M) = anzn:lmi,j].

i=l =1

b) Pour une matrice M = (m,v‘ J)

Ii,j<n
Montrer qu’une suite de matrices (M, ), converge vers une matrice M si et seulement si
li_{ES(Mk -M)=0.

c¢) Montrer que : YM e M, (R),VXeR", m(MX)<s(M)m(X).

d) En déduire que si une suite de matrices (M, ), , converge vers une matrice M dans M, (R)
alors pour tout vecteur X de R", la suite (ka)keN converge vers MX.

e) Réciproquement, si on dispose d’une suite de matrices (Mk) et d’une matrice M dans

keN

M, (R) telles que pour tout vecteur X de R”, la suite (M,X),_, converge vers MX,

keN

montrer que la suite (M, )kEN converge vers M.

f) Montrer encore que : ¥(M,N)e M, (R)’, s(MN)<s(M)s(N).

g) Etablir maintenant que: V(Y,Z)e (IR“ )2 , m(Y+Z)<m(Y)+m(Z), puis en déduire
que: V(Y,Z)e (R“ )2 , lm(Y)—m(Z)l <m(Y-2Z).

2°) Convergence de la suite des inverses.

On consideére ici une suite de matrices (Mk) toutes inversibles, qui converge vers une matrice

keN?
M inversible.

a) Soit X un vecteur de R", montrer que :
m(M;'X-M"'X)<s(M™)s(M-M,)m(M,'X)
puis établir que :
m(M;'X)[1-s(M")s(M-M,) | <m(M"X).
b) En déduire Pexistence d’un entier k, tel que pour tout entier k supérieur a k,, :
m(M;'X)<2m(M'X).

¢) Montrer alors que la suite (M;'X)k , converge vers M'X.

d) Conclure alors que la suite de matrices (M;1 )k L converge vers la matrice M.

3°) Soient M une matrice inversible de M, (]R) et une suite de matrices (Mk )keN qui converge vers
M. On suppose de plus que les matrices M, vérifient toutes la propriété (P).

Montrer que les coefficients de la matrice M~ sont tous positifs ou nuls.

4°) A partir de maintenant et dans toute la suite du probléme, A = (ai, ; )Isi i désigne la matrice de

M, (R) définie par: Vie[lLn],a;=2, Vie[Ln-1],a,,=-1, Vie[2,n],a,, =~1 et les
autres coefficients de A sont nuls.

4



X
a) Pour tout vecteur X = :2 de R", calculer (AX/X) ou (/) est le produit scalaire

X

n

canonique de R”. Exprimer (AX/X) sous la forme d’une somme de carrés. En déduire que

A est inversible.
b) Etablir que, pour tout réel a strictement positif, la matrice A, = A+al_, ou I désigne la

matrice identité de M, (R), vérifie la propriété (P).
¢) Construire une suite de matrices, vérifiant toutes la propriété (P), qui converge vers A.
d) En déduire que les coefficients de A~ sont tous positifs ou nuls.

Partie I1I : résolution du systéme (S).
Soit une fonction fa valeurs réelles de classe C* sur le segment [0,1]. On dit qu’une fonction u

ueC*([0,1],R)

vérifie le systéme (S) si : (S) u"=-f .
u(0)=u(1)=0

1°) Existence et unicité de la solution de (S).
a) Montrer que (S) admet une unique solution u de classe C* sur le segment [0,1].

b) Montrer que si f est positive, alors I’unique solution u du systéme (S) associé a f est
également positive.

c¢) Expliciter la solution G de (S) lorsque f est la fonction constante égale a 1. Calculersupi.
(o]

. . 1 < 1y
2°) On rappelle que n est un entier supérieur ou égal a 1. On pose h =——T et on considére la
n+

subdivision du segment [0,1] formée des points x; =ih = %, ie0,n+1].
n+

a) On considére u e C* ([O,l],R) et x€[0,1] tel que (x+h,x-h)e [0,1]2 . Justifier & ’aide de

I’inégalité de Taylor-Lagrange que :

4
'u(x +h)-2u(x)+u(x —h)——hzu”(x)‘ < 111—23[;111])lu(4)|

u”(xi)—hl—z[u(xi_l)—Zu(xi)+u(xi+l ):I

h2
<—supfu”

b) Endéduire : Vie[l,n], 5
(0.]

5/’4



-~ 11 ~ |u(x
3°) On reprend la matrice A du II-4° etonnote F=| . [eR" et U= (: >/ 1eR".

1 i(x,)
a) Réécrire les inégalités du 2°-b) dans le cas ou u est la fonction U.
b) Montrer que -ﬁl;AfJ =F.
¢) Endéduire que les coefficients b, ; de la matrice A" vérifient :

, u n+l)’ 1
VIel[l’n]]’OSJZ:]:bi,j S(T:—éh_z

1

4°) Pour feC’ ([O,l],R), on pose: Vie[Ln],f =f(x;) et F= > leR". On note u I’unique

solution du systéme (S) associé a f.
ul

u
On définit Us=| ’|eR" par U=h’A"F. On note: vie[l.n]. Au, =u, -u(x;) et

un
Ay, \7
AuZ n VZ , .
AU=| .7 |eR" etenfin V= | le vecteur défini par V= AAU.
Au v,

n

4
Montrer pour i f1,n] que |v;|< h—sup|f”| .
12 oy

Donner alors pour i &[[1,n] une majoration de |Aui| = |ui —u(x; )| en fonctionde h et {”.

5°) Exemple : on prend f : x > exp(sinx).
a) Montrer que |f "’ <?2e. En déduire une premiére valeur de n qui garantit ‘ul —u(x, )‘ <10™

pour tout i e[[1,n].
b) Etudier la fonction x> (x2 +X —l)exp(x) pour x>0. En déduire une valeur de n

meilleure que la précédente qui garantit encore |u,. —u(x, )‘ <10™ pour tout ie[1,n].

6/é
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Notations et objectif du probléme

On désigne par / P’intervalle [1,+o0[ ; on note E Pespace vectoriel des fonctions continues et bornées sur /
a valeurs réelles et C'(I,R) I’espace vectoriel des fonctions de classe C' sur 7 A valeurs réelles.

On fixe enfin a un réel strictement positif.
Pour fun élément de E, on dit qu’une fonction y de C' (1,RR) est une solution du probléme (E f) 8i:

Vxel y'(x)-ay(x)+f(x)=0,

L’objectif de ce probléme est de montrer qu’a tout élément f de E, on peut associer une unique solution g
de (Ef) qui soit bornée sur 1, puis d’étudier ’opérateur U.frg.

Les trois parties du problémes traitent, souvent a partir d’exemples, de propriétés de "opérateur U .

L. Existence et propriétés élémentaires de Popérateur U

1. Etude de I'équation (E, )
a)  On considére f € Eet y e C'(/,R). Ecrire la dérivée de x > ¢ y(x). Montrer alors que y
est solution du probléme (Ef) si et seulement si il existe Ke€R tel que: V x ¢ I,

Y(x) == (K -J‘]’e-‘" f(t)dt) .

b)  Montrer que, s’il existe une solution de (E f) qui soit bornée sur /, celle-ci est unique.
€)  Vérifier que I’intégraie j T J(#)dt est convergente.
1

Iy

d) Démontrerque g: x> e"'I me"" f(t)dt est I’unique solution de (E f) qui soit bornée sur /.

) 4
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Dans toute la suite du probléme, si f € E, on note U( ) a fonction g obtenue  la question d).

2.  Linéarité de U
a)  Expliciter /( f) dans le casou f= 1.

b)  Montrer que U est un endomorphisme de E.

¢) U est-il injectif ?

d)  On définit les puissances successives de U par U° = Id,. et pour tout entier naturel # non nul,
U"=U"'oU. Montrer que, pour tout entier natrel n, U™ (f) est la

. a +0 t._x i B
fonction: x> e I (—')e * f(Hdr.
x n!

3.  Cas des fonctions exponentielles
a)  Pour k un nombre réel positif et £, la fonction x > e, expliciter U/ (f,)-

b)  En déduire que, pour tout réel A e ]0, -l—j] , Ker(U —Aid; )= {0}.
a

¢)  Pour tout entier naturel n, expliciter U”( f, ). Pour x élément de I, préciser

lim[ U" (£,)](x)-

H—30

4.  Cas des fonctions sinus et cosinus

Dans cet exemple seulement (ensemble de la guestion I-4), on prendra a=1.
a)  Expliciter U(sin) et U(cos).

b)  Montrer que le sous-espace P de E engendré par les fonctions sin et cos est stable par U et que
(sin, cos) en est une base. Dans cette base, écrire la matrice M de I’endomorphisme

U {P—-)P
P f}—)U(f)

¢)  Calculer M?, M*, M*. Expliciter M" pour tout entier naturel n, puis préciser la limite des
coefficients de M” lorsque n tend vers I’infini.

5. Une autre famille de fonctions
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction de E ¢, :x+> e”x”" et on note y_ la fonction

a)  Pour n entier naturel non nul, établir une relation entre y,_ , @, et v, .

b) Pour p entier naturel, montrer que le sous espace F, de E engendré par (%,@1,...,%) est
stable par U et admet pour base (%,c),,...,qrp).
¢)  Onprend ici p=2, écrire dans la base (@,,¢,,9,) de F, la matrice 7, de ’endomorphisme”
FE -
U,: 2 ? . Calculer T" pour tout entier naturel », puis préciser la limite des
2 { eUlf) ?

coefficients de 7" lorsque » tend vers I’infini.

6.  Une autre expression de U( f)

Pour f € E, monirer que : Vxe, U(f)(x):jlome""f(x +1)dt .

2/l,



7.  Positivité de U
a)  Pourfe E, montrer que : [U(/)|sU(|f]).

On considére maintenant ¢ un élément de E a valeurs positives et y = U().
b)  Montrer que y est a valeurs positives,
¢)  On suppose que @ est décroissante. Montrer que ay < @ puis que  est décroissanie.

8.  Commutation de U avec la dérivation
On note E, = { feEnC'(1,R)/ /" bornée sur / } et D I’opérateur de dérivation qui, a tout élément
de E,, associe sa dérivée.
a)  Pour fun élément de E, , montrer, en utilisant la question 6, que : aU(f)=f+U(f").
b)  En déduire que, pour tout élément fde E,, D(U (f))=U{D()).
¢) Pour /' une fonction de E, & valeurs positives et décroissante, retrouver le résultat de la

question 7.c) : U( f) est décroissante.

Il. Comportement asymptotique de U/ ( f) au voisinage de +co

On traite ici quelques cas fondamentaux, en partant d’exemples de fonctions f pour lesquelles on peut
connaitre le comportement de g =U (/) au voisinage de +oo.

1.  Résultats préliminaires
On consideére ici a et # deux fonctions a valeurs réelles, continues sur /. On suppose que, V x € /,

AKx)> 0, et que L W (r)dt converge.
a) On suppose ici que a(x) = o(ﬂ(x)) et on se propose de montrer gque

J.: a(t)dt = OU ﬂ(r)dr)

Soite >0, montrerque : 34>0/V x> 4, Uma(t‘)dr Saj +m[)’(t‘)dt‘ . Conclure,

b)  On suppose maintenant que a(x} ~ B(x), montrer que I +Wa(.r)dt ~ J - B(r)at.

2.  Cas des fonctions admettant une limite en +w
Si f est un élément de E admettant une limite finie b en +oo (b est un nombre réel), montrer que
g=U ( f ) admet une limite en +co que I’on précisera (on pourra commencer par traiter le cas oit b

= () en écrivant, dans ce cas, f (t) = o(l) et en utilisant la question 1.).

3.  Cas des fonctions puissances

Dans cette question et la suivante, @ est un réel strictement positif, on note £, la fonction f = -

et g, =U(f,).

(x) =242 Jo, (r) 2 —Zou (x). En déduire que g, (x) wa ch) )

a) Montrerque g,

b) Montrer que pour tout x de / I ———dt —lnx+Z( 1) (x —1) (On pourra utiliser une

inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction ¢t e™™), et en déduire :

3/4 .



g (x) = e* {-mx-g(—l)" f};—!(x" —1)+j]*°°f_j-'-d:}.

4. Cas des fonctions comparables aux fonctions puissanccs f,
On note toujours f un élémentde Fet g=U ( f ) .
a)  Prouver que si fest négligeable devant f, au voisinage de +oo, alors g est négligeable devant

g, au voisinage de +oo.

f

b) Prouver que si f est équivalent & f, au voisinage de +oo, alors g est équivalent 4 — au
a

voisinage de +oo,
III Convergence absolue de LWU (£)
On s’intéresse dans cette partie a la convergence de I :w I[‘ (f)] (t)ldr dans le cas ol J.]+m| f@)|dt est
elle-méme convergente. On note toujours g =U(f).

1.  Etudes d’exemples
a) Pour k un réel strictement positif et f,:t+ <™, on note g, =U(f,). Vérifier que

j g, (H)dt est convergente.
1
. - 1
b) Pour @ un réel strictement positif, on note encore f, :/+> — ct g,= U(f,)- Pour quelles

valeurs de o, I "~ g,(0)dt est-elle convergente ?
1

2. Cas des fonctions positives

Dans cette question, fest un élément de E, 4 valeurs positives tel que j f()dt est convergente.
1

On note F:erl—)fo(t)dt, g=U(f) et G:xe]i»—-)jfg(t)dt.
a)  Vérifier que G'—aG=-F +g(1).
b) Justifier que F est dans E et montrer qu’il existe une constante réelle K telle que, pour
1
toutxe I, G(x) = Ke‘“+[U(F)](x)-—i).

[1}
G(x)
X

est bornée sur I

¢)  Vérifier que la fonction x

1
d) Endéduire que K =0 etqueG-—-U(F)-—ng.
a

¢)  Montrer alors que I g(f)dt est convergente.
1

2. Cas général

Dans cette question, fest un élément de E tel que I f{ndt est absolument convergente.
1

+on
Montrer que I g(H)dt est absolument convergente.
I

4
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Le probléme comporte cinq parties.
N désigne I’ensemble des entiers naturels et R[.Y] celui des polyndmes a coefficients réels.

Si n est un entier naturel, R,[X] est le sous-ensemble de R[X] formé des polyndmes de degré
inférieur ou égal a n.

Si E est un espace vectoriel sur R, on notera L(E ) I’ensemble des endomorphismes de E.

Si U est une partie non vide de L(E), on appelle centre de U et on note C(U) I’ensemble des
endomorphismes de E qui commutent avec tous les éléments de U, c'est-a-dire:
C(U)={veL(E)/ YueU,uov=voul.

SiueL(E) et U={u}, C ({u}) est plus simplement noté C(u) et est appelé aussi commutant de
u.Onadonc: C(u)={veL(E)/ uov=vou}.

a ,
Si PeR[X] et (a,.a,)eR™ avec P=qgX"+--+a,=) aX*, on note P(u)

k=0

d
I’endomorphisme de E défini par P(u)=a,u’ +-+a,id; = Y au" . En particulier, 1(u)=id, .
k=0

Enfin, on note R[u]= {P(u), Pe R[X]} .

L’objectif du probléme est de comparer C(u) et R[u| dans certains cas.
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Partie I — Préliminaires.
Dans cette partie, on suppose que E est un espace vectoriel sur R de dimension finie » ot 7 est un

entier naturel supérieur ou €gal a 1, U est une partie non vide de L (E ) et z un élément de L(E).

1) Montrer que C(U) est un sous-espace vectoriel de L(E)de dimension supérieure ou égale a I.

2) Vérifier que C(u) contient R [u].

3)

Soit Aune valeur propre de u, E, (u)=Ker(u - Aid, ) l'espace propre associé et v dans C(u).

Montrer que E, (u) est stable par v.

Partie 11 — Etude d’un exemple.
Dans toute cette partie, on notera :

anx”' converge} ,

=20

+3a,,,-a,=0},

- {(a,, ) e R /¥xe]-L1[,

= {(an)nzo eAd/VneN, 2a

n+3

= {f xe|-Ll[ - ianx” ou (a,) € A} ,
n=0
= {f xe Ll ianx” ou (a,) € B},

n=0
@, :2_1”-, B, =(-1)" et y,=n(-1)",
T 1 el 1 oisirele _1
p:xe] 1,1[}—)2_x,w.xe] 1,1[+—>1+x et 5:xe] 1,1[1——)(1+x)2.

On admet que pour fdans H, il existe une unique suite (a, ) dans 4 telle que :

vx e [-L1[, £ (%) Zax

4)

5)

6)

7

Quelques propriétés de 4 :
a) Vérifier que la suite constante égale a 1 appartient & 4.

b) Plus généralement, si (a” )nzo e RY, telle qu'il existe s € R vérifiant : a, = 0( ) montrer

que (a,),., €4.

¢) En déduire que les suites (e,) ., (8,) ., et (7,),,, appartiennent 4 4.

Premieres propriétés de H :

a) Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des applications de ]——1,1[ dans R.
b) Montrer que les fonctions ¢, ¥ et § appartiennent & /.

Premiéres propriétés de E :

a) Déterminer les suites géométriques appartenant a 5.

b) Vérifier que la suite (7, ), appartient & B.

¢) En déduire que E est un sous-espace vectoriel de H contenant les fonctions ¢, y et &.

Caractérisation des éléments de E :

Soit fde E telle que, pour tout x de -1 1[ f Za x" €B.

n>0
n=0

a) Montrer que : Vxe |-L1[, f(x)(»" —3x——2)+a0 (2+3x)+aq, (2x+3x2)+202x2 =0.
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b) En déduire qu'il existe une fonction polyndme Q de degré inférieur ou égal a 2 telle que,

pour toutx de|-L1[, f(x)= ___gx_)_a

¢) Montrer alors que f'est combinaison linéaire des fonctions ¢, y et &.

d) Conclure que £ est un espace de dimension finie dont C = ( oW, 0 ) est une base.

8) L'endomorphisme u :
Soient (a,)  dans Bet fde E telles que : Vxe |-L1[, f(x)= ianx” .
n=0

a) Montrer que la suite (bn )HZO ,telleque: VrneN, b

=

a,, , appartient a B.
On note alors u( /) 'application définie par : Vx e |-11], [u (f )] (x)= i bx".
n=0

b) Vérifier que u est un endomorphisme de E.
¢) Déterminer »*pour tout ¥ de N.En déduire un polyndme 7 deR[X], de degré 3, tel que

m{u)=0.
d) Déterminer la matrice T de u dans la base C et calculer T pour tout kdeN .

9) Eléments propres de u :

a) Quels sont les valeurs propres et sous-espaces propres de u ?
b) u est-il diagonalisable ?

10) Centre de u :
Soit v un élément du commutant de u, c'est & dire un endomorphlsme de E tel que uov =vou .
a) Montrer qu'il existe des réels 4 et u tels que v(p)=Ap et v(y)=py .
b) Montrer qu'il existe aussi des réels 7 et @ tels que v(& ) =Ry +od .
¢) Démontrer que y=w.
d) Réciproquement, si v est un endomorphisme de E pour lequel il existe des réels 4, u et n

A 0 0
tels que M. (v)=| 0 p 7 |, vérifier que v appartienta C(u).
0 0 u

¢) Que vaut dim [C (u)] ?
f) Montrer que la famille (idE,u,uz) est libre dans L(E).
g) Comparer C(u) et R[u].

Partie III — Centre de L(E).
Dans cette partie, on suppose que E est un espace vectoriel sur R de dimension finie # ot # est un

entier naturel supérieur ou égal a 1 et u un élément de L (E ) .

11) On suppose que tout vecteur non nul de E est vecteur propre de u. Montrer que u est une
homothétie.

12) Soit U la partie de L(E) formée des projecteurs de £ et v dans C(U). On se donne e un
vecteur non nul de £ et un supplémentaire G de F = Vect (e) . En considérant la proj ection sur

F parallélement & G, montrer que v est une homothétie de E. En déduire C (U ).

13) Que vaut C(L(E)) ?
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Partie IV- Commutant d’un endomorphisme diagonalisable.
Dans cette partie, on suppose que E =R" et que u est un endomorphisme diagonalisable de E.
Onnote 4,...,4, les valeurs propres distinctes de u, Z,,..., E, les espaces propres correspondants

et, pour tout ide [[1, p]], r, =dimE, .
14) Justifier que, pour tout v de C(u) et tout i de [1, p]. E, est stable par v.

15) Réciproquement, si v est un endomorphisme de E tel que, pour tout i de [1,p], E, est stable

par v, montrer que : ve C(u).

, _
16) Considérer une base b de £ adaptée a I’écriture £ = (J_Dl E, =E ®---@E, et caractériser les

endomorphismes de C (u) par I’allure de leur matrice dans cette base.

p
17) En déduire que : dimC (u)= Y r’.
i=1
18) Montrer que dimC(u)=n, puis que: dimC(u)=n si et seulement si » admet n valeurs
propres distinctes.

19) Ecrire la matrice M de u dans la base b. Pour tout k& de N, calculer M*, puis P(M ) pour tout
P polyndéme de ]R[X ]
P
20) Onnote z(X)=] [(X -4), que vaut 7 (u) ?

=
21) Plus généralement, si P est un polyndme de R[X], vérifier que: P(u)=0 si et seulement si
pour tout i de [[1, p]|, P(4)=0.

22) En déduire que la famille (z‘d oalhyeen tt?7 ) est libre dans L(E).
23) Montrer que : Vke N, u* ¢ Vect(idE,u,...,uP“). En déduire : dimR[u]=p.

24) Démontrer que C(u)=R[u] si et seulement si u admet n valeurs propres distinctes.

Partie V- Centre du commutant d’un endomorphisme diagonalisable.
On garde, dans cette partie, les mémes notations et hypothéses que dans la partie I'V.

On veut déterminer C(C (u)) que I’on notera plus simplement C, (u).

25) Veérifier que C, () = C(u).

26) Montrer que Rfu]c C, (u).

27)Pour v dans C,(u) et i dans [[1,p], on note v, I’endomorphisme de E, défini par:
VxeE, v,(x)=v(x). Montrer que: v,eC (L (E, )) En déduire qu’il existe un réel x tel
que: v, = pid, . _

28) Montrer qu’il existe un unique polyndme Q de degré inférieur oﬁ égal a p—1 tel que:
Vie[Lp]. O(4)=4,.

29) Démontrer que : C, (u) =R [u].
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BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

CONCOURS D’ADMISSION DE 2012
Concepteur : ESSEC

OPTION SCIENTIFIQUE
MATREMATIQUES

Jeudi 10 mai de 14h a 18h

La présemation, la lisibilité, {'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et lu précision des raisonnements
enfreront pour yne part importante dans !'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Iis ne doivent faire usage d'aucun document. L utilisation de towte calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule | 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu 'il sera amené g prendre.

Notations :
Dans tout le probleéme, les lettres m et n désignent des entiers naturels supérieurs ou égaux a 1.
Par ailleurs, on note :
o .y a(R) I’espace vectoriel des matrices & m lignes et n colonnes a coefficients réels ; ainsi, tout
élément X appartenant a .#), 1 (R) est une matrice colonne 4 n lignes.
» ‘M la matrice transposée de la matrice M.
o I, la matrice identité de .#, ,(R).
» Pour M appartenant & .#n, »(R),
KerM = {X € My, (R)/MX = 0} et ImM = {MX /X € #,,(R)}.
¢ Pour tout m entier naturel non nul, on munit .#, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique ;
ainsi :
X1 g

X
siX = ,2 ety = yﬁz appartiennent a .#, 1 (R), le produit scalaire de X et ¥ s’obtient
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m m

par la relation ‘XY = ¥ x;y; et la norme euclidienne de ¥ notée ||¥ || par: |Y |2 =YY = Eyf

i=1 i=1

e On admetira que toute matrice et sa transposée ont méme rang. De plus, on rappelle que lorsque
le produit de deux matrices M et N est possible, on a la relation ' (MN) = 'N'M.

1) Question préliminaire.

Soit F' un sous-espace vectoriel de .4 1(R) de dimension & non nulle et (U, Us, ..., U) une base
orthonormée de vecteurs colonnes de F.

On envisage la projection orthogonale sur F représentée par sa matrice P dans la base canonique
de -’%H,l (R) .

Montrer que P = i U/ U; et vérifier que P est une matrice symétrique.
i=1
Partie I - Décomposition spectrale de la matrice ‘AA associée a
une matrice A de ., ,(R).
On envisage dans toute cette partie une matrice A appartenant a .#, ,(R).
2)
(a) Préciser la taille de la matrice *AA et vérifier que KerA C KerfAA.
(b) Montrer que si X € Ker'AA alors ||AX ||, = O et établir que KerA = Ker‘AA.
Montrer que A et AA sont nulles simultanément.
(c) Justifier I'égalité : Im‘A = Im‘AA.
3)
(a) Etablir que la matrice ‘AA est diagonalisable et en calculant ||AX |2 pour X vecteur propre
de la matrice ‘AA, montrer que ses valeurs propres sont des réels positifs.

(b) On désigne par (A1,42,...,4,) la liste des valeurs propres distinctes de la matrice ‘AA, clas-
sée dans I’ordre croissant.

P
On rappelle que .#,, 1 (R) = @D Ey, ((AA) ol By, (‘AA) = Ker("AA — Ail,).
i=1
Pour { entier naturel compris entre 1 et p, on note P; la matrice de la projection orthogonale
sur E; ('AA) dans la base canonique de .#, ; (R).

Vérifier que pour { et j distincts compris entre 1 et p, F;P; est la matrice nulle.

p p
Justifter les relations : [, = ZP,— et ‘AA = ZZ,,-P,-. Cette derniere écriture s’appelle la dé-

i=1 =1

composition spectrale de ‘AA.

4) Exemples :
(a) Déterminer la décomposition spectrale de ‘AA lorsque A est la matrice 3,3 égale &
I -1 1
1 -11
-1 1 2

(b) On envisage la matrice ligne A = (a; az ---a,) ot les réels a1, a2, . . . ,a, sont fixés, non tous
puls simultanément. Ainsi, A‘A est un réel.
Montrer que le polynéme X2 — (A’A)X est annulateur pour la matrice ‘AA. Préciser la liste
des valeurs propres et la décomposition spectrale de la matrice ‘AA.

2/4



Partie II - Pseudo solution d’une équation linéaire.

On s’intéresse dans cette partie & I'équation AX = B ol A € M, 4(R) et B € M, 1 (R).

Une matrice X appartenant a .#, ; (R) est dite solution de cette équation si elle vérifie la relation
AX =B

Elle est dite pseudo solution de cette équation si elle vérifie :

VZ e -ﬂn,l(R) IIAX _B”m < "AZ"”B”m

5) On suppose que I’équation AX = B admet au moins une solution. Montrer que X est une
pseudo solution si et seulement si elle est solution de I’équation.

6) On suppose que X est une pseudo solution de I’équation.

Montrer que, pour tout réel A et toute matrice ¥ de .#, ;(R), ona:

A%||AY |12+ 24 Y*A(AX —B) > 0

En déduire que ‘AAX ='AB.

7) Montrer que tout X de .#y(IR) vérifiant la relation ‘AAX = ‘AB est psendo solution et en
déduire qu’il existe toujours au moins une pseudo solution de 1’équation.

8) Exemple : déterminer toutes les pseudo solutions de I’équation AX = B lorsque :

1 =11 2
A=]11 -1 t]etB=]2
-1 1 2 1

Parmi celles-ci, préciser celle dont la norme euclidienne est minimale.
9) Donner une condition sur le rang de A pour que I’équation admette une unique pseudo solution,

Partie I1I - Pseudo inverse d’une matrice.

On reprend les notations de la partie 2.

Parmi toutes les pseudo solutions de 1'équation AX = B, on se propose de chercher s’il en existe,
celle(s) dont la norme euclidienne est minimale.

10) Montrer que I’équation posséde une unique pseudo solution de norme minimale notée § et
qu’elle est caractérisée par les deux conditions : ‘AAS ='AB et § est orthogonal 2 Ker‘4A.

11) Pour B fixé et appartenant & .#,, ; (R), préciser § dans les cas suivants :

(a) Aestderangn.
(b) A est la matrice nulle.

12) Lorsque B varie dans .#,, ;(R), montrer que I’application qui & B associe son unique pseudo
solution de norme minimale S est une application linéaire de .4, | (R) dans .#, ;(R).
Relativement aux bases canoniques respectives de .#,,1(R) et de .#, 1 (R), cette derniére appli-
cation lincaire est représentée par sa matrice appartenant  .#, »(R). On convient de 1’appeler,
jusqu’a la fin de ce probleéme, pseudo inverse de la matrice A et de la noter A™,

13} On suppose que A est non nulie et o revient 3 la matrice ‘AA dont la décomposition spectrale

P
introduite a la question 3) b) est E AP
i=1
On désigne par I'(A) I'ensemble des indices / compris entre 1 et p pour lesquels on a A; # 0.
(a) Pourquoi a-t-on I'(A) # @ ?

1
(b) Vérifier que A* = Y IP"I A
ier(a) ™
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14) Reprendre I’exemple de la question 8) en calculant explicitement A™ ;
retrouver ainsi ’unique pseudo solution de norme minimale.
15) Lorsque A appartient a .#; »(R), montrer que :

tA )
av={am SAFO
0 sinon

Partie IV - Etude de Popérateur A — A,

16) Démontrer les relations suivantes :
A=AATA, AT=ATAAT, '(ATA)=ATA, '(4AT)=4A"
17) Soit M une matrice appartenant 4 .#, ,,(R) vérifiant :
(*) A=AMA, M=MAM, '(MA)=MA, ‘(AM)=AM
(a) Montrer que M vérifie les relations suivantes :
M=MMA="AAMM, A=AAM="'M'AA, 'A="AAM=MA'A

{(b) En déduire que M =A™ et qu’ainsi A est I’unique matrice vérifiant les relations (*).
18) Etablir les formules suivantes :
@ (A*)' =A
(b) (fAYT =*(Aat).
19) Soit x un réel strictement positif et A € .4, ,(R).
Montrer que : AT = xl_i,%L [(’AA +x1,,)_1 ’A] . (On conviendra, sous réserve d’existence, que la

limite en un point d’une matrice ¢st la matrice formée des limites en ce méme point de ses coeffi-
cients), Utiliser ce procédé pour trouver la pseudo inverse de la matrice A mise en ceuvre dans la
guestion 8).

20) Pour tout ¢ réel différent de 0 et A € ., o(R), exprimer (@A) en fonction de et et A™. La
matrice (0:A)" admet-elle une limite lorsque o tend vers 07

* kK
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Code épreuve : 281

BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

CONCOURS D’ADMISSION DE 2013

Concepteur : ESSEC

OPTION SCIENTIFIQUE
MATHEMATIQUES

Vendredi 10 mai de 14h a 18h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
enireront pour une part importante dans ['appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de feurs calculs.

1is ne doivent faire usage d’avcun document. L'utilisation de toute caiculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Uutilisation d’une régle graduée est auiorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lut semble éire une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Le probléme comporte quatre parties.

Onpose: E, = {f e C*(R,R), bornée sur IR} ;si feE,,onnotera Ny(f)= sup‘f(x)| .
xel

Partie I — Construction de la fonction arctan.

= dt
o1+8

On définit, sous réserve d'existence, la fonction arctan: xe R+ I

i} Vérifier que la fonction arctan est bien définie sur R, impaire, de classe C” sur R et préciser

. d
une expression de a(arctan).
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273 Montrer que arctan admet une limite finie, notée provisoirement L, en +ooet justifier que
arctan est une bijection de R sur |-L,Z[.

3) Pour tout x & ]—g—,%{ , calculer arctan[tan(x)] , en déduire la valeur de L.
4) Tustifier que, pour tout (x,) € R?, |arctan x —arctan y{ < |x - y|.

- . 1 =«
5} Montrer que, pour tout xe R, arctanx +arctan—=—.
x

Si f e E,, on définit, sous réserve d'existence, ®(f):xeRw> I arctan (tx) f( ) s dt
L’objectif du probléme est d'obtenir quelques propriétés de O(f) etde ©.

Partie I — Premiéres propriétés de ©( 1) etde @.

6) Vérifier que E, est un sous-espace vectoriel de C°(R,R) .

f()

71 Soit f € E,, montrer que,

2
8) Soit f € E,, montrer que ®( f)est bornée et Nu[(l)(f)]s%No (f).

9) Continuité de ®(f) pour f €k, .
Dans cette question, f désigne un élément de E, et xun réel.

a- Soit 4 un réel strictement positif et se R, vérifier que :

< dt est absolument convergente.

arctan{¢(xx + ) - arctan (t.x)]

[o())(x+m-[o(N]0)|s (f)(I: prenite D) aemleh .-

1+

b- En déduire que, pour tout he R, pour tout 4>0,
+o
oA Lo 0 ol 1)

Soit heR", en choisissant 4 = l% .

établir que :

[«
I

N, 1
[ (0RO L1 e, (ot
Montrer alors que ®{ f) est continue sur K.
En déduire que @ : f € E, > ®( ) est un endomorphisme de £, .

d

Ly’]
H
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Partie III - Etude d’un exemple.

Dans cette partie, on s’intéresse a I'application g:R > R, x> g(x)= j .

« arctan (£x)

e &

gest 'image par @ de I’application constante égale a 1: xe R 1.

10) Vérifier que g est impaire.

1) Dérivabilité de g sur ]O,+oo[ . Soit x un réel strictement positif.

a-

b-

f.

Vérifier que, pour tout v R, |a_rctan"(u)1 < .
1+

Smt a et b deux réels distincts et / le segment d'extrémités a et b. Montrer que :

arctan b—arctana - _Ci|_(b a) ( )
1+a| 2 w14

Soit he }% , %[ et £ un réel positif, établir :

th o
arctan[t(x+h)]—arctan(tx)—l+t2 2|< e
I+—
4
X X
Montrer alors que, pour tout he}w-zw,ai[,
g(x+h)-g(x)-hf " L <om | A
(142257 ) (1+¢%) 0 (4+057) (1+7)

En déduire que g est denvable sur 0,+] et justifier que, pour tout x>0,
1

#0=[ e

g est-clle denvabie sur |-o0,0[ ? Si oui, que vaut g'(x)pour x<0 ?

12) Calcul de g'(x)pour x>0,

a- Déterminer g'(1}.
b~ Pour tout x € J0,1{ U, +o0[ , chercher des expressions 4(x)et B(x), indépendantes de
f
= A(¥)—— 4 B(x)- s .
t, telles que, pour tout re R, (1+t2x3)(1+t2) A(x)1+t2x2 + (J«:)“_t2
c- En déduire que, pour tout x € J0,][ UL +of, g'(x)= ;1-1—1—3—
d- g est-elle de classe C' sur 0, +oo| ?
13) Une nouvelle expression de g(x) pour x> 0.
Int

a-

Justifier, pour tout x >0, la convergence de 1'intégrale I dt.

01
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marctan(tx)d I Int

1412 T

b- Montrer que, pour tout x>0, que I T

14) Etude de 1a limite de g en +o0.

zl e 1 1
a~- Démontrer que, pour tout x >0, g{x)=—- arctan| — dt
ane. P 8(x) 4 -[0 (tx)lﬂ‘z

[1] i
arctan 7
x i+t

1] I
2\/‘ ~:1+r Jx

b- Ecrire, pour tout x>0,

I;marctan(—tj—c-jl+ Ifarctan( 1 )1 !

| arctn] 1)

¢- Déterminer alors lim g(x}.

alors que :

.. o 1
i3} Application au calcul de .
; (2n+ 1)2
a- Montrer que . aide des questions
précédentes.
Int 1 Int
b- Vérifier que | —rdi=2f —

c- Soit ne N, démontrer que j: _l_l_n_% di=Y, L: * Intdt + j:lln—:z—rz""zdt (on justifiera
_ & _

Pexistence des iniégrales introduites).
d- Pour tout ne N, calculer j': £ Intdt .

e- Montrer que lim I; Tl—n;%tz"*zdt =0,

f-  Donner alors la valeur de Z -. En déduire celle de Z-}? .
0 (2n+1) ~n

Partie IV — Retour a Pétude de @.

, N{@(f)] »
16) Montrer que sup ——————===—.
’ aue fegoga} N, (f) 4

Dans toute la suite du probléme, on considére :
o JicRtelque lﬂ] , Ol POUITA POSEr ¥ = ———Iﬁ.l

e« pourtout ne N, ®" = ®o---0d, autrement dit " = id, et, pour tout neN,

n tois

@™ = dod".
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* feE\{0},onposera M =N, {f).

o pourtout neN, p, = A"®"(f).
171 Vérifier que, pour tout ne N, g, = A0(p,) et No(g,..) <rNy(e,)-
18) Peut-on avoir A®(f)= 1 ? Que peut-on alors dire de id g —AD?

19) Démontrer que, pour tout ne N, N, (9,)<y"M et que la sériec > N, (o, ) converge.

nz0

20) Montrer alors que, pour tout x € R, la série y_ @, (x) converge.
nz0

On note alors fp:xeRHiqp"(x).
n=t

21) Montrer que ¢ est bornée sur R .

22) Continuité de ¢.
a- Vérifier que, pour tout ne N, pour tout xR, pour tout hc R,

B (x+ )=, (x)| <] N, (q)n){@]n(l_ + -;:3-) + narctan|h|] :

b- En déduire que, pour tout x& R, pour tout #eR’,

|qo(x+h)—¢)(x)| < |A|(ZNO (qon)){%i}n(l+-;1~§—)+:rarctan|h|}+|f(x+h)—f(x)} .
n=0)

c- Justifier que @ est continue sur R .

23) Application aux valeurs spectrales de ©.

n+l

a- Pourtout ne N, calculer (r‘da) - A(I))(Z cpk) et montrer que
k=0

n+l
nlitga NO I:(idgo —A'(D)[Z¢k )_f} =0.
k=0
b- Montrer alors que (id% —E(D)(ga) = f . Que peut-on dire de id, —AD ?

2
c- Soit 2R tel que @ — prid, ne soit pas bijective, montrer que |4 < % )
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure-thrpossible les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document. L utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule
Lutilisation d‘une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre.

Le probléme comporte 6 parties.

Le but du probléme est d’étudier les matrices A € M, (R) telles que ‘A4 = A'A.

Une matrice A € M, (R) vérifiant cette propriété sera dite normale.

Dans tout le probléme :

e ndésigne un entier supérieur ou égal a 1.
e B,= (el,...,en )est la base canonique de R".

Iy

o Siz= Za:zez , on identifiera x et la matrice X = | : |de ses coordonnées dans la base B,.

Iy

° < l ) est le produit scalaire usuel de R” : (xly) =XV = ixiyi siz = g:xiei et
=1 3=1
Yy = Zn:yiei . La norme euclidienne associée a < i ) est notée H "
i=1
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e Pour Ae M, (R) et f ’endomorphisme de R™ représenté par 4 dans la base B,, onnote f
1’endomorphisme représenté par ‘A dans la base Bj.

e Un endomorphisme de R™ représenté par une matrice normale dans la base By est dit normal, il
vérifie done fof = fof" .

e Si F est un sous-espace vectoriel de R"et f € L (]R" ), on dit que F est stable par fsi: Vz € F,
f(z) € F. Dans ce cas, on note f,l'endomorphisme de /" défini par : Vz e F, fp (x) = f(:r) .

cosf sinf }

. SiOER,onnoteRg_—_( 10 0
—sinf cos

Partie I — Matrices normales d’ordre 2.

) a
Soit A =

Z]EM.Z(R).

1) Vérifier que 4 est une matrice normale si et seulement si ou bien 4 est symétrique ou bien il existe
*
p€ R ethe Riclsque A= pR,.

2) On suppose que 4 est une matrice normale, montrer qu'il existe P € R [ X } tel que *A = P(A) (on

pourra utiliser ‘A + A).

3) Déterminer les matrices normales 4 de M, (IR )telles que A> —~A+1,=0.

Partie II — L’endomorphisme .

Dans cette partie, A = (‘11;, i ) » € M, (R) et f est 'endomorphisme de R" représenté par 4 dans

(4,3)efLn]

labase B;.

4) Propriétés élémentaires de f
*
a- Préciser I’endomorphisme ( f *) .

*

b- Sif estinversible, préciser I’endomorphisme ( f”l) .

5) Caractérisation de I'endomorphisme f :
a- Pour tout couple (i, j ) dans ][1, n ]]2 , eXprimer < f (ei )le j> a P’aide des coefficients de 4.
2

b- Montrer que : V(:c,y) € (R"‘) (f(z)(y> = <z 1 (y))

c- Montrer que f  est I'unique endomorphisme de R™ vérifiant :
¥(ow) € (R {(2)lv) = (al" (v)-
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7) Réciproquement, soit g € L(R” )tel que, pour tout z € R”, u g (m)u = |l g (m)" . En exploitant

6) Montrer que si f/ est un endomorphisme normal: Vz € R”, “ f (m)“ =

I’égalité ug(w + y)n = " g (a: + y)" , montrer que g est normal.

8) Vérifier que, si 4 est une matrice normale de M, (R) , la matrice de f dans toute base orthonormale de

R™est normale.

Dans la suite du probléme, on admeitra les résultats suivants :

Si f est un endomorphisme d’un espace euclidien E muni du produit scalaire < l ), on notera encore f

£ (v)-

Dans toute base orthonormée de E , la matrice de f~ est la transposée de la matrice de f.

I'unique endomorphisme de F vérifiant : V(m,y) € (E)2,< f (x)!y) = (:n

On dira encore que f est normal sif of = fof .

Partie III -Matrices normales et polynéomes annulateurs.

9) Soit A€ M, (R) une matrice normale telle qu'il existe p € N” vérifiant A7 = 0. Soit § = ‘A4,

vérifier que S* = Oet montrer que S = 0. Montrer alorsque 4 = 0.

10) Soit A € M, (R) une matrice normale, on suppose qu'il existe P € IR[X ]et g € N'tel que
P9 (A) = 0, montrer que P(A) = 0.

11) Exemple : Soit M € M, (R)telle que M2 + M —'M = I, . Déterminer un polynéme annulateur

de M de degré 4, le factoriser. En déduire que <M ~1I, )3 .(M + I, )3 = 0. Montrer alors que M est

symétrique et que M? = I .
Dans la suite de cette partie, on suppose que 4 est une matrice normale non nulle de M (R) .

12) Montrer que 4 admet un polynéme annulateur P € R [X ] , de degré au moins égal a 1, dont les

racines complexes sont toutes de multiplicité 1.

On note I, l'ensemble des polynomes de R [ X ] annulateurs de 4 dont les racines complexes sont toutes

de multiplicité 1, et on pose D, = {degQ;Q € IA}.

13) Justifier que D, admet un minimum d, soit = un élément de I, de degré d. Onnote X ,..., ), les
racines complexes deux a deux distinctes de .

a- Montrer que A,,...,A;sont les valeurs propres complexes de 4.

b- En déduire que I'unique élément de 1, de degré d, de coefficient dominant égal a 1 est
d

H(X_/\k)'

k=1
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Dans la suite du probléme, on note 7 ,ce polyndme.
14) Déterminer 7, ,pour M € M (R)telle que M2+ M —'M = I et M=+ .

Partie IV — Propriétés spectrales des matrices normales.

Dans cette partie, A € M, (]R) est une matrice normale, / l'endomorphisme de R" représenté par 4
dans la base B;.

On note toujours 7, le polyndme associ€ a 4 défini dans la partie I1L.

15) Montrer que Ker f = Ker f*. Plus généralement, si A\ € R, vérifier que
Ker ( [ = Aidp, ) = Ker ( - Atdyp, ), en déduire que les espaces propres, s'ils existent, de fet de

" sont identiques.

16) Soit Q € R[X ] et F = Ker(Q( f )) , montrer que F est un sous-espace vectoriel de R" stable par f/

et f. Montrer que F"est aussi stable par f et f * . Vérifier alors que fret fo. sont deux

*
endomorphismes normaux respectivement de F et de F* et que ( fF) = ( f )F.

17) Recherche d'un sous-espace stable.

On désire montrer qu'il existe un sous-espace F, stable par f et F", de dimension 1 ou 2 :
a- Premier cas : on suppose que 7 ,admet une racine réelle A : , (A) =0etAeR.
Montrer qu'il existe e = O, appartenant & Ker ( f—Aid,. ) Montrer que F' = Vect(e) convient.
Deuxiéme cas : on suppose maintenant que  ,n'admet pas de racine réelle.
b- Justifier l'existence d'un couple de réels (a,b) tels que a® —4b < 0 et f2 + af + bidy, ne soit
pas inversible. On note G = Ker( 2 +af + bidmn) et g = fo.

c- Vérifier que h = g + g est diagonalisable. On note e un vecteur propre de .
d- Montrer alors que F' = Vect ( ef (e)) convient.

18) Montrer qu'il existe une base orthonormée C de R" dans la quelle la matrice de fest de la forme :

N0 e e 0
0o - .
: A 0 :
M (f): . P ( ) ) ot \,---,A sontdesréels, p, -, p sont des réels
¢ : (0) /91Ra1 . : P )
: . 0
0 vee cee 0 psRes

positifs et 6,,---,60, des réels appartenant a [0, 27r[ ;
19) Quelles sont les matrices normales A pour lesquelles 7, a toutes ses racines réelles ?
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Partie V — Etude d'un exemple.

7
Dans cette partie, 4 est une matrice normale et inversible de M, (]R) telles que (A +1, ) =A" + I.

On noteP:(X-Fl)T—X?-—l.

20) Déterminer les complexes z € C tels que ]]:( (Z z)):-OO puis factoriser P dans (C{X ]et dans R [ X ]

21) Montrer que 4 est une matrice orthogonale de R”.

22) Montrer que ‘A est un polynéme en A.

23) On suppose de plus que » est impair et que A = —I, déterminer le polyndme 7, associé a A.

Partie VI — Généralisation.

Dans cette partie 4 est une matrice normale non nulle de M, (R ) ,f ’endomorphisme canoniquement

associé 4 4. On note 7, le polyndme associé a 4, tel que défini a la question 13.

On désire démontrer que ‘A est un polynéme en A.

Plus précisément, on cherche un polyndéme P € R [X ] , de degré inférieur ou égal a n — 1, tel que
‘A=P(A).

24) Quel polyndme P convient lorsque 7, a toutes ses racines réelles ?

Dans la suite de cette partie, on suppose que 4 admet 2f valeurs propres complexes non réelles distinctes.
_ _ _ 0 . .

On les note p,, iy, fhy, fiy, - - -, 14y, J4, - Pour tout ¢ de {[I,tﬂ, onnote y, = pqez 7, 0U p, est un réel

strictement positif et Gq un réel appartenant a {0, 27r{ . Enfin, on note \,---,\_ les valeurs propres réelles

distinctes de 4.

T t

Ona:m, = H(X—/\k)l—[l(X2 —2pqoos(9qX+ pg)
= 9=

D’apres la question 18, il existe une base orthonormée C de R" dans laquelle la matrice de fest de la

N0 e e 0
0 - ’ :
S 0 :
forme : M, ( f ) =1 (O) A oR, ( ) ) 3 (les réels A, pouvant étre répétés plusieurs fois
1
0
0 0 pR,

ainsi que les matrices PRy ).
q
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25) Préciser M, (f* )

26) Montrer que (1 = P(f)) ¢ (Vk € [Lr]. 5 = P(A) e (vk € [Le]s = P(m)))-

i

Onnote S = H(X A)etQ H( —2p, 0030X+pq) H(X—,uq)(X—,u—q)eton

g=1 g=1

introduit les familles de polyndmes (Lj )je[l oL (Q ; )J‘e[l,i] et( TJ )}_e[lﬂ telles que :

‘ D GED Q
pourtout s € 1) 1, = | [IT=3H G50y
k= j
s | (X—m)(X - ) [X*;‘;]
A el g = . — | == | €t
pour tout j € [1,¢], @, S(u;) g(u»~ﬂk)(“j““k) Hi— B
=]
s |t (Fom)(X—m) | (x—n
efnt] T = — = \u;
pourtoutjéﬁ ﬂ j S(uj) 1;_1(7 M)( uk) Hj = Ky

T t
Enfin, on pose P = Z)\kLk -+ Z( @ + 14T ) .

k=1 k=1
27) Montrer que P € R[ X et que ‘A = P(A).

28) Préciser P lorsque m, = X(X +1)(X2 + X + 1).

FIN.
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Code sujet : 281

Concours d’admission de 2015

Conception : ESSEC

OPTION Scientifique

MATHEMATIQUES

Jeudi 7 mai 2015,de 14 h.A 18 h.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités @ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée,

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Dans tout le probléme, on adopte les notations suivantes :
C’ ([O,l],]R) désigne I’ensemble des fonctions continues sur le segment [0,1] et a

valeurs dansR .
Pour tout entier naturel & supérieur ou égal & 1, C* ([0, 1],R) désigne I’ensemble des

fonctions k fois dérivables sur le segment [0,1], & valeurs dans R et dont les dérivées

successives jusqu’a la k-éme sont continues.
Si f est une fonction continue sur le segment [0,1] et & valeurs dans R , on note ||f]_

le nombre réel max ] f (t)‘ .

Si g est une fonction continue sur le segment [0,1] et & valeurs dans R, on note F(g)

Iensemble défini par : F(q)={f e C*([0,1,R)/ Ve e[0,1]./"(t)=q(r) f (¢)}-
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Introduction
1. a) Montrer que F(g) est un sous-espace vectoriel de C°([0,1], R).

b) Pour toute fonction f de C° ([O,l],R) , on définit la fonction ®( f) par:
o(f):te[01] [ (t-u)q(u) £ (u)du.
Vérifier que Dapplication ®, qui a fassocie CD( f ) , est un endomorphisme de
C*([0.1].R).
¢) Montrer que ®( f) appartienta C* ([0,1],R) et calculer [CD (f )] "et [CI)( f )]“ .
d) En déduire pour toute fonction f de C° ([O,l],]R) :
(f appartient & F'(g) et vérifie: £ (0)= f'(0)= 0) si et seulement si (@ ()= f).

2. Soit fdans C°([0,1],R). On définit la suite de fonctions (f,),.,, par f, = f et, pour tout n
entier naturel, £,,, =®(f,).

n
o0

a) Montrer que : V7 €[0,1], l f (t)t <lq|

tn
LS

b) En déduire que, pour tout ¢ de [0,1], la suite( , (1))  converge vers 0.

He

¢) Montrer alors que si f appartient a F(g) et vérifie: £ (0) = f'(0) =0, alors fest nulle,
F(g)—> R’
f(£(0).1(0)

on en déduire pour la dimension de F ( q ) ?

d) Montrer que 1’application A :{ ) est linéaire et injective. Que peut-

Partie | : Pespace £, (o).
Soient @ une fonction continue sur le segment [0,1] et 4 valeurs réelles strictement positives et
a un nombre réel. On note :

E,(@)={f e C*([0.1L.R)/ Ve e[0,1].7"(r) =~aw(r) £ (¢) etf (0)= 1 (1) = 0}.

3. a) Montrer que E, (@) est un sous-espace vectoriel de C* ([O,l], IR) .

b) Un exemple élémentaire : le cas a = 0. Décrire E,(@).

4. Un exemple constructif : le cas o est la fonction constante 1.
a) Pour a strictement négatif, remarquer que ¢ — exp ((\/; )t) et ¢ — exp (~ (\/ja_ ) t)
sont dans F'(—a). En déduire E,(1) pour a strictement négatif.
b) Pour ¢ strictement positif, remarquer que ¢ cos((\/g )t) et ¢ — sin((ﬁ )t) sont
dans F' (—a). Décrire E, (1) pour a strictement positif en discutant suivant la nature du

nombre réel Va /.
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5. On revient au cas général, montrer que : dim(Ea ( a))) <1. On pourra faire intervenir encore
I’application A.
6. Montrer que : si E, (@) n’est pas réduit & {0}, alors a est strictement positif (on pourra

introduire | O‘( 7(8)) db).

7. Lorsque f et g sont deux fonctions continues sur le segment [O,l] et a valeurs dansR , on
pose : (f|g) =J-; f(1)g(t)a(t)dt. Vérifier que cela définit bien un produit scalaire sur
C’([0.1].R).

Dans toute la suite du probléme, ’espace C° ([O, 1], R) est muni de ce produit scalaire.

Pour f dans CO([O,I],R),onnote: ”fﬂ2 =4/(f[f) =\/j:(f(t))2 o(1)dt .

8. Sia et b sont deux nombres réels distincts, montrer que E, () et E, (@) sont orthogonaux.

Partie Il : Pexemple v = 1.
Dans cette partie, @ est la fonction constante 1 et p est un entier supérieur ou égal a 2.

Pour tout £ entier naturel non-nul, on note y, la fonction définie par :
w, :t€[0,1]+> v2sin(kxt).

9. a) Vérifier qu'il existe un nombre réel a strictement positif tel que , appartienne & E, (1).
b) Pour tout couple (,/) dans (N* )2 , caleuler : {y, |y,) = j 01 AGIAGE S

¢) Onnote G le sous-espace vectoriel de C°([0,1],R) engendré par (t//] ,...,y/p). Vérifier
que C = (;f/, sl ) est une base orthonormée de G.

10. Pour g élément de G , on définit la fonction u(g) par : pour tout 7 &[0,1],
1
(u(2))(0)=2005()2 (1)~ 2 (), (+) e 1)
a) Montrer que v : g — u ( g) est un endomorphisme de G.
b) Ecrire la matrice de u dans la base C. Justifier que u est diagonalisable.
11. a) Vérifier que, pour gélémentde G : <g|u(g)> = 2"-; cos(zt)g*(t)dr.

b) Soit A une valeur propre de #, montrer d’abord que A appartient au segment [—-2, 2] .
Vérifier ensuite que Ane vautni 2 ni —2 (on pourra raisonner par l'absurde).

12. Soient A une valeur propre de et & un nombre réel de 0,7z tel que : A =2cos(8), on note
w un vecteur propre associ€. Il existe un p-uplet de nombres réels (a:l, A ) tel que :
P
y= Zkak .Onpose x,=x,,=0.
P
a) Vérifier que, pour tout k dans [[1, p]|, x,,; —2cos(8)x, +x,_, =0.
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Tournez la page S.V.P.



b) En déduire Iexistence d’un couple (4, B) de nombres réels tel que, pour tout k& dans
[0,p+1], x, = Acos(k8)+ Bsin (k).

c) Justifier que A4 est nul et qu'il existe s dans ][l, p]] telque: = ﬁl— .
p+

d) En déduire les valeurs propres de u et une base de vecteurs propres de .

Partie Il : Phypothése (H,, ).
On revient au cas général : @ est une fonction continue sur le segment [O,l] et a valeurs réelles
strictement positives. On note(H,,) I'hypothése : 1l existe une suite bornée (a,)  de réels

strictement positifs, deux & deux distincts, telle que, pour tout entier n, E, (a)) n’est pas réduit a4
{0}.
13. L'hypothése (H,) est-elle vérifiée si @ est la fonction constante 1 ? Justifier la réponse.

On se propose de démontrer, par I’absurde, que cette hypothése n'est jamais réalisée.
Ainsi, on suppose qu’il existe @ une fonction continue sur le segment [(),1] et a valeurs réelles

strictement positives telle que I'hypothése (Hw) est réalisée ; on note a un nombre réel positif et
(a,),  une suite de nombres réels deux a deux distincts, tels que, pour tout entier »:
E, (0)#{0} et 0<a,<a.

14. Justifier l'existence d'une suite de fonctions (f,)  de C° ([0,1],1R) vérifiant : YneN,

1, €E, (o) et L:( £ (z‘))zco(t)dtzl. Une telle suite est ainsi fixée jusqu’a la fin du

probléme.
15. Soit ¢ dans C° ([O,l],R). Pour tout » entier naturel, on note :

6 (9)=[ 1 (Op(O)o()d et 5,(9)=c (o) i

k=0
a) Que représente S, (qo) ?

h

5,0 =30 () ¢ 3 (e @) <lof.

k=0 k=0

b) Vérifier que, pour tout 7 entier naturel :

¢) Que peut-on dire de la série ) (cn ((0))2 ?

n=0
d) En déduire : lirflmj';]f,(t)(o(t)a)(t)dtzo et nlir?wj;ﬂ,"(t)go(t)dtzo.
16.2) Soit x un nombre réel fixé dans le segment [0,1]. On définit la fonction ¢, par :
Hx—1 itel0,
o, :1e[0,1]- (x-1) Sf el0.+]
x(t-1) sitrelxl]

b) Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a £, a I'ordre 1 entre 0 et x.

Vérifier que : f, (x)zxfn'(O)nLj:(x—r)fn"(t)dt,puis: ﬂ'(O)z-jS(l%)ﬂ"(l‘)dt.

. Vérifier que @, est un élément de C° ([O,l],R) )
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¢) En déduire : 7, (x) = jol o, (t) f,"(r)dr et conclure : lim £, (x)=0.
d) Remarquer : £, (x)=-a,(p,|,), en déduire : l £, (x)[ <d|p,|,

e) Calculerf gox(t dt en déduire : l 7 (%) |<ax(1 ~x) ” ”‘” .

)
f) Justifier : lfn '(O)l < a—nj.Sﬂf-.

g) Rappeler pourquoi on a: f,'(x)=f,'(0)-a, I:a)(t) 7, (t)dt et en déduire alors:

(o)< (122, ).

17. On note C=a "w’l (l+ —|le], ) (on remarque que C est un nombre réel strictement

positif).

Déduire des questions précédentes : V(x,y) €[0, 1]2 , <Clx-y|.

18. Soit & un nombre réel strictement positif, on choisit N un entier naturel non-nul tel que :

1 ¢ k
— < —— eton pose, pour £ dans [O,N| : ¢, =—
IYakTe P P [[ ]] k

)}<~‘2?~

b) Soit alors x un nombre réel fixé dans le segment [0,1]. En introduisant un entier & de

<£.

[0,N-1] tel que : x&[e,,c,,,], montrer que : Va2 p,
¢) En déduire : lim ||£,||, =0.

d) Montrer alors : lim j (£,(1) a)(t) dt =0 et conclure.

A—>+D
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Notations et objectifs :

Dans tout le probléme, E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [O, 1] et

a valeurs réelles.

. . 1 — 2x e n-1 X
Sous réserve d’existence, on note @ : x > ———Z——z——? ety x> Z(—l) —_-
X g B X n=1 n —x

Le but du probléme est d'obtenir, a I'aide des fonctions @ et i, des expressions des fonctions sin, —
sin

Ccos - - . . -
et — comme somme de séries ou produit infini (On parle de développements eulériens).
sin

Plus précisément, dans la partie |, on étudie les premiéres propriétés de la fonction ¢ ; dans la seconde

partie, on introduit et on étudie lopérateur 7 défini sur E par: VfekE, ‘v’xe[O,l],

[T(1) =f(§) ¥ f(%l]

PO . . COSs . . . . .
On en déduit une expression de la fonction —, puis, dans la partie lli, de la fonction sinus. Enfin, dans
sin

. X . . 1
la partie IV, I'étude de la fonction {7 permet d’obtenir une expression de — .
sin
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Partie | : Etude de la fonction ¢ .

/

Ve

/1 Montrer que, pour tout nombre réel x qui n'est pas un entier relatif, la série de terme général

u, (x)=
Dans la suute, on notera D I'ensemble des nombres réels qui ne sont pas des entiers relatifs.
La fonction ¢ est donc définie sur D.

est convergente.

2- Imparité et périodicité de ¢ :
9/ Justifier que ¢ est impaire.

/ 2

b/ Vérifier que pour x dans D¢ - *x 11 )
n-x' n-x n+x

c- Montrer que pour x dans D : ¢(x+1)=g(x).

La fonction ¢ est donc périodique de période 1.

3- Continuitéde ¢ :
- Justifier pour x dans 'ensemble DU{O,I} I'existence de :

8(¥)= 3 ~§( 1 )

n=2 1 2\ H—X n+x

/Venﬁerque VxeD, ¢(x)—-———-—1——+L——g(x).

7

¢ Soit & un nombre réel de }—%,—;—[, montrer que : Vxe[(),l], ]g(x+h)——g(x)lsC[h| ol

. ”Z;(n 1)(;1-:9’2-).

4- En déduire que g est continue sur [O,l] puis que ¢ est continue sur ]O,l[.

La fonction @ est donc continue sur D.

4- ftudede gpenOetenl:

/ 1 . 1
/aé Montrer que : (o(x)x:(); et que: ll_l}g(q)(x)—;) =0.

! Obtenir des résultats similaires lorsque x tend vers 1.

Partie ll: Etude de 'opérateur T

On rappelle que E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [0, 1] eta

valeurs réelles.

T est’application définie sur E par: Vf e E, Vxe [0,1], [T(HI(x) :f(g.)+f(f_§.l_]
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On note, pour tout entier naturel £, ¢, 'élément de E défini par: Vx e [0,1], e, (x) = x* et pour tout

entier naturel n, F, le sous espace vectoriel de £ dont une base est B, = (e, )ke[O g
/ '

8- Vérifier que T est un endomorphisme de E.

6- Etudede T sur F) :
a Vérifierque: Vf e F,, T(f)eF,.
On note 7, I'endomorphisme de F, définipar: Vf e F,, 7,(f)=T(f).

//

b2 Déterminer la matrice de T, dans la base B, .
/Z— Quelles sont les valeurs propresde 7, ? 7 est-il diagonalisable ?

7- Etude du noyau de 'endomorphisme (T —2.id,;) :
& Montrer que Ker (T - 2.idy) nest pas réduit 2 {0, } .

/

Soit fun élément de Ker (7' —2.id, ). Onnote m = fgéﬂl]f(x) et M = ?el[%,)ﬁf(x) . On fixe x, dans

[0,1] tel que m= f(x,) et x, dans [0,1] tel que M = f(x,).

b

Montrer que : f(-’;—") =m.

¢- Endéduire que: Vne N, f(%):m.

d- En déduire que: m= f(O)
e- Faire une étude similaire pour M.
f- Montrer alors que f est constante.

8- Etude de la fonction cot :
) cos(7x)
Pour tout x dans 'ensemble D, on note cot(x) =7 ———7.
sin(7x)

a- Vérifier que cot est définie et continue sur D, qu’elle est impaire et périodique de période 1.

1 1 n’
b- Montrer que : cot(x) ~ —etque: cot(x)—— ~O——§—x.
X x x X

btenir des résultats similaires lorsque x tend vers 1.

. . x x+1
Démontrer que, pour tout nombre réel x dans D,ona: —2— eD, —2——— eD

et cot fj +cot ﬁ—lj =2cot(x).
2 2

9- Calculde ¢ :
x+1

a- Vérifier que, pour tout nombre réel x dans D, ¢(32€) + gp(—-—:z——) =2p(x).
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b- Montrer que @ —cot se prolonge par continuité sur [0,1].
c- Démontrer alors que ¢ =cot.

Autrement dit: Vxe D, n M .__f: 22x
sin(7x) o’ — x?
10- Premiére application :
. ) . 1-xcot(x)
a- Déterminer lim ——————=.
x-0 2x
Pour tout nombre réel x dans ]0,1[, on pose §(x)= i T —Z.——
n=1 n n=l n
b- Vérifier que é'(x) - x <x? 1
1-x el (n2 —1)

¢ Endéduire que lim Y ———=>" .
x—0 T —-X el 7

d- Déterminer Z——
n=l n

Partie lll: Développement eulérien de la fonction sinus

2

2
. . X
Pour tout »n entier naturel non nul et tout nombre réel x dans [0, 1[, on pose &, (x) = ln(l ————J et
n

B, (x) = gak (x) .

/
}/i— Montrer que, pour tout nombre réel x dans [O,l[, la série Zan (x)converge. On note alors
/ n2l
/

;

/

[ B =Y (x).

n=1

12- Explicitation de [ : on fixe un nombre réel x dans }0,1[.

o~ 2
a- Pour N entier naturel non nul, calculer j (Z 7 )dt en fonction de ﬁN( )
/," =] n

' b- Justifier Iexistence de J‘:(qo(t)—ﬂdt.

f:(o0)- (572 Jal <

n=]

¢ Montrer que :

- 1

n-—-ZNH nZ -1 ‘
/dfﬁ En déduire que : B(x)= J‘:(qo(t)—-})dt.

/

e- Montrer alors que, pour tout nombre réel x dans ]O,l[, ﬂ(x) =In [S—n—l—(—ﬂx—)) .
X
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\
l

e

n x2
13- Pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel non nul n,on pose P, (x) = ﬂxn(l - |-
k=1

a- Montrer que, pour tout nombre réel x de [O, 1[ , la suite (1{, (Jc))n>1 est convergente.

+00 2
Dans la suite, on pose P(x)= ”li_)rglf, (x) eton note: P(x)= zrxH[l —i—;] X

n=1
7

/
/f- Vérifier que, pour tout nombre réel x de [0,1], P(x)=nmxexp ( B (x)) =sin(7x).
c—

Montrer que la suite (P,, (x))m est en fait convergente pour tout nombre réel x . On note encore
= lim P (x
P(x)= lim P,(x)

d- Soient » un entier naturel non nul et x un nombre réel dans ]—n,n[, montrer que

n+l+x
A=) ()
¢ En déduire que, pour tout nombre réel x : P(x+1)=—P(x). Vérifier alors que P est 2-

périodique sur R .

f-  Montrer alors que, pour tout nombre réel X, P(x) = sin(7rx).

2

490 2
) x
Finalement, on obtient ainsi : Vx € R, sin(7x)= erl | (1 ———].

n=1

Partie IV: Un autre développement du sinus

Dans cette partie, pour tout entier naturel non nul n et pour tout nombre réel x dans D{J {O} , On pose

A, (x) I cos(xt)cos(nt)dt et v (%) =(-

n—1

/lr/ Montrer que, pour tout nombre réel x dans DU{O} la série de terme général v, (x) est

e

convergente.
Lg,fonctlon y est donc définie sur DJ {0} .

7

;15 Montrer que, pour tout entier naturel non nul »n et pour tout nombre réel x dans DU{O}

2, (x) = (1) xsm(ﬂx)

=sin(zx)v, (x). Pour cela, on pourra utiliser sans Ia démontrer la
-x°

formule trigonométrique cosacosb = %(cos(a +b)+cos (a- b)) .

n
16- Pour tout nombre réel t et tout entier naturel non nul #, on pose C, (1) =2 cos(kt).
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. sin((2n+1) %) |

a- Veérifier que lorsque ¢ n'est pas de la forme 2prz,peZ, C,(t)= -—-2—+§ ~
sin| —
5)

b- Expliciter C, (t) lorsque ¢ s’écrit 2pzr avec p dans Z.

¢- Donner la valeur de I, =I: C,(t)ar.

17- Soit F une fonction de classe C* sur {O, 7z], montrer, a I'aide d'une intégration par parties, que :

lim ( [ F() sin((2n +1)§) dt) =0.

n=>+0

18- Pour x élément de D, on définit la fonction @, sur [0,72’] par:

cos(xt)—-1

o, (1) sm@
0 sit=0

a- Montrer que @ est de classe C Ysur [0, 75].

site ]0,7]

b- Vérifier que :
vt e[0,7], C, (r)(cos(xt)-1)= ---é—(cos(xt)—~1)-+~%(I)x (t)sin((2n+1)—;—) :

¢- Endéduire que :
1sin(zx) =«

* Z 1 L . !
Vne N, VXGD, ;&(X)’:——z‘——-;—--i- > +-‘2-j0 (Dx (t)sm((2n+1)5)dt+ln.

19- Application :
a- Démontrer, a I'aide des questions précédentes que, pour tout x élémentde D,

. 1 Sil’l(?l'x) 7
w(x)sin(7x) = St
n-l
b- En déduire que, pour tout x élément de D, o ZIX) = .};+2xg g;l—)f _
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Notations et Objectifs :

Soit £ un espace vectoriel réel et 4 une partie non vide de E.
Soit a un élément de 4, on dit que @ est un point extrémal de 4 si:

V(x,y)e 4%, (x;yza):?(xzyza).

Les parties 0 et I permettent de se familiariser avec la notion de point extrémal.

La partie II prouve que les points d'une partie donnant le diamétre de cette partie sont
extrémaux.

Enfin la partie III étudie des propriétés des matrices de permutation, en particulier de
l'isobarycentre de ces matrices. On obtient finalement une preuve du fait que les points
extrémaux de l'ensemble des matrices bistochastiques sont les matrices de permutation.
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Partie 0 : Etude d'un premier exemple dans R.

1- OnprendiciE=R etd= ]0, 1[ , montrer qu'aucun point de 4 n'est extrémal.

2- On considére maintenant £=R etd= [0, 1] , montrer que les points extrémaux de 4 sont 0
etl.

Partie I : Etude d'un second exemple dans M, (R).

g l-«

Dans cette partie, on note 4, l'ensemble { M, :( JEMZ (R), ae[O,l]} et J la

l-a «

01 . . . d e
matrice (1 ] Par ailleurs, I, désigne la matrice identité dans M, (R).

0

3~ Description et propriétés des éléments de 4, .
a- Vérifier que: 4, ={aL+(1-2)J , ac[0,1]}.
b- Soient (e, B) de [0,1]2 et(Ma,Mﬂ) dans 4, montrer que : -;—(Ma +Mﬁ) €4,.
c- Déterminer les éléments M, de 4, qui sont inversibles dans M, (R). Pour ceux-ci,

donner l'expression de (A, ) et préciser pour quelles valeurs de o de [0.1] (3,)"
appartient a 4, .

4- Points extrémaux de 4, .
a- Montrer que /, et J sont des points extrémaux de 4, .

b- Soit & dans :l(),%-}, vérifier que : M, =%—(M2w +J) s en déduire que M n'est pas
extrémal.
c- Par une méthode similaire, montrer que si & est dans B-,I[ , M n'est pas extrémal.
5- Réduction éhnultanée des matrices de 4, .

a- Déterminer les valeurs propres et espaces propres de la matrice J.
b- Montrer qu'il existe une matrice inversible P dans GL, (R)telle que, pour tout & de

[0.1], P M, P est une matrice diagonale D,, on précisera P et D,.

c- Onnote u,l'endomorphisme de R* reﬁféséﬁté par la matrice M dans la base canonique
de R*. Déterminer les réels o de [0,1] tels qﬁeuw soit un projecteur de R? . On précisera
’image et le noyau du ou des projecteurs ainsi trouvés.
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Partie II : Points extrémaux et diamétre d'une partie bornée d'un espace euclidien.

Dans cette partie, on suppose que E est un espace euclidien de dimension finie non nulle, muni
d'un produit scalaire noté ( | ). Onnote | | la norme euclidienne associée.

On considére 4 une partie non vide de E telle qu'il existe un réel R positif tel que, pour tout
vecteur v de 4, onait: [v|<R.

6- Montrer que l'ensemble {"v -w|;(v,w)e AZ} est une partie non vide et majorée de R .

Cet ensemble admet donc une borne supérieure.

On note alors §(4) = sup {"v -w;(v,w)e Az} , 6(4) est appelé diamétre de 4.

Dans la suite de cette partie, on suppose que la partie 4 vérifie la propriété ( H ) suivante :

(H) : Nexiste (a,b) dans 4* tel que 5(4)=|b-a].

On se propose de démontrer que a est un point extrémal de 4.

c+d

7- On considére donc (c,d) dans 4* tel que =q.

a- Veérifier que : [}a—b| < é-(ﬂc — b +|d~B]) <[a2]
En déduire que : |c—b||=]|d —b]|=5(4).

b- Vérifier que : |c- b”2 =|e- a”z +[a- b”2 +2(c—ala-b).
En déduire que : [lc - a][2 =-2(c-ala-b).

c- Montrer de méme que : |[d - anz =-2(d-ala-b).
d- Montrer alors que ¢—d et a—5b sont orthogonaux.
e- En déduire que a, c et d sont égaux et conclure.
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Partie ITI : Ktude de ’ensemble des matrices bistochastiques et de ses points extrémaux.

Dans tout la suite du probléme, n est un entier supérieur ou égal & 2 et on note £ =M, (R) ,

A, ={M=(mi’j)(ij)e[[ln32 eM, (R)/V(i,j)e[[l,n][z,mi‘j ZO,Vieﬂl,n],Zn:mi’j =1et Vj e[[l,n]],‘:m,.’j ::1}
el £

i=1

est ’ensemble des matrices bistochastiques de M, (R).

j=1 i=1

F, est I'ensemble {M = (m,.’ ; ) ot € M,(R)/Vie[l, n]],zn:m,.’ ;=0etVje[ln], \ m, = O} .

On munit R” de sa structure euclidienne usuelle.

Enfin, B, =(e,....,e, ) désigne la base canonique de R".

8- Premiéres propriétés de 4, .
a- Soit (M,M') dans 4;, montrer que : %(M +M'Ye A4,,etque: ‘M e 4, ("M désigne

la matrice transposée de M ).
1

Onnote X, =|:|eM,, (]R) (toutes les composantes de X, sont égales a 1).
1

b- Soit M de A4,, montrer que : MX, = X,.

¢- Réciproquement, soit M = de M, (R) telle que pour tout (i, j) de {[l,n}]z

(m*lf )(i, Nl
m,, 20, MX, = X, et ("M )X, = X,, montrer que : M ¢ 4,.

d- Soit(M,M") de A2, montrer que: MM'e 4,.

9- Endomorphismes et matrices de permutation.
On note S, l'ensemble des permutations de [[I, n]], c’est-a-dire ’ensemble des bijections de

[1,7] sur lui-méme. Le cardinal de S, est n!.
Soit o de S,, onnote f, l'endomorphisme de R” tel que : pour tout j e[Ln], £, (e,)=¢,,-

On note M_la matrice de f, dans la base B, on dit que M est la matrice de permutation

associée a o .

a- Si oest lidentité de [L,n]( pour tout i €[1,n], o'(i)=1), que sont f, et M, ?
b- Si o estune permutation de S, , montrer que : M € 4,. Déterminer 7 de S, telle que
'‘M,=M,.
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c- Soit (o,0")de (S,)’, montrer que f,0f,. = f,, .. ; en déduire que M. est inversible et
déterminer (M, )" .
d- Justifier que les matrices M sont des matrices orthogonales.

e- Justifier que les matrices M sont exactement les matrices présentant sur chaque ligne
et chaque colonne une fois la valeur 1 et n~1 fois la valeur 0.

10-Soit o de S, , monfrer que M, est un point extrémal de 4, .

" 1 . . 1
11- Etude d'un projecteur : on note P=—,Z f et P=————'~Z M, .

1
n: ses, R ges,
a- Soit 7 fixé dans S, , montrer que I’application @, : o - 700 est une bijection de S,
dans lui-méme. Montrer alors que : flop=p.
b- En déduire que p est un projecteur de R”.
¢- Montrer que : Im(p)= {x eR"/VoeS,, f, (x) :x} .

d- Montrer alors que : Im{p) = Vect(x,) ou x, = Zn:ef i
i=1

e- Calculer ‘P ; en déduire que p est un projecteur orthogonal et déterminer P .
f- Vérifierque Pe 4,.

12- Diamétre de 4, .

a- SiM-= (m,, ; ) e N = (n,., I.) sont deux matrices de E, calculer Tr(’MN )

(.J )e[[l,n]]z

b- Montrer que I’application (M,N)+> Tr ( ‘MN ) est un produit scalaire sur E.
Si (M, N) sont dans £, onnote (M|N)=Tr("MN)et |M], = [Tr(‘MM).

c- Soit o de S,, caleuler M, |,.

d- Dans cette question seulement, on suppose que #=2. Soit (e, ) dans [0,1]2 et
(Ma,Mﬁ)de A2, calculer nMa -M, HZ Montrer alors que 5(4,)=2.

e- On revient au cas général : n22. Soit M de 4, , montrer que |M|] <n.

f- Montrer alors que, pour tout (M, N) de 47, M-~ []2 <2n.

g- Soit o dans S,, construire 7 dans S, tel que (M,|M, )=0.

h- En déduire le diamétre de 4, et retrouver que les matrices de permutation sont des points
extrémaux de 4, .

13- Structure et dimension de F),.
a- Vérifier que F, est un sous-espace vectoriel de E .
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b- Soit @: F, > M, (R) qui, & toute matrice M = (mf, j) , de F,associe la matrice

(.)etn]
(M ) = (m,., ; )(i’j)elpm_l]]2 . Montrer que @ est unisomorphisme de F, dans M, _, (R) .En

déduire la dimension de F,.

14- On désire montrer que les matrices de permutation . sont les seuls points extrémaux de 4, .

On raisonne par récurrence sur# = 2, on note (P,,) la proposition :
(P,) Si M estun point extrémal de 4,, M est une matrice de permutation.

a- Vérifier, 4 ’aide de la partie I, que la proposition (P, ) est réalisée.
On considére 7 un entier naturel supérieur ou égal a 3 tel que (P,_, )soit réalisée et on se

donne M = (m,.’ j) cE un point extrémal de 4, .

)Ll

On suppose d’abord que la matrice M a au moins 27 coefficients non nuls : il existe 27
couples (i, /) et 2 €% @ deux distinets tels que m, , est non nul.
On pose alors H = Vect(E,.k’ jk;k e[[l, 2n]]) ou les matrices (E, ; ) )P sont les matrices

élémentaires de M, (R), c’est-a-dire: E,

., est la matrice de M, (R) ayant »n*-1

coefficients nuls et un seul valant 1, placé en position (7, ) .

b- Montrer que HNF, ={0}.

c- Onprend N dans HNF, avec N #0Qet, pour 7 réel, on note O, = M +tN . Montrer
qu’il existe £ > 0tel que, pour tout ¢ de ]—~8, 8[, Q, estdans 4,.

d- En considérant ¢ de |-&,] et les matrices O, et Q,, montrer que I’on aboutit & une
contradiction.

On a donc prouvé que la matrice M a au plus2n—1 coefficients non nuls.

e- Montrer alors qu’il existe une colonne de M n’ayant qu’un terme non nul et que ce
terme vaut 1.
On note s I’indice d’une telle colonne et 7 I’indice de la ligne telle que m, , =1.

f- Justifier que la ligne d’indice » de M a tous ses coefficients nuls sauf , .

g- On considére alors la matrice M’ obtenue & partir de M en lui enlevant la colonne
d’indice s et la ligne d’indice 7, montrer que M 'est dans 4, , et que M’ est un point

extrémal de 4, .
h- En déduire que M’ est une matrice de permutation de 4, , et que M est une matrice
de permutation de 4, .
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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Notations et objectifs :

Lorsque r est un nombre réel strictement positif, on note :

A(r)= {(an ), €R" telle que : V& e N, la série ) n*

n
alr converge}

et B(r)= {(an ),y €R" telle que la suite (a,,r" )neN converge vers O} .

Et & toute suite a=(a,) v de B(r), on associe, sous réserve d'existence, la fonction

ne
40
. 7
foixe E ax’”.

n=0
Dans la premiére partie, on étudie quelques propriétés des ensembles A(r) et B(r) .
Dans la seconde, on étudie les propriétés de régularité des fonctions f, .

Dans la troisieme partie, on obtient, dans le cas ot » > 1, sous certaines hypothéses, une formule

de réciprocité donnant la suite a en fonction de la suite ( f£o (1)) .
neN

Enfin, dans la derniére partie, on utilise les résultats obtenus pour I’étude de variables aléatoires
discretes.
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Partie I — Premiéres propriétés et premiers exemples.

1-

Soit » un nombre réel strictement positif et (a, ), . une suite de 4(r), montrer que, pour

tout nombre réel x de [—r,r] et pour tout entier naturel £, la série Z n*

aﬂ

x|" converge.
En déduire que, pour tout réel 7’ tel que »<r',ona: A(r')c A(r).

Vérifier également que : 0<r<r' = B(r')c B(r) et A(r)c B(r)

Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif », 4 ( r) est un sous-espace vectoriel
de I’espace vectoriel des suites réelles.

Exemples :
. ; . .- . 1
a- On souhaite montrer que, pour tout » réel strictement positif, la suite a-—-(—')
n: nel
k+2_n

.En

appartient & A(7). Pour cela, on pose pour tout entier naturel & : u (k)=
pp n

um—l ( k )

u, (k)

Conclure alors : o = (}——J e A(r).
n!

*/ neN

n!

considérant le quotient , montrer que la suite (u, (k))neN converge vers 0.

b- Pour A réel strictement positif, on note /3(/1) la suite (/"L") . Déterminer les réels

HE]

strictement positifs » pour lesquels la suite §(4) appartient & B(r). Déterminer

ensuite les réels r strictement positifs pour lesquels la suite (1) appartient 2 4(r).
Soit p unréel strictement positifet (a,) _, une suite de B(p). Montrer que, pour tout réel
r de ]0,p[ , lasuite (a,)  estdans A(r).

. r "
p'nt [;) 2

(On pourra penser 4 écrire : n*

a,|r" =|a,

Partie II — Régularité de la fonction 1,

6-

A

Dans cette partie R désigne un réel strictement positif et @ =(a,), , une suite de B(R).

Vérifier que f, :x > Z a,x" est définie sur ]—R, R[ (on pourra utiliser la question 5).

n=0

Continuité de f, :
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a- Soit » unréel de |0,R[,x dans [-7.7] et 7 un réel tel que : x+he[-r,r], montrer

que, pour tout entier naturel 7 : I(x +h) - x”l <nr"|H .

o= £, )< St i

c- Montrer alors que f, est continue sur [—7,7]puis sur ]-R, R[.

b- Justifier alors soigneusement que

Caractére C' de f, :

On considére ici un réel » de |0,R[ etx dans [-7,7]. Pour tout n de N, on pose

7 ol
S,(x) =2 a.x" et, sous réserve d’existence : g, : x> » na,x"" .
k=0 n=1

a- Soit p dans [r,R[. Justifier que la suite (na,) _ appartient 2 B(p), en déduire que
g, est définie et continue sur |-R, R[.

b- Vérifier que, pour toutn de N' : S, (x)=a, + j: S; (t)dt .

c- Montrer que, pour toutn de N : Ij:(ga (1)-5, (t))dtls i kla,|r*.
1

k=n+

d- En déduire que : £, (x)=aq, +J';ga (¢)dr.

e- Montrer alors que f, estde classe C' sur |-R,R[etque: f/=g,.

Caractére C” de f, :
a- Soit 7 de 0, R[ . Montrer que la suite (a,) _ appartient & A(r)si et seulement si, pour

i

7" converge.

tout £ de N, la série " a
k n

nzk

b- Montrer que f, est de classe C” sur ]—R, R[ et que , pour tout x de ]—R,R[ et tout &

de N : ﬂ(k)(x):k!(i(ganx""k].

n=k

c- Pourtout # de N, exprimer a, en fonction de £ (0).

10- Exemples :

n

1 o .
a- On pose o= (—‘) et £, x> Z—x—? Donner une expression de f, (x) pour tout
n') pr 1

xeR. Pourtout k de N, calculer £ (1).
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b- Soit A un réel strictement positif, 4 la suite (/1” )RGN et f,ixm> Z A"x" . Donner une

n=0
expression de f (x) pour tout x de }——i—,%li En déduire que, pour tout £ de N et

tout x de }~—/1{ %—[ la série Z( J(/’Lx) converge et i(:)(lx)"*k - 1

nxk n=k (1 —Ax )k+l

Partie III — Une formule de réciprocité.

Dans cette partie, R désigne un réel strictement supérieur a 1 et a =(a, )neN est une suite de

B(R) telleque: VneN, g, 20.

()

Pour tout #» de N, on note b, = ’
n!

et on fait I’hypothése (H)qu’il existe un réel p

strictement supérieur a 1 tel que la suite (bn p”) o converge vers 0.

11- Expression de a, :

N N
a- Montrer que: VN eN, £,(0)=Y(-1)" 5, +(-1)"" J‘;%ﬁf"(w) (¢)dr.

p=0
b- Démontrer que : lim J'I—{]-v- F) (1)dr=0
T NS0 0 N1 a ’

+20
I3 » z.2 P . - _ P
c- En déduire que la série Z(—l) b, converge et que : a, = Z( 1) b,.
p20 p=0
12- Généralisation : On considére ici un entier naturel s fixé.

p+s)
a- Montrer que: YN eN, £(0)= Z( 1)y 22 fo () +(-1)™ LN' £ (dyar .
p=0 p
FENAY L (N+s+1)1 1
b- Vérifier que : VN eN, J' f(N V(r)dr| < ——-——g—)— N }((N+1)!) e
(N+s+1)
c- Déterminer lim J- oW f (t)ar.
d- Montrer alors que la série )" (-1)" ( )b _converge et : a, ~Z( n~ (n) »
p=0
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13- Cas particulier : on suppose dans cette question que a = (a,, )nEN est une suite de réels
positifs pour laquelle il existe un entier naturel d tel que :VueN, n>d+1 = a,=0.
a- Que peut-on dire de la fonction £, ?

b- Montrer que la condition (H ) est réalisée.

d
c- En déduire que, pour touts de [0,d], a, = (~1)"" (n)b,, .
n=s §

Partie IV — Applications aux variables aléatoires discrétes.

TONY

Dans cette partie, les variables aléatoires seront discrétes, définies sur un espace probabilisé
(©,.A,P), a valeurs dans N. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra utiliser, sans les
rappeler, les notations suivantes :

VneN,a,=P(X=n), a=(a,) et G, :xl——)ianx” ,autrement dit: G, = f,.

n=0

14- Premiers résultats :
a- Justifier que la suite @ appartienta B(1).

b- En déduire qu'il existe un réel R au moins égal a 1 tel que G, soit définie et de classe
C”sur |-R,R[.

15- Premier exemple :
a- On suppose tout d'abord que X suit une loi de Poisson de paramétre 1, déterminer la
fonctionG,,, vérifier qu'elle est de classe C”sur R et, pour tout sde N, calculer

(1),

b- On suppose maintenant que X est une variable aléatoire discréte définie sur un espace
probabilisé (€,.4, P) telle que : X (Q) =N et vérifiant : G, = f, est définie sur R, de

classe C*sur R et pour tout s de N : 7 (1)=1. Justifier que I'hypothése (H ) du III
est réalisée et déterminer a, pour tout # de N. Quelle est la loi de X ?

16- Deuxieme exemple : On considére ici un réel p dans }O,l[ etonnote g=1-p.
a- On suppose que X +1 suit une loi géométrique de parametre p. Déterminer la suite

a= (an )nEN puis la fonction G, ; vérifier que G, estde classe C* sur ]—l,}{ . Enfin,
q 9

pour tout s de N, calculer GY)(1).

5/6
Tournez la page S.V.P.



b-

On suppose maintenant que : p > -12— Vérifier que : 9 ..

p
On considere X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé

(Q,A,P) telle que : X (Q)=N. On suppose de plus que : G, = £, est définie et de

) (1 s
classe C* sur}——l—,-l—{ ,etpourtout s de N : —j—:’——’(——)- = (QJ . Justifier que 'hypothése
949 5! p

(H ) du III est réalisée et déterminer a, pour tout n e N. Quelle est laloide X +1 ?

17- Cas ou X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs :
On suppose dans cette question que X (Q2) est inclus dans [0,d] ot d est un entier de N".

Onnote Pol, le sous-espace des fonctions de R dans R constitué des fonctions polynomiales

de degré inférieur ou égal & d . Pour s de [0,4], on note e, la fonction x> x* et on rappelle

que (e, )selIO’ 47 ©st une base de Pol,,.

On définit les fonctions de Pol, :

_ — s—1
H,:x+>1 etpourtout s de [Ld], H,:x+> *(x=1)-(x S+1)=~£H(x~k).

a-

s! L i

Montrer que la famille (H,) _ .est une base de Pol,.

sef0,4]

On note A défini sur Pol, par: VP e Pol,,A(P):x+> P(x+1)-P(x).

f-

Vérifier que A est un endomorphisme de Pol, .
Montrer que : A(H,)=0 etencore: Vse[Ld], A(H)=H,_, et H (0)=0.

Montrer que : VP < Pol,. VxR , P(x)= (& (P))(0)] . (x).

En déduire que, pour tout £ de [{0, d}] et pour tout #» de N :

n* = g[(AS (e ))(O)] H,(n).

Montrer alors que, pour tout £ de [[O, d ]], ’espérance de X* est :
d () (1
E(x*)= ZO[(AS (e))(0) |5, ot b, = —f—;(-l

Exemple : on suppose ici que : d =2, E(X)=1 et E(X*)= % Déterminer b,, b, et

b,, puis a,, a,et a,. Reconnaitre la loi de X .
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