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ESSEC

ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCIALES

Etablissement Privé d'Enseignement Supérieur Reconnu par I'Etat

"MATHEMATIQUES

2éme épreuve - (Coef. 4)

JEUDI 18 MAI 1978 de 8 h & 12 h.

Les parties I - II - III (sauf III-5) sont indépendantes.

QUESTION PRELIMINAIRE

X désignant une variable aléatoire discréte dont 1'ensemble des valeurs prises est
{0, 1, 2, 3,.4..,n} et, pour tout entier i tel que O« i ¢ n, Py désignant 1la
probabilité de 1l'événement X = i, on appelle fonection génératrice de la variable

aléatoire X , la fonction polyndme Fx définie pour tout nombre réel u par

n .
Folu) = Z D ot
X 120 1

Que vaut Fx[1] ?

Exprimer 1'espérance mathématique E(X) et la variance V{X) de la variable sléatoire
X en fonction de Fi(1] et F£[1] [Fi'et F; désignent les dérivéass premiére et.
seconde de la fanction FX] .

PROBLEME

Dans tout le probléme, a et b désignent des entiers naturels autres que zéro, et

1'on note N =a+ b ,

On considére une urne centenant initialement a boules blanches et b boules
noires, dans laquelle on effectue des tirages successifs, au "hasard” et "avec

remise” d'une boule, en procédant de la fagon suivante :
- lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans 1'urne avant de procéder
au tirage suivant ;

- lorsque la boule tirée est noire, elle n'est pas remise dans l'urne, mais rempla-

cée dans cette urne par une boule blanche et 1'on procade alors au tirage suivant.

-00/'00
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Soit Y 1la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires a l'obtention

d’une premiére boule blanche.

1 - Déterminer la loi de probabilité de Y (ensemble des valeurs prises par Y et

~

probabilité attachée & chacune de ces valeurs).

PS

2 - Soit Z 1la variable aléat-ire définie a partir de Y par la relation

Z=b+1-Y etpour k€{0, 1, 2, ..., b} @, = Probabilité (Z=k)
K k-1
b! N N
Que vaut %g ? Montrer que, si 1< k g b o 5 | — T
' N k! Tk=1)!

3 - Soit FZ la fonction génératrice de Z . Montrer que :
b K
! Nu) b+1
VeER  Fylw = 2 -y | ] Y .y
N k=0 k!

En déduire 1'espérance mathématique de Z puis celle de Y .

PARTIE II1

Dans cette partie on note :

- pour tout entier n 3> 1, a, la probabilité de 1'événement, noté Nn ' "lan

boule tirée est nozre" ;

ieme

- pour tout entier n 3> 0, Xn le nombre aléatoire de boules noires obtenues au

cours des n premiers tirages ;

- pour tous entiers n > 0 et k 3> 0, P(n,k} la probabilité de 1'événement : "ay

cours des n premiers tirages, on a obtenu exactement Kk boules noires”

On remarquera que P(0,0) = 1 et que P(n,k) =0 si k > Inf(n,bl.

1°) a - En remarquant que 1'événement N,-q et 1'événement contraire Nh_1

cons-

tituent un systéme complet d'événements et en utilisant la formule des pro-

babilités totales trouver, pour n > 2, une relation de récurrence entre

o et 94-1 *

b - En déduire la valeur de qa, -

n
2°) a - Que valent )} P(n,k) ; P(n,0) ; P(n,n) ?
k=0

b - Démontrer, en s'ingpirant de la méthode utilisée au II-1%}-a que :
Vnz1, Vk31 N P(n,k) = (a+k) P(n-1,k) + (b+*1-k) P(n-1,k-1) (1)

00'/.0.
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3°) Dan
de

a)

b)

4°) a -

c -

-3 -

n
P(n,1). Utiliser la relation (1) pour

o=

On pose, pour n 2 0 u, = b + (

exprimer u_  en fonction de Uioqo* En déduire la valeur de P(n,1) et sa

limite quand n tend vers ¢ « ,

Montrer que la suite (P(ﬁ.b]JnE:N est croissante, convergents et que sa

limite 2 est inférieurs ou égale a 1.

Montrer que la suite (F’[n,b-~1])n€M converge et donner sa limite. Montrer plus
généralsment que, pour tout entier naturel k < b la suite (P(n,k])né:N converge,

et donner sa limite. En déduire que £ - 1.

s cette question, on demande de déterminer 1'espérance mathématique E[XnJ

la variable aléatoire Xn par les deux méthodes suivantes :
en remarquant que Xn est la somme de n variables aléatoires de Bernoulli.

en utilisant la relation, valable pour tout entier n :

n
Ng ,, = kZD (b-k) P(n,k)

que 1l'on démontrera en s'inspirant de II-1°)-a.

Quslle est la limite de la suite [E[Xn]]nEZN quand n tend vers + ® ,

Soit Qn la fonction génératrice de la variable aléatoire Xn . Démontrer,

en utilisant la relation (1) que, pour tout n 3 1
NQ (U = (a+bu) Q__,(u) + ul1-u) QL4 (W (2)

En remarquant qus Qolu) = 1 , montrer que la relation (2) permet de déter-
miner.ds proche en proche tous les polynémes Qn . Ecrire, en particulier
01 st Qt '

En dérivant (2), trouver une relation de récurrence entre E[XnJ et E(X,_4) -

-~

En déduire 3 nouveau E(Xn] .

Déterminer da méme une relation de récurrence entre 03[1) et 03_1(11 pour

n>» 1. En déduire que :

2 n 1 n
Ql";“) = b(b-1) [1 + <1 - N) -2 (1 - 'ﬁ)

Calculer enfin V(Xn) variance de la variablie aléatoire Xn . Que vaut

lim V(X ) ?
N>+ n ooo/o-u
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PARTIE III

Dans ce paragraphe, R [u] désigne 1'espace vectoriel sur R des polynSmes 3 coef-
ficients réels de la varieble réelle u , et pour tout entier naturel n , Rn[u] 1e sous-
espace vectoriel formé du polyndme nul et des polyn®mes de degré inférieur ou égal

8 n . On rappelle que (1, U, «.., u") est une base de Rn[u] . appelée base cano-

nigue de Rn[u] . Enfin, un polyndtme de MR[u] sera indifféremment noté A ocu A(u).

R[u] ————— R[u]

1 - Soit ¢ 1l'application : ¢ : Alu) - {a+bu)_ACu) + u(1-u) A’'(u)

montrer que ¢ est linéaire et qu’il existe un entier r wnique tel que
mr[u] soit stable par ¢ (c'est-a-dire tel que ¢ (Rr[u]C:Rr[u]J .

On note, pour cette valeur de r , ¢r 1'endomorphisme de er[u] tel que :
VA€JRr[u] Or[AJ = ¢(A) . Ecrire la matrice B de ¢r dans la base canonique
de er[u] .

2 - On suppose ici que b = 2 : chercher les valeurs propres et les polynfmes propres

de 1'endomorphisme Qr- correspondant & cette valeur de b.

3 - On revient au cas général b 3 1 et 1'on appells polynbme propre de ¢ tout
polyndme A non nul de R[u] pour legquel existe un nombre réel A (appelé

valeur propre associé au polyndme propre A) vérifiant ¢(A) = A .

a) Montrer que, si A est un polyndme propre de ¢ , il est nécessairement de
degré b , et que le polyndme B défini par B(u) = A{1-u) est également
un polyndme propre de ¢ . Quel lien existe-t-il entre les valeurs propres

associées 38 Aet 3 B ?

b) Démontrer que les polyndmes propres de ¢ sont, a une constante multiplica-
tive prés non nulle, les polyndmes AK tels gue Ak(uJ = ukH-u]b_k avec
k=0,1, 2, ..., b.

Donner la valeur propre associée a chagque polyntme Ak .

4 - Montrer que le systéme [AO. AL, veas Ab) est une base de le[u] . Ecrire 1la

1,
matrics P de passage de la base cancnigue de mb[u] 4 cette base, la matrice
inverse F’-1 et la matrice produit P-1BP.

5 - Quelles sont les coordonnées du polyndme Qr défini au II-4 dans la base

(AO. A1, cses Ab] ? En déduire, pour tous entiers n et k 1la& valeur de P{n,k).



ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCIALES

Privé d'Ensoi Supérisur B par §Etat

MATHEMATIQUES

28me épreuve ~ (Ccef. 4)

VENDREDI 25 MAI 1979 de 8 b 4 12 h.

Les parties I - Il (sauf II-5) et III sont indépendantes.

NOTAT10NS
sS4 2 est une variable aléatoire, on note :
%
E(Z) son espérance mathématique, V(Z) sa variance, et, pour tout z réel, PlZ=2)
la probabilité que ¢ prenne la valeur 2 .

. nEMN, pC]D,1[.3(n.p] désigne la loi binomiale de paramdires n et p |

. r\€:ﬂ¢.q1n désigne la lol de probabilité d'une variable aléntoire réelle dont 1'en-
semble des valeurs prises est {0.1,....n}, & chacune ds ces valeurs étant asnociée

1
13 mlme probabilité rredl

DONNEES

. Dans tout le probléme, p désigne un nombre réel vérifiant 0 < p < 1 (on notera
g« 1-pl.

. Dans les parties I st II ssulement : n désignant un entier naturel supérieur ou
égal a8 1, un triplet {X,Y,N] de variables aléatoires réelles est défini par les
conditions

@ N est une varisble aléatoire discrite dont 1'ensemble des valeurs prises
est {0,1,2,....n}

on note. pour tout entier k tel gque 0L k €£n: @ = P(N=k)

n
pour tout x réel : F(x) = E o xk .
k=

0

@ Pour tout entier naturel k inférieur ocu égal a n :
- 1a loi conditiannelle de X, sachant que N = k est réalisé, est U, .

- 1a loi conditionnelle de Y, sachant que N = k est réalisé, est :B(k,p) .



PARTIE I -2=

2
1 {1,kKJEN® , calculer en fonction des donnéas 1a probabilité de 1'événcment

"X=1 @t N=k". En déduire la loi de probabillité de la variable aldatoire X .

2. Calculer E(X), E(XZ}. VIX) an fonction de C€(N) et VIN} .
S1 X' désigne la variable aléatoire N-X , que valent E{X') ot viX') ¢

3. D6terminer la loi de probgﬁité de N pour que la loi conditionnelle de N
sachant que X = 0 est réalisé, soit 1Ln .

Cette condition étant satisfaite :

« comparer les deux variables aléatoires N ot n-X

. déterminer en fonction de n : E{N), VIN}, E{X), V(X}:
. déterminer, pour tout 1 appartenant & (1,2,....n} la lol eonditionnelle de
N sachant qua X = § est réalisé.

n
4. On revient au cas général et 1'on note, pour tout x réel; Gix) = Z P(X=i)xi
i=0

Démontrer que, pour tout x différent de 1 :
1 x
Gix) ’mf Flt)dt .
1
PARTIE II

1. (i.kIEJVZ. calculer en fonction des donnédes la probabilité de 1'événement
"Y=i gt MN=k", En déduire la loi de probabilité de la variasble sléatoire Y .

2. caleuler E(Y), E(Y2), VIY] en fonction de E(N) et VIND .
Si Y' désigne lo variable aléatoire HN-Y , que valent TIY*)} et VIY') 7

3. q' eppertenant & ]O,1[ , déterminor la loi de probebilité de !} pour gue

la loi conditionnelle de N sachant que Y=0, soit Bin,g').
Cottr eondition Gtant satisfaile, ftvvminer on fevnbion e a,p,p'=t-g°
a) la loi de probabilite de la variable alcateire Y

b) E(N}, viN), ELY], VIY)

t../‘..



-3 -

¢} pour tout 1€ {1,2,....n} 1la loi conditionnelle de N sachant que Y=i
est réalisé.

n
On revient au cas général, et 1'on note. pour tout x réel, H(x] = ZP(Y=:'.1><1

4‘
i=0
Démontrer que, pour tout x réel : H(x) = Fipx*q) .
5, Montrer que la loi de probabilité de X quand N suit la loi .’g(n.p] est
égale & celle de Y quand N suit la loi ‘ﬂn .
{on pourra utiliser les fonctions G et H).
PARTIE 1I1

On note CO 1'ensemble des applications continues de R dans M@

et,

3.

C, 1l'ensemble des applications indéfiniment dérivables de R dans MR

pour tout A réel, EA ltensemble des éléments f de CD tels que :
YxER  fipx+q) = Afix) .

On considére la suits [un)nCtN définie par la donnée de g réel et pour
tout n entier natursl Uipq © p un'vq f

Déterminer Uy en fonction de ug - En déduire gue la suite (Un}nCSN CONVerge

8t donner sa limite.

54 fCEA exprimer f(u ) en fonction de A et f(uD) . :

Soit A réel tel que EA ne soit pas réduit & la seule fonction nulle.
Montrer que nécessairsment {A{ < toud = 1.
Détarminer E1 .

54 fCE)‘ et A 1, que vout F(1) 7

(ke 1)
a) Montrer que, si {-'(_'.Ekﬁ(:c° , 11 existe un enticr naturel k tel gyue f '
soit la fonction nulle (on pourra raisonner par 1l'absurde en remargiant que

si fCE)‘ alers pour tout entier n supérieur ou égal 3 1, f(")C FA/’()” 1.

b) On suppose qu'il existe A réel et f non constante tels que fEExn% .

f.(nﬂo‘l)

Soit n le plus petit entier naturel tel que soit 1a fonction

0
nulle.

Montrer qua A=p'D , £(1) = £'(1} = ... = £"0" M (1) - 0 . céterminer T .



c) En déduire, pour toute valeur de 1A ., Ex()Cw

4, Soit 9 : CO-—n—-—b Co

f bee—p h h{1}

X
Vxd1 hix) = —Lj £(t)dt
x=-1 3

(1)

a) Vérifier que, pour tout &lément f da CU » h = O(f) appartient bien
a CD » Que h = &{f) est dérivable sur R - {1} ef exprimer sa dérivéa
en fonctin de fet h .

Montrer qus ¢ ast linéairs.

5. On dit qua F élément de C
tionnelle & + .

o est propre pour ¢ si h = O[Ff) est propor-

al Montrer qua,st f est propre pour ¢, g définie par : Yx€R glx) = f(px+gl
1'gst également.

bl Déterminer les fonctions propres pour 9 , non nulles {(on cherchera leur
restriction 3 chacun des intervalles J-e= , 1,]1,+=] st on tiendra compte
de leur nécessaire continuité au point 1).

y €} En déduire gque, pour tout A appartrnant A 10.1],5A n'est pas réduit a la

4 la fonction nulle et donner un &l¢ment nan red o Ey -

6. On suppose ici que p=qn% et on considére la fonction f définie par :
-k hid k k+1 .
flx) « A7 ¢ sin | —=(x-1}] sl x€ 11427, 1427 ] k€7, MR®
2
fl(1) =0,

fix) = f(2-x) 81 x <1,
Vérifier que f est bien définie pour tout x réel. A quelle condition nécegsairs
et suffisante sur A cét—elle continue au aint 1 7 A étant Ainsi choisi, montrer
que f appsrtient &8 E, , En deduire, pour p = % I'ensemble A des X réels

A
tels qus EA ne solt pas réduit a la fonction nulle.

Que peut-on dire si AEA -{1} de la dimension de Ey ?



ESSEC

ECOLE SUPERIEURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCIALES

CONCOURS D'ADMISSION de 1980

MATHEMATIQUES -~ 2é&me épreuve (
(Coef. 4)

4)

Préambule - L'attention des candidats est attirée sur le fait gque de nombreux
résultats peuvent &tre obtenus avec trés peu de calculs.

a-b a a+b a

atb a a-b a
+ -b

I - On note E = {I"I[a.b) | & @b a a . (a,b)Cle}
a a~b a a+b

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur MR dont on donnera une base, ainsi

qu'une algebre commutative.

2. Dire pourguoi M(a,b) est diagonalisable.
On note j et k les endomorphismes dont les matrices dans la base canonique,

supposée orthonormale, de IR" enclidien, sont respectivement

41 1 1 10 -1 0
11 1 1 0 1 0 -1
J=lq1 1 1 1), K=t 1 g 1 0
11 1 1 0-1 0 *

Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de j et k .

Montrer qu'il existe une base orthonormale de IR* dans laquelle les matrices de
j et k sont toutes les deux diagonales : déterminer effectivement une telle

base et écrire les matrices de j et k dans cette base.

En déduire les valeurs propres de M(a,b) et une matrice P orthogonale telle

que P M(a,b) P soit diagonale.

3. Soit (a,B)ER? , n€N* , calculer [M(a,b)]1" .

vt'/""



On considére un carré constitué de 8 cases PO’ P1. P2. P3.
Pgs I, IZ‘ I3, I4 . Un pion "saute” & 1l'intérieur de ce
carré, "au hasard” d'une case sur l'une des autres cases

qui posseéde avec celle-ci un cbté commun. Par exemple :

- de PD' le pion saute au hasard sur I, ou I, ou Iy ou I, .
- de P1. le pion saute au hasard sur I1 ou I4 .

- de I1. le pion saute au hasard sur P0 ou P1 ou P2 .

On suppose que le pion se situe au départ (c’est-a-dire avant le premier saut) sur

1'une des cases PO ou

Ol se trouve-t-il, da

nombre impair de saut

~ Pour tout j € {0,
situe sur la case
probabilité que 1le

~ Pour tout j € {1,
on désigne par ka
1'issue du (2k-1)&

On note enfin : VKEN =

1. Montrer qu'il exis

pour tout entier

P1 ou P2 ou P3 ou P4 .
ns ces conditions, aprés un nombre pair de sauts ? Apres un
s 7 : 5

1, 2, g&. on désigne par pJO la probabilité que le pion se
PJ au départ, et pour tout entier k (k » 1), par Pik la

pion se situe sur la case PJ d& 1'issue du (ZK)eme saut.

1,

(21l

2, 3, 4} et pour tout entier naturel k au moins égal

[V

la probabilité que le pion se situe sur la casse Ij

me saut.

Pok Yak
Pak Y2x

K Pok , et VkEN* Yk = Y3k
P3k Yak
Pk

te deux matrices A et B .que 1l'’on déterminera, telles que,

k2»1:Y =AN_, et I =BY .

Ecrire les deux matrices F = BA et G = AB .

2. a ~ Vérifier que
(k 2 1],

G appartient & l'ensemble E , en déduire Gk pour k entier

b - kKEN*, calculer .

AR
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- Soit U wune matrice & p lignes, q colonnes, & coefficients complexes.

Soit V wune matrice &8 g lignes, p colonnes, & coefficients complexes.

Montrer gque UV et VU ont mémes valeurs propres non nulles.
En déduire les valeurs propres de F .
F est-elle diagonalisable ?

S$'il existe une position initiale du pion telle que, pour tout entier K
supérieur ou égal a 1, II ne dépende pas de k , que valent nécessairement

I

k
et Y, . Quelle est cette position initiale ?

K K
Quelle est la probabilité gue le pion se situe en PO a l'issue d'un nombre
pair (2kJ), non nul, de sauts ? Cette probabilité dépend-elle de la position

initiale du pion ? Etait-ce prévisible ?

Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et XD la variable aléatoire
égale au nombre de passages par PO en (2n) sauts. Déterminer la loi de

XD , son espérance mathématigque et sa variance.

Déterminer la loi de probabilité, 1'espérance mathématique et la variance,
de la variable aléatoire ZO égale au nombre de sauts nécessalres pour
obtenir un premier passage en PO , lorsque le pion se situe au départ sur

1l'une des cases P1 ou P2 ou P3 ou P4 .

Quelle est, sous les mémes hypothéses qu'au c., la probabilité que le pion

passe par PG . Etait-ce prévisible ?

Quelle est, en fonction de la position initiale du pion, la probabilité

qu'il se situe en Pj » 8 1'issue d'un nombre pair (2k), non nul, de sauts ?

n€IN* ; déterminer, en fonction de la position initiale du pion, 1'espérance

mathématique du nombre aléatoire X1 de passages par P1 en (2n) sauts.

(n,k)€:[N*]2 . On suppose que le pion se situe au départ sur la case PO .

Déterminer la probabilité que le pion se situe en P,J a l'issue du
2(n+k)®™ saut, sachant qu'il n'est pas sur la case P,J a 1'issue du [2n]eme.

6. Déterminer la loi de probabilité de X1 (c.f. II-5-b) pour n=3 (6 sauts).
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CONCOURS D'ADMISSION de 1981

MATHEMATIQUES —~ 2&me épreuve
(Coef. 4)

Mercredi 6 mai 198] de 8h & 12h

-”' . T SR GES A

l.es parties I1I, III, IV, sont, dans une large mesure, indSpendantes.

Question préliminaire : Montrer que, si X désigne une variaeble aléatoire 3 valeurs

dans MN*, on a, pour tout entier n supérieur ou égal & 1 :
n n-1
} K P(X=k) = § P(X>k) - n P(X>n)
k=1 k=0

-Ia-

1. Soient p et q deux entiers naturels tels que 1 &£ p € q . Quel est le nombre d'appli-

cations strictement croissantes de {1, 2, ..., p} dans {1, 2, +.., g} ?

2. net r désignant deux entiers naturels non nuls, on note :

' {1v 2: seswy n}—‘—""“'{“o 2! sy r}
3; = f

n :
1 : £14) telle qus z fli) ¢ n+r -1 ‘

i=1
et .7; 1'ensemble des applications strictement croissantes de {1, 2, ..., n} dans

{1, 2, sses, N ¢+ 1 = 1}-

Montrer que l'application ¢ de 5; dans’ 3; définie par :

. k
V€ -71- , Yk € {1, 2, sess N} o(F) (K) = 2 (1) @ast une bijection.
: i=1

En déduire le cardinal de 51- .

o/



3. n, N, m désignant des entiers naturels non nuls telsque ngmgN+n -1,
déduire des résultats précédents le nombre de n-uplets tu1. Upys aees unJ €léments
de {1, 2, ..., N} :

a) tels que Up * Uy, * eee UM

2 - n
b) tels que u, * U, f ces U =m
c) tels qus Ug €Uy < eve <UL {on supposera ici n » 2)
d) tels que u, € u, € o0 €U (on pourra remarquer qu'un tel n-upilst

ast entidrement défini par lss nombres, éventusllement nuls,y1,y2...yN de 1,de 2,...

de N gqui y figurent, puis prendre-comme inconnues 1+y1,1*y2,..1*yn de fagon & uti-
1iser I-3-b convenablement adapté]. .

A titre indicatif, et en vue de leur utilisation éventuelle dans la suite du pro-
bléme, les réponses aux questions 3 a}, b), c), d) sont respectivement :

n n-1 n n
CCh Co-1 * ON (si n€N) ., Cy

+n-1

Dens toute la suite, N désigne un entier supérieur ou égal a 3, et l'on considére

une urne contenant N Jjetons numérotés de 1 a N.

Dang la partis II, on tire "au hésard et sans remise” chacun des jetons de cette

urne et 1'on note (ug, Uy. -... uy) la suite des nombres ainsi obtenus.

Dans les parties III, IV, ~on tire "au hasard et avécwremise' des jetons de cette

urne at 1l'on note [u1. Uys eoes U, ...} la suite des nombres ainsi obtsnus.

-II..
Soit .XN la variable aléatoirs &gale au plus petit entier r 3> 1, s’il existe,

tel que u_>u , sinon 8 N .
r r

+1
1. n€ N, calculer P(X, > n) .

© 2.-En déduire la loi de probabilité de X, et son espérence mathématique E(X) -

3. Déterminer 1lim E(X) . =
. . N>t ;



4. Montrer qu’'il existe une variable aléatoire X , & valeurs dans.fN*, telle que :

Vi € N* P{X=k) = 1lim P(X“; = k) .

N>+

1

Démontrer que X posséde une espérance mathématique, et la comparer & lim E(X ).
N->+00

- IIT -

1. Calculer, pour n entier supérieur ou égal & 2, vy = P[u1 S U, eoe

A

ul) .
n
On pose, dans la suite, v, = 1 .

2. Montrer que les séries de termes généraux respectifs Ve DV et W=Vt v

nt 4
+60

convergent. Que vaut X W, ?
n=1

3. En déduire 1l'existence d'une variable aléatoire ZN , & valeursdans IN*, telle
que ZN = r si et seulement si r est ls plus petit entier tel que u_ >u_,, -

+oo

Montrer que Z, admet une espérance mathématique E(z,) = ) v, -
' n=1

4, Ecrire la formule de Mac-lLaurin, avec reste de Lagrange, puur ia junvueu. .
. P .
X4 1+x]) N 3 en déduire une expression de 'X v_, puis E(ZN) .
n=1
Déterminer lim E(Z) . , . '
N>+ » ) N

5. Montrer qu'il existe une variable aléatoire Z , 3 valeursdans IN*, telle que :

VeEWN* P(Z = k) = 1im P(Z, = k) .
N> 200
Comparer Z et X .

- IV -

1. k appartenant a {1, 2, ..., N}, quelie est la probebilite de 1'évenement :

Vi€ {1, 2, ..., n} k< Uyesg (o0 n désigne un entier gupérieur ou
égal a 1). '



En déduire, pour n 6&lément de MIN*, la probabilité de 1'événement An défini

par :

ViC {1! 21 LA 4 n} u1 < U1+i

Montrer que la série de terms général X défini par x, = 1 et X, = P(An)

0

si n 3 1, converge et calculer sa somme.

Prouver l'sxistence d'une variable aléatoire TN » & valeurs dans IN*, telle

- -que TN,= r si et seulement si r est le pius petit entier strictement posi-

tif tel que :

U4 & Inf (u1. Upys wees ur] .

Montrer que TN admet une espérance mathématique que 1l'on calculera.

Déterminer 1lim E(TN) .

n€ M ; déterminer, en utilisant la valeur moyenne de la fonction :

Xt—=x"  sur v[0.1] , lim P(TN >n) .
N+

Montrer qu’'il existe une veriable aléatoire T , & valeurs dans W™, telle

que :

VkEN*  P(T = k) = 1im P(T, = k)

et que T ne possdde pas d’espérance msthématique. =
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MATHEMATIQUES 2éme épreuve (4 h)

Les deux parties du probldme sont largement indépendantes. Seules les questions
I1.4 et 11,5 utilisent des résultats obtenuys dans la partie I.

-1-

n désignant un entier naturel, on note R [X] 1'espace vectoriel constitué des
polynbmes 3 coefficients réels de degré au plus &gal & n et du polyndme nul. Un
€é1ément de R [X] est noté indifféremment P ou P(X).

1 -@ Montrer que, pour tout entier k appartenant & {0, 1, ..., n}, i1 existe
c
-k “n

un polynOme de R, [X]1, unique, L, = (-1)" AT ﬁo(x-i). satisfaisant aux
ifk
conditions suivantes :
) 0sii#fk.
Vie {0, 1, ..., n} Lk,n“) = 11side=k.

@ Montrer que (Lo,n ‘.Ll,n HEPOH Ln.n) est une base de Ran] .

Quelles sont les coordonnées d'un polyndme P quelconque de Rn[X] dans
cette base ?

n
En déduire la formule )_' Lk n 1 et la décomposition en éléments simples
k=0 °

1
X(X-1) (X-2)...{X-n)

de 1a fraction rationnelle

@ Soit m la matrice de passage de la base canonique (1, X, ..., X") de
Rn[X] 4 la base (Lo,n H Ll,n e Ln,n)' On ne demande pas d'écrire

n mais de donner : 1) les &léments de la premiére ligne,
' 2) la somme des &1éments de toute autre ligne,
3) la somme des &l&éments des différentes colonnes.

Ecrire la matrice N~' inverse de T .
2 -@ Montrer que (LQ’0 : Ll,l : L2,2 3 oeea 3 Ln,n) est une base de R [X] .
R, [X]—— R [X]

® soit »: P(X) b P(X41)-P(X)
par & , soit A(P), sera notée plus simplement aP , dans la suite.

. L'image d'un polyndme P de R [X]

Montrer que 1'application 4 est lingaire. Ecrire sa matrice dans 1a base

(LO,O H L1 13 oee- Ln n)' En déduire le noyau et 1'image de 4 .

@ on note 80 1'identite sur R (X] etpour i1 A 2a0a
- P appartenant a Rn[X] , montrer que sa décomposition sur la base

n .
(Lo'o H Ll,l S eve 3 Lﬂ,ﬂ) s'écrit P = kzo (AkP) (0) Lk,k'.

..o/o'c



-2 -
3 -@ f désignant une fonction réelle de variable réelle, on note désormais af
1a fonction définie pour tout x tel que f(x+1) et f(x) e).dstent,_par
(af) (x) = f(x+1) - f(x) , et par récurrence, pour i > 1 a'f = A(A"lf).
On convient enfin que Aof = f . Soit alors f une fonction numérique
définie sur 1'intervalle [0,n]. Montrer qu'il existe un polynéme unique
pf € Rn[X] tel que :

Yke{0, 1,2, ..., n f(k) = Pf(i!) .

() Montrer que : Yie {1, 2, ..., n} et ¥ke(0, 1, 2, ..., n-i} (a' ) (K)=(a'Pe)(K).

n
En déduire que : f(n) = '{0 (%) (0) Ly k) (1)

@ a désignant un réel tel que a > n , on pose f(x) = . Montrer par

a -k)‘(
(a—x)(a-l—xi ceelavk-x) -’

Ecrire la relation (1) pour f et en déduire que, si N est un entier
supérieur ou &gal 3 2 et x un réel tel que x> N :

récurrence que : Yke {0, 1, ..., n} (Akf)(x) =

N-1

FLMN-L) L (N NN
k=lxx- el X= ~ X{x-R+
-1 -

Préliminaire : 1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N ; montrer que

. [0,1] —R
Ta série § P(X=n)u" converge pour tout ue[0,1]1 . La fonction : ’ - n
TP S ZOP(X=n)u

est appelée fonction génératrice de la variable aléatoire X . na

' 2. Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires indépen-
dantes & valeurs dans N, la fonction génératrice de la variable X+Y est égale au
produit des fonctions génératrices de X et de Y .

Dans cette partie, N désigne un entier supérieur ou égal & 2. Une urne contient
N boules numErotées de 1 & N. On effectue des tirages successifs "au hasard et
avec remise” d'une boule de cette urne et 1'on s'intéresse au numére marqué sur
chaque boule tirée.

Pour tout entier n tel que 1sn < N-1, X désigne le nombre aléatoire de

v n
tirages nécessaires & 1'obtention de (n+l) numéros distincts, et 1'on note :

Pl Yy =Xy s Xy ey Y= X=X

On remarquerd que : P(Y1 =0) =P(Y,=0) = ... P(Yn =0} = 0.

1 - @ Quelle est la probabilité que les k (k » 2) premieres boules tirées portent
" le méme numéro ?

@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y1 .

@ Donner 1'espérance mathématique, l1a variance et la fonction gén€ratrice de
chacune des variables aléatoires Y1 et X1 .

.n-/—nn
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2 - @ (ps ny'k)s (N“)3 p2n3x2 . Calculer 1a probabilité conditionnelle, sachant
que X _, =p , de 1'@venement Y, = k . Dépend-elle de p ?

@ En déduire la loi de probabilité de 1a variable aléatoire Yn » SOn espérance
mathématique, sa variance et sa fonction génératrice.

3 - Déterminer 1'espérance mathématique, la variance et a fonction génératrice

fn de la variable aléatoire Xn .

- . N N(N-1}.,.{(N-n
4 @ Montrer que, pour x » N : fn(i') = et

@ Utiliser la décomposition en &léments simples obtenve au I-1-b pour montrer

£ (u) = €O ('f(n""‘—rc":")
que : =z - .
att -1\ k20 1- §u

@ En deduire, pour fen® , P(X = 1).

Quelle remarque peut-on faire, & propos du résultat obtenu ?

N-1 )
5 - @ Trouver, en utilisant I-3-c, une expression simple de | f (u) .
n=1

@ Quelle est la probabilité d'obtenir au péme tirage {p > 2) un numéro non
encore sorti ?

@ En ddduire 1'espérance mathématique du nombre aléatoire de numdros distincts
sortis en n tirages {(n » 1) et la limite de cette espérance quand n tend
‘vers + = , Etait-ce prévisible ?

6 -~ Application : On suppose dans cette question que N et n variables sont liés
par ‘N =a (n+l) o a« désigne un rationnel fix&, supérieur ou égal a 1.

E(xn) V(xnl

@Montrer que, si a>1 .--n--—et

vers + «, des lTimites £{a) et v(a) que 1'on précisera.

admettent, quand n tend

Donner les limites L de £L{a) et V de v(a) quand o tend vers + =
ainsi que des &quivalents simples de L{c)-L et v(a)-V .
E(%) V(%)
(®) Montrer que, si o =1, - et

tend vers +« . Donner des équivalents de E(X ) et V(X ) lorsque

n tend vers + = (on admettra que, si n tend vers + o g .;1; est

- 2 p=1
équivalent & Logn et que 12 = g-— ).
p=1p

tendent vers + = quand n




Exemple : Soit Z 1a variable aléatoire discréte telle que P(Z = -1) = P(3

1.
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CONCOURS D'ADMISSION 1983

MATHEMATIQUES - 2éme épreuve

Lundi 9 mai 1983 de 8h & 12h

Tout ! i é ] i
es les variables aléatoires considées dans le probléme sont définies sur le

&me espace D'Obab isé. On ra e ue X d gne une suite de varia-
pp eq » si ( n)n N* ési u N

bles algatoires indépendantes, les deux variables aléatoires X, + X, +

et Xn sont, . 2 o Xn-l

pour tout entier n supérieur ou égal & 2, indépendantes.

X dés gna une variable alé toire discr fini 1 uit
nt a e X . X a
scrét e, (Xl, 2" s ) S e

fini
e strictement croissante des valeurs prises par ¥ avec une probabilité non

nulle, p, 8 P (X = x P(x =
1 1), py* {x xz). coen P ® pP{X = xk), les probabilités atta-

chées 3 chacune de ces val
aleurs, on note & la fonction continue sur R telle que :

k
Vters @ (t) = 1 it
« X(t) T Log,:i}jl py e ]

on . C e
rappelle enfin que la variable aleatoire X est dite non certaine si k> 2 et
qu'alors sa variance est non nulle. - }

I

Ecrire *’Z(t) pour t # o et déterminer 01(0).

2. Montrer que ¥, est déri
vab ; i :

) ‘ 7 le sur R ; déterminer Pé(o) et ¢3{t) pour t # o,

- Etudier les variations de la fonction f : R — 3R
t—s th (1)

£n déduire les iati é i i
‘ variations de WZ. Déterminer Tim ¥ (t) et lim ¥, (t)

t+ 4+ t+ -

Tracer la courbe représentative de ‘92.

ST

>

I1 - Cas général : X variable aléatoire discréte finie non certaine

. Déterminer ¥, (o) et le développement limité a 1' ordre 1 au voisinage de 0
de 'Px en fonctmn de 1'espérance mathématique E(X) et de la variance vix)
de X. ¢X est-elle dérivable & 1'origine ?
2.a. Montrer que VzeR}, Vae]0, 1 2%¢ 1+ al(z-1) (1)
{On pourra par exemple, unhser 1a formule de Taylor). Dans quel

cas a-t-on égalité ?

t

b. Soient t, et t, deux nombres réels tels que 0<t1<t2. On pose a = E—l—
2

et z, = etz[xi - vx(tZ)l. Ecrire 1'inégalité (1) pour tout z; (iell,2,

& e
pour démontrer que x(t1)<\0x(t2).

c. Etudier les variations de $ sur R (on pourra utiliser o_x).

3. Déterminer lim ¢ (t) et lim vx(t). Tracer la coucbe représentative
tteo tr-o

de PX.

111 - Etude de 1'application : X y—e——= %

* iev
1. aeR*, comparer \"')(+a et «’ax a Py

2. Montrer que,si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes finies
indépendantes, 'PX” = 'PX + «Py.

3.a. Démontrer, par récurrence sur n, que,si (un)n N'désigne une suite

strictement croissante de nombres réels, la famille de fonctions
efini . = ot .
(f )nENQEﬂnles sur R par : Vter, f (t) = emn’, est libre.

b. En déduire que, si X et ¥ désignent deux variables aléatoires discrétes
finies : PX =9 ci et seulement si X et Y ont mme 1oi de probabilité.
4. Caractériser les variables aleéatoires X telles que Px soit impaire.

5. Démontrer que : . t e (t)
Vacr, VieR, P(X »a) e

N S

5oz



6. Montrer gue la fonction 'Pu associée & la variable aléatoire discrdte
N

uniforme Uy définie par : P(U=0)= P(Uy=1)= ... = P(Uy = N-1) = & (5 1)

t 1 . * -
est telle que : VteR FUN(t) - !2_1_4’{_“9[

sh Nt

___I] . Retrouver ainsi
Nsh %

E(U,) et v(uN).

Ecrire pa+rUN(t) pour 2 et t réels et r réel non nul.

IV - Dans ce paragraphe on donne une suite de variables al&atoires indépendantes

(X“)MN. + qui sauf au IV-4, suivent la méme loi de probabilité que la )
variable aldatoire Z définie au I, et une suite (%)nm,de nombres réels
strictement positifs. On note, pour tout entier n supérieur ou fgal 31 :

Yn'"lxl*”zxz""'*”nxn

1. On_suppose que : VneN* u, = 1.

a. Montrer, en utilisant II1-5, que : ¥ a>0 P(|Y |2a) ¢ 2 M (a) od
-at n n N n
M (a) = Inf [et (cht)"]
tert )

b. Etudier les variations de la fonction fn définie sur R, par :
£(t) = et (enty"

En déduire la valeur de M. (@) (on distinguera les trois cas n<a,
n=a, n>a).

Vérifier, oar un calcul direct que, si n< a, ona : P(|Y"|;a)= 2 M (a)

Déterminer 1lim Mn(a) et donner un équivalent de M (a) - ¥im M _(a)
e n Nt

quand n tend vers + w,

2. On suppose que : V¥nen* u = %n
a. Démontrer que, si t £ 0 : @ (t) = .I_Log[;"Lt_ ]
2

b. En déduire que 1'ensemble des valeurs prises par Yn est
3y
s 2l a,e,.. ., z"‘l)g
-7

-4 -

et donner la probabilité attachée & chacune de ces valeurs {comparer

’Vn (t) avawu(t) obtenue au III-6).

Revenant 3 la dé&finition de ¥, , démontrer que :

n-1 "
ht LTy en( el
2sh= 2

2"

. Déterminer, pour tout t réel, lim Py (t) -
n>+oe n

. Démontrer gu'il n'existe pas de variable aléataire discrete finie T telle que

VteR vT(t) = lim % (t)
- +e 0

. (un)nEN,_qgek:onguev.

i rge pour tout t réel si et seulement
Montrer que la suite (PYn(_t))neN.conve ge po

si la série § uﬁ converge.

nl

. On suppose que, les notations restant celles du IV, les variables aléatoires

indépendantes Xn suivent désormais la méme loi qu'une variable aléatoire dis-
créte finie non certaine X d'espérance E(X) et de variance V(X), et qu'enfin

1im u_ = 0.
n>+e n

Démontrer que :

a. ST E(X) # o, la suite (PY (t))‘eNgonverge pour tout t réel si et seulement si
n

la série ] u_ converge.
nyl

b. Si E(X) = 0, la suite (?Yn(t))nEN,converge pour tout t réel si et seulement si

la série Zus converge.
nyl

. 1 : 1 t n-1
c. Dans Je cas od, quel que soit nyl, u == la sérlenzz[; vX(E) + E{X)Log n}

converge. En déduire que l1a suite (PY (t) - E(X)Logn)neN‘converge pour tout
n
t réel.

o179
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MATHEMATIQUES - Zéme épreuve

Mardi 15 mai 1984 de 8h 3 12h

Les parties 111 et 1V, indépendantes entre elles, proposent deux autres démons -
trations de 1a fornule (3) de 11-(4)-b.

‘Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur & 1, et 1'on note, pour
tout entier pg n .lp ={0,1,2, ..., p} .

1
Question préliminaire : {a, b} ¢ N? , on note I(a,b) .IO xa(l-x)b dx

2) Déterminer, lorsque acN et ben®, une relation de récurrence entre I(a,b)
et [(atl, b-1). En déduire I{a,b) , (a,b)en?,

b) Utiliser le résultat précédent pour déterminer une expression simplifiée de
la sonme : cj

b
Pt 2 0
Jj=o0 atj+l

l.@ nn(Xl désignant 1'espace vectoriel sur R constitud des polyndmes de degré
inférfeur ou égal & n et du polyndéme nul, montrer que :

X
¥pPe ROIXL Bl Qenu{X] tel que : ¥Yxef - {1} Q(x) = TETJ; P(t)dt (1)

1, X} ——e r, X
et que V'application f :
P G (Q défini par 1a relation (1))

est lindaire,
@"tontrer que f est bijective et définir ) application réciproque f'l .

@tCriro 1a matrice A de f dans 1s base canonique (l,X.XZ....X") de R [X
ainsi que la matrice A"l inverse do A . Ces matrices sont-elles diagona-



-2~
@ a - Soit a une racine complexe d'un polynéme Qe ﬂ“le , 4'ordre de

multiplicité k ., Est-elle racine du polynbme f'l(Q) et si oul, avec
quel ordre de multiplicité (discuter en fonction des valeurs de ket*
etace) 7

1

b - En déduire les sous espaces propres de f = et montrer qu'ils sont

également propres pour f .

¢ - Déterminer la matrice T triangulaire supérieure dont les coefficients
de 1a diagonale principale sont égaux & 1 et la matrice D diagonale
telles que :
0-1har
Déterminer 1a matrice T°! fnverse de T .

@ k désignant un entier naturel, ¥ désignant 1'application fo fo ... of

k fois
st kxl,etf® \'apzhcatiou identique, montrer que le coefficient de xP .
pe 'n , du polynbne f (x") est égal &

n-p
c? -1 J CJ 1
n [jZQ( " Cp (p+j+1)E

11. On s'intéresse désormais & la suite d'épreuves définies de 1a fagon suivante :

1. La lére gpreuve consiste 3 "tirer" un nombre "au hasard” dans In .
2. S1 le nombre p a 8té obtenu & la e épreuve (k 3 1}, la (iu-l)é'“e épreuve

consiste 4 "tirer au hasard” un nonbre dans lp .

Compte-tenu des hypothéses 1 et 2, on conviendra que le nonbre n est le
résultat de 1a Oe'"e épreuve,

. (k,p)enx l" , On note Pk(p) 1a probabilite d'obtenir le nombre p au
P (0)

Sme tirage, et U 1a matrice colonne Pk“)

k

Pk(")
Enfin Xk désigne, pour tout k«n , la variable aléatoire : “nombre obtenu

au kéme tirage".

cosfoor



3.

ene - .
"™ épreuve est conditionne par

. Pk+1(p) en fonc-

Q) a - tn remarguant que le resuitat de Ta (k+1)

. m .
celui de la ke'e, eyprimer,nour ken et p -
n

tion des nombres Pk(i) , i In .

b ~ En déduire que Yken U, = AU {2)

@ a - Ecrire la matrice uniligne B telle que BUk = E(Xk) espérance mathé-
matique de la variable aléatoire Xk , constater que le produit BA
s'exprime simplement en fonction de B, et déduire de la relation (2),
une relation entre E(*m) et E(X,) . Ca}cu\er E(%).

b - Procéder de facon analogue pour déterminer E(Xf) (introduire 1a suite

(E(Xf) - 927) qu). En déduire V(X,) variance de Xy .

n
(3 ken , sait G le polynome Gy < pEopk(p)xp

Exprimer, & 1'aide de 1'application f définie au I, Gk en fonction de X" .
En déduire Pk(p) » (kyplenx 1.

@ a - Montrer que, si pel - (o), la série ] P (p) converge.
kenN*
La série ] P (o) est-elle convergente ?
keN®

b - Utiliser le résultat (o) de la question préliminaire pour démontrer que :

.1
Yo I - (o} kzl PP) = 5 (3)

IH.@ En envisageant les différents résultats de la ¥™ gpreuve, montrer que,

si pe 1"_1 et keN , la probabilitée d'obtenir pour 1a premiére fois
le nonbre p au (k+1)é"‘e tirage est égale & Pest (p+1) .



@ pe In ., on note «(p,n) 12 probabilité de tirer au moins une fois e nombre
p lorsque les tirages "se prolongent indéfiniment", le ler tirage s'ef-
fectuant dans In

a - que vaut a(n,n) ?

b - démontrer, en tenant compte du résultat obtenu au ler tirage que :
n
Voel (n+1) a(pyn) = 1+ ] a(p,k)
. k=p+l
En dé&duire a(n-1,n) .
C=-pe I"_2 , trouver une relation entre «(p,n) et a{p,n-1) . En déduire

a{p,n) .

@ Utitiser les résultats obtenus aux questions II1.1 et IIl.2 pour retrouver
la formule (3) .

Rn[x)—b Rn[X]

lV.@ Soit d :
P +——= p* (P dérivée du polyndme P) .
montrer que dof = fod - fodof (considérer ¢l odof)

@ Montrer que : VgeN* fod = E dofk + fodofd

k=1
@ Déduire du calcul de {fod) (Xn) que :
Vaen® X" = (X-1) ( ? G) + 6 (%)
k=1 9

@ Utiliser (4) pour retrouver la formule (3).
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CONCOURS D'ADMISSION 1985
Toutes options

Tracer la courbe représentative de 4 -9 est-elle indéfiniment dérivable ?

MATHEMATIQUES - 22me épreuve fl1-x st xgl
@ f3(x) nxst x> 1
Mardi 14 mai 1985 de 8h 4 12h Determiner lim  x [03(") - fa(x“
---------- X 4o

Donner une valeur approchée 2 10'3 prés des coordonnées du point de la courbe

Lo . . d .
Hotations :| E désigne 1'espace vectoriel sur r des applications continues de représentative de 43+ 4 tangente porallaie & 1'axe des abscisses. Tracer les
R dans R . courbes représentatives de f; et .43 dans un méme repére.
P dasigne 1'espace vectoriel sur R des fonctions polyndmes &
coefficients réels.
—+ R
Pour tout entier naturel n , on note e 1'application e . R n I - Etude de 1'application L : 3 £
X et X PP ‘ot N
et Pn le sous espace vectoriel de P engendré par la famille
(8 epv e &) ' (D a) r appartenant & £, dire pourquol ¢ est dérivable et calculer
£n désigne Ta fonction logarithme népérien. sa dérivée. g
|
Enfin, si X est une variable aldatoire réelle, E(X) désigne son b) Montrer que 1'application L : i—..f est lingaire. Est-elle
espérance mathématique et V(X) sa varfance. surjective ? —

¢) Soit a un réel strictement positif. Calculer ¢ si f est définie
par : YxeR  f(x) = cos{ax)
L est-elle injective ?

A toute fonction f , élément de E , on associe la fonction ¢ définie, pour

x+]
tout x réel, par : ¢(x) -f f(t)dt .
) 8

Le probléme propose 1'étude de quelques propriétés de 1'application f+—e ¢ . @ a) Montrer que, si f est bornde, ¢ = L(f) est bornée et lipschitzienne
Sur R.
& des résultats de la
Les parties IIf, IV, ¥, indépendantes entre elles, utilisent des b) Montrer que, si f est périodique, ¢ = L(f) 1'est &galement.

partie 1I, que 1'on pourra, éventuellement, admettre,
c) Solent : feE , acR , ¢ = L(f) , g définfe par : VxeR g(x)=f(a-x)

[ - Etude de trois exemples vy = L{g).
Trouver un lien entre y et ¢ .
Déterminer les fonctions ¢, . ¢, , #3 associées respectivement & f,, f,, f3 Engdéduire un &lément de symétrie de la courbe représentative de ¢
définies par : lorsque f est paire (respectivement impaire).

Ooaner une condition suffisante sur f pour que ¢ solt patre

@ YxeR fl(x) = % cos(2x) {respectivement impaire).

@ a) Montrer que, si f aduet une limite finie & quand x tend vers
+ = (respectivement - =} ¢ = L(f) posséde la méme limite.
Y.a-t-{1 réciproque ? Donner un contre-exemple.



b) On suppose 1'existence d'un triplet (a, b, c)e R et d'une fonction
c x
numérique e tels que, pour x £ 0 : f(x) = ax ¢+ b+ 7t ‘_,((__). et
lim e(x) = o (le symbole = représentant indifféremment + = ou - ).
X2 -

Montrer qu'il existe (a',b’ .c')«m3 que 1'on déterminera en fonction
de (a, b, ¢) et une fonction numérique ¢’ tels que :

1 ’
¢(x) =a* x ¢+ b’ +§-+5-—(x5)- etxljzc'(x)=o.

111 - Etude d’'un exemple

3~/T désigne, dans ce qui suit, le nombre r&el unique, éventuellement négatif,
dont le cube vaut A .

Soit f: R—FR

x— Vi-2)l(x1)

@ Etudier 1a fonction f (continuité, dérivabilite, variations, limites).
Tracer sa courbe représentative (déterminer en particulier 1'asymptote
oblique).

@ Etudier Ta fonction ¢ = L(f) associée, sans chercher & 1'expliciter.
Donner des valeurs approchées du minimum et du maximum relatifs de ¢
(on pourra utiliser la méthode des rectangles en divisant 1'intervalle
d'intégration en 10 parties &gales).
Tracer la courbe représentative de ¢ (dé&terminer en particulier
1'asymptote oblique).

1Y -~ Etude des valeurs propres.de L

Un nombre réel A est dit valeur propre de L s'il existe une fonction non
nulle f de E , appelée fonction propre de L associde 3 1a valeur propre
A, telle que L(f) =f .

A désignant une valeur propre de L , on note Ex = (feE ; L(f) =2 f}

@ a). Montrer que,pour tout entier naturel n , P". est stable par L,
ainsi que P .
b) Ecrire la matrice A" de la restriction ln de L A Pn rapporté
3 la base (e0 vy s e").

¢) Quelles sont les valeurs propres de ln 17 ln est-elle diagonalisable 7

@ a) 0 est-11 valeur propre de L 7

b) Montrer que, si fe £ est une fonction propre associée 3 une valeur
propre non nulle A , elle est indéfiniment dérivable et que ses
dérivées successives appartfennent 3 Ex .

@ a) Montrer que : Yuer xp— % est propre pour L et détemminer
1a valeur propre i(w) associée.

R—R

b) Etudier les varfations de 1a fonction 1 :
o e A(w)

Cette foﬁction est-elle dérivable en o ?

c) En déduire que tout réel positif est valeur propre de L .

@ Montrer que toute fonction propre, associée 3 une valeur propre supérieure
a 1, est non bornée (utiliser 11-2-a).

V-Casod f, élément de E ,estla densité de probabilité d'une variable aléatoire
réelle X

@ Exprimer ¢ = L(f) en fonction de F foﬁcticn de répartition de
l‘il_é__av_ X .
Montrer que 4 est 1a densité d'une variable aléatoire Y (on véri-
fiera en particulier, en utilisant 11-3-a que les deux intégrales

f

]

-6%C~

+» 0
s(t)dt et Io(t)dt convergent).

@ On suppose f nulle en dehors d'un segment {a,b] (a < b).
Calculer, pour tout entier naturel n , E(Y') en fonction de la famille

(E(xknks(o.l.....n) :
En déduire E(Y) et V(Y) en fonction de E(X) et V(X).

@ Montrer que 1‘expression de E(Y") en fonction de 1a famille
(E(Xk)h (0,1 o’ obtenve 3 1a question prérédente, est toujours
phpeesey

valable si 1'on suppose uniquement que, pour tout new , E(X") existe.
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Le but du problame, exposé & la partie II, est 1'étude de la probabilité
d'extinction de la descendance d'un individu d'une population donnée.. La partie
1 prépare 1'étude numérique de ce probiame sous certaines hypothéses. Dans
tout le probléme, on note indifféremment exp(x) ou e* 1'exponentielle du réel x.

La qualité de la rédaction et de 1'expression, la rigueur des raisonnements
et le soin apporté aux calculs numériques (qui nécessitent 1'emploi d'une calcu-
latrice programmable) interviennent dans le baréme,

PARTIE 1 L& but de cette partie est la résolution de 1'équation suivante :
(E) exp(t.(x~1)) =x avec Ogx¢l

dans Jaquelle t désigne un paramdtre réel strictement positif donné. On considdre
d'une part la fonction f telle que : f(x) = exp{t.(x - 1)) et d'autre part la
suite (un) définie par : Yy = 0 et 1a relation Unel ® f(un).

1°) NOMBRE DES RACINES DE L'EQUATION (E)

a) Déterminer le maximum sur R de la fonction tr— t.exp(-t).

b) Etudier sur le segment [0, 1] les variations de la fonction F définie par
F{x) = f(x) = x (on donnera les tableaux de variations correspondant aux
cas : t¢l, t > 1), En déduire en fonction des valeurs du paramétre stric-
tement positif t le nombre des racines de 1'équation (E) dans [0, 11.

On désigne par r(t) 1a plus petite racine positive de (E).
2°) ETUDE DE LA SUTTE (uy)

Montrer que la suite (u") est croissante et majorde par r(t).

En déduire sa convergence et sa limite. Que vaut celle-ci pour t g1 ?

3°) CALCUL APPROCHE DE r(t) POUR t > 1

On suppose dans cette question que t > 1 .

a) Montrer que s'il existe un entier naturel n te) que F(un + a) <0 (ol a est

un réel strictement positif), alors 1'on a : up < r(t) < up *a.



b) Imaginer un algorithme permettant de déterminer le premier entier n pour
Tequel est satisfaite 1'inégalité F(un + 10'6) < 0 ainsi que la valeur
correspondante de u (d'aprds (a) on a alors Up < r(t) < u, * 10'6

donc u, constitue une valeur approchée de r{t) d 10'6 prés).

¢) Utiliser cet algorithme pour compléter le tableau suivant dans lequel figu-
rent pour chague valeur de t I'entier n obtenu et la valeur approchée

correspondante de Uy (que 1'on donnera avec 8 décimales) :

Valeuyr de t Valeur de 1'entier n| Valeur approchée de Uy
3
2.3
2
1.5 27 C.417187(65)
1.25 51 0.528628(81)
1.1 121 0.523864(93)
4°) ETUDE DE LA FONCTION ¢ sw—er{t)
On pose pour Q< x <1l : hix) = -(—ln-’-‘-,—)- et : h(l) ml,
-3

2) ttudier le sens de variation de h, et montrer gque h réalise une bijection
continue strictement monotone de 10, 11 vers [1, + of .
Calculer h'(l) et tracer la courbe représentative de h .

b) Calculer n{r(t)) pour t 3 1.
En déduire que la fonction r est continue strictement monotone sur
[1, + [, Tracer 1a courbe représentative de r sur ]JO, + =[.

c) Montrer que : r{t).1n(r{t)} = t.r(t).{r{t) = 1). En déduire les limites
de t.r{t) et de exp{t).r{t) lorsque t tend vers 1'infini.

5°) ETUDE DE LA VITESSE DE_CONVERGENCE DE (u,) POR ¢ # 1

a) En étudiant le signe de F'(r(t)), montrer que : 0 < t,r(t) <1 pour t # 1.

b) A 1'ajde de 1'indgalité des accroissements finis, établir pour tout entier
naturel! n les inégalités suivantes :

(4) 0gr(t) - Upap € Eor(t)(r(t) = up) 5 (§1) Osr(t) - u ¢ (t.r(t))" .
Que devient (ii) pour t <1 7




6°) ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE DE (un) POR t = 1

Cette question, plus difficile, n'est utilisée nar 1a suite qu'en I1.B.3°).
On suppose dans toute la question que t =1 .

n-1
2) Soit (x,) une suite réelle et : X = (l/m) 5 x
k=0
Montrer que si la suite (xn) converge vers 0, alors la suite (Y;) converge
aussi vers 0,
En déduire que st (x,) converge vers £, alors (x;) converge ausst vers £,

b) On pose : vy o1~ Up » Wy =1/ Vo * Exprimer Woel = W, en fonction de
vV, » €t en remarquant que (Vu) tend vers O dans ce cas (¢t = 1), en déduire
1a limite de Ta suite (w5 - w ).

n-1
¢) Vérifier 1'dgalits : (wy = wg) /n=(1/n). ] (e = %) puis montrer
que : limn.(l - “n) =2, k=0

‘PARTIE 11

Dans une population, on convient d'appeler descendants de 1° génération d'un
individu ses enfants, descendants de 2° génération ses petits-enfants, ses des-
cendants de (p + 1)° génération étant les enfants de ses descendants de p®
génération (p e N*). On suppose alors que :

» [l existe une varfable aléatoire xl suivant 1a Joi de Poisson de paramitre
t>0 telle que :
les variables aléatoires associant aux différents individus d'une mime géné-
ration les nombres possibles de leurs enfants sont indépendantes et de mime
Toi que Xl (t = s(xl) représente donc Je nombre moyen d'enfants par indi-
vidu).

s Plus généralement, il existe une suite (xn)nal de variables aléatoires 3
valeurs dans N telles que 1'on ait pour tout entier naturel non nul n ;
les variables aléatoires associant aux différents individus d'une mime géné-
ration les nombres possibles de leurs descendants de n° génération sont
indépendantes et de méme lo1 que xn .

On considdre enfin les notations suivantes :

o YkeN, p(k) = P([X; = kI).
C'est la probabilité pour un individu d'avoir k enfants.

e Vnen, U, = P(IX, = 0]) avec la convention U = O
C'est la probabilité pour un individu de n'avoir aucun descendant 3 la n®
génération. La limite de cette suite (Un), si elle existe, représente la
probabilité pour un individu de voir sa descendance s'éteindre.



@ PROSAEILITE D'EXTINCTION DE LA DESCENDANCE D'UN INDIVIDU

1¢) Expliciter p(k) pour k N et montrer gue 1'on 2 pour tout réel x @
- ;

7 plk).xK = £(x)
k=0

2°) Remarquer que U1 = f(uo). Calculer la probabilité conditionnelle pour
qu'un individu n'ait pas de petits-enfants sachant qu'il a exactement
k enfants. En déduire A 1'aide de la formule des probabilités totales :
Uy * f(Ul).

3°) Prouver que 1'on a pour tout entier naturel n : U ., = f(Un).

donner des valeurs approchées de lim Un , probabilité d'extinction
de la descendance d'un individu, dans les sept cas suivants :

En déduire que cette suite (Un) est égale 3 la suite (u,) du 1, et

t=3, ts2.5 t=2 t=1.5 t=1.25, t=1.1.,ts 1,

@ NOMBRE MOYEN OE GENERATIONS OE LA DESCENDANCE O'UN INOIVIDU

Jusqu'd 1a fin du probléme, on suppose que T'ona tgl etdonc lim U, * 1,

ce qui revient 3 supposer que 1a descendance d'un individu s'dteint au bout

d'un nombre fini de générations avec une probabilité égale & 1.

On note alors D la variable aléatoire A valeurs dans N associant & un individu
je nombre possible de ses générations de descendants (ainsi D prend la valeur

0 st 1'individu n'a pas d'enfants, 1 $'i1 a des enfants et pas de petits-enfants,
etc) et E(D) désigne 1'espérance de D si elle existe.

On considere enfin ja série dont le n® terme est 1 - Un {n »1) et 1'on pose :

n
S(nvt) = Zl(l - uk)

K=
On note ${t) la somme de cette série lorsque celle-ci converge.
1%} Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul,
a) Caiculer P([D > nl) et P(10 = n]) en fonction de U, et Up, -

n
b) Former une relation entre § k.P([D = k1) et S(n,t).
k=0



2®) ETUDE DE LA SERIE § {1 - U} POR t <1

Dans cette question, on suppose que t <1.
On rappelle 1'inégalité (ii) établie en I.5° : ¥ neN , 051 -U < th .

a) Montrer que la série précédente de terme général l - Un est convergente.

b) Majorer S({t) - ${n,t) et en déduire comment 11 suffit de choisir n
(en fonction de t) pour que S{n,t) constitue une valeur approchée de
s(t) 3 1072 prés.

¢) Imaginer un algorithme permettant le calcu) de cette valeur approchée
S(n,t) ok n est 1'entier déterminé ci-dessus. Utiliser cet algorithme
pour dresser un tableau dans lequel on fera figurer la valeur de 1'entier
n et la valeur approchée de S{n,t) {que 1'on donnera avec trois décima-

les) dans les cing cas sufvants : t = 0.5, t=0.6, t =07, t =0,8,
t=0.9,

3°) EXISTENCE ET CALCUL DE L°ESPERANCE DE D.

a) Prouver 1'existence de E{D) lorsque t < 1 et 1'exprimer en fonction
de 5{t). Donner une valeur approchée de E(D) lorsque t = 6.5, t = 0.6,
t=0.7,t=0,8 t=s0.9

b) Que peut-on dire de E(D) si t =12

- —— - - —
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MATHEMATIQUES - 2¢éme épreuve

Mardi 19 mai 1987 de 8 h & 12 h

Le but du probléme est I'étude du nombre moyen de retours a l'origine lors
d’'une promenade aléatoire sur une droite, dans un plan, ou dans I'espace, ce
qui fait l'objet de la partie II. La partie I permet d'obtenir quelques résultats
préliminaires d'Analyse.

La qualité de la rédaction et de I'expression, la rigueur des raisonnements et
le soin apporté aux calculs numériques (qui nécessitent I'emploi d'une
calculatrice programmable) interviennent dans le baréme.

PARTIE | .
Le but de cette partie est I'étude de la suite (Czn / 4") 2 I'aide de la suite (un)
définie pour n ) | par: un=yAC2n /4"

1°) ETUDE DE LA SUITE (un).

a) Calculer u1 et un+1 / un.

b) Prouver par récurrence que:
un ¢ Vn/(2n+ 1)

c) Etudier le sens de variation de la suite (un), et montrer qu'elle converge
vers un nombre réel L tel que: 1/2 § L § 1/\/2.

2°) RAPIDITE DE CONVERGENCE DE (un). _
a) En appliquant I'inégalité des accroissements finis 2 la fonction t =~ \/t_ sur
un intervalle convenable, prouver la double inégalité suivante pour tout réel x
strictement positif:

1 ¢ @+1/2)-\Alx+1) § 1

8(x+1/2) 8\/9(1 +1)



b) En déduire que:
Uk - Uk $ uksl-uk § Uk - Uk
8(k+1/2) 8(k + 3/2) 8k 8(k+1)

c) Par sommation de ces inégalités, trouver un encadrement de up - un pour
P > n, puis établir la double inégalité suivante:
(1) un/8(n+1/2) §$ L-ua § L/ 8n.

d) En déduire que:
(2) |IL-(1+1/8n)ua| ¢ L/16n°
3°) CALCUL APPROCHEDE L.

a) Comment suffit-il de choisir n pour que un soit une valeur approchée de L
10-5 prés? '

b) Comment suffit-il de choisir n pour que (1 + 1/8n).un soit une valeur
approchée de L & 10-5 prés?

Ecrire un algorithme permettant le calcul de cette valeur approchée et donner
la valeur numérique obtenue avec toutes les décimales fournies par la
calculatrice ( On peut montrer, ce que [on ne demande pas, que - L = 1/, /17)

PARTIE 11.

@ PROMENADE ALEATOIRE SUR UNE DROITE.

Une droite est rapportée a un repére orthonormé (O, ). Un individu se trouve
a l'origine O a I'instant 0, et son abscisse a l'instant n (n € IN) est une variable
aléatoire Xn. ,
Pour tout entier n 2 1, on pose: An=Xn - Xn-1. Ainsi: Xn= A1+ A2 + ...+ An.
On suppose que les variables aléatoires An sont indépendantes et que l'on a
pour tout entiern 21 :

P([An=1])=1/2 et P([An=-1})=1/2

Enfin, pour n 2 1, Un est 1a variable aléatoire indiquant le nombre des passages
‘2 l'origine de l'individu entre les instants | et 2n compris.

1°) CALQHLJ)ILNQMBRB_MQIBN_DBS_REI_QURS_AL_QRIGINE
a) Quelle est la probabilité pour que lindividu se trouve de nouveau 2
I'origine 2 l'instant 2n? Peut-il etre A l'origine a un instant impair?
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b) Pour k 2 1, soit Ok la variable aléatoire égale a 1 si I'individu est 2 l'origine
0 4 l'instant k et 0 sinon. Calculer les espérances E(O2k) et E(O2k-+1).

c) Exprimer Un a l'aide des variables aléatoires Ok (1 ¢ k € 2n) et calculer
l'espérance E(Un).

2°) ETUDE ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.

a) Etablir par récurrence que 'on a: E(Un) = (2n + 1)C: /4" -1.

b) Exprimer E(Ua) 4 I'aide de un; en déduire la limite de la suite (E(Un) / \/)
et, 4 l'aide de l'inégalité (1), la limite de la suite (E(Un) - 2L\/D).

PROMENADE ALEATOIRE DANS LE PLAN.

Un plan est rapporté a un repére orthonormeé (O,—i’,_j). Un individu se trouve a
l'origine O 4 linstant 0, et ses coordonnées i l'instant n (n € IN) sont des
variables aléatoires Xn et Yn.
Pour tout entier n 2 1, on pose: An = Xn - Xn-1, Bn=Yn - Yo-1.
On suppose:
1. que les variables aléatoires An (resp. Ba) sont indépendantes et que l'on a
pour tout entiern 2 1 :
P([An=11)=1/2 et P([An=-11)=1/2
P([Ba=1])=1/2 et P(IBa=-1})=1/2
2. que les variables Xn et Ya sont indépendantes pour tout entier n 2 1.

Enfin, pour n 2 1, Vn est la variable aléatoire indiquant le nombre des
passages a ['origine de l'individu entre les instants 1 et 2n compris.

1°) CALCUL DU NOMBRE MOYEN DES RETQURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabilité pour que lindividu se trouve de nouveau 2
l'origine a I'instant 2n? Peut-il €tre a l'origine a un instant impair?

b) En raisonnant comme en (&), calculer I'espérance E(Va).

2°) ETUDE ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.
On rappelie les deux résultats classiques suivants:
- lim(1+1/2+1/3+ ... + 1/n) / In(n)] = 1.
- lim[1+1/4+1/9+ ... + 1/ existe dans R.
 Déduire de I'inégalité (1) I'encadrement suivant:
0 ¢« L/n - (Cin/4Y° ¢ LY4n®
En déduire la limite de la suite (E(Vn) / In(n)) quand n tend vers I'infini.



- 4 -
@PROMENADB ALEATOIRE DANS L'ESPACE.

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0—17 E). Un individu se trouve
a l'origine O 2 l'instant 0, et ses coordonnées a l'instant n (n € IN) sont des
variables aléatoires Xn, Yn, Zn.
Pour tout entier n 2 1, on pose: An=Xn- Xn-1, Ban = Ya - Yo-1, Ca = Zn - Zn-1.
On suppose: o ;
1. que les variables aléatoires An (resp. Bn, resp. Ca)) sont indépendantes et
que l'on a pour tout entier n 2 1:
P([An=1])=1/2 et P([An=-1D)=1/2
P([Ba=1])=1/2 et P([Ba=-1])=1/2
P([Ca=1])=1/2 et P([Ca=-1])=1/2
2. que les variables Xn, Yn et Zn sont indépendantes pour tout entier n 2 1.

Enfin, pour n 2 1, Wan est la variable aléatoire indiquant le nombre des

passages a l'origine de !'individu entre les instants 1 et 2n compris.

1°) CALCUL DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabilité pour que lindividu se trouve de nouveau 2
l'origine 2 I'instant 2n? Peut-il etre a l'origine 4 un instant impair?

b) En raisonnant comme en (&), calculer I'espérance E(Wn).

2°) ETUDE ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.

~ Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul, et 'on convient de

poser (sous réserve d'existence):

+00 [1] + 00
K K X K K3
s-Z(Czn:/*!K)3 sn=2 (Cox / 4 )3 tn=2 (Cx/4)

k-1 k-1 k-n+1

a) Résultats préliminaires.
A l'aide de I'inégalité des accroissements finis, établir pour n 2 1 les inégalités
suivantes:

(i) 1 $ 2 _ _2 ¢ 1

(DAl R VAl nvﬁ_'

@ 1 ¢ 2 _ _ 2 _ ¢ 1
(n+1)°.\a+1 3nvh 3(n+1)vAel n®.\h

et en déduire des encadrements des sommes suivantes (dont on justifiera
L'existence): +o0

Tk et Z kK

k=n+1| k=n+]
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b) Existence de lim(E(Wa)).
Déduire de l'inégalité (l) la double megahte suivante:
0 ¢ L/nvﬁ- (Czn/4) ¢ 30 /800
Donner une majoration de C2n s 4" ) et prouver l'existence de s, donc de
lim(E(Wa)). A l'aide d'une majoration de rn, indiquer comment il suffit de
choisir n pour que sa soit une valeur approchée de s 4 10-3 prés.

c) Accélération de convergence et caicul approché de s.
A l'aide des résultats établis m—dessus montrer que:

0 {sn+20 /-5 ¢S /4nvh'
Comment suffit-il alors de choisir n pour que sa + 21 /vﬁ soit une valeur
approchée de s a2 10-3 prés7 Ecrire un algorithme permettant le calcul de cette
valeur approchée sn + 2L/ VA, et donner la valeur numérique obtenue.

(D) CONCLUSION

A l'aide des résultats obtenus dans le probléme, comparer le nombre moyen
des retours a l'origine pour les promenades aléatoires sur une droxte dans un
plan et dans l'espace.




Note d'information concernant l'épreuve de maths II.

Il est rappelé aux candidats qui ne seraient pas habitués au traitement de texte

utilisé pour la rédaction du probléme que la notation a/b désigne le quotient %
Exemples :

. o .. » . Un L
Question 1.2°.c : 1'ipnégalité (1) se lit : ——— £ L - Un s — .

8(n + <) 8n
2
(2n + 1).C2
Question II.2°.a : E(Un) se lit : E(Un) = —= -1
4

Enfin, dans les calculs numériques, une valeur approchée & 10-5 prés désigne bien

’ N -5 A
entendu une valeur approchée a 10 pres.
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Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules numérotées 1, 2, 3, ...., n. On y effectue une suite
de tirages avec remise, ce qui signifie qu'a chaque tirage, la boule extraite
est remise dans l'urne avant de procéder au tirage suivant.

Soit Xn la variable aléatoire indiquant le numéro du tirage ou, pour la
premiére fois, chacune des n boules a été obtenue au moins une fois.

L'objet du probléme est I'étude de la variable aléatoire Xn (partie 1) et du
comportement asymptotique de son espérance (partie ll).

PARTIE 1

On désigne par p un entier naturel non nul. Pour tout entier i tel que 1 <i<n,
on considére I'événement Bi défini par: "la boule numérotée i n'est pas
apparue au cours des p premiers tirages".

1°) E la_variable aléatoire X ,

Dans cette question, on suppose que n = 2, ce qui revient & supposer que
I'urne ne contient que 2 boules numérotées 1 et 2.

a) Soit x un nombre réel de lintervalle [0, 1[. Calculer les sommes:

S,i)=1+x +x%+...+x" et 2,,(x)=1+2x+3x2+...+px"’—1
Déterminer leurs limites respectives S(x) et X(x) quand p tend vers linfini.

b) Calculer P([X2=p]). En déduire I'espérance de X2.

TV



2°) Etude de la variable aléatoire X3
Dans cette question, on suppose que n = 3.
a) On rappelle la formule donnant la probabilitt de la réunion de deux
événements A et B:

P(Auw B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
A l'aide de celle-ci, établir une formule analogue donnant la probabilité de la
réunion A u B u C de trois événements A, B, C.

b) Soient i, j, k trois entiers distincts appartenant a l'ensemble {1, 2, 3}.
Calculer P(Bi), P(Bi n Bj), P(Bi n Bj n Bk) et en déduire P(B1 u B2 u B3).

c) Exprimer P([X3 > p]) a l'aide de P(B1 u B2 U B3), et en déduire P([X3 = p]).

d) Caliculer 'espérance de X3 (que l'on exprimera sous forme de fraction
irréductible).

3°) Etude de la loi de Xn

Dans cette question, on revient au cas général.

a) Calculer en fonction de n et p les probabilités P(Bi), P(Bi n Bj) pour i # j.
De fagon générale, si i1, i2, ..., ik sont k entiers distincts appartenant a
'ensemble {1, 2, ..., n}, calculer en fonction de n, p et k la probabilité de
I'intersection Biit N Bi2 n .... N Bik.

b) En déduire, a l'aide de la formule de Poincaré (ou formule du crible), la
probabilité de la réunion B1 uB2u .... U Bn.

C) Que vaut P([Xn > p])? En dédtrfire que:
PX,=pN) =2 C/ (-1 q- K
d) En déduire l'identité suivante_ pour tout entier q tel que 0 < g < n:
$CF (-1 k=0
k =0

p -1

4°) Calcul de l'espérance E(Xn)
On pose désormais:
T I 1
H, -1+2+3 +..t+ 5

a) Etablir pour tout réel x de [0, 1] la formule suivante:

n-1 k n k k-1 k-1

Y u-x) =Y C (-1 x

k=0 k=1
et en déduire que:

n k -1
zan 1:_%L— =Hn
k =1

2



b) Déduire des résultats précédents que I'on a: E(Xn) = n.Hn.

c) Ecrire un algorithme de calcul de E(Xn), et en déduire des valeurs
décimales approchées de E(Xn) pour n =10, n =20, n = 50, n = 100 (on donnera
ces valeurs avec les deux premiéres décimales fournies par la calculatrice).

PARTIE 1l
Dans cette partie, Hn est le nombre défini en 1.4°;

1°) Etude de Hn - In(n)
a) A l'aide de linégalité des accroissements finis, prouver que l'on a pour

tout réel strictement positif x:
1

<In(x +1)-1In x 51—

x +1 X
b) On considére les suites définies pour n > 1 par:
un = Hn - In(n) vn = Hn - In(n+1).

Etudier leur sens de variation et montrer qu'elles convergent vers une limite
commune que l'on notera .

c) Montrer que: un - 1/n <7y < un, et en déduire comment il suffit de choisir n

pour que un soit une valeur approchée de y a 0,0001 prés.

2°) Etude d'une fonction auxiliaire
Dans cette question, x désigne un réel positif, et I'on pose:

=X X _
F(X)_2(1+x) + 5 In(1+ x)
a) Calculer F' et montrer que:
3
0<Fi) <%

b) Déterminer le développement limité & l'ordre 3 de F en 0. En déduire le
plus petit nombre réel positif k tel que I'on ait pour tout x positif:
F(x) <kx?®

3°) Etude asymptotique de Hn
On considére la suite définie pour n > 1 par:
“H _ 1
w,=H,-Inn 5

by

a) Soit p un entier strictement supérieur & n. Calculer la somme des termes
Wk+1 - Wk pour n+1 <k < p, et en déduire I'existence et la valeur de:

+ oo
rh= 2 (W = w,)

k=n+1



b) Exprimer wk+1 - wk en fonction de F(1/k). Par comparaison d'une série a
une intégrale, en déduire que:
1

0 <r, £—
12n
c) Comment suffit-il de choisir n pour avoir:
0<y-@H, -Inn-=—) < 0,0001

2n
Calculer la valeur approchée de v ainsi obtenue, que I'on donnera avec toutes
les décimales fournies par la calculatrice.

4°) Conclusion
Démontrer qu'il existe des réels a, b, ¢ que I'on explicitera, et une suite ( € n)
de limite nulle telle que l'on ait:

E(Xn) = an.In(n) + bn + c + €n
Retrouver ainsi les résultats numériques demandés au [.4° en donnant a
chaque fois un majorant de I'erreur commise.
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Dans tout le probléme, on désigne par a et n deux entiers naturels non nuls. L'objet de la partie |
estl'étude d'un marché sur lequel na consommateurs achétent chacun un bien qu'ils peuvent se
procurer (de fagon équiprobable) auprés de n fournisseurs Fy, ..., Fn.

Dans Ia partie I, on étudie la loi asymptotique du nombre de clients par fournisseur lorsque n
tend vers l'infini.

7

L'attention des candidats est attirée sur le fait que Ia fin de la question 1.4° ne s'adresse qu'aux
seuls candidats de I'option générale, le reste du probléme étant commun aux candidats de
toutes les options. '

PARTIE |

On étudie dans cette partie les variables aléatoires suivantes:

1. Xi indique le nombre des consommateurs ayant acheté le bien chez le
fournisseur Fi (1< i < n).

2. Y indique le nombre de fournisseurs n'ayant eu aucun client, et le quotient
Y /n représente donc la proportion des fournisseurs n'ayant eu aucun client,

1°/ Etude des variables aléatoires Xi (1 <i<n).

a) Déterminer Ia loi commune, l'espérance et la variance des variables aléatoires X en précisant
'expression de P([Xi = k]) pour tout entier naturel k.
b) Calculer le mode de Xi, c'est & dire le ou les entier(s) k tel(s) que P([Xi=k]) soit maximale.
A cet effet, on pourra étudier le rapport suivant pour 0 <k <na:

P([X = k+ 1])

'~ P(IX = k)

1



2°/ Coefficient de corrélation des variables aléatoires Xi,

On désigne par i et j des entiers distinctstelsque 1< i <n,1<j <n.

a) Justifier l'identité X1 + X2 + ... + Xn = na et, en I'levant au carré, déterminer la valeur
commune des espérances E(XiX) puis des covariances Cov( Xi, Xj).

b) En déduire le coefficient de corrélation linéaire des variables Xi et X;. Interpréter le cas n =2
en rappelant a quelle condition nécessaire et suffisante le coefficient de corrélation de deux
variables aléatoires est égala 1 ou -1.

3°/ Espérance et variance de Ia variable aléatoire Y.

On désigne par Bi (1 <i < n) la variable aléatoire prenant pour valeur 1 lorsque ie fournisseur Fi
n'a aucun client, et 0 sinon.

a) En exprimant Y a |'aide des variables aléatoires Bi, calculer I'espérance de Y.,

b) Déterminer la loi et I'espérance des variables aléatoires BiB;j en distinguant les cas i = jeti#j.
En déduire la variance de la variable aléatoire Y.

c) Déterminer les limites de I'espérance et de la variance de Y /n quand n tend vers l'infini.

4°/ Loi de la variable aléatoire Y.

On désigne par k un entiertelque 0 < k <n-1.

a) Quelles valeurs la variable Y peut-elle prendre ? Calculer P([Y = n-1]).

b) Exprimer 'événement [Y = 0] & I'aide des événements [Xi=0] pour 1 <i<n.

En déduire, a 'aide de la formule de Poincaré ou formule du cribie, P([Y = 0)).

- ¢) Donner dans un éagleau une valeur approchée (avec deux decimales) de P([Y = 0]) lorsque
a=1,2,3etn=1,2,3.

La fin de cette question 4° ne s'adresse qu‘aux seuls candidats
de I'option générale, et est indépendante de la suite du probleme.

d) Donner, par la méme méthode, la probabilité conditionnelle suivante:

n k 1
P[[ M [X_#O}]/[ﬂ [X.=0]].
i=k+1 ') =1 ')

e) Calculer la probabilité pour que les k fournisseurs F1, Fz, ..., Fk n'aient aucun client et, en
remarquant que:

K 1 n k ( n [ k
F{{r’\ [X.=0] ﬂ( M [X_¢0]J]=P[('\ [X_=0]}F{ M [x_¢0]J/Lﬁ [X;O]U.
i=1 ") Ni=k+1 ! i=1 ! li=k+1 ! i=1 ! )

/

donner la probabilité pour que Fi1, Fz, ..., Fk n'aient aucun client et que Fk, Friz, ..., Fn aient au
moins un client.

f) En dénombrant alors le nombre des fagons de choisir parmi les n fournisseurs les k d'entre eux
qui resteront sans clients, en déduire P([Y = k]).



PARTIE 1.

Dans cette partie, on désigne par k un entier naturel fixé et par pa(k) la probabilité (calculée en
1.1°) pour qu'un fournisseur donné ait exactement k clients, et 'on se propose d'étudier la
suite n — pa(K).

1°/ Etude de la suite (pn(0)).

On considere la fonction fo et la fonction auxiliaire go définies sur J0, 1] par:
f,(x) = Lin-x)+a et 9, () = x2f'0(x) .

a) Donner l'expression de la fonction go et étudier son signe.

b) Etudier les variations de fo(x) et déterminer sa limite L quand x tend vers 0.

¢) On pose fo(0) = L. Déterminer la limite de fo'(x) quand x tend vers 0, montrer que fo est de
classe C1 sur [0, 1] et donner sa représentation graphique.

?) I(Ex)[)ximer pn(0) en fonction de fo(1/n) et en déduire Ia limite et le sens de variation de la suite
Pn 0)).

2°/ Etude de la loi-limite du nombre de clients par fournisseur.
a) Determiner la limite p(k) de pn(k) quand n tend vers I'infini et reconnaitre la loi-limite du nombre

de clients par fournisseur quand n tend vers l'infini.
Ce résultat était-il prévisible? S
b) Donner I'espérance, la variance et calculer ie mode de cette loi-limite.

3°/ Etude de la suite (pa(k)) selon les valeurs de k.

On considére la fonction fk et la fonction auxiliaire gk définies par:
k-1 :
fk(x)=(%—k) Int —x) + a+ .20 In(1-—%) et gk(x)=x2frk(x)

] =
l'entier k étant supposé non nul et distinct des réels b et ¢ définis par:

b=a+t- a+ 1 ; c=a+14 a+ .
4 2

2
a) Comparer In[pa(k) / p(k)] et fk(1/n).
b) Donner le développement limité & I'ordre 2 de x — xf(x) quand x tend vers 0. En déduire,
selon la position de k par rapport aux réels b et c, le signe de fk(1/n) et la position de pa(k) par
rapport a p(k) quand n tend vers l'infini.
c) Donner le développement limité & 'ordre 2 de x — gk(x) quand x tend vers 0. En déduire que
les suites (fk(1/n)) et (pk(n)) sont monotones & partir d'un certain rang et préciser leur sens de
variation selon la position de k par rapport aux réels b et c.

dhkhkhRkkhhkhkkkhhkktdhhk
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L'objet' du probléme consiste en I'étude de la complexité de deux algorithmes. Dans
la partie 1, on s'intéresse & un premier algorithme, permettant Ia recherche du plus
grand élément d'un tableau de nombres non triés, et dans la partie Il, & un second

algorithme permettant la recherche des deux plus grands éléments d'un tableau de
nombres non triés.

SR TR Bk I B YT
1°) On se propose d'étudier la suite (un) définie pour n 2 1 par: “n"” 2ta vty (n)
A cet eftet, on introduit la suite (va) définie pour n 2 1 par va = un - 1/n.

a) Etablir I'encadrement suivant: '_]_1_1_ s In(n+1) —In(n) s %

b) En déduire le sens de variation des suites (un) et (vn), 6t prouver qu'elles sont
adjacentes (on rappelle que deux suites sont dites adjacentes si l'une est
croissante, l'autre décroissante, la différence des deux ayant pour limite 0).

2°) On note y la limite commune des suites (un) et (vn) et, pour évaluer

numériquement v, on se propose d'utiliser la moyenne arithmétique mn de un et va:

u_ +v
m=" n.

n 2

1,

2n

b) Ecrire (en PASCAL) un algorithme permettant de calculer mn pour un entier
naturel non nul n donné. Préciser en particulier ms et mso et en déduire des valeurs

approchées de y a 0,1 et 0,01 prés. Que constate-t-on a posteriori sur la qualité de
I'approximation réalisée par ms ?

a) Prouver l'inégalité suivante: |’"n' Y| <

3°) On améliore dans cette question la majoration obtenue pour |mn - y|. |
a) Comparer mk+1 - mk a lintégrale: f +10 —K)(k +1-1)ct

3
t

- <
0 < M1 ™ f

En deduire par sommation un encadrement de mn+p - mn, puis de y - mn.

A laide de la valeur de mso calculée & la question 2°, quel encadrement de y
obtient-on finalement?

b) En déduire l'inégalité suivante: +1 e

3
41

A AAAR NN

PARTIE |,

On considére une urne remplie de n boules (n 2 1) numérotées respectivement

1,2, ..., n. On extrait ces n boules, une & une et sans remise, et I'on désigne par

Z1, Z2, ..., Zn les variables aléatoires indiquant, dans cet ordre, les numéros des

boules ainsi obtenues. ‘

Pour tout entier p tel que 1 < p < n, on note d'autre part Xp la variable aléatoire

indiquant le plus grand des p numéros obtenus au cours des p premiers tirages,
autrement dit: Xp = sup(Z1, 22, ..., Zp).

v fons
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1°) On se propose de déterminer P(Zp > Xp-1) pour 1 <p <n.
On pose Nn = {1, 2, ..., n}. On demande de préciser:
a) le nombre de parties A & p éléments choisis dans I'ensemble Nn.

b) le nombre de suites (at, a2, ..., ap) composées de p éléements deux a deux
distincts d'une partie donnée A a p éléments de I'ensemble Nn.

c) le nombre de suites (a1, az, ... , ap) composées de p éléments deux a deux
distincts de I'ensembie Nn.

d) le nombre de suites (a1, a2, ... , ap) composées de p éléments deux a deux

distincts d'une partie donnée A & p éléments de I'ensemble Nn et telles que le plus
grand des p éléments soit situé en p° position.

e) le nombre de suites (a1, a2, ... , ap) composées de p éléments deux & deux
distincts de I'ensemble Nn et telles que le plus grand des p éléments soit situé en p°
position.

f) 1a probabilité P(Zp > Xp-1) pour 1 <p <n.

2°) Pour 1 < p < n, on note Bp la variable aléatoire prenant pour valeurs 1 si
I'événement Zp > Xp-1 est réalisé, et 0 sinon.

Montrer que l'espérance de Bp est égale a 1/p, et donner l'expression et
linterprétation de E(B2 + B3 + ... + Bn).

3°) On considére l'algorithme suivant, dans lequel toutes les variables sont de type
entier, et ol 'on a affecté un entier supérieur & 1 a la variable n, et les entiers 1, 2,
., N dans un ordre quelconque aux variables Z[1], Z[2], ..., Z[n]:

begin
X :=Z[1];
for p:=2 to ndo
it Z[p) > X then X := Z[p);
end;

a) Indiquer les valeurs successivement prises par X au cours de l'algorithme:

- d'une part lorsque Z[1] =1, Z[2]} = 2, ..., Z[n] = n.

- d'autre part lorsque Z[1]=n, Z[2]) = n-1, ..., Z[n] = 1.

b) On revient au cas général. Indiquer la valeur contenue dans la variable X a
lissue de l'algorithme. Déterminer le nombre de comparaisons (> ) effectuées entre
les valeurs de deux variables ainsi que le nombre maximal et Ie nombre minimal
d'affectations ( =) effectuées.

c) A laide des résultats précédents, exprimer Iespérance En du nombre
d'affectations effectuées au cours de l'algorithme en fonction de un, puis expliciter a

I'aide du nombre y des réels a et b tels que I'on ait:

E =aln(n)+b+e_, avec Ilm e _ =0.
n n n _* o0 n

(les notations un et y ont été introduites dans la partie préliminaire).

(422223211
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PARTIE 1l

Le contexte probabiliste est celui introduit au début de la partie précédente.
Pour 2 < p < n, on note Yp la variable aléatoire telle que Xp et Yp indiquent

respgctivgment les deux plus grands des p numéros obtenus au cours des p
premiers tirages, avec Yp < Xp.

1°) En.reprenant et en adaptant le raisonnement de la question 1.1°, préciser la
probabilité P(Yp-1 < Zp < Xp-1) pour2 <p < n.

2°) Pour 2 < p £ n, on note Cp la variable aléatoire prenant pour valeurs O si
I'événement Zp < Yp-1 est réalisé, 1 si 'événement Yp-1 < Zp < Xp-1 est réalisé, et 2 si
I'événement Xp-1 < Zp est réalisé.

Montrer que l'espérance de Cp est égale a 3/p.

3°) On modifie I'algorithme de la question 1.3° de la fagon suivante:

begin

if Z[2] > Z[1] then
begin X := Z[2]; Y = Z[1]; end
else

begin X := Z[1]; Y := Z[2]; end;
for p:=3to ndo
if Z[p] > Y then
if Z[p} <X then
Y :=2Z[p]
else
begin Y := X; X := Z[p]; end,
end;

a) Indiquer les valeurs successivement prises par X et Y au cours de l'algorithme:

- d'une part lorsque Z[1] =1, Z[2] =2, ..., Z[n] = n.

- d'autre part lorsque Z[1]=n, Z[2] =n-1, ..., Z[n] =1.

b) On revient au cas général. Indiquer les valeurs contenues dans les variables X et
Y a lissue de l'algorithme. Déterminer le nombre maximal et le nombre minimal de
comparaisons (> ) effectuées entre les valeurs de deux variables ainsi que
d'affectations ( :=) effectuées.

c) A l'aide des résultats précédents, calculer les espérances E'n et E"n des nombres
de comparaisons et d'affectations effectuées au cours de lalgorithme, puis

expliciter & f'aide du nombre 7y défini dans les préliminaires des réels a', b', ¢', a", b"
tels que I'on ait:

E =an+b In(n +c’ +¢,_ avec: Ilim ¢ _=0.
n n N — o0

E" =a"In(n)+b” +¢ avec: lim ¢ _=0.
n n Noow N

hhhhdANAN RS
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Dans tout le probleme, on désigne par n un entier donné, supérieur ou égal a 2, et par j un entier
supérieur ou égala 1.

PARTIE |

Dans cette partie, on désigne par R, ,[X] 'espace vectoriel des fonctions polyndmes de degré inférieur
ou égal a n-1, et 'on considére I'application F associant & toute fonction polynéme P de R,.1[X] la
fonction polyndéme Q définie pour tout réel t par:

ow) = P(t)+—1—g—tP'(t).

1°) Etude de l'application F.
a) Montrer que F est un endomorphisme de I'espace vectoriel R,.4X].

b) On considere pour 1 <k < n la fonction polynéme Py définie par Py (t) = tv.
Expliciter la fonction polynéme Q = F(P,).
c) Déterminer la matrice M de F dans la base B = (P, P,, ... ,P,)) de R_,[X].

2°) Etude des éléments propr F.
a) Donner les valeurs propres de F. L'endomorphisme F est-il diagonalisable?
b) Déterminer le sous-espace propre de F associé & la valeur propre 1.
¢) Soient k un entier tel que 1 <k < n et P un élément non nul de R, ,[X] tel que:
n—k
n

F(P) = P.

Montrer que P(1) = 0.
On convient alors de poser P(t) = (t-1)'R(t), avec 1 <r <net R(1) # 0.
Quelle relation vérifient alors r et R? En déduire que r = k et préciser le degré de R.
d) Déterminer les sous-espaces propres de F associés aux différentes valeurs propres de F.



3°) Etude d'une suite Uis1 = F(Uj).
On considére la suite de fonctions polynomes définie par Us(t) = t1, puis Uy, = F(Uy)..
a) Etablir I'égalité suivante pour tout réel t: '

n-1
U, @0 = z Cry (=1

k=0
b) En déduire U,(t), Us(t), puis, par récurrence, Uj(t) comme combinaisons linéaires de 1,t-1, ..., (t-1)n1
Expliciter alors U;(0) sous forme d'une somme. ‘

PARTIEII

Dans toute la suite du probléme, on considére un marché sur lequel n fournisseurs proposent des biens
identiques & des consommateurs. Les commandes de ces derniers arrivent, successivement et de
fagon indépendante, auprés de ces n fournisseurs, chacun d'eux étant choisi de fagon équiprobable.
On désigne:

- par Xjla variable aléatoire indiquant le nombre des fournisseurs ayant regu au moins une commande

defl un ou plusieurs des j premiers consommateurs.
- par P(X k) la probabilité de I'événement [Xj =k,o0k=1,2,..,n
par E(X;) et V(X;) 'espérance et la variance de X;.

19} E 1a 10 rigbles aléatoires Xi.
))SOI'[ k un entier tel que 1 < k < n. Donner les probabilités conditionnelies P(Xj,1 = k/ X; = k) et
P(X;,1 = k/ X = k-1) (lorsque k 2 2).
Que vaut P(XM =k/X;=i)lorsque 1 <i<n, l'entieri étant distinct de k-1 et k?
b) A I'aide de la formule des probabilités totales, en déduire I'expression de P(X;,; = k) en fonction des
probabilités P(X; =i) ol 1 <i<n.

On convient, dans la suite de cette partie, de poser pour tout entier j > 1:
| G = D PX; =kt
k=1 '

2°) Etude de la suite (Gi).
a) Préciser Gy, puis déduire de la question précédente que G, = F(G).

Vérifier alors que cette suite (Gj) n'est autre que la suite (U;) définie en l. 3°,
b) En déduire I'expression de P(X; = n). A l'aide d un raisonnement probabiliste,établir que, si1 <j<n:

A
2( Dt C (1-;) = 0.

¢) Prouver que P(X; = n) tend vers 1 Iorsque j tend vers l'infini, et en déduire quelles sont les limites de
E(X;) et V(X;) lorsque j tend vers finfini. .

3°) Calcui de l'espérance de Xj.
a) Calculer Gj(1), puis exprimer G;(1) en fonction de E(X)) etden.

b) A l'aide de la relation Gy, = F(Gy), exprimer (G, 1)(1) en fonction de (G)'(1). Que vaut (Gy)'(1)?
¢) Endéduire (Gj)'(1), puis E(X;), en fonction de et de n.
Retrouver ainsi la limite de E(X) lorsque I'entier j tend vers linfini.



PARTIE Il

On désigne par T la variable aléatoire indiquant le nombre de consommateurs ayant déja procédé a

une commande lorsque, pour la premiére fois, chacun des n fournisseurs a regu au moins une
commande.

1°) Etude de 1a loi de la variable aléatoire T.
a) Comparer les deux événements [T <} et [X; = n].

En déduire P(T = j+1) en fonction de P(X;,4 = n) et P(X; = n).
(Et 'on a bien entendu P(T = 1) = P(X; = n), ces deux expressions étant évidemment nulles).
b) Evaluer P(T=1) + P(T=2) + ... + P(T=}) en fonction de P(X; = n). En déduire que:
S PTr=j) = 1.
f=1
¢) Déduire enfin de I'expression de P(X; = n) obtenue en I1.2° que:
j-1
P(T=j+1) = 2 -D'Ck, (1——1‘—) :

n

2°)E l'espéran T.
a) Donner I'expression, pour 1 <k < n, de la somme suivante:

+oo j-1
S, = Zj(l—-’i) :

E(T-1) = nZ( 1)“C

c) Etablir pour tout nombre réel x appartenant a [O 1] Ia formule suxvante

Z Zx

d) En déduire, par intégration de Iegahte precedente sur [0, 1], que

E(T) = n(1+l+l+ eee ! +—l—).
2 3 _ n-1 n

b) En déduire que:

3°) Evaluation asymptotique de E(T).

a) Ecrire en PASCAL un algorithme permettant d'obtenir E(T) en foncnon de n.

b) A l'aide de cet algorithme, donner dans les deux cas n = 10 et n = 100 une valeur approchée du
nombre moyen des consommateurs ayant déja procédé & une commande lorsque, pour la premiére
fois, chacun des n fournisseurs a regu au moins une commande.

¢) Etablir pour tout entier k > 1 l'inégalité suivante:

g pede 1
k+1 koot k
Quel équivalent de E(T) en déduit-on lorsque I'entier n tend vers l'infini?

kkkkdd
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Dans tout le probléme, on désigne par n un nombre entier naturel non nul.

PARTIE |
On se propose dans cette partie de calculer pour tout entier p > 1 la somme:

P
S(p) = Yk = 1"+2"+--+p".
k=1

Soient R[X] I'espace vectoriel des fonctions polyndmes & coefficients réels
et (Pk) la suite de fonctions polynémes définies par Po(x) = 1 et, si k = 1, par:

_ox(x=D ... (x—k+D) 1 H .
P(x) = pr = Hg(x-ﬁ-

On considére [l'application A de R[X] dans lui-méme associant a la fonction
polynéme P la fonction polyndme AP définie par: (AP)(x) = P(x+1) - P(x).

a) Prouver que A est un endomorphisme de R([X], puis déterminer son noyau.
b) Soient j, k des entiers naturels. On rappelle que Al =A oA o ..0A (j fois),
et A° désigne par convention |'application identité de R[X].

Déterminer AP,, puis AP, en distinguant les cas | < k et | > k.

c) Prouver que (P,, P,, ..., P)) est une base du sous-espace de R[X] constitué

des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal & n, et établir la formule
suivante pour toute fonction polyndme P de degré inférieur ou égal a n:

P(x) = Y (&'P)O0).F ().
k=0

d) En déduire que A est surjectif, puis, pour toute fonction polynbme P de
degré n, établir I'existence d'une unique fonction polyndme Q, de degré n+f,
telle que:

Qx+1)-0(x) = Px) et o0y = 0.
On note Q, la fonction polynéme telle que Q,(x+1) - Q,(x) = x" et Q,(0) = 0.
e) Exprimer S (p) & l'aide de Q, et de p, et expliciter Q, et S (p) pour n < 3.

Etablissement d'enseignement supérieur privé reconnu par I'Etat, affili€ a la
Chambre de commerce et d'industrie interdépartementale Val d'Oise-Yvelines

Q Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
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PARTIE I
On établit dans cette partie quelques résultats probabilistes.

1°) Eoncti . 1 iabl lato;
On considére un entier naturel p et une variable aléatoire X a valeurs dans
I'ensemble {0, 1, ... , p}. ,

On lui associe la fonction suivante, dite fonction génératrice de X:

t - G, = Ep;P(X=k)t".
k=0

Déterminer la fonction génératrice de X lorsque:
a) X suit une loi de Bernoulli de paramétre A (A réel tel que 0 < A < 1).
b) X suit une loi bindmiale de paramétres n et A (A réel tel que 0 < A < 1).

2°)Eonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes,
On considére désormais des entiers naturels p,,p,,...,p, et des variables
aléatoires X,, X,, ..., X, définies sur un méme espace probabilisé, indépen-
dantes et & valeurs dans {0, 1, .. , py}, {0, 1, ..., P} ., {0, 1, ., P}
respectivement. On note alors: Y, = X; + X5, + ... + X,.

a) Etablir que la fonction génératrice de Y, =X,+ X, est le produit des
fonctions génératrices de X, et de X,.

b) Exprimer la fonction génératrice de Y =X, + X,+ .. + X & laide des

fonctions génératrices de X,, de X,, ... , de X .
Retrouver le résultat obtenu en 1°(b) a partir du résultat obtenu en 1°(a).

3°) Etud X icull
On suppose de plus que, pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable
aléatoire X, suit une loi uniforme sur {0, 1, .. , k-1}, autrement dit:

P(X,=0) = P(X,=1) = ... = P(X,=k-1) = %

a) Calculer l'espérance et la variance des variables aléatoires X, (1 < k < n),
puis de la somme Y, =X, + X, + ... + X.

On convient de noter la fonction génératrice G, de Y, sous la forme suivante:
n(n-1)

2
G = — Y, r
n! o "

b) En exprimant G en fonction de G, déterminer c ., en fonction des

n+t
coefficients ¢, , €, k.4r -~ » Cp ke

Par convention, on posera c¢,, = 0 lorsque k < 0 ou lorsque k > n(n-1)/2.
c) Montrer que les coefficients ¢, , sont entiers naturels et calculer leur

somme pour 0 < k < n(n-1)/2.



PARTIE 1l

On considére un tableau s = (s[1], s[2], .. , s[n]) dans lequel toutes les
variables sont de type entier et ol les n entiers 1,2, ..., n sont affectés dans
un ordre quelconque aux n variables s[1], s[2], ... , sn).

L'objet de cette partie est I'étude de la  complexité de I'algorithme de tri
suivant, visant & ranger dans I'ordre croissant les éléments de ce tableau s:

begin
for i:=1 to n-1 do
for j;:=1 to n-ido
if sjj > s[j+1] then Echanger(s[j], s[j+1));
end;

(la procédure Echanger(x, y) permute les valeurs des variables X, y).

1°)Exemples de mise en ceuvre de l'algorithme.

On suppose dans cette question que n = 3. Indiquer les valeurs contenues dans

les variables s[1], s[2], s[3] aprés chaque appel de la procédure Echanger

lorsque I'on affecte initialement & (s[1], s[2), s[3]) les six valeurs suivantes:
(,2,3) ; (2,3 1) ; 81,2 ; (1,82 3, 2,1 ; (21,3).

On précisera & chaque fois le nombre total d'appels de la procédure Echanger.
(on présentera les résultats obtenus dans six tableaux distincts).

2°)Action de l'algorithme.
a) Déterminer la valeur contenue dans s[n] a lissue du passage dans la
boucle suivante:
for ji=1 to n-1 do
if s[jj > s[j+1] then Echanger(s[j], s[j+1]);
b) En déduire la valeur contenue en fin d'algorithme dans s[k] pour 1 < k < n.

3°)Complexijté de I'algorithme.

a) Exprimer en fonction de n le nombre de comparaisons d'entiers (>) effec-
tuées au cours de I'algorithme.

b) Exprimer en fonction de n les nombres maximal et minimal d'appels de la
procédure Echanger au cours de I'algorithme. On explicitera des tableaux s
pour lesquels ces maximum et minimum sont effectivement atteints.

Dans la suite, on associe au tableau s et a tout entier k tel que 1 < k < n:
- le nombre U,(s) des entiers i tels que 1 < i < k et si] > s[k] (avec Us(s) = 0).

- la somme V (s) = Ui(s) + Uy(s) + ... + U.(s).
On dit que Vo(s) est le nombre des inversions du tableau s, autrement dit le

nombre des couples d'entiers (i, k) tels que:
1<i<k<n et sfij>slk.



4°}Nombr ' I I rocédure Echanger.

a) Lorsque s[j] > s[j+1], indiquer I'effet de [I'échange des valeurs de s[j] et
s[j+1] sur le nombre des inversions du tableau s = (s[1], s[2], ... , s[n]).

En déduire le nombre d'appels de la procédure Echanger lors du tri de s.

b) On suppose dans cette question que n = 3. Préciser (U,(s), Us(s), U,(s)) et
V(s) lorsque l'on affecte initialement a s = (s[1], s[2], s[3]) les six valeurs:
1,23 ; 2,81 ; (31,2 ; (1,32 ; (32,1 ; (21,23).

c) Rédiger un algorithme de calcul de U(s) (ol 1 < k < n) et de V_(s).
(Les candidats sont tenus de rédiger les algorithmes en langage PASCAL,
en conservant toutefois les noms des variables introduites dans I'énoncé).

On suppose dans la suite que les différentes fagons d'affecter les n entiers

1, 2, .. , n aux n variables sf1], s[2], ... , s[n] sont équiprobables, et l'on note:
- §, lensemble des différents tableaux s ainsi obtenus.

- Q, lensemble des n-uplets (uy, u,, .., u,) d'entiers tels que 0 < u, < k pour
tout entier k tel que 1 < k < n.

On considéere U,, Uy, .., U, comme des variables aléatoires sur I'ensemble S,.
5°)Bijectivité de l'application s — (Ui(s), U2(s). ... . Un(s)).

a) Verifier que [l'application associant a tout tableau s de S,

le n-uplet (U,(s), U,(s), ... , U,(s)) prend ses valeurs dans Q..

b) Soit s un tableau de S, tel que U,(s) = uy, Up(s) = u,, ..., Uy(s) = u,.

- Déterminer s[n] en fonction de u,.

Expliquer de méme comment I'on peut obtenir les valeurs de s[n-1], .. , s[1]
en fonction de u, 4, ..., Uy.

c) Montrer que I'application s — U(s) est une bijection de S, sur Q..
En deduire le nombre des tableaux s de Sn tels que U, (s) = u, pour tout entier
k tel que 1 < k < n et tout entier u tel que 0 < u, <k

6°)Loi variabl |éatoir :
a) Déterminer la probabilité P(U; =u,, U, = u,, .., U, =u,) pour tout n-uplet
(uy, Uy, ..., u) appartenant & Q.

b) Déterminer la probabilité P(U, = u,) pour tout entier k tel que 1 < k < n et
tout entier u, tel que 0 < u, < k.

En déduire la loi de U, et l'indépendance des n variables aléatoires U,,.. ,U,.
¢) En déduire en fonction de n I'espérance et la variance du nombre d'appels
de la procédure Echanger au cours de l'algorithme, et donner des équivalents

simples de ces expressions lorsque n tend vers linfini.
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Sont autorisées :

Régles graduées.

Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 c¢cm de large.

L'objet de ce probléme est I'étude d'une suite d'expériences de Bernoulli,
indépendantes et de méme paramétre p (ceci signifiant qu'a chaque expérience, la
probabilité de succes est égale a p, ou p est un réel donné tel que 0 < p < 1).

Dans la partie |, on établit des résultats préliminaires d'analyse, avant d'étudier dans la
partie Il I'obtention de r succés consécutifs (ou r désigne un entier donné tel que r > 2).

PARTIE 1

On désigne par S I'espace vectoriel sur C des suites u = (u,),»o de nombres complexes.
On se propose, dans cette partie, d'obtenir la limite d'une suite u =*(u,,) de S vérifiant
pour tout entier naturel n > r-1 la relation suivante: '

r

2 —1
(1) u,+pu, +pu,_,+ ... +pTu,_., = p.

1°) On considére le nombre complexe o, = exp(2in/r) = cos(2n/r) + i.sin(2n/r).
a) Déterminer en fonction de w, les racines complexes de I'équation z' = 1.
b) Soient x, y des entiers. Expliciter la valeur des sommes suivantes:

r—1 r-1
5,(x) =Y, of ; Ly =Y, o *wp.
k=0 k=0

Pour calculer s,(x), on distinguera 2 cas, selon que x est ou non multiple de r.

Etablissement d'enseignement supérieur privé reconnu par I'Etat, affilié 4 la
Chambre de commerce et d'industrie interdépartementale Val d'Oise-Yvelines

E Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
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2°) On considére la matrice M, carrée d'ordre r definie par:

1 1 .. 1 .- 1 ]
y-1 r-1
1 o, b w; ore w,
M = _ .
r 1 w:-—l ves wﬁx—l)(y—l) ves wfx—l)(r—l)
1 o™ wﬁr—l)(y—l) vee VoD |

On désigne parﬁ- la matrice conjuguée de M,, c'est a dire la matrice carree d'ordre r
dont les éléments sont les conjugués des éléments de la matrice M,.

a) Expllcuter a 'aide du nombre complexe i I'expression de M, pour r = 4, puis calculer le
produit M4M4

b) A l'aide des résultats de la question 1, expliciter I'expression de M, M, dans le cas
général, et en déduire que M, est une matrice inversible.

c) On considére r nombres complexes ho, A, ..., A1 tels que, pour 0 <n <r-1:
Ao+ A, 0"+ 1,07+ ... +l,_lw"‘”" = 0
Etablir que ces r nombres complexes Ao, A1, ..., Ar-1 sont nuls.
d) En déduire l'indépendance des r suites géometriques suivantes:
e = (P, ¢ = PO, ¢ = PO, .. , e, = @)

3°)On étudie dans cette question les suites v = (v,) de S qui vérifient pour tout entier
naturel n = r-1 la relation suivante: ,
(2) v, +pv_ +pW, ¥ ... +p TV, u = 0.
a) Etablir que les suites vérifiant (2) forment un sous-espace vectoriel E de S.
b) Prouver que l'application F associant a tout élément v = (v,) de E l'élément de C'

défini par F(v) = (Vg, V4, .. , Vy.0) €st linéaire et bijective.
En déduire la dimension de E.
c) Etablir que les suites ey, ey, ... , €,.q appartiennent a E, et prouver que ce sont les

seules suites géométriques de premier terme égal a 1 dans E.

d) En déduire que les suites ey, ey, ... , €4 forment une base de E.

Donner la forme générale des suites v = (v,) vérifiant (2). En déduire la limite d'une telle
suite lorsque n tend vers +oo.

4°) On étudie dans cette question les suites complexes u = (u,) vérifiant (1).

a) Déterminer une suite constante ¢ = (c,) vérifiant (1).

b) Etablir que la suite u = (u,) vérifie (1) si et seulement si la suite v = (vy), définie par la
relation v = u - ¢, vérifie (2). ‘

c) En déduire enfin la limite d'une suite u = (uy) vérifiant (1).

*kH



PARTIE 2

On se propose, dans cette partie, d'étudier la réalisation de suites de r succes
consécutifs au cours de la suite des expériences de Bernoulli décrites dans le
préambule.

Pour tout entier n > 1, on désignera par S, 'évéenement:

"Obtenir un succeés a la néme expérience”.

1°) ilité d' nir in i :
On considére pour tout entier n 2 1 'événement E, = "Sy, (1) €t ... €t Sy,.1 et Sy

"Obtenir un succés aux [rn-(r-1)]éme, .., [rn-1]2me et [rn]éme expériences”.
a) Déterminer la probabilité des événements suivants:

n 400
NE = EnEn ... nE, ;5 [1E = EnEn .. nEnNn
k=1 k=1

(intersection des complémentaires de Ey, Eo, ... , E,, puis de E;, Ep, ..., Ep, ...).
b) En déduire que l'obtention de r succés consécutifs est un événement réalisé avec

une probabilité égale a 1.

2°) Probabilité d'obtenir une suite de r succes s'achevant & 1a n° expeérience.
Pour tout entier n > r, on désigne par U, 'événement:
"Obtenir une suite de r succés consécutifs s'achevant a la néme expérience, c'est a dire
une suite de succés aux [n-(r-1)]eme, ... , (n-1)éme  péme expériences, dont aucun d'eux
n'a déja été comptabilisé dans une suite antérieure de r succés consécutifs”.
Par exemple, si r = 3 et si 'on désigne par S I'obtention d'un succés et par E I'obtention
d'un échec, la suite d'expériences représentée par:

S SSSSSSEESSSSSESEZSSSSE
méne a la réalisation des événements U, Ug, Uya, Ugg, ... , C'est a dire de suites de 3

succés consécutifs s'achevant aux 3éme, géme, 12éme 20eme _ expériences.
On note enfin u,, la probabilité de I'événement U,,.

On posera par convention U, =1etu;=Us=...=U.1=0.

a) Montrer que la réalisation de I'événement "S, .1y et ... et S,y et Sy implique la
réalisation d'un et un seul des événements Uy .4y, ... , Unq, Uy pournzr, eten déduire
que la suite (u,),»¢ verifie (1).

Quelle est la limite L de u, lorsque n tend vers +eo?

b) En déduire la limite, quand n tend vers +e, de la probabilité pour qu'une suite de 2
Faces (respectivement de 2 As) consécutifs s'achéve a la néme expérience dans une
suite de jets d'une piéce équilibrée (respectivement d'un dé équilibré).

3°) Etude de la premiére suite de r succés consecutifs.
On désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro n de f'expérience ou, pour la
premiére fois, s'achéve une suite de r succés consécutifs.
Dans I'exemple donné dans la question 2, X prend donc la valeur 3.
: On posera donc par convention P(X =0)=P(X=1) =... = P(X=r-1) = 0.
a) Vérifier a l'aide des résultats obtenus a la question 1 que:
N

oo
DPX =n = ImYPX=n = L
n=1 —’mn=1




b) On pose pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0, 1[:
Ux) = 2 u x".
n=0
Justifier la convergence de cette série, puis établir & 'aide de (1) que:
U = 142 _1-px
I-(px)" 1-x
c) Pour tout entier n > r, montrer que, si l'événement U,, est réalisé, une premiére suite

de r succes consecutifs s'est achevée a l'une des n premiéres expériences.
En déduire la relation suivante pour tout entier n > 1:

G) u = iP(sz)u,,_k.
k=0

d) A tout couple de séries convergentes & termes positifs Ta,, et 2b,, on associe la série
dite série-produit Xc,, ol ¢, = a,b,, + ... + by + ... + a b,
Vérifier que I'on a pour tout entier naturel n:

n n n 2n
ZCk < Zak.Zb,c < ch.
k=0 k=0 k=0 k=0
En déduire la convergence et la somme de la série-produit Tc,,.
e) On pose pour tout nombre réel x appartenant & l'intervalle [0, 1]:

Gx) = i P(X =n)x".
n=0

Justifier la convergence de cette série, puis déterminer une relation liant U(x) et G(x)
pour tout réel x appartenant a [0, 1[ (on pourra multiplier (3) par x et sommer les égalités
obtenues pour n 2 1).

f) En déduire I'expression de G(x) pour 0 < x < 1, puis vérifier que G est continue, y
comprisenx = 1.

4°) Temps moyen d'attente de la premiére suite de r succés consécutifs.

a) On admet que I'on peut dériver terme & terme la fonction G sur [0, 1].

Déterminer I'espérance de la variable aléatoire X, numéro de l'expérience ou s'achéve
-la premiére suite de r succés consécutifs.

b) On suppose p = 1/2 (piéce équilibrée), puis p = 1/6 (dé équilibré), et I'on effectue a
chaque seconde une expérience. Donner dans un tableau en secondes, minutes,
heures, jours, années le temps moyen d'attente de la premiére suite de r succés
consécutifs lorsque r=5, r =10, r = 25.

(A titre de comparaison, I'Age de I'Univers est estimé a 15 milliards d'années).

* %k ok

*k
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Vendredi 13 mai 1994 de 14h a 18h

Les calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21cm de long x 15cm de large sont autorisées.

Le probléme a pour objet I'étude d'une marche aléatoire sur un cube (partie 1l).
Dans la partie |, on établit quelques résultats matriciels utilisés dans la suite.

PARTIE |

1°) Etude de suites récurr linéai

a) On considere I'ensemble S des suites réelles (u,)n»¢ veérifiant pour tout entiern 2 1:
(1) Un,3 - Mpy2 - PUpyr + 7Up =0.

Etablir que S est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites réelles.

b) Résoudre I'équation 9x3 - 9x2 - 7x + 7 = 0.

c) Déterminer les suites géométriques non nulles ("), appartenant a S.

d) On considére une suite (uy)q>1 @ppartenant a S.

- Exprimer en fonction de uy, u,, uz trois nombres réels o, B, y tels que:

G, A
= og+—p-—
u, 3 3 7
7 7
= +=p+=7.
142 a 913 97
W1, V7T
= -
B = Er Py ?

(On formera 9us - 7uy. On donnera les expressions exactes de a, B, 7).

- On associe & la suite (u,)q>1 12 suite (v,)a»1 définie par:
7 u 7 .n
Etablir qu'elle appartient & S, et en déduire que, pour tout entier n 2 1, v, = 0.
Exprimer enfin u, en fonction de n.
e) En déduire que les trois suites obtenues ci-dessus au (c) forment une base de
I'espace vectoriel S.
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2° issan ' ri

Orz étudie la suite des puissances d'une matrice réelle d'ordre 4 notée M et satisfaisant
les deux conditions suivantes:

(2) OM4 - 9M3 - 7M2 + 7TM = 0. ,

(3) Les matrices M, M2, M3 sont linéairement indépendantes.

a) On se propose d'établir, pour tout entier naturel n 2 1, 'existence et l'unicité de trois
nombres réels a,, b,, c, tels que:
(4 Mr=aM+bM2+c M.
- Etablir, pour tout entier n 2 1, l'unicité des réels a,, b, ¢, (s'ils existent).
- Déterminer a,, b,, c,pourn=1,2, 3, 4.
- Etablir par récurrence l'existence de a,, b,, ¢, dans le cas général.
(On explicitera a,,, 4, b, 1, Cn,1 €N fonction de a,, b, c,).
b) Vérifier par récurrence que, pour tout entiern21,ona:a,+b,+c,=1.
¢) En multipliant par M1 la relation (2), établir que les suites (a,), (b,), (c,) vérifient la
relation (1).
d) En appliquant a la suite (b,) les résultats obtenus a la question 1°, établir pour tout

entier n 2 1 la formule suivante:
9| 7 N7
b = — —— Il+ —_—)" .
n " [( 3 )" +( 3 )]

Déterminer de méme les expressions de a, et c,,.

3°) Etude d'un cas particulier,
L'espace vectoriel R4 est rapporté & sa base canonique (eq, e, €3, €4), €t I'on
considére I'endomorphisme f de R4 défini par:

e,  2e,

2e e
f) = & 5 fl) = 3+ 5 fl) = —33+—é‘- s fle)) = .

a) Ecrire la matrice A de f dans la base (e4, e,, €3, €,), calculer A2, A3, A4, puis prouver
que la matrice A satisfait aux conditions (2) et (3). Ainsi donc:
Ar=a A+bA2+c,A3 (n21).
b) Ecrire la matrice B de f dans la base (e4, €3, €5, €4) €t montrer que:
B'=aB+b,B2+c,B3 (n21).

L2 4]

PARTIE I

On considére un cube, dont les sommets sont numérotés 1, 2, 3 selon qu'ils sont situés
a une, deux, trois arétes du sommet O:
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A] On considére dans cette partie le mouvement d'un point P, situé au sommet O du
cube a linstant 0, puis se déplagant dans I'ensemble des sommets du cube selon les
deux régles suivantes:

A1) lorsque le point P atteint a l'instant n un sommet S du cube autre que le sommet 3,
il se situe & l'instant n+1, et de fagon équiprobable, sur I'un des trois sommets du cube
reliés a S par une aréte.

A2) lorsque le point P atteint le sommet 3 du cube, il y reste définitivement.

Pour tout entier naturel n, on désigne par:
- X, la variable aléatoire indiquant le numéro du sommet ot se trouve le point &

l'instant n (en particulier, on a X, = 0).
- T la variable aléatoire indiquant, s'il existe, l'instant (nécessairement impair et
supérieur ou égal a 3) ou, pour la premiére fois, le point atteint le sommet 3.

1°) Lois des variables aléatoires Xn,
Po)ur tout entier naturel n, on note U, le vecteur-colonne dont les composantes sont (de
haut en bas) les probabilités P(X, = 0), P(X, = 1), P(X, = 2), P(X, = 3).
a) Expliciter U,, Uy, U,.
b) Exprimer pouri =0, 1, 2, 3 la probabilité P(X,,; = i) en fonction des probabilités
P(X, =0), P(X,= 1), P(X,=2), P(X,=3).
En déduire une matrice M, d'ordre 4, telle que, pour tout entier n 2 0:

Une1 =MU,.
c) Pour tout entier n > 1, exprimer U, en fonction de M" et U,, et en déeduire
I'expression du vecteur U, et de la loi de X, en fonction des réels a,, b,, ¢, définis a la
partie I.
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2°) Loi de |a variable aléatoire T,

a) Comparer les événements " X5, = 2 et Xp,q = 3" €t "T = 2n+1".
En déduire la probabilité de I'événement "T = 2n+1".

b) Verifier alors que:

Y P(T=2n+1) = 1.
a=1

c) Calculer enfin I'espérance de la variable aléatoire T.

B] On considére dans cette partie le mouvement d'un point P, situé au sommet O du
cube & linstant 0, puis se déplagant dans I'ensemble des sommets du cube selon les
deux regles suivantes:

B1) le point P est a l'instant 1 sur 'un des trois sommets du cube reliés a O par une
aréte puis, lorsqu'il atteint a l'instant n =2 1 un sommet S du cube autre que le sommet 0,
il se situe a l'instant n+1, et de fagon équiprobable, sur 'un des trois sommets du cube
reliés a S par une aréte.

B2) lorsque le point P revient au sommet O du cube, il y reste définitivement.

Pour tout entier naturel n, on désigne par:
- Y, la variable aléatoire indiquant le numéro du sommet ou se trouve le point &

linstant n (en particulier,ona Yy = 1).
- R la variable aléatoire indiquant, s'il existe, l'instant (nécessairement pair et
supérieur ou égal & 2) oU, pour la premiére fois, le point revient au sommet O.

1°) Loi variabl léatoires Y
Po)ur tout entier naturel n, on note V,, le vecteur-colonne dont les composantes sont (de
haut en bas) les probabilités P(Y, = 0), P(Y, = 1), P(Y,=2), P(Y,=3).
a) Déterminer une matrice M, d'ordre 4, telle que I'on ait pour tout entier n > 1:

Vos = MV,
b) Pour tout entier n 2 1, exprimer V, en fonction de Mn-1 et V,, et en déduire
I'expression du vecteur V, et de la loi de Y, en fonction des réels a,_q, b4, €. définis &
la partie |.

2°) Loi de la varigble aleatoire R.
a) Comparer pour n > 1 les événements " Y,.4=1etY,,=0"et "R =2n".
En déduire la probabilité de I'événement "R = 2n".
b) Vérifier alors que:
Y P(R=2n) = 1.
n=1

c) Calculer enfin I'espérance de la variable aléatoire R.
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MATHEMATIQUES 2

Mardi 16 Mai 1995 de 14h & 18h

Les calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, &
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21cm de long x 15cm de large sont autorisées.

Le probleme a pour objet I'étude des arrivées successives des clients a un guichet
(distributeur de billets d'une banque, péage d'autoroute, etc).
Dans la partie | sont établis quelques résultats préliminaires d'analyse. s

L

PARTIE |

Dans cette partie, on désigne par A un_nombre réel non nul donné, et l'on se propose
d'étudier par récurrence la suite (f,) de_fonctions définies de [0, +-[ dans R veérifiant pour
tout entier naturel n les deux conditions suivantes:

- (Rn) pour tout couple (x, y) de réels positifs, f, vérifie la relation:

f(x+y) = 2 £ L)

- (D,) f, est dérivable a droite en 0 et I'on a:

(0) = lim W-80 _ sin=0, +A sin=1, et 0 sin>2.
y—0,y>0 y
1°) Etud igne de la fonction f
Dans cette question, on considére une fonction f,: R+ — R vérifiant (R,) et (D,):
(Ro) Wxy=20, f(x+y) = {(x(y) et (D,) §(0) = -x

a) Etablir que f, n'est pas identiquement nulle sur R+.

En faisant alors x = 0 dans la relation (Ro), déterminer la valeur de f,(0).

b) En faisant x =y = t/2 dans la relation (R,), établir que f,(t) > 0 lorsque t 0.
On se propose enfin d'établir que f,(t) > 0 lorsque t >0.

Etablissement d'enseignement supérieur privé reconnu par 1'Etat
affilié & 1a Chambre de Commerce et dIndustrie de Versailles - Val d'Oise-Yvelines ;

Q Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
membre de la Fesic

1
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A cet effet, on raisonne par I'absurde et I'on suppose qu'il existe un nombre réel positif t,
tel que f,(t,) = 0. En déduire que f,(t,/2) = 0, puis, pour tout entier n > 1, que f,(t,/2") = 0.
Montrer qu'alors f,(0) = 0, et conclure.

2°) Existen nicité la fonction f
Dans cette question, on considére f,: R+ — R vérifiant (R,) et (D).

a) On considére un nombre réel strictement positif x.
- En formant pour y > 0 le rapport [f,(x+y)-f5(x)] /y, prouver que f, est dérivable & droite en
x et exprimer sa dérivée a droite en x. A
- Justifier, a l'aide du résultat obtenu au 1°, I'égalité f,(x-y) = f,(x)/f,(y) pour 0 <y < x.
- En formant pour 0 <y < x le rapport [f,(x-y)-fo(X)]/ (-y) & I'aide de cette expression de
fo(x-y), prouver que f, est dérivable a gauche en x et exprimer sa dérivée a gauche en x.

En déduire que f, est dérivable sur R+ et exprimer f,'(x) en fonction de A et f,(x).

b)
c) Deriver la fonction x — exp(Ax).f,(x), puis en déduire f,(x) en fonction de A et x.
d) Reéciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R,) et (D,).

3°) Existen nicité Ia fonction f1
La fonction f, étant ainsi obtenue, on considére f;: R+ — R vérifiant (R,) et (D,):
R,) Vxy=20, f(x+y) = {X)Ly)+4(x)i(y) et (©,) £(0) = A

a) Déterminer f,(0) a l'aide de la relation (R;), et en déduire la limite du quotient f,(y)/y
quand y tend vers 0 (y > 0).

b) On considére un nombre réel strictement, positif x.
- En formant poury > 0 le rapport [f;(x+y)-f;(x)] /y, prouver que f, est dérivable a droite en
x et exprimer sa dérivée a droite en x.
- Justifier I'egalite f;(x) = f;(x-y)f,(y) + fo(x-y)f;(y) pour 0 <y < x et en déduire une
expression de f(x-y).
- En formant pour 0 <y < x le rapport [f;(x-y)-f{(x)]/ (-y) & l'aide de cette expression de
f1(x-y), prouver que f; est dérivable a gauche en x et exprimer sa dérivée a gauche en x.

c) En déduire que f; est dérivable sur R+ et exprimer f,'(x) en fonction de 2, f,(x) et f;(x).

d) Deriver la fonction x — exp(Ax).f;(x), puis en déduire f;(x) en fonction de X et x.
e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R,) et (D).

4°) Existen nicité de la fonction f
Les fonctions f;, et f; étant ainsi obtenues, on considére f,: R+ — R vérifiant (R») et (Dy).

a) Déterminer f,(0) a l'aide de la relation (Rz) et en deduire la limite du quotient f5(y)/y
quand y tend vers O (y > 0).
b) On considére un nombre réel strictement positif x.
- En formant pour y > 0 le rapport [f(x+y)-fo(x)] / y, prouver que f, est dérivable a droite en
x et exprimer sa dérivée a droite en x. ‘
- Justifier I'egalité fo(x) = fo(x-y)fo(y) + f1(x-y)f1(y) + 5(x-y)f.(y) pour 0 < y < x et en déduire
une expression de f,(x-y). '
- En formant pour 0 <y < x le rapport [fo(x-y)-f2(x)] / (-y) & I'aide de cette expression de
f2(x-y), prouver que f, est dérivable a gauche en x et exprimer sa dérivée a gauche en x.

c) En déduire que f, est dérivable sur R+ et montrer que f,'(x) = A(f; (x)-fo(x)).

d) Dériver la fonction x — exp(Ax).fo(x), puis en déduire f,(x) en fonction de A et x.
e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f, ainsi obtenue vérifie (R,) et (Dy).

2



5°) Genéralisation: existence et unicité de la fonction fn (n > 2).

On suppose avoir obtenu, pour tout entier k tel que 0 <k < n, une et une seule fonction fi
vérifiant (R,) et (D,), dérivable sur R+ et vérifiant f(0) =0 pourk > 1.

On considére alors une fonction f,: R+ — R vérifiant (Rn) et (D,).

a) Déeterminer f,(0) et la limite du quotient fa(y)ly quand y tend vers 0 (y > 0).

b) Etablir la dérivabilité de f, sur R+ et exprimer f,'(x) en fonction de A, fr-1(x), f,(x).

c) Dériver la fonction x — exp(Ax).f,(x), puis en déduire f,(x) en fonction de A et x,
d'abord lorsque n = 3, puis, par récurrence, dans le cas général.
d) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable fn ainsi obtenue vérifie (R,) et (D,).

*drdk

PARTIE I
On considére les arrivées successives des clients & un guichet.
Etant donnés deux nombres réels t;, t, tels que t; < t,, on note. N(ty, t5) la variable
aleéatoire indiquant le nombre de clients se présentant au guichet dans lintervalle de
temps Jty, ;] et I'on note P(N(t,, t,) = n) la probabilité pour que n clients exactement se
présentent au guichet dans lintervalle de temps Jt,, to].

(Par convention, on posera P(N(ty, t;) = 0) = 1, et, lorsque n > 1, P(N(ty, t{) = n) = 0).
On fait, dans toute la suite du probléme, les trois hypothéses suivantes:

A) Etant donnés quatre nombres réels t;, t,, ts, t, tels que t; <t, < t3 <14, les variables
aléatoires N(ty, t,) et N(ts, t4) sont indépendantes.
(Cette hypothese signifie que les nombres de clients se présentant au cours de deux
intervalles de temps disjoints sont indépendants).

B) Pour tout entier naturel n existe une fonction p,: R+ — R telle que, pour tout couple
de nombres réels (ty, t5) tels que t; <t,:

| P(N(t1, to) = n) = py(to-ty).

(Cette hypothése signifie que la probabilité pour que n clients se présentent entre les
instants t1 et tz dépend uniquement de la durée t2-t1).

C) Il existe un réel A > 0 et des fonctions g4, €. R+ — R de limite nulle en 0 tels que, pour
tout couple de nombres réels (t,, to) tel que t; <t,:

P(N(ty, to) = 1) = AMtoty) + (tt)).&4(toty) et P(N(ty, tp) 2 2) = (to-ty).£(to-ty).

(Cette hypothése signifie que, pour une courte durée tz-t1:
- la probabilite d'arrivée d'un seul client pendant cette courte durée tz-t1 est
approximativement proportionnelle a tz-t1.

- la probabilité d'arrivée de plus d'un client pendant cette courte durée tz-t1 est
négligeable devant la probabilité d'arrivée d'un seul client).

1°) Equation fonctionnelle des fonctions pn.

On considére dans cette question deux nombres réels positifs x, y.

a) Exprimer P(N(0, x+y) = 0) en fonction de P(N(0, x) = 0) et de P(N(x, x+y) = 0) et en
déduire que po(x+Y) = po(x)po(Y)-

b) Etablir plus généralement que, pour tout entier naturel n, on a:

pn(x+Y) = an—k(x)pk(Y)'

3



2°) Dérivabilité en 0 des fonctions pn.
a) Etablir I'existence d'une fonction £,: B+ — R de limite nulle en 0 telle que:
P(N(ty, t2) = 0) = 1 - A(totq) + (to-ty)-g,(t ty).
b) Etablir, pour tout entier n > 2, I'existence d'une fonction g, R+ — R de limite nulle en
0 telle que: P(N(ty, tp) = n) = (to-t;).€, (to-t4).
c) Etablir, en posant x = tp-ty, que py(x) = 1 - Ax + X.£,(X), que py(x) = Ax + X.£4(x) et
donner de méme un développement limité a I'ordre 1 de p, pour n = 2.
d) En déduire la valeur de p,'(0), de p4'(0) et de p,'(0) pour n > 2.

3°) Loi de la variable aléatoire N(i1, t2).
a) Etablir que les fonctions p,, py et p, pour n > 2 vérifient les hypothéses (R,) et (D,) du l.

b) En déduire les expressions de p,(x) et P(N(t;, t,) = n) pour tout entier naturel n et
montrer que la variable aléatoire N(t,, t,) suit une loi de Poisson de paramétre Alto-ty).

4°) Loi de l'instant d'arrivée du n° client.

On fixe un instant-origine et I'on note T, la variable aléatoire (& valeurs dans R+)
indiquant l'instant d'arrivée du niéme client (n > 1) & partir de cet instant-origine.

a) Comparer pour tout réel positif t les événements "N(0, t) < n-1" et "Th>t".

b) En déduire la loi de T4, et reconnaitre celle-ci. :

¢) En déduire de méme la fonction de répartition et la densité de T,, de T3, puis de T,
(dont la loi s'appelle loi gamma de paramétres n et 1 ). _

d) Déterminer I'espérance et la variance de cette variable aléatoire Th.

5°) Loi du nombr lients procédant a un achat.

On désigne par p (ou 0 < p < 1) la probabilité pour qu'un client se présentant au guichet
procede a un achat et par A(t,, t,) la variable aléatoire indiquant le nombre de clients se
présentant au guichet dans l'intervalle de temps 1ty, t,] et procédant & un achat.

a) Soient n et k deux entiers tels que 0 <k <n.

Déterminer la probabilité conditionnelle P(A(ty, t,) = k / N(t;, t,) = n) et reconnaitre Ia loi
de A(ty, tp) conditionnée par I'événement N(ty, t,) = n.

b) A l'aide de la formule des probabilités totales, en déduire la loi de la variable
aléatoire A(ty, t,) et préciser son espérance.

c) Donner, de méme, la loi de la variable aléatoire B(ty, t,) indiquant le nombre des
clients se présentant au guichet dans l'intervalle de temps t,, t,] et ne procédant pas a
un achat.

d) Etudier enfin lindépendance des variables aléatoires A(t,, t,) et B(t,, to).

ded i
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Les calculatrices, y compris programmables et alphanumériques, & fonctionnement autonome, sans
imprimante, sans document d'accompagnement et de format maximal 21cm x 15cm sont autorisées.

Le probleme a pour but I'étude d'un jeu, dont la description et I'analyse font 'objet de la
partie Il. Dans la partie | sont établis quelques résultats préliminaires utilisés ensuite.

PARTIE |
On considére dans cette partie une suite (p,) de nombres réels paositifs telle que la série
2p, converge. On définit pour 0 St < 1 la fonction génératrice F de cette suite (p,,) par:

Fit) = ipjt‘.

j=0

1°) Etude de la fonction F sur [0, 1],

a) Montrer que la série définissant F(t) est convergente pour0 <t<1.

b) Montrer que F est une fonction croissante sur [0, 1].

En déduire que F admet une limite & droite en tout point de [0, 1], et une limite & gauche
en tout point de ]0, 1] (on précisera le théoréme utilisé).

¢) Soit t, un nombre réel appartenant a [0, 1[.

- [Etablir pour nombre réel t tel que t, <t < 1 et tout nombre entier naturel n:

0 < F@)-F(t,) < ipj(t"-t{,)+ipj.

j=0 j=n+1

- En déduire pour tout nombre entier naturel n:
0 < llmF(t) -F(t,) s Y,p,-

t>ty j=n+t

- Endéduire enfin la continuité a droite de F en t,,.

d) Soit t, un nombre réel appartenant a ]0, 1].

En admettant que 'on établit de fagon analogue la continuité & gauche de F en t,,
en conclure que F est continue sur [0, 1].
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2°) Etude locale de Ia fonction F en 0.
a) Pour tout nombre entier naturel n, etabhr que, pourtout nombre réel t de [0, 1]:

< Sot s v ¥p,
j=n+1 j=n+1
b) On considére la fonction ¢, définie sur |0, 1] par 'égalité suivante:
F(t) = po+pt+ - +put"+t"g,(t).
Déduire de l'inégalité précédente que &, est de limite nulie en 0.
Ainsi, F admet un développement limité a I'ordre n en 0, qui permet d'obtenir p, ... , p,.

3°) Etude locale de lafonction Fen 1,
a) Etablir pour tout nombre réel t de [0, 1[:
FO-F(1) _ & g
i ;pi(1+t+ +t7).

En déduire que la fonction t — [F(t)-F(1)}/(t-1) est croissante sur [0, 1[.
b) On suppose dans cette question la série ¥jp; convergente.

Montrer que la fonction t — [F(t)-F(1)}/(t-1) est alors majorée sur [0, 1[, puis en déduire
gue la fonction F est dérivable en 1, et que:

‘. »
F() < Yip;
=t
c¢) On suppose dans cette question la fonction F dérivable en 1.
Montrer pour tout nombre reel t de [0, 1 et tout nombre entier naturel n > 1:

Z p(1+t+ - +t) < FO-F()

j=1 t 1
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, py + 2p, + 3p3 + ... + np, S F'(1), puis
établir que la série Yjp; est convergente et comparer sa somme a F'(1)

d) Déduire de ces resultats que F est dérivable en 1 si et seulement si la série Xjp; est

convergente, et que sa somme est alors égale a F'(1).
e) Application: pour tout entier naturel n, on suppose que p, est la probabilité pour
qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N prenne la valeur n.
A quelie condition nécessaire et suffisante sur la fonction F la variable aléatoire X admet-
elle une espérance mathématique? Comparer alors celle-ci a F'(1).

4°)
Soient deux suites (p,), (q,) de nombres réels positifs telles que les séries Xp,, Xq,
convergent. On pose I, = PoQn + --- + Pidni + --- + PnGQo POUr tout nombre entier naturel n.

a) Etablir pour tout entler naturel n Ia majoratlon suwante
PN IEID NS Zq,
=0 j=0

En déduire la convergence de la série Xr,,.
b) On pose alors pour tout nombre réel t appartenant a l'intervalle [0 1}:

Zp,t’ : };q,t‘ L HD = ot
j=

i=0
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Prouver que l'on a pour tout nombre reel tde [0 1] et tout nombre entier naturel n:

St < Sor.Tar < St

i=° j:o ]=O ]:O

En déduire I'égalité F(t).G{t) = H(t) pour 0 <t < 1.

PARTIE Il
Dans toute cette partie, on considére une piéce dont la probabilité de donner Face est
égale ap (ou P désigne un nombre réel tel que0<p< 1).
On propose le jeu suivant a un individu muni d'un capital initial de K francs (ou K désigne
un nombre entier naturel non nul): -
- lllance la piece:
« si celle-ci donne Face, il gagne 1 franc et son capital devient égal a K+1 francs.
« si celle-ci donne Pile, il perd 1 franc et son capital devient égal a K-1 francs.
A l'issue de ceci, si son capital est nul, il est déclaré ruiné et le jeu cesse définitivement.
- Sinon, il recommence (muni de son nouveau capital) la méme expérience aléatoire
et dans les mémes conditions, et il poursuit ainsi tant qu'il n'est pas ruiné.

On désigne alors par:

- Rk l'événement "le joueur, muni d'un capital initial de K francs, est ruineé a l'issue de
I'un des jets de la piece".

- pa(K) la probabilité pour que le joueur, muni d'un capital initial de K francs, soit ruiné
a lissue du niéme jet de la piéce. Par convention, on pose p,(K) = 0.

-t — FK(t) la fonction génératrice de cette suite (p,(K)), définie donc pour0 <t <1 par:

Rl) = 3 P

n=0

On vérifiera que la probabilité P(Rk) de I'événement Rk est égale a la somme de la série
2p.(K) (qui est donc convergente), et que P(Rk) = Fk(1).

I.1 Etude du cas particulier K = 1.
Dans cette partie, on étudie le jeu en supposant le capital initial du joueur égal & 1 franc.

19) I .

a) Calculer p4(1), po(1) et pa(1).

b) Montrer, pour tout nombre entier n 2 2, que la ruine du joueur intervient a l'issue du

(n+1)iéme jet de la piéce si et seulement s'il existe un entier j (ot 1 <j<n-1) tel que:

- alissue du premier jet de la piéce, le capital du joueur est égal a 2 francs.

- & lissue des j jets suivants de la piéce, le capital du joueur revient, et ceci pour la
premiére fois depuis le début du jeu, a 1 franc.

- a lissue des n-j jets suivants de la piéce, le capital du joueur arrive, et ceci pour la
premiére fois depuis le début du jeu, a 0 franc et il est donc alors ruiné.

Exprimer en fonction de p et des éléments de la suite (p,(1)) les probabilités des trois

événements précédents, puns établir la formule suivante (on rappelle que py(1) = 0)

1) si 2.
pZ P,(1) Pai(1) {p""() $on=

parc 0 si n=0 ou 1.

c) En multipliant par tn+1 |'égalité précédente, puis en la sommant pour n > 0, établir
a l'aide des résultats de 1.4 la relation pt [F1(t)]2 = F1(t) - (1-p)t pour0<st<1.
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d) Etudier les variations de la fonction t — 1-4p(1-p)t2 sur l'intervalle ]O, 1[, et montrer que
1-4p(1-p)t2 > (1-2p)2 pour 0 < t < 1.

En déduire que, pour 0 < t < 1, I'équation du second degré ptx2 - x + (1-p)t =0 posséde
deux racines réelles distinctes x'(t) et x"(t) (on supposera x'(t) < x"(t}).

Pour tout nombre réel t appartenant a JO, 1[, montrer que x"(t) > 1 puis, en remarquant
que F1{t) <1, en déduire F1(t) en fonctionde pettpour0<t< 1.

e) En faisant tendre t vers 1, déterminer alors F1(1) et en déduire la probabilité P(R1)
de la ruine du joueur en distinguant les deux casp < 1/2etp > 1/2.

2°) Espérance du temps d'attente de la ruine du joueur pourp < 1/2,

Pour p < 1/2, déterminer a l'aide de la fonction génératrice F1 et des résultats de 1.3
l'espérance de la variable aléatoire X1 indiquant le numéro du jet de la piéce a lissue
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 1/2?

3°) Expression des probabilités pa(1).

a) Rappeler le developpement limité de la fonction x — (1+x)12 en 0, puis en déduire
le développement limité a 'ordre 2m+1 de la fonction F1 en 0.

b) Déduire de 1.2 que I'on a pour tout nombre entier naturel n p,,(1) =0 et:

Pansr(1) ;,—:—i% p" (1—p)™".

1.2 Etude du cas général.

1°) Etude de la probabilité de ruine du joueur.

a) Le premier jet de la piéce donne Face ou Pile, événements notés ici F, ou P;.

A l'aide du systeme complet d'événements {F 4, P}, établir la relation suivante pour n 2 2:

Pn(1) = PPy (2)
En multipliant par t" I'égalité précédente, puns en la sommant pour n 2 2, établir la relation
Fi(t) = pt Fa(t) + (1 - p)t pour0<t<1,puisen déduire que F2(t) = [F4(t)]2
b) On suppose ici K2 2. En ralsonnant de méme, établir la formule suivante:
P Py Ke1) + (d~p) P.. (K 1) svn2 1
ﬁq( K) O S\ n=0

En déduire I'expression de Fx(t) en fonction de p, t, Fk+1(t) et Fk-1(t) pour0 <t <1.

En étudiant alors la suite K — uk = Fk(t), exprimer Fk(t) en fonction de p, K et t.

c¢) Déterminer Fk(1) et en déduire la probabilité P(RK) de la ruine du joueur, en distin-
guant lesdeuxcasp<1/2etp> 1/2.

2°) Espérance du temps d'attente de la ruine du joueur pourp < 1/2.

Pour p < 1/2, déterminer a l'aide de la fonction generatrlce FK et des résultats de 1.3
l'espérance de la variable aléatoire Xk indiquant le numéro du jet de la piéce a lissue
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 1/2?

3°) Expression robabilité

a) A l'aide des résultats obtenus en 11.2.1.a), établir que p,,,1(2) = O puis préciser py,(2)
pour tout nombre entier naturel n.

b) Déterminer p,,(3) et pan.1(3), puis, plus généralement, p,,(K) et pon, 1(K) pour K > 1.
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On considéere un parc de m machines identiques (avec m = 1) et, pour tout entier i
tel que 1 <i <m, on note X; la variable aléatoire indiquant la durée de marche de la
itme machine (avant que celle-ci ne tombe en panne) & partir d'un instant 0.

On désigne par a un nombre réel strictement positif donné, et I'on fait les hypo-
théses suivantes sur le fonctionnement des machines:

(H1)  Pour tout couple (t, h) de nombres réels tels que t > 0 et h > 0, on suppose
que la variable aléatoire X; a valeurs dans R+ indiquant la durée de marche de
la itme machine & partir de l'instant 0 vérifie la relation suivante:

P(X; <t+h/ X;>1) = ah + he(h)
ou g(h) est une fonction indépendante de l'entier i et de l'instant t qui tend vers 0
lorsque h tend vers 0.

(H2) Les m machines fonctionnent indépendamment les unes des autres.

Pour tout nombre réel positif t, on désigne par:

- N(t) la variable aléatoire indiquant le nombre de machines en panne a liinstant t.

- pk(t) la probabilité P(N(t) = k) pour que le nombre N(t) de machines en panne
a l'instant t soit exactement égal a k, ou k est un nombre entier tel que 0 <k <m.
On suppose toutes les machines en marche a linstant 0, autrement dit po(0) = 1.

L'objectif est de déterminer, sous ces hypothéses, la loi du nombre aléatoire N(t)
des machines déja tombées en panne a un instant t. Le résultat de I'étude est
obtenu par deux méthodes indépendantes dans les parties | et Il.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et /ou alphanumérique, a fonctionnement autonome, sans imprimante,
sans document d'accompagnement et de surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large est autorisée.



PARTIE 1

On étudie ici la loi de la variable aléatoire N(t) en déterminant la loi des variables
aléatoires X; introduites dans le préambule.

1°) Lois de la durée de marche Xid'une machine (1 <i<m).

On désigne par (t, h) un couple de nombres réels tels que t 20 et h > 0, et I'on note
gi(t) = P(X; > 1) la probabilité pour que X; soit supérieure ou égale at.

a) Comparer les événements (X; 2 t) et (t < X; < t+h) U (X; 2 t+h).

En déduire l'expression de la probabilité P(t < X; < t+h) en fonction de gi(t) et gi(t+h),
puis établir a 'aide de I'hypothése H1 I'égalité gi(t) - gi(t+h) = [ah+he(h)]g;(t).

b) En déduire successivement que:

- 0<git) - gi(t+h) <[a+e(h)]h.

- 0<gilt-h) - gi(t) <[a+e(h)]h lorsque 0 <h<t.

En déduire que la fonction t — g;(t) est continue a droite sur [0, +eo[, puis,
en formant le quotient [g;(t+h) - gi(t)}/h et en prenant sa limite lorsque h tend vers 0,
montrer que la fonction t — g;(t) est dérivable a droite sur [0, +ed].

Donner l'expression de sa dérivée a droite en t en fonction de a et gi(t).

En déduire de méme que la fonction t — g;i(t) est continue a gauche sur ]0, +
puis dérivable a gauche sur ]0, +eof.

¢) Etablir que g; est dérivable sur R+ et exprimer g;'(t) en fonction de a et g;(t).

En étudiant la fonction t — exp(at).gi(t) sur R+ et en remarquant que g;(0) = 1,
expliciter la fonction g;.

d) En déduire la fonction de répartition, la densité, la loi et I'espérance des
variables X; ainsi qu'une interprétation du nombre réel a.

2°) i vari datoir
Déduire des résultats précédents les probabilités pi(t), la loi et 'espérance de N(t).
Quelle est la limite de pk(t) lorsque t tend vers +? Etait-ce prévisible?

PARTIE 2
On étudie ici la loi de la variable aléatoire N(t) en déterminant sa fonction géné-
ratrice G(x, t), c'est a dire la fonction de la variable réelle x définie par:

m
Gb) = Y k(X"
k=0
Cette étude, indépendante de celle de la partie I, n'utilise aucun de ses résultats.

1°) Etude des pr ilités conditionnelles P(N(t+h) = k / N(t) = i).
Pour tout couple (t, h) de nombres réels tels que t 2 0 et h > 0 et tout couple (k, i)
de nombres entiers tels que 0 < k <m, 0 <i £ m, on se propose d'étudier
les probabilités conditionnelles P(N{t+h) = k/ N(t) = i).
a) Que vaut P(N(t+h) = k/N(t) =i) sik <i?
b) Etablir a l'aide des hypothéses H1 et H2 que:
P(N(t+h) = k / N(t) = k) = (1-ah-hg(h))mk.
En déduire par un développement limité a 'ordre 1 que:
P(N(t+h) =k / N(t) =k) = 1 - (m-k)ah + he'(h)

ou €'(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
¢) Etablirde méme que, pour1 <k<sm:

P(N(t+h) = k / N(t) = k-1) = (m-k+1)ah + h £"(h)
ou £"(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
d) Démontrer enfin que P(N(t+h) = k / N(t) = i) est négligeable devant h si k > i+2,
c'est a dire égale a he™(h) ol €"(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0 (on justifiera
avec soin les résultats obtenus).



2°) Etude des probabilités de panne pk(t) (O <k <m),

a) A l'aide de la formule des probabilités totales, déduire des résultats précédents,

pourt >0 et h > 0, la probabilité pk(t+h) en fonction des probabilités p;(t) (0 <j<m).

Quelles expressions de pk(t+h) - pk(t), puis de pk(t) - pk(t-h) (o h <t) en résulte-t-il?

b) En déduire que la fonction t — pg(t) est continue a droite sur [0, +e<[, puis,

en formant le quotient [pk(t+h) - pk(t)}/h et en prenant sa limite lorsque h tend vers O,

montrer que la fonction t — pk(t) est dérivable a droite sur [0, +oof.

Donner I'expression de sa dérivée a droite en t en fonction de k, m, a, pk-1(t), p«(t).
(On pourra convenir, ce qui est naturel, que p1(t) = 0).

En déduire de méme que la fonction t — pk(t) est continue & gauche sur ]0, +ef,

puis dérivable a gauche sur 10, +eof.

¢) Etablir, pour 0 < k <m, que pi est dérivable sur R+ et exprimer pi'(t) en fonction

de k, m, a, pk-1(t), pk(t), puis en déduire la relation (R) suivante:

%c:. (x,t) = ma(x-1)G(x,t) - ax(x - 1) -aa—(-j- (x, 1).

3°) Etude d'un endomorphisme auxiliaire.
On considére l'espace vectoriel Ryy[x] des polynémes de degré inférieur ou égal
a m, et l'application f associant a tout polynéme U de Ry[x] le polynéme V =f(U)
défini par:

V(x) = ma(x-1)U(x) - ax(x-1)U'(x)
ou U' désigne le polyndme dérivé de U.
a) Etablir que f est un endomorphisme de Ry[x].
b) Soit A une valeur propre de f et soit P un polynéme propre unitaire associé a A,
c'est a dire un polyndme unitaire P tel que f(P) = AP.
- Etablirque O ou 1 est racine de P.
On pose donc P(x) = x"(x-1)kR(x), ou R est un polynéme tel que R(0) = 0, R(1) #0
et h, k deux nombres entiers naturels tels que 1 <h+k <m.
- Ecrire I'égalité {(P) = AP (que I'on simplifiera par xh(x-1)k), et en faisant tendre x
vers 0 et vers 1, déterminer h et A en fonction de a, k, m, et P en fonction de k et m.
c) Pour tout entier naturel k < m, on note Wy le polynéme de Rp,[x] défini par:

Wi (x) = xmK(x-1)k,

Déterminer sous forme factorisée l'image par f du polynéme W.
Quelles sont les valeurs propres de I'endomorphisme f? f est-il diagonalisable?
d) Montrer que (W, Wy, ... , Wq) est une base de Rpy[x], et déterminer les compo-
santes du polyndme U = 1 dans cette base en développant I'égalité [x - (x-1)]m = 1.

4°) E la loi de la variable aléatoire N(t).
On décompose la fonction polynédme x — G(x, t) dans la base canonique de Rpy[X]
d'une pan, dans la base (Wp, Wy, ... , Wy) de Ry[x] d'autre part:

m m
G(x1) = X pexC = Y atWe(x).
k=0 k=0
a) On désigne par [] la matrice de passage de la base (Wp, Wy, ... , Wq) a la base
canonique (1, x, ... , x™). Ecrire une relation entre les deux matrices-colonnes de

composantes qo(t), q1(t), ... , Qm(t) d'une part, po(t), p1(t), -.. , pm(t) d'autre part.

En déduire que qg, q1, ... ,» Gm sont des fonctions dérivables sur R +.

b) En utilisant I'expression de x — G(x, t) dans la base (Wg, Wy, ... , Wy,), établir

que la relation (R) obtenue a la question 2° équivaut aux m+1 égalités suivantes:
a'(t) =-akqk(t) (0 <k<m).

En déduire que la fonction t — exp(akt).qk(t) est constante sur R+, et que l'on a

pour tout réel positif t: gk(t) = C.exp(-akt) ou Ck est une constante réelle.

3



c) Vérifier que G(x, 0) = 1, et en déduire que:

m
Y, CW(x) = 1.
k=0
~ En comparant cette expression du polynéme U = 1 dans la base (Wo, Wy, ..., Wm)
de Rm[x] & celle obtenue a la question 3°, déterminer les constantes Cx (0 <k <m).
En déduire alors que:
G(x,t) = [(1 - exp(-at))x + exp(-at)]™.
d) En développant cette expression de G(x, t), en déduire & nouveau les proba-
bilités pk(t), 1a loi et I'espérance de la variable aléatoire N(t).

*kk
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On considére dans ce probléme un guichet auquel se présentent aléa-
toirement des clients. L'objectif est d'étudier la file d'attente se formant a
ce guichet au cours du temps, ce qui est traité dans la partie Il.

Dans la partie |, on étudie une suite récurrente utilisée ultérieurement.

Partie |
On considére un nombre réel strictement positif a et la fonction f définie
pour tout nombre réel x par:
f(x) = exp[a(x-1)].
On définit alors une suite (ux) par son premier terme u, = 0 et la relation:
Ukst = f(uk)-

1°)
a) Etablir par récurrence pour tout nombre entier naturel k les inégalités:

O<su<1 et Uk < Ukyq-
b) En déduire la convergence de la suite (ux), dont on notera L(a) la limite.
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2°)
a) A l'aide de l'inégalité des accroissements finis, établir que:
0 <1 -uke1 Sa(1 - uy).
b) En déduire l'inégalité 0 < 1 - uk < ak pour tout nombre entier naturel k, puis
la limite L(a) de la suite (uk) pourO<a< 1.

3°) Limite de la suite (uk) lorsque a2 1.

a) On étudie ici les racines de I'équation f(x) = x lorsque a > 1.

- Prouverque0<1-In(a))a<1pouraz1i.

- Exprimer l'unique racine de I'équation f'(x) = 1 en fonction de a.

- En déduire la variation de la fonction x — f(x)-x pour a = 1, puis poura > 1.
Préciser dans ces deux cas le nombre des racines de I'équation f(x) = x.

On convient désormais de noter r(a) la plus petite racine de I'équation f(x) = x.

On vérifiera en particulier que 0 <r(a) <1 poura> 1,etquer(1) =1.

b) On étudie ici la plus petite racine r(a) de I'equation f(x) = x lorsque a 2 1.

- Etudier et représenter graphiquement sur [0, +oo[ la fonction x — xe™.
Comparer les images des nombres a et ar(a) par cette fonction.

- En déduire que la fonction ¢, définie pour 0 < x < 1 par ¢(x) = xe*, réalise
une bijection de [0, 1] sur [0, 1/e] et montrer que la fonction ¢! est continue
et strictement croissante sur [0, 1/e] (on citera le théoréme utilisé).

Dresser le tableau de variation de ¢1.

- Prouver que r(a) = %q)“(ae"“), puis déterminer la limite de r(a) en +eo.

c) On étudie maintenant la limite de la suite (uk) lorsque a > 1.

- Etablir I'inégalité 0 < uk < r(a) pour tout nombre entier naturel k.

- En déduire la limite L(a) de la suite (ux) poura=1.

- Ecrire (en PASCAL) un algorithme permettant de déterminer une valeur
approchée de L(a) & 10-2 pres. On obtient ainsi L(2) = 0,20, L(4) = 0,02, etc.

4°) ) . . 5
Déduire de ces résultats 'allure de la courbe représentative de la fonctlon
a— L(a) poura>0.

Partie I
Dans cette partie, le temps est supposé discrétisé et se présente donc comme
une succession d'instants 0, 1, 2, 3, . et 'on considére un guichet

auquel peut se présenter au plus un cllent dans un intervalle de temps [n-1, n[,
c'est a dire entre deux instants consécutifs quelconques n-tetn(n21).

On suppose qu'un premier client est au guichet a linstant 0, et, pour tout nom-
bre entier n > 1, on désigne par B, la variable aléatoire prenant la valeur 1
si un client se présente au guichet entre les instants n-1 et n, et 0 sinon (et
le client ainsi arrivé se place au bout de la file d'attente devant le guichet).
Ces variables aléatoires By, By, ... , By, ... sont supposées indépendantes et
prennent la valeur 1 avec la probabilité p (U 0 < p < 1).

On appelle durée de service d'un client au guichet le temps passé par
I'employe du guichet a le servir (une fois son attente dans la file achevee)
Pour préciser, si la durée de service du premler client est égale a n, le guichet
est libre pour le service du client suivant & partir de l'instant n.

2



Les variables aléatoires indiquant les durées de service au guichet des clients
successifs sont supposées indépendantes et suivent la méme loi de Poisson
de parameétre A > 0. En particulier, on notera D la variable aléatoire indiquant
la durée de service au guichet du client initial.

On convient d'appeler premiére vague de clients I'ensemble de ceux arrivés
au guichet pendant la durée de service du client initial, puis, de fagon géné-
rale, on appelle (k+1)i¢me vague de clients I'ensemble de ceux arrivés pendant
la durée de service des clients de la ki®me vague. On désigne alors par Ni
le nombre aléatoire des clients de la ki¢me vague (étant entendu que l'on pose
Nk = 0 s'il n'y a pas de client de ki¢me vague). Par convention, on pose No = 1.

1°) Loi de Ia variable aléatoire Ni.

a) Etant donné un nombre entier naturel n, déterminer la loi de la variable
aléatoire N1 conditionnée par I'événement D = n.

On précisera les expressions des probabilités conditionnelles P(Ny =k / D =n).
b) En déduire a I'aide de la formule des probabilités totales que Ny suit une
loi de Poisson dont on précisera le paramétre et I'espérance.

2°) Pr ilité r la fil .
Dans toute la suite du probléme, on convient de poser pyx = P(Nx = 0).
a) Prouver que I'événement:

"la file d'attente au guichet s'acheéve au bout d'un temps fini"
(autrement dit: "il n'y a plus personne au guichet au bout d'un temps fini") est
la réunion des événements "Nk = 0", pour k > 1.

Montrer que cette suite d'événements (Nk = O)x>1 est croissante, et en déduire:
- que la suite (px)k=1 = (P(Nk = 0))x>1 est convergente vers une limite L < 1.

- que la probabilité pour que la file d'attente au guichet s'achéve au bout

d'un temps fini est égale a cette limite L.
b) Justifier, pour tout couple (j, k) de nombres entiers naturels, les formules:
P(Nib1 =0/N1=1)=P(Nx=0) ; P(Nk,s=0/Ng=j)=(P(Ny=0)i

c) En deduire 'expression de py,1 = P(Nk.1 = 0) en fonction de py, préciser p,
et, a l'aide des résultats de la partie |, la limite de la suite (px) et la probabilité
pour que la file d'attente au guichet s'achéve au bout d'un temps fini.

On discutera et interprétera le résultat obtenu en fonction des valeurs de Ap.
d) Déterminer les valeurs exactes ou approchées a 10-2 prés des probabilités
pour que la file d'attente au guichet s'achéve au bout d'un temps fini lorsque
la durée moyenne de service d'un client au guichet est égale a 1, 2, 4 ou 8
instants tandis que la probabilité pour qu'un client se présente au guichet
entre deux instants consécutifs donnés est égale a 0,5 d'abord, & 0,25 ensuite.

3°) ‘espéran

On convient d'appeler "espérance de la variable aléatoire Ni,1 conditionnée
par I'évenement Ny = i", et de noter E(Ny,¢ / N¢ = i), I'espérance de N, 1
lorsque la probabilité est la probabilité conditionnelle sachant I'événement
Nk = i realise, autrement dit I'espérance définie comme suit (si elle existe):

“+o00
() EMNiyt /Ng=i)=Y jP(Niyy=]/ N =i).
j=0
a) On suppose I'événement Ny = i réalisé. Déterminer alors la loi de la durée
de service de ces i clients de la kiéme vague en distinguant lescasi=0eti> 1.
En déduire la loi de la variable aléatoire Nk,1 conditionnée par I'événement
Nk =i et vérifier que E(Nk+1 / Nk = i) = iAp.

3



b) On suppose que l'espérance E(N) existe. Etablir que:

1 & . .
E(N,) = x_pz P(N, =i).E(N,,, /N, =i).
i=0

En admettant qu'il est alors licite de permuter les symboles ¥ dans le calcul
(ce résultat technique sera approfondi plus loin, dans la derniére question),
établir I'existence de I'espérance E(Nk.1) et donner son expression en fonc-
tion de A, p et de I'espérance E(Ny).
¢) En déduire I'existence et 'expression de E(Ny).
d) Déterminer I'espérance du nombre de clients qui se présentent au guichet
jusqu'a ceux de la ni®me vague incluse.
e) Discuter et interpréter la limite de cette espérance quand n tend vers +eo
pour Ap < 1. Qu'obtient-on numériquement dans les cas évoqués au 2°(d)?

4°) lice: e théor? o Eubini I sries doubles TSV
Dans cette question indépendante des précédentes, on se propose de justifier
la permutation des symboles X faites dans la question 11.3.

A cet effet, on donne pour tout couple (i, j) de N2 un nombre réel positif vj;, et
I'on note (sous réserve de convergence) pour tout couple (i, j) de N2:

+o0 oo
Ai=zvij ; Bj=2vij.
j=0 i=0
On se propose donc d'établir I'égalité suivante:

+oo oo 400 400

> vi) =2 (X vyy)

i=0 j=0 j=0 =0
I'existence de I'un des deux membres impliquant alors I'existence de l'autre.
a) On suppose que les séries définissant les nombres A; sont convergentes,
et que la série TA; est convergente. Etablir pour tout couple (p, q) de N2:

q P P 9 doo dee
YO vi)=Y S vi) s X vi)
j=0 i=0 i=0 j=0 i=0 j=0
En déduire la convergence des séries définissant les nombres B; et, en faisant
tendre p vers +eo, en déduire la convergence de la série XB;, puis l'inégalité:

400 400 +o0 400

> vi) s X (X vip)

j=0 i=0 i=0 j=0 :
b) Quel résultat analogue peut-on obtenir en permutant les hypothéses
portant sur les nombres A, et B;? Quelle conclusion en tire-t-on?
c) Si X et Y désignent deux variables aléatoires a valeurs dans N, préciser
enfin sous quelles hypothéses il est licite d'écrire que:

EY) = f P(X =i).E(Y / X =i).

i=0

hhw
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L'objectif de ce probléme est I'étude de la modélisation de l'accroissement d'une population,
tant par les naissances que par l'immigration.

Cette ¢tude est effectuée dans la partie 11, tandis que, dans la partie I, on établit un résultat
probabiliste préliminaire.

Dans tout le probleme enfin, on admettra que l'on a pour tout couple de nombres réels (a, x)
tel que or> 0 et 0 <x <1 la formule suivante, dite formule du binéme généralisée :

(l_lx)a;:l"'ax"'a(oé:-l)xz*' +a(a+1)..’.1!(a+n—1)x,,+
c'est a dire :
1 =§a(a+1)...(a+n—l)xn.
(1_x)q n=0 n!

+oo
On explicitera, a l'aide de cette formule, la somme de la série ZC:;,:_I.X" pour 0 <x < 1.
n=0

Quelles formules classiques reconnait-on pour ot =1 et 2?

Partie I '

On étudie dans cette partie une loi de probabilité, dite loi binomiale négative.

On considere une suite d'épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et menant au succes
avec la probabilité p (0 <p <1).

Pour tout nombre entier k£ > 1, on désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro de
I'épreuve ou intervient le £*™ succés (et X prend donc des valeurs supérieures ou égales a k).
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a) On suppose k = 1. Préciser la loi de X}, la probabilité P(X; = n+1) pour tout nombre entier
naturel # et I'espérance E(X}) de la variable aléatoire X;.

b) On suppose & > 1. Déterminer la probabilité d'obtenir k-1 succeés en n+k-1 épreuves, puis
en déduire la probabilité P(X; = ntk) pour tout nombre entier naturel n.

¢) A l'aide de la formule du bindme généralisée donnée plus haut, vérifier alors que la série
YP(X; = n+k) a pour somme 1, puis calculer I'espérance E(X;) de la variable aléatoire X; en
fonction de p et £.
Comment peut-on interpréter ce dernier résultat?

On dit alors que la variable aléatoire Xy suit la loi binomiale négative de paramétres p et k.

Partie 11

On étudie dans cette partie la croissance d'une population au cours du temps. A cet effet,
on introduit pour tout nombre réel positif ¢ la variable aléatoire X(f) indiquant le nombre
des individus de la population a l'instant ¢, et 'on suppose que l'on a X(0) = k, autrement dit
que la population compte & individus (k£ = 0) a l'instant initial ¢ = 0.

1°) Croissance de la population par les naissances (k> 0).
On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positif A tel que I'on ait
pour tout couple (¢, 4) de nombres positifs avec /2 > 0 et pour tout nombre entier naturel 7:
P(X(t+h) < n+k | X(t) = nt+k) = 0 (o0 la notation P(X(t+h) <n+k / X(t) = ntk) désigne
la probabilité conditionnelle de I'événement "X(#+h) < n+k" sachant "X(f) = n+k").
P(X(t+h) = n+k+1 | X(t) = ntk) = Mntk)h + he',(h)
P(X(t+h) > ntkt1 | X(f) = ntk) = he"y(h)
ou h — €'(h) et h — £",(h) désignent deux fonctions de la variable » (indépendantes de 7)
tendant vers 0 lorsque /4 tend vers 0.
Ces hypothéses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité pour
qu'une naissance se produise pendant une courte durée h est proportionnelle a cette durée 4 et
au nombre n+k des individus présents a l'instant #, et qu'enfin la probabilité pour que plusieurs
naissances se produisent pendant une courte durée h est négligeable devant la probabilité
d'une seule naissance.
On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(t+h) = ntk / X(2) = ntk).

a) Etablir a l'aide de la formule des probabilités totales le résultat suivant:
P(X(++h) = k) = (1-Akh)P(X(?) = k) + hey(h)
ou h — gy(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par pi(f) = P(X(f) = k) est dérivable a droite sur R+ et
que l'expression de sa dérivée a droite en ¢ est:
P'(B) = -Akpi(p).
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction py.
b) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp(Akf)pi(f) puis, en tenant compte de la valeur
de pi(0) = P(X(0) = k), en déduire l'expression de pi(f) en fonction de k, A et «.
c) Etablir le résultat suivant pour # > 1:
P(X(t+h) = ntk) = (1-Mn+k)W)P(X(?) = ntk) + Mn+k-1)hP(X(¢) = n+k-1) + he,(h)
ol h — &,(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par pn+(f) = P(X(f) = n+k) est dérivable a droite sur R+
pour k > 1 et que I'expression de sa dérivée a droite en ¢ est:
Plueit) = -Mrt k)P i(8) + AMntk-1)pne 1(2)-
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction ppx.
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d) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp(Mnt+k))p,. ) et en déduire par récurrence
sur » le résultat suivant:
Paa()=P(X(t)=n+k)=Ciy e (1-e")".

hn

¢) Reconnaitre a l'aide des résultats de la partie I la loi de la variable aléatoire X(¢) et
déterminer son espérance E(X(?)) en fonction de A, ket ¢.

2°) Croissance de la population par l'immigration.
On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positif 4 tel que I'on ait

pour tout couple (¢, #) de nombres positifs avec 4 > 0 et pour tout nombre entier naturel n:
PX(t+h) <n+k | X(f)=nt+k)=0
P(X(t+h) = n+k+1 / X(t) = nt+k) = pth + he'(h)
P(X(t+h) > n+k+1 | X(f) = ntk) = he"(h)
ou h — g'(h) et h — £",(h) désignent deux fonctions de la variable # (indépendantes de f)
tendant vers 0 lorsque / tend vers 0.
Ces hypothéses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité d'arrivée
d'un immigré pendant une courte durée 4 est proportionnelle a cette durée 4 (mais indépen-
dante du nombre n+k des individus déja présents a l'instant ), et qu'enfin la probabilité
d'arrivée de plusieurs immigrés pendant une courte durée s est négligeable devant la proba-
bilité d'arrivée d'un seul immigré.
On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(t+h) = n+k / X(f) = ntk).

a) Etablir a l'aide de la formule des probabilités totales le résultat suivant:
PX(t+h) = k) = (1-ph)P(X(1) = k) + hey(h)
ol i — &y(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par gi(f) = P(X(#) = k) est dérivable & droite sur R+ et
que l'expression de sa dérivée a droite en £ est:
q'0) = -pqi(D).
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction g;.
b) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp(uf)qi(f) puis, en tenant compte de la valeur
de gi(0) = P(X(0) = k), en déduire l'expression de gi(f) en fonction de y et .
c¢) Etablir le résultat suivant pour n > 1:
P(X(t+h) = ntk) = (1-uh)P(X(¢) = ntk) + uhP(X(¢) = n+k-1) + he,(h)
ou h — g,(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
En déduire que la fonction définie par .. i(f) = P(X(¢) = n+k) est dérivable a droite sur R+
pour k > 1 et que l'expression de sa dérivée a droite en ¢ est:
q'me i) = ~UGnei(F) + UGn+ i-1(E).
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction g,
d) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp(uf)g.+«(f) et en déduire g,+(f) pour n =1, 2,
et 3, puis dans le cas général.
e) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire X(f)-k et donner l'espérance E(X(¢)) en fonction
de u, kett.

3°) Croissance de la population par les naissances et l'immigration.
On suppose dans cette question qu'il existe deux nombres réels strictement positifs A et y tels

que l'on ait pour tout couple (¢, #) de nombres positifs avec 2> 0 et pour tout nombre entier
naturel n:

P(X(t+h) <mnt+k | X(t)=n+k)=0

P(X(t+h) = ntk+1 | X(¢) = ntk) = [Antk)+ulh + he'y(h)

P(X(¢t+h) > ntk+1 | X(¢) = nt+k) = he" (h)
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ou h — g'(h) et h > £"(h) désignent deux fonctions de la variable # (indépendantes de )
tendant vers 0 lorsque 4 tend vers 0.

Ces hypothéses font la synthése de celles ayant été introduites dans les questions 1 et 2.
On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(t+h) = n+k / X(f) = n+k).

a) Etablir que la fonction définie par ri(f) = P(X(#) = k) est dérivable a droite sur R+ et que

l'expression de sa dérivée a droite en ¢ est:
r'i(t) = -(AkF)ri).
On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction ry.

b) Dériver la fonction définie sur R+ par t — exp[(Ak+u)f}r(?), puis en déduire l'expression
de ri(f) en fonction de k, A, p et z.

¢) Etablir plus généralement que la fonction définie par r,+(f) = P(X(#) = n+k) est dérivable a
droite sur R+ pour k£ > 1 et donner 'expression de sa dérivée a droite en .

On admettra que cette formule est en fait valable pour la dérivée de la fonction ryp: ;.

d) En déduire le résultat suivant:

s = POK) =y = A 0 U4 = D4 M) oy vy,
n!

e) En posant g = pA dans la formule ci-dessus, montrer & l'aide de la formule du bindme
généralisée que la série Z(P(X(f) = n+k) a pour somme 1 (autrement dit que X(¢) est une
variable aléatoire) et déterminer I'espérance E(X(#)) en fonction de A, y, ket ¢.
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On considére un combat entre trois tireurs A, B, C, qui se déroule en une suite d’épreuves de
la fagon suivante, jusqu’a élimination d’au moins deux des trois tireurs

* Tous les tirs sont indépendants les uns des autres.

* Lorsque A tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 2/3.

* Lorsque B tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égale a 1/2.

 Lorsque C tire, la probabilité pour qu’il atteigne son adversaire est égalea 1/3.

» Lorsque qu’un des tireurs est atteint, il est définitivement éliminé des épreuves suivarntes.

* A chacune des épreuves, les tireurs non encore éliminés tirent simultanément et chacun

d’eux vise le plus dangereux de ses rivaux non encore éliminés.
(Ainsi, a la premiére épreuve, A vise B tandis que B et C visent A).

Pour tout nombre entier » > 1, on considére les événements suivants :
ABC, :«alissuedela nfém“ épreuve, A, B et C ne sont pas encore éliminés ».
AB, : « & P’issue de la n*™ épreuve, seuls A et B ne sont pas encore €liminés ».
On définit de fagon analogue les événements BC, et CA,,.
A, : « a issue de la n*™ épreuve, seul A n’est pas éliminé ».
On définit de fagon analogue les événements B, et C,,.

& : « & Iissue de la '™ épreuve, les trois tireurs sont &liminés ».

n

Enfin, ABC, est I’événement certain, ABy, BCy, CAy, Ay, By, Co, G, I’événement impossible.
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PARTIE I

On détermine dans cette partie I les probabilités pour que A, B, C remportent le combat.

1°) Calcul de probabilités.
a) Exprimer, si U et V désignent deux événements quelconques d’un espace probabilisé donné,

la probabilité p(UuV) de I’événement U UV en fonction de p(U), p(V) et p(UNV).
b) En déduire la probabilité pour qu’a une épreuve a laquelle participent A, B, C :
(A rate son tir) et (B ou C réussissent leur tir).
c) En déduire la probabilité pour qu’a une épreuve a laquelle participent A, B, C :
(A réussit son tir) et (B ou C réussissent leur tir).

2°) Détermination de probabilités conditionnelles
a) Montrer que I’événement AB, est impossible pour tout nombre entier naturel #.

Dans la suite, on ne considérera donc que les événements ABC,, BC,, CA,, A,,B,,C,, &,,.
b) Expliciter la probabilité conditionnelle p(ABC,.., / ABC,).
c) Expliciter p(BC,.; / ABC,) a I’aide de la question 1°, puis donner p(CA,.; / ABC,).
d) Expliciter p(A,+1 / ABC,), p(B,+1 / ABC,) et p(C,..; / ABC,).
e) Expliciter p(A,+1/ CA,), p(B,+1 / BC,), p(Cpiq / CA,) et p(Ciy / BC,).
f) Expliciter p(9,,,/ ABC,), (D,., / BC,) et p(3,., / CA,).

3°) Nombre moyen d’épreuves a Iissue desquelles s’achéve le combat
Onnote T la variable aléatoire indiquant le nombre d’épreuves a I’issue duquel cesse le combat,
c’est a dire au dela duquel il ne reste qu’un tireur au plus.
a) Quelle est la probabilité de I’événement T=1 ?
b) Soit n > 2. Calculer la probabilité de 1’événement suivant :
ABC;nABC,n ... NnABC,;nABC,.
c) Soit n 2 2. Calculer la probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 <k <n-1:
ABCin ... nABC,nCA1n ... nCA,
(pour k=0, il s’agit de I’événement CA;"CA;N ... NnCA)).
d) Soit n > 2. Calculer la probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 < k< n-1 :
ABCin ... nABC,nBCy N ... nBC,
(pour k£ =0, il s’agit de I’événement BC;\BC,n ... nBC,).
€) Soit n 2 2. Calculer la probabilité p(T > n) pour que le combat ne soit pas terminé a I’issue
de la n*™ épreuve, et en déduire la probabilité p(T = n) (on vérifiera que cette formule
redonne bien pour n = 1 le résultat obtenu a la question a).
f) Vérifier que la somme de la série de terme général p(T = n) (avec n > 1) est égale a 1, puis
déterminer sous forme de fraction irréductible I’espérance E(7T) de la variable aléatoire T.

4°) Probabilités pour que A, B, C remportent le combat
a) Montrer que I’événement « A remporte le combat & I’issue de la »'“™ épreuve » est impos-

sible si n =1, et montrer qu’il est égal a la réunion des événements suivants sin =2 :
ABCin ... nNABCNCA 1N ... NCA, 1 NA, pour 0 S k< n-2
(pour k=0, il s’agit de I’événement CA;"CA,N ... NnCA,_1NA,).
b) Calculer la probabilité pour que A remporte le combat a I’issue de la 7™ épreuve (n > 2).
c) En déduire la probabilité pour que A remporte le combat (c’est & dire pour qu’il ne soit pas
éliminé a I’issue du combat).
d) Déterminer de méme la probabilité pour que B remporte le combat.
e) Déterminer de méme la probabilité pour que C remporte le combat.
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PARTIE I

Dans cette partie, on retrouve par des méthodes matricielles les probabilités pour que A, B, C
remportent le combat en n’utilisant que les résultats des questions 1.1° et 1.2°.

1°) Expression de la matrice de transition M
a) On considére la matrice-colonne E,, 4 sept lignes dont les sept éléments sont dans cet ordre,

du haut vers le bas, p(ABC,), p(BC,), P(CA,), P(An), P(Bo), P(Cy), P(D,,)-
Expliciter une matrice M carrée d’ordre 7 vérifiant pour tout nombre entier naturel 7 :
E,.=ME,.
On vérifiera que la somme de chacune des sept colonnes de cette matrice M est égale a 1.
b) En déduire E, en fonction de n, de M et E,.

2°) Calcul des puissances de la matrice M
a) On considére deux matrices carrées d’ordre 3 notées U’, U’ et deux matrices rectangulaires

a 4 lignes et 3 colonnes notées V’, V'’ et I’on forme les matrices carrées d’ordre 7 :

I L R L
VoI, v I,
ou O désigne la matrice nulle 4 3 lignes et 4 colonnes et /, la matrice-identité d’ordre 4.
Vérifier a ’aide des régles du produit matriciel 1’égalité suivante :
MM"= vy © .
vur+v” I,

b) Expliciter les matrices U et V'telles que :

m=|Y 9|
VoI,

¢) Etablir enfin par récurrence sur n = 1 I’égalité suivante :
. u” 0
V+VU+...+VU™ I, |

3°) Diagonalisation de la matrice U

a) Déterminer les valeurs propres A, A, 43 de U avec 4; < A, < A3 et les vecteurs propres
associés 7y, V,, V3 tels que :
- la premiére composante de V; vaut 1.
- la troisiéme composante de V5 vaut 1.
- la deuxiéme composante de V3 vaut 1.

b) On note P la matrice d’ordre 3 dont les vecteurs-colonnes sont, dans cet ordre, V;, V>, V3.
Expliciter la matrice inverse P! et préciser la matrice D = P~ up.

4°) Calcul de la limite des puissances de la matrice M

a) Expliciter les matrices D" et s+ D+ D*+ ... + D™

b) On dit qu’une suite de matrices (X, & p lignes et g colonnes converge vers une matrice X a
p lignes et g colonnes si chaque coefficient de la matrice X, converge quand » tend vers +oo
vers le coefficient correspondant de la matrice X.
On admettra (sous réserve d’existence) que la limite d’un produit est le produit des limites.
Expliciter a I’aide des résultats précédents les limites des deux suites matricielles (D”) et
(I+ D+ D*+ ... + D), puis des trois suites matricielles (U"), (5 + U + U* + ... + U™)
et (V+VU+ VP + ...+ VU,



¢) En déduire enfin les limites des deux suites matricielles (M") et (E,).
d) Vérifier que les suites (p(ABC,)), (p(BC,)) et (p(CA,)) convergent vers 0 et expliciter sous
forme d’une fraction irréductible les limites des suites (p(A,)), (p(B.)), @(C.)), (0(3,))

Retrouver alors les probabilités obtenues en I pour que A, B, C remportent le combat.

%k %k



LSSEC

MBA

CONCOURS D’ADMISSION DE 2001
Option scientifique
MATHEMATIQUES Il

Vendredi 4 Mai 2001 de 8h a 12h
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raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; I’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Le but du probléme est I'étude du coefficient de corrélation linéaire de deux variables aléatoires
qu’on aborde d'abord de fagon générale (partie I), puis dans un cas particulier (partie II).

PARTIE I

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé et
admettant des espérances E(X) et E(Y) et des variances V(X) et V(Y) et on suppose V(X) > 0
(on rappelle que V(X) = 0 si et seulement si, avec une probabilité égale a 1, X est constante).
La covariance des deux variables aléatoires X et Y (que celles-ci soient discrétes ou a densité)
est alors le nombre réel défini par :

Cov(X, Y) = E[(X-E(X))(Y=E(Y))], ou encore E(XY)— ECX)E(Y).

1°) Covariance des variables aléatoires Xet ¥
a) Exprimer Cov(AX+Y, AX+7Y) en fonction de V(AX+7) et en déduire la formule suivante
pour tout nombre réel A :
V(AX+Y) = A*V(X) + 2ACov(X, Y) + V(Y).
b) En déduire que (Cov(X, 1)) < V(X)N(Y).
A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on I'égalité (Cov(X, ))* = V(X)M(¥) ?

ESSEC BUSINESS SCHOOL

AVENUE BERNARD RIRSCH - K.P, 105 890 on glonier

95021 CERGY PONTOISE CEDEX FRANCE ESSEC BUSINESS SCHOOL

TEL.: 33 (0)1 34 43 30 00 ETABLISSEMENTS PRIVES D'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR |

FAX : 33 (0)1 34 43 31 11 ASSOCIATION LOI 1901.

WER: WWW.ESSEC.FR ACCREDITES AACSB - THE INTERNATIONAL ASSOCIATION
FOR MANAGEMENT EDUCATION

ETABLISSEMENT D'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR PRIVE AFFILIES A LA CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE

RECONNU PAR L'ETAT. MEMBRE DE LA FESIC 1 DE VERSAILLES VAL D'OISE-YVELINES



2°) Coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires Xet ¥
On suppose dans cette question les variances V(X) et V() de X et Y strictement positives.
a) Exprimer le coefficient de corrélation linéaire p des variables aléatoires X et ¥ en fonction

de Cov(X, ¥) et des écarts-types o(X) et o(Y) des variables aléatoires X et ¥ et montrer que
p appartient a [-1, +1].
Préciser de plus a quelle condition nécessaire et suffisante p est égal 4 —1 ou +1.

b) Donner la valeur de p lorsque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

¢) On suppose enfin que X suit une loi normale centrée réduite N(0, 1) et que ¥ =X>.
Préciser les espérances et les variances de X et Y ainsi que la covariance et le coefficient de
corrélation de X et Y. Etudier alors la réciproque de la question 2°(b).

PARTIE 11

1°) Calculs préliminaires
a) On considére deux nombres entiers naturels g et » tels que n > g.

En raisonnant par récurrence sur », établir la formule suivante :
n
g _ g+l
zck - Cn+1 ’
k=q
b) En faisant ¢ = 1, 2, 3, en déduire une expression factorisée des trois sommes suivantes :

ik ; ik(k -1 ik(k -1)(k-2).
k=1 k=2 k=3

On considére dans toute la suite de cette partie deux nombres entiers petntelsque 1 <p <n
et une urne contenant » jetons numérotés de 1 a n.

On extrait de cette urne simultanément et au hasard p jetons et on désigne alors par :

+ Xla variable aléatoire indiquant le plus petit des numéros des p jetons tirés.

« Yla variable aléatoire indiquant le plus grand des numéros des p jetons tirés.

On note E(X), V(X) et E(Y), V(Y) les espérances et variances des variables aléatoires X et Y.

A] Dans cette partie A, on suppose que p = 2 (autrement dit, on extrait deux jetons de I'urne et
X et Y sont les variables aléatoires indiquant le plus petit et le plus grand des 2 numeéros tirés).

A.2°) Lois des variables aléatoires Xet ¥
a) Quel est le nombre de parties a 2 éléments d'un ensemble a j éléments ? & n éléments ?
En déduire les probabilités P(Y <j) et P(Y =) pour 2 <j < n, puis, en raisonnant de méme,
les probabilités P(X > i) et P(X =i) pour 1 <i<n-1.
(On vérifiera que les formules donnant P(Y =j) et P(X =) restent valables sij=1 ou i=n).
b) Comparer les lois des variables aléatoires n+ 1—- X et Y, autrement dit les deux probabilités -
Pn+1-X=j)et P(Y=j)pour2<j<n.
En déduire que E(n+ 1-X) = E(Y) et V(n+ 1-X) = V(Y), puis en déduire les expressions de
E(X) en fonction de E(Y) et de V(X) en fonction de V(Y). '

A.3°) Espérances et variances des variables aléatoires X et ¥
a) Exprimer les espérances E(Y) et E(X) en fonction de n.
b) Exprimer sous forme factorisée E[(Y(Y—2)], puis E(Y?), V(¥) et ¥(X) en fonction de n.




A.4°) Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et Y

a) Montrer que la probabilité P(X =i n Y =) est égale & pour1 <i<j<n.

n{n-1)
b) En déduire sous forme factorisée I'espérance E[X(Y-2)] et montrer que :
n+1)(3n+2
E(p = SEtD),
c) En déduire sous forme factorisée la covariance et le coefficient de corrélation de X et Y.
On remarquera que ce coefficient de corrélation linéaire de X et Y est indépendant de n.

B] Dans cette partie B, on revient au cas général et le nombre entier p vérifie donc 1 <p <n.

B.5°) Lois des variables aléatoires Xet ¥

a) Déterminer P(Y <j) et P(Y=j)pourp<j<n,PX>i)et PX=i)pour 1 <i<n-p+1

b) Comparer les lois de n+ 1-X et Y et en déduire les expressions de E(X) en fonction de E(Y)
et de V(X) en fonction de V(Y).

B.6°) Espérances et variances des variables aléatoires Xet ¥
a) Vérifier I'égalité j C}’_‘ll = pC? et en déduire les espérances E(Y) et E(X) en fonction de ».

b) Veérifier I'égalité (j+1)jC7 =(p+1)pCZ et en déduire sous forme factorisée E[(Y+1)Y],
puis E(Y?), V(Y) et V(X) en fonction de n.

B.7°) Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et ¥
a) Expliciter la probabilité¢ P(X =i n Y=j)pourp<j<netl1 <i<j-p+1.
b) En déduire sous forme factorisée 1'espérance E[(Y+ 1)(Y—X)] et montrer que :
_ (n+Dl(p+Dn+p]
D) (p+2)(p+1)
c) En déduire sous forme factorisée la covariance et le coefficient de corrélation de X et Y.
On remarquera que ce coefficient de corrélation linéaire de X et Y est indépendant de n.

C] Dans cette partie C, on suppose a nouveau p = 2 et on se propose de retrouver les résultats
du II.A par une autre méthode, en ne supposant connues que les probabilités P(X =i n Y =)).

C.8°) Utilisation de la fonction génératrice des variables aléatoires X et ¥
On désigne par G la fonction génératrice du couple de variables aléatoires (X, Y), définie par :

G(u,v)=i§n:P(X=im Y=7)A+u)d+v).

j=1 i=1

a) Montrer que aa—G(O,O) =EX)et %—G—(O,O) =E(Y).
u v

2 2 2
Donner des égalités analogues pour 3—5(0,0), %V—?(O,O) et —a@l—l—g—v(o,O).

b) Montrer, en posant w = u + v + uv, c'est a dire 1 +w = (1+u)(1+v), qu'on a pour u, v, w # 0 :
Gy = 20+W) [(1+w) -1 _(1+v)"-1 ]
n(n-Du
En développant ci-dessus (1+w)" et (1+v)", quelle expression de G(u, v) en déduit-on?
c) Préciser les deux dérivées partielles dw/Ou et dw/dv et retrouver E(X), E(Y), E(X?) et V(X),
E(Y?) et (1), E(XY) et Cov(X, Y), et enfin le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.

% %k %k
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L'objectif du probléme est d'étudier parmi les portefeuilles boursiers de rentabilité moyenne donnée
ceux qui font courir a leurs porteurs un risque minimal en un sens qui sera précisé plus loin.

On identifie dans la suite tout vecteur x de l'espace vectoriel IR” (avec n > 2) a la matrice-colonne
de ses composantes x,, x,, ... , X, dans la base canonique de IR”, soit :

et ‘x désigne alors la matrice transposée de x, autrement dit la matrice-ligne égale a (x,, x,, ... , x,).
On note enfin < . , . > le produit scalaire canonique de IR” défini pour tout couple (x, y) de R" par :

i

Y2
t
<x,y>="xy=(x, X350, %) L [=EXN XY, XY,
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PRELIMINAIRE

On rappelle que l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel F de R" est la partie F" de R” qui est
formée des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de F, c'est a dire :

F'={xe R"/ <a,x>= 0 pour tout vecteur a appartenant a F }.
a) Montrer que F* est un sous-espace vectoriel de R

b) On suppose F de dimension p (0 < p < n) et on considére une base orthonormale (ey, ..., €,)
de F que I'on compléte en une base orthonormale (ey, ... , €,, €1, ... » €,) de R".
Montrer que F* = Vect(e,.y, ... , ,), ensemble des combinaisons linéaires de e, ... , e,

En déduire la dimension de F* en fonction de la dimension de F.
¢) Déterminer de méme I'orthogonal de F".
En déduire que (F-)* = F ol (F*)" est l'orthogonal de F*.

PARTIE 1

On désigne par C = (c;) une matrice symétrique réelle d'ordre n et par Q la fonction définie de R"
dans R par Q(x) = <x, Cx>, autrement dit par Q(x) = xCx. On suppose de plus que Q(x) = XCx >0
pour tout vecteur non nul x de IR".

1°) Exemple d'une telle matrice
On suppose dans cette question, et dans cette question seulement, que n = 3 avec:

11 1
Co=|1 2 2]
1 2 3

a) Calculer xCyx pour tout vecteur x de composantes x,, X,, x; dans la base canonique de R’.

b) Montrer que 'xCyx > 0 pour tout vecteur non nul x de IR? (on calculera xCox — (x; +x, +x3)0).
¢) Montrer que C, est inversible et déterminer la matrice inverse de Cj,.

d) Calculer xC,”'x pour tout vecteur x de composantes x;, X,, x3 dans la base canonique de R®.
e) Montrer que 'xC, 'x > 0 pour tout vecteur non nul x de R®.

2°) Inversibilité de la matrice C
a) Vérifier, pour tout couple (x, y) de vecteurs de R”", que ‘xCy est un nombre réel et que :
xCy = yCx.

b) On considére un vecteur x appartenant au noyau de C, c'est a dire tel que Cx = 0.

Montrer que xCx = 0 et en déduire que la matrice C est inversible.
¢) Montrer C! est une matrice symétrique réelle d'ordre n, autrement dit que chH=c.

(On pourra transposer 1'égalité CC'=C'C =1, ou I, désigne la matrice-identité d'ordre n).
d) En posant x = Cy, montrer que 'xC~ 'x > 0 pour tout vecteur non nul x de R”".

Etablir I'égalité suivante dans laquelle u, v sont deux vecteurs linéairement indépendants de IR":

Vie R, ‘(u+Av)C ' (utAv) ="uC u + 24 (uC'v) + 22 (vC ).
Préciser le signe de ce trindme du second degré en A et prouver I'inégalité suivante :
(uC W) < (uCu)(vC'v).

3°) Condition pour que Q(x) < Q(x+h) lorsque <u, h> =0
On désigne ici par x un vecteur de IR” et par u un vecteur non nul de R”".
a) Montrer, pour tout couple (x, 4) de vecteurs de IR” et tout nombre réel 4, que :
O(c+AR) = O(x) + 24<h, Cx> + A>Q(h).
b) On suppose que Q(x) < Q(x + h) pour tout vecteur 4 tel que <u, &> = 0.
« Etablir I'inégalité suivante pour tout vecteur 4 tel que <u, B> =0
Yie R, 2A<h, Cx>+ A*Q(h)> 0.
+ En déduire que <h, Cx> = 0 pour tout vecteur / tel que <u, h> = 0.
« En déduire que Cx est colinéaire au vecteur u, c'est a dire que x est colin€aire a C” 'u.
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c) Etablir inversement, si Cx est colinéaire a u, que Q(x) < Ox+h)si<u, >=0.

d) La condition précédente est désormais supposée vérifide et on note donc Cx = o u.

* Montrer que &= a <u, x> ol a désigne un nombre réel dépendant de u et C' tel que a > 0.
* Montrer que Q(x) = a(<u , x>).

4°) Condition pour que Q(x) < Q(x+h) lorsque <u, h> = <v, h> =0

On désigne ici par x un vecteur de IR” et par u et v deux vecteurs linéairement indépendants de R".
a) On suppose que Q(x) < Q(x + k) pour tout vecteur 4 tel que <u, k> = <v, h> = 0,

* Etablir comme précédemment que <k, Cx> =0 pour tout vecteur A tel que <u, h> = <y, h> =0,
* En déduire que Cx appartient & Vect(u, v), c'est a dire que x appartient & Vect(C'u, C"'v).

b) Etablir inversement, si Cx appartient & Vect(x, v), que O(x) < Q(x+h) si <u, > = <v, > = 0.
¢) La condition précédente est désormais supposée vérifiée et on note donc Cx = o + Bv.

* Montrer que les nombres réels « et 8 sont solutions du systéme suivant :

a'uCu+BuC v=<u,x>.
a'vClu+ BVC T v=<v, x>,
* Montrer que ce systéme admet une solution unique, et que celle-ci est de la forme suivante :
a=a<u,x>-b<v,x>
{[3 =—b<u,x>+c<v,x>

ou a, b, ¢ désignent trois nombres réels dépendant de u, v et C! tels quea>0etc>0.
* Montrer que O(x) = a(<u , x>)* —2b<u, x><v , x> + c(<v, x>).

PARTIE 11

5°) Covariance des variables aléatoires X et Y
On considére deux variables aléatoires X et ¥ définies sur un méme espace probabilisé et admettant
des espérances E(X) et E(Y) et des variances V(X) et M(Y) et on suppose M(X) > 0 (ce qui signifie,
avec une probabilité égale a 1, que la variable aléatoire X n'est pas constante).
La covariance des deux variables aléatoires X et ¥ (que celles-ci soient discrétes ou a densité) est
alors le nombre réel défini par Cov(X, Y) = E[(X-E(X))(Y-E(Y))] ou encore E(XY) — E(X)E(Y).
a) Etablir la formule suivante pour tout nombre réel 1 :
V(AX + Y) = A V(X) + 2ACov(X, Y) + ).
b) En considérant le signe de ce trindme du second degré en A, en déduire que :
(Cov(X, Y)Y’ < V(X I(Y).

Etablir de plus que (Cov(X, 1))* = V(XOV(Y) si et seulement s'il existe deux nombres réels

A et y tels qu'on ait AX + ¥ = p avec une probabilité égale a 1.
¢) En déduire que le coefficient de corrélation p des variables aléatoires X, Y appartient a [-1, +1],

puis préciser a quelle condition nécessaire et suffisante p est égal a —1 ou +1.

On considére pendant une période donnée un marché financier ol coexistent n actifs financiers
notés Ay, 4y, ..., A,. Ces actifs sont détenus positivement ou négativement (ce qui signifie alors
qu'ils sont vendus & découvert)' au sein de portefeuilles qu'on ne modifie pas dans la période.

On désigne par Ry, R,, ..., R, les n variables aléatoires qui représentent les taux de rentabilité
des actifs 4y, 4, ... , 4, au cours de la période considérée (ce qui signifie qu'une unité monétaire de
l'actif 4, donne un gain aléatoire R, 4 la fin de la période). On suppose que ces n variables aléatoires
R\, R,, ..., R, qui sont définies sur un méme espace probabilisé, admettent :

* des espérances E(R)) = my, E(Ry)) =m,, ... , E(R,) = m, supposées non toutes égales.
* des variances V(R)) = 0%, V(R,) = 0,7 ..., V(R,) = o,} supposé€es strictement positives.

1 . . . 18 1
Cette situation se produit notamment dans le cadre des marchés réglements mensuels.
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6°) Etude des portefeuilles dans le cas n =2

(Cette question est sans influence sur les suivantes qui peuvent étre abordées indépendamment).
On considére ici un portefeunille contenant les actifs 4; et 4, en proportions respectives x et 1—x.
La variable aléatoire R indiquant le taux de rentabilité du portefeuille est alors R = xR, + (1-x)R,.
On note p le coefficient de corrélation des variables aléatoires R, R,, supposé tel que -1 <p <1.

a) Exprimer l'espérance E(R) et la variance V(R) en fonction de x, r, m,, 0y, 0 et p.

b) Etablir, si m; # m,, qu'il existe des nombres réels a, b, ¢ avec a > 0 et ¢ > 0, indépendants de x
(c'est a dire indépendants de la composition du portefeuille) tels qu'on ait V'=a — 2bm + cm® ou
V = V(R) et m = E(R) désignent respectivement la variance et I'espérance de R.

7°) Matrice de variances-covariances des variables aléatoires R;, ... , R,
On désigne par C la matrice symétrique réelle dont le coefficient de la i ligne et /" colonne (ou
1 <i,j <n) est la covariance Cov(R;, R) des variables aléatoires R; et R;.

a) Etablir, pour tout vecteur x de IR” de composantes X, X3, ... , X, dans la base canonique :
V() xR)="xCx.
i=1

b) En déduire qu'on a ‘xCx > 0 pour tout vecteur x de IR” et donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur Ry, Ry, ... , R, pour que xCx > 0 pour tout vecteur non nul x de R".

On supposera désormais cette condition bien vérifiée par R;, R, ..., R, et on posera Q(x) = *Cx.

8°) Etude des portefeuilles efficaces dans le cas général

On étudie ici un portefeuille contenant les actifs 4,, 4,, ... , 4, en proportion x;, X3, ... , X,.
La variable aléatoire R indiquant le taux de rentabilité de ce portefeuille au cours de la période
considérée est alors R =x;R;+ x,R, + ... + x,R,.

Ce portefeuille est dit efficace s'il est de variance minimale parmi tous les portefeuilles dont
I'espérance de gain E(R) = m est donnée (en effet, la variance constitue ici un risque pour le gain
de I'investisseur qu'il importe donc de minimiser).

a) Montrer que le vecteur x de R" de composantes Xy, X,, ... , X, considéré ci-dessus vérifie :

xl+X2+...+ x,,‘—‘l et m1x1+m2x2+...+ my\Xx,=m.

b) Montrer que le portefeuille considéré ici est efficace si et seulement sion a Q(x) < Q(x + k)
pour tout vecteur 4 de R" de composantes h, h,, ..., h, telles que :

hl +h2 +...+ h,,=0 et mlhl +m2h2 +...+ m,,h,, = 0.
¢) Etablir a 'aide de 1.4 qu'il existe des nombres réels a, b, c avec a> 0 et ¢ > 0 tels que :
V=a-2bm+cm
ou ¥V = V(R) et m = E(R) désignent respectivement la variance et l'espérance de R.

d) Déterminer la nature de la courbe représentative de cette fonction associant la variance V a
l'espérance m et représenter celle-ci (on rappelle que a > 0 et ¢ > 0, et on supposera b > 0).
Expliquer pourquoi seuls les portefeuilles dont I'espérance m et la variance V appartiennent a
la portion de cette courbe telle que m > b/c sont intéressants pour les investisseurs (et c'est
cette portion de la courbe qui est la "frontiére efficace" de Markowitz, du nom de I’économiste
qui a regu le prix Nobel en 1990).

ok 3k ok
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Le probléme étudie les rudiments de la théorie de la communication introduite en 1948 par Claude Shannon.
Dans tout le probléme, (2, A, P) désigne un espace probabilisé.

Partie I Introduction informatique

On rappelle que les entiers compris entre 0 et 31 s’écrivent avec au plus 5 chiffres en binaire, on a donc :
Pour tout n € [0,31] NN, il existe une liste (ag, a1, az, a3, as) d’éléments de {0,1} telle que
n=a+a;.2 + a2.2% + a3.2° + a,.2* = GGG AT,

Cette écriture de n est unique et on appellera bin(n) la liste (a4, as,az,a1,aq).

1.1°) Déterminer l’écriture binaire de 6 puis bin(6) et déterminer bin(21) (on justifiera les résultats).

1.2°) On souhaite écrire une procédure PASCAL pour obtenir bin(n). Compléter la procédure suivante de sorte
qu’a Vissue de I'exécution de bin(n) on ait un tableau L tel que L[1] contienne a4, L{2] contienne a3 etc :

Type ecriture = array[1..5] of integer

Procedure bin(n : integer; var L : ecriture)
var i, : integer (*3 compléter éventuellement*)
begin

for i:=1 to 5 do L[i]:=0;

(* 4 compléter*)

end;

1.3°) On souhaite numéroter les cartes d’'un jeu standard de 32 cartes. On propose ci-aprés la procédure carte
(qui utilise la procédure bin précédente) .

Remarque : string désigne les chaines de caractéres (entre deux apostrophes, on met une suite de caractéres quelconques).
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Procedure carte(n:integer)
var
fam : arrayl1l..4] of string;
val : array[1..8] of string;
famille,valeur : string ;
L : array[l..5] of integer;
begin
famf{1]:=’trefle’; fam[2]:= ’carrean’; fam[3]:=’coeur’, fam[4] :=’pique’;
val{1]:="sept’; vall[2]:=’huit’; vall3]:=’neuf’; vall4]:=’dix’;
val[6]:="valet’; vall6]:=’dame’; vall7]:=’'roi’, val[8]:=’as’;
L:=bin(n);
famille:=fam[2+L[11+L[2]+1];
valeur:=val[4*L[3]+2*L[4]+L[5]1+1];
writeln (valeur,’ de ’,famille,’ est la carte numéro ’,n);
end;

Quelle est la carte numéro 67 Qui est le numéro 1? Quel est le numéro de la dame de cceur?

Partie IT Position du probléme et recherche des fonctions solutions

On cherche & définir une mesure de I'incertitude d’un événement, c’est-a-dire, définir, pour un événement A de
probabilité non nulle, un nombre réel i(A), appelé 'incertitude de A ou entropie de A, en respectant le modéle
suivant :
(i)  Pour 'événement certain , I'incertitude est nulle : §(Q) = 0.
(i) Si A et l'événement contraire A sont équiprobables, alors t{A) = 1.
(iii) Si A et B sont indépendants pour la probabilité P et si P(4 N B) # 0 alors i(A N B) = i(A) + i(B).
(iv) Si P(A) = P(B) # 0 alors i(A) = i(B).
Le dernier axiome (iv) signifie que i(A) ne dépend que du réel p = P(A).

I1.1°) Soit ¢ une fonction définie sur ]0,1] & valeurs dans R. Pour un événement A de probabilité non nulle, on
pose 1,(4) = ¢(P(A)).
Montrer que si ¢ vérifie les conditions :
p(1)=0 et p(1/2) =1 1)
Pour tout p €]0,1] et tout ¢ €]0,1] o(pqg) = ¢(p) + ¢(q) (2)
alors i, vérifie (i),(ii),(iii) et (iv).
I1.2°) Existe-t-il des réels o et B pour lesquels @q,4 :  ~ aln(z) + 3 vérifie (1) et (2)?

I1.3°) Soit ¢ :)0,1] — R une Ifonction continue sur [0, 1] et vérifiant (1) et (ZT]

a) Montrer, a l'aide d’un changement de variable affine, que pour tout p €0, 1]:

i. /,, :2 o(t)dt = %cp(p)-l- /1 B v(g)dg

b) En déduire que ¢ est dérivable sur ]0,1] et, en dérivant p — pp(p), démontrer que :
1 1 !
Vpelo,l],  —5=cpp'(p) + / v(q)dg
2 2 1/2

¢) En déduire qu'il existe alors (o, 3) tel que ¢ = @q 5 (on pourra considérer l’ezpression de ' (p) en
fonction de p).

I1.4°) Que peut-on conclure de cette étude?

Partie 111 Incertitude des événements

Dans toute la suite du probléme , on notera ¢ la fonction définie sur )0, 1] par z = p(z) = — _ing; )
11l

Pour un événement A de probabilité non nulle, on pose Lz( A) = ¢(P(A)) ]




III.1°) On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

Soit A I'événement « la carte tirée est la dame de cceur » . Que valent P(A) et i(A)?

II1.2°) Soit n € N* et E I’ensemble des entiers s’écrivant avec au plus n chiffres en binaire. On choisit un élément
de E au hasard et A est ’événement « le nombre obtenu est 0 » .

Quel est le cardinal de E? Que valent P(A) et i(A4)?
I11.3°) Soit A et B deux événements tels que A C B et P(A) # 0. Comparer i(A) et i(B).

[I1.4°) Que vaut lim,_,o+ ¢(z) et quelle interprétation peut-on donner de ce résultat ?

Partie IV Incertitude d'une variable aléatoire discréte

Dans toute la suite du probléme, on considére la fonction h définie sur [0, 1) par

In(z)
In(2)

h(0)=0 et pour z €}0,1}, h(z) = —=2

Pour une variable aléatoire réelle X discréte définie sur (2, A4, P), on pose sous réserve d’existence :

HX)= Y h(P(X =2))

z€X(Q)

H(X) est I'incertitude moyenne - ou entropie - de X.
Si X est a valeurs dans un ensemble fini {z1,23,... ,2,}, H(X) existe et,
en notant pr = P(X = z),on a:

H(X)=) hPX =z)) =Y h(ps)
k=1 k=1

IV.1°) Soit n € N*. Si U, suit la loi uniforme sur {1,2,... ,n}, que vaut H{U)?

IV.2°) Sion suppose P(Y = 1) = 1/4, P(Y =2) = 1/4 et P(Y = 3) = 1/2, que vaut H(Y)?
Classer par ordre croissant H(Us;), H(Us) et H(Y).

IV.3°) Vérifier que h est continue et positive sur [0, 1].

Est-elle dérivable en 0?7 Etudier A et dessiner sa courbe représentative .

IV.4°) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un ensemble fini.
Montrer que H(X) > 0 avec égalité si, et seulement si, X est quasi-certaine.
IV.5°) Pour z € [0,1], on pose hy(z) = h(z) + h(1 — z).
a) Pour z € [0,1], on a clairement hy(z) = ha(1 — z). Que signifie ce résultat quant & la courbe de ko
dans un repére orthonormé?
b) Etudier hy et donner son graphe.

c¢) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parameétre p €0, 1].
Montrer que H{X) < 1 avec égalité si, et seulement si, p = 1/2.

IV.6°) Soit X; et X; deux variables de Bernoulli indépendantes de parameétres respectifs p; et ps.

Soit Z la variable de Bernoulli telle que P(Z = 1) = P(« X + X, est impair » )
Donner la loi et I'espérance de Z. En notant p = P(Z = 1), contréler (1 — 2p) = (1 = 2p1)(1 — 2po).

IV.7°) Soit n € N*, p €]0, 1{ et X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et p.
Soit Z,, la variable de Bernoulli telle que P(Z, = 1) = P(« X est impair » ).

Montrer que 1 — 2P(Z, = 1) = (1 — 2p)™ (on pourra raisonner par récurrence).

Montrer que H(Z,) < 1. Dans quel(s) cas a-t-on égalité?



Partie V Mazimalité de Uentropie
V.1°) Soit n € N\ {0, 1}.

a) Soit O 'ensemble des (p1,p2, ... ;pn—1) €]0,1[*7? vérifiant 1—p; —ps —...—pp-1 > 0. On admettra

que O est un ouvert.
n—1

Pour (p1,p2,-- - »Pui) € O, on pose hn(p1,p2,... ,Pn1) = »_ Ak} + h(1=p1 —pz = ... = pn-i)-
k=1
Montrer que h,, admet au plus un extremum sur O.

b) On rappelle que si une fonction f est convexe sur un intervalle I, alors on a :

1 1«
R " - <=
pour tout (t1,t2,... ,t,) € f(nztk\) néf(tk)

k=1
Vérifier que —h est convexe sur ]0, 1] et en déduire :

n
ln(n
si(p1,p2,-.-,Pn) €)0,1]" et py+pa+...+pao=1 alors Zh(Pk) <€ ln((2;'
k=1

¢) Soit X une variable aléatoire telle que X(2) = {21, 2,... ,2,}. Montrer que :
H(X) < In(n)/In(2) avec égalité si, et seulement si, X suit la loi uniforme sur {z1,72,... ,2n}
V.2°) Soit p €]0, 1] et G une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.
On pose m = E(G) et pour k € N*, pp = P(G = k).
a) Rappeler la valeur de m, montrer que H(G) existe et la calculer.
b) Soit X une variable aléatoire telle que X(Q2) = N*, E(X) = m et H(X) existe.

Pour k € N*, on pose g = P(X = k) et on supposera gx > 0.

En justifiant rapidement que :
pour tout z >0, In(z)<z—-1 (3)

vérifier que pour tout k € N*, on a : In(ps) — In(qx) < ;L: -1
et établir : H(X) < H(G) avec égalité si, et seulement si, X suit la méme loi que G.

Partie VI Incertitude d’une variable aléatoire continue

Pour une variable aléatoire X admettant une densité f continue sur R éventuellement privé d'un
+ 00
nombre fini de points, on dit que X admet une incertitude quand l'intégrale / h({f(z))dz converge.

hagie ]

+co
Dans ce cas, la valeur de l'intégrale H(X) = / h(f(z))dz est appelée incertitude de X.

— OO0

VI.1°) Cas des lois normales

a) Soit Yj une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
Montrer que H{Yp) existe et calculer H(Yp).

b) Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne m et d’écart type o > 0.
Montrer que H(Y') existe et calculer H(Y).

V1.2°) Soit A > 0 et X, une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A\. On désignera par fo
la densité de Xo.

a) Montrer que H(X,) existe et calculer H(X) en fonction de .
b) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R, admettant une densité f. On suppose que H(X)

existe et que X admet une espérance égale & T

Montrer que :
H(Xo) = — = / " f(e) In(o(a))de
In(2) Jo
En utilisant (3) montrer que H(X) < H{Xo).

~4/4n~
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Notations

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note E, = {1,2,...,n} = [1,n] et 0 I'ensemble des permutations de E,. Pour tout ensemble fini A4,
on note card(A) son cardinal, ¢’est-a-dire le nombre de ses éléments.
n!
), ou C*, le nombre kl(n—k)!
0 sinon

sio<kgn

n
On note (k

Partie 1
Pour tout w € Q, on appelle point fixe de w, tout élément k € E,, tel que w(k) = k.
On appelle dérangement toute permutation w € 2 telle que pour tout k € E,, w(k) # k. Ainsi un

dérangement est une permutation sans point fixe.

On note D, o = {w € Q| Vi € E,,w(i) # i}, et pour tout k € E,

D, i = {w € Q, tel que w admette exactement k points fixes}
Enfin, on note d,, o = card(D, o) et pour tout k € Ep, dnk = card(Dy, ).

1. Montrer que

Dy = U {w € Q tels que w|; =Id, w|p,\s est un dérangement}
ICEn
card(I)=k
ofl w|s est la restriction de la permutation w & I, Id représente la permutation identité, et w|g,\s est la

restriction de la permutation w au complémentaire de I.

2. En déduire que pour tout k € E,,, dn i = (Z) dn—k,0-
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3. a) Soit w € Q) un dérangement de E,. Soit j € {1,2,...,n}. On définit Papplication w; sur E,4; par

wk) sik¢ {j,n+1}

wiky=¢n+1 sik=j

w(j) sik=n+1
Montrer que l'on définit ainsi un dérangement de E, ;.
b) Soit w € ) admettant un unique point fixe j € {1,2,...,n}. Montrer que w; défini ci-dessus est un
dérangement de E, ;.
¢) Montrer que les dérangements de E,,; construits dans les questions 3.a) et 3.b) sont distincts, et que
tout dérangement de E,,,; peut étre obtenu de cette facon.
d) En déduire que dn+1,0 =ndpo+dn1 = n(dn,o + dn—l,O)-
4. Pour tout n > 2, on pose

Up = dn,O - ndn—l,O

a) Déterminer u,41 en fonction de u,,, puis u, en fonction de n.

b) En déduire que dp o =nd,—1,0 + (—1)".

dno . . i .
¢) On pose v; =0 et pour n > 2,v, = —'—5'—- Déterminer v, en fonction de n, puis montrer que
n!

dn,O =n! <Z (_kll)k)
k=0

Afin de lancer un nouveau produit sur le marché, le service marketing d’une entreprise propose au directeur
général la campagne suivante :

Partie I1

¢ mettre en vente au prix unitaire de b Euros, n exemplaires du produit,

e chaque exemplaire sera numéroté de fagon apparente d’un nombre compris entre 1 et n,

e A lintérieur de chaque exemplaire du produit, et de fagon cachée, se trouve un second numéro,

e l’acheteur qui trouvera a lintérieur de 'exemplaire un numéro identique a celui figurant a Pextérieur
gagnera B Euros.

On suppose que les numéros cachés sont tous différents, compris entre 1 et n et sont choisis au hasard.

Avant de donner son accord, le directeur général souhaite étudier le «colt» dune telle campagne.

Afin de formaliser la notion de choix au hasard, et pour toute la suite du probléme, on munit (Q, P(2))
de la probabilité uniforme discréete P définie pour tout A C Q par
card(A)
PA)= ———=
(4) card(Q2)

Enfin, on note X,, la variable aléatoire représentant le nombre de gagnants.
1. a) En utilisant les résultats de la premiére partie, déterminer la loi de X,,.

b) Etablir les égalités suivantes

| =

(on justifiera de mani&re précise I'interversion des deux signes sommes)

n—k 1 n ; n—i
(-1 (=1 1
T 2 il > ik
0 k=0

>~

2. Calculer l'espérance E(X,,) et la variance V(X,,) de la variable aléatoire X,, (on pourra d’abord calculer
E[Xn(Xn - 1)])



3. a) Montrer que le colit aléatoire de 'opération pour Ventreprise est donné par
C, =nb—~BX,

En déduire le coiit moyen E(Cy), ainsi que le risque, donné par I’écart type o(Ch,).

b) Quelle sera, d’apres vous, la réponse du directeur général ?

4. Montrer que le gain aléatoire d’un acheteur ayant acquis un seul produit est donné par G, = BY,, — b,
ol Y, est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1 /n. En déduire le gain moyen
de Vacheteur.

Partie III

1. Montrer que la suite des variables aléatoires (X,) converge en loi vers une loi de Poisson de parametre

A=1.
2. Montrer que pour tout k € E,,

et 1 o (-1)
P=b-Zr=lg X 5
i=n—k+1
3. Soit m € N*. Montrer que
=11 & 1 2
2 A< m+1F Sm!
i=m " k=0
4. En déduire que
n e—1 2n+2
P(X,=k)— —| <
1; ( ) k! (n+1)!

5. On considére les instructions Pascal suivantes :

eps := 0.00001 ;
X := 2; ’
k= 2;
While x > eps/2 do
begin
x = xx(2/k) ;
k := k+1
end ;
writeln(k)

a) On entre dans la boucle While avec z = 2. On suppose qu'on est passé J = 1 fois dans cette boucle.

Quelle est la valeur de = & I’entrée de la boucle la fois suivante ?

2n+1

b) Montrer que la suite (u,)n>1 définie par u, =  est décroissante et admet une limite que I'on

(n+1)
calculera.
¢) En déduire que la boucle While ci~dessus se termine.

d) La valeur affichée par la derniére ligne du programme est 11. Que représente—t—elle 7

Partie IV

Si X est une variable aléatoire réelle, on appelle moment factoriel d’ordre k > 1, espérance de la variable
aléatoire X(X —1)--- (X — k + 1), soit

me(X) = E[X(X = 1)+ (X =k +1)]

1. Montrer que si k > n + 1, alors my(X,,) = 0.



2. Soit k € [0,n]. Montrer que
n—k
m(Xn) = Y P(Xp-k =) =1
—
3. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre 1. Déterminer my(Z), pour tout
k € [0,n].

4. On définit des polynomes (P )ogkgn Par

R(X)=1
{Pk(X)zX(X—1)~--(X—k+1) (k>1)

a) Montrer que la famille (Py)ogk<n forme une base de Ry, [X], espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.

b) En déduire que X,, et Z ont les mémes moments d’ordre k, pour tout & tel que 0 < k < n.
5. Montrer que pour tout k € [0,n], il existe (ao,k,a1,%,- .-, 0k,x) réels tels que
k
P;(X)
E_ J
X" = Z Gk 7!
— !
6. On souhaite désormais calculer les réels (ao x, @1k, - - - @k k)
P; (1)
gt

b) Montrer que pour i € [0,k], i* = Z (;) @ k-
Jj=0

¢) Ecrire la matrice A de ce systéme d’équations.

a) Déterminer

pour tout j € [0,n] et i € N.

d) En se placant dans I’espace vectoriel Ri[X] des polynomes réels de degré inférieur ou égal a k, écrire
I’expression de I’endomorphisme représenté par AT (transposée de la matrice A) dans la base canonique.
e) Montrer que A7 est inversible et déterminer son inverse

f) En déduire que la matrice A est inversible. Déterminer A~1, puis lexpression de a;, pour tout
j € [0,k].

g) Donner P’expression des moments d’ordre k, (1 < k < n), de la variable aléatoire X,

Partie V
On suppose dans cette partie qu’un acheteur a acquis ¢, (£ > 1), exemplaires du produit. L’ensemble de
ces exemplaires est noté L = {j1, j2,...,J¢}

On note Y la variable aléatoire égale au nombre d’exemplaires gagnants du produit parmi ces ¢
exemplaires achetés.

Enfin, pour tout i € E,, on pose 4; = {w € Q | w(i) = i}.

1. Pour tout A C ), on note 14 la variable aléatoire définie par

1 siweA
lalw) = {0 sinon
Justifier I’égalité

Vi=14;, +1a;,+ - +1a,
En déduire Pespérance E(Y) de la variable aléatoire Y;:.
2. a) Montrer que
¢
WH2=3 14, + Y lana,
i=1 1<i#k<e
b) En déduire la variance de la variable aléatoire YL
3. a) Montrer que le gain de ’acheteur est égal & G, = BY,! — bL.

b) Déterminer son gain moyen, ainsi que ’écart type de ce gain.

¢) Du point de vue de P’acheteur, est-il intéressant d’acquérir plusieurs exemplaires du produit ?

4



BANQUE COMMUNE D’EPREUVES
CODE EPREUVE

286
Concepteur : ESSEC ) ESSECM2_S

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES II

Lundi 16 mai 2005, de 14 h. 4 18 h.

La présentation, la lisibilité, l"orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la preas:on des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités & encadrer dans ta mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Ils ne doivent faire usage d'aucun document, L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel e(ectromque est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

St au cours de "épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa cop:e et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu‘il sera amené & prendre.

Dans ce probldme, les variables aléatoires sont réelles et toutes deﬁmes sur un espace probabﬂxse {Q, A P)
(Xn)np1 représente une suite de variables aléatoires et, pour tout n. = 1, on note .S'ﬂ = ZX Si X est une

i=1
variable aléatoire véelle, E(X) désigne son espérance.

Préliminaires

1. Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, admettant une espérance m.
Enoncer, avec précision, la loi faible des grands nombres pour la suite (X,)."

2. Soit ¢ un réel strictement positif et A un sous-ensemble de R tel que Vintervalle m — &, m 4 & soit inclus .
dans le complémentaire de A. Déterminer

S
lim P (—ﬂ € A)
n-—r+co Tl
L’objet du probléme est-de préciser de manitre quantitative les résultats ci-dessus.

I. Un premier exemple, Le cas gaussien

Dans cette partie, (X,)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi normale
centrée réduite, (0, 1).

1. Quelle est la loi de % ?

2. Soit & un réel strictement positif. Dans cette partie, on note exp la fonction exponentielle.
a) Montrer que
Sn

(1) o (20) =V [ e ()

b) En posant u = n(¢ — §), montrer que

S 2 né? +eo u?
zé)m Hxaxp(— 5 /o exp o ud | du

r(|%




3. a) Montrer que pour tout z > 0, on a 0 € 1 — exp(—2) £ =.

+co
b) Montier que l'intégrale f exp (—ud) du converge et la calculer.
0

' oo -+oo u2
niﬂlm (]0 exp (—~ud) du — /0 exp (_ET; - u§> du)
> 5).

A linstar des variables aléatoives discrétes, on admettra que si X,Y sont deux variables aléatoires & densité,
indépendantes, admettant une espérance, alors XY admet une espérance et E(XY) = E{X)E(Y).

¢) Déterminer

S,
d) En déduire, lorsque n tend vers U'infini, un équivalent de ( .l

IL. Quelques résultats généraux

Soit X une variable aléatoire réelle (discrdte ou & densité). Pour tout s € R telle que e*X admet une espérance
E(e*X), on pose

(s) = B(e™)
Soit (Xn)nz1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que X.

1. Montrer que pour tout 1 > 1, pour tout s € R tel que (s) existe, on a E(ess_r:L) = (p(s/n))"..

2. Soit ¥ une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E{e®Y) existe.

a) Montrer que pour tout a réel, Liyza < esV=a) on 1(vzq) désigne la fonction indicatrice de 'ensemble
{wen| YW > al. |

b) En déduire que P(Y 2 a) < e"**E(e*Y),

¢) Montrer que P (% - a) < e " ((s/n))".

3. Soit ¥ une variable aléatoire réelle et s < 0 tel que E(eY) existe.
a) Montrer que pour tout a réel, 1iy¢q) < eslY—a),

b) En déduire que P(Y < a) < e E(e*Y), puis que P (% < a,) < e *{ps/n))™.

II1. Un second exemple. Le cas binomial

Dans cette partie, (X, )n31 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli
B(p), avec 0 < p < 1. On rappelle que P(X; =1)=p, PX1=0)=1~-p=q

1. Calculer ¢ : s — (s) et déterminer son domaine de définition.

Soit a un réel fixé de ]0,1[.

2. On suppose dans cette question que a > p.
a) Etudier sur Rt les variations de la fonction ¢, définie par

£y 18— as —Inp(s)

b) Montrer que la fonction ¢, atteint sur RT un maximum strictement positif h(a, p) qu’on exprimera en fonction
de a et p.

¢) Montrer que

—n(sup(at — Inw(i
P (Sﬂ P g,) e (t>g( (P( )) — eﬁnh{a.,p)




3. On suppose dans cette question que a < p, (donc 1 —a > 1 —p).
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire n — 5,,.

b) Montrer que

n

4. Soit € > 0. Déduire des questions précédentes que

Sn
(-

5. Soit o un réel de )0, 1{. Montrer que, pour n assez grand, il est toujours possible de trouver deux réels ay, ap
tels que 0 < ay < p <'ag < 1 qui vérifient les inégalités :

= s) < 2~ rmin(h(p+e,p),h(p—z,p))

P(gﬁga])gg
1) 2
P(%>a2><9£

n 2

(on pourra étudier les variations de la fonction & — h(a, p)).

6. Une entreprise souhaite acquérir une machine qui fabrique un certain type d’objets et qui, en fonctionnement
normal, produit une proportion p, (0 < p < 1), d’objets défectueux. Le directeur veut connaitre la valeur de p.
Pour cela il teste la. machine et préléve un échantillon de n, {n = 1), objets qu'il analyse.

Pour tout € [1,n], soit X; la variable aléatoire de Bernoulli définie par

X, = { 1 siled-idme objet prélevé est défectueux
: 0 sinon :
On suppose que dans les conditions de prélavement, les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes.

5, »
a) Montrer que F,, = ?" est un estimateur sans biais de p.

b) Calculer le risque quadratique r, = E ((F, - p)z). Déterminer ngrfw T

7. On souhaite déterminer dans cette question un intervalle de confiance du paramétre p inconnu, au niveau de

conflance 1 — ¢, & partir de ’échantillon (Xq,..., X,).

a) Quelle est la limite en loi de la suite \/ﬁ——Fn;p—
: p(1=0} ], cne

b} Soit f, la réalisation de Fy, sur I’échantillon considéré. Soit ¢, le réel défini par ®(ty) =1 — %, ol & désigne

la fonction de répartition de la loi normale centrée, réduite.

Déterminer en fonction de n, fn, s un intervalle de confiance [Uy,, V;;] de p au nivean 1 — a.

IV. Le cas général
Soit X une variable aléatoire réelle de densité f.

o0
Pour tout réel ¢ tel que / e f{u)du converge, on note
-0

‘ oo
Lx :t— E(eX) = f et f (u)du

—00

On supposera que Lx est défini sur un intervalle |o, B[ contenant 0.

1. Soit t €]a, A, et & > 0 tel que [t — 6,¢+ 8] Cla, A].

a) Montrer que pour tout u réel
o0

leE“~1H6u|SZ

n=2

8 |un

71!




b} Montrer que, pour tout u réel

et |e‘5 -1- du| Flu) < (B8 g otH8uy £r)
oo
¢) En déduire que l'intégrale / uet¥ f(u)du converge, puis que X admet une espérance m.
—0o0

2. Soit ¢ €)a, B[, et § > 0 tel que [t — d,¢ + 6] Cle, BL. Soit h € R tel que |h| < 4.

a) Montrer que, pour tout u réel,
e(t+h)u — gty

ue™| f(u) ihlef—uz o= °|u|ﬂf( )
h =
n=2
uis que
P 1 0 e{erh)u — glu
& — uet| flu) < |hlet*efll f(u)

b) Montrer que Lx est dérivable en ¢ et que
00
{t) = / ue'™ f(u)du
-

On admettra (et on démontrerait de manitre analogue) que la fonctmn Lx est de classe C? sur |, ] et que

pour tout ¢ €la, A
+co
L) = / u?e™ f(u)du

~20
3. On note ¥(t) = In Lx (¢).

a) Donner le domaine de définition de la fonrction 1.

b) Calculer ¥, vy", dérivées premitre et seconde de 1.

¢) En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz, montrer que ib’ est strictement croissante sur Jer, B[ ; en déduire

que ¥’ admet en « (respectivement £} une limite (finie ou infinie) qu'on notera Ly (a) (respectivement Ly{8)).
Quelle est la valeur de ¥'(0) 7

d} Montrer que +) admet en « (respectivement ) une limite {finie ou infinie) qu'cn notera Lo(a) (respectivernent

Lo(85))-

4. Soit a réel donné. Pour tout ¢ €]a, B[, on pose 1 £,(f) = at — P(t).
Dresser le tableau de variations de la fonction £, (on distinguera trois cas : ¢ 2 Li(8),a € Li(a) et
Li(a) < a < In(B)).
5. Pour tout a réel, on pose : h{a) = sup £,(¢). On suppose désormais que iq{a) < a < Li(8).
tela,d|
Montrer que h{a) = a(¥) " (a) — 9 (')~ (a))
6. Montrer que si a > m,

h{a) = sup {at —9(¢))
1€)0,8]
puis que sl a < m

ha) = sup (at —(t))

t€}a,0]

7. Soit (Xn)n3z1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. ‘
. S , , Sn _
Montrer que si a > m, P (-ﬂ— > a) € e” ™M) puis quesi e < m, P (—?—1’1 < a) g e nhla)
n

8. Solt € > 0. Montrer que

2 6) '-<\ 26—nmin(h(m—5),h(m+s})

4




	1978
	1979
	1980
	1981
	1982
	1983
	1984
	1985
	1986
	1987
	1988
	1989
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996
	1997
	1998
	1999
	2000
	2001
	2002
	2003
	2004
	2005

