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R A T H E M A T I Q U E S  
-~ - 

2ème épreuve - (Coef. 4) 

Les p a r t i e s  1 - II - III ( sauf  111-5) s o n t  indépendantes .  

QUESTION PRELIMINAIRE 

X 
{O, 1, 2. 3,.*.,n] e t ,  pour t o u t  e n t i e r  i t e l  que O 4 i B n ,  pi dés ignen t  l a  

p r o b a b i l i t é  de l ' é v è n e m e n t  X = i, on a p p e l l e  fonction ge'nératz6ce de  l a  v a r i a b l e  

désignant  uno v a r i a b l e  a l k a t o i r e  d i s c r è t e  dont l 'ensemble des  v a l e u r s  p r i s e s  es t  

nombre réel  u p a r  a l é a t o i r e  X , l a  f o n c t i o n  polynôme 

0 i Fx(uI = 1 pi u . 
i = o  

Que vaut F x [ l )  ? 

Exprimer l ' e s p é r a n c e  mathématique E 

Fx d é f i n i e  pour t o u t  

X I  e t  l a  variance V X I  de l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

X en  f o n c t i o n  de  Fit11 e t  F i l 1 1  [ F i l e t  Fj; dés ignen t  les  d é r i v é a s  première e t  
seconde de l a  f o n c t i o n  FX] 

P ROB LE ME 

Dans t o u t  l e  problème, a e t  b dés ignen t  des  en t ie rs  n a t u r e l s  a u t r e s  que zéro,  e t  
l ' o n  no te  N = a + b , 

On considère  uns - 8 -  u , n e  contenant  i n i t i a l e m e n t  a boules  blanches e t  b boules  

n o i r e s ,  dans l aque l l e  on e f f e c t u e  des  t i r a g e s  s u c c e s s i f s ,  au "hasard" e t  "avec 

remise" d 'une bou le ,  e n  procédant  de l a  façon s u i v a n t e  : 

- l o r sque  l a  boule t irEe es t  blanche,  e l l e  es t  remise dans l ' u r n e  avant  de prockder  

au t i r a g e  s u i v a n t  ; 

- l o r sque  l a  boule t i r é e  es t  n o i r e ,  e l l e  n ' e s t  pas remise dans l ' u r n e ,  mais rempla- 

cée dans c e t t e  u r n e  p a r  u n e  boule  blanche e t  l ' o n  procQde a l o r s  au t i r a g e  s u i v a n t .  

. *  ./. .. 
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PARTIE 1 -2 - 

S o i t  Y 

d'une première boule blanche. 

l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  égale au nombre de t i r a g e s  nécessaires 2 l ' o b t e n t i o n  

1 - Déterminer l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  de Y (ensemble des valeclrs p r i s e s  p a r  Y e t  

p r o b a b i l i t é  a t tachée à chacune de ces v a l e u r s l .  

2 - S o i t  Z l a  v a r i a b l e  a léat . - ' . re  d é f i n i e  à p a r t i r  de Y p a r  l a  r e l a t i o n  

Z = b + 1 - Y e t  pour  k E { O ,  1, 2, ..., b)  

Que vaut  a. ? Montrer que. s i  1 c< k 6 b a = b! [ $ - 
ak = P r o b a b i l i t e  [Z=k) 

Nb l k - I I !  

N k - l  

] 
3 - S o i t  Fz l a  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  de Z . Montrer que : 

vu f R Fz(u)  = b !  (1-u) [ "1 + u b+ 1 
N k=O k !  

En dBduire l 'espérance mathématique de Z p u i s  c e l l e  de Y . 
?ARTIE II 

Dans c e t t e  p a r t i e  on no te  : 

- pour  t o u t  e n t i e r  n 3 1 lème l a  p r o b a b i l i t é  d e  l 'évènement, note Nn : "la n ' qn 
bou le  t i r e e  e s t  noire" ; 

- pour  t o u t  e n t i e r  n 3 O , X l e  nombre a l é a t o i r e  de boules noires obtenues au 
n 

cours des n premiers t i r a g s s  ; 

- p o u r  t ous  e n t i e r s  n 3 O e t  k >/ O , P[n,k]  l a  p r o b a b i l i t é  de l 'événement : "au 

cours  des n premiers t i r a g e s ,  on a obtenu exactement k boules noires".  

On remarquera que P(0,OI = 1 e t  que P(n,kl = . O  s i  k > I n f [ n , b l .  

- 
cons- Nn- l  e t  l 'évènement c o n t r a i r e  Nn-l 

1'1 a - En remarquant que l 'évènement 

t i t u e n t  un système complet d'évènements e t  en  u t i l i s a n t  l a  formule des p r o -  

b a b i l i t é s  t o t a l e s  t r o u v e r ,  pour  n >, 2, une r e l a t i o n  de récu r rence  e n t r e  

9, e t  9,-1 9 

'n * 
b - En dédui re l a  v a l e u r  de 

n 
1 

k=O 
2'1 a - Que v a l e n t  P[n,k l  ; P[n,Ol ; PIn,n l  ? 

b - Démontrer, en s ' i n s p i r a n t  de l a  méthode u t i l i s e e  au I I - l ' ; - a  que : 

vn&l ,  Vk31 N P(n,k l  = [a+k)  P[n-1,kl + [ b + l - k l  P[n-1,k-1) [ I l  

... /... 
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c - On pose, p o u r  n a O u = b +(!) P(n , l l .  Ut i l i se r  l a  relation ( I l  pour  

exprimer u n  en fonction de . En d&duire l a  valeur de P(n , l l  e t  sa 

l imite quand n tend vers + Q) . 

n 

n 

d - Montrer que l a  s u i t e  ( P ( n , b l I n c N  e s t  croissante, convergente e t  que sa. 

limite Q e s t  infér ieure  ou égale B 1. 

e - Montrer que la  s u i t e  (P (n ,b - l1 IncN converge e t  donner s a  limite. Montrer p l u s  

g6néralement que, p o u r  tout e n t i e r  naturel  k < b l a  s u i t e  t P ( n , k l l n c N  

e t  donner sa limite. En déduire que 

converge, 

4 = 1. 

3'1 Dans ce t te  qmst ion,  on demande de determiner l'espérance mathématique E ( X n l  
de l a  variable a léatoire  

al en remarquant que Xn est l a  somme de n variables a léatoires  de Bernoulli. 

b l  en u t i l i s a n t  l a  re la t ion,  valable p o u r  tout e n t i e r  n : 

Xn par les deux méthodes suivantes : 

n 
N qn+l  = 1 [b-kl Pln,kl 

k = O  

que l'on démontrera en s ' inspirant  de II-I01-a.  

Quelle e s t  l a  l imite de l a  s u i t e  [ E ( X n 1 I n c N  quand n tend vers + * . 

4') a - Soit Qn l a  fonction genératrice de l a  variable a léatoire  Xn . DBmontrer, 
en u t i l i s a n t  l a  re la t ion ( I l  que, pour tout n a 1 : 

En romarquant que 
miner.de proche en proche tous les  polyndmes 

QI e t  O . 
Q o ( u l  = 1 montrer que l a  re la t ion (21 permet de déter-  

Qn . Ecrire,  en par t icu l ie r  

b - En derivant (21, trouver une relat ion de r6currence entre  E ( X n l  e t  E ( X n , l l  . 
E n  déduire à nouveau ELX,) . 

c - DQterminer de meme une relat ion de récurrence entre  Q;(Il e t  QE- l ( I1  pour 

n 3 1 . En deduire que : 

Q;(II = b(b-11 [ 1  + (1 - $7 - 2 (1 - :)"] 
Calculer enfin V ( X n )  variance de l a  variable a léatoire  X n  . Que vaut 

l i r n  V t X n l  ? 
w+* * . . l e * .  
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PARTIE III 

Dans ce pa rag raphe ,  IR [ u ]  dés . igne l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  s u r  lR d e s  polyn6mes à coe f -  

f i c i e n t s  réels d e  l a  v a r i a b l e  réel le  u 

e s p a c e  v e c t o r i e l  formé du polynôme n u l  e t  des  polynômes d e  d e g r é  i n f é r i e u r  ou é g a l  

2 n . On r a p p e l l e  que (1, u,  ... es t  une b a s e  de  Rn[u]  , a p p e l é e  base Cano- 

n ique  de Rn[u]  . E n f i n ,  u n  polynôme de R [ u ]  s e r a  ind i f f é remment  n o t é  A ou A[ul .  

e t  pour  t o u t  e n t i e r  n a t u r e l  n ,IRn[u] le sous- 

un] 

mon t re r  que # es t  l i n é a i r e  e t  q u ' i l  e x i s t e  un E n t i e r  r unique t e l  que  

IRr[ul s o i t  s t a b l e  p a r  # ( c ' e s t - à - d i r e  t e l  que  # (Rr[u lcIRr[u l l  . 
On n o t e ,  pour  ce t te  v a l e u r  d e  r , O r  l 'endomorphisme d e  IRr[u] t e l  que : 

FACIR [ u ]  @,[AI = @ [ A I  . Ecrire l a  matrice B d e  #r dans  l a  b a s e  canonique  r 
de  IRr[u] . 

2 - On suppose  i c i  que  b = 2 : chercher l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  e t  les polyn6mes p r o p r e s  

de l 'endomorphisme Q .  c o r r e s p o n d a n t  à ce t te  v a l e u r  de b. r 

3 - On r e v i e n t  au cas g é n é r a l  b 3 1 e t  l ' o n  a p p e l l e  polyn6me p r o p r e  d e  4 t o u t  

polynôme A non n u l  de  IR[u] pour  l e q u e l  e x i s t e  un nombre réel  X [ a p p e l é  

v a l e u r  p r o p r e  a s s o c i c k a u  polynôme p r o p r e  A I  v é r i f i a n t  @[Al = XA . 
a l  Montrer  q u e ,  s i  A e s t  un polynôme p r o p r e  de # i l  est  nécessa i r emen t  de 

d e g r é  b , e t  que  l e  polynôme B d é f i n i  p a r  B(u1 = A t l - u l  est éga lement  

un polynôme p r o p r e  de  # . Q u e l  l i e n  e x i s t e - t - i l  e n t r e  les v a l e u r s  p r o p r e s  

a s s o c i é e s  21 A e t  à B ? 

b l  Démontrer que  les polynômes p r o p r e s  d e  CP s o n t ,  à m e  c o n s t a n t e  m u l t i p l i c a -  

t i v e  p r è s  non n u l l e ,  les polynômes Ak t e l s  que  Ak[uI = ~ ~ ! l - u I ~ - ~  a v e c  

k - O ,  1 , 2 ,  ..., b.  

Donner l a  v o l e u r  p r o p r e  a s s o c i é e  à chaque polynôme Ak . 
..., A 1 es t  une b a s e  de  IR [u]  . Ecrire  l a  4 - Montrer  que  l e  sys tème LAO, A l .  

b b 
m a t r i c e  P de  passage  de l a  base canonique  de IRb[u] à ce t te  base, l a  m a t r i c e  

i n v e r s e  P e t  'la matrice p r o d u i t  P-'6P. -1 

5 - Q u e l l e s  s o n t  les  coordonnées  du polynôme Q, d é f i n i  au 11-4 dans  l a  b a s e  

[ A o *  A, ,  ..., Ab]  ? En d é d u i r e ,  p o u r  t o u s  en t ie rs  n e t  k l a  v a l e u r  de P!n,kl .  
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2èrc épreuve - (Coef. 4)

VENDREDI 25 ltÀI 1979 de I h à 12 h.

Lee parÈieo I - II (eauf II-5) et III sonl inrlëpendantes'

N()Ï^r.1oNs

Sl 2 est une varlable aléatoire, on note :

E(Z! son espéronce mathémattque, v(Z! §a variôr1ce. et, poÛr tout z rée1, P(Z'z)

la probablllté que Z prenne la valeur z .

. n ClN. pClo.1t,3(n.pl déslgne la lol blnomlale tje poramètres n st p ,

, n CN,U. déslgno la toi de probabllLtrg d'urro variable al6,rtolro réelle dont I'pn-

serble deg valeUrs prrses 83t t0,1,...,n], à §lracuno de cgs Valeurs étant assor:iÉe

1o rnême prooabllft6 fr .

DONNEE§

. Dans tor;t le problème, P déslgnê un nombre rtial vérifiant 0 < p < 1 (on notela

q . 1-F).

leE partles I Et II seulemênt t n déslgnant un enttor naturel suptirleur ou

à 1, un trlplet (x,Y,N) dê vôrlables alÉatolres r6elles est déftnl par le§

tlons r

N est unE varlable alÉotoire dlscrilto dont I'ensemblE des valours prlses

esü {o,1,2,.. . ,n}.

on not€, pour tout entler h tel que 0§ k ( n : gk' P(N"k)
n

pour tout x réel : F(x) ' I o, "*r3o K

@ tor. tout entl€r naturel h inférleur ou égal à n t

- la lol conditlonnetle de x. sôchant rlue N ' k nst rÉralls6, est ü* '

- ta tol condltlonn€Ile de Y, sachant qur: N = k est r{alisé. est ifitf'p} '

Oans

Égal

condi

o



P^RïIE I '2-

r 1r,r.)em2 , calculer en fonction des donnéss ra protrabirité dr: l,6vèncrnent :

'x'1 et N'k"' En déduire la lol de probahlllrÉ de la varlable aliratorr.e x .

2. Calculer EtX), E(X2) . V(x) en foncilon de E{tü) eL vr,il ,

St X' déslgna la variablo alôatoire I,l-X , que vitlent [(X,) ut, V{}1,, i

3. 0étErmlner la lo1 oe proulitte ue N Four rlue la lot conrjitlorrnelle rJc l{
sachant que X " 0 est réallsÉ, solt tln .

Cotte condltlon étant eat,lsfalte :

. coûpôrer l9s dÊux variablÈ$ aléalolres f\, crt n-x r

. dÉtermlner en fonctlon çte n : EtN), V(N), Etxr. V(X),

. détermlner, pour tout 1 appartenan$ à {1,2,...,n} la loL con(iitio,nellF rje
N sachant que X ' 1 est réallsé.

n
4, [Jn revlent 6u cêE général et l'on nota, pour tout x rÉol r 6{x) = [ etx=i]xl

t'lll
Démontrer que, pour tout x dlffércnt de I :

cr*t ';! f' Ftt)dr .
u1

PARTIE IT

1. (1,k)enl2, calculsr ên fonctlon des donnÉes lt: probobllltÉ rje l'évèttement :

"Y"i et ftl.ht. En dÉdulre 16 lol ds prsbôbllrtÉ de la vorlable a]Éatolre Y ,

2, côleuler E(Y), E(Y2), V{Y} an fonctlun do E(ltf et V(ttl .

St Y' dÉstgne lo varlable slÉatolr'e tl-Y , qua vôlont L{Y') ct VtY') ?

3. Q' eppartEnant à ,O,1[ , détermingr la loi tle protrcbllltÉ ele l, llnul gt,c

Ia lol conditlonnelle de N sachant, qt.re Y"0, sotl G(n,q').

fCltt- cOnditiOn éllrrt S,rLiSf,ril.n, rl,'1r rinirrr:r'r';r i'r,t,rl-itr, rlr' .l,lr,r'rt-g'

a) to loi de prrrl,.rl:itlt4 dc la v.lt i.ii,lr' ;rl,l,ttc lrr: Y ;

b) E(N), v(Nl, E(Y), V(Y) , . r./..,
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la loi conditlonnelle de N sochant que Y=ic) pour tout r e {1,2,...,n}

est rÉaliaé.

4. 0n revlEnt 6u cas 8énéra1, et

0émontrer que, pour touf x

5. tlontrer que la ]oi ds probabllltÉ de X quond N

égale à celle de Y quand N gult la loi \
(on pourra utlliser les fonctlons 6 st li).

P^RTIE Irl

On nots C0 l'ensetrÈle des appllcatlons continues de

Co I'ensemble dos ôppllcôtlons lndéflnlrnent

et, pour tout À rÉel, EÀ l'enserble des élémEnts

b) On suppose qu'il exlste tr r'Éel et f
SoIt n0 Is plus petlt ent'ler nnturel

nu l1e.

*ontr.r que l_p^o , r(t)

I'on note, pour tout

réetl6(x)"F(pxrq)

n
x réel. Htxt . I rtv=il*1

suit la lol 5J(n,P) est

lR dans ll?

dérlvôbles de n dans lll

f de Co tels que :

Yxen f(Px*q) ' Àf[xJ '

1,0n consldèra la eults (un)nqnt déflnla par la donnée de u0 réel et pour

tout n enttgr naturel unç1 " p unre .

0éternlner un en fonctlon dB u0 . En déduirc quê la 6ulto (un)rcnv converBÉ

Bt donnBr sa llmlte.

51 feEl exprlmar f(un) en fonctton de À et f{uo) .

2. §olt À répt tel que El ne solt pôs rédutt à la seulc lonctlon ntr1le.

tlontrer que nécessatrenrent lfl . t ou À' 1'

oétÊrntner El .

§i fCE^ et \ / I , quc vout fll) ?

3. a) l,lontrsr qua, sl fCEInC-, 11 exlste un entier noturel h tol que ,(k+11

sott 16 fonctlon nulle (on rrourrâ ralsonner par 1',absur(l6 on rernaro'rlnt quF

sl. fCEt alors pour tout enti€r n supérieur ou égal à 1' f(rt)entrr'r" ]'

f't1)...,

non constânto tels que f(EÀnt; '

tel que ,(n6'1) solt la fanction

= ,(no-tltil = o . céternriner I .



cl En dédulre, pour toute valeur de

4. Solt 0 : CO---l CO

f r-___r h

Vxtl ntxr -;f 
J* 

,,rro,
h(1) " f(1)

5.

a) Vérlfler euêr pour taut élérent f da CO , h . çtf) appartlent bten
à co, §ua h'0(fl EsÈ dértvable aur ft - [1] ed exprlmer sa dérrvrâa
sn fonctl.n dB f et h 

"

ilontrer que 0 ast llnéal,re.

0n dlt que f 61ément de C0 eot propre pour ô sl h . ôtf) eet prnpor_
tlonnelte à f .

al llontrer que,sl f est propr€ pour e , g défrnls par: vxefi g(xl ' f(px+q)
1'est également.

bl OÉtermlner les fonctlons prnpres pour ô, non nulles (on çhcrclrero lour
restrictlon à chocun rJeE lnt€rvôlJes I** , T[, J1,**[ ât on tJen.,ro eompte
dê lcur nÉcossal.re contlnultti €u FoJnt 1).

c! Ên cfédulre que, pour tout À (')nf,.rr.t,.r1.,r)1 i:r )0, t l,E^ nrest p.rs rédrril à l.r
à 1.1 fonctlon nulle et donrrnr.un i'ltirn€,r)L lrnn rr,rl lr,. Èl

0n suppose lcl que p.q+ et Dn consldère la fonctton f tJÉflnle p.rr r

r(x) , À-k x ,r, I.I"tr-g] 
,i xe 11,2k , 1n2k"1l te 7. , ÀCm. r

f[1)'0r

f[x).f(Z-x) El x<1.
Vértfler que f est blen dÉfln1o pour tout, x rÉel, A qttelle conditlon nÉcegsalre

et suffl§ônte sur À Ést-alls con:lnuo ou , rlnt 1 ? À étànt À,nsi ctroisl, montrer
4que f appartlontà E^.Endédutr€,potrr e=i I'enserr,blc Â des À r'éels

tels que EÀ no soit pâs rÉdult è lâ fonctlon nulle.

Oue peut-on dlrs sl ÀCÀ -t1) dc la rlimension de EI ?

6.
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ECOLE SUPEREURE DES SCIENCES ECONOMIQUES ET COMMERCULES 

CONCOURS D'ADMISSION d e  1 9 8 0  

MATHEMATIQUES - 2ème épreuve  

(Coef. 4 )  

P r e a m b u l e  - L ' a t t e n t i o n  des  candida ts  e s t  a t t i r é e  sur l e  f a i t  q u e  de nombreux 
r é s u l t a t s  peuvent Et re  obtenus avec t r è s  peu de c a l c u l s .  

a+b a a-b 

1 - On note E = a a+b a+b a a , ( a , b l  EIR') 
a a-b a a+b 

1. Montrer que E e s t  u n  espace v e c t o r i e l  sur IR dont on donnera une base,  a i n s i  

qu'une algèbre commutative. 

2 .  Dire pourquoi M[a,bl e s t  d iagonal i sab le .  

On note j e t  k l e s  endomorphismes dont l e s  mat r ices  dans l a  base canonique, 

supposée orthonormale, de JR4 enc l id i en ,  sont  respectivement : 

3 1 1 1  
3 1 1 1  0 - 1  O 1 

J =  

Déterminer les va leurs  propres e t  l e s  sous espaces  propres  de j e t  k . 
Montrer q u ' i l  e x i s t e  une base orthonormale de R 4  

j e t  k sont  t ou te s  les deux diagonales  : déterminer  effect ivement  une t e l l e  

hase e t  é c r i r e  l e s  matr ices  de j e t  k dans c e t t e  base.  

dans l aque l l e  l e s  matr ices  de 

En déduire  les va leurs  p r o p r e s  de M[a,bl e t  une matr ice  P orthogonale t e l l e  

que f' Mla,bl P s o i t  diagonale.  -1 

n 
3 ,  So i t  ( a , h ) ~ l R z  , n c : N *  , c a l c u l e r  [M(a,b)]  . 
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II - On considère un car ré  cons t i t ué  de 9 cases P 

P4, I,, 12, Ig, I4 . Un p ion  "saute" à l ' i n t é r i e u r  de ce 

carré,  "au hasard" d'une case sur  l ' u n e  des autres cases 

q u i  possède avec c e l l e - c i  un côté commun. Par exemple : 

- de Po, l e  p ion  saute au hasard sur  1, ou I2 ou Ig ou I4 . 
- de P,, l e  p ion  saute au hasard sur  Il ou I4 . 

Pl' P* '  p3' 

p4 13 p3 
1 

- de Il, l e  p i o n  saute au hasard sur  PD ou P, ou P 2 .  

On suppose que l e  p ion  se s i t u e  au départ  ( c ' es t -à -d i re  avant l e  premier saut)  sur  

l ' une  des cases P ou Pl ou P2 ou P3 ou P4 . 
OÙ se t r o u v e - t - i l ,  dans ces condi t ions,  après un nombre p a i r  de sauts ? Après un 

nombre impa i r  de sauts ? 

l a  p r o b a b i l i t é  que l e  p ion  se 

à l ' i s s u e  du [2klème saut. 

pJ 0 

pJ 

P o u r  t o u t  j {O, 1, 2, i\, on désigne par  

s i t u e  su r  l a  case P j  au départ, e t  pour t o u t  e n t i e r  k [ k  > 11, par  pjk l a  

P r o h a b i l i t b  que l e  p ion  se s i t u e  s u r  l a  case 

- Pour t o u t  j € (1, 2 ,  3, 4) e t  pour t o u t  e n t i e r  n a t u r e l  

. On désigne par  y l a  p r o b a b i l i t é  que l e  p ion  se s i t u e  sur  l a  case 

k au moins 6gal b 1, 

a Id j k  
l'$.ssue du (2k-1)eme saut.  

On note e n f i n  : b k f ~  nk = 

1. Montrer q u ' i l  e x i s t e  deux matr ices 

pour t o u t  e n t i e r  

A e t  B .que l ' o n  d6terrninera, t e l l e s  que, 

k 3 1 : Yk = A IIk-, e t  Ilk = B Yk . 
E c r i r e  les deux matr ices F = BA e t  G = AB . 

2. a - V Q r i f i e r  que G appar t i en t  b l 'ensemble E , en déduire Gk pour k e n t i e r  

[ k  >, 11. 
k 

b - k c N * ,  c a l c u l e r  F . 
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3. a - S o i t  U u n e  m a t r i c e  à p l i g n e s ,  q c o l o n n e s ,  à c o e f f i c i e n t s  complexes .  

S o i t  V u n e  n a t r i c e  à q l i g n e s ,  p c o l o n n e s ,  à c o e f f i c i e n t s  complexes .  

Montres  que  UV e t  VU o n t  mêmes va leu r s  p r o p r e s  non nu l l e s .  

b - E n  d é d u i r e  ?es v a i e u r s  p r o p r e s  d e  F . 
c - F e s t - e l l e  d i a g o n a l i s a b l e  ? 

d - S ’ i l  e x i s t e  u n e  p o s i t i o n  i n i t i a l e  du p i o n  t e l l e  q u e ,  p o u r  t o u t  en t i e r  k 

s u p é r i e u r  ou é g a l  à 1,  IIk 
Ilk e t  Y k  . Quelle es t  c e t t e  p o s i t i o n  i n i t i a l e  ? 

ne dépende  p a s  de  k , que  v a l e n t  n é c e s s a i r e m e n t  

4.  a - Q u e l l e  e s t  l a  p r o b a b i l i t é  q u e  l e  p i o n  s e  s i t u e  en Po à l ’ i s sue  d ’ u n  nombre 

p a i r  [ Z k l ,  non n u l ,  d e  s a u t s  ? Cette p r o b a b i l i t é  d é p e n d - e l l e  de l a  p o s i t i o n  

i n i t i a l e  du  p i o n  ? E t a i t - c e  p r é v i s i b l e  ? 

b - S o i t  n u n  e n t i e r  s u p é r i e u r  ou Q g a l  à 1 ,  e t  Xo l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

Po é g a l e  au nombre d e  p a s s a g e s  p a r  

xo , son espérance mathématique et s a  v a r i a n c e .  

e n  ( 2 n l  s a u t s .  Déterminer l a  l o i  d e  

c - Déterminer l a  l o i  de  p r o b a b i l i t é ,  l ’ e s p é r a n c e  mathémat ique  e t  l a  v a r i a n c e ,  

d e  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

o b t e n i r  u n  p r e m i e r  p a s s a g e  en 

l ’ u n e  d e s  cases 

Zo é g a l e  au nombre de  s a u t s  n é c e s s a i r e s  p o u r  

Po , l o r s q u e  l e  p i o n  se s i t u e  au d é p a r t  sur 

P,, ou P2 ou Pg ou P4  . 
d - Quel l e  e s t ,  s o u s  les mêmes h y p o t h è s e s  q u ’ a u  c . ,  l a  p r o b a b i l i t é  que  l e  p i o n  

p a s s e  p a r  Po . E t a i t - c e  p r é v i s i b l e  ? 

5. a - Quel l e  e s t ,  e n  f o n c t i o n  de  l a  p o s i t i o n  i n i t i a l e  du p i o n ,  l a  p r o b a b i l i t é  

q u ’ i l  se s i t u e  e n  P, , à l ’ issue d ’ u n  nombre p a i r  ( 2 k 1 ,  non n u l ,  d e  s a u t s  ? 

6 - n€l”C ; d é t e r m i n e r ,  en f o n c t i o n  de  l a  p o s i t i o n  i n i t i a l e  du p i o n ,  l ’ e s p é r a n c e  

ma thémat ique  du nombre a l é a t o i r e  X, de  p a s s a g e s  p a r  P, e n  I 2 n l  sauts.  

* 
C - ( n , k I € [ N * l 2  . On s u p p o s e  que  l e  p i o n  se  s i t ue  au d é p a r t  s u r  l a  case  

Déterminer l a  p r o o a b i l i t é  que  l e  p i o n  se s i tue  en 

2 (  n + k )  s a u t ,  s a c h a n t  q u ’ i l  n ’ e s t  p a s  s u r  l a  c a s e  P, à l ’ i s sue  du [ Z n l  . Pl à l ’ i s s u e  du 
ème 

6. Déterminer l a  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  d e  X, [ c . f .  I I - 5 - b l  p o u r  n = 3  (6 s a u t s ) .  
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CONCOURS DIADMISSION dC I98I

UATHBMAIIQTES - 2êue épreuve

(Coef. 4)

Hercredi 6 nai l98l de 8b à l2h

" c;.

[.eE partles II, fIf, IV, Êont, dans une large ilêsuror lndÉpendantes,

Qgestion préli.sripgire : I'lontrer que, ai X déalgne uns varl$le aléatotr'e à valeure

dans lN*, on a, pour tout entXer n supérleur ou égal à I I

n n-1
f netx'tt)= I P(x>kl-nP(x>n)

k=1 k=B

I-

Solent p Bt q deux entlers naturels tels que 1.< p ( q . Quel est le nombre d'appll-
cations strlcterpnt croissantes de'11 ,2,..,, F) dans 1,1 ,2, '..r g) ?

n et r dÉslgnent deux entiers naturels non nuls, on note :

€r { {1,2,...rn} 11,2,...,r} n IJ1 = ltt r l.-.*' f(i] telleo'"rlrf(1)<n+r-11.
Gt-et,l, l'ensemble deg appllcatlons stri.cterent crol.saantes de 11,2,..., nl danÉ

{1 ,2, ..., tt r r - 1}.

Î'tontrer que I'4pl1cation o de \ aans'{ déflnle par :

k
Vte \, Vr e {1, z, .,., n} o(fl [h] . -[^ ttrl est une bUectlon.

En déduire re cardlnar de q . 
l-1
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1.

2.

,/.
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3. n, N, m dÉslgnant des entlers naturels nonnuls tels'que o.(m(N + n - 1,

dédulre das résultats précÉdents le norÈr.e'de n-uplets [ur, u2,..., un] éléments

dg {1, 2, ..., N}f, :

a) tels que u1 * uZ * ... + 
.un § m

b) tels que ul t uz * .r. * ,n = 
1

c) tels que u1 , u2 ( .. r . ,n (on supposera lcl n > 21

d) tels que u1 (.uZ ( ... ( Un [on.pourrô remarquÊr qu'un tel n-uplet

eEt Entlèrament dÉftnt par las nombres, ÉventuEllsnent nuls,Yl'Y2,.'Vp de 1,dB 2,...
de f{ gul y flgurent, pul.s prerdre-comne lnco.nnues ,.Y1,1*Y2,..,l+V,, de façon à utt-
llser I-3-b convenablement adapté)

. A..tttre tndtcatlf, et en vue de leur utlllsatlon éventuelle dans la suLte du pro-'ijl-fi;;-tü-;éÈ1sâs aux questlons 3 a), bl, c), d) sont respectlvernent :

c| , c[-, , cl (sl n < N] , ÊX.n-r .

Oang-toute la sulte' N dé§.tgfr.e un gPtter sypértqur og Égal à 3, et l'on consldère

una ume contenant N Jetons nurÉrot6s de 1 à N.

gant La partle {L, on tl.r€ "au hasard et .s.ênF rgmlse' chacun des Jetons de ætta

Urne Et l.on note [ur, ur, ,.., uO) la sulte des nsrùrres alnsL obtenus'

Oans 1ee oartlee IIf , fV, on ttrs 'au f'æa"A et qyeg pemlse' des Jetons da cEtte

urns et l.on note [ur, j, r..:.ttnr ...J 1â sulte des ntrûrss alnsl obtsnu§'

i

-II-

sott .\ la varlable al§atolre êgale au plus petlt entler 1 >.1, srtl exlste'

tal que u- , ,".1 r slnon à 'N .
'1

1. n€ N., calculer P(\ > n)

. 2. -En d6dulrs la lol Oe ptoU*tllté de 1* ."t son espÉrancs mathérnatlque Eth) '
i.

3. tlÉterrnd.nei. 
,H 

E(xNl . +

'i
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4. wlontrer qu'iJ. exista une varlable aIéatolre. X , à valeurs dans 
'N*, 

telle que 3

Vr e n" p(X=kl = tim P(x; = k) r 1

. N++o

Oémontrer que X possède une espérance mathématique, et la corparer à f1m E(K,).
N++t l\

:III-

1. Calculer, pour n entier supérleur ou éga1 à 2, vn = P[u.,.. 12 ..' § un)

pose, dans la sul.te, ,1 = 1

2. ['lontrer que ]es sÉrles de terres généraux respectifs ,n, hvn, et Hn = vn - vn.,i

convergent. Que ,"ut 
*f 

*^ ?

nlr n

3. En déduire.L'existence d'une variable aléatolre ZN , à valeutsdans lN*, telte
gue ZN = r sl et seulement st r est }e plus petl-t entler teI que ur. ) ur+1

Montrer que Z.u adrnet une espÉrance mathématlque E(2..1 = 
ti 

,^ .

' 4. Ecrire la formule de Mac-Laurin, ovec reste de Lagrônge' puul io i\r,,-.--., .

P

tr+({+x}-N I "n dÉdulre une expresslon d, '[-v,., , puis E[ZN]
n=1 ll

' 0éterminer llm E(Z^,)
ll++- rr

5. I'lontrer qu'1l existe une variable alÉatoire Z , à valeurEdans tN*, tel'le gue :

Vte N* P(Z = k) = lim PtZ.. = k) := Ji PrZ'o =

Comparer ZetX.

.IV,

1. k appartenant à t1, 2, ..., N), quel.ie est la probèbllitè.de l'êvenernent :

ÿte {r, z, ..., n} k. u1*i (:o : dÉsigne un entier -supérleur ou
égal à I ).
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En déduire, pour n élément de fN*, Ia probabillté de 1'événernent A défini
n

par !
e {1,2,..., n} u1 . u1*1

2. ltlontrer que la sérle de terme général ,n déflnl par *0 = 1 et xn - P(An)

sl n t 1 r collverge et calculer sa so[f,nGr.

. 3. Prouver I'existence d'une va.rlable alÉatoire. TN , à vafeurs dans tN*, telle
que TN = " sl et seulement s1 r est le plus petlt entler strlctement poal-

. tlf tel que :

ur*1 ( fnf (u, r tJ2t ..., u") . 
.

4. tïontrer gue TN adrpt une espérance mathématlque que 1'on pqlculer6.

' Bétermlner llm E(TN) .

1t++-

5, n e N ; dÉtermlpgrr 8D utlll.sant la valeur moyenne de la fonctlon :

n "'1xl*x,' =r:. to,r, ,.n#: p[T* > n) ,

. llontrer qu,tl Bxtste une varl.able alÉatoire T , à valeurè dans tN*, telle
. qr", :

ÿn€il* PIT - *r.= n#: P(Tn = k)

'et que T ns possèdê Pas d'espérance mathématlque'
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MATHEMATIQUES zème épreuve (4 h)

Les deux parties du problèæ sont largeænt indêpendantes. Seules les quêstlon§

II.4 ct II.5 utilisent des Ésultats obtenus dans la partie I.

-I-

n dêslgnant m entier nrtur:l , on note nntXl 'l'e:pace v"c:oriel constitué des

potyrOees I coefflclents rtels de degrè au plus ê91 à n et du polynôm nul . tln

êléænt de RntXl ?st notÉ lndlffêrermnt P ou P(X).

ilk

{0slllk.
Vie 19, l, ..., r) Lr,n(l) - 1r r, , = a.

@ rcntr". Qæ (10,n i Ll,o i ....i Ln,r) "tt tme base de nntX)

I -O ibntrer Qrpr pour tout entler k ôppartqnônt àr{0, l, ..., n}, {l existe

ur polynôn: de nntxl, unique, Lk,n . (-1)n-k # rftot*-'tl, 
satlsfalsant aux

condltlons suivlntes:

Qr*lles sont les coordonnêes d'm polyt0æ P qælconque de fintXl dans

cettê btse ?

En déduire la forurle 
*!O 

t*,n = I et la dêcomPosition en élémnts sinples

de la fraction ratlonnelle I
x(x-l) (x-2).. .(x-n)

@ Soit n la natrice de passaç de la base canonique (1, X, ..., xn) de

nnlXl à Ia base (LO,n, Ll,n i ... i Ln,n).0n æ demande pas d'êcrire

n nais de donner: l) 'les élêncnts de la première ligne,
2) la somæ des êlémnts de toute autre lige,
3) la smrn des êléneàts des diffêrentes colonnes.

Ecrire Ia matrice n-l inræ"se de I

2 -O tbntrer Q* (L0,0 i Ll,l i LZ,Z i ... ; Ln,n) "rt une base de en[X)

@ soit ^ 
,iîli"îiilll,-r,r, ' L'imase d'un porvrôm P de Rnrxl

par À , soit a{P), sera notêe plus sis?lenent ÀP , dans la suite.

l{ontrer qtæ l'appllcatlon ô est linéa.ire. Ecrlre sa matrice dans la base

(Lo'0; Ll,l i -.- ; Ln,n). En dêduire Ie noyau et l'imaç de Â .

@on noæ o0 I'iêntltê sur nnlll et Pour i ) I ôi = Ào oi-l
. P ôppôrtcnant à nn[XI , montt€r qæ sa déconposition sur la base

(Lo,o ; Lt,l, ... i Ln,n) s'êcrit , = 
rlo.(akp) 

(o) ,k,*l- 
.../...
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3 -O f dêsignant une fonction rêe'tle de variable réel'le, on note dêsorrnais ôf

la fonction dêfinie pour tout x tel qræ f(x+l) et f(x) existent, par

(af) (x) =f(x+l) -f(x),etparr€currence,pour i > I ait=a(ai-lt).
0n convient enfin que oof = f . Soit alors f une fonction nrmÉriqtæ

àetint" sur I'intervalTe [0,n1. !'lontr.er qu'i1 existe un polytôm unique

P, e nnlXl tel que :

Ykc {0, l, 2, ..., n} f(k) . Pr131

O uont"""qræ : Yie{1, 2, ..., o) ctYkc{0, l, 2, ..., n-i} 1r1f)(k)-(Â1Pf)(k).

En dêduire qrp : f(n) = ,[o ,o*t, (0) Lk,k(n)

@a dêslgnantun rtel tel que à> r, onposÊ f(x) -*. ibntrerpar

rêcurrence que : Vke {0, 1, ..., n} 1rkr11x1 '# .

€crire la rtlation (l) pour f et en dêduir: que, si tl est un entier
supêrieur ou égal à 2 et x ur rtel te'l qæ r >, |l :

Iil Ïfirj:,{{+}=,îsi+h

- It -

Préliminaire : l. Soit x me variable aléatoire à va'leurs dans tt ; montrer que

la sêrie I e1x=n1un con\ærgs pour toi.rt ue[0,1] . La fonction 'to'll--
est appelée fonction gênêratrice de la variabte alêatoire x '-nl-o'(x-n)un

2. i,lontrer qræ. si X et Y sont deux variables alêatoires indêper-

dantes à valeurs dans x , la fonct'ion gënëratrice de Ia variable X+Y est êgale au

produit des fonctions gÉnêratrices de X et de Y

Dâns cette pàrtie, N dés{grte un entier supéùieur ou êgal à 2. Une urne contient
N boule§ ntnrèrotées de 1 à N. 0n effectue des tiraçs successifs "au hasard et
avec remise" d'une bou'le de cette urne €t'l 'on s'intër-Êsse au nr.rnêro marquê sur

chôque boule tirée.

Pour tout entier n tel gue 1,< n .< N-l , Xn désigne le nonbre aléatoire de

tiraçs nêcessaires â l'obtention de (n+1) nunrêros distincts, et I'on note :

Yl=Xl -1,YZ-XZ Xl . -..,Yn-Xn Xn-1

0n remarquerd que : P(Yt = 0) = P(YZ = 0) = ... = P(Yn = 0) = 0.

I - O Quelle est la probabilitê que les k (k > 2) premièr€s boules tirées portent
' Te rnême nunÉro ?

O æt.*rner la'loi de probabilité de la variable alêatoire Y,

@ Oonn". I'espêrance mathêmatique, la variance et la fonction génêratrice de

( 1)

chacune des variab'les a'léatoires Yl et Xl



-3-
2 - O (p, n,'k). (n')3 p >t n à 2 Crlculer la probabllitê conditlonnelle, sâchant

gue In_l'p , de l'êvêneænt Yn o k . ûêpend-elle de ç ?

@ rn dêduire la loi de probabilitê de la variable alêatoire yn r son espêrance
nathênatique, sa varlance et sr fonction gênêratrice.

3 - Dêterniner I'espérance rnâthÉmatiqrre, la variance et la fonctlon gÉnÉratrlce
fn de la variable alêabire f, .

4 - O lbntrcr græ, pour x > l{ : 'n{$-i{i:tffi+
@ Utltiser la dêco4osition en êlÉmnts slçles obtene au I-l-b pour mntrêr

que : rn(u) . {-r(*io,-r,"--+)

o rn dêduiru, pour le rrl' , P(xn - t).
Qælle nemrqræ peut-on faira, à propos du rêsultôt obtenu ?

5 - O ïrûuver, en utilisant I-3-c, tne expression sinple o. 
ili'rntr) 

.
n=l

@ C,*tt. est Ia probabilltê d'obtenlr au pème tiraç {p ,.21 un numéro non

êncore sorti ?

O tn dêduire I'espérance nrathênatlgræ du norùrne aléatoire de nmÉrros distincts
sortls en n tirrçs (n z l) et la linite de cette espêrance qurnd n tend
'ver§ + . ttait-ce prêvlsible ?

6 - Âppligation : (h sr&pose dans cette question guè 1{ et n variables sont liés
par t{ - a (n+1} où c dêsigrre un rrtlonnel fixê, supêrieur ou êgal â 1.

lhntrcrqæ,sl orl,ry"try adættent,quand n tend

veni + -, de3 llfiitÊs t(c) et v(c) que 1'on prêcisera.

lbnm les lin{tes L de t(c} et V & v(o) quand c tend vers + -
ainsl'que ès équivalents sinpler de t(c)-L et v(c)-V .

@ rcnt"e" QrÉ, si o - , , '(lnl .a'(]n) ændent vers + - quand n

tend vers + - .. Oonner des êquivalents de E(Xn) et v(xn) lorscue

n tend$er:+-(onadættrNgtæ,sl n tendrærs +- ,-tri.r,
êqulvalcnr à Lo$ et que 

,i, i = * ,
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M A T H E M A T I Q U E S  - 2ëme épreuve 

L u n d i  9 m a i  1983 de 8h d 1 2 h  
- -  _ _ _ - - - _  

Toutes l e s  var iab les  a l é a t o i r e s  considées dans l e  problème sont d é f i n i e s  s u r  l e  

meme espace p r o b a b i l i s é .  On rappel le  que, s i  (Xn)naN,désigne une s u i t e  de var ia -  

e t  X n  s o n t ,  pour tou t  e n t i e r  n supérieur  ou égal d 2 ,  indépendantes. 
b les  a l e a t o i r e s  indépendantes, l e s  deux var iab les  a l e a t o i r e s  X + x 2  + . . .  + xn- l  

X designant  une var iab le  a l é a t o i r e  d i s c r e t e  f i n i e ,  ( x l .  x 2 ,  . . . ,  x k )  l a  s u i t e  

f i n i e  s t r ic tement  c r o i s s a n t e  des valeurs  p r i s e s  par X avec une p r o b a b i l i t é  non 

n u l l e ,  p1 P ( X  = x l ) ,  p z = P ( X  = x ) ,  ,.., pk = p ( X  = x ) ,  l e s  p r o b a b i l i t é s  a t t a -  
chees d chacune de ces v a l e u r s ,  on n o t e  yk l a  fonct ion continue sur R t e l l e  que : 

2 k 

9n rappel le  e n f i n  que l a  var iab le  a l ë a t o i r e  X e s t  d i t e  con c e r t a i n e  s i  k 2 2  e t  

q u ' a l o r s  sa var iance e s t  non n u l l e ,  

- 1 -  

Exemple : Soi t  Z la  var iab le  a l ë a t o i r e  d l s c r ë t e  t e l l e  que P ( Z  = - 1 )  = P ( Z  = + 1 ) =  - 1 
2 

1 .  Ecr i re  pz(t) pour t # O e t  dëterminer 9 ( O ) .  

2 .  Montrer que qz e s t  dér ivable  sur  R ; déterminer  P ( o )  e t  V ' ( t )  pour t # o .  

3 .  Etudier  les  v a r i a t i o n s  de l a  fonction f : R-.---+R 

En déduire  les  v a r i a t i o n s  de f .  Déterminer lim 

Tracer l a  courbe representa t ive  de Qz 

I 
4 

z z 

2 t +--+ t $(t) 

'C;(t) e t  1im P Z ( t ) .  
t -  t4, t +  - _  

I I  - Cas general : X var iab le  a l e a t o i r e  d i s c r e t e  f i n i e  non c e r t a i n e  

1. Déterminer ox(o) e t  l e  developpement l i m i t é  .3 l ' o r d r e  1 au vois inage de O 
de Px en fonc t ion  de l ' esperance  m a t h h a t i q u e  E ( X )  e t  d e  l a  var iance V ( X )  

de X .  qx e s t - e l l e  der ivable  d l ' o r i g i n e  ? 

2.a .  Montrer que VZER;, ~as ]0 ,1 [  za& 1 + a(z-1)  (1) 

(On pourra par exemple. u t i l i s e r  l a  formule de Taylor ) .  Dans quel 

cas a- t -on é g a l i t é  ? 

b.  Soient t l  e t  t 2  deux nombres r é e l s  t e l s  que O < t l <  t 2 .  On pose a = - t 2  

e t  z i  = etzCxi - f ( t 2 ) 1  Ecrire  l ' i n é g a l i t é  (1)  pour tou t  Z i  ( iG(1,Z.  ..,u) 
pour dénontrer  que f ( t l ) < V X ( t 2 ) .  

c .  Etudier  l e s  v a r i a t i o n s  de px sur R (on pourra u t i l i s e r  V - x ) .  

3 .  Determiner 1 i m  px(  t )  e t  1 im Vx( t )  . Trzcer  l a  co'J,'bc, representa t ive  
t++- t+-- 

de Px. 

I I I  - Etude de l ' a p p l i c a t i o n  : X - Px 

1 .  a s R ' ,  comparer Pxta e t  Pax 1 qx.  

2 .  !lontrer que,s i  x e t  Y sont  deux var iab les  a l ë a t o i r e s  disCrPtes  f i n i e s  
indépendantes, QXty = Px + 3. 

3.a .  Demontrer, par recurrence sur n, que,s i  (an)nE,.,$ésigne une s u i t e  
c r o i s s a n t e  de nombres r e e l s ,  l a  f a m i l l e  de fonct ions 

définies sur R par : V t c R ,  f n ( t )  = e%'. es t  l i b r e .  
(fn)nq.4. 

b .  En déduire  que, s i  X e t  Y désignent  deux var iab les  a l e a t o i r e s  d i s c r é t e s  
f i n i e s  : pX = py si  e t  seulement s i  X e t  Y ont  rnhe l o i  de probabi l i té .  

4 .  Carac tér i se r  l e s  var iab les  a l e a t o i r e s  X t e l l e s  que V x  soit impaire. 

. . . f .  . .  



- 4 -  
- 3 -  

6. Montrer que la fonction Pu a s s x i e e  a la variable a lea to i re  d iscre te  
N 

uniforme U ,  definie par : P(Ut,=O)= P(UN=l)= ... = P(UN 

e s t  t e l l e  que : V t r ~ * v  

N-1) - (ii ,, 1) 
N t  

U N ( t )  = y + Log [q] . Retrouver ainsi  

Nsh T 
E(U,,) e t  V ( u , ) .  

Ecrire vatru ( t )  pour a e t  t reels e t  r reel non n u l .  

IV - Dans ce paragraphe on donne une s u i t e  de variables a lea to i res  independantes 

( X n ) n r N I ,  q u i  sauf au IV-4, suivent l a  m h e  l o i  de probabili te que la 
variable a lea to l re  7. definie a u  1,  e t  une su i te  (s)n,Nlde nonbres reels 
strictement DoSitifS. On note, pour tou t  en t ie r  n superleur ou egal 1 1 : 

Y n  = u1 x1 + u x + ... t u n  xn  2 2  

.1. On Suppose que : VnsN* u = 1. 

a .  Montrer, en u t i l i s an t  111-5, que : V a > o  P ( I Y n l & a )  < 2 Mn(a )  03 
M n ( a )  = I n f  ( ch t )n]  

te?+ 

b .  Etudier l e s  variations de l a  fonction f n  def in ie  sur R+ par  : 

f n ( t )  - e-at  ( ch t )n .  

En deduire la valeur de Mn(a) ( o n  distinguera les  t r o i s  cas n < a ,  
n = a ,  n > a ) .  

Verifier,  Dar un calcul d i rec t  que, s i  n 5 a ,  on a : P(IYnlaa)- 2 Mn(a) 

Determiner lim Mn(a) e t  donner u n  equivalent de M n ( a )  - l i n  Mn(a) 

quand n tend vers + -. 
n+i- Wi- 

b. En deduire que l'ensemble des valeurs prises par Yn e s t  

+ 2k-1 k~(1 .2 ,  ..., 2"')l 1 -  2" 

e t  donner l a  probabili te attachee a chacune de ces valeurs (comparer 

v ( t )  a$+,.,,,(t) obtenue au 111-6). 
Yn 

Revenant a la  def in i t ion  de , d h n t r e r  que : 
n ,n-1 

2k-1 sht = '1 
"hT, k-1 

ch( - t )  
2" t 

c .  Determiner. pour tout t reel .  lim vy (t) . 
n + + -  n 

d .  Dhntrer qu ' i l  n 'existe pas de variable a lea to i re  d iscre te  f in i e  T t e l l e  que 

VtER O+t) = 1i* vy ( t )  
n++- n 

3.   quelconque. 

Montrer que l a  s u i t e  

s i  la s e r i e  1 u n  converge. 

(Py (t))ncN.convetge pour tout t réel s i  e t  seulement 

2 n 

n>1 

4 .  On suppose que, l e s  notations restant ce l l e s  du I V ,  l es  variables aléatoires 
independantes X n  suivent desormais la meme l o i  qu'une variable a lea to i re  d is -  
c re te  f i n i e  non cer ta ine  X d'espérance € (  X) e t  de variance V (  X ) ,  e t  qu'enfin 
lim u = O .  
n + t -  

Demontrer que : 

'a. Si E ( X )  # O ,  la s u i t e  (Py n (t)).konverge pour t o u t  t rPel s i  e t  seulement s i  

la s é r i e  1 u n  converge. 
n a 1  

b. Si E(X) = O ,  la su i t e  (PY (t)LEN*converge pour tout t réel s i  e t  seulement s i  

l a  seri; 1 u i  converge: 
na1 

n-11 
c .  Dans l e  cas OII, quel que so i t  n > l ,  u n  = i, l a  sé r ie  1 [k P(:) + E ( X ) L o g T  

converge. En deduire que l a  su i t e  (Qv n ( t )  - E(X)bgn)neN*converge pour tout 
t ree l .  

n a 2  
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t{ATnfI TI$JIS - ?ère épreuvc

llardi l5 rnal l9tll de th I lZh

tas parties III et lV. indêpendantes entre ellel, propolent deux autrts dêmns-

trations rle la fonurle (3) de lfO'U.

'Dans tout Ie problèrc, n désigne un entier sr4rêrleur t I ' ei l'on rcte' pour

tout enticr p .< tl .lO . (0r l, ?' ..., 9I

Ou-estiggS.rêligiqairg: {a, b} c Nl . on note l(a.b; ' l^' ,o,t-r;b ox
r0

a) 0éterminer, lnrsquo à6N et brN*, unê relôtion de rêcurltnce entrs l(atb)

et l(erl, b-l). tn dédulre l(a,b) , (a,blc x2.

b) lltilirer le résultôt prÉcêdeflt pour déterolner une expresslon slnrpllflêe d:

la soarm :

lr-,ri'J (o)
j=o r+J+l

l.@nn{xl déslgnant l,espace vectoriel sur tr constitué des polynûrrrs de degré

et du polynônr nul ' fiPntrer que :

tel que : ÿx e n - { ll Q(x) ' ,T {' 
,t.10, (l)

. nrlXl' . nntXl

p r*i q (A dôfini per la rrlation (l))

O,tont.er eue f est bijective ct dèfinir l'application réclproque f 
-l 

.

f dans Ia base canonique (1,x.x2...,xn) de Ro[x

inverse tte Â Ces illatrices sont-elles diogona-
Cùtc.ire la rrrotrice A do

.linri qrre la maLrice A-t

inférleur ou égal t n

YPr finlXl , :ll Qe n,,[X!

et que l'appllcatlon f

ert lin6aire.



@ a - Solt q une raclne cooglexe d'un polynoæ Qt nnl)(l , tJ'ordre dc

rulttplic.tté k . tst-elle r.clne du Polynôæ f-l(Q) et sl oul , avec

quel ordre de nultlpllclté (discuter en fonction des valeurs de ketl'
et cer) ?

b - En dédulre les sous esgaces propres de f'l êt mntrer qu'ils sont

Égaleænt propnes Pour f .

c - Uâterfilner la rnrtrlce 1 trlangulalrê supêrleurc dont les coefficients
de la dlagonrle principale sotrt égaux à I et la rnatrice 0 diagonale

telles gæ r

u.T'lAI I

0êterulner lt .lrôtrlce T-l lnverse de I .

@ f dêslgnant un entler nrturel, Ê déstgnant I'rppl{crtlon f o f o "' of
*-froi,

3l k I l,et P l'rppllcatlon ident{que, mrntr€r que le coeffictent de xp,

p 
" In , du polynôac rr(x') est êgal ü :

,X[,i:,-,i ci-p 
C,i_T]

Il.0n stlntêresse désoroals i la sulte d'êpreules déflnies de la

l. Lr lèrt êpreuw conslste à'tirero un nontrre "ôu hà!ôrd"

2. Sl le nsnbre p . êtê obtenu I la kèæ êpreuw (k I ll,
conslste à xtirer au halôrdo un nooùre dans lp .

conpte-tenu des hypotiêses I et 2, on conviendra qtr le nonbre n est le

r le nornbre P àu

rf; "nomlrrÊ

rÉsultat de la oM épreuve.

. (k,ple N x l, , on note Pt(p) la probabllité d'obteni

tëre tiraç, et ur la rnatrice colonne / ilil\

\o',,'l
Enfin. I* dêslgne, pour tout k, N , la variable aléatoi

au kre tirage'.

façon suivante :

dans ln

la (krl)ènE épreuve

ob tenu



@,r - [, rer,,rrquantlye Ie resultrt dc 1a (krl)e"P épreuue est conditionnê par

c.elui de la kenÉ

tion des nombr€s

En déduire que :

cLprinnr,nour kçN et p

Pk{i) ' i r 1,, ,

Ykex Uk*l = AUk

P1*1(o) en fonc-

( ?)

@ u - Ecrire la mairice uniligne B telle que BU* = E(X1)- espérance môthê-

matique cle la variable aléatoire X,. , constatcr que le produit 8A

s.erprire §imlle,nent en fonction de B, et dêtjuire de la relation (?)'

rnre rel,rlion entre E(xk+l) et E(x*) cllculer t(xk)'

b - Procéder de fûçon analogue pour déterminer E(xk2) (introautre la suite

(rfrfl - h) -..) ' 
En dêduire v(x*) variance de xk '

@ k, N , solt ck le polynôrne e* = 
-l^l*{n)xpP=o

txpritmr, à I'aide de 'l 'app'licatiorr f dêfinie au I ' G'. en fonction de Xn

tn dêdulre Pk(p) ' (k,P)enx I,,

@. - ilontrcr qu€r si p" In - {o) , la série 
|(l*.Pr(P) 

converge'

La sêrie I pr(r) est-elle convergente ?

keNr ^

b.Utiliserlarêsultat(o)delarluestionprêliminainepourdémontrerque

YP. rn - (o) 
*1, 

,*tr) , * (3)

Ill.O [n envisaçant les diffêronts rêsultats de lô kèrne épreuve, m,ntrer que'

si P. Ir-l et keN , Ia probabilite d'obtenir pour !a première fois

le nonrbre n au (k+11èm tirage est êgale à r*r, (R+l)



-4-

P. In, on note ',(p,n) la probôbilitê rle tirer au moins une fois le nonrbre

p lorsque les tirages "se prolongent indéfiniænt", le ler tirage s'ef-
fectuant dans In

a - que vaut c(n,n) ?

b - dénnntrer. en tenant compte du résultat obtenu au ler tirage que :

n
Vp.ln-l (n+l)'r(p,n) = I + [ .o(p,k)

1 _p+l

En dêdulre o(n-l,n)

c - p€ In-, , trouver une relation entre .u(p,n) et o(p,n-l) [n dédtrire

o(P'n)

Utiliser les rêsultats obtenus aüx questions IIl,l et lll.2 pour retrouver

la fonruIe (3)

tv.6) soi, o . 
Rnlx}.- Rnlxl

\'/ P t-* P' (P' dérivée du polynônc P)

montrer que dof = fod - fodof (considërer t-l odof)

@ rort... qræ : Vqe t't' fod. f oor*+forlofQ
k=l

@ æartr" du calcul de (fod) (xn1 que :

VqcN' 1n = 1x-t) t*Ï, cüt * ol (4)

@ utitir"r (4) pour retrouver la formule (3).
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E designe l 'espace w c t o r l e l  sur  R des app l l ca t i ons  continues de 
A dans R . 
P designe l 'espace v e c t o r i e l  sur  A des fonctlons polyndlnes LI 
coe f f  l c i e n t s  d e l  5. 

. a - R  
Pour t o u t  e n t i e r  na tu re l  n , on note en l ' a p p l i c a t i o n  en . n 

e t  Pn l e  sous espace v e c t o r i e l  de P engendre pa r  l a  f a m i l l e  

. (eo , el , . . . , en). 

Ln designe l a  fonct ion l o g a r i  thm neperien. 

Enfin, s i  
esperance mathematique e t  V ( X )  sa varlance. 

X C c X  

X e s t  une var iab le a l e a t o i r e  d e l l e ,  E ( X )  deslgne son 

CONCOURS D'ADMISSION 1985 

Toutes opt ions 
MAlIIEl?J\TIQUES - Zeme epreuve 

Mardi 14 mal 1985 de 8h 1 1Zh 
---------- 

A t u t e  fonc t i on  f , eleraent de E , on assocle l a  fonc t i on  + def in le ,  pour 

t o u t  x rée l ,  par : + ( x )  = i X t l f ( t ) d t  . 
Le p rob lem propose l ' e t u d e  de quelques p rop r ie tes  de l ' a p p l i c a t i o n  

Les p a r t i e s  I I I ,  I V ,  V ,  InGpendantes e n t r e  e l l es ,  u t i l i s e n t  des d s u l t a t s  de l a  
p a r t i e  I I ,  que l ' o n  pourra, ëventuellement, admettre. 

f tc + . 

1 - Etude de t r o i s  exemples 

w t e m i n e r  l e s  fonctions +1 , + 2  , + 3  associees respec t l vemnt  1 fl, f2' f3 
& f i n i e s  par : 

0 VXER f + X )  - x cos(rnx) 

O s i  x f (0.11 
@ f 2 ( X )  = I 4 x  s i  X E  [O,;] - - -  

[:'il 4(1-x)  s i  xe  

Tracer l a  courbe representative de + 2  . b 2  e s t - e l l e  i n d e f l n l m n t  der lvable ? 

Determiner l l m  x [+3(x)  - f 3 ( x ) l  ** 
Donner une valeur approchee il IO'3 pres des coordonnees du p o i n t  de l a  courbe 
representative de b 3  , a tangente p a r a l l e l e  1 l ' axe  des abscisses. Tracer l e s  
courbes representat lves de f j  e t  , + 3  dans un dm repere. 

I I  - Etude de l'application L : - 
f - 4  

@ a) f appartenant il E , d l r e  pourquol + e s t  der ivable e t  c a l c u l e r  

sa derivee. 03 
F- 

I 
b) Montrer que. l ' a p p l i c a t l o n  L : E-E e s t  l lngai i -e .  E s t - e l l e  f-4 

s u r j c c t l  ve 1 

c )  S o l t  a un d e l  s t r ic tement  p o s i t l f .  Calcu ler  4 s i  f e s t  d e f i n i e  
pa r  : V x c R  f ( x )  = cos(ax) 
L e s t - e l l e  i n j e c t i v e  7 

@ a) Montrer que, s i  
sur  R .  

f e s t  bornee, + - L ( f )  e s t  boriiee e t  l i p s c h l t r i e n n e  

b) Montrer que, s i  f e s t  perlodique, + = L ( f )  l ' e s t  egalenent. 

c )  Soient : f e E  , acR , 4 = L ( f )  , g d e f i n i e  par : V ~ C A  g(x)=f (a-x)  

Y = L(g). 
Trouver un l i e n  ent re y e t  + . 
E y F d u l r e  un e l h t  de synfitrie de l a  courbe representat ive de + 
lorsque f e s t  pa i re  (respectivement impaire). 
Donner une cond i t i on  su f f i san te  sur  f pour que 4 s o i t  p a i r e  
(respect1 ventent impal r e )  . 

@ a) Montrer que, s i  f adnet une l i m i t e  f l n i e  .!? quand x tend vers 
+ - (respectivement - -) + = L ( f )  possedc l a  merne l i m i t e .  
Y.a-t-11 reciproque ? Donner un contre-exemple. 



On suppose l 'existence d'un t r i p l e t  (a, b, c).n3 e t  d'une fonction 
n d r i q u e  c 

X+W 

Montrer q u ' i l  ex is te  (a' ,b' ,c l )  ri R3 que l ' o n  deteminera en fonction 
de (a, b, c )  e t  une fonction n t d r i q u e  c '  te ls  qr* : 

&(XI = a' x + b '  + C' t e t  l i m  c ' ( x )  = o . 

te l s  que. pour x # O 
l i r n  . (x)  = O ( l e  symbole - repdsentant indifferemnent t - ou - -). 

: f ( x )  = ax t b t 5 x x  + e t  

X A X+- 
. .  

I I I  - Etude d'm exemple 

%r designe, dans ce qui sui t ,  l e  nonrbre r9el  m l q w ,  eventuellement d g a t i f ,  
dont l e  cube vaut A . 
s o i t  f :  R- 

x - 3w 
@ Etudier l a  fonction f (continulte. ddrivabilitt!, variations, l im i tes) .  

Tracer sa courbe representative (deteminer en p a r t l c u l i e r  l'asymptote 
' obl lque) . 

@ Etudier l a  fonction + = L ( f )  associ&e, sans chercher a l ' exp l i c i t e r .  

Donner des valeurs approchees du minirmnn e t  du maximum r e l a t i f s  de 4 
(on pourra u t i l i s e r  l a  d t l iode  des rectangles en div isant l ' i n t e r v a l l e  
d ' lntegrat lon en 10 par t ies  @gales). 
Tracer l a  courbe representative de + (determiner en p a r t l c u l i e r  
l'asymptote obllque). 

I V  - - Etude des valeurs propreS.de L 

Un nombre ree l  a es t  d i t  v6ieur propre de L s ' i l  exlste une fonction non 
nu l le  f de E , appelee fonction propre de L associee il l a  valeur propre 
a ,  t e l l e  que L ( f )  = x f  . 
a designant une valeur propre de L , on note E, - ( f  e E  ; L ( f )  = ~ f l  

@ a) Flontrer que,pour tout en t i e r  naturel n , Pn. e s t  stable par L , 
ainsi  que P . 

b) Ecrire l a  matrice An de l a  r e s t r i c t i o n  Cn de L a Pn rapporte 
3 l a  base (eo , el , .. ., en). 

c) Quelles sont les valeurs propres de Zn ? tn es t -e l l e  diagonalisable 7 

b) Montrer que, s i  Fs E es t  une fonction propre associee a une valeur 
pmpre non nu l l e  A , e l l e  es t  indefiniment &.rivable e t  que ses 
derivees successives appartiennent 1 E, . 

@ a) Montrer que : V m e n  x c--c eux es t  propre pour L e t  deteminer 
l a  valeur propre A(U) associBe. 

b) Etudier les  varlat lons de l a  fonction X f f?t(w) 
Cette fonction es t -e l l e  derivable en O ? 

c) En deduire que tout rkl p o s i t i f  e s t  valeur propre de L . 

@ t4ontrer que toute fonction propre, assoc ih  a m e  valeur propre superfcure 
a 1, e s t  non bornee ( u t i l i s e r  I I-2-a). 

V - Cas 00 f , &lement de E ,es t  l a  densite de probab i l i te  d'une variable aleatoire 
d e l l e  X 

@ Exprfner + = L ( f )  en fonction de F foncticn de repa r t i t i on  de I 
N 

\O 
l'ales X . * 
Montrer que .+ es t  l a  densite d'une variabl? aleatoire Y (on Mr i -  I 

f i e ra  en pa r t i cu l i e r ,  en u t i l i s a n t  I I-3-a que les deux integrales 

---. .- 

O i*+( t ) d t  e t  I( t ) d t  convergent). 

@ On suppose f nu l le  en dehors d'un segment (a,bJ (a < b). 
Calculer, pour tou t  en t i e r  naturel n , E(Y") en fonction de l a  fami l le 

(E(X ) ) k c  (0.1. ...A . 
En deduire €(Y)  e t  V(Y)  en fonction de E(X)  e t  V(X) .  

k 

@ h t r e r  que l'expression de €(Y") en fonction de l a  fami l le 
, obtenue II l a  question preredente, es t  toujours k 

(E(X  )k e ( 0 ~ 1 , .  . . ,nl 
valable SI l ' o n  suppose unlquement que, pour tout  ncN , E(Xn) existe. 

@ a) O e s t - i l  valeur propre de L ? 
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Le but du problèæ, exposé à'la partie II, est l'étude de Ia probabllité

d'exiinctJon de It descettdance d'un indivldu d'une populatlon donnée.: La. pôrtiÊ

I prépare l'étude nunérique cle ce problèræ sous certôines hypothèses. Dars

tout'le problèsp, on note indiflérenarnt exp(x) ou ex I'exponentielle du rétl r.

La guallté dc la rédaction et de 1'exprcssion, 'la rigueur des raisonncmuts

et le goin apporté aux ca'lculs nunérlques (qui nécessltent I'emploi d'une calcu-
'latrice programable) interviennent drns 'le barèrc.

PARTIE I Le but de cette partie est la réso'lutlon de l'équrt,ion su.ivante :

(t) exP(t. (x - 1)) " x avec 0 .< x .< 1

dans laquelle t désigne un paralrÈtre réel strictemnt positif donné. 0n considère
d'une part la fonctlon f telle que I f(x) . exp(t.(r - l)) et d,autrt part la
sulte (un) définie par : uo.0 et la rrlation un*1. f(un).

lc) r{oüBRE ots RAcIilES 0E L'E0JAÎIOil (E)

a) Déternlncr la mrxioum rur F de la foncHqr t!-t.erp(.1;.
b) Etudlcr rur lc segrunt [0, 1] ]es vrrlrtlons de ll fmcficr F déflnle par

F(x) 'f(x) 'r (on donnera lcs tràlcrur dc varlrtlons corrrspondut lux
crs : t ( 1' t > l). En déduire cn fonctlon des vrhurs du parrnètrc strlc-
te*rt porrfif t rc nmbre drs rrcrnes dc t'équrtron (E) dans [0, rI .
(h déslgne par r(t) 1a plus petite rrclne posltlvl.dc (E).

z") ETUtlE oE U §'m (un)

lbntrcr quê la suit€ (un) est crolssântt et naJorée par r(t).
En dédulre sa conyergence et sr 'limltc. Que vaut celle-ci gour t < I ?

3') CALCUL APPR0CIE DE r(t) POUR t > 1

0n suppose düs cette question qrr t > 1 .

à) tbntrer que s'il existe un entier nature'l n tel gue F(un + s1 < 0 (oü a est
un réel strictenent positif), a'lors 'l'on a : un < r(t) . un * a .



b) Imaginer m â1goritite pemettüt de rléterminer Ie premier entier n pour

leque'l est satisfalte f inégalité F(un + 19-61 I 6 ainsi guc 'la vrleur
correspondüte dâ un (d'après (a) on a alors un. r(!). un + 10-6

donc un constltue une vtTeur approchée de r(t) à 10-o près).

s) Utiliser cet.lgorithrE pour conpléter le trbleau suivrnt drns lequel flgu-
rcnt pour chague valeur de t l'entier n obtenu ct la va'leur approchée

corr"espondüte de un (gue l'on donnerr avec I déciorles) :

ac) fiuDE DE LA F0NCTIoN t 
-r($

0nposepour 0<x<1:h(x) . -i$iï

r) Etudler]s sens de vriatioo de h, rt rpntrer qur h réalise une b'lJect'lon

continue strlctaËnt æiotone dê 10, ll vêrs [1, + .1 .
Ca'lcu'ler h'(l) et trrccr lr courbe reprélentrtiye de h .

b) Calculer n(r(t)) pour t à1.
En déciujre quo la fonction r est continue striciÉûEnt mnotonê sur

[1, + 4. Trrcer la courbe représentttJve ds r sur ]0, + -[.

c) l{ontrar gue: r(t).ln(r(t;1. t.r(r).(r(t} - 1). En déduire les limites
de t.r(t) et dÊ exp(t).r{t) lorsgue t ttnd veris 'l'infini.

5') En0E DE l-A YITE§SE DE.C0ilVERGINCE 0E (u,,) POUR t I1
a) En étudiant Tc slgne de F'(r(t)), montrer gue:0<t.r(t) <1 pour tl 1.

b) A'l'rlde de 1'lnégallté des rccroissenenti finis, établir pour tout entiêr
naturel n les inégalités 3uivantes :

(i) o.< r(t) - un+l.< t.r(t).(r(t] - un) ; (ii) 0.< r(t) - un.< (t.r(t))n .

Que devlent (il) pour t < 1 ?

ct:h(1)r1.

valeur de t I uareu, de l'entier. n | ,.rrur. approchée de un



60) ETUDE DE l-A VIIISSE 0E C0t{VER6ttrCE ltt (un) potR t.l

cette questton, plus dlfficlle, n'est utllisée par Ia iulte qu'en Il.B.3.).
0n suppose dans toute la question que t . 1 .

n-l
à) So{t (xn) une sulre réelte et : Ç. (l/n).;i; rk

l{ontrer que sl la sulte (xn) converge vers 0, a'rors la suite (Ç converg€
aussl vcrs 0.

En déduire que sl (rn) convergs vêrs l, rrors (Ç converge a,ssr vers l.
b) 0n pose: vn.1-un r rn.I lvn. trp.riær rn+l -rn !îfonctlfi de

vn , et cn remarqumt gæ (yn) tend yers 0 dans ce car (t . 1), an d{du1rc
lt llnlte de h sulte (rn*1 - rn).

n-l
c) lériflcr I'Ésallté: (rl - wo) / n, (l/n).-I- (r14 - tl1) pr{s mntrer

que : llu n.(1 - un) .2.

PA{Ttr rr
orns une populat{on, m convimt tltappeler (Escenduts de 1. génératloil d,un

{ndivldu sÊs enfants, dasc€ndrnts de 2' génératlon ses petlts-enfüt§, sÊ3 dca-
cendrnts de (p + 1)o générrtlon étüt les anfurtr de ses descendâîts dr p.
générutlon (p r r.). 0n ruppos€ rlors que :

tl erlste une vrrlable rlértoire X1 suivur,, la lol de polgson dr paruètrc
t > 0 telle que :

les vrrirbles àléatoires assocllnt aur dlfférents individus d,une lÊne géné-

râtim ïes nombres posslblcs de leurs enfants sont indépendüt€s rt de nrÊræ

)ol que 11 (t . E(I1) représente ctonc Je nonrbr! Doyen d'enfürts par indl-
v{du).

Plus généralerunt, il erlste une sulte (Xn)ng de vrrlables rléatoires I
vaiturs dms t t€llcs gue 'lton rlt pour tggt entier îâturil non nul n i
les vrr{ables a1értotres êssoclünt aux différents .indiyidus d,unr rnêm géné-

ràtlon les nolùres poss'lbles cle leurs dercendànts dG nc générôtlon sont
indépendantes et dc r€m lo'l quc Xn

0n considère enfin les notrtiofis guivantes :

YkeN,P(k).P(tItr11;.
C'estla probabilitÉ æur un lndtvldu d,lvoir k enfants.

V n e x, Un - P([Xn . 0l) avec ]a conventJon UO. 0.

C'est'!a probabilité pour un indlvidu de n'ayoir aucun descerdant à la n.
génération. La limite & cette suite (Un), si elle existe, rreprésente la
probabilité pour un individu de voir sa descsndance r'éteindre.



@ pnos4gttrr o'exrtilcrloil oE LA ogscgt{oltrÉ o"Jt{ tnotvlou

lo) Expliciter p(k) pour k 'x et û!ont!'er que l'on a pour iout réel x :

{-
I p(k).xK ' f(x)

k*0

2o) Rsnarguer Que U1 ' f(UO)' Ca]cu'ler 1a probabllité conditionnelle pour

qu,un lnd.lv.idu niait pai de petits-enfânts sachant gu'il a €xacterÊnt

lenfmts,Endédutreà].aldede.lrforaru.ledesprooabilitértotalcs:
U, . f(U1).

3.) Prouver que l'on r pour tout entiêr ûlturel n i Un+1 ' f(Un)'

En déduira que ceite suite (Un) est dgair à la suite (un) du I. et

donncr des valeurs approchées de l'ln Un , probabi'l1t{ d'extlnction

de 'la descmdüce drun lndividu, drns lcs sept cas sulvrnts :

t .3, t ' ?.5, t ' 2r t '1.5, t '1'25, t'1'l', !§ 1'

@ ilor,rgÊE |aovrx !E s:fleRATIoIs oe Lr-gÉsætto$lcE o'uil tttPtvt0u

Jusqu,à 1r fln du problàtr:, on Suppose que 1'on r t< 1 ct clonc llm un'1'

cequircvientàsupposerqueltdêsçe{ldutc!d'untndivldus'ételntubout
d'un nombrG flni de générltions avec une ProbâbllJté égrla à l'
0n note alors 0'la vrrlable aléatolre à Yaleurs dur§ N rssoclüt à un lndlv'ldu

len$ûrepossibledesesgénérrtionsdedÊ§cend.nt§(ainsl0prendlavaleur
0 s{ l,lndividu n,a pas d,enfants, 1 s'li a dÊl Gnfmts êt Pes de peilts'enfutts'

atc) et E(0) désignc 'l'e§pêrancê de D si elle exlste'

0n cmsldèra enfln lr série dont le n' tsmr cst 1 ' Un (n >' 1) et t'on pose :

s(n,t).r!r,t-u|(,

0n note S(t) la sornrc de cette série lorsque celle-cl converge'

ln) Dans cette quest'i§n, n désiEne un enticr nâturel non nu]'

a) Calculer P(tD > nl) et P(t() :nJ) en fonction de un et Unal'

n

b) Fonrnr rne relation "nao *lo 
k.P(tD ' kI) et S(n't)'



zc) mJDE 0t LÂ SERIE [ (r - U,r) Pün t < I

Duls cêtte græstian, on suppos€ que t < 1 .
0n rappeltc l'inégalité (it) étràlle rn I.5o : YntN ,0.< 1 - Un.< tn .

r) l4ontrer que la série précédent! da tsnre général 1 - Un est cqlYer§ente.

b) tl{orer §(t) - §(n't) et cn üédülre curcnt ll sufflt de shoisir n

(at fonction de t) pour quc S(n,t) constltæ une vrlcur rpprochÉe de

s(t) à 10{ prts.

c) lnrglncr ur rlgorltlue perættànt le crlcu] dr cettr valeur approclrée
S(n,t) où n est l,entler détcrmlné ci-êssus. Utiliser cet a'lgorlttu,r
pour dresser un tableru durs lcquel on fera figurer la vlleur de 'Icntier
n et la va'leur approchée de s(n,t) (que I'on donnera ryeE tro,ls décirna-
les) drns les cing cas sulvants : t r 0.5, t . 0.6, t . 0.7, t, 0.g,
t " 0.9.

3!) EITSTENC! tr CALcqL pE LjS?§RAIC! pE p.

a) Prouver I'exlstencc de t(D) 'lorsque t < I et, 1'exprimr en fonction
de S{t}. Donner une valeur approchée dc E(D} lorsgue t.0.5, t = 0.6,
t.0.7rt"0,8,t.0.9.

b) Que peut-on dire de E(0) s'l t . 1 ?
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Le but du problème est l'étude du nombre moyen de retours à l'origiae lors
d'une promenade aléatoire sur une droite, dafls uo plao, ou dans l'espaoe, æ
qui fait I'obiet de la partie II. La partie I permet d'obtenir quelques résultats
préliminaires d'Analyse.
La qualitê de la rédaction et de l'erpressioa, la rigueur des raisoilteüents et
le §oin apporté aur calculs numériques (qui néoessiteat l'emploi d'uûe
calculatricr programmabte) intervienaeat daas le barême

Le but de ætte partie est l'étude de la suite §i^ t 4n) à l'aide de la suite (un)
définiepourûèl par:

I.} ETUDE DE LA SUITB (un).

a) Calculer ur et ün+t / uo.

b) Prouver par récurrence que:

Un

ua=y6-CIol4".

c) Btudier le sens de væiation de ta suite (un), et morrer qu'elle mnverge
vers un nombre rêel L tel que: ltT S L I lt{T.

2.) RAPIDITE DE CONVERGENCE DE (un).

a) En apptiquant l'inêgalité des acrroissements finis à la fonctioa t ,+ fsur
un intervalle convenable, prouver ta double inêgalitê suivanrc pour tout réel r
strictement positif:

I § (r+ll?l-
E(r + t/2)

'nl(2t+
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b) En déduire que:

ut - ut § ut.t-ut § .ut - ut
8(k * l/2) 8{k * 3/2) 8k 8(k + t }

c) Par sommatio,n de ces inégalités, trouver un encadrement de up - un pour
p ) n, puis établir Ia doubte inêgalité suivante:

(1) un/8(n*ltl) § L-un § L/8n.

d) Bn déduire que:

l» ll - tl + tlsa).unl S Ltt6t

3'} CALCUL APPROCHE DE L.
a) Comment suffit-il de choisir n pour QUê un soit une valeur approchée de L à
l0-5 près?

b) Comment suffit-it de choisir n pour que (l * l/8n).un soit une valeur
approchée de L à l0-5 près?

Ecrire un algorithme permettant le calcul de ætte valeur approchée et donner
la valeur numérique obtenue avec toutes les décimales fournies par la
calculatrice (On peut fiodffer, æ gue t'oa ne deaaûde pas, gü€ : tr - t/t/F).

PARTIE II.

@ nnouBNADE ALEAToTRE sun rrNE DRorTE.

Une droite est rapportée à un repère orthoûormé (0, i). Un in«lividu se trouve
à l'origiae 0 à I'instant 0, et son abscisse à I'instant n (n e tN) est une variable
alêatoire lh.
Pourtoutentiern à l,onpose: An= Xn - Xn-t. Ainsi: Xn= Àr + Al +....+ An.

0n suppose que les variables alêatoires An sont indépendantes et que l'on a
pourtoutentiernll:

P([An = ll) = ll2 et P(lAn = -ll] = ll2

Enfin, pour n I l, Un est la variable alêatoire indiquant le nombre des passages

à I'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

1.) CALCUL DU NOMBRB MOYET{ DES RBTOURS A L'ORIGINE.

a) Quelle est la probabilité pour que l'indivirlu se trouve de nouveau à

l'origine à l'instant 2n? Peut-il etre à l'origine à un instant impair?
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b) Pour k à l, soit 0t Ia variable aléatoire égale à I si l'individu æt à l'origine
O à l'instant k et 0 sinon. Calculer les espérances E(Ozt) et E(0et.r).

c) Exprimer Un à I'aide des variables aléatoires 0t ( I S k 5 Zù et calculer
l'espérance E(Un).

2.) E,TUDE ÀSYMPTOTIOUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.

a) Etablir par récurrence que I'on a: E(Un) = (2n * I )Cin / 4n - l.

b) Exprimer E(Un) à l'aide de un; en déduire la limite de la suite (E(Un) t 6)
et, à I'aide de t'inégatité ( 1), la limite de la suite (E(Un) - 2L\fi1.

@ o*o*Br.rADE ALEAT'TRE DÀNs LE nLAN.

Un plan est rapportê à un repère orthonormê (0,îT.Un individu se trouve à

l'origine 0 à l'instant 0, et ses cmrdonnêes à l'instant n (n e IN) sont des
variables aléatoires Xn et Yn.

Pour tout entier n l l, on pose: An = Xn - In-t, Bn = Yn - Tn-t.
On suppose:
l. que les variables alêatoires Ào (resp. Ba) sont indépendaates et que I'on a
pourtoutentiernll:

P([An = lD = ll2 et P([Ao = -ll) -- tlT
P([Bn = ll) = ll2 et P(lBn = -ll) = l/2

2. que les variables )h et Yn sont indépeadantes pour tout entier n I l.

Enfin, pour n ) l, Vn est la variable alêatoire indiquant le.nombre des
passages à l'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

I "} CALCTJL DU NOMBRE MOYEN DE RETOURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabilité pour que l'indivirlu se trouve de nouveau à
t'origine à t'iffitatrt 2n? Peut-il âtre à t'oriBine à un iastant impair?

b) Eû raisonnant mmüe en @, calculer l'espêranæ E(Vd.

2'} ETUDE ASYMPTOTIOUE DU NOMBRE MOYEI{ DES RE'TOURS A L'ORIGINE.
0n rappelle les deux résultats classiques suivants:
- lim [(t * t 12+ ll3 + .....+ l/n] / tn(n]l = l.
- lim Il + I /4+ ll9 + ..... + l/n{l eriste dras R.
Deduire de l'inégalité ( t) l'encaCrement suivant:

o tLzta-Gâ,t{f t*tqo'
En déduire la limite de la suite (E(Vn) / tn(a)) quand û tend vers l'hfini.
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@nnor,,rENADE ALBÀToIRE DANS L'BSpÂcB.

L'espace est rapporté à un repère orthonormé (0, i, i, k). Un individu se trouve
à l'origine 0 à l'instant 0, et ses æordonnées à I'instant n (n e IN) sont des
variables aléatoires Tn, Yn, Zn.

Pourtoutentiern ! l,onpose: An=Xn-In-l, Bn=Yn-Yn-t. Ca=Zn -?a-t.
0n suppose:

l. que les variables aléatoires Àn (resp. Ba, resp. Cn)) sont indépendantes et
que l'on a pour tout entier n ! l:

P([An = lll = ll2 et P([Àn = -tl] = ll2
P([Bn = lll = ll? et P([Bn = -ll) = ll2
P(tCû = lll = ll2 et P(tCn = -ll) = l/2

2. que les variables Tn, Yn et Zn sont indépendantes pour tout entier n ) l.

Bnfin, pour û ) 1, Wn est la variable aléatoire indiquant le nombre des
passages à I'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

I.} CALCUL DU NOMBRB MOYET.I DES RBTOURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabiüté pour que l'individu se trouve de nouveau à

l'origine à l'instant 2n? Peut-il etre à l'origine à un instant impair?

b) Bû raisonnant comme eo @,calculer l'espérance B(Wn).

2.} ETUDE ÀSYMPTOTIOT'B DU NOMERB MOTB,I DBS REÏOURS À L'ORIGITTE.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul, et I'on crcnvient de
poser (sous réserve d'eristence):

+oo o +oo

s- E (c[l+*)3 sn- E ELt4- f rn= E tcLtif
t-l t-l t-n+l

a) Résultats préliminaires.
À I'aide de l'inégalité des accoissements finis, établir pour n à I les inégalités
suivaates:

(i) §

(n. t )1,fit- nv6-

(ii)s22§l
(n*l)&.rÆt 3nrr6- 3(a*llrÆ n..\Æ-

et en dêduire des encadremeûts des sommes suivantes (dont on iustifiera
I'eristenoe): +oo +oo

Ëèer L llk
t-o+ I

E rnrtf

2

'F
-2§r

t-n+ I
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b) Existence de Iim(E(Wn)).
Deduire de l'inégalité ( I ) la double inégalitQ suivante:

o r l,3ln16-- (Cio /t)' (3l3lEnt\r,6-

Donner une majoration oe Gil I 4" f et prouver l'eristence de s, doac de
tim(E(Wn)). A I'aide d'une maioratioa de rn, indiquer commeat il suffit de
choisir n pour QU€ sn soit une valeur approchêe de s à l0-3 prês.

c) Accélêration de convergerræ et calcul approché de s.

A l'aide des résultats êtablis ci-{essus, montrer que:

o s sn* zfty6-s s 5L3 / anyf. _

Comment suffit-il alors de choisir û pour QUê sn * 2t /y6- soit une valeur
approchée de s à l0-3 près? Ecrire un algorithme permettaût le calcul de cette
valeur approchée sn r 2l) lyÇ et donner la valeur numérique obtenue.

@coucr.usrou

A l'aide des résultats obtenus dans le problème, conparer le nombre moyen
des retours à I'origine pour les promenades aléatoires sur ufle droite, dans ua
plan et dans I'espace.



Note drinformation concernanÈ 1'épreuve de Eaths II.

I1 est rappelé aux candidats

uEilisé pour la rédaction du

Exemples :

qui ne seraient
problèrne que la

pas habitués

notation alb

au traitement de texEe

désigne le quotient a

b

Qugstion I.2".c : I'inéga1ité (1)

Question II.20.a : E(Un) se liÈ ! E(Un) =

selit,.-ÀsL
at" + !)

-Uns L

8n

-t

à 10-5 près désigne bienEnfin, dans les calculs numérigues,

enEendu une valeur approchée à 10-5

(zn + 1).c;n

une valeur approchée

pres.

4n
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Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules numérotées 1, 2, 3, ...., n. On y effectue une Suite

de tirages avec remise, ce qui signifie qu'à chaque tirage, la boule extraite
est remise dans I'urne avant de procéder au tirage. suivant.
Soit Xn la variable aléatoire indiquant le numéro du tirage où, pour la
première fois, chacune des n boules a été obtenue au moins une fois.

L'objet du problème est l'étude de la variable aléatoire Xn (partie l) et du

comportement asymptotique de son espérance (partie ll).

PARTIE I

ESStsC
Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
Etablissement d'enseisnement supérieur privé reconnu par I'EtaL affilié à la
Chambre de commenüe et d'induirie intËrdéparæmentale Vald'Oise Yvelines

On désigne par p un entier naturel non nul.

on considère l'événement Bi défini par:

apparue au cours des p premiers tirages".

1o) Etude de la variable aléatoire Xz

Dans cette question, on Suppose que n = 2, ce qui revient à supposer que

I'urne ne contient que 2 boules numérotées 1 el 2.

a) Soit x un nombre réel de I'intervalle [0, 1[. Calculer les sommes:

Spft) =1+x +x"+...+xo et »r(x) =1+ * +3x2+...+ pxo-'
Déterminer leurs limites respectives S(x) et E(x) quand p tend vers !'infini.

b) Calculer P([Xe=p]). En déduire I'espérance de Xz.

Pour tout entier i tel que 1 < i < n,

"la boule numérotée i n'est pas



2') Etude de la variable aléatoire Xs

Dans cette question, on suppose que rt = 3.

a) On rappelle la formule donnant la probabilité de la réunion de deux
événements A et B:

P(Au B) = P(A) + P(B) - P(A ô B)

A I'aide de celle-ci, établir une formule analogue donnant la probabilité de la
réunion A u B u C de trois événements A, B, C.

b) Soient i, j, k trois entiers distincts appartenant à I'ensemble t1, 2, 3).

Calculer P(Bi), P(Bi n B;), P(Bi n B1 n Bt) et en déduire P(Bt u Bz u Bs).

c) Exprimer P([Xa > p]) à I'aide de P(Bt u Bz u Ba), et en déduire P([Xs = P]).

d) Calculer I'espérance de Xs (que I'on exprimera sous forme de fraction
irréductible).

3o) Etude de la loi de Xn

Dans cette question, on revient au cas général.

a) Calculer en fonction de n et p les probabilités P(Bi), P(Bi n B;) pour i * j.
De façon générale, si i1, i2, ..., ik sont k entiers distincts appartenant à

I'ensemble {1, 2, n}, calculer en fonction de n, p et k la probabilité de

I'intersection Bir n Bie n .... n Bir.

b) En déduire, à I'aide de la formule de Poincaré (ou formule du crible), la

probabilité de la réunion Br u Bz w .... u Bn.

c) Que vaut P([Xn > p])? En déduire que:

Pçx,=pl) = i cl t-1)**'*O-,&:)'-'
k =0

d) En déduire I'identité suivante pour tout entier q tel que 0 s q < n:

icl ( - 1)* kq =o
Ir =0

4') Calcul de I'espéranec-E{Xn}
On pose désormais:

Hn=,*L*** .#
a) Etablir pour tout réel x de [0, 1] la formule suivante:

în -,)r = É "It-i)k-',k-'k=0 k=1
et en déduire que: 

n . ..k _r

2c! *=H.' k =l



I

I

t'.

I

I

b) Déduire des résultats précédents que I'on a: E(Xn) = î.Hn.

c) Ecrire un algorithme de calcul de E(Xn), et en déduire des valeurs
décimales approchées de E(Xn) pour n = 10, î = 20, n = 50, î = 100 (on donnera
ces valeurs avec les deux premières décimales fournies par la calculatrice).

PARTIE II
Dans cette partie, Hn êst le nombre défini en 1.4o.

1") Etude de Hn - ln(n)
a) A I'aide de I'inégalité des accroissements finis, prouver que I'on a pour
tout réel strictement positif x:

1 -r.^r-- /\ - 1

Ë1<ln(x +1)-lnx <;i
b) On considère les suites définies pour n > 1 par:

un = Hn - ln(n) vn = Hn - ln(n+1).
Etudier leur sens de variation et montrer qu'elles convergent vers une limite
commune que I'on notera y.

c) Montrer que: un - 1/n < Y < un, êt en déduire comment il suffit de choisir n
pour que un soit une valeur approchée de y à 0,OOO1 près.

2o) Etude d'une fonction auxiliaire
Dans cette question, x désigne un réel positif, et I'on pose:

F(x)=fu + i-tn(1 +x)
a) Calculer F'et montrer que:

o < FE) = +
b) Déterminer le développement limité à I'ordre 3 de F en O. En déduire le
plus petit nombre réel positif k tel que I'on ait pour tout x positif:

F(x\ <kx3

3") Etude asymptotique de Hn

On considère la suite définie pour n > 1 par:

w, =Hn-ln' -*
a) Soit p un entier strictement supérieur à n. Calculer la somme des termes
wk+1 - wk pour n+1 < k S p, et en déduire I'existence et la valeur de:

k=n+1

3



b) Exprimer wk+1 - wken fonction de F(1/k). Par comparaison d'une série à
une intégrale, en déduire que:

0'r3f, <æ
c) Comment suffit-il de cFroisir n pour avoir:

o < y - W, -tn n - fi) < o, oool

Calculer la valeur approchée de y ainsi obtenue, que I'on donnera avec toutes
les décimales fournies par la calculatrice.

4o) Conclusion
Démontrer qu'il existe des réels â, b, c que I'on explicitera, et une suite ( e n)

de limite nulle telle que I'on ait:
E(Xn) = an'ln(n) + bn + c + t n

Retrouver ainsi les résultats numériques demandés au 1.4" en donnant à
chaque fois un majorant de I'erreur commise.

4
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Dans tout le problème, on désigne par a et n deux entiers naturels non nuls. L'obiet de la oartie I

est l'étude d'un marché sur lequel na.consommateurs achètent chacun un bien qir'ils peuüent se
procurer (de façon équiprobable)auprès de n fournisseurs Fr, ..., Fn.

Prnt la p,3rtj.e.ll, on étudie la loi asymptotique du nombre de clients par fournisseur lorsque n
tend vers I'infini.

L'attention des candidats esf attirée sur le fait que la fin de la question 1.4" ne s'adresse qu'aux
seu/s candidats de l'option générale, le reste du probtème étant ,or*ul'irîo[3:r:;;l'rlÏ:i,
toutes les options

On étudie dans cette partie les variables aléatoires suivantes:
1. Xi indique_ le nombre des consommateurs ayant acheté le bien chez le

fournisseurFi (1 < i < n).
2. Y ,indique le nombre de fournisseurs. n'ayant eu aucun client, et le quotient

Y/ n représente donc la proportion des fournisseürs n'ayant eu aucun client.

tlf$de 9es yatiebles aléatoiresXi(1<i<n
a) Déterminer la loicommune, l'espérance et lâvariance des variables aléatoires Xi en précisant
I'expression de P([Xi = k]) pour tout entier naturel k.
b) calculer le mode de. Xi,'c'est à dire le ou les entier(s) k tel(s) que p([Xi = k]) soit maximale.
A cet effet, on pourra étudier le rapport suivant pour 0'i k < nà': '

[=
P([Xi= k + 1])

k P([x. = k])
I

1



2l
On désignepariet jdesentiersdistinctstelsque 1< i <n, 1s j <n.
a) Justifier l'identité Xr + Xz + ... + Xn = fiâ et, en l'élevant au carré, déterminer la valeur
commune des espérances E(XiX;) puis des covariances Cov(Xi, X;).

b) En déduire le coefficient de corrélation linéaire des variables Xr et X. lnterpréter le cas n = 2
en rappelant à quelle condition nécessaire et suffisante le coefficient de corrélation de deux
variables aléatoires est égal à 1 ou -1.

3'/ Esoérance et variance de la variable aléatoire Y.
onnantpourvaleur1lorsquelefournisseurFl
n'a aucun client, et 0 sinon.
a) En exprimant Y à I'aide des variables aléatoires Bi, calculer I'espérance de Y.
b) Déterminer la loi et I'espérance des variables aléatoires BiB; en distinguant les cas i = j et i * j.
En déduire la variance de la variable aléatoire Y.
c) Déterminer les limites de I'espérance et de la variance de Y/n quand n tend vers l'infini.

4'l Loi de la variable aléatoire Y.
On désigne par k un entier tel que 0 < k < n-1.
a) Quelles valeurs la variable Y peut-elle prendre ? Calculer P([Y = n-1]).
b) Exprimer l'événement [Y * 0] à I'aide des événements [Xi= 0] pour 1 < i < n.
En déduire, à I'aide de la formule de Poincaré ou formule du cribie, P([Y = 0]).

c) Donner dans un tableau une valeur approchée (avec deux décimales) de P([Y = 0]) lorsque
â=1,2,39tfl=1,2,3.

La lin de cette question 4" ne shdresse qt)'altx seu/s candidats
de l'option générale, ef est indépendante de la suite du problème.

d) Donner, par la même méthode, la probabilité conditionnelle suivante:

'[[,=?,r',*"j '[,?, tx =o]l,J

e) Calculer la probabilité pour que les k fournisseurs Fr , t2, ..., Fr n'aient aucun client et, en
remarouant oue:

((k ' ) ( n )) (x \(( n ) (x ))dl^ [X.=or lnl 
^ 

[X.*0]ll=pl ô tx.=or ld I n [x.*0]lrln rx =01 ll
[[i=t-l ) [i=x*t-' )) [i=t t I [Li=t*t t )[i=t ' ))

donner la probabilité pour que Fr ,t2,..., Fr, n'aient aucun client et que Fk*r, Fk*2, ..., Fn aient au

moins un client.
f) En dénombrant alors le nombre des façons de choisir parmi les n fournisseurs les k d'entre eux
qui resteront sans clients, en déduire P([Y = k]).



PARTIE II.
Dans cette partie,.on désigne p.ar kun entier naturel fixé et par p,(k) la probabilité (calculée en
1.1') pour qu.:qn fournisseur donné ait exactement k clients,'ei i'on be propose'd'étudier la
suite n -» p'(k).

1"/ Etude de la suite (p,(0))
on considère la fonctiôn fo et la fonction auxiliaire go définies sur 10, 1[ par:

l'(x) =i'nO-x)+a et g,(x)=x2f'o(*) .

a) Donner I'expression de la fonction oo et étudier son sione.
b) Etudier les variations de f"(x) et dé-terminer sa limite Ï. qt x tend vers 0.
c) On plge f,(q) = L. Déterniirier la limite de fo'(x)
classe C1 sur [0, 1[ et donner sa représentation Sirâ

x tend vers 0, montrer que fo est de
classe C1 sur [0, 1[ et donner sa représentation graphique.
d) Exprimer p,(0) en fonction de f.(1/n) et en dé-duiie la limite et le sens de variation de la suite
(p'. (o)) .

2l
a)Déterminer-lalirnitep(k)dep.(k)quaffitreconnaitrelaloi-limitedunombre

Ce résultat était-il prévisible?
b) Donner I'espérance, la variance et calculer ie mode de cette loi-limite.

3"/ EtudÇ de la suite (pn(k)) selon les valeurs de k.
On considère la fonction fr et la fonction auxiliaire gr définies par:

rk(x) =(+-ùhfl-x) *.* §,.(.r-i) et o*(x)=x2f'n(x)
j=0

I'entier k étant supposé non nul et distinct des réels b et c définis par:

b = â* 1 -
2

a) Comparer ln[p,(k) / p(k)] et fi(1in).

; c=a+1+ l;J2ÿ4

b).Donner le développement limité à I'ordre 2 de x + xfr.(x) quand x tend vers 0. En déduire,
selon la.position de,kpar fappolla.ux réels b et c, le signei ôe'fi(1/n) et la position de p,(k) par
rapport à p(k) quand n tend vers I'infini.
c) Donner 

19 .{évqlopperyelt limité à I'ordre 2 de x -+ gr,(x) quand x tend vers 0. En déduire que
les.suites (fk(14)) et (pr(n)) sont monotones à partir 0-'un'cèrtain rang et préciser leur sens'de
variation selon la position de k par rapport aux réels b et c.

it * * t *t**trlt*** * *t r il

----
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L'objet du problbme consiste en I'dtude de la cornplexit6 de deux algorithmes. Dans 
la partie 1, on s'interesse h un premier algorithme, permettant la recherche du plus 
grand 6l4ment d'un tableau de nombres non tries, et dans la partie II, a un second 
algorithme permettant la recherche des deux plus grands dlements d'un tableau de 
nombres non tries. 

b.la 
Yvelme~ 

Lundi 14 mai 1990 de 8h B 12h 

1 1  1 
n 

PRELIMINAIRES. 
1 O )  On se propose d'dtudier la suite (un) definie pour n 2 1 par: "n= '+ -+ 2 3  -+ **.+ -- In@) ' 

A cet effet, on introduit la suite (vn) definie pour n 2 1 Par Vn = Un - l/n. 
a) Etablir l'encadrement suivant: 

b) En deduire le sens de variation des suites (un) et (vn), et prouver qu'elles sont 
adjacentes (on rappelle que deux suites sont dites adjacentes si /'une est 
croissante, l'autre ddcroissante, la diffdrence des deux ayant pour limite O). 

- 1 
n +  1 5 I n ( n + 1 )  -in(n) s 7c. 

2 O )  On note y la limite commune des suites (un) et (vn) et, pour 6valuer 
numeriquement y, on se propose d'utiliser la moyenne anthmetique mn de Un et Vn: 

b) Ecrire (en PASCAL) un algorithme permettant de calculer mn pour un entier 
naturel non nul n donne. Prbciser en particulier ms et m50 et en deduire des valeurs 
approchees de y A 0,l et 0,Ol prbs. Que constate-1-on a posteriori sur la qualit4 de 
l'approximation realisee par m5 ? 

3') On amdliore dans cette question la majoration obtenue pour Imn - yl. 
a) Comparer mk+i - mk B I'integrale: 

b) En deduire I'indgalitb suivante: 

i- I ( t  - k)(k + 1 - t)dt 
3 

t 
+ 1  dt 

4 1  
O s m  - m  s[ - .  

k + l  k 

c 
En deduire par sommation un encadrement de .mn+p - mn, puis de y - mn. 
A l'aide de la valeur de mso calculee h la question 2 O ,  quel encadrement de y 
obtient-on finalement? 

rrc+r+er++ 

PARTIE L 
On considbre une urne'remplie de n boules (n 2 1) numerotees respectivement 
1, 2, ..., n. On extrait ces n boules, une B une et sans remise, et l'on designe par 
Zi, 22, ..., Zn les variables aleatoires indiquant, dans cet ordre, les numeros des 
boules ainsi obtenues. 
Pour tout entier p tel que 1 S p I; n, on note d'autre part Xp la variable aleatoire 
indiquant le plus grand des p num6ros obtenus au cours des p premiers tirages, 
autrement dit: Xp = sup(Zi, 22, ..., Zp). 
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1") On se propose de determiner P(Zp > Xp-i) pour 1 < p 5 n. 
On pose Nn = (1,2, ..., n}. On demande de pr6ciser: 
a) le nombre de parties A & p 6l6ments choisis dans l'ensemble Nn. 
b) le nombre de suites (ai, a2, ... , ap) compos6es de p Mments deux A deux 
distincts dune partie donn6e A A p Mments de l'ensemble Nn. 
c) le nombre de suites (ai, a2, ... , ap) compos6es de p 6l6ments deux A deux 
distincts de l'ensemble Fdn. 
d) le nombre de suites (ai, a2, ... , ap) composhs de p 6ldments deux A deux 
distincts dune partie donnee A A p Mments de l'ensemble Nn et telles que le plus 
grand des p 6l6ments soit situ6 en po position. 
e) le nombre de suites (ai, a2, ... , ap) composhs de p d6ments deux h deux 
distincts de l'ensemble Nn et telles que le plus grand des p 616ments soit situ4 en po 
position. 
1)  la probabilit6 P(Zp > Xp-1) pour 1 < p S n. 

2") Pour 1 < p 5 n, on note Bp la variable aleatoire prenant pour valeurs 1 si 
l'6v6nement Zp > Xp-i est rdalis6, et 0 sinon. 
Montrer que I'esperance de Bp est 6gale A l/p, et donner l'expression et 
I'interpr6tation de E(B2 + B3 + ... + Bn). 

3") On considbre l'algorithme suivant, dans lequel toutes les variables sont de type 
entier, et où l'on a affect6 un entier sup6rieur 21 1 & la variable n, et les entiers 1, 2, 
..., n dans un ordre quelconque aux variables Z[1], Z[2], ..., Z[n]: 

begin 

for p:=2 to n do 

end; 

x := Z[l]; 

i f Z[pJ > X then X := Z[p]; 

a) Indiquer les valeurs successivement prises par X au cours de l'algorithme: 
- dune part lorsque Z(1] E 1,Z[2] = 2, ..., Z[n] = n. - d'autre part lorsque Z(1) = n, 212) = n-1, ..., Z[n] = 1. 
b) On revient au cas ghndral. Indiquer la valeur contenue dans la variable X B 
l'issue de l'algorithme. Dhterminer le nombre de comparaisons ( > ) effectuees entre 
les valeurs de deux variables ainsi que le nombre maximal et le nombre minimal 
d'affectations ( := ) effectuees. 
c) A l'aide des rbsultats pr6c6dents, exprimer I'espbrance En du nombre 
d'affectations effectu6es au cours de l'algorithme en fonction de Un, puis expliciter B 
l'aide du nombre y des r b l s  a et b tels que l'on ait: 

En=aln(n)  + b + e n ,  avec lim en = O .  
n-+-  

(les notations Un et y ont Btd introduites dans la partie prdliminaire). 

C*t+tt+ttt 
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PARTIE u 
Le contexte probabiliste est celui introduit au début de la partie precddente. 
Pour 2 S p S n, on note Yp la variable albatoire telle que Xp et Yp indiquent 
respectivement les deux plus grands des p numdros obtenus au cours des p 
premiers tirages, avec YP c Xp. 

1") En reprenant et en adaptant le raisonnement de la question 1.l0, preciser la 
probabilite P(Yp-r c Zp < Xp-1) pour 2 < p S n. 

2') Pour 2 < p S n, on note Cp la variable albatoire prenant pour valeurs O si 
I'6venement Zp c Yp-i est realise, 1 si I'évdnement Yp-i c Zp c Xp-i est rdalis6, et 2 si 
l'6vdnement Xp-i c Zp est rdalisd. 
Montrer que l'espdrance de Cp est 6gale A 3/p. 

3") On modifie l'algorithme de la question 1.3" de la façon suivante: 

begln 
if Z[2] > Z[1] then 

begin X := Z[2]; Y := Z[1]; end 
else 
begin X := Z[1]; Y := Z[2]; end; 

for p:=3 to n do 
if Z[p] > Y then 

else 
begin Y := X; X := Z[p]; end; 

if Z[pJ < X  then 
Y :=Z[p] 

end: 

a) Indiquer les valeurs successivement prises par X et Y au cours de l'algorithme: 
- dune part lorsque Z[1] = 1,2[2] = 2, ... , Z[n] = n. 
- d'autre part lorsque Z[1] = n, Z[2] = n-1, ... , Z[n] = 1. 
b) On revient au cas gdndral. Indiquer les valeurs contenues dans les variables X et 
Y à l'issue de l'algorithme. Ddterminer le nombre maximal et le nombre minimal de 
comparaisons ( >  ) effectuees entre les valeurs de deux variables ainsi que 
d'affectations ( := ) effectuees. 
c) A l'aide des rdsultats prdcedents, calculer les esperances E'n et E"n des nombres 
de comparaisons et d'affectations effectuees au cours de l'algorithme, puis 
expliciter l'aide du nombre y defini dans les prdliminaires des r6els a', b', c', a", b" 
tels que l'on ait: 

E',= a'n + b' In( n) + c' + dn avec: lim dn = O. 
n - + -  l 

[Eln =a" In( n) + b" + E", avec: lim E " ~  = O. 
n - + -  
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Dans tout le.problème, on désigne par n un entier donné, supérieur ou égal à 2, et par j un entier
supérieur ou égal à 1.

PABTIE I

Dans cette partie, on désigne par Ftn-1[X] l'espace vectoriel des fonctions polynômes de degré inférieur

ou égal à n-1, et l'on considère I'application F associant à toute fonction polynôme P de Rn-,[X] la

fonction polynôme Q définie pour tout réel t par:

Q$) = P(t)+l-t ,'(r).
n

1") Etude de I'aoplication F.

a) Montrer que F est un endomorphisme de l'espace vectoriel Rn-r[X].

b) On considère pour 1 < k < n la fonction polynôme P1définie par P1(t) = 1n-t.

Expliciter la fonction polynôme Qk = F(Pil.

c) Déterminer la matrice M de F dans la base B = (P1, P2, ... ,Pn)de Rr-,[X].

2o) Etude des éléments propres de F.

a) Donner les valeurs propres de F. L'endomorphisme F est-il diagonalisabre?
b) Déterminer le sous-espace propre de F associé à la valeur propre 1.

c) soient k un entiertel que 1 < k < n et P un élément non nul de Rn-,[X] tel que:

F(P) = n-k 
P.

Montrer que P(1) = 0. n

On convient alors de poser P(t) = (t-t1rg(t), avec 1 < r < n et R(1) * 0.
Quelle relation vérifient alors r et R? En déduire que r = k et préciser le degré de R.

d) Déterminer les sous-espaces propres de F associés aux difféientes valeur§propres de F.



3o) Etude d'une suite Ui*t = F(Ui).

Ofr_co[sjdère Ia suite de fonctions polynQmqq définie par U1(t) = p-1, puls U;*r = l(U,i).

a) Etablir l'égalité suivante pour tout réel t: 
a_r

U, (t) = I cj-, (r - 1)*.

b) En déduire Uz($, Us(|, puis, par récurrence, U1(t) comme combinaisons linéaires de 1 , t-1 , ... , (t-1)n-1.

Expliciter alors U;(0) sous forme d'une somme.

PARTIE II
Dans toute la suite du problème, on considère un marché sur lequel n fournisseurs proposent des biens

identiques à des consommateurs. Les commandes de ces derniers arrivent, successivement et de

façon indépendante, auprès de ces n fournisseurs, chacun d'eux étant choisi de façon équiprobable.

0n désigne:
- par X; la variable aléatoire indiquant le nombre des fournisseurs ayant reçu au moins une commande

de I'un ou plusieurs des j premiers consommateurs.
- par P(\ = k) la probabilité de l'événement [\ = k], où k = 1, 2, ... , n.

- par E(\) et V(X1) I'espérance et la variance de X1.

1o) Etude de la loi des variables aléatoires Xi.

a) Soit k un entiertel que 1 < k< n. Donnerles probabilités conditionnelles P(X;*r =k/X; =k) et

P(X;+r = k/ Xi = k-1) (lorsque k > 2).

Que vaut P(X,+r = k/\ = i) lorsque 1 < i<n, I'entier iétantdistinctde k-1 et k?

b) A I'aide de la formule des probabilités totales, en déduire l'expression de P(Xi*r = k) en fonction des

probabilités P(Xj = i) où 1 < i < n.

On convient, dans la suite de cette partie, de poser pour tout entier j > 1 :

Gj(t) = Zrfxt=k)t'-k-
t=I

2') Etude de la suite (GtL

a) Préciser G1, puis déduire de Ia question précédente que Q*r = F(Gj).

Vérifier alors que cette suite (Gf n'est autre que la suite (U;) définie en l.3o'

b) Endéduirel'expressionde P(\= n).Al'aided'unraisonnementprobabiliste,établirque, si 1 < j<n:

î r-,r-t: , (' -*)' ' = o

c) Prouver que P(Xi= n) tend vers 1 lorsque j tend vers I'infini, et en déduire quelles sont les limites de

E(Xj) et V(X;) lorsque j tend vers I'infini.

â') Calculde l'espérance de Xi.

a) Calculer Gi(1), Puis exprimer Gi(1) en lonction de E(Xf et de n.

b) A I'aide de la relation G;*r = F(Gr, exprimer (Gi*r)'(1) en fonction de (G;)'(1). Que vaut (G1)'(1)?

c) En déduire (G,)'(1), puis E(X;), en fonction de j et de n.

Retrouver ainsi la limite de E(Xf lorsque I'entier j tend vers I'infini.



PARTIE III
On désigne par T la va1lable a!éatolre indiquant le nombre de consommateurs ayant déjà plocélg à
une commande lorsque, pour la première fois, chacün des n fournisseurs a reÇu au moin§ une
commande.

1o) Etude de la loi de la variable aléatoire T.

a) Comparer les deux événements tT < jl et [X; = n].

En déduire P(T = j+1) en fonction de P(X;*r = n) et P(\ = n).

(Et I'on à bien entendu P(T = 1) = P(X1 - n), ces deux expressions étant évidemment nulles).

b) Evaluer P(T=I) + P(T=2) + ... + P(T=j) en fonction de P(X;= n). En déduire que:

Ë"t'=" = 1'
j=1

c) Déduire enfin de I'expression de P(\ = n) obtenue en ll.2o que:

P(r = j+t) = i t-rl--'c:-,L(r-&'l'-'
r=l n\ n)

2') Etude de I'espérance de T.

a) Donner I'expression, pour 1 < k < n, de la somme suivante:

s- = ÿ i[,-&)'-'fr'\- n)
b) En déduire que: 

tr_r nk
Eg -1) = , ) {-t)'-' "î-' '

&=r k
c) Etablir pour tout nombre réel x appartenant à [0, 1l la formule suivante:

n-l n-1

Z c:-, (r-1)*-' = I ,*-'.

d) En déduire, par intégration oe t'Ofâtité précédente sur [0, r],ïle'
( I 1 _1___*1).E(r) = n[l+-*r* *r_1 

n)

3') Evaluation asymptotioue de E(T).

a) Ecrire en PASCAL un algorithme permettant d'obtenir E(T) en fonction de n.

b) A I'aide de cet algorithme, donner dans les deux cas r = 10 et n = 100 une valeur approchée du

nombre moyen des consommateurs ayant déjà procédé à une commande lorsque, pour la première

fois, chacun des n fournisseurs a reçu au moins une commande.
c) Etablir pour tout entier k > 1 I'inégalité suivante:

k-rl Jt t k'
Quel équivalent de E(T) en déduit-on lorsque I'entier n tend vers I'infini?
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Dans tout le problème, on désigne par n un nombre entier naturel non nul.

PARTIE I

On se propose dans cette partie de calculer pour tout entier p > 1 la somme:

S,(p) = l*" = l"+2"+...+p".
t=1

Soient R [X] I'espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels

et (Pr) la suite de fonctions polynômes définies par Po(x) = 'l et, si k > 1, par:

PrG) =#=àfr(x-i).
0n considère I'application À de R [X] dans lui-même associant à la fonction

polynôme P la fonction polynôme 
^P 

définie par: (^PXx) = P(x+1) P(x).

a ) Prouver que 
^ 

est un endomorphisme de R [X], puis déterminer son noyau.

b) Soient j, k des entiers naturels. 0n rappelle que 6l =ÀoÂ0...0À (j fois),

et 
^o 

désigne par convention I'application identité de R IX ] .

DéterminerÀPr,puisliPrendistinguantlescasj<
c ) Prouver que (Po, Pl, ... , Pn) est une base du sous-espace de R [X] constitué

des fonctions polynômes de degré inférieur ou égal à n, et établir la formule

suivante pour toute fonction polynôme 
" 

P de degré inférieur ou égal à n:

P(x) = ltdrxo).Pr(x).
t=0

d ) En déduire que 
^ 

est surjectif , puis, pour toute fonction polynôme P de

degré n, établir I'existence d'une unique fonction polynôme Q, de degré n+1,

telle que:

Q@+|)-QG) = P(x) et Q(0) = 0.

0n note Qn la fonction polynôme telle que Qn(x+1) - Q,,(x) = xn et Qn(O) = Q.

e) Exprimer Sr(p) à I'aide de Qn et de p, et expliciter Qn et Sn(p) pour n < 3.

Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
Etablissement d'enseienement suoérieur orivé reconnu oar I'Etat. affïlié à la
Chamb,re de commeràe et d'indu§trie intérdepartementate Val d'Oise-Yvelines



PARTIE II
On établit dans cette partie quelques résultats probabilistes.

1 o )Fonction génératrice d'une variable Aléatoire.
On considère un entier naturel p et une variable aléatoire X à valeurs dans
I'ensemble {0, 1, , p}.

On lui associe la fonction suivante, dite 
rfonction 

génératrice de X:

t ) Gr(t) = IrfX=k)tk.
t=O

Déterminer la fonction génératrice de X lorsque:
a) X suit une loi de Bernoulli de paramètre À (À réel tel que 0 < î. < 1).

b) X suit une loi binômiale de paramètres n et À (À réel tel que 0 < l. < 1).

2o)Fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes.
On considère désormais des entiers naturels pr , p 2, ... ,g n et des variables

aléatoires Xr , X 2, ... , X n déf inies sur un même espace probabilisé, indépen-

dantes et à valeurs dans {0, 1, , pr}, {0, 1, , Fz}, , [0, 1, ,pn]
respectivement. 0n note alors: Yn = Xr + X, + ... + Xn.

a) Etablir que la fonction génératrice de Yz=Xr+X2 est le produit des

fonctions génératrices de Xl et de Xr.

b ) Exprimer la fonction génératrice de Yn = X1 + Xz * + Xn à I'aide des

fonctions génératrices de X,, de X2, ... , de Xn.

Retrouver le résultat obtenu en 1'(b) à partir du résultat obtenu en 1'(a).

3 o 
) Etude d'un cas particulier.

On suppose de plus que, pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable
aléatoire Xk suit une loi uniforme sur t0, 1, , k-1I, autrement dit:

f(X*=O) = P(X*=t; = = P(Xr=t-l) = +k
a ) Calculer I'espérance et la variance des variables aléatoires Xk (1 < k < n),

puis de la somme Yn = Xr + X, + ... + Xr.

0n convient de noter la fonction génératrice Gn de Yn sous la forme suivante:
a(r-l)

G^(t) = *tco.*tk.

b ) En exprimant Gn*r en fonction de Gn, déterminer cn+1,k en fonction des

coefficients cn,k, cn,k-.1, ... , cn,k-n

c ) Montrer que les coef f icients cn, k sont entiers naturels et calculer leur

somme pour 0 s k s n(n-1)/2.



PARTIE III
0n considère un tableau s = (s[1], s[2], , s[n]) dans
variables sont de type entier et où les n entiers 1 , 2, ... , nun ordre quelconque aux n variables s[1], s[2], , s[nJ.
L'objet de cette partie est r'étude de l" comprexité de
suivant, visant à ranger dans I'ordre croissant les éléments

lequel toutes les
sont affectés dans

I'algorithme de
de ce tableau

tri
s:

begin
lor i:=1 to n-l d o

lor j:=1 to n-i d o

end;
s[j+ 1 ]);

(la procédure Echanger(x, y) permute /es valeurs des variables x, y).

1')
On suppose dans cette question que r = g. lndiquer les valeurs contenues dans

l::.^,::',1,0^':t ^,:lll,^ illll ,:lrl . 
après. 

.9.haque appet de ta procédure Echanserlorsque I'on affecte initiarement à (s[1], s[2], slal) res six ,|]i],]",r;;;;r;'r,(1,2, 3) ; (2,3, 1) ; (3, 1, 2) ; (i, S, e; ; (3, 2, 1) ; (2, 1, 3).on précisera à chaque fois le nombre total d'appers de la procédure Echanger.(on présentera les résuttats obtenus dans six tabteaux distincts).

2 o )Action de I'algorithme.
a ) Déterminer la valeur contenue dans
bo ucle su ivante:

s[n] à I'issue du passage dans la

lor j:=1 to n-1 d o

b ) En déduire ra vareur contenue en fin d'argorithme dans s[k] pour 1 < k < n.

3 o )Complexité de I'algorithme.
a ) Exprimer en fonction de n le nombre de comparaisons d,entiers (r) effec-tuées au cours de I'algorithme.
b ) Exprimer en fonction de n les nombres maximal et minimal d,appels de laprocédure Echanger au cours de I'algorithme. on explicitera des tableaux spour lesquels ces maximum et minimum sont effectivement atteints.

Dans lasuite, onassocieau tableau s etàtoutentier ktel que 1<k<n:
- la somme Vn(s) = U1(s) + U2(s) + ... + Un(s).
0n dit que vn (s) est le nombre des inversions du tableau s, autrement dit le
nombre des couples d'entiers (i, k) tels que:

1<i<k<n et s[i] >s[k].



4 o )Nombre d'appels de la orocédure Echanger.
a ) Lorsque stj] > s[j+1], indiquer I'effet de l'échange des valeurs de stjl et
s[j+1] sur le nombre des inversions du tableau § = (s[1], s[2], , slnj).
En déduire le nombre d'appels de la procédure Echanger lors du tri de s.

b ) On suppose dans cette question que n = 3. Préciser (Ur (s), U, (s), Us (s)) et

v r(s) lorsque I'on affecte . initialement à § = (s[1], s[2J, s[3]) les six valeurs:

(1, 2, 3) ; (2, 3, 1) ; (3, 1, 2) ; (1 ,3,2) ; (3, 2, 't) ; (2, 1, 3).

c) Rédiger un algorithme de calcul de u*(s) (où 1 < k < n) et de vn(s).
(Les candidats sonl tenus de rédiger /es algorithmes en langage PASCAL,
en conservant toutef ois les noms des variables introduites dans l'énoncé).

On suppose dans la suite que les différentes façons d'affecter les n entiers
1 , 2, , n aux n variables s[1], s[2], ., s[n] sont équiprobables, et I'on note:
- S n I'ensemble des différents tableaux s ainsi obtenus.

- On I'ensemble des n-uplets (ur,u2,... ,un) d'entiers tels que 0 < uk < k pour

tout entier k tel que 1 < k < n.

On considère U1, U2, ... , Un comme des variables aléatoires sur l'ensemble Sn.

5')Bilectivité de l'application s -» (Ur(s). Uz(s).... Un(s)).
a ) Vérifier que I'application associant à tout tableau s de Sn

le n-uplet 1U, (s), U2 (s), , Un (s)) prend ses valeurs dans Ç) n.

b) Soit s un tableau de Sn tel que U,(s) = ut, Uz(s) = u2,... , Un(s) - un.

- Déterminer s[n] en fonction de un.

- Expliquer de même comment I'on peut obtenir les valeurs de s[n-1], , s[1]
en fonction de un-.,, ..., u1.

c ) Montrer que I'application s -à U(s) est une bijection de Sn sur C) n.

En déduire le nombre des tableaux s de Sn tels que Ur(s) = uk pour tout entier

k tel que'l < k < n et tout entier u* tel que 0 < ur . k.

6 o 
) Lois des variables aléatoires Ur . Ue. ... . Un.

a) Déterminer la probabilité P(Ur = u1, Uz = uz Un = un) pour tout n-uplet

(u,, u2, ... , un) appartenant à Q n.

b) Déterminer la probabilité P(U*=u*) pourtoutentierktel que 1< k<n et

tout entier u* tel que 0 < ur . k.

En déduire la loi de Uk et I'indépendance des n variables aléatoires U,, ... ,Un.

c ) En déduire en fonction de n I'espérance et la variance du nombre d'appels
de la procédure Echanger au cours de I'algorithme, et donner des équivalents
simples de ces expressions lorsque n tend vers I'infini.
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L'objet de ce problème est l'étude d'une suite d'expériences de Bernoulli,
indépendantes et de même paramètre p (ceci signifiant qu'à chaque expérience, la
probabilité de succès est égale à p, où p est un réel donné tel que 0 < p < 1).
Dans la partie l, on établit des résultats préliminaires d'analyse, avant d'étudier dans la
partie ll I'obtention de r succès consécutifs (où r désigne un entier donné tel que r > 2).

PARTIE 1

On désigne par S I'espace vectoriel sur G des suites u = (un)n>o de nombres complexes.
On se propose, dans cette partie, d'obtenir la limite d'une suite u =.fun) de S vérifiant
pour tout entier naturel n > r-1 la relation suivante:

(1) un+pltn_t+p2un_r+ *p'llto-,*r = p'.

1")On considère le nombre complexe or = êxp(2inlr) = cos(2ælr) + i.sin(2rlr).
a) Déterminer en fonction de r», les racines complexes de l'équation zr = 1.

b) Soient x, y des entiers. Expliciter la valeur des sommes suivantes:
r-1 r-ls.(x)=ZrT ; t,(x,y)=Lr;*r?.
,t=0 t=0

Pour calculer sr(x), on distinguera 2 cas, selon que x est ou non multiple de r.

Ecole Supérierne des Sciences Economiques et Commerciales
Etablissement d'enseirncment suoérieur orivé reconnu oar I'Etar- affilié à la
Chamke de commerc"c et d'indu§trie intérdéparrementale Val d'Ôise-Yvelines



2') On considère la matrice M, carrée diordre r définie par:

M,=

On désigne par M, la matrice conjuguée de Mr, c'est à dire la matrice carrée d'ordre r

dont les éléments sont les conjugués des éléments de la matrice Mr.

a) Expliciter à I'aide du nombre complexe i I'expression de M, pour r - 4, puis calculer le

produit MaM+.

b) A I'aide des résultats de la question 1, expliciter l'expression de M.M, dans le cas

général, et en déduire que M, est une matrice inversible.

c) On considère r nombres complexes l.o, î.t, ... , l.r-1 tels que, pour 0 < n < r-1 :

1,0+)"r@,o*)"ra!^ + *L,-rrQ-tb = 0.

Etablir que ces r nombres complexes l.o, l.t, ... , l.r-1 sont nuls.

d) En déduire I'indépendance des r suites géométriques suivantes:

eo = (p"), er : .(p"coi), ez = (p^@:"), , €,-t = (p"co!'-')").

Bo) On étudie dans cette question les suites v = (vn) de S qui vérifient pour tout entier

naturel n > r-1 la relation suivante:
(2) vn+ pvn-t+ p"vo-r+ * P''rÿo-,*r = 0.

a) Etablir que les suites vérifiant (2) forment un sous-espace vectoriel E de S.

bi frouver que I'application F associant à tout élément v = (vn) de E l'élément de Gr-1

défini par F(v) = (vo,V1, ... ,Yr-z) est linéaire et bijective

En déduire la dimension de E.

c) Etablir que les suites e1,ê2,... , êr-1 appartiennent à E, et prouver que ce sont les

seules suites géométriques de premier terme égal à 1 dans E.

d) En déduire que les suites ê1, ê2, ... , êr-1 forment une base de E.

Donner la forme générale des suites v = (vn) vérifiant (2). En déduire la limite d'une telle

suite lorsque n tend vêIS *æ.

4.)On étudie dans cette question les suites complexeS u = (un) vérifiant (1).

a) Déterminer une suite constante c = (cn) vérifiant (1).

b) Etablir que la suite u = (un) vérifie (1) si et seulement si la suite v = (vn), définie par la

relation v = u - c, vérifie (2).

c) En déduire enfin la limite d'une suite u = (un) vérifiant (1)'



PARTIE 2
On se propose, dans cette partie, d'étudier la réalisation de suites de r succès
consécutifs au cours de la suite des expériences de Bernsulli décrites dans le
préambule.
Pour tout entier n ) 1, on désignera par Sn l'événement:

"Obtenir un succès i 1g 1ème expérience".

1o)Probabilité d'obtenir au moins une suite de r succès.
On considère pour tout entier n > 1 l'événement En = "Srn-(r1) et '.. et Srn-1 et Srn":

"Obtenir un succès aux [rn-(r-1)]ème, ... , [rn-1]ème et [rn]ème expériences".
a) Déterminer la probabilité des événements suivants:

ner = Era*r.. crE, , f-) E- = Ern1ra nE^n
t=l &=1

(intersection des comptémentaires de E1, E2, ... , En, pttis de Er, E2, ... , Er, ...).

b) En déduire que I'obtention de r succès consécutifs est un événement réalisé avec

une probabilité égale à 1.

2o)Probabilité d'obtenir une suite de r succès s'achevant à la no expérience.
Pour tout entier n ) I, on désigne par Un l'événement:
"Obtenir une suite de r succès consécutifs s'achevant i l3 pème expérience, c'est à dire

une suite de succès aux [n-(r-1)]ème,... , (n-1)ème, nème svp§riences, dont aucun d'eux
n'a déjà été comptabilisé dans une suite antérieure de r succès consécutifs".
Par exemple, si r = 3 êt si I'on désigne par S I'obtention d'un succès et par E I'obtention

d'un échec, la suite d'expériences représentée par:
sssssss E ESSSSS ES ESS SS E

mène a ta reatisation oes événement@u, U12, U2s, ... , c'efr-diË de suites de 3

SuCCèS COnSéCUtifS S'aChevant aux 3ème, 6ème, 12ème, 20ème, ... expériences.
On note enfin un la probabilité de l'événement Un.

On posera Wr convention uo = 1 et Ltt = u2 = "' = ur-l = 0'

a) Montrer que la réalisation de l'événement "Sn-(r-r) et...et Sn-1 et Sn" implique la

réalisation d'un et un seul des événements Un-(r-r), ... , Un-1, Un pour n > r, et en déduire

que la suite (un)nr1 vérifie (1).

Quelle est la limite L de un lorsque n tend vêIS +oo?

b) En déduire la limite, quand n tend vers +oo, de la probabilité pour qu'une suite de 2
Faces (respectivement de 2 ,As) consécutifs s'achève à la nèrne sxp§rience dans une

suite de jets d'une pièce équitibrée (respectivement d'un dé équiflibré).

3o)Etude de la preqière suite de r succès consécutifs.
On désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro n de fexpérience où, pour la
première fots, s'achève une suite de r succès consécutifs.
Dans I'exemple donné dans la questio n 2, X prend donc la valeur 3.

On'posera donc par coinvention P(X = O) = P(X = 1) = ... = P(X = t-1) = 0.

a) Vérifier à I'aide des résultats obtenus à la question 1 que:

\rçx = n1 =
n=l

N

hm). P(X = n) = 1-
N-+-ïn=l

3



b) on pose pour tout nombre réel x appartenant à I'intervalle [0, 1[:

U(x) = îu^r".
ai0

Justifier la convergence de cette série, puis établir à I'aide de (1) que:

u(x) = t + ,(Pl) ,=l- Px 
.' l-(px)' l- x

c) Pour tout entier n ) r, montrer que, si l'événement Un est réalisé, une première suite
de r succès consécutifs s'est achevée à I'une des n premières expériences.
En déduire la relation suivante pour tout entier n > 1:

(3) un = i",r=k)un-r.
t=0

d) A tout couple de séries convergentes à termes positifs lan et Lbn, on associe la série
dite série-produit Icn, où cn = âobn + ... + âxbn* + ... + ânbo.
Vérifier que l'on a pour tout entier naturel n:

t=0 t=0 t=0 t=0
En déduire la convergence et la somme de la série-produit I,cn.
e) On pose pourtout nombre réel x appartenant à I'intervalle [0, 1]:

. G(x) = IffX=n)xn.
n=O

Justifier la convergence de cette série, puis déterminer une relation liant U(x) et G(x)
pour tout réel x appartenant à [0, 1[ (on pourra multiplier (3) par xn et sommer les égalités
obtenues pour n > 1).
f) En déduire I'expression de G(x) pour 0 < x < 1, puis vérifier que G est csntinue, y
comprisêrlX=1.

4")

!) on admet que I'on peut dériverterme àterme la fonction G sur [0, 1].
Déterminer I'espérance de la variable aléatoire X, numéro de I'expérience où s'achève
la première suite de r succès consécutifs.
b) On suppose p = 1/2 (pièce équilibrée), puis p = 1/6 (dé équilibré), et I'on effectue à
chaque seconde une expérience. Donner dans un tableau en secondes, minutes,
heures, jours, années le temps moyen d'attente de la première suite de r succès
consécutifs lorsque r= 5, r = 10, t = 25.
(A titre de comparaison, l'âge de l'lJnivers esf estimé à l S mittiards d'années).
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Les calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanum6rigues, d 
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document daccompagnement et de format 
maximum 21cm de long x 15cm de large sont autorisdes. 

Le problème a pour objet I'étude d'une marche aléatoire sur un cube (partie I I ) .  
Dans la partie 1, on établit quelques résultats matriciels utilisés dans la suite. 

. . .  PARTIE I 
1 ") Eude de su ites r écurrentes IineaireS, 
a) On considère l'ensemble S des suites r6elles (Un)n?l vérifiant pour tout entier n 2 1 : 

Etablir que S est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites réelles. 
(1 ) 9U,+3 - 9Un+2 - 7Un+l + 7Un = O. 

Résoudre I'équation 9x3 - 9x2 - 7x + 7 = O. 
Déterminer les suites géométriques non nulles (r"),,Zi appartenant à S. 
On considère une suite (Un)nZl appartenant à S. 
Exprimer en fonction de ul, u2, u3 trois nombres réels a, p, ytels que: 

(On formera 9u3 - 7ul. On donnera les expressions exactes de a, p, fi. 
On associe à la suite (un)n2l la suite (v,),~, définie par: 

f i  )" - y(--)". f i  u n  -a-p(- V" = 
3 3 

Etablir qu'elle appartient à S, et en déduire que, pour tout entier n 2 1, Vn = O. 
Exprimer enfin Un en fonction de n. 
En déduire que les trois suites obtenues ci-dessus au (c) forment une base de 

l'espace vectoriel S. 
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2") Etude des DU issances d'une mat r' ce. 
On étudie la suite des puissances d'une matrice réelle d'ordre 4 notee M et satisfaisant 
les deux conditions suivantes: 

(3) 

a) On se propose détablir, pour tout entier naturel n 2 1, l'existence et l'unicité de trois 
nombres réels a,, bn, Cn tels que: 

- Etablir, pour tout entier n 2 1, l'unicité des réels a,, bn, Cn (s'ils existent). 
- Déterminer a,, bn, Cn pour n = 1,2, 3,4. 
- Etablir par récurrence l'existence de a,, bn, c, dans le cas général. 

(On explicitera a,+l, bn+l, Cn+1 en fonction de a,, bn, c,,). 
b)  Vérifier par récurrence que, pour tout entier n 1 1, on a: a, + b, + C, = 1. 
c) En multipliant par Mn-1 la relation (2), établir que les suites (a,), (bn), (c,) vérifient la 
relation (1 ). 
d) En appliquant à la suite (bn) les résultats obtenus B la question l0 ,  établir pour tout 
entier n 2 1 la formule suivante: 

(2) 9M4 - 9M3 - 7M* + 7M = O. 
Les matrices M, M2, M3 sont linéairement indépendantes. 

(4) Mn = a,M + b,M2 + c~M'. 

14 
Déterminer de même les expressions de an et c,. 

3") Rude d'un cas pafl icu I i e r, 
L'espace vectoriel R4 est rapporté 
considère l'endomorphisme f de W4 défini par: 

sa base canonique (el, e2, e3, e4), et l'on 

a) Ecrire la matrice A de f dans la base (el, e2, e3, e4), calculer A2, A3, A4, puis prouver 
que la matrice A satisfait aux conditions (2) et (3). Ainsi donc: 

b) Ecrire la matrice B de f dans la base (e4, e3, e2, el) et montrer que: 
An = a$ + b,A2 + c,A3 (n 2 1). 

Bn = a,,B + b,W + c,B3 (n 2 1). 

CCC 

PARTIE II 
On considère un cube, dont les sommets sont numérotés 1, 2, 3 selon qu'ils sont situés 
à une, deux, trois arêtes du sommet O: 
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4 

O 

3 

5 

A] On considère dans cette partie le mouvement d'un point P, situé au sommet O du 
cube à l'instant O, puis se déplaçant dans l'ensemble des sommets du cube selon les 
deux règles suivantes: 

A l )  lorsque le point P atteint à l'instant n un sommet S du cube autre que le sommet 3, 
il se situe à l'instant n+l , et de façon équiprobable, sur l'un des trois sommets du cube 
reliés à S par une arête. 
A2) lorsque le point P atteint le sommet 3 du cube, il y reste définitivement. 

Pour tout entier naturel n, on désigne par: - X, la variable aléatoire indiquant le numéro du sommet OÙ se trouve le point 
l'instant n (en particulier, on a X, = O). 
- T la variable aléatoire indiquant, s'il existe, l'instant (nbcessairement impair et 
supérieur ou égal à 3) où, pour la première fois, le point atteint le sommet 3. 

1 O )  Lois des variables aléatoires X a  
Pour tout entier naturel n, on note Un le vecteur-colonne dont les composantes sont (de 
haut en bas) les probabilités P(X, = O), P(Xn = l), P(Xn = 2), P(Xn = 3). 
a) Expliciter U,, Ut, U2. 
b) Exprimer pour i = O, 1, 2, 3 la probabilité P(Xn+1 = i) en fonction des probabilités 

En déduire une matrice M, d'ordre 4, telle que, pour tout entier n 2 O: 

c) Pour tout entier n 2 1, exprimer Un en fonction de Mn et U,, et en déduire 
l'expression du vecteur Un et de la loi de X, en fonction des réels a,, bn, Cn définis la 
partie 1. 

P(Xn = O ) ,  P(Xn = l ) ,  P(Xn = 2), P(Xn = 3). 

Un+, = MU,. 
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2O)bi de la va riable aléatoire T, 
a) Comparer les événements " XPn = 2 et X*n+l = 3" et "T = 2n+l". 
En deduire la probabilité de I'événement "T = 2n+l". 
b) Vérifier alors que: 

+- 
C P ( T = 2 n + l )  = 1. 
n=l 

c) Calculer enfin l'espérance de la variable aleatoire T. 

BI On considère dans cette partie le mouvement d'un point P, situ6 au sommet O du 
cube à l'instant O, puis se déplaçant dans l'ensemble des sommets du cube selon les 
deux règles suivantes: 

B1) le point P est à l'instant 1 sur l'un des trois sommets du cube reliés à O par une 
arête puis, lorsqu'il atteint à l'instant n 2 1 un sommet S du cube autre que le sommet O, 
il se situe à l'instant n+l, et de façon équiprobable, sur l'un des trois sommets du cube 
reliés à S par une arête. 
62) lorsque le point P revient au sommet O du cube, il y reste définitivement. 

Pour tout entier naturel n, on désigne par: 
- Y, la variable aléatoire indiquant le numéro du sommet OÙ se trouve le point A 
l'instant n (en particulier, on a Y1 = 1). 
- R la variable aléatoire indiquant, s'il existe, l'instant (nécessairement pair et 
supérieur ou égal à 2) où, pour la première fois, le point revient au sommet O. 

1 O )  I ois des variables albtoires Yn, 
Pour tout entier naturel n, on note V, le vecteur-colonne dont les composantes sont (de 
haut en bas) les probabilités P(Yn = O), P(Yn = l ) ,  P(Yn = 2), P(Yn = 3). 
a) Déterminer une matrice Ml d'ordre 4, telle que l'on ait pour tout entier n 2 1 : 

b) Pour tout entier n 2 1, exprimer V, en fonction de Mn-1 et VI, et en déduire 
l'expression du vecteur V, et de la loi de Y, en fonction des réels a,-,, bn-1, Cn-1 définis 
la partie 1. 

Un+l = MU,. 

2O)bi de la variable aléatoire S, 
a) Comparer pour n 2 1 les événements " Y2n-1 = 1 et YPn = O" et "R = 2n". 
En déduire la probabilité de I'événement "R = 2n". 
b) Vérifier alors que: 

Z f ( R = Z n )  = 1. 
r=l 

c) Calculer enfin l'espérance de la variable aléatoire R. 
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Le problème a pour objet l'étude des arrivées successives des clients à un guichet
(distributeur de billets d'une banque, péage d'autoroute, etc).
Dans la partie I sont établis quelques résultats préliminaires d'analyse.

J

PARTIE I

Dans cette partie, on désigne par l. un,no.m.b.re:-éel n_q-n nul do-n-n-é, et I'on se propose
d'étudier par récurr.ence la sUjle"(f") de fcnctfgng gÉflf{gg_gq [0-,,+-[§a11s§*vérifiant pour
tout entier naturel n les deux conditions suivantes:
- (Rn) pour tout couple (x, y) de réels positifs, fn vérifie ta relation:

[(x+y) = Ë q--trl(trl.
k=0

- (Dn) fn est dérivable à droite en 0 et l'on a:

fi(o) = llm^[(v)-[(o) = -].sin=0, +t.sin=1,et0si n>2.yr0,y>0 y

1o)Etude du signe de la fonction fo.

Dans cette question, on considère une fonction fo: R+ -» R vérifiant (Ro) et (Do):
(Ro) Vx,y>0, fo(x+y) = t(x)t(V) er (Do) f;(0) = -À.

a) Etablir que fo n'est pas identiquement nulle sur R+.
En faisant alors X = 0 dans la retation (Ro), déterminer la valeur de fo(0).
b) En faisantX=ÿ=V2dans la relation (Ro), établirquefr(t) >0lorsquet >0.
On se propose enfin d'établir que fo(t) > 0 lorsque t 2 0.
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Etablissement dbnseignement su$rieur privé reconnu par lEtat
affrlié à lacharnbre de commerce etdrndustriede versailles - val doise-yvelines;
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A cet effet, on raisonne par I'absurde et I'on suppose qu'il existe un nombre réel positif to
tel que fo(to) = 0. En déduire que fo(tol2) = 0, puis, pour tout entier n ) 1, que fo(toi2n) = 0.
Montrer qu'alors fo(0) = 0, et conclure.

2o)Existence et unicité de la fonction fo.

Dans cette question, on considère fo: R+ -+ R vérifiant (Ro) et (Do).

a) On considère un nombre réel strictement positif x.
- En formant pour y > 0 le rapport [fo(x+y)-fo(x)lly, prouver que fo est dérivable à droite en

*\ x et exprimer sa dérivée à droite en x.
- Justifier, à I'aide du résultat obtenu au 1o, l'égalité fo(x-y) = fo(x)/fo(y) pour 0 < ÿ < x.
- En formant pour 0 < y < x le rapport [fo(x-y)-fo(x)]/ t-y) à I'aide de cette expression de
fo(x-y), prouver que fo est dérivable à gauche en x et exprimer sa dérivée à gauche en x.

b) En déduire que fo est dérivable sur R+ et exprimer fo'(x) en fonction de 1. et fo(x).

c) Dériver la fonction x -» exp(1.x).fo(x), puis en déduire fo(x) en fonction de À et x.
d) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable fo ainsi obtenue vérifie (Ro) et (Do).

3o)Existence et unicité de la fonction fr.
La fonction fo étant ainsi obtenue, on considère f1: R+ + R vérifiant (R1) et (D1):

(R, ) vx,y > 0, [(x + y) = t,(x)t (v)+ [(x)[(v) et (D, ) f(0) = t.
a) Déterminer f1(0) à l'aide de la relation (R1), et en déduire la limite du quotientl{y)ty
quand y tend vers 0 (y > 0).
b) On considère un nombre réel strictement.positif x.
- En formant pour y > 0 le rapport [f1(x+y)-f , (x)] / y, prouver que f., est dérivable à droite en
x et exprimer sa dérivée à droite en x.
-Justifierl'égalitéf1(x) =f1(x-y)fo(y) +fo(x-y)f,(y) pour0<ySxetendéduireune
expression de f1(x-y).
- En formant pour 0. y < x le rapport [f1(x-y)-f1(x)]/r-y) à I'aide de cette expression de
fr(x-y), prouver que f, est dérivable à gauche en x et exprimer sa dérivée à gauche en x.

c) En déduire que f, est dérivable sur R+ et exprimer f1'(x) en fonction de À, fo(x) et f1(x).

d) Dériver la fonction x + exp()"x).f1(x), puis en déduire f1(x) en fonction de î. et x.
e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f , ainsi obtenue vérifie (R.,) et (D,).

4o)Exisience et unicité de la fonction fz

Les fonctions fo et f.1 étant ainsi obtenues, on considère f2: R+ -+ R vérifiant (Rr) et (Dr).
a) Déterminer f2(0) à I'aide de la relation (R2) et en déduire la limite du quotient t2(y)ty
quand y tend vers 0 (y > 0).
b) On considère un nombre réel strictement positif x.
- En formant pour y > 0 le rapport [f2(x+y)-f2(x)l I y, prouver que f, est dérivable à droite en
x et exprimer sa dérivée à droite en x.
- Justifier l'égalité f2(x) = f2(x-y)fo(y) + f1(x-y)f1(y) + fo(x-y)fz(y) pour 0 < y < x et en déduire
une expression de f2(x-y).
- En formant pour 0 . y < x le rapport [f2(x-y)-f2(x)]/ t-y) à I'aide de cette expression de
fz(x-y), prouver que f2 est dérivable à gauche en x et exprimer sa dérivée à gauche en x.

c) En déduire que f2 est dérivable sur R+ et montrer que f2'(x) = l.(fr(x){2(x)).
d) Dériver la fonction x -» exp(Àx).f2(x), puis en déduire f2(x) en fonction de L et x.
e) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable f2 ainsi obtenue vérifie (Rr) et (Dr).



5')
on suppose avoir obtenu, pour tout entiér k tel que 0 < k . n une et une seule fonction f1
vérifiant (R[ et (Dfl, dérivable sur R+ et vérifiant fk(O) = 0 pour k > 1.

on considère alors une fonction fn: R+ -+ R vérifiant (Rn) et (Dn).
a) Déterminer fn(O) et la limite du quotient fn(y)/y quand y tend vers 0 (y > 0).
b) Etablir la dérivabilité de fn sur R+ et exprimer fn'(x) en fonction de 1., fn-1(x), fn(x).
c) Dériver la fonction x -» exp(1"x).fn(x), puis en déduire fn(x) en fonction de À et x,
d'abord lorsque n = 3, puis, par récurrence, dans le cas général.
d) Réciproquement, montrer que la fonction dérivable fn âinsi obtenue vérifie (Rn) et (Dn).

PARTIE II
on considère les arrivées successives des clients à un guichet.
Etant donnés deux nombres réets t1, t2 tels que t1 < t2, oD note N(t1, t2) ta variable
aléatoire indiquant le nombre de clients se présentant au guichet dans I'intervalle de
temps ]tr, tz] et I'on note P(N(tr, tz) = n) la probabilité pour que n clients exactement se
présentent au guichet dans I'intervalle de temps ltr, tz].

(Parconvention,onposeraP(N(tr,tr)=0) =1,et, lorsquen>1,p(N(t1,tr) =n) =0).
on fait, dans toute la suite du problème, res trois hypothèses suivantes:

A) Etant donnés quatre nombres réels t1, t2, t3, t4 tels que t1 .lz. ts < t4, les variables
aléatoires N(ti, t2) et N(t3, t4) sont indépendantes.
(Cette hypothèse signifie que les nombres de clients se présentant au cours de deux
interualles de temps disjoints sont indépendants).

B) Pourtout entier naturel n existe une fonction pn: R+ -» R telle que, pourtout couple
de nombres réels (t1, t2) tels que t1 < t2.

P(N(tr, t2) = n) = pn(t2-t1).
(Cette hypothèse signifie que la probabilité pour que n ctients se présentent entre les
instants tt et t2 dépend uniquement de la durée tz-tt).

C) ll existe un réel î" > 0 et des fonctions e,, e: R+ + R de limite nulle en 0 tels que, pour
tout couple de nombres réels (tr, tz) tel que t1 < t2:

P(N(tr, tz) = 1) = r(tz-tr) + (t2-t1).e1(t2-tr) et P(N(tr,tz) > 2) = (t2-t1).e(t2-t1).

(Cette hypothèse signifie que, pour une courte durée tz-tt:
- la probabilité d'arrivée d'un seul client pendant cette courte durée tz-tr est
approximativement proportionnelle à tz-tr.
- la probabilité d'arrivée de plus d'un client pendant cette courte durée tz-fi est
négligeable devant la probabilité d'arrivée d'un seut client).

1o)Equation fonctionnelle des fonctions pn.
On considère dans cette question deux nombres réels positifs x, y.
a) Exprimer P(N(O, x+y) = 0) en fonction de P(N(0, x) = 0) et de P(N(x, x+y) = 0) et en
déduire que po(x+y) = po(x)po(y).

b) Etablir plus généralement que, pour tout entier naturet n, on a:

p"(x+y) = i O,-*(r)p.(y).
k=0



2o) Dérivabilité en 0 des fonctions pn.

a) Etablir l'existence d'une fonction eo: R+ -» R de limite nulle en 0 telle que:

P(N(tj,tz) =0) = 1 - À(tz-tr) + (t2-t1).eo(te-tr).

b) Etablir, pour tout entier n > 2,|'existence d'une fonction en: R+ -» R de limite nulle en

0 telle que: P(N(tr,tz) = n) = (t2-t1).en(t2-tr).

c) Etablir, en posantx=te-tr,quepo(x) =1-î,x+x.eo(x),guepr(x)=Àx+x.e1(x)et
donner de même un développement limité à I'ordre 1 de pn pour n > 2.
d) En déduire la valeur de po'(O), de pr'(0) et de pn'(0) pour n > 2.

3') Loi de la variable aléatoire N(tr. tzL
a) Etablir que les fonctions po, pr et pn pour n > 2 vérifient les hypothèses (Rn) et (Dn) du l.
b) En déduire les expressions de pn(x) et P(N(t1, tz) = n) pour tout entier naturel n et
montrer que la variable aléatoire N(tr, tz) suit une loi de Poisson de paramètre î,(t2-tr).

4") Loi de I'instant d'arrivée du no client.
On fixe un instant-origine et I'on note Tn la variable aléatoire (à valeurs dans R+)
indiquant I'instant d'arrivée sls pième client (n > 1) à partir de cet instant-origine.
a) comparer pour tout réel positif t les événements "N(0, t) < n-1" et "Tn > i.
b) En déduire la loi de T1, et reconnaître celle-ci.
c) En déduire de même la fonction de répartition et la densité de T2, de T3, puis de Tn

(dont la loi s'appelle loi gamma de paramètres n et X" ).
d) Déterminer I'espérance et la variance de cette variable aléatoire Tn.

5o)Loi du nombre de clients procédant à un achat.
On désigne par p (où 0 < p < 1) la probabilité pour qu'un client se présentant au guichet
procède à un achat et par A(tr, te) la variable aléatoire indiquant le nombre de cliènts se
présentant au guichet dans I'intervalle de temps ]tr, tz] et procédant à un achat.
a) Soient n et k deux entiers tels que 0 < k < n.
Déterminer la probabilité conditionnelle P(A(tr, tz) = k / N(t1, tz) = n) et reconnaître la loi
de A(t1, t2) conditionnée par l'événement N(t,, tr1 = n.
b) A I'aide de la formule des probabilités totales, en déduire la loi de la variable
aléatoire A(tr, tz) et préciser son espérance.
c) Donner, de même, la loi de la variable aléatoire B(11, t2) indiquant le nombre des
clients se présentant au guichet dans I'intervalle de temps ltr, tz] et ne procédant pas à
un achat.
d) Etudier enfin I'indépendance des variables aléatoires A(t1, t2) et B(tr, tz).
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Les calculatrices, y compris programmables et alphanumdriques. B fonctionnement autonome, sans 
imprimante, sans document d'accompagnement et de format maximal 21cm x 15cm sont autorisdes. 

Le problème a pour but I'étude d'un jeu, dont la description et l'analyse font l'objet de la 
partie II. Dans la partie I sont etablis quelques résultats preliminaires utilises ensuite. 

PARTIE I 
On considère dans cette partie une suite (PO) de nombres réels positifs telle que la serie 
Cpn converge. On définit pour O r; t S 1 la fonction génératrice F de cette suite (pn) par: 

F(t) = C pjt'. 
j-O 

Io) mJde de la fonction F sur [O. 11. 
a) Montrer que la série définissant F(t) est convergente pour O I t I 1. 
b) Montrer que F est une fonction croissante sur [O, 11. 
En déduire que F admet une limite à droite en tout point de [O, 1[, et une limite à gauche 
en tout point de ]O,  11 (on précisera le théorème utilisé). 
c) Soit t, un nombre réel appartenant à [O, l[. 
- Etablir pour nombre réel t tel que t, < t 5 1 et tout nombre entier naturel n: 

n A 

O I F(t) - F(t,) I C pj(tJ-tb)+ C pi. 
j-O j=n+l 

- En déduire pour tout nombre entier naturel n: 
c 

O S lim F(t) - F(to) 5; pi. 
t+ to  
t >Io  j=n+l 

- En déduire enfin la continuité à droite de F en t,. 
d) Soit t, un nombre réel appartenant a ]O, 11. 
En admettant que l'on établit de façon analogue la continuité à gauche de F en t,, 
en conclure que F est continue sur [O, 11. 
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2O) Etude locale de la fonction F en O, 
a) Pour tout nombre entier naturel n, établir que, pour tout nombre r6el t de [O,  11: 

b) On considère la fonction En définie sur ]O, 11 par l'égalité suivante: 

Déduire de l'inégalité précédente que En est de limite nulle en O. 
F(t) = Po +plt + . * *  +pntn + t"En(t). 

Ainsi, F admet un développement limite A l'ordre n en O, qui permet d'obtenir pOl ... , p,,. 

3") Uude h a l e  de la fonction l= en t 
a) Etablir pour tout nombre réel t de [O,  1[: 

En déduire que la fonction t + [F(t)-F(l)]/(t-1) est croissante sur [O, 1[. 
b) On suppose dans cette question la série Zjpi convergente. 
Montrer que la fonction t + [F(t)-F(l)]/(t-1) est alors majorée sur [O,  1[, puis en déduire 
que la fonction F est dérivable en 1, et que: 

F'(1) I jp,. 
j=1 

c) On suppose dans cette question la fonction F dérivable en 1. 
Montrer pour tout nombre réel t de [O, 1[ et tout nombre entier naturel n 2 1 : 

En déduire que, pour tout nombre entier naturel n, p1 + 2p2 + 3p3 + ... + npn I F'(l), puis 
établir que la série Xjpj est convergente et comparer sa somme à F'(1). 
d) Déduire de ces résultats que F est dérivable en 1 si et seulement si la série Zjpi est 
convergente, et que sa somme est alors égale à F'(1). 
e) Application: pour tout entier naturel n, on suppose que Pn est la probabilité pour 
qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N prenne la valeur n. 
A quelle condition nécessaire et suffisante sur la fonction F la variable aléatoire X admet- 
elle une espérance mathématique? Comparer alors celle-ci à F'(1). 

, .  
4 O )  Produit de deux fonctions ces, 
Soient deux suites (p,), (q,)ynombres réels positifs telles que les séries cp,, Zqn 
convergent. On pose r, = poqn + ... + piq,, + ... + pnqo pour tout nombre entier naturel n. 
a) Etablir pour tout entier naturel n la majoration suivante: 

n n n 

j=O j=O '=O 

En déduire la convergence de la série D,. 
b) On pose alors pour tout nombre réel t appartenant a l'intervalle [O, 11: 

c 
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Prouver que l'on a pour tout nombre réel t de [O, 11 et tout nombre entier naturel n: 
n n .  n 

j=O j=O j=O j=O 

2n . c 'it' I c p,t' . c q,t' I c 5''. 

En déduire I'égalité F(t).G(t) = H(t) pour O I t I 1. 

PARTIE I I  
Dans toute cette partie, on considère une pibce dont la probabilite de donner Face est 
égale à p (où p désigne un nombre réel tel que O < p c 1). 
On propose le jeu suivant à un individu muni d'un capital initial de K francs (OÙ K designe 
un nombre entier naturel non nul): 
- II lance la pièce: 

si celle-ci donne Face, il gagne 1 franc et son capital devient egal à K+l francs. 
si celle-ci donne Pile, il perd 1 franc et son capital devient dgal B K-1 francs. 

A l'issue de ceci, si son capital est nul, il est declaré ruine et le jeu cesse definitivement. - Sinon, il recommence (muni de son nouveau capital) la même experience aleatoire 
et dans les mêmes conditions, et il poursuit ainsi tant qu'il n'est pas ruine. 

On désigne alors par: - RK I'6v6nement "le joueur, muni d'un capital initial de K francs, est ruine B l'issue de 
l'un des jets de la pièce". - pn(K) la probabilite pour que le joueur, muni d'un capital initial de K francs, soit ruine 
a l'issue du nieme jet de la pièce. Par convention, on pose p,(K) = O. 

- t + FK(t) la fonction génératrice de cette suite (pn(K)), définie donc pour O I t I 1 par: 

FK(f) = 2 P m n  
n=O 

On vérifiera que la probabilité P(RK) de l'événement RK est égale à la somme de la serie 
Cpn(K) (qui est donc convergente), et que P(RK) = FK(~).  

11.1 Etude du cas particulier K = 1. 
Dans cette partie, on étudie le jeu en supposant le capital initial du joueur égal à 1 franc. 

.. . 
1 ") Uude de la p r m l ' t e  de ruine du joueur, 
a) Calculerpl(l), p2(1) et ~ ~ ( 1 ) .  
b) Montrer, pour tout nombre entier n 2 2, que la ruine du joueur intervient A l'issue du 
(n+l)i*me jet de la pièce si et seulement s'il existe un entier j (où 1 S j  2 n-1) tel que: 
- à l'issue du premier jet de la pibce, le capital du joueur est egal a 2 francs. 
- à l'issue des j jets suivants de la pièce, le capital du joueur revient, et ceci pour la 

première fois depuis le début du jeu, à 1 franc. 
- à l'issue des n-j jets suivants de la pièce, le capital du joueur arrive, et ceci pour la 

première fois depuis le début du jeu, à O franc et il est donc alors ruine. 
Exprimer en fonction de p et des éléments de la suite (pn(1)) les probabilités des trois 
événements précédents, puis établir la formule suivante (on rappelle que p,(l) = O): 

pn+,( 1 ) si n 2 2. 
Pg j=O Pj(l)Pn-j(l) = { O si n = O ou 1. 

c) En multipliant par tn+l I'égalité précédente, puis en la sommant pour n 2 O, etablir 
à l'aide des résultats de 1.4 la relation pt [Fi(t)]2 = Fi(t) - (1 -p)t pour O S t 5 1. 
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d) Etudier les variations de la fonction t + 1-4p(l-p)t2 sur l'intervalle ]O, 1 [' et montrer que 
1 -4p(l -p)t2 > (1 -2p)2 pour O c t c 1. 
En déduire que, pour O c t c 1, I'équation du second degré pt x2 - x + (1 -p)t = O possède 
deux racines réelles distinctes x'(t) et x"(t) (on supposera x'(t) c x"(t)). 
Pour tout nombre réel t appartenant à JO, 1[, montrer que x"(t) > 1 puis, en remarquant 
que Fi(t) 5 1, en déduire F i  (t) en fonction de p et t pour O c t < 1. 
e) En faisant tendre t vers 1, déterminer alors Fi(1) et en déduire la probabilité P(Ri) 
de la ruine du joueur en distinguant les deux cas p 2 1/2 et p > 112. 

2O) ESD érancedute mos . d'attente de la ruine du ioueu r . Dour p c 112 
Pour p c 1/2, déterminer B l'aide de la fonction génératrice F i  et des résultats de 1.3 
l'espérance de la variable aléatoire X i  indiquant le numéro du jet de la pièce à l'issue 
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 1/2? 

3O) Expression des probab ilites D a 
a) Rappeler le développement%mité de la fonction x + (l+x)ln en O, puis en deduire 
le développement limité a l'ordre 2m+l de la fonction F i  en O. 
b) Déduire de 1.2 que l'on a pour tout nombre entier naturel n p2n(l) = O et: 

p" (1 - p)"+l. (2n)! 
n!(n+l)! P*n+,(V = 

11.2 Etude du cas general. 
Io) m d e  de la Drobabilit6 de ru ine du ioueu r. 
a) Le premier jet de la pibce donne Face ou Pile, événements notés ici Fi ou Pi. 
A l'aide du système complet d'événements {Fi, P1}, établir la relation suivante pour n 22: 

En multipliant par tn I'égalite précédente, puis en la sommant pour n 2 2, établir la relation 
Fi(t) = pt F2(t) + (1 - p)t pour O I t I 1, puis en deduire que F2(t) = [Fl(t)]2 
b) On suppose ici K 2 2. En raisonnant de même, établir la formule suivante: 

Pn( 1 ) = PPn-1(2)* 

En déduire l'expression de FK(t) en fonction de p, t, FK+i(t) et FK-i(t) pour O I t I 1. 
En étudiant alors la suite K + UK = FK(t), exprimer FK(t) en fonction de p, K et t. 
c) Déterminer F K ( ~ )  et en déduire la probabilité P(RK) de la ruine du joueur, en distin- 
guant les deux cas p I 1/2 et p > 1/2. 

2O) ESD érance du te mos d'attente de la ruine du ioueu r Dour . D I 1/2. 
Pour p c 1/2, déterminer à l'aide de la fonction génératrice FK et des résultats de 1.3 
l'espérance de la variable aléatoire XK indiquant le numéro du jet de la pièce a l'issue 
duquel le joueur est ruiné. Que se passe-t-il lorsque p = 1/2? 

3') Expression des D robabilités Dn I -KIL 
a) A l'aide des résultats obtenus en 11.2.1 .a), établir que ~2n+1(2) = O puis préciser ppn(2) 
pour tout nombre entier naturel n. 
b) Déterminer pzn(3) et P2"+1(3), puis, plus généralement, ~2n(K) et ~2n+l(K) pour K 2 1. 



ËSSTC

CONCOURS D'ADMISSION DE 1997

OPTION SCIENTIFIQUE

Mathématiques ll

Vendredi 2 Mai 1997 de 14h à 18h

On considère un parc de m machines identiques (avec m > 1) et, pour tout entier i

tel que 1 < i < m, on note X1 la variable aléatoire indiquant la durée de marche de la
iième msshine (avant que celle-ci ne tombe en panne) à partir d'un instant 0.
On désigne par a un nombre réel strictement positif donné, et I'on fait les hypo-
thèses suivantes sur le fonctionnement des machines:

(HI) Pour tout couple (t, h) de nombres réels tels que t > 0 et h > 0, on suppose
que la variable aléatoire X1 à valeurs dans R+ indiquant Ia durée de marche de
ls iième machine à partir de I'instant 0 vérifie la relation suivante:

P(Xi < t+h I Xi2 t) = ah + he(h)
où e(h) est une fonction indépendante de I'entier i et de l'instant t qui tend vers 0
lorsque h tend vers 0.

(H2) Les m machines fonctionnent indépendamment les unes des autres.

Pour tout nombre réel positif t, on désigne par:
- N(t) la variable aléatoire indiquant le nombre de machines en panne à I'instant t.
- px(t) la probabilité P(N(t) = k) pour que le nombre N(t) de machines en panne

à I'instant t soit exactement égal à k, où k est un nombre entiertel que 0 < k < m.
On suppose toutes les machines en marche à I'instant 0, autrement dit po(O) = 1.

L'objectif est de déterminer, sous ces hypothèses, la loi du nombre aléatoire N(t)
des machines déjà tombées en panne à un instant t. Le résultat de l'étude est
obtenu par deux méthodes indépendantes dans les parties I et ll.

Une calculatrice de poche pouvant être programmable et lou alphanumérique, à fonclionnement outonome, sorx imprimante,
sans dacument d'accompagnement et de surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de lorge est outorisée.



PARTIE 1

On étudie ici la loi de la variable aléatoire N(t) en déterminant la loi des variables
aléatoires X; introduites dans le préambule.

1") Lois de la durée de marche Xid'une machine (1 < i s m).
On désigne par (t, h) un couple de nombres réels tels que t > 0 et h > 0, et I'on note
gi(t) = P(Xi> t) la probabilité pour que Xi soit supérieure ou égale à t.
a) Comparer les événements (Xi > t) et (t < Xi < t+h) \v (Xi > t+h).
En déduire I'expression de la probabilité P(t s Xi < t+h) en fonction de 91(t) et gi(t+h),
puis établir à l'aide de I'hypothèse H1 l'égalité gi(t) - g1(t+h) = [ah+he(h)]gi(t).
b) En déduire successivement que:
- 0<gi(t) -g;(t+h) <[a+e(h)]h.
- 0 <gi(t-h) -9i(t) <[a+e(h)]h lorsque 0 <h<t
En déduire que la fonction t -» g1(t) est continue à droite sur [0, aoo[, puis,
en formant le quotient [91(t+h)- gi(t)]lh et en prenant sa limite lorsque h tend vers 0,
montrer que la fonction t + gi(t) est dérivable à droite sur [0, +""[.
Donner I'expression de sa dérivée à droite en t en fonction de a et g;(t).
En déduire de même que la fonction t -» gi(t) est continue à gauche sur ]0, +. ,

puis dérivable à gauche sur 10, +""[.
c) Etablir Que gi est dérivable sur R+ et exprimer gi'(t) en fonction de a et gi(t).
En étudiant la fonction t +exp(at).g1(t) sur R+ et en remarquant que §;(0) = 1,
expliciter la fonction 91.
d) En déduire la fonction de répartition, la densité, la loi et I'espérance des
variables X; ainsi qu'une interprétation du nombre réel a.

2") Etude de la loi de la variable aléatoire N(t).
Déduire des résultats précédents les probabilités px(t), la loi et I'espérance de N(t).
Quelle est la limite de pr.(t) lorsque t tend vêIS +oo? Etait-ce prévisible?

PARTIE 2
On étudie ici la loi de la variable aléatoire N(t) en déterminant sa fonction géné-
ratrice G(x, t), c'est à dire la fonction de la variable réelle x définie par:

G(x,t) = Ë ,*(,)**
k=0

Cette étude, indépendante de celle de la partie l, n'utilise aucun de ses résultats.

1o) Etude des orobabilités conditionnelles P(N(t+h) =
Pour tout couple (t, h) de nombres réels tels que t > 0 et h > 0 et tout couple (k, i)
de nombres entiers tels que 0 < k < m, 0 < i s m, on se propose d'étudier
les probabilités conditionnelles P(N(t+h) = k / N(t) = i).
a) Que vaut P(N(t+h) = k / N(t) = i) si k < i?
b) Etablir à I'aide des hypothèses H1 et H2 que:

P(N(t+h) = k/ N(t) - k) = (1-ah-he(h);m*.
En déduire par un développement limité à l'ordre 1 que:

P(N(t+h) = k/ N(t) - k) = 1 - (m-k)ah + he(h)
où e'(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
c) Etablir de même que, pour 1 < k S m:

P(N(t+h) = k/ N(t) = k-1) = (m-k+l)ah + h e"(h)
où e"(h)tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
d) Démontrerenfin que P(N(t+h) = k/ N(t) = i) est négligeable devant h si k>i+2,
c'est à dire égale à he"'(h) où e"'(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0 (on justifiera
avec soin les résultats obtenus).

2



2o) Etude des probabilités de panne pt(t) (0 < k < m).
a) A I'aide de la formule des probabilités totales, déduire des résultats précédents,
pourt > 0 et h > 0, la probabilité q(t+h) en fonction des probabilités pi(t) (0 < j< m).
Quelles expressions de p1(t+h) - px(t), puis de pr,(t) - pr(t-h) (où h < t)-en résulte-t-il?
b) En déduire que la fonction t - p*(t) est continue à droite sur [0, a"o[, puis,
en formant le quotient [pk(t+h)- pr(t)]/h et en prenant sa limite lorsque h tend vers 0,
montrer que la fonction t + pi(t) est dérivable à droite sur [0, +."1.
Donner I'expression de sa dérivée à droite en t en fonction de k, ffi, â, Pr-r(t), prft).

(On pourra convenir, ce qui est naturel, que N $) = 0).
En déduire de même que la fonction t + pk(i) est continue à gauche sur 10, +".1,
puis dérivable à gauche sur 10, +".[.
c) Etablir, pour 0 < k < m, que pp est dérivable sur R+ et exprimer pr<'(t) en fonction
de k, m, â, pr<-r(t), pr(t), puis en déduire la relation (R) suivante:

§ tr,tl = mâ(x - 1 )G(x,t) -ax(x- r ) H t*,t1.

3o) Etude d'un endomorohisme auxiliaire.
On considère I'espace vectoriel Rr[x] des polynômes de degré inférieur ou égal
à m, et I'application f associant à tout polynôme U de Rr[x] le polynôme V =f(U)
défini par:

V(x) = ma(x-1)U(x) - ax(x-1)U'(x)
où U'désigne le polynôme dérivé de U.
a) Etablir que f est un endomorphisme de Rr[x].
b) Soit l, une valeur propre de f et soit P un polynôme propre unitaire associé à À,

c'est à dire un polynôme unitaire P tel que f(P) = 1p.
- Etablir que 0 ou 1 est racine de P.
On pose donc P(x) = xh(x-1)kR(x), où R est un polynôme tel que R(0) * 0, R(1) * 0
et h, k deux nombres entiers naturels tels que 1 < h+k < m.
- Ecrire l'égalité f(P) = l.P (que I'on simplifiera par vh(x-1)k), et en faisant tendre x
vers 0 et vers 1, déterminer h et À en fonction de a, k, m, et P en fonction de k et m.
c) Pour tout entier naturel k < m, on note W1 le polynôme de R'n[x] défini par:

Déterm i ner sous rorme tacto riseltlHlAiiJi JJ ï.,r.ô me w1.
Quelles sont les valeurs propres de I'endomorphisme f? f est-il diagonalisable?
d) Montrer que (We, W1, ... , Wr) est une base de Rr[x], et déterminer les compo-
santes du polynôme U = 1 dans cette base en développant l'égalité [x - (x-1)], = 1 .

4") Etude de la loi de la variable aléatoire N(t).
On décompose la fonction polynôme x -» G(x, t) dans la base canonique de Rr[x]
d'une part, dans la base (Wo, Wr, ... , W*)de Rr[x] d'autre part:

G(x,t) =
m

I,
k=0

Pr(t)xk = q1(t)Wx(x).

a) On désigne par [I la matrice de passage de la base (Ws, W1, ... , Wr) à la base
canonique (1, x, ... , xm). Ecrire une relation entre les deux matrices-colonnes de
composantes qo(t), gr(t), ... , Q*(t) d'une part, po(t), pr(t), ... , p'n(t) d'autre part.
En déduire que eo, Qr, ... ,gm sont des fonctions dérivables sur R+.
b) En utilisant I'expression de x -» G(x, t) dans la base (Wo, Wr, ... , Wr), établir
que la relation (R) obtenue à la question 2o équivaut aux m+1 égalités suivantes:

Qr'(t) = -akqp(t) (0 < k < m).
En déduire que la fonction t -» exp(akt).qr(t) est constante sur R+, et que I'on a
pour tout réel positif t: qk(t) = Cr.exP(-akt) où Cr est une constante réelle.

m

k=0



c) Vérifier que G(x, 0) = 1, et en déduire que:
m

I c*w*(x) = 1'
k=0

En comparant cette expression du polynôme U = 1 dans la base (Wo, Wr, ... , Wn1)

de R,n[x] à celle obtenue à la question 3o, déterminer les constantes Cr (0 < k < m).
En déduire alors que: 

G(x, t) = [(1 - exp(-at))x + exp(-at)]m.
d) En développant cette expression de G(x, t), en déduire à nouveau les proba-
bilités pr(t), la.loi et I'espérance de la variable aléatoire N(t).
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La présentation, la lisibilité, forthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et
la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans.
l'appréciation des æpies.
Les candidats sonf invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de
leurs calculs.
lls ne doivent laire usage d'aucun dæument ; l'utilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.

On considère dans ce problème un guichet auquel se présentent aléa-
toirement des clients. L'objectif est d'étudier la lile d'attente se formant à
ce guichet au cours du temps, ce qui est traité dans la partie !1.

Dans !a partie l, on étudie une suite récurrente utilisée ultérieurement.

Partie I
On considère un nombre réel strictement positil a et la fonction f définie
pour tout nombre réel x par:

f(x) = exP[a(x-1)]'
On définit alors une suite (u1) par son premier terme uo = 0 et la relation:

ur*t = f(ud.

1o) Convergence de la suite (u\L
a) Etablir par récurrence pour tout nombre entier naturel k les inégalités:

0<ur<1 et u1sug1.
b) En déduire la convergence de la suite (ufl, dont on notera L(a) !a limite.
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2") Limite de la suite (utllorsque a < 1.
a) A I'aide de I'inégalité des accroissements finis, établir que:

0<1-ur+r Sa(1 -ufl.
b) En déduire I'inégalité 0 < 1 - u13 sk pour tout nombre entier naturel k, puis

la limite L(a) de la suite (u$ pour 0 < a < 1.

3") Limite de la suite (ur) lorsque a > 1.
a) On étudie ici les racines de l'équation f(x) = x lorsque a > 1.
- Prouverque 0 < 1 - ln(a)/a< 1 poura> 1.
- Exprimer I'unique racine de l'équation f'(x) = 1 en fonction de a.
- En déduire la variation de la fonction x + f(x)-x pour â = 1, puis poura > 1.

Préciser dans ces deux cas le nombre des racines de l'équation f(x) = x.'

On convient désormais de noter r(a) la plus petite racine de l'équation f(x) = x.
On vérifieraen particulierque 0 < r(a) < 1 pourâ) 1, etque r(1)= 1.
b) On étudie ici la plus petite racine r(a) de l'équation f(x) = x lorsque a > 1.
- Etudier et représenter graphiquement sur [0, a."[ la fonction x -» xe-x.

Comparer les images des nombres a et ar(a) par cette fonction.
- En déduire que la fonction $, définie pour 0 < x < 1 par 0(x) = xe-x, réalise

une bijection de [0, 1] sur [0, 1/e] et montrer que la fonction 0-1 est continue
et strictement croissante sur [0, 1/e] (on citera le théorème utilisé).
Dresser le tableau de variation de q-1.

- Prouver que r(a) = lO-'(".-"), puis déterminer la limite de r(a) êIr +oo.
cl

c) On étudie maintenant la limite de la suite (ufl lorsque a > 1.
- Etablir I'inégalité 0 < ur < r(a) pour tout nombre entier naturel k.
- En déduire la limite L(a) de la suite (ufl pour a > 1.
- Ecrire (en PASCAL) un algorithme permettant de déterminer une valeur

approchée de L(a) à 10'2 près. On obtient ainsi L(2) = A,2A, L(4) = 0,02, etc.

4o) Courbe représentative de la fonction a -» L(a) pour a > 0.
Déduire de ces résultats I'allure de la courbe représentative de la fonction
a -» L(a) pour a > 0.

Partie ll
Dans cette partie, le temps est supposé discrétisé et se présente donc comme
une succession d'instants O, 1, 2, 3, ... , n, ... et I'on considère un guichet
auquel peut se présenter au plus un client dans un intervalle de temps [n-1, n[,
c'est à dire entre deux instants consécutifs quelconques n-1 et n (n > 1).
On suppose qu'un premier client est au guichet à I'instant 0, et, pour tout nom-
bre entier n > 1, on désigne par Bn la variable aléatoire prenant la valeur 1

si un client se présente au guichet entre les instants n-1 et n, et 0 sinon (et
le client ainsi arrivé se place au bout de la file d'attente devant le guichet).
Ces variables aléatoires 81,82,...,8n,... sont supposées indépendantes et
prennent la valeur 1 avec la probabilité p (où 0 < p < 1).

On appelle durée de service d'un client au guichet le temps passé par
I'employé du guichet à le servir (une fois son attente dans la file achevée).
Pour préciser, si la durée de service du premier client est égale à n, le guichet
est libre pour le service du client suivant à partir de I'instant n.



Les variables aléatoires indiquant les durées de service au guichet des clients
successifs sont supposées indépendantes et suivent la même loi de Poisson
de paramètre l. > 0. En particulier, on notera D la variable aléatoire indiquant
la durée de service au guichet du client initial.

On convient d'appeler première vague de clients I'ensemble de ceux arrivés
au guichet pendant la durée de service du client initial, puis, de façon géné-
rale, on appelle (k+1)ième vague de clients I'ensemble de ceux arrivéê pendant
la durée de service des clients de la 1iàme vague. On désigne alors par N1
le nombre aléatoire des clients de la 1ième vagrJe (étant entendu que I'on pose
Nr = 0 s'il n'y a pas de client 6s kième vague). Par convention, on pose No = 1.

1') Loi de la variable aléatoire Nr.
a) Etant donné un nombre entier naturel n, déterminer la loi de la variable
aléatoire N1 conditionnée par l'événement D = î.
On précisera les expressions des probabilités conditionnelles P(N1 = k / D = n).
b) En déduire à I'aide de la formule des probabilités totales que N1 suit une
loi de Poisson dont on précisera le paramètre et I'espérance.

2o) Probabilité pour que la file d'attente au guichet s'achève.
Dans toute la suite du problème, on convient de poser pp = P(Np = 0).

a) Prouver que l'événement:
"la file d'attente au guichet s'achève au bout d'un temps fini"

(autrement dit: "il n'y a plus personne au guichet au bout d'un temps fini") est
la réunion des événements "Nk = 0", pour k > 1.
Montrer que cette suite d'événements (Nr = 0)p1 est croissante, et en déduire:- que la suite (pdr,=r = (P(N1 = O))1=r est convergente vers une limite L < 1.- que la probabilité pour que la file d'attente au guichet s'achève au bout

d'un temps fini est égale à cette limite L.
b) Justifier, pour tout couple ü, k) de nombres entiers naturels, les formules:

P(Nx*r =0/Nr = 1)= P(N1=Q) i P(Nr*r =0/Nr = j) = (P(Nr=O)i.
c) En déduire l'expression de pk+t = P(Nx*r = 0) en fonction de pr,, préciser po,
et, à I'aide des résultats de la partie l, la limite de la suite (pfl et la probaOiiité
pour que la file d'attente au guichet s'achève au bout d'un temps fini.
On discutera et interprétera le résultat obtenu en fonction des valeurs de l.p.
d) Déterminer les valeurs exactes ou approchées à 10-2 près des probabilités
pour que la file d'attente au guichet s'achève au bout d'un temps fini lorsque
la durée moyenne de service d'un client au guichet est égale à 1, 2,4 ou I
instants tandis que la probabilité pour qu'un client se présente au guichet
entre deux instants consécutifs donnés est égale à 0,5 d'abord, à 0,25 ensuite.

3o) Calcul de I'espérance E(Nr) de la variable aléatoire Nr.
On convient d'appeler "espérance de la variable aléatoire N111 conditionnée
par l'événement Nk = i", et de noter E(Nt*r I Np = i), I'espérance de N1*1
lorsque la probabilité est la probabilité conditionnelle sachant l'événement
Nr = i réalisé, autrement dit I'espérance définie comme suit (si elle existe):

(.) E(Nr*r / Nk =i)= î jp(Nr*r = j/ N1=i).
j=o

a) On suppose l'événement Np = i réalisé. Déterminer alors la loi de la durée
de service de ces i clients de la kième v6gr.le en distinguant les cas i = 0 et i > 1.
En déduire la loi de la variable aléatoire N1n,1 conditionnée par l'événement
Nk = i et vérifier que E(N1..1 / Nk = i) = il.p.



b) On suppose que I'esp6rance E(Nd existe. Etablir que:

E(Nr) = +î p(Nk = i).E(Nh*, / N,. - i).r , rp-*
En admettant qu'il est alors licite de permuter les symboles I dans le calcul
(ce résultat technique sera approlondi phts loin, dans la dernière question),
établir I'existence de !'espérance E(N1*r) et donner son expression en fonc-
tion de 1,, p et de I'espérance E(Nfl.
c) En déduire l'existence et I'expression de E(Nd.
d) Déterminer I'espérance du nombre de clients qui se présentent au guichet
jusqu'à ceux de la niàme vague incluse.
e) Discuter et interpréter la limite de cette espérance quand n tend vêrs roo
pour l,p < 1. Qu'obtient-on numériquement dans les cas évoqués au 2"(d)?

4o) Appendice: le théorème de Fubini sur les séries doubles LIviL
Dans cette question lndépendante des précédentes, on se propose de justifief
la permutation des symboles E laites dans la question l!.3.
A cet effet, on donne pour tout couple (i, j) de N2 un nombre réel positif v1i, et
I'on note (sous réserve de convergence) pour tout couple (i, j) de Ne:

Ai =Evii
j=o

; Bi =Ivij.
i=0

On se propose donc d'établir l'égalité suivante:
{€ {€ +€ +æ

L (» vii)= I (I r,i)
i=0 j=0 F0 i=0

I'existence de !'un des deux membres impliquant alors I'existence de I'autre.
a) On suppose que les séries définissant les nombres Ai sont convergentes,
et que la série LAi est convergente. Etablir pour tout couple (p, q) de N2:

q P P q {€t€

i=0 i=0 i=0 F0 i=0 j=0

En déduire la convergence des séries délinissant les nombres B; et, en faisant
tendre p vers aoo, ên déduire !a convergence de la série IB1, puis I'inégalité:

+æ +æ {€ +æ

» (» vij)< L tE viil.
i=0 i=o i=0 j=0

b) Quel résultat analogue peut-on obtenir en permutant les hypothèses
portant sur les nombres Alet B;? Quelle conclusion en tire-t-on?
ô) Si X et Y désignent deux üariables aléatoires à valeurs dans N, préciser
enfin sous quelles hypothèses il est licite d'écrire que:

+æ

E(Y) = I ptx =i).E(Y / X =i).
È0
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L'objectif de ce problème est l'étude de la modélisation de I'accroissement d'une population,
tant par les naissances que par I'immigration.
Cette étude est effectuée dans la partie II, tandis que, dans la partie I, on établit un résultat
probabiliste préliminaire.
Dans tout le problème enfin, on admettra que I'on a pour tout couple de nombres réels (a, x)
tel que a > 0 et 0 ( x < 1 la formule suivante, dite formule du binôme généralisée :

I =l+æ *a(a+l) ,z * *a(a+l)...(a+n-l) )c" *
(l - r)"

c'est à dire :

2t nl

I _§ a(a+1)...(u+n-l) -,
(1- x)" 7, nl

On explicitera, à I'aide de cette formule, la somme de la série ZCI;i,-r*' pour 0 ( x < l.
n=0

Quelles formules classiques reconnaît-on pour a: I et2?

Partie I
On étudie dans cette partie une loi de probabilité, dite loi binomiale négative.
On considère une suite d'épreuves de Bernoulli identiques, indépendantes et menant au succès
avec la probabilité p (0 < p < l).
Pour tout nombre entier k> 1, on désigne par Xr la variable aléatoire indiquant le numéro de
l'épreuve où intervient le #è'" succès (et Xr prend donc des valeurs supérieures ou égales à t).
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a) On suppose k: l. Préciser la loi de Xtla probabilité P(X, : n+l) pour tout nombre entier
naturel n et I'espérance E(X1) de la variable aléatoire Xr.

b) On suppose k> I. Déterminer la probabilité d'obtenir k-l succès enn+k-l épreuves, puis
en déduire la probabilitéP(Xk: n+k) pour tout nombre entier naturel r.

c) A I'aide de la formule du binôme généralisée donnée plus haut, vérifier alors que la série

»P(Xk: n+k) a pour somme 1, puis calculer I'espérance E(Xù de la variable aléatoire X*en
fonction de p et k.

Comment peut-on interpréter ce dernier résultat?
On dit alors que la variable aléatoire Xp suit la loi binomiale négative de paramètres p et k.

Partie II
On étudie dans cette partie la croissance d'une population au cours du temps. A cet effet,
on introduit pour tout nombre réel positif r la variable aléatoire X(r) indiquant le nombre

des individus de la population à I'instant f, et I'on suppose que l'on a X(0): fr, autrement dit
que la population compte É individus (Ë > 0) à I'instant initial r: 0.

I o) Croissance de la population par les naissances (fr > 0).

On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positif Â tel que I'on ait
pour tout couple (t, h) de nombres positifs avec h > 0 et pour tout nombre entier naturel n:

P(X(t+h) < n*k I X(t): n+k) = 0 (où la notation P(X(t+h) < n*k I X(t): n+k) désigne

la probabilité conditionnelle de l'événement"X(t+h) 1n*k" sachant "Xçt}: n*k").
P(X(t+h): n*k*l I X(t): n+k): À{n+k)h + he'"(h)

P(X(t+h)> n+k+l I X(t): n+k): he"n(h)

où ft + e'^(h) et h + €"n(h) désignent deux fonctions de la variable ft (indépendantes de /)

tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.

Ces hypothèses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité pour
qu'une naissance se produise pendant une courte durée à est proportionnelle à cette durée à et

au nombre n+k des individus présents à I'instant /, et qu'enfin la probabilité pour que plusieurs

naissances se produisent pendant une courte durée ft est négligeable devant la probabilité
d'une seule naissance.
On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(r+h): n+k I X(t): n+k).

a) Etablir à I'aide de la formule des probabilités totales le résultat suivant:
P(X(t+h): k) = (1-1kh)P(X(t): k) + hel(h)

où ft -» a(ft) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.

En déduire que la fonction définie par pr$) = P(X(r) : fr) est dérivable à droite sur R* et

que I'expression de sa dérivée à droite en, est:
p'r(t): -Akpdt).

On admettra que cette formule est enfait valable pour la dérivée de lafonction pn

b) Dériver la fonction définie sur R* par t -> exp(ila)pdf) puis, en tenant compte de la valeur

de p{0): P(X(0) : k), endéduire I'expression de pp(t) en fonction de k, L et t.

c) Etablir [e résultat suivant pour n à 1:

P(X(t+h) = n+k) = (l-À.(n+k)h)P(X(t): n+k) + À.(n+k-l)hP(X(t) = n+k-l) + ha(h)
où /z + e,(&) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque ft tend vers 0.

En déduire que la fonction définie par p,*k(t): P(X(r) : n+k) est dérivable à droite sur R*
pour k > 1 et que I'expression de sa dérivée à droite en , est:

P' n* dt) : - ),{n+ k)p * {t) + À,(n+k-l)p 
"+ 

1,- {t).
On admettro que cette formule est enfait valable pour la dérivée de lafonction pn*1,.



'd) Dériver la fonction définie sur R+ par t ) exp(À{n+k)t)p,.k<t) et en déduire par récurrence

sur n le résultat suivant:
p,*r?) = P (x (t) = n + k) = cl.],-, e-* (l - e-^' )' .

e) Reconnaître à I'aide des résultats de la partie I la loi de la variable aléatoire X(t) et
déterminer son espérance E(X(r)) en fonction de À,, k et t.

2") Croissance de la population par I'immigration.
On suppose dans cette question qu'il existe un nombre réel strictement positif p tel que I'on ait
pour tout couple (t, h) de nombres positifs avec h > 0 et pour tout nombre entier naturel n:

P(X(t+h) < n*k I X(t): n*k):0
P(X(t+h): n*k*l I X(t): n+k): lth + he'n(h)

P(X(t+h)> n+k+l I X(t): n+k) = he"n(h)

où ft -» e',(h) et h + 8",(h) désignent deux fonctions de la variable /z (indépendantes de /)
tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.

Ces hypothèses signifient que la population ne peut pas diminuer, que la probabilité d'arrivée
d'un immigré pendant une courte durée fr est proportionnelle à cette durée ft (mais indépen-
dante du nombre n+k des individus déjà présents à I'instant t), et qu'enfin la probabilité
d'arrivée de plusieurs immigrés pendant une courte durée h est négligeable devant la proba-
bilité d'arrivée d'un seul immigré.
On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(t+h): n*k I X(t): n+k).

a) Etablir à I'aide de la formule des probabilités totales le résultat suivant:
P(X(r+h): k) : (l-tth)P(X(:t) - k) + heT(h)

où /z -+ eo(h) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.

En déduire que la fonction définie par qk(t): P(X(r) : k) est dérivable à droite sur R+ et
que I'expression de sa dérivée à droite en / est:

q'r(t): -W*$).
On admettro que cette formule est enfait valable pour la dérivée de lafonction qp.

b) Dériver la fonction définie sur R* par t + exp(pr)qpQ) puis, en tenant compte de la valeur
de qr(O) : P(X(O) : k), en déduire I'expression de qr!) en fonction de 1t et t.

c) Etablir le résultat suivant pour n ) 1:

P(X(t+h) = n+k): (L-lth)P(X(t): n+k) + lthP(X(t) = n+k-l) + he,(h)
où & + e,(ft) désigne une fonction tendant vers 0 lorsque htend vers 0.

En déduire que la fonction définie par gn+r(t): P(X(r) : n+k) est dérivable à droite sur R+
pour fr > I et que I'expression de sa clérivée à droite en / est:

q'*r(t): -lt4n+dt) + Wn+k-{t).
On admettra que cette formule est en foit valable pour la dérivée de la fonction q61.

d) Dériver la fonction définie sur R+ par, -» exp(ttl)q,*k{/) et en déduire q*k{t) pour,4 :1,2,
et 3, puis dans le cas général.

e) Reconnaître la loi de la variable aléatoire X(t)-k et donner l'espérance E(X(r)) en fonction
de p,kett.

3o) Croissance de la population par les naissances et I'immigration.
On suppose dans cette question qu'il existe deux nombres réels strictement positifs Â et p tels
que I'on ait pour tout couple (t, h) de nombres positifs avec h > 0 et pour tout nombre entier
naturel z:

P(X(t+h) < n*k I X(t): n*k): 0

P(X(t+h) = n*k*l I X(t) = n+k): [À.(n+k)+lt1h + he',(h)
P(X(t+h)> n+k+l I X(t) = n+k): he"n(h)



où ft -+ e',,(h) et h + e",(h) désignent deux fonctions de la variable & (indépendantes de /)
tendant vers 0 lorsque h tend vers 0.

Ces hypothèses font la synthèse de celles ayant été introduites dans les questions I et 2.

On précisera dans ce contexte la probabilité conditionnelle P(X(t+h): r*k I X(t): n+k).

a) Etablir que la fonction définie par ft$): P(X(r) : fr) est dérivable à droite sur R+ et que

I'expression de sa dérivée à droite en , est:
r'r(t): -Q*+1t)r{t).

On admettra que cette formule est enfait valable pour la dérivée de lafonction rp.

b) Dériver la fonction définie sur R+ par , -+ expl(1k+1t)tlrdt), puis en déduire I'expression

de r(r) en fonction de k, L, lt et t.

c) Etablir plus généralement que la fonction définie par rnk(t) = P(X(r) : n+k) est dérivable à
droite sur R+ pour Ë > I et donner I'expression de sa dérivée à droite en r.

On admettra que cette formule est enfoit valable pour la dérivée de lafonction rn+1u

d) En déduire le résultat suivant:

ro*r(t)=p(x(t)=n+or-(Lk+ lt)(1(k+r)+ tt)"'(L(k+n-l)+ tt) ,-1t*+ùt(l-e-u,)n.
À! nl

e) En posant lt: pldans la formule ci-dessus, montrer à I'aide de la formule du binôme
généralisée que la série I(P(X(I): n+k) a pour somme 1 (autrement dit que X@ est une

variable aléatoire) et déterminer I'espérance E(X(r)) en fonction de h, t+ k et t.

4
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On considère un combat entre trois tireurs A, B, C, qü se déroule en une suite d,épreuves de
la façon suivante, jusqu'à élimination d'au moins deux des trois tireurs :

o Tous les tirs sont indépendants les uns des autres.
o Lorsque A tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale à213-
o Lorsque B tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale à l/2.
o Lorsque C tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale à l/3.

Lorsque qu'un des tireurs est attein! il est définitivement éliminé des épreuves suivantes.
A chacune des épreuves, les tireurs non encore élimines tirent simultanément et chacun
d'eu:r vise le plus dangereux de ses rivaux non encore éliminés.

(Ainsi, à la première épreuve, A üse B tandis que B et c visent A).

Pour tout nombre entier n) l, on considère les événements suivants :

ABC, : « à l'issue de la nih" épreuve, A, B et c ne sont pas encore étiminés ».AB, : « à l'issue de la ziht épreuve, seuls A et B ne sont pas encore éliminés ».
On définit de façon analogue les événements BC, et C§.

A, : « à f issue de la niht épreuve, seul A n,est pas eü*irre ,.
On définit de façon analogue les événements B, et C,.

an : << à I'issue de la niht épreuve, les trois tireurs sont éliminés ».

Enfin, ABCo est l'événement certain, ABs, BCs, CAo, Ao, Bo, Co, Oo l,événement impossible.
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PARTIE I
On détermine dans cette partie I les probabilités pour que A, B, C remportent le combat.

1o) Calcul de probabilités.
a) Exprimer, si U et V désignent deux événements quelconques d'un espace probabilisé donné,

la probabilitép(UuV) de l'événement UuV en fonction dep(U),p(V) etp(UnV).
b) En déduire la probabilité pour qu'à une épreuve à laquelle participent A, B, C :

(A rate son tir) et (B ou C réussissent leur tir).
c) En déduire la probabilité pour qu'à une épreuve à laquelle participent A, B, C :

(A réussit son tir) et (B ou C réussissent leur tir).

2o) Détermination de probabilités conditionnelles
a) Montrer que l'événement AB, est impossible pour tout nombre entier naturel n.

Dans la suite, on ne considérera donc que les événements ABC, BC, CA.r, N,B*Cn, An.
b) Expliciter la probabilité conditionnelle p(AB C nt I ABC").
c) Expliciterp(BC,",-r / ABC,) à l'aide de la question 1o, püs donner p(CA"*1 / ABC,).
d) Expliciter p(Aa / ABC"), p(B*r / ABC") et p(C*1 / ABC").
e) Expliciter p(Aa / CA"), p(Boç1 I BC), p(C*r I CA") etp(C o+t I BC).
f) Expliciter p(A,*rl ABC),p(A,i IBC) etp(A,*, I CA").

3o) Nombre moyen d'épreuves à I'issue desquelles s'achève le combat
Onnote Ila variable aléatoire indiquant le nombre d'épreuves à l'issue duquel cesse le combat,
c'est à dire au delà duquel il ne reste qu'un tireur au plus.
a) Quelle est la probabilité de l'événement T: I ?

b) Soit n> 2. Calculer la probabilité de l'événement suivant :

ABCr nABC2n nABC,,-1nABC,.
c) Soit n> 2. Calculer la probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 < k < n-l :

ABCrn ... nABCIôCApaln ... nCA,,
(pour fr:0, il s'agit de l'événement CAl nCA2n ... nCAr).

d) Soit n> 2. Calculer la probabilité de la réunion des événements suivants pour 0 < k< n-l :

ABCrn ... nABClnBC6.1n ... nBC,
(pour k: A, il s'agit de l'événement BCl nBC2n ... nBC").

e) Soit naZ. Calculer la probabilité p(T> z) pour que le combat ne soit pas terminé à l'issue
de la n"'" épreuve, et en déduire la probabilité p(T = n) (on vérifiera que cette formule
redonne bien pour n: I le résultat obtenu à [a question a).

f) Vérifier que la somme de la série de terme général p(T : n) (avec n > l) est égale à l, puis
déterminer sous forme de fraction irreductible I'espérance E(7) de la variable aléatore T.

4") Probabilités oour oue A. B. C remoortent le combat
a) Monter que l'événement << A remporte le combat à I'issue de la nièt" épreuve » est impos-

sible si fl: l, et montrer qu'il est égal à la réunion des événements suivants si n> 2 :

ABCI n ... nABClnCATs+1 n ... nCAn-r 
^Az 

potn 0 < k < n-2
(pour k:0, il s'agit de l'événement CAl nCA2n ... nCA,-1nA,).

b) Catculer la probabilité pour que A remporte le combat à l'issue de la niè" épreuve (n>2).
c) En déduire la probabilité pour que A remporte le combat (c'est à dire pour qu'il ne soit pas

éliminé à l'issue du combat).
d) Déterminer de même la probabilité pour que B remporte le combat.
e) Déterminer de même la probabilité pour que C remporte le combat.



PARTIE II
Dans cette partie, on retrouve par des méthodes matricielles les probabilités pow que A, B, C
remportent le combat en n'utilisant que les résultats des questions I.l" etl.2".

1o) Expression de la matrice de transition M
a) On considère la matrice-colonne Ç à sept lignes dont les sept éléments sont dans cet ordre,

du haut vers le bas, p(ABC ,), p(BC), p(CA), p(A,) , p(8"), p(C), p(@ 
").

Expliciter une matrice M carrée d'ordre 7 vérifiant pour tout nombre entier naturel n :

E6a1: MEn.

On vérifiera que la somme de chacune des sept colonnes de cette matrice M est égale à l.
b) En déduire E, enfonction de n, de M et En.

2") Calcul des puissances de la matrice M
a) On considère der»r matices carrées d'ordre 3 notées U', U" et detx matrices rectangulaires

à 4 lignes et 3 colonnes notées V', V" et l'on forme les matrices carrées d'ordre 7 :

u,=lu' 01 . M, =lu" 01

lv' In) ' Lv" Iq)
où O désigne la matrice nulle à 3 lignes et 4 colonnes et.Ia la matrice-identité d'ordre 4.

Vérifier à l'aide des regles du prodüt matriciel l'égalité suivante :

prM,,=l u'tl' 01.

lVU" +V" Io)
b) Expliciter les matrices Uet Ztelles que :

M =lu 01.

lv Io)
c) Etablir enfin par récurrence sur n ) I l'égalité suivante :

r
M,=l (Jn ol

lY+w+...+w'-t LI
3") Diasonalisation de la matrice U
a) Déterrriner 1es valeurs propres hr, h2, )4 de U avec À4< )"2. < Â3 et les vecteurs propres

associés Yv Vz, Z3 tels que :

- la première composante de Z1 vaut l.
- la troisième composante de V2 vaut l.
- la deuième composante de tr/3 vaut l.

b) On note P la matrice d'ordre 3 dont les vecteurs-colonnes sont, dans cet ordre, Y1, V2, V3.

Expliciter la matrice inverse Fr etpréciser lamatrice D : frUP.

4") Calcul de la limite des ouissances de lamatice M
a) Expliciter les matrices Dr" et h+ D + t+ ... + trr.
b) On dit qu'une süte de matrices (X") à p lignes et g colonnes converge vers une matrice X à

p lignes et g colonnes si chaque coefficient de la matrice X, converge quand r tend vers *oo

vers le coefficient correspondant de la matriceX.
On admettra (sous réserve d'existence) que la limiæ d'un produit est le produit des limites.
Expliciter à l'aide des résultats précédents les limites des derx suites matricielles (Y) çt
(L+ D+ t+ ... + Dnt),puis des trois suites matricielles (LD, (h+ U + Û + ... + (fL)
et(V+W+Yt-P +... + VW'y



c) En déduire enfin les limites des deux sütes matricielles (lr,f) et(E").
d) Vérifier que les suites (p(ABC,», (p(BC,» et (p(CA,) convergent vers 0 et expliciter sous

forme d'une fraction irréductible les limites des suites @(A)), (p(8")), (p(C")), (p(A)).
Retouver alors les probabilités obtenues en I pour que A, B, C remportent le combat.
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des

raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont irvités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de lout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle gradüe est autorisée.

Le but du problème est l'étude du coefficient de corrélation linéaire de deux variables aléatoires
qu'on aborde d'abord de façon générale (partie I), puis dans un cas particulier (partie II).

PARTIE I
On considère deux variables aléatoires X et Y définies sur un même espace probabilisé et
admettant des espérances E(X) et E(Y) et des variances V(X) et V(Y) et on suppose I/(n > 0
(on rappelle que V(X):0 si et seulement si, avec une probabilité égale à l, Xest constante).
La covariance des deux variables aléatoiresXet I(que celles-ci soient discrètes ou à densité)
est alors le nombre réel défini par :

Cov(X, n: El(X-E(n)V-E(n)1, ou encore E6n-E(EE(v).

1o) Covariance des variables aléatoiresXet I
a) Exprimer Cov()X+Y, 

^X+I) 
en fonction de VQX+I) et en déduire la formule suivante

pour tout nombre réel )":

v(Àx+b: frvq) + 2hcov(x, y) + v(n.
b) En déduire que (Cov(X, y))2 SV(nVg).

A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on l'égalité (Cov(X, Y))' : V(nV(n ?
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2o) Coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires Xet I
On suppose dans cette question les variances V(X) et V(Y) de X et Istrictement positives.
a) Exprimer le coefficient de corrélation linéaire p des variables aléatoires X et Y en fonction

de Cov(X, I) et des écarts-types o(,9 et o(n des variables aléatoires X et I et montrer que

p appartient à [-1, +l].
Préciser de plus à quelle condition nécessaire et suffisante p est égal à -1 ou +1.

b) Donner la valeur de p lorsque les variables aléatoires Xet I sont indépendantes.

c) On suppose enfin que Xsüt une loi normale centrée réduite N(0, 1) et que Y: X2.
Préciser les espérances et les variances de X et lainsi que la covariance et le coefficient de
corrélation de Xet L Etudier alors la réciproque de la question 2'(b).

PARTIE II
1 
o) Calculs préliminaires

a) On considère deux nombres entiers naturels q etn tels que n>q.
En raisonnant par récurrence sur n, établir la formule suivante :

f,q = ciï].
k=e

b) En faisant Q: 1,2,3, en déduire une expression factorisée des trois sommes suivantes :

l*
k=1

; )t1t-r; ;
k=2

ÿoro-r)(k-2).
k=3

On considère dans toute la suite de cette partie deux nombres entiers p et n tels que I < p < n
et une ume contenant n jetons numérotés de I à n.
On extrait de cette urne simultanément et au hasardp jetons et on désigne alors par :

. Xlavariable aléatoire indiquant le plus petit des numéros desp jetons tirés.

. Ylavariable aléatoire indiquant le plus grand des numéros desp jetons tirés.
On note E(X), V(X) et E(Y), V(n les espérances et variances des variables aléatoires X et Y.

Al Dans cette partie A, on suppose quep = 2 (autrement dit, on extrait deux jetons de I'urne et
Xet )zsont les variables aléatoires indiquant le plus petit et le plus grand des 2 numéros tirés).

A.2") Lois des variables aléatoiresXet I'
a) Quel est le nombre de parties à 2 éléments d'un ensemble à7 éléments? àn éléments ?

En déduire les probabilités P(I< j) et P(Y:/) pour 2 Sj Sn, puis, en raisonnant de même,
les probabilités P(X2 i) et P(X: r) pour | <i <n-|.
(On vérifiera que les formules donnant P(Y:ù et P(X: ) restent valables si7 : I ou i: n).

b) Comparer les lois des variables aléatoires n+ l-X et I, autrement dit les deux probabilités
P(n+l-X: j) et P(Y: j) pour 2 <j <n.
En déduire que E(n+ l-X) : E(y) et V(n+ l-,9 : V(y), puis en déduire les expressions de
E(X) en fonction de E(Y) et de V(X) en fonction de V(Y).

A.3') Espérances et variances des variables aléatoiresXet I
a) Exprimer les espérances,E(I) et E($ en fonction de n.
b) Exprimer sous forme factorisée Et,)r(1-Z)1, puis E(y\, V(Y) et V(X) enfonction de n.



A.4') Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires Xet I
a) Montrer que laprobabilité P(X: i n Y :i)est égale U #-pour I < i <j < n.

b) En déduire sous forme factorisée I'espérance E[X(Y-Z)] et montrer que :

E(Xv)- (n+r)!1n+2).
't2

c) En déduire sous forme factorisée la covariance et le coefficient de corrélation de X et Y.

On remarquera que ce cofficient de corrélation linéaire de X et Y est indépendant de n.

Bf Dans cette partie B, on revient au cas général et le nombre entierp vérifie donc I < p < n.

8.5") Lois des variables aléatoires Xet I
a) Déterminer P(Y < j) et P(Y: j) pourp <j < n, P(X> i) et P(X: l) pour I < i < n-p+ I
b) Comparer les lois de n+ l-X et )zet en déduire les expressions de E(X) enfonction de E(Y)

et de V(X) en fonction de V(Y).

B.6o) Espérances et variances des variables aléatoires Xet y
a) Vérifier l'égalité iCf-rt = pCl eten déduire les espérances E(I) et E(X) en fonction de n.

b) Vérifier l'égalité (j +t)jCi-l =1p+t)pcfil et en déduire sous forme factorisée E[(Y+D[,
puis E(I2), V(Y) et V(X) enfonction de n.

B.7o) Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires Xet )z

a) Expliciter la probablite flX = i a Y : l)pourp <j < net I < i <j -p + l.
b) En déduire sous forme factorisée I'espérance El(Y+ l)g-nl et montrer que :

E6n- @+t)l(P+l)n+ P1

(p +2)(p +t)
c) En déduire sous forme factorisée la covariance et le coefficient de corrélation de X et Y.

On remarquera que ce cofficient de corrélation linéaire de X et Y est indépendant de n.

Cf Dans cette partie C, on suppose à nouveaup = 2 et on se propose de retrouver les résultats
du II.A pa.r une autre méthode, en ne supposant connues que les probabilités P(X: i a Y: j).

C.8') Utilisation de la fonction génératrice des variables aléatoiresXet I
On désigne par G la fonction génératrice du couple de variables aléatoires (X, y), définie par :

G(u,v)=22ry*=i ny= j)(1 +u1i1t+vyi .

j=t i=t

a) Montrer uu. ffto,o ) 
: E(net 

§to,o) 
: E(y).

Donner des égalités analogues ro* ff«o,ol, #to ,o> et ffi(0,0).
b) Montrer, enposant w:u*vr-uv,c'estàdire I lw:(1+a)(1+v), qu'onapour u,v,wt'0:

G(u.v\ _ Z(t + w) | (l +w)' -l _ (1+v)' - I l.n(n-l)ul w v 
_l

En développant ci-dessus (1+w)'et (1+ÿ)'1, quelle expression de G(u, v) en déduit-on?
c) Préc^iser les deux dérivées partielles ôwlôu et ôwlôv et retrouver E(X), E(n, E(X2) et V(X),

E(Y') et V(Y), E(Xy) et Cov(X, Y), et enfin le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.

**!f
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clartë et la précision des

raisonnements entreront pour une pqrt importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont irwités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisalion de toute calculatrice et de tout mqteriel
électronique esi interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il le signalera sur
sa copie et poursuiÿra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.

L'objectif du problème est d'étudier parmi les portefeuilles boursiers de rentabilité moyenne donnée
ceux qui font courir à leurs porteurs un risque minimal en un sens qui sera précisé plus loin.

On identifie dans la suite tout vecteur x de I'espace vectoriel lR' (avec n > 2) à la matrice-colonne
de ses composantes xy,x2, ... ,xn dans la base canonique de IR', soit :

(r, )
Irlx=l r Itt
\xn )

et'xdésigne alors la matrice transposée de x, autrement dit la matrice-ligne égale à (x1, x2, ... , x,).
On note ènfin < . , . ) le produit scalaire canonique de IR'défini pour tout couple (x,y) de rn-'par :

<x,ÿ)='
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PRELIMINAIRE
On rappelle que l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel F de IR' est la partie .p' de lRn qui est

formée des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de F, c'est à dire :

F'': { xe IR' I 1a,x>: 0 pour tout vecteur a appartenant à f'}.
a) Montrer que l'' est un sous-espace vectoriel de IR'.
b) On suppose Fde dimension p (0 Sp < n) et on considère une base orthonormale (e1, ... , eo)

de F que I'on complète en une base orthonormale (er, ... t ep> ep+lt ... , €n) de IR'.
Montrer que F'= Vect(er*r, ... , €n), ensemble des combinaisons linéaires de ep*t, ... , €,.

En déduire la dimension de F'en fonction de la dimension de F.
c) Déterminer de même I'orthogonal de F'.

En déduire que (F')' : F où (Fr)I est I'orthogonal de F'.

PARTIE I
On désigne par C: (cr) une matrice symétrique réelle d'ordre n etpar p la fonction définie de IR'
dans IR par Q@) = <x,'Cx>, autrement dit par Q@) ='xCx. On suppose de plus que Q@) : 'xCx > 0
pour tout vecteur non nul x de IR'.

10)
On

Exemple d'une telle matrice

2

2

Calculer 1C6x pour tout vecteur x de composantes x1, x2,^x3 dans la base canonique de IR3.

Montrer qre"'rbo., > 0 pour tout vecteur non nul x dé IR' (ôn calculera'xCçx-(xr+ xr+rr)').
Montrer que C6 est inversible et déterminer la matrice inverse de Cs.

Calculer iCo-'i pour tout vecteurx de composantes x1,x2,^x3 dans la base canonique de IR3.

Montrer que 'xC6 
rx > 0 pour tout vecteur non nul x de IR'.

20) Inversibilité de Ia matrice C
a) Vérifier, pour tout couple (x,y) de vecteurs de IR', que'xCy est un nombre réel et que :

'xCY :'YCx.

b) On considère un vecteur x appartenant au noyau de C, c'est à dire tel que Cx : 0.

Montrer que 'xCx : 0 et en déduire que la matrice C est inversible.
c) Montrer à-' est une matrice symétrique réelle d'ordre r, autrement dit que'(C*'): Ct.

(On pourra transposer l'égalitè CC].: CtC = I,où In désigne la matrice-identité d'ordre n).
d) En pàsant * = Cy, montrer que 'xC'x > 0 pour tout vecteur non nul .x de IR'.' 

Etablir l'égalité iuivante dani laquelle z, v sont deux vecteurs linéairement indépendants de I(:
V2 e IR, '(u+Lv)C-t (u+Lv):'uC1u + 2)" (tuCtvl + t (vClv).

Préciser le signe de ce trinôme du second degré en Â et prouver I'inégalité suivante :

(' uC-1 v)2 < (' uCl u)(' vCt v).

30) Condition pour que p(x) I Q@+h) lorsque <u, h> = 0
On désigne ici par x un vecteur de IR' et par u un vecteur non nul de rn*.
a) Montrer, pour tout couple (x, h) de vecteurs de IR' et tout nombre réel 1., que :

Q@+Lh): Q@) + zL<h, Cx> + l'Z(t).
b) On suppose que p(x) 

= 
Q@ + ft) pour tout vecteur ft tel que <u, h> : 0.

. Etablir I'inégalité suivante pour tout vecteur ft tel que <u, h> : 0 :

VÂ e IR, 2)"<h, Cx> + )"Q(h)> 0.

. En déduire que <h, Cx) :0 pour tout vecteur à tel que <u, h> : 0.

. En dédui.. qr. Cx est colinéàire au vecteur r, c'est â di." q.,e x est coliné aire à Clu.

a)
b)
c)
d)
e)



c) Etablir inversement, si Cx est colinéaire à u, que e@) S e@ + h) si <u, h) : 0.
d) La condition précédente est désormais supposee *rifiée ei on note donc Cx : d,u.
' Montrerque d:a1ü,r>oùadésigneunnombre réeldépendantde uet(lt telque a>0.. Montrer que Q@) : o(.u , x>)2.

40) Condition pour que Q(r) S Q@+h) lorsque <u, h> = <v, h> = 0
On désigne ici par x un vecteur de IR' et par u et v deux vecteurs linéairement indépendants de IR,.
a) 9n suppose que Q@) S Q@ + fr) pour tout vecteur ft tel que 1u, h> : <v, h) : 0'
' Etablir comme précédemment que <h, Cx> = 0 pour tout vecteur h tel que <u, h> : «v, h) : 0.

: !n déduire que Cx appartient à Vect(2, v), c'est à dire que.r appartient àYect(Ctu, 6-iu).
b) Etablir inversement, si cx appartient à vect(2, v), que e(x) 

=-e@+ 
â) si <u, À> = 1v, ft) : e.

c) La condition précédente est désormais supposée vérifiéé et on note donc Cx : au + 
-flv.

' Montrer que les nombres réels a et B sont solutions du système suivant :

[a' uc-'u + p' uC-tv = I u, x ) .

la' vC-tu+ B' vC'tv= ( ÿ, ï ).
' Montrer que ce système admet une solution unique, et que celle-ci est de la forme suivante :

[o = o1u,x>-b<v,x)
[B =-b<u,x>+c<ÿ,x>

oùa,b,cdésignenttroisnombresréelsdépendant deu,vetc*rtelsquea>0etc>0.. Montrer que Q@) : a(<u , x>)' - 2b<u , x)1v ,x> + c(<v , x>)2.

PARTIE II
5") Covariance des variables aléatoires X et y
On considère deux variables aléatoires XetY définies sur un même espace probabilisé et admettant
des espérances E(X) etE(Y) etdes variance_s_It(\ et V(y) et on suppose irç4 > 0 (ce qui signifie,
avec une probabilité égale à 1, que la variable aléatoire X n'est pas ôônstante).'
La covariance des deux variables aléatoirer { g1 f (que celles-ti soient discrètes ou à densité) est
alors le nombre réel défini par cov(x, y): El(x-Ef$Xy-nfn)l ou encore E6n _ E(nE(n:
a) Etablir la formule suivante pour tout nombre réel ).:

Y()X+ y): 1.2rt(n + Zlcov(X, D + r/(n.
b) En considérant le signe de ce trinôme du second degré en i, en déduire que :

(Cov(X, Y))' . V(ryV(n.
Etablir de plus que (Cov(X, Y))' : V(\V(n si et seulement s'il existe deux nombres réels
)" et 1t tels qu'on ait ÀX + Y: 7t avec une probabilité égale à l.

c) En déduire que le coefficient de corrélation p des variables aléatoires X, y appartient à [-1, +l],
puis préciser à quelle condition nécessaire et suffisante p est égal à -l ou + l.

On considère pendant une période donnée un marché financier où coexistent n actifs financiers
norés 11, Az, ..., A,. Ces actifs sont détenus positivement ou négativement (ce qui signifie alors
qu'ils sont vendus à découvert)r au sein de portàfeuilles qu'on n".nàdifi" pas daàs lJpériode.
On désigne par -R1, Rr, ..., R, les r variables aléatoirés qui représentent les taux de rentabilité
des actifs Ar Az, -.. , !, au cours de la période considérée (cà qui iignifie qu'une urite ,nonetaire del?"t! l, donne un gain aléatoire R, à la fin de la période). ô, ôuppor" que ces n variables aléatoires
Rr, Rz, ... , Rn, qui sont défînies sur un même espace probabilisé, admeitent :* des espérances Ë(Âr) : mv E(R): ffi2, ... , E(R,): ,?xn supposées non toutes égales.* des variances v(R)= or2,vçRr1: a22,... ,v(R,): q2 supposées strictement positives.

' Cette situation se produit notamment dans Ie cadre des marchés à réglements mensuels.

J



60) Etude des portefeuilles dans le cas n = 2
(Cette question-est sans influence sur les suivantes qui peuvent être abordées indépendamment).

On considère ici un portefeuille contenant les actifs Ay et A2 en proportions respectives x et 1-x.
La variable aléatoire R indiquant le taux de rentabilité du portefeuille est alors rR : x,R, + (l-x)R2.
On note p le coefficient de corrélation des variables aléatoires Rr Rz, supposé tel que -l < p < l.

a) Exprimer I'espérance E(À) et la variance V(R) en fonction de x, iny fliz, ob oz et p.

b) Etablir, si m1{ m2, \v'il existe des nombres réels a, b, c avec a > 0 et c ) 0, indéPendants de -x

(c'est à dire indépenâants de la composition du portefeuille) tels qu'on ait V : a - Zbm * cm' oit
V: V(R) et m: Z'(,R) désignent respectivement la variance et I'espérance de iR.

70) Matrice de variances-covariances des variables aléatoires .R1r.... ,lR, :.
On designe par C lamatrice symétrique réelle dont le coefficient de la l'"'" ligne et./'"'" colonne (où

I < i, j i n) est la covariance Cov(,R,, $) des variables aléatoires -R, et 'l?r'

a) Etablir, pour tout vecteur x de IR'de composantes.Il, x2, ... ,x, dans la base canonique :

V(\x,\)=txç.ç '
r=l

b) En déduire qu'on a txCx Z 0 pour tout vecteur x de IR' et donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur R1, Rz,-..., lt, pour que'xCx > 0 pour tout vecteur non nul x de IR'.

On supposera désormais cette condition bien vérifiée par R1, Rz, ... , Rn et on posera Q6) :'xCx.

80) Etude des portefeuilles efficaces dans le cas général
On étudie ici un portefeuille contenant les actifs Ar, Az, ... , A, en proportiofl .x1, x2, ... , xn.

La variable aléatôire .R indiquant le taux de rentabilité de ce portefeuille au cours de la période

considérée est alors R:x1.R1 + x2R2+ ... * x,R,.
Ce portefeuille est dit efficace s'il est de variance minimale parmi tous les portefeuilles dont
I'espérance de gain E(]?): rn est donnée (en effet, la variance constitue ici un risque pour le gain

de I'investisseur qu'il importe donc de minimiser).

a) Montrer que le vecteur x de IR'de composantes x1, x2, ... ,x, considéré ci-dessus vérifie :

xtlxz+...+ xn:1 et trlÿ1 *ttt2x2*...* m,lr:m.
b) Montrer que le portefeuille considéré ici est efficace si et seulement si on a Q@) S Q@ + h)

pour tout vecteur ft de IR'de composantes ft1, h2, ... , /e, telles que :

h+hz+...+ h,:0 et m1h1 *m2hr+...* mrhn=0.
c)Etabliràl'aidedeI.4qu'ilexistedesïy_r;:;;";"iLk"aveca>0etc>0telsque:

où Z: V(R) et m = E(R) désignent respectivement la variance et I'espérance de À.
d) Déterminer la nature de la courbe représentative de cette fonction associant la variance Y à

I'espérance lrl et représenter celle-ci (on rappelle que a > 0 et c > 0, et on supposera à > 0).

Expliquer pourquoi seuls les portefeuilles dont I'espérance m et la variance V appartiennent à

la portion de cette courbe telle que m Z blc sont intéressants pour les investisseurs (et c'est

cette portion de la courbe qui est la "frontière efficace" de Markowitz, du nom de l'économiste
qui a reçu le prix Nobel en 1990).

***



TSSTC
MBA

CONCOURS D'ADMISSION DE 2OO3

Option scientiûque

MAIHEMATIQUES II

Lundi 12 mai 2003 de th à 12h

La presentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entrcront
pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités à encadrer dans la mesute du pæsible les resultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document, ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est

interdite. Seule l'utilisation d'une ùgle graduee est autorisée.

Le problème étudie les rudiments de la théorie de la communication introd,uite en 19y'8 par Claude Shannon.
Dans tout le problème, (A,A,P) désigne un espace probabilisé.

Partie I Introd,uction informatique
On rappelle que les entjers compris entre 0 et 37 s'écrivent avec au plus 5 chiffres ea binaire, on a donc :

Pour tout n € [0,31] n N, il existe une liste (oo,or,azsa!,aa) d'éléments de {0, L} telle que

n : ao * at.2 + a2.22 + as.23 * a+.2a :dîd{dTdd"'*.
Cette écfiture de n est unique et on appellera bin(n) la liste (oo,or,a2,o.1,as).

I.1') Déterminer l'écriture binaire de 6 puis bin(6) et déterminer bin(21) (on justifiera les résultats).

L2') On souhaite écrire une procédure P.lscel pour obtenir biu(n). Compléter la procédure suivante de sorte
qu'à l'issue de l'exécution de bin(n) on ait un tableau L tel que L[1] contienne aa,Ll?l contienne as etc i

T)rpe ecriture = array[1..5] of integer

Procedure bin(n : integer; var L : ecriture)
var i, : integer (*à comPléter éventuellement*)
begin

for i:=1 to 5 do l[j]:=o;
(* à compléter*)

end;

I.3") On souhaite numéroter les cartes d'u:e jeu standard de 32 cartes. On propose ci-après la procédure carte
(qui utilise la procédure bin précédente) .

Remarque : string désigne les chaînes de caractères (entre deux apostrophes, on met une suite de caractères quelconques).
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Procedure carte (n : integer)
var

fan : array[l..4] of string;
va1: arrayt1..8l of string;
famille,valeur : string ;

L : array[1..5] of integer;
begin
faar[1]:=)trèfIe'; fam[2i:= 'carreau'; fam[3J:=,coeur,, fam[4] 1=rpique, i
val[1]:=,sept,; va1 [!]:=,huit,; val[3]:=,neuf ,; va1 [4]:=,dix,;
va1[5] :='valet' ; va1[6] :-'dame' ; vaI[7] :=,roi,, va1[8] :=,as, ;
L: =bin(n) ;

farnille : =fa$[2*L [1] +L [2] +11 ;
valeur : =va1 [4*L [3] +2*L [4] +L [s] + fl ;

writeln (valeur,, de ,,famiIle,, est la carte numéro ,,n);
end;

Queile est la carte numéro 6 ? Qui est le numéro 1 ? Quel est le numéro de Ia dame de cæur ?

Partie II Position du problème et recherche iles fonctions solutions
On cherche à défrnir une mesure de J'incertitude d'un événement, c'est-à-dire, défrnir, pauî un événement A de
probabilité non nulle, un nombre Éel i(A), appelé J'incertitude de ,4 ou entropie de A, en respecta,nt le modè|e
suivaaü :

(i) Pour l'événement certain O, l'incertitude est nulle : i(Cl) : g.

(ii) Si A et I'événement contraire A- sont équiprobables, alors i(A) : 1.
(iii) Si ,4 et B sont indépendants pour la probabilité P et si P(A n B) + 0 alors i(An B): i(A) + i(B).
(i") Si P(A) : P{B) f 0 alors i(A) : i(B).

Le dernier axiome (iv) signifre que i(A) ne dépend que du réel p: p(/).
II.1") Soit g une fonction définie sur ]0, 1] à valeurs dans IR.. Pour un événement ,4 de probabilité non nulle, on

pose i*(A) :,?(P(A)).
Montrer que si g vérifie les conditions :

p(1) : 0 et eglz) :1 (1)

Pour tout p €]0,1] et tout q €]0,11 ç(pù: p@) + ?k) e)
alors i, vérifie (i),(ii),(iii) et (iv).

II.2') Existe-t-il des réels a et B pour lesquels ga,p : æ r.+ o In(o) * É vérifie (1) et (2) ?

II.3') Soit 9 :10,1] + R une fonction contiaue sur ]0, 1] et vérifia.nt (i) et (2)

a) Montrer, à l'aide d'un changement de variable a.ffi.ne, que pour tout p €]0, 1]:

I l,',,*"ot : f;vu,) * l,',,ç(q)ds

b) En déduire que p est dérivable sur ]0, 1] et, en dérivant p è w@), démontrer que :

vp€lo,1l, -f;:|r*'tù * [.',"ç(q)dsJt/2

c) En déduire qu'il existe alors (a,B) tel {ue ça: ?o,B (on poutra consid,érer l'eapression d,e g'(p) en
fonction de p).

II.4') Que peut-on conclure de cette étude?

Partie III Incertitude des éuénements

Dans toute la suite du problème , on notera rp la fonction définie sur ]0,1] par r r* , ' ' In(c)
P\r)= - Ë(2)

Pour un événement A de probabilité non nulle, on pose i(A) : ee@))
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III.1') On choisit une carte au hasard rians un jeu de 32 cartes.

Soit ,,{ l'événement < la carte tirê est la dame de cceur , . eu" valent p(A) et i{A)?
III.2') Soit n € N* et E l'ensemble des entiers s'écrivant âvec au plus n chiftes en binaire. On choisit un élément

de .E au hasard et L est l'événement < le nombre obtenu est 0 > ,

Quel est le cardinal de ë? Que valent P(A) et i(A)?

III.3') Soit A et B deux événements tels que A c B et p(,4) I 0. Comparer z(A) et i(B).

III.4') Que vaut limr-+o+ ç(x) et quelle interprétation peut-on donner de ce résultat?

Partie IV Incertitud,e d,'une uari,able aléatoire discrète

Dans toute la suite du problème, on considère la fonction â définie sur [0, 1] par

â(o) :o etpour0€]0,1], h(a)=- l'(o)-' 
l"(2)

Pour une variable aléatoire reelle X discrète dé§nie sur (O, A,P), on pose sous réserve d,existence :

/{(x) -,à)h(P(x :,))

I/(X) est f incertitude rnoyenne - ou entropie - de X.
Si X est à valeurs dans un ensemble fini {r1, tzt. . . ,xr}, H(X) existe et,
en uotant pk: P(X = ;g&), on a:

H(x) :f n1r1x : 0È)) : I Àbu)
&=1 fr=l

IV.1") Soit n € N*. Si t/" suit laloi uniformesur {1,2,... ,n}, que vaû H(LT,)?

IV.2") Si on suppose P(Y - 1) : Ll4,p(y - 2) : tla et p{y - B) = Lf2, quevaut I/(y)?
Classer par ordre croissant II(Ur), H(Us) et f/(y).

IV.3') Vérifier que â est continue et positive sur [0, 1].

Est-elle dérirable en 0? Étudier â et clessiner sa courbe représentative .

IV.4") Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble fini.
N{ontrer que /f(x) ) 0 avec égalité si, et seulement si, x est quasi-certaine.

tV.5") Pour r € [0,1], on pose h2(r) : h{r) + h(I - r).

a) Pour r € {0, 1], on a clairement h2(a): hz(l - r), Que signiûe ce résultat quant à la courbe de h2
dans un repère orthonormé ?

b) Étudier â2 et donner son graphe.

c) Soit X une rariable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramètre p e]0, 1[.
Montrer que â(X) ( 1 avec égalité si, et seulement si, p= ll2.

IV.6") Soit X1 et T2 deux rariables de Bernoulli indépendantes de paramètres respectifs p1 et p2.

Soit Z lavariable de Bernoulli telle que P(Z:1): p(o Xt*Xz est impair > ).
Donner la loi et i'espérance de Z.En notant p: P(Z: 1), contrôter (1 - Zp): (L * 2pr)(l _2pz).

IV'7") Soit n € N*, p €]0, 1[et X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres n et p.

Soit, Zn la variable de Bernoulli telle que P{Zn:1)= p(* X est impair > ).
Montrer que 1 - 2P(2, - 1) : (l - 2p)" (on pourra raisonner par récurrence).
À,'Ioltrer rye H(2") ( 1. Dans quel(s) cas a-t-on égalité?
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Partie V Marimalité de l'entropie

V.1') Soit n e N\ {0, i}.
a) Soit(?l'ensembledes(p1,p2,...,p,-r)€10,1["-1vérifiantl-11,-pz-..,-Pn-r]0.Onadmettra

qtrc 0 est un ouvert. 
n_r

Pour(p1,p2,...,p,-r) ê.O,onposeho(p1,p2,...,Pn-r) = Ih(pu)+â(1- h-Pz P,-r).
Ic=1

Montrer que h., admet au plus un extremum sur (?.

b) On rappelle que si une fonction / est convexe sur un interlalle /, alors on a :

pour tout (tt,tz,...,tn) e rn,, (*Ër-) . *Értr-l
Vérifier que -à est convexe sur ]0, 1] et en déduire :

.i (pr,pz, ... ,p,)€JO,1]' et pr + pz * ...* po:1 alors 
Ë 

n,r-, * ffi'
c) Soit .f, une variable aléatoire telle que X(O) : {rr,rr,. . . ,en}. Montrer que :

fl(X) < ln(n)lln(2) avec égalité si, et seulement si, X suit la loi uniforme sur {r1, î2,... ,rn}
V.2') Soit p e ]0, 1[ et G une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre p.

On pose m: E(G) et pour È € N", 'pk: P(G = k).

a) Rappeler la valeur de rn, montrer que f/(G) existe et la calculer.

b) Soit X une variable aléatoire telle que X(O) : N., E(X) : m et I/(X) existe.

Pour ,t ( NI*, on pose gfr : P(X: /ç) et on supposera 91 ) 0.

En justifia^nt rapidement que 
pour tout r ) 0, ln(r) ( c - 1 (3)

vérifier que pour iout k Ç N*, on a: ln(p1)-l"(Cr) < ff-- 1

et établir : II(X) < I/(G) avec égalité si, et seulement si, X suit la même loi que G.

Partie VI Incertitude d'une uari,able aléatoire continue

Pour une variable aléatoire X admettant une densité / continue sur lR. éventuellement privé d'un
r*æ

nombre fini de points, on dit que X admet we incertitude quand f intégrale I nj@)dr converge.
J-*

f**
Dans ce cas,la raleur de I'intégrale H(X) = | h(f@))dr est appelée incertitud,e de X.

J-*
VL1') Cas des lois normales

a) Soit Ys une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
Montrer que fI($) existe et calculer H(Yo).

b) Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne rn et d'écart type a > 0.

Montrer que I/(Y) existe et calculer H(Y).

VI.2') Soit À > 0 et X6 une rariable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre À. On désignera par ,fo

la densité de Xo.

a) Montrer que I{(Xe) existe et calculer }I(Xo) en fonction de À.

b) Soit X une r"ariable aléatoire à valeurs dans R|, admettant une densité /. On suppose que If(X)
existe et que X admet une espérance égale à |.
Montrer que :

H(xo)= * -L [** l(*) ln(/s(r))dr\--vt In(2) /6 
)

En utilisant (3) montrer que If(X) < .tf(Xo).
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Si au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une e$eur d'énoncé, il la signalera sur

sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.

Notations

Dans tout Ie problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Onnote En--{1,2,...,n}:[1,n]etOl'ensembledespermutationsdeEr.PourtoutensemblefiniA,
on note card(A) son cardinal, c'est-à-dire Ie nombre de ses éléments.

on nore (;), ", cf , re nomb'" 
{ 
-f#rn 

:i:,' 
* 
' "

Partie I
Pour tout cu € O, on appelle point fixe de r,.r, tout élément k c. En tel que w(k) -- k.

On appelle dérangement toute permutation r.r € O telle que pour tout k e En, ,(k) * k. Ainsi un

dérangement est une permutation sans point fixe.

On note Dn,o: {a.r € O lVi Ç E,,o(i) * i}, et pour tout k e En

Dn,k = {c", e O, tel que u; admette exactement k points fixes}

Enfin, on note dr,s = card(Dn,o) et pour tout ,t e En, d,n,1, = card(Dn,k).

1. Montrer que

Dn3 = U {o e O tels que ul1 : Id, ola.\r est un dérangement}

."ifi?p-

où iulr est la restriction de la permutation r,.r à -[, -Id représente Ia permutation identité, et u,rlB,ly est la

restriction de la permutation r,", au complémentaire de .[.

2. En déduire que pour tout k e En, dn1,= (;) dn-k,o.

rssrc MrlA Ir§§slîrACTilrG r-rRsÏ

^VlNtJf 
BERNARD lllRscll - llP 105 sdrendonntrr

9502I CIRGY"PONTOISE C[DIX FRANCI
TÉt.. r 33 (o) 1 34 43 30 oo
FÀX : 3it (0) I 34 43 30 01 TSSEC BUSINESS SCI IOOL
WtIt: WWW,I\sFE.FR I:TABIISSTMTNT§ t'RIVis D'EN\I'I(;NFMFNT SUIÉRIII'R

^ssocrÀTr()N 
Lor 1901.

A(]CRÉDITÉS AACSB . TIIE INTERNATIONAI, ASSOCIATIONr\r rc
ETÀI}LISSEMINT PRIVE I)'[NSII(INTMENT SI]PERIEUI{ FORMANÂCEMENT I]DUC TION.
RE(r()NNtr P^R r'Ér^r' MÊMBR. r)r r^ Fnsr(r 

îffi1,1?iïu.'"til.li3:itîT,i,T$'#',TJfüi:'J:""r 
sYs,M



3. a) Soit r..r € O un dérangement de E". Soit j € {1,2,...,n}. On définit l'application{ sur En11pàr

( "(*) si k Ç. {j,n. + 1}

4(k)= { n+1 siÈ=j
IrU) siÈ:n*1

Montrer que l'on définit ainsi un déra.ngement de En11.

b) Soit o € O admettant un unique point fixe j € il,2,...,n\.Montrer que E défini ci-dessus est un

dérangement de E"+r.

c) Montrer que les dérangements de .8111 construits dans les questions 3.a) et 3.b) sont distincts, et que

tout dérangement de En+r peut être obtenu de cette façon.

d) En déduire que dn*tp = rldn,o * dn1 : n(dn,o * d"-t,o).

4. Pour tout n ) 2, on pose

'Un=dn,o-ndn-t,o
a) Déterminet 'unt 1en fonction de un, puis u, en fonction de n.

b) En déduire que dn,o: ndn-rg + (-1)".

c) On pose ur = 0 et pour n ). 2,r, : *. Déterminer u, en fonction de n, puis montrer que

/ n , -.e\

dn,o=", (»#)
\ft=o /

Partie II

Afin de lancer un nouveau produit sur le marché, le service marketing d'une entreprise propose au directeur

général la campagne suivante :

o mettre en vente au prix unitaire de ô Euros, n exemplaires du produit,
o chaque exemplaire sera numéroté de façon apparente d'un nombre compris entre 1 et n,

o à I'intérieur de chaque exemplaire du produit, et de façon cachée, se trouve un second numéro,

o l'acheteur qui trouvera à l'intérieur de I'exemplaire un numéro identique à celui figurant à l'extérieur
gagnera B Euros.

On suppose que les numéros cachés sont tous différents, compris entre 1 et n et sont choisis au hasard.

Avant de donner son accord, le directeur général souhaite étudier le «coût» d'une telle campagne.

Afin de formaliser Ia notion de choix au hasard, et pour toute la suite du problème, on munit (O,P(O))
de Ia probabilité uniforme discrète P définie pour tout ,4 Ç O par

card(A)t'lA): .*AO
Enfin, on note Xn Ia variable aléatoire représentant le nombre de gagnants.

1. a) En utilisant les résultats de Ia première partie, déterminer la loi de Xr.
U) ÉtaUtir les égalités suivantes

n-n-kS1l (-1)' :14 (-ti'î ' :,?=r,k it -A il kr,-'
(on justifiera de manière précise I'interversion des deux signes sommes)

2. Calculer l'espérance E(X.) et la varianceV (X.) de la variable aléatoire Xn (on pourra d'abord calculer

Elx"(x" - 1)l).



3. a) Montrer que le coût aléatoire de l'opération pour l'entreprise est donné par

En déduire le corit moyen E(c,),ainsi que Ï:;r""t"-oi3par l,écart type o(c^).
b) Quelle sera, d'après vous, la réponse du directeur général ?

4. Montrer que Ie gain aléatoire d'un acheteur ayant acquis un seul produit est donné par G n = By. - b,

où Y,, est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramètre lln. En déduire le gain moyen
de l'acheteur.

Partie III

1. Montrer que la suite des variables aléatoires (Xr) converge en loi vers une loi de Poisson de paramètre
\_1A_ L.

2. Montrer que pour tout lc e En

3. Soit rn € N*. Montrer que æ 13 I 2

ài. ",-}ffi.,
4. En déduire que

ç 1",, e-11 2n+z

kl.r^"-k)- Èt l<GEn
5. On considère les instructions Pascal suivantes :

eps := 0.00001 ;

L .= ').

tlhilex>eps,/2do
begin
x := x*(2/k) ;

k := k+1

end ;

wri.te1n (k)

a) On entre dans ia boucle While avec x = 2. On suppose qu'on est passé j ) 1 fois dans cette boucle.

Quelle est la valeur de r à l'entrée de la boucle Ia fois suivante ?

b) Montrer que la suite (u,,)r21 définie par un = ffiest 
décroissante et admet une limite que l'on

calculera.

c) En déduire que Ia boucle tühite ci-dessus se termine.

d) La valeur affichée par Ia dernière ligne du programme est 11. Que représente-t-elle?

Partie IV

Si X est une variable aléatoire réelle, on appelle moment factoriel d'ordre k > l,l'espérance de la variable
aléatoire X(X - 1)...(X - /c + 1), soit

mx(x) : EIX(X - 1)"'(x -,k + 1)]

1. Montrer que si k ) n * l, alors mp(X,) : g.

1,,*,- k) - #l: li Ë !+lI i=n-k*l I



2. Soit /c e [0,n]. Montrer que 
n_k

mx(Xn):le1x,-x:i)=l
j=o

3. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre 1. Déterminer my(Z), pour tout

k e [0, n].

4. On définit des polynômes (P;,)6ç1tr, par

I erçx1 = 1

\p*(x) =x(x -1)...(x-k+1) (k>1)
a) Montrer que la famille (P*)o<r<,, forme une base de R"[X], espace vectoriel des polynômes à coefficients

réels de degré inférieur ou égal à n.

b) En déduire que Xn et Z ont les mêmes moments d'ordre k, pour tout ,k tel que 0 ( k ( n.

5. Montrer que pour tout k € [0,n], il existe (oo,k,or,*,...,ax,x) réels tels que

xo-+ " ,Pi(x): 
k"t'o jl

6. On souhaite désormais calculer les réels (oo,*,or,*,. . . ,at ,x).

a) Détermin", 19, pour tout i € [0,n] et i e N., 
JI

b) Montrer que pour i € [0, k], ik : » (n^\",,r
ËoxLt

c) Écrire la matrice ,4 de ce système d'équations.

d) En se plaçant dans l'espace vectoriel R.1[X] des polynômes réels de degré inférieur ou égal à k, écrire

l'expression de l'endomorphisme représenté par AT (transposée de la matrice .4) dans Ia base canonique'

e) Montrer que .47 est inversible et déterminer son inverse

f) En déduire que Ia matrice.4 est inversible. Déterminer,4.-1, puis l'expression de aj,k, pour tout

i € [0,À].
g) Donner l'expression des moments d'ordre k, (1 < k ( n), de la variabie aléatoire X,.

Partie V

On suppose dans cette partie qu'un acheteur a acquis l-, (l> 1), exemplaires du produit. L'ensemble de

ces exemplaires est noté L: {jt,i2,...,it}.
On note Yf la variable aléatoire égale au nombre d'exemplaires gagnants du produit parmi ces I
exemplaires achetés.

Enfin, pourtout i € En,onpose.4a: {r^.r € O lo(i) :i}.

1. Pour tout ,4 Ç O, on note 1a la variable aléatoire définie par

ror") : {à :l#". 
,

Justifier l'égalité
Yl :7e,, a l,+iz * "' I le,,

En déduire l'espérance E(Yh de la variable aléatoire Yl'
2. a) Montrer que

b) En déduire la variance de la variable aléatoireYl.

3. a) Montrer que le gain de l'acheteur est égal à Gn = BY: - bl.-

b) Déterminer son gain moyen, ainsi que l'écart type de ce gain.

c) Du point de vue de I'acheteur, est-il intéressant d'acquérir plusieurs exemplaires du produit ?

(Y:), :D1r,, + » tA5,nAir
i=r l<ilft<l
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