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1&re Composition de Mathématiques (4 h)

E, est I’espace vectoriel des applications continues de R dans [R. L. est I’espace vectoriel des applica-
tions de IR dans [R admettant une dérivée continue.

Le nombre n est un entier strictement positif.

PREMIERE PARTIE

A tout élément f de Eq, on associe I'application F de [R dans [R définie par

i X
F (0) = £(0), et F, (x) = — f t" T f(@®) dt six # 0.
x" Jo

1o Que peut-on dire de F, si f est paire ? si f est impaire ?

m

Y
20 Calculer F, lorsque f(x) = [x|*, « = 0, lorsque f(x) = syap xP.

P

p::o

30 Si f est bornée sur [—A, A] par le nombre M, montrer alors que F, a la méme propriété.

40 Montrer que F, appartient a E .

50 a) Montrer que, si f(x) tend vers 0 quand x tend vers plus I’infini (resp. moins Vinfini), F (x) a la
méme propriété. (On pourra considérer, pour tout x € [R, une décomposition de l'intervalle d’intégration
en [0, xo] U [xo, x]; et pour tout x assez grand et x, bien choisi, majorer séparément deux intégrales.)

b) Etendre au cas ol f(x) tend vers i appartenant a [R.

¢) Etendre au cas ou f(x) tend vers plus linfini.

6° Montrer que F, admet une dérivée [} en tout point x # 0 et que
, n
F o (x) = 3 [f(x) - F, (x)].

SECONDE PARTIE

Désormais f appartient 4 E,.

1o Montrer que F, admet une dérivée en tout point. Calculer F; (0) en fonction de n et de f’(0).
20 Montrer que F, appartient 2 E, et que T,, défini par T, (f) = F_, est un endomorphisme de E;.
3¢ T, est-il injectif ? surjectif ? (on pourra étudier la dérivabilité de F’,.)

40 On suppose désormais que f est la fonction de répartition d’un aléa numérique (ou variable

aléatoire) X dont la densité de probabilité, notée ©, appartient i3 Eq. Ecrivant F, (x) = —;rl,—lh(x) pour
X r

x # 0, étudier les variations et le signe de h(x). En déduire que F, est la fonction de répartition d‘un

aléa noté X, de densité de probabilité & .

So Si A # 0, montrer que pour tout entier p & (1, n—-1]:

Atpq) 9 dt = n AP[F(A) ranl = n Ap v d p-n An .
. al = o n o (A) _n_p[ 0 t7 o (dt -A o t :‘;(t)dtJ.

6° On suppose de plus que, pour tout entier strictement positif p, il existe

+_\w
M, [X] = f t? % (t) d¢ (moment d’ordre p de X.)
En déduire l’existence et la valeur du moment d’ordre p de X,, noté MP[Xn l, pour tout p < n.

Montrer que, si p reste fixe, le moment M_ (X1 a pour limite M, [X] lorsque n tend vers plus I’infini.

7°  Montrer que la fonction de répartition de X est telle que, pour tout x fixé, sa valeur a pour

limite la valeur de la fonction de répartition de X.

~FIN-
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Soient a et b des nombres réels tels que a < b. On désigne par f une fonction continue sur [a, b] 2

valeurs réelles. On suppose que, en tout point v de ]a, b[, la fonctipn f admet une dérivée seconde £’ (v).

s b
On pose ¢ = a-12— .

PREMIERE PARTIE

Soit T le graphe de f.
1o On désigne par T la tangente a T" au point d’abscisse c.

a) Donner une équation de T sous la forme : y = 7(x).

b
b) Calculer l'intégrale : f 7 (x) dx.
a

Dans la suite de la premiére partie, on suppose que, pour tout élément v de la, b[, £’(v) = 0.

20 Etudier la variation de la fonction numérique ¢ définie sur [a, b] par la relation :
Y (x) = f(x) — 7).
En déduire le signe de Y} (x).

3o Soit D la droite joignant les points de I' d’abscisses a et b.
a) Donner une équation de D sous la forme :
y = 3.
b) Etudier la variation de la fonction numérique § définie sur [a, b] par la relation : .

0x) = f(x) —8x.

En déduire le signe de §(x).

b
¢) Calculer l'intégrale : f o (%) dx.
a

4o Comparer deux i deux les nombres réels :
b b—a
I= f(x) dx J = (b—a) f(c) K = T[f(a)+f(b)].
a ]

4
En déduire l’'encadrement : 1< 1In 3 <T .

(Le symbole In représente le logarithme népérien.)

000/010
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DEUXIEME PARTIE

1o Soient x un élément de [a, b] distinct de ¢ et o la fonction numérique définie sur [a, b] par la

relation :
9 (O = £® — £() — (£ —c) £() — A(t —0)2,

ot ) est le nombre réel déterminé par la relation %X =0.

En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction ¢ et 2 sa dérivée, montrer qu’il existe un élément v
de 1a, b[ tel que :

1
A= -? £ (vo).
Retrouver ainsi le signe de ¢ (x), déja étudié dans le 20 de la premiére partie.
2 On suppose qu’il existe un nombre réel positif M: tel que, pour tout élément v de la, b[,
| £7 () | < Ma. '
a) Montrer que, pour tout élément x de [a, b],

M.
[ (@) —fle) —(x—0) £ (0 | < ) (x —c)2.

b .
b) En déduire que : f fx)dx— (b —a) flo)| < %3 (b — a)3.
a

Examiner le cas olt f est une fonction polynomiale de degré 2.

TROISIEME PARTIE

b (b — a)*
10 Calculer le nombre : f(x) dx — (b —2a) f (c) — T [f (b)y — £ (a))
a v
lorsque : a) fx) =1 b) f(x) = x o f(x) = x? d) f(x) = x3?.

Généraliser les résultats obtenus au cas out f est une fonction polynomiale de degré <C 3.

Dans la suite du probléme, on désigne par w un nombre réel strictement positif et par g une fonction
numérique définie sur lintervalle [—w, w]. On suppose que g est impaire, c’est-i-dire que, pour tout
élément t de [—w, w], g (—1t) = —g(t). On suppose en outre que g est cing fois dérivable sur [—w, w],
et que sa dérivée cinquiéme g est continue.

29 Soit u un élément de [—w, »].

a) On considére les fonctions numériques o et 2 définies sur [—, w1} par les relations :
' 1 .
alt) =—(u —t)*,
24

B =o0@®eg®—a®e”®+a’®g’®—a®eE+ aPwEgw.

Calculer la dérivée de 2. En déduire la relation :
u® 1 u
g = ug’(®) + —g"”" 0 + — (u— 64 g® () de.
6 24 0
b) Etablir de méme la relation :

u
g” () = ug” (0) + if @ — 92O ® dr.
2 0

¢) Soit N5 un nombre réel positif tel que, pour tout élément t de [—w, w]l, | g(s) (t) | << Ns.

2 . u
Montrer que : g — ug’ (@) ——g” @ | < N: f (u— 6% @® + 2ut — t*) dt
6 24 0
u
Calculer Vintégrale : (u—t)* (u? + 2ut — t?) de.
. 0

3¢ On suppose que la fonction f est quatre fois dérivable sur (a, b] et que sa dérivée quatriéme f()
est continue. Soit M, un nombre réel positif tel que, pour tout élément x de [2, b], | £ (x) | < M.

u
En posant t = x — ¢ et g(u) =f f(t + ¢) dt, déduire de la question précédente la majoration :
-u

b — )2 A
f fdx—b—a)f@) —2= (o)~ @1 | <ZML b — s
a 24 5 760

Retrouver ainsi les résultats du 1o de la troisiéme partie.
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Dans tout le probléme on désigne par n un naturel strictement positif, par I Vintervalle [ -1, + 1].

PREMIERE PARTIE

1 *
7 cos {n Arc cos x).

Pour x & I, on pose Toy(x) = 1et T (x) =

27—
10 Expliciter les polynémes Ty, Ts, T3.
Prouver que T, est un polynéme en x de degré n et calculer le coefficient de x". (On pourra
poser x = cos § avec 0 << § < =
2° Montrer que T,, n & N*, admet exactement n racines réelles, distinctes, toutes dans l’intervalle I.

On les note X{, X2, ...., X, en les classant par valeurs décroissantes. Expliciter x; en fonction de

n

—1
I‘angle ( ) ™.

30 Soit E I’'espace vectoriel réel des fonctions numériques continues sur 1.

o +1 £
a) Montrer que, pour tout f & E, Vintégrale J (f) = \7;—: dx existe,
—1 x
b) Calculer, i l’aide du changement de variable x = cos t, les intégrales suivantes : J (1),
J (T, J(T,.T,) avecm # n.
¢) Vérifier, rapidement, que les polynémes To, T:, ...., T, forment une base de l’espace vectoriel

IR, [X] des polynémes réels de degré au plus n.
En déduire que, si P € R, [X], J(T,.P) = 0. Que vaut J (T, P) si P est de degré n ?

DEUXIEME PARTIE

On se donne dans cette partie n nombres réels distincts de I : x4, ...., x,.

n

IT (== ;
On pose, pour tout j & g 1, 2, ....,n }, L, x) = F— et on note L; le polyn6me
k=1 \% Tk

K #

dérivé de L;. ( I I (a,) désigne le produit des nombres-a;, a2, ...., a, excepté ai,)
k=1
k#j

1° Calculer, en distinguant les cas i = j et i # j, le nombre réel L; (x;).
20 Soit F l'application de R, ,_,[X] dans [R2» définie par :

VPE R, (X], F(R)=(P(xy), ...., P(x), P’(x1), ...., P"(x,)). (On note P’ le polynéme
dérivé de P). 4



.
| 5

a) Vérifier que F est linéaire.
b) Montrer que le no_yau de F est réduit au polynéme nul.
¢) En déduire que P est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
30 Soit f : I — [R dérivable sur I. Utiliser la question précédente pour prouver qu’il existe un et un
seul polyndme de degré au plus 2n —1, que l'on note f, tel que :
viell 2 ..., 0}, E(x)) = f(x;) et £ (x;) = £ (x}).
4% Vérifier que :

Foo= O, £ENLIM + D 1F () — 26 (x;) LiG] (x—x;) L3x),

j=1 j=1
TROISIEME PARTIE

Dans cette partie f est une fonction numérique 2 n fois dérivable sur I et x,, x2, ...., X, sont n points
donnés distincts de I. .

1o On suppose que f s‘annule ainsi que sa dérivée f° en chacun des x;. On se donne x & I distinct
des x; et on définit une fonction ¢ par : : :
p(t) = f(t) —A(t—x1)? (t —x2)® .... (t —x,)? ol la constante réelle A est déterminée par la

condition ¢ (x) = 0.

a) Montrer, en utilisant le théoréme de Rolle, que la dérivée 9’ s’annule en au moins 2n points
distincts de I.

b) En déduire que chaque dérivée d’ordre p, ?(P), 1 < p'< 2n, s’annule en au moins 2n—p 4 1

points distincts de I.
: £ (c)
¢) En déduire qu’il existe au moins un ¢ & I tel que f(x) = (x —x4)® .... (x —1x,)? “@n)!

d) Est-ce encore vrai si x & { X1, X2, «enn, xn$ ?

20 On ne suppose plus que f et f’ s‘annulent nécessairement aux points x;, et on adopte les notations
du 30 de la deuxiéme partie. Montrer que :

60 vxel,3cel, fx = f(x) + x—x)? (x—x3)? ... (x —x,)?

QUATRIEME PARTIE

Soit f : I — R, une fonction 2 n fois continment dérivable sur I.
) Dans cette partie, on choisit pour n-uple (xy, x2, ...., x,), le n-uple constitué des n racines du
polynéme T, . )

Pour chaque x & I on fait choix d’un ¢ & I satisfaisant 4 1’égalité (1) du 20 de la troisiéme partie.

+1 — L?
1° Montrer que, quel que soit j & % 1,2 ....,n %, f (x\/x)) ;(x) dx = 0. (On pourra
- —1 1—x

utiliser le 30 ¢) de la premiére partie.)
n

En déduire que J (f) = Z f(x;) LY.
j=1
2° On pose a; = J(L?).

Montrer, 2 1'aide des parties II et IIl, qu’il existe un réel d & I tel que :

n

T f(Zn)(d)
J (f)—‘_— 2 aif(xi)—f';;‘_'-l —-(—ZT)!—'.

i=1

30 On dit que la somme Z a;f(x;), notée J (f), est une valeur approchée de Vintégrale J (f).
i=1
Montrer que J (f) = J (f) si f est un polynéme de degré au plus 2n—1.

N. B. — On peut démontrer, ce que 1’on ne demande pas de faire, que les coefficients a;, ...., a, sont

tous égaux 2 x.
n
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Les trois parties sont indépendantes

On désigne par R | I’ensemble des réels positifs, R_. celui des réels négatifs, R:_ celui des réels

strictement positifs. On se donne o € R: et une application continue f de R, dans R: .
PREMIERE PARTIE

Soit X une variable aléatoire réelle, définie sur Vespace probabilisé (Q,a,P). de fonction de répartition F.

On suppose que F est continue, nulle sur R_, dérivable sur R :_ . On suppose, en outre, qu’on a la relation:

vte RY, lim Tlp (X<t+h/X>t) = f(t) P (X < 1%,

h—>0
h>0 .
{on note P (A) 1a probabilité de A, P (A/B) la probabilité conditionnelle de A sachant B).
10 Montrer que F vérifie: vte R, /(1) = fOF® [1-Kt) 4))

(P'(t) est 1a dérivée de F au point t).

2° Montrer que F est dérivable 2 droite en 0 et donner Fé (0).

DEUXIEME PARTIE

On désigne maintenant par P une application de R _ dans (0,1, dérivable sur R _, vérifiant (1) et la
condition supplémentaire: x=0<F(x)=0.

1» Montrer que F est strictement croissante, et admet une limite finie L & ] 0, 1} i l'infini.

2° Soit x > 0.

a) Montrer que Vapplication H définie sur 10, xJ par ¢

F(x) dt x ) » .
H(y) = — - — | Kt)dt est dérivable sur 10, x ] et calculer H’(y).
E(y) t” (1-¢) y y
. . F(x) dt x
b) Montrer que l’intégrale impropre ~—————— est convergente et vaut f{t)de.
: 0 t? (1—1t) 0

En déduire que a < 1.

c) Que dir.e def_{_xf(t)dt silim PF(x) =12
o .

X -» + >
. 3¢ 2a) Montrer que, si a est rationnel, un changement de variable simple raméne Jle calcul de

F(x  at . . .
~——-—— 3 Vintégration d‘une fractior rationnelle.
0

t*(1—v¢)
, 1 1 (X . 1
b) Si @ = =, montrer que F {x) = th* (- £(¢) dt). Examiner le cas ol f (x) == .
2 2 0 . x<+1
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de

"X
4 Snit G110, k. définie par G (x) - '
A

X de 1 nal
a) I'n calculant G (x) -~ —=-, et en utilisam Videntigé —— =14t + ., 4+ t"+ -
0 t7. 4 1-¢ 1— ’

1

. oy R o2—
donner un développewnent limitd, en 0, a Vordre n, de x 2G (x) —;'(7—;) .
) a— 7

b) I'n déduire, si f(0) £ 0, un équivalent sixriplc de F (x) au voisinage de 0.

50) Montrer Jes inégalités :

1

1 1 .
vxez [0 1[, Log(-l—_—;) < Glx) < bg(fl_x)'*'f-f—z'

En déduire, pour x &R _, I'encadrement :

1 X . X
-—-f f(ryde —f f (t) de
1—2a 0 ¢

1—e ) <F{xj<1l—e .

20
6% Montrer que, sif f(t)dt diverge, F est la restriction 2 R_ de la fonction de répartition d‘une
0

certaine variable aléatoire.
TROISIEME PARTIE

Soit x; fixé dans !0, 1[. On étudie dans cette partie Ia fonction g de la variable réell: z défirie par :

Loof de
8‘“"‘f0 T

1°) Montrer que le domaine de définition de g est 1-1, 4+ o ..

Calculer g (0), g11), et plus généralement g(n) pour n entier naturel.

2¢) a) Montrer que g est décroissante sur 1-1, -- ~,
2--1- z =1

. o P ¢ sy
b; Montrer les inégzalités: o <gl)L 2, en déduire le comportement dc g quand z
z+1 (z--1)1-x,)

r
tend vers-- 1 ou vers + o,

s .. . 1’
¢} En déduire que la siric ! s T x:) est convergente, et donner sa sommq.

k=1

0 1-—t¢t Jo 1—¢ -

(on ne cherchera pas i les calculer ).

Xy L2 Xy 202
3¢) Montrer que les intégralesf ¢ LoEit—dt et[ (Loge)’t’ dt existentsi z> ~ 1

4°) Soit a > — 1, er z fiyé dans }a,— > [. Soit h, varizble, non nul, tel que z + h > a.

a) Montrer, qu’d chaque h, on peut associer une application 4, 4 valeurs dans 10, 11, telle que :

~Xo .z X, » 738 (t)h
+ {glz+ h)-—E(Z))'—/ Clogr g, B (Loge) ¢ de;
h 0 1 2 0

—t 1—¢

-

h’

- R c e s T h? 2 .
on pourra utiliser, aprés 'avoir justifide, 1'égalicé: t'—1 —hLopr = T(Logt) t  pourunf e 10, 1.

b) En déduirs que g est dérivable en z et donnar g’ (7).

¢} O g est-elle dérivable ?

5%} Tracer }allure du graphe de g en repére orthonormé.
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Mathématiques I (4 h)
OPTION GENERALE

(La présentation, 1’écriture et l'orthographe ont leur part dans la note. La premiére et Ia seconde partie sont indépendantes.)

Le symbole In représente le logarithme népérien. On note E(x) la partie entidre de x, et E(x) la différence x—E(x).
On désigne par n un entier naturel supérieur i 2 (n=>2) ¢t par N un entier naturel non nul. On pose A =27 ¢ X, = Nh.
n

Une roue de loterie est schématisée par un disque D de centre 0 divisé en n secteurs égaux, mobile par rapport 3 un repére
—_ —

orthonormal direct ( 0, i, j ). Les secteurs sont numérotés de 1 i n dans le sens inverse du sens trigonométrique. Soit I le

point du cercle limitant D tel que le segment [0,I] sépare les secteurs de numéros 1 et n.

Une expérience aléatoire consiste i lancer la roue dans le sens trigonométrique. On suppose que lorsque celle-ci est arrétée, 1a
—
demi-droite ( 0 , { ) ne rencontre qu‘un seul secteur (dit gagnant) en des points autres que 0. On note X la variable aléatoire

prenant pour valeur la mesure x en radians de 1’angle total dont a tourné la roue avant de s’arréter ( x est donc une mesure

- -
de I’angle orienté ( i , OI ) qui prend en compte les tours effectués par la roue). On suppose enfin que la variable aléatoire X

posséde une densité de probabilité £ définie par: £(f)=exp(x,—t) si t=2x, , £()==0 si t <x,.

PREMIERB PARTIE

10)- a) Expliciter la fonction de répartition F de X et tracer son graphe. Calculer 1’espérance mathématique et 1’écart-
type de X.
b) Soit ¢ un élément de Z. Calculer la probabilité de l’événement % (g—1)h<X<qh z
c) Calculer la probabilité conditionnelle de 1’événement SX <gh } sachant que ’événement zX >(q—1)hf est réalisé.
20) Soit Y la variable aléatoire prenant pour valeur le numéro du secteur gagnant.
a) Soit k un entier naturel. Montrer que la relation ng+ k>N, odg& Z, équivautig=>1 +E(l-y;—k).
b) Soit k un entier naturel appartenant i l'intervalle (1,n]. Montrer que la probabiiité Pp(k) de I'événement §Y=k} est
de la forme
= N—k

B )
Pyk)=fa o,

ol a est un nombre réel strictement supérieur 3 1 et od f ne dépend que de n (et non de k).
On pourra admettre ce résultat pour la suite, les valeurs de a et de f n’intervenant pas dans le reste du probléme.
30) Soit r le reste de la division euclidienne de N par n (0<<r<<n-1).
a) Bxpliciter Pp(k) en fonction de a, §, n, r et k. (On notera que I’application xr—E (x) admet 1 pour période.)

b) Montrer que lorsque k décrit Vintervalle [1,n] de [N, le nombre E(r—_n-—k) prend au plus deux valeurs, que I’on précisera.
c) On suppose dans cette question que r=0. Simplifier I'expression de P (k) et dresser le tableau de variation de

I'application k—=Pp(k). Montrer que le graphe de cette application est contenu dans celui d’une fonction exponentielle.
Donner l’allure de ces graphes sur un méme dessin. ' o

d) On suppose que r# 0. Montrer que E(fil—() prend effectivement deux valeurs, et trouver les valeurs correspondantes

de k. Simplifier alors Pp(k), dresser le tableau de variation et donner 1’allure du graphe de ’application k~—s-Pp (k).

oo./oo.
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e) On ne fait plus d’hypothése sur r. Montrer que ’ensemble des valeurs prises par Pp(k) lorsque k décrit
Vintervalle (1,n] de [N est indépendant de r. En donner le plus grand et le plus petit élément,
n
40) On suppose dans cette-question que r=0. En calculant la somme 2 Pplk), exprimer f en fonction de a et de a.
C k=1
Calculer I’espérance mathématique de la variable aléatoire Y,

50) Dans cette question, k et x, sont fixés, x, étant supposé non congru 2 0 modulo 2x. On suppose que n1 varie dans
Vintervalle [k, +o<[ de IN.

N r
a) Montrer que les rapports - €t 5 sont constants, et que r=k pour n assez grand.

b) En déduire, quand n tend vers linfini, que Pp(k) est équivalent 4 of /n n—(lall_a—l—)'

SECONDE PARTIE

On fixe n=>4. Pour tout entier naturel k appartenant 2 [1,n), on pose pk=P,,(k) eta,=p, 1+pp+p; +1- N convenant
que p, =p, et que p,  1=p1. Le secteur de numéro a ‘est aussi numéroté 0, et le secteur de numéro 1 est aussi numéroté n+1.

La loterie est utilisée avec la régle de jeu suivante: avant I'expérience, le joueur mise sur un secteur de son choix; soit &
le numéro de ce secteur; aprés ’expérience, il pergoit le double de sa mise si la roue s’est arrétée sur le secteur k, il est
remboursé si la roue s’est arrétée sur le secteur k—1 ou sur le secteur k+1; il perd sa mise dans les n-3 autres cas.

Le joueur décide de tenter sa chance plusieurs fois consécutives, avec la méthode que voici: au premier coup, il mise
sur un secteur choisi au hasard (les n choix sont équiprobables); si au m-iéme coup (o0 m>1) il a été remboursé ou s’il a
doublé sa mise (on dit dans I’un et l'autre cas qu‘il 2 gagné au m-iéme coup), il mise au (m+1)-idéme coup sur le méme secteur
qu’au m-iéme coup; sinon (on dit alors qu’il a perdu au m-iéme coup), il choisit au hasard l'un des autres secteurs (les n -1
choix sont équiprobables).

On suppose que les coups successifs constituent  des expériences indépendantes et identiques. (En particulier, le point

—
I de D est remis sur la demi-.droite (0, i) aprés chaque expérience.)
On note Cy(m) la probabilité de choisir le secteur k au m-iéme coup, Gy(m) la probabilité conditionnelle de gagner au

m-idéme coup quand on a misé sur le secteur k, et enfin G(m) la probabilité de gagner au m-iéme coup.
10) Calculer les nombres Ci(1), Gi(1) et G(1).

20) Calculer Gg(m) lorsque m>2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul m,

Ck(m+1)=aka(m)+;-_1_—i Z (1 -a;) Ci(m).

i*k
1<in
30) Pour tout entier naturel non nul m, on considére les éléments suivants de [R?:
C,(m) a,
C, (m) a,
Cm= . ' A=| - .
Cp(m) an

a) Déterminer une matrice carrée M d’ordre n 3 coefficients réels indépendants de m, telle que, pour tout entier
naturel non nul m,

-1
Cmp=M"""C,.
b) En déduire que G(m) = AM™ ~1C, (o0 ®4 désigne Ia transposée de A).

4°) On prend n assez grand pour que les nombres ag, o 1<<k<Cn, puissent étre supposés égaux.
a) Calculer leur valeur commune.
b) Montrer qu’il existe un couple (4, 4) de nombres réels tel que
M=N+uJ,
o I désigne la matrice unité d’ordre n et J la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux 2 1.
¢) Pour tout entier naturel non nul g, calculer J4. En déduire MM~ 1.
d) Déterminer finalement la valeur de G(m). Le résultat était-il prévisible?

FIN
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Mathématiques I
OPTION GENERALE

Jeudi 12 Mai 1983, de 8 heures i midi
ATTENTION : la présentation, L'écriture et l'orthographe ont leur part dans la note.

On désigne par R, l'ensemble des nombres réels x tels que x » 0. Soit a un nombre réel.

I. Dans cette partie, on suppose a » 0.

Soit (un) la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence :
-n
(1) (VY n €N) u =a + ———uyu ,

2 n

et la condition initiale ug = a.

1. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u € 2a.
b) Montrer que la suite (un) est croissante.

¢) Montrer que la suite (un) est convergente, et déterminer sa limite.

2. Soit (vn) une suite de nombres réels satisfaisant 3 la relation :

as b=t
n+l € 2 n '

(2) (€N v

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, Va £ u, -
b) Montrer que la suite (vn) est majorée.
c) A 1'aide d'un contre-exemple, montrer que la suite (vn) n'est pas nécessairement convergente.

- 2
3. a) Montrer que, pour tout nombre réel.x appartenant a [0,1], e x s - x+ %T .

-3
b) Montrer que fle * dx ¢ % .
0
%3

c¢) Montrer que 1'intégrale f+” e © dx est convergente, et que f+m e dx g % .
¢] 1

4. Soit (wn) une suite de nombres réels satisfaisant 3 la relation :
W
n J“ -x3

sa+—

(3) (Vv n €N)

W
n+]

Montrer que la suite (wn) est majorée.

ITI. Soit f une fonction continue sur‘lR+ 32 valeurs réelles,
1. Montrer que, pour tout &lément x de m*, 1'ensemble des nombres réels f(t), od t € [0,x],
admet uae borne supérieure dans [R. On note g(x) cette borne supérieure.

Montrer que la fonction g ainsi dé&finie est croissante et continue sur R, .

cei/ o



-
Zeoi

-2_
2. On suppose dans cette question que f vérifie la relation :
x -t
(4) (v x €R)) f(x) € a + J f(t) e = dt
0

a) On suppose, dans cette question uniquement, que f est croissante.
Montrer que, pour tout entier naturel k et pour tout nombre réel x tel que x 3 k,

k

f(x) € a + J £(e) e S ar + (e - ™ £(x

0
En déduire que f est majorée.

b) On suppose, dans cette question uniquement, que pour tout &lément x de R,
f(x) appartient 2 R+. Montrer que la fonction g définie dans la question II.!
vérifie la relation (4), c'est-a-dire que :

x
g(x) s a +J g(t) e F ar.
0
En dé&duire que f est majorée.

¢) On suppose seulement que f vérifie la relation (4). Montrer que f est majorée.

3. On suppose que la fonction f vérifie la condition suivante :
™ o ot
5y (Yx€R,) f(x) € a+ J £(t) e =~ dt.
0

Montrer que f est majorée.

4o
4. Soit h une fonction continue sur R+ 4 valeurs dans R telle que 1'intégrale E h(t) dt
0
soit convergente. On suppose que la fonction f vérifie la relation suivante :
X
6) v x €R,) f0 s a+ | heo e
0 -

Montrer que f est majorée.

5. On suppose de nouveau que f vérifie la relation (4). Soit ¢ la fonction définie sur R+

par la relation : -~
o(x) = f(x) - z-.lel“e

a) Montrer que, pour tout &lément x de R+,

X
o(x) < [ o(t) e ©dt .
lo

b) Soient ¢ un &lément de R, et X =  sup ®(x).
. x € [0,c]
Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout élément x de [0,c],
w(x)sxil_-_e—__)__ .
n!

¢) Montrer que, pour tout &lément x de R_,

1 -e—x
f(x) € ae

d) Soit ¢ une fonction définie sur R+ 3 valeurs réelles telle que, pour toute fonction continu

vérifiant la relation (4) et pour tout él&ment x de R+, f(x) € p(x).

Montrer que, pour tout &l&ment x de R_,
-
Y(x) 2 ae

FIN
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Chambre de Comm: . ce et d'Industrie de Paris

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT .
On convient que 30(0) = 1.

SEAVICE DES CONCOURS ET EXAMENS
1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n,

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES (1 + na)3 (a) = nad _,(a).
2. En deédulre la valeur de Jn(a), que l'on exprimera a l'alde de Pn(a).
1
CONCOURS D'ADMISSION DE 1984 3. En effectuant un changement de variable, trouver une relation entre J (a) et I ().

En déduire un équivalent de la sulte de terme général P (a).

4. Soit désormals x un nombre réel strictement positif. Pour tout nombre entier naturel
Mathématiques I

non nul p, on pose:
OPTION GENERALE On(p,x) = x{x + p)(x + 2p}...[x + (n-1)p].
Exprimer Q (p,x) a 1'aide de Pn(g). En dédulre un équivalent de la sulte de terme général

Vendredi 11 mai 1984, de 14 heures a 18 heures
On(p,x), les nombres p et x etant fixés.

S. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,

Qn(Z.X) On(Z.x +1) = °2n(1"‘)‘ ,
En dédulre une relation entre [(x), r(%)_ et l'(’—‘;— .

ATTENTION! La présentation, I'écriture et i'orthographe ont leur part dans la note.

I. Soit n un nombre entler naturel non nul. On considére les fonctions numériques for 9, €t
hn définfes sur 1'ntervalle {0,n] par les relations :
ey t.n -t t
D N R LI LI W (I RPN ()
ou g, est la dérivée de 9,
1. Etudier la variation de h“. Dresser le tableau de varlation de cette fonction.

En deéduire la variation de g,,- Montrer en particuller que 9, est a valeurs positives et qu'il
existe un ¢lément x,, de {0,n] et un seul tel que, pour tout élément t de [O,n], gn(t) < gn(xn).

"2. Hontrer que gn(xn)$ -r_\‘-e.

3. Soit x un nombre reel strictement positif.
a) Ftudier la convergence des intégrales:

+r®

n -1 -t x-1
I(x)= f f (t) " de et I'(x) =I e "t dt.
" o " 0

b) Soit ¢ un nomyre .reel strictement posltif. Montrer que si n > c, alors:

< 1 ¥ -t xe
0\<F(x)-l‘(x)</ g (t) t* dtv[ et dt.
n o " c

c) En déduire que la suite de terme général I (x) converge vers I(x).
II. On dit que des suites u et v de nombres réels strictement positifs sont équivalentes si le

u
n , .

rapport — tend vers 1 lorsque n tend vers « . On admet que les sultes de termes generaux
n

— n .
n! et y2mn (%) sont equivalentes.

Solt @ un nombre reel strictement positif. Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose:

. 1
Plad = (as (2a s N..ilta-av 1] et 3 (a) [ (1= ) ae.
" 0

- vid d -
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Chambre de Commerce et d’industrie de Paris

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

CONCOURS D’ADMISSION DE 1885

Mathématiques |

OPTION GENERALE

Vendredi 10 Mai 1985, de 8 ha 12 h

La présentation, la lisibilité, I’ orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.
L’usage des instruments de calcul est autorisé.

Les parties I et II sont indépendantes.

On désigne par a et b des fonctions a valeurs réelles continues sur I'intervelle [0, 1]. On

suppose que, pour tout élément ¢ de [0, 1], a(t) > 0. _ .

L’objet du probiéme est.d’étudier un procédé d’approximation d’une fonction f a valeurs

réelles de classe C* sur [0, 1], sachant que, pour tout élément ¢ de [0, 1],
() — a(e) f(e) = ),

et O =% f(1) =p,

ou A et p sont des nombres réels donnés.

A cet effet, on introduit une subdivision (Lo tyses 8y 4 1) A Pas constant h = 1/(n+1) de
Pintervalle {0, 1], ou n est un nombre entier strictement supérieur 4 2. Autrement dit,
pour tout nombre entier naturel k tel que k <n +1, ¢, = kh.

Dans la partie I, on montre que, pour approcher f sur {0, 1], il suffit de connaitre une
valeur approchée u, de f(z,) en chaque point t,. Les parties I1 et III décrivent un algorithme
de construction des valeurs approchées u,.

Pour toute fonction g & valeurs réelles de classe C” sur I'intervalle [0, 1], on pose:

M@= s Pul g |

Ul
te{0,

L. Approximation de f par une fonction affine par morceaux.

1. Soient g une fonction i valeurs réelles de classe C2 sur [0, 1] et (a, B) un couple
d’éléments de [0, 1] tel que @ < B. On suppose que g(a) = g(B) = 0.

a) Soit G la fonction définie sur {0, 1] par les relations:

G(e) = t‘i"g sit % a et G(a) = g'(a).

Prouver que G est continue, puis qu’elle est de classe C!.
Prouver que, pour tout élément ¢ de [0, 1},

160 < % My(g).

b) En conclure que, pour tout élément ¢ de [0, 1],
1
|8() ] € 51 — @) (2 - B)| M,(g).
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2. Soit ¥, la fonction définie sur [0, 1) par les conditions suivantes:

— pour tout entier k appartenant a [0, n + 1], ¥,(t) = f(to)

— pour tou* entier k appartenant a [0, n}, la restriction de ¥, & I'intervalle {t,, &, « .] est
affine.

Montrer que, pour tout élément ¢ de [0, 1],

. 2
6 = W | < % M.

3. Soient enfin (ug, u,, ... , 4, . ,) une suite de nombres réels et @, la fonction définie sur
[0, 1] par les conditions suivantes:
— pour tout entier k appartenant i (0, n + 1], @\(t,) = uy;
—— pour tout entier k appartenant i [0, n}, la restriction de @, a Uintervalle [¢,, ¢, . ] est
affine.
Montrer que, pour tout ¢lément ¢ de [0, 1],
2
A - (p,,(t)ls%MzU)+8,, ol §, = sup |t = wj-

0O€kEn+1

I1. Algorithme de résolution & un systéme linéaire.
Soient (a,, ay, ..., a,) et (b;, bs, ..., b,) des suites de nombres réels. On suppose que, pour
tout entier k appartenant a {1, n], ¢, > 2. On considére le systéme d’équations linéaires:

alu“‘U2 =b1
- Uy + a3 U,y - Uy -bz
“l‘z"'a;u;"“‘ ‘b;

(1) ettt e s e tec ettt e
— U3+ Ay Uy —umb _,
- Uy .y + a,u,= b-

1. Montrer que I'on peut construire une suite (¢,, ¢, ..., ¢,) de nombres réels appartenant

a P'intervalle ]0, 1], satisfaisant a la condition initiale ¢, = —l—et 4 la relation-de récurrence:
a

C.,l=——l—— Ol‘llgk%n—l.
&+~ G

2. Soit (dy, d,, ... , d,) 1a suite de nombres réels définie par la condition initiale d; = b, ¢,
et 1a relation de récurrence:
d.“l :(b.Q.l +d.)ck¢1 oul Sksn-—l.

Montrer que le systéme (1) admet une solution et une seule, ¢t que celle<i est déterminée
par les relations:
u, = d,

) u.-dg+6.u.+l sil€kgsn~-1 .

3. Montrer que si les nombres b,, b, ..., b, sont positifs (au sens large), il en est de
méme pour les nombres uy, u,, ..., u,.
4, Dans cette question, on suppose que b, = b, = ... = b, = |. Montrer que, pour
tout entier naturel k telque l Sk < n,

0<u, S%(rH- )%,

5. Dans le cas général, montrer que:

i
sup |ulg-(+1) sup |5}
t$a€n 2 1€E€a
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II1. Obtention de valeurs approchées de f aux points t,.
1. Soit ¢t un nombre réel tel que [t — h, t + h] soit contenu dans {0, 1]. Montrer que:

4
£+ R+ 1 = 1) = 2@ = B O] S 32 M 0.

A cet effet, on pourra introduire la fonction auxiliaire F définie sur l'intervalle [ — h, k]
par la relation:

F(x) = f(t + x) + f(t = x) = 2f(t) — x* f"(e).

On calculera les dérivées successives de F jusqu’a I'ordre 3 et en particulier leurs valeurs
a I'origine, et on majorera | F**(x) | a 'aide de M, (/).
2. En déduire que, pour tout entier naturel k tel que 1 < k < n,

2
4
S - )RR A€ — Sty s )= — K bE) + &, o8 |6 < %M‘m.

3. On connait déja f(t,) = f(0) = X et f(¢t, . ;) = f(1) = p. Pour approcher f(t,),
f(@t3), ..., f(2,), on remplace les relations(2) par le systéme linéaire:

(3) —up . +R+Aa)uy—uy, ., = —h2b()sil Sk <n,
o -
A -y
uo‘;;x et U'tlaw

Montrer comment, a I'aide de la partie I, on peut construire 1a suite (ug, 43, ... , Uy Yx + 1)-
4, Cette suite étant ainsi définie, établir que:

hz
8. s 5‘2 M‘U).

En conclure que, pour tout élément ¢ de [0, 1],
. 1 1
[f0) = 9u8) | S AR, 04 A4 = 2 My(f) + = M)
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Mathématiques | £, [0
OPTION GENERALE

La présentation, la lisibilité, [orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans [appréciation des copies.

L'usuge des instruments de calcul est autorisé.
PROBLEME

Soit f'1a fonction numérique définie sur R par la relation:
S =02+t
Dans la partic I, on étudie la fonction réciproque g de f. Dans la partie 11, on étudie un

algorithme d'approximation de g i l'aide d’une suite de fonctions rationnelles. Enfin,
dans la parue 111, on étudic une approximation polynomiale de g par la méthode des

moindres carrés.

L. Etude de g

. Vuriation de g

a) Construire la courbe représentative C de la fonction f(unitée graphique: 2 ¢cm).

b) Montrer que f admet une fonction réciproque; soit g cette fonction. Ainsi, pour
tout nombre réel x:

3
g (x) + g(x) = x.

Montrer que la fonction g est strictement croissante et impaire. Construire sa courbe
representative dans le meéme repére que C.

¢) Montrer que la fonction g est dérivable sur R; exprimer g’ en fonction de g. En
deéduire sans calcul la vanation de g’.

2. Etude locale et asymptotique de g

a) Montrer que g admet au voisinage de 0 un développement limité a tout ordre.
Expliciter ce développpement a P'ordre 3.

b) Montrer que g (x) ~ x'/* au voisinage de + .

c) On écrit g (x) sous la forme x3[1 + h(x)], ou lim h(x) = 0. Expliciter la relation

=

®
satisfaite par la fonction h. En déduire que la fonction x— x¥*k (x} admet en + oo une
limite finie que I'on déterminera.

3. Etude &une primitive de g
Soit G la fonction numérique définie sur R par la relation:

G(x) = ng(u)du.

0

a) Calculer G en fonction de g.
b) Etudier \a variation de G; étudier G au voisinage de 0 et au voisinage de + co.

H. Approximation rationnelle de g

Dans cette partic, on prend x dans Vintervalle {0, + oo[. On interpréte 'g (x) comme
F'unique solution de 'équation £* + ¢ = x, c’est-a-dire comme I'abscisse du point d'intersec-
tion de la courbe C avec la droite D paralléle a I'axe des abscisses ¢t d’ordonnée x. On
se propose d’approcher g (x) a I'aide de la suvite de terme général u, (x) ainsi construite:
on pose ¥, (x) = x et on prend pour u, (x) I'abscisse du point d’intersection de D, avec
la tangente 4 C au point d’abscisse x; on itére ce processus en considérant I'abscisse
u, ., (x) du point d’intersection de D, avec la tangente & C au point d’abscisse u, (x).

1. Construction de lalgorithme d approximation

Soit 1 un nombre réel positif. Prouver que I'abscisse du point d'intersection de D, avec
3
+x

3T+ 1

la tangente & C au point d’abscisse ¢ est égale &

On considére donc la suite définie par la relation de récurrence:
22 (x) + x

e () = 3ul(x) + 1

et Ja condition initiale 1, (x) = x.
2. Etude graphique d'un exemple
Dans cetie question, on prend x = 1. Sur une méme figure, tracer soigneusement I'arc de
C correspondant aux valeurs de t appartenant a U'intervalle [0, 1] et construire u, (1) et
u, (1) (unité graphique: S cm).
3. Etude de T algorithme
Soit ¢ la fonction numérique qui a tout nombre reel positif ¢ associe:
218 4+ x

3+

o) =

a) Ewudier Ie signe de 1 — o (1).
b) Calculer la dérivée de ¢. Etudier le signe de ¢° (1).
¢) Déduire des questions a) et b) que l'intervalie [ g (x), x] est stable par ¢.
En utilisant I'encadrement 0 < 1 + 1 — x < 13, valable pour tout élément 1 de I'intervalie
{g (x), x]. montrer que, sous cetle derniere condition:
2

0o (1) <-.
@ ( 3

4. Etude dv la convergence
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, u, (x) appartient a [g (x), x}, que
la suite (u, (x)} est décroissante et qu'elle converge vers g (x).

b) Prouver que. pour iout nombre entier naturel n:

2
O0<uy,(x)—gx) € g(",(x) - g(x}}

¢) Soit a un nombre reel positif. On pose:
B, = sup [u(x) - g(x)}
) a.

*€f0, o]

wito

Prouver gue B, < (

I Ylew 2jesausd uoridn
0 SoUNyn SE1NUN Sep 81098
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d) Prouver que, pour tout nombre réel positif 1:

2 + g(x)
+ 1
Montrer que, pour tout élément ¢ de Vintervalle [g (x),x]):

@)~ g =[t-gF =

/3
o) —g(x) < ‘7[1 —~g(x))

(On pourra etudier la variation de la fonction {1+ 3 .
3t 41

¢) Caleuler u, (l) pour n < 4. Verifier que u,

précision 10 (1) est une valcur approchée de g (1) a la

Hi. Approxinution polynoniale de g par la méthode des moindres carres

Soient a un nombre réel strictement positif, n un nombre entier naturel non nul et § =
(X Xyre-ns Xo) UNE suite d'éléments de {0, a] distincts deux & deux. Pour tout nombre entier
naturcl p, on note E, l'cpace vectorie! des polyndmes a cocfficicnts réeis de degré inféricur
ou égal d p.

1. Produit scalaire sur E, adupté & S

a) Montrer que Fapplication qui & tout couple (P, Q) d'éléments de E, associe le
nombre reel:

(PIQ)= ¥ Px)Q(x)

§=0
est un produit scalaire sur E,.

b) Soit i un nombre entier naturel inférieur ou égal & n. Montrer qu'il existe un éiément
L, de E,_ et un seul prenant la valeur 1 au point x; et la valeur 0 en tous les autres points
de S.

¢} Prouver que la famille B = (L, L,,..., L,) est une base orthonormale de E,.

d) Moatrer qu "if existe un élément P, de E, et un seul el que, pour tout nombre enticr
i appurtenant a Uintervalle [O,n}, P, (t,) = g (x;); expliciter {es composantes de P, dans
la base B.

2. Approximation de g

Soit p un nombre entier naturel strictement inférieur 4 n. Pour tout élément A de E,, on
pose:

N(d) = Z [g(x) — A(x,) }2~
k=0
a) Interpréter N (.4) a P'aide du produit scalaire sur E,.

b) Montrer qu'il existe un élément H, de E, et un seul tel que, pour tout élément A de
VNH) SN (A

L) Montrer que le polyndme H, est caraciérisé par les relations:
(H,|X)=(P,|X), ou0<gigp

d) On écrit M, sous la forme:

Expliciter un systéme linéaire admettant pour unigue solution (Ao, & yu., 7))

¢) En utilisant les resultats obtenus duns les parties 11 et 111, indiquer les différentes
étapes J’un algorithme permettant de calculer H .
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1987
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS Mathématiques l
ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES OPTION : Générale

Vendredi 8 Mai 1987, de 8 heures & 12 heures

La présentation, la lisibilité, I'orthographe. la quaiité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements enfreront pour une part imporianie dans 'appréciation des
copies.

L'usage des instruments de calcul est autorisé.

Le but du probléme est 'étude d’une suite de tirages de boules dans une ume, ce qui fait

I'objet de ia seconde partie. La premiére partic permet d'obtenir queiques résultats
préliminaires d’algebre.

Dans tout le probiéme, on désigne par N un nombre entier naturel nop nul et par E
I'espace vectoriel des polvnomes 2 coefficients réels de degré inférieur ou égal 4 N. On
considére Iapplication linéaire f qui, 2 tout élément U de E, associc le poiynéme :

V(X) =X~U(X)-l]7 X -1)-U'(X)
ou U’ désigne la dérivée de U.
PARTIE 1
1) Etude de I'application [
a) Pour tout nombre entier naturel j te! que j = N, calculer f(X’).

b) Montrer que f est un endomorphisme de E.

¢) On considére la base canonique # = (1. X, X") de E. Ecrire la matrice
M associée 3 f dans cette base.

2) Recherche d’une base de poivnémes propres pour f

Soit B un polynéme propre pour f, ¢'est-a-dire un élément non nui de E tel qu’il existe
un réel A satisfaisant a la relation :

f(B) = x B.

a) Montrer que B est nécessairement de degré N.
b) On suppose que A = 1. Montrer que ~ ] est racine de B.

Soit k l'ordre de multiplicité de {2 racine —1; il existe donc un polynome
A tel que:

B(X)= (X +1)ka(X) avec A{-1) % 0.
Montrer que & = N et que A est constan:.

Tournez ia page s. v, p.
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En supposant que A = — 1, étudier de méme la muitiplicité de la racine 1.
c) On suppose mantenant que A est différent de 1 et de - 1. Montrer que 1 e:
—~ 1 sont racines de B. Soient h et k leurs ordres de multiplicité respectifs.
On pose :
B(X)= (X~-1 (X +1)} A(X).

Montrer que h + k = N. Exprimer alors A en fonction de k et de N. En déduire une
factorisation des polyndmes B ainsi obtenus.

d) Montrer que I'endomorphisme f est diagonalisabic.

¢) On considére la famille &' = (By, By, By) des éléments de E définis par:

By(X)= (X-1Y""(x+1)

Montrer que la familic #' est une base de E. Ecrire la matrice M’ associée 2
f dans 1a base #'.

3) Calcul des limites des suites (M**) et (M>*!)

On appelie limite d'une suite (M, ) de matrices carrées d'ordre N + 1 la matrice carrée
L d'ordre N + 1 dont les éléments sont les limites (si elles existent) des éléments de
M, lorsque n tend vers + oo . On admet que, dans ces conditions, pour tout coupie
(P, Q) de matrices carrées d’ordre N + 1, la suite (P M, Q) a pour limite l2 matrice
PLQ.

a) Pour tout nombre entier naturel j tel que j < N, on pose :

N . ~
Bi(X) = z piiX et X'= Z g, Bi(X)
ta® 1=0
Déterminer les €léments p,y et p,y pour O=i <N, et les éléments gy, et
qn; pour 0 j = N.
b) On note respectivement P et Q les matrices de passage de #2 &' et de
@' a #. Quels sont les éléments ainsi connus de P et de 7
¢) Exprimer M en fonction de M’, P et Q. En déduire (sans expliciter davantage les
matrices P et Q) les limites des suites (M>) et (M**') lorsque n tend vers
+®.

PARTIE 11
On suppose désormais que N = 3. Une ume contien: 7 boules rouges et b boules
blanches avec 7 + b = A. On procéde & des tirages de la maniére décrite ci-aprés :

— lorsqu'on obtient une boule rouge. celie-ci est retirée de I'urne et remplacée par une
boule bilanche avant de passer au tirage suivant ;

— lorsqu'on obtient une boule blanche. celieci est retirée de I'urne et remplacée par
une boule rouge avant de passer au tirage suivant.

Soit 7 un nombre entier naturel. On note X, ia variable aléatoire prenant pour vaieur le
nombre de boules rouges contenues dans I'ume a lissue du n™™ tirage (c'est-a-dire
lorsque la n*™ bouie a été tirée puis remplacée selon la procédure décrite). En
particulier, Xo = r.

Pour tout nombre entier naturel k, on pose :

p(n.ky=P( X, =k]).

Ainsi : pin.k)y=0 sik>N
p0,k)=1 sik=r
p(0,k)=0 sinon.

On convient de poser : pin.-1)=0.

bl
On désigne par E(X,) et V(X,) I'espérance et ia variance de X,. On se propose de
calculer par deux méthodes ces deux valeurs typiques, puis d'étudier le comportement
asymptotique de p(a, k).

1) On suppose dans cette question que n est non nul. A l'aide de la formule des
probabilités totales, montrer que, pour tout nombre entier naturel k :

Np(n k)= (N-k+1)p(n-1k-1)+(k+1)p(n-1.k+1) 1)
2) Calcul de I'espérance et de la variance i I'side de polynémes

Pour tout nombre entier naturel n, soit F, le polynome défini par:

.
F,(X)= Y p(n, k) Xt
kel
On suppose désormais que n est non nul.
Etablir la relation :
2 ' Fum fFus) @

b) Montrer que : FI(1) = E(X,).

En dérivant (2), former une relation entre E(X,) et E(X,_,). En déduire
E(X,) et sa limite quand n tend vers + o .

¢) Montrer que : Fr(l) = _E(X}) _EX.)

On pose :
a, = E(X})- N E(X,).

En dérivant deux fois (2), former une relation entre o, et a,_,. En déduire
V(X,) et <a limite quand n tend vers + .

3) Calcul de I'espérance et de Ia variance 3 I'aide de matrices
Va

Vs, (r,0)]
On considére la matrice'a N + 1 lignes et une colonne : : n.1)
n,
a) A T'aide la refation (1), prouver que :
4 p(n.N)

U.=ML,_.

ou M est la matrice définie dans la question ! 1).
On considere les trois matrices & une ligne et A - | colonnes :

J=(11..1DK=©01..NMK= (V. N
b) Caiculer le produit ) M en fonction de K, et de J.
Vérifier que :
E(X,) =K, U,

Retrouver ainsi la relation entre E(X,) et £ (X, _ ;) érablie dans la question 11 2) b).

c? (;alculer !e produit (K.~ N K,)M en fonctionde K . - N K, et de J. Retrouver
ainsi la relation entre g, et a,_¢ établie dans la question 11 2) c).

4) Etude de la distribution asymptotique de (X, )

En t.nil_isant fes rgsultau de la fin de la premiere pantie. détermuner selon la parité de r
le} limites des suites (p(2n,k)) et (p(2n 41, k)) lorsque n tend vers + oo .
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Chambre de Commerce et d'Industrie de Paris

1
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Ecole des Hautes Etudes Commerciales

DIRECTION DE LENSEIGNEMENT

DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS )

Samedi 7 mai 1988, de 8 h. & 12 h.

CONCOURS D’ADMISSION DE 1988

Mathématiques |
- OPTION GENERALE

la présentation, £fa Lisibitité, {L'onthoghaphe, 4La qualité de {La
nédaction, 4La clanté et La précision des ralsonnements entreront
pour une part impontante dans £'appréciation des copiesd.

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long sur 15 cm de large.

L’objet du probléme est d'étudier la convergence d'une suite de polynémes d'interpola-
tion d'une fonction f, ce qui constitue la partie III. Dans la partie I, on construit les
polynémes d’interpolation de f ; dans la partie II, on explicite un tel polynéme sur un
exemple.

1. Interpolation d’une fonction par un polynéme

Soient n un nombre entier naturel non nul et (x, x,...., x,) une suite de nombres réels
distincts. On leur associe les n polynémes L, L,,..., L, définis pour 1 = j = n par:

" X = Xy
L,(x)= n
)
k-1 Xi T %k
kwj

1. Pour tout entier j tel que 1 = j =< n, expliciter le degré et les racines du polynéme
L;. Calculer L; (x;).

.2. Soit P un polynome a coefficients réels de degré strictement inférieur a
n. On pose :

Q) =Y P ()L (x).

jel

a) Pour tout entier & tel que 1 < k =< n, calculer Q (x;).
b) Prouver que P = Q.

3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle / de R a valeurs réelles. On
suppose que, pour tout entier k tel que 1<k=n, le point x, appartient 2
1.

Montrer qu'il existe un polynéme P, de degré strictement inférieur 3 n et un seul
satisfaisant aux conditions suivantes : pour tout entier k tel que 1 <k =n,

Py (xp) = [ (x).

II. Exemples

64
1. On prend f (x) = T
a) Expliciter les polynémes L;, L., L;.
b) Calculer le polynéme P, défini dans la question 1.3. On vérifiera que le polynéme
64 P est A coefficients dans Z.

1 1=00.36);n=3:x,=1, xa=9, x3 =25,

TSVvP
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2. On prend g(x)=-,—-64—7; I=[-6,6]: n=6; x,==5, x==3, x3=-1,
x4+

X4 = 1.x5=3, X6=5.

a) Sans nouveaux calculs, expliciter le polynéme P, (défini comme dans la
question 1.3) a I'aide du polynéme P,

b) Etudier la variation de P, sur lintervalle [-6, 6].

¢) Construire, dans le plan rapporté 2 un repére orthonormal, les courbes représenta-

tives de g et de P,.
I1I. Etude d’une suite de polynémes d’interpolation

Dans cette partie, on considére la fonction f définie sur [0, 1] par la relation :

fx)=——

X+a”

ol a est un nombre réel strictement positif.
Les notations étant les mémes que dans la partie I, les points x,, x,..... X, sont donnés
par:

2k -1 \2
x,‘-( n ) pourl =k =n.

On note P, le polyndme P, défini dans la question I.3.
1. Calcul de f (x) - P, (x)
On pose : A@E)=1-(x+a?)P,(x).

a) Vérifier que A (x) est un polyndme de degré inférieur ou égal & n, qui admet
Xy, X2...., X, cOmme racines.
b) On pose :

0, ) =] x-x).

Montrer qu'il existe un nombre réel ¢, tel que, pour tout nombre réel x :
A (x) = ¢, Qu(x).
¢) Prouver finalement que, pour tout nombre réel x:
(-1) Q, (x)
-

x+a) ] (e?+x)

f&x)-Pux)=

2. Etde d'une fonction auxiliaire
Soit 4 la fonction définie sur )0, + oo [ par:

h(x) = Jl In (x*+ u®)du.
0

a) Calculer h (x) i I'aide d'une intégration par parties.
b) Vérifier que, pour tout nombre réel strictement positif x :

h'(x) =w-2Arctanx.

¢) Etudier la variation de h. Prouver que A se prolonge en une fonction de classe
C® sur [0, + 0 [.

TS vP
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d) Montrer qu’il-existe un nombre réel a, et un seul tel que 0 < ag<1ler:
h(ag)=2in2-2.
e) Construire la courbe représentative de A.

3. Détermination d'un équivalent de c,
a) Soient F une fonction de classe C2 sur [0, 1] et a un élément de lintervalle
[0,1[. Pour tout nombre réel 7 tel que O <=1 —a. on pose:

G(:)='r“r(u)du_:r (a+3).

a

T (i) Calculer G’ en fonction de F et de F'.
(ii) Soit x un élément de l'intervalle [0, 1 — a]. En appliquant la formule de Taylor

. . ve - X . .
avec reste intégral a la fonction F sur l'intervalle |a + 54 +x]. établir que :

FS
IG'(x)| == M ot M= sup |[F"(1)|.
8 e 0.1}

(iii) En déduire que, pour tout élément x de l'intervalle [0.1 —a}:
G XM
G (x)| = 53 M-

b) Montrer que, pour tout entier k tel que |l sk <n:

kin b l+a:
ln(a2+x)—nJ‘ In (a’+u?)du| « ——.
’ k tk-1)/n 12 a‘nz

A cet effet, on appliquera le résultat de la question précédente, avec :

F)=In(a’>+u; a=k;l; X =

S|

¢) Soit (a,),, la suite de terme général :

a, = ]:[ (a®+x,).
kal

Déduire du b) la limite de Ia suite (Ina, — n h(a)),, - Obtenir enfin un équivalent
simple de la suite (a,),, .

4. Etude de la suite (P,(1)),.,
a) Vérifier que :
(4n)!

&=yt

b) On admet I'équivalent (formule de Stirling) :

n!~\/2;(£)n.

Déterminer un équivalent simple de la suite (Q,(1)),,,.
c) Déterminer I'ensemble des nombres réels strictement positifs a tels que la suite

(P,(1)),,, converge vers f (1).

page 327
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1989
Mathématiques |

OPTION GENERALE

Chambre de Commerce et d’Industrie de Paris
Direction de I'Enseignement
DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS Mercredi 10 mai 1989, de 8 h. 4 12 h.

Ecole des Hautes Etudes Commerciales

la présentation, La Lisibitité, £'onthographe, La qualité de fa
rédaction, La clarté et La précision des naisonnements entreront
pour une part importante dans &'appréciation des copies.

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les «calculatrices programmables et
alphanumériques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long sur 15 cm de large.

PROBLEME Soit k un pombre entier naturel non nul. L'objet du probi2me est I'étude de la série de
terme général 1/p**, 0up > 1.
LIMINAIRE A Paide de I'inégalité des accroissements finis, montrer que, pour tout nombre entier
naturel non nul p :
1 1 1 1 1
0 < - < —.
( ) (p+l)“ =~ 9% —1 (pu-x (p+l)u-l) —pzk
En déduire la convergence de la série de terme général 1/p** et un majorant simple ge sa
somme.

Dans la suite, pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :

n 1 +o0 1 +00 1
S (n) = Z ;’Tk_' R (n) = Z ;)ﬁ et Sy = Z F = Su (n) + Ro (n) .
p=1 p=n+l p=1

Dans la partie I, on traite le cas particulier od k = 1 et I'on détermine S,.
Dans la partie II, on étudie d’abord une suite de polynOmes et I'on généralise Ja méthode

de la partie I pour déterminer Sa;.

PARTIE I Dans cette partie, on désigne par n un nombre entier naturel non nul.

1. On considére la fonction numérique définie sur lintervalle |0, 1{ par la relation :

1.‘2 z . _ )
h(x)= 2 ~ g jcotnz (ol cot 7z = 1/tan 7).

a) Comparer f, (z) et f, (1 — z) . Interpréter graphiquement le résultat.

b) Déterminer les limites de f; aux bornes de son ensemble de définition.

On prolonge désormais f, par continuité enOeten 1.

¢) Pour tout élément z de ]0, 1 calculer f, (z) . Montrer que f, est de classe C* sur
lintervalle [0, 1].

d) Construire la courbe représentative de f,.

2. Arlaide d'une intégration par parties, montrer que, pour toute fonction f de classe
C! sur [0, 1], il existe un nombre réel strictement positif a tel que : 1
/ f(z)sin2xnz dz| < _‘1'
0 n

En déduire la limite de [, f (z)sin 27nz dz lorsque n tend vers +0o.
Tourncz la page S.V.P.
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3. Pour tout nombre entier naturel non nul p, calculer 'intégrale :

1 2
I =/ (i-—f)cosh z dz.
14 o D) 2 P

4. a) Vérifier que, pour tout €lément z de I'intervalle )0, 1[ :

n
22005 2xpz = cot xz sin 2anz + cos 2xnz — 1.
p=1

(On pourra multiplier chacun des deux membres par sin 7z.)
b) ATaide des résultats précédents, &tablir que :

n 1 1 /.3 1
1 . 1 z z 1
?::l I, = E/o S1(z)sin 2xnz dz + 5'/0 (—2- - 5) cos 2rnz dz — 5/0 (

¢) En faisant tendre n vers +oo, déduire de {'égalité précédente que :

2
Sz:%.

5. Onse propose dans cette question de comparer Sz (r), Sz (n) + 1/n et x2/6.
a) Ecrire un algorithme de calcul de S; (n) lorsque Yentier n est donné. Comparer
les valeurs décimales approchées 2 10~ prés de S, (n), S (n) + 1/n et x2/6 pour n = 10,

n =100 et n = 1 000.
b) A raide de I'inégalité (0), prouver que :

x? 1 1 =
05;—&(")5; et 0<S(n)+ -
Expliquer alors les résultats numériques précédents.

PARTIE 1L A) Etude d'une suite de polyndmes

1989

On se propose d’étudier les suites (Q,,) de polynomes 2 coefficients réels satisfaisant

aux trois propriétés suivantes :

(l) Qo =1
(2 Va21l, Q. =Qun
@3) Vn>2, Qa(l) =Qa(0).

1. a) Euablir qu'il existe une suite (r,) de nombres rationnels et une seule telle que :

n-1
— . r' —
ro=1 etpourn>2: jz:o——’—-—(n__j)!.—o.

Expliciter ry, r3, r3 €t rq sous forme de fractions irréductibles.

On considére désormais la suite (P,) de polynémes définie par :

Pa(X) = E zn—%x"'i.

2

0e

T.S.V.P.
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b) Montrer que la suite (P, ) vérifie les propriétés (1), (2) et (3). Expliciter Py, P,, P3
et Py.

2. On considére une suite (Q,) de polyndmes vérifiant les propriétés (1), (2) et (3).

a) Prouver que, pour tout nombre entier natureln :

QJ (0) n-—
Q(X)= E =i xn-i,
o <(n-j)!

b) Montrer que la suite (Q, (0)) vérific :

Q(0)=1 etpourn>2: Z('?l_(?;.

c) Endéduire que, pour tout nombre eaticr naturel », Q, = Fy.

3. a) En considérant la suite de polyndmes ((—1)" P, (1 — X)), établir que, pour
tout nombre entier naturel n :

Pa(X)=(-1)"Pa(1 = X).

b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel non nul k, rax 4y = 0. Calculer
re¢ el rg. On pourra vérifier que :

T8 = T 1200600
B) Expression de 51

1. Pour tout nombre entier naturel £k > 2, on considere la fonction f, définie sur
lintervalle J0, 1 par la relation :

fi (z) = (P (z) — rag) Ot 7.
a) Comparer f; (z) et fy (1 —z).
b) Déterminer les limites de fy aux bornes de son ensemble de définition.

On prolonge désormais f; par continuité enQeten 1.
c) Prouver que f; estde classe C* sur Fintervalle [0, 1).

2. Pour tout nombre entier naturel non nul p, on considére les intégrales :
1 1
J, (k) = /o Pu(z)cos 2xpzdz et I (k) = / (Pt () — ras) cos 2xpz dz.
]

a) Calculer J, (1).
b) Exprimer J, (k + 1) en fonction de J,, (k) . En déduire J,, (k) puis I, (k).

3. a) Encalculant de deux fagons la somme :

L)+ L(E)+- -+ I (k),

puis en faisant tendre n vers +oo, exprimer Sy en fonction de r;.
b) Retrouver ainsi I'expression de S, ; calculer 54, Sg et S;.

4. A raide de I'inégalité (0), prouver que :

1

1
(2k — 1) n2%*-1 —Su S

0<Su(n)+

En déduire des valeurs approchées 2 10~° prés de Sy, S¢ et S ; les comparer aux valeurs
exactes obtenues précédemment.

H.E.0.-ECULES SUPERIEURES de COMMERLE de PARIS et
t
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4 Mathématiques |
OPTION GENERALE
CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE DE PARIS Mercredi 9 mai 1990, de 8 h. 3 12 h.

DIRECTION DE UENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

La présentation, la lisibilitd, I'orthographe, la qualitd de la rédaction, la clané et la
' prdcision des raisonnements enlreront pour une part importante dans I'appréciation des
copies.

ECOIO des HaUtes Etudes Commercnales sont autorisées : régles gradudes, tables de valeurs numériques sans formulaire,

CONCOU RS D'ADMI SSION DE 1990 calculatrices de poche, y compris les caiculatrices programmables et alphanumériques,
a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et

de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large, a raison d'une seule calculatrice
par candidat.

L'objet du probléeme est 1’étude de I'interpolation d’une fonction par des fonctions
trigonométriques.

Dans la premiére partie, on étudie une fonction numeérique utilisée par la suite.

La deuxiéme partie (indépendante de la précédente) est destinée a établir des pro-
priétés d’une matrice qui permet d’obtenir les fonctions d’interpolation.

Enfin, dans la troisieme partie, on teste la convergence du procédé d'interpolation
dans le cas particulier de la fonction constante et égale 1.

PARTIE I

Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0, 12[] par les relations :

cCos T

1
f(z)=~ -
f(0)=0

sizG]O, %]

sin z

1r
1. Montrer que la fonction f est continue sur [0, 5] .
2. Calculer f'(z) pour z > 0.
1r
3. Montrer que la fonction f est de classe C! sur [O, 5] .

4. Etudier la variation de f et construire la courbe représentative de cette fonction.

PARTIE I1
Soit A, = (aij) la matrice carrée d’ordre n, ou n > 2, dont I’élément & I'intersection
de la i*™ ligne et de la j*™¢ colonne est défini par :
a;=1 si |[i—jl=1
o1 0 .- 0 0 o
(1 0 1 ... 0 0 ai;j =0 si |i—j|l#1
o 1r 0 ---. 0 0
. o 0 1 ..... 0 0
Ainsi : A= . . . .
0o 06 0 .- 1 0
o 0 0 ---- 0 1
\o 0 0 ----- 1 0/
Dans cette partie, on se propose d’abord de diagonaliser la matrice A,, puis d’étudier
une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A,. P
On identifie les matrices colonnes : 9

X =
Tn

avec les vecteurs de IR" muni de sa base canonique.
En particulier, on identifie les matrices 3 une ligne et une colonne aux nombres réels. T
Par exemple, on écrira : - z2

n
‘XY:‘YX:Z;,..%. pout X = : et Y=
i=1 Za

oll *X et 'Y désignent les matrices transposées de X et de Y.

o.o/..’
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1. Pour tout élément X de IR", on pose : g(X)= X A, X.
n-1
Calculer A, X et vérifier que : gn(X) =2 E,‘. Tig1.

i=1
2. FEtude du cas particulier n = 2

a) Montrer que, pour tout élément X de IR? : ~X X <gaX) < X X.

b) Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs propres de A;.
c) Trouver les éléments X de IR? tels que jg2(X)| = *X X.

3. Encadrement des valeurs propres de A, n-l R 2 n-1 . g

a) Montrer que, pour tout élément X de R" : - 2]: (I" + J""-H) < ga(X) < E (z,- + 3i+l) .
i= i=1

b) En déduire que, pour tout élément X de R"® : -2'X X <qa(X)<2'X X

et que I'égalité |¢,(X)| = 2'X X équivaut a2 X = 0.
c) Soient A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé a A. Montrer que: g (X)=A'X X.
En conclure que : —92< A<

4. Diagonalisation de la matrice A,

Pour tout élément A de l'intervalle ] — 2, 2[, on note E) I’ensemble des suites réelles
(“")keN telles que, pour tout nombre entier naturel k :
Up42 = A Ukgy — Uk

On pose A =2 cos t, oli t €]0, x|.
a) Soit (ui),epy un élément de E). Exprimer u; en fonction de ug, uy, k et t.

N b) Soit Fy(n) le sous-espace vectoriel de E) constitué des éléments (uk)ren de E
vérifiant la condition supplémentaire :
Ug = Upy4l = 0.

Déterminer, en discutant selon les valeurs de t, les éléments de F(n).

c) Soit A un nombre réel. Montrer que A est une valeur propre de A, et que le
I
, z2 PN . .
vecteur non nul X = . est un vecteur propre associé & ) si et seulement si la

Ty
suite (ug)y ¢ définie par les conditions up = 0, ux = zy pour 1 < k < n, unyy =0 et
Un4k42 = AUntk41 — Ungk Pour tout entier k, appartient a Fy(n).

d) En conclure que les valeurs propres de A, sont les nombres réels A, = 2 cos 6,, sin 6,
ouf, = T et p entier tel que 1 < p < n. Montrer que les vecteurs : = sin 26,
sont des vecteurs propres associés a ces valeurs propres. sin nf,

5. Application

On applique les résultats précédents a ’étude de la matrice M, dont les colonnes
sont les vecteurs X,.

a) Soient X et u des valeurs propres distinctes de A,, X et Y des vecteurs propres
associés respectivement & A et a p. Vérifier que : AXY=p'XY.

En déduire que, pour tout couple (p, ¢) de nombres entiers naturels distincts compris
entre l et n:

n
Z(sin k 8p)(sin k 8;) = 0.
k=1

ooo/.,.
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n
b) On considére le nombre complexe z = e%%. Vérifier que : Z =0
n k=0
En déduire que : Zcos 2k 0, =-1.
k=1
. n+1
Montrer enfin que : X, Xp = B
) . . klx } .
¢) Soit M,, = (bis) la matrice carrée d’ordre n telle que : by = sin el k 6 =sinl6,.

En utilisant les résultats précédents, montrer que M2 = a, I,, ou I, est la matrice unité
d’ordre n et a, un nombre réel que l’on précisera. En déduire que la matrice M,, est

inversible et déterminer son inverse.

PARTIE I1I .
1
. s a;
1. A tout élément A = .| de IR” on associe la fonction numérique g définie
an n
sur IR par la relation : g(t) = Z ai sin kt.
k=1
a) On rappelle que, pour tout couple (a, b) de nombres réels : 2 sin a sin b = cos (a - b) — cos (a +9).
4
Pour tout couple (k, !) de nombres entiers naturels, calculer I'intégrale : / sin kt sin [t dt.
0
. ¥ T
b) En déduire que : /0 g @) dt= 3 Zaf.
k=1
2 .
¢) Calculer M, A. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 <k <n : 4= o +1 Zg(ﬁ,) sin k 0.
: =1
by !
2 o
d) Soit B = : un élément de IR". Montrer qu’il existe un élément A = a.g
n bn a
de IR" et un seul tel que, pour tout entier pavec 1 <p<n : g(6p) = by. "
L’objet des questions suivantes est d’étudier 'unique fonction g, telle que, pour tout n
entier p compris entre 1 et n : = .
p comp cletn gn (Bp) = 1. On écrira ! gn(t) = Eag(n) sin kt.
' Ex k=1
2. Etude des coefficients ax(n) (n) = 2 “Cm+1)
a) Montrer ai(n) = 0 si 'entier k est pair, et que : ar(n) = n+1 . kx
sin ————
2(n+1)
si k est impair. (On pourra s’inspirer de la méthode employée dans la question 11 5 b).)
b) b) Grace aux résultats de la premiére partie, en déduire que, pour tout entier impair
ktelque0<k<n: 4 < 4
0 5~ M ST he
¢) Soit k un nombre entier naturel (pair ou impair). Déterminer : B = lim ag(n).
¢ n - 400
n
3. Pour tout nombre réel t, on pose : h,(t) = Zﬂ" sin kt.
k=1
.y » » ¥
a) En utilisant les résultats des questions 1 b) et 2 b), montrer que : . “"l ./o fon(?) - hn(t)]2 dt=0.
400 -
b) On admet que : ﬁ - Z ____}__—2 . Prouver que : . v
8 = (2k+1) . n -':n-:»oo ./o (1= ha(e)? dt = 0.

c) En déduire la limite lorsque n tend vers +o0o de lintégrale :

I = / [1 - ga(t)]? dt.
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calculatrices de -poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
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LIMINAIRE

Soit a un nombre réel strictement supérieur & ~1. Pour tout nombre réel strictement positif », établir la
convergence de l'intégrale :
+00
/ t° et/2 gy
T

puis celle de ’intégrale :
+00
/ t° e=t/2 g
0

L’objet de la partie I est I’étude de la fonction f, définie sur [0, +00[ par la relation :

+00 2
Ja() =/ t*e”t/% dt

L'objet de la partie II est ’étude d’une méthode de calcul de valeurs approchées de la fonction o définie
pour a > —1 par la relation :
+00 2
ol@) = fu@) = [ 10 e a
0

PARTIE 1

1. Cas particulier a =0
a) Montrer que la fonction f; est en fait définie sur R.

1 -
b) Interpréter la fonction 5 fo en termes de probabilités.
1r

En déduire la valeur de fo(0), ainsi gue les limites de fo en 400 et en —o0.

2. Propriétés générales de f,

a) Montrer que la fonction f, est de classe € sur intervalle 10, +ool.
Calculer les dérivées premitre et seconde de fa.

b) Déterminer le sens de variation de f, sur J0, +ool.
c) Etudier la limite de f, en +00.

3. Etudeducasa>0

a) Montrer que f, est de classe C* sur [0, +oof. Calculerf}(0).
b) Etudier la variation de la fonction fi.

¢) Donner I'allure de la courbe représentative de f,.

4. Etudeducas -1<a<0
a) Montrer que la fonction f, est continue sur [0, +0o[. Cette fonction est-elle dérivable en 0 ?
b) Montrer que la fonction f, est convexe. '
¢) Donner lallure de la courbe représentative de f,.

Tournez la page S.V.P.



page 378 ECOLE des HAUTES ETUDES COMMERCIALES:
1991 2/3 Math 1 (option générale)

5. Etude de f, au voisinage de +cc (a > ~1)
a) A P'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout nombre réel strictement positif z :

+00
f..(:t) = x“"l 0—21/2 + (a - 1) / ta,-j ef"a/" de
T

cette derniére intégrale étant convergente.
b) En déduire le signe de : folz) — 28! e~='2

selon les valeurs de a.

c¢) Etablir que pour z >.0 et poura > -1 : la

fula) -zt 2| < B2l

(On pourra utiliser la décroissance de la fonction ¢ ~» tlz sur lintervalle [z, +00[.)

d) En déduire qu’au voisinage de +co :
) q ag o fa(z) ~ 281 e-z’/:

Application
+00

Etablir la convergence de I'intégrale Ja(z) dz.
0 .

. +00
A laide d’une intégration par partie, justifier I'égalité : Jas1(0) = A fa(z) dz

e) Déduire également de la question ¢) quesi —1<a<letz>0 :

1) Ja(z) =z e"""/_z < 22073 ~x*/2

PARTIE 11
. +o00 N
Pour tout nombre réel @ > —1, on pose : ¥(a) = ./o‘ 1 e=t/2 44

Pour tout nombre réel strictement positif z, on écrit ©(a) sous la forme :

' z
p(a) = ga(z) + fulx) avec 94(7) =/ e e-—gﬁ/i dt
: _ 0
1. Relation fonctionnelle vérifiée par ¢
a) Brablir Mégalité : @ e+ =(a+1)p(a)

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer @(a + 2 n) en fonction de ¢(a). Calculer ¢(0) et ¢(1).
En déduire la valeur de (n) pour tout nombre entier nature] n.

2. Développement en série de ga(Z)
Pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, on pose :

n x t2k+o
Sa(t) = Z(—l) Em
k=0

2
a) Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction u + €™* sur l'intervalle [0, % a
I'ordre n, oi n € N. _
3
En déduire le signe de t* e~*'/2 — §,,(¢) selon les valeurs de n. En conclure que, pour tout nombre réel
strictement positif ¢ et pour tout couple (p, ¢) de nombres entiers naturels :

Sapra(t) St e7/2 < Sy(t)
' A SUIVRE
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b) Montrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

t2n+a

e e—:2/3 S (t) < 2n

(On distinguera deux cas suivant la parité de n.)

¢) En conclure que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel strictement positif z :

3 X 2k+a+l 22n+a+l
&) 9(2) ~ kz_;( D EETERTeT D '2"n‘(2n+0+1)
Justifier I’écriture :
2k+a+l
k
(4) ga(z) = Z( 1) 2% k| 2k+a+ 1)

k=0

3. Méthode d’approximation de y(a)

On suppose désormais que —1 < a < 1. (On remarque que, grace & I'égalité (2), on peut toujours se
ramener a ce cas.)
On écrit :

p(a) = gu(z) + falz) -
Grace & I'inégalité (1), on choisit une valeur de z pour laquelle f,(z) est suffisamment petit. Le nombre z
étant ainsi fixé, on approche g,(z) par une somme partielle de la série (4) :

. n 2k
— mot+l 1)k z
on(2) == kgo( YV #%T@rratD

a) Déterminer le plus petit des nombres entiers naturels p tels que, pour tout élément a de | -1, 1} :

9 pa—3 e-p"/z < 10-5

b) En utilisant I'inégalité (1), montrer que pour z = 5 et pour tout élément a de | — 1, 1] :

fulz) =z~ e/ < 1073
c) On prend donc désormais z = 5. Pour a €] — 1, 1] et pour tout nombre entier naturet k, on pose .
52k
2% k1(2k+a+1)

Exprimer u4; en fonction de k et de u,. Mettre en place un algorithme de calcul de u, pour des valeurs
données de n et de a.

d) Gréce a l'inégalité (3), déterminer un nombre entier naturel n tel que, pour tout élément a de]-1, 1] :

u =

|9a(5) — sa(5)] < 107°

e) La méthode proposée permet-elle, avec les choxx eﬂ’ectués pour z et n, d’obtenir des valeurs approchées
de p(a) & 2 x 1075 preés lorsque a est donné dans lintervalle | - 1, 1} ?

FIN
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Sont autorisées:

-. Régles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans

document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15
cm de large.

Dans tout le probléme, on désigne par N un nombre entier naturel non nul donné.
On se propose d’étudier un algorithme de calcul d’une valeur approchée de tan 6 a 10- N prés, ou 6

est un nombre rée] appartenant a I'intervalle [0, i [, n’utilisant que des additions, des multiplications par

des puissances de 10, une seule division et des tests de comparaison entre nombres réels (les soustractions
éventuelles étant comptabilisées comme des additions).

T o
On rappelle que si a et b sont des nombres réels appartenant a ] -7'1 [ :

tan a 4+ tan &

tan (a+b) = l—tanatanb

PARTIE 1

L’objet de cette partie est d’étudier une suite (@n)ocncn 41 d’€léments de [0,

].

. T 7
a) Dresser le tableau de variation de la fonction tangente sur l'intervelle ] -3 3 [ et donner I’allure

de sa représentation graphique C sur cet intervalle. On précisera les tangentes a la courbe C aux points

NE

1. Etude de la fonction tangente
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. g
d’abscisses 0 et — .

b) Montrer qu’un algorithme de calcul approché de tan 6 lorsque # appartient a [0, % [ permet le
calcul approché de tan 8 pour tout nombre réel 4 tel que tan 8 soit défini.

2. Etude de la fonction réciproque de la fonction tangente

. e . . T
a) Montrer que la fonction tangente définit une bijection strictement croissante f de ]— 37'3 [ sur

] — 00, +oof.
Dans toute la suite, on note g la fonction réciproque de f (appelée fonction arc tangente). Donner I’allure
de sa représentation graphique.

b) Prouver que g est de classe C! sur ] — 0o, +00 [ et que, pour tout nombre réel ¢ :

1
! -_—
W= 133

¢) Démontrer que, pour tout nombre entier naturel p :

R S S (=1)P1% 4 (-1)p¥! i
1+ 1+¢2
d) En déduire que, pour tout nombre réel z positif ou nul :
z3 v
z- T <g@)<e (1)

e) En déduire aussi que, pour tout nombre entier naturel p et pour tout nombre réel z positif ou nul :

2p+1 z2p+3

FRy(s)  ob IR@IS gy

z3 z
de)=zm Tk b (-1P

3 2p+1 2)

3." Construction de la suite (an)ocn<n1 -

a) Prouver que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal a N, il existe un élément a, et un
. T . .
seu] de l'intervalle ]0, n ] tel que tan o, = 10~". Préciser la valeur de .

b) On convient de poser an41 = 0. Prouver que la suite (an)gc,cn 41 St strictement décroissante.

U . . N T . . .
¢) Etablir que, pour tout nombre réel z appartenant a [0, 1 [, il existe un nombre entier naturel n
et un seul compris entre 1 et N + 1 tel que a, <z < ap—_;.

4. Etude de la suite (@ )ocn<n41

a) Prouver que, pour tout nombre réel strictement positif z :
g(10 z) < 10 g(z)
En déduire que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal a N —1 :
an < 10 anqy (3)

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal a N :

1 1 1
— _— e | €Ay € e
107 (1 3x102") S 1on
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¢) En déduire que, dans I'inégalité (3), on ne peut pas remplacer 10 par un nombre strictement plus
petit (indépendant de n et de N).

d) En déduire aussi que, pour tout nombre entier naturel n compris entre 1 et N —1 :
9an41 L (4)

e) Prouver enfin que :
Taj<eg<8m (5)

5. Algorithme de calcul de valeurs approchées des nombres a,

Soit K un nombre entier naturel non nul. A partir de la relation (2), indiquer un algorithme de calcul
d’une valeur approchée de a,, ot 1 < n < N, a la précision 10~K.
X I\:;Iontrer qu’on peut prendre pour p le plus petit des nombres entiers naturels supérieurs ou égaux &
2n
Dans toute la suite du probléme, on suppose que les nombres ag, oy,..., oy sont connus avec une
précision suffisante pour qu’on puisse négliger dans les calculs l'influence des erreurs commises sur leurs
valeurs.

PARTIE II

On suppose désormais donné un élément 4 de [0, % [ et on construit une suite (f,),>, de valeurs
approchées de @ de la forme g =0 et :

bn = apay+anzy+ - +onn) pour tout entier n > 1

oli, pour tout nombre entier naturel non nul k, h(k) est un entier compris entre 1 et N + 1. On approche
alors tan # a l’aide de la suite (tan 8,) et on indique un algorithme de calcul des nombres tan 4,.

1. Construction de la suite (6,)
a) Montrer qu’on peut construire une application h et une seule de N dans [0, ..., N + 1] telle que :

h(0)=0 et  h(k) >1 pourk>1

an1) < 0 < ap1)-1
apmny S 06— [0;.(1) + -+ oz;.(,,_l)]' < Qp(n)-1 pour tout entier n > 2

b) Etablir que 'application h est croissante et que h(n) est égal 2 N + 1 dés que n est assez grand.

Dans toute la suite, on note m le nombre entier naturel tel que A(m) < N +1 et h(n) = N + 1 pour
n>m+1.

¢) Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :
0n = any +an@) + -0 + An(n)

On convient de poser 6y = 0. _
Montrer que ’obtention de k(1), h(2),..., h(m) et de 8;, 82, ..., 6m ne nécessite que des additions et des
tests de comparaison.

2. Propriétés de la suite (0,)
a) Etablir que 6, < 6, pour n < m et 6, = 6,, pour n > m.
b) Montrer que 6, <0 < 0 + an. '
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¢) A Daide de l'inégalité des accroissements finis, en déduire que :
tan f,, < tan § < tan 8, +2- 10—V

Ainsi, le nombre réel tan 6,, + 10~" est une valeur approchée de tan @ a 10~ pres.

3. On étudie dans cette question un algorithme permettant d’obtenir tan 6.
a) Pour tout nombre entier naturel n, on pose k, = 10-*("). Montrer que, pour 1 <n<m :

tan 9,.,..1 + kn

f, = —
tan fn 11—k, tan 6,3

b) On considére les m + 1 couples de nombres réels définis par (ag, bo) = (1, 0) et,pour 1<n<m :
(am bn) = (an-l -k, bn-ly kn an_y +bn—1)
Montrer que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal a m :

b
tan 6, = —
an
¢) Montrer que I’algorithme ainsi décrit permet de déterminer tan ,, en n’effectuant que des additions,
des multiplications par des puissances de 10 et une seule division.
On précisera en fonction de m le nombre d’additions et le nombre de multiplications par des puissances

de 10 ainsi effectuées.

PARTIE III

Dans cette partie, a ’aide des résultats obtenus dans la partie I, on étudie la complexité de 1’algorithme
décrit dans la partie II.
Pour tout nombre réel z positif ou nul, on note Int(z) la partie entiere de z.

1. Pour tout nombre entier k tel que 1 < k < N, on désigne par X; le nombre des entiers naturels non
nuls p tels que h(p) = k.

a) Etablir que m= X; + X2+ -+ + Xn.
b) Prouver que X; = Int (i) . Montrer que X; < 7.

(23]
(9—X1 a;— -+ = Xp-1 ak—l)

¢) Etablir que X; = Int pour 2 < k < N. Montrer que X; < 9.

Qg

d) Montrer enfin que m <9 N - 2.

2. On étudie dans cette question la complexité de 1’algorithme donnant h(1), h(2),..., h(m).
a) Soit Tv le nombre de tests de comparaison 4 effectuer. Exprimer Tx en fonction de X;, X,..., Xn.
Donner un majorant de Ty indépendant de 6.

b) Soit Ax le nombre d’additions a effectuer. Exprimer Ay en fonction de X;, Xs,..., Xn. Donner un
majorant de Ay.

3. On détermine 4 I’aide des algorithmes précédents une valeur approchée de tan 6 2 10~V prés. Donner
des majorants indépendants de 6 des nombres suivants :

a) nombre total de tests de comparaison effectués ;

b) nombre total d’additions effectuées ;

¢) nombre total de multiplications par des puissances de 10 effectuées ;

d) nombre total de divisions effectuées.
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de 1a rédaction, la clarté et la précision
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S I ) I ° .

—. Regles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15
cm de large.

Les trois parties du probléme sont indépendantes.

On désigne par K le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres complexes.

Dans tout le probléme, on considére I’espace vectoriel K” (ol n 2 2) rapporté 2 sa base canonique,
notée B = (e, e,,..., €,). On note v, le vecteur de K™ dont les composantes dans la base B sont toutes
égalesa 1.

On rappelle que I’'éspace vectoriel K" est somme directe de deux sous-espaces vectoriels F et G,
ce qu'onnote K"=F @ G, si tout vecteur x de K* peut s’écrire d’une maniére et d’une seule sous la
forme x =y +z, ol y appartient & F et z appartient 3 G. L'application p : x 5y est alors un endo-
morphisme de K, appel€ projecteur sur F de direction G.

Enfin, I’application identique de K" est notée Id.

On se propose d’étudier I'ensemble S, des matrices stochastiques d’ordre n, c’est-a-dire des €l¢-
ments M = (m;) de M, (K) dont les coefficients sont réels positifs ou nuls et tels que, pour tout
nombre entier i appartenant a {1, n] :

m"l +m"2+ oo +mm=l
(Ces matrices jouent un rble important, notamment en calcul des probabilités.)
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PARTIE I : un premier exemple

On considére des nombres réels a et b appartenant 3 I'intervalle ]0, 1[ et tels que a + b = 1. Soit f
I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans 1a base B est la matrice stochastique :

100
M={b a0

0ba

1. a) Déterminer a quelle condition un vecteur v= (x, y, Z) appartient au noyau de f~Id ; cxpﬁci-
ter une base de ce sous-espace vectoriel.

b) Montrer que (e,, e3) est une base de I'image de f-1d.
c) Erablir que R3 = Ker (f- 1d) ® Im (f-1d).
d) Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker (f - Id) de direction Im (f - Id).

Déterminer p (v;), puis p (e3), p (e3) et p (¢;). Expliciter la matrice P associée a p dans la base B.

2. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés. L'endomorphisme f
est-il diagonalisable?

3. On considére la base B' = (v, e,, e3) de R3.

a) Déterminer 1a matrice M associée a f dans la base B'.

b) Pour tout nombre entier naturel non nul k, caleuler par récurrence Mk,

¢) Déterminer la matrice de passage C de ]a base B 2 la base B'. Calculer son inverse.

d) Déduire de ces résultats I'expression de la matri¢e M¥, ainsi que sa limite lorsque k tend vers + oo
(c’est-a-dire la matrice dont les coefficients sont les limites des coefficients de M*). Comparer cette
limite a la matrice P obtenue dans la question 1.

PARTIE 11 : un second exemple

Dans cette partie, on suppose que n 2 3. On considére I'endomorphisme f de R” dont la matrice
dans la base B est la matrice stochastique :

(o_l_;..__l_\

n-1 ‘n-1

0 B :

M n-1 .
- 1
n-1

1 ... 1 9
n-1 n-1
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1. a) Déterminer une base du noyau de f-Id.

b) Montrer que (e; — €;, €, — e3. .... ; — e,) est une famille libre d’éléments de I'image de f - Id,
puis établir que c’en est une base.

¢) Etablir que R7 = Ker (f-1d) ® Im (f - Id).

d) Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker (f - Id) de direction Im (f - Id).
Déterminer p (v,), puis p (e;), p (€3)...., p (e,). Expliciter la matrice P associée 2 p dans la base B.

e) Soit g le projecteur sur le sous-espace vectoriel Im (f-1d) de direction Ker (f-1d). Etablir
que p +¢q =1d, et que p o ¢ = g o p = 0. Expliciter la matrice Q associée a g dans la base B.

2. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés. L’endomorphisme f
est-il diagonalisable?

3. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q. En déduire I'expression de la matrice M¥,
ainsi que sa limite lorsque k tend vers + e en fonction des matrices P et Q. Exprimer de méme I'in-
verse de M en fonction de Pet Q.

PARTIE I : étude du cas général

1. Soit V; 1a matrice colonne d’ordre n dont les coefficignts sont tous égaux 2 1.

a) Montrer qu'une matrice M de Mn(C) a coefficients réels positifs ou nuls est stochastique si et
seulement si MV, = V,. :

b) En déduire que, pour tout couple (A, B) d'éléments de S, le produit AB appartient encore 4 S,,,
de méme que les puissances positives de A et B.

2. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur-K et u un endomorphisme de E dont le noyau
n’est pas réduit au vecteur nul.

Soit (e, e,,..., €,) une base de Ker (1), que I’on complete en une base (e, e,,..., €,) de E. Etablir
que (u(e, , 1), u(e, 4 2),-.., u(e,)) est une base de Im (u). En déduire que :

dim Im (u) + dim Ker (u)=n

Dans la suite, on désigne par f un endomorphisme de C™ dont la matrice M = ( my;) dans la base B
est stochastique. Pour tout vecteur x = (X}, Xp..., X,) de C", on convient de noter:

il = max (Jx}, |xa}---» |xa))
On remarquera que, pour tout couple (x, x") d’éléments de C", Ix + x'1 < x1 + Ix'1.
3. a) Etablir que, pour tout élément x de C7, 1f (x)I S Lx1.

b) En déduire que les modules de toutes les valeurs propres de f sont inférieurs ou égaux a 1.
Montrer que 1 est valeur propre de f.
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4. a) Soit y un élément de Im (f - Id) N Ker (f - Id), écrit sous la forme f (x) - x. Pour tout
nombre entier naturel non nul k, exprimer f* (x) en fonction de k, x et y.
Déduire du 3. a) que k Iyl < 21, puis prouver que y est nul.

b) Déduire des questions précédentes que Ker (f-1d) &Im(f-1d) = Cn.

¢) Montrer que, pour tout élément x de Im (f - 1d), f(x) appartient a Im (f- Id).
Etablir que tout sous-espace propre de f associé i une valeur propre autre que 1 est inclus dans
Im (f-1d).

On suppose désormais que 'endomorphisme f est diagonalisable.

§. a) Montrer que la somme directe des sous-espaces propres associés aux valeurs propres de f
autres que 1 est égale 2 Im (f-1d).

b) On compléte une base (v,, Ugm..y U p) de Ker (f-1d) en une base B = (v, v,,..., v,) de vec-
teurs propres de f. On note 4,, 4,...., 4, les valeurs propres de f rangées par modules décroissants
A=Ay =...=]4]>|4w]| 2. 2 |).,,|) associées A ces vecteurs propres v, Ua,..., U, Soit Dla
matrice associéc a fdans la base B'. -

Prouver que la suite (M*) converge si et seulement si la suite (D¥) converge.

c) En déduite que la suite (M*) converge si et seulement si 1 est la seule valeur propre de M de
module 1.

d) Dans ces conditions, montrer que la limite de la suite (M*) est la matrice associée dans la base B
au projecteur sur Ker (f~ Id) de direction Im (f-1d).
Que permet de préciser le résultat établi dans la partie 1 ?
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Dans la partie I, on étudie une suite permettant d’obtenir une premiére approximation de In(n!).
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Etant donnés deux entiers i et J tels que 0 € 7 € 7, on note c’ avec la convention usuelle 0! = 1.
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PARTIE I

. 1 ) 12
Vérifier que : Vt#1 —l_t=1+t+t2+"'+tp+l+ﬁ'

déd VE>2 —ln(l-2)=141 1 e,
E éduire : P - l-)=t+-"—+... .+ —m—— t

n deciire z nl-p=gtge+ +(p+2)kp+2+/o -t

. 1, 1 1 1 a(k) )

: E>2 —In(l-<) =14 —0+.. < alk) € ——.

puis que Vk > 2 ln( k) k+2k2 + +(p+2)k”+2 +k"+3 avec 0 < a(k) 743

400
On désigne par M un réel positif et on envisage une série réelle Y z; dont le terme général z; vérifie |2x| <

k=2
+oo
Justifier la convergence de la série )" zi.
k=2
P V21l Ym2 1 ! 1 1 L < "t
rouver que : nz m/n+ (n+1)p+2+(n+2)p+2++w++w\ A tp+2.

e 1 1 1 1 1
En déduire: Vn>21 VYm>2n+1 (n+1)”+2+(n+2)”+2+'”+w+”'+mp+2\p+1nP+1'
400 M 1
i : Vn2>1 L —
puis que n > lk=;+1 2| < P41 nPHl

PARTIE II : une premiére approximation de In(n!).

Ezpression de In(n!) d aide d’une suite.

k
On considére la suite (vi)ry2 définie par vy =Ink — Intdt.

k-1
n

n
Prouver que : Vnz?2 In(n)y= > w +/ Intdt.
k=2 1

Expliciter / Intdt.
1

1
Etablir que : VE>2 w= / (Ink — In(k — u))du.
0
s 1/2
En déduire que : Vk > = —(lnk In(k — 1)) —
. . u— 1/2
Dans la suite de cette partie on pose wy = / du pour k > 2
0 —u
1 n
Montrer que : Vn > 2 ln(n!):nlnn—n+§lnn+1—2wk
k=2
Etude de la suite (wr)kp2-
1o, .2
Prouver que wy = 1 / i ——— dupour k > 2
o (k—u) . i
s 1 t
En déduire que 0 < wi < -13(’“_"1_)
+o0
Ainst, la série ¥ w; converge. On admettra que sa somme a pour valeur 1 — = 1n(27r).
k=2
+
On note désormais, dans toute la suite du probléme, (¢x)n31 la suite définie pare, = ). wy.

k=n+1



Evaluation asymptotique de In(n!).
Montrer que : Yn>1 In(n!)*_—nlnn—n—}-%lnn%-%ln(?ﬂ')—{—en. (1)
Majoration du reste €.

En utilisant la seconde question de la premiére partie, établir que : 0 < &, < Tl_) pour n = 2.
n —

PARTIE III : une approximation générale de In(n!).

Cette partie a pour objet d’étudier plus précisément le comportement asymptotique de la suite (€n)n3p1-

Evaluation de ep—q — €.

A Paide de P’égalité (1) de la partie 1I, établir que :
Yk 2 ero1 — ek :—(k—%)ln(l— -t
Déduire de la question 1. de la partie I que :

b; 6(lc) o K .
—’;-«— iz avec b; = TS CE)] to(k) <1 (2).

p
Ve 22 ep_i— ¢ Z

Une premiére évaluation de ¢,

1, 8(k)
T e

Ci
et on pose ry = € — —

Dans cette question, on fixe p = 1 de sorte que (2) s’écrit €41 — & = %

¢; désignant un nombre réel.

Montrer que : Vk > 2 —1—1—:1+l+ﬂ(};) avec 0 < (k) < 2.

1— 3 k k

Déterminer ¢; de sorte que |rp—1 — | < 6% pour k > 2
Le réel c¢; étant ainsi choisi, établir que :
sl | 3 <

2 el

400
Prouver que Y. (rg—1— 7rg) = rn et en déduire :
k=n+1

Yn>1 In(nl)=nlnn-—n+ %lnn + %ln(?w) + %ﬁ + /\ln(;) avec [A1(n)] € Tk

Une seconde évalualion de ¢,,.
Dans cette question, on fixe p = 2 de sorte que (2) s’écrit ex_1 — € = + L + 8(k) et on pose

12k%2 ° 1243 k?
TE = Ep — I%k_: — Z—Z, ¢9 désignant un nombre réel.
Montrer que :
11 Bik)

Vk 2 —%——1+L+P+ 3 avec 0 € f1(k) € 2.

A Paide de la question 2.a., prouver que :

Yk 2> 2 ﬁ;— 1+k+ﬁ2( )avec0<ﬂ2(k)<8.



Vérifier que :

262

Vk?? Pg—1 — T = k3

+ (5(k) — —2/31(16) — c2f(k)) ,:—4

Déterminer ¢, de sorte que |rp_1 — rg] < % pour k > 2

Prouver que :

Vo2l In(n)=nlnn-—n+ -l-lnn + —l-ln(27r) + L + /\2(:) avec |Az(n)| < X
2 2 12 18

Désormais, dans toute la suite du probléme, p désigne un entier fizé non nul.

Etude d’un systéme auztliaire.

Les réels by, b2, ...,b, étant définis dans la premiére question de cette partie, on envisage le systéme S de p
z1 b1

équations linéaires aux p inconnues zi, sy, ..., %, qui s’écrit AX = B avec X = 2 , B = b.z et A
“’.p b;v

la matrice carrée d’ordre p dont 1’élément a; ; situé a lintersection de la #**™¢ ligne et de la j**™¢ colonne est
a;j = Cg_l pour j < iet a;; =0 pour j > 1.
Que valent les éléments diagonaux de A ?

Montrer que .S admet une solution et une seule que I’on notera (¢q, ¢z, ..., ¢p).
Evaluation asymplotique de ¢,,.

On pose dans cette question rp = g — Z ——‘1- pour k > 1, (c1, ¢z, ..., ¢p) étant la solution du systéme précédent.
g=1
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & un ordre convenable & la fonction ¢ — (1—1—{)_9"

g désignant un entier compris entre 1 et p, montrer que :

1 11 1 41 1 glg+1)..(p+1) [HE(1/k —t)pot
Yk > 2 =1 C Cp q
T L gt BT gt ) o (1-tp P
1/k — )P+l 1/k :
Prouver que : 0 / (1/k —) —dt < ( k )”"“2/ WPt du.
0 (1-¢)Pt k-1 0
En déduire que :
1 1 2 1 —g41 1 k -1
Vk>2 ﬁ_ =1+ C + t+1 73 + ...+ C;P 7 s + kgq—(q-l-)Z avec 0 < B, (k) < p9+1 9p+2

1-5°

4 ¢ c LA
En remarquant que —d Y A= -—"-( - 1), montrer que :
LB &k S\ a

V> 2 'Zi; o zij%t >

P 1 i
+ (3 g8, (K)) i AVeC pi = 2 i ¢
g=1 ji=1

On pose m, = Max(|e1], leal, ..., |cpl) et Mp = 14 2%P+3m,
Prouver que :

Ve 22 |rp-1—7]l < k_"“%'
En déduire que :

1 Ap(n) M,
Vn>1l In(n)=nlon—-n+ 51nn+ ln(27r) + E —1- + p(+1) avec |Ap(n)| < 1—):-%



PARTIE IV : étude d’un algorithme.

On se propose d’étudier dans cette partie un algorithme de caleul des coefficients ¢y, e, ..., ¢y intervenant dans
Papproximation de In (n!).
On rappelle que ces coefficients constituent la solution du systéme S défini dans la question 4 de la partie III.

On appelle cotit d’un algorithme le nombre total d’additions, de soustractions, de multiplications et de divisions
effectuées au cours de la mise en ceuvre de algorithme.

L’entier p étant déclaré en constante, on effectue les déclarations suivantes :

type vecteur : array[l..p] of real;
matrice : array[il..p,1..p] of real;
var B,C : vecteur;
A : matrice;

Ecrire Procedure SecondMembre(var B : vecteur) dont le rdle consiste & calculer le second membre B du
systéme S.

Déterminer un équivalent de son cotit lorsque p tend vers +oo.

On envisage la procédure suivante :

procedure Coefficients(var A : matrice);
var i,j : integer;
begin

Al1,1]:=1;

for j:=2 to p do A[l1,j]:=0;

for i:=2 to p do begin

Ali,1]:=1;
for j:=2 to i-1 do A[i,jl:=a[i-1,j-11+A[i-1,j];
Ali,i]:=1;
for j:=i+1 to p do A[li,j]:=0;
end;

end;

Expliquer le réle de cette procédure.

Déterminer un équivalent de son cotit lorsque p tend vers +oc.

Ecrire procedure Approximation(A:matrice;B:vecteur;var C:vecteur) de sorte que, aprés les appels de
SecondMembre(B) et de Coefficients(A), 'appel de Approximation(4,B,C) produise C tel que CLil=¢; pour ¢
de 14ap.

Déterminer un équivalent de son cofit lorsque p tend vers 4o0.

Déterminer un équivalent, lorsque p tend vers -+oo, du codit total de détermination des coefficients ¢y, cs, ..., ¢p.
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Ce probléme a pour objet I’étude d’endomorphismes de P'espace vectoriel R™ (o le nombre entier m est supérieur
ou égal a 2) vérifiant certaines relations.

Dans toute la suite, si f désigne un tel endomorphisme et k un entier strictement positif, on note f k la composée
fof...of. Enfin on désigne par I 'application identité de R™ et par I, la matrice identité d’ordre m.
e —

k fois
On rappelle que V'espace vectoriel R™ est somme directe de deux sous-espaces vectoriels F et G si tout vecteur z
de R™ peut se décomposer de maniére unique sous forme z = y + z, avec y et z appartenant respectivement a F'
et G. L'application qui & x associe cet unique vecteur y est le projecteur de R™ sur F' dans la direction G.

PARTIE I.

On considére dans cette partie un endomorphisme f de 'espace vectoriel R™ vérifiant la relation :

=4+ )

1
2
. Recherche de solutions particuliéres de (1).
Déterminer les réels a tels que f = al vérifie (1).

. Etude des puissances de f et de son inversibilité.

On suppose dans cette question que les endomorphismes f et I sont linéairement indépendants.

. Exprimer f3 et f* comme combinaison linéaire de [ et de f.
Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un couple (a,,b,) de nombres réels et un seul tel

que: fP=a, f+b,1.
Déterminer ag, bo, a1, b; et exprimer a,,; et b, en fonction de a,, et b, pour n € N.

. Former une relation entre a, .9, an+1 et an, d’une part et entre by, .9, b1 et b, d’autre part.
! + p +

En déduire les expressions de a, et b, en fonction de n pour n € N.

. . 2 . 1
V 3 == - = -
érifier que nBTw an 3 et que HETOO b, 3

. On convient d’appeler limite de f, = a,f + b, I 'endomorphisme p = -g— f+ %I .
Calculer p? et en déduire que p est un projecteur.

. Prouver que I'endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f~! comme combinaison linéaire de f et de

I

. Etude des éléments propres de f et des solutions de (1).

. Soit A une valeur propre de f. En appliquant la relation (1) & un vecteur propre non nul z de f associé & A, établir
que X vérifie 'équation 202 — X — 1 = 0. En déduire les valeurs propres éventuelles de f.

. 1
. On suppose donné un vecteur x de R™ écrit sous la forme z =y + z avec y € Ker(f — I) et z € Ker(f + 51).
Exprimer f(z) 4 I'aide de y et z puis y et z en fonction de z et f(zx).

En déduire que R™ est somme directe de Ker(f — I') et de Ker(f + -;—I), que p est le projecteur sur Ker(f — I) dans
la direction Ker(f + %I ), et que f est diagonalisable.

. On pose r = dim Ker(f — I) (0 r<m).
Déterminer f lorsque r =0 ou r = m.

On suppose désormais 0 < r < m.
Ecrire la matrice M de J dans une base de R™ obtenue par réunion d une base (e;, ez, ...,e,) de Ker(f — I) et

d'une base (e,,1,€r49,...,em) de Ker(f + I)
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, P . 1
Réciproquement, vérifier que la matrice M obtenue précédemment satisfait bien la relation M 2= §(M + In).

Caleuler (f + %I)o( -0,
En déduire que Im(f — I) est inclus dans Ker(f + %1), et, en comparant les dimensions de ces deux sous-espaces,

prouver leur égalité.
Ainsi donc, p est aussi le projecteur sur Ker(f — I') dans la direction Im(f - I).

PARTIE II.

1.

. Résoudre dans C I'équation r* =

Etude d’une suite récurrente.

On étudie dans cette question la convergence des suites complexes (un)neN vérifiant pour tout entier naturel n :

Up+2 + Unyt + Un
Up+3 = = ; (2)
2
1'__+3_r_+1_. On précisera ses racines et 'on notera a et @ ses racines complexes

conjuguées.

. Déterminer les suites géométriques (r™)pen vérifiant la relation (2).

On associe & toute suite (u,)nen vérifiant la relation (2) le systéme suivant :

r+ ay + az = u;

{J:+ y + 2 =up
z + a’y + @’z = ug

- En formant la combinaison linéaire 3us + 2u; + ug exprimer z en fonction de ug, u;, u; et montrer que le systéme

_ précédent admet une solution (z,y, z) et une seule. (On ne demande pas le calcul des inconnues y et z.)

- Etablir par récurrence que I'on a pour tout entier naturel n : up, = x +ya™ + za".

- Déterminer le module de a et en déduire la limite de la suite (uy,)nen en fonction de ug, u; et us.

On considére désormais un endomorphisme f de l'espace vectoriel R™ vérifiant la relation :

P==2+75+Dh 3

Wik

. Etude des puissances dé f et de son inversibilité.

On suppose dans cette question que les endomorphismes I, f et f? sont linéairement indépendants.

. Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un triplet (an, by, cn) de nombres réels et un seul

telque f*=ap f2+b, f4+cnl.

Déterminer ay, by, ¢, pour 0 € n < 2 et exprimer a4y, bny1 €t cuyy en fonction de ay,, by,, ¢, pour n € N.

. Prouver que les suites (ay,)nen, (bn)nen et (cn)nen vérifient la relation (2).

En déduire les limites a = lim a,, b= lim b, et c= lim ¢, de ces trois suites.
n— 400 n—++400 n—+00

. On convient d’appeler limite de f,, = a, f? + by f + cp ] 'endomorphisme ¢ = af? + bf + cl.

Etablir que g est un projecteur.

Prouver que I'endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f~! comme combinaison linéaire de f2, f et
I
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. Etude du projecteur q.

. Déterminer les valeurs propres réelles éventuelles de f.
Existe-t-il un endomorphisme diagonalisable vérifiant (3) ?

. On suppose donné un vecteur = de R™ écrit sous la forme z = y + z avec y € Ker(f — I) et z € Ker(3f2 +2f + I).

Exprimer y et z en fonction de z, f(z) et f?(x).
En déduire que R™ est somme directe de Ker(f—~1I) et de Ker(3f2+2f+1), et que q est le projecteur sur Ker(f—1)

dans la direction Ker(3f2 +2f + I).
. Calculer (3f2+2f + Io(f - 1).
En déduire que Im(f—I) est inclus dans Ker(3f2+2f+1), et, en comparant les dimensions de ces deux sous-espaces,

prouver leur égalité.
Ainsi donc, ¢ est aussi le projecteur sur Ker(f — I) dans la direction Im(f — I).

Etude des solutions de (3)

. On suppose dans cette question que dim Ker(3f% +2f + 1) > 0.
Soit e; un vecteur non nul appartenant a Ker(3f2 + 2f + I). Montrer que (er, f(e1)) est une famille libre de

Ker(3f% + 2f + I). En déduire que dim Ker(3f2 +2f + 1) > 2.

. On suppose dans cette question que m = 2. Ainsi f est-il un endomorphisme de R?.
Déterminer les dimensions possibles de Ker(3f2 + 2f + I) et de Ker(f — ).
En déduire qu'il existe des bases de R? dans lesquelles la matrice de 'endomorphisme f est :

1 0 0 -1/3
0 1 ou 1 ~2/3
Cette derniere matrice est-elle diagonalisable sur le corps R ?

. On suppose dans cette question que dim Ker(3f2 +2f + ) > 2.
Soit e un vecteur de Ker(3f2+2f + 1) tel que la famille (e;, f(ey), e2) soit libre. Montrer que (e1, fler), ez, fle2))

est encore une famille libre de Ker(3f2 + 2f + I).En déduire que dim Ker(3f2 + 2f + 1) > 4.

. On suppose dans cette question que m = 3. Ainsi f est-il un endomorphisme de R3.
Déterminer les dimensions possibles de Ker(3f% + 2f + I) et de Ker(f — I).
En déduire qu’il existe des bases de R3 dans lesquelles la matrice de ’endomorphisme f est :

1 00 0 -1/3 0
010 ou 1 -2/3 0
0 01 0 o0 1

Cette derniére matrice est-elle diagonalisable sur le corps R 7

. Etudier de la méme maniere le cas m = 4 en précisant les formes possibles de la matrice de 'endomorphisme f
dans des bases convenables de R.

. On suppose désormais dim Ker(3f? + 2f + I) > 2q avec q entier naturel non nul.

Soit (ey, f(e1), ---, eq, f(eq)) une famille libre de vecteurs de Ker(3f2 + 2f + I). On peut donc trouver un vecteur

€g+1 appartenant & Ker(3f2 + 2f + I) tel que (el, fley), ..., eq, f(eq),eqH) soit encore une famille libre.
Montrer que (el, fle1), ..., eq f(eq),eq+1,f(eq+1)) est une famille libre de Ker(3f2 + 2f + I) et en déduire que la

dimension de Ker(3f2 + 2f + I) est paire.

. On pose 2r = dim Ker(3f2 + 2f + I) (0 < 2r < m).

Ecrire la matrice M de I'endomorphisme f dans une base de R™ obtenue par réunion d’une base convenable de
Ker(3f2 + 2f + I) et d’'une base de Ker(f — I).

. Réciproquement, vérifier que la matrice M obtenue précédemment satisfait bien la relation M3 = %(M 24+ M+1y).
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Dans tout le probléme, on désigne par n un entier naturel donné supérieur ou égal & 2 et par f une application de
classe C?" du segment [—1,1] dans R.

1
On se propose d’établir une méthode de calcul approché de 'intégrale J(f) = / f(t)dt
-1

Dans la partie I, on étudie le polynéme P,(z) = (22 — 1)", ses dérivées successives P et notamment sa
dérivée ne™e : P,&"). ' .

La partie II propose I'étude de deux procédés d’interpolation polynomiale de la fonction f. Le premier permet de
définir la méthode utilisée pour le calcul d’une valeur approchée de J(f), le second de majorer l'erreur commise.

PARTIE I.

1. Etude des racines de P, et de ses dérivées.

a. Etablir I'existence, pour tout entier naturel j inférieur ou égal a4 n, d'un polynéme Q; tel que, pour tout nombre
réel x :

{ PY(z) = (22 - 1)*7Q;(x)
Qj(—l) #0 et QJ(I)#O

On pourra raisonner par récurrence sur U'entier j et on précisera I'expression de Qj;1 en fonction de Q; pour
0<j<n~1.
En déduire les valeurs en —1 et en 1 de P, et de ses dérivées d’ordre j strictement inférieur & n.

b. Enoncer avec précision le théoréme de Rolle. Etablir que le polynéme P, admet au moins une racine dans l'intervalle
} = 1, 1] puis que le polynéme P, admet au moins deux racines distinctes dans l'intervalle | — 1, 1|.

Démontrer que, pour tout entier naturel j compris entre 1 et n, le polynéme P admet au moins 7 racines distinctes
dans l'intervalle | — 1,1].

c. En déduire que le polyndéme P,(,") admet exactement n racines réelles distinctes et que celles-ci appartiennent a
Vintervalle | — 1,1].

Dans toute la suite du probléme, ces racines sont notées ry, ro, ..., rp avec ~1 < r1 <719 < ... <71, < 1.
2. Calcul d’une intégrale auxiliaire.

On pose, pour tout couple (p, g) d’entiers naturels :
1
We,g) = [ ¢-1pe+ )
-1

a. A l'aide d’une intégration par parties, établir une relation entre W(p + 1,9 — 1) et W(p, q) lorsque g > 1.
22n+1 (n|)2

b. En déduire que W(n,n) = (-1)* (2n+ 1)
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3. Calcul d’intégrales associées au polynéme P, et a ses dérivées.

Dans cette question, on désigne par ¢ un polynome i coefficients réels.

a. Etablir rigoureusement 'égalité suivante :

/Q(t PM(t)dt = ( /Q(")

1
b. Quelle est la valeur de I'intégrale / Q(¢)P{™(t) dt lorsque Q est de degré strictement inférieur & n ?
-1

1

¢. Expliciter p) puis exprimer / (P,g")(t))th en fonction de W(n, n) et obtenir ainsi sa valeur.

-1

PARTIE II.

1.

Polynéme d’interpolation de Lagrange de f.
On pose désormais pour tout entier j compris entre 1 et n et pour tout nombre réel z :

n

Liw= [] = 5= [ L

1,—1 iTh
i#]

Calculer L;(ry) en distinguant suivant que k est, ou non, égal a j.

En déduire que (Ll, Lo, ..., Ln) est une base de l'espace vectoriel R,—1[X] des polyndémes de degré strictement
inférieur a n.

. Expliciter, dans la base précédente, un polynéme A, de degré strictement inférieur & n tel que A,(r;) = f(r;j) pour

tout entier 7 compris entre 1 et n et prouver qu’un tel polynéme est unique.

1 n
. Etablir Iégalité / An(t)dt =) A; f(r)).
-1 j=1

On se propose désormais de prendre pour valeur approchée de Uintégrale I(f) = / f@@)dt Vintégrale
-1

1
J(A,) = / Arn(t)dt que Uon notera 3,(f) dans toute la suite du probléme.
-1

M=

En d’autres termes, on prend pour valeur approchée de Uintégrale J(f) le nombre réel I,(f) = A; f(rs).

.
Il
-

Comparaison de 3(P) et de J,,(P) lorsque P est un polyndéme.

Dans cette question, on suppose que P est un polynéme dont le degré est noté deg(P).
Par convention le degré du polynéme nul sera posé égal & —co.

a. On suppose que deg(P) < n. Comparer J(P) et J,(P).

. On suppose que deg(P) < 2n.

- Justifier 'existence d’un couple (@, R) de polyndémes tel que l'on ait :
P=QP™ +R et deg(R)<n
- Montrer que deg(Q) < n.

- Déduire des résultats de la partie I que J(P) = J(R).
- Comparer J(P) et J,,(P).
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. Polynéme d’interpolation de Hermite de f.

. A tout polynéme H de l'espace vectoriel Ro,—1{X] des polynémes de degré str'ictement inférieur & 2n, on associe
lélément p(H) = (H(rl), H'(ry), H(ry), H' (r2), ...,H(rn),H’(rn)> de R?™.

Etablir que ¢ est une application linéaire de Ron_1[X] dans R?® et déterminer son noyau.

On rappelle qu’un polyndme non nul de degré d admet au plus d racines comptées avec leur ordre de multiplicité.

. En déduire qu'il existe un polynéme B, de degré strictement inférieur & 2n et un seul tel que By(r;) = f(r;) et
B (r;) = f'(r;) pour tout entier j compris entre 1 et n.

. Déduire des résultats précédents que J(B,) = J,(f).

. Majoration de |J(f) — 3.(f)].
Soit Man(f) le maximum de |f(3™)(¢)] lorsque t décrit le segment [—1,1].

Dans cette question, on désigne par x un nombre réel donné appartenant au segment [—1, 1] et distinct des nombres
Ty T2y vy Tme
On considére alors l'application g, définie sur [—1, 1] par

9:(t) = £(8) — Ba(t) — a (PO()

ol a est le nombre réel (dont on justifiera 'existence) tel que g;(z) = 0.
. En appliquant le théoréme de Rolle & I’application g, sur des intervalles & préciser, prouver que g s'annule en
au moins n points de ] — 1, 1] distincts de ry, r9, ..., 7q.
. Calculer g.(r1),95(r2), ..., g5 (rn).
Etablir que g&’") s’annule en au moins un point ¢ appartenant au segment [—1,1].
c. Expliciter gg(f")(t) et en déduire une expression de a en fonction de f(2")(c) et de n.
12 2
(n-)' Fem)() (P,(,")(:C)) _

. A l'aide de I'égalité g, (z) = 0, établir que f(z) — Bn(z) = _(EQ—)—)—S
n

. Prouver que, pour tout réel = de [-1,1] :

nt)? n 2
|f(z) = Ba(z)] < —L—)—gMQn(f) (P,E ’(x))
((2n)!)
On distinguera deux cas suivant que z est, ou non, égal & I'un des nombres réels ry, r9, ..., Tn.

Déduire alors des résultats des parties I et 1I que :

Mon(f) 2°7*1
(cz)? (@n+1)

[3(f) = In()] <

2n

. On considére dans cette question une application g 4 valeurs dans R définie et de classe C2" sur un segment [a, b].

On désigne par My, (g) le maximum de |9(*™ (u)| lorsque u décrit le segment [a, b).
a+b 4t b—a
2 2

En envisageant l'application f définie sur [—1,1] par f(t) = g( ), donner en fonction de a, b, n et

Mas,.(g) un majorant de 'expression suivante :

b b—a <& at+b b—a
/ag(U)du— 5 ;/\jg(TJﬂj 5 )I
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. Etude d’un cas particulier.
Dans cette question, on suppose que n = 2.

. Déterminer le polyndme P;', ses racines ry et ry, les polynomes Lj, Ly ainsi que les intégrales A; = I(Ly) et
g = J(Ls).

. En appliquant la majoration obtenue au II.4.c., montrer que :

b b—a/ ,a+b b-a a+b b-a My(g)(b—a)®
du — - + + ==
/ag(“) YT (o T AR 2\/5))' 4320

. On considére un entier p > 1 et on subdivise le segment [a, b] en p sous-segments de méme longueur, dont on note
les milieux ¢y, ¢, ..., cp.

En appliquant l'inégalité précédente & chacun de ces p sous-segments, majorer en fonction de p et M4(g) l'expression
suivante :

‘/abg(u)du— b;pa XP: (g(ck— ;7_\/—%)+9(Ck+‘2bp_7§-))l

k=1

. Ecrire en PASCAL un algorithme de calcul de la somme précédente, les réels a et b, la fonction g ainsi que I'entier
p étant supposés donnés.

FIN
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
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On désigne par R P’ensemble des nombres réels. On dit qu’une fonction f: R — R est concave
si, pour tout (z,y) € R? et tout réel A € [0, 1], on a:

fOe 4 (1= A)y) 2 Af(2) + (1= A)f(y)

Dans la partie I on établit quelques propriétés trés classiques des fonctions concaves utilisées
dans la suite du probléme. Les parties IT et III sont consacrées a un modeéle traitant de problemes
financiers.

On note & 'ensemble des fonctions f: R — R de classe C? sur R.

Soit » > 1 un entier naturel et f une fonction de R™ vers R. On dit que f présente un
maximum en un point zo de R™ si, pour tout = de R™, on a f(z) < f(zo).

1



1. Soit f: R — R une fonction concave. En s’appuyant sur un dessin, donner une interprétation
graphique de la concavité de f. Que peut-on dire de la fonction —f : ¢ — —f(z)?

2. On considere dans cette question une fonction f € £. Le but de cette question est de prouver
que f est concave si et seulement si, pour tout z € R, f"(z) <0.

a. On suppose que, pour tout z € R, f"(z) < 0. Etablir que f est concave.
b. Réciproquement, on suppose que f est concave. Soit # € R. Déterminer la valeur de la limite

sulvante:
i L@ )+ f(z—h) —2f(2)
h—0 h2

En déduire que f"(z) <0.

3. Soit f € £ une fonction concave et zg un réel tel que f'(z9) = 0. Montrer que f présente un
maximum en Zg.

4. Soit g € £. On suppose qu’il existe un réel « strictement positif tel que, pour tout réel z, on a:
g9"(z) £ —a. Prouver que g présente un maximum sur R. Est-il unique en général ?

5. Exemple.
a. Déterminer toutes les fonctions f € £ telles que, pour tout z € R, f"(2) = —22e™*. ( On pourra
intégrer par parties ).

b. Parmi les fonctions du a, déterminer toutes celles présentant un maximum sur R.

6. Soit f: R — R une fonction concave, et p un entier naturel supérieur ou égal a 1. Soit Ay, ..., Ap
des réels positifs ou nuls tels que Y :_7 A\i =1, et z1,...,z, des nombres réels. Etablir que:
i=p i=p
f(z Azi) > ) Aif(x)
=1 i=1
11

Etude d’un modele financier simplifié.

Soit 2 = {wy,...,w,} ensemble fini des résultats possibles susceptibles de se produire a la
Bourse. On considére un investisseur S se donnant, d’une part un espace probabilisé fini (2, A, P)
ou A désigne I'ensemble des parties de , et d’autre part une fonction concave u € £, dite
"fonction d’utilité”. On suppose qu’entre deux variables (ou revenus) aléatoires définies sur €2 et
a valeurs réelles, Wy et W, : Q@ — R, § préfere Wy a Ws si E(u(Wh)) > E(u(Ws)), ot E(u(Wi))

désigne 'espérance de la variable aléatoire u(W7).

1. Soit W :  — R une variable aléatoire. Etablir une inégalité entre E(u(W)) et u(E(W)). En
déduire le choix de l'investisseur S entre W et la variable aléatoire égale a la constante E(W).

On considére maintenant un réel positif Ry et une variable aléatoire B; : 2 — R. A chaque
réel = on associe la variable aléatoire W(z) : @ — R définie par

Wi(z) =(1-2z)Ro+ =R,

2



L’investisseur S se place en tant qu’acheteur ou vendeur de titres de deux natures, engageant
globalement une somme unité. La décision z de linvestisseur S consiste & engager cette somme
unité, en négociant pour 1 — z des titres a revenu fixe Ry et pour z des titres a revenu aléatoire
Ry (z étant quelconque, les sommes z ou 1 — z correspondent a un achat si elles sont positives, a
une vente si elles sont négatives). La variable aléatoire W {(z) représente donc le revenu associé a
la décision z.

L’investisseur suppose, dans cette partie 11 seulement, que la variable aléatoire R; ne prend
que deux valeurs: Ry + a avec probabilité % et Rg — b avec probabilité %, ol a et b sont deux réels
strictement positifs fixés.

2. Donner, pour chaque réel z, une expression simple de f(z) = E(u(W(z)) ). La fonction f ainsi
définie est-elle concave?

3. On suppose que la fonction dérivée u' posséde en +oo (resp. —oo) une limite finie strictement
positive notée k; (resp. kq). Vérifier que k; < kq.
a. On suppose que:
]\?1 < a < kg
ky bk
Montrer que f présente un maximum sur R.

b. On suppose que f présente un maximum sur R. Montrer que:

<2<

&ika
x|

o R

111

L’espace vectoriel R?® est muni du produit scalaire usuel défini par: < z,y >= Zzz? x;y; pour
tous vecteurs z = (z1,72,23) et y = (y1,92,93) de R3. On note F ’ensemble des fonctions de
classe C* de R? vers R. Enfin, on dit qu’une fonction f: R® — R est concave si, pour tout z,y
de R? et tout réel A € [0, 1], on a:

fAz+ (1= A)y) = Af(2) + (1= A) f(y)

1. Prouver qu’une fonction f : R® — R est concave si et seulement si, pour tous vecteurs z et h
de R?, la fonction ¢, 5 : R — R, définie par ¢, »(t) = f(z + th), est concave.

2. On reprend les notations de la question précédente et on suppose que f € F. Les dérivées

partielles du premier ordre de f sont notées g;fl—, g_zfg et é%. De méme, les dérivées partielles du

2
second ordre de f sont notées -5%;, ou 1,5 € {1,2,3}.
- 1 J

a. Soit (z,h) € R® x R®. Exprimer pour chaque réel ¢, les dérivées premiére et seconde ¢, n(t) et
qbgf’h(t), de application ¢, x, en fonction des dérivées partielles de f.

b. Soit z un vecteur de R?, on note A, la matrice carrée d’ordre trois & coefficients réels:

8% f
Ay = (0xiaa;j(w))1§i*j33

3



Par abus d’écriture A, désignera également l’endomorphismé de R3? de matrice A, dans la base
canonique de R®. Montrer que si les valeurs propres de A, sont négatives ou nulles alors, pour tout
h de R3, < A;(h),h > < 0. La réciproque est-elle vraie ou fausse?

c. Montrer que f est concave si et seulement si, pour tout z € R3, les valeurs propres de A, sont
négatives ou nulles.

d. Déterminer les réels A tels que la fonction f de F définie par la relation:
flzy, 23, 23) = —2? + 2 z 23 — 22 + 2hzy25 — 22

soit concave.

3. Soit f une fonction concave de F et yy € R3, tels que —"f—gz_ (yo) = 0 pour j = 1,2, 3. Prouver que
J
f présente un maximum en yo.

4. On considére dans cette question une fonction concave f de F et ¢ un nombre réel.

a. Montrer que si les trois conditions suivantes sont vérifiées:

of of af

Zo1,0<0, Z0,1,00>0, 20,1,¢)=0

8$1( Y 76)_ ) 6:132(, YC)_ ’ (9:1:3( ,C)
alors (0,1, ¢) maximise f sur ensemble A = [0,400[ X ] — o0, 1] x R, ¢’est-a-dire que pour tout
(z1,x9,23) € A, f(z1,22,23) < f(0,1,c). ( Pour chaque (z1,2z9,23) € A, on pourra considérer la
fonction de la variable réelle ¢,t — f(tzy, 14 t{z; — 1),c+t(zs—¢)) ).

b. On suppose au contraire que I'une des trois conditions du a n’est pas vérifiée. Etablir que
(0,1, ¢) ne maximise pas f sur A.

5. Etude d’un autre modéle financier simplifié.

On considére un investisseur S, travaillant dans un univers boursier comme dans la partie II.
Il se donne une fonction d’utilité concave u € £ et un espace probabilisé fini (Q, .4, P) ol A désigne
Pensemble des parties de I'ensemble fini Q@ = {w;,...,w,}. On considére maintenant un réel positif
Ry et trois variables aléatoires définies sur 2, a valeurs réelles, R, Ry, Rs.

Pour chaque y = (y1, 42, ¥3) € R? on définit une nouvelle variable aléatoire sur § en posant

3
W(y) = Ro+ ) _(Rx — Ro)yx
k=1

L’investisseur § se place en tant qu’acheteur ou vendeur de titres de quatre natures, engageant
globalement une somme unité. La décision y = (yi,y2,y3) de investisseur S consiste & engager
cette somme unité, en négociant pour 1 — y; — yp — y3 des titres a revenu fixe Ry et pour yi (k
variant de 1 & 3) des titres a revenu aléatoire Ry. La variable aléatoire W(y) représente donc le
revenu associé a la décision y. Les sommes y1,y2,vs et 1 — y; — y2 — y3 correspondent & un achat
si elles sont positives, a une vente si elles sont négatives.

a. Exprimer f(y) = E(u(W(y))) en fonction des valeurs de Ry, Ry et de R3 sur Q. Etablir que f
est concave. Est-ce que f € F?

b. On suppose que S adopte les contraintes: y; > 0, y < 1.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel ¢, pour que (0,1,¢) maximise f sur
I’ensemble A défini & la question 4.a.

FIN
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Ce probléme a pour objet l’étude du nombre de fois oi, dans une recherche séquentielle du mazimum de n
entiers distincts deuz & deuz, celui-ci est amené & changer de valeur au cours de Uezécution de Ualgorithme; ce

dernier est explicitement défini dans la partie II.
Notations.

Pour tout entier naturel n non nul on notera par I,, I'ensemble {1,2,...,n}.
Si (n)nen € (Un)nen sont deux suites numériques, un N Un signifiera que u, est équivalent & v, lorsque
n—-roo

n tend vers +oc.

Partie I. Quelques résultats préliminaires.

Les parties A et B sont indépendantes 'une de lautre, leurs résultats seront utilisés dans la suite du probléme.
A

Dans cette partie n désigne un entier naturel.
1) a) Vérifier rapidement que l'application ¢ de R,[X] dans lui-méme définie par:
VP(X) € Ra[X], (P(X)) = P(X +1)
est un automorphisme de P'espace vectoriel Rn{X].
b) Déterminer la matrice M de ¢ dans la base canonique (1, X,...,X") de Rn[X].
c) Déterminer M™!.
2) On suppose que (ag,a1,..-,8n) €t (bo,by,...,b,) appartiennent 3 R"+1 et vérifient :

P
Vpe{0,...,n}, b= _ Cjax
k=0
a) Trouver un lien entre les deux matrices lignes (ag a1 ... an), (bp b1 ... bn) et M.
b) En déduire, pour tout k € {0,...,n}, Pexpression de a; en fonction des nombres bo, ... ,bk.

B

Dans cette sous-partie (w,),cn+ désigne une suite numérique réelle et g une fonction positive, continue sur
l’ +w , d/ . . . +w 3 .
( [, décroissante sur un intervalle [c, +0o[ inclus dans [1,+oo] jtelles que /1 g(t)dt soit divergente et

Wntl = Wn ~ g(n).

1) On suppose que q et N sont deux entiers naturels tels que c< g< N.
n+1
a) Montrer que, pour tout entier naturel n > ¢, on a: g(n+1) < / g(t)dt < g(n).

n

N N-1 N
b) En déduire: /q g{t)dt < Z g(n) £ / g(t)dt + g(q).
n=q q

2) On consideére un réel € tel que 0 < € < 1.
a) Montrer qu'il existe un entier naturel ¢ > ¢ tel que (1 — £)g(n) € Wnt1 — wn < (1 +¢€)g(n) dés‘que
n2gq.
b) En déduire que, pour tout entier N > ¢:

N g N
(1 —e)/1 g(tydt — (1 —e)/ly(t) dt + wy Swny < (1 +e)/ g(tydt + (1+¢€)g(q) + w,
1

£3
3) Montrer W, o~
) que: w n_'+°°/ly(t)dt.

n
4) En utilisant ce qui vient d’étre prouvé, montrer que: Z 1 ~ lnn.
— k n—+00
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Partie II. Etude d’un algorithme.

Dans cette partie n désignera un entier naturel non nul.
On suppose que dans le préambule d'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini :

1) une constante entiere C> 2.
2) un type tableau=array(l..C] of integer ;

L’introduction de la constante C n'étant faite que pour pouvoir définir le type tableau, on pourra la considérer
aussi grande que l'on veut.
On considére alors la procédure suivante.

procedure Recherche(n :integer ; t :tableau ; var max :integer) ;
var i :integer ;
begin
max :=t[1] ;
for i :=2 to n do
begin
if t{i]>max then max :=t{i}] ;
end ;
end ;

1) Quel sera le contenu de la variable max aprés l'appel dans le programme principal de
Recherche(10,t,max) ?

2) On considére n entiers distincts deux & deux et on suppose que ces nombres sont affectés aux n premiéres
“cases” de t, variable de type tableau, (un entier par case).
a) Quel est le nombre de rangements possibles de ces n entiers dans les n “cases mémoires” £[1], ...,
t[n]?

Pour tout i appartenant & I, on note par V(i,n) le nombre de rangements des n entiers dans les
n “cages mémoires” t[1), ..., t[n] tels que 'appel de la procédure Recherche (n,t,max)
provoque ¢ affectations de la variable max au cours de son exécution.

On admettra que ce nombre V(i,n) est indépendant des n entiers initiauz pourvu toutefois que ceur-ci
sotent distincts.

b) Vérifier qu'effectivement le nombre d’affectations possibles de la variable max au cours de ’exécution de
Recherche(n,t,max) appartient & I,,.
Par convention, on pose V(0,n) =0 et V(k,n) =0 lorsque k > n.

c) Quel est le nombre d’affectations de la variable max au cours de 'exécution de Recherche(n, t,max)
si, pour tout i € I,, t{il=n+1-17 : ¢

d) Montrer que V(1,n) = (n — 1)! et déterminer V(n,n).

e) On suppose dans la premiére sous-question qui suit que 2 < i € n.
e Montrer que V(i,n+1) =V (i - 1,n)+ nV(i,n).
On pourra distinguer les rangements de n+1 entiers distincts deux 3 deux dans t[1], ..., t[n+l},
suivant que t{n+1] contient ou non le plus grand de ces n + 1 entiers.
o Montrer que la formule précédente s'étend auxcas i =1et i=n+ 1.
e Montrer qu’elle est encore vraiesin=1et 1 i< 2.

f) On définit le polyndme Po(X) par Pa(X) = Y V(i,n)X*.

» Montrer que P,;1(X) = (n+ X)P,(X).
¢ En déduire I'expression de P,(X).

3) On pose G (X) = ;ll-'-Pn(X).
a) Calculer G,(1).
b) Exprimer Gp41(X) & V'aide de Gn(X).

1 1
¢) Comparer G, (1) et 1+ 3 +...+ .
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4) Etant donné n entiers distincts deux & deux, on les range aléatoirement dans les n “cases” t[1], ...,
t[n] d’une variable t de type tableau. » '
Tous les rangements possibles constituent les événements élémentaires d'un espace probabilisé muni de la
probabilité p : ces rangements étant de probabilités égales. ’ .
On note X, la variable aléatoire égale au nombre d'affectations de la variable max au cours de I'exécution
de Recherche(n,t,max). ‘ ‘ ‘
a) Déterminer la probabilité de 'événement (X, = 1) et de fagon générale, exprimer, lorsque i appartient

a I, p(X, = i) alaide de V(i,n) et n.

b) Déterminer 'espérance de X,,.

1 1 1
€) Montrer que, si n est supérieur ou égal & 2, alors: p(X, = 2) = - (1 + 2 +...4+ — 1)«

Donner un équivalent simple de p(X» = 2) lorsque n tend vers +o00.
5) a) Si i appartient & I,,, montrer que: (n+ 1)p(Xn41 = 1) — np(X, = 1) = p(Xa =i - 1).
b) En utilisant les résultats de la partie 1. B. montrer par récurrence sur i que:

1 i-1
. * P ~ -
Vie N*, p(Xn =1) n—too (i — 1)! n(lnn)

Partie III. Calcul de l’inverse d’une certaine matrice.

On désigne toujours par n un entier naturel non nul, et V(i,n) a toujours la signification qu’on lui a attribuée
dans la partie I1. On convient que: V(0,0) =1 et V(%,0) = 0 pour tout ¢ € I,. .
Soit A = (a,-j) la matrice appartenant 3 M,1+1(R) telle que ai; = (~1)?7*V(i — 1,5 — 1) pour tout

1€ign+1
1€5En+1

o 2
(17]) € (In+l) . )
Cette partie utilise certains résultats des parties I et I1.

1) Montrer que X(X — 1)(.. }(X = n+1) =Y _(-1)"*V(k,n)X*.

k=0
2) On définit la famille de polynémes (N,-(X)) clonmy PP No(X) = 1, Ni(X) = X et de fagon générale
N;(X) = X(X = 1)(..)(X — j+ 1) pour tout j € I.
a) Montrer que (N,-(X)) cOdm) est une base de R,[X].
b) Quelle est la matrice de passage de la base canonique (1,X,...,X") de R,[X] a (N‘(X))ie{o,l,....n} ?

3) a) Montrer que A est inversible.
Pour tout (i,j) € (In41)?, I'élément situé sur la i®™ ligne et la j®*™ colonne de A~! est noté
w(i—1,7j-1).

b) Montrer que: X = Zw(k, n)Ne(X).

k=0

P
4) a) Pour tout p€ {0,1,...,n}, comparer p" et Ek!w(k, n)C’;.
- k=0
b) En utilisant les résultats de la partie 1. A. donner une expression de w(k, n).

Partie IV. Interprétation des nombres w(k,n).

Dans cette partie encore n désignera un entier naturel non nul.
Soit k un entier naturel non nul, on appelle k— partition de I,, tout ensemble {Al, Ag,..., Ak} dont les éléments

A;,pour i =1,...,k, sont des parties non vides de I,,, deux & deux disjointes et dont la réunion est égale d I,.
On note par s(k,n) le nombre de k—partitions de I, et on convient que s(0,n) = 0.
1} Deerniner 8(1,1), s(n,n), s(1,n) et s(k,n) lorsque k est un entier strictement supérieur & n.

2) Soit p un entier naturel non nul.
a) Déterminer le nombre de n-listes dont les éléments appartiennent 3 I,. On rappelle que dans une telle
liste les éléments ne sont pas forcément distincts.
b) Soit k un élément de I,,, déterminer le nombre de n-listes dont les éléments appartiennent & {1,...,k}
chacun des nombres 1, ...,k apparaissant au moins une fois dans la liste.
P
¢) Montrer que p" = }:k!s(k,n)C’;.
k=0
3) Comparer s(k,n) et w(k,n) lorsque k € {0,...,n}.

2
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Ce probléme étudie différents modéles de propagation, au cours du temps, d’une information au sein
d'une population contenant N individus ot N est un entier naturel strictement supérieur & 3. On désignera
par le réel t positif la variable représentant le temps.

On suppose qu’d Uinstant initial, (t = 0), une seule personne parmi cette population est informée. L’information
circule au sein de cette population et lorsqu’une personne est informée & Uinstant t elle le reste indéfiniment.
Dans tout le probléme n désignera un entier naturel sans qu’il soit besoin de le rappeler & chaque fois.

Pour tout réel x, [z] désignera la partie entiére de x, c’est ¢ dire l'unique entier relatif k tel que k <z <k+1,
et la fonction In représentera la fonction logarithme népérien.

La partie II est indépendante de la partie I

Partie I. Propagation déterministe

A
Premier modele de propagation

: " 1
Soit C un réel strictement positif. On considere un intervalle de temps A strictement positif et tel que A < rok

ainsi que les instants nA, ol l'entier n décrit N. Pour tout n, on note u,(A) la proportion de personnes
informées a l'instant nA.
On fait I'hypothése que 'augmentation de cette proportion entre les instants nA et (n+ 1)A est déterminée
par la relation :

(1) Vn € N, upp1(A) —uq(A) = C.A(1 — un(4Q))

On pose: uo(A) = —-

1) Déterminer I'expression de u,(A) et la. valeur de hm un(A).

t
2) Soit t un réel fixé strictement positif. Le rapport X sera également noté t/A.

a) Comparer [f- A tet ([%] + I)A. Déterminer AimoA[%]-

)
b) Déterminer Aiﬂlo u/a)(A).



3) On suppose dans cette question que la proportion de personnes informées est définie & chaque instant ¢,
ol t est un réel positif, par f(t), f étant une fonction définie et dérivable sur Ry. On fait I’hypothese que
Vaccroissement instantané de la proportion de personnes informées est déterminé par la relation :

Vte Ry, f(t)=C(1-f(t)
1

En considérant la fonction t — et f(t), déterminer la fonction f sachant que f(0) = N

B
Deuxiéme modele de propagation

On désigne toujours par C une constante réelle strictement positive. On considére un intervalle de temps A
1 . P
strictement positif et tel que A < Yok ainsi que les instants nd, ol l'entier n décrit N. Pour tout n, on note

v, (4) la proportion de personnes informées a l'instant nA.
On fait 'hypotheése que 'augmentation de cette proportion entre les instants nA et (n + 1)A est déterminée

par la relation :
(2) Vn €N, vn1(A) — va(A) = C.A v (A).(1 - vn(A))

1
On pose: vo(A) = N

1) Montrer que la suite (vn(A)) N est & valeurs dans [1—\’—’ 1[, étudier sa convergence et déterminer sa limite
ne
éventuelle.

2) Dans cette question on se propose d’étudier la rapidité de diffusion de l'information.

A
a) e Montrer que pour tout entier n.: 1 — v,41(A) < (1 —vn(4)) (1 — %\7)

e En déduire que la série de terme général 1 — v,(A) est convergente.

1- Un (A)

(1-Cca)

Montrer que la série de terme général In(z,+1) ~ In(z,) est convergente. On note s sa somme.

¢) En déduire qu'il existe un réel p strictement positif tel que: 1 — v,(A) ~ n(l — CAYr.
1= 00

b) On pose pour tout entier n: z, =

On explicitera la valeur de u en fonction de s et de N.

. vn(A) : K
3 t % r Yn = )
) a) Pour tout entier n, on pose: ¥, (l—vn(A))(1+CA)n
Yn+1 C?A%,(A)
Mont tout n: —— =1 :
Montrer que pour tout n ” + i+ CA)(I — CAvn(A))

b) e Comparer, en justifiant la réponse, In(1 + u) et u, pour tout réel u strictement supérieur & —1.

(N = 1)vg(A) ., o
(T-w(A)(1+CA) )~ 1-CA

¢) Soit t un réel strictement positif. Déterminer Al‘im0 vie/a) (D).

e Soit g un entier naturel, montrer que: In (

4) On suppose dans cette question que la proportion de personnes informées est définie & chaque instant ¢,
oll t est un réel positif, par A(t), h étant une fonction définie, dérivable sur R, et & valeurs dans R¥. On
fait Phypothése que l'accroissement instantané de la proportion de personnes informées est déterminé par
la relation :

Vt € Ry, R'(t) = Ch(t)(1 - h(t))

. oo 1 , . ) . ,
En considérant la fonction H définie par H(t) = —— déterminer I'expression de h(¢) pour tout réel ¢

h(t)

1
positif sachant que h(0) = ¥

Partie II. Propagation probabiliste

Dans les modgles précédents nous avons supposé que chaque intervalle de temps A apportait de fagon certaine
.un lot de personnes nouvellement informées. Nous allons faire maintenant 1'hypothése que pendant 'intervalle
de temps A, une seule personne supplémentaire est susceptible d’étre informée, la probabilité qu'elle le soit
étant proportionnelle au produit de A, du nombre de personnes déja informées et du nombre de personnes non
encore informées.

Donc, si & I'instant nA, il reste r personnes non informées, & l'instant nA + A, la probabilité qu'’il ne reste plus
que r — 1 personnes non informées est égale & SAr(N —r), § étant une constante réelle strictement positive.



Une formule dans le cas discret

Pour tout entier naturel n, nous noterons P,{A,r) la probabilité qu’a l'instant nA il reste exactement r
personnes non informées, A représentant toujours un réel strictement positif. Ainsi Po(A,N — 1) =1.
Montrer que:

3) VneN Vre{0,...,N-1}, Poi(A,r) = Po(A, r)(1-ﬂar(N‘—r))+p,,(A, r+1)BAGF+1)(N-r=~1)

B
Etude d’un premier cas discret

On suppose dans cette sous-partie que: N = 4, A = 1, 3 est strictement compris entre 0 et i On pose
P,(1,0)

Pa(1,1)
Pn(1,2)
Pa(1,3)
1) Montrer qu'il existe une matrice T telle que: Yn e N, U,y =TU,.

2) a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de 7.

U, = , pour tout entier n.

0 0 1
. . < Y Y -1
b) Déterminer trois réels y, z, ¢ tels que: T 1= (1-303) . + 0
t t 0
c) En déduire qu'il existe une matrice P inversible appartenant & M4(R) telle que T = PSP~ ol
1 0 0 0
g_ |0 1-48 0 0
0 0 1-38 1
0 0 0 1-38

On ne demande pas le calcul explicite de P~1.
d) Pour tout entier n non nul, calculer S™ en fonction de n et 5.
3) Soit A une matrice appartenant & My(R). Pour tout (¢,7) € {1,2,3,4}%, on note (A);; 1'élément de A
situé sur la i*™ ligne et la §%¢™¢ colonne.
Si (Mp)nen est une suite de matrices appartenant 3 My(R) et si M appartient & My(R), on dira que
(Ma)nen converge vers M lorsque pour tout (i,j) € {1,2,3,4}%: HETOO(M,,)I-J = (M) ;.

On utilisera sans le démontrer que si (Mo)nex converge vers M, alors, (Mo A4) et (BMa), y convergent
respectivement vers M A et BM pour toute matrice A ayant quatre lignes et toute matrice B ayant quatre

colonnes.
a b ¢ d
Montrer que (T") est convergente et que sa limite, notée T4,, est de la forme 0 000
neN © ! oo 0 000
0 000

4) On considére la matrice ligne: L= (1 1 1 1). Calculer pour tout entier n: LT™.
En déduire T .
5) Soit r un élément de {0, 1, 2,3}, déterminer la valeur de nli’r}_loo P,(1,r) en fonction de r.
C
Etude du cas discret général

On suppose dans cette sous-partie que 0 < A < % et on rappelle que NV est supériewr ou égal a 4.
P,(A,0)
On pose W, = : , pour tout entier n.
P, (AN -1)
1) Montrer qu'il existe une matrice R telle que: Vn € N, W, = RW,,.
2) Dans le préambule d'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini :
Const beta=« Constante fixée par l'utilisateur » ;
=« Constante entiére fixée par l'utilisateur » ;
Delta=« Constante fixée par l'utilisateur » ;



Type vecteur=array[l..N] of real ;
a) Ecrire le corps de la procédure:
Procedure Calcull(Var V : vecteur) ;
Cette procédure doit retourner dans V le résultat de RV.
b) Ecrire le corps de la procédure :
Procedure Calcul2(Var V : vecteur ; i :integer) ;
Cette procédure qui peut utiliser la procédure précédente doit retourner dans V' le contenu de W; défini
plus haut.
Dans la suite de cette sous-partie, on pose p=1- [A(N —1).
3) Calculer P.(A, N ~ 1) en fonction de n et de p.
4) a) On considére une suite numérique réelle (v,)nen pour laquelle il existe deux réels a et ¢ vérifiant :
0<a<gq, Vn€N, vny1 € avy, + bg"
Montrer qu'il existe un réel A tel que: ¥n € N, v, < A¢™.
b) On considére une suite numérique réelle (u,)nen pour laquelle il existe deux réels a et ¢ vérifiant :
Vn € N, un41 = aun + bg"
On suppose en outre que a est non nul et différent de ¢. En considérant, pour tout entier n non nul,

n—1
Uk u ’ . . .

E (—k_j;_i - —7’:-), déterminer 'expression de u, en fonction de ug, n, a, b et q.
a a

k=0

c) Faire le tableau de variation de la fonction z — z(IV — z) sur l'intervalle [0, N].
5) Déterminer P,(A, N - 2), pour tout n.
6) Montrer que: Vre {2,...,N =1}, 34, € Ry, VneN, P,(A,r) < 4,.p".
7) a) Etudier la convergence de la suite (P,,(A, O))nGN

b) Déterminer la limite de P,(A,r) lorsque n tend vers +oo et lorsque r € {0,..., N - 1}.
8) Déterminer Ajmo Pyjaj(D,N —1) et gimo Py/al(A, N —2) sit est un réel strictement positif.

D

Etude du cas continu - b

On suppose dans cette partie que la probabilité qu’il reste r personnes non informées & l'instant ¢, réel positif,
est donnée par F,(t), les fonctions (F,),=o, .. n sont des fonctions définies et dérivables sur R telles que:

{Vt ERy,Fn(t)=0 e Fy_(00=1 e Vre{0,....N-2}, F,(0)=0
Yre{0,...,N =1}, t € Ry, F/(t) = B(r + 1)(N = 1 = 1) Fry1(t) — Br(N — r)F.(2)
Le but de ce qui suit est d’expliciter certaines des fonctions F,.
1) On étudie dans cette question une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I telle qu’il existe des
réels a, q, b, vérifiant: Ve € I, f'(t) = —af(t) +b e~ .
On suppose en outre que les nombres a et ¢ sont distincts.
En considérant la fonction t — €% f(t) déterminer la forme de f.
2) Déterminer les fonctions Fy_1 et Fy_3.
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Ce probléme a pour objet l’étude des points en lesquels une application linéaire de RP dans R atteint son
mazimum sur l’ensemble des solutions d’un systéme d’inéquations linéaires.
Pour tout entier p strictement positif, on identifiera R? et M, 1(R),

Partie I. Préliminaires
On dit qu’une partie K non vide de R est majorée lorsqu’il existe un réel M tel que
Vee K, z<M
Un réel M vérifiant ces inégalités s’appelle un majorant de K ; on dit aussi que M majore K .

Dans ce qui suit on suppose que K est une partie non vide et majorée de R.
Soit M un majorant de K et a un élément de K. On définit les suites (un)nen €t (Vn)nen pAar:

Uup = a, ’U0=M

et
Uy + Up . Up + Up .
( 7 vn) si 5 ne majore pas K
VneN, (’Um+1,’0n+1) = e + v
(u,,, —"—2——-'1) sinon

1) On suppose, dans cette question seulement, que K = [0,1[U[3,4], a = 0 et que M = 10.
Déterminer (u,,v,) pour tout entier n appartenant a {1,2,3,4}.
2) On revient désormais au cas général.
a) Montrer que: Yn € N, u, < vy,.
b) Montrer que les deux suites (un)neN €t (Un)neN sont adjacentes et convergent vers un réel b.
c) Montrer que pour tout entier positif n, v,, est un majorant de K, puis que b majore K.
d) Montrer qu’il existe une suite d’éléments de K qui converge vers b.
e) On suppose que b’ est un majorant de K.
e Montrer que b’ > b.
e En déduire que b ne dépend pas des choix initiaux de a et M pourvu que a appartienne & K et que
M majore K.
Désormais, on notera ax le majorant b de K ainsi obtenu.

1/4



Partie II. Etude d’un exemple

On munit R? de sa norme euclidienne définie par ||(z,y)|| = /22 + y? pour tout (z,y) appartenant a R?.
1) On considére trois nombres réels a, b, c, tels que (a,b)s#(0,0). On définit alors les trois ensembles :

D = {(z,y) € R% az+by+c=0}, Ry = {(z,y) € R% az+by+c >0} et R_ = {(z,y) € R?; az+by+c <0}

a) Montrer que R, est une partie ouverte de R?.
On pourra montrer, en utilisant la continuité de (z,y) — ax + by + ¢ en un point (xo,yo) appartenant
a Ry, qu’il existe une boule ouverte centrée en (xo,yo) et incluse dans R, .
Il s’ensuit, mutatis mutandis, que R_ est également une partie ouverte de R?, ce que l’on admettra.
b) Soit (z,y) et (z’,3’) deux éléments de R. Montrer que, pour tout réel A appartenant a [0, 1], le couple

(/\:z + (1 -=-A) A y+ (1~ A)y’) appartient & R, .

c) On suppose que (z,y) et (z/,y’) appartiennent respectivement & R, et R_.
En considérant la fonction A — a(Az + (1 - A)z’ ) +5(Ay + (1 = A)y’) + ¢, montrer qu’il existe A dans
[0,1]} tel que ()\:L' + (1 - ANz, Ay + (1~ /\)y') appartient & 9.

2) Soit k un entier strictement positif. On considére des parties non vides et ouvertes de R?: A;, ..., Ax.

a) On suppose dans cette sous-question que A; N...N A; est non vide. Montrer que 4; N...N Ax est une
partie ouverte de R2.
Si (zo,y0) est un élément de AjN...N A, on montrera qu’il existe un réel r strictement positif tel que
la boule de centre (xo,y0) et de rayon r soit incluse dans Ay N...N Ag.

b) Montrer que A; U...U Aj est une partie ouverte de R?.

3) On note A ’ensemble {(x, YER%, 220, y>0, 1-2r+y>0etl4+z—2y> O} et g Papplication
définie sur A par: :

V(z,y) € A, g(z,y) =3z —y+4

a) Représenter graphiquement A dans un plan ® muni d’un repére orthonormé (0,7, 7).

b) Montrer que A est une partie fermée et bornée de R?.

c) Montrer que g admet un maximum sur A.
d) Ce maximum peut-il étre atteint en un point de I'ensemble A’ défini par :

A’={(x,y)eR2; £>0, y>0, 1—2a:+y>0et1+z-—2y>0}

€) Déterminer 'ensemble des points de A ol ce maximum est atteint.

4) On considére la matrice A = ( 21 ;1 (1) (1)) et la matrice colonne B = (i)
I
On note 6 ’ensemble {X = iz ERY 2,20, 2220, 2320, 24 20et AX = B}.
Ty
Ty
a) Montrer que X = 2 appartient & € si et seulement si 1, z2, 73, x4 satisfont :
T4
r3=1-221+x9, 24 =1+12) — 229, (71,22) €A
2
b) On considére élément W = i appartenant 3 R%.
3

On munit R* de son produit scalaire canonique : {(X,Y) = *X.Y. On considére également la fonction f
définie sur € par:
VX €€, f(X)={(X,W)

I
]
x3
T4
e Déterminer 'ensemble des points en lesquels f atteint son maximum sur €.

2/4
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Partie III. Sommets et maximum

Désormais n et p désigneront des entiers strictement positifs.
On considére une matrice A appartenant ¢ My, ,(R), et deur matrices colonnes B et W appartenant respec-
tivement ¢ R™ et RP.

Pour tout élément X de RP et pour tout i appartenant d {1,...,p}, nous noterons X; sa i-iéme composante,
X1

et ainst X = :
Xp

On dira qu’un élément X de RP est positif et on écrira X 2 0, lorsque toutes ses composantes sont positives.
On munit RP de son produit scalaire canonique : (X, Y) = tX.Y.
On considére l'ensemble € = {X €ERP, X20et AX =08 } et Uapplication f définie sur € par :
VX €6, f(X)=(X,W)
On dit qu’un élément Z de 6 est un sommet de € lorsque :
V(Z',2") € €2, VA €]0,1], (z =\Z'+(1- A)Z”) = (z' = z”)

X1

SiX=]": est un élément de RP, on notera s(X) Uensemble {z e{1,...,p} Xﬁ(:O} ; cet ensemble sera
Xp

appelé le support de X .

Enfin, on notera C*, C?, ..., CP les colonnes de A.

Toutes ces notations seront utilisées jusqu’a la fin du probléme.

1) Vérifier que si I’élément nul de RP appartient & €, alors il est un sommet de €.
2) On revient au cas général et on suppose dans ce qui suit que ¢ est non vide et que f atteint son maximum
sur € en U. Ce maximum sera noté My. Le but de ce qui va suivre est de construire un sommet de € en
lequel f atteint son maximum. On suppose donc que U n’est pas un sommet de € et on considére deux
éléments distincts U’, U” appartenant & € et un réel A appartenant & |0, 1] tels que U = AU’ + (1 - A\)U".
a) Vérifier que f(U’) = f(U") = f(U) et en déduire que le vecteur V = U” — U’ est orthogonal & W.
Le vecteur U" — U’ étant non nul, il a au moins une composante non nulle et quitte & échanger U’ et
U" on peut supposer que le vecteur V égal ¢ U"” — U’ admet une composante strictement négative. C’est
ce que nous supposons désormais.

b) e Montrer que s(U’) C s(U), s(U") C s(U) et s(V) C s(U).
e Pour tout réel u, calculer: A(U + uV).
¢ Montrer que s(U + pV) C s(U) pour tout réel u.

¢) Montrer que la famille (C")’. es(u) 8t liée. On pourra considérer AV .

d) On considére K = {u € R, U + pV € €}.
e Montrer que K est une partie non vide et majorée de R.
o Montrer que U + ax Vappartient & € et que f(U + axV) = Mp.
Le nombre ai a été défini dans la partie I.
e) On suppose que,pour tout ¢ appartenant & s(U), la i-itme composante Y; de la colonne Y égale &
U 4+ akV est non nulle.
En remarquant que pour tout i appartenant & s(U), ‘}LmO (U,- + (ax + /A)V;) = U; + agV;, justifier
>

Vexistence d’un réel ), strictement positif, tel que U + (ak + 1)V appartienne & €.
En déduire que s(U + agV) est strictement inclus dans s(U).
f) Nous noterons désormais U() = U + akV et nous supposons que U(!) n’est pas un sommet de 4.
En se servant des questions précédentes, montrer que ’on peut construire un élément U de € tel que
FUP) = My et tel que s(U) soit strictement inclus dans s(U(Y).
g) Déduire de ce qui préceéde l'existence d’un sommet de € en lequel f atteint son maximum sur 4.
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Partie IV. Existence du maximum de la fonction f

Dans cette partie nous reprenons les mémes notations que dans la partie précédente et nous noterons par (X, X')
aussi bien le produit scalaire canonique de deux vecteurs X et X’ de RP, que le produit scalaire canonique de
deux vecteurs X et X’ de R™.

1) Montrer qu’il existe une matrice A’ appartenant & My, .(R) telle que:

2)

3)

Y(X,Y) e R? x R*, (AX,Y) = (X, A'Y)

On note r le rang de la matrice A. On suppose d’une part que r est non nul, et d’autre part que la famille

(CY,C%,...,C") est libre.

On note E ’espace vectoriel engendré par les colonnes C!, ..., CP de A.

{y,ch)

a) Montrer que l'application 6:Y —— : est un isomorphisme de E dans R".

r,cn)

b) Montrer qu’il existe un unique vecteur colonne Z appartenant & E tel que, pour tout i appartenant
a {1,...,7}, on a (Z,C?) = W,. On rappelle que W; représente la i-iéme composante du vecteur W
introduit dans le préambule de la partie III.

¢) Exprimer les composantes dans la base canonique de R? du vecteur colonne A’Z, 4 l'aide des produits
scalaires (Z,C*), (i =1,...,p).

d) Dans cette sous-question on suppose en outre que: Vi € {r + 1,...,p}, (Z,C*) > W,.

e Soit X un élément appartenant & €, montrer que (Z, B) > (X, W).

e On suppose qu'il existe un vecteur U appartenant & € tel que s(U) = {1,...,r}.

Prouver que la fonction f: X — (X, W) atteint son maximum sur € en U et que U est un sommet de
€. ,

Dans cette question A et W sont respectivement la matrice et le vecteur introduits dans la partie II.

a) Déterminer la valeur de r.

b) Déterminer le vecteur Z.

c) Est-ce que A’Z -W > 07

d) Retrouve-t-on les résultats de la partie 117

lr XX

4/4



A

CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES I

Mardi 8 Mai 2001, de 8h.  12h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Le but de ce probléme est Uétude du modéle démographique « Proies et prédateurs » de Vito Volterra.

Dans tout le probléme, In désigne la fonction logarithme népérien, a, 3, a. b désignent des réels strictement
positifs, fixés une fois pour toutes, et on définit les fonctions f et g sur R¥ par:

Ve € RY, f(x) = —alnr+ 3r

Vy e RY, g(y) = —alny + by

Enfin, on appelle F' la fonction définie sur (Ri)2 par:

V(z.y) € (RT)%, Flr.y) = f(2) +g(y)

Partie I. Etude de la fonction F

1) Etudier les variations de la fonction f et vérifier qu'elle admet un minimum que I'on note my ; on définit
mg, mutato nomine, celui de la fonction g.

2) On note fy et f, les restrictions respectives de f 4 ]0.c/3] et a [o/8, +oc].
On note g; et g, les restrictions respectives de g a ]0,a/b] et a [a/b. +oc].
Montrer que f; définit une bijection de |0, /3] dans un ensemble que I'on précisera. Enoncer des résultats
analogues pour f;, g1 et g».

3) Montrer que F' posséde un minimum et préciser 'ensemble des points en lesquels celui-ci est atteint. On
notera mg le minimum de F.

Partie II. Etude des lignes de niveau de F

On définit pour tout réel ¢, 'ensemble I', = {(;r, y) € (Rf)Q, F(r,y) = c}. On se propose d’étudier, dans cette
partie, la forme de la représentation graphique de I'. dans le plan muni d’un repere orthonorms.
1) Préciser ', lorsque ¢ < mp et lorsque ¢ = mp.
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2) On suppose désormais ¢ > mp.

a) Montrer qu’il existe deux réels strictement positifs u. et v, tels que:
@
7 < v et mg=c— f(uc) =c— f(ve)

b) On note K, I’ensemble des réels strictement positifs = pour lesquels il existe au moins un réel strictement
positif y tel que F(z,y) = c. Montrer que K. = [u.,v].

c) e Montrer que, dans le cas ol = appartient & Ju., v.[, il existe deux réels strictement positifs 3 tels que
F(z,y) = c et exprimer ces nombres y a P'aide de f, g7 ' et g5
e Préciser l'ensemble {y € R}, F(z,y) = c} lorsque d’une part x = u, et d’autre part = = v,.

d) e Montrer qu’il existe deux fonctions h; et hs déﬁnies sur [ue,ve] telles que:

Vz € [uc, ve), hl(x) < ho(x)

Ue <

T = {(#,m(z)), z € [uc,vc]} U {(x, ha(2)), € fue, v }
o Justifier la réprésentation de I'; suivante. Préciser les positions des tangentes éventuelles aux points
d’abscisses u., @/ et v,

yAp

Partie III. FEtude du cas discret

. . . - A
On considére dans cette partie un réel A et un entier n strictement positifs; on pose § = —- On considére
n

également deux suites de nombres réels strictement positifs (Sk) ocken (Rx) ocken telles que:
Sk41—S
—’itjg——" = 8(a — bRy)
Vk e {0,...,n—1}, R k R
SERL T o §(—a+ BSk)
Ry

On pose:

1)

2)

m= Min S, M = Mak Sy, €= Mm Ry, L= Max R;

0<hk$n ogkgn 0g<kgn ogkgn

Dans le préambule d’'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini les constantes a, 3, a, b, n, et ‘A
précédemment introduites.
Ecrire le corps de la procédure :

Procedure calcul(SO0,R0 : Real ; Vvar S, R : Real) ;
qui doit retourner dans S et R les valeurs de §,, et R, conformément aux relations décrites au début de
cette partie, sachant que 80=S, et RO=Ry.
a) Pour tout entier & appartenant & {0,...,n — 1}, calculer 3(Si4+1 ~ Sk) + b(Ri41 — Ri) en fonction de

Sk et Rk. . .
P— P

b) Déterminer. pour tout p € {1,....n}, 5(1,’32 Sy — 601b2 R, en fonction de S, So. R, et Rp.

k=0 k=0
c) Montrer que, pomu tout pE {1....,11} :

~Sis1 =S Ryy1— R
QZ k+l k + a Z ’C+l k __d(Sp_SO) +b(Rp—RO)
k=0
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Sk+1 — Sk| < (Sk+1 — Sk)*

3) a) Montrer que: Yk € {0,....,n— 1}, IlnSk+1 ~InSg — 5 o
k m

b) En déduire que:

Sk+1 - Skl < A21\12(a + bL)2

Vk € {(), Lo, — l}, l InSky1 — In Sk — S omZn?

c) Montrer que pour tout p € {1,...,n}:

-1 - .
Sk — Sk AZM?(a + bL)?
InS, — InSo — | <
| nSp —1InSo l.z—;) S 2m2n
4) On pose ¢ = —aIn Sy + 3Sp — aln Ry + bRy. Déterminer un réel A s’exprimant & 'aide de a, j3, a, b, m,
M. ¢ et L tel que pour tout p appartenant & {0,....n}, on ait:
A

n

‘—aln5p+35p——ah1Rp+bRp —c| <

Partie IV. Etude du cas continu

Dans cette partie on considére deux fonctions S et R définies swr R, de classe C! sur Ry, et & valeurs dans
R’. On suppose que S et R vérifient les relations (€) suivantes:

S'(t)
3 vteR st~
D O T
Rty

Dans ces relations, S’ et R’ désignent respectivement les fonctions dérivées de S et R.
Le plan est toujours muni d'un repére orthonormé.
1) a) Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que pour tout réel t positif le point de coordonnées (S(t),R(t))
appartient a I, ensemble introduit dans la partie II.
b) En déduire que les fonctions S et R sont bornées.
¢) Que peut-on dire des fonctions S et R si c=mp?

On suppose désormais, et ce jusqu’d la fin du probléme, que ¢ > mp.
2) Soit @ un réel positif. On suppose que S’ ne s’annule pas sur [6, +oof.
a) e Montrer que S admet une limite finie en +oc.
o Montrer que cette limite est strictement positive. '
b) Montrer qu’il existe un réel A tel que R’ ne s’annule pas sur [\, +0c[. Que peut-on en déduire pour R?
c) e Montrer que S’ admet une limite en +00.

+ o
e Montrer que cette limite est nulle en considérant la nature de I'intégrale / S'(t) dt.
Jo
d) Montrer également que: . lirJP R'(t) = 0.
f — 400
e) En considérant les limites de S et R en +oc, montrer qu’on arrive 4 une contradiction. En déduire que
S’ s’annule en une infinité de points.
8) On considére dans cette question deux réels positifs 7 et 72 distincts tels que S'(ry) = S'(m) = 0, et on
suppose: 7 < T2.
a) Montrer q'il existe § appartenant a |7y, 72[ tel que R'(6) = 0.
b) En considérant les valeurs de S en 6 et 7y, montrer qu'il existe un réel p strictement positif et
indépendant de 71 et 7 tel que [S(0) — S(m1)| = p.
c) Montrer que S’ est bornée sur R,.
d) Montrer qu’il existe un réel n strictement positif et indépendant de 71 et 2 tel que [t — 71| > 7.
4) a) Montrer qu'on peut trouver trois réels positifs 61, 02, 03 tels que:
61 < 0y <05 et S’(Gl) = 51(02) = Sl(e';) =0

b) Montrer que S’ ne s’annule qu'un nombre fini de fois sur [0, 63].
c) En déduire qu'il existe trois réels positifs ¢), ta, t3 tels que t) <tz <ti3 tels que:

{0 Lt <tag <ty
YVt e [tl,t;;]. Sl(t) =0<=te {tl,tz.t3}
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5) Montrer que S’ est de signe constant sur J¢1, [ et sur ]¢;,¢3[ et que les signes respectifs de S’ sur ces deux
intervalles sont opposés. On pourra considérer les valeurs de R en 13, 2, 3.

Dans la suite on supposera que S’ est positif sur Jty,ta[ et donc négatif sur Jtg,ts].

6) a) Montrer que S(¢1) = S(t3) = u, et S(t2) = v,.

b) Déterminer les valeurs de R(t;) et R(t3).

7) a) Sur un méme tableau de variation faire apparaitre les variations de S et de R sur [t;,t3].

b) En déduire le sens de déplacement du point M, de coordonnées (S(t), R(t)) sur la représentation
graphique de I'; lorsque t décrit [tq,%3].

8) On admet que si (S1,R;) et (S2, R2) sont deuz couples de fonctions définies sur R, , de classe C! sur
Ry, d valeurs dans RY, vérifiant les relations (%) et s’il existe un réel to € Ry tel que Si(to) = Sa(to) et
Ri(to) = Rz(to), alors:

Yt e R+, Sl(t) = Sz(t) et Rl(t) = Rz(t)
Montrer que les fonctions S et R sont périodiques de période T = t3 — ¢;.

9) On considére un réel u positif.

u+T S’(t)
a) Calculer /u _.S—'(z)—dt'

u+T
b) En déduire la valeur moyenne de R sur le segment [u,u + T}, c’est-a-dire % / R(t) dt.

Déterminer de méme la valeur moyenne de S sur le segment {u,u + T}.
10) On considére dans cette question deux fonctions K et H définies sur Ry, de classe C! sur R, et & valeurs
dans R}. On considére également un réel ¢ appartenant a 10,a[. On suppose que K et H vérifient les
relations (¥’) suivantes:

K
@  wviem, { KO " F b
’;1((:)) — —a—c+ BK(t)

Dans ces relations, K’ et H’ désignent respectivement les fonctions dérivées de K et H.
Montrer qu’il existe un réel © strictement positif tel que les fonctions K et H sont périodiques de période
© et déterminer la valeur moyenne de ces fonctions sur un segment de longueur égale a ©.

Partie V. Le contexte historique du modele de Vito Volterra

On peut voir dans les calculs qui précédent une représentation de l’évolution d’une population d’individus de
deuz types: les proies et les prédateurs. Ceuz-ci se nourrissent uniquement de celles-la, et celles-ld d’une
autre nourriture disponible en abondance. Les proies, en labsence de prédateurs, se développeraient de fagon
ezponentielle, mais cette croissance est en fait réduite par la présence des prédateurs. En revanche, le nombre
de prédateurs, en l’absence de proies, décroitrait de maniére ezponentielle, (sans proies ils finiraient par
disparaitre), lagquelle décroissance est compensée par la présence des proies.

Supposons alors que cette population soit une population de poissons constituée de proies et de prédateurs
d’effectifs relatifs K(t) et H(t) & linstant t, (les fonctions K et H ontété introduites & la question 10) de la
partie [ V) ; la constante £ apparaissant dans les relations (€') représente un tauz de péche identique pour les
proies et les prédateurs.

Au cours de la premiére guerre mondiale, on a pu constater, dans l’Adriatique, qu’une diminution de la péche
était défavorable aux proies.

Montrer que les calculs de la question IV. 10 expliquent directement le phénoméne observé.

2D W
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CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES I

Jeudi 16 Mai 2002, de 14 h. 2 18 h.

La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : 'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite.

Seule ['utilisation d’une regle graduée est autorisée.

Le sujet ci-dessous vise a faire comprendre comment deur concurrents aux intéréts antagonistes, ne parvenant

bien déterminées.
Notations :
Dans tout le probléeme n et p désignent des entiers naturels non nuls fizés et on pose E,, =M,, 1(R), on définit
de méme E,.

Il
On note K,, Uensemble {X = ck,.ri >20...., r 20 Y r = l} ; on définit de méme K.

‘r]l
Les espaces E,, et b, sont munis de leur structure euclidienne canonique ; la norme euclidienne d'un vecteur
X de E, est notée | X| ; le produit scalaire de deur vecteurs X et'Y de B, est noté (X.Y) ; on adopte la
méme notation pour les vecteurs de b,
Enfin, si k est un entier naturel non nul et st (z)1cicr est une famille finie de réels, on note Max z; ou

<ign
Max z; (respectivement 1I\‘I_in z; ou Min z;) son plus grand (respectivement son plus petit) élément.
i <ign 1

Plus généralement, si f est une fonction définie sur un ensemble A, a valeurs dans R, admettant un
mazrimum (respectivement un minimum) sur £, on note Max f(r), (respectivement Mi£ f(r)), ce marimum,
TEA TES

(respectivement ce minimum,).

Partie I. Le plus petit des plus grands et le plus grand des plus petits

Soit A = (ai;)i1<i<n une matrice appartenant ¢ M, ,(R).
1<5sp
On note u(A) = Mi Max a;;) et v(A) = Max { Min a;;). Pour simplifier les notations, Scrire
n note u(A) lgilgnn ( Kjg(p ai;) et v(A) 1<j2(p ( lg121,101]) our simplifier les notations, on pourra écrire
ces expressions : u(A) = MinMaxa;; et v(A) = MaxMina,;.
i 7 J g
9 3 -1 6 -2
1) Calculer u(A) et v(A) dans les deux cas suivants: A = ( 1 ‘1> ;A=1 0 1 0
-2 3 -1
2) On revient au cas général ol A € M, ,(R). Pour tout jo € {1...., p} et tout ip € {1.....n}, on pose
55, = Minay;, et t;, = Maxa;,;.
i J
a) Montrer que s;, < t;, pour tout jo, € {1...., p} et tout ig € {1,...,n}.

b) Eu déduire que v(A) < u(A).
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3) On suppose que dans le préambule d'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini :
1) deux constantes entiéres: n et p,
2) un type: matrice = array{l..n,l..p] of real;
a) Ecrire le corps de la fonction function Max ligne (A:matrice; i:integer): real; cette
fonction doit retourner le plus grand élément de la ligne i de la matrice A, c’est-d-dire la valeur

Max A7, y].
J

b) Ecrire le corps de la fonction function MinMax(A:matrice):real; cette fonction doit retourner
la valeur w(A). définie plus haut: on pourra utiliser la fonction Max_ligne.

Partie II. Le minimum des maxima et le maximum des minima
-2

1) Dans cette question on étudie un exemple. On considére la matrice A = .

3
1). et pour tout

(r.y) € [0.1]%. on pose X = <1 f z') et Y = <1 3 lj) puis h(r,y) = 'XAY.

a) Calculer h(r.y) en fonction de r et y,

b) Déterminer suivant les valeurs de x € [0.1], le maximum de la fonction y — h{x,y) sur {0.1]; ce
maximum sera noté A(r).

c) Déterminer la valeur mininum de A(r) lorsque r décrit {0.1]. Cette valeur sera notée «(A). elle est

donc égale a Min ( Max ¢ X AY), qu'on note plus simplement Min Max !X AY, étant entendu que X
i XeK,y ‘YeK, X Y

et Y décrivent Ks.
d) Par une méthode analogue, montrer U'existence de 3(A4) = MaxMin ' X AY et donner sa valeur.
Y X

Dans la suite de cette partiec A = (a3;) 1<i<n désigne une matrice appartenant a M, ,(R).
1<5<p

AN

On définit la fonction f sur K, x K, par: V(X.Y) e K, x K,, f(X.Y)= 'XAY.

I
mn
Pour tout j € {1...., ppettout X =1 | € K,, onpose ;(X) =Y ajjr;, puis M(X) = 11\<I¢L<X v X).
=1 RIRP
Iy, )
2) On considere des fonctions gy. ..., g, définies et continues sur K,,. a valeurs dans R.

a) On pose h = Max(g1.92). c’est-a-dire la fonction de K,, dans R définie par h(r) = Max (g1(z), g2(x)).
g1+ 92 + |91 — 92|

Vérifier que h = et en déduire que h est continue sur K,,.
b) Montrer que la fonction ¢ = Max(gi..... gp) est continue sur K,. g étant définie sur K, par:
Vo € K,,. g(r) = Max (gl(f) ..... gp(.r)).
3) Dans cette question on considere un élément X appartenant a K,,.
a) Montrer que pour tout Y € K,,. f(X,Y) < AMX).
b) Montrer qu'il existe Yx € K, tel que f(X,Yx) = A(X).
¢) En déduire qu'on peut poser: A\(X) = }l\g}\x fIX.Y).
4) a) Montrer que K, est borné. ’
(On admet pour la suite du probléme, que K,, est une partie fermée de E,,)

b) Montrer que A admet un minimum sur K,,.

Ce minimum est noté (A) et i est donc égal a )}\/Ii}? (yl\"h'}t‘x tXAY), qu'on note plus simplement
€K, Y€K,

Min Max "X AY .

X Y

On montrerait de maniére analogue que le nombre }\'Iz}{x (xl_\li}(l EXAY) eriste. 1l est noté 3(A) et on
€K, eK,

lécrit plus stmplement I\E;I,X l\g{in tXAY .
5) a) Soit (X'\Y) appartenant & K, x K,. Montrer que )%\EI}?H FIX.Y) < AXD).
b) En déduire: 3(4) < a(A).
6) On dit qu'une partie non vide 6 de E, est convere lorsque: V(X.Y) € €2 ¥Ym € [0,1], mY +(1-m)X € €.
On considere dans cette question une partie € de £, convexe, fermée, bornée et non vide.
a) Mountrer qu’il existe W € €. tel que: VY € €, |[W| < ||V
b) Soit Y appartenant & €. on pose pour tout m € [0,1]: Y, = (1 — m)W + mY.

2—m
o Montrer que: ¥m €]0,1, (WY} > —— " _|W|? - ——|Y|%.
2(1 —m)

2(1 —m)
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On rappelle que (W.Y) (= 'WY) désigne le produit scalaire de W et Y.
e En déduire que: (W.Y) = |[W°.
7) Dans cette question et jusqu'a la {in de cette partie on considere I'ensemble:

€ = {m AX+(1-m)Y. X €K, Y€ K, me [0. 1]}

a) Montrer que K, est une partie convexe de £,,.
b) Montrer que € est une partie convexe et bornée de £,.
On admet pour la suite que € est une partie fermée de E, .
8) On suppose dans cette question que le vecteur nul appartient a €.
a) Montrer qu'il existe Xo € K,,, Yo € K, et un réel p < 0 tels que: FAXy = 1Yy,
b) Déterminer le signe de tXoAY pour tout Y & K.
c) Déterminer le signe de a(A).
9) Dans cette question on suppose que le vecteur nul n’appartient pas a €.
a) Montrer qu’il existe un élément W € 6 tel que :

vYm e [0.1]. VX € K,,. VY € K,. m EX AW + {(1—m) YW >0

b) On note wy. ..., w, les coordonnées de W dans la base canonigue de Ej,.
Montrer que w; > 0 powr tout ¢ € {1,.... P}
¢) Montrer que: VX € K,,. "X AW > 0.
d) Montrer qu'il existe un vecteur W' € K, tel que: VX € K,. "XAW’ > 0.
e) Montrer que 3(A) > 0.
10) On définit la matrice B € M, ,(R) par B = A — 3(A)J oit J est la matrice appartenant a M, ,(R) dont
tous les éléments sont égaux a 1.
a) Déterminer les valeurs o B) et 3(B) en fonction de o(A) et 3(A).
b) Déduire des questions précédentes que «(A) = F(A).

Partie 11II. Point-selle et point critique

Dans cette partie. A désigne toujours une matrice de i M, ,(R) et on rappelle que pour tout (X.Y) appartenant
a K, x Kp: f(X.Y)='XAY.
On dit que le couple (Xo.Yy) appartenant ¢ K,, x K, est un point-selle pour f, lorsque:

V(X.Y)e K, x K,. f(Xo.Y) < f(Xo.Ys) € f(X.Y0)

1) Montrer qu'il existe un point-selle pour f et que si (X¢.Yo) en est un, alors f{X,.Yy) = a(A).
I I 1 J

s L a
2) On considere la matrice réelle A =

b - . ;
1) et on définit la fonction ¢ sur R? par:
a

V(r.y) € B2, glo.y) = (r 1—r>A( Y )

l-y
. . 5 Jg Jdg
On appelle point critique de g tout couple (u.v) € R* tel que ‘)—('u. v) = a—(u. v) = 0.
ar y

a) Montrer que g admet un unique point critique (rg.yo) si et seulement si a + d — b — ¢#0. Déterminer
dans ce cas (ro, yo)-
b) On suppose a — b et d — ¢ de méne signe et non tous nuls et on suppose également que a —c et d—b
sont de méme signe et non tous nuls.
e Montrer que dans ce cas g admet un unique point critique (ry.y0) et que 0.1}%
d 118 a8 g oa 1e : 0-Yo) et que (ro.yo) € U, .
o Montrer que: V(r.y) € RZ. g(r.y) = g(ro.yo) + (¢ — ro){y — yo)la+d — b — ¢).

. . . I [ I
On powra introduire les notations suivantes: X = LY = / . Xo = Y .
1—=x 11—y 1—xg

Yo = <] f()UO). U=X-X,.V =Y —Y,. et on exprimera g(r.y) a Paide de U, V. A, X, et

e En déduire que ( <1 o ) ) (1 o ) ) est un point-selle pour I'application f définie sur Ky x K
—TIo L= Yo
par:  V(X.Y) € K, x Ky, f(X.Y)= 'XAY.

e Quelle est la valeur de a(A4)7?
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Partie IV. Application & une étude de la concurrence

Deux entrepreneurs Primus et Secundus se partagent le marché d’un produit sur un territoire commun, de sorte
qu'au cours d’un trimestre, si 'un voit sa part de marché varier de A unités (nombre réel positif ou négatif)
I'autre voit la sienne varier de —A unités. Cette variation dépend a chaque trimestre des stratégies choisies par
P'un et autre.

Primus a le choix entre deux stratégies notées P; et P, Secundus a le choix entre deux stratégies S; et
So. Lorsque Primus et Secundus choisissent chacun 'une de leurs deux stratégies, leurs parts de marché sont
modifiées et le tableau suivant donne les variations trimestrielles de la part de marché de Secundus. celles de

Primus étant opposées.

Variation trimestrielle de la part de . .
. Secundus choisit S; | Secundus choisit S,
marché de Secundus lorsque :

Primus choisit P; -2 3

Primus choisit P 1 -1

Dans une négociation entre Primus et Secundus, si Secundus propose par exemple S;, Primus propose alors Py,

mais dans ce cas Secundus préfére S; et Primus souhaite alors P;, ce qui pousse Secundus a choisir de nouveau

Sy finalement toute entente semble étre impossible.

Primus et Secundus décident alors de s’en remettre au hasard de la maniére suivante: les deux concurrents

choisissent simultanément et aléatoirement l'une des deux stratégies dont chacun dispose: Primus choisit

la stratégie P, avec la probabilité x (r € [0.1]) et la stratégie P, avec la probabilité 1 — r, Secundus,

indépendamment du choix de Primus, choisit la stratégie S; avec la probabilité y, (y € [0, 1]) et la stratégie S,

avec la probabilité 1—-y. On note. dans ces conditions, V, , la variable aléatoire égale & la variation trimestrielle

de la part de marché de Secundus.

1) Déterminer I'espérance de V. .

2) Etablir qu’il existe des probabilités ry et yo telles que Primus (respectivement Secundus) ne trouve aucun
avantage a prendre r différent de r¢ (respectivement y différent de yg), lorsque Secundus (respectivement
Primus) s’en tient a yo (respectivement a rg).

g 9

Déterminer les valeurs de g et yg.
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NUAGES DE POINTS ET APPROXIMATION D'UN NUAGE

Dans tout le probléme n et p désignent des entiers naturels supérieurs ou égaux & 2 et on pose E, = M, 1(R).
L’espace E;, est muni de sa structure euclidienne canonigue; la norme euclidienne d'un vecteur x© de E, est
notée ||x|| ; le produit scalaire de deuz vecteurs z et y de E, est noté (z,y).

Si u est un vecteuwr non nul eppartenant 4 E,, D, désigne la droite vectorielle engendree par u et st x est un
vecteur de By, Pp {(x) est le projeté orthogonal de & sur la droite D, .

Si F' est un sous-espace vectoriel de Ey, le supplémentaire orthogonal de F' dans E, est noté F L

Pour toute matrice A appartenant & Mm’g(R) on note @4 lapplication linéaire de My 1(R) dans M, 1(R)
définie par : VX € M 1(R), ®4(X) =

Pour tout v appartenant ¢ N* et toute famzlle (us)1gicr de vecteurs de Ep, Vect{ui,...,u,) est le sous-espace

vectoriel de £, engendré par les vecteurs ug, ..., Ur.

Si g est une fonctzon définie sur un sous-espace vectoriel F' de E, et a valeurs dans R, on désigne par Max g(x)
peiet

ou Max {g(z);z € Foet llzl| = 1} le mazimum, lorsqu’il existe, de la fonction g sur Uensemble des vecteurs x
de F dont la norme est égale a 1.

Partie I. Etude d’un exemple

Dans cette partie et uniquement dans celle-ci, on suppose que p = 2. On note (uy,us) lo base canonigque de Eo.
1) On considére les vecteurs vy, vy et va appartenant & E, et dont les coordonnées dans la base {(uy, us) sont
respectivement (1,2), (-3, 1), (2,-1). '
On considére un réel m et on note, pour tout ¢ appartenant & {1,2,3}, v! le projeté orthogonal de v; sur
la droite vectorielle engendrée par uy + mu,.
a) Calculer en fonction de m la-quantité : el + bl + o).
b) Déterminer la valeur mgp de m pour laquelle cette quantité atteint son maximum; ce maximum est noté
At
. . 1 -3 2
2) Soit X la matrice (2 1 _1).
a) Vérifier que A; est une valeur propre de @ ¢y ; u; + mouz étant un vecteur propre associé a Az.
b) Déterminer I'antre valeur propre de @+ et la comparer & A;.
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Partie II. Les axes principaux d’inertie d’un nuage

Les notations introduites dans cetle partie seront utilisées dans toute la suite du probléme.
On définit la matrice X = (xij) igigp appartenant ¢ M, »(R) appelée nuage ; ses colonnes ci, ...,cn sont
1€5<n

appelées points du nuage ; X est done un nuage de n points dans un espace de dimension p.

On définit la matrice V = X 'X.

On appelle F* le sous-espace vectoriel de E, engendré par les vecteurs colonnes ¢y, ..., ¢, et on suppoese que
dimF=retp>r2z1. n

Pour tout vecteur v non nul de E,, on pose I(v) = ¥ ||Pp, (cj){{z ; cette gquantité s’appelle Vinertie du nuage
X sur la droite D,,. i=1

. kL3
Pour tout couple de vecteurs (v, w) appartenant & EZ, on pose : J(v,w) = Y_ (v, ¢;){w,¢;).
i=1

1) a) Montrer que la matrice V est diagonalisable et que ses valeurs propres sont des réels positifs ou nuls.
On note Ay, ..., Ay les valeurs propres de V' et on suppose que A1 = ... 2 Ap.
Justifier I'existence d’une base orthonormale (e1,...,ep,) de Ep, telle que: Vi € {1,...,p}, Ve; = Aze;.
b) e Montrer que le noyau de @y est égal a celui de ®ex.
e Fn déduire que le rang de V est égal & r.

o Montrer que: Ay =...= A, =0.
® Que peut-on dire de Az, ..., A7
& Montrer que (e;,...,e,) est une base de F. .
2) a) Montrer, pour tout vecteur v de norme 1 appartenant & E,, égalité: I(v) = *v Vu.
b) Déterminer, pour tout ¢ appartenant & {1,...,p}, I(e;) a aide des nombres A, ..., A,.
c) On définit les sous-espaces vectoriels I1, ..., F,. de E, par:

Fy=F, B=FRnD}), ..., F,=F_in(D:_,
e Montrer que: Vi € {1,...,7}, F; = Vect(e;,...,er).
» Montrer que: I(e;) = Max {I(v); v € E, et |jv]} =1} =Max{I(v);. v € Fy et [v]} = 1}.
e Montrer que: Vi € {1,...,7}, I{e;) = Max {I(v); v € F; et |Jv| = 1}.

3) Soit w un vecteur unitaire de E, tel que I{w) = Max {I(v); v € E, et |Jv| = 1}. Montrer que w appartient
afF.

4) On suppose dans cette question que €, ..., & sont r vecteurs de norme 1 appartenant & E, et que
G1, ..., G, sont r sous-espaces vectoriels de E, tels que:
(G1=F

£1€Gyet I{er) = Max {I(v); v€ Gy et | =1}

) ) €2 € Gy = G1N (DY), et I(e2) = Max {I(v); vE Gy et o] =1}

&1 € Gy =62 N (D;‘;_z), et I{e,-1) = Max {I(v); vE€Gr et v = 1}
L &r € Gr =G, N(DE_), et I{e,) = Max {I(v); v € Gret |Jv]| =1}

Les droites vectorielles D.,, ..., D, sont appelées axes principaus d’inertie du nuage.

a) Vérifier que (e1,...,&,) est une base orthonormale de F et que (£1,...,&,,€r41,...€p) €st une base
orthonormale de E,. ‘
b) Montrer que pour tout couple de vecteurs (v, w) appartenant a Eg , Jw,w) = tv Vw = (v, ®y(w)).
c} On se donne deux vecteurs v; et vg, unitaires, orthogonaux et appartenant & F.
Pour tout réel ¢, on pose o(t) = F(cost vy + sint vy).
s Exprimer @(t) a Paide de I(vy), I{vy), J(vi,v0) et L.
¢ Montrer que ¢ est majorée sur R et qu’elle admet un maximum.
@ On suppose que le maximum de ¢ est atteint en 0. Montrer que J{vy,v2) = 0.
d) e Montrer que pour tout (,j) appartenant a {1,...,7}%, J(ei,&;) = 0 dés que i#j.
e Déterminer la forme de la matrice de @y dans la base (e1,...,&r,€r41,-..,€p).
¢ En déduire que pour tout ¢ € {1,...,r}, &; est un vecteur propre de V associé & A;.
5) Dans le langage des statisticiens les colonnes ¢; de X représentent des individus d’une population statistique
ou p variables statistiques x;,(1 < i < p) ont respectivement pris les valeurs z;1,Ti2...,Tin, (1 <i < p),
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valeurs fizées de telle sorte que leur moyennes sont nulles, c’est & dire : Z:ﬁi i=0,1<:<p.

i=1

Calculer la covariance cov(ry,zy) des variables 1, et z; lorsque & et £ appartiennent & {1,...,p} puis
comparer la matrice V et la matrice (cov(.rk .L'g}) 1ShSp -
1KE<p

Partie III. Une décomposition de la matrice X

Pour tout 7 € {1,...,p} on note II; la matrice dans la base canonique de E,, de la projection orthogonale de

E, sur D, ; les vecteurs €3, ..., e, ont ét¢ définis au II 1 a.
P

1) Montrer que: ZH,- = I, (o I, est la matrice appartenant & M,(R) dont tous les éléments sont nuls
=1
excepté les éléments diagonaux qui valent 1).
2) Déterminer I1; II; pour tout (2,7) € {1,...,p}? tel que i#j.

3) Calculer pour tout 7 € {r+1,...,p}, I; X et en déduire que: X = ZH X.

i=1

4} Pour tout s € {1,...,7}, on pose X, Z I X.
t=1
a) Montrer que: Im ®x, C Vect{es,..., e,).

b) Calculer X, tXe; pour tout j € {1 ..... ,p} et déterminer le rang de X,.

Partie IV. Une norme euclidienne de matrices carrées

Pour tout entier naturel ¢ non nul et loute matrice carrée A = {ai;)15ixe opportenant & M (R), on pose
1€i<q

Tr(A) = Z @i -

On sait que Tr définit une application linéaire de M(R) dans R et que si A et B appartiennent respectivement
a M, ,(R) et M, ,(R) alors Tr(AB) = Tr(BA). On sait également que si deux matrices A et B sont semblables
alors Tr(A) = Tr(B). '

Pour tout M et N appartenant & M, ,(R) on pose : ©(M, N) = Tr( M 'N).

1) Montrer que (M, N) ——— ©(M, N} est un produit scalaire sur M, . (R).

Pour toute matrice M appartenant & My (R), on note |||M||| = /Tr( M M), appelé ici norme euclidienne

de M. . :

2} Calculer pour tout (z iy e {1,...,p}?, ©; X.1I; X). On distinguera les cas i = j et i%j, et on exprimera
les résultats en fonction des nombres Ay s Ap.

3) Calculer |||X — Xsmz, en fonction de Aj, ..., A, pour tout s appartenant & {1,...,7}.

Partie V. La meilleure approximation du nuage

On rappelle que st Hy et Hy sont deur sous-espaces vectoriels de E,, alors:
dim(H; + H,) = dim Hy + dim H — dim (H; N Hy)

On considére un entier naturel s appartenant & {1,...,r — 1} et une matrice N appartenant & M, ,.(R) telle

que rang(N) < s.

1) Justifier rapidement I'existence d’une base orthonormale (ai,...,a,) dé F, formée de vecteurs propres de
(X —N)*(X — N). On note 73, ..., ¥ les valeurs propres de {X — N) t(X N associées respectivement
aux vecteurs aj, ..., a, et on suppose que y; = ... > ,. '

2) Soit 7 un entier appartenant & {1,...,7 — s} et un sous-espace G de E, de dimension supérieure ou égale
ai.

a) Montrer que: dim (G N Vect{a;, ... ,ap)) > 1.

b) En déduire qu’il existe un vecteur unitaire u appartenant a G tel que || *(X — N) u}]z < .
¢) On considére 'espace vectouel H = (Ker @) NVect(ey, ..., espi).

e Montrer que: dim H >

o En déduire: Agp; < 7.

3) a) Montrer que: ||| X — NP = é%.
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b) En déduire que: [IX = N||F > T .
i=g41
c) En déduire que X réalise la meilleure approximation de X par des matrices de rang inférieur ou égal
4 s au sens de la norme euclidienne définie plus haut sur M, »(R).
4) Soit G un sous-espace vectoriel de E,.

On note P; la projection orthogonale de E, sur G, IIg sa matrice dans la base canonique de E, et

K(G) =) IPs(epl”.
j=1
La quant;té K(G) s’appelle V'inertie du nuage X sur le sous-espace G, et dans le cas ot G = E,, K(G) est
Vinertie totale du nuage X.
a) Montrer que: K(G) = |||HcX |||
b) Montrer que: K(G) = ||| X]|I* - [|IIX - HaX]||°.
¢) On suppose toujours que s est un entier appartenant &4 {1,...,7 — 1} et dim G < s.

o Montrer que: K(G) £ Z'\i'
i=1

o Montrer que K ( Vect(es, ..., €s)) est le maximum des nombres K (G), lorsque G parcourt 'ensemble
des sous-espaces vectoriels de E, dont la dimension est inférieure ou égale 4 s. _
d) On suppose dans cette question que s appartient & {1,..., p}, on ne suppose donc plus que s < 7 — 1.

Montrer que K (Vect(es,...,e;)) est le maximum des nombres K(G), lorsque G parcourt I'ensemble

des sous-espaces vectoriels de E, dont la dimension-est inférieure ou égale a s.

Partie VI. Non multa, sed multum

Dans cette partie, on propose une interprétation pratique des résultats théoriques précédents a propos d'une
enquéle de consommations.

On a étudié les « consommations » annuelles de 8 denrées alimentaires {ce sont les 8 variables statistiques
z;. (1 €14 < 8) que Von suppose centrées), par différentes catégories socio-professionnelles, & savoir : celles des
exploitants agricoles (AGRI) représentées par la colonne ¢, , des salariés agricoles (SAAG(= 2 )) des professions
indépendantes (PRIN(= c3)), les cadres supérieurs {(CSUP(= c4)), des cadres moyens (CMOY(= c5)), des
employés (EMP(= cg)), des ouvriers (OUV(= ¢7)), des inactifs (INAC(= cg)). Dans notre exemple un individu
est donc une catégorie socio-professionnelle. A

On a consigné les résultats de I'enquéte dans une matrice X = (a;;) 1sigs Par exemple 15 représente la
consommation movenne de la denrée 1 par la catégorie SAAG. e

Les valeurs propres de la matrice ¥V = X 'X sont approximativement 70, 20, 5, 3, 2, 0, 0et 0 associées
respectivement & ej..... es.

1) Quelle part de Uinertie totale est contenue dans l'inertie du nuage de points sur le sous-espace de base

(e1,€2) 7

wac #
.

On a représenté dans le dessin ci-contre les projetés orthogo-
naux dans le plan de base (e;, ;) des 8 individus (c;)1¢;<s,
c’est-a-dire des 8 colonnes représentant les consommations
moyennes de chaque catégorie socio-professionnelle. . : <2 PRIN. csup
2) Que représente le nuage de points du dessin pour le nuage ) el - * o
X de P'enquéte? * AGRI A R

. OUVR . CMOY

SAAG EMP

CRO)
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SUR LA TRANSMISSION DE MESSAGES

Le but de ce probléme est de construire un systéme permettant de détccter et de corriger automatiquement des
erreurs apparues lors de la transmission de messages binaires.
Dans tout le probléme, m, n, p désignent des entiers naturels non nuls.

Partie I. L’opération A sur les parties d’un ensemble

Dans cette partie on considére un ensemble E = {ey,...,e,} ayant n éléments.
La différence symétrique de deux parties quelconques A et B de E, notée AANB, est Uensemble des éléments
de E qui appartiennent & l'une et pas & Uautre. On admet que Uopération A est commutative et associative.
On sait que pour toute partie A de F :
(9) AAD=A, AAA=1

Pour toutes parties A et B de E, on pose d(A, B) = Card(AAB).
1) a) Pour une partie A de E, déterminer d(A, ) et d(4, E).

b) Montrer que pour toutes parties A et B de E : d(4, B) = d(AAB,§).

2) On sait qu’on peut représenter une partic A de E par le n-uplet (zq,...,z,) en posant :
Vie{l,...,n}, z; =1 si e; appartient & A et 0 sinon
a) Les parties A, B, AAB étant représentées respectivement par (z, . .. 2y Tn)y (Y15 s Yn) €t (21,- -+, 20),
construire pour un entier i fixé appartenant & {1,...,n}, une table & deux lignes et deux colonnes

donnant les valeurs de z; en fonction des valeurs de z; et y;.
Comparer 2; et |z; — ;.
b) Montrer que pour toutes parties A, B et C de E, d(A, C) < d(4, B) + d(B,C).

Partie II. Une autre algébre linéaire

On considére Uensemble I = {0,1} et M, ,(K) désigne ’ensemble des matrices & p lignes et n colonnes dont
les coefficients appartiennent a K.
On définit sur K Uaddition + et la multiplication . & Uaide des tables suivantes :

o+ lof1 ol
o o1 0j0]o0
110 1101

On remarque que la multiplication sur K est la multiplication des réels, que ces opérations sont associatives,
commutatives et que la multiplication sur I est distributive par rapport ¢ laddition sur K ; ces propriétés ne
sont pas & démontrer.
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On définit également :
1) la somme A+ B de deuz matrices A = (aij) 1<icp €t B = (b,-j) 1cicp oppartenant ¢ M, . (KK) par -
1<ign 1<ign

A+B= (Cij) 1<igp , OU Cij = Qij + bij
1<ign

2) le produit . A d’une matrice A = (aij) i<y €t d’un élément € appartenant respectivement ¢ My, () et K
i<isn
par :

€.A = (5.aij) 1<igp
i<ign

3) le produit A x B de deuzr matrices A = (aij) 1ci<p €6 B = (aij)
1€7<€

1<icn  @ppartenant respectivement ¢ M, (IK)
L£ign 1<i<
et My, m (), par:

A X B = (c;;) isise s ot ¢y = ai1.bij ...+ Gin.bnj
Pour toute matrice A appartenant & Mp () et toute colonne X appartenant ¢ My 1(K), le produit A x X
est ainsi bien défini.
On admet que la loi + ainsi définie sur My, (IK) est une opération commutative, associative, qu’elle admet
un élément neutre & savoir la matrice nulle ayant p lignes et n colonnes et dont tous les éléments sont nuls ;
on note O cette matrice et cela quelles que sotent les valeurs de n et p.
On admet également que X est distributive par rapport o -+ .
Dans leur copie les candidats pourront omettre les points sur les signes + et x.
On remarque que pour toute matrice A appartenant & M, ,(K) :

(¢) A+O0=A A+A=0
On appelle code toute partie non vide € de M, 1([K) telle que :
Y(z,y) €€% z+yc6
1

, T4 appartenant & M 1(K)

I
w
|
D e OO
fl
[aw RN ew R e B SIS

1
1
1) On considere les quatre colonnes z1 = { 0 |, 23 =
1
0

O O =

puis 'ensemble € = {&1.21 + e2.72 + e3.75 + 4.3, (£1,62,63,64) € K}
a) Montrer que % est un code.
Déterminer tous les éléments de € & Vaide de z1, za, z4.
b) Existe-t-il une famille (u1,us) d’éléments de € telle que {e;.u; + ex.uz, (£1,€2) € K?} soit égal & € 7
c) Montrer que: e1.21 + €2.20 + £4.24 = 0 = €1 =9 =4 = 0.

On dit qu'une famille (uq, ..., u,) d’éléments de My, (K) est K-libre lorsque :

V(ets o yeg) €KY, erur + .o begug =0 =61 =...=¢,=0
Dans le cas contraire, on dit que la famille (u1, ..., uy) est K-lide.
On dit qu’une famille (u1,...,up) dont les éléments appartiennent & un code € est une K-base de € lorsqu’elle
est une famille IK-libre et lorsque pour tout élément x de € il existe (e1,...,&p) appartenant ¢ KP tel que '
T=eru 4 ... J}sp.up.

(Dans leur copie, les candidats pourront omettre la lettre IK dans les expressions manipulées K-libre, K- base,
sans en oublier le sens particulier.)

Dans la suite de cette partie n désignera un entier naturel supérieur ou égal & 2.

1 Y1
2) Pourtoutz=1| * Jety=| : | appartenant & M, 1(K), d(z,y) est le nombre d’entiers i appartenant
Ln Yn
a{l,...,n} tels que z; #y;.
a) Montrer que: V(z,y) € (Mn,l(K)f, d(z,y) = d(z +y,0).
b) Montrer que: V(z,y,z2) € (Mml(K))S, d(z,z) < d{z,y) +d(y, 2).
3) Soit € un code non réduit & {O}.
a) Montrer que € admet une [K-base. On pourra considérer, aprés avoir justifié son existence, le cardinal
maximum d’une famille l-libre formée d’éléments de €.
b) e Montrer que si (u1,...,u,) est une K-base d’un code €, alors tout élément de 6 s’écrit de maniére
unique sous la forme e1.u; + ... + Eplp.
e En déduire le cardinal de € en fonction du cardinal d’une de ses K-bases.
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1)

¢) Montrer que toutes les K-bases de ‘6 ont le méme cardinal.

d) On suppose que p est le cardinal d’une K-base de € et que (v1,...,v;) est une famille K-libre de €,
montrer que (vq,...,vp) est une K-base de €.

On suppose dans cette question que 1 < p < n et on note I, la matrice & p lignes et p colonnes dont tous

les éléments sont nuls excepté les éléments diagonaux qui sont égaux a 1.

On suppose également que ) est une matrice appartenant & My ,, (I) telle que p colonnes de Q sont égales

aux p colonnes distinctes de .

On définit Vensemble 6g = {z € M,, 1 (K), @ x z = O}.

a) Montrer que € est un code.

b) Montrer que pour tout (z1,...,z,) appartenant a K" il existe une permutation ¢ de {1,...,n} telle
I To(1)
que: Qx| + {=(I, P)x : olt P est une matrice appartenant & My, ,—p(I€).
In Lo(n)

(Dans la notation habituelle d’une matrice par blocs utilisée ci-dessus, la k-idme ligne de (I, P) est
formée de la k-ieme ligne de I, suivie de la k-iéme ligne de P.)
¢) En déduire le nombre d’éléments de 6¢ et le cardinal d’une de ses K-bases.

d) On suppose dans cette sous-question que ¢ est la matrice (B I, ) oli B est une matrice appartenant
In_p '
B

e) Si A est une partie non vide de N, Min A désigne le plus petit élément de A.
On suppose que 7 est un entier strictement supérieur & 1, que toute famille formée de » — 1 colonnes de
Q est une famille K-libre de M, 1 (I€) et qu’il existe une famille K-liée formée de r colonnes de Q).
Montrer que dans ces conditions r = Min {d(z, 0), z € 6g \ {O}}.

a My, ,—p(IK). Montrer que les colonnes de la matrice constituent une base de €.

Partie III. Un code correcteur d’erreurs

Dans cette partie, on suppose que l'entier p est supérieur ou égal & 2 et on pose n = 2P — 1.
On considére une matrice H dont les colonnes sont les n éléments non nuls de Mp 1 (IK) et on définit .

1)
2)
3)

4)

5)

€y = {ueM, 1K), Hxu=0}
Déterminer le cardinal des [K-bases de % 5.
Montrer que : Min {d(u,v), (u,v) € €% et u#v} = 3.
Pour tout v appartenant & My, 1 (K), on définit B, = {u € M, 1(K), d(u,v) < 1}.
a) Déterminer le cardinal de B,.
b) Montrer que si v et w sont deux éléments distincts de €, alors B, N By, = 0.
¢) Montrer que U B, =M, (K).

vEBG Yy .
Soit z appartenant a M, ;(K) \ €y.

a) Montrer qu’il existe un seul élément v appartenant & 65 tel que d(z,v) = 1; cet élément v est noté

O(2).

b) Montrer qu’il existe un seul élément e appartenant & M, 1(IK) tel que d(e,0) =1 et HX 2z =H xe.

Comparer ®(z) et z + ¢.

Dans cette question et dans celle-ci uniquement on suppose que p = 3, donc n =7, et on choisit pour H la
101 1 1 00

matrice Hy =

a) Montrer que €, a pour K-base (c1,¢2,¢3,¢4) OU: €1 = ,Cy = ,C3 =

== 0 O O
== OO O O
O RO OO
O
oy
|
— e O OO

1 1 0
b) On suppose qu’on veut transmettre (par sémaphore, radio ou internet ...) un message consistant en la

suite de quatre symboles égaux a 0 ou 1: n1, m2, 73, M4-

Au lieu de transmettre dans ordre ces quatre symboles, on calcule y = ny.¢; + 12.¢5 + 13.¢5 + Ma.c4 €t
ce sont les sept éléments de cette colonne qui sont transmis dans Uordre (de haut en bas).

On suppose que les composantes de la colonne 3™ recues sont dans Pordre: 0,1, 0,0, 1,1, O et qu'il y
a une seule erreur dans la transmission, c’est & dire qu’une seule composante de y* est fausse.

3/4



c)

Déterminer la valeur exacte des quatre nombres 711, 72, 73, 74, (on utilisera le produit Hy x y*)

On suppose qu’ayant transmis une colonne z, appartenant & €g,, on a regu la colonne z* comportant
deux erreurs. Montrer que le calcul de Hy x 2™ permet de s’apercevoir qu’il y a effectivement des erreurs
mais ne permet pas de connaitre les deux composantes qui sont fausses.

Partie IV. Distinguere falsum vero

Dans cette partie on utilise les mémes notations que dans la partie III, en particulier p est un entier naturel
supérieur ou égal ¢ 2 et n = 2P — 1. P
1) Pour tout k appartenant & {1,...,n}, on considére I'écriture de k en base deux: k = Z £x271 et on
prend alors pour matrice H la matrice Hy = (£4) 1<i<p - i=1

2)

1<k<n

On considére n — p éléments ny,...,N,-, appartenant & K. On veut transmettre le message formé par
la ligne (m1 ... 7,—p). Comme dans la question précédente, on commence par calculer la colonne
Yy=n1.di+ ... + P p-dnp ol (di,...,d,_p) est une base de 6y, et c’est cette colonne qui est transmise.
On désigne le message recu par la colonne y* et on suppose qu’il y a une seule erreur pendant la transmission.

T1

. p .
On calcule alors Hy x y* = | ! et on pose k= > x;207 1.

i=1
Lp

Montrer que l'erreur s’est produite a la composante numéro k de y.
On suppose dans cette question que p=3 et n = 7.

a)

b)

On pose: 1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 . 0
di=10|,dy=10}),ds=]101],ds=1]1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

Déterminer la matrice Hy et montrer que (dy,ds,ds, ds) est une K-base de 6y,
Les deux célébres mathématiciens Primus et Secundus concourent au calcul d’une nouvelle constante
universelle qu’ils appellent ¢. Primus pense avoir trouvé les trois premiers chiffres significatifs x, y et z
(en base dix) de ¢ et s’empresse de les transmettre & Secundus. Afin de minimiser les risques d’erreur au
cours de la transmission et de s’assurer la possibilité de les détecter et les corriger, Primus et Secundus
adoptent la démarche suivante :
1°) Chacun des chiffres 0,...,9 a été écrit en base deux & quatre positions. Ainsi 5 est représenté par
0101 et 9 par 1001. Donc le chiffre x est écrit x4xazoxy, y est écrit yaysysyi, z est écrit z4232221,
ainsi par exemple z = 1 + 2.2 + 3.2 + £4.28. '
2°) Primus transmet les 3 colonnes :
:Z?l.dl + Z’Q.dg + .'L‘3.d3 —|— $4.d4, yl-dl + yg.dz —I— y3.d3 + y4.d4, Zl.dl + Zg.dg + Zg.dg + Z4.d4
(d1, dz2, d3 et dy ont été définies ci-dessus et sont bien sfir connues de Secundus).
Evidemment Primus ne se trompe pas dans ses calculs mais la transmission est sujette a erreurs: on a
constaté dans la pratique qu’il y a une erreur au plus par colonne transmise.
Secundus réceptionne une liste ol les trois colonnes regues sont écrites bout & bout, soit le message
suivant :
111011010000110010111

Quel est probablement le nombre que Primus et Secundus semblent en fait sur le point de découvrir?
Secundus décide d’écrire un programme en Pascal qui permet de retrouver & partir des colonnes recues
les chiffres envoyés par Primus. Comment Secundus peut-il procéder ?

T XX
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On rappelle que :
+o00 +o00
e pour tout réel z strictement positif, 'intégrale / t*le7tdt = / el Inte—tgs gt convergente ;
0 0
e la fonction I' est définie sur R**, et associe & tout réel x strictement positif, le réel strictement positif
+00
I(z) = / t* e tdt;
0
e pour tout réel z strictement positif, I'(z + 1) = zT'(z).

Pour tout entier naturel k£ non nul, et pour toute fonction f définie sur R**, k fois dérivable, on note f*) la
dérivée k-ieme de la fonction f. Les dérivées premiere et seconde sont également notées f' et f".

Dans les parties II et III du probleme, exp désigne la fonction exponentielle. Les parties III et IV sont

indépendantes.

Le probleme a pour objet la mise en évidence de certaines propriétés de la fonction I.

Partie I. Une expression de I'(z)

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
a) Pour tout réel u tel que 0 < u < 1, montrer que In(1 — u) < —u. En déduire, pour tout réel ¢ de l'intervalle

n
[0,n], inégalité : (1 - %)

b) Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur [0, /7] qui, & tout réel ¢ de [0, \/n[ associe :

cp(t):ln(l—%) —t—nln(l—%)

Etablir, pour tout réel ¢ de [ 0,4/n ], Pinégalité :

2 n
(-5)<(-3)
n n

c) Justifier, pour tout réel ¢ de [0, n], les inégalités :

t2 t\"
e7t— —etg (1 - —) et
n

/

e~ t.

N

En déduire que, pour tout réel = strictement positif :

n t n
[(z) = lim (1 - —) t*dt
0

n—+o00 n



2. a) Pour tout réel z strictement positif et pour tout entier naturel n» non nul, montrer que les intégrales

1 1
/ y®ldy et / y®~1(1 — y)"dy sont convergentes.
0 0

1 1
On pose alors By(z) = / y® dy et pour tout n supérieur ou égal & 1, By, (z) = / v (1 - y)"dy.
0 0

b) A laide d’une intégration par parties, montrer, pour tout n de N*, I’égalité :
n!
z(z+1)---(z+n)

B,(z) =

En déduire, pour tout n de N, la formule :
I'z)xT'(n+1
By () - T@x T+ 1)
I'(z+n+1)
c) Montrer que, pour tout réel z strictement positif :
. nn!
im
no+oo z(x + 1) --- (z + n)
En déduire que, pour tout réel z strictement positif, I'(x + n) ~ n®(n — 1)!, lorsque n tend vers +oo.

()

2
d) Pour tout n de N*, on pose A\, = N Montrer que A, ~ \/; lorsque n tend vers +o0.
2

I'(z) =

Partie I1. Dérivabilité de la fonction I' et conséquences
1. a) Montrer que, pour tout entier naturel k¥ non nul, et pour tout réel = strictement positif, I'intégrale

+o00
/ t*“L(Int)¥e~tdt est absolument convergente. On note gi(x) la valeur de cette intégrale.
0

b) Soit [a,b] un segment de R™*. Soit zo et = deux éléments distincts de ]a, b[. Etablir I'inégalité :

IT(z) — T'(zo) — (z — z0)g1(x0)| < @ /+Oo(ln t)%( sup t* Hetdt
0 o€la,b]

¢) Montrer I’inégalité suivante :
+o0o 1 +o00
/ (Int)?( sup t* He tdt < / (Int)*t*~letdt + / (Int)%tb~tetdt
0 a€la,b] 0 1
En déduire que la fonction I' est dérivable en x¢ et que I'(xg) = g1 (o).
d) Etablir que la fonction I est dérivable sur RT™ et que I' = g;.
On montrerait de méme que la fonction T est deux fois dérivable sur RT*, et que I = g5. Ce résultat est admis

dans toute la suite du probléme.

| =

n

2. Pour tout n de N*, on pose vy, = —lnn + Z
k=1

n—1

n
, . 1
a) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la double inégalité suivante : E Z <lnn< E T
k=2 k=1

En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a 0 < 7y, < 1.

b) Montrer que la suite (7,)nen~ €st décroissante et convergente. On note <y sa limite.

3. a) Pour tout réel z strictement positif, et pour tout entier n strictement positif, montrer ’égalité :
(z+1D)(z+2)---(x+n)

IT[(1+ F) e (-5)] = exwtom) »

k=1

n

b) On pose v, (z) = H [(1 + %) exp (—%)] Montrer que la suite (v,(x))nen+ est convergente. On note £(z)
k=1

sa limite. Montrer la relation : ( )
exp(—yz
Lz) = ————
() zI'(z)
4. a) Soit  un réel strictement positif fixé. Montrer que la série de terme général — — In (1 + E), n > 1, est
n n

convergente.



b) Justifier, pour tout réel = strictement positif, I’égalité :

(e o)

In(f(z) = -3 [% ~In (1 + %)]

n=1

En déduire, pour tout réel x strictement positif, la relation :

In(T(@) = 30— na+ 3 [~ (14 2))]

n=1

5. Soit 9 la fonction définie sur R** par ¢(z) = % [In(T(z))].

Etablir, pour tout réel z strictement positif 1’égalité : ¢¥(z + 1) = ¢¥(z) + —.
T
Déterminer un équivalent simple de 1(x) lorsque z tend vers 0. Justifier, pour tout entier n supérieur ou égal

a 2, la formule :
n—1 1
Y = (1) + Y 3
k=1

6. Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on considére la fonction U,, définie sur R™* par :
x

z
Un(z) =In (1 + —) - =
n n
On désigne par A(z) la somme de la série de terme général Uy, (z).
a) Montrer que A est deux fois dérivable sur RT*. En particulier, exprimer pour tout réel z strictement positif,
A'(z) et A"(z) en fonction de I'(z),I"(z) et I'(z).
b) Soit = un réel strictement positif fixé. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal & 1, la série de terme

général Uk (z) est absolument convergente.

Dans toute la suite du probléme, on admet les deux résultats suivants : pour tout réel = strictement positif

on a

Al(x) =) Uplz) et A"(2) = 3 Upl(x)
n=1 n=1

7. Calculer ¢(1) en fonction de 7. En déduire la valeur de Br}rl (Inn —1(n)).

. . . . ", 1
8. On veut établir dans cette question que pour tout réel y strictement positif, on a 9’(y) > —.
Y

Soit z un réel strictement positif fixé. On considére la fonction G définie sur R™* qui, & tout réel ¢ strictement
1

positif, associe G(t) = Pk
+o00

a) Montrer que sur RT™*, G est positive, strictement décroissante, et que I'intégrale G(t)dt est convergente.
1

+oo 0

b) En déduire la double inégalité : 0 < G(t)ydt < > G(k).
1 k=1

1

1
—— + —. Conclure.
z+1 22

c) Etablir I'inégalité : ¢’ (z) >

Partie III. Estimation des paramétres d’une loi I'(4,r)

On considére une variable aléatoire X, qui suit une loi I'(8,r), les deux parameétres inconnus 6 et r étant des
réels strictement positifs. Une densité f de X est donnée par :

1 — z .
f@)={Fvaxz texp () st >0
0

siz <0
Soit p un entier supérieur ou égal & 2. On considére un p-échantillon i.i.d. (X1, Xs,...,Xp) de la loi de X : les
variables aléatoires X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes et de méme loi que X.
On désigne par 1,2, ..., Zp, un p-échantillon de réalisations des variables aléatoires X1, X5, ..., X, respec-
tivement ; les réels @1, 2, ...,z sont fixés, strictement positifs et non tous égaux.
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Soit L la fonction (appelée fonction de vraisemblance) définie sur RT™* x R™* & valeurs dans R** qui, & tout

couple (0, r) de réels strictement positifs, associe :
P

L(8,r) = [ £(=:)

=1
On pose F(8,7) = In(L(6,r)).
1. Montrer que la recherche du maximum de L sur R** x R** est équivalente & la recherche du maximum de
F' sur ce méme ensemble.
2. a) Etablir existence sur R*t* x R**, des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction F. Les calculer.

b) Montrer que les éventuels points critiques (6*,7*) vérifient le systeme (S) d’équations suivant :

0 r* =1 (1)
S L, I 1
() Inr* — F((r*)) :lnx—;éln:ﬂi (2)

P
dans lequel T = 1 Z T;.

i=1

1
3. On pose K, =lnT——Zlnxi.
i=1

a) Justifier, pour tout réel x > 0 et différent de 1, 'inégalité : Inz < z — 1. En déduire que K, > 0.

b) Soit h la fonction définie sur RT* par :

h’(y) = lny - ];/((5)) - KP

Etudier les variations de h et dresser son tableau de variations.
c) Montrer que ’équation (2) admet sur R** une unique solution r*. En déduire que le systéme d’équations (S)

admet une unique solution (6*,r*).

4. Ecrire la hessienne V2F de F au point (8*, 7).
En déduire qu’au point (6*,7*), la fonction L admet un maximum local.

On peut démontrer qu’en ce point, on obtient en fait un maximum global de L. On dit que le couple (6*,r*)
est une estimation du couple inconnu (8,r) obtenue par la méthode du maximum de vraisemblance.

Partie IV. Estimateur sans biais de ’écart-type o d’une loi normale centrée

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée et d’écart-type o ; le parametre réel inconnu o est

strictement positif.
X2

1. Montrer que la variable aléatoire T' = %57 suit une loi v de parameétre 1/2. En déduire la valeur de I'(1/2).
o

2. Pour n entier naturel non nul, on considére un n-échantillon (X, X, ..., X,) L.i.d. (indépendant, identique-

ment distribué) de la loi de X.
2

a) On désigne par S, la variable aléatoire S,, = Z ;Y;z. Quelle est la loi de probabilité de S,, 7
i=1

1o : .
b) En déduire que la variable aléatoire Y,, définie par Y, = — E Xf, est un estimateur sans biais de o2.
n
i=1

3. a) Montrer que 'espérance de \/Y,, notée E(\/Y,), vérifie : E(\/Y,) < 0.
b) Donner I’expression de E(1/Y;) en fonction de n et o.

c¢) Montrer que la variable aléatoire o, définie par :

\ n 1/2

—~ n 2

on =10 X

ou A, a été défini dans la question 1.2.d, est un estimateur sans biais du parameétre o.

4. a) Calculer la variance V' (¢,,) de lestimateur @, en fonction de n et o.

b) La suite (0,)nen+ d’estimateurs de o converge-t-elle en probabilité vers o ?
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Pour tout couple (p, q) d’entiers strictement positifs, on note My, ;(R) I’ensemble des matrices & p lignes et g
colonnes a coefficients réels. Si A est un élément quelconque de M, 4(R), on note AT la transposée de A.

Dans tout le probléme, pour n dans N*, on identifie R et 'ensemble M, ;(R) des matrices colonnes & n lignes
et & coefficients réels. L'espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire
de deux vecteurs X et Y étant noté (X,Y) ou YTX.

Zo

z

et 1/2
Pour tout vecteur X = .1 de R"™, sa norme est donnée par || X|| = VXTX = <Z mi) .
: k=0
Tn—1
Le module et le conjugué d'un nombre complexe z sont notés respectivement |z| et Z. On rappelle que |2|? = 2z.
Le nombre complexe de module 1 et d’argument 7/2 est noté 1.

L’objet du probleme est I’étude de quelques propriétés de la matrice H, = (hg‘})lgk,]gn (appelée matrice de

Hilbert) de M, ,(R), de terme générique hi"]? = T les entiers k et j décrivant [1,n].
: j—

Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, la matrice H,, s’écrit donc :

1 1
1 z el
2 n
l 1 1
H, = 2 3 n+1
1 1 1

n+l1 7 2n-1



Préliminaire

[ admet une fonction réciproque

vo] 3
ol 3

On rappelle que la restriction de la fonction tangente & l'intervalle ]— ,

notée arctan. On note (arctan)’ sa dérivée.

1. a) Pour tout réel z, rappeler 'expression de (arctan)’(z) en fonction de z.

.y 1
b) Montrer, pour tout z de R**, 'égalité : arctanz + arctan — = 5
T

C)'Etablir. pour tout x de R, 'encadrement : 0 < arctanz < z.
1
2. a) Montrer que la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = W‘*_) est une densité de probabilité sur R.
7 z
b) Soit U une variable aléatoire réelle de densité 1. On note F sa fonction de répartition. Déterminer la loi de
la variable aléatoire F(U).

c¢) On rappelle que la fonction Pascal random rend un nombre aléatoire de lintervalle [0,1] suivant une loi
uniforme sur cet intervalle. Ecrire, dans le langage Pascal, une fonction Cauchy simulant la variable aléatoire U.

Partie I. Dimension du sous-espace propre associé a la plus grande valeur propre de H,

1
1. Calculer, pour tout couple (k, ) de [1,n]?, l'intégrale / thtI-24¢.
0

Zo

I 1
En déduire, pour tout vecteur X = . de R™, 'égalité : XTH, X = / (To + 21t + - + 2,117 1)L
: 0

In-1

2. a) Justifier 'existence d’une matrice diagonale D & coefficients diagonaux strictement positifs, et d’'une matrice
orthogonale P telles que : H, = PDPT.

b) On désigne par a,, (resp. 5,) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de H,,.
Montrer, pour tout vecteur X de R™, 'encadrement suivant :

an|| XI[* < XTH, X < Bl X]I?

3. On note V le sous-espace propre de H,, associé a la valeur propre S3,,.

a) Soit Y un vecteur de V. Montrer que YTH,Y = 3,]|Y||*.

b) Réciproquement, soit ¥ un vecteur non nul de R™ vérifiant Y7 H,Y = 3,||Y||. Montrer que Y appartient
av.

o |zo]
T |z
4. Soit Xg = . un vecteur non nul de V. On note [ Xp} = . le vecteur dont les composantes
Tpn—1 |In—ﬂ

sont les valeurs absolues des composantes de Xj.
a) Etablir I'inégalité : | Xo|T H,| Xo| = XT HaXo.
b) En déduire que | Xp| est un élément de V.

c¢) Montrer que les composantes du vecteur H,|Xp| sont toutes strictement positives. En déduire que le vecteur
Xp n’a aucune composante nulle.

d) En utilisant le fait que XJ H, Xo = | Xo|7 H.|Xo!, montrer que les composantes de X, sont toutes de méme
signe.
5. a) Montrer qu'il n’existe pas deux vecteurs non nuls de V orthogonaux.

b) En déduire la dimension du sous-espace propre V.



Partie II. Croissance et convergence de la suite (Bn)n>1
On rappelle que 8, désigne la plus grande valeur propre de la matrice H,.

g
)
1. Soit X' = ) € R™ un vecteur propre de H, associé & 3,. Soit Z le vecteur de R™+! défini par
Ty
g
)
Z = : . Montrer que ZTHnHZ = XTH,X'. En déduire que la suite (5,)n>1 est croissante.
Th_y
0

2. Soit ¢; et w3 deux fonctions définies et continues sur le segment [a,b] de R. On définit le nombre complexe

b
/ (£1(0) + i (6))d0 par
b

b b
| 1@ +icatonas = [*i@)ao+ | wtyio

et on rappelle que pour tout réel z, on a : €* = cosz + isin .

a) Calculer, pour tout & de Z, les deux nombres complexes : / e*9d0 et / e*0dp.
T 0

1 T
b) Montrer, pour tout entier p de N, P'égalité : / rPdr = —i/ etP+1)0 g,
1 0

1 kg
¢) En déduire, pour tout polyndéme P & coefficients complexes, ’égalité : / P(z)dz = —i/ P(e*)e'ds.
-1 0

d) Dans le cas oli P est un polyndme & coefficients réels, établir I'inégalité suivante :

‘/_11 P(z)dz

To
T
Dans les questions 3 et 4, on désigne par X = . un vecteur quelconque de R™.

< / |P(e*)|do
0

Tn-1

1
3. a) Etablir lencadrement : 0 <XTH,X < / (o + 21t + -+ zp_ "7 1)L

-1
s
b) En déduire que I'ona: 0 < XTH, X < / lzo + z1€® + - + 2,1 (D240,
0
2

4. a) Soit ¢ la fonction définie sur R par : p(6) =

n—1
§ :xkezke
k=0

™ 1 +n
Montrer que ¢ est 2m-périodique et paire ; en déduire 'égalité : / w(0)d8 = 5/ »(6)d6.
0

b) Etablir I'inégalité : XTH, X < 7|/ X]|2.

c) En déduire que la suite (3,),>1 est majorée, puis qu'elle est convergente.



Partie III. Limite de la suite (3,)n>:

1
1/v2

Dans cette partie, le vecteur W de R™ est défini par W =

1. Montrer les égalités suivantes :

2. En déduire, pour n > 2, 'inégalité suivante :

n 1 p—1 1
WTH,W >
; p—1 ; Vkvp—k

(on pourra utiliser le développement du produit de deux polynomes)

Dans les questions suivantes, p est un entier supérieur ou égal a 2.

. 1
a) Etudier les variations de la fonction g définie sur |0, p[ par : g(z) = ————=.
Vz(p - z)

b) En déduire, quelle que soit la parité de p, I'inégalité suivante :
Pl dz

Z\/TT 1 Vap-1)

p—1 T
dans l'intégrale ——————, et établir la

1 Vz{p— 1)

4. Justifier la validité du changement de variable r = 1-ft2

relation :

! de =T 4arctan< ! >
1 Vz(lp—zx) p-1

). Montrer que la série de terme général u, est convergente.

1
5. On pose : u, = ——] arctan( =T

6. a) Montrer que ||W||? est équivalent & Inn, lorsque n tend vers +oc.

b) En déduire la limite de la suite (8, )n31-
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Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on note M,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n
a coefficients réels, I la matrice identité, et M, ;(R) 'espace vectoriel des matrices & n lignes et 1 colonne.
On confond M, 1(R) et R™.

Préliminaire

Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur E, toute application v de E dans R* vérifiant :
i) v(z) = 0 si et seulement si z = 0;

ii) pour tout A réel, pour tout z de E : v(A\z) = |A|lv(z);

iii) pour tout couple (z,y) de E? : v(z +y) < v(z) + v(y).

Tt
Montrer que I'application || | de R™ & valeurs dans R* définie par : pour tout vecteur X = | : | de R™,
Tn
[|X|leo = max |z;], est une norme sur R™.
1€ign

Partie I

A. Une norme sur M,(R)

L]

: n
1. Montrer que l'application qui, & toute matrice A = (a; ;) de M, (R), associe le réel max Z |as 5
Jikn ;
J=1
définit une norme sur M, (R). La norme de A sera notée ||4||.
2. a) Etablir pour tout X de R™, Pinégalité : ||AX||so < [|A]] X ||X]lco.
b) Montrer qu'il existe un vecteur X, de R™, non nul, tel que ||AXo|loo = ||A]] X || X0

AX||oo
En déduire que {|A]| = sup U—————”——
xernxzo || X|leo

lloo-



¢) Etablir alors que pour tout couple (4, B) de (Mn(R))?, on a ||AB]| < [|A]{x || BII.

On dit qu’une suite (Am)m>o de matrices de M, (R) converge vers une matrice A de M, (R),
si lll'_IQ_l HAm — AH =0. On pose Am = (ai'j(m))lgi’jgn et A= (ai,j)lgi,jgn.
m—1+0oQ

3. a) Montrer que (A )m>0 converge vers A si et seulement si pour tout (4, j) de [1, n)?: ml_i‘rEc>° a; j(m) = a;.

b) Montrer que si (Am)mso converge vers A et (Bm)myo converge vers B, alors (AmBm)m>o converge
vers AB.

4. Soit A un élément de M, (R) tel que ||A]| < 1.

a) Déterminer lim A™.
m—+00

b) Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors [A] < 1. En déduire que les matrices I — Aet
I + A sont inversibles.

m
c) Montrer que la suite (Z Ak> converge, et exprimer sa limite en fonction de la matrice A.
k=0 m

Soit (Am)m>o0 une suite de matrices de M,(R). On dit que la série de terme général A,, (qu'on notera

P +o0
A.,) converge, si la suite A | converge. Dans ce cas, sa limite est notée A
4 g
P

m20 m=0 m=0

5. On considére dans cette question, une matrice non nulle N de M,(R) qui vérifie la propriété suivante : il
existe un entier p supérieur ou égal & 2 tel que NP =0 et NP1 £ 0.

R SE
a) Montrer que la série Z HNk converge. On note M = Z EN".
k>0 k=0

b) Montrer que {X € R*/(M — )X =0} = {X € R*/NX = 0}.

1
6. a) Soit D une matrice diagonale de M,,(R). Montrer que la série Z FDk converge.
k20

b) Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable, D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles
+o0

. 1 . 1 .
que A = PDP~!. Montrer que la série Z ﬁAk converge, et exprimer sa somme Z FAk en fonction de P
k20 k=0

. N R . . 1
On admet jusqu’a la fin du probléme que pour toute matrice A de M,(R), la série Z FA}C converge,

k20
+oo

et on note : exp(A) = Z %Ak.
k=0

7. Soit A un élément de M, (R). On pose, pour tout m de N* : A,,, = <I + lA) .
m

a) Etablir Pinégalité :

zm: %A" — Am
k=0 """

b) En déduire que la suite (A,,)m converge vers exp(4).

<f:(l_m(m—l)-~-(m—k+1)> | A}k
k

mk k!
=0



B. Propriétés de ’exponentielle de matrice
On admet que si A et B sont éléments de M, (R) tels que AB = BA, alors, exp(A + B) = exp(A) exp(B).

1. Montrer que pour toute matrice A de M, (R), la matrice exp(A) est inversible et déterminer son inverse.

2. a) Soit A une matrice de M, (R). Montrer qu’il existe une matrice Sa telle que exp(A) — I = A(1 + S4).
b) Etudier la fonction définie sur R* par iz —e* —1—2z.

c¢) En déduire que si ||A]] < 1, alors ||S4]| < 1.

d) On suppose que ||A]| < 1 et que exp(A) = I. Montrer que A est la matrice nulle.

3. On note S, I'espace vectoriel des matrices symétriques réelles d’ordre n, et S+ I’ensemble des matrices
symétriques réelles d’ordre n dont les valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que si A est un élément de Sy, alors exp(A) est un élément de S;.

b) Montrer que I'application exp restreinte & S, est une surjection de S, sur S;.

4. Soit A et B deux matrices de S, telles que exp(A) = exp(B). On note u (resp. v) 'endomorphisme de
R™ canoniquement associé & A (resp. B), et exp(u) (resp. exp(v)) 'endomorphisme de R" canoniquement
associé a exp(A) (resp. exp(B)).

a) Montrer que A et B ont les mémes valeurs propres.

b) Montrer que Axexp(B) = exp(B) x A.

c¢) Soit F' un sous-espace propre de v.
i) Montrer que F' est également un sous-espace propre de exp(v).

ii) Montrer que la restriction de u & F' induit un endomorphisme de F diagonalisable.

d) En se plagant dans une base de diagonalisation de v, montrer alors que u et v ont les mémes vecteurs
propres. En déduire que A = B.

Partie I1

1. On considére R™ muni de sa base canonique B = (e1,€2,...,€n).

Soit f I'endomorphisme de R™ défini par f(e;) = 0, et pour tout i de [2,n], f(e:) = e;_1.
On note N la matrice associée & f relativement & la base B. Déterminer, pour tout k de N, la matrice N*.
2. Soit p un réel de }0, 1[. On définit les matrices R, et @, par : R, = (1 — p)I +pN = I + Qp.

a) Etablir I'égalité : exp(Q,) = Z e‘”p7 N7,

b) Calculer ||R,]| et ||Qpl}. Montrer que |{exp(Qp)]] <1

3. a) Soit m un entier supérieur ou égal & 1, et py,ps,...,pm des réels de l'intervalle 10,1].
On pose pour tout i de [1,m], R; = R,, et Q; = Qp,. Montrer les égalités suivantes :

H exp(@s)  exp (Z Qk) - exp([—g‘lpk] (1-m)

k=1
b) Etablir la relation suivante :

H Ry — H exp(Qk) = [Ry — exp(Q1)] (R2 X - X Rmn) — exp(Q1) [exp(Q2) X - - - xexp(Qm) ~ Ra X - x Rpy]

¢) En déduire la majoration suivante :

11 R H exp(Qk)
k=1 k=1

3

< D IRk — exp(Q)I.
k=1




n-—-1

k
4. a) Montrer I'égalité : ||exp{Q1) — Ri|| =|e7P* =1+ pi| + e ™™ — 1|+ ™™ %
k=2
b) En déduire successivement les deux inégalités :
m m m
llexp(Q1) = Ralll < 2p} et ||[] Re — [] exp(Qu)|| <2 0}
k=1 k=1 k=1

Partie III.

Les notations sont celles de la partie IL.

On considére m piéces de monnaie (1 € m < n), telles que pour tout 7 de [1,m], la i-iéme pitce donne Pile
m

avec la probabilité p;, et Face avec la probabilité 1 — p;. On pose A = Z Di.

i=1

Un joueur lance successivement la premiére piece, la deuxiéme piéce, etc. jusqu’a la m-iéme piece, cette
expérience étant modélisée par un espace probabilisé (£2, .4, P). Pour tout k de [1,m], on note S la variable

aléatoire égale au nombre de Pile obtenus 4 I'issue des k premiers lancers.

1. a) Montrer que pour tout k de J1,m}, les k41 premiers éléments de la premigre ligne du produit matriciel

R; x Ry x -+ X Ry, représentent la loi de Sy.

m m n—1
)\k
. . . Y

b) Montrer la relation suivante : HR,— - Hexp(Qi) = Z P([Sm =k]) —e ol

i=1 i=1 k=0

+0o0 /\k m
¢) En déduire P'inégalité suivante : Z P([Sm =k]) —e™ | <2 pr

k!

k=0 i=1
2. Dans un programme Pascal sont faites les déclarations suivantes :
const m =...;
Type tab = array([1l..m] of real;
Var prob : tab;
On suppose que prob contient les probabilités py,pa,. .., pm (ainsi prob[1] contient p; etc.)

Ecrire une fonction Pascal dont I’en-téte est Sm(prob : tab) : integer qui simule la variable aléatoire S,,.
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Dans tout le probleme, n et p désignent deux entiers vérifiant 1 < p < n. On note M p(R) Vespace vectoriel
des matrices & n lignes et p colonnes, & coefficients réels. La transposée d’une matrice A de M., ,(R) est notée
fA. Lorsqu’une matrice A est inversible, on note A~! son inverse.

Dans tout le probléme, on identifie les deux espaces vectoriels My, ; (R) (respectivement M, 1 (R)) et R™ (resp.
RP), c’est-a-dire qu’on identifie un vecteur (point) de R™ (resp. RP) avec le vecteur-colonne de ses coordonnées
dans la base canonique de R™ (resp. RP).

On munit R™ (resp. R?) de sa structure euclidienne canonique, et pour tous vecteurs u et v de R" (resp. RP),

on note (u,v) = v leur produit scalaire, et ||u|| la norme de u associée.

Pour tout ¢ de [1,n], on note f; une fonction définie sur R? & valeurs réelles, et de classe C2 sur R”. Soit F' la
1 n
fonction définie sur RP, a valeurs réelles, par : F(z1,zs,...,2p) = 3 Z[fi(:cl,zg, )]

i=1
1 1
Autrement dit, si X = (z1,...,2,) est un point de R?, on a : F(X) = §Zf12(X) = 5]|f(X)||2, en notant
i=1
f(X) le vecteur (f1(X),..., fa(X)).
Le probleme a pour objet I'étude de quelques aspects mathématiques liés & la recherche du minimum de la

fonction F.

Partie I. Gradient et hessienne

Pour tout point X = (z1,22,...,2,) de RP, on rappelle que :

b

e le gradient de F' au point X, noté VF(X), est le vecteur de RP suivant :

VF(X) = (%(X),...,gg(x»



e la matrice hessienne de F au point X, notée V2F(X), est la matrice symétrique de M, (R) suivante :

O*F
V2F(X) = (——————(X))
8mk8zj 1<k, 5<p

Pour tout point X = (z;,...,z,) de R?, on note J(X) la matrice de M,, ,(R) définie par :

J(X) = (gi;(X)) e

1<igp

dans laquelle i désigne I'indice de ligne et j I'indice de colonne. On pose : G(X) = tJ(X)J(X).

Si X est un point de RP vérifiant VF(X) # 0, on dit qu'un vecteur h de R? est une direction de décroissance
de Flen X,siona: (VF(X),h) <0

Dans les trois exemples suivants, on suppose que p est égal a 2.

1. Un premier exemple.

On considére les deux fonctions f; et fo définies sur R? par : fi(z1,22) = 27+ 20 +1, et fao(zy,22) =+ 22+ 1.
a) Justifier que F est de classe C? sur R?. Calculer, en tout point (z1,z5) de R?, le gradient VE(zy,zq).

b) Montrer que le systéme d’équations qui permet de déterminer les éventuels points critiques de F, peut se
mettre sous la forme suivante :

2z?+2m1z2+3z1+$§+1=0
(x1 — 22)(222 4+ 22100 + 225 — 21 — 22+ 3) =0
c) If)tablir7 pour tout (zq,z7) de R?, I'inégalité : 222 + 2w wq + 21% —z1 — 27 + 3 > 0. En déduire que 'unique
point critique de F est (—1/2,—1/2).
d) Déterminer, en tout point (z1,z2) de R?, la matrice hessienne V2F(z1,z,). En déduire que F' admet un
minimum local en (-1/2, ~1/2).
e) On note pour tout point X de R?, V2f;(X) et V2f5(X) respectivement, les matrices hessiennes de f; et
2
f2 au point X. Préciser la matrice J(X). Exprimer YJ(X)f(X) et G(X) + Zfi(X)szi(X) en fonction de
i=1
VF(X) et V2F(X) respectivement.

2. Un deuxiéme exemple.

Soit a = (a1,...,an),b= (b1,...,bn) et ¢ = (c1,...,¢,) trois vecteurs non nuls donnés de R", tels que la famille
(a, b) soit libre.

Pour tout ¢ de [1,n], la fonction f; est définie sur R? par : f;(z;,x2) = a;z1 + biza — ¢;.

a) Exprimer, pour tout point (z1,z;) de R? le gradient VF(zq,z2) & l'aide de x1, 22, l{al|, ||bl], (a, b), (a, ) et

(b, c).
b) Justifier inégalité : |la||? x ||6]|? — (a,b)? > 0. En déduire que la fonction F posséde un unique point critique
(z7,72).

Exprimer Z7 et T3 en fonction de ||al|,||b||, (a,b), (a, c) et {(b,c).

c) Calculer, en tout point (z1, z2) de R?, la matrice hessienne V2F(z,, z2) ; en déduire que F admet un minimum
local en (z7,Z3).

d) En utilisant la structure euclidienne de R™, montrer que F admet un minimum global en (z71,32).
3. Un troisiéme exemple.

On suppose que ¢y, ca, . .., ¢, sont n réels donnés non tous égaux. On note € et s2 respectiverment, la moyenne
arithmétique et la variance de la série statistique (¢;)1gign.
Pour tout ¢ de [1,n], la fonction f; est définie sur R? par : fi(z,z2) = z1 + 22 — ¢;.

a) Déterminer les points critiques de F.

Y



b} Soit (Z7,%3) un point critique de F. Exprimer F(Z7,Z3) en fonction de s2. Montrer, pour tout (x1,z,) de
92 ) oy . o~ o~ n 2

R?, Végalité : F(z1,z9) — F(Z7,73) = E(z] + g — c) .

c¢) En déduire la nature des points critiques de F. Ce résultat était-il prévisible ?

4. Retour au cas général.

Soit X = (x1,...,z,) un point de RP.

a) Exprimer VF(X) en fonction de 'J(X) et de f(X).

b) Pour tout i de [1,n], on note szi(X) la, matrice hessienne de f; au point X.

Etablir la formule : VIF(X) )+ Z F(X)VEf(X).

Partie II. Une approximation de F

Dans cette partie, on conserve les définitions et les notations de la partie I, et on suppose que X est un vecteur
fixé de RP vérifiant : VE(X) # 0.

.y hp) de RP, on pose : £(h) = f(X)+ J(X)h et L(h) = %Hf(h)ﬂ2

Pour tout vecteur h = (hq, ha, ..

1. Etablir, pour tout h de RP, I'égalité : L(h) = F(X)+hVF(X) + -;—‘h G(X)h.

2. Soit P une matrice symétrique de M,(R).

a) Justifier que P est diagonalisable.

b) On note 64, ...,6, les valeurs propres de P, et on pose : § = lrél]aép {8;}. Montrer, pour tout vecteur i de R?,
I'inégalité suivante : |'"hPh| < 8||h||%

3. a) Ecrire un développement limité 4 'ordre 2 de la fonction F au point X.

F(X+h)-L(h
b) En déduire, & I'aide de la question 2.b, que 'on a : |l}ll'x“m _L—j__H_’;)T—Lz
—0

Pour X fixé de RP, on dit que L(h) est une approximation a l'ordre 2 de F(X + h) lorsque ||h|| tend vers 0.

4. On note : G(X) = (g: ;(X))1<i,5¢p- Soit ¢y et @y deux fonctions définies sur R par : p;(h) = hVF(X) et
w2(h) = WG(X)h.

80, oF am 3
a) Montrer que pour tout j de [1,p], on a : W(h) = —(X) et Z Gi5(
g =1

b) En déduire que le gradient VL(h) de L en h, est donné par : VL(h) = VF(X + G(X)h.

c) Soit V2L(h) la matrice hessienne de L en h. Etablir la formule : V2L(k) = G(X).

5. Soit J une matrice de M, ,(R).

a) Montrer que la matrice tJJ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Montrer que lorsque la matrice 4JJ est inversible, le rang de la matrice J est égal & p.

6. Montrer que si la fonction L admet des points critiques 71, alors ceux-ci vérifient I'inéquation : (ﬁ, VF(X)) <0

7. On suppose que la matrice G(X) est inversible.
a) Montrer que L admet un unique point critique h donné par : h = —(G(X) Y x U (X)f(X).

b) Etablir que h est une direction de décroissance de F' en X. En déduire que L admet un minimum local en h.

Partie III. Une décomposition d’une matrice rectangulaire

Afin de réduire les inconvénients liés & I'inversion de la matrice G(X), on remplace celle-ci par la matrice
G(X) + pd, ot p désigne un paramétre réel strictement positif, et I la matrice identité d’ordre p. Certains
résultats d’algébre linéaire permettent alors de substituer a 'inversion d’une matrice, le calcul plus simple d’une
somme de matrices.



Soit J une matrice non nulle de M, ,(R).

1. Montrer qu’il existe une matrice V' orthogonale de M,(R), un entier g tel que 1 < g < p, et des réels
Ay Ay Ag tels que Ay 2 Ag 2 - 2 A > 0, qui vérifient Pégalité : VIIJV = D, ot D = (dijhigi jgp est
définie par : d;; = A; si 1 <4 < g, et d; ; = 0 sinon. Si ¢ < p, on pose : Age1 == Ay =0.

Pour tout ¢ de [1, p], on note V; la i-iéme colonne de V.

2. a} Montrer que le rang de %JJ est égal & q.

b) Montrer que, pour tout i de [1, g}, JV; est un vecteur propre de la matrice J tJ associé a la valeur propre A;.
En déduire que les matrices tJ.J et J'J ont les mémes valeurs propres non nulles.

c) Soit (Y1,...,Y;) une base du sous-espace propre de ‘J.J associée & une valeur propre ) non nulle. Montrer
que la famille (JY1,...,JY.) est une famille libre de M, ; (R).

d) En déduire que les sous-espaces propres de tJJ et de J1J associés 4 la méme valeur propre non nulle sont de
méme dimension, et que le rang de J'J est égal a ¢.
1

3. On pose, pour tout 7 de [1,q] : U, = —<JV,.

pose, p [1.q]: U vl
a) Montrer que la famille (Uy, ..., U,) est une famille orthonormée de vecteurs propres de JtJ.
b) En déduire qu'il existe une base orthonormée (Ui, ..., U, Ugy1,...,Uy,) de M, 1 (R), formée de vecteurs
propres de J1J.

4. On note U la matrice de M, (R) telle que, pour tout ¢ de [1,7], la i-idme colonne de U est la matrice-colonne
U; de M,, 1(R).

Soit § = (s;,;)1<i<n la matrice de M,, ,(R) définie par : sii=vVAsil<i<pets;; =0sinon.
<3<

1
1€7€p

Etablir 'égalité matricielle suivante : § = UJV. En déduire légalité : J = USHWV.

5. a) Montrer que la matrice (1JJ + ul) est inversible.

VA
b) On note R = (r; ;) 1sicr la matrice de M, ,(R) définie par : r; ; = T

Etablir la formule suivante : (4JJ + pl)~! x ¢J = VRU.

Vi
Ai'+‘#

sil<i<petr,;=0sinon.

Vi'U;

q
¢) En déduire l'égalité : (1J.J + pl) "t x 7 =
i=1

6. Soit X un vecteur fixé de R? vérifiant : VF(X) # 0.
Pour tout vecteur h de R?, on pose : M(h) = L(h) + %||h||2
F(X —M(h
a) Montrer que : lim (X +h) (h)
1R[] [IR]]
b) Calculer, pour tout h de RP, le gradient VM (h) et la matrice hessienne VZM (h) de M en h.

=0.

c¢) En appliquant les résultats des questions précédentes & la matrice J(X), montrer que M admet un unique
point critique h*. Donner une expression de h* qui utilise les résultats de la question 5.c.

d) Montrer que M admet un minimum local en h*.

A partir de ce minimum local h* de M (ou du minimum local h de L), on pourrait utiliser une méthode
algorithmique permettant, sous certaines conditions, d’approcher avec une précision donnée un minimum local
de la fonction F
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Le probléme a pour objet ’étude de quelques propriétés des suites récurrentes linéaires intervenant notamment
dans 'analyse de processus aléatoires utilisés en prévision économique, ainsi que leur lien avec la notion de
polynéme minimal.

Les parties II, III et IV sont indépendantes de la partie 1.

Partie I. Deux exemples

Exemple 1.

N . o s 4 2 .
1. On considére la suite s = (8, )nen+ définie par 8; = 1,83 = 3,33 = — et la relation : pour tout n de N*,

(=34

Sp+3 = '2'3n+2 — Sp+1 T+ an-

a) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte suite(s1,s2,83 : real, n : integer) : real qui, pour tout n de N*,

renvoie le n-iéme terme de cette suite.

b1 . Paoalitd . o — 1 3 T
b) Etablir, pour tout n de N*, 1'égalité : s,, = E % 2n3 + AVpICEYD X sin (nz)

¢) Déterminer la limite de la suite (sp)nene-

3_3

1 1
d) Montrer que le polynéme P(X) = X X2%4 X -~ admet une unique racine réelle \;, valant 3 déterminer

ses deux racines complexes A2 et A3 dont on précisera le module et un argument.

e) On admet qu’il existe trois nombres complexes a3, as, a3 vérifiant, pour tout n de N*, la relation suivante :

a
8y = 2—; + agAy + agAy. Calculer a1, a; et a3. Retrouver la limite de la suite (8p)nen-.

Exemple 2.
Soit (z,y) un élément de R? et P le polynéme de R[X| défini par : P(X) = X2 —zX — y. On note 71 et 3 les
racines réelles ou complexes, distinctes ou confondues du polynéme P.



2. a) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O77), représenter graphiquement I'ensemble D des

points de coordonnées (z,y) défini par :
D={(x.y) eR¥/ |y|<let|z| <1-y}

b) Distinguer sur le graphique la partie de D dans laquelle les racines de P sont réelles.

3. En étudiant séparément le cas ol les racines 71 et o sont réelles et le cas ol elles sont complexes, établir
I’équivalence des trois conditions suivantes :

i) |r| <let|re] <1

it) P(-1) > 0,P(1) > 0et |rirg) < 1.

iii) jyl < let|z| <1-—1y.
On désigne par £ 'ensemble des variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé et admettant
un moment d’ordre 2. On note E(A) et V(A) respectivement, 'espérance et la variance d’une variable aléatoire
A de €. Si A et B appartiennent & &, leur covariance est notée cov(4, B).
On appelle processus aléatoire Y = (Y;)icz, toute application Y définie sur Z a valeurs dans £.
Soit W = (W;)iez un processus aléatoire constitué de variables aléatoires mutuellement indépendantes, vérifiant
pour tout ¢ de Z, les égalités suivantes : E(W;) =0 et V(W) = o2, avec o strictement positif fixé.

Soit (a1,az) un élément de R2. On considére un processus aléatoire Y = (Y;)iez formé de variables aléatoires
centrées, de méme variance strictement positive et qui vérifient, pour tout ¢t de Z :

Vi =a1Y1+ a2 2+ W,
On suppose que :

¢ pour tout couple (¢, k) de Z x N*, cov(Wy, Yi—x) = 0;
e pour tout couple (¢, k) de Z2, cov(Y;, Y;—) ne dépend que de k.

On pose alors, pour tout k de Z : v, = cov(Yy, Yi—i) et pr = zl—k
0

4. a) Que représente 7o pour le processus Y 7

b) Etablir, pour tout k de Z, I'égalité : v_ = .

¢) Montrer, pour tout ¢t de Z, I'égalité : cov(W, V) = o2,

5. On suppose dans cette question que le couple (a1,az) appartient & I'ensemble D défini dans la question 2.a.
a) Exprimer 7; et 2 en fonction de g, a1 et az. En déduire 'expression de p; et pz en fonction de a; et as.
b) Etablir les deux inégalités : ayp1 + azps > 0 et |p1| < 1, ainsi que I'encadrement : 0 < a1p1 + azp2 < 1.

¢) Exprimer g en fonction de 02, a1,a2, p1 et pa.

6. a) Montrer que la suite (px)ken vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

b) Soit 1 et 7y les racines du polynéme P(X) = X? — a; X — ap. Montrer que la suite (o) ken converge vers 0
si et seulement si |7;] < 1 et |rp] < 1 (on distinguera trois cas : 7, et rp réels avec |ri| < |rg|, 71 et ra réels avec
|r1| = |re], 71 et ro complexes conjugués).

Partie II. Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Dans cette partie, p est un entier de N* et (aj,as,...,a,) un élément de C? vérifiant a, # 0. On note S le
C-espace vectoriel des suites complexes et S, le sous-ensemble de S formé des suites s = ($n)nen~ récurrentes
linéaires d’ordre p, c’est-a-dire, qui vérifient pour tout n de N* :

Snip = A18n4p_1 + Q28nip—2+ *+ + ApSn

7. Montrer que S, est un sous-espace vectoriel de S.



8. Soit ® 'application de S, dans CP qui, & toute suite (s,,)ncn~ de Sy, associe le p-uplet (s1,59,...,s,) de CP.
Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de S,

9. On note (ey,e2,...,e,) la base canonique de C? et ®~! 'application réciproque de ®. Pour tout i de 11, 7],
on considere la suite v = (v”),en- définie par : v = &-1(e;).

a) Justifier que la famille (v, v, ... v(®)) constitue une base de S,. Préciser les coordonnées de toute suite
(8n)nen de S, dans la base (v(V, v .., ),

b) Calculer, pour tout j de [1,p], vgl),vg-z), ... ,vj(-p). Montrer que, pour tout 7 de [1,p], on a: v;’_?_l =Qp_it1.-
10. Soit § 'application définie sur S, par : pour toute suite s = (8, )nen de Sp, 6(8) = (8p+1)neN=-

a) Montrer que § est un endomorphisme de S,.

b) Déterminer la matrice A de § dans la base (v(V), v, ... v®),

11. Soit P le polyndme de C[X] défini par : P(X) = XP —a; XP~' —--- —ap_1 X — a,.

a) Montrer que ) est une valeur propre de & si et seulement si A est une racine de P.

b) Soit A une valeur propre de 4. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a A, et en déduire une
condition nécessaire et suffisante sur P pour que & soit diagonalisable.

¢) On suppose que P admet p racines distinctes Aj, Ag, ... ) Ap. Etablir, pour toute suite s = (sp)nens de Sp,
P
Pexistence d’un unique p-uplet (o1, as, ... ,ap) de CP tel que, pour tout n de N*, on ait : s, = Z ;AT
i=1

Partie II1. Polynéme minimal d’une suite récurrente linéaire

Le contexte et les notations de cette partie sont ceux du préambule de la partie II et de la question 10.
On considére une suite s = (3, )nen- de Sp. On dit qu'un polynéme Q de C[X] est un polynéme générateur de
la suite s. si [Q(8)](s) = 0s,. On note J I'ensemble des polynomes générateurs de la suite s.

12. Montrer que J n’est pas réduit au polyndme nul.

13. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de C[X].
14. Montrer que, si Q est un polyndme de J et A un polyndme de C[X], alors @ x A appartient & J.

15. On note N I’ensemble des degrés des polynémes non nuls de J.
a) Justifier I'existence d’un polynéme II de J tel que son degré soit le plus petit éiément de N. On note d le
degré de II.

b) En utilisant la division euclidienne des polynomes, montrer que J est 'ensemble des polynémes de la forme
Ix L, avec L élément de C[X].

¢) En déduire qu’il existe un unique polynéme de J, noté I1*, de coefficient dominant égal & 1 et de degré d.
On dit que ITI* est le polynéme générateur minimal de s et que son degré d est le degré de la suite s.

16. Un exemple. Déterminer le polynome générateur minimal et le degré de la suite s = (s, )neN- Técurrente
linéaire d’ordre 3 définie par s; =0, 8, = 83 =1 et la relation : pour tout n de N*, 8,35 = 28,1 + 5,,.

17. Soit 8 = (8n)nen» une suite récurrente linéaire de degré d (d > 1) et soit k un entier strictement supérieur
a d. On note H la matrice de M (C) définie par :

151 82 SN Sk

82 83 s Sk
H= .

Sk Sk4+1 ... S2k-1

Pour tout j de [1, k], on note U; la j-iéme colonne de H. On désigne par h 'endomorphisme de C* canoniquement
associé & H et, pour tout j, on note u; le vecteur de C* canoniquement associé a U;.
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a) Montrer que la famille (uy, ug, ..., uq) est une famille libre de Im(h).
b) Etablir que, pour tout j de fd + 1,k}, la famille (uq,us,...,uq,u;) est liée. En déduire le rang de h et la

dimension de Ker(h).
k—1
¢) Montrer qu'un polynéme Q(X) = Z g; X’ de C[X] appartient & J, si et seulement si 1'élément
j=0
(90,41, - -, qx—1) de C* appartient a Ker(h).
d) Un exemple. Soit (s, )nen+ une suite récurrente linéaire de degré inférieur ou égal & 3 dont les premiers termes
sont : —1,7,5,19,29,67,125. Déterminer le polyndéme générateur minimal de cette suite.

Partie IV. Un algorithme de calcul d’un polynéme générateur d’une suite récurrente linéaire

Soit d et k deux entiers tels que 1 < d < k et soit 8 = (s, )nen+ une suite complexe récurrente linéaire de degré
2k~1

d dont on connait les 2k premiers termes; on pose : S(X) = Z s2k—iX". On note Ci[X] l'espace vectoriel
i=0

k
des polynomes & coefficients complexes de degré inférieur ou égal & k. Soit Q(X) = Z g; X’ un polynéme de

=0
Ci[X]. Le degré d’un polynéme T est noté deg(T).
k
18. On note (x) la relation suivante : pour tout n de [1,k}, on a qusm_]- =0.
=0
Montrer que @ est un polyndme générateur de la suite s si et seulement si la relation (%) est vérifiée.
3k-1

19. a) On pose, pour tout n de [0,3k — 1] : ¢, = Z g;j82k—i. Etablir 'égalité : QS = Z t X"

16[0,21‘6-:‘1],,1'6[0,’:] n=0

i+j=n

b) On suppose la relation (x) vérifiée. Montrer, pour tout n de [k, 2k— 1}, I’égalité : t,, = 0. En déduire I'existence
de deux polynémes A et B de Ci_;[X] vérifiant : QS = A + X?¢B.
c) Réciproquement, on suppose qu'il existe deux polynémes A et B de Ci—1[X] vérifiant : QS = A+ X3*B.
Montrer que la relation (x) est vérifiée.
20. Dans Palgorithme suivant, les variables A, B,C, D, E, F, R, S sont des polyndmes, k une constante entiére.
L’entier k et le polyndme S ont les valeurs données précédemment.
Initialisation : A:=X? B:=§ C:=0,D:=1.
Corps :
Tant que deg(B) 2 k
effectuer la division euclidienne de A par B, A = BF + R avec R = 0 ou deg(R) < deg(B).
E:=C - DF.
C:=D,D:=E,A:=B,B:=R.
Fin de Tant que.
Sortie : Rendre D et B.
Si U et V sont deux polynémes de C[X] tels qu’il existe un polynéme W de Cy_;[X] vérifiant U = V + X2*W/,
on notera : U=V.
a) Montrer que cet algorithme se termine, c’est-a-dire que I’on sort de la boucle.
b) Montrer qu’a linitialisation, on a :
deg(C) < 2k — deg(A), deg(D) < 2k —deg(A), k < deg(B) < deg(A), CS=A, DS=B.
¢) On suppose qu’a l'issue du j-itme passage dans la boucle, les relations précédentes sont vérifiées. Montrer
qu'elles le sont encore & l'issue du (j + 1)-iéme passage.
d) Montrer que lorsque ’algorithme se termine, ’'une des variables contient un polyndome générateur de la suite s.
Quelle est cette variable ?

4
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Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal & 2, et R™ est muni de sa structure euclidienne
canonique. Le produit scalaire et la norme associée sont notés respectivement ( , ) et || ||. Pour tous vecteurs
= (T1,T2y-..,Tn) €6 ¥y = (Y1,Y2,---,Yn) de R™, on note z 2 y si pour tout tde [1,n],ona: z; > y;.

Le vecteur nul de R" est noté 0 et le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont égales & 1 est noté T.
On rappelle ou on admet les deux résultats suivants :

e une partie K non vide de R™ est convexe si pour tout couple (u,v) de vecteurs de K? et pour tout réel t de
[0,1], le vecteur tu + (1 — t)v appartient a K ;

e Dimage réciproque par une fonction continue de R™ dans R d’un intervalle fermé de R, est un fermé de R™.
On dit qu'un vecteur h de R™ sépare deux convexes K et Kz, s'il existe un réel ¢ qui vérifie, pour tous vecteurs
u de K1 et v de Ks, ’encadrement : (h,u) < ¢ < (h,v).

Si K est une partie non vide et convexe de R", et z un vecteur de R", on appelle projection de ¢ sur K et on
note p(x) s'il existe, tout vecteur y de K qui vérifie, pour tout vecteur z de K : [lz —yl| < |lz — 2||, c’est-a-dire
tel que ||z - y|| = minle — 2{|.

Partie 1. Projection sur un convexe fermé

1. Exemple 1. Soit K le sous-ensemble de R? défini par : K = {(z1,22) € R?/z; < L et 2 < 1}, et z = (1, T2)
un vecteur donné de R? n’appartenant pas & K tel que z; > 0 et 2 > 0.

a) Montrer que 'ensemble K est convexe et fermé. K est-il borné ?

b) Etablir I'existence et I'unicité de la projection p(z) de z sur K. Déterminer cette projection.

c) Faire une figure représentant le convexe K, un vecteur z et la projection p(z).

d) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte distance(x1,x2 : real) : real qui A tout vecteur x = (z1,2) de

R? n’appartenant pas & K et tel que z; > 0,z > 0, associe le réel ||z — p(z)||.
e) Vérifier que pour tout vecteur z de K, on a : {(z — p(z), — p(z)) < 0.
f) Montrer qu'il existe un réel ¢ qui vérifie, pour tout vecteur z de K : (z — p(z), z) < ¢ < {z — p(z),T).
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2. Exemple 2. Soit E un sous-espace vectoriel de R™, différent de {ﬁ)} et de R".
a) Montrer que E est une partie convexe de R™. On admet qu’elle est fermée.
b) Dans cette question, E est 'ensemble des vecteurs w = (w1, w2, w3, wy) de R* qui vérifient P’équation :
wy + Wy — w3 — wg = 0. Soit T = (x1,Z2,Z3,T4) un vecteur de R* n’appartenant pas & E. Déterminer
glelg [lz — w|| et le vecteur p(z).

Cas général : soit K une partie convexe, fermée et non vide de R", et r un vecteur de R" qui
n’appartient pas a K.
3. Soit f la fonction & valeurs réelles définie sur K par : pour tout z de K, f(z) = [jz — 2||.
a) Justifier la continuité de la fonction f.
b) Soit zp un vecteur quelconque de K. On considére la boule fermée Bo de centre x et de rayon |z — 2ol
On pose : K’ = By N K. Justifier que K’ est une partie fermée et bornée de R™.
¢) En déduire que f admet un minimum sur K'. Soit 2 tel que f(2) = ;IeuKn’ f(2).

d) Montrer que linégalité ||z — z|| > ||z — 2| est satisfaite pour tout vecteur z de K. Conclure.

2
1
4. a) Vérifier pour tous vecteurs a et b de R", I'identité : ||z — a ; b + %Ha —b||? = §||x —a|*+ %Hz —bj|%
b) On pose : d = Hél}l(l“l’ — 2||. Soit u et v deux vecteurs de K vérifiant d = ||z — u| = ||z —v||.
2z

A T’aide de la question précédente, montrer que u = v. Conclure.

5. On rappelle que p(x) désigne la projection du vecteur z sur K.
a) Etablir pour tout vecteur z de K et pour tout réel ¢ de [0, 1}, I'inégalité :

llz - p@)]I? < llz = (¢2 + (1 = Op(@))]I”
b) En déduire pour tout z de K, Pinégalité : (z — p(z),z — p(z)) €0
c) Réciproquement, on suppose qu'il existe un vecteur y de K tel que pour tout vecteur z de K, on a:
(z —y,z —y) < 0. Montrer que y = p(z). Conclure.
d) Etablir Pinégalité : (z — p(z), p(z)) < (z — p(z), z). Montrer que z — p(x) sépare les ensembles K et {z}.

Partie II. Un cas particulier
Soit a1, a2, . ..,an, des réels strictement positifs. On pose : K = {z=(21,22,...,22) ER"/ Zaiziz <1

6. Montrer que K est un sous-ensemble convexe, fermé et borné de R™.

Soit ¢ = (x1,Z2,...,Zn) UN vecteur donné de R™ n appa.rtenant pas & K et vérifiant pour tout ¢ de [1,n],
z; > 0. On pose : Ko—{zeK/Za,z —l}etKl—{zeK/Za,z <1}
i=1 i=1

7. Soit f la fonction & valeurs réelles définie sur K par : f(z) = ||z — z||2.
a) Montrer que f est de classe C! sur I'ouvert K.
b) La restriction de f & K1 admet-elle des points critiques 7 En déduire que p(z) appartient a Ko.
¢) Montrer que les coordonnées de p(x) sont positives ou nulles, non toutes nulles.

8. On définit Pouvert Q par : Q@ = {(21,22,...,2n-1)/Vi € [1,n — 1], zi > 0et (21,22,---12n-1,0) € K1 }.

Soit ¥ et H les fonctions & valeurs réelles définies sur §2 par : U(21,22,- -+ 2n-1) = o (1 — Z oGz )
n
=1

n-—1
H(Zl, V- T znq) = Z(.’L‘l — Zi)2 -+ (CL‘n — \I’(Zl, 22,. .. ,zn_l))z.
i=1
On suppose que (z},23,...,2,_,) est un point critique de H.
On note z% = U(2},25,...,25_1) et z* = (21,25, ..., Zh_1, 27)-

a) Montrer que z, est strictement positif et que le vecteur z* appartient a Ko.
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1
b) On pose : A = — (z—" - 1) Montrer que pour tout i de [1,n}, ona: 2z} =

n \ 2n
: -1
¢) On pose : 8 = lrgflg(n <E—> Montrer que X > 8.
1

2

d) Etudier la fonction définie sur 3, +oo| par y — Z m—)_

vérifiant Z m 1. Montrer que Ag est strictement positif.

En déduire I'existence d’un unique réel )

Exphc1ter les coordonnées du vecteur z* en fonction de \g et des réels a; et z; (i € [1,n]).

9. a) Etablir pour tout z de K l’inéga.lité (z —2*,2 ~ z*) < 0. En déduire que 2* = p(z).

b) Montrer que leréel c = — [ 1+ Z o )‘ vérifie pour tout 2 de K : (z —p(), 2) < ¢ < {z —p(z), z).
0

Partie III. Une séparation de deux convexes

On admet la proposition suivante : si K, et K sont deux convexes fermés de R™ tels que K; N Ky = {0}
(xo € R™), alors il existe un vecteur h non nul de R™ et un réel ¢ tels que, pour tout z de K7, pour tout y de
K, ona: (h,z) < c< (h,y).
On note By, I'ensemble des parties K de R™ qui vérifient les trois conditions suivantes :

i) K est convexe, fermée, bornée et contenue dans {z € R*/z > 0} ;

ii} il existe un vecteur z de K dont toutes les coordonnées sont strictement positives ;

iii) pour tout z de K et tout yde R®,ona: [x >y > 0] >y € K.
10. Dessiner dans R? un exemple d’élément K de B,.
Dans toute la suite de cette partie, on se donne un élément K de B,,.
11. On dit qu’une fonction f : R*™* — R est strictement concave si, pour tout couple (a,b) de RT* x R*™*
vérifiant @ < b, pour tout réel t de ]0,1{, on a : f(ta + (1 — t)b) > tf(a) + (1 — t)F(b).
Montrer que la fonction In est strictement concave sur R+*.

12. Soit g la fonction & valeurs réelles définie sur K par : g(z) = g(z1,22,...,Z,) = H z;.

a) Justifier que g admet un maximum sur K.
b) Soit u un vecteur de K tel que g(u) = max g(z). Montrer que pour tout i de [1,n], on a : u; > 0.
x
¢) Etablir I'unicité du vecteur u de K tel que g(u) = max g(z).
T
(on pourra raisonner par contraposée et utiliser la question 11)

13. On note ¢*(K) = (47(K),#3(K),...,¢5(K)) 'unique vecteur de K en lequel la fonction g atteint son
maximum.

T Tq Ty
: F = ceey R"™, (z1,72,...,zn) € K }.
On pose : £ {(¢1(K)’¢5(K)’ ¢:;(K))E (@1,32,..,20) € }

a) Montrer que F est un élément de B,,.

n
b) Montrer que pour tout vecteur y de F, on a : H ¥i <1
i=1

14.0npose: A={reR*/z> 0 et Hx,,

a) Montrer que A est ferms.
b) En utilisant la question 11, montrer que A est convexe.

15. Etablir 'égalité : ANF = {T} En déduire I'existence d’un vecteur non nul h de R™ vérifiant, pour tout z
de A et tout y de F : (h,y) < (h, T) < (h,z).
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16. On veut montrer dans cette question que les coordonnées de h sont toutes strictement positives.
a) On fait ’hypotheése selon laquelle D > h. Pour tout k de N, on pose : v = (h, kT).
Montrer que . -l—lvToo v = —00. En déduire que I'’hypothése faite est contredite et qu’il existe donc un entier
ip de {1,n] tel que h;, > 0.
b) On suppose qu'il existe un entier i; de {1, n] tel que h;; < 0. Pour tout k de N*, on note w®) le vecteur

1
de R™ défini par : wf:) =% wz(f) = k et, pour tout 7 de [1,n] avec i # ip et ¢ # iy, w,(k) =1.
Soit (zx)ken+ la suite réelle définie par : pour tout k de N*, z; = (h,w(k)).
Etudier la convergence de la suite (2x)ren+. En déduire que hypothése faite est contredite et qu’en

conséquence, pour tout ¢ de [1,n],on a: h; > 0.

17. En utilisant un raisonnement semblable & celui des questions précédentes, montrer que toutes les coordonnées
n n

du vecteur h sont égales. En déduire que pour tout z de A et tout y de F,on a: Z yiSn< Z z;.
i=1

=1
Partie IV. La solution de Nash

Un élément K de B, est interprété comme un probléme de négociation. Les éléments de K représentent différents
accords auxquels sont susceptibles d’aboutir n personnes. Pour x dans K, x; est une mesure du «gain» de la
personne i. Le statu quo en cas de désaccord est le vecteur nul.

Pour z € R™ et (4,5) € [1,n]? avec i # j, on note i, j] le vecteur déduit de = en échangeant les coordonnées
de rangs i et j : z[i,j); = zj, Ti, j]; = = et x[i,jlx = Tk si k & {4, 5}

Pour K C R™ et (i,7) € [1,n]? avec i # 7, on note K[i,j] Pensemble {x € R"/zli,j] € K}.

Pour {a,z) € R® x R", on note a ® ¢ € R™ le vecteur (a1Z1,...,anZy). Pour a € R®, K C R", on note a ® K
’ensemble {a ® z/z € K}.

Une régle de partage est une application ¢ : B, — R™ qui associe & tout probléme de négociation K de B,, un
vecteur ¢(K) de R™. On s’intéresse aux régles ¢ qui vérifient les propriétés suivantes :

P1 : Pour tout K € B, $(K) € K et il n’existe pas de point z € K tel que z # ¢(K) et z 2> #(K).

P2 : Pour tout K € B, et a € R" tel que a; > 0 pour tout i € [1,n], on a: ¢(a ® K) = a ® ¢(K).

P3 : Pour tous K € B, et K’ € B, tels que K C K’ et ¢(K’) € K, on a: ¢(K') = ¢(K).

P4 : Pour tout K € B, et pour tout couple (i,5) d’entiers distincts de [1,n}?, on a : ¢(K[i,5]) = (¢(K))[3, j]-
18. Les quatre propriétés P1, P2, P3 et P4 ont chacune une interprétation en terme de symétrie, ou d’optimalité,
ou d’invariance par changement d’échelle ou d’invariance par élimination d’options non pertinentes (dans le
désordre).

Quelle interprétation peut-on associer a chacune d’elles 7 Justifier trés brievement votre réponse.

19. Montrer que ¢*, définie dans la question 13, vérifie les propriétés P1, P2, P3 et P4.
20. Soit ¢ une régle satisfaisant a P1, P2, P3 et P4.
a) On pose : Ko ={z € R*/z > D et in < n}. A laide de P1 et P4, montrer que ¢(Ko) = T.

i=1
b) Soit K un élément de B,. On considére ’ensemble F' défini dans la question 13.
A P’aide de P3 et de la question 17, montrer que ¢(F) = T. En déduire que ¢(K) = ¢*(K). Conclure.
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Pour tout couple (p,q) d’entiers de N*, on note M, ,(R) (resp. M, 4(C)) ensemble des matrices & p lignes et
q colonnes 3 coefficients réels (resp. complexes) et My(R) (resp. Mp(C)) cet ensemble lorsque ¢ = p.
On note I, la matrice identité de M, (C).

Dans tout le probléme :

s pour tout p de N*, on identifie les espaces vectoriels C? et My, 1(C), ¢’est-a-dire que Pon identific tout élément
de CP avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique de CP

e on note ’A la transposée d'une matrice A de M, 4(C) , |z| le module d’un nombre complexe z, ¢ le nombre,
complexe de module 1 et d’argument 7/2, et on admet que la suite complexe (2, )nen+ & pour limite 0 si et
seulement si la suite réelle (|2,])nen+ a pour limite 0;

o pour toute matrice A = (ax ;)1<k,j<p de MpH(C), on note Sp{A4) 'ensemble des valeurs propres complexes de

t e:p(d)= ma,x Met N Ay = a

A, et on pose : p(4) = max M| et N(4) Zlm
Ty £t

e le vecteur nul de CP est noté 0. Si X = | . | et Y = | ! | sont deux vecteurs de R?, on note X <Y
Tp Yo

(resp. X < Y) si pour tout &k de [1,p], on a : 2 < y (resp. zx < yx). En particulier, si les coordonnées de X
sont toutes positives (resp. strictement positives), on note X > 0 (resp. X > 0);

» pour tout vecteur V de CP, on note |V le vecteur de R? dont les coordonnées sont les modules de celles de V.

Soit { M, )nen- une suite de matrices de Mp{R). Pour tout n de N*, on pose : My, = (myg ;{n))igk,i<p-
On dit que la suite de matrices (M, )nen~ converge vers la matrice M = (mg j)1<k,j<p de Mp(R), si pour tout

couple (k,7) de [1,p]?, on a hm mg,;{n) = my,; ; on note alors : BIPOO M, =M.

On admet sans demonstratlon que si (An)nen 6t (Bp)nen» sont deux suites de matrices de M,(R) convergeant
respectivement vers des matrices A et B, alors la suite (A, + Bn)nen+ converge vers la matrice A - B, la suite
(A Bp)nen~ converge vers la matrice AB et, pour tout réel a, la suite (@Ap)nen+ converge vers la matrice aA.
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Une matrice A = (ap;)1<k,j<p d¢ Mp(R) est dite positive (resp. strictement positive) si pour tout couple
(k,j) de [1,p]?, on a: ap; = 0 (resp. ag; > 0).

Le probléme a pour objet I’étude des relations entre les valeurs propres de module maximal d’une matrice et
la limjte éventuelle de la suite des puissances entiéres de cette matrice. Ces relations, appliquées aux matrices
positives et strictement positives, interviennent notamment dans la théorie des processus markoviens et dans
les questions relatives 3 I’exi:stence et la stabilité de Iéquilibre géndral d’une économie.

Partie I. Deux exemples

0 12 1/2 111
1. Exemple 1. Soit A et J les matrices de M3(R) définfespar A= { 1/2 0 1/2 et J=1[|1 1 1
/2 1/2 0 111

a) Calculer J? et déterminer les valeurs propres de J.
b) Exprimer A en fonction de I3 et J, et en déduire Sp(A) et p(A).
¢) Exprimer pour tout n de N*, A" en fonction de I3, J et n. En déduire pour tout n de N¥, la valeur de N(4").

d) Montrer que la suite (A™),en~ converge vers une matrice M que P’on explicitera et dont on précisera le rang.
Montrer que M est la matrice d’un projecteur de R3.

1 0 0
2. Exemple 2. Soit A la matrice de M3(C) définiepar A= [ 0 1+4¢ 1
0 0 1—1

a) Déterminer Sp(A). Justifier que A est diagonalisable. Calculer N(A) et p(A).

b) Déterminer une base de Ms 1 (C) formée de vecteurs propres de A.

c¢) Expliciter pour tout n de N*, la matrice A™. Comparer p(A™) et (p(A))™.

d) Montrer que pour tout n de N*, on a : N(A™) = 2% (1 + | sin(nw/4)|). Comparer nEIEOO(N(A"))l/” et p(A4).

Partie II. Un critére de convergence vers la matrice nulle

Dans cette partie , on note A = (ax j)1<k, j<p une matrice de My(R), A une valeur propre complexe de A et
L1
X =1 : | € C? un vecteur propre de A associé s \.
Zp
3. Soit ko un entier de [1, p] pour lequel on a : 0 < |z, | = nax 251
*I%

2
Etablir les encadrements suivants : [A| < Z lagg. ;| < N(A) et 0 < p(4) < N(A4).
=1

4. Soit n un entier de N* et u une valeur propre de A" telle que |u] = p(A™).
a) Montrer que A™ est une valeur propre de A™. En déduire Vinégalité : p(A™) > (p(4))"

b) Soit ap, 04,. .., @np—1 les n racines n-iemes de 4. Etablir 1'égalité : A" — puly = H (A—oylp)

¢) Montrer qu’il existe un entier jo de [0, n — 1] pour lequel oj, est une valeur propre de A.
d) En déduire Uégalité : p(A™) = (p(4))™. Etablir encadrement : 0 < p(A) < (N(4A™))¥™.

5. On suppose que la suite de matrices (A™)nen- converge vers la matrice nulle de M;,(R)
Montrer que hm N{A™) = 0. En déduire que p(A) < 1.

6. Dans cette question, on suppose que la matrice A est diagonalisable dans C.

On pose pour tout réel ¢ strictement positif : A, = WA

a) Montrer que si p(A) < 1, alors la suite de matrices (A™),en- converge vers la matrice nulle de M, (R).
b) Montrer que p(A.) < 1. En déduire qu'il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng,ona: N(A7) < L.
¢) Etablir pour tout n de N*, la relation : N(A") = (p(A) +¢)" N(AD). ‘

2
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d) A I'aide des questions précédentes, établir pour tout n 2 ng, Pencadrement : 0 < (N(A"))l/ ™ — p(A) e
En déduire que Yon a: lim (N (A" = p(A).

73~+=400
Dans la suite du probléme, on admet que pour toute matrice A de M,(R), on a 1i§1 (N(A"))l/” = p(A) et

que la suite (A™)nen» converge vers la matrice nulle de M, (R) si et seulement si on a p(A4) < 1.

Partie ITII. Matrices positives — Relations entre p(A) et les coeflicients de A
Dans cette partie, on considére une matrice A = (axj)1<k,s<p d€ M(R) positive et non nulle.
7. Soit B = (bk,j) 1<k j<p Une matrice positive de Mp(R) vérifiant pour tout couple (k, j) de [1,p]? : br; < ak -
Montrer que pour tout n de N*, on a : N(B™) < N(A™). En déduire Vinégalité : p(B) < p(A).
P
8. On suppose dans cette question qu’il existe une constante s vérifiant pour tout k de [1,p] : Za’“»ﬂ' = 3.

j=1
Etablir 'égalité : p(A) = s.

P
9. On pose : 0 = 1r<n'12 Z ax ;- A V'aide des questions 7 et 8, établir Iencadrement : o < p(4) < N(4).
p“
=1

RS

10. Soit X un vecteur de RP tel que X > O et soit Ax la matrice diagonale de M,(R) dont les éléments
diagonaux sont les coordonnées T, Ta, ..., Tp de X.
a) Aprés avoir justifié I'existence de Vinverse Ail de Ax, calculer la matrice A;CIA A,
: 1 & 1 &
b) Btablir Pencadrement : min — it < p(A) € max — G, i T4
) lékgpmk; k.j ]\p( )\1<kspwk_l kL
J= g

¢) En déduire que s'il existe un réel positif B vérifiant BX < AX, il vérifie également B < p(A).

Partie I'V. Matrices strictement positives

Dans cette partie, la matrice A = (ax;)1<k,i<p de Mp(R) est strictement positive, A est une valeur propre
complexe de A telle que |\ = p(A), et X € CP est un vectenr propre de A associé a la valeur propre A.

11. a) Montrer que p(4) > 0.

b) Etablir la relation : |JAX| < A]X|. En déduire que lon a : p(A)]X] < 41X

c) On pose : Z = AjX|. Montrer que Z > 0.

d) On pose : Y = A|X| — p(A)|X| et on suppose ¥ # 0. Etablir les relations : AY > 0 et p(A)Z < AZ.

e) En déduire que p(A) est une valeur propre de A et que | X| est un vecteur propre de A associé a p(A).

12. On consideére deux nombres complexes z; et 2o non nuls et vérifiant |21 + 22} = |21] + |22
On pose : z; = |21 et zp = |z2]e?2, avec (1,02) € {0, 2r[?.
a) Montrer que 01 = 6.
P
b) On considére p nombres complexes (p = 2) 21, 22,.- ., 2p tous non nuls et vérifiant E szl = Z e
j=1 j=1

Etablir Vexistence dun péel 8 de [0, 2x] vérifiant pour tout j de M,p] : 2 = |2;le.
13. Montrer que |X| > 0 et que |AX| = A]X]. En déduire I'existence d’un réel 9 de [0, 27 tel que X = 1X|e®.

14. a) Montrer que p(A) est I'unique valeur propre de A de module maximal.
Uy v

b) On suppose qu'il existe deux vecteurs propres U=|: JetV=| : | delamatrice A associés a la valeur
Up Up

propre p(A), linéairement indépendants.

Fn considérant le vecteur w1V — v1U, aboutir & une contradiction. En déduire la dimension du sous-espace

propre associé & p(A)-
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15. a) Montrer que A et *A ont les mémes valeurs propres.

b) Soit Z un vecteur propre de ‘4 associé 3 la valeur propre p{A). Justifier que les coordonnées de Z sont toutes

strictement positives ou toutes strictement négatives.

¢} Soit U un vecteur propre de A vérifiant U > 0, associé a la valeur propre p(A). Onpose : ¥ = — 7

) tZU ™
Etablir les relations suivantes : Y > 0,’AY = p(4)Y et 'YU = 1.

16. Soit M la matrice de M,(R) définie par M = U*Y, ot U a été défini dans la question 15.c).
a) Montrer que M est la matrice d’un projecteur de R? doul on précisera 'image et le noyan.

. 1 " 1 "
b) Etablir pour tout n de N*, la relation : (-——~A - AI) = (~—-—A> - M.
p(A) p(4)
17. Soit 1 une valeur propre non nulle de (A — p(A)M) et W un vecteur propre de (A — p(A)M) associé & .
a) Montrer que MW = 0. En déduire que p est également une valeur propre de A et que |u| < p(A).

b} En raisonnant par Pabsurde et en utilisant la question 14.a}, montrer que |u] < p(A).

¢) Déduire des résultats précédents que p(A — p(A)M) < p(A) et que lim ——I——A =M.
2% \ 54

Partie V. Un algorithme de calcul de p(A) et d’un vecteur propre associé

On munit I'espace vectoriel RP du produit scalaire canonique. On note || || la norme euclidienne associée.

Soit A une matrice de M,(R) strictement positive, symétrique, ‘admettant p valeurs propres distinctes
A1, Ao, ..o, Ap telles que [Ag] > A2l > - > |A]. Soit Vo un vecteur de RP tel que Vo > 0. Soit (e, ez,...,€p)
une base orthonormée de R? formée de vecteurs propres de A tels que pour tout &k de [1,p], Aex = Agex.

On rappelle qu’une suite (X, }nen de vecteurs de R? converge vers un vecteur L de R? si ngl}_loo | Xn ~L|| =0,
etonnpote: lim X, =L.

n—+oo
On définit la suite (Vp,)nen de vecteurs de RP par : Vg, et pour tout nde N, V.1 = AV,,.

P
18. a) Soit Vo = z.skek, la décomposition de V; dans la base (e1, eg,...,€p). Montrer que g1 # 0.
k=1

b) Etablir la relation : lim Vasall _ M.

nroo |[Vall

¢) Déterminer lim (on distinguera deux cas suivant le signe de s1).

Vr
n=+oo [|[V]]
19. On suppose déja définis en Pascal les objets suivants :

Const p = ...
Type vecteur=array[l..p] of real;

matrice=array[i..p,1..p]l of real ;
ainsi que les fonctions et procédures suivantes :
Function norme(V : vecteur) : real; (calcul de la norme du vecteur V')
Procedure prodmat(A : matrice; V : vecteur; var W : vecteur); (W = AV)
Procedure affecte(V : vecteur; var W : vecteur); {W prend la valeur V)

a) Berire une procédure d’en-téte puissance (A : matrice; n : integer; VO : vecteur; var V : vecteur)
qui calcule pour tout entier naturel n non nul, le vecteur V,, défini ci-dessus. '

b) Ecrire une procédure d’en-téte vectpropre(A : matrice; n : integer ; VO : vecteur; var V : vecteur)
qui calcule la valeur approchée d’un vecteur propre associé & A obtenue pour une valeur de n donnée, et une fonc-
tion d’en-téte valpropre(A : matrice; n : integer ; VO : vecteur) : real qui calcule la valeur approchée
de \; obtenue pour une valeur de n donnée.

On expliquera les différentes étapes des procédures proposées.

4,4,
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Le probléme a pour objet: la mise en évidence de quelques propriétés de Pentropie de variables aléatoires discrétes
ou 4 densité. La partie IV utilise dans un exemple, certaines des propriétés établies dans le probléme.

Ou suppose que toutes les variables aléatoires introduites dans le probléme sont définies sur un méme espace
probabilisé (§2, A, P). La notation exp désigne la fonction exponentielle.

Partie I. Quelques inégalités de concavité

1. Soit k la fonction de |0, 1{ dans R définie par : A{z) = —zlnz — (1 — ) In{l - x).
1) Montrer que la fonction h est positive et concave sur |0, 1.

b} Montrer que h est prolongeable en une fonction continue sur le segment [0, 1].
Ce prolongement, est-il de classe C! sur {0,1}7

¢) Tracer la courbe représentative de h dans le plan rapporté 4 un repére orthonorme,

2. Justifier pour tout réel u > 0, l'indgalité : Inw < u = 1. Pour quelles valewrs de w a-t-on: lnu=u—17

. . 1-—
3. Soit 4 la fonction de (}0,1[)? dans R définie par : d(z,y) = z1n (g—) +(1—-x1)in (1 — i)

Montrer que d{(z, ) < 0 et préciser les couples (x,1) de (]0,1[)? pour lesquels d(z, y) = 0.
4. On considere trois fonctions £, r et f vérifiant les hypothéses suivantes :

o £ est définie et de classe C'* sur R |, A valeurs réelles et concave sur R (on note £/ la fonction dérivée de £) ;

s 7 st définie et continue sur R, & valeurs réelles ;
o>
& { est définie et continue sur R, & valeurs positives ou nulles, et flx)dz=1;
—D0
00 +oo
e les intégrales f r(z)f(z)dz et / £(r(zx)) f(x)da sont convergentes.
P .

— oG
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a} Etablir pour tout couple (z,3) de _]R2, I'inégalité : £{x) — £(y) < £'(y)}{z — y).

+o0 )
b) Montrer pour tout réel y, 'inégalité : ] r(z)) flz)dr < &) +£'(y) ( / r{z)f(z)ds — y)

_ —ne
¢} En déduire I'inégalité : f fr(z))flz)de g £ ([ r(r)f(z) d:x:).
—0 —oe
+06
3. Soit (2, )nen- une suite réelle et (pp)nexn- une suite de réels positifs ou nuls vérifiant Z P = 1, telles que
’ n=1

les séries Z {Zn) P ot Z £ (r(xn)) Py Soient convergentes.

nzl n2l1
+00 +oc
Etablir I'inégalité : Z £(r(zn)) pn < F (Z r(z,) pn) .
n=] n=1

Partie I1I. Entropie dans le cas continu

On note F FPensemble des fonctions f définies et continues sur R, & valeurs strictement positives, vérifiant
o oo

flzx)dx =1 et telles que 'intégrale f(x)1n (f(x)) dz soit convergente.
o — O —D0
Pour toute variable aléatoire X ayant pour densité un élément f de F, on définit 'entropie H(X) de X par :
o
H{X)= — flz)In(f(x)) dx.
— K3

6. On note Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite et  sa densité continue.
a) Justifier Pexistence de 'entropie H{Z) de Z et la calculer.

b) Soit {a,b) € R} x R et X une variable aléatoire qui admet pour densité un élément f de F. Montrer
que la variable aléatoire Y = a X + b admet une densité appartenant & F et que H(Y) = H(X) + Ina.
¢) En déduire 'entropie d™une variable aléatoire suivant la loi normale d'espérance u et d'écart-type o > 0.

+-00
7. Dans cette question, on considére les couples (f, g) de F? pour lesquels Vintégrale f(x)in (%) dx

o0

est convergente. On pose alors : D(f, g) = — fiz)ln (%) dz.

a) Montrer que D(f,g) 2 0. _
b) On suppose que D(f, g) = 0. Etabiir I'égalité : [ (ln (@) +1— q__(x__)_) flzidz =10

—o0 (z) f{z)
En déduire que f = g.

Partie ITI. Entropie dans le cas discret

8. Dans cette question, N désigne un entier supérieur ou égal a 2,
Soit X une variable aléaloire 2 valeurs dans [1, N]. h(,)n pose pour tout k de 1, N] : pr = P{[X = k).
Lentropie H(X) de X est définie par : H(X) =~y pxIn(ps).
51l existe un entier & de [3, N] tel que pg =0, on ;:slc par convention : py In(pe) = 0.

On note hy la fonction de ()0, 1{)"¥ dans R définie par : hy(2) = hy{z1,...,2N) = — ka In{zg).

a) Calculer en tout point x de (]0,1[)¥, le gradient Vhy(zx) et la matrice hessienne V2hxn(z) de hy.
I\’T
b} Montrer que pour Uoptimisation de hy sous la contrainte Z:r:k = 1, il existe un unique point critique x*
k=1
que 'on précisera.
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¢} En utilisant la question 5 ou I’égalité de Taylor-Lagrange & l'ordre 1, montrer que Ay admet en z* un
N

maximum global sous la contrainte sz =1L
k=1
d) Parmi les variables aléatoires & valeurs dans [1, N, quelle est 1a loi de celles qui ont la plus grande entropie ?

+OC
On note S I'ensemble des suites réelles strictement positives (py, Jnen- telles que Z Pn=1.
n=l

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* vérifiant pour tout n de N*, P([X = n|) = p,, avet (py)nen- € S.

On appelle entropie de X, le réel H(X) défini sous réscrve de convergence de la série Z ulin{p,)|, par :
nzl

oo
H(X) =" palin(p,)]

n=1
9. Soit (py)ner- une suite de S telle que la série Z 1 py, est convergente.
w2l
a) Justifier 'existence d’un entier ng tel que, pour tout entier n 2 ng, on a : /By, |Infp,) < 1.

b} Etablir pour tout n 2 ng tel gue p, < et Pinégalité : p,|In(p,)| < 57
o

. I3
¢) En déduire que pour tout n 2> ng, on a : pufIn(p, )| € max{ 73 3p, In n},
e
d) Montrer que la série E Pniln{p,)} est convergente.

nzl
Que peut-on en conclure sur Pentropie d'une variable aléatoire & valeurs dans N* possédant une espérance ?

10. Soit & un réel de j0,1[ et (pa)nen- 1a suite de S définie par : pour tout n de N*, p, = (1 — g)*~L.
Soit X une variable aléatoire A valeurs dans N* qui vérifie pour tout n de N7, P([X = a]) = p,.
a) Reconnaitre la loi de X ; préciser son espérance, puis caleuler son entropie.
b} Ecrire une fonction Pascal d’en-téte function X(theta :real) :integer ; permettant de simuler X,
¢} Soit Y une variable aléatoire 4 valeurs dans N* ayant une espérance égale a celle de X. Pour tout n de

N*, on pose : q, = P([Y = n}}. On suppose que (gn }nen- € S et que la série Z gnln (%) est. convergente.
n

nzl
+0
Etablir I'égalité : H(Y) - H(X) = galn (p—“)
e Gn
d) Déterminer le signe de H(Y } — H(X). Conclusion.
Partie IV. Entropie et taux de rendement asymptotique
11. Soit (X, )nen- nne suite de variables aléatoires & valeurs réelles, définies sur (Q, A, P), gui converge en
probabilité vers une variable aléatoire X.

a) Montrer que pour tout n de N, Papplication Z,, définie sur Q par Z,, : w +— exp (X,z(w)) est une variable
aléatoire. De méme, on note Z la variable aléatoire Z : w — exp (X (w)).

Soit £ et & deux réels strictement positifs.
b} Justifier 'existence d'un réel s tel que P([|X| 2 s]) < a.

¢) Soit K1, K et Kj trois éléments de A. Montrer que P(K, U Ky U K3) < P(K1) + P(K2) + P{K3); en
déduire inégalité : P([|Z, - Z] 2 ¢]) < P({|X] 2 s} +P((|Xn — X| 2 1)+ P({| Xn ~ X} = £ exp(—1—35)]).

d) Conclure.

On considére une succession de courses hippiques entre N chevaux participants (N 2 2) numérotés 1.2, ..., N,
Pour tout n de N*, on note &, la variable aléatoire égale au numéro du cheval gagnant de la n-idme course.
g gag
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On suppose que les variables aléatoires G1,Gy,...,Gnp, ... & valeurs dans [1, N, sont définies sur (02, A4, P),
mutueilement indépendantes et de méme loi. On suppose qu’il n’y a qu’'un seul gagnant par course.
On pose pour tout k de {1, N] et pour tout n de N* : pr. = P([G,, = k]), avec 0 < pp < 1.

Pour tout £ de [1, N}, on note ¢ {cx. > 1) la cote du cheval k ; ainsi, un parieur qui 2 misé un montant my sur
le cheval k perdra sa mise quelle que soit I'issue de la course, mais recevra la somme mg cp si le cheval k est
gagnant. On suppose que les cotes ¢, ¢z, ..., cy sont fixes au cours du temps.

A l'oceasion de la premiére course, un parieur dispose d'une somme monétaire ro > (0 qu’il souhaite répartir en
totalité entre les N chevanx dans les proportions respectives fi, f2,..., fi, ol pour tout k de [1, N}, 0 < fi < 1.
A Vissue de cette premiére course, le parieur dispose d’une somme monétaire By = rM; avec M; > (.

A T'occasion de la deuxiéme course, ce parieur réinvestit en totalité la somme R, entre les N chevaux dans les
mémes proportions fi, fa, ..., fx. A lissue de cette deuxiéme course, le parienr dispose d'une somme monétaire
Ro = Ry M5 avec My > 0, et ainsi de suite...

n

La richesse mondétaire R, acquise au terme de n courses est donc : H, =y H M,.
T _
s . Hpnl/m
On définit pour tout 1 de N*, le taux de rendement moyen des paris par : T, = (w—) -1.
Ty

12, a) Justifier que (M, )nen- est une suite de variables aléatoires indépendantes, A valeurs strictement positives
et de méme loi.
b} On suppose que la variable aléatoire n(A1) admet une espérance E{In(M;)) et une variance V(In(A;)).
Montrer que la suite de variables aléatoires (7, Jnen- converge en probabilité vers une variable certaine r
que l'on exprimera en fonction de E( In(AM)). Le réel 7 est le taux de rendement asymptotique des paris.

13. La stratégie du parieur consiste a choisir les proportions fi, fo. ..., fa gui maximiseraient 7.
On rappelle que les proportions fi, fo...., fa sont constantes au cours du temps.

~
a} Montrer que : 7 = exp (Zm In{ fx Ck)) - L

k=1
b) En déduire la stratégie optimale du parieur et la valeur optimale de 7 associée & ses paris.
N N
. 1
¢} On suppose dans cette guestion que Z — = 1. Montrer que Z pi In(pr o) 2 0.
Ck

k=1 k=1
Dans quel cas le partenr ne dispose-t-ii d’aucune stratégie lui permettant de s’assurer un taux de rendement

asynmptotique optimal strictement positif 7
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Dans tout le probleme, pour tout couple (p,g) € N*? :

e on note M, o(R) l'espace vectoriel des matrices & p lignes et g colonpes & coefficients réels et My, ,{R) est
noté My(R) ;

o la matrice transposée d'une matrice A de M, ,(R) est notée 'A;

o on note I, la matrice identité de Mp(R) et pour toute matrice A, méme nulle, de M,(R), on pose par
convention : A? = I,

e la matrice inverse d’une matrice inversible A de M,,(R) est notée A~!.

Soit {My)nen une suite de matrices de Mp,q(R). On pose pour tout n € N: My = (mi,5(n)) 1<icp-
lsise

On dit que la suite (Mp)nen converge vers la matrice M = {m; ;) 1<igp de Mp¢(R), si pour tout
1€5%9

couple (£,7) € [1,pf x [1,q],on a: nll,.l-ql.lm m; j(n) = m; ;. On note alors : M = nllr]-]}-loo M,.

On admet sans démonstration que si {An)neN et (By )nen sont deux suites de matrices de Mp,q(R) qui convergent
respectivement vers les matrices A et B, et si (C)aen st une suite de matrices de M, (R) (s = 1) qui converge
vers C' € Mg +(R), alors la suite (An + Bp)nen converge vers A + B, la suite {AnCn)nen converge vers AC, et
pour tout réel o, la suite (oA, )nen converge vers aA.

Le probléme étudie quelgues aspects mathématjques du conirdle de systémes linéaires.

Partie I. Quelques propriétés de suites matricielles
n

1
Pour toute matrice A de My(R), on pose pour tout  réel et pour tout n € N : Tq,(z) = Z —’-c?(a:A)"".
E=0
1. Ezemple. Dans cette question, A = (a; ;)1¢i,j<p €St la matrice de M,(R) définie par :

V(":J) € ILP]% ﬂi,j =1,

1/4
Tournez la page S.V.P.



a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
b) Soit V 1a matrice-colonne de My, 1(R) dont tous les coefficients sont égaux & 1.
Calcuier le produit AV et en déduire une valeur propre de A.
¢) Montrer que 0 est une valeur propre de A et trouver la dimension du sous-espace propre associé.
d) Exprimer A? en fonction de A.
Montrer que pour tout x réel et pour tout n € N, T4 ,(z) appartient & Vect(I, A).
¢) En déduire que pour tout z réel, la suite de matrices (T'an{z))__, de M,(R) converge vers la matrice

eP® — |

neN

Ta(zx) de Mp(R) définie par : Ty(r) = I, + A.

f) Calculer T4 (0). Exprimer pour tout couple (z,y) € R?, le produit T4{z)Ta(y) en fonction de Ta(z + y).

En déduire gue pour tout z réel, la matrice T4 (z) est inversible et déterminer son inverse.

2. Soit A = (aitj)léi,jép
On pose pour tout k € N : AF = {a

une matrice de Mp(R).

(k)

- (¥)
5 hiciacp o 4 = e PP facs

a) A Paide de I'identité A**1 = 4 A¥ montrer que pour tout k € N, on a : ppyy € pFpith.

b) En déduire que pour tout x réel, la série Z %x" est convergente.
k20
(k)
.. 9 L. i x
¢) Montrer que pour tout réel z et pour tout (3, 7) € {1, p]*, la série Z 2 est convergente.
kz0

d) Montrer que pour tout z réel, la suite (T4 n(z)), _ de Mp(R) converge vers une matrice Ta(z) de My(R).

neN
Que vaut T4 (z) lorsque p = 1 et que I'unique coefficient de A est un réel a?
3. Soit D) une matrice diagonale de Mp(R).
a) Vérifier que pour tout z réel et pour tout n € N, la matrice Tp , () est diagonale.
b) En déduire que pour tout z réel, la matrice Tp{x) est diagonale et donner 'expression de ses coefficients
diagonaux en fonction de ceux de D.

1
¢) On pose pour tout r € N* : D, = r (TD (?) - Ip). Montrer que la suite (Dy)ren- converge vers D.

4. Soit A une matrice de M,(R), P une matrice inversible de M,(R) et A’ = P~ 1AP.
a) Etablir pour tout z réel, Pégalité : Ty (x) = P~ T4{z)P.
b) On suppose gue A est diagonalisable. Montrer que :
1 1 1
: n+1 Y _ et — n+l
VneN, lim r (TA(T) TA,.,( T)) g

{On pourra traiter dans un premier temps le cas ot A est diagonale)

On admet dans la suite du probléme que la relation (+) reste valable pour toute matrice A de My(R).

Partie II. Polynémes annulateurs et matrices de Kalman

Soit E un espace vectoriel de dimension p sur C, £{E) l'espace vectoriel des endomorphismes de E et ¢ un
élément de L{E). On note idg l'endomorphisme identité de E.
5.a) Rappeler la dimension de C(E) et justifier I'existence d’une suite finie {2;))1¢rgp2 de nombres complexes
p2
tels que le polynéme H(X — zx) de C[X] so0it un polynéme annulateur de ¢.

k=1
b) En considérant, pour tout k € [1, p], les endomorphismes (¢ — 2i idg}, montrer que ¢ posséde an moinsg

une valeur propre.
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6. On suppose 'existence d’un entier k vérifiant 1 € k < p et d'un sous-espace vectoriel F' de dimension k stable
par . Soit H un supplémentaire de F dans E et  le projecteur de E sur H parallélement 4 F.

a) Montrer qu’il existe un vecteur non nul v € H et un nombre complexe A vérifiant la relation : mop(v) = M.
b) Montrer que la somme des deux sous-espaces vectoriels F' et Vect(v) est directe et stable par ¢.

7. A I'aide des questions précédentes, établir par récurrence sur p l'existence d'une base B = (vy,...,v,) de E
telle que pour tout k € [1, p], w(v} € Vect(vy, .. ., vx).

8. Soit M = (my,;)1<i,5<p 18 matrice de @ dans la base B. On pose pour tout k € [1,p] : F =Vect(vy, ..., ).
a) Montrer que pour tout k € [2,p], on a : ( — me i idg)(Fe) C Fi—1.

]
b} En déduire que le polynéme H (X — &) de C[X] est un polynéme annulateur de la matrice M.
k=1
9. Soit A une matrice de Mp(R). En utilisant la question 8.b, montrer que A admet un polynéme annulateur
appartenant & R[X] et de degré p.
10. Soit A une matrice de M,(R) et B une matrice-colonne de M, ;(R) .
Pour tout ¢ € N*, on note G, le sous-espace vectoriel de M, ;(R) engendré par B, AB, A%B,..., A% B
et K, la matrice de M, 4{R) dont les colonnes successives sont B, AB, A%B, ..., A9 1B.
La matrice K, est appelée matrice de Kalman d’ordre q associée au couple (A, B).

a} Montrer que pour tout entier ¢ > p, on a: G, = Gp.
b) Justifier I'existence d'un sous-espace vectoriel S de M, ) (R) vérifiant la propriété suivante : pour qu’une
matrice G de M, ;(R) appartienne 4 G,, il faut et il suffit que pour tout élément S de &, on ait : 1SG = 0.

¢) En déduire que si une suite (Gn)nen de matrices de G, est convergente, sa limite G appartient & Gy.

d) A I'aide des résultats précédents, montrer que pour tout x réel, la matrice-colonne T4{x)B appartient
a Gy, out Ta(x) a été définie dans la question 2.d.

Partie III. Contréle de systémes lindaires

On conserve dans cette partie les définitions et notations de la question 10. Dans les questions 12, 13 et 14, on
note p un entier supérieur ou égal 4 2. Les questions 13 et 14 sont indépendantes des questions 11 et 12.

~ On note CY 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

11. Ezemple : p = 1. Soit {a,b) un couple de réels.

a) Soit u € C°. On cherche une fonction f définie et dérivable sur [0, 1], de dérivée f/, vérifiant f{0) =0 et
telle que pour tout ¢ € [0, 1], f'(t) = af(t) + bu(t).
Calculer la dérivée de la fonction h: t — h(t) = f{t)e™, et en déduire que f est donnée par :

Yie[0,1], f(t) = bft u(z) et gg | (%)
4

b) On dit que le couple (g, b) est contrélable, si pour tout réel y (appelé cible), il existe une fonction u € °
(appelée contrdle) telle que toute fonction f définie et dérivabie sur [0, 1] vérifiant £(0) = 0 et
f'(t) = af(t) + bu(t) pour tout ¢ € [0, 1], atteint la cible en 1, c'est-a-dire vérifie f(1) = y.
Donner Pexpression de la fonction 7 définie par (*x) lorsque la fonction  est constante sur [0, 1].
En déduire que le couple {a,b) est contrélable si et seulement si b # 0.

12. Pour tout z € {0,1], on pose : W(z) = Ta(l — x)B € M, 1(R) et W(z) = (Wi(z))
tout k € [1, p], Wi(x) est le coefficient de la k-ieme ligne de W(z).

1ckgp OU POUr

On admet que pour tout k € {1, p, la fonction z — Wy (z) appartient & C® et on définit alors, pour toute
1

fonction u € C°, la matrice-colonne / u(z)W(z)dzr de M, (R) par :
0

_/01 u(z)W(z)dz = (/Bl u(z)Wi{z) dz)

1gksp
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Par analogie avec la question 11.b, on dit que le couple (A, B) est contrélable, si pour toute matrice-colonne
Y € M, (R) (cible), il existe une fonction u € C* (controle) vérifiant 1'égalité : ] u(z)W(r)dz =Y.

0
a) Soit u € CV. Justifier que pour tout z € [0, 1), u(x)W(x) appartient a Gj.

1
En déduire que f u{x)W (z) dx appartient 4 G,.
0

1
b} Soit Z un élément non nul de M, ,(R) tel que pour toute fonction u € C°, on ait / u(z)'Z W(z)dz = 0.
o

Montrer que pour tout z € [0,1], on a : *ZW(x) = 0.
c) En déduire, 3 ’aide de la relation (¥) (question 4.b), que pour tout k € [1,p}, on a : ‘ZA¥"*B =0.
d) Déduire des résultats précédents que le couple (A, B) est contrélable, si et seulement si la matrice de
Kalman K, est inversible.

Dans les questions 13 et 14, on suppose que K, est inversible et on cherche & oplimiser le contréle s d'un

systéme linéaire diseret en minimisant une fonction de coil quedratigue J.

13. Soit ¢ un entier vérifiant g > p. Pour tout g-uplet s = (81, 82,...,8,) de R, appelé conlrédle discret, on
définit la suite finie (Xs»k)oskq de M, ,(R) par :

X0 = 0 {matrice-colonne nulle)
Viell, g, Xox =AXsx1+ 5 B

a) Calculer X, , et trouver une matrice-colonne C, € M, 1(R) telle que : X, o = K, C,.
b) Etablir pour toute matrice-colonne Y € M, 1(R) (cible), 'existence d’un contrdle discret s tel que X, , = Y.
14. On cherche ici & déterminer un contrile discret optimal permettant d’atteindre une cible ¥ € M, (R).
q
Soit J la fonction de R? dans R définie par : J(s) = Z st.
k=1

a) On admet sans démonstration que la matrice K, *K,, est inversible.
Montrer que le probléme de minimisation de J sous la contrainte X, , = Y admet un unique point

critique s* donné par : C,- = 'Ky(K, ‘Kq)wlY.
b) Montrer que s~ réalise un minimum global de J sous la contrainte X, , =Y.
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sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre

Dans ce probléme, on s'intéresse o des opérations de transport dans des situalions déterministes ou aléatoires,
modélisées de maniére discréte ou continue, dans le but de trouver un programme de transport optimal dont le
conit serait le plus faible possible.

Les parties I, II et III sont largement indépendantes.

e Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probleme sont supposées définies sur le méme espace
probabilisé (€2, A, P).
e Sous réserve d’existence, on note E(Z) 'espérance d’'une variable aléatoire Z.

e Pour tout entier N supérieur ou égal a 1, on note £y I'ensemble des applications de |1, N dans [1, N].
Préliminaire

1. Soit N un entier supérieur ou égal a 2.
a) Quel est le nombre d'éléments de 'ensemble £y 7
b) Parmi les éléments de En, quel est le nombre d’applications injectives et parmi celles-ci, combien sont
strictement monotones ?
(les réponses aux questions 1.a) et 1.b) seront données sans démonstration)
2. Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1.
On considere une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 1.
Pour tout w € Q, on pose : Y(w) = | pX(w)], ot | | désigne la fonction partie enticre.
a) Vérifier que Y est une variable aléatoire discréte. Calculer pour tout n € N, la probabilité P ({ = n])
b) Montrer que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
¢) Etablir les inégalités strictes : 0 < E(Y) < p.
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1
3.a) Pour tout couple (7, s) € N2, montrer que l'intégrale / z"(Inz)® dr est convergente.

0

(on pourra utiliser le changement de variable u = — lnx aprés avoir justifié précisément sa validité)
fo IR (=1°s!
b) Etablir pour tout couple (r, s) € N2, I'égalité : / 2 (lnz) dx = CESER
0 r :

Partie 1. Transport dans une situation aléatoire

On dit que la loi d’une variable aléatoire Y est accessible depuis une variable aléatoire X, §’il existe une

application T : X(Q2) — R telle que la variable aléatoire T(X) suit la méme loi que Y.

L’application T est alors appelée une fonction de transport de la variable aléatoire X vers la loide Y.

On associe & T un cott de transport C(T') défini, sous réserve d’existence, par : C(T) = E ((X -7 (X))2).

Dans toute cette partie, X désigne une variable aléatoire vérifiant X (2) =10, 1[ et suivant la loi uniforme

sur |0, 1], ¢’est-a-dire admettant pour densité la fonction fx définie par :

4.

T

sinon
Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1. Pour tout réel a € {0,1 — p], on note dans cette question, T, la fonction

définie sur ]0, 1] par :

T, (z) = { 1 six€la.a+p|
" 0 sinon

a) Calculer la probabilité P([T,(X) = 1]} et en déduire que les fonctions T, sont des fonctions de transport
de X vers une méme loi que 'on précisera.
1
b) Vérifier que le cott de transport C(T,) est égal a 3 + p(1 — p) — 2ap.

¢) En déduire la valeur de a qui minimise C(7,) et exprimer le coit minimal correspondant en fonction de p.

. Soit Ty et T les applications définies sur 0, 1] par 71 () = —Inz et To(z) = —In(1 — z).

a) Vérifier que Ty et T sont des fonctions de transport de X vers une loi que 'on précisera.
b) En utilisant les résultats de la question 3, comparer les colits de transport C(Ty) et C(T3).
¢) A V'aide de la question 2, montrer que toutes les lois géométriques sont accessibles depuis X.

. Dans cette question, Y désigne une variable aléatoire admettant une densité fy continue et strictement

positive sur R.
a) Justifier que la fonction de répartition Fy de Y réalise une bijection de R sur U'intervalle ouvert |0, 1{.
b) On note Fy' 1a bijection réciproque de Fy.

Montrer que Fy- ! est une fonction de transport de la variable aléatoire X vers la loi de Y.

. Cas particulier : on suppose que Y suit la loi normale centrée réduite.

On note Fy la fonction de répartition de Y et ¢ la densité continue sur R de Y.
) +00
a) Etablir la convergence de I'intégrale / y Fy (v) o(y) dy.

—oc
o

N 1
A Taide d’une intégration par parties, montrer que / y Fy(y) ply) dy = ——=.

. N
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+oc
b) Montrer que l'intégrale / (y— 11‘7’y(y))2 (y) dy est convergente et la calculer.
J—oc

. . _ 4 1
¢) En déduire que le coiit de transport C(Fy') est égal 4 — — —=

3 VT

Partie II. Transport optimal dans une situation déterministe

Dans toute cette partie, NV désigne un entier supérieur ou égal i 2.

On considere N réels dy, da, . . ., dn (appelés points de départ) et N réels a1, as, . . ., ax (appelés points d’arrivée)
vérifiant dy < dy < ---<dyetay < ay < --- < an.

Onpose : D= {d),da,....dn} et A= {aj,as,...,an}.

8.a) Montrer que pour tout couple (k,€) € [1, N]% on a : drap > drae + dear — deas.
N
b) En déduire a I'aide d"une double sommation que pour tout N-uplet (py, pa,....px) € Ri’ tel que Z pr =1,
k=1
ona:

pr diag > (Zm dk) x (ipkak) )
k=1

9. Soit t € £y. On réordonne la liste (#(1),#(2).....+(\)) sclon les valeurs croissantes et on note

alors (f(l),f(?), . .,?(N)) la liste ordonnée obtenue. On a done : £{1) < £(2) < --- < HN).
N N
a) Justifier pour tout n € [1, N], I'inégalité : Z Apry < Z gy

k=n b=n

(dy — dn-1) z amn)

k=n

>

N
b) On pose dy = 0. Justifier I'égalité : Zd" Q(n) = Z

n=1 n=1l

k4
/"'\

N

N
c) Etablir I'inégalité : Z dn Gy < Z dy a3y (2)

n=1 n=]

On appelle programme de transport, toute bijection T de D sur A. et coit d’'un programme de transport T, la
N

somme ¢(T) définie par : ¢(T") = Z (dw — dk))
k=1

10. Soit 7 le programme de transport défini par : pour tout k € [1, N, f(dk) = ag.
Déduire des questions précédentes que le programme T est optimal, ¢’est-A-dire que pour tout programme de
transport T, on a : ¢(T) > (‘(f). i
11. Interprétation probabiliste des inégalités (1) et (2).
Soit h une application croissante de R dans R.
a) En utilisant I'inégalité (1), établir pour toute variable aléatoire discréte X ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs, I'inégalité : E(X h(X)) > E(X) E(h(X)).
b) Que peut-on en déduire pour le coeflicient de corrélation linéaire de X et h(X) lorsque les variances de X
et h(X) sont strictement positives ?

¢) En utilisant I'inégalité (2), montrer que si X est une variable aléatoire discréte suivant la loi uniforme
sur [1, N] et t un élément de Ex, on a : E(h(X) (X)) < E(R(X)H(X)).
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Partie II1. Transport optimal dans une situation aléatoire

Les définitions de fonction de transport et de cotit de iransport sont identiques d celles données dans le préambule
de la partie L

Dans toute cette partie, U désigne une variable aléatoire vérifiant U(Q)) = [0, 1] et suivant la loi uniforme sur
le segment [0, 1].

Soit Y une variable aléatoire admettant une densité fy nulle hors d'un segment [, 5] (o < 8) et dont la
restriction & ce segment est continue et strictement positive. On note Fy la fonction de répartition de Y.

On suppose Pexistence d'une fonction g de classe C! sur [0, 1], & valeurs dans [a, 3], telle que la variable

aléatoire Z = g(U) suit la méme loi que Y.

12. Pour tout entier N > 1, on pose pour tout w € 0 :

[T+ NU(w)] si0<Uw) <1 Xnlw
Xn(w) = et YN(w):g(-%(,l).
N silU(w)=1
a) Trouver la loi de la variable aléatoire X .
. A
b) Etablir I'existence d'une constante A > 0, indépendante de N telle que : Vw € Q, | Z(w) — Yy (w)| < <y

A
¢) Montrer que pour tout réel y, on a : Fy (1/ — T) <P ([ N <))
. k o ~ . -~ .
13. Pour tout k € [1, N], on pose : tx(k) =g v ) On définit alors ty a partir de ty. comme t & partir de ¢

dans la question 9.
A

P - k
a) Etablir pour tout k € [1. N7J, les inégalités : Fy- (t;\v(k) - ) P([Y~x < tx(k)]) < v

<

/

b) On note F,?l la fonction réciproque de la restriction a | 3 de la fon(tlon Fy.
k A
a1 K A
(Fy (N) + N)'

14.a) Parmi les fonctions de transport de classe C* de U vers la loi de Y, trouver une fonction de transport 7*

k
Montrer que pour tout entier N > 1, ona: — —_
wrer que p = ;; o(%) <%

¢) En déduire I'inégalité : E(U g(U)) < E(U Fy ' (U)).

de cotit minimal.
b) On suppose que Y = [4U — 2|. Déterminer T* et C(T*).
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L’objet du probléme est d’aborder quelques guestions mathématiques relatives au comportement asymptotique de
systémes dynamigques discrets ou continus susceptibles de modéliser Uévolution temporelle de divers phénoménes,
en particulier économiques (croissance économigue, prix d’équilibre, ete.).

Les trois parties du probléme sont indépendantes.
Dans tout le probléme :
o On note p un entier supérieur ou égal & 1.
e Pour tout vecteur b € RP, on note B la matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique de R?,
e La transposée d’une matrice 4 est notée AT. La matrice identité de M,(R) est notée I,,.
e Pour toute application z : ?f_‘:—)mﬂ?; _ (21 )., 2p(8))’ on note :
* z'(t) = (z(¢),.. .,x;,(t)) en tout point t € Ry on les fonctions 21, ..., 2, sont dérivables;
* t_l;}i?_nm z(t) = (t _1)1_1*1_136 zi(8),..., \ .l_)lgxx z,(t)) lorsque les fonctions x,, ..., 7, admettent des limites finies
lorsque t tend vers +o0.
o Pour toute suite (2(n)), oy = (£1(n), - .., 2p(n)) , oy de vecteurs de R? pour laquelle les suites
(1(n))peqr - - -+ (2p(n)) oy SONE convergentes, on définit la limite de la suite (z(n)),, . par :

. ngg_lco z(n) = (nngoc z1(n),..., uktfoo zp(n)).
Partie I. Deux exemples de pilotage linéaire.

Soit A une matrice non nulle de Mp(R) et b un vecteur de RP. Soit zy,...,2, p fonctions dérivables sur Ry.
On dit qu’une application z : £ s z(t) = (x1(t),. ... z,(t)) définie sur R, & valeurs dans R?, est pilotée par le
couple (A, b), si pour tout réel t > 0, les matrices colonnes X () et X’(¢) de z(t) et 2'(t) dans la base canonique
de RP vérifient le systéme : VI > 0, X'(t) = AX(t) + B.

On appelle équilibre du systéme piloié por le couple (A, b), tout veetenr z* € R? vérifiant : AX* + B = 0.
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On dit qu'un équilibre z* est attractifsi pour toute application z pilotée par (A4,b), on a: . -Llﬁo z(t) =2".

1. Le cas p=1.
Soit (a,b) € R*x R et z une fonetion dérivable sur Ry, & valeurs réelles, vérifiant : Vi > 0, z'(t) = ax(t) + b.
a) Calculer la dérivée de la fonction y : ¢ +— (a;(t) + %) et

b b
b) En déduire que pour tout t 2 0, on a : z(t) = ——+ (m(()) + -;) e*t.
¢) On identifie a & la matrice de M, (R) dont I'unique coefficient est a. Montrer que le systéme piloté par le
couple (&, b) admet un unique équilibre, puis montrer que cet équilibre est attractif si et seulement sia <0.

-2 1
1 -2

sur R, & valeurs dans R?, pilotée par le couple (A,b).

2. Exemple 1. Soit A = ( ) et b=(1,1). Soit z : t = z(t) = (21(t), 22(t)) une application définie

a) Déterminer I'unique équilibre z* du systéme piloté par le couple (4, b).
b) Justifier P'existence d’une matrice inversible @ telle que la matrice Q'AQ soit diagonale.

Pourquoi peut-on choisir la matrice Q) de telle manitre que Q™! = Qr? _
¢) Trouver deux réels A et 4 (A < p) et une matrice inversible Q vérifiant : QO 1=Q7 et Q~AQ = ('3 2) .
d) Pour tout ¢ 3> 0, on pose : W(t) = QT X (t).

(i) Vérifier pour tout ¢ > 0, Végalité : W(t) = DW(t) + Q"B ou D = (g 2).

(i) A V'aide des résultats de la question 1, en déduire que I'équilibre z* est attractif.
3. On suppose p > 2. Soit B, = (e, . .., ep) la base canonique de CP et u, I'unique endomorphisme de C?

tel que up(er) = e, et pour tout k € [2,p], up(er) = ex—1.

a) Ecrire la matrice A, de I'endomorphisme u,, dans la base B,. Quel est son rang?

b) Soit ¢ € C une racine p-iéme de 1'unité et G la matrice colonne de M, 1(C) de composantes 1,¢, ..., g1,
Montrer que G est un vecteur propre de A, et préciser la valeur propre complexe associée.

¢) Montrer que l'endomorphisme u, est diagonalisable.

d) Montrer que le polynéme X? — 1 de C[X] est un polynéme annulateur de uy.
L'endomorphisme u, admet-il un polynéme annulateur non nul de degré strictement inférieur &4 p 7

e) Soit P € C[X]. L’endomorphisme P(u,) de CP est-il diagonalisable ? Quelles sont ses valeurs propres ?

-1 o B\
4.E1:emple.2.SoitaetBdeuxréelstelsquea>0,5>0,a9é5,a+;’3;életMn(ﬂ -1 a)EM:;(R).
a B -1

a) On note A la matrice A, de la question 3 dans le cas oli p = 3.
(i) Déterminer un polyndme P & coefficients réels, de degré inférieur ou égal & 2, tel que M = P(4).
(#) En déduire les valeurs propres complexes de M ainsi que leurs parties réelles et imaginaires respectives.
b) Soit ¢= (1,1,1) e R®.
(£) Trouver I'unique équilibre z* du systéme piloté par le couple (M, c).
(i) Vérifier que I'application z : t — z(t) = z* + el@+¥ ¢ est pilotée par le couple (M, c).
(#i) En déduire une condition nécessaire portant sur « et 4 pour que I'équilibre z* soit attractif.
On suppose désormais que la condition précédente est réalisée.
¢) Onpose : N = MT + M.
() Quelles sont les valeurs propres de la matrice N 7
(#) Déterminer un réel 8 > 0 tel que toutes les valeurs propres de N soient inférieures ou égales & —286.
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d) On rappelle que ¢ = (1, 1,1), On considére une application z pilotée par le couple (M, c).
On note y application définie sur R, & valeurs dans R3, telle que y : t — (t) — 2* et ¢ la fonction
définie sur R, A valeurs réelles, telle que @ : t — 29 ||[Y(1)]|2, ot ||.|| est 1a norme euclidienne canonique
de Mg, (R).
(i) Vérifier que Papplication y est pilotée par le eouple (M, Ogs).
(#) Montrer que @ est dérivable sur R, et que : ¥t € Ry, ¢'(t) = e?'x Y ()T (N +20L)Y (2).
(#i1) Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur R
(i) En déduire que 1'équilibre 2™ est attractif.

Partie I1. Un exemple de pilotage non linéaire.

Un exemuple de pilotage non linéaire est fourni par un modéle de croissance économique endogéne & deux secteurs
dans lequel le tanx de croissance du stock de capital et le taux de croissance du stock de connaissances sont
représentés, depuis une date choisie comme origine, par des fonctions x; et 22 respectivement.

Dans ce modéle on p désigne un paramétre réel strictement positif, les deux fonctions x1 et z2 sont dérivables
sur Ry, & valeurs réelles, et vérifient le systéme :

) e (t) =F (l‘i(t); mﬁ(t)) 5
vi>0, {xi(t) = Fy(z1(2), z2(2)) )

dans lequel les deux fonctions Fy et Fy définies sur R?, & valeurs réelles, sont données par :

Fi(uy,ug) = (= ug + plug —w1) + 1) wy

2
V(u1, uz) € RY, {Fg('uuuz) = (—uz+p(ur —uz) +1)us

1
5.a) Pour tout réel » > ~1, on pose : V1 > 0, 2, () = 22(t) = 7 +vet

Vérifier que I'application z : § — (21(t), z2(t}) est solution du systéme (S).

b) En déduire que pour tout réel ¢ €]0, 1, il existe une solution de (S) & valeurs dans [ ¢, +ocf 2
¢) Quel est I'unique couple x* = (zf,23) € (R%)? vérifiant Fy(z},z3) =0 et Fo(z],z3) =07

d) Toutes les solutions de (S) convergent-elles vers x* lorsque ¢ tend vers 4007

6. Pour tout réel 7, on note ¢, la forme quadratique sur R? associée & la matrice symétrique Q, = b .
q —

On note C, Pensemble défini par : Cp = {(u1,u2) € R%; gpo(ur, ug) = 1}.

a) Pour quelles valeurs de r la forme quadratique ¢, est-elle définie positive 7 Que peut-on dire alors de la
partie C, de R??

Dans toute la suite de cette guestion, r et s sont denx réels vérifiant les inégalités : 0 < s <r < 1.

b) Justifier que 'ensemble {qs(u1, u2); (u1,u2) € C,} admet une borne inférieure, notée m, 5, et une borne
supérieure, notée M, ,, et que ces deux bornes sont atteintes.

c) Justifier que la contrainte d’appartenance & 'ensemble C,. est non critique.

d) Enoncer la condition nécessaire du premier ordre pour un extremum de gs sous la contrainte C,.

¢) En déduire les valeurs de my s et M, et établir Pexistence d’un réel u tel que :

V('&l,‘ug) € Rﬂs q"s('ul’ 'u‘l') < f“]r('“l, u‘)) .

7. On conserve les notations de la question 6.

a) Soit (v1,v2) € R? et (u1,up) = ——2[%(1}1 — w9, U1 + va).

Vérifier que (u;.u2) € C, si et seulement siona: (1—7) (w)2+ (L+7r) () =1.
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b) Pour faire tracer par Scilab le domaine Cy., on peut utiliser le code suivant qui donne le graphique ci-dessous :

(1) * n=100; m‘
(2) theta=linspace(0,2+%pi,n); :
(8) ct=cos(theta); s
(4) st=sin(theta); 22

(5) Cr=[ct-(1/sqrt(d))*st ;ct+(1/sqrt(3))*stl; 55+

(6) plot(Cr(i, :),0r(2, :)) J

Y ¥ Y ¥ T Y 13
12 " 48 48 44 b2 ] 02 G4 OF OR t 1.2

En s’appuyant sur le résultat de la question 7.a), expliquer la méthode employée.
On précisera la signification de la ligne (2) ainsi que le format et le contenu des matrices Cr et Cr(1, :).
¢) Soit 29 > 0 une valeur affectée & la variable z utilisée ci-dessous. Compiléter la ligne (7) afin de tracer la
ligne de niveau zp de la fonction ¢s.
(7) Csz=leqrt(z)x(77 *ct+77? 8t} ; sqrt(z)*(?7 *ct+?7 *st)]1;
(8) plot(Csz(1, :),Csz2(2, :))
d) Le graphique suivant a été obtenn & I'aide des deux scripts précédents pour une valeur zp affectée 4 la

variable z. Laquelle ?
On justifiera la réponse donnée et on précisera pourquoi les deux courbes ont des tangentes communes.

2

-4

e
3.8 Py
0.4 4 ‘\.
24 |

LR
\ \\_..,m—-’;’/
-1 - /./

e 0 ™

14 T T T T T ¥ T L ¥ Y
12 -1 HE  e%  Hs 52 L] 02 94 DE 08 + 12

8. Soit ¢ un réel de |0, 1] et T une solution de (S) & valeurs dans [c, +oo[ 2.

On pose pour tout ¢t > 0 : y1(2) = z1(t) — 1 et y2(t) = z2(¢) — 1. Pour 8 = 1 _’: s on note f la fonction définie

sur R, & valeurs réelles, telle que f(2) = g, (v1(2), 12(t))-

a) Vérifier pour tout ¢ 3> 0, I'égalité : f'(t) = —2(1 + p) (a:l(t)(yl () — syg(t))2 + z(t) (y2(8) — s (1)) 2).
L 2s

b) En déduire que pour 7 = T — x ar(1(8). 1a2(t)).

¢) Justifier pour tout t > 0, U'inégalité : f'(t) < —2c f(t). En déduire que t_lzglw F@) =0,

1—
,onapourtout £ 2 0: f'(t) < ——20x1 S

9. Quelle propriété peut-on déduire de I'étude précédente pour toute solution de (8) dont chacune des
composantes admet un minorant strictement positif 7
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Partie ITl. Pilotage pas & pas dans un contexte aléatofire.

Dans cette partie, on g'intéresse & un exemple de systéme se présentant sous la forme d’une éguation de récuirence

dont les qoeﬁ'cienté sont soumis 4 une perturbation aléatoire.

On suppose p > 2. Soit A une matrice non nulle de Mp(R) et b un vecteur de RP.

Soit (z(n)),, cn une suite de vecteurs de R” définie par son terme initial z(0) et la relation de récurrence :
YneN, X(n+1)=AX(n)+ B.

On appelle égquilibre du systéme piloté pas & pas par le couple (A, 'b), tout vecteur =¥ = (z3,...,2;) € R? qui

vérifie : X* = AX* + B.

On suppose qu'il existe une matrice inversible Q € My(R) telle que la matrice D = Q™1 AQ soit diagonale et

que tous les coefficients diagonaux Ay, ..., A, de D appartiennent A 'intervalle ouvert |— 1, +1][.

10. Montrer que le systéme piloté pas & pas par le couple (4, b) admet un unique équilibre z*.

Ls perturbation aléatoire du systdme se traduit par le fait que les coordonnées de z* sont des parametres
inconnus qu'on peut chercher & estimer & partir des données observées que constituent les valeurs successives
de vecteurs aléatoires y(n) = (¥1(n), ..., yp(n)) A valeurs dans RP et soumis an systdme perturbé.

Soit (Un), - Une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P),
centrées et admettant chacune un moment d’ordre 2. Pour tout n € N*, on note v, = V(U,) la variance de U,.
Soit 2(0) € R? et (y(n)),, . la suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R? définie par :
{ Y(1)=(A+Uhl) X(0)+ B
VneN, Y(n+1) = (A+ Unpalp) Y(n) + B
o1, pour tout n € N*, Y(r) est la matrice colonne (yx(n)) 1<k<p”

11. Pour tout n € N*, on note E(y(n)) le vecteur (E(yl (n)),---, E(y,,’(n))) € R? et E(Y(n)) la matrice colonne
de ses coordonnées dans la base canonique de RP.
a) Caleuler E(Y (1)) et justifier pour tout n € N*, I'égalité : B(Y (n +1)) — X* = A(E(Y(n)) — X*).
X . .
b) En déduire que ngx_r,_lm E(y(n)) = z*.

12. Soit (z(n)),, 1a suite de vecteurs aléatoires b valeurs dans RP définie par : Vn € N*, Z(n) = Q™'Y (n).
a) Montrer pour tout n € N* et tout k € [1,p], que : V{(zx(n+1)) = (A2 +vn41)V (22(n)) +vn11 (E(zk(n)))z.
b) En déduire que si la suite (vn)nen- €st convergente et de limite nulle, alors il existe un réel ¢ €]0,1[, un

entier naturel N et un réel My > 0 tels que : Vn = N, V(z(n+1)) < exV (2(n)) + My vpsa.

13. On suppose que la série de terme général v, est convergente. Soit k € [1, rl.

Avec les notations de la question 12.b), on pose pourtout m € N: ay = V(zk(N +m)) et wn = My YNtmy1-

m
a) Montrer que pour tout m € N, on & : o1 < (e)™ g + ij'(ck)m’j .
=0

b) En déduire que lim V{z(n)) =0.

c) Montrer que la suite (yx(n)) ene COTVerge en probabilité vers zj.

Gréce auz résultats des questions 11.b) et 13.c), on peut dire que (y(n)), on- €5t une suite d’estimateurs de z*
asymptotiguement sans biais et convergente.
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Dans tout le probléme :

+ On note n et k deux entiers vérifiant 2 £ k = noet E un Reespace veetoriel de dimension 7 muni d'un produit
sealaire (|, )p qui en fait un espace enclidien,

& On note Og ot Oggg) respectivement, le veetour nul ot 'endomorphisme nul de E ot B = (e, ¢,...,¢,) une
base orthonormale de E. L'endomorphisme identité de £ est noté idg.

& Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on note F* Vorthogonal de F et pp le projecteur orthogonal
d'image F, ¢'est-i-dire 'unique endomorphisme de E vérifiant : ¥z € F, pp(z) m o ot Yo € FL, pp(z) = 0g.

+ On note M, 5, (R) Vensemble des matrices & n lignes et m colonnes (m = 1) & caefficients réels,
La transposée d'une matrice A € M, ,,(R) est notée *A.

& Pour tout (py, p2,..., o) € RE, on note Ding(py, p2,..., o) 1n matrice diagonale de Mg (R) dont les
ceeflicients diagonaux sont, dans cet ordre, gy, pa, ..., pr.

s On note I, la matrice identité de M, (R).

On rappelle que la somme de k sous-espaces vectoriels Fy, Fy, .. Fy, de F est le sous-espace vectoriel de E|

& k k
noté E F;, défini par ZF‘; m {ZI[; (1, Z9,...,en) EF1 X Fyx -+ X F’k} '
iml il gl

i
On rappelle aussl que les sous-espaces vectoriels Fiy, Fa, ..., Fj, sont en somme directe 8] chague vectour de E Fy
=1
n'admet qu'une seule décomposition de la forme précédente. Dans ce eas, e seulement dans ee cas, la somme
i
des sous-espaces vectorlels Fy, Fa, ..., F), est notde $F‘.
imi
L'olyet de ce probléme est la mise en évidence de quelques propriétés algébriques dont les conséquences
probabilistes fondent les tests stalistiques qui permettent de mesurer Vinfluence effective d'une ou plusieurs
vartables explicatives sur une variable endogéne,

La partie IT est indépendante de la partie 1, flouinealpasgS A



Partie 1. Partitions de 'identité.

Soit k endomaorphismes wy, ug, ..., ug de B On dit que uy, ug, .. g constituent une partition de Uidentité
de E 8wy +ug =+ up = idg,

01 0
1. Ezemple 1. Dans cette question, n =3 et F = R*. Soit A = (U 0 ﬂ) et f 'endomorphisme de R? de
0 0 =1

matrice A dans la base canonique de R®.

a) Préciser le spectre de la matrice A ef montrer que A n'est pas diagonalisable,
b) Montrer que le polynéme @ € R[X] tel que Q(X) = X% 4+ X? est un polynéme annulateur de A.
¢) Existe-t-il un polyndme de degré 2 annulateur de A7
d) Trouver deux polyndmes Q; et @y de R[X] pour lesquels les deux endomorphismes @, (f) et Qo(f) sont

des projecteurs et constituent une partition de I'identité de R®.

2, Ezemple 2, On considére dans cette question un endomorphisme [ de E diagonalisable et possédant &
valeurs propres distinetes Ay, Ag, ..., Ag.
Pour tout 1 & |I'I : kﬂ, on note :
s L;(X) le polynéme de R[X] défini par L;(X) = n (H) -
jek]
i

= [y, (f) le sous-espace propre de [ associé 4 la valeur propre A;
s o; l'endomorphisme de E défini par v = Li([f).

k ke
a) Justifier 1'égalité : F = Ga Ex, (f). En déduire que H(X — A;) est un polynéme annulateur de f.
iml Jm=i
l:) Etul)lh' pour tout ¢ € |I1,k]], I'inclusion : lm(w) c E,\‘(f),
k
¢) Pour tout j € [1, k], ealeuler la somme Z Li(A;). En déduire que les endomorphismes vy, va, ..., v
i=1

constituent une partition de Videntité de
d) Etablir pour tout i € [1, k], I'égalité : Im(v;) = E,,(f). Identifier l'endomorphisme v, .
3. Soit k endomorphismes uy, ta, ..., u de I qui constituent une partition de l'identité de E.
Pour tout 7 € [1, k], on note vy le rang de ;.
h k
a) Etablir les relations : F = Elm{u;) et n = Er,.

imi 1=1
b) Montrer que les sous-espaces vectoriels ITm(uy ), Im(us), ..., Im(ug) sont en somme directe si et seulement

k
siona:n= E i
fm]

t:] Dans cette question, on cherche i montrer 'équivalence des propridics (]‘.), {2) ot (3) snivantes :

K
(1) 71 = ET‘,‘.
i

(2) Les endomorphismes g, ug, . .., uy sont des projecteurs.
(8) Pour tout (i,7) € [1,k]? avec i # j, on a:ujouy = Ogep).
(#) En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier 'implication (2) = (1).
(#1) A I'aide de la question 3.b) et en écrivant, pour z € E, les vecteurs u, (z), ua(z), . .., ug(z) comme
des sommes de k vecteurs, établir Uimplication (1) == (3).

(#i1) Conclure en établissant une troisiéme implication.
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Partie I1. Représentation matricielle d'un projecteur orthogonal,

4.a) Soit p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans 1a base B.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si on a : P? = P et 'P = P.
b) Soit f un endomorphisme de E et M la matrice de [ dans la base B,
Etablir l'existence d'un réel a et d'un projecteur orthogonal p tels que f = ap, si et seulement si
on a: tr(M)M? = tr(M?) M et 'M = M, ot tr(M) et tr(M?) sont les traces respectives de M et M,
5.a) Eerire en Seilab une fonction " function t=tr(A)" qui calcule la trace d'une matrice carrée A.
b) La fonetion " issym” sulvante permet de tester si une matrice carrée A de taille n donnée est symétrique,

(1) function b=imsym(n,A)

(2) b=%T; // affectation de la valeur booléenne True a la variable b,
(3) for i=1:n-1

(4) for j=i+l:n

(5) b=b & A(4,j)==A(],1)

(6) ond ;

(7) and ;

(8) endfunction

Préciser la signification de la ligne (5) du code et donner un exemple d'utilisation de la fonction " issym”
en indiquant les valeurs d'entrée ainsi que la valenr de sortie obtenue.
¢) La fonetion "erthoproj” suivante, dont une ligne de code est incompléte, permet de tester si, pour une

matrice carrée M de taille n donnée, il existe un réel o et un projecteur orthogonal p pour lesquels M est
la matrice de 'endomorphisme o p dans une base orthonormale, Cette fonction utilise les deux fonetions
précédentes (qumtinnﬂ 5.a) et 5.b)) et g'appule sur la eondition néeessaire et suffisante de la question 4.b).

(1) function b=orthoproj(n,M)

(2) A=ty (M)*M~2 ;

(3 Betr (M 2)#M;

(4) b=isaym(n, M) ;

(5) if b then

(6) far i=1:n

(7) for j=iin
(B} Bmsssass
(9 end ;

(10) end ;

(11)  end;

(12) endfunctien

Compléter la ligne (8) du code et donner les valeurs de sortie obtenues par application de cette fonetion
n 11 11
aux deux matrices ( 1 [}) ot (1 1 )

Les définitions et notations suivantes concernent les questions 6 & 9.

Pour tout vecteur & € E, on note X la matrice colonne de ses eoordonnées dans la base B,

Soit F = (51, 832, ..., %) une famille de k vecteurs de E et F' lo sous-espace vectoriel de E engendré par F.
On note S la matrice de M, ;(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, 51, 52,..., 5.

On rappelle que pp est le projecteur orthogonal d'image F.

6.a) Montrer que les deux matrices S et 'SS ont le méme rang.
b) Soit y € E. Montrer que y € F si et seulement si il existe une matrice Z € My (R) telle que Y = 5 2.
¢) Soit y € E. Montrer que y € FL si et seulement si la matrice colonne 'SY est nulle,
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d) Soit z € E et y = pr(z). Etablir I'existence d'une matrice Z € Mpa(R)telleque Y = S Z et 'SX = 1552,
¢) En déduire 'expression de la matrice de pr dans la base B en fonction de S lorsque la famille F est libre.

7. Soit M une matrice symétrique de My (R). On appelle inverse de Penrose-Moore de M toute matrice N
de My (R) qui vérifie les quatre propriétés snivantes :

MNM=M; NMN=N ; ‘{MN)=MN ; ‘(NM)=NM.
a) Etablir 'existence d'une matrice Q€ Mi(R) et de réels py, pg, ..., g qui vérifient la relation suivante

M = Q Diag(pr, p2, ..., m) Q.

b) On note h 'application de R dans R telle que : V1 € R, h(t) = {

définie par : M) = Q Diag(h(p1), h(pa), ..., hipr)) Q.
Montrer que M) est une inverse de Penrose-Moore de M,
¢) Soit N une inverse de Penrose-Moore de M.,
(1) Justifier les égalités : N = M'NN et M?N = M,
(ii) Soit I/ une matrice de M, (R). On suppose que M*U est nulle. Montrer que M U est nulle.
(##1) On pose : U = N = M), Justifier que M) est 1"unlgue Inverse de Penrose-Moore de M.

1/t sit#0

0 stm0" On note M) la matrice

8. On note (£65)() I'unique inverse de Penrose-Moore de la matrice 'S et on pose : P = § ('55)(7) 5.
a) Montrer que les matrices P et 5 ont le méme rang.
b) Justifier que P est la matrice de pp dans la base B et que son expression généralise la formule trouvée
duns la question 6.¢) lorsque la famille F est libre.

9, Exemple. On suppose que ; k= 2, 5, = (&), a3,...,an), 82 (1, 82,...,Ba), 1 # 0 et 'SS non inversible.
a) Etablir l'existence d'un réel 6 tel que pour tout i € [1,n], on a: g = f o
b) Déterminer une matrice carrée Q pour laquelle la matrice 'Q 'S SQ est diagonale.
¢) En déduire I'inverse de Penrose-Moore de la matrice 'S5,
d) Soit & = z1e1 + 232 + - - - + #pep un vecteur de E, Caleuler pr(x).

Partie IT1. Application probabiliste.

Dans eette partie, E = R™ et on suppose que toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires
considérés sont définis sur le méme espace probabilisé (2, A, P).
Pour tout entier d = 1, on dit qu'une variable aléatoire C suit la loi du khi-deus de paramétre d, notée x*(d),

v

C
si la variable aléatoire 7 suit la loi 'y( g) :

On appelle variable gaussienne toute variable aléatoire X qui suit une loi normale ou qui est certaine, et on
note sa loi G(u, 0?), ol p est V'espérance de X et o I'éeart-type de X.

Autrement dit, pour tout couple (i, &) € R x R, une variable aléatoive X suit la loi G(u, 07), soit

lorsque & = 0 et X suit la loi normale N (i1, 0?), soit lorsque o = 0 et P([X = p]) = 1.

10. Soit (g, @) € R x R} et soit Xy, X3,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de
T

2
méme loi normale Az, o%). Montrer que la variable aléatoire Z (%) suit 1a loi ¥?(n).
iml
Si Gy, Ga, ..., Gy sont des varinbles aléatoires réelles telles que pour tout a = (ay, as,...,a,) € R", la variable

T
aléatoire Z a; (I est une variable gaussienne centrée, alors on dit que le veeteur aléatoire (G, Gy, ..., Gy) est
imn}

un veeteur gaussien et on note G la matrice colonne de composantes Gy, Ga, ..., Gy,
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11. Soit (G4, Gy, ..., Gy) un vecteur gaussien, M une matrice de M, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy,) un vecteur aléatoire
tel que la matrice colonne H de composantes Hy, Ha, ..., H, vérifie : H = M 6.
a) Montrer que (Hy, Hs, ..., H,) est un vecteur gaussien.
b) Justifier que pour tout (4,7) € [1,n]? la variable aléatoire G; G; admet une espérance, notée E(G; G;).
On note alors A(G) la matriee de M, (R) définie par : A(G) = (E(G; G}))l‘u‘“ et on admet dans la suite

que la loi d'un vecteur gaussien (G, G, ..., Gy) est caractérisée par la matrice A(G),
Autrement dit, si (G, Gg,...,Gn) et (R, Ry, ..., Ry) sont deux veeteurs gaussiens vérifiant A(G) = A(R),
alors ils ont la méme loi, ¢'est-d-dire : V (21, 29,...,1,) € R", F(ﬂ G = :::,]) = P(ﬂ [Ri = ;f]),
iwl sl
12, On suppose que G, Gy, ..., Gy, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi
normiale N(I}, 1).
a) Montrer que (G, Gs, ..., Gy) @8t un vecteur gaussien. Déterminer A(G).
b) Soit @ une matrice orthogonale de My, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy,) un vecteur aléatoire tel que la matrice
colonne H de composantes Hy, Hy, ..., H, véifie : H = Q4.
Montrer que les variables aléatoives Hy, Hy, ..., H, sont mutuellement indépendantes et de méme loi
normale A(0, 1).
13. Solt (G4, Gy, ..., Gy) un vecteur gaussien dont les eomposantes Gy, Gg, ..., Gy sont mutuellement

indépendantes et de varianee égale 1.
Soit Py, Pa, ..., P, des matrices symétriques de My, (R) de rangs respectifs 7,79, ..., 7he

k k
On suppose que Z Pi= I, ot Zr; = 71,
iml i1

) Justifier que Py, Py, ..., Py, sont des matrices de projecteurs orthogonaux de R” dans la base canonigue
de R™ dont les images sont deux & denx orthogonales.

b) En déduire 'existence d'une matrice orthogonale Q de M, (R) pour laquelle chacune des
matrices QP'Q, QIA'Q, ..., QF'Q est diagonale,

¢) On suppose que r # 0. Montrer que la variable aléatoire 'GPy G suit a loi x2(r1).

d) Montrer que les variables aléatoires 'GP G, '*G PG, . .., "G PG sont mutuellement indépendantes.

14, Soit g et m deux entiers supérieurs ou égaux & 2 et (X, ;) 1gig, une famille de g=m variables aléatoires

<jam

mutuellement indépendantes et de méme loi normale A(0, 1),

1 q m 1 i
On pose : X = = Xi; et pour tout § € [1,m], Z; = = Xiq.
o QRTHEE J 5P j € [ym}, Z; QE '3
i T
a) Déterminer les lois respeetives des variables aléatoires X et E E(X X X}Q et établir Uindépendance
] jaml

de ces deux variables aléatoires.

q m T
b) Déterminer les lois respectives des variables aléatoires (Xiji=Z) et g Z; = X)? et établir
i i i
im] jml Jm=l

Uindépendance de ces deux variables aléatoires.
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Dang tout le probléme :
o pour tout entier naturel n, on note R, [X] Pespace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré
inférieur oun égal & n; .

n n
¢ on identifie le polyndme P = Z M X* de R,[X] avec la fonction polynomiale x — Z M, avee la
k=0 R0
convention 00 = 1;

"« on rappelle la formule de Stirling : nl est équivalent 4 n”e ™/27n lorsque V'entier n tend vers oo,

Le probléme o pour objet Uapprozimation d’une fonction réelle por des fonctions polynomiales.

Dans la partie I, on étudie le cas des polynomes de Bernatein. Les parties II et IIT sont consacrées auzx polynimes
d’interpolation de Lagrange.

Les parties I et 11T sont indépendanies de lo purtie L

Partie 1. Quelques propriétés des polynémes de Bernstein

Pour tout entier n € N* et tout entier k € [0,7n], on note B, le polyndme de R,[X] défini par :

n’ e
B0 = ()81 -0,
On pose pour tout k € [0, 7], Ax = X* et on note C,, = {Ag, Ay, ..., An) la base canonique de Ry, [X].
n
Soit T, lapplication définie sur Ry [X] telle que : VP € Ra[X], (Tu(P))(X) =Y P(%) Boi(X).
k=)
1. Dans cette question uniquement, on choisit n == 2.
a) Déterminer la matrice Ky de la famille (Bg,g, By 1, ngg) dans la base Ca.
b) En déduire que la famille (By 0, Ba,1, Ba,2) est une base de Ra[X].
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¢) Calenler Ts(Ao), Th(41) et To(Az); déterminer la matrice Ha de Th dans la base Ca.
Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres de Tb.
9. On revient au cas général ofi n est un entier supérieur ou égal 4 1.
8) Montrer que la fatille (By0, Ba,1, - - - Ban) ost libre; en déduire que cotte famille est une base de Rn[X].
b) Montrer que Papplication T, est un, antomprphisme de B, [X].
¢) Caleuler Tj,(Ag) et montrer que Tn(Ai) = Az
d} Montrer que pour tout k € [0, n], le degré du polynéme T, (Az) est égal & k.
Pour éablir ce résultat, on pourra utiliser la propriété suivante que lon ne demande pas de démontrer ;

Yke[0n - 1], (Tn(Ar))(X) = %X(l - X}(Tﬂ(A'k))’(X) 4 X (T (AR)) (X)

ott (Tn(Ag)) est le polynome dérivé de Tn(4k).
&) Pour tout & € [0,n], soit ay le coefficient de X* du polynéme Ty, (Ag). Calculer oy en fonction de k et n.
Tautomorphisme T}, est-il diagonalisable?
. L -
3. Soit £ une fonetion continue sur [0, 1]. On pose : ¥n & N* et Vz & [0, 1], fu(2) = Z f(-%)Bmk;(z).
. k=0
Soit z € [0, 1]. Soit (Q, A, P) 1. espace probabilisé et pour tout n € N*, soit Z,, une variable aléatoire définie

\ . . Z
aur cet espace suivant la loi binomiale de paramétres n et 2. Pour tout & N*, on pose | Zy, == —-;:3 .

2) Montrer que la suite de variables aléatoives (Zn)nz1 converge en prababilité vers le réel z.

b) Justifier 'existence de M = If%%’f | f1

¢) Soit £ un réel strictement positif. Pour tout n € N*, aoit Uy, Iévénement : Up = [lf(z’?n) - f'(z)\ > s].
On note 1y, la variable indicatrice de Pévénement U, et [, Pévénement contraire de U,.
Brablir Vinégalité : |f(Zn) — F(2)] € 2Mx 1y, +ex 15, .

d) Montrer que HEIE‘NE( #(Zx)) = f(2). En déduire que T Fulz) = f(5).

4.a) Compléter le code Scilab suivant afin quun appel & la fonction binom(n,z) renvoie une réalisation d'une
loi binomiale de pargmeétres n et 2. '
function Z=binom{(n,z)
2= van
éndfunction
b) Soit une fonction Seilad £ et tne variable z définies par :
function y=f{x)
if ¥==0 then y=0, else y=-x¥log(x),end
endfunctien
g A
Ou congidere le code Seilab suivant
p=100 ; N=1000
8=0
for k=i:N
8=8+f (binom{n,z) /n)
end
disp(8/0)
Cle code affiche une valeur approchée d'une certaine quantité. Laguelle ?
Cette valeur affichée est le résultat de la mise en ceuvre de certaines méthodes. Lesquelles 7
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Partie II. Les polyndmes d’interpolation de Lagrange

5. Soit n € N* et 20, %1, . .., Zn des réels deux b deux distincts. Soit & Papplication de Ry[X] dans R™T1
telle que : V P € Rn[X], ®(P) = (Plxo), P(z1), .- -, P(xﬂ)).
a) Montrer que I’application @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
b) On note (ep,€1,...,en) la base canonique de R™*! avec ey = (1,0,0,...,0), e1 =(0,1,0,...,0) ,......
et e, = (0,0,0,...,1). Pour tout i € [0,n], ou note L; le polynéme de R,,[X] tel que ®(L;) = e;.
X —ap
&Li— H;}; '

Montrer que pour tout i € [0,n], on a : L;(X) = H
ke[o,n}
ki

T
¢) Soit W I'application définie sur (Rn[X])? par : ¥ (P, Q) € (Ra [X])z, Y(P,Q) = Plar)Q(zr).
k=0

Vérifier que ¥ est un produit scalaire sur R, [X]. On munit alors R,[X] de ce preduit scalaire.

Montrer que (Lo, Ly, ..., Ln) est une base orthonormée de R,[X].
d) Expliciter la matrice A de passage de la base (Lo, Ly, ..., Lp) & la base canpnique C,, de R,[X].
) Soit f une fonction continue sur R & valeors réelles. .

Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique polyndme de R, [X], noté Py, vérifiant les relations :

Py(0) = F(zo), Ps(m1) = f(wr), ..., Pr{zn) = flwn). }
On dit que Py est le polyndéme d'interpolation de la fonction [ auz points xp,Z1,. .., %n. l
Exprimer Py dans la base (Lg, Ly, ..., Ly).

6. Soit zg, Z1, ..., Tn des réels appartenant & un intervalle [a,b] (a <b) telsque e Sz <y < -+ <Zp € b. |
Soit f une fonction de classe C™+! sur [a,b] et 7 un réel de [a,b] différent de xo, 1, ..., Tn.
On note Pr le polynéme d’interpolation de la fonction f aux points 2o, 21,...,2n et ¢y lo polynéme

n
d’interpolation de la fonction f aux points zg, %1, . .., Ty, T. On pose : w(X) = H(X — Tk
k=0
a) Etablir I’existence d'un réel § tel que pour tout ¢ € [a,b], ona: Qp(t) ~ Pr(t) = 8 x wlt).
b} 8oit h la fonction définie sur [a,b] par : Vit € [a,b], h(t) = f(t) — Qs(t).
Montrer que la fonction A s’annule en les (n + 2) points %, zg, 1, . .., n ¢t en déduire Pexistence d’un
véel 0 €]a,b|tel que h»+1(9) = 0.

¢) Etablir I"égalité : f(Z) — P(T) = < fD () x w ().

1
{n+ 1)

d) En déduire que pour tout ¢ € [a,b], on a: |f{t) — Pr(t)l _1 % |w(t)] x sup If(”"f"l)|.
(n + 1)¥ la,b}

Partie ITI, Exemple d’interpolation et phénoméne de Runge

Dans cette partie, on suppose que Uentier n appartient & N* et n'est plus fizd

2
Pour tout k € [0,n], on pose : zx, = ~1 - »«éﬁ

1
Pour tout n € N* et pour tout p > 0, on note Py, » le polynbme d’interpolation aux points Zom, Z1,ns- - Zon
de la fonction f,.

n
Pour tout n € N*, on pose : wn(X) = H(X.— Lk ,n)-
k=0 [

Pour tout xéel p > 0, on note f, la fonction définie sur R telle que : Vo € R, fo(x) =
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Cette partie se propose de mettre en évidence des conditions suffisantes de convergence de la suite (JF'J&,,q,,(:z:))ﬂn’>1
vers fo(z) pour x appartenant & un sntervaile I C R.

7.a) Justifier que la fonction f, est de classe > sur R.
b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout # € R, on a: | FM (@) =] £ (—)).
¢) Montrer que pour tout réel 2 vérifiant || < p, ona ————1—~—m+m£:-1m};ﬁ 4
) Moutrer que pour tout réel 2 - it < O C 42 e
8. Dans cefte question, on admet le résultat qui suit,
Pour tout k € N, soit Ay la fonction définie sur R par : Ap(t) =t°. Soit R un réel strictement positif,
Soit (ur)ren une suite réelle. On suppose que powr toul t€]—R, R, la série de terme général upxAp(t) est
comvergente ; on note p(t) sa somme. '

Alors, la fonetion @ est de classe C™ sur]~R, R[ etVi €1-R, RletVn e N*, ona: () = E_’u;@xA( Y).
k=0

2

Soit p > 0. On pose : Vg € ]~p, pl, v(z) = p mmz
.
p ;c p—l—sr:

b} Comparer pour tout n. € N* et pour tout 2 €]—p, g, [ (2} et [ ().

a) Déterminer les réels p et g pour lesquels on a : Yo &lp pl, v(z)=

¢) Montrer que pour tout = € =p, o[ et pour tout n € N*, on a: | f,g”) (#)] < ;15% [ ()]

d) On suppose que o > 1. Montrer que pour tout x € [~1,1] et pour tout n &€ N*, on a *

nl

\ lf( )(5{:)1 ( — 1)1145»1
9. Pour @ € [~1,1] avec & & {@o,n) E1,ns - - 11 Tnn}, 08 k Ventier de [0,n — 1] tel que & €| Tkn, ﬂ:k»[-;[,n,[

2 41 ) 1
2) Ftablir les inégalités : [wa(z)] < (%)" (ke + 1) (n— k) < (%)” % al.

b} A Paide de la formule de Stirling (rappelée dans le préambule du probléme), reontrer qu'il existe un
. N
entier ng tel que pour tout n > ng, on a pour tout z € [~1, 1] |unle)| € (E)
¢) Déduire des questions 6.d), 8.d) et 9.b) qu'une condition suffisante pour que nlﬁ:&m | fo() — Py, ()| == 0

- 2
pour tout z € [~1,1], est ’p>1+’é‘

1t N
10.8) On pose : ¥V p > 0, H{p) = 1 f In (£* + p*)di. A 'aide d’une intégration par parties, calouler H{p).
-1

Montrer que la fonction H est prolongeable par continuité en 0. On note encore H la fonction prolongée.
b) Montrer que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de R.p. sur un intervalle & déterminer.

¢) Montrer gu'il existe un unique réel po>0 tel que H{pg) =In2-1. Montrer que po <1 (on donne In2 = 0.693).

d) On note ¢ le nombre complexe de module 1 et d’argument g et |ip| le module du nombre complexe ip.

1. .
Vérifier que pour tout p > 0, on a : jwa(ip}| > 0. Montrer alors que HEI_EM Elnlwn.(ip)[ = H{(p).
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11. La fonction Arctan est codée dans le langape Scilab par atan,
Le programme suivant renvoie une valeur approchée d'un réel sq & 0.001 priw.
function z=G(x) ; ==(1/2)*(log((1+x~2)/4))+x*(atan(i/fx)) ; endfuncbion
n=0,26; v=1;
while {v-u)> 0.0Q1 do
if G(lutv) /2)> 0 then v={ntv)/2; and
if G((utv) /2)< 0 then u=(u+v)/2; end
if G((utv)/2)==0 then v={utv)/2; u=(u+v}/2; end
end
disp ((u+v)/2)
a) Quelle est la méthode mise en ceuvre dans ce programme ? Donner une équation vérifiée par s.
b) Comparer sg et py.
12. Pour tout n € N*, on pose : Sp(X) = 1 — (X2 + p*) P, . (X).
a) Montrer gue le polynéme w, divise le polynéme S,.

b) Montrer que le polyndme Py, est pair.
1
¢) Pour tout n & N*, on pose : gy, = 1 — - Exprimer |wy(y,)| en fonction de n.

Trouver un équivalent de |w.{y,)| lorsque n tend vers -+oc, de la forme %x a®, oli T et o sont des réels
strictement positifs que PPon déterminera.
d) On admet sans démonstration que : lim (1 |w,(ip)| — nH(p)) = 0.

Déduire de ce résultat admis et de 1a question 12.c), un équivalent de | wn (wn)

Dans les questions 18 et 14, on suppose que n est impair.

18.a) Montrer que w,{ip} € R* et exprimer S5, (X) en fonction de w,(X) et wy(ip).
b) En déduire que pour tout EL: €[-1,1],0n a: | fol®) — Py, nlz)| = fola)x l Wn(2 i) \
14. On suppose que 0 < p < po.
a) Déterminer lim [folyn) — P, (um)|-

b) En déduire que n_ljlfm [ﬁ'ﬁ] | fol) — Pf(,,n(iﬁ)[ = +o0 (phénoméne de Runge).
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Pappréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du passible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régie graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Hormis le résultat de lo question 12.b), la partie IV est indépendante du préliminaire et des parties I, IT el IT].
Préliminaire

+o0
1.a) Etablir pour tout entier naturel k, la convergence de U'intégrale / Lke_t2 dt.
0

Foa
On pose alors, 4g = f

+oo )
et dt et, pour tout entier £ > 1, A; = / tk et dt.
o 0

b} Calculer Ag, A; et As.

2. Déduire de la question 1.a) la convergence, pour tout x réel, des deux intégrales :

+oo Foo
f et cos(2zt)dt et / te= sin(2xt) dt.
0

{0

Partie 1. Calcul d'une fonction auxiliaire

On note F' et G respectivement, les fonctions définies sur R par :

+oo 2 +oo R
Yz eR, F(z) = / et cos(2zt)dt et Glz) = f te”" sin(2zt)dt.
0 0

Dans cette partie, on veut montrer d’une part, que la fonction F est dérivable sur R ef d’autre part, donner
& E 1 j

pour tout réel x, Uexpression de F(x).

3.a) A 'aide d’une formule de Taylor, établir pour tout réel u, inégalité : |sin(u)] < |ul.

. . . . . e s - w4+ A T T
b} Pour tous réels u et v, justifier la formule trigonométrique : cos(u) — cos(v) = 2 sin ( ) sin { 5 }
AY

¢} En déduire que la fonction F' est continue sur R.
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ul

4. a) Pour tout réel u, justifier & aide d’une formule de Taylor, Uinégalité : |u — sin(u)| < -
b) Pour tous réels z et h, établir Vinégalité -

toe : :
|F(z + h) - F(z) + 2h G(z)| < / et (| (2ht — sin(2ht)) sin(2z¢)| + (1 — cos(2ht))] cos(2xt)| ) di
0

R

{(On pourra admettre existence de I'intégrale du second membre, qui découle du préliminaire)

¢) En déduire I'existence d’une constante C > 0 telle que :

V{z,h) € R% |F(z +h) - Flz) + 2h G(z)| < CHE.

5.a) Justifier que la fonction F est dérivable sur R, ot exprimer sa fonction dérivée F” & I'aide de la fonction &,

b} En utilisant une intégration par parties, montrer que pour fout réel z, on a ; Flz) = -2z F(z).
VL

¢) En déduire que pour tout réel z, on a : Flz)= ‘e

2
Partie I1. Fonction de Dirichlet

6. Pour tout n € N, soit ¢, la fonction définie sur D = RY\{2km; k € Z} par:

. ( 1)

sinf{ {n+ <

ir 5 u
sin

VuED, plu) = — 2/
2sin ()
2
{ L'ensemble D ¢st 'ensemble des nombres récls qui ne sont pas des multiples de 2m)

a) Montrer que la fonction ¢, est continue sur D et prolongeable par continuité en 0.
b} En déduire que la fonction ,, admet un prolongement continu sur R.
On note encore ,, la fonction ainsi prolongée sur R.

¢) Montrer que la fonction ¢, est paire.

7. On note ¢ le nomhre complexe de module 1 et d’argument - -
N 2
a) Pour tout réel «, calculer la somme Zé”“" .
k=1
. 1
b} En déduire la relation : Yu € R, Z cos(ku) = o, {u) — 5
k=1

L

2w
¢} Pour tout n € N, calculer l'intégrale / o (1) du.
0

8. Soit 1 une fonction continue sur R ef, périodique de période T. Etablir pour tout réel z, égalité :

T T
/ P(u)du = f Yiu)du.
z i

Partie ITI. Formule sommatoire de Poisson

Dans cetie partie, on note 8 un réel strictement positif fixé et on considére la fonction [ définie sur R & valeurs

T ; ; s a2
réelles telle que : Yz € R, f(z) = e 02"

9.a; Montrer que pour tout réel z, les deux séries ) flz+2km) et E S{z — 2k ) sont convergentes.
‘ e

k21 k1
+oo +oo
On pose alors : Vz € R, H(z) = fle)+ > fle+2kn)+ }‘ fle = 2kn).
k=1 b=l
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On définit ainsi une fonction H sur R et on admel sans démonstration dans toute la suite du probléeme que
la fonction H est de classe C* sur R.

b} Préciser la parité de la fonction H et de sa fonction dérivée H',
10. Dans cetie gquestion, on noie 1 un entier naturel fixé.

Pour tout N € N*, soit Hy la fonction définie sur R par :

Yx € R, Hy{z) = f(z)+

=

N
fle+2km)+ ) fla - 2km).
k=1

k=1
) 27 2(N+1)7
a) Etablir 'égalité : Hy(z)cos(nz)dz = j f{u) cos(nu) du.
0 —2Nw
2w +oo
b) En déduire que 'on a: lim Hy(z) cos(nz)de = 2/ F{u) cos(nu) du.
N—= oo fg 3
_OQ o,
¢) Etablir pour tout réel x, I'inégalité : |H(x) — Hy{z)] €2 L e TR
k=N+1
d)} En déduire les égalités :
2w +oo '?r' TL?"
H{z)cos(nz)dz =2 ucosnud':/— e (__‘,
(@) costna)d =2 | f(wcos(mu)du =/ = exp (- T)

11. Seit = un réel appartenant au segment [0, 2 7).
2n
Pour tout n € N, on pose : a, = H(z)cos(nz)dz.
0
a) Pour tout NV € N*, établir I'égalité .

et 2w
ag +2 Z an cos{ne) = / H{u) x on{u-+z)du+ / H{u)w pp{u —x)du,
Jo Jo

n=1

ol la fonction wy a 6té définie dans la question 6.
b} En déduire 'égalité :

N

27 3
- Hv+z)+ H(v — x) . 1y
ag +2 % apcosinz) /0 ( > sin(0)2) ) x sin (N + 2)0 dv

n=1

¢) Justifier la continuité sur le segment [0, 2 7] de'la fonction K, définie par :
H{v+z)+ H(v~1z)~2H(2)
K (v)= 2 sin({v/2)

0 siv=0ouv=2x

siv €]0,2n]

d) A Paide de la question 7.c), établir I'égalité
2w

N
ag+2 X a, cos{nz) — 2w H{z) =

=1

K. (v) x sin ((N + %)’b) dv.

12.a) Soit g une fonction définie et de classe C! sur le segment [0, 1].
1
A T’aide d’une intégration par parties, montrer que I'intégrale / g(t)sin(At) dt tend vers 0 lorsque
0

le réel A tend vers +oo.

(S
-
h
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On admet plus généralement que si g est une fonction continue sur un segment [, 5] (o < 5}, alors :

A= oo

8
limn / glt)sin(Af)di = 0.
o

b) Etablir pour tout réel z € [0, 2 7] et pour tout réel # > 0, la relation (formule sommatoire de Poisson) :

“+oo

! L = nQ\ gz B{w+: 2 tﬁf g(x—2k7)?
—_ | -+ ex; (—- — lcos(nx) | =e %" e~ Het2kem)” ,—9(z—2km)"
Vo \ 2 Z_:] p{~17)cosnz) + ; kz_f

Partie I'V. Une application probabiliste de la formule sommatoire de Poisson

Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1.
Deux joueurs A et B lancent tour & tour unc piéce de monnaie.
Le jet de la piece donne «Pile» avec la probabilité p et «Face» avec la probabilité 1 — p.
Le vainqueur de la partie est le joueur qui obtient «Pile» le premnder, auquel cas la partie s'arréte.
Le premier lancer (de rang 1) est effectué par le joueur A.
Si la partie ne s’arréte pas avant, les trois lancers suivants {de rangs 2, 3 et 4) sont cffectués par le joueur B,
les cing suivants (de rangs 5, 6, 7, 8 et 9) par le joueur A, et ainsi de suite.
Apres chaque changement de main, le joueur qui reprend la main peut ainsi effectuer {au maximum) deux
lancers de plus que ceux que vient d’cffectuer Pautre joueur.
On suppose que les résultats des lancers successifs sont indépendants.
13.a) Compléter la fonction Scilab suivante qui simule une partie effectuée selon les régles précédentes et affiche
le vainqueur.
function v=jeu(p)

i=1;

v=1;

s=1;

=1

while rand{)> p

i=i+1;
J=j*1;

if j»s then v=-v; // changement de main

end ;
if v==1 then disp("A vaingueur"} ; else disp("B vainqueur") ;
end ;

endfunction
b) Que représente la valeur de 7 aprés 'exécution de la fonction «jeun?
¢) Préciser la signification de la variable v.
d) Compléter le code de la fonction «jeu» pour qu’elle affiche le nombre de lancers effectués par le joneur A.
e) Eerire un code Seilah permettant d’obtenir une valeur approchée de la probabilité que le vainqueur du jeu

soit le joueur A.
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14. On suppose que 'expérience aléatoire précédente est modélisée a 1'aide d’un espace probabilisé (Q,A, Pp). |
On note :
e X le nownbre de lancers effectués par le joueur A et I 'ensemble des rangs possibles de ses lancers 1,5,6,...;
e Y le nombre de lancers effectués par le joueur B et J 'ensemble des rangs possibles de ses lancers 2,3,4,...;
o H l'événcment aléatoire «le vainqueur est A n
e K 'événement aléatoire «le vainqueur est By.
a) Justifier que Pp(H U K} = 1 et identifier la loi de la variable aléatoire X + Y.
b) Montrer que : lim P,(H) = L.
p—1

15.a) Justifier que 'ensemble I est inclus dans la réunion U [4n® + 1,4n% 4 4n + 1].
nEN

o
N g 2 . . . .
b) Démontrer que : Pp(H) = L (1-p)* —(1 —p)41’2+4"+1). Donner une expression similaire pour P,{K).

=0
+oo . 1
16.a) En utilisant le résultat de la question 12.b), établir 'inégalité stricte suivante : Z(—l)” 1-p" > 3
n=0

b) Que peut-on en déduire concernant le jeu considéré 7

FIN
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d’'une régle graduée est autorisée.

St au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Le probléme comporte cinq parties.

Dans les trois premiéres parties, on étudie des propriétés usuelles des matrices *AA ot 4 € M,,(R).

Dans la quatriéme partie, on définit la racine carrée d’une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont
strictement positives, afin d’obtenir une décomposition d’une matrice 4 € GL,(R).

Dans la cinquieme partie, on applique ce qui précéde au calcul de la distance d’une matrice A4 € GL,(R) a
I"ensemble des matrices orthogonales de M, (R).

Dans tout le probléme :
e 1 désigne un entier supérieur ou égal a 2.

e By = (eq,...,e,) désigne la base canonique de R™.
n

eSiz = E z;e; est un vecteur de R™, on lui associe la matrice
i=1

I
X =
In
de ses coordonnées dans la base Bg.
e < | > estle produit scalaire canonique sur R™ et la norme euclidienne qui lui est associée est notée || ||.
e Si A € M, (R), A désigne sa transposée et tr A désigne sa trace.

e [, désigne la matrice unité de M, (R) et Id I’endomorphisme identité de R™ .
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e Endomorphisme adjoint Si A € M,(R) et si f est I’endomorphisme canoniquement associé a A, on
note f* I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice “A. On notera aussi sy = f* o f I’endomorphisme
canoniquement associé a la matrice ‘A A.

e Si A est un nombre réel, on définit

Ex(f) =Ker(f —Ald) et Ex(A) =Ker(A—AL,).

» Liste étendue des valeurs propres Lorsqu’une matrice A de M, (R) est diagonalisable, on appelle liste étendue
des valeurs propres de A, une liste de nombres réels oui chaque valeur propre A de A se trouve répétée dim E(A)
fois. Par exemple, la matrice

1
0
0

S RO
OO

admet (1,4, 4) pour liste étendue des valeurs propres.

e S(R™) (respectivement S, (R)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (R)).

e S*(R™) (respectivement S} (IR)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (R)) & valeurs propres positives ou nulles.

e On note O, (R) I’ensemble des matrices orthogonales de M, (R). Si P € M, (R), on rappelle que P est une
matrice orthogonale si P est inversible et si P~! = *P.

o Matrices définies par bloc Considérons r € [1,n — 1] et (4, B) € (M,L(IR))2 définies par

. AI A2 . Bl B2
A-—{A?) A4] et B~[B3 BJ’

(A1, B)) € (M.(R))? ; (A4, Ba) € (Mner(R))?,

et
2
(A2,B2) € (M +(R)® 3 (43, Bs) € (Morr(R))”.
On utilisera sans démonstration les égalités suivantes
AyBi + A2Bs A1Bz + AzBﬂ ot A= i:tAl tA3}

AB = {
A3By + AyBs A3By + A4By tAz tA4

Partie I - Un premier exemple

Soit a un réel différent de 1 et

l—a|a -—a

1 _
A= {1 1]€M2(R).
1) Quel est le rang de A ? Calculer A?. Que peut-on dire de I’endomorphisme f canoniquement associé a A ?
Est-ce un endomorphisme diagonalisable ? Quels sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de f ?

2) Calculer M = *AA. La matrice M est-elle diagonalisable ? Comparer Ker f et Ker(sy). Quels sont les valeurs
propres et les sous-espaces propres de s¢ ?

3) A quelle condition nécessaire et suffisante, M est-elle 1a matrice d'un projecteur ?
Partie II - Généralités
4) Produit scalaire sur M, (R)
a - Soit
A=[as] oenn & 0T [bs] (L)€l n)?
deux matrices de M, (R). Donner I’expression de tr(*AB) en fonction des coefficients de A et de B.

b - Montrer que 1’application (4, B) — tr(* AB) est un produit scalaire sur M, (R).
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Dans la suite du probléme, on notera

(A|B)=tr(*AB) et [|Al, = /tr(*AA)

la norme euclidienne associée.

¢ - Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que
VA € M,(R), tr A? < tr(*A4).

Montrer également que )

tr A’ =tr(*44) & AecS,(R).

Dans la suite, A € M, (R) et f est toujours I’endomorphisme canoniquement associé & A.
5) Caractérisation de la matrice de f* en base orthonormée

Soit B' = (ef,...,e},) une base orthonormée de R™, on note P la matrice de passage de By vers B’ et A’ la
matrice de f dans la base B’.

a - Rappeler la relation liant A et A’
b - Rappeler pourquoi P est une matrice orthogonale.
c - En déduire que *A’ est la matrice de f* dans la base B’.
6) Réduction de s¢
a - Vérifier que, pour tout X € M, ;(R),* X (*44)X = ||AX|?2.
b - Montrer que Ker f = Ker(sy) etrg(sf) =r1g f.
¢ - Vérifier que s¢ est un endomorphisme symétrique de R™.
d - Montrer que les valeurs propres de sy sont positives ou nulles.

Onnote r = rg f et on suppose pour la fin de la question 6) que 1 <7 < n — 1.

e - Justifier qu’il existe une base orthonormée C' = (g4, ..., ,,...€,) de R™ dans laquelle la matrice de sy est
de la forme
D Onn—r
On—rw OnAﬁn~r ’
ol D est une matrice diagonale d’ordre r dont les éléments diagonaux A, ..., A\, sont strictement positifs et

ol O nr,0pn_r; et Op_r n—r sont des matrices dont tous les coefficients sont nuls.

f- Montrer que la matrice de f dans la base C est de la forme

Mato() = [ 4 e .

On—nn~r

ot Ay € M (R) et Az € M,_, (R). Vérifier que "A; A; + ‘4345 = D.
7) Etude des valeurs propres de A*A
On note 77 = f o f* I’endomorphisme canoniquement associé 4 AA.
a - Montrer que Tg(sy) = Tg(75) et dim(Ker(sy)) = dim(Ker(7¢)).
b- Soit A une valeur propre strictement positive de s et = un vecteur propre associé. Vérifier que A est une valeur

propre de 7; et que f(x) en est un vecteur propre associé. Montrer alors que

dim(Ex(sy)) < dim(Ex(7y)).
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¢ - Montrer que 75 est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu’il posséde exactement
les mémes valeurs propres que sy et que, pour chacune de ces valeurs propres A, on a

dim(EA(sf)) = dim(E)\(Tf)).

d - En déduire enfin qu’il existe Q € O, (R) telle que A'A = Q(*AA)Q.
8) Une inégalité

Dans cette question, on note
V={(z1,...,2n) €[0,+c0[*} et U={(z1,...,2,) €]0,+o0[*},

et ¢ I’application de R™ dans R définie par

k(3
©:(z1,...,Zn) — Hmi‘
i=1

On admet que V est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R™.

a - Montrer que
W:{(wl,...,xn)EV ]a:1—|—~--+:z:n:1}

est une partie fermée bornée de R™.
b - En déduire que ¢ admet un maximum global noté M sur W.
¢ - Calculer (21, ..., z,) lorsque (z1,...,2,) E VN U.
d - En déduire que M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte z1 + - - + x5, = 1.
e - Déterminer alors la valeur du maximum M et préciser en quel vecteur de U il est atteint.

f - Soit § € S, (R). On suppose que les valeurs propres de S sont positives ou nulles et on note (1, ..., fin)
une liste étendue des valeurs propres de S. Déduire de ce qui précede que

Eﬂi < (%) .

Dans quel cas a-t-on égalité dans cette inégalité ?

g - Dans cette question, on note (Ar,...,\,) une liste étendue des valeurs propres de ‘AA. On définit
I’application A sur R par

vz € R, Alz) = H(x + A).
i=1
Montrer alors que pour tout réel z > 0,

<tr(xln+tAA)>n B (nx+/\1 +---+/\n>”'

n n

Alz) €

Partie I - Etude de deux cas particuliers

Dans cette partie encore, A € M, (R) et f est toujours |’endomorphisme canoniquement associé a A.
9) On suppose dans cette question que f est un projecteur de rang v € [1,n — 1].

a - Montrer que la trace de toute matrice représentant I’endomorphisme f estr.
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b - On reprend les notations de la question 6) selon lesquelles

Mato(f) = |41 o0 ).

On—rin—r

Vérifier que A? = A; et que tr(A;) = r, et en déduire la matrice A, .
c - Montrer alors que les valeurs propres non nulles de YA A sont supérieures ou égales a 1 et que tr(*AA4) > r.
d - Quels sont les projecteurs orthogonaux pour lesquels tr(fAA) = r ?

10) On suppose dans cette question que [ est une symétrie, c’est-d-dire f2 = 1d.
a. Justifier que *A A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et de “A.

b - Montrer que si A est une valeur propre de *AA, alors 1/ est aussi une valeur propre de A4 et que

dimE,(*AA) = dim Ei/a("AA).
¢ - Vérifier que pour tout z réel strictement positif on a

1
z+—-22
x
puis établir I’équivalence logique

1
r+—=2 & z=1.
T

d-Onnote (A1, ..., \,) une liste étendue des valeurs propres de ‘AA. Montrer que
n
[Ta+x) =2~
i=1

n

e - Quelles sont les matrices pour lesquelles H(l + ;) = 2™ ? Montrer que cette égalité correspond au cas oil f
i=1
est une symétrie orthogonale, ce qui signifie que les sous-espaces Eq(f) et E_;(f) sont orthogonaux.

Partie IV - Décomposition polaire

Dans cette partie encore, A € M, (R), f est toujours I’endomorphisme canoniquement associé a A et on suppose
de plus que A est inversible.

11) Montrer qu’il existe une base orthonormée C' = (g1, ..., &, ) et n réels strictement positifs Ay, ..., \,, tels que
Vi€ [1,n], sg(ei) = Mgy,

et on pose alors

Vi € [[].,Tlﬂ, ’U(Ei) = 1/ \; &;.
Montrer que 1’on définit ainsi un endomorphisme v de R™ tel que v € S*(R™) et v? = s5.
12) Soit w un endomorphisme de R™ tel que w € S*(R™) et w? = s5.

Montrer que, pour toute valeur propre u de w,ona E,(w) C E,2(sy), et montrer ensuite que
Eu(w) = Ealsy) et Sp(w)={VX | re Sp(sf)}.

13) En déduire qu’il existe un unique endomorphisme v de R™ tel que v € S*(R™) et v? = s et que, dans toute
base orthonormée de vecteurs propres de s, la matrice de v est diagonale.
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14) En déduire qu’il existe une unique matrice notée v'*A A appartenant a S;; (R) telle que (v 75AA)2 =t4A.
15} Vérifier que la matrice A(\/ tAA) “est orthogonale. Montrer alors qu’il existe un unique couple

(2,5) € On(R) x 5, (R)
tel que A = Q.5 C’est ce que I’on appelle la décomposition polaire de A.

Partie V - Application a la distance d’une matrice inversible a Pensemble O,,(R)

Dans cette partie, A est une matrice inversible de M, (R). Soit M € GL,(R). On note d(M) la distance de M
a Oy (R), c’est-a-dire
dM)= inf ||M-V|,.
Ve, (R)
16) Justifier que d(M) est bien définie.
17) Soit R € O,(R). Montrer que
YN € Mn(R),  [[RN|; = |NR[, = [ N]..

Montrer que les applications V — VR™! et V > R~V sont des bijections de O,,(R) sur lui-méme. En déduire

que
d(M) = d(RM) = d(MR).

18) On note A = §2.5 la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale D a éléments diagonaux
strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que
S = PD'P.
Vérifier que d(A) = d(D).
19) Soit V € O,(R). On note
W=+ ),

et v 'endomorphisme canoniquement associé a V.

a - Justifier que W est diagonalisable. On note w I’endomorphisme canoniquement associé & W'

b-Soitz € R™. Veérifier que < w(z) | £ > = < v(z) | = > et que ||v(z)| = ||z||. En déduire que

|[<w(z)|z>|< |z et <z—w)|z>20.
¢ - Montrer alors que les valeurs propres de I, — W sont positives ou nulles.

d-Onnote W = |w;; Montrer aussi que, pour tout ¢ € [1,n],1 —w; > 0.
J q p ’

(h3)ell,n]?
e - Montrer que, pour tout 7 € [1,n],onawy; = 1 si, et seulement si, W = I,,.
20) On conserve les notations des questions 18) et 19).
a - Montrer que
ID=VI; =D~ Ll =2(l, ~V|D)=2(L,-W |D).

b - En déduire que
1D =VI; =D - L]; > 0.

¢ - Montrer alors que
d(A) =D = Lnll. = [V'AA — Ly]ls,

et montrer aussi que [, est I'unique élément V de O, (R) tel que d(A4) = ||D — V.
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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des

raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est

interdite. Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa

copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Les équations étudiées dans ce probléme sont utilisées en sciences sociales et en théorie dynamique des
jeuz pour décrire des processus influencés par un facteur d’imitation.

Les quatre parties du probléme sont largement indépendantes.

Partie I : résolution d’une équation différentielle scalaire

Dans cette partie,  désigne un nombre réel, et on détermine les fonctions f & valeurs dans |0, 1],
définies et dérivables sur R, qui vérifient :

VteR, f£&)=r(f®)’(1-10) . (1)

1. On note u l'application définie sur R \ {0, 1} par :

e—l/t (2)

VieR\ {0,1, u(t)zlit

a) Justifier que la limite & droite de la fonction u en 0 est nulle. Quelle est la limite &
gauche de la fonction v en 07
b) Démontrer qu'il existe un polynéme P, que l’on précisera, tel que :

vt e R\ {01}, v'(t) = —]%ae‘l/t .

c) Dresser le tableau de variations de la fonction u et donner lallure de sa représentation
graphique dans un repére orthonormé.
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2. Soit ¢ Papplication de [0, 1] dans Ry définie par :

= {30 e

a) Justifier que I’application ¢ est bijective.

b) L’application ¢ est-elle de classe C! sur [0,1]?
¢) L’application ¢~ est-elle de classe C! sur Ry ?

d) Donner un script Scilab fournissant une représentation graphique de 1.

3. a) Démontrer que, pour toute fonction f de classe C' sur R, & valeurs dans 0,1, la
fonction composée Ino o f est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée & laide de f et de f.

b) Démontrer que, pour tout réel a €]0, 1[, 'unique fonction f définie et dérivable sur IR,
4 valeurs dans |0, 1] vérifiant (1) et f(0) = a est la fonction f, donnée par :

VieR, f[,(t) =9 "(p(a)e™) (4)

4. Dans cette question, T est supposé strictement positif et a est un élément de 10, 1[.
a) Démontrer que la fonction f, est monotone. Quelles en sont les limites en —co et +00?
b) Donner une expression de la dérivée seconde f” & l'aide de f! et f,. En déduire que la
courbe représentative de f, admet un unique point d’inflexion.
¢) Trouver I’ensemble de ces points d’inflexion lorsque a décrit V'intervalle ]0, 1[. Que peut-
on dire des tangentes aux courbes représentatives des fonctions f, en ces points ?

Partie II : étude d’une fonction de deux variables

Dans cette partie, on considére la fonction K définie sur 'ouvert |0, 1[x]0, 1] de R? par :

Y(o,y) €0,1X0,1 K@) ==(3)+(1-2) In (3 =) (5)

5. a) Justifier que K est de classe C? sur |0, 1[x]0, 1[.
b) Calculer la dérivée partielle 0z(K).
¢) Etudier le signe de 2(K) et en déduire que la fonction K admet un minimum global,
égal 4 0.
d) La fonction K est-elle majorée?

6. Pour tout (z,y) €]0,1[x]0, 1], on note g, ., 1a forme quadratique associée a la matrice hessienne V3(K)(z,y)-

a) Calculer les dérivées partielles d’ordre deux de K.
b) Justifier, pour tout (x,y) €]0,1[x]0, 1], I'inégalité : g, ,(1,0) > 4.

z=(y,9)

7. Pour un élément (z,y) de ]0,1[x]0, 1[, on note :
W= (‘T - y70)

a) En utilisant une formule de Taylor, établir I’égalité :

Tl ) — /O (L=, (w)d.

b) En déduire l’inégalité :
K(z,y) 2 2(z - y)? (6)
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8.

a) Ecrire un script Scilab permettant de donner une représentation graphique de la fonction K.
b) La figure suivante représente des lignes de niveau de la fonction K.

Chaque ligne de niveau présente un centre de symétrie. Lequel et pourquoi?

Partie III : divergence de Kullback

Dans cette partie, Q* et Q désignent deux probabilités distinctes sur 1’espace probabilisable (]N, 'P(]N))
telles que :

vneN, Q*({n})Q({n})>0.

Pour toute variable aléatoire X sur (N, P(N)), on note :

i Q" (X ==z])
d(X) = Q([X =z]) In (7)
zE;]N) ( Q([X = :E]) )

sous réserve que cette somme ait un sens.

9.

10.

Un exemple

Dans cette question (et seulement dans cette question), A* et X sont deux réels strictement
positifs distincts, et on suppose que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A*
pour la probabilité Q*, la loi de Poisson de paramétre A pour la probabilité Q.

a) Justifier 'existence de d(X) et vérifier I’égalité :

d(X)=—-2"In (/\i) LA

*

b) Préciser le signe de d(X) et prouver que d(X) est négligeable devant A — A* lorsque A
tend vers A*.

Dans cette question, 1 désigne une fonction & valeurs réelles, de classe C? et convexe sur |0, +00].
Soit U une variable aléatoire discréte strictement positive, définie sur un espace probabilisé (2, A, P).
On suppose que les deux variables aléatoires U et 1 (U) admettent chacune une espérance.

a) Justifier que espérance E(U) est strictement positive.
b) Pour tout z > 0, comparer les deux nombres 9(z) — ¢ (E(U)) et ¢/ (E(U)) (z— E(U)).
c¢) En déduire l'inégalité :

Y(BE(U)) < E(y(U)) (8)

d) En utilisant la concavité de la fonction In et 'inégalité (8), démontrer que, lorsqu’il
existe, le réel d(X) est positif ou nul.
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Dans les questions 11 et 12, on suppose que ’ensemble X (IN) est fini.

11. Soit g une application de X (IN) dans R. On note Y la variable aléatoire sur (N, P(IN)) définie
par :
VneN, Y(n)=g(X(n)).

a) Pour tout y € Y(IN), on note g~ ({y}) 'ensemble des réels z € X (N) tels que g(z) = y.
Etablir I’égalité :

UxX)=d¥)+ Y (=4 > QX =2l (G

b =Dy
YEY (N) z€g—({y}) Qp—y (X =2])

b) En déduire 'inégalité :
d(X) >d(Y) .
12. Soit B I’ensemble des réels z € X (IN) pour lesquels Q([X = z]) est inférieur ou égal & Q*([X = z]).

a) Justifier que Q*([X € B]) et Q([X € B]) sont strictement compris entre 0 et 1, et
démontrer que :

2 2
> le(x =z)-Q (X =1)|) =4(QUX € B)-Q (X €B)) .
zeX(N)
b) Vérifier que, si Y est la variable aléatoire sur (]N,’P(JN)) définie par :
Vne N, Y(n) = {(1) znfrfn) eB

alors d(Y) = K(Q*([X € B]),Q([X € B])), ot K est la fonction de deux variables définie dans
la partie II par (5).
c) Déduire des résultats précédents l'inégalité :

a2 1( Y lex=-x=a)|) ©)

zeX(N)

Partie IV : trajectoires d’une équation différentielle vectorielle.

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement asymptotique de fonctions qui vérifient une équation
qui généralise (1), dans un contexte multidimensionnel.

Pour un entier n donné, supérieur ou égal & 2, on note (e, €2, - - ., €,) la base canonique de R™ et (, )
le produit scalaire usuel sur R™, pour lequel la base (e, e, ..., en) est orthonormée.

On considére une matrice carrée R € M, (RR) et une application f : ¢ — (f1(2), f2(t), ..., fn(t)) de R
dans IR™, dont les composantes fi, fo,. .., fn sont des fonctions dérivables sur R qui vérifient :

> f(0)=1
vie [Ln], fi(0) >0
Vie ﬂlan]]7 vt e R, f{(t)z <€i_f(t)7Rf(t)> fz(t)

(10)

fi(t)
f2(2)

ot Rf(t) est le vecteur de R™ dont la matrice-colonne dans la base canonique est R x
fn(t)
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13. Soit v une fonction continue sur IR, & valeurs réelles et V' une primitive de v sur RR.
On considére une fonction y : ¢t — y(¢) définie et dérivable sur IR vérifiant :

ViteR, y' () =v®)y() .

a) Calculer la dérivée de la fonction ¢ +— y(t) e~V ®.

b) En déduire que si y(0) est nul, alors y(¢) est nul pour tout ¢ € R. Que peut-on dire du
signe de la fonction y si y(0) n’est pas nul ?

n
14. a) En appliquant ce qui précéde & la fonction y: ¢ — 1 — Z fi(2), justifier que :

=1

VieR, » fil)=1.

=1

b) Justifier que, pour tout réel ¢ et tout entier 7 € [1,n], f;(¢) est strictement positif.

On note :
n
= {(xl,mg,...,xn) € (]R_l_)n / sz == 1}
i=1 (11)
T*=TnMRL"
On suppose désormais qu’il existe un vecteur z* = (z§,z5,...,2%) € T* tel que :
Vze T\{z*}, {(z*—=z,Rz)>0 (12)
z1
Z2
ot Rz est le vecteur de IR™ dont la matrice-colonne dans la base canonique est R x
Tn
On note H la fonction définie sur 'ouvert ]0, 1[™ de R™ par :
V& = (21,22,...,2,) €]0,1[*, H(z) :Z;cc;f ln(—é—) (13)
=

15. a) En utilisant le résultat de la question 12, justifier que :
1/ o\ 2
vteR, H(f®) 25 (Zm(t) —xi]> :
=1
b) Justifier que la fonction composée H o f est de classe C? et exprimer sa dérivée a 'aide

de f, R et z*.

¢) En déduire que H o f admet une limite en 400, que ’on notera £.

16. Pour tout = € T, établir les inégalités :

n

HE <> 5 67 -2 < - (Sw—ar) "

min{$17 T2,--s mn} i=1
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17. On suppose dans cette question qu’il existe un réel strictement positif c tel que :
VtEIR-H Vie l[lan]]a fz(t)ZC (14)

a) Etablir, pour tout ¢ € R, I'inégalité :

S U0 — a1 2 P42
=1

b) Justifier que, pour tout réel strictement positif p, il existe g > 0 tel que :
Vz €T, ((:c—:r"‘,x—m*) zp) = ((:c* — z,Rz) > q) .

c) En raisonnant par ’absurde, montrer que la limite £ de H o f en 4oco est nulle et en

déduire que :
Vie [1,n], t_lgl_loo fit) ==z .

18. Un exemple

On note U la matrice-colonne de M, 1(R) dont tous les coefficients sont égaux & 1.

On suppose que
R=X+A (15)

ol A est un nombre réel strictement négatif, I la matrice-identité de M, (R) et A une matrice
antisymétrique de M, (R) telle que :
AU =0 (16)

1
a) Justifier que le vecteur z* = - (e1 +ex+ -+ ey) vérifie (12).
b) Démontrer que la fonction ¢ — f1(€) f2(t) ... fn(t) est croissante.

1
c) Justifier que, pour tout ¢ € [1,n], fi(t) tend vers - quand ¢ tend vers +oo.
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copie et poursulvra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené & prendre.

Ce probleme étudie la transformée de Fourier discréte des vecteurs de C” o I’entier n est une
puissance de 2. Dans la premiére partie, on découvre la matrice de Fourier-Vandermonde. Dans la
seconde, on utilise les résultats obtenus pour les matrices circulantes et, dans la troisi¢me partie, on
s’intéresse 2 un algorithme d’obtention de la transformée de Fourier discréte que I’on applique ensuite
au calcul d’un produit de convolution.

..

Dans tout le probléme :

o N désigne un entier supérieur ou égal & 1 et n=2".
2in 2\ .. (2=
e On note ®, le nombre complexe e» = cos "y +isin - )

e Siz=Re(z)+iIm(z) est un nombre complexe, on note son conjugué z = Re(z) — iIm(z).
2in

Ainsi, 0, =e” n .

n—1
o B, = (eo,e1,...,e,_1) est la base canonique de C” et ey est le vecteur ex = » _ e.
k=0
n—1
o Six= (x0,X1,-..,%:—1) = »_ xxex € C", on pourra identifier x et la matrice colonne
k=0
X0
X1 ,
X=1| _ | desescoordonnées dans la base %,.
Xn—1
Tournez la page S.V.P.
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. X1 —
e SiX=} _ |,onnoteX =

SiM = (mi,j); jyefon-1]p € #n(C), on note M la matrice M = (m; ;)i jycfon—1]2 € #n(C)-

On utilisera sans démonstration la formule MX =M X.

n—1
e Six= ) Xze, on remarquera que :

k=0

n—1 )
-
> lul* = (X)X
k=0
ol ’X est la matrice ligne (}5 % re xn—l)-

e Si A est une valeur propre d’un endomorphisme g de C”, on note E; (g) = Ker(g — Aidcn)
I’espace propre associé a la valeur propre A.

e Un sous-espace vectoriel G de C" est dit stable par un endomorphisme g de C” si, pour tout

x€G,gx) €aG.
GG - . . .

On note alors gig ) . On utilisera sans démonstration le fait que g|; est un endomor-
x—gx

phisme de G.

Cet endomorphisme g est appelé endomorphisme de G induit par g.
On s’intéresse, dans ce probléme, a 1’étude de I’application :
n—1 n—1 /n—1 )
Fiix=) _xer ) Za)ﬁij ex
k=0 k=0 \ j=0

On acceptera sans le démontrer que F, est un endomorphisme de C”.
On notera A, la matrice de F, dans la base %,,; on a donc A, = (@}’ ), jyefon—-11z € Hn(C).

1 1 1 1

1 o, o - o
A=|1 @ ot . XY
2

ot we g

(on prendra bien garde que dans tout le probleme, les indexations des coefficients de vecteurs et de
matrices sont réalisées a I’aide de 1’ensemble d’entiers [0,n — 1])

Partie I - Premiéres propriétés de I’application F,
1. Préliminaires :
(a) Que vaut @’ ? Et plus généralement, que vaut (@%)" pour k € Z?

Montrer que : V(k, k') € [0,n—1]% k # K = of # of.
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n—1
Justifier alors la factorisation dans C[X] : X" — 1 = [ (X — &f).
k=0

n—1 . .
. n  sisestun multiple de n
(b) Soits € Z; montrer que » @, = _ P )
s 0 sinon

2. Cas particuliern=2:
(a) Expliciter la matrice A;. Est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.
(b) A, est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer ses valeurs propres et une base de vecteurs
propres.
3. Cas particuliern =4 :
(a) Expliciter la matrice A4 et calculer la matrice A4A4. En déduire que Ay est inversible et
donner son inverse.
(b) Calculer la matrice AZ puis A%. En déduire un polynéme annulateur non nul de A4.
(c) Quelles sont les valeurs propres possibles de A4 ?
(d) On note P = vect(ey, ex) ; montrer que P est stable par Fj.
Ecrire la matrice C; de 1’endomorphisme induit Fy)p dans la base (e, ex) de P.
Déterminer les valeurs propres de Cy4 ainsi qu’une base de vecteurs propres de Cy.
En déduire que 2 et —2 sont valeurs propres de F4 et déterminer des vecteurs propres de
Fy associés a ces deux valeurs propres.
(e) Calculer Fy(eg + e2) ainsi que Fy(e; —e3).
En déduire le spectre de Fy ainsi que ses espaces propres. Fy est-il diagonalisable ?

4. Exemples de transformées de Fourier discrétes 1

n—1
Soientx = Y xyer € C" ety = Fp(x) = Z Vkek-
k=0 k=0

(a) Déterminer y dans les trois cas suivants :

n—1
i x=ex=) e
k=0

n—1
ii. x=13 a“e; ola € Ctel que |a| # 1.
=0
n—1
-1
iii. x:g:%(nk )ek.

(b) On suppose que pour tout k € [0,n— 1], x, € R.
Montrer que pour tout k € [1,n— 1], yx = yn—-
5. Inversibilité de A, dans le cas général et formule de Parseval :
(a) Calculer la matrice A, A,,.
Justifier alors que A, est inversible et préciser A; L.
(b) Justifier que F;, est inversible et préciser F, L.
(c) Montrer que pour tout X € .4, 1(C), n(X)X ="(A,X)A,X.

n—1 n—1|n—1
s kj
(d) En déduire la formule de Parseval : pour toutx = » _xger, >, > © ij = E |xk|2.
k=0 k=0 | j=0
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6. Valeurs propres de 4, :

(a) Soit A € C, une valeur propre de A, ; montrer que [A| = /n
(on pourra utiliser la question 5. (c)).
(b) Montrer que la matrice A2 est la matrice de terme général by ; ou (k, j) € [0,n — 1] tel
que :
boo=n bypr=npourk € [1,n—1] et b ;=0sinon

n 0 - .o 0

0O --- 0 0 n
Autrement dit, A2 =

0 0

0 n O 0

(c) Préciser alors A%
En déduire un polyndme annulateur non nul de A, et les valeurs propres possibles de A,,.

7. Construction de vecteurs propres de F, :
on suppose dans cette question que n > 8.

nl 2k7 =l okm
On note ego5 = Z cos (—) ey et egp = Z sin (m) €.
k=0 n k=0 n
(a) Calculer F,(e; +e,—1) et F,,(e; — e,—1) en fonction des vecteurs ecos €t egip.

(b) On note G, 1’endomorphisme canoniquement associé a A2,
Préciser G,(e; +en—1) et Gu(e1 — en—1) et en déduire que :

n n
Fn(ecos) = —(61 +en—1) et Fn(esin) =1 _(el - en-l)
2 2

(c) On note Q = vect(e} + e,—1,€cos)-
Vérifier que Q est de dimension 2 et montrer que Q est stable par F,.
Quelle est la matrice de I’endomorphisme induit Fp|g dans la base (e1+en—1,€c0s) de Q7
Déterminer les valeurs propres ainsi qu’une base de vecteurs propres de cette matrice.
En déduire que /n et —\/n sont valeurs propres de F;, et déterminer des vecteurs propres
de F,, associés a ces deux valeurs propres.

(d) Procéder de la méme facon avec R = vect(e; — e,—1, €sin)-

(e) En déduire les valeurs propres de F;,.

Partie II - Lien avec les matrices circulantes

Soit a = (ag,ai,...,a,—1) € C"; on appelle matrice circulante associée 4 a et on note C(a) la ma-
trice :

ap ai ap e an—1
an—1 ap ai tr an—-2
Cla)= a5 dag " : € M,(C)
: . . &
ai Tt Gp2 4yl Qo
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On note en particulier, J, = C(0,1,0,0,...,0) =

0
10 - 0

S = O

(C’est-a-dire a; =l eta; =0si j# 1).
On note @, ’endomorphisme de C" dont la matrice dans la base %, est J,.
Enfin, on note Circ,(C) I’ensemble des matrices circulantes de .#,(C).

8. Puissances successives de J, :

(a) Pour tout j € [0,n — 1], déterminer @, (e;), puis ¢Z(e;) et en déduire la matrice J2.
(b) Soit k € [1,n— 1]. Montrer que :

Vielkn—1] @5lej)=ejx et Vji€[0,k—1] @f(e;)=enit;

(c) Enfin, pour tout j € [0,n— 1], calculer ¢} (e;).
Que vaut @)} ?
(d) Déduire de ce qui précéde 1’expression des matrices JX pour k € [1,7].

9. Réduction de J,, :

(a) Déduire de la question 8., les valeurs propres possibles de J,.
(b) Montrer que pour tout k € [0,n— 1], F,(ex) est vecteur propre de ¢, pour la valeur propre
ok.
(c) Donner alors tous les sous-espaces propres de ¢,.
En déduire que J, est diagonalisable dans .#,(C) et que J, = %AnDnA_n ou D, est la
matrice diagonale de taille » dont les coefficients diagonaux sont les complexes a),’ﬁ ol
ke 0,n—1].
10. Structure de Circ,(C) :
(a) Justifier que Circ,(C) est un sous-espace vectoriel de .#,(C).
En donner une base et la dimension.

(b) Montrer que Circ,(C) est stable pour la multiplication.

11. Réduction des matrices circulantes :
Soit a = (agp,ay,...,a,—1) € C" et C(a) la matrice circulante associée.

n—1

(a) Vérifier que C(a) = > aJ¥.
k=0

(b) Montrer alors que C(a) est diagonalisable dans .#;,(C) et préciser ses valeurs propres.

(c) Exemple : soit @ = (0,1,0,0,...,0,1) € C", c’est-a-dire :
o =0, 1=1 € o;=0 sii#leti;én—l

On note S, = C().
Quelles sont les valeurs propres de S, ?
La matrice S, est-elle inversible ?
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12. Caractérisation des matrices circulantes :

On se propose dans cette question, de montrer que Circ,(C) est ’ensemble des matrices qui
commutent avec J,,. On note Q = {M € #,(C) | J,M =MJ,}.

(a) Vérifier que Circ,(C) C Q.

Dans la suite de cette question, on considére une matrice M € .#,(C) vérifiant J, M =M J,,
et on note g I’endomorphisme de C” dont la matrice dans la base canonique de C" est M.

(b) Montrer que pour tout k € [0,n— 1], il existe A € C tel que g(F,, (ek)) = MFn(er).
-

(c) En déduire une explicitation simple de —A, M A,.
n

(d) Démontrer que K est un sous-espace vectoriel de .#,(C) de dimension 7, et que Q est
égal a Circ,(C).

Partie III - Construction algorithmique

13. Algorithme de calcul de Fy(x) :
algorithme de Cooley-Tukey ou algorithme «papillon».
On rappelle que I’entier 7 est égal 2 2V avec N entier supérieur ou égal 2 1.

On se propose dans cette question, de construire un algorithme de calcul de F,(x), pour un
n—1

vecteur x = Y _ xgex = (x0,%1,...,%,—1) de C".
k=0

Pour tout k € [0,n — 1], on note [F;,(x)]x la composante d’indice k de F,(x) dans la base %,,.

A x, on associe les vecteurs y = (Y0;Y15---3Ynj2—1) € C2etz= (2042155 sZpp2—1) € C™2 tels
n
que pour tout k € [[O, 5~ lﬂ Y = Zop €1 Tp = Xop.11-

Ainsi, pour n = 8, pour x = (xo,X1,%2,X3,%4,%5,%6,%7) € C%, on a y = (x0,%2,%4,%6) € C* et
4
z = (x1,x3,x5,%x7) € C*.

(a) Vérifier que pour tout k € |IO, g - 1]] :

(B ()] = [Frpp 0k + 05[Fp@lk et [Fa(®)lesns2 = [Frpp )]k — 05 [F, 2(2)]k

(b) On suppose déja calculés F,/;(y) et F, »(z) et on considére I’algorithme suivant :

1 A prend la valeur 1

2 pour k allant de 0 a g — 1 faire

3 | Bprendlavaleur A x [F, />(2)|x

4 oy prend la valeur [F, > (y)|x + B

5 G1n/2 Prend la valeur [F, »(y)]r — B

6 | A prend la valeur 0, x A
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Comparer le vecteur (@, 01, . . ., Or—1) Obtenu apres exécution de cet algorithme au vec-
teur F,(x). .

(c) On s’intéresse, dans cette question, a I'efficacité de 1’algorithme précédent en terme de
rapidité de calcul. Pour ceci, la procédure habituelle consiste & évaluer le nombre d’opéra-
tions arithmétiques (additions, soustractions, multiplications et divisions de deux nombres
complexes) nécessaires & I’obtention du résultat final.

L’implémentation de ce type d’algorithmes, dits récursifs (pour calculer des images par
la fonction F,, on commence par calculer des images par la fonction F,/,), nécessite une
gestion particuligre dans la mémoire de la machine, du stockage des variables et de ’adres-

sage des instructions exécutées, gestion dont nous ne tiendrons pas compte dans ce sujet.
On note uy le nombre d’opérations nécessaires au calcul de F,(x) avec n = 2y,

Les calculs de F, /»(y) et de Fy/,(z) nécessitent donc chacun uy_; opérations.
On convient que up = 0. '

Justifier alors que la suite (uy) vérifie la relation de récurrence uy = 2uy—1 + N,

(d) En déduire pour tout N € N, la valeur de uy en fonction de N, puis de 7.

un
2—N)

(on pourra d’abord s’intéresser 2 la suite (vy) définiepar: VN €N, vy =
14. Produit de convolution de deux vecteurs de C%/2 :
Soienty = (Y0,71,- - -»¥nj2-1) € C¥2 €t 2= (20,21,-+-,Znj2-1) € C?;
on pose, pour tout k € [{g,n— 1}] Y=z =0;

on construit ainsi deux vecteurs notés ¥ = (¥0,¥1,---,¥n—1) € C* etZ= (z0,215- - ,2n—1) € C".
k

On pose alors x =y *z = (Xg, X1, -- -, %n—1) € C" tel que pour tout k € [0,n— 1], X = > yjzx—;-
=0

Le vecteur x est appelé produit de convolution des vecteurs y et z.
(a) Vérifier que pour tout k € [0,n— 1], [F(x) ] = [Fn )]k - [Fr @)k
(b) On calcule le produit de convolution x =y % z en calculant successivement :

e les transformées de Fourier discrétes F,(y) et F;(Z) par I’algorithme étudié€ dans la
question 13.,

o les produits : pour tout k € [0, — 1], [F,(x)]x = [Fa(3) ]k - [Fa(2)]k» donc F,(y *z),
o la transformée de Fourier discréte inverse F; ! (F,(y*z)) -

Déterminer le nombre d’opérations nécessaires a la réalisation de chacune de ces trois
étapes, et en déduire en fonction de n un équivalent du nombre d’opérations nécessaires
au calcul du produit de convolution x = y *z par cette méthode.

(c) Comparer, du point de vue du nombre d’opérations effectuées, cette méthode a la méthode

du calcul du produit x =y * z par la définition : pour tout k € [0,n— 1], xx = > yjze—;-
j=0
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6 C e] Code sujet : 282

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conceptions : HEC Paris - ESSEC

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES

Jeudi 5 mai 2022, de 14 h.a 18 h.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra.sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Ce probleme étudie quelques propriétés des endomorphismes cycliques d’un espace vectoriel E de
dimension finie, ainsi que la décomposition de Frobenius d’un endomorphisme de E.

Dans tout le probleme :

K désigne I’ensemble R ou C;

n est un entier supérieur ou égal 2 2;

E est un K-espace vectoriel de dimension n;

Z(E) désigne ’ensemble des endomorphismes de E ;

on rappelle qu’une homothétie est une application du type Aidg ot A appartient 2 K et idg est
I’application identique (ou identité) de E ;

un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par un endomorphisme u de E si, pour tout x € F,
u(x) e F.

I —>F

x> u(x)

Cet endomorphisme est appelé endomorphisme de F induit par «;

On note alors ), ’endomorphisme de F' définit par : i {

si u est un endomorphisme de E, on définit les puissances successives de u par récurrence :
u® = idg et pour tout entier k supérieur ou égal a 1, on pose u¥ = uouF—!;

si u est un endomorphisme de E et ¢ un vecteur de E, on note E,(e) le sous-espace vectoriel de
E défini par :

E.(e) = Vect(uk(e) | k € [0,n—1]) = vect(e,ule), ... ,u”_l(e))
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Si k est un entier naturel non nul, %(e, k) désigne la famille (e,u(e),u*(e),...,u" "1 (e))

e soitu € .Z(E);ondit que u est un endomorphisme cyclique s’il existe e € E tel que E = E, (e) ;
on considérera qu’en dimension 1, tout endomorphisme est cyclique ;

e soit A € .#,(K); on dit que A est une matrice de Frobenius ou une matrice compagnon s’il

existe des scalaires ag,ay,...,a,_1 tels que :

0 0 255 sas 0 0 ap

I 0 =r = © 0 @

B 1 " 0y :

PO

: (0) w1 0 ay2

0 0 =vx =2 0 1 o
Le polyndme Py(X) = X" — a,_1 X"~ —--- — a;X — ay est appelé polyndme caractéristique
de A;

e on dit qu’un endomorphisme u de E est nilpotent s’il existe un entier naturel non nul & tel que
uk = 0. Dans ce cas, r = min{k € N* | uf = 0} est appelé indice de nilpotence de u.

Le probléeme comporte trois parties.

Dans la premicere partie, on €tudie les premieres propriétés des endomorphismes cycliques, on traite
quelques exemples, en particulier avec Scilab.

Dans la seconde partie, on étudie le cas des endomorphismes diagonalisables et nilpotents.

Dans la troisiéme partie, on obtient une décomposition d’un endomorphisme appelée décomposition
de Frobenius et on en déduit quelques propriétés élémentaires ; on montre en particulier que toute
matrice carrée réelle est semblable a sa transposée.

Partie I - Premiéres propriétés

Soit # un endomorphisme de E et e un vecteur non nul de E.

Section A - Etude des sous-espaces E,(¢)

1. Justifier que la famille Z(e,n+ 1) est lie.
2. On note d(e) = max{k € N* | %(e, k) est libre} ; justifier I’existence de d(e).
3. Montrer qu’il existe des scalaires ag,ay, - . .,dz()—; tels que :
d(e)—1
ud(e)(e) =agpe+aju(e) +au ( )+ -+ ag(e) lu (e) Z ul(e)
i=0

Montrer alors que pour tout entier k supérieur ou égal 2 d(e), le vecteur u*(e) est une combi-

naison linéaire des vecteurs de (e, u(e),u?(e),...,u?=1(e)).

En déduire que %(e,d (€)) est une base de E,(e).

2/9



4.

Montrer que E,(e) est stable par I’endomorphisme .

Montrer également que tout sous-espace vectoriel F de E contenant e et stable par I’endomor-
phisme u contient E,(e).

A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur I’entier d(e), le vecteur e est-il un vecteur
propre pour u ?

Montrer que u est une homothétie si et seulement si pour tout vecteur non nul e de E, on a
dlg)=1.

Montrer que u est un endomorphisme cyclique si et seulement s’il existe un vecteur non nul e
de E tel que d(e) =n.

Section B - Premieres propriétés des endomorphismes cycliques

On suppose dans cette section que u est un endomorphisme cyclique de E et donc qu’il existe un
vecteur non nul e de E tel que E = E,(e).

8.
9.

10.
11.
12.

13.

On note A la matrice de u dans la base %(e,n) de E ; vérifier que A est une matrice de Frobenius.
On note Py(X) = X" —a, 1 X" ! —-.. —a1X — ag son polynéme caractéristique.

Que vaut (P (u))(e)?

Calculer (P4(u)) (uf(e)) pour k € [1,n—1].

Montrer que P4 est un polyndme annulateur de «.

Vérifier que la famille (idg,u,u?, ..., u" ") est libre dans .Z(E).

En déduire que P, est un polyndme annulateur non nul de # de degré minimal.

Soit A € K. Montrer que A est valeur propre de u si et seulement si A est racine de Py et vérifier
que le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A est de dimension 1.

En déduire une caractérisation portant sur P4 pour que u soit diagonalisable.

Section C - Un premier exemple

On suppose dans cette section que E = R? et on note %3 la base canonique de E.
On note aussi f et g les endomorphismes de E dont les matrices dans la base %43 sont respectivement

14.

15.

16.
17-

18.

0 0 1 1 -1 0
F=10 0 -1 et G=|~-1 1 O
1 =1 =1 0 0 2

Justifier que f est diagonalisable. On notera A, A et A3 avec A; < A, < A3 les valeurs propres
de f rangées par ordre croissant.

Déterminer (V;,V,,V3) une base de diagonalisation de f telle que pour tout i € [1,3],
f(V;) = A;V; et telle que la premiere coordonnée du vecteur V; dans la base %3 soit 1.

On pose V =V + V, + V3 ; déterminer d(V) et en déduire que f est cyclique.
Déterminer un polyndome annulateur non nul de g de degré minimal.
L’endomorphisme g est-il cyclique ?

Vérifier que (Vy,V5,V3) est une base de vecteurs propres de g.
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Section D - Avec Scilab

Dans cette section, on suppose que les polyndmes sont a coefficients réels. On va étudier deux mé-
thodes indépendantes qui vont implémenter en Scilab la caractérisation vue dans la question 13.

Les questions 22 et suivantes de cette section sont indépendantes des précédentes questions.

On pourra utiliser les quelques notions de Scilab données ci-dessous :

e on crée un polyndme p de la variable x a I’aide de la syntaxe

19.

20,

21.

p = poly(coeff, ’"x’, ’c’) oucoeff estle vecteur représentant les coefficients de
p. Par exemple, le polyndme p : x — 2 —3x+ x> est défini par

p = poly([2, -3, 0, 1], 'x', "c’);

pour évaluer un polyndme p en une valeur val, on utilise horner (p, val);

le degré d’un polyndme p est obtenu sous Scilab par degree (p);

la dérivée d’un polyndme p est obtenue sous Scilab par derivat (p) qui renvoie un poly-
néme;
on peut effectuer des tests de comparaison avec ==, <=, >=, <, > ou <>.

Par exemple, si x est une variable de type numérique, I’instruction x>=0 renvoie le booléen T
(ou vrai) si x est positif ou nul et le booléen F (ou faux) si x est strictement négatif;

les fonctions max, sum, abs permettent de calculer respectivement le maximum, la somme et
la valeur absolue des éléments d’un vecteur (on renvoie un vecteur pour la fonction abs).

Soient P et Q deux polyndmes non nuls a coefficients dans R. Montrer qu’il existe un polyndme
A, diviseur commun a P et Q, de degré maximum et dont le coefficient du terme de plus haut
degré est égal a 1. Un tel polyndme A est appelé un pged de P et Q.

Dans la suite, on pourra utiliser la fonction Scilab bezout qui appliquée a deux polynémes p
et g, renvoie un pged de p et g sous forme d’un polyndéme.

Soit P un polyndme a coefficients dans R de degré supérieur ou égal a 2. Montrer que P admet
une racine complexe de multiplicité strictement supérieure a 1 si et seulement si un pged de P
et de sa dérivée P’ est de degré supérieur ou égal 2 1.

Compléter la fonction Scilab racSimp suivante qui appliquée au vecteur ligne c représentant
les coefficients d’un polyndéme P renvoie le booléen T ou F selon que le polyndme P n’a que
des racines simples ou pas.

function b = racSimp (c)

b= ...
endfunction

Comment utiliser cette fonction pour tester si une matrice de Frobenius est diagonalisable ou
non ?

Dans la suite de cette section, on propose une deuxieéme méthode approximative, valable seulement
dans le cas ou K = R et permettant de tester si un polyndme réel de degré n admet exactement n
racines réelles distinctes.

L’idée de la méthode est de partir d’un réel en deca duquel on est siir que le polyndme ne s’annule
pas. Par un parcours de gauche a droite, on va tester le signe du polyndme et si ’on rencontre n
changement de signes, on saura que le polyndme admet n racines réelles. Dans le cas contraire, on
renverra une valeur d’indétermination.
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22

23.

24.

25.

Justifier que si un polyndme P de degré n est tel qu’il existe n+ 1 réels x1,xy, . .., X1 avec
x) <xp < -+ < Xpy tels que P(xg)P(x41) < O pour k € [1,n], alors P admet n racines dis-

tinctes.
n—1
Montrer que si P = X" — Z arX* estun polyndéme a coefficients réels et si z est un réel tel que

k=0
n—1 n—1
P(z) =0, alors |z] < max (1, |ak|) (on pourra montrer que si |z| > 1, alors |z] <> |a|).
k=0 k=0

n—1
Dans la suite, on notera m le réel max(1, > |a).

k=0
Compléter la fonction Scilab racSimpApprox suivante qui appliquée au vecteur ligne c
n—1
représentant les coefficients ag,ay,...,a,_1 du polyndme P = X" — Zaka et au réel pas,

k=0
renvoie le booléen T si cette fonction Scilab détecte n changements de signe en partant de

m-pas/2 et en testant les valeurs de pas en pas jusqu’a dépasser m+pas/2.
Dans le cas ot I’on ne rencontre pas n changements de signe, la fonction renverra la chaine de
caracteres "ind".

function val = racSimpApprox(c,pas)

val =
endfunction

Comment utiliser cette fonction pour tester si une matrice de Frobenius est diagonalisable ou
non ?
Expliquer dans quel(s) cas la fonction renvoie la valeur indéterminée "ind".

Partie Il -  FEtude de deux cas particuliers

Section A - Endomorphismes diagonalisables qui sont cycliques

Dans cette section, on considére un endomorphisme u de E et on suppose que u est diagonalisable.
On note A1,43,...,4, une liste des valeurs propres distinctes de u.

26.

27.
28.

29,

En considérant son action sur une base de vecteurs propres de u, établir que I’endomorphisme
(u—A4idg) o (u—Azidg) o--- o (u— Apidg) est ’endomorphisme nul.

En déduire que la famille (idg,u,u?, ..., uP) est liée dans Z(E).

Quelle est la valeur de p si u est cyclique ?

On suppose jusqu’a la fin de cette section que p = n, et on note (e, ey,...,e,) une base de
vecteurs propres de u telle que pour tout i € [1,n], u(e;) = Ase;.
n
Soite = Z e;. Montrer que la famille %(e,n) est libre et conclure que u est cyclique.
i=1

519



30. On reprend dans cette question seulement I’exemple de la section C de la partie I et, pour &
réel, on note ug =g+ af.
Montrer que uy est diagonalisable et discuter, suivant les valeurs de o, les cas ol uqy est cy-
clique.

Section B - Endomorphismes nilpotents qui sont cycliques

Dans cette section, u est un endomorphisme nilpotent de E d’indice de nilpotence r.

31. Soite € E tel que u"~!(¢) # Og ; montrer que la famille (e, u(e),...,u"! (e)) est libre dans E.

32. En déduire que r < n et montrer que r = n si et seulement si u est cyclique.
Dans le cas r = n, écrire 1a matrice de u dans la base %(e,n).

Section C - Un second exemple

Dans cette section, E est le sous-espace vectoriel des fonctions de R dans R, constitué des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a n — 1.

Pour k € [0,n— 1], on note X* 1a fonction x € R — x* de E et on rappelle que (X*) ke[o,n—1] constitue
une base de E.

—+oo
33. Soit P € E; montrer que pour tout x réel, 'intégrale / P(x+1t)e™" dt converge et montrer
0

—+oo
que la fonction x € R +— /0 P(x+1)e™" dt appartient 2 E.

Onnote u : P € E +— u(P) défini par : Vx € R, u(P)(x) = /O+MP(x—|—t) e 'dt.
34. Vérifier que u est un endomorphisme de E.
35. Soit P € E; a I’aide d’une intégration par parties, montrer que :
VieR  u(P)(x)=P(x)+u(P)(x)
ou P’ désigne la dérivée de P.

n—1
36. En déduire que pour tout P € E, u(P) = 3 P%) o, pour k € N, P%) désigne la dérivée ko™ de
k=0
P.

37. Soit P € E; a I’aide d’un changement de variable, montrer que :

VxeR  u(P)(x)=¢e" /:OOP(S) e *ds

~+-o0
38. Montrer que pour tout P € E, la fonction x > / P(s)e*ds est dérivable sur R.
X

Montrer alors que u(P) est dérivable sur R et que (u(P))’ = u(P)—P.
En déduire que (u(P))/ =P ).
39. Déterminer la matrice de u dans la base (X*) ke[o,n—1] de E et en déduire le spectre de u.

40. On pose v = u —idg ; montrer que Im(v) est le sous-espace vectoriel de E, constitué des fonc-
tions polynomiales de R dans R de degré inférieur ou égal a n — 2.

41. Montrer que v est nilpotent. L’endomorphisme v est-il cyclique ?
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Partie IIl - Décomposition de Frobenius et applications

On se propose de démontrer, pour tout endomorphisme u de .Z(E), la propriété suivante notée (%) :

il existe p € [1,n] et F1,F,...,F, des sous-espaces vectoriels non nuls de E,
(%) stables par u, telsque E=F, O F, @ --- @ F), et vérifiant :

pour tout i € [1, p], ur, est un endomorphisme cyclique de ;.

Section A - Cas d’une homothétie

42. Démontrer que la propriété (%) est réalisée si u est une homothétie.

Section B - Cas ou u n’est pas une homothétie

43. Justifier qu’il existe e vecteur non nul de E tel que d(e) # 1.

Pour le reste de cette section, on choisit un vecteur non nul e de E tel que d = d(e) soit maximal (donc
d > 2) et on note, pour tout k € [0,d — 1], e, = u*(e);

on note toujours Z(e,d) = (eg, ey, ...,e4_1) ainsi que agp,ay, .. .,aq_ les scalaires tels que
d1

u’(e) =Y aru*(e). Enfin, on note F; = E,(e).
k=0

44. Justifier que la propriété (%) est réalisée si d = n.

Dans la suite de cette section, on suppose que d € [2,n — 1] (et donc n > 3).

On complete la famille %(e,d) en une base Z = (ey, ey, ...,€4-1,€4,--.,en—1) de E.
n—1
45. Démontrer que I’application ¢ : x = Z xrer € E — x4_1 est une forme linéaire non nulle de E.
k=0

On considere I’application ® : x € E ((p(ud_l (x)),(p(ud“z(x)), - (p(u(x)), go(x)) e K.

46. Vérifier que P est linéaire. On note G = Ker(®P) et @ la restriction de ® a F}.

47. Calculer ®(eg) = P(e) et P(ey) = @(u(e)).
Plus généralement, justifier que pour tout k € [[1,d — 1], il existe une famille de scalaires
(Bok: Bk, - -, Be—1,6) € K" telle que ®(ex) = (Bog: Bis- - - » Be—1,4: 1,0, -, 0).

48. Ecrire alors la matrice de I’application & dans les bases 2 (e,d) de F et la base canonique de
K¢ et justifier que ® est bijectif.

49. Montrer alors que E = F; @ G et justifier que G est stable par .
50. Dire pourquoi ug, est bien un endomorphisme cyclique de Fj.
51. Justifier que pour tout vecteur non nul ¢’ de G, d(e') < d.

52. Démontrer que la propriété (%) est réalisée.
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Section C - Premiére application :
décomposition de Jordan des endomorphismes nilpotents

53. Soit u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe p € [1,1] et Fy,F,...,F, des sous-
espaces vectoriels de E non nuls et stables par u, telsque E=F; @ >, ®--- B F),.

Pour tout k € [1, p], on note %, une base de Fy.
Soit Z# la concaténation des bases B, , Bp, . - -, 2BF,- On rappelle que % est une base de E.
Quelle est la forme de la matrice de u dans la base % ?

Dans la suite de cette section, u est un endomorphisme nilpotent de E d’indice p.

54. Montrer, a I’aide de la propriété (%), qu’il existe une base % de E dans laquelle la matrice
T = (ti,j) (i, j e, de u est triangulaire inférieure et telle que pour tout i € [1,n], £;; = 0, pour
touti € [2,n],1,;_; € {0,1}, et tous les autres coefficients de T' sont nuls.

Section D - Deuxiéme application :
toute mairice carrée est semblable a sa transposée

Dans cette section, E = R". On note %, la base canonique de R".

Soit M € .#,(R). On note u I’endomorphisme de E canoniquement associé & M, c’est-a-dire tel que
la matrice de u dans la base %, est M.

On se propose de montrer que M vérifie la propriété () :

il existe deux matrices symétriques V et W de .#,(R), avec W inversible telles

E4) que M =VW

55. Cas ou u est cyclique : il existe donc e € E tel que E = E,(e) ; on note toujours %(e,n) la base
(e,u(e),u®(e), .. .,u"_l(e)) de E et A = My, ) (u) la matrice de u dans la base ZB(e,n) : il

s’agit de la matrice de Frobenius associée aux scalaires ag, ay, ..., dp_1 :
0 0 -~ --- 0 0 a
1 0 -+ -« 0 0 g
0o 1 - 0) :
il -
. (O) c- 1 O an—2
0 0 -+ - 0 1 @,
On considere :
—a] —ay —az -+ —ap2 —ap1 1
—ap —as —ap_ | 1 0
_a3 o - : - ) e . O O
g = .
—Qy2 —Qu_1 - - (0)
—an—1 1 0 :
1 0 cee e 0 0 0
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56.

57.

58.

59.

60.

et on note f I’endomorphisme de E tel que S est la matrice de f dans la base #(e,n). On a
donc :

fle) = (Zakuk Le) ) u"Le) f(u(e)) = (Z a2 (e) ) +u"2(e)

et plus généralement :

vielo,n—2]  f(ul(e)) = ( Z a I~ ‘(e)> +u" T (e)
=
etenfin f(u""(e)) =e
Caleuler u(f(e)), u(f(u(e))) et plus généralement, pour tout j € [0,n— 2], u( f(ui(e))) et
enfin u(f (4"~ (e)) ).

[ao 0 0 0 0 0
0 —a -—a —ap_3 —ap—1 1
0 —ajz —as4 1 0
En déduire que AS =
0 ' /7 I | (0)
0 —Aan—1 1 0
0 1 o --- 0 0 0

On notera S; cette matrice AS.

Justifier que S est inversible ; on note S, = S~! et on a donc A = S157 ou §; et 5 sont deux
matrices symétriques réelles.

On note P la matrice de passage de la base %, vers la base (e, n);
vérifier que M = PS; ('P)("P)~1S,P~! et conclure que M vérifie la propriété ().

Montrer alors que ‘M et M sont semblables ; plus précisément, déterminer une matrice symé-
trique réelle inversible Q telle que ‘M = Q~'MQ.

Cas général : en s’appuyant sur le cas précédent et la propriété (%), montrer que pour toute
matrice M de .#,(R), les matrices M et ‘M sont semblables.

F ok K
C S
£
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MATHEMATIQUES APPROFONDIES
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Aucun document r’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle gradude est autorisée,

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
caple et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre,

Notations

Dans tout le texte, on adopte les notations suivantes :
- Pour tout entier n > 0, on note [0; n] Pensemble des entiers &k vérifiant 0 < k < n.
- iz € R, on note [x] la partie entitre de z.

Pour tous n € N" et m € N, M, ,,,(R) désigne ensemble des matrices & coefficients réels
ayant n lignes et m colonnes. On pose M, (R) = M, .(R) et on note I,, la matrice identité
de M, (R). Les coefficients d'une matrice A € M,, ,,(R) sont notés (A);;, 1 <& < n et
1<5<m.

1

La transposée d’une matrice A est notée ‘A. Lorsque A = [a] € M;(R), oli ¢ € R, on identifie
Aauréel a. SiV e My (R), n € N%, on note ||V]| sa norme euclidienne.

i

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires de cet énoncé sont définies
sur cet espace.

i

51 X est une variable aléatoire réelle, on note E(X) son espérance, si elle existe. Pour tout
k & N*, on appelle moment d’ordre k de X, s'il existe, le réel E(X*). On le note my(X)
et on convient que my(X) =1

- Sig : R? = R est une fonction de deux variables de classe C2 et (zy,79) € R®, on notera

Vg(zy, w0} et V3g(x1,x2), respectivement, le gradient et la matrice hessienne de g au

~ point (z),79).
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- Yo € RY, on définit la fonction puissance o sur Ry par

R. — R,
2% = 20 gir >0

X s .
SO

< oo

- Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans R et J un intervalle de R. On note fir la
restriction de f a J :
R

J =
z = flz)

fir:

L énoncé comporte trois grandes parties I, II et II1. Les parties Il et IIT sont largement
indépendantes.
Le mot FIN margue la fin de U'énonce.

Partie I : questions préliminaires, probleme des moments

Soit X une variable aléatoire réelle & densité.

1. Montrer que dans les cas suivants, Ja variable X admet des moments de tout ordre et
déterminer ces moments :
(a) X suit la loi uniforme sur [0, 1].

T
Ei XN

(b) X suit Ia loi exponentielle de parametre A € R}

Dans toute la suite, on se donne une suite de réels (ugjren avec vy = 1 et un
intervalle J de K.

On considre le probléme suivant appelé probléme des moments et qu’on note .# “(Jy:

Trouver une variable aléatoire réelle X wérifiant les trois condilions suivantes !

o Pour tout k € N, X admet un moment d’ordre k et mp( X} = us.

s X admet une densité f, avec fi; continue sur J.

o Yz € R\J, f(z)=0.
Si X est une solution de ce probléme et f une densité de X vérifiant les points précédents,
on dit que [ est une densité de X adaptée a A™(J).

Dans ce probléme, on s’intéressera uniquement & deux cas :
- Le cas J = R.. Dans ce cas, #*(J) est appelé le probleme de Stielijes.
- Le cas J = [0,1]. Dans ce cas, .#*(J) est appelé le probléme de Hausdorff.

Partie II : le probléme de Stieltjes

I1.1) Des conditions nécessaires d’existence

On suppose dans cette partie IL.1 que le probleme A%(J) avee J = Ry admet une solution
notée X. On note f une densité de X adaptée a .Z"(J).
Pour tout n € N*, on note H, et G, les matrices de M, (R} dont les coefficients sont

(i, ) € [1;n]?, (Hu)ig = Uivj-2, (Gn)ig = Uirj—1
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|

. Ecrire explicitement Hj et G5 en fonction de ug, uy, g, Uz, 1tg et us.

SoitneN"et W= 1| | €M,;(R). Montrer que
G
T T
WHW =33 oot (1)
i=] F=1
puis que
WH, W :=/ (P(a:))gf(ﬁ) dz, (2)
G

oll P est la fonction polynomiale définie par

= Z o;z* ! pour tout € R,

=1

En déduire que pour tout n € N7, toutes les valeurs propres de H,, sont positives.

. Montrer de méme que pour tout n € N*, toutes les valeurs propres de (7, sont positives.

. . 1
On suppose uniquement dans cette question que up =1, uy = 5 et uy = 3
2
Montrer que nécessairement ug = 9

On suppose dans cette question seulement qu’il existe un réel & > 0 tel que Uintégrale
~too

f(t) exp(t?) dt converge.
0

(a) Montrer que pour tout n € N* et tout t € R., on a

t"exp(—t%) < (%) ; exp (——g) .

(b) En déduire que la série de terme général (uﬂ)“% diverge.
Python
: . | N
On se donne un entier naturel V. On pose : N™ =1+ L 5

On voudrait vérifier numériquement que la condition suivante, portant sur les N 4 1
premiers termes ug, - -+, uy, est vérifiée :

¥n € [0; N*], toutes les valeurs propres de [, sont positives (CSy)

On rappelle que cette condition est nécessaire d’aprés la question 4 ci-dessus.

La fonction test_stieltjes() ci-dessous est écrite en langage Python. Elle est incompléte.
Elle a comme paramétre d’entrée un tableau unidimensionnel U {de type array) compor-
tant une suite finie de nombres réels ug, - -+ , un.

Compléter les parties soulignées en pomtzﬂe afin que la fonction test_stielt] es(} ren-
voie la valeur 1 si la condition (CSy) est satisfaite et renvoie la valeur 0 sinon. T
Omn notera que la fonction eigvalsh() de la librairie numpy.linalg renvoie un tableau
unidimensionnel contenant les valeurs propres d’une matrice symétrique donnée en pa-
rametre.

On reproduire sur la copie le programme aprés Uavoir complété (sans les commentaires).
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10.

11.

12.

14.

import numpy as np
import numpy.linalg as al
def test_stieltjes(U):
N = len(U) - 1 # indice du dernier terme de la suite finie U

m= 1+ N // 2
H = np.zeros((m, m))
for n in range(l, m+l): # taille de la matrice Hon
for i in range(_______ e e ):
H{i, n-1] = Uli+n-1]
Hin-1, i1 = oo e

valp = al.eigvalsh(H)

for k in range(0, _________ )
it )
return ..
return ____

11.2) Non unicité des solutions
On définit la fonction g : [0, +ool— R par

g(z) = exp(—2"*) sin(z!/*) pour tout z € [0, +ool.

Soit n € N. Montrer ue les intégrales
OO +oa
f t"e Fsin(t)dt et / t"e fcos(t) dt
0 0

existent (on convient que ¢” = 1).
On note dans la suite

o 00 *
Sﬁ:/ e sin(t) dt, Tn::/ the cos{t)dt et V, = Bﬁ} € MR},
0 0 )

1
Montrer que Sy == 3" On admet que T = Sg.

Montrer que pour tout n € N on a

Sn.—l-k = Tn%«l == (?Z' - 1)3-17“
Se-rzmé..l - Tﬁ+.]_ = (Tl -+ 1)5}.

En déduire que pour tout n € N on a

Vo= (n+1HMV,, ou M= % [ 1_ ﬂ .

. En déduire que pour tout n € N

V., =n! MV,
Caleuler M*? et en déduire que pour tout n € N

S4n+3 = G
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15. En utilisant le changement de variable z = ¢* dont on justifiera la validité, montrer que :
o0
Vn € N, f z"g(z)dz = 0. (5)
0

16. Montrer qu'il existe deux fonctions gy et go positives, distinctes, continues sur R et telles
que pour tout n € N les deux intégrales

400 +00
/ z"g(z)dx et / z"ge(z) dz (6)
0 0

existent et sont égales.
17. Que peut-on conclure par rapport au probléme .#*(J) quand J = [0, +-00[?

Partie 111 : le probléme de Hausdorff
Dans toute cette partie, on suppose que J = [0, 1].

I11.1) Une condition nécessaire d’existence

On suppose dans ce paragraphe II1.1 que le probléme .2 (.J) avec J = [0, 1] admet une

solution notée & nouveau X. On note f une densité de X adaptée & .#(J).

18. Montrer que u, > 0 pour tout n € N .

19. Plus généralement, montrer que pour tous ¢ € Net j CN, on a

i(ml)k (i) Uspr > 0. 0

k=0
. 1
20. On suppose dans cette question seulement que ug = 1, ©y = 5 et ug = 5.

11
Mont e Uz € | =, = 1.
oni{rer que Uz :16 3{

Iy - .. Up
21. Revenons au cas général. Montrer que pour tout o > 0, la série de terme général —
n

{n = 1) est convergente.
Cette affirmation reste-t-elle vraie quand o = 07

111.2) Un test en langage Python pour le probleme de Hausdorff

Revenons & la condition {7) ci-dessus. Pour tous n € N et j € [0;n] on pose

j :
Dng = (1) (}i) U gk (8)
k=0

Soit n € N. On dit que la condition (7) est vraie a 'ordre n si
Vie[0;n], A.; >0 (CH,)

22. Exprimer A, en fonction de u,.
23. Montrer que pour tout n € N et tout j € [0;n] on a
ﬁnwl&,jw}»l = ﬁn,j '"' &rﬁl,j (9)
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24. Python
La fonction test_hausdorff () ci-dessous est écrite en langage Python. Flle est incompléte.
Elle a comme paramétre d’entrée un tableau unidimensionnel U (de type array) compor-
tant une suite finie de nombres réels ug, - - ,uy. Ioi NV est calculé & partir de la taille de
U en utilisant la fonction len() qui renvoie la taille du tableau.
Compléter les parties soulignées en pointillé afin que la fonction test_hausdorff () ren-
voie un couple comportant les deux éléments suivants :

—+ un entier info tel que :
— info = -1 si la condition (CH,,) est satisfaite pour tout n € [0; N].

— info est égal au plus petit entier n € [0; N| pour lequel CH,, n’est pas satisfaite
sinon.

— un tableau bidimensionnel Delta de taille (N+1) x (N 1) comportant les coefficients
Ay pour n € [0; N] et j € [0; N (on pose A, ; =081 > n).

On reproduire sur la copie le programme aprés Uavoir complété (sans les commentaires).

import numpy as np
def test_hausdorff(U):
N = len{U) - 1 # indice du dernier terme de la suite finie U
Delta = np.zeros((N+1, N+1))
info = -1
for ¥ in range(_ oy, ):
Deltalk, 0] = UL[__]

for j in range(______ b e )
Deltalk, j1 =

return (info, Delta)

25. Python

def test3():
N =10
U = np.zeros(N+1)
for k in range(0, N+1):
Ulk] = 1.0/(k+1) # correspond a une loi uniforme
V=test_hausdorif (U)
U[3] = 0.16
W=test_hausdorff (U)
return V,W

On tape dans la console
>>> V, W=test3()

Quelles seront les valeurs de V(0] et W[0] retournées?
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I11.3) Unicité de solutions & densité de classe C'.

On suppose dans ce paragraphe que X; et X, sont solutions du probleme .#~(J) avec
J =1[0,1]. On note f; et f, des densités de X, et X, respectivement adaptées au probleme
#"(J). On suppose les restrictions de f et fo sur [0,1] de classe C" sur [0, 1]. On pose
h = fy — f1 et on considére la suite de fonctions polynomiales (/}zn)neﬁl*: définies par :

T
T _ k 1 k n—k
halz) = ;h (;;) (k) 2°(1 —z)™", pour tout z € R.
26. Montrer qu’il existe une constante réelle K € R, telle que

V(z,y) € 0,1]% |h(z) - h(y)| < K|z ~yl.

27. Soient z € [0,1] et n € N* fixés tous les deux. Soit ¥, une variable aléatoire discrete &

valeurs dans [0;n]. On pose
}7
Zm = ”"”E-
1

(a) Montrer que
|i(z) = E(h(Zn))] < K E(|Z, - ).

(b) En déduire que
]h(ﬂ”) - E(h(zn))i S K\-‘ E((Zn - I‘)g).

28. Montrer que pour tout = € [0,1] et tout n € N* on a

\‘»‘;{f(lm:ﬂ)< K
i S iR

Ih() ~ hul(2)| < K
29. Montrer que pour tout n € N* on a
;1/\_
/ hn{z)h(z)dz = 0.
0

30. En déduire que pour tout n € N*, on a

1 , K 1
he(z)dr € ——= [ |h(z)|dz.
[ #erae < 5o [nelar

31. En déduire que f = fy. Conclure.

I11.4) Probléme de Hausdorff tronqué

Pour tout & € N, on définit trois fonctions

R? — R R? - R
R;- L /lg 9 Fk : R}e(ﬁklﬁg)
' Qq,0s) > tPexp (ot + aat™) di ‘ Oy, Qg ) F3 el
(a1, _) o p( 1 ) ( 1 2) R{)(&‘L;Oﬁg)
CR? - R

{O{J_, Ct’g} pe IH{RQ{C}.‘;.‘ C},‘g}) e Uy U ks

On admet que, pour tout k € N, la fonction Ry est continue sur R2.

/8 Tournez la page S.V.P.



32. Montrer qu'il existe une constante C > ( telle que

\v’xe[ml,l],OgexwlﬁxQC:cg.

33. Soltke N.

(a) Montrer que Rj, admet une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable en
tout point et que pour tout (o, ) € R?

6}Rk(&g,&'2) = Rk%—l(&ha@) : (1{}}

On admet que Ry admet une dérivée partielle par rapport a sa seconde variable en
tout point et gue pour tout (ai, 0y) € R?

Oa Ry(cun, ) = Ryso{ar, 0g) (11)
(b) Pour tout 7 € {1,2}, en déduire I'identité,
O Fy = Frys — FL . (12)
(¢) Montrer que pour tout i € {1,2} et pour tout (ay,az) € R* on a

i

3iFk(CE1,C¥2) = m

1
/ (t' — Fi(on, ao)) (t° — Fr(ou, o)) exp (ont + aot®) dt .
0
34. Soit (o), as) € R
(a) Exprimer V*G(a, o) en fonction des dérivées partielles des Fi(o, a0}, & 2 0.

(b) En déduire que pour tout v = &1} e My (R) telquev#0ona
o

VPG o, v > 0.

(¢) En déduire que les valeurs propres de la matrice V°G{ay, oz ) sont strictement posi-
tives.

(d) Dans cette question, on suppose qu'il existe une variable aléatoire X solution de
A (T et de densité f adaptée & 4 7(J) telle que

ixz\g. “*%‘ J;\‘E
e —exp{ogt +ant?) sit e [0, 1]
R{;( - 72) p( 1 2 ) 1 [ b j

0 sinon

Montrer que G admet alors un minimum (local) en (aq, ).

FIN
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