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i è r e Composition de  Mathématiques ( 4 h 

Eo est l’espace vectoriel des applications continues de IR dans IR. E t  est l’espace vectoriel des applica- 
tions de IR dans admettant une dCrivde continue. 

Le nombre n est un entier strictement positif. 

PREMIERE PARTIE 

A tout element f de E o ,  on associe l’application P,  de IR dans IR définie par 

F,(O) = f(O), et F,(x) = - f ( t )  d t  si x + O. 
X“ 

10 Que peut-on dire de F, si f est paire ? si f est impaire ? 

m 

20 calculer P, lorsque f(x) = ~x la ,  > O, lorsque f(x) = )1 a p  x p .  
Iw 
p== O 

30 Si f est bornfe sur [-A, A] par le nombre M, montrer alors que P, a la même propriété. 

40 Montrer que F, appartient à E o .  

50 a) Montrer que, si f(x) tend vers O quand x tend vers plus l’infini (resp. moins l’infini), F, (x) a la 
meme propridtk. (On pourra considérer, pour tout x E IR, une decomposition de l’intervalle d’intkgration 
en [O, xo] IJ [xo, x ]  ; e t  pour tout  x assez grand e t  x,, bien choisi, majorer separiment deux intigrales.) 

b) Etendre au cas oh f(x) tend vers i, appartenant d m. 
c) Etendre au cas oh f(x) tend vers plus l’infini. 

60 Montrer que P, admet une derivee P’, en tout point x f O e t  que 

SECONDE PARTIE - 

Desormais f appartient i E , . 
10 Montrer que F, admet une derivée en tout point. Calculer FA (O) en fonction de II et  de f’(0). 

20 Montrer que F, appartient à El e t  que T, , dCfini par T, (f) = F, , est un endomorphisme de E,” 

30 T, est-il injectif ? surjectif ? (on pourra Ctudier la dérivabilitd de F’,.) 

40 On suppose desormais que f est la fonction de  répartition d’un alCa numérique (ou variable 

aldatoire) X dont  la densité de  probabilité, notee p, appartient. i E o .  Ecrivant F’,,(x) = X z h ( ~ )  pour 

r # O, étudier les variations et  le signe de li(x). En deduire que F, est la fonction de répartition d’un 

alda note X,, de densité de  probabilité (Il,. 

n 

50 Si A # O, montrer que pour tout entier p E [1, n -11 : 

60 On suppose de plus que, pour tout  entier strictement positif p, il existe 

M p [ X l  = t P  5 (t) c t t  (moment d’ordie p dc X.)  

En deduire l’existence et  la valeur du  moment d’ordre p de X, ,  noté h4,[X, 1, pour tout p < n. 

Montrer que, si p reste fixe, le moment M,[X ,1 a pour limite hf , [XI  lorsque n tend vers plus l’infini. 

70 Montrer que la fonction de repartition de X n  est telle que, pour tout .y fixe, sa valeur a pour 

-FIN- 
limite la valeur de la fonction de répartition de X.  
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Composition de Mathématiques 

1‘0 EPREUVE 

Mardi 8 Mai 1979, de 8 heures B midi 

Soient a e t  b des nombres rCels tels que a < b. On designe par f une fonction continue sur [a, b] 1 
valeurs rCelles. On suppose que, en tout point v de 1 a, b [ , la fonction f admet une dCrivCe seconde f ” (v). 

a + b  
2 

b n  pose c = -. 

PREMIBRE PARTIE 

Soit r le graphe de f. 

10 On designe par T la tangente à r au point d‘abscisse c. 

a) 

b) Calculer I’intCgrale : 

Donner une Cquation de T sous la forme : y = ~ ( x ) .  

T (x) dx. s,” 
Dans la suite de la première partie, on suppose que, pour tout élément v de la, b[, f”(v) 2 O. 

20 Etudier la variation de la fonction numerique Q definie sur [a, b ]  par la relation : 

En dCduire le signe de + (x). 
Q (XI = f(x) - T(X). 

30 Soit D la droite joignant les points de r d’abscisses a et  b. 

a) Donner une equation de D sous la forme : 
y = F (4. 

b) Etudier Ia variation de la fonction‘ numérique 0 definie sur [a ,  b] par la relation : 

En déduire le signe de o(x). 

c) Calculer l’intkgrale : (x) dx. 

O (XI = f (x) - 6 (XI. 

40 Comparer deux à deux les nombres rCels : 

b - a  
J = (b-a) f (c) K =  - [f(a) + f(b)l. 

2 1  
1 =lb f(x) dx 

4 
3 

En deduire l’encadrement : 

(Le symbole In  represente le logarithme néperien.) 

1 < In  3 <- . 

. . . / O  0 
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DEUXIÈME PARTIE 

10 Soient x un dldment de [a, bl distinct de c et  la fonction numdrique définie sur [a, b] par la 
relation : 

[T (t) = f(t) - f(c) - ( t  - c)  f’(c) - jL ( t  -c)?, 

où j, est le nombre rdel dCterminC par la relation p(x) = O. 

En appliquant le thdoreme de Rolle à la fonction [T et à sa déride, montrer qu’il existe un dldment v o  
de la, b[ tel que : 

1 
2 

À =- f ”  (vo). 

Retrouver ainsi le signe de ?, (x), adjà dtudid dans le 20 de la premiere partie. 

20 On suppose qu’il existe un nombre rdel positif M.L tel que, pour tout dldment v de ]a, b[, 
1 f ”  (v) I < MI.  

a) Montrer que, pour tout élement x de [a,  bl, 
M2 
2 

I f(x) - f(c) - (x - c) f’ (c) 1 < - (x -c)’. 

b) En ddduire que : f(x) dx - (b - a) f(c) (b - a)O. 

Examiner le cas oh f est une fonction polynomiale de degr6 2. 

TROISIBME PARTIE 

(b - a)2 f(x) dx - (b - a) f (c) - Lb 24 
[f (b) - f’ (a)] 1” Calculer le nombre : 

lorsque : a) f(x) = 1 b) f(x) = x c) f(x) = x?  d) f(x) = x3. 
Gdndraliser les r h l t a t s  obtenus au cas oh f est une fonction polynomiale de degr6 < 3. 

Dans la suite du problkme, on désigne par (0 un nombre rdel strictement positif et par g une fonction 
numérique définie sur l‘intervalle [-(II, CO 1. On suppose que g est impaire, c’est-à-dire que, pour tout 
élément t de [ - ( O ,  (LI 1, g (- t) = -6 (t). On suppose en outre que g est cinq fois dirivable sur [--CO, 1, 
et que sa dCrivée cinquieme g(5)  est continue. 

2” Soit u un dément de [-  (O, ( 9 )  1 .  

a) On considdre les fonctions numériques a et  9 ddfinies sur [-w, W J  par les relations : 
1 

24 
(t) = a (t) g(4) (t) - O!’ (t) g”’ (t) + z 

Calculer la dérivée de ?. En déduire la relation : 

a(t) = -(u - t )  i, 

(t) g ’’ (t) - a ’‘’ (t) g’ (t) + a(4) (t) g (t). 

(U - t)J g(*)(t) dt. 
24 

3 

6 (u) = ug’(0) + - g ”’ (O) + - 
6 

b) Etablir de même la relation : 

(O) + - g ” (u) = ug”’ (u - t)’g(5)(t) dt. Lu 2 

c) Soit N ,  un 

Montrer que : 

Calculer l’intégrale 

nombre réel positif tel que, pour tout élement t de [-w, w 3 ,  1 g ( 5 )  (t) 1 < Ns. 

(U - t)‘ ( u ~  + Zut - t ? )  dt. : s o ”  
30 On suppose que la fonction f est quatre fois dérivable sur [a, b ]  et  que sa dérivée quatrième f(4) 

est continue. Soit M,  un nombre rdel positif tel que, pour tout élément x de [a, b], 1 fW (x) 1 < M,. 

En posant t = x - c et  g(u) = f ( t  + c) dt, déduire de la question précédente la majoration : 

(b - a)? 7 M ’, 
24 1 5 760 

f(x) dx - (b - a) f (c) - -~ If’(b) - f’(a) 1 Q -__ (b - a):;. 

Retrouver ainsi les rdsultats du 10 de la troisième partie. 
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Composition de Mathématiques (4 a) 
1‘. EPREUVE 

Dans tout le problkme on désigne par n un naturel strictement positif, par I l’intervalle [ - 1, + 11. 

PREMIBRE PARTIE 

1 
Pour x E 1, on pose T a  (x) = 1 e t  T, (x) = 2”-‘ cos (n Arc cos x). 

10 Expliciter les polynômes T I ,  Tr,  T.,. 

Prouver que T, est un polynôme en x de degr6 n et  calculer le coefficient de x n .  (On pourra 
poser x = cos fj avec 0 < 8 < x) .  

2O Montrer que T,, n E N*, admet exactement n racines réelles, distinctes, toutes dans l’intervalle 1. 
On les note x , ,  X P ,  . . . ., x, en les classant par valeurs décroissantes. Expliciter x i  en fonction de 

2j-1 
l’angle (-1 7: . 

n 

30 Soit E l’espace vectoriel d e l  des fonctions numériques continues sur 1 

a) Montrer que, pour tout f E E ,  l’intégrale J (f) = 

b) Calculer, à l’aide du changement de variable x = cos t ,  les intégrales suivantes : J (l), 

dx existe. 
+ 1 f (x) J-l iG=F 

J (T;f), J (T, . T,) avec m # n. 

IR, [XI des polynômes réels de degré au plus n. 
c) Vtrifier, rapidement, que les polynômes To, T:, . . . . , T, forment une base de l’espace vectoriel 

En déduire que, si P E IRn-l[X], J (T,.P) = O. @e vaut J (T , .P )  si P est de degré n ? 

DEUXIBME PARTIE 

On se donne dans cette partie n nombres réels distincts de 1 : x 9 ,  . . . . , x,. 

n 

On pose, pour tout j E \ 1, 2, . . . . , n 1, L~ (x) = (s) et on note Li le polyn8me 
k = l  

n 

dérivC de L i  . n (a,) dCsigne le produit 

k #  i 
( k = l  

10 Calculer, en distinguant les cas i = j et 

20 Soit P l’application de IR , -l [XI dans 

V P E I R z n - l  [XI, F(P)  = O?(X,), *...t 
derive de P). 

k # i  

des nombres-a,, a2, . . . . , a , excepté a i .  

i # j, le nombre d e l  L i  (x i ) .  

R Z n  dtfinie par : 

P(xn) ,  P’(x,), ...., P’(x , ) ) .  (On note P’ le polynôme 
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a) Vdrifier que F est lintaire. 

b) Montrer que le noyau de F est rdduit au polyn8me nul. 

c) En ddduire que P est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

30 Soit f : 1 -+ IR ddrivable sur 1. Utiliser la question prdcddente pour prouver qu’il existe un et un 
seul polyn8me de degrd au plus 2 n - 1, que l’on note r ,  tel que : 

v j E 11, 2, ...., n 1, ? ( x i )  = f ( x i )  et i. ( x i )  = f’ ( x i ) .  
4 O  VBrifier que : 

n n 

i = 1  j = 1  

TROISIBME PARTIE 

Dans cette partis f est une fonction numdrique 2 n fois ddrivable sur 1 et x I ,  x t ,  . . . . , x, sont n points 
donnds distincts de 1. 

10 On suppose que f s’annule ainsi que sa dCrivCe f‘  en chacun des x , . On se donne x E 1 disrinct 
des x i  et on ddfinit une fonction Q par : 

y (t)  = f (t) - A ( t  - 11)) (t - x2)* . . . . ( t  - xn)* où la constante delle A est ddterminde par la 
condition Q (x) = O. 

a) Montrer, en utilisant le thCort?me de Rolle, que la dCrivde ‘9’ s’annule en au  moins 2n points 
distincts de 1. 

b) Bn dCduire que chaque ddrivCe d‘ordre p, y(p), 1 < p !< 2 n, s’annule en au moins 2 n - p + 1 

c) En dMuire qu’il existe au moins un c E 1 tel que f (x) = (x  - x i ) l  . . . . ( x  - x,)’ 

d) Est-ce encore vrai si x E 1 x l ,  xy, . . . . , x n \  ? 

20 On ne suppose plus que f et f’ s’annulent ndcessairement aux points x , ,  et on adopte les notations 

points distincts de 1. 
f (2n)  (c) 
(2n)! * 

du 30 de la deuxieme partie. Montrer que : 

f ( 2 n )  (c) v x E 1, 3 c E 1, f (x) = F ( x )  + ( . -x i )*  ( X - X y ) Z  ,... (x-x,)Z (2n)!  ’ 
(1) 

QUATRIEME PARTIE 

Soit f : 1 + R, une fonction 2 n fois continfiment ddrivable sur 1. 
Dans cette partie, on choisit pour n-uple (XI ,  xq, .. .. , x n ) ,  le n-uple constitue des n racines du 

polyn6me T, . 
Pour chaque x E 1 on fait choix d‘un c E 1 satisfaisant h I’Bgalitd (1) du 20 de la troisieme partie. 

+l (x-Xj) LT(x) 
10 Montrer que, quel que soit j E { 1, 2, . . . . , n 1, dx = O. (On pourra 

utiliser le 30 c) de la premihre partie.) 
n 

j =  1 

20 On pose a i  = J ( ~ f ) .  
Montrer, h l’aide des parties II et III, qu’il existe un rBel d E 1 tel que : 

n 

n 

30 On dit que la somme c a ,  f (x i), notde 3 (f), est une valeur opprochde de I’intdgrale J (f). 

Montrer que 3 (f)  = J ( f )  si f est un polyn6me de degrC au plus 2 n - 1. 

N. B, - On peut ddmontrer, ce que l’on ne demande pas de faire, que les coefficients a i ,  . . . . , a n  sont 

j = 1  

7F 
tous Cgaux h -. 

n 



Chambre de Commerce et d’lndustris de Paris 

DIRECTION DE L’EN SEi GNEMENT 

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS 

Ecole des Hautes Etudea Coimmercialas 

CONCOURS D’ADMISSION DE 1981 

Composition de Mathématiques 
l m  EPREUVE 

Vendredi 15 Mai 1981, de 8 heures à midi 

Les trois parties sont ind6pendantes 

On dtsigne par R + l’ensemble des rdels positifs, R- celui des rdels ndgatifs, R: celui des rdels 

strictement positifs. On se donne a E R et une application continue f de R + dans R . 

PREMSRE PARTIE 

Soit X une variable aldatoire rbelle, ddfinie sur l’espace probnbilis6 (Q,fZ,P), de fonction de rdpartition F. 

On suppose que P est continue, nulle sur R- , ddrivable sur R . On supposer en outre, qufon a la relation: 

v t E R? , lim P (X<t+h/X>t) = f(t)[ P (X < t) l a ,  h h d O  
h >  O 

(on note P (A) la probabilid de A, P (A/B) la probabilitd conditionnelle de A sachant B). 

10 Montrer que P vdrifie : v t E R f- P’(t) = f(t)[F(t)P [l-F(t)l (1) 
(F’(t) est la ddrivde de P au point t). 

20 Montrer que F est ddrivable 1 droite en O et  donner F i  (O). 

. DEUXGME PARTIE 

On dtsigne maintenant par P une application de P., dans [0,1[, dirivable sur R, , vdrifiant (1) et la 

* condition suppldmentlire: x=OwF(x)=O. 

l0 Montrer que P est strictement croissante, et admet une limite finie L E ] O, 11 h I’intïai. 

20 Soit x > O. 

a) Montrer que l’application H ddfinie sur ] O, x] par : 

p(X)  dt  -- - l f ( t ) d t  est ddrivable sur ] O, x ] et calculer H’(y). . s H (Y) = 
F(Y) t a  (1 - t )  

est convergente et vaut 
F(X) dt * 

b) Montrer que I’intdgale impropre 

En dtduire que a < 1 

f (t)dt si lim F (x) = 1 ? 
x-++=u 

c )  Que dire de 

, 3. a) Montrer que, si a est rationnel, un changement de variable simple ramène le calcul de 
P (X) dt  

A l’intbgration d‘une fractiop rationnelle. 

1 
b) Si a = f , montrer que F (x) = th’ f (t) dt). Examiner le cas oh f (x) -- - X S l  . 



1 t r > -  1 

1-t 1-t ' 
a j  I: i i  rslctilant C (x) -- , e t  eii iiti!i<ani I'idt-:>ii:é .- = 1 i. t . , . -!- t"  +- -- 

1 donner 1 1 1 1  clCve:opprincrit l i i r i f 4 ,  cn O, B I'ordrc n, d e  x '-'G (x) -- . 
X ( * - 7.) 

b) lin dCduirc, si f ( O )  # O, un dquira!erit siinple de  f: ( x )  au  voisinage d c  O .  

50)  MontFer 12s iiibgalitd; : 

1 1 1 
1 - x  1-x 1 - z  ~ . ' x c E [ O ,  I[,LOg(---)~G(x)<L06(-)$-. 

Iin d d u i r c ,  pour x E R .+ , l'encadrerncnt : 

f ( t ~  d t  f (t) d t  
1--I 

1 - e  < F O ; ; G l - e  

6") hlontrer que, si 

certaine vnriahle aléatoire. 

f (t) d t  diverge, F est la restriction à R- d e  la foiiction d e  rkpartition d'une 

TKOlSIEAfE PARTIE 

Soit x,, fixt dans I O ,  1 [ .  On étudie dans cette partie la fmction g de la variable rdellr I définie par : 

.. 
l o j  Montrer que le domaine de difinition de  g est 1 - 1, 4. -rg [. 

Calculer g (O), g Il), e t  plus ginCralemr!lt g(n) pour n entier naturel. 

20) a) Montrer que g est dicroissante sur - 1, -- x*[ . 
x z -  1 f 

z - 1  

x z  - 1 

( E  -y 1) 11 - X") 
b) Montrer les inkgalités: O < g ( 2 )  < ' , en déduire le comportement ds g quand I 

? 

tend vers - .  1 ou vers + x. 

-v 1 '  c) En dCduire que la sCric ' 2 - x z  ) es: convergenre, et donner sa sonimc. k 
t>  1 

(on ne cherchera pas à les calculcr j .  

40) Soit a > - 1, er L fixé dans i a ,  - x [ . Soit h, variable, non n d ,  tel que z 4- h > a. 

a) Montrer, qu'à chiqce h, on peut rjsocier une application 9, à valeurs dans 1 O, 1 i , telle que : 

h! 
2 

O:> pourra u:i:iser, aprds l'avsir j u d f i i e ,  I'PgrlirC. th- 1 - h L0p .r  - -(Logt)'t h4 pc,ur un 6 E ?O,  1;. 

b) En dCduirn, que g est dkivablr en z et dn:in=r g' ( 7 )  . 
c\ Oii g est-elle dirivable ? 

5 9  Tracer I'allurc c'.u grqd ie  dc p eri rep.Zrr orthonormi.. 
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Mathematiques 1 (4 h )  

OPTION GENERALE 
(La PrCsentation, 1’Ccriture et l’orthographe ont leur part dans la note. La premiCre et la seconde partie sont inddpendantes.) 

Le symbole In reprdsente le logarithme ndpkrien. On note E(x) la partie entike de x, et Z(x)  la difftrence x-E(x). 

On dCsigne par n un entier naturel supkrieur h 2 (n>2) çt par N un entier naturel non nul. On pose h = - 2 x  et  xo = Nh. 
n 

Une roue de loterie est schCmatisCe par un disque D de centre O divis& en n secteurs tgaux, mobile par rapport h un repbre 

orthonormal direct ( O , i , j ). Les secteurs sont numCrotCs de 1 h n dans le sens inverse du sens trigonombtrique. Soit 1 le 
4 -  

point du cercle limitant D tel que le segment [OJ] sCpue les secteurs de numCros 1 et  n. 

Une experience a1Catoire consiste 1 lancer la roue dans le sens trigonomCtrique. On suppose que lorsque celle-ci est arrttCe, la 

demi-droite ( O i ) ne rencontre qu‘un seul secteur (dit gagnant) en des points autres que O. On note X la variable altatoire 

prenant pour valeur la mesure x en radians de l’angle total dont a tournb la roue avant de s’arrtter ( x est donc une mesure 

de l’angle orient6 ( i 
posstde une densitC de probabilitb f definie par: f(t)=exp(x,--t) si taro 

4 

- + +  
O I ) qui prend en compte les tours effectuCs par la roue). On suppose enfin que la variable alCatoire X 

, f ( t ) = O  si t <xo.  

PREMIfhE PARTIE 

10). a) Expliciter la fonction de rtpartition F de X et  tracer son graphe. Calculer I’espCrance mathdmatique et  l’bcart- 
type de X. 

b) Soit q un ClCment de H. Calculer la probabilitb de 1’CvCnement f (q-1)  h < X < q h  1- 
c) Calculer la probabilitd conditionnelle de 1’CvCnement 1 X <  Qh 1 sachant que 1’CvCnement {X>(q-l)hj est rCalisC. 

a) Soit k un entier naturel. Montrer que la relation nq + k > N ,  oh q E  H, tquivaut h q> 1 + E ( n ) .  

b) Soit k un entier naturel appartenant h l’intervalle [l,n]. Montrer que la probabilitC P,(k) de 1’bvCnement ( Y = k j  est 

20) Soit Y la variable a1Catoire prenant pour valeur le numCro du secteur gagnant. 
N-k 

de la forme 

- N - k  
E ( 7 )  

Pn(k)=8 a # 

ob a est un nombre d e l  strictement superieur h 1 et  oh 8 ne dCpend que de n (et non de R). 
On pourra admettre ce rCsultat pour la suite, les valeurs de a et de 8 n’intervenant pas dans le reste du probl8me. 
30) Soit r le reste de la division euclidienne de N par n (Ogr<n-1). 

a) Expliciter Pn(k) en fonction de a, 8, n, r et k. (On notera que l’application x - z ( x )  admet 1 pour pCriode.) 

b) Montrer que lorsque k dkcrit l’intervalle [l,n] de DJ, le nombre E( -) prend au plus deux valeurs, que l’on prbcirera. 

C) On suppose dans cette question que r =O. Simplifier l’expression de P,(k) et dresser le tableau de variation de 
l‘application k-P,,(k). Montrer que le graphe de cette application est contenu dans celui d’une fonction exponentielle. 
Donner l‘allure de ces graphes sur un mCme dess’in. 

r-k 
n 

. .  

r - k  
n 

d) On suppose que r # O. Montrer que E (  -) prend effectivement deux valeurs, et trouver les valeurs correspondantes 

de k.  Simplifier alors Pn(k), dresser le tableau de variation et donner l’allure du graphe de l’application k-Pn(k). 

. . ./. . . 
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e) On ne fait plus d’hypothbe sur r. Montrer que l’ensemble des valeurs prises par Pn(k) lorsque k dCcrit 

l‘intervalle [l,n] de IN est indCpendant de r. En donner le plus grand et le plus petit CICment. 

n 

40) On suppose dans cette-question que r=O. En calculant la somme Pn(k),  exprimer B en fonction de a et de n .  
k = l  

Calculer I’esptrance mathematique de la variable alhtoire Y. 

50)Dans cette question, k et x,, sont fixes, xo Ctant supposC non congru h O modulo 2a. On suppose que n varie dans 
l’intervalle [k, +=[ de IN. 

N r  
n n  

a) Montrer que les rapports - et  - sont constants, et que r>,k pour n assez grand. 

In a b) En dCduire, quand n tend vers l’infini, que Pn(k)  est Cquivalent h arln -* 
n ( u  -1) 

SECONDE PARTIE 

On fixe n 3 4 .  Pour tout entier naturel k appartenant h ll,nl, on pose pk=Pn(k)  et a k = p k - l + p k + p k + l ,  en convenant 

La loterie est utilisCe avec la rCgle de jeu suivante: avant l‘expkrience, le joueur mise sur un secteur de son choix; soit k 

que p o  =pn et que p n + l = p l .  Le secteur de numCro n est aussi numCrotC O, e t  le secteur de numCro 1 est aussi numCrotC n + l .  

le numCro de ce secteur; ap rb  I’expCrience, il perçoit le double de sa mise si la roue s’est arretCe sur le secteur k, i l  est 
rernboursC si la roue s’est arrCtCe sur le secteur k - 1  ou sur le secteur k+l; il perd sa mise dans les n - 3  autres cas. 

Le joueur dCcide de tenter sa chance plusieurs fois conskutives, avec la methode que voici: au premier coup, il mise 
sur un secteur choisi au hasard (les n choix sont bquiprobables); si au m-ieme coup (ob m > l )  il a C t C  remboursC ou s’il a 
doublC sa mise (on dit dans l’un et 1,’autrc cas qu’il a gagnC au rn-ihrne coup), il mise au (m+l)-i&me coup sur le mCme secteur 
qu’au m-ihme coup; sinon (on dit dors qu’il a perdu au m-iCme coup), il choisit au hasard l’un des autres secteurs (les n -1 
choix sont Cquiprobables). 

On suppose que les coups successifs constituent des expCriences indkpendantes et identiques. (En particulier, le point 
--c 

I de D est remis sur la demi-droite ( O ,  i ) aprhs chaque expCrience.) 

m-ibme coup quand on a misC sur le secteur k, et enfin G(m) la probabilitC de gagner au rn-iCme coup. 
On note Ck(m) la probabilitd de choisir le secteur k au rn-iCme coup, Gk(rn) la probabilitC conditionnelle de gagner au 

10) Calculer les nombres C k ( l ) ,  Gk(1) et G(1).  

20) Calculer G&) lorsque m>2.  En dCduire que, pour tout entier naturel non nul m, 

i f k  
l < i < n  

30) Pour tout entier naturel non nul m, on considkre les ClCments suivants de IR”: 

a) DCterminer une matrice carrCe M d’ordre n h coefficients rCels indkpendants de m, telle que, pour tout entier 
naturel non nul m, 

cm=a4m-1c,. 

b) En dCduire que G(m) =‘AMm- ’C, (oh tA designe la trampode de A). 

4 O )  On prend n assez grand pour que les nombres ak, 05 l < k < n ,  puissent etre supposCs Cgaux. 
a) Calculer leur valeur commune. 
b) Montrer qu’il existe un couple (1,~) de nombres rCels tel que 

M--M+PJ, 
oh I dCsigne la matrice unit6 d’ordre n et J la matrice carde d’ordre n dont tous les coefficients sont Cgaux h 1. 

c) Pour tout entier naturel non nul q, calculer 54. En dCduire Mm-’. 
d) DCterminer finalement la valeur de G(m). Le rCsultat Ctait-il prbvisible? 

F I N  
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1983 

Mathématiques 1 

OPTION GENERALE 

Jeudi 12 Mai 1983, de 8 heures i midi 

ATTENTION : I n  prdsentation, l'dcriture et l'orthographe on t  leur part dans l a  note. 

On désigne par IR+ l'ensemble des nombres réels x tels que x + O. Soit a un nombre réel. 
1. Dans cette partie, on suppose a > O. 
Soit (u ) la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence : n 

( 1 )  (V n E tN) 

o g a  et la condition initiale u 

1 .  a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u 6 2a. n 
b) Montrer que la suite (u ) est croissante. 
c )  Montrer que la suite (u ) est convergente, et determiner sa limite. 

2. Soit (v ) une suite de nombres réels satisfaisant B la relation : n 
-n 1 - e  vn+] c a + - v .  

2 "  

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, vn 4 un . 
b) Montrer que la suite (v ) est majorée. 

c) A l'aide d'un contre-exemple, montrer que la suite (v ) n'est pas  ndcessairement convergente. 
n 

n 
XL 

2 3 .  a) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant B [ 0 , 1 ] ,  ePx 4 1 - x + - . 
1 -x3 5 b) Montrer que 1 e dx < . 

O 
dx est convergente, et que c) Montrer que l'intégrale e-x3 1 

2 1'- e-x3 dx 6 - . 
O 1 

4 .  Soit (w ) une suite de nombres réels satisfaisant B la relation : n 

( 3 )  (V n E N) w n+ 1 . \ < a + -  y 1; e-x3 dx . 

Montrer que la suite (w ) est majorge. 

II. Soit f une fonction continue sur@+ B valeurs réelles. 

1 .  Montrer que, pour tout élément x de IR+, l'ensemble des nombres réels f(t), 03 t E [O,x], 

admet u.ie.borne supérieure dans k. On note g(x) cette borne Supérieure. 

Montrer que la fonction g ainsi définie est croissante et continue sur IR+ . 
. * . / .  . * 
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2 .  On suppose dans cette question que f vérifie la relation : 

( 4 )  (V x E IR+) f(x) 6 a + f(t) e-t dt . 
X 

O 

a) On suppose, dans cette question uniquement, que f est croissante. 
Montrer que, pour tout entier naturel k et pour tout nombke d e l  x tel que x 3 k ,  

k 

O 
f(x) 4 a + J f(t) e-t dt + (e-k - e-’) f(x) . 

En déduire que f est majorée. 

b) On suppose, dans cette question uniquement, que pour tout élément x de R+ 
f(x) appartient P W+.  Montrer que la fonction g définie dans la question 11.1 

vérifie la relation ( 4 ) .  c’est-3-dire que : 

En deduire que f est majorse. 

c )  On suppose seulement que f vgrifie la relation ( 4 ) .  Montrer que f est majorge. 

3 .  On suppose que la fonction f vérifie la condition suivante : 

( 5 )  (V x E R,) 

Montrer que f est majorée. 

4 .  Soit h une fonction continue sur W+ 2 valeurs dans W+ telle que l’intégrale ‘+m h(t) dt 

soit convergente, On suppose que la fonction f viirifie la relation suivante : 
J O  

. 

5. On suppose de nouveau que f vérifie la relation ( 4 ) .  Soit cp la fonction definie Su? k+ 
par la relation : -X 

1 - e  . 
Q(X) = f(x) - a e  

a) Montrer que, pour tout élément x de !R+, 

~ ( x )  \< rx cp(t> e-t dt . 
J O  

b) Soient c un élément de iR+ et X = sup cp(x). 
x E [O.cl 

Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout élément x de [O,C], 

c) Montrer que, pour tout élément x de !R+ , 

d) $oit J, une fonction définie sur B+ P valeurs réelles telle que, pour toute fonction continu1 
vérifiant la relation ( 4 )  et pour tout élément x de W+,  f(x) 6 $(x). 

Montrer que, pour tout élément x de W +  , 
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT 

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS 

E C O L E  D E S  H A U T E S  E T U D E S  C O M M E R C I A L E S  

CONCOURS D'ADMISSION DE 1984  

Mathematiques 1 
OPTION CENERALE 

Vendredi 11 mai 1984, de 1 4  heures d 18 heures 

ATTENTION: La présentation. I'écriture e t  i'arlhogmphe ont leur part dam la note. 

1. S o l t  n un nombre e n t i e r  n a t u r e l  non nul. 011 consldkre les f onc t l ons  nunkrlques In, gn e t  

hn d é f i n i e s  sur 1' :n tervaI le  [O.n] par  les r c l a t l o n s  : 

'rn(t) = ( 1  - ;ln g n ( t )  = e- t  - ( 1  - h n ( t )  = etg,!,(t) 

où g,', e s t  l a  der ivée de 9,. 

1. E tud le r  l a  v a r l a t l o n  de h,. Oresser l e  tab leau de v a r i a t i o n  de c e t t e  fonction. 

En déduire la v a r i a t l o n  de gn. Montrer en p a r t i c u l i e r  que gn e s t  

e x l s t e  un dl6ment xn de (0.n) e t  un seul  t e l  que, pour t o u t  616ment t de [O,n], g n ( t )  \< gn(xn). 

va leurs p o s i t i v e s  e t  qu'il 

1 
ne Montrer que gn(xn)\< -. 

S o i t  x un nombre r i e l  s t r l c temcn t  p o s i t l f .  

F tud le r  la convergence des In tég ra les  : 
. 

-t x -1  + -  
In(~) = (dlfn(t) t X - ' d t  e t  T(x) = Io e t d t .  

S o i t  c un nocnQre.r&l s t r l c t e w n t  p o s l t i f .  Montrer que si n 5 c, alors : 

O 6 r ( x )  - I;l(r) 4 / i g n ( t )  tX-' d t  + d t .  

c )  Fn dddul re que l a  s u l t r  de terme gCn&al I n ( x )  converge vers r ( x ) .  

11. On d l t  que des s u l t e s  u e t  v de nombres r & l s  s t r i c temen t  p o s i t i f s  sont 6quIvalentes SI le 

rapport 

n ! 

%lt a un nombre rée l  s t r l c t e w n t  p o s l t l f .  Pour t o u t  nombre e n t i e r  naLure1 non n u l  n. on pose : 

U 

tend vers 1 lorsque n tend vers + m .  On admet que les s u l t e s  de termes généraux 
n 

e t  v ~ i  (:)" sont équivalentes. 

1 
e t  J n ( d  = l O ( l  - t a I n d t .  Pn(a) = (a + l ) ( Z a  + 1 )  ...[ ( n - l ) a  + 1 1  

On convient  que Jo(a) = 1. 

1. Montrer que, pour t o u t  nonbre e n t i e r  n a t u r e l  non nul n. 

2. En dkdul re l a  va leur  de J,(a) ,  que l ' o n  exprlmera l ' a i d e  de Pn(a). 

3. En e f fec tuan t  un c h a n g m n t  de va r iab le ,  t rouve r  une r e l a t l o n  en t re  ),(a) e t  In(;). 

I 
'T3 

N 
( 1  + na)3n(a) = na3n-1(a). 

E 1 

I 
En d6duIre un équiva lent  de l a  s u i t e  de terme généra l  Pn(a). 

4. Soit d&ormals x un nombre r é e l  s t r i c temen t  p o s i t i f .  Pour t o u t  nombre e n t l e r  na tu re l  

non nul p, on pose: 

Q,(p,x) = x (x  + p ) ( x  T 2pf ... [ x  + ( n - 1 ) p l .  

Exprlmer Qn(p.x) i l ' a i d e  de Pn(E). En déduire un Cqulvalent de la s u l t e  de terme gCn6ral 

On(p,x). les nombres p e t  x é t a n t  f i xés .  

5. Montrer que. pour t o u t  e n t l e r  n a t u r e l  non nul n, 

En d6duIre une r e l a t i o n  e n t r e  f ( x ) ,  r($I e t  r(y). Qn(Z.X) Qn(2.x + 1)  = QZn(l,X). 
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DIRECTION D E  L 'ENSEIGNEMENT 

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS 

ÉCOLE DES HAUTES ÉTUDES COMMERClALES 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1985 

Mathematiques I 
O ~ O N  G ~ ~ R A L E  

Vendredi 10 Mai 1985, de 8 h d 12 h 

La présentation, la lisibilité, P orthographe, la qualité de la rédaction, la czarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans P appréciation des copies. 
L'usage des instruments de colctrl est autorisé. 

Les parties I et II  sont indépendontes. 

On désigne par u et b des fonctions à valeurs réelfes continues sur I'intervelle [O, 11. On 
suppose que, pour tout Clément t de [O, 11, a(t) 3 O. 
L'objet du problème estdétudier un p r W  d'approximation d'une fonctionfà valeurs 
riclles de ciassec* SUT [O, il, sachant que, pour tout éIémmt t de [O, 11, 

f "(t) - 4c)f (0 = MO, 

OÙ X et p sont d u  nombm réch donnés. 
À cet effet, on introduit une subdivision (t,,, tl, ..., tm + ) à pas constant h = l / (n+ 1) de 
I'intervalIe [O, l b  où n est un nombre entier strictement supérieur à 2 Autrement dit, 
pour tout nombre entier naturel k tel que k Q n + 1, r, = kh 
Dans la partie 1, on montre que, pour approcher f sur [O, 1). il suffit de connaitre une 
valeur approchée ut def(tJ en chaque point t ,  Les parties II et III décrivent un algorithme 
de construction des valeurs approchées uc 
Pour toute fonction g à valeurs réelles de classe C p  sur l'intervalle [O, 11, on pose: 

M&) = SUP I d'YS 1. 
t IO. 11 

1. Appo~imarion de f par zme fonction anne par morceaux. 
1. Soient g une fonction à valeurs réelles de classe Cz sur [O, 11 et (a, b) un couple 
d'élhents de [O, 11 tel que a < @. On suppose que da) = 
u) Soit G la fonction définie sur [O, 11 par les relations. 

t - a  

= O. 

G(t) = - ") sit+a et Gb) = s'(a). 

Rouver que G est continue, puis qu'elle est de classe Cl. 
Rouver que, pour tout élément t de [O, I L  
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2. Soit +h la fonction définie sur [O, 1) par les conditions suivantes: 
- pour tout entier k appartenant a [O, n + 11, $ h ( t k )  =f(rJ; 
- pour tou* entier k appartenant à [O, n], la restriction de $h a l'intervalle [ t k ,  t k  + II est 
affine. 
Montrer que, pour tout élément t de [O, 11, 

3. Soient enfin (u, ul, ... , u, + l) une suite de nombres réels et (Pk la fonction définie sur 
[O, 11 par la conditions suivantes: 
- pour tout entier k appartenant à [O, n + 11, (p,,(t,) = ug 
- pour tout entier k appartenant a [O, nk la restriction de ( P ~  a l'intervalle [Cb r ,  + ,] est 
affine. 
Montrer que, pour tout éliment t de [O, 11, 

h2 IAt) - CpAt) 1 G M,V) + 6,,, où 6 h  - sup I A ~ J  - uk 1. 
O < k < r + l  

II. Algorithme de risolution d'un système linoclirc. 
Soient (O,, uz, ..., a,,) et (bl, b,, ..., b,,) des suites de nombres réels. On suppose que, pour 
tout entier k appartenant à 11, nb 4 k  2 2 On considin le système d'équations linéaires: 

a1 U l  - ut = b, - u1 + a1ul - u3 = b2 - b, - ut + a) u3 - u4 
........................................... 

- U , - Z  + u,- 14- 1 - ~ ' b , ,  1 i - u, - + a, u, - b, 

(1) 

1. Montrer que l'on peut construire une suite (cl, cz, ... , c,,) de nombres réels appartenant 
1 

à l'intervalle ]O, 11, satisfaisant à la condition initiale cl = -et à la relationde ricurrrnce: 

c k + l '  o ù 1 ; k g n - I .  
01 

ut + 1 - ct 

2 Soit (d,, d,, ... , dJ la suite de nombm réels définie par la condition initiale d ,  = b, c, 
et la relation de récumacc 

d ~ L 1 = ( b k + l + d t ) c k + l  o Ù l G & G n - l .  

Montrer que le systime (1) admet une solution et une seule, et que ccllcci est déterminée 
par la relatioas: 

4 = 4 
Ut d k  + CeUk + 1 si 1 < k d n -  1. 

3. Montrer que si les nombres b,, bz, ... , b, sont positifs (au sens large), il en est de 
même pour les nombm ul, u,, ... , u, 
4. Dans cette question, on suppose que b, = b, = ... = 6, = 1. Montrer que, pour 
tout entier naturel k tel que 1 G k < n, 

1 
O B ut 6 ;(n + l)2. - 

5. Dans le cas générai. montrer que: 



-242- 
III. Obtention de valeurs approchées de f aux points rk. 
1. Soit t un nombre réel tel que [t - h, t + h] soit contenu dans [O, 11. Montrer que: 

h* 
12 

I f ( t  + h ) + f ( r  - h ) - 2 f ( t ) - h ' f " ( t ) I Q - - M , u > .  

À cet effet, on pourra introduire la fonction auxiliaire F définie sur l'intervalle [ - h, h ] 
par la relation: 

~ ( x )  = f(  t + x) + f(c - x) - 2 f ( t )  - x2f"(t).  

On calculera les dérivées successives de F jusqu'à l'ordre 3 et en particulier leurs valeurs 
Q l'origine, et on majorera 1 F"'(x) 1 à l'aide de M4(j'). 
2 En déduire que, pour tout entier naturel k tel que 1 S k Q n, 

3. On connaît déja f ( t o )  = /(O) = 1 et f ( t ,  + 
/(tJ, ... , f(tJ, on remplace les relations(2) par le système linéaire: 
( 3) 

= f(1) = p Pour approcher f(tl), 

- Ut - 1 + [2 + h2 a(t&] uk - ut + = - hf b(t3 si 1 < k < n, 

Montrer comment, a l'aide de la partie II, on peut construire la suite (uo, ul, ... , u, u, + ,). 
4. Cette suite étant ainsi définie, établir que: 

En conclure que, pour tout é!&nent r de [O, 11, 
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1 9 8 6  

Mathématiques I 4 
OPTION GÉNERALE 

La présenlarion. la lisibilité, forrhographr, la quolire de la ridacrion, lu clarri C I  10 précision 
drs'ruisotinrrnents enrreront pour une purt imporranre dans ruppréciarion des copies. 
L'uwge des insrrumznrs dr calcul zst aurorisé. 

PROBLEME 

Soit ,! 13 fonction numkriquc dkfinie sur R par la relation ; 
j( 1) = 1' + 1.  

Dans la partis 1. on itudie la fonction réciproque g de /. Dans la partie II, on etudie un 
algorithme d'approximation de g i l'aide d'une suite de Conctions rationnelles. Enfin, 
dans la partie 111. on éiudit une approximation polynomiale de g psr la mtthode des 
rnoindrss carrés. 

1. h d e  deg 

1 .  I'rrriurion de g 
a) Construire la courbe reprkntative C de la fonctionf(uni1e graphique: 2 cm). 
bJ  Montrer que f admci une fonction riciproque; soit g cette fonction. Ainsi, pour 

tout nornbrr: réel x :  

g'(x) + g ( x )  = x .  

Montrer que la fonction g est stnctement croissante et impaire. Construire sa courbe 
rcpresentative dans le même repere que C. 

c) Montrer que la fonction g est dérivable sur R ;  exprimer g' en fonction de g. En 
diduire sans calcul la variation de g'. 

2. Etude locale et asvniprotiquz de g 

Expliciter ce dcvclopppcment P l'ordre 3. 
a) Montrer que g admet au voisinage de O un dcveloppement limité a tout ordre. 

b) Montrer que g (x) - x"' au voisinage de + m. 

c )  On &rit g ( x )  sous la forme x1I3 (1 + h ( x ) ] ,  ou lim h ( x )  = O. Expliciter la relation 

satisfaite par la fonction h. En déduire que la fonction x+txz ; 'h  ( x )  admet en + 03 une 
liniite finre que l'on diterminera. 

3. €rude Sune primitice de g 

Soit G la fonction numerique definie sur R par la relation: 

x - + =  

II. Approximation rationnelle de g 

Dans Cette partie, on prend x dans l'intervalle [O, + Q, [. On interprète'g (x) comme 
l'unique solution de l'kquation r3 + t = x, c'est-adire comme l'abscisse du point d'intersec- 
tion de la courbe C avec la droite D, parallèle i l'axe des abscisses et d'ordonnk x. On 
se propose d'approcher g (x) a l'aide de la suite de terme gkneral u, (x) ainsi construite : 
on pose u,, (x) = x et on prend pour u1 (x) l'abscisse du point d'intersection de D, avec 
la tangente à C au point d'abscisse x; on itere ce processus en considerant l'abscisse 
LI.+] (x) du point d'intersection de D, avec la tangente P C au point d'abscisse u, ( x ) .  

1. Consrnrcrion de Pulgorithme 8upproximution 

Soit I un nombre réel positif. Prouver que l'abscisse du point d'interseclion de D, avec 

la tangente a C au point d'abscisse f est égale a - 
On considire donc la suite définie par la relation de récurrence: 

2 r 3  + x 
3 r 2  + 1' 

et la condition initiale ido (x) = x .  

2. €rude gruphique d'un exemple 

Dans a i l e  question. on prend x = 1. Sur une mime figure, tracer soigneusement l'arc de 
C correspoiidant aux valeurs de r appartenant i l'intervalle [O,  1 ] et construire ul (1) el 
u2 (1 )  (unite graphique: 5 cm). 

3. t i t u ~ c  fa/goriihme 

Soit cp la fonction numerique qui i tout nombre rtel positif t associe: 

a)  Etudrer IK signe de f - cp ( f ) .  

h) Calculer la dercvte de cp Etudier le signe de cp' ( f ) .  
CJ Deduire des questions O) et b) que l'intervalle [g ( x ) . ~ ]  est stable par cp 

En utilisant I'encadrcment O d r 3  + I - x C 1'. valable pour tout élkmcnt I de l'intervalle 
[ g  (x), x) .  montrer que, sous cette derniere condition: 

L 
O < l p ' ( l ) C - .  

3 

4. €rude d z  la conl;ergence 

la suite (11, (s)) est dicroissante el qu'elle converge vers g ( x ) .  
uj hlontrer que, pour tout nombre entier naturel n, u, (x) appartient a [ g  ( x ) . x ) ,  que 

h) Prouver que. pour iout nombre entier naturel n: 
II 

c )  Soit a un  nombre riel positif. On pose 

Prouver que p. C a. (3)' 

L C  

c 

O) Calculer G en fonction de g. 

6) Étudier la variation de G; étudier G au voisinage de O et au voisinage de + m. N) 
P 
+ 



d )  Prouver que, pour tout nombre riel positif I :  

hlontrer que. pour tout el&ment I de l'intervalle [g (x). XI: 

L 

On pourra ttudier la variation de la fonction II+- 
3 r ' +  1 

c') Calculer I I ,  ( 1 )  pour n f 4. Verifier que u4 ( 1  1 est une valcirr apprmhk de x i 1) i la 
jirccisicin I C I  b,  

111. hppruxinutiuo polynuoudle de g par L méthode d a  moindres cnrrk 

Soient a un nombre riel strictement positif. n un nombre entier naturel non nu! et s = 
(,r,,,.rl,..., x.) une suite d'ilements dc [O,a] distincts deux a deux. Pour tout nombre enticr 
naturel p. on note E ,  I'rpace vectoriel des p o l y n h e s  i cocrficicnts r u i s  de dcgrc infkricur 

1. Produit scrlhirr sur E ,  Crhpti d S 

nombre riel: 

ou Kgal i p. 

CI) hlootrcr que l'application qui i tout couple (P,Q) d'klimenrs de E ,  associe le 

" 
( p I Q )  = 1 p ( x k ) Q ( x k )  

k - O  

est un produit scalaire sur En. 
b)  Soit i un nombre entier naturel inférieur ou egal a n. Montrer qu'il existe un ilkment 

L, de E ,  et un seul prenant la valeur 1 au point x ,  et la valeur O en tous les autres points 
de s. 

1.) Prouver que la faniille B = [LG, Li. ..., L,) est une base orthononnale de E,. 
d) Montrer qu'il existe u n  éliment P, de E,  el un seul ICI que. pour [out nombre entier 

i appartenant i l'intervalle [O,  I I ] ,  P, (xi) = g (13;  expliciter Irj composantes de P, dans 
la base B. 
2. Approxtrlicirion de g 

Soi1 p u n  nombre entier naturel strictement inférieur i n. Pour tout i l tmtnt  A de E,, on 
pose : 

N ( . d )  = 1 lg(x,) - .-4 (X,) 1'. 
k - O  

a) Interpréter N (.4) i l'aide du produit scalaire sur E,. 
h)  Montrer qu'il existe un ilcment H, de E ,  et un  seul tel que, p u r  tout ilinient A de 

c)  hlontrer que le polyn6me H, est caractirisi par les relations: 

JJ On icrit i l ,  sous 13 forme: 

E , ,  .V I I { , )  d N (A) .  

( H , I . Y ) = ( P , ~ X ) ,  ou O g i < p  

P 

H ,  = ?.,.YJ 
j = G  

Expliciter U I I  systime iiniaire admettant pour unique solution IL,,, i.,..... LI). .  

i tqxs  d'un algorithme pcrmcttant. de calculer H,. 
t) En utilisant les resultats obtenus dans les parties I I  et I I I .  indiquer les difftrentes 
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Lo présentation, In lisibgui. I'onhographc. In quoiiti de la rtdnaion, la c l d  cr la 
précision des raisonnements mRCIOn1 pour une ~ U K  impononlc dam I'appriciodon des 
copies. 
L'usage des instnuncnu de d c d  est autorirC. 

Le but du problbme est I'ttude d'une suite de tirages de boules dans une urne, cc qui fait 
l'objet de la seconde partle. La premiere panie permet d'obtenir quelques Wtau 
prtliminaires d'algebre. 

Dans tout le piobibme, on dcSigne par N un nombre entier naturel non nul n p r  E 
l'espace vectoriel des polyn6rnes 1 coefficients rtcls de degrt inftrieur ou 6p.I 1 N. On 
considbre I'application LinCaire f qui, 1 tout 6lCmcnt LI de E, associe le polylr6w : 

1 V ( X )  = x. U ( X )  - R (X'- 1) .  U'(X) 

où U' dCsigne la dtrivée de LI. 

PARTIE 1 

1) h d e  de l'appliation f 
a )  Pour tout nombre entier naturel j tel que .i 6 N. calculer f(XJ). 
b) Montrer que fen un endomorphisme de E. 
c )  On considtre la base canonique JO = (1, X , - . X N )  de E .  &ire la mavtce 
M associte I f dans cette base. 

2) Recherche d'une base de pol.vnomes propm pour f 

Soit E un polynôme propre pour f, c'est-a-dm un tlémcnt non nul de E tel qu'il cmte 
un del A satisfaisant A la relation : 

f ( B !  = A  B .  

a )  Montrer que B est nécessairement de degré h' 
6 )  On suppose que A = 1. Montre: que - 1 est racine de B.  
Soit k l'ordre de multiplicité de 12 r a m e  - 1; il existe donc un polyn6me 
A tel que : 

B(X) = (X+1 )kA(X)  a v e c A l - 1 ) t O .  

Montrer que k = N et que A est constan:. 

Tournez la page S. v. p. 
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En supposant que A I - 1. Ctudicr de même la multiplicitt de la racine 1. 
c) On supposc muntcnant que A cst dintrent de 1 et de - 1. Montrer que 1 e: - 1 sont racina de B. Soient h et k leurs ordres de multiplicitt respectifs. 
On pose: 

B ( X )  = ( X  - 12' (A' + 1 y A(X) .  

Montrer que h + k = h'. Exprimer alors A en fonction de k et de N .  En d t d u k  une 
factorisation d a  poIyn6mes B ainsi obtenus. 
d) Montrer que l'endomorphisme f est diagonalisable. 
c) On considtre la famille 9' = (Bo, Bi.-, E N )  d a  ClCrnenu de E dtfinis p.r : 

B k ( X )  = ( X -  l ) N - k ( X +  1y 

Montrer que la f.milk d' est une base de E .  &rire la matrice M' &CC & 
f daos la base 3'. 

3) CJcul da limila da arila (M'.) d (Ma*') 

On appelle limite d'un suite (M.) de matrices carrtes d'ordre N 1 la matriœ c a d e  
L d'ordre N + 1 dont ks tltments sont la limita (si e l la  existent) des ClCments de 
M. l o q u e  n tend YCIS + w . On admet que, dans ocs conditions, pour tout couple 
(P, Q) de matriœs clrrfa d'ordre h' + 1, la suite (P M, Q) a pour limite la matrice 
P L Q. 
a)  Pour tout nombre entier naturel j tel que j Q N. on pose : 

X s 
Bj(X)  = pij X' et X' = Q,J B , ( X )  

1-0 8.0 

DCterminer la Cltmwts pi$ et p,& pour O s i  Q N. et ks CICm+na qo, et 
qNJ pour O Q j Q N. 
b) On note mpce!ivement P et Q les maviœs de passage de # A  rf' et de 
a' 
c) Exprimer M en fonction de M', P et Q. En dtduire (sans expliciter davantage Ics 
matriees P et Q) ks limites des suites (Mh) et (M"") lorsque n tend ven 

a. Quels mt ks ClCments ainsi WMUS de P e: de C? 

+ W .  

PARTIE Il 

On suppose dtso- que N a  3. Une urne contien: r boules rouges et b boula 
blanches avec r + b = h'. On procede d da tuages de la manière dCcrite c i -aph  : 
- lorsqu'on obtient UM boule rouge. celle-ci en retirCe de l'urne et remph& par une 
boule blanche avant de passer au tirage suivant ; 
- lorsqu'on obtient une boule blanche. celle-ci a t  retirée de l'urne et remplacie par 
une boule rouge avant de passer au tirage suivant. 
Soit n un nombre mue: naturel. On note X. la variable aléatoire prenant pour valeur le 
nombre de boula rouges contenues dans l'urne à l'issue du nnnc tirage (c'est-adire 
lorsque la nYlr boue a Ctt ttrtc puis rempiacCe xlon la procédure dtcnte). En 
particulier. X, = r.  

Pour tout nombre entm naturel k .  on pcw : 

p ( n .  k ! = P ( X. = k ]  ). 

Ainsi : p ( n .  k )  = O 

p10. k )  = ! 

s i k - h '  

s i k = r  

On d k s i g ~ ~  par €(A'.) et V ( X . )  I'apCnncc et la varianœ de X,. On IC propo~ de 
calculer par deux méthodes ces deux valeurs t p q u a .  puis d'ttudier k comportement 
asymptotique de p(n.  k). 
1) On suppose daas cette qumion que n ert non nul. A l'aide de la formuk des 
probabilitts totaks, montrer que. pour tout nombre entier naturel L : 

N p ( n , k ) =  ( N - k + l ) p ( n - l , k - l ) &  ( k ~ I ) p ( n - l . k + l )  (1) 

2) c . k u l  de I'apirracr d de la v u L a c  A l'skie de paiymimes 

Pour tout nombre entier naturel n. soit F. le polynome dtfini par : 

On suppose dtsormais que n est non nul. 
a )  Etabtir la relation : 

F. = f(F.-l) 

F:(l) = E ( X . ) .  b) Montrer que : 

En dtrivant (2). former une rehtion m E(X, )  et €(X*-I). En dCduh 
E ( X , )  et sa limite quand n tend vers i a: . 

On pose : 
a, = E(Xz)  - N €(.Y,). 

En dtrivant deux foi (2). former une relation entre a, et a n _ 1 .  En dtduirr 
V ( X , )  ef w !imite quand n tend vers + w .  

3) Calcul & I'esphnœ d de la v u h u e  1 l'aide & matrioa * On considbre la matnce a N + 1 lignes et une colonne : 

a) A l'aide la relation ( 1 ) .  prouver que : 

Un = M i.-: 
ou M est la matrice dtfin~e dans la question 1 !J.  
On considère les trois matrices P une ligne et h' - 1 colonncs : 

J = (1 1 ... 1) KI = ( O  1 ... A'l K: = (O:!' ... N 2 )  

b) Calculer le produit KIM en fonction de k'! er de J. 
VCrifier que : 

E ( X " )  = K :  U" 
Retrouver ainsi la relation entre et E(X* - l etablie dans la question II 2 )  b). 
c) Calculer le produit (K: - N K ,  )M en fonnion de K :  - 5' A', et de 1. Retrouver 
ainsi la relation entre a, et a.-t Ctablic dans la auest~on II 2)  c). 

4 )  h i d e  de la distribution asymptotique de CX,) 

En utilisant les résultats de la fin de la première panle. dttennlner selon la paritt de r 
le; limites des suita @ ( Z n , k ) )  et @ ( ^ U I + l , k ) )  lonque n tend vers +a:. 
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Chambre de  Commerce et d'Industrie de Pans 

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT 
DIRECTION DES ADMISSIONS ET CONCOURS 

Samedi 7 mai 7988, de 8 h. 72 h. 

Écale des Hautes Études Commerciales 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1988 

Mathématiques I 
OPTION GÉN~RALE 

sont autorisées : règles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire, 
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et  
alphanumériques, A fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document 
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long sur 15 c m  de large. 

L'objet du problème est d'étudier la convergence d'une suite de polynômes d'interpola- 
tion d'une fonction f. ce qui constitue la partie III. Dans la partie 1. on construit les 
polynômes d'interpolation de f ; dans la partie II. on explicite un tel polynôme sur un 
exemple. 

1. Interpolation d'une fonction par un polynôme 

Soient n un nombre entier naturel non nul et (x , .  x2. .... x , )  une suite de nombres rkels 
distincts. On leur associe les n polyn8mes L I .  L2. .... L, définis pour 1 s j B n par : 

1. Pour tout entier j tel que 1 G j s n,  expliciter le degré et les racines du polynôme 
Li. Calculer Li ( x i ) .  

.2. Soit P un polyndme à coefficients réels de degré strictement inférieur à 
n. On pose: 

Q ( x )  = P ( x i )  Li ( x ) .  
i .  I 

u )  Pour tout entier k tel que 1 s k s n,  calculer Q (xk). 
b )  Prouver que P = Q. 

3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle / de R a valeurs réelles. On 
supposc que, pour tout entier k tel que 1 Q k e n .  le point xk appartient B 
1. 
Montrer qu'il existe un polyndmc ' P ,  de de@ strictement infbrieur a n et un seul 
satisfaisant aux conditions suivanta : pour tout entier k tel que 1 s k as n, 

Pf (Xk) = f (Xk). 

II. Exemples 

1. On prend f ( x  ) = - - / = [O. 361 ; n = 3 ; x ,  = 1. x2 = 9. x3 = 25. 64 
x + 7 '  

O )  Expliciter les polynômes L,. L2. L3. 
6 )  Calculer le polynôme P/ défini dans la question 1.3. On vérifiera que le polynôme 

64 P, est a coefficients dans 2. 

T 5 v P  
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2. On prend g ( x )  = - ; I = [- 6.61 ; n = 6 ;  x I  = - 5 ,  rx2 = - 3. x3 = - 1, 

x, = 1. x5 = 3. xg = 5 .  
a )  Sans nouveaux calculs, expliciter le polynôme P ,  (défini comme dans la 

b) Etudier la variation de P, sur l'intervalle [- 6.61. 
c)  Construire, dans le plan rapporté il un repère orthonormal, les courbes représenta- 

question 1.3) il l'aide du polynôme P,.  

tives de g et de P,. 

III. Étude d'une suite de polynômes d'interpolation 

Dans cette partie, on consid&re la fonction f définie sur  [O, 11 par la relation : 

1 f ( x )  = -, 
x + a -  

où a est un nombre réel Strictement positif. 
Les notations étant les mêmes que dans la partie 1. les points xI. x2. .... x, sont donnés 
par : 

On note P, le polyndme P ,  défini dans la question 1.3. 

1. Calcul de f ( x )  - P ,  ( x )  

On pose : A ( x )  = 1 - ( x  + a ') P, (x ) .  

O )  Vérifier que A ( x )  est un polynôme de degré inférieur ou égal 3 n,  qui admet 

b )  On pose: 
x , ,  x2 ,.... x, comme racines. 

a 

Qn ( x ) =  n ( x - x Y ) .  
k - l  

Montrer qu'il existe un nombre réel c, tel que, pour tout nombre réel x : 

A (XI = cn Qn(x). 

c )  Prouver finalement que, pour tout nombre réel x ' :  

( x + a 2 )  n ( a Z + x k )  
k - l  

2. Étude d'une fonction auxiliaire 
Soit h la fonction définie sur p. + m [ par : 

h (x) = I,' ln (x'+ u') du. 

4 )  Calculer h (x) B l'aide d'une intkgration par parties. 
b)  Vérifier que. pour tout nombre rdel strictement positif x :  

h ' ( x )  = m - 2 Arc tan x .  

c) Etudier la variation de h. Prouver que h se prolonge en une fonction de classe 
C" sur [O, + m [. 
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d )  Montrer qu’il existe un nombre réel a0 et un seul tel que O c a. c 1 et: 

h (ao)  = 2 in 2 - 2. 

e) Construire la courbe représentative de h. 

a )  Soient F une fonction de classe C’ sur [O. 1 1  et a un Clément de l’intervalle 
3. Déterminution d’un équivalent de c, 

[0,1[. Pour tout nombre réel t tel que 0 4 1  s 1 - a .  on pose: 

G ( t )  = I;+‘ 
- (i) Calculer G’ en fonction de F et de F’. 

(ii) Soit x un Clément de l’intervalle [O, 1 - a ] .  En appliquant la formule de Taylor 
avec reste intégral & la fonction F sur l’intervalle , a + x . établir que : 1 

(iii) En déduire que, pour tout Clément x de l’intervalle [O. 1 - a ] :  

x’ JG ( x ) l  s - M. 
24 

6) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 s k s n : 

A cet effet, on appliquera le résultat de la question préctdente. avec : 

k - 1 .  1 F ( u ) = I n ( a ’ + u ’ ) ;  a = -  , x = - .  
n n 

c )  Soit ( u , , ) , , ~  , la suite de terme général : 

a,= fl ( Q ? + X k ) .  
t - 1  

Déduire du 6) la limite de la suite (In a, - n h ( a  )),* I .  Obtenir enfin un équivalent 
simple de la suite ( u , ) , , ~ ~ .  

4. Etude de fa suite (Pm(l)) ,a ,  
a )  Vérifier que : 

6) On admet I’équivalent (formule de Stirling) : 

Déterminer un équivalent simple de la suite (Qm( 1 ).),,, ,. 
(P,(l)) ,a,  converge vers f (1) .  

c )  Déterminer l’ensemble des nombres réels strictement positifs a tels que la suite 
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la phedentation, la e i b i b L k U t ,  e'oh,thoghaphe, & quaeit t  de 
htdaotion, & clahte et 421 phtcibion des  haAonnment6 en.O~utont 
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sont au tondes  : règles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire, 
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et  
alphanumériques, fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document 
d'accompagnement e t  de format maximum 21 cm de long sur 15  cm de large. 

PHOULBM E Soit k un nombre entier naturel non nul. L'objet du problhe est I'ttude de LI strie de 
terme general l /pak, où p 2 1 .  

LIMINAIRE Àl'aide de I'inegalitC des accroissements finis, montrer que, pour tout nombre entier 
naturel non nul  p : 

En deduire la convergence de la sCrie de terme gtnkral l/pzk et un majorant simple ue sa 
somme. 

Dans la suite, pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose : 

Dans la partie 1, on traite le cas particulier oh k = 1 et l'on determine S2. 
Dans la partie II, on Ctudie d'abord une suite de polynômes et l'on gCnCralise la mkthode 
de la partie 1 pour dkterminer SZk. 

I Dans Cette partie, on dtsigne par n un nombre entier naturel non nul. 

1. On considtre la fonction numerique dtfinie sur l'intervalle ]O, 1[ par la relation : 

h(1) = (; - ;) COt 7rz (où COI rz = l / t an  nz) 

a )  Comparer fi (z) et f, (1 - z) . Interprtter graphiquement le rtsultat. 
b )  Determiner les limites de f l  aux bornes de son ensemble de definition. 
On prolonge dksormais f1 par continuitC en O et en 1. 
c )  Pour tout tlkment z de ]O, 1[ ,calculer f i  (z) . Montrer que fl est de classe C1 sur 

d) Construire la courbe reprtsentative de fl. 
l'intervalle [O, 11. 

2. Àl'aide d'une IntCgration par parties, montrer que, pour toute fonction f de classe 
C1 sur [O, l,] , il existe un nombre rCel strictement positif a tel que : 

1 ~ L / ( z ) S h Z n n r d z  I :  5 -. 
En dMuire la limite de 1: f(t)sIn 2rnt dz lorsque 81 tend vers +w. 

Tournez  la page S.V.P. 



3. Pour tout nombre entier naturel non nul p ,  calculer I'inttgrale : 

4. a) Vkrifier que, pour tout klkment t de l'intervalle]O, 1[ : 

2 2 c o s  2xpz = cot rt sin 2 m z  +cos 2 r n r  - 1 
p = l  

(On pourra multiplier chacun des deux membres par sin T E . )  

6 )  Àl'aide des rtsultats prkctdents, etablir que : 

1 
fi (t) sin 2nnz d t  + 1' (f - 5 )  cos 2 r n t  d t  - 5 (: - 5> d r  2 

p=l 

c) En faisant tendre n vers +oo, dtduire de l'tgalitt prtddente que : 

rz s, = -. 
6 

5. On se propose dans cette question de comparer S2 (n) , Sz (n) + l / n  et d / 6 .  
a)  &rire un algorithme de calcul de S, (n) lorsque l'entier n est donnt. Comparer 

les valeurs dtcimales approchtes A 10-O p r b  de S, (n) , S1 (n) + 1/n et  r2/6 pour n = 10, 
n = l0qet  n = 1000. 

6 )  A l'aide de  I'intgalitt (O), prouver que : 

9r2 1 1 I2 1 O 5 - - S2 (n) 5 - et O 5 Sz (n) + - - - c - 
6 n n 6 - n2' 

Expliquer a lon les rksultats numtriques prtddents. 

PARTIE II A )  &de d'une mue depolynbmcs 

On se propose d'Ctudier les suites (Qn) de polyn6mes A coefficients r teb  salisfaisant 
aux trois propri t tb  suivantes : 

Qo = 1 

Qk = Qn-1 V n  2 1, 
V n >  2, Qn(1) =Qn(O).  

1. a)  lbbl ir  qu'il existe une suite (r,) de nombres rationnek et une seule telle que : 

n-1 
= o. C (n- j ) !  r o = l  e t p o u r n 2 2 :  

j = O  

Expliciter rl , r2,r3 et r4 sous forme de fractions irrtductibles. 

On considere dCsormais la suite (P,)  de polyndmes dCBnie par : 



6) Montrer que la suite (P,) vtri6e les proprietks (1). (2) et  (3). Expliater Pl, 4, P3 
et P,. 

2. On considere une suite (8,) d e  polyn6mes vkri6ant les propricteS (l), (2) et (3). 
a) Prouver que, pour tout nombre entier naturel n : 

6) Montrer que la suite (Q, (O)) vtrifie : 

c) En dMuire que, pour (out nombre entier naturel n, Q, = P,,. 

3. a) En considtrant la suite d e  poh/nbmes ((-l), P, (1 - X ) )  , ttablir que, pour 
tout nombre entier naturel n : 

P n ( x ) = ( - l ) n P n ( l - x ) .  

b )  En dkduire que, pour tout nombre entier naturel non nul k, rZt+l = O. Calculer 
1-6 et r d .  On pourra vkrifier que : 

1 
1209 600' 

r a  = -- 

B) Exprasion de Szt 

1. pour tout nombre entier naturel k 2 2, on mnsidtre la fonction ft definie sur 
l'intervalle ]O, 1[ par la relation : 

It ( r )  = (Pzt (z) - r2t) mt rt. 

a) a m p a r e r  fk (2) e t  jt (1 - z) . 
b )  Determiner les limites de ft aux bornes de son ensemble de dtfinition. 
On prolonge d b r m a i s  ft par continuid en O et en 1. 
c) Prouver que f t  est de  classe C' sur l'intervalle [O, 11. 

2. Pour tout nombre entier naturel non nul p ,  on considixe les intkgrales : 

J p  (k) = P2t (z) CM 2rpz d t  et 1, (k) = ( P a  (2) - rzt)Cc# 2zpt d t .  

a) Calculer Jp (1) . 
b )  Exprimer Jp (L- + 1) en fonction de  J p  (k) . En dkduire Jp  (k) puis Ip (k) . 
3. a) En calculant de deux façons la somme : 

1 1' 

Il (k) + z2 (k) + . . . + 1, (k) , 

puis en faisant tendre n vers +CO, exprimer S2r: en fonction de rzt. 
b )  Retrouver ainsi l'expression de S2 ; calculer S,, se et Sa. 

4. À l'aide de l'inkgalid (O), prouver que : 

En dtduire des valeurs approchtes b 10-6 pi& de  S., 
exactes obtenues prmdemment. 

et Sa ; les comparer aux valeun 
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Mathématiques I 

M e r c r e d i  9 mai 1990, de 8 h. a 12 h. 
OPTION GkNdRALE 

CHAMBRE DE COMMERCE E l  D’INDUSTRIE DE PARIS 
DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT 

Dirwlion des Admisstons et Concours 
La prdsenfai!on. la lisibilifd, l’orthographe. la qvalitd de la rddacfion, fa Clark4 ef la 
prdcision des raisonnemenis enfreronf pour une Part rmporfanfe dans l’apprdciafion des 
copies 

sont autoris4e8 : rbgles graduks. tables de valeurs numdrlqves sans formuI8ir0, 
calculatrices de poche. y compris les calculatrices programmables et alphanumdriques, 
A fonctionnement autonome, sans imprimante. sans document d’accompagnement et 
de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large. a raison d’une seule calculatrice 
par candtdat 

‘‘Oie des Commercia’es 
CONCOURS D’ADMISSION DE 1990 

L’objet du problème est I’étude de l’interpolation d’une fonction par des fonctions 

Dans la première partie, on étudie une fonction numérique utilisée par la suite. 
La deuxième partie (indépendante de la précédente) est destinée à établir des pro- 

Etifin, dans la troisième partie, on teste la convergence du procédé d’interpolation 

trigonométriques. 

priétés d’une matrice qui permet d’obtenir les fonctions d’interpolation. 

dans le cas particulier de la fonction constante et égale 1. 

1 cos x f ( 2 )  = - - - 
x sin t 

f (0) = 0 

si 2 E ]O, 41 PARTIE 1 

Soit f l a  fonction définie sur l’intervalle par les relations : 

1. 

2. 

3. 

4. 

Montrer que la fonction f est continue sur 

Calculer f’(x) pour t > O. 

Montrer que la fonction f est de classe C’ s u r  

Étudier la variation de f et  construire la courbe représentative de cette fonction. 

PARTIE II 

Soit An = (aij) la matrice carrée d’ordre v i l  où  n 2 2, dont I’élément à l’intersection 
de la ligne et  de la jihme colonne est défini par : 

Ainsi : A, = 

0 1 0 . . . . .  O O‘ 
1 0 1 . . . . .  O 0  
0 1 0 . . . . .  O 0  
O O 1 * . * * *  O O 

0 0 0 ..... 1 0  
0 0 0 . . . . .  O 1  
0 0 0 . . . . .  

. .  . .  . .  
. . .  . . .  . . .  . . . . .  

1 O, 

lhns cette partie, on se propose d’abord de diagorlaliser la matrice A,, puis d’étudier 

On identifie les matrices colonnes : 
une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A,. [ ”) X =  

XII 

avec les vecteurs de Et” muni de sa base canonique. 
En particulier, on identifie les matrices b une ligne et une colonne aux nombres réels. 

Par exemple, on écrira : n 
pour X =  ‘x Y = tY x = E X i  gi 

i= l  

où tx e t  kY désignent les matrices transposées de X e t  de y. 
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1. Pour tout élément X de IR,”, on pose : qn(X) = ‘X An X 
n-1 

Calculer An X et vérifier que : g n ( X )  = 2 C z i  z i + l *  
i= 1 

2. Etude du cas particulier n = 2 
a) Montrer que, pour tout Clément X de IR2 : -‘x x 5 q z ( X )  5 tx x. 
b) Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs propres de Ai.  
c) %ouver les Cléments X de IR2 tels que Iqz(X)I = tX X. 

3. Encadrement des valeurs propres de An n- 1 n- 1 

i= 1 i= 1 
a) Montrer que, pour tout élément X de Ili.” : 

b) En déduire que, pour tout élément X de IK” : 

- c (d + 4+*) 5 qn(X’) I c (d + & ) .  

- 2  ‘X x _< q n ( X )  5 2 t~ x 
et que l’égalité Iqn(X)I = 2 ‘X X équivaut à X = O. 

C) Soient A une valeur propre de An et x un vecteur propre associé à A. Montrer que : *,(x) = tx x. 
En conclure que : -2 < A < 2. 

4. 
Pour tout 616ment A de I’intervalle ] - 2, 2[, on note Ex l’ensemble d a  suites réella 

Diagonalisation de la matrice An 

telles que, pour tout nombre entier naturel k : (Uk ) k  E N  
tLk+2 = A uk+1 - U t .  

On pose A = 2 cos 1 ,  où t €10, *[. 
a) Soit,(uk)kEN un élément de Ex. Exprimer U t  en fonction de UO, u1, k et t .  
b) Soit Fx(n) le sous-espace vectoriel de Ex constitué des Cléments (uk)&N de Ex 

vérifiant la condition supplémentaire : 

Déterminer, en discutant selon les valeurs de i, les Cléments de Fx(n). 

uo = u n + 1 =  o. 

C) Soit A un nombre réel. Montrer que A est une valeur propre de A n  et que le 

est un vecteur propre associé à A si et  seulement si la vecteur non nul X = (Y) 
Xn 

suite (uk)kEN définie par les conditions (10 = O, Uk = x )  pour 1 5 k 5 n, un+1 = 0 et 
un+k+2 = A un+k+l - un+t P Our tout entier k, appartient à Fx(n). 

d)  En conclure que les valeurs propres de A, sont les nombres réels A, = 2 cos O,, sin e, 
P *  

n + l  
où O, = - et p entier tel que, 1 5 p 5 n. Montrer que les vecteurs : 

\sin ne, / sont des vecteurs propres associés à ces valeurs proprea. 

5.  Application 
On applique les résultats précédents à I’étude de la matrice Mn dont les colonnes 

sont les vecteurs X,. 
a) Soient A e t  p des valeurs propres distinctes de An, X et Y des vecteurs propres 

associés respectivement à A et à p. Vérifier que : A ‘X Y = p ‘x Y. 

En déduire que, pour tout couple ( p ,  q )  de nombres entiers naturels distincts compris 
entre 1 et n : 

x ( s i n  k @,)(sin k O,) = O. 
n 

k=l 
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n 
b) On considire le nombre complexe z = ezigi. Vérifier que : c zk = o. 

n k=O 

En déduire que : CCOS 2 k O, = -1. 
k= 1 

n + l  Montrer enfin que : 'x, x, = - 2 .  
kl r 
n + l  

bti =sin - - -Sin k 61 = sin 1 @&. C) Soit Mn = (bkr) la matrice carrée d'ordre n telle que : 

En utilisant les résultats précédents, montrer que M,' = a, Z,, OÙ 1, est la matrice unit6 
d'ordre n et a, un nombre réel que l'on précisera. En déduire que la matrice M, est 
inversible et  déterminer son inverse. 

PARTIE III 

1. A tout élément A = (y de R" on associe la fonction numérique g définie 

an n 

sur IR par la relation : g ( 1 )  = C a &  sin kf. 
t=l  

a) On rappelle que, pour tout couple (a, b) de nombres réels : 2 sin a sin b = COS (a - b)  - COS (a + b ) .  

Pour tout couple (k, 1 )  de nombres entiers naturels, calculer l'intégrale : l u s i n  kt sin II dt. 

n 

b) En déduire que : lu g 2  ( 1 )  dt = z c ai. 
2 "  

t=1 
2 

c )  Calculer Mn A. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 5 k L n : O t  = - c g ( O p )  sin k O,. 
+ p=l 

(") d) Soit B = ("i un élément de IR". Montrer qu'il existe un élément A = 

an bn 
de R" et un seul tel que, pour tout entier p avec 1 p 5 n : g (O,) = b p .  

L'objet des questions suivantes est d'étudier l'unique fonction gn telle que, pour tout n 

gn (0,) = 1. On écrira : g n ( t )  = ab(n) sin kt. entier p compris entre 1 et n : 
k=1 E r  

2 2(n + 1) 
k r  

2(n + 1) 
+ sin 

COS 2 .  i t u d e  des coefficients ak(n) 
a) Montrer at(n) = O si l'entier k est pair, et que : at(n) = - 

si k est impair. (On pourra s'inspirer de la méthode employée dans la question 11 5 b).) 
b )  G r L e  aux résultats de la première partie, en déduire que, pour tout entier impair &) 

4 
ak(n) < - * k tel que O 5 k 5 n : 4 

O < - -  k r  (n + 1 ) ~  

c) Soit k un nombre entier naturel (pair ou impair). I)éterminer : f l k  = lim at(n). 
n - +a, 

n 

3. Pour tout nombre réel 1 ,  on pose : h,( t )  = cpk sin k t .  
t=l 

sr 
a) En utilisant les résultats des questions 1 b) et 2 b), montrer que : !m+= J, b n ( f )  - hn(t)]' df = O. 

+- 1 Lu[] - hn(t)Jg dt = O. 
Prouver que : .' = c (2k + 1)2 * 

b) On admet que : 
t = O  

c )  En déduire la limite lorsque n tend vers +oo de l'intégrale : 
Jn = 1' [1- gn(t)]' df. 
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La prdsentation, la lisibilitd, l'orthographe, la qualitd de la &action, la clgrte et la 
pdcision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'apndc&t&n 
des copbs. 

sont autorisdes : regles gradus,  tables de valeurs numbiques sans formulaire, 
calculatrices de -poche, y compris les calculatrices programmables et 
alphanumdriques, A fonctionnement autonome, sans imprimante, sans docume(rt 
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large. 

LIMINAIRE 

Soit a un nombre r&l strictement stiperieur A -1. Pour tout nombre rdel strictement positif a, Btablir la 
convergence de l'intégrale : 

J E  

puis celle de l'integrale : 

JO 

L'objet de la partie.1 est l'étude de la fonction fa definie sur [O, +CO[ par la relatiou : 

fo(z) = Itm to eot'/' dt 
r 

L'objet de la partie II est l'étude d'une methode de calcul de valeurs approchbs de la fonction cp ddfiqie 
pour a > -1 par la relation : 

+O0 

cp(a) = fo(0)  = 1 ta eotaf2 dt 
O 

PARTIE 1 

1. 

a) 

b) Interpréter la fonction 

En déduire la valeur de fo(0), ainsi que les limites de fo en +oo et en -CO. 

Cas particulier a = O 
Montrer que la fonction fo es.: en fait dé6nie sur R. 

fu en termes de probabilitb. 7 z  

2. PropridtRs gdnérdes de fo 
8) Montrer que la fonction fo est de classe COo sur l'intervalle ]O, +oo[. 
Calculer les dérivbs premihre et seconde de j,,. 
b) DBterminer le sens de variation de fa s w  30, +oo[. 
c) Étudier la limite de fa en +oo. 

3. Étude du cas a > O 
a) Montrer que fo est de classe C1 sur [O, +oo(. Calculer .fL(O). 
b) Étudier la variation de la fonction f:. 
c) Donner l'allure de la courbe reprkntative de fo. 

4. Étude du cas -1 < a < O 
a) Montrer que la fonction fa est continue sur [O, +w[. Cette fonction est-elle ddrivable en O ? 
b) Montrer que la fonction fa est convexe. 
c) Donner l'allure de la courbe reprchntative de fa. Tournez la page S.V.P. 



5. 

4 

cette 
b) 

selon 
c) 
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&de de fa au voisinage de +oo (a > -1) 
A l'aide d'une intbgration par parties, montrer que, pour tout nombre r&l strictement positif 3: : 

1 
t a  

(On pourra utiliser la dkroissance de la fonction t I+ - sur l'intervalle [z, +oo[.) 

d) En ddduire qu'au voisinage de +oo : 

Application 

htablir la convergence de I'intBgrale 6'" .fa(%) h- 

À l'aide d'une intbgration par partie, justifier l'bgdité : 
t- 

f0+1(0) = /d fm(z) dx 

e) DtMuire Bgdoment de la question c) que si -1 < u 5 1 et z > O : 

PARTIE II 

dt Pour tout nombre de l  a > -1, on pose : d a )  = 6'" t a  *-tala 

Pour tout nombre r&l strictement positif z, on &rit cp(a) sous la forme : 

= Sa(%) + fa(z) avec ga(S) = J' ta e-ta/s dt 
O 

1. Relation fonctionnelle vdrjfide par 'p 

a) Établir I'BgalitB : 

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer cp(a + 2 n) en fonction de cp(a). Calculer cp(0) et ~ ( 1 ) .  

(2) cp(a + 2) = (a + 1) cp(a) 

En dduire la valeur de cp(n) pour tout nombre entier naturel n. 

2. Ddveloppement en &rie de ga(z) 

Pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre reol t poeitif ou nul, on pocle : 

. a) &rire la formule de Taylor avec reste int6gral pour la fonction u t) e'" sur l'intervalle O, - B 

En dduire  le signe de ta e-:'/' - Sn(t) selon les valeurs de n. En conclure que, pour tout nombre r k l  

[ :1] 
l'ordre n, où n E N. 

strictement positif t et pour tout couple (p, q)  de nombres entiers naturels : 

A SUIVRE 
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b) Montrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n : 

(On distinguera deux cas suivant la parite de n.) 

c )  En conclure que, pour tout nombre eiiticr iiaturcl n ct pour tout nonibre réel stricteiiieiit positif x : 

n x2k+a+l $n+a+l 

(3) (ga(z ) -~( -1 )12*  k=O k !  ( 2 * t a + 1 ) I s  2 * & n ! ( 2 n + a + l )  

Justifier l’kriture : 

3. M4tbode d’appraximation de cp(a) 

On suppose d h r m a i s  que -1 < a 5 1. (On remarque que, grâce à l’égdit6 (2), on peut toujours se 

On k i t  : 
ranierier 8. ce cas.) 

d a )  = gu (z) + fa(z) 
Grâce 8. l’indgalith (l), on choisit une valeur de z pour laquelle fa(z) est suffisamment petit. Le nombre z 
6tant ainsi fixe, on approche ga(z) par une somme partielle de la &rie (4) : 

a) Déterminer le plus petit des nombres entiers naturels p tels que, pour tout 616ment a de ] - 1, 1)  : 

2 pa-3 ,-Pa/? < - 10-5 

b) En utilisant l’indgalit6 ( l ) ,  montrer que pour x = 5 et pour tout 616ment a de 1 - 1, 11 : 

Ifa(.) - é$*fil 5 10-5 

c)  On prend donc désormais z = 5. Pour a E) - 1 ,  1) et pour tout nombre entier naturd k, on pose : 

52k 

2 k  k !  ( 2  k + a + l )  
uk = 

Exprimer uk+l en fonction de k et de Uk. Mettre en place un algorithme de calcul de un pour des vdeurs 

d )  Grâce à l’in6galit6 (3), determiner un nombre entier naturel n tel que, pour tout 616ment a de]-1, 11 : 

donnks de n et de a. 

h ( 5 )  -3&)1 I IOd 

e)  La methode proposde permet-elle, avec les choix effectub pour z et n, d’obtenir des valeurs approchk 
de cp(a) à 2 x 10-s p r b  lorsque a est donne dans l’intervalle ] - 1, 11 ? 

FIlO 
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Mathématiques I 

Mardi 12 mai 1992, de 14 h a 18 h 

CONCOURS D’ADMISSION DE 1992 

OPTION GcNeRALE 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans 1 ‘appréciation des copies, 

Sont autorisées: 

-. Règles graduées. 
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15 
cm de large. 

est 
des 

Dans tout le problème, on désigne par .V un nombre entier naturel non nul donné. 
On se propose d’étudier un algorithme de calcul d’une valeur approchée de tan 0 à 10- *’ près, où 8 

un nombre réel appartenant à l’intervalle [Ol 1 [ n’utilisant que des additions, des multiplications par 
U 

puissances de 10, une seule division et des tesis-de comparaison entre nombres réels (les soustractions 

On rappelle que si a e t  b sont des nombres réels appartenant A 
Cventuelles étant comptabilisées comme des additions). 

tan a + t a n  6 
1 - tan  a tan b tan ( a + b )  = 

PARTIE 1 

L’objet de cette partie est d’étudier une suite (an)OSnsN+l 

1. ktude de la fonction tangente 
a) Dresser le tableau de variation de la fonction tangente sur I’intervelle ] - 2 2 [e t  donner l’allure 

de sa représentation graphique C sur cet intervalle. On précisera les tangentes à la courbe C aux points 

1 



x 
d'abscisses O et - . 

4 

b) Montrer qu'un algorithme de calcul approché de tan 8 lorsque 8 appartient à Io, [ permet le 
calcul approché de tan 8 pour tout nombre réel 8 tel que tan 8 soit défini. 

2. 

a) Montrer que la fonction tangente définit une bijection strictement croissante f de ] - - ; , ; [ s u r  

Dans toute la suite, on note g la fonction réciproque de f (appelée fonction arc tangente). Donner l'allure 

b) 

Étude de la fonction réciproque de la fonction tangente 

] - 0 O ,  +0O[. 

de sa représentation graphique. 
Prouver que g est de classe C' sur ] - 00, +oo [ e t  que, pour tout nombre réel t 

1 
g ' ( t )  = - 

1 + t 2  

c) Démontrer que, pour tout nombre entier naturel p : 

d) En déduire que, pour tout nombre réel 2 positif ou nul : 

z3 
3 2 -  - 5 g(2) 52  

e) En déduire aussi que, pour tout nombre entier naturel p et pour tout nombre réel z pasitif ou nul : 

3.' Construction de la suite (Qn)oinsN+l  

a)  Prouver que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal à NI il existe un Clément an et un 
seul de l'intervalle O ] , ] tel que tan on = lO-". Préciser la valeur de 00. 

b) On convient de poser a ~ + 1  = O. Prouver que la suite (Qn)osnsN+1 est strictement décroissante. 

c) Établir que, pour tout nombre réel t appartenant à il existe un nombre entier naturel n 
et un seul compris entre 1 e t  IV + 1 tel que an 5 2 < on-1. 

4. 

a)  

Étude de la suite (an),<nihr+l 

Prouver que, pour tout nombre réel strictement positif 2 : 

g(10 x)  < 10 

En déduire que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou Cgal à N - 1 : 

b) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal à N : 

1 
10" 

2 
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I 

c) 

d) 

En déduire que, dans l’inégalité (3), on ne peut pas remplacer 30 par un nombre strictement plus 

En déduire aussi que, pour tout nombre entier naturel n compris entre 1 et IV - 1 : 
petit (indépendant de n et de Ar). 

e) Prouver enfin que : 
7 01 5 QO < 8 01 (5) 

5 .  
Soit K un nombre entier naturel non nul. À partir de la relation (2), indiquer un algorithme de calcul 

Montrer qu’on peut prendre pour p le plus petit des nombres entiers naturels supérieurs ou é g a u  à 

Algorithme de calcul de valeurs approcbtes des nombres 

d’une valeur approchée de an, où 1 5 n 5 N ,  B la précision 10-K. 

K - 3  
2 n  * 

Dans toute la suite du problème, on suppose que les nombres ag, al ,..., ON sont connus avec une 
précision suffisante pour qu’on puisse négliger dans les calculs l’influence des erreurs commises sur leurs 
valeurs. 

PARTIE II 

On suppose désormais donné un Clément O de et on construit une suite de valeurs - 
approchées de O de la forme O0 = O et : 

O, = Qh(1) + ah(2)  + - .  . + ah(n)  pour tout entier n 2 1 

où, pour tout nombre entier naturel non nul k, h(k)  est un entier compris entre 1 et  N + 1. On approche 
alors tan O à l’aide de la suite (tan O,) et on indique un algorithme de calcul des nombres tan O,. 

1. Construction de la suite (O, )  

a) Montrer qu’on peut construire une application h et une seule de N dans [O, ..., N + 11 telle que : 

b) 
Dans toute la suite, on note m le nombre entier naturel tel que h(m) < IV + 1 et h(n) = N + 1 pour 

n > m + l .  

c) 

Établir que l’application h est croissahe et que h(n) est égal à IV + 1 dès que n est assez grand. 

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose : 

8, = Qh(1) + Qh(2) + . ’ * + ah( , )  

On convient de poser O0 = O. 

tests de comparaison. 
Montrer que l’obtention de h(l) ,  h(2), . . . ,  h(m) et de 01,  8 2 ,  ..., O, ne nécessite que des additions et  des 

2. Propriétés de la suite (O,)  

a) Établir que O, < O, pour n < m et On = O, pour n 2 m. 
b) Montrer que O, 5 O < O, + a ~ .  

3 



c)  À l’aide de l‘inégalité des accroissements finis, en déduire que : 

tan 8, 5 tan e < tan 8, + 2 .  IO-’’ 

Ainsi, le nombre réel tan O, + 10-h’ est une valeur approchée de tan O à 10-N près. 

3. 

a) 

On étudie dans cette question un algorithme permettant d’obt.enir tan O,. 

Pour tout nombre entier naturel n, on pose kn = 10-h(n). Mont.rer que, pour 1 5 n 5 m : 

b) On considère les m+ 1 couples de nombres réels définis par (ao, b o )  = (1, O)  e t ,  pour 1 5 n 5 m : 

(an, bn) = (an-1 - kn bn-1, kn an-1 + bn-1) 

Montrer que, pour tout nombre entier naturel n inférieur ou égal à m : 

bn 

Qn 
tan O, = - 

c) Montrer que l’algorithme ainsi décrit permet de déterminer tan O,,, en n’effectuant que des additions, 

On précisera en fonction de m le nombre d’additions et le nombre de multiplications par des puissances 
des multiplications par des puissances de 10 e t  une seule division. 

de 10 ainsi effectuées. 

PARTIE III 

Dans cette, partie, à l’aide des résultats obtenus dans la partie 1, on étudie la complexité de l’algorithme 

Pour tout nombre réel t positif ou nul, on note Int(x) la partie entière de x .  

1. 

a)  

b) Prouver que X1 = Int (&) . Montrer que X1 5 7. 

décrit dans la partie II. 

Pour tout nombre entier k tel que 1 5 k 5 .“f, on désigne par x k  le nombre des entiers naturels non 

Établir que m = XI + Xz + . . . + XN. 
nuls p tels que h ( p )  = k. 

d) Montrer enfin que m 5 9 N - 2. 

2. 

a) 

b) 

On étudie dans cette question la complexité de l’algorithme donnant h( l ) ,  h(2) , . . . ,  h(m). 
Soit TN le nombre de tests de comparaison à effectuer. Exprimer TN en fonction de XI, XZ ,..., XN. 

Soit AN le nombre d’additions à effectuer. Exprimer AN en fonction de XI, X2,..., XN. Donner un 
Donner un majorant de TN indépendant de 8. 

majorant de AN. 

3. On détermine à l’aide des algorithmes précédents une valeur approchée de tan 8 à 10-N près. Donner 

a)  nombre total de tests de comparaison effectués ; 
b) nombre total d’additions effectuées ; 
c) nombre total de multiplications par des puissances de 10 effectuées ; 
d) nombre total de divisions effectuées. 

des majorants indépendants de 8 des nombres suivants : 

4 
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OPTION GENeRALE 

La présentation, la lisibilité, lbrtbograpbe, la qualité de la rédaction, la clartt? et la prdcision 
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-. Règles graduées. 
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15 
cm de large. 

Lcs m i s  parties du problkme sont indépendantes. 

On d6signe par K le corps R des nombres &ls ou le corps C des nombres complexes. 

Dans tout le problème, on considkre l'espace vectoriel K" (ail n 2 2) rapport6 h sa base canonique, 
notke B = (e l ,  e2. ...* en). On note y le vecteur de K" dont les composantes dans la base B sont toutes 

On rappelle que l'espace vectoriel K" est somme di& de deux souscspaces vectoriels F et G. 
ce qu'on note K" = F @ G, si tout vecteur x de K" peut s'&rire d'une manitre et d'une seule sous la 
forme x = y + z, où y appartient h F et z appartient h C. L'application p : x b y  est alors un endo- 
morphisme de Kkl appel6 projecteur sur F de direction G. 

&gales h 1. 

Enfin, l'application identique de P est notke Id. 

On se propose d'6tudier l'ensemble S, des matrices stochastiques d'ordre n, c'est-hdirc des 616- 
ments M = (mu) de MJK) dont les coefficients sont &ls positifs ou nuls et tels que, pour tout 
nombre entier i appartenant h [ 1 * n] : 

mil + miZ + + m, = 1 

(CM matrices jouent un &le important, notamment en calcul des probabilitts.) 
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PARTIE 1 : un premier exemple 

On considère des nombres &ls a et b appartenant B l'intervalle ]O, 1 [ et tels que a + b = 1. Soit f 
l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base B est la matrice stochastique : 

1. a) Déterminer à quelle condition un vecteur v = (x. y, z) appartient au noyau de f - Id ; explici- 

b) Montrer que (e2, e3) est une base de l'image de f - Id. 

c) gtablir que R3 = Ker cf- Id) G3 Im (f- Id). 

d) Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker (f- Id) de direction Im (f 

ter une base de ce sous-espace vectoriel. 

Id). 
Déterminer p (v  1), puis p (e3). p (e2) et p (el). Expliciter la matrice P assrni& B p daqs la base B. 

2. Déterminer les valeurs propres de f et les sousespaces propres associCs. L'endomorphisme f 
est-il diagonalisable? 

3. On considère la base B' = (v  1. e2. e3) de R3. 

a) Déterminer la matrice M associée àfdans la base B. 
b) Pour tout nombre entier naturel non nul k. calculer par récumnce Mk. 
c)  Déterminer la matrice de passage C de la base B à la base B. Calculer son inverse. 

d) Déduire de ces dsultats l'expression de la matriCe Mk, ainsi que sa limite lorsque k tend vers + - 
(c'est-à-dire la matrice dont les coefficients sont les limites des coefficients de Mk). Comparer cette 
limite à la matrice P obtenue dans la question 1. 

PARTIE II : un second exemple 

Dans cette partie, on suppose que n 2 3. On considère I'endomorphismefde R'J dont la matrice 
dans la base B est la matrice stochastique : 

M =  

0 1 ... 1 

O -.. 
n-1 n-1 

n- 1 

. ... 1 
n - 1  

1 ... 1 0 
n - 1  n-1 
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1. a) IXtenniner une base du.noyau def- Id. 

b) Montrer que (el - e2, el  - e3. ..., el - e,,) est une famille libre d'C1Cments de l'image def- Id. 

c) fitablir que Rn = Ker (j- Id) @ Im (f- Id). 

d) Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker (f- Id) de direction Im (f- Id). 

e) Soit q le projecteur sur le sousespace vectoriel Im (f- Id) de direction Ker (f- Id). Gtablir 

puis ttabtir que c'en est une base. 

Déterminer p (v  ]), puis p (e l ) ,  p (e2),. .., p (en). Expliciter la matrice P associée B p dans la base B. 

que p + q = Id, et que p O q = q 0 p = O. Expliciter la matrice Q associée à q dans la base B. 

2. Déterminer les valeurs propres de f et les souscspaces propres associts. L'endomorphisme f 
es t4  diagonalisable? 

3. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q. En déduire l'expression de la matrice Mk, 
ainsi que sa limite lorsque k tend vers + 00 en fonction des matrices P et Q. Exprimer de même l'in- 
verse de Men fonction de P et Q. 

PARTE III : étude du cas général 

1. Soit VI la matrice colonne d'ordre n dont les coefficients sont tous égaux B 1. 

u) Montrer qu'une matrice M de Mn(C) a coefficients réels positifs ou nuls est stochastique si et 

b) En diduire que, pour tout couple (A, B) d'é1éments.de S,,, le produit AB appartient encore B S,,, 
seulement si MV, = VI. 

de même que les puissances positives de A et B. 

2. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur-K et u un endomorphisme de E dont le noyau 

Soit ( e l ,  e2, ..., e,) une base de Ker (u), que l'on compl8te en une base ( e l ,  e2, ..., en) de E. Gtablir 
n'est pas réduit au vecteur nul. 

que (u(e, + ]), u(e, + 2)..... u(e,)) est une base de Im (u). En déduire que : 

dim Im (u) + dim Ker (u) = n 

Dans la suite, on désigne par f un endomorphisme de C" dont la matrice M = (mu) dans la base B 
est s tocht ique.  Pour tout vecteurx = (xlr x2..., x,,) de C", on convient de noter: 

On remarquera que, pour tout couple (x, x ') d't!lérnents de Cn, Ix + x'l 5 Ir 1 + Ir' 1. 

3. a) Gtablir que, pour tout élément x de Cn, If(x)l I Ir 1. 

b) En déduire que les modules de toutes les valeurs propres de f sont inférieurs ou Cgaux B 1. 
Montrer que 1 est valeur propre de f. 
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4. a) Soit y un tltment de Im (f - Id) n Ker (f- Id), &nt sous la forme f (x) - x. Pour tout 

M u i r e  du 3. a) que k lyl I 2M, puis prouver que y est nul. 
b) M u i r e  des questions précédentes que Ker (f- Id) @ Im (f- Id) = 0. 

c) Montrer que, pour tout Clément x de Im (f- Id), f ( x )  appartient à Im (f- Id). 
Ihblir que tout sous-espace propre de f associe B une valeur propre autre que 1 est inclus dans 

nombre entier naturel non nul k, exprimer fil. (x) en fonction de k, x et y. 

Im (f- Id). 

On suppose désormais que 1 'endomorphisme f est diagonalisable. 

5. a) Montrer que la somme directe des sous-espaces propres associes aux valeurs propres def 
autres'que 1 est Cgale B Im (f- Id). 

b) On compl&te une base (v, .  v2, ..., vp) de Ker (f- Id) en une base B' = (ul, v2, ..., un) de vec- 
teurs propres de f. On note 1,. 4%. . ., 4 les valeurs propres de f rangées par modules dkroissants 
(1 = 1111 = ... = lArl > l d , . + l l ~  ... z 141). associ&s ii ces vècteurs propres ulr u2, .... un. Soit D la 
matrice associee A fdans la base B. - 

Prouver que la suite (M) converge si et seulement si la suite (P) converge. 
c) En déduite que la suite (Mk) converge si et seulement si 1 est la seule valeur propre de M de 

a) Dans ces conditions, montrer que la limite de la suite (Mk) est la matrice associée dans la base B 

Que permet de pkiser  le résultat Ctabli dans la partie 1 ? 

9 -  

module 1. 

au projecteur sur Ker (f- Id) de direction Im (f- Id). 
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Ce problème a pour objet I'étude d'endomorphismes de l'espace vectoriel R" (où le nombre entier m est supérieur 
ou égal B 2) vérifiant certaines relations. 

Dans toute la suite, si f désigne un tel endomorphisme et k un entier strictement positif, on note f k  la composée 
fof . . .of. Enfin on désigne par I l'application identité de R" et par 1, la matrice identité d'ordre m. 
w 

k fou 

On rappelle que l'espace vectoriel R" est somme directe de deux s ~ ~ ~ - e s p a c e s  vectoriels F et G si tout vecteur x 
de R" peut se décomposer de manière unique sous forme z = y + z, avec y et z appartenant respectivement B F 
et G. L'application qui à x associe cet unique vecteur y est le projecteur de R" sur F dans la direction G. 

PARTIE 1. 

On considère dans cette partie un endomorphisme f de l'espace vectoriel W" vérifiant la relation : 

1. Recherche de solutions particulières de (1). 

Déterminer les réels a tels que f = al vérifie (1). 

2. &tude des puissances de f et de son inversibilité. 

On suppose dans cette question que les endomolphismes f et I sont linéairement indépendants. 

Établir par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un couple (an,6,) de nombres réels et un seul tel 
que : f" = a,  f + b, I .  
Déterminer ao, 60, al, bl et exprimer a,+l et bn+l en fonction de a, et 6, pour n E N. 

En déduire les expressions de a, et 6, en fonction de n pour n E Fa. 

a. Exprimer f 3  et f4 comme combinaison linéaire de I et de f .  

b. Former une relation entre an+2, an+l et a,, d'une part et entre bn+2, 6,+1 et 6, d'autre part. 

n * 1 Vérifier que lim a, = - et que lim b - - 
n-++m 3 n++m " - 3  

C. On convient d'appeler limite de f, = a,f + 6 n I  l'endomorphisme p = -f 2 1  + -Z .  
3 3  

Calculer p2 et en déduire que p est un projecteur. 

I. 
d. Prouver que l'endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f-' comme combinaison linéaire de f et de 

3. &tude des éldments propres de f et des solutions de (1). 

a. Soit A une valeur propre de f. En appliquant la relation (1) à un vecteur propre non nul z de f associé à A, établir 
que X vérifie 1'6qquation 2X2 - X - 1 = O. En déduire les valeurs propres éventuelles de f .  

1 
2 

b. On suppose donné un vecteur z de R" écrit sous la forme z = y + z avec y E Ker(f - 1)  et z E Ker(f + -Z). 
Exprimer f(z) à l'aide de y et z puis y et z en fonction de z et f(x). 

En déduire que W" est somme directe de Ker( f - 1) et de Ker( f + - I ) ,  que p est le projecteur sur Ker(f - 1) dans 

la direction Ker(f + -Z)' et que f est diagonalisable. 

1 
2 

1 
2 

:. On pose r = dim Ker(f - I )  (O < r < m).  
Déterminer f lorsque r = O ou r = m. 

On suppose désormais O < r < m. 
&rire la matrice M de f dans une base de R" obtenue par réunion d'une base (el ,  e2, . . ., e,) de Ker(f - 1) et 

d'une base (er+l,er+p, ..., e,) de Ker(f+ -1). 1 
2 



~ 

d. 

e.  
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1 
2 Réciproquement, vérifier que la matrice M obtenue précédemment satisfait bien la relation M 2  = -(M + Zm). 

Calculer (f + -I)o(  f - Z ) .  

En déduire que Im( f - 1)  est inclus dans Ker(f + -Z), et, en comparant les dimensions de ces deux sousespaces, 

prouver leur égalitC. 
Ainsi donc, p est aussi le projecteur sur Ker(f - I )  dans la direction Im(f - 1) .  

1 
2 

1 
2 

PARTIE II. 

1. etude d'une suite r6currente. 

On étudie dans cette question la convergence des suites complexes (Un)nEN vérifiant pour tout entier naturel n : 

r2 + + l .  On précisera ses racines et von notera a et a. W u d r e  dans C I'équation r3 = ses racines complexes 3 
conjuguées. 

b. Déterminer les suites géométriques ('"),EN vérifiant la relation (2). 

c. On associe à toute suite (U,),~N vérifiant la relation (2) le système suivant : 

5 +  y + t = u o  
5 + ay + Et = u1 

- En formant la combinaison linéaire 3212 + 2211 + 210 exprimer 5 en fonction de UJ, u1, u2 et montrer que le système 
précédent admet une solution (5, y, z )  et une seule. (On ne demande pas le calcul des inconnues 1 et. 2 . )  

- Établir par récurrence que l'on a pour tout entier naturel n : un = z + ya" + 22'. 
- Déterminer le module de a et en déduire la limite de la suite (%)"EN en fonction de ug, u1 et w. 

{ 2 + a 2 y  + z2z  = u2 

On considère désormais un endomorphisme f de l'espace vectoriel R" vérifiant la relation : 

1 f3 = : ( f 2  + f + 1)  (3) 

2. Étude des puissances de f et de son inversibilitd. 

On suppose dans cette question que les endomorphasmes Z, f et f 2  sont linéairement indkpendonta. 

tel que f" = a,f2 + b , f + c , I .  

Déterminer an, b,, c, pour O C n G 2 et exprimer a,+1, b,+l et cn+1 en fonction de a,,, bn, c, pour n f N. 

En déduire les limites a = lim a,, b = lirn b, et c = lim c, de ces trois suites. 

a. Établir par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un triplet (cz,,b,,,c,) de nombres réels et un seul 

b. Prouver que les suites (a,) , ,CN, (bn)nEN et (Ç,),~N vérifient la relation (2). 

,-+ce n-+a, n--r+oo 

c. On convient d'appeler limite de f, = unf2 + bnf + ç,l l'endomorphisme 9 = o f 2  + bf + cZ. 

d. Prouver que l'endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f-' comme combinaison linkaire de f 2 ,  f et 

etablir que 9 est un projecteur. 

I .  
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3. Étude du pro jec teur  q. 

a. Déterminer les valeurs propres réelles éventuelles de f .  
Existe-t-il un endomorphisme diagonalisable vérifiant (3 1 ? 

b. On suppose donné un vecteur IC de R" &rit sous la forme z = y + z avec y E Ker(f - 1) et z E Ker(3f2 + 2f + 1) .  
Exprimer y et z en fonction de IC, f(z) et f2(x) .  
En déduire que W" est somme directe de Ker(f-1) et de Ker(3f2+2f+I) ,  et que q est le projecteur sur Ker(f-1) 
dans la direction Ker(3f2 + 2f + 1). 

En déduire que Im(f-1) est inclus dans Ker(3f2+2f+Z), et, en comparant les dimensions de ces deux sousespaces, 
prouver leur égalité. 
Ainsi donc, q est aussi le projecteur sur Ker(f - 1) dans la direction Im(f - 1) .  

c.  Calculer (3f2 + 2f + I ) o ( f  - 1). 

4 Étude  des solut ions de (3) 

a. On suppose dans cette question que dim Ker(3f2 + 2f + 1)  > O. 
Soit el un vecteur non nul appartenant à Ker(3f2 + 2f + 1). Montrer que ( e l ,  f(e1)) est une famille libre de 
Ker(3f2 + 2f + Z). En déduire que dimKer(3f2 + 2f + 1) 2 2. 

Déterminer les dimensions possibles de Ker(3f2 + 2f + 1)  et de Ker(f - Z). 
En déduire qu'il existe des bases de W2 dans lesquelles la matrice de l'endomorphisme f est : 

b. On suppose dans cette question que m = 2. Ainsi f est-il un endomorphisme de R2. 

(A ;) OU (; 2;:) 
Cette dernière matrice est-elle diagonalisable sur le corps W ? 

c.  On suppose dans cette question que dim Ker(3f2 + 2f + Z)  > 2. 
Soit e2 un vecteur de Ker(3f2+2f+I)  tel que la famille ( e l , f ( e t ) ,  e 2 )  soit libre. Montrer que ( e l ,  f ( e l ) , e z , f ( e n ) )  
est encore une famille libre de Ker(3f2 + 2f + Z).En déduire que dim Ker(3f2 + 2f + Z)  2 4. 

Déterminer les dimensions possibles de Ker(3f2 + 2f + Z )  et de Ker(f - 1). 
En déduire qu'il existe des bases de W3 dans lesquelles la matrice de l'endomorphisme f est : 

d. On suppose dans cette question que m = 3. Ainsi f est-il un  endomorphisme de IR3. 

1 0 0  O -1/3 O 

Cette dernière matrice est-elle diagonalisable sur le corps W ? 

dans des bases convenables de IR4. 

f. On suppose désormais dim Ker(3f2 + 2 f + Z) > 2q avec q entier naturel non nul. 
Soit ( e l ,  f ( e l ) ,  . . ., e,, f ( e , ) )  une famille libre de vecteurs de Ker(3f2 + 2f + Z). On peut donc trouver un vecteur 
eq+l appartenant Ir Ker(3f2 + 2f + 1) tel que ( e l ,  ! ( e l ) ,  . . ., e,, f ( e , ) , e , + l )  soit encore une famille libre. 
Montrer que ( e l ,  f ( e l ) ,  . . ., e,, f ( e , ) ,  eq+ l ,  f ( e , + , ) )  est une famille libre de Ker(3f2 + 2f + 1) et en déduire que la 
dimension de Ker(3f2 + 2 f + Z) est paire. 

&rire la matrice M de l'endomorphisme f dans une base de W" obtenue par réunion d'une base convenable de 
Ker(3f2 + 2f + Z) et d'une base de Ker(f - Z). 

h. Wiproquement, vérifier que la matrice M obtenue précédemment satisfait bien la relation M 3  = -(M2 + M + I , ) .  

e. Etudier de la même manière le cas m = 4 en précisant les formes possibles de la matrice de l'endomorphisme f 

g. On pose 2r = dimKer(3f' + 2f + 1) (O < 27- < m).  

1 
3 
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ECOLE DES NAUTES ETUDES COMMERCLUES 

CONCOURS D!4DMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 

MATHEMATIQUES 1 
OPTION SCIENTIFIQUE 

Dans tout le problème, on désigne par n un entier naturel donné supérieur ou égal à 2 et par f une application de 
classe C2” du segment [-1,1] dans W. 

On se propose d’établir une méthode de calcul approché de l’intégrale 3 ( f )  = 1 f(t)dt  

Dans la partie 1, on étudie le polynôme P,,(z) = (z2 - l)”, ses dérivées successives PL’) et notamment sa 
dérivée neme : P p ) .  
La partie II propose l’étude de deux procédés d’interpolation polynomiale de la fonction f. Le premier permet de 
définir la méthode utilisée pour le calcul d’une valeur approchée de g( f ) ,  le second de majorer l’erreur commise. 

1 

-1 

PARTIE 1. 

1. $tude des racines de Pn et de ses derivdes. 

a. Qtablir l’existence, pour tout entier naturel j inférieur ou égal à n, d’un polynôme Q j  tel que, pour tout nombre 
réel x : 

P,S”(z) = (z2 - l)”-jQj(~c) 

Qj(-1) +O et Qj(1) #O 
On pourra raisonner par récurrence sur l’entier j et on précisera l’expression de Qj+l en fonction de Q j  pour 
O < j < n -  1. 
En déduire les valeurs en -1 et en 1 de Pn et de ses dérivées d’ordre j strictement inférieur à n. 

b. Énoncer avec précision le théorème de Riolle. Établir que le polynôme PA admet au moins une racine dans l’intervalle 
] - 1,1[ puis que le polynôme P: admet au moins deux racines distinctes dans l’intervalle ] - 1,1[. 
Démontrer que, pour tout entier naturel j compris entre 1 et n, le polynôme PL’) admet au moins j racines distinctes 
dans l’intervalle - 1,1[. 

c. En déduire que le polynôme Pp) admet exactement n racines réelles distinctes et que celles-ci appartiennent à 
l’intervalle ] - 1, 1 [. 

Dans toute la suite du problème, ces racines sont n o t k  T I ,  r2, . . . , rn avec -1 < 7-1 < r2 < . . . < r,  < 1. 

2. Calcul d’une integrale auxiliaire. 

On pose, pour tout couple ( p ,  q)  d’entiers naturels : 

a. À l’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre W ( p  + 1, q - 1) et W ( p ,  q )  lorsque q 2 1 

22n+l (n!)2 b. En déduire que W(n,n)  = (-l), 
(272 + 1)! ‘ 
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3. Calcul d’intégrales associées au polynôme P, et à ses dérivées. 

Dans cette question, on désigne par Q un polynôme à coefficients réels. 

a. Établir rigoureusement l’égalité suivante : 

1 

b. Quelle est la valeur de l’intégrale Q( t )Pp) ( t )  dt lorsque Q est de degré strictement inférieur à n ? 
1 1  

C. Expliciter Pizn) puis exprimer ( P p ) ( t ) ) 2 d t  en fonction de W(n ,  n) et obtenir ainsi sa valeur. 

PARTIE II. 

1. 

a. 

b. 

C. 

2. 

a. 

b. 

Polynôme d’interpolation de Lagrange de f .  

On pose désormais pour tout entier j compris entre 1 et n et pour tout nombre réel z 

n x - r ,  
r .  - r i  

Lj(.) = n - 
i = l  3 

1 

X j  = 1, Lj(t )  dt  

Calculer L j ( r k )  en distinguant suivant que k est, ou non, égal à j. 
En déduire que (LI, L L ,  . .., L,,) est une base de l’espace vectoriel Rn-l[X] des polynômes de degré strictement 
inférieur à 12. 

Expliciter, dans la base précédente, un polynôme A,  de degré strictement inférieur à n tel que A n ( r j )  = f ( r j )  pour 
tout entier j compris entre 1 et n et  prouver qu’un tel polynôme est unique. 

Établir l’égalité A,(t)dt = X j  f ( r j ) .  

1 n 

J_, j =  1 

1 

On se propose désormais de prendre pour valeur approchée d e  l’intégrale 3( f )  = 

3(A,) = 1, A,(t)dt que l’on notera gn( f )  dans toute la suite du problème. 

En d’autres ternes, on prend pour valeur approchée de l’intégrale 3 ( f )  le nombre réel gn(f) = 

Comparaison de 3(P) et de gn(P) lorsque P est u n  polynôme. 

Dans cette question, on suppose que P est un polynôme dont le degré est noté deg(P). 
Par convention le degré du polynôme nul sera posé égal à -ca. 

On suppose que deg(P)  < n. Comparer 3(P) et gn(P). 

On suppose que d e g ( P )  < 272. 

- Justifier l’existence d’un couple (Q, R) de polynômes tel que l’on ait : 

f (t)dt l’intégrale 
1 1, 

n 

X j  f ( r j ) ,  
j =  1 

P = Q P p )  + R et deg(R) < n 

- Montrer que deg(Q) < n. 
- Déduire des résultats de la partie 1 que 3(P) = 3(R). 
- Comparer 3 ( P )  et 3*(P). 
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3. Polynôme d'interpolation de Hermite de f .  

a. À tout polynôme H de l'espace vectoriel R2,-1[X] des polynômes de degré strictement inférieur à 2n, on associe 
l'élément cp(H) = ( H ( r l ) ,  H ' ( T ~ ) ,  H ( r 2 ) ,  H'(r2) ,  . . ., H(r,) ,  H'(r, ,))  de IR2". 
Établir que cp est une application linéaire de IR2,-1[X] dans IR2, et déterminer son noyau. 

On rappelle qu'un polynôme non nu1 de degré d admet au plus d racines comptées avec leur ordre de multiplicité. 

b. En déduire qu'il existe un polynôme B, de degré strictement ïnférieur à 2 0  et un seul tel que Bn(rj)  = f ( r j )  et 
B k ( r j )  = f'(rj) pour tout entier j compris entre 1 et n. 

c.  Déduire des résultats précédents que 3(Bn) = g n ( f ) .  

4. Majoration de I3(f)  - %(f) 1. 
Soit M z n ( f )  le maximum de lf(2")(t)l lorsque t décrit le segment [-1,1]. 

Dans cette question, on désigne par 5 un nombre réel donné appartenant au segment [-1,1] et distinct des nombres 
r1, r2, .. . , r,. 
On considère alors l'application g z  définie sur [-1,1] par 

g z ( 4  = f ( t )  - B,(t) - a p?'(t))2 
où a est le nombre réel (dont on justifiera l'existence) tel que gz(z )  = O. 

a. En appliquant le théorème de Rolle à l'application gz sur des intervalles à préciser, prouver que gk  s'annule en 
au moins n points de ] - 1,1[ distincts de r l ,  r2, . . . , r,. 

b. Calculer g ; ( r l ) , g k ( ~ ) ,  . . .,gL(r,). 
Ihablir que Si2"' s'annule en au moins un point c appartenant au segment [-1,1]. 

c .  Expliciter g i 2 n ) ( t )  et en déduire une expression de a en fonction de f ( 2 " ) ( ~ )  et de a. 
d. À l'aide de l'égalité g z ( z )  = O, établir que f(x) - B,(x) = (n!)2 3 f'2"'(C) (P?)(z))2. 

((2n)! ) 
e.  Prouver que, pour tout réel z de [-1,1] : 

On distinguera deux cas suivant que z est, ou non, égal à l'un des nombres réels r1, r2, . . . , r,. 
Déduire alors des résultats des parties 1 et II que : 

f. On considère dans cette question une application g à valeurs dans IR définie et de classe C2" sur un segment [a, b]. 
On désigne par M2,(g) le maximum de )g(2n)(u)I lorsque u décrit le segment [a,  b]. 
En envisageant l'application f définie sur [-II 11 par f ( t )  = g (- + t - ), donner en fonction de a ,  b, n et 

M2,(g) un majorant de l'expression suivante : 

a + b  b - a  
2 2 

b - a  a + b  b - a  

j = l  
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5 .  Étude d'un cas particulier. 

a. Déterminer le polynôme Pi', ses racines r1 et 7 3 ,  les polynômes L I ,  L2 ainsi que les intégrales A1 = J(L1) et 

b. En appliquant la majoration obtenue au I I . 4 . q  montrer que : 

Dans cette question, on suppose que n = 2 .  

A2 = J(L2). 

c. On considère un entier p 2 1 et on subdivise le segment [a,  b] en p soussegments de même longueur, dont on note 
les milieux cl, c2, . . . , cp. 
En appliquant l'inégalité précédente à chacun de ces p sous-segments, majorer en fonction de p et M4(g) l'expression 
suivante : 

d. &rire en PASCAL un algorithme de calcul de la somme précédente, les réels a et b, la fonction g ainsi que l'entier 
p étant supposés donnés. 

FIN 
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ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES OPTION SCIENTIFIQUE ’ 

MATHEMATIQUES 1 

Ce problème a pour objet l’étude du nombre de fois où, dans une recherche séquentielle du maximum de n 
entiers distincts deux d deux, celui-ci est amené à changer de valeur au cours de l’exécution de l’dgorithme; ce 
denier est explicitement dkfini dans la partie II. 
Notations. 
Pour tout entier naturel n non nul on notera par In l’ensemble { 1,2, . . . , n} . 
Si (U.,)~,=N et ( V , , ) ~ ~ N  sont deux suites numériques, u, n++m - un signifiera que u, est équivalent à un lorsque 
n tend vers +m. 

Partie 1. Quelques rkultats prdliminaires. 

Les parties A et B sont indépendantes l’une de l’autre, leurs résultats seront utilisés dans la suite du problème. 

A 
Dans cette partie n désigne un entier naturel. 
1) a) Vérifier rapidement que l’application cp de Ipn[X] dans lui-même définie par : 

Y X )  E %[XI, cp(P(X)) = P(X + 1) 
est un automorphisme de l’espace vectoriel &[XI. 

b) Déterminer la matrice M de cp dans la base canonique (1, X, . . . , Xn) de R,[X]. 
c )  Déterminer M-’. 

2) On suppose que (a, 01,. . . ,a,,) et (b, b l ,  . . . ,bn) appartiennent à Ipn+l et vérifient : 
P 

v p €  {O,...,n}, b , = C C ; a k  
k=O 

a) Ttouver un lien entre les deux matrices lignes ( a0 a1 . . . a,, ), (b b1 . . . b, ) et M. 
b) En déduire, pour tout k E {O, . . . , n}  , l’expression de ak en fonction des nombres bol . . . , bk .  

B 
Dans cette sous-partie (ZU,.,),~~* désigne une suite numérique réelle et g une fonction positive, continue SUI 

[l,+m[, décroissante sur un intervalle [c,+m[ inclus dans [1,+00[ ,telles que g( t )d t  soit divergente et 
wn+t - wn g(n).  

1) On suppose que q et N sont deux entiers naturels tels que c 6 q < N .  

L+- 
n-+a, 

n+ 1 
a) Montrer que, pour tout entier naturel n 2 q, on a : g ( n  + 1) < / g ( t )  dt 6 g(n). 

Jn 
N N - 1  

b) En déduire: 1 g ( t )  dt 6 g(n) 6 
n=q 

2) On considhre un réel E tel que O < E < 1. 
a) Montrer qu’il existe un entier naturel q 2 c tel que (1 - ~ ) g ( n )  6 wn+1 - wn < (1 + E)g(n )  d b  que 

b) En déduire que, pour tout entier N > q : 
n 2 q. 

m 
3) Montrer que : wn n+-w Il g ( t )  dt. 

1 
k n-+a, 

4) En utilisant ce qui vient d’dtre prouvé, montrer que : - - Inn. 
k=l 
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Partie II. Etude d’un algorithme. 

Dans cette partie n désignera un entier naturel non nul. 
On suppose que dans le préambule d’un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini : 

1) une constante entière c> 2. 
2) un type tableau=array[ 1. .Cl of integer ; 

L’introduction de la constante C n’étant faite que pour pouvoir définir le type tableau, on pourra la considérer 
aussi grande que l’on veut. 
On considère alors la procédure suivante. 

procedure Recherche(n :integer ; t :tableau ; var max :integer) ; 
var i :integer ; 

begin 
mdx :=t[l] ; 
€or i :=2 to n do 

begin 
i f  t[i]>max thcn max :=tri] ; 
end ; 

end ; 

Quel sera le contenu de la variable max aprh  l’appel dans le programme principal de 
Recherche(lO,t,max)? 

On considère n entiers distincts deux 8. deux et on suppose que ces nombres sont affectés aux n premihres 
“cases” de t, variable de type tableau, (un entier par case). 
a) Quel est le nombre de rangements possibles de ces n entiers dans les n “casa mémoires” t [ 1 1, . . . , 

t [ n ] ?  

Pour tout i appartenant B In, on note par V(i ,n)  le nombre de rangements des n entiers dans les 
n “caaes mémoires” t [ 1 1, , . . , t [ n ]  telri que l’appel de la procédure Recherche (n, t , m x )  
provoque i affectations de la variable max au cours de son exécution. 
On admettra que ce nombre V( i ,  n) est indépendant des n entiers initiaux pourvu toutefois que ceuz-ci 
soient distincts. 

Vérifier qu’effectivement le nombre d’affectations possibles de la variable max au cours de l’exécution de 
Recherche(n,t,max) appartient b In. 
Par conuention, on pose V(0,n)  = O et V ( k , n )  = O  lorsque k > n.  
Quel est le nombre d’affectations de la variable max au cours de l’exécution de Recherche ( n, t ,max) 
si,pourtout i c l n ,  t [ i ] = n + l - i ?  8 

Montrer que V(1,n)  = (n-  l)! et déterminer V(n,n) .  
On suppose dans la première sous-question qui suit que 2 6 i < n. 
0 Montrer que V ( i ,  n + 1) = V ( i  - 1, n) + nV(i, n).  
On pourra distinguer les rangements de n+ 1 entiers distincts deux à deux dans t [ 1 ] , . . . , t [ n+l ] , 
suivant que t [ n+l ] contient ou non le plus grand de ces n + 1 entiers. 
0 Montrer que la formule précédente s’étend aux cas i = 1 et i = n + 1. 

Montrer qu’elle est encore vraie si n = 1 et 1 6 i < 2. 

On dkfinit le polynôme Pn(X) par Pn(X) = x V ( z , n ) X i .  

0 Montrer que P,+l(X) = ( n  + X)Pn(X). 
* Ez déduire l’expression de P,(X). 

n 

i=O 

1 
n! 3) On pose Gn(X)  = -P , (X) .  

a) Calculer Gn(l). 
b) Exprimer Gn+l(X) à l’aide de Gn(X). 

1 1 
c) Comparer Gh(1) et 1 + - + . . . + - 

2 n 
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4) kkmt donné n entiers distincts deux à deux, on les range aléatoirement dans les n “cases” t [ 1 1,  . . . 
t [ n]  d’une variable t de type t ab leau .  
Tous les rangements possibles constituent les événements élémentaires d’un espace probabilid muni de la 
probabilité p : ces rangements étant de probabilités égales. 
On note X ,  la variable aléatoire égale au nombre d’affectations de la variable max au cours de l’exbcution 
de Recherche ( n, t max ) . 
a) Déterminer la probabilité de l’événement ( X ,  = 1 )  et de façon générale, exprimer, lorsque i appartient 

b) Déterminer l’espérance de X, .  
à I n ,  p (X ,  = i )  à l‘aide de V(z ,  n) et n. 

c )  Montrer que, si n est supérieur ou égal à 2, alors : p(Xn = 2 )  = - 1 ( 1  + 5 1 + . . . + L) . 
n n - 1  

5 )  a) Si z appartient à In, montrer que: (n  + l)p(X,+l = 2) - np(X, = i) = p(Xn = i - 1 ) .  

Donner un équivalent simple de p ( X ,  = 2 )  lorsque n tend vers +m. 

b) En utilisant les résultats de la partie I.B. montrer par récurrence sur z que : 

Partie III. 

On désigne toujours par n un entier naturel non nul, et V ( i , n )  a toujours la signification qu’on lui a attribuée 
dans la partie II. On convient que: V(0,O) = 1 et V(i,O) = O pour tout i E In. 

Calcul de l’inverse d’une certaine matrice. 

la matrice appartenant à M , + ~ ( R )  telle que a,, = ( - - l ) ~ - ~ V ( z  - 1 , j  - 1 )  pour tout 

( 8 9 1 )  E ( I”+$ .  
Cette partae utilise certains rdsultats des parties I et I I .  

1 )  Montrer que X ( X  - 1 ) ( .  . . ) (X  - n + 1 )  = x ( - l ) n - k V ( k ,  n ) X k .  

2) On définit la famille de polynômes ( N , ( X ) )  

n 

k=O 
par No(X) = 1 ,  N l ( X )  = X et de f a p n  générale 

*e{O,l,...,n} 
N J ( X )  = X ( X  - 1 ) ( .  . . ) ( X  - j + 1 )  pour tout j E In. 

3) a) Montrer que A est inversible. 
Pour tout ( i , j )  E (In+I)’, l’clément situé sur la Zab- ligne et la jit- colonne de A-’ est noté 
w(2 - 1 , j  - 1 ) .  

n 

b) Montrer que: Xn = x w ( k , n ) N k ( X ) .  
k=O 

P 
4) a)  Pour tout p E {O, 1 , .  . . , n } ,  comparer p” et x k ! w ( k , n ) C i .  

’ k=O 
b) En utilisant les résultats de la partie I.A. donner une expression de w(k ,n ) .  

Part ie  IV. 

Dans cett.e partie encore n désignera un entier naturel non nul. 
Soit k un entier naturel non nul, on appelle k-partition de In tout ensemble { A l ,  Az, . . . , Ak} dont les éléments 
A , ,  pour 1 = 1 , .  . . , k, sont des parties non vides de In, deux à deux disjointes et dont la réunion est égale à In. 
On note par s (k ,n )  le nombre de k-partitions de In et on convient que s(0,n)  = O. 

2) Soit p un entier naturel non nul. 

Interprbtation des nombres w(k ,  n). 

.\ . + C:-.’::.iner s ( l , l ) ,  s(n,n), s (1 ,n )  et s(k,n,)  lorsque k est unentier strictement supérieurà n.  -, 

a) Déterminer le nombre de n-listes dont les Cléments appartiennent à I p .  On rappelle que dans une telle 

b) Soit k un Clément de Ip , déterminer le nombre de n-listes dont les éléments appartiennent à { 1,  . . . , k}, 

c )  Montrer que pn = x k!s(k ,  n ) ~ ! .  

liste les Cléments ne sont pas forcément distincts. 

chacun des nombres 1 ,  . . . ,k apparaissant au moins une fois dans la liste. 
P 

k=O 

3) Comparer s(k, n)  et w ( k ,  n) lorsque k E {O,. . . , n } .  
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Ce problème étudie différents modèles de propagation, au cours du temps, d’une information au sein 
d’une population contenant N individus où N est un entier naturel strictement supérieur Ci 3. On dési.qnera 
par le réel t positif la variable représentant le temps. 
On suppose qu ’à l’instant initial, (t = O),  une seule personne parmi cette population est informée. L ’infortnation 
circule au sein de cette population et lorsqu’une personne est informée à l’instant t elle le reste indéfiniment. 
Dans tout le problème n désignera un entier naturel sans qu’il soit besoin de le rappeler à chaque fois. 
Pour tout réel x, [XI désignera la partie entière de x, c’est à dire l’unique entier relatif k tel que k < x < k+ 1, 
et la fon.ction In représentera la fonction logarithme népérien. 
La partie II  est indépendante de la partie I. 

Partie 1. Propagation déterministe 

A 
Premier modele de propagation 

1 
Soit C un réel strictement positif. On considère un intervalle de temps A strictement positif et tel que A < - 7  C 
ainsi que les instants n a ,  où l’entier n décrit W. Pour tout n, on note un(A) la proportion de personnes 
informées à l’instant na. 
On fait l’hypothèse que l’augmentation de cette proportion entre les instants nA et (n + l )A  est déterminée 
par la relation : 

(1) Vn E PI, un+l(A) -%(A) = C.A.(l -%(A)) 
1 

On pose: uo(A) = -. N 
1) DCtterminer l’expression de un(A) et la valeur de lim %(A). 

n++m 

t 
A 2) Soit t un réel fixé strictement positif. Le rapport - sera égaiement noté t/A. 

t 
A-0 A 

t 
A a) Comparer [ -3 A ,  t et A. Déterminer lim A [ -1 

b) Déterminer lin1 up ,~] (A) .  
A-O 



3) On suppose dans cette question que la proportion de personnes inforinées est définie à chaque instant t ,  
où t est un réel positif, par f ( t ) ,  f étant une fonction définie et dérivable sur R+. On fait l’hypothèse que 
l’accroissement instantané de la proportion de personnes informées est déterminé par la relation : 

vt E %’ f‘(t) = - f(t)> 
1 

En considérant la fonction t - e c t f ( t ) ,  déterminer la fonction f sachant que f(0) = -. 
N 

B 
Deuxième modele de propagation 

On désigne toujours par C une constante réelle strictement positive. On considère un intervalle de temps A 
1 

strictement positif et tel que A < -’ ainsi que les instants nA, où l’entier n décrit N. Pour tout n, on note 
C 

vn(A) la proportion de personnes informées à l’instant nA. 
On fait l’hypothèse que l’augmentation de cette proportion entre les instants nA et (n + 1)A est déterminée 
par la relation : 

1 
On pose: vo(A) = -. N 
1) Montrer que la suite (vn(A)) 

2) Dans cette question on se propose d’étudier la rapidité de diffusion de l’information. 

(2) Vn E W, vn+l(A) - vn(A) = C.A.vn(A)-(l- vn(A)) 

1 
est à valeurs dans [- 1[, étudier sa convergence et déterminer sa limite 

n EN N ’  
évent uelle. 

a) R/lontrer que pour tout entier n : 1 - v n + l ( ~ >  < (1 - v n < ~ > >  (1 - ““1. 
En déduire que la série de terme général 1 - vn(A) est convergente. 

N 

1 - vn (A) 
(1 - CA)” 

b) On pose pour tout entier n : Zn = 

Montrer que la série de terme général ln(z,+l) - ln(z,) est convergente. On note s sa somme. 

On explicitera la valeur de p en fonction de s et de N 
c) En déduire qu’il existe un réel p strictement positif tel que : 1 - vn(A) - p(1 - CA),. 

“-4-m 

U n  (A) 
(1 - vn(A))(I +CA)” 

3) a) Pour tout entier n, on pose: y,-, = 
L 

Yn+l C2 A2vn( A) Montrer que pour tout n : - - - 1 +  
Yn (1 + CA)(1-  CAv,(A)) 

b) O Comparer, en justifiant la réponse, ln(1 + u) et u,  pour tout réel u strictement supérieur à -1. 

C2A2 
((1 - t ( i ; ) ) r t !AA)q)  ‘‘ m’ Soit q un entier naturel, montrer que: In 

c) Soit t un réel strictement positif. Déterminer lim v[t/A](A). 
4) On suppose dans cette question que la proportion de personnes informées est définie à chaque instant t ,  

où t est un réel positif, par h( t ) ,  h étant une fonction définie, dérivable sur R+ et à valeurs dans IR:. On 
fait l’hypothèse que l’accroissement instantané de la proportion de personnes informées est déterminé par 
la relation : 

A-O 

vi! E R,, h’(t) = Ch( t ) ( l -  h( t ) )  
1 

En considérant la fonction H définie par H ( t )  = --, déterminer l’expression de h(t) pour tout réel t 
1 

positif sachant que h(0) = -. N 

h (t)  

Partie II. Propagation probabiliste 

Dans les modhles précédents nous avons supposé que chaque intervalle de temps A apportait de façon certaine 
un lot de personnes nouvellement informh. Nous allons faire maintenant l’hypothèse que pendant l’intervalle 
de temps A ,  une seule personne supplémentaire est susceptible d’être informée, la probabilité qu’elle le soit 
étant proportionnelle au produit de A ,  du nombre de personnes déjà informées et du nombre de personnes non 
encore informées. 
Donc, si à l’instant na ,  il reste T personnes non informées, à l’instant nA + A,  la probabilité qu’il ne reste plus 
que r - 1 personnes non informées est égale à pAr(N - 7) , p étant une constante réelle strictement positive. 



Une formule dans le cas discret 

Pour tout entier naturel n, nous noterons Pn(A,r) la probabilité qu'à l'instant nA il reste exactement T 
personnes non informées, A représentant toujours un réel strictement positif. Ainsi &(A, N - 1) = 1. 
Montrer que : 

(3) Vn E NI Vr  E { O ,  ... ,N-1} ,  Pn+l(A,r) = P , ( A , ~ ) ( l - p A ~ ( N - r ) ) + P ~ ( A , r + l ) p a ( r t l ) ( N - ~ - l )  

B 
Etude d'un premier cas discret 

On suppose dans cette sous-partie que: N = 4,  A = 1, p est strictement compris entre O et -. On pose 
1 
4 

pn (1,O) 

un = ( ~ ( 1 7 1 ) )  PnP, 2) , pour tout entier n. 

Pn(l,3) 
Montrer qu'il existe une matrice T telle que : Vn E N, Un+l = TUn. 
a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de T 

b) Déterminer trois réels y ,  z,  t tels que: T 

c) En déduire qu'il existe une matrice P inversible appartenant à M4(W) telle que T = PSP-' oh 

O ) .  s =  ( 1 0  
O 1 - 4 p  O 
O O 1 - 3 p  1 
O 0  O 1 - 3 p  

On ne demande pas le calcul explicite de P-'. 
d) Pour tout entier n non nul, calculer S" en fonction de n et p. 
Soit A une matrice appartenant à M4(R). Pour tout (2, j) E { 1,2,3,  4}2, on note (A)i,j l'Clément de A 
situé sur la 2'- ligne et la jtbme colonne. 
Si (M,),,N est une suite de matrices appartenant à M4(W) et si hf appartient à M,(R), on dira que 
(h&,)nE~ converge vers M lorsque pour tout (i, j) E (1, 2,3,4}* : 

On utilisera sans le démontrer que si (h&Jn,x converge vers M ,  alors, et (BMn)nEN convergent 
respectivement vers M A  et B M  pour toute matrice A ayant quatre lignes et toute matrice B ayant quatre 
CO Io nnes . 

Montrer que Tn 

On considère la matrice 1igr.e : L = ( 1 
En déduire T,. 
Soit T un Clément de {O, 1,2,3} ,  déterminer la valeur de 

lim (hIn)i,j = (M);,j .  
n-+m 

a b c d  (i i I :)* 
est convergente et que sa limite, notée T,, est de la forme ( 

1 1 1 ). Calculer pour tout entier n : LT". 

lim Pn(l, r )  en fonction de r .  
n-+m 

C 
Etude d u  cas discret général 

4 
et on rappelle que N est supérieur ou Cgal On suppose dans cette sous-partie que O < A < - 

On pose Wn = ( Pn(Ayo) ) , pour tout entier n. 

Montrer qu'il existe une matrice R telle que : Vn E N, Wn+l = RM/,. 
Dans le préambule d'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini : 

4. 
PN2 

Pn(A1 N - 1) 

Const beta=u Cons tan te  f i x 6 e  p a r  l ' u t i l i s a t e u r  >> ; 
N=u C o n s t a n t e  e n t i è r e  f i x é e  p a r  l ' u t i l i s a t e u r  n ; 
Delta=* Cons tan te  f i x é e  p a r  l ' u t i l i s a t e u r  Y) ; 



Type vecteur=array[l..N] of real ; 
a) Écrire le corps de la procédure : 

Procedure Calcull(Var V : vecteur) ; 
Cette procédure doit retourner dans V le résultat de RV. 

b) Écrire le corps de la procédure : 
Procedure CalculZ(Var V : vecteur ; i :integer) ; 

Cette procédure qui peut utiliser la procédure précédente doit retourner dans V le contenu de Wi défini 
plus haut. 
Dans la suite de cette sous-partie, on pose p = 1 - PA(N - 1). 

3) Calculer Pn(A, N - 1) en fonction de n et de p. 
4) a) On considère une suite numérique réelle (v,&N pour laquelle il existe deux réels a et q vérifiant : 

O < O < q, V n  E N ,  V"+I < avn + bq" 
Montrer qu'il existe un réel A tel que : Vn E NI un < Aq". 

b) On considère une suite numérique réelle ( u ~ ) , ~ N  pour laquelle il existe deux réels a et q vérifiant : 
Vn E N, u,,+l= au,, + bq" 

On suppose en outre que a est non nul et d8érent de q. En considérant, pour tout entier n non nul, 
n- 1 

Uk), déterminer l'expression de u, en fonction de UO, n, a ,  b et q. 
ak 

k=O 
c) Fa&. e le tableau de variation de la fonction z H s ( N  - z) sur l'intervalle [O, NI. 

5) Déterminer Pn(A, N - 2),  pour tout n. 
6 )  Montrer que: Vr  E (2, .  . . , N - l}, 3Ar E R+, V n  E N, Pn(A, r )  < Arp". 
7) a) Étudier la convergence de la suite (Pn(A, O))nEN. 

8 )  Déterminer lim Pp/ai(A, N - 1) et lim Pp/Al(A, N - 2) si t est un réel strictement positif. 
b) Déterminer la limite de l',,(A, r )  lorsque n tend vers +oo et lorsque r E {O,. . . , N - 1). 

A-O A-O 

D 
Etude du cas continu 

On suppose dans cette partie que la probabilité qu'il reste r personnes non informées à l'instant t ,  réel positif, 
est donnée par Fr( t ) ,  les fonctions (Fr)r=O,...,N sont des fonctions définies et dérivables sur W+ telles que : 

a 

Vt E W+, FN(t) = O et FN-~(O)  = 1 et Vr E { O , .  . . , N  - 2}, Fr(O) = O 
{ v r  € (O, . . . , N - l}, Vt E IR+, F:(t) = /?(r + 1)(N - 1 - r)F,+l(t) - PT(N - r)Fr( t )  

Le but de ce qui suit est d'ezpliciter certaines des fonctions F,. 
1) On étudie dans cette question une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I telle qu'il existe des 

réels a, q ,  b, vérifiant : Vt E 1, f ' ( t )  = -a f ( t )  + b e-qt. 

On suppose en outre que les nombres a et q sont distincts. 
En considérant la fonction t - ea t f ( t )  déterminer la forme de f .  

2) Déterminer les fonctions FN-1 et FN-~. 
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Ce problème a pour objet 1 'étude des points en lesquels une application linéaire de RP dans W atteint son 
maximum sur 1 'ensemble des solutions d'un système d'inéquations linéaires. 
Pour tout entier p strictement positif, on identifiera RP et Mp,l(R), 

Partie 1. Préliminaires 

On dit qu'une partie K non vide de R est majorée lorsqu'il existe un réel M tel que 

Un réel M vérifiant ces inégalités s'appelle u n  majorant de K ; on dit aussi que M majore K .  
Dans ce qui suit on suppose que K est une partie non vide et major& de R. 
Soit M un majorant de K et a un élément de K .  On définit les suites (u,),€N et (V&N par: 

V x f K ,  x < M  

u g  =a,  vg = M 
et 

1) On suppose, dans cette question seulement, que K = [O, 1[U[3,4[, a = O et que M = 10. 

2) On revient désormais au cas général. 
Déterminer (un, v,) pour tout entier n appartenant à { 1,2,3,4}. 

a) Montrer que : Vn E N, un < un. 
b) Montrer que les deux suites (?Ln)neN et (v , ) ,~N sont adjacentes et convergent vers un réel b. 
c) Montrer que pour tout entier positif n, v, est un majorant de K, puis que b majore K .  
d) Montrer qu'il existe une suite d'éléments de K qui converge vers b. 
e) On suppose que b' est un majorant de K .  

Montrer que b' b. 
En dauire  que b ne dépend pas des choix initiaux de a et M pourvu que a appartienne 

M majore K .  
Désormais, on notera a~ le majorant b de K ainsi obtenu. 

K et que 
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Partie II. ktude d’un exemple 

On munit R2 de sa norme euclidienne définie par II(z, y)[) = d m  pour tout (z, y) appartenant à Iw2 . 
1) On considère trois nombres réels Q, b, c, tels que (a, b ) # ( O , O ) .  On définit alors les trois ensembles: 

B = { ( X , Y ) E @ ~ ;  ax+by+c=o} ,  % + = { ( x , ~ ) E R ’ ;  a x + b y + c > o ) e t R - = { ( x , y ) E R 2 ;  Q X + ~ ~ + C < O }  

On pourra montrer, en utilisant la continuité de (2, y) c--+ QX + by + c en un point (20, yo) appartenant 
à %+, qu’il existe une boule ouverte centrée en (x0,yO) et incluse dans 91,. 
Il s’ensuit, mutatis mutandis, que 3- est dgalement une partie ouverte de R2, ce que l’on admettra. 

b) Soit (z, y) et (x’, y’) deux éléments de %+. Montrer que, pour tout réel A appartenant à [O, 11, le couple 
( ~ x  + (1 - ~)z’, ~y + (1 - ~ ) y l )  appartient à a+. 

c )  On suppose que (x, y) et (x’, y’) appartiennent respectivement à %+ et R-. 
En considérant la fonction X c--+ a(Xz + (1 - X)x’) + b(Xy + (1 - X)y’) + c, montrer qu’il existe X dans 
[O, 11 tel que ( ~ z  + (1 - ~ ) x ’ , ~ y  + (1 - ~)y’) appartient à B. 

a) Montrer que %+ est une partie ouverte de IR2. 

2) Soit k un entier strictement positif. On considère des parties non vides et ouvertes de R2 : Al, . . . , Ak. 
a) On suppose dans cette sous-question que Al il . . . II Ak est non vide. Montrer que Al 0.. . fl Ak est une 

partie ouverte de R2.  
Si (XO, yo) est un élément de A1 il . . , fl Ak, on montrera qu’il existe un réel r strictement positif tel que 
la boule de centre (20, yo) et de rayon r soit incluse dans A1 il . . . il Ak. 

b) Montrer que A1 U . . . U Ak est une partie ouverte de R2. 
3) On note A l’ensemble 

définie sur A par : 

a) Représenter graphiquement A dans un plan 9’ muni d’un repère orthonormé (O, j). 
b) Montrer que A est une partie fermée et bornée de R2. 
c )  Montrer que g admet un maximum sur A. 
d) Ce maximum peut-il être atteint en un point de l’ensemble A‘ défini par : 

(x, y) E R2; x 2 O, y 2 O, 1 - 2 s  + y 2 O et 1 + z - 2y 2 O et g l’application { 1 
V(.,d E 4 g(x,y) = 32 - Y  + 4 

A ~ = { ( ~ , ~ ) E R z ;  z>o ,  y > o ,  1 - 2 z + y > 0 e t  1 + X - 2 y > o }  

e) Déterminer l’ensemble des points de A où ce maximum est atteint. 

4) On considère la matrice A = ( :l y :) et la matrice colonne B = 

On note % l’ensemble { X = (“i) E R4; XI 2 O, x2 2 O, 23 2 O, 2 4  2 O et AX = B . } 
2 4  

appartient à V si et seulement si XI, 22, 23, x4 satisfont : a) Montrer que X = (’.) 
2 4  

53 = 1 - 221 + 2 2 ,  2 4  = 1 + 21 - 2x2, (z1,zz) E A 

b) On considère l’élément W = (i) appartenant à R4. 

On munit W4 de son produit scalaire canonique : (X, Y) = ‘X.Y. On considère également la fonction f 
définie sur % par : 

Montrer que f(X) = g(x1, x2) pour tout élément X = (ii) appartenant à V. 

O Déterminer l’ensemble des points en lesquels f atteint son maximum sur %. 

vx E %, f(X) = (X, W) 

2 4  
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Partie III. Sommets et maximum 

Désormais n et p désigneront des entiers strictement positifs. 
On considbre une matrice A appartenant Ci ~~IU,,,~(R), et deux matrices colonnes B 
tivement à R” et RP. 
Pour tout élément X de RP et pour tout i appartenant à (1,. . . ,p} ,  nous noterons 

et ainsi x = ( ip). X1 

et W appartenunt respec- 

Xi sa i-ième composante, 

On dira qu’un élément X de RP est positif et on écrira X 2 O ,  lorsque toutes ses composantes sont positives. 
On munit RP de son produit scalaire canonique : (X, Y )  = t X . Y .  

On considère l’ensemble % = X E RP; X 2 O et AX = B et l’application f définie sur % par : 1 
vx E %, f ( X )  = (X, W )  

On dit qu’un élément Z de ‘& est u n  sommet de ‘& lorsque : 

V(Z’, Z ” )  E v, VA € ] O ,  l[, (z = XZ’ + (1 - X)Z”) =+ (z‘ = z”) 

(7) est un  élément de RP, on notera s ( X )  l’ensemble i E ( 1 , .  . . , p } ;  Xi#O} ; cet ensemble sera si x = { 
XP 

appelé le support de X .  
Enfin, on notera C’, C2, . . . , CP les colonnes de A .  
Toutes ces notations seront utilisées jusqu’à la fin du problème. 
1) Vérifier que si l’élément nul de RP appartient à %, alors il est un sommet de %. 
2) On revient au cas général et on suppose dans ce qui suit que ’& est non vide et que f atteint son maximum 

sur % en U .  Ce maximum sera noté MO. Le but de ce qui va suivre est de construire un sommet de c& en 
lequel f atteint son maximum. On suppose donc que U n’est pas un sommet de % et on considère deux 
éléments distincts U t ,  UN appartenant à % et un réel X appartenant à ] O ,  1[ tels que U = AU‘+ (1 - X)U”. 

Vérifier que f ( U t )  = f (U”) = f ( U )  et en déduire que le vecteur V = U” - Ut est orthogonal à W .  
Le vecteur Ut’ - Ut étant non nul, il a au moins une composante non nulle et quitte Ci échanger U’ et 
UN on peut supposer que le vecteur V égal à UN - Ut admet une composante strictement nkgative. C’est 
ce que nous supposons désormais. 
0 Montrer que s(U’) c s (U) ,  s (UN)  c s(V) et s(V)  c s(U).  
0 Pour tout réel p,  calculer : A(U + pV). 
0 Montrer que s(U + p V )  c s(U) pour tout réel p. 
Montrer que la famille (15‘*)~,~(,) est liée. On pourra considérer AV. 

On considère K = { p  E R, U + pV E %}. 
0 Montrer que K est une partie non vide et majorée de R. 
0 Montrer que U + aKVappartient à % et que f (U + CYKV) = MO. 
Le nombre (YK a été défini dans la partie I. 
On suppose que,pour tout i appartenant à s (U) ,  la i-ième composante Y,  de la colonne Y égale à 
U + ~ K V  est non nulle. 
En remarquant que pour tout i appartenant à s (U) ,  lim Ui + (CYK + p)V,)  = Ui + ( Y K ~ ,  justifier 

l’existence d’un réel 77, strictement positif, tel que U + ( a ~  + q)V appartienne à %. 
En déduire que s(U + (YKV) est strictement inclus dans s (U) .  
Nous noterons désormais U(l) = U + CYKV et nous supposons que U(l) n’est pas un sommet de %. 
En se servant des questions précMentes, montrer que l’on peut construire un élément U(2)  de ’& tel que 
f ( U ( 2 ) )  = MO et tel que S ( U ( ~ ) )  soit strictement inclus dans s(V(l)). 
Déduire de ce qui précède l’existence d’un sommet de % en lequel f atteint son maximum sur c&. 

r-;.o ( 



Partie IV. 

Dans cette partie nous reprenons les mêmes notations que dans la partie précédente et nous noterons par ( X ,  X ' )  
aussi bien le produit scalaire canonique de deux vecteurs X et X' de RP, que le produit scalaire canonique de 
deux vecteurs X et X' de R". 
1) Montrer qu'il existe une matrice A' appartenant à Mp,"(R) telle que : 

Existence du maximum de la fonction f 

V ( X , Y )  E Rp x R", ( A X , Y )  = (X,A'Y)  
2 )  On note r le rang de la matrice A.  On suppose d'une part que r est non nul, et d'autre part que la famille 

(Cl, C2,. . . ,C') est libre. 
On note E l'espace vectoriel engendré par les colonnes C', . . . , CP de A .  

a) Montrer que l'application O: Y - ( :z [::) est un isomorphisme de E dans R'. 

b) Montrer qu'il existe un unique vecteur colonne 2 appartenant à E tel que, pour tout i appartenant 
à { 1,. . . , T } ,  on a (2, C') = W,. On rappelle que Wi représente la i-idme composante du vecteur W 
introduit dans le prkambule de la partie III. 

c) Exprimer les composantes dans la base canonique de RP du vecteur colonne A'Z, à l'aide des produits 
scalaires (Z,C'), (i  = 1, .  . . , p ) .  

d) Dans cette sous-question on suppose en outre que : V i  E {r  + 1,. . , , p } ,  (L',Ci) 2 Wi. 
0 Soit X un élément appartenant à %', montrer que (2, B) 2 ( X ,  W). 
0 On suppose qu'il existe un vecteur U appartenant à %' tel que s(U) = { 1,. . . , r}.  
Prouver que la fonction f: X t-+ ( X ,  W) atteint son maximum sur '& en U et que U est un sommet de 
%. 

3) Dans cette question A et W sont respectivement la matrice et le vecteur introduits dans la partie II. 
a) Déterminer la valeur de r .  
b) Déterminer le vecteur 2. 
c) Est-ce que A'Z - W 2 O ? 
d) Retrouve-t-on les résultats de la partie II ? 
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Le but de ct: problème est I’E’tude du rnodcYf: dkmograph,ique « Proies ct yrédatenrs » de Viio Vo1te.r-ra. 

Dans tout le problème, 1x1 designe la fonction logarithme n+rien, CI, 19, u. 6 désignent. des réels strictement 

positifs, fixés une fois pour tout.es, et, on dbfinit les fonctions f  et g sur 5!: par : 

vs E Fa:: f(r) = -0 lnr + $2. 

viy E IR:: g(y) = -nIIly+InJ 

Enfin, on appelle 5’ la fonction definie sur (RT)2 par : 

V(s. y) E (RT)‘. F(r* y) = f(.c) + g(y) 

Partie 1. Étude de la fonction F 

1) Etudier les variations de la fonct.ion f  et vérifier qu’elle admet u11 minimum que l’on note rnf ; on définit. 

771y! 7nutato no~n?G~ê~ celui de la fonction g. 

2) On n0t.e fl et fi les restrictions respectives de f  à ]O.<r/LI] et A [~y/$. +CC[. 

On note g1 et gp les restrictions respectives de g à 10, u/b] et. à (u/b. +CG[. 

Montrer que fl définit, une bijection de ]O? CI/;?] d ans un en.semble que l’on prkisera. É;noncer des résultats 

analogues pour f2, y1 et y~. 

3) Montrer que F posskle ml minimum et prbciser I’ensemlAe des points en lesquels celui-ci est attrirk 011 

notera nz~ le minimum de F. 

Partie II. Étude des lignes de niveau de F 

011 définit, pour t,out r&l c> l’ensemble TC = {(~,y) E (IF!:)~, F(.r. y) = i:}. 0 n se propose d’étudier, dans cette 

partie, la forme de la représentation graphique de lYC dans le plan muni d’un repère orthonormé. 

1) Pr&iser rC lorsque c < nl~ et. lorsque <: = 771~. 



2) On suppose désormais c > 7rz~. 

a) Montrer qu’il existe deux réels strictement. positi& uC et Q tels que : 

u, < s < ‘II, et rns = c - f(uc) = c - f(vc) 

b) On note KC l’ensemble des réels strictement positifs x pour lesquels il existe au moins ~rn rkel strictement 

posit.if y  tel que F(z, y) = c. hIontrer que K, = [u,-, vc]. 
c) l Montrer que, dans le cas où z appartient à ]u.-,vC[. il existe deux réels strictement positifs 3 tels que 

F(z, y) = c et exprimer ces nombres y  à l’aide de f, g:’ et gT1. 

l Préciser l’ensemble {y E Wr, F(zr, y) = c} lorsque d’ une part x = U, et d’autre part x = 71,. 

d) l Montrer qu’il existe deux fonctions hl et hz d&nies sur [IL,, uC] telles que : 

VLr E [%,%lr h(z) < ; < h2(L) 

et 

rc = (x, h(z)), 
1 

2 E [%‘Q]} u { (2, hz(z)), x E [UC, 4) 

l Justifier la réprésentation de I’= Suivante. Préciser les positions des tangentes éventuelles aux points 

d’abscisses u,, CI//~ et v, . 

I 
OI 

> 
x 

Partie III. Étude du cas discret 
A 

On considère dans cett.e partie un réel A et un entier n strictement, positifs; on pose 6 = 1L. On consiclère 

également deux suites de nombres réels strict.ement posit!iEs (Sk)OCkGn et ,(Rk)0Gk6n telles que : 

s s k+l- k 

sk 
= S(u - bRk) 

vx: E {O>...,?b - l}, 
Rk+l - Rk 

& 
= &-(Y + @sk) 

On pose : 

m = o~p& skr dl = opt.$n sk, e = ,$$ Rk, L = o~p~n Rk 
. .n . . 

1) Dans le préambule d’un pr~~kmme écrit e; Turbo-Pascal on a défini les constantes Q, p, a, b, IL, et A 

préc&lemment introduites. 

Écrire le corps de la procédure : 

Procedure calcul(SO,RO : Real ; Var S, R : Real) ; 
qui doit retourner dans S et, R les valeurs de S,, et R, conformément. aux relations clkcrites a.11 dCbut, de 

cette parCe, sachant~ que SO=& et. RO=&. 

2) a) Pour tout entier k appartenant. ?I {O? . . . ,n - 1). calculer @(Sk+i - Sk) + b(Rk+l - &) en fonction de 

sk et &. 
p-1 p-1 

b) Déterminer. pour tout y  E { 1, . . . . n} : ~$3 1 Sk - 6ob c Rk. en fonction de SP. SO : RP et Ru. 
k=O k=O 

c) Montrer que, pour t,out, p E (1:. . . .n} : 

‘-’ SA.+, - sk p-1 

c + UC 
R 

cl Rk = ,i9(Sp - SO) + b(Rp - Ro) 
k=O 

Sk 
k=O 
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3) a) Montrer que : Vk E {O!. . . , n - l}, In&+1 - In Sk - 
S (&+l - Skj2. 

2m2 

b) En déduire que : 

Vk E (0, . . . > n - l}, lnSk+l - ltlsk - 
S k+l - sk < A2A12(a + OL)2 

sk 
\ 2m2n2 

c) Montrer que pour tout. p E { 1, . . . . n) : 

A2hT2(a. + bQ2 

2m2ra 

4) On pose c = -~y In& + PS0 - a In R,-, + b&. Dét.erminer un réel A s’exprimant à l’aide de (Y, ,f3, a, b, m. 
M? I! et L tel que pour tout p appartena.nt à (0, . . . . 71): on ait, : 

/-culnSp+@SP--ulnRp+bRp-cl < f  

Partie IV. Étude du cas continu 

Dans cet.te partie on considère deux fonct,ions S et, R définies sur Iw+, de classe C1 sur Iw+, et, à valeurs dans 

RT. 011 suppose que S et R vbrifient les relations (%) suivantes : 

(‘R) 

S’(f) - = a - bR(t) 

vt E w+, s(t) 
R’(t) 
- = --cy + /w(t) 
R(t) 

Dans ces relations, S’ et. R’ désignent respectivement les fonctions dérivkes de S et. R. 
Le plan est t,oujours muni d’un repke ortlonormé. 

1) a) Montrer qu’il existe un réel c tel que pour tout r&l t positif le point de coordonnées (S(t), R(t)) 
a.ppartient, à T,-! ensemhk introduit dans la Part>ie II. 

b) En déduire que les fonctions S et, R sont bornkes. 

c) Que peut-on dire des fonctions S et R si c = rnF ? 

On suppo~9e d&ormai.s! et ce jusqu’à la fin du probl&me, que c > 971.~. 

2) Soit, 8 un r&l positif. On suppose que S’ ne s’annule pas sur [0. +30[. 

a) l hlonker que S admet une limite finie en +CG. 

0 Mont,rer que cette 1imit.e est strictement positive. 

b) hlontrer qu’il existe un r6el X tel que R’ ne s’ammle pas sur [X, +c~i. Que peut-on en déduire pour R ‘? 
c) l Mont.rer que S’ admet une limite en +,m. 

/ 

+r 
l hfontrer que cette limite est nulle en considérant la nature de l’intégrale S’(t) dt. 

.e 
d) X;Iontrer également que : ,li=1, R’(t) = 0. 

e) En considérant, les limites de S et. R en +x, montrer qu’on arrive à une contradiction. En déduire que 
S’ s’annule en une infinité de points. 

3) On considère dans cet,te question deux rixls positifs ~1 et 72 distincts tels que S/(T~) = S’(Q) = O? et on 

suppose : 71 < 72. 
a) Montrer qu’il existe e appartenant, à 1~1~ r22[ tel que R!(B) = 0. 
b) En considérant, les va.leurs de S en 8 et, ~1) monker qu’il existe un réel p strictement, positif et 

independant de ~1 et. ~2 tel que IS(0) - S(~i)1 > 1~. 

c) hiontrer que S’ est bornée sur Iw+. 

d) Montrer qu’il existe un réel 7 strictement posit.if et, indgpendant. de ~1 et 72 tel que 172 - ~11 > ~1. 

4) a) Monker qu!on peut trouver t,rois réels poskifs el. e2. e3 tels que : 

e1 < e2 < e3 et S/(e,) = s’(e2) = S/(e,) = 0 
b) hlontrer que S’ ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur [O. es]. 

c) En dkduire qu’il existe trois r&ls positifs tl , t2, ts tels que tl < t2 < t3 t,els que : 

0 < t1 < t2 < ts 
vt E [t1.t& s’(t) = 0 x=+ t E {t*,tpts) 
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5) Montrer que S’ est de signe constant sur ]tr , tz[ et sur ]ts, ts[ et que les signes respectifs de S’ sur ces deux 
intervalles sont opposes. On pourra considérer les valeurs de R en tl , t2, ts. 

Dans la suite on supposera que S’ est positif sur ]tl, tz[ et donc négatif sur Jta, t3[. 

6) a) Montrer que S(tl) = S(ts) = u, et S(t,) = v,. 

b) Déterminer les valeurs de R(tl) et R(ts). 

7) a) Sur un même tableau de variation faire apparaître les variations de S et de R sur [ti, ts]. 

b) En déduire le sens de déplacement du point Mt de coordonnées (S(t), R(t)) sur la représentation 
graphique de rc lorsque t décrit [tl, ta]. 

8) On admet que si (SI, RI) et (Sz, R2) sont deux couples de fonctions définies SUT R+, de classe C’ sur 

R+, à valeurs dans Wz, vérifiant les relations (%) et s’il existe un réel to E BB+ tel que &(to) = S2(t0) et 

Rl(to) = Ra(ta), alors : 

Vt E R+, S,(t) = SS(t) et RI(t) = Rz(t) 

Montrer que les fonctions S et R sont périodiques de période T = t3 - tl. 

9) On considère un réel u positif. 

J 

u+T 
a) Calculer 

s’(t) dt 

u S(t)’ 

b) En déduire la valeur moyenne de R sur le segment [u,u + T], c’est-à-dire f 
J 

U+T 
R(t) dt. 

U Déterminer de même la valeur moyenne de S sur le segment [u, u + T] . 

10) On considère dans cette question deux fonctions K et H définies sur R+, de classe C1 sur W+ et à valeurs 
dans Rf. On considère également un réel E appartenant à 10, a[. On suppose que K et H vérifient les 
relations (8’) suivantes : 

K’(t) -=a-e-bH(t) 

w vt E R+, K(t) 

H’(t) -=-cr-e+/?K(t) 
H(t) 

Dans ces relations, K’ et H’ désignent respectivement les fonctions dérivées de K et H. 

Montrer qu’il existe un réel 8 strictement positif tel que les fonctions K et H sont périodiques de période 
0 et déterminer la valeur moyenne de ces fonctions sur un segment de longueur égale à 8. 

Partie V. Le contexte historique du modéle de Vito Volterra 

On peut voir dans les calculs qui précèdent une représentation de l’évolution d’une population d’individus de 

deux types : les proies et les prédateurs. Ceux-ci se nourrissent uniquement de celles-là, et celles-là d’une 

autre nourriture disponible en abondance. Les proies, en l’absence de prédateurs, se développeraient de façon 

exponentielle, mais cette croissance est en fait réduite par la présence des prédateurs. En revanche, le nombre 

de prédateurs, en l’absence de proies, décroitrait de manière exponentielle, (sans proies ils finiraient par 

disparaitre), laquelle décroissance est compensée par la présence des proies. 

Supposons alors que cette population soit une population de poissons constituée de proies et de prédateurs 

d’eflectifs relatifs K(t) et H(t) à l’instant t, (1 es f onctions K et H ontété introduites à la question 10) de la 

partie IV) ; la constante E apparaissant dans les relations (%‘) représente un taux de pêche identique pour les 

proies et les prédateurs. 

Au cours de la première guerre mondiale, on a pu constater, dans l’Adriatique, qu’une diminution de la pêche 

était défavorable aux proies. 

Montrer que les calculs de la question IV. 10 expliquent directement le phénomène observé. 

4/4 
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Partie 1. Le plus petit des plus grands et le plus grand des plus petits 

SOàr! A = (<Ii,) IX&~; unt: matrice appnrtenanf & M,,+(R) . 

On note IL(A) = lQg,L ( &!h;p a%j) ct {J(A) = &y<) ( 1$i$r, ~ij) Pour simplifier les notations, on pourra h-ire 

u:s c.rpres.sions : U(A) = MiIl ~LX aij t:t l!(A) l LX R>i; aij . 
, .i 3 i 

2) On rwirnt au cas &&a1 où A E M,,,,(R). Pour tout jo E { 1. . . . .p} et tout. io E (1’. . . . .n}. on pose 

s J,, = ILlin Uij,, et t;,, = MZLXtfi,,j. 
L 

a) hlontrer que s J(, < ti,,J*>‘>ur tout j,, E (1. . . . .p} et t,out io E { 1:. . . ( 71). 

b) El1 dbtluirr que ~(~4) 6 cc(A). 



3) On suppose que dims le préambule d’un programme écrit en Turbo-Pascal 011 a Mini : 

1) deux mnstnnt~es entikes : n et p. 

2) 1111 type:matrice = array[l..n,l..p] of real; 
a) Écrire le corps de le fonction function Max-ligne (A:matrice; i:integer) : real; C:ette 

fonrtion doit retourner le plu s qand élément, de la ligne i de la matrice A. c’est-à-<lire Lt valeur 

M~xA[i,<;]. 

b) kire le corps de la fonckion function MinMax( A:matrice) : real; cetk fonction c-lait retourner 

la v&ur U(A), tléfinie plus haut; or1 pourm utiliser la. fonckion Max-ligne. 

Partie II. Le minimumdes maximaet le maximumdes minima 

1) Dms cette qwstion 011 btutlie 1111 exemple. On considère 1;~ nmtrice A = et pour tout 

(x. ,y) E [o. 112. 011 pw x = (lT.r) et Y-:(]!~,) pnisIr(x.y)= ‘XAY. ’ ’ 

a) Calïuler h(.r. y) en fonction de s et g. 

b) Dbtrrnlinw suivmt les valeurs tir s E [O. 11. 1 e niaxin~nni de In fonction {j - Ir (.r. I/) sw [O. 11; c’c’ 

niaxiniuni sera notd X(.r) . 

c) Déterminer la valeur mininnull de X(s) lorsque s décrit [O. 11. Cetk valeur sera not.éc O(A). elle est, 

donc Ggalr U $Ai?, ( $$ ’ XAY) ~ 1 c 11’011 
> 

note plus sinq&nlent ~I$I hIpx ‘XAY. étantj entendu que X 

et Y &crivent Kz. 

d) Par unt’ rn&lode analogue. montrer l‘existence tle .j(A) = ïLIax hlin ‘XAY et. donner SR vAeur. 
Y  x 

2) On considère tles fonctions gl. . . . gp Minies et wnt,inurs sur K,, . 8. valelirs dans R. 

a) On l>ose h = ~Lx(cJI.~~). c’est-à-dire la fon<tion de K,, dans If8 Minie Imr !I(J) = hkx (gl(s). Y~(S)). 

Vérifier ‘llle II = !Il + 92 + 191 - .%l 

2 
et en dbtluire qiie 12 est, mntiniie sur h;, 

b) hIont.rer (pw la fonction g = hkx(gI. . . .gl,) est, contume sur h,, . g &uit, dbfinie sur K,, ptr: 

Vx E Ii,,. g(x) = hlax (91(x). . . . g&)). 

3) Dans wtte question on czonsidère un Gment X :ipp:trtenant R K,, . 

a) hlontrer que pour tout Y E Kp. f(X. Y) < X(X). 

b) hIontrer qu’il existe Yy E h; tel que f(X. Yx) = X(X). 

c) En déduire c~u’o11 peut poser: X(X) = ~MQ,I,F f(X. Y). 
P 

4) a) Montrer que K,, est bornb. 

(071 admet pour In suite du problème, que K,, est une partie fermtk dc E,,) 

b) hlontrrr que X admet 1111 minimum sur K,,. 

Ce mi7ainrum esf 7rofé t?(A) et il est $071~ tTga1 ci x,I’IJ (y$$ ‘XAY) , qu ‘071 ~LOI~ plus si7npk7nw7lt 
>1 Lf, 

Min hkx ‘XAY. 

0:~ mktwrait de nlu7&re analogue que le nombre $$Kx ( hlin 
$> XtK,, 

tXAY) criste. Il est notr: $(A) et 071 

1 ‘tCc& plus simple7n,txt hIax hlin “XAY. 
Y  x 

5) a) Soit (X’. Y) itpp:wtrnantj it K,, X h;. Mont.rer que ~$IJ f(X.Y) < X(X’). 
I/ 

b) EII dbduire: J(A) 6 O(A). 

6) 071 dit qu ‘unt: partie non vide % de Ep est convtxx lorsque: V(X. Y) E %‘. VI~ E [O. 11, rrtY+ (1- m)X E % . 

On mnsitlère (lans cet,te question une partie % de l$ convexe. fermée. bornée et non vide. 

a) hlontrer qu’il exist.e W E %. kl que: VY E %. IlWll < jlYl/. 

b) Soit Y apprtenant à %. on pose pour tout m E [O. 11: Y,?& = (1 - nr)W + 711Y. 

l hIont.rer que: Vm ~10. l[, (W. Y) 3 ,;]y,) llW12 - 2(1: 771) llYl12. 

%‘4 



Partie III. Point-selle et point critique 

Dans cet te partie. A dbsigw toIIjours III~~‘ Illat rice dc R M,z+ (R) rt 011 rappllf~ qiw pcmr tout (X. Y) apprtrnant 

A h-,, x Ii->,: f(X. Y) = tXAY. 

077 dit (/Il(’ k couplé (X0. y;,) ~Lppar~ter1n?Lt fi K,, x Ii, c:st 7~7~ p0%71t-sellr pour f . lorsq7Lf:: 

V(X. Y) E h’,, x si;,. fi&. Y) 6 f(X0. L;,) < f(X. yo) 

1) hlontrer qu’il existe 1111 point-srlk polir f rt C~C si (X0. 1’0) en est 1111. alors f(Xo. Yo) = cl(A). 

2) 011 consid?w la IIIiltC(.t‘ réelle A = rt 011 définit lit fonction $1 sur R’ par: 

v(.r.:/) E R’. g(.r.!/) = (s l-.r)A 1 -t, 
( ;> 

On poIlrra introduire les noti~tions suiwmtes: X = (pJ Y = (1-ß). X0 = (l?xo). 

*“En d&luirr qiie ( ( 1 z”.r,I) . ( 1 -ly,]) ) est 1111 point-selle pour 1‘applicatioII J dbfinir sur h-2 x K2 

1”‘r: V(X.Y) E hz x K2. f(X.Y) = ‘XAY. 
l Quelle est la valeur de o(A) ? 



Partie IV. Application à une étude de la concurrence 

Deux entrepreneurs Prirnus et Sec~mdus se partageld le marché d’un produit. sur un t,erritoire c:omnnm, de Sort)e 

qu’au cours d’un trimestre. si l’un voit sa part de rnarchb varier de A unités (nombre réel positif ou negnt,if) 

l’autre voit la sienne varier de -A unités. Cett.e variation d4pend à chaque trirnrstre des st,rat,égies choisies par 

l’un et l’autre. 

Prinius a le choix entre deux strat&ies not,&s pl et, P.2. Secundus a le choix ent)re deux stratégies SI et 

S2. Lorsque Prinius et. Secu~idu~ choisissent, d~i~cuii l’une de leurs dew stratégies, leurs parts de marché sont 

moclifibes et le tableau suivant donne les variat,ions t~rirnestrielles de la part, de marché de Semntlus. celles de 

Prinius ét alit, oppo&es. 

Variation tri~rnest~ielle de la part de 

mamht: de Sccu71dus lorsque : 
Secundus choisit SI Secundus choisit S* 

Prinius choisit PI 
/ 

-2 I 3 I 
Prinius choisit 9 1 -1 

Dans une négociation entre Primus et, Secundus. si Seaudus propose par exemple 5’2. Prinms propose alors P2. 

mais dans ce cas Secu~~~us préfere 5’1 et, Primus souhde alors Pl. ce qui pousse Secundus ;I choisir de nouveau 

S2 : finalement t.oute eikente semble être inipossible. 

Primus et Sectmdus décident alors de s’en remettre au hasard de la manière suivante: les deux concurrents 

choisissent simultanément et albatoirenlent~ l’une des deux st,ratégies dont chacune dispose: Prinms choisit, 

la. stratégie PI avec la prolddité .r (.r E [O. 11) et la stmtégie P2 avec la probabilité 1 - s. Seçundus. 

independRiiiiiient du choix (1~ Priinus. choisit la st.ratégie SI avec la probabilité y. (y E [O. 11) et la strat,Ggie Sz 

avec la probabilit4 1 - ,y. On note. dans ces conditions. V,,, la variable albatoire égale R la variat~ion triniest.rielle 

de la part de marché de Secundus. 

1) Déterminer l’espérance de V,,, 

2) Établir qu’il exist,e des prohahilitbs s0 et 90 telles que Prinius (respect ivenient. Seciindus) ne t,rouve aucun 
avant.age & prendre s différent de .rg (respect ivenient y  diff&ent de yo)! lorsque Secundus (rt-spectivenient, 

Prinius) s’en tient 5 90 (respect ivenient, à SO). 

Ddterminer les valeurs de SO et go. 

4/4 
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Lo présento t ion ,  lo  l i s ib i l i té ,  l ' o r thogrophe,  lo  guo l i lé  de  lo  rédoc f ion ,  lo  c lo r lé  e t  lo  p réc is ion  des  ro isonnements  en t re ron l
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Seule l 'ut i l isot ion d'une rèqle aroduée est outorisée.

Pour tout couple (p,q) d'entiers strictement positifs, on rote Mo,n(R) I 'ensemble des matrices à p l ignes et q
colonnes à coeffÊcients réels. Si .,{ est un élément quelconque de ,ÀZo,n(R), on note A" la transposée dc ,4.

Dans tout le problème, pour n dans N*, on identif ie IR'et I 'ensemble,AZ,,1(R) des matrices colonnes à n l ignes
et à coefficients réels. L'espace vectoriel lRt est muni de sa structure euciidienne canonique, le produit scalaire
de deux vecteurs X etY étant  noté (X,Y)  ouYTX.

I  t t

t ' l

(  '?  
\  , ' - ,  \ , /z

Pour tou t  vec teu rX  :  
I  :  I  

aun" , sanormees t  donnéepar  ] lX l l :  r / y ' r y :  t  t t ?  )
\ r n . ,  /  

\ o ' 1 - o  /

Le module et le conjugué d'un nombre complexe z sont notés respectivement lzl et Z. On rappelle quc
Le nombre complexe de module 1 et d'argument nf 2 est noté i.

L'objet du problème est

Hilbert) de ,Â2,,,(lR.), de

l'étude de quelques propriétés de la matrice Hn - (h[1])r<*,r<" (appelée matrice de

terme générique à["] : 
*=,lcs 

entiers k et j clécrivant [1,n|.

Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, la matrice 11, s'écrit donc

/ 1

l ;
r r  - l t, , ,  -  

|  :

[ ,
\ -

1 1

z r r
1 1

;  . ' .  -
J  n + L

. . :

1 1

n r l  ) n - 1



Préliminaire

On rappelle que la restriction de la fonction tangente à l ' intervalle 
)-;,;f 

admet une fonction réciproque

notée arctan. On note (arctan)' sa dérivée.

1. a) Pour tout réel r, rappeler l 'expression dc (arctan)'(r) en fonction de r.

b) h'lontrer, pour tout r de R.+*, l 'égalité : arctanr f arctan ! : !
r 2 '

c)  
'Établ i r ,  

pour  tout  r  de IR.+,  I 'encadrement :0 (  arctanr  - (  r .

2. a) i\,{ontrer que la fonction r/ définie sur IR par ,/,(r): -t= est une densité de probabil ité sur IR.
r ( t  +  x . J

b) Soit U une variable aléatoire réelle de densité ry'. On note F sa fonction de répartit ion. Déterminer la loi de
la variable aléatoire F([/).

c) On rappelle que la fonction Pascal random rend un nombre aléatoire dc I ' intervalle [0, 1] suivant une loi
uniforme sur cet intervallc. Écrire, dans Ie langage Pascal, une fonction Cauchy simulant Ia variable aléatoire [/.

Partie I. Dimension du sous-espace propre associé à la plus grande valeur propre de Hn
1 7

1. Calculer,  pour tout couple (À, j )  de [1,rn' ,  I ' intégrale I  tx+t-2dt.
J O

/ " 0 \
l - r r l  - r l

E r r d é d u i r e . p o u r r o u r  v e c r e u r x :  
I  , '  l a " l R ' . I ' é g a l i t é : x T H n x :  |  ( r o + r r f  + . . . * x n - 1 " - I 1 2 d t .
[  

,  
J  

t o
\ a t n _ t  /

2. a) Justif ier I 'existence d'une matrice diagonale D à coefficients diagonaux strictement positifs, et d'une matrice
ort hogonalc P telles quc : IIn : PDPT.

b) On désigne par cln (resp. É,) Ia plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de Hn.
h\Iontrer. pour tout vectcur X de IR', l 'encadrement suivant :

u,1x l l z  <  x r  Hnx  <  p" l l x l l '

3. On note ) le sous-espacc propre de Hn associé à la valeur propre B,.
a)  Soi t  Y un vecteur  de V.  Montrer  queYTH,,Y :  g . l lY l l2 .

b) Réciproquement, soit Y un vecteur non nul de IR'vérif ia\tYTHnY : l3,l lYll2. Montrer que Y appartient
à  v .

4 so* " ' :  
(" : : , )  

un vecreur non nur de v

l zo  I
l r t  I

:

Vn-71
sont les valeurs absolues des composantes de X6.

a) Étabhr I'inégalité | lxolr H.lxol > Xl H,X1.

b) En déduire que lXel est un élément de }/.

c) N'lontrer que ies composantes du vecteur H"lXol sont toutes strictement positives. En déduire que le vecteur
Xs n'a aucunc composante nulle.

d) En uti l isant Ie fait que X{H^Xo: lxglTI/"lXsl, montrer que les composantes de Xs sont toutes de même
signe.

5. a) Montrer qu'i l  n'existe pas deux vecteurs non nuls de V orthogonaux.

b) En déduire la dimension du sous-espace propre V.

\

J 

le vecteur dont les composantesOn note lxr l  :  
(



Partie If. Croissance et convergence de la suite (B,),21

on rappelle 9De 0, désigne la plus grande valeur propre de la matrice rir.

/ "'o \
| *;' I

1. Soit *' : 
| ,' I 

a IRn un vecteur propre d.e Hn associé à B,. Soit Z le vectetr de IR'+1 déflni par

\  - , '  1
\ :L'n- 1 /

/  rh \' t ; \

I ' i  I
Z : 

I i  l . Montrer que ZTHn*12 : X'THnX'. En déduire que la suite (B,),21 est croissânte.
t , l
I  r " - r  I
\ 0  /

2. Soit gt et gz deux fonctions définies et continues sur le segment [a, b] de R. On définit le nombre complexe
7b

J" @'@) -t ie2(o))d,o par :

[o@,( r )+ ie2(0) )dn :  [o  r r (0 )d0+t  I  e r lepo
J a  J a  J o

et on rappelle que pour tout réel :r, on a .. ei ' : cosr * isinr.

a)  Calculer ,  pour  tout  k  d.eZ, les deux nombres complexes t  [ "  " , * tde û [  " ,k0d0.

7L 
t -;^ Jo

b)  Montrer ,  pour  tout  ent ierp de N,  l 'égal i r1,  
J_rrpdr :  

- i  
Jo 

e i (e+r)gde.

c) En déduire, pour tout polynôme P à coefficients complexes, l 'égalité , [ '  ,çr1hr: -i [" P@i|)ei\d0.
J  - r  J o

d) Dans le cas où P est un polynôme à coefficients réels, établir I'inégalité suivante :

I  r l  I  r r
l l  P1 r )d r l  (  /  l p (e ie ) l do
l J - r  I  J o

l r o \
Dans lesquestrons 3 et 4, on désigne n^, X : 

| 

'..t 

| 
,n u""t"u, quelconquede IR'.

\ " - - ,  /

3 .  a )  É t a b l i r  l ' e n c a d r e m e n t : 0  (  X ' r H . X  = , [ r ( " ,  * r f t a . . . I r n - f i n - t ) r d , t .

b)  En déduire que l 'on a :  0  < XT H.Xa / "  l "o *  rp i l+ . . .  + xn-re i (n- t )0y2d,0.
0

l n - l  1 2

4. a) Soit  g la fonct ion déf inie sur IR par :  p@): lDr*" i* t l
l / r =0  |

Montrer que cp est 2zr-périodique et paire;en déduire i 'égal i té ,  [  ,1eSae::  [*"  p(0)d,0.
J o  t J - n

b) ÉtaUl ir  l ' inégai i té :  Xr HnX ( zr l lXl l r .
c) En déduire que la suite (0.),>r est majorée, puis qu'elle est convergente.



Part ie I I I .  Limite de la sui te (A")">t

Dans cette partie, le vecteur W de IR" est défini par W :
{ 1 /
\ 1 /

1 \

, O l
: l
vG/

r \  /  n  * 1 - r \ 2: Jo (,f zl dt
1. Nlontrcr les égalités suivantes :

n'r"H-rr ' :  ++
?_f i , /T,nU,+j_r)

2. En déduire, pour n )- 2,I ' inégalité suivante :

n r p _ ] l

r l r r "n '> ) - -+ f  -' 
ftn 

- | k=/-_r,/t 1, _-p

(on pourra uti l iser le développement du produit de deux polynômes)

Dans Jes questions suivantes, p est un entier supérieur ou égal à2.

S. a) Étudier les variations de la fonction 9 définie sur ]0,p[ par : S@): -:---

vx:\p - r)

b) En déduire, quelle que soit la parité de p, l ' inégalité suivante :

p - L  t  r p - t  ) ^.---4- , ----::-_
r : " : , / n ( p  

-  k ) '  l  t , / r ( p  -  r )

î D - I

4. Justifier la validité du changement de variable ": 
fiV 

dans I'intégr"* 
Jr'

relation :

['-t -L : tr -  arctan f -]-)
I t  Jr(p - ,) \ , /P - t  /

1 / 1 \
5. On pose i up: ---:- ârnrân I ^ I Montrer que la série de terme général uo est convergente.

p - 1 - " " - ^ ' \ 6 = 1 7 '

6. a) I\{ontrer que llWll2 est équivalent à lnn, lorsque n tend vers *oo.

b) Bn déduire la l imite de la suite ([3").>t.
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Les condidqts sont invités à encodrer dqns lo rnesure du possible les résultots de leurs colculs.
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Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on note,M"(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n
à coefficients réels, .I la matrice identité, et l\l",1(lR) I'espace vectoriel des matrices à n lignes et 1 colonne.
On confond rt4",r(R) et lRn.

Préliminaire

Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur -8, toute application y de.E dans lR+
i) v(r): 0 si et seulement si ir : 0 ;
ii) pour tout À réel, pour tout c de .E : u(Àr) -- lÀlrz(c) ;
ii i) pour tout couple (r,g) de E2 : v(x + g) < v(r) + v(y).

Montrer que I'application ll ll- de lR' à valeurs dans lR+ définie par : pour tout vecteur X :

l lx l l -  :  max lc;1, est une norme sur R'.'  
l ( i ( n '

Partie I

A. Une norme sur,,V"(R)

1. Montrer que I'application qui, à toute matrice A: (ot,i) de,Â4.(lR), associe le réel 
,mæc

définit une norme sur M"(R). La norme de À sera notée llAll.

2.  a) Établ i r  pour tout X de IR' ,  I ' inégal i té :  l lAxl l -  < l lAI l  x l lx l l* .
b) Montrer qu'il existe un vecteur X6 de IR", non nul, tel que llAXgll-: l lAll x llXoll-.
En déduire que l lAl l  :  sup l lAJl l -

X € R 1 X + 0  l l ^  l l æ

vérifiant :

fi) 
deR',

( Ë ' " " ' ) '



c )  É tab l i r  a l o r s  que  pou r  t ou t  coup le  (A ,B )  de  (M , (R ) )2 ,  on  a  l lAB l l<  I lA l l x l lB l l .

On dit qu'une suite (A^)^2o de matrices de M,(1R) converge vels une matrice A de Mr(JR),

t j  
- \T-  l lA^ -  AI I  :  O.  On pose A^:  (a i , r ( rn)) t<n, i< '  e t  A:  (ou,r ) t<o,r< ' '

3 . a )  M o n t r e r q u e ( A - ) - > 0 c o n v e r g e v e r s , 4 s i e t s e u l e m e n t s i p o u r t o u t ( i , j ) d e [ 1 , n 1 2 , - [ T _ a t i ( m ) - a i , r .

b) Montrer que si (A^)^>o converge vers A et (B*)^2o converge vers -8, alors (,4-B^)m2o converge

vers AB.

4. Soit A un élément de .Â2.(R) tel que |l,4ll < 1.

a) Détermin"t 
-\T_ 

I

b) Montrer que si À est une valeur propre réelle de A, alors lÀl < 1.En déduire que les matrices I - A et

1 *Ason t i nve rs ib les .
/ m  \

c) Montrer que la suite ( I r* 
) 

.onu"rg", et exprimer sa limite en fonction de la matrice A.

\ t =o  /  m

Soit (A^)^20 une suite de matrices de "^l^(R). On dit que la série de terme général A^ (qu'on notera

s - ,  / n  \  ^  
+ æ

) A-) converge. sr Ja suite ( t ,- 
| 

,onu"rg". Dans ce cas. sa Jjmite est no#e, An.

m)O \m:0  /p  m:0

5. On considère dans cette question, une matrice non nulle ru de ,Â1"(lR) qui vérifie la propriété suivante : il

existe un entier p supérieur ou égal à 2 tel que Np : 0 et yn-r 10.

a) Montrer que Ia série | ]No .onu".ge. on note M: î *"-
?,o' 

" 
?--okl

b) Montrer  que {X € R' / (M -  I )X -  0}  :  iX e R"/ l /X :0} .

6. a) Soit D une matrice diagonale de,Â,.1,(R). Montrer que la série | ]D* "oot"rg".
F-o*

b) Soit A une matrice de "Â4,(lR) diagonalisable, D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles
+ æ 1

que A : P D P-r. Montrer que Ia série ,, *.Or converge, et exprimer sa somme I i 
r- en fonction de P

7'''' K'
* * r

e t  I  i l k .
k :0

On admetjusqu'à la fin du problème que pour toute matrice A de Il"(R), la série I *O- 
converge,

k>o
+ æ .

et  on note :  exp(A):  f  ian
&:0

7.  Soi t  A un é lément  de, , !4"(1R).  On pose,  pour  tout  rn de N* :  A^:  ( t *  
la) - .

a)  Établ i r  I ' inégal i té  :
l l n  -  l l

l l i * r -  -  r - l l  .  i  ( r  -m(m-  t ) "  l n t -  k+ r ) \  l l '  l l k
l l ;o ' ,  l l  Ë \  rn )-tr-

b) En déduire que la suite (A^)* converge vers exp(,A).



B. Propriétés de I 'exponentielle de matrice

On admet que si A et B sont éléments de M"(R) tels que AB: BA, alors, exp(,A + B) : exp(A)exp(B).

1. Montrer que pour toute matrice A de I,1"(R), la matrice exp(,A) est inversible et déterminer son inverse.

2. a) Soit,4 une matrice de,À4.(lR). Montrer qu'i l  existe une matrice ̂ 9a telle que exp(A) - I: A(I +Sa).

b) Étudier la fonction définie sur lR+ par:o t-) €î _ 1_ 2x.

c)  En déduire que s i  l lA l l  <  1,  a lors l lse l l  <  t .

d) On suppose que ll,4ll < 1 et que exp(A) :1. Montrer que A est la matrice nulle.

3. On note,S^ I 'espace vectoriel des matrices symétriques réelles d'ordre n, et.Sj+ I 'ensemble des matrices
symétriques réelles d'ordre n dont les valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que si A est un élément de 5,, alors exp(A) est un élément de Sj+.

b) Montrer que I'application exp restreinte à & est une surjection de.S, sur Sj+.

4. Soit A et B deux matrices de S,, telles que exp(,A) : exp(B). On note u (resp. u) I'endomorphisme de
IR' canoniquement associé à .4 (resp. B), et exp(u) (resp. exp(r;)) I'endomorphisme de lR.n canoniquement
associé à exp(,4) (resp. exp(B)).
a) Montrer que .4 et B ont les mêmes valeurs propres.

b) Montrer que .4xexp(B) : exp(B) x,4.

c) Soit F un sous-espace propre de u.
i) Montrer que F est également un sous-espace propre de exp(u).

ii) Montrer que Ia restriction de u à F induit un endomorphisme de F diagonalisable.

d) En se plaçant dans une base de diagonalisation de u, montrer alors que u et u ont les mêmes vecteurs
propres. En déduire que A: B.

Partie II

1 .  On considère lR '  muni  de sa base canonique B:  (et ,e21. . .1en) .

Soi t  /  I 'endomorphisme de lRn déf in i  par  / (e1) :0,  et  pour  tout  i  de [2,  n\ , f  k) :  e i_r .

On note N la matrice associée à / relativement à la base 6. Déterminer, pour tout k de N, la matrice NÀ.

2 . S o i t p u n r é e l d e l 0 , 1 [ . O n d é f i n i t l e s m a t r i c e s  R o u t Q o p a r : R n : ( l - p ) I + p N : I * e p .

a)  Étabt i r  l 'égal i té  :  exp(Qo) : f  " -oLNi .
j : o  r '

b) Caiculer l lnol l  et l lSpll .  Montrer que l lexp(Qo)l l  ( 1.

3. a) Soit m un entier supérieur ou égal à 1, et pt,pz,.. . ,pm des réels de I ' intervalle 10, 1[.
On pose pour tout i de [1, m\, Rt: ,?o, et Q;: Qp,. Montrer les égalités suivantes :

fr "*o,on, : *o (Ëa-) =..0([- Ëo-](1- r/))
f t : l  \ t : i  /  

"  
t = r

b) ÉtaUtir Ia relation suivante :
m m

f l n o - l l . * p ( 8 * )  = [ Ë r - e x p ( Q r ) ] ( À 2 x . . . x , ? - ) - e x p ( e i ) [ u * p ( e r ) x . . . x e x p ( e à - R x , . . x R - ]
k : l  È : l

c) En déduire la majorarion suivante , llfr .- 
- fr u*o(eo,ll . Ë lln5 - exp(e,,)ll.

l l t : t  ' t c= l  l l  n=r



n - l  ^ k

4 .  a )  M o n t r e r  l ' é g a l i t é :  l l e x p ( Q 1 ) - n t l l :  l e - p '  -  1 + p r l  + p l e  p '  *  1 l + r - o ' I * .' 
7-- kl

b) En déduire successivement Ies deux inégalités :

Partie III.

Les notations sont ceiles de la partie IL

On considère m pièces de monnaie (1 ( - < n), telles que pour tout i de [1,-n, h i-ième pièce donne Pile

avec la probabilité pi, et Face avec la probabilité | - pn. On pose I : 
! fn.
i =1

Un joueur lance successivement Ia première pièce, la deuxième pièce, etc. jusqu'à la rn-ième pièce, cette
expérience étant modélisée par un espace probabilisé (Q,"4,P). Pour tout ,k de [1,rn], on note,Sp la variable

aléatoire égale au nombre de Pile obtenus à I'issue des k premiers lancers.

1. a) Montrer que pour tout k de [1,rn], les À*1 premiers éléments de la première l igne du produit matriciel

R1 x R2 x . '. x .RÈ représentent la loi de ,S1.

l l  -  m  l l  1 - r |  \ k r
b) Montrer la relar ion suivanre'  l l l lo,-  f l "*o(8,) l l  :  t  l . ( [S- :  È])-  r -^] l

lli:i :i ll É | Kr I
l - æ l  \ f t t  n

c) En déduire I'inégalité suivante ' I lp(lS- 
: ,tl) - u-^il < z lri

f t : o '  I  i : 1

2. Dans un programme Pascal sont faites les déclarations suivantes :

a ^ n c Î  m  =  .

T y p e  t a b  =  a r r a y [ l . . n )  o f  r e a l ;

Var  p rob  :  tab ;

On suppose que prob contient les probabil i tés p1,p2,.. . ,p^ (ainsi prob[1] contient p1 etc.)

Écrire une fonction Pascal dont I'en-tête est Sn(prob : tab) : integer qui simule Ia variable aléatoire S-.

n"*p(e,) -nrlt (2p? et 
l l_Û"-fr*oro-,l l  =rË"
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Dans tout le problème, n et p désignent deux entiers vérifiant 1 ( p ( n. On note ,À4,,o(R) I'espace vectoriel
des matrices à n lignes et p colonnes, à coefficients réels. La transposée d'une matrice ,4 de,À4.,o(lR) est notée
t4. Lorsqu'une matrice,4 est inversible, on note,4-1 son inverse.

Dans tout Ie problème, on identifie les deux espaces vectoriels .Â2",t (R) (respectivem ent Mp,t(R)) et IR' (resp.
lftP), c'est-à-tlire qu'on identifie un vecteur (point) de R' (resp. [Rp) avec le vecteur-co]onne de ses coorflonnées
dans la base canonique de IR' (resp. IR.e).

On rnunit R" (resp. Rp) de sa structure eucl idienne canonique, et pour tous vecteurs z et u de iR' (resp. Re),
on note (u,u) :  t-ru leur produit scalaire, et l lul l  la norme de u associée.

Pour tout ri de [1,n1 , on note I urre fonction définie sur

fonctiorr défirr ie sur IRp, à valeurs réel les, par . .  F(r7,ï2,.

A u t r e r n e n t  d i t ,  s i  X  :  ( 2 r , . . . , : r : o )  e s t

/ (x )  le  vec teur  ( / r  (X) ,  .  .  ,  f  ̂ 6 ) ) .

IRp à valeurs réelles, et de classe C2 sur IRp. Soit F. la
1 n

. . .  x - J  :  
i  l t t , t , , ,  x2 , .  . . , , , ) l ' .

un point de IRp, on a :  r , (X) :  
i | , f l6) 

:  
f , l l f  tx l t f  ,en rrorarrt

; - t

Le problème a pour objet l'étude de quelques aspects mathématiques liés à la recherche du minirnum de la
fonction F.

Part ie I .  Gradient et hessienne

Pour tout point X : (r1,t :2, .  , tr)  de iRp, on rappelle que :

r le gra<lient de F au point X, noté VF.(X), est le vecteur de lR.p suivant :

v r (x )  : (# t "1 ,  ,# t " l )' O I l  
O I n



t  la rnatr ice iessiel le r le F au point X, notée V2F'1X), est la rnatr ice synrétr iqtre de "Mo(lR) suivante :

v2 F(x ) :  (  ̂ a f  1x1)
\ o t ç o t i  /  r < * . j < o

Potrr totrt  point X : ( :rr,  .  .  .  ,  ro) de IRp, on note -r(X) la rnatr ice de ,Al. ,o(lR) définie par :

r (x ) :  (Pr " t )
\  d r l  I  l : : : ;

dans laquelle i  désigne I ' indice de l igne et j  I ' incl ice de colonne. On pose : G(X):tJ(X)J(X).

Si X est un point de IRp vérifiant VF(X) f 0, on dit qu'un vecteur à de Rp est une direction de décroissance

d e  F  e n  X ,  s i  o n  a :  ( V F ( X ) , à )  <  0 .

Dans les trois exemples .suivants, on suppose que p est égal à 2.

7. Un premier exemple.

On cons idère  les  deux  fonc t ions  T t  e t  f z  dé f in ies  sur  R2 par  :  T t ( r t ,q ) :  r?* rz+7,e t  f2 ( r1  ,xz ) :  r t I xT+1.

a) Justi f ier que f 'est de classe C2 sur 1R2. Calculer, en tout point (r1, 12) de IR2, le gradient VF(a1,r2).

b) Montrer que le système d'équations qui permet de déterminer les éventuels points critiques de F, peut se
mettre sous la forme suivante :

l z x l  + 2 r 1 t 2 * 3 r t  + 1 7 +  I  : 0

\ ("t r2)Qrl * 2x'tnz + 2x| - rt - 12 + 3) : g

c) Etablir, pour tout (rt, rz) de lR2, l ' inégalité : 2rl + 2r1r2 * 2122 - ry - :Lz ! 3 > 0. En déduire que l 'unique
point  cr i t ique de F est  (  f  /2 , - l12)

d) Déterrniner, en tout point (21 ,r2) de IR2, la rnatrice hessienne Y2F(ry,z2). En déduire que F. admet un
minimum local  en ( -112,-112) .

e) On note pour tout point X de IR2, V'ft(X) et V2 T2(X) respectivement, les matrices hessiennes de /1 et

/2 au point X. Préciser la matrice -I(X). ExprimertlçX17çX) et G(X) +I/,(X)V'f|.I ') en fonction de
i -7

VF'(X) et V2F(X) respectivernent.

2. Un deuxième exemple.

S o i t o : ( r t , . . . , a n ) , b : ( ô i , . . . , b . ) e t " : ( c r , . . . , c n )  t r o i s v e c t e u r s n o n n u l s d o n n é s d e l R t , t e i s q u e l a f a m i l l e

(a, ô) soit  l ibre.

Pour tout z de [1, n!,  la fonction f i  est définie sur lR2 par :  / . l r t ,x:z) :  a;.rr !  bir2 - ci .

a )  E x p r i m e r ,  p o u r  t o u t  p o i n t  ( : r 1 , 1 2 )  d e  R 2 ,  l e  g r a d i e n t  V F ( r 1 , 2 2 )  à  I ' a i d e  d e  1 1 , x 2 , l l o l l , l l ô l l , ( a , b ) , ( a , c )  e t

\ b , , ) .

b )  Jus t i f ie r  I ' i néga l i té  :  l l o l l2  x  l lô l l ' -  fu ,b ) '>  0 .  En dédu i re  que la  fonc t ion  t r 'possède un  un ique po in t  c r i t ique

\ :x ' r , :Lz ) .

Expr imer  î i  e t  îà  en  fonc t ion  de  l la l l ,  l l ô l l ,  (o ,  b )  ,  (a ,  c l  e t  (b ,  c ) .

c) Calculer, en tout point (r1, 12) de IR2, la matrice hessienne V2 F(rt,  12) ;  en déduire que F admet un rrr inimurrr

local en (û,1;)

d) Err ut i l isant la structure eucl idienne de IR',  montrer que F adrnet un minimum global en (û,îù.

3. Un troisièrne exemple.

On suppose que ct,  c2,. .  .  ,c, sont n réels donnés non tous égaux. On note Z et s2 respectivement, la moyenne

arithmétique et la variance de la série stat ist ique (c;)1g13,.

Pour tout i  de [1, n],  la fonction f i  est définie sur lR.2 par :  f  Jnt,:r2) :  a, * 12, ci .

a) Déterminer les points cri t iques de F.



lr) Soit (fr,t;) un poirtt critique de F. Exprirner F(fr,ff) en fonction de s2. Montrer, pour tolt (r1,r) de
R2,  l ' ésa l i té  :  F (21 ,  q )  -  F (1 i ,1 ; ) :  iG ,  +  r ,  -  z ) ' .

c) En cléduire la nature cles points critiques de F. Ce résultat était-il prévisible ?

4. Retour au ca^s général.

So i t  X  :  ( r r ,  .  .  .  ,2 r )  un  po in t  de  IRP.

a) Exprimer VF(X) en fonction detJ(X) et de /(X).

b) Pour tout i  de [1,n1, on note V2l"(X) la matrice hessienne de /a au point X.

Étubli. la formule : v2F(x) : c(x) + t n(x)V'l.r1;r^).
t : 1

Part ie I I .  Une approximation de F

Dans cette partie, on conserve les définitions et les notations de la partie I, et on suppose que X est un vecteur

f ixé de IRP vérif iant :  VF(X) 10. 
r

Pour  tou t  vec teur  h  :  (h r , l r2 , .  .  . ,  ào)  de  IRp,  on  pose :  / (à )  :  f  6 )  +  J (X)h  e t  L (h)  :  j l \U l ]

r .  Établ i r ,  pour tour à de IRp, l 'égal i té :  L(h):  F(x)+ thvF(x) +lh c61n.

2. Soit P une rnatrice symétrique de Mo(lR).
a) Justifier que P est diagonalisable.

b) On note 01,. . . ,do les valeurs propres de P, et on pose , d : 
,?rt, ld3l. Montrer, pour tout vecteur h de IRp,

I' inégalité suivante : lthPhl < dllàll '

3. a) Écrire un développement limité à I'ordre 2 de ia fonction F au point X.

b)  En r lédui re,  à l 'a ide de la  quest ion 2.b.  que l 'on a :  l im 
F(X + à)  -  t (à)  -  0

i l h t t *o  l l rÙ l l
Pou rX  f r xéde  IRp ,on  d i t queL (h )es tuneapp rox ima t i onà l ' o rd re2deF(X  *À . )  l o r sque l l à l l  t endve rs0 .

4.  On note :  G(X):  ( .er ,1(X; ; tar ,3çr .  Soi t  e t  e l  çz deux fonct ions déf in ies sur  IRp par . .pt (h) :hVp(X) et

çr(h)  :  
thc(x)h.

a)  Montrer  que pour  tout  j  c le  [1 .  p l .  on u ,  l tn l  :  #q,  " t  aSgl  :  , f  s , . r (x)h i .
d h i '  d ,  j '  d h ,  

t _ _ r

b ) E n d é d u i r e q u e l e g r a d i e n t V l , ( h )  d e  L e n h , e s t d o n n é p a r : V . L ( à )  : V F ' ( X )  + G ( X ) h .

c )  So i t  V2L(h)  la  mat r ice  hess ienne de  t r  en  à .  É tab l i r  la  fo rmule  :V2L(h) :  G(X)

5. Soit J une matrice de ,Â1",o(lR).

a) Montrer que la rnatrice tJJ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Montrer que lorsque la matrice tJ J est inversible, le rang de la matrice J est égal à p.

6. Montrer que si la fonction tr admet des points critiques Â, alors ceux-ci vérifient I'inéquation , 1Â, VflX;; ç O.

7. On suppose que la matrice G(X) est inversible.

a )  Mont re r  que. l ' ,  admet  un  un ique po in t  c r i t ique  Â do t tné  p" . 'Â :  - (G(X) ) -1  x tJ (X) f  (X) .

l) ÉtaUtlr que l est une direction de décroissance de F en X. En déduire que 1, admet un rninimum local en Â.

Part ie I I I .  Une décomposit ion d'une matrice rectangulaire

Afin de réduire les inconvénients liés à I'inversion de Ia matrice G(X), on remplace celle-ci par la matrice

G(X) + p,I , où 1t désigne un paramètre réel strictement positif, et I la matrice identité d'orclre p. Certains
résultats d'algèbre Linéaire permettent alors de substituer à l'inversion d'une matrice, le calatl plus sirnple d'une

somrre de matrices.



Soit -/  une rnatr ice non nul le de ,Â1,,n(lR).

l .  Montrer qu' i l  existe une rnatr ice 7 orthogonale de Mo(R), un entier r7 tel que 1 ( S ( p, et des réels
À r , À 2 , . . . . À u  t e l s q u e À 1  )  À 2 2  ' . ' 2  À q  )  0 ,  q u i  v é r i f i e n t  l ' é g a l i t é : \ / U J V :  D ,  o ù  D : ( d n , ) r < r , j < p e s r
déf in ie  par  :  d i , i :  À ;  s i  1  <  t  <  q ,  e t  d i , i  :  0  s inon.  S i  q  <  p ,  on  pose :  Àq+r  :  . . .  :  Àp  :  0 .
Pour tout i  de [1,p|,  on note l / ;  la i- ième colonne de V.

2. a) Montrer que le rang de tJJ est égal à q.

b) Montrer que, pour tout i de [7,q\, JVi est un vecteur propre de la matrice ./tJ associé à ]a valeur propre À;.
En déduire que les matrices tJ J et J tJ ont les mêmes valeurs propres non nulles.

c ) S o i t ( y t , . . , Y ' ) u n e b a s e d u s o u s - e s p â c e p r o p r e d e t J J  a s s o c i é e à u n e v a l e u r p r o p r e À n o n n u l l e . M o n t r e r
que la famil le (JY,.,  .  .  .  ,  JY,) est une famil le l ibre de M,.r (R).

d) En déduire que les sous-espaces propres d,etJJ et de JU associés à la même valeur propre non nulle sont de
même dimension, et que le rang de J tJ est égal à q.

3 .  On pose,  pour  tou t  i  de  [1 ,  q \  t  U ; :  * t ,
v ^ i

a) Morrtrer que la famil le (Ut,. . . ,  Uo) est une famil le orthonormée de vecteurs propres de JtJ.

b )  En dédu i re  qu ' i l  ex is te  une base or thonormée (U1, . . . ,U , , [Jq+t , . . . ,Un)  d ,e  MnJ ( lR) ,  fo rmée de vec teurs
propres de JtJ.

4. On note U la matrice de "M,(R) tel ie que, pour tout i  de [1,n], la i- ième colonne de U est la matrice-colonne
U ,  d e , , V "  r ( R ) .

S o i t S : ( s i , . , ) : S r t ^ l a m a t r i c e d e , Â 2 " , o ( R )  d é f i n i e p a r : s , , i : . / E s i  l ( i ( p e t s ; , i : 0 s i n o n .-  
l < i < p

Etab l i r  l ' éga l i té  mat r ic ie l le  su ivante  :  S :AJV.  En dédu i re  l ' éga l i té  :  J :USV.

5. a) Montrer que la matrice (tJJ + pI) est inversible.

b )  On r ro te  R:  ( r i , ) . ' , .15n  la  mat r ice  de  Mp, " (R)  dé f in ie  par  :  r ; , i :  i y ' i t : ,  s i  1  (  i  (  p  e t  r ; , i  :0  s inon."  r< r<n À;  - l  t t
Étublir la formule suivante : (tJ J I pI)-1 , tJ : V RtU .

c )  En dédu i re  l ' éga l i té  :  ( t JJ  t  t l l ) - \  x rJ :L* , r r ,
, 7 ^ ' + P

6. Soit X un vecterrr fixé de IRp vérifiant : VF' (X) I 0.
Pour tout  vecteur  â de IRp,  on pose :  M(h) :  L(h)  + * l là l l t

a)  Montrer  que :  l im 
F(x + h-)  -  M(h)  -  o

1r ,1*o l là l l
b) Calculer, pour tout à de IRp, le gradient V M(h) et la matrice hessienne V2M(h) de M en h.

c) En appliquant les résultats des questions précédentes à la matrice -/(X), rnontrer que M admet un lnique
point cr i t ique à*. Donner une expression de h* qui ut i l ise les résultats de la question 5.c.

d) Montrer qtte M adrnet un minimum local en à*.

À partir de ce rninimum local h* de M (ou du mirimurn local 1r, de L), on pourrait utiliser une ntéthode
algorithrnique permettant, sous certaines conditions, d'approcher avec une précision donnée un minimum local
de Ia fonction F
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