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DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT 
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Ecole des Hautes Etudes Cornmerdales 

CONCOURS D‘ADMISSION DE 1978 

Composition de Mathématiques 

20 EPREUVE 

Mercredi 24 Mai 1978, de 8 heures à midi 

4 
Dans tout le p r o b l h e ,  P est un plan affine réel ; P est le plan vectoriel associe ; on note (A, B, M. . . )  

des points de P, (AB, ...) des vecteurs de P. Dans la t r o i s i h e  partie, II ! /  cst une norme euclidienne sur P. 
-t -+ 

PREMIERB PARTIE 

- 4  + --+----t * - - +  
10 Si (AB, AC) est une base de P, montrer que (BC, BA) et (CA, CB) sont des bases d e x  

2” Soit A‘ (resp. B’, C’) le milieu de  BC (resp. CA, AB). Montrer que (A’n’, A’C‘) est une base d e 3  
+ e  

+ - +  - - L -  

Quelle est la matrice de changement de base de (AB, AC) 5 (A‘D’, A’C’) ? 

3” Soit (a, $, y )  E R 3 ,  a + ? + y  = 1, e t  hi le barycentre de  (A(I), B(F), C(y)). 
Calculer (a’, $’, y’) G R 3  tel que a’ + $’ + y’ = 1 e t  que hi soit barycentre de  (A’(a’), B’($’), C’(y’)), 

(On exprimera a’ en fonction de  a seul.) 

4” On considtre les suites de points (A,, B,, C,), de nombres ( x , ,  p,, y.), définis par A U  = A 
(resp. Bo = B, CO = C), A I  = A‘ (resp. Bi = B’, C I  = C’), A n f l  (resp. B n t l ,  C,,.l) Ctant le milieu de 
B,C, (resp. C,,A,. A,B,), an + 0, + y n  = 1 e t  telles que hi soit barycentre de (An(an),  B, (F,), Cn(yn)) .  
Determiner une application f telle que, pour tout n E (N : 

“,+l  = f (a,), B,,.1 == f(P,), Yn.,.l = f(.f,). 

Determiner l’ensemble des points hl tels que (a,, , p, , ,  y,) soit indipendant de 11 ; in te rprh t ion  
gCométrique. En déduire (z,, ?,, -{,) en fonction de n e t  de  (a, p, y) : on exprimera, d’une part zn en 
fonction de n e t  de a seul, puis 2, sous la forme z, = a un -t- (fi + y) v, , oii ( u n )  e t  (v, ) sont deux suites 
ne dependant que de n. 

5 0  Retrouver les rksultats preckdents en démontrant l’existence des suites (un) e t  (v, ), en donnant des 
relations permettant de calculer (un k l ,  v,,.~) en fonction de  (un, +”), puis en calculant, par la méthode de 

diagonalisation, la matrice 
-1 2 n ] . fTous les rrrlcols doivenf figurer sur b copie.) 

--1 1 1 

1 1-1 
6“ a! Retrouver lesrésultats precddentsen ca1culantII”en fonction de ( u n ,  Y,), oh 1-1 =[ 1 -1 1 ] : 

explicitant d’abord le lien entre (a,,, $,,, y,), (a, $, y) e t  Hn, on déterminera I‘équation caractdristique, 
les valeurs propres e t  les vecteurs propres d’un endomorphisme de IR de  matrice II dans la base canonique, 
puis on exhibera une matrice inversible P e t  une niatricc diagonale D telles que D == P-1 M P ; on montrera 
alors comment en diduire H“ .  (Ce dernier rdctrl n’cst prrs dcm3ndé.l 

b) Calculer H”  d’une autre maniPre en posant B =; H + 21, en calculant B“ pour n 1, puis en 
explicitant H ”  comme combinaison lindaire de E et  de 1. 
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DEUXIEME PARTIE 

= o. 

& --L+ 

10  Determiner les coordonnees (x, y )  d u  vecteur AM dans la base (AB, AC) en fonction de ( x ,  p, y). 

20 Pour tout i E 1, 2, 3 1, on se donne (a I ,  P l ,  7 , )  E R3 avec a l  4- 9, 4- y l  # O ; si M l  est le 
barycentre de ( A @ ,  ), B($, ), C ( y , ) ) ,  montrer que les points (Mt, M r ,  M3) appartiennent h une mfnie 
droite si, e t  seulement si : 

3 0  Dessiner une figure formee de dix points, A, B, C, S, Q R;I, J, K, hl, deux i deux distincts de P, tels 
que les eiisemb~es ;r;ivân:s / A ,  R, BI, I A ,  Q, CI,  { A , M , s ~ ,  {R,M, J, CI, {QM,I,  B I ,  { K , B , s , c ~ ,  
{ R, 1, S 1, 

4 O  M etant barycentre de (A (a), B (rj), C (y)), montrer que chacun des neuf autres points est barycentre 
de  (A, 8, C) aFect6s d e  coefFicients dependants d e  (a, P, 7) que l’on ddterminera de  m a n i h  aussi simple 
que possible (sans que leur somme, non nulle, soit necessairement &ale h 1). On donnera les resultats sous 
la forme d’un tableau : 

{ Q, J, S 1; 1 K, R, Q 1 soient inclus chacun dans une droite diffdrente. 

f i l  A B  s Q R 1  

5 O  Montrer que 1 J K sont alignes. 

TROISIEME PARTIE 

+ + 4 
l0 On pose a = 11 BCII, b = liCA 11, c = I IABi!.  Donner une condition nécessaire e t  sufisante portant 

sur (a, s, y) pour que M se projette orthogonalement en A’ sur BC. 

Z0 Retrouver ainsi, en ddterminant explicitement (a, p, y) en fonction de (3, b, c), l’existence e t  
I’unicitk d’un point M commun aux midiatrices de DC, CA e t  AB. 

4 
3O Si hl est, de nouveau, un point quelconque de P, calculer IlMA / / *  en fonction de (a, b, c, x ,  $, 7). 

Retrouver ainsi la condition du 1”. 
, 

+ - - + - t - +  

4: Sonner une condition ndcessaire et suffisante portant sur (a, b, c) pour que MA + MB -+ MC = O, 

où M est le point determine au 2”. Interprbtation geométrique. 

REMARQLUE : Les trois parties du problème sont totalement indbpendzntes. Les notztions des l a ,  20 et 30 de la 
Première Partie sont utilisées dans tout le problème. 
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DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT 

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS 

Ecole des Hautes Etudes Commerciales 

CONCOURS D’ADMISSION DE 1979 

Composition de Mathématiques 

20 EPREUVE 

Mercredi 9 Mai 1979, de 8 heures à midi 

PREMIÈRE PARTIE 

1” Calculer les inverses des matrices réelles 

2 1 2  2 -1 2 - 2  1 
A - = [  ‘2 :], B = [ I  2 - 2  - 2  t ] ,  C 11: il. 

2” On note ‘hi la transposée d’une niatilce A l  Aloiitrer qu’il e\irte UIIL‘  matIIcc unique J telle 

que ‘J  - J e t  que, pour tous les noinbrcs rccls x, y ,  /, 

3” Montrer que l’ensemble des matrices réelles carrtes d’ordre trois hl telles que 

‘ M J M -  J 

est un groupe multiplicatif, que l’on notera G. 

4“ Montrer que A, B e t  C appartiennent a G. 

DEUXIE3iE PARTIE 

10 Montrer que si x, y, z sont trois cntiers rationnels, les nombres 

x2 $- y ?  - z‘? + 2 (x -k z) (y + z) 

e t  x: + y’ - z ?  -1 2 (x-z) (y -z )  

sont des c a r r h  d’entiers naturels. 

2 0  Montrer que les relations 

z, - X I  = y + z, 2 ,  - y 1  = x + z, X I  -t y1 - z 1  x k Y  - t - z  

sont équivalentes à une relation 

o ù  H est une matrice constante 

matricielle 

que l’on déterminera. ... 1 0 . .  
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3" On appelle triplet rectangulaire tout triplet (x, y ,  z) d'entier-s naturels s a n g  diviseir C O I I I I ~ L ~ I I  ;iurre 

que 1 e t  tels que 
z - .  1. " 2  .~ ' 

Soit (x, y, z) un triplet rectangulaire tel que z :. 1. Posant 

montrer que l'un des triplets (x', y', z ' ) ,  ( -  x', y', z ' )  ou (x ' ,  - - ~ ~ y ' ,  7 , ' )  est rectangulaire e t  que l'on a 

1 .< 2' ::-y z - 1. 

40 Imaginer un algorithme transformant, en un nombre fini d'étapes, par dcs produits m;itricicls coinnie 

ci-dessus, un triplet rectangulairc quelconque, en (O, 1, 1). 

5" Donner dix triplets rectangulaires distincts. 

TROISIEME PARTIE 

10 Soit E I'ensemble des suites réelles (all) telles que, pour tout  n : 

a n , . 3  - 7 a n : >  -C 7a,1 - a ,  ~ O. 

Montrer que E est un espxce vectoriel de dimensioit 3 dont  on dCterminer;i une base forniCe d'app1ication.s 

de la forme 
n - r" .  

2" Déterminer (a,) sachant que a , ,  -: 1, a I ~ a. O. Calculer alors a ct ; I ,  , 

3" Déterminer ( a , )  sachant que >,, - a i  O, a .  I 

4" Dttctmincr (a 1,) sac1i;tnr q u e  a ,, O ,  a , 1 ,  I O. 

On considère toujours la  matrice A définie dans la prcn1ii.r-e partie. 

1" 

2" 

hloiitrer que A 

Montrer qu'il existe trois suites (u ,,), (v  ,), (w ,]) telles que, pour tout  II : 

est combinaison linéaire de 1, A e t  A'. 

A n  :-- U, 1 + V, A -t A', 

et  que ces suites apar t iennenr  h l'espace E dCfini au 10 de la troisième partie. 

3" 

4" 

En déduire une méthode de caisu! de A " .  

Déterniiner une injection f : D\1 D\1 telle que, pour tout  n, f ( n )  soit un  triplet rcctnngujnire. 
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Ecole des Hautes Etudes Commerciales 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1980 

Composition de Mathématiques 4 R )  
2" EPREUVE 

INTKODUCTION 

On dtudie ci-dessous la fonction y d'une variable réelle, definie par : 

Dans la premitre partie on en construit la courbe représentative. Dans la deuxitme partie on rdsoud 
certains probltmes relatifs h son intdgration. 

PREMIfRE PARTIE 

1 0  a) Etudier les variations de la fonction u d'une variable rCelle définie par 

u (x) - x "  2 x 4  - 1. 

u (x) -= O 
b) Ddmontrer que I'équation 

a une et une seule racine reelle x o ,  et  que 

413 < X O .  

c) Demontrer que l'on a plus prCcisCment : 

2 < xa < 3. 

2'1 On construit par rtcurrence les suites reel~es (x,) et  (y,) en posaAt : 

pour n = 1, X I  = 2 ,  y1 = 3, et  

a) Calculer xq et  YS, x s  et y3, x )  et y&. 

b) Montrer que l'on a, pour tout n,  

", < xo GY,. - 
c) Ddmontrer que les suites ( x n )  e t  (y,) sont adjacentes. 

d) Donner une valeur approchde de xo h 10-1 prl.s. 

3O a) Quel est le domaine de définition de la fonction y citde dans l'introduction ? 

b) Calculer la ddrivée y'(x), et l'exprimer en fonction de u (x). 

c) Dresser le tableau de variation de y. 
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40 a) Calculer le ddveloppement limitk a l'ordre 2 de la fonction y au voisinage de O. 

b) @elle est la tangente au point (O, O) de la courbe reprtsentative de y ? Quelle 
de la courbe par rapport à cette tangente au voisinage de (O, O) ? 

5 0  Etudier les quatre branches infinies de la courbe reprksentative de y : existence 
position de la courbe par rapport à celles-ci. 

est la position 

d'asymptotes et  

60 Tracer la courbe representative de la fonction y. 

DEUXIfiME PARTIE 

1" On considbre les fonctions rationnelles A et  B definies par 

t R  + t' - t*  - 1 6 t '  + 2 t 3  - t 2  -1 
et B (t) = 

t 3  (t2 - 2 t  -1) A (t) = 
t 2  (t' - 2 t  -1) 

a) Determiner la partie entibre de A. 

b) Quels sont les pales de A ? Qgels sont leurs ordres de multiplicitd ? Donner la forme de la 
decomposition de A en ClCments simples et  la forme de la decomposition de B en 6lCments simples (sans 
calculer les numerateurs des eltments simples). 

c) Sachant que la partie de la décomposition de B relativetau p61e O est 

donner la decomposition complbte de B en dlements simples. En deduire la decomposition de A en elements 
simples. 

d) Deduire des calculs prCcCdents une primitive C de A. 

20 On veut determiner pour x > 1 une primitive de la fonction y citee dans l'introduction. 

a) Soit 1 la primitive de y definie, pour a > 1 e t  x > 1, par 

Effectuer sur 1 (x) le changement de variable : 

1 
t 2 2  = t -- avec t > O. 

b) Exprimer 1 en fonction de C definie en 10 d) de la deuxibme partie. 

30 L'intCgrale y (x) dx est-elle convergente ? Pourquoi ? 1 
40 On considbre l'aire J (m) de la rdgion du plan definie par les in6galitCs suivantes : 

xo < x < m e t  x + 1 < y < y @ ) ,  

oh m est un paramktre supCrieur ou egal h la racine x o  definie en 10 b) de la premihre partie. 

a) Representer J(m) par des hachures sur le graphique de la courbe reprdsentative de y. 

b) L'aire J(m) a-t-elle une limite finie lorsque m tend vers l'infini ? 

c) Calculer une valeur approchee de J (4) en utilisant la valeur approchee de x o  calculde en 20 d) 
de 1a premibre partie. 
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Chambre de Commerce et d'Industrie do Paris 

DIRECTION D E  L'ENSEIGNEMENT 

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS . .  . .  > 

Ecole des H a u t e s  Etudes- CbmmePciales' 

C O N C O U R S  D'ADMISSION DE 1981 
- 1  

, ,.: : Composition de Mathématiques 

9 '  
2. EPREUVE 

Samedi 16 Mai 1981, de 8 heures à midi 
I .  . .  . .. I ' 8 '  - -. - 
I 

PREMIERE PARTIE 

. .. 
X )  A tout a rdel, on associe fa , fonction rdelle d'une variable rtelle definie par : f, (x) = - d F i -  - 

Soit va la courbe reprdsentative de fa . 
1. Indiquer pour quelles valeurs de x, fa(.> est ddfini ? * 

20 Dresser, en fonction de a, les difftrentr tableaux de variation de fa . 
3O Etudier les bnnthes indnies de va . 
40 Rechercher les Cventuels points d'inflexion de va . 
F Trouver la courbe r dtcrite par le point tangente horizontale de va lorsque a varie. 

6. Construire sur un mCme graphique, avec des &chelles appropriées (non nécessairement les mCmes 

LUZ les ua o x  et  oy), les courbes r, v-, , vo e t  VI. 

D E U a M E  PARTLE 

X3 
On considere la fonction g, , fonction rCelle d'une variable rCelle dCfinie par : g,(x) = __--. . d tx-at  

Soit sa la courbe representative de g, . 

l0 Reprendre, pour la famille des courbes @*, les questions 10 20 30 40 de la Ire partie. 

Construire sur un m&me graphique Ics courbes B-,, Bo , 

Z0 Determiner le nombre de points d'intersection de la courbe BI et de la droite d'fquation y -- X .  

. 

Donner une valeur approchde, 

1 = 1 et a = 4 respectivement. 

10-1 pr6s par defaut, deâ abscisses des points de BI d'ordonnées 

. 



TROISIGME PARTIE 

10 Démontrer que, pour tout x > a,  I’integrde f,(t)dt converge. Demontrer que I’inttgrale 

J’ <( t )dt diverge. 

20 Determiner deux 

. .  

-. .,-, . . . . .. rfels a et tels que 

X’ . fi ( ax  + ,3 ) ] dx, oh A est un rtei stric- Qielle est la nature de I’indgnle 

tement supfrieur à a e t  à O ? 

- .LL\/x ( a x  + p +  +=- 
J A  --[ ,= 30 Dftennincr un réel 7 tel que I’integralc 

. .  convergente. 

n rt  . -- dx , pour n entier strictement superieur au parambtre a.  40 Calculer 1, = s a \ - / x - a  

5 0  Soit S, = - oh N est un entier strictement plus grand que [ - 43a 1. Montrer que 

k - N + l  

lim S,, = + -rg. Etablir la double inégakd : 
a++ =a 

Io+ l  - I N f l  2 s, 2 1, - I N .  

En dfduire un Cquivdent de S, quand n tend vers + W .  

m 
__ , e t  uk = - 1 - 2 (\/~+1 -/F). c ,* . fi- 

60 On pose T, = 
t - 1  

Montrer que la série de  terme général ut est convergente. 

Calculer 2 u k  et  en déduire que T, est Cquivdent à 2 Vcquand  n tend vers + = . 
0 

k - 1  

Il n 

70 On pose V, = 2 k L’t  et W,, = 2 b/./k. 
t- I t -1 

1 
En utilisant la définition des i n t é g r a l e s h  x k / y  dx et h1 \/. dx par les sommes de Riemann, trouver 

80 Retrouver, à l‘aide des questions 30 60 70 de  13 3mc partie, un tquivalent simple de S,quand n tend 
vers +.O. 



Ecole des Hautes Etudes Commerciales 

CONCOURS D’ADMISSION DE 1982 

Mathématiques I I 
TOUTES OPTIONS 

Samedi 15 Mai 1982, de 8 heures d midi 

( La prbsentation, 1’Ccriture et  l’orthographe ont leur part dans la note.) 

Dans tout le problkme, on dCsigne par A un nombre rCel strictement positif. Le symbole In reprCsente le 

logarithme nepdrien. 

PREMISRE PARTIE 

1°) Soit ‘Q la fonction numerique definie sur IO, + =-[ par la relation 

1 
x2 cp(x) =lnx--* 

a) Etudier la variation de ‘Q. Construire la courbe reprksentative de ‘Q. 

b) Montrer que l’bquation ‘Q(x) = O  admet une solution et  une seule. Soit a cette solution. 

c) Montrer que 1 < a < e. 

d) Determiner l’entier naturel k tel que 10’3k,(a<10-3(k + 1). 
Z0) Soit fh la fonction numerique definie sur ]-h,+-=[ par la relation 

1 
h+X 

fh(x) =- -hln()i+x). 

a) Montrer que I’equation fl(x)=O admet une solution et une seule. Soit q cette solution. 

b) Montrer que 1 < h + XI. 
c) Montrer que h + XI admet une limite lorsque h tend vers += , et calculer cette limite. 

DEUXISME PARTIE 

Soit g h  la fonction numerique definie sur ]-h,+-=[ par la relation 

gh(x)  = e -lx]n(x + 1). 
10) a) Calculer la derivke g;. de gr A l’aide de la premiere partie, determiner le signe de g;(x). 

b) Dresser le tableau de variation de g l .  On pose yh=gh(xh). 

c) Calculer g;.(O). A l’aide de la premikre partie, determiner le signe de XA suivant la position de h 

par rapport h a. 

.../... 
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a d) Bn cdcul?nt O&(--), trouver une minoration de yr 
2 

e) Montrer que xX et  yA admettent des limites (finies ou infinies) lorsque a tend vers + =, 

DCtenniner ces limites. 

2O) Dans chacun des COI A = 1 et A = 5, dCterminer 1'CMment pl de z 

30) a) Construire sur un mCme graphique les courbes reprCsentatives de g, et g, . On prendra la mCme 

unit& sur les deux axes et on ne dessinera que les pointa des courbes dont les coordonnCes sont comprises 
entre -5 et 5. 

b) Montrer que ces courbes ont un point commun P et un seul. (On pourra considCrer la fonction h 
dCfinie sur [O,+=[ par la relation 

h(x) =e4x1n(~+l)-ln(x+5) 
et Ctudier la variation de h.) 

c) Dtterminer des valeurs approchtes des coordonndes de P h O,] prbs. 

TROISIhlE PARTIE 

Pour tout entier naturel non nul n, on considbre l'inttgrale 

10) a) Montrer que I'indgrale In converge. 

b) Montrer que 

In.=- dx. 
n 

En dCduire que 
In n In n 1 - < I  <n+- 

n3 n 

c) Montrer que 

20) En dCduire une valeur approchte 1; de I5 h0,OOl prbs. 

F I N  
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Ecole des Hautes Etudes Commerciales 1 9 8 3  

CONCOURS D'ADMISSION DE 1983 

Mathématiques I I 

TOUTES OPTIONS 

ATTENTION : La prlsentation, l'dcriture et l'orthographe ont leur part dnns .la note. 

Pour tout entier naturel non nul n, on  désigne par f n, p., et h 
definies sur R par les relations : 

les fonctions numeriques 

1. 1.  Etudier la variation des fonctions f , ,  R, et h l .  Dresser les tableaux de.variation 
de ces fonctions.Construire leurs courbes représentatives dans un même repere orthonormal 

2 .  Determiner les nombres de points d'inflexion de ces courbes (ce qui revient B determiner 

les nombres de points 03 la dirivée seconde s'annule en changeant de signe). Calculer l e s  

coordonnées des points d'inflexion et les pentes des tangentes en ces points a IO-' près. 

II. On pose : 

1 .  Montrer que, pour tout élenent x de [ 0 , 1 ] ,  

I 1 .  
I - x b  4 -  

I + x + x *  I + x  

2 .  En déduire que, pour tout entier naturel n tel que n >/ 2 ,  

1 
- 6 1 n < - .  

1 - 
n +  1 n - l  

Trouver un dquivalent simple de 1 . (On dit que les suites (u ) et (v ) de nombres reels 

strictement positifs sont equivalentes lorsque le rapport 2 
u n  tend v e r s  1 si n tend ver' + - ) a  

V 

3 .  Pour tout entier naturel n tel que n 2 3 ,  calculer les intGgrales 

d t  
l 

t( I - t)" dt et 
10 

Trouver un équivalent simple de J . 

4 .  Pour tout entier naturel n tel que n + 4 ,  calculer les intéErales 

Trouver un équivalent simple de K 

. . .  l . . .  
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DIRECTION O E L ' ENSEIGNEMENT 

SERVICE DES CONCOUnS ET EXAMENS 

E C O L E  DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES 

CONCOURS D'ADMISSION DE 1 9 8 4  

Mathématiques I I  
TOUTES OPTIONS 

Samedi 12 mai 1984, de 1 4  heures h 18 heures 

A T T E N T I O N !  La présmtolion, l'&n'Cure et l'orthographe ont leur part dons la note. 

Solt a un 6lément de R,. 

1. On déslgne par Ed l'ensemble des sultes réelles u = 
récurrence : 

( 1 )  

1. a )  Muntrer que E 

b) €11 considérant I'appllcatlon de Ea dans R' qul à toute sulte u associe (uo,ul,uz), calculer 
l a  dlmenslon de Ea. 

2 .  a )  Virifier que l'espace vectoriel K des suites constantes est inclus dans Ca. 
b) Solt u un 616ment de E . On consldbre l a  sulte v = (vnInpN d6flnle par l a  r e l a t l o n  2 

Etabllr une relatlon de récurrence (2) satlsfalte par v, rellant v,,+~, v ~ + ~  et Vn. 
c) On d6slgne par F 

F 

06termlner une base de Fa. On sera amené a dlstlnguer trols cas : 
Dans le prenler cas, on posera a = cos 8. avec O c 8 $ 1; dans le dernler cas, on posera 
a = ch 9. avec 9 > O. 
d) Montrer qu'Il exlste une valeur a. de a et une seule, que l'on calculera, pour laquelle K 
e s t  Inclus dans F 
e) On suppose que a i do. Montrer que Ea est  s o m  dlrecte de K e t  de Fa.  En dddulre. dans 
chacun des trois cas envlsagds au cl. une base de Ed. 

f )  Montrer que E 

3 .  Solt u 1'6l&ment de E determlné par les condltlons lnltlales : 

satlsfalsant i la r e l a t i o n  de 

4un+) = 4(l + a )  unr2 - ( 1  + 4a) uncl + un OÙ n E N. 

est un sous-espace vectorlel de l'espace vectorlel des suites réelles. 

'n = 'n.1 - 'n OÙ nEN.  

l'ensemble des sultes r6elles satlsfalsant l a  relatlon ( 2 ) .  Montrer que 

est un sous-espace vectoriel de Ea. 
O $ a c 1. a = 1, a > 1. 

2 

a-  

contlent l a  suite de terme qénéral un I n. t n  dédulre une base de E . 

uo = 1 -41.3' - I I  ut =,  1 uz = 1 ~~~. 
Calculer un en fonctlon de n. (On dlscutera sulvant l a  valeur de a . )  

Etudler la convergence de u, et calculer Id llrnlte de cette sulte, lorsqu'elle e x i s t e .  

I I .  On désigne par H (Cl !'ensenblr des matrices carr6es d'ordre 3 coefficients complexes 
et par 1) l a  matrlce unité de H j ( C ) .  

On donne l a  mtrlce carree suivante, consldérie corne élement de H (C) : 

> 

3 

H =  \1 -a-;  a +  IJ 

1. Calculer le polynôme caract6rlstlque de H : 

6,(X) = det(X1) - H I .  

Calculer l e s  valeurs propres; réelles ou compleaes. de la  matrlce H. Lorsque d / 1 .  on 
exprlmra ces valeurs propres a I'alde'du nombre 9 lntrodul? dans la partle 1. 

2. Oktermlner les  valeurs de a pour lesquelles l a  matrlce M est dlagonallsable sur le corps C. 
Lorsque M est dlagonallsable, trouver une matrlce carrée lnverslble P telle que l a  matrice 
O = P - l M P  solt dlagonale. Expllclter O. 

n 

On admettra que. pour tout couple (Q1,Q2) de polynômes, (Q,Q, ) (M)  = Q l ( H )  QZ(H); on admettra 
aussl que $,(HI = O. 
Solt n un nombre ent le r  naturel. Montrer qu'Il exlste un trlplet (on,Bn,yn) de nombres réels 
et un seul te l  que : 

Mn D anHz + BnM yn13. 

Expl lc l te r  ce trlplet dans c h a y  des cas a = 
Dans ces deux cas, retrouver le r6sultat de l a  questlon 1 3. 

e t  a = 1. 

I 

-0 

r3 
u1 

I 

r i )  
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Pour tout couple (q, r) de nombres entien naturels non nuls tel que q Q r, on note: 
1 1  1 -+-+...+- 
4 q + l  r 

la somme des inversu des nombres entiers naturels consécutifs de q P r (cette sommc se 
riduisant ;i l/q si q = r). 

1 1 
2 n 

q=l+-+ ...+-- Inn 

1 1 
2 n 

u, = 1 + - + ... + - - ln(n + 1). 

l. fitudier le signe des fonctions 
relations: 

et JI défiines sur l'intervalle 1 - 1, + CO [ par les 

q ( x )  =b(l + x )  - x  et 

2. Montrer que la suite u ut décroissante et 
3. Montrer que les s u i t u  II et u convergent 
pas de calculer). 

X (Ir(x)-In(l + x ) - -  
1 + x '  

que la suite O est croissante. 
vers une même limite a (qu'on ne demande 

A a) Déterminer un nombre entier n, tcl que la relation n 2 no implique: 
14 -0,- 11 < 10- 2. 

b) Calculer une valeur approchke de a Q la prCcision 10' I. 
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IL Une entreprise doit recruter au plus un employé à choisir parmi ncandidats, où n >, 5. 
On suppose que ces candidats peuvent être classés, sans ex aequo, selon leur valeur. Ils 
sont entendus, l'un après l'autre, par le directeur, lequel doit décider immédiatement a 
la fin de chaque entretien, d'engager ou de refuser le candidat (qu'il ne peut donc 
comparer qu'aux candidats préalablement entendus et refusés). 
L'ordre de passage des candidats est supposé aléatoire, les différents ordres de passage 
possibles étant pris équiprobables. 
Le problème a pour objet I'étude de la procédure de choix suivante: on commence par 
sc donner un seuil, c'est-à-dire un nombre entier s tel que 2 < sd n. On entend d'abord 
les s - 1 premiers candidats qu'on refuse systématiquement, et qui constituent un 
échantillon servant a fma le niveau de qualité du recrutement : on engage le premier des 
candidats a se présenta ensuite qui se révèle meilleur que les s - 1 candidats de l'échantil- 
lon. (Au cas OÙ il ne s'en présente pas, personne n'est engagé.) 
On note e,(s) la probabilité pour que soit engage de cette façon le meilleur des n 
candidats. 

1. On note E,, oli 1 < k 4 n, l'évhement: ccle meilleur des n candidats est le k-ième à 
sc présentan, et FLs,  où s Q k gn, i'événcmcnt: (<le meilleur des k - 1 premiers 

a) Calcula les probabilités P(E3  et P(F,J des 6vinCments Ek et F,, , OÙ s < k Q n 
b) Calder P(E, n FkJ et en déduire que: 

Candidats est parmi les s - 1 premiers à sc PrcScnter>h 

n - 1  ' >  sil(s:l s 
1 

eAs)= - - +-+...+- . 

c) À l'aide des résultats de la partie I, s étant fixé, trouver la limite de $As) lorsque n 
tend vers + a. 
2 O) Calculer la probabilité pour qu'on ne m t e  aucun candidat. 
b) Pour tout nombre entier j t d  que s < j < n, calculer la probabilité pour que le j-ibe 
candidat qui SC -te soit m t é .  
c) En dtduirc la loi de la variable aléatoire X égale au nombre des candidats qui auront 
été entendus à la fua de la procidure, et montrer que X a pour espérance: 

€ ( X ) - ( s - l ) ( L  1 +-+...+- It- l 1 +l). 
s-1 s 

III. t. O) &rire ~'atprcssion de O.(S + 1) - eks), OÙ s 6 - 1, à rai& de ta fonnde 
II. 1. b) et en déduire qu'il existe un nombre entier naturel sa et un seul appartenant à 
l'iitmalle [2, n - 11 et tel que, pour tout nombre entier naturei s appartenant à [2,nJ, 

On admettra h cet effet que, pour tout couple (q, r) de nombres entien ~turels vWiant 
eis.13 em.  
? c q < r ,  

1 1  1 -+-+... +- f  1. 
Q 4+1 r 

On montrera que le nombre sm ut cafacte~c ' ' ' par la conjonction des relations: 

< 1  1 1 -+-+...+- 
SI s, + 1 u- 1 

1 1 f - +- + ... +- > 1. 
q-1 sa n- r 

b) Ca lde r  s ~ ,  sg, s7 et sa. 
c) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n tel que n 3 5, soit s, + = sa soit 
sa+ 1 3  1 +sa. 
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2. a) Montrer que, pour tout nombre entier q strictement supirieur a 1, 
1 1  +... +->- + -  1 1 - 

q + l  q + 2  2q 2 

et . 
1 + ... + - > 1. 

1 + -  1 

q + l  q + z  4q 

b) En déduire que: 
n - 1  

4 
3 , - 1 > - .  

, 3. a) Montrer que: 

n 
5. - 1 

En déduire la limite de -9&J lorsque n tend vers + CO. 
b) À l'aide de la partie 1, montrer quc: 

n c) En déduire la limite de - lorsque n tend ven + a. 
s, 

En conclure que: 
1 

. * + O  C 
lim 9ASJ - - 

4. Applicurion rtumiriqUr. On suppose que n .I 300. À raide d a  résultats pricidents, 
détcrmincr rapidement une vakur approchée (on ne demande pas d'évaiuer l'mur 
commise): 
u) Do nombre 5 qu'il faut choisir pour avoir h probabilité la plus grande de recruter le 
meilleur d u  u)ocaadidats; 
b) De cette probabilit6; 
c) De l'espérance de la variable aléatoire X M i  dans la question IL2 c). 

- -  

O) On suppose que + - S.. Montrer que: 
a,< 1. 

b) Soit f la fonction défide sur l'intervalle [O, 11 par la relation : 
1 

X + -  
5" n n f ( x )  --. -. 

n+ 1 .%-l 1 
x+- 

3-1 

Montrer que fi fonction fut  crois3211tc. En déduin que le résultat de la question O) 

reste valable dans le CIU où s , , ~  = t +q,. 
6. À l'aide des résultata & la question III.3, montrer que, pour n suffisamment grand, 
rigalité s, + 1 - 1 + sa implique 5, + 2 = 5" 1- 
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PKOULÈM E 

L' objet du problérne est de decrire et comparer deux méthodes de détection de pannes. 
On se place dans h situation suivante : on considère un ordinateur comprenant un 
ensemble C de II circuits intégrés, OÙ 1 1 8 2 ,  et on suppose qu'une panne a endommage 
un circuit et un wui. On note ci. c2, ..., c, OCS_ circuits, où c, est le circuit defectueux. 

Dans la partir 1, on etudie une méthode de tests par paquets quelconques de circuits. 
Dans la partie II, on évalue l'espérance du nombre de tests nécasaires pour dttecter la 
pannc par cctte méthodc et on compare ccllc-ci avec une nietliodc dc tests oh les circuils 
sont pris un i uii. 

1. 'lests pur l i rvgs de paquets de circuits, avec rei i l ix  

On note R l'ensemble des parties de C. On tire au liasard et de fac;on Cquiprobablr, par 
un procédé adequat, des parties de C, c'est-a-dire des Clenients de I l ( y  compris la partie 
vide). ILur tout éiénient C; de R, on note € Ir complenientaire de G dans C. 

1. Soit A uiie partic dc (' dc cardinal r. OÙ 0 6 r G t i .  

C I )  IXtrriiiiiicr Ic nombre de parlics de C ne rencontrant pas A. 
h) 1)L:teririiricr le troiiilwc dc parties de C coiitciia~it A. 

2. OII tire UII élemciit C de I l  
u) Calculer la probabilile d'obtenir une partie donnk  B de C. 
b )  Soit A une partic de C de cardinal r. où O C r d n .  Calculer la probabilile pour que 

c) Soit ci un  klcment de C distinct de c,. On suppose que c, apparticiit a C i ;  calculer 
C; coirticiiiic A. 

la probabilil2 coiiditioimellc pour que c, appartienne P C. 

3. Soit R, I'enscmble de parties de C contenant I'tlkment c,. Soit h un nombre entier 
naturel non nul. Or, tire, successivement et avec remise, h cléments B I ,  B,. ..., r?, de R. 
Une technique permet de tester un ensemble de circuits et de savoir si Ir circuit difectueux 
se trouve parmi eux. Pour chaque entier i appartenant a l'intervalle[ ],/il, on teste le 
paquet H i .  On pose Ci = Bi si 11, conticnt le circuit d&ctucux ; dans le cas contraire, on 
posc Cl=& Ainsi, CI est un élément de 0.. On désigrle enfin par D, I'intcrscction dcs 
parties G,. 

c 

U 
1J; 
5: 



a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel j tel que 1 < j Q n -  1, la probabilité 
1 

pour que c, appartienne a Db cst égale a -. 
2 b  

h) Rus généralement, soit E une partie de C de cardinal r ne contenant pas I'elément c,,. 

c) En déduire que les évenements c,ED, 06 I < j<n-  1, sont mutuellement indkpcii- 

d )  Prouver enfin que : 

Calculer la probabilité pour que Db contienne E. 

dants et qu'il en est de mime pour les évenements c,+? D, 

.-1 

P (Db= (C.)) = (1 -$) . 

11. ktude du nombre de tests nécessaires pour détecter Lu panne 

1. Pour tout nombre entier naturel k, on pose : 
/ .\.-l 

a) Montrer que l'application qui a tout nombre entier naturel non nul k associe 
a,- -uI difinit une loi de probabilité sur No. 

h) Determirter la fonction de répartition associée à cette loi; construire sa courbe 
representative lorsque ri = 3. 

2. On conserve la proddure de la question 1. 3, mais le nombre de tirages n' est pas 
fixe; pour tout nombre entier naturel non nul A, on note D, l'intersection des parties 

On considire une variable aléatoire X,, a valeurs dans No, qui prend la valeur I si 
I'événement D l  = { c.) est realisé, la valeur k ,  ou k 3 2, si I'événement D, = { c.) est réalise 
el si I'événement D, - = {c.) ne I'est pas. 

(Une telle variable aleatoire représente donc le nombre de tests nécessaires pour détecter 
le circuit défectueux.) 

a) Pour tout nombre entier naturel non nul k ,  calculer la probabilite de I'événement 

6) En déduire que la loi de probabilité de X, est celle qui a éte définie dans la 
question 1. u).  

3. u) Montrer que. pouI  out iionihrc entier nalurcl non nul s fixe. la série de terme 

(il, G2, ... ) CA. 

X , < k .  

général (il;.) est convergente. 

En deduire que la sirie de terme général (u,) est convergente. 
h) Montrer que la variable aléatoire X, admet une espérance et que : 

+(u 

A cet effet, on pourra calculer : 
r .  .-I . 

a) Montrer que l'intégrale 1,= 

(On pourra développer ( 1  -e-'),.) 

la valeur de I ,+  - 1,. Montrer linaleinrot que : 

/,(r)dr est convergente. Io+" 
6) Calculer une primitive de la fonction /,+ -/, sur I'intervalleI O. + CO 1. En déduire 

1 1  1 
2 3  r l - I  

1,- = 1 + -+ -+ ... + --. 
c) Montrer que, pour tout nombre entier naturel m a2 : 

En déduire que : 

Inn< l , - ,< l+ ln  (n-1). 

d )  Soit g, la fonttion ilunitrique définie sur [O, + CO 1 par la relation : 

En etudiant la variation de g,. montrer que, pour tout nombre enlier naturel non nul k : 

UA <l- g,(u) du <a,- ]. 

c) Montrer que, pour tout nombre entier naturel q 2 2  : 

En effectuant le cliangenient de variable t = u  ln2 dans cette intcgrale et en passant 
limite dans I'enwdrcnicnt preddeiit lorsque y tend vers +a, nionirer que : 

la 

1) Diduire des résultats des questions c) et e)  lin enaicirement de E ( .Ym) ci deterininer 
F ( X )  

In II 
lu limite de _--% 111 2. 

5. On teste maintenant les circuits c, un par un, en les tirant de maniire équiprobable et 
sans remise. On dcsigiir par Y, le nombre dc tests néassaires pour dttcctcr le circuit 
d6fcctueux. 

u )  IXtcrminer la loi de la viiriiiblc aleatoire Y,. 
b) Calculcr l'espérance de Y,,. 

6. u )  Calculer la liniite de !-.k!d lorsque ri tcnd vers + CO. 
1: ( Y.) 

h) Grice a I'cncadrrmciit ohlenu dans la qiicstion 4.f) ,  comparer k.' ( .Y") ci /: ( Y") 
Iorsqiie I I  = 110, puis lorsque I I  = 1 OcKJ. 

4. On K propose d'bvaluer E ( X,) en comparant la série de terme general(u,) a une 
intégrale. A c ~ t  cffel,.pour tout nombre entier naturel non nul p. on pose : 

f,(x)= J:f,(t)dt, OÙ / , ( r ) =  1- ( 1  -e-')'. 
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L'ttudc sirnultance de deux variables statistiques X et Y a permis d'obtenir les trois 
observations suivantes : 

( x , = O , y , = O ) ,  ( x , - 1 . y 2 = 1 ) ,  ( x y = - 2 , y y = O ) .  

Dans un plan nppone a un repire onhonormal. on rcprbentc ces trois observations 
par le nuage de points : M,(O, O ) ,  M 1 ( l .  l ) ,  My(- 2. O). 

PARTIE 1 

L'objet de cette panic est d'ttudicr par différentes méthodes l'ajustement du nuage 
( M i ,  M,, M y )  par une oroitc. 
On dCsigne par 6 une d::ection donnec du plan et par D une droite non paralltle A 
6 d'tquation y = er - b .  
On projette les polnts M i .  M,. M y  sur D dans la direction 6.  On note m , ,  m2. m, les 
points obtenus (pou: 1 s i s 3, m, est donc l'intersection de la droite D avec la droite 
de direction 6 passant par M i ) .  
1 )  Dans cette questioc. la direction 6 a t  celle de l'axe des ordonnées O y .  On cherche 
la droite D rendant rnimmalc l'expression : 

f (a, b )  = M i m i  t M2m2 + M y m y .  

al Calculer les distances M p , ,  M2m2, M?m,. 
bj Le nombre rie! c es: fmt. En distinguant trois us suivant la position de 
b par nppon A * representcr graphiquement la fonction cp dCfinie par la klation : 2 '  

o ( x ) =  I a - b !  + I x + b T l I .  

b 
2 Montrer qu'elle passe par un minimum pour x = - . 
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c) En W u i r e  l'existence et I'unicitb d'un ample (ai. b l )  conduisant i la plus petite 
valeur possible pour f(a. b ) .  Tracer la droite Dl d'Cquation y = alx + b,. 
2) Dans cette question. la direction 8 est encom celle de I'a~e d a  ordonnees. On 
cherche la droite D rendant minimale I'exprruion: 

da. b )  = mp (M!m,.MlmZ, M p d .  

oa sup (Ulm,, Mrml ,  Mm) dtsitpc k plus grad da troh nombres rteb Ulml, 
M+l, M Y ~ P  

Repkcntcr  graphiquement sur une mime figure : 

- l'ensemble El des Pinu M(*. Y )  du p h  tek que lyl 6 ' * 
3 '  

- I'ensembk €, des points M ( x , y )  du p h  tek que l y - 2 r l  s 5  1 ; 

- l'ensemble €, des points M(x. Y )  du pian tek que I x  + y  - 11 4 - 1 . 
En dCduire I'ensemble 15, n E2 n &,. 

3 

b)  En deduire rcxistencc et I'unicitb d'un couple (a2, 6,) conduknt  h la plus petite 
valeur possible pour g(o, b ) .  TrPccr in droite Dz d'Cquation y = a g  + b,. 
3) Dans cette question. la direction 8 est toujours celle de l'ue der odomtts. On 
cherche la droite D rendant minimale l'expression: 

h(a,  b )  = (MimiY + (MFz)' + (Mfl~)'. 

Le nombre rCel a Ctant fut. montrer que la fonnion b œ h(a, b )  admet un minimum en 
un point unique que l'on précisera. 
En deduire l'existence et I'unicitf d'un couple (a3, b , )  conduitant A la plus petite valeur 
possible pour h ( a .  b ) .  Tracer la droite D3 d'quation y = a,r + 6,. Quelle a t  la droite 
D, .ainsi obtenue? 
4) Dans cette question. m est un nombre reel donne et l'on suppose (I # m. La direction 
6 est celle de la droite d'kquation y = m. On cherche la droite D rendant minimale 
l'expression : 

h,(a. b )  = (M,m,)?  - (M?rn,Y + (Mpi,)'. 

a )  Calculer les coordonnkcs de mi, m,. m,. Exprimer h,(a:b) en fonction de 
a ,  b et m. 

b )  Le nombre rn es! f i e  et diffircnt d: G. 
Le nombre rtel a *tant donne. pour quelle valeur de b la fonction b C. h,(a. b )  es~-clle 
minimale? 

LI 

l 

En deduire que k,,,(o, b )  prend la plus pttitc valeur possible lorsque la fonction 
8 definie par : 

ïa..- 40 + 1 8 ( u )  = 
( 0 - m ) '  

Tournez la page S. 1'. P. est minimale. Jhdier la variation de la fonxion 8. 
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En déduire l'existence et I'unicitC d'un couple (a,, b,) conduisant A la plus petite valeur 
possible pour fi,(a, b). (On explicitera a, et b, en fonction de m.) 

c )  6tudier l'existence d'une telle droite D, dans le cas ou m = 2 
7' 

PARTIE II 

Dans toute la suite. Mo(q,yo) désigne un point du plan associé B une observation 
supp1Cmentah-e des variables statistiques X et Y, et l'on Ctudie la modifications 
apportees par CC nouveau point au coefficient de codlation et B la droite de rtgrcssion 
de Y par rappon 
1) Soient p et p (Mo) les coefficients de corrtiation respectivement associts aux nuages 
(MI, Mz, M,) et ( M o ,  MI, Mz, M,). 
4) Calculer p en prtcisant les formula utiliks. 
6 )  Calaler p ( M o )  en fonction de x0 et y, 
c) Pour tout nombre rtel k, on considère les points €i et Ft de coordonnCes rcSpeCtiVes 
(5  + k. k) et (5  + k, - k). Soient Q et p k s  fonctions qui associent respectivement eu 
nombre rtel k les nombm p ( E t )  et p (Fk). 
Montrer que Q et B sont continua sur R. Calculer Q (O) et /3 (O). DCterminer 1- limites 
Ionque k tend vers + CD de P (k) et de /3 (k). 

X du nuage (MI ,  MI, M,). 

En dCduire que. pour tout nombre rtel r appartenant P I'intemallc 1- 1. 1 [. il existe au 
moins un point Mo tel que p ( M o )  t r. 
Existe-t-il un point Mo tel que p (Mo)  = 1. ou tel que p(MO)  - - l? 
2) Soit D une droite d'tquation y = a i b. 
a) On suppose que 36 - O - 1 + O. Montre: qu'il existe un point Mo et un seul tel que la 
droite de rtgrasion A du nuage (Mo. M I .  M2. M,) de Y par rapport B X soit 
D. 
b)  On suppose que 3b - a - 1 = O et que (a, 6 )  f (.: 2 ) . Montrer qu'il n'existe 

aucun point Mo tel que A = D. 
c) On suppose que (a, b )  = ( , ) . DCterminer I'enscmbic d a  points Mo tels que 

A = D. Retrouver ce resultat sans calcul. 

7 ' 7  
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LA prlscntotion, 10 lùibilitl, I'onhographe. la qualitt de la ddacrion, la cbrtl a la 
prkcision des roùonnemcnts entreront pour une port importante dons I'apprlciation d u  
copies. 
sont au tor i sees  : rbgles Qradudes, tables de valeurs numdriques sans formulaire, 
calculatrices d e  poche, y compris les calculatrices programmables et  alphanumdri- 
ques, A fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompa- 
gnement et  de format maximum 21 cm de long x 15 cm de large. 

Le but du probltme est I'étude des rtalisations de trois face * c o d c u t i b  dans une 
suite de parties de pile ou face, cc qui fait l'objet de la partie III. A cet effet. on 
s'intCressc tout d'abord dans la partie 1 aux puissances de deux matrices. puis. dans la 
partie II. au comportement asymptotique d'une suite. 

La ripltition d'un même CvCnement dons une suiw de tirages indipendclnu constitue un 
modde commode pour I'etude de cenains pro6lèmcs de galion, nommmm de 
rtkpprovisionnement des stocks. 

Partie I 

M = (eP;) N = (ii!;) On consid&re les deux matrices M et N suivantes : 2 0100 2 0100 

1. Calculer M2. M'CI M? En déduire la relation : 4M4-2M'-M'-Mr0 

2. Calculer N'. N'et N'. En déduire la relation : XN'- 12N.'+ 2N'+ N -+ I I  = O  

On tmdie œne partie la suite (4.1~ telle que : q,  = q2 = O. 93 = et vtrifiant pour n 1 mlation : s 
4 m + 3  = 4 q m + 2 + 2 4 m + 1 + q m  (3) 

A cet effet, on considkre la fonction 8 suivante. définie sur R par: 8 ( x )  = &'- 4x2- 2r - 1 

1. a) l h d i e r  et r e p r k n t e r  graphiquement la fonction g. 

6) En dtduire que I'équation 8 ( x )  = O admet une racine réelle r et une seule. 

2. 0 )  Donner I'équation y = t (x) de la tangente en I = 1 

6) Calculer g ( p ) e t  8 ( p  - 0.01). Donner un encadrement de r d'amplitude 

3. O )  Montrer qu'il existe un réel O et un seul. que l'on exprimera en fonction de r.  tel 

la courbe reprtxntative de 8. Calculer la racine p de I'tquation 

t ( x )  = o. 
0.01. 

que. pour tout réel x : , 

g ( x ) =  ( x - r )  ( & 2 + m + - )  1 
r 

6) Montrer que l'bquation g ( x )  P O admet. outre la racine réelle r. deux racines 
complexes I et Z (que l'on ne cherchera pas a expliciter). Evaluer le produit 
t - T de ces deux racines. Exprimer 1 1  1 en fonction de r et prouver que 1 1 1  c r. 

T S V P  
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4. Soit E rememble des suites rtelles ou complexes (un),,>, vérifiant la relation 
suivante, pour tout entier natufel non nul n : Sun+, = 4un+2 + 1 + U, 

O )  Montrer que les suites (rnIn- 1- ( z n ) n =  1. (y)., I appaniennent 
b)  On co&j&re le s y s t h e  d'éqmtions : 

'* 

o r  +Bz + y Z  = O 
U r 2 +  @ z 2 +  yz2 8 O 

=ii or' + BI' + YZ' 
1 

Montrer que : P O 

Prouver que B = y .  (On ne demande pas d'expliciter fl et y . )  

, où O est le rtel introduit dans la question prtcédente. 
81' + arz + I 

2 lS l  
(&YZ 

- 
c)  En dtduire que, pour tout entier naturel non nui n :  9. a r" + fl Z" + 6 Z" et lqm - rn1 

9 n . 1  d) fhb l i r  que : 9"- P r" quand n tend VCK l'infini. Calculer : lim - . 
n - + w  9 n  

5. O )  A l'aide de la relation (3) dtfinissant (4.). donner un algorithme permettant de 
calculer 9& pour k s n et obtenir ainsi des valeun approchtes de qr pour k s 15 (que 

l'on donnera avec su dtcimalcs). puis du quotient *I (avec quatre dtcimales). 9r 
9r 

b) En prockdant comme dans la question 2. donner un encadrement de r d'ampli tude 0.m 1. pub une valeur approchCe de a. 

A On effectue une suite infinie de pile ou face avec une pi&cc Cquilibrk. Pour tout 
entier naturel non nul n, on considtrc la variable alCatoire Y, prenant pour valeur: 

face m. celui-ci ttant le premier. ou le quatritme. ou le 
septitme. ..., ou le (3k + 1 )-, ... face s obtenu depuis le -dent u pile (ou 
depuis le dtbut du jeu si pile m n'est pas encore sooni) ; 

2 si le n* jet a amcnt face m. celui-ci Cmnt le deuxibmc, ou le cinquitme. ou le 
huititme, .... ou le (3k + 2)- .... a face obtenu depuis k pddden t  a pile (ou 
depuis le dtbut du jeu si u pile m n'est pas encore sorti) ; 

3 si le na= jet a ament a face m. celui-ci ttant le troisitme. ou le sixitme, ou le 
neuvitme. .... ou le (3k + 3)'nc,... face s obtenu dcpuis le prtddcnt u pile = (ou 
depuis le dtbut du jeu si a pile m n'est pas encore sorti). 
On dit qu'une &rie de trois face m consécutifs s'achtve B l'issue du nit= jet si et 
seulement si l'évtnernent [Y,, P 31 est rdalii.  

O si le n* jet a ament a pile m ; 
1 si le n* jet a ament 

Ezmple. Soit la suite de rtsultats (F dtsigne a facc rn et P d & n e  a pile m) : 

numtrodujet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14... 
rtsultat P F F P P P F F F F F F P F.... 

y10 = 1 .  YI, 0 2. YI2 ~ 3 .  Y13 = O. Y14 = 1. ... et trois face cowcutifs ont t t t  
obtenus aux neuvikme, douzitme. ... jets. 

Alon: YI=(). y2=1. Y3=2. Y 4 = 0 ,  Ys=O. Ys=O, Y,=l. Y * = 2 ,  Y 9 P 3 .  

1 .  Exprimer pour i = O .  i = 1. i t 2 et i = 3 la probabilitb P ( [ Y m + l  = i l )  en 
fonction des probabilitts P ([Y, = j ] )  pour j = O. j = 1, j = 2 et j = 3. 

2. On pose: a . = P ( [ Y , = O ] ) .  b , = P ( [ Y , = l ] ) .  c n = P ( [ Y , = 2 ] ) .  
d,, = P ([Yn = 31). Pour tout entier naturel non nul n. soit v, la matriCe-Co~OMe definie par: V n =  Q 

O )  Monter que. pour tout entier naturel non nul n : 

OÙ la matrice M est dtfinie dans la panie 1. 

V ,  ~ = M V, 

b) En multipliant a droite la relation (1) par V, -, (où n a 2). Ctablir une relation 

c)  Calculer d,.  d2. d3. d4. 
d) A l'aide de la relation dtfinissant (d,,), donner un algorithme permettant de 

calculer dr pour k s n. Obtenir ainsi d a  valeurs approchées de dr pour k z 15 (que l'on 
donnera avec six décimales). Que constate-ton ? 

entre v,,+3. v,+z. v n + l  et vn. puis entre d,+3. dn+2. d,+l et d,. 

T S  V P  



B On s'inttresse maintenant il la variable altatoire X indiquant le numéro du jet où, 
pour la prerniere fois, on a obtenu trois fois de suite le résultat a face n. Pour tout entier 
naturel non nul n. on considere la variable altatoire Z,,: - prenant pour valeur 3 si trois a face Y consécutifs sont obtenus à l'issue du 
nitme jet ou ont t t i  d t j i  obtenus il l'issue d'un jet antérieur ; 
- prenant sinon pour valeur : 

O si le niPm jet a amené u pile w ; 
1 si le n*= jet a amend u face n, ce M face n étant le premier obtenu depuis le 

pddden t  a pile w (ou depuis le debut du jeu si u pile n n'est pas encore sorti) ; 
2 si le n*m jet a ament u face Y, ce u face )) étant le second obtenu depuis le prdcédent 

u pile m (ou depuis le dtbut du jeu si u pile n n'est pas encore sorti). 

L'tvtnement [ X s  n ]  est donc réalid si et seulement si I'évtnement [Z,, = 3 )  est 
rtalid. 

Exemple. En reprenant la suite de pile ou face donnée dans la partie 1II.A. on a : 
X = 9 ,  Z1=O, Z2=1. Z3=2. Z4=0, Z,=O, Z6=0, Z,=1, 2, = 2 et, pour 
n zs 9, Z,, = 3. 

1. 
fonction des probabilitks P ([Z,, = j ] )  pour j = O, j = 1. j = 2 et j = 3. 

2. On pose: CI; = P ([Z,, = O ] ) ,  b; = P ([Z,, = 11). c; = P ((2, = 21).  
d; = P ([Z,, = 3 ) ) .  Pour tout entier naturel non nul n. soit W,, la matrice-colonne 
ddfinie par : 

Exprimer pour i = O ,  i = 1, i = 2 et i = 3 les probabilitds P ( [Z, ,+l  = i l )  en 

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :  

Wn+l = N W n  

où la matrice N est definie dans la partie 1. 
b) En multipliant il droite la relation (2) par W,,, 6tablir une relation entre 

c)  Calculer P ([X = 11). P ( [ X  = 21). P ([X = 31) et P ([X = 41). Montrer que, 
W,,+,. W,,+z. W,,+l et W,,, puis entre di+, .  d i + 2 .  d i + ,  et 4. 

p o u r n a 2 :  

P ([X = n])  = di - d i - ,  

d )  Comparer P ([X = n ] )  à la suite (4.) étudiée dans la partie II. En dtduire un 
P ([X=n+l]) équivalent de P ([X = n ] )  et la limite de la suite 

p ( [ X = n I )  - 
O 0 0  

O 
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L'objet du  problème est I'étude d'une promenade aléatoire (parties III e t  IV). Dans 
les parties 1 et II on établit des résultats liminaires qui seront utilisés dans la partie III. 

PARTIE 1 Soient y1, y2, y3, y4 des nonibres réels. On considère le système d'équations : 

5 0 0  [ -1 - l  O - 1  $:) 2 4  =(i) .  
- O 0 - 1  
4 

1. Déterminer une condition nécessaire et  suffisante portant sur y l ,  y2, y3, y4 pou1 
que ce système admette au moins une solution. 

2. On suppose que cette condition est satisfaite. Soit a un nombre réel. Exprimer 
en fonction de yz, y3, y4 l'unique solution ( 1 1 ,  22, 23, 24) vérifiant la relation : 

2 1  +22 + 2 3  +24 = a .  
PARTIE II  

On considère une suite réelle (p,) satisfaisant a la relation de récurrence : 

1 
(1) ~ n t 4  = ;i ( P ~ + J  + p n + 2  +pn+l +pn) . 

On lui associe les deux suites (m,) e t  (A{,,) définies par : 

m, = min (Pria P n + l i  P ~ + Z ,  ~ n t 3 )  ; Mn = m u  (pn, Pn+l l  Prit?, ~ n + 3 )  . 

(mn e t  hfn sont donc le plus petit et  le plus grand des nombres réels p , ,  pn+l,  pn+2, 

~ n t 3 . 1  

1 .  Dans cette question, on établit la convergence des suites (na,) et (M,). 
a) Montrer que m, est inférieur ou égal aux nombres pn+l,  pn+z, pn+3 e t  pn+4. 

En déduire que la suite (m,) est croissante. Etablir de mime que la suite (M,) est 
décroissante. 

6) 

c )  

Prouvenque, pour tout nombre entier naturel n : 

Prouver que les suites (m,) et  (Mn) sont convergentes et  que leurs limites 

rno  5 In, <_ pn 5 M,, 5 Mo. 

respectives, notées m et M, vérifient : 
m 5 M. 

2. Dans cette question, on établit la convergence de  la suite (p,) . 
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n : 3 1 

pn+4 5 - 4 Mn + - 4 mn 

pn+4 5 - 4 Mn + - 4 m. 

3 1 

3 1 

En appliquant la dernière inégalité à Pn+S! Pn+6, Pn+7, montrer que : 
Mn+4 5 - 4 Mn + - 4 m. 

b) 
c)  

En déduire que M 5 m, puis que M = m. 
Etablir la convergence de la suite (p,) . 
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3. Dans cette question, on étudie numériquement la suite (p,) vérifiant la relation 
de récurrence (1) et les conditions initiales : 

1 
q(n + 2, 3) = 4 [q(n, l )+q(n+l ,  1)1 

1 
q ( n  + 3, 2) = 4 [q(n, I ) + q  ( n + k  1) + q (n+2, 111 

1 , q ( n + 4 ,  1) = - [ q ( n ,  l ) + q ( n + l ,  1) +q(n+2,  1 ) +  q ( 1 1 + 3 ,  111 

1 1 1  1 1 1  
p o = 1 ;  p1 = - .  4 ’  p z = q + z i  p 3 = a + j j + 6 4 .  

a) 

b )  

Wdiger un algorithme (en françaie) permettant de calculer, pour tout nombre 

Utiliser cet algorithme pour donner des valeurr décimales approchkes (i la 
entier naturel N, ler termes PO, pi,.. ., p~ de la ruite (pn). 

prdcision de la calculatrice employée) de PO, p1, ..., pl0 et encadrer lim Pn. 
n -+a ,  

PARTIE III 
Dans la suite du probleme, on étudie la promenade aléatoire d’un jeton sur les quatre 

C M ~ S  Cl, Ca, Ca, C, suivantes : 

I CI I Cl 1 c3 1 c, 1 

Au cours des instants successifs O, 1, 2, ..., n, ..., on y déplace un jeton de la manière 
suivante :. 

a) A l’instant O, le jeton est placé sur Cl. 
6) Si, à l’instant n,  le jeton est placé sur Cl, on le place à l’instant n + 1 sur l’une 

des cases Cl, Cz, C3, C,, le choix d’une de ces cases s’effectuant de manière équiprobable 
(et indépendamment des positions du jeton aux instants antérieurs). 

c) Si, à l’instant n, le jeton est placé sur C,, où 2 _< i 5 4, on le place à l’instant 
n + 1 sur la case C,-1. 

Pour tout nombre entier naturel n et pour i égal à 1, 2, 3 ou 4, on note désormais : 
Z(n, i )  la variable aléatoire prenant pour valeur 1 si le jeton est sur la case C, à 

q (n,  i )  la probabilité pour que le jeton soit sur la case Ci h l’instant n .  
On pose : 

l’instant n, et O dans le cas contraire ; 

1. Dans cette question, on étudie les suites ( q ( n ,  i ) ) ,  où i est égal a 1, 2, 3 ou 4 

a) Expliciter la matrice A d’ordre 4 telle que, pour tout nombre entier naturel n : 

Qn+l = A Qn.  

b )  En ddduire les relations suivantes : 



2. Pour tout nombre entier naturel n e t  pour i égal à 1, 2, 3 ou 4, on pose : 

Y ( n ,  i ) = Z ( O ,  i ) + Z ( 1 ,  i ) + . . . + Z ( n ,  i ) .  

Y (n, a)  est donc la variable aléatoire indiquant le ilombre de passages du jeton sur la 
case Ci a u  cours des instants O, 1, 2, ..., n. On détermine dans cette question le nombre 
moyen des passages du jeton sur l’une des cases a u  cours de ces instants, autrement dit 
les espérances des variables aléatoires Y (n, i). 

O) 

6 )  
Déterminer la somme Y (n, 1) + Y (n, 2) + Y (n, 3) + Y (n, 4).  
Pour tout nombre entier naturel n,  on pose : 

Exprimer l’espérance E [Z (n, i ) )  en fonction de q (n, i )  . En déduire que : 

En = Q o  + QI +...+Q n. 

c) Déduire des résultats précédents que : 

où I ,  est la matrice identité d’ordre 4, et que : 

E [Y (n,  111 + E [Y (n, 2)] + E [Y (n, 3)) + E [Y (n, 4)] = n + 1. 

Déduire des résultats de la partie 1 l’expression de E [Y (n, i ) ]  , où i est égal à 1, 2, 3 ou 
4, en fonction de q(n  + 1, j ) ,  où j est égal à 2, 3 ou 4.  

Pour i égal à 1, 2, 3 ou 4, expliciter des nombres réels fi et  g, tels que : 

E[Y(n ,  i ) ]  = f i  n + g i  + ~ i ( n )  avec lim E,  (n) = O .  

d) 

n-+m 

PARTIE IV 
On étudie dans cette partie les deux variables aléatoires suivantes : 
U, indiquant le premier instant n 2 1 où le jeton se trouve s u r  la case Cz ; 
V,  indiquant le premier instant n 2 1 où le jeton se trouve sur la case C,. 

1. 
n 2 3. 

6) Vérifier que : 

a) Calculer les probabilités P ( U  = 1) e t  P(U = 2) ,  puis P(U = n) pour 

+O0 

C P ( U = n ) = l .  
n = l  

c )  Calculer l’espérance de U. 

2. Pour tout nombre entier naturel n et pour i égal à 1 ,  2 ou 4 ,  on note r ( n ,  i) la 
probabilité pour que le jeton soit placé à l’instant n sur la case Ci sans jamais avoir été 
placé a u  cours des instants O, 1, 2 ,..., n SUI la case C,. 

Calculer r ( 0 ,  1) et  r ( 1 ,  1 ) .  Montrer que, pour tout nombre n 2 2 : 

r(n, 1) = - [ r ( n - I ,  l ) + r ( n - 2 ,  1)]. 

a) 

1 
4 

En déduire la valeur de r (n, 1) en fonction de n. 

6 )  
c )  

Calculer a ( n ,  2) et r(n, 4 ) .  
Calculer la  probabilité P ( V  = n) et l’espérance de V. 

e *  
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PREAMBULE 

Dans tout le problkme, on désigne par a et b deux nombres réels t e b  que O < b 
et par (p une fonction numérique continue et  strictement croissante sur [a, b], telle que 
p(a) < O < 46). On note w l’unique nombre réel tel que a < w < b e t  p(w) = O. 

On appelle évafuation de 9 le calcul d’une valeur de (p. L’objet du problème est 
I’étude de deux types d’algorithmes permettant d’obtenir H partir de l’encadrement ini- 
tial a 5 w 5 6 un encadrement plus fin à l’aide d’évaluations successives de la fonction 
(P. 

Dans le cas du premier type (partie 111), on fixe une précision et on estime le nombre 
moyen d’évaluations de (p à effectuer pour obtenir celte précision. 

Dans le cas du second type*(partie IV), on impose le nombre d’évaluatione de (O à 
effectuer e t  l’on estime la précision moyenne obtenue. 

On se propose notamment de montrer que,@our chacun des deux types il existe un 

La partie IV est inddpeirdaatc des nutree. 
algorithme optimal, en u n  sens que l’on précisera. 3 C l = E G  

PARTIE I : &tutle d’une fonct ion 
f (2) = 2 In z # 

(2 + 2)(2 - 1) 
si 

f(1) = 3 
Soit f la fonction numérique définie sur ]O, +do[ par les relations : 

1. a) Montrer que la fonction f est continue. 

b) 
c) 

2. 

3. 

Déterminer la limite de f en O. 
Déterminer la limite de f en +OO. 

Montrer que f est dérivable en 1 et déterminer j’(1). 
2 + 2 - 2  

2’+2 a) Calculer la dérivée de f. Montrer que si t # 1, le signe de f’(z)  est celui de : ~ ( 2 )  = In 2 - 
b) 

C) 

Calculer la dérivée de g et montrer que le signe de g’(z) est celui de : 
En rernarquant que 1 et -2  sont racines de la fonctioa polynomiale h,  décompo- 

h ( ~ )  = 2‘ + 2’ - 4 2’ - 2 t + 4 

ser h ( z )  en produit de facteurs du premier degré. 

4. a) Dresser le tableau de vadation de g. 

Vérifier que f i  < i < 2. 

5.  a) Dresser le tableau de variation de f .  

6. 

b) Montrer que l’équation g(z) = O admet une solution t et une Seule autre que 

(P + 2 ) ( P  - 1) 
P In P 

b) 

Montrer que la suite (cp)p22 est strictement croissante. 

Donner l’allure de la courbe représentative de f. 
cp = Application. Pour tout nombre entier p >_ 2, on pose : 

Dans toute fa suite du problème, on désigne par p un nombre entier supérieur ou égai à 2. 
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PARTIE II : &tude d’une variable crlbatoire 

1. 
et telle que : 

On considère une variable aleatoire 2 à valeurs dans l’ensemble { 1 ,  2, ..., p -  1 )  
1 
P 

P ( Z = i ) = -  si i Z p - 1  

2 
P 

P ( Z = p - l ) =  - 

Ainsi, lorsque p = 2, 2 est une variable aléatoire certaine de valeur 1. 
a) Calculer l’espérance de 2. 

b )  Calculer la variance de 2. Contrôler le résultat trouvé en prenant p = 2. 

2. Application à I’étude d’un algorithme. On considère p boites E l ,  Ba,..., B,. 
Un objet Q est caché dans l’une de ces boîtes ; on cherche à le localiser, c’est-à-dire à 
déterminer le numéro de la boîte qui le contient, grâce à l’algorithme suivent. 

On ouvre successivement les boîtes B I ,  Bz,  ..., Ht jusqu’à ce que l’une ou l’autre des 
deux situations suivantes soit réalisée : 

- l’objet R est découvert ; 
- une seule boîte n’a pas encore été ouverte. 

On remarque que cet algoritlime permet effectivement de localiser l’objet Q. 
On suppose que la boîte dans laquelle est caché R a été choisie au hasard, de façon 

équiprobable, parmi les p boîtes. On note Y la variable aléatoire indiquant le nombre 
de boites ouvertes au cours de la mise en Oeuvre de l’algorithme. Montrer que Y suit la 
même loi que la variable aléatoire 2 définie daus la question 11.1. 

En déduire le nombre moyen de boites que l’on ouvre pour localiser l’objet. 

PARTIE III : &tude d’un premier type  s'algorithme 

On rappelle que a, 6, p et w ont été définis dans le préambule. 

1. Algorithme A,. On se propose dlétudier un algorithme A, permettant d’obtenir 
à partir d’un encadrement u 5 w 5 u, où u et u sont des Cléments distincts de [a, 61, un 
nouvel encadrement u’ 5 w 5 u’ tel que : 

et 

On définit cet algorithme de la façon suivante. On effectue les évaluations successives : 

p ( ~ + y ) ~  p ( u . 2 7 ) ’  ..., p ( u + k y )  

jusqu’à ce que l’une ou l’autre des deux situations suivantes soit réalisée : 

p ( u+k- u p u ) > o  ou t = p - 1  

( k  - L)(u - U) 
P 

k(v - U) 
u ’ = u +  

Si p (u + k y )  2 O, on pose : 

( k  - L)(u - U) 
L u +  

P 
k(v - U) 2 O, on pose : 

P 
Montrer que les conditions (1) sont ektivement satisfaites. 
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2. Application répétée de l’algorithme A,. Soit E un nombre réel tel que O < E < 1. 
À partir de l’encadreineiit initial O 5 w 5 b, on cherche un encadreinent c 5 w 5 d tel 
que d - c < E(b - a). À cet efiet, on itère l’algorithme A, afin d’obtenir les encadremelits 
successifs 01 5 w 5 bl, 02 5 w 5 62, ..., a, 5 w 5 b,, où l’encadrement a, 5 w bi est 
obtenu à partir de l’encadrement ai-] < w < bi-1 par application de I’dgorithme A,. 
(On convient que a0 = a et bo = b.)On arrête les calculs dès que b, -a, < E(b- O). Ainsi, 
n est le nombre de mises en œuvre de l’algorithme nécessaires pour obtenir la précision 
sou hait ée . 

a) 
b) Montrer que : 

Exprimer bi - ai en fonction de b - a. 

n =  [ l - k ]  Ill p 

In e Autrement dit, n est la partie entière de 1 - - 
In p’ 

Estimation du nombre moyen d’évaluations à effectuer. Pour évaluer la perfor- 
mance de la méthode décrite dans la question précédente, on suppose que w suit une loi 
de probabilité uniforme sur l’intervalle [a, b]. 

Pour tout nombre entier naturel i tel que 1 5 i 5 n, on note 13 la variable aléatoire 
indiquant le nombre d’évaluations de cp effectuées au cours de la iikme mise en œuvre de 
l’algorithme A,. 

suit la même loi que la variable aléatoire Y définie dans la  
question 11.2. 

On note b ( e )  = YI +Y2 + . .+ Y, la variable aléatoire qui indique le nombre t e  
ta1 d’évaluations de cp effectuées au cours des n mises en œuvre de l’algorithme. Calculer 

3. 

a) Montrer que 

b) 

l’espérance, notée V,(E) , de VP(c) .  
c) Montrer que, lorsque E est au voisinage de O (l’entier p étant fixé) : 

- 
d )  Lorsque E est suffisamment proche de O, on assimile V,(E) à %(-ln e). En 

utilisant cette approximation, déterminer la valeur optimale de p, c’est-à-dire celle qui 
minimise le nombre moyen d’évaluations de cp qu’on doit effectuer dans la procédure 
décrite dans la question 111.2. 

2 

PARTIE IV : Étude d’un second type d’algoritlmie 

Dans cette partie, on désigne par q u n  nonibre réel tel que O < q < 1 et par N un 
norrihre entier supérieur o u  égal à 2. 

1. Algorithme B,. On se propose d’étudier un algorithme f?, permettant d’obtenir, 
à partir d’un encadrement a 5 w 5 P ,  OÙ a et /? sont deux Cléments distincts de [a, b] ,  
un nouvel encadrernent a’ 5 w 5 p’ tel que : 

a 5 a’ < w  5 P’ 5 p et P’ - a’ I ( P  - a) SUP(% 1 - q )  (2) 

On définit cet algorithme de la façon suivante. On pose -y = (1 - q )  a + qp. On 
calcule cp( y). 

Si ~ ( y )  2 O, on pose : 
a’ = a 

P’=r 
a’ = y 

P’ = P 

{ 
{ Si cp(y) < O, on pose : 

Montrer que les conditions (2) sont effectivement satisfaites, en précisant dans chaque 
cas la valeur de P’ - a’. 
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2. dtude d’une variable aléatoire. On conserve les notations de la question IV.1. 
On suppose coiinu un  encadrement Q 5 w 5 /3 et  on suppose que w suit une loi de 
probabilité uniforme sur l’intervalle [a, pl. On ilote II, la variable aliatoire preiiaiit la 
valeur p‘ - CU‘. 

1 
2 a) 

I) 

Déterminer l’ensemble des valeurs prises par R,. Examiner le cas où q = -. 
Déterminer la loi de probabilité de R,. 

c )  Montrer que l’espérance de R, est (2 q2 - 2 q + 1) (p  - a). 
1 1 Calculer la variance de R, en distinguant les cas q # - et q = - 
2 2 ‘  d )  

3. Application répétée de l’algoritlrme B,. On itère N fois l’algorithme B, afin 
d’obtenir, à partir de l’encadrement initial a 5 w 5 b ,  les encadrements successifs 
al 5 w 5 81, 02 5 w 5 0 2 ,  ..., ON 5 w 5 P N ,  OÙ l’encadrement O, 5 w 5 Pi est 
obtenu h partir de l’encadrement ai-1 5 w 5 Pi-1 par application de l’algorithme B,. 
(On convient que QO = a et PO = 6. )  

Pour évaluer la performance de cette méthode, on suppose que w suit une loi de 
probabilité uniforme sur  l’intervalle [a, 61. On note T, la variable aléatoire dont la valeur 
est P N  - a N .  

a) Pour tout nombre entier i tel que 1 5 i 5 N, on pose : 

Ti = (1 - q )  ai-1 + qPi-1 

On note Xi la variable aléatoire prenant la valeur 1 si (p(7i) 2 O et la valeur O dans le 
cas contraire. 

Montrer que les variables aléatoires Xi suivent une même loi que l’on précisera. 

b) 
c)  

On pose S, = A’1 + X 2 + .  . + X N .  Montrer que S, suit la loi binomiale B(N, 0). 

Montrer que si S, = LI alors : 

P N  - O N  = qk(  1 - ( 1 ) ~ - ’ ( 6  - U )  

1 
En déduire l’ensemble des valeurs que peut prendre T,. Examiner le cas OÙ q = -. 

2 
1 
2 ’  

On suppose que q # - Montrer que, pour tout nombre entier naturel L inférieur ou 
égal à N : 

P (T, = q k ( l  - qlN-’ (b  - a)) = CN k t  g (1 - g)”’-’ 

1 
2 ‘  d )  Calculer l’espérance et la variance de Tg lorsque q # - Vérifier que les rdsultats 

1 
obtenus restent valables lorsque q = -. 

2 

1 
2 4. Comparaison des algorithmes B,. Montrer que - est la valeur de q qui minimise 

l’espérance de Tq lorque N est fixé et que q parcourt )O, l[. Conclure. 
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ET 
Dans toute la suite, on désigne par rn un nombre entier supérieur ou  égal à 2. 

2. Application répétée de /’algorithme A,. A partir de l’encadrement initial 
b - a  

m 
a 5 w 5 6, on cherche un encadrement c 5 w 5 d tel que d - c < - . À cet ef- 
fet, on itère l’algorithme A, afin d’obtenir les encadrenielits successifs a1 5 w 5 b l ,  

a2 5 w 5 62, ..., a,, 5 u 5 b,, où l’encadrement a, 5 w 5 bi est obtenu à partir de 
l’encadrement ai-1 5 i~ 5 6;-1 par application de I’algorithine A,. (On convient que 

a0 = a et 60 = b . )  On arrGte les calculs dès que b,, - Q, < - . Ainsi, n est le nombre 
de mises en miivre de I’algoritlinie IiCcessaires pour ol,tenir In précision souhaitée. 

b - a  

111 

a) 
b) Montrer que : 

Exprimer b, - a; en fouction de 6 - a. 

In m 
” =  [1+ fi] 

(On rappelle que, pour tout iionibre réel t ,  le syinbolz (11 dCsigne la partie entière de t ,  
c’est-à-dire le plus grari(1 clcs rioriil)res entiers rclnl ifs iiiftlriciirs ou égaux h t . )  

3. Estimation du nombre moyen d’évaluations à effectuer. Pour évaluer la perfor- 
mance de la mét,hode décrite dans la question précédente, on suppose que w suit une loi 
de probabilité uniforme sur l’intervalle [a, 61. 

Pour tout nombre entier naturel i tel que 1 5 i 5 n, on note yl: la variable aléatoire 
indiquant le nombre d’évaluations de ‘p effectuécs a u  cours de la iieme mise en œuvre de 
l’algorithme A,. 

Montrer que yl: suit la nieme loi que la variable aléatoire Y définie dans la 
question 11.2. 

On note Vp(m) = Y1 +Yz+...+Y,, la variable alCatoire qui indique le nombre to- 
tal d’évaluations de ‘p effectuées au cours des n mises en œuvce de l’algorithme. Calculer 

l’espérance, notée Vp(m), de V,(rii). 

a) 

b) 

c) On suppose p 2 m + 1. Montrer que : 

d)  En déduire que, pour in fixé, le meilleur choix de p ,  c’est-à-dire celui qui mini- 

mise V’(m) , se situe entre 2 et m + 1. 

Cornparaison des deux choix extrêmes ( p  = 2,  p = m + 1) 

Expliciter V-(m) et V,,,+l(m). 

Déterminer le signe de i’z(tn) - V&l(m) pour m variant de 2 à 6. 

Montrer que pour m siiffisamment grand : l[~(rn) < V, ,+l ( tn) .  

- 

Comparaison des algorithmes A, 

Montrer que lorsque z ter4 vers +CO, - tend vers 1. 

L’entier p étant fixé et  toujours supérieur ou égal à 2, montrer que, lorsque m 

[zl 
2 

- 
CP Vp(m) tend vers - 
2 ’  

tend vers +CO, le rapport - 
In m 

c) On prend cette fois p 2 3. Montrer que, pour # I I  suffisamment grand : 

- -  
W m )  c Vp(m) 

Conclure. 
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Mathématiques II &COLE DES HAUTES hUDES COMMERCIALES 
&OLE SUPl%IEURE DE COMMERCE DE PARIS 

&COLE EUROPeENNE DES AFFAlRES 
&COLE SUP~IEURE DE COMMERCE DE LYON (4 h e u r e s )  

OPTION GcN&?ALE a-e ent re  4 1 
OPTION IkONOMIQUE - OPTION TECHNOLOGIQUE 4-b en 3 

La prdsentation, la lisibilitd, I’orthogmphe, la qualitd de la ddaction, la clart6 et la 
pdcision des rai3onnements entreront pour une part importan.8 dans I’appdeiation 
des COpkS, 

sont autorisdes : rbgies gradubs, tables de valeurs numhiques sans formulaire, 
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 
aiphanumdriques, fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document 
d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de hrge. 

L’objet du probbme est une Btude de gain associd B un jeu de pile OU face. La premihre partie permet 

Dans tout le problème, on désigne par x un nombre r&l appartcnant à ]O, 11. 
d’dtablir quelques résultats liminaires d’analyse ; la seconde pa.rtie Btudie la stratdgie d’un joueur. 

PARTIE 1 

1. Pour tout nombre cnticr naturel n, on ~ O S C  : 

Cdculcr y ( n ,  O) et WL limite lorsque n tend vcru +OQ. 

s(n, O) = 1 + z + x2 + . . . + zn 

2. Pour tout nombre entier naturel n, on pose : ~ ( n ,  1) = 1 + 2 2 + 3 xP+ -. * + (n +1) xn 

f a) D&edner la limite de la suite (nz”) lorsque n tend.vers +oo. 

b) Exprimer (1 - x) s(n, 1) B l’aide de s(n, O) et en d a u i r e  la limite de s(n, 1) lorsque n tend vers +m. 
C? Retrouver ce résultat B l’aide de la ddrivation. 

) 

n 

3. Plus géndralement, pour tout couple (n, r )  de nombres entiers naturels, on pose : s(% = c ci+k Zk 
&=O 

n 
a) On suppose que n et t sont non nuls. On rappelle que si r 5 n : c; = - r (2;:; I 

tout nombre entier naturel non nul k : ci+,.- c + k - l  = qTf.- l  

D&iuig~ de ce dernier &ultat que : (1 - x) s(n, r )  = ~ ( n ,  i - 1) - Ci+? zn+l 

b) DBterminer les limites des suites de termes géndraux nr zn et C:+r x” lorsque n tend vers +oo. En 
deduire par récurrence que, lorsque n tend vers +m, s(n, r )  tend vers la limite : 

1 s(r) = 
(1 - Z)‘+1 

c) Soit p un nombre A l  strictement positif. Déterminer suivant la valeur de y la nature de la série de 
terme gBn6ra.l (CJ+k pk) , le nombre r dtant fix6. ) 

A SUIVRE 



PARTIE II 

On ddsigne par n et N des nombres entiers naturels non nuls. On coikdère une succession (dventuellement 
infinie) de jets d’une pike. On suppose que la probabilité d’obtenir pile lors d’un jet est 1 - z et que la 
probabilitd d’obtenir face est 2. Les jets sont s u p p d s  inddpendants. 

On dbigne enfin par S,, le nombre de fois où l’on a obtenu pile au cours des n premiers jets, par T,, le 
numdro du jet où l’on obtient pile pour la ni*1r1e fois. 

A) 1. Prkiser la loi de S,. Calculer l’espdrance et la variance de cette variable alhtoire. 

2. Prdciser la loi de T I .  Calculer l’esp6rance et la variance de cette variable aldatoire. 

3. 
Soient k un nombre entier naturel et T un noiribre eiiticr naturel non nul. 

a) 

L’objet de cette question est de calculer I’csldrance et la variance de T,. 

Montrer que l’dvdnement {Tr = k + T }  est réalisd si et seulement si les dvhements {Sk+, . - l  = T - 1) 
le sont. En déduire la loi de T,. Vdrifier que la somme des probabilités et “ pile est obtenu au (k + T ) ~ ~ ~ ~ ~  jet 

des dvhenients {T, = k + T } ,  où k appartient à N, cst égale B 1. 

b) 
c) 

Calculer l’esp6rance de Tr en utilisant la limite s(r) de la suite s ( T ~ ,  T )  introduite dans la partie 1. 
Calculer de même E (T:) + E(T,) . En ddduire la variance de T,. 1 [ 

B) 
de jets ndcessaires pour que le jeu s’arrête. 

On ddcide que le jeu s’arrête d b  que soit pile, soit face a 6th obtenu pour la Nieme fois. Soit 2 le nombre 

1. Donner l’ensemble des valeurs que peut prendre 2. 

2. En utilisant une mdthode analogue b celle de la question A) 3. a), ddterminer, pour tout nombre entier 
naturel k, la probabilitd pour que le jeu s’arrête au (N + k)ienle jet, pile dtant obtenu pour la Nierlle fois. 

3. Donner la loi de probabilitd de 2. 

[ C )  - Un joueur p&e de la h p n  suivante. L o ~  du niame jet, il mise 1 franc. 
- Si pile sort, il reçoit la somme A (en fkancs), et il perd sa mise ; 
- sinon, il perd sa m e .  

a p r b  son nieme suc& (qui survient donc B l’issue du jet ayant pour numero Tn). 

Soit X un nombre del strictement s u m e u r  A 1. 

On dkigne par G,, la somme des profits et des pertes (celles-ci htant c o m p t b  n6gativement) du joueur 

1. Montrer que G1 = X - Tl et calculer l’esp4rance de GI. 

2. Plus ghndralement, pour tout nombre entier naturel non nul r, exprimer Gr en fonction de Tv et en 
dMuire l’esp6rance de Gr. 

3. Étudier la limite de E(Gr) lorsque r tend vers +oo. 
-. 1 

Tournez la page S.V.P. 
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C) Soient a un nornbre réel strictement positif et A u n  aomlre réel stricteillelit supbrieur B 1. 

- Si pile sort, il reçoit la somme Aan’l et il perd sa mise ; 
- sinon, il perd sa mise. 

après son 

’ Un joueur parie de la façon suivante. Lors du jet, il mise la somme a”’ (en francs). 

On désigne par G, la somme des profits et des pertes (celles-ci étant compt&s nbgativement) du joueur 
succès (qui survient donc A l’issue du jet ayant pour numéro T,). 

1. Dans’cette question, on suppose que a = 1 (le joueur parie donc un franc B chaque jet). 
a) Exprimer G1 en fonction de 2’1 et calculer l’es&rance de G1. 
b) Plus gdndralement, pour tout nombre entier naturel non nul T ,  exprimer G, en fonction de Tr et en 

ddduire l’espérance de Gr. 

2. Dans cette question, on suppose que a > 1. 

a) Exprimer G1 en fonction de a%. 
Ddterminer a en fonction de A de telle sorte que G1 ne dépende pas des valeurs prises par TI .  
D e s  le cas gdndral, dtudier l’existence des egpérances de aT1 et de G1. Lorsque ces espbrances existent, 

les calculer. 

b) Exprimer G1 en fonction de aT1 et de aTa. Étudier l’existence et ddterminer la valeur de l’esp4rance 
de Gz. 

c) Soit, plus gdndralement, T un nombre entier naturel non nul. En utilisant la même mdthode, dtudier 
l’existence de l’esphrance de Gr. Montrer que, si cette espérance existe, alors : 

a+( 1 - z)+ 
E ( G + ) = -  1 -  a - 1  [ (1-uz)r 

d) En déduire, si elles existent, la limite de E (G,) lorsque T tend vers +oo et la limite de E (Gr) lorsque 
a tend vers 1 par valeurs sup6rieures. 

3. Dans cette question, on suppose que a < 1. 

a) Les corrditions d’existence de l’espérance de a** sont-elles vdrifik ? La formule de la question 2. c )  

b) Soit gk la somme des profits et des pertes réalisés lors du kibl1le jet. Exprimer gk en fonction d’une 

c) Soit H,, le gain (algébrique) rhlisé a p r h  m jets. Calculer l’espdrance de H, et la limite de E(H, , )  

reste-t-elle valable ? En déduire la limite de E ( G r )  lorsquc T tcud vers +oo. 

variable de BerriouIli associée au kib”le jet. 

lorsque m tend vers +oo. > 
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Mathématiques ll
oPTroN cÉruÉRnre

Samedi 9 mai 1992, de I h à 12 h

I:a présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copie§.

Sont autorisées:

-. Règles graduées.
-. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et

alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format rnaximum 2l cm de long x 1,5
cm de large.

Dans tout le problème, on désigne par n, a et à des ncmbres entiers naturels non nuls.

PARTIE I

On eflectue dans une urne contenant initialement à boules blanches et à boules noires une suite de tirages
de la façon suivante : si les n - 1 premiers tirages ont tous donné une boule blanche (cette condition n'étant
bien sûr pas à prendre en compte au premier tirage), on procède ur, ,ième tirage.

- Si la boule obtenue est noire, ." ,ième tirage est le tirage final ;

- si la boule obtenue est blanche, elle est replacée dans l'urne avec, en plus, o autres boules blanches
(et l'urne est alors prête pour Ie (n * 1)iè-" tirage).

1. Dans cette question, on étudie le cas particulier où a=b et l'on désigne par X la variable aléatoire
associant à toute suite de tirages :

- la valeur 0 si, à chaque tirage, une boule blanche a été obtenue .

- le numéro du tirage final où apparaît une boule noire, sinon.

a) Déterminer la probabilité p, d'obtenir une boule noire au niè-" tirage, autrement dit, la probabilité
pn pour que X = n.



b) Déterminer des nombres réels o et B tels que, pour tout nombre entier naturel non nul n, on ait :

1 
-o, P;G+T---."ar

c) Calculer la somme h * pz + . . .+ p' et en déduire que :

+æ

fo'=t
n=1

d) Étrrdi". l'existence de l'espéra.nce de X.

2. On revient au cas général. On note P (A") la probabilité de l'événement :

An = " une boule blanche apparaît à chacun des n premiers tirages "

Montrer que :

P(A^)=i^#+*=* #* #;:i*
3. Dans cette question, on étudie la convergence de la suite (P (r{")),>, .

a) Soient ro, Ett..., aa-1 des nombres réels positifs. Démontrer que :

î-l n-1

fl(t+*u) ) 1+!c1
t=0

En déduire une minoration de ;6; En conclure que la limite de P (A^) lorsque n tend vers *oo est nulle.

b) On désigne par X, la variable aléatoire associant à toute suite de tirages :

- la valeur 0 si, à chaque tirage, une boule blanche a été obtenue ;

- le numéro du tirage final où apparaît une boule noire, sinon.

Exprimer en fonction de P (,4") la probabilité pour qu'une boule noire soit obtenue à l'un des n premiers
tirages. En déduire que, si P (X" = È) désigne la probabilité pour que Xo = &, on a :

+æ

I"(r,=À)-1
]c= I

4. Dans cette question, on désigne par Y une variable aléatoire quelconque à valeurs dans IN*. Pour
tout nombre entier naturel non nul n, on PGe P, - P(Y = n).

a) Exprimer en fonction des termes de la suite (p") l" nombre réel :

E^ =ÿP(Y > k)
ft=0

b) On suppose que Y admet une espérance E(Y). Préciser le sens de variation de la suite (.E,) , prouver
que E, < E(Y). En déduire que la suite (8") converge.

c) On suppose que la suite (8") converge. Prouver que :

h*2Pzl"'InP,1En

En déduire que Y admet une espérance.

d) Sous l'une de ces hypothèses équivalentes, établir que :

+oo

E(Y)=fr1r>";
n=0

(1)



À t'üd" de la relation (1), on se propæe d'étudier dans Ia frn de cette paûie l'espérance de la variable
aléatoire Xo défrnie dans Ia question 3. Pour tout nombre entier naturel n, on note r"(a) la probabilité pour
que Xo > n.

5. On suppose dans cette question que o ) à.

,) Soient a1 et, a2 des nombres entiers naturels non nuls tels que at S az. Montrer que, pour tout
nombre entier naturel æ :

r, (ar) 1r^(a2)
En déduire la nature de la série de terme général r,(o) pour o ) à.

b) Ét.rdi"r l'existence de l'espérance de Xo pour o ) ô.

6. On suppose dans cette question que 1 ( o ( Ô.

a) Exprimer r,+r(o) en fonction de r,(o). Ét.bli. que la suite (nr,(o)) est décroissante à partir d'un
certain rang ; en déduire qu'elle est convergente. On note I sa limite.

b) Étrbli.quesi/f 0,alorsr,(c)> 1àprrtird'uncertainrang.Endéduirequesi/ f 0,alorcXo
n

n'admet pas d'espérance.

c) Montrer que, pour tout nombre entier naturel & :

(2) a(È + 1) ,r+t(o) - akry(a) = (a - 2 b) rpr{a) * brp(a)

d) En sommant les relations (2) pour rL variant de 0 à n, puis en faisant tendre n vers foo, montrer
que Xo admet une espérance. En déduire que I = 0, puis que :

2b-aE(X")= b_^

PARTIE II

Dans cette partie, on considère une suite croissante (u") de nombres entiers naturels telle que uo = b.

On généralise la situation étudiée dans la partie I.

On effectue dans une urne contenant initialement à boules blanches et ô boules noires une suite de tirages
de la façon suivante : si les n - I premiers tirages ont tous donné une boule blanche (cette condition n'étant
bien sûr pa.s à prendre en compte au premier tirage), on procède ,, ,ième tirage.

- Si la boule obtenue est noire, 
"" 

,rième tirage est le tirage final ;

- si la boule obtenue est blanche, elle est replacée dans l'urne avec, en plus, u, - 'un-r autres boules

blanches (et l'urne est alors prête pour le (n * 1)iè-" tirage).
Ainsi, l'urne contient ü boules noires et u, boules blanches au moment où l'on procède au (n 1 l)iè'u

tirage, dans la mesure où celui-ci a lieu.

1. Dans cette question, on étudie la probabilité d'obtention d'une boule noire.

a) Exprimer en fonction de ô et des nombres u1 , où 1 < À < n, la probabilité q" de l'événement :

An = " une boule blanche apparaît à chacun des n premiers tirages "

b) Étrrdi"r le sens de variation de la suite (q,). Bn déduire que la suite (g,) converge vers un nombre

réel .L appartenant à l'intervalle lO, :lL' 2l
On ne cherchera pas à expliciter ce nombre réel.

c) Soit p, la probabilité d'obtenir une boule noire au niè*' tirage. Exprimer Ia somme h*pz*.. .*pn
en fonction de g,. En déduire que :

+æ

lo*=l-t
n=1

3



d) Comparer les natures de Ia suite de terme général ,, f l) et de la série de terme générut a . nn" \q"'/ - 'ttn
déduire que la probabilité de ne pas obtenir de boule noire dans la suite des tirages est nulle si et seulement
si cette dernière série diverge.

e) Décrire le mode de tirage et étudier l'éventualité de ne pas obtenir de boule noire dans la suite des

tirages, dans les deux cas suivants :

- la suite (u") est une suite arithmétique, définie par un - b * na ;

- lasuite (ur) est une suite géométrique, définie pat un=ba" {avec a>2).

2. Dans cette question, on suppose que la suite (ur,) est définie par un = à4" (avec o>2).
a) Préciser l'expression de g, (que l'on notera g"(o) dans cette question). 

i.
On ne cherchera pas à expliciter la limite L(a) de la suite (q"(o)) \ 

|

b) On étudie Ia vitesse de convergence de la suite (g"(c)),,r, .

Soient n et p des nombres entiers naturels non nuls. Ét.blit qrr" , 
1

"+'-1 1 1

» 7-s o"no-l)
k=n

Ét.bli., pour tout nombre réel c appartenant à [0, 1], l'inégalité:

1*c(e'< 1+2s

Déduire de ces résultats l'inégalité suivante :

ank\(1\1s ;;(,) ( exp (A=6n/
En faisant tendre p vers {oo, en conclure que :

(3) 0<q,(a)-L(a)s G:+;;=r
c) On donne un nombre réel strictement positif e. Écrire en iangage PASCAT un algorithme calculant

les valeurs de q"(o) tant que : .,r <,* >L(o - 1) ,"-' /'
À l'uid" de cet algorithme, donner une valeur approchée de L(2) à 10-a près.

d) On étudie enfin la suite associant à tout nombre entier o ) 2 le nombre réel ,L(o).

Soient ay et a2 des nombres entiers naturels non nuls tels que at S az.Montrer que, pour tout nombre

entier naturel n :

b(a11 S u(a2)
En déduire que la suite (I(o))c)l €st croissante. En remplaçant n par 1 dans l'inégalité (3), déterminer la
limite de -[(o) lorsque l'entier o tend vers {oo.
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École supÉRTEURE DE coMMERcE DE pAnts

École EURoPÉENNE DES AFFAIRES
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CONCOURS D'ADMISSION DE 1993

Mathématiques ll
oPTroN cÉruÉnale

lundi 17 mai 1993, de 8 h à 12 h

La présentation, la lisibilité. L'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées:

-. Règles graduées.

- Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, à fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15

cm de large.

Partie I

1 . a ) catculer lim rn (r - x)

; -+0* x

â)Endéduireque: er- lim ('-I)"
rr-++-\ nl

2. a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :

,, = â + *(- r),, 
., 

l,' 

u r!' e-u du

^ -['(r-r)" e-,du< |à)ÉtabtirI'encadrement: oaJ,,ï, 
nr.
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c ) En conclure que :

e-r= lim i g
,-**,In kt

Dans toute la suite du problème, on désigne par N un nombre entier naturel non nul.

Partie II

On considère une urne contenant N boules numérotées de I à N : 81, 82,..., By. On effectue

N tirages avec remise, en supposant l'équiprobabilité des résultats. Pour tout entier naturel i compris

entre I et N, on note X ; la variable aléatoire prenant la valeur I si la boule B; sort lors du i ième

tirage et la valeur 0 dans le cas contraire. On pose :

Sl,, = Xr + X2 +... + Xly

1. Déterminer I'espérance de X i I en déduire celle de Sry.

2. Pour tout nombre entier naturel È, on note p(N, À) la probabilité de l'événement Sl,. = k.

a) Calculer p(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

dx,r,)=c*(r- f)' 
-# 

si o<k<N

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de p(M k) lorsque N tend vers + æ.

Partie III

On considère un ensemble E7y à N éléments. Soit s une permutation de E1g, c'est-à-dire une

bijection de 81,, sur lui-même. On appelle point fixe de s tout élément a de Ey tel que s(a) = 6.

Pour tout nombre entier p tel que 0 S p (N, on note F (N, p) le nombre de permutations de E1g qui

ont exactementp point fixes. On convient que F(0, 0) = 1.

1. a ) Montrer que F(N, ÀD = 1 et F(N, N- 1) = 0
N

à) Montrer que I r(lr, k) = ru t

t=0
2. On pose att = F(N,O). Ainsi, o,y est le nombre de permutations de E7y qui n'ont aucun point

fixe. On convient eue al 6 = 1.

a ) Montrer que, pour tout nombre entier È tel que 0 < t (N:

r(lr, t) = clt aN- t
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à ) En déduire que :

1ÿ

§ I @N-k 
-,

olok r(ru-r) r -'
c ) En raisonnant par récurrence, établir la relation :

,, - { (-t[
N!- ft, kt

d ) Déterminer la limite de @N lorsque Ntend vers + æ.

N!

On suppose désormais N >2.

Partie IV

On considère à nouveau une urne contenant N boules numérotées de 1 à N : 81, 82,..., By. On
effectue N tirages aléatoires, cette fois sans remise. Pour tout entier naturel I compris entre I et N,
on note I; la variable aléatoire prenant la valeur I si la boule B; sort lors du 1ième dmgs et la valeur
0 dans le cas contraire.

l. a ) Déterminer I'espérance de Y iet celle de Y i Y t, où I < i < j < N.

b ) Déterminer la covariance de Y iet I;, où 1 < i <j < N.

c ) Les variables aléatoires Yi et Yi sont-elles indépendantes ?

2. Onpose Tx= Yt + Y2 +... + YN

Déterminer l'espérance et la variance de Ty.

3. Pour tout nombre entier naturel fr, on note q(N, k) la probabilité de l'événement Tx= k.

a ) Calculer q(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

q(N. tl= ?N-k , si k < N
k!(N_ÈJ !

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de q(N, t) lorsque N tend vers + æ.

Comparer ce résultat à celui de la questionll.2 b).

Partie V

t. À t'*ae de la relation établie dans la question IIï.2 c), montrer que, pour tout nombre entier
naturel n> 2:

otn =(n-t)@r-t+ @n-z)
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2. Pour tout nombre entier À tel que 0 < k < N, on pose :

a(n,t) =q(N,N-/,)

a ) Calculer a(lr, o) "t 1(lu, r).

D) Pour 2<k<N, exprimer a(x,t) en fonction de ,t(N,k-1)etde q(N, t -Z).

3. Écrire un algorithme prenant ,V comme donnée et construisant la liste des valeurs ae Ç (X , *) ,

fr variant de 0 à N. On s'attachera à minimiser le nombre d'opérations.
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La présentation, la lisibilité, l,orthographg, la qualité de.la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements

entleront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées :

Règles graduées.
Caicutairices de poche, y comPris les calculatrices proglammables et

alphanumériques, à fonètionnèment autonome, sans imprimante., sans

dôcument d'aècompagnement et de format maximum 2l cm de long x
L5 cm de large.

L objet du problème est l'étude d'une méthode de test de prélèvements sanguins dite du poolage ;

elle est présentée dans la partie II, où on l'étudie d'un point de vue probabiliste. Dans tout le
problème, a désigne un nombre réel strictement positif. Dans la partie I, on étudie, à titre
préliminaire, la fonction f 6 définie sur 10, I - [ par la relation :

fok)=I _ 
"_"r

PARTIE I. Étude de f a

l. Soit g la fonction définie sur 10, a- [ par la relation :

s@)=Y

on considèrel'équation (E): g(x) =a (où I'inconnuexappartientà10, +- [)'

a) Étudier la variation de la fonction g. (On dressera le tableau de variation et on tracera la

représentation graphique de g.)

b) On suppose que : 0 <a <|.
Montrer que (E ,) admet exactement deux solutions ; on les note u (a) et u (a), en convenant que

u(a)<u(a).
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Étaulir que : I < u (a) < e < a (a).

c) Discuter suivant les valeurs de a le nombre de solutions de (E a).

2. Soit h olafonction définie sur 10, a * [ par la relation :

ho@l=Zlnx+lna-ax

On considère l'équation (F o) : h o(x) = 0 (où l'inconnue.x appartient à 10, +- [).

c) Étudier la variation de la fonction h o. (On ne demande pas la représentation graphique de h s.)

à) On suppose que : 0 < o.\ .

Montrer que (Fo) admet exactement deux solutions ; on les note r(a) et s (a), en convenant que

r(a) < s (a).

Établir que: 0 < r(a) .? . t@).

c) Discuter suivant les valeurs de ale nombre de solutions de (Fo).

3.Soientaetbdesnombresréelstelsque0<a<betxélémentdel0,+-[.Montrerque:

* - t .f,(*) <ft (r).1

4.Comportement asymptotique de f a

a) Calculer hm fo@).
.r-+0

b) Calculer ,^ *,f"t*1.

5. Signe de f a

a) Comparer les signes de f a(x) et de a - g (x).

b) En déduire le tableau de signes de f a(x) lorsque x décnt ]0, + - f, a étant fixé. (On sera
amené à distinguer trois cas suivant la position de a par rapport à 1/e.)

6. Variation de f o

a) Comparer les signes def )(x) et de h o@).
b) Dresser le tableau de variation de f a. On distinguera deux cas :

a>4- et o<a<-4-
e2 e2

Dans ce demier cas, on ne cherchera pas à préciser les valeurs de f oQ @D et de f o$@)).

7. On suppose dans cette question que O . o .f,, .

a; Établir que u (a) < r (a) < a (a)< s (a) et que f oprésenteun minimum en r (a).

b) Donner I'allure du graphe de f a.
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8. On supposeencoreque 0.".â.

On pose m (a) = f o? @)).

a) Établirque: r (d=e#L

D) Déterminer lim ,{a r (a\
a-» 0

On pourra écrire : a r (a) = tffgc r(a) t2 ; on utilisera alors la question 2. b) pour obûenir la limite de

ar(a) lorsque atend vers 0.

c) Déærminer hm m (a).
a--+ 0

d) Calculer un équivalent simple de m (a) + 1 lorsque a tend vers 0.

PARTIE II. Étude du poolage

On étudie dans cette partie une méthode de détection des porteurs d'un parasite au sein d'un
ensemble donné de N individus tirés au sort de façons indépendantes dans une population très vaste
par rapport à N. La proportion de porteurs du parasite dans la population estp (0 < p <l).

On dispose d'un test permettant d'établir de façon certaine qu'un échantillon de sang contient ou
non le parasite, le résultat de ce test étant dit positif dans le premier cas et négatif dans le second.

Pour chacun des N individus, on possède un prélèvement sanguin. On envisage alors deux
méthodes de détection.

Prernière méthode : on teste un à un les N prélèvements, effectuant ainsi N tests.
Seconde méthode (poolage) : on fixe un entier naturel non nul /. On suppose que N est un

multiple de I et on pose N = n l. On répartit les Nprélèvements en n groupes Gb G2,..., G* cltaque
groupe Gi contenant / prélèvements. Pour chacun des groupes G; , on extrait une quantité de sang
de chacun des I prélèvements qu'il contient, puis on mélange ces extraits, obtenant ainsi un
échantillon de sang H1, caractéistique du groupe G; .

On teste alors 111 :

- si le test de I11 est négatif, aucun des individus au sein du groupe G; n'est porteur du parasite.
Le travail sur le groupe G,. est alors terminé ;

- si le test de I1; est positif, on teste un à un les prélèvements de G; pour détecter les porteurs du
parasite au sein du groupe G;.

Soient X la variable aléatoire égale aa nombre de groupes Gy pour lesquels le test de H; a été
positif et T la variable aléatoire égale au nombre total de tests effectués dans la réalisation de la
méthode du poolage.

l. a) Exprimer Ià I'aide de n,l etX.

b) Pour tout nombre entier naturel i compris entre I et n, calculer la probabitité de l'événement :

<< le test de I1l est négatif ».

c) Déterminer la loi de probabilité et I'espérance de X.
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On pose désormais et pour toute la fin du problème'. a = - ln (l -P).

d) Montrer que E (7) = N (l +/c (/))'

On suppose en outre, dans toute la fin du problème, que : 0 <p <1- +-
3tt3

2. a) Montrer qle f o(3) < 0. Comparer les deux méthodes pour / = 3.

b) Établir que : ".L.
On cherche maintenant à optimiser la nréthode du poolage, c'est-à-dire choisir, en fonction de p,la

valeur de I qui minimise E (f .

3. Soit / un nombre entier naturel non nul. On dit que / vérifie la propriété (MIN) si, pour tout

nombre entier naturel non nul t', f aO <f a(l').

rz) Montrer qu'il existe au moins un entier naturel non nul / qui vérifie la propriété (MIN) et

qu'un tel entier est égal soit à tr (a)1, soit à [r (a)] + I, où [r (a)] désigne la partie'entière de r (a).

On note désormais /6 le plus petit des entiers naturels non nuls / qui vérifient la propriété (MIN).

b) Montrer güe f a(lo) < 0. En déduire que l0 > 2.

c) Montrer gue f a G) < f a (2). Que peut-on en déduire pour /6 ?

4. Proposer un algorithme, qu'on pouffa écrire en TURBO-PASCAL, qui prend p en donnée et

fournit la valeur de /6.

5. Exemple: on suppose P = 0,01'

a) Déterminer la valeur de /6.

b) Déterminer le rapport f ,orrq, e I = lo .

6. on note p @) lavaleur du rapport E 14 lorrqu e I = lo .

N

a) Donner un équivalent de /6 lorsque p tend vers 0.

â) Donner un équivalent de p (p) lorsque p tend vers 0.

c) Le résultat du 5. à) est-il conforme à celui de 6. b) ?















CONCOURS COMMUN H.E.C. E.S.C.P. E.S.C.L. 1996 

Mathématiques II 1/4 

349 

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCULES 
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS 
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON 

CONCOURS D IADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 

MATHEMATIQUES II 
OPTIONS SCIENTIFIQUE 

mardi 14 mai 1996, de 8 h a 12 h 

La presentatim, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements 
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 
Les candidats sont invites a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 

Seules sont autsn 'Sées : Règles graduées. 
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et 
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans 
document d'accompagnement et de format maximum 27 cm x 75 cm de 
large, sans limitation de nombre. 

Un banquier s'est imposé de vendre une action en dix jours ouvrables. Chaque jour, suivant le cours du jour, il 
décide de vendre ou d'attendre dans l'espoir de vendre mieux plus tard S'il n'a pas réalisé la vente au neuvième 
jour, il s'impose de vendre son action au dixième jour. Quelle stratégie va-t-il choisir? 
Le problème ci-dessous propose, dans un cadre théorique précis, dévaluer &verses stratégies pour de tels choix 
en chaîne. 

On considère une suite d'expériences aléatoires identiques et indépendantes, à laquelle on associe une suite 
( X i ) i 2 ,  de variables aléatoires, définies sur un espace de probabilité (RAP), indépendantes et toutes de même 
loi. 
On consiclère un entier naturel non nul n. 
Si n est egal a 1, on définit le gam G, par : G, = X,. 
Si n est supérieur ou égal à 2, on se donne pour chaque i E { 1,. . , ,n - 1 }, un seuil ai et on définit le gain G, 
par : 

si, pour tout i strictement idérieur à n, Xi < oi , alors 
et sinon, G, = X, où k est le plus petit rang i tel que Xi 2 a,, 

G, = X, 

Le gam G,, est une variable aléatoire dont l'espérance est notée g,. 
(Dans l'exemple introductif du banquier. n est égal à 10, X i  représente le cours de l'action au jour de rang i et 
G,, est égal au prix de la vente). 

On étude en partie 1, trois stratégies dans le cas d'expériences aléatoires discrètes et en partie II. trois strategies 
dans le cas d'expériences aléatoires continues. On étude dans le préliminaire une suite numérique que l'on 
retrouve à la fin de la partie II. 
Les parties I et II sont dans une large mesure indépendantes. 
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Préliminaire 

1 ul = - 
2 

On définit la suite (u , , ) , ,~ ,  par : 
2 1+ un 

un+, = -. et Vn € I N *  
2 

1. a. Ecrire un programme en Pascal qui calcule et affiche les 100 premiers termes de la suite. 
b. A l'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de ulW a 1 O" près. 

1+x2 2. a. Etudier la fonction h définie par : 

b. Montrer que la suite (un 
c. Montrer que (un 

Vx ~ [ 0 , 1 ]  h ( x )  = - 
2 

est croissante. 
est convergente et déterminer sa limite. 

3. On pose pour tout n, entier naturel non nul : v, = 1 - un. 
1 , n + 3  . Endéduire: Vn21 - -. 1 -- 1 1  

a. Montrer que : V n r l  ---- 
Vn+1 V n  2-vn v, - 2 

1 1 x  1 1 1 1  
2-x 2 2 v,+, v, 2 n+3  

b. Montrer que : Vx E [ O, 11 - <-+-. Endéduire: Vn21 --- s-+- 

Vn2 2 2; < Inn OÙ Inn désigne le logarithme népérien de n. 
k-2 

Montrer que : 

1 n + 2  
En déduire : V n r  1 -<-+ln(n+2). 

c. Déterminer un équivalent de v, quand n tend vers +a. 
V, 2 . 

1. Exemples d'expériences aléatoires discrètes. 

Dans cette partie r est un entier impair, supérieur ou egal a 3, et on suppose que, pour tout i entier naturel non 
1 2  
r r  

nul, la variable aléatoire X, est discrète et équirépartie sur l'ensemble { 0,- ,- ,. . . ,:} (chacune des r+ 1 valeurs 

étant prise avec la même probabilité). 

1. Première stratégie. 
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, a, = O. On a donc, pour tout entier naturel n non nul, 
G, = X,. 

k(k + 1) 
2 

h 

Calculer l'espérance g, de la variable aléatoire G, , (On rappelle que : j = - 1. 
J=1 

2. Deuxième stratégie. 
On pose, pour tout entier n supérieur ou egal a 2 et pour tout i E { 1,. . . ,n - 1) , ai = 0.5. 

a. Calculer P( X, < O, 5 ) .  

{ puis pour b. Exprimer, en fonction des variables X, , . . , X, , l'événement (G, = -) j pour j E O,. . . ,- 
r 

j E {y,...,.)- 
En déduire que-la loi de G, est donnée par : 

r -1  j - 2  1 vj E {O, ...,-} P(G, =-)-- - 
r r + l  2" 

1 
2 r r + l  2 

2 

Vj E {-, r + l  ..., r } P(G, = -) i - 2  - -(1---) 
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c. Calculer g,. Montrer que la suite (g,,),21 est croissante. 
Déterminer la limite de g ,  quand n tend vers +a avec t fixe. Pouvait-on prévoir ce résultat ? 
Déterminer la limite de g, quand r tend vers +CO avec n fixe. 

3 .  Troisième stratégie. 
pose, pour tout entier n supérieur ou é H  à 2 et pour tout i E { 1,. . . ,n - 1). O, = 1. 

j a. Exprimer, en fonction des variables X, , . . , X, , I'événement (G, = -) pourj E {O,. . . ,r - 1). 
r 

En déduire la loi de G, . 

b. Calculer g, .  Montrer que la suite (g,),21 est croissante. 
Déterminer la limite de g, quand n tend vers +CO avec r fixe. Pouvait-on prévoir ce résultat ? 
Déterminer la limite de g ,  quand r tend vers +CU avec n fixé. 

4. Comparer brièvement les trois stratégies de la partie 1. 

II. Exemples d'expériences aléatoires continues. 

Dans cette partie, on suppse que, pour tout entier naturel non nul J ,  la variable aléatoireXi suit une loi de 
probabilité uruforme sur [O , 11 ; elle admet donc une densité cp définie par : 

On dit que les variables ( X i  )rrl sont indépendantes si et seulement si, pour tout entier naturel n non nul et pour 
tout ( t ,  ,. . . ,t, ) E IR", les evenements (X, I t ,  ),. .. , (X, I t ,  ) sont mutuellement indépendants ; on a alors, 

pour tout (tl,  ..., f , )  €IR",  P ( ) ( -Yi  I f i )  = n P ( S i  I t i ) .  (Les variables étant des variables àdensite, les 

egalites ci-dessus sont encore vraies si on remplace (S, 2 ti ) par ( X i  < ti )). 
On note F, la fonction de répartition de G, . 

v t  E[0,1] d t )  = 1 et sinon p ( t )  = O. 

[ i l 1  1 i:1 

1 .  Déterminer F, la fonction de répartition de XI . 

2. Première stratégie. 
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, O, = O. 
Calculer l'espérance g, de la variable aléatoire G, . 

3 .  Deuxième stratégie. 
Soit un réel a E[o,I[. pose, pour tout entier n supérieur ou é M  à 2 et pour tout i E { l , . . ~  - l}, O, = a. 

a. Que vaut ~ , ( t )  pour t n'appartenant pas à [O, I[ ? 
Pour t €[O, a[ ,  décrire I'événement (G, 5 1 )  et en déduire F,(t). 
Pour t E[ a, l[ , décrire I'événement (G, > t )  et en déduire F,,(t). 
Montrer que G, admet une densité f, définie par : 

1-a" 
1-a 

V t  E [ O , a [  f , ( t ) = a " - ' ,  V t  ~ [ a , 1 ]  f , ( t ) = -  , et f , ( t ) = o  sinon. 

b. Calculer g, en fonction de a. Montrer que la suite (g,)el est croissante. 
Déterminer la limite de g ,  quand n tend vers +CO. Pouvait-on prévoir ce résultat ? 

c. Déterminer la valeur de a telle que g ,  soit maximum. 
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d. Dans cette question, a = 03.  
Donner la valeur de g, .  Quelle remarque peut-on faire en comparant ce résultat avec celui de la deuxième 
stratége de la partie 1 ? 

4. Troisibme stratégie. 
Soit ( a ,  )k>1  une suite de réels telle que, pour tout entier k non nul, O < ak < 1. 
Pour tout entier n supirieur ou égal à 2 et pour tout i E { 1,. . ,n - 1) , on pose a, = a,,-+. 

a. En utilisant les résultats de II.2., montrer que G, admet une densité et une espérance. 
Donner la valeur de g , .  

b. En utilisant les résultats de II.3., montrer que G, admet une densité et une espérance. 
Donner la valeur de g ,  en fonction de a, . 
Déterminer la valeur de a, qui maximise g,. 

c. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 
On suppose que G, admet une densité notée f, . 
On suppose de plus que, pour tout entier k E { 1,. ..y}, Gk admet une espirance gk vérifiant gk E [ O .  1[ et que, 
pourtoutentierk E {l,...n-l}, a ,  = g k .  
Et donc la variable aléatoire G,,+, est associée aux seuils : a, = a, , a, = g,-, , . . . , O, = g , .  

Montrer que : b't E [ O , U , [  F,+,(t)= a,F,(f)  

En déduire que G,+, admet une densité f,+, et donner une relation entre f,,, et f, . 
Vf E[L?,,l[ F,+ , ( t )= f -a ,+a ,F , ( t )  

1 2  En déduire que Gn+, admet une espérance gn+, vérifiant 

Déterminer la valeur de a, qui maximise gn+, .  

Montrer que, pour cette valeur de a, , g,+, = - l+g' 

g,+, = angn + 4 1  -a ,  1. 
2 

et que g,+, E[O,l[. 
2 

d. On construit ainsi, par récurrence, une suite de variables aléatoires (G, ),, dont les espérances 

l+g,2 b'n € I N *  g,+, =-. 
2 

vérifient : 

Quelle est alors la limite de la suite (g,),,, ? 

5. Comparer les trois stratégies de la partie II. 

- FIN- 
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l 'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel 
électronique est interdite. 
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée. 

Notations 
Dans tout le problkme, n dQigne un entier supkrieur ou kgal A 2. 
Toutes les variables alhtoires, considkrks dans chaque partie de ce problbme, sont des variables aldatoires dkfinies 
sur un même espace de prObabilit.6 (n, A, P) . 
Xdtant une variable aléatoire admettant des moments d'ordre 1 et 2, ECY) dbigne I'Spdrance deX, Vcu) sa variance. 

Tous les couples (X, Y )  de variables albtoires B densitk considdrés dans ce problbme sont tels que X et Y admettent 
des moments d'ordre 1 et 2 et Je produit XY est une variable aldatoire A densitk admettant un moment d'ordre 1. On 
dkfinit alors la covariance de X et Y par: 

et on admet que cette covariance vdrifie les pmpridtds suivantes : 
cov(x, Y )  = E(XY) - E(X)E( Y )  

2 )  COQ, Y )  = cov(Y,X) 

1) cot(d' + p, Z) = a c o Y ( ~ , z )  + pcot(~',  2) 

4) si X et Y sont indkpendantes, alors cov(X, Y )  = O 
où a et p sont des &ls, X ,  Y et 2 des variables aldatoires A densitd. 

Ces propri&s ne doivent pas être ddmoatdes. 
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Un gestionnaire investit un capital parmi n actifs, notes AI , A2 , .., A. @a’ exemple des actions), disponibles 
Marchd Boursier. Les rendements A un an de ces actifs, expnmds en DoUrcentam, sont des variables alhoires RI , &, 
.. , R, admettant des moments d’ordre 1 et 2. Par exemple, si I’actifAl a rappOrtt 6’3” RI prend la valeur 6. 
Le gestionnaire constitue un portefeuille, c’est-Adire un n-uplet (xI ,x2 , . . ,xn)  tel que, pour tout i de {l,..,n}, x, est 

del positif ou n d  et tel que : c xi = 1. Chaque coefficient x, reprknte la proportion du capital investie dans l’actif 

A, . Par exemple, si n vaut 3 et si le gestionnaire investit un quart du capital dans l’actif AI, la moitid du capital dan~ 

l’actif A2 et le quart du capital dans l’actif A3 , le portefeuille vaut - - - 

Si ( x i ,  x, , . . ,xn) est un portefeuille donne, le rendement (en pourcentage) de ce portefeuille est la variable aléatoire : 
n 

R = Z x , R ,  . 

Notre gestionnaire prudent &ire minimiser les risques et recherche pour cela les portefeuilles dont le rendement R est 
de variance minimale, sous certaines hypthkses. 

Il 

I = I  

(: ; * :) . 

l = I  

n 

On considkre le portefeuille : Q = ( xI , , . , xn) et son rendement : R = x,R, . On rappelle que la variance de R est 
l = I  

n 

1) On suppose, dans un programme Pascal, avoir défini : 
Const n = 5; 
Type Tub = A w q [ l . . n ]  of real; 
varA: Array[l..n,I..nj of real; 

où ~ [ i , j ]  repdsente = O ( R ~ . R , ) .  

Ecrire une fonction V de type reaf de paramktre le portefeuille Q de type Tub qui renvoie la valeur de V( R) 

n 

2) On considkre l’ensemble : H =  { ( X  lr...,xn) E (R’)” , 

On définit sur R” , la fonction F : F(xl , .  . , xn) = 

Montrer que F admet un minimum sur H. 

x, = 1 }. On admet que H est fermd. 

xlx, cov(R, ,RJ)  . 

, = I  
n 

x,’ V(R,) + 2 
I = 1  \ 6 l<J6n  

La suite du problkme consiste A déterminer ce minimum et les points de Hoù ce minimum est atteint, pour d p o n k  
ainsi A la demande du gestionnaire prudent. 
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Partie 1 

Dans cette partie, l’entier n vaut 2 et les rendements des actrfs Al et A2 sont notés respectivement X et Y.  
On suppose : V(X) = 12, V(r) = 3 ,  cov(X, Y) = c, où c est un réel donné. 
Pour un réel u de [O,l], on considère le portefeuille (al  - u )  dont le rendement est la variable aléatoire : 
R = aX + (1 - a)Y . 

1) MontrerqueI’ona:lcIs6. 

2) a) Montrer que l’on a : V ( R )  = (15 - 2c)a2 + 2(c - 3)a + 3 . 
h(x)  = (15 - 2c)x’ + 2(c - 3)” + 3 .  Etudier .s variations de h m [0,1], 

en distinguant les deux cas : c E [ - 6 , 3  [ et c E [ 3,6] . Montrer qu’il existe un unique portefeuille dont le rendement est 

de variance minimale. On déterminera ce portefeuille en fonction de c . 

b) On définit sur R la fonction h par : 

3) a) Onsuppose: c = - 6 .  
Détenniner le portefeuille dont le rendement R est de variance minimale et cette variance minimale. Que p e u t a  dire 
de la variable aléatoire R dans ce cas? 

b) On suppose que les variables X et Y sont indépendantes. Montrer que [ f , ;) est le portefeuille de rendement de 

variance minimale. 

4 )  On suppose dans cette question que X et Y sont des variables gaussiennes indépendantes, X de moyenne égale à 6 et 
de variance égale à 12, Y de moyenne égale à 3 et de variance égale à 3. 

Soit R le rendement du portefeuille (i.3 . Quelle est la loi de R ? Calculer la probabilitk que R soit supkfieur ou égal 

à 4.  (On donne : .(A) = 0,60, OÙ 0 est la fonction de répartition de la loi normale centrtk réduite). 

5 )  On suppose dans cette question que les variables à densité X et Y sont indépendantes. On suppose de plus que X 
suit la loi d o r m e  sur [O, 121 et que Y suit la loi uniforme sur [O, 61. 

a) Donner les valeurs des espérances de ces variables et vérifier : V(X) = 12, V(Y) = 3 .  
b) Déteminer la loi de la variable 4Y, puis la densité de la variable X + 4Y. Tracer le graphe de cette densité. 

c) Soit R le rendement du portefeuille (f ,:) . Calculer la probabilité que R soit supérieur ou égal à 4. 

Partie 2 

Dans cette partie, n vaut 3 et les rendements des actifs Al , A2 et A3 sont notés respectivement X, Y et 2. 
On suppose de plus : V(  X) = 2, V( Y )  = V( 2) = 6, cov(X, Y )  = -1, cov(X, 2) = 2, cov(Y, 2) = 1. 

On considkre le portefeuille ( x , y , z )  dont le rendement est la variable : R = df + y Y  + ZZ . 

La fonctionf, l’ensemble K et l’ensemble KO sont définis comme suit : 
pour tout (x,y) de RZ , f ( x , y )  = 4 x 2  + 10yz + 4xy - 8 x  - 1Oy + 6,  

K = { (x,y) E (IR?’, x + y  5 1 }, Ko = { (x,y) E (Q2, x + y  < 1 }. On admet queKo est ouvert. 

1) Montrer que le problème du gestionnaire revient à déterminer le minimum dejsur K. Dessiner le domaine K .  

2) a) Montrer quefadmet un minimum local sur RZ atteint au point (xoyo) que l’on ddterminera. 
b) En déduire quefn’admet pas de minimum sur Ko. 

3)  a) On pose : K~ = { (o,y),y E[0,11), K’ = { (x ,o) ,x  E[OJ] 1, ~3 = { (XJ - x ) , x  E[W] 1. 
Déterminer les minimums de l r emvernen t  sur K I  , K2 et K3 . 

b) En déduire l’unique portefeuille dont le rendement est de variance minimale. 
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Partie 3 

Dans cette partie, n vaut 3 et les rendements des actifs AI , A2 et A3 sont notés reqxwvement X, Y et Z . 

1) On suppose : Vm = V(Y) = V(Z) = 1, COW, Y) = cov(XZ) = cov(Y,Z) = c, ou c est un del donné. 

a) Calculer V(X + Y + Z )  . Montrer que l’on a : c E[ - f .l] . 
b) On suppose : c f 1. On considère un portefeuille (x,y,z) de rendement R. 

1+2c Montrer que l’on a : V(R) = (1 - 

Déterminer le portefeuille dont le rendement est de variance minimale. 

2 )  Soit A,  B ,  C des variables aléatoires indépendantes II valeurs dans U* suivant toutes la loi gtbmdtrique de 
1 1 ”  paraniètre - ;on a donc : pour tout kde U* , P(A = k )  = P(B = k) = P(C= k) =(-) . 
2 2 

X = B + C  
On suppose que les variablesX, Y et Z vérifient: Y = A + C + 1 

Z = A + B + 2  
. 

(: * :. :) * 
1 

a) Déterminer les espérances, variances et covariances des variables X,  Y et Z. 

b) Montrer que le portefeuille de rendement de variance minimale est - - - 
c) Déterminer la loi de A+B+C. En déduire la probabilitd que le rendement R du portefeuille ci-dessus soit 

supérieur ou kgal à 5. 

Partie 4 

Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal II 2. 
On note M la matrice de covariance de RI, . . ,  R. , matrice carrée d’ordre n dont le coefficient de la ligne i et de la 
colonnejestégal à c o v ( & . , ~ ~ ) .  

On note Mn,, (R) l’espace vectoriel des matrices réelles ayant n lignes et 1 colonne. 

(4 ‘ 
n 

1) On considère un élément de M,, (R) : U = et la variable aléatoire : T = cxiR, , 
i=l 

Vérifier que l’on a : VC) = ‘WM W ,  où ‘LI &signe la transposée de U. 

2) a) Montrer que M est diagonalisable. 
b) A l’aide du l), montrer que les valeurs propres de M sont positives ou nulles. 

3) On suppose M inversible. Pour tout (U,W de (M, ,  (R) )2 , on pose p ( W ,  M W 
a) Montrer : si ‘II M U = O, alors U = O. 
b) Montrer que pl est un produit scalaire. On note N la norme associée B ce produit scalaire. 

d) En deduire l’unicité du portefeuille dont le rendement est de variance minimale (l’existence ayant dté montrée 
dans le prkliminaire). 











CHAMBRE DE COMMERCE ET D‘INDUSTRIE DE PARIS 
DIRECTION DE L‘ENSEIGNEMENT 

Direction des Admissions et Concours 

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES 

ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON 
E.S.C.P. - E.A.P. 

CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES 

OPTION SCIENTIFIQUE 

MATHEMATIQUES II 

Mardi 16 Mai 2000, de 8h. a 12h. 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. 
Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; l’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel 
électronique est interdite. 
Seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

Le problème consiste en l’analyse d’un algorithme de tri et l’étude de sa complexité. 

On note l n z  le logarithme népérien d’un réel strictement positif z et logzz son logarithme en base 2 .  On 

rappelle que logz z = - . 

Partie 1 : Étude d’une suite réelle 
Dans cette partie la lettre n désignera toujours un entier naturel au moins égal à 2 .  
On considère la suite (Uk)k.N* définie par son premier terme u1 et vérifiant, pour tout n, la relation de 

récurrence : un = n - 1 + - C u, . 
1) a) Calculer u2 et u g  en fonction de u1. 

2) Pour tout entier naturel k non nul, on pose : V k  = -. 

In x 
In 2 

2 ,--l 

i= l  

b) Montrer que, pour tout n au moins égal à 3, on a : nzl, - (n + l )u , -~  = 2n - 2 .  
uk 

k + l  
a) Pour tout n au moins égal à 3 ,  exprimer vn - un-1 en fonction de n. 
b) Déterminer deux réels Q et /3 vérifiant, pour tout réel z non nul et distinct de -1, l’égalité: 

2 x - 2  ff p 
x ( z + l )  2 a:+l 

=-+ -  

4 n 
1 u1 - + - - 2 + -. 
k 3  n + l  

c) Pour tout n, établir l’égalité : un = 2 
k=2 

1 n 3) Pour tout n, on pose h, = C - et .zn = - -In(->. 
k n n - 1  rE=9 . . ~ _  

a) Calculer u, en fonction de h, , u1 et n. 

b) Prouver l’égalité : h, = C Zk + ln n. 

c) Déterminer la nature de la série de terme général z, . 
d) En déduire un équivalent de h, quand n tend vers l’infini. 
e) Déterminer un équivalent de u, quand n tend vers l’infini. 

n 

k=2 



Partie II : Étude d’une suite de variables aléatoires 

A. On considère un espace probabilid dont la probabilité est notée P , une variable aléatoire 2, définie sur cet 
espace, prenant un nombre fini de valeurs réelles notées 21, z2, . . . , zp  et un événement A de probabilité non 
nulle. 
On note E(Z/A) l’espérance de la variable aléatoire Z pour la probabilité conditionnelle sachant A, ie. 

E (Z/A) = C . ~ i  P( [Z  = ~ i ]  / A )  
P 

i= 1 
Soit (Al,  Al ,  . . . , Ag) un système complet d’événements tous de probabilité non nulle. Prouver l’égalité : 

9 

~ ( 2 )  = C P(Aj)E(ZIAj) 

B. Toutes les variables aléatoires considérées dans cette souspartie sont définies sur un même espace probabilisé 
dont la probabilité est notée P .  
On considère une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n non nul, 1, suit la loi uniforme 
sur l’ensemble {1,2, . . . , n} des entiers compris, au sens large, entre 1 et n. 
D’autre part, on considère une suite (Xn)nEW* de variables aléatoires ayant les propriétés suivantes : 
0 X1 est la variable constante égale à O 
0 pour tout entier naturel n au moins égal à 2 ,  les lois conditionnelles de X ,  sachant [In = 11 et de X, 
sachant [In = n] sont toutes deux égales à la loi de n - 1 + Xn-l 
O pour tout entier naturel n au moins égal à 3 et tout entier i tel que 2 < i < n - 1 ,  la loi conditionnelle 
de X, sachant [In = i] est égale à la loi de n - 1 + Z,,i + T,,i oh Zn,+ et T,,i sont deux variables aléatoires 
indépendantes, Zn,i ayant même loi que Xi-1 et T,,i ayant même loi que X,-i. 

Par exemple, on a : 
P([X6 = 9]/[16 = 11) = P([Xs = 41) et aussi P([& = 9]/[16 = 31) = P([z6,3 + T6,3 = 41) ce qui, compte tenu 

des hypothèses, s’écrit : P( [x6 = 9]/[16 = 31) = 

valeurs convenables de l’entier j . 
1) a) Montrer que X2 est une variable aléatoire presque sûrement constante égale à 1 .  

j=l 

P([X2 = j])p([& = 4 - j]), la somme étant étendue aux 
j 

1 2 
3 3 

b) Établir les égalités: P([X3 = 21) = - et P([X3 = 31) = -. Calculer l’espérance de X3 qu’on notera U3. 

2) Déterminer la loi de X4 et calculer son espérance qu’on notera U, . 
3) En procédant par récurrence, montrer que, pour tout entier naturel n non nul, X, prend, presque sûrement, 

n ( n  - 1) 
2 

des valeurs entières inférieures ou égales à 

4) Soit n un entier naturel au moins égal 8. 2 .  On note Un l’espérance de X, . 
2 n-l 

a) A l’aide des résultats de la souspartie A, établir l’égalité : Un = n - 1 + - 
b) À l’aide de la partie 1, donner l’expression de Un en fonction de n ainsi qu’un équivalent de U n  quand 

5) Pour tout entier naturel n non nul, on note a, la plus petite valeur (entière) prise par la variable X, avec 

Ui . 
i=l 

n tend vers l’infini. 

une probabilité non nulle. 
a) Soit n et k deux entiers naturels, l’entier n étant au moins égal 8. 3. 

Montrer que P [ X, = k]) est nul si et seulement si les nombres P [ n - 1 + X,-1 = k ] )  et 

P ([ n - 1 + Zn,i + T,,i = k])  (l’entier i variant de 2 à n - 1 )  sont nuls. 
En déduire que a, est au moins égal au minimum des nombres n - 1 + an-1, n - 1 + al + ~ ~ - 2 ,  

n - 1 + a 2  + an-3, . . ., n - 1 + an-2 +al.  

i) Montrer que g est convexe. Pour tout couple d’entiers (i,n) tel que 2 6 i 6 n - 1,  en déduire 
l’inégalité : g ( i )  + g ( n  + 1 - i) 3 29 (F). 

ii) Pour tout entier naturel n non nul, établir l’inégalité : g ( n + l ) - g ( n )  < log,(n+l). En traitant à part 
les cas n = 1 et n = 2,  montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : g(n+ 1) - g ( n )  < n- 1 .  

( ( 

b) On considère la fonction g définie, pour tout 2 strictement positif, par g ( x )  = 5 log, 2 - 2x + 2 .  

n + l  

6 )  En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n non nul, l’inégalité : 
a, 2 (n + 1) log2(n + 1) - 2 n  



Partie III : Étude d’un algorithme de tri 

A. On considère un entier naturel n non nul et un ensemble E = {eI ,e2 ,  .. . , e n }  oh e1 ,e2 , .  .. ,en sont des 
réels vérifiant el < e2 < . . . < en .  On munit l’ensemble des permutations de E de la probabilité uniforme 
notée P. On considère les n variables aléatoires T I ,  T2,. . . , T’ qui, à toute permutation a de E ,  associent les 
images des Cléments de E par a, i .e .  Tl(a) = a ( e l ) ,  T2(u) = a(ez) ,  . . . , Tn(a) = a ( e , ) ,  et on note T le 
vecteur aléatoire (Tl, T2, . . . , Tn). Pour toute liste ( Q I ,  ( ~ 2 ,  . . . , (Y,) d’éléments distincts de E on a donc 

1 )  Déterminer la loi de la variable aléatoire 2’1. 

2 )  On suppose n au moins égal à 2 .  Pour toute permutation a de E on note T’;(a) le premier élément de la 
liste a ( e l ) , a ( e z ) ,  . . . , a ( e n ) )  inférieur à a(e1 )  = ~l(a) si un tel élément existe et ~i(a) = O sinon, ~ ! ( a )  
le deuxième élément inférieur à a(e1 )  si un tel deuxième élément existe et T’,’(a) = O sinon, etc., TAWl(a) 
le (n  - 1)-ième élément inférieur à a(e1 )  si un tel ( n  - 1)-ième élément existe et T;-,(a) = O sinon. 
Par exemple, si 

alors T’{(a) = 5 ,  T.(a)  = 3 et Ti(a) = O .  

Soit Ic un entier vérifiant 1 6 Ic 6 n - 1 .  
a) Combien y a-t-il de listes ( i l ,  i2, . . . , i k )  d’entiers vérifiant 2 6 il < i2 < . . . < i k  6 n ? 
b) Soit (al, a2, . . . , a&) une liste d’éléments distincts de { e l ,  e2 , .  . . , e k } .  Établir l’égalité : 

( 

n = 4 ,  ( e l , e2 , e3 , e4 )  = ( 3 , 5 , 7 , 1 0 )  et (a(el),a(e2),a(e3),a(e4)) = (7110,573) 

1 
) n k !  

c) En déduire l’égalité : 
k 1 P( , n [ T ; = a j ] / [ T 1 = e k + l ]  

3=1 

oh P A / B désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B .  
Ainsi la loi conditionnelle de (Ti, Ti, . . . , TL) sachant [ “1 = ek+ l ]  est uniforme. 
0 

B. Dans un programme écrit en langage Pascal on fait les déclarations suivantes 

const 

type tableau = array [ l . . n ]  of integer ; 
n = ((entier naturel non nul fixé par l’utilisateur)) ; 

Soit T une variable de type tableau qu’on suppose constituée d’éléments distincts. Si deb et f i n  sont deux 
entiers tels que 1 6 deb < f i n  6 n on dira qu’un élément T [ k ]  de la liste (T[deb] ,  T[deb + 11,.  . . , T [ f i n ] )  est 
à sa place dans le sous-tableau T[deb] ,  . . . , T[f in ] ]  si les éléments T[deb] ,  T [ d e b  + 11, .  . . , T[k - 11 sont 
inférieurs à T [ k ]  et si les éléments T[Ic + 11, T[Ic + 21,. . . , T[f in] sont supérieurs à T [ k ]  (bien sûr, si Ic = deb ou 
Ic = f i n ,  une seule de ces conditions subsiste). 
Ainsi, si n = 4 et T = [ 3 , 1 , 7 , 5 ]  alors T [ 3 ]  (=7) est à sa place dans le sous-tableau T[1],  T [ 2 ] ,  T [ 3 ] ]  (= [ 3 , 1 , 7 ] )  

mais n’est pas à sa place dans le le sous-tableau T [ 2 ] ,  T [ 3 ] ,  T [ 4 ] ]  ( = [ 1 , 7 , 5 ] ) .  
On dira que le tableau T est trié si chacun de ses éléments est à sa place dans T .  
On suppose qu’on dispose d’une procédure (écrite en langage Pascal) dont l’en-tête est 

Placer(var T : tableau ; deb, f i n  : integer ; var p l :  integer); 

qui ne fait rien si f i n  6 deb et qui, si 1 6 deb < f i n  6 n ,  effectue, à l’aide de ( f i n  - deb) comparaisons, 
les opérations suivantes : 
i) d’une part, elle ne modifie que le sous-tableau [T[deb], . . . , T [ f i n ] ]  de sorte que les éléments de ce sous- 

tableau plus petits que T[deb]  ((ont glissé)) (sans permutation entre-eux) à gauche de T[deb]  et les éléments 
de ce soustableau plus grands que T[deb] ((ont glissé)) (sans permutation entre-eux) à droite de T[deb] ,  
Ainsi T[deb]  se retrouve à sa place dans le sous-tableau modifié. 

ii) d’autre part, elle met dans la variable pl l’indice i tel que T [ i ]  reçoit, au cours de la procédure, la valeur 
qui était stockée dans T[deb] avant l’exécution de la procédure. 

[ 

[ 
[ 
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Par exemple, si T = [12,3,8,10,6,4,5] l’instruction Placer(T, 3 ,6 ,pl)  une fois exécutée aura changé T en 
[12,3,6,4,8,10,5]  et affecté la valeur 5 à la variable p l ,  alors que l’instruction Placer(T,  3 ,4 ,pl)  aura laissé 
T inchangé et affecté la valeur 3 à la variable p l .  

Par ailleurs on considère la procédure suivante : 

procedure 
var pl : integer ; 
begin 

Tri ( varT : tableau ; deb, fin : integer ) ; 

if fin > deb then begin Placer(T, deb, f i n ’ p l )  ; 
if pl > deb thsn Tri(T, deb,pl - 1 )  ; 
if pl < fin then T r i ( T , p l  + 1, fin) ; 

end ; 
end ; 

1 )  a) L’entier i étant compris entre 1 et n,  quel est l’effet sur la variable T de l’instruction Tri(T, i, i) ? 
b) Dans cette sous-question on suppose qu’initialement T = [2,9,6,1,5] .  

Déterminer la ((trace))de l’instruction Tri(T, 1 , 5 )  en donnant la liste des procédures successives (avec 
les valeurs de leurs paramètres) qui sont effectuées et en indiquant à chaque fois les affectations des 
variables pl  et T. 

c) Expliquer succinctement l’effet et le principe de fonctionnement de la procédure Tri en indiquant, en 
particulier, pourquoi l’algorithme s’arrête. 

2 )  On se place à nouveau dans le contexte probabiliste de la souspartie A et, si a est une permutation de E ,  on 
affecte la valeur [ a ( e l ) ,  a(e2) ,  . . . a(e,)] à la variable T de type tableau, Le. T [ 1 ] :  = a ( e l ) ,  T [ 2 ] :  = a(ep )  ,. . . , 
T[n]: = a(e,) . On note X,(a) le nombre de comparaisons faites lors des différentes exécutions de la procédure 
Placer (et seulement au cours de celles-ci) quand on effectue la procédure Tri(T, 1,  n) . 
a) À l’aide de la souspartie A, montrer que la suite de variables aléatoires (Xn)nEN~ vérifie les hypothèses 

de 1I.B. En déduire un équivalent de l’espérance de X, lorsque l’entier naturel n tend vers l’infini. 
b) Dans le cas où E = {1,2,  . . . , n}, donner (en le commentant de manière succincte) un exemple de tableau 

nécessitant 
n(n - 1 )  

2 
comparaisons pour être trié. 

c) Dans le cas où E = {1,2,  . . . ,7},  donner de même un exemple de tableau nécesitant 10 comparaisons 

d) Déterminer une suite d’entiers n pour lesquels, dans le cas où E = {1,2, .  . . , n}, il existe un tableau 
pour être trié. 

d’éléments nécessitant g ( n  + 1 )  comparaisons pour être trié. 
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La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des 
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L’objet du problème est l’étude de quelques aspects de la théorie cl~sique du risque dont le contexte et les 
notations sont introduits au fur et à mesure. 

Dans tout le problème, on considère deux suites de variables aléatoires réelles (An)nEM* et (Cn)nEN*, définies 
sur un même espace probabilisé (R, 8, P) , vérifiant les conditions suivantes : 

i) les variables aléatoires Ar , As,. . . , A,,, . . . , Ci, Cs, . . . , C,, . . sont indépendantes, 

ii) les variables aléatoires A,, As, . . , A,, . . . sont strictement positives et ont toutes la même densité égale 
sur 10, +oo[ à la densité d’une variable aléatoire exponentielle d’espérance égale à 1, 

iii) les variables aléatoires Cl, Cz, . . . , C,, . . ont toutes la même densité qu’une variable aléatoire exponentielle 
d’espérance égale à c. 

On pose 7’0 = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, on note T., la variable aléatoire définie par : 

On observera que la suite (Tn)nE~ est strictement croissante et que, pour tout entier naturel n, on a 
l’égalité : A rz+l = Tn+l - Tn. 

On notera E(X) l’espérance d’une variable aléatoire X définie sur (R, B, P) . 

Partie 1 Étude d’une variable aléatoire 

1) Pour tout entier naturel n, déterminer l’espérance et la variante de la variable aléatoire T, 

2) Soit t un réel positif ou nul. 

a) Pour tout entier naturel n strictement supérieur à t, justifier l’inclusion entre événements : 

[T, <t] c [(Tn-n( >n-t] 

b) À l’aide de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire la valeur de n EyM P ( [T, < t ]) 

c) En déduire que l’événement +fl [ 5!‘,, < t] est de probabilité nulle. 
IC=I 
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3) Soit t un réel positif ou nul. Étant donné un élément w de 0, on note N(t)(w) le plus grand élément de 
l’ensemble {n E N; Tri(w) < t} (q ui contient 0) si cet ensemble est fini, et N(t)(w) = 0 sinon. 

On observera que, pour tout entier naturel n non nul, N(t) est égal à n si et seulement si : T, < t < T,+l. 

Montrer que l’application N(t) est une variable aléatoire réelle vérifiant : P ( [N(t) = 01) = P ( [ T1 > t 1) 

4) a) Pour tout entier naturel n non nul, reconnaître la loi de la variable aléatoire T,. 

b) Soit t un réel strictement positif. Pour tout 

l=Cth- 
k=O Ici 

En déduire l’égalité : P ( [N(t) 6 n]) = 2 
k=O 

entier naturel n non nul, justifier l’égalité : 

+ eët 
s 

t ct - u)” e” du 
0 n! 

tk emt -. 
k! 

c) Pour tout réel t positif ou nul, reconnaître la loi de la variable aléatoire N(t). 

Partie II Étude de la probabilité d’être en déficit après le premier ou le second sinistre 

Dans cette partie on considère deux réels a et r , r étant strictement positif et, pour tout réel positif t , on note 
N(t) N(t) 

K,(t) la variable aléatoire définie par l’égalité : K,(t) = a + rt - c Ci en convenant que la somme c Ci 
i=l i=l 

est nulle lorsque N(t) est nul. 
En particulier, K,(To) = K,(O) = a et, pour tout entier naturel n non nul, puisque N(T,) = n, 

Ka(Tn)=a+rTn-2Ci 
i=l 

Par exemple, K,(t) pourrait représenter le capital (aléatoire) au temps t d’une compagnie d’assurance disposant 
d’un capital initial (de montant a éventuellement négatif), percevant des primes (de montant @a1 (2 r par unité 
de temps), et indemnisant des assurés victimes de sinistres de coûts aléatoires (les Ci) survenant d des dates 
elles-mêmes aléatoires (les Ti). 

Dans cette partie, le réel a étant fixé, la variable aléatoire K,(t) sera notée plus simplement K(t). 

1) a) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire -TA,. 

b) Déterminer une densité de probabilité f , continue sur IF!, de la variable aléatoire L1 = Cl - r Al . 

c) En déduire l’expression de la fonction de répartition F de la variable .Ll puis l’égalité : 

l- & exp(F) si a < 0 

P([K(Z) <OI) = 
--& exp(<) sia>O 

2) On pose Lz = Cz - rA2 et on considère la fonction g associant à tout réel z le réel 

g(z) = P([.h G ~1 n [-b + Lz G 4) 

a) Pour tout réel h strictement positif, justifier les inégalités : 

g(x + h) - g(x) 2 P([x < -h 6 5 + wy[-b < a - z - hl) 

et 
g(x + h) - g(z) < P([x < Ll < z + h])P([La < a - x]) 

b) En déduire que la fonction g est dérivable à droite sur II8 avec, pour tout réel z, g;(z) = f(x)F(a - Z) . 
On admet que g est dérivable sur iR avec, pour tout réel X, g’(z) = f(x)F(a - x). 

3) a) Prouver l’égalité 
I 

P([LI 6 a] n [L1 + Lz < a]) = 1 im 
7L-++CC 

P([-n < LI < u] n [LI + L2 < u]) 

b) En déduire 1’ égalité : 

s 

a 
WL1 < 4 n [L1 + L2 < a]) = -m f(xNa - x) dz 
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c) Établir les égalités : 

J 

a 

P((K(Tl) < O] u [K(T2) < 01) = l- -oo f(x)F(a - x) dz 

et 
a 

P([K(Tl) < OI u W(T2) < OI> = PC[& > 4) + 
J 

-oo f(x) PG52 > a - xl) dJ: 

4) En déduire, dans le cas où a est un réel positif ou nul, l’égalité : 

P([K(Tl) < 01 u (K(G) < 01) = &(1+ 25 + - 
c+r (C:l-)2 exp(3 > 

Partie III Étude de la probabilité d’être en déficit au cours du temps : deux premiers cas 

Dans cette partie, le réel a n’étant plus nécessairement fixé, on utilisera la notation K,(t). 

Pour tout réel a, on note Il(a) la probabilité suivante : 

n(a) = P( +~,Ka(T,) < 01) 
n=O 

Dans le contexte dkcrit plus h,aut, II(a) représenterait la probabilité que la compagnie d’assura*nce (disposa& 

d’un capital in,itial de montant a) soit en déficit après un sinistre. En particulier II(a) = 1 si a < 0. 

1) Montrer que la fonction II est décroissante. 
2) Pour tout réel a, quelles minorations de II(a) peut-on déduire de la partie II? 

3) On admet que la fonction II est continue sur R+ et vérifie, pour tout réel a positif ou nul l’égalité : 

J 

a 
II(a) = P([LI > a]) + f(x) II(a - x) dz 

Pourquoi, intuitivement, peut-on conjecturer cette égGL? 

4) Soit a un réel et n un entier naturel. 
a) Calculer l’espérance de K,(T,) en fonction de IX, a, c et r. Trouver sa limite quand n tend vers l’infini, 

selon les valeurs comparées de c et r. 

b) Calculer la variante de K,(T,) en fonction de n, r et c. 

5) Dans cette question, on suppose que c est strictement plus grand que r et on considère un réel a positif 
ou nul. 

a 
a) Pour tout entier n strictement supérieur à - , établir l’inégalité : 

c-r 

P ([Ka(G) < 0 1) 3 1- 
n(c2 + r2) 

(a + nr - nc)2 

b) En déduire l’égalité : II(a) = 1. 

6) Dans cette question, on suppose que c est égal à r et on considère un réel a positif ou nul. 

a) Soit y un nombre réel. En remarquant que, pour tout entier naturel n non nul, on a l’égalité 

K,(T,) = a - c(Cz - rai) 
i=l 

et, à l’aide du théorème de la limite centrée, exprimer le réel ,:y, P ([K,(T,) < a + y& 1) , en utilisant 

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. 

b) Pour tout nombre réel y strictement positif fixé, établir, pour tout entier naturel n assez grand, la double 
inégalité : 

P ([Ka(Tn) 6 a - yfil) < P ([&G) < 01) 6 P (JKa(Zd < a + Y&]) 

c) En déduire la limite de la probabilité P ( [ K,(T,) < 0 ]) q uand n tend l’infini puis l’inégalité : n(a) > i. 
. 
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Partie IV Étude de la probabilité d’être en déficit au cours du temps : le dernier cas 

Dans cette partie, on suppose que c est strictement plus petit que r. 

1) a) En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n et tout réel a positif ou nul, l’inégalité : 

n(a) 3 &exp(y) 2 ak 
k=O k!(c + rJk 

b) En déduire, pour tout réel a positif ou nul, la minoration : 

2) a) Montrer que pour tout réel positif X vérifiant X < ii la variable exp(XL1) possède une espérance qu’on 

calculera. 

b) Soit 1% un entier naturel non nul. On pose S, = j&k -r&.). Pour tout réel positif X vérifiant X < i 
k=l 

c’ 

justifier l’égalité : 

E( exp(XSJ) = 
1 

(1 i rAyy - cA)n 

1 
3) a) Pour tout réel positif X vérifiant X < -, tout réel a positif ou nul et tout entier naturel n non nul, 

C 
établir l’inégalité : 

P ( [S, > a 1) < ewxn E( exp(XS,)) 

b) En déduire que tout réel X élément de 0 1 - 1 1 jc 74 la série de terme général (1 + rX)n(l - cA)n converge 

et qu’on a l’inégalité : 

P ( +fl [S, > a]) < eëxa 5 
n=l 

n=l (1+ TA)$1 - cA)n 

4) En remarquant que, pour tout réel a positif ou nul, II(a) = P( ‘fl[& > a]) , établir les résultats suivants : 
n=l 

4 o,&ywWa) = 0, 

ii) Pour tout réel X vérifiant 0 < X < i - i, et tout réel a assez grand, on a l’inégalité : II(a) < emxa 

(on introduira un réel p vérifiant X < ,LL < i - b ). 

5) a) Montrer que si une fonction T+/J est continue sur lR+ et de limite nulle en +co, alors la fonction I$I/ a un 
maximum sur IR+ 

b) Soit JIIi et III2 deux fonctions continues sur R+ ! toutes deux de limite nulle en +co , vérifiant pour tout 
réel a positif ou nul, les égalités : 

H,(a) = q-h > a]) + 
J 

a 
-oo f(z) lTl(a - cc) dz et J&(a) = W-h > 4) + 

J 

a 
-oo f(x) IIz(a - TE) cla: 

Montrer que les fonctions II1 et II2 coïncident sur IF!+. 

c) Établir, pour tout réel a positif ou nul, l’égalité suivante : 

il(a) = F exp ( - a( i - i )) 
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Les variables aléatoires qui intervienneIlt dans ce problème sont toutes définies sur un même espace probabilisé 
(n, G, P) et, h valeurs réelles. L’espérance d’une variable aléatoire ,Y est notée E(X). 

On admet les résultats suivants : 
i) si S et Y sont deux variables albatoires possédant une espérance et vérifiant I’inégalitb S < Y’ (c’est-à-dire 

vkifiant S(U) < Y(&!) pour tout élément 2 de (2) alors on a I’inGgnlité : E(S) < E(Y). 

ii) Éta(it dol~lé une fortction f contilllue sur 10, +x[ et une variable aléatoire Y possédant LUE densité p 

corltin~~e 5111’ [O. +x[ et nulle suï ] - x, O[, si I’intégïale J “-rjiL! Au) d PL converge absolument alors la 

variable aléatoire f(Y) possède une espérance vérifiant E(f(k’j) = ltmf(uj p(u) d,LL. 

Partie 1 Définition de l’application L 

On note E l’ensemble des fonctions / réelles d&finies. continues sur (0. +#XI et telles que, pour tout réel 2 

strictement positif, l’intégrale J 
Tcç 

eë”“,f(t) dt converge absolument. 
0 

lj a) Vérilier que E est un espace vectoriel rkl. 
1,) Vérifier que E cuntieiit les fuiictioiis continues et bornées sur [O. +x[. 

2) Pour tuut élément f de E un nute ,5(f) la functioil définie, pour tout réel .c strictement positif, par : 

L(j)(x) = -meëztf(t) dt 
J 0 

a) Vérifier que L est une application linéaire de E dans l’espace vectoriel des fonctions de 10, +cc[ dans W. 

b) Pour tout réel X positif OLI nul, on note ;,!, la fonction réelle définie par EX(~) = eëxt pour tout réel t 
positif ou nul. Vérifier que, pour tout rbel ,\ positif ou nul, la fonction EA est dans E et, pour tout réel z 
st,rictement positif, caiculei L(c,j)(.c) 

c) IVlolltrer que. pour toiut réei X positif ou nrtl et toute fonctiori f de E. la fonction <xf est aussi dans E 

et vérilje, pour tout rkel L strictenient. positif, l’kgülité : L(z~f)(.xc) = L(j-)(z + X). 

3) On cortsidère ~III~ fuiiction H 614fnent de E‘. de clüsse C,‘. croissante et bornke sur 10. +~xJ/. ~W~ntr.er que In 
fonction H’ est aussi &U~S E et. pour tout réel .c strictement positif. justifier l’égalité : 



Partie II Dérivabilité de la fonction L(f) 

Dans toute cette partie on considère 1~11 réel 3: strictement positif et une fonction f élément de E. 

ij Soit h im réel non nul vérifiant l’inégalité I/I, / < G. 

a) Pour tout réel t strictement positif, justifier l’iuégalité : e 

b) Pour tout réei T strictement positif, jiistifier l’inégalité : 

e -\s-hit _ e-xt 

il 

d) Mo~itrer que la fonctioii L(S) est indéfninlent dkrivable sur 10. +x[ et, pour tout entier naturel k, donne1 

à l’aide d’une intégrale la valeur de la dérivée k-ième de L(f) en ;c. 

Partie III Injectivité de l’application L : f  - L(f) 

Dans toute cette partie on considère 1111 ri;el J: stricteliient posit,if et Ime fonction f continiie et, bornée sur 
l’intervalle 10, +CC[ .4iG f est éiémellt de E. 

1) Soit (X,,),LEy~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponent~ielle de paramètre 

1 
tgal à - (donc d’espérance x). Por~r tout entier natrirel 12. on pose S,, = 

:c 2 s-k 
k=l 

a) Donner mie densité de la variable albatoire S,. 

b) Dou~~er une densité. ~II‘UII notera y,‘. 
s 

de la variable aléatoire 2. 
Tl 

2) a) Soit a un réel strictenient positif. Prouver l’égalité : 

il) EH utilisant la coritiiniitt de la foiictioll j en .c. pour tout réel : strictemeiit positif, justifier I’existknce 
d’un réel Q st,rictement positif tel que, p011r tollt elitier naturel n non nul. on a : 

c) Soit E un réel strictement positif. Prouver l’égalité : 

lim P ( [ if(+) -f(x) / > z 1) = 0 
TL - -,x 

3) On note M un majorant de if 1 sur [O. +cx;[. 

a) Soit E un réel strictement positif. Pour tout entier naturel 71, on note A, l’événement : 

An = [If(?) -f(x) / < c] 
7 
f 

son in-e. Justifier l’inégalité suivante entre variables aléatoires : 

b) En déduire l’+yiité : 



4) a) Déduire des quest,ions précédentes l’égalité : 

puis I’bgalitC : 

f 

1.)) k~oi~trer que si deus folh,ions f et, g continues el lmnbes sur l’intervalle [O, +x[ vérifient L(f) = L(.9) 

alors f et (I sont bgales. 

c) Moiltrrï, plus prkisenliilt, que si deux fonctions ,f et y continues et bornees sur I’int~ervalle 10, +m[ 

vkifieklt L(~)(T) = L(~j)(.z,) .’ 1 wu enlent pour tout .T dans ]a, +m[ (où C( est positif ou nul) alors f et, 9 
so11t encore i-gaies. 

Partie IV Étude du régime permanent d’une file d’attente 

UII certa.ill jour des clients arrivelit dalls UIIP poste ne poss4da11t qu’un seul guichet. Un client qui arrive dalls 

la poste soit se fait servir tout de si1it.e si le guicllrt est liltre. soit prend place dalls la file d’attente si le guicht 
est occ~pi’~ se fait servi] dès que tous ses pri-dkeaswrs dans la file o11t i:té servis et quitte aussitôt la poste. 01 

~nodGlisr cette situatioii ~II iiotant. pour tout riitCer Iiaturel n il011 nul, Y;, l’installt (alktoire) d’arrivi-e darls 

la poste du ,tr-ikiire client. 117, sa durée d’attelrtr (alhtoire) daims la file (C;, = 0 si le guichet est libre), S,, la 
dur& (illéatoiïe) de son wrviw au guichet et M’,, = li,, + S,, la durée de priiseIlce dails la poste. 

n 

On pose TO = O et: pour tout entier naturel n 1~11 nul. on notr A,, = T,, - 7;- 1 et on a alors T, = C Ah- 
k= 1 

011 fait les hypot.l~kics sui\Yirites : 

i) les variables ali-atoires AI. A?> . A,, , . Sll Sp. S,, , sont indkpcndantes : 

ii) les variables aléatoires SI. Sz.. : S,, . suivent toutes la loi exponeritiellr de parambtre LL (d’espérance 

égale 8 i) ; 
L’ 

iii) Ics variables altatoires AI. 42, ~ A,, SOIIL strictement pmit.ives et ont toutes la même densit6 égale 

sur 10. +XX?~ à la densité d‘u~le \fariatbie alCat,oire expnnentielle de paramètre X (d’rsphnce égale à ;>; 

iv) l‘espérance c’olnmllle des 4, est supérieure à celle des S, c’est-à-dire : ~1, > A. 

Pour tout entier naturel n 1101.1 nul, on note F,, la fonction de répartition de UT, et G,, relie de IV7,. On admet 

que F7, et G,, sont coiitiiiues sur 10. +zm[. 

Dans les trois prenlières questions de cette partie on considère un entier n au moins égal à 2. WI réel 2 positif 
ou nul et un réel h strictement positif. 

1) Justifier les égalités : r.‘,, = 0 si I4;,+i - A,, < 0 et r’,, = II,-, - A,? sinon. 

2) J ustifirr l’indépendance des variables aléatoires MTn- 1 et A, 

3) a) Pour ti)ut entier nat.urei k. justifier I’inégalit~ : 

puis l‘iiiégalité : 

b) Pour tout entier uat,urel k non nul. justifier l’inégalité : 



c) En déduire l’encadrement : 

.5) 

*OC 
-Ah 

J 

--cc 

e Xe- ‘“G 1 (x + s) ds < Ftl(z) < eXh 71-I. 
J 

Xeëx”G,,-I(z + s) ds 
0 h 

Soit z un rkl positif ou nul. En utilisant l’encadrement précédent. établir l’Égalité : 

c,(~) = 
J 
fm Xe-X”G,,-l (r + Y) ch 

0 

En raiso~maut de la ~nême fa<o~~ ou lnolltrerait el on admettra l’tgaiitk : 

J 
.i 

G,,(z) = pe-p”F,,-I(z - s; da 
ü 

On fait désormais, et jusqu‘à la fin du problème, l’h!yothèse que les fonctions J’,, et G,, sont ind+endantes 
de n et on note F et G les fonctions vérifiant. pour tout entier naturel n non nul: F = F7, et G = G,. 
On dit alors qu’on étudie la file d’attente en régime permanent. 

a) Pour tout réel z positif ou liul. éta.hlir I’égalitt : 

TO.2 
F(x) = Xe’” 

(J 

2 
e -” G(t) df - 

J 
e-” 

0 0 
G(t) df) 

b) 011 déduire, pour tout rkel 3‘ positif ou nul, I’bgalitC : 

e -‘“F(x) = F(O) - X J *e-” G(f) dt 
0 

J 
z 

a) h4ontrw que la fonction H : LI‘ +-- e-” G(f) df est de classe C’. croissante et bornée sur 10, +~XI[. 
0 

POII~ tout réel .C stricteirwltt positif, établir l‘égalité : xL(H)I:r) = L(Gj(.r + A) 

b) Montrer que pour tout rbel x \.6rifiant 3‘ > A) on ‘2 l’kgaliié : 

L(F)(r) = 2 - -&L(G)(r) 

7) Montrer que la fonction G est de classe C’ . croissante et borke sur [O. -1.x[. Pour tout réel .7: strictement 

positif. établir successivement les égalitts : 

8) a) Pour tout réel 

bj Pour tout réel 

G’(r) = -pG(z-) + pLF(x) et L(G)(z) = &L(F)(4 

vérifiant z > A. justifier l’égaiité : 

positif ou nul, en déduire l’égalité : 

c) Justifier que la fonction F admet la limite 1 en +x et en dbduire. pour tout réel .T positif ou nul, 
1’Pgalité : 

F(:cj = 1 - X e-tP-X)z 
P 

9) a) Montrer qrie. eii ri-gime pwmalwnt. le tenips passé dans la poste suit une loi exponentielle de paramirtre 
égal i 11 - X. 

1~) Oli suppcw qu’uni autre jour les arri\,ées des clients soiit en ~noyem~é deux fois plus fri-queiites et la durée 

de service deux fois plus rapide. Qur rle\~ie~me~~t. en régime pernla1wl~t. le temps moyen passé dans la 
poste par UII clieilt, rt la protJat)ilité d’he servi tout de suite ? 
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Mercredi  7 mai  2008,  de l4  h.  à l8  h.

Lo présenTotion, lo l is ibi l i té, l 'or ihogrophe, lo quol i té de lo rédoction, lo clorié et lo précision des roisonnements entreront
pour une port importonte dons l 'oppréciot ion des copres.
Les condidots sonT invités à encodrer dons lo mesure du possible les résultois de leurs colculs.
I ls ne doivent foire usoge d'oucun document :  l 'ut i l isot ion de toute colculotr ice et de tout motériel électronique est
interdite.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce problème sont supposées définies sur le même
espaceprobab i l i sé(CI , "4 ,P) .Sousréserved 'ex is tence,onnote  E(X)e t I l (X)  respec t ivement ,  l ' espérance
et la variance d'une variable aléatoire réelle X quelconque. Pour toute variable aléatoire réelle X
admettant une densité sur lR, notée f y, on note 2;ç I'ensemble des réels s pour lesquels la variable
aléatoire e"x admet une espérance, et on note (D7ç la fonction définie s'll Dy par : !D7ç(s) : E(e"x\,

On admet les résultats suivants :

o si deux variables aléatoires X et Y sont telles que Q;ç et Qy coïncident sur un intervalle ouvert non
vide, alors X et Y ont Ia même loi ;
. si rù est un entier naturel non nul, et X1, X2,. . ., X, des variables aléatoires réelles quelconques,

mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n - 1] et pour toutes fonctions réelles
c o n t i n u e s  g t e t g z , l e s v a r i a b l e s a l é a t o i r e s  g r ( X r , .  . , X o ) e t g 2 ( X o a 1 , . . . , X n )  s o n t i n d é p e n d a n t e s ;

o si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une
espérance, et E(XY) : E(X)E(Y).

f + æ  /  _ * 2 \
La fonction exponentiel le est également notée exp. On rappelle ar" '  

- /__ 
*t ( ;)  dr: J2n.

Dans tout le problème, U désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Prél iminaire

r+æ
On rappelle que, pour tout s de Dy,on a :O2ç(s) :  

/  
exp(sr)f  y(r)dr.

1. Soit a un réei non nul et ô un réel ouelconoue. 
r-æ

r*æ
a) Montrer que I'intégrale 

/ 
exp(-ar2)dr est convergente si et seulement si o ) 0, et vaut alors

Seule l 'uTi l isot ion d'une



/^+æ
b) Err dériuire que I'irrtégrale / exp(-ar2 i br)tlx est convergente si et seulenrent si a ) 0, puis

J - æ

2. a) Détermiter D1r; pour tout s de Du, calculer Oy(r).

b ) O n p o s e : Z : ( J 2 . É t u b t i .  q u e : D 2 : l - o o , f [ , r n o r r r . " r , à l ' a i d e d u t h é o r è m e d e t r a n s f e r t , q u e p o u r

tout réel s de D2, on a : QsQ) : (1 - 2s)-t/2.

3. Soit X une variable aléatoire réelle à densité, et soit /, et B deux réels quelconques.

a) Montrer qu'un réel s appartient àDpx+a si et seulement si ps appartient àDy,et que dans ce cas,

çn a:  Qpx+Ê(s)  :  exp(É")ox(p") .
b) On suppose que X suit une loi 7 de paramètre v, où u est un réel strictement positif.

Montrer que: Dy:l- oo,1[; pour tout s de Dy, établir la formule : ô;(s) : (1 - s)-". De même,
déterminer D2y ', povr tout s de D2y, calc;tler (Dzx(s).

Partie I. Loi du y2 centté

Soit r un entier supérieur ou égal à 1. On considère une variable aléatoire X, suivant la loi I de paramètres
/ ^  r \
\r,t), 

c'est-à-dire que X" possède une densité fiç" donnée par:

f -: l-..- x ri-.t "*p (-*) si r ) o
l x " ( r ) : \ z â r r ( ; )  - \  z /

( 0  s i c ( O

On dit que X, suif une loi du y2 (<chi deux>) centré àr degrés de liberté, et on note: X,,- y2(r).

1. Étudier les variations de fxo et tracer sa courbe représentative dans un repère orthogonal du plan.

2. a) Montrer que la variable aléatoire f suit une loi 7 de paramètre 
f,. nn déduire E(X,) et V (X.).

b) Détermine r D x. i pour tout s de D yl , calculer ôx" (s).

3. Soit n un entier de N". On considère n variables aléatoires indépendantes U1,U2,. . . ,Un de même loi
que U. Pour tout i de [1,n!, on pose : Zi:ry| .

a) Vérifier que X1 et U2 sont de même loi.
f t

b) On pose : Wn : D tn Quelle est la loi de probabilit é d,e Wn?
i : l

c) Déterminey Dw^, et pour tout s de D1ry^, exprimer Aw.(s) en fonction de s et de n. Établir une

relat ion entre Qsz.(s)  et  Qsr(s) ,  iDTr(s) ,  . . .  ,Qz^( t ) .

4. Soit T une variable aléatoire qui suit Ia loi normale centrée, de variance o2 inconnue, a étant un

réel strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal à 2, on dispose d'un n-échantillon indépendant,

identiquement distribué (i.i.d.), Tt,Tz,. . . ,7, de la loi de ?. On considère la variable aléatoire S, définie
1 f l

p a r : , S - : 1 5 - ? ? .
n - .

a) Montrer ol;"=; est un estimateur sans biais et convergent du paramètre o2.

b)  Soi t  ounréelvér i f iant 'O:" ,  (  1 ,  et  so i t  /co leréelst r ic tement  posi t i f  te l  que:  P( \W.2 k, l ) : l -o .

Montrer que I'intervalt" 
10, ff.| 

est un intervalle de confiance de o2 au risque a.



Part ie I I .  Loi du 12 décentré

Orr corisidère une suite (ùI i) j2t de variables aléatoires définies sur un espace probabil isé (Q,,4,,P),
mutuellement indépendantes, telles quc pour tout j de N*, Mj suive la loi normale d'espérance mi
(rn1 e R) et de variance égale à 1. 

n rL
Pour n entier de N*, on pose : Ç :l)U? et À, - D^?

J _ _ I  J : L

On dit que Yn suit une loi du y2 décentré à n degrés de liberté, de paramètre de décentrage \n, et on
note : Yn ', y2(n, Àn).

1. Dans cette question uniquement, on suppose que l'entier n est égal à 1.

a) Montrer les deux égalités suivantes : E(U3):0 et E(U4):3.

b) En déduire, en fonction de À1 ,les valeurs respectives de E(h) et de Z(Yr).

c) Montrer que : 2y, : l * oo, 11", er.Ut,., pour tout réel s de Dy,,laformule suivante :

Av , ( " )  =  ( l  -  2 { - t l z  "  " *o  ( ,  " ^ t=  
)

\ 1 - 2 s l
2. Soit n. un entier de N*.
a) Calculer E(Y^) et V(Y") en fonction de n. et À,.

b)  On admet que l 'on a:Dy^: l -oo,  
l I  ton.  tout  s  de 2y. ,  expr imer @y.(s)  en fonct ion de s,n et  À^.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (f), A,P), on considère une variable aléatoire X à valeurs dans IR admettant
une espérance E(X), et une variable aléatoire K à valeurs dans N. On note N6 I'ensemble des entiers
naturels È vérifiant P(lK : k]) > O, et on suppose que pour tout entier ,t de N6, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle P1r<=r], notêe E(X/K : k).
On admet alors l 'égalité suivante : (*) E(X): I E6/K: e)p([/{: k])

/c€Nr

Soit g I'application définie sur N par : g(k) : I E(X/K : k) si 't e N6
t o sinon

I. Vérifrcation de Ia formule (*) sur un exemple.

Soit (J')121 une suite de variables aléatoires définies sur (Q,,,4, P), indépendantes et de même loi uniforme
sur I'intervalle [0, 1]. Pour tout À de N*, on pose : Xp : 

rlï!n(a) 
; autrement dit, pour tout a.r de O,

Xp(u): max 4(ar). Soit K une variable aléatoire définie sur (Q,.A,P) qui suit Ia loi uniforme discrète1< i<k  '  '  '

sur [1, n\ (ne N-). On suppose que K est indépendante des variables aléatoires de la suite (Jr)n>t.
Pour tout a.r de O, on pose : X(u): 

,<R2rf-l 
J;(a), et on admet que X est une variable aléatoire définie

sur (C), "4,, P).

a )É tab l i r , pou r tou ten t i e r kde [1 ,n ]e tpou r tou t rée l r ,  l a re la t i on ,P6=x1 ( [X  (o ] ) :P ( [X r , ( r ] )

b) Déterminer la fonction de répartition F'76 de Ia variable aléatoire X.

c) En déduire que X est une variable aléatoire à densité, qui admet une espérance E(X) que I'on exprimera

en fonction d. )- , i , .
? .  k + l
Æ = l

d) Vérifier l'égalité (*) : E(X) : E(s6D.

2. Soit (Ui)i>t une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (U)>r, qui suit la loi de

\
Poisson de paramètre i strictement positif.



Pour n entier de N*, on pose : 11, : U? +Uî +...*UT*rx. On admet que fI, est une variable aléatoire

à densité à valeurs positives, et qrre Ds^: ] - *, * t

Soi t  s  un réel  de I  -  - , * t

a) Montrer que pour tout ,k de N, la loi conditionnelle de I/, sachant lK : k] est la loi de la variable
aléatoire Wn+2k définie dans la question I.3.b.

b) En posant : X : e"H^, déterminer, pour tout entier,t de N, I'expression de g(,k) en fonction de k.

c) Établir la formule survante :

E(s6D: (1- 2s)- ' /z r "*o (, ^"- 
)- " t  

l - 2 s )

d) En utilisant I'égaiité (*), admise au début de cette partie, avec X : e"Hn, déterminer la loi de I1,.

e) À I'aide de la question III.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 3, on a :

- / 1 \  ^ (  I  \" \ n ) : L \ , , _  2 + 2 K )

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal à 3. On suppose qu'un modèle aléatoire défini sur (CI,"4,P) comporte
p paramètres réels inconnus dr,. . .,0, non tous nuls. Un échantillon d'observations statistiques permet
d'exhiber des estimateurs û,. .^,îo ,un, biais des paramètres 0r,. ..do respectivement. On suppose que
les variables aléatoires 0!,...,do sont indépendantes et suivent une ioi normale de variance égale à 1.

D D

O n  p o s e  :  0  :  ( h ,  .  .  .  , 0 o ) , 1  :  @ r , .  .  .  , î ù ,  B o  : L î i 2  e t  b ,  : L g :
; -  I

On dit que Ie vecteur aléatoire 0 est un estimateur sans biais du paramètre vectoriel 0, et E(1) est alors
Ie vecteur d.

On définit le risque quadratiquescalaire d'un estimateur d* de d, noté R(0*,0),par:
p

R ( 0 . , 0 ) : E ( D @ ; _ r . ; ) r )
'  j=r

Dans cette partie, on cherche un estimateur d* de d, représenté par un vecteur aléatoire (0i,. . ., dj), dont
le risque R(0. ,0) est strictement inférieur à R(î,il.

1. Justifier que la variable aléatoire Bo suit laloi y2(p,bo), et qu'elle constitue un estimateur biaisé de bo.

/  r \  ^
2 . O n p o s e  0 * : ( t - ; f x d , o ù c e s t u n p a r a m è t r e r é e l s t r i c t e m e n t p o s i t i f . S o i t K u n e v a r i a b l e

\  b p /

aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre f .

- r 1 3  - r  

- - /  

2 K  \  . .a)  En admettant  que I 'on a :  E(+ )  
' .0 i  

? i l
x Dp -^ ' 

: E 
\, - '2 u 211/ ' 

établir l'éealité suivante :
J _ L

R@*,e) - R(î,0) : (c2 _ 2r(p- 2)) x E f- ^=)_ " r r  _ / , . . _  
\ p _ Z + 2 K )

b) Montrer que l ' inégalité: R(0*,0) < R(î d), est vérif iée si et seulement si :0 < c < 2(p-2).
Déterminer en fonction de p,la valeur de c pour laquelle R(0.,0) - R(î d) est minimale.
Comment s'écrit alors I'estimateur d* ?
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