M
Chambre de Commerce et d'Industrie de Parls
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS

Ecole des Hautes Etudes Conmmerciales
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2° EPREUVE
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-—
Dans tout le probléme, P est un plan affine réel ; P est le plan vectoriel associ¢ ; on note (A, B, M...)
— -
des points de P, (AB, ...) des vecteurs de P. Dans la troisi¢me partie, || || cst une norme euclidienne sur P.

PREMIERE PARTIE

—_— —_ e _— —_—
1° Si (AB, AC) est une base de P, montrer que (BC, BA) et (CA, CB) sont des bases de P.

2% Soit A’ (resp. B’, C’) le milieu de BC (resp CA, AB). Montrer que (A’B’ _'(’)') est une base de B.
Quelle est la matrice de changement de base de (AB AC) a (A’B’ ’C’) ?

3* Soit (¢, 8, V) € IR?, a+ P+ = 1, et M le barycentre de (A(2), B(%), C(y)).
Caleuler (2, £, 1) & [R® tel que o’ + £’ + ¢’ = 1 et que M soit barycentre de (A’ (@), B’ (%), C’(1)).
(On exprimera 2’ en fonction de a seul.)

4> On considére les suites de points (A, B,, C.), de nombres (z_ , &, v,), définis par Ap = A
(tesp. Bo =B, Co=C), A1 = A’ (resp. By = B/, Cy = C’), A, ., (resp. Bn“, C, 1) étant le milieu de
B,C, (tesp. C A,, A B.), a, + £, + v, =1 ettelles que M soit barycentre de (A (z,)), B, (2,), C (v ).
Déterminer une application f telle que, pour tout n & N :

an+1 = f (an); ﬁn-!-l == f(ﬁn); Tn%-l = f((n)

Déterminer l’ensemble des points M tels que (x,, 8,, v,) soit indépendant de n ; interprétation
géométrique. En déduire (2, £,, 1,) en fonction de n et de (o, £, 7) : on exprimera, d’une part 2, en
fonction de n et de « seul, puis 2, sous la forme 2, = au, + (€ + y) v,, ot (u,)et(v,) sont deux suites

ne dépendant que de n.

50 Retrouver les résultats précédents en démontrant lexistence des suites (u,)et(v,), en donnant des
relations permettant de calculer (u, ., v, ) en fonction de (u,, v,), puis en calculant, par la méthode de

T~ n
diagonalisation, la matrice l i g] . (Tous les calculs doivent figurer sur la copie.)

—1 1 1
6° a) Retrouver les résultats précédents en calculant H" en fonction de (u,, v,), ou H =[ 1—-1 1 ] :
1 1-1

explicitant d’abord le lien entre (2, Bus Ta) (@, B, 7) et H", on déterminera léquation caractéristique,
les valeurs propres et les vecteurs propres d’un endomorphisme de IR? de matrice I1 dans la base canonique,
puis on exhibera une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que D == P~1 H P ; on montrera
alors comment en déduire H®. (Ce dernier calcul n’est pas demandé.)

b) Calculer H® d’une autre maniére en posant [ = H + 21, en calculant E” pour n > 1, puis en

explicitant H® comme combinaison linéaire de L et de L

oou/ooo
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DEUXIEME PARTIE

10 Déterminer les coordonnées (x, y) du vecteur Iﬁﬁ dans la base (Xl;, A_C>) en fonction de (z, 8, Y).

2° Pour tout i € %1, 2, 3%, on se donne (éi, Bi, 1i)EMR® avec a; 4 B; + v; # 0; si M, est le
barycentre de (A(a;), B(3;), C(y;)), montrer que les points (M, M:, M;) appartiennent 3 une méme
droite si, et seulement si :

Xy Xa a3
By B2 Ba | =00
Ty Ya T3

30 Dessiner une figure formée de dix points, A, B,C, S, Q, R, 1, J, K, M, deux a deux distincts de P, tels
que les ensembles suivants A, R, Bl, {A,Qcl, {AMs], {RMi1cl, {QMLB}, {KBsc},
{R, 1, Sf, {Q, J, S},' %K, R, Q} soient inclus chacun dans une droite différente.

4% M étant barycentre de (A (a), B(3), C(1)), montrer que chacun des neuf autres points est barycentre
de (A, B, C) affectés de coefficients dépendants de (=, 8, 1) que 'on déterminera de maniére aussi simple
que possible (sans que leur somme, non nulle, soit nécessairement égale 4 1). On donnera les résultats sous
la forme d’un tableau :

M| ABCSQRIIJEK

5° Montrer que I J K sont alignés.

TROISIEME PARTIE

— — —_— .. , .
1° On pose a = ||BC||, b = |{CA||, ¢ = [|ABil. Donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur (&, 3, 7) pour que M se projette orthogonalement en A’ sur BC.

20 Retrouver ainsi, en déterminant explicitement («, 3, v) en fonction de (a, b, c), lexistence et
V’unicité d’un point M commun aux médiatrices de BC, CA et AB. '

3% Si M est, de nouveau, un point quelconque de P, calculer Hmilz en fonction de (a, b, ¢, 2, 3, Y).

Retrouver ainsi la condition du 1°

P, .. . — — — —
4° Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur (a, b, ¢) pour que MA + MB 4+ MC = 0,
ol M est le point déterminé au 2°. Interprétation géométrique.

REMARQUE : Les trois parties du probléme sont totalement indépendantes. Les notations des 1°, 2° et 3¢ de Ia
Premiére Partie sont utilisées dans tout le probléme.
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DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS

Ecole des Hautes Etudes Commerciales

CONCOURS D’'ADMISSION DE 1979

Composition de Mathématiques
2¢ EPREUVE

Mercredi 9 Mai 1979, de 8 heures a midi

PREMIERE PARTIE

1" Calculer les inverses des matrices réelles

2 1 2 2 —1 2 -2 1 2
A = 1 2 2 |, B=]1—2 2|, c . | -1 2 2
2 2 3 2 —2 3 —2 2 3

2" On note ‘M la transposéc d’une matrice M. Montrer qu’il existe une matrice unique J telle

ue 'J = J et que, pour tous les nombres réels x, y, 2
, ¥, 7,

X

X* o oy —z xyz}|J v

z

39 Montrer que l’ensemble des matrices réelles carrées d’ordre trois M telles que
‘MIM = J

est un groupe multiplicatif, que I'on notera G.

40 Montrer que A, B et C appartiennent a G.

DEUXIEME PARTIE

10 Montrer que si x, y, z sont trois entiers rationnels, les nombres
x* A4 yr— 2 4+ 2 (x+ 2 (y+a2)
et x* 4+ y*— 2z + 2 (x—2z2) (y—2)

sont des carrés d’entiers naturels.

20 Montrer que les relations
z,—x1 = y-+z zZi—Yi =X+ gz X, +yi—2z o xtytz

Y

sont équivalentes & une relation matricielle

X1 X
Vi = H y
Zy z

ol H est une matrice constante que l’on déterminera.

o-n/oo.
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On appelle triplet rectangulaire tout triplet (x, vy, z) d’entiers naturels sans diviseur commun
que 1 et tels que

30 aurre

_ z

montrer que l'un des triplets (x’, y’, z’), {—x’, y’, z’} ou (x’, ---y’,

1< 2’ <z —1.

7’y est rectangulaire et que l'on a

40 Imaginer un algorithme transformant, en un nombre fini d’étapes, par des produits martricicls comme

ci-dessus, un triplet rectangulairc quelconque, en (0, 1, 1).

50 Donner dix triplets rectangulaires distincts.

TROISIEME PARTIE
10 Soit E I’'ensemble des suites réelles (a ) telles que, pour tout n :
2,3 — 7ﬂn12 - 7an‘;1 —a, - 0.

Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 3 dont on déterminera une base formée d’applications
de la forme

2" Déterminer (a,) sachant que a. == 1, a; -« a: - 0. Calculer alors a_ ct a..
30 Déterminer (a,) sachant que a. -~ a; 0, a. !
4° Déterminer (a,) sachant que a. 0, a, Loa 0.

QUATRIEME PARTIE

On considére toujours la matrice A définie dans la premicre partie.

1Y Montrer que A¥ est combinaison linéaire de I, A et A2

2" Montrer qu’il existe trois suites (u ), (v ), (w ) telles que, pour tout n :

A" = u, 1+ v A+ w, A?

et que ces suites appartiennent a l’espace E défini au 1° de Ia troisiéme partie.
3Y En déduire une méthode de caicul de A",

4" Déterminer une injection f: [N — IN* telle que, pour tout n, f(n) soit un triplet rectangulaire.



Ecole des Hautes Etudes Commerciales

CONCOURS D'ADMISSION DE 1980

Composition de Mathématiques (4ﬁ)
’2° EPREUVE

INTRODUCTION

On étudie ci-dessous la fonction y d’une variable réelle, définie par :

y (x) = x—il—-\/12+1.

— 245

Dans la premiére partie on en construit la courbe représentative. Dans la deuxiéme partie on résoud
certains problémes relatifs 4 son intégration.

10

2(!

30

PREMIIRE PARTIE

a) Etudier les variations de la fonction u d’une variable réelle définie par :
u{x) — x* - 2 x* — 1.

b) Démontrer que 1’équation
ux =20

a une et une seule racine réelle xo, et que
4/3 << xg.
¢) Démontrer que 'on a plus précisément :
2 < xo < 3.

On construit par récurrence les suites réelles (x,) et (y,) en posaht :

pour n = 1, x1 =2,yy =13, et
1 . 1
pour n > 1, X, = —é—(xn_l + VYoot Yo ="VYp_1, siuf —2—-(x,,__1 + Va1 <0,

1 . 1
n= Xn_1, ¥n = 3 (X, 3+ ¥py), siul 7 xXp_ g + ¥Yup! > 0.

a) Calculer xs et y2, X3 et Y3, X, et y,.
b) Montrer que l'on a, pour tout n,
X, KXo K Y, .

¢) Démontrer que les suites (x ) et (y,) sont adjacentes.
d) Donner une valeur approchée de x, a 10—1 prés.
a) Quel est le domaine de définition de la fonction y citée dans Vintroduction ?

b) Calculer la dérivée y’ (x), et I’exprimer en fonction de u (x). /
A s r 4

c) Dresser le tableau de variation de y.
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40 a) Calculer le développement limité i Vordre 2 de la fonction y au voisinage de 0.

b) Quelle est la tangente au point (0, 0) de la courbe représentative de y ? Quelle est la position
de Ia courbe par rapport a cette tangente au voisinage de (0, 0) ?

5¢ Etudier les quatre branches infinies de la courbe représentative de y : existence d’asymptotes et
position de la courbe par rapport a celles-ci.

6° Tracer la courbe représentative de la fonction y.

DEUXIEME PARTIE

1° On considére les fonctions rationnelles A et B définies par

th 4t —t? — 1 6ttt 42t —¢2 —1
(2 — 2t —1) et B(t) = t? (t2 —2t —1)

A(t) =

a) Déterminer la partie entiére de A.

b) Quels sont les pdles de A ? Quels sont leurs ordres de multiplicité ? Donner la forme de la
décomposition de A en éléments simples et la forme de la décomposition de B en éléments simples (sans
calculer les numérateurs des éléments simples).

c) Sachant que la partie dé la décomposition de B relative.au péle 0 est
' 1 2,6
t

o

’

donner la décomposition compléte de B en éléments simples. En déduire la décomposition de A en éléments
simples.

d) Déduire des calculs précédents une primitive C de A.

20 On veut déterminer pour x > 1 une primitive de la fonction y citée dans I'introduction.

a) Soit I la primitive de y définie, pour a > 1 et x > 1, par

— Xz /2
I(x)~ﬁz_1\z + 1 da.

Effectuer sur I (x) le changement de variable :

1
2z=t—-T avec t > 0.

b) Exprimer I en fonction de C définie en 1c d) de la deuxiéme partie.
2
30 L’intégrale y (x) dx est-elle convergente ? Pourquoi ?
1

4% On considére 1’aire J (m) de la région du plan définie par les inégalités suivantes :
pn<x<m e x+1<y<y®,
ol m est un paramétre supérieur ou égal 3 la racine xo définie en 1o b) de la premiére partie.
a) Représenter J (m) par des hachures sur le graphique de la courbe représentative de y.
b) L’aire J (m) a-t-elle une limite finie lorsque m tend vers l’infini ?

¢) Calculer une valeur approchée de J(4) en utilisant la valeur approchée de x, calculée en 20 d)
de la premiére partie.
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Chambre de Commerce et d’lndustrie de Paris
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
heotnoe T SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS

Ecole des Hautes Etudes' Commerciales
CONCOURS D'ADMISSION DE 1981

« - i . Composition de Mathématiques
2* EPREUVE
Samedi 16 Mai 1981, a_'c 8 heures i midi

‘ . . P Lol

PREMIERE PARTIE

A tout a réel, on associe f, , fonction réelle d’une variable réelle définie par : f,(x) = —==—=,
; -~a

Soit B, 1a courbe représentative de f .
1 Indjque.r pour qucll.es valeurs de x, f;(x)'.e;t déﬁni‘?. .
2° Dresser, en fonction de a, les différents tableaux de vzri'ation Ae f; .
3% Etudier les branthes infinies de 5, .

4° Rechercher les éventuels points d’inflexion de @G,

. -
5o Trouver la courbe I' décrite par le point & tangente horizontale de 9, lorsque a varie.

6* Construire sur un méme graphique, avec des échelles appropriées (non nécessairement les mémes

sur les axes ox et oy), les courbes T, B_, , B, et G,.

DEUXIEME PARTIE

On considére la fonction g, , fonction réelle d'une variable réelle définie par : g,(x) = —/—1__——_—_7 .
v Vix—a
Soit @, "la courbe représentative de g, . ’

1° Reprendre, pour la famille des courbes @, , les questions 10 20 30 4o de la 1re partie.

Construire sur un méme graphique lcs courbes &J 1/ ,, @1' .

2° Déterminer le nombre de points d’intersection de la courbe @1 et de la droite d’équation y =
Donner une valeur approchée, 3 10 —~1 prés par défaut, des abscisses des points de .@, d’ordonnées

A=1letr= 4 respectivement.
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TROISIEME PARTIE

a

+ >0
f £, (t)de diverge. T e A . . . L
a

20 Déterminer deux réels @ et 3 tels que

x
1o Démontrer que, pour tout x> a, lintégrale f f,(t)dt converge. Démontrer que l'intégrale

lim VX (ax+8) ] =
et | Vioa

+ >0
Quelle est la nature de lmtégralef [

tement supérieur 3 a et 3 0?

— \/ (ax+,s)] dx, oi A est un réel stric-
\/x —a

. Y~ e '
30 Déterminer un réel ¥ tel que Vintégrale f [ ~Vx(ax 4+ B+ I ) ] dx soit
Vx—a x

convergente.

n g
4o Calculer I f ) —— dx, pour n entier strictement supéncur au paramétre a.
2 \ x—a e e - A »

. k*
50 Soit §_ = ———— ot N est un entier strictement plus grand que
n plus g q

4a M
Vice 3 I ontrer que

k=mN+1
lim S, = + °. Etablir la double inégalizé :

a—4- 0

gy — I = Sa =1, - I

n+1
En déduire un équivalent de S, quand n tend vers + »o.

1 1 — —_
6° On pose T, = — ,etu =——-_—-2(\/k+1—\/k).
: Ve k- \/I

Montrer que la série de terme général u, est convergente.
-]

Calculer 2 u, et en deduxre que T, est équivalent 4 2yn quand n tend vers 4 >. .

k=1

7¢ On poseV —Zk\/k et W = 2 \/k

k=1

1 — 1 .
En utilisant la définition des intégrales f x\/x dx et f \/x—_ dx par les sommes de Riemann, trouver
0 0

n
3n

lim
a—+-4-> n

8o Retrouver, i laide des questions 3o 60 7° de la 3me partie, un équivalent simple de S, quand n tend

vers o .



Ecole des Hautes Etudes Commerciales

CONCOURS D'ADMISSION DE 1982

Mathématiques |l

TOUTES OPTIONS
Samedi 15 Mai 1982, de 8 heures & midi

( La présentation, 1’écriture et l’orthographe ont leur part dans la note.)
Dans tout le probléme, on désigne par A un nombre réel strictement positif. Le symbole In représente le

logarithme népérien.

PREMIERE PARTIE

1°) Soit 9 la fonction numérique définie sur 10, 4 >o[ par la relation

@ (x) =lnx—-—xl?‘

a) Etudier la variation de 9. Construire la courbe représentative de 9.

b) Montrer que 1’équation 9P(x) =0 admet une solution et une seule. Soit a cette solution.
c) Montrer que 1 < a <€.

d) Déterminer l'entier naturel k tel que 10~ 3k <<a < 10— 3(k + 1).

2°) Soit f; la fonction numérique définie sur ]—2, +e<{ par la relation

f)\(x) = H;x —aln ()\"‘}'X).

a) Montrer que 1’équation f;(x)=0 admet une solution et une seule. Soit x, cette solution.
b) Montrer que 1 <A +1x,.

c) Montrer que A+ Xx; admet une limite lorsque A tend vers 4+, et calculer cette limite.

DEUXIEME PARTIE

Soit g, la fonction numérique définie sur ]—2,+o<[ par Ia relation

g,0 =€ " MInx+ ).

10) a} Calculer la dérivée 8; de g,. A l'aide de la premiére partie, déterminer le signe de g)'\(x).

b) Dresser le tableau de variation de g,. On pose y, =g, (x,).

c) Calculer g)’\(O). A l’aide de la premiére partie, déterminer le signe de x; suivant la position de A

par rapport 2 .

— 94—
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d) En calculant gx(—%), trouver une minoration de Y3

¢) Montrer que x, et y, admettent des limites (finies ou infinies) lorsque A tend vers -+ .

Déterminer ces limites.

2% Dans chacun des cas A =1 et A =5, déterminer 1’élément Py de Z

1
Ps Py+1 Pyt—3
tel que 106 S5 < "o~ calculer g, TRA

30) a) Construire sur un méme graphique les courbes représentatives de g . €t g; . On prendra la méme

unité sur les deux axes et on ne dessinera que les points des courbes dont les coordonnées sont comprises
entre —5 et 5.

b) Montrer que ces courbes ont un point commun P et un seul. (On pourra considérer la fonction h
définie sur [0, +>o[ par la relation

h(x) =€4XIn(x+ 1)—In(x +5)
et étudier la variation de h.)

¢) Déterminer des valeurs approchées des coordonnées de P i 0,1 prés.

TROISIEME PARTIE

Pour tout entier naturel non nul n, on considére l’intégrale

o _
I =f ¢ ™ Inn+4x)dx.
0

10) a) Montrer que l'intégrale I, converge.

b) Montrer que

Inn +> e ~hX
— —_—dX.
In n +./; n(n+x) 8

En déduire que
Inn < In n+_1_.
n KIp<- n n3

c) Montrer que

In n nf{l0 e~ DX Inn,6 10 1 ~n/10
In}-—n—'f"/; Py dx>=> a +ﬁ;?(1—c ).

20) En déduire une valeur approchée 15' de I 2 0,001 prés.

FIN
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Ecole des Hautes Etudes Commerciales 1983

CONCOURS D'ADMISSION DE 1983

Mathématiques ||
TOUTES OPTIONS

ATTENTION : la présentation, l'écriture et l'orthographe ont leur part dans la note.

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par fn' p, et hn les fonctions numériques
définies sur R par les relations
1 x X2

f (x) = ———m————————, g (x) = ——"n— h (x) = ————on .
n (1 + x + x)" " (1 + x + x)" n (1 +x + x)"

I. l. Etudier la variation des fonctions fl' g, et hl' Dresser les tableaux de variation

de ces fonctions. Construire leurs courbes représentatives dans un méme repdre orthonormal.

2. Déterminer les nombres de points d'inflexion de ces courbes (ce qui revient 3 d&terminer
les nombres de points ol la dérivée seconde s'annule en changeant de signe). Calculer les

coordonnées des points d'inflexion et les pentes des tangentes en ces points 2 1072 prés.

11. On pose

1 1 1
In = JO fn(c) dt , Jn - JO gn(t) de , L Jo hn(:) de.

|. Montrer que, pour tout élément x de [0,1],

I - x & ! < !

1 + x + x2 I + x

2. En déduire que, pour tout entier naturel n tel que n > 2,

1 i
< In <
n + 1 n -1

Trouver un équivalent simple de In. (On dit que les suites (un) et (vn) de nombres réels

Yn tend vers | si n tend vers +«),

v
n

strictement positifs sont &quivalentes lorsque le rapport

3. Pour tout entier naturel n tel que n » 3, calculer les intégrales

| |
J el -)" de et J < dt
0 0 + ot

Trouver un équivalent simple de JnA

4, Pour tout entier naturel n tel que n » 4, calculer les intégrales
1 i 2
I e2(1- )" de et Jf ———E—n dt
0 0 (1 + 1)

Trouver un équivalent simple de Kn’

R SN



Chambre de Commerce et d’industne de Pans

DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT

SERVICE DES CONCOURS ET EXAMENS

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

CONCOURS D'ADMISSION DE 1984

Mathématiques 11
TOUTES OPTIONS

Samedi 12 mai 1984, de 14 heures a 18 heures

ATTENTION! La présentation, l'écriture et l'orthographe ont leur part dans la note.

Soit a un elément de R, .

1. On désigne par E, 1'ensembie des sultes réelles u = fu)  satisfalsant a 13 relation de
recurrence :

(1) ‘tu" ou n € N.

R 6(1 » a)umz - (1 . lm)um1 u,

1. 3a) Montrer que Ea est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites réelles.
b) En considérant 1'application de E, dans R’ qui 3 toute sulte u associe ("0'u1'u2)' calculer

la dimension de Ea'

2. a) verifier que l'espace vectoriel K des suites constantes est inclus dans Ea'

b) Soit u un élément de £, On considere la suite v = (v ) definie par la relation:

n‘neN

=y - Y .
n net " Yn ouneR

Etablir une relation de récurrence (2) satlsfaite par v, relfant Yne2' Vnet et v .
c) On designe par Fa 1'ensemble des suites réelles satlsfalsant a la relation (2). Montrer que

v

Fa est un sous-espace vectoriel de Ea'

Déterminer une base de F,- On sera amené a distinguer trois cas: Ogact,a=1,a> 1.
Dans le premier cas, on posera a = cos 8, avec 0 < 0 < %; dans le dernier cas, on posera
a=ch 8, avec 8 > O.

d) Montrer qu'il existe une valeur ao de a et une seule, que 1'on calculera, pour laquelle K
est i{nclus dans Fa'

e) On syppose que a # - Montrer que Ea est somme directe de K et de Fa' En deédulre, dans
chacun des trois cas envisagés au c), une base de Ea'

contient la suite de terme général u_ = n. En déduire une base de E
0
3. Soit u l'élement de Ea déterminé par les conditions Initiales:

120 u2:|.%\/|a'-1|.
Calculer u, en fonction de n. (On discutera sulvant la valeur de a.)
Etudler la convergence de u, et calculer la limite de cette sulte, lorsqu'elle existe.

f) Montrec que Ea

R Y FY T u

-2-

{1. On désigne par H)(C) L'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 a coefficients complexes

et par I, la matrice unite de MJ(C).

3
On donne la matrice carrée suivante, considérée commec élément de HB(C) :

0 1 0
M= 0 0 1

1, 1

& a s a+

1. Calculer le polyndme caractéristique de M:

SH(X) = det(XlB - M).

Calculer les valeurs propres, réelles ou complexes, de la matrice M. Lorsque a / 1, on

exprimera ces valeurs propres a 1'alde 'du nombre 8 introdult dans ta partle I.

2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la matrice M est dlagonallsable sur le corps C.

Lorsque M est dlagonalisable, trouver une matrice carree inversible P telle que la matrice

0=p""HP solt diagonale. Expliciter D.
n

n
3. Pour tout polynome Q = Z a x¥ on pose Q(M) = Z 3 ¥ avec la convention Mo = 13.
k=0 k=0

On admettra que, pour tout couple (QI'QZ) de polynomes, (OIQZ)(") =z Q'(H) QZ(H); on admettra
aussi que 6"(H) = 0.
Solt n un nombre entler naturel. Montrer qu'il existe un triplet (cn.sn.yn) de nombres réels
et un seul tel que:

[T cnnz . BnN ; YnIB'
Expliciter ce triplet dans chacun des cas a = % et a = 1.

Dans ces deux cas, retrouver le résultat de la question I 3.

N
IJ
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Pour tout couple (g, 7) de nombres entiers naturels non nuis tel que g < r, on note:
1 1 1

la somme des inverses des nombres entiers naturels consécutifs de g & r (cette somme se
réduisant 3 1/q si q = 7).
L Soient u = (1), 5, ¢t v = (v), » ; les suites définies par les relations:
1 1
uy=l+-+..+-—Inn
2 n

u_-1+§+...+'-1'-1n(u+1').

1. Etudier le signe des fonctions @ et y définies sur lintervalle ] — 1, + o[ par les
relations:
x

+x'

p(x)=ln(l+x)—x et ¥(x)=In(1 +x) =

2. Montrer que la suite u est décroissante et que la suite v est croissante.
3. Montrer que les suites u et v convergent vers une méme hmxte a (qu'on ne demande
pas de calculer).
4. a) Déterminer un nombre entier n, tel que la relation n > n, implique:
la - Uy~ 1' S 10' z.

b) Calculer une valeur approchée de a i la précision 10~ !,
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IL Une entreprise doit recruter au plus un employé a choisir parmi ncandidats, ou n > 5.
On suppose que ces candidats peuvent étre classés, sans ex aequo, selon leur valeur. Ils
sont entendus, I'un aprés ['autre, par le directeur, lequei doit décider immédiatement, 4
la fin de chaque entretien, d’engager ou de refuser le candidat (qu’il ne peut donc
comparer qu’aux candidats préalablement entendus et refusés).

L’ordre de passage des candidats est supposé aléatoire, les différents ordres de passage
possibles étant pris équiprobables.

Le probiéme a pour objet I'étude de la procédure de choix suivante: on commence par
se donner un seuil, c’est-a-dire un nombre entier s tel que 2 € s< n. On entend d’abord
les s — 1 premiers candidats qu'on refuse systématiquement, et qui constituent un
échantillon servant a fixer le niveau de qualité du recrutement : on engage le premier des
candidats a se présenter ensuite qui se révéle meilleur que les s — 1 candidats de I’échantil-
lon. (Au cas ou il ne s’en présente pas, personne n’est engageé.)

On note 9,(s) la probabilité pour que soit engagé de cette fagon le meilleur des n
candidats.

1. On note E,, ol 1 < k < n, I'événement: «le meilleur des n candidats est le k-iéme a
se présenter», et F, ,, ou s <k <n, I'événement: «le meilleur des k — 1 premiers
candidats est parmi les s — 1 premiers a se présenter».

a) Calculer les probabilités P(E,) et P(F, ) des événements E, et F, ,, ous < k < n
b) Calculer E, N F, ) et en déduire que:

0,(5) = ’:l( LIS SR, l‘ )

¢) A Paide des résultats de la partie I, s étant fixé, trouver la limite de 8,(s) lorsque n
tend vers + oo.

2. a) Calculer la probabilité pour qu’on ne recrute aucun candidat.

b) Pour tout nombre entier j tel que s < j < a, calculer la probabilité pour que le J-u:me
candidat qui se présente soit recruté.

¢) En déduire la loi de la variable aléatoire X égale au nombre des candidats qui auront
été entendus a la fin de la procédure, et montrer que X a pour espérance:

E(X)-(s—l)(-l—l+ i+ 4-”_1l + 1).

II.1. a) Ecrire Pexpression de 8,(s + 1) — 0,(s), od s € n — 1, & Paide de la formule
. 1. b) et en déduire qu’il existe un nombre entier naturel s, et un seul appartenant a
Fintervalle [2,n — 1] et tel que, pour tout nombre entier naturel s appartenant a (2,n],
8.(s) > 0,(9).
On admettra & cet effet que, pour tout couple (g, r) de nombres entiers naturels vérifiant
t<g<r

LIS SIS Y

q g+1 r
On montrera que le nombre 3, est caractérisé par la conjonction des relations:

1,1 i+ !
s, S, +1 n-1

<1l

b) Calculer sy 3¢y 37 et 33.
¢) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n tel que 23 S, soit s, . = 3, soit
sy =1 +s,.
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2. a) Montrer que, pour tout nombre entier g strictement supérieur 4 1,
1 1 1 1
+ ot —>=
q+1 q + 2 2q 2

et .
1 1
+ +
q+1 q+2

b) En déduire que:

3. @) Montrer que:

im (st )=t
A" +@m s.-l 3. n-l

En déduire la limite de 0,(s) lorsque n tend vers + co.

. 3 = 1
b) A Paide de la partie I, montrer quc'

m( 8,(s) —In )so.
A=+ 3." .—l

¢) En déduire la limite d¢ 2 lorsque n tend vers + co.
s,

En conclure que:
- lim 6.(:.):- .

s=+®

4. Application numérique. On suppose que n = 300. A Taide des résultats précédents,
déterminer rapidement une valeur approchée (on ne demande pas d’évaluer I'erreur
commise) :

a) Du nombre s qu'il faut choisir pour avoir Ia probabilité la plus grande de recruter le
meilleur des 300 candidats;

b) De cette probabilité;

¢) De I'espérance de la variable aléatoire X définie dans la question I1.2 ¢).

9. + l(’a + x)

0.(s)
a) On suppose que s, , , =3, . Montrer que:

e, <1

S.Onposea. =

b} Soit f la fonction définie sur I'intervalle (0, 1] par la relation:
x4+
s, n n
n+l s,—1 X+ 1
5,—1

f(x) =

Montrer que la fonction f est croissante. En déduire que le résuitat de la question a)
reste valable dans lecasoi s, ., =1 +3,.

6. A T'aide des résultats de la question IIL3, montrer que, pour n suffisamment grand,
Pégalite s,,, = 1+s, implique s,,;=3,4,.
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PROBLEME

L’ objet du probléme est de décrire et comparer deux méthodes de détection de pannes.
On se place dans la situation suivante : on considére un ordinateur comprenant un
ensemble C de n circuits inlégrés, ob n22, €t on suppose qu'une panne a endommage
un circuit et un seul. On note ¢, €3, ..., €, CeS circuits, ol c, est le circuit défectucux.

Dans la partic 1, on éludic une méthode de tests par paquets quelconques de circuits.
Dans la partie 11, on évalue I'espérance du nombre de tests nécessaires pour détecter la
panne par cette méthode et on compare celle-ci avec une méthode de tests ou les circuits
sont pris un i un,

1. ‘Tests par tirages de paguets de circuits, avec remise

On note Q Pensemble des parties de C. On tire au hasard et de fagon équiprobable, par
un procedé adéqualt, des parties de C, c'est-a-dire des éléments de Q(y compris la parlie
vide). Pour tout élément G de Q, on note G le complémentaire de G dans C.

1. Soit 4 une partic de C de cardinal r, o8 0<r<n.
a) Déterminer le nombre de partics de C ne rencontrant pas A.
b) Déterminer le nombre de partics de C contenant 4.

2. On tire un elément G de 2.
a) Calculer la probabilite d’obtenir une partie donnée B de C.

b) Soit A unc partic de C de cardinal r, od 0<r<n. Calculer fa probabilité pour que
G conticnne A,

¢) Soit ¢; un élément de C distinct de ¢,. On suppose que ¢, apparticnt a G; calcuier
la probabilite conditionnelle pour que ¢, appartienne a G.

3. Soit 0, I'ensemble de parties de C contenant I'élément c,. Soit h un nombre entier
naturel non nul. On tire, successivement et avec remise, h éléments B,, B,, ..., B, dc Q.
Une technique permet de tester un ensembie de circuits et de savoir si le circuit défectueux
se trouve parmi cux. Pour chaque entier i appartenant a Uintervalle[ 1, h), on teste le
paquet B, On pose G;= B, si B, conticnt le circuit défectucux ; dans le cas contraire, on
pose G,= B, Ainsi, G, est un éicment de Q,. On désigne enfin par D, lintersection des
parties G,.

wded
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a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel j tel que 1<jsn—1, la probabilité
. . , L
pour que ¢, appartienne 4 D, est égale & >

b) Plus généralement, soit E unc partic de C de cardinal r ne contenant pas I'élément .
Calculer la probabilité pour que D, contienne E.

¢) En déduire que les événements ¢,eD,, ol 1<j<n—1, sont mutuellement indépen-
dants et qu'il en est de méme pour les événements ¢,¢ D,

PUh=h»=O—§y”

d) Prouver enfin que :

11. Etude du nombre de tests nécessaires pour détecter la panne

1. Pour tout nombre entier naturel k, on pose :

a-1

a) Montrer que Papplication qui & tout nombre entier naturel non nul k associc
a,_ , —a, définit une loi de probabilité sur N*.

b) Déterminer la fonction de répartition associée a cette loi; construire sa courbe
représentative lorsque n=3.
2. On conserve la procédure de la question 1. 3, mais le nombre de tirages n’ est pas
fixé ; pour tout nombre entier naturcl non nul &, on note D, I'infersection des partics
G,,G,,..., G,
On considére une variable aléatoire X,, & valeurs dans N*, qui prend la valeur 1 si
I'événement D, ={c,} esl réalisé, la valeur k, 00 k22, si I'événement D, = {c,} est réalisé
el si 'événement D, _, ={c,} ne l'est pas.
(Une telle variable aléatoire représente donc le nombre de tests nécessaires pour détecter
le circuit défectueux.)

a) Pour tout nombre entier naturel non nul k, calculer la probabilité de I'événement
X, <k.

b) En déduire que la loi de probabilite de X, est celle qui a été définic dans la
question 1. a).
3. ) Montrer gue, pour tout nombre entier naturel non nul s fixé, la séric de terme

- 1
général (57,) est convergente.
En déduire que la séric de terme général (a,) est convergente.

b) Montrer que la variable aléatoire X, admet une espérance et que :

+@

E(X)= Y a.
L=0

A cet effet, on pourra calculer :

L] o1
lim ( k(a,.,—a)- Y a,).
T

gt k=0

4. On sc proposc d'évaluer E (X,) en comparant la série de terme général{a,) & une
imégrale. A cet cffect, pour tout nombre entier nature! non nul p, on pose :

un:rLUMLoﬁLm=hﬂ—fM
[]

+®
a) Montrer que Yintégrale I,= J- J,(1) d1 est convergente.
0

(On pourra développer (1 —¢™%)%.)
b) Calculer une primitive de la fonction f,,, —f, sur intervalic[0, + oo [. En déduire
la valeur de I, , — I, Montrer [inalement que :
1 1 1
Loy=t4—+-4. +—.
2 3 n-—|

¢) Moatrer que, pour tout nombre entier naturel m>2 :
=ttdr 1 _[" dt
—<-< —.
- t m m-1f

Inngl,_,<l+In(n-1).

En déduire que :

Calculer lim -224,
et VB

d) Soit g, la fonction numérique définic sur{0, + oo | par la relation :

1 n-
g,(u)-—-l—(l—;) .

En étudiant la variation de g,, montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul & :

k
[T
k-1

¢) Montrer que, pour tout nombre entier naturel g2 2 :

g wdu<ga, _,.

] . q-1
hX a,sj g.(wdug Y a,
k=1 ° A-0

En effectuant le changement de variable 1 =u In 2 dans cette intégrale et en passant 3 la
limite dans I'encadrement précédent lorsque ¢ tend vers + oo, monirer que :

E(X)-1< 1<k (x).
In2

J) Déduire des résultats des questions ¢) ct €) un encadrement de E ( X,) et déterminer
. E(X
la limite de ELX) In2.
Inn
5. On teste maintenant les circuits ¢; un par un, en les tirant de maniére équiprobable et
sans remise. On désigne par Y, le nombre de tests nécessaires pour détecter le circuit
défectueux.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y,.

b) Caleuler Yespérance de Y,

,
"

6. a) Calculer 1a limite de lorsque n tend vers + 0.

.: »
b) Griace a I'encadrement obtenu dans la question 4. f), comparer £ (X)) et E(Y,)
lorsque =100, puis lorsque u=1000.
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L'étude simultanée de deux variables statistigues X et Y a permis d'obtenir les trois
observations suivantes :

(x;y=0,y,=0), (x;=1,y2=1), (x,=-2,y,=0).

Dans un plan rapporté a un repére orthonormal, on représente ces trois observations
par le nuage de pomts: M,(0, 0), My(L, 1), My(-2.0).

PARTIE I

L'objet de cette partic est d'étudier par différentes méthodes 'ajustement du nuage
(M,, M, M) par unc aroute.

On désigne par & une direction donnée du plan et par D une droite non paralléle 2
§ d'équation y = ax - b.

On projette les points M,, My, My sur D dans la direction 5. On note my, m,, m, les
points obtenus (pour 1 =i = 3, m, est donc l'intersection de la droite D avec la droite
de direction § passant par M;).

1) Dans cette guestior. la direction & est celle de I'axe des ordonnées Oy. On cherche
la droite D rendant mummaic I'expression :

f(ﬂ, b) - M,m, -+ M:ml + M;”l;.

a) Calculer les distances Mym,, Mymy, Mym,.
b) Le nombre rée! b est fixé. En distinguant trois cas suivant la position de
b par rapport & g , representer graphiquement la fonction ¢ définie par la relation :

o(x)= |26 =b| + |z +b-1].

- b
Montrer qu'elle passe par un minimum pour x = - .
L

valeur possibie pour f(a, b). Tracer la droite D; d'équation y = a,% + b,.
2) Dans cette question, la direction & est encore celie de I'axe des ordonnées. On
cherche la droite D rendant minimaie I'expression :

2(a, b) = sup (Mymy. Mymy, Mym,),

od sup (Mymy, Mymy, Mymy) désigne le plus grand des trois nombres réeis M,m,,
M,m,, M,m,. !
a) Représenter graphiquement sur une méme figure :

— lensemble E, des points M(x, y) du plan tels que |y| :%;
— lensemble E, des points M(x, y} du plan tels que {y - 2x| ‘%;

— Tensemble E; des points M(x, y) du plan tels que |x+y - 1| =< % .

En déduire I'ensembie E, N E, N E,.
b) En déduire Texistence et I'unicité d'un couple (a,, b i ;

. 2, by) conduisant & la plus pet
valeur possible pour g(a, b). Tracer la droite D, d’équation y = axx + b,. pius petlle

3) Dans cette question, la direction 5 est toujours celle de I
) ax
cherche la droite D rendant minimale I'expression : ? (s ordonnées. On

h(a,b) = (Mx""l)z + (Mz"'z)z + (Ma""s)z-

Le nombre réel a étant fixé, montrer que la fonction b w—s A i
' : . a, b) admet i
un point unique que I'on précisera. (e.b) o v minimum en
:‘.:s q::!uu'e l‘e;x(ster;c)e ;t T'unicité d'un couple (a,, b,) conduisant & Ia plus petite valeur
sibie pour h(a, b). Tracer la droite D, d' i - i
D -ainsi obienuc? ; d'équation y = ayx + by. Quelie est la droite
4) Dans cette question, m est un nombre rée} donné et 'on suppose a ¢ m. La direction

& est celle de la dloue d équano" y = mx, O" Chclchc .a lel!c D le"daﬂt minimale
ni.

hm(a,b) = (Mymy ) « (Mym, )} + (Mymy ).

:) Eaeltculcr les coordonnées de m,, m,, m,. Exprimer h,(a.b) en fonction de
R m.

b) Le nombre m est fixé et différent d= 3
i
Le nombre réel a ¢tant d i
e pombr: onné, pour quelie vaieur de b la fonction b — h,(a, b)est-elie

En déduire que £ _(a, b .
6 déinie par - m{a,b) prend la plus pette valeur possible lorsque la fonction

-
0(a) =& —4a+1
te ~m)

est minimale. Etudier la variation de la fonction 6. Tournez la page S. V. P.

LI EW—-aUunwwo
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En déduire I'existence et I'unicité d’un couple (a,, b,) conduisant 2 la plus petite valeur
possible pour A, (a, b). (On explicitera g, et b, en fonction de m.)

¢) Etudier I'existence d'une telle droite D, dans le cas ol m = % .

PARTIE 11

Dans toute la suite, My(x,, y,) désigne un point du plan associé 4 une observation
supplémentaire des variabies statistiques X et Y, et I'on étudie les modifications
apportées par ¢ce nouveau point au coefficient de corrélation et & la droite de régression
de Y par rapport & X du nuage (M,, M, M,).

1) Soient p et p (My) les coefficients de corrélation respectivement associés aux nuages
(M), My, My) et (Mg, My, My, M3).

a) Calculer p en précisant les formules utilisées.

b) Caiculer p (M,) en fonction de x4 et y,.

¢) Pour tout nombre réel k, on considére les points £, et F, de coordonnées respectives
(5+k,k)et (5+k, -k). Soient a et B les fonctions qui associent respectivement au
nombre réel k ies nombres p (E,) et p(F,). '

Montrer que a et § sont continues sur R. Calculer e (0) et B (0). Déterminer les limites
lorsque & 1end vers + @ de a(k) et de B (k).

En déduire que, pour tout nombre réel r appanenant a l'intervalle |- 1, 1], il existe au
moins un point My tel que p (M,) = r.

Existe-t-il un point Mg te! que p(Mg) = 1, ou tel que p(My) = = 17

2) Soit D une droite d'équation y = ax + b.

a) On suppose que 3b -a- 1 « 0. Montrer qu'il existe un point My et un seul tel que la

droite de répression 4 du nuage (M, M), M,, M;) de Y par rapport & X soit
D.

b) On suppose que 3b—a~-1=0 et que (a,b) % (-2 3 ) Montrer qu'il n'existe

7'7
aucun point M, tcl que 4= D.

2 3 . . .
¢) On suppose que (a.b) = ( z '7 ) . Déterminer l'ensembie des points A, tels que

4 = D. Retrouver ce résultat sans calcul.
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sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanuméri-
ques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompa-
gnement et de format maximum 21 cm de long x 15 cm de large .

Le but du probléme est I'étude des réalisations de trois « face » consécutifs dans une
suite de parties de pile ou face, ce qui fait I'objet de la partie lII. A cet effet, on
s'intéresse tout d'abord dans la partie I aux puissances de deux matrices, puis, dans la
partie II, au comportement asymptotique d'une suite.

La répéiition d’un méme événement dans une suite de tirages indépendants constitue un
modeéle commode pour l'étude de certains problemes de gestion, notamment de
réapprovisionnement des stocks.

Partie I 1111 1110
, M= 11001 N1 [1000
On considere les deux matrices M et N suivantes : 210100 210100
0010 0012
1. Calculer M3, M?er M*. En déduire la relation : aMi-2M’ - M*~-M =0 )
2. Calculer N°, N*et N*. En déduire la relation : BN - 12N* 42N e N+l =0 )
Partie LI
On étudie dans cette partie la suite (g,),,.;telleque: g, =¢, =0, g3 = % et vérifiant  pour a1 la relation :
8qn03=4qn01+24n41+qn (3)
A cet effet, on considére la fonction 8 suivante, définie sur R par: 8(x) =8 —4r?_2: -1

1. a) Etudier et représenter graphiquement la fonction g.
b) En déduire que I'équation g (x) = 0 admet une racine réelle 7 et une seule.
2. a) Donner I'équation y = ¢ (x) de la tangente en x = 1 & la courbe représentative  de g. Calculer la racine p de I'équation
i’ . F4 (X) = 0.
b) Calculer g (p)et g (p —0,01). Donner un encadrement de r d’amplitude 0,01.

3. a) Montrer qu'il existe un réel a et un seul, que I'on exprimera en fonction de 7, tel que, pour tout réel x: ,

g(x)=(x-r) (8x2+ax+%)

b) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet, outre la racine réelle r, deux racines
complexes z et ¥ (que l'on ne cherchera pas i expliciter). Evaluer le produit
2. ¥ de ces deux racines. Exprimer |z| en fonction de r et prouver que [z]| <.

TSVvP
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4. Soit E I'ensemble des suites réelles ou complexes (u,),,, vérifiant la relation
suivante, pour tout entier naturel non nul n: Buy,3=du, 3+ 2u,,  +u,
a) Montrer que les suites (a1 Enm1e (T ani appartiennent a E.
b) On considere le systéme d'équations : ar+Bz+vZ=0
arl+ Bzi+ vy’ =0

ar+ 823+ Y i S%
1

8l +art+s
Prouver que B = y. (On ne demande pas d’expliciter B et v.)

Montrer que : a = » Ol a est le réel introduit dans la question précédente.

¢) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n: Gh=ai"+B8z"+ 57‘ et |9a = @ rle 218l
(@2

d) Etablir que : q"~ a r" quand n tend vers linfini. Calculer: lim

5. a) A raide de la relation (3) définissant (g,), donner un algorithme permettant de
calculer g, pour k < nn et obtenir ainsi des valeurs approchées de g, pour k = 15 (que

I'on donnera avec six décimales), puis du quotient % (avec quatre décimales).
f

b) En procédant comme dans la question 2, donner un encadrement de r d’ampli tude 0,000 1, puis une valeur approchée de a.

Partie 11

A On effectue une suite infinie de pile ou face avec une pitce équilibrée. Pour tout
entier naturel pon nul n, on considére la variable aléatoire Y, prenant pour valeur :

0 si le 2™ jet a amené « pile » ;

1 si le 7*™ jet a amené « face », celui-ci étant le premier, ou le quatriéme, ou le
septidme...., ou le (3k + 1)*™,... «face » obtenu depuis le précédent « pile s (ou
depuis le début du jeu si « pile » n'est pas encore sorti) ;

2 si le %™ jet a amené « face », celui-ci étant le deuxidéme, ou le cinquime, ou le
huititme,..., ou le (3k +2)*™,... «face » obtenu depuis le précédent « pile » (ou

depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti) ;
3 si le A*™ jet a amené « face », celui-ci étant le troisigme, ou le sixiéme, ou le

neuvidme,..., ou le (3k + 3)*™,... « face » obtenu depuis le précédent « pile » (ou
depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti). .

On dit qu'une série de trois e face » consécutifs s’achéve a I'issue du n*™ jet si et
seulement si I'événement [Y, = 3] est réalisé.
Exemple. Soit la suite de résultats (F désigne « face » et P désigne « pile ») :

numérodujet1 2 3 4 56 7 8 9 10 11 I2 13 14
résultat PFFPPPFFF F FF P F.

/;lorszl Y},,s O,ZYzy= 1,3YJ; 2, YV, =0, Y; =0, Ye=0, Y,=1, YB.zv Yy=3,
=1 ¥y=2 Y5=3 Y;=0, Y= 1.... et trois « face :
obtenus aux neuviéme, douzidme.... jc:;_ « face » consécutifs ont &té

1. Exprimer pour i =0, i = 1, i = 2 et { =3 les probabilités P ([Y..1=i]) en
fonction des probabilités P ([Y, = j}) pour j =0, j=1, j=2 ¢t j=3.

a
2. On pose : a,=P ([Y,=0]). by=P ([Y,= 1D, =P ([Yugzl)' b'
d, = P ([Y, =3]). Pour tout entier naturel non nul n, soit V, la matrice-colonne  définie par: Vo= c“
L]
dl

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n: Voar=MV,

o la matrice M est définie dans la partie 1.
b) En multipliant 2 droite la relation (1) par V,_, (ot n = 2), établir une relation
entre V, .3, Vo2 Ve et V,, puis entre d, .3, d,,3, de,y et d,.
C) Calculer dl' d;' d;. d..
d) A Tlaide de ia relation définissant (d,), donner un algorithme permettant de
calculer d, pour k = n. Obtenir ainsi des valeurs approchées de d, pour k = 15 (que I'on
donnera avec six décimales). Que constate-t-on ?

TS VP
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B On s’intéresse maintenant a la variable aléatoire X indiquant le numéro du jet ou,
pour la premiére fois, on a obtenu trois fois de suite le résultat « face ». Pour tout entier
naturel non nul n, on considére la variable aléatoire Z,:
— prenant pour valeur 3 si trois « face » consécutifs sont obtenus a ['issue du
n*™ jet ou ont &té déja obtenus a Iissue d’un jet antérieur ;
— prenant sinon pour valeur :

0 si le 7™ jet a amené « pile » ;

1 si le n¥™ jet a amené « face », ce « face » étant le premier obtenu depuis le
précédent « pile » (ou depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti) ;

2 si le n*™ jet a amené « face », ce « face » étant le second obtenu depuis le précédent
« pile » (ou depuis le début du jeu si « pile » n’est pas encore sorti).

L'événement [X =< n] est donc réalisé si et seulement si I’événement [Z, = 3] est
réalisé.

Exemple. En reprenant la suite de pile ou face donnée dans la partie 1I1.A, on a:
X=9, Z,=0, Zz= l, Z;=2, Z4=0, Zs=0, Zﬁ=0, Z7=1, Zs =2 et, pour
n=9,2Z, =3

1. Exprimer pour i =0, i =1, i =2 et i =3 les probabilités P ([Z,,,=1i]) en
fonction des probabilités P ([Z, =j]) pour j=0, j=1,j=2et j=3.

2. On pose: a,=P([Z,=0]), b,=P([Z,=1]) c,=P ([Z,=2)]),
d, =P ([Z, = 3]). Pour tout entier naturel non nul n, soit W, la matrice-colonne
définie par:

’

a,

w,= [

cll
d,

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n:
wn+l =N wn

ol la matrice N est définie dans la partie I.
b) En multipliant 4 droite la relation (2) par W,, établir une relation entre

wn+4v W,.,_-,, wn+2v Woa et W, PUis entre r:+4v dv:¢3’ dv;¢2' d::+l ct d::°
¢) Caiculer P ([X=1]), P ([X=2]). P ([X =3]) et P ([X = 4]). Montrer que,

pour n=2:
P([X=n])=d,-d,_,

d) Comparer P ([X = n}) a la suite (q,) étudiée dans la partie Il. En déduire un
P([X=n+1))

équivalent de P (|X = n}) et la limite de la suite —2—e———1/
9 l ] P ((X=n])
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L’objet du probléme est I'étude d’une promenade aléatoire (parties III et IV). Dans
les parties I et II on établit des résultats liminaires qui seront utilisés dans la partie I11.

PARTIE I Soient y1, y2, y3, y4 des nombres réels. On considére le systéme d’équations :

0 0 -1

Lo Y K N SN Y
N
~
]
<
-

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur y,, ya, ys, y4 pour
que ce systéme admette au moins une solution.

2. On suppose que cette condition est satisfaite. Soit a un nombre réel. Exprimer
en fonction de yz, y¥3, ya 'unique solution (z,, z,, z3, z4) vérifiant la relation :

zy +z; +13 +z4 =a.

PARTIE 11
On considére une suite téelle (p,) satisfaisant a la relation de récurrence :

1
(1) Pote = ¢ (Pn43 +Pns2 +Pag1 +pa) -
On lui associe les deux suites (m,) et (M, ) définies par :

m, =min (Pn, Pas1, Pri2, Pn43) i M, = max (Pn, Pn+1s Pnt2s Pni3) -

{mn et M, sont donc le plus petit et le plus grand des nombres réels pn, Prt1, Prs2,
Pn43.)

1. Dans cette question, on établit la convergence des suites (m,) et (M,).
a) Montrer que m, est inférieur ou égal aux nombres pni1, Pni2, Pns3 €t Pryq.
En déduire que la suite (m,) est croissante. Etablir de méme que la suite (M,) est

décroissante.
b) Prouvernque, pour tout nombre entier naturel n : mo < m, < pn S M, < M.

¢) Prouver que les suites (m,) et (M,) sont convergentes et que leurs limites
respectives, notées m et M, vérifient : m<M

2. Dans cette question, on établit la convergence de la suite (p,) .

a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n : 3 1
Pote S 7 Mn + 7m0

E liquant la dernitre inégalité & pn4s, Pnss, Pnt7, Montrer que : 3 1
" PP ’ i Mn+4<ZMn+Zm~

b) En déduire que M < m, puis que M = m.
c) Etablir la convergence de la suite (pn).
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3. Dans cette question, on étudie numériquement la suite (p,) vérifiant la relation
de récurrence (1) et les conditions initiales :
1

+ i

+

g
| —

-
+16' p3

o] -

D <

P

p=1; p =

a) Rédiger un algorithme (en frangais) permettant de calculer, pour tout nombre

entier naturel N, les termes po, P1...., pN de la suite (pa).
b) Utiliser cet algorithme pour donner des valeurs décimales approchées (i la

précision de la calculatrice employée) de po, pi1...., P1o et encadrer n_ljr:\w Pn.
PARTIE IIL Dans la suite du probleme, on étudie la promenade aléatoire d'un jeton sur les quatre
cases Cy, C3, C3, C4 suivantes :

(e a6 |a ]

Au cours des instants successifs 0, 1, 2,..., n,..., on y déplace un jeton de la maniére
suivante :

a) A Pinstant 0, le jeton est placé sur C;.

b) Si, a l'instant n, le jeton est placé sur Cy, on le place a l'instant n + 1 sur I'une
des cases Cy, C3, C3, Cy, le choix d’une de ces cases s’effectuant de maniére équiprobable
(et indépendamment des positions du jeton aux instants antérieurs).

c) Si, a l'instant n, le jeton est placé sur Ci, ot 2 < i < 4, on le place & I'instant
n+ 1 sur la case C_;.

Pour tout nombre entier naturel n et pour i égal a 1, 2, 3 ou 4, on note désormais :

Z(n, i) la variable aléatoire prenant pour valeur 1 si le jeton est sur la case C; &
'instant n, et 0 dans le cas contraire ;

g(n, i) la probabilité pour que le jeton soit sur la case C; a l'instant n.

On pose :
¢(n, 1)

_ [ e(n, 2)
@n = g(n, 3)
q(n, 4)

1. Dans cette question, on étudie les suites (¢ (n, i)), ou i est égal a 1, 2, 3 ou 4.

a) Expliciter la matrice A d’ordre 4 telle que, pour tout nombre entier naturel n :
Qns1 = AQa.

6) En déduire les relations suivantes :

(41,9 = Fa(n 1)
Jatnr2 9 = 7 li(n Da(nt1, 1)
1 +3,2) = 1 loln, Dba(ntl, 1) +e(n2, 1)
atd, 1) = 7l DHa(otl, 1) +g(n42, 1) +q(nt3, 1)

¢) Calculer ¢(0, 1), ¢(1, 1), ¢(2, 1), ¢(3, 1). Comparer la suite (¢(n, 1)) 4 la
suite définie dans la question II.3. En déduire que les quatre suites (¢ (n, i)), ol i est
égal 4 1, 2, 3 ou 4, sont convergentes ; exprimer leurs limites en fonction de la limite L
de la suite (g (n, 1)).

d) Calculer g(n, 1)+4¢(n, 2)+q¢(n, 3)+g(n, 4). En déduire les limites des quatre
suites (¢ (n, #)) pouriégald 1,2, 3 ou 4.

T.5.v.P
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2. Pour tout nombre entier naturel n et pour i égal 3 1, 2, 3 ou 4, on pose :
Y(n,i)=2(0, i)+ 2Z2(L, i)+ ---+2Z(n, i).

Y (n, i) est donc la variable aléatoire indiquant le nombre de passages du jeton sur la
case C; au cours des instants 0, 1, 2,..., n. On détermine dans cette question le nombre
moyen des passages du jeton sur l'une des cases au cours de ces instants, autrement dit
les espérances des variables aléatoires Y (n, i).

a) Déterminer lasomme Y (n, 1)+Y (n, 2)4+ Y (n, 3)+Y (n, 4).
§) Pour tout nombre entier naturel n, on pose :

E[Y (n, 1)]
E[Y (n, 2)]
E[Y (n, 3))
E[Y (n, 4)]

E, =

Exprimer I’espérance E|Z (n, i)] en fonction de ¢ (n, i). En déduire que :

En =Qo + Qi +--+Qa.

¢} Déduire des résultats précédents que :
(A=1L) Ey =Qut1 — Qo
ou Iy est la matrice identité d’ordre 4, et que :
EIY (n, D)4 E[Y (n, D]+ E[Y (n, )+ E[¥ (n, 4) =n+1.
Déduire des résultats de la partie I I'expression de E[Y (n, i)], ol i est égal 3 1,2, 3 ou
4, en fonction de g(n + 1, 5}, ot j est égal 4 2, 3 ou 4.
d) Pouriégal al, 2, 3 ou 4, expliciter des nombres réels f; et g; tels que :

EY(n, 9)) =fin+gi +¢i(n) avec lim ¢ (n)=0.

n—+oo

PARTIE IV i ) . . ., .
On étudie dans cette partie les deux variables aléatoires suivantes :

U, indiquant le premier instant n > 1 ou le jeton se trouve sur la case C, ;
V, indiquant le premier instant n > 1 ot le jeton se trouve sur la case Cs.

1. a) Calculer les probabilités P(U =1) et P(U =2), puis P(I/ =n) pour
n 2> 3.
b) Vérifier que :

+oo
ZP(U =n)=1.
n=1

¢) Calculer 'espérance de U.

2. Pour tout nombre entier naturel n et pour i égal 4 1, 2 ou 4, on note x (n, i) la
probabilité pour que le jeton soit placé a I'instant n sur la case C; sans jamais avoir été
placé au cours des instants 0, 1, 2,..., n sur la case Cj.

a) Calculer 7 (0, 1) et x (1, 1). Montrer que, pour tout nombre n > 2 :
1
w(n, 1) = 4—[7r(n— I, Y+7x(n-2,1)].

En déduire la valeur de 7 (n, 1) en fonction de n.
6) Calculer (n, 2) et w(n, 4).
¢) Calculer la probabilité P(V = n) et ’espérance de V.

¢ v
.
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Dans tout le probléme, on désigne par a et b deux nombres réels tels que a < b
et par  une fonction numérique continue et strictement croissante sur [a, b}, telle que
p(a) < 0 < (b). On note w I'unique nombre réel tel que a < w < b et p(w) = 0.

On appelle évaluation de y le calcul d’une valeur de . L'objet du probleme est
I'étude de deux types d’algorithmes permettant d’obtenir  partir de I’encadrement ini-
tial a < w < b un encadrement plus fin a I'aide d’évaluations successives de la fonction
3

Dans le cas du premier type (partie III), on fixe une précision et on estime le nombre
moyen d’évaluations de ¢ & effectuer pour obtenir cette précision.

€T : Gplens Econonvgque ¢f Tachno Seules

EG Dans le cas du second type: (partie 1V), on impose le nombre d’évaluations de ¢ a
effectuer et 'on estime la précision moyenne obtenue.
C On se propose notamment de montrer que,ﬁ)our chacun des deux types} il existe un
l=€C algorithme optimal, en un sens que ’on précisera.
La partie IV est indépendante des autres.
PARTIE I : Etude d’une fonction e+ 2z -1
I(I) = (——4;2-%1(1—1——) sizx # 1
Soit f la fonction numérique définie sur )0, +o0o[ par les relations :
f(H=3
1. a) Montrer que la fonction f est continue.
b) Déterminer la limite de f en 0.
c) Déterminer la limite de f en +00.
2. Montrer que f est dérivable en 1 et déterminer f'(1).
?4+z-2

3. a) Calculer la dérivée de f. Montrer que si z # 1, le signe de f'(z) est celui de: g(z)=hz- 733

b) Calculer la dérivée de g et montrer que le signe de g'(z) est celui de :

¢) En remarquant que 1 et —2 sont racines de la fonction polynomiale h, décompo-
ser h(z) en produit de facteurs du premier degré.

4. a) Dresser le tableau de variation de g. 1
b) Montrer que ’équation g(z) = 0 admet une solution ¢ et une seule autre que 1.
Vérifier que V2 <t < 2.

5. a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Donner I’allure de la courbe représentative de f. o (p+2)(p-1)
6. Application. Pour tout nombre entier p > 2, on pose : P php

Montrer que la suite (cp),5, est strictement croissante.

Dans toute la suite du probléme, on désigne par p un nombre entier supérieur ou égal & 2.

h(z)=z'+23~-42-2z+4

o../,..
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PARTIE II : Etude d’une variable aléatoire

1. On considére une variable aléatoire Z a valeurs dans ’ensemble (1, 2,..., p—1)

et telle 'que: 1
P(Z:i):; si i£p—-1

P(Z=p-1)= %
Ainsi, lorsque p = 2, Z est une variable aléatoire certaine de valeur 1.

a) Calculer Pespérance de Z.
b) Calculer la variance de Z. Contréler le résultat trouvé en prenant p = 2.

2. Application & I'étude d’un algorithme. On considére p boites By, Bj,..., B,.
Un objet © est caché dans I'une de ces boites ; on cherche a le localiser, c’est-a-dire a
déterminer le numéro de la boite qui le contient, grace a algorithme suivant.

On ouvre successivement les boites By, B,,..., By jusqu’a ce que I'une ou l'autre des
deux situations suivantes soit réalisée :

~ D'objet € est découvert ;
— une seule boite n’a pas encore été ouverte.
On remarque que cet algorithme permet effectivement de localiser I'objet €.

On suppose que la boite dans laquelle est caché 2 a été choisie au hasard, de fagon
équiprobable, parmi les p boites. On note Y la variable aléatoire indiquant le nombre
de boites ouvertes au cours de la mise en ceuvre de P’algorithme. Montrer que Y suit la
méme loi que la variable aléatoire Z définie dans la question II.1.

En déduire le nombre moyen de hoites que I’on ouvre pour localiser I’objet.

PARTIE III : Etude d’un premier type d’algorithme
On rappelle que a, b, p et w ont été définis dans le préambule.
1. Algorithme A;. On se propose d’étudier un algorithme A, permettant d'obtenir

a partir d'un encadrement u € w < v, ol u et v sont des éléments distincts de [a, b], un
nouvel encadrement ¥’ < w < v’ tel que :

u<u <w<v<v et vV—u'= )

On définit cet algorithme de la fagon suivante. On effectue les évaluations successives :

v—u v—u v—u
u+ . u+2—-—),..., (u+k )
P( p ) 50( p ¢ b 4

jusqu’a ce que [’une ou ’autre des deux situations suivantes soit réalisée :

tp(u+k¥)_>_0 ou k=p~-1

. (g oD =)
Si¢<u+lc—}—)—)20,onpose:4 P

v'=u+———-————k(0—u)

\ pl
(e g @1 0)

Sip(u+k2—:ti)<0,onpose:4 (v P
P v =uq PV Y)

- ‘ . p ..
Montrer que les conditions (1) sont effectivement satisfaites.

Swli ol P/ enonce Of’[;f"" 3lnuaé¢ ’_.' Koo Aewx Pad@ atelgantes
Swili de /T enona O/o&'om Eoo. et Técho Deoisieme Paje ?m‘ Awck
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2. Application répétée de I'algorithme A,. Soit € un nombre réel tel que 0 < ¢ < 1.
A partir de Pencadrement initial a < w < b, on cherche un encadrement ¢ < w < d tel
que d — ¢ < €(b —a). A cet effet, on itére V’algorithme A, afin d’obtenir les encadrements
successifs a; < w < by, a3 S w < by,..., 6y S w < by, ol encadrement a; < w < b; est
obtenu & partir de I'encadrement a;—; < w < b;_; par application de I'algorithme A,.
(On convient que ag = a et by = b.)On arréte les calculs dés que bp —an < e(b—a). Ainsi,
n est le nombre de mises en ceuvre de P’algorithme nécessaires pour obtenir la précision
souhaitée.

a) Exprimer b; — a; en fonction de b — a.

a=h Ine€
b) Montrer que : = np
. . .\ Ine
Autrement dit, n est la partie entiére de 1 — W
n

3. Estimation du nombre moyen d’évaluations & effectuer. Pour évaluer la perfor-
mance de la méthode décrite dans la question précédente, on suppose que w suit une loi
de probabilité uniforme sur l'intervalle [a, b).

Pour tout nombre entier naturel i tel que 1 < i < n, on note ¥; la variable aléatoire
indiquant le nombre d’évaluations de ¢ effectuées au cours de la i*™M¢ mise en ceuvre de
Palgorithme A,.

a) Montrer que Y; suit la méme loi que la variable aléatoire Y définie dans la
question I1.2.

b) Onnote V,(€) = Y1+ Yz +---+Y, la variable aléatoire qui indique le nombre to-
tal d’évaluations de ¢ effectuées au cours des n mises en ceuvre de I’algorithme. Calculer

l'espérance, notée V,(€), de Vy(¢).
c) Montrer que, lorsque ¢ est au voisinage de 0 (I’entier p étant fixé) :

_(+2)(p-1)
plhhp

Vi (€) ~%”(—-ln ), ob ¢

d) Lorsque ¢ est suffisamment proche de 0, on assimile V,(¢) & -cl(—ln €). En

utilisant cette approximation, déterminer la valeur optimale de p, c’est-a-dire celle qui
minimise le nombre moyen d’évaluations de ¢ qu’on doit effectuer dans la procédure
décrite dans la question I11.2.

PARTIE IV : Etude d’un second type d’algorithme

Dans cette partie, on désigne par ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < 1 et par N un
nombre entier supérieur ou égal 4 2.

1. Algorithme B,. On se propose d’étudier un algorithme By permettant d’obtenir,
a partir d’un encadrement a < w < f, ol a et A sont deux éléments distincts de [a, b},
un nouvel encadrement a’ <w < # tel que :

asa'SwSﬂ'Sﬁ et B —a' <(B-a)sup(q, 1-gq) (2)

On définit cet algorithme de la fagon suivante. On pose ¥ = (1 ~ ¢) « + ¢f. On
calcule ¢(7).

o =a
Si ¢(v) > 0, on pose :

B =y

o =~
Si ¢(7) < 0, on pose :

g =p

Montrer que les conditions (2) sont effectivement satisfaites, en précisant dans chaque
cas la valeur de 8’ — o’.
oo /. e
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2. Etude d’une variable aléatoire. On conserve les notations de la question IV.1.
On suppose connu un encadrement a < w < B et on suppose que w suit une loi de
probabilité uniforme sur Iintervalle [a, ). On note R, la variable aléatoire prenant la
valeur g8/ — o'.

a) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par R,. Examiner le cas ol ¢ = %
b) Déterminer la loi de probabilité de R,.
c) Montrer que I’espérance de R, est (292 -2 ¢+ 1) (8 - a).

d) Calculer la variance de R, en distinguant les cas ¢ # % et ¢ =

DO} e

3. Application répétée de I'algorithme By. On itére N fois 'algorithme B, afin
d’obtenir, a partir de ’encadrement initial @ < w < b, les encadrements successifs
o Sw < fh,a w< Py, av £ w < fy, ol Pencadrement a; < w < fF; est
obtenu a partir de P’encadrement a;—; < w < f;~) par application de V'algorithme B,.
(On convient que ag = a et fy = b.) :

Pour évaluer la performance de cette méthode, on suppose que w suit une loi de
probabilité uniforme sur I'intervalle a, b]. On note T, la variable aléatoire dont la valeur
est Oy — an.

a) Pour tout nombre entier i tel que 1 < ¢ < N, on pose :

vi=(1~4¢) ai-1 +¢Bi1

On note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si ¢ (v;) > 0 et la valeur 0 dans le
cas contraire.
Montrer que les variables aléatoires X; suivent une méme loi que 1’on précisera.

b) Onpose S; = X;+ X2+---+ Xn. Montrer que S, suit la loi binomiale B(N, g¢).
c) Montrer que si S; =k, alors :

Bn —an =¢"(1- )" *(b-a)
En déduire I'’ensemble des valeurs que peut prendre Ty. Examiner le cas oli ¢ = %

On suppose que ¢ # % Montrer que, pour tout nombre entier naturel k inférieur ou
égala N :
P(Ty=q¢"(1-g)"*(t~a)) =CK ¢*(1 - "~*

d) Calculer I’espérance et la variance de T, lorsque ¢ # % Vérifier que les résultats

1
obtenus restent valables lorsque ¢ = 7

1 ...
4. Comparaison des algorithmes B;. Montrer que - est la valeur de ¢ qui minimise

Iespérance de T, lorque N est fixé et que ¢ parcourt ]0, 1[. Conclure.

'gin o p/eno”c( of{;om 3e’nefa~4 .
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ET

Dans toute la suite, on désigne par m un nombre entier supérieur ou égal & 2.

.

2. Application répétée de I’algorithme Ap. A partir de 'encadrement initial
b—a ;
. A cet ef-
fet, on itére 'algorithme A, afin d’obtenir les encadrements successifs a; < w < 4y,
a; < w < ba,..., ay < w < by, ol 'encadrement a; < w < b; est obtenu & partir de

I'encadrement a;—; < w < b;-, par application de Ialgorithine A,. (On convient que
—a

a € w < b, on cherche un encadrement ¢ < w < dtel que d ~ ¢ <

ag = a et by = b.) On arréte les calculs dés que b, —a, < . Ainsi, n est le nombre
de mises en ceuvre de l'algorithme nécessaires pour obtenir la précision souhaitée.
a) Exprimer b; — «; en fouction de b — a.

b) Montrer que :

In m]

Inp
(On rappelle que, pour tout nombre réel t, le symbole [t] désigne la partie entiére de ¢,
c’est-a-dire le plus grand des nombres entiers relatifs inféricurs ou égaux a t.)

n:[l+

3. Estimation du nombre moyen d’évaluations a effectuer. Pour évaluer la perfor-
mance de la méthode décrite dans la question précédente, on suppose que w suit une loi
de probabilité uniforme sur I'intervalle [a, b].

Pour tout nombre entier naturel i tel que 1 < i < n, on note Y; la variable aléatoire
indiquant le nombre d’évaluations de ¢ effectuées au cours de la i*™¢ mise en ceuvre de
I’algorithme A,.

a) Montrer que Y; suit la méme loi que la variable aléatoire Y définie dans la
question 11.2.

b) On note V,(m) = Y1 +Y2+---+Y, la variable aléatoire qui indique le nombre to-
tal d’évaluations de ¢ effectuées au cours des n mises en ceuvre de 'algorithme. Calculer

'espérance, notée V,(m), de V,(m).

¢) On suppose p > m + 1. Montrer que :

(p+2)(p—-1)
2p

Vo(m) =

d) En déduire que, pour m fixé, le meilleur choix de p, c’est-a-dire celui qui mini-

mise V,(m), se situe entre 2 et m + 1.

4. Comparaison des deux choix extrémes (p =2, p=m+1)

a) Expliciter Va(m) et Vo41(m).

b) Déterminer le signe de Va(mn) — V41(m) pour m variant de 2 4 6.

¢) Montrer que pour m suffisamment grand : Va(m) < Vipy1(m).

5. Comparaison des algorithmes A

(=]

a) Montrer que lorsque z tend vers +00, *— tend vers 1.

z
b) L’entier p étant fixé et toujours supérieur ou égal a 2, montrer que, lorsque m
V,,(m)
Inm

c) On prend cette fois p > 3. Montrer que, pour m suffisamment grand :

tend vers 400, le rapport tend vers 522-

Va2(m) < Vp(m)

Conclure.

{.'n oy € "ecnonce o/aﬁoua E'conom:?w C;-’Tecénaéjrya
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ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS ‘ Mathématiques ||
ECOLE EUROPEENNE DES AFFAIRES _ :
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON (& heures)
OPTION GENERALE deuble  enlre )

OPTION ECONOMIQUE - OPTION TECHNOLOGIQUE  Aewls enbie [ ]

La présentation, la lisibilitd, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation
des copies,

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large.

L’objet du probléme est une étude de gain associé & un jeu de pile ou face. La premire partie perme
d’établir quelques résultats liminaires d’analyse ; la seconde partie étudie la stratégie d’un joueur. '

Dans tout le probleme, on désigne par = un nombre réel appartenant & J0, 1f.
PARTIE 1

1. Pour tout nombre entier naturel n, on pose : s(n, 0) =14z +2%2+... + "

Calculer s(n, 0) et sa limite lorsque n tend vers +og.
2. Pour tout nombre entier naturel n, on pose : s(n, )=14+2z4+322+---+(n+1)z"
t a). Déterminer la limite de la suite (nz") Jorsque n tendvers +o00. ]

b) Exprimer (1 -z) s(n, 1) a Paide de s(n, 0) et en déduire la limite de s(n, 1) lorsque n tend vers +o00.
€) Retrouver ce résultat & I’aide de la dérivation.

n
— r k
3. Plus généralement, pour tout couple (n, r) de nombres entiers naturels, on pose : s(n, 1) = Z Crip @

k=0
' . Cr = N r-i
a) On suppose que n et 7 sont non nuls. On rappelle que,[sn r<n: n= 7 Un-1
A . Crys — Cr —_ -1
et que,jpour tout nombre entier naturel non nul k : r+k T CUrik-1 T Yigr—
Déduire de ce dernier résultat que : (1 - z) s(n, r)=s(n, r—1)-CL,, z™*!

b) Déterminer les limites des suites de termes généréux n” z” et C,.,. z" lorsque n tend vers +o00. En
déduire par récurrence que, lorsque n tend vers +00, s(n, r) tend vers la limite :

1
0= Ty

{ ¢) Soit ¥ un nombre réel strictement positif. Déterminer suivant la valeur de y la nature de la série de
terme général (CT,, y*), le nombre r étant fixé. }

‘A SUIVRE
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PARTIE 11

On désigne par n et N des nombres entiers naturels non nuls. On considére une succession (éventuellement
infinie) de jets d’une pitce. On suppose que la probabilité d’obtenir pile lors d’un jet est 1 — z et que la
probabilité d’obtenir face est z. Les jets sont supposés indépendants.

On désigne enfin par S, le nombre de fois ou I'on a obtenu pile au cours des n premlers jets, par T, le
numéro du jet ol ’on obtient pile pour la ni*™¢ fois.

A) 1. Préciser la loi de S,. Calculer ’espérance et la variance de cette variable aléatoire.
2. Préciser la loi de T;. Calculer I’espérance et la variance de cette variable aléatoire.

3. L’objet de cette question est de calculer Pespérance et la variance de Ty.
Soient k un nombre entier naturel et 7 un nombre entier naturel non nul.

a) Montrer que Pévénement {T, =k + r} est réalisé si et seulement si les événements {Si4r—1 =7 — 1}
et “ pile est obtenu au (k +7)¢™¢ jet ” le sont. En déduire la loi de T,.. Vérifier que la somme des probabilités:
des événements {T, = k +r}, ou k appartient & N, est égale & 1.

b) Calculer 'espérance de T, en utilisant la limite s(r) de la suite s(n, 7) introduite dans la partie I.
{ c¢) Calculer de méme E (Trz) + E(T,) . En déduire la variance de T. }

B) On décide que le jeu s’arréte dés que soit pile, soit face a été obtenu pour la N ieme {45, Soit Z le nombre
de jets nécessaires pour que le jeu s’arréte.

1. Donner I’ensemble des valeurs que peut prendre Z.

2. En utilisant une méthode analogue & celle de la question A) 3. a), déterminer, pour tout nombre entier
naturel k, la probabilité pour que le jeu s’arréte au (N + k)!*™e jet, pile étant obtenu pour la N¥*"® fois,

3. Donner la loi de probabilité de Z.

OPhon; Eco - _rethho

C) Soit A un nombre réel strictement supérieur 3 1.

- Un joueur parie de la facon suivante. Lors du ni*™® jet, il mise 1 franc.
~ Si pile sort, il recoit la somme A (en francs), et il perd sa mise ;

- sinon, il perd sa mise.

On désigne par G, la somme des profits et des pertes (celles-ci étant comptées négatwement) du joueur
apres son ni®™e guccés (qui survient donc & Pissue du jet ayant pour numéro Ty,).

1. ‘Montrer que Gy = X - T et calculer I'espérance de Gi.

2. Plus généralement, pour tout nombre entier naturel non nul r, eiprimer G, en fonction de T, ef en
déduire ’espérance de G,.

3. Etudier la limite de E (G,) lorsque r tend vers +oo. | ]

Tournez la page S.V.P.
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C) Soient a un nombre réel strictement positif et A un nombre réel strictement supérieur a 1.
Un joueur parie de la facon suivante. Lors du n'®"¢ jet, il mise la somme a"~! (en francs).

- Si pile sort, il regoit la somme Aa™~! et il perd sa mise ;

- sinon, il perd sa mise.

On désigne par G, la somme des profits et des pertes (celles-ci étant comptées négativement) du joueur
aprés son n'*"€ succés (qui survient donc & I’issue du jet ayant pour numéro T},).

1. Dans cette question, on suppose que @ = 1 (le joueur parie donc un franc & chaque jet).
a) Exprimer G en fonction de T} et calculer I'espérance de G;.

b) Plus généralement, pour tout nombre entier naturel non nul r, exprimer G, en fonction de T; et en
déduire l'espérance de G,. :

2. Dans cette question, on suppose que a > 1.

a) Exprimer G, en fonction de a™.

Déterminer a en fonction de A de telle sorte que G, ne dépende pas des valeurs prises par T}.

Dans le cas général, étudier Pexistence des espérances de aT' et de G,. Lorsque ces espérances existent,
les calculer. ]

b) Exprimer G; en fonction de aT' et de a™>. Etudier P’existence et déterminer la valeur de P’espérance
de Gg.

c) Soit, plus généralement, 7 un nombre entier naturel non nul. En utilisant la méme méthode, étudier
Pexistence de 'espérance de G,. Montrer que, si cette espérance existe, alors :

R T PR k) ISR
BG) =71 [1- &K | n-2a -2

d) En déduire, si elles existent, la limite de E (G, ) lorsque r tend vers +oo et la limite de E (G, ) lorsque
a tend vers 1 par valeurs supérieures.

3. Dans cette question, on suppose que a < 1.

a) Les conditions d’existence de I'espérance de a” sont-clles vérifiées ? La formule de la question 2. ¢)
reste-t-elle valable ? En déduire la limite de E (G, ) lorsque r tend vers +oo.

b) Soit gx la somme des profits et des pertes réalisés lors du ki®ve jet. Exprimer gi en fonction d’une
variable de Bernoulli associée au ki®™e jet.

c) Soit H,, le gain (algébrique) réalisé aprés m jets. Calculer I’espérance de Hy, et la limite de E (Hy,)
lorsque m tend vers +o00. }

FIN
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées:

—. Regles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15
cm de large.

Dans tout le probleme, on désigne par n, a et b des nombres entiers naturels non nuls.

PARTIE I

On effectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules noires une suite de tirages
de la facon suivante : si les n — 1 premiers tirages ont tous donné une boule blanche (cette condition n’étant
bien siir pas a prendre en compte au premier tirage), on procéde au n'®™¢ tirage.

- Si la boule obtenue est noire, ce ni*™¢ tirage est le tirage final ;

-~ sl la boule obtenue est blanche, elle est replacée dans I'urne avec, en plus, a autres boules blanches
(et 'urne est alors préte pour le (n + 1)i¥™¢ tirage).

1. Dans cette question, on étudie le cas particulier ol @ = b et I’on désigne par X la variable aléatoire
associant & toute suite de tirages :

- la valeur 0 si, a chaque tirage, une boule blanche a été obtenue ;

— le numéro du tirage final ol apparait une boule noire, sinon.

a) Déterminer la probabilité p, d’obtenir une boule noire au n'*™* tirage, autrement dit, la probabilité
Pn pour que X = n.



b) Déterminer des nombres réels o et 3 tels que, pour tout nombre entier naturel non nul n, on ait :

1 _e B
nin+1) n n+1

c) Calculer la somme p; +ps + - - + p et en déduire que :

d) Etudier Pexistence de ’espérance de X.

2. On revient au cas général. On note P (A,) la probabilité de I’événement :
A, = “ une boule blanche apparait 4 chacun des n premiers tirages ’

>

Montrer que :
n-1

_ ka+b b a+bd (n—1a+b
P(A")‘gkamb T 20 a+2b  (n—1)a+20

3. Dans cette question, on étudie la convergence de la suite (P (4n)),>; -

a) Soient zg, £1,..., Zn-1 des nombres réels positifs. Démontrer que :
n-1 n-1
H(1+$k) 2> 1+Ez‘k
k=0 k=0

En déduire une minoration de En conclure que la limite de P (A,) lorsque n tend vers +00 est nulle.

1
P(An)
b) On désigne par X, la variable aléatoire associant a toute suite de tirages :
— la valeur 0 si, a chaque tirage, une boule blanche a été obtenue ;
~ le numéro du tirage final ol apparait une boule noire, sinon.

Exprimer en fonction de P (A,) la probabilité pour qu’une boule noire soit obtenue a 'un des n premiers
tirages. En déduire que, si P (X, = k) désigne la probabilité pour que X, = k,on a :

+o00
Y PX.=k=1
k=1

4. Dans cette question, on désigne par Y une variable aléatoire quelconque a valeurs dans IN*. Pour
tout nombre entier naturel non nul n, on pose p, = P(Y = n).

a) Exprimer en fonction des termes de la suite (p,) le nombre réel :
n
E,=)Y_P(Y > k)
k=0

b) Onsuppose que Y admet une espérance E(Y). Préciser le sens de variation de la suite (£,) , prouver
que E, < E(Y). En déduire que la suite (E,) converge.

c) On suppose que la suite (E,) converge. Prouver que :
prt2p2+---+nps < Ep

En déduire que Y admet une espérance.
d) Sous 'une de ces hypothéses équivalentes, établir que :

400
(1) E(Y)=)_ P(Y >n)



A laide de la relation (1), on se propose d’étudier dans la fin de cette partie I’espérance de la variable
aléatoire X, définie dans la question 3. Pour tout nombre entier naturel n, on note r,(a) la probabilité pour
que X4 > n.

5. On suppose dans cette question que a > b.

a) Soient a; et as des nombres entiers naturels non nuls tels que a; < az. Montrer que, pour tout
nombre entier naturel n :

Tn (Gl) <" (a2)
En déduire la nature de la série de terme général r,(a) pour a > b.

b) Etudier Pexistence de Pespérance de X, pour a > b.

6. On suppose dans cette question que 1 < a < b.

a) Exprimer r,41(a) en fonction de r,(a). Etablir que la suite (nr,(a)) est décroissante 3 partir d’un
certain rang ; en déduire qu’elle est convergente. On note £ sa limite.

b) Etablir que si £ # 0, alors r,(a) > - partir d’un certain rang. En déduire que si £ # 0, alors X,
n’admet pas d’espérance.

¢) Montrer que, pour tout nombre entier naturel k& :
(2) a(k + 1) re41(a) — akre(a) = (@ — 2 b) rrq41(a) + bri(a)

d) En sommant les relations (2) pour k variant de 0 & n, puis en faisant tendre n vers +00, montrer
que X, admet une espérance. En déduire que £ = 0, puis que :

2b—a

E(X,) = b—

PARTIE 11

Dans cette partie, on considére une suite croissante (u,) de nombres entiers naturels telle que ug = b.
On généralise la situation étudiée dans la partie I. -

On effectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules noires une suite de tirages
de la fagon suivante : si les n — 1 premiers tirages ont tous donné une boule blanche (cette condition n’étant
bien siir pas & prendre en compte au premier tirage), on procéde au ni*me tirage.

—  Si la boule obtenue est noire, ce ni*™ tirage est le tirage final ;

— si la boule obtenue est blanche, elle est replacée dans 'urne avec, en plus, u, — u,_; autres boules
blanches (et P’urne est alors préte pour le (n + 1)¥™ tirage).

Ainsi, 'urne contient b boules noires et u, boules blanches au moment ou 'on procede au (n + 1)iéme
tirage, dans la mesure ol celui-ci a lieu.

1. Dans cette question, on étudie la probabilité d’obtention d’une boule noire.

a) Exprimer en fonction de b et des nombres u;, o 1 < k < n, la probabilité ¢, de I'événement :
A, = “ une boule blanche apparait 4 chacun des n premiers tirages ”

b) Etudier le sens de variation de la suite (¢,) . En déduire que la suite (g,) converge vers un nombre

réel L appartenant a ’intervalle [0, 3

On ne cherchera pas & expliciter ce nombre réel.

c) Soit p, la probabilité d’obtenir une boule noire au ni®™e tirage. Exprimer la somme p; +ps+-- -+ p,
en fonction de ¢,. En déduire que :

+00
Yom=1-1
n=1



. - 1 ,
d) Comparer les natures de la suite de terme général In <——> et de la série de terme général L .En
n Uy
déduire que la probabilité de ne pas obtenir de boule noire dans la suite des tirages est nulle si et seulement

si cette derniére série diverge.

e) Décrire le mode de tirage et étudier ’éventualité de ne pas obtenir de boule noire dans la suite des
tirages, dans les deux cas suivants :

- la suite (u,) est une suite arithmétique, définie par u, = b+ na ;
- la suite (up) est une suite géométrique, définie par u, = ba" (avec a > 2).

2. Dans cette question, on suppose que la suite (u,) est définie par u, = ba™ (avec a > 2).
a) Préciser 'expression de ¢, (que I'on notera gn(a) dans cette question).
On ne cherchera pas & expliciter la limite L(a) de la suite (¢,(a)) .

b) On étudie la vitesse de convergence de la suite (¢n(a)), 5 -

Soient n et p des nombres entiers naturels non nuls. Etablir que : ¢
ak = —1(gq —
= a a"Ya-1)
Etablir, pour tout nombre réel & appartenant & [0, 1}, 'inégalité : T =,

1+z<e* <1422

Déduire de ces résultats ’inégalité suivante :

1< 20 < oo (o)

En faisant tendre p vers +o00, en conclure que :

1

(3) 0<gn(a) — L(a) £ GopaT

¢) On donne un nombre réel strictement positif €. Ecrire en langage PASCAL un algorithme calculant
les valeurs de ¢,(a) tant que :

1 7
CErE

A laide de cet algorithme, donner une valeur approchée de L(2) a 10~* prés.
d) On étudie enfin la suite associant a tout nombre entier a > 2 le nombre réel L(a).
Soient a; et as des nombres entiers naturels non nuls tels que a; < as. Montrer que, pour tout nombre
entier naturel n :
gn (a1) < ¢n (a2)
En déduire que la suite (L(a))a>1 est croissante. En remplagant n par 1 dans P'inégalité (3), déterminer la
limite de L(a) lorsque Pentier a tend vers +oo.
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CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE L’ENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS
ECOLE EUROPEENNE DES AFFAIRES
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON

CONCOURS D'ADMISSION DE 1993

Mathématiques Il
OPTION GENERALE

lundi 17 mai 1993, de 8 ha 12 h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Sont autorisées:

—. Regles graduées.

—. Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long x 15
cm de large.

Partie I

1. a) Calculer lim ln(l—x)

x—o0' X

Ul

b)Endéduire que: e ! = lim ( _1

n—>+ oo n

2. a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n :
1
n

o e [y,

' 1
k=0 k! n!

b ) Etablir I'encadrement : 0<

1)



¢ ) En conclure que :

n(l
el = lLim 2—_—

Rt o k!

Dans toute la suite du probléme, on désigne par N un nombre entier naturel non nul.
Partie II

On considére une urne contenant N boules numérotées de 1 & N : By, B,,..., By. On effectue
N tirages avec remise, en supposant 1'équiprobabilité des résultats. Pour tout entier naturel i compris
entre 1 et N, on note X ; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule B; sort lors du i i¢me
tirage et la valeur O dans le cas contraire. On pose :

Sy=X1+Xo +---+ Xy
1. Déterminer l'espérance de X ; ; en déduire celle de Sy,.
2. Pour tout nombre entier naturel k, on note p(N, k) la probabilité de I'événement Sy = k.

a) Calculer p(N, k) lorsque k > N. Montrer que :

N-k
p(N,k)=c,{‘,(1—l) L si 0<ksN
NN

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de p(N, k) lorsque N tend vers + oo.

Partie III

On considére un ensemble Ey 4 N éléments. Soit s une permutation de Ey, c’est-a-dire une
bijection de Ej sur lui-méme. On appelle point fixe de s tout élément a de Ey, tel que s(a) = a.

Pour tout nombre entier p tel que 0 < p <N, on note F (N, p) le nombre de permutations de Ey qui
ont exactement p point fixes. On convient que F(0, 0) = 1.

1. a ) Montrer que F(N,N)=1 et F(N,N-1)=0
N

b) Montrer que Z F(N, k) =N!

k=0
2. On pose wy = F(N, 0). Ainsi, @y est le nombre de permutations de Ey qui n’ont aucun point
fixe. On convient que @y = 1.

a ) Montrer que, pour tout nombre entier k tel que 0 Sk <N :
F(N, k)= C]l\; DN_k



b ) En déduire que :
N

y 1 ON-k

ioo k(N -k)!
¢ ) En raisonnant par récurrence, établir la relation :
N
on_ Yy (-1
N oo k!

d ) Déterminer la limite de ~ “N_ lorsque N tend vers + oo,
N!

On suppose désormais N 2 2.
Partie IV

On considére a nouveau une urne contenant N boules numérotées de 1 a N : By, B,,..., By. On
effectue N tirages aléatoires, cette fois sans remise. Pour tout entier naturel { compris entre 1 et N,
on note Y; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule B; sort lors du i i#me tirage et la valeur
0 dans le cas contraire.

1. a ) Déterminer I'espérance de Y; etcellede ¥; Y, ou 1 Si<j<N.
b)) Déterminer la covariance de Y;et Y, ou 1 <i<j<N.

¢ ) Les variables aléatoires Y; et ¥; sont-elles indépendantes ?

2.0npose Ty=Y  +Yy+---+Yy

Déterminer l'espérance et la variance de Ty

3. Pour tout nombre entier naturel k, on note g(N, k) la probabilité de 'événement T, = k.

a) Calculer g(N, k) lorsque k > N. Montrer que :
Op_
gV k)=—""% & k<N
k(N -k)!

b) Le nombre entier naturel k étant fixé, déterminer la limite de g(V, k) lorsque N tend vers + oo.
Comparer ce résultat a celui de la question I1.2 b).

Partie V

1. A T'aide de la relation établie dans la question IIL.2 ¢), montrer que, pour tout nombre entier
naturel n =2 :

@y =(”_1)(wn-1 + wn—Z)



2. Pour tout nombre entier k tel que 0 <k < N, on pose :

g(N, k)=q(N, N -k)

a)Calculer g (N, 0) et g(N, 1).
b) Pour 2 £ k< N, exprimer L}(N k) en fonction de a(N k —1)etde (;(N, k—2).

3. Ecrire un algorithme prenant N comme donnée et construisant la liste des valeurs de q (N , k) ,
k variant de 0 2 N. On s'attachera 2 minimiser le nombre d'opérations.



CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS
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MATHEMATIQUES I

OPTION GENERALE
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Sont autorisées :

-. Regles graduées.

- .  Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm de long x
15 cm de large.

L’ objet du probleéme est I’étude d’une méthode de test de prélévements sanguins dite du poolage ;
elle est présentée dans la partie II, ot on I’étudie d’un point de vue probabiliste. Dans tout le
probléme, a désigne un nombre réel strictement positif. Dans la partie I, on étudie, a titre
préliminaire, la fonction f, définie sur ]0, + o [ par la relation :

fal) = — e

PARTIE L Etude de f,

1. Soit g 1a fonction définie sur ]0, +oo [ par la relation :

—Inx

gx) ="

On considere I’équation (E ;) : g(x) = a (ol I'inconnue x appartient a ]0, 4 o [).

a) Btudier la variation de la fonction g. (On dressera le tableau de variation et on tracera la
représentation graphique de g.)

b) On suppose que : 0 <a <1€.
Montrer que (E ;) admet exactement deux solutions ; on les note u (a) et v (a), en convenant que
u(a) < via).



Etablir que:l<u(@<e<v(a).

¢) Discuter suivant les valeurs de a le nombre de solutions de (E ;).

2. Soit h , la fonction définie sur ]O, + oo [ par la relation :

he(x)=2Inx+Ina-ax

On consideére 1’équation (F ;) : & 4 (x) = 0 (ou I'inconnue x appartient a ]0, +oo [).

a) Etudier la variation de la fonction h o (On ne demande pas la représentation graphique de 4 ;.)

b) On suppose que : 0 <a <4

e2
Montrer que (F ;) admet exactement deux solutions ; on les note r (a) et s (a), en convenant que
r(a) < s (a).
Etablir que: 0 < r(a) <% <s(a).

c) Discuter suivant les valeurs de a le nombre de solutions de (F ;).

3. Soient a et b des nombres réels tels que 0 < a < b et x élément de ]0, +oo [. Montrer que :

Lot1<falo)<folr) <L

4.Comportement asymptotique de f ,

a) Calculer lim f,(x)

x—>0

b) Calculer lim f, (x)

X = +00

5. Signe de f,
a) Comparer les signes de f, (x) etdea-g (x).

b) En déduire le tableau de signes de f , (x) lorsque x décrit ]O, + oo [, a étant fixé. (On sera
amené a distinguer trois cas suivant la position de a par rapport a 1/e.)

6. Variation de f
a) Comparer les signes de f, (x) et de h ; (x).

b) Dresser le tableau de variation de f ;. On distinguera deux cas :

a>4 et O<a<—45

e? e
Dans ce dernier cas, on ne cherchera pas a préciser les valeurs de f,(r (a)) etde f,(s(a)).

7. On suppose dans cette question que 0 <a <1€ .
a) Etablir que u(a) <r(a)<wv(a)<s(a)etque f, présente un minimum en r (a).

b) Donner I’allure du graphe de f .



1

8. On suppose encore que 0 <a < X

On pose m (a) = f, (r (a)).

_ear(a)/2

a) Etablir que : r (a) -

b) Déterminer lim vYa r(a).

a—90

On pourra écrire : a r (a) =Yae2"(@/2 ; on utilisera alors la question 2. b) pour obtenir la limite de

ar(a) lorsque a tend vers 0.

c¢) Déterminer lim m (a)
a—0

d) Calculer un équivalent simple de m (a) + 1 lorsque a tend vers 0.

PARTIE II Etude du poolage

On étudie dans cette partie une méthode de détection des porteurs d’un parasite au sein d’un
ensemble donné de N individus tirés au sort de facons indépendantes dans une population trés vaste
par rapport & N. La proportion de porteurs du parasite dans la population est p (0 < p <1).

On dispose d’un test permettant d’établir de fagon certaine qu’un échantillon de sang contient ou
non le parasite, le résultat de ce test étant dit positif dans le premier cas et négatif dans le second.

Pour chacun des N individus, on posséde un prélévement sanguin. On envisage alors deux
méthodes de détection.

Premiére méthode : on teste un a un les N prélévements, effectuant ainsi N tests.

Seconde méthode (poolage) : on fixe un entier naturel non nul /. On suppose que N est un
multiple de / et on pose N = n [. On répartit les N prélevements en n groupes G1, Gy,..., G,, chaque
groupe G; contenant / prélevements. Pour chacun des groupes G; , on extrait une quantité de sang
de chacun des [ prélevements qu’il contient, puis on mélange ces extraits, obtenant ainsi un
échantillon de sang H; , caractéristique du groupe G; .

On teste alors H; :

— si le test de H; est négatif, aucun des individus au sein du groupe G; n’est porteur du parasite.
Le travail sur le groupe G; est alors terminé ;

— si le test de H; est positif, on teste un a un les prélévements de G; pour détecter les porteurs du
parasite au sein du groupe G;.

Soient X la variable aléatoire égale au nombre de groupes G; pour lesquels le test de H; a été
positif et T la variable aléatoire égale au nombre total de tests effectués dans la réalisation de la
méthode du poolage.

l. @) Exprimer T A ’aide de n, [ et X.

b) Pour tout nombre entier naturel i compris entre 1 et n, calculer la probabilité de I’événement :
«le test de H; est négatif ».

c¢) Déterminer la loi de probabilité et I’espérance de X.



On pose désormais et pour toute la fin du probléeme : a =~ In (1-p).

d)Montrer que E (1) =N+ f, ().

On suppose en outre, dans toute la fin du probleme, que : 0 <p <1 - i

31/3
2. a) Montrer que f ; (3) < 0. Comparer les deux méthodes pour [ = 3.

b) Etablir que : @ <1€ .

On cherche maintenant 4 optimiser la méthode du poolage, c’est-a-dire choisir, en fonction de p, la

valeur de / qui minimise E (7).

3. Soit / un nombre entier naturel non nul. On dit que / vérifie la propriété (MIN) si, pour tout
nombre entier naturel non nul I', f, (D) <f, (")

a) Montrer qu’il existe au moins un entier naturel non nul / qui vérifie la propriété¢ (MIN) et

qu’un tel entier est égal soit a [r (@)], soita [r (@)] + 1, ol [r (a)] désigne la partie entiere de r (a).
On note désormais [, le plus petit des entiers naturels non nuls / qui vérifient la propriété (MIN).
b) Montrer que f, (lp) <O0. En déduire que lo=2.

c) Montrer que f, (3) < f,(2). Que peut-on en déduire pour [ ?

4. Proposer un algorithme, qu’on pourra écrire en TURBO-PASCAL, qui prend p en donnée et
fournit la valeur de /.

5. Exemple : on suppose p = 0,01.
a) Déterminer la valeur de /.

E(T)

b) Déterminer le rapport N lorsque /=g .

lorsque [ =lg .

6. On note p (p) la valeur du rapport E}E/T)
a) Donner un équivalent de [ lorsque p tend vers 0.

b) Donner un équivalent de p (p) lorsque p tend vers 0.

¢) Le résultat du 5. b) est-il conforme a celui de 6. b) ?
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CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES
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OPTION GENERALE
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Sont autorisées: — Régles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, a

fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm x 15 cm de large, sans limitation de nombre.

Ce probleme est consacré a I’étude de la loi de Pareto (Vilfredo Pareto 1848-1923).

La premiere partie étudie les propriétés de cette loi. On montre ensuite, sur un exemple, comment elle permet de modéliser
de fagon tres satisfaisanie des phénomenes rencontrés en économie.

La seconde partie est I’étude de indice d’inégalité de Gini, d’abord dans un cadre général, puis dans le cas particulier d’une
loi de Pareto.

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont i valeurs réelles.

PARTIEIL. La loi de Pareto.
Dans tout le probléme xg, C et o désignent trois nombres réels vérifiant o > O et xg + C > 0.

On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi de Pareto de parametres ¢, xg et C si X, & valeurs dans [xp, 400, admet
pour densité la fonction f définie par :

o) = a (xp+O)*

PSS

[ fx)=0 Vi < xo

On dit alors que X suit VP (¢, xo, C) (loi de Pareto i trois paramétres).

Lorsque C = 0, on dit que X suit VP (a, xg) (loi de Pareto a deux parametres) au lieu de VP («, xo, 0). Dans ce cas xg est
strictement positif et X admet pour densité la fonction définie par :

flx)=0 . Vx < xg
f(x):a%—l— Vx = x
x

~ page 1/6 ~
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A.

Quelques résultats probabilistes.

Soit X une variable aléatoire suivant VP (o, xg, C).
a) Vérifier que f est bien une fonction de densité.
b) Déterminer la fonction de répartition de X

Soit X une variable aléatoire suivant VP (¢, xg).
a) Déterminer les valeurs de o pour lesquelles X admet une espérance et la calculer dans ce cas.
b) Déterminer les valeurs de « pour lesquelles X admet une variance et la'calculer dans ce cas.

Soient une variable aléatoire X suivant VP («, xg) et un réel strictement positif A. Déterminer]a fonction de répartition de la
variable aléatoire Y = AX. Quelle loi reconnait-on ?

a) Soient une variable aléatoire X suivant VP{w, xg) ¢t un réel . Montrer que la variable aléatoire U = X + p-suit une loi
de Pareto 2 trois parameétres que I’on déterminera.

b) Réciproquement, soit une variable aléatoire Z suivant VP (e, xg, C).
Quelle est 1a loi de la variable aléatoire V=2 +C ?

¢) Soit une variable aléatoire Z suivant VP (a, xg, C).
Déduire des questions 2 et 4.b les valeurs de « pour lesquelles Z admet une espérance et la déterminer dans ce cas.
Déterminer les valeurs de « pour lesquelles Z admet une variance et la calculer dans ce cas.

Soit une variable aléatoire W qui suit une loi exponentielle de paramétre B > 0 c’est & dire que W admet une densité de
probabilité g définie par :

g(x)=0 Vx <0

2(x) = e Bx Vx>0
Soient & un réel strictement supérieur 4 1 et xp un réel strictement positif.
Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire T = xok% ? Quelle loi reconnait-on ?

Soit une variable aléatoire X suivant VP («, xg). Déterminer la loi de la variable aléatoire v/ X.
Propriété caractéristique de la loi de Pareto.

+00
Soient une variable aléatoire X de densité f, admettant une espérance, et un nombre réel x tel que [ f@®dr #£0.
X

i +00

tf t)dr

On appelle moyenne de X sur [x, +00[ le nombre réel My (x) égal a ul s

f@adr

X

Montrer que My (x) = x.
Dans cette question on suppose que la variable X suit VP («, xg) avec o > 1. Calculer My (x) pour x = xo.

Réciproquement soient un réel xg strictement positif et une variable aléatoire X & valeurs dans [xg, +o00l, de densité f continue
et & valeurs strictement positives sur [xg, +00[, admettant une espérance et telle qu’il existe un réel & > 1 tel que :

Vx =z xo Myx(x)=kx.

On se propose d’établir que X suit une loi de Pareto a deux parameétres.

+00 +00

On pose, pour x = xg, G(x) = f®dr et Hx) = / tf()de.

X X
a) Montrer que G et H sont dérivables sur:[xg, +00][ et calculer leur dérivée.

b) Prouver.que G(x) = 1k

xG’(x) pour x = xg.
k
¢) Pour x = xg, onpose I (x) = x msG(x).Calculer I’ (x) et en déduire 1a valeur-de G (x).
k
k—1

d) En déduire que X suit VP( ,.X0).



4. Soient un nombre réel xy et une variable aléatoire X 2 valeurs dans [xg, +00f, de densité f continue et & valeurs strictement

positives sur [xg, +oc[, admettant une espérance.

a) Soient un réel A et la variable aléatoire ¥ = X + A,
Prouverque : My (y) = Mx(y —A) +1 Vy=xg+ A,

b) On suppose dans cette question que X suit VP (a, xg, C) avec a > 1,
Exprimer My (x) en fonction de x pour x = xy.

¢) Réciproquement on suppose qu’il existe deux réels h et k vérifiant k > 1 et xg + > O tels que :

k-1
My (x) = kx + h pour tout réel x = xg.

Soit la variable aléatoire ¥ = X + 7 h 1.Calculer My(y) poury = xo + E_h—l
En déduirc laloide Y. f 5
Montrer enfin que la variable X suit VP(I—c—_l’ X0, E—l)'

e

. Un exemple statistique : la répartition des revenus.

Des statistiques provenant de la Direction Générale des Impdts indiquent, pour I"année 1988, la répartition des revenus
d’environ 25 000 000 de contribuables. On note :

X . Niveau de revenu en KF (milliers de francs),
1 — F(x) : Proportion de contribuables ayant un revenu strictement supérieur a x,
M(x) :  Revenu moyen des contribuables ayant un revenu strictement supérieur 2 x,

et on dispose du tableau suivant :

x 1- F(x) M(x)
500 0.006 860
250 0.027 434
200 0.046 345
150 0.095 256
125 0.145 215
100 0.226 177
80 0323 151
60 0.458 127
40 0.658 104

Ces données sont représentées dans les graphiques 1 et 2 figurant sur la page 6 de I’énoncé. Ces graphiques ne sont pas a
reproduire sur la copie.

Le graphique 1 représente les points d’abscisse x et d’ordonnée M (x) pour les valeurs x du tableau.

Une étude statistique permet d’estimer que ce nuage de points peut étre modélisé par une droite D (figurant sur le graphique).
a) Lire, sur le graphique, le coefficient directeur de D.

b) Expliquer pourquoi on peut modéliser la distribution des revenus par une 1oi de Pareto a trois paramétres VP (o, xo, C).
¢) Donner, d’apres le graphique, une valeur approchée de o et de C. »

d) Sachant que le revenu moyen de tous les contribuables est M = 75KF, donner, 2 1’aide du graphique, une valeur approchée
de xg.

Le graphique 2 représente les points d’abscisse In{x + C) et d’ordonnée 1n <1000 (1 - F(x) ) ) pour les valeurs x du tableau.

(On rappelle que In désigne 1a fonction logarithme népérien).
Une étude statistique permet d’estimer que ce nuage de points peut étre modélisé par une droite A (figurant sur le graphique).

a) Lire, sur le graphique, le coefficient directeur de A.

b) Expliquer pourquoi cela confirme la modélisation de la distribution des revenus par une loi de Pareto 2 trois paramétres
VP (a, xg, C).

¢) Retrouver ainsi une valeur approchée de o et de xg.
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PARTIEIL. Courbe de concentration et inégalité des revenus.

k.
.

La courbe de concentration est une courbe statistique introduite par Lorentz et développée par Gini pour rendre compte de
I'inégalité de la distribution des revenus.

On désigne par F, la proportion des individus d’une population donnée ayant un revenu inféricur ou égal & x et par Qy le
quotient de la masse des revenus de ces mémes individus par la masse totale des revenus de la population.
On appelle courbe de concentration la représentation graphique de la fonction donnant @ en fonction de Fx.

Dans toute la suite du probleéme, X est une variable aléatoire qui représente le revenu d’un individu de cette population.
Dans la partie A, on montre, dans le cas général, ’existence de la courbe de concentration et on étudie ses propriétés.
Dans la partie B, on étudie le cas particulier oil la variable aléatoire X suit une loi de Pareto.

Courbe de concentration et indice de Gini.

On désigne par xo un nombre réel strictement positif et on suppose que la variable aléatoire X, a valeurs dans [xo, +o0[,
admet une densit€ f, continue et & valeurs strictement positives sur [xg, +00][, et posséde une espérance E (X).

On pose, pour x = xq, F(x) = fx: f@®)dr et Q) = E(I_XS /x: tf(t)ds.

a) Montrer que la restriction de F # [xg, +-00[ admet une application réciproque notée F~1.
Quel est le domaine de définition de F~1 ?

b) On pose C = QoF 1.
Montrer que C se prolonge en une fonction continue strictement croissa_ntc de [0, 1] dans lui-méme.
Déterminer C(0) et C(1). ‘

Ainsi 1a courbe de concentration de X existe bien. C’est la courbe représentative de C dans un repére orthonormé du plan.
F7l@
E(X)

b) En déduire sans calcul que C est convexe et que la courbe de concentration de X est située en dessous de la premicre
bissectrice.

a) Prouver que C est dérivable sur [0, 1{ et que C’(t) = pourt € [0, 1[.

¢) Déterminer C’(0) et lim C’(¢).
¢ t—1
d) Tracer I’allure de la courbe de concentration et précisant les tangentes aux deux extrémités.
On appelle indice d’inégalité de Gini de la variable X le réel I(X) qui est égal & deux fois 'aire située entre la courbe de
concentration de X et la premiére bissectrice. ’

1
Cestadire: I[(X) = 2/ (t—C(@))ar.
0

On estime que plus 1 (X) est grand, plus I'inégalité des revenus est grande.
Application : comparaison de quelques prdcédures d’imposition des revenus.

On suppose, dans toute cette partie, que la variable aléatoire X suit VP (z, xg) avec o > 1.

a) Calculer Q(x) pour x = xp.
oa—1

b) Prouver que C(t) = 1 — (1 — 1) ©  Vt e 0, 1[.

¢) Déterminer o si on sait que 30% des individus ayant les plus hauts revenus se partagent 60% de la masse des revenus.
Dans la suite o n’est plus supposé égal 4 cette valeur.

d) Déterminer Iindice d’inégalité de Gini 1(X).



2. On préleve sur tous les revenus un impdt proportionnel au revenu ¢’est a dire que, si ¥ désigne le revenu disponible apres
imposition, ¥ = (1 — A)X avec A €]0, 1[.

a) Calculer I (Y). On pourra utiliser les résultats de 1.A.3.
b) Quel est Ueffet de cette imposition sur I’inégalité des revenus ?

3. On préleve sur tous les revenus un impdt progressif tel que, si T désigne le revenu disponible aprés imposition, on ait
T = hv/X (h désignant un réel positif).

a) A I'aide de la partie I, déterminer la loi de T et calculer I (T).
b) Quel est 'effet de cette imposition sur ’inégalité des revenus ?

4. On préieve sur tous les revenus un impdt constant a, ¢’est a dire que, si Z désigne le revenu disponible aprés imposition,
Z =X —aaveca €]0, xg[.

a) Déterminer la loi de Z.

b) On note Cz la fonction dont le graphe est la courbe de concentration de Z. Montrer que :

__EX
t—Cz(t) = EX) —a (t—cm) vrelo,1]
¢) En déduire I (Z).

d) Quel est I’effet de cette imposition sur I’inégalité des revenus ?

Tourner la page S.V.P. ———3
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ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

MATHEMATIQUES I
OPTIONS SCIENTIFIQUE

mardi 14 mai 1996, de8 ha 12 h

La présentation, Ia lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans f'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées : Regles graduges.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans
document d'accompagnement et de format maximum 21 cm x 15 cm de
large, sans limitation de nombre.

Un banquier s'est imposé de vendre une action en dix jours ouvrables. Chaque jour, suivant le cours du jour, il
décide de vendre ou d'attendre dans I'espoir de vendre mieux plus tard. S'il n'a pas réalisé 1a vente au neuviéme
jour, il s'impose de vendre son action au dixiéme jour. Quelle stratégie va-t-il choisir?

Le probléme ci-dessous propose, dans un cadre théorique précis, d'évaluer diverses stratégies pour de tels choix
en chaine.

On considére une suite d'expériences aléatoires identiques et indépendantes, a laquelle on associe une suite
(X;)i»; de variables aléatoires, définies sur un espace de probabilité (24, P), indépendantes et toutes de méme
lot.
On considere un entier naturel non nul ».
Sinest égal a 1, on définit le gain G, par: G, = X,.
Si n est supérieur ou égal a 2, on se donne pour chaque i € {1,...,n~1}, un seuil o, et on définit le gain G,
par:

si, pour tout i strictement inférieur an, X; <o, ,alors G, =X,

et sinon, G, = X, ou k est le plus petit rang i tel que X; = o,.
Le gain G, est une variable aléatoire dont 'espérance est notée g,,.
(Dans I'exemple introductif du banquier, » est égal a 10, X; représente le cours de I'action au jour de rang i/ et
G,, est égal au prix de la vente).

On étudie en partie I, trois stratégies dans le cas d'expériences aléatoires discrétes et en partie I, trois stratégies
dans le cas d'expériences aléatoires continues. On étudie dans le préliminaire une suite numérique que I'on
retrouve a la fin de la partie II.

Les parties I et II sont dans une large mesure indépendantes.
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Préliminaire

1+ 42

On définit la suite (u,),> Par: u, =% et VnelN* Uy = 5

1. a. Ecrire un programme en Pascal qui calcule et affiche les 100 premiers termes de 1a suite.
b. A l'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de u,,, a 10~ prés.

1+ x?

2. a Etudier la fonction h définiepar:  Vx €[0,1]  h(x)=

b. Montrer que la suite (u,, ), est croissante.
¢. Montrer que (u, ), est convergente et déterminer sa limite.

3. On pose pour tout », entier naturel non nul : v,=1-u,.
1 o 1 +
a. Montrer que : vnz1l P 1 = . Endeéduire: Vn21 —_2 n+3 .
Vuer  Vn 2- Vn Va 2
1 1 x L i 1 1 1
b. Montrer que : vx €[0,1] S—+=. En déduire : Vn21 -—<—+ .
2-x 2 2 Vpsi Va 2 n+3
Montrer que : vnz2 Zl <lnn ou Inn désigne le logarithme népérien de n.
i X
En déduire : vnz1 l551%2-4—ln(n+2).

n .
c. Déterminer un équivalent de v, quand » tend vers +c.

I. Exemples d'expériences aléatoires discrétes.

Dans cette partie r est un entier impair, supérieur ou égal 4 3, et on suppose que, pour tout i entier naturel non

nul, la variable aléatoire X, est discréte et équirépartie sur I'ensemble {0l ,2,. . ,i} (chacune des »+1 valeurs
rr r

étant prise avec la méme probabilité).

1. Premiére stratégie.
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, o, = 0. On a donc, pour tout entier naturel n non nul,
G,=X,.

k
Calculer l'espérance g,, de la variable aléatoire G,,. (On rappelle que : Z Jj=

J=1

k(k+1)
2

).

2. Deuxiéme stratégie.
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal 2 et pour tout i € {1,...,n-1}, c; =0,5.

a. Caleuler P(X, <0,5).

b. Exprimer, en fonction des variables X,,.., X, , I'événement (G =i) pourj € {0,... Lt puis pour
1 n n r 2 po!

je r+1 ,
——2 ses 7

En déduire que 1a loi de G, est donnée par :
. r—1 J 2 1
vj € {0,...,— PG, =L)=—=_ —
j et 5} G=D=" 5

r+1 J

i 2 1
V€ {—,...r PG, =Ly=—"_(1-—).
€ (= nr) (G, =) =—=0--0)
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c. Calculer g,. Montrer que la suite (g, ), €st croissante.
Déterminer la limite de g, quand n tend vers +co avec r fixé. Pouvait-on prévoir ce résultat ?
Déterminer la limite de g, quand r tend vers +co avec n fixé.

3. Troisiéme stratégie.
On pose, pour tout entier # supérieur ou égal a 2 et pour tout i € {1,...,n~1}, o, =1L

a. Exprimer, en fonction des variables X,,..,.X, , l'événement (G, = —J—) pourj € {0,...,r - 1}.
r
En déduire la loi de G, .

b. Calculer g,,. Montrer que la suite (g,,),», &St croissante.
Déterminer la limite de g, quand n tend vers + avec  fixé. Pouvait-on prévoir ce résultat ?
Déterminer la limite de g, quand » tend vers +co avec # fixé.

4. Comparer brievement les trois stratégies de la partie 1.
II. Exemples d'expériences aléatoires continues.

Dans cette partie, on suppose que, pour tout entier naturel non nul J, 1a variable aléatoire X, suit une loi de
probabilité uniforme sur {0, 1] ; elle admet donc une densité ¢ définie par :

vte[0,l]  @H)=1 et sinon @(f)=0.
On dit que les variables (X ),,, sont indépendantes si et seulement si, pour tout entier naturel » non nul et pour
tout (¢,,...,t,) €IR", les événements (X, <1,),...,(X,, <t,) sont mutuellement indépendants ; on a alors,

n n
pour tout (¢,,...,£,) €/R", P[n(X,. <4 )] = H P(X, <t;). (Les variables étant des variables a densité, les
i=1

égalités ci-dessus sont encore vraies si on remplace (X, <t;) par (X, <t,)).

On note £, 1a fonction de répartition de G,,.

i=t

1. Déterminer F, la fonction de répartition de .X,.

2. Premiére stratégie.
On pose, pour tout entier » supérieur ou égal a2, g, = 0.
Calculer I'espérance g,, de la variable aléatoire G,,.

3. Deuxiéme stratégie.
Soit un réel a €[0,1{. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal 4 2 et pour tout i  {1,..,n-1}, o, =a.

a. Que vaut F, (1) pour ¢ n'appartenant pas a [0,1] ?
Pour ¢ €[0,0{, décrire I'événement (G, < t) et en déduire F,,(¢).
Pour ¢ €[a,1[, décrire I'événement (G, > t) et en déduire F,(f).
Montrer que G, admet une densité f, définie par :

vte[0,af f,()=a"", Vte[all] f,,(t):ll““, et f,(t)=0 sinon.
—-a

b. Calculer g,, en fonction de o.. Montrer que la suite (g,,),; est croissante.
Déterminer la limite de g, quand n tend vers +co. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

c. Déterminer la valeur de « telle que g, soit maximum.
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d. Dans cette question, a. = 0,5.
Donner la valeur de g,. Quelle remarque peut-on faire en comparant ce résultat avec celui de la deuxiéme
stratégie de la partie I ?

4. Troisieme stratégie.
Soit (a, );»; une suite de réels telle que, pour tout entier £ non nul, 0<q, <1.

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 et pour tout i € {1,.,n—1},on pose 5, = a,_,.

a. En utilisant les résultats de I1.2., montrer que G, admet une densité et une espérance.
Donner la valeur de g,.

b. En utilisant les résultats de 11.3., montrer que G, admet une densité et une espérance.
Donner la valeur de g, en fonction de a,.
Déterminer la valeur de a, qui maximise g,.

c. Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2.
On suppose que G, admet une densité notée f,,.

On suppose de plus que, pour tout entier k € {ln} G, admet une espérance g, vérifiant g, e[O,l[ et que,
pour tout entier X € {l,..,n— 1}, a, =g,
Et donc la variable aléatoire G,,, est associée aux seuils: 0, =a, ,0,=8,,.... 0, = &;.
Montrer que: Vi e[0,a,[  F () =a,F ()
vtela, || F,(t)=t-a,+a,F,(t)
En déduire que G,,, admet une densité f,,,, et donner une relation entre f,,, et f,.
En déduire que G,,, admet une espérance g,,, vérifiant Bne1 = .8, + —;-(l—a,z, ).

Déterminer la valeur de a, qui maximise g,,,,;.

1+g3
2

Montrer que, pour cette valeurde a, , g, = et que g,,, €[0,1[.

d. On construit ainsi, par récurrence, une suite de variables aléatoires (G, ),,»; dont les espérances
1 2
_1+8

vérifient : VnelN* 8+ 2

Quelle est alors 1a limite de la suite (g,,),>; ?

5. Comparer les trois stratégies de la partie II.

- FIN -
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées: Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et Jou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

Une éprouvette contient 10 bactéries, 4 sont des bactéries de type A, 6 de type B. On les laisse se reproduire en milliers
d’exemplaires, la proportion de bactéries de chaque type restant inchangée. On préleve alors, au hasard, 10 bactéries
que I'on met dans une autre éprouvette, On les laisse se reproduire en milliers d’exemplaires dans les mémes
conditions que précédemment, et on recommence I’expérience.

Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences?

L’¢énoncé théorique ci-dessous propose un modele probabiliste pour répondre a cette question.
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Définitions. Soit une variable aléatoire X on .note EX) espérance de X si celle-ci existe.

On note N' un entier supérieur ou égal & 2 et ko 'un entier de {0,..,N}. On pose p = %’; etg = 1-p.

Soit (X ,,)n20 une suite de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (24, P), a valeurs dans {0,..,N},
dont les lois de probabilité sont définies de la maniére suivante;

Xo est la variable certaine égale 4 ko .
X\ suit la loi binomiale de paramétres N et p. (Par convention, on dit que la loi binomiale de paramétres N et 0 est la

loi de la variable certaine égale & 0 et que la loi binomiale de paramétres N et 1 est la loi de la variable certaine égale 4
N). .

Pour tout entier » non nul et touf entier & de {0,..,N} tel que P(X = k) # 0, la loi conditionnelle de X,+; sachant

(X,=k) est 1a loi binomiale de paramétres N et % En d’autres termes:

pour tout entier » non nul et tout entier & de {0,..,N} tel que P(X w = k) #0 et pour tout entier / de {0,..,N},
i N-i
P(X,,=i/X,=k) =C} (—:7) (1 —7\,—) (avec la convention habituelle que 0°=1).

On a de plus I"hypotheése (H): pour tout entier # non nul, pour tout n-uplet (k;,...k,) de {0,..,N }" tel que
P(X, = ky .. X, = k) # 0, pour tout entier i de {0,..,N}, P(X,. =1 /X, = k.., X; =k, )=P(X, =i/ X, =k,).
Cette hypothése n’est utile que pour la question 6. de Ia partie 1.

On définit la suite de variables aléatoires (F,) _ par F, = XT :

PRELIMINAIRE
Dans I’exemple ci-dessus, en appelant N le nombre de bactéries prélevées & chaque expérience, k, le nombre de
bactéries de type A dans la premiére éprouvette au début de la premiére expérience et # le numéro de I'expérience,

donner une interprétation de la variable X, et justifier par des arguments tirés du cours, !’utilisation de la loi
binomiale. Comment interpréter I’hypothése (H)?

PARTIE 1
Dans cette partie, N = 3,

1) Que dire dela suite (X,) _ siky=07Siko=3?

On suppose désormais, dans Ia suite de cette partie, que ky = 1.

1 2 Lo
P( X, = 0) . 247 227 .
2) Pour tout entier #, on pose U, = i((j\,(" :;)) . Montrer que U,+1 =AU, ol A= g g .
- °5 9 °
P(X n= 3) 0 _1- i 1
27 27

3) a) Soit le vecteur ligne V' = (0,1,2,3). Calculer V' 4.
b) Montrer que E(X,) = V' U, , pour tout entier n. En déduire la valeur de EX,).
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1 1

-1
4) a) Onpose ¥, = 3 et I = 1 Calculer AY, et AY; enfonctionde Y5 et Vs .

-1 1
b) Montrer que 4 est diagonalisable. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.
c) Calculer 4" pour tout entier n.

5) a) Montrer que la loi de X, est donnée par:

rtr=9=3-6 408 e -3 0)
=)= 3(D (D)) st=9-2-4T D

b) Montrer que la suite (Fn)nzo converge en loi. Quelle est la loi limite?

6) Pour tout entier # non nul on définit I’événement B, ﬂ < 1) .
k=1
On pose x; = P(X | = 0) , pour tout entier & supérieur ou égal 4 2, x, = P(X 1=L.,Xp =LX, = O) , et pour tout
entier £ non nul, y, = P(X1 =1..,X, = 1)

a) Exprimer pour tout entier k¥ non nul, x; et yen en fonction de y; . En déduire les valeurs de x,, et Y pour tout
entier » non nul.

b) Montrer que P Zxk +y, . En déduire P( )et la limite de la suite (P(B,,))
k=1
¢) En déduire la probabilité qu’il existe » vérifiant F, > 0,5,

nz1’

PARTIE 2
Dans cette partie, NV est un entier supérieur ou égal A 2 et k, un entier de {1,..,N-1}.
On pose pour tout entier n, u, = P(X,=0) + P(X,, =N) et v,=1-u,.
A, Loi de X,
N A K\
1) Montrer que pour tout entier i de {0,..,N}, P X = ZP =k CN(N) (I_W) .

2) Montrer que pour tout entier n, E(X,+) = E(X,,).

3) a) Montrer que pour tout entier », E[X,,+,(N —X,,H)] = N—NEE[ ,,(N—X,,)].

b) En déduire la valeur de E [X,,(N -X ,,)] en fonction de n, Net ky .
4) Montrer que la suite (u,,)nZO est croissante et convergente.

5) a) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IR, , prenant un nombre fini de valeurs,
E(X
Montrer que pour tout réel a strictement positif, P(X > a) < 2x) .
a

b) Btudier sur [1,N-1] la fonction f définie par: Vx e[L, N - 1], /(x) = (N ~x).

2 n
¢) En utilisant la valeur de E [X ,,(N -X ,,)] » montrer que pour tout entier n, 0 < v, < pq NN 1 (1 - -117) .

P
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6) ) Quelle est la limite de la suite (v,) _, ?

b) En déduire que pour tout entier k de {1,..,N-1}, lim P(X, =k)=0.

n—>+

¢) En utilisant le résultat du 2), montrer que lim P(X, = N) = p. Déterminer lim P(X, =0).
n—+w0

n—+wo

d) Montrer que la suite (Fn)nzo converge en loi. Quelle est la loi limite?

B. Temps d’arrét

On définit la variable aléatoire 7 par:
si pour tout entier n, (X% 0) et (X,# N), alors =0
sinon, 7 = n ol » est le plus petit entier k tel que (X = 0) ou (X =N).

1) Que vaut P(7=0)? Montrer que pour tout entier #» non nul, P(7=n) =v,; - v, .

n n—1
2) a)Montrerque » kP(T=k)= > v,—nv, .
; k n
k=1 k=0
3

b) En déduire que T admet une espérance et que E(T) < pg 3

( on ne cherchera pas a calculer E(7) ).

C. Retour aux bactéries

Dans I’exemple des bactéries, on a posé la question : « Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences 7 ».
Pouvez-vous maintenant y répondre ?

¥

~ 4/4 ~
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ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS
ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE LYON

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

OPTION SCIENTIFIQUE
MATHEMATIQUES II

Samedi 25 Avril 1998,de 8ha12h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document, l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Notations
Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal 4 2.
Toutes les variables aléatoires, considérées dans chaque partie de ce probléme, sont des variables aléatoires définies

sur un méme espace de probabilité (42,4, P).
X étant une variable aléatoire admettant des moments d’ordre 1 et 2, E(X) désigne I’espérance de X, V(X) sa variance.

Tous les couples (X,Y) de variables aléatoires & densité considérés dans ce probléme sont tels que X et ¥ admettent

des moments d’ordre 1 et 2 et le produit XY est une variable aléatoire 2 densité admettant un moment d’ordre 1. On
définit alors la covariance de X et Y par:

coX,Y)=E(XTY)- E(X)E(Y)
et on admet que cette covariance vérifie les propriétés suivantes :

1) cofaX + BY,Z) = acofX,Z) + feon(Y,Z)

2) co X.Y) = co(Y, X)

3) |eo{ X 1) < V(X W(Y)
4) si X et Y sont indépendantes, alors cofX,Y) =0
ol a et Fsont des réels, X, Y et Z des variables aléatoires 4 densité.

Ces propriétés ne doivent pas étre démontrées.
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Un gestionnaire investit un capital parmi # actifs, notés A, , Az, .., A, (par exemple des actions), disponibles sur le
Marché Boursier. Les rendements 3 un an de ces actifs, exprimés en pourcentage , sont des variables aléatoires R, , R,,
.., R, admettant des moments d’ordre 1 et 2. Par exemple, si I’actif A, a rapporté 6%, R, prend la valeur 6.

Le gestionnaire constitue un portefeuille, c’est-a-dire un n-uplet (x,,x,,..,x,) tel que, pour tout i de {1,..,n}, x, est un

”n
réel positif ou nul et tel que :Zx,. = 1. Chaque coefficient x; représente la proportion du capital investie dans I’actif
i=1

A; . Par exemple, si n vaut 3 et si le gestionnaire investit un quart du capital dans I’actif A,, la moitié du capital dans

I’actif A, et le quart du capital dans I’actif A, , le portefeuille vaut (%-2!-,%) .

Si (x,x,,..,x,) est un portefeuille donné, le rendement (en pourcentage) de ce portefeuille est la variable aléatoire

R=£x,R, .
i=l

Notre gestionnaire prudent désire minimiser les risques et recherche pour cela les portefeuilles dont le rendement R est
de variance minimale, sous certaines hypothéses.

Préliminaire

n .
On considere le portefeuille : Q = (xl ,..,x,,) et son rendement : R = Z xR, . On rappelle que la variance de R est :

i=1

V(R)= Z" x}V(R)+2 Z XX, cov(R,-,Rj) i

1sicjsn

1) On suppose, dans un programme Pascal, avoir défini :
Constn = 5;
Type Tab = Array[1..n] of real;
var A: Array[1..n,1..n] of real;
oir A[i.j] représente coW[R,.R,).
Ecrire une fonction V de type real de paramétre le portefeuille O de type Tab qui renvoie la valeur de V(R) .

2) On considére I’ensemble : H = { (x),...x,) € (R")", Z x, =1 }. On admet que H est fermé.

i=1
n
On définit sur R", la fonction F : F(x,,...x,) = ) 5 V(R)+2 D xx, cov(R,-,Rj) :
i=} 1<i<ysn
Montrer que F admet un minimum sur A.

La suite du probléme consiste 4 déterminer ce minimum et les points de & oli ce¢ minimum est atteint, pour répondre
ainsi 4 la demande du gestionnaire prudent.
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Partie 1

Dans cette partie, I’entier » vaut 2 et les rendements des actifs A, et A, sont notés respectivement X et .
On suppose : V(X) = 12, () =3, cov(X,Y) = ¢, ot c est un réel donné.
Pour un réel a de [0,1], on considére le portefeuille (a,1 - a) dont le rendement est la variable aléatoire :

R=aX +(1-a)Y.
1) Montrer que I'ona:|c|<6.

2) a) Montrer que 'ona: V(R)=(15-2c)a> +c—3)a+3.
b) On définit sur R la fonction / par :  h(x) = (15 - 2c)x® + 2(c - 3)x + 3. Etudier les variations de & sur {0,1],
en distinguant les deux cas : ¢ €[-6, 3[ et ¢ €[3,6]. Montrer qu'il existe un unique portefeuille dont le rendement est

de variance minimale. On déterminera ce portefeuille en fonction de ¢ .

3) a) Onsuppose: c=—6.
Déterminer le portefeuille dont le rendement R est de variance minimale et cette variance minimale. Que peut-on dire
de 1a variable aléatoire R dans ce cas?

4
b) On suppose que les variables X et Y sont indépendantes. Montrer que Gg) est le portefeuille de rendement de
variance minimale.

4) On suppose dans cette question que X et Y sont des variables gaussiennes indépendantes, X de moyenne égale 4 6 et
de variance égale 4 12, Y de moyenne égale a 3 et de variance égale 4 3.

Soit R le rendement du portefeuille G%) . Quelle est 1a loi de R ? Calculer l1a probabilité que R soit supérieur ou égal

4 4. (On donne : O(Ti_s-) =0,60, ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite).

5) On suppose dans cette question que les variables a densité X et Y sont indépendantes. On suppose de plus que X
suit la loi uniforme sur [0, 12] et que ¥ suit la loi uniforme sur [0,6].

a) Donner les valeurs des espérances de ces variables et vérifier : V(X) = 12, (1) =3.
b) Déterminer la loi de la variable 4Y, puis la densité de la variable X + 4Y. Tracer le graphe de cette densité.

¢) Soit R le rendement du portefeuille G%) . Calculer la probabilité que R soit supérieur ou égal a 4.

Partie 2

Dans cette partie, n vaut 3 et les rendements des actifs A, , A; et A; sont notés respectivement X, Yet Z.
On suppose de plus : V(X)=2, V(Y)=V(Z)=6, cofX.Y)=-1 coqX,Z)=2, coY,Z)=1.

On considére le portefeuille (x, » z) dont le rendement est la variable : R =xX +yY +2Z.

La fonction /', I’ensemble K et ’ensemble K, sont définis comme suit :
pour tout (x,y) de R?, f(x,y) =4x’ + lOy2 +4xy ~8x-10y +6,

K={(xye®), x+ys1}, K, ={(xy) € (RY?, x+y<1}. Onadmet que K est ouvert.
1) Montrer que le probléme du gestionnaire revient & déterminer le minimum de /'sur K. Dessiner le domaine X.

2) a) Montrer que fadmet un minimum local sur R? atteint au point (xo,3%) que ’on déterminera.
b) En déduire que f'n’admet pas de minimum sur K.

3) @0npose: K, ={(0.y)ye[01]} K ={(x0)xef0l]} K;={(x1-x)xe[0]]}.
Déterminer les minimums de f respectivement sur K; , K; et K5 .
b) En déduire I'unique portefeuille dont le rendement est de variance minimale.
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Partie 3

Dans cette partie, n vaut 3 et les rendements des actifs A, , A, et A; sont notés respectivement X, Yet Z .
1) On suppose : V(X) = N(Y) = V(2) = 1, cov(X,Y) = cov(X,Z) = cov(Y,Z) = ¢, ol ¢ est un réel donné.

a) Calculer V(X +Y +Z). Montrer que 'ona: ¢ e[——;-,l] .

b) On suppose : ¢ # 1. On considére un portefeuille (x,y,z) de rendement R.

2 2 2
Montrer que I’on a : V(R)=(1-c){(x..%) +(y—§) +(z—-:l;) J+ l+32c '

Déterminer le portefeuille dont le rendement est de variance minimale.

2) Soit 4, B, C des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N* suivant toutes la loi géométrique de
E
paraméire % ; on a donc : pour tout k de N* , P(4 =k)=P(B=k)=P(C=k)=(%) .

X=B+C
On suppose que les variables X, Y et Z vérifient: {Y =4+ C+1
Z=A+B+2
a) Déterminer les espérances, variances et covariances des variables X, Y et Z.

b) Montrer que le portefeuille de rendement de variance minimale est G—%—;—) .
¢) Déterminer la loi de 4+B+C. En déduire 1a probabilité que le rendement R du portefeuille ci-dessus soit
supérieur ou égal 4 5.

Partie 4

Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal 4 2,
On note M la matrice de covariance de R,,.., R, , matrice carrée d’ordre n dont le coefficient de la ligne i et de la

colonne j est égal & cov(&,Rj) .
On note M, (R) I’espace vectoriel des matrices réelles ayant n lignes et 1 colonne.
X
x. n

?| et la variable aléatoire : T = ) xR, .

1) On considére un élémentde M, (R): U=

Xp

Vérifier que I'on a : V(T) ='UM U, ou 'U désigne la transposée de U.

2) a) Montrer que M est diagonalisable.
b) A I’aide du 1), montrer que les valeurs propres de M sont positives ou nulies.

3) On suppose M inversible. Pour tout (U, W) de (M,,; (R))?, on pose o(U,W)='"U MW

a) Montrer : si ‘UM U=0, alors U =0,
b) Montrer que @ est un produit scalaire. On note N la norme associée a ce produit scalaire.

¢) Montrer : pour tout (U, W) de (M,, (R) * ,[N(U ; d )T = %[(N(U))z +(M W))’] - [N(U—;”—/)T .

d) En déduire I'unicité du portefeuille dont le rendement est de variance minimale (I’existence ayant été montrée
dans le préliminaire).
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Notation
SiX et Y sont deux variables aléatoires discrétes, on note cov(X,Y) leur ¢ovariance, si celle-ci existe.

Partie 1

Soit # un entier non nul, On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi du 2 a r degrés de liberté si et seulement si X

. . N r s NPT iz . .
suit la loi 7"de parameétres 2 et 7’ c’est-a~dire si X admet pour densité la fonction f; définie par :

1 oy -x

Vx>0, f(x)=——=x? e? vx<0, f(x)=0.
g
2

1) Déterminer I’espérance et la variance d’une variable X suivant la loi du 2 & r degrés de liberté.
Ak A tn—l
2) a) Montrer que pour tout A > 0, pour tout entier # non nul : et = Z— + J. et W dr
N 0 n—1j!
b) Soit Y, une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A et Xz, une variable aléatoire suivant la loi
du %24 2n degrés de liberté. Montrer que P(X,, > 24) = P(Y, <n).

¢) Ecrire une fonction en langage Pascal de paramétres » entier et x réel qui retourne la valeur de P(X on > x) .

-~
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d) A I’aide de la table-des lois de Poisson donnée en annexe, donner I’allure de la fonction Fs , fonction de
répartition d’une variable suivant 1a loi du % 4 6 degrés de liberté en précisant les valeurs de Fg(0), Fs(4), Fs(8).

3) Soit ¥ un entier non nul et X; 1, .., X des variables indépendantes gaussiennes centrées réduites.
a) Déterminer la loi de X7} . :
b) En déduire la loi de X?+.+X} (on admettra que les variables X7,...,.X 2 sont indépendantes).
¢) Tracer sur un méme graphique I’allure des fonctions de répartition de deux variables aléatoires, 1’une suivant la

loi du * 4 r degrés de liberté et 1’autre suivant la loi du % a r’ degrés de liberté, avec r et »* deux entiers non nuls
telsque r <#’ .

Partie 2
Soit n et s des entiers supérieurs ou égaux a 2, On considére une urne contenant des boules de couleurs C, , ..,C; . Les

. S
boules de couleur C; sont en proportion p; . On a donc 2 p; = let on suppose que, pour tout i, p; > 0.
i=1
On effectue # tirages successifs d’une boule avec remise. -
Pour tout i de {1,..,s}, on note X; la variable aléatoire égale au nombre de boules de couleur C; obtenues a ’issue des »

s
tirages. On remarque que la variable X; dépend de n et que ZX ;=n.

i=l

s 2
v X, — np;
On définit la variable aléatoire U, par: U, = E L—i‘{)—'—)—
np;

i=1
A. Etude des variables X; .

1) Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance,

2) Soit (i,j) {1,..,s}2 tel que 7 # j . Déterminer la loi de X; +X; et sa variance .
En déduire que cov(X;,X;)=-np;p; .

B. On suppose dans cette partie que s =2,

X, —np,
v np\Py
2) a) Par quelle loi peut-on approcher la loi de Z; lorsque # est grand?

b) Montrer que la suite (U,) converge en loi vers la loi du & 1 degré de liberté, quand » tend vers I’infini (on
demande une démonstration précise).

1) Montrer que U, = Z7 ol Z, =

C. On suppose dans cette partie que s =3 et que p, = p, = 1 et p; = 1

4 2
On pose Z, =%(X3 —%) et Z, =J§(X, - X,).

1) Montrer que U, = Z} +Z2 .
2) Déterminer les espérances et variances de Z; et Z, et cov(Z,,Z,).

3) Par quelle loi peut-on approche; la loi de Z; lorsque # est grand?

~2/4~



4) Pour i élément de {1,..,n}, on définit la variable 7; par : 7; = 1 si au jiéme tirage on a obtenu une boule de-couleur
Cy, T; = -1 si au iéme tirage on a obtenu une boule de couleur C; , 7; = 0 si au iéme tirage on a obtenu une boule de
couleur C; .

a) Exprimer X - X a I’aide des variables 7; .

b) En déduire que I’ on peut approcher laloi de Z; , quand n est grand, par la loi normale centrée réduite.

5) On admettra ’approximation suivante : » est supposé grand et sous cette hypothése, Z; et Z; sont des
variables indépendantes gaussiennes centrées réduites.
Quelle est la loi de U, ?

B

6) On suppose avoir défini dans un programme Pascal :
Type Tableau = Array[1.. 100] of integer;
a) Ecrire une procédure procedure Tirage(var C : Tableau); permettant de simuler le tirage avec remise de 100

. , 111
boules dans une urne contenant des boules de couleur C, ou C, ou C; en proportion respectivement 172

5
L’élément C[i] vaut 1, 2 ou 3 et représente la couleur de la iéme boule tirée (C, , C, ou C;). On utilisera la fonction
random : random(4) retourne un entier aléatoire compris entre 0 et 3.

b) Ecrire une fonction Difference de paramétre C qui retourne la valeur de X; - X5 .

D. On suppose désormais s entier quelconque supérieur ou égal i 2.

1) Onpose ¥, = ;X_,_—__n& On note M la matrice de covariance des variables 11 ,..,Y;.
VP,

* . Montrer que M =1 - N ou ] est la matrice unité et NV la matrice dont le terme en ligne / et colonne j vaut ./p;p iz

2) ‘Montrer que N%2=N et déterminer le rang de N .

3) Montrer qu’il existe une matrice Q telle due ‘0O0=1Iet telleque M =QJ,_,'Q ouJ,, est la matrice carrée

d’ordre s, diagonale, dont les s-1 premiers éléments diagonaux sont égaux 4 1 et le dernier est nul. (On ne demande
pas de calculer explicitement la matrice Q).

Z, Y,

4) On définit les variables Z;,.., Z;par: | | ='Q
Z.) Y
On note a;; I’élément de la ligne / et de la colonne j de ‘Q. Exprimer chaque Z; en fonction de Y , .., ¥, et des a;.

Montrer que les variables Z; sont centrées,
En utilisant la bilinéarité de la covariance, déterminer la matrice de covariance de 21 s oo Ls
Qu’en déduit-on pour la variable Z; ?

5) On admettra I’approximation suivante : » est supposé grand et sous cette hypothése, Z; ,.., Z, ; sont des-
variables indépendantes gaussiennes centrées réduites.

Monfrer que U, suit 1a loi du x2 a s-1 degrés de liberté.
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Partie 3

On s’intéresse 4 la répartition le long de 1’année des naissances en Suéde dans les années 1930.

Une statistique a 6té réalisée pour les 4 périodes dont les proportions p; de journées dans I’année sont les suivantes :
période Ty : Avril - Juin p= 0,250

période T; : Juillet-Aoft p; = 0,169

période Ts ; Septembre - Octobre p; = 0,167

période T, : Novembre - Mars ps = 0,414 .

On dispose d’un échantillon de 8000 naissances en Suéde dans les années 1930, regroupées sulvant les quatre périodes
définies ci-dessus, selon les proportions f; suivantes :

période T, : f; = 0,264

période Ty f, =0, 173

période T5': f3= 0,159

perxode Ty: f4 = 0,404 .

On fait I"hypothése que, pzirmi la population observée, le jour (aléatoire) de naissance dans I’année d’un enfant suit
une loi uniforme, On confronte cette hypothése a 1’échantillon.

On donne les valeurs numériques suivantes ;
* 0,99 = F;3(11,3) o F3 désigne la fonction de répartition de la loi du x2 a3 degrés de liberté,

4 2
o SOOOZ(fi_—I)i)— =12,03.
- b;

En introduisant des variables aléatoires convenables X, , X, , X3 , X et 1a variable U, associée, justifier le rejet de
I’hypothése de répartition uniforme des naissances au cours de I’année.

ANNEXE

Extraits de la table camulée des lois de Poisson P(4) : valeurs de P(X; <x).

1 2 3 4 5 6 7

0,3679 | 0,1353 | 0,0498 | 0,0183 | 0,0067 | 0,0025 { 0,0009
0,7358 | 0,4060 | 0,1991 | 0,0916 | 0,0404 | 0,0174. | 0,0073
0,9197 | 0,6767 | 0,4232 | 0,2381 | 0,1247 | 0,0620 | 0,0296
10,9810 | 0,8571 | 0,6472 | 0,4335 | 0,2650 | 0,1512 | 0,0818
0,9963 | 0,9473 | 0,8153 | 0,6288 | 0,4405 [ 0,2851 [ 0,1730
0,9994 | 0,9834 | 0,9161 | 0,7851 | 0,6160 | 0,4457 | 0,3007

| |wNp={oix
- [~
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Le probléeme consiste en ’analyse d’un algorithme de tri et 1’étude de sa complexité.

On note Inz le logarithme népérien d’un réel strictement positif = et log, z son logarithme en base 2. On
Inz

In2’
Partie I : Etude d’une suite réelle

rappelle que log, z =

Dans cette partie la lettre n désignera toujours un entier naturel au moins égal a 2.
On considere la suite (ug)pcy+ définie par son premier terme wu; et vérifiant, pour tout n, la relation de
n—1
récurrence : u, =n—1+ — ; -
0 + n ; Uy

1) a) Calculer us et uz en fonction de wu,.

b) Montrer que, pour tout n au moins égal & 3, on a: nu, — (R4 Dup_; = 2n — 2.

Uk

k+1
a) Pour tout n au moins égal & 3, exprimer v, — v,_; en fonction de n.
b) Déterminer deux réels a et 3 vérifiant, pour tout réel z non nul et distinct de —1, 1’égalité :

2 -2 o B

z(x+1) _.Tr—+:c+1

n
¢) Pour tout n, établir 1’égalité : v,, = 22 -,1; + e S + 4
k=2

2) Pour tout entier naturel k& non nul, on pose: v =

3 n+1

n

n
1 1
3) Pour tout n, hy = — et 2z, =~ —1 .
) Pour tout n, on pose hy, ;ke Zn =~ n( )
a) Calculer u, en fonction de h,, u; et n.
n

b) Prouver ’égalité: h, = sz +Inn.
k=2
c) Déterminer la nature de la série de terme général z, .

d) En déduire un équivalent de h, quand n tend vers l'infini.
e) Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers I'infini.

n—1

1/4



Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires

A. On considére un espace probabilisé dont la probabilité est notée P, une variable aléatoire Z, définie sur cet
espace, prenant un nombre fini de valeurs réelles notées z1, 29, ...,z et un événement A de probabilité non
nulle.

On note E(Z /A) l'espérance de la variable aléatoire Z pour la probabilité conditionnelle sachant A, i.e.

P
E(Z/A):Zz,-P([Z:z,v] /A)

Soit (A1, Az, ... ,Aq) un systéme complet d’événements tous de probabilité non nulle. Prouver I’égalité :
q
E(Z)=)_ P(4;)E(Z/4;)
=1

B. Toutes les variables aléatoires considérées dans cette sous-partie sont définies sur un méme espace probabilisé
dont la probabilité est notée P.

On considére une suite (I,),y+ de variables aléatoires telle que, pour tout n non nul, I, suit la loi uniforme
sur l'ensemble {1,2,...,n} des entiers compris, au sens large, entre 1 et n.

D’autre part, on considére une suite (X, ),y de variables aléatoires ayant les propriétés suivantes :

e X, est la variable constante égale 4 0

e pour tout entier naturel n au moins égal & 2, les lois conditionnelles de X, sachant [I, = 1] et de X,
sachant [I, = n] sont toutes deux égales & la loi de n -1+ X,

e pour tout entier naturel n au moins égal & 3 et tout entier i tel que 2 < i € n — 1, la loi conditionnelle
de X,, sachant [I,, = i| est égale alaloide n— 1+ Z,;+ T, ; ot Z,; et T, ; sont deux variables aléatoires
indépendantes, Z, ; ayant méme loi que X;_; et T, ; ayant méme loi que X,;.

Par exemple, on a: :

P([Xe¢ =9)/[Is = 1]) = P([ X5 = 4]) et aussi P([Xe = 9]/[I6 = 3]) = P({Zs3 + T6,3 = 4]) ce qui, compte tenu

des hypotheses, s'écrit : P([Xg = 9]/[Is = 3]) = ZP([XQ = 7])P([Xs = 4 — j]), la somme étant étendue aux
J

valeurs convenables de 'entier j.
1) a) Montrer que X7 est une variable aléatoire presque siirement constante égale & 1.

b) Etablir les égalités : P([X3 = 2]) = % et P([X3=3]) = § Calculer 'espérance de X3 qu’on notera Us.
2) Déterminer la loi de X4 et calculer son espérance qu’on notera Uy.

3) En procédant par récurrence, montrer que, pour tout entier naturel n non nul, X,, prend, presque sirement,
n{n —1)

2
4) Soit n un entier naturel au moins égal & 2. On note U, Pespérance de X, .

des valeurs entiéres inférieures ou égales a

n—1

a) A Daide des résultats de la sous-partie A, établir I’égalité: U, =n -1+ -12; Z U;.
i=1

b) A laide de la partie I, donner I’expression de U, en fonction de n ainsi qu’un équivalent de U, quand
n tend vers l'infini.

5) Pour tout entier naturel n non nul, on note «,, la plus petite valeur (entiére) prise par la variable X,, avec
une probabilité non nulle.
a) Soit n et k deux entiers naturels, I’entier n étant au moins égal & 3.

Montrer que P([Xn = k]) est nul si et seulement si les nombres P([n—1+Xn_1 =k]) et

P([n -1+ Zpi+Th; = k]) (I’entier ¢ variant de 2 & n — 1) sont nuls.
En déduire que o, est au moins égal au minimum des nombres n -1 + a,1, n — 1+ a3 + ap_9,
n—1l4+as+ap_3,....,n=14+a,_9+a;.
b) On consideére la fonction g définie, pour tout z strictement positif, par g(z) = zlogyz — 2z + 2.
i) Montrer que g est convexe. Pour tout couple d’entiers (i,n) tel que 2 € ¢ € n — 1, en déduire

Pinégalité : g(i) + g(n+1—1) > 2g ("‘; 1)'

ii} Pour tout entier naturel n non nul, établir 'inégalité : g(n+1)—g(n) < log,(n+1). En traitant & part
les cas n = 1 et n = 2, montrer que, pour tout entier naturel » non nul,on a: g{n+1)—g(n) < n-1.
6) En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n non nul, inégalité :
an 2 (n+1)logy(n+1) - 2n
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Partie III : Etude d’un algorithme de tri

A. On considére un entier naturel n non nul et un ensemble E = {ey,e€3,...,€,} oll e1,eq,...,€e, sont des
réels vérifiant e; < e3 < ... < €,. On munit ’ensemble des permutations de E de la probabilité uniforme
notée P. On considére les n variables aléatoires T1,T3,...,T;, qui, & toute permutation o de E, associent les
images des éléments de E par o, i.e. Ti(0) = o(e1), Ta(v) = o(e2), ..., Tu(o) = o(en), €t on note T le
vecteur aléatoire (71,75, ... ,T,). Pour toute liste (a1, s, ... ,a,) d’éléments distincts de E on a donc

P([T=(011,042, van)]) :;1—!

1) Déterminer la loi de la variable aléatoire T} .

2) On suppose n au moins égal & 2. Pour toute permutation ¢ de E on note Tj(c) le premier élément de la
liste (a(el),cr(ez), .. .,a(en)) inférieur & o(e1) = Ti(o) si un tel élément existe et T{{o) = 0 sinon, T3(o)
le deuxieéme élément inférieur & o(e;1) si un tel deuxieme élément existe et T3(o) = 0 sinon, etc., T,_,(o)
le (n — 1)-iéme élément inférieur & o(e;) si un tel (n — 1)-iéme élément existe et T,._,(¢) = 0 sinon.
Par exemple, si
n=4, (e1,ey, e3, es) = (3,5,7,10) et (o(e1),o(e2),0(es),o(eq)) = (7,10,5,3)
alors T (o) =5, T3(0) =3 et T3(c) =0.

Soit k un entier vérifiant 1 < k< n—-1.

a) Combien y a-t-il de listes (i1, 12, ... ,%) d'entiers vérifiant 2< 4 <ia < ... <t <n?
b) Soit (aj, a2, ... ,ax) une liste d’éléments distincts de {ej,eq,...,ex}. Etablir 'égalité :
P(AIT) =] 0 [T1 = exn]) = —
P B S ARy

¢) En déduire ’égalité :
P(r‘%[szw]/[T:e ])=—1
A=y 1= €kt1 ]

ol P(A / B) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B.
Ainsi la loi conditionnelle de (T7,T5, ... ,T;) sachant [T} = eg;] est uniforme.

B. Dans un programme écrit en langage Pascal on fait les déclarations suivantes :

const n = «entier naturel non nul fixé par 1’utilisateur» ;
type tableau

array [1..n] of integer;

Soit T une variable de type tableau qu’on suppose constituée d’éléments distincts. Si deb et fin sont deux
entiers tels que 1 < deb < fin < n on dira qu'un élément T'[k] de la liste (T'[deb], T'[deb + 1],...,T[fin]) est
4 sa place dans le sous-tableau [T[deb],...,T[fin]] si les éléments T[deb], T|deb + 1},...,T[k — 1} sont
inférieurs & T'[k] et si les éléments T'[k+ 1], T'[k +2],...,T[fin] sont supérieurs & T'[k] (bien siir, si k = deb ou
k = fin, une seule de ces conditions subsiste).

Ainsi,sin=4 et T'=[3,1,7,5] alors T'[3] (=7) est & sa place dans le sous-tableau [T[l], T[2], T[3]] (=13,1,7])

mais n’est pas & sa place dans le le sous-tableau [T[2], T[3], T[4]] (=01,7,5]).

On dira que le tableau T est trié si chacun de ses éléments est a sa place dans T'.

On suppose qu’on dispose d’une procédure (écrite en langage Pascal) dont ’en-téte est

Placer(varT : tableau ; deb, fin : integer ; var pl: integer);

qui ne fait rien si fin < deb et qui, si 1 < deb < fin < n, effectue, & 'aide de (fin — deb) comparaisons,

les opérations suivantes :

i} d’une part, elle ne modifie que le sous-tableau [T[deb], T fm]] de sorte que les éléments de ce sous-
tableau plus petits que T'[deb] «ont glissé» (sans permutation entre-eux) & gauche de T'[deb] et les éléments
de ce sous-tableau plus grands que T'[deb] «ont glissé» (sans permutation entre-eux) & droite de T/[deb].
Ainsi T[deb| se retrouve & sa place dans le sous-tableau modifié.

ii) d’autre part, elle met dans la variable pl 'indice ¢ tel que T[] regoit, au cours de la procédure, la valeur
qui était stockée dans T'[deb] avant I’exécution de la procédure.
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Par exemple, si T = [12, 3,8, 10, 6, 4, 5] Vinstruction Placer(T, 3,6, pl) une fois exécutée aura changé T en
[12,3,6,4, 8,10, 5] et affecté la valeur 5 & la variable pl, alors que I'instruction Placer(T, 3,4, pl) aura laissé
T inchangé et affecté la valeur 3 a la variable pl.

Par ailleurs on considére la procédure suivante :

procedure  T'ri(varT :tableau; deb, fin: integer);
var pl : integer ;

begin
if fin> deb then begin Placer(T,deb, fin,pl) ;
it pl>deb then Tri(T,deb,pl —1);
it pl< fin then Tri(T,pl+1, fin);
end;
end ;

1) a) L’entier ¢ étant compris entre 1 et n, quel est Peffet sur la variable T de I'instruction Tri(T,3,1) 7
b) Dans cette sous-question on suppose qu’initialement T = (2,9, 6,1, 5].
Déterminer la «trace»de l'instruction Tri(T,1,5) en donnant la liste des procédures successives (avec
les valeurs de leurs paramétres) qui sont effectuées et en indiquant & chaque fois les affectations des
variables pl et T'.
¢) Expliquer succinctement 'effet et le principe de fonctionnement de la procédure T'ri en indiquant, en
particulier, pourquoi I’algorithme s’arréte.

2) On se place & nouveau dans le contexte probabiliste de la sous-partie A et, si o est une permutation de E, on
affecte la valeur [o(e1),0(es),...0(ey)] & la variable T de type tableau, i.e. T[1]:= o(e;), T(2]: = o{ez),. ..,
T[n]:= o(en). On note X,(c) le nombre de comparaisons faites lors des différentes exécutions de la procédure
Placer (et seulement au cours de celles-ci) quand on effectue la procédure Tri(T,1,n).

a) A Paide de la sous-partie A, montrer que la suite de variables aléatoires (Xn)nen* Vvérifie les hypothéses
de I1.B. En déduire un équivalent de ’espérance de X, lorsque I’entier naturel n tend vers l'infini.
b) Dans le cas ou E = {1,2,...,n}, donner (en le commentant de maniére succincte) un exemple de tableau

n(n —1)
2

nécessitant comparaisons pour étre trié.

¢) Dans le cas ot E = {1,2,...,7}, donner de méme un exemple de tableau nécessitant 10 comparaisons
pour étre trié.

d) Déterminer une suite d’entiers n pour lesquels, dans le cas ot E = {1,2,...,n}, il existe un tableau
d’éléments nécessitant g(n + 1) comparaisons pour étre trié.
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Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
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Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L’objet du probléme est 1'étude de quelques aspects de la théorie classique du risque dont le contexte et les
notations sont introduits au fur et & mesure.

Dans tout le probléeme, on considére deux suites de variables aléatoires réelles (Ap),cn> et (Cn),en«, définies
sur un méme espace probabilisé (2, B, P), vérifiant les conditions suivantes :

i) les variables aléatoires A1, Ag,...,Apn,...,C1,Cs,...,Cy, ... sont indépendantes,

ii) les variables aléatoires Ay, Ay, ..., A,, ... sont strictement positives et ont toutes la méme densité égale
sur |0, oo & la densité d’une variable aléatoire exponentielle d’espérance égale & 1,

iii) les variables aléatoires Cy,Cy,...,Cy, ... ont toutes la méme densité qu’une variable aléatoire exponentielle

d’espérance égale & c.

On pose Tp = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, on note T}, la variable aléatoire définie par :

On observera que la suite (T, )nen est strictement croissante et que, pour tout entier naturel n, on a
I’éga]]té An+1 == Tn+1 - Tn .

On notera E(X) 'espérance d'une variable aléatoire X définie sur (Q, B,P).
Partie I  Etude d’une variable aléatoire

1) Pour tout entier naturel n, déterminer espérance et la variance de la variable aléatoire T, .

2) Soit t un réel positif ou nul.
a) Pour tout entier naturel n strictement supérieur a ¢, justifier 'inclusion entre événements :
[Tn <t] € [IT0—nl>n—t]
b) A Vaide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire la valeur de nEIEOOP ([Tn < t]).
+00

¢) En déduire que I'événement ﬂ [Tk < t] est de probabilité nuile.
k=1
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3) Soit t un réel positif ou nul. Etant donné un élément w de €, on note N (t)(w) le plus grand élément de
I'ensemble {n € N; T, (w) < t} (qui contient 0) si cet ensemble est fini, et N(¢)(w) = 0 sinon.

On observera que, pour tout entier naturel n non nul, N(t) est égal & n si et seulement si: T, <t < Tpiq.

Montrer que I'application N(t) est une variable aléatoire réelle vérifiant : P ([N(t) =0]) = P ({7} > t]).

4) a) Pour tout entier naturel n non nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire T;,.

b) Soit ¢ un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n non nul, justifier I'égalité :

thet —t Lt —u)n u
].:Z k' +e /OTG du

k=0

D thet

k!
k=0
¢) Pour tout réel t positif ou nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire N(t).

En déduire l'égalité : P ([N(t) < n]) =

Partie II Etude de la probabilité d’étre en déficit aprés le premier ou le second sinistre

Dans cette partie on considere deux réels a et r, r étant strictement positif et, pour tout réel positif ¢, on note
N(t) N(t)

K,(t) la variable aléatoire définie par I’égalité: K,(t) =a + 1t — Z C;  en convenant que la somme Z C;
i=1

i=1
est nulle lorsque N(t) est nul.

En particulier, K,(Tp) = K,(0) = a et, pour tout entier naturel n non nul, puisque N(T,) = n,
n
Ko(Th) =a+rT, - th
i=1

Par exemple, K,(t) pourrait représenter le capital (aléatoire) au temps t d’une compagnie d’assurance disposant
d’un capital initial (de montant a éventuellement négatif), percevant des primes (de montant égal & r par unité
de temps), et indemnisant des assurés victimes de sinistres de cotts aléatoires (les C;) survenant & des dates
elles-mémes aléatoires (les T; ).

Dans cette partie, le réel a étant fixé, la variable aléatoire K,(t) sera notée plus simplement K(t).
1) a) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire —1rA;.
b) Détermijner une densité de probabilité f, continue sur R, de la variable aléatoire Ly = Cy — rA;.

¢) En déduire I'expression de la fonction de répartition F' de la variable L; puis P'égalité :

c_Hﬂexp(g) sia<0
P ([K(T1) <0]) =

exp(—c) sia>0

c+H+r
2) On pose Lo = C2 — 7Ag et on considere la fonction g associant a tout réel z le réel

g(z) =P([L1 <z]N[L1 + Ly £ al)
a) Pour tout réel h strictement positif, justifier les inégalités :
gz +h)—g(z) 2Pz <Li <z + h))P([L2 <a—z —h])

et
glz +h) —g(z) <P(lz < Ly <z + h))P([L2 < a — x])

b) En déduire que la fonction g est dérivable a droite sur R avec, pour tout réel z, g;(z) = f(z)F(a —x).
On admet que g est dérivable sur R avec, pour tout réel z, ¢’(z) = f(z)F(a — x).

3) a) Prouver I'égalité
P([Ll < a] n [Ll + Ly < a]) = llr_l;_l P([—n <L < a] N [Ll + Lo < a])

b) En déduire I’ égalité :

P(L; <alN[L1+ Ly < a]) = /_a fz)F(a—z) dz
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¢) Etablir les égalités :
P((K(T)) < 0] U [K(T3) < 0]) =1~ /_m F@)F(a—1) do
et
P([K(T1) < 0] U [K(T3) < 0]) = P({Ly > a]) + /_oo f@ P(Ly > a— 1)) dz

4) En déduire, dans le cas oll a est un réel positif ou nul, 'égalité :

P(K(T) < U [K(T) < 0) = = (14 o+ 2 ) ex(=)

Partie ITII Etude de la probabilité d’étre en déficit au cours du temps : deux premiers cas

Dans cette partie, le réel a n’étant plus nécessairement fixé, on utilisera la notation K, (t).

Pour tout réel a, on note Il(a) la probabilité suivante :

+00

O(a) = P( U &a(T) < 0])

n=0

Dans le contexte décrit plus haut, Il(a) représenterait la probabilité que la compagnie d’assurance (disposant
d’un capital initial de montant a) soit en déficit aprés un sinistre. En particulier H(a) =1 si a < 0.

1) Montrer que la fonction II est décroissante.
2) Pour tout réel a, quelles minorations de II{a) peut-on déduire de la partie I1?

3) On admet que la fonction II est continue sur R, et vérifie, pour tout réel a positif ou nul I’égalité :
a
{a) = P([L, > a]) + / f(@)I{a - z) dz
—00
Pourquoi, intuitivement, peut-on conjecturer cette égalité ?

4) Soit a un réel et n un entier naturel.
a) Calculer Pespérance de K, (T,) en fonction de n, a, ¢ et r. Trouver sa limite quand n tend vers I'infini,
selon les valeurs comparées de ¢ et r.

b) Calculer la variance de K,(T,,) en fonction de n, 7 et c.

5) Dans cette question, on suppose que ¢ est strictement plus grand que 7 et on considére un réel a positif
ou nul.

. . ‘. N a , TR T
a) Pour tout entier n strictement supérieur a , établir I'inégalité :
c—r

2,2
P (Kuth <o) >1- 2
b) En déduire l'égalité : II{(a) = 1.
6) Dans cette question, on suppose que c est égal a r et on considére un réel a positif ou nul.
a) Soit y un nombre réel. En remarquant que, pour tT(l)ut entier naturel n non nul, on a ’égalité
Ko(Tp) =a=) (Ci—rAy)

i=1
et, a ’aide du théoréme de la limite centrée, exprimer le réel 11111 P ([K.(T) < a+yv/n]), en utilisant
n— o0

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

b) Pour tout nombre réel y strictement positif fixé, établir, pour tout entier naturel n assez grand, la double
inégalité :
P ([Ko(Ty) < a—yvn]) <P ([Ku(Tn) < 0)) <P ([{Kau(Tn) < a+yv/nl)
1
c) En déduire la limite de la probabilité P ([ K,(T,) < 0]) quand n tend linfini puis I'inégalité : II(a) > 3
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Partie IV Etude de la probabilité d’étre en déficit au cours du temps : le dernier cas

Dans cette partie, on suppose que c est strictement plus petit que r.

1) a) En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n et tout réel a positif ou nul, I'inégalité :
c —a, — ak
{a) 2 ——exp (— —
()/c—i—r p(c)I;)k!(c+r)k

b) En déduire, pour tout réel a positif ou nul, la minoration :

0> 2 o ()

) o L 1 .
2) a) Montrer que pour tout réel positif A vérifiant A < —, la variable exp(AL;) posséde une espérance qu’on
¢

calculera.
. 1
b) Soit n un entier naturel non nul. On pose S,, = E (Ck ~rA). Pour tout réel positif A vérifiant A < —,
c
k=1
justifier I'égalité :
1

E(exp(AS,)) = (1+7rA)"(1 —cA)m

3) a) Pour tout réel positif A vérifiant A < =, tout réel a positif ou nul et tout entier naturel n non nul,
¢

établir I'inégalité :

1
(I +rA(1—c\)n

P ([Sn>al]) < e E(exp(ASy))
% converge

1
b) En déduire que tout réel A\ élément de J(), - — [, la série de terme général
¢

et
et qu'on a l'inégalité :

+00o ~ a+oo 1
P(LAW">”)<6'XZ;u+¢anu—cmn

)
4} En remarquant que, pour tout réel a positif ou nul, l(a) = P( U [Sp > a]) , établir les résultats suivants :
) lim Ti(e) =0, e
ii) Pour tout réel A\ vérifiant 0 < A < —1— - %, et tout réel a assez grand, on a l'inégalité : TI(a) < e~?@
(on introduira un réel p vérifiant A < pu < i ;)

5) a) Montrer que si une fonction 1 est continue sur Ry et de limite nulle en +oc0, alors la fonction || a un
maximum sur R, .
b) Soit II; et Iy deux fonctions continues sur R, , toutes deux de limite nulle en -+oo, vérifiant pour tout
réel a positif ou nul, les égalités :

I(a) =P([Ly > a]) + /_a flz)yM(e —z) dz et Ma(a) =P([L; > a]) + /—a f(z)s(a —z) dz

Montrer que les fonctions IT; et IIz coincident sur R, .

c) Etablir, pour tout réel a positif ou nul, I’égalité suivante :

Mi(a) = Soxp (~ a(> ~ 1))
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Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé

(Q, B, P) et a valeurs réelles. L’espérance d'une variable aléatoire X est notée E{X).
On admet les résultats suivants:

i)
i)

si X et Y sont deux variables aléatoires possédant une espérance et vérifiant I'inégalité X < Y (c’est-a-dire
vérifiant X{w) < Y(w) pour tout élément o de ) alors on a l'inégalité : E(X) < E(Y).
Etant donné une fonction S continue sur [0, +2c] et une variable aléatoire Y possédant une densité ¢

—oC
continue sur [0, +oc| et nulle sur | — oc,0[, si l'intégrale / f(uw) p(u) du converge absolument alors la
v +oC
I

variable aléatoire f(Y") posséde une espérance vérifiant E(f(Y)) = (u) p(u) du.

G

Partie I  Définition de Papplication L
Ou note £ Pensernble des fouctions f réelles définies, continues sur [0, +oc| et telles que, pour tout réel z

“+ o
strictement positif, I'intégrale / e~ "' f(t) dt converge absolument.
0

a) Vérifier que E est un espace vectoriel réel.
b) Vérifier que E contient les fonctions continues et hornées sur {0, +oo|.

Pour tout élément f de £ on note L{f) la fouction définie, pour tout réel & strictement positif, par :

- 0oQ

L(f)(z) = /O e~ f (1) dt

a) Vérifier que L est une application linéaire de E dans l'espace vectoriel des fonctions de ]0, +ocf dans R.

b) Pour tout réel A positif ou nul, on note =, la fonction réelle définie par =5 (t) = e™** pour tout réel ¢
positif ou nul. Vérifier que, pour tout réel A\ positif ou nul, la fonction ¢, est dans E et, pour tout réel z
strictement positif, calculer L{zy)(x).

¢) Montrer que, pour tout réel A positif ou nul et toute fonction f de &, la fonction =, f est aussi dans £
et vérifie, pouwr tout réel x strictement positif, 'égalité : L{z, f){z) = L(f){z + A).

On cousidére une fonction H élément de . de classe C!| croissante et bornée sur [0, +o00[. Montrer que la

fonetion H' est aussi dans E et, pour tout réel z strictement positif, justifier 'égalité :

LIH" (&) = —H(O) + cL{H){z)

Soit une fonction f élément de E. Pour tout entier naturel n. montrer que la fonction qui & tout réel ¢

an

sositif ou nul associe t" f() est aussi ¢lément de E.
\



Partie II  Dérivabilité de la fonction L(f)
Dans toute cette partie on considére un réel z strictement positif et une fonction f élément de E.

e , L U z
1) Soit A un réel non nul vérifiant Pinégalité |h| < 5

= R2t2
e—(r*h)t et + hte %t < ’ —xt/2 )

a) Pour tout réel ¢ strictement positif, justifier Pinégalité :

b) Pour tout réel T strictement positif, justifier I'inégalité :

h o]

| T —(zrhit _ o-at I 00
/ (; ) +te“f(z)> dt| < 7{/ t2|f () | e =2 dt
0] N

¢ In déduire que L{f) est dérivable en z et que son nombre dérivé en x vaut:

(Lh) == [ erierar

5}

d) Montrer que la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur |0, +2c[ et, pour tout entier naturel &, donner

a l'aide d’une intégrale la valeur de la dérivée k-ieme de L(f) en z.

Partie III  Injectivité de l'application L: f+— L{f)

Dans toute cette partie on considere un réel » strictement positif et une fonction f continue et bornée sur

Vintervalle |0, +oc|. Ainsi [ est élément de E.

L) Soit (X)), cy+ unesuite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle de parametre
n

L . o -
égal & — (donc d'espérance w). Pour tout entier naturel n, on pose S, = E Xk
€
k==

a) Donner une densité de la variahle aléatoire S, .

b) Donuer une densité, quon notera 2,,, de la variable aléatoire —.
122

2) a) Soit « un réel strictement positif. Prouver 1'égalité :

>aD:O

Sh
lim P(r — -z

n— +oc Lin

b) En utilisant la continuité de la fouction f en z. pour tout réel ¢ strictement positif, justifier Pexistence

d’'un réel « strictement positif tel que, pour tout entier naturel n non nul, on a:
Sp
F(2) =)
n
¢) Soit = un réel strictement positif. Prouver 'égalité :

i, ([|7(22) 1| < ) =0

T =0

>5}C[§T;—l—">a}

3) On note M un majorant de |f | sur [0, +oo[.
a) Soit ¢ un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note A, l'événement :

Sn :
o= [[r(2) - i <]
n
' et[14) son indicatrice. Justifier I'inégalité suivante entre variables aléatoires :
- \
~ B
| \f(;)—f(x)l<51A4,\+2M(1-1Aﬂ)

b) En déduire I'égalité



4) a) Déduire des questions précédentes 1'égalité

ke

f(l) = lim —n—)—!_ﬁ /(')"00 tﬂ—lf(f)e-nt/a: dt

n— +0C (n — ]

puis 'égalité :

flz)y=lim M(L<f?*>(“_w<g>

n—+oc (1 — ].)!.'17”

b) Montrer que si deux fonctions f et ¢ continues et bornées sur l'intervalle [0, +-oo| vérifient L(f) = L(g)
alors f et g sont égales.

¢) Montrer, plus précisement, que si deux fonctions f et g continues et bornées sur Iintervalle [0, +o0]
vérifient L{f)(x) = L{y)(z) seulement pour tout = dans Ja, +o0[ (ol @ est positif ou nul) alors f et g

sont encore égales.

Partie IV Etude du régime permanent d’une file d’attente

Un certain jour des clients arrivent dans une poste ne possédant qu'un seul guichet. Un client qui arrive dans
la poste soit se fait servir tout de suite si le guichet est libre. soit prend place dans la file d’attente si le guichet
est occupé, se fait servir dés que tous ses prédécesseurs dans la file ont été servis et quitte aussitot la poste. On
modélise cette situation en notant, pour tout entier naturel n non nul, 7, linstant (aléatoire) d’arrivée dans
la poste du n-ieme client, U, sa durée d’attente {(aléatoire) dans la file (U, = 0 si le guichet est libre), S, la
durée (aléatoire) de son service au guichet et W, = U, + S, la durée de présence dans la poste.

n
On pose Tp = 0 et, pour tout entier naturel » non nul, on note A, =T, — T,-1 et on a alors T), = E JAYAN

k=1
On fait les hypotheses suivantes
i) les variables aléatoires Ay, Ao, ..., Ay, o S1,82, ..., S,. ... sont indépendantes ;
i) les variables aléatoires Sy, So....,S,.... suivent toutes la loi exponentielle de parametre p (d’espérance
. 1
égale a —);
I
iii) les variables aléatoires Ap, Aa, ... A,,,... sont strictement positives et ont toutes la méme densité égale
sur 0, 4-00| 4 la densité d'une variable aléatoire exponentielle de parametre A (d’espérance égale & —);

A
iv) I'espérance commune des A; est supérieure a celle des S; cest-a-dire: p > A.

Pour tout entier naturel n non nul, on note F,, la fonction de répartition de U, et G, celle de W, . On admet
que F, et G, sont continues sur [0, +o0[.

Dans les trois premiéres questions de cette partie on considére un entier n au moins égal & 2, un réel z positif
ou nul et un réel L strictement positif.

1) Justifier les égalités: U, =0 si W,_; = A, <0 et U, = Wy_; — A, sinon.
2) Justifier I'indépendance des variables aléatoires W,_1 et A,.
3) a) Pour tout entier naturel k, justifier I'inégalité :
P( Wamt = 80 < lJ s [;;h < An < (h+1)h]) < P( (Waes St (£ + 1‘)h] N [kh <A< (k+ 1)h])
a/
puis I'inégalité

(k=+2)h
P( {Wn,l AL < 1} N {kh <A< (k+ 1)hD < e’\h/ AeC 1 (z + ) ds
(k+1)R

b) Pour tout entier naturel & non nul, justifier I'inégalité :

P< }[Hf““l La+khy O ’:r/:/'z <A, < (k+ I)hD < P< th,l,l - A, < 1,} N [kh <A, < (k+ 1)h}>
L !

t |
J S

puis 'inégalité

kh
6*’\}1/ AT MG, (z+s) ds < P< {W' - A, < :n} ! {kh <A, < (k+ 1)h.]>
( J

n—1
k—1)h L
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¢) En déduire I’encadrement :

+oc o0
e [T, e 9 ds < Rule) € [ e G o) ds
0 h

4) Soit = un réel positif ou nul. En utilisant 'encadrement précédent, établir 1'égalité :

+0Q

o) = / AeTMG, (x4 s) ds

0
En raisonnant de la méme facon on montrerait et on admettra 1'égalité

T

G, {(x) :/ pe HF i {x — s) ds
0

5) On [ait désormais, et jusqu'a la fin du probleme, 'hypothese que les fonctions F,, et G, sont indépendantes
de n et on note F et GG les fonctions vérifiant. pour tout entier naturel n non nul, F = F, et G = G,,.
On dit alors qu’on étudie la file d’attente en régime permanent.

a) Pour tout réel x positif ou nul, établir ’égalité

F(z) = Ae”(/owce‘MG(t) dt —/Ore-“ Gt d1>

b) En déduire, pour tout réel o positif ou nul, I'égalité :

e M E(x) = F(0) —~ /\/ e"MGt) dt
0

xz
6) a) Montrer que la fonction H: x +—— / e M G(t) dt est de classe C', croissante et bornée sur [0, 4-00].
0
Pour tout réel x strictement positif, établir I'égalité: o L(H )z} = L{G)(x + A).

b) Montrer que pour tout réel z vérifiant > A, on a l'égalité :

F{0) A
T—A T-A

L{F)(x) =

7) Montrer que la fonction G est de classe C1, croissante et bornée sur [0, 4+ocf. Pour tout réel z strictement
positif, établir successivement les égalités :

G'(x) = ~uGlx) + pF(z) et L(G)(z) = ——L(F)(z)

T+ u
8) a) Pour tout réel = vérifiant = > X, justifier I'égalité :
\ F(0)y /u A )
LiF)z) = L= A <7 - T u—A

b) Pour tout réel z positif ou nul, en déduire 1'égalité :

N = F(0) —(u=N)z
F('l)_#—)\(#—)\e )

¢) Justifier que la fonction F admet la limite 1 en +oc et en déduire, pour tout réel = positif ou nul,

Pégalité
Flay=1- :\- g r—Mz
n
9) a) Montrer que, en régime permanent, le temps passé dans la poste suit une loi exponentielle de parametre

égal a pu— A,

b} On suppose qu’un autre jour les arrivées des clients sont en moyenne deux fois plus fréquentes et la durée
de service deux fois plus rapide. Que deviennent, en régime permanent. le temps moyen passé dans la
poste par un client et la probabilité d’étre servi tout de suite?

4/4



A
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OPTION SCIENTIFIQUE
MATHEMATIQUES II

Mardi 13 Mai 2003, de 8§ h. 4 12 h.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 1'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document : I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite.

Seule I'utilisation d’'une régle graduée est autorisée.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définies sur un méme espace probabilisé
(2, B,P) et & valeurs réelles. L'espérance d’une variable aléatoire X est notée E (X).Si A est un événement
de probabilité non nulle on note P(E|A) la probabilité conditionnelle sachant A de ’événement F,

Si n est un entier naturel non nul et si y,...,2, sont n réels on note min(zy,...,z,) ou 11}1121 xz; le plus
Lign

petit d’entre eux.

On rappelle que deux variables aléatoires X et Y prenant des valeurs positives ou nulles sont indépendantes
si et seulement si, pour tout couple (a,b) de réels positifs ou nuls, on a:

P(lx<dnlr <o) =P([x<d)P([¥ < b)

On rappelle qu’une variable aléatoire X prenant des valeurs positives ou nulles suit une loi exponentielle si et
seulement si elle vérifie la propriété, dite d’absence de mémoire :

V@) eR:  P([X>a+y]|[X >a]) =P([x >4))
L’db jet du probléeme est 'obtention de diverses caractérisations de la loi exponentielle.

Partie I Un résultat d’analyse

On considére une fonction réelle ¢ continue sur [0,1]. On note M le maximum de la fonction || sur [0,1].
Pour tout entier naturel n non nul et tout réel v de [O, 1], on note Y, , une variable aléatoire suivant la loi
binomiale de parameétres n et v.
1) Soit n un entier naturel non nul, z un réel de ]0,1[, ¢ un réel strictement positif vérifiant les inégalités :
O<z—-e<z<azte<l
a) Comparer, pour tout réel v de [z +¢, 1], les événements [Yn,,, < m:] et [lYn,v - v ] = n(v— m)] et en
déduire les inégalités :

v(l—w 1
i-v) 1

ne? dne?

b) Justifier d’une fagon analogue, pour tout réel v de [0,z — ], I'inégalité :

~

P([Yaw<na]) <

P ([Yow > ns]) < 1y

ne?
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¢) Btablir les inégalités :

[ 0P ([nsn]) o] < HE52 | [t (12 (1o < o)) 0] < 222

d) En déduire 'inégalité :

‘Amw(v)dvfﬁlg(v)P([Yn,vgmb dil| < (Rl-e-z-me)m

2) Etablir que, pour tout réel z de 10, 1{, on a, pour tout entier naturel n assez grand, 1’inégalité :

I/Omcp(v)dv—/ol cp(v)P([Yn,v < n:n]) d'vl < 49%;\/4?’_),

: 1
3) On suppose maintenant que la fonction ¢ vérifie, pour tout entier naturel n, / w(v)v™ dv =0.
0
1
a) Justifier, pour tout polyndme P & coefficient réels, 'égalité : / e(v) P(v) dv = 0.
' 0
T
b) Déduire des questions précédentes que, pour tout réel = de 10, 1[, on a 1’4galité / w(v) dv =0.
0

c¢) Montrer que la fonction ¢ est nulle.

Ainsi, on a montré dans cette partie que si  est une fonction continue sur [0,1] vérifiant pour tout entier

1
naturel n, / p(v)v™ dv =0, alors ¢ est nulle.
0

Dans toute la suite du probléme, on considére une suite (Xn)nen+ de variables aléatoires indépendantes,
positives ou nulles, admettant toutes la méme densité (nulle sur l'intervalle ] — o0, 0[) dont on note f la
restriction a l'intervalle [0, +oo[. On suppose que la fonction f est continue et strictement positive sur [0, +oco].
On note F' la restriction & l'intervalle [0,+oo[ de la fonction de répartition commune & toutes ces variables.
On suppose de plus que X (et donc chaque variable X;) admet une espérance.

Partie II Caractérisations de la loi exponentielle 4 I’aide du minimum d’un n-échantillon

Pour tout entier naturel n non nul, onnote I, ’application définie, pour tout w de Q, par I, (w) = min X;(w
PP P un

et on admet que I,, est une variable aléatoire qui admet une espérance.
1) Déterminer & I’aide de F', pour tout entier naturel n non nul, la fonction de répartition de I,.

2) Dans cette question, on suppose que la loi de X; (qui est la loi commune & tous les X;) est exponentielle
de parameétre A strictement positif.
a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, la variable nl, a méme loi que X;.
b) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, ’espérance de I,,.
L’objet des questions suivantes est d’établir que chacune de ces propriétés est caractéristique de la loi
exponentielle.

3) Dans cette question, on suppose que, pour tout entier naturel n non nul, nl, a méme loi que Xi.

a) Etablir, pour tout entier naturel » non nul et tout réel z positif ou nul, 1'égalité :

Flz)=1- (uF(%)Y

b) Déterminer, pour tout réel z positif ou nul, la valeur de: lim nln (1 - F(%)) .

n— +o0

¢) Montrer que la loi de X est exponentielle de paramatre F’(0).

_/
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4) On revient au cas général.

a) Montrer que la fonction F' réalise une bijection de [0, +oo[ sur [0, 1[. On note F~! sa réciproque.

b) A Vaide d'un changement de variable, établir, pour tout entier naturel n non nul, égalité :
1 .
E(I,) = n/ FYu)(1—uw)*! du
0
¢) Btablir, pour tout réel w de [0,1], les inégalités :

0<(1—u)Fl(u)< /1 FY() dt

En déduire que la fonction G définie sur [0,1] par G(u) = (1 —u) F~1(u) si u est élément de {0,1] et
par G(1) =0 est continue.

Etablir, pour tout entier n au moins égal & 2, les égalités :
1 1
B(L) =n / Glw)(l~uw2du e E(L)=n / G = v)v™2 do
0 0

-d) On suppose maintenant qu’il existe un réel A strictement positif tel que, pour tout entier naturel n non
1
nul, 'espérance de I, est égale & .
n

On note Fy la restriction & [0, 4+-oo[ de la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramatre A et
G la fonction définie sur [0,1] par G (u) = (1 —u) F{'(u) si u est élément de [0, 1] et par G(1) = 0.

i) Quelle est, pour tout entier naturel n au moins égal & 2, la valeur de n / 1G‘ sl =v)v" 2 dv?
ii) A Daide du résultat de la partie [, montrer que G et G sont égales. 0
iii) En déduire que la loi de X est exponentielle de parameétre .
.Partie III Caractérisation de la loi exponentielle & 'aide des cieux premiers records
Onpose Ry = X;. On note Ry D’application définie, pour tout élément w de €2, par:
Ra(w) = { Xn(w) si nestle plus petit des entiers k tels que Xx(w) > X1(w)

Xi(w) si un tel entier n’existe pas.

On admet que R» est une variable aléatoire.

A. Préliminaire

1) Exprimer I’événement |Ry = R;| & 'aide de la suite d’événements | [ X\ < X, .
ken®

2) Etablir, pour tout réel ¢ positif ou nul et pour tout entier naturel n non nul, 'inégalité :

P(f\: e < x1]) < (F0) ™ 1= Pty

3) Soit & un réel strictement positif. En choisissant un réel ¢ de fagon convenable et & l'aide de l'inégalité
n41
précédente, montrer que, pour tout entier n assez grand, on a: P( ﬂ [X <X 1]) < 2e.
k=2
Comment énoncer le résultat obtenu?

4) En déduire que, presque srement, Ry > Ry.
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B. La caractérisation

Pour tout cont-Ji;ieA (:c,y) de réelsposmfs ou nuls on i)()s“é: w(m,y) = P([ngx] N [Rz ——R1 > y])
1) Soit (z,y) un couple de réels positifs ou nuls et h un réel strictement positif.
a) Justifier 1’égalité : '

W($+h,y)—¢($,y>=§P([m<X1 $w+h]ﬁ(ﬁ [Xi leD n [Xj+1 >y+X1]>
=1 i=2

b) En déduire les inégalités :

F(z+h) — F(z)
1 - F(z)

F(z + h) — F(z)
1-Flz+h)

(1= Flz+y+h) <elz+hy) —olzy) < (1-F(z+y))

lz+ h,y) — w(z,v)

2) Calculer, pour tout couple (z,y) de réels positifs ou nuls, la limite de quand h tend

vers 0 par valeurs supérieures et, en admettant que le résultat tient encore pour la limite quand 4 tend
vers 0 par valeurs inférieures, en déduire 1’égalité :

g, . fla)
5 Y =TT

(1-F(z+y))

3) Dans cette question on suppose que la loi de X; est exponentielle de paramétre A strictement positif.
a) Etablir, pour tout couple (z,y) de réels positifs ou nuls, 'égalité : @(z,y) = (1 —e™**)e >,
b) En déduire la loi de Ry —~ Ry puis I'indépendance des variables R; et R; — R;.

4) Réciproquement, dans cette question, on suppose que les variables R; et Ry — R; sont indépendantes et on
note G la fonction de répartition de Ry — Ry.
. . e ., 1-F
a) Etablir, pour tout couple (z,y) de réels positifs ou nuls, 1’égalité : %m(-}-)y)_
— F(z
b) En déduire que les fonctions G et F' sont égales puis, & l'aide de la propriété d’absence de mémoire,
montrer que la loi de X, est exponentielle.

=1-G(y).
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OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES II
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La présentation, la lisibilité, 1'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Iis ne doivent faire usage d'aucun document : I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite.

Seule | 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définies sur un
méme espace probabilisé (2, F, P).

L'objet de ce probléeme est la recherche et 1'étude de lois possédant une propriété, dite
de stabilité, qui intervient dans la modélisation de nombreux phénomeénes satisfaisant une
certaine invariance d’échelle. .

e Soit X une variable aléatoire réelle. On dit qu’une suite (X)x>1 de variables aléatoires
est une suite de copies de X si (Xi)r>1 est une suite de variables indépendantes ayant toutes
meéeme loi que X.

e On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi stable si il existe une suite réelle
strictement positive (an)n>1 telle que, pour toute suite (Xi)r>1 de copies de X et pour
tout entier n supérieur ou égal 1, X1 + ... + X, et a, X ont méme loi. On vérifie facilement
I'unicité de la suite (an)n>1 si X n’est pas nulle presque siirement. On dira alors que (an)n>1
est la suite associée a la loi de X.

On note N* I’ensemble des entiers supérieurs ou égaux & 1 (i.e. {1,2,3,...}).

On admettra que
mw

1
VA t — = —
>0, arctan A + arctan 2

ou Vexpression arctan désigne la fonction réciprogue de la restriction de la fonction tangente
al=—=,=
] 2) 2 [
I. Un résultat sur certaines suites positives

Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs vérifiant les deux propriétés suivantes:

- pour tout couple d’entiers (m, n) € N*2, umn = wmun,

- il existe un réel strictement positif A tel que, pour tout couple (m,n) € N*2, sim < n,
alors um < Aug.

On veut montrer qu’il existe un réel positif o tel que, pour tout entier n € N*, u, = n®.

1) Montrer que u; = 1.

2) Montrer que, pour tout couple (r, k) € N* x N, u.x = uk,

1/4



4) Soient a,a’ > 0, et y € R*. Soient u,u’, v,v' quatre réels tels que
!

a a
u+iv= et u + i = .
7((y —ia)? + a'?) 7((y + ia’)? + a?)
ou ¢ désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument %
a) Montrer que :
aa’ vz + au v'(z —y) + a'u

Vr € R, (*)

2@+ a)(c -y +a?) @+ a((—y)P+a?)

(On multipliera les deux membres de (x) par leur dénominateur commun et on appliquera
la question précédente en prenant z; = ia et 2o = y + ia’.)

b) On admet les égalités suivantes :

a'(y? + a'* — a?) + 2iaa'y

U+ v =
w(y2 + (a +a')2)(y? + (a — a')?)
2 2 12 o)
=)
e ga(y +a!2a )i2 iaa'y -
m(y? + (a + @)?)(y* + (a — a')?)
Montrer que :
!
U+u = L

m(y2 + (a+a')?)’

i R e £ e
5) Soit B > 0. Calculer o m x et - mdl‘

6) Soient Z, et Z,» deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Cauchy de

parametres respectifs ¢ et a’. Montrer que la valeur de la densité de la loi de Z, + Z, au
point y est égale & u + u’ (cf. question 4). En déduire la loi de Z, + Z,.

7) En déduire que Z suit une loi stable. Quelle est la suite associée & la loi de Z 7

_IV. Les événements exceptionnels

Du fait de la décroissance rapide & I'infini de la fonction densité des variables gaussiennes,
celles-ci n’accordent que peu d’importance aux valeurs extrémes. Aussi, pour inclure, dans
un modele mathématique, 1’éventualité de phénoménes extrémes, on est amené a privilégier
des lois dont la fonction densité décroit moins vite & l'infini. Le but de cette partie est
d’étudier ce qu'il en est pour la loi de Cauchy.

Dans cette partie, (X;);>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi de Cauchy de paramétre 1.

On dira qu'un événement exceptionnel s’est produit avant l’instant n, si il existe un
entier k inférieur ou égal & n tel que, pour tout entier i inférieur ou égal a n et différent de
k, | Xk| > 2|X;|. Autrement dit, a I'instant n, la variable la plus forte de I'histoire (en valeur
absolue) est supérieure au double de chacune des autres variables. On appellera E,, un tel
événement. Ainsi,

™
B, =) () 0%l > 215]))
k=1 1€isn
ik
1) Montrer que :
n
P(En) = nP(["\(IX1] > 2|X.])).
=2
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3) Soit r € N*,r > 2. Montrer qu'il existe un réel o, tel que, pour tout entier n de la
forme 7%, ol k est un entier positif, u, = n® . Exprimer a, en fonction de r et de ur.

4) Soit (r1,72) € N*2 ry > r1 2 2. On introduit alors les réels ar, et ar, définis selon la
question précédente.

a) Soit k € N*. Montrer qu'il existe un entier £ tel que vk <rf <ot
b) En déduire que (rk)or < A(rEt1)en et (r§)on < A(rt)on.

c) En faisant tendre k vers l'infini, déduire 1’égalité ar, = ar,. Conclure.

II. La loi gaussienne

A. On rappelle Pexpression de la densité d'une variable gaussienne de moyenne m et de
variance o2 : ( )2
1 T —1n
.f:l“n,cr2 (E) = e exp(— 252 )

1) Soit a un réel strictement positif et b et ¢ deux réels quelconques.
Trouver trois réels a, m, o, que ’on exprimera en fonction de a, b, c tels que

(=mp

552 a=ar’+bz+c

vz e R,

+oo 2—40.6

9 T b
— b de=/— —).
exp (— (az® + bz +¢)) 1}aexp( = )
3) Soient G et G’ deux variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes de variances

respectives o2 et 0’2, Redémontrer en calculant la densité de la loi de G+ G/, que G+ G’
est une variable gaussienne dont on donnera ’espérance et la variance.

2) En déduire que f

—0o0

4) Montrer que G suit une loi stable. Quelle est la suite associée & la loi de G 7

B. Dans cette section, X est une variable aléatoire qui suit une loi stable et qui admet une
espérance m et une variance o2 strictement positive. On ne suppose pas que X suil une loi
gaussienne. Soit (Xz)k>1 une suite de copies de X et (ax)x>1 la suite associée a la loi de X.

1) En considérant les variances de X + ...+ X, et de a, X, donner, pour tout entier naturel
n non nul, la valeur de a,. Montrer que m = 0.

2) En appliquant le théoréme de la limite centrée, montrer que X suit une loi gaussienne.

II1. La loi de Cauchy

a
1) Soit a > 0. Vérifier que la fonction f, : * — ————- est bien une densité de
m(z2 + a?)

probabilité. (On utilisera le changement de variable z = atant).

On dit qu'une variable aléatoire suit la loi de Cauchy de parametre a si elle admet la
fonction f, pour densité.
2) Soit Z une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy de parametre égal a 1.

a) La variable Z admet-elle une espérance 7

b) Soit A > 0. Quelle est la loi de AZ 7
3) Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal & 3 & coefficients réels. Soient z) et zg
deux nombres complexes distincts de partie imaginaire strictement positive. Montrer que si
21 et z9 sont des racines de P, alors P = 0. (On remarquera que Z) et Zz sont également
racines de P.)

2/4



2) En déduire que :

VA >0, P(E,) > nP((|X1| > 24) N ( ﬁuxd < A))).

i=2

2 1
3) Montrer que : YA > 0, P(|X1| > A) = = arctan —-

A
. AT -, ik
4) Soit A > 0, et n assez grand pour que e < 5 En choisissant A = ——, montrer que
n
2 A
> i e S, n—1
P(B,) > nP(|1X:] > mg_i)u 2y,

A
5) Soit € > 0 et A > 0. Montrer que, pour tout entier n assez grand, P(E,) > EE_A — €.

1
6) En déduire que, pour tout entier n assez grand, P(Ey) > =

V. Le nombre a, est une puissance de n

Soit X une variable aléatoire suivant une loi stable. Soit (Xi)r>1 une suite de copies de
X et (ax)k>1 la suite associée a la loi de X.

A. Une variable aléatoire X est dite symétrique si elle a la méme loi que la variable —X.
Autrement dit, pour tout intervalle I C R, P(X € I) = P(—X € I) (exemple : une variable
gaussienne centrée).

Dans cette section, on suppose X non nulle et symétrique.
1) Montrer que P(X > 0) = 3(1 — P(X = 0)).
2) Montrer qu'il existe pu > 0 tel que P(X > u) > 0.
3) a) Montrer que, pour tout couple (m,n) € N*2, apmynX a méme loi que a, X1 + a, Xo.
b) En déduire que, pour tout k-uplet d’entiers (my, ..., M), @m; +..+m,X & méme loi que
@y X1 F ok Oy, X
c) En prenant tous les entiers m; égaux & un méme entier £, montrer que axe = agay.

4) En considérant I'événement (X; > 0)N(X2 > t), montrer en utilisant la question V.A3.a,
que pour tout couple (m,n) € N*2, et pour tout ¢t > 0,

Gn

P(X > t) = %P(X > t).

Om+n

5) En utilisant la question V.A.2., montrer que 'ensemble { :(m,n) € N*Q} est ma-

Un+m
joré. En déduire ’existence d’un réel « tel que, pour tout entier naturel non nul n, an, = n®.

B. On suppose que X suit une loi stable a4 densité, mais on ne suppose plus que X est
symétrique.
1) Montrer que la variable X; — X est symétrique.

2) Montrer que X; — X suit une loi stable. Soit (bn)n>1 la suite associée & la loi de X7 — Xo.
Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, a, = b,. Conclure.

4/4
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Dans tout le probléme, n et r désignent des entiers strictement positifs. On note M, .(R), ’ensemble des
matrices rectangulaires & n lignes et r colonnes & coeflicients réels. Pour n = r, on pose M,(R) = M, »(R).
Pour tout entier n de N*, on identifie R™ et M, 1(R).

La transposée d’une matrice A appartenant & M,, (R) est notée 4. On pourra également la noter A7.

On étudie dans ce probleme, quelques propriétés du modéle linéaire, qui constitue I'instrument de base de

I’économétrie.

Partie I. Trace et matrices aléatoires

Pour toute matrice M appartenant & M, (R), on appelle trace de M, notée tr(M), la somme de ses coefficients
n

diagonaux ; ainsi, si M = (m; j)1<i,j<n, tr(M) = Zmi,i.
=1

On rappelle les trois résultats suivants (que les candidats n’ont pas & démontrer) :

e lapplication tr qui, & toute matrice M de M, (R), associe sa trace, est une application linéaire de M, (R)
dans R;

o si A est une matrice de M,, ,(R) et B une matrice de M, ,(R), alors tr(AB) = tr(BA) ;

e si M et N sont deux matrices semblables de M, (R), alors tr(M) = tr(N).

1. Soit M une matrice de M,,(R) possédant ¢ valeurs propres (1 < ¢ < n) notées Ai, Az, ..., Aq. Pour tout entier
i de [1,¢], on désigne par n; la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre A;.

g
a) On suppose que la matrice M est diagonalisable sur R. Montrer que tr(M) = z N3N
i=1

b) On suppose que la matrice M = (m; j)1<i,j<n de My(R) est symétrique. Montrer les égalités suivantes :

q n o n
tr('MM) = tr(M?) = ndi = > m?;
i=1 i=1 j=1
2. Pour tout entier ¢ de [1,n] et pour tout entier j de [1,r], on considére des variables aléatoires réelles Z; ;
définies sur un espace probabilisé (2,4, ). On définit la matrice aléatoire Z, & n lignes et r colonnes, en
associant & tout w de 2, la matrice :
Z1aWw) ... Zip(w)
zw={ i | =)
Zpi(w) ... Zpr(w) )



On suppose que les nr variables aléatoires Z; ; admettent une espérance E(Z; ;), et on définit l’espérance de
la matrice Z, notée E(Z), comme la matrice de My ,(R) dont les éléments sont les espérances E(Z; ), soit
E(2) = (E(Zij))igisn-

Si Z et W sont deux matrices aléatoires a n lignes et r colonnes admettant chacune une espérance, et si \ est
réel, on remarquera que E(AZ + W) = AE(Z) + E(W).

n
Dans le cas ot n = r, on appelle trace de Z, notée tr(Z), la variable aléatoire définie par tr(Z) = Z Z; i et si
i=1

n = r = 1, la matrice aléatoire Z coincide avec la variable aléatoire Z et on a tr(Z) = Z.

Dans le cas ot 7 = 1 et n est quelconque, siT = Ty ... T,) et W ={W; ... W,,) sont deux vecteurs aléatoires
de R™, et si A est un réel quelconque, on définit le vecteur aléatoire A\T' + W de R™ par

AT+ W = ATy + Wi ... AT, + Wy)

a) Soit Z une matrice aléatoire & n lignes et r colonnes admettant une espérance E(Z). On considére une
matrice A de M, ,(R). Montrer que E(AZ) = AE(Z). Soit B un élément de M, 4(R), avec ¢ € N*. Montrer
que E(ZB) = E(Z)B.
b) Soit Z une matrice aléatoire & n lignes et n colonnes admettant une espérance E(Z). Etablir les deux égalités :
E(1Z) =YE(2)) et E(tr(2)) = tr(E(Z)).
Y
3. Dans cette question, Y désigne un vecteur aléatoire de R*, noté Y = | : |, admettant une espérance E(Y)
Y
et une matrice de variance-covariance notée V(Y").
On rappelle que V(Y) = E[(Y — E(Y)) x {Y — E(Y))].
On admet que la définition et les propriétés de la matrice de variance-covariance V (Y) d’un vecteur aléatoire
discret restent valables pour un vecteur aléatoire dont les composantes sont des variables aléatoires quelconques
(discrétes ou a densité).
Ainsi, en supposant que pour tout i de [1,n] et pour tout j de [1,n], la variable aléatoire Y;Y; possede un
moment d’ordre 1 au moins, on définit la covariance de Y; et Y; par cov(Y;,Y;) = E(Y;Y;) — E(Y;)E(Y)), et si
Y; et Y; sont indépendantes, alors cov(Y;, Y;) = 0.
a) Montrer que, pour tout vecteur aléatoire Y de R™, V(Y) = E(Y'Y) — E(Y)E('Y).
b) Soit B une matrice de M, ,,(R). Justifier I’égalité V(BY) = BV (Y)'B.

¢) Soit A une matrice de M, (R). On pose m = E(Y) et J = V(Y). Etablir les égalités :
E('YAY) = tr(A - E(Y'Y)) et E('YAY) = tr(AJ) + 'mAm.

Partie II. Le modeéle linéaire

Dans les parties II.A et II.B, n et k sont deux entiers donnés qui vérifient 1 < k < n. L’espace vectoriel
R"™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur
un espace probabilisé (2, A, ) et admettent des moments d’ordre au moins 2.

On considere un échantillon de n individus extrait d’une population donnée. Ces individus sont décrits a ’aide
de k variables statistiques réelles (caractéres) Cq,Cs,...,C.

Pour tout entier j de [1, k], chaque caractere C; fait I'objet de n observations notées z j,..., &, ;. On définit
ainsi une application linéaire f de R¥ dans R™, dont la matrice dans les bases canoniques de R¥ et R™ est la
matrice X = (z;,;) 1gicn de M,, ,(R). On suppose que le rang de X est égal a k.

Uy

Soit U = .| un vecteur aléatoire de R", dont les composantes Uy, . .., Uy sont des variables aléatoires réelles
Un

définies sur (9, A, p), mutuellement indépendantes et de méme loi. On suppose que E(U) = 0,, et V(U) = 021,

ou 0,, désigne le vecteur nul de R", I,, la matrice identité de M, (R) et o un réel strictement positif inconnu.
&3]

Soit o = : | un vecteur non nul de R¥ dont les composantes a;, . .., ax sont inconnues (a est un parametre

e73
vectoriel)



Y

On considere un vecteur aléatoire non nul, Y = | de R™ tel que, pour tout ¢ de [1,n], la variable aléatoire
Yy
k
Y; définie sur (2,4, u) s’écrit Y; = Zwi,jaj +U;.
=1

Sous forme matricielle, le modéle linéaire s’écrit ¥ = Xa + U. On s’intéresse dans cette partie II, & I’étude de
quelques propriétés de ce modele, liées 3 'estimation des parameétres inconnus oy, as, ..., ay et o2.

Y
Pour cela, on désigne par y et on note y = - |, le vecteur non nul de R™ qui représente la réalisation sur

Yn

I’échantillon considéré du vecteur aléatoire Y ; ainsi, pour tout ¢ de [1,n], y; est la réalisation de la variable

aléatoire Y;.
U

Soit u = | : | le vecteur de R", dit vecteur d’écart, défini par u =y — Xa.

Un

A. Quelques résultats algébriques

1. On consideére I’endomorphisme h de R* dont la matrice H, dans la base canonique de R*, est définie par
H=1XX.

a) Montrer que H est une matrice symétrique réelle de My(R).

b) En étudiant le noyau de h, montrer que le rang de h est égal & k. En déduire que la matrice H est inversible.

On notera H~! son inverse.

2. Dans cette question, on veut trouver, en fonction de y et X, les vecteurs a de R* qui minimisent ||u]|.
ay
Montrer que ce probléme admet une unique solution @ définie par a = : = H~ ! tXy.
an,
3. Soit p le projecteur orthogonal de R™ sur le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de la matrice X.
On note P la matrice de p dans la base canonique de R”.
a) Montrer que p(y) = Xa. En déduire que P = X H~! tX. Vérifier que P = P? = P.
b) Etablir que le rang de P et la trace de P sont égaux. Quelle est leur valeur commune ?
c) Montrer que les colonnes de X constituent une base de vecteurs propres de la matrice P, associés a la valeur
propre 1.
d) Montrer qu’il existe une matrice S de M, (R), orthogonale, telle que P = SD'S, ot D = (d; j)1<i,j<n €st la
matrice diagonale définie par :
{@le sil<i<k
dij =0 sinon
Préciser les k premiéres colonnes de S.
4. Soit @ le vecteur de R™ défini par u = y — Xa.
a) On pose @ = I, — P. Montrer que 4 = Qu. Vérifier que Q = Q? = Q. Calculer la trace de Q.
b) Exprimer ‘4t et ‘yQy en fonction de @ et u.
5. Par définition, on dit qu’une matrice A symétrique réelle d’ordre n est positive, si pour tout vecteur z de R™,
onatzdz > 0.
a) Montrer que A, symétrique réelle, est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Soit L une matrice appartenant & M, x(R). Etablir que !LL est symétrique réelle positive.

B. Estimation des parameétres a;,as,...,q; et o2

1. Soit G le vecteur aléatoire de R* défini par : G = H~! XY

a) Etablir que E(Y) = Xa, et que V(Y) = 02I,,. En déduire que E(G) = a (@ est un estimateur sans biais de
«, tandis que @ est une estimation sans biais de «).

b) Montrer que V(G) = ¢>H1.



2. On veut montrer dans cette question, que dans ’ensemble des estimateurs sans biais du parametre «, de
la forme !BY, ol B est une matrice quelconque, non nulle de M,, (R), D'estimateur G est optimal dans le
sens suivant : tout autre estimateur G* sans biais du parametre «, de la forme !BY est tel que la matrice

V(G*) - V(@) est positive.

Soit B une matrice non nulle de M, x(R). On considére le vecteur aléatoire C ='BY

a) Quelle condition doit satisfaire la matrice B pour que, pour tout vecteur a de R*, C soit un estimateur sans
biais de a 7

b) En supposant cette condition vérifiée, on pose tF = tB—H~1 tX. Calculer 'F X, et montrer que la matrice

~

V(a) — V(G) est positive.

—

Ux
3. On désigne par U le vecteur aléatoire de R défini par U= : =Y - XG.
Un
a) Montrer que U=qU.
b) Déterminer E(U) et V(U). Les variables aléatoires Ui,...,U, sont-elles indépendantes ?

n
¢) Montrer que tUU = Z/U\’2 =UQU =Y QY.
i=1
‘U 'Y QY

d) Calculer E (tUU). En déduire que la variable aléatoire s,, définie par s, = — est un estimateur

sans biais de 2.

C. Etude d’une suite d’estimateurs
Dans cette partie, k est fixé dans N*. On veut montrer que la suite d’estimateurs (sp)p>i4+1 de o2, est
convergente.
On suppose que, pour tout i de [1,n], la variable aléatoire U; possede des moments d’ordre 3 et 4 avec EU3) =0
et E(U}) = 30*. On pose Q = (¢i,j)1<i,j<n-

n n
1. Etablir que tUQU = Z ZqMUin.

i=1 j=1
2. Montrer que E[(TUQU)?] = ¢*[(tr(Q))? + 2tr(Q?)]. En déduire que E[(TUQU)? = o*(n — k)(n — k + 2).

3. Calculer la variance V' (s,,) de la variable aléatoire s,. Conclure.
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Le probléme a pour objet 1'’étude de quelques propriétés concernant le nombre de racines réelles d’un polyndme
de degré n, (n > 1), & coefficients réels fixés ou aléatoires.

Dans les parties II et III, les polynémes considérés sont & coefficients réels et on pourra confondre polynéme et

fonction polynomiale associée.
Pour toute fonction ¥ dérivable sur son domaine de définition, la dérivée de ¥ est notée ¥’.

Les quatre parties du probléme sont, dans une large mesure, indépendantes.

Partie I. Nombre de racines réelles d’un polynéme du second degré a coefficients aléatoires

On consideére dans cette partie, deux variables aléatoires réelles X et X; définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes et de méme loi.
Pour tout w de ©, on considére le polynéme @, d’indéterminée y, défini par :

Qu(y) = ¥* + X1(w)y + Xo(w)
On désigne par M (w) le nombre de racines réelles de Q..
1. Montrer que I'application M qui, & tout w de  associe M (w), est une variable aléatoire définie sur (2, 4, P).
2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (2, .4, P), qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p (p €]0,1]).
On suppose dans cette question que X et X; suivent la méme loi que 27 — 1.
a) Déterminer la loi de Xj.
b) Déterminer la loi de M et calculer son espérance E(M).
Dans les questions suivantes, on suppose que Xo et X; suivent une méme loi exponentielle de paramétre 1/2.
On pose : Yy = —4X,, Y1 = X2, Y =Y + Y, et on note Fy,, Fy, et Fy, les fonctions de répartition de Yy, Y;
et Y, respectivement.
3. Montrer que ’on a, pour tout z réel :
1—e V%2 §5iz>0 {1 siz>0
= t =

Fu(o) = {! 1020 o Ry ={Le 5720

En déduire I’expression d’une densité fy, de Y et d’une densité fy, de Y;.



. . o 1 1/t
4. Soit g la fonction définie sur R** par g(t) = % X exp [—5 (Z + \/E)], ou exp désigne la fonction
exponentielle.

ya +w
a) Etablir la convergence de I'intégrale impropre / g(t)dt.
0

b) En déduire qu’une densité fy de la variable aléatoire Y est donnée, pour tout x réel, par :

1 oo

—ez/s/ g(t)dt siz<0

_ )32 0

fy (IL‘) - 1 +o00
3—26’”/8/2 g(t)dt siz>0

5. On désigne par ® la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, réduite.

+oo
a) Justifier la validité du changement de variable v = v/t dans I'intégrale impropre / g(t)dt.
0

+oo +o00
b) En déduire que / g(t)dt = 4\/e / ev?/ 2dv, et donner, pour tout réel z négatif, ’expression de fy (z)
0 1

en fonction de ®.

¢) Montrer que, pour tout réel z positif, on a : fy(z) = %ez/s [1 -¢ (g + 1)]

d) Déterminer la loi de M et son espérance E(M) (on fera intervenir le nombre ®(1)).

Partie II. Suites de Sturm

Soit n un entier supérieur ou égal & 1, et soit P(X) = X"+ an_1 X" ! +---+ a1 X + ap un polynéme normalisé
(an = 1) donné, & coefficients réels. On suppose que toutes les racines réelles de P sont simples.
L’objectif de cette partie est de décrire un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réelles de
P appartenant & un intervalle donné [a, b].
On associe au polynéme P, la suite (R;);>o de polyndomes définie de la maniére suivante : Ry = P, Ry = —F’,
et pour tout entier j tel que R;;1 # 0, le polynome R; est I'opposé du reste de la division euclidienne de R;
par R;j;1. Si Rj41 =0, on pose R0 =0.
1. Montrer qu'’il existe un entier k (k > 2), tel que R, = 0. On note R,,, (m > 1), le dernier polynéme non nul
de la suite (R;)i>o0.
Dans toute cette partie, on pose :

Ry =S1R1 — Ry

R] = SzRg - R3

Rm—2 =8Sm-1Rm-1— Rn,
Ry 1= SmRm
2. a) Montrer que s'il existe un entier j de [0,m — 1] et un réel zo tels que R;(xo) = Rj;+1(x0) = 0, alors
P(IE()) = P/(Clto) =0.
b) En déduire que le polyndéme R,, n’admet pas de racine réelle.
c) Soit j un entier de [1,m — 1]. Montrer que si zo est une racine réelle de R;, alors R;_1(zo) x Rj+1(20) < 0.

3. Soit s = (s1,82,...,8¢) une t-liste (¢ > 2) de nombres réels non tous nuls. On 6te de s tous les éléments
nuls en préservant 1’ordre, et on obtient ainsi une p-liste (p < t) § = (81,52,...,5p). On appelle nombre de
changements de signe de s, le nombre d’éléments de I’ensemble £ défini par : € = {i € [1,p — 1] | 58511 < 0}.
Si p =1, on dit que le nombre de changements de signe est nul.

Par exemple, si s = (0,3,0,5,-3,2), on a: §=(3,5,—-3,2), et le nombre de changements de signe est égal & 2.
Pour tout réel x, on note respectivement C;(z), C2(z) et C(z), le nombre de changements de signe du couple
(Ro(z), R1(z)), de la m-liste (R1(z), R2(), . .., Rm(z)), et de la (m+1)-liste (Ro(z), R1(x), R2(2), ..., Rm(x))-
On désigne par = une racine réelle du polynéme P.



a) En étudiant les variations de P au voisinage de zo, montrer qu'il existe un réel 6; > 0 tel que, si h €]0, 6],
ona:Ci(zg+h)—Ci(zg—h)=1.
b) A Paide de la question 2. c), montrer qu'il existe un réel d; > 0 tel que, si h €]0,d3[, on a :
Ca(zo + h) = Ca(xo — h) (on distinguera les deux éventualités : soit, ¢ n’est racine d’aucun des polyndémes
Ry, Ry,. .., Ry, soit, il existe un entier j de [1,m — 1] tel que R;(zo) = 0).
c¢) Déduire des deux questions précédentes que pour § = min(d,d2) et h €]0,6[, on a C(zo+h) — C(zo—h) =1,
et que si a et b sont deux réels qui ne sont pas racines de P et qui vérifient a < b, alors le nombre de racines
réelles de P dans [a, b] est égal & C(b) — C(a).
n—1
4. a) Soit a une racine (réelle ou complexe) de P. Montrer que si |a| > 1, alors |a|® < |71 x Z |ag|- En
k=0

n—1
déduire, pour toute racine a de P, I'inégalité : || < 1+ Z |ak].
k=0

b) Ecrire en francais, un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réelles de P.

5. On définit en Pascal

const n = ... ;

Type tab = array[1..n] of real;

Var T : tab;

Ecrire une fonction Pascal dont I’en-téte est Function nbchgs(T : tab) : integer qui donne le nombre de
changements de signe dans la suite de réels (T[1], T[2],..., T[nl).

On tiendra compte du fait que le tableau T peut contenir des éléments nuls. La fonction nbchgs n’utilisera que
le tableau T et aucun autre tableau auxiliaire. On expliquera en frangais la démarche utilisée.

Partie ITI. Un majorant du nombre de racines réelles de P
Soit V un polyndme de R[X] tel que V(X) = v, X™ + U1 X™ 4o 01 X +vg, avec v, # 0 et m € N*. On
note V* le polynéme réciproque du polynéme V, défini par : V*(X) = voX™ + 1 X™ 1 + - + vpe1 X + U,
Soit 7 un entier de N*. On considére ’application T' qui, & tout polynéme P de degré n, normalisé, a coefficients
réels, P(X) = X" 4+ an_1 X" ! + .-+ a1 X + a, associe le polynéme T'(P) défini par T'(P)(X) = XP'(X).
On désigne par No(P) le nombre de racines non nulles de P dans l'intervalle [—1, 1] comptées avec leurs ordres
de multiplicité, par N;(P) le nombre de racines de P dans ] — 0o, —1] U [1, +oo[ comptées avec leurs ordres de
multiplicité, et par N(P) le nombre de racines réelles de P comptées avec leurs ordres de multiplicité.
1. a) Etablir, & l'aide du théoréme de Rolle, I'inégalité : Ny (P) < Ni(T(P)) + 2.
b) Pour tout k de N*, on pose T* =T oT o---o T (k fois). Montrer que N1(P) < N1(T*(P)) + 2k.

1

2. a) Montrer que pour tout réel z non nul, on a P*(z) =z"P (—)
T

b) Montrer que N;(P) = No(P*).

3. Pour tout réel z et pour tout entier naturel £ non nul, on pose :

k k k
Qr(z) =14an-1 (1 - %) T+ an—o (1 - %) 24 +a <1 - nTl) z"~ 1. Montrer que (T*(P))* = n*Qy.

4. a) Etablir, pour tout réel y de [0, 1], I'inégalité : (1 — y)e? < 1.

b) On admet la propriété suivante : soit r et p deux réels tels que 0 < r < p. On note D, = {z € C / |z| < p}.
Soit U un polyndme de R[X] tel que U(0) # 0. Soit 4 un réel strictement positif tel que pour tout z de D,
|U(z)| < p. Alors, le nombre de racines réelles de U comptées avec leurs ordres de multiplicité, dans l'intervalle

. 1 7
—r, 7], est majoré par le réel : x In ( )
=l = (2) "\

T
En appliquant cette propriété au polynéme Q avec 7 = 1 et p = ek/?, (k € N*), déduire des questions

n—1
précédentes que pour tout k de N*, on a : N;(P) < 2k + %ln(L(P)), avec L(P) =1+ Z |a;].
i=0

3



¢) Soit 9 la fonction définie sur R** par : 9 (z) = 2z + ﬁ’ ol 0 est un parametre réel positif.
) z
i) Etudier les variations de 1.
ii) Montrer que 1(1/8/2 4+ 1) < 2 + 2v/26.
iii) En déduire l'inégalité : N1(P) < 2+ 24/2nIn(L(P)).

d) En supposant ag # 0, on démontrerait de méme (et on admettra dans la suite du probléme) que :

No(P) <2+ 21/2nln (Illt(lfl))

Conclure en donnant un majorant de N(P), fonction des coefficients ag,a,...,an-1.

Partie IV. Nombre de racines réelles d’un polynéme de degré n a coefficients aléatoires
Pour n entier supérieur ou égal & 2, on considere dans cette partie, les variables aléatoires réelles X1, Xa,..., X1
définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes et de méme loi de Poisson de parametre A,

strictement positif.
Pour tout w de , on considére le polynéme @, d’indéterminée y, défini par :

Qu() =y" + Xn—1(@)y" T+ + Xa(w)y + 1
Soit M, (w) le nombre de racines réelles de Q.. On admet que I’application M, : w — My (w) est une variable
aléatoire définie sur (2, A, P).

n—1
1. On définit la variable aléatoire L,, par : L, =2+ Z X;. Soit Z, = L, — 2. Rappeler la loi de Z,.

i=1
2. A laide des résultats de la partie III, montrer que pour tout w de €2, on a :

M,(w) <4+ 4v2n x /In(Z,(w) + 2)

3. Soit h une fonction de classe C2, concave sur R*. Soit W une variable aléatoire définie sur (£2,.4, P), & valeurs
dans N. On suppose ’existence des espérances E(W) et E(h(W)).

a) Montrer que, pour tout couple (zg, ) de réels positifs, on a : h(z) < h'(zo)(z — zo) + h(z0).

b) En prenant o = E(W), établir I'inégalité suivante : E(h(W)) < h(E(W)).

4. a) Montrer que la fonction ¢ définie sur R* par ¢(z) = 1/In(z + 2) est concave sur R*.

k
a
b) Soit a un réel positif. Montrer que la série de terme général \/In(k + 2) x T est convergente.

5. a) Prouver 'existence de I’espérance E(M,).
b) Montrer que, pour tout réel 3 strictement supérieur & 1/2, on a :

lim ————E(Mn)

=0
n—-+00 ’n,ﬂ

* FIN *
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Pour toute variable aléatoire réelle Y définie sur un espace probabilisé (,.4, P) et possédant une espérance
mathématique, on note E(Y") cette espérance pour la probabilité P.

Pour tout événement C de A tel que P(C) > 0, on note, sous réserve d’existence, E(Y/C) Pespérance de Y
pour la probabilité conditionnelle Po (espérance conditionnelle de Y sachant C).

Partie I.

Cette partie constitue une application particuliére des résultats généraux étudiés dans la suite du probléme.

On posséde n urnes (n > 3) numérotées de 1 & n, dans lesquelles on répartit au hasard et de fagon indépendante,

m boules indiscernables (m > 4), de sorte que, pour tout i de [1,7], la probabilité pour chaque boule d’étre
placée dans l'urne numéro i soit égale & 1/n.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (£2, A, P).
A Pissue de cette expérience, on pose pour tout i de [1,7] :
X = { 1 silurne n° est vide
;=

0 sinon

On pose W,, = ZXi'
i=1

1. a) Déterminer pour tout % de [1,n], la loi de la variable aléatoire X;.

b) Pour tout couple (i,7) d’entiers de [1,n] distincts, calculer P([X; = 1] N [X; = 1]), ainsi que la covariance
de X; et X;. Les variables aléatoires X; et X; sont-elles indépendantes ?

2. a) Exprimer l’espérance E(W,,) de W, en fonction de n et m.

b) On note V(W,,) la variance de W,,. Calculer V(W,,) en fonction de n et m.



2m m
¢) Vérifier 'égalité : E(W,) — V(W,) =n? (1 - l) —n(n—-1) (1 - —2-> .
n n
En déduire que E(W,,) — V(W,) > 0.

3. Dans cette question, l'entier m vérifie m = |nlnn+6n], ol @ est une constante réelle positive et |z| désigne
la partie entiere de z.

a) Calculer lil_l*_l E(Wy).
b) Montrer que lir_{r_loo(E(Wn) -V (W,)) =0.

¢) Soit T}, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre pn, = E(W,).
On admet que pour tout k de N,on a:

. 1
[P(Wa = H) = P(T = K] < min (1, ) % (e = V(W)
n
Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires (Wy)nz3 7

4. On pose p = e~%, et on suppose que le paramétre 4 est inconnu. Dans cette question, on veut estimer p.
Pour p entier de N*, on considére un p-échantillon indépendant, identiquement distribué (T3, T%,...,Tp) de la
loi de Poisson de paramétre p. On pose :

— 1< T, —
T,==) T et Up=p-L
P pi=1 i P \/5 \//7

a) Montrer que 7}, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre p.

b) Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires (Up)p>1?

¢) On veut construire, pour p assez grand, un intervalle de confiance du parametre p au risque o donné. Soit
u le réel strictement positif tel que P([U > u]) = a/2, ol U est une variable aléatoire qui suit la loi normale
centrée réduite.

Justifier que pour p assez grand, on peut écrire : P([|Up| < u]) = 1 — c, et déterminer alors un intervalle de
confiance [I,,, Jp] pour p au risque a.

Partie I

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.
Soit M une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£2,.4,P) qui suit une loi de Poisson de
parameétre A.
Soit A une partie quelconque de N et A son complémentaire dans N. On rappelle que si A est non vide, alors,
/\i

P([M e 4]) = Ze”‘ﬁ, et on pose par convention [M € @] = 0.

icA :
On considére la fonction f4 définie sur N par f4(0) =0, et pour tout k de N :

k!
falk+1) = We* (P(IM € AN [M < k)) — P([M € A)) x P([M < k)))

1. a) Déterminer la fonction fa dans les cas particuliers A = Pet A=N,

b) Donner lexpression de f4(1) en fonction de X et de P([M € A]) dans les deux cas suivants : 0 € Aet0e 4.
Exprimer f4(2) en fonction de A et de P([M € A]) dans le cas ot 0 et 1 appartiennent a A.

2. Soit A et B deux parties de N disjointes.

a) Montrer que faup = fa + fB.
b) En déduire que f7 = —fa.



3. a) Montrer que pour tout k de N, la fonction f4 vérifie la relation suivante :

Malk+1) = kfa(k) = {i%\f ?1,21]) : : i%

b) En déduire que si A est non vide et distincte de N, la fonction f4 n’est pas identiquement nulle.

4. Dans cette question, j est un entier naturel non nul, et A est le singleton {j}. On pose f(;} = f;.

a) Pour tout k¥ de N*, montrer 1’égalité suivante :

k!
& p(Mzk+1) sik>j
1\k—i+1
filb+1) = I L
AT P(M<k]) sik<j

b) Calculer f;(j + 1) — f;(j), et déterminer son signe.

¢) Calculer pour tout k de N*, différent de 7, f;(k+ 1) — f;(k) en distinguant les deux cas : k > j et k < j. En
déduire que la différence f;(k + 1) — f;(k) est positive si et seulement si k = j.

A

5. On considére le singleton {0} et on pose fig3 = fo. Montrer, pour tout k de N*, I'inégalité suivante :
folk+1) — fo(k) < 0.

6. a) Etablir pour tout k de N, 'inégalité suivante : fa(k +1) — fa(k) < fe(k +1) — fr(k).
(on distinguera les deux cas : k € A et k € A)

A
d) Etablir les inégalités suivantes : f;(j + 1) — f;(j) <€ 1-e < min (1, %)

b) En déduire, pour toute partie A de N, I'inégalité suivante :

* sup|fa(k+1) — fa(k)] < min (1, ;1\—)
50

Partie III.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére n variables aléatoires discretes indépendantes Xy, Xa,..., X,
définies sur un méme espace probabilisé (Q, .4, P), telles que pour tout ¢ de [1,n], la variable aléatoire X; suit
une loi de Bernoulli de paramétre p; strictement positif.

n n '
On pose A\, = Zpi, Wn = in et, pour tout i de [1,n], R; = W, — X;.
i=1 i=1
On note M, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parameétre A,. Soit A une partie quelconque
de N, et fa la fonction définie dans la partie II, dans expression de laquelle on remplace M par M, et A par
An. On pose f = fa.
1. a) Etablir pour tout i de [1,n], I'égalité des deux variables aléatoires X; f(Wy) et X;f(1 + R;).

b) En déduire pour tout i de [1,n], I'égalité : E(X;f(Wyn)) = mE(f(1 + R:)).
2. Pour tout i de [1,n], on pose : V; = f(1+W,) — f(1 + Ry).

Etablir la relation suivante : EQAn f(1+ Wa) = Waf(Wa)) = Y _ piE(Y:).
i=1
3. a) Etablir pour tout % de [1,n], la formule suivante :

E(Y:/IX; =1]) = E(f(2+ R:) — f(1 + Ry))
b) Calculer pour tout ¢ de [1,7n], E(Y;/[X; =0]).



c) Déduire des questions précédentes 1'égalité suivante :
n
B f(L+ Wa) = Waf(Wa)) = > _pIE(f(2+ Ri) — f(1+ Ry))
i=1
4. Etablir 'inégalité suivante :
. 1 =
BT+ o) = W f W) < i (1,50 ) x Yoot
n =1

5. A I’aide de la question I1.3.a, montrer, pour toute partie A de N, I'égalité suivante :
EAnf(1+ Wn) = Wof(Wa)) = P([Wa € A]) - P({My € A])

En déduire, pour toute partie A de N, la majoration suivante :

(W € A ~ P(Mo € AD] < min (1,50 ) x D0t
n i=1

6. Dans cette question uniquement, on suppose que pour tout ¢ de [1,n], X; suit la loi de Bernoulli de parametre
1

v

Di

n
. . . . 2
a) Déterminer nEI-EOO An- Montrer que nll'lfngpi =0.
1=
b) Déterminer la limite en loi de la suite (Wp)n>2.

Partie IV.

Les notations sont identiques & celles de la partie III, mais les variables aléatoires X1, Xs,...,Xn définies sur
(2, A, P), ne sont pas nécessairement indépendantes.

1. 2) Montrer que pour tout i de [1,7], on a : B(X;f(Wn)) = piE(f(1+ Ri)/[Xi = 1.

b) En déduire 'égalité suivante : P([W, € A]) - P([M, € A]) = Xn:pi [E(f(l +Wo ) -E(f(1+R)/(Xs = 1])]

2. On suppose que pour tout ¢ de [1,n], il existe une variable aléatoire Z; définie sur (2, A, P), & valeurs dans
N, telle que la loi de Z; soit identique 3 la loi conditionnelle de R; sachant X =1).

a) Justifier, pour tout couple (£,) d’entiers naturels, 'inégalité : [£8) — F()] < {€— 34| X min <1, :\1—>, et en

1 n
déduire la majoration suivante : |P([W, € A4]) — P([M, € A])| < min (1, )\_> X ZpiEUWn - Zi)).
" i=1

b) On suppose de plus que pour tout w de €, pour tout ¢ de [1,n], on & Wh(w) > Z;(w). Etablir I'égalité :

ZpiE(‘Wn = Zi|) = M — V(Wp), ot V(W,) désigne la variance de Wi.
i=1
En déduire, pour toute partie A de N, I'inégalité suivante :

\P([W,, € A]) — P(M, € A))| < min (1, %ﬂ) % Oon = V(W)
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Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (2, .4, P). Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement, ’espérance
et la variance d’une variable aléatoire réelle X quelconque. Pour toute variable aléatoire réelle X
admettant une densité sur R, notée fx, on note Dx l'ensemble des réels s pour lesquels la variable
aléatoire e°X admet une espérance, et on note ® x la fonction définie sur Dy par : ®x(s) = E(esx).

On admet les résultats suivants :
¢ si deux variables aléatoires X et Y sont telles que ®x et &y coincident sur un intervalle ouvert non
vide, alors X et Y ont la méme loi;
e si n est un entier naturel non nul, et X, X,,..., X,, des variables aléatoires réelles quelconques,
mutuellemnent indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n — 1] et pour toutes fonctions réelles
continues 1 et 2, les variables aléatoires o1 (X1, ..., Xp) et w2(Xp41,. .., Xn) sont indépendantes ;
e si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une
espérance, et E(XY) = E(X)E(Y).
+oo —x?

La fonction exponentielle est également notée exp. On rappelle que : / g exp ( T) dz = V2n.
Dans tout le probleme, U désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Préliminaire

+00
On rappelle que, pour tout s de Dx, ona : ®x(s) = / exp(sz) fx (z)dz.

—00
1. Soit @ un réel non nul et b un réel quelconque.
400
. . T
a) Montrer que 'intégrale / exp(—az?)dz est convergente si et seulement si a > 0, et vaut alors \/j .
a

—0OC

Y



+o0
b) En déduire que Pintégrale / exp(—ax? + bz)dz est convergente si et seulement si a > 0, puis
- +o0 p b2
montrer que dans ces conditions, on a : / exp(—az® + bx)dzr = /- exp <4—c;>
a
-0
2. a) Déterminer Dy ; pour tout s de Dy, calculer ®y(s).
b) On pose : Z = UZ2. Etablir que : Dy =] - o0, 5[, montrer, & I'aide du théoréme de transfert, que pour
tout réel s de Dz, on a: ®z(s) = (1 — 2s)~1/2,
3. Soit X une variable aléatoire réelle a densité, et soit u et B deux réels quelconques.
a) Montrer qu’un réel s appartient & D, x4 si et seulement si us appartient & Dx, et que dans ce cas,
ona: ®,x4+s(s) = exp(Bs)Px(us).
b} On suppose que X suit une loi v de parameétre v, ol v est un réel strictement positif.
Montrer que : Dx =] — o0, 1[; pour tout s de Dx, établir la formule : ®x(s) = (1 — s)™". De méme,
déterminer Dy ; pour tout s de Dyx, calculer $ox(s).

Partie I. Loi du x? centré

Soit r un entier supérieur ou égal & 1. On considére une variable aléatoire X, suivant la loi I' de parameétres
T T N s p
(2, 5), c’est-a-dire que X, possede une densité fx. donnée par :

! x 2371 x ex (—E) siz>0
fx,(z) = { 2E xT () P\72
0 siz<0
On dit que X, suit une loi du x* («chi deux») centré & r degrés de liberté, et on note : X, — x3(r).

1. Etudier les variations de f x, et tracer sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.

X
2. a) Montrer que la variable aléatoire TT suit une loi ¥ de parametre % En déduire E(X,) et V(X,).
b) Déterminer Dy, ; pour tout s de Dy, , calculer ®x,_(s).

3. Soit n un entier de N*. On considére n variables aléatoires indépendantes Uy, Us, ..., U,, de méme loi
que U. Pour tout i de [1,n], on pose : Z; = U2.

a) Vérifier que X; et U? sont de méme loi.

b) On pose : W, = Z Z;. Quelle est la loi de probabilité de W,, 7

i=1
¢) Déterminer Dy, , et pour tout s de Dy, , exprimer @y, (s) en fonction de s et de n. Etablir une
relation entre ®w,_(s) et ¥z, (s), ®z,(s),...,®z,(s).

2

4. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, de variance ¢“ inconnue, ¢ étant un

réel strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dispose d’un n-échantillon indépendant,
identiquement distribué (i.i.d.), Ty, T2, ..., T, de la loi de T'. On considére la variable aléatoire S, définie

1 n
par: S, = E.ZITI?'
1=

a) Montrer que Sy, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre o2.
b) Soit & un réel vérifiant : 0 < a < 1, et soit k, le réel strictement positif tel que : P({W, 2 ko) =1-0.

nsS, .
Montrer que l'intervalle ]0, k—"] est un intervalle de confiance de 02 au risque a.
a



Partie II. Loi du x? décentré

On considére une suite (M;);>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A4, P),
mutuellement indépendantes, telles que pour tout j de N*, M; suive la loi normale d’espérance m;

(rm; € R) et de variance égale & 1.
n n
Pour n entier de N*, on pose : Y, = ZMJ2 et A\, = me
On dit que Y, suit une loi du x? dé]c;tré an degré]s_;e liberté, de paramétre de décentrage \,, et on
note : Y, = x%(n, A).
1. Dans cette question uniquement, on suppose que Ventier n est égal & 1.
a) Montrer les deux égalités suivantes : E(U®) = 0 et E(U*) = 3.
b) En déduire, en fonction de A1, les valeurs respectives de E(Y;) et de V(Y7).

1
c¢) Montrer que : Dy, =] — o0, 5[ et établir, pour tout réel s de Dy,, la formule suivante :

Dy, (s) = (1 —25)"? x exp (18_/\128>

2. Soit n un entier de N*,
a) Calculer E(Y,) et V(Y,,) en fonction de n et .

1
b) On admet que 'on a : Dy, =] — oo, 5[ Pour tout s de Dy, , exprimer Py, (s) en fonction de s,n et A,.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté
Sur un espace probabilisé (§2, A, P), on considére une variable aléatoire X a valeurs dans R admettant
une espérance E(X), et une variable aléatoire K & valeurs dans N. On note Ng l’ensemble des entiers
naturels & vérifiant P([K = k]) > 0, et on suppose que pour tout entier ¥ de Nk, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle Pli=k}, notée E(X/K = k).
On admet alors I’égalité suivante : (x) E(X) = Z E(X/K =k)P([K =k])
keNg

Soit g 'application définie sur N par : g(k) = {E(X/K =k) st ke Nk

0 sinon
1. Vérification de la formule (x) sur un exemple.

Soit (J;)i»1 une suite de variables aléatoires définies sur (2, .4, P), indépendantes et de méme loi uniforme

sur Pintervalle [0,1]. Pour tout k de N*, on pose : X, = sup (J;); autrement dit, pour tout w de 2,
1<igk
Xi(w) = max Ji(w). Soit K une variable aléatoire définie sur (£, .4, P) qui suit la loi uniforme discrete
1%

sur [1,n] (n € N*). On suppose que K est indépendante des variables aléatoires de la suite (Ji)iz1.
Pour tout w de §2, on pose : X(w) = max J;(w), et on admet que X est une variable aléatoire définie

1<K (w)
sur {2, A, P).
a) Etablir, pour tout entier k de [1,n] et pour tout réel z, la relation : Pig=i)([X < 2]) = P([Xx < z).
b) Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire X.

c) En déduire que X est une variable aléatoire & densité, qui admet une espérance E(X) que 'on exprimera

n
k
fonction d —
en fonction de I; P
d) Vérifier Pégalité (x) : E(X) = E(g(K)).
2. Soit (U:)i»1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (Us)iz1, qui suit la loi de

Poisson de paramétre 2 strictement positif.



Pour n entier de N*, on pose : H, = UZ + U3 + -+ U2, . On admet que H,, est une variable aléatoire
a densité a valeurs positives, et que Dy, =] — oo, 5[

Soit s un réel de | - oo, %[

a) Montrer que pour tout k de N, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est la loi de la variable
aléatoire Wy, o définie dans la question 1.3.b.

b) En posant : X = e*H~ déterminer, pour tout entier k de N, expression de g(k) en fonction de k.

¢) Etablir la formule suivante :

E(g(K)) = (1-2s)""/2? x exp (1 :\828)

d) En utilisant I’égalité (x), admise au début de cette partie, avec X = e’ déterminer la loi de H,,.

e) A laide de la question III.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 3, on a :

#(z) - * (7=ovm)

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal a 3. On suppose qu'un modele aléatoire défini sur (2,.4, P) comporte
p parameétres réels inconnus #,...,6, non tous nuls. Un échantillon d’observations statistiques permet
d’exhiber des estimateurs 61, ...,0, sans biais des paramétres 61, . .., 0, respectivement. On suppose que

les variables aléatoires §y,. .., 8, sont indépendantes et suivent une loi normale de variance égale & 1.
P

P
~ o~ ~ ~2
Onpose:§=(01,...,0,),0=(01,...,0,), By=Y 0 etb=> 02
j=1 j=1
On dit que le vecteur aléatoire 8 est un estimateur sans biais du paramétre vectoriel 9, et E(f) est alors
le vecteur 6.

On définit le risque quadratique scalaire d'un estimateur 6* de ¢, noté R(6*,0), par :

P
R(6*,0) = E(Z(@; - 9]-)2)
=1
Dans cette partie, on cherche un estimateur 6* de 8, représenté par un vecteur aléatoire (47, ... ,05), dont
le risque R(0*,8) est strictement inférieur & R(6,9).

1. Justifier que la variable aléatoire B, suit la loi x*(p, by), et qu’elle constitue un estimateur biaisé de by.

c ~ - . .
2. On pose : 8* = (1 - —) x @, ol ¢ est un parameétre réel strictement positif. Soit K une variable
P

aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre ?p.

2K

1 &, 2
a) En admettant que l'on a : E(E; Zﬁj Gj) =F (m
Jj=1

), établir I’égalité suivante :

~ 1
* _ — 2 _ _ -
R(6*,0) — R(0,0) = (c* —2c(p—2)) x E (p— T 2K)
b) Montrer que 'inégalité : R(8*,0) < R(a, 6), est vérifiée si et seulement si : 0 < ¢ < 2(p — 2).
Déterminer en fonction de p, la valeur de ¢ pour laquelle R(6*,8) — R(#,6) est minimale.
Comment s’écrit alors l'estimateur 8* ?
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Dans tout le probléme, N désigne un entier supérieur ou égal 4 1.
On note E(X) et V(X) respectivement, 'espérance et la variance lorsqu’elles existent, de toute variable
aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.
Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P), mutuellement
indépendantes et de méme loi uniforme discrete sur [1, NJ.
On pose, pour tout n de N* : T,, = sup(Uy,Us,...,U,) et Z, = inf(Uy,Us,...,U,). On admet que T}, et
Zy, sont des variables aléatoires définies sur (Q2,.4, P). Ainsi, pour tout w de Q, on a :
Tn(w) = max(Uy (w), Uz(w), - . ., Un(w)) €t Zy(w) = min(Uy (w), Uz(w), . ..., Un(w))
On rappelle que si C' désigne un élément de A, on note 1¢ la variable aléatoire indicatrice de 1’événement
C, définie sur (2, A, P) par :
1 siweC
1 ={
cw) 0 siwgC

N-1 n
On pose, pour tout n de N*: d,,(N) = Z (%) siN >2
0 §iN=1
Préliminaire
1. Soit Y une variable aléatoire définie sur (2,4, P), & valeurs dans [1, N]. Etablir les deux relations
suivantes :

N-
EY)=)Y P(IY >k]) et E(Y?= Zl(2k+ )P([Y > k)
k=0

44



Partie I. Inf et Sup
2. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(U;) et de V(Uy).

3. a) Calculer, pour tout k de [1, N], P([T,, < k])-
b) En déduire la loi de probabilité de T,,.

4. a) Montrer que la suite (d,,(N))n»1 est convergente et calculer sa limite.
b) Exprimer E(T,) en fonction de N et d,,(N). En déduire la valeur de nl{rj_xw E(T,).
c) Etablir la formule suivante : V(Ty,) = (2N — 1)dn(N) — 2Ndp11(N) — d2(N).
En déduire la valeur de 1113_1 V(Ty).
n—-+0oo

dpi1 (N 1
d) Montrer que si N > 2,ona: lim —H(———):l—

n—too dn(N) N
a: V(T,) ~ dn(N).
5. Déterminer la loi de Z,. Calculer E(Z,) et V(Z,).

; en déduire que, lorsque n tend vers +oco, on

6. On rappelle que la fonction Pascal random(N) permet de simuler une variable aléatoire suivant la
loi uniforme sur [0, N — 1]. Ecrire une fonction Pascal d’en-téte simulmax(n : integer) : integer qui
simule la variable aléatoire T,.

Partie II. Couple (Inf, Sup)

7. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k,£) de N? : ¢,,(k,£) = P([T,, < k] N [Z, < £)).

a) Montrer, pour tout (k,¢) de [1, N]?, la relation suivante :

Eﬂ

sik</¢
N
¢'n(kae)= E\™ k—0\"
(ﬁ) “("N—) sik>{

b) Etablir, pour tout (k,£) de [1, N]?2, la formule suivante :
P([Tn = K0 [Zn = €]) = ¢ (K, £) + dn(k — 1,6 — 1) — G (k — 1,€) — b (k, £ — 1)
c) En déduire, en distinguant les trois cas k < £,k = £ et k > ¢, I'expression de P([T,, = k| N [Z, = £]) en

fonction de k et £.

8. On donne, pour tout couple (m,n) de (N*)2, les deux relations suivantes :

DY IG+D)"=2"+ (G- 1)" = (m+1)" —m" - 1;

j=1

m
i) ) 5[+ 1" = 25"+ ( — "] = m(m + 1)" — (m + 1)m".
=1
a) En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E(T,,Z,) = N (1 + dp41(N)).
b) On note, pour tout n de N*, p,, le coefficient de corrélation linéaire entre T), et Z,,.

Calculer lim p, lorsque N > 2.
n—+00

9. a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,£) de [1,N ], calculer la probabilité conditionnelle
Prr,=k)([Zn = £)).

b) En déduire, pour tout n de N* et pour tout k de [1,N], I'expression de ’espérance conditionnelle
E(Z,/[Tn = k]) de Z,, sachant [T, = k|.
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Partie II1. Prévision
Pour n entier de N*, on dispose d’un (n + 1)-échantillon indépendant identiquement distribué (i.i.d.)
(U1,Us, ..., Upy1) de la loi uniforme sur {1, NJ.
On pose : T,, = sup(Uy, Us, ..., Uy) et Tny1 =sup(Uy,Us, ... ,Unt1) = sup(Tn, Un+1)-
N
Pour tout t = (t1,t2,...,tn) de RN, on pose : Wi(Ty,) = Zt’“ X 17, =k]-
k=1
Dans cette partie, on se propose de déterminer la valeur de ¢ pour laquelle les deux conditions suivantes

sont vérifiées :

i) E(Wt(Tn)) = E(Tn+1) 3
ii) E[(Tn+1 — Wi(Ty))?] est minimale.

10. Montrer, pour tout k de [1, N], la relation : P([Wy(T,) = ti]) = P([Tn = k]).

11. Etablir, pour tout k de [1, N], la formule suivante :
E(Tpt1 X Yp,=k)) = E(Tnt1 /[T = k]) x P([T,, = k])

12. a) Calculer, pour tout couple (k, j) de [1, N]?, P([T» = k] N [Tn41 = j)-

b) En déduire, pour tout couple (k,j) de [1, N]?, la probabilité conditionnelle Pz, —k)([Tn+1 = 3)-

c¢) Déterminer, pour tout k de [1, N], I'expression de I’espérance conditionnelle E(T,1/[T, = k]) de
Tn+1 sachant [T), = KJ.

d) En appliquant la formule de 'espérance totale, déduire de la question précédente la relation suivante :

E(Tu) = 0L 4 o (B2 - B(T.))

N
13. Etablir I'égalité suivante : (We(Tn))? = Y _ £ X 17, =)-
k=1

14. Soit g la fonction définie sur RY 3 valeurs réelles par :
g(tlv ta,... ,tN) = E[(TTH-I - Wt(Tn))2]
a) A T’aide des résultats des questions 11, 12 et 13, expliciter g en fonction des variables ¢,,t,,. .. ,tx.

b) Montrer que ¢ admet un minimum global sur RV atteint en un point 6 = (61,62, ...,0x) que l'on
déterminera en fonction de E(Tp41/[Tn = 1)), E(Tp+1/[Tn =2]), ..., E(Tp+1/[Tn = N}).

15. Etablir les deux relations suivantes :

E(Wy(Ty)) = E(Thsr) etV (Wo(Tn)) < V(Tnt1)

N
16. a) Etablir, pour tout i de N*, 'égalité suivante : Z kX g, k) = (Tn)*.
k=1
. — N+1 1 ,,
b) En déduire la relation suivante : Wy(T,,) = 5ty (T2 -To,).

3/‘,



Partie IV. Estimation

Soit U une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,4, P), de loi uniforme discréte sur
[1, N]. On suppose que le parameétre N est inconnu.

Cette partie a pour objet la détermination d’un estimateur ponctuel de N, sans biais et de variance

minimale.
Pour n entier supérieur ou égal & 1, soit (U, Us,...,U,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de U.
17. Soit € un réel strictement positif. On pose :
An(e) = [|Tn — N| > €] et Bn(e) = [|Tn — E(Ty)| + |dn(N)| > €]
a) Peut-on dire que T, + d,(NN) est un estimateur sans biais de N ?
b) Montrer que la suite (17, )n>1 est une suite d’estimateurs asymptotiquement sans biais du paramétre N.
c) Montrer que A,(¢) C Bp(e) et qu'il existe un entier naturel ng tel que, pour tout n > ng, on a :
Bn(e) C [ITn — E(T0)| > /2).
d) En déduire que la suite d’estimateurs (7},),>1 est convergente.

18. a) Calculer, pour tout n-uplet (uy,us,...,u,) de [1, N]", P( ﬂ[U, = u,])
i=1

b) En déduire que, pour tout k de [1, N], la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (Uy, Uz, . .., Uy,) sachant
[T, = k] est donnée par :

Py ( ﬁ[Uz _ Uz‘]) _ { m si pour tout ¢ de [1,n], 1 <u; < N et 11252(71(“") =k

i=1 0 sinon

On remarquera que cette loi conditionnelle ne dépend pas du paramétre N.

k" — (k —1)n !
kn—(k—1)n

19. On pose, pour n entier de N* : S, = T,,+Z,—1 et, pour tout k de [1, N] : ¥, (k) =
a) Montrer que S, est un estimateur sans biais de N.

b) Etablir, pour tout k de [1, N, I'égalité : v, (k) = E(S,/[T, = k]).

¢) En déduire que v,,(T},) est un estimateur sans biais de N.

d) On pose, pour tout k de [1,N] : ¢, (k) = E(S2/[T,, = k]).

Etablir, pour tout k de [1, N], l'inégalité : ¥2(k) < ¢n(k) (on pourra utiliser la fonction définie sur R
par : A E((Sp, — A)?/[T,, = k])). En déduire que V (¢, (T})) < V(Sy).

e) Calculer V'(S,). En déduire que ,,(T},) est un estimateur convergent de N.
20. Soit, pour n entier de N*, un estimateur sans biais R,, du paramétre N.

On pose, pour tout k de [1, N] : fu(k) = E(R,/[T, = k).
a) En utilisant une méthode analogue & celle de la question 19.d, montrer que : V(fa(Th)) S V(R,).

b) Soit F une fonction réelle. Montrer que, pour n fixé dans N*, la condition « pour tout N de N*,
E(F(T,)) = N » est vérifiée, si et seulement si, pour tout k de [1,N], on a : F(k) = 9, (k).

c) En déduire que dans I’ensemble des estimateurs sans biais de N, 'estimateur Yn(T,) est optimal, dans
le sens ot V(¢,(T,)) est minimale.

La partie IV constitue une démonstration du théoréme de Lehmann-Scheffé dans le cas particulier d’une
loi uniforme sur [1, N], avec N inconnu.

4/‘,
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Dans tout le probiéme :

e toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un espace probabilisé (Q, A4, P);

& pour tout réel £ > 0, X; désigne une variable aléatoire & valeurs strictement positives qui suit la loi gamma
de paramétre t, notée v(t) ;

o U désigne une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0,1] ;

e l'espérance et la variance d’une variable aléatoire A sont notées respectivement E(A) et V(A);

s la notation exp désigne la fonction exponentielle de base e .

On rappelle ou on admet sans démonstration les résultats suivants :

+ o0
e la fonction I' définie pour tout réel ¢ > 0 par I'(¢) = f e *u'"ldu, est de classe C° sur R™™ ; on note I”
0 oo
et I'" les dérivées premiére et seconde de la fonction I'. Pour tout réel ¢ > 0, les intégrales / (Inu)e *utdu
o

+oa
et / (Inu)?e~*u!~1du sont convergentes et valent respectivement I"(t) et I (t) ;
0

e onapour tout réel ¢t > 0: T(¢ + 1) =tI'(1);

1 —I b1 H
¢ pour tout réel t > 0, une densité fx, de X, est donnée par : fx, (x) = { F(t)e T siz >0 ;
0

siz<0
e T'(1/2) = /7.
L’objet du probléme est de démontrer quelques propriétés de la fonction T en utilisant des méthodes
essentiellement probabilistes.

Partie I. Quelques résultats préliminaires
n

i e . s
1. On pose pour tout n de N* : h,, = E 7 On consideére les deux suites {7, )n»1 €t (U4 )n>1 définies par :
k=1
pour tout n de N*, v, = h, — lnn et v, = Yp41 — Vn.

1/4



a) Montrer que la série de terme général v,, est convergente.
b) En déduire la convergence de la suite (n)n>; ; on note v sa limite.
¢) On pose pour tout réel t > 0 : dy, s =7+ In{t + n) — h,. Déterminer lim dp ;.

T—+00
2. a} Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X,) et V(X,).
b} On note pour tout réel ¢t > 0, 3(t) = I'(t}/T'(t), et ¥’ la dérivée de . Montrer que E{In{X;)}) = 1(t) et
V(In(X:)) = +'(1).
3. a) Montrer que pour tout réel ¢ > 1, E(1/X,) existe et calculer sa valeur.

b) Etablir pour tout réel z > 0, l'encadrement : 1 — — < Inz < z — L.
z

2
En déduire que 'on a : (Inz)? € (1 - l) + (z - 12
x

c)} A I'aide des questions précédentes, établir les inégalités suivantes : pour tout réel t > 0, E { In (—Xf £0;
. X; 1 ) 2 { X 2t
pour tout réel t > 1, F (ln (T)) P Rl pour tout réel £ > 2, F (ln (T < “—_555

d) Soit ¢ un réel fixé strictement positif. Montrer que la snite de variables aléatoires (ln (?-_:_"'—n))
n nxzl

converge en probabilité vers 0,
4. Soit (An)n>1. (Br)nz1 €t (Ch)ns1 trois suites de variables aléatoires a densité qui convergent en probabilité
vers 0. On pose pour tout n de N* : D, = A, + B, + C,,. S0it (un)n31 une suite réelle qui converge vers u.
On considére deux variables aléatoires réelles 4 densité M et N telles que pour tout n de N*, M est de méme
loi que N + D, + u,.
a) Montrer pour tout réel £ > 0, Pinclusion : [|D,] > ] C {[An! > /3] U [|Bn: > /3] U [|Cnl > £/3].
En déduire que la suite {D,,)n»1 converge en probabilité vers 0.
b) On pose pour tout n de N* : V,, = D,, + u,, — u. Montrer que la suite de variables aléatoires (V,,)n31
converge en probabilité vers 0. En déduire la limite en probabilité de la suite (N + u) + Vi )az-
¢} On admet sans démonstration que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Montrer que les variables aléatoires M et N + u sont de méme loi.
5. Soit {e, 3) un couple de réels strictement positifs, et X, et Xz deux variables aléatoires indépendantes de
X ')l
lois respectives ¥(ex) et 4(8). On pose : Th 5= X—;, Qap=In(Typ) et Bla,B) = F((()}T(g)'

a) Préciser Q, 5(0?). Déterminer une densité de In{X,) et de —In(Xz) respectivement.
b) En déduire qu'une densité fg, , de Qa s est donnée par : pour tout réel z,

6—52: +00
fQa.a(T) = Tt ) f_m e+ Mexp (—e¥(1 +e77)) dy

¢} A Vaide du changement de variable u = e¥(1 4+ e ), dont on justifiera la validité, établir la formule
e(l:v

1
Bla,f) " (1+en)**8’

suivante : pour tout x réel, fo_ ,(z) =

d) En déduire une densité fr, , de T, 3.

e} Onpose: Jo5 = X—-:!j(—; Montrer qu'une densité fy, ; de J, g est donnée par :
[+
0 si z ¢)0,1]
fJa,ﬁ{Z) - __._1 za_l 1~z A-1 siz €01

Partie II. Etude de la variable aléatoire In{X;)
Soit (Yi)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parameétre 1. On
suppose que pour tout réel & > 0, X, est indépendante de chacune des variables aléatoires de la suite (Yi)xp1-
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k
On pose : Sy = 0 et pour tout k de N*, S, = ZY,-.
i=1
6. Rappeler sans démonstration la loi de Sy ainsi que les valeurs respectives de E(Sy) et V(S ).

7. a) Justifier pour tout n de N*, P'égalité suivante : In(X,) = In (H X;(+ Se-1 +In{X; + 5,.).
¢+ Sk
b) Montrer que pour tout entier m de N*, la loi de X; + S,, est celle de Xitm-
On admet jusqu’a la fin du probléme les résultats suivants :
® soit 1 un entier de N* et A,,..., A, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Alors, pour
tout p de {1,n — 1}, pour toutes fonctions réelles ¢ et w; continues, les variables aléatoires 1 (A, . .. ,Ap) et

w2(Apt1, ..., Ay) sont indépendantes ;

¢ si A et B sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors AB admet une espérance
et E(AB) = E{A)E(B);

* pour tout couple («, 3) de réels strictement positifs, si les variables aléatoires X, et X g sont indépendantes,

. . . L Xa
de lois respectives y{a) et ¥(3), alors les variables aléatoires X 1X, et X, + X sont indépendantes.
B
X+ 8
B. On pose pour tout kde N* : Ry = —————~
p P tk X, + S

a} Montrer que R; ) et R, 2 sont indépendantes. On admet dans la suite que les variables aléatoires R; x(k > 1)

sont indépendantes.
b) En déduire 4 I'aide des questions précédentes que pour tout n de N, les variables aléatoires In(X;) et

Z In{Ry &) + In{X;4n) sont de méme loi.
k=1
9. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire — In U.
b) A laide de la question 5.e, calculer une densité fg,, de la variable aiéatoire Ry .
¢} Soit (Ux)r»1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que I/. Montrer que pour tout &

1
de N*, les variables aléatoires R, , et U,:*z"l sont de méme loi.

d) Déduire des questions précédentes que pour tout n de N*, la variable aléatoire In{X,) est de méme loi que
n—1

) .. 1 Y Xetn
la variable aléatoire kz_;) (m e k) +In (t n +dn:— 7.

10. En utilisant les résultats des questions 1.¢,2.b,3.c et 9.d, montrer que pour tout réel ¢t > 0, on a :

Ean(xt))wb(»:)=~~f+2(k+1 ) o Vnx. w(t)—Z(Hk

11. En utilisant la question 3.c, calculer . h_'rp (¥(t) — Int).
— 0

12. On pose : W = U'/# ou u désigne un paramétre réel strictement positif inconnu. Afin d’estimer 4, On
considére pour p supérieur ou égal 4 3, un p-échantillon (W, Ws,...,W,) i.i.d. de la loi de W.

-1
P

On pose : G, = —p (Z InW; | . Justifier que la variable aléatoire G, est un estimateur du paramétre u.
1

Est-il sans biais 7 Est,—iﬁ:onvergent ?
13. On rappelle que I'appel 4 la fonction Pascal random a pour résultat un nombre de type real pris au hasard
dans lintervalle [0, 1[.
a) Soit X la fonction Pascal suivante :
function X(lambda : real) : real;
begin
X := -1ln{i-random)/lambda

end ;
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Cette fonction simule une variable aléatoire réelle. Donner sa loi. Justifier votre réponse.
b) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte g(a : integer) : real simulant une variable aléatoire de loi y(n).

¢} Soit m la fonction Pascal suivante :
function m(p : integer} : real;
begin
n = p/glp)
end ;

On appelle la fonction m pour différentes valeurs de p de plus en plus grandes. Que devrait-on constater ?

Partie II1. Quelques propriétés de la fonction I'
Les notations sont celles des parties I et 11
14. Premiére application : les formules de Wilks et Legendre.
a) Soit {ax)ren une suite réelle. Pour tout n de N* et tout réel t > 0, établir I'égalité :

2n—-1 n—1 n—1 n—1

1 k41 1 (2k41 1 Qzk42 1 1
2 —_ = — 2L - 2 -
;(Hl t+k) kgo(k+l %+k)+§(k+1 Hlik M kgo 2k+1 2k+2

n—1

1 1
b} Exprimer w, = Z (m - 2k—+2) en fonction de deux termes de la suite (hy,)n>;. En déduire que
ki

lim w,=In2.
n—4o00

¢) Pour t > 0, soit X; et X, i deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives y(1) et v{t + %).
En utilisant les questions 4 et 9.d, montrer que la variable aléatoire 2 In(X,) est de méme loi que la variable
aléatoire In{X ;) + ln(X:_t_)) +2In2.

d) On pose : t = 25. Déduire de la question précédente que pour tout réel r > 0, {Xa,)%" et 227 (X, )" (X,;4)"
sont de méme loi.

e) En choisissant une valeur particuliére de s, établir pour tout r > 0, la formule :

20 LI + 5) = TNV

15. Deuxiéme application : la formule de Stirling. ;
1 a c d
a) Déterminer quatre réels a, b, ¢, d tels que pour tout réel u > 0, ona: —(:_—-i-)-i = E—{- CESIL +E+ T
+o0 1

1 1
En déduire pour tout ¢ > 0, la relation : ¢/'(t) = 7 + > + 3 Z CTRRG T RT
k=0

On admet sans démonstration gue pour tout u > 0, on a:

1 1 1 < 1 < l (i _ 1 )
3\ (u+t 1—14)3 (u+ 33 )3 Su(u+1)? 3 \wd (u+1)
b) Déduire des deux résultats précédents, pour tout ¢ > 0, les deux encadrements :
1 1 1 1 1 1 1 1 1

— e Yyt - - - ————
22 6(t+ )3\¢(t) 2t2+6 et Int 2t 122 ¥ <h 2t 12(t + L)?

En déduire un équivalent de E{In(X;)} et de V(In{X,)) respectivement, lorsque t tend vers +o0.
c} Calculer pour tout y vérifiant y > ¢ > 0, I'intégrale : / (d)(a:) In{z) + — ) dz.
¢

r -
Montrer pour t fixé, ’existence de lim In (—ﬁ—)—) ; on note @ cette limite.
y—+oo 'yy T~V

-
51—) , valable pour z > 0, calculer €.
T

En déduire que I'(z} est équivalent & V2rz®~ e~ lorsque z tend vers +oo.

1 x
d) En utilisant la question 14.e et I'identité : z* = (:c + -2—) (1 +
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Toutes les variables aléatoires qui apparaissent dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé {2, A, P).

On note Fz la fonction de répartition d’une variable aléatoire 7 et, si cette variable aléatoire admet une densité,
on note fz une densité de Z.

Sous réserve d’existence, on note E(Z) et V(Z) respectivement, l'espérance et la variance d’une variable aléatoire
réelle Z, et Cov(Z;, Zy) la covariance de deux variables aléatoires Z; et Z.

La fonction exponentielle est notée exp et la partie entiére d’un réel z est notée |z].

On admet les résultats suivants :

e la définition et les propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire de deux variables
aléatoires discretes, s’appliquent au cas de variables aléatoires & densité;

e si Z) et Z; sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors la. variable aléatoire
Z1Zy admet une espérance et E(Z122) = E(Z1)E(Z,).

Dans tout le probléme, on considére une variable aléatoire X de fonction de répartition Fix et admettant
une densité fx.

1 . .
Les solutions éventuelles de ’équation Fx(r) = 3 s’appellent les médianes théoriques de X.

Pour n entier de N*, on considére un n-échantillon {X;, X, ..., X,,) i.i.d. {indépendant, identiquement distribué)

- _ 1 . . o
de la loi de X et on définit la variable aléatoire : X,, = > Z X, qui est la moyenne empirique de Péchantillon

k=1
(X1, X2,.-., Xn)-
On admet existence de variables aléatoires 4 densité Yi,Ys,..., Y, telles que, pour tout w de €1, les réels
Y1(w), Ya{w), ..., ¥a{w) constituent un réarrangement par ordre croissant des réels X (w), Xz2{w), ..., Xn{w), de

telle sorte que, pour tout w de 0 : Y1 (w) € Yolw) € --- € Y, (w).
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En particulier, Y1 = inf(X1, Xz,..., X,) et ¥, = sup(Xy, Xo,..., X,,). Plus généralement, pour tout k de [1,n],
il existe une fonction 1 définie et continue sur R™ & valeurs réelies, telle que Yy = v (X1, Xa,..., Xn).

Si n est un entier impair (n = 2 + 1, avec £ € N), alors la variable aléatoire Ye,, est appelée Ia médiane
empirigue de P'échantillon (X1, Xa,..., X,.).

La partie IT du probléme est indépendante de la partie L

Partie I. Quelques propriétés des statistiques d’ordre
Pour tout réel = et tout entier k de [1,n], on note Jx(z) la variable aléatoire de Bernoulli définie par :

Julz) = {1 si [Xg € x| est réalisé

0 si[Xy > z) est réalisé ° M PO Su(z) = ; Ji(z)

1. a) Montrer que les fonctions fy, et fy_ définies pour tout z réel par : fy, (z) = n{l — Fx{x))* ' fx(z) et
fr.(2) = n{Fx(z))" 1 fx(x), sont des densités de Y, et ¥,, respectivement.

b) Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire S, {x) 7

c) Justifier I'égalité entre événements suivante : [Yi £ x] = {S,.(z) > k.

d) Etablir la relation : pour tout z réel, Fy, (z) = E (n)(F'X () (1 — Fx{z})™.
: )
=k

e) En déduire que pour tout k de [1,n], la fonction fy, définie pour tout x réel par :

n

) = k() (a1 = B4 £
est une densité de Y.
f} Montrer que si X admet un moment d'ordre r (v € N*), alors pour tout, k de [1,n}, Y, admet un moment

d’ordre r.

Exemple. Dans les questions 2 a 4, on suppose gue la fonction de répartition Fx est donnée par :

1
— . siz=1
Fx($}={l VI stz

¢ siz<l1

2. a) Tracer la courbe représentative de Fx dans le plan rapporté 4 un repére orthonorme.
Préciser la demi-tangente & droite au point d'abscisse £ = 1.
Justifier que X est une variable aléatoire & densité et préciser une densité fx de X.

b) Montrer que X n’admet aucun moment.
¢) Etablir P'unicité de la médiane théorique M de X. Calculer M.
d) Expliciter, pour tout k de [1,n} et pour tout z réel, expression fy, (z) d'une densité de Y.

En déduire un équivalent de fy, (z) lorsque x tend vers +cc.

3. On suppose dans cette question que n 2> 3.
a) Montrer que pour tout k de [1,n — 2], Yi admet une espérance.

1
b) En justifiant I'emploi du changement de variable ¢ = ﬁ’ établir pour tout k de [1,n - 2],

1
la formule : E{(Y;) = k(:) / (1 — e lde
J Jo

1
¢) Pour tout couple (r, s} de (N*}?, on pose : I, = [ (1 — ) Lat.
0

{r—1)s— 1)

*\2 - T -_—
Montrer que pour tout couple {r,s) de (N*)}*, ona: I, G rs 1)

d) En déduire U'expression de E(Y%) pour tout k de [1,n — 2].

) On suppose que n est impair et supérieur ou égal & 5, et on pose n = 2¢ + 1. Justifier la définition de
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la médiane empirique Yz4; d’un échantillon, et établir I'égalité : E (Yesr) =4+ ——6—1 Commenter.

35

1
4. On pose pour tout n de N* ; Z,, = —sup(X;, X2, X,) =
n

a) Calculer pour tout x réel, Fy, (x).

1 .
b} On définit la fonction oz par : pz(z) = {exp (_ﬁ) stz >0

siz<0
Montrer que @z est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z a densité.

¢} Montrer que la suite de variables aléatoires (Zy )nen- converge en loi vers Z.

Partie II. Existence et unicité d’un estimateur aptimal
Dans cette partie, X suit la loi normale d’espérance @ et de variance égale 4 1. On suppose que le paramétre
réel 8 est inconnu.
On note ¢ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
On rappelle que pour n entier de N=, (X, X3,..., X,,) est un n-échantillon i.i.d. de la loi de X.
5. Quelle est la loi de X,, 7 Montrer que X, est un estimateur sans biais et convergent du parameétre 0.
6. Soit o un réel tel que 0 < & < 1. On appelle marge d’erreur associée a un intervalle de confiance de ¢ au
risque ¢, le réel positif noté p{a), égal & la demi-longueur de cet intervalle.
a) Justifier I'existence de la fonction réciproque $~1 de la fonction $.
b) Déterminer un intervalle de confiance du parameétre § au risque o dont le milieu est X ..
2" {a/2)
Vérifier que yla) = - ————=.
c} On considére un risque 3 {8 # a) tel que u(3) = bu(a), avec 0 < b < 1. Exprimer 3 en fonction de o.
Comparer a et 3. Commenter.

7. On note & ensemble des statistiques U, = g,,(X1, X2,..., X4), olt g, est une fonction de R™ dans R, qui
sont des estimateurs sans biais de # et qui admettent une variance.
Sous réserve d’existence, on dit qu’un élément Z,, de £ est un estimateur optimal dans &, si pour tout U/, de
Eg,ona:V(Z,) g V({U,).
On admet que pour tout U, de £, on a : Cov(X,,, U, — X,) =0.

a) Montrer que &y n'est pas vide.

b) Montrer que Xy, est optimal dans &.

¢) Soit Z, un estimateur optimal dans £. On pose pour tout U, de £ et pour tout A réel :
An(A) = Zn + MUn — Z) .
Montrer que A, ()} est un élément de £p. Calculer V(A,(A)). En déduire que Cov(Z,,Up — Z,) = 0.

d) On suppose I'existence de deux estimateurs optimaux X., et Z, dans &.
Montrer que Z, = X,, presque siirement. Conclure.
8. a) Justifier I'existence et 'unicité de la médiane théorique M de X, et exprimer M en fonction de 6.
b) Caleuler fx (M). Montrer que pour tout réel z, on a : Fx(2M — z) =1 — Fx(z).
En déduire une relation entre fx{2M — z) et fx(z).
¢} Etablir pour tout k de [1,7], la relation : E(Yx — M) = E{M — Yo _k41).

. Commenter.

Bl

d) En supposant que n = 2¢ + 1 (£ € N), calculer E{Yz.1), puis justifier que V(Yey,) 2

Partie II1. Résultats asymptotiques

Le contexte de cette partie est identique a celui de Ia partie II.

Dans cette partie, on note T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Si U est une variable aléatoire et s un réel tels que la variable aléatoire exp(sU/) admette une espérance, on

pose : Ly(s) = exp{sU).
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9. Soit J une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p {0 < p < 1).
a} Calculer pour tout s réel, L (s).
b} Etablir pour tout s réel, I'existence de Lr(s).
¢) Calculer pour tout s réel, Lr(s). E21,1 déduire que pour tout couple (#,0) de R x RT* et pour tout

, s
sréel,on a: Loryg(s) = exp 02? + 93).

Dans les questions 10 et 11, T est un réel fixé.
10. On pose pour tout n de N* : y, = M + %, an = Fx(yn) et k(n) = [n/2] + 1.

a} Montrer que l’on a : k(n) = ; +o{v/'n) lorsque n tend vers +oo.

b) En appliquant la formule de Taylor-Young & la fonction Fix au voisinage de M, justifier la relation

1 x 1
n =+ +of—=
"= Vo (\/ﬁ)
. e 1
c) Soit (1n)nen- la suite définie par : pour tout n de N*, u, = — (k(n) — ngn).

7n

Montrer que la suite (U, )nen- oSt convergente et déterminer sa limite u.

1
11. On pose pour tout n de N* : W,, = T (Snlyn) — ngn), ol Sn(yn) a été définie dans le préambule de la

partie I.

a) Etablir pour tout réel s, la relation :

Ly, (s) = exp(—sv/ngy) (1 + gn €XP (%) - qn)n

2
b) En utilisant un développerment limité 3 I'ordre 2, montrer que 'on a : In(Lw, (s)) = % +of1)
lorsque n tend vers +oo. En déduire I'égalité : lir_E Lw,(s) = Lg(s).
n—-+oo
T
On admet alors que la suite de variables aléatoires (W, ),en- converge en loi vers la variable aléatoire 5

12. On suppose que z = 0. Quels sont les arguments qui permettent d’obtenir directement le résultat final de
la question 11.b) 7

13. a) Etablir pour tout n de N* et pour tout x réel, les égalités d’événements suivantes :
[\/E(Yk(n} - M) < I] = [Sn(yn) Z k(n)] = [Wﬂ Z unj
b) Montrer Végalité : lim P([W, 2z u,]) =P ([\/ET < I])
—++-00 2

/2 . L -
c) En déduire que la suite de variables aléatoires ( ol (Yk(n) — M)) converge en lol et préciser sa
T neN~
limite.

14. On suppose dans cette question que n est impair et on pose n = 2£+ 1 (£ € N).
On note p, le coefficient de corrélation linéaire de Yin) et X

a) Que vaut k(n)?

b) Préciser la valeur de lim E(Yj,).

n—-+4oc

2
2n
¢) On admet sans démonstration que la suite réelle de terme général E (\} ?(Yk(ﬂ) - M))

converge vers F(T?). En déduire un équivalent de V(¥y(,,,} lorsque n tend vers +oc.

d) A I'aide des questions 3,7,8 et 14.c), déterminer la limite de py, lorsque n tend vers +oc.

4
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e Toutes les variables aléatoives qui interviennent dans ce probléme sont réelles et définies sur un méme espace

probabilisé (€, A, P), ol P peunt dépendre de paramétres réels inconnus a, b, o etc; elles admettent toutes
une espérance of une variance : si J désigne Uone de ces variables aléatoirves, on note E{J) son espérance et
V{J} sa variance.
Si Jy, Jo et Jy -+ Jo sont des variables aléatoires & densité, on admet a}ms Vexistence de la covarlance de ;i
et Jy, notée Cov(J1,.h), qui est définie par la formule : Cov(Jy, Ja) = (V (Ji+ o)~ V{J)—- V(. fz))
On admet que les covariances de variables aléatoires & densité vérifient k»s mémes régles de caleul que celles
des variables aléatoires discrétes.
o Pour tout (k, £) de (N*)%, on note M, ¢(R) U'ensemble des matrices & k lignes et £ colonnes & coefficients réels ;
on note M {R) Vensemble des matrices carrées d'ordre k.

e On note @ la transposée d'une matrice Q.

s Dans tout le probléme, n désigne 1 entier supérieur on égal & 3.

L'objet du probléme est Uétude de quelques propriéiés du modéle de régression linéaire élémentaire.

Partie I. Quelques résultats statistiques et algébriques

On considére une population d'individus statistiques dans laguelle on éudie deux caractdres quantitatifs X
et V. On extrait de cette population, un échantillon de n individus sélectionnés selon des valeurs choisies du
caractére X et numérotés de 1 a n.

Pour tout 7 de [1,n], les réels z; et y; sont les observations respectives de X et de Y pour Vindividu i de

Véchantillon. On suppose que les réels a1, 29, . .., T, ne sont pas tous fgaux.
Soit a et b deux parsmetres réels. On pose pour tont ide [1,n] rwi = — (axi+b). ()

1. On note T {tesp. §) et 52 (resp. s*“jj} 1a moyenne empiﬁque et la ’».?arianfe empirique de la série statistigue

(ri)1<icnlresp. (Yi)1<icn): On rappelle que 1 T = — Z.& et s2 = — Z{Jﬁ'@ x)
= z_l
a) Montrer que 52 > 0.
b) Etablir les formules : Z(u ~ Ty = Z('{‘ i) —NEY et Z Z( 22} — nE>
i==1 t==1
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e — T T T
. . i~ , , : 1
¢} On pose pour tout i de 1. n] : a; = —{——1—5—1 Montrer que : E o =0, g o =1 et E ol =
i=1 =1

ns. — ns2’
H1 Uy r; 1
2.0npose: y= ~ & .’Mml(R}, U= LgE Mn’j (R)Q = (2)6 JMQJ(R) et M= : S .M?L2<R)
Un Uy, Tn 1

Les n relations (x) s'écrivent sous la forme matricielle suivante : y = M6 + u.
a) Quel est le rang de la matrice M 7
b) Calculer la matrice "M A et justifier son inversibilité.

3. L'espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F le sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs {21, 22,..., Zn) et (1,1,...,1) de R™. On note K la matrice du projecteur orthogonal de R®

sur F dans la base canonique de R” et G =1 — K, ou [ désigne la matrice identité de M, (R).

k13 kL3
a} On cherche les matrices 6 = ( g) de My 1 {R) qui minimisent Zuf = Z (g — (02 + b))z.
2=l i1
Montrer que ce probléme admet une unique solution § = (Z} et qu'elle vérifie la relation : ‘MM 6 = M Y.
/

5
!

~\
=

T
b) Montrer gque : & = Z ol et b= 7 — G,
i=1

¢} Exprimer K en fonction de M et ‘M.
d) Soit 7 la matrice-colonne de M., 1(R) de composantes iy, is, . . ., 4, définie par @ =y — M.
Montrer que : it = Gy = Gu.
k2
¢} En déduire les égalités : 'ug = E Ef = 'yGy = "uGu.

==k

Partie I1. Le modeéle de régression linéaire

Le contexte el les notations sont cevx de lo partie L Dans cetle partie, on cherche 6 modéliser les fluctuations
aléatoires du caractére ¥ sur Uéchantillon.

Les hypothéses du modele de régression linéaire élémentaire sont les suivantes :

e les réels a et b sont des parameéires inconms ;

e pour tout ¢ de [1,n], la valeur z; du caractére X est conmue et la valeur y; du caractére YV est la réalisation
d’une variable aléatoire Y5 ;

e pour tout 7 de [1,n], ¥; est la somme d'une composante déterministe ax; + b, fonction affine de la valeur
choisie 2, et d’une composante aléatoire U ;

e les variables aléatoires U1, Us, . .., U, sont mutuellement indépendantes, de méme loi, possédent une densité,
et pour tout i de [1,n] : E(U;) = 0 et V{U;) = ¢?, ol le paramétre inconnu ¢ est strictement positif.

Le modele de régression linéaire ¢’écrit alors : pour tout 7 de [1,n], Vi = az; + 0+ U; (1)
L’objectif consiste & estimer les paramétres inconnus a, b et ¢2 du modele (1).

o }L 12 _ - 1 T
Onposepourtoutn 23: Y, = — ZY; et U, = — Z U;.
73 4 7 4
j=1 i==1
Tt
4. On note 4, et B, les deux variables aléatoires définies par : 4, = Z a;Y; et B, =Y, — A.T, ou le réel o
is=1

a 6té défini dans la guestion 1.¢).

a) Montrer que A, et B, sont des estimateurs sans biais de a et b respectivement.

2 =2\ 42
b) Etablir les formules suivantes : V{4,) = ? 5 et V(By)= (1 + x_{)) z.
ns2 s2)n

¢) Caleuler Cov{Ay, By).
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5, Dans cette question uniquement, Uentier n n'est plus fixé. On suppose Vexistence de A = lim E r; et
N—rE0G 7Y
i=1

R 1w .
po= lim — Z(tz —7)% avec (A, p) ER x RY.

n—y+oc 11
i=1
Montrer que les deux suites (A, )n>3 et (B, )nzs convergent en probabilité vers ¢ et b respectivement.
6.2) On pose pour tout ¢ de [1, n]j U =Y, — A,z — B,,. Calculer E(a}
13
b) Etablir Iégalité : Z U? z U; = Un)? — ns2(An — a)>.

T
¢} Caleuler E ( E Uf) . En déduire un estimateur sans biais de o,
=1

Partie IT1. Hypothése de normalité et prévision

Le contexte et les notations de cette partie sont ceur des porties I et II. De plus, on suppose dans cette partic
que pour tout i de [1,n], la variable aléatoire U; suit une loi normale N'(0, 0%).

Yi U
Onpose:Y = | © JetlU=1| ! ].Lemodele (1) de lapartie Il 5'¢crit alors matriciellement 1 Y = M+1J.
Yo Un

Soit Wi, Wa, ..., W, (g € N¥), ¢ variables aléatoirves réelles définies sur (9 A, P). On définit le vecteur aléatoire
(W1, W, ..., W,) & valeurs dans RY, en associant & tout w de € le vecteur (L‘V; (w), Wolw), ..., W, (u}) de R4,

On dit que le vecteur aléatoire (Wi, Wo, ..., W,) est normal si pour tout g-uplet {(p1, p2,....py) de nombres
q

réels, différent de (0,0, ...,0), la variable aléatoire E p:W; suit une loi normale de variance non nulle.
=1
Dans le cas on le vecteur (Wi, Wy, ..., W,) est normal, on admet que les variables aléatoires Wi, Wa, ..., W,
sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (4, §) de [1, ¢]* avec i # j, Cov(W;., Wy) =10
7.a) Montrer ¢ue le vecteur aléatoive (¥1,Y5, ..., Y, ) est normal mais que le vecteur (¥ -, VoY, ... , an?n)
ne Vest pas.
b) Déterminer la loi de chacune des variables aléatoires A, et B,. Le vecteur aléatoire (A, B,,) est-il normal 7

3. Soit § une matrice inversible de M,,(R). On note T la matrice-colonne des composantes du vecteur aléatoire
(T, To, ..., 1) telle que T = SU.
a) Montrer que le vecteur (13,75, ...,T,) est normal.
b) On suppose gue la matrice S est orthogonale. Montrer que T1, To, . . ., T,, sont mutuellement indépendantes.

9. Soit Uy, {7, ..., U, les variables aléatoires qui ont été déﬁ}ﬁ(;&s dans la question 6.

= . A
On note U la matrice-colonne de composantes Uy D 3y ..., Uy définie par U — M ( B"’ )
¥

a) Montrer que U = GU, ot la matrice G a été définie dans la question 3.
b} Justifier Pexistence d’une matrice orthogonale R de M, (R) et d'une matrice diagonale D de M, (R), telles
que G = RD'R. Quels sont les éléments diagonaux de D ?
n—2
¢) Soit Z la matrice-colonne de composantes Zy, Zo, . . ., Z, définie par Z = RU. Quelle est 1a loi de E Z 2 7
i1

13
\ s . . e L . 5 2 —2
d) En déduire que la variable aléatoire Z U2 suit 1a loi I‘(Qa{ 2 )
=1
e) Soit p un réel donné vérifiant 0 < p < 1. Etablir Vexistence d'un réel ¢, ne dépendant pas des paramétres

k23
inconnus a, b et 02, tel que P ({Z Uf P cnaﬂ> = p.

i=1
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Dans les questions 10 et 11, on suppose qu'une (n+1)-idme valeur de X, notée x,+1, est choisie mais que la valeur
correspondante y,1 de Y est inconnue. On suppose que Y, est la réalisation d'une variable aléatoire Y, 11 qui
vérifie Y11 = axpa1 + b+ Usoq, o1t les variables aléatoires Uh, Us, . . ., U,41 sont mutuellemient indépendantes
et de méme loi N(0, 0%).

n

A e (
10. On pose pour tout n-uplet r = {r1, 7o, ...,7,) de R™: [;i)l = ng}’};.
=1

L’ensemble {Yi'_)l 7 €R"™} est P'ensemble des "prédicteurs linéaires” de V1.

S

a) Soit g la fonction définie sur R™ & valeurs réelles, telle que pour tout 7 = (r1,72,...,7,) de R™,

ki3 —
. {o; —F
glri.r2,...,7p) = E rZ. On rappelle que pour tout i de [1,7] : a5 = ~—~)—}
=1 8,
I T
Montrer que la fonction ¢ admet un minimum absolu sous les contraintes E r; =1 et E TiTs = Tpad,
i=1 i=1

. s . N . 1 =
atteint en Punique point % = (], 7r3,...,7%), olt powr tout i de [1,n], 7 = — + (w1 — Do,
n

X ; (s oo O . P Gir
b) Montrer que parmi les prédictewrs lnéaires }“n‘fr)l de Yo+, qui vérifient £ (Yn:é) = E(Y,+1) pour tout
{a,b) de B, Kfi{ est celui qui a la plus petite variance.

P ita P
Vérifier que Y, +1> = A, 2per + By

11.a) Déterminer 1a loi de la variable aléatoire Y, 11 — (Apnzypy + Bo )

b) On note @ la fonction de répartition de la loi N(0, 1). Soit p un réel donné vérifiant % <p<Ll
Justifier Vexistence d'un réel d,, que U'on exprimera & aide de ® %, ne dépendant pas de a, b et ¢, tel
e P( (Yns1 — (Antprr + Byl < dnol) = p.

¢) En déduire, & Paide de la question 9.¢), un intervalle dont les bornes ne dépendent que des (¥i)1<icn,
des (1) 1gign+1. de oy et dy, gul contienne Y41 avec une probabilité supérieure on égale & 2p — 1.

Stagit-il d'un intervalle de confiance au sens usuel du terme ?
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Iis ne doivent faire usage daucun document : T'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule ('utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un condidat repére ce qui lui semble €tre une erreur d'énonce, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définies sur un méme espace probabilisé
(9, A, P) et & valeurs réelles.

L’objectif du probléme est d’introduire une famille de lois de probabilité discrétes, dites lois de Poisson mélangées,
qui jouent un réle important en mathématiqgue de l'assurance, car elles permettent de modéliser le nembre
d’apparitions d’événements aléatoires provenant de sources hétérogénes.

Partie 1. Polynémes factoriels ascendants et lois binomiales négatives

™

Pour tout réel z et tout entier naturel n, on pose : <™ = H(a: +k-1) sin>1
k=1
1 sin=0

On associe aux fonctions polynomiales z — <%, les polynémes X<"> (n € N) de R[X], dits polynémes
factoriels ascendants.

1.a) Vérifier les égalités : X2 = X<2> — X<1> gt X3 = X8> _ 3 X <> 4 x<1>,
b} Exprimer X* comme combinaison linéaire des polynémes X <4, X <3> X <2> ot X<1>,
¢} Justifier plus généralement que les polyndrhes X" (n € N} de la base canonigue de R[X] sont tous des
combinaisons linéaires de polyndmes factoriels ascendants.
2. Soit (r, 8} un couple de réels et n un entier naturel.
a) Exprimer r<"*!> en fonction de »<7>,

b) En déduire pour tout k € [0, n], la relation : (r+ s+ n) r<F> g<n—k> = p<kHl> g<n—k> 4 p<k> g<n—k+l>

n
, n .k
¢) Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a : {r + 8)<"> = E (k)r<k> g<n=h>
k=0

1/4
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3. Dans cette question, r est un réel strictement positif et = est un réel fixé de 0, 1[. Pour tout n € N, on pose :

p<ntl> pntl pEnHl> T g g n 1
Up= = et R.= dt .
(1 —z)™+ al Jy \1-t/ (1-t)+!

. u
a) Caleuler lLim —X.
n—=+00 Uy

Ly . R . ] 1 "
b) En déduire Pexistence d’un entier naturel N tel que pour tout n € N, on alt : unin € u N( -;—z) .

¢) Quelle est la limite de la suite (un)jnen?
d) A P’aide d’une formule de Taylor que l'on citera avec ses hypothéses, justifier pour tout n € N, I'égalité :

r<

bt k>
—r _ k
(1-1) Mk§=0: - 2* + R

r—i TR,
e) Montrer que pour tout t € [0, z],ona:0< T < z. En déduire pour tout n € N, l'inégalité : R, < u,.
T<n>
f) Déduire des résultats préeédents que la série de terme général o ™ est convergente et que :
XRp<n> 1
Tt = 7
= n -z
o0 <k
4. Vérifier que pour tout couple (r,p) de réels tels que r > 0et 0 <p< l,ona: o Pl-pF=1
k=0

Dans toute la suite du probléme, on dit qu’une variable aléatoire X définie sur (Q,.A, P) ¢ valeurs dans N suit
la loi binomiale négative de paramétres v (r > 0) et p (0 < p < 1), si pour tout entier naturel k, on a :

<k>
P(X=k)= f-};r—p”(l ~ p)%. Cette loi est notée BN(r,p).

5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi BN{r, p).
n

a) Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Montrer que la variable aléatoire X,, définie par X, = H (X —-k+1)
k=1

1 _ k3
admet une espérance égale i r<"> ( p) .
P

b) En déduire que X admet des moments de tous ordres. Calculer espérance et la variance de X.
6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois BN (r, p) et BN (s, p), respectivement.
On pose : Z =X + Y. Montrer que Z suit la loi BN (r + s, p).

Partie I1. Inégalités stochastiques

Soit X et ¥ deux variables aléatoires définies sur (Q, A4, P). On dit que X est stochastiquement inférieure 4 Y
lorsque pour tout réel z, on a : P({X 2 z]) <-P([Y 2 z)).
7. Montrer que si les deux variables aléatoires X et Y vérifient pour tout w € € inégalité X (w) < Y{w),

ajors X est stochastiquement inférieure 4 Y.

8. On suppose que X suit la loi normale d’espérance égale & —1 et de variance égale & 1, que Y suit la loi
pormale d'espérance égale A 1 et de variance égale & 1 et que X et Y sont indépendantes.
a) Exprimer P([X > 0] [Y < 0}) & I’aide de la fonction de répartition & de la loi normale centrée réduite.
b) Montrer que X est stochastiquement inférieure & Y.
¢} A-t-on pour tout w € Q, Vinégalité X (w) < Y(w)?
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9. On suppose que X et Y sont discrétes a valeurs dans N. Montrer que X est stochastiquement inférieare a2 ¥
si et seulement si, pour tout k € N, on a : P({X <k]) > P([Y < ¥]).

10. Soit 8 et A deux réels vérifiant 0 < & < A, et soit X et Z deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement la loi de Poisson de paramétre § et la loi de Poisson de paramétre A — 6.
a) Rappeler la loi de X + Z en citant précisément le résultat de cours utilisé.
b} Soit Y une variable aléatoire snivant la loi de Poisson de parametre A. Montrer que X est stochastiquement
inférieure 4 Y.

k

#
i1, Pour tout k € N et pour tout réel t > 0, on pose : F(¢,k) = Z —_'e“.

=0
a) Ecrire en Pascal une fonction d’en-téte function suite (k : integer ; t :real) :real; qui permet de
caleuler F(t, k).
b) Etablir pour tout k € N et pour tout réel 8 €]0, 1], I'existence d’un unique réel strictement positif M(3, k)
vérifiant 1'égalité suivante : F'(M(8, k), k) = 8.

12. Soit X une variable aléatoire discréte 4 valeurs dans N de fonction de répartition G.
I . Vi{w) = G(X{w) - 1)
On note V et W les deux applications de ) dans [0, 1], définies par : Vw € Q, {
PP 0.1] P W) = G(X ()

Soit o un rée] vérifiant 0 < @ < 1.
a) Justifier Mexistence de L, =Min{k € N; G(k} > a} et comparer les réels o, G(Lo — 1) et G(La).
b) Montrer que (W < o] et [V 2 o sont des événements. Qu’en déduit-on pour les applications V et W ?
¢) Exprimer P{[W < o) et P{{V > a]) 4 l'aide de G et La.
d) Soit U une variable aléatoire & densité qui suit la loi uniforme sur le segment [(), 1].
Montrer que V est stochastiquement inférieure & U et que U est stochastiquement inférieure & W.

13. Pour n entier supérieur ou égal & 2, soit (Xy, Xz, ..., X5} un n-échantillon i.i.d. (indépendant, identiquement
™
distribué) de la loi de Poisson de paramétre inconnu 8 > (. On pose pour tout n 2 2 : 5, = z Xi.
k=1
Les notations F et M sont celles de la question 11.
a) Proposer un estimateur sans biais de 8.
b} Soit o un réel tel que 0 < o < 1.
A Yaide de la question 12, établir les deux inégalités suivantes :
o o o o
_ = -1yz1- — £ -,
P([F(n6,50) < = ]) <5 e P([F(ne,s,. D>1-3 ]) <3
1
1 a —M(I—E,Sn—l) 815,21
¢) O pose: J(X1, Xa,..., Xa) = —M (E’S") et I(X),Xa,.... Xn) =4 7 2 .
g iS5, =0

Déduire des questions précédentes que (X, X2,..., Xp) et J(Xy, Xa,...,X,,) sont les bornes d'un
intervalle de confiance de risque inférieur ou égal & o pour le paramétre inconnu 6.

3/4
Tournez la page S.V.P.



Partie II1. Lois de Poisson mélangées

Dans cette partie, T est une variable aléatoire 4 densité dont une densité f est nulle sur R_ et continue sur RY .

400
14. Justifier pour tout n € N, la convergence de U'intégrale the~t f(t) dt.
& -3
0

+0oc tn

13. On pose pour tout n € N : 2, :/
0 n!

i
e”tf(t)dt et v, = Z Zk.
k=0

a) Soit A un réel strictement positif et X 4 une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A.
“+oc

Etablir pour tout n € N, I'encadrement suivant : 0 € 1 — v, < P([X A n}) + fyde.
A

oo
b) Montrer que la série z Zn est convergente et que Z Zn = L.
n20 n=0

On dit gu’une varigble aléatoire X d veleurs dans N suit le loi de Poisson mélungée associée ¢ la densité f,
+o0 yn
t
notée Py, si pour tout entier naturel n, on a : P{[X = n]):/ — et f(t)dt.
o ™

16. La notation exp désigne la fonction exponentielle. Soit + un réel strictement positif et p un réel vérifiant

0 < p < 1. On suppose dans cette guestion gu’une densité f de T est donnée par :

f#y = %(%p)t"(‘%) St>0

] sitg0

a) Reconnaitre la loi de 7. Donner (sans démonstration) 'espérance et la variance de T'.
b) Montrer que Py est la loi binomiale négative BN (r, p).
17. Soit {r,p) et {s, ¢} deux couples de réels vérifiant 0 < r<set 0 <g<p <1 Onnote Y, Z et W trois
variables aléatoires qui suivent les lois BN (r, p), BN{s, p) et BN (s, ¢), respectivement.
a) Montrer que Y est stochastiquement inférieure & Z.
b) A laide de la question 16, en déduire gue Y est stochastiquement inféricure & W.
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Dans tout le probléme, & désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Notations algébriques

Pour tout n- € N*, on note M, 1(R) Pensemble des matrices-colonnes & n lignes & coefficients réels et M, (R)
'ensemble des matrices carrées & n lignes et n colonnes 4 coefficients réels. On identifie les ensembles M; (R)
et R en assimilant une matrice de M;(R) & son unique coefficient.

La base canonique de My, 1(R) est notée Cx = (e1, €2, ..., ex) et I'espace vectoriel My 1 (R) est muni de sa
structure euclidienne usuelle pour laquelle la base Cy est orthonormale. On note {u, ) le produit scalaire de
deux vecteurs u et v de My 1(R) et ||ul| = /(u, u) la norme du vecteur u.

Pour toute matrice-colonne d de M, 1(R) de composantes dy,ds, .. ., dn, on note Diag(d) la matrice diagonale
de M, (R) définie par :

d 0 --- 0

dy -~ 0

Diag(d) = . ) .
0 0 N dn

La transposée d'une matrice M est notée M et Iy désigne la matrice identité de Mp(R) .

Notations probabilistes
Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont définis
sur un méme espace probabilisé (2, A4, P).
On dit qu'un vecteur aléatoire discret (Y7, Ys, ..., Y:), a valeurs dans R¥, admet une espérance lorsque chacune
de ses composantes en admet une.

On note Y la matrice-colonne de My 1(R) de composantes Y1,Y2, ..., Yy et £(Y) la matrice-colonne
de My 1(R) dont les composantes sont les espérances E(Y1), E(Y2), ..., E(Y).
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Lorsque chacune des composantes Y; (i € [1, k]) admet une variance, on appelle matrice de variance-covariance
de Y, notée V(Y), la matrice symétrique de My(R) dont les coefficients diagonaux sont les variances V (Y;)
et les coefficients non diagonaux les covariances Cov(Y;, Y;) pour tout (4, ) € [1,k]* avec i # ;.

En résumé, on pose sous réserve d’existence :

E(M) V(Y1) Cov(Y1,Y2) --- Cov(¥1,Yi)
EY) = E(_YQ) et V()= COV(}?’ W V(.YQ) ' COVO.@ w
E(Ye) Cov(Ye.Yi) Cov(¥iYa) - V(Yi)
Y41 .
e Dans tout le probléme, on note p = 1):2 une matrice-colonne de Mg 1(R) vérifiant Z p; =1 et pour
i -

tout 7 € [1,k], ps 2 0.

L’objet du probléme est 'étude des propriétés des matrices de variance-covariance en liaison avec la loi des
vecteurs aléatoires correspondants.

Partie 1. Lois généralisées de Bernoulli

Dans cette partie, on note u la matrice-colonne de My 1(R) dont tous les coefficients valent 1.

a
as B k
1.Soita = | . | une matrice-colonne non nulle de My 1(R) et o = Z a;. On pose : M = alu.
: i=1
273

a) Calculer la matrice M et préciser son rang.

b) Calculer la matrice Ma et en déduire une valeur propre de M.

¢) Montrer que M? = oM. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de M 7
d) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si a # 0.

e) Pour quelles valeurs de o la matrice Ir — M est-elle inversible ?

f) On suppose que a = 1. Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R* d’un projecteur dont
on précisera I'image et le noyau. Dans quel cas ce projecteur est-il orthogonal 7

On dit qu’un vecteur aléatoire (X1, Xs, ..., Xi) suit la loi généralisée de Bernoulli de paramétre p, notée Br(p),
siona:
Xy

Vie [1Lk], P([X = e]) = ps;, avec X = )?2
X
2. Soit (X1, X, ..., Xk) un vecteur aléatoire suivant la loi Be(p).
a) Pour i € 1, k], comparer les événements [X = ¢;] et [X; = 1] ; en déduire que chaque variable aléatoire X;
suit une loi de Bernoulli de paramétre p; et écrire la matrice £(X).
b) Quelle est la loi de la variable aléatoire X; + X»?
¢) Montrer que Cov(X, Xa) = —pip2.
d) Ecrire la matrice V(X).
3. Soit M(p) la matrice de My (R) définie par : M(p) = p*u.
a) Vérifier 'égalité : V(X) = (I — M(p))Diag(p).
b) Montrer que si py,po, ..., pr sont différents de 0, le rang de V(X)) est égal & k — 1.
¢) Soit o une permutation de [1, k] et p, la matrice-colonne de Mg 1(R) de composantes po(1), Po(2): - - - Po(k)-
Montrer que V(X) est semblable & (I — p,'u) Diag(ps).
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d) Exprimer le rang de V(X)) en fonction du nombre d’éléments i de [1, k] pour lesquels on a p; 5 0.

Partie Il. Tirages avec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, on suppose que pour tout ¢ € [1,k], on a p; > 0 et que p1,po, ..., P sont les proportions
d’individus appartenant aux diverses catégories d’une population statistique scindée en k catégories distinctes.

Pour modéliser une suite illimitée de tirages équiprobables avec remise effectués dans cette population, on utilise
des variables aléatoires X" définies par :

VneN*, Vie [1,k xm = { (1) si I'individu extrait au n-iéme tirage appartient & la i-me catégorie
sinon

On suppose que les vecteurs aléatoires (Xf"), xM, .. .,Xif” ) (n € N*) suivent chacun la loi Bi(p) ( partie I)
et sont mutuellement indépendants. Cette indépendance mutuelle signifie que pour tout entier n > 2 et pour

toutes fonctions @1, @y, .. ., @n définies sur R¥ & valeurs réelles, les variables aléatoires o1 (X; x® , X (1) V. ,Xél)),
¢2(X§2),X§2), .. .,X,(f)), (X(n) X("),. X(")) sont indépendantes.
Pour tout n € N*, on note X ") la matrice-colonne de My, 1(R) de composantes X\, X{™ ... X™ et () 14

T
matrice-colonne de Mj 1(R) de composantes 5™, & .| S,(cn), ol pour tout i € [1,k], on a §™ = Z x4,

=1

4.a) Préciser 'ensemble N,, des matrices-colonnes s de My, 1(R) pour lesquelles on a P([S™) = 5]) > 0.

o

b) Déterminer les lois respectives des deux variables aléatoires Sg") et S’g") + Sé") . Sont-elles indépendantes ?
¢) Montrer que V(S™) = nV(X1).

. Soit H un élément de A vérifiant 0 < P(H) < 1, H I’événement contraire de H et W une variable aléatoire

discrete admettant une variance.

a) Justifier I'existence de E(W?|H), espérance de W2 pour la probabilité conditionnelle Py

b) On pose : V(W|H) = E(W?|H) — (E(W|H ))2 (variance de W pour la probabilité conditionnelle Pg).
En utilisant le systéme complet d’événements (H, H) et la formule de 'espérance totale pour W et W2,
établir Vinégalité : V(W) > P(H) V(W |H).

. Pour tout i € [1, k], on note T; le temps d’attente du premier tirage d'un individu de la i-tme catégorie et
on note T la matrice-colonne de My 1(R) de composantes T3, Ts, ..., Tk.
a) Soit ¢ € [1, k]. Justifier que la probabilité que T; soit infini est nulle. Quelle est la loi de T; ?
k-1
b) On pose : Hy = ﬂ [T} = i]. Calculer P(Hy). Préciser la loi conditionnelle de Ty ~ (k — 1) sachant Hy.
=1
En déduire E(Ti|Hi) et V(Ti|Hi)-
¢) En exploitant le résultat de la question 5.b), établir pour tout vecteur v = (vy, va, ..., vx) de R¥, I'inégalité :
v (1 — px)
V( viTi) PR Al LTS Pi -

k
v (11—
d) Montrer plus généralement que pour tout j € {1,k], on a : V( Z Uz;Ti) > T Ht PJ H Ps.
i P i€[Lk]
i#j

Partie II1. Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire

Dans toute cette partie, (Y3,Ys,...,Y:) désigne un vecteur aléatoire discret, & valeurs dans R*, dont chaque
composante admet une espérance et une variance. On rappelle que Y est la matrice-colonne de My, 1(R) de
composantes Y1,Ys, ..., Y.

7. On appelle support vectoriel de Y, tout sous-espace vectoriel F de M 1(R) tel que P([Y —£(Y) € F]) =

On note S(Y') Pensemble des supports vectoriels de Y.
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a) Justifier I'existence d'un plus petit élément de ’ensemble des dimensions des éléments de S(Y).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochastique de Y et noté Ry(Y).
b) Dans quels cas le rang stochastique R (Y) est-il nul?
¢) Montrer que Pintersection de deux supports vectoriels F; et F, de Y est un support vectoriel de Y.
d) En déduire I'existence d’un unique élément F' de S(Y') tel que la dimension de F soit égale & R,(Y).
L’espace vectoriel F' est appelé le support stochastique de Y.

8. Soit u une matrice-colonne de My 1(R) de composantes uy, us, . . ., ug.
k
a) Montrer que la variable aléatoire z u;Y; admet une variance, égale & u V(Y )u.
i=1
b) Etablir 'existence d'un unique vecteur (A3, Aa, ..., Ar) de R¥ tel que V(Y) soit semblable & la
matrice Diag()) et pour lequel Ay > X9 > ... > A\; > 0 (on note Diag(}) la matrice diagonale de M (R)

de coefficients diagonaux A1, Ag, ..., )\k).
k k
¢) On pose : [Y — E(Y)|? = Z (v: - E(Y,;))z. Montrer que E(||Y — £(Y)|]?) = Z Ai.
=1 i=1

9. Soit ¢ € [1,k], F un sous-espace vectoriel de My 1(R) de dimension g et (f1, f@ ... f(9) une base
orthonormale de F.
a) Soit w € Q. Justifier Vexistence de Qp(w) = Inf{||Y (w) ~ £(Y) — z||?; = € F} et montrer que :
q
1Y (@) = EXI? = Qr(w) + D (Y(w) - £(Y), f9))%.

i=1
k q
b) A l'aide de la question 8, établir U'égalité : E(Qp) = =D VY 9.
i P

¢) Que devient 'égalité précédente lorsque F = My 1(R)?

10.a) Montrer que pour toute matrice-colonne f de My 1(R) vérifiant ||f]] =1, ona: Y VY)f <\
b) En déduire la borne inférieure de E(QF) lorsque F décrit I'ensemble des droites vectorielles de My, 1(R).

c) Dans cette question, on suppose que (Y, Y, ..., Yi) suit la loi Bx(p), ot pour tout i € [1,k],ona p; = —
Calculer les valeurs propres de V(Y') et la borne inférieure de E(Q ) pour 'ensemble des droites
vectorielles F' de Mg 1(R), puis préciser pour quelle(s) droite(s) cette borne est atteinte.

11. On suppose que le rang r de V(Y') est non nul. On note Fy la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles de V(Y') et F un sous-espace vectoriel de My 1(R) tel que F C Fy et F # Fy.

a) Calculer E(QFr,) et en déduire que Fj est un support vectoriel de Y.

b) Justifier 'existence d’un vecteur f(") de Fj, orthogonal & F et de norme 1.

¢) Montrer que *fMV(Y)f > 0 et en déduire que E(QF) # 0.

d) Montrer que le rang stochastique Rs(Y) de Y est égal a r.

12. Dans cette question, on reprend les définitions et notations de la question 6.
a) A D’aide de la question 6.d), montrer que le rang stochastique R (T") de T est égal a k.

1
b} Montrer que pour tout 7 € N*, on a: E(T1T2 [T =N [Te>1d) = (z + —I-)—-)
2
1 1

mp2  pL+pe

¢) Etablir la relation : E(T1T3) =

1-pi S
5 sii=j
d) On note II = (m; j)1<i,j<r la matrice de My (R) définie par : m; ; = Pi .
- sii##j
Di +pj

Montrer que la matrice I1 est inversible.
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
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Les candidats sont invités 3 encadrer dans la mesure du possible lés résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : 'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule |'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Siau cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

Dans tout le probléme :
e On note (Q, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (Q, .A), a valeurs dans R ..

e Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléeme sont définies sur le méme espace (Q, .A) qui est,
sauf mention contraire, muni de la probabilité P.

e On note Sx la fonction définie sur R & valeurs réelles, telle que : Vz € R, Sx(z) = P([X > z]).

Dans le cadre de l’évaluation des risques encourus par des établissements financiers, il est nécessaire de
retrancher & la waleur moyenne attendue des investissements (espcrance mathématique “pure”) un terme
correctif d’autant plus important que le risque est plus grand.

L’objet du probleme est de determmer grace a une “fonctwn de dz'storsz'on une espémnce corrz'qée qui prend
ﬁnanczers, en partzculzcr, une propriété de sous- addzthte nécessaire pour valoriser eqmtablement les avantages
Gventuels de la- diversification.

Partie I. Probabilité de surpassement et espérance.

1. On suppose uniquement dans cette question que X suit la loi exponentielle £()) (avec A > 0).
p+4-00
a) Vérifier ’égalité : E(X) = Sx(z) dz.
0

b) Donner l'allure de la courbe représentative de la fonction de répartition F' de X et interpréter E(X) en
terme d’aire gréice 4 la formule précédente.

1
2. Soit h la fonction définie sur Ry par : h(z) = GIETY
a) Justifier la convergence de l'intégrale / h(z) dz.
Jo
b) Déterminer deux réels c et d vérifiant pour tout réel z > 0, la relation : h(z) = = _f_ T+ 2 j_ 5"
En déduire une primitive de h sur R. .
1 3
* ¢) Montrer que la fonction fo : 2 +— { (z+1)(z+ 2)In2 L2205t une densité de probabilité.
0 siz <0
1/5
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3. On suppose dans cette questlon que X admet pour densxte la fonctlon fo deﬁme F:) la quesnon 2. c)
a) La variable aléatoire X admet-elle une espérance? :

b) Pour tout: z réel, calculer Sx(z) et en trouver un equlvalent lorsque x tend vers +oo
el
€) Etudler‘ la convergence dev-l’mt‘egr-a;le Sx(z) d:z: :
3 e

4.a) Tustlﬁer la monotonie de la fonction Sx et trouver la limite de Sx(z) lorsque z tend vers -+00.
b) Montrer que la fonction Sx est continue a droite. A quelle condition est-elle continue en 0 ?

5. Dans cetté question, on suppose que X admet une densité f nulle sur | — oo, 0], continue sur | 0, +-co[ mais
non nécessairement, en 0.

a) Montrer que la fonction Sx est contmue sur R et de classe C* sur | 0,400,

b) Justifier la convergence de I'intégrale / T f(:z:) dz.
A
¢) Etablir pour tout réel A > 0, I'égalité : Sx‘ (z)dz = ASx(A) + / _zf(z)dz
) : , Jo ) : : Jo v
+o0
d) En déduire que si I'intégrale / Sx(z)dz est convergente, alors X admet une éespérarice.
: % ,

-+00
e) Montrer que si X admet une espérance, alors on a pour tout réel A >0 : / zf(z)dz 2 ASx (4).
: A

+co

f) Déduire des résultats précédents que X admet une espérance si et seulement si 'intégrale Sx(z)dz
: 0
+o00

est convergente, et que dans ce cas, on a : E(X) = Sx (x)dz [1].
0
6. Dans cette question, on suppose que X est discréte et & valeurs dans N.

n n
a) Etablir pour tout entier naturel n, ’égalité : Z Sx (k) =(n-+ l)P([X >n+1])+ Z kP([X = k).
k=0 k=0
b) En déduire que si la série de terme général Sx(n) est convergente, alors X admet une espérance.
c) Montrer que X admet une esperance si et seulement si la série de terme général Sx(n) est convergente, et

que dans ce cas, on a : E(X) = ZSX(’I’L)
n=0
d) On suppose que X admet une espérance.

(2) Exprimer pour tout N € N, l’intégrale / Sx(z)dz & ’aide d’une somme partielle de la série de terme
général Sx(n). ’

A
(1) En déduire que E(X) = A_l+1m°o / Sx (z) dz.

Amsz, la relation [1] reste applicable dans le cas des variables aléatoires d. valeurs dans N; on admet qu’elle
+oo

reste applicable & toute variable aléatoire pour laquelle lintégrale | ~ Sx (z) dz est convergente.
0

Partie II. Fonctions de distorsion et espérances corrigées : un exemple.

On appelle fonction de distorsion toute fonction g définie, continue et croissante sur I'intervalle [0, 1] qui vérifie
les trois propriétés supplémentaires suivantes : g(0) = 0, g(1) =1 et g est concave sur | 0, 1[. |

Pour toute fonction de distorsion g, on dit que X admet une espérance corrigée par g, si la fonction

composée go Sx admet une intégrale convergente sur [0, +o0|.

00
Cette intégrale, notée E,(X), est appelée espérance de X corrigée par g. Ainsi : Eg(X) = / 9(Sx(z)) dz
0
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7. Ezemple . Soit- ® la fonction de répérti'tion de la loi normale centréé réduite dornt la dérivée, notée ¢, est
. ¥

telle que : Ve € R, p(2) = % ez
Y

a) Justifier que & est une bijection de R sur ] 0,1[. On note ¥ la bijection réciproque de ®.

0 siz=0
Soit a: € ]0, %[ et w, la fonction définie sur [0, 1] telle que : wq(z) ={ (¥(z) —¥(a)) si0<z<l.
1 siz=1

b) Montrer que la fonction w, est continue sur [0, 1] et dérivable sur ] 0, 1[.

g -
;oo '
¢) On note w), la dérivée de w. Etablir pour tout z €]0, 1[,1a relation : w,(z) = exp (\If(a)\Il(:z:)— (——(;1—))> .

d) Déterminer ’équation de la tangente & la courbe représentative de la fonction w, au point d’abscisse a.
e) Vérifier que w, est une fonction de distorsion.
8. On considére & nouveau la fonction de distorsion w, définie dans la question 7.
Soit Y une variable aléatoire définie sur (ﬂ, A, P) qui suit une loi normale d'écart-type égal & 1, dont
I’espérance est notée p, et soit X une variable aléatoire qui suit la méme loi que exp(Y).
a) Justifier I'existence de l'espérance de X et la calculer.
b) Montrer que pour tout réel z > 0, on a : wa (Sx (z)) = P([X e ¥(®) > g]).
c¢) En déduire l'existence et la valeur de B, (X).
9. Pour faire tracer par Scilab la courbe représentative de w,,, on utilise la fonction cdfnor qui permet de calculer
les valeurs de la fonetion de répartition de variables aléatoires de loi normale.
Si une variable aléatoire Z suit la loi normale centrée réduite et si z et p sont deux réels reliés par
égalité P([Z < z]) = p, alors :
e p est calculable en Scilab par cdfnor (PR”,x,0,1) ;
e z est calculable en Scilab par cdfnor (X”,0,1,p,1-p).
Le graphique ci-dessous a été obtenu en affectant successivement & la variable alpha les valeurs 0.2 et 0.4, et

en exécutant les cing instructions codées comme suit, la quatriéme étant incomplte.

1

0
(1) qa=cdfnor(”x”,0,1,alpha,1-alpha) ]
07
(2) p=[0.02 :0.01 :0.98] e
(8) g=cdfnor (X", ,zercs(p) ,ones(p),p,1-p)-qga*ones (p) :
(4). wa=cdfnor("PQ"”,?,7,7) 02
(56) plot(p,wa) ‘::
T ek b o & o o o

a) Quelles sont les valeurs affectées aux variables p et ¢ par les instructions (2) et (3) (on en précisera le
format matriciel) ?

b) Compléter la quatrieme ligne de code.

c). A laquelle des deux courbes correspond la valeur o = 0.2 (on justifiera mathématiquement la réponse) ?

d) Comment trouver les tangentes aux deux courbes en (0,0) et (1,1)?

) Que deviendrait la courbe représentative de w,, si on faisait tendre o vers 0 ?
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Partie III. Sous-additivité des espérarnices corrigées,
Les notations et le contezte de cette partie sont identiques ¢ ceuz des parties I et II.
Dans cette partie, on note g une fonetion de distorsion arbitraire et on suppose 'existence de E4(X).

Soit B un réel positif et soit ¥ une variable aléatoire & valeurs dans R telle que P([Y €[0; B]] =1
L’objectif de cette partie consiste & établir 1'inégalité : Eg(X + Y) g(X ) + E4(Y) [2].

10. a) Soit z un réel fixé de [0, 1]. Justifier pour tout entier n > 1, I’inégalité :

9(:3(1—«%) +(1—:c)%) >:};g(1— %) +(1_m)g<%) :

b) En déduire que g(z) > =
c) Soit a, b et € tiois réels tels que : 0 < a<b<b+e < 1.
Aa+(1—-A)(b+e)=0b
Justifier 'existence d'un réel ) € [0, 1] vérifiant les deux égalités :
X=XNa+A(b+e)=a+e¢
En déduire I'inégalité : g(b+¢) — g(a +¢€) < g(b) — g(a).
11. a) Montrer que E(X) existe et que E(X) < Ey(X).
b) Montrer que si X est une variable aléatoire certaine, on a Ey(X) = E(X).
c) Soit r > 0 et s > 0. Montrer que E,(rX + s) existe et que : Eo(rX + s) =71Ey(X) +s.
d) Soit T' et W deux variables aléatoires telles que P ([0 KTKW ])
Sous réserve d’existence, comparer E (T") et E,(W).
12. Justifier I'existence de Eq(Y) et de E;(X +Y) ; établir les inégalités : Eg(Y) < B et Eg(X+Y) < Ey(X)+B.
13. On se propose de montrer par récurrence sur ’entier n que 'inégalité [2] est vraie pour toute variable
aléatoire U telle que P([U € [0,n]]) =
Soit 7 un entier naturel donné. On suppose que quelle que soit la probabilité P sur (£2,.4), I'inégalité [2] est
vraie pour toute fonction de distorsion g, pour toute variable aléatoire X possédant une espérance corrigée
par g et pour toute variable aléatoire U telle que P([U € [0,7]]) = 1.
a) Déduire de la question 12 que la propriété ci-dessus est vérifiée pour n = 0.
b) On suppose la propriété ci-dessus vérifiée pour un entiet naturel n donné.
Soit Z une variable aléatoire telle que P([Z € [0,n+1]]) =1 et p= P([Z > 0]) > 0.
On pose P* = Pz~ (probabilité conditionnelle sachant [Z > 0]). Pour tout réel 2 > 0, on pose :

8% (z) = P*([X > 2]), S3(2) = P*([Z > 2]) et Skoz(z) =P*((X +Z > 4).

(i) Etablir I'égalité : Sx+z(z) = (1 —p) Piz—g)([X > z]) + p Sy 2 ().

(#) Exprimer Sx(z) et Sz(z) en fonction de p, Pz=o)([X > z]), Sk (z) et Sy(z).

(#4¢) En utilisant le résultat de la question 10.c), déduire des relations précédentes 1'inégalité :
9(Sx+2(2)) — 9(Sx(z)) — 9(Sz(2)) < 9(pSk42(2)) — 9(pSk (2)) — g(pS%(2)) -

9(pz)

9(p)
+o0 +oo +%0
[ hxa@)es [ nsiE)dar [ as3@)d
0 0 0
d) En déduire I'inégalité : Ey(X + Z) < Ey(X) + Ey4(Z). Conclure.

¢) Justifier que la fonction h : z — est une fonction de distorsion et établir I'inégalité :
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14. Pour tout entier » > 1 et tout w € Q; on pose : ¥, (w) = i [nY (w)], ot [u] désigne la partie entidre de wu.
 a) Justifier existence de Ey (V) et Ey(X + Ya) ; établir Pinégalité : By(X + Ya) < Eo(X) -+ Ey(Ya).
b) Pour z > 0, comparer les événements [Y;, > z] et [¥ > ], et montrer que Ey(Yy) < Ey(Y).
~ ¢) Montrer que pour tout entier > ,ona: . : fe

1

n

/+°° 9(Sxsv(z)) dz = /O;J;OQQ(SX+Y (m + —71{)) drs Eg()‘( +Y,).

d) En déduire Pinégalité [2].
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lIs ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

La simulation de vecteurs aléatoires dont les composantes ne sont pas indépendantes intervient dans l’évaluation
de risques cumulés dans des domaines tels que l’assurance, la finance, la médecine ou l’écologie.
On résume les liaisons entre les composantes o l’aide de fonctions de plusieurs variables appelées copules.

L’objet du probléme consiste & présenter cette notion de copule dans le cadre de la simulation d’un vecteur
aléatoire o deux composantes.

On suppose que toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires qui interviennent dans ce probleme
sont définis sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

On rappelle que la loi d'un vecteur aléatoire (X,Y) & valeurs dans R? est caractérisée par la fonction F| (X,Y)
définie sur R? par : V(z,y) € R?, Fixv)(z,y) = P([X <z]N[Y <y]). On dit que F(x y) est la fonction de
répartition conjointe de X et Y.

Partie I. Simulation d’une variable aléatoire & densité.

fhe dz
o Vz(l+az)

b) Soit V une variable aléatoire telle que V(2) = [0, 7/2 [ suivant la loi uniforme sur [0, 7/2 .

1.a) Justifier la convergence de I'intégrale

On pose : X = tan?(V). Montrer que X est une variable aléatoire & densité.

1
— siz >0
¢) En déduire que la fonction f : z+—— { T/ (1 +2) est une densité de probabilité.
0 sinon

2.a) Compléter le code Scilab de la fonction simulX suivante de sorte que son application a 'entier N (N > 2)

fournisse une matrice colonne contenant N simulations indépendantes de la variable aléatoire X.

function x=simulX (N)

v=rand(...,...) ;
x=ones(u) ; // matrice de méme format que u.
for i=1:N
X(i 4 1): ......
end ; Tournez la page S.V.P.

endfunction



b) Apres avoir affecté une valeur entiére supérieure ou égale & 2 a la variable N, on exécute les commandes
suivantes :

x=simulX (N) ;

y=0;

for i=1:N if x(i,1)>1 then y=y+1; end; end;
q=y/N;

Trouver la loi d’une variable aléatoire dont la valeur de ¥ est, en fin de boucle, une simulation.
De quel nombre peut-on s’attendre que g soit proche lorsque la valeur affectée & N est grande et pourquoi ?
3. Soit X une variable aléatoire 4 densité dont la fonction de répartition est notée Fx.
Soit p un réel de ]0,1[. On pose : K, = {z € R; Fx(z) = p} et J, = {z € R; Fx(z) < p}.
a) Justifier que les deux ensembles J, et K, ne sont pas vides et montrer que si a € J, et b € Kp, on a
nécessairement : a < b.
b) On pose : Gx(p) = inf(K,). Justifier Uexistence de Gx(p) et établir 'égalité : Fx (Gx(p)) = p.
¢) En déduire pour tout z réel, 'équivalence : < Gx(p) <= Fx(z) <»p.
d) Soit U une variable aléatoire telle que U(Q2) =]0, 1 et qui suit la loi uniforme sur 0, 1[.
Montrer que la variable aléatoire Gx (U') suit la méme loi que X.
e) On suppose que X admet pour densité la fonction f définie dans la question 1.c) et que p n’est plus fixé.

Déterminer la fonction Gx : p —> Gx(p) définie sur | 0,1 [.

Partie II. Fonction de répartition conjointe de deux variables aléatoires de lois uniformes.

4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires et F' la fonction de répartition conjointe de X et Y.
Soit z € R.
a) Montrer que la fonction y — F(z,y) est croissante sur R.
b) Etablir I'égalité : [X <z]= | (X <z]n[Y <nl).
neN~
¢) Montrer que F(z,y) tend vers P([X < z]) lorsque y tend vers +00.
d) Quelle est la limite de F(z,y) lorsque y tend vers —oo 7
e) Soit a, a’, b, b’ des réels vérifiant : a < @’ et b< b . Onpose: A=[a< X <ad']et B=[b<Y <b'].
(i) Exprimer la probabilité P(AN B) en fonction de P([X < a]N B) et P([X < d’| N B).
(i) Etablir 'égalité : P(AN B) = F(a’,b’) — F(a’,b) — F(a,b’) + F(a,b).

Dans les questions 5 et 6, on note U et V deux variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1]
et F(y,v) leur fonction de répartition conjointe.

On note C la restriction de Fpyy & [0,1)2 : V(u,v) € [0,1]2, C(u,v) = P([U <ulN[V < v]).

Pour tout couple (u,v) € [0,1]% on pose : C4(u,v) = min{u, v} et C_(u,v) = max{u+v— 1,0}.

Pour (u,v) € [0,1]% on note [U > u] U [V > v] 'événement contraire de I'événement [U > u] U [V > v].

On rappelle que si deux vecteurs aléatoires (Xi,Y7) et (Xs, Y2) ont méme loi et si g est une fonction continue
sur R? & valeurs dans R, alors les variables aléatoires g(X;,Y1) et g(X2, Y2) ont méme loi.

5.a) Comparer pour tout (u,v) € [0, 1], les trois événements : [U > u]U [V > ], [U <u]N[V < 2] et [U < ul.
b) Justifier pour tout (u,v) € [0,1]? la double inégalité : u+v —1 < C(u,v) < u.
¢) En déduire 'encadrement suivant : V (u,v) € [0,1]% C_(u,v) < C(u,v) < C(u,v).
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6.a) Calculer F(y,1y(z,y) selon les valeurs du couple (z,y) de B2,
b) Représenter dans le plan rapporté & un repére orthonormé une ligne de niveau pour la fonction de deux
variables F(y ), correspondant a une valeur de la fonction strictement comprise entre 0 et 1.
Hachurer sur la méme figure, I’ensemble des couples (z,y) € R? pour lesquels Fiy,vy(z,y) = z.
¢) Montrer que C est égale a C; si et seulement si les variables aléatoires U et V sont égales presque stirement.
d) Calculer la fonction de répartition conjointe F{y;,_r7) et donner une condition nécessaire et suffisante
portant sur U et V pour que C soit égale a C_ .

Partie ITI. Copules.

On appelle copule toute fonction ® définie sur [0, 1]?, & valeurs réelles, vérifiant les trois propriétés suivantes :
o Yue[0,1], ®(u,0)=&(0,u) =0;
e VYue[0,1], ®(u,1)= (lu):U’
o V(u,v,v,v)€[0,114 ugv et v<v = O, v)— W, v) — B(u,v) + ®(u,v) > 0.

On appelle copule a densité toute copule ® dont la restriction & 'ouvert ] 0,1[? est de classe C2 sur |0, 1[2

7. Ezemples. On reprend le contexte et les notations du préambule des questions 5 et 6.
a) Vérifier que C' est une copule. Dans la suite (Partie IV), on l'appelle la copule associée au couple (U, V).
b) En déduire que Cy, C_ ainsi que la fonction II définie sur [0, 1]? par II(u,v) = uv sont des copules.

8. Soit ® une copule & densité et (a,b) €]0,1[2
Pour tout couple (h, k) de réels non nuls tels que (a +h,b+ k) €]0,1[? on pose :

G(h, k) = (<I>(a+h b+ k) — ®(a+ h,b)— B(a,b+ k) + B(a, b))

a) Soit A un réel non nul tel quea+he]0,1].
Justifier que G(h, k) admet une limite H(h) lorsque k tend vers 0 et exprimer H(h) & l'aide de la dérivée
partielle 02(®) de ® par rapport a sa seconde variable.
b) On note 85 »(®) la dérivée partielle seconde croisée de ® sur ]0,1[? et on rappelle que 8 o(®) = 03 ,(®).
Trouver la limite de H(h) lorsque h tend vers 0 et en déduire que 97 5(®)(a,b) > 0
9. Soit ¢ une fonction définie sur [0, 1]2, & valeurs réelles, continue sur [0, 1]? et de classe C? sur ] 0,1[2.

Pour tout (u,v/,v,7v") € [0,1]% on pose : ¥(u, v/, v,v") = p(v/,v") — ¢/, v) — p(u,v') + p(u, v).

vl
a) Pour tout (u,u/,v,v’) €]0,1[% justifier I'égalité : ¥(u,u’,v,v’) =/ (/ & o(90)(z,y) dx)dy.
v u

b) Soit u et u’ des réels tels que : 0 < u < w’ < 1. Pour tout n € N*, on pose : 3n v
ul = i—l» (1 - l)u'
" 3n n

Vérifier pour tout n € N*| les inégalités strictes suivantes : 0 < u, < ul, < 1.

To={(w,v,v,v)eR*; O<u<v/ <1, O0<v<? <1}
¢) On pose :
T={(u,v,v,v)eR*; 0<u<v' <1, 0<v<?Y <1}
On suppose que la fonction ¥ est positive ou nulle sur 7. Montrer que ¥ est positive ou nulle sur 7T'.

d) En déduire que, pour que la fonction ¢ soit une copule, il suffit qu’elle vérifie les trois propriétés suivantes :

e Vue[0,1], p(u,0)=p(0,u)=0;
o Yue[0,1], pu,l)=p(l,u)=u;
o V(z,y)€]0,1[? 87 s(p)(z,y) >0
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Partie IV. Familles de copules et simulation.

10. Soit M la fonction définie sur [0,1]? par : V (u,v) € [0,1)?, M(u,v) =uv(u+v—wv).
a) Montrer que la fonction S : (u,v) = u+v—2uv admet sur [0, 1]? un minimum global ¢ et un maximum
global d et les calculer.
b) Montrer que M est une copule & densité.
¢) Soit 6 € R et Mp la fonction définie sur [0,1]% par : V(u,v) € [0,1]%, Mp(u,v) = (1 —0)uv + 0 M(u,v).
Pour quelles valeurs de 6 la fonction My est-elle une copule ?
11. Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1] et Up, Vo, Uy, Vi quatre
variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].
On suppose que (Up, Vo), (U1, V1) et N sont mutuellement indépendants, autrement dit, on suppose que pour
tout (ug, vo,u1,v1,2) € R3 on a:
P([Up < uo) N [Vo S vo]l N[U1 L] N[Vi S v N[N < 2]) = Fyy, v (o, v0) Fluy, vy (ur, v1) PN < z]) .
a) Pour tout w € Q, on pose : Un(w) = { g‘zgzg : x&% z(l) et Wn(w)= {gig:g 2 x%x% 2(1) .
Montrer que Uy et Viy sont des variables aléatoires et suivent chacune la loi uniforme sur [0, 1].
b) Exprimer la copule associée au couple (Uyn, Viy) & l'aide des copules associées aux deux couples (U, Vo)
et (Uy, V7).
12. Soit p €] 0, 1[ et Cp 1a fonction définie sur [0, 1] par : V (u,v) € [0,1]?, Cp(u,v) = puv+ (1 —p) min{u, v}.
a) Montrer que C), est une copule.
b) Proposer une méthode de simulation d'un couple aléatoire (U, V') auquel est associée la copule C), et donner

le code Secilab d'une fonction simulc réalisant cette simulation pour toute valeur donnée de p.

Cette fonction aura pour seul argument le paramétre p et retournera le couple (u,v).
13. Soit X et Y deux variables aléatoires a densité, de fonctions de répartition respectives Fix et Fy.
Gx(p) =inf ({z € R; Fx(z) =p})
Pour tout p €]0, 1], on pose :
Gy(p) = inf ({z € R; Fy(z) = p})

F(X’y) (Gx(u),Gy('L’)) si (u,v) €]0, 1[2

Soit C la fonction définie sur [0,1]2 par : C(u,v) = { 0 siuv =0
siv=
v siu=1

Montrer que C est une copule. En déduire un procédé de simulation du couple (X,Y) & partir de la

simulation (u,v) d'un couple (U, V') auquel la copule C est associée.
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Dans tout le probleme : _ _ ) _ §
* toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P);

# on note 6 un paramétre rdel,
Partie I. Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling

Pour tout n € N*, soit hy la fonetion définie par : Vi € [0, 1], k() = ({1 ~ z)e®)".
1
Pour tout n € N*, on pose : I, = [ hn{z) da.
a

N . n
1.a) A l'aide du changement de variable u = n(1 — £), montrer que : ¥n € N*, I, = g f u™e ™ du.
0

n'n+1
2
b} Montrer que pour tout % € [0,1[,on a: z+1n(l —2) € ~ % .
¢) En se référant 3 une densité de la loi normale centrée réduite, en déduire que : Vo€ N*, 0« I, < "ﬁT"E“ .
n

2. On note h? la restriction & U'intervalle ] 0, 1[ de la fonetion hy,.
R 2
On pose pour tout  €)0,1[: bl (z) = exp (—— Egﬂﬂ(m)) etglz)=(1—z)ln(l—2)+z— % .
a) Montrer que H est prolongeable par continnité en (. On note encore H la fonction ainai prolongée. |
b} Montrer que la fonction g est convexe et strictement positive sur |0, 1[.

¢} En déduire que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1 sur [1, -+oo].
3. Soit (U Jnen~ une suite convergente de limite nulle telle gue : 11)133 Upy/m = +oc et Vn € N*, 0 < u, < 1.
n 00

a) Donner un exemptle d'une telle suite (unInen-.
b) Soit (Up)nen~ 1a suite définie par : Vn € N*, v, = H(u, ). Montrer que la suite (v, )nene est convergente
ot préciser ea limite.
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, _uﬂ, 1 o TV , y
) Btablic pour tout n € N*, Pencadrement : Iy 2 | ho(2)dz 2 : (-* dy.
¢) Etablir pour tout n &€ encadrement : I, 2 fu ho(z)dz T fﬂ exp 2) Y

© J) Déduire des questions 1.c) et 3.c), un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.

4, Soit (T nens une suite de variables aléatoires définies sur ({2, A, P}, mutuellement mdépendantes ot de
méme loi exponentielle de paraimétre 1. Pour tout n € N*, on pose s Sp =T +To + -+ T.

- P . s ¢ 2 3 - ) o 1
a) Rappeler la loi suivie par la variable aléatoire S, et montrer que nwli?oo P([8a = n]) = 3

. Moritrer que la suite (Un)nen- converge en probabilité vers la

b) Pour tout = & N*, on pose : U, = T"";l

constante 0.

. . . . 1
¢) En déduire que T P([8ap1 < nl) =5 -
5. Monitrer que nl  ~  n® e ™2xn (formule de Stirling).
n—y 400
Partie TI. Quelques propriétés de la loi de Cauchy

6. On reppelle que 1a fonction Arctan est la fonction réciproque de la restriction A I'intervalle ouvert ] - g-, 5 [

de la fonction tan, qu'elle est de classe C°° sur R admettant pour dérivée la fonction & +—3 7 + o pour
tout z € R et qu'elle réalise une bijection de R sur ]w g-, g— [

a) Montrer qus la fonction Arctan est impaire.
b) Justifier Uexistence d'un développement limité & Vordre 3 de la £onctxon Avctan en 0 et 1o déterminer.
¢) Ftablir pour tout = € R.j., V'enicadrement ; 0 < Aretan(z) €

. 1
d) Montrer gque pour tout = € R}, ona: Arctan(z) + Arci;zm(;) = %

1 !
7.a) Montrer que la fonction & — — W est une densité de probabilité sur R.
Dans toute la suite du probléme, on note X une variable aléatoire 4 valeurs réelles, de densité fx telle que:
) .
vz e R, Y]
® fx(z) = “1+ (@~ 0)

On dit que X suit une loi de Couchy de parameétre 6 et on note : X er Gy

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7
¢) Pour 8 = 0, tracer la courbe représentative de fy dans le plan rapporté & un repbre orthogonal.

8.a) On note Fy la fonction de répartition de X. Pour tout = € R, calenler Fx ().
1 .
b) Montrer que 'équation Fix(x) = 5 d’inconnue , admet une unique solution que 'on déterminera.

Cette solution est la médiane théorique de X.
Partie TI1, La loi de la moyenne empirique

0. Pour tout n € N* et pour tout & € R, s0it ¢ . la fonction définie sur R par :

1

VieR, @no(t) = 1+ 2) (1 + (2 — 'n“t‘)2)




On admet l'existence d’un unique guadruplet (e, 8,7, 8} de réels indépendants de ¢ pour lesquels on a :

at+p yt+é
442 14 (z—~nt)?

ViER, wne(t) =

Pour tout n € N* et pour tout z € R, on pose : 0 = (22 + (n-+ 1)?} (2% + (n — 1)%).

Anzx _ 1+a%-np? 2ndg R824 n?-1)

On admet sans démenstration que : a = , B , , 4

On,z Tn,z Tn,z Tn,
) o

a) Etablir la convergence de P'intégrale f On(t) dit.

—00
s - . 2t 2n(nt—x +oo
b) A I'zide d’une primitive de 1a fonetion ¥, 5 : £ +— TR 1T Ew — 32 , montrer que . Pn,(t) dt = 0.
+oo
N . . " n+1)w
G) Etablir 1a relation : ¥rn e N*, Yz € R, f_m lpn,m(t} dt = 55“(“_{—_(7%—52— .

10. On pose : Y = X - 8. Pour n entier de N*, soit (Y1, Y, ..., ¥s) un n-échantillon de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que Y. :
ki1 R
Pour tout n ¢ N*, on pose : S = ZK et Y, = Sn (moyenne empirique de Uéchantillon (Y1,Ys,. . ., Ya))-

=l n

a} Déterminer la fonction de répartition Fy de Y. Quelle est laloide Y7
b) Quelle est la fonetion de répartition de Sy 7 En déduire la loi de Ya.
¢) Déterminer pour tout n € N*, la loi de la variable aléatoire ¥,.

d) La lof faible des grands nombres s’applique-t-clle & 1a suite (?’:"’)nEN* ? Pourquoi ?

11. Soit (N, n) € N*2. On veut simuler N réalisations de la moyenne empirique'¥;,.

On suppose que l'on connait une fonction Scileb cauchy telle que la commande A=cauchy (N,n) retourne une

matrice 4 € My,,(R), réalisation d'une famille (¥; ;) 1gign de variables aléatoires indépendantes de loi Co.
lgisn

Soit M une matrice de My, (R) avec (N,n) € N*2. On rappelle que dans le langage Scilab :

¢ la commande sum(M) retourne une matrice de My ;(R) contenant la somme de tous les éléments de M ;

. la‘, commande sum{M, *x’) retowrne un vecteur ligne de Mj ,(R) contenant les sommes des dléments de M
calculées colonne par colonne ;

» la commande sum(M, ’c’) retourne un vecteur colonne de My 1(R} contenant les sommes des éléments
de M calculées ligne par ligne ;

» la commande linspace (a.b,m) retourne un vectenr ligne de m valeurs régulidrement espacées entre g et b
-

m -1

et Pon obtient le méme vecteur avec la commande (a : £ :b) en prenant £ = ;

e la commande histplot(y,data) permet de représenter les éiéments du vecteur data sous la forme d’'un
histogramme ; les classes de I'histogramme sont définies par le vecteur strictement croissant y : si ce vecteur
contient e dléments y (1}, y(2), ... y(md tels que y{(1)< y()< - < y(m), alors la premidre classe de
I’histogramme est I'intervalle {y(1), y(2)] et les autres classes sont les intervalles 1y(i), y{(i+1)]

pour 2 £ i< m.

a) Compléter le programme suivant afin que la matrice MoyEmp contienne 12000 réalisations de la moyenne
empirigne Yaq0.
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histogramme 1 histogramtrie 2

ﬂﬂs f : R o .
03 - |

¥=12000 ;0=200 ; .25 -

A=cauchy (N,n) : o2 ] |

MoyEmps= -« creenvs

x=(~-8: 0.5 : 8 0.16 4 L

histplot (x,MoyEmp) \\ histogrammel ut ]
nistplot{x,AC,1)) \\ histogramme?2
.05

b) Les histogrammes 1 ot 2 ont été obtenus & 'aide de ce programme. Expliquer en quoi ce couple
d’histogramraes illustre le résultat de la question 10.c).

Partie IV, La loi de la médiane empirique

-Dans les guestions 18, 14 et 15, on suppose que le paraméire 0 est inconmy.

On rappelle que X <+ Cg. Pour n entier de N*, on note (X, Xa, ..., Xon41) un (2 n+1)-échantillon de variables
aléatolres indépendantes et de méme loi que X.

On admet Pexistence de (27 4 1) fonctions g1, ga, - -+, Gon1 coDtinues sur R¥ 3 valems réelles, telles que

Jeg variables aléatoires réelles X1, Xa, ..., Xonyy définies par: Vk € {1,2n+ 1], X = gu(X1, Xy o oy Xont1)
soient des variables sléatoires & demsité et que pour tout w € 2, los réels Xi(w); Xz(w’), cans fznﬂ(w) sojent wn
_réarrangement par ordre croissant de X (w), Xa(w), .. ., Xonna{w) : Yw € €, Kilw) € Bolw) < -+ € Bonsr ().
En particulier, la variable aléatoire 5’2},4.1 est 1a médiane empirique de Véchantillon (X1, Xa,.. ., Xant1).
12. Pour tout h € R, et pour tout 22 & R, on note Z la variable aléatoire discréte définie par :
‘ Vw e, Z(w)=Card{i € [1,2n+1]; z < Xilw) <2+ h}.
On note 4 et B les deux événcments suivants : A= {2 < Xpp1 Sx+h] et B=AN[Z=1],

a) Etablit 1a relation : P(B) = (n+1) (2”: 1) (Fx (@)™ (Fx(z + k) — Fx(2)) (1 - Fx (e +h)".
b) On supposs que le réel  est. fixé. Montrer qu'il existe un réel K indépendant de h pour Jeguel on a :
< P{A) - P(B) < K(Fy(a+h) ~ Fx())".

¢) Montrer que X1 admet une densité f;‘&a donnée par :

Ve e, fz (@)= ) () () (L= Fx(@)" )
41y 1 1
(ﬂ"‘l' 1)( " ) -t x gl )

b) En déduire existence de l'espsrance E(Xn,+ i) de la variable aldatoire Xnﬂ
¢) Justifier que %41 est un estimateur du paramstre 6. Calouler E(Xn+1 — 8). Conclure,
d) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur n, la variable aldatoire }?ﬂ-l'l admet-clle une varianes 7

13.2) Btablir Péquivalence suivante : x fg (@)~




14. On nate Fg; - la fonction de répartition de }?n+1-o Soit £ un réel strictement positif.
a) Etablir la relation : V¢ € R, I (20—1) = fj&u-ﬁx (£}, En déduire que P ([|Xp41-0] 2 €]) =2 Fe ., (9~¢).
b} Montrer que la suite d’estimatenrs (Xnﬂ)nm convérge en probabilité vers 4.

¢) La suite '(,ffﬂ;{";)h exgv CODVErge-t-elle en loi vers la variable certaine g7
: . 2/m+1 o

15. Pour tout entier n 3> 2, on pose : Wiy = w—v ~ (Xnt1 — 0).
a) On note fw, ., la densité continue sur R-de Wy1.1. Montrer que :

n41l (41 {1 1/ T 21" 72 O\
vz e R, fWu+1(m)—W( " ) {Z“%E*(Arctan(ﬁ‘"——m)) ] x(l"f"m) .

y _ . 1 z2
b) Montrer que pour tout z € B, on 4 : nggnw .ﬁvnﬂ_(v{f) = exD (,_ 5 )

On admet que ce vésultat iropligue la convergencs en loi de la suite de. variables aléatoires (Wh*‘l)n,E?. Vers

une variable aléatoire T qui suit 1a loi normale centrée réduite,

¢} On note & la fonetion de répartition de 7, Soit & un réel vérifiant 0 < & <1; 00 pose : by = D~ (1 - %) .

Déterminer un intervalle de confiance asymptotique pour 8, centré sur fwh an niveau de confiance 1 —q.
16. Dans le langage Scilab, la fonction geort permet de trier les éléments d’une matrice réelle A :

» Ja commande gaort(A,’r’) renvoie une copie de A triée colonne par colonne, par ordre décroissant
(chaque colonne est, tride indépendamment des autres) ;

* la commande gsort (A, ”¢’) renvoie une copie de A triée ligne par ligne, par ordre décroissant (chaque
ligne est triée indépendamment des antzes).

On suppose gue 8 = 0 et on epnsidére p réalisations (p 2 10%) du (2n+1)-échantillon (X3, Xg, ..., Xone1)-

Recopier et compléter le code suivant afifn que son exécution retourne un vecteur MedianeEmp de p réalisations

de la médiane empirique f(ﬂﬂ, puis un veeteur W de p réalisations de W41,

A=cauchy (p,24n+1)
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e On rappelle que la série E — converge si et seulement si le réel z est strictement supérieur a 1.

nzl
2

+co
e On note ¢ la fonction définie sur |1, oo par : ¥z > 1, {(z) = Z % ; on admet que ((2) = % :

n=1
@ Toutes les variables aléatoires introduites dans le probléme sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

¢ Si R.est un élément de la tribu .A, on note R ’événement contraire de R.

L’objet du probléme est étude de la convergence de séries dont les termes sont des variables aléatoires.

La convergence de telles séries, en loi ou en probebilité, est celle de la suite des sommes partielles associées .

Autrement dit, pour toute suite de variables aléatoires (Up)nen», on dit que la série Z U, converge (en loi ou
nzl

n
en probabilité) lorsque la suite de variables eléatoires (Z Uk) N converge (en loi ou en probabilité).
—1 neEN"

Partie 1. Séries télescopiques

Dans cette partie, on considére une suite (X « de variables aléatoires indépendantes, de méme loi gu’une
! n)neN D s q

- rd - 207 . Paund Ve . X X
variable aléatoire X de référence, et on étudie la convergence de la série aléatoire Z (——n — Lﬁ) .
e n n -+
1
1.a) Justifier la convergence de la série Z ————— - Calculer la somme de cette série.
n(n+1)
ozl
b) Dans cet exemple, quelle est la loi de la variable aléatoire de référence X 7
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2. Pour tout n € N*, soit ¥;, une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f,, définie par :

s

0 six < — ou s r>1
n+1
1
1+ (n+1)x si ——— <20
falz) = ¢ n+1
Cn si 0<e<x
n
m+1)(1—2x) si 'l<x<1

oll ¢, est une constante strictement positive.
a) Calculer la valeur de ¢, et représenter graphiquement f3 dans le plan rapporté i un repére orthonormé.
b) Déterminer la fonction de répartition F,, de Y,,. La fonction F,, est-elle de classe C! sur R ?
¢) Montrer que la suite (¥, )nen- converge en loi vers une variable aléatoire Y dont on précisera la loi.
3. Dans cette question, on suppose que la variable aléatoire de référence X posséde une densité f bornée,
Xnt1
n+1
a) Montrer que la suite de variables aléatoires (

Pour tout n € N*, on pose : D,, = X; —

Knt1 )
n+1/neN*
b) En déduire que la suite de variables aléatoires (D;,)nen- converge en loi vers X.

converge en probabilité vers 0.

c) Justifier que la variable aléatoire D, admet pour densité la fonction fp, telle que :
+oc

VzeR, fp,(z)=(n+1) F@&) f((n+1)(t—x))dt.

d) En déduire une nouvelle démonstration du résultat obtenu dans la question 2.c).

4. Dans cette question, on suppose que la variable aléatoire de référence X suit la loi normale centrée réduite.
X, X SN
Pour tout n € N*, on pose : U, = =2 — oot T, = ZU;,‘,
n n+1 e
a) Pour tout n € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire U,,.

b) Justifier la convergence en loi de la série Z Up.
nzl
c) Soit (Uy, )Jnen- une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant : Vn € N*, U/ et U, ont méme loi.

n
Pour tout n € N*, on pose : T/ = Y UL,
n k
k=1

(4) Justifier que la suite de variables aléatoires (T),),eN- converge en loi vers une variable aléatoire qui
. : . . w?
suit la loi normale centrée de variance 5 - 1.

(it) Pourquoi ce résultat ne contredit-il pas ceux obtenus dans les questions 3.b) ef 4.b)?
Partie II. Séries harmoniques «lacunaires »

Dans celte partie, on étudie des séries numériques obtenues a partir de la série harmonique divergente E —
n
nzl
par effacement de certains de ses termes.

Pour toute partie G de N*, on note 1g la fonction indicatrice de G, c’est-a-dire la fonction définie sur N* 4

valeurs dans {0,1} telle que : Vk € N*, 1g(k) = {(1) Zl Ize g .
sinon

1g(k)
k

n
Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on pose : VG C N*, h,(G) = Z
k=1

Dans la question 5, on étudie deux cas de convergence et la question 6 est consacrée & un cas de divergence.
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5. Onpose: D={n?;neN-}et T={n* neN}.
1
a) Exprimer h, (D) & I'aide d’une somme partielle de la série de Riemann Z 3
nzl '

b) En déduire la convergence de la suite (h,(D))

= 1p(n)
n

+
et calculer la somme Z

n=1

neN-

¢) Justifier que DN 7T est ’ensemble des entiers m pour lesquels mb/6 e N*.
Pour traiter cette question, on admet que la racine carrée d’un entier naturel qui n'appartient pas & D est

un nombre irrationnel, c’est-da-dire, un nombre qui ne peut pas s’écrire comme le quotient de deux entiers.

1DUT(?7]
n

+
est convergente et exprimer la somme E I'aide de

n=1

d) Montrer que la suite (h,(DU ), eN-

certaines valeurs de la fonction (.
. On note 7 'ensemble des entiers naturels impairs : Z = {2n —1; n € N*} .

( I1 Qt%—l)dt'

2
(2n —12

n+1

Pour tout n € N*, on pose : u, = /

n
a) Pour tout n € N*, établir ’encadrement : 0 < u
'n+1

L'Vlﬁr(g
b) Montrer que pour tout n € N*, on a : h,(Z) = Z Uy, +/

dt.

1 3 2
¢} Pour tout n € N*, justifier I'encadrement : 0 < In | —(2 B 1 < —-
n 2 n

d) Montrer que la série de terme général 1, est convergente.

+oo
On pose : 6 = Z Up. Etablir I'égalité : nl}I-Eoc (hn(Z) —In(v/n)) = 6.

n=1
+o00
3 1

¢} Pour tout n € N*, montrer que I'on a : Z up <

2n—1

k=n+1

1 - 1

f) Justifier pour tout entier n > 3, I’encadrement : — - <6 — (ha(Z) - In(v/n)) < —

g) La fonction Scilab suivante, dont le script est incomplet (ligne (6)), permet de donner une valeur approchée

de 6 en calculant successivement des valeurs de hn(Z) —In (1/n) jusqu’a atteindre une précision donnée.

(1) function s=delta(eps)
(2) n=3;

(3) s=1+1/3-(1og(3)/2) ;
(4 while 1/(n-2)>eps

() =n+2;

(6) s=s+1/n+ - oo ;

(7) end ;

(8) endfunction

(¢) Quelles sont les valeurs de h,(Z) —In (y/n ) affectées successivement & la variable s lorsqu’on applique
cette fonction & eps=0.27

(#1) Compléter la ligne (6).

(#42) Pour quelles raisons I'algorithme utilisé peut-il assurer une précision arbitraire au calcul de la valeur

approchée de 6 ?
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Partie III. Séries de Riemann alternées

Dans cette partie, on note (Xn)nen- une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi uniforme sur
la paire {~1,+41}, c’est-a-dire : pour toutn € N*, P(X, =1)=P(X, = -1) = =
n
Pour tout n € N*, on pose : S, = ZX"'
k=1
k2%

7. Soit (Zn)nen- une suite réelle. Pour tout n € N*, on pose : s, = Zwk.
k=1

On suppose 'existence d'un réel @ > 0 et d’un réel M > 0 tels que : Vn € N*, |s,| < M n®.

a) Soit 8 un réel tel que 8 > o.
n
1
(i) Montrer pour tout entier n > 2, 'égalité : kgl :—g = nﬁ + Z sk( T it I)ﬁ)

o o - R x
(#4) En déduire que la série Z == est convergente.
nB
nzl
l)"
b) Justifier pour tout réel = > 0, la convergence de la série Z
nzl

8. Soit s et t des réels strictement positifs et n un entier supérieur ou égal a 1.
a) Calculer I'espérance de la variable aléatoire etS».

b) En utilisant 1'écriture de ¢ (u € R) sous forme de somme d’'une série, établir I’inégalité :

% (e"+e) < e
S e e nt?
c) A T'aide de I'inégalité de Markov, montrer que : P([S, > s]) < exp (—2— — ts) .

2
d) Justifier Vinégalité : P([|Sn| > s]) < 2 exp (— ;_n) '

“+o00 +o0
9. Pour tout réel o > 0, on pose : Cp = ﬂ ( U [|Sk| > k“‘])
n=1 k=n

a) Justifier que C, est un élément de la tribu A.

1
b) Montrer que si o > 3 alors la série Z P([|Sa| > n®]) est convergente.
nzl

1
¢) En déduire que pour tout réel o > g ona P(Cy)=0.

y e X,
10. Dans cette question, on s'intéresse & la série aléatoire E ==,
nzl
3 . e s X’n(w) *
On note C 'ensemble des w € Q pour lesquels la série numérique E ——= converge et pour tout n € N*,
n

nzl

on pose : K, = Z Xk

k=1
Soit K 'application définie sur  par : K(w) = {nl}m Knw) siwel :
0 sinon

On edmet sans démonstration que C est un élément de la tribu A et que K est une varighle aléatoire.

a) En utilisant le résultat de la question 7.a), montrer que si o vérifie 0 < o < 1, alors on a : G, C C.
b) A Daide des résultats de la question 9, montrer que P(C) =1.
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+oco +oco
c) Pour tout réel € > 0, on considére 1'événement E(e) défini par : E(e) = n ( U [|K — K| > E])
N=1 n=N
Montrer que P(E(s)) = 0 et en déduire que la suite de variables aléatoires (K, )neN~ converge en probabilité
vers la variable aléatoire K.

On admet sans démonstration que la suite (Kp)nen- converge alors en loi vers K.
Dans les questions 11 et 12, on considére une suite (Bp)nen- de variables aléatoires indépendantes suivant

| "\ B
chacune la loi de Bernoulli de paramétre 5" Pour tout n € N*, on pose: H, = Z Tk .
< k=1
11.a) Pour tout n € N*, déterminer 1’espérance et la variance de Hj, et trouver leurs limites respectives
lorsque n tend vers +oo.
b) Montrer que, quel que soit le réel » > 0, on a : lim P([Hn < r]) = 0.
n—r-+co

c) La fonction Scilab suivante, dont le script est incomplet (ligne(5)), permet d’effectuer p simulations de la
variable aléatoire H, — hp(Z), ol h,(Z) a été définie dans la partie IT (préambule et question 6).
(1) function y=simml(n,p)
(2) y=zeros(p,1) ;
(3) for i=1:p
(4) for k=1:n

(5) y(i,1)=y(i,1)+(grand (1,1, ’bin’ ,1,0.5)+ -+---.-- )/k;
(6) end ;

(7) end ;

(8) endfunction

(?) Compléter la ligne (5).
(43) Les tfois histogrammes suivants représentent la distribution simulée de la variable aléatoire H,,—hy,(T)
pour n = 50, n = 100 et n = 200. Par quelles instructions ont-ils pu étre obtenus ?

(44) Pourquoi ces histogrammes suggérent-ils une convergence en loi de la suite (Hn — hn(Z)), . ?
6e-01 - Sedlq septo
5.5e-01 - _ 4.50-01 4 4.5e-01
Se-01
-l_ 401 4e-01
4.52-01 |
35601 aseo1- ]
401 - B
St i 3e-01 - 32-01 ~f
7 3e-01 o 2.5e-D1 2.5e-01
2.5e-01 2001 - 2e-01
2e-01
1.52-D1 1.5e-01+
1.5e-01 =
1e-D1 1e-01
1¢-01 = .
a2 J 5e02 - Se-02
0a00 <5 y [ + 0e00 =
-2 ] -2 ] -2 [}
1+ X
12. Pour tout n € N*, on pose : B}, = 5 LN
n n k
) B K, -1
a) Justifier pour tout » € N*, la relation : _S_ Tk —hp(T) = 5 + E ( 2k) .
k=1 k=1

b) En déduire que la suite de variables aléatoires {Hy, — hn(Z)) converge en loi vers une variable aléatoire

neN*
de la forme X K + p, ol A et u sont des réels dont on précisera la valeur.

FIN
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La présentation, la lisibilité, Uorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

La régression logistique permet de modéliser Uinfluence qu’exercent des facteurs exogénes sur une variable
binaire, c’est-a-dire une variable ne pouvant prendre que deux valeurs.
Outre son domaine d’application privilégié qui est l’apprentissage automatique (machine learning), la régression

logistique est couramment utilisée aussi bien en médecine qu’en actuariat et en économétrie.

Partie 1. Fonction logistique et lois logistiques

1
1+e

On appelle fonction logistique la fonction A définie sur R par : Vz € R, A(z) =

1.a) Montrer que A est une bijection de R sur |0, 1], dont la bijection réciproque est la fonction L définie par :

Vz€]0,1], L(m):ln(lfl‘) '

b) Calculer la dérivée de la fonction A.
c) Justifier Pexistence d’un unique réel zq tel que : A(zo) = zo.
d) Etablir pour tout z € R, I'inégalité : |A(z) — z| < |z — zg).
2. Le script Scilab suivant, dont la ligne (1) définit la fonction A, permet de calculer une valeur approchée
de ¢ par la méthode de dichotomie.

(1) deff(’y=Lambda(x)’,’y=1/(1+exp(-x))?);

(2) a=0;

(3) b=1;

(4) eps= --------- ;

(5) while b-a>eps;

(6) c=(a+b)/2;

(7) if Lambda(c)>c then ---«+---- ; else b= - vt ; end;
(8) end;

(9) x0=(a+b)/2

Tournez la page S.V.P.



a) Compléter la ligne (7) et justifier le choix des valeurs affectées en lignes (2) et (3) aux variables a et b.

b} Quelle valeur maximale peut-on affecter en ligne (4) a la variable eps pour étre assuré que I'erreur
d’approximation commise ne dépasse pas 1074 ?

¢) Que peut-on dire de la valeur numérique obtenue par Vinstruction (10) suivante ?
(10) Lambda(x0)-x0

3. On note X la dérivée de la fonction A.
a) Vérifier que A est une densité de probabilité.
b) Préciser la parité de la fonction A ; donner I’allure de sa courbe représentative dans le plan rapporté & un

repére orthogonal et en déterminer les points d’inflexion.

On dit qu’une variable aléatoire Z suit la loi logistique standard si elle admet la fonction A pour densité.
Pour tout couple (7, 5) € R x R%, on dit qu’une variable aléatoire Y suit la loi logistique £(r, s) si la variable

-7
suit la loi logistique standard.

aléatoire Z définie par Z =

4.a) Justifier qu’une variable aléatoire qui suit une loi logistique L(r, s) admet des moments de n’importe quel
ordre et en indiquer 'espérance.
b} En utilisant la méthode d’inversion, écrire le script d'une fonction Scilab, function S=grandlogis(n,p,r,s),
fournissant pour tout couple (n,p) d’entiers strictement positifs, une matrice S a n lignes et p colonnes dont
les coeflicients sont des simulations de variables aléatoires indépendantes suivant la loi logistique L(r, s).
¢) Décrire un procédé permettant de calculer une valeur approchée de la variance de la loi logistique standard

a Paide de la fonction grandlogis.

5. Soit Uy et Us deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi exponentielle de parametre 1.
. . U . Sy -
a) Montrer que la variable aléatoire Z = In (—[—]l) suit la loi logistique standard (on pourra utiliser un
2
changement de variable exponentiel, c’est-a-dire de la forme t = ¢®).
b} En déduire un nouveau script Scilab permettant de simuler une variable aléatoire suivant la loi logistique

standard & l’aide de la fonction grand.

Partie II. Variance de la loi logistique standard

e Pour tout couple (a,b) € R?, on note Im(z) la partie imaginaire b du nombre complexe z = a + ib.

d

e Pour tout polynéme P = Z axX* e R[X] de degré d € N, les termes non nuls ax X k sont appelés les

mondmes de P et les ag IZ:I(‘)S coefficients.

d

e Dans la factorisation P = aq H(X ~ 2x) de P dans C[X] (lorsque d # 0), la somme Zd: z est appelée la

somme des racines complexe;C 1 P, que les nombres complexes 23, 29, . .., z4 soient dil;tilncts ou non.

L L (2n+ 1
Pour tout n € N, on pose : P, = Z(——l)" <2k N 1) (X —1)" k.

k=0
6.a) Expliciter les polynémes Py et P;.
b) Pour tout n € IN*, préciser le degré du polynéme P, et donner les coeflicients de ses deux mondmes de
plus hauts degrés.
c¢) Utiliser le résultat précédent pour montrer que pour tout n € N*, la somme des racines complexes de P,
2n(n+1)
——

est égale &
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7.Scitz €« Retne N.

a) Justifier les égalités suivantes :

sin ((2n + 1)z) = Im((cos(x) + isin(a:))QnH) = Z(~ )k (271 + 1) cos 2K (z) » sin®* 1 (z) .

sin ((2n + 1)z) 1
b) En déduire, pour tout x €0, 7|, la relation : =P, ( ) -
) P 10, l, sinZ"H(m) " sin2($)
c) A Daide du résultat de la question 6.c), montrer que pour tout n € N*, on a :

. 1 2n(n+1
) _2n(n+1)

. 9 ( kx ) - 3
k=1 sin
2n+1
8. Soit z € ]0, 3[.
2
1 1 1
a) Justifier les inégalités suivantes : sin(z) <z <tan(z) et —5—-1< —5 < —5—-
sin”(z) ¢ 7 sin(z)

b) En utilisant le résultat de la question 7.c), en déduire, pour tout n € N*, 'encadrement :

n

n(2n —1) (2n + 1)2 2n(n 2n(n+1)
<
3 Z 2SS 3

; =1 2
¢) Etablir I’égalité : Z 26
k=1
9. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi logistique standard.
a) A T'aide d’une intégration par parties, justifier que la variance de Z, notée V(Z), vérifie 1’égalité :

+o00 -1
V(Z) =4 / ¢ 4z
0 1 + e T

b) Etablir pour tout n € N, 1'égalité :

+oo —x L o0 +o0 —(n+2)z
/ Ie —dz = E (—l)k/ ze F 24z 4 1, on I,= (—1)"“/ ﬁ——_z——dm
0 l+e pard 0 0 l+e

¢) Montrer que 'intégrale I,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oc et en déduire 1'égalité :
/+co re % Z ( 1)k
o (k+1)2
2

T
d) En utilisant la formule établie en 8.¢), déduire de 1'égalité précédente que la variance de Z est égale & /—3— .

+00 +o00
10.a) Etablir la convergence des deux intégrales / In(z)e * dz et / (ln(;r))2 e “dz.
0 0

+o00 +o0
b) On pose I = / In(z)e *dzx et J = / (ln(:t))2 e “dzx.
0 0

En utilisant le résultat de la question 5.a), calculer J — I2.

Partie III. Estimation i partir de données binaires
Dans cette partie, 6 est un parametre réel inconnu et F' désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire

a densité dont une densité f est continue et strictement positive sur R.

Soit (Yy) neN-
suivant chacune la loi de Bernoulli de parameétre F(9).

une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (€2, A, Pp)

11. Justifier que F est une bijection de R sur |0, 1]. On note F~! sa bijection réciproque.
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12. Pour tout n € N*, on pose : Y,, =

3=

n
>
i=1

Montrer que la suite (\/ﬁ (?n =/ (0)))n ene Converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale
centrée dont on précisera la variance.

5 -1/~ L X5
13. Pour tout n € N* et tout w € €, on pose : Ty, (w) = {F (Yn(w)) sl 0<Ynw) <1,
sinon
De plus, pour tout n € N*, on note E, 'événement [0 < Y, < 1].
a) Calculer Po(F,) et trouver la limite de cette probabilité lorsque n tend vers -+oc.
b) Soit z € R et n € N*.
(i) Etablir 'égalité ensembliste {w € E, / Tn(w) < z} = [V, < F(2)] N E, et montrer que [T, < 2] est
un élément de la tribu A.

(¢t} Justifier 'encadrement :
Py([Yn < F(@)NEy) <Py([Th <2]) S Py([Ya S F(2)]|NE,) +1—Py(Ey).

0 siz<é
1 siz>0"

¢) Montrer que pour tout 2z # 6, ona: lim Py([T, < z]) = {
n-+ +o00
d} En déduire que (T, )nen- est une suite convergente d’estimateurs du parameétre 6.

T (w) — 0

6 Y (w F(e
Ve F@) 7O

14. Pour tout n € N* et tout w € Q, on pose : U, (w) = .
—_— si Yp(w) = F(6)

f(6) "
On admet sans démonstration que pour tout n € N*, U, est une variable aléatoire sur (Q, A, Po).
a) Soit ¢ > 0.

1
Pour tout n € N*, on note B, (¢) I'événement H U, — W)—I < 6].

5 1 1
1) Etablir I'existence d’unréel a > 0tel que : Ve € [ — v, 0+ ], | — — ——| < e.
& [ i@ " 1@

(#1) Pour un tel o, justifier Vinclusion : [|T, — 6] < a| NEy, C By,(€), on E, a été défini dans la question 13.

1
b) Montrer que la suite (Up)nen~ converge en probabilité vers —m .

¢) En déduire que la suite (v/n(T;, —8)) neN- Converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale

centrée dont on précisera la variance.

Partie IV. Régression logistique

e Dans toute cette partie, p désigne un entier supérieur ou égal 3 2.

e Pour tout couple (n, m) € (N*)?, on note M, m(R) Vensemble des matrices & n lignes et m colonnes &
coefficients réels et *M la transposée de toute matrice M € M, ,,(R).

o Pour tout m € N*, le produit scalaire usuel de deux vecteurs u et v de R™ est noté (u,v). Si U et V sont
les matrices colonnes représentant « et v dans la base canonique, le produit scalaire {(u, v) est donc I'unique
coefficient de la matrice 'UV.

e On rappelle que les fonctions A et L ont été définies dans la partie 1.
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Dans cette partie, on note Y une variable aléatoire de Bernoulli, dite variable endogéne, dont la loi dépend du
niveau de p facteurs exogénes.

L’influence de ces facteurs sur la loi de Y est résumée par la fonction b qui associe & un vecteur x € RP, la
probabilité b(x) que Y soit égale & 1 lorsque les niveaux des facteurs sont donnés par les composantes du
vecteur .

Dans le modéle de régression logistique envisagé dans cette partie, la fonction b est supposée de la forme :
b:z— A({a, 7))

ol o = (ay, aa, ..., 0p) est un vecteur de R? dont les composantes aq, @, . . ., &p sont des paramétres inconnus

qui représentent les degrés d’influence des divers facteurs exogeénes sur la variable endogéne Y.

Pour estimer les parametres du modele, on dispose de k vecteurs (1), 2@ . (k) de RP (k € N*) et pour

tout ¢ € [1, k[, d’une suite (Ym)n eN- de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi de Bernoulli

de parametre b(z(") = A((a, 2)).

Pour chaque indice fixé i et pour tout n € N*, les variables aléatoires Y;1,Yi 2, ..., Y}, définissent donc

un n-échantillon associé a la loi de la variable endogéne lorsque les niveaux des facteurs exogénes sont les

composantes :cgi), acgi), BAE mgf) du vecteur z() dans la base canonique de R”.

15. On note respectivement A et M la matrice du vecteur o et la matrice de la famille (z(M, 23, ..., z®) dans

la base canonique de RP? :

431 (1) (k)
- T x
A= . | e Mpa(R) et M= : : e M, (R).
: 9:(1) (k)
ap 14 R P

On suppose que le rang de la matrice M est égal a p.

a) Montrer que la matrice M 'M est inversible.

b) Montrer que pour toute matrice H € M 1(R), la matrice U € M, 1(R) pour laquelle I'unique coefficient
de la matrice '(*M U — H)(*M U — H) est le plus petit possible, est la matrice (M *M)"'MH.

¢) Expliquer pourquoi les lois des variables aléatoires Y; , ne suffiraient pas & définir le vecteur « si le rang
de M n’était pas égal a p.

— 1 &
16. Pour tout n € N* et tout i € [}, k], on pose Y; , = — ZY,] et pour tout w € N :
n

j=1
T = {L(?i,n(w)) 10<Yinw) <1
0 sinon
k
a) Soit (c1,¢2,...,ck) € R¥. En utilisant les résultats de la partie III, montrer que ( ZciTi,n> N est une
o neclN=*
k
suite convergente d’estimateurs du parametre Z cia, m(’)).
i=1
T1n(w) Aqn(w)
Tz,n(w) Ag’n(w)
b) Pour tout n € N* et tout w € Q, on pose, H,(w) = . et . = (MM)"'MH,(w).
Tk.n(“") Ap.,n(w)
Montrer que pour tout j € [1,p], la suite (A]-,n)n en- €st une suite convergente d’estimateurs de «;.
FIN
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Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
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Lorsque l’on cherche a estimer un parameétre inconnu & partir d’un échantillon de données, on appelle
statistique exhaustive toute fonction de ces données qui résume a elle seule linformation que ces
données fournissent sur le paramétre.

On donne ici une définition précise de cette notion d’exhaustivité dans le cas des échantillons de
variables aléatoires discrétes, illustrée de plusieurs exemples qui en montrent l’intérét.

On s’intéressera dans ce probléme & l’estimation d’un paramétre réel inconnu € appartenant & un
intervalle ©.

On dispose pour cela de plusieurs observations z1,. .., %, considérées comme les réalisations de va-
riables aléatoires discrétes Xi,..., X, définies sur le méme espace probabilisable (Q,.4), & valeurs
dans une partie B de IN.

L’espace probabilisable (Q,.4) est muni d’une famille (P%)yco de probabilités indexées par le para-
métre 4.

On fait, pour toutes les valeurs du paramétre 6, les trois hypothéses suivantes.

o Les variables aléatoires X7y, ..., X, sont mutuellement indépendantes, c’est-a-dire :
n n
V(z1,...,2s) € BT, Pe( N = xi]> =TI P° (1% = =) (1)
i=1 i=1
o Les variables aléatoires X7, ..., X, suivent toutes la méme loi qu’une variable aléatoire de réfé-

rence, notée X, & valeurs dans B, c’est-a-dire :

Vie [l,n], YzeB, PY(X;=12]) =P (X =2 (2)

1/6
Tournez la page S.V.P.



o Tous les éléments de B sont des valeurs effectivement possibles de X, c’est-a-dire :

VzeB, P/([X=x])>0 (3)
On appelle statistique toute variable aléatoire S de la forme w +— $(X1(w), - .., Xn(w)), oit s désigne
une application définie sur B™ et & valeurs réelles. On note alors S = s(X1,...,Xp).

Pour tout 6 € ©, on note E?(S) 'espérance de S lorsque (Q,.A) est muni de la probabilité P9 (si cette
espérance existe). On note de méme V9(S) la variance de S (si elle existe).

Partie 1 : développements en série

1. Dans cette question, z désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

k

a) Justifier la convergence de la série g — -
E>1

b) Vérifier, pour tout m € N* et tout ¢ €]0, 1], I’égalité :
=t ) k.
1—-t 1-—t =
T tm
c) Démontrer que 'intégrale / T3 dt tend vers 0 quand I'entier m tend vers 'infini.
51—

k
T

d) En déduire la somme de la série —_
) 2%

2. Dans cette question, indépendante de la précédente, (ax)ren désigne une suite de nombres réels
telle que la série Z arc® est absolument convergente pour un réel strictement positif c.

k>0
“+oo
a) Justifier que la fonction f : z — ag+ Z arz® est bien définie sur le segment [—c, +c].
k=1
“+co
b) Pour un entier naturel m, on pose : M, = Z lag| cF=m L.
k=m+1
Justifier, pour tout = € [—c¢, +c], I'inégalité :
+co
‘ Z akxkl & My, ™ .
k=m-+1

c) Justifier, pour tout m € IN*, le développement limité au voisinage de 0 :

flz)=ao+ Zakmk +o(z™) .
k=1

d) Démontrer que si la fonction f est nulle sur I'intervalle ]0,+c], alors (az)zen est la
suite nulle.
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Dans toute la suite du probleme, pour tout 0 € © et tout (z1,...,z,) € B™, on note :

L(z1,...,%n,0) = H PO([X; = ) (4)

n
Cette quantité, qui s’écrit aussi H PP([X = z;]) d’aprés (2), est appelée la vraisemblance de la valeur ¢
=1
du paramétre au vu des observations zi,...,Zn.

Partie II : estimateur du maximum de vraisemblance, un exemple

Dans cette partie, © est U'intervalle ouvert ]0,1[, B est égal & N* et on a :
VzeB, P ([X=z])=(1-6)°>"'4.

n
On note X la variable aléatoire l Z X; .
& =1
3. Soit # € ©.
a) Reconnaitre la loi de X lorsque (f,.4) est muni de la probabilité P?.
b) En déduire que X est un estimateur sans biais du paramétre 1/6.
c) Quel est le risque quadratique de cet estimateur ?

11
4. On note T la variable aléatoire — >  — -
71 note a variable aleatolire po ;X

a) En utilisant le résultat de la question 1.d, justifier que :

Vo eo, E%T):%-ln_(—f)-

b) En déduire que T est un estimateur de § dont le biais bg(T') est strictement positif.

5. Soit (z1,...,Zn) € B™
a) Justifier, pour tout 6 € ©, I’égalité :

In (L(z1,--.,%n,0)) =nln(8) — (n— Z:cz) In(1-9) -
=1

. n -
b) En déduire que, lorsque les x; ne sont pas tous égaux & 1, le nombre —; est 'unique
> as
=1

valeur de @ qui maximise la vraisemblance L(z1,...,Zn,0).

6. On note U la variable aléatoire nn .
> X
i=1

a) Etablir, pour tout 6 € © et tout entier k > n, ’égalité :
n ko1 ki k 2
—=0-0%-=—= - —t) =dt.
k (n 9)+/1/9 (n )t3
b) En déduire que U est un estimateur de § dont le biais by(U) est donné par :

+oo n k/n
Vo e o, bg(U):ZP([ZXizk])/l/e (%—t)%dt.

k=n =1

c) Justifier que by(U) est strictement positif, quelle que soit la valeur du paramétre 6.
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7. Dans cette question, on suppose que le nombre des observations est illimité. On dispose donc,

pour estimer le paramétre ¢, d’une suite (X, )nen~ de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes et de méme loi.

LI n
—)?ietUn=———

D X
i=1

Etudier la convergence des deux suites d’estimateurs (Tp,)nen+ €t (Un)nen+ du paramétre 6.

Pour tout entier n € IN*, on note T, = —
n
=1

Dans toute la suite du probléme, on dit qu’une statistique S = s(X1,. .., Xn) est exhaustive s'il existe
une application g de s(B™) x © dans R et une application A de B™ dans IR, telles que :

V0 €O, V(z1,...,2n) € B", L(z1,...,%n,0) = g(s(z1,...,2n),0) h(z1,...,2Zn) (5)

Partie III : statistique exhaustive, un exemple

Dans cette partie, on suppose que B = {0,1}, © =]0,1[ et que, quel que soit § € ©, les variables
aléatoires X1, ..., X, suivent la loi de Bernoulli de paramétre 6, lorsque I’espace probabilisable (2, .A)
est muni de la probabilité P?.

n
Onpose: S= ZXi‘
=1

10.

a) Démontrer que la vraisemblance de n’importe quelle valeur § € © du paramétre est
donnée par :

(3a) ( i‘;(l—mi))

V(z1,...,%n) € {0,1}*, L(z1,...,2n,0) =60 '  x(1-0)

b) En déduire que la statistique S est exhaustive.

Soit k € [0,7n] et (z1,...,2,) € {0,1}™

a) Calculer la probabilité conditionnelle P[eszk] (X1 ==z1]N- - N[Xy = z4]) et vérifier que
la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (X1,...,X,) sachant Pévénement [S = k| ne dépend

pas du paramétre 6.

b) Etablir, pour tout § € ©, ’égalité : P[%zk]([Xl =)= % .

Le script Scilab suivant permet d’effectuer des simulations, qu’il place dans une matrice Y, dont
il évalue ensuite la moyenne de chaque colonne.

--> theta=0.3;
--> N=100000;
--> n=10;

~-=> k=4;

--> U=grand(n,N,’bin’,1,theta);

--> S=sum(U,’r’); // somme des lignes de U, colomne par colonne
--> K=find(S==k); // recherche des coefficients de S égaux a k
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--> Y=U(1:n,K);

--> M=mean(Y,’c’) // moyenne des colonnes de Y, ligne par ligne
ans =
.4019917
.4042436
.4008908
.3962868
.4054947
.3953861
.3990892
.4002402
.3941851
.4021919

a) Décrire avec précision ce que représente une colonne de la matrice U.

b) Expliquer pourquoi les coeficients de Y fournissent une simulation d’une loi condition-
nelle du vecteur (Xi,...,Xn)-

¢) Commenter les résultats trouvés pour les coefficients de M.

O O OO OO OO oo

11. A la suite du script précédent, on exécute l'instruction suivante :
--> C=Y*Y’/length(X);

a) Donner le format de la matrice C et indiquer la valeur de son coefficient C(1,1).

b) A quelle valeur approchée peut-on s’attendre pour C(1,2) et pour les autres coefficients
non diagonaux de la matrice C?

c) Quelle est la somme totale des coefficients de la matrice C?

Partie IV : inégalité de Rao-Blackwell

Dans cette partie, on reprend les hypothéses générales du préambule et on considére une statistique
exhaustive S = s(X1,...,Xn), au sens donné par (5).

On admet que, pour tout élément u de s(B™) et tout élément (zi,...,z,) de B7, la probabilité
conditionnelle Pfg_ ([X1 = z1]N--- N [X, = 2,]) ne dépend pas de 0.

12. Soit T un estimateur sans biais du paramétre 6.
a) Démontrer que, pour tout u € s(B™), espérance conditionnelle Eﬁg:u] (T) existe et que
sa valeur ne dépend pas de 6.

b) Justifier que ([S = u]) est un systéme complet d’événements.

u€s(Bn)

13. Comme D’espérance conditionnelle E[eszu] (T) ne dépend pas de la valeur de 4, on peut la
noter E[g—,)(T) et définir une application r de B™ dans R par :

Y (@i e®n) € By T{Bi5000:80) = EiS=sior )l ) »

a) En utilisant la formule de l’espérance totale, démontrer que R = r(Xy,...,Xy) est un
estimateur sans biais de 6.

b) On suppose que T' admet une variance, quelle que soit la valeur du paramétre 0.
Justifier qu’il en est de méme pour R et en utilisant les inégalités

(Bis=u(T = 8))* < Bis—u (T - 6)°)
établir, pour tout 8 € ©, I'inégalité (appelée inégalité de Rao-Blackwell) :
VY(R) < VO(T) .
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14. Un exemple d’estimateur sans biais optimal

Dans cette question uniguement, on suppose que B = N, © =]0, +-c0[ et que, pour tout ¢ € ©,
la loi commune des variables aléatoires X1, ..., Xy sur espace probabilisé (£, A, P?) est la loi
de Poisson de paramétre 6.

n
a) Justifier que la statistique S = ZXi est exhaustive.
i=1
b) Soit u € N et (z1,...,zn) € N™
Veérifier que la probabilité conditionnelle P[%zu] ([X1 = 21] N+~ N[Xn = z4]) ne dépend pas
de 6.
c) Soit u € N.
Démontrer que chacune des variables aléatoires X1, ..., X, suit une loi binomiale lorsque I’es-
pace probabilisable (,.4) est muni de la probabilité P[?g=u]‘ Sont-elles indépendantes pour
cette probabilité ?
d) Trouver une suite réelle (¢r)ken telle que

+oo k
VO>0, Y ok (ﬂ:% =g
k=0 )

et en prouver 'unicité & P’aide du résultat de la question 2.

e) En exploitant le résultat de la question 13, démontrer que, parmi les estimateurs sans
n

biais de 6, ’estimateur — E X; est optimal, c’est-a-dire que son risque quadratique est inférieur
n

i=1
ou égal & celui de tout autre estimateur sans biais de 6.
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Partie 1 — Polynomes factoriels

! On note-F, I'espace vectoriel des fonctions polynomiales & coefficients réels et, pour tout entier naturel r, on
! note F,., le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales & coefficients réels de degré inférieur ou égal d r.
| On note Uy, la fonction x +» =¥ avec la convention habituelle z° = 1, de telle sorte que la base canonique de

F,. est notée (Uy, U, ..., U,).
1)  Soit r, un entier naturel. On considére une famille (Qy, @1, - - -, Q,) de fonctions polynomiales de degrés

respectifs dy, dy, ..., d, avecdy < dy <--- < d,.
1.a)  Onsuppose qu'il existe des réels Ay, Ay, -- -, A- non tous nuls tels que

Qo+ A1Q1+ -+ AQr=0.

En considérant m = max{k € [0,7] : X # 0}, démontrer que I'hypothese précédente est absurde.
Qu’a-t-on ainsi démontré ?

1.b) A quelle condition la famille (Qo, Q1, .- -, Qr) est-elle une base de F. ? (On précisera s'il s’agit d'une
condition nécessaire, d"une condition suffisante ou d'une condition nécessaire et suffisante.)

2)  Pour tout entier naturel r, le réel "z puissance r descendante” est noté 2% et défini par

r—1

VreR, :z:ﬁz.r(z——l)x-~-'x(x—'r+1)=H(rzr—k)
k=0

avec la convention 22 = 1. On pose alors
VreN, Ve i x— 2k

1l est clair que V, appartienta F.
2.a) Quelles sont les racines de V. ?

2.b)  Démontrer que la famille (Vp, V4, ..., V;) est une base de F.
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2.¢)  Démontrer que, pour tout entier r > 2,

r = 1‘_' "= r—1
at =7 g % +o(z" 7).

(On pourra raisonner par récurrence sur r.)

3)

Ici, Ientier r > 1 est fixé et on compare la famille (Vi )ogcr<r 2 la base canonique (Ur Jogk<r de espace F,

des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a r.
3.a)  Démontrer qu'il existe une unique famille (o(r, k)),,, , de nombres réels tels que

r

Ur =Y o(r.k)V.

k=0
3.b)  Etablir les relations suivantes :
Vre N*, o(r,0) =0 0
o(r.1)=o(r,r)=1 2)
otrr -1y =21 ®
Y € [2, 400, o(r,2) = 2"‘4— 1 @)

3.¢) Démontrer que, pour tout r € N* et pour tout k € [1,7], ona

o(r+1,k)=0c(r,k — 1)+ ko(r, k).

3.d)  En déduire que o(r, k) est un entier naturel non nul pour tout r € N* et pour tout k € [1,7].

3.e)  Ecrire un code scilab qui affiche (au moyen de la commande disp) les listes (o(r,k)),, ., pour 7
variant de 2 a 5.

On pourra utiliser la commande ones(n,p) qui retourne la matrice de 9, ,(R) dont tous les coefficients

sont égaux a 1.

4.a)  Démontrer que, pour tout entier naturel r, il existe une unique famille (s(r, k)) de nombres réels

ogkr

tels que

VzeR, == Z s(r, k)z*.
k=0

4.b)  Soit r € N*. Démonirer que

Vkellr], s(r+1,k) =s(r,k— 1) —r s(r, k).

En déduire la valeur de s(r, 1).

4.c)  Déduire de 4.b) que, pour tout r € N* et pour tout k € [1,7], le signe de s(r, k) est celui de (—1)"**.

4.d) Démontrer que o(r.r)s(r,7) = 1 et que

r

veelo,r—1], ) o(rk)s(k,£) =0.
k=¢£

4.e)  Calculer s(r,r) pour tout r € N* et s(r,r — 1) pour tout entier r > 2.

Partie 2 — Quelques propriétés de la loi de Poisson

Sous réserve d’existence, on note respectivement E(A) et V(A), I'espérance et la variance d’'une variable
aléatoire A et Cov(A, B), la covariance de deux variables aléatoires discrétes A et B.

Dans cette partie, on note X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) qui suit Ia loi
de Poisson de parametre @ > 0.

Pour tout entier r > 1, on pose XT = X(X — 1) x --- x (X — r + 1) avec la convention X2=X0=1.

Avec la suite (o (r, k))0<k<r définie au 3.a) et la suite (s(r, k))0<k<r définie au 4.a), on a

Vreel,4oof, X"=) o(mk)XE et XZ=) s(rk)X"
k=0 k=0

On admet ces deux résultats sans démonstration.
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5.a)  Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X), V(X) et E(X?2).
5.b)  Exprimer X, X2, X3 et X* en fonction des variables aléatoires X1, X2, X3 et X2.

5.¢)  Démontrer que la variable aléatoire X admet des moments de tous ordres.

6.a) Justifier que, pour tout entier ~ > 1, la variable aléatoire X admet des moments de tous ordres.
6.b) Pour tout entier » > 1, exprimer E(XZ) en fonction de r et de 6.
6.c)  Calculer E(X?) et E(X*) en fonction de 6.

7)  Pour tout entier naturel & et pour tout réel § > 0, on pose

16,8 =5 c et g(0,k) = en(f(6,k)).

7.a)  Pour tout entier £ > 0, calculer 'expression de la dérivée partielle d;(g)(6, k) et exprimer la variable
aléatoire 91(g)(#, X) en fonction de X et de 6.

7.b)  Vérifier que X X- = XZ*L 4 7 XT pour tout entier r > 1. En déduire que Cov(X, XZ) = rf".

7.c)  Calculer Cov(d;(g)(6, X), XT) et en déduire l'inégalité

VO>0 YreN*  V(XT) 22!,

Partie 3 — Estimation ponctuelle de fonctions du parametre 4

Le contexte et les notations sont ceux de la partie 2.
On suppose que le parametre ¢ € R est inconnu et on cherche ici & estimer ¢(#), ol ¢ est une
fonction dérivable sur R}

Pour n. entier de N*, on consideére dans toute cette partie un n-échantillon (X, ..., X,) de variables aléa-
toires mutuellement indépendantes qui, comme X, suivent toutes la loi de Poisson de parametre 6.
Pour tout 6 > 0 et pour tout (k1,....k,) € N, on pose

n n

F@,ky,-. k) =P((1X: = k]) = [T 16, k)

i=1 =

et

G(G, k‘l, s ,k.,L) = Zn(F(Q, kl,. S .,k")).

8.a)  Démontrer que les fonctions § — F(8,ky,...,k,) et @ — G(8,k1,....k,) sont dérivables sur R} et
calculer les dérivées partielles 91 (F)(6, k1, ..., kn) et 81 (G)(0, k1, - .., kn).

8.b) Pour tout 8 > 0, on pose Zg = 91 (G)(8, X1, ..., X,,). Démontrer que la variable aléatoire Zy est centrée
et admet une variance strictement positive, notée I(9), que I'on calculera.

On rappelle que : s”il existe n séries absolument convergentes >, vig,, ..., 2. Unk, telles que
K EN kn€N

v (klv- - ~>kn.) (S Nn; Iukl....;knl < |C1,k1| X oree X I'Un.kn|

alors la série Y uy, ., est dite absolument convergente. On admet que, dans ce cas, la somme

est bien définie.
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On rappelle I’énoncé de la Formule de transfert : si la série > ug(kq, ..., kn)F(0, k1. ..., k) est abso-

lument convergente (au sens qui vient d'étre rappelé), alors la variable aléatoire discréte Uy = ug(X;, ..., X,) est
d’espérance finie et
EWo)= >, ueks,....k)F(0,ky,... kn)
(k1snken )EN

= Y upkr,.. k)P([Xi=k]Nn-- N [X, = k).

Soitt : N™ — R, une application indépendante de 6. On peut alors considérer la variable aléatoire discréte
T=tX1,....Xn)

comme un estimateur de ¢(0).
On dira que la variable aléatoire T est un estimateur végulier de (6) lorsque les trois conditions suivantes
(Ry1), (Ry) et (R3) sont satisfaites.

E(T) = ¢(9) (R1)
V(T) existe (R2)
VO>0, SO)= >tk k)(F)0 k1, k) (Rs)

{k1,....kn)EN™

On notera que la condition (R3) sous-entend que le second membre est la somme d'une série absolument convergente
(au sens rappelé plus haut).

9)  Dans cette question, on suppose que 7" est un estimateur régulier de ¢(4).
9.a) Lavariable aléatoire T" est-elle un estimateur sans biais de ¢(#) ?

9.b) Pourquoi la condition (R3) n’est-elle pas une conséquence directe de la condition (R;)?

10) Soit T, un estimateur régulier du parametre p(6).
10.a) Etablir les égalités suivantes :

v 6 >0, @' (0) = E(T x Zg) = Cov(T, Zy)-

10.b) En déduire I'inégalité

(¥'()”
1(6)

Yé>0, V(T) >

ot I(#) a été défini au 8.b).

11) On cherche & simuler un échantillon de N réalisations de Zy pour différents couples (n, §).
11.a) Compléter le code scilab suivant en justifiant votre réponse.

function ech=7Z_th(n, theta)

X=grand(n,N, ’poi’ ,theta);

ech = (sum(X, ) - nxtheta)/theta
endfunction

On rappelle 'usage de la commande sum : pour un tableau M = (M, ;)i1<i<n1<i<p, 165 deux instructions
sum(M, ’r’) etsum(M, ’c’) retournent respectivement les tableaux

(o) ()

de tailles (size) respectives (1, p) et (n, 1).

1<i<p 1<i<n
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11.b) A l'aide de la commande histplot, on a tracé les histogrammes des échantillons obtenus pour les
couples (n,0) = (10, 4), (20,4), (40, 4) et (50, 5).
A quels couples correspondent les figures suivantes ? (On pourra admettre que I(8) = n/f.)

T T T T T T
0,25 | - 0,25} .
0,20 2 0,20 | .
0,15 | y 0,15 i
0,10 | - 0,10 |- i
0,05 | = 0,05 | 4
0 L L 0 )
—10 -5 0 5 10 —-10 —5 0 5 10
Figure A Figure B
1 T T T T T
0,25+ I - 0,25 g
0,20 | ] . 0,20 |- ]
0,15 | - 0,15 .
0,10 |- . 0,10 | -
0,05 | . 0,05 4
0 L d i )
—-10 -5 0 5 10 —-10 -5 0 5 10
Figure C Figure D

12) Soif un entier r > 1. On suppose ici que p(8) = 0" et pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on pose

Sn(Sp —1) X -+ x (S —r+1)

Sp=Xi++Xn et Myn= -

12.a) Rappeler (sans démonstration) la loi de la variable aléatoire S,, ainsi que son espérance et sa variance.

12.b) Démontrer que M, ,, est un estimateur régulier de 6".
NB : Pour établir la propriété (R3), on admettra que la série est absolument convergente.

En déduire que
T2 62-r— i

V>0, V(M) >

12.¢) Dans cette question, on suppose que r = 2. Calculer la variance de M, ,, et démontrer que la suite
d’estimateurs de 62
(Ma2,n)nz1

est convergente.
12.d) Pour un entier r > 1 quelconque, la suite
(Ajr,n)n?l

d’estimateurs de 6" est-elle convergente ? (On pourra commencer par calculer, en fonction de 'entier £ € N~
un équivalent de E(S¥) lorsque n tend vers +00.)
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Partie 4 —Le cas () =6
H Le contexte et les notations sont ceux des parties 2 et 3.

Dans cette partie, on compare deux estimateurs du parametre inconnu 6.

13) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on pose

1 n
X, = ;;Xf.

13.a) Démontrer que X,, est un estimateur régulier du parametre .
13.b) Que devient I'inégalité du 10.b) ?
On dit qu'un estimateur régulier de 0 est efficace lorsque sa variance est minimale parmi les estimateurs
réguliers de 6.

14) Soit Y, un estimateur régulier de 6. Pour tout réel o, on pose
Y(a) = X’n + (Y — X—n)

14.a) Vérifier que () est un estimateur régulier de # pour tout @ € R.

14.b) En déduire que
Cov(X,,Y) = —g

14.c) Exprimer V(Y — X,,) en fonction de V(Y) et de V(X,,). En déduire qu'un estimateur efficace de 6 est
presque stirement unique.

15) Pour tout entier n > 2, on pose

15.a) Exprimer W, en fonctionde ) ' X7 etde X Z.

i=1

15.b) Démontrer que ¥, est un estimateur sans biais de 6.

15.c) Démontrer que W, admet une variance (qu’on ne cherchera pas a calculer).

15.d) FEtudierla convergence des deux suites d’estimateurs (X n)n>1 et (Wp)n>2 du parametre inconnu 6.

On pourra démontrer que : si une suite réelle (a,).en converge vers ¢ € R et si deux suites (¥,,),en et
(Zn)nen de variables aléatoires convergent en probabilité vers les réels y et z respectivement, alors la suite de
variables aléatoires (un(Yn - Z'L))neN converge en probabilité vers le réel a(y — z).

16) On simule des échantillons de N réalisations des estimateurs X ,,, W,, et
I 2
W, ==Y (X:— X.,)

# i=1

avec n. = 50. En comparant les figures suivantes, relier chaque histogramme a I'estimateur qui lui correspond.
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1,50 | 4

1,00 | =

0,50 | 4

Figure E

1,50 | =

1,00 | i

0,50 + i

1,50 | —

1,00 | :

0,50 4

Figure G

Fin de 'énoncé
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Dans ce probléme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (2, A,P). Si X
est une variable aléatoire, on note respectivement E(X) et Var(X) son espérance et sa variance, sous réserve d’existence.

Le but de ce probléme est de mettre en évidence quelques résultats asymptotiques liés au modéle du collectionneur de
vignettes. Dans chaque paquet de céréales se trouve une vignette et il y a en tout des vignettes de n types différents, ot n
est un entier supérieur ou égal & 1. Chacun des n types de vignettes se retrouve avec la méme fréquence dans les paquets
de céréales. Une collection est alors compléte lorsqu’elle comporte n vignettes de types différents.

On modélise le nombre total de paquets de céréales qu’il est nécessaire d’acheter pour obtenir la collection compléte
de n vignettes de types différents par la variable aléatoire notée C,,.

On pose par convention Cp = 0 et pour tout 7 € [1,n], on note C; le nombre d’achats de paquets de céréales nécessaires
pour obtenir 7 vignettes de types différents.

De méme, pour tout i € [1,n], on pose X; = C; — C;_1, qui représente le nombre d’achats supplémentaires de paquets
de céréales qu’il est nécessaire d’effectuer pour obtenir une nouvelle vignette d’un type différent des (z: — 1) vignettes de
types différents déja obtenues. Par convention, on pose X; = C; = 1.

On suppose que les variables aléatoires X7y, ..., X, sont mutuellement indépendantes. Enfin, on pose :
C
Vp = — —In(n).
n
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- Questions préliminaires -

1. (a) Montrer que :

Co=X1+ - +Xo=) X,
i=1

—14+1
(b) Justifier que pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire X; suit la loi géométrique G <n_i>

- Partie I -

Pour tout entier n > 1, on pose :

| =

S,L:Zﬁ

n
Hi=),
k=1 k=1

n

Nous allons démontrer la convergence de la suite (Sp)n>1 et déterminer une valeur approchée de sa limite S.

2. (a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a l’encadrement :
1 1 1 1 1
S o o o
E k+1 k2 " k-1 &k
(b) Montrer que pour tout entier n > 2, on a :

3 1 1

- — <S5, <2——.

2 n+1- "7 n

(¢) Montrer que la suite (S,)n>1 est convergente et donner un encadrement de sa limite S.
(d) Montrer que pour tout entier n > 1, on a I’encadrement :

1
n+1

S|

(e) En déduire un programme Scilab qui permet d’obtenir une valeur approchée de S & 10~ "-prés.

3. Pour tout entier n > 1, on pose u, = H,, — In(n).

(a) Montrer que pour tout entier n > 1, on a I’encadrement :

L <ln<n+1> <l.
n+1~— n - n

(b) Montrer que pour tout entier n > 1, ona: 0 <w, < 1.
(¢) Montrer que la suite (un)n>1 converge vers une certaine limite v € [0, 1].

4. Justifier I’existence de l'espérance de C,, et montrer que E(C,,) = nH,.

5. Justifier Uexistence de la variance de C,, et exprimer Var(C,,) en fonction de n, S, et H,.

6. (a) Montrer que pour tout réel a > 0, on a :

S
P(|C, —nHp| > an) < ok

(b) Montrer que pour tout réel ¢ > 1, on a :

P(‘% —In(n)
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(c) Pour cette question, on suppose que n = 10°.
On donne l'approximation In(n) ~ 13.816.
Montrer que :

P(ﬂ € [7.81, 19.92]) >0.92.
n

- Partie IT -

7. Soient T1,...,T,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi exponentielle £(1). On pose :

M, = max T;.
1<i<n

Montrer que M, suit la loi de densité f,, donnée par :

ne (1 —e 2" ! siz >0,
0 siz <0.

Ve eR, folz)= {

8. (a) Soit Z une variable aléatoire de loi exponentielle £(n + 1) et indépendante de M,. On note g la densité de la
loi de Z qui est nulle sur | — o0, 0] et continue sur 0, +oo[. Montrer que pour tout z > 0 et tout ¢ €]0,z[, on a :

fn®glz —t) = (n+1)e”HD2pet (et — 1)1,

(b) Soit (Z;);>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que pour tout entier ¢ > 1, Z;
est de loi exponentielle £(7). -

Montrer que pour tout entier n > 1, la variable aléatoire Z Z; suit la loi de densité f,.
i=1

9. On définit la fonction f: R — R, par :

x

Vz €R, f(z)=e"e™® .

Montrer que f est une densité de probabilité sur R. La loi de densité [ est appelée loi de Gumbel.
n
10. (a) Soit (Z;)i>1 la suite de variables aléatoires introduite précédemment. On pose W,, = Z Z; — In(n).
i=1
Montrer que la fonction de répartition Fyy, de W, est donnée par :

gey "
1-— i —In(n
Ve eR, Fy,(z)= ( n> 2,8 >~ lo{n),
0 si z < —1In(n).

(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (W, ),>1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi de Gumbel.

11. (a) On rappelle qu’en Scilab linstruction grand(1,1,’geom’,p) permet la simulation d’une variable aléatoire
suivant la loi géométrique de paramétre p.
Ecrire une fonction d’en-téte function y=simulV(n) qui pour un entier n fourni en entrée, renvoie une simu-
lation de la variable aléatoire V,, définie en introduction de ce probléme.

(b) A la suite de la fonction simulV, écrire un programme Scilab qui construit un vecteur-ligne V contenant 1000
simulations indépendantes de la variable aléatoire V,, pour un certain entier n entré par l'utilisateur.

(c) On compléte ce programme par le code suivant :

histplot(20,V)
function y=f(x)

y=exp (-x)*exp(-exp(-x))
endfunction
absc=linspace(-1,10,100)
fplot2d(absc,f)
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On obtient les sorties graphiques suivantes en exécutant le programme pour n =5, n = 10 puis n = 50 :

0.6 o 1 -
0.55 | 0.45 o ]
05+ —
0.4
0.45 -|
0.35 | AN
0.4 L
KT -
035 e R
03 7 | 025+
025 x G5
02
0.15 -]
0.15 -|
oad |
0.1
0.05 0061
0 T T T T T T T T T T T 1 a 1 T T T T T T T T T T 1
2 1 o 1 2 3 4 5 a 7 8 s 1w 2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 8 s 10
0.4+
035 /M
!
03] X
025 VZ XK
] d
024
|
0.15
0.1
005 ]
o T T T T = T T T T
2 1 0 1 2 3 4 5 8 7 8 s 10

Que peut-on observer sur ces figures ? Quelle conjecture peut-on en déduire pour la suite (V,,)n>1 ?

p

12. Soit p €]0, 1] et soit U une variable aléatoire de loi exponentielle £(p). On pose o = ey

Montrer que la variable aléatoire V' = |aU] 4 1 est de loi géométrique G(p).

On rappelle que |t| désigne la partie entiére du réel t.

13. (a) Montrer que la variable aléatoire V' — aU est & valeurs dans [0, 1]. En déduire que Var(V —alU) < 1.
(b) Soit X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. Justifier existence de la covariance
Cov(X,Y) puis montrer que :
Var(X +Y) <2(Var(X) + Var(Y))
On pourra calculer Var(X +Y) et Var(X —Y).
(¢) En déduire que :
1-0)
Vel = U e dapdas

2
14. Dans cette question, on suppose que n > 2.
Soient Y7,...,Y,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que pour tout i € [1,n], Y¥; suit la loi
. n—1+1
exponentielle £ <—> .
n
, A n—i+1 1 )
On pose a3 =0, X; =1 et pour tout i € [2,n], a; = — X . (1—1) et X! = |oyYi] + 1.
n n(==
n
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Yi+---+Y, X eon - X5

De plus, on pose : W, = —In(n)etV,="1_ "7 _In(n).
n

(a) Montrer que :

Var(V, — W) < . 2 i 2
ar(V, — *n— —n_z n—z—{—l (=)t
=2

(b) i. Montrer que la fonction ¢ :]0, 1[— R définie par :

2
Vz €]0,1[, ¢(z) = ﬁ (1 L llnz;)

peut étre prolongée en une fonction continue sur le segment [0, 1].

ii. En déduire qu’il existe un réel A > 0 tel que :

n

.1 n 2 9
s X (=) 0-eo=a

(c) Montrer que la suite de variables aléatoires (V,, — W), >2 converge en probabilité vers 0.

(d) Montrer que la suite de variables aléatoires (V! )n>2 converge en loi vers une variable aléatoire de loi de Gumbel.

(e) On donne les valeurs numériques suivantes : e™®  ~0.96si z =3.20 et e™¢  ~0.04 si z = —1.17.
Lorsque n = 10%, montrer que :

IP(% € [12.65, 17.02]) ~ 0.92.

Comparer avec le résultat de la premiére partie et commenter.

- Partie IIT -

Dans cette partie, on suppose que n > 2. On suppose de plus que les vignettes sont numérotées de 1 a n.

Pour tout i € [1,n] et tout entier m > 1, on note A;m la variable aléatoire donnant le nombre de vignettes
numérotées ¢ obtenues dans les m premiers paquets de céréales achetés.

1
15. (a) Justifier que pour tout i € [1,n], la variable aléatoire A; ., suit la loi binomiale B <m, —>.
n

(b) Calculer la covariance Cov(Aq m,m — A1 m).

(c) A l'aide d’un raisonnement par I’absurde, en déduire que les variables aléatoires Alm, ..., Anm ne sont pas
mutuellement indépendantes.

16. (a) Montrer que si (E;);>1 est une famille d’événements, alors pour tout entier r > 1 :

P(QE) < i]P(E

(b) Montrer que :
P(C,>m)<n <1 = i) <ne w.

n

(¢) Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer qu’on a la majoration :

P(C, > cnln(n)) < n'~°
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(d) Montrer que pour tout réel z > —In(n), on a :

P(V, >z) <e™”.

Dans la suite de cette partie , on introduit un modéle légérement différent : le nombre N de paquets achetés est
décrit par une variable aléatoire N de loi de Poisson P(\) avec A > 0. On cherche & calculer la probabilité de
compléter, & partir des N vignettes obtenues, la collection de vignettes. On suppose toujours que les vignettes sont
numérotées de 1 & n. On note A; la variable aléatoire donnant le nombre de vignettes numérotées 7 obtenues dans
les IV paquets de céréales achetés.

17. (a) Soit p € N*. Justifier que pour tout ¢ € [1,n], la loi conditionnelle du couple (/L, N) conditionnée par
1 ~
lévénement [N = p] est la loi binomiale B <p, —) et en déduire que la variable aléatoire A; suit une loi de
n

Poisson dont on déterminera le paramétre.

(b) Montrer que pour tout n-uplet (k1,...,k,) avec k; ENet ky +---+ k, =p,on a:

75 7 p! 1
Pivsp) ([A1 = ka] 0+ N [An = kal) = 70

(¢) Montrer que pour tout n-uplet (ki,...,%,) avec k; € N, on a :

p({]xlzkl]mmm[lnzkn]):ﬁ

(d) Montrer que les variables aléatoires A, ... , A,, sont mutuellement indépendantes.
Commenter en comparant avec le résultat de la question 15.(c).

18. Soit D,, I’événement « a I'issue des IV achats de paquets de céréales, la collection de vignettes est compléte ».
Montrer que :

P(D,) = (1 - e—%) .
On admet le résultat suivant : pour tout p € N*, on a Pjy—p(Dn) = P(C, < p).
19. (a) Montrer que :

P(Dy) = ZP(Cn <p)P(N =p).
p=0

(b) On suppose maintenant que A > 1.
Soit a €]v/A\, A[. On pose ky = |\ —a] et ky = |\ +a] + 1.
Montrer que :

p=k1

(¢) Montrer ’encadrement :
A
P(C, <k 1-—
Cnsh)(1-5
20. (a) Soit (cn)n>1 une suite convergente de nombres réels.
Montrer que pour tout entier n suffisamment grand, on a ’encadrement :

1 1 In(n) + ¢, e~n\" il 1 In(n) + ¢,
P<Vn<cn*mg> <1*T>S<1— n> §P<Vn§0n+m+g>+—an.

2/3

On pourra appliquer la question précédente avec A =nln(n) +c,n eta=n

(b) Retrouver alors la convergence en loi de la suite (V,,),>1 vers une variable aléatoire de loi de Gumbel.
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Lu présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Putilisation d’une régle graduée est autorisée.

St au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené & prendre.

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont supposées définies sur le méme

espace probabilisé (2, A, P).

Questions préliminaires

Sit € R, on appelle partie entidre de ¢ que 'on note 1], I'unique entier tel que [#] < ¢ < [¢]+1.

| T %
1. Montrer que pour tout z € R, on a lim —— = 2.

n-pdoo 1)

2. Montrer que lim (n ~ Lg—J) = 00,

n—+oc

Premiére Partie - La loi arcsinus

3. On rappelle que la restriction de la fonction sin & Uintervalle LW%; %] est une bijection sur
[—1,1]. )
On note arcsin : [=1,1] — [m%; izi] sa bijection réciproque.

e
£ At ¥

(a) Montrer que pour tout z € [—1,1}, on a cos(arcsin(x)) = 1 — 22
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(b) Montrer que la fonction arcsin est continue sur [—1,1] et dérivable sur |- 1,1, de dérivée
1

N
4.(a) Soit G : [0,1] — R la fonction définie par G(z) = 2aresin(/z).
Montrer que (7 est continue sur [0, 1] et dérivable sur 10, 1], de dérivée g donnée par

xT

1

g(:ﬂ) = m

(b) Etudier la fonction g et tracer son graphe.

vz € 10,1

5. Soit f: R — R la fonction définie par :

1
. = g(ty site|hl,
f(.t) — 7 g( / 51 ]G! [:
0 sinon.
(a) Montrer que la fonction f est une densité de probabilité.

(b) Soit X une variable aléatoire de densité f. On dit que X suit la loi arcsinus.
Montrer que X admet une espérance et calculer celle-ci.
(On pourra considérer le changement de variable u = 1—z.)

6. (a) Soit U une variable aléatoire a densité suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Montrer que la variable aléatoire V = sin® (~2‘- U ) suit la lol arcsinus.
(b) A l'aide de la question précédente, compléter les deux lignes de la fonction Python
suivante afin qu’elle renvoie une réalisation d’une variable aléatoire de loi arcsinus :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def arcsinus() :
U= ...
V= ...
return V

7 SoitneNtlquenzdetl<k<

o(42) -6 () < g <o (i) o (5)
7 7t k:{n-—k.) it T

Montrer que les deux inégalités sont inversées si I’on suppose que 5 ~1g€k<gn—1L

— 1. Montrer 'encadrement :

o3

8. Soient z € |0,1/2 et (an)nen- une suite d’entiers telle que :
e Pour tout n suffisamment grand, on a 1 < an < |nz];
s lim — =
00 70

e lim a, = +o0.
F—d OO

Donner un exemple d'une telle suite (Gp)nen+ €6 TNONLEEL qUE :

{ne)

1
}--H e G«’ a" .
e
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10.
11.

12,

On admet que pour tout z €]0,1] et toute suite (a,).ey- vérifiant les mémes
conditions qu’a la question précédente, on a :

;s
n=+oo ka \/,?{;?—

Deuxiéme Partie - Marche aléatoire sur Z

Soit @ € ]0,1] et (X;);on. une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
de méme loi donnée par :

VieN", P(X;=1)=8 e P(Xi=-1)=1-8

. On pose pour tout n € N*, S, = Xy + -+ - X, et 55 = 0.

La suite {Sy)nen est appelée marche aléatoire sur Z.

Pour tout « € N*, déterminer la loi de ¥; = % (X; +1).

En déduire la loi de -;— (S, +mn) pour n € N*,

Les variables aléatoires (S, )nen- qon‘( elles mutuellement indépendantes ?
On pose pour tout n € N*, §,, = = Sn

Soit o €0, 1[. On note ® la fonctzen de répartition de la loi normale centrée réduite A(0, 1)

et . le réel positif tel que t, = & (1 — ~2f~>

) 1 ¢ —\ 1 to
En majorant +/8(1 — @), montrer que Uintervalle {5 (1 - % + 5’,") 5 (l + —= \Jﬁ + Sn)}
est un intervalle de confiance asymptotique d’estimation du paramétre 8 au niveau de
confiance 1 — a.
{a) Justifier que pour tout & € N, on a P(Saq = 0) = 0.

(b} Montrer que pour tout k € N, on a -

Sy = 0) = (ij‘) 6+ (1 — 6)F

Soit n &€ N fixé. On introduit la variable aléatoire L,, & valeurs dans [0, n], définie par

0 — R

Ln w =+ max{k € [0,n] , Su(w)=0}.

La variable aléatoire 2L, décrit done le dernier instant avant l'instant 2n o la marche
aléatoire prend la valeur 0.

13. Déterminer F(L, = n).
14. Soit k€ [0,n — 1].

(a) Montrer Pégalité d’événements suivante :

EL,L = H {Sw;\ = 01 [S;g% 1 =é O M---N [Sﬁn % Q] .

3/6 Tournez la page S.V.P.



(b) Justifier que :
Pisye=o] ([Saprr # 0] N -+ 1 [So # 0]) = P ([S1 # 0101+~ 11 [Shypny # 0]) -

On notera p,, la valeur de cette probabilité. (x)
15. Montrer que pour tout n € N* et tout £ € [0,n] on a :
_ 2kN
P(L,, = k) = ( k )55(1 —0)Fp,

ol par convention py = 1.

. : : X 1
A partir de maintenant et dans toute la suite du probléme, 0 = 7"
Le calcul explicite des (pp)ren est Pobjet des questions suivantes.

Pour tout n € N*, on considére les événements suivants :

2n n - 2w
Do=()[Sx#0 ., Df=[[Sk>0 , Di={]S<0.
k=1 k=1 k=1

On considére également, pour tout n € N* et tout r € [1, n], Pévénerent :

2n~1
A, = ( M 15> @]) [y = 21].

k=1
Pour tout entier r, on pose A,, = 0 lorsque 7 > n ou r < 0 et on note, pour tout n € N
et tout r € Z, an, = P(A, ).
16. (a) Montrer que, pour tout w € , ensemble {51 (w), ..., S (w)} est un intervalle d’entiers.
(b} En déduire que :
P(Dn) = P(D}) + F(D7).
17. Montrer que :

P(DY) = on,.

r=1
18. Soit n € N tel que n = 2.
{a) Soit (r,¢) € (N*)*. Montrer que
1 . ‘
i ganmlyg sig=r—loug=r+1
™ ) _ /1
o (“P&?"in,q N An,r) = 4 5 On-1,4 slg=7
KO sinomn.
(b) Montrer que pour tout v € N*, on a:
1 N 1 N 1 .
nr = T Onelr— = Bn—1,p T 7 Une1ril-
G, 1 lerl, 4ng.1
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19. Montrer par récurrence sur n que pour tout (n,r) € (N*)? on a :

1 ( 2n —1 2n — 1

App = — — 1 ;

T4 \\n+r-—1 n+r
. m

ol 'on pose (k) = 0 dés que k € [0,m].

20. On rappelle que la suite (p,)nen & été définie précédemment ().

172
Montrer que, pour tout n € Nyona: p, = T ( 7?)

Troisiéme Partie - Comportement asymptotique
Dans cette troisiéme partie, on cherche & étudier la limite en loi de la suite de variables
L
aléatoires (ﬁ .
nel*

21. (a) Compléter par autant de lignes que nécessaire la fonction Python DernierPassage per-
mettant de simuler la variable aléatoire L,, :

import numpy.random as rd
def DernierPassage(n):

L=0

8=0

for i in range(1,2#n+1):

return L
(b} A Vaide de cette fonction, on simule N = 10000 réalisations de la variable aléatoire %;—%}g

puis on représente les valeurs obtenues sous la forme d'un histogramme 4 100 classes.
On obtient la figure suivante :

. . . L
Quelle conjecture peut-on formuler & propos de la suite de variables aléatoires (——71) ?

neN*
NG

2n
22. Pour tout entier n € N*, on pose €, = — (

o n) et u, = In(C,).
(a) Montrer que la série de terme général u,,1 — u, converge.
(b) En déduire que la suite (Cp)nen- est convergente.

On admet que —= est la limite de cette suite.

Jr
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23. Soient = € 10, 1] et (a,,)sen- une suite d’entiers telle que :
¢ Pour tout n suffisamment grand, on a 1 € a,, < |nz};

a J
o lim ~= = ={;
n—s00 7
e lim @, = +oo.
Thody e 00

{(a) Montrer que :

(o) -2 R (H)00)

k=0
(b) Montrer, pour n suffisamment grand, I'encadrement :

inx|

[z fnel
1 2kN (2(n —k)
my, 4]1 (;{‘)( n—k ) i}a{ E %_n_

P k=
o :
My = min {CyCror ; £ € Jan, [nz]]} , M, =max{CyChr—y , k € [a,, |nz]]}.
(c) Solent (e, )nen €t (Bn)nen- deux suites dentiers telles que

1€, < et lim o, = +co.
n—>4-00

Montrer que les deux suites { min et | max Cj sont convergentes,
k<lan B . k&[an Bl s

de méme limite

{d) En déduire que :

Lrz] . N
1 2EN (2(n— k) G(z)
ngrf«caiﬂz(k>(nwk)~ o

k==ay,

ol la fonction G a été définie dans la premiére partie.

24. Solent z € |0, 1] et (ay )nen- une suite d’entiers telle que :
s Pour tout n suffisamment grand, on a 1 € a, < [nz];

. =0
n=rdca \,fn

o lim a, = +oo.
T d o0

(a) Donner un exemple d'une telle suite (@, Jnew-.
(b) En déduire que :
T 2k [2n - k)
S0 % (a)( n—k ) =0

. 3 . . L .
25. Montrer que la suite de variables aléatoires ( - converge en loi .
1)
e
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