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Epreuve de mathématiques

Durée : 4h

Objectif du probléme et remarques liminaires :
— On se propose ici d'introduire les notions d’applications holderiennes et « a variation
bornée ».
— Les cinq parties du probléme sont relativement indépendantes les unes des autres.
— Lévaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une

utilisation diment justifiée du cours.
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Notations :
— Si A et B sont deux ensembles, B4 est 'ensemble des applications de A dans B.
— Dans la suite, on note E le C-espace vectoriel CZ muni de ses lois usuelles.
. s 2.7 . X . o
— Dans tout le probleme, T € R™, w = - eton convientque 0* =0si x e R™".
— Si(p,q) €eN?, alors [p, gl désigne I'ensemble {keN,p <k < g}.
— Si(a,b) €R?, a< betneN*, unélément x = (Xi) keqo.1 de [a, b]1*™ est dit subdivision
de [a, b] si, et seulement si, x est croissant et tel que xy = a et x, = b. Si C’est le cas et

f e C!*Pl on note Vy(f) la somme (appelée variation de f relativement 2 x) :

n-1
Yo | k) = F i) |
k=0

En outre, S, ) désigneral’ensemble des subdivisions de [a, b]. Enfin, on dit que f est
a variation bornée (sur [a, b)) si, et seulement si, 'ensemble {Vy(f), x € S 5} est ma-
joré et, lorsque c’est le cas, on appelle variation de f (sur [a, b]) sa borne supérieure,
que 'on note Vi, 5 (f).

— SiK=RouK=CetpeNlN, C?(IR, K) est classiquement le K-espace vectoriel des
applications de R dans K de classe C? et T-périodiques. De plus, si a € R** et I est un
intervalle non vide de R, on note H*(I,[K) I'’ensemble des applications f de I dans K
quivérifient: IceR* Y(x,p)eI* |f()-f(x)]|=<c.] y—x|a
On note aussi H7 (R, K) I'ensemble des éléments de H* (R,K) T-périodiques.

— Dans tout le probleme, F est I'ensemble des éléments (z,),cz de E satisfaisant la
condition :
pour tout élément p de N, z, est négligeable devant |n|~” lorsque n tend vers —oo et
+00.

— Enfin, si f € C‘% (R,C) et n€ Z, on note ¢, (f) le nombre complexe :

%.[)T(f(t).e"’-”‘”-’f) dt

PARTIEI

1/ Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E.
2/ Constater que la suite (z"!/|n|!) ,cz appartient & F si z € C.

3/ Soient P un élément non nul de C[X] et z € C.
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a) Montrer qu'’il existe un nombre entier naturel n tel que :
VneZ |nl=zny=Pn)#0.

b) En déduire que (P(n).2'"™) ,1e7 appartient a F si, et seulementsi: |z| < 1.
4/  a)SoientneZet f € CL(R,C). Montrer que f’ € C)(R,C) et que ¢, (f') = i.n.w.cy(f).
b) Prouver que (¢, (f))nez € F si f € CP(R,C).

PARTIE II

Dans toute la suite du probléeme, K =R ou K =C.
5/ On suppose ici que a €]1, +oo.
a) Vérifier que, si f € H*(R,K), alors f est dérivable et préciser f’.
b) En déduire H* (R, K) puis H7 (R, K).
6/ Constater que, si @ € R*™, alors HZ([R,K) est un sous-espace vectoriel de C(%([R, K)
stable par x.

7/ a) Montrer que, si (x, y) € R?, il existe un élément ¥ de R tel que :
dkez X=x+kT et |y-X|<T et |y-X<|y-x|.
b) En conclure que H?([R?, K) contient H%([R, K) si(a, p) € R**2 et p<a.

PARTIE II1

Dans cette partie, a €]0,1[ et I, est'intégrale impropre :
+00
f (u*2.(1-cosw) .du
0

8/  Justifier qu’il soit licite de considérer une application de R dans R, notée f,, continue,

T-périodique, paire et satisfaisant :
Vt€l0,T/2] fo(t)=t"

9/  a) Vérifierque: Vre]l,+oo[ t*-1<(t—-1*.
b) Prouver que H*([0, T],K) contient la restriction de f, a [0, T'].
¢) En déduire que f, € H%(IR, R). Appartient-elle a Hﬁ (R,R) si fe]la, +oo[?
10/ Montrer que I, converge puis que I, > 0.
11/ a) Déterminer, en fonction de Iy, un équivalent de ¢, (f) lorsque n tend vers +oo.

b) (¢, (f))nez appartient-elle a F?
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PARTIE IV

Dans toute la suite du probleme, (a, b) € R2eta<betk =Roulk =C.De plus, VB([a, b], K)
désigne I'’ensemble des applications a variations bornées de [a, b] dans K.
12/ a) Constater que, si n € N*, alors le uplet (x) kefo,n+1] défini par

X0=0xp1=1etVke[l, n] x= m
est une subdivision de [0, 1].

b) Montrer que I'application ¢ de ]0, 1] dans R définie par ¢(x) = x.cos (%) admet un
prolongement a [0, 1] continu puis que celui-ci n’est pas a variation bornée.
13/ a) Constater que toute application monotone de [a, b] dans R est a variation bornée et
préciser sa variation.

b) Prouver que VB([a, b], K) contient H'([a, b],KK). Qu’en déduit-on sur toute applica-
tion de [a, b] dans K de classe C 2
14/ a) Vérifier que VB([a, b],K) est un K-espace vectoriel.

b) Soient f € VB([a, b],K) et (A, ) € R* x R. Démontrer que la fonction f définie par
f(t) = f(A.t + ) est a variation bornée sur son domaine de définition. Comparer les varia-
tions de f et f.
15/ Soient f € K@D et ¢ €]a, b[. Justifier que f est a variation bornée si, et seulement si,

les restrictions de f a [a, c] et [c, b] le sont. Montrer que, sous cette hypothése :

V[a,b] (f) = V[a,c] (f) + V[c,b] (f) .

16/ Soit f € C‘%(IR, K) telle que la restriction de f a [0, T] soit a variation bornée. On consi-
dere K € N* et une subdivision (x) keo,x7 de [0, T1.

a) Vérifier que, si n € N*, alors :

K Xk . K
Yo @ = fean.e et e < Y [Vige,  (D- Gk = x-)]
k=1YXk-1 k=1
puis que :
K Xi . Vi (f)
) i.n2.m.tlT dil < (0,T]
kz::1 Xi-1 fe-e ] |n|.w

Vio, 1 (f)

. Qu’en déduit-on sur (c,) pez ?
2.m.|n|

b) En conclure que : Vn e N*, [c,(f)] <
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PARTIEV

Dans cette derniére partie, a €]0,1[ et p €]1,1/a[. On se propose de prouver que H%([a, b],K)
n’est pas inclus dans VB([a, b], K).
17/  a) Exhiber un nombre réel p tel que la suite (1) ,en définie par
n
vneN Ap=1-p.) k7P
k=1
converge vers 0.

b) Vérifier qu’alors elle est a valeurs dans |0, 1] et qu’elle décroit.
/1n + /1n+l

18/ SineN,onpose u,= 2

et on note g, I'application de [0, 1] dans R définie par

An—2A
Vte[0,1] gu(t) :max{o,”T”“— |t—un|}

a) Représenter graphiquement (sans justification) l'application g,, montrer que
8n€ H([0,1],R) puis évaluer Vjg 1)(gn), lorsque n € N.
b) Montrer qu’il est l1égitime de considérer ’application h définie par :
+o0
Vtel0,1] h() =) g0
k=1
puis que h € H'([0,1],R).
c) Montrer que h* € H*([0,1],R).
19/ a) Evaluer Vy, 1;(h*) lorsque n € N.
b) En déduire que h® n'appartient pas a VB([0, 1], R).
20/ a) Conclure.
b) A quelle condition, portant sur I'élément f de R**, VB([a,b],IK) contient-il
HP(la, b],K)?

Fin
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Epreuve a option (A) : Mathématiques

Durée : 4h

Le probleme a pour objet 'extension de la notion de série entiére a des séries de matrices,
dans le but de définir le logarithme d’'une matrice au voisinage de la matrice-identité et d’en

examiner certaines propriétés.

Les quatre parties du probleme sont largement indépendantes. Quel que soit 'ordre dans
lequel le candidat décide de les aborder, on attend de lui une démarche claire, ainsi qu'une
rédaction soignée. La présentation, la précision des arguments et la rigueur des raisonne-

ments seront prises en compte dans la notation.
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Dans tout le probleme, p désigne un nombre entier strictement positif. On note .4 ,(C) I'en-
semble des matrices carrées d’ordre p a coefficients complexes, et .#,(IR) I'ensemble des
matrices de ./, (C) dont tous les coefficients sont réels.

Pour toute matrice M de .4, (C) et tout couple (¢, k) d’entiers compris entre 1 et p, on note
M][Y¢, k] le coefficient situé dans la ¢-ieme ligne et la k-ieéme colonne de la matrice M.

Dans la base des matrices élémentaires Ey . (matrice dont tous les coefficients valent 0, sauf
celui situé dans la /-ieme ligne et la k-iéme colonne, qui vaut 1) une matrice M de .4, (C)

s’écrit donc:

p p
M=) )Y M[{,kl Epy.
/=1k=1

On dit qu'une matrice M de .4, (C) est triangulaire si tous ses coefficients sous-diagonaux

(les M[¢, k] pour lesquels ¢ > k) sont nuls.

On appelle polynome caractéristique de M le polynome y,, = det(X.I, — M), ou I, désigne
la matrice-identité d’ordre p. Pour tout entier k compris entre 0 et p, on notera ax(M) le
coefficient de son monome de degré k, de sorte que :
An = i ay (M) x* ,avec ap(M) =1 et ap(M) = (=1D)P det(M).
k=0

Le spectre de M, constitué des racines (complexes) de y,,, sera noté sp(M) :
sp(M) = {Ae C; det(A.I, — M) =0} .

On dit qu’'une suite (M) N de matrices de .4, (C) est convergente si chacune des suites
(M,[4, k]) hen converge dans C.

n

On dit que la série de terme général M,, est convergente si la suite ( Z M) neN €st conver-
m=0
gente.

Partie 1 : convergence d’une série entiére de matrices

Soit | . || une norme sur I'espace vectoriel %p,l(C) des matrices-colonnes a p coefficients

complexes.

Onnote | . ||s la norme sur .4, (C) subordonnée a | . ||, définie par :

VAe (), | Alls=Sup{ | AY ||; Y € llpa(O), | Y [ =1} .
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1. Justifier pour toute matrice Y de .4, 1 (C) et tout couple (A, B) de matrices de .4, (C)
les inégalités :

TAY <l Alls 1Y,

IABls<IAllslBls .

2. Pour toute matrice A € .4,(C), on appelle rayon spectral de A, noté p(A), le plus

grand des modules des valeurs propres (complexes) de A: p(A) = Max{|A|; A € sp(A)}.

Démontrer que, pour toute matrice A€ .4,(C),ona: p(A) < | Als.

3. Dans cette question, (c,)eN désigne une suite de nombres complexes, telle que le
rayon de convergence de la série entiere Z cp 2" soit strictement positif.
>
On note R ce rayon de convergence, éverft_uoellement infini.
On note </, 'ensemble des matrices A de .4, (C) telles que la série Z cp A" soit
n=0

convergente.

a) Etablir les deux inclusions :
{Ae t,(O); | Alls <Rl c ol c{Ae Mp(C); p(A)<R}.

b) Quel résultat sur les séries entieres retrouve-t-on lorsque p est égal a 1, si on
identifie alors ./, (C) a C?

c) Démontrer que </, est invariant par similitude, c’est-a-dire que, si A appartient
a o/, etsi A’ est semblable a A, alors A’ est aussi un élément de «7,.

d) Démontrer que si A est une matrice diagonalisable de %p(C) dont le rayon

spectral est strictement inférieur a R, alors A appartient a <7,.

Partie 2 : quelques calculs et un exemple

Zn+1 Z2n+1
Pour tout couple (1, z) € N x C, on note u,(z) = (-1)" et v,(2)
n+l 2n+1
n
1. a) Démontrer que la suite d = (d,) ,en+ de terme général d,, = In(n) — Z — est
k=1
convergente.
2N-1
b) Exprimer, pour N € N*, la somme partielle Z u, (1) en fonction de doy et dp,
n=0

eten déduire I'égalité : Y u,(1) =In(2) .

n=0
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¢) Pour quelles valeurs réelles de x la série de terme général u, (x) est-elle conver-

gente ? Quelle est alors sa somme ?

2. a) Préciser le rayon de convergence de la série entiere de terme général v,,.

(e.0)
b) Calculer Z vn(x), pour tout réel x tel que la série Z v (x) converge.
n=0 n=0

(o.0]
c) Etablir, pour tout réel x € [—1,+1], 'égalité : ) v,(ix) = iarctan(x) .

n=0
d) Justifier la convergence de la série Z u,(i) et calculer sa somme.
n=0
-1

3. Dans cette question, on note: A =
1 0

a) Justifier 'existence d’'une matrice inversible P de .4, (C) telle que la matrice
D = P71 AP soit diagonale.
o0 _Dn

b) Utiliser le résultat de la question 2d pour calculer Z mD”“.
n=0

e =D
c) En déduire Z — A"
n—o n+1

Partie 3 : quelques questions topologiques

1. Soit T une matrice triangulaire de ./%p(@).

Pour tout entier strictement positif n on pose: T, = T + i g Epy.

a) Calculer la limite, quand 7 tend vers l'infini, de laf jilifférence Tnll, 0] — Tylk, k]
de deux coefficients diagonaux de 7.

b) Démontrer qu’il existe un entier N tel que, pour tout n = N, les coefficients

diagonaux de T}, soient deux a deux distincts.

2. a) Rappeler pourquoi toute matrice de .4, (C) est trigonalisable.

b) Démontrer que I'’ensemble des matrices diagonalisables de J[,,(C) est dense

dans ., (C).

p p
3. Pour tout polyndéme Q = )_ b X* de CplX],onnote: || Q1= Ibgl.
k=0 k=0
Justifier, pour toute matrice M € .4, (C), I'existence d'un réel a > 0 tel que :

VNEJ%p((D); IN-Mls<a=>xy—dxpylhis1.
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4. Soit M € M,(C) et e sp(M).

a) Justifier successivement les inégalités :

p-1 p
D) |l = Max{1, 1P Y lae(M)]  (2) Max{1,|u|P} < Max{1,|uP™} Y |ap(M)]
k:() k:O

et @) [ul <l xp -

b) En déduire que, pour toute matrice N € .4, (C) telle que || x5 — x5, 1 < 1, 0n

VAesp(N), [Al=2xplh -

5. Soit (M;) neN une suite convergente de matrices de .4, (RR), de limite M.

On suppose que, pour tout n € N, le polyndme caractéristique de M,, est scindé dans
R[X] c’est-a-dire qu’il admet p racines réelles A, 5, ..., A, 5, distinctes ou non :
14
Xo, = [TX= ).
k=1
a) Justifier l'existence d'une suite convergente extraite de la suite

(A Ap,n)) pen -

b) En déduire que le polyndme caractéristique de M est scindé dans R[X].

6. Soit Z,(R) 'ensemble des matrices M de .4, (IR) qui sont diagonalisables dans R,
c’est-a-dire telles qu'il existe une matrice inversible P de .#,(IR) pour laquelle la ma-
trice P! MP est diagonale.

a) Démontrer que I'adhérence de 2,(IR) est 'ensemble des matrices de .4, (IR)
dont le spectre est inclus dans [R.

b) Montrer que si le polyndme caractéristique d’'une matrice M de 2,(RR) n'est
pas scindé a racines simples, alors il existe une suite de matrices non diagonalisables

convergeant vers M.

¢) Que peut-on en déduire sur I'intérieur de 2, (R) ?
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Partie 4 : logarithme de matrice

On note 9, (IR) 'ensemble des matrices M de .4, (IR) qui sont trigonalisables dans IR, c’est-
a-dire telles qu’il existe une matrice inversible P de .#,(IR) pour laquelle la matrice P~'MP

est triangulaire.

Soit B={MeT,(R); [M—1I,|s<1}.

1. Soit M € 2.
(-n"

a) Justifier la convergence de la série ) (M-1 p)"“.

o ntl

b) Démontrer que sp(M) est inclus dans 'intervalle ouvert |0, 2[.
. , . x (-D"
Pour toute matrice M € 4, on note désormais: Log(M) = Z 1
n=0

(M_Ip)l’l+l .

2. Démontrer que, pour toute matrice M € 98, la trace de Log(M) est égale a In(det M)

(on pourra commencer par le cas ot M est diagonalisable).

3. Soit M et N deux matrices de 7, (RR) telles que : MN = NM.

a) Démontrer qu'il existe une matrice inversible P de .#,(IR) pour laquelle les

deux matrices P! MP et P! NP sont triangulaires.

b) Démontrer qu'il existe deux suites (My) ,en et (Ny)en de matrices de 2, (IR)

qui convergent respectivement vers M et N, telles que, pour tout n € N, on ait :

4. Utiliser le résultat précédent pour prouver que, si M et N sont deux matrices de %

tellesque MN = NM et MN € 28, alors :

Log(MN) = Log(M) + Log(N) .
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Epreuve a option (B) : Probabilités

Durée : 4h

Le sujet est constitué d’'un probleme en 4 parties et d’'un exercice indépendant

du probléme. On pourra choisir de commencer par traiter l'exercice.
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Rappel de résultats

On rappelle les résultats suivants, qui pourront étre utilisés dans la suite sans

qu’il soit nécessaire de les redémontrer.

1.

Inégalité de Markov : pour toute variable aléatoire positive X possédant

une espérance, et pour tout nombre réel x > 0, on a I'inégalité :

E(X)
PXzx)s—.
X

. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : pour toute variable aléatoire réelle

X possédant une espérance et une variance, et pour tout nombre réel x >

0, on al'inégalité :

V(X)
PIX-EX)I=zx) =< 5
X

. Identité pour I'espérance : pour toute variable aléatoire positive X, on a

+00
E(X) :f P(X > x)dx,
0

I'espérance de la variable aléatoire X étant définie si et seulement si I'in-

tégrale ci-dessus est convergente.

. Espérance d’'un produit: si X et Y sont des variables aléatoires réelles in-

dépendantes possédant chacune une espérance, alors la variable aléatoire

produit XY possede également une espérance, et

E(XY) =E(X)E(Y).

. Loi faible des grands nombres : on considere une variable aléatoire réelle

X possédant une espérance, et, pour tout N = 1, et tout € > 0, on pose

e

ol Xj,..., Xy désigne une famille de variables aléatoires indépendantes

X1+ + Xy

et identiquement distribuées de méme loi que X. La loi faible des grands

nombres affirme que I'on a alors :

Ve>0, lim p(N,e)=0.
N—+o00
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Page 2/10



BECEAS

2014

Probleme
Cadre mathématique

Dans tout ce probleme, X désigne une variable aléatoire positive, dont on
note Fx la fonction de répartition, N désigne un entier vérifiant la condition
N=1,etX,..., Xy désigne une famille de N variables aléatoires indépendantes
etidentiquement distribuées de méme loi que X. On définit alors la variable aléa-

toire Sy de la maniere suivante :
Sn=X1+---+ Xn.

L'objectif du probleme est I’étude de diverses bornes pour des probabilités de la

S
P(—Nzx).
N

forme

Contexte actuariel

Aucune connaissance en assurance n’'est nécessaire pour traiter ce probleme.
Cependant, la question étudiée se rattache a une problématique actuarielle con-
crete, brievement esquissée ci-apres.

Sur une période d'un an, un assureur prend a sa charge les montants des si-
nistres affectant une population de N assurés. En modélisant les montants indi-
viduels des sinistres associés a chacun des assurés par une famille de variables
aléatoires Xj,..., X, la somme Sy représente donc le montant total a la charge
de I'assureur sur une période d'un an. En supposant que chacun des N assurés
verse une prime d’assurance annuelle égale a x, le montant total des primes per-
¢ues pour une année est Nx, et I'événement {SWN > x} correspond a la situation
défavorable ol le montant des primes percues est inférieur au montant des si-
nistres a prendre en charge. La valeur de la prime x est généralement fixée de
maniere a rendre suffisamment faible la probabilité d'un tel événement, et I’esti-

mation de probabilités du type P (SWN > x) est donc une question pertinente dans

le contexte de ’assurance.
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Organisation

Les parties Il et IIl peuvent étre traitées indépendamment de la partie I, en ad-
mettant simplement le résultat de la question 8) et les définitions données dans

la partie I. La partie [V peut étre traitée indépendamment des parties I, II, III.
Notation exponentielle

Dans tout le probléme, on utilise indifféremment les notations e* et exp(x)

pour désigner I’exponentielle d'un nombre réel x.
Partie préliminaire

1) On suppose que la variable aléatoire X posséde une espérance. Montrer, en

faisant appel a la loi des grands nombres, que pour tout x > E(X), on a

Partie I - Bornes exponentielles : cadre général

Dans toute cette partie, on suppose que la variable aléatoire X vérifie la pro-

priété suivante : il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que

Vx=0, P(X>x)<aexp(—bx). 1)

2) Montrer, grace a 'inégalité (1), que la variable aléatoire X possede une espé-
rance. (On pourra utiliser I'identité pour I’espérance figurant dans la liste de ré-
sultats rappelés en page 2/10.)

3) Pour £ € [0, +oo[ et z = 1, déduire de I'inégalité (1) une majoration de la proba-
bilité P(exp(#X) > z). Donner ensuite une majoration trés simple de cette proba-
bilité lorsque z € [0, 1[.

4) En déduire que, pour tout f € [0, b[, la variable aléatoire exp(zX) possede une

espérance, et justifier que E(exp(£X)) > 0.
Définitions : pour tout ¢ € [0, b[, on définit A(¢) par A(#) = In (E(exp(£X))).

5) Montrer que, pour tout ¢ € [0, b[, la variable exp(¢Sy) posséde une espérance
donnée par

E(exp(tSn)) = exp (NA(1)).
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Définitions : pour tout x = 0 et £ = 0, on définit les événements A(N, x) et B(N, x, 1)
par

S
A(N, x) = {WN > x}, B(N, x,1) = {exp(-Ntx)exp(tSy) = 1}.
6) Montrer que, pour tout x =0 et £ = 0, on a I'inclusion entre événements
A(N,x) € B(N, x, 1),

et en déduire que

P(A(N, x)) <P(B(N, x, 1)).
7) Montrer que, pour tout x = 0, et tout ¢ € [0, b,
P(B(N,x, 1) <exp(—=N(tx— A(1)).
8) Montrer que, pour tout x = 0, on a I'inégalité :
SN
P sz <exp(—=NI(x)), 2)

ol I(x) désigne la borne supérieure de I’ensemble des valeurs prises par tx—A(f)

lorsque ¢ décrit 'intervalle [0, b[, autrement dit :
I(x)=supf{tx—A(t)| t€[0,b[}.

9) Au vu du résultat de la question 8), est-il possible d’avoir I(x) > 0 pour un

nombre x € [0,E(X)[? (Justifier la réponse.)
Partie II - Bornes exponentielles : le cas de la loi exponentielle

Dans cette partie, on suppose que la variable aléatoire X suit la loi exponen-
tielle £(1), ou A est un nombre réel strictement positif. On rappelle que cette loi

est caractérisée par la densité fx définie sur R par :

Aexp(-Ax) six=0,
fx(x) =
0 six<0.

10) Calculer la valeur de P(X > x) pour tout x = 0.

11) En déduire que 'inégalité (1) est satisfaite aveca=1et b= A.
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12) Pour z = 0 et ¢ € [0, +00], calculer la valeur de P(exp(zX) > z) en distinguant
lescasz€[0,1[ et z€ [1,+oo].

13) En déduire que, pour tout ¢ € [0, A[, la variable aléatoire exp(z X) posséde une
espérance, et calculer la valeur de celle-ci.

14) En déduire, a 'aide de la question 8), que, pour tout x = %, on a l'inégalité :

S
P (WN > x) <exp(-NIgpy (),

oul'on aposé:

Ie(x) =Ax—1-In(Ax).

15) Montrer que Ig(y)(x) > 0 pour tout x > % Que vaut Ig(y)(x) lorsque x = % ?
Partie III - Bornes exponentielles : le cas de la loi de Bernoulli

Dans cette partie, on suppose que X suit une loi de Bernoulli 28(p) de para-

metre p €]0, 1[. Autrement dit, la loi de X est caractérisée par :

six=1,
P(X=x)= P
1-p six=0.

16) Calculer la valeur de P(X > x) pour tout x = 0.

17) Montrer que, pour tout b > 0, on peut trouver un a > 0 tel que l'inégalité (1)
soit satisfaite.

18) Calculer E(X).

19) Calculer, pour tout ¢t = 0, la valeur de A(%).

20) En déduire a I'aide de la question 8) 'inégalité, valable pour tout x €] p, 1|,

SN
P WZX < Igp (x),

1-
Iz (x) = xIn(x/p) + (1 - x) ln(l—x) .
-p
21) Montrer que Igp)(x) > 0 pour tout x €]p, 1[. Comment se comporte Ig(p)(x)

lorsque x \ p etlorsque x /' 17?
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Partie IV - Un exemple de comportement polynomial

Dans cette partie, on suppose que la loi de X est caractérisée par une densité

fx dépendant d'un parametre a €]1,2[, et possédant I’expression suivante :

e alx+1)"@) ¢ x>0,
x\X) =

six <O.
22) Montrer que la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X est don-
née, pour tout x = 0, par la formule :

1
(x+1)*

Fx(x)=1-

23) Montrer que la variable aléatoire X possede une espérance, et calculer la va-
leur de celle-ci.
Définitions : pour u = 0, on définit la variable aléatoire Wy (u) comme étant le

nombre d’indices i entre 1 et N pour lesquels X; = u. Autrement dit :
Wy (1) = nombre d’éléments de 'ensemble {i € {1,..., N} | X; = u}.
24) Quelle est la loi de Wy (u) 2 En déduire une expression simple de
P(Wxn(u)=1).
25) Montrer que, pour tout x > 0 fixé, on aI’équivalent suivant lorsque N — +oo:
P(Wyn(xN) = 1) ~x “N'7¢,

26) En déduire que, pour tout x > 0, et tout € €]0, 1], il existe un entier Ny = 1 tel

que, pour tout N = Nj,

S
P (—N > x) >(1-€e)x *N'"®
N
27) Une inégalité semblable a I'inégalité (2) obtenue a la question 8), dans la-
quelle on aurait I(x) > 0, est-elle possible dans le cas étudié ici? (Justifier la ré-

ponse.)
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Définitions : pour tout u = 0, on introduit la variable aléatoire Y définie par
Y% = min(X, ).

Autrement dit,

Y _ X lorsque X < u,
u lorsque X > u.

28) Pour u > 0, calculer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.
29) Montrer que, pour tout u = 0, la variable aléatoire Y ) posséde une espérance

donnée par:

E(y) = - (1— ! )
a-1 (1+wet)

30) Montrer que, pour tout u > 0, la variable aléatoire [Y @] = Y® x y® pos-

sede une espérance donnée par :

w12) _ 2 2-a 2 B 2 ( 3 1 )
[E([Y ])_Z—a(1+u) 2—a a—ll (1+we1)

31) En déduire que, pour tout u = 0, la variable aléatoire Y* posséde une va-

riance, et donner une expression de celle-ci.

Définitions : pour tout u = 0, et pour tout i € {1,..., N}, on définit la variable
aléatoire Yl.(”) par Yl.(”) = min(X;, u), puis 'on définit la variable aléatoire R](\L,‘) en
posant

(w) _ y(u) (1)
RY =1+ + Yy,

(w)

32) Montrer que la variable aléatoire <~ possede une espérance et une variance,
respectivement données par
RW) (u) V(YW
Bl 2| gy, v | YD)
N N N

33) Montrer que, pour tout © = 0, et pour tout x > E(Y ), on al'inégalité :

P(ﬁ _ x) _ v
)T N(x-E(y®))*

N

34) Montrer que, pour tout u = 0, on a l'inclusion entre événements :

(Wn(w) =0} < {Sy =R}
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35) Montrer que, pour tout u = 0, et pour tout x > E(Y ), on a I'inclusion entre

événements :
R(u)

{SWNZX}C{WN(M)ZI}U{%ZX}.

En déduire que
Sn v
Pl—=x|<PW, =) +P|—=x|.
(N x) (Wn(w) = 1) (N x)

36) On considere a présent un nombre x > —1- fixé. En utilisant les résultats pré-
cédents avec u = xN, montrer que, pour tout € €]0, 1], il existe un entier N} > 1

tel que, pour tout N = Nj,ona:

S
|]1>(—N > x) <(1+e)x *N'"%(x),
N
ou
gx):=1+ 2
= 2
1
e-a)(1- i)

37) Comparer les inégalités obtenues aux questions 26) et 36).
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Exercice

Un assureur proposant des contrats d’assurance automobile utilise le modele
suivant. Deux profils de conducteurs sont pris en compte : les "bons conduc-
teurs" (profil 1), et les "mauvais conducteurs" (profil 2). Pour un conducteur de
profil donné i € {1,2}, le nombre de sinistres annuel que l'assureur est amené a
indemniser est modélisé par une variable aléatoire de loi de Poisson £2(A;) de
parametre A;. La différence entre les bons et les mauvais conducteurs se traduit
par 'inégalité :

A1 < Ay, 3)
Par ailleurs, pour i € {1,2}, on note p; la probabilité pour qu'un assuré pris au
hasard corresponde au profil i, et 'on suppose que p; >0 et p» > 0.

Dans la suite, on note D la variable aléatoire correspondant au nombre de
sinistres annuel pour un assuré pris au hasard, et 'on note I la variable aléatoire
avaleurs dans {1, 2} indiquant le profil de ce méme assuré.

On rappelle la définition de la loi de Poisson : si X suit la loi de Poisson 22(7)

de parametre A > 0, on a, pour tout entier k € N,

AR

On rappelle en outre les formules valables dans ce contexte :
E(X)=21

et

E(X?) =A%+ A.

A) Pour k € N, expliciter la valeur de P(D = k|1 =1) et de P(D = k|I1 = 2).

B) Pour k € N, exprimer la valeur de P(D = k) en fonction de k, 11, A2, p1, p2-

C) Calculer I'espérance E(D) en fonction de 11, A2, p1, p2.-

D) Calculer I'espérance E(D?) en fonction de A1, A2, p1, p2.

E) En déduire une expression de la variance V(D) en fonction de 1, A2, p1, p2.

F) Comparer V(D) a la variance d'une variable aléatoire de loi de Poisson de pa-
rametre A = p1; + p21s.

G) Calculer P(IT=1|D=k) etPII =2|D = k).
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Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

Lobjet du probleme est I'’étude du nombre de records d’'une permutation via la suite de
variables aléatoires (R;,) ,ew+ introduite dans la partie II. La partie III utilise les notations et
des résultats de la partie II.
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Partiel Une distance entre lois de variables aléatoires

Toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur le méme espace probabi-
lisé (Q, T, P).

1. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires a valeurs dans IN.

a) Justifier la convergence de la série de terme général ‘P([X =n])-P([Y =n])]|.
1 +00
On note d(X, )= ) ([Ptx=np-pry =nnl)
n=0

b) Que dire des variables X et Y quand d(X,Y) =0?
Donner un exemple simple de deux variables X et Y distinctes et telles que d(X, Y) = 0.

c) Prouver l'inégalité : d(X,Z2) <d(X,Y)+d(Y, Z).
2. a)Onpose A= «{ke IN;P([X=k])=P([Y = k])}.Vériﬁerl’égalité:
A(X,Y) = ’P([XEA])—P([YEA])‘.

b) Soit B une partie de IN.
Prouver I'inégalité : [P([X € B))~P(|Y € B)| <d(X, V).
On pourra faire intervenir les parties BN A et Bn A°.

3. Soit p € [0,1], X une variable suivant la loi de Bernoulli de parametre p et Y une va-
riable suivant la loi de Poisson de parametre p.

a) Justifier, pour tout réel x, 'inégalité : e* = 1 + x.
b) Etablir I'égalité d(X,Y) = p(1—e™P) et en déduire la majoration d(X,Y) < pz.

Dans la fin de cette partie, on considere un entier n au moins égal a 3, un entier N > n,

et on note I la matrice identité de My (R) et R la matrice de My (R) dont tous les coefficients
0 1 (0)
sont nuls sauf ceux de la sur-diagonale qui valent 1, c’est-a-dire R = ( ) o
0 v 1
0

On considere une n-liste (p1, p2,..., pn) deréelsde [0, 1], n variables aléatoires X7, Xo,..., X,
(resp. Y1, Yo,..., Yy,), indépendantes suivant des lois de Bernoulli (resp. Poisson) de para-
metres respectifs pi, pa2,..., Pn-
On note, pour tout entier i € [1,n], P; =(1—p;) [+ p;RetQ; = p;(R-1).

4. a) Montrer que la premiére ligne du produit P, P, est constituée des n+1réels P ([ X; + X, =0]),
P([X;+X,=1]),...,P([X; + X, = n]) suivis de termes nuls.

n
b) Onnote U, = Z Xk. Montrer que la premiere ligne du produit P; P, ... P, est consti-

k=1
tuéedes n+1réelsP([U, =0)), P([U,=1]), ..., P([U, = n]) suivis de termes nuls.
r Ak
5. Onrappelle (ouon admet) que si A € My(R), la suite de terme général Z o converge,
k=0 *:

quand r tend vers +oo, vers une matrice notée exp A. La convergence d’une suite de ma-
trices s’entendant comme la convergence coefficient par coefficient. On admet que si
deux matrices A et B de My (R) commutent alors on a exp(A + B) = exp A x exp B.
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a) Soit i un entier de [1, n] et r un entier naturel. Prouver |'égalité :

k Jor—j 1k ok
=0 k' =0 M=o K
N-1 pj -pi
b) En déduire que expQ; = ) — — R/
j=0 I

n
c) Onnote V, = Z Y. Montrer que la premiere ligne du produitexp Q; x exp Q2 x ... x exp Qy
k=1
est constituée parles NréelsP([V, =0]),P([V,=1]),...,P([V,=N-1]).

N
6. On note, pour toute matrice A = (a;,j)1<;,j<ny de My(R), || All = lmaylcv Z la; jl.
<isN %
j=1

a) Prouver, pour tout couple (A, B) d’éléments de My (R) les inégalités

IA+Bll <Al + Bl et [AB|<I|AllBI.

b) Prouver, pour tout entier i € [1, n], I'inégalité |exp Q; || < 1.

c) En remarquant que
n

[1Pi—]]expQi=(Pi—expQi(]]P)+EexpQ(]Pi-
i=1 i=1

i=2 i=2 i

exp Q;),

n
=2

prouver I'inégalité

n n
[1Pi—]]expQ:
i=1 i-1

n
=) [Pi—expQil.
i=1

d) En exprimant, pour tout entier i de [1, n], la matrice P; — exp Q; a I'aide des puis-
sances de la matrice R, prouver I'inégalité || P; —exp Q; | < 2p?.

n
7. a) Déduire des questions précédentes I'inégalité d(U,, V) < Z pf.
i=1

b) Soit A > 0. En appliquant le résultat précédent, retrouver la propriété d’approxima-

tion usuelle de la loi binomiale de parametres n et — par une loi de Poisson.
n
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PartieIl Records d’'une permutation

On rappelle qu'une permutation d'un ensemble non vide E est une bijection de E sur E.
On note, pour tout entier naturel » non nul, ., I'’ensemble des permutations de '’ensemble
[1,7n] (des entiers k tels que 1 < k < n) et 0 := (01,02,...,0,) la permutation o qui envoie
I'entier 1 sur oq,2 sur oy, ..., B SUr 0.

On note 22 (%#,) 'ensemble des parties de .#, et on munit |’espace probabilisable (%#,, 2 (#,,))

de la probabilité uniforme notée P. Ainsi, pour tout élément o de .4, on a P({o}) = pri

Soit n € IN* et k € [1, n]. On dit qu'une permutation ¢ = (01,03,...,0,) présente un re-
cord au rang k si, pour tout entier i vérifiant1 < i < k,ona o; < 0. Ainsi, en particulier, toute
permutation présente un record au rang 1. On note R, (o) le nombre de records que compte
la permutation o. On définit ainsi une variable aléatoire R, sur .%;,. Bien sfr, la variable R;

LA |
est certaine égale a 1. On note, pour tout entier naturel » non nul, H, = Z %
k=1
1. Montrer que la suite (H, —Inn),en* est monotone convergente. On note y la limite
de cette suite.

Dans toute la suite de cette partie II on considére un entier n au moins égal a 3.
2. Déterminer la loi de R3, son espérance et sa variance.
3. Déterminer les probabilités P([R, =1]) et P([R,, = n]).

4. a) Soit p un entier de [2, n]. Déterminer le nombre de permutations de [1, n] ayant
exactement 2 records lesquels sont atteints aux rangs 1 et p.
171

b) Prouver I'égalité : P([R, =2])=— ) _ —
nio k

c) Donner un équivalent de P ([ R, = 2]) quand 7 tend vers 'infini.

5. Onintroduit, pour tout entier i de [1, n]], la variable aléatoire T;, définie sur (#,, 2 (#;),P),
qui, a chaque élément o de ., associe la valeur 1 si o présente un record au rang i et
égale a 0 sinon.

1
a) Montrer que, pour tout entier i de [1, n], T; suitlaloi de Bernoulli de parametre -
i

b) Calculer I'espérance de la variable R, et en donner un équivalent simple quand n
tend vers 'infini.

6. a) Soit (7, j) un couple d’entiers vérifiant2 < i < j < n.
En calculantla probabilité P ([ T; = 1]n[ T} = 1]), justifier 'indépendance des variables T;
etT;.
J

b) Calculer la variance de la variable R, et en donner un équivalent simple quand 7

tend vers 'infini.

7. On admet I'indépendance mutuelle des variables T1, T»,..., Tj,.
Etablir, pour tout entier k de [2, n], I'égalité :
11 1 1
P([R,=k]) = Z ... H (1—}).

2<ip<iz<--<ix=<n I2 13 Lk 2sjsn
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1 1
a) En déduire I'égalité : P([R, =3)=— )  —-
1<i<j=n-11J

o 1In®n
b) Prouver I'équivalence : P([R;, =3]) ~ P

Partie Il Deux résultats asymptotiques

1. Un premier résultat

a) Soit € > 0. Prouver, pour tout entier n assez grand, I'inclusion entre événements :

Hlnn_l‘zgl <| 1?:1_1571 Eg]
b) Soit € > 0.
(i) EtablirI'égalité : nEerP( [ ’11:; - lf”; >¢ ]) =0
(i) En déduire I'égalité : lim P(| ‘— ~1|ze =0,

2. Un second résultat

On rappelle que si X est une variable aléatoire a valeurs dans IN on note Gx sa fonction
génératrice c’est-a-dire la fonction qui, a chaque réel ¢ de [0, 1], associe

+00
Gx(=Et") =Y P([X=kDt".
k=0

a) Déterminer la fonction génératrice d'une variable de Bernoulli de parametre p € [0, 1].
b) Déterminer la fonction génératrice d'une variable de Poisson de parametre A > 0.

c) Soit n € IN*, et X3, X>,.. Xn des variables aléatoires, a valeurs dans IN, mutuelle-

ment indépendantes et S, = Z X Justifier I'égalité : Gs, = H Gx, .
k=1 k=1
d) Soit Y, X, X5,...une suite de variables aléatoires a valeurs dans IN. On admet le
résultat suivant : si, pour tout réel  de [0, 1], 1a suite (Gx, (£)) ,ew* converge vers Gy (1),
alors la suite (X},) ,ev converge en loi vers Y, c’est-a-dire que, pour tout entier naturel k,

lim P([X,=k])=P([Y =k]).

n—+oo

Soit m un entier naturel au moins égal a 2 et n = 2m. On conserve les notations de
2m

la partie II et on pose W,, = Z T} (qui compte le nombre aléatoire de records que
k=m+1
présente une permutation de [[1, Zm]] entre les rangs m+1 et 2m).

Prouver, pour tout réel ¢ de [0, 1], 'égalité : Gy, (1) = H 1+ —)
i=m+1
e) En déduire que, lorsque I'entier m tend vers +oo, la suite de terme général W,
converge en loi vers une variable aléatoire qu’on identifiera.
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Toutes les matrices de 'énoncé sont a coefficients réels et, pour tout entier n strictement
positif, on note .4 ,, le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n et 6, le R-espace
vectoriel des matrices-colonnes a n coefficients (.4, et €, sont donc des notations simpli-
fiées pour 4, (R) et M1 (R)).

Lespace ./ estidentifié a R et la transposée d’'une matrice M, quel que soit son format, est
notée ‘M.

On s’intéresse dans ce probleme aux matrices carrées H dont les coefficients h; ; ne dé-
pendent que de la somme i + j de leur indice de ligne i et de leur indice de colonne j.

Pour toute application ¢ : N — R et tout entier strictement positif 77, on note Hé,") la matrice
carrée de ./, donnée par :

@ (0) 1) ... @n-1)
n . pl) @2 ... N
HP =(pt+j-2) =] ", _ _

<i,jsn

pn-1 @) ... e2n-2)

Lobjet du probléeme est de préciser dans quels cas les matrices Hé,”) définissent un produit
scalaire, ce qui permet alors d’écrire leurs coefficients comme les moments d'une variable
aléatoire discrete.

Les trois parties du probleme sont relativement indépendantes les unes des autres, mais un
méme exemple apparait a la fin de chacune d’entre elles.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utilisa-
tion diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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Partie 1 : premiers exemples

1 -2 3
1. SoitH=|-2 3 -4
3 -4 5

On note h 'endomorphisme de R? dont H est la matrice dans la base canonique.

a) Lespace R? est muni de son produit scalaire usuel, noté (.,.), pour lequel la
base canonique est orthonormale.

i) Soit a un vecteur non nul de R3 et D la droite engendrée par a. Déterminer,
pour tout vecteur x de R3, la projection orthogonale de x sur la droite D.

ii) Enoncer le théoréme spectral. En déduire que le noyau et 'image de & sont
deux sous-espaces supplémentaires et orthogonaux de R3.

iii) Trouver la matrice dans la base canonique de R® du projecteur orthogonal
sur I'image de h.

b) i) Calculer la trace de 'endomorphisme /o h.

ii) En déduire le spectre de 'endomorphisme A.

2. Dans cette question, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 3 et on note ¢ la
fonction définie sur N par :

VkeN, pk) = (D (k+1)-
On observera que Hg’) est la matrice de la question précédente.

a) Soit 7 la fonction définie sur N par :
VkeN, t(k)=k+1-
Ecrire les matrices H((p”) et HT(n) et démontrer qu’elles sont semblables.

b) Soit %,, = (ey, e, ..., e,) la base canonique de R".

On note g I'endomorphisme de R” dont la matrice dans la base 98, est H™.

i) Montrer que I'image de g est le sous-espace vectoriel F de R” engendré par
les deux vecteurs :

n
=) ek
k;l
=) ke
k=1

ii) Justifier la stabilité de F par g et démontrer que la matrice dans la base (fi, f>)
de 'endomorphisme de F induit par g est:

nn-1 nm%-1)

2 3
G=
nn+1)
n —
2

¢) Déduire des résultats précédents le spectre de Hg’).
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3. Dans cette question, n désigne un nombre entier strictement positif et on note ¢ la
fonction définie sur N par:

VkeN, ok)=Kk!-
(9]
C2
a) Soit C =| . | une matrice-colonne de €,,.
Cn

+00

i) Justifier la convergence de 'intégrale f

n .
(Z ¢t H% e ! dr.
0 i=1

+o0 n
. . A les C=1N2 o—f 34 _ ()
ii) Justifier I'égalité : fo (i—zi cit™ ) e dt= "CH, C.
b) Déduire de ce qui précede que toutes les valeurs propres de Hq(,)”) sont stricte-
ment positives.

4. Par un procédé similaire a celui utilisé dans la question précédente, démontrer que
toutes les valeurs propres de la matrice Hé,”) sont strictement positives dans le cas ou
la fonction ¢ est définie par :

1
VkeN, k)= ——-
© ¢ k+1

Partie 2 : les formes bilinéaires A,

Tous les polyndmes considérés dans la suite du probléme sont a coefficients réels et, pour
tout entier naturel p, on note E, I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus p (E, est
donc une notation simplifiée pour R , [ X]).

On considere une application ¢ : N — R, a laquelle on associe pour tout entier naturel n
les applications A, et §,, définies sur E, x E,, et E»,, de la maniére suivante.

n . n .
« Pour tout polynéme A=) a;X' € Ej, et tout polynéme B= Y b; X' € E,, on pose::
i=0 =0

n n
An(A,B)=) Y aibj@i+])-

i=0j=0
2n 2n
« Pour tout polynéme Q = Y ¢ X € By, onpose: 6,(Q) =Y. cr p(k) -
k=0 k=0
1. Soit ne N*.
a) Préciser la dimension du R-espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques
sur E;, x E,,.

b) Vérifier que I'application A, est une forme bilinéaire symétrique sur E,, x E,,.
c) Etablir, pour tout élément (A, B) de E,, x Ey,, I'égalité :

Ap(A,B)=6,(AB) -

d) Quelle estla dimension de I’espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques
sur E, x E,, qui peuvent s’écrivent (A, B) — 6 (AB), avec 6 forme linéaire sur Esj, ?
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2. Dans cette question, on considere un nombre entier naturel d, au moins égal a deux,
et une variable aléatoire discréte Y, définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P), pre-
nant d valeurs distinctes yy, )»,..., ¥4 avec les probabilités respectives p1, p2,..., pa,
strictement positives et de somme égale a 1.

On se place alors dans le cas ou la fonction ¢ est définie par :
VkeN, (k) = E(Y5),

ou E(Y5) désigne I'espérance de la variable variable aléatoire Yk,

a) Pour tout polyndme Q de E,, vérifier I'égalité : §,(Q) =E(Q(Y)) -
b) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur n et d, pour que
la forme bilinéaire A, soit un produit scalaire sur Ej, x E,,.

3. Dans cette question, on suppose que la fonction ¢ est définie par :

VkeN, ok)=——-
€ ¢ k+1

a) i) Pour tous (ag, a1, az) et (by, by, by) éléments de R3, vérifier 'égalité :

Ap(ap X* + a1 X + ag, o X* + b1 X+ bg) = ‘CoHY Cp

ag bo
ouCsa=|a;|etCg=|b1|.
ap b

ii) En déduire que A, est un produit scalaire.

b) A l'aide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, construire a partir de la
base canonique %, = (1, X, X?) de E, une base orthonormale 9B, de E, pour le produit
scalaire A».

c¢) On note M la matrice de passage de 98, a 28, et N la matrice de passage de 98,
a%B;.
i) Montrer que la matrice N est triangulaire.

ii) Calculer la matrice ‘M Hg’)M et en déduire I'égalité : Hg’) = INN.

d) Généraliser la démarche précédente pour prouver que, pour tout entier 7 stric-
tement positif , il existe une matrice triangulaire T de ./, telle que :

H(E)ﬂ) — IfT(n) T(ﬂ) .

Partie 3 : polynémes positifs et matrices de moments

Dans cette partie, on utilise les mémes notations que dans la partie 2.

On considere donc encore une application ¢ : N — R, a laquelle on associe pour tout n des
applications A, et 6, définies comme précédemment.

On dit qu'un polyndme P est positif s’il est distinct du polynéme nul et si P(x) est positif ou
nul pour tout réel x.
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1.

a) Montrer que I'ordre de multiplicité de toute racine réelle @ d'un polynéme po-
sitif P est pair.

b) Montrer que tout polynome positif Q de degré 2 est somme de deux carrés de
polynomes, c’est-a-dire qu'il existe un couple (A, B) de polyndomes tels que Q = A% + B2,

c) Pour des polyndmes A, B,C, D, écrire le polynéme (AC + BD)? + (AD — BC)?
comme produit de deux sommes de deux carrés de polynomes.

d) En utilisant sa décomposition en produit de facteurs irréductibles de R [X], dé-
duire des résultats précédents que tout polyndme positif est somme de deux carrés de
polyndmes.

e) Soit n € N. Montrer que A, est un produit scalaire sur E, x E,, si et seulement
si, pour tout polynéme positif P de E»,, ona: 6,(P)>0.

Jusqu’a la fin du probleme, on suppose que la fonction ¢ vérifie I’égalité ¢(0) = 1.

On considere un entier n supérieur ou égal a 2, et on suppose que 'application A,
associée a ¢ est un produit scalaire sur E;, x Ej,.

On note (Py, Py, ..., Py) la base orthonormale de E,, (pour ce produit scalaire) obtenue
par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a partir de (1, X, ..., X™).

a) Justifier I'orthogonalité de P, avec tous les polyndmes de degré inférieur ou
égalan-2.

b) En déduire que P, est scindé a racines simples. On pourra raisonner par I’ab-
surde.

Onnote ay,...,a, les n racines de Py, réelles et distinctes deux a deux, d’apres ce qui
précede.

. . nooX- a;
Pour tout entier k compris entre 1 et n, on note : Ly = H .
. ap—a;
i=1 k i
ik

n
a) Montrer que (Ly,L;...,L,) est une base de Ej,_; et calculer Z L;.
i=1
b) Soit Q € E»;, ;1.

i) Justifier 'existence d'un couple (A,R) € E;,—; x E;—1 telque: Q = P, A+ R.
n
ii) Vérifier que : 6,(Q) = )_ Q(a;)6,(L;) .
i=1
¢) Pour tout entier k compris entre 1 et n, on pose : px =6, (Lg) -
Démontrer que py, p2, ..., Pn sont strictement positifs et de somme égale a 1.

a) Déduire de ce qui précede qu'’il existe une variable aléatoire discrete Z vérifiant
la propriété :
Vkell,2n-1], E(ZF) = @(k) -

b) On revient ici au cas ou la fonction ¢ est définie par: VkeN, ¢(k) = a1
Déterminer le nombre minimal de valeurs prises par une variable aléatoire discrete Z
vérifiant la propriété précédente.
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2015

Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet se compose d'un probleme et d'un exercice pouvant étre traités de maniere in-
dépendante. Les différentes parties du probleme peuvent également, dans une certaine me-
sure, étre traitées de maniére indépendante, quitte a admettre les résultats des parties pré-
cédentes. Une liste de résultats susceptibles d’étre utiles, et pouvant étre utilisés sans qu'il
soit nécessaire de les redémontrer, est donnée au début.

La qualité de la rédaction et la précision des réponses apportées entrent pour une part
importante dans la notation. Les réponses absurdes sont pénalisées.
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Rappel de résultats

Ci-apres figurent plusieurs résultats que I’on pourra utiliser sans qu’il soit nécessaire de
les redémontrer. Par souci de simplicité, certains énoncés sont donnés dans des cas particu-
liers (variables aléatoires ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, ou variables aléatoires a
valeurs entieres), et non pas dans le cadre le plus général possible.

1. Inégalité triangulaire pour I'espérance : pour toute variable aléatoire réelle X ne pre-
nant qu'un nombre fini de valeurs, on a I'inégalité :

IE(X)| < E(X]).

2. Loi faible des grands nombres : étant donnée une suite de variables aléatoires réelles
(X»)n=0 ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, on a, sous I'hypothése que les va-
riables sont indépendantes et de méme loi, la loi faible des grands nombres : pour

toute >0,
Xo+--+Xj-
lim P(O—’“—[E(X)

n—+oo

26)20.

3. Espérance d’'une fonction d’'une variable aléatoire : étant donnée une variable aléa-
toire réelle X ne prenant qu'un nombre fini de valeurs distinctes {xy, ..., x;;}, et une
fonction h : R — R, on al'identité:

E(h(X) =) h(xg) -P(X = xg).
q=1

4. Loi d’'une somme de deux variables aléatoires indépendantes : étant données deux
variables aléatoires réelles X et Y a valeurs dans N, on a, pour tout k € N, I'identité :

k
PX+Y=k=) P(X=j)-PY=k-j).
j=0

5. Loi uniforme sur [0,1] : la loi uniforme sur l'intervalle [0,1] est la loi associée a la
densité f définie par
_ |1 sixe]0,1]
f “{ 0 six¢[0,1]

Pour deux nombres a, b telsque 0 < a < b <1, on a alors I'identité
Pa<U<b)=b-a.

6. Borne sur la probabilité d'une réunion d’événements : étant donné un nombre n > 1
d’événements Aj,..., A, définis sur un espace probabilisé (Q2,.%,P), on a I'inégalité :

IP(U Al-) <) P(A).
i=1 i=1

7. Développement de Taylor de I'exponentielle : au voisinage de x = 0, on a le dévelop-

pement limité suivant :
2

x
ex:1+x+?+0(x2).
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Probléeme

Dans ce probleme, on étudie, sur un modele mathématique trés simplifié, les conséquences
along terme de la répartition d'un investissement entre un placement sans risque, garantis-
sant un taux de croissance constant, et un placement risqué, dont le taux de croissance est
modélisé par une variable aléatoire.

On considére un pas de temps 6 > 0, et une succession de dates fy, f;,... définies par
tp, = nd pour tout n = 0. On suppose que, entre deux dates successives, le placement sans
risque voit son montant systématiquement multiplié par une constante p > 1. Autrement dit,
pour tout n = 0, x euros investis a la date ¢, dans le placement sans risque se transforment
en x - p euros a la date #,+,. Pour ce qui est du placement risqué, son montant est multiplié
entre deux dates successives par une variable aléatoire : pour tout n = 0, x euros investis a
la date t;,, dans le placement risqué se transforment en x - X;, euros a la date ¢,.1, ol X;, est
une variable aléatoire. On fait 'hypothese que les variables (X},) ;>0 sontindépendantes et de
meéme loi, et ne peuvent prendre que deux valeurs distinctes h (valeur « haute ») et b (valeur
«basse »), leur loi commune étant définie par

{ P(X,=h)=p
P(Xn:b):q ’

* het b sont deux nombres réels strictement positifs vérifiant la relation b < h.

* p et g sont deux nombres réels strictement positifs vérifiant la relation p + g = 1.
La stratégie d'investissement que I’on étudie consiste, partant d'un capital initial non-aléatoire
Co > 0 ala date f, a répartir a chaque date ¢, le montant disponible en une proportion « in-
vestie dans le placement risqué, et une proportion 1 — a dans le placement sans risque, le
nombre a étant une constante fixée dans [0, 1]. On suppose en outre qu’il n'y a au cours du
temps ni apport extérieur (hormis le capital initial Cp) ni retrait. Dans la suite, on note C, le
montant disponible a la date C,, obtenu en suivant la stratégie d’'investissement étudiée.

Partie I - Quelques résultats généraux

Question 1) Exprimer, pour tout n = 0, la valeur de C,4; en fonction de C,, X, a et p.
Question 2) En déduire la relation, valable pour tout n>1:
n—1
Cn=Co-[] [aXk+(1—-a)p].
k=0

Question 3) On définit la fonction ¢ : [0,1] — R par
$@) =E(aXo+ 1 -a)p). ey
Déduire de ce qui précede la relation, valable pour tout n=1:
E(Cy) = Co x (Pp(a))”.

Question 4) Montrer que, pour tout n =0, on a C,, > 0, puis établir pour tout n > 1 larelation:

n—-1
InC,=InCo+ ) In(aXx+1-ap).
k=0

Option B Mercredi 20 mai, matin Page 3/7



BECEAS 2015

Question 5) On définit la fonction g : [0,1] — R par
g@)=E(In(aXo+(1-a)p)). )

Montrer que I'on a la propriété suivante : pour tout € > 0,

lim P(‘IHC” —g(a)
n

n—+oo

26)20.

Indication : Exploiter le résultat de la question 4) en faisant appel a la loi des grands nombres.
Question 6) En déduire que I'on peut écrire, pour n > 1,

Cn — en(g(a)+en)

ou (€,),>1 est une suite de variables aléatoires vérifiant la propriété suivante : pour toute > 0
lim,— ;oo P (le,] =€) =0.

Partie II - Taux de croissance optimal

On introduit la notation u = E(Xp), et, dans toute cette partie, on fait les hypotheses sui-
vantes :

e b<p<h
*H>p
On introduit également la notation
ot = PE=P
(h—p)(p—Db)

Question 7) Donner une expression explicite de g(a) en fonction de a et des autres para-
metres du probleme (p, h, b, p, ).

Question 8) Montrer que I'on a toujours g(0) = 0.

Question 9) Montrer que, si a* < 1, la fonction g est strictement croissante sur [0, a*], puis
strictement décroissante sur [a*, 1], et possede donc un unique maximum sur [0, 1] atteint
ena”.

Question 10) Montrer que, si a* = 1, la fonction g est strictement croissante sur [0,1], et
possede donc un unique maximum sur [0, 1] atteint en 1.

Question 11) Quelle valeur de a doit-on choisir (selon vous) afin de maximiser la croissance
a long terme du montant disponible ? (Justifier la réponse.)

Partie III - Un exemple

On suppose que les parametres prennent les valeurs suivantes: h=1,4; b=0,7; p =1,04;
p =q =0,5. On donne la valeur approchée (a +1073 pres) a* = 0,085.

Question 12) Montrer que sur cet exemple on a ¢p(1) > 1 et g(1) <O0.

Question 13) En déduire que, avec le choix @ = 1, on a les deux propriétés suivantes :

lim E(C,) = +oo,
n—+oo

et, pour tout € > 0,
lim P(C,=¢€)=0.
n—+oo

Comment expliquer I'occurrence simultanée de ces deux propriétés apparemment contra-
dictoires ?
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Partie IV — Probabilité de franchissement d’un seuil

On suppose dans cette partie que 1 = e’ et b = e, oi1 £ est un nombre réel strictement

positif, et 'on suppose également que p > g. On définit Z; = 0 et, pour tout n > 1,

n—-1

Zp=)_ InX;.
k=0

Pour tout entier m = 0, on introduit I'’événement A,,, défini par
Am = {il existe n = 0 tel que Z, = —m x ¢}

et la probabilité
Uy =P(Ay).

Question 14) Montrer que ug = 1.
Question 15) Montrer que, pour tout m = 1, on a les identités :

P(AmlXo = h) =P(Am+1) et P(AplXo=Db) =P(An-1).
Question 16) En déduire la relation, valable pour tout m=1:
Um = PUm+1 T JUm-1.

Question 17) En déduire qu’il existe des constantes c; et ¢, telles que, pour tout m =0,
m
um:Cl-l-Cg(z) .
p

On admettra dans la suite que la propriété suivante est vérifiée :

lim u,,=0. (3)

m—+oo

Question 18) Montrer que, pour tout m =1,

m
un=(4)".
p
Indication : utiliser (3) et les résultats des questions 14) et 17).

Partie V - Passage a la limite

Comme dans la partie IV, on suppose que & = e’ et b = e"¢. On suppose en outre que les
parametres du modele sont reliés au pas de temps 6 de la maniére suivante :

2
[za-\/g,p:% 1+M\/5 ,q:% 1—(71172)\/5 , p=1+7190,

ol r, m et o sont trois constantes vérifiant m >r =0 et o >0, et § est supposé suffisamment
petit pour que p et g soient strictement positifs.
Question 19) Montrer que I'on a les propriétés suivantes lorsque § — 0* :

(i) E(Xp) =1+ md+0(d)
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(i) V(Xp) =026 + 0(6) (lanotation V désigne la variance)

(ifil) limg_or @™ = 25",
Indication : Expliciter les valeurs de E(Xj), V(Xp) et a*, puis effectuer un développement
limité en 6.
Question 20) On suppose pour simplifier que r = 0 et que % = 1, de telle sorte que I'on
alims_ o+ a™ = 1. En supposant que 1'on choisit exactement @ = 1, montrer que I'on a, pour

tout 8 €]0,1[, le résultat suivant :

C
lim P | il existe n = 0 tel que (?n) <0|=0. 4)

6—0+ 0

Indication : Relier la probabilité figurant dans (4) a la probabilité étudiée dans la partie IV.
Question 21) On peut montrer dans un cadre tres général qu'une relation analogue a (4) est
valable, lorsque I'on choisit d’investir a chaque pas de temps une proportion a¢* du montant
disponible dans le placement risqué. Commenter la relation (4) du point de vue du risque
associé a une telle stratégie d'investissement a long terme.

Exercice
On considere un entier N = 1, et N variables aléatoires By, ..., By indépendantes. On sup-

pose en outre que, pour tout i € {1,..., N}, la variable aléatoire B; suit une loi de Bernoulli de
parametre p;, ou p; € [0,1]; autrement dit, la loi de B; est caractérisée par:

{ P(B;=1) = p;
P(Bi=0)=1-p; '

On introduit ensuite la variable Sy définie par
N
Sn=)_ B
i=1

et 'on considere également une variable aléatoire T suivant la loi de Poisson de parametre
A, ou A est défini par

=

Il
—

A= Pi-

1
L'objectif de cet exercice est d’obtenir une borne sur I'écart entre la loi de Sy etlaloide T.
Question A) On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y, X suivant la loi
de Poisson de parametre £3, et Y la loi de Poisson de parametre y. Montrer que la loi de la
variable aléatoire X + Y est la loi de Poisson de parametre  + .
Indication : Calculer la valeur de P(X + Y = k) pour tout entier k = 0.
Dans la suite de lU'exercice, on considere N variables aléatoires Uy,..., Uy indépendantes et de
méme loi uniforme sur [0, 1].
Question B) Pour tout i € {1,..., N}, on définit la variable aléatoire C; par

Ci = 1 SiUi>1—pi
1o siUj<1-p; °

Montrer que, pour tout i € {1,..., N}, la variable aléatoire C; suit la loi de Bernoulli de para-
metre p;.
Indication : calculer la probabilité P(C; = 1).
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Question C) Pour tout k € N, et tout p € [0,1], on note g,(k) = Z?:o e—pﬂi, et I'on pose
gp(=1) = 0. Pour tout i € {1,..., N}, on définit ensuite la variable aléatoire D; en stipulant
que, pour tout k € N,

D; =k sietseulementsi g, (k—1) <U; < gp, (k).

Montrer que, pour tout i € {1,..., N}, la variable aléatoire D; suit la loi de Poisson de para-
metre p;.
Indication : calculer pour tout k la probabilité P(D; = k).
Question D) Représenter sur une figure I’ensemble des valeurs de la variable U; pour les-
quelles on a I'égalité C; = D;, en tenant compte de I'inégalité 1 — p; < e™i.
Question E) En utilisant I'inégalité 1 — p; < e” i, montrer que, pour tout i € {1,..., N}, on a
I'inégalité

P(C;=D;)=1-p5. (5)
Question F) On introduit I'événement A = {Vi € {1,..., N}, C; = D;}. Montrer que

P(A) <

=

I
—

2

pi (6)
1

ol A désigne I'événement complémentaire de A.

Dans la suite de Uexercice, on considere les variables aléatoires

N N
C=) CietD=) D;.
i=1 i=1

Question G) Montrer que la loi de C est identique a la loi de Sy, et que la loi de D est iden-
tique alaloide T.

Question H) On considere un sous-ensemble H < N, et I'on introduit les variables aléatoires
V et W définies respectivement par

V—{l siCeH 1 siDeH

0 siC¢eH 0 siDeH ~

et W= {
Montrer que 'on a les identités
P(Ce H)=E(V) et P(De H) =E(W).
Question I) Déduire de la question précédente que I’on a I'inégalité
IP(Ce H)-P(De H)|<E(|V-W]).
Question J) On introduit la variable aléatoire Y définie par

1 si An'est pasréalisé
Y= . L e .
0 si Aestréalisé

Montrer que I'on a l'inégalité |V - W| < Y.
Question K) En faisant la synthése des questions précédentes, montrer que

N
IP(Sye H)-P(Te H)| <Y p?. ()
i=1

Expliquer en quoi ce résultat répond a I'objectif de I'exercice présenté au début.

Question L) On se donne un nombre réel positif & tel que i < N, et1’on fait I'hypothese que
pi = h/N pour tout i € {1,..., N}. Quelles sont alors les lois respectives de Sy et T ? Quelle est
dans ce cas la valeur du membre de droite de 'inégalité (7) 2 Comment se comporte celui-ci
lorsque N — oo ?
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
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Session 2016

Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

Lobjet du probleme est 1’étude, dans différents contextes, de la convergence et, parfois, de la
€

valeur de la somme d’une série de terme général — oil, pour tout entier naturel 7z non nul,
n

Epvaut 1 ou —1.
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Partie I : Quelques cas déterministes

"]
On note, pour tout entier naturel » non nul, H, = Z T
k=1

1. On pose, pour tout entier naturel n nonnul, y, = H, —Inn.
Montrer que la suite de terme général (y,) ,en+ €St convergente. On note y sa limite.

2N n
. -1
2. a) Etablir, pour tout entier naturel N non nul, I'égalité : Z ) = Hy— Hop.
n=1
_ 1\ +00 (_ l)l’l
b) En déduire la convergence de la série Z et la valeur de la somme Z
n=1 n

3. On suppose dans cette question, que, pour tout entier naturel n, €3,+1 = €342 = 1 et
) £
e3,+3 = —1. Quelle est la nature de la série Z Ly
n

4. On suppose dans cette question, que, pour tout entier naturel n,
E4n+l =E4n+2=1 €t  €4pi3=E4pta=—1.
a) Prouver, pour tout entier naturel N, I'égalité :

N 1 1 11_x4N+4
DY PR R ) =
4n+1 4n+3 o 1+x2

n=0

b) En déduire 'égalité f( ! ! =2
n deduire 1 egalite : - = —
8 4n+1 4n+3 4

n=0

+00 1 €
c) Calculer, de méme, la somme Z ( - ) et en déduire que la série Z 2 est
n—o'4n+2 4n+4 n
too ¢ 7 1
convergente avec Z =z 1 + 3 In2.

n=1
Dans toute la suite de cette partie, pour tout entier naturel p non nul, on considére la suite

(en) nen~ telle que, pour tout entier naturel n,

E2pn+1 = E2pn+2 =" =Epn+p =1 €t Erppip+1 = E2pn+p+2 ="'+ =E2pn+2p = —L.

La suite (€,) ,en+ €St donc constituée de p termes égaux a 1, suivis de p termes égaux a —1,
suivis de p termes égaux a 1, etc.

n
. £k
On pose, pour tout entier naturel n nonnul, S, = ) —-
-1 k
2pn+2p £k 1
5. a) Prouver, pour tout entier naturel n, la majoration: Z —< 5
=2 k ~2n
=2pn+l
b) En déduire la convergence de la suite (S2p,) new*.
L. En
c) Prouver la convergence de la série Z —
n
+00 En
On note Z, la somme de cette série c’est-a-dire X, = —
n

n=1

6. a) Etablir, pour tout entier naturel N non nul, I'égalité :

N(l 1 1 1

N 1
+oot - —---——): Zf (L+x+--+xP~1) (1-xP) x*P" dx.
2pn+1 2pn+p 2pn+p+1 2pn+p+p/  =odo

n=0

Mathématiques mardi 17 mai, matin Page 2/5



BECEAS 2016

T+ x4+ +xP!
b) En déduire I'égalité: lim S = f dx.
) & Netoo  2PNHD = | 1+ xP

Il+x+--+xP7!
c¢) Conclure alI'égalité: X, = f dx.
0 1+ xP

7. Calcul de X3

1
a) Soit (a, b) € R x R*. Vérifier que la fonction x — A arctan( ) est une primitive sur

1
R dela fonctionx—» ——.
(x—a)®+ b?
b on 1
b) En déduire la valeur de f dx puis conclure a I'égalité : 33 = —— + —In2.
0 X2—x+1 373

8. Une relation de récurrence

, , TO L 4 x4+ xP2
a) Justifier la convergence de I'intégrale f dx et établir I'égalité :

0 1+ xP

In2 1 [*®1+x+--+xP2
1) Zp=—+-= dx.
p 2Jo 1+ xP
) 00 x(1+x% + x + -+ x2P74 1 [*° (I +u+u?+-+uP?
b) Etablir'égalité : f ( )dx:— f ( )du.
0 14 x2p 2Jo 1+ uP
1 [rO1+x2+x"+---+x2P72 1
c) En déduire I'égalité : :—f dx+-2,-
) & P75 1+ x2P 2P
+oo 429
9. Calcul de f —dx
0 1+ x2p

a) Soit A un réel strictement positif et f est une fonction continue définie sur IR a valeurs
dans C dont on note fj (resp. f>) la partie réelle (resp. imaginaire).

A A A
Onrappelle (ou on admet) que f f(t)dt désignela somme f fipde+i f fa(p)dt.
-A -A -A
Soit a €]0, 27 [\ {r}. Etablir I'égalité :

A , . .
lim : t:{ i s%ae]o,n[,

AsYoo ) 4 t—el@ —im sinon.

2k+1)i
b) (i) On note, pour tout k€ [0,2p —1], zx = exp (Q)

2p
Etablir, pour tout entier r € [0,2p — 1], I'existence et 'unicité d'un polynéme de
C2,-1[X], noté L, tel que

0 sik#r;

Lz = { 1 sinon.

(ii) Montrer que la famille (Lo, L1, ..., L2p-1) est une base de C,—1[X].
c) Soit g € [0, p —1].

(i) Justifier I'existence de nombres complexes Ag, A1,..., A2p-1 tels que, pour tout réel

L
t2q Zp—l A‘k

1+12r -z
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2p-1
(ii) Etablir I'égalité: ) Ax=0.
k=0 22q+1
(iii) Prouver, pour tout k € [0,2p — 1], 'égalité: Ay = — 2p
too x24 jm Pl 2k+1)(2g +1
d) Endéduirel’égalité:f = dx=-— Zexp([( )4 )] i)
o 1l+x°P 2p i=o 2p

10. Déterminer la valeur de Z4.

Partie II : Un cas aléatoire

On considere une suite (Y;,),en+ de variables aléatoires réelles discretes, toutes définies sur
le méme espace probabilisé (2, <f,P), indépendantes, centrées (c’est-a-dire d’espérance
nulle) et possédant un moment d’ordre 2.

On admet qu'une suite réelle (u,) ,eyn+ cOnverge si, et seulement si, on a

Ve>0 3INeIN* ‘v’(n,p)EIN2 (p}Netn}N:lup—unlés).

n

On pose, pour tout entier naturel » non nul, S,, = Z Y. et on note ¥ 1'ensemble des w € Q
k=1

pour lesquels la suite (Sn(w)) N converge.
ne

A.La convergence presque siire

+00

1. On pose, pour toute >0, B(e) = | )

N=1 n>N
p=2N

a) (i) Justifier, pour tout € > 0, 'appartenance de B(e) a <f.

(ii) Etablir 'égalité: € = [ B(e).
e>0

(iii) Comparer les ensembles B(e) et B(¢') quand 0 < e < ¢'.

p to 1

(iv) Etablir I'égalité : € = () B(%) et en déduire que ¢ € .

k=1
2. a) Montrer que P (%) = 1 si, et seulement si, pour tout entier naturel k non nul,

P(B(%)) ~1.

b) En déduire que P (¥) = 1 si, et seulement si, pour tout € > 0,

+00

P() U [1Sp-Sul>¢]) =0.
NN

¢) Montrer que P (%) = 1si, et seulement si, pour toute >0, lim P( U ISy —Snl > 5]) =0.

N—+o00 >N
p=N

B.Une inégalité
Quand une variable aléatoire U, définie sur (Q,</,P), a une espérance on note E (U) sa
valeur.
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Soit € > 0 et N un entier naturel non nul. On note Ty 'application qui, a chaque w € Q,
associe I'élément de IN U {+oo} défini par

T(w) = inf{p eIN*;p>N et |S,) -Syw)> g}
(avec la convention inf@ = +00).

1. a) Soit A un événement. Etablir I'égalité : E (14) = P (A).

b) Déterminer, pour tout entier naturel N non nul et pour tout entier p > N, les valeurs
des espérances E(S, — Sy) et E((S, =S N)Z) en fonction des moments des Y.

2. Exprimer, pour tout entier k > N, 'ensemble [Ty = k] a 'aide d’événements liés a dif-
férentes variables aléatoires S; et en déduire que I'application Ty est une variable aléa-
toire.

3. a) Prouver, pour tout entier k > N, I'inégalité : €2 P ([ Ty = k]) < E((sk —Sy)? 1[TN:k]).

b) Soit p un entier strictement plus grand que N.
Justifier, pour tout k € [N+1, p], 'indépendance des variables S p—Sket(Sk—Sn)1{7y=x]-

c) En déduire, pour tout (p, k) € IN? vérifiant N < k < p, 'inégalité :
e2P ([ Ty = k1) <E((Sp - SN Lpry=ir)-

d) Prouver, pour tout entier p > N, I'inégalité :

p p
e ) PUTy=kD< Y EXD.
k=N+1 i=N+1

4. On suppose, de plus, que la série Z E (Y,i) converge. Etablir I'inégalité :

1 +00 9
p(U IS,,—SN|>£])<§ Y E(YD.
p>N i=N+1

C.Le résultat

On considére une suite (X,) ,en+ de variables aléatoires réelles discretes, toutes définies sur
le méme espace probabilisé (Q2,</,P), indépendantes et toutes de méme loi que X;. On
suppose que la loi de la variable X; est donnée par

1
P([Xi=-1D=P([X1=1]D=

2
On pose, pour tout entier naturel n non nul, S,, = 7
k=1
1. Prouver, pour tout entier naturel N non nul, I'inclusion
€
U [18p=Sul>e| < U [1,-sn1> -
nzN p>N 2
p=N

. Xn .
2. Montrer que, presque siirement, la série ) — converge, c’est-a-dire montrer que I'ensemble
Xn(w)

des w € Q pour lesquels la série Z converge est de probabilité 1.
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2016

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Etant donné un entier n € N* et un réel a, on dit qu'une fonction réelle f définie au voisinage
de a est plate a l'ordre n en a si f(x) — f(a) est négligeable devant (x — a)” mais pas devant
(x—a)"*! lorsque x tend vers a. On dit que f est ultraplate en asi f(x)— f(a) est négligeable
devant (x — a)" lorsque x tend vers a, quel que soit 'entier naturel m.

L'objet du probléme est ’étude des fonctions plates et de leurs approximations polyno-
miales. Les quatre parties du sujet sont largement indépendantes, mais les notations de la
partie 1 sont utilisées dans les deux parties suivantes.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utilisa-
tion diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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Partie 1 : étude des espaces E,,(a)

On note E le R-espace vectoriel des applications de classe C*° de R dans R, dont on rappelle
qu’il possede aussi une structure d’anneau commutatif et d’algebre.

Pour tout entier n € N* et tout réel a, on note E, (a) 'ensemble des fonctions de E telles que
la différence f(x) — f(a) soit négligeable devant (x — a)” lorsque x tend vers a.

1. Soit fe E,ac RetneN*.

a) Démontrer, en utilisant une formule de Taylor, que la fonction f appartient a
E,(a) si, et seulement si, pour tout entier kK compris entre 1 et n, la dérivée d’ordre k
de f en a estnulle :

feEua) = VYkel[lnl, fPa=0.

+00
b) Démontrer que la somme s : x — Z aj x* d’une série entiere de rayon de
k=0
convergence infini est ultraplate en 0 si, et seulement si, s est une fonction constante.

2. Un exemple de fonction ultraplate en 0
Pour tout x > 0, on pose : b(x) = exp (— (Inx)?).

a) Donner I'allure du graphe de b en précisant les coordonnées de ses points d’in-
flexion.

b) Justifier que b est de classe C* sur ]0, +oo[ et prouver que, pour tout n € N*, il
existe un polynéome B, € R[X] tel que :

n(nx)

B
Vx>0, b (x) = = exp (- (Inx)?)

(on précisera le degré et le coefficient du mondme dominant de B;,).

b(lx]) six#0
¢) En déduire que la fonction ¢ : x — 0(| . ) ? 0 est ultraplate en 0. En
six=

quels autres points est-elle plate et a quel ordre?
3. Soit n € N*.
a) Montrer que, pour tout réel a, E,(a) est une sous-algebre de 1'algebre E.
b) Lensemble E,,(a) est-il un idéal de I’anneau commutatif E?
4. a) Montrer que, si une fonction f estultraplate en 0, alors la fonction x — f(x—a)
est ultraplate en a.

b) Construire a 'aide de la fonction ¢ définie plus haut une fonction de E ultra-
plate ala foisen 0, en +1 eten —1.

Option A mercredi 18 mai, matin Page 2/5



BECEAS 2016

1.

Partie 2 : interpolations polynomiales avec ajustement de dérivées

a) Trouver, pour tout n € N*, 'unique polynéme P, € R,,42[X] vérifiant P,,(0) =0
et P,(1) =1, et tel que la fonction polynomiale P,, appartienne a E,,(0) N E;(1).

b) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (P;,) ,en-
sur [0, 1].

Soit p un nombre entier supérieur ou égal a 2, a1, a, ..., a, des nombres réels deux a
deux distincts et ny, np, ..., n, des nombres entiers strictement positifs.

14
Soitm:p—1+z N.
k=1
Soit @ I'application de R[X] dans R™*! définie par :

VPeR[X], ®P)= (P(O) (a)), PP (a1),...,P™(ay),...,PP(ay), PV (ay),.. .,P(”P)(a,,))

(ot1 la dérivée 0-ieme P¥ de P désigne la fonction polynomiale P elle-méme).

a) Vérifier que @ est linéaire et vérifier que son noyau est un supplémentaire de
R, [X] dans R[X].

b) En déduire que pour tout (ay,...,ap) € R?, il existe un unique polynéme P de

p
degré inférieur ou égal a m appartenant a ﬂ Ep, (ay) vérifiant :
k=1

Vikell pll, Play) = ai .

Soit n e N*.

a) Justifier I'existence d'une unique fonction polynomiale paire H,, de degré in-
férieur ou égal a n + 4, appartenant a E, (0) N E;(—=1) n E;(+1) et telle que H,(0) =0,
H,(-1) = H,(+1) = 1.

b) Calculer H,, selon la parité de n.

c) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (Hy,) ;e
sur 'intervalle ouvert ] — 1, +1 .

Partie 3 : fonctions génératrices plates en 0

Dans cette partie, on note (2, «/) 'espace probabilisable UN, QZ(IN)).

On admet que, quelle que soit la série convergente ) _p, a termes positifs ou nuls , telle
+00

que Z pn =1, il existe une probabilité P sur (2, <) et une variable aléatoire X sur I'espace

n=0
probabilisé (Q, <, P), a valeurs dans N, vérifiant :

VneN, P(IX=n])=p,.
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1. Dans cette question, Gx désigne la fonction génératrice d'une variable aléatoire X a
valeurs dans N, définie sur I'espace probabilisable (Q, /) muni d'une probabilité P.

a) Soit n € N*. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur la fonc-
tion de répartition de X pour que Gy soit plate a I'ordre n en 0.

b) Démontrer que Gy est ultraplate en 0 si, et seulement si, P([X =0]) = 1.

2. Dans cette question, Z a, x" désigne une série entiere de rayon de convergence in-
+oo
fini, dontla somme S(x) = Z a, x" est égale a1 pour x = 1 et dont tous les coefficients
n=1
a, sont positifs ou nuls.

Soit P une probabilité sur (2, «/) et X une variable aléatoire sur I’espace probabilisé
(Q, <f, P), avaleurs dans IN*, vérifiant :

Vne N*, P((X=n])=a,.

a) Justifier que X admet un moment a n'importe quel ordre.

b) Soit n € N*. Montrer que si S est plate a 'ordre n en 0, alors I'espérance de X
est supérieure ou égale a n + 1. Dans quel cas a-t-on égalité?

3. Soit n € N* et c un réel strictement supérieur a n + 1.

a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire a valeurs dans N* dont la fonction
généra-
trice G appartient a E, (0) et vérifie G'(1) = c.
On pourra chercher une variable aléatoire ne prenant que deux valeurs entiéres dis-
tinctes.

b) Démontrer que la fonction génératrice G d’'une telle variable aléatoire vérifie
nécessairement 'inégalité :
G'M)=clc-1).

¢) Démontrer que cette inégalité ne peut devenir une égalité que lorsque c est un
nombre entier. Quelle est la valeur minimale de G”(1) dans le cas contraire?

Partie 4 : approximations polynomiales

Dans cette partie, on note || || lanorme de la convergence uniforme surl’espace des fonctions
réelles bornées sur le segment [—1,+1].

1. Soit F I'espace vectoriel normé obtenu en munissant de la norme || || I'espace des
fonctions de classe C* sur [—1, +1] .

a) Lensemble des fonctions f de F qui vérifient f(0) = 0 est-il une partie fermée
de F?

b) Montrer que I'ensemble des fonctions f de F pour lesquelles f(x) est négli-
geable devant x lorsque x tend vers 0 n’est pas une partie fermée de F.

e . . / 1 /1
Pour le prouver, on pourra utiliser la suite des fonctions f,: x — \/ x>+ ——/— -
n n
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2. Onnote T I'application qui, a chaque fonction f de F, associe la fonction T'(f) définie
sur [—-1,+1] par:

Y xe[-1,+1], T(f)(x):f f(de.
0

a) Démontrer que T est une application continue de F dans F.

b) Soit f € F et n€ N*. On note T" la composée n-ieme ToTo---o T (n fois T).

Démontrer que T"(f) est'unique fonction de F nulle en 0 dont la dérivée n-ieme est
f et dont toutes les dérivées d’ordre inférieur a n s’annulent en 0.

c) L'application T est-elle injective ? Est-elle surjective?

3. Soit k€ N* et f une fonction de F plate d’ordre k en 0.

a) Justifier I'existence d'une suite (Pj),en+ de fonctions polynomiales conver-
geant uniformément vers f**3 surle segment [—1, +1].

b) Démontrer que la suite (T¥*3(P,)) . converge uniformément sur [-1,+1]
vers une fonction de la forme f + R, ou R est une fonction polynomiale de degré infé-
rieur ou égal a k + 2.

¢) Justifier I'existence d’une suite de polyndémes (Q) ,en+ Vérifiant les propriétés
suivantes :

e pourtout n€N*, Q,(=1) = f(~1), Q,(0) = f(0) et Q,(1) = f(1);
e pourtout ne€ N*, Q, est une fonction plate a I'ordre k en 0;
e lasuite (Qy)nen+ converge uniformément vers f sur [—1,+1].
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2016

Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet se compose d'un probleme et d'un exercice pouvant étre traités de maniere in-
dépendante. Les différentes parties du probleme peuvent également, dans une certaine me-
sure, étre traitées de maniére indépendante, quitte a admettre les résultats des parties pré-
cédentes. Une liste de résultats susceptibles d’étre utiles, et pouvant étre utilisés sans qu'il
soit nécessaire de les redémontrer, est donnée au début.

La qualité de la rédaction et la précision des réponses apportées entrent pour une part
importante dans la notation. Les réponses absurdes sont pénalisées.
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Rappel de résultats

Ci-apres figurent plusieurs résultats que I’on pourra utiliser sans qu’il soit nécessaire de
les redémontrer. Par souci de simplicité, certains énoncés sont donnés dans des cas particu-
liers, et non pas dans le cadre le plus général possible.

1. Inégalité triangulaire pour I'espérance : pour toute variable aléatoire réelle bornée
X, on al'inégalité :
ECOI=EIX])

2. Inégalité pour I'espérance d’'une puissance : étant donné une variable aléatoire réelle
bornée X et un nombre réel > 1, ona (E(|X]))" <E(1X|").

3. Espérance conditionnelle a un événement : étant donné une variable aléatoire réelle
bornée X, et un événement A tel que P(A) >0, on a
E(X-1
E(X|A) = M,
P(A)
ou 14 est la variable aléatoire indicatrice de 1'événement A, c’est-a-dire la variable
aléatoire définie par :
1= 1 si Aestréalisé
A7 0 si An'estpasréalisé

4. Décomposition de 'espérance : étant donné une variable aléatoire réelle bornée X,
et un systéeme complet d’événements (A;);ec; (ol I est un ensemble fini ou dénom-
brable), on a:

E(X) =) E(X|A;)-P(A). 1)

iel
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Probléeme

Un résultat fondamental en théorie des probabilités est le théoreme central limite, dont
I'une des formulations possibles est la suivante : étant donné une suite de variables aléatoires
réelles (X;) =1 indépendantes et de méme loi, satisfaisant en outre les conditions E(X;) =0
et V(X)) =1 (ot la notation V désigne la variance), on a la convergence en loi

Su

\/ﬁ n—+o0o

Y, 2)

Sn=Xi++ Xy,

et ou Y suit la loi normale .4(0,1). On rappelle que (2) équivaut au fait que, pour tout x € R,
ona

lim P(i < x) - fo e 2qy 3)
n—+00 \/ﬁ - \/ﬂ oo )

Dans ce probléme, on se propose notamment d’établir le résultat plus élémentaire sui-
vant : étant donné une suite de variables aléatoires (X;),>; indépendantes et de méme loi,
satisfaisant en outre les trois conditions

(@) P(I X1l =c¢) =1 pour une certaine constante ¢ > 0,

(b) E(X1) =0,

() V(Xp) =1,
on a, pour tout entier m = 1, le fait que

ou, comme précédemment, S, = X; +---+ Xj;, et ou Y suit la loi normale 4(0, 1).
Dans la suite, on utilisera les notations

o Sn
" n
et
M@m)=E(Y™).

Dans le cadre de ce probleme, étant donné une fonction continue f : R — R, on dira que
I'intégrale ffozo f(x)dx existe lorsqu’il existe un nombre réel I tel que

A—+00

+A
lim f fdx=1,
-A

et'on écrira alors ff;o f(x)dx = I. (Il s’agit d'une définition simplifiée uniquement destinée
a ce probleme.)

Partie I - Calcul de M (m)

Dans cette partie, on calcule explicitement pour tout entier m = 1 la valeur de M(m) .
. 2 . o .
Question 1) Que représente la fonction x — \/%e ¥'/2 pour une variable aléatoire Y de loi

normale A4(0,1) 2 En déduire 'identité :

1 +00 2
MO:_ —x/2d :1. 4
© \/ﬁf_me * @
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Question 2) Montrer que, pour tout m = 1, on a l'identité

M(m) = Lf+ooac”’e_x2’zcl)c.
\/27’[ —00

Question 3) Montrer que, pour tout entier k=0, ona M(2k+1) =0.

Question 4) Montrer que, pour tout entier k =0,ona M2k +2) = (2k+1) - M(2k).
Indication : On pourra utiliser la formule d’intégration par parties.

Question 5) Déduire de ce qui précede I'identité, valable pour tout k=0 :

2k)!
2k . k1

M(2k) =

Partie II - Un résultat sur les suites

Cette partie est consacrée a la preuve d’'un résultat général sur les suites, qui est utilisé
dans la partie III.

Etant donné une suite (#,),>1 de nombres réels, un nombre réel g = 0 et un nombre réel
a tels que la propriété suivante soit vérifiée :

. Un+1— Un
lim ———
n—+oo nd

=aq, (5)

on va prouver le fait que
) Up a
lim =—. (6)
n—+oo pd+l qg+1

Question 6) Montrer que, pour tout nombre réel g =0, on a

n—-1
Al 1
lim 2ot

n—+oo pdtl _q+l'

Indication : On pourra d’abord établir que pour tout 1 < ¢ < n—1, on a un encadrement
donné par |, ;_1 xldx<09< ;H x7dx, et en déduire un encadrement de Y.~} £4.
Question 7) On considére une suite (v,) ,>1; de nombres réels telle que lim,,—. 1 o, v, = 0. Mon-
trer que pour tout entier g = 0,
Y ’[};11 vy 04

n—-+oo na+l -
Indication : si ny et € > 0 sont tels que, pour tout n = ny, on a |v,| < ¢, utiliser une majoration
tres simple de ‘Z?;}lo ve-l ‘7) faisant intervenir }_ ’;;rllo 04,
Question 8) En faisant la synthese des questions précédentes, établir le résultat sur les suites
souhaité : 1a propriété (5) entraine la propriété (6).

Partie III - Convergence de E(7)") vers M (m)
Dans cette partie, on prouve le fait que, pour tout m =1, on a
lim E(T)") = M(m). (1)
n—+oo

On commence par étudier les cas particuliers m = 1,2, 3, avant d’effectuer une preuve dans
le cas général.

Question 9) Montrer que, pour tout 7 = 1, on a E(S,;) =0, et en déduire (7) dans le cas parti-
culier ot m=1.
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Question 10) Montrer que, pour tout n = 1, on a E(S%) = n, et en déduire (7) dans le cas
particulier ot m = 2.

Indication : On pourra écrire que Si 1= (Sp+ X,+1)?, développer cette expression, et en
déduire la valeur de E(S%, ) —E(S%).

Question 11) Montrer que, pourtoutn=1,onalk (Sz,”l) = n[E(Xlg), et en déduire (7) dans le cas
particulier ou m = 3.

Indication : On pourra écrire que S
déduire la valeur de E(S3 ) —E(S3).
Question 12) On va maintenant prouver par récurrence le fait que, pour tout entier g = 1, on
ala propriété (H,) définie par

3.1 = (Sn+ Xu+1)?, développer cette expression, et en

(Hy) : lim [E(T,i") = M@2q).

—+00
On suit pour cela les étapes indiquées ci-apres.
(i) Vérifier la propriété (H,) pour g = 1.
(i) Montrer que, sil’on suppose que la propriété (H,) est vérifiée pour un certain g > 1,
on a, pour tout entier k <2q — 1, le fait que

. E(SAM
lim — =

n—-+oo ng

0.

Indication : On pourra utiliser les points 1 et 2 du rappel de résultats.
(iii) Montrer que, sil’on suppose que la propriété (H,) est vérifiée pour un certain g = 1,

ona ( 2(q+1)) ( 2(q+1))
E|S -E(S;,

n+1

lim
n—+oo n4

=2g+1)-(g+1)-M2¢q).

Indication : On pourra écrire que Si(f; D= (Sy + X,41)?W*Y | développer cette expres-

sion, et penser a utiliser (ii) pour traiter le comportement d'une partie des termes.
(iv) Montrer que, sil’on suppose que la propriété (H,) est vérifiée pour un certain g = 1,

la propriété (Hy+1) est également vérifiée.

Indication : Utiliser ce qui précede et les résultats des parties I et I1.

Question 13) Montrer que, pour tout entier g =0, on a la propriété
lim [E(Tﬁ"”) = 0.
n—+oo
Indication : Adapter les arguments précédents.
Question 14) Effectuer un bilan des résultats précédents, établissant la validité de la pro-

priété (7) pour tout m = 1.
Partie IV - Convergence de E (f(T,)) pour f continue et bornée

Une formulation mathématiquement équivalente de I"’énoncé (3) du théoreme central
limite est que, pour toute fonction continue et bornée f : R — R, on a la convergence :

lim E(f(T) =E(f(Y), (8)

ou Y suit la loi normale .A7(0,1). Cette partie est consacrée a établir le fait que la propriété
(8) entraine effectivement la propriété (3).
Question 15) Montrer que, pour tout x € R, on a P(T,, < x) = E(gx(T5)), ol gy est définie par

(1) = 1 sit=sx
EXU=10 sit>x

La fonction g, ainsi définie est-elle bornée? Est-elle continue?
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Question 16) Etant donné € > 0, définir une fonction continue f; . : R — R telle que I'on ait :
* g.(1) < fre(t) pour tout £ € R,
* fre(t) €[0,1] pour tout t € R,
* gx(8) = fxe(?) pour tout ¢ ¢]x, x + €.
Question 17) Montrer que, étant donné x € R, et une variable aléatoire Y suivant la loi nor-
male .4(0, 1), on doit avoir, pour la fonction f, . définie a la question 16), la propriété :

mE (fre(Y)) =E(gx(1).

Question 18) Déduire de ce qui précede que, si I'on suppose la validité de (8) pour toute
fonction continue bornée f, alors, pour tout a > 0, on peut trouver un entier r tel que, pour
toutn=ng,ona:

E(gx(Tn) SE(g«(V)) +a.

Question 19) Adapter le raisonnement des questions 16) a 18) pour établir que, sil’on sup-
pose la validité de (8) pour toute fonction continue bornée f, alors, pour tout a > 0, on peut
trouver un entier ng tel que, pour tout n=ng, ona:

E(gx(Tn) =E(ge(YV)) —a,

ol Y suitlaloi normale A4 (0,1).
Question 20) Conclure de ce qui précede le fait que, si 'on suppose la validité de (8) pour
toute fonction continue bornée f, on ala propriété (3).

Partie V - Un petit exemple d’application du théoréme central limite

Sur une période d'une année, un assureur prend a sa charge les montants des sinistres
affectant une population de 10000 assurés. En modélisant les montants individuels des si-
nistres associés a chacun des assurés par une famille de variables aléatoires Z,..., Z10000
indépendantes et de méme loi, la somme Z; + - - - + Zp000 représente donc le montant total a
la charge de I'assureur sur une période d'une année.

Question 21) En supposant que les variables Z; (exprimées en euros) vérifient E(Z;) = 4 et
V(Z;) =4, utiliser le théoreme central limite (voir (3)) pour proposer une approximation des
probabilités suivantes :

p1= P(Z1 + -+ Zipooo = 40200) et p2 = P(Z; + -+ Zioooo = 40400).

z 2z b —_ b —_ 2’ .
Données : valeurs approchées a £1073 prés de \/% f_xoo e “/2du pour certaines valeurs de x.

X -2 | -15| -1 | -0,5| O 0,5 1 1,5 2
— 12y 0,023 | 0,067 | 0,159 | 0.309 | 0,5 | 0,691 | 0,841 | 0,933 | 0,977

e

Indication : On pourra transformer les variables Z; en des variables X; de maniere a garantir
les conditions E(X;) =0et V(X;) = 1.
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Exercice

On consideére une population d’individus évoluant au cours du temps. Lécoulement du
temps est représenté par une succession de dates t =...,—2,-1,0,1,2,..., la date ¢t = 0 étant
prise comme origine pour I'étude de la population. Un individu présent dans la population
a la date ¢ et né a la date s < ¢ est considéré comme ayant un age égal a ¢t — s a la date .
Pour tout entier ¢ = 0, et tout entier x = 0, on note N (¢) le nombre d’individus présents dans
la population a la date ¢ et ayant un age égal a x. On suppose l'existence d'un 4ge maximal
atteignable x* = 1, si bien que N, () est automatiquement égal a 0 lorsque x > x*. La durée
de vie d'un individu est définie comme le nombre total de périodes de temps pendant les-
quelles I'individu s’est trouvé en vie. Ainsi, un individu né a la date ¢#;, encore en vie a la date
tr = 1), et décédé ala date £, + 1, a une durée de vie égale a 1, — t;. Finalement, on note N(t)
le nombre total (tous ages confondus) d’individus présents dans la population a la date ¢.

Le processus d’évolution de la population au cours du temps est modélisé de la maniere
suivante : les nombres Ny(x) pour x =0,...,x* (composition initiale de la population) sont
supposés connus. Ensuite, pour tout ¢ = 0, étant donné I’évolution de la population jusqu’a
la date t, et indépendamment de tous les autres individus de la population, la probabilité
pour un individu d’age x a la date t d’étre décédé a la date ¢ + 1 est donnée par un nombre
dx > 0.0n a g,+ = 1. Un individu décédé a la date ¢ + 1 n’est alors plus considéré comme
faisant partie de la population. D’autre part, on suppose que les nombres de nouveaux-nés
No(1), Np(2),... forment une suite de variables aléatoires indépendantes entre elles, et indé-
pendantes de la survie/non-survie des autres individus présents dans la population.
Question A) Pour ¢ = 0, exprimer N(#) en fonction de Ny(?),..., Ny« (1).

Question B) Etant donné x = 0, un entier n = 0, et un entier ¢ = 0, exprimer la valeur de
E(Nx+1(£+1)|N, (1) = n) en fonction de n et de gj.

Question C) En déduire une expression de E(Ny+1 (¢ + 1)) en fonction de E(N,(t)) et de gy.
Question D) On considere un individu d’age y = 0 a la date 0. On note T la variable aléatoire
correspondant a la durée de vie (totale) de cet individu, et S la variable aléatoire correspon-
dant a la durée de vie restante de cet individu apres la date 0, c’est-a-dire S = T — y. Donner
une expression explicite de P(S = z) pour tout z = 0 en fonction des gy.

Question E) Déduire du résultat de la question précédente une expression pour E(S) et pour
V(S).

Question F) On dit que la population est stationnaire en moyenne lorsque, pour tout ¢ =0,
ettout x=0,...,x*, onaE(N,(t+1)) = E(N,(1)).

Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la population soit station-
naire en moyenne est que les équations suivantes soient satisfaites :

(i) pourtout =1, E(Ny(£)) = Ny(0),

(ii) pourtoutx=0,...,x* —1,0na (1 - gy)Ny(0) = Ny+1(0).

Question G) On suppose que la condition (i) de la question précédente est vérifiée. Mon-
trer que, pour une valeur donnée de N(0) et des gy, il existe un et un seul jeu de valeurs
Ny(0),..., No(x*) tel que la population soit stationnaire en moyenne. Donner une expression
explicite de ces valeurs de Ny(0),..., No(x*), en fonction de N(0) et des g.

Question H) On suppose que la population est stationnaire en moyenne. On numérote les
individus présents dans la population a la date 0 par i = 1,..., N(0), et 'on utilise la notation
S; pour désigner la durée de vie restante (apres la date 0) de I'individu numéro i. Montrer
que 'on a, pour tout x = 0, la relation : N, (0) = Zé\f?) P(S; = x).

Question I) Justifier 'interprétation suivante de la relation obtenue en H) : «dans une popu-
lation stationnaire en moyenne, le nombre moyen d’'individus 4gés de x années est égal au
nombre moyen d’'individus auxquels il reste exactement x années a vivre ».
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Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont définies sur le méme
espace probabilisable (Q, «/). On note P une probabilité sur cet espace. On note E (X) et
Var (X) les espérance et variance (pour la probabilité P) d'une variable X. Si A € o/, on note
1 4 son indicatrice, c’est-a-dire I'application qui a chaque w € Q associe 1 si w € A et 0 sinon.
Si A € &/ est de probabilité non nulle, on note P4 la probabilité conditionnelle sachant A et,
s'ilyalieu, E4(X) I'espérance, pour P4, d'une variable aléatoire X.
n

On pose, pour tout entier naturel 7 non nul, H,, = Z %

k=1
L'objet du probléme est, principalement, I'étude de la variable aléatoire égale au maximum
de n variables indépendantes toutes de méme loi géométrique.
La partie I regroupe des questions indépendantes dont les résultats seront utilisés par la
suite.
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Partiel. Préliminaires

1. Un résultat bien connu

a) Montrer que la suite de terme général u,, = H, —Inn est monotone.

b) En déduire I'existence d'un réel noté y pour lequel on a, quand 'entier n tend vers +oo,

H,=Inn+y+o(1).

2. Un résultat de bornitude...

Soit f une fonction continue de IR* dans IR. On suppose que la fonction f a une limite
nulle en +co. Montrer que la fonction f est bornée.

3. Une formulation intégrale des moments d’une variable positive

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN.

a) Etablir, pour tout entier naturel N, I'égalité :
N N
Y P([X>k])=) kP([X=k])+IN+DP([X>N]).
k=0 k=1
b) On suppose que la variable X posséde une espérance.
(i) Etablir 'égalité : Nlim (N+1P([X>N])=0.
—+00
(ii) En déduire que la série ZP( [X > n]) converge et qu’'on a I’égalité :

+00
E(X)=) P([X>n]).

n=0

c) On suppose, réciproquement, que la série ZP( [X > n]) converge. Montrer que la

+00
variable X possede une espérance qu’'on al’égalité: E (X) = Z P([X > n)).
n=0
d) (i) Vérifier que la fonction qui a chaque réel ¢ associe P([ X > ¢]) est continue par
morceaux sur IR.

(i) Montrer que X a une espérance si, et seulement si, I'intégrale

+00
f P([X > t])dt
0

+00

converge et que, dans ce cas, on a I’égalité : E (X) :f P([X > t])dt.
0
e) Montrer que X a un moment d’ordre 2 si, et seulement si, I'intégrale

+o0
f tP([X > t])dt
0

+00
converge et que, dans ce cas, on al’égalité: E (X?) = 2[ tP([ X > t]dr.
0
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4. Autour du produit de convolution

Soit (uy) new €t (V) new deux suites réelles. On pose, pour tout entier naturel 7,

Wp= Y UkUn—k.
k=0

On suppose que, pour tout réel x, les séries Z u,x" et Z v,x" convergent absolument.
On rappelle, ou on admet, qu’alors, pour tout réel x, la série ) w,x" converge absolu-
ment et qu'on al’égalité :

+00 +00 +00
Y wyx" = ( Y unx”) ( Y vnx”).
n=0 n=0 n=0
Soit (an) new €t (by) new deux suites réelles. On pose, pour tout entier naturel n,

n
n

k=0

P L. ap
On suppose que, pour tout réel x, les séries Y — x" et Z — x" convergent absolument.
n!

Montrer que, pour tout réel x, la série Z x" converge absolument et qu'on al’égalité :

3= (3 D) (3 )

5. Loi conditionnelle d’un vecteur aléatoire
a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p € ]0, 1[. Quelle
estlaloi de X —1 pour la probabilité conditionnelle P|x~1;?

b) Soit r € IN* et X;, X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes toutes de méme
loi, chacune suivant la loi géométrique (sur IN*) de parametre p € ]0,1[. On note

A=[IX;>1].
i=1

Montrer que le vecteur aléatoire (X; — 1, X, —1,..., X, — 1) a, pour la probabilité condi-
tionnelle P 4, méme loi que le vecteur aléatoire (X, X», ..., X;) (pour la probabilité P).

6. La formule de 1’espérance totale

Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé.

a) Soit A un événement de probabilité non nulle et soit X une variable aléatoire possé-
dant une espérance. Montrer que le produit X 1 4 a une espérance et exprimer E (X1 4)
al’aide de E4(X).

b) On considere des événements A;, Ay, ..., Ap, chacun étant de probabilité non nulle,
formant une partition de Q. Soit X une variable aléatoire, définie sur I'espace (Q2, </, P),
a valeurs dans IN et possédant une espérance. Etablir 1'égalité :

E(X) = ) Ea, (XP(Ap).
k=1

Mathématiques Mercredi 17 mai, matin Page 3/6



BECEAS 2017

Dans toute la suite du probleme on considere une suite (X,,) ,ew+ de variables aléatoires in-
dépendantes toutes de méme loi, chacune suivant la loi géométrique (sur IN*) de parametre
p€l0,1[. Onposeg=1-p.

On note, pour tout entier naturel zn non nul et tout w € Q,

Ih(w) = min (Xj (w), X2 (w),..., Xp(w)) et My(w)=max(X;(w), Xz(w),..., X, (w)).

7. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, 'application I,, est une variable aléatoire
sur I'espace probabilisé (2, «/,P). Il en est de méme, et on I'admet, de I'application M,,.

Partie II. Etude du minimum

1. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, I, suit une loi géométrique dont on
donnera le parametre.

2. Quellessontleslimites de E (1,;), Var (I,;) et, pour tout entier naturel k non nul, P([ I, = k])
lorsque 'entier n tend vers +oo?

3. a) Soit w € Q. Justifier 'existence d'une limite finie, notée ¢(w), pour la suite de terme
général I, (w).

b) Exprimer la partie £ définie par £ = {w € l(w) = 1} en fonction des événements
[I, = 1] et en déduire que la partie £ est un événement presque s{r.

Partie III. Ftude du maximum

1. L’espérance de M, tend vers +oo

a) Soit n € IN*.
(i) Justifier I'existence d'une espérance pour la variable M, et '’encadrement

1 n
—<EWM,) < —
p p
(ii) Déterminer, pour tout entier naturel k, la valeur de P([ M, < k]).
b) (i) Soit K € IN*. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité :
E(M,) =2 E(M,1m,<x) + KP([M, > K]).

(i) En déduire que nliIP E (M,,) = +o0.

2. Deux expressions de 1l’espérance de M,
Soit n € IN*.

n

. . 1

a) Etablir 'égalité: E(M,) =) _ (’?)(—l)l_lﬁ- On utilisera le résultat de I-3-b-ii).
i=1\! —-q

b) On note | x| la partie entiere d'un réel x. Ftablir I'égalité :

E(M,) :fom(1—(1—qm)")dt.

On utilisera le résultat de I-3-d-ii).
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3. Estimation de 1l’espérance de M,

+oo
a) Justifier, pour tout entier naturel k, la convergence de l'intégrale f qg'a- qt)k dr et
0
déterminer sa valeur.
b) En déduire, pour tout entier naturel 7 non nul, I'égalité :

[ -2

¢) (i) Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, 'encadrement :

n

“<EMp) < ——2+1.

Inn
En déduire I'’équivalent de E (M},) ~ — m quand 'entier n tend vers +oo.
n

(ii) Déduire de I'’encadrement précédent, pour tout x € ]0, 1[, 'encadrement :

X
-———<In(1-x) <~
1-x

4, Estimation de la variance de M,
a) Soit k€ IN.

+00
(i) Justifierla convergence del’intégrale f t qt (1- qt ) kdt dont on note a r lavaleur.
0

ey B ST 1 oo k+1

(ii) EtablirI'égalité ay (k+1)lan0 (1 (1-4g") )dt
) +o0 1 X Hg

b) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité f t (l -(1-gh ”) dt = —— Z —
0 In“qg = k

puis 'encadrement

n Hk 2 L k
— M)
; k E( Z_" ln q
¢) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : H;, =2 Z Tl
k=1 =1

d) En déduire I'’estimation asymptotique Var (M) = O(In n) quand l’entler n tend vers +oo.

Partie [IV. Comportement asymptotique de la suite (M},) ,en+
2

[o-—

. Prouver, pour tout x € [0, 1[, 'encadrement : — 1 <x+In(1-x)<0

-Xx
. Soit n € IN*. Prouver, pour tout entier naturel k non nul, les majorations :

N

e—l’lqk _ (1 _ qk)l’l

. Montrer que la fonction x — x®e”* est bornée sur R".

=W

. Déduire des questions précédentes le résultat asymptotique suivant :

lim Sup P([M,<k])-e -nq*| Z o,

=00 keN®
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Partie V. Oul’on retrouve une formule exacte pour '’espérance de M,

N . 1 s .
Dans cette derniére partie on suppose que p = — et on considére un entier n € IN*.

On pose mg = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, m, = E (M,,).
n n

1. Onnote By = ()|[X; > 1], B, =[)[X; =1] et, pour tout k € [1,n—1],
i=1 i=1

]_C[X,-:I])m('ﬁ [X,->1]).

By 2(
=1 i=k+1

1

a) Etablir, pour tout k € [0, n], I'égalité : Eg (M,) =1+ my,_.

b) En utilisant la formule de I’espérance totale, établir, pour tout entier naturel n non nul,

I'égalité :
1 n

n
= — 1 —Ik)-
my on k:()(k)( +my k)

. P P s 2 ml’l n
2. Justifier, pour tout réel x, la convergence de la série de terme général — X
n!

+00

On note, pour tout réel x, M(x) = Z

n=0
3. Etablir, pour tout réel x, I'égalité : M (2x) = e?* — 1+ M(x)e”.

On note, pour tout réel x, G(x) = M(x)e™*.
On a dong, pour tout réel x, G2x) =1 - e 2% + G(x).

'noon
n!

4. Ftablir, pour tout entier naturel n» non nul, I'égalité :

n 2k
EM,)=m,=Y (D" 2.
(Mp) =m k;( ) (k)zk_l
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Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Dans tout le probleme, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a deux.

Selon une formule classique, que I'on pourra admettre dans toute la suite, toute matrice de
A, (R) de la forme

1 1 1
X1 X2 Xn
x12 X22 xnz

xln—l xzn—l xnn—l

admet pour déterminant le nombre réel H (xj — x;) , appelé déterminant de Vander-
l<i<j<n
monde, que I'on notera dans la suite v, (x1, X2, ..., X;) .

Lobjet du probleme est I’étude de déterminants de matrices d’'une forme plus générale, ap-
pelés déterminants vandermondiens, définis comme suit.

Pour toute famille (f, f>,..., ) de fonctions définies sur un ensemble .%#, a valeurs réelles,
et tout élément (x1, xo, ..., x,) de ", on note

fitx1) filxx) ... filxy)
B Lx1) falx2) ... falxn)

Vv fn(xl;---)xn)—

fn(xl) fn(xz) fn(xn)

,,,,,

Bien que les déterminants vandermondiens interviennent dans les trois parties du sujet,
celles-ci sont largement indépendantes.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utilisa-
tion diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.

Option A Jeudi 18 mai, matin Page 1/5



BECEAS 2017

Partie 1 : polynémes de Tchebycheff de seconde espéce
Dans cette partie, x1, X2, ..., X, désignent n nombres réels vérifiant les inégalités strictes
O<x1<xp<:<xp<T7
et on note sy, S, ..., S, les n fonctions définies par :
Vie[l,n]],VxeR, s;j(x)=sin(ix).

On considere la suite (U, (X)) pen des polynomes de R[X] définis par:

Up(X) =1
Ui(X)=2X
VpeN, Up2(X)=2XUp1(X)-Up(X)

1. a) Calculer U (X) et U3(X), puis indiquer la parité de la fonction x — U, (x), selon
les valeurs de p .

b) Pour tout entier naturel p, déterminer le degré et le coefficient dominant du
polynéme U, (X).
©) Justifier que (Up(X), Ur(X), ..., Uy (X)) est une base de R,[X].

2. SoitteR.
a) Pour p € N, exprimer sin ((p+2)¢)+sin(p t) en fonction de sin ((p+1)t) et cos(z).
b) En déduire que pour tout entier naturel p, ona:

sin ((p+ 1)) = sin(#) Up(cos(1)) .

¢) Justifier que le polynome U, (X) possede n racines distinctes, qui appartiennent
toutes a l'intervalle ouvert] —1,+1].

3. Pour tout couple (i, j) € [[1,n]]?, onpose: ¢; ;= Zl_iUi_l(cos(xj)) .
On note C la matrice (ci,j)(l.,j)€ a2 €Ly Lo, Ly les lignes de cette matrice.
a) Justifier 'existence de nombres réels 14,...,1,_; tels que :
n-1

L,-) AjLj= (cos™ 1(x1) cos"l(xp) ... cos™(xy)
i=1

b) Démontrer que le déterminant de C est égal a vn(cos(xl), cos(xy),.. .,cos(xn)) .

c) Etablir la formule :

Uy Gty ) =27V (TTsinGep) (T (coste) = cost))

.... k=1 l<i<js<n

d) En déduire I'indépendance linéaire des fonctions sy, so,..., Sj.
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4. a) Calculer, pour tout couple (p, g) de nombres entiers naturels, I'intégrale
/2
f sin(pt) sin(qt)dt.
0

b) En déduire que :

2 (1 1 sip=
Y (p,q) € N2, —f Up(t)Uq(L‘)\/l—tZdt:{ Sip=4q
TJa 0 sip#q

5. On note V* la comatrice de la matrice VUO,UI,...,U,,_I(COS(xl),COS(xZ)’---»Cos(xn)) et
v*(i, j) ses coefficients (pour tout couple (i, j) € [[1, n]?, v*(i, j) estle coefficient situé
dans la i-eme ligne et la j-eme colonne de V™).

a) Justifier la continuité sur R de la fonction

Qit—Vy oy (cos(x1),...,c08(xp-1), ).

b) Démontrer I'égalité

2 +1 n
2 [t Visa= 3 (v ).

i=1

Partie 2 : factorisations de déterminants vandermondiens
: : sinx . N
1. a) Justifier que la fonction x — —— admet un unique prolongement continu a
X
R et démontrer, en utilisant une série entiere, que ce prolongement est de classe C*
sur R.
La fonction ainsi prolongée sera notée sinc (pour sinus cardinal).

cos(x) —cos(y)

9 Six#y
b) Pour tout couple (x,y) e R, onnote: c(x,y) = x-y .

—sin(x) six=y
Exprimer c(x, y) a l'aide des fonctions sin et sinc, et en déduire que la fonction c est
de classe C* sur R?.

¢) En déduire, al’aide de la formule démontrée dans la question 3.c de la premiere

) ) Vg sﬂ(xl,...,xn)
partie, que la fonction b : (x1, x2, ..., X,) —

de classe C*® aR".

admet un prolongement
Ul’l(xl) ---»xn)

2. Dans cette question, f et g désignent des fonctions a valeurs réelles, continues sur un
segment [a, b] de R (avec a < b), dérivables sur I'intervalle ouvert ] a, b|.

a) En appliquant le théoreme de Rolle a une fonction de la forme x — v (a, b, x),

justifier 'existence d'un élément c de ] a, b[ vérifiant :

gb)f(a)—gla) f(b) _d bf(a)—af(b) bg(a) — ag(b) .

b-a b - b-a
b) En quoi le résultat précédent est-il une généralisation du théoreme des accrois-
sements finis?

.23

- ()
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3. Dans cette question f et g désignent des fonctions polynomiales a coefficients réels.

n .
e Lapremiereestdedegré n: VxeRR, f(x)= Z a; x', avec a, # 0.
i=0

n .
e La seconde est de degré inférieurouégalan: VxeR, b(x)= Z b; x'.
i=0

a) Soit k et ¢ deux éléments distincts de [[1, n]].
K yf X yk

Justifier que, pour x # y, le quotient est une combinaison linéaire de mo-

nomes de la forme x'y/, avec (i, j) € [[0,n—1]%.

b) Pour tout réel x, on note C(x) la matrice-colonne | X~ | et L(x) sa transposée.

xn—l
Justifier I'existence d’'une unique matrice carrée B(f, g) € .4, (R) vérifiant, pour tout

couple (x, y) de réels distincts, I'égalité :

f)gy)—g)f(y)
X—=y

=L(x)B(f,8) C(y) -

¢) Démontrer que si une matrice-colonne M vérifie L(x) M = 0 pour tout réel x,
alors M est nulle.

n . n .
d) En déduire que si les deux polyndmes Z a; X' et Z b; X' ont une racine réelle
i=0 i=0
commune, alors la matrice B(f, g) n'est pas inversible.

Partie 3 : unisolvance et interpolation

Soit . un ensemble non vide et F un sous-espace vectoriel de dimension n du R-espace
vectoriel des applications de . dans R.

On dit qu'un n-uplet (x1, Xy, ..., x,) d’éléments de . est unisolvant pour F si le seul élément
de F qui s’annule en chacun des x; est la fonction nulle :

VfeE |(YieLnl, fx)=0)= (Yxe Z, fx)=0)|.

1. a) Justifier que . posséde au moins n éléments.

b) Démontrer que, si un n-uplet (x1, x2,...,x,) d’éléments de .¥ est unisolvant
pour F, alors x1, xo,..., X, sont nécessairement deux a deux distincts.
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2. Soit (fi, f2,..., fn) une base de F et (x, X2,...,x,) € L.
a) Démontrer que (x1, X, ..., X,) est unisolvant pour F si, et seulement si, le déter-
b) Soit (y1,y2,...,¥n) € R Justifier que si (x1, x2,...,x,) est unisolvant pour F,
alors il existe un unique élément f de F vérifiant :
Vjellnl, f(xj))=y;.

¢) En utilisant la formule démontrée dans la question 3.c de la premiere par-
tie, justifier que pour tout n-uplet (x, X2, ..., x,) d’éléments deux a deux distincts de
10, [ et toute fonction réelle g définie sur cet intervalle, il existe un unique vecteur
(a1, a,...,a,) vérifiant :

n
Vielll,nll, ) aisi(xj)=gx;).
i=1
3. On dit que F est unisolvant si tout n-uplet (x;, Xa,...,x,) d’éléments deux a deux dis-
tincts de . est unisolvant pour F.

a) Dans le cas ou . = R, justifier que 'espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n — 1 est unisolvant.

b) Dans le cas ou ¥ = R, montrer que I'espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n qui s’annulent en 0 n’est pas unisolvant et déter-
miner les n-uplets (x1, x2,..., X,) qui sont unisolvants pour cet espace vectoriel.

4. Dans cette question, on étudie le cas o1 ¥ = R? et on suppose que tous les éléments
de I'espace vectoriel F sont des applications continues (de R? dans R).
On cherche a montrer que F ne peut pas étre unisolvant.

Soit (f1, f2,..., fn) une base de F et (x1, x2,..., x,) un n-uplet de vecteurs deux a deux

On considere un vecteur y de R? non colinéaire au vecteur x; — x, et pour tout réel
r >0, on définit 'application y de [0, 1] dans (IR?)" par :

Vitel0,1], y (¥) = ((1— Dxi+txp+rsin(m@e)y, A—-t)x+tx,—rsin(ri)y, xg,...,xn) .

a) Soit r > 0.
Calculer y,(0) et y,(1), puis en déduire qu’il existe un réel t compris entre 0 et 1 pour
lequel le déterminant vandermondien v, . (y,(f)) est nul.

i
b) Justifier que, pour tout r > 0 et toult tef0,1],ona:
AI-Dx1+txp+rsin@)y#Q—-0xo+tx;—rsin(mi)y.
¢) Prouver qu'il existe au plus un élément (z,r) de ]0,1[x]0, +oo[ pour lequel
I-Dx1+txp+rsin(mt)y=x3.

d) En généralisant le résultat précédent, justifier qu’il existe un réel r > 0 tel que,
pour tout ¢ € [0, 1], les n vecteurs

I-BDx1+txp+rsin(@)y, A-Dxp+txy—rsin(@ny, x3,..., X,
de R? sont distincts deux a deux.

e) Conclure.
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Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet se compose d'un exercice et d'un probléeme dont les différentes parties peuvent,
dans une certaine mesure, étre traitées de maniere indépendante, quitte a admettre les résul-
tats des parties précédentes. La qualité de la rédaction et la précision des réponses apportées
entrent pour une part importante dans la notation. Les réponses absurdes sont pénalisées.
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Probléeme

Dans tout le probléeme, X désigne une variable aléatoire réelle, prenant ses valeurs exclu-
sivement dans l'intervalle ]0, +ool. La fonction de répartition de X est notée Fx. On rappelle
sa définition : pour tout x € R,

Fx(x) =P(X = x).

On pose en outre deux hypothéses supplémentaires sur X : pour tout x > 0,onaP(X = x) =0,
et, d’autre part, pour tous 0 < a < b,on aP(a < X < b) > 0. In fine, on a donc les propriétés
suivantes pour Fx, qu’il n’est pas nécessaire de redémontrer :

1) Fx(0)=0.

(i) lmy_ 100 Fx(x)=1.

(iii) La fonction Fx est strictement croissante sur ]0, +oo|.

(iv) Lafonction Fx est continue.

Partie I - Quelques calculs avec la loi uniforme sur ]0, 1|

Dans cette partie, on considere une variable aléatoire U prenant ses valeurs dans l'inter-
valle ]0, 1], et suivant la loi uniforme sur cet intervalle. La loi de U est donc caractérisée par
la fonction de densité fi; définie sur R par fiy(u) = 1 pour u €]0, 1], et fyy(u) = 0 pour u ¢]0, 11.
1) On note Fy la fonction de répartition de U. Montrer que, pour tout « € [0,1], on a la rela-
tion Fy(u) = u.

2) On considere deux nombresréels0 < a< b < 1. Montrer que P(a<U < b) = b - a.

3) Montrer que la variable aléatoire (1—-U) suit également la loi uniforme surl'intervalle ]0, 1].
4) Calculer la valeur de E(U).

5) Plus généralement, calculer la valeur de E(U™), pour tout entier m = 1.

Partie II - Fonction quantile gx

6) Montrer que, pour tout u €]0, 1|, il existe un et un seul nombre réel x €]0, +oo[ vérifiant
I'identité Fx(x) = u.

Dans toute la suite, on note qx (u) le nombre réel x dont l'existence est établie a la question 1).
On a donc, pour tout u €]0, 1[, l'identité Fx(qx(u)) = u.

7) Montrer que, pour tout # €]0,1[,onaP(X = gx(w) =1-u.

8) Montrer que, pour tous 0 < u < v < 1, on al'inégalité gx(u) < gx(v).

9) Montrer que, pour tout x > 0, on a équivalence entre la condition gx(u) < x et la condition
u<Fx(x).

10) On considere une variable aléatoire U prenant ses valeurs dans I'intervalle ]0, 1], et sui-
vant la loi uniforme sur cet intervalle, comme décrit dans la partie I. Montrer que la variable
aléatoire Y définie par Y = gx(U) suit la méme loi de probabilité que la variable aléatoire X.
Indication : calculer la fonction de répartition de Y.

11) On définit la variable aléatoire V par V = Fx(X). Montrer que V suit la loi uniforme sur
I'intervalle ]0, 1].

12) Etablir la formule

1
E(X) :fo gx(u)du.
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Partie III — Expériences répétées

Dans cette partie, on considere une suite de variables aléatoires (X},),>1, que 'on sup-
pose indépendantes, et suivant chacune la méme loi de probabilité que X. Etant donné un
nombre u €]0, 1], on introduit la variable aléatoire T;(u) définie par

Ty(w) =inf{n=1| X, = gx(w)},

avec la convention T;(u) = 4+oo s'il n'existe aucun entier n = 1 pour lequel X, = gx(u). La
variable aléatoire T; (1) correspond donc au plus petit indice 7 tel que X,, = gx(u).

13) Pour tout entier k = 1, donner une expression de I'événement {T; () = k} en termes des
valeurs prises par les variables aléatoires Xj, ..., Xk.

14) Exprimer pour tout entier k = 1 la valeur de P(T; (u) = k).

15) Calculer I'espérance et la variance de T; (u).

On s'intéresse maintenant a la variable aléatoire Xt, ) définie par le fait que, pour tout
entier k 2 1, X1,y = Xi lorsque Ty (u) = k, et (par convention) Xr, ) = 0 lorsque T1(u) = +oo.

16) Montrer que, pour tout entier k = 1, et tout x = gx(u), on a

F
P (X1 < xITh(w) =k) = x(x)  u

l1-u 1-u
17) En déduire que, pour tout x = gx(u), on a

Fx(x) u
I]:D(XTI(M) = x) = X -

1-u 1-u

18) En déduire I'identité

1 +00
E(X1) = gx(u) + f (1-Fx(x))dx.
1-uJgyw

Indication : On rappelle la formule, valable pour toute variable aléatoire positive W :
EW) = [y P(W > w)dw.

On introduit maintenant la variable aléatoire N, (u) définie par
n
Nu(w) =) 1x;2qx0)
j=1

out la notation 1, désigne la variable aléatoire indicatrice de I'événement A, c’est-a-dire la
variable aléatoire définie par :

1. = 1 siAestréalisé
ATV 0 si Anlest pas réalisé

19) Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire N,(u)? Donner la valeur de son
espérance et de sa variance.
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20) Formaliser et justifier, au moyen de la loi des grands nombres, I'affirmation (imprécise)
suivante : « sur un grand nombre n de répétitions, la proportion des cas pour lesquels X; =
qx (u) doit étre approximativement égale a 1 — u ».

21) Etant donné une valeur u €]0, 1[, proposer un moyen d’obtenir une estimation de gx(u)
a partir de la donnée d'une «longue » série de valeurs Xj,..., X},.

22) Pour tout n = 1, et tout 0 < u < 1, on définit la variable aléatoire R, (u) par R,(u) =0
lorsque N, (u) =0, et, lorsque N, (u) >0, par

2 Xj1x;zqxw

Ry(u) =

Etudier le comportement de R, (u) lorsque n — +oco. (Justifier votre réponse.)
Partie IV - Deux exemples

On suppose pour commencer que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0. La loi
de X est donc caractérisée par la fonction de densité fx définie sur R par fx(x) = Ae~** pour
x=0, et fx(x)=0pour x<0.

23) Calculer la valeur de gx(u) pour tout u €]0, 11.
24) En déduire que la variable aléatoire —% In(U) suit la loi exponentielle de parametre A, ou
U est la variable aléatoire étudiée dans la partie I.

25) Calculer la valeur de E(X7,(,)) en fonction de A et de u.

E(X
26) Comment se comporte le rapport % lorsque u — 1?2

On suppose a présent que X suit une loi caractérisée par la fonction de densité définie sur
R par

fx(x) = (%)

ous>0eta>1.
27) Calculer la fonction de répartition de X.
28) Calculer la valeur de gx(u) pour tout u €]0, 11.

29) Calculer la valeur de E(X7, ) en fonction de (s, a) et de u.

E(X ool .
30) Comment se comporte le rapport (qXT(l;L)”) lorsque u — 1? Commenter la différence éven-

tuelle avec le résultat obtenu a la question 26).

A +x/s)a L pourx =0, et fx(x) =0 pour x <0,

Partie IV — Avec une loi discrete

Dans cette partie, on considere une variable aléatoire D prenant un nombre fini de va-

leurs distinctes 0 < x; < --- < X, associées respectivement a des probabilités que 1'on note
p1=P(D=x1),...,pm =P(D = x5,), toutes supposées strictement positives. On pose ensuite
o =0, et, pour tout £ € {1,...,m}, my = Zle p;. Pour tout u €]0,1[, on définit alors gp(u)
comme le nombre x,, ou ¢ € {1,..., m} est 'unique entier tel que 7,_; < u < m,.
31) On considere une variable aléatoire U prenant ses valeurs dans I'intervalle ]0, 1], et sui-
vant la loi uniforme sur cet intervalle, comme décrit dans la partie I. Montrer que la variable
aléatoire G définie par G = gp(U) suit la méme loi de probabilité que la variable aléatoire D.
32) La loi de probabilité de la variable Fp(D) peut-elle étre la loi uniforme sur I'intervalle
10,1[?
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Exercice

On considere une suite de variables aléatoires (W) =1, indépendantes, et suivant cha-
cune la loi normale .47 (0, 1). On consideére d’autre part une variable aléatoire X suivant la loi
normale A (0, 0%), indépendante de la suite (W) ,>;. On définit ensuite par récurrence les
variables aléatoires X, X»,... via la relation, valable pour toutn=>1:

Xn = aXn_l + UWn,

ol a et o sont deux nombres donnés vérifiantoc >0eta €] —1,1].
A) Montrer par récurrence que, pour tout 7 > 1, la variable X,, suit une loi normale .4 (0,02),
ol la suite (0 ;) =1 0béit a une relation de récurrence que I'on précisera.

2 . . .
B) Onpose o4 =1/ 1fa2 . Montrer que, si 0y = 04, alors pour tout n = 1, X, suit la loi normale
2
N(0,0%).
C) Montrer que, de maniére générale, on a lim,—. ., 02 = 04.

Dans toute la suite, on suppose que 0y = 0 .

D) Montrer que, pour tout n = 0, on a Cov(Xj, X;+1) = azai. Les variables X, et X, sont-
elles indépendantes en général ?
E) Montrer que, pour tout n =0 et tout £ = 1, on a la relation :

/-1
¢ k
Xpsro=a"Xn+ ) 00" Wyip g
k=0

F) En déduire que pour tout n=0ettout/ =1,ona:
Cov(X;, Xy4p) = a“ﬂai.

G) Donner une expression de la variance V(X + --- + X};), et en déduire une inégalité de la
forme V(X; +--- + X};) < Cn, ou C est une constante positive.
H) Déduire de la question précédente que I'on a la convergence en probabilité suivante :

Xi+--+ X, P

n n—+oo

0.
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Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

On note |x| la partie entiere d'un réel x. On rappelle qu'un nombre entier naturel, au
moins égal a 2, est dit premier s’il n’est divisible que par 1 et lui-méme (donc 1 n’est pas
premier).

On note & = {2,3,5,7,11,...} '’ensemble des nombres premiers. On rappelle aussi que
tout entier naturel n, au moins égal a 2, se décompose, de facon unique a I’ordre des facteurs
pres, comme produit de nombres premiers c’est-a-dire qu’il existe r e N*, (p1, p2, ..., pr) € P’
et (a1, az,...,a;) € (N*) tels que :

.
n= H pZ".
k=1

Si a et b sont deux entiers naturels tels que a < b, la notation Z ap désigne la somme
a<p<h
peP
des nombres @, pour tous les entiers premiers p de l'intervalle entier [a, b]. On définit de la
méme facon Z Ap, H ap, etc.
p<b a<p<h
peP peP
Par exernple, Z (Xp =as5+ a7, ou l_[ (Xp =Q2 XA3 X A5 X A7.

4<p<10 p<8
pe? peP
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PartieI - Préliminaires

On établit, dans cette partie, quelques résultats préliminaires, indépendants les uns des autres,
qui seront utilisés par la suite.

1. Soit ng € N* et f une fonction continue, décroissante et positive de [ng, +oo[ dans R.
n

On pose, pour tout entier naturel n non nul, S,, = Z fk).
k:I’lo

n
(a) Montrer que la suite (y,) n>n, d€ terme généraly, = S, - f f(r)dt est monotone
no
et convergente.

(b) En déduire, I'existence d’un réel, noté C, pour lesquels on a, lorsque I'entier n

tend vers +o0o:

L |
——=Inlnn+C+o(1).
Z Fink nlnn o(1)

+00

(c) Etablir la convergence de l'intégrale f d¢ et en déduire la convergence

2 tln®t
1
2

kin“ k

de la série )

\S]

est convergente.

Ink
. Mont lasériede t énéral ———
ontrer que la série de terme généra =D

+00
On noteK = _—
L 5k-1)

sa somme.
3. (a) Prouver, pour tout entier naturel 7 au moins égal a 2, I'inégalité :

n

Zlnk}nlnn—lﬂ-l.
k=2

(b) En déduire, quand 7 tend vers +oo, 'estimation : Inn! = nlnn + O(n).

>

(@) Soit A un réel strictement positif. Justifier, pour tout n € N*, I'existence et I'unicité
d'un réel x > 0 tel que xInx — Ax =Inn. On note r, cet unique réel.

Inn

(b) Montrer que lim r, = +oo puis établir I'équivalence r, ~ .
n—+oo Inlnn

5. On note, pour toute partie E de N* et pour tout n € N*, E,, 'ensemble des éléments
de E inférieurs ou égaux a n, c’est-a-dire que E,, = EnN|1,n], et I'on pose, pour tout

1
entier naturel n non nul, d,(E) = - card(Ey).

Sila suite (d,(E)), .+ converge, on note d(E) sa limite et on dit que la partie E de N*
admet une densité égale a d(E).

(a) Montrer que les ensembles suivants possedent une densité dont on donnera la
valeur :

i. Une partie F finie de N*.
ii. Lensemble aN* :={ka; k € N*} des multiples non nuls de I'entier a € N*.
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iii. Lensemble C:= {k?; k € N*} des entiers non nuls qui sont des carrés.

(b) Soit E;, E» deux parties disjointes de N* possédant une densité. Les parties N*\ E;
et E1 U E, possedent-elles une densité? Et, si oui, que valent-elles?

(c) L'application d est-elle une probabilité sur I'’ensemble N* muni de la tribu formée
de toutes ses parties?

2m+1
6. (a) Justifier, pour tout entier naturel m non nul, I'inégalité : 2( ) < 22m+1
m

(b) Montrer que, pour tout entier naturel r non nul, 'entier l_[ p divise I'en-

r+l<p<2r+l1
pEP

2r+1
tier ( ) (le produit s’effectuant donc sur tous les entiers premiers de | r + 1,27 + 1]).
r

(c) Etablir, pour tout entier 7 au moins égal a 2, I'inégalité : H p < 4" (le produit

psn
pEP

s'effectuant donc sur tous les entiers premiers au plus égaux a n).

On raisonnera par récurrence forte et, ayant supposé l'inégalité vraie jusqu’au
rang n, on examinera, en particulier, le cas ot n + 1 est un entier premier égal
azzr+1.

On en déduit ainsi 'inégalité : Z Inp < nin4.

p<n
peP

7. Soit n € N*. On note, pour tout nombre premier p et tout entier r e N, r > 2, vp(r)
I'exposant de p dans la décomposition en nombres premiers de r, et on pose v, (1) = 0.

Par exemple, puisque 300 = 22352, 1,(300) = 2, v3(300) = 1, v5(300) = 2 et v,(300) = 0
sip¢{2,3,5}.

Soit p un nombre premier. On note, pour tout entier naturel k non nul, ay (resp. fi) le
nombre d’entiers d € [1, n] tels que p* divise d (resp. tels que vp(d) = k).

Bien stir, dés que k est assez grand, ay = By = 0.
L .. n
(@) Prouver, pour tout k € N*, I'égalité : ay = L—kJ .
p

+o0
(b) Justifier I'égalité : vy(n!) = ) kfy.

k=1
+00 n
(c) En déduire, en reliant f; aux a;, I'égalité : v, (n!) = Z [—kJ .
k=1"-P

(d) En déduire I'encadrement : rn_ 1< vp(n) < L (= n n
p

+—0).
-1 p pp-1

n
8. Soit (a;) nen+ €t (€5) nens deux suites réelles. On note, pour tout n € N*, A, = Z ar.
k=1

Prouver, pour tout entier n > 2, I'égalité

n n—-1
Y erak =) (€x— k1) Ap+EnAn.
k=1 k=1
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9. Soit (an) nens Une suite positive de limite +oo et (by) yen« Une suite bornée. Soit (X ) Nens«
une suite de variables aléatoires discretes, toutes définies sur le méme espace proba-
bilisé (2, 97, P). On suppose que, pour tout N € N*, E(Xy) = ay + by et, quand N tend
vers +oo, Var (Xy) = O(ay).

(a) Justifier, pour tout entier N assez grand, I'inclusion entre événements :

1
[|XN—E(XN)|<§“zzv/3]C[IXN—azvléazzv/3 :
(b) En déduire que
lim P(|XN—aN|>a12\;3):O.
N—+oo

Partie II - Deux résultats asymptotiques

1. (a) Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, 'égalité : In n! = Z vp(n)Inp.
p<n
peP

(b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'’encadrement :

Inn! In Inn!
— K< Z —p<—+ln4,
n p<n P n
peP

ou le réel K est défini dans la question I -2).

(c) Conclure, quand I'entier n tend vers +oo, a I’évaluation asymptotique

!
Y 22 —nn+ow.

psn
pe?

2. Onnote y I'application qui, a chaque entier k € N*, associe 1 si k est premier (i.e. k € 2?)

et 0 sinon.
. Ink k
(a) Enposant, pour tout pour tout entier naturel k non nul, a; = y (k) = Ap = Z a;,
i=1
en utilisant I - 8), établir, pour tout n > 2, I'égalité :
¥ 1 ”il In(1+1/k) . A,
p<n P B oo InkIn(k+1) T nn
peP
. In1+1/k 1 1
(b) Etablir,quandl’entier k tend vers +oo, I'égalité : lnnk( N i) k= Tk +O( I k).

(c) En déduire, quand l'entier n tend vers +oo, I'égalité :

1
Y —=Inlnn+0(1).

p<n
pe»?
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Partie 111

On note, pour tout entier naturel 7 non nul, w(n) le nombre d’entiers premiers distincts qui
divisent I'entier n. On a donc w(2°%) = 1, w(22.5%) =2, w(2.5%.11°) = 3, etc.
L'objet de la suite du probleme est le controle asymptotique, en un certain sens, de la

suite (w(n)) , -

.
1. (a) SoitneN, n > 2, dont la décomposition en nombres premiers est n = H pzk.

k=1
Onadoncw(n)=r.
o Inn
Prouver 'inégalité : w(n) =r < —-
In2
A 1A o Inn
(b) Al'aide deI -4) prouver la domination w(n) = O( )
Inlnn
r—-1
On observera que n > 2 H (2k + 1) puis on prouvera, pour un réel A qu’on déter-
k=1

minera, I'inégalité :Inn > (r —1)In(r — 1) = A(r - 1).

2. Soit N € N*. On munitl’ensemble [1, N] de la probabilité uniforme, et, pour toutr € [[1, N],
on note Xy , la variable aléatoire suivante :

[LN] — R
XNt d 1 sirdivised
0 sinon ’

et note Xy = ) Xp,, (on effectue donc la somme sur tous les entiers p premiers
p<N

peP
de [1, N]).
On a donc, pour tout n € [1, N], Xy (n) = w(n).

On note E(Y) et Var (Y) I'espérance et la variance d'une variable aléatoire Y sur I'es-
pace précédent (elles dépendent, bien stir, de I'entier N).

1| N
(a) Vérifier, pour tout r € [1, N|, I'égalité : E(Xy ;) = N [7J

1| N
(b) Prouver I'égalité : E(X%) = E(Xy) + —|=].
8 N 1§;§§N NquJ

(p,q)e.@z et p£q

(c) Endéduire, quand I'’entier N tend vers +oo, I'ordre de grandeur : Var (Xy) = O(Inln N).
(d) En déduire, al’aide d'un résultat de la partie I, le résultat :

1
lim Ncard{n € [1,N];

N—+o00

w(n) -InlnN| > (lnlnN)2/3} =0.

Ainsi, en examinant le cas otit N = 10%?, on peut s’attendre a ce que, « le plus
souvent », un entier d’au plus 100 chiffres, possede entre 3 et 8 facteurs premiers
distincts. Etonnant non ?
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2018

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Dans tout I'énoncé, p désigne un nombre entier strictement positif et (ey,..., e,) la base
canonique de R”.

Pour toute matrice carrée A € ./ ,(IR), on appelle solution de I'équation de réplication de
matrice A, toute application f : £ — (fi(1), f2(1),..., fp(1)) de R dans R”, dont les compo-
santes fi, f2,..., f, sont des fonctions dérivables sur R qui vérifient :

Vie[l,pll, VieR, f,-'(t) =(e; - f(1),Af (1)) fi(2) (1)
ol (, ) désigne le produit scalaire usuel sur R? et Af(t) le vecteur de R” dont la matrice-
(o)
. . . f2(0)
colonne dans la base canonique est la matrice-produit Ax | = |
fr®

Lobjet du probléme est d’étudier la trajectoire des solutions de (1) et en particulier leurs
limites en +oo.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utili-
sation dment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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Partie I : solutions de 'équation de réplication scalaire

Dans le cas ol p est égal a 1, les matrices de .4, (IR) ne possedent qu'un seul coefficient
et I’équation (1) se réduit a une équation différentielle scalaire, dont I’étude fait 1'objet de
cette partie.

Soit a un nombre réel différent de 0.
On se propose de montrer que, pour tout réel y €]0,1], il existe une unique fonction x
définie et de classe C! sur R, a valeurs dans ]0, 1] vérifiant :

{nm:y

2
VieR, x(0)=a(x®)*(1-x0) ©

1. On note ¢ I'application définie sur ]0,1[ par:

1 X
VxelR, =——+In(— 3
X @(x) ~+In ( - x) 3)
a) Justifier que @ est une bijection de ]0, 1[ sur RR.
b) Donner I'allure du graphe de ¢.

c) Les fonctions ¢ et ¢! sont-elles lipschitziennes?

2. a) Pour tout ¢ € R et toute fonction f de classe C I sur R, a valeurs dans ]0, 1],

t !
exprimer l'intégrale f ch(u)
0 (fw) (1-fw)
f(0).

b) Démontrer que, pour tout y € R, I'unique fonction x définie et de classe C! sur
IR, a valeurs dans ]0, 1[, qui vérifie (2) est la fonction f), donnée par :

du al'aide des fonctions ¢ et f, de ¢ et de

VieR, f(0=¢ at+py).

3. On note (R, R) le R-espace vectoriel des fonctions bornées a valeurs dans R, muni
de la norme de la convergence uniforme.

a) Démontrer que 'application ® qui associe a tout élément y de ]0, 1[ la fonction
fy estune application continue de R dans I’espace vectoriel normé %(IR,IR) .

b) On note ¥ = {f,; y €10, 1[}.
Justifier que . est une partie connexe par arcs de I’espace vectoriel normé %4(RR, R).
& est-elle une partie ouverte de 2(IR,R) ? En est-elle une partie fermée?

Partie II : étude du cas o1 p = 2

. (o1 a c
Dans cette partie, on suppose que p est égal a 2 et on note A= ( b ) .
Soit x, €]0, 1.
On admet qu'il existe une unique application f : t — (f1(#), f2(1)) de R dans R? vérifiant (1)

et telle que:

{ﬁ@:% @)

f0)=1-x,
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1. Soit g une fonction définie et dérivable sur R, telle que g et sa dérivée g’ admettent
chacune une limite finie en +oo.

Démontrer que la limite de la dérivée g’ en +oo est nécessairement nulle.

2. Soit h une fonction continue sur R, a valeurs réelles et H une primitive de & sur R.
On considere une fonction x : t — x(t) définie et dérivable sur R vérifiant :

VeeR, x'(£)=h(t) x(t) .

a) Donner, pour tout ¢ € R, une expression de x(¢) en fonction de x(0) et deux
valeurs de la fonction H.

b) Que peut-on en déduire sur le signe de la fonction x si x(0) n’est pas nul?

3. a) Justifier, pour tout réel ¢, I'égalité :
A0+ L0 =@, Af0)(1- fi() - fo(1).
b) Justifier que fi(f) + f>(t) est égal a 1 pour tout réel ¢.

4. On suppose dans cette question que c est égal a d.

a) Utiliser les résultats de la partie I pour exprimer f; al’aide de la fonction ¢.
b) En déduire la limite de f(#) quand ¢ tend vers +oo selon les valeurs de a et b.

5. On suppose dans cette question que a et d sont égaux et non nuls, et que b et ¢ sont
nuls, autrement dit
A=al, aveca#0.

a) Justifier que, pourtout re R, ona:

fiw=afitn(1- i) (2AM@D-1).

1
b) On suppose dans cette sous-question que x, est strictement supérieur a 3

1
i) Justifier que, pour tout t€ R, ona: > < fi(p)<1.

ii) En déduire que f;(f) admet une limite quand ¢ tend vers +oo .
iii) Trouver, selon le signe de a, la limite de f(¢) quand ¢ tend vers +oo .

. 1
c) Etudier la convergence de f () quand ¢ tend vers +oo dans le cas ol x, < 3

Partie III : inégalités de Pinsker

1. On consideére la fonction K définie sur 'ouvert 10, 1[x]0, 1[ de R? par:

X 1—-x
v (x,¥) €]0,1[x]0,1[, K(x,y)=x1n(;)+(1—x)1n(l—) (5)

a) En utilisant la concavité de la fonction In, démontrer que la fonction K est mi-
norée. Est-elle majorée?
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b) Justifier que K est de classe C! sur ]0,1[x]0, 1[ et calculer les dérivées partielles
01K eto,K.

¢) En déduire les points ol la fonction K atteint sa borne inférieure.
d) Justifier I'inégalité :

xln(§)+(1—x)ln(1 )C;)zz(x—y)2 )

2. Pour toute partie D de [[1, p]] et tout vecteur x = (x1, X2..., Xp) de R”, on note :

in SiD#¢@
Xy, = ieD

0 siD=¢

Soit x = (X1, X2...,%p) et y = (y1,2...,¥p) deux éléments de R} ” tels que :

P p
2 xi=) yi=1.
i=1 i=1
Onnote By ={i€[[L,pll/x; > yitetB_={i€[[1,pll/ x; < yi}.

p
a) Exprimer ) |x; — y;| en fonction de x,,_ et y,, .
i=1

b) Justifier I'inégalité :

p . X 1-x
Zx,-ln(ﬁ)sz+ In(—) +(1-x, ) In(—>) .
i=1 i yB+ ]‘ yB+

¢) En déduire I'inégalité, dite de Pinsker, qui généralise I'inégalité (6) :

x;In(2) == lx; — yil (7)
X wiin(y) =5 (X -]

1

Partie IV : Convergence vers un point de coordonnées strictement positives

P P
On note A = {(xy,...,Xp) € R,P/ in =1}etA’= {(x1,...,xp) € R:P/ in =1}.
i=1 i=1
Soit f une solution de I'équation de réplication (1) telle que f(0) appartient a A%, c’est-a-
dire
Vie[L,pl, fi(0)>0
[0+ f20)+---+ fp0)=1

1. Justifier les deux assertions :
p
aVieR, ) filn=1.
i=1
b) f est a valeurs dans A°.

On suppose désormais qu'il existe un vecteur x* = (xy, X, ..., X)) € AV tel que :

VxeA\{x*}, (x"-x,Ax)>0 (8)
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2. On note Q la fonction définie sur définie sur I'ouvert ]0, 1[” de R” par:
p x*
Vx=(x1,%...,%p) €]0,1[7, Q) =) x] 1n(x—{) 9)
i=1 i

a) Justifier que Q(x) est positif ou nul pour tout x € A°.
b) Justifier que x* est I'unique élément x de A° tel que Q(x) =0.
c) Pour tout x € AY, justifier les inégalités :

v x; 1 Py
Q=Y “L(xf —x) < — (Ye-xp?) .
01 Xi min{xy, x2,..., Xp} ‘i3
3. a) Justifier que la fonction composée Qo f est de classe C' et exprimer sa dérivée

alaidede f, Aet x™.
b) En déduire que Qo f admet une limite positive ou nulle ¢ en +oco.

4. On suppose dans cette question qu’il existe un réel strictement positif € tel que :

VieRy, Vie [, plll, fi(t) =€ (10)

p
a) Justifier, pour tout € R, linégalité : Y (fi(1) —x})* = e2¢*

i=1
b) Justifier que, pour tout réel strictement positif «, il existe § > 0 tel que :

Vx€eA, ((x—x",x—x*)Za) = ((x*—x,Ax)zﬁ).

¢) En déduire, en raisonnant par ’absurde, que la limite ¢ de Qo f en +oo est nulle.
d) Démontrer que f(t) tend vers x* quand ¢ tend vers +oo.

5. Un exemple
-1 1 1
Dans cette question, on suppose p=3etA=|-1 -1 1
1 -1 -1
a) Justifier 'existence d’'un unique vecteur x* vérifiant (8) et le trouver.
b) Démontrer que la fonction ¢ — f;(f) fo(%) f3(t) est croissante.
c) Justifier que f(¢) tend vers x* quand ¢ tend vers +oo.
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Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet se compose d'un exercice et d'un probleme dont les différentes parties peuvent,
dans une certaine mesure, étre traitées de maniere indépendante, quitte a admettre les résul-
tats des parties précédentes. La qualité de la rédaction et la précision des réponses apportées
entrent pour une part importante dans la notation. Les réponses absurdes sont pénalisées.
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Probléeme

Dans tout le probleme, n désigne un nombre entier, et 'on suppose que n = 2. On consi-
dere n variables aléatoires notées Xj, ..., X}, avec les hypotheses suivantes :

(@) Pour tout 1 < k < n, la variable Xj ne peut prendre comme valeur que 0 ou 1.

(B) Pourtoutl<k<n,onal0<P(Xp=1)<1.

(y) Lesvariables aléatoires Xj,..., X,; sont mutuellement indépendantes.
Dans la suite, on notera, pourtout 1 < k<n:

_ Pk

pr =P(Xk=1), qrx =1-px, Tk
gk

Etant donné deux entiers naturels a et b, on utilisera dans la suite la notation [a, b] pour
désigner I’ensemble des entiers j tels que a < j < b (ainsi [a, b] correspond al’ensemble vide
silonaa>Db).

Partie I - Calculs avec les fonctions génératrices

Pour tout nombre réel ¢ € [0, +00l, et tout nombre entier j € [1, n], on définit
gj(1) =E (),

en posant par convention que 0° = 1. On définit également, pour j € [0, — 1] la variable
aléatoire S; par

Si= ) X 1)
On pose en outre
Gj(1) =E(1%),
toujours avec la convention que 0° = 1.
1) Montrer que I'on a, pour tout £ € [0, +oo[, et j € [1, n], 'identité :
gi(h=qj+pjt. 2
2) En déduire que 'on a, pour tout ¢ € [0, +00l, et j € [0, n— 1], 'identité :
n
Gi= ] a@+re. 3)
k=j+1

3) A partir de (3), obtenir une expression explicite pour la dérivée G;.(t) et montrer que

- (1 a)(£.7)

k=j+1 k=j+1

4) Montrer que I'on a l'identité :
P(S;=1)=G(0). (5)

5) Donner une expression de I'espérance [E(S;) (a partir de I'expression de G;, ou en revenant
ala définition de Sj).
6) Donner une expression de la variance V(S;) (a partir de I'expression de G, ou en revenant
a la définition de S;).
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Partie II - Probabilité de s’arréter au dernier succes

Dans cette partie, on considere un entier s € [0, n — 1], et 'on note T la variable aléatoire
définie de la maniére suivante :

Ty=min{je[s+1,n]|X;=1},

avec par convention T = n s’il n’existe aucun entier j € [s + 1, n] pour lequel X; = 1.
Lorsque les variables aléatoires Xj, ..., X, représentent les résultats (1 = succes, 0 = échec)
de n expériences successives, la variable aléatoire T correspond donc a I'indice du premier
succes strictement postérieur a s lorsqu’un tel succes existe, et prend la valeur » sinon.
On introduit maintenant I'événement A défini par :

As={Xr,=1et X; =0pourtout j € [Ts+1,n]}.

L'événement A, correspond donc au fait qu’il existe un succes strictement postérieur a s,
celui-ci étant de plus le dernier succes de la séquence Xi, ..., Xj,.

7) Petit exemple : on suppose que n = 5 et que les valeurs effectivement réalisées des va-
riables aléatoires Xj,..., X5 sont les suivantes : X; = 0,X, = 1,X3 =1,X4, = 0, X5 = 0. Dans
cette situation, quelles valeurs les variables aléatoires Ty,..., T, prennent-elles? Parmi les
événements Ay, ..., A4, quels sont ceux qui sont réalisés?

8) Montrer que, pour tout s € [0, 7 — 1], on a I'identité P(As) =P(Ss = 1).

9) On consideére un entier s € [0, 7 — 2]. Montrer que I'on a I'inégalité P(As) < P(As+1) si et
seulement sil'on al'inégalité Y., 7= 1.

Indication : Faire appel aux questions précédentes, en notant aussi que (%) rs+1 = 1.

10) On suppose que 'ona Y}’ _, ri =1, etl'on pose

s,’;:max{se[[l,n—l]]

n
Z =1 } .
k=s+1

(a) Montrer que s, est bien défini (comme max. d'un ensemble d’entiers fini non-vide).

(b) Montrer que la suite (u,,) ;=1,..,» définie par u,, = ZZ: m Tk est décroissante.

(c) Montrer que, pour tout s€ [1,s;l,ona Y.} .  rp=1.

(d) Montrer que, pour tout s € [0, s;, — 1], on a P(As) < P(Ag41).

(e) Montrer que, pour tout s € [[s,’; +1,n—1],ona ZZ=S+1 re < 1.

(f) Montrer que, pour tout s € s, n—2] onaP(As) = P(As+1).

(g) En déduire que la probabilité P(A;) est maximale pour s = s}, parmi les différentes

valeurs de s € [0, n — 1] possibles.

11) On suppose maintenantquel'ona}_;_, ri < 1. Montrer que la probabilité P(A;) est maxi-
male pour s =0.
12) On suppose que toutes les probabilités p; sont égales : il existe un nombre p €]0, 1] telle
que p; = --- = p, = p. Exprimer la valeur de s}, en fonction de n et p (en distinguant éven-
tuellement différents cas).
13) Donner une expression de E(Ts|A;) et de E(T|A%) en fonction de n et des parameétres
pj»q;j,7j. (Onnote A7 I'événement complémentaire de A;.)
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Partie III - Records d’'une permutation aléatoire

On rappelle qu'une permutation des entiers de 1 a n est une bijection de '’ensemble
{1,...,n} sur lui-méme, autrement dit, une application o : {1,...,n} — {1,...,n} telle que,
pour tout j € [1, n], il existe un et un seul i € [1,n] tel que o(i) = j. Dans cette partie, on
note .%, I'’ensemble des permutations des entiers de 1 a n, et ’'on rappelle que cet ensemble
comporte n! éléments. On considere ensuite une permutation aléatoire ® uniformément
distribuée sur .%,, autrement dit, ©® est une variable aléatoire a valeurs dans .%#,, vérifiant,
pour tout o € ¥, I'identité P(© = o) = #

Etant donné un entier 1 < i < n, on introduit I'’événement R; défini par

R; ={06(i) > ©(j) pour tout j € [1,i —1]}.

On définit ensuite Y; comme la variable aléatoire indicatrice de I’événement R;, autrement
dit: Y; = 1 lorsque R; se réalise, et Y; = 0 dans le cas contraire.

On admettra sans preuve les deux propriétés (remarquables!) suivantes :

(@) Pourtoutie[l,n],onalP(Y;=1)=1/i.

(b) Les variables aléatoires Y1,..., Y; sont mutuellement indépendantes.

On pose dans la suite de cette partie X; = Y; pour touti € [1,n].

14) L'une des hypotheses effectuées au début du probléme n’est pas vérifiée, avec la défini-
tion des (X;)1<i<n posée ci-dessus. Laquelle?

On admettra que, malgré 'hypothese non-vérifiée identifiée a la question précédente, le
résultat de la question 10) demeure néanmoins valable.

15) Montrer que I’événement A, coincide avec I’événement {O(T}) = n}.

16) Exprimer la valeur de Y.} _, r dans le cas étudié dans cette partie, et justifier que 'on se
trouve dans le cas de la question 10).

17) Montrer que, pour tout couple d’entiers a et btelsque2<a<b,ona:

b+1) 2 b
ln(—) <) 1/¢ Sln(—).
a I=a a—1
Indication : Comparer la somme le?: . 1/¢ avec l'intégrale de la fonction x — 1/x sur des

intervalles appropriés.
18) En déduire que

*

lim %=1/, ©)

n—+oo n

Indication : Utiliser la définition de s;, afin d’obtenir deux inégalités pour lesquelles on peut
utiliser la question 17).

19) Voici un contexte d’application possible pour les résultats précédents . On dispose d'une
liste de n candidatures sur un poste a pourvoir. Les candidat(e)s passent un entretien indivi-
duel visant a mesurer leur aptitude vis-a-vis du poste, mais la contrainte suivante est impo-
sée : al'issue de chaque entretien individuel, une réponse immédiate (recrutement ou refus)
doit étre donnée a la personne ayant passé l'entretien, si bien que le recrutement s’acheve

1. Ou, du moins, une motivation pratique justifiant 'étude de ce type de modele. Il ne s’agit pas d’'une
application réaliste.
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des qu'une réponse positive a été donnée a un(e) candidat(e). On suppose que le nombre
n de candidatures disponibles est élevé, et la procédure retenue pour mener le recrutement
est la suivante : dans une premiere phase, on fait passer un entretien a un nombre s (fixé a
I’avance) de candidat(e)s, qui ne recevront de toute facon pas de réponse positive. Dans une
seconde phase, on procede a des entretiens avec les autres candidat(e)s, en donnant une ré-
ponse positive des le premier entretien montrant une aptitude supérieure a I’ensemble des
entretiens qui l'ont précédé (ce qui inclut les s entretiens de la premiére phase, plus les pré-
cédents entretiens de la seconde phase), et I'on arréte alors de faire passer des entretiens.
Enfin, dans le cas ou les entretiens ont continué jusqu’a la n-éme candidature, celle-ci est de
toute facon retenue.

(@) Quels peuvent étre les inconvénients liés a un choix de s trop faible?

(b) Quels peuvent étre les inconvénients liés a un choix de s trop élevé?

(c) En supposant que les aptitudes successives des candidat(e)s soient ordonnées selon
une permutation aléatoire uniformément distribuée, que suggerent les résultats pré-
cédents quant au choix du s permettant de maximiser la probabilité de recruter la
candidature présentant la plus grande aptitude parmi les n disponibles?

(d) Quelles critiques formuleriez-vous vis-a-vis de la procédure de recrutement envisa-
gée? Quelle autre procédure (respectant la contrainte d'une réponse immédiate apres
I'entretien) proposeriez-vous?

(e) Quelles critiques formuleriez-vous vis-a-vis du modele probabiliste adopté?

Exercice

La loi de Gumbel est caractérisée par la fonction de répartition F suivante : pour tout
xeR, F(x)=e ¢ .
A) Vérifier que la formule ci-dessus possede bien les propriétés qui caractérisent une fonc-
tion de répartition continue :

1) limy—_ oo F(x)=0etlimy_ oo F(x)=1;

(2) F estcroissante;

(3) F est continue.
B) Montrer que la loi de Gumbel est associée a une fonction de densité, dont on donnera
I'expression.
C) Donner un équivalent simple de 1 — F(x) lorsque x — +00.
D) Montrer que, si U suit la loi uniforme sur ]0,1[, la variable aléatoire définie par G =
—In(—In(U)) suitlaloi de Gumbel. On rappelle la densité de la loi uniforme sur]0,1[: f(x) =0
pour x ¢]0,1], et f(x) =1 pour x €]0, 1[.
E) Etant donné un entier N = 1, on considere N variables aléatoires i.i.d. Xj,..., Xy suivant
chacune la loi de Gumbel. Montrer que la variable aléatoire Z définie par

Z =max(Xi,...,Xy)—-InN

suit également la loi de Gumbel.

Indication : Passer par la fonction de répartition de Z.

F) On considere une suite de variables aléatoires i.i.d. (Y;),>1 suivant chacune la loi expo-
nentielle &£(1). Montrer que 'on a, pour tout x = 0, la convergence suivante :

lim P@max(Yy,...,Yn)—InN<x)=e ¢
N—+o0o

On rappelle la densité de la loi exponentielle £(1) : fg1)(x) =0 pour x <0, et fgq)(x) =e™*

pour x = 0.
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Session 2019

Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont discretes et défi-
nies sur le méme espace probabilisé (2,5, P).

On note |x] la partie entiere d'un réel x. On rappelle que I'indicatrice 14 d'un événe-
ment A est la variable aléatoire qui, a chaque w € Q, associe 1 4(w) =1siwe Aet14(w)=0
sinon.

On rappelle qu'une fonction réelle h, définie sur R, est dite convexe si, pour tout couple
(x,y) € R? et tout réel A € [0,1], on a: h(Ax+ (1 - A1)y) < Ah(x) + (1 — M) h(y). Le candidat se

rappellera, ou admettra, que si une fonction & est définie sur R et convexe alors, pour tout

, . h(x) - h(a) .
réel a, la fonction p, : x — ——— est croissante sur R\ {a}.
xX—a
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Partie I - Préliminaires

On établit ici des résultats qui seront utilisées dans la suite du probléme. Les questions
sont indépendantes.

1. Soit (Xj)ren* une suite de variables aléatoires, indépendantes et suivant toutes la loi

n
de Poisson de parametre A > 0. On pose, pour tout entier naturel , non nul S,, = Z Xk
k=1

(@) Quelle est, pour tout entier naturel n non nul, laloide S, ?
(b) Prouver, pour tout € > 0 et pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité :

P(S—:>A+5)<$-

2. Soit (x, 1) € R? avec 0 < u < X.

On considere I'application ¥ qui, a chaque réel 0 > 0, associe
Y (0) =exp (,u(eg -1)- Hx).

(a) Montrer que la fonction ¥ a un minimum sur R, et déterminer sa valeur.

(b) SoitA>0,e>0etneN*.Onpose x=n(l+¢) et u=nA.

Justifier, dans ces conditions, 1’existence d’un réel a > 0 (fonction de A et € mais
pas de n) pour lequel r51>in‘P(9) =e 4,
>0

X+ x)+
3. Soit g une fonction de R dans R telle que, pour tout (x, y) € R?, g( 5 y) < g 5 8W) .
(a) Prouver, pour tout couple (x, y) € R?, pour tout entier naturel 7 et pour tout en-

tier k € [0,2"], 'inégalité :

k k k k
85+ (1= 50y) < 55800+ (1- 37) g1

On pourra raisonner par récurrence sur 'entier n, et observer que, si p est un

2p+Q2p+2
entier, on a I'égalité : 2ptp+2) 2p+1.

+00 k
(b) On pose D = nL;Jo {z—n; ke [[0,2”]]} et on considere un réel A de [0, 1].

[A2"]

21’[
Vérifier que la suite (d,) ,en €st une suite d’éléments de D, croissante et conver-
gente vers A.

On note, pour tout entier naturel n, d,, =

(c) Onsuppose, de plus, que la fonction g est croissante. Montrer qu’elle est convexe.

4. Soit X une variable aléatoire discrete possédant une espérance.

(a) Rappeler'inégalité de Markov.
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(b) On suppose, de plus, la variable X a valeurs positives ou nulles. Etablir, pour tout
réel x > 0, I'inégalité

. _E(e%)
P(X > x) <inf .
0>0 egx

5. Soit X une variable aléatoire, possédant une espérance et telle que X () = {x; k € N*}
ol la suite (x;)ren+ €st a valeurs dans R, strictement croissante et de limite +oo. On
pose xp = 0. On note, pour tout entier naturel n, a, = E(X1;x<x,)).

(@) Prouver la convergence de la suite (@) sen-
(b) Soit e > 0.
Justifier 'existence d'un entier naturel N tel que, pour tout entier n > N,ona:
E(X)-e< ay.
En déduire que la suite (a ) ,en converge vers E (X).
(c) Soit B la fonction qui, a chaque réel K > 0 associe, (K) = E (X 1;x<kj).
Prouver I'égalité lim B(K)=E(X).
K—+oco

On admet que ce résultat est valable pour toute variable aléatoire discrete a va-
leurs positives ou nulles.

6. Soit f:R — R concave et décroissante. Soit x € R.

(a) Justifier I'existence d’'une limite finie, négative ou nulle, a droite en x, pour la

fonction u — M On note 8, cette limite.
u—x

(b) Prouver, pour tout réel u, 'inégalité : f(u) < f(x) + 60o(u — x).
(c) En déduire I'égalité
inf sup (f(u) +0(u-— x)) = f(x),

020 yeR
en ayant, pour tout réel 6, posé sup ( fu) +0(u—- x)) = +oo quand la fonction

uelR
u— f(u)+0(u—x) nest pas majorée.

7. Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) = {xk; ke N*} ou la suite (xp)ren+ €St a
valeurs dans R;, strictement croissante et de limite +oo. On pose xy = 0.

(a) Vérifier que la fonction qui a chaque réel ¢ associe P (X > ¢) est continue par mor-
ceaux sur R.

(b) Soit r un entier naturel.

Xr+1 r
Prouver l’égalité[ P(X>1ndt= Z (Xg+1 — XK)P (X > x1), puis I'égalité
0 k=0

Xr+1 r

f P(X>0dt=) xpP(X=xp)+%1P(X>x).
0 k=1

(c) Prouver que la variable aléatoire X a une espérance si et seulement si l'intégrale

+00
impropre f P (X > r)dt converge et que, dans ce cas, on a I'égalité :
0

+00
E(X)=f P(X >ndzt.
0
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On admet que ce résultat s’étend a toute variable aléatoire discrete a valeurs po-
sitives ou nulles.

8. Soit (V) nen+ une suite d’éléments de R, vérifiant, pour tout (m, n) € (I\I*)Z, I'inégalité :
Uman < Um + Up.
v
(a) Justifier I'existence du nombre p = inf {—n; neN* }
n
. % UN
(b) Soite >0et NeN* tel que p < N <p+e.
v v
Soit (k,r) e Nx [0,N—1] et n = kN + r. Prouver I'inégalité 2L <=4+ Leten
déduire, pour tout entier n assez grand, I'encadrement p < — < p +2¢.
n

qe e . Un
On en déduit ainsi que lim — = p.
n—+oo 71

Dans toute la suite du probléme, on consideére une suite (Xy)en+ de variables aléatoires
discretes, a valeurs positives ou nulles, indépendantes et suivant toutes laloi de X;. On pose,
n

pour tout entier naturel . nonnul, S, = Z Xk-
k=1
On suppose, de plus, que, pour tout réel ¢, P (X; > t) > 0.

9. (a) Soit (m,n) e (I\J”‘)2 et (i, v) € R?. Etablir I'inégalité :
P(Syon=mu+nv) 2P(S,,, = mu) P(S, = nv).

(b) Prouver, pour tout entier naturel 7 non nul et pour tout réel u, I'inégalité :
P(S, > nu)>0.

InP (S, > nu) InP(S, > nu)

_ = Sup - ..

(c) En déduire que, pour tout réel u, lim
n—+oo neN* n

Partie II - Le théoréme de Cramer

1. Une inégalité

(@) Soit J une partie de R telle que, pour tout élément x de J, I'intervalle ]—oo, x] est
inclus dans J. Prouver que la partie J est un intervalle de R.

(b) Vérifier que la fonction ¢ : 8 — In E (%) est définie sur un intervalle I de R
contenant R_.

(c) Déterminerl'intervalle I etla valeur de ¢(0) pour toutf € I, dansles cas ol X; suit
la loi géométrique de parametre p € ]0,1[ ou la loi de Poisson de parametre A > 0.

1
2. (a) Vérifier que la fonction H : u+— sup - In (P (S, > nu)) est définie sur R, et qu’elle
neN*
est décroissante.

2 et u+v 1
(b) Prouver, pour tout couple (u, v) € R?, 'inégalité : H(T) > E(H(u) + H(v)).

On utiliseral-9.
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(¢) Qu’en déduit-on pour la fonction H?

3. SoitO e INR,.

n
(@) Justifier, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : E %5 = (E (eeXl)) .

(b) En déduire, pour tout réel u et pour tout entier naturel 7 non nul, I'inégalité :
1 nfu
9@ > —In (e P(S, > nu)).
n

(c) Conclure al'inégalité :
@©) = sup (u+ H(w)).

ueR
4. Le cas d’égalité si 6=0
Etablir I'égalité : ¢(0) = sup H(u).

ueR
5. L’autre inégalité si 0>0

On rappelle que les variables Xj sont discrétes, a valeurs positives ou nulles, indépen-
dantes et suivent toutes la loi de X, et que, pour tout réel ¢, P (X; > ) > 0.

Soit K>0,0>0etneN".
(@) i. Prouverl'inégalité :
ox 1 08, T
ln(E(e 1 I[Xng])) = z ln(E(e n H I[XiéK]))-
i=1

ii. En déduire I'inégalité :
0x, 1 0S,
1n(E(e I[Xng]))gﬁ 1n(E(e l[SnénK]))-

(b) Justifier I'existence d'une espérance pour la variable e0Sn 1(s,<nk et établir I'in-
égalité :

os exp(nf K) os
E(e nl[sngnK])éj‘ P(e”>" > t)dzt.
0

K
(c) En déduire I'inégalité E (e?S" lis,<nk) <1+ nt P(S, > nu)e"“du, puis I'in-
0
égalité :

1
In (E (e9% l[Xng])) < - ln(l + nHKexp(nM(H))),

ol l'on a posé M(6) =sup (Ou + H(w)).

ueR

6. Prouver, pour tout réel K assez grand et pour tout entier naturel n» non nul, I'inégalité :

In2nOK
In (B (e 11x,<x))) < % +M(O).

7. En déduire I'inégalité : ¢ (0) < M(0).
Ily a donc égalité via 3 - (c).
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8. Conclure, pour tout réel x, a I'’égalité :

1
lim — InP(S,, > nx) = inf(lnE(eeXl) —Hx).
n—+oopn 0>0

9. SoitA>0ete>0.

(a) Justifier 'existence d'un réel a > 0 pour lequel, pour tout entier naturel n assez
grand,on a:

P(S—: > /1+e) <e o,

(b) Retrouver ce résultat, en utilisant les résultats des questions I-2 et I-4, dans le
cas particulier ot Xj suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

Mathématiques Mercredi 15 mai, matin Page 6/6



BECEAS 2019

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2019

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Lobjet du probleme est I'étude de quelques fonctions périodiques, baties a partir de la
distance a une partie de R et utilisées notamment en théorie du signal et en théorie des
probabilités.

« Pour toute partie A de R, on note — A I'’ensemble des opposés des éléments de A :
—A={-a;acA}.

« Soit f une application de R dans R.
Pour tout réel strictement positif #, on dit que la fonction f est t-périodique si elle
vérifie :
VxelR, f(x+1)=f(x).

On dit que f est périodique s’il existe un réel strictement positif ¢ pour lequel la fonction
f est t-périodique. Dans ce cas, on appelle périodede f laborne inférieure de I'ensemble des
réels strictement positifs ¢ pour lesquels la fonction f est ¢-périodique.
Par exemple, la fonction x — x — | x] est périodique, de période égale a 1, et toute
fonction constante est périodique, de période égale a 0.

Les quatre parties du probleme sont largement indépendantes, mais les matrices intro-
duites dans la partie I sont utilisées dans la partie IV.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utili-
sation dment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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Partie I : une famille de matrices de .#5(R)

Pour tout c € R, on note T, la matrice de .#3(IR) donnée par :

1 0 0
T.=(0 1/2 1/2
0 O c
1 1 0
On consideére d’autre part la matrice: S=|0 -1 0
0 0 1
1. a) Pour quelles valeurs de c la matrice T, est-elle diagonalisable?

b) Existe-t-il une valeur de c et une matrice inversible P pour lesquelles les deux
matrices P~ T, P et P"'S P sont diagonales?

2. Soit n e N*.
a) Calculer la matrice (T3,2)".
b) En déduire, pour tout entier m € N, la matrice S (T7,2)" .

¢) Pour tout c € R, on note ¥ le plus petit sous-ensemble de .#3(IR) stable par le
produit matriciel et contenant les matrices S et 71/ .

2" h k
Justifier que toutes les matrices de ¢ sontdelaforme2™"| 0 (1) ¢ |avec (h, k,¢) € 73
0 0 1

et (m, n) € N2,
d) Quelles sont les matrices de ¢ dont les coefficients diagonaux sont égaux a +1
oua-—17?

Partie II : distances a une partie de R

3. a) Justifier, pour tout réel x et pour toute partie non vide A de R, I'existence de la
distance de x a A, c’est-a-dire du nombre réel positif ou nul

d(x,A) =Inf{|x—al; ae A}.

b) Quels sont les nombres réels x pour lesquels la distance d(x, A) de x a une
partie non vide A de R est nulle?

c) Justifier que, si A est une partie fermée de R, alors il existe pour tout réel x un
élément a, de A tel que:
|x—ay| =d(x, A).

4. Pour toute partie non vide A de R, on note d 4 la fonction x — d(x, A), définie sur R..

a) Dessiner le graphe de la fonction d4 lorsque A ={-1,0,+1} .

b) Démontrer que si A= — A, alors la fonction d 4 est paire et que la réciproque est
vraie lorsque A est fermée.

¢) Démontrer que, si’ensemble A est minoré ou majoré, alors la fonction d 4 n’est
pas bornée.

d) Donner un exemple d’ensemble A qui n’est ni minoré ni majoré, pour lequel
la fonction d 4 n’est pas bornée.
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5. Soit A une partie non vide de R.
a) Démontrer que, pour tout couple (x, y) € R2 et tout € > O,ona:

da(y) =da(x) +|y—xl+e¢.

b) En déduire que la fonction d4 est continue sur R.

c) Justifier que, si la fonction d4 est dérivable et nulle en un point xo, alors sa
dérivée en ce point est nécessairement nulle.

6. On considére dans cette question une suite strictement décroissante (i) ,eN+*, cCONver-
gente et de limite nulle, et on note :

A=R*U{u,;ne N*}.

a) Justifier que 0 appartient a la frontiére de A et que la fonction d 4 s’annule en 0.

. . 1
b) On considere ici le cas ou u, = — pour tout n € I\
n!

1
Calculerdg (5 (U, + un+1)) et en déduire que la fonction d4 n’est pas dérivable a droite
au point 0.

. . 1
c) On considere maintenant le cas out u,, = — pour tout n € N*.
n

Démontrer que la fonction d 4 est dérivable au point 0 et indiquer les autres points ot
elle est dérivable.

Partie III : signaux triangulaires

7. Dans cette question, on suppose que A est un sous-groupe du groupe additif (R, +) .

a) Donner la fonction d4 lorsque A = {0} et lorsque A est dense dans R.

b) Démontrer que, dans tous les autres cas, il existe un réel strictement positif
tel que :

VxeR, du(x) = adz(g) .

On note désormais o la fonction dy :

VxeR, ox)=Min{lx—n|;neZ} 1)

8. a) Justifier 'expression de dz(x) donnée par (1).

b) Vérifier que la fonction o est paire, périodique et de période égale a 1.
+1/2

c¢) Calculer I'intégrale f o(t)de.
-1/2

d) Démontrer que, pour tout entier n € N*, ona:

1

+1/2 —
f o(t)cosrnt)dt = n2m?
-1/2 0 si n est pair

si n est impair
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1-12

Pour tout r €]0, 1], on note P, I'application ¢ — 5
1-2rcos@nt)+r

9. a) Vérifier que, pour tout r € [0, 1[, la fonction P, est définie, périodique et conti-
nue sur R.

+1/2
b) Soit € €]0,1/2[. Démontrer que I'intégrale f P,(t)dt tend vers 0 quand r
£

tend vers 1 par valeurs inférieures.

10. Soit t € R.

a) Démontrer que le rayon de convergence de la série entiere ) _ (cos(2nnt))x”
n=1
est égala 1.

b) Etablir, pour tout r € [0, 1], 'égalité

+00
Pr()=1+2) (cos@mnn)r".

n=1

11. Soit x € R.

1 2 t®cos(k+1)2mx)
Pourtoutre [0,1],onpose: o,(x)=-—-—
4 g2 =0 (2k +1)2

a) En utilisant les formules démontrées en 8c et 8d, démontrer que :

2k+1

+1/2 +00

Vrel0,1, or(x) =f o(®)(1+2 ) cos(2nnx)cosrant)r")dt.
172 =

b) En déduire, pour tout r € [0, 1], les égalités :

+1/2

1 +1/2
0, (x) = E(f o(OP, (x+ t)dt+f

+1/2
a(t)Pr(x—t)dt):f o(x+ 0P, (dr.
1/2 -1/2 -1/2

12. Déduire de ce qui précede que pour tout x€ R, ona:

1 2 t®cos((2n+1)2nx)

U(X)ZZ_?,,; 2n+1)2 '
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Partie IV : une famille de fonctions 1-périodiques

Pour tout réel c €]0, 1[, on note 7, I'application

+00
Teix— Y c"o(2"x) (2)

n=0

ol o est la fonction définie par (1) dans la partie III.
13. Soitc€]0,1].
a) Justifier que la fonction 7. est définie, continue et 1-périodique sur R.
b) Vérifier que, pourtout xe R: 7.(x)=0(x)+c1.(2x).
¢) Démontrer que 7. est 'unique fonction 7 définie et bornée sur R vérifiant :

VxeR, 1(x)=0(x)+ct(2x) (3)

14. Dans cette question, on suppose que c est égal a 1/4.
a) Démontrer que, pour tout x € [0,1/2],ona: 7.(x) =2x(1—Xx).
b) Donner une représentation graphique de la fonction 7 .

On note désormais f la fonction 71/ :

+00
VxeR, B)=) 27"02"x) )
n=0

15. Soit E le R-espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R.

On note fi, f>, f3 les restrictions a [0, 1] des trois fonctions x — 1, x — x, x — B(x),
respectivement, et F le sous-espace vectoriel de E engendré par ces trois fonctions.

On note ® et WV les deux applications définies sur E par :

O(f)(x) = f(x/2)

VfeE, Vxel0,1],
Y(Hx)=f1A-x)

a) Vérifier que le sous-espace vectoriel F est stable par les endomorphismes ® et
v.

b) Vérifier que (f1, f2, f3) est une base de F et reconnaitre les matrices dans cette
base des endomorphismes de F induits par ® et V.

c) Soit ne N et x € [0,2"].
En utilisant le résultat de la question 2b de la partie I, exprimer §((1 — x)2~") al'aide
de x, net B(x).

16. a) En exploitant le résultat trouvé en 15 c, justifier que la fonction § n’est pas dé-
rivable en 0.
b) Démontrer qu’il n'existe aucun intervalle ouvert non vide de R sur lequel la
fonction S est dérivable.
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Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet se compose d'un exercice et d'un probléeme dont les différentes parties peuvent,
dans une certaine mesure, étre traitées de maniere indépendante, quitte a admettre les résul-
tats des parties précédentes. La qualité de la rédaction et la précision des réponses apportées
entrent pour une part importante dans la notation. Chaque réponse doit étre suffisamment

justifiée. Les réponses absurdes sont pénalisées.
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Probléeme

On considere un entier n = 2, une succession de n+ 1 dates fy < f; < --- < I, et un titre
financier dont les valeurs successives (en €) lors des dates t,..., t,;, sont respectivement no-
tées Sy,...,Sy.

On suppose que, sur chaque intervalle de temps [¢;, j+1[ (ou 0 < i < n— 1), un individu
détient a la fois une certaine somme c; (en €) déposée sur un compte bancaire, et une cer-
taine quantité d; du titre financier. A chaque date intermédiaire ¢;, I'individu a la possibilité
de modifier la répartition de ses avoirs entre compte bancaire et titre financier, et 'on sup-
pose qu’il n'y a ni retrait ni apport de fonds lors d'une telle modification, si bien que I’on on
a, pour tout 0 <i < n-2,larelation:

ci+diSiy1=cCiy1+dis1Si41. (1)

On suppose en outre que toutes les valeurs c¢; € R et d; € R sont possibles (y compris des
valeurs négatives pour c; et d;, qui correspondent concretement au cas ou l'individu a em-
prunté une somme en € ou une certaine quantité de titres). On notera R; I'avoir total de
I'individu (en €) a la date ¢;, soit Ry = ¢ + dp Sy et, pour tout 1 <i < n,

Ri=cj_1+d;_1S;. (2)

Pour décrire I'évolution de la valeur du titre au cours du temps, on introduit une suite de
variables aléatoires Wi,..., W, mutuellement indépendantes, et possédant toutes la méme
loi de probabilité donnée par :

[FD(m/l:h):pr [I:D(M/i:b)zl_pr

h, b et p étant des nombres réels fixés vérifiant les conditions0 < b<1< het0< p <1.0n
suppose que Sy = 1 €, et 'on modélise I'évolution de la valeur du titre au cours du temps en
supposant que celle-ci obéit, pour tout 1 < i < n, a la relation :

Si=W;-Si-1.
Partie I - Quelques calculs préliminaires

1) Exprimer S,, en fonction des variables aléatoires Wy, ..., W,.
2) Exprimer la valeur de I'espérance E(S,) en fonction de n, p, b, h.
3) Exprimer la valeur de la variance V(S,,) en fonction de n, p, b, h.
4) On considere une fonction f :]0, +oco[— R. Montrer qu’il existe un unique couple de fonc-
tions ¢y :]0,+oo[— Ret df :]0,+oo[— R, telles que, pour tout s €]0, +ool, le systeme d’équa-
tions suivant est satisfait :
cr($)+s-h-de(s)=f(h-s)
{ cr(s)+s-b-dg(s)=f(b-s)

Une expression explicite des fonctions ¢y et d¢ al’aide de f, h et b est demandée.
5) Montrer que, avec les notations de la question 4), on a, pour tout s :

1 h-—
cr(s)+s-dp(s) = (h b) f(hs)+( )f(bs)
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Partie II - Réplication avec horizon fixe
Dans toute cette partie, on considéere une fonction g :10,+oo[— R fixée.

6) On suppose que, a la date #,,_1, on dispose de ¢,-1 = c¢(S;,-1) € sur le compte bancaire, et
d'une quantité d;,—, = dg(S,-1) du titre financier (les fonctions cg et dg sont celles définies
ala question 4) pour f = g). Montrer que, a la date ¢,, la richesse totale de I'individu vérifie
nécessairement R, = g(S,). (On prétera bien attention au fait que, ici, S,,—; et S, sont des
variables aléatoires.)

7) On définit récursivement les fonctions fy,..., f; :10,+0co[— R de la maniere suivante : on
pose d’abord f;, = g, puis, pour0<i<n-1,

fi(8) =cg,, (8) +sdy,,, (s). 3)

On suppose que, a la date £y, I'individu dispose d'un avoir initial de f,(Sp) €, soit Ry = fo(So).
Montrer que, en répartissant son avoir de maniere appropriée a chaque nouvelle date, il lui
est possible de maintenir la validité de la relation R; = f;(S;) pourtout1 <i < n.

Indication : Pour commencer, I'individu répartit son avoir initial en ¢o = cf,(Sp) € sur le
compte bancaire et une quantité dy = dy, (So) du titre financier.

8) Application : Alice souhaiterait (pour des raisons qui lui sont propres) pouvoir disposer
d’'une somme de g(S;) € a la date ¢, en échange d'un versement initial a la date f, sans
avoir a s'occuper d’opérations intermédiaires de gestion entre ces deux dates. Son ami Bar-
nabé s’engage alors a lui fournir la somme de g(S,) € ala date t;,, en échange du versement
de vy € ala date ty. En utilisant les résultats des questions précédentes, expliquer comment,
en fixant vy = fy(Sp), Barnabé parviendra a fournir a Alice la somme de g(S;) € a la date ¢,
sans gain ni perte pour lui.

On introduit maintenant une probabilité Q distincte (en général) de la probabilité de réfé-
rence P considérée jusqu'ici, et l'on suppose que, sous la probabilité Q, les variables aléatoires
Wh,..., W, sont mutuellement indépendantes et possédent toutes la méme loi de probabilité
donnée par :

oyl

-1

1-b
@(Wi—h)—m» QW;=b)=

=
@‘.

2

Lespérance calculée par rapport a la probabilité Q) sera not
guer de l'espéranceE calculée par rapport a la probabilité P.

9) Vérifier que les valeurs de Q(W; = h) et Q(W; = b) données ci-dessus constituent une
spécification correcte de la loi de probabilité d'une variable aléatoire ne prenant que les deux
valeurs h et b.

10) Pour tout 0 < i < n— 1, on définit la fonction ¢; : ]0, +oo[— R par la formule :

Q

Eg dans la suite, pour la distin-

¢i(s) =Eq [g(s- Wig1---Wy)], 4)
et!’on pose en outre ¢, = g. Montrer que, pour tout1 <i <n-—1, on alarelation:

pi(s) = b Pit1(s Py ¢pir1(sh).

Indication : utiliser une décomposition selon les différentes valeurs possibles de Wi, .
11) Déduire de ce qui précede que, pour tout0 < i <n,onad¢; = f;.
Indication : relire la question 5).

Option B jeudi 16 mai, matin Page 3/5



BECEAS 2019

12) En déduire la relation (importante!) f,(So) =Eg(g(Sn)).
13) On introduit la variable aléatoire B définie comme le nombre d’indices i € {1,..., n} tels
que W; = h.
(@) Quelle estlaloi de B (par rapport a la probabilité Q) ?
(b) Exprimer S,, comme une fonction de B et de h, b, n.
(c) En déduire une formule explicite (sous forme d'une somme) pour fy(Sp) en fonction
de h,b,netg.
14) Montrer I'identité :

fo(So) =E

NE(1-p\B( 1 \"B(h-1\"8
coo o) ) [75) ) |
p) \h-b) \1-p h-b
15) Commenter le fait que les raisonnements précédents conduisent a choisir vy = Eg(g(S,))

et non pas vy = E(g(Sy)), ou encore une valeur de vy caractérisée (par exemple) par une
condition du type P(g(S,) > vy) < € pour une « petite » valeur de €.

Partie III - Réplication avec horizon variable

Alice souhaite conclure un accord différent de celui étudié a la question 8), qui lui per-
mettrait de choisir a tout moment la date a laquelle elle recevrait le versement de Barnabé.
En échange d’'un montant initial de z, € a la date ty, Alice pourrait donc décider a la date #;
de demander a Barnabé de lui verser la somme de g(S;) € (Alice ne pouvant exiger qu'une
seule fois le versement, parmi I’ensemble des dates possibles.)

16) A priori, la valeur de z, devrait-elle étre supérieure, égale, ou inférieure a la valeur v,
considérée a la question 8) ? (Justifier la réponse.)

On définit récursivement les fonctions vy, ..., ¥, :10,+oo[— R de la maniere suivante : on
pose d’abord vy, = g, puis, pour0<i<n-1,

Yi(s) = max (g(s), Cyinr (8) + 8y, (S)) . )

17) Expliquer comment, en fixant zo = ¥((Sp), Barnabé parviendra a disposer a toute date
d’'une somme au moins égale a g(Si) € jusqu’a ce qu’Alice en fasse la demande.

18) Expliquer pourquoi, si Alice demande a Barnabé le versement de g(Si) € a une date i
pour laquelle on a g(Sx) < w(Sk), Barnabé dégagera un profit de cette opération. Pour Alice,
quelle pourrait-étre la meilleure date a laquelle demander le versement?

Partie IV — Un petit contre-exemple

Dans cette partie, on considere simplement deux dates f, et t;, et 'on suppose que W,
peut prendre trois valeurs distinctes : P(W; = 0,5) =0,2; P(W; =1) =0,6; P(W; =2) =0,2,
tandis que la fonction g vérifie g(0,5) =1; g(1) =2; g(2) =3.

19) Vérifier qu’il n’existe pas de couple de nombres réels c, d tels que P(c + dS; = g(S1)) = 1.
20) Un accord entre Alice et Barnabé du type de celui considéré a la question 8) est-il possible
ici? (Justifier la réponse.)

Option B jeudi 16 mai, matin Page 4/5



BECEAS 2019

Exercice

Dans cet exercice, on considére un nombre entier N = 1, et N variables aléatoires Uy, ..., Uy,
supposées mutuellement indépendantes, et suivant chacune la loi uniforme sur ]0,1[. On
rappelle que la loi uniforme sur l'intervalle ]0, 1[ est caractérisée par la fonction de densité
fu définie sur R par fyy(u) =1 pour u €]0,1], et fiy(u) =0 pour u ¢]0,1[.

On définit ensuite les variables aléatoires U(y), ..., Uy obtenues en triant par ordre crois-
sant les valeurs prises par les variables aléatoires ' Uy, ..., Uy.

Par exemple, avec N = 4, si les valeurs effectivement réalisées des variables aléatoires
Uy, U,, U3, Uy se trouvent étre :

Ui (w) =0,44; Uy(w) =0,72; Us(w) =0,23; Us(w) =0,44,

on aura:
U(l)(w) = 0, 23; U(z) (w) = 0,44; U(g) (w) = 0,44; U(4) (a)) = 0,72.

L'objectif de cet exercice est de caractériser la loi de probabilité de la variable U, pour
chaque me{l1,..., N}.
A) Calculer la valeur de E(U,,) pour 1 < m < N.
B) Etant donné x € [0,1], on appelle N(x) la variable aléatoire définie comme le nombre
d’indices i € {1,..., N} tels que U; < x. Montrer que, pour tout entier me {1,..., N}, et tout x €
[0,1], la réalisation de I'événement U(,;) < x est équivalente a la réalisation de I’événement
N(x) = m, et en déduire I'identité :

P(Um < x) = P(N(x) = m).

C) Montrer que, pour tout x € [0, 1], la variable aléatoire N(x) suit la loi binomiale 98(N, p)
avec p = x, et en déduire que, pour tout me {1,..., N},

XN ke N-k
PUm=x)= ) A=t

k=m

D) En déduire que, pour tout m € {1,..., N}, la loi de la variable aléatoire U, possede une
densité f,,, y définie sur R par:
m=1(1-x)N="  pour x €]0,1]

N
— (m-DI(N-m)!
Jn () { 0 pour x ¢]0,1[

E) AT'aide d’'une intégration par parties, montrer 'identité :

1 m 1 1
foxfm'N(x)dx:N——m-i-l(fo fm,N(x)dX—fO xfm,N(x)dx)-

F) En déduire que, pour tout me {1,..., N} :

m

G) Commenter la différence entre les valeurs de E(U,,;,) et E(U())-

1. De maniere plus formelle, pour tout w € Q, les valeurs Uy (w),..., Uy (w) sont obtenues en triant dans
I'ordre croissant les valeurs U (w), ..., Uy(w), une valeur apparaissant plusieurs fois étant alors répétée avec sa
multiplicité.
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Epreuve de mathématiques
Durée : 3h

En dehors de sa derniére question, la partie II est indépendante de la partie I.

Partie I - Intégrales généralisées de Dirichlet

1. Les sous-questions sont indépendantes.
(@) On considere la fonction
R — R
sin ¢ {140
: — Ss1 ;
§ r — r
1 sit=0.

Montrer que la fonction g est de classe C! sur R.

. e . T gint
(b) i. Prouver la convergence de I'intégrale impropre — dz.
0
tosint /2
On admet I'égalité f —dt=—
0 t 2
o ) o e . +oosin(j 1)
ii. Déterminer, pour tout j € N*, lavaleur de I'intégrale impropre ” dz.
0

(c) Donner le développement limité en 0 a’ordre 4 de la fonction ¢ — In g(7).

+00 ) T
(d) Onrappelle que f e zdu= \/;
0
nt?

’ : P vn o _ntt
Donner, lorsque I'entier n tend vers +oo, un équivalent de e ¢ dr.
0

Inn

2. Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

N

+oo
(a) Vérifier que 'intégrale impropre f dt est convergente.
0

tn
+00 gin? f

?
5 dr?

(b) Quelle estla valeur de f
0

3. On pose, pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ > 0, h,, () = sin’'t.

Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

(a) Soit k € [0, n—1]. Justifier I'existence d’'un réel K > 0 pour lequel, pour tout réel ¢,
ona: !hgc)(t)| <K.

(b) i. Quel estle développement limité a I'ordre n en 0 de la fonction h;,?
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) ho (¢ !
ii. Etablir I'égalité : lim tnn—(k) = (,,:k){

dz.

+00 h(k) ¢
(c) Justifier, pour tout entier k € [0, n—2], la convergence absolue de I'intégrale f tnn—(k)
0

+00 h(”—l) (1)
(d) Justifier la convergence de 'intégrale f % dr et établir I'égalité
0

f*w(sint)ndt: 1 f+°° h%"_l)(t)dt
0 t (n—1" Jo t )

4. Soit n e N*.

(a) Etablir, pour tout réel ¢, 'égalité
1 2 2n\|
Hou (1) = sinZ”t - -1 n+k ez(2n—2k)t.
2n(1) o ];)( "
(b) En déduire, pour tout réel ¢, 1'égalité

R2n=1) (= ¢ nijl 21 | 2n-1 .o
(=) (-1 J sin(2j ).
j=1

n+j

v e [TOqsinty2n @1 1 nvj| 21 | 201
() Endeduurelegahte.f (T) dt—gm;(—l) ( )] .

0 n+j
. . _ L *o sint\n
5. Etude asymptotique de la suite de terme général (T) dz
0

. . ) *oo sint\n 1
(a) Prouver, quand 'entier n tend vers +oo, I’évaluation (—) dr= 0(—)-

z t vn

. sint T
(b) i. Etudierla monotonie de la fonction ¢ — — sur 'intervalle ]0, 5]

ii. En déduire, quand l'entier n tend vers +oo, I’évaluation asymptotique :

[ ()" = o( =)

vn
On pourra, en utilisant le résultat de la question 1-c), donner un équivalent
sineyy . Inn
deln( )ousn:—-
En vn

(c) i. Justifier I'existence de a > 0 tel que, pour tout u € [0,a]l,ona: e *—-1| < 2u.
ii. Justifier I'existence d'un réel b > 0 tel que, pour tout ¢ €]0, b],

3 sinty 1?
-1’ < IH(T)+E<O

On utilisera le résultat de la question 1-c).
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iii. En déduire, pour tout entier n assez grand, I'inégalité

e [ u < [ e

puis, toujours quand l'entier 7 est assez grand, I'inégalité
sm t n a2 In*n
‘ f f & de| <2 2.

(d) En déduire, lorsque I'entier n tend vers +oo, I'équivalence :

f+°° sintyn 37
(2 a3
0 r 2n

On se souviendra du résultat de 1-d).

Partie I Montées d’'une permutation de [1, ]

On appelle, pour tout entier naturel » non nul, montée d’une liste a = (a;, ay, ..., a)
d’entiers naturels distincts deux a deux toute sous-liste (ap, dp+1, ..., a4) (avec p < q) véri-
fiant les conditions :

p=louay_>ap
et ap<ap1<---<agSip<q)

et g=nouag>ags:

On note M(a) le nombre de montées de la liste a. Par exemple, les montées de la
liste a = (2,5,7,6,1,4,3,8) sont (2,5,7), (6), (1,4) et (3,8), et donc M(a) =

On définit de méme la notion de descente d'une liste a d’entiers naturels distincts deux a
deux et son nombre de descentes D(a). Par exemple, les descentes delaliste a = (2,5,7,6,1,4,3,8)
sont (2), (5), (7,6,1), (4,3) et (8), et donc D(a) =

On note, pour tout entier naturel » non nul, S,, 'ensemble des n-listes d’éléments de [ 1, n]
distincts deux a deux.

Il est clair que, pour toute liste ade S,,,onal < M(a) < netl<D(a)<n

Enfin, pour tout entier naturel k, on note E; (k) le nombre de listes a de S,, ayant exacte-
ment k montées. Autrement dit, E, (k) = card{a €S,; M(a) = k} On a donc, E;(0) = 0 ainsi
que E; (k) = 0 pour tout entier k > n.

1. Soit n e N*.

(a) Déterminer les valeurs de E, (1) et E;,(n).

(b) Soit k un entier fixé compris entre 1 et n.
Donner un exemple de liste a de S, pour laquelle M(a) =

2. Déterminer, pour tout entier naturel n» non nul et pour toute liste a de S, la valeur
de M(a) + D(a).

En notant, pour i € [1,n—1], s; la somme du nombre de montées et du nombre de
descentes de (ay, ay, ..., a;), on évaluera, en fonction du nombre s;, la somme s;, des
nombres de montées et de descentes de (aq, ay, ..., a;+1).
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3. Soit n € N*. On associe, a toute liste a = (aj, a», ..., a,) de S, laliste
Ya)=mn+1l-a,n+1—ay,...,n+1—ay).

(a) Vérifier que I'application ¥ est une bijection de S, sur S,,.

(b) En déduire, pour tout entier k de [[1, n]), 'égalité : E,,(k) = Ep(n+1—k).

4. Calcul de Ej,(2)

Soit n un entier naturel au moins égal a 2.
(@) Quel estle nombre de couples (A, B) de parties non vides de [[1, n] tels que
AuB=[1,n]etAnB=g.
(b) Etablir 'égalité : E,,(2) =2" — (n+1).

5. Une relation de récurrence

Soit 7 un entier naturel non nul. A toute liste a = (a;, ao, ..., a,+1) de S,.+1, on associe la
liste ¢, (a) de S,, obtenue en 6tant’élément (n+1) de laliste a. Par exemple, dans le cas
particulieroun=>5,sia=(3,4,1,5,6,2), alors ¢5(a) = (3,4,1,5,2), etsia= (6,3,4,1,5,2)
alors ¢5(a) = (3,4,1,5,2).

(a) Soitb=(ay,ay,...,a,) unélémentdeS,,. Comments’écriventles élémentsdeS;,,;
dont I'image par ¢, est égale a b?

(b) Soit k dans [1,n] et soit b dans S,, tels que M(b) = k. Quelles sont les valeurs
possibles de M (a) pour un élément a de S;;; dont'image par ¢, est égalea b?

(c) Etablir, pour tout entier k de [1, ]}, I'égalité :
Epi(k+1) = (k+ DE,(k+1) + (n+1— K E, (k).

Vérifier que cette formule tient également pour k = 0 et pour tout entier k > n.

(d) Donner, en détaillant le calcul de E5(3), les valeurs de Ej, (k) pour tous les couples
d’entiers (n, k) tels que 1 < k < n < 5. On consignera les résultats dans un ta-
bleau, n étant I'indice de ligne et k I'indice de colonne.

6. La formule de Worpitzky

Etablir, pour tout entier n € N* et tout entier k € [1, n], 'égalité
En(k) = i(—l)k—f(f 1.)1'”.
j=1 —J
On raisonnera par récurrence sur I’entier n.
7. Une égalité miraculeuse !
Justifier, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité :
+oo (sin l‘)2n

Ezp-1(n) = 2 2n- 1)!f
b4 t

0
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Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 3h

Les matrices de Hessenberg sont des matrices « presque triangulaires », qui permettent d’éco-
nomiser les calculs lors de la mise en ceuvre d’'algorithmes d’'analyse numérique. Lobjet du
probleme est d'examiner le comportement asymptotique des puissances de certaines de ces
matrices.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et d une uti-
lisation diiment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.

Dans tout I'énoncé, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 3.

« Le coefficient situé dans la i-eme ligne et la j-eme colonne d’'une matrice M est noté
Mli, jl.

¢ Les matrices élémentaires de .4 ,,(R), dont tous les coefficients sont nuls sauf un,
égal a 1, sont notées Ez(’? Ainsi a-t-on, pour tout couple (i, j) € [[1, n]]*:

1 l=ietk=]j
Ve, ke l,n)? EMk=066"= Crensd
LJ J 0 sinon

ou 6{ (respectivement j?) vaut 1 si i = ¢ (respectivement j = k), 0 sinon.

« Pour toute matrice M de .4, (IR), on note u,; (respectivement vy;) 'endomorphisme
de R (respectivement C"*) canoniquement associé a M, c’est-a-dire I'’endomorphisme dont
M est la matrice dans la base canonique %,, = (ey,...,e;) de R” (respectivement C"). On
appelle spectre de M I'ensemble, noté sp (M), des valeurs propres de vy, (il s’agit d'une
partie non vide de C).

» Lorsque doit étre établie la convergence d'une suite de matrices de .#,(RR), il s’agit
de la convergence pour 'une quelconque des normes sur cet espace vectoriel, toutes équi-
valentes puisqu’il est de dimension finie.
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Partiel Matrices de Hessenberg

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est une matrice de Hessenberg si tous ses coeffi-
cients M[i, j] situés en dessous de la « sous-diagonale », c’est-a-dire tels que i = j + 2, sont
nuls.

Par exemple, les matrices de Hessenberg de .45 (IR) sont les matrices de la forme

MI1,1] MI1,2] MI1,3] MI[1,4] MI1,5]
MI[2,1] MI[2,2] MI[2,3] MI(2,4] M]I2,5]
0 Mi[3,2] MI3,3] M]I3,4] M]3,5]
0 0 Mi4,3] Mi[4,4] M]I4,5]
0 0 0 Mi[5,4] M]I5,5]

1. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on note /,(R) 'ensemble des matrices de
Hessenberg de .4, (R).

a) Justifier que /7, (R) est un sous-espace vectoriel de .4, (RR).
b) En donner une base et la dimension.

2. Soit a un réel strictement positif. On note H, (a) et H_(a) les deux matrices de Hes-
senberg de /3 (IR) définies par

a a 0 a a a
H(a=(1 a 0 et H(a=|-1 a a
0 0 a++va 0 0 a
a) Trouver les valeurs propres de la matrice H, (a) et montrer qu’elle est diagona-
lisable dans [R. )
b) Soit r € R*. Démontrer que la suite de matrices (—p(H+ (@) ) \ €st conver-
r pe
gente si, et seulement si, le réel r est supérieur ou égal a a + v/a.
1
¢) Soit Q(a) = lim ————(H, (@)".
P=r0 (a+va)

Justifier que 'endomorphisme U de R" est un projecteur, dont on précisera le
rang, 'image et le noyau.

1
d) Soit r € R*. Démontrer que la suite de matrices (—p(H_ (@)” ) N est conver-
r pe

gente si, et seulement si, le réel r est strictement supérieur a v a(l + a).

n—-1
3. Soit (a,b) e R?>. Onnote J,, = ,ZIE;‘TLJ et Hy(a,b)=al,+DbJ,.
]:

a) Calculer les puissances successives de la matrice J3 et donner, sans démons-
tration, une expression générale des puissances (/,,)7 (g € N).

b) Etablir, pour tout entier p = n — 1, I'égalité

n n . . . .
(Hata,0)? =Y. Y| .7 Jar=i*i =T E™
j=1i=j\t~J

et en déduire que, si a et b sont différents de 0, alors tous les coefficients de la matrice
(Hyu(a, b))n_1 situés sur ou en dessous de la diagonale (c’est-a-dire dont I'indice de
ligne est supérieur ou égal a I'indice de colonne) sont différents de 0.

c) Pour quelles valeurs de (a, b) la suite ((Hn(a, b))p ) N est-elle convergente?
pE
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PartieII Rayon spectral

Dans cette partie, on considere une matrice M de .4, (R) et on note p(M) le plus grand
des modules des éléments du spectre de M, appelé rayon spectral de M :

p(M) =Max{|A|; Aespp(M)}.

4. Soit € un nombre réel strictement positif et P, la matrice diagonale de .#/,(R) dont
les coefficients diagonaux sont donnés par :

Vielll,nll, Peli,il=¢".

a) Calculer, pour toute matrice triangulaire supérieure T de .4, (R), les coeffi-
cients de la matrice P, TP,.

b) En déduire que, pour tout réel a > 0, il existe une matrice triangulaire sem-
blable a T dont tous les coefficients non diagonaux sont de modules inférieurs ou
égauxa a.

¢) Démontrer que pour tout réel r > p(M), il existe une matrice inversible P a co-
efficients complexes pour laquelle la matrice M’ = P~ MP est triangulaire et le mo-
dule de chacun de ses coefficients au plus égal a r, c’est-a-dire :

V@i, j) e L, nl? | M[i,jlI<r.

1
5. Justifier, pour tout réel r > p(M), la convergence de la suite (—pM p ) N Vers la ma-
r pe
trice nulle.

6. On suppose dans cette question que le polyndme caractéristique de M possede au
moins une racine réelle simple, que 'on note A.

On note u;, I'endomorphisme de R" de uy, dont la matrice dans la base canonique
est la transposée ' M de la matrice M.

a) Justifier 'existence de deux éléments non nuls x et y de R” vérifiant

uy(x)=Ax et uy(y)=A71y.

b) Démontrer que I'orthogonal Vect{ y}l de la droite vectorielle engendrée par le
vecteur y, pour le produit scalaire usuel de R”, est stable par 'endomorphisme u,, et
que A n’est pas une valeur propre de 'endomorphisme de Vect{y}* induit par u,.

c¢) En déduire que Vect{y}* et Vect{x} sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de R”.

d) On note Q la matrice dans la base canonique du projecteur de R” d’image
Vect{x} et de noyau Vect{y}~.

Démontrer que, si A est égal au rayon spectral p(M) et si tous les éléments de spg (M)

1
distincts de A ont un module strictement inférieur a p(M), alors la suite ( 5 M p )
p (M) peN
est convergente et de limite Q.
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Partie III Matrices irréductibles

Pour toute partie J de [[1, n]], on note F; le sous-espace vectoriel de R"” engendré par les
vecteurs e de la base canonique de R" dont l'indice j appartienta J :

Fy=Vectiej; j€ J}

(qui est réduit au vecteur nul lorsque J est vide).

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est J-réduitesi F; est stable par'endomorphisme
uyps et on note 4, (IR)[J] '’ensemble des matrices J-réduites de .4, (IR) :

MR ={M € Mn(R); upm(Fy) < Fy} .

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est irréductible s’il n’existe aucune partie J de
[[1, n]], non vide et distincte de [[1, n]], pour laquelle M est J-réduite.

7. Exemples
a) Pour quelles parties non vides J de {1,2,3} les matrices H, (a) et H (a) de la
question 2 sont-elles J-réduites?
b) Démontrer qu'aucune des matrices H,(a, b) de la question 3 n’est irréductible.

8. Soit M € 4y,(R).

Démontrer que, pour que M soit irréductible, il suffit qu’il existe un entier naturel p
pour lequel tous les coefficients de la matrice M” sont différents de 0.

Pour traiter la derniére question du probleme, on admettra les deux résultats suivants (théo-
remes de Perron-Frobenius).

« Siune matrice N € ./, (R) est a coefficients positifs ou nuls, alors p (V) appartient au
spectre de N.

« Si une matrice N € .4, (R) est a coefficients strictement positifs, alors p(N) en est la
seule valeur propre de module maximal et la dimension du sous-espace propre qui lui est
associé est égale a 1.

9. Soit H une matrice de /,;(IR) dont tous les coefficients situés sur et au dessus de la
sous-diagonale sont strictement positifs :

Y(i,))elll,nl? i<j+1= HI[i,jl>0.

a) Justifier I'existence de deux réels strictement positifs a et b pour lesquels tous
les coefficients de H — H,(a, b) sont positifs ou nuls.

b) En déduire que H est irréductible.

¢) Démontrer que la suite ( converge vers une matrice qui est ca-

H?)
p(H)P  /peN
noniquement associée a un projecteur de rang 1.
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Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 3h

Lobjet du probleme est I'étude de deux mesures de risques fréquemment utilisées en
gestion financiere : la Value-at-Risk (VaR) etla Tail-VaR. Les trois parties peuvent étre traitées
de maniere indépendante. La notation tiendra bien évidemment compte de la clarté et de la
précision des réponses.
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Notations et rappels

Pour I'ensemble du probleme, on considere un espace probabilisé (Q2, «/,[P) ot &/ est une

tribu de parties de Q2 et P une mesure de probabilité.

>

On note & 1'ensemble des variables aléatoires réelles. Un élément de & est donc
une fonction X : Q — R telle que pourtout xeR, [X <x]={we Q| X(w) < x} e .

Soit X € & . La fonction F définie pour tout x € R par F(x) = P([X < x]) est la fonction
de répartition de X. On admettra que cette fonction est nécessairement croissante et

continue a droite.

Un vecteur aléatoire de taille n = 1 est un n-uplet (X,..., X;) oupourtouti € {1,...,n},
X; € & etpour tout (xy,...,x,) €R? [ Xy < x1]Nn...N[X, < xp] € .

Deux vecteurs aléatoires (Xj,..., X,) et (Y3,..., Y,) sont dits égaux en loi si pour tout
(X1,..., xp) eRE P((X; = x1]1Nn...n Xy < x,]) =P([Y7 < x10n...N[Y, < x,]). Légalité
en loi est notée (X3,..., X;) £ (Y1,...,Y,).

Si la fonction de répartition de X € & est continue sur R et de classe ¢! sur R (éven-
tuellement privé d'un ensemble fini de points) alors X est une variable aléatoire a
densité. En notant f = F’ la dérivée de F on a pour toute fonction continue positive
g:R— [0,00]

0o
Eg0) = [ gofdx.

Pour tout X € & admettant une espérance E(X) et une variance V(X), I'inégalité de

Bienaymé-Tchebychev assure que pour tout € > 0,

V(X)

e

PX-EX)|ze) =

Soit (X, € &, n € N) une suite de variables aléatoires. On dit que X,, converge en
probabilité vers c e R (X, LR ¢) sipour tout € > 0, P([| X, —c| = €]) — 0lorsque n — oco.
Pour toute fonction g : R — R continue, si X, L, calors g(Xy) LN g(o).

Soit (X, € &, n € N) une suite de variables aléatoires que 1'on supposera indépen-
dantes et de méme loi. Si ces variables aléatoires admettent une espérance égale a

1 € R, la loi faible des grands nombres assure que

1 P
—) Xi—p.
niz
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Introduction du probléme

En gestion financiere, il est primordial de pouvoir évaluer le risque associé a un porte-
feuille d’actifs. Plus précisément, si la perte d'un portefeuille sur une période de temps don-
née est modélisée par une variable aléatoire X, on souhaite quantifier le risque d'une perte
importante de capital en résumant les valeurs prises par X par une unique valeur réelle 2 (X)
appelée mesure de risque. L'objectif de ce probleme est I'étude de deux mesures de risque

classiques en gestion financiere : la Value-at-Risk (VaR) et la Tail-VaR.

Dans un premier temps, nous supposerons que les variables aléatoires X € & considérées
admettent une fonction de répartition F(-) = P([X < -]) vérifiant la propriété suivante : il
existe un sous ensemble I c R tel que F est une bijection de I dans ]0, 1[.

Dans ce cadre !, la Value-at-Risk au niveau a €]0, 1] d'une variable aléatoire X € & modéli-
sant la perte d'un portefeuille d’actifs est donnée par

VaR,(X)=F '(1-a),

o1 F~! est la bijection réciproque de F. Il est évident que la valeur VaR,(X) est telle que
P([X < VaR4(X)]) =1 - a. On a ainsi une confiance de (1 — a)% que la perte du portefeuille
n'excede pas la Value-at-Risk. Ainsi, plus la valeur de VaR,(X) est élevée, plus l'investis-
sement dans le portefeuille d’actifs semble risqué. En pratique la valeur de a sera choisie
proche de 0 (typiquement a = 0.01 ou a = 0.05).

La seconde mesure de risque que I’on considére dans ce probleme est la Tail-VaR au niveau
a €]0,1[ définie pour tout X € Z; = {X € X |E(| X|) < oo} € ¥ par

a

TVaR,(X) = lf VaR(X)ds.
@ Jo
Nous montrerons dans la partie III que 'intégrale ci-dessus est bien définie pour tout X € &.
La Tail-VaR peut donc étre vue comme la moyenne des Value-at-Risk de niveau s €]0, a].
Cette mesure de risque présente I'avantage de prendre en compte I'information apportée
par les valeurs de X supérieures a la Value-at-Risk de niveau a. Ici encore, une grande valeur

de TVaR, (X) est associée a un investissement risqué.

I — Application

Vous souhaitez choisir entre deux portefeuilles d’actifs P; et P, afin d’effectuer un inves-
tissement le moins risqué possible. La perte (en K€, sur une période de 10 jours) du porte-

feuille P, est modélisée par X; € & et celle de P, par X, € . Les fonctions de répartition F;

1. Le cas des variables aléatoires dont la fonction de répartition est non nécessairement bijective sera traité
dans la partie III.
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et F, de X; et X, sont données par

six <O, six <O,
Fi(x) = -1 . et Fo(x) = .
1-(1+x) six=0 1-exp(—Ax) six=0,

ol A > 0. Pour effectuer votre choix, vous mesurez dans un premier temps le risque par la
Value-at-Risk.
I-1) Calculer en fonction de A > 0 et a €]0, 1[ les valeurs VaR, (X;) et VaR, (X>).
[-2) Montrer que pour tout x > 1, In(x) < x—1.
I-3) Montrer que pour tout a €]0,1[ et A > 0, VaR,(X;) > VaR,(X>). Conclure quant au
choix du portefeuille.
Vous souhaitez conforter votre choix de portefeuille en mesurant également le risque par la
Tail-VaR.
[-4) Déterminer le sous-ensemble L c]0,00] tel que pour tout A € L, E(| X;|) = E(X;) < co.
I-5) Montrer que pour tout A > 0, E(| X3]) = E(X3) < oo.
I-6) Pourtout A€ L et a €]0,1], calculer les valeurs TVaR, (X;) et TVaR, (X>).
[-7) Montrer que pourtout x>1letA>1, A/(A-1)x—1>1/1+In(x).
[-8) Pourtout A€ Leta€]0,1[, comparer les valeurs TVaR, (X;) et TVaR, (X>) et conclure
quant au choix du portefeuille.
Dans cette application, les fonctions de répartition F; et F> sont continues sur R et de classe €
sur R\ {0} avec de plus Fl‘1 (1-a)—ooet FZ‘1 (1 -a) — oolorsque a — 0. Dans ce cas, la Tail-
VaR peut étre écrite différemment. C’est ce que I'on se propose de montrer dans la question
suivante.
1-9) Dansle cas oi1la fonction de répartition F de X est continue sur R et de classe € sur
R (éventuellement privé d'un ensemble fini de points) avec de plus F~!(1 — a) — oo
lorsque a — 0, montrer, en effectuant un changement de variable judicieux, que

1 [e.0]
TVaRa(X):—f tf(ndt=E(X|X>F'(1-a),
aJF1(1-a)
ou f estla dérivée de F. Pour la derniere égalité, on rappelle que pour tout A € o tel
que P(A) # 0, E(X]A) = E(X14)/P(A) o114 est la fonction indicatrice 2.
[-10) Vérifier I'égalité ci-dessus pour les variables aléatoires X; et X».

II - Estimation de la Value-at-Risk

Soit n = 1 un entier et soient xy, ..., X, les pertes (en k€, sur 10 jours) observées pour un
portefeuille d’actifs. On admet que ses valeurs sont les réalisations de n variables aléatoires
X1,..., X, supposées indépendantes et de méme loi que X € & de fonction de répartition F
(ainsi, pour tout x € R, P([X; = x]) =...=P([X,, = x]) =P([X < x]) = F(x)).

2. Pourtout ECR, [g:R — {0,1} estla fonction telle que lg(x) =1sixe Eetlp(x) =0six ¢ E.
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Onnotera Xj , <... < X, les statistiques d’ordre associées aux variables aléatoires Xj, ..., X,.
Plus précisément, le vecteur aléatoire (X j,..., Xu,n) est tel que pour tout w € Q,

(Xl,n(w)r LD} Xn,n(w))

est le vecteur obtenu en rangeant par ordre croissant les valeurs X; (w), ..., X, (w). Les quatre
questions suivantes ont pour but de vous familiariser avec la notion de statistiques d’ordre.
II-1) Pour n = 4, le tableau suivant donne les valeurs des variables aléatoires Xj,..., X4

aux points w; € Q et w2 € Q.

X1(w1)=0.73 | Xo(w1) =0.94 | X3(w1) =0.62 | X4(w;) =0.51
X1 (a)g) =0.21 Xg (wg) =0.79 Xg (a)g) =0.81 X4((1)2) =0.31

Quelle est la valeur de X3 4(w;)? Celle de X3,4(w>)?
II-2) Expliquer pourquoi pourtoutxe Rona [X, , < x] =[X; <x]n...Nn[X, < x].
I1-3) En déduire que pour tout x € R, P[X}, , < x] = F"*(x).
II-4) Donner 'expression de P[X;, , < x] en fonction de F(x).
Nous souhaitons estimer la Value-at-Risk au niveau a €]0, 1[, c’est-a-dire trouver une va-
riable aléatoire observable qui converge (dans un sens que 1'on précisera plus loin) vers
VaRg (X). Nous proposons I'estimateur suivant

VaR,, o (X) = Xina-a),n»

ol [x] =min{k € Z | x < k} est la partie entiére par exces de x. En notant x; , <... < x,,, les
valeurs observées xi,..., X, rangées par ordre croissant, la valeur observée de I'estimateur

est donc Xp,a-a)],n-

Lobjectif de cette partie est de montrer que pour tout a €]0, 1|, \7a\R,w (X) N VaR, (X). Pour
ce faire, on doit dans un premier temps démontrer un résultat connu sous le nom de mé-
thode de la transformée inverse.
Onnote Uy, <...< Uy, les statistiques d’ordre associées a des variables aléatoires indépen-
dantes U,,..., U, suivant chacune la loi uniforme sur [0,1] (i.e. pour tout i = 1,...,n, U; est
une variable aléatoire a densité de fonction densité g 1)).

[1-5) Méthode de la transformée inverse: Montrer que X; £ F~ YUy pourtouti € {1,...,n}.

Autrement dit, montrer que F(x) = P([F~!(U;) < x]) pour tout x € R.

Cette égalité en loi permet notamment de simuler n'importe qu’elle loi de probabilité a partir
d’une simulation d’une loi uniforme sur [0, 1].

II-6) En déduire que (X,..., X,) ZFVWUY,..., FLU).
On admettra pour la suite que 1'égalité en loi de la question II-6) implique 1'égalité en loi

. , . £ .
pour les statistiques d’ordre, i.e., que X; , = F 1(Ul-,n) pourtouti=1,...,n.
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On admettra également que pour touti =1,...,n

& i n+1

Uin=) Ej | Y Ej,
j=1 j=1

ou Ejy,...,E,+1 sont des variables aléatoires indépendantes suivant une loi exponentielle

standard c’est-a-dire telles que pour tout i = 1,...,n+1,

0 six <0,
P(E; = x]) = .
1-exp(-x) six=0.
II-7) Calculer I'espérance d'une loi exponentielle standard.
I1-8) Quelle suite (#,) ,en+ doit-on prendre pour que Uppi-a,n £ u,S,! T, avec

1 [n(l-a)] n+l1
Sp=—— EietT,=—— Y E;
"7 -] ,Zl e n+1,§1 !

I1-9) Montrer que [n(1-a)] — coet u, — 1—a lorsque n — oo. Pour ce faire, vous pourrez
utiliser le fait que [n(1 —a)] — n(1 —a) € [0, 1.
[I-10) En utilisant un résultat donné en début d’énoncé ainsi que les réponses aux ques-
tions précédentes, montrer que S, LoretrT n 2.
On déduit facilement des questions II-8) a II-10) que Urya-a)1,n Li-a
11-11) En déduire que VaRy, o (X) —— VaRq(X).

Partie III — Value-at-Risk et Tail-VaR

A ce stade, nous avons défini les deux mesures de risque (Value-at-Risk et Tail-VaR) uni-
quement pour des variables aléatoires X € & dont la fonction de répartition F(-) = P([X <])
est bijective (de I c R dans ]0, 1[). Nous allons dans cette partie généraliser ces définitions au
cas d'une fonction de répartition quelconque. La fonction F n’étant plus nécessairement bi-
jective, la définition de la Value-at-Risk utilisée jusqu’a présent n'a plus de sens, la bijection
réciproque F~! n’existant pas forcément. On propose alors de remplacer dans la définition
de la Value-at-Risk F~! par I'inverse généralisée F~ de F. Plus précisément, pour une va-
riable aléatoire X € & de fonction de répartition F quelconque, la Value-at-Risk au niveau
a €]0,1[ est donnée par

VaR,(X)=F (1-a)=inf{xeR|F(x)=1-a}.

On remarque facilement que P([X < VaR,(X)]) =1 — a. On a ainsi une confiance supérieure

a (1 — a)% que la perte du portefeuille n’excéde pas la valeur VaR, (X).

L'objectif des questions suivantes est de démontrer quelques propriétés de la Value-at-Risk.
III-1) Montrer que si F est bijective de I dans ]0,1[alors F~ (1-a) = F 1l -a).
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[II-2) Pourtout meR, A >0et X € Z, montrer que VaR, (1 X + m) = AVaR, (X) + m pour
tout a €]0, 11.
On rappelle que la Tail-VaR au niveau a est définie pour tout X € Z; = {X € & | E(| X]) < oo}

par

1 a
TVaR, (X) = —f VaR(X)ds.
a Jo

L'objectif des questions II1-3) a III-7) est de s’assurer que la Tail-VaR est bien défini pour tout
X € & c'est-a-dire que pour tout a €]0,1[ et X € &,

f [VaR,(X)|ds < co. (1)
0

[11-3) Montrer que pour tout x e Ret y €]0,1[ telsque F~ (y) <xona y < F(x).

I1I-4) Réciproquement, montrer que pour tout x € R et y €]0,1[ tels que y < F(x) on a
F~(y) <x.Endéduireque {yeR|F~(y) < x}={yeR| y < F(x)}.

ITI-5) Soit U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Utiliser le résultat de la
question précédente pour montrer que pour tout x e R, [F~ (U) < x] = [U < F(x)]. En
déduire que F~ (U) Zx.

I1I-6) Montrer que pour tout « €]0, 1],

f VaR,(X)|ds < EQF~ (U))),
0

ou est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

[II-7) En utilisant I’égalité en loi F~ (U) Zx , montrer que l'assertion (1) est vraie pour
tout X € 27 (aide : si X Z ¥, E(IX]) = E( V).

II1-8) En utilisant les résultats des questions III-2-c) et I1I-3), montrer que si Y < Z alors
TVaR,(Y) < TVaRy(2).
Montrer également que pour tout m e Ret A >0, TVaR,(AX + m) = ATVaRy(X) + m.
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Exercice 1. Une caractérisation de la loi géométrique

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi,
toutes deux définies sur le méme espace probabilisé (2,9, P). On pose, pour tout w € €2,

[(w) =min(X(w),Y (@), M()=max(X(w),Y(w)) et Dw)=Mw)-Iw).

1. Montrer que I et M sont des variables aléatoires sur (Q2,9).

2. Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de
parametre p €]0,1[. On pourra poser g =1 — p.
(a) Reconnaitre la loi de la variable 1.

(b) Calculer, pour tout (i,d) € NxN*, la probabilité P ([I = i]n[D = d]) (qu’'on pourra
noter P(I =1i,D =d)).

On sépareralescasd =0etd > 0.
(c) Déterminer la loi de la variable D.
(d) Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.
3. Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les
variables I et D sont indépendantes.
On note b:=P (D =0) et, pour tout entier naturel k non nul, py =P (X = k).
On suppose pi > 0 pour tout k € N*.

(a) Exprimer le réel b a I'aide de la famille (p;)jens+-

(b) Exprimer, pour tout entier naturel k, la probabilité P(I > k) a 'aide de la fa-
mille (p;) jens.

(c) Soit k € N. En calculant la probabilité P (I > k, D = 0) établir I'égalité

+00 +o0 2
Z P?:b( Z Pi) .
i=k+1 i=k+1

(d) i. Endéduire, pour tout entier naturel k nonnul, I'égalité: (1 - b)py =2bP (X > k).
ii. Calculer p; en fonction de b puis établir, pour tout entier naturel k non nul,

Pégalité : prar =~
8 -pk+1—1+bpk-
(e) En déduire que la loi commune des variables X et Y est géométrique de para-

metre p;.

Exercice 2. Un calcul de {(2)
: 3
On pose, pour tout entier naturel n, C,, = f (cosx)*"dx et D, = f x% (cos x)?™ dx.
0 0

1. Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, 'égalité : C, = 2n—1) (C,,_1 — Cy,).

On pourra écrire cos?™ x = cos x cos®" ! x.
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2. Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, les égalités
Cn Cn—l .

fz(sinx)2 (cosx)?"2dx =
0 2n—1 2n

3. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : C,, = 2n—1)nD,_1 — 2n°D,,
Dy-1 Dy )

4. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : — = 2( .
n Ch-1 Gy

5. (a) Justifier, pour tout réel x € [0, g] , la minoration : sinx > — x.
T
2
oy . ) ) e Cy
(b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: D, < — .
4 2n+2
+00 1 7[2
6. Prouver I'égalité : — = —
Py e

Exercice 3. Trois preuves d’'une égalité combinatoire

1. Avec la fonction Beta
On pose, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels, B(n, p) = f t"(1-npPdr.
0

(a) Relier, pour tout couple (n, p) € (N*)2, les réels B(n, p) et B(n+1, p—1). En déduire
n!p!

pour tout couple (1, p) € N?, I'égalité : B(n, p) = meps)

(b) Soit (m, n) € N* x N. Etablir I'égalité

(m-Dinl & (-DFk
@ (m+n)' kgb( )m+k

2. Avec des différences finies
On note A I'application qui, a chaque suite réelle u := (up) pen+, associe la suite

A(u) := (up+1 - up)pEN*-
Onnote, A>=AoA, A>=AoAoA, etc., et A” = Idgn-.
(a) Prouver, pour toute suite u := (up)pen+, pour tout entier naturel n et tout en-

tier p € N*, I’égalité

n

_ n -k
(A”(u))p = ];) (k) (-D" Up+k-

1
(b) En utilisant la suite u := (—)pe,\,* établir a nouveau 'égalité (&).

3. Par un raisonnement probabiliste
., A, sont des événements d'un espace probabi-

On rappelle que si n € N* et Ay, Ay,..
lisé (2,9, P) on dispose de la formule du crible suivante

P(UJAn=Y ¥ ¥
k=1 k=1 j

P(Ail ﬁAiz ﬂ...Aik).

1<i<izg<-—<ip<n
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(a) Soit Ay, Ay,..., A, et B des événements d’'un espace probabilisé (2, F,P). Etablir
I'égalité

PBNA)=P@B)+ Y (-DF Y PBNA;NA N AD),

i=1 k=1 1<i<ip<-<ip<n
(ou'on note E€ le complémentaire d'un événement E).

Soit (m,n) € (N*)?. On considére une urne contenant une boule noire notée N, n
boules blanches notées By, Bs,..., B, et m—1 boules rouges notées Ry, Ry,...,Rpy-1.
On effectue des tirages successifs d'une boule dans cette urne, sans remise de la boule
dans I'urne apres tirage, jusqu’a épuisement de 'urne. Un résultat de cette expérience
aléatoire est donc une (m+n)-liste (ordonnée ...) composée des m+n symboles By, By, ...
Ry, Ry,...,R;—1 et N. On note B I'événement constitué des tirages ou la boule noire est
tirée avant chacune des boules rouges, et, pour tout entier i € [1,n], A; 'événement
constitué des tirages ou la boule noire est tirée apres la boule blanche B;.

(b) Calculer la probabilité P (B).
n
(c) Calculer la probabilité P(Bn () A).
i=1
(d) Prouver, pour tout entier k € [1,n] et tout k-liste (i,ip,...,ix) avec
1<) <ip<---<ip < nlégalité
1
m+k

P(BNnA; nA;N...A}) =

(e) i. Soitke [1,n]. Déterminer-enlejustifiant—le nombre de k-listes (i1, iz, ..., if)
d’entiers tellesque 1 < i)} <ip < <ip < .

ii. En déduire a nouveau I'égalité (&).

Exercice 4. Une propriété des matrices symétriques

On note, pour tout entier naturel n» non nul, M, ; (R) 'ensemble des matrices réelles co-
lonnes de taille 7 que I’on munit de sa structure euclidienne standard ot le produit de deux
matrices colonnes X et Y est XXY. On note S, (R) 'ensemble des matrices réelles carrées
d’ordre n et symétriques.

On note, pour tout entier naturel 7 non nul et pour toute matrice A € S, (R),
R(A) ={'XAX; XX =1}.

On dit qu'une matrice A € M, (R) est orthogonalement semblable a une matrice B € M, (R)
s'il existe une matrice P € O, (R) (i.e. vérifiant I'égalité ‘PP = I,,) pour laquelle B = 'PAP.

1. Soit (A, B) € S,,(R)2. On suppose que A est orthogonalement semblable a B.
Prouver I'égalité : R(A) = R(B).

2. Soit n e N* et A € S;,(R). On note Ay, 1y,...,1, les valeurs propres de A rangées dans
I'ordre croissantie. 11 <Ay < - < 4,

(a) Prouverl'inclusion: R(A) < [A1,A,].
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(b) Etablir I'égalité : R(A) = [A1,A,].

(c) Montrer que sila matrice A est de trace nulle alors 0 est élément de R(A). Dans le
cas ou n = 3, laréciproque est-elle vraie?

On appelle diagonale d’'une matrice M := (m;, j)1<;,j<n laliste (my 1, myp, ..., my ;) de ses
éléments diagonaux.

2. Soit n € N* et A € §;(R). On suppose qu’'on dispose d'une matrice P € O,(R) pour
laquelle 'PAP a pour diagonale (TrA,0,...,0) (ou Tr A désigne la trace de A). Vérifier
que Tr A est élément de R(A).

3. (a) Donner un exemple de matrice A € S»(R) dont la trace n’est pas élément de R(A).
(b) Soit A € S»(R). Montrer que Tr A € R(A) si et seulement si 0 € R(A).

4. Soit A € S»(R). On suppose que Tr A € R(A). Montrer que A est orthogonalement sem-
blable a une matrice dont la diagonale est (Tr A, 0).

5. Soit nun entier avec n > 2. On suppose que toute matrice A € S, (R) telle que Tr A € R(A)
est orthogonalement semblable a une matrice ayant pour diagonale (Tr 4,0, ..., 0).

Soit A € S;+1(R) telle que Tr A € R(A).

(a) Justifier I'existence d’'une matrice colonne C € M, 1 (R), d'une matrice ligne L € M, ; (R)
et d’'une matrice B € S, (R) pour lesquelles la matrice A est orthogonalement sem-
TrTA L
¢ 5

(b) Que vaut Tr B? En déduire que Tr B € R(B).

blable a la matrice par blocs (

(c) Conclure que la matrice A est orthogonalement semblable a une matrice de dia-
gonale (Tr A,0,...,0).

6. Soit A€ S;,(R). Montrer qu'’il existe un réel a pour lequel la matrice A est orthogonale-
ment semblable a une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a a.
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Le theme du probleme est le comportement asymptotique des restes des séries numé-
riques convergentes, a travers I’étude d’exemples variés.

L'énoncé est divisé en quatre parties largement indépendantes, que les candidats ne sont
pas tenus de traiter dans |’ordre.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utili-
sation diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.

o0
Pour toute suite réelle u = (un) ,» onnotera Z un la série de terme général u,, et Z Uy,
n=
n=0 n=0
la somme de cette série lorsqu’elle est convergente.
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Partie1 Exemples de calcul explicite du reste

1. Rappeler pourquoi, lorsque la série ) u, est convergente, la suite de terme général
n=0

o0
Z uy est convergente. Quelle est alors sa limite?
k=n
2. Dans cette question, x désigne un nombre réel non nul, de signe quelconque.

2n

a) Démontrer que la série Z

est convergente. Quelle est sa somme?
=0 2n)!

b) Etablir, pour tout nombre entier strictement positif 7, 1'égalité :

00 x2k x(x_t)2n—2
En (2k)!_f0 @n—zy ShOd!

. o (—1)k x?k L
¢) Donner une expression similaire de Z W’ sous la forme d’une inté-
k=n .

grale.

2n

est conver-
n*+n2+ 2)

3. a) Démontrer que la série de terme général a, = arctan (
gente.

b) Trouver un couple (P, Q) de polynomes de R[X] qui vérifient :

P(X)-Q(X)=2X
PX)QX)=X*+X%+1

c) Etablir que, pour tout couple (x, y) de nombres réels positifs ou nuls, on a:

X=y .\ _
) = arctan(x) — arctan(y)

arctan ( =
Xy

d) Déduire des deux questions précédentes que, pour tout entier naturel n,on a:

(e.0)
7 2

aj=——arctan(n“—-n+1).

k=n 2

o0
e) La série ) ( Y ak) est-elle convergente?
n=0 k=n

PartieII Exemples d’évaluation asymptotique du reste

4. Soit x € R.

Inn
Démontrer que la série Z — est convergente si, et seulement si, x est strictement
n=1 N
supérieur a 1.

Option A Mardi 11 mai, matin Page 2/6



BECEAS 2021

5. Dans cette question on suppose que le réel x est strictement supérieur a 1 et, pour
X Ink

tout entier n strictement positif, on note r,, = =
k=n

a) Pour tout réel a strictement positif, justifier 'égalité :

e (x—1)2

f+oo Int a' *(1+(x-1lna)
a

b) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 4, la double inégalité :
t®Int *®Int
f —dtsrnsf —dt
n n

t* -1 t*

Inn
¢) En déduire que r, est équivalent a GoD a1 quand 7 tend vers l'infini.
x—-1)n

6. Sommation des relations de comparaison

On considére deux suites v = (v,) _ etw =(w,) _ atermesréels non nuls.
n= n=
On suppose que v, est équivalent a w;, quand n tend vers l'infini et que la série Z Un

n=0
est convergente.

On rappelle que, si tous les termes de la suite v sont positifs, alors :

o lasérie Z wy, est convergente.
n=0

o0 o0
e ) wgestéquivalenta Y vg quand n tend vers linfini.
k=n k=n

a) A l'aide d'un contre-exemple, montrer que la premiére de ces deux propriétés
de w ne serait pas assurée si le signe des termes de la suite v n’était pas constant.

b) Montrer de méme que, lorsque le signe des termes de la suite v n’est pas constant,

o0
il est possible que la série Z w, soit convergente mais que Z Wy ne soit pas équi-
n=0 k=n

o0
valent a Z vx quand n tend vers l'infini. On pourra utiliser pour w la suite de terme
k=n
—-" 1

nvn - nn+1) .

général

Pour traiter la question qui suit, on pourra admettre la propriété suivante qui complete
les propriétés rappelées précédemment.

Si v et w sont deux suites a termes positifs telles que v, = o(w,) (v, négligeable par

rapport & w, quand n tend vers I'infini) et si les séries )_ v, et ) w, sont convergentes,
n=0 n=0

gnvkzo(i wy) -

k=n

alors

Option A Mardi 11 mai, matin Page 3/6



BECEAS 2021

7. Un exemple probabiliste

Dans cette question, on considere deux variables aléatoires X et Y définies sur le
méme espace probabilisé (Q, %, P).

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p (€]0,1[), que Y suit la loi
de Poisson de parametre A (> 0) et que les variables aléatoires X et Y sont indépen-
dantes.

a) Pourtout n€ N, calculer P(X = n).
b) Etablir, pour tout n € N*, I'égalité

n—1 1 1 k
PX+Y=n=pl-p"lte?) —[—] -

¢) En déduire que P(Y = n) est négligeable devant P(X + Y = n) quand n tend vers
I'infini.

Apl(1-p)

d) Démontrer que P(X + Y = n) est équivalent a e (1-p)" ! quand n tend

vers 'infini.

e) En déduire que la série Z P(X +Y = n) est convergente. Quelle est sa somme?
n=0

PartieIll FEtude du reste comme opérateur

On note Ly, le R-espace vectoriel des suites réelles bornées et || || 1a norme sur L, défi-
nie par
Vus=(un) , lul,=suplluyl;neNy.

n=0

8. Démontrer que I'espace vectoriel F des suites réelles convergentes et de limite nulle
est une partie fermée de I’espace vectoriel normé (Loo, I, )

9. Onnote E'ensemble des suites réelles u = (uy) _, telles que la série Z u, estconver-

n=0
gente.

a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de F.
b) Lensemble E est-il une partie fermée de 1'espace vectoriel normé (Loo, .. )?
Quelle est son adhérence?
10. On note ® I'application qui, a tout élément u = (u,) _ de E associelasuite r = (r,) _
définie par
o0
VneN, r,=) u
k=n
a) Calculer || u || et || @(u) ||, lorsque u est une suite géométrique convergente

de premier terme 1 égala 1.

b) Démontrer que ® est une application linéaire et injective de E dans L,, dont
I'image est F.
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¢) On note V¥ la restriction de ® a E, considérée comme une bijection de E sur F.
On munit E et F de lanorme || ||__.
i) Lapplication ¥ est-elle continue?

ii) Lapplication réciproque W' est-elle continue?

Partie IV Restes de séries alternées

Dans cette partie, f désigne une fonction dérivable sur [0, +oo[, décroissante et convexe,
a valeurs strictement positives et de limite nulle en +oo.

On rappelle que, si v = (v,) , est une suite a termes réels strictement positifs, décrois-

n=

sante et de limite nulle, alors :

o lasérie Z (-1)"v, est convergente
n=0

o0
e pourtout n € N, lasomme Z (-1) vy est positive si n est pair, négative si
k=n
n est impair, et vérifie I'inégalité

1k
1Y (D vl < v,.
k=n
11. Etablir, pour tout réel positif ou nul ¢, la double inégalité :

o< JO-fu+) - FUO)
f@ f(@)

12. Pour tout entier positif ou nul n, on pose : u,, = (-1)" f(n).

a) Justifier la convergence de la série Z Uy .
n=0

o0
b) Pour tout entier positif ou nul n, on pose: r, = Z Uy .
k=n

Démontrer que, pour tout entier positif ou nul n, on a:
o0
D) Iral=) (-DPf(n+p)
p=0
i) 05|rn|_|rn+1|5f(n)_f(n+1)-

¢) Montrer que la série Z r, est convergente.
n=0

/

f

u
alors r;, est équivalent a 7” quand 7 tend vers l'infini.

d) Démontrer que, si le quotient tend vers 0 quand le réel ¢ tend vers I'infini
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. . (-D" Inn
13. a) Pour quelles valeurs du réel x la série ) —— est-elle convergente?
nx=1 n
00 k
1 . ‘o - (-D"Ink
b) Pour ces valeurs, déduire des résultats précédents un équivalent de Z —
k=n
quand 7 tend vers l'infini.
. - =D
14. a) Démontrer que la série )| ————— est convergente.
=2 N+ (=1)"
00 _1\k
b) La série de terme général Z est-elle convergente?

= k+ (D
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2021

Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet est composé de quatre problémes qui peuvent étre traités indépendamment. La
notation tiendra largement compte de la clarté et de la précision des réponses.
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Probléme I — Le facteur de Bayes

Le résultat d'une expérience aléatoire est un réel r qui est vu comme la réalisation d'une
variable aléaoire R. Pour une méme expérience, la loi de la variable aléatoire R peut étre
définie de différentes manieres. Choisir une loi pour R équivaut a choisir un modele pour

'expérience aléatoire.

Face a ces différentes possibilités de modélisation, une question naturelle est de savoir a
posteriori, c'est-a-dire apres avoir pris connaissance du résultat de 1’expérience, siun modeéle
A est préférable a un autre modele B. Pour répondre a cette question, on peut calculer le

facteur de Bayes défini par

fap =108y pa—1logy,ps,

ol p 4 est la probabilité que R = r sous le modele A et pp est la probabilité que R = r sous le
modele B. La notation log,, correspond au logarithme décimal (base 10).
Evidemment, une valeur positive de f4 p suggere que le modele A est préférable a B. Plus

précisément, l'interprétation de la valeur f4 p est donnée dans le tableau suivant.

fan Décision
<-1/2 Le modele B est préféré au modele A.
de —1/2a1/2 | On ne peut pas distinguer les deux modeles.
>1/2 Le modele A est préféré au modele B.

TABLE 1 — Regle de décision du facteur de Bayes

Lobjectif de ce probleme est d’appliquer cette méthode de décision sur une expérience

simple : le “pile ou face”.

Questions préliminaires

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes distribuées selon une loi de Ber-
noulli de parametres respectifs q; €]0,1[ et g» €]0,1[. On a donc P([X; = 1]) = g; et P([X; =
0])=1-g; pouri€{1,2}.

I.1) On introduit la variable aléatoire S, = X; + X5>. Déterminer I'’ensemble E> des valeurs
prises par la variable aléatoire S,.

1.2) Pour tout k € E», donner I’expression (en fonction de g; et g,) la valeur de la proba-
bilité P([S, = k]).

I.3) Calculer I'espérance et la variance de S,.

On considere a présent n > 2 variables aléatoires indépendantes X, ..., X, de loi de Ber-
noulli avec pour tout i € {1,...,n}, P([X; =1]) = g; €]0,1[. On pose S;, = X; +...+ X},.
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[.4) Enfonction de gy, ..., g,, donner les expressions de P([S;, = 0]) et P([S, = 1]).

Pour tout k € {1,..., n}, on note .%#; '’ensemble des vecteurs (ii,...,i;) € a,...,m* tels que
1<si)<...<ip=n.

1.5) Donner en fonction de k et n le cardinal de I’ensemble .#;.
[.6) Montrer que

P(S,=2)= >  quq, [] -qi).

(i1,02)€ ig#i,i2
1.7) Pour tout k € {2,..., n}, donner I'expression de P([S,, = kI]).
1.8) Dansle cas ol q; =... = gy, simplifier 'expression de P([S,, = k]) obtenue a la ques-

tion précédente. Quel nom donne-t-on a la loi de S;, dans ce cas?

Le “pile ou face”

Prenons I'exemple de I’expérience aléatoire consistant a lancer n fois une piece de mon-
naie et a compter le nombre de fois ou I'on obtient le c6té “pile”. Le résultat r de cette expé-

rience est la réalisation de la variable aléatoire R donnée par
n
R=S n— Z Xi,
i=1

les variables aléatoires Xj,..., X, étant indépendantes et telles que X; = 1 si le c6té “pile” est

obtenu au i-eme lancer et X; = 0 sinon.

On compare les modélisations suivantes.
— Modele M, : la piéce est équilibrée et donc P([X; = 1]) = 1/2 pour tout i € {1,..., n}.

— Modele M, : la probabilité d’obtenir le coté “pile” est égale a g €]0, 11.

[.9) Donner l'expression de la probabilité p;,»(n,r) := P([S, = r]) lorsque la piece est
supposée équilibrée (modele M, ;).

1.10) Pour tout r € {0,..., n}, donner 'expression de la probabilité p,(n,r) :=P([S, = r])
lorsque I'on se place sous le modele M. En déduire I'expression du facteur de Bayes

fi12,q(n, 1) =logyo p1/2(n, 1) —log,, pe(n, 7).

I.11) Dresser le tableau de variation de la fonction g — fi/2 4(n,1).

On introduit I'’ensemble

N =

1
2= {CI €]0,1] ' —5 Sfl/g,q(l’l,l’) <

L
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1.12) Pour tout g € £, que peut-on dire sur les modeles M, et M, ? (utiliser la regle de
décision du Tableau 1).

[.13) Application numérique : Aprés n = 200 lancers, on obtient r = 115 fois le c6té pile.
Lensemble 2 correspondant est [0.483,0.522] U [0.627,0.664]. Une personne vous as-
sure qu’avec la piece utilisée, la probabilité d’obtenir “pile” est 1.5 fois supérieure a
celle d’obtenir “face”. Qu’en pensez-vous?

Connaissant le résultat r de '’expérience, on souhaite s’assurer que la piece utilisée était
bien équilibrée. Pour ce faire, une premiere méthode consiste a comparer le modele de la
piece équilibrée au modele le plus vraisemblable a posteriori. Ce modele (noté€ M, ;) est ce-
lui pour lequel P([X; = 1]) = g(n,r) pour tout i € {1,...,n}; la valeur g(n, r) est la probabilité
g € [0,1] maximisant la probabilité P([S, = r]) obtenue sous le modele P([X; = 1]) = g pour

toutie€{l,..., n}.

I.14) Calculer g(n,0) et g(n, n). Donner 'expression de g(n, r).

1.15) DonnerI'expression dufacteur de Bayes fi/2,0p:(n, 1) =10g;q p1/2(n, r)=10gg Pop:(n, T)
ou popt(n, 1) :=P([S, = r]) lorsque I'on se place sous le modele M, ;.

1.16) Application numérique : en prenant les mémes valeurs que dans la question I1.5),
calculer la valeur du facteur de Bayes f1,2,0p:(n,r). Conclure.

Une autre méthode pour s’assurer a posteriori de I’équilibre de la piece consiste a comparer
le modele M, au modele My, ainsi défini : pour tout N € N\ {0}, on définit la variable
aléatoire Qy qui prend ses valeurs dans '’ensemble {j/(N + 1), j =1,...,N} avec P([Qn =
j/(N+1)]) =1/N pour tout j =1,..., N. On suppose que la probabilité d’obtenir le résultat r

|

avec P([X; = 1]) = j/(N + 1) pour tout i = 1,..., n. On rappelle que la probabilité d'un évé-

dépend de la valeur de la variable aléatoire Qy :

P([S,=r]|Qn=j/(N+1)]) :IP(

n
ZX,‘ =r
i=1

nement A sachant qu'un événement B de probabilité non nulle est réalisé est donnée par
P(A|B) =P(An B)/P(B).

[.17) En utilisant la formule des probabilités totales, donner I’expression (en fonction de
n, r et N) de la probabilité pj,,(n,r) que la variable S, soit égale a r sous le mo-
dele Mpqy.

1.18) Application numérique : Pour n =200, r =115et N =100 on a

1 N ] r ]
log,, | — 1-
ng(NjZ:l(N+1) ( N+1

n—r
) =-60.28

Calculer la valeur de facteur de Bayes et conclure.
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Probleme II — Estimation de la production

Lors de la mise sur le marché de son dernier véhicule, un constructeur automobile a sou-

haité affecter a chaque voiture vendue un numéro. Ainsi, la premiere voiture vendue s’est
vu attribuer le numéro 1, la deuxiéme, le numéro 2, etc. Ce numéro est clairement visible a
I'arriere du véhicule. Au bout d’'un an de mise sur la marché, un concurrent souhaite savoir
combien de voitures ont été vendues par ce constructeur automobile. Pour ce faire, il dis-
pose uniquement des numéros des voitures qu’il a croisées lors de 'année écoulée.
Notations : le nombre de voitures observées par le concurrent est noté k et les numéros cor-
respondants, rangés par ordre croissant, sont notés x; <... < xy. Enfin, le nombre (inconnu)
de véhicules vendus est noté N. On a donc forcément k < N.
On suppose dans la suite que le k-uplet (x; <... < xi) est le résultat de I’expérience aléatoire
consistant a tirer au hasard et sans remise kK numéros parmi {1,..., n}. Cette expérience est
modélisée par I'espace (Q, <f,P) ou Q est 'ensemble de tous les k-uplets (x; < ... < x)
possibles, «f est la tribu de 'ensemble des parties de Q. et P est la probabilité uniforme.

I1.1) Quel est (en fonction de N et k) le cardinal de Q.
I1.2) Donner 'expression (en fonction de N et k) de la probabilité P({(x; < ... < xx)})
d’obtenir le tirage x; < ... < X.

On introduit la variable aléatoire My : QO — N qui a tout k-uplet (x; <... < xj) € Qi associe
la plus grande valeur xj.

I1.3) Pour m < k ou m > N, quelle est la valeur de P([My = m])?

I1.4) On suppose que m est tel que k < m < N. Quel est le nombre de k-uplets (x; <...<
Xi) pour lesquels x; = m? En déduire la valeur de P([Mj = m]).

I1.5) En utilisant les questions précédentes, montrer que

chio N _§ cra
N lw-k !
ol pour tout entier £ >0, /! =¢ x ({ —1) x... x 1 et avec la convention 0! = 1.

I1.6) Montrer que I'’espérance de M. est donnée par

k N
E(M) = e Z_ ck.
N m=k
I1.7) En effectuant le changement de variable £ = m + 1 dans la somme ci-dessus et en
utilisant le résultat de la question 5), montrer que E(My) = k(N +1)/(k +1).
I1.8) On rappelle que le concurrent souhaite estimer le nombre N de véhicules vendus.
En utilisant la question précédente, proposer une fonction W (-) (indépendante de N
évidemment) telle que E(Wi(My)) = N. La variable aléatoire W (M}) est un estima-
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teur sans biais de N.

I1.9) Calculer E[(¥+(My))?] et en déduire la variance de I'estimateur ¥ (M) (Aide : rem-
placer m? par m(m+1) — m).

I1.10) On suppose que k = N — |[N?| avec a €]0,1[, la notation |-] étant celle de la partie
entiere. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (voir le rappel donné a la
fin du sujet), montrer que dans ce cas Wi (My) — N converge en probabilité vers 0
lorsque N — oo.

Probleme III — Estimation de la taille d’'une population

Pour estimer la taille de la population d'une espece animale, la méthode de “capture-
marquage-recapture” (CMR) est couramment utilisée.
Si on note P une population de N € N\ {0} individus (le nombre N étant inconnu), la méthode

CMR consiste a :
(C) tirer au hasard et sans remise n € {1,..., N} individus dans la population P;
(M) marquer les n individus et les remettre dans la population P;
(R) tirer au hasard et sans remise m € {1,..., N} individus dans la population P.

Dans la suite, on raisonnera comme si les N individus de la population étaient numérotés
de 1 a N. Ceci n'est évidemment pas le cas en pratique mais permet de simplifier la modéli-
sation du probleme sans perte de généralité.

La modélisation probabiliste de la méthode CMR est le triplet (Q2, «/,[P) avec :

¢ () I'ensemble regroupant tous les résultats possible de la méthode CMR. On notera

w = (w1, w>7) un élément de Q avec

w1 un vecteur de taille N dont la i-eéme composante w; ; = 1 sil’'individu numéro i

a été capturé lors de I'étape (C) et 0 sinon;

w» un vecteur de taille N dont la i-eéme composante w» ; = 1 sil’'individu numéro i

a été capturé lors de I'étape (R) et 0 sinon.
¢ of latribu des parties de Q;

¢ P la probabilité uniforme.

II1.1) Donner la valeur des sommes

N N
Y wii et Y wy.
i=1 i=1

II1.2) Quel est le cardinal de I'ensemble Q? En déduire la valeur de la probabilité P({w})
pour tout w € Q.
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On introduit la variable aléatoire K : O — N définie par
N
K() =) w1,
i=1

II1.3) Que peut-on dire lorsque la valeur observée de K est k € N?

I11.4) Si n+ m> N, donner les valeurs de k pour lesquelles P([K = k]) =0.

[11.5) Donner I'ensemble E(n, m, N) €N des valeurs possibles de K.

I11.6) Pour tout k € E(n, m, N), donner, en fonction de n, m et N I'expression de la pro-
babilité P([K = k]).

I11.7) En déduire la relation

> ChCyy=Cy.
keE(n,m,N)

I11.8) En remarquant que kC’,j = nC’rij et en utilisant la relation ci-dessus, donner I'ex-
pression de I'espérance de K.

I11.9) Proposer une fonction ¥, ,,,(-) telle que 1/N := 1/¥,, ,,(K) soit un estimateur sans
biais de 1/N. La variable aléatoire N est-elle un estimateur sans biais de N2

On suppose a présent que n+ m > N.

[11.10) Donner, en fonction de n, m et N, I'expression de 'espérance de 1/(K + 1).
III.11) Utiliser la question précédente pour proposer un estimateur sans biais de N.

Probléme IV — Inégalités de Markov et de Cantelli

Dans ce probleme, on se place dans un espace probabilisé (2, «/,P) eton note X: Q — R
une variable aléatoire telle que E(X) = m e R et E(X?) = g2 + m2. Pour tout € > 0, on introduit

la variable aléatoire Y, : Q — {0, 1} définie pour tout w € Q par

{ 1 si|X(w)|>c¢,
Yg(w) = .
0 si|lX(w)|<e.

IV.1) En posant p, :=P([|X| > €]), donner |'expression de E(Yz).
IV.2) Montrer que pour tout a € [0,2], E(|X|%) = E(| X|*Y;).
IV.3) En déduire I'inégalité de Markov : pour tout € > 0 et pour tout a € [0,2],

PIX]>e]) =

E(XI)
ga

IV.4) Montrer que pour toute >0eta >0,P([X —a > ¢€]) =P([| X — a| > €]).
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IV.5) En utilisant I'inégalité de Markov, montrer que pour toute >0et A >0,

0%+ )2

PIX-m+A>e+A]) < G

IV.6) Apres avoir fait 'étude de la fonction A € [0,00[— (6% + A2)/(¢ + A)?, montrer que
pour tout € > 0, la meilleure majoration est donnée par
o2
P(IX-m>e¢]) s —.
e2+0?
IV.7) Envous inspirant des questions précédentes, montrer que pour tout € > 0,

0.2

P([X—-m<—¢€]) < m

IV.8) En déduire I'inégalité de Cantelli : pour tout € > 0,

202

P(IX—-—m|>¢g]) < m

IV.9) Pour quelles valeurs de € > 0, I'inégalité de Cantelli est-elle préférable a celle de
Bienaymé-Tchebychev?

Rappel : Pour toute variable aléatoire X de variance o2 et d’espérance m € R, I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev est, pour tout € > 0,

2
P(IX - ml>e)) < .
E
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Exercice 1. Valeurs prises par une fonction

On note E = C°([0, 1], R) ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R,

€ = {feE;‘v’te [0,1] f(t))Oetfestnonnulle}

1
et <g’::{feE;Vte[o,1]f(t)>0etff(t)dt:1}.
0

On considere, pour tout élément g de E, I'application @ suivante :

¢ — R
i Jo fgwde
Jo Fode

L'objet de I'exercice est de déterminer les valeurs prises par I'application ®.

1. Soitg € E.

(a) Prouver I'égalité : @4 (€) = Dg(€").
(b) Soit fi et f> deux éléments de ¢’ avec a; = D (f1) et ax = Dg(f2).
On suppose a; < ap. Prouver l'inclusion [a, az] € ®g(6).

2. Dans cette question on suppose que, pour tout réel ¢ € [0,1], g(¢) = ¢.

(@) Prouver I'inclusion : ®¢(€) < [0,1]. Les réels 0 et 1 sont-ils éléments de ®g?
(b) Montrer que sup ®g(€) = 1.

On pourra, pour tout entier naturel n, calculer ®¢(fy) o1 f, : t — t".

1

(c) i. Calculer, pour tout entier naturel 7, f t(1-n"dzs.
0

ii. En déduire que inf ®4(€) = 0.
(d) Conclure que ®¢(%) =]0, 1[.

3. Dans cette question on suppose que, pour tout réel ¢ € [0, 1], g(1) = e".

(a) Prouver I'inclusion : ®¢(€) c]1,el.

(b) On considere la fonction

rR* — R
h: a e*l_1 .
a — _—
a+l e*-1

i. Montrer que la fonction h est prolongeable par continuité en 0.
ii. Déterminer lim h(a)et lim h(a).
a—+00 a——0o0
(c) Prouver I'égalité : ®4(€) =]1,el.

4. Dans cette question on traite le cas général ou 'application g est élément de E et sup-
posée non constante.
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(a) Justifier I'existence d'un couple (a, b) de réels distincts de [0, 1] tel que,
pour tout £ € [0,1], g(a) < g(t) < g(b).

On suppose désormais que a et b sont dans ]0,1[ et on note N un entier naturel

2 2
telque0<b—-—<b+—<1.
N N

On considere, pour tout entier n > N, la fonction f,, qui vaut

1 1 1 1
0 si 0<t<b————2 ou b+—+—2<t<1
n n n n
1 1
1 si b——<t<b+—
n n
1 1 1 1 1 1
et qui est affine sur les segments b————z,b——] et[b+—,b+—+—2 .
n n n n n n

(b) Représenter le graphe de la fonction f;,.

! 2
(c) Prouver, lorsque l'entier n tend vers +oo, '’équivalence : f frdt ~—-
0 n

(d) Prouver 'existence d’'un réel K > 0 (ne dépendant que de g) tel que, pour tout
entier n > N,

b3 K 1 K
A fn(t)g(t)dt<ﬁ et fm%fn(t)g(t)dtgﬁ-

(e) Soit G une fonction réelle définie au voisinage de b et dérivable en b.
Gb+h)-Gb-h) 0
. 2

Que vaut lim
h—0
n (bt
(f) Prouver I'égalité: lim — f g(r)dt = g(b).
n—+oo 2 b—%
(g) En déduire que sup @¢(6) = g(b).
On montrerait de méme, et on I'admet, que inf ®¢(€) = g(a).

5. Soit g € E. Que vaut ®g(€)?

On cherchera a quelle condition n%gul(] g(1) est élément de D¢ (6).
telo,

Exercice 2. Une suite binomiale

Soit n un entier naturel non nul. On note E le R-espace vectoriel R,[X] des polyndmes
réels de degré au plus n et E* son dual c’est-a-dire le R-espace vectoriel des formes linéaires
sur E. On note, pour tout entier naturel k, P®® le polynome dérivé k-iéme d’un polynéme P
(avec P© = p).

On note Py = 1 et, pour tout entier naturel kK non nul, Py = X(X—-k) k=1 (on adonc P =X).

1. Montrer que la famille 98 := (Py, Py, ..., P;) est une base de E.

2. On note, pour tout entier r de [0, n], ¢, 'application qui, a chaque polynéme P de E,

1
associe ¢, (P) = 3 P (r) (on adonc ¢y(P) = P(0)).
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(a) Soit (k,r) € [0, n]. Calculer P,(C”.
On distingueralescask>r,k<retk=r.

(b) Calculer, pour tout couple (k, r) d’entiers distincts de [0, n]}, la valeur de ¢, (Py).

(c) Calculer, pour tout entier k de [0, n], la valeur de @ (Py).

n
(d) Soit P € E. Etablir I'égalité : P = )_ ¢ (P)Pk.
k=0

(e) Montrer que (g, ¢1,-..,¢n) est une base de E*.
3. Etablir, pour tout couple (x, y) de nombres réels, I'égalité :
" [n
x+P"=y"+x ) L= * 1y + k)",
k=1
On pourra considérer le polynéme (X + y)".
4. FEtablir, pour tout couple (x, y) de réels, I'égalité :

Pux+y)=Y (Z
k=0

Pr(X)Py—r(y).

Exercice 3. Etude d’une variable aléatoire
On note, pour tout (1, p) € N xN*, a(n, p) le nombre de p-listes (x1, X, ..., x,) € N? telles

p
que )_x; =n.Onadonca(n,1) =1.
i=1

1. (a) Déterminer, pour tout entier naturel n, la valeur de a(n, 2).

9 e 1. [PF1 "k
(b) Prouver, pour tout (n, p) € N7, 'égalité : = Z .

n
2. Etablir, pour tout (1, p) € N x N*, I'égalité : a(n, p+1) = Z a(n—k,p).
k=0

. . . s 1er s n+p-1
3. Etablir, pour tout (n, p) € N x N*, I’égalité : a(n, p) = po1 |
4. En déduire que, pour tout (n, p) € N x N*, le nombre de p-listes (x1, x2,..., X)) € (I\I*)p

i=1 -

P n—1
telles que )_ x; = n vaut ( 1).

On munit, pour tout entier naturel n non nul, I'ensemble Q) des parties a n éléments de [1,2n]
de la tribu pleine et de la probabilité uniforme notée P.

On appelle bloc d'une partie A élément de Q, tout sous-ensemble de A de la forme [a, b]
ol
1<a<b<2navec(a=loua-1¢A) et (b=2nou b+1¢A).
Par exemple, dans le cas ol n = 3, la partie (de [[1,6]) {1,2,5} a deux blocs ([1,2] et {5}) alors
que, dans le cas ot n = 4 la partie (de [1,8]) {2,4,6,7} a trois blocs ({2}, {4} et [6,7]).
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On note, pour tout entier naturel z non nul, X,, la variable aléatoire qui, a chaque partie A
a n éléments de [1,2n], associe le nombre de blocs de A. La variable X; est donc constante
égaleal.

5. (a) Déterminer laloi de X, et son espérance.

(b) Déterminer la loi de X3 et son espérance.
6. Soit neN*.

(a) CalculerP (X, =1)etP (X, =n).

(b) Soit k € [1,n]. Montrer que la donnée d'une partie A a n éléments de [1,2n]
avec k blocs équivaut a la donnée d'une liste (jo, i1, j1,12, j2,---» ik—1> Jk—1, ik» k)
ol iy, i2,...,1k, j1, j2,.-., jk—1 sont des entiers naturels non nuls et jj et ji des en-
tiers naturels vérifiant les conditions

k k
Y ip=n et ) jr=n
r=1 r=0

(n—l)(n+l)
(c) En déduire, pour tout entier k € [1, n], 'égalité : P(X,, = k) = k_l(z—n)k
n

(d) i. Calculer!’espérance de la variable X;,.

ii. Calculer la variance de la variable X,,.

7. Prouver, pour tout € > 0, 'égalité :

) X, 1

lim P(|=2-2|>¢)=0.

n—+oo n 2

8. Soit n € N*. On lance 2n fois une piece équilibrée et on note (e1,¢€z,...,€2,) la suite
de résultats obtenus (avec €; = 1 (resp. 0) si le i-eme lancer a donné pile (resp. face)).
Quelle est la probabilité d’obtenir une telle suite comportant n fois le 1 avec exacte-
ment k blocs de 1?2
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Epreuve a option (A) : Mathématiques
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On rappelle que la fonction Gamma d’Euler est définie par

+00

Vx>0, F(x):f e tdt 1)
0

qu’elle est continue sur R et qu’elle vérifie la formule récursive I'(x + 1) = xI'(x), valable
pour tout réel strictement positif x.

Cette fonction intervient a maintes reprises dans la suite.

L'énoncé est divisé en quatre parties largement indépendantes, que les candidats ne sont
pas tenus de traiter dans l'ordre.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une uti-
lisation diiment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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PartieI Un lien avec loi de Poisson

Dans cette partie, on considere une suite (Xn)ne]N* variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé (Q,%,P) et on suppose que, pour tout n € N*, X, suit la loi de
Poisson de parametre 7 .

1. Justifier que, pour tout n € N*, la probabilité P([ X, > k]) tend vers 0 quand I’entier k
tend vers 'infini.
2. Soit ne N*.
a) Justifier, pour tout entier naturel k, I'égalité :
nk
P([X, > k]) =P([X,, > k—-1]) - Fe‘” :

b) En utilisant le résultat précédent et une intégration par parties, établir que :
1 n
VkeN, P(X,>k])= Ef the~tdr )
Mo

3. Soit ke N.

a) Préciser la limite de P([ X}, > k]) quand n tend vers l'infini.

k
b) En utilisant (2), justifier que P([X,, < k]) est équivalent a % e " quand n tend

vers 'infini.

n
4, PourtoutneN*,onpose:In:f e~ tdr.
0

2n+1 n2n+1
e "=, <

a) Justifier 'encadrement :
2n+1 2n+1

b) En déduire la limite de I, quand 7 tend vers l'infini.

¢) Démontrer que I,, est négligeable devant (2n)! quand n tend vers 'infini (on
pourra utiliser la propriété (2)).

Partie Il LafonctionI comme transformée intégrale

On note S I'ensemble des fonctions réelles f définies et de classe C* sur R+, telles que,
pour tout couple (n, p) de nombres entiers positifs ou nuls, la fonction t — t? f M (1) est
bornée sur R, .

5. Pour quelles valeurs réelles de a la fonction t — e®’ est-elle un élément de S?
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6. Soit k un nombre entier strictement positif et f; la fonction définie sur R par:
V=0, fi(t)=exp(—t5).

a) Montrer que, pour tout entier positif 7, il existe un polynéme Py, de R[X] tel
que la dérivée n-ieme de fj vérifie :

V=0, f(0) =Pt fi(t).

b) En déduire que f est un élément de S.

7. Montrer que, pour tout élément f de S et tout réel x > 0, la fonction ¢ — t*~! f(¢) est
intégrable sur ] 0, +ool.

Pour tout f € S, on définit sur R} la fonction G(f) par:

+00
Vx>0, G(f)(x):f t*7 () dt 3)
0

8. a) Exprimer, pour tout entier strictement positif k, la fonction G(f;) al’aide de la
fonction Gamma.

b) Donner un équivalent de la fonction I en 0 et en déduire que, pour tout x > 0,

1
G(f¥)(x) tend vers — lorsque k tend vers I'infini.
X

9. Montrer que, pour tout élément f de S, la fonction G(f) est de classe C*° sur]0, +oo.
10. Dans cette question, on suppose que f est une fonction a valeurs strictement posi-
tives qui appartient a S.

a) Montrer que (G(f))(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo.
b) Montrer que (G(f))(x) est équivalent a f(0)/x quand x tend vers 0.

¢) Montrer que la fonction G(f) admet un minimum global, atteint en un point
unique.

Partie IIl Application au prolongement de la fonction { de Riemann

Pour tout élément f de ’espace S défini dans la deuxieme partie du probleme, on associe
la fonction Z(f) définie sur ]0, +oo[ par:

1 +00
Vx>0, Z = t* (o) dt 4
x>0, Z(H) m)fo £ @)

Option A Mardi 17 mai, matin Page 3/5



BECEAS 2022

11. Soit f un élémentde S.

a) Montrer que la dérivée f' de f appartient a S et vérifie :

Vx>0, G(f)x+1)=-xG()(x).
b) En déduire que, pour tout n€ N,on a:

Vx>0, Z(fx+n)=-D"Z(f)x).

¢) Montrer qu’on peut définir, de maniere cohérente, un prolongement Z(f) de
Z(f) alR, en posant, pour tout nombre réel x et tout nombre entier n tel que n > —x :

Z(HX)==D" Z(F ™) (x+n) .

d) Montrer que Z(f), ainsi défini, est une fonction de classe C® sur R et vérifie,
pour toutne N :
Z(H=n =(=D" f"(0).
t
12. Dans cette question, on note f la fonction définie sur R, par: f(#) = { ft -1

sit>0
sitzO.

a) Justifier la validité des deux développements en série suivants :

+00

@) Vve>0, f(y=re ") e™
n=0

(i) Yr=0, f(r):%

n

M Z (n+1)!

n=1

b) Montrer que f est de classe C* sur R.

¢) Pour tout nombre entier strictement positif k, montrer que la série de terme

+00
général n¥e™" est convergente et que sa somme Z nke" majore la valeur absolue
n=1
+00
de la dérivée k-ieme de la fonction t — Z e " sur I'intervalle fermé [1, +oo].
n=0

d) En déduire que f est un élément de S.

13. Onrappelle que la fonction Zéta de Riemann est définie par :
+00 1
Vx>1, X) = — 5
¢(x) n; s 5)
a) Démontrer que, pour I'élément f de S défini dans la question précédente, on

Vx>0, Z(fHix)=x{(x+1).

b) La propriété précédente permet de prolonger la fonction ¢ a la droite réelle
privée de 1 en posant :

_ 1 —
Vil {w=—Z(Nk-D.

En utilisant un développementlimité de f, calculer ses valeursen Z(f)(0) et Z(f)(-1).
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Partie [V Un autre prolongement

Dans cette partie, P et Q désignent deux polynomes de R[X], non nuls et premiers entre
eux, et on note E(P, Q) 'ensemble des solutions sur R de I'’équation différentielle :

Py"+Qy'+(Q-P)y=0 (6)

Autrement dit, E(P, Q) est’ensemble des fonctions réelles f deux fois dérivables sur R telles
que:
VxeR, P@f"®+QW) f'(x)+(Qx)—-P) f(x)=0.

14. a) Montrer que E(P,Q) est un R-espace vectoriel qui contient la fonction x —
e~

b) Montrer que, si E(P, Q) contient une fonction de la forme x — e’ avec A # —1,
les polynémes P et Q sont nécessairement constants.

¢) Trouver E(P,Q) lorsque P et Q sont constants (non nuls) .
15. On suppose, dans cette question, que le polyndme P possede une unique racine réelle

a et on note ® 'application linéaire de E(P, Q) dans R* qui associe a tout élément f
de E(BR,Q) le vecteur :

o(f)=(fla-1),f'(a-1), fla+1), f'(a+1).

a) En utilisant le théoreme de Cauchy linéaire, montrer que 'application ® est
injective.
b) Montrer qu’il n’existe pas d’élément f de E(P, Q) vérifiant :

fla-1)=f'(a-1)=0
fla+)=~f'(a+1) =e @+ 1D

c) Déduire des résultats précédents que la dimension de I’espace vectoriel E(P, Q)
est au plus égale a 3.

d) Montrer que, si P(X) = X3 et Q(X) = —1, la dimension de I'espace vectoriel
E(P,Q) est égale a 3.

X
r(3)
16. a) Montrer que la fonction A: x — F(z) , définie sur ] 0, +oo [, vérifie la formule
X
récursive :
A(x)
Vx>0, Alx+2)= .
2(x+1)

b) En utilisant la fonction f, : t — exp(—t?) définie dans la deuxieme partie,
montrer que la fonction A admet un prolongement A de classe C* sur R, vérifiant :
VxeR, A@x)=2x+1DAx+2).

¢) Comment utiliser une équation différentielle de la forme (6) pour trouver une
formule récursive satisfaite a la fois par les fonctions constantes et par la fonction A?
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2022

Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet est composé d'un probleme, divisé en trois parties, et d'un exercice qui peuvent
étre traités indépendamment. La notation tiendra largement compte de la clarté et de la

précision des réponses.
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Quelques rappels

+ Un espace probabilisé est un triplet (2, </,[P) ou QQ est un ensemble quelconque ap-
pelé I'univers, «f est une tribu de partie de Q et P est une mesure de probabilité sur
I'espace (Q,<7). Les éléments de </ sont des sous-ensembles de Q appelés événe-

ments.

¢ Dans le cas ot I'univers Q est de cardinal fini, on prend <« = 22(Q)), '’ensemble conte-
nant tous les sous-ensembles de Q. Il est a noter que 'ensemble vide @ est un élé-
ment de £2(Q2). La mesure de probabilité [’ est alors entierement caractérisée par I'en-

semble des valeurs {P({w}) |w € Q} eton a

> Plop =1

we)

e Une variable aléatoire discréete X est une fonction de Q dans un ensemble fini ou
dénombrable E et telle que pour tout x € E, {w € Q | X(w) = x} € o/. Son espérance est
donnée par

EX) = ) PH{w)X(w).

we)

» Inégalité de Markov — Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace pro-
babilisé (Q2,o7,P). Pourtoute >0et ke N,

E(1X]%)

P(IX] > £]) = ———.
&

Probléme — Estimation d’'une moyenne par plan de sondage

Dans ce probleme, on note U = {uy, -+, un} une population de N € N\ {0} individus.
Par exemple, U peut étre I'ensemble des N = 16,7 millions retraités en France (pour I'an-
née 2021). A chaque individu u;, i € {1,---, N}, est associée une valeur numérique y; (par
exemple le revenu annuel percut en 2021 par le retraité u;). La moyenne des valeurs {y; | i =
1,---, N} est donnée par

1 ¥
J’-:ﬁi;yl’-

Cette valeur n’est la plupart du temps pas accessible en pratique. Dans I'’exemple du revenu
annuel des retraités, il est difficile voire impossible de croiser les différentes sources de re-
venu d'un individu donné et donc de connaitre I'’ensemble des valeurs {y; | i =1,---, N} . On
doit donc se contenter d’estimer la moyenne en effectuant un sondage aupres de la popula-
tion. Plus précisément, on choisit aléatoirement un échantillon (ou base de sondage) Sc U
et on estime le revenu moyen j sur la base des valeurs y; fournies par les individus apparte-

nant a la base de sondage S.
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De maniere plus formelle, I’échantillon S est choisi selon un plan de sondage qui est un
espace probabilisé (22 (U), «/,P) ou 'univers 2 (U) est '’ensemble des parties de U (c’est-a-
dire I'’ensemble de tous les sous-ensembles de U), «f est 'ensemble des parties de 22(U) et
enfin P est une mesure de probabilité sur (22(U), «f). La probabilité de choisir un échantillon
S < U donné est donc P({S}).

Important — Il faut bien comprendre que dans un sondage, les valeurs y;, i = 1,---, N ne sont
pas aléatoires. L'aléa provient uniquement de choix de I’échantillon par le plan de sondage.

Partie I : Quelques plans de sondage

Exemple 1 On suppose pour commencer que U = {uy, uy, us}.
I.1) Donner les 8 éléments de ’ensemble &2 (U).
[.2) Donner un élément de <« (celui que vous voulez)
1.3) Quelle est la valeur de la somme

> p(is).
SeP(U)

On suppose que pour tout S € Z2(U), P({S}) = card(S)/c3 ol c3 est une constante strictement
positive.

I.4) Donner la valeur de cs.
On se place a présent dans le cas plus général ou U = {u,,---, un} avec N e N\ {0}.

I.5) Quel est, en fonction de N, le cardinal de 22(U) ?
On suppose que pour tout S € Z2(U), P({S}) = card(S)/cn.

1.6) Donner, en fonction de N, la valeur de cyy ou ¢ est une constante strictement posi-

tive (vous donnerez |'expression la plus simple possible de cette constante).

Exemple 2 — Plan de sondage aléatoire simple (plan SAS) Soit n € {1,---, N}. Le plan SAS
estl’espace probabilisé (2 (U), o, IP’EfAS)) ou la probabilité IP%SAS) est définie pour tout échan-
tillon S c U par

0 sicard(S) #n,

P(SAS) St =
w15 {pn si card(S) = n.

1.7) Donnerlavaleur de p; (pourle cas n = 1) ainsi que la valeur de p (pourle cas n = N)
qu’il faut prendre pour que P%SAS) soit bien une mesure de probabilité.
[.8) Donner, en fonction de N et n, la valeur de p,,.
Une méthode pour choisir aléatoirement un échantillon S < U selon le plan SAS est décrite
dans I'algorithme suivant :

Etape 1 — On choisit au hasard un individu dans la population U, chaque individu ayant la
meéme probabilité d’étre choisi. Cet individu est noté u; .

Etape 2 — On choisit au hasard un individu dans la population U \ {u;}, chaque individu ayant
la méme probabilité d’étre choisi. Cet individu est noté u; .
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Etape n— On choisit au hasard un individu dans la population U \ {uj,---, u;"l_l}, chaque indi-

vidu ayant la méme probabilité d’étre choisi. Cet individu est noté u,,.

Alissue del’étape n, on obtient donc I'échantillon {u{,---, uy} de taille n.

1.9) Calculer la probabilité de choisir I'individu u; lors de la premiere étape.

[.10) Calculer la probabilité de choisir 'individu u; lors de la premiere étape et I'indi-
vidu u; lors de la deuxieme étape.

[.11) Calculerlaprobabilité que les individus u; et uy soient choisis al'issue de la deuxieme
étape.

[.12) En déduire que la probabilité que I'’échantillon S = {u;,..., u,} soit choisi par cet
algorithme est égale a p,,.

Exemple 3 — Plan de sondage de Bernoulli [L’algorithme suivant permet de choisir aléatoi-
rement un échantillon selon le plan de sondage de Bernoulli.

Etape 1 — On note x1,---,xy les réalisations de N variables aléatoires X1,---, Xy indépendantes
et de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[.

Etape 2 — On construit l'échantillon S c U en prenant les individus u; pour lesquels x; = 1. La
taille de l'échantillon ainsi obtenu est évidemment aléatoire.

[.13) Quelle estla probabilité d’obtenir I'ensemble vide a I'issue de cet algorithme?
[.14) Pour tout k € {0,---, N}, donner 'expression de la probabilité d’obtenir un échan-
tillon de taille k en fonction de N, p et k (justifier votre réponse).
1.15) Pour k € {0,---, N}, quelle est la probabilité d’obtenir I’échantillon {u,, ..., ug}?
Le plan de sondage de Bernoulli est donc I’espace probabilisé (2 (U), «/, IP’;B er )) ou la proba-
bilité IP;,B °") est définie pour tout S € Z2(U) par

P;Ber)({s}) — pcard(S)(l _ p)N—card(S).

On introduit la variable aléatoire Z,, définie sur I’espace probabilisé (2 (U), «, IP;,B ) et telle
que pour tout S € 22(U), Z,(S) = card(S).

1.16) Calculer I'espérance de Z, (vous donnerez le résultat sous sa forme la plus simple
possible).

Exemple 4 — Plan de sondage systématique Pour ce plan de sondage, I'échantillon est
choisi aléatoirement de la facon suivante : pour un pas d’échantillonnage a € {1,---, N} fixé
par l'utilisateur, on choisit aléatoirement avec équiprobabilité un entier r dans I'ensemble
{1,---,a}. On obtient alors I’échantillon

{ur; Ur+ar "> ur+(n—1)a} = {ur+ja |je{0,---,n— 1}},
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oun=|[(N-r)/al+1,lafonction |-] étant la partie entiere inférieure.
Afin de se familiariser avec ce plan de sondage, on suppose dans un premier temps que
U ={uy,---, ujo} et que le pas d’échantillonnage est a = 3.
[.17) Donner I'ensemble des échantillons que I’on peut obtenir avec le plan de sondage
systématique.
1.18) Quelle estla probabilité d’obtenir I’échantillon {u;, us, ug} 2 Celle d’obtenir I'échan-
tillon {uy, us, ug}?
On se place a présent dans le cadre général d'une population U de taille N et d'un plan
systématique de pas d’échantillonnage a € {1,---, N}.
I.19) Quelle estla probabilité P;Sy 9({S}h d’obtenir I'échantillon S < U.

Partie II — Probabilité d’inclusion

On s’intéresse ici au calcul de la probabilité d'inclusion d'un ou plusieurs individus pour
un plan de sondage (Z(U), «/,P).
Pour un individu u; € U donné, sa probabilité d’inclusion est la probabilité 7 qu'un échan-

tillon S tiré selon le plan de sondage contienne u;. Autrement dit,
7 :=p({SePWU) | ure S}).

On note Ay € o I'événement {S € P(U) | uy € S}. On rappelle que 7¥ = P(A) = E(14,) ot
14, estla variable aléatoire définie sur (2?(U), «/,P) et telle que pour tout S € 22 (U),

MOE 1 siSeA,
AT 0 siSe A

Pour tout couple (k,¢) € {1,---, N}? avec k # ¢, la probabilité d’'inclusion des individus u; et
uy est donnée par

a0 =p({Se P W) | tug, ug} < S}) =P(Ar N Ap) = Ea,na,)-

II.1) Enutilisant la formule donnant I’espérance d'une variable aléatoire (voir les rappels
en début de sujet) donner, pour tout (k,¢) € {1,--- N2 avec k # ¢, les expressions des
probabilités 7® et 760,

I1.2) Pour le plan de sondage SAS (exemple 2), donner les expressions de 7X et 759 en
fonction de n et N.

I1.3) Pour le plan de sondage de Bernoulli (exemple 3), montrer en utilisant la réponse a
la question II.1) que pour tout k € {1,---, N},

N
n=1 SeB,
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ouB,={Se?U)|card(S) =n}e «.
I1.4) Donner, en fonction de n et N, I'expression de la somme

Y 14,09,

SeBy,
et en déduire I'expression de 7® pour le plan de sondage de Bernoulli.
I1.5) En vous inspirant des questions I1.3) et IL.4), donner I'expression de 759 pour le
plan de sondage de Bernoulli.

I1.6) Pour le plan de sondage systématique (exemple 4), donner I'expression de 7X) en

fonction du pas d’échantillonnage a.

Partie III — Estimation de la moyenne

L'estimation de la moyenne j définie dans I'introduction du probléme passe par !’esti-

mation de la somme N
In= Z Vi-
i=1

Pour estimer fy, on dispose uniquement des valeurs y; pour les individus u; qui appar-
tiennent a I’échantillon choisi selon le plan de sondage (2 (U), «/,P). On introduit dans un
premier temps la variable aléatoire 7y définie sur I’espace probabilisé (22 (U), <, P) telle que
pour tout S € Z2(U),

N
INGS) = ). yie=D yila (9,

ukES k=1

ot Ax = {S € P(U) | u € S}. On suppose dans toute la suite que 7¥ = P(A;) > 0 pour tout
ke{l,---,N}
I1I.1) Montrer que

N
E(En) = Y 7y
k=1

[II.2) En déduire un estimateur sans biais de la moyenne j.
I11.3) Donner l'expression de la variance de I'estimateur sans biais trouvé a la question
précédente.

Exercice — Inégalité de Hoeffding

Soient Xj,..., X, des variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabi-

lisé (2, «/,P). On suppose pour cet exercice que
o Lesvariables aléatoires Xj,..., X,; sont indépendantes;

e Pourtoutie{l,---,n}, E(X;)=0.
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o Ilexiste —oo<a <0< b< +ootels que

a < inf X(w) <sup X(w) < b.
we) weQ

En posant S,, = X; + .-+ X;;, U'objectif de cet exercice est d’obtenir I'inégalité de Hoeffding
donnée pour tout € > 0 par

2¢? )

[FD([ISn| = 8) < 2exp (—m

a) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, montrer que pour tout ¢ € R et

X € [a, b],
exp(tx) < 2% exp(ra) + =% exp(rh)
X < X X
P b_a P b_a P
b) En déduire que pour tout i € {1,---, n} et pour tout ¢ € R,

Elexp(tXy) < exp(g((b- a)1)),
ou g : R — R estla fonction définie pour tout y € R par

a b—aexp(y))
=— y+log| ——=--
8=Vt og( b—a

c) En utilisant un développement limité, montrer que pour tout y € R,

2
gy) = y?sup g (),

JER
ou g” est la dérivée seconde de g.
On admettra pour la suite que
1
supg”’(y) < -.
yeR 4

d) Déduire des questions précédentes que pour tout £ € R,

ntz(b—a)z)
— |

E(exp(tSn)) <exp (

e) En utilisant I'inégalité de Markov (voir les rappels au début du sujet), montrer que
pour tout £ >0ete >0,
[E(exp( tSn))
P(S,z¢e]) = ——
exp(re)

f) Enprenant t = de/n avec d > 0, trouver la constante My (a, b, d, €) telle que

[FD([SI’I = E]) = Mn(ar b) d)£)~
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g) Quellevaleurde d > 0 (qui dépendra de a et b) faut-il prendre pour obtenir 'inégalité

2

2¢e
P([S;, =€]) < exp (—m) .

h) Expliquer pourquoi on a également 'inégalité

262 )

P([Sn <—-g]) =< exp (—m

i) Déduire I'inégalité de Hoeffding des questions précédentes.
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L'épreuve est constituée de deux exercices indépendants.
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Exercice 1. Une inégalité entre sommes de séries

On note & 'ensemble des suites réelles (indexées par N*) a termes strictement positifs
telles que la série Zan converge. On pose, pour tout élément (a,),en+ de & et pour tout
entier n» non nul,

n .
LN |
Z_
k=1

ag
L'objet de I'exercice est de prouver la convergence de la série Z h, et de comparer sa somme
a celle de la série ) _ ay,.

hn:

1. Un premier exemple

On pose, dans cette question, pour tout entier naturel n non nul, a, = ﬁ
+00
(a) Montrer que la série Z a, converge et déterminer la somme Z an.
n=1
(b) i. Calculer, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de h;,.
ii. Etablir la convergence de la série Z h;, et déterminer la somme Jio hy,.
n=1

2. Un second exemple
Soit g un réel de 10, 1[. On pose, pour tout entier naturel 7z non nul, a, = g" .
+00
(@) Indiquer la valeur de la somme Z an et pour tout entier naturel n non nul, la
n=1
valeur de h;,,.
+00 1

(b) Etablirla convergence de la série Z h, et prouver la majoration : Z h, < —(1 77? :
n=1 -
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3. Soit n un entier non nul et soit (x1, X2, ..., X,) et (y1, y2,..., ¥n) deux n-uplets de nombres
réels.

(@) ProuverI'égalité : (Xn‘ixiyi)z + Z (xiyj - XjJ/i)Z = (i xlz) (i ylz)
i=

1<i<j<n i=1 i=1

(b) En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

\¢i Zn

4. P tout entier naturel k I, I'iné n'f) L2
. Prouver, pour tout entier naturel k non nul, I'inégalité: ) —— < —-
P 8 Zonn+1)?2 T 2k2
1 Ay 1
On s’intéressera a la monotonie de la suite de terme général uy = — — Z —_—
2k? [ oon(n+1)?
5. Soit (ay) en+ Un élément de &.
(a) Prouver, pour tout entier naturel z non nul, I'inégalité :
(5] < (X Far) (X o
k=1 k=1 ak
(b) En déduire, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité :
p 14 n
ha<ay ———( Y Kay).
nzz"l A n(n+ 1)? g’
4
(c) Prouver, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité : Z h, <2 Z ag:
n=1

+00
(d) En déduire la convergence de la série )_ h,, etl'inégalité: > h, <2 Z a,.
1

n=1
6. Soit C un réel strictement positif tel que, pour tout élément (a,) ,en+ de &, on a
+00

+00
Y h,<C) ap.
n=1

n=1
On va montrer que C est au moins égal a 2.

1
On pose, pour tout entier naturel z non nul, a, = = ou a est un réel strictement
n

e S s S 1w
supérieur a 1 et on rappelle qu’'on dispose de 1'égalité : 112::1 Pl
+00 n too 1 2
a) Prouver I'inégalité :
(@) & ;1( +1)a+l 2 Z

(b) Prouver, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité : h, > (a + 1) W
n

(c) Prouver I'égalité : 11rn — =
a—» n= lna
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(d) Conclure que C > 2.

7. On suppose qu’il existe un réel K > 0 tel que, pour toute suite (a,),en+ @ termes réels

+00 +00
strictement positifs dont la série ) _ a, converge,ona Y _ a, <K )Y_ hy,.
n=1 n=1

(@) Justifier I'inégalité: K > 1.
On pourra utiliser le résultat de la question 2.
(b) Soit N € N*. On pose gp = 1 et, pour tout entier naturel n» non nul,

4
on sidpe[l,N] n=p?

n
et an = (gn)

1 (g™ !
— sinon.
2n

8n

i. Calculer a, pour n> N?+1 et en déduire la convergence de la série ) _ ay,.

+00 +00
ii. Prouver les inégalités : Z gn<4 et Z ap = 2N.
n=1

n=1
n

(c) Etablir'égalité : (g,)" = [ ax.
k=1

(d) Prouver, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité h, < g, et en déduire
qu'un tel réel K n’existe pas.

Exercice 2. Premier numéro manquant

Soit Ne N*, ne N* avec1 < n < N et (X3,Xp,...,X,;) une famille de variables aléatoires
indépendantes toutes définies sur un espace probabilisé (2,97, P) et toutes de loi uniforme
sur I'intervalle entier [1, N]|. On note, pour tout entier naturel n non nul, T I'application qui,
a chaque w € Q, associe

T(w)=min{ke[1,N];Vie[l,n] X;w)#k}.

Si on se représente I'expérience aléatoire consistant a tirer n fois successivement, avec re-
mise, une boule dans une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, la valeur T (w)
serait le numéro aléatoire du plus petit numéro qui n’est pas apparu dans la liste w des nu-
meéros tirés au cours de la succession de ces n tirages.

Partie A : Deux cas particuliers

Soit N un entier au moins égal a 4 et X, Y et Z trois variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (2,9 ,P), indépendantes et toutes trois de loi uniforme sur I'intervalle
entier [1, N]. On note U et V les applications qui, a chaque w € Q, associent

U(w) =min{ke[1,N]; X(@) # ket Y (@) # k}.

et
V(@) =min{ke [1,N]; X(@) # k, Y (@) # k et Z() # k|.

1. (a) Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire U?
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(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire U.

(c) Calculer I'espérance de U.

2. (a) CalculerP(V=1)etP(V=4).
6N —-12

(b) Etablir I'égalité : P(V =3) = ——3

1\3
(c) En déduire que I'espérance de V vaut (1 + N) .

Partie B : Des égalités

On note A I'application qui, a tout polynome réel P(X), associe le polynéme

AP)(X)=P(X+1)-P(X).

On observera que I'application A est linéaire.

On note, pour tout entier naturel k non nul, A¥ 'application AoAo...0A
———

k fois A
et on pose A = idpx.

. . 2 . - . 1y . ok n+1
1. Soit (j, n) e N“ avec j < n. Etablir I'égalité : Z A=1. .
k=j \J j+1

n
2. SoitneNetP:= ) apX*.
k=0

Prouver, pour tout entier naturel m, I'égalité :
m Am
A™P)X) =) (D" P+ ).
=0 J

On pourra procéder par récurrence sur 'entier m.

3. (a) SoitgeNetQ(X)eR[X] de degré g.
Quel est, pour tout entier r € [0, g], le degré de A" (Q)(X)?
(b) SoitneNetQ=X". Que vaut A”(Q)(X)?

n
4. SoitneNetP:= Z ar X" un polynome réel de degré n.
k=0

(a) Déduire des questions précédentes I'égalité :

n .
P(X + ).

n .
apnl=>y ()"
j=0 J

(b) En déduire I'égalité :
i(_l)j n (l_i)n:i!.
= VTN T

On utilisera le résultat précédent pour un polynéme P bien choisi.
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5. Soit (n, N) € N x N*.

(a) Etablir, pour tout entier m > n + 1, 'égalité :

Ji(—l)f (’7) (1- %)" =0,

n+1 . +1 ;
(b) En déduire la valeur de la somme Z (-1)/71 (n . ) (1 - %)n
j=1 J
Partie C: Le cas général
On reprend maintenant les notations du préambule.
Soit (N,n) e N* avec 1 < n< N.
1. (a) Déterminerlavaleurde P (T =1).
(b) Déterminer la valeurde P(T = n+1).
(c) Etablir I'égalité
n(n), 1\ 2 \n—i o 1\n 2\n
P(T=2)= ;(Z) (ﬁ) (1_N) puis 'égalité P(T=2)= (1_N) _(1_N) .

(d) Etablir légalité : P(T'=3) = (1- %)n —2(1 - %)n +(1- %)"

2. On admet que si Ay, Ay, ..., A, sont n événements d'un espace probabilisé (0,5 ,P)
alors on dispose de la formule du crible suivante :

PJAn=)Y -1/ Y P(A; NA,N...NA;).
i=1 j=1

1<i1<i2<"'<ij<n

n
On pose, pour tout entier p € [1,n], A, = () [X;i #pl.
i=1

(a) Soit j € [[1, n]. Que vaut la probabilité de I'intersection de j événements distincts
pris parmi Aj, Ay,..., Ap?

(b) Onnote E€le complémentaire d'un événement E. Justifier, pour tout entier k € 1, n],
k c
Pegalité: (7> k1 = ([ Ai) -
i=1

(c) Obtenir, pour tout entier k € [1, n], une expression de P (T > k) faisant intervenir
un symbole de sommation.

, k (k=1 in
3. (@ Soit ke [1,n+1]. Erablir I'égalité: P(T =k = ) (-7~ (I_N) .
i=1 -

(b) Retrouver, a I'aide du résultat précédent, les valeurs trouvées en fin de partie A
pour les sommes

i(_l)j (’]1) (1_]'%1)11 ot ’il(_l)i_l (I”l-ll-l) (1_%)11.

i=1
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4. Calcul de 1’espérance de T
Soit (N, n) e N* avec 1 < n < N.

(a) Etablir, pour tout entier k € [1, n], I'égalité :

P(T>k) = (NAJ; 1)" f(_l)f(’;)(w)”.

j=0

(b) En utilisant le résultat de la question B-5-b) (avec N — N +1) conclure al’égalité :

E(T):(l+%)n.
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Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2023

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

Le probleme porte sur une famille de polyndmes orthogonaux, appelés polynémes de
Hermite, qui interviennent dans de nombreuses applications, en physique, en théorie du
signal et en probabilité, par exemple.

L'énoncé est divisé en trois parties, largement indépendantes, que les candidats ne sont
pas tenus de traiter dans |'ordre.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une utili-
sation diment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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On note %, I'ensemble des applications u de R dans R, continues sur R et telles que
+00

l'intégrale généralisée f (u(x))*e™™ dx converge.

On note Z le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R, qu’on peut
confondre avec les polyndmes de R [X] pour en définir les coefficients et le degré (égal a —oo
pour la fonction nulle).

Pour tout n € N, on note #,, le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R
dans R, de degré inférieur ou égal a n.

Partie1 Etude et développements en séries d’une fonction de deux variables

On note f la fonction définie sur R? par :
V(x,y) €R?  flxy) =e?V "

1. Justifier que f est de classe C* sur R? et que son seul point critique est I’origine (0, 0).
La fonction f admet-elle un extremum local en ce point?

2
2. On note K I'ensemble des éléments (x, y) de R2 tels que xz + y2 <1.

a) Justifier que f admet un maximum et un minimum sur K.
2
X
b) Soit (x, y) € R? tel que i y*=1.

x=2cost
Justifier qu'’il existe un réel ¢ tel que, pour cette valeur de ¢, { - et:
y =sin

/4
2xy—x2 :2\/§sin(2t—z)—2.

¢) En déduire le maximum et le minimum de f sur K, puis les points de K ou ils
sont atteints.

3. Justifier que, pour tout x € R, la fonction y — f(x, y) est développable en série en-
tiere sur R et en donner le développement en série entiere.
4. Onnote w I'application de R dans IR, de classe C*, définie par

VxeR, w(x) = e

Pour tout n € N, on note H;, I'application de R dans R définie par

VxeR, Hy(x) =(-1)"e" w"™ )

o1 w'" désigne la dérivée n-iéme de w.
En particulier: Hy(x)=1.

a) Calculer, pour tout x € R, Hy(x), H2(x), H3(x).
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b) Montrer, pour tout n € N et tout xe R :
Hp11(x) = 2xHy(x) = Hy (x).

¢) En déduire que, pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n et trouver son
coefficient dominant.

5. a) Compléter I'avant-derniere ligne du code Python suivant (en substituant une
expression convenable aux trois points d’interrogation) pour que la fonction "coefH"
calcule les coefficients du polyndme P,, pour la valeur de n entrée en parametre.

def coefH(n):

coeff=numpy.zeros ((n+1,n+1))
coeff[0,0]=1
coeff[1,1]=2
for k in range(1l,n):

coeff [k+1,0]=-coeff [k, 1]

coeff [k+1,k+1]=2%*(k+1)

for i in range(1,k+1):

coeff [k+1,i]=2%coeff [k,i-1]- 777 # ligne & modifier

return coeff[n,:]

coefH(4) # exemple: les coefficients de H4, égal a 16 X~4 - 48 X~2 + 12
Out: array([ 12., -0., -48., 0., 16.])

b) Qu’obtiendrait-on pour "coefH(5)" aprés avoir modifié le code de la fonction
"coefH" en insérant avant sa derniére ligne ("return coeff[n, :]") 'instruction sui-
vante?

print (coeff)

6. a) Justifier que, pour tout y € R, la fonction x — f(x, y) est développable en série

entiere sur R .

2 TSR T, +ooHn(_V) n
b) Pour tout (x, y) € R*, établir I'égalité : f(x,y) = Z - x".

n=0

Partie2 Un produit scalaire sur %,

+00
1. a) Justifier que, pour tout (u, v) € %2, 'intégrale f u(x) v(x)e_xz dx converge.

—00
On note (.|.) I'application de %% dans R définie par:

+00

Y (u,v) € L% (ulv) :f u(x)v(x)e_xzdx.

(o.0]

b) Justifier que % est un R-espace vectoriel et que I'application (.|.) est un pro-
duit scalaire sur %».

On note ||.|| la norme sur %, associée au produit scalaire (.|.), définie par :

Yue%,, llull=v(ulu.
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2. On note & I'ensemble des fonctions paires de % et .# I'’ensemble des fonctions im-
paires de %>.

a) Justifier I'égalité :
Lr=Pos . 1)

b) Pour tout entier n € N*, onnote &, = nN%, et %, = FNR&,,.

Trouver, pour tout n € N*, la dimension de 22, et la dimension de .#, (on distinguera
le cas ou 7 est pair du cas ol n est impair).

c) Pour tout u € .£ et tout n € N*, calculer min {ffo‘f (u(x) - P(x))ze‘xzdx; Pe 9]’,1} .

3. On note .# '’ensemble des fonctions de £, qui sont nulles hors d'un segment inclus
dans l'intervalle ouvert 0, +oo[ :

K ={veL;Ja>0,7A>a, Vx ¢ |a,A], v(x)=0}.

Soit u une fonction bornée appartenant a %» et € un nombre réel strictement positif.

a) Pour tout entier n strictement supérieur a 1, on pose :

. 1
0 six <
(nx—l)u(g) sil<x<2
n n — - n
v (x) =< u(x) siZ<x<n-1.
1
nn—-x)un—--—) sin—%sxsn
n
0 six>n
+0o0 2 2
Démontrer que I'intégrale f (u(x) — v, (x)) e dx tend vers 0 quand n tend vers
0

I'infini.
On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée.

b) Justifier 'existence d'un élément v de £ tel que :
+00 2 )
f (ux)-v) e dx<e.
0

c) Justifier que si la fonction u est paire, alors il existe un élément v de £ tel que :

9 . v(x) six=0
lu—vpll®<2e ou wvpx)= ] .
v(—x) six<0

On démontre de méme, et on pourra I’admettre, que si la fonction u est impaire, alors
il existe un élément v de £ tel que :

) . v(x) six=0
lu—v;ll<2e ou v;(x)= ) :
—v(—x) six<0
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Partie3 Unendomorphisme autoadjoint de %

On note g et h les endomorphismes de # définis par :

g(P)=-P"+2XP'+P

VPeXR,
{h(P) =2XP-P'

Ainsi, par exemple, pour tout P€ Z ettout xe R:  (h(P))(x) = 2xP(x) — P'(x).
1. a) Etablir 'égalité: goh—hog=2h.
b) Montrer que, pour tout A € R et tout P € %, si g(P) = AP, alors
g(h(P))=(A+2)h(P) (%)
2. Etablir, pour tout (P,Q) € % :
(P'IQ) = (g(P)IQ) - (PIQ) .

3. Soit n € N.
a) Montrer : VYPeR,, gP)eER,.

b) On note g, 'endomorphisme de Z%,, défini par :
VPeRn, gn(P)=g(P).

Montrer que g, est un endomorphisme autoadjoint de %,,, pour le produit scalaire

Cl).

4. Les polyndmes H,, utilisés dans la suite sont ceux de la partie 1.
a) Calculer, pour tout k € N, h(Hy), et en déduire que :

VkeN, g(Hy)=Q@k+1)H.

b) Justifier que, pour tout n € N*, la famille (Hy, ..., H,) est une base orthogonale

de %,,.
. v WH?
¢) En déduire, pour tout u € %>, 1a convergence de la série Z AL etl'inéga-
n=0 n
lité : .\ )
(e.°] u H +00 2
(ul ”)2 sf (u(x))ze_x dx . 2)
n=o I Hn —00
5. Pour tout entier p € N*, on note e, la fonction x — e 7*.
a) Etablir, pour tout n € N et tout réel x > 0, les inégalités :
B n (_1)k ~ xn+1 ~ n+1)"
|e2x_Z_xkex|S—exS( ) nl.
=0 k! (n+1)! n!

b) En déduire une suite de polynémes (Q2,,) »en telle que la suite des
fonctions x — Q3 ,(x)e™” converge uniformément sur R, vers la fonction e,.
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c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier p supérieur ou égal a 2, il existe
une suite de polyndomes (Qp,»)nen telle que la suite des fonctions x — Qp,n(x)e_x
converge uniformément sur R, vers la fonction ey,.

x (& EDFp+nF
—)( Z d xk) .

On pourra utiliser les fonctions polynomiales x — Qp, ,( 5 12k
k=0 :

d) En déduire que, pour toute fonction polynomiale P, il existe une suite (Q) ,eN
d’éléments de Z telle que la suite des fonctions x — Q,(x)e”™ converge uniformé-
ment sur R, vers la fonction x — P(e™™).

6. Soit v une fonction appartenant a 'ensemble £ défini dans la partie 2.

a) En utilisant le théoreme de Weierstrass et le changement de variable x = —In(t),
justifier, pour tout € > 0, 'existence d'un polyndéme P tel que :

Vx=0, |[v(x)-Pe™)| <e.

b) En déduire qu'’il existe une suite (Q) ey de polyndmes (éléments de Z) telle
que la suite des fonctions x — Q,(x)e”* converge uniformément sur R ; vers la fonc-
tion v.

¢) On note w la fonction définie sur R par

x2 x%/4
wx =14 Ve

0 sinon

six=0
et, pour tout x € R, on pose :

wy(x) = wx) + w(-x)
w;(x) = w(x) — w(=x)
Pour tout réel € > 0, justifier I'existence de deux polynémes Q et R vérifiant les inéga-
lités
2 +00

+00o
f (wp(x) - Q(%))Ze_xzdx < ezf e 2dx

(o.0] (e.0]

+00 2 +oo
f (wi(x) —xR(xZ))ze—xzdx < ng xze—xz/zdx

(e e] (e e]

Pour parvenir a la seconde inégalité, on pourra, en lieu et place de v, utiliser la fonction

w2\t

(—\/_)e_t Slt>0

t—< 2Vt .
0 sinon
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d) Soit n > 0.
Déduire des résultats précédents que :

» pour toute fonction paire w), telle que la fonction

wp(x) six=0
X —
0 sinon
appartient a %/, il existe un polynéme pair P, tel que
lwp—Ppll=n

e pour toute fonction impaire w; telle que la fonction

w;(x) six=0
X r—
0 sinon
appartient a £, il existe un polynéme impair P; tel que
lwi-Pill=n.

7. Soit # une fonction continue et bornée sur R.

a) En s’appuyant sur les derniers résultats de la partie 2 et sur ce qui précede,
démontrer qu'il existe une suite d’éléments de &% qui converge vers u pour la norme

b) Justifier I'égalité :

. % (ulHyg)
lim || u-— 5
n—+oo i=o I He |l

k=0
c) Justifier que I'inégalité (2) démontrée en question 4 est en fait une égalité :

+00 Hn 2 +00
2, %—JZ :f (u)’e ™ dx . (3)
n= n —0o0

d) Ces propriétés restent-elles vraies si u appartient a %, sans étre bornée?
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Epreuve a option (B) : Probabilités
Durée : 4h

Le sujet comporte un probléme et un exercice qui peuvent étre traités indépendamment.

La notation tiendra largement compte de la clarté et de la précision des réponses.
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Quelques notations et rappels

Les notations et rappels ci-dessous vous seront utiles pour la résolution du probléeme et

de I'exercice. Pensez a vous y référer.

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce sujet seront définies sur le méme

espace probabilisé (Q, «/,P).

Soient (A;);en une suite d’éléments de /. On a

P

U 4

ieN

<> P(A).

ieN

Soit E un ensemble quelconque. Pour tout A c E et B c E, on note

A\B:={xe€eE|x€eAetx¢ B}.

[Formule des espérances totales] Soient Y et N deux variables aléatoires. Si la va-

riable aléatoire IV est a valeurs dans N et si Y est intégrable (i.e., E(|Y]) < oo) alors

E(Y) = Z P(IN = KkDE(Y | N =k).
keN

La somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametres

A1>0,---,A, > 0suit également une loi de Poisson de parametre A; +---+ A,,.

[Théoreme des valeurs intermédiaires] Soit g : [a, b] — R une fonction continue.
Pour tout x tel que min(g(a), g(b)) < x < max(g(a), g(b)), il existe au moins un point

c€la,b] tel que g(c) = x.
Une fonction ¢ définie sur un intervalle I c R et a valeurs dans R est strictement
convexe sipourtout x#y€ Il et 1 €]0,1[,ona@Ax+ (1 -A1)y) < Ap(x) + (1 - ANe(y).

Le développement en série entiére de |’exponentielle est donné pour tout x € R par

i
X
e’ =

BT
jeN L
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Probleme — Processus de Galton-Watson

On souhaite dans ce probleme modéliser I'évolution de la taille d'une population de bac-

téries. On adopte pour se faire le modele suivant.
— La population initiale (génération 0) est composée d'une seule bactérie.

— Cette bactérie va engendrer un nombre aléatoire de nouvelles bactéries. Ce nombre
est modélisé par une variable aléatoire X; ¢ a valeurs dans I'ensemble des entiers N.

La taille de la population de la génération 1 est donc Z; := Xj o.

— Les Zj bactéries de la premiere génération vont a leur tour engendrer de nouvelles
bactéries. Pour i = 1,---,Z;, on notera X;; la variable aléatoire (a valeurs dans N)
modélisant le nombre de descendants de la i-éme bactérie. Ainsi, la taille de la popu-
lation de la génération 2 est Z, =0si Z; =0 et

21
Zy:=) Xi18iZ; >0,
i=1

— De maniere plus générale, pour tout n € N, on notera Z, la variable aléatoire corres-
pondant au nombre d’individus de la génération n. On a donc Z; =1 et

0 siZ,-1=0,

Zy:=1K Zna (1)
" Xin-1 S Zn-1>0,
=1

l
ou pour touti =1,---,7Z,_, la variable aléatoire X; ,—; estle nombre de descendants
de la i-eme bactérie de la génération n — 1.

— On supposera pour finir que les variables aléatoires {X; ,,; i € N\ {0}, n € N} sont indé-
pendantes et de méme loi qu'une variable aléatoire intégrable X prenant ses valeurs
dans N. La loi de X est déterminée par les valeurs {py := P([X = k]); k € N} et on a
donc

p:=EX) =) kpi<oo.
keN

Le processus {Z,; n € N} ainsi construit est connu sous le nom de processus de Galton-

Watson. L'objectif de ce probleme est d’étudier la probabilité d’extinction
m:=P([3neNtel que Z, =0]),

de la population de bactéries.
Nous allons dans un premier temps calculer la probabilité d’extinction dans des cas simples.

1) Quelle estla valeur de 7 lorsque po = P([X = 0]) = 0? Méme question lorsque pgy = 1.
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Dans toute la suite de ce probleme, pour tout n € N, on notera 7, la probabilité que la popu-
lation soit éteinte a la génération n. On a donc 7, = P([Z, = 0]).

2) Montrer que (7,),en €St une suite croissante et en déduire qu’elle converge vers une
limite finie.
3) Onintroduitles événements By = [Z; =0] et {B; := [Z; = 0]\ [Z;_; =0]; i = 2}. Montrer
que pour n € N\ {0}, i
mp=)_ P(B)).
i=1
4) En déduire que 7w =limn, lorsque n — co.
5) Pour cette question, on suppose que pg + p; = 1 avec py €]0, 1[.
5.1) Montrer que pour tout n € N, la variable aléatoire Z, prend ses valeurs dans I’en-
semble {0, 1}.
5.2) Donner, en fonction de n et p;, la valeur de 7,,.
5.3) En déduire la valeur de 7.

Pour déterminer la probabilité d’extinction, on doit étudier la fonction génératrice des proba-

bilités de la variable aléatoire X modélisant le nombre de descendants d’'une bactérie. Cette

fonction est définie pour tout s € [0, 1] par Gx(s) := E(s%).

6) Donner, en fonction des probabilités {py; k € N}, les expressions de la suite positive
(ar) ken €t des fonctions positives fi telles que pour tout s € [0, 1],

Gx(s) =) aifi(s).
keN

7) Montrer que la série ci-dessus est absolument convergente.

8) Dans le cas particulier ou X suit une loi de Poisson de parametre A > 0, donner I'ex-
pression de Gx(s) (vous devrez expliciter les calculs faits pour trouver cette expres-
sion).

9) Donner I'expression de Gx(0) en fonction des {py; k € N} (on utilisera la convention
0% = 1). Quelle est la valeur de Gx(1)?

On admettra que la fonction Gy est indéfiniment dérivable sur ]0, 1[. Pour tout j € N\ {0}, la

dérivée d’ordre j est donnée par

GV =Y arf (), s€lo,1L.
keN

On admettra enfin que les fonctions Gy et GE(D sont continues a droite en 0 et a gauche en 1.

10) Que représente la valeur Ggg) (1)?
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11) Que faut-il imposer sur la valeur de py pour assurer que Gx est strictement crois-
sante sur ]0,1[?

12) Montrer que si pg + p; <1 alors Gx est strictement convexe.

On souhaite a présent trouver I'expression de la fonction génératrice des probabilités Gz,
de la variable aléatoire Z,, définie par I'’équation 1. Remarquons tout d’abord que puisque
Zy = X1,0, lavariable aléatoire Z; a méme loi que X et donc Gz, (s) = Gx(s) pour tout s € [0, 1].

13) Montrer que pour tout n = 2, la variable aléatoire Z,_; est indépendante des va-
riables aléatoires {X; ,,—1; i = 1}.

14) En utilisantla question précédente ainsi que la formule des espérances totales, mon-
trer que pourtoutn=1etse[0,1] ona Gz, (s) = Gz, ,(Gx(s)).

15) Montrer par récurrence que pour n =1 et s € [0,1] on a Gz,(s) = Gx(Gz,_ ,(s)). En
déduire que 7, = Gx (,-1).

16) En utilisant la question 4), montrer que 7 = Gx (7).

On s’intéresse a présent a I’équation
Gx(s)=s, s€[0,1]. 2

17) Donner une solution évidente de I’équation (2).

18) Montrer que si u € [0, 1] est solution de (2) alors 7, < u pour tout 7 € N. (Aide : vous
pourrez démontrer ce résultat par récurrence.)

19) En déduire que 7 est la plus petite solution de (2).

20) Pour cette question on suppose que pg + p1 < 1 et qu'il existe au moins un point

Xp €]0, 1[ tel que Gx(xp) < Xp.

20.1) Montrer qu’il existe au moins un point x; € [0,1[ solution de (2). (Aide : ap-
pliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction définie sur [0, 1] par
g(s) :=Gx(s)—9).

20.2) Montrer que x; est 'unique élément de [0, 1[ solution de (2). (Aide : montrer
que si Gy est une fonction strictement convexe alors pour tout x; €]x;,1[ on a
Gx(x2) < x2).

20.3) Montrer que si Gg) (1) =1 alors pour tout s € [0,1[ on a Gx(s) > s. (Aide : utiliser
le fait que le graphe d’une fonction strictement convexe est au dessus de toutes
ses tangentes).

20.4) Démontrer que la réciproque du résultat établi dans la question précédente est
vraie. Vous pourrez utiliser le fait que

Gx(1) = Gx(1—
GO () = lim KXW =Ox1=8)
£—04 £

21) Utiliser les résultats de la question 20) pour montrer le résultat suivant.
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Proposition — i) Si pg+ p1 <letpu:=E(X)€[0,1] alorsm =1.
ii) Si po+p1 <1etpu>1alorsme [0,1] est l'unique solution sur [0,1[ de l'équation
Gx(s)=s.

On s’'intéresse a présent au nombre de générations de bactéries observées avant I’extinction
de la population. Plus précisément, on introduit la variable aléatoire 7 a valeurs dans N\ {0}
ettelle que Z; >0 et Z;41 =0.

22) Montrer que P(7 = n) =P(Z, > 0).
23) En utilisant 'indépendance entre Z, et les variables aléatoires (X; ,, i € N), montrer
que pour tout k=1,
E(Zn+1 1 Zn=k) = kp.

24) Montrer par récurrence que pour tout 7 =1 on aE(Z,) = u”" = [E(X)]" (Aide : utiliser
la formule des espérances totales).
25) En déduire que P(r = n) < u".

Exercice — Approximation d’une loi binomiale par une loi de

Poisson

Lobjectif de cet exercice est de démontrer un résultat sur 'approximation d’une loi bi-
nomiale par une loi de Poisson. Ce résultat, établi par Lucien Le Cam, s’énonce ainsi.

Pour n € N\ {0}, soient S, et T;,, deux variables aléatoires distribuées respectivement selon
une loi de poisson de parameétres np avec p €]0, 1] et une loi binomiale de parametres n et p.
Pour tout n e N\ {0} et p €]0, 1],

> IP(S, = k) —P(IT, = k)| < 4np®. 3)
keN

En particulier, si p = p, = A/n avec A > 0, 'inégalité ci-dessus implique que

Ak
. _ _ -2 _
nleOO kEEN P(T,=k])—e _lc! =0.

En d’autres termes, la loi binomiale de parametres n et A/ n peut étre approchée pour n suf-
fisamment grand par une loi de Poisson de parametre A.

Les questions ci-dessus reprennent le schéma de la démonstration de L. Le Cam. On intro-
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duit tout d’abord le couple aléatoire (X, Y) : (Q, o, P) — (N?, 22(N?)) tel que, pour p €]0, 1],

eP—p+pe? sii=j=0,

—pe™P sii=0etj=1,
P(X=iln(y=j)={ "7 S

pe sii=j=1,

e Ppilil sii=2etj=0

1) Donner I'expression, en fonction de p, de la probabilité P([X = 2] n[Y = 0]).

2) Déterminer I'ensemble E < N? des valeurs prises par le couple aléatoire (X, Y).

3) Pour tout k € N, donner en fonction de p I'expression de la probabilité P([X = k]).
Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire X ?

4) Donner les expressions des probabilités P([Y = 0]) et P([Y = 1]). Quelle estla loi suivie
par la variable aléatoire Y ?

5) Justifier le fait que P([X = Y]) =P([X=0In[Y =0]) +P([X =1]In[Y =1]).

6) Montrer que pour tout x =0 on al'inégalitée™ =1 — x.

7) Déduire des questions 5) et 6) que P([X = Y]) = 1-2p?.

On introduit a présent les n € N\ {0} couples aléatoires {(X;, Y;), i = 1,---, n} que 'on suppose
indépendants et de méme loi que le couple aléatoire (X, Y) introduit en début d’exercice. On

pose

n n
S, = ZX,- etT), = ZY,
i=1 i=1

8) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire S;,;? Méme question pour la variable
aléatoire T;,.
9) En utilisant le fait que si X; = Y; pourtouti =1,---,n alors S,, = Tj;, montrer que

n
[Sn# Tul < Ul[Xi # Yil.
im

10) En déduire que P([S, # T,]) <2np?.

11) Montrer que P([S, € A]) <P([T, € A)+P([S, # Ty]) pour tout sous-ensemble A de N.
(Aide : exprimer la probabilité P([S;, € A]) en utilisant la formule des probabilités to-
tales avec la partition de Q suivante : {[S;, = T,],[S; # Txl}).

12) En déduire que pour tout Ac N, on aP([S,, € A]) —P([T,, € A]) <2np?.

13) Montrer que I'on a également P([T, € A]) —P([S,, € A]) <2np?.

On introduit '’ensemble A, := {k e N|P([S,, = k]) > P([T,, = k])} = N.
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14) Montrer que

Y IP(Sn=kD—P(T,=kDI = P(Sp€An))—P(Ty€ Ayl
keN
+ PUT,eN\ALD -P([S, e N\ A,D.

15) Déduire I'inégalité (3) des questions précédentes.
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Session 2024

Epreuve de mathématiques
Durée : 4h

Lépreuve est constituée de trois exercices indépendants.

Rappel : Pour toutes les épreuves, les appareils électroniques (calculatrices, téléphones, tra-
ductrices), les casques, et les dictionnaires, ainsi que tout document, sont interdits.
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Exercice 1. Probabilités.

Si X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2, «/,P) et a valeurs dans
N, on note Gx sa fonction génératrice, définie pour ¢ € R par

Gx(n) =) P(X=n)t",
n=0

lorsque la série converge.

1. (a) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, </, P), a valeurs dans N et
indépendantes. Déterminer la loi de X + Y en fonction de celles de X et Y et en
déduire une relation entre Gx.y, Gx et Gy.

(b) Généraliser le résultat précédent a la somme de n variables aléatoires mutuelle-
ment indépendantes.

2. On veut montrer qu’il n’est pas possible de construire un dé faussé a 6 faces (numéro-
tées de 1 a 6) tel que si on le lance deux fois, la somme des deux résultats obtenus suive
une loi uniforme sur {2,3,4,...,12}.

(@) Soit U la loi uniforme sur {2,...,12}. Déterminer sa fonction génératrice Gy et
déterminer toutes les racines réelles de Gy ainsi que leur multiplicité.

(b) Supposons que 'on ait un dé a 6 faces tel que la probabilité d’apparition de la
face i €{1,...,6} soit égale a p;, avec p; €]0, 1[. Soit X la loi d’apparition de la face
i. Montrer que Gx admet une racine non-nulle.

(c) Conclure.

3. Un commercant recoit dans son magasin N clients par jour, ou N est une variable
aléatoire qui suit une loi de Poisson de parametre A > 0. Chaque client repart avec un
produit avec une probabilité p € [0, 1]. On supposera que les comportements de deux
clients distincts sont indépendants. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de
produits vendus par jour.

(a) Préciser la fonction caractéristique de N.

(b) Déterminer la fonction caractéristique de Y et montrer que Y suit une loi de Pois-
son dont on précisera le parametre.

Exercice 2. autour de la constante d’Euler.

Dans ce probleme on étudie plusieurs propriétés et expressions de la constante y d’Euler.
Les parties 2 et 3 sont indépendantes et utilisent les résultats de la partie 1.

On rappelle I'énoncé du théoreme de convergence dominée :

Théoreme. Soit (f,,) une suite de fonctions continues par morceaux qui converge simplement
vers une fonction f continue par morceaux sur un intervalle 1. On suppose qu'il existe une
fonction positive g telle que l'intégrale [, g(x)dx converge et pour toutn ona|f,| < g. Alors les
intégrales [; fn(x)dx et [; f(x)dx convergent absolument etlim,_ [, fn(x)dx = [} f(x)dx.
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Partie 1 : Préambule

Pour tout n = 1, on note
]
la n® somme partielle de la série harmonique.

1. Montrer que pour tout n = 1 on al'inégalité H,,,— H;, = %, et utiliser cette inégalité pour
montrer que la série harmonique ) ;5 % diverge.

2. (a) Montrer qu’il existe une constante C telle que pour tout n =1, on a

1 1 C
In|l+—|-=|=—.
n/ n| n
1 - n+l) 1 e
(b) Endéduire quela série Z In — — | converge, puis qu’il existe une constante
n=1 n n

y telle que
H,=Inn+vy+o0(1) quand n — oo.

Cette constante y s’appelle la constante d’Euler, dont nous allons étudier certaines pro-
priétés dans les parties suivantes.

Partie 2 : Une expression intégrale de la constante d’Euler.

L'objet de cette partie est d’établir la formule

1) fooln(t) e 'dt=-y.
0

1 00
3. Montrer que les intégrales impropres f In() e ‘dtet f In(#) e~ 'dt sont convergentes.
0 1

4. (a) Montrer que pourtout u €] —1,co[onaln(l+u) <u

(b) En déduire que pour tout entier n =2 et tout £ € [0, 7] on a

t n—-1
Os(l——) <e-e !
n

5. Montrer que

n—oo

n t n-1 [ee)
lim [ In(®) (1——) dt:f In(t)e!dt.
0 n 0

6. Montrer successivement les égalités
n t n-1 1 1 1 _ n__ 1
f In(7) (l - —) dt= 1nn+f nln(w)(1-w)" du= 1nn+f &du
0 n 0 0 u

7. En déduire la formule (1)

Partie 3 : Lien avec la fonction (.
oo

1
Pour tout s > 1 on pose {(s) = Z — (qui se prononce “dzéta”).
n=117
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8. Montrer que pour tout s > 1, {(s) est bien définie et vérifie

fmdt<(()<l+fmdt
—<((s) =< —.
1 I8 A

En déduire un équivalent de {(s) lorsque s — 1.

9. (a) Montrer que pour s> 1 la série

1 1
ZH(F_(nH)S

n=1
converge.

(b) En évaluant ses sommes partielles, montrer que sa somme vaut {(s).

((s)= sf E(t)dt
1

ts+1

(c) En déduire la formule

ol E(-) désigne la fonction partie entiére.

10. Démontrer que pour tout entier N = 2, on a

NE@W -t
0 dt=Hy—-In(N)-1,
1 12

et en déduire la formule

© F(f)—t
dr=y-1.
fl t? 4

R E([) -t

Tdt’ conclure que

11. Enjustifiant I’égalité {(s) — Ll = s[
S— 1

1
{(s) = EEREA o(1) lorsque s — 17,

Exercice 3. Sous-espaces de matrices nilpotentes.

Soit n € N*. On note M, (R) le R-espace vectoriel des matrices n x n a coefficients réels.
On rappelle qu'une matrice N € M,,(R) est dite nilpotente s'il existe k = 1 tel que N* =0, et
on note N,, € M, (R) le sous-ensemble des matrices nilpotentes. On identifiera R” a I'espace
M;,,1(R) des vecteurs colonnes de taille n, et une matrice M € M, (R) a’endomorphisme de
R” qui lui est canoniquement associé. On note MT la transposée d'une matrice M.

L'objet de ce probléeme est de démontrer le théoreme suivant, dii a Gerstenhaber.
Théoreme. SiV est un sous-espace vectoriel de M, (R) constitué de matrices nilpotentes, alors

dim(V) < nin-1)

Onnote T}, (resp. T;,) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
et T}* 'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes, c’est-a-dire n’ayant que des
0 sur la diagonale.
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1. Montrer que T}, T, et T} * sont des sous-espaces vectoriels (on pourra se contenter de

rédiger les détails pour T},) et préciser leur dimension.
2. Montrerque T, & T,;" =M, ([R).

3. Pour 1 < k < n, on note Ex = {x=(x1,...,x,) €R"; Vi = k, x; =0}. On note également
Ep+1 =R"™ Soit Ae T, et ul'endomorphisme de R” canoniquement associé a A.
(@) Montrer que pourtoutl <k<n+1,ona u(Ey) € Ex_;.
(b) En déduire que A est nilpotente. On a ainsi montré que T} * < Nj,.

(c) Montrer que T;; "N, =T;*.
4. N, est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?

5. Montrer que si A € Ny, alors Tr (A) = 0. (Indication : on pourra étudier les valeurs propres
complexes de A.)

6. Soient A et B dans M, (R). Montrer que si A, B et A+ B sont nilpotentes alors Tr (AB) =
0.

Dans la suite du probleme on fixe un sous-espace vectoriel V de M, (R) contenu dans N,.

On note 7 la projection de M, (R) sur T}, * parallelement a T;, (qui est bien définie grace a
la question 2). On note également 7 I’endomorphisme de M, (R) défini par la transposition,
i.e. pour tout M € M, (R), (M) = MT.

7. (a) Montrer que dim(V) =dim(V nT,) +dim(z(V)).
(b) En déduire que dim(V) =dim(z(V NT,;)) + dim(z(V)).

8. Montrer que 7(V NT;) estinclus dans T;,*.
9. Soit AeT(VNnT,)nn(V)etonfixe N € V telle que A= m(N).

(@) Montrer que AT + N appartient a V. En déduire que Tr (ATN) = 0.

(b) Montrer que N — A appartient a T;, et en déduire que A(NT— AT) e T, ".
(c) Montrer que Tr (AAT) =0.

(d) Conclure que A=0.

10. En utilisant les résultats des questions précédentes, démontrer le théoreme de Gers-
tenhaber.
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Ce probleme est consacré a des questions d’approximation uniforme des fonctions sur
un intervalle.

L'espace des fonctions continues sur un intervalle [a, b] est noté € ([a, b]).

La transposée d'une matrice M € M,,(C) est notée MT et son rang est noté rg(M). Lespace
vectoriel engendré par une partie A d'un espace vectoriel V est noté Vect(A). Si (E, |I-||) est
un espace vectoriel normé on note d(x, A) = inf{[|x - all, a € A} la distance d'un point x € E
a une partie A de E.

Le probleme est composé de quatre parties. Les trois premieres parties sont indépen-

dantes, et la quatrieme utilise les résultats établis dans les parties précédentes. On attachera
la plus grande importance au soin, a la clarté et a la précision de la rédaction.

Partie 1 : Déterminant de Cauchy.

On fixe un entier n = 1 et ay, ..., ay, by, ..., b, des nombres complexes tels que a; + b; # 0
pour tout 1 < i < n. Lobjet de cette partie est de calculer le déterminant de Cauchy

D, :det( ) .
ai+bj 1<i,j<n

Pour cela on suppose dans un premier temps que les (a;) sont distincts, de méme que les
(b;), et on introduit la fraction rationnelle

1 1 1
a1+b1 a1 +by a1+bn
FX)=|_ 1 1
an_11+b1 a”_i-ﬁ-bg o an_]1+bn
X+D; X+b, X+Dby,

1. Montrer qu’il existe un nombre complexe A tel que F(X) s’écrive sous la forme

X-a))(X-ap)---(X—au1)
X+b)X+by)--(X+by,)

F(X)=A

2. On pose G(X) = (X + b,) F(X). Montrer que G(—b;,) = D, et en déduire une relation
entre D, et D,,_;.

3. Conclure que
_Thsicjznlaj—adhi<icj=n(bj—bi)

D, =
" [Ti<i j<n(ai+ bj)

dans le cas ot les (a;) et les (b;) sont distincts, puis dans le cas général.

)

Partie 2 : Matrices de Gram.

Dans cette partie on fixe un espace vectoriel E sur R muni d'un produit scalaire noté (:|-)
(qui munit donc E d'une structure d’espace préhilbertien). La norme associée est notée |-||.
Si (x1,...,x,) estun n-uplet de vecteurs de E on définit la matrice de Gram de (xy, ..., x,) par

Gram(xy, ..., X,) = ({xilx;))

1<i,jsn"

On pose également V = Vect(xy,...,x,) et m =dim(V).
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4. Soit (ey,..., e;) une base orthonormale de V et M la matrice de taille m x n définie par
M= (<ei|xj>)lsism,lsjsn‘
(a) Montrer que
Gram(xy,...,x,;) = MTM.
(b) Montrer que rg(Gram(xy,...,x;)) =dimV.
(c) Montrer que toute valeur propre réelle de MT M est positive ou nulle.
(d) Endéduire que det (Gram(xy,...,x,)) = 0 avec égalité si et seulementsi (x1,..., X;)
est une famille liée.

5. On suppose que la famille (x,..., x,) est libre. Soit x € E et p(x) le projeté orthogonal
de x sur V. Montrer que

Ao, V) = \/det(Gram(x,xl,...,xn)) '
det (Gram(x,...,x,))

(on pourra considérer le déterminant det (Gram(x - px),x1,..., xn)) )

Partie 3: Polynomes de Bernstein et théoréme de Weierstrass

Dans cette partie on s’intéresse au théoréeme d’approximation de Weierstrass (1885) : si
[a, b] est un intervalle compact de R, toute fonction continue de [a, b] dans R est limite uni-
forme sur [a, b] d’'une suite de polynomes.
n
k
famille des polynomes de Bernstein. On note &, I'espace vectoriel des polyndmes réels de
degré au plus n.

Pour tous n=0et0 < k < non pose By, x(x) = ( )xk(l — x)"" k. Cette famille s’appelle la

Pour x € [0,1] et n € N, on considere une suite (X;);=1,.,, de variables aléatoires de Ber-
noulli indépendantes de parametre x : P(X; =1) = x, P(X; =0) = 1—x. On fixe f € €([0,1]) et

on pose
Sn
i)

Pour f € €([0,1]), on définit son module de continuité w par

n
ousS, =) Xi.
i=1

Bn(f)(x)=E

w(®) =sup{|fx) - f)], (x,y) €[0,11% |x—y|=<6}.
6. Montrer que le module de continuité w est un nombre réel bien défini, et qu'il vérifie
limw(6) =0.
5—0

7. Montrer que pour tout n = 0, la famille (B, )o<k<, est une base de I'espace des poly-
nomes réels de degré inférieur ou égal a n.

8. Montrer que B, (f) est un polyndme de degré n, que 'on exprimera en fonction des
By k.
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9. Montrer que

Sn
|Bn(f)(x)—f(x)|sw(6)+2||f||oolP( —-x 25)
puis que ” ”
Floo
|Ba(N) = f0] = 00) + .

Pour a < b deux nombres réels quelconques, considérons maintenant I’espace € ([a, b])
des fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles, que I'’on munit de la norme |-, définie

par || f ||OO = SUP|, pi | f | (on ne demande pas de vérifier qu'il s’agit bien d’'une norme). On fixe
fe€(a,b)).

10. Montrer que pour tout entier n = 1 il existe un polynéme T, (f) tel que

I f = Tu(H)| . = d(f, 20,
ol la distance est relative a la norme |||/

11. En utilisant les polynomes de Bernstein, montrer que || f — T,,(f) | tend vers 0 quand
n tend vers I'infini. Ainsi nous avons établi le théoréme de Weierstrass.

12. On suppose dans cette question que f est lipschitzienne. Montrer qu’il existe une
constante C telle que pour tout entier n > 1, d(f,22,) < Cn~ /3.

13. Dans cette question, on se place sur [a, b] = [-1,1] et on considere la fonction valeur
absolue V : x — V(x). On admettra 'inégalité suivante dite des freres Markov (1890) :
si P est un polynome de degré au plus n, alors sur [-1,1] on a ||P'|| . < n* [ Pl

(a) Montrer qu'il existe un polynéme pair T,, tel que d(V,2?,) = || V-T, ||

(b) En minorant | T,-T,(0) - V| sur un voisinage de 0, montrer qu’il existe une constante
¢ >0 telle que d(V,22,) = cn™%.

Partie 4 : Théoreme de Miintz.

Pour a = 0 on se permettra de noter simplement x“ la fonction définie sur [0, 1] par x —

x%.

Lobjet de cette partie est de démontrer le théoreme suivant, di a H. Miintz (1914) : soit
(An)n=0 une suite strictement croissante de nombres réels, telle que Ay = 0 et V le sous-espace
vectoriel de €([0,1]) engendré par la famille de fonctions x», n = 0. Alors V est dense dans
(610,11, II'lloo) S et seulement si la série >, /%n diverge.

Dans la suite on fixe (1,) ;>0 une suite strictement croissante de nombres réels, telle que
Ao =0.

11. Pour f € €([0,1]) on pose

Irl= ([ rorar)

Vérifier que |||, définit une norme sur 6'([0, 1]) associée a un produit scalaire que 'on
explicitera et que I’on pourra noter (:|-) dans la suite.
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12. Montrer que Vect({x™, m € N}) est dense dans (6'([0, 1]), II-II2).

13. Pour (A;),>0 comme ci-dessus, démontrer que la famille de fonctions (xA”) est libre
dans €'([0,1]) (on pourra utiliser la question 4).

14. Soit Vy = Vect(x*, 0 < n< N) et m un réel positif.

(a) Montrer que
1 ﬁ [A; — m|
V2m+1iglAi+m+1]’

ol d, désigne la distance associée a la norme |-||, sur € ([0, 1]).

dy(x™, VN) =

(b) Montrer que si la suite (1,) est bornée alors Al]im do(x™, VN) =0.
—00

(c) Montrer que si (A,) est non-bornée et m ¢ {1,,, n = 0} alors

1
lim do(x™, Vy) =0 si et seulement si Z — diverge.
N—oo n=1"‘n

15. Montrer que V est dense dans (€' ([0, 1]), |I-]l2) si et seulement sila série ;> t diverge.

16. Montrer que si V est dense dans (€([0,1]), ||-lloo) alors la série Y ;5 /%n diverge.

17. (a) Prouver quesi f et g sont de classe €¢1sur[0,1]ona
|f-glo=|F@-gO]+|f-¢l, -

(b) Conclure que sila série ;> AL" diverge alors V est dense dans (€'([0, 11), IIlloo)-

(c) Le théoréeme de Miintz reste-t’il vrai si I’'on omet I’hypothese 1o =07
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Le sujet comporte deux problémes qui peuvent étre traités indépendamment. La nota-
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Probleme de la ruine du joueur

Deux individus A et B s’affrontent dans un jeu de hasard dont le principe est décrit ci-
apres. On note k € N\ {0, 1} le montant global (en euro) mis en jeu. Au début de la partie, le
joueur A dispose de i € N euros. Le joueur B dispose donc de k—i euros. Une tierce personne
lance une piece de monnaie : si elle tombe sur « face », le joueur A prend 1 euro au joueur B
sinon, c’est le joueur B qui prend 1 euro au joueur A. Le jeu se termine lorsque I'un des deux
joueurs est ruiné. Dans toute la suite du probléme on notera p €]0,1[ la probabilité que la
piéce tombe sur « face ».

L'objectif est de calculer (en fonction de p, k et i) la probabilité que le joueur A gagne la par-

tie i.e., que le joueur B soit ruiné.

Pour tout ¢ € N, on note ka (¢) le montant dont dispose le joueur A au bout de ¢ lancers
avec la condition initiale S;‘k(O) = i. Pour les 3 questions suivantes, on suppose que k =4 et
i€{2,---,k-2}.

1) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire S;f‘k(l)? Méme question pour
la variable aléatoire S¢, (2).
2) Déterminer la loi de la variable aléatoire S¢, (2).

N and A
3) Dansle cas ou p =1/2, quelle est 'espérance de S @)

On pose Tfk ‘= min {2 eN| ka (4) {0, k}}. La probabilité que le joueur A gagne est donc

wi=p([ st (v = 4]

Pour tout £ =14, on a ka @) = S?k (T;.“k) € {0, k}. Autrement dit, des lors que le joueur A a

ik’
gagné ou perduy, le jeu s’arréte et la somme dont dispose le joueur A ne change plus.

4) Quelle est la valeur de la probabilité wé . (i.e., la probabilité que le joueur A gagne s'il

dispose de 0 euro en début de partie) ?

A 9
kk*

5) Quelle est la valeur de la probabilité w
Dans les questions 6) a 9), on se place dans le cas simple i =2 et k = 3.

6) Calculer la probabilité pour que 123 soit égal a 1.

7) Expliquer pourquoi 8?3 (T?S) = 3 si et seulement si T?s est impair.
8) Montrer par récurrence que pour tout m €N,

P([ T§3 =2m+1])= p™ta-pm.

9) En déduire I'expression (en fonction de p) de wég. Vous vérifierez que lorsque p = 1/2
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(i.e., pour une piece équilibrée), le joueur A a 2 chances sur 3 de remporter le jeu.

On se propose a présent de calculer la probabilité szk dans le cas général. Pour ce faire, on
commence par faire I'étude de la suite (a; ) ;jen Vérifiant pour r > 0 et tout i = 1 larelation de

récurrence a;1,, — air = r(ai,r — aj-1,r)-
10) Pour tout i = 2, donner I'expression de la fonction g(i, r) > 0 pour laquelle

a;r—ao,r=g(,r) (al,r - aO,r) .

(attention aucas r = 1).

11) Soit n > 1 un entier. En utilisant la question précédente, montrer que

an,r — ao,r

+ dp r.
g(n,r) o

ayr =

Le calcul de wl‘.“k est basé surla remarque suivante. Pour tout £ e Net (rg,---,7¢4+1) € {0, -+, kye+2,

P( [sfk(m D=1

| [ tu@ =re|n-n[ 840 =10])

= P([Sﬁk(€+1)=ré+1 ‘ [ka(f) :r[])'

Ainsi, a partir du (¢ +1)-iéme lancer, la probabilité que le joueur A gagne la partie ne dépend
que de la somme ka(ﬁ) dont il dispose apres ¢ lancers de la piece. Autrement dit pour tout
CeN\{0}et j€{0,---,k},

P(Sheiho) = k|80 = j) =P (s} 0 = k).

12) En utilisant I'égalité ci-dessus, justifier la relation de récurrence
A A A .
Wi =PpWii it 1-p) Ww;_ j» pourtouti= 1.

13) En utilisant les réponses aux questions 10), 11) et 12), donner 'expression (en fonc-
tion de p, k et i) de la probabilité w;,.

14) Vérifier que le résultat ci-dessus coincide lorsque i =2 et k = 3 alaréponse donnée a
la question 9). Vous pourrez dans un premier temps montrer I’égalité ci-dessous qui
est vraie pour tout p €]0,1[\{1/2}

pS_(l_p)S

p—a-pp | PUTP
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Une autre méthode pour estimer la probabilité que le joueur A gagne est de faire I'étude
du processus {Sl.Ak((); ¢ € N}. Comme nous I’avons remarqué précédemment, sa loi dépend
uniquement des probabilités (appelées « probabilités de transition ») définies pour tout £ € N

par
prs=P([ste+n=s|| [sti@ =r])=p([sfw =5 |[sh@=r]), @9et0- K2

La matrice de transition P est la matrice de dimension (k+1) x (k + 1) dont I’élément de la

ligne u et de la colonne v avec (u, v) € {1,---, k+ 1}% est Puv:=pPu-10v-1-

15) Quelle estla premiére ligne de P? La derniére ligne de P?

16) Pour tout u € {2,---, k} donner les expressions, en fonction de p, de Py, ;,—1, Py u+1
etP,, pourtoutvé¢{u—1,u+1}.

17) Onrappelle qu'une matrice stochastique est une matrice dont tous les éléments sont
positifs ou nuls et dont la somme des éléments de chaque ligne est égal a 1. La ma-
trice P est-elle une matrice stochastique?

18) Pour tout couple (r,s) € {0,---, k}2, donner I’expression, en fonction des probabilités

prtet pysavec t€{0,---, k}, de la probabilité
p([stue+2r=s]|[sh@=r]), cen.

19) Soit (u,v) € {1,---,k+1}2. ATlaide de la question précédente, expliciter la probabilité
donné par'élément P2 , de laligne u et de la colonne v de la matrice P*? De maniere
plus générale, pour m € N\ {0}, que représente I'élément P} ?

20) La matrice P™ est-elle une matrice stochastique? (justifier votre réponse).
On admettra que lorsque m — oo, la matrice P”* converge vers la matrice stochastique Q.

21) Comment interprétez vous les éléments de la (k + 1)-ieme colonne de Q? Justifier

votre réponse.
Pour les questions suivantes, on considere le cas k = 3.

22) Donner la matrice de transition P.

23) Pour tout m € N\ {0}, donner la premiere et la derniére ligne de la matrice P"".

24) On pose q:=1—p. Dans le cas ou m € N\ {0} est pair, montrer par récurrence que la
deuxieme ligne de P est le vecteur ligne

m/2-1 . m/2-1 .
a Y (pa’, pp™?*,0,p* Y (pg)|,
j=0 j=0
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et que la troisiéme ligne est le vecteur ligne

mi2-1 ) mi2-1 )
@ Y. g, 0, pa™*, p Y. (pg)|.
j=0 j=0

25) En utilisant la question précédente, donner la deuxieme et la troisieme ligne de la
matrice P”* lorsque m est impair.

26) Montrer que lorsque m — oo, la matrice P™ converge vers la matrice Q que vous
préciserez. Vous vérifierez également que Q est une matrice stochastique.

27) Avant de commencer le jeu, une tierce personne lance la piéce : si elle tombe sur
«face », le joueur A recoit la somme de 1 euro (et donc le joueur B recoit 2 euros)
sinon il regoit 2 euros. Calculer la probabilité que le joueur A gagne en fonction de p.

Probleme du char d’assaut allemand

Lors de la seconde guerre mondiale, les chars allemands étaient identifiables par un nu-
méro de série visible sur le chassis. Les numéros de série étaient des entiers consécutifs et
celui du premier char fabriqué était inconnu. En utilisant simplement les numéros de série
des quelques chars capturés, les alliés souhaitaient connaitre le nombre de chars d’assaut
produits par les allemands.

L'énoncé mathématique de ce probleme estle suivant. Soient s e N, N e N\{O} et n € {1,---, N}.
Les valeurs s et N sont inconnues. Dans ’ensemble {s+1,---, s+ N}, on tire simultanément n
éléments xp, - -, x,. Les valeurs ordonnées correspondantes seront notées x) < --- < X(»). Le

n-uplet (xq),- -+, X)) peut étre vu comme la réalisation d'une variable aléatoire
(X(l)’ ) X(n)) . (Qy 'Qf) IP) - (El’lH@(El’l)))

ol (Q, of,P) est un espace probabilisé, E,, = {(iy,---,i,) € {1,--- JNY | iy <---< iy} et P(E,)
est la tribu des parties de E,,. En utilisant uniquement les observations x(), -, X(n), il s’agit
donc de proposer une estimation de I'entier N.

1) A quoi correspondent les entiers s, NV et n dans le probleme des chars d’assaut?

2) Quel est le cardinal de 'ensemble E,, ?

3) Quelle est la loi de la variable aléatoire (X(y),---, X(»)) 2 Autrement dit, quelle est la
valeur de la probabilité P([(X1), -, X)) = (i1, , ip)) ou (i1, , i) € Ep?

Soient Ne N\ {0}, ne{l,---,N} et me{l1,---,n}. Une variable aléatoire Y suit une loi hyper-

géométrique inverse de parametres (IV, n, m) (notation : Y ~ A°(N, n,m)) si pour tout i €

L
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La somme des probabilités étant égalea 1, on a
N—f’" i-1\(N-i| (N
S \m-1)\n-m| \n/

4) En utilisant I'égalité ci-dessus et la relation

o) =elo)

montrer que si Y ~ A (N, n, m) alors E(Y) =m(N+1)/(n+1).
5) Montrer que si Y ~ A (N, n, m) alors

Var(v) = — WD N me
C (n+1)2(n+2) '
Soit k€ {1,---,n}. On s'intéresse a la variable aléatoire X, qui est la k-ieme composante de
la variable aléatoire (X(1),- -+, X(n))-

6) Quel est]’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X, ?

7) Montrer que X(i) — s suit une loi hyper-géométrique inverse dont vous préciserez les
parametres.

8) Montrer que pourtout 1 <k < /¢ <n,

n+1

N(n,k,0):=
0= 7%

(X — X)) - 1,

est un estimateur sans biais de N (i.e., d’espérance N).
9) Quelle est la valeur de I'estimateur N(n, k,0) lorsque n = N (i.e., lorsqu’on tire tous
les éléments de {s+1,---,5+ N})?

Afin de calculer la variance de 'estimateur ci-dessus, on s’'intéresse a présent a la loi du
couple aléatoire (X(x), X(¢)) avecl <k <l <n.

Pour simplifier, on supposera que s = 0 dans toute la suite.

10) Justifier 'équivalence : I'événement [X i) = il N [X(¢) = j] est non vide si et seulement

sik<i,j—i=¢—-ket N-j=n-/¢.Vous pourrez vous aider du schéma ci-dessous.

--X(l)--- x(k) coe x([) -.-x(n)---
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11) Que faut-il mettre a la place des points d’interrogation pour que
E*(N,n,k,0)=E*:={(i,j)eN* | k<i<?etl—k+i<j<?},

soit 'ensemble des valeurs prises par le couple (X, X)) ?
12) Pour tout (i, j) € E*, donner I'expression de la probabilité P ([ Xk = il N [ X = j).

oA )

14) Montrer que pour tout 1 <k < ¢ < n,

13) En déduire que

?—

E (X Xy — X)) = n—k+1 (

(N + DEX) ~E(XGy)).

15) En déduire I'expression de la covariance entre X et Xy lorsque 1 < k < ¢ < n.
Vous devez donner une expression de la forme Cov(X k), X(¢)) = r(n, k, £)Var(X(x)), ou
r(n, k, ) est a préciser.

16) Utiliser les résultats précédents pour montrer que

(N+1D(N-n)

U= 2nsy K—k+ D+ =200 =L+ 1),

Var (N(n, k,0)) =
Il reste maintenant a choisir les valeurs de k et £ avec 1 < k < ¢ < n pour obtenir le « meilleur »
estimateur de N. Il parait naturel d'utiliser la plus grande observation pour estimer au mieux
la valeur N. On prend donc ¢ = n. Reste a choisir k € {1,---,n — 1} pour avoir un estimateur

avec la plus petite variance o2 (k) := Var (N(n, k, n)) possible.

17) Apres avoir fait I’étude de la fonction k€ {1,--- ,n -1} — U%(]C), que proposez-vous

comme choix pour k?
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ductrices), les casques, et les dictionnaires, ainsi que tout document, sont interdits.
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Probléme 1 : algebre linéaire.

Dans ce probleme on étudie I'existence de racines carrées réelles ou complexes pour les
matrices d x d a coefficients réels, c’est-a-dire que I'on se donne A € M;(R) et on recherche
une matrice M dans M, (R) ou dans M, (C) telle que M? = A. On parlera alors respectivement
de racine carrée réelle ou complexe de A.

Dans les questions 1 a 5 on s’intéresse au cas d = 2 et on considere ensuite le cas ou la
dimension d est quelconque.

1. Supposons que A € M, (R) est diagonalisable sur R et a valeurs propres positives. Mon-
trer que A admet une racine carrée dans M (R).

2. Supposons que A € M, (R) admet deux valeurs propres non nulles de signes opposés.

(a) Montrer que A admet une racine carrée dans My (C).
(b) Est-ce que A admet une racine carrée dans M (R)?
cosf —sinf

sinf cos6
trique de la matrice By, montrer qu’elle admet une racine carrée dans M (R).

3. Pour 0 € R, on pose By = ( ) En s’appuyant sur une interprétation géomé-

. . 00
4. Supposons maintenant que A € M, (R) est nilpotente et que A # ( 0 0).

(a) Montrer que A? = 0.
(b) La matrice A admet-elle une racine carrée dans M, (C) ?

5. Supposons maintenant que A € M,(R) admet une valeur propre réelle mais n’est pas
diagonalisable sur R.

(a) Montrer qu’il existe A € R et une matrice nilpotente non nulle N telsque A = A1+
N.

(b) En supposant A > 0, montrer que A admet une racine carrée dans M3 (R).

(c) On suppose maintenant A < 0. La matrice A peut elle étre diagonalisable sur C?

(d) Montrer que A n'admet pas de racine carrée dans M (R).

6. On rappelle que GL;(IK) désigne '’ensemble des matrices inversibles a coefficients
dans K. Soient A et B deux matrices de M;(R) telles qu’il existe P € GL;(C) telle que
B=P1AP.On pose P = Py +iP,, avec Py, P, € GL;(R).

(@) Montrer qu'’il existe x € R tel que det(P; + xP») # 0.
(b) Montrer que A et B sont semblables dans M;(R).

(c) Application : montrer que si une matrice A € M,(R) admet une valeur propre
complexe de la forme a + if avec («, f) € R x R*, alors A est semblable sur R a

la matrice [ ¢ p .
oy
7. Soit A € M4(R) une matrice diagonalisable sur C. On suppose que toutes les valeurs

propres négatives de A sont de multiplicité paire. Montrer que A admet une racine
carrée dans M, (R).
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Probléme 2 : analyse.

Soit f une fonction continue sur ]0, +ool. Sous réserve que cette expression ait un sens,

on pose pour x € Ry
® tf(t)
F(x)= ———dt.
) fo X+ 12

Lobjet de ce probleme est d’étudier cette transformation et d’en déduire le calcul de cer-
taines intégrales.

Arctant

1. Dans cette question on considere la fonction f définie par f(f) = 2

(a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout x €]0, +ool.

> Arctan(xt)
t(1+12)

(c) Montrer avec précision que G est de classe C! sur [0, +ool.

(b) On pose G(x) = f dt. Exprimer F en fonction de G.
0

(d) Calculer G’ et en déduire la valeur de F(x) pour tout x.

(Arctan t )2

(e) Montrer que la fonction t — est intégrable sur [0,00[ et utiliser ce qui

précede pour déterminer la valeur de 'intégrale

% (Arctan t\?
—| dt
N

2. Dans cette question on considere la fonction f définie par f (1) =

CcoSst

(a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout x €]0, +ocol.

(b) On pose H la fonction définie par H(x) = xF(x). Montrer que la fonction H est
bornée sur R, et que }Ci_r% H(x) = g (On pourra penser au changement de variable
t=ux).

(c) Démontrer que F est de classe C? sur 10, 00].

(d) En admettant la relation (que I'on ne demande pas de démontrer)

0° 0?
ﬁ(xzitz)-i_axz (xzitz)zo’

établir que H est solution d’'une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants.

(e) En déduire I'expression de F.
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Probléme 3 : probabilités.

Dans tout ce probleme, (Q, «,P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront défi-
nies les différentes variables aléatoires considérées. Lespérance d'un évenement A € «f sera
notée E(A) et sa probabilité sera notée P(A).

On pourra utiliser sans démonstration le lemme de Borel-Cantelli : si (A;);>1 est une
suite d’évenements tels que la série }_,~,P(A,) converge, alors pour presque tout w, on a
w ¢ A, pour n assez grand.

Soit Z une variable aléatoire réelle discrete. On note (M) la condition
(M) pour tout a € Ry, E (e“'Zl) est finie.

On admettra que si (M) est satisfaite alors I’espérance E(| Z|) est finie, et on définit alors
wz(A) =In ([E (eMZ_[E(Z”)) )

1. Montrer que si la variable aléatoire Z est bornée, la condition (M) est satisfaite.

2. Onsuppose que Z suit une loi de Poisson de parametre 6 > 0. Montrer que la condition
(M) est satisfaite et déterminer la fonction v 2.

3. Onsuppose que Z est une variable aléatoire satisfaisant la condition (M). Montrer que
pour tout A € R, et pour tout e Rona

P(Z-E(Z) 2 t) < e MVzD),

4. Soit g la fonction définie sur R* par

x2
g(x) =In(ch(x)) - >

ef+e ¥

ol ch désigne la fonction cosinus hyperbolique : ch(x) = >

(a) Montrer que la fonction g est concave.

(b) En déduire que pour tout x =0 on a ch(x) < X 12,

5. Soient ¢ un réel strictement positif et X une variable aléatoire réelle discrete satisfai-
sant E(X) =0 et |X(w)| < c pour tout w € Q.

(a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y a valeurs dans [0, 1] telle que
X=-cY+c(1-Y), etdéterminer E(Y).

(b) Démontrer que pour tout A =0, ona e’ < Ye 4+ (1 - Y)e. (On pourra utiliser
un argument de convexité.)

(c) Conclure que pour tout A >0, on a E (e*X) < ch(cA).

6. On considere maintenant une suite (X;,),,>1 de variables aléatoires mutuellement in-
dépendantes telles que pour tout n = 1, on a E(X,,) =0 et |X,| < ¢,, ou ¢, € R}. On pose

n
S, la variable aléatoire définie par S;, = Z Xr.
k=1
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)szn n
(a) Montrer que pourtout A=0onakl (e“") <e 2z ,oul'onanotév, = Z ci.
k=1

(b) En déduire que pour tout £ =0ona

2

P(IS,| > 1) <2e 2.

(c) On suppose que ¢, < Cn® pour une certaine constante C > 0 et un réel a = 1.
Montrer qu'il existe une constante D € R telle que v, < Dn?**1,

(d) Conclure quesif> %4

grandona |S,| < nb.

est fixé, alors pour presque tout w € Q, pour tout n assez

OO0
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Ce probléme porte sur la notion de matrice de Hadamard. Les quatre parties sont large-
ment indépendantes, méme si les résultats principaux des parties 1 et 2 seront utilisés dans
les parties 3 et 4.

Partie 1 : Une démonstration du théoréme spectral.

On munit R” de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire est noté (-,-) et
la norme euclidienne est notée |-||. On identifiera si besoin R” avec I’ensemble des vecteurs
colonnes M, 1 (R). Etant donnée une matrice M € M,,(R) on note M i,j le coefficient d’indice
(i, j) de M et MT la transposée de M.

Si besoin, on pourra utiliser sans démonstration le fait que 'application

" 1/2
M~»|||M|||:(Z M?_j)
ij=1
définit une norme sur M, (R).

On rappelle que O, (R) désigne le groupe des matrices orthogonales de taille n, c’est a
dire 'ensemble des matrices des isométries vectorielles.

Lobjet de cette partie est de fournir une démonstration du théoréme spectral, c’est a
dire du fait que toute matrice symétrique est diagonalisable en base orthonormale. Soit
A = (Aj j)1=i,j=n € My (R) une matrice symétrique.

1. Montrer I’équivalence entre les conditions :

(i) Pourtout X eR"ona [|AX] =1XI;
(ii) Pourtous (X,Y) € (R™M?ona (AX,AY)=(X,Y);
(i) ATA=1,.

2. Montrer que O, (R) est un sous ensemble compact de M, (R).

3. On pose ¢ I'application de O, (R) a valeurs dans R* définie par

o = 3 ((PTAP)).
1<i,j=n

i£]

Justifier que p(P) =2 > ((PT'AP);, ]-)2 et montrer que ¢ atteint son minimum sur
l<i<j<n

0, ([R).

4. Pour@ € [0,2n] et r, s des entiers appartenanta{l,...,n} telsque r < s,on pose Q = Q(r,s,0)
la matrice telle que

Qrr = Qss=cosb, Qrs=—Qy,=sin6, Q;; =1 pour i ¢ {r, s} et Q; j = 0 sinon.

(a) Montrer que Q appartient a O, (R).

(b) Onpose B=Q ' AQ. Calculer B;, j en distinguant les cas suivants :
* i,j¢1r s}
e (i¢gfrsh,j=ret(i¢{rs}, j=ys)
* (i,j)=(r,9).
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(¢) Endéduire que $(Q) = p(I,) +2(BZ, — A7 ).

5. Montrer que si la matrice A est telle que ¢(I,) > 0, il existe (r,s,0) € {1,..., n¥? x [0,27]
et Q comme précédemment tels que ¢(Q) < ¢(1;).

6. Utiliser ce qui précede pour démontrer que toute matrice symétrique est diagonali-
sable en base orthonormale.

Partie 2 : Inégalité de Hadamard

On rappelle qu'une matrice symétrique est dite positive si ses valeurs propres sont posi-
tives ou nulles, et définie-positive si celles-ci sont strictement positives. On rappelle égale-
ment qu'une matrice symétrique est positive (resp. strictement positive) si pour tout X € R"”
différent de 0, on a (AX, X) =0 (resp. (AX, X) > 0).

7. Démontrer I'inégalité arithmético-géomeétrique : pour tout (xi,...,x,) € (Ry)", ona
g g que:p 1 n

x1+"'+x”
(xl...xn)l/l’lS—

)

n

avec égalité si et seulement si x; =--- = xj,.

tr (B)

n
8. Montrer que si B est une matrice symétrique positive on a det(B) < ( ) et carac-

tériser le cas d’égalité.
9. Lobjet de cette question est de démontrer que si S est une matrice symétrique définie
positive, on a

n
det(S) < [ [ Sii-

i=1
(a) Montrer que pourtoutl<i<n,onas;;>0.

(b) On pose D la matrice diagonale telle que pour 1 <i < n, D;; = (S,-,,-)_l/z. Déter-
miner DSD et vérifier que DSD est symétrique et définie positive.

(c) Démontrer I'inégalité indiquée, et caractériser le cas d’égalité.
10. Soit maintenant A € GL,(R) une matrice inversible quelconque.

(a) Montrer que la matrice AT A est symétrique définie positive.

(b) En utilisant les questions précédentes, démontrer I'inégalité de Hadamard
n
det(A) < [TIC;I,
i=1
ot les C; sont les vecteurs colonnes de A.

(c) Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si les colonnes de A
sont orthogonales.
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Partie 3 : Matrices de Hadamard

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On pose

En={AeM,R): VG, ) e{l,...n}*, |A; ;| =1},

& ={Ae M,®): V(i,j)e(l,...n}?,

Al =1}

et #, 'ensemble des matrices de &, dont les colonnes sont orthogonales. Par définition,
S, est]’ensemble des matrices de Hadamard de taille 7.

On s’'intéresse au probleme suivant : déterminer le maximum de la fonction déterminant
sur &,. On note

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

m,, = max{det(A), A€ &,}.

Montrer que la fonction déterminant atteint son maximum sur &, et que celui-ci est
atteint sur &,,.

(Indication : pour cela, étant donnée A € &,, on pourra considérer pour (iy, jo) fixé la
martrice A+ tE;, j,, ot (E; ;) désigne la base canonique de M, (R) )
Montrer que m;, = max{|det(A)|, A€ &,}.

nl2 nl2

Montrer que m, < n'”< et qu'une matrice A € &, réalise la borne |det(A)| = n'’'“ si et

seulement si elle est de Hadamard.

Montrer que si n est impair alors ./, est vide. Montrer que ./, est non-vide.
Montrer que si A € &, alors det(A) est un entier pair.

En déduire que m3 = 4.

Soit n = 3. Dans cette question on montre que si ./, est non-vide, alors n est un mul-
tiple de 4. Pour une matrice A € M, (R), on note C;(A) le i® vecteur colonne de A.

(a) Montrer que si /2, # @, il existe H € A, telle que C,(H) =(1,...,1).
(b) On prend H comme a la question précédente et on introduit les quantités sui-
vantes :
* x le cardinal de I'’ensemble des indices i tels que H;» >0 et H;3>0;
* yle cardinal de '’ensemble des indices i tels que H;» >0 et H;3 <0;
* zle cardinal de I'’ensemble des indices i tels que H;» <0 et H;3>0;
* tle cardinal de I'ensemble des indices i tels que H;» <0et H;3<0

Ecrire un systéme de quatre équations satisfaites par les variables x, y, z, t et en
déduire que n est un multiple de 4.

Soit H € .#, et soit H la matrice définie par blocs par
~ (H H
a=(5 )

Montrer que H appartient 4 .#%,. En déduire que pour tout k > 1, 'ensemble des ma-
trices de Hadamard de taille 2 est non vide.
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Jacques Hadamard a produit en 1893 des exemples de matrices de Hadamard de taille 12
et 20. La question de savoir si pour tout k il existe une matrice de Hadamard de taille 4k est
ouverte depuis plus d’'un siecle.

Partie 4 : Méthode probabiliste et minoration de 1,

Dans cette partie on se donne un entier n = 2 et on considere une matrice aléatoire notée
M dont les coefficients M; ; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, suivant une loi uniforme dans {—1,1}. On admettra qu'’il existe un espace pro-
babilisé (Q2, %, P) sur lequel seront définies les diverses variables aléatoires considérées et
I'espérance sera notée E(-).

On rappelle la formule

det(A) = Z €0)A1,00)  Anomn)

€6y,

ou G, désigne le groupe symétrique (i.e. le groupe des bijections de {1,...,n}) et €(o) est la
signature de la permutation o.

19. Pour toute fonction f: &, — R, justifier que E(f(M)) s’exprime sous la forme

1
E(f(M)=— ) f(A),
DLlAegz

ol N, est une quantité que I'on explicitera.
20. Montrer que E (det(M)) = 0.
21. (a) Soient o et T des permutations distinctes de &,,. Montrer que
E(M1o) Mnowm M1z Mprm) =0.
(b) En déduire que E (det(M)?) = E (det(MMT)) = n!
22. En déduire que m, = v'n!

23. Soit (1) la suite définie pour n = 1 par
n!
Cnte"n

L'objet de cette question est de montrer que la suite u, converge vers une limite ¢ > 0.

Un

Up+1

(@) Soitv,=In . Faire un développement limité a I'ordre 2 de v, quand n — oco.

Un
(b) Démontrer le résultat annoncé.

24. Montrer que pour n assez grand on a

1
Montrer également que si 0 est un réel tel que — <0 <1, alors
e

P(ldet(M| = 0n)"'?) — o.
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On conjecture qu'il existe une constante c > 0 telle que pour tout n, m, = cn’'?. Terence
Tao et Van Vu ont démontré en 2005 que pour tout 6 > 0, avec une grande probabilité, on a

o~on < 19Dl _ 50

vn!
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Notations et rappels

Pour I'ensemble de I'énoncé, on considere un espace probabilisé (Q2, «/,P) ot &/ est une
tribu de parties de Q et [ une mesure de probabilité.

— Une variable aléatoire réelle est une fonction X : Q — R telle que pour tout x € R,
X<xl={weQ|X(w=xled.

— Soit X une variable aléatoire. La fonction Fx(-) définie pour tout x € R par Fx(x) =
P([X < x]) est la fonction de répartition de X. On admettra que cette fonction est
nécessairement croissante et continue a droite.

— Un vecteur aléatoire de taille n > 1 est un n-uplet (Xj,..., X;) dont toutes les compo-
santes sont des variables aléatoires réelles.

— Deux vecteurs aléatoires (X,..., X;) et (Y1,...,Y},) sont dits égaux en loi si pour tout
(X1, Xp) ERY, P(Xy < x1]1N...N[Xy < x,]) =P([Y1 < x1]1N...N[Yy < x,]). Légalité en
loi est notée (X1, ..., X,) = (Y1,..., Yy).

— Laloi de la variable aléatoire X est absolument continue sur R si la fonction de réparti-
tion Fx () est continue et dérivable (presque-partout) de dérivée fx(-) quis’'integrea 1.

On a alors que pour toute fonction continue positive g : R — [0, 00,
E(g(X)) = f () fx (D) dx.

— Soit (X, n € N) une suite de variables aléatoires. On dit que X,, converge en proba-
bilité vers c € R (X, LR ¢) si pour tout € > 0, P([|X,, — c| = €]) — 0 lorsque n — oo.
On admettra également que pour toute fonction g : R — R continue, si X, L. ¢ alors
g(Xn) — g(c).

— Soit (X, n € N) une suite de variables aléatoires. On dit que X, converge en loi vers
une loi 2 (X, Z, 9) si P(X;, < t) — G(f) en tout point de continuité de la fonction de

répartition G(-) de laloi 9.

— Soit (X, n € N) une suite de variables aléatoires que I'on supposera indépendantes et
de méme loi. Si ces variables aléatoires admettent une espérance égale a u € R, la loi

faible des grands nombres assure que
1Z P
— Z X;i— M.
ni=1

— Soit (X, n € N) une suite de variables aléatoires que I'on supposera indépendantes et
de méme loi. Si ces variables aléatoires admettent une espérance égale a u € R et une
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variance égale 4 62 > 0, le théoréme de la limite centrale assure que

vl Z ¢
7(;;& u) N (0,1).

Présentation du probleme

Soit X : (Q,«,P) — (R, Z(R)) une variable aléatoire de fonction de répartition Fx(-). Le
quantile d’ordre u € [0, 1] de la variable aléatoire X est donné par

Qx(w) :=inf{xe X | Fx(x) = u},

ou X cRestl’ensemble des valeurs prises par la variable X. La fonction Qx () est appelée la
fonction quantile de X. Le point terminal de la loi de la variable aléatoire X est

Ex = linll Qx(u) €] — o0, +00].

Il correspond a la plus grande valeur observable de X. Enfin, on admettra facilement que
si Fx(+) est strictement croissante et continue (donc bijective) alors Qx(-) = F )}1 (u) ou F)El )

est la bijection réciproque.

A l'aide des observations de n € N\ {0} variables aléatoires X;,..., X;, indépendantes et de
méme fonction de répartition Fx(-), 'objectif du probleme est celui de I'’estimation du quan-
tile Qx (1 — a ;) ou (@) est une suite dans [0, 1] telle que n(1 —a,) — c € [0,1) lorsque n — co.

Un tel quantile est dit extréme.

1 Premier contact avec la fonction quantile

Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition

Fy () 0 six=0,
X) =
Y exp(—1/x) six>0

1) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire Y ?
2) Donner 'expression de la fonction quantile Qy (-) de la variable aléatoire Y.

3) Quel est le point terminal de la loi de Y ?

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
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4) Donner I'expression de sa fonction de répartition Fy;(-) ainsi que de sa fonction quan-
tile Qu ().

Soit Z une variable aléatoire de fonction de répartition Fz(-) donnée par

0 six <O,
Fz(x)=< x/2 sixel0,3/2],
1 six=3/2.

5) En notant Qz(:) la fonction quantile de Z, donner la valeur de Q~(1/2), de Qz(3/4) et
de Q~(9/10).

6) Quel est le point terminal de la loi de Z?

Dans les questions 7) 2 9), on s’intéresse a quelques propriétés de la fonction quantile Qx ()
d’une variable aléatoire quelconque X.

7) Montrer que si Qx(u) < x alors Fx(x) = u. La réciproque est-elle vraie?

. . . < N .
8) En utilisant la question précédente, montrer que Qx(U) = X ou U est une variable

aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

9) En déduire que si X admet une espérance (i.e., si E(| X|) < oo) alors

1
E(X) = fo Qx(u)du.

2 Une premiere tentative d’estimation

Une premiere idée pour estimer le quantile extréme Qx (1 —a,) est d’utiliser I'estimateur
empirique de la fonction de répartition. Cet estimateur est donné par

. Card({ie{l,...,n}| X; < x})
Zlnd]_oo,x] (X,) = | ! .
n i=1 n

Fu(x) =

1 n

ou ind4(-) est la fonction indicatrice sur ’ensemble A. On propose alors d’estimer Qx(:) par
Q\n, x() = infilx e & | ﬁn (x) = }. Nous verrons plus loin que cet estimateur fait appel a la
notion de statistique d’ordre. L'objectif de la partie 2.1 est de se familiariser avec cette notion.
Létude de I'estimateur Q,, x(-) sera faite dans la partie 2.2.

Option B Mercredi 14 mai 2025, matin Page 4/9



BECEAS 2025

2.1 Statistiques d’ordre

Les statistiques d’ordre X; , < --- < X, sont obtenues en triant par ordre croissant les
valeurs prises par X, ..., X,. Par exemple, Xj , : Q — R estla nouvelle variable aléatoire défi-

nie pour tout w € Q par Xj ,(w) = min(X; (), ..., X, (w)).

10) Donner, en fonction de Fx(-), 'expression de la fonction de répartition de la variable

aléatoire X; ,. Méme question pour la variable aléatoire X, ;.

11) Si Fx(-) estla fonction de répartition d’'une loi uniforme sur [0, 1], donner en fonction
de n I'expression de E(X}, ;).

12) Si Fx(t) = exp(—1/t?) pour t > 0 et Fx () = 0 pour t < 0, donner en fonction de n l'ex-
pression de E(X,, ,). On rappelle que

f u 2 exp(-~wydu= /.
0

Dans les questions 13) a 16), on s’intéresse aux statistiques d’ordre U}, < --- < U, ,, d'un
échantillon Uy, ..., U, de n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

13) Pour ke {1,..., n}, montrer I'égalité des événements

n
Bp(x):= ) indjyeq(U) <n-k|.
i=1

[Uk,n < x] =

14) Quelle est la loi de la variable aléatoire B, (x) ?

15) En déduire que

n

P([Ukp<x1)=)_
r=k

n _
. [F0)]"[1=F0)]"".

16) Endéduire également que P ([Uy,,, < x]) =P ([Up—k+1,, > 1 — x]) pour tout k € {1,..., n}.

2.2 Estimateur empirique de la fonction quantile

17) Pour tout x € R, calculer I'espérance [E(ﬁn(x)) et la variance \/(ﬁn(x)) de la fonction de

répartition empirique.

18) En utilisant la loi faible des grands nombres, montrer que F,,(x) converge en probabi-

lité vers une constante que vous préciserez.

19) En utilisant le théoréme de la limite centrale, préciser vers quelle loi converge la suite
de variables aléatoires v/7(F,(x) — F(x)).
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20) Quelle estla valeur de F,(x) pour x < X; ,? Méme question pour x = X, ,.

21) Pour ke {l,...,n—1}, quelle est la valeur de ﬁn(x) lorsque Xi , < x < Xg41,0?
22) En déduire que pour tout u €]0, 1], Q\n,x(u) = Xipul,n O [x] =min{k€ Z | x < k}.
23) Pour n =10, les valeurs observées des variables aléatoires Xj,..., X;, sont

X1=76 Xx2=57 x3=97 x4=49 x5=28 x5=2 x7=7.5
Xg = 0.5 Xg = 7.3 X10 = 4.3

Quelle est la valeur observée de la médiane empirique @n x(1/2)? Celle du premier
quartile empirique Q, x(1/4)?

24) Quelle est I'expression de I'estimateur @n x(1—ay) lorsque a;, < 1/n? Qu’en déduisez

vous quant a la pertinence de cet estimateur pour estimer un quantile extréme?

3 Estimation des quantiles d’une loi de Pareto

On souhaite a présent estimer les quantiles extrémes d’'une loi de Pareto. La fonction de
répartition d'une variable aléatoire X de loi de Pareto de parameétres y > 0 et ¢ > 0 est

six<ec,
1-(x/co)”YY six=c

0
Fx(x) = {

Dansla partie 3.1, on va s'intéresser a une famille de loi plus générale : les lois de type Pareto.
Lestimation du quantile extréme Qx (1 — « ;) sera faite dans la partie 3.2.

3.1 Lois de type Pareto

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de type Pareto si sa fonction de répartition
est de la forme
Fx(x)=1-x"""L(x),

avec y >0 et L(-) une fonction a variations lentes c’est-a-dire une fonction positive telle que

pour tout ¢ >0,
L(tx)

im =1.
x—oo [(x)

En particulier, les fonctions positives qui convergent vers une constante ¢ > 0 en 'infini sont
des fonctions a variations lentes. On admettra enfin que le point terminal ¢ x d’'une loi de
type Pareto est +oo.
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25)

26)

27)

28)

29)

30)

3.2

En utilisant la définition ci-dessus, montrer que la fonction x — In(x) est une fonction

a variations lentes.

Lorsque la fonction de répartition Fx(-) est strictement croissante et continue, montrer
que pour tout u €]0, 1],
Qx(w) =1 —-uw) " [LQxm)]”.

Si L(x) — ¢ > 0lorsque x — oo, donner, en fonction de s > 0 ety > 0, lalimite du rapport

Qx(1-sa)/Qx(1— a)lorsque a — 0.

Soit la variable aléatoire Y de fonction de répartition Fy(-) telle que Fy(x) =0six <0

et Fy (x) = exp(—1/x?) si x > 0. Quelle est la limite de x*(1 — Fy (x)) lorsque x — oco.

En déduire que cette variable aléatoire Y suit une loi de type Pareto (vous préciserez la

valeur de y ainsi que 'expression de la fonction a variations lentes).

Calculer 'espérance de Y.

Estimateurs de Hill et de Weissman

Dans cette partie, on suppose que X suit une loi de Pareto de parametres y > 0 et ¢ > 0.

La loi de Pareto est évidemment une loi de type Pareto correspondant au cas ou la fonction

a variations lentes L(-) est constante égale a c.

Dans toute la suite, on notera U, , < ... < Uy, ,, les statistiques d’ordre associées a des va-

riables aléatoires indépendantes Uy, ..., U, suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1]. On ad-

mettra les résultats suivants.

(RD)

(R2)
(R3)

(R4)

Soitun entier n = 1, onnote Ey, ..., E,+1 des variables aléatoires indépendantes suivant
une loi exponentielle standard c’est-a-dire telles que pour tout i = 1,...,n+1,

six <0,
l1-exp(-x) six=0.

{ 0
P([E; =x]) =

Les statistiques d’ordre U, ,, < ... < Uy, , vérifient I'égalité en loi

@ i n+l
(Ui,n,i:1,...,n):(ZEj/ZEj,i:l,'__,n).

j=1

<
(Xl,n;---;Xn,n) = (QX(Ul,n);---»QX(Un,n))-
. < .
(Ui,ny 1= ly---yn) = (1_ Un—i+1,ny 1= 1,...,”).

Si X, Z, D etsie,, — 0alorse, X, L 0.
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La premiere étape pour estimer un quantile extréme d’une loi de Pareto est I'’estimation du

parametre y > 0. Pour ce faire, on utilise I'estimateur de Hill défini par

1 kn Xn—i+1,n
Yn(ky) = — ln(—’ )
Ynifn knigi Xn—kn,n

ou (ky) est une suite d’entiers dans I'ensemble {1, ..., n — 1} telle que k;,, — oo et n/k; — oo.

£

31) Montrer que (In(Xp—i+1,n), i =1,...,n) = (c(L=Up-is1,n) ", i=1,...,n).

32) En utilisant le résultat (R3), en déduire que

k -1
~ LY & Uin
Ynin kn ; Uk,,+1,n

33) En utilisant le résultat (R1), montrer que

Ui,n
Uk,,+1,n

, i:l,...,kn)%(ui,kn, i=1,....k).

34) En déduire que
kn
Fulkn) Z kl Y In(UY).

ni=1

35) Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], quelle est la loi de la variable
aléatoire In(1/U) 2

36) En déduire, en utilisant la loi faible des grands nombres et le théoreme de la limite

centrale, les convergences
Tulkn) 7 et k&2 (Fulln) —y) Z ¥ (0,99,

ol1 A4 (0,7?) est une loi normale d’espérance nulle et de variance égale a y?.

On estime finalement le quantile extréme d’une loi de Pareto par

_?n(kn)
QY (L —an) = Xp_gyn (—k )
n

Cet estimateur est connu sous le nom d’estimateur de Weissman.

g —
37) Montrer que X, n = cU, YH n
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38) En utilisant le résultat (R1) et la loi faible des grands nombres, montrer que

n

P
k, Ukn+1,n — L

39) En déduire que
X ( ) c
n—ky,n i .

40) En utilisant (R4), montrer que si k;,/?In(k,/(na,)) — 0 alors

(nan)y_?n(kn) P )
kn ’

41) Conclure sur la convergence en probabilité de @S/‘Q Q1-ay)/Qx(1—ay).
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