
SESSION 2000 

C O N C O U R S  C O M M U N S  P O L Y T E C H N I Q U E S  

MP005 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE-FILIÈRE M P  

MATHÉMATIQUES I 

DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies duns la circulaire no  99-018 du 01.02.99. 

Le problème proposé a pour but la démonstration d’un théorème relatif aux contractions d’un 
espace de Banach et l’étude, grâce à ce théorème, d’une équation fonctionnelle. 
Si X et Y sont des ensembles, Y 
Si X est un ensemble non vide, Nw désigne la norme de la convergence uniforme sur l’espace 

vectoriel des applications bornées de X dans W : 

désigne l’ensemble des applications de X dans Y. 

(f ) = sup( {If (x)l: x E X}) . 

1. Convergence uniforme dans C([O,l], R) 

Soit ( f I 7  ),,, une suite de Cauchy, pour Nw, de C([O,l], R). 

1. Montrer que, pour tout x E [OJ] , (f, (x)),,, ~~ converge. Soit f la limite simple de la suite 

(ff7 LE ” 

2. Montrer quefest bornée et que Nm (f, - f ) -+ O .  
I l + + -  

3. Justifier que (C([O,l],R), Mm) est un espace de Banach. 

4. Soit ( U , ~ )  la suite de C([O,l], R) définie par : u,,(x) =e.‘” pour tout x E [0,1]. 

Montrer que, pour tout x E [O,l], ( U , ~ ( X ) ) , ~ ~ - ~  converge. La suite (un),,,  est-elle de Cauchy 

pour -Ww ? 

I I €  N 

5. Soit ( v , ~ )  la suite de C([O,l],R) définie par : V , ~ ( X )  = I,’ei”dt pour tout X E  [0,1]. 
I l €  Fd 

Montrer que ( v , ~ ) , ~ ~  converge uniformément sur [OJ] vers un Clément v de C([O,l],R). 

Tournez la page S.V.P. 
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II. Théorème du point fixe de Banach 

A Soit (E,/I 11) un espace de Banach réel, soit A un sous-ensemble fermé non vide de E et soit T E A 

vérifiant : il existe a E [O,( tel que ((T(x) - T(y ) l l I  a ( ( x  - y( (  pour tout (x, y )  E A* (on dit que Test 
contractante ou encore que Test une contraction). 

1. Soit (x, y )  E A 2  tel que : T ( x )  = x , T ( y )  = )’. Montrer que x = y .  

2. Soit a E A ,  on définit ( u t ] )  par : a0 = ( 1 ,  a,,+] = T ( a I l ) .  
IZE N 

2.1 Montrer que : lluIl+, - urlII I an Ilal - ~ 1 ~ 1 1 .  En déduire que si (n ,  p )  E WX Wy on a : 

2.2 Montrer que (an)ME est convergente et que sa limite est élément de A. 

2.3 Montrer que T possède un unique point fixe qui est la limite de (a,,)nEN. On établit 
ainsi le théorème du point fixe de Banach << Toute contraction T d’un fermé non vide A 
d’un espace de Banach possède un point fixe unique, de plus si a E A ,  la suite 
(a17)I lE définie par au = a ,  = T(aI l )  , converge vers ce point fixe D. 

3. On suppose que A = E , soit alors, U E E définie par : U ( x )  = x + T ( x )  . 

3.1 Montrer que U est une bijection continue de E sur E. 

3.2 Montrer que, pour tout (x, y )  E E on a : 1IU-l (x) - U-’ (y) l l< (1 - a)-lIIx - y11 (U est 
donc un homéomorphisme de E sur E ) .  

4. Soit S( E )  = {V E E E:(V linéaire) et (V continue)), on note encore IIVII = sq({lIv(x)l(: MI 5 1)) 

la norme subordonnée de V (V E nC( E ) )  ; soit Z l’identité de E. 

4.1 Soit V E J( E )  telle que llVll< 1 , montrer que V est contractante. 

4.2 Soit (V17),lE une suite de nC( E )  et soit V E J( E )  tels que : IIV,, 11 < 1 pour tout y1 E W, 
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Soit y E E alors, d'après 3. Z + V, et Z +V sont des isomorphismes de E ; on peut 

donc définir ( x , , ) ~ ~ ~ ~ =  ((Z +V,,)- ' (y))  et x = (1 + V ) - ' ( y ) ,  montrer que : 
I l €  Ri 

(on aura intérêt à écrire : v ( x >  - v,, ( x j l  = ( ~ ( x )  - v,? (XI) + (vn ( X  - X, )) 1. 

III. Etude d'une transformation de l'ensemble C([O,l], W). 

Soit c p :  [0,1] x [0,1] x W + R, on dira que cp est de type 21 si : 

cp est continue et, il existe r E R, tel que l'on ait : 

Icp(x, y ,  z> - cp(x, y ,  zt)l 5 r ~ z  - z ' ~  pour tout ( x ,  y ,  z ,  z t )  E [0,1]x [OJ] x R x R. 

1. Montrer que s'il existe (Y, M )  E Cl (R3,R)x R, tel que : cp = YI ~ o , l ~ x ~ o , l ~ x  et 

l$(x,y,z)l5 M pour tout ( x ,  y , z )  E [0,1] x [0,1] x R, alors cp est de type a. 

2. On suppose que cp est de type a. 

2.2 Montrer que l'on peut définir Tq : C([O,l] ,R) + R[O.'] par : 

(~~(u))(n-) = J O cp(x,y,'*(y)) d y .  

Montrer que, pour tout u E C([O,l], W), T,(u) E C([O,l], W). 

1 

2.4 On définit, pour h E W, S :C([O,l]. R) + C([O,l],R) par : S(q,A)(u) = u + h Tq ( u )  . 
(q .4  

On suppose r > O ,  montrer que l'on a : h E - -,- + S ( q , h )  est un homéomorphisme ] ::[ 
de (C([O,l], R), Mw) sur lui même. 

Tournez la page S.V.P. 



3. Soit p E C([O,l]*, R), soit cp : [OJ] x [OJ] x W + R définie par : cp(x, y ,z )  = p(x, y)z  ; on 
supposera p # O .  

3.1 Montrer que cp est de type et que si h €1- 1/-,/Vm (p),I/J”s, (p)[, on a : S(cp,h) est 

un isomorphisme de (C([O,l], W), Nm ), sur lui même. 

3.2 Soit (p,l),tM une suite de C([O,l]*,R), telle que : N w ( p n  -p) n++ + 0 .  On note 11 11 W 

la norme subordonnée, associée à JI<, définie sur .=f(c([071], W)). s i  (Vn),E est la 

suite de C([O,l]x[O,l]xR,R) définie par cp,(x,y,z)=CL,(X,Y)Z montrer que 

IV. Etude d’une application 

On considère l’équation intégrale de Fredholm : (E)  w( x )  = x + 

Une solution de (E> (s’il en existe) est donc un élément w de R“.” tel que, pour tout x E [O,l], on 

ait : w ( x >  = x + jisin(xy)w(y)dy . On s’intéresse à la résolution de (E) dans C([O,l], W). 

1 
sin(xy) w( y)dy . 

JO 

1. Montrer, en utilisant III) que (E> possède une solution unique w E C([O,l], R). 

(- l)i+l 
2. Soit, (v, ) la suite de C([O,l]’, W) définie par : v, ( x ,  y )  = (2i - l)! ( x  y )  2i-1 . 

J-O 

nE Ki* 
i=l 

1 
Pour y1 E IV’ on définit l’équation intégrale ( E , ,  ) par : w, (x) = x + v,* (x, y )  w, ( Y )  dy 

2.1 Montrer que ( E ,  ) possède une solution unique w1 E C([O,l], W) et expliciter w1 . 

2.2 Montrer que, pour tout y1 2 2 ,  la résolution de ( E , l )  se ramène à celle d’un système 
linéaire que l’on explicitera. 

2.3 Montrer, en utilisant 111.3) que, si y1 2 2 ,  ( E n )  possède une solution unique 

w,, E c([o,I], RI. (on aura intérêt à montrer que : - I E 1- 1/xW ( v , ~  1, I /N~ ( v ,  )[ 
si IZ 2 2) . 

? . 
T 
2 

2.4 Montrer que Nm (wIl - w) + O .  
n++ 

Fin de I’CnoncC 
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MATHÉMATIQUES 2 

DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies dans la circulaire n”99-018 du 01.02.99. 

Préam bule 

Dans ce problème, on se propose d’étudier des familles de matrices que l’on rencontre lors de la 
résolution numérique de problèmes relatifs à des équations aux dérivées partielles de type 
elliptique par des méthodes de différences finies. 

Matrices irréductibles - Matrices à diagonales faiblement ou fortement dominantes. 

Notations : 
Dans tout le problème, on suppose que N est un entier supérieur ou égal à 2. 
MN(R) est l’ensemble des matrices carrées réelles à N lignes et N colonnes, MN,~(R) 
l’ensemble des matrices réelles à N lignes et P colonnes. 

Z N  est la matrice unité de MN (R). S N  (R) est l’ensemble des matrices symétriques à N lignes et 

Ncolonnes. Si A E MN (R), ( A  E SN (R) w ‘A = A ) .  

Si A appartient à MN (R) on pourra écrire A = ( a u )  i = 1 ,..., N j = 1 ,..., N . 

au étant l’Clément de la i-ème ligne et de laj-ème colonne de A.  

(u ,v)  H (u 1 v ) ~  de (RNf dans R désigne le produit scalaire euclidien canonique de RN. On 

identifiera RN et MN,,  (R) et pour A E !%fN (W), v E MN,,  (W) on écrira par exemple ( A v  I v ) ~  le 

produit scalaire des Cléments de RN correspondants : on a donc, en raison de l’identification 
( A v I v ) ~  = ‘ v A v .  

WN est l’ensemble des N premiers entiers strictement positifs. 

Rappel : une matrice réelle symétrique est dite positive (définie positive) si ses valeurs propres 
sont positives (strictement positives). 

Tournez la page S.V.P. 

J. 0989 



2 

Définition 1 : 
Soient (e1,e2, ..., e N )  la base canonique de RN et (3 une permutation de l’ensemble {1,2 ,...,IV}. 
On appellera matrice de permutation P, associée à 0, la matrice P, de MN (R) telle que 

Poei = e,(i) .  Alors P, = où 6, est le symbole de Kronecker. 

Définition 2 : 

Soit A E MN (R). On dit qu’une matrice A = (a,) est irréductible si pour tout couple (S, T )  de 

parties de WN telles que S n T  = 0 et S u  T = W N ,  il existe un Clément a, # O  avec i E S et 
j E T .  
Dans le cas contraire on dira que A est réductible. 

Définition 3 : 

MN(R) A = (  a.. 0) est à diagonale faiblement dominante si : 
N 

1) pour tout indice i E WN , laii 1 2 laq 1 
j = l  
j #i 

N 
2) pour au moins un indice i E WN , lai, 1 > la, 1 

j = l  
j # i  

Définition 4 : 

A E MN (W) est à diagonale fortement dominante si, pour tout indice i E WN , laiil > xlaij l  
N 

j= l  
j # i  

1 Première partie I 
Ouestion 1-1 

a) Soient (3 et 0’ deux permutations de l’ensemble WN . 
a.1) Montrer que P,P,) = Poo#. 

a.2) Montrer que P, est inversible et que P i ’  = Po-, . 

a.3) Montrer que Pi1  = P,. t 



a b )  Soit A E MN (R) et Po E MN (R) la matrice associée à la permutation CT. On définit 

B = P i l A  Po = (bg ) . Exprimer bu à l’aide de CT . 

c) Montrer que A E MN (R) est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de matrice de 

permutation Po telle que F‘i’AP, soit de la forme : 

où F et H sont des matrices appartenant respectivement à Mp(R) et 
matrice dont tous les Cléments sont nuls. 

MN-p (R) et O une 

Ouestion 1-2 

a) Soit C E MN (R) telle que c = [ z i] où F et H appartiennent respectivement à M~ (R) et 

% f N - p  (W) et sont inversibles. Résoudre le système linéaire CX = U où X E MN,] (R) est la 
matrice des inconnues et U E !ldN,l (R) est donnée. On utilisera pour cela une décomposition 

convenable de X et de U en blocs U = [:$ x=(:;]. 

b) On suppose que A E MN (R) est réductible. Proposer une méthode de résolution du système 
A X = U .  

Ouestion 1-3 

On veut montrer que A E MN (R) est irréductible si et seulement si la propriété ( P )  suivante est 
vérifiée : 

pour tout couple (i, j )  d’indices distincts de WN , ag f O ou alors il existe un entier s (P) 
et des indices il ,i, ,... , i, tels que le produit aiil ailil . . air soit non nul. 

a) Etablir que la condition est suffisante. 

b) On suppose maintenant que A E MN (R) est irréductible. Pour chaque indice i E W N ,  on 
définit X i  comme l’ensemble des indicesj de WN tels que : 

1) j f i  
2) soit ag $ 0  

soit il existe il ,..,i, tels que le produit uiiluili2 ...ui,T-li~ui,yj soit différent de O. 

Montrer que Xi = WN \ {i} et en déduire que la condition est nécessaire. 
Tournez la page S.V.P. 
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Ouestion 1-4 

Le concept d’irréductibilité peut être illustré graphiquement. 

Soit A E MN (R), A = (a l )  et ( 4  1 i E W} un ensemble de N points distincts du plan. Pour 

chaque couple (i, j )  E ( W N )  tel que ai f O ,  on trace une flèche allant du point 4 vers le point 
Pj . Si ai et aj i  sont non nuls, il y aura une flèche du point 4 vers le point Pj et une autre de 
Pj vers 4 . Si aii # O on pourra tracer une boucle allant de 4 vers lui-même. 

2 

al # O  et aj i  # O  aii # O  

On associe ainsi à chaque matrice ce que l’on appelle un graphe orienté. 
En étudiant les graphes associés aux deux matrices suivantes : 

donner une interprétation graphique du caractère réductible ou irréductible de chacune d’elles. 

1 Deuxième partie 1 

Ouestion 2-1 

Soit A E !%fN (R) à diagonale fortement dominante ; soit U E !%fN,, (R) tel que AU = O 

u= [ :’ . 1 ; soit i, un indice tel que lui 1 = max{(u, 1, ... ,luN 1). En considérant la i-&ne ligne du 
U N  

produit AU montrer que l’on a nécessairement c‘ = O .  Que peut-on en déduire pour det A ? 

Ouestion 2-2 

On suppose que A E !7dN (R) est irréductible et à diagonale faiblement dominante. 

a) Montrer qu’alors pour tout indice i E WN , luiil > O .  
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b) Montrer que det A f O .  Pour cela, on raisonnera comme dans la question 2-1 et on montrera 
d’abord que si A U  = O ,  tous les Cléments de la matrice colonne U sont nécessairement @aux 
en valeur absolue. 

Ouestion 2-3 

a) Si A E S N  (W) est une matrice dont les Cléments diagonaux sont 2 O et si, de plus, elle est h 
diagonale faiblement dominante, montrer que toutes les valeurs propres de A sont 2 O .  

b) Si, de plus, A est irréductible ou inversible, on montrera que toutes les valeurs propres de A sont 
strictement positives. 

1 Troisième partie 1 

Définition 5 : 
Une matrice A E S N  (W) est une L-matrice si : 

1) pour tout indice i E WN , on a aii > O 

2) pour tout couple d’indices (i, j )  E ( W N )  tels que i f j , on a aq < O 
2 

Définition 6 : 
Une matrice A E S N  (W) est une S-matrice si : 

1) A est définie positive, 

2 )  pour tout couple d’indices (i, j )  E (WN ) tels que i f j ,  on a aij < O 
2 

Définitio’n 7 : 
Une matrice A E S N  (W) est une M-matrice si : 

2 
1) pour tout couple d’indices (i, j )  E (WN)  tels que i # j ,  on a UG < O ,  
2 )  A est inversible, 
3 )  tous les Cléments de A-’ sont 2 O .  

Ouestion 3-1 

a) Soit A E S N  (R) définie positive, montrer qu’alors nii > O pour tout indice i E WN . En déduire 
que A E SN (W) est une S-matrice si et seulement si A est une L-matrice définie positive. 

b) Montrer que toute M-matrice est une L-matrice. 

Tournez la page S.V.P. 



c) Montrer que si A E SN (R) est une L-matrice 
1) irréductible, 
2) à diagonale faiblement dominante, 

alors A est une S-matrice. 

Ouestion 3-2 

Le spectre de Q est, par définition, l'ensemble des valeurs propres réelles ou complexes de Q. 
Sp( Q) = {A E C / det(Q - W )= O] . On appelle alors rayon spectral de Q, S(Q) = maxlhl . 

LESP(Q) 

a) s i  Q E M~ (R), montrer que la série C ek est convergente si et seulement si S(Q) c I . 
kZO 

On admettra l'équivalence : Q" -0 S(Q) < 1. 

Dans toute la suite de la question 3-2, on considère une L-matrice A d'ordre N et D la matrice 
diagonale ayant la même diagonale que A, donc définie par : 

Pour tout couple d'indices (i, j )  E ( W N )  tels que i # j ,  on a d i  = O 

Pour tout indice i E WN , on a d,, = ai, 

2 

Soit c = ( C u )  appartenant à M~ (IR), telle que A = D -  c et soit B = D-'C (on justifiera 

l'existence de O-'). 
On suppose que S ( B )  c 1. 

b) Justifier le fait que I N  - B est inversible et montrer que tous les Cléments de ( I N  - B)-' sont 
positifs ou nuls. 

c) Montrer que A est inversible et que A est une M-matrice. 

Ouestion 3-3 

Si D est une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs, on définit DIJ2 et 
1 

matrices diagonales dont les Cléments diagonaux sont respectivement & et pour 

tout indice i E WN . 



A 

a) Montrer que A est une M-matrice et que : 

( Â ) ' = ( I N - i ) ' = I N + B +  A (Ar B +....+ ( A )  B + ( I N -  i)'(ir+' pour tout entier m 

strictement positif. 

A 

b) Soit G,, E MN (W) définie par : G,,, = I N  + B +  ....+ . Montrer que tous les Cléments de 

G,,, sont positifs et majorés indépendamment de m. 

c) En déduire que S( B )  < 1. 

Ouestion 3-4 

Soit A E S N  (W) une S-matrice. 
On utilise les mêmes notations qu'en 3-2 et 3-3. 

-1  -1 
a) Montrer que A est inversible et que A-' = ( I N  - B )  D 

b) On veut maintenant montrer que S( B )  < 1 ce qui suffira pour établir que toute S-matrice est une 
M-matrice. 

A 

bl)  
b2) 

Montrer que A est définie positive. 
En supposant S( B )  2 1, montrer que l'on est conduit à une contradiction et que 
donc toute S-matrice est une M-matrice. On admettra que si Q E MN (W) a tous 

ses Cléments positifs ou nuls, alors, il existe p E s ~ ( Q )  tel que p = S(Q)  . 

Fin de I'CnoncC. 
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But du problème 

Dans la partie 1, on étudie les solutions d’une équation différentielle 

solutions vérifiant en outre des conditions aux limites. 
(El  Y ” a y  = f W ’  

Dans la partie II, on introduit une fonction K de deux variables, fonction qui est définie comme 
somme d’une série. 

Dans la partie III, B chaque fonction f continue impaire 2n-périodique sur R, on associe une 
fonction h grâce à la relation 

h (4 = I“Kc. . f  -n ) f ( t  )dt 
et on étudie quelques propriétés de la fonction ainsi obtenue. 

PARTIE 1 

P P 
Lorsque p E N ,  on désigne par % ( [O,n], R) le R-espace vectorJ des applications de classe 
de [O,n] dans R. 
Lorsque a E R et f~ % ( [O,n], R) on considère l’équation différentielle : 

On désigne par : 
0 y(E) l’ensemble des solutions réelles sur l’intervalle [O,n] de I’équation différentielle (E)  ; 

0 

O 

(El  Y ” - a y  = f W .  

l’ensemble des fonctions F appartenant à y(E) et vérifiant en outre : 
F(0) = F(n) = o. 

1.1/ On suppose, dans cette question, que f est la fonction nulle. 
O 

1.l.U Déterminer l’ensemble y (E)  lorsque a = O. 

Tournez la page S.V.P. 
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O * 
1.1.2/ Déterminer l’ensemble y (E)  (selon la valeur de w E R+) 

1.1.2.1/ lorsque a = a?, 
1.1.2.2/ lorsque a = -a?. 

I.2./ On suppose, dans cette question, que a = O. 

1.2.U Déterminer l’ensemble y ‘ (E)  
1.2.1.U lorsque f lx)  = cos x, 
1.2.1.2/ lorsque f lx)  = sin (nx) (où n désigne un entier naturel non nul fixé). 

1.2.2/ On suppose que f lx )  = 1 cos x 1. 
1.2.2.V Déterminer l’ensemble _ia<E). 

I.2.2.2/ Montrer que y (E)  contient un seul Clément, (seule fonction F de classe 
sur [OJ] telle que pour tout x E [O,n] ; F ”(x) = 1 cos x 1 et F(0) = F(n)  = O) ; 
expliciter F(x) et indiquer l’allure de son graphe. 

O 2 

I.3/ On suppose toujours que a = O et on désigne par f une fonction quelconque appartenant 5 

Montrer que F E y(E) si et seulement si il existe (A,B) E R2 tel que pour tout 
x E [OJ] on ait : 

%O( [0’7rI’ RI. 

# 

O O 
En déduire que pour tout f E 
notera F I .  

( [O,n], R) l’ensemble y (E)  contient un seul Clément que l’on 

O 
Dans toute la suite de cette partie, on désigne par (p l’application de % ( [O,n], R) dans lui même 
qui à f associe l’Clément FI, unique solution sur l’intervalle [O,n] de l’équation différentielle : 

(E)  y“=f(X) 
vérifiant en outre y(0)  = y(n)  = O.  

O 
I.4/ Vérifier que (p est un endomorphisme de % ( [O,n], R). 
I.5/ L’endomorphisme (p est-il injectif ? surjectif? 
1.61 Déterminer les Cléments propres de l’endomorphisme (p. 

I.7/ Pour tout x E [O,n] on désigne par T, l’ensemble des couples (t, u) E R tels que O I t I u I x. 2 

I.7.U Représenter l’ensemble T, dans le plan euclidien pour un x fixé, (O < x < n). 
1.7.21 Justifier les égalités suivantes, pour x E [O,n] et f~ 

O 

( [O,n], R) : 



- 3 -  

1.7.31 Soient f~ y”( [O,n], R) et FI = PO. 
1.7.3.U Montrer qu’il existe p E R (p que l’on explicitera) tel que pour tout x E [O,n] on 

ait l’égalité : FI( x ) = ji(x - t ) f( t )dt + p x r (  7t - t )f( t )dt . 
O 

1.7.3.2/ En déduire qu’il existe y~ R (yque l’on explicitera) tel que pour tout x E [O,n] 

on ait l’égalité : FI( x ) = y[ J:(n - x ) f (  t )dt + r x (  7t - t )f( t )dt ] . 
X 

PARTIE II. 

Etude d’une fonction de deux variables 

sin( nx ) sin( ny ) 
2 

+O0 

, lorsque la série converge. Pour (x, y )  E R~ on note ~ ( x ,  y )  = C 
n=l n 

II. 1/ Montrer que la fonction K est définie sur R2. 
I1.2/ Soit y un réel fixé, étudier la continuité de l’application x H K(x, y ) .  
II.3/ Développement en série de Fourier d’une fonction Ex . 
On considère un nombre réel x fixé, x E [O, n] et on désigne par Ex l’application de R dans R 
2n-périodique et impaire, définie sur [O, n] par : 

Ex ( t )  = t(n -x) lorsque O I t I x 
et 

Ex (t) = x(n-t) lorsque x I t I n. 
II.3.U Indiquer l’allure du graphe de t H Ex ( t )  sur l’intervalle [-n, n] (pour un x fixé, 
x E ]O,a ) ;justifier la convergence de la série de Fourier réelle de Ex et préciser sa somme. 

(Rappel : la série de Fourier réelle de Ex est : 5 + C a ,  cos(nt)+ b, sin(nt) 
nz1 

où 
1 7 1  

x x -A 
a, = - j - A E x ( t ) c o s ( n t ) d t  et b, E, ( t ) s in(nt )d t  

sont les coefficients de Fourier réels de Ex). 

II.3.2/ Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction Ex. 
II.3.3/ Exprimer K(x, t) en fonction de Ex (t) pour x E [O, n] et t E [O, n]. 

11.41 On considère les sous-ensembles suivants de R2 : 
le carré C ensemble des couples (x,t) E [O,R]X [O,n], 
le triangle U ensemble des couples (x,t) E C tels que O < t < x < n, 
le triangle Ü ensemble des couples (x,t) E C tels que O I t I x I n. 

II.4.U Déduire de II.3.3 l’existence d’un minimum et d’un maximum pour la fonction K sur le 
carré C et préciser la valeur du minimum. 
II.4.21 La fonction K possède-t-elle un maximum relatif sur le triangle U ? 

Tournez la page S.V.P. 
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II.4.3/ Etudier les extremums de la fonction K sur l’ensemble Ü\ U (bords du triangle de Ü ). 
11.4.4/ En déduire la valeur du maximum de K sur le carré C . 
11.4.5/ Si 6 E R on note r’ l’ensemble des (x,t) E C tels que K(x,t) = 6, 

(r, est la ligne de niveau 6). 

Représenter (sur un même croquis) l’ensemble C, ro et la ligne rs passant par le point 

PARTIE III 

Dans cette partie on désigne par : 

Zn le R-espace vectoriel des applications continues, impaires 27c-périodiques de R dans R. 
+Oo sin( m )sin( ny ) 

2 0 K la fonction introduite dans la partie II K(x, y )  = [ n=i n 

A toute fonction f appartenant à Z n  on associe la fonction h = wu> définie sur R par 

III. 1/ Vérifier que si f~ $n et si h = w (f) alors la fonction h est impaire, 27c-p&odique. 
Justifier l’égalité 

h(x)  = 2J; K ( x , t )  f ( t ) d t  . 

111.21 Déduire de 11.3.3 et de la partie 1 que si f~ z n  alors les fonctions h = w(f) et FI = sont 

proportionnelles sur [O, 74 ; en déduire que h est de classe y sur ]O, Ilf et qu’elle vérifie les 
relations : 

I pour tout x E IO, 
{ h”(x) = -7cflx) 
I h(0) = h(7c) = o. 

2 

2 
III.31 En utilisant (en particulier) l’imparité de fet de h, montrer que h est de classe sur R. 

Dans toute la suite de cette partie, pour chaque application g 27c-périodique, continue par morceaux 
de R dans R, on désigne par un@ et bn(g) les coefficients de Fourier réels de g : 

4 

Soient désormais f~ & et h = y(/). 

111.4/ Etablir une relation entre b,(h) et b,(h“) pour n E N*. 
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1II.Y Justifier la convergence de la série c (bn ( f ) ) 2  respectivement c 
n l l  n l l  

n=l 

III.6/ Etablir 

respectivement c +Oo (bn (’))i) en fonction d’une intégrale. 
n=l n 

1 ’inégalité : 

2 III.7/ Soit D = {(x, y )  E R / -XI x I n et -n I y I n}.On considère l’intégrale double : 

III.7.U Exprimer J ( f )  

III.7.2/ Exprimer J(f )  

III.7.3/ Montrer que : 

en fonction de l’intégrale 

en fonction de l’intégrale j n ( h ’ ( x ) )  dx. 

f ( x )  h(x)dx.  

2 
jOn 

O 

2 
O I J ( f )  I 2 n j 3 x ) )  dx. 

III.7.4/ Déterminer les fonctions f~ Zn telles que : 
A 

Fin de l’énon& 
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DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies dans la circulaire no 99-018 du 01.02.99. 

Une feuille de papier millimétré devra être distribuée avec le sujet. 

Le problème est consacré à l'étude des courbes dites l'courbes de Bézier", du nom de l'ingtnieur 
français Bézier, l'un des créateurs, dans les années 1960, de cet outil très répandu aujourd'hui dans 
l'industrie automobile et plus généralement dans le vaste domaine d'applications que constitue la 
conception assistée par ordinateurs (CAO). 

Notations utilisées dans le problème et quelques rappels 

N désigne l'ensemble des entiers naturels, R le corps des réels. Les notations usuelles en dkoulent 
pour les ensembles coslstruits B partrr de ceux-1A. Par exemple, N* désigne l'ensemble des 
naturels non nuls, R, l'ensemble des réels positifs ou nuls, etc. 

Dans tout le problème, le plan vectoriel réel R2 est muni de la base canonique (r,;) : 

i = (1,O) r i' = (O, 1) 
Chaque vecteur Ü E R2 s'identifie ainsi au couple de ses coordonnées dans la base canonique. 

2 Un point de vue différent mais cohérent avec ce qui précède permet que les Cléments de R soient 
parfois appelés points, l'ensemble R2 étant alors muni de sa structure de plan affine et repéré par le 
repère canonique (O,;,;), où O =  (0,O). Tout point du plan s'identifie alors au couple de ses 
coordonnées dans ce repère. On pourra ainsi écrire simplement : 

pour exprimer que les coordonnées du point M dans le repère canonique sont (x, y). 
M = ( 4 Y )  

Etant donné deux points M et N, on posera N - M = MN. Cette écriture est cohérente avec les 
conventions précédentes, comme le montre la relation existante entre les coordonnées du vecteur 
MN et celles des points M et N. 
De façon équivalente, on pourra écrire : 

- 

N = M + M N .  
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Plus généralement, si n désigne un entier naturel non nul, (A l,...,A,) une famille de n scalaires et 
(4 ,..., P, ) une famille de n points, l'expression A, P, + A, P2+.. .+A, P, désignera le point (ou, selon 
le contexte, le vecteur) dont les coordonnées sont données conformément à cette expression. 

n 

En particulier, si le n-uplet (Al,...,&) vérifie = 1 ,  l'expression h,P1 +h,P2+...+h,P, 
k = l  

désigne le barycentre des points (4 ,..., P,) affectés respectivement des poids (Al , . . . ,&).  

Le candidat remarquera qu'avec ces conventions, la propriété d'associativité du barycentre 
s'exprime d'une façon très simple et naturelle. 

Pour tout entier n, on note L ,  l'ensemble des n-uplets de points du plan. 

Autrement dit, L ,  = (R2)n. 
On ne fera pas de différence entre Ll et le plan R 2 .  

Par ailleurs, on note A l'ensemble des courbes paramétrées c de la forme 
c : [0,1] + R 2  

avec x et y fonctions continues du paramètre t E [O, 1 3 .  
l+ (X(t),Y(t)) 

On définit par récurrence une suite d'applications en posant : # 

1 )  4 est l'application de L ,  dans A qui à tout point P E L ,  associe la courbe paramétrée constante 
(de trajectoire réduite à un point) 

Bo ( P )  : [OJ] + R * II t + P  

2) Pour tout n 2 1 ,  B, est l'unique application de l'ensemble L,+l dans l'ensemble A qui satisfasse 
la relation 

llB,(Po .pI,...,Pn )( t )= ( l - t )Bn-l  (Po ,Pi,...,P,-, x t ) + t B n - l ( ~ , . . . , P , ~ t )  
V(P0 ,pp . . ,P , )E  L,+lVfE [O,ll 

L'arc paramétré 
B,(Po ,..., P,): [O,l]+ R2 

t l+ B, (Po ,..., P, )(t) 

est appelé la courbe de Bézier associée aux (n + 1 )  pôles Po, Pl, ... , P, . 

Afin d'alléger la notation, pour toute famille F E  L,+l, la courbe de Bézier associée aux (n + 1 )  
pôles F sera le plus souvent notée B,,F ou même BF. 

i 

De façon générale, et sauf mention explicite du contraire dans l'énoncé, on ne fera pas appel aux 
coordonnées des points. 
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PARTIE 1 

I.1/ Cas n = 1. 
Soit F =  (pO,pl) E L, . 

I.1.U Exprimer, en fonction du paramètre t et des points Po et PI, le point courant de la courbe 
de Bézier associée à la famille F, c'est-à-dire le point BF(t)  = 4,F(t). 
I.l.W Quelle est la trajectoire de l'arc paramétré BF ? 

1.WCas n =  2.  
Soit F = (p0, P ~ ,  P ~ )  E L, . 

I.2.U Soit, pour i E {O, l}, Qi le milieu de pI: et Pi+l .  Montrer que BF 

Q et QI. 
I.2.W Déterminer BF(0) et BF(l) .  
I.2.3/ Exprimer en fonction de t le point courant BF( t )  comme barycentre des trois pôles Po, Pl 
et P2,  avec des coefficients dont la somme fait 1. 
I.2.4/ On suppose Po = (l,O), Pl = (0,O) et P2 = (0,l). 

(BF (')) ; en déduire la nature de la trajectoire de l'arc paramétré B,. 
dt2 

est le milieu de (3 

I.2.4.U Calculer 

I.2.4.Z Tracer la trajectoire de B, (on prendra (O,?, y) orthonormt avec une uaM & 
longueur de 4 cm). 

' 

PARTIE II 

II.1/ On rappelle qu'une partie non vide K du plan est convexe si et seulement si 
t l ( A 4 . N ) ~  K 2 , V A €  [0,1] , ( l -A)M +AN€ K .  

II.l.U Soit E une partie non vide du plan, et soit W un ensemble non vide de parties convexes du 
plan contenant E. Montrer que l'intersection de tous les convexes appartenant à W, c'est-à-dire 

KEW 
Dans la suite, pour toute partie non vide E du plan, on note C(E)  l'enveloppe convexe de E, 
c'est-à-dire l'intersection de toutes les parties convexes du plan contenant E. 

n K ,  est un convexe contenant E. 

II.1.3/ Soit E une partie non vide du plan. Montrer l'équivalence 

II.1.4/ Soient G et H deux parties non vides du plan. Prouver l'implication 
Econvexe H E = c(E).  

(G c H ) = ,  (C(G) c C(H)) .  

Tournez la page S.V.P. 
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11.13  Soit E une partie non vide du plan. Montrer que 

k=l k = l  J 
u 

Dans la suite, pour tout entier naturel n et toute famille de points FE L,, on notera encore C(F)  
l'enveloppe convexe des points formant la famille F. 

II.1.6/ Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n et toute famille FE L,+l, 
la trajectoire de Bn,F est incluse dans C(F) .  

1I.W 
II.2.U Soit cp une transformation affine du plan. Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout 
entier naturel n et toute famille FE Lntl, on a 

où cp(F) désigne la famille obtenue en appliquant cp à chacun des points de la famille F. 
vt E [ O 9 1 1 9  cp(B,,(t))= Bn,cp(F)(f), 

II.2.2/ Soit un triangle quelconque P&P2, non aplati ; en s'aidant de la question 1.2.4, 
tracer à main levée la courbe de Bézier associée, et justifier le tracé. Déduire &galement 
la question 1.2.4 la nature de cette courbe. 

PARTIE III 

111.11 Fonctions de mélange. 
111.1.11 Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n il existe n + 1 fonctions 
polynômes b,,k:[0,1]+ [0,1], de degré inférieur ou égal à n, telles que, pour toute famille 
F =  (P~, ..., P,) E L,,, , on ait 

k=O 

On ne cherchera pas dans cette question III.1.1 Ci exprimer explicitement les fonctions b4 
(appelées fonctions de mélange). 

Au cours de la démonstration demandée, le candidat mettra en évidence la relation entre 
bn+l,k,bn,k et brzk-l vérifiée lorsque 15 k l  n ,  ainsi que la relation entre bn+l,O et brzo et celle qui 
a lieu entre bntl,,+] et bn,n. 

III.1.2/ Pour cette seule question, on prend n = 3. Déterminer les polynômes q , k ( t )  pour 
k E {O, ..., 3). 

III.1.Y n désigne à nouveau un entier naturel non nul quelconque. Déterminer, pour tout 
k E {O, ..., n } ,  une formule simple exprimant b,,k(t) en fonction de t ,  de n et de k. 
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1 

Pour tout k E {O ,..., n}, O n  pose In,k = Jb4k (tb*. 
O 

n 

III.1.4/ Déterminer C In,& . 

III.1.5/ Déterminer, en fonction de n et k, la valeur de In,k (on pourra faire une intégration par 
parties). 

k = o  

111.2/ Soit n EN* et 
inversant l'ordre des pôles : F = (Pn, Pn+. .., Po) E L,+, . 

III.2.U Quelle relation a-t-on entre B,, et B,, ? 

III.2.W Comparer les trajectoires respectives de B - et de B, F .  

F =  (Po ,..., Pn)€Ln+, .  On note F la famille obtenue à partir de F en 

n, F 

PARTIE IV 

IV.I/ Soit n EN* et F =  (p0 ,..., P,) E L,,, . 
Soit V l'espace vectoriel réel des polynômes à deux variables notées S et T, de degds partie 
infdrieurs ou égaux à n. 

Autrement dit, les ClCments de V sont de la forme c ZagS'Ti , avec au ER pcw teut 

(i, j ) ~  (0 ,..., n}* .  
Les monômes de la forme S'Tj constituent une base de V, dite base canonique de V. 

n n  1 

i=O j=O 

A tout t E [O, 13, on associe l'application linéaire Y, :V + R2 caractérisée par l'image des vecteurs 
de la base canonique : 

V(i, j ) ~  {O ,..., n}2,  Yt (S 'T j ) = t ' 4 .  

Par ailleurs, pour tout couple d'entiers naturels (i, j )  tel que i + j I n, on pose : 
Ci, , = Bi (P, ,Pi+, ,..., ) . 

IV.1.U Trouver un polynôme 2 E V , dont on donnera l'expression en fonction de S et T,  tel que 
pour tout couple d'entiers naturels (i, j )  tel que i + j I n, on ait : 

On pourra faire une démonstration par récurrence sur i. 
Ci,,(t)= Y,(ZW). 

IV.1.2/ Utiliser le résultat précédent pour retrouver la formule de la question 111.1.3. 
IV.1.3/ Déterminer BF(0) et BF(1). 

d IV.1.4/ Soit W E V . Vérifier que - Y', (W) = Y, '"") . 
dt I aT 

Tournez la page S.V.P. 
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d 
dt 

IV.1.Y Exprimer le vecteur dérivé - Be &) à l'aide des points Cn-l,o (t) et Cn-l,l (t ). 

IV.1.6/ On suppose les pôles 4 deux à deux distincts. Déterminer la droite tangente à la 
trajectoire de BF au point de paramètre t = O ; même question en t = 1. 

IV.1.7/ Dérivée k-ième. 
IV.1.7.V 2 désignant le polynôme introduit à la question IV.l.l, déterminer, pour tout 

. On laissera l'expression demandée sous forme ak (2") k E {1, ..., n}, la dérivée partielle 
aTk 

factorisée. 
IV.1.7.W Pour tout k E (1, ..., n}, exprimer en fonction des pôles le vecteur dérivé k-ième de 
Bn,F en t = O, c'est-à-dire le vecteur B,,F(k)(0). Constater que ce vecteur ne dépend que des 
k + 1 premiers pôles de la famille F. 

IV.2/ Dans cette question, on prend n = 3, Po = (-1, O ) ,  P, = (O, 2), P2 = (O, -2) et P3 = (1,O). 
Montrer que la courbe de Bézier associée à cette famille de pôles est symétrique par rapport O 
(on pourra exploiter le résultat de la question II.2.1), puis tracer cette courbe. 
On travaillera sur papier millimétré, avec une unité de 5 cm. Le tracé s'appuiera en particulier sur 

. 2- . - 4  
les tangentes à la courbe aux points de paramètres t E 

8 

PARTIE V 

Soit q EN*, (M, , M 2 , . . . , M q )  une famille de q points du plan et (tl ,..., f q )  une famille de q rkls  
deux à deux distincts pris dans l'intervalle ]0,1[. Pour tout k E  {1 ,...,q} les coordonnées de Mk 
seront notées ( c t k  , p k ) .  

Par ailleurs, soit n E N* . La présente partie V vise à aborder le problème de la détermination d'une 
famille de pôles F E  L,+l telle que la courbe de Bézier BF s'approche au mieux des points Mk . 
Plus précisément, on pose 

oh d désigne la distance euclidienne canonique sur R2 , et l'on cherche F tel que : - 

g(F)= min g (G) .  
@L,+I 

2n -1-2 Afin de travailler avec une fonction de plusieurs variables réelles, on identifie L,+1 et R 
à la bijection : 

grâce 

R 2n+2 
+ L n + 1  
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et la recherche d'un minimum pour g revient à celle d'un minimum de5  où l'on a posé : 
f = g o y .  

V.11 Montrer quefest une application de classe C' sur R2n+2. 

V.2/ Exprimer la dérivée partielle - en fonction des variables (a, ..., xn,y0, . . . , yn ) ,  de l'indice 

i E {O, ..., n,}, des données du problème et des fonctions de mélange (voir question 111.1). 

Donner de même l'expression de - . 
V.3/ Déterminer une matrice carrée non nulle A = (aq)(i,..Fio,.-,n12 d'ordre n + 1, un vecteur colonne 

af 
axi 

a !  
ayi 

U =  ( ~ i ) ~ , ~ ,  et un vecteur colonne V =  tel que si F = ( (xo ,yo) ,  ...,(x n , y n ) )  minimise la 

fonction g, alors les vecteurs colonnes X = [ '1 et Y =[ :] vérifient les systèmes linéaires 

X n  Y n  

A X = U  
A Y = V  

. -- x 

Bien entendu, l'expression de A,  U et V ne doit faire intervenir ni les xi ni les y j  . 
- 5- C 2 f  

CONCLUSION 

Dans le cas où A est inversible, on dispose ainsi d'un procédé pour determiner la famille F cherchée, 
car on peut alors démontrer par un argument topologique que cette famille F minimise 
effectivement la fonction g. En prati ue, les choses sont en fait un peu plus complexes, car on ne 
dispose généralement que des points 4 M ,  . M 2  ,..., M q )  mais pas des valeurs ( f l  ,..., tq ) .  
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Notations 

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Pour p entier supérieur ou égal à 1 ,  Mn,p(IR) désigne le IR- 
espace vectoriel des matrices à coefficients réels ayant n lignes et p colonnes et Mn,p((C) désigne le 
C-espace vectoriel des matrices à coefficients complexes ayant n lignes et p colonnes. On identifiera 
Mn,l (IR) à R", que l'on supposera muni de son produit scalaire canonique noté ( . 1 . ). 

Lorsque p = n, Mn,"(R)  et Mn,"(C) sont notés plus simplement M,(R) et M,((C) et sont 
munis de leur structure d'algèbre, In représentant la matrice identité. 

Pour A appartenant à Mn,p((C), tA désigne la matrice transposée de A : c'est un Clément de 
MP,"(C).  On,p désigne la matrice nulle de Mn,p(@).  

Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n représenté par la matrice A 
dans une base donnée, on note Sp(f)  ou Sp(A) l'ensemble des valeurs propres de f ,  X j  ou X A  

son polynôme caractéristique et Tr(f) ou Tr(A) sa trace. En outre, si A appartient à M,(IR), on 
note Spc(A) l'ensemble des valeurs propres de A, lorsque A est considérée comme un Clément de 

R[X] est le IR-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, @.[XI est le C-espace vectoriel 
Mn(c)*  

des polynômes à coefficients complexes et Nn est l'ensemble { 1 , 2 , .  . . , n}. 

Partie 1 

1.1 Soit A E Mn(IR), B E Mn,p(R) ,  C E Mp(IR) et M la matrice de Mn+p(IR) donnée par 

a) Si A est non inversible, montrer sans recourir au déterminant, que M est non inversible. 

b) Si A est inversible, on pose P = . Résoudre alors dans M,+, (IR) I'équation 

matricielle X P  = M .  
c) Retrouver le résultat connu : det M = det A + det C .  

Dans toute la suite zi désigne un endomorphisme de IR". 
1.2 Soit F un sous-espace vectoriel de IR" stable paru. Si 11 désigne l'endomorphisme induit par 

'u sur F ,  montrer que xt, divise xU.  
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1.3 Pour tout x Clément de R", on définit l'ensemble F,(x) par : 

K ( x )  = {y E R" 1 3 P  E R[X] , y = P ( u ) ( x ) }  

Montrer que Fu(x) est un sous-espace vectoriel de R" stable par u. 
1.4 Dans cette question, on suppose que x est un Clément non nul de R". 

a) Montrer l'existence d'un plus petit entier naturel q pour lequel la famille de vecteurs 
( 5 ,  u( x), . . . , uq( x)) est liée. 

9 

b) Soit (ao, a l ,  . . . , a 9 )  une famille de nombres réels non tous nuls telle que ajuj(x) = O 
j=O 

9 

et S le polynôme de R[X] défini par S ( X )  = 

(x, u(x), . . . , uq-'(x)> est une base de Fu(x). 

a j X j .  Montrer que aq est non nul, puis que 
j=O 

ai c) Pour tout z E {O, 1,.  . . , q } ,  on pose a; = - et on note uo l'endomorphisme induit par u 
a9 

aiXi ,  donner la valeur de xuo (u ) (  x) et en déduire que 
9 

sur Fu( x). Montrer que xuo (X) = (- l)q 

le polynôme caractéristique de u est un polynôme annulateur de u. 
i=O 

Partie II 

11.1 Vérifier les propriétés suivantes : 
a) v ( X , Y )  E (M,,I(R))~ , V A  E Mn(R)  , ( A X  1 Y) = ( X  1 tAY)  
b) v ( X , Y )  E (Mn,i(R))2 , T r ( X t Y )  = ( X  1 Y) 
c) V(X, Y, 2) E ( M ~ R ) ) ~  , (xty)z = (Y 1 Z)X 

11.2 Soit y : M n ( R )  x M,(R) -+ R , ( A ,  B )  -+ Tr(tAB). Montrer que y définit un produit 

11.3 A partir de cette question, T ,  s, I ,  rn désignent des entiers naturels inférieurs ou égaux à n. 
scalaire sur M,(R). Dans toute la suite ce produit scalaire sera noté (( 1 )). 

a) Evaluer le produit par blocs (on!r,r) ( I r  Or,,-,). 

b) Soit A E M,(R) une matrice de rang T .  Montrer qu'il existe B dans Mn,r(R) et C dans 

c) Montrer qu'une matrice A de Mn(R) est de rang 1 si et seulement s'il existe deux 

d) Montrer que la décomposition A = X t Y  de la question précédente n'est pas unique et 

Mr,,(R) telles que A = BC. 

matrices non nulles X et Y de Mn,l(R) telles que A = X t Y .  

déterminer les relations vérifiées par des matrices colonnes X ,  Y,  2, T telles que 

A = X t Y  = ZtT 

11.4 a) Soit (Z;)l<;<, _ _  et (T'')15j58 deux familles libres de vecteurs de IR". Montrer que la famille 
de matrices ( Z;tTj)l<i<, est de rang égal à T S .  

15jZS 



b) Soit (Xi)lsisn et (q)lljsn deux bases de R". Que peut-on dire de la famille de matrices 

c) Soit (V,) l<;<l  et (Wj)lsjlm deux familles de vecteurs de R" de rangs respectifs r et s. 
Déterminer le rang d e G  famille de matrices (x tWj)  l < i < l  . 

1 $<rn 
11.5 Montrer que si les bases (X;)ls;sn et (&)l l jsn sont des bases orthonormales de IR", la 

famille (Xitq)l<i<n est une base orthonormale de M,(R) muni du produit scalaire défini en 11.2. 
La réciproque est-elle vraie ? 

(Xit&)lli<n ? 
15 j z n  

1 < j s n  
11.6 Soit A une matrice de M n ( R )  de rang 1 .  

a) Montrer que A2 = (Tr A)A. 
b) Soit X et Y deux Cléments non nuls de JM",~(R) tels que A = XtY. Montrer I'équiva- 

lence des quatre propositions suivantes : 
i )  (XIY) = O. 
ii) TrA = O. 
iii) ImA c Ker A. 
iv) A est non diagonalisable. 

11.7 Montrer que les matrices de Mn(R), diagonalisables et de rang 1 engendrent M,(R).  

Partie III 

Pour toutes matrices A et B de Mn(EX) on note ~ A , B  l'endomorphisme de M,(R) défini par : 

E Mn(R), ~ A , B ( M )  = A M  - M B  

et h A , ~  l'endomorphisme de M,((C) défini par : 

E M,(C) , KA,B(M)  = A M  - M B  

111.1 Soit A0 et Bo les matrices de M 2 ( R )  données par : 

A o =  ( ') , Bo= ( -1 -1 ') -1 3 

a) Déterminer Spc( A,) et Spc( BO). 
b) On considère la base B = (El,l, E2,1, E2,2) de M 2 ( R )  et on note Ho lamatrice dans 

cette base B de l'endomorphisme hAo , B ~ .  Déterminer Ho, puis Spc( H o )  et vérifier que : 

c)  Montrer que A0 et Bo sont diagonalisables dans M2(R).  En est-il de même de Ho ? 
Soit maintenant A et B quelconques dans M,(R). On se propose d'étudier les liens existant 

111.2 Soit a E Spc(A) et b E Sp,(B). Montrerqu'il existe (V, W )  E (M,J((C) \ {O})2 tel que : 
entre la diagonalisabilité de A et B et celle de ~ A , B .  

AV = a V  , t W B  = btW et V t W  est vecteur propre de ~ A , B  

En déduire l'inclusion : { a  - b 1 ( a , b )  E Spc(A) x Spc(B)} C Sp(h.4,~). 
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111.3 Montrer que si A et B sont diagonalisables dans Mn(R), il en est de même de hA,B. 

Calculer dans ce cas Tr( ~ A , B ) .  

111.4 On note a l ,  a2, .  . . , a,  les valeurs propres non nécessairement distinctes de A dans C. En 
exprimant X A  en fonction des ai, montrer que la matrice X A ( B )  est inversible si et seulement si 
SP,(A) n SP,(B) = s. 

111.5 Soit X E S P ( ~ A , B )  et M un vecteur propre associé. 
a) Montrer que pour tout polynôme de (C[X],  on a la relation : 

P(A)M = M P ( B  + X I , )  

b) Montrer que X A (  B + X I n )  est non inversible. 
c) En déduire en utilisant 111.2 et 111.4 : SP(%A,B) = { a  - b 1 ( a ,  b) E Sp,(A) x Spc(B)}. 

111.6 Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe M non nulle dans M,(C) 
telle que AM = MB. 

Dans toute la suite du problème, on suppose B = A et on considère l’endomorphisme hA,A que 
l’on notera plus simplement h A .  

111.7 On suppose A diagonalisable dans M,(R) et on note ( Vl, V2, . . . , Vn) une base de vecteurs 
propres de A, chaque vecteur V ,  étant associé à la valeur propre A,. Pour tout ( z , j )  E Ni, on définit 
la matrice MtJ de M n ( R )  par : 

a) Montrer que la famille de matrices (Mij) l<;<n est une base de M,(R). 
1sjSn 

b) Montrer que pour tout (2, j ,  k) E N: : 

et en déduire que les matrices M;j sont des vecteurs propres de h ~ .  

de multiplicité respectifs et J = { ( i , j )  E N: 1 X; = X j } .  Montrer que : 
c) On note p l ,  p 2 , .  . . , p p  les valeurs propres distinctes de A, ml,  m 2 , .  . . , mp leurs ordres 

P 

Ker h~ = Vect{M;j 1 ( i , j )  E J }  et dim Ker hA = m: 
i=l  

d) Montrer que dim Ker h~ >_ 12 et que I’égalité a lieu si et seulement si A admet n valeurs 
propres distinctes. 

e)  On note R[A] = {Q E M,(R) 1 3P E R[X] , Q = P ( A ) } .  Montrer que si les n valeurs 
propres de A sont distinctes, { I n ,  A, A2, .  . . , An-l} constitue une base de R[A] et en déduire que 
dans ce cas Ker h~ = IR [ A]. 

111.8 On suppose hA diagonalisable et on note (PzJ)l<,<n une base de vecteurs propres de h ~ ,  

chaque matrice PtJ étant associée à la valeur propre A,, . Montrer que si X est un vecteur propre de A 
associé à la valeur propre A, la famille ( P z J X )  l<z<n est une famille génératrice de R“ et en déduire 

que A est diagonalisable. 

15jSn 

15j<n 

O 

Fin de I’énoncé 
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PC007 

ÉPREUVE SP~CIFIQUE-FILIÈRE PC 

MATHÉMATIQUES 2 

DURÉE : 4 heures 

L'utilisation des calculatrices n'est pas autoriske. 
Les trois parties peuvent être traitées de façon indépendante. 

de la variable complexe z . 1.1 On considère la série entière c- +Oo zn 

,=O ( n  + 1)! 
1.1.1 Déterminer son rayon de convergence. 
1.1.2 Calculer sa somme S(z)  . On distinguera les cas z = O et z # O . 

* 
1.2 Soit la fonction f de la variable complexe z définie sur c - (2kia / k E Z } par : 

Z f (4  = - pour z e  2iaZ , 

f (0)  = 1 . 
e'-1 

Z ,  

n! 

c 
Nous admettrons qu'il existe une série entière 

somme sur son disque ouvert de convergence est égale à f l z )  . 

B, - de rayon de convergence R > O cant 

1.2.1 Montrer que R I 2a. Nous admettrons que R = 2a. 
1.2.2 Calculer B o .  
1.2.3 Donner pour tout n 2 1 l'expression de B ,  en fonction de B o ,  ..., B,- (on pourra 

remarquer que pour lzl < 2 a ,  on a l'égalité S(z) f ( z )  = 1 ). En déduire que Ba est un nombre 

rationnel pour tout n E IN . 
1.2.4 Calculer B ,  , B , ,  B , ,  B ,  . 
1.2.5 Calculer f(z) - f ( - z )  . En déduire que B,, = O pour tout k 2 1 . 

Tournez la page SVP 
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1.3 

1.3.1 Exprimer 1 + f (4z)  - f(2z) en fonction de e2 . 
Z 

1.3.2 En déduire l'expression en fonction des B ,  des développements en série entière des 
fonctions tkx et tanx de la variable kelle x . Quel est le rayon de convergence des séries entières 
obtenues ? 

1.4 On considère la fonction h des deux variables complexes x et z définie par : 
h(x, z) =f(z) ex . 

1.4.1 Montrer qu'il existe une suite (p,(~))~, ,  de polynômes à coefficients rationnels telle 

(x, z )  de nombres complexes tel que lzl c 2n, on ait : que, pour tout couple 

Déterminer le degré de &(x) , n E N . 
Exprimer p,(O) en fonction de B, . 
1.4.2 Calculer j3, + l(x + 1) - pk + , (x)  pour k 2 O . En déduire une expression de la somme 

l k +  2, + 3k + ... +Nk en fonction de p,+,(N + 1) , fl ,+,(O) et k. 

1.4.3 Comparer h(1 -x,-z) à h(x, z )  . En déduire que l'on a p,( 1-x) = (-1)"p,(x) pour 

tout n E N . Exprimer p,(1) en fonction de B, . 
1.4.4 On suppose dorénavant que x est réel. On admettra que l'on peut alors dériver terme à 

terme le deuxième membre de l'égalité (1) par rapport à x . 
Montrer que pour tout n E IN on a pL+l(x) = (n + l)p,(x) . 

1 
En déduire que ~ o ~ a ( x ) d x  = O pour tout n 2 1 . 

PARTIE 11 

Les résultats de la question 1.4 permettent de définir la suite de polynômes ( f l k ) k e N  

introduite à la question 1.4.1 par la récurrence suivante : 

(il p,<x> = 1 9 

1 

(ii) w E IN , ~ i + ~ ( x >  = (k + l>pk(x> et 1 , ~ ~ + ~ ( x ) h  = 0 . 



3 

Pour tout nombre entier k 2 O , on note 4k(x) la fonction 2lr-périodique de la variable delle x qui 

coïncide avec pk (a) sur l'intervalle [O, 2@ . 

11.1 Calculer p,<x> , p2(x> et p,(x> . On vérifiera en particulier que p2<x> = x2  - x + + . 
11.2 

11.2.1 Vérifier que qj2 est paire et continue sur IR . 
11.2.2 Développer 42 en série de Fourier réelle. 

11.3 

11.3.1 Montrer que pour tout k 2 3 la fonction @k est de classe c ! ~ - ~  sur IR , et que : 

11.3.2 En déduire le développement en série de Fourier &lle de @Lp pour p entier 

supérieur ou égal à 1 . 
- 1  

11.3.3 Exprimer, pour p entier supérieur ou Cgal il 1 , la somme c- en fonction de 
n=l n2p 

PARTIE 111 

p" ,r-1 
1 dt , où x est un nombre réel. J O  x On considkre l'intégrale 

1 111.1 Montrer que la fonction t H - est intégrable sur 30, +-[ pour tout x > 1 . 
el-1 

b dt est de classe Cm sur ] 1, +-[ . J O  zï 111.2 Montrer que la fonction F(x)  = 
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III.3 On suppose x fixé, strictement supérieur à 1 . 
I -  111.3.1 Vérifier que pour tout c > O on peut écrire 7 = xtx-'e-"' . 

e -1 r-1 

111.3.2 Montrer que la fonction c H t'-'e-"' est intégrable sur [O, +-[ pour tout n 2 1 . 

4-n x-1 -1 * x-1 -#If On pose r(x) = / c e dc et, pour tout n 2 2 ,  rn(x) = JO c e dc . 
O 

111.3.3 

111.3.4 

Calculer, pour tout n 2 2 , TJx) en fonction de n , x et T(x)  . 
+- 1 F ( x )  
n=l nx U X )  

En déduire que pour tout x > 1 on a c- = - . 

111.4 Soit k un nombre entier supérieur ou égal à 2 . 
111.4.1 Exprimer T(k)  en fonction de k et T(k - 1) . 

- 1  

n=l 

111.4.2 En déduire la valeur de T(k)  et l'expression de en fonction de k et F(k) . 

Fin de I'énoncé 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE-FILIÈRE TSI 

MATHÉMATIQUES I 

DURÉE : 4 heures 

L'usage des calculatrices programmables et alphanumériques est autorisé sous réserve des 
dispositions définies dans la circulaire n O 99-01 8 du 01.02.99. 

Il est rappelé aux candidats qu'il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies. 
On pourra admettre un résultat pour traiter les questions suivantes. 

Dans tout ce devoir les matrices seront des matrices carrées 3x3,  ou des matrices colonnes 3x1, à 
coefficients dans C. 
On pourra identifier matrice carrée avec application linéaire dans une base canonique, et matrice 
colonne avec vecteur. 

RaDDels et Définitions 

hn, avec h complexe et n entier naturel, admet une limite lorsque n tend vers l'infini si et 
seulement si h=l ou Ihl<l. 

On note Sp(A) le spectre de A, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs propres de A. 

On dit que la matrice carrée T de terme général tij est triangulaire supérieure si et seulement si 
V i>j tij=O. 

On dit que la matrice carrée N est nilpotente si et seulement si 3 nEN* tel que N" = O 
(O est la matrice nulle et N" est le produit de N par elle-même n fois, par convention N' = N et 
No = I la matrice unité). 

Soit A une matrice de dimension quelconque, de terme général aij . On pose IlAl1 = suplaij 1 . 
On admet que l'application A+liAll est une norme sur l'espace des matrices ayant même 
dimension que A. 

171 

On appelle suite de matrices complexes une application de DcN dans Mn,p(C) ; l'image de k est 
notée Ak ou A(k), l'élément général de A(k) est noté aij(k). 

Tournez la page S.V.P. 
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On dit que la suite A(k) converge vers B (ou admet B pour limite) si et seulement si 
lirn IIA(k) -BI/ = O ,  et on note lirn A(k) = B ou limA(k) = B .  

k->+W k->+a  

k 
0 A toute suite A(k) de matrices, on associe la suite dite "des sommes partielles" U(k) = c A(i) . 

i = O  
+Co 

Si cette nouvelle suite converge, on note lim U(k) = c A(i) que l'on appelle somme de la série 
k->+a i = O  

de terme général A@). 

' A' On note, si cette limite existe, exp(A) = c-. 
; 1  1: 

i = O  

.~ 
Le but de ce problème est, pour quelques matrices A, de calculer, lorsque c'est possible, C A i  et 

i = O  

PARTIE 1 

Dans cette partie vous démontrerez des propriétés générales sur des limites, des suites et des séries 
de matrices. Les matrices sont, sauf indication du contraire, dans M3(@). 

1. Le terme général de A(k) est aij(k) et celui de B est bij . 

a. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si 'dij lirn ai,(k) = bi, . 
k->+m 

A-t-on le même type de propriété pour les matrices colonnes ? 

b. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si pour toute matrice colonne 3x1 notée X, 
A(k)X converge vers BX. 

c. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si pour toute matrice 3x3 notée C inversible, 
A(k)C converge vers BC. 

d. Montrer que si lim A(k) = B et lirn C(k) = D ,  alors lirn (A(k) + C(k)) = B + D . 
k->+m k - > + a  k->+a 

2. 

a. Montrer que IIA B/I 5 3 IlAl1 11B11. En déduire que /IAkII 5 3k-111Allk pour kEN*. 
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1 
1 b. Montrer que, si A est inversible, on a pour tout kcN*, I/Aklli 2 - 

311A-1 Il 
En déduire que si lirn = O alors A n'est pas inversible. 

k->+Co 

3. 

a. Simplifier l'expression (1 - A , où 1 désigne la matrice unité de M3(@). 

k b. Montrer que si lirn A = O alors pour toute matrice colonne 3x1 notée X, on a 
k->+Co 

lim ( A ~ x ) =  O. 
k->+Co 

En déduire que A-1 est inversible et exprimer son inverse comme somme d'une série. 

En déduire l'existence de y Ai . 
+Co 

L 
i = O  

4. Montrer que 

inversible. 

En déduire que lirn Ak = B  si et seulement si lirn (P-'APr =P-'BP, avec P une matrice 

inversible. 

lirn A(k) = B si et seulement si lirn P-'A(k)P = P-'BP avec P une matrice 
k->+W k->+Co 

k->+m k->+m 

k 5. Soit A telle que lirn A = B. 

a. Si B est inversible, montrer que A est égale à 1. 
k->+Co 

b. Montrer que les valeurs propres de A valent 1 ou ont un module strictement inférieur à 1. 

c. On suppose que A est diagonalisable et que A f 1. 
Montrer que si 1 P Sp(A) alors B est nulle, 
et que si 1 E Sp(A) alors B est diagonalisable avec Sp(B)c {O; 1 } . 

6. Soit A quelconque. 
Montrer que si A = PBP-1 et si exp(B) existe, 
alors exp(A) existe et exp(A) = P exp(B) P- l ,  

Tournez la page S.V.P. 
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PARTIE II 

Dans cette partie nous nous intéressons plus particulièrement aux matrices triangulaires supérieures 
ou diagonales. 

a 0 0  a 0 0  a 1 0  
aveca,  b et ccomplexes. 

remarque: a ,  b et c ne sont pas forcément différents. 

1. 
a. Calculez M2, M3, Q2 et Q3. 
b. Déterminer la forme générale de Dk, Mk et Qk avec kEN* 

2. 
a. Déterminer les a, les b et les c pour que Dk, Mk et Qk convergent. 
Calculer dans ce cas lim Dk , lim Mk et lim Qk . 

k ->+CO k - > +CO k->+a 

+al 

b. Si on suppose que lim Dk = O , calculer Di . 
k->+m 

i = O  

+m . --  

c. s i  on suppose que lim M~ = O , calculer CM' . 
k->+a 

i = O  

d. Si on suppose que lim Qk = O ,  calculer CQi . 
k - > + W  i = O  

3. Montrer que exp(D), exp( M) et exp( Q) existent et déterminer leur valeur. 

PARTIE III 

Dans cette partie nous nous intéressons plus particulièrement aux matrices nilpotentes. Dans toute 
cette partie, sauf indication du contraire, on considère N une matrice carrée 3x3 nilpotente non nulle 
à coefficients dans @. 

1. 
a. Montrer que les quatre affirmations suivantes sont équivalentes : 

(i) N est nilpotente 

(iii) N est semblable à une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle 
(iiii) N3 = O. 

(10 SPW) = ( 0 )  
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Application : En déduire que l'équation A2 = , d'inconnue A une matrice carrée 3x3 

n'admet pas de solution . 

b. Montrer que det( 1-N) = 1. 
En déduire que 1-N est inversible. Que vaut l'inverse de 1-N? 
Quelles sont les valeurs propres de 1-N ? En déduire que 1-N n'est pas diagonalisable. 

c. Montrer que si N2 z O et N nilpotente alors 
il existe XeC3 telle que (X, NX, N2X) est une base de C3 . 
En déduire que : 
A commute avec N <=> A combinaison linéaire de 1, N, et N2. 
En déduire que si A commute avec N alors det(A-N) = det(A). 
A-t-on encore det(A-N) = det(A) si A ne commute pas avec N ? 

2. Soient NI et N2 deux matrices nilpotentes telles que N1N2 = N2N1 
a. Montrer que NIN2 et que Nl+N2 sont nilpotentes. 

( vous pourrez calculer (N1 + N2)5). 

2 2  b. En développant (NI + N2)3 et (NI + N2)4, montrer que NIN; + NfN2 = O et que N1 N2 = O .  

c. Montrer que exp(Nl+N2) = exp(Nl)exp(N2). 

d. En déduire que si N est nilpotente alors e x p o  est inversible ; 
vous donnerez l'inverse de exp(N). 

3. Application: Dans cette question (et dans cette question seulement) on considère 

a. Montrer que N est nilpotente. 

b. Calculer 

c. Calculer exp(N) et exp(-N). 

+cc 
Ni . En déduire l'inverse de 1-N. 

i = O  

Tournez la page S.V.P. 
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PARTIE IV 

Dans cette partie nous calculerons l'exponentielle d'une matrice dans deux cas particuliers. 

3 0  O 
1. Onconsidère R =  

a. Déterminer les valeurs propres de R. 

b. Déterminer les espaces propres de R. R est-elle diagonalisable? 
En déduire que exp(R) existe. Calculer exp(R). 

1 0 0  
2.Onconsidère M =  

O O -1 

a. Déterminer les valeurs propres de M. 

b. Déterminer les espaces propres de M. M est-elle diagonalisable? 
Déterminer U et V, deux matrices colonnes 3x1 propres de M, avec U associée à la valeur 
propre 1 et V associée à la valeur propre -1. 

c. Déterminer W matrice colonne 3x1 telle que (M+I)W = V. 
En déduire que M et T sont deux matrices semblables. 
Déterminer une matrice 3x3 notée P inversible telle que M = PTP-1. 
Montrer que exp(M) existe. Calculer exp(M). 

Fin de l'énonce 
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MATHÉMATIQUES 2 

DURÉE : 3 heures 

Les calculatrices sont interdites. 

Il est rappelé aux candidats qu'il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies. 

L'objet du problème est la résolution de l'équation différentielle 
(Ga): y" + (u + b P ) y  = O 

pour certaines valeurs des nombres complexes a et b, ainsi que la recherche déventuelles solutions 
de période 2n:. 
Une solution de Zab est une application à valeurs réelles ou complexes, de classe C2 (au moins), de 
la variable réelle x et définie sur W. 

On pose c , ( f ) = -  f( t 

2x, et pour tout entier n de Z. 

27c 
pour toute application f de IR dans C, continue, de période 

2n: O 

1. Préliminaires: soit f une application de W dans IR, continue, de période 2n:. 
1.1. Exprimer c, ( f ) en fonction des coefficients de Fourier a, (f ) et b, ( f ) de l'application f, 

si n E N*. Exprimer de même c-, ( f )  en fonction de a, (f ) et b, ( f ) , si n E N*. Exprimer 
enfin c o ( f )  en fonction de %(f). 

1.2. Prouver que la convergence absolue des séries z a , ( f ) e t  c b n ( f )  est équivalente à la 
7 

ndV naN* 

convergence absolue des séries c c, (f ) et c C-, ( f ) . 
nEN ,EN* 

1.3. Montrer que la série de Fourier defpeut s'écrire sous la forme: 

2. On suppose dans cette question que b est nul et que a est réel. 
2.1. Pour quelles valeurs de a l'équation fU,o admetelle des solutions non nulles dont 2x est une 

2.2. Pour quelles valeurs de Q l'équation € u , ~  admet-elle des solutions réelles non nulles? 
période? 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Soit f une application de période 2n, indéfiniment dérivable de JR dans C, et fk) (k E N) sa 
dérivée k-ème, avec par convention f (O' =f . 
3.1. Exprimer c,(f ' )  en fonction de c , ( f )  , pour tout entier n de Z (on pourra utiliser une 

3.2. En déduire une relation entre c , ( f )  et ~ , ( f ( ~ ) )  pour tout (n, k) E ZxN. 
3.3. Dans le cas où f est à valeurs réelles, montrer que pour tout entier k strictement positif, 

intégration par parties). 

1 ]cn( f 4 et ]cn( f 4 sont négligeables devant k,  quand l'entier naturel n tend vers l'infini. 

convergence absolue, et donner la somme des séries: 

n 
3.4. Dans le cas où f est à valeurs réelles, justifier pour tout x réel et tout k entier naturel la 

n=l 

Vérifier que l'on peut passer de la série de fk' à la série de f ( k + l )  par dérivation terme à 
terme. 

4. On suppose dans cette question que b E C, b f O et a E @. 
4.1. Prouver que toute solution de ZU,b est indéfiniment dérivable. 
4.2. Prouver que toute solution réelle de €&, de période 2n, est développable en série de 

4.3. Exprimer les coefficients cn(g)  de l'application g:x H (a + be2")f(x) en fonction des 

4.4. Montrer que les coefficients c , ( f )  d'une solutionf de €&, de période 2n, vérifient: 

Fourier, ainsi que ses dérivées successives. 

coefficients c , ( f )  pour tout entier n de Z. 

Vn E Z, (n2 - a ) c , ( f )  = bc,-2(f) .  

5. On suppose dans cette question et la suivante que u = O, b E C, b # O, et quefest une solution 
indéfiniment dérivable et de période 271 de 6 . b .  

5.1. Exprimer ~ ~ , + ~ ( f )  en fonction de ~ ~ ~ - ~ ( f )  pour p E Z . Si cl(f) est nul, calculer 

q p + 1 ( f >  pour p E Z. s i  cl(f> n'est pas nul, prouver qu'alors la série C c _ , , + , ( f )  n'est 

pas absolument convergente. 
P E N  

5.2. Prouver que : Vp E N*, c2,(f) = O .  
b 5.3. Prouver que : V p  E N*, c2,(f) = 7 q p - 2 ( f ) .  

4P 

b positif, yn = 2 y n - l  , et on définit une fonction cp, de IR dans C, par cp(x) = y n  e2inr. 
4n n=O 



6.1. Déterminer le rayon de convergence de la série entière c y ,, zn . 
n d  

6.2. Prouver la convergence de la série cyn , et, pour tout x réel, la convergence absolue de la 
n d  

série Xy,, e2inr . 
n d  

6.3. En admettant que cp est de classe sur IR, et que l'on peut dériver deux fois sa série terme à 
terme pour trouver cp", vérifier que cp est une solution non nulle, de période 2?r, de 
l'équation diffhentielle €&,. 

7. ALGORITHMIQUE: Préciser, au début de cette partie, le logiciel de calcul formel que vous 
avez étudié, et utiliser son langage de programmation pour traiter la question ci-dessous: 

Ecrire un algorithme (ou une procédure, ou un programme) qui, 

en fonction a) d'un complexe b non nul, 
b) d'un entier m 2 1, 
c) d'un réel x E [0,2x], 

calcule a) le plus petit entier n 1 O tel que 1 y,, 1 I 1 O" ( y  ,, est défini en question 6), 
I n 

b) la fonction somme partielle Correspondante S,,: 1 t l-3 p 2 i b  , 

c) une valeur numérique approchée de S,, ( x )  . 

Fin de l'énoncé 



SESSION 2000 

C O N C O U R S  C O N N U H S  ? O L Y T E C H N I Q U E S  

TPC005 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE-FILIÈRE TPC 

MATHÉMATIQUES 

DUR& : 4 heures 

L'utilisation des ca lculatrices n'est D ~ S  auto ris&. 

Soit E = w 1x3 le w-espace vectoriel des polynômes B une ind6termink x coefficients r&ls. Dans 
ce problème, si k est un nombre entier naturel quelconque, on note Ek le sous-espace vectoriel de 

E forné des polynômes de degré inférieur ou @al B k et 9, la base canonique (1, x ,  ..., xk) 
de E k .  

I 

On considère l'application u de Ek dans E qui à tout polynôme P E Ek associe le polynôme 
Q = u(P) défini par Q(x)  = P"(x) - 2xP'(x) . 

1 ") Montrer que u(Ek) c Ek et que u dbfinit un endomorphisme de Ek , 

2 7  Calculer l'image par u du monôme x" , pour O 5 n i k . En déduire que la mmœ 
représentative de u dans la base 3, est triangulaire supérieure. 

3 O )  Déterminer les valeurs propres de u , et en déduire que u est diagonalisable. 

4") On consid5re la fonction f de la variable réelle x définie par f ( x )  = eqX2 . 
a) Montrer que la dérivée d'ordre n 2 O de f est le produit de f par un polynôme à 

coefficients entiers Hn de degré n . Calculer Ho, H, , H2 et H3 . 
b) Montrer que Hn+l(x)  = H,'(x) - 2xZ-ZR(x) pour tout n 2 O . 
c) Montrer que pour tout n 2 1 on a H,,+,(x) = -2xH,,(x) - 2nN,-,(x) (on pourra 

utiliser la relation - [ e - x 2 ]  = -[-2xe-'.] d" ) . dx" &n+1 

En déduire que pour tout n 2 1 on a H:(x) = -2nH,,-,(x) . 
d) Montrer que pour tout n , O I n I k , Hn est un vecteur propre de u . 
Determiner la valeur propre correspondante. 

5') 

est intégrable sur l'intervalle 1-00, +-[ . 
a) Montrer que pour tout polynôme à coefficients réels R , la fonction e-"R(x) 

Tournez la page S.V.P. 
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b) On considère l'application de E x E dans BI qui à tout couple (Pl,Pz) d'éléments 
de E associe le nombre réel (4 IF!!) = J ~ e - z z ~ ( x ) F ! ! ( x ) ~  -.. . 

Montrer que cette application de E x E dans W est un produit scalaire sur E . 

6") Soient p et 4 deux nombres entiers naturels tels que p 2 1 et 4 2 1 . 
a> M o n m  que (H,IN,) = ~ P ( H , , - ~  1Hq+) = 2q(H,, / H q - l )  . 

b) En déduire la valeur de (HP IHq) pour p f 4 . 
c) Sachant que If-e-"dX -_ = & , calculer l/HpIf = ( H ,  IR,,) pour tout nombre entier 

+- 
(on pourra calculer H, ( x ) ~ ,  ( X I ~  en intégrant par parties) 

naturel p . 

79 Soit P un polynôme de degré k . Montrer qu'il existe k+l nombres réels 
+ ccHc , et exprimer cp , pour tout nombre entier p co , c1 , . . ., ck tels que P = coHo + c, Hl f 

tel que O S p I k , en fonction de /+me-x2 -m P'p'(x)dx . 

II 

On considère I't5quation différentielle linéaire du deuxième ordre : 

où A est un paramètre réel, et P une fonction polynôme de desé 
zXy' + ay = P ( ~ )  , 

k .  
Soit (&;) : y"- 2xy' + ky = O , l'équation linéaire homogène associée à (&A) . 

1") On se propose de déterminer les solutions de (&;) sous forme de sommes de séries 

entièresde x .  
+- 

a) On pose y ( ~ )  = a ,~ "  . Etablir la relation qui doit exister entre un+2 et un pour 
n=O 

que y soit solution de (€:) . 

b) Soient f , ( x )  = ~ u n ( A ) x n  et g l ( x ) =  ~ b , ( I ) x "  les solutions de 

(&;) développables en série entière au voisinage de O qui vérifient les conditions 
initiales f,(O) = 1, fi(0) = O ,  g,(O) = O ,  &(O) = 1 . 

Calculer les coefficients un(a) et b,,(L) pour tout n E N . Quel est le 

n=O n=O 

+a. +- 
rayon de convergence des séries entières x a n ( A ) x n  et zb,,(A.)x" ? 

n=O n=O 

c) Déterminer la solution générale de (6;) en fonction de fA et 82- 
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d) Pour quelles valeurs de A l'équation (&:) admet-elle des solutions 

polynômiales non identiquement nulles ? 

2') On suppose que A = 2p , où p est un nombre entier naturel. 
Montrer que H p  est solution de (&:) . 
Déterminer les valeurs de Hp(0)  et Hi(0 )  . On pourra utiliser le développement en série 

ent ib  de e-" pour le calcul de H&O) , et la question 1.4'~ pour le calcul de Hi(0) . On 

distinguera les cas selon la parité de p .  

3") Soit 4 un nombre entier naturel. Exprimer & ( x )  en fonction de & ( x )  et H2q+l(x)  
en fonction de g4q+2(x) . 

4') On suppose que A n'est pas un nombre entier naturel pair. 
a) Déterminer une solution particulière de l'équation différentielle : 

y" - 2xy' + Ay = H,(x )  , 

où p 
1.7' , une solution particulière de l'équation (&$ . 

est un nombre entier tel que O 5 p I k . En déduire, à l'aide de la question 

b) En déduire la solution générale de (&A) . 

Fin de I'énoncé 



SESSION 2001 

CONCOURS COMMUNS POLYTECHWIQUES 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 

MP004 

MATHÉMATIQUES 1 

DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices ne sont pas autorisées. 

Après une première partie consacrée à l’étude de la projection sur les convexes fermés de w” on 
établira (dans IF?‘) le théorème du point faxe de Brouwer et quelques unes de ses conséquences. 

On suppose que R” est muni de son produit scalaire canonique et de la norme associée, notés (1) 
n 

et )I I(, donc si x=(x,,...,x,~) et y=(y,,...,y,) sont des éléments de W” on a: (Xly)=CXiyi et 
i=l 

JIxJJ = (X/X)~/~. Si X es une partie de R” on notera X son intérieur, soit f:X +R” on dira que t 

u E X est un point fixe def si f(~) =u ; si i E {l,..., } n , J désigne la composante de rang i de f, 

donc : f(x) = (fi(.d ,... ,h(-d ,... ,f,&d). 

1. Proiection sur un convexe fermé de W” 

1. Démontrer que si (x, y) E (Z”)2, on a : I(dy)l 5 Il.dl llyll (’ inégalité de Schwarz). Montrer que 

I(xlv)l = II x II II_ II Y si et seulement si x et y sont colinéaires. Montrer que si {a,b,c} CII%” vérifie : 

b*c et I/n-bll=Ila-cll,onaalors: a-q </la-bll. 
Il - Il 

2. Soit F un fermé non vide de IR”, soit x E R”, montrer qu’il existe u E F tel que : 

II - II -11 x u < x-y pour tout y E F (on supposera d’abord que F est borné avant d’étudier le cas 11 
général). 

3. Soit A un convexe fermé non vide de W”, montrer, en utilisant les questions précédentes, que 

pour tout x E P’l, il existe un unique u E A tel que I/x - uI/ I IIx - yIl pour tout y E A. 

Tournez la page S.V.P. 



Ceci établit le théorème de la Projection sur les convexes de R” : soit A un convexe fermé non 
vide de FL”, il existe une unique application, notée P, de II%” dans A qui vérifie : 

]IX - P(x)11 = min{][x - y][: y E A}, pour tout .Y E R”. P(x) s’appelle la projection de x sur A. 

4. Montrer que s’il existe a E A tel que : (X - a] y -a) 2 0 pour tout y E A, on a : a = P(x) . 

5. Supposons qu’il existe y E A tel que : (,Y - P(x)( y - P(x)) > 0. Soit alors S:[O,l] + W 

définie par : 3(t) = 11(x - P(x)) - r(y - P(.i-))I12 . Montrer qu’il existe t E ]o,l[ tel que : 

s(t) < 11x - P(x)l12 . 

6. Déduire de 4. et 5. que u = P(X) si et seulement si : u E A et (X-U] y-u) 5 0 pour tout 

~EA. 

7. Soit {~,y} c R” montrer que : (x-y]P(x)-P(y))>Il~(x)-~(y)Ii~.Endéduireque P vérifie 

les propriétés suivantes : P est continue, P (FL”) = A, P(x) = x si x E A . 

8. Montrer que si x sl A, alors P(x) +z A (raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe une 
boule de centre P(x), de rayon strictement positif, incluse dans A). 

II. Théorème de Brouwer dans RZ 

Pour toute la suite du problème, on se place dans 2’ ; si r > 0, @O,r) désigne le disque fermé de 

centre 0 et de rayon Y et S(O,r) le cercle correspondant, on note B = &O,l) et S = S(0,l). On 

entend par application dérivable (ou C’ ou C* ) de B (ou de B x R) dans R2 (ou R), la restriction 

à B (ou à B x R) d’une application dérivable (ou C’ ou C2 ) définie sur un ouvert de IX2 (ou R3), 
contenant B (ou B x R), à valeurs dans R’ (ou Z). 

A: Cas particulier d’une application de classe C’ 

Soit f: B + R2, on suppose que f est de classe C2 et que f(B) c B et on se propose de 
montrer que f possède au moins un point fixe. On va raisonner par l’absurde et supposer que : 
f(x) # x pour tout x E B . 
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9. Montrer qu’il existe p: B + R+, unique, telle que : x +~(X)(X - f(x)) E S pour tout x E B. 

Expliciter p , montrer qu’elle est de classe C* et que p(x) = 0 si et seulement si x E S. On 

pose : a(x) = p(x>(x-f(x)) et a,(x) =2(x) pour tout (i, j)e {1,2}* et C~(X) = X+~(X). 
/ 

10. Montrer que, pour tout x E B, la matrice 
+y4 $Vx> 
I i $tx) fg(x) 

est singulière (on pourra, à cet 

1 

effet, caractériser géométriquement l’image de l’application linéaire correspondante). 

l+r CtJx) l a&) 
11. Soit y:Bx R + R définie par : ~(x,t) = t a 

12 
(x) 

l+t a**(x) * 

a) Montrer que : w(x,r)= l+@(x)+r*y(. ) Y où /3 et y sont des applications continues de B 

dans R que l’on explicitera à l’aide des applications a, ( ) (i,j)E{1,*)* * 
Vérifier que 

w(x,l) = 0 p our tout x E B . 

b) Soit J:[O,11 + R définie par : 

J(0) et J( 1) . 

Justifier l’existence de J et calculer 

c) Montrer, grâce au théorème de Fubini que 

d) Soit g: B +Ii?’ de classe C* , 

as1 
soient Il(g) = jjB$%)$34&~~2, Z*(g) = ljgj--$hg ag2 (x)dx$ix, . 

1 1 

On obtient alors, de façon analogue : 

Montrer que : If By(x)dx,dx2 = 0 et donc, que J est constante ; montrer que ceci est 

impossible. 

On a ainsi démontré le théorème de Brouwer particulier : toute application de classe C* , 
de B dans B, a au moins un point fixe. 
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B. Forme générale du théorème de Brouwer 

On admettra la généralisation suivante du théorème de Weierstrass : soit F un fermé borné 
non vide de R’, soit g: F + R. Si g est continue, il existe, pour tout E > 0, une application 

g(,) de R’ dans i-,, de classe C* , telle que : SU~{ IqE) b) - ~(X)I: x E F} 5 E . 

12. Montrer que si F est un fermé borné non vide de R*, et si g: F + R* est continue, il existe, 

pour tout E > 0 une application g(,) de R* dans R’, de classe C*, telle que : 

Sw(l~qe) (x> - &)Il: x E F} L. E . 

13. Soit f: B -+ B , f continue. Soit E > 0, il existe, d’après 12. une application -fie) de R* dans 

R*, de classe C* , telle que : supofi,)(x) - f.(x)ll:x E B} I E . 

-fi4 (4 
Soit h(,): E’+ ?‘, hc,)( x) = 1+~. Montrer que ht,)(B) c B et que : 

sup{~lh(,) (-d - f(x# x E B} 5 2% . 

14. Montrer que si f: B + B est continue, elle possède au moins un point fixe. 

15. Soit r > 0, soit f : B(0, r) + B(0 , Y , montrer que sifest continue elle possède au moins un ) 

point fixe (considérer g: B + R*, g(x) = f f( r-x) >. 

16. Soit A un convexe fermé borné non vide de W*, soit f: A +R*, f continue telle que : 

a) Montrer qu’il existe Y > 0 tel que : A u f(A) c @O, Y). 

b) On associe au convexe fermé non vide A la projection P, comme cela a été défini en 

question 3. Soit alors h : B(0, r) + R’ définie par h(x) = f (P(x)). Déduire de l’étude de 
h que f possède au moins un point fixe dans A. On a donc le théorème de Brouwer 
général : si A est un convexe fermé borné non vide de IX*, et si f: A +R* est continue et 

vérifie : f c A , alorsfpossède au moins un point fixe dans A. 



III. Ouelaues conséauences du théorème de Brouwer 

17. Soit f: B + S , telle que : f(x) = x pour tout x E S . Montrer, en étudiant (- f) , quef ne 

peut être continue (ceci constitue le théorème de non rétraction). 

18. Soit f: B + R2 telle que : f continue et f(x) = x pour tout x E S . Soit alors y  +Z f(B), 

montrer, en étudiant g : B + L=1’ définie par : g(x) = 
Y -f(x) 

IIY-mil 
, que y e B . En déduire que : 

-f(B). 

19. Soit h:S x [o,I] + S telle que : h continue et h(x,O) = x pour tout x E S. Supposons qu’il 

existe y E S tel que : h(x,l) = y pour tout x E S ; soit alors f, de B dans S, définie par : 

f(x)= h ~‘l-~lxll 

l ) 

si x f 0. 

y si x=0 

Montrer que f est continue et que cela contredit le théorème de non rétraction ; en déduire 

que (x + h(x,l)) ne peut être constante (on dit que S n’est nas contractile). 

20. Soit f: R’* Ze3 telle que : f continue, (f(x) 1 x) 2 0 pour tout XER2, 

Ilf(x e +- . Soit y E R2, soit I- > 0, on définit, si y~ f@(O,r)), l’application 

g(r) : B(0, r) + R’ par : g(,.)(x) = r 
Y-f(X) 

IIY-f(x)ll. 

a) Montrer qu’il existe u(,.) E S(O,r) tel que l’on ait : 

b) Montrer que f(R2) =Fi'. 

Fin de l’énoncé. 
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CONCOURS COMMUNS POlYlECHNlQUEf 

ÉPREUVE SPECIFIEE - FILIÈRE MP 

MATHÉMATIQUES 2 

DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices progrmnnzables et alphnnume’riques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies dms la circulaire ~1~99-186 du 16/11/99. 

UTILISATIONS DES MATRICES COMPAGNON 

Notations et définitions : 

Dans tout le problème K désigne lR ou c et iz est un entier naturel. 

Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. on note u” = id, et Y~EN, c(‘l+’ = CI” 0 u . 

On note K,i [X] la K-algèbre des polynômes de degré inférieur ou égal à IZ, %Y,! (K) la K-algèbre 

des matrices carrées de taille II à coefficients dans K de matrice unité Z,, et GL,, (K) le groupe des 

matrices inversibles de %Yl, (K) ; les éléments de W,, (K) sont notés M = (172, i) . 

Pour une matrice A de W,? (K), on note ‘A la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, 

X~ = det(A - X Z,, ) son polynôme caractéristique et SP(A) l’ensemble de ses valeurs propres. 

Si P = X ” + a,,-, X “-’ + . ..+ n, X + no est un polynôme unitaire de K,! [X] on lui associe 

i 0 1 0 0 . . . . 0 0 -ao -n, 

la matrice compagnon C, = 
0 1 0 . 0 -a2 

i 0 0 . . . . 0 . . 0 1 . 0 1 . -a,,-2 - a,,-, 

E w,, 0-Q. 

(c’est-à-dire la matrice C, = (ci j) est définie par ci j = 1 pour i- j = 1 , cin = -ni-l et c;j = 0 

dans les autres cas). 
Les parties II. III. et IV. utilisent les résultats de 1~1 yortie 1. et sont indépendantes entre elles. 

Tournez la page S.V.P. 



1. Propriétés générales 

Dans cette partie on considère le polynôme P = X” + a,,-,X”-’ +...+n,X +a, de K,, [Xl et C, sa 

matrice compagnon associée. 

1. Montrer que C, est inversible si et seulement si P(0) # 0. 

2. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice C, et déterminer une constante k telle que 

xc, =k P. 

3. Soit Q un polynôme de K,, [Xl, déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il 

existe une matrice A de W,, (K) telle que xA = Q . 

4. On note ‘C, la transposée de la matrice C, . 

a. Justifier la proposition : Sp (C,) = Sp (’ C,, ) . 

b. Soit A élément de Sp(’ C,) , déterminer le sous-espace propre de ‘C, associé à iz . 

c. Montrer que ‘C, est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K et a toutes ses 
racines simples. 

d. On suppose que P admet IZ racines A., , A,, . . . . A,, deux à deux distinctes, montrer que ‘C, 

est diagonalisable et en déduire que le déterminant de Vandermonde 

est non nul. 

5. Exemples : 

a. Déterminer une matrice A (dont on précisera la taille 12) vérifiant : 
A ?@X =A2001 +A’m +19991 

Il’ 

b. Soit E un K-espace vectoriel de dimension IZ et f un endomorphisme de E vérifiant : 
f “-’ f 0 et f ” = 0 ; montrer que l’on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice 
defest une matrice compagnon que l’on déterminera. 



II. Localisation des racines d’un polynôme 

Soit A = (aii) une matrice de m,l (Cc), on pose pour tout entier 1 Ii I n : 

6. Soit AE SP (A) et x = 

XI x2 
1.1 

un vecteur propre associé à A. 

x,, 

Montrer que pour tout entier 1 I i I IZ : IA x’, 1 I r; ~~XII_. 

7. Démontrer que Sp (A) c 0 Dk . 
k=I 

8. Soit P = X ” + a,,-, X “A + . . . + a, X + a, un polynôme de C[X], établir que toutes les racines de 

P sont dans le disque fermé de centre 0 et de rayon R = max{ la,l, 1 + la, (, 1+ luIl, . . . . 1 +In,,_, 1 }. 

9. Applicution : 

Soit a, b, c et d quatre entiers naturels distincts et non nuls, montrer que l’équation 
d’inconnue YI : 

n[’ +Il” = Il1 + Il“ 

n’admet pas de solution sur N\{ 0,i }. 

III. Suites récurrentes linéaires 

On note E=C“’ l’espace vectoriel des suites de complexes et si u est une suite de E, on écrira u(n) 

à la place de u,, pour désigner l’image de IZ par CL. 

On considère le polynôme P = X ” + up-, X w + . . . + u0 de C[X] avec a, f 0 et on lui associe le 

sous-espace vectoriel F de E formé des éléments II vérifiant la relation : 

v I1E N : u(n + p) = -a,,-,11(n+ p - 1) -. . .- u,u(n) . 

Tournez la page S.V.P. 
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10. Montrer que si Â est racine de P alors la suite II t+ A” est élément de F. 

11. Soit cp l’application de F vers c” définie par : IC H (u(O), u(l) ,..., u(p - 1)) , montrer que cp est 

un isomorphisme d’espaces vectoriels. Quelle est la dimension de F ? 

12. Pour tout entier 0 I i I p - 1 on définit les élements e, de F par : 

ei (i) = 1 et, lorsque 0 I j I p - 1 et j # i , e, (j) = 0. 

a. Déterminer pour 0 I i I p - 1, e, (p) . 

b. Montrer que le système de vecteurs (e,, e, ,..., e ,,-,) est une base de F. 

c. Soit u un élément de F, établir que u = c lf( i)e, . 
i=o 

13. Si c1 est un élément de E, on définit l’élément f(u) de E par : f(u) : II H u(n + 1) . Montrer 
que l’applicationf ainsi définie est un endomorphisme de E et que F est stable parf. 

14. Si g est l’endomorphisme de F induit par f, montrer que la matrice de g dans la base 

(e,, e, ,..., e,->-, ) est ‘C, . 

15. On suppose que P admet p racines non nulles et deux à deux distinctes : il,, il,, . . . . A,>-, . 

a. Déterminer une base de F formée de vecteurs propres de g. 

b. En déduire que, si u est élément de F, il existe des constantes complexes k,, k, , . . . . k,>-, 

telles que : VnEN, u(n) = k,ilz + k,Ay + . ..+ k ,,-, XI-, . 

16. Exemple : (On revient à la notation usuelle L[,, ) 

Soit a, b et c trois réels distincts. 
Déterminer une base de l’espace vectoriel des suites définies par uO, u, et u, et par la relation 

de récurrence valable pour tout ~EN : 

U ,1+3 = (a + b + c) u,,+~ - (ab + UC +bc) u,,+, + abc u,, . 

IV. Matrices vérifiant : rg( u -V) = 1 

Dans cette partie, pour une matrice A, on notera C, la matrice compagnon du polynôme (-I)“X~. 

17. Une matrice A est-elle nécessairement semblable à la matrice compagnon C, ? 



Pour tout couple (U, V) de matrices de GL,, (K), on considère les deux propositions suivantes, 

que l’on identifie chacune par un symbole : 

(*): rg(U-V)=l 

(**) : Il existe une matrice inversible P telle que U = P-‘C, P et V = P-‘C, P. 

18. Montrer qu’un couple (U, V) de matrices distinctes de GL,I (K) vérifiant (**) vérifie (*). 

19. Déterminer un couple (U, V) de matrices de GL z (K) ( y1 = 2) vérifiant (*) mais ne vérifiant 

pas (**) et déterminer le plus grand commun diviseur des polynômes xv et xv . 

Dans la suite de cette partie, (U, V) est un couple de matrices de GL,, (K) vérifiant (*) et tel que 

xv et xv sont deux polynômes premiers entre eux. 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension II et de base B, on désigne par u et v les 
automorphismes de E tels que U (respectivement V) soit la matrice de u (respectivement v) dans la 
base B. 
Enfin on pose H= Ker (U - v) . 

20. Montrer que H est un hyperplan vectoriel de E. 

21. Soit F # {0} un sous-espace vectoriel de E stable par u et par v c’est-à-dire : 

u(F) c F et v(F) c F. 

On notera up (respectivement vF ) l’endomorphisme induit par u (respectivement v) sur F. 

On rappelle que x,,, divise x,, . 

a. Montrer que F n’est pas inclus dans H. 

b. On suppose que F f E , montrer que F + H = E puis que l’on peut compléter une base 
B, de F par des vecteurs de H pour obtenir une base B’ de E. En utilisant les matrices de u 
et v dans la base B’ montrer que l’on aboutit à une contradiction. 

c. Quels sont les seuls sous-espaces stables à la fois par u et par v ? 

22. Pour jE W, on note Gi = {X E E, u ’ (x) E H}. 

a. Montrer que les sous-espaces G, sont des hyperplans vectoriels de E. 

b. Montrer que nG, f {O}. 
j=O 
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c. Soit y un vecteur non nul de nG, , on pose pour 0 5 j 5 M - 1 : e,i = u i (y). 
j=O 

Montrer que B” = (e,, e,, . . . . e ,,-, ) est une base de E. 

(On pourra considérer F =vect -I y, m(y), . . . . ~1 P’ (y)} où p est le plus grand entier naturel 

non nul pour lequel la famille (y, ~(y), . . . . II”-’ (y)) est libre). 

d. Montrer que la matrice de u (respectivement v) dans B” est C, (respectivement C, > . 

e. Conclure. 

23. Application : 

Soit u et v deux automorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension n vérifiant : 

rg(U-v)=l, x,,(X)=(-l)“(X”+I) et x,.(X)=(-l)“(X”-1). 

En utilisant une action de groupe, montrer que le groupe engendré par u et v est fini de 
cardinal inférieur ou égal à (2~2) ! . 

Fin de l’énoncé. 
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CONCOURS COMMUNS POLYlECHWIOUES 

ÉPREUVE SPECIFIEE - FILIÈRE psi 

MATHÉMATIQUES 1 

DUR& : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
définies dans la circulaire no 99-186 du 1611.99 - BOEN no42 du 2511.99. 

Cette épreuve comporte deux problèmes indépendants l’un de l’autre. 

PROBLÈME 1 

Etant donné une série convergente cuk (x), on note R, (x) = zuk (x) son reste d’ordre n, pour 
k20 k=n+l 

n E N et on se propose d’étudier la série c Z?, (x). 
n20 

PARTIE 1 

1.1. On suppose que uk (x) = (- l)k Xk, où x E R. 

1.1.1. Déterminer l’ensemble Z des x E R tels que la série c (- l)kxk converge et pr6ciser sa 
k20 

somme s (- l)knk pour x E Z. 
k=O 

1.1.2. En supposant que x E Z, expliciter R,(X), montrer que la série xR,(x) converge et 
n20 

calculer sa somme S(x) = s R, (x) . 
n=O 

Tournez la page S.V.P. 
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1.2. On conserve les notations du 1.1 : 

zQ(x)= (-l)V , Zh (n)= z(-lrx’ pour n E N et on pose R,(n)= E(-lrxk. On considère 
k=n+l k=O 

( Y par ailleurs la série C -k 
+1 

et on pose : r, = E 
( ) -1 k+’ 

k 
pour n E N. On se propose d’établir la 

k21 k=n+l 

convergence de la série c r, et de calculer sa somme. 
ni20 

1.2.1. Justifier la convergence de la série ( 1 -1 k+’ 
ET et par suite l’existence de r, pour tout 
k2l 

nE N. 

1.2.2. Soit (n,m) E N* avec n 5 m et ZO = [0, l[. 

1.2.2.1. En remarquant que =Z&(x)-R m x , montrer que pour tout x E ZO on a ( ) 
k=n 

l’inégalité : 

1.2.2.2. L’entier n étant fixé, déduire en particulier de 1.2.2.1 que : 

et par suite que rn =/ lo&-~(x) k- 

1.2.2.3. Retrouver ainsi la valeur (bien connue !) de ~-0. 

1.2.2.4. Montrer que pour tout couple (m, x) E N x ZO on a l’inégalité : 

1.2.2.5. Déduire en particulier de 1.2.2.4 que la somme 2 j l. Rn-1 (X)dr admet une limite 
n=O 

lorsque 111 tend vers + 00. 

En déduire que la série c rn converge et calculer sa somme E G . 
n20 n=O 



-3- 

PARTIE II 

Une égalité sur les restes ; quelques applications. 

11.1. Egalité sur les restes. 

Lorsque la série numérique & converge, on note toujours R, = & son reste d’ordre n. 
k>l k=n+l 

Soit Cuk une série convergente ; exprimer pour n E N la différence 2Rk -2 kuk en fonction de 
k21 k=O k=l 

netdeR,. 

11.2. Application à une suite. 

Montrer qu’il existe deux réels a et fi tels que a n +/3 + o(l) lorsque n tend 

vers ++Y 

11.3. Application à une série à termes positifs. 

On suppose de plus que uk 2 0 pour tout k E N*. 

11.3.1. Montrer que la convergence de la série CRk entraîne la convergence de la série c kuk . 
k20 k11 

11.3.2. On suppose que la skie ckuk est convergente. Quelle est la limite de la suite (n+l)R, 
k>l 

lorsque n tend vers + - ? 

11.3.3. Déduire de ce qui précède que les deux séries CRk et ~kz4.t sont de même nature et 
k20 kZ1 

lorsqu’elles convergent comparer alors leurs sommes ERk et gkut . 
k=O k=l 

11.4. Application à la série c$. 
k21 

On suppose maintenant que Uk (x) = $ pour k E N* et XE D = ] l,+- [. 

On note toujours R,(x) = 2 $ 
k=n+l 

le reste d’ordre n et on pose C(X) = E $- pour x E D. 
k=l 

Préciser l’ensemble Dl des x E D tels que la série c Rn (x) soit convergente et exprimer, 
Il20 

pour x E Dl, la somme zR,(x) àl’aidedelafonction 6. 
n=O 
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11.5. Application à une série entière. 

on suppose maintenant que uk (x) = ak ti , où ak ( ) kN. désigne une suite de nombres r6els et où 

x E R. On désigne par p le rayon de convergence de cette série entière, on suppose p > 0 et on note 

f( bE x akxk pour XE ]-p,p [. 
k=l 

11.51. Soit x E ]- p, p [ ; justifier la convergence de la série ckakxk ; en déduire que la suite 
kL1 

@+1)&(x) admet une limite lorsque n + +oo (et Pr&iser cette limite). 

11.52. En déduire que la série CZ? n x es convergente pour x E ]- p, p [ et exprimer sa somme ( ) t 
IlLO 

z&(x) àl’aidedexetdelafonction J 
n=O 

11.53. Exemple : on suppose que ak= sin kt) + k Cos&) pour k E N*. 

11.5.3.1. Déterminer alors le rayon de convergence p de cette série entière. 

11.5.3.2. Expliciter la somme E 0 R,, x pour x E ]- p, p [ (en justifiant le rhultat). 
n=O 
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PROBLÈME 2 

Notations : 

Pour ke N, je N et OIjlk,onnote Cl = 
k! 

j! (k - j) ! 
le coefficient binomial (avec O! = 1). 

Si 12 E N on note [O,n] l’ensemble des entiers naturels k tels que 0 I k I n ; on désigne par 
M,+l(R) l’anneau des matrices carrées d’ordre n + 1 à coefficients dans R. 
Si A4 E M,+,(R) on note M= (mi.~) avec (i, j) E [ro,nl12 ou mi,j désigne l’élément de la ligne i et 
de la colonne j. 

Pour n E N* on considère la matrice Wn = (wi, j) E Mn+~(R), (i, j) E [ro,n12 avec wi, j définie par : 

si i+j estpair:i+j = 2p alors Wi, j+C$ 

si i + j est impair alors Wi, j  = 0 

On se propose de calculer le déterminant de Wn noté det Wn. 

PARTIE 1 

1.1. Expliciter la matrice W3. 

1.2. Calculer det W3. 

1.3. Pour m E N on note J, = I COS”’ t dt . 
0 

13.1. Calculer JO et J,. 

1.3.2. Etablir une relation entre Jm+2 et Jm pour m E N. 

Quelle est la valeur de JQ+~ pour p E N ? 

1.3.3. Expliciter J2,, en fonction de p et du coefficient binomial C&, pour p E N. 

1.3.4. Exprimer Wi,j en fonction de J, j , de i et de j pour tout couple (i, j ) E [0,n12. 

Tournez la page S.V.P. 
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PARTIE II 

On considère l’espace vectoriel E = &‘([O, z], R) des fonctions continues sur l’intervalle [0, ‘II] a 
valeurs dans R. On considère sur E le produit scalaire C*/e> défini par : 

pour (f, g) E l? : <f/g> = + f f(t) g(t) dt. 

On définit deux suites (ek )keN e: (vk )kEN d’éléments de E par : 

pour tout tE [0, rt] e&) = vs(t) = 1 et pour k 2 1 ek (t) = ficos( vk (f) = COSk (t). 

Pour m E N on note H,,(e) le sous-espace vectoriel vect (eo, er, . . ., e,) (sous-espace vectoriel de E 
engendre par la famille (ej)jE [[o, m~l ). 

On note, de même, Z&(v) le sous-espace vectoriel vect (vs, VI, . . . . vm). 

11.1. Calculer les produits scalaires C ej /t?k > pour (j, k) E [O,m]*. 

11.2. En déduire que pour tout m E N la famille (ej)jE [to, m~l est une base de H,,, (e). 

11.3. Soit m E N ; montrer que v,,, E Hm (e), c’est-à-dire que v,,, = 2 qi,m ej ; expliciter qm,m (0; ne 
i=O 

cherchera pas à calculer qi,m pour 0 I i I m-l). 

11.4. Démontrer l’égalité H,(e) = Hm(v) pour tout m E N. 

11.5. Pour m E N on note d,,, la distance de v rn+, au sous-espace vectoriel H,(e) (pour la distance 
associée au produit scalaire défini au début de la partie II). 
Déduire de ce qui précède la valeur de d,,, . 

11.6. Soit TI E N” ; pour (i, j) E [O,TZ~* on note Vi = ~ qi,j ei et on pose ~OIS : 
i=O 

avec (i; j) E [lO,njj*. 

Qn = (qi,j )E 4 +I (R) 

11.6.1. Calculer det Q,, pour n E N*. 

11.6.2. Calculer de? W, pour n E N*. 

Fin de l’énoncé. 
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CONCOURS COMMUNS POLYtECHWIQUES 

PS1006 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE psi 

MATHÉMATIQUES 2 

DUR& : 4 heures 

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions 
déjïnies dans la circulaire no 99-186 du 16.11.99 - BOEN no& du 2511.99. 

L’objet de ce problème est de définir un algorithme de calcul approché d’une intégrale, utilisant la 
méthode des trapèzes.. 

Dans la première partie, on étudie le procédé d’extrapolation de Richardson. 

Dans une deuxième partie, on établit la formule d’Euler - Mac Laurin. 

La troisième partie utilise les deux premières parties pour définir la méthode de Romberg, qui est 
une méthode d’intégration basée sur l’accélération de la convergence à partir de la méthode des 
trapèzes. 

La deuxième partie est indépendante de la première partie. 

De nombreuses questions de ce problème sont simples ; le candidat s’attachera à les résoudre avec 
soin et complètement. 

On note R l’ensemble des nombres réels, N l’ensemble des entiers naturels et N* l’ensemble des 
entiers naturels non nuls. 

Etant donné un intervalle Z de R, on note c -(Z, R) l’ensemble des fonctions définies sur Z à valeurs 
dans R, indéfiniment dérivables. 

Etant donné un entier s E N et une fonction cp, on utilise la notation q(t) =O( tS ) lorsque t + 0, 

cp(t > qui signifie que le quotient - est borné lorsque t + 0, t f 0. 
tS 

t, étant le terme général d’une suite qui ne s’annule pas et qui tend vers 0 lorsque n + +oo, on note 

u,=O(t,) lorsque n + +=J , le terme général d’une suite telle que le quotient 7 est borné lorsque 
n 

II+-+=. 

Tournez la page S.V.P. 
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PREMIÈRE PARTIE 

Procédé d’extrapolation de Richardson 

On désigne par A une fonction définie sur R à valeurs dans R, et on suppose que A admet un 
développement limité à tout ordre au voisinage de 0. 

Onnote A(t)=ao+alt+---+aktk +Otk+l ( 1 son développement limité à l’ordre k au voisinage de 

0, les coefficients aP étant des réels. 

1.1.1 Etant donné un réel p non nul et un entier SE N , on suppose que cp est une fonction qui 

vérifie p(t) = O((ptr ) lors q ue t + 0 .Montrer que p(t)= O(ts) lorsque t + 0. 

1.1.2 Pour k E N * , on suppose que p(t) = O(t’ ) lorsque t + 0. Determiner la limite lorsque t + 0, 

dt) 
t # 0, du quotient - 

tk-1 ’ 

1.2.1. Montrer que A(t) admet une limite lorsque t + 0 et déterminer cette limite. 

Soit r un réel vérifiant r > 1. On définit la suite des fonctions A, par : 

pour t réel, Ao =A(t) puis, pour t rkel et 12 E N*, A,,(t) = rnAn-l (t>- An-l (4 . 
rn -1 

1.2.2. Montrer qu’il existe un réel a Q, que l’on déterminera, tel que le développement limité de A, 

à l’ordre k au voisinage de 0 soit A1 (t) = a0 + a,,$ 2 + .-- + O(t”’ ). 

1.2.3. En déduire qu’il existe un r6el a n,n+i, que l’on ne demande pas de déterminer, tel que le 

développement limité de A,, à l’ordre k au voisinage de 0 soit A,(t) = a0 + a,,n+ltn+l + --- + O(tt+’ ). 

1.2.4. Soit to un r6el non nul fixé. Montrer que la suite de terme général A(r* to) converge vers ao 
lorsque m + + 00. 

Dans la suite de la première partie, on suppose que pour tout to f 0 fixé et r >l fixé, on sait calculer 
les premiers termes A(to), A(I- -‘to), . .., A(rmm to) de la suite. 
Le procédé de Richardson consiste à extrapoler ces valeurs pour obtenir, grâce à un procédé 
d’accélération de convergence, la valeur de ao. 

Pour p E N, on note AP,0 = Ao (ip to) puis, pour q entier vérifiant 1 I q I p, on note AP,q = A,(rsP to). 

1.3.1. Justifier l’égalité AP,0 = CQ + O(ip) lorsque p + +- . 

1.3.2. Déterminer un entier naturel cz(p,q)> 0, que l’on explicitera, tel que A,,,q = a~+O(r- wPq)) 
lorsque p + +=J . 

1.3.3. Pourp 2 1, justifier l’égalité : A,,, = 
‘A, 0 - AP-1 0 

’ ’ . 
r-l 
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1.3.4. Pour 1 I q 5 p, justifier l’égalité : 

A 
rqAp q-l - A 

P*<I = 
’ A -A * rq -1 

‘-l’ ‘-’ = Ap,q-l + - 
rq -1 ( P4-1 p-l, q-l 1 

Dans la pratique on range les valeurs Ap,q pour 0 I q Ip I m dans un tableau triangulaire : 

40 
A Al.1 1.0 

A 24 A2,l A2.2 . . . . . . . . . . . 
&,o 4n,l 4,2 *** 4n,rn 

1.4. Déterminer la plus petite valeur et la plus grande valeur de a (p,q) pour 0 I q I p I m . 
Lorsque m + +oo , de laquelle des valeurs Ap,q du tableau peut-on attendre la meilleure 
approximation de ua ( on pourra utiliser 1.1.2 pour justifier la rkponse) ? 
On écrira cette valeur sous la forme aa + O(r o(m) ) lorsque m + +oo et on précisera la valeur de 
l’entier naturel o(m) > 0. 

On considère une fonction g E c “(R, R) et on note g(a+h) = ca + clh + . . .+ ca h” + O(ha”) son 

développement limité à l’ordre 2k au voisinage de a. 

1.5.1. Exprimer les coefficients cp pour 0 I p I 2k, en fonction de g et de ses dérivées successives. 

Pour h # 0, on note G(h) = &+a-&-4 
2h ’ 

1.5.2. Montrer que la fonction G est paire. 
Montrer que G se prolonge par continuité en 0 par une valeur que l’on déterminera. 

On note 6 la fonction G prolongée en 0 par cette valeur. 

1.5.3. Exprimer à l’aide des coefficients cp le développement limité de 5 à l’ordre 2k -1 au 
voisinage de 0. 

Pour t réel positif, on note A(t)=E(&). 

1.6.1. On choisit h > 0 et on considère la suite de valeurs G(h), G(i), . ..> G(+). 

Déterminer un réel t. > 0 et un réel r >l tels que cette suite de valeurs soit A(to), A(I--’ to), . . ., 
A(Fm to). 

Tournez la page S.V.P. 



-4- 

On utilise les notations des questions prkédentes avec A&) = A(t), AP,0 = A&--%-J) puis AP,q , 
pour les valeurs r et to déterminées dans 1.6.1. 

1.6.2. Quelle est la limite 4? de AP,0 lorsque p+ + 00 ? On exprimera k’ à l’aide de la fonction g 
et de a. 

Dans ce qui suit, on prend g(x) = hz x, a = 3 et h = 0,8. 

1.7.1. Calculer les valeurs AP,0 pour 0 I p I 3. 
Donner le tableau des valeurs AP,q pour 0 I q I p 5 3. 

1.7.2. Quelle est la valeur exacte de f? 
Parmi les valeurs AP,q trouvées, quelle est la meilleure approximation de A!? 

DEUXIÈME PARTIE 

Formule d’Euler -Mac Laurin 

Pour p E N, on définit la suite BP de polynômes par : 
(i) Pour tout t E R, BO(~) = 1 

(ii) Pour p E N* et t E R, BP (f) = pB,-, (t) et j )$ (t)dr = 0 , 

et on note bp = BP(O). 

11.1.1. Déterminer les polynômes B,, B2, BS. 

11.1.2. Pour 0 I p I 3, calculer bP et comparer bP à BP (1). 

11.1.3. Montrer que pour p 2 2, on a bP = B,, (1). 

11.2.1. Pour p E N et t E R, on définit g,(f)= (-1)p B,(l-2). 

Montrer que la suite de polynômes B, vérifie les relations (i) et (ii). En déduire que 5, = B, . 

11.2.2. Montrer que pour p E N*, on a b-1 = 0. 

Soitfe c m([O,l], R) ; on note f@ la dérivée d’ordre p de la fonction f 

11.3.1. Montrer l’égalité l ‘f(r)& = l ‘BO(t) f(f)& = $f(O)+ f(l))-I ‘I&(t) f’(f)&. 

11.3.2. Pour n 2 2, montrer”l’égalité 
0 0 

$(O)+f(l))=j~f(r) dt+~(-l~~(r’-“(l)-~(p-l)(0))+(-l~l~~~~fn~(~) dt. 
p=2 
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11.3.3. En déduire que pour n = 2k on a l’égalité 

(1) 

Pour t E R, on note E(t) la partie entière de t. 

Pour p E N, on définit la fonction D,, par : pour t E R, DP(t) = B,,(t-E(t)). 

11.4.1. Montrer que DP est une fonction périodique de période 1. 

Montrer que DP est une fonction de classe c œpar morceaux sur R. 

Dans la suite la fonction f appartient à c -([O,Nj, R) où NE N avec N2 2. 
Pour q entier vérifiant 1 I q I N, on définit les fonctions fs de [O,l] dans R par 

fq (t>=f(T+q-1) 

11.4.2. Montrer que les fonctions f4 appartiennent à c -([O,l], R) et qu’elles vérifient les égalites : 
pour m E N et q entier tel que 2 5 q 5 N, 

fi”*‘(o)= f ‘“‘(0) > f9”)(0)= fq,t’(l) , fis”)(l)= f (m)(N). 

11.4.3. En appliquant (1) aux fonctions fs, en déduire la formule d’Euler -Mac Laurin sur LO#I : 

(2) ‘f (0) +y, (4) + +f(N) = J”f (t) ,+g+ (f(*-vtf (94 - @$f @Kt) dt. 2 
q=l 0 . 

TROISIÈME PARTIE 

Méthode de Romberg 

Dans cette partie on note [a, b] un intervalle de R et f une fonction de c -([CI, b], R). 

Etant donné iV E N* et h = 9, on note Tf(h)= 
f 

if(a)tyf(a+qh)$f(b) si N 2 2, 
q=l 1 

Tf(h)=h[tf”)+if(b)]si N= 1 , la valeur approchée de l’intégrale j ’ f (t) dt obtenue par la 
a 

méthode des trapèzes pour le pas h. 

111.1. On suppose N2 2. En appliquant la formule (2) à la fonction g(t) = fia + ht) définie sur 
[Ofl, montrer la formule . 

(3) Tf (h) = j-” f (t) &+Ah@& (f @-‘)(b j f @‘-‘)(a)) - 
a p=l . 

Tournez la page S.V.P. 
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111.2. Montrer que la formule (3) peut s’écrire : (4) Tj(h) il”f<t> dt+$&h*+O(hU) où les dp 
a p=l 

désignent des nombres réels. 

Pour t > 0, on définit A(t) = Tf (&). 

1113.1. Déterminer Zim A(t). 

t+O 

111.3.2. On prend N = 1 et donc h - - b - a, et on calcule la suite de valeurs 

T’(h), T&). ---> T’ 
i 1 
* . 

Déterminer un réel to >o et un réel r > 1 tels que cette suite de valeurs soit 

Aho) , A(r%) ,. . . , A(r-“lto). 

On utilise les notations de la première partie avec h(t)= A(t) , A,,,0 = Ao(~-~~I) puis, AP,4, to 

b-a 
et r étant les valeurs trouvées en 111.3.2. On note h, = - 

2* * 

111.4.1. Exprimer A,,,0 et AP-l, 0 à l’aide de Tf et de hP 

111.4.2. Pour p 2 1, on définit Ai.0 =h,xf(a+(2q+l) hP), 1 a somme étant étendue aux entiers q 

telsque a<a+(2q+l) h, <b. 

Exprimer AP,0 en fonction de AP-l,o et AL,0 . Quel est l’intérêt de cette expression ? 

111.5. On choisit f(t) = F pourt #O, flO)=l, a=O, b=n, h=b-a=n. 

111.5.1. Montrer quef appartient à c œ([O, n], R) . 

111.5.2. Calculer les valeurs AP,0 pour 0 I p I 3 et les valeurs Ai,0 pour 1 I p I 3. 
Indiquer dans quel ordre vous calculez ces sept valeurs. 

111.53. Donner le tableau des valeurs AP,q pour 0 I q I p I 3 . 

De laquelle de ces valeurs peut-on attendre la meilleure approximation de JI T dt ? 

111.6. Que donne cette méthode lorsque f est une fonction périodique de période b - a ? 

Fin de l’énoncé. 
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DURÉE : 4 heures 

Les calculatrices ne sont pas autorisées 

Notations 

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux à 1. Mn,p( R) désigne le R-espace vectoriel des 
matrices à coefficients réels ayant n lignes et p colonnes. On identifiera Mn,i(R) et Mp,i(lR) res- 
pectivement à R” et RP, que l’on supposera munis de leurs produits scalaires canoniques notés 
respectivement < . 1 . >n et < . ( . >p. Les normes associées à ces produits scalaires seront notées 
respectivement 11 . IIR. et II . (Ip. 

On notera (E;)i<;<, la base canonique de Mp,l(R) et (F’)isjln celle de M,,i(R). 
Lorsque p = n, M,,+(R) est noté plus simplement M,(R) et est muni de sa structure d’algèbre, 

1n représentant la matrice identité. 
O,,, désigne la matrice nulle de JU~,~(I%) et 0, la matrice nulle de Mn(R). 
Pour A appartenant à Mn,*(R), tA désigne la matrice transposée de A : c’est un élément de 

J%,49 
Ker A est le noyau de A défini par 

KerA = {X E Mp,l(R) 1 AX = 0) 

Im A est l’image de A définie par 

ImA = {AX 1 X E Mp,~(IR)} 

Enfin, on adopte la notation FI pour désigner l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F d’un 
espace euclidien. 

Partie 1 

Soit A E Mn,&R). 
1.1 Montrer que ‘AA est nulle si et seulement si A est nulle. 
Dans toute la suite du problème A sera supposée non nulle. 
1.2 Montrer que les matrices ‘AA et AtA sont diagonalisables au moyen de matrices orthogonales. 
1.3 a) X, Y désignant deux éléments de M,,1 (R), exprimer le produit scalaire < X 1 Y >n sous 

la forme d’un produit matriciel. 

Tournez la page S.V.P. 
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b) Si W est un vecteur propre de ‘AA associé à la valeur propre A, exprimer 1 IAWI 1: en 
fonction de X et ) [WI Jp. 

c) En déduire que les valeurs propres de ‘AA sont réelles, positives ou nulles. 
1.4 a) Pour z réel, calculer les produits matriciels par blocs suivants : 

b) En déduire que les matrices ‘AA et AtA ont les mêmes valeurs propres non nulles avec le 
même ordre de multiplicité. 

c) En déduire également que les matrices tAA et AtA ont même rang. 
1.5 Montrer que si n > p, 0 est valeur propre de AtA et que si n < p, 0 est valeur propre de ‘AA. 
1.6 On note X1, AP, . . . , A, les valeurs propres de tAA, chaque valeur propre apparaissant dans 

cette liste un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité et on pose pi = fi pour tout i élément 
de {1,2,. . . ,p}. 

Les réels p; sont appelés valeurs singulières de A. 
On suppose les réels A; ordonnés tels que Xi 2 X2 2 . . . 2 X, 2 0. 

a) Montrer que Xi est non nul. 
On définit alors un unique entier naturel T appartenant à { 1,2, . . . , p} comme suit : si toutes les 

valeurs propres de ‘AA sont non nulles, r = p, sinon r est tel que pour tout i 5 r, A; > 0 et pour 
tout i > T, A; = 0 . 

Soit(V1,Vz,... , VP) une base orthonormale de vecteurs propres de ‘AA respectivement associés 
aux valeurs propres Xi, AZ, . . . , AP ; VI, V,, . . . , V, désignent les vecteurs propres associés aux va- 
leurs propres non nulles et lorsque r est strictement inférieur à p, Vr+l, . . . , V, désignent les vecteurs 
propres associés à la valeur propre 0. 

b) Montrer que T 2 n et que la dimension de Ker AtA est égale à n - T. 

Pourtouti E {1,2,... , r}, on pose U; = LAK et si n > r, on désigne par (U,.+i, . . . , Un) une 
Pi 

base orthonormale de Ker AtA. 
c) Montrer que pour tout i E { 1,2, . . . , r}, AVi = PiUi et que si r est strictement inférieur 

àp,pourtoutiE{r+l,..., p},AI$=O. 
d) Montrerquepourtouti E {1,2,... ,T},~AU; =PU;~$. 
e) Montrer que si n > r, pour tout i E {r + 1, . . . , n}, tAU; = 0. 
f) En déduire que le système de vecteurs ( UI , U2, . . . , Un) constitue une base orthonormale 

de vecteurs propres de AtA et préciser la valeur propre associée à chaque vecteur U;. 
1.7 On note V la matrice carrée réelle d’ordre p dont le ième vecteur colonne est le vecteur L$, U 

la matrice carrée réelle d’ordre n dont le jèm 
de la ième ligne, jème 

vecteur colonne est le vecteur Uj et (tUAV);j l’élément 
colonne de la matrice TJAV. 

a) Montrer que : 

V(i,j) E {1,2 ,... ,n} x {1,2 ,... ,p}, (tCrAV)ij =pj&.j OÙ Sij = ’ si ‘=’ 
0 si i#j 
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b) On note A la matrice appartenant à Mn,JIR) dont tous les éléments A;j sont nuls sauf 

Al,, A22,. . . , A,., respectivement égaux à pl, p2, . . . , ~1,. Montrer que A = UAtV. 
La factorisation de A ainsi obtenue est dite décomposition de A en valeurs singulières. 

c) Trouver une décomposition en valeurs singulières de chacune des matrices : 

AO= (a -i) et BO= (-i) 

1.8 Montrer que le rang de A est égal à r. 

1.9 a) Montrer que V = 2 L$‘,?$. 
i=l 

b) En déduire : 

A = 2 ,~;U;“r/i. , tAA = 2 X;E%$ , AtA = 2 xiu;?X 
i=l i=l i=l 

c) Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : Ker A, Ker tA, Im A, Im tA. 
d) Montrer que Ker tAA = Ker A et Ker AtA = Ker tA 

Partie II 

Avec les notations de la partie 1, pour A E M,,,(R) admettant une décomposition en valeurs 
singulières A = UAV, on appelle A+ la matrice de Mp,n(IR) dont tous les éléments A: sont nuls 

sauf Ail, AZ,, . . 
1 1 

. , AZ, respectivement égaux à -: -, . . . , L et on pose A+ = V(A+)tU 
Pl P2 

A+ (resp. A+) est appelée pseudo-inverse de A (resp. de A). A priori, la matrice A+ ainsi 
déjînie dépend de la décomposition en valeurs singulières choisie pour la matrice A, mais il sera 
montré à la question II.9 qu’il n’en est rien et que A+ est uniquement déterminée à partir de A. 

II.1 Déterminer les matrices AZ, AOAz, AiAo, A,ALAo et AtAoAi. 
II.2 Déterminer (AZ)+. 
II.3 Evaluer A+A et AA+. 
II.4 Montrer que si A est une matrice carrée inversible (n = p = r), alors A+ = A-l. 
II.5 Montrer que : 

A+=@&, AA+ = 2 Ui”u; ) A+A = 2 KT$ 
1 

i=l i=l 

II.6 a) Evaluer AA+Uj pour tout j E { 1,2, . . . , n} et en déduire que AA+ est la matrice dans la 
base canonique de R” de la projection orthogonale de R” sur Im A. 

b) Montrer de même que A+A est la matrice dans la base canonique de RP de la projection 
orthogonale de RP sur (Ker A)‘. 

Tournez la page S.V.P. 



II.7 Etablir les identités suivantes : 

AA+ = yAA+) , A+A = t(~+~), AA+A = A, A+AA+ = A+ (1) 

II.8 Etablir les résultats suivants : 
i) ImA = ImAA + , Ker A+ = Ker AA+ , ImA+ = ImA+A, KerA = KerA+A. 
ii)lR”=ImA$KerA +, lRp=ImA+$KerA. 

II.9 Soit B une matrice de Mp,n(R) vérifiant : 

AB = t(AB) , BA = t(BA) , ABA = A , BAB = B 

a) Montrer que B vérifie les identités suivantes : 
i) B = BtBtA = tAtBB 
ii) A = AtAtB = ‘BtAA 
iii) tA = tAAB = BAtA 

b) En déduire que B = A+, autrement dit que A+ est l’unique matrice de Mp,,( R) vérifiant 
les relations (1). 

11.10 Montrer que (A+)+ = A et yA+) = (“A)+. 
II.11 Evaluer (AoBo)+ et BZA:. A-t-on l’égalité ? 
II.12 Soit H E M,,l(lR) et H = A+H. On note d( H, Im A) la distance de H au sous-espace 

vectoriel Im A. 
a) Montrer que pour tout X E Mp,l(R), AX - AA+H et H - AA+H sont orthogonaux et 

en déduire : 
VX E A&I@), IlA- Hlln I IIAX - HIIn 

Que vaut alors d( H, Im A) ? 
b) Montrerque s’ilexiste fi E Mp,l(Ik) tel que IIAk- Hlln = /]AH- Hlln avec fi # H, 

alors IFaJ < IlmP- 
1 

c) Si H = 

0 
1 
1 

, déterminer h& ) IAoX - HI 13. 

Fin de l’énoncé 
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L ‘utilisation des calculatrices n ‘est pas autorisée. 

Pour tout nombre entier relatif n E Z , on définit la fonction Jm de la variable r6elle x par : 

J,(x) = + I “cos(nt - x sin t)df . 
0 

(on ne cherchera pas à calculer cette intégrale) 

PARTIE 1 

1.1 Montrer que J, est définie sur R , paire si n est pair et impaire si n est impair. 

1.2 Exprimer J-,(x) en fonction de J,,(x) . 

On supposera dorénavant que n est un nombre entier positif ou nul. 

1.3 Montrer que Jm est de classe em sur W . 

1.4 Montrer que l’on a J:(x) = go 4 X~~~t (n-xcost)cos(nt-xsint)]dt . 

En déduire que J, est solution de l’équation différentielle linéaire homogène : 

(B,) x2ym + xy’ + (x2 - n2)y = 0 . 

PARTIE 11 

II.1 Montrer que pour tout p E lN et tout x E W on a : 

J2P (x) = + 
I 
fcos2pr. cos(x sin t)dt , 

Jzp+, (xl = i I Isin(2p + 1)f. sin(x sin f)dt . 

Tournez la page S.V.P. 
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IL2 Montrer que pour tout II E N , J,(x) est dheloppable en série entière de x sur R tout entier 

(on utilisera les développements en série entière des fonctions cosinus ou sinus, selon la parité de n ). 

II.3 Soit p un nombre entier naturel. 

11.3.1 Calculer l’intégrale Jr cos2p?.sin*’ f.dr pour tout nombre entier k supétieur ou égal 

à p (on pourra exprimer sinzk t comme combinaison linéaire des COS 2qt , avec q E N et 

q I k ). Lorsque p > 0 , montrer que cette intégrale est nulle pour tout nombre entier k tel 

que Olkcp. 

En déduire les coefficients G.P) du développement en série entière 

J2p cx> = 2 a2k (p>x2k de J% sur R . 
k=O 

11.3.2 Calculer l’intégrale jozsin(2p + l)t.sin”+’ r.dt pour tout nombre entier k supérieur 

ou égal à p (on pourra exprimer sin*“+’ c comme combinaison linéaire des sin (2q+l)t , 

avec q E N et q I k ). Lorsque p > 0 , montrer que cette intégrale est nulle pour tout 

nombre entier k tel que 0 I k <p . 

En déduire les coefficients %+1(P) du développement en série entière 

J2p+, tx> = 2 &k+, (p)X2’+’ de J*, sur R . 
k=O 

II.4 

11.4.1 On fixe x E R . Exprimer en fonction des valeurs des J,,(x) les coefficients de 

Fourier des fonctions COS(~ sint) et sin(x sint) de la variable t . Ces deux fonctions sont- 

elles égales à la somme de leurs séries de Fourier ? 

11.4.2 En déduire la valeur des sommes Jo(x)+2~(-l)PJ2,(x) , Jo(x)+2~J2p(x) , 
p=l p=l 

~(-l)pJ2p+l(x) et Jo(x)2+2~J,(x)2 . 
p-l Il=1 
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On considère l’équation di!Térentielle linéaire homogène : 

(4 x2y” + xy’ + (x2 - a2)y = 0 . 

où A est un nombre réel donné. 

III. 1 

111.1.1 Montrer que, pour que x’z(x) soit solution de (BJ sur 10, +=[ , il faut et il suffit 

que z soit solution de l’équation : 

(B;) xz”+(2;1+1)z’+xz=0 . 

111.1.2 Dans le cas où il = - f , déterminer la solution générale de (B;) sur 10, +-[ , et en 

déduire la solution générale de (Bb sur 10, w[ . 

111.1.3 En déduire la solution générale de (B;) sur 10, w[ lorsque A = j: . 

On se propose à présent de chercher les solutions de (Bd sur 10, w[ de la forme y(x) = X~~(X) , 

où z(x) est la somme d’une série entière. 

III.2 On cherche les solutions de (Bi) sur 10, +oo] de la forme z(x) = sn,x” . 
k=O 

1X2.1 Etablir la relation qui doit exister pour tout k 1 1 entre a,, et a,, pour que z soit 

solution de (Bî) . 

On suppose dorénavant que a n’est pas un entier strictement négatif. 

Tournez la page S.V.P. 
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111.2.2 Montrer qu’il existe une unique solution z1 de (II:) de la forme 

z&) = ~qpcn>x2p > et telle que %(A.) = 1 . Calculer u&I.) pour tout p E N . Quel est le 
P=o 

rayon de convergence de la série entière c 4, ( A)xzp ? 

III.3 On définit sur 10, W[ la fonction j, par j,(x) = X~~,(X) . 

1113.1 On suppose que A n’est pas un nombre entier. 

Montrer que les fonctions jA et LA sont linéairement indépendantes. 

En déduire la solution générale de (BJ sur 10, +-[ . 

111.3.2 Soit n un nombre entier strictement positif. 

Comparer j, à la fonction J,, définie au début du problème. 

Vérifier que la fonction z-, définie par z-,(x) = X~“~,,(X) est solution de l’équation (I?I,) . 

Fin de l’énoncé 
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TSI004 

L’usage des calculatrices programmables et alphanumériques est autorisé sous réserve des 
dispositions définies dans la circulaire no 99-186 du 16.11.99. 

Il est rappelé aux candidats qu’il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies. 

Dans tout le problème, a désigne un réel de l’intervalle 10; l[. Lorsque cela a un sens, on pose 

COS x 1 cotx=-=- 
sin x tanx * 

Préliminaires 

1 : Soitf la fonction 2n-périodique qui coïncide sur 1-7~; z] avec x H COS(~ x). Montrer qu’elle est 

développable en série de Fourier, puis donner son développement (on pourra linéariser le produit 
cospcosq). 

2 : En considérant f(z), montrer que la série 2 
1 

k=, k2 -a’ 
converge, et que : 

+- 

c 
1 1 

=--%ot(an). 
k=, k2-a2 2a2 2a 

Pourtant, à l’instruction : 
sum(ll(kA2-aA2),k=l..infinity). 

Le logiciel de calcul formel MAPLE retourne la formule apparemment compliquée : 

$JY(l+a)-Y(l-a)). 

Seules des options spécifiques de MAPLE permettraient de transformer cette formule. On 
observe des phénomènes analogues sur MATHEMATICA. 

L’objet de ce problème est d’éclaircir ce comportement inattendu. Après l’étude d’un endomorphisme 
sur l’espace des suites, la fonction Y est définie en partie II. Les parties 1, II et III sont 
indépendantes. 

Tournez la page S.V.P. 
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1 L’ouérateur différence A 

On désigne par E le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N*. On notera u, le terme 

général d’une suite u = (un).>, de E. A toute suite u de E, on associe la suite A(U) définie par : 

Vn 2 1, [A(U)]~= un+] - u,, . 

Par exemple, pour la suite arithmétique (A,),,, = (n),, , on a [A(A)].= A,,+] - A, = (n + l)- II = 1. 

La suite A( A) est ici la suite constante de valeur 1. 

1 : Un autre exemple : On définit la suite dite harmonique H par H, = 2: pour tout y1 2 1. 
k=I 

Déterminer A(H) . 

2 : a) Montrer que A définit un endomorphisme de E. 
b) Soient u une suite de E et a un réel. Montrer qu’il existe une unique suite U de E satisfaisant 

A(U)=uetUt=a 

et donner une expression de U,, en fonction de a et de termes successifs de la suite u. 

c) En utilisant ce résultat, préciser ce que sont respectivement Im( A ) et Ker( A ), et en déduire 
que la dimension de E est infinie. 

3 : Soient u et v deux suites de E. Montrer la formule, dite de sommation par parties, valable pour 
tous p et 4 dans N* avec 4 > p : 

z&g, vk = [uqvq - upvp]- &+,[A(v)Ix . 
k=p k=p 

4 : Application : Calculer la somme c H, en fonction de n et de H, pour n 2 2. 
k=l 

II Les fonctions r et Y d’Euler 

1 : Justifier que T(X) = jO* e+Pdt existe et que T(X) > 0 pour tout x > 0 . 

2 : Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, la relation valable pour tout réel x > 0 : 
r(x + 1) = s(x). 

En déduire que I’(n) = (n - 1) ! pour tout n E N*. 

3:a)Soientaetbdeuxréelsavec O<a<b,et t>O. 

Déterminer max ( ta-’ , tb-‘) selon la valeur de t. Montrer que, pour tout t > 0 et tout x E [a; b] : 

0 I tX-* I max(P-l,tb-l). 

b) En déduire que r est de classe C2, d’abord sur tout segment [a; b] , puis sur RT, et donner les 

expressions intégrales de r’ et Y’ . 
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r’(x) 
4 : On pose Y(x) = - 

r(x) 
pour tout x > 0. Vérifier que, pour tout x > 0 : 

ln(T(x + 1)) - ln(J?(x)) = In x . 

Quelle relation différentielle très simple relie les applications In(r) et Y sur IL?.: ? En déduire 

que, pour tout x > 0 : 

Y(x+l)-Y(x)=?. 

Déterminer alors A((Y(n +(Y))~>,) et A((Y(n - (Y)),~,). 

III Formule des comdéments 

1 : Montrer que pour tout x E I@l[, l’intégrale Z(x) = f tan2”-’ 13d6 converge. On admet que sa 

valeur est 
n 

2sin(7r x)’ 
2x-l 

2 : Soit x donné dans ]O;l[. On définit la fonction de deux variables I&v)= f 
(1 

e-(U2+V2) où 

(u, v) appartient au quart de plan u > Oet v > 0. On pose : F(a,b) = IIc(a,6)h(u, v)dudv et 

l 0 < a < b et C(a,b) est le carré limité par les quatre droites d’équations cartésiennes : u = a , 

u=b, v=a et v=b. 

0 lcp et O<cp<$ et S(p,rp) est 1 e secteur du quart de plan supérieur droit bordé 

extérieurement par les deux cercles centrés en 0 et de rayons respectifs -k et p , et les deux 
P 

lr 
droites passant par 0 et d’angles polaires respectifs q et 2 - q . 

Faire un dessin de C, puis un dessin de S dans un plan rapporté à un repère orthonormé. 

3 : Transformer G(p,cp) en utilisant les coordonnées polaires. En déduire j\l (lim G(p, q)) . 
V+O 

4 : Montrer que : Inn(F(p31,~)i=tr(x)r(~-x)=~~~[rUF(s,p]) (on pourra poser 

/l= u* et V= v’). 
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5 : Soit p donné, p > 0. Justifier les inclusions : {--&,-J)cS(p,q)c C[y,p) pour cp 

suffisamment petit (on s’aidera d’un dessin). Quelles inégalités en résultent pour les intégrales 

F - - 

6 : En déduire la formule, dite des compléments, valable pour tout x E @;l[ : 

wr(1- 4 = sin; x) * 

Conclusion 

1 : Montrer que pour tout x E #I;l[ : 
Y(l-x)-Y(x)=Kcot(n x). 

2 : a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : X2 y a2 . 

b) Montrer que, pour tout n 2 1 : 
n 

c 
1 

=‘(Y(l+a)-Y(l-a))+&(Y(n+l-a)-Y(n+l+a)). 
k=,k2-a2 2x 

3 : a) Montrer que Y est croissante sur RT (on utilisera l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les 
intégrales en reprenant les expressions de r’ et r” calculées en II). 

b) En déduire que, pour tout n 2 1 : 

O<Y(n+l+a)-Y(n+l-a)<ul(n+z)-Y(+$+:. 

4 : Conclure. 

Fin de l’énoncé 
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Notations et définitions 

On appelle base canonique de R” la base (en.. .,e,) où er = (l,O,. . . ,O),. . . , e, = (0,. . . ,O,l). 

Si un élément x = (x1 ,..., x,,) de R” vérifie xi 2 0 (respectivement xi > 0) pour tout i E { 1,. . .,n}, on note x 
2 0 (respectivement x > 0). Si y est un élément de R”, x 2 y signifie x - y 2 0, et de même x > y signifie 
x-y>o. 

On désigne par W& (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées n x n à coefficients réels, et par 

dfi (R) le R-espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R” . 

Si A est un élément de R (R), on note A = (a$ 1s i,j< ,, si a, est le coefficient de la i-eme ligne et de la 
j-ème colonne de A. 

On note Z,, la matrice unité de R” et Id,, l’application identité de R”. 

Si A = (ai,j) 11 i,j 5 n est un élément de N (R) et u l’élément de &, (R) admettant A comme matrice dans 

la base canonique de R”, pour tout élément x = (xr ,. . .,x,J de R”, on note parfois Ax au lieu de u(x) 

l’image de x par u : Ax = ((A~)I,.. .,(Ax)n), avec (Ax)i = 2 ai,jxj, pour tout i E { 1,. . .,n}. 
j=l 

On dit que A = (a,)15 i,j< ,, , un élément de IV$ (R), est à termes positifs (respectivement strictement 

positifs) si a, 2 0 (respectivement a, > 0) pour tout (ij) E { 1,. . .,n}‘. On note alors A 2 0 
(respectivement A > 0). 

Les deux parties sont indépendantes. 

Tournez la page S.V.P. 
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Première partie 

1 1 Dans R2 ou R3, donner un exemple de matrice A telle que ni A ni -A ne soient à termes positifs, et 
pour laquelle il existe un vecteur x 2 0 tel que ni Ax ni -Ax ne soient positifs. 

On se place maintenant en dimension n quelconque. 

Soit A = (ai,j)l< i,j< n un élément de #& (R). 

1 2 Montrer que A est à termes positifs si et seulement si, pour tout élément x de R” tel que x 2 0, on a 
Ax 20. 

13 Montrer que A est à termes strictement positifs si et seulement si, pour tout élément x de R” tel que 
x 2 Oetx#O,onaAx>O. 

14 
14.1 Montrer que tout vecteur x 2 0 est limite d’une suite de vecteurs strictement positifs de R”. 

1 4.2 Montrer réciproquement que si x est limite d’une suite de vecteurs strictement positifs de Rn, on a 
x 2 0. 

14.3 Montrer que si, pour tout élément x de R” tel que x > 0, on ah > 0, alors A est à termes positifs. 
La matrice A est-elle nécessairement à termes strictement positifs ? 

15 Soient a, b, c trois nombres réels > 0, et A la matrice (en dimension 3 de nouveau) 

15.1 Montrer que hi= a + b + c est valeur propre de A, et trouver un vecteur propre associé. 

15.2 Montrer que le sous-espace propre associé à h, est une droite vectorielle. 

15.3 Montrer que si h est une valeur propre de A autre que hi, alors h E R et 1 h 1 c hi. 

Deuxième partie 

Soit A une matrice inversible, à termes strictement positifs et symétrique, de valeurs propres réelles 
distinctes ou non hi, h 2,. . . ,h, rangées p.ar qrdre. décroissant bes yaleurs absolues : 
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On admettra que : 

i) hi est positive et simple : on note hi = r et s = 1 hz 1 ,s<r; 

ii) les vecteurs propres associés à hi = r sont tous colinéaires à un vecteur z > 0 : quitte à multiplier z 
par un scalaire positif, on suppose en outre que 11~11 = 1, où IlJ d’ ‘g es1 ne a norme euclidienne usuelle de 1 

R”. 

On note < , > le produit scalaire associé à la norme. 

II 1 Soit P la matrice de la projection orthogonale sur la droite engendrée par z dans la base canonique 
de R”, et Q = In - P. Montrer que, pour tout x élément de R”, on a les relations suivantes : 

II 1.1 

II 1.2 

II 1.3 

IIxI12= IIPxI12+ IlQxl12=<x,z: 

APx = PAx et AQx = QAx; 

11 Ax 1 / 2 2 = r2 11 Px II + II AQx 1 

II 1.4 11 AQx II 2 I s2 II Qx 

II 2 On pose t, =L 
JC’ 

,...,l), élér 
y1 

relation de récurrence 

p2 + IleXIl 2; 

12; 

lent de R”, et on définit la suite (t,),,, de vecteurs de R” par la 

tk+l Ibkll 

= 2%~ si tk f 0, 

t 0 
k+l = si t, = 0. 

(Il résulte de l’inversibilité de A que At, f 0 si t, # 0, de sorte que cette définition-a bien un sens.) 

II 2.1 Vérifier que, si to = z, alors tk = z pour tout k E N. 

On suppose to # z dans la suite de la question 11.2. 

II 2.2 Montrer que tk > 0 et tk # z pour tout k E N. 

Tournez la page S.V.P. 
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II 2.3 Prouver que < tk, z > E ]O,l[ pour tout k E N et que 

r 
< fk+l , z >= -<tk,z>. 

II II Atk 

En déduire que la suite (< t,,z >)ktN est croissante et convergente, puis que 

j;zllAtk 11 = r. 

II 2.4 Vérifier que, pour tout k 2 0 , 

(1 - < tk, z >*). 

En déduire que >:~II+ tk = z. 

II 2.5 Prouver les identités 

< tk+l> tk>= <ptk+l,ptk>+<Qtk+l,Qtk>= L(l-llQtil12) 

II II Ah + < Qtk+l, QG>, 

pour tout k E N. 

II 3 A partir des résultats précédents, proposer un algorithme itératif de calcul approché de r et de z. 

En supposant disponibles les routines de calcul effectuant un produit matrice x vecteur et calculant la 
norme d’un vecteur, on décrira l’initialisation de l’algorithme proposé, le contenu d’une boucle 
d’itération et la procédure d’arrêt des itérations. On demande de justifier les choix effectués, notamment 
dans la procédure d’arrêt. En revanche, la description des programmes (organigramme, déclaration des 
variables, etc) est hors-sujet. 

Fin de l’énoncé 
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CONCOURS COMMUNS POLYltCNNlQUIS 

MPM104 

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP 

Durée : 4 heures 

Les cwlc.ulutr-iws sont autorisées. 

:;: ::: :j: 

NB : Le candidat attachera la plus _cmxJe importance II 1s clarté. à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amen6 h repérer ce qui peut lui hemhIer être une erreur d’t!noncé, il le signalera sur sa 
copie et de\(ra poursui\w sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a étf an~né à prendre. 

Autour des produits infinis 

Si II,, est un entier naturel et si (il!, ),12,i,, est une suite de réels non nuls, on lui associe la suite 

(P,, ),,> ,,,, définie pour tout entier naturel II 2 II,~ par : 6 = ni,, = I!!,,, . lli ,,,_, . . . . . ld,, 
,““, 

On dit que le produit infini ni{), . de terme général I[~! , converge si la suite (P,, ),,>,,,, converge vers 
li>U, 

+Ur 
un nombre fini non nul. On notera alors nlt, sa limite. 

,,=,/, 

Si la suite (P,, ),,>,,,, n’admet pas de limite finie ou si elle converge vers 0 on dit que le produit 

rI zt,, diverge. 
,i>li,, 

1. Généralités et exemples 

1. En considérant le quotient 
P 
)i+l. montrer que. pour que le produit infini ni,, converge, il est 
4, Il >o 

nécessaire que la suite (ioz ),,20 converge vers 1. 

Tournez la page S.V.P. 
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2. Soit (II,, ),,1,, une suite de reels non nuls qui conv’erge vers 1. 

a. Montrer qu’il existe un entier naturel II,, tel que pour tout entier II > II,, , lt,, > 0. 

b. Montrer que les produits infinis ~II!~ et IJ~J~, sont de même nature. 
/ ‘0 , ./ 

3. On suppose dans cette question que (iii; ),,‘,, est LIIIC suite de réels strictenicnt positifs. 

a. Montrer que le produit infini JJl,;. con\~rge si et seulement si la skie c In ri11 converge. 
,ilf) ,1 ‘0 

h. Montrer que le produit infini n (1 + [I) ) converge si et seulement si la série CII,, converge. 
iil0 ,i >o 

c. Si, de plus, pour tout entier naturel II on a 0 < lo, < 1 . montrer que le produit infini 

I-I (1 - l/,, ) conv’erge si et seulement si la serie CI(,, conv’erge 
,OO 1,111 

4. Déterminer la nature des produits infinis suivants : 

b. JJ(l-& ) pour .Y réel. .Y E j- n. n[. 
II<I 11 -Jr 

5. Appliccttiorz : Un peu d’histoire.. . 
1 

a. Retrouver, en utilisant un produit infini, que la série harmonique c- diverge 
II>I II 

+z.> 

b. Si p est entier naturel p > 2, que vaut x-!+ ? 
A=0 1’ 

c. On note (y,, Ii,>, la suite des nombres premiers rangés dans l’ordre croissant : 

p, = 2. p7 = 3, pi = 5, p4 = 7, pi = 1 l... 

Voici un extrait d’un texte écrit par Leonhard Euler (mathématicien suisse) en 173’7 
(G Introduction à l’analyse infinitésimale ») : 

« . . .Dorzc la skr-ic est toltjours composite tl’lm nor~hr-e iufïui de terr?ze.s, yrtelqrte soit le 

ilomhre des jkteirrs infinis 011 ~finis. 



On 
1 

uura eamite =1+‘+‘+~+‘+~+~+~+~+‘+etc. 011 Ile 
2 3 4 6 8 9 12 16 18 

retrouve ici que les ~lombres ,fonnés pur lu combimison des tzornbres 2 et 3, ou qui H ‘ont 

d’uutres diviseurs que 2 et 3. Donc, si uu lieu de a, B, y, 6, etc., on écrit 1 ‘unité divisée pur 

tous les nombres premiers, et qu’on suppose P = 
1 

(1 - $1 - $1 - $1 - $I(l- $etc. 
> 011 

P 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

uwu = + 3 + - + - + - + - + - + - + - +etc., série qui conzprelld tous les nombres, tant 
ti 3 4 5 6 7 8 9 

les iiom1~re.s premiers que celis qui eii soiif ,formC.s pur lu niultiplicutio~i. Or, comme tom les 
nonibres sont ou des nombres premiers OU des nombres con~posés de ceux-ci pur lu 
niultiplicutioti, il est r’videat qu’ail doit trouver ici tous les nombres et1tier.s durzs les 

dénonzinuteurs.. . » 

Utiliser librement ce texte pour montrer que la série c’ diverge 
r1>l P,, 

II. Développement eulérien du sinus et formule de Wallis 

Pour a réel et non entier, on définit l’application ,f,, : PS + Il3 de période 271 par : 

‘JtE [-7cJ]. .f,(t) =cos(a t). 

COS t 
Pour t réel tel que sin t # 0, on pose cotant = ~ 

sint 

6. Développer f, en série de Fourier et en déduire que cotan (CXTT) = & + 2 y” 
II=I T-C(U- - FZ’) 

7. Soit xE]O,7c[, on définit la fonction g sur [O, x] par : 

g(t) =cotan t - f si t E ] 0, x] et g(0) = 0. 

a. Montrer que la fonction g est continue sur [O, x] et calculer 
I 

.I 
s(t) dt. 

0 

b. Montrer que pour tout t E [o, x], g(t) = 2 t z t? P:,2,‘ 

c. Montrer que fi (1- L) = E 
ri=1 n17c2 

et en déduire le développement eulérien de sin x : 
X 

pourtout XE j-z,z[ : sinx=xn(l-X1). 
ri=1 Il 3T2 

Tournez la page S.V.P. 



8. 
1 

Applic,rtfiorl : D6terminer n (1 - - (Formule de Wallis). 
, z/ 41‘ ’ 

III. Formule de \!.eierstrass et constante d’hier 

h. En déduire que. pouï tout .Y E ] 0. + -[ : r( .Y) = lim 

11. On pose pour 12 entier naturel et pour .Y E ] 0. + -[ : Ii, (.Y) = ji: Cl- 1[ )“. II ‘A drr. 

a. Déterminer. pour II 2 1 , une relation entre 1, (.i-) et I,..-, (.Y+ 1). 

b. En déduire. pour II entier naturel et pour .Y E ] 0. + -[. Ii, (.Y). 

c. Démontrer la formule de Gauss : 

POU~ tout .Y E ] 0. + -[ : r(s) = lim 
Il! Il ' 

l,i-w /’ 
I-I (.\Y+ Ii) 

1 
-0 

a. Montrer que, pour tout .Y E ] 0. l[ : = .Y 1-G 
r( s)r( 1 - .k-) 4 1 j:71 Il‘ 

b. Déterminer alors. pour tout .VE ] 0, l[ , une expression simple de T(.\-)T( 1 - -Y) 

(Formule des compléments). 



Fin de l’énoncé. 



SESSION 2002 

CONCOURS COMMUNS POLYTtCNNIOUtS 

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP 

MATHEMATIQUES 2 

Durée : 4 heures 

MPM207 

Les calculatrices sont autorisées. 

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

introduction 

Dans tout ce problème, les espaces vectoriels seront des W-espaces vectoriels. On appelle algèbre tout 
R-espace vectoriel A qui est muni d’une opération interne nommée multiplication ou produit. Cette 
multiplication est associative, et vérifie la propriété de distributivité : 

VUEA,VbEA,VCEA, a(b+c)=ab+uc, (b+c)a=ba+cu 

ainsi que : 
Vu E A,Vb E A,VX E Ri, u(Xb) = (Xa)b = X(ub) 

On suppose de plus qu’il existe un élénknt noté 1 ou l* et appelé élément neutre pour le produit, tel 
que : 

va E A, a1 = lu = a 

Enfin si cette multiplication est commutative, l’algèbre est dite commutative. La dimension d’une 
algèbre est sa dimension en tant qu’espace vectoriel. Une sous-algèbre de A est un sous-ensemble 
non vide de A qui est lui-même une algèbre (pour les mêmes opérations) et qui possède le même 
élément neutre que A. Pour que Il% soit une sous-algèbre de A, il suffit que ce soit un sous-espace 
vectoriel de A, qu’il contienne 1 et que : 

Vb E Fi%, ‘db’ E B, bb’ E B 

On appelle morphisme d’algèbre entre deux algèbres A et B, toute application linéaire f de A dans 
B qui vérifie en plus : 

Vu E A,Vu’ E A, f(au’) = f(u)f(u’) et f(lA) = lB 

Tournez la page S.V.P 
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Un morphisme d’algèbre qui est une bijection est appelé isomorphisme d’algèbre. On vérifie alors 
que son application réciproque est également un morphisme d’algèbre. On dira que deux algèbres sont 
isomorphes s’il existe un isomorphisme d’algèbre entre les deux. Dans tout le problème, n désigne un 
entier strictement positif. Dans ce cas, M,(R) est l’espace vectoriel des matrices carrées à n lignes et 
n colonnes et à coefficients réels ; c’est une algèbre pour les opérations habituelles. L’élément neutre 
pour le produit est la matrice de l’identité, notée In. La trace d’une matrice .A = (aij)i~iln est : 

l<j<n -- 

tr(*4) = 2 Clîi 
I=l 

C’est la somme des éléments diagonaux de la matrice A. Une matrice scalaire est une matrice de 
la forme X1,, où X est un réel. Une matrice diagonale est une matrice dont les éléments non diago- 
naux sont tous nuls. L’ensemble des matrices scalaires et l’ensemble des matrices diagonales forment 
chacun une sous-algèbre de M,(R). 
Ce problème étudie certaines propriétés des algèbres, et, en particulier, s’intéresse aux algèbres qui 
sont des corps, c’est-à-dire dans lesquelles tout élément non nul admet un inverse pour le produit. 

1. Étude d’un exemple 

1. Soit -4 une matrice quelconque de .N2 (R). Vérifier que : 

.A2 - tr(.A)-A + det(A)I2 = 0 

2. Soit A une matrice non scalaire ; on note A l’ensemble 

A = {M E M2(lR)I ~(CL, b) E lR2, M = a12 + bA} 

Vérifier que A est une algèbre de dimension deux, sous-algèbre de M2(IR.). 
3. Montrer que A contient une matrice B telle que 

B2 = -12 si, et seulement si, (tr A)2 < 4 det A 

4. Vérifier qu’alors I2 et B forment une base de A et en déduire un isomorphisme d’algèbre entre 
A et le corps @ des nombres complexes. 

5. On suppose que A est non scalaire et vérifie : 

(tr A)2 = 4 det A 

Déterminer toutes les matrices de A telles que k12 = 0, et en déduire que A n’est pas un corps. 
6. Soit B une matrice non scalaire de M2(R). On lui associe l’algèbre Il% comme dans 1.2. Dé- 

montrer que si A et B sont semblables, A et B sont des algèbres isomorphes. 
7. On suppose que A est telle que : 

(tr A)2 > 4 det A 

Vérifier que A est diagonalisable de valeurs propres distinctes. En déduire que A est isomorphe 
à l’algèbre des matrices diagonales. Est-ce que A est un corps ? 
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II. Quelques résultats généraux 

Soit ID une algèbre de dimension finie n. 

1. Soit a un élément de lID,~démontrer que l’application 4, définie par : 

4L :ID -+ ID 
x i-i+ ax 

est un endomorphisme de l’espace vectoriel ID. 

2. On note 2%’ une base de ID. 
MatB(4,) désigne la matrice de l’endomorphisme c$, dans la base 9. Démontrer que l’appli- 
cation : 

9 : ID + Mn(R) 
a + M%d~~) 

est un morphisme injectif d’algèbres. Vérifier que 9(ID) est une sous-algèbre de M,(R) et en 
déduire que III est isomorphe à une sous-algèbre de M,(R). 

3. On suppose que IID = @, corps des nombres complexes. On munit @, considéré comme IR- 
espace vectoriel, de la base 99 = (1, i). Pour tout nombre complexe z = a + ib, (a et b réels), 
écrire la matrice Matg (4,). 

4. Soit maintenant A une sous-algèbre de Mn(R). On s’intéresse à quelques cas où on peut affir- 
mer que A est, ou n’est pas, un corps. 

(a) On suppose que A contient une matrice non scalaire ,4 qui a une valeur propre réelle A. 
Montrer que A ne peut pas être un corps. On utilisera une matrice bien choisie, combinai- 
son linéaire de In et de A. 

(b) En déduire que si A contient une matrice diagonalisable ou trigonalisable non scalaire, 
elle ne peut pas être un corps. 

(c) On suppose que A est intègre, c’est-à-dire que : 

VAEA, VBEA, AB=O*A=OouB=O 

Montrer que, si A est une matrice non nulle de A, l’application C$A : X F+ .4X est un 
isomorphisme de l’espace vectoriel A. En déduire que A est un corps. 

III. L’algèbre des quaternions 

On suppose qu’il existe deux matrices il. et B de M,(R) telles que : 

Lt” = -In, B2 = -In, AB+BA=O (*) 

1. Démontrer que n ne peut pas être impair. 

2. Démontrer que le sous-espace vectoriel W engendré par les matrices In, A, B et AB est une 
sous-algèbre de AA n (IL?). 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Lorsque t, z-. y et 2 sont des réels, calculer le produit : 

(Un + XA + yB + z.4B)(tIn - x.4 - yB - ZAB) 

4. En déduire : 

(a) que les quatre matrices In, -4, B et ilB sont indépendantes et forment une base de W ; 

(b) que TtlI est un corps. 

5. On suppose dans toute la suite du problème que n = 4 et, en notant J la matrice J = 

et 0 la matrice nulle de M2(IR), on définit les matrices .4 et B de Mq(R) par : 

A= (0 oJ> B= (;2 -2) 

On pose également C = .4B. 

(a) Vérifier que les matrices A et B satisfont la condition (*). On appellera donc HI le sous- 
espace vectoriel de M4(R) engendré par 14, A, B et C = AB. Ses éléments sont appelés 
quaternions. La base (14, A, B, C) de I;II sera notée B’. 

(b) Soit A{ une matrice non nulle de W, vérifier que ‘114 E HI; quel lien y a t-il entre AP’ et 
%!Y ? 

IV. Les automorphismes de l’algèbre des quaternions 

1. On appelle quaternion pur un élément Al de W tel que A4 = -tM. Vérifier que l’ensemble 
des quaternions purs est un R-espace vectoriel de dimension trois et de base %? = (A, B, C). 
On le note IL. Est-ce une sous-algèbre de IHI ? 

2. On munit IL de la structure d’espace vectoriel euclidien telle que la base % soit orthonormée. Le 
produit scalaire de deux éléments M et N de IL est noté (M(N), la norme de M s’écrit (IM((. 
Vérifier que : -. 

;(MN + NM) = -(M(N)& 

3. Montrer qu’un quaternion est pur si, et seulement si, son carré est une matrice scalaire de la 
forme XI4 où X est un réel négatif. 

4. Soit $ un isomorphisme d’algèbre de HI dans lui-même. Démontrer qu’il transforme tout qua- 
ternion pur en un quaternion pur de même norme, et que la restriction de 4 à IL est un endomor- 
phisme orthogonal. 

5. Soient M et N deux quaternions purs. On veut démontrer que si A4 et N ont même norme, 
alors il existe P E W, non nulle, telle que : 

M = P-‘NP 

(a) Commencer par examiner le cas où M et N sont colinéaires. 
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(b) On suppose maintenant que A4 et N ne sont pas colinéaires. Vérifier que si A4 et N ont 
même norme : 

et en déduire une ‘matrice P non nulle telle que A4P = PN. 

6. Montrer qu’alors, si on écrit P = ~11~ + Q, avec Q réel et Q E IL, Q est orthogonal à A4 et à N. 

7. En déduire que tout isomorphisme d’algèbre 4 de W dans lui-même est défini par : 

(i(M) = P-lMP 

où P est un élément non nul de W. On pourra observer qÙ’un tel isomorphisme est déterminé par 
l’image de A et de B, et commencer par chercher les isomorphismes qui laissent A invariante. 

Fin de 1 ‘énoncé. 
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PS1 

PSIM104 

MATHEMATIQUES 1 

Durée : 4 heures 

Les calculatrices sont autorisées. 

*** 
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

Cette épreuve comporte deux problèmes totalement indépendants l’un de l’autre. 

PROBLEME 1 

Dans ce problème, on désigne par : 

E la fonction partie entière, 

f;‘intervalle ]O,+ca[ , 

CA, l’ensemble des applications continues par morceaux de R+ dans R qui 

vérifient la condition : pour tout t E R+ If( )I t St. 
I 

Si f E et cl49 x E I = ]o,+oo[ , on considère t) =/emxtf(t) dt .\ 

Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés e . 

Préliminaire - Etude de deux fonctions : 

On considère pour x E R et n E N : u,(x) = emnx et v,(x) = nemnx . 

P.l/ Déterminer l’ensemble de convergence simple D de la série c un (x) (resp. D’ 
n20 

de la série C ‘n Cx) )- 
n21 

On note désormais gCx> = f?J un Cx) pour x E D et h(x) = f v, (x) pour x E D’. 
n=O n=l 

Tournez la page S.V.P. 
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P.2/ Expliciter g(x) pour x E D. 

P.3/ Etablir (en la justifiant) une relation entre les fonctions g et h. 
En déduire l’expression explicite de h(x) pour x E D’. 

l/ Une étude de Jt . 

l.l/ On considère la fonction f0 définie sur R+ par f,(t)= t * 

Montrer que si XEI alors l’application t l-3 e-xtfo(t) est intégrable sur R+ et 

expliciter &(x) = je-xffo(t) dt . 

Rf 

1.21 Vérifier que si f E cl% et si x E I , alors la fonction qx :tHe -“f(t) est 

intégrable sur Rf . 

Ainsi, lorsque f E cl% , la fonction F : x H je-*‘f(t) dt est bien définie sur I et on 

R+ 

note désormais F = . 

1.31 Soit f E CA, etF= . X(f) 
1.3.1/ Déduire de ce qui précède que xF(x) admet une limite que l’on précisera 

lorsque x tend vers + 00 . 

1.3.21 On suppose de plus que f est continue sur R+ . Montrer que la fonction 

F est de classe e ’ sur l’intervalle 1. 

21 Exemple 1 : fonction partie entière. 

On considère dans cette question la fonction fi définie sur R+ par fi (t) = E(t) (partie 

entière de t) et soit FI = Qf ) 1 , 

2.11 Vérifier que la fonction fi appartient à l’ensemble CA, . 

2.21 Montrer que la fonction FI peut s’exprimer à l’aide de l’une des deux fonctions 
g ou h , et expliciter F,(x) pour x E 1. 

31 Un deuxième exemple. 

On considère dans cette question la fonction f2 définie sur R+ Par 

f,(t) = E(t) + (t - E(t))2 et soit F2 = de(f2). 

3.1/ Montrer que la fonction f2 appartient à l’ensemble CA9 . 
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3.2/ La fonction F2 est-elle de classe e ’ sur l’intervalle I? 

3.3/ Indiquer l’allure du graphe de F2 sur l’intervalle I. 

3.4/ Expliciter F2(x) pour x E 1. 

PROBLEME 2 

Dans tout ce problème, y1 E N* ; si (p, q) E N2 avec p I q on note [[p, q]] l’ensemble 
des k E N tels que p I k I q . 

On désigne par : 
m n+l (R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n + 1 à coefficients dans R, 

0 n + 1 l’ensemble des matrices orthogonales de m, + 1 (R) , 

D n+l l’ensemble des matrices diagonales de m,,, (R) ; 

si A4 E HZn+l(R) on note : 

M = ~~i,j) avec (i, j) E [[l, n + l]] x 11, n + l]] , où ~i,j désigne l’élément 

de la i-ème ligne et de la j-ème colonne de la matrice A4, 

Mt la matrice transposée de M, 

det A4 le déterminant de M, 

f,,,, l’endomorphisme de Rn+’ dont la matrice dans la base canonique de Rn+’ 
est la matrice M, 

iv* la transposée de la comatrice de M (on rappelle la relation 

MM* = M*M = (det M)I,+, , où In+l désigne la matrice unité de m,+,(R)). 
Etant donné deux éléments de Rn : a = (q,~z~,...,a, 1 et b = (4, b,, . . . , b,) , on 

associe au couple (a, b) 1 a matrice A, (a, b) E m,+, (R) définie par A, (a, b) = (ori,j ) avec 

ai, j = 0 lorsque Ii - jl # 1 

ai+l,i = ai 7 ai,i+l = bi pour i E [[l, n]]. 

Tournez la page S.V.P. 
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Par exemple pour y1 = 2 U=(q,q , 1 b = (61, b, ) 

Pour n E N* , n fixé, on note !?, l’ensemble des matrices A, (a, h) pour (a, h) E (Rn p. 

On se propose d’étudier quelques propriétés des matrices A, (a, h) et de l’ensemble t n . 

PARTIE 1 

Etude de ;P , 

Soit c , l’ensemble des matrices A, = A, (al, bl) = 0 4 

( 1 a1 O 
pour al~R et b,ER. 

---y soit G = A,(l,O) H = A,(O,l) 

Calculer G2, H2, GH, HG. 

L’ensemble ;e , est-il stable pour la multiplication ? 

-w( Expliciter l’ensemble ;o l n 0, (c’est à dire l’ensemble des matrices de ;o l qui sont 

orthogonales). 

1.31 Montrer que toute matrice A = A, (a,, b, ) appartenant à ;o t peut s’écrire sous la forme 

;o A = UA avec U E 1 n 0, et A E D2 ; préciser le nombre de décompositions. 

1.41 On considère une matrice A = A,(a,,b& E,. 

1.4.1/ On suppose albl # 0. Justifier l’existence de A -’ ; la matrice A-’ appartient- 

elle à E , ? 

1.4.21 La matrice A est-elle diagonalisable dans ?7Z2 (R) 

- lorsque albl < 0 ? 

- lorsque albl > 0 ? 

1.4.31 On suppose que albl = 0 . Donner une condition nécessaire et suffisante portant 

sur a1 et b, pour que la matrice A soit diagonalisable dans m2 (R) . 
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1.51 On considère deux matrices de y: , : 

K=(x 0) L=(f 0) avec (x,y,z,t)~R~ 

X.5.1/ Les deux matrices K et L sont-elles semblables dans HZ2 (R) lorsque 
xy f zt ? 

1.5.2/ On suppose que xy = zt f 0. 

Les deux matrices K et L sont-elles semblables dans m2 (R) ? 

PARTIE II 

Etude de t n 

Pour YE E N*, soit a=(a,,a2 >..., a, ER”, > b = (b1,b2,...,b,)~ Rn ; danslebutde 

simplifier, on notera 4 (aY b) ou simplement d, le déterminant de la matrice A = A, (a, b). 

II.l/ Calcul de d, . 

h.l.,?/ Calculer d, . 

Ik1.2/ Pour yt 2 3 exprimer d, fonction de a,, b, et d,-, , 
\ 
11.1.3/ Quelle est la valeur de dzp pour p E N* ? 

“-t 
.4/ Calculer d2p+l pour p E N , en fonction des ai et des bi , i E [[1,2p + l]]. 

11.2/ Liens entre r n , On+l et Dn+l . 

--=? .l On suppose qu’il existe upe.matri-ce U E t ------__ It n On+, . Soit A E Dn+l , on pose 
I 

A=UA; vérifier que A E t Il et 4ud 
\ 

A’A E Dn+, .I:/ 

11.2.2/ Soit A E ;o 
+------- i 

2p ; existe-t-il cJE 2: n02p+1 et t A E D2p+l telles que 

A=UA? 

11.2.3/ Pour y1 = 3 on considère la matrice A = A, (a, b) E t3 avec a = (1,3,5) 

b = (2,4,6). Existe-t-il U E 3 n 0, et A E D, telles que ;-. A = A3(a, b) = UA ? 

Tournez la page S.V.P. 
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11.2.4/ On suppose que n = 2p + 1 et que 

--l 
. 4.1/ Quelles sont les valeurs possibles pour al, b, , a2 , b2 ? 

--.. 

1%4.2/ Préciser l’ensemble t 2p+l n 02p+2 et son cardinal. 

11.2h/ Soit A E t 2p+l telle que AtA E D2p+2 et det A + 0. Montrer qu’il 

existe U E t 2p+l n 02p+2 et A E D2p+2 telles que A=UA. 

11.3/ Matrices symétriques de t n . 

On considère dans cette question la matrice A = A, (a, a) pour a E Rn . 
11.3.U Justifier l’affirmation : 

Pour tout a E Rn la matrice A est diagonalisable dans m,+l (R). 
n+l 

Si aj , j E [[l, n + l]] désignent les valeurs propres de fA, préciser la valeur de c 1i . 
j=l 

11.3.2/ Pour (x, y) E Rn+* , on note < X, y > ( Y le produit scalaire euclidien canonique 

de x et y. On associe à A = A, (a, a) la forme bilinéaire f$?A (notée simplement p ) 

définie par : 

pour tout (x, y) E R ( n+l)Z v)(x,Y)=<x&hb* 

La forme bilinéaire 9 définit-elle un produit scalaire sur R n+l ? (on pourra considérer 

9(x, x) pour x vecteur propre de l’endomorphisme fA ). 

11.41 Comatrices et ensemble t n . 

h$.l/ Montrer que pour toute matrice A = A, (a,, b, ) E t l la matrice A* est élément 

de l. ;o 

Dans la suite on suppose que n 2 2. 

h4.21 Si A E ??,, n On+, la matrice A* appartient-elle à t n? . 

11.4.3/ Existe-t-il un entier y1 2 2 tel que pour toute matrice A E t n la matrice A* 

soit élément de t n? 

Fin de l’énoncé. 
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poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

*** 

On désigne par N l’ensemble des entiers naturels, par N* l’ensemble N privé de 0, par Z 
l’ensemble des entiers relatifs, par Q l’ensemble des nombres rationnels et par R l’ensemble des 
nombres réels. 

Etant donné un entier naturel n, on note [[0, n]] 1 ‘ensemble des entiers naturels k tels que 
Olkln. 

Cette épreuve comporte trois parties. 

Dans la première partie, on étudie les solutions développables en série entière d’une équation 
différentielle. 

Dans la deuxième partie, qui est indépendante de la première partie, on étudie des suites numériques 
définies par des relations de récurrence. 

La troisième partie utilise les résultats des parties précédentes pour obtenir un encadrement de 
1 

- 
th(l) 

par des nombres rationnels (th désignant la fonction tangente hyperbolique). 

Tournez la page S.V.P. 
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PARTIE 1 

Pour n E N , on considère les équations différentielles (E, ) x2y” + ( n - n2 - x2 y = 0, où x 
désigne une variable réelle et y = y (x) une fonction deux fois dérivable. 
On remarque que (Eo ) et (El ) sont les mêmes équations. 

1.1. On prend n = 0 et on étudie l’équation différentielle (EO). 

1.1.1. Déterminer les solutions de (EO) sur chacun des intervalles ]- oo,O[ , ]o,+co[. 

1.1.2. L’équation (EO) a-t-elle des solutions sur R ? 

1.2. On prend n 2 2 et on suppose que l’équation différentielle (E, ) a une solution 

développable en série entière y(x) = 2 ukxk , de rayon de convergence R > 0. 

1.2.1. 

1.2.2. 

1.2.3. 

1.2.4. 

1.2.5. 

1.2.6. 

k=O 

Calculer u. et ul. 

Pour k 2 2 , donner une relation entre Uk et Uk-2 . 

Calculer les coefficients Uk p our k E [[O,n-11. 

Pour p E N , calculer les coefficients un+2p+l. 

Peut-on calculer 24, ? On justifiera la réponse. 

Déterminer le rayon de convergence R de la série entière. 

Pour k et n dans N , on note ck n = 
2n(k+n) ! 

et on considère les fonctions 7 
k ! (2k + 24 ! 

qn définies pour x réel par p,(x) = z Ck,nx2k+n lorsque la série converge. 
k=O 

1.3. 
1.3.1. Exprimer qo(x) et q1 (x) à l’aide des fonctions usuelles. 

1.3.2. Montrer que les fonctions qn sont indéfiniment dérivables sur R. 
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1.4. 

1.4.1. Calculer le quotient 
Ck,n+l 

Ck,n 

1.4.2. En déduire l’expression de ck,n - (2~ + 1) Ck,n+l en fonction de k et de 

Ck,n+l * 

2n + 1 
1.4.3. Pour x f 0 , exprimer qn (x) - - qn+l (x) en fonction de pn+2 (x). 

X 

1.4.4. On admet que pour tout n E N , la fonction q, est solution sur R de 
+oO 

l’équation (En). En reprenant la notation de 1.2, on écrit qn (x) = u(x) = c ukxk . 
k=O 

Quelle est la valeur de u, ? 

1.5. Dans cette question on suppose x f 0 . 

1.51. Montrer que pour tout n E N , on a qn (x) z 0. 

Pour n E N et x;tO ,ondéfïnit y,(x)= Pn (4 

%+1(X)’ 
Dans la suite de la question, on pourra 

utiliser 1.4.3. 

1.52. On suppose 0 < x I 1 , montrer l’inégalité yn (x) > 1 . 

2n + 1 1 
1.53. Montrer la relation y,, (x) = -+ 

X Yn+l(x)’ 

PARTIE II 

On note S l’ensemble des suites a = (a,)nEN vérifiant : a0 E Z et pour tout 

n21 , anEN*- 

Etant donné une suite a = a, ( > ncN de S , on définit les suites (Pn)nEN et ( ) qn ~EN par: 

Po = q 9 p1 = a+q + 1 , 40 = 1 , 41 = q 

puis, pour n 2 2, par : 

pn = anPn-l + Pn-2 et qn = a,q,-1 + h-2. 

Tournez la page S.V.P. 
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11.1. Montrer que pour tout n E N on a qn 2 n . 

11.2. Relations entre les p,, et les qn. 

11.2.1. Pour n 2 1 , calculer pnqnml - qnpnml. 

11.2.2. Pour n 2 2 , calculer pnqne2 - qnpnv2. 

Pour n E N ,ondéfinit x, =fi. 
qn 

11.3. Etude de la suite (x, )nEN . 

11.3.1. Pour IZ 2 1 , calculer x, - xnml et pour n 2 2 , calculer x, - xnV2 en 

fonction des ak et des qk . 

11.3.2. En déduire que les suites (ICON )nEN et (x~~+~ )neN sont adjacentes. 

11.3.3. On note Q! la limite de la suite ( > x, nEN. On se propose de démontrer par 

l’absurde que Q est un nombre irrationnel. 

En supposant que CZ=~EQ, avec ~EN*, et en utilisant l’encadrement 
d 

d 
0 < a - x2,, < x2n+l - x2,, , déterminer un entier k, vérifiant Ock,<-. En 

q2n+1 

déduire que a n’est pas rationnel. 

Soit A E N* un entier naturel non nul fixé ; on considère la fonction f définie pour tout t réel 

par f(t) = t2 - ilt - 1. 

11.4. Etude de la fonction f: 

11.4.1. Tracer le graphe de la fonction f sur l’intervalle [- 1, A + 11. 

11.4.2. On note rl et r2 , avec t-1 < r2 , les deux racines de fi Déterminer le signe 
et la partie entière de chacune des racines. 

11.5. Pour tout II E N , on prend a,, = A et on considère lasuite a = a, ( ) nEN. 

11.5.1 pour i E [[0,3]] , calculer pi, et qi. 

11.5.2. Pour n 2 1 , exprimer qn en fonction des pk pour k E N . En déduire une 

expression de x, en fonction des qk pour k E N. 

11.5.3. Exprimer qn en fonction de r-1 , r2 et II. 
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11.5.4. Déduire des questions précédentes une expression de x,, en fonction de 1-1 , r2 
et 12. 

11.5.5. En déduire la valeur de la limite a de la suite (xn)IIEN en fonction de Y[ et r2. 

11.56. On prend ;1 = 3. Calculer qn pour n E [[0,6]]. En déduire deux nombres 
rationnels qui encadrent a à 10e4 près. 

PARTIE III 

Etant donné une suite de nombres réels (6, )nEN , telle que pour tout ut 2 1 on ait b, > 0 , on 

définit la suite dont le terme général d’indice yt est noté 11 b,,b,,..., b, ] par : 

[&]=&~,[h~,b~]=h~ .$,puispouratl, b0 ,..., b,,b,+l 1 i = b, ,..., b,-,,b, +-+ . 
n+l 1 

En particulier [ bo,bl,b2 ] = [b,,,, +;]. 

111.1. Soit a = (a,)nEN un élément de S . On lui associe les suites (P~)~~~, (qn)HEN et 

( ) x, nEN définies dans II. 

111.1.1 Ecrire [a,, gl] et [a,, al, a21 sous forme de fractions en fonction des ai. 

III.1.2 On suppose que, pour un entier n 2 2 fixé, on a [ao, . . . , a,] = Pn. 
qn 

Quel nombre rationnel obtient-on en remplaçant dans [ ao, . . . , auml, a, , le terme 1 a, par 

l ? a, + - 
a,+l 

111.1.3 Montrer que pour tout n E N on a [ ao, . . . , a,] = x, . 
1 

111.1.4 Pour y1 E N* , montrer [ao, . . . , a,,] = a0 + 
[ q, . . . , a, 1’ 

Dans 11.3, on a montré que la suite (x~)~~~ converge vers un nombre irrationnel a. On note 

a = [ ao,al,... 1 et on note F l’application de S dans l’ensemble des nombres irrationnels 

définie par : F(a) = a = [a,,a,,...] . On admet que F est smjective. 

Tournez la page S.V.P. 
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111.2. Soit a un nombre irrationnel et soit a E s une suite telle que a = ~(a) = [ao, a1 , . . .]. 

111.2.1 Comparer x0, x1 et a. En déduire que a0 est la partie entière de a. 

111.2.2 Pour k E N, on note ak = [ uk, uk+l, . . . 1. Montrer l’égalité a = a0 = a0 + -L . 

111.2.3 Décrire un algorithme qui donne la suite (u~)~~~. En déduire que F est 

bijective. 

111.2.4 On prend a=& et on note a =bJ&J ES la suite vérifiant 

F(u) = J3. Calculer ~0,~1,~2,~3 et exprimer al, a2, et a3 en fonction de a. 

Déterminer la suite a = (u,)~~~ . 

III.3 Soit /EN*. On note th la fonction tangente hyperbolique. 

111.3.1 Déduire des parties précédentes qu’il existe une suite UES telle que 

F(u) = -!-- 

0 

et expliciter les termes de cette suite (on pourra utiliser les résultats du 1). 

th L 
P 

111.3.2 On choisit ,u = 1. Pour n E [0,4]] donner le tableau des entiers u, , p,, , qn. 

1 
En déduire deux nombres rationnels qui donnent un encadrement de - 

w 
à 10a près. 

Fin de l’énoncé. 
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N.B. : Le candidat attachera la ylus grande importance à la clarté, à la précision et à la conci- 
sion de la rédaction. 

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la signa- 
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les ruisons des initiatives qu ‘il a 
été amené à prendre. 

**** 

Notations 

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux à 1. IK désignant le corps des réels ou celui des 
complexes, on note ,Wn,p( IK) le K-espace vectoriel des matrices à coefficients dans IK ayant r1 lignes 
et 1-> colonnes. Lorsque p = 71, , ‘M n,n ( IK) est noté plus simplement ,I4, (IK) et est muni de sa structure 
d’algèbre, Z, représentant la matrice identité. 

O,,, désigne la matrice nulle de M,,,( IK) et 0, la matrice nulle de .M,(IK). 
GL,( IK) désigne l’ensemble des matrices inversibles de M,( IK) et 7,( ES) l’ensemble des ma- 

trices carrées d’ordre n triangulaires supérieures à éléments dans IK. 
Tout vecteur x = (TC;)~<~<~ de IV est identifié à un élément S de ,Mn,i( IK) tel que l’élément -- 

de la jème ligne de X soit I;. Dans toute la suite, nous noterons indifféremment X = (~-~)~<i<~ un -- 
élément de M,,1 (K) aussi bien que le vecteur de IK” qui lui est associé. 

Pour A = (aij)i<;<, 1737p dans dK,p(W et X = (G)I+S~ dans IK’, on note (AX); le coefficient de 
-- 

la jème ligne de AX. 
Pour toute matrice A de M n(l.K), on note Sp( -4) l’ensemble des valeurs propres complexes de A 

et on appelle rayon spectral de A le réel p(A) défini par : 

Conformément à l’usage, on note IV, la norme définie sur <c” par : 

Tournez la page S.V.P. 



On qualifie de norme matricielle toute norme 9 définie sur ,$titln( W) vérifiant la propriété : 

,z/r,,( IK) étant de dimension finie, on rappelle qu’une suite de matrices (&,.)kE~,q de .‘M,,( IK) 
converge vers une matrice &A de ,M,, (IK) si et seulement si la convergence a lieu dans .AA ,I ( W) muni 
d’une norme quelconque. 

Partie 1 

Une matrice A4 de ,M,,(W) est dite trigonalisable si et seulement si il existe 1’ E (;1,,,( W) et 
7’ E 7;, ( W) tels que 1’ = Z-‘-l :ZZ’. 

1.1 Pour 1) fixé, on suppose que toute matrice de ,W ,2 (c) est trigonalisable et on considère une 
matrice :II de ,kfT2+, (Cc). 

a) Montrer que ,il admet au moins une valeur propre. 
b) Soit X une valeur propre de -21. Montrer qu’il existe Q t (:!,ri+l ((c), 1, E .2/1,,,,(cC) et 

A- t ,ti,(cC) telsque : 

c) En déduire qu’il existe II E G’L,,( Cc) et ,9 E ‘r,(c) tels que : 

d) On pose R = Montrer que H est inversible et exprimer R-i. 

e) Calculer R-‘Q-‘:VQR et en déduire que ,\I est trigonalisable. 
1.2 Déduire de la question précédente que pour tout ~1 entier supérieur ou égal à 1, toute matr 

de M,(C) est trigonalisable. 

1.3 Soit la matrice G = 

a) La matrice G est-elle diagonalisable ? 

-ice 

b) On note t3 = ( el: e2, e3) la base canonique de <c3. Montrer que G admet un unique vecteur 
propre u dont la première composante dans la base B est égale à 1 et vérifier que Bi = (21, e2, es) est 
une base de (!?. 

c) On note Q la matrice de passage de B à B1. Calculer Q-‘GQ et en déduire, en s’inspirant 
de la méthode décrite aux questions 1.1 et 1.2, P E C;L,(C) et T E ‘&(C) telles que P-IGP = 7’. 

1.4 Soit A E M,(C). Si T est une matrice triangulaire supérieure semblable à -4, que représen- 
tent les éléments diagonaux de T ? 

1.5 Soit S = ( siJ ) et T = (t;, ) deux matrices triangulaires supérieures de M,(C). 
a) Montrer que ST est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux 

sont siltll, s22t22.. . . . s,,t,,. 
b) Pour k E W, quels sont les éléments diagonaux de 1’” ? 

1.6 Montrer que pour toute matrice A4 de $t ,,( Cc), p( 4”) = [p( -4)]“. 
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1.7 Montrer que l’application I) : .M,(C) + IR , A = (alj) + 1<2 ~<n max la;,1 est une norme sur 

A4,,(C), mais n’est pas en général une norme matricielle sur .M,(C). - ’ - 
1.8 En admettant l’existence de normes matricielles sur ,U,( C) (la suite du problème montrera 

effectivement cette existence), montrer que pour toute norme :Y définie sur M,(C), il existe une 
constante C’ réelle positive telle que : 

1.9 Soit ( 4k)kC;\j une suite de matrices de ,M ,,( C), A4 E M,,(C) et P E L’L,( C). Montrer que la 
suite (Ak)kE~ converge vers A si et seulement si la suite (P-‘&P)k~-; converge vers Fl~11’. 

1.10 a) Soit T = x /’ 
( > 

o x un élément de ,UJC). Pour tout k E TV, calculer Tk et en déduire 

que la suite ( Tk)kCfl * converge si et seulement si (/A/ < 1) ou (A = 1 et l-1 = 0). 
b) Soit .4 E ,W,(C) diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les 

valeurs propres de A pour que la suite (.?“)k,:j soit convergente. 
c) Soit .4 E A4,(C) non diagonalisable. Montrer que la suite ( .-ik)kC;~ est convergente si et 

seulement si p(tl) < 1. Dans ce cas, préciser lim rl”. 
k->+CC 

d) Soit A,I E .M2(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur ~(~4) pour que la 
suite ( -.Zx‘)kE: f converge vers la matrice nulle. 

Partie II 

Soit .A = (~1~~) une matrice de ,M,,(C) et LY une norme quelconque sur C?. On pose : 

II.1 a) Montrer que pour tout X E CT : Y\~~(~~X) 5 AZT~:Y,(X). 
b) Montrer qu’il existe une constante réelle C’,a telle que : 

c) Montrer que l’ensemble ossède une borne supérieure dans R. 

On notera dans la suite : 
z’(k) = 

N( AX) 
SUP 

X’EIP \{O} X(X) 

d) Montrer que : K( A4) < hl.4. 
e) On reprend dans cette question la matrice G introduite en 1.3. Déterminer un vecteur X0 

de C? tel que Nw(Xo) = 1 et LATm(GSo) = 10. En déduire la valeur de z(G). 

II.2 Soit i. un entier compris entre 1 et 71 tel que 2 la,,j 1 = LU~. En considérant le vecteur E’ 
j=1 

de CY de composantes yj définies par : 
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Y, = & si nIo # 0 et ,y3 = 1 si aio = 0 

montrer que A1.., < .iYX,( .A) et en déduire ArX,( A4) = .ZI..1. 
II.3 Montrer : 

a) AY = 0 +===+ .A = O,,. 
b) VX c C. .?(A.\) 5 IXlAv(.A). 
c) En déduire: YA t Cc . .?(X.l) = IXi.?(.i). 
d) Vfj t M(C) . .\:(A + 1)) 5 .;-(-1) + -y(n). 
e) V -Y E C” . .\.( AS) 5 .\;( A).\.( .Y-). 
f) Déduire de ces résultats que .y est une norme matricielle sur ,M,,(@). On lui donne le 

nom de norme matricielle subordonnée à la norme A1T. 
II.4 a) En considérant une valeur propre X de _ 1 telle que 1x1 = o( A.l), montrer que : 

b) Donner un exemple simple de matrice A non nulle vérifiant ,CJ( .A) = :‘lTX (.,1). 
c) Montrer que si .-1 est nilpotente non nulle. on a l’inégalité stricte : 

/J(A) < x-t, 

11.5 Montrer que si lh .A” = 0,,, alors fj( .A) < 1. 
k++x 

Dans toute la suite du problème, on admettra que, réciproquement, si o( .1) < 1, alors 
lin1 :I’. = O,,. 

L++X 

II.6 a) Montrer que pour tout k entier naturel non nul : p( -4) 5 

b) Montrer que pour tout 0 E C, ~(0.4) = loj~j(~-1). 

c) Soit 5 > 0 et A? = 
.A 

p( ‘4) + 5. 
Vérifier que p( .-JE) < 1 et en déduire l’existence d’un 

entier naturel k5 tel que : 

d) En déduire lil& 

Partie III 

Une matrice L-2 de ,!4n,P(JR) est dite positive (resp. strictement positive) et on note A-1 > 0 (resp. 
A > 0) si et seulement si tous ses coefficients sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs). Si .A 
et B sont deux matrices de ,M,,,(R), on note *A > B (resp. z-1 < B, A > B, A < B) si et seulement 
si A - B 2 0 (resp. B - .-1 2 0, .-I - B > 0, R - A-1 > 0). 

Notons que grâce à l’identification de RC” et ,M,,l (R), on pourra parler de vecteur de R’” positif 
ou strictement positif. 
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III.1 Donner un exemple de matrice A montrant que les conditions -4 2 0 et L4 # 0 n’impliquent 
pas nécessairement z-I > 0. 

III.2 A, B, -A’, B’ désignent des matrices de .M ,, (R). 
a) Montrer que si 0 5 A 5 B et 0 < .A’ 5 B’, alors 0 5 .,1.,1’ < BU’. 
b) Montrer que si 0 5 _ 1 5 11, alors pour tout k E W*, 0 < .,1” < fi”. 
c) Montrer que si 0 5 ‘1 5 11, alors .c< (. 1) 5 .\l( !j). 
d) Montrer que si 0 < _ 1 5 /1, alors /j(. 1 J 5 /J( R). 
e) Montrer que si 0 < 1 < t-1, il existe <’ ~10. 1[ tel que .A 5 c.1) et en déduire II( .-1 j < /J( 11). 

III.3 Soit .,l une matrice positive de ,M,, (R) telle que la somme des termes de chaque ligne soit 
constante égale à o. Montrer que (t est valeur propre de _ 1 et que : 

//( .l) = 0 = .\., (-1) 

III.4 Soit A,l une matrice positive de .tl,) (IR). Pour tout i E { 1. . . . . ,l}, on note o, la somme des 
termes de la j’r”c ligne de -1 et o = ,I;I[~I, o,. On définit la matrice 11 = (bI,,) par /j = O,,, si o = 0 et 

0 
b,, = -Cl ,,,, si o > 0. Montrer à l’aide de la matrice 1) ainsi construite que : 

0, 

III.5 Soit z4 une matrice positive de ,tl,, (R) et .Y’ = ( .I‘, ) un vecteur strictement positif de lb%“. 
On note 11,. la matrice diagonale de .M Ti JR) ayant pour termes diagonaux .I’~. .T‘~: . . , J’,). Calculer 
les éléments de la matrice 11;’ _ II),. et en déduire : 

III.6 Soit ‘-1 une matrice positive de ,U,i(,IR). Montrer que si ..l admet un vecteur propre stricte- 
ment positif, alors la valeur propre associée est p( --l) et : 

Fin de l’énoncé 
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC 

MATHEMATIQUES 2 

Durée : 4 heures 

Les calculatrices sont interdites 

***fi 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 
la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d ‘énoncé, il la signalera sur 
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu ‘il a été amené 
Li prendre. 

**** 

Lu partie Wpeut être traitée indépendamment des autres. 

PARTIE 1 

Pour tout n E IN, on note P,, la fonction polynôme de la variable réelle x définie par : 

p,(x) = &$[k2 -Y] 

1.1 Donner une expression explicite des fonctions polynômes P, , P, , P, , P, . 

1.2 Exprimer PJ-x) en fonction de P,(x) . 

1.3 Calculer P”(O) et P’,,(O) . 

1.4 En effectuant de deux façons différentes le calcul de s[(x2 -l)‘+l] , montrer que l’on a : 

(1 - x2)PJx) - 2xPJx) + n(n + l)P”(X) = 0. 

1.5 Soit k un nombre entier compris au sens large entre 0 et n -1 . Préciser l’ordre de multiplicité 

de +l et - 1 en tant que racines de la dérivée d’ordre k de (x2 - 1)” . 
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En appliquant le théorème de Rolle aux dérivées successives de (A? - 1)” , montrer que P, admet n 

racines réelles distinctes, toutes comprises strictement entre -1 et +l . 

PARTIE II 

Soit f la fonction de deux variables réelles x , y définie par : 

f(xJ9 = $-&y? 

II.1 Représenter graphiquement l’ensemble (Dr des couples (~,y) E III2 en lesquels f(x,y) est 

définie. 

Soit G l’ensemble des couples (~,y) E R2 tels que 21ul.lyl + LX? < 1 . 

On admettra que l’on a sur & un développement en série de f de la forme : 

fky) = &Jy)x” CE) 
Il=0 

où les fonctions A, sont de classe LT , et que les dérivées partielles de f à tous les ordres, par 

rapport à l’ensemble des deux variables x et y , peuvent se calculer en dérivant terme à terme le 

deuxième membre de l’égalité (E) . 

II.2 

II.3 

II.4 

Représenter graphiquement l’ensemble & . 

Calculer A,(O) et A’,(O) pour tout n E tN . 

df af 11.4.1 Calculer xx(x,y) + (x - y)-$x,y) . 

En déduire que l’on a YA’~O>) = 0 , et pour tout n 2 1 , yA’, - A’,.,(y) = nA,b) (1). 
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11.4.2 Calculer as (1 - 2x-y +x2)$x, y) + (x - y)f(x,y) . 

En déduire que l’on a A,(y) -yA, = 0, et pour tout n 2 2 : 

~JY) - Qn - l)yA,-,(Y) + (n - UA,,-z(r) = 0 (2) 

11.4.3 En dérivant les relations obtenues à la question précédente, montrer que l’on a, pour 

tout n 2 1 , la relation A’,,(y) - YA’~.,(~) = nAn.,(y) (3). 

11.4.4 Déduire de ce qui précède que l’on a pour tout n E N : 

(1 -~“)A(Y) - 2yA;(y) + n(n + ~)A,(Y) = 0 . 

Exprimer A,(Y) en fonction de P,(y) pour tout y E ]- 1, + 1 [ . 

PARTIE III 

On considère les fonctions F , C et S des deux variables réelles x et 8 définies pour lxl < 1 et 

8 quelconque par : 

F(x,8) = 1 
C(x, e> = 

1-xcose 
S(x,@ = xsin0 

l-2xcose+x2 ’ 1-2xc0se+x2 ’ i - 2xc0se + ~2 - 

III.1 Pour x fixé tel que lxl < 1 , déterminer les développements en séries de Fourier 

~a,(x)cosn8 de C(x,@ et zb,(x)sin& de S(x,e) considérées comme fonctions de la 
n=O n=O 

variable 8. On montrera que C(x, 0) + iS(x, 0) = 
1 

l-xp . 

A-t-on les égalités C(x,e) = ga,(x)cos& et S(x,e) = gb,(x)sinnB pour tout couple (x,0) 
n=O n=O 

appartenant à l-1, +l[ X R ? 
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III.2 Déduire de la question précédente le développement en série de Fourier 

Km = 2 ( > u, x COS& de F(x,8) considérée comme fonction de la variable 8 , ainsi que le 
n=O 

développement en série entière F(x,@ = ~v,,(B)x” de F(x,@ considérée comme fonction de la 
ll=o 

variable x . 

III.3 Montrer que pour tout 8 E R on a ~p,(c0sey,,-,(c0se)= sin(n + i)e 
, cette dernière 

k=O sin e 

fonction de 8 étant supposée prolongée par continuité lorsque 8 est multiple entier de z . 

PARTIE IV 

Soit A un nombre réel non entier relatif. On considère l’équation différentielle linéaire en la fonction 

inconnue z de la variable réelle x , à valeurs réelles : 

(LA) (1 - x2)z”(X) - 2xz’(x) + a@ + l)z(x) = 0 . 

On se propose de déterminer les solutions de (La développables en série entière au voisinage de 0 . 

IV.1 Soit z(x) = F,,xn la somme d’une série entière de rayon de convergence non nul. 
n=O 

Déterminer la relation qui doit lier a,,+, et a,, pour que z soit solution de (L& . 

IV.2 En déduire l’expression de a,, pour tout n E IN . 

IV.3 Quel est le rayon de convergence des séries entières ainsi obtenues ? 

Fin de l’énoncé 
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Durée : 4 heures 

-~~~ 

Les calculatrices sont interdites. 

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la corzcision de la 
rédactiorz. 
Si wz candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le sigrzalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiutives qu’il a été arnellk ri 
prendre. 

Notations du problème 

Soit n un entier naturel non nu!, M,(W) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. 

Soit A =b,,l,s,5n un élément de M, (R ) . 
I<,S’i 

i indique ie numéro de ia ligne cie Ci 
Il’ 

,j indique le numéro de la colonne de CI 1 i 

On appelle trace de A et on note tr (A) le nombre réel tr(A) = 2 a, ( . 

‘A désigne la transposée de la matrice A. 
GL,, ( R) est l’ensemble des matrices carrées inversibles de M,, ( R ) 
1,, désigne la matrice unité d’ordre II. 
S,, ( R) est l’ensemble des matrices symétriques. 
A,, ( R’) est l’ensemble des matrices antisymétriques, c’est-a-dire telles que ‘A = -A. 

PARTIE 1 

1) Montrer que l’application tr est une application linéaire 

2) Soit A et B dans M,,( R ) 
Est-ce que l’on a tr(AB) = tr(A) tr(B) ? 
Montrer que tr(AB) = tr(BA). 

3) Soit P dans GL,, ( W i et A dans M,( R’). 
Montrer que tr(P .‘A P) = tr-(A) 

4) Soit A et B, 2 matrices semblables. 
Que peu-on dire de leurs polynômes caractéristiques ‘! 
Que représente fr-041 relativcrnent aux coefficients du polyn6rne caractér-istiquc P), (X) de A ‘? 
Retrouver ainsi le rCsultat de la quchtion 3). 

‘1’0ut-r1cY I;I [Mg” S.\‘.I’. 
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S) Existe-t-il des matrices A et B dans M,( R ) telles que AB - BA = 2 1 ,, ? 

6) Soit A E A,, ( R) . Montrer que tr (A) = 0. 

PARTIE II 

Soit A et B dans M,,( Ri. On définit < ,4, B > = tr(‘A.B) . 
1) Montrer que l’application 

M,(R)x M,(R) +R 
(A,B)+<A,B> 

est un produit scalaire sur l’espace vectoriel M,( R ). 

On considèrera l’espace vectoriel euclidien (M,(R) , < >) pour toute la suite et 11 A I/ = ,/=A > 

la norme associée. 

@n verifiera que I/ A 11’ = 2 2 a,‘, . 
/=; I=l 

2) Montrer que S,, (R! et A,, (R’j sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,,( ho), 

3, Soit S E $, (&Q et A E A ,, (LT). Montrer que <S,A> = 0. 

En déduire que A,, (LX?) = (S,, (JR) ) ’ est le supplémentaire orthogonal de S,, (&Q dans M,,( R 1. 

4) Soit AE M.,( R ) et A=A ‘+A ” l’unique décomposition de A selon la somme directe 

S,,(R@A,,(R’). Justifier que VM, ME S, (R) ,IIA-MII’ zIIA-A’I/ ‘. 

En déduire que 

inf 2 g( 
MES,,(R) ,=, 

a,, ,=, 

5) SoitJ‘la fonction de L@ vers R définie parf(x,y,z) = (1 - x)’ + (4 -- z)’ + (2 - y)’ + (3 - y)’ 
Montrer que Sa un minimum absolu que l’on calculera. On précisera en quel point ce minimum est 
atteint. 

6j Soit A, B, C dans M,,( L@ ) telles que ‘AA = ArA et ‘BB = B’B . 

Calculer /AC‘ - CBII’ et //‘AC - C’B/12. 

A l’aide de 1. 2) vérifier que 

II’AC - C’BI/Z -- IIAC - CB(12 = 0 

En déduire que (AC = CB) o (rAC = C’B) 
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PARTIE III 

L’objectif de cette partie est d’établir la propriété suivante par récurrence sur n. 
A(n): soit (St, S2, . . . . S,) un ensemble de p matrices carrées d’ordre n symétriques permutant 2 a 
2: 

H(i, j)E {l,..., p}‘,S, S, = Sj Si 
Alors il existe une matrice orthogonale R d’ordre n telle que 
Vi E {l,..., I>), fi -1 S, R soit une matrice diagonale. 

1) Que peut-on dire de la propriété pour n = 1 ? 

2) On suppose que n est supérieur ou égal à 2 et que la propriété est vraie jusqu’au rang (n- 1) 
Les mz:rices symétriques S 1, . , S, d’ordre n permutent 2 à 2. 

2.1) Que peut-on dire si toutes les matrices St, . . ., S, sont diagonales ? 

2.2) On suppose dans toute la suite que St n’est pas une matrice diagonale. Justifier l’existence 
d’un entier r, d’un réel h, d’une matrice diagonale A d’ordre n-r et d’une matrice orthogonale <11 

d’ordre II :els que : I<r<n-1, fit-‘Stat= [‘ir z ] où 0 désigne des blocs nuls et oit h nc 

figite pas 5u1 ia ùiagoriaie ùe A. 

2.3) Pour 1 I i 5 p, on écrit la matrice Qt-’ Si RI = A, *, ! 1 sous forrne de 4 blocs où A, est cmé 
D, c! 

d’ordre r et C, carré d’ordre n-r. 

Montrer que D, = ’ B, et que A, et C, sont symétriques. 

2.4) Pour 1 5 i I p, montrer que St Si = S, St ti iz 122 . 
ii I 

En déduire que B, et Di sont des blocs nuls. 

2.5) Montrer que V(i, j)~ {l,..., p}’ 

s, s,= s, s, e 

2.6) En appliquant l’hypothèse de récurrence à (A,, .,., L4p} et à (C,, . . . . C,} terminer la 
démonstration. 



3) On considère, les deux ensembles de matrices d’ordre deux {AI , A? , A3 > et {C, , C, , Cj > définis 
par : 

i 
5 
4 

Az= J? 
1 
-- 
4 

J3 
4 

-1 

7 
4 

3 

cz= i 2 

1 

? 

1 3 

T. 2 1 
3 1 

c.î= L 2 

-- 
l 32 -- - 
2 2 

3.1) Vérifier que ces deux ensembles vérifient l’hypothèse figurant dans A(n) au déblut. de 1~1 
partie III et donner un exemple de matrices orthogonales Q2 et L2’? telles que .Qz~‘A,Q7 et 
(Q2’z)-‘C,lrt’2 soient des matrices diagonales à préciser. 

3.2) Soit les matrices d’ordre 4 écrites par blocs S, = . lSi13. 

Donner une base orthonormée de J? ’ formée de vecteurs propres communs à SI, Sz, S3 c:t indique; 
les valeurs propres correspondantes pour chaque matrice. 

Fin de l’énoncé 
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI 

MATHEMATIQUES 2 

Durée : 3 heures 

Les calculatrices sont autorisées. 

NB. : Le candidur attucheru lu plus grunde importunce ù lu clarté, ù lu prr’cision et ù lu <wncision rlr lu 
rc;cluction. 
Si 1111 cundidur est umenr’ à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’hloncr’, il le signuleru sL(r su 
copie et devra poursuivre su composition en expliquant les raisons des iniriutives qu’il a e’t& umcwc; ti 
prendre. 

Le problème comprend quatre parties très largement indépendantes, autour de la Lemniscate de 
Bernoulli: étude d’une propriété angulaire et équation différentielle associée, représentation 
crraphique, calcul de l’aire et expression de la longueur à l’aide de diverses intégrales, algorithme dc 0 
calcul approché de la longueur par approximations polygonales. 

PARTIE 1 

Dans cette partie, on cherche des courbes planes r birégulières dont les tangentes satisfont à une 
condition angulaire. 
Les courbes seront définies par une équation polaire, p = f(O) où f’ est de classe Cm sur un 
intervalle J, relativement à un repère (0, i, j’) orthonormé direct du plan. On utilise les notations 

usuelles suivantes : 
ü(8) = cos(B)i + sin(0)j ; 

Le point M(8) décrit la courbe ; il est défini par OM (e)=p U (0). 

T(o) désigne le vecteur unitaire de la tangente en un point M(8) quelconque de la courbe r ; les 

angles de vecteurs a et V sont définis par a= (T,? (0)) et V = (U (O),? (0)). 

Les courbes cherchées sont celles pour lesquelles, pour tout 8, la tangente au point M(8) est 
orthogonale à la droite engendrée par le vecteur U (38). 

1. Vérifier que la condition imposée est équivalente à : k’8 E 1, V = 28 +t modulo n . 

2. En déduire que cette condition est vérifiée si et seulement si f est une solution non nulle de 
l’équation différentielle E : f’(O)cos2B + f(8)sin 28 = 0. 

Tournez la page S.V.P. 



3. 

4. 

De quel type est l’équation différentielle E ? Citer précisément le théorème de résolution 
correspondant à ce type d’équation (structure et expression de l’ensemble des solutions). 

Résoudre l’équation différentielle E sur l’intervalle 1 [ 2+2 
4’ 4 . 

On note ,th la solution de E sur - - 1 [ ,+n 
4 4 

qui vérifie la condition initiale ,fh(O) = h (h réel 

non nul), ct on note Ch la courbe d’équation polaire p = fh(0). Par quelle transformation 

geomctrique la courbe C, est-elle l’image de la courbe Ch (h et ~1 réels distincts non nuls) ? 

5. L’équation différentielle E a-t-elle des solutions non nulles définies sur tout l’ensemble Iw ? 

6. On admet que toute solution de E sur 1 [ - - ,+n 
4 4 

est développable en série enticre. 

6.1. Déterminer, par identification dans l’équation différentielle E. les termes de degrc infcricur 
ou égal à trois de la solution fi (telle que f,(O) = 1 ). 

6.2. Donner les développements limités en 0 à tout ordre de x H COS 2x- et de 11 H (Ii H)“‘, et 
retrouver les résultats de la question précédente par une autre méthode. 

6.3. Calculer les valeurs en 0 des trois premières dérivées de fi. 

PARTIE II 

1. Soit Ct la courbe d’équation polaire p = Ja pour 8 E 

orthonormé direct (0, i, 7) . 

dans le repère 

1.1. Étudier et représenter graphiquement la courbe C) (unité = 10 cm). Préciser les 

prolongements par continuité en 8 = ia et l’existence d’une demi-tangente en ces points. 

1.2. Déterminer et dessiner les points à tangente horizontale ou verticale. 

1.3. Déterminer et dessiner le repère de Frénet, ainsi que le centre et le cercle de courbure au 
point d’angle polaire 8 = 0. 

77 
2. Justifier la convergence de l’intégrale Z = 

J+ 
4 

-f &&. 

3. On définit la longueur L de Ct comme la limite, si elle existe, quand a tend vers f , de la 

longueur de la restriction de Ct à l’intervalle [- a,+a] c -a,+: Démontrer que L existe et 
1 I 

que L = I. 



4. Montrer que L peut s’écrire sous l’une des deux formes suivantes : 

J 

I 
4.2. L = 2 

cl14 

0 J1-u4 
(on pourra poser u = &z$ 1. 

5. Calculer l’aire A du domaine A intérieur à Cl en utilisant la formule A = 
JJ 

dxb\, et un passage 
A 

cn coordonnées polaires. 

PARTIE III 

1. Pour quelles valeurs des réels a et p l’intégrale t’i-‘(1 -r)B-‘tlt est-clic 

convergente? 

2. Vérifier que B(P,a) = B(a,/3). 

3. En posant r = sin’(O) , prouver que 

v(a,p) E ]o,+m[‘, B(a,P) = 2 J~~in~u-l(e)çOS2O-1odR. 
0 

4. Montrer que L = 

PARTIE IV : algorithmique 

Préciser quel est le logiciel de culcul formel que vous uvez étudié pendant votre préparcrtim 011 
concours et utiliser son languge pour la question 2. 

ii 

On se propose de calculer une valeur numérique approchée de L = 
J 

z- 4 
0 JGi$ 

par une méthode 

géométrique (approximations polygonales). 

1. Pour tout entier ~2 supérieur ou égal à 1, et tout entier k compris entre 0 et 12, on note ML le 

point de CI d’angle polaire 5, et L,, la somme des longueurs des segments Mi-,Mt pour k 

variant de 1 à II, c’est-à-dire L,, = 2 
k=l 

pour la norme euclidienne usuelle de iw’ 

1.1. Pour II = 1, calculer les coordonnées cartésiennes des deux points MA et M: , et dessiner le 

segment fW(!IM: . Calculer 2L1. 
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I .2. Pour II = 2, calculer les coordonnées cartésiennes des trois points MZ , et dessiner les deux 

segments M~I%~: et M~M~. Donner une valeur numérique approchée de 2L?. 

1 .?Y. Pour II = 4, dessiner les segments Mi-,M: pour k E { 1,2,3,4}. 

2. Écrire un algorithme (ou une procédure ou un programme) qui calcule et affiche les valeurs 
numériques approchées des premiers termes de la suite (2L2, )[EN, jusqu’au plus petit entier 

p > 1 vérifiant /2Lzr~~ - 2L2,, 1 5 10-3 . 

Fin de l’énoncé 
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PROBLEME 1 

On note 1 l’intervalle l-1, +a$ et on définit sur I la fonction f par : 

I 1 si x=0 

Partie 1 : Etude de f 

1) Montrer que la fonction f est de classe C’ sur 1. 

2) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur I et donner l’allure de sa courbe 

représentative (on pourra être amené à dériver deux fois la fonction x H (2x + 1) ln (1 + x) - x ). 

3) On définit sur I les fonctions g et h par : 

g(x) = 1 
h’rx’ si XE]--,l,+co[\(O) et h(X)= 1 

1 si x=0 
1+x 

a) Montrer que la fonction g est de classe C” sur I . 
En déduire que f l’est également. 

b) Préciser, pour tout n E IV, g(“) (0) et A(“) (0) 

c) En déduire que, pour tout y1 E IV, /“’ (0) = (- 1)” n ! z i . 

Partie II : Développement en série entière 

Le but de cette partie est de montrer que f est développable en série entière sur un intervalle à 
préciser. 

1) On considère la suite (u,, )>,t;N définie par : 

u. =1 

3 
2-L; =-- 

2 

I 3n-k1 r1 
i 
Vin 2 2, u,> =--u n-1 --u 

ntl n+l “-? 

a) Montrer que Vn E N, u,, =(-1)” 5;. 

b) Montrer que le rayon de convergence de la sirie entière 1 u,,x” est égal à 1. 



2) On considère l’équation différentielle : 

(E) x(x+ly y’+(x+1)(2x+l)y =1 

a) Résoudre (E> sur Il = ]-l,O[ et I, = ]O,+co[ . 

b) Montrer que (E) admet une unique solution sur 1, et que cette solution est f . 

c) Montrer qu’il existe une unique série entière - que l’on précisera - de rayon de 

convergence R > 0, et solution de (E) sur l--R, R[ . 

d) Déduire de ce qui précède que S est développable en série entière sur ]-l,l[ . 

Partie III : Calcul d’une intégrale 

A. 1) a) Etablir la convergence de l’intégrale impropre 

b) On note J sa valeur. Vérifier que J = 

2) Calculer, pour tout n E N* et pour tout réel x > 0, la somme Teeh . 
k=l 

3) Calculer, pour tout k E N* , l’intégrale impropre Jk = 1 Xe-“&. 
Jo 

4) Montrer que kfn E N*, IJ-$J+ c-g*. 

5) En déduire que J = 2 $. 
k=l 

(On pourra utiliser, après l’avoir démontré, le fait que la courbe de la fonction exponentielle 
se situe au dessus de sa tangente en son point d’abscisse nulle.) 

6) Déterminer n tel que z-$ soit une valeur approchée de J à 10-’ près. 
k=i 

(On ne demande pas de déterminer effectivement cette valeur approchée.) 

B. Soit 9 la fonction de la variable réelle x , périodique de période 2~) telle que 8(x) = X’ pour 

tout x dans [-K; X] . 

1) Déterminer la série de Fourier de B 

2) Justifier que B est somme de sa série de Fourier sur B . 

3) En déduire la valeur exacte de J . 
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PROBLEME II 

On munit ici R’ de sa base canonique B et on identifie : 

l Tout vecteur (x,~) de B2 à la matrice colonne V = 
X 

;:i 
de ses composantes x et y dans B . 

Y 
l Tout endomorphisme de Iw’ à sa matrice M dans B , ce qui donne un sens à des écritures 

comme ImM, KerM . . . 

Pour tout vecteur Y = et toute matrice A4 = 

des carrés des deux composantes de Y (resp. des quatre coefficients de A4 ) : 

p(V)=x’;y’ et c;l(M)=a2+b2+c2+dZ 

On note enfin T l’ensemble des matrices réelles M carrées d’ordre 3 vérifiant à la fois : 
l A4 est symétrique. 
l M est nulle ou est de rang égal à 1. 
l A4 a des valeurs propres positives ou nulles. 

Partie 1: Exemples de matrices appartenant ou Raton à T 

Etudier l’appartenance à T des trois matrices A , B et C définies par : 

Partie II : Etude des matrices appartenant à T 

1) T est-il un sous-espace vectoriel de A42 (3%) ? 

2) Pour tout vecteur Y = 
X (1 appartenant à R’, on considère la matrice carrée d’ordre deux 
Y 

M = Y ‘Y, où ‘V désigne la transposée de Y. 

a) Comparer y (A4) et [yî<v)]’ et montrer que il4 est nulle si et seulement si V est nul. 

b) Montrer que kW= y?(V)Y et que M’ = p(v)M . 

c) Déterminer en fonction de i;- les valeurs propres et les sous-espaces propres de A4 lorsque 
V*O. 

d) Etablir que, quel que soit V E ?Z_‘, A4 appartient à T 

3)On considère réciproquement une matrice A4 non nulle de T . 

a) Montrer qu’il existe un vecteur non nul X appartenant à IR2 tel que ImM = Vect (X) , 

puis un vecteur non nul Y appartenant à 3’ tel que A4 = X ‘Y. 

b) Montrer, en utilisant la symétrie de la matrice A/r : qu’il existe k dans R’ tel que Y = kX . 



c) Montrer enfin que k est strictement positif et en déduire l’existence d’un vecteur non nul 

Y telque M=V’V. 

4) On considère l’application S associant à tout vecteur de R8’ la matrice carrée f(V) = Y ‘Y. 

a) f est-elle linéaire ? 

b) f est-elle injective de IF! dans T ? 

c) f est-elle surjective de IX2 dans T ? 

Pariie Ei : Approximaiion d’une matrice symétrique d’ordre 2 par une matrice àe i’ensembie 1” 

On considère dans cette question deux nombres réels p et 4 tels que 0 < p < q < 1 et p + q = 1 et la 

matrice symétrique A définie par A = P 4 

i: 1 4 P’ 
L’objectif de cette partie est de trouver les matrices 

M appartenant à T , qui minimisent l’expression cy (A -M) . 

1) La matrice A appartient-elle à T ? 

2) On considère V = 

laquantité 

Expliciter la matrice A -Y ‘V , puis exprimer en fonction de x et y 

3) Calculer les dérivées partielles de F par rapport aux deux variables x et y, puis en déduire 

deux conditions nécessaires pour que F présente un extremum en (x, y). 

4) Résoudre le système suivant : 

(SI 

I 

?E(x;y>+G+> =O 
g(x,y)-pl =O 

En déduire les seuls points en lesquels F est susceptible de présenter un extremum. 

5) Donner un équivalent de F (x, x) - F (0,O) et de F (x, -x) - F (0,O) quand x tend vers 0. 

La fonction F présente-t-elle un extremum en (0,O) ? 

6) Etablir pour tout couple (x> y) E W’ l’égalité suivante : 

En déduire le minimum de l’expression vi.4 -V ‘V) 1 ors ue q V décrit IFZ’, ainsi que les 

vecteurs Y réalisant ce minimum. 

7) Montrer enfin qu’il existe une unique matrice :II appartenant à T: qui minimise l’expression 

ly(.&M). P réciser la nature de l’endomorphisme de I? représenté par cette matrice A4 . 

Fin de I’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites. 
 

* * * 

 

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 

 
 

UTILISATION DES POLYNOMES DE TCHEBYCHEV EN ANALYSE 
 
Notations : 
 
On note E l’espace vectoriel des applications continues de [-1,1] dans ! . 
On désigne par En  l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de [-1,1] dans !  de degré 
inférieur ou égal à n où n est un entier naturel. 
On pourra confondre les expressions : polynôme et fonction polynomiale. 
Si  f  est un élément de E, on pose 

[ ]
)(sup

1,1
xff

x −∈
∞ = . 

 
Les parties II., III. sont indépendantes et utilisent les résultats de la partie I.  
 
 
I. Polynômes de Tchebychev   
 
Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel. 
 
1. Existence et unicité  

a) Déterminer un polynôme T  à coefficients réels de degré n vérifiant la propriété (*):   
(*) :  ∈∀θ ! ,   ( ) ( )θθ nT coscos = . 

 (on pourra remarquer que cos( )nθ  est la partie réelle de (cos sin )θ θ+ i n ). 
b) Montrer qu’un polynôme vérifiant (*) est unique.  

 On l’appelle le polynôme de Tchebychev d’indice n, on le note T n . 
 

On définit alors une fonction polynomiale sur [-1,1] par : 
).arcoscos()(],1,1[ xnxTx n =−∈∀  

 

EPREUVE SPECIFIQUE – FILIERE MP 
_______________________ 

 
 

MATHEMATIQUES 1 
 
 
 

Durée : 4 heures 

SESSION 2003 



 2

2. a) Montrer que )()(2)(],1,1[ 12 xTxxTxTx nnn −=−∈∀ ++  
(on pourra calculer T x T xn n+ +2 ( ) ( ) ). 

b) Calculer T T T T0 1 2 3, , , .  
c) Donner le coefficient du terme de plus haut degré  de T n . 

 
3. Racines et extrema 

a) Montrer que ∈∀x  [-1,1], ∏
−

=

− −=
1

0

1 )cos(2)(
n

k
k

n
n xxT θ où 

n
k

k 2
)12( πθ +

=  . 

b) On pose pour k dans {0, 1,…,n}, c
k
nk = cos( )
π

. 

 Calculer ∞nT  puis montrer que :  
{ } ∞=∈∀ nkn TcTnk )(,,...,1,0  et  que : { } )()(,1,...,1,0 1 knkn cTcTnk −=−∈∀ + . 

      Les 1+n  réels nccc ,...,, 10  sont appelés points de Tchebychev. 
c) Dessiner le graphe de T3 , préciser sur le graphe les réels c c c c0 1 2 3, , , .  

 
 
II.  Polynômes de Tchebychev et orthogonalité 
 
Orthogonalité des Tn  

4. Montrer que pour toute fonction h de E, l’application t
h t

t
"

( )
1 2−

est intégrable sur ]-1,1[. 

 

Pour f et g éléments de E, on pose ∫− −
=

1

1 21

)()(,
t

tgtfgf dt. 

 

5. a) Soit  h une fonction positive de E, montrer que si ∫− −

1

1 21
)(
t

th d 0=t  alors h est la fonction 

nulle. 
b) Montrer que , définit un produit scalaire sur E. 

 
Ceci nous permet de définir une norme euclidienne sur E : pour tout élément h de E, on pose 
 hhh ,

2
= . 

 
6. Calculer T Tn m,  selon les valeurs des entiers naturels m et n. En déduire pour tout entier 

naturel n que la famille ( )nTTT ,...,, 10  est une base orthogonale (pour , ) de En .  
 
 
Polynôme de meilleure approximation quadratique 
 

Dans toute la suite de la partie II.,  f désignera un élément de E et n un entier naturel. 

On pose { }d f E f Q Q En n2 2
( , ) inf ,= − ∈ . 



 

Tournez la page S.V.P. 

3

Le but de la suite de la partie II. est d’exprimer 2f  en fonction des 
2

,

k

k

T
Tf

. 

7. a) Enoncer un théorème justifiant l’existence et l’unicité d’un vecteur ( )nt f  dans En  tel que 
),()( 22 nn Efdftf =− . 

b) Exprimer ( )nt f  à l’aide des polynômes de Tchebychev. 
  On dit que )( ftn  est le polynôme de meilleure approximation quadratique de f sur En . 
 

8. Montrer que 
2

2
2 22

0 2

,
( , )

n
k

n
k k

f T
d f E f

T=

= −∑ . 

 

9. a) En déduire que la série ∑
≥0

2
2

2,
k k

k

T
Tf est convergente. 

b) Que pensez-vous de la limite de ∫− −

1

1 21

)()(

t

tTtf n d t  lorsque n tend vers + ∞  ? 

 
 
Convergence en norme quadratique 
 
10. a) Soit h un élément de E, montrer que 

∞
π≤ hh

2
.  

 b) Montrer en utilisant un théorème de Weierstrass que : 0)(lim
2

=−
+∞→

ftf nn
. 

 

11. a) En déduire que ∑
∞+

=

=
0

2
2

2

2
,

k k

k

T
Tff . 

b) Application : un théorème des moments. 
 Que peut-on dire d’une fonction h de E telle que pour tout entier naturel n, 

∫− −

1

1 21
)()(

t
tTth n d t 0=  ? 

 
 
III.  Polynôme de meilleure approximation au sens de Tchebychev  
 
Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel et f  un élément de E. 

On note { }d f E f Q Q En n∞ ∞
= − ∈( , ) inf , . 

On dit qu’un élément P de En , est un polynôme de meilleure approximation (on notera en abrégé 
PMA) au sens de Tchebychev de f d’ordre n, s’il vérifie une des deux conditions équivalentes : 
(i) f P d f En− =

∞ ∞ ( , )  

(ii) 
∞∞

−≤−∈∀ QfPfEQ n , . 
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Existence d’un PMA d’ordre n pour f 
On pose { }K Q E f Q fn= ∈ − ≤

∞ ∞
,   

 
12. a) Montrer que K est une partie non vide fermée et bornée de En . 
 b) En déduire que K est une partie compacte non vide de En . 
 
13. a) Montrer que d f E d f Kn∞ ∞=( , ) ( , ) . 
 b) En déduire qu’il existe un élément P de En  tel que f P d f En− =

∞ ∞ ( , ) . 
 P est donc un PMA d’ordre n de f. 
 
 
Condition suffisante pour être un PMA  
 
Soit h un élément de E. On dit que h équioscille sur 1+k  points s’il existe 1+k  réels 
x x xk0 1< < <...  de l’intervalle [-1,1] , tels que  

{ }
∞

=∈∀ hxhki i )(,,...,1,0    et   { } )()(,1,...,1,0 1 ii xhxhki −=−∈∀ + . 
(on dit que les extrema sont alternés). 
 
14. Exemples 

a) Dessiner le graphe d’une fonction φ  de E telle que φ
∞

=
1
2

 et φ  équioscille sur 4 points. 

(on ne cherchera pas à expliciter une telle fonction). 
b) Montrer que le polynôme Tn+1  de Tchebychev d’indice 1+n  équioscille sur 2+n  points. 

 
Le but de la question 15. est de montrer le résultat suivant : 
Si P est un élément de En  tel que Pf −   équioscille sur 2+n  points, alors P est un PMA d’ordre 
n de f. 
 
15. Soit P  un élément de En  tel que Pf −   équioscille sur 2+n  points que l’on note 

x x xn0 1 1< < < +... . 
Soit Q un élément de En  tel que f Q f P

∞ ∞
− < − . 

a) Soit { }i n∈ +0 1 1, ,..., , montrer que si ( ) ( ) 0i if x P x− >  alors ( ) ( ) 0i iQ x P x− > . 
 

On a de même, que si ( ) ( ) 0i if x P x− <  alors ( ) ( ) 0i iQ x P x− < . 
  

 b) En déduire que  P = Q  et conclure. 
 
 
Détermination de PMA 
 
16. Dans cette question, pour ∈x [-1,1], on prend f x x n( ) = +1  et on pose : 
 q x x T xn

n n
n( ) ( )= −+ −

+
1

12 . 
Montrer que qn est un PMA d’ordre n de f. 
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17. En déduire que pour tout polynôme P unitaire de degré 1+n , on a  .2 1 ∞∞+
− ≤ PTn

n  
 
18. a) Dans cette question, f est un polynôme de degré 1+n . 

     Déterminer un PMA d’ordre n de f . 
b) Application : déterminer un PMA d’ordre 2 de 325)( 3 −+= xxxf . 

 
Remarque : On peut montrer l’unicité du PMA.  
Il n’existe pas de formule générale qui donne l’expression du PMA d’une fonction quelconque. On 
peut cependant utiliser un algorithme (de Remes) qui fournit une suite de polynômes qui converge 
vers le PMA. 
 
 
 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 
 
 
 

Calculs de distances entre une matrice et certaines parties de ( )n !M  
 
 
Notations  
 
Dans ce sujet, n est un entier naturel non nul et on note : 

( )n !M : la ! -algèbre des matrices carrées réelles d’ordre n. 

( ),1n !M : le ! -espace vectoriel des matrices à n lignes et à une colonne. 

Pour une matrice A de ( )n !M , At  est sa matrice transposée, rang )(A  son rang et Tr )(A  sa trace. 

In : la matrice unité de ( )n !M . 
( )n !S : le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de ( )n !M . 

( )n !A : le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de ( )n !M . 

( )n
+ !S : l’ensemble des matrices positives de ( )n !S  c’est-à-dire des matrices A de ( )n !S  

vérifiant : pour toute matrice ∈X ( ),1n !M , 0≥XAXt . 
GLn(! ) : le groupe des matrices inversibles de ( )n !M .  

( )n !O : le groupe des matrices réelles orthogonales c’est-à-dire des matrices M de ( )n !M  
vérifiant : n

t IMM = . 
Pour p entier naturel, p∆  est l’ensemble des matrices de ( )n !M de rang supérieur ou égal à p et 

p∇  est l’ensemble des matrices de ( )n !M de rang inférieur ou égal à p. 
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Objectifs  
 

Le but du sujet est de calculer la distance (par la norme de Schur définie à la question II.3.) d’une 
matrice à : 
dans la partie II., ( )n !S  et ( )n !A  par le théorème de projection orthogonale, 

dans la partie III., ( )n !O  par le théorème de décomposition polaire,  

dans la partie IV., p∆  par des notions de densité, 

dans la partie V., p∇  par le théorème de Courant et Fischer. 
 

La partie I. traite un exemple qui sera utilisé dans les différentes parties. 
 
Remarque : dans le texte, le mot « positif » signifie « supérieur ou égal à 0 ». 
 
 

I. Exercice préliminaire 
 

1. Soit la matrice 
















−−−
−−−=Γ

211
112

121
 de ( )3 !M , on pose ΓΓ= tH . 

Diagonaliser la matrice H et déterminer une matrice P de ( )3 !O et une matrice diagonale D à 

termes tous positifs telles que PHPD 12 −= . 
 

2. On pose 1−= PDPS ∈ ( )3
+ !S , montrer que la relation SU=Γ  définit une matrice 

∈U ( )3 !O  et calculer cette matrice.  
 
 
 

II. Calcul de la distance de A à ( )n !S  et à ( )n !A  
 

3. Soit A et B deux matrices de ( )n !M , on pose =)( BA Tr )( BAt . 

Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur ( )n !M . 
 

La norme associée à ce produit scalaire (norme de Schur) est notée : ( )2
1

)( AAA = . 
 

Dans tout le sujet, si Π  est une partie non vide de ( )n !M , la distance d’une matrice A de 

( )n !M  à la partie Π  est le réel MAAd
M

−=Π
Π∈

inf),( . 
 

4. Montrer que ( )n !M =  ( )n !S ⊕ ( )n !A  et que cette somme directe est orthogonale. 
 

5. Si A est une matrice de ( )n !M , montrer que ,(Ad ( )n !S ) )(
2
1 AA t−=  et déterminer de 

même ,(Ad ( )n !A ). 
 

6. Calculer ,(Γd ( )3 !A ) où Γ est la matrice exemple de la partie I. 
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III. Calcul de la distance de A à ( )n !O  
 
A. Théorème de la décomposition polaire 
 
7. Montrer qu’une matrice S de ( )n !S  appartient à ( )n

+ !S  si et seulement si toutes les valeurs 
propres de S sont positives ou nulles. 

 
8. Si A est une matrice de ( )n !M  montrer que la matrice AAt ∈ ( )n

+ !S . 
 
9. Soit A une matrice de ( )n !M , on suppose qu’il existe une matrice diagonale 

D = diag )...,,,( 21 nddd  à termes positifs telle que AAt 2D= .  
On note nAAA ,...,, 21  les matrices de ( ),1n !M  qui forment les colonnes de la matrice A. 

a. Pour tout couple ),( ji  d’entiers naturels compris entre 1 et n, évaluer ji
t AA .  

 En particulier, si i est un entier pour lequel 0=id , que vaut iA  ? 
b. Montrer que l’on peut trouver une base orthonormée )...,,,( 21 nEEE  de ( ),1n !M  (par 

rapport au produit scalaire canonique YXYX t=,  de ( ),1n !M ) telle que, pour tout 
entier naturel i entre 1 et n, iii EdA = . 

c. En déduire qu’il existe une matrice E de ( )n !O  telle que DEA = . 
 
10. Soit A et B deux matrices de ( )n !M  vérifiant BBAA tt = . 

a. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D à termes positifs et une matrice orthogonale P 
telles que : 211 DPBBPPAAP tt == −− . 

b. Montrer qu’il existe une matrice U de ( )n !O  telle que .BUA =  
 
11. Déduire des questions précédentes le théorème de décomposition polaire :  

Pour toute matrice A de ( )n !M , il existe une matrice U  de ( )n !O et une matrice S de 

( )n
+ !S  telles que SUA = . 

(Remarque : on peut également établir l’unicité de la matrice S de ( )n
+ !S  et même l’unicité 

de la matrice U de ( )n !O  si A est de plus inversible dans cette décomposition mais ce ne sera 
pas utile pour la suite du problème). 

 
 

B. Calcul de ,(Ad  ( )n !O ) 
 
12. Montrer que, pour toute matrice M de ( )n !M  et pour toute matrice Ω  de ( )n !O , 

MMM =Ω=Ω . 
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13. Dans la suite de cette partie, soit A une matrice de ( )n !M , soit ∈U ( )n !O et ∈S ( )n
+ !S  

telles que SUA = ; il existe une matrice diagonale D et une matrice P de ( )n !O  telles que 
1−= PDPS . 

a. Montrer que, pour toute matrice Ω  de ( )n !O , Ω−=Ω− −1USA  et en déduire que  

,(Ad ( )n !O ) ,(Sd= ( )n !O ). 

b. Montrer que ,(Ad ( )n !O ) ,(Dd= ( )n !O ). 
 

14. On note D = diag )...,,,( 21 nλλλ . 

a. Montrer que pour toute matrice Ω  de ( )n !O , 2
1

22 −λ=Ω− ∑
=

n

i
iD Tr nD +Ω)( . 

b. Montrer que pour toute matrice Ω  de ( )n !O , Tr ∑
=

λ≤Ω
n

i
iD

1
)( . 

c. Conclure que ,(Dd ( )n !O ) nID −= . 
 

15. Montrer que ,(Ad ( )n !O ) UA −= . 
 

16. Calculer ,(Γd ( )3 !O ) où Γ est la matrice exemple de la partie I. 
 
 
 
IV. Calcul de la distance de A à p∆  

 
17. Un résultat de densité. 

a. Soit M un élément de ( )n !M , montrer qu’il existe un réel 0>α  tel que pour tout réel λ  
vérifiant α<λ<0 , la matrice nIM λ− est inversible. 

b. En déduire que GLn(! ) est dense dans ( )n !M . 
 

18. Soit A un élément de ( )n !M , déterminer, pour tout entier naturel p n≤ , ,(Ad p∆ ). 
 
 
 
V. Calcul de la distance de A à p∇  
 
A. Théorème de Courant et Fischer 

 
Soit A une matrice de ( )n !S . On notera nλ≥≥λ≥λ ...21  ses valeurs propres, on notera 

D = diag )...,,,( 21 nλλλ , P la matrice de ( )n !O  vérifiant PDPA t=  et nCCC ...,,, 21  les 

matrices de ( ),1n !M  formant les colonnes de la matrice P. 



 

Tournez la page S.V.P. 
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Si k est un entier entre 1 et n, on note kΨ  l’ensemble des sous-espaces vectoriels de ( ),1n !M  de 
dimension k. Nous allons montrer que :  

{ } XX
XAX

t

t

FXkFk 0
minmax

−∈Ψ∈
=λ   (théorème de Courant et Fischer). 

 
19. Soit X un vecteur de ( ),1n !M  de coordonnées )...,,,( 21 nxxx  dans la base orthonormée 

)...,,,( 21 nCCC  de ( ),1n !M . Calculer en fonction des ix  et iλ  (i compris entre 1 et n) : 

XAXt  et XXt  et pour k entier entre 1 et n, 
kk

t
kk

t

CC
CAC . 

 

20. Soit k entier entre 1 et n, on pose =kF vect{ kCCC ...,,, 21 }. 

Montrer que pour tout X non nul de kF , kt

t

XX
XAX λ≥  et déterminer 

{ } XX
XAX

t

t

kFX 0
min

−∈
. 

 

21. Soit kF Ψ∈ , 
a. montrer que dim ∩F( vect{ nkk CCC ...,,, 1+ }) 1≥ . 

b. Si X est un vecteur non nul de ∩F vect{ nkk CCC ...,,, 1+ }, montrer que kt

t

XX
XAX λ≤ . 

 

22. Conclure. 
 
 
B. Calcul de ,(Ad p∇ ) 

 

Dans toute cette partie : A est une matrice de ( )n !M  de rang r et  p est un entier naturel, rp < . 
 

23. Montrer qu’il existe deux matrices E et P de ( )n !O  et une matrice diagonale D à termes 

positifs telles que PDEA = . En déduire que le rang de la matrice AAt  est encore r. 
(On pourra utiliser les résultats de la question 9.) 

 

24. Si on note les valeurs propres de la matrice symétrique réelle AAt  de rang r : 
0...21 >µ≥≥µ≥µ r  et 0...1 =µ==µ + nr , si on pose D = diag )0...,,0,...,,,( 21 rµµµ , 

si pour nl ≤≤1  on note lM  la matrice de ( )n !M  dont la l-ième colonne est celle de la 

matrice E ∈ ( )n !O  de la question 23., tous les autres termes de lM  étant nuls, on a 

clairement : DE ∑
=

µ=
n

l
ll M

1
. 

Montrer alors qu’il existe une famille orthonormale )....,,,( 21 nRRR  de matrices de ( )n !M  

(pour le produit scalaire =)( BA Tr )( BAt  de ( )n !M ), toutes de rang un, et telles que 

∑
=

µ=
n

l
ll RA

1
= ∑

=
µ

r

l
ll R

1
. 
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25. Avec les notations de la question 24, on pose ∑
=

µ=
p

l
ll RN

1
. 

Montrer que rang pN ≤)(  puis que ,(Ad p∇ ) rp µ++µ≤ + ...1 . 
 
26. Soit M une matrice de rang p ( )rp < , on note 0...21 ≥α≥≥α≥α n  les valeurs propres de la 

matrice )()( MAMAt −− et on pose )Im(Ker AAMG t∩= . 
Soit k un entier compris entre 1 et pr − . 
a. Montrer que dim prG −≥ . 
b. Soit F un sous-espace vectoriel de G de dimension k, montrer que : 

 
{ } XX

XAAX
t

tt

FXk 0
min

−∈
≥α . 

c. On note ( )nVVV ...,,, 21  une base de n!  formée de vecteurs propres de la matrice AAt , le 
vecteur iV  étant associé à la valeur propre iµ  de telle sorte que : 0...21 >µ≥≥µ≥µ r  et 

0...1 =µ==µ + nr . 
 Montrer que dim ∩G( vect{ pkVVV +...,,, 21 } k≥) . 
d. En déduire que pkk +µ≥α . 

 
27. En déduire ,(Ad p∇ ). 
 
28. Calculer, pour { }3,2,1,0∈p , =γ p ,(Γd p∇ ) où Γ est la matrice exemple de la partie I. 

 
 
 
Fin de l’énoncé. 
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EPREUVE  SPECIFIQUE - FILIERE PSI 
  

______________________ 
 
 
 
 

MATHEMATIQUES 1 
 

Durée : 4 heures 
 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 
 
Dans tout ce problème, on désigne par µ  une application continue π2 - périodique de R dans R  et 
on considère l’équation différentielle :  
 
 

( ) ( )tyyE µµ =+′′  
 
 
On désigne par  µϕ  la solution sur  R  de  ( )µE   qui vérifie en outre les relations  ( ) ( ) 000 =′= µµ ϕϕ .   
Pour  R∈x , on note :  
 

( ) ( ) dtttxG
x

cos
0∫= µµ      et        ( ) ( ) dtttxH

x
sin

0∫= µµ  
 
 
Dans la partie I, on étudie quelques propriétés de la fonction  µϕ .  Dans la partie II et la partie III, 
on étudie un exemple explicite. 
 
 
 
 
 

 
PARTIE I 

 
 
On désigne par  µF   la fonction définie sur  R  par  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xHxxGxxF µµµ cossin −= .  



 

 - 2 - 

2
Pour simplifier les notations, on écrira   F,   G,    H ,   ϕ     pour désigner les fonctions   

µF ,   µG ,   µH ,  µϕ . 
 
I.1 Justifier la dérivabilité de  G, H  et  donc  F. Préciser  ( )0F   et  ( )0F ′ . 
 
I.2 Montrer que  F  est de classe 2C sur R  et exprimer  ( ) ( )xFxF +′′   en fonction de  ( )xµ . 
 
I.3 Justifier l’affirmation  ϕ=F . 
 
I.4 Etude du caractère  π2 - périodique de  ϕ . 
 
 I.4.1 Calculer la dérivée de  ( ) ( )xGxG −+ π2   et  ( ) ( )xHxH −+ π2 . 
 
 I.4.2 Exprimer  ( ) ( )xGxG −+ π2   en fonction de  ( )π2G    
   et  ( ) ( )xHxH −+ π2   en fonction de  ( )π2H .  
 
 I.4.3 Exprimer  ( ) ( )xx ϕπϕ −+ 2   en fonction de  ( ) ( )ππ 2,2,cos,sin HGxx . 
 
 I.4.4 A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur  ( ) ( )ππ 2et2 HG   la 

fonction  ϕ   est-elle  π2 - périodique ?  
 
 I.4.5 La fonction  ϕ   est-elle  π2 - périodique lorsque  ( ) tt sin=µ  ?  (resp. lorsque  

( ) tt cos=µ  ?) 
 
 I.4.6 La fonction  ϕ   est-elle bornée lorsque  ( ) tt sin=µ  ?  (resp. lorsque  

( ) tt cos=µ  ?) 
 
 I.4.7 Montrer que la fonction  ϕ   est  π2 - périodique lorsque  ( ) tt sin=µ . 
 
 I.4.8 Les fonctions  ϕ ,  ϕ′ ,  et  ϕ ′′   sont-elles bornées lorsque  ( ) tt sin=µ  ? 
 
 

Dans toute la suite du problème, on suppose que  ( ) tt sin=µ . 
 
 
 

PARTIE II 
 

Calcul de  ( )∫ +

−

R
dtte tϕ  

 
 

II.1 Justifier l’intégrabilité sur  +R   de  la fonction  tet t sin−! . 

II.2 Pour  N∈n , on note  
( )
∫

+ −=
π

π

1
sin

n

n

t
n dttev . 

 II.2.1 Calculer 0v . 
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 II.2.2 Montrer qu’il existe un nombre réel   ρ    (que l’on explicitera)   tel que  
  pour tout  N∈n ,   on ait  0vv n

n ρ= . 

 II.2.3 En déduire la convergence de la série  ∑
≥0n

nv   et  expliciter sa somme  ∑
+∞

=0n
nv . 

 II.2.4 En déduire la valeur de l’intégrale  ∫ +

−

R
dtte t sin . 

II.3  
 II.3.1 Déduire des résultats obtenus dans la partie I (en particulier de I.4.8) que les 
fonctions  ( )tet tϕ−! ,  ( )tet tϕ′−!   et  ( )tet tϕ ′′−!   sont intégrables  sur  +R . 
 

 II.3.2 Etablir une relation entre  ( ) dttµe t∫ +

−

R
  et  ( )∫ +

−

R
dtte tϕ .    

  En déduire  ( )∫ +

−

R
dtte tϕ . 

 
 
 

PARTIE III 
 

Développement de Fourier des fonctions  µ   et  ϕ . 
 

Si  f  est une application continue  π2 - périodique de R dans R,  on désigne par  ( )fan   et  ( )fbn   
les coefficients de Fourier réels de  f :  

( ) ( ) ( )∫=
π

π
2

0
cos1 dtnttffan   et  ( ) ( ) ( )∫=

π

π
2

0
sin1 dtnttffbn   pour  N∈n . 

 
Lorsqu’elle converge, on désigne par  ( )tSFf   la somme de la série de Fourier : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
+∞

=

++=
1

0 sincos
2 n

nnf ntfbntfafatSF . 

III.1  
 III.1.1 Justifier la convergence de la série de Fourier de la fonction µ                   
(rappel : ( ) tt sin=µ ). 
 
 III.1.2 Justifier la convergence de la série de Fourier de la fonction ϕ                   
(rappel :  ( ) ( ) ttt sin=+′′ ϕϕ  ,  ( ) ( ) 000 =′= ϕϕ ). 
 
 
III.2 Série de Fourier de la fonction  µ . 

 III.2.1 Calculer les coefficients  ( )µna   pour  N∈n . Quelle est la valeur des coefficients  
( )µnb   pour  *N∈n  ? 

 

 III.2.2 Etablir la convergence de la série  ( )∑
≥ −1

2 14
1

p p
  et expliciter sa somme  ∑

+∞

= −1
2 14
1

p p
. 
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 III.2.3 Etablir la convergence de la série 
( )∑

≥ −1
2

2 14

1
p p

  et calculer sa somme 

( )∑
+∞

= −1
2

2 14

1
p p

. 

 
III.3 Série de Fourier de la fonction  ϕ . 

 III.3.1 Etudier la parité des fonctions  G, H  puis celle de la fonction  ϕ .  Quelle est la 
valeur des coefficients   ( )ϕnb   pour  *N∈n  ? 
 
 III.3.2 Etablir une relation entre  ( )ϕ ′′na   et  ( )ϕna   pour  N∈n . 
 
 III.3.3 En déduire la valeur de  ( )ϕna   pour  1≠n . 
 
 III.3.4 Calculer  ( )ϕ1a . 
 
 

III.4 On considère la série  ( ) ( )∑
≥ −−1

42 11614
1

p pp
.  Justifier la convergence de cette série et 

expliciter sa somme  ( ) ( )∑
+∞

= −−1
42 11614

1
p pp

  en calculant l’intégrale du II par un autre procédé 

qu’on justifiera soigneusement. 

 
 
 
 
 
 
III.5 On considère dans cette question l’application  φ   de classe  2C   de  R  dans  R  vérifiant : 
    ( ) ( ) ( )ttt ϕφφ =+′′   pour tout  R∈t  
   et         ( ) ( ) 000 =′= φφ . 
 
 III.5.1 La fonction  φ   est-elle  π2 - périodique ?    
 
 III.5.2 La fonction  φ   est-elle  bornée sur  R ?  
 
 III.5.3 La fonction  ( )tt e tφ−!   est-elle intégrable sur R+ ? 
 

Fin de l'énoncé. 
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI 
______________________ 

 
 
 
 

MATHEMATIQUES 2 
 

Durée : 4 heures 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu�il a été amené à prendre. 
 

**** 
 
On désigne par  N  l’ensemble des entiers naturels, par  N*  l’ensemble  N  privé de  0  et par  R  
l’ensemble des nombres réels. 
 
Etant donné un entier naturel  n ,  on note  [ ][ ]n,0   l’ensemble des entiers naturels  k  tels que  

nk ≤≤0 . 
 
On note  [ ]xR   l’espace des polynômes à coefficients réels et, pour  N∈k  , on note  [ ]xkR   le sous 
espace de  [ ]xR   des polynômes de degré inférieur ou égal à  k.  On identifiera le polynôme  

[ ]xR∈P   avec la fonction polynôme associée. 
 
On note  C  l’espace des fonctions continues définies sur l’intervalle   [ ]1,1−    et à valeurs dans  R ,  

on note  R   l’espace des restrictions à  [ ]1,1−   des polynômes de  [ ]xR   et on note  kR   l’espace des 
restrictions à  [ ]1,1−    des polynômes de  [ ]xkR  .   Par abus, on appellera polynôme une fonction de  
R. 
 
Le but du problème est de définir une méthode de calcul approché d’une famille d’intégrales. 
 
Dans la partie I, on étudie une famille de polynômes. La partie II utilise une structure d’espace 
préhilbertien  réel de l’espace  C ,  pour obtenir une formule de calcul exacte de certaines intégrales. 
La partie III conduit à la méthode de calcul approché annoncée. 
 



 - 2 - 

 
Dans tout le problème,  n  désigne un entier naturel. Pour tout entier  N∈n  , on définit la fonction  

 C∈nt   par :   pour tout  [ ] ( ) ( )xArcnxx nt coscos,1,1 =−∈ . 
 
 
 

PARTIE I 
 
 

1. Simplifier les expressions de  3210 ,,, tttt   et constater que ces fonctions ont des expressions 
polynomiales, que l’on explicitera. 
 
2. Tracer, sur un même dessin, les graphes de  3210 et,, tttt . Préciser les racines et les extremums 
de chaque fonction.  
 

Pour  *n N∈  et  [ ][ ]1,0 −∈ nk  , on note  πθ
n

k
k 2

12 +
=   et  cos=kx (θk). 

 
3. Pour  *n N∈ , déterminer les racines de la fonction  nt . Montrer que les racines de  nt   sont 
deux à deux opposées. 
 
4. On suppose l’entier  2≥n . Soit  [ ][ ]1,1 −∈ np . 
 

4.1 Calculer la somme  ∑
−

=

1

0

n

k

ip ke θ . 

 

4.2 Montrer que  ( )∑
−

=

=
1

0
0

n

k
kp xt .  

 
Pour [ ]1,1−∈x  , le changement de variable bijectif  θ xArc cos=  , permet d’écrire  ( ) cos=xnt (nθ)  
avec  θ [ ]π,0∈ .  

 
5. Pour  1≥n , exprimer  ( ) ( )xx nn tt 11 −+ +  en fonction de  x  et de  ( )xnt . 
 
6. En déduire que pour tout N∈n , la fonction  nt   est la restriction à l’intervalle  [ ]1,1−   d’un 

polynôme nT   de  [ ]xR . Préciser le degré de  nT   et le coefficient de son terme de plus haut 
degré. 

 
7. Montrer que pour tout entier  1≥n ,  le polynôme  nT   n’a pas de racine complexe non réelle. 
 
 
 
 
 

PARTIE II 
 
 

1. Soit  f  une fonction de C.  Montrer que la fonction  ( )
21 x

xfx
−

!   est intégrable sur  ] [1,1− . 

2. Pour  N∈n  , on note  dx
x

xI
n

n ∫− −
=

1

1 21
. 
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2.1 Calculer  0I   et  1I . 
 
2.2 Pour  2≥n  , donner une relation entre  nI   et  2−nI   (on pourra, entre autre méthode, utiliser 

le changement de variable  θ xArc cos= ). 
 

2.3 En déduire les valeurs de  2I   et  4I .  Quelle est la valeur de  12 +pI   pour  N∈p  ? 
 
3. Définition d’une structure préhilbertienne réelle sur C  . 

3.1 Montrer que l’application de C×C  dans  R  définie par  ( ) ( ) ( ) dx
x

xgxfgfgf ∫− −
=><

1

1 21
, !   

définit un produit scalaire sur C  . 
 

3.2 Montrer que la famille de fonction  pt ,  pour  [ ][ ]np ,0∈ , est une base orthogonale de  

l’espace vectoriel  nR .       
 Calculer la norme de chaque fonction  pt . 

 
3.3 Déduire de ce qui précède que, pour tout  1≥n   et tout  [ ][ ]1,0 −∈ nk  , on a  

( ) 0
1

1

1 2
=

−∫− dx
x
xx n

kt . 

 
4. On veut monter qu’il existe trois réels  210 ,, aaa   uniques, tels que pour tout polynôme  5R∈P ,  

on a  

(1) ( ) ( ) 







++







 −
=

−∫− 2
30

2
3

1
210

1

1 2
PaPaPadx

x
xp . 

 
4.1 On suppose que l’égalité (1) est satisfaite par tout  5R∈P . En prenant successivement les 

polynômes  P  définies par  ( ) 1=xP ,  ( ) xxP = ,  ( ) 2xxP = , déterminer les réels  210 ,, aaa . 
 
 
4.2 Montrer que le triplet  ( )210 ,, aaa   trouvé convient pour les polynômes  P  définies par  

( ) 4xxP =   puis  ( ) 5xxP = . 

En déduire que l’égalité  (1)  est vérifiée pour tout polynôme  5R∈P . 
 
 

5. calcul d’une intégrale. 
 

5.1 Montrer que la fonction  
( )xx
xx
−1

4

!   est intégrable sur  ] [1,0 . 

 

5.2 Calculer l’intégrale  
( )∫ −

=
1

0

4

1
dx

xx
xJ  , à l’aide du changement de variable  12 −= xt   et 

de la formule (1). 
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PARTIE III 
 

 
 
Soit  *n N∈ . Etant donné des réels  110 ,,, −naaa …   et une fonction   C∈f ,  on note  

( ) ( )∑
−

=

=
1

0

n

k
kkn xfafS   où  






 +

= π
n

kxk 2
12cos . 

 
On se propose de montrer qu’il existe des réels  110 ,,, −naaa …   uniques, tels que pour tout polynôme  

P  de  1−nR , on ait : 

(2) ( ) ( )PSdx
x

xP
n=

−∫−
1

1 21
. 

 
1. On suppose que l’égalité  (2)  est satisfaite pour tout  1−∈ nP R .  En prenant successivement 

pour polynômes  P  les monômes  1,,,1 −nxx… ,  montrer que les réels  110 ,,, −naaa …   sont les 
solutions d’un système de  n  équations linéaires à  n  inconnues, dont le déterminant est non nul 
(on ne demande pas le calcul des intégrales qui interviennent dans le second membre du 
système). 

 
 
2. On suppose qu’il existe des réels  110 ,,, −naaa …   tels que, pour tout  [ ][ ]1,0 −∈ np , la relation  

(2)  soit vérifiée par les fonctions  pt . 
 

2.1 Montrer qu’alors la relation  (2)  est vérifiée pour tout polynôme  1−∈ nP R . 
 
2.2 En utilisant ce qui précède, en particulier I.4 et II.3, montrer que les  ka   sont tous égaux et 

calculer leur valeur.  
 

2.3 On suppose que les  ka   ont la valeur trouvée en  2.2. Soit  P  un polynôme de  12 −nR .  En 
écrivant la division euclidienne de  P  par  nt   (sur  [ ]1,1− ), montrer que  P  vérifie  (2). 

Etant donné une fonction  C∈g ,  on note  ( ) ( ) ( )gSdx
x

xggD nn −
−

= ∫−
1

1 21
  et on note  

[ ]
( )xgSupg

x 1,1−∈
=∞  . 

 
3. Soit  C∈f . 
 

3.1 Soit R∈P .  Montrer qu’il existe un entier  00 >n , qui dépend de  P , tel que pour tout  

0nn ≥ ,  on a  ( ) ∞−≤ PffDn π2 . 
 

3.2 En déduire  ( ) ( ) dx
x

xffSnn ∫−+∞→ −
=

1

1 21
lim . 

 
4. Pour  [ ]1,1−∈x  , on prend  ( ) xexf = .  Soit  m  un entier de  N*. 

4.1 Montrer que la série  ∑
≥0 !

1
k k

  converge et que  
!.

1
!

1
1 mmkmk

≤∑
+∞

+=

. 
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4.2 Déterminer un polynôme  P  de degré  m  tel que  
!.

1
mm

Pf ≤− ∞ . 

 

4.3 Justifier que ( )fS4   fournit une valeur approchée de l’intégrale dx
x

ex

∫− −

1

1 21
 à  10-3  

près.  
 

4.4 Calculer cette valeur approchée. 
 
 
 

Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté , à la précision et à la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené à prendre.

****

Notations

Soit � et � des entiers supérieurs ou égaux à 1. On note ��� � � � � 	 le � -espace vectoriel des
matrices à coefficients dans � ayant � lignes et � colonnes. Lorsque � 
 � , ��� � � � � 	 est noté plus
simplement � � � � 	 et est muni de sa structure d’algèbre, � � représentant la matrice identité.� 
 � � � 	 désigne l’ensemble des matrices inversibles de � � � � 	 et � � � � 	 l’ensemble des ma-
trices symétriques de � � � � 	 .

Tout vecteur ��
�� � � 	 � � � � � de � � est identifié à un élément � de � � � � � � 	 tel que l’élément
de la � ème ligne de � soit � � . Dans toute la suite, nous noterons indifféremment ��
�� � � 	 � � � � � un
élément de ��� � � � � 	 aussi bien que le vecteur de � � qui lui est associé.

Pour ��
�� � � � 	 � � � � �� � � � � dans ��� � � � � 	 et ��
�� � � 	 � � � � � dans � � , on note � � � 	 � le coefficient de

la � ème ligne de � � .
Selon le contexte, � désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de � � � � 	 , soit encore la matrice

nulle de � � � � � � 	 .� � est muni de son produit scalaire canonique noté � � ! � " et de la norme associée notée ! ! � ! ! .
Une matrice symétrique # de � � � � 	 est dite positive si et seulement si :$ ��% ��� � � � � 	 & ' � # ��( �

et définie positive si et seulement si :$ ��% � � � � � � 	 ) * � + & ' � # ��"��
Tournez la page S.V.P.
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On note , -. / 0 1 l’ensemble des matrices symétriques réelles positives et , - -.�/ 0 1 l’ensemble des
matrices symétriques réelles définies positives.

Partie I

I.1 Soit / 2 3 4 1 5 / 6 . 7 8 / 0 1 1 9 et : 5 , . / 0 1 . Etablir les égalités :
a) ; 2 4=< ; 4 2 .
b) / ; 2 4 1 9 <�; 2 / 4 ; 4 1 2�<�; 4 / 2 ; 2 1 4 .
c) ; 2 : 4�< >�2�? : 4=@ < > : 2�? 4�@ .

I.2 Démontrer les propriétés suivantes :
a) A / : 8 3 : 9 1 5 / , -. / 0 1 1 9 3 : 8 B : 9 5 , -. / 0 1 .
b) A / : 8 3 : 9 1 5 , -. / 0 1 C , - -.�/ 0 1 3 : 8 B : 9 5 , - -.�/ 0 1 .
c) A D 5 6 . / 0 1 3 ; D D 5 , -. / 0 1 .

I.3 a) Soit : 5 , . / 0 1 vérifiant : A 2E5�6 . 7 8 / 0 1 3 ; 2 : 2F<=G . Montrer que toute valeur
propre de : est nulle et en déduire : <�G .

b) Donner un exemple de matrice carrée H d’ordre 3, non nulle et vérifiant :A 2�5 6�I 7 8 / 0 1 3 ; 2 H 2�<�G
I.4 a) Soit : 5 , . / 0 1 . Montrer que : appartient à , -. / 0 1 si et seulement si toutes ses valeurs

propres sont positives.
b) Que peut-on dire d’une matrice symétrique réelle semblable à une matrice symétrique

réelle positive ?
I.5 On munit , . / 0 1 des relations notées J et @ , définies respectivement par :A / : 8 3 : 9 1 5 / , . / 0 1 1 9 3 / : 8 J�: 9 K L : 8 M : 9 5 , -. / 0 1 1

et A / : 8 3 : 9 1 5 / , . / 0 1 1 9 3 / : 8 @ : 9 K L : 8 M : 9 5 , - -.�/ 0 1 1
a) Montrer que la relation J est une relation d’ordre sur , . / 0 1 .
b) Montrer que pour N J�O , cet ordre n’est pas total sur , . / 0 1 .
c) La relation @ est-elle une relation d’ordre ?
d) Trouver un exemple dans , 9 / 0 1 montrant que : 8 J�: 9 et : 8 P< : 9 n’implique pas

nécessairement : 8 @ : 9 .
I.6 Soit Q et R deux endomorphismes de 0 . diagonalisables et vérifiant Q S R < R S Q .

a) Démontrer que tout sous-espace propre de Q est stable par R .
b) Soit T 8 3 T 9 3 U U U 3 T V les valeurs propres distinctes de Q et W X Y 3 W X Z 3 U U U 3 W X [ les sous-

espaces propres de Q respectivement associés. Pour tout \ 5�] ^ 3 O 3 U U U 3 _ ` , on note R a l’endomor-
phisme de W X b induit par R . Montrer que pour tout \ 5�] ^ 3 O 3 U U U 3 _ ` il existe une base c a de W X b
formée de vecteurs propres de R . En déduire qu’il existe une base c de 0 . telle que les matrices deQ et R dans cette base soient toutes deux diagonales.
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I.7 a) Soit d et e deux matrices diagonalisables de f�g h i j . Montrer que les matrices d et e
commutent si et seulement si elles sont diagonalisables au moyen d’une même matrice de passage.

b) On donne les matrices d et e suivantes :d k lmonpnEq nnpnEq nq n�q nrn stvu e k lmowpnEq nq wrxFq nq yrwrw st
Montrer que d et e sont diagonalisables au moyen d’une même matrice de passage et déterminer

explicitement une telle matrice de passage.
I.8 Soit h z { | z } j ~ h � �g h i j j } tel que z { z } k z } z { . Montrer que z { z } ~ � �g h i j .
I.9 a) Soit h z { | z } j ~ h � g h i j j } tel que z { z } k z } z { . Montrer que :z } � z { ��� k ��z }} � z }{

b) Montrer que les matrices z { ko� nEnnEn � et z } ko� �} ��E� � vérifient z } � z { ��� .
Vérifient-elles z }} � z }{ ?

Partie II

On se propose dans cette partie de caractériser de diverses manières la définie positivité d’une
matrice symétrique réelle.

II.1 Soit z ~ � g h i j . Montrer que les quatre propositions suivantes sont équivalentes :
a) z est définie positive.
b) Toutes les valeurs propres de z sont strictement positives.
c) Il existe ��~ � � g h i j telle que z k�� � � .
d) z est positive et inversible.

II.2 Soit d g et e g les matrices de � g h i j données par :

e g k
l���������m
� n ��� � ��� � ���n � n . . .

...� n . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
n �

...
. . . . . . � n�F� � ��� � ��� n �

s ���������t | d g k w � g q e g
a) Montrer que pour tout vecteur ��k h � � j { � � � g de i g :� � d g ��k�� } { � g � {� � � { h � � q � � � { j } � � }g

Tournez la page S.V.P.
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b) En déduire que � � est définie positive.
c) En cherchant une matrice � � de la forme :

� � �
�������  ¡ ¢F£ ¢¥¤r¦ ¦ ¦§¤¤¨¡ ©�£ © . . .

...
...

. . . . . . . . . ¤...

. . . . . . ¡ � ª ¢�£ � ª ¢¤«¦ ¦ ¦�¦ ¦ ¦¬¤­¡ �
® ¯¯¯¯¯¯°�± ¡ ² ± £ ² ³ ´

déterminer explicitement une matrice � � inversible telle que � � ��µ � � � � .
II.3 Soit ¶ ³ · ¸ ¸��¹ ´ º et � ³ » ¼ � ¹ ´ º telles que ¶ � µ � � . On note ½ � ¹ ¾ ¢ ± ¾ © ± ¦ ¦ ¦ ± ¾ � º la

famille des vecteurs colonnes de � . Pour ¿ ³ À Á ± Â ± ¦ ¦ ¦ ± Ã Ä et Å ³ ´ � , on note Æ ² ¹ Å º la projection
orthogonale de Å sur Vect ¹ ¾ ¢ ± ¾ © ± ¦ ¦ ¦ ± ¾ ² º .a) Justifier que ½ est une base de ´ � .b) On définit la famille de vecteurs Ç � ¹ È ¢ ± È © ± ¦ ¦ ¦ ± È � º par les relations :È ¢ � ¾ ¢ et É ¿ ³ À Â ± ¦ ¦ ¦ ± Ã Ä ± È ² � ¾ ² Ê Æ ² ª ¢ ¹ ¾ ² ºMontrer que la famille Ç est orthogonale et que c’est une base de ´ � .c) Soit Ë � ¹ Ì ¢ ± Ì © ± ¦ ¦ ¦ ± Ì � º la famille de vecteurs définie par Ì ² � ÁÍ Í È ² Í Í È ² pour tout¿ ³ À Á ± Â ± ¦ ¦ ¦ ± Ã Ä . Ë est alors une base orthonormale de ´ � . Montrer que la matrice de passage de
la base Ë à la base ½ est triangulaire supérieure.

d) Soit Î la matrice de passage de la base canonique de ´ � à la la base Ë . Montrer que� peut s’écrire sous la forme � � Î Ï où Ï est une matrice triangulaire supérieure inversible et
qu’alors ¶ ��µ Ï Ï .

e) Montrer que la matrice ¶ � � oÐ Ê Â Ê ÂÊ ÂrÂ ¤Ê Â ¤rÑ
®° admet une décomposition de la forme¶ ��µ Ï Ï où Ï est une matrice triangulaire supérieure inversible et en déduire que ¶ est symétrique

définie positive.

II.4 a) Soit � Ò ��Ó ¤�ÔÔ�Õ
Ö
³ · © ¹ ´ º . Déterminer × ³ Ø�© Ù ¢ ¹ ´ º Ú À ¤ Ä tel que µ × � Ò × � ¤ .b) Soit � �oÓ Û ÔÔ�Õ
Ö
³�· © ¹ ´ º . Montrer que � est définie positive si et seulement si¹ Tr � Ü ¤ et det ��Ü ¤ º ce qui équivaut encore à ¹ Û Ü ¤ et Û Õ Ê Ô © Ü ¤ º .c) Soit ¶ ³ · � ¹ ´ º , Ã Ý�Â . On décompose ¶ sous la forme¶ � Ó Û µ ÈÈ ¶ Þ Ö ± Û ³ ´ ± È ³ Ø � ª ¢ Ù ¢ ¹ ´ º ± ¶ Þ ³ · � ª ¢ ¹ ´ º
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En écrivant ß�à á�â ã ä å æ ç sous la forme è éß ê ë�ì é à æ ì ß ê à á�â í ä ã ä å æ ç , montrer que pourî ïð�ñ : ò ß ó ß ð î ô è é õ�öî ò ÷ ß ê ë ø õ�öî ø
ò ß ê å î ó ê ù ÷ ò ÷ ç ß ê ú å ö ç

et en déduire que ó est définie positive si et seulement si å î û ñ et î ó ê ù ÷ ò ÷ est définie positive ç .
d) En gardant les notations de la question II.4 c) précédente, on peut alors construire par

récurrence une suite de nombres réels å î ü ç ä ý ü ý â et une suite de matrices å ó ü ç ä ý ü ý â comme suit. On
pose d’abord : ó ä ð ó ì î ä ð î ì ÷ ä ð ÷ ì ó êä ð ó ê ì ó ø ð î ä ó êä ù

÷ ä ò ÷ ä
Si þ ÿ�� , on décompose ó ø sous la formeó ø ð è î ø

ò ÷
ø÷

ø ó êø ë�ì î ø à æ ì
÷
ø à á�â í ø ã ä å æ ç ì ó êø à � â í ø å æ ç

On pose à nouveau ó � ð î ø ó êø ù
÷
ø
ò ÷
ø et on itère le processus précédent. On obtient ainsi une

suite de matrices symétriques réelles å ó ü ç ä ý ü ý â où ó ü est d’ordre þ ù�� õ ö et une suites de réelså î ü ç ä ý ü ý â liés par les relations :� � à � ö ì � ì 	 	 	 ì þ ù ö 
 ì ó ü ð è î ü
ò ÷ ü÷ ü ó êü ë�ì ó ü � ä ð î ü ó êü ù ÷ ü ò ÷ ü

Le processus s’arrête pour � ð þ car ó â est alors d’ordre ö et on note ó â ð å î â ç .
Montrer que ó est définie positive si et seulement si tous les réels de la suite å î ü ç ä ý ü ý â sont

strictement positifs.

e) Soit ó ð �
 î��������������
�� à�� � å æ ç . Selon les notations précédentes, déterminer explici-

tement les réels î ä ì î ø ì î � associés à cette matrice ó et en déduire que ó est définie positive si et
seulement si : î û ñ ì ���� î����� ���� û ñ et ������

î�������������� ������
û ñ

Fin de l’énoncé
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE FILIÈRE TSI – SESSION 2003 
______________________ 

 
MATHÉMATIQUES 1 

Durée : 4 heures 
 

Les calculatrices sont interdites. 
 

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 

 
Les cinq parties du problème sont indépendantes 

 
α désignant un réel non nul, on note fα la fonction définie sur R par fα(x) = cos(αx). 
 

PARTIE I 
 
1. Montrer qu�on peut se limiter à α > 0 (ce qu�on fera dans toute la suite du problème). 
 
2. Vérifier que fα est périodique ; on notera Tα une période strictement positive. 
 
3. De quelle équation différentielle linéaire, du second ordre, à coefficients réels constants, 

homogène, fα est-elle solution ? Résoudre cette équation différentielle. 
 
4. On note respectivement E et d la partie entière et la partie décimale de α.  

C�est-à-dire α = E + d, avec E entier naturel et 0 ≤ d < 1.  
Déterminer en fonction de E et d le nombre de solutions dans [0,π] de fα(x) = 0. 

 
PARTIE II 

 
On pose  fα,β = fα + fβ, où α et β sont des réels strictement positifs distincts. 
 
1. Montrer que fα,β est périodique si et seulement si il existe deux entiers naturels non nuls k et p 

tels que : kα = pβ (on pourra envisager x = 0). On notera Tα,β une période de fα,β. 
 
2. Relier alors Tα,β  à Tα et Tβ. 
3. α et β étant à nouveau quelconques (mais toujours réels strictement positifs distincts), montrer 

la relation : '' βα,f  + α2 fα,β = (α2 - β2) fβ. 
 
4. En déduire que fα,β est solution de l�équation (E) : y(4) + (α2 + β2)y'' + α2β2y = 0. 
 
5. Vérifier que fα est solution de (E). En déduire que fβ , 'αf , '

βf  sont également solutions de (E). 

 



6. En admettant que l�ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de dimension 4, 
montrer que la famille ( fα , fβ , 'αf , '

βf  ) en constitue une base. 

 
 

PARTIE III 
 
On s�intéresse à 

,1
2
1f , que pour simplifier on note f. 

1. Montrer que [0,2π] est un intervalle suffisant à l�étude de f. 
 
2. Etudier les variations de f sur [0,2π] ; (on notera x0 le point de ]0,2π [ où (x)'f = 0). 
 
3. Déterminer f(x0). 
 
4. Discuter suivant c le nombre de solutions dans [0,2π] de l�équation f(x) = c. 
 
5. Préciser les solutions dans les cas c = -1 et c = 0. 
 
6. On se place dans le cas où l�équation  f(x) = c  admet, sur [0,2π], 2 solutions distinctes x1 et x2. 

Déterminer cos 







2
x1  + cos 








2
x 2   et  cos 








2
x1 .cos 








2
x 2 . 

 

7. Résoudre 8y"(x) + 5y(x) = 3 [cos 







2
x  - cos(x)], avec y(0) = 2 et (0)'y = 0. 

 
8. Reprendre la question III.7 en appliquant le résultat de la question II.3 à des valeurs 

particulières de α et β. 
 
 

PARTIE IV 
 

On pose Pn(x) = (x)f
n

0k k2
1∏

=

, et Un(x) = sin 







n
x

2
.Pn(x). 

 

1. Montrer que U1 = 
2
1  U0. 

 
2. Montrer que la suite ( ) N∈nnU  est géométrique. 
 
3. En déduire, pour x ∈]0,π] la limite de Pn(x) quand n tend vers l�infini. 
 
4. Vérifier que le résultat précédent peut se prolonger par continuité à x = 0. 
 
 
 



 

PARTIE V 
 

On note Fα la fonction de période 2π, telle que Fα(x) = fα(x) sur [-π, +π]. 
 
1. Comparer Fk et fk si k ∈ N* . 

Dans toute la suite, on suppose que α n�est pas entier. 
 
2. Représenter sommairement 

3
1F et 

3
4F  pour x ∈ [0, 2π]. 

 
3. Montrer que Fα est continue sur R, mais non dérivable aux points d�abscisses (2p+1)π.  

 
4. On note à nouveau E et d les parties entière et décimale de α. 

Discuter suivant E et d les signes de Fα(π) et de ( )'gαF (π), dérivée à gauche de Fα en π. 

 
5. Déterminer les coefficients de Fourier de Fα (qu�on notera pour simplifier an(α) et bn(α)).  

Ecrire la série de Fourier de Fα et préciser sa convergence. 
 
6. Quelle est la limite de an(α) quand α tend vers un entier naturel non nul k ? 
 
7. Déduire du résultat obtenu en 5 un développement en série de cot(α π). 
 
 
 

____________ 
Fin de l�énoncé 

 
 



 

 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE FILIÈRE TSI – SESSION 2003 
______________________ 

 
MATHÉMATIQUES 2 

Durée : 3 heures 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d�énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu�il a été amené à 
prendre. 
 
M3(C) (resp. M3(R)) est l’anneau des matrices carrées 3 × 3 à coefficients dans C (resp. dans R). On 

note I la matrice identité, et F = 










001
100
010

  la matrice dite de Frobenius. 

L’objet de ce problème est d’étudier le sous-anneau de M3(C) engendré par F, et d’en donner 
quelques applications. Les parties II et III sont, dans une large mesure, indépendantes. 
 
Partie I :   Dans toute cette partie, on travaille dans M3(C). 
1. Soit χF(t) = det (F – tI) le polynôme caractéristique de F. Donner χF(t) et en déduire que F est 

diagonalisable sur C. On posera j = exp 







3
2πi . 

2. On note : 

A = {xI + yF + zF2, (x, y, z) ∈ C3}= 












∈












3),,(, Czyx

xzy
yxz
zyx

 

a/ Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M3(C), dont on donnera une base et la dimension. 
b/ Montrer que le produit de deux éléments de A est commutatif et reste dans A. 
 
3. Montrer que tous les éléments de A sont diagonalisables dans une même base. 
 
4. Déterminer alors une expression factorisée du déterminant des matrices A = xI + yF + zF2 en 

fonction de x, y, z, puis donner une condition d’inversibilité de ces matrices. 
 
5. Soit A ∈ A , A inversible. On établit dans cette question que A-1 ∈ A . Pour cela, on considère 

l’application Φ :  A → A 
M ! AM 

a/ Vérifier que Φ est bien un endomorphisme de A . 
b/ Montrer que c’est un isomorphisme puis que A-1 ∈ A . 
c/ Proposer une méthode pour vérifier cette conclusion (A-1 ∈ A ) en utilisant l’outil calcul formel.  
 
Partie II :   Soit ε3  un espace affine euclidien réel de dimension 3, d�espace vectoriel associé E3. 
On rapporte ε3  (resp. E3)  à un repère orthonormé direct (O, i

"
, j
"

, k
"

) , (resp. la base orthonormée 



 

 

directe ( )kji
"""

,, ). On note classiquement ).( vurespv.u """"
∧  le produit scalaire (resp. vectoriel) de 

deux vecteurs u"  et v" , et uuu """ .=  la norme euclidienne d�un vecteur u" . 
On considère l�ensemble S  des points  M  de  ε3  défini par : 

 
S = {M(x, y, z) ∈ ε3, det (xI + yF + zF2 ) = 1  où x, y, z sont réels} 

 
On étudie quelques propriétés de S  dans cette partie. 
 
1. Ecrire une équation cartésienne de S dans le repère (O, i

"
, j
"

, k
"

). On vérifiera que cette 
équation peut se factoriser en : 

(x + y + z) q(x, y, z) = 1, où  q(x, y, z) est une quantité à expliciter. En déduire que : 

( )a.OM
2
1)zy,x,(M "

⇔∈S  
2

aOM "
∧ = 1 

avec a" = kji
"""

++ . 
On obtient ainsi une caractérisation géométrique de S. 
 
2. En déduire que S  est une surface de révolution autour de l’axe ∆ passant par O et dirigé par a" . 

On pourra introduire le projeté orthogonal H de M sur ∆. 
 
3.  
a/ Donner une équation cartésienne de S  dans un repère orthonormé attaché à l’axe de révolution et 

d’origine O. On posera 
a
aK "
""

=  et on choisira par conséquent deux vecteurs I
"

 et J
"

 (qu’il n’est pas 

utile d’expliciter). On pourra utiliser la caractérisation géométrique de S  donnée en 1. 
b/ En déduire la nature des méridiennes de S , c’est-à-dire des courbes intersection de S avec un 
plan contenant l’axe. En dessiner une, puis représenter S  dans l’espace. 
 
4. Pour S∈)zy,x,(M   et  S∈)'z,'y,'x('M , on définit le point )",","(" zyxM = M ∗ 'M   par : 

'''" zyyzxxx ++=  '''" zzyxxyy ++=  '''" zxyyxzz ++=  
 
a/ En calculant (xI + yF + zF2) 2'''( FzFyIx ++ ), montrer que S∈"M . On a ainsi muni S  d’une 
loi interne ∗. 
b/ Soit M(x, y, z) ∈ S. On pose A = (xI + yF + zF2). Justifier que A-1 existe et peut se décomposer 
en : A-1 = 2''' FzFyIx ++  avec )',','( zyx ∈ R3, et que S∈)'z,'y,'x('M . Déterminer  M ∗ 'M . 
c/ Montrer alors que (S, ∗) est un groupe commutatif.  
 
5. Soient P le plan d’équation cartésienne x + y + z = 1  et  C = P ∩ S. 
a/ Reconnaître C  et en donner les éléments caractéristiques. 
b/ Montrer que C est stable par la loi ∗ , puis que c’est un sous-groupe de (S, ∗). 
Partie III :   Dans cette partie, on se place toujours dans l�espace affine euclidien réel ε3 rapporté 
à un repère orthonormé direct (O, i

"
, j
"

, k
"

). 
 



 

 

Soient les points A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) et C(0, 0, 1). Pour tout point M(x, y, z) de ε3, on note 
indifféremment  ϕ (M) ou ϕ (x, y, z) la quantité : 

CMBMAMOMzyx +++=),,(ϕ  

 
On souhaite minimiser cette quantité. 
 
1. Calculer ϕ (O). Vérifier que pour tout  M ∈ ε3  tel que OM  > 3, ϕ (x, y, z) > 3. En déduire que 

la fonction ϕ  admet un minimum. 
 
2. Montrer que ϕ  n’atteint son minimum en aucun des points O, A, B, C. Pour l’étude en O, on 

pourra examiner le comportement de ϕ  au voisinage de O, le long de l’axe ∆ passant par O et 
dirigé par kjia

""""
++=  ; et donc définir pour l’occasion la quantité Φ(x)  = ϕ (x, x, x).  

Les questions suivantes précisent en quel(s) point(s) ϕ  est minimale. 
 
3. Soit r l’application affine de ε3  fixant O et transformant A en C, B en A et C en B. On note r"  

son application linéaire associée. Justifier que r est bien définie, que la matrice de r"  
relativement à la base B = ( )kji

"""
,,  est F, et montrer que r"  est une isométrie vectorielle. Quelle 

est la nature de r ? On précisera ses éléments caractéristiques. 
 
4. Pour tout M ∈ ε3, on pose M′= r(M). Montrer que ϕ (M) = ϕ (M′ ). 
 
5. Soit P un point en lequel ϕ  est minimale. On montre dans cette question que P est sur la  

droite ∆. Pour cela, on procède par l’absurde, en supposant que P n�est pas sur cette droite. 
a/ Soit 'P  = r(P). Pourquoi les vecteurs OP   et  'OP  ne peuvent-ils pas être colinéaires ? 
b/ Soit )'('' PrP = = r2(P) et soit Q l’isobarycentre de P, 'P  et ''P .  

Montrer que ϕ (Q) ≤ ))''P()'P()P((
3
1 ϕϕϕ ++ . 

c/ Déduire du 4 que  ϕ (Q) ≤ ϕ (P) , et du 5.a. que cette inégalité est en fait stricte. Conclure. 
 

6. On sait désormais qu’on doit rechercher le minimum sur l’axe ∆. Il s’agit donc de minimiser  
Φ(x)  = ϕ (x, x, x). 
a/ Montrer que Φ(x)  > )Φ( 0  pour tout x < 0. 
b/ Etudier le sens de variation de la fonction Φ  sur R+. 

c/ Conclure que ϕ atteint une seule fois son minimum, au point 







6
1,

6
1,

6
1P , et que ce minimum 

vaut 
3

5 . 

____________ 
Fin de l’énoncé 
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PROBLEME 1 

A. Etude d’une fonction f 

On fixe un réel a et on pose 
Arctanx si X E R *  

VXER, f ( x ) =  

1) a) Déterminer a tel que f soit continue en O .  

Désormais, a prendra cette valeur. 

b) Montrer qu’alors f est de classe C’ su R. 

2) Etudier la parité, les variations et les limites en koo de f . 
X (On pourra être amené à étudier la fonction x t+ - - Arctanx) 

l+x2  
Donner l’allure de la courbe représentative de f . 

I n  
x 2  

3) Montrer que Vx E R: , Arctan x + Arctan - = - . 

En déduire un développement asymptotique de f au voisinage de +a, de la forme 

f (x )=a ,+ -++++,+O a1 a2 a3 ,avec ( a , , a , , a , , a 3 ) ~ R 4  
x x  x 

B. Développement en série entière de f 

en précisant le rayon de 1 
1) Donner le développement en série entière de XH- 

l + x 2  ’ 
convergence associé. 

2) En déduire que f est développable en série entière sur 1-1,1[. 
Préciser ce développement. 

3) En déduire que f est de classe C“ sur IR, et préciser f (’) (O) pour tout yz E N . 
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C. Résolution d'une équation différentielle 

On considère les deux équations différentielles 
fi L ( E )  x 2 y " + 4 v ' + 2 y =  

(1+x2)2 

et ( E H )  x2y"+4xy'+2y=0. 

Dans cette partie, I désigne l'un des deux intervalles IR: ou IR:. 

1) Montrer que ( E H )  admet sur I deux solutions de la forme x H xk , avec k E Z . 
En déduire toutes les solutions de ( E H )  sur 1. 

2) Résoudre alors ( E )  sur 1 par la méthode de variation des constantes. 

X 2 (On pourra remarquer que 2 J 

3) En déduire que ( E )  admet une unique solution sur R , et que cette solution est f 

D. Calcul de deux intégrales impropres 

On considère les deux intégrales impropres 

dx. +a x2 +m x Arctan x 

(1+x2)2  
2 f (XI"= I, 

( 1 + 2 )  
et K = I, 

1) Justifier l'existence de ces deux intégrales. 

1 a bx+c  
x( l+x2)  =nr+1+x2. 2) a) Déterminer trois réels a ,  b et c tels que 

b) Calculer alors J à l'aide d'une intégration par parties (prudente). 

3) En effectuant un changement de variable et en utilisant la relation prouvée en A.3), calculer 
l'intégrale K .  

Tournez la page S.V.P. 
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E. Etude d’une autre fonction 

On pose 

1) Montrer que g est développable en série entière sur 1-1,1[ sous la forme 

2) En déduire que g est de classe Cm sur R . 

3) a) Justifier la convergence de la série (-V 
neN (2n + 1)’ * 

b) Justifier (soigneusement) que sa somme est égale SI g (1) . 

1 Arctant 
O t  

c) En déduire un rationnel approchant g (1)= 5 dt à 5 ~ 1 0 - ~  près. 

4) Montrer que 
?T lnx 
2 x  

VX E R:’ g ( x )  -1 g ($1 = -- . 
X 

1 
(On pourra écrire l’expression g ( x ) - A g ( i )  sous la forme - [ ;h( t )d t ,  où h est une 

X x x  
fonction à déterminer, puis utiliser un changement de variable et la relation prouvée en A.3).) 

5 )  En déduire un équivalent simple de g au voisinage de +a , ainsi que lim g (x) . 
X++m 

6) Etudier la parité et les variations de g y puis donner l’allure de sa courbe représentative. 
.x Arctan t 

t 
(On pourra être amené à étudier la fonction x H Arctanx- jo dt , et à utiliser I’étude 

X 
de XI+-- Arctan x y déjà effectuée enIA.2) .) 

1+x2 
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PROBLEME II 

pour tout (a, 6) E R2 , un pose 

M(a7b)=[:a -a a b b ] .  

b b O  

L’ensemble des matrices de la forme M (a ,  b )  avec ( a ,  b )  E IR2 est noté E . 
Dans les parties A et B, l’espace IR3 est muni de son produit scalaire usuel. 

A. Généralités 

1) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de M ,  (IR) . 
En donner une base et la dimension. 

2) Pourquoi peut-on assurer sans calculs que M (a, b)  est diagonalisable ? 
Que peut-on dire de plus ? 

3) Déterminer le polynôme caractéristique de M ( a ,  b )  , puis, pour chacune des valeurs propres 
obtenues (non nécessairement distinctes), déterminer un vecteur propre associé, que l’on 
choisira unitaire, et de première composante positive. 

4) En déduire que A4 ( a ,  b )  = PD‘P , avec 

2a O O 

O b J z  O 

O O -b& 

fJz 1 1 

B. Matrices orthogonales de E 

1) Déterminer, parmi les matrices M (a ,  b )  de E , celles qui sont orthogonales. 

2)0nnote 

Justifier que l’endomorphisme ly de IR3, admettant A pour matrice dans la base canonique, 
est une isométiie vectorielle. 
En préciser la nature et les Cléments caractéristiques. 

Tournez la page S.V.P. 
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C. Construction de nouveaux produits scalaires sur R3 
Etant donnés trois réels A. , a et b , on pose N = Al,  + M (a, b )  . 

Pour tous vecteurs U = y et V = y ’ de R3 , on’pose alors 4 (U, V )  = ‘UNV . [Il c:) 
On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante, portant sur A , a et b , pour que 
4 soit un produit scalaire sur R3. 
Selon l’usage, on convient d’identifier une matrice carrée d’ordre 1 et son unique coefficient. 

1) Sans déterminer explicitement 4 (U, V )  , montrer que 4 est une application à valeurs dans R , 
bilinéaire et symétrique. 

2) On pose Z = ‘PU ( P  a été définie dans la partie A), et on note z1 , z2 et z3 les composantes 

de 2 ,  de sorte que Z = z2 . 

Montrer que @(U,U) = ‘Z(A.13 + D ) Z  =(A .+2a)~ ,~+(A .+b&)z ;  +(A-b&)z;.  
u 

3) En déduire que si A. > max (-2a,lbl&) , alors 4 est un produit scalaire sur IR3. 

4) Etudier la réciproque. 

D. Etude des points critiques d’une fonction de deux variables 

Dans cette question, a = -1 , b = 1 et A. = 2 , de sorte que N = 21, +M (-1,l) = 

Pour tout couple de réels x et y , on pose U = xy , puis f (x, y )  = 4 (U, U) = ‘UNU . 

l Y l  

1) Calculer explicitement f (x, y )  , puis vérifier que f est de classe C’ et admet exactement deux 

points critiques, que l’on précisera. (On pourra remarquer que - af (x, y )  = 2 (1 + y )  ( x  + xy + y )  .> 
ax 

2) A l’aide du résultat de C.2), montrer que l’un de ces points critiques - à préciser - correspond 
à un minimum global de f . 

3) Vérifier que f (-2 + t ,  -1 + t )  - f (-2, -1) - - 2 t3 .  Qu’en déduit-on pour l’autre point critique ? 
O 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites. 
 

* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 
 
 
 

A propos de l’hypothèse «  de classe 1C  par morceaux » du théorème 
de convergence normale d’une série de Fourier… 
 
 
Pour toute fonction  f :  →  , continue par morceaux et de période π2 , on associe ses coefficients 

de Fourier exponentiels définis, pour ∈n Z, par ∫
π −

π
=

2

0
)(

2
1)( tni

n etffc dt et ses coefficients de 

Fourier trigonométriques définis par :  

∫
π

π
=

2

0
)cos()(1)( tntffan dt (pour ∈n ) et ∫

π

π
=

2

0
)sin()(1)( tntffbn dt (pour ∈n  * ). 

On pose, pour tout entier naturel p et tout réel x : 

∑∑
=−=

++==
p

n
nn

p

pn

xni
np xnfbxnfa

a
efcxfS

1

0 ))sin()()cos()((
2

)())(( . 

 
On rappelle le théorème de convergence normale : 
Si  f :  →   est une fonction continue de période π2  et de classe 1C  par morceaux, la série de 
Fourier de  f converge normalement vers la fonction  f sur . 
Ainsi, la fonction  f est limite uniforme de la suite de polynômes trigonométriques ( ) ∈pp fS )( . 
 
Nous allons étudier ce qui peut se produire si on enlève à ce théorème l’hypothèse « de classe 1C  
par morceaux ». 
Une première partie démontre des résultats préliminaires.  
Une deuxième partie traite d’un exemple où, sans l’hypothèse « de classe 1C  par morceaux », la 
série de Fourier peut diverger. 
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Une troisième partie recherche une condition plus faible pour que, sans l’hypothèse « de classe 1C  
par morceaux », on puisse quand même assurer que la série de Fourier de  f converge uniformément 
vers la fonction  f sur . 
 
 
I. Résultats préliminaires 
 
1. Si, dans le théorème de convergence normale ci-dessus, on suppose que la fonction  f n’est pas 

continue mais seulement continue par morceaux sur  : 
a. Rappeler le théorème de Dirichlet en précisant de quel type de convergence il s’agit. 
b. Cette convergence pourrait-elle être uniforme sur  ? 

 
2. On considère la fonction continue ϕ  :  →  , de période π2 , paire et définie pour [ ]π∈ ,0x , 

par xx =ϕ )( . 
 Donner l’allure de la courbe de cette fonction et expliquer pourquoi elle n’est pas de classe 1C  

par morceaux sur . 
 
3. Théorème de Cesàro 

Soit )( nu  une suite de complexes qui converge vers le complexe l. 
a. Justifier, simplement, en utilisant un théorème de sommation de relations de comparaison, 

que : ∑
=

+=−
n

k
k nolu

0

)1()(  au voisinage de ∞+ . 

b. En déduire que la suite 







+
+++

1
...10

n
uuu n  converge vers l.  

 
4. Soit une fonction  f  :  →   continue et de période 2π dont la somme de Fourier de rang n est 

notée ( )nS f . Pour n entier naturel non nul, on définit la somme de Fejér de f de rang n, notée 
( )n fσ  comme la moyenne de Cesàro des sommes de Fourier :  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1
1 ...

1n nf S f S f S f
n

σ = + + +
+

. 

On démontre, et nous l’admettrons, le théorème de Fejér :  
« La suite de polynômes trigonométriques ( )( )n fσ  converge uniformément sur  vers la 
fonction f ». 
Une application :  
Si :f →   est une fonction continue et de période 2π telle que la suite ( )( )nS f  converge 

simplement sur , montrer que la suite ( )( )nS f  converge vers la fonction f.      
 
5. Si )( nu  est une suite de réels positifs qui converge vers 0, montrer qu’il existe une suite de 

réels )( nd  décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n, nn du ≤≤0  
 (on pourra, par exemple, vérifier que la suite { }( )nk nku ≥,sup  convient). 
 



 
 

Tournez la page S.V.P. 
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II. Un exemple de Série de Fourier divergente (en un point) 
 
On considère la suite de fonctions )( nf  définies sur l’intervalle [ ]π,0  pour tout entier naturel non 

nul n par : ( ) 



 +=

2
12sin1)(

3

2

x
n

xf n
n . 

 
6. Montrer que la série de fonctions ∑

≥1n
nf  converge normalement sur [ ]π,0 . 

 
On définit alors la fonction f paire, continue, de période π2  sur  et telle que pour tout réel 

[ ]π∈ ,0x , ∑
+∞

=

=
1

)()(
n

n xfxf . 

 

7. On pose, pour p et k entiers naturels, ∫
π







 +=

0, 2
12sin)cos( tktpI kp dt et, pour q entier naturel, 

∑
=

=
q

p
kpkq IT

0
,, . 

a. Calculer, pour p et k entiers naturels, l’intégrale kpI , . 

b. Pour q et k entiers naturels, déterminer un réel positif kc  tel que ∑
+

−= +
+=

qk

qkj
kkq j

cT
12

1
,  et en 

déduire que, pour tout couple ),( kq  d’entiers naturels, 0, ≥kqT . 

c. Déterminer, pour N au voisinage de ∞+ , un équivalent simple de ∑
= +

N

k k0 12
1 . 

d. En déduire que, pour k au voisinage de ∞+ , kkT ,  ~ kln
2
1 . 

 

8. Montrer que, pour p entier naturel non nul, ( ) ∑
+∞

= −π
=

1 13
2,

2
12

n np
p I

n
fa . 

 

9. Montrer que, pour p entier naturel non nul, ( ) ( )
13

2,13
2

2
0

13
2

2
2

)0(
−−− π

+−≥
ppp

T
p

fafS   

 (on remarquera que : ∑∑
==

+−=+
N

l
l

N

l
l aaaa

0

0

1

0

22
). 

 Conclure que la suite ( ))0)(( fSn  diverge. 
 
 
 
III. Fonctions à variation bornée, Théorème de Jordan 
 
Pour deux réels ba <  on note [ ]baS ,  l’ensemble des subdivisions de l’intervalle [ ]ba, . 
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Si  f est une fonction de [ ]ba,  →   et ),...,,( 10 nxxx=σ ∈ [ ]baS , , on note : 

 ∑
−

=
+ −=σ

1

0
1 )()(),(

n

i
ii xfxffV . 

On dira que la fonction f est à variation bornée s’il existe un réel positif M tel que pour toute 
∈σ [ ]baS , , l’on ait : MfV ≤σ ),( .  

On appelle alors variation totale de  f sur [ ]ba,  le réel positif noté :  
[ ]( )

[ ]
),(sup,,

,
fVfbaV

baS
σ=

∈σ
. 

 

10. Montrer que la fonction  f : [ ]1,0  →   définie par 0)0( =f  et 





 π=

x
xxf

2
cos)(  si 0≠x  est 

continue et n’est pas à variation bornée sur [ ]1,0 . 
 (on pourra choisir ( ) 10 +≤≤=σ nkkx  subdivision de [ ]1,0  1,0: 10 == +nxx  et 

 { }
)1(2

1,...,,1
kn

xnk k −+
=∈∀ ). 

 
11. Exemples généraux 

a. Montrer qu’une fonction f : [ ]ba,  →   qui est monotone est à variation bornée sur [ ]ba,  et 
préciser [ ]( )fbaV ,, . 

b. Montrer qu’une fonction f : [ ]ba,  →   qui est somme de deux fonctions monotones est à 
variation bornée sur [ ]ba, . 

c. Montrer qu’une fonction [ ]ba, → qui est continue et de classe 1C  par morceaux est à 
variation bornée.  

 
12. Soit une fonction f : [ ]ba,  →   à variation bornée sur [ ]ba,  et soit bca << . 

Montrer que chacune des restrictions de f aux intervalles [ ]ca, et [ ]bc,  est à variation bornée et 
que : [ ]( )+fcaV ,, [ ]( ) ≤fbcV ,, [ ]( )fbaV ,, . 
Remarque : on peut même montrer qu’il y a égalité mais ce ne sera pas utile pour ce problème. 

 
13. Soit  f :  →   une fonction continue et de période π2  telle que la restriction de f à l’intervalle 

[ ]π2,0  soit à variation bornée. 
 Pour n entier relatif et N entier naturel, tous deux non nuls, on utilisera la subdivision 

0( )k k n Nx ≤ ≤σ =  de [ ]π2,0  définie, pour k entier compris entre 0 et n N , par : 2
k

kx
n N
π= . 

 Pour k entier compris entre 1 et n N , on notera )( fVk  la variation totale de f sur l’intervalle 
[ ]kk xx ,1− . 

a. Vérifier que : ( ) ( )( )
11

dk

k

n N x i nt
kx

k
f t f x e t

−

−

=

−∑∫ 1
1

( )( )
n N

k k k
k

V f x x −
=

≤ −∑ . 
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b. Montrer que : ( ) [ ]( )
11

1 0,2 ,k

k

n N x i nt
kx

k
f x e dt V f

n−

−

=

≤ π∑∫ . 

c. En déduire que pour tout entier n non nul,  ( ) [ ]( )0,2 ,
2n

V f
c f

n
π

≤
π

. 

 
14. Soit )( nu  une suite de complexes, on pose, pour tout entier naturel n, 

 ∑
=

=
n

j
jn uS

0

  et  nσ
1
...10

+
+++

=
n

SSS n .  

On suppose que la suite )( nσ  converge vers un complexe L et on suppose qu’il existe une 

constante réelle A non nulle telle que, pour tout entier naturel k, 
1+

≤
k

Auk . 

a. Pour n et k entiers naturels non nuls, exprimer, à l’aide des termes de la suite ( )iu , 
l'expression : k 1 1( ) ( )( ) ( )n n k nS L n k L n L+ − −− − + σ − + σ − . 

b. Soit une suite de réels )( nd  décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel 
n, nn dL ≤−σ , montrer que, pour n et k entiers naturels non nuls : 

 
( )1

2 11
2 2n n

n kS L d A
k n−

− − ≤ + + 
  +

. 

c. L’entier naturel non nul n étant donné, on choisit k tel que ( )2 2 2
11 4 nk n d k−− ≤ <   

 ( 1k −  est donc la partie entière de 12 nn d − ). 

Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : ( )1 11n n nS L d A d− −− ≤ + + . Que 
peut-on en déduire ?  

 
15. Montrer que la série de Fourier d’une fonction  f  :  →   continue et de période π2  telle que 

la restriction de f à l’intervalle [ ]π2,0  soit à variation bornée converge uniformément vers la 
fonction f. 

 
16. Montrer que la série de Fourier de la fonction ϕ  de la question 2. converge uniformément sur  

vers la fonction ϕ  . 
 
17. Application 
 Montrer que la série de Fourier d’une fonction  f :  →  , de période π2  et lipschitzienne 

converge uniformément sur  vers la fonction f. 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 
 
 
 

Fonctions de matrices 
 
Notations :  
 
1. Les -algèbres suivantes sont considérées au cours de ce texte :  
¾ L’algèbre nM ()  des matrices carrées réelles d’ordre n. 

¾ Si I est un intervalle de , d’intérieur non vide, on note ∞
IC  l’algèbre commutative des 

fonctions de classe ∞C  de I dans .  
¾ L’algèbre des fonctions polynomiales de I dans  est usuellement identifiée à l’algèbre  [ ]X . 

 
2. On y rencontre aussi les -espaces vectoriels suivants :  
¾ L’espace des colonnes réelles à n lignes noté 1,nM ().  

¾ L’espace N [ ] { ∈= PX  [ ] }NPX ≤deg/ , où ∈N . 
 

3. Les notions de convergence dans 1,nM () et nM () sont relatives aux normes respectives :  

¾ k
nk

xX
≤≤

∞ =
1
Max  , si [ ]n

t xxX ....,,1= . 

¾ ij
nji

mnM
≤≤

=
,1

Max , si [ ]
nj
niijmM

≤≤
≤≤=

1
1 . 

 
 
Objectifs du problème  
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Lorsque ∈P  [ ]X  et ∈A nM (), on sait donner un sens à la matrice ( )AP  et l’on  maîtrise bien le 
calcul polynomial sur A qui en résulte. En particulier, si M est une matrice de nM (), on appelle 
POLYNÔME MINIMAL de M le polynôme unitaire P de plus bas degré tel que ( ) 0P M =  ; il est 
immédiat (et on l’admettra) qu’il s’agit du polynôme minimal de l’endomorphisme u de nR  dont 
M est la matrice dans la base canonique de nR . 
Dans un premier temps, ce texte propose de donner un sens à la matrice ( )Af  POUR TOUTE 

FONCTION f DE CLASSE ∞C , et cela moyennant des hypothèses convenables sur la matrice A. 
Autrement dit, on apprend à maîtriser un certain calcul fonctionnel sur A.  
Dans un second temps, on exploite ces résultats pour résoudre un système différentiel linéaire.  
 
 
Notations fixées pour tout le problème :  
¾ On considère une matrice A de nM () et l’on SUPPOSE que son polynôme minimal AΠ  peut 

être écrit sous la forme : ( ) ( ) ( ) rm
r

m
A XXX λ−λ−=Π ...1

1  avec : 1≥r  ; les jλ  sont des 

RÉELS distincts ; les jm  sont dans *. On note alors ∑
≤≤

=
rj

jmm
1

 le degré de AΠ . 

¾ On considère aussi un intervalle I de , d’intérieur non vide et contenant tous les jλ . 
 
La matrice A et l’intervalle I sont particularisés dans les divers exemples traités au cours du 
problème.  
 
 
Préliminaires :  
 
1. Établir que pour X dans 1,nM () et M dans nM (), on a : ∞∞ ≤ XMMX .  

 
2. Soit M un sous-espace vectoriel de dimension 1≥d  de nM (), et soit ( )dBB ,...,1=β  une base 

de M. 
a)  Montrer que l’on définit une norme N sur M en posant ( ) kdk

xM
≤≤

=
1
MaxN , si 

∑
≤≤

=
dk

kkBxM
1

 est la décomposition de l’élément M de M  sur la base β . 

b)  Justifier l’existence de constantes réelles strictement positives a et b vérifiant : 
( ),M a M M b M∀ ∈ ≤ ≤M N . 

c)  Soit ( )
∈ppM

 une suite d’éléments de M ; on note ( ) k

dk
pp BkxM ∑

≤≤
=

1
 la décomposition 

de pM  sur β . Montrer que la suite ( )
∈ppM
 
converge vers 0 dans nM( (), )  si et 

seulement si CHAQUE SUITE RÉELLE ( )( )
∈pp kx
 
( )dk ,...,1=  converge vers 0. 

 
 
 
I – Une relation d’équivalence sur ∞

IC  
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On convient de dire que des fonctions f et g de ∞
IC  « coïncident sur le spectre de A » lorsque : 

{ }rj ,...,1∈∀ , { }1,...,0 −∈∀ jmk , ( )( ) ( )( )j
k

j
k gf λ=λ . Ce que l’on résume par la notation gf

A
≡ . 

Un exemple : si ( ) ( )12 +=Π XXXA  la notation gf
A
≡  signifie : ( ) ( )00 gf = , ( ) ( )00 gf ′=′  et 

( ) ( )11 −=− gf . 
 
3. Soient l  dans *, λ  dans I et f dans ∞

IC  vérifiant : ( )( ) 0=λkf  pour 1,...,2,1,0 −= lk . 

a)  Établir l’identité : ( ) ( )
( )

( ) duufuxxfIx
x

)(
!1

,
1

l
l

l∫λ
−

−
−=∈∀ . 

b)  En déduire à l’aide d’un changement de variable, l’existence d’une fonction h vérifiant : 
 (1) ( ) ( ) ( )xhxxfIx lλ−=∈∀ ,    
 (2)  ∞∈ ICh  

 
4. Soient f et g dans ∞

IC .  
a)  On suppose : ∞∈∃ ICh , Af g h= + Π .  
 En considérant les dérivées successives de gf − , établir que gf

A
≡ . 

b)  On suppose gf
A
≡  ; en exploitant le 3. justifier l’existence de h dans ∞

IC  vérifiant : 

Af g h= + Π . 
 

5. Soient P et Q dans  [ ]X  ; prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :  
(1) QP

A
≡  

(2) ∈∃ H  [ ]X ,   AP Q H= + Π . 
 
 

 
II – Définition de la matrice ( )Af  

 
A. On considère l’application ϕ  de m – 1 [ ]X  vers m qui associe à un polynôme P le m-uplet : 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )10101 ,...,
11

1
−≤≤−≤≤ λλ=ϕ

rr
r

mkr
k

mk
k PPP . 

 
6. Établir le caractère bijectif de ϕ . 
 
7. Soit f dans ∞

IC  ; justifier l’existence d’un et d’un seul polynôme fP  de  [ ]X , de degré 
inférieur ou égal à ( )1−m  et tel que : fA

Pf ≡ . On convient alors de DÉFINIR la matrice ( )Af  

en posant : ( ) ( )APAf f= . 

B. Quelques exemples  
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8. On suppose ici que f est polynomiale et l’on écrit : ( ) ∑
=

=∈∀
N

k

k
k xaxfIx

0
, . 

En effectuant une division euclidienne, montrer qu’avec la définition de la question 7, on 

obtient le résultat naturel :  ( ) ∑
=

=
N

k

k
k AaAf

0
. 

 

9. ICI : 234
45 MA ∈







−
−= () et =I . 

a)  Calculer ( )XAΠ . 
b)  Calculer la matrice ( )Af  dans chacun des cas suivants :  

(1) ( ) baxxf += , les réels a et b étant donnés. 
(2) ( ) ( )sinf x x= π  

(3) ( ) ( ) ( )xgxxf 21−= , où la fonction g est donnée dans ∞
IC . 

 
 
 
III – Le calcul systématique de ( )Af  
 
A. Une formule générale 
 
10. En exploitant l’isomorphisme linéaire ϕ  du II.A, justifier l’existence et l’unicité de 

polynômes ( )10,1, −≤≤≤≤ jkj mkrjQ  vérifiant :  

 pour TOUTE fonction f de ∞
IC , on a : ( )( )∑ ∑

≤≤ −≤≤
λ=

rj mk
kjj

k
f

j

QfP
1 10

,  

On considère alors les matrices dites « associées » à A :  
( )AQZ kjkj ,, =   ( )10,1 −≤≤≤≤ jmkrj . 

 
11. Montrer que les diverses matrices kjZ ,  sont linéairement indépendantes et que :  

 ∞∈∀ ICf , ( ) ( )( )∑ ∑
≤≤ −≤≤

λ=
rj mk

kjj
k

j

ZfAf
1 10

,  

 
B. Deux exemples 
 

12. ICI : 







−
−= 34

45A  et =I *
+ . 

a)  Justifier l’existence de matrices 1Z  et 2Z  de 2M () telles que :  
   ∈∀ f ∞

IC , ( ) ( ) ( ) 21 11 ZfZfAf ′+= . 
b)  EN DÉDUIRE le calcul de 1Z  et 2Z . 
c)  Calculer les matrices AA ,2004  et plus généralement αA  pour α  dans *

+ . 
 



 

Tournez la page S.V.P. 

5

13. ICI :  3
011
122
111

MA ∈














−
−
−

= () et =I . 

a)  Présenter sous forme factorisée le polynôme ( )XAΠ . La matrice A est-elle 
diagonalisable  dans 3M () ?  

b)  Calculer les matrices kjZ ,  « associées » à A. 
 
 
 
IV – Un calcul fonctionnel sur la matrice A  
 
A. Quelques identités bien naturelles  
 
14. Soient f et g dans ∞

IC  et α  dans . 
a)  Que valent fPα  et gfP +  ?  
b)  Justifier l’existence d’un polynôme H de  [ ]X  tel que : fg f g AP P P H= + Π . 

 
15. a) Montrer que l’application S : ( )f f Aa  de IC∞  dans ( )nM R  est un morphisme de 

-algèbres.  
b) Quel est son noyau ?   

 
16. On considère les fonctions cosinus et sinus de  dans , puis les fonctions xxf a:1  et 

x
xf 1:2 a  de *

+
 dans . On peut ainsi DÉFINIR les matrices ,sin,cos AA  et même A  et 

A
1  

si les jλ  sont dans *
+ . 

a)  En exploitant le morphisme S, calculer ( ) ( )22 sincos AA + . 

b)  On suppose ici que les jλ  sont strictement positifs. Reconnaître : ( )2A  et 
A
1 . 

 
B. Le spectre de ( )Af  
 
17. Montrer que l’ensemble noté ( ){ }∞∈= IA CfAf /M  est une sous-algèbre COMMUTATIVE de 

nM ()  et préciser sa dimension.  
 
18. Montrer que si un élément de AM  est inversible dans nM ()  alors son inverse est aussi dans 

AM . 
 
 
19. Soit f dans ∞

IC  ; établir l’équivalence des énoncés suivants :  
 (1) ( )Af  est inversible dans nM (). 



 6

 (2) { } ( ) 0,...,1 ≠λ∈∀ jfrj  
 
20. Si M est une matrice de nM (), on note MΛ  l’ensemble de ses valeurs propres RÉELLES. 

 En exploitant la question 19 comparer les ensembles : AΛ  et ( )AfΛ  où f est donnée dans ∞
IC .

  
 
 
V – Application à la résolution d’un système différentiel 
 
21. Soient ( )

∈ppf
 une suite de fonctions de ∞

IC  et f dans ∞
IC . Établir l’équivalence des énoncés 

suivants :  
(1) La suite de matrices ( )( )

∈pp Af
 converge dans nM () vers ( )Af . 

(2) Pour chaque ( )rjj ≤≤1  et chaque ( )10 −≤≤ jmkk , la suite réelle ( )( )( )
∈

λ
pj

k
pf


 

converge vers ( )( )j
kf λ . 

Lorsque la condition (2) est réalisée, on convient de dire que la suite de fonctions ( )
∈ppf

 

« converge vers f sur le spectre de A ». 
 

22. Pour t réel, on considère la fonction tx
t exf a:  de  dans . Montrer que : ( ) l

l

l

l
AtAft ∑

+∞

=
=

0 !
. Il 

s’agit donc précisément de la matrice usuellement notée ( )exp t A . 
 
23. En exploitant les résultats acquis à ce stade du problème, résoudre le système différentiel :  

 











−=

+−=

+−=

yx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

22  

 
 

Fin de l’énoncé. 
 
 
 
 
 
 
  



 

 
Tournez la page S.V.P. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 

Notation et but du problème 
 
On désigne par : 

  0E   : le   R - espace vectoriel des fonctions   f   définies sur   +R     à valeurs réelles, de 

classe 1C    sur   +R  ,  et qui vérifient   ( )0 0f =  ; 
 
  1E   : l’ensemble des fonctions   f   appartenant à   0E    et telles que la fonction   

( ) 2
f t

t
t

 
 
 

a    soit intégrable sur   *
+R  ;  

 
  2E   : l’ensemble des fonctions   f   appartenant à   0E    et telles que la fonction   

( )( )2
t f t′a    soit intégrable sur   +R . 

 
On note : 

( ) ( )
*
+

1/ 22

1

f t
N f dt

t

  
 =  
   
∫

R

   pour   1f E∈  ; ( ) ( )( )
+

1/ 2
2

2N f f t dt
 

′=  
  
∫

R

   pour   2f E∈ . 

Le but de ce problème est de comparer les ensembles   1E    et   2E    d’une part, les fonctions   1N    
et   2N    d’autre part. 
Les parties I et II  sont consacrées à deux exemples, la partie III aborde le problème de 
comparaison de façon plus générale. 
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PARTIE I – Exemple 1 
 
 
Dans cette partie, on suppose que   f   est la fonction définie sur   +R    par   ( ) Arctanf t t=    (où 
Arctan désigne la fonction Arctangente). 
 
I.1/ Montrer que   f   appartient à   1E . 
 

I.2/ Montrer que, pour tout   *
+x∈R   , la fonction  xH  : 

( )( )2 2 2

1
1

t
t t x+ +

a    est intégrable sur   

+R   , et qu’en particulier   f   appartient à   2E . 
 
I.3/ Calcul de ( )2N f . 
 
Pour   *

+x∈R , on note   ( ) ( )
+

xx H t dtϕ = ∫
R

. 

 
 I.3.1/ Montrer que la fonction   ϕ    est continue sur   *

+R . 
 
 I.3.2/ Soit   *

+x∈R  ,  1x ≠  ; décomposer en éléments simples la fraction rationnelle de la 
variable  T : 

( )( )2

1
1T T x+ +

 

 
 I.3.3/ En déduire l’expression explicite de   ( )xϕ    pour   *

+x∈R ,  1x ≠ . 
 
 I.3.4/ Quelle est la valeur de   ( )2N f  ? 
 
 
I.4/ Etudier le signe de   Arctanu u−   , pour   +u∈R . 
 

I.5/ Montrer que, pour tout   +x∈R ,  la fonction   xG  : ( )
( )2

Arctan
1
xt

t
t t +

a    est intégrable sur   *
+R . 
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I.6/ Calcul de   ( )1N f . 

Pour   +x∈R  ,  on pose   ( ) ( )
*
+

xx G t dtθ = ∫
R

. 

 
 I.6.1/ Montrer que la fonction   θ    est continue sur   +R . 
 
 I.6.2/ Montrer que la fonction   θ    est de classe 1C    sur   +R . 
 
 I.6.3/ Expliciter   ( )xθ ′    pour   x∈ +R . 
 
 I.6.4/ Expliciter   ( )xθ    pour   x∈ +R . 
 
 I.6.5/ Etablir une relation entre   ( ) 2

1N f      et   ( )1θ . 
 

 I.6.6/ En déduire la valeur de   ( )1N f    et celle de   ( )
( )

1

2

N f
N f

. 

 
 
 

PARTIE II – Exemple 2 
 
 

Dans cette partie, on suppose que   f   est la fonction définie sur   +R    par   ( ) ( )2ln 1f t t t= + +  

(où   ln   désigne la fonction logarithme népérien). 
 
II.1/ Calculer   ( )f t′    pour   +t∈R .   En déduire que f   appartient à   2E .   Quelle est la valeur de  

( )2N f  ? 
 
II.2/ Déterminer un équivalent (simple !) de   ( )f t    lorsque   0t +→  (respectivement lorsque   
t →+∞ ). 
 
II.3/ Montrer que   f   appartient à   1E . 
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II.4/ Calcul d’une intégrale. 

 II.4.1/ Montrer que la fonction   2

ln
1

tt
t

−
−

a    est intégrable sur l’intervalle   ] [0,1 .   

  On note désormais   2
0,1

ln
1

tJ dt
t  

−
=

−∫ . 

 
 II.4.2/ Montrer que, pour tout   k∈N , la fonction   2 lnkt t t−a    est intégrable sur 
l’intervalle   ] [0,1  ; expliciter la valeur de   : ( )2

0,1

lnk
kJ t t dt

  

= −∫ .  

 II.4.3/ Justifier avec soin l’égalité :   ( )2

0 0 0,1

lnk
k

k k
J J t t dt

+∞ +∞

= =   

= = −∑ ∑ ∫ . 

 

 II.4.4/ Déduire de ce qui précède la valeur de l’intégrale  J,  sachant que la série  2
1

1

n n≥
∑   

converge et que  
2

2
1

1 .
6n n
π+∞

=

=∑  

 
II.5/ Calcul de ( )1N f . 

Pour simplifier, on note ( )( ) ( )
+

2
2

1

f t
I N f dt

t
 

= =  
 
∫

R

.  

On rappelle que   ,
2 2

u u u ue e e eshu chu
− −− +

= =    pour   (u∈R )   et la relation   2 2 1ch u sh u− = . 

 

 II.5.1/ Montrer que   ( )
*
+

2
2

1

f t
I dt

t t
=

+
∫

R

. 

 

II.5.2/  Justifier le changement de variable   ( ) ( )2ln 1u f t t t= = + +    dans l'intégrale 

obtenue dans la question II.5.1 ; que devient   I   quand on effectue ce changement ? 
Même question pour le changement de variable   uv e−= .  
 

 II.5.3/ En déduire la valeur de   ( )1N f    , puis celle de   ( )
( )

1

2

N f
N f

. 
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PARTIE III 
 
 
Le but de cette partie est de comparer,  d’une part,   les ensembles 1E     et    2E  ,   et, d’autre part, 
les fonctions   1N    et   2N . 
 
III.1/   Soit   f   une fonction quelconque appartenant à   0E    (donc de classe 1C    sur   +R    et telle 

que   ( )0 0f = ). On associe à   f   deux fonctions   g   et   h   définies sur   *
+R    par   ( ) ( )f t

g t
t

=    

et   ( ) ( )f t
h t

t
=    pour tout   0t > . On pose   ( )0fα ′= . 

 
 III.1.1/ Quelle est la limite de   ( )h t    (respectivement de   ( )g t )   lorsque   0t +→  ? 
 
 III.1.2/ Exprimer   ( ) ( )f t t g t′ ′−    en fonction de   ( )h t    lorsque   *

+t∈R . 
 
 III.1.3/ Quelle est la limite de   ( )t g t′    (respectivement de   ( ) ( ).g t g t′ )   lorsque   

0t +→  ?   (on exprimera les résultats en fonction de   ( )0fα ′= ). 
 
 III.1.4/ Etablir, pour   0x > , la relation :  

( ) ( )( )
] ]

( )( ) ( )( )
] ]

( )( )
] ]

22 2 2

0, 0, 0,

1 1
2 4x x x

f t dt g x t g t dt h t dt′ ′= + +∫ ∫ ∫R . 

(après avoir justifié l'intégrabilité sur   0,x      de chacune des fonctions qui interviennent). 
 
III.2/   Comparaison de   1E    et   2E . 

 III.2.1/ Déduire de la relation    
 
 
R    l’inclusion :   2 1E E⊂ . 

 
 III.2.2/ Les ensembles   1E    et   2E    sont-ils égaux ?   (On pourra considérer la fonction   

sint ta ).  
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III.3/  Comparaison de   1N    et   2N . 
 III.3.1/ Montrer que  2E    est un sous-espace vectoriel du   R  - espace vectoriel   0E . 
 
On admettra sans justification que   1N    et   2N    sont des normes sur l’espace vectoriel   2E . 
 
 III.3.2/ Justifier l’inégalité :   ( ) ( )1 22N f N f≤   , pour   2f E∈ . 
 
 III.3.3/ Pour   *n∈N ,   on définit sur   +R    la fonction   nf    par   ( ) ( )sint

nf t e nt−= . 

Vérifier que   2nf E∈    pour tout   *n∈N    et calculer   ( )2 nN f . 
 
 III.3.4/ Les normes  1N    et   2N    sont-elles équivalentes sur   2E  ? 
 
III.4/   Soit   f   appartenant à   2E  ; en utilisant la relation    

 
 
R   , montrer que   ( )g t    admet une 

limite lorsque   t →+∞  ;   quelle est cette limite ? 
 
 

Fin de l'énoncé. 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 
Ce problème porte sur l'étude d'une suite double et de différents contextes dans lesquels on retrouve 
cette suite. 
 
On désigne par  N   l'ensemble des entiers naturels, par  N*   l'ensemble  N   privé de 0, par  Z   
l'ensemble des entiers relatifs et par  R   l'ensemble des nombres réels. 
 
Pour  n∈N ,  on note  � �0, n   l'ensemble des entiers naturels  k   tels que  0 k n≤ ≤ . 
 
On note  ( )1n+ ZM   l'anneau des matrices carrées d'ordre  1n +   à coefficients dans  Z .  Pour  

( )1nM +∈M Z , on note  ( )( ) � �2, , 0,p q p q n
M m

∈
=   où  ,p qm   est l'élément de la ligne  p   et de la 

colonne  q . Par exemple   ( )2M ∈M Z   sera noté  0,0 0,1

1,0 1,1

.
m m

M
m m

 
=  
 

 

 
Pour  ( )1nM +∈M Z ,  on note  ( )det M   le déterminant  de M   et  ( )com M   la comatrice de  M . 
 
[ ]XR   désigne l'espace des polynômes à coefficients réels et, pour  n∈N  ,  [ ]n XR   désigne le 

sous-espace de  [ ]XR   des polynômes de degré inférieur ou égal à  n . 
 
Les parties II, III et IV de ce problème sont indépendantes entre elles ; seule la suite étudiée dans la 
partie I apparaît dans une question de chacune de ces parties. 
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PARTIE I 

 
On définit la suite double de nombres réels  ( )( ) 2, ,p q p q

a
∈N

  par : 

 
 
( )i  0,0 1a =  

( )ii  pour tout  *p∈N ,  ,0 0pa =  

( )iii  pour tout  *q∈N ,  0, 0qa =  

( )iv  pour tout  ( ), 2p q ∈N ,  ( )1, 1 , 1,1p q p q p qa a p a+ + += + + . 
 
La considération d'un tableau, dans lequel les  ,p qa   sont disposés avec  p   indice de ligne et  q   
indice de colonne, pourra se révéler d'une utilité certaine. 
 
I.1. Pour  q∈N ,  calculer  1,qa . 
 
I.2. Calculer  2,1a   et  2,2a . 
 
I.3. Pour  2q ≥ ,  exprimer  2,qa   en fonction de  2, 1qa − . En déduire la valeur de  2,qa . 
 
I.4. Pour  p∈N ,  on considère la propriété  pP  : " pour tout  q∈N , on a  ,p qa ∈N  ".   

 Montrer que pour tout  p∈N , la propriété  pP   est vraie. 
 
I.5. Pour  p q> ,  calculer  ,p qa . 
 
I.6. Pour  p∈N ,  calculer  ,p pa . 
 
I.7. Pour  n∈N ,  on désigne par  nA   la matrice carrée d'ordre  1n +   (c'est-à-dire à  1n+   lignes 
et à  1n+   colonnes), dont le terme de la ligne  p   et de la colonne  q   est  ,p qa ,  pour tout  

( ) � �2, 0,p q n∈ .  

Expliciter les matrices  2 3 4 5, , etA A A A . 
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PARTIE II 

Dans cette partie,  n   désigne un entier naturel. 
 
II.1. Soit  ( ) ( ), 1p q nM m += ∈ ZM . 
 
 II.1.1. Montrer que  ( )det M ∈Z . 

 II.1.2. Montrer que  ( ) ( )1ncom M +∈ ZM . 

 II.1.3. On rappelle qu'une matrice M  est inversible dans ( )1n+M Z  si et seulement si 1M −  

existe et appartient  à ( )1n+M Z  . Montrer que  M   est inversible dans ( )1n+M Z  si et seulement si 

( )det 1M = ±  .   
 
II.2. On définit la suite  ( )p p

B
∈N

  de  polynômes de  [ ]XR   par :  0 1B =   et pour  *p∈N ,  

( )
1

0

p

p
j

B X j
−

=

= −∏ . 

 
 II.2.1. Montrer que  ( )0 1, , , nB B BK   est une base de l'espace vectoriel  [ ]n XR  ;  on notera 

( )B   cette base. 

On note  ( )X   la base canonique  ( )1, , , nX XK   de  [ ]n XR . 

On note  nP   la matrice de passage de la base  ( )X   à la base  ( )B   et  nQ   la matrice de passage 

de la base  ( )B   à la base  ( )X . 

 
 II.2.2. On prend  4n = ,  expliciter les matrices  4P   et  4Q . 

 II.2.3. Montrer que  nP   est une matrice triangulaire supérieure à coefficients dans  Z . 

 II.2.4. Calculer  ( )det nP . 

 II.2.5 Montrer que  nQ   est une matrice triangulaire supérieure à coefficients dans  Z . 

On note  ( )( ) � �2, , 0,n p q p q n
Q β

∈
= .  Pour tout  � �0,q n∈ ,  on a donc  ,

0

.
q

q
p q p

p

X Bβ
=

=∑  

 
 II.2.6. En donnant à  X   des valeurs particulières, déterminer les coefficients  

0, 1, 2,, ,q q qβ β β   pour  � �0,q n∈ . 
 II.2.7. Montrer que  n nQ A=  où  nA   est la matrice définie au I.7. 
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PARTIE III 
 
 

On note  F   l'espace vectoriel réel des applications de classe  
∞

C   définies sur  ] [0,+∞   et à 
valeurs dans  R . On définit l'application  φ   de  F   dans  F  par : 

( )f gφ =   où  ( ) ( )g x xf x′= . 
 
Pour  *q∈N , on note  1q qφ φ φ −= o  ; ainsi  2φ φ φ= o   (par convention : 0

Fidφ = ). 
 
III.1. Vérifier que  φ   est un endomorphisme de  F . Est-il surjectif ? Est-il injectif ? Préciser le 
noyau de  φ . 
 
III.2. Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de  φ . 
 
III.3. Pour  f F∈ ,  expliciter  ( )2 fφ .  Déterminer le noyau de  2φ   et en donner une base. 
 
III.4. Soit  n∈N* .  Montrer qu'il existe des entiers  ,p qd  tels que, pour tout  � �1,q n∈   et tout  

f F∈ ,  on ait la relation  : pour tout x  dans ] [0,+∞  ,   ( )( ) ( ) ( ),
1

q
pq p

p q
p

f x d x f xφ
=

=∑ , où  ( )pf   est  

la dérivée p-ième de  f . 
On admet que cette décomposition est unique. 
 
III.5. On convient que  0,0 1d =   et que, pour  *p∈N   et  *q∈N ,  ,0 0, 0p qd d= =  et , 0p qd =  si 
p q> . 

Montrer que pour tout  ( ) � �2, 1,p q n∈ , on a  , ,p q p qd a= ,  où les  ,p qa   sont les termes définis dans la 
partie I. 
 
 
 

PARTIE IV 
 
 
IV.1 Soit  ϕ   la fonction définie sur  R   par  ( ) ( )( )exp exp 1t tϕ = − ,  où  exp est la fonction 
exponentielle. 
 
 IV1.1. Déterminer le développement limité de  ϕ   à l'ordre  4 en t = 0. 
 
 IV1.2. Pour  n   variant de 1 à 4,  en déduire la valeur de la dérivée n-ième de  ϕ   en  0. 
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Soit  E   un ensemble de cardinal  n ,  n∈N .  On appelle partition de  E ,  tout ensemble de parties 
non vides de  E ,  deux à deux disjointes, dont la réunion est  E .  Chaque partie de la partition 
s'appelle une classe. 
 
IV.2. Pour tout entier  *j∈N ,  on note  j

nP   le nombre de partitions de  E   en  j   classes. 
Par convention, on note  0

0 1P =  et, pour tout  n∈N*   et  *j∈N ,  0
0 0j

nP P= = . 
 
 IV.2.1. Pour  j n> , calculer  j

nP . 

 IV.2.2. Calculer  1 n
n nP et P   pour  n∈N* . 

 IV.2.3. On suppose  2 1j et n≥ ≥ .  Soit  a E∈ . 
En distinguant parmi les partitions de  E   en  j   classes, celles pour lesquelles le singleton  { }a   

est une classe de la partition, justifier l'égalité  1
1 1.

j j j
n n nP P jP−

− −= +  
 
 IV.2.4. En déduire que pour tout  ( ) 2,j n ∈N ,  on a  ,

j
n j nP a=  , les  ,j na   étant les termes 

définis dans la partie I. 
 
IV.3. On note  nP   le nombre de partitions de  E . Par convention  0 1P = . 
 
 IV.3.1. Pour  n   variant de  1 à 4,  calculer  nP   et comparer  nP   à  ( ) ( )0nϕ   où  ϕ   est la 
fonction définie en IV.1. 
 
 IV.3.2. Exprimer  nP   à l'aide des  j

nP .  Dans la suite, on admettra la formule  

(1) 1
0

n
k

n n k
k

P C P+
=

=∑   où les  k
nC   sont les coefficients du binôme. 

 
 IV.3.3 Montrer que pour tout  n∈N   on a  !nP n≤  
 

IV.4 Pour  x∈R ,  on note  ( )
0 !

nn

n

Ps x x
n

+∞

=

=∑   lorsque la série converge. 

 
 IV.4.1. Déduire de IV.3.3.  que le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal à 1. 
 
 IV.4.2. Montrer à l'aide de (1) que pour  1x < ,  on a  ( ) ( )exps x s x x′ =  (on pourra 
développer en série entière exp x   et utiliser le produit de Cauchy de deux séries entières). 
 
 IV.4.3. En déduire  ( ).s x  
 
 IV.4.4. Montrer que pour tout  n∈N ,  on a  ( ) ( )0 .n

nP ϕ=  
 Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la conci-
sion de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené à prendre.

****

Notations

Soit
�

l’ensemble des entiers naturels,
� � ��� � � � �

et
� � �	� 
 � � � 
 
 
 � � �

. Si
�

et � sont des en-
tiers supérieurs ou égaux à 1, on note � � � � � � � le � -espace vectoriel des matrices à coefficients dans�

ayant
�

lignes et � colonnes. Lorsque � �	� , � � � � � � � est noté plus simplement � � � � � et est
muni de sa structure d’algèbre, � � représentant la matrice identité. � � � � � � désigne l’ensemble des
matrices inversibles de � � � � � , � � � � � l’ensemble des matrices symétriques de � � � � � et � � � � �
l’ensemble des matrices orthogonales de � � � � � .

Pour � ��� � � � �  ! � ! � ! � ! � appartenant à � � � � � � � , " � désigne la matrice transposée de � : c’est un

élément de � � � � � � � , # $ % � � � est le noyau de � défini par : # $ % � � � �	� &(' � � �  � � � ) � &(��� �
et * + � � � est l’image de � définie par : * + � � � �	� ,-' � � �  � � � ) . &/' � � �  � � � � ,-� � & �� �

est muni de son produit scalaire canonique noté 0	1 � 1 2 et de la norme associée notée
) ) 1 ) )

et on identifiera selon l’usage � � �  � � � à � � .
Une matrice 3 de � � � � � est dite positive si :4 &/' � � �  � � � � " & 3 &(5	�

et définie positive si : 4 &/' � � �  � � � � � � � � " & 3 & 2 �
Tournez la page S.V.P.
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On note 6 78 9 : ; l’ensemble des matrices symétriques réelles positives d’ordre < et 6 7 78=9 : ;
l’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives d’ordre < .

PARTIE I

I.1 Soit > la matrice de ?(@ 9 : ; donnée par :

>BA CDDE FGFGFBH IJGJGJKIFGFGFGJJGJGJKI
L MMN

a) Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels O P Q 9 > ; et O P Q 9 R > ; . Existe-
t-il une relation d’inclusion entre les noyaux O P Q 9 > ; et O P Q 9 R > ; ?

b) Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels S T 9 > ; et S T 9 R > ; . Existe-t-il
une relation d’inclusion entre les images S T 9 > ; et S T 9 R > ; ?

I.2 Soit U	V ? 8 W X 9 : ; .
a) Montrer que O P Q 9 R U U ; A�O P Q 9 U ; et O P Q 9 U R U ; A�O P Q 9 R U ; .
b) Montrer que Q Y 9 R U U ; A Q Y 9 U R U ; A�Q Y 9 U ; .
c) Montrer que S T 9 R U U ; A�S T 9 R U ; et S T 9 U R U ; A�S T 9 U ; .

I.3 Soit Z un entier naturel non nul et 6(A 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; un système de Z vecteurs de : 8 .
On note a le sous-espace vectoriel engendré par 6 , b A-c d T�a et e�A 9 f g h ; la matrice de ? ` 9 : ;
définie par f g h A i [ g ] [ h j pour tout 9 k ] l ; V m ^` . Le déterminant de e est appelé déterminant de
Gram du système 6 et sera noté n 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; . Soit 9 o \ ] o ^ ] _ _ _ ] o p ; une base orthonormale dea , on note pour tout l de m ` , [ h A pq g r \ s g h o g et t la matrice de ? p W ` 9 : ; de terme général s g h .

a) Montrer que e	A R t t et en déduire Q Y 9 e ; A Q Y 9 6 ; .
b) Montrer que e est diagonalisable et que ses valeurs propres sont toutes positives.
c) En déduire que n 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; u J et que n 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; A J si et seulement si la

famille 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; est liée.
d) Montrer que l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec sa condition nécessaire et suffisante

d’égalité est un cas particulier de ce résultat.
I.4 Montrer que n 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; reste invariant si l’on ajoute à l’un des vecteurs [ g une combi-

naison linéaire des autres.
I.5 Dans cette question Z est supérieur ou égal à

I
.

a) On note v le sous-espace vectoriel engendré par 9 [ ^ ] [ w ] _ _ _ ] [ ` ; et x y 9 [ \ ; la projection
orthogonale de [ \ sur v , puis on pose z \ A [ \ H x y 9 [ \ ; . Montrer que :n 9 [ \ ] [ ^ ] _ _ _ ] [ ` ; A-{ { z \ { { ^ n 9 [ ^ ] [ w ] _ _ _ ] [ ` ;
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b) En déduire successivement :
i) | } ~ � � ~ � � � � � � ~ � � ��| } ~ � � | } ~ � � ~ � � � � � � ~ � � avec égalité si et seulement si ~ � est ortho-

gonal à � .
ii) | } ~ � � ~ � � � � � � ~ � � �/| } ~ � � | } ~ � � � � � | } ~ � � avec égalité si et seulement si les vecteurs~ � � ~ � � � � � � ~ � sont deux à deux orthogonaux.

I.6 Soit �	�	} � � � � � � � � } � � et � � � � � � � � � � � ses vecteurs colonnes.
a) Montrer que : � � � � � � � ��� � � � � � � � �

avec égalité si et seulement si les vecteurs � � � � � � � � � sont deux à deux orthogonaux.
b) On suppose de plus : � } � � � � � � �� � � � � � � �-� . Montrer que :� � � � � � �	�   ¡

avec égalité si et seulement si � est une matrice à coefficients dans ¢ £ � � ¤ � ¥ et dont les vecteurs
colonnes sont deux à deux orthogonaux.

PARTIE II

On note :¦ § � l’ensemble des matrices carrées d’ordre � à coefficients dans ¢ £ � � ¤ � ¥ dont les vecteurs
colonnes sont deux à deux orthogonaux.¦ ¨ � l’ensemble des matrices diagonales d’ordre � à coefficients diagonaux dans ¢ £ � � ¤ � ¥ .¦�© l’ensemble des entiers naturels � pour lesquels § � est non vide.

II.1 Déterminer explicitement toutes les matrices éléments de § � .
II.2 a) Montrer que toute matrice � de § � vérifie ª � �	��� « � .

b) Réciproquement toute matrice carrée � vérifiant ª � ����� « � est-elle dans § � ?
c) Montrer que si � est à coefficients dans ¢ £ � � ¤ � ¥ et vérifie ª � �-��� « � , alors � est dans§ � .

II.3 On appelle permutation ¬ de � � toute bijection de � � sur lui-même et matrice de permuta-
tion ­ ® ¯ ° associée à la permutation ¬ , la matrice d’éléments ­ ® ¯ °� � donnés par :� } � � � � � � �� � ­ ® ¯ °� � ��± � ¯ ® � °
où ± � ² désigne le symbole de Kronecker : ± � ² �-³ � si ´ ��µ¶

si ´ ·��µ
Tournez la page S.V.P.
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Soit ¸ une permutation de ¹ º et »	¼ ½(º ¾ ¿ À .
a) Donner le terme général de la matrice Á Â Ã Ä Å » . Comment obtient-on cette matrice Á Â Ã Ä Å »

à partir de » ?
b) Donner le terme général de la matrice » Â Ã Ä Å . Comment obtient-on cette matrice » Â Ã Ä Å

à partir de » ?
c) Montrer que si » appartient à Æ º , il en est de même de Á » , des matrices Á Â Ã Ä Å » et » Â Ã Ä Å

pour toute permutation ¸ ainsi que des matrices » Ç et Ç » pour toute matrice Ç de È º .
II.4 Si »	É	¾ Ê Ë Ì À ¼ ½(Í ¾ ¿ À et Î-¼ ½(º ¾ ¿ À , on définit le produit direct de » et Î par :» Ï�Î-É/Ð Ê Ñ Ñ ÎÒÊ Ñ Í ÎÊ Í Ñ ÎÒÊ Í Í Î Ó ¼ ½/Í º ¾ ¿ À

a) Montrer que si »	¼ Æ Í et Î-¼ Æ º , alors »�Ï�Î-¼ Æ Í º .
b) En déduire que Ô contient toutes les puissances de Õ .
c) Montrer que l’ensemble Ö »�Ï�Î-× ¾ » Ø Î À ¼ Æ Í Ù Æ Í Ú est strictement inclus dans Æ Û .

II.5 Soit Ü ¼ Ô , Ü Ý�Õ .
a) Montrer qu’il existe un élément de Æ º dont tous les coefficients de la première colonne

valent 1. Déduire alors de l’orthogonalité des vecteurs colonnes 1 et 2 d’une telle matrice que Ü est
pair. On pose Ü É�Õ Þ .

b) Montrer qu’il existe un élément de Æ º dont tous les coefficients de la première colonne
valent 1 et dont la deuxième colonne est constituée de Þ coefficients égaux à ß suivis de Þ coeffi-
cients égaux à à ß . Déduire alors de l’orthogonalité du troisième vecteur colonne avec les vecteurs
colonnes 1 et 2 que Ü est un multiple de á .

PARTIE III

III.1 Soit â	¼�ã º ¾ ¿ À . Montrer que â	¼	ã ä äº ¾ ¿ À si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

III.2 Soit åæ¼�ç è º ¾ ¿ À . On souhaite montrer l’existence de é orthogonale et â symétrique
définie positive telle que åêÉ	é â .

a) Montrer que la matrice Á å	å est symétrique définie positive.
b) En déduire qu’il existe â ¼ ã ä äº ¾ ¿ À tel que Á å	åBÉ�â Í .
c) Montrer que â est inversible et que å	â ë Ñ est orthogonale.
d) Conclure. Dans toute la suite du problème on admettra l’unicité d’une telle factorisation.

III.3 Soit ì�¼	ã äº ¾ ¿ À , í Ñ Ø í Í Ø î î î Ø í º ses valeurs propres non nécessairement distinctes, ï la
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont í Ñ Ø í Í Ø î î î Ø í º et ð	¼ ñ º ¾ ¿ À .

a) Montrer que ò ó ¾ ì À É ºô Ë õ Ñ í Ë .
b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale ð Ñ telle que ò ó ¾ ð ì À É/ò ó ¾ ð Ñ ï À et en

déduire : ò ó ¾ ð ì À ö�ò ó ¾ ì À
c) Montrer que ÷ ø ùú û ü ý Ã þ Å ÿ ò ó ¾ ð ì À � É�ò ó ¾ ì À .
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III.4 Soit � � � . Pour toute matrice ����� � 	 
 � de � 
 , on pose :

� � � � ���� � 	 � 
 � 
 � 	 
 �

� 	 � �
� 
� 
 � 	 � 	 
 �

a) Montrer que l’application
�

ainsi définie de � 
 dans � admet une borne supérieure que
l’on notera � 
 .

b) Soit ����� � 	 
 � la matrice triangulaire inférieure d’ordre � définie par � 	 
 ��� si � ��� et� 	 
 � � si � ! � . Montrer que
� � � � � " # � � � � .

c) D’après la question III.2, on sait que ����$ % avec $ orthogonale et % symétrique définie
positive. Montrer alors que

� � � � &�' � " # � % � , puis que � 
 &�' � " # � % � .
d) Lorsque � � ( , évaluer � ) et ' ( " # � % � .

Fin de l’énoncé
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Tournez la page S. V.P. 

Les calculatrices sont autorisées. 
**** 

 
NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 
 
 
Objet : La transformation de Fourier est un outil employé en sciences de l’ingénieur. En plus d’être 
linéaire, elle vérifie de nombreuses propriétés. Nous nous proposons d’en établir quelques-unes en 
nous limitant à un espace vectoriel particulier. 
 
I. - Préliminaires 
 
On note C∞(R, C)  l’espace vectoriel sur C des fonctions définies, continues, infiniment dérivables de 
R dans C. 
On note P le sous-espace vectoriel de C∞(R, C) des fonctions f de la forme f(t) = P(t) 2e tπ−  où P est 
un polynôme à coefficients complexes. 
 
Pour tout n entier naturel, on note Pn , le sous-espace vectoriel de P des fonctions f de la forme  
f(t) = P(t) 2e tπ−  où P est un polynôme à coefficients complexes de degré inférieur ou égal à n. 
 
I-1) Quelques endomorphismes qui nous seront utiles 
 
Soient T, D, S trois applications qui, à une fonction f de C∞(R, C) associent respectivement les 
fonctions suivantes :  

T(f) = g  avec pour tout t réel  g(t) = t f(t)  
D(f) = f ′ 
S(f) = h  avec pour tout t réel  h(t) = f(−t)  

 
Montrer que les applications T, D, S définissent chacune un endomorphisme de C∞(R, C). 
 
Montrer que S est un automorphisme. Donner S−1. 

 
 
 



2 

I-2) Étude des intégrales utilisées 

a) Justifier l’existence de tt deJ 2∫
+∞

∞−
−= .  

De nombreuses méthodes permettent d’obtenir πJ = . On l’admettra. 

En déduire la valeur de : tt de 2π∫
+∞

∞−
− . 

 

b) Pour toute fonction f de P, justifier la convergence absolue de ttf d)(∫
+∞

∞−
. 

 

c) Pour tout u réel, pour toute fonction f de P, justifier la convergence absolue de ttf ut d)e( 2i∫
+∞

∞−
π− . 

 
I-3) Définition de la transformation de Fourier (notée φ ici) 
 
Soit φ  l’application qui, à tout f de P associe si elle existe la fonction φ(f) = ψ de R dans C vérifiant :  

pour tout u réel       ψ (u) = ttf ut d)e( 2i∫
+∞

∞−
π− . 

Vérifier que φ est bien définie sur P, puis montrer que φ  est une application linéaire. 
 
II. – Deux formules pour l’application linéaire φ 
 
On conservera par la suite les notations suivantes : 

f un élément de P, défini par : f(t) = P(t) e 2tπ− pour tout t réel. 

Son image par φ :  ψ  = φ (f) définie  par : ψ (u) = ttf utπ d)e( 2i-∫
+∞

∞−
 pour tout u réel. 

 
II-1) Première formule 
Justifier la dérivabilité de ψ, calculer ψ ′ (u) et montrer que dans P on a :  

ψ ′ = −2 iπ φ(g) avec g(t) = t f(t) 
que l’on peut écrire de façon plus formelle  

D o φ = −2 i π (φ  o T)   formule que l’on notera (1)  
 

En remarquant que ψ ′ est l’image d’une fonction de P, en déduire que ψ est infiniment dérivable et 
est donc un élément de C∞(R, C). 
 
II-2) Deuxième formule 
Par une intégration par parties, montrer que dans P on a :  

 φ (f′ ) = ψ 1 avec ψ 1(u) = ∫
+∞

∞−
'f (t) ututπ π=− 2i de 2i ψ(u) 

que l’on peut écrire de façon plus formelle : 
φ  o D = 2 i π ( T o φ)   formule que l’on notera (2) 
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Tournez la page S.V.P. 

III. –  φ est un endomorphisme 
 
III-1) Pour tout k entier naturel, on note bk la fonction qui à tout t réel associe bk(t) = tke 2tπ− . 
Pour tout n entier naturel, on considère la famille ( ) nkkb ≤≤0 , justifier que celle-ci constitue une base 
de Pn. On pose φ (bk) = Bk. 
 
III-2) Donner l’ensemble SG  des solutions de l’équation différentielle (E) : f ′(t) + 2 π t f(t) = 0 si f 
est une fonction de R dans C de classe C1. 
 

III-3) Vérifier que b0 est un élément de SG, noter la relation différentielle qui en découle en 
utilisant les endomorphismes D et T, en déduire une relation différentielle vérifiée par B0, puis 
montrer l’existence d’une constante complexe λ telle que, pour tout u réel,  
B0(u) = λ  e 2uπ− . 
Exprimer B0 (0) sous forme d’une intégrale et en déduire la valeur de λ. 
 
III-4) Pour tout k entier naturel non nul, on a la relation bk = T (bk−1). Calculer B1, B2, B3, puis 
montrer par récurrence que Bk = φ (bk) est un élément de Pk. En déduire que pour tout n entier 
naturel non nul, si f est un élément de Pn, il en est de même de φ (f). Montrer alors que φ  définit un 
endomorphisme de P. 
 
IV. –  Étude en dimension 4 
 
Soit n un entier naturel. 
 
On note Sn l’endomorphisme de Pn  tel que Sn(f) = S(f) et φn l’endomorphisme de Pn tel que   
φn (f) = φ (f). 
 
IV-1) Ecrire les matrices de φ3  et  S3 dans la base (b0, b1, b2, b3) de P3. 
 
IV-2) Expliciter φ3 o φ3 en fonction de S3. En déduire que φ3 est inversible et déterminer son inverse. 
 
V. – φ  est bijectif. Quel est son inverse ? 
 

Pour tout endomorphisme A, on note A2 = A o A, et pour tout m entier naturel non nul  
Am = A o Am−1 = Am−1 o A  avec  la  convention  A0 = I  qui représente l’application identité sur P. 
 

Pour tout j entier naturel, on note b0
(j) la jième dérivée de b0, on a donc b0

(j) = Dj (b0) 
(on posera b0

(0) = b0 ). 
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V-1) Pour tout j entier naturel non nul, exprimer φ (b0

(j)) en fonction de b0 et de T, puis en fonction 
de bj. 
 
V-2) Pour tout k entier naturel non nul, on a la relation bk = T(bk−1) = Tk(b0) ; exprimer φ (bk) en 
fonction de b0 et de D, puis en fonction de b0

(k). 
 
V-3) Exprimer alors φ 2(bk). En déduire que φ est bijectif, justifier les deux formules suivantes :  

φ  o φ = S   et   φ −1 =  S o φ =  φ  o S.  
Cette dernière relation nous permettra par la suite de permuter S et φ  . 
 
V-4) Montrer que  φ −1= φ 3. 

 
VI. – Valeurs propres et vecteurs propres de φ 3  
 
VI-1) Déterminer les valeurs propres de l’endomorphisme φ3  ; cet endomorphisme est-il 
diagonalisable ? 
 
VI-2) Déterminer une base de P3  formée de vecteurs propres de φ3.   
 
VI-3) Soit la fonction f de R dans R définie pour tout t réel par : f(t) = P(t) e 2tπ− , avec  
P(t) = 1 + t2 + t3 . 
Décomposer f dans la base trouvée à la question précédente. 
 
 

____________ 
Fin de l’énoncé 



Tournez la page S.V.P. 

Les calculatrices sont autorisées 
 
 
NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 
 
Soit α un nombre réel et  f  une fonction continue de R dans R.  
On note (Eα) l’équation différentielle suivante : 

 
(Eα) :  y′′ + αy = f. 

On désigne par : 
• S l’ensemble des fonctions F de la variable x deux fois dérivables de R dans R solutions de 

l’équation différentielle (Eα). 
• S0 l’ensemble des fonctions F éléments de S telles que F(0) = F(π) = 0. 

 
Partie A 

 
A.1.) On suppose dans cette question que la fonction f est nulle sur R et que le réel α est nul. 
Déterminer l’ensemble S0. 
 
A.2.) On suppose dans cette question que la fonction  f est nulle sur R. 
Soit ω un réel strictement positif, déterminer l’ensemble S0 lorsque : 

• A.2.a.)  α = ω 2. 
• A.2.b.)  α = −ω 2. 

 
A.3.) On suppose dans cette question que le réel α est nul. 
Soit n un entier naturel non nul, déterminer l’ensemble S0 lorsque : 

• A.3.a.)  f(x) = cos nx. 
• A.3.b.) f(x) = sin nx. 

 
A.4.) On suppose toujours que le réel α est nul et on désigne par f un élément quelconque de  
C0(R, R). 
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• A.4.a) Montrer que : 

S = 








∈++




∫ ∫ 2

0
dd R)ba,(baxutf(t)x:F

x u

0
a . 

 
• A.4.b) En déduire que l’ensemble S0 admet un unique élément noté F1. Déterminer F1. 

 
Dans toute la suite de cette partie, on désigne par ϕ la fonction définie de C0(R, R) dans lui-même 
qui, à la fonction f, associe F1, unique élément de S0. 
 
A.5.a.) Montrer que l’application ϕ  est un endomorphisme de C0(R, R). 
 
A.5.b.) L’endomorphisme ϕ est-il injectif ? surjectif ? 
 
A.5.c.) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de l’endomorphisme ϕ. 
 
 

Partie B 
 

B.1.) On définit la fonction p de R dans R par :  
 

∀ x ∈ R,      





=

2
sin x)x(p . 

 
B.1.a.) Montrer que la fonction p est paire, de période 2π, continue et de classe C1 par morceaux. 
 
B.1.b.) Représenter graphiquement la courbe représentative de la fonction p sur [−π, 3π] dans un 
repère orthogonal (O ; ji

rr
, ). 

Unité graphique 2 cm sur (O ; i
r

)  et  5 cm sur (O ; j
r

). 
 
B.1.c.)  Justifier avec soin que la fonction p est somme de sa série de Fourier. 
 
B.1.d.) Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction p et montrer que : 
 

∀ x ∈ R,      ∑
≥ −π

−
π

=
1n n

nx)x(p
14

cos42
2

. 

 
B.2.a.) Soit g une fonction continue, de période 2π de R dans R, on note an(g) et bn(g) ses 
coefficients de Fourier. 
Donner la formule de Parseval pour la fonction g. 
 
B.2.b.) En déduire que : 

414
142

1
22

π
=

−π
+

π ∑
≥n )n(

. 
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Partie C 
 

On se propose de résoudre l’équation différentielle (E1) dans le cas particulier où f est un élément de 
C0(R, R), soit : 

y′′ + y = f . 
 
C.1.) Déterminer l’ensemble des fonctions deux fois dérivables de R dans R solutions de l’équation 
différentielle : 

y′′ + y = 0. 
 
C.2.) On définit la fonction h de R dans R par : 

∀ x ∈ R,      ∫ −=
x

ttxtf)x(h
0

.)dsin()(  

 
C.2.a.) Montrer que : 

 

∀ x ∈ [0, π] , h(x) = sin x ∫∫ −
xx

tttfxtttf
00

dsin)(cosdcos)( . 

 
C.2.b.) Montrer que la fonction h est deux fois dérivable sur R et expliciter h′ et h′′. 
 
C.2.c.) En déduire que la fonction h est une solution particulière de (E1). 
 
C.3.) Déterminer l’ensemble des fonctions deux fois dérivables de R dans R solutions de l’équation 
différentielle (E1). 
 
C.4.) On suppose dans cette question que f(x) = xsin . 
 
C.4.a.) Déduire de la partie B que : 
 

,x R∈∀  ∑
≥ −π

−
π

=
1

2 14
2cos42sin

n n
nxx . 

 
C.4.b.) Soit x un nombre réel et n un entier naturel, calculer :  

 

∫ −
x

ttxnt
0

)dsin(2cos . 

 
 
C.4.c.) On admet avoir le droit de permuter série et intégrale.   
 
Montrer que : 

,x R∈∀    ∑
≥ −

−
π

+−
π

=
1

22 1)(4
cos2 cos4)cos(12

n n
x nxx)x(h . 

 
C.4.d.) Déduire de la question B.2.b.) que : 
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,x R∈∀    ∑
≥ −π

+
π

−
π

=
1

22 1)(4
2 cos4cos

4
2

n n
nxx)x(h . 

 
C.4.e.) Calculer h(0) et h(π). 

 
C.4.f.) Déduire l’ensemble S des solutions de l’équation différentielle y′′ + y =  sin x puis 
l’ensemble S0 des éléments de S s’annulant en 0 et π. 

 
 

Partie D 
 

On considère l’équation différentielle : 
 

(F) x2y′′ (x) + xy′ (x) + y(x) = 0,   x > 0. 
 
D.1.) Soit z une application deux fois dérivable sur R telle que  ∀x ∈ *+R , y(x) = z(ln x). Exprimer à 
l’aide des applications  z′,  z′′ les dérivées première et seconde de l’application y. 
 
D.2.) Montrer que l’application y est solution sur *+R  de l’équation différentielle (F) si, et 
seulement si, l’application z est solution sur R d’une équation différentielle à préciser, que l’on 
notera (H). 
 
D.3) Résoudre (H). En déduire l’ensemble des solutions de (F). 
 
D.4.) Déterminer l’unique solution du système suivant : 
 









=
=

 >=+ + )(

1.(1)
0(1)

002

'y
,y

,x,)x(y)x('xyx'y'x
 

 
 
 

_____________ 
Fin de l’énoncé 
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N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené à prendre.
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Dans tout le problème, E désigne le R-espace vectoriel R[X] des polynômes à coefficients réels.
Pour tout entier naturel n, on note En le sous-espace de E formé par les polynômes de degré au
plus égal à n.
Selon l’usage, on convient d’identifier un polynôme et la fonction polynomiale associée.
L’espace En est muni de sa base canonique Bn =

(
1, X,X2, . . ., Xn

)
.

Les coefficients binomiaux sont notés
(
n
k

)
=

n!
k!(n − k)!

(0 6 k 6n).

Partie A : Étude d’un endomorphisme

Étant donné un polynôme P de E, on définit un polynôme φ(P ) par :
[φ(P )] (X) =

(
X2 − 1

)
P ′′(X) + 2XP ′(X).

1) Justifier qu’on a ainsi défini un endomorphisme φ de E.

2) Montrer que, pour tout entier naturel n, le sous-espace vectoriel En est stable par φ.

On notera désormais ϕn l’endomorphisme de En induit par φ sur En :
∀P ∈ En, ϕn(P ) = φ(P )

3) Dans cette question, on suppose que n est égal à 3.

a) Écrire la matrice M3 de ϕ3 dans la base canonique de E3.

b) Justifier que ϕ3 est diagonalisable.

c) Déterminer une base de E3 diagonalisant ϕ3, formée de polynômes de coefficients domi-
nants égaux à 1.

4) On revient au cas général d’un entier naturel n quelconque.

a) Montrer que la matrice Mn de ϕn dans la base canonique est triangulaire supérieure et
préciser ses coefficients diagonaux.

b) En déduire que ϕn est diagonalisable et préciser les dimensions de ses sous-espaces
propres.

Partie B : Étude d’une famille de polynômes
Pour tout entier naturel n, on définit le polynôme Ln par

Ln(X) =
1
2n

n∑
k=0

(
n
k

)2(X − 1)n−k(X + 1)k.

1) Calculer sous forme simplifiée les polynômes L0, L1, L2 et L3.

2) Calculer Ln(1) pour tout n ∈ N.

3) Déterminer le degré de Ln en fonction de n (n ∈ N) et donner son coefficient dominant sous
la forme d’une somme.

4) En utilisant un changement d’indice, montrer que Ln a la même parité que n.

5) Vérifier, à l’aide de la formule de Leibniz, que :

∀n ∈ N, Ln(X) =
1

2nn!
dn

dXn

[(
X2 − 1

)n]
.

6) En déduire explicitement le coefficient dominant de Ln, puis la relation

∀n ∈ N,
n∑

k=0

(
n
k

)2 =
(
2n
n

)
.

7) Montrer alors que

∀n ∈ N,∀x ∈ R, |Ln(x)| 6

(
1 + |x|

2

)n (
2n
n

)
.

8) On définit, pour tout entier naturel n, le polynôme Un(X) =
(
X2 − 1

)n.

2



a) Vérifier que : (
X2 − 1

)
U ′

n(X) = 2nXUn(X).

b) En dérivant n + 1 fois cette relation, montrer que
∀n ∈ N, φ(Ln) = n(n + 1)Ln.

Partie C : Définition d’un produit scalaire
On pose

∀(P,Q) ∈ E2, 〈P,Q〉 =
∫ 1

−1
P (x)Q(x) dx.

1) Justifier que l’on a ainsi défini un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite du problème, l’espace E et ses sous-espaces En (n ∈ N)
seront systématiquement munis de ce produit scalaire.

2) a) Montrer que

∀(P,Q) ∈ E2, 〈φ(P ), Q〉 =
∫ 1

−1
(1 − x2)P ′(x)Q′(x) dx.

b) Que peut-on dire déduire pour les endomorphismes ϕn (n ∈ N) ?

c) En déduire, à l’aide d’un résultat de la partie B, que les polynômes Lp (p ∈ N) sont
deux à deux orthogonaux.

3) Soit n un entier naturel.

a) Établir par récurrence sur k que

∀k ∈ [|0, n|] , 〈Q,Ln〉 =
(−1)k

2nn!

∫ 1

−1

dk

dxk
[Q(x)]

dn−k

dxn−k

[
(x2 − 1)n

]
dx.

b) En déduire que, poour tout n ∈ N∗, Ln est orthogonal à En−1.

c) Retrouver ainsi que les polynômes Lp (p ∈ N) sont deux à deux orthogonaux.

4) a) À l’aide de C.3)a), exprimer, pour tout entier naturel n, ‖Ln‖2 en fonction de

In =
∫ 1

−1
(x2 − 1)n dx.

b) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que

∀n ∈ N, In+1 = −2n + 2
2n + 3

In.

c) En déduire, pour tout n ∈ N, une expression de In faisant intervenir des factorielles.

d) En déduire que

∀n ∈ N, ‖Ln‖ =
√

2
2n + 1

.

5) Donner, pour tout entier naturel n, une base orthonormée de En.

Partie D : Une relation de récurrence
Soit n un entier naturel non nul.

1) Calculer le coefficient de Xn+1 dans (n + 1)Ln+1(X) − (2n + 1)XLn(X).

2) En déduire l’existence et l’unicité de n + 1 réels αk tels que

(n + 1)Ln+1(X) − (2n + 1)XLn(X) =
n∑

k=0

αkLk(X).

3) Montrer que ∀k ∈ [|0, n|] , αk = −(2n + 1)
〈XLn, Lk〉
‖Lk‖2 .

4) Pour tout k ∈ [|0, n − 2|], vérifier que 〈XLn, Lk〉 = 〈Ln, XLk〉 puis montrer que αk = 0.

5) Par des considérations de parité, montrer que αn = 0.

3



6) En utilisant la valeur des polynômes Lk au point 1, déterminer alors αn−1.

7) En déduire que ∀n ∈ N∗, (n + 1)Ln+1(X) − (2n + 1)XLn(X) + nLn−1(X) = 0.

Partie E : Fonction génératrice
On fixe un réel t et on considère la série entière

∑
n∈N

Ln(t)xn, de la variable réelle x.

1) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
n∈N

(
1 + |t|

2

)n (
2n
n

)
xn.

2) En déduire que le rayon de convergence Rt de la série entière
∑
n∈N

Ln(t)xn est strictement

positif.
On donnera une minoration de Rt, mais on ne cherchera pas à le calculer.

On note St la somme de cette série entière : ∀x ∈ ]−Rt, Rt[ , St(x) =
+∞∑
n=0

Ln(t)xn

3) En utilisant le résultat de D.7), montrer que St est solution sur ]−Rt, Rt[ de l’équation
différentielle suivante, d’inconnue y fonction de x :

(Et) (1 − 2tx + x2)y′(x) + (x − t)y(x) = 0

4) Pour |t| < 1, en déduire l’expression de St(x) en fonction de x.

Partie F : Projection orthogonale, calcul de distance

1) Calculer, pour tout entier naturel k, l’intégrale

Jk =
∫ 1

−1
xk dx.

2) Étant donnés deux entiers naturels n et r, tels que 0 6 r 6n, on note pr la projection ortho-
gonale de En sur son sous-espace vectoriel Er.
Donner une expression générale de pr(P ) utilisant le produit scalaire, pour tout polynôme P
de En.

3) On suppose désormais n = 3 et P = X3.

a) Déterminer p0(P ), p1(P ) et p2(P ).

b) Calculer les distances d(P,Ek) de P aux sous-espaces vectoriels Ek pour tout entier k
tel que 06 k 6 2.

4) On note G l’ensemble des polynômes de degré 3 et de coefficient dominant égal à 1.
Montrer l’existence de

m = min
Q∈G

∫ 1

−1
(Q(x))2 dx

et préciser sa valeur, ainsi que les polynômes réalisant ce minimum.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites. 

 
* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 

* * * 
    
Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants 
 
 
PREMIER EXERCICE 
 
Calculer les deux intégrales doubles suivantes : 
 

a. ( )d d
T

x y x y+∫∫  où =T { ∈),( yx 2 0,1,1, ≥+≤≤ yxyx }. 

b. d d
C

x y x y+∫∫  où [ ] [ ]1, 1 1, 1C = − × − . 

 

 

DEUXIÈME EXERCICE 
 
Pour n entier naturel non nul, on considère l’équation différentielle linéaire  

( ) : 0nE xy ny′ − = . 
 

1. Donner l’espace vectoriel des solutions de l’équation ( )nE  sur chacun des intervalles 
] [0,∞−=I  et ] [∞+= ,0J . 

 
2. Dans le cas où 1=n , déterminer uniquement par des considérations graphiques, l’espace 

vectoriel des solutions de 1( )E  sur . Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ? 
 

3. Dans le cas où 2≥n , déterminer avec soin l’espace vectoriel des solutions de ( )nE  sur . 
Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ? 
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PROBLÈME : Autour du théorème d’ABEL pour les séries entières 
 
 
Dans tout le problème : 
( )n na ∈  est une suite de nombres réels telle que la série entière n

na x∑  de la variable réelle x ait 

pour rayon de convergence 1. 
On désigne alors par na∑  la série de terme général na  et par f  la fonction définie sur 

l’intervalle ] [1,1−  par : 
0

( ) n
n

n

f x a x
+∞

=

=∑ . 

On désigne par ( )1P  et ( )2P  les deux propriétés suivantes possibles de la suite ( )na  : 

( )1P  : la série na∑  converge. 

( )2P : la fonction f admet une limite finie, notée 
1

lim ( )
x

f x
−→

, lorsque x tend vers 1 par valeurs 

inférieures. 
 

 
 
I. GÉNÉRALITÉS 
 
1. En utilisant des développements en série entière « usuels », donner dans chaque cas, un 

exemple de suite ( )na  telle que : 
a. ( )na  vérifie ( )1P  et ( )2P  ; 

b. ( )na  ne vérifie pas ( )1P  et vérifie ( )2P  ; 

c. ( )na  ne vérifie ni ( )1P  ni ( )2P  ; 

d. La série n
na x∑  ne converge pas uniformément sur l’intervalle ] [1,1−  (justifier). 

 
2. On suppose que la série na∑  est absolument convergente ; montrer alors que la fonction f 

admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et que 
1

lim ( )
x

f x
−→ 0

n
n

a
+∞

=

=∑ . 

 
3. Exemple   

 Déduire de la question précédente la somme de la série 
2

( 1)
( 1)

n

n
n n

≥

−
−∑  

 (on pourra utiliser une décomposition en éléments simples). 
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II. THÉORÈME D’ABEL 
 

4. On suppose dans cette question que la série na∑  converge.  

On va montrer qu’alors la fonction f admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs 
inférieures (théorème d’Abel).  

On pose 
1

n k
k n

r a
+∞

= +

= ∑  et pour tout [ ]1,0∈x , 
1

( ) k
n k

k n

R x a x
+∞

= +

= ∑ . 

a. Simplifier, pour tout [ ]1,0∈x , 1
1

( ) n p
n p n p

p

r r x
+∞

+
+ − +

=

−∑ . 

b. En déduire que, pour tout [ [1,0∈x , 1 1 1

1

( ) ( 1)n n p
n n n p

p

R x r x x x r x
+∞

+ + −
+

=

= + − ∑ . 

c. Soit un réel 0ε > , justifier qu’il existe un entier 0n  tel que pour tout entier 0n n≥  et tout 

entier naturel p on ait 2n pr +
ε≤ , puis que : 

 pour tout entier 0n n≥  et pour tout réel [ ]1,0∈x , ( )nR x ≤ ε . 
d. Conclure que la fonction f admet une limite lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et 

que 
1

lim ( )
x

f x
−→ 0

n
n

a
+∞

=

=∑ . 

 

5. Que peut-on dire de la série na∑  si 
1

lim ( )
x

f x
−→

= +∞  ? 

 

6. Exemple  
 Retrouver le développement en série entière en 0 de la fonction xx arctan  puis utiliser le 

théorème d’Abel pour écrire 
4
π  comme somme d’une série numérique. 

 

7. Application 
 On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série 

absolument convergente. 
a. Le produit de Cauchy de deux séries convergentes est-elle une série convergente ? 

 (On pourra examiner le cas 1
4

( 1)n

n nu v
n

−= =  pour 1≥n ).  

b. Soit ,n nu v∑ ∑  deux séries de nombres réels, on pose pour n entier naturel, 

0

n

n k n k
k

w u v −
=

=∑  et on suppose que les trois séries ,n nu v∑ ∑  et nw∑  convergent. 

Montrer, à l’aide du théorème d’Abel, qu’alors 
0 0 0

n n n
n n n

w u v
+∞ +∞ +∞

= = =

=∑ ∑ ∑ . 
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III. RÉCIPROQUE DU THÉORÈME D’ABEL 
 
8. Justifier que la réciproque du théorème d’Abel est fausse. 
 
On cherche à rajouter une condition ( )Q  à la condition ( )2P  de telle sorte que si ( )na  vérifie 

( )2P  et ( )Q , alors elle vérifie ( )1P . 
 
9. On prend pour ( )Q  la propriété : pour tout entier n,  0na ≥ . 

 Montrer que si ( )na  vérifie les propriétés ( )2P  et ( )Q , alors elle vérifie la propriété ( )1P   

 (on pourra montrer que 
0

n

k
k

a
=

≤∑ 1
lim ( )
x

f x
−→

). 

 
Si on prend pour ( )Q  la propriété :  

la suite ( )na  vérifie 1
na O n

 =  
 

 (la suite ( )na  est dominée par la suite 







n
1  au voisinage de 

∞+ ),  
on obtient le théorème de Littlewood dont on admettra la démonstration pour l’appliquer dans la 
partie suivante.  
 
 
 
IV. SÉRIES HARMONIQUES TRANSFORMÉES 
 
Désormais, on admet et on pourra utiliser le théorème de Littlewood : 

si la fonction f admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et que 
1

na O n
 =  
 

 alors la série na∑  converge. 

 

Pour p  entier naturel non nul, on considère une suite 1( )n n≥ε  périodique de période p formée 
d’éléments de l’ensemble { }1, 1− .  
 

10. Donner, en justifiant leur valeur, les rayons de convergence des séries entières 1

1

n
n

n

x −

≥

ε∑  et 

1

nn

n

xn
≥

ε∑ . 

On pose, pour ] [1,1−∈x  : 
1

( ) nn

n

f x xn

+∞

=

ε=∑  et 1

1

( ) n
n

n

g x x
+∞

−

=

= ε∑ . 

 

11. Établir que la série 
1

n

n
n

≥

ε∑  converge si et seulement si la fonction :f
0

( )
x

x g t∫ dt admet 

une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures. 
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12. Montrer que g  est une fraction rationnelle à déterminer. 
 

13. Retrouver, uniquement par les deux questions précédentes, que la série harmonique 
1

1

n
n

≥
∑  

diverge et que la série alternée 
1

( 1)n

n
n

≥

−∑  converge en précisant sa somme. 

 

14. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur la somme 
1

p

i
i=

ε∑  pour que la 

série 
1

n

n
n

≥

ε∑  converge.  

 Que peut-on en conclure dans les cas où la période p est un entier impair ? 
 
15. Exemple 
 Dans le cas où la suite 1( )n n≥ε  est périodique de période 6 avec 

1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1, 1, 1ε = ε = ε = ε = − ε = − ε = − , déterminer 
1

n

n
n

+∞

=

ε∑   

 (il est demandé de détailler les calculs).  
 
 
 

Fin de l’énoncé. 
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Les calculatrices sont interdites. 
 

* * * 

 

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 

 
 

RACINES CARRÉES DE MATRICES 
 
 
Notations 
 
Dans ce sujet, n est un entier naturel non nul et on note : 

( )nM \  la \ - algèbre des matrices carrées réelles de taille n. 

( ),1nM \  le \ - espace vectoriel des matrices à n lignes et une colonne. 

( )nGL \  le groupe des matrices inversibles de ( )nM \ . 

nI  la matrice unité de ( )nM \ . 

Id  l’application identité de n\ . 
Pour une matrice A de ( )nM \ , t A  est sa matrice transposée. 

( )nS \  le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de ( )nM \ . 

( )nS + \  l’ensemble des matrices symétriques positives de ( )nM \ , c’est-à-dire des matrices A de 

( )nS \  vérifiant : pour toute matrice ( ),1 , 0t
nX M XAX∈ ≥\ . 

 
Si 1 2, ,..., nx x x  sont des réels, on note 1 2diag( , ,..., )nx x x  la matrice diagonale de ( )nM \  qui admet 
pour coefficients diagonaux les réels 1 2, ,..., nx x x  dans cet ordre. 
 
Si p est un entier naturel non nul, on notera 

∞
la norme infinie sur p\  :  

si ( )1 1
,..., , maxp

p ii p
x x x x x

∞ ≤ ≤
= ∈ =\ .  

Si pa∈\  et 0r > , on note ( , )B a r∞  la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la norme 
∞

. 
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Objectifs 
 
Soit A une matrice de ( )nM \ , on dit qu’une matrice R de ( )nM \  est une racine carrée de A si 

2R A= . 
On note Rac( )A  l’ensemble des racines carrées de A, c’est-à-dire  

( ){ }2Rac( ) ,nA R M R A= ∈ =\ . 
 
Le problème propose de déterminer les racines carrées de A dans différents exemples, (on pourra 
constater qu’une matrice peut admettre parfois une infinité de racines) et d’étudier quelques 
propriétés topologiques de Rac( )A . 
 
Les trois parties du problème sont indépendantes.  
Les trois premiers exemples de la partie I sont tous indépendants.  
 
 
I – DÉTERMINATION DE Rac(A) DANS QUELQUES EXEMPLES  
 
Exemple 1 : Cas où A possède n valeurs propres distinctes 
On suppose que la matrice ( )nA M∈ \  admet n  valeurs propres réelles 1 2 ... nλ λ λ< < <  . 
 

1. Justifier l’existence d’une matrice ( )nP M∈ \  inversible telle que 1A PDP−=  où 

( )1 2diag , ,..., nD λ λ λ= , puis montrer que R est une racine carrée de A, si et seulement si la 

matrice 1S P RP−=  est une racine carrée de D. 
 
2. Racines carrées de D 
 Soit S une racine carrée de D. 

a. Montrer que DS SD= . 
b. En déduire que la matrice S est diagonale. 
c. On note alors ( )1 2diag , ,..., nS s s s= . Que vaut 2

is  lorsque { }1,...,i n∈ ? 

d. Que peut-on dire de ( )Rac A  si  A admet une valeur propre strictement négative ? 
e. Si on suppose que toutes les valeurs propres de A  sont positives ou nulles, déterminer 

les racines carrées de la matrice D. On pourra poser { }1, 1iε ∈ − +  pour { }1,...,i n∈ . 
 

3. Écrire toutes les racines carrées de A à l’aide de la matrice P. Combien de racines carrées A 
admet-elle ? (On discutera selon le signe des valeurs propres de A).  

 
4. Application :  

 Écrire les racines carrées de 
11 5 5

5 3 3
5 3 3

A
− 

 = − − 
 − 

 à l’aide de la matrice P que l’on 

déterminera.  
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Exemple 2 : Cas où A est la matrice nulle de ( )nM \  
Dans cet exemple, on cherche à déterminer les racines carrées de la matrice nulle. 
Soit ( )nR M∈ \ , une racine carrée de la matrice nulle. 
 

5. Soit  f  l’endomorphisme de n\ dont R est la matrice dans la base canonique de n\ . On 
note r le rang de f .  

a. Comparer Im f et Ker f puis montrer que 
2
nr ≤ . 

b. On suppose f  non nul, donc 1r ≥ . Soit ( )1,..., re e  une base de Im f  que l’on complète 

avec ( )1,...,r n re e+ −  pour former une base de Ker f . Pour { }1,...,i r∈ , on note iu  le 
vecteur tel que ( )i if u e= . 

 Montrer que la famille ( )1 1,..., , ,...,n r re e u u−=B  est une base de n\  puis écrire la 
matrice de f dans la base B . On notera rM cette matrice. 

6. a. Déterminer les racines carrées dans ( )nM \  de la matrice nulle. 

b. Application : déterminer dans ( )4M \ , les racines carrées de la matrice nulle. 
  

Exemple 3 : Cas où nA I=  
 

7. Soit R une racine carrée de l’unité nI . 
a. Vérifier que R est une matrice inversible. 
b. Montrer que R est semblable à une matrice diagonale que l’on décrira.  
 

8. Déterminer Rac( )nI . On pourra poser { }1, 1iε ∈ − +  pour { }1,...,i n∈ . 
 
Exemple 4 : Cas où A est une matrice symétrique réelle 
Dans cet exemple, toutes les matrices que l’on considérera appartiennent à ( )nM \ . 
 

9. Une matrice symétrique admet-elle nécessairement une racine carrée ? 
 
10. Montrer qu’une matrice symétrique positive admet au moins une racine carrée qui est elle 

même symétrique et positive. 
 

Remarque : On peut montrer l’unicité de cette racine carrée dans ( )nS + \  mais ce ne sera pas utile 
pour la suite du problème. 
 
 
II – ÉTUDE TOPOLOGIQUE DE Rac(A) 
 
Si A est une matrice de ( )nM \  qui a pour coefficients ( ), 1 ,i j i j n

a
≤ ≤

, on définit une norme en 

posant ( ) ,1 ,
max i ji j n

N A a
≤ ≤

= . On munit ( )nM \  de cette norme N.  
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11. Fermeture de Rac( )A  
 Soit A une matrice de ( )nM \ . Montrer que Rac( )A  est une partie fermée de ( )nM \ . 

 
12. Étude du caractère borné de Rac( )nI  

a. Un exemple instructif 

 Pour tout entier naturel q, on pose 
1 0

1qS
q
 

=  − 
. Calculer 2

qS . 2Rac( )I  est-elle une 

partie bornée de ( )2M \  ? 

b. Rac( )nI  est-elle une partie bornée de ( )nM \  pour 3n ≥  ? 
c. Application : pour cette question, 2n ≥ .  
 Montrer qu’il n’existe pas de norme   « surmultiplicative » sur ( )nGL \ , c’est-à-

dire vérifiant pour tous A et B dans ( )nGL \ , AB A B≥ . 
 
 
III – ZÉROS DE FONCTIONS POLYNOMIALES. APPLICATION À LA DÉTERMINATION DE 
L’INTÉRIEUR DE Rac(A) 
 
Soit p un entier naturel non nul. On munit p\  de la norme infinie 

∞
.  

 
On note pΓ  l’ensemble des fonctions polynomiales sur p\ , c’est-à-dire :  

si pP∈Γ , il existe N un entier naturel et une famille de réels { }1 ,..., 1, 1 ,...,
pi i pa i i N≤ ≤  tels que 

( ) ( ) 1

1

1

1 2 1 1 2 ,..., 1
1 ,...,

, ,..., ... , , ,..., ... p

p

p

ii
p p p i i p

i i N
x x x I I P x x x a x x

≤ ≤

∀ ∈ × × = ∑  . 

 

Par exemple si 3p = , 2 5
1 2 3 1 1 2 3 2( , , ) 5 3 4P x x x x x x x x= + +  est une fonction polynomiale sur 3\ . 

Si 1p = , 1Γ  est l’ensemble des fonctions polynômes sur \ . 
 
Enfin, si pP∈Γ , on pose ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, ,..., , , ,..., 0p

p pZ P x x x P x x x= ∈ =\  ( ( )Z P est l’ensemble 

des zéros de la fonction polynomiale P). 
 
L’objectif de cette partie est d’étudier l’intérieur de ( )Z P , afin de déterminer l’intérieur de 

( )Rac A . 
 
On rappelle que si Ω  est une partie de p\ , un vecteur a de p\  est un point intérieur à Ω  s’il 
existe un nombre réel r strictement positif tel que ( ),B a r∞ ⊂ Ω  et que l’intérieur d’une partie est 
l’ensemble de ses points intérieurs. 
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13. Questions préliminaires : 
a. Soit ( )1,...,

p
pa a a= ∈\  et 0r > . Montrer que ( , )B a r∞  peut s’écrire comme produit 

de p intervalles. 
b. Soient F et G deux parties de p\ . On suppose que F et G sont d’intérieur vide, 

montrer que F G∩  est encore d’intérieur vide. 
 

14. Exemples d’ensemble des zéros de fonctions polynomiales 
a. Dans cette question 1p = . Soit P une fonction polynôme sur \ . Dans quel cas ( )Z P  

est-il infini ? Justifier votre réponse. 
b. Dans cette question 2p = . On considère ( )1 2 1 2, 2 1P x x x x= − −  et ( ) 2

1 2 1 2,Q x x x x= − . 

Représenter graphiquement dans le plan 2\  les ensembles ( )Z P  et ( )Z Q . 

  ( )Z P  et ( )Z Q  sont-ils infinis ? 
 

15. Intérieur de l’ensemble des zéros d’une fonction polynomiale 
Soit pP∈Γ . 

a. Soient 1 2, ,..., pI I I  des parties infinies de \ . Montrer par récurrence que si la fonction 
polynomiale P s’annule sur 1 2 ... pI I I× × × , alors P est la fonction nulle.  

b. En déduire que si P s’annule sur une partie d’intérieur non vide, P est la fonction nulle.  
c. Si l’on suppose que P n’est pas la fonction nulle, que vaut l’intérieur de ( )Z P  ? 

 
16. Application à l’étude de l’intérieur de Rac(A) 

Dans cette question, on confondra les espaces vectoriels ( )nM \  et 
2

\n . Par exemple, on 

prendra la liberté d’écrire que pour ( ) ( ) 2

, 1 ,
, n

n i j i j n
M M M m

≤ ≤
∈ = ∈\ \ , sans se soucier de 

l’ordre des termes. 
Soit A  une matrice de ( )nM \ . 

a. Écrire ( )Rac A  sous forme d’un sous-ensemble de 
2n\  puis montrer qu’il existe des 

éléments 21 2, ,...,
n

P P P  de 2n
Γ  tels que ( ) ( )

2

1
Rac

n

l
l

A Z P
=

= ∩ . 

b. Déterminer l’intérieur de ( )Rac A . 
 
 

Fin de l’énoncé 
 



 

 
Tournez la page S.V.P. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 

Notation et Objectifs : 

On note : 

­  ¥    :  l'ensemble des nombres entiers naturels, 

­  ¡    :  l’ensemble des nombres réels, 

­  £   :  l’ensemble des nombres complexes, 

­  0
C   :  le  ¡  – espace vectoriel des fonctions continues de ¡  dans ¡ , 

­  1
0

C   :  le sous-espace vectoriel de  0
C   des fonctions  f   1-périodique (c'est-à-dire 

telles que  ( ) ( )1f x f x+ = , pour tout  x∈¡ ). 

 
 
Dans tout ce problème, on désigne par  θ   l'application de  0

C  dans  0
C , définie par : 

pour tout  f ∈ 0
C ,   ( )f F=θ   où  F  est la fonction de ¡  dans ¡   qui à  x, associe  ( )

1x

x
f t dt

+

∫ .  

 
On admet que θ   est un endomorphisme de  0

C . 
 
L'objet de ce problème est l'étude de quelques propriétés de la fonction F  et de l'endomorphisme θ . 
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PARTIE I  

Quelques propriétés de  ( )F f= θ  
 
I.1/ Exemples. 
 I.1.1/  Expliciter  ( )F x , si  f  est définie sur  ¡   par  ( ) 1f t = . 

 I.1.2/  Expliciter  ( )F x , si  f  est définie sur  ¡   par  ( ) k
f t t=  (où  k   est fixé dans  *

¥
∗ ). 

 
I.2/ Variation de   ( )F f= θ . 

 On désigne maintenant par  f   une fonction arbitraire de  0
C . 

 I.2.1/ Montrer que la fonction  F   est de classe  1
C   sur  ¡ . Expliciter  ( )F x′   en fonction 

de  f   et de  x . 
 
 I.2.2/ Montrer que  si la fonction  f   est croissante (respectivement décroissante) sur un 

intervalle [ [00
,xJ x= +∞ , alors la fonction  F   est croissante (respectivement 

décroissante) sur  
0xJ . 

 

 I.2.3/ Montrer que la fonction  ( )F f= θ   est constante sur  ¡   si et seulement si  f   

appartient à  C 1
0 . 

 I.2.4/ Expliciter  ( )F x , si  f  est définie sur  ¡   par  ( ) ( )sinf t tπ= . 

 
On suppose de nouveau que f  désigne une fonction arbitraire de 0

C . 
 
 I.2.5/ On suppose que la fonction  f   admet une limite finie  1L   en  +∞ . 

  Montrer que la fonction  F   admet une limite  2L   (que l'on explicitera) en  +∞  ; on 

pourra étudier d'abord le cas où  01L = . 
 
I.3/ Propriétés du graphe de F . 

 Soient  f ∈ 0
C   et  ( )F f= θ . 

 On considère la fonction  ψ   définie sur  ¡   par  ( ) ( )
1
2

1
2

1

2

u

u
u F u f t dt

+

−

 = − =   ∫ψ . 

 I.3.1/ Comparer  ( )u−ψ  et  ( )uψ , si la fonction f  est impaire (respectivement  paire). 

 
 I.3.2/ Quelle propriété géométrique de la représentation graphique de la fonction  F  peut-on 

déduire des résultats obtenus en I.3.1, si la fonction  f   est impaire (respectivement 
paire) ? 
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I.4/ Étude d'un exemple. 

 Soit  ( )
1k

f t
+∞

=
= ∑

2

2
1

kt
e

k

−

+
 , pour  t   réel. 

 I.4.1/ Montrer que la fonction  f   est définie et continue sur  ¡ . 
 
 I.4.2/ La fonction  f   est-elle de classe  1

C   sur  ¡  ? 
 
 I.4.3/ La fonction  f  admet-elle une limite en +∞  ?  Si oui, laquelle ? 
 
 I.4.4/  Indiquer l'allure de la représentation graphique de la fonction  f   (on ne cherchera 

pas à préciser  ( )0f ). 

 
 I.4.5/ La fonction  f   est-elle intégrable sur  ¡  ? 
 
 I.4.6/ Soit  ( )F f= θ . 

  I.4.6.1/ Indiquer l'allure de la représentation graphique de la fonction  F . 
 
  I.4.6.2/ La fonction  F   est-elle intégrable sur  ¡   ?  
    (on pourra comparer  ( )F x   et  ( )f x   pour  x  appartenant à  ¡ + ). 

 
 
 

PARTIE II  

L'endomorphisme  θ  
 

 
II.1/ L'endomorphisme  θ   est-il surjectif ? 
 

 
II.2/ Sur le noyau de  ? .  
 

On note désormais  Ker?   le noyau de  l'endomorphisme  θ . 
 

 II.2.1/ Montrer que  [f Ker f∈ ⇔ ∈ 1? C

0   et  ( ) ]
1

0
0f t dt =∫ . 

 

 II.2.2/ Soit  ( ) ( )2
,f g ∈ C 1

0 .  On note  ( ) ( )
1

0
f g f t g t dt| = ∫ . 

  On admettra, sans justification, que  . .|   est un produit scalaire sur  1
0

C . 

  Soit  k ∈¥∗ . On note  
k

C   la fonction définie sur  ¡   par  ( ) ( )cos 2
k

t ktπ=C . 
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  II.2.2.1/ Vérifier que  
k

C   appartient à  1
0

C   pour tout  k ∈¥∗   et calculer  
j k

|C C   

pour  ( ) ( )2

,j k ∈ ¥∗ . 

 
  II.2.2.2/ Ker?  est-il de dimension finie ? 
 
 
 II.2.3/ Soit  f ∈ 1

0
C .  

 Soit  n∈¥ . On note : ( ) ( )
x

n
n

x f t dt= ∫ϕ   pour  [ ], 1x n n∈ + . 

  Soit  n∈¥∗ . On pose  
( )1n

n n
W

f t
dt

t

+
= ∫ . 

 

  II.2.3.1/ Établir, pour tout  n∈¥∗ , la relation :    
( ) ( )

2

110
1

n
n

n n
W

t
dt

n t

+
= ++ ∫

ϕϕ
. 

 
 
  II.2.3.2/ Si on suppose que  f   appartient à  Ker? ,   quelle est la nature de la série  

1
n

n

W

≥
∑  ?  

  II.2.3.3/ Si on suppose que  f   n'appartient pas à  Ker? ,  quelle est la nature de la 

série  
1

n

n

W

≥
∑  ?  

 
 
II.3/ Sur le spectre de  θ . 

 On note  ( )Sp θ   l'ensemble des valeurs propres réelles de l'endomorphisme  θ .  

 Si  a   est un nombre réel fixé, on note  ah   la fonction définie sur  ¡   par  ( ) at
ah t e= . 

 
 II.3.1/ Montrer que chaque  ah   est un vecteur propre de l'endomorphisme  θ . 

 II.3.2/ Étudier les variations de la fonction  
1ue

u
u

−
a   pour  u ∈¡ ∗ . 

 II.3.3/ Expliciter l'ensemble  ( )Sp +  ∩ θ
++

¡ . 
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PARTIE III  

Une suite de fonctions propres de l'endomorphisme  θ  
 
 

Soit  λ   une valeur propre de l'endomorphisme  θ . 
 
 
On note  Eλ   le sous-espace propre associé à la valeur propre  λ   qui est fixée dans toute cette 
partie.  
 
On suppose  > 0λ . 
 
III.1/  Soit  k ∈¥∗ . On note  

k
I   l'intervalle  ( )2 , 2 1k kπ π +  .  

On pose, pour tout  t   de l'intervalle  
k

I   :  ( ) cos sin
ln

sin

t t
g t t

t t

   = +      λ
, où  ln  désigne la fonction 

logarithme népérien. 
 

 III.1.1/ Soit  ρ   la fonction définie sur  
k

I , par  : ( ) ( ) 2 2sin 2 sint t t t t= − −ρ . 

  Étudier la fonction  ρ   sur  
k

I   et préciser son signe. 
 
 III.1.2/ Montrer que  g   définit une bijection de  

k
I   sur un intervalle de  ¡   à préciser.  

 
On se propose de montrer l'existence, dans  Eλ , d'une suite (non triviale)  ( )k k

f
∈¥∗   de fonctions 

propres. 
 
 
III.2/  Soit  = +a ibγ , où  ( ) ] [, x 0,+a b ∈ ∞¡* . 

 III.2.1/  Soit   x∈¡ .  Calculer  
1x

t

x
e dt

+

∫ γ . 

 
 III.2.2/  À quelle condition nécessaire et suffisante la fonction  h  de  ¡   dans  ¡   définie 

par  ( ) ( )cosat
h t e bt=   est-elle un vecteur propre de l'endomorphisme  θ   associé 

à la valeur propre  λ  ? 
 
 
III.3/  En déduire une suite  ( )k k

f ∈¥∗   de fonctions propres de l'endomorphisme  θ . 

Fin de l'énoncé 



 
Tournez la page S.V.P. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 

Le sujet comporte 6 pages. 
 

Notations et objectifs 

 
  désigne l'ensemble des nombres réels,    désigne l'ensemble des nombres complexes. Pour  

λ∈ ,  on note  λ   le module de  λ . 
 

( )2M   désigne l'espace des matrices à deux lignes et à deux colonnes, à coefficients complexes. 
 

( ),i jM m=   étant une matrice à coefficients complexes, on note  ( ),i jM m=   la matrice dont les 

coefficients sont les conjugués des coefficients de  M .  La matrice transposée de  M   est notée  
tM . 
 
Pour  ( )2M ∈ M , on note  ( )det M   le déterminant de  M   et  ( )tr M   la trace de  M . On note 

2

1 0
0 1

I
 

=  
 

. 

 
Le problème porte sur l'étude de sous-ensembles de matrices de  ( )2M   et conduit à définir, par 

des matrices de ( )2M , des rotations d'un espace euclidien de dimension 3. 
 
Dans la première partie, on définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel complexe  2 . 

Dans la deuxième et la troisième partie, on étudie des sous-ensembles de matrices de  ( )2M . 
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Dans la quatrième partie, on définit une structure euclidienne sur un sous-ensemble de matrices de  
( )2M   et on étudie des automorphismes de cet espace euclidien. 

 
Dans tout le problème, des questions de calcul peuvent être traitées indépendamment des autres 
questions. 
 

 

PARTIE I 
 
On note 2   le  -espace vectoriel des couples de nombres complexes. Les deux vecteurs  

( )1 1,0e = ,   ( )2 0,1e =   de  2   forment une base  ( )1, 2e e=B   de  2 ,  appelée base canonique. 
 

Étant donné deux vecteurs  ( ),x a b= ,  ( ),y c d=   de 2 ,  de matrices  
a

X
b
 

=  
 

,  
c

Y
d
 

=  
 

,  

relativement à la base canonique, on définit le produit scalaire  ( ) tx | y = ac + bd = XY  ;  la 

norme est définie par  ( ) 2 2x = x | x = a + b .  
 

2   est un espace vectoriel préhilbertien complexe pour ce produit scalaire et  B   est une base 
orthonormale de  2 . 
 
I.1. Soient  ( ),x a b= ,  ( ),y c d=   deux vecteurs de  2   et  ,λ µ   deux scalaires complexes. 

Exprimer les produits scalaires  ( )y x| ,  ( )x yλ | ,  ( )x yµ|   en fonction du produit scalaire  

( )x y| . 
 
I.2. Soient  ( ) ( ),1 3 , 1 5 ,3 2x a i y i i= + = − + −   deux vecteurs de  2 . 
 
 I.2.1. À quelle condition sur le nombre complexe  a ,  les vecteurs  x  et  y  forment-ils une 

base de  2  ? 
 
 I.2.2. À quelle condition cette base est-elle orthogonale ? Dans ce cas, calculer la norme de x. 
 

I.3. Soit  ( )2

3
2 2

3
2 2

i

T
i

 
 
 = ∈
 
− − 
 

M . 

I.3.1. Déterminer les valeurs propres (complexes) et les sous-espaces propres de  T . 

I.3.2. En déduire qu'il existe une base orthonormale de vecteurs propres de  T  , que l'on 
explicitera. 
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I.4. Soit  ( )2
a c

U
b d
 

= ∈ 
 

M .  On note  ( ),x a b= ,  ( ),y c d=   les vecteurs colonnes de U . 

Exprimer le produit matriciel  tUU   en fonction de  ( )x y| ,  x   et  y . 
 
 
 
 

PARTIE II 

 
 
On note  ( ){ }22 ; tU UU I= ∈ =U M . 

 
 

II.1. Soit  ( )2
a c

U
b d
 

= ∈ 
 

M   avec  ( ),x a b= , ( ),y c d= . À quelle condition sur les 

vecteurs colonnes  x  et  y  de  U   a-t-on  U ∈U  ? 
 
 
II.2. Soit  U ∈U . Calculer  ( )det U  , le module de ( )det U . 
 
 
II.3. Soit  U ∈U . 

II.3.1. Montrer que  U  est inversible et que  1U −   appartient à  U . 

II.3.2. Montrer que  U   appartient à  U   et que  tU   appartient à  U . 

II.3.3. Soit  V ∈U . Montrer que le produit  UV   appartient à  U . 
 
 
II.4. Soit  U   un élément de  U  et soit  λ   une valeur propre complexe de  U . Déterminer  λ . 
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PARTIE III 
 

On note  ( ){ }; det 1U U= ∈ = S U U . 

 
 

Pour  θ   élément de  ,  on définit la matrice  Dθ ∈  S U   par :  
0

0

i

i

e
D

e

θ

θ θ−

 
=  
 

. 

 
 

III.1. Soit  ( )2
a c

U
b d
 

= ∈ 
 

M . 

III.1.1. Donner les quatre relations portant sur les scalaires  a, b, c, d, qui caractérisent 
l'appartenance de  U   à   S U . 

 
III.1.2. On suppose  que  U   appartient à   S U . Montrer que  c b= −   et  d a= . 
 

III.1.3. En déduire que  U   appartient à   S U   si et seulement si  
a b

U
b a
 −

=  
 

  avec  

2 2 1a b+ = . 
 

III.2. Soit  
a b

U
b a
 −

=  
 

 , avec  2 2 1a b+ =   une matrice de   S U . 

III.2.1. Déterminer le polynôme caractéristique  ( ) ( )2det U Iλ λχ = −   de  U.  En déduire 

qu'il existe un réel  θ   tel que les valeurs propres de  U   sont  ie θ   et  ie θ− . 
 
 

Etant donné une matrice  U ∈  S U , on admet que  U   est semblable à une matrice diagonale  Dθ   

avec une matrice de passage  P∈  S U  , c'est à dire qu'il existe  θ ∈   et  P∈  S U   tels que  
1U PD Pθ
−= .  La démonstration de ce résultat fera l'objet de la question IV.7. 

 
 

III.2.2. Vérifier que la matrice  T  définie à la question I.3 appartient à  S U .  Déterminer un 
réel  θ   et une matrice  P  appartenant à   S U ,  tels que  1T PD Pθ

−= . 
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PARTIE IV 
 
 
Rappel :  E  étant un espace euclidien orienté de dimension 3, rapporté à la base orthonormale 

directe  ( )1 2 3, ,ε ε ε ,    θ   étant un réel, on note  
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

Rθ θ θ
θ θ

 
 = − 
 
 

  la matrice, relativement à 

cette base, de la rotation de  E  d'axe dirigé par le vecteur  1ε   et dont une mesure de l'angle est le 
réel  θ .  
 

On note  ( ) ( ){ }2 ; tr 0tA A A et A∈ = =V = M . 

 

IV.1. Soit  
a c

A
b d
 

= ∈ 
 

V . 

IV.1.1. Montrer que  A  est de la forme  
a r is

A
r is a

+ 
=  − − 

  avec  a, r, s  réels.  En déduire 

que  V  est un espace vectoriel réel dont une base est formée par les matrices  

1 2 3

1 0 0 1 0
, ,

0 1 1 0 0
i

E E E
i

     
= = =     − −     

. 

 

IV.1.2. Montrer que l'application définie sur  XV V   par : ( ) ( )1, , tr
2

A B A B AB< >=  

définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel réel  V.  En notant  ,A A A= < >   la 

norme de  A ,  exprimer  2A   en fonction de  ( )det A . 
 
IV.1.3. Pour  j  et  k  appartenant à l'ensemble  { }1, 2,3 , calculer les produits scalaires  

,j kE E< > . Que peut-on en déduire ?  
 
Dans la suite, on considère  V  comme un espace euclidien, pour le produit scalaire défini 
ci-dessus. 
 

IV.2. Soit P∈  S U . On note Pl  l'application définie sur V par : pour tout A∈V , ( ) 1
p A PAPl −= . 

 
IV.2.1. Montrer que  Pl   est un automorphisme orthogonal de l'espace euclidien  V  (c'est-à-

dire un endomorphisme de  V  qui conserve la norme). 
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IV.2.2. Soient  P  et  Q  dans   S U . Montrer que  le produit  PQ   appartient à   S U   et 
montrer que la composée P Qol l    vérifie  P Q PQol l l= .  

 
 
 

Dans la suite, pour  U ∈  S U ,  on étudie les automorphismes  Ul   de V. 
 
 

IV.3. Caractérisation de  Dl θ
. 

IV.3.1. Pour  1, 2,3,j =   exprimer  ( )jD El
θ

  dans la base  ( )1 2 3, ,E E E . 

IV.3.2. En déduire que  Dl θ
  est une rotation de l'espace euclidien  V , dont on donnera un 

vecteur qui dirige l'axe et une mesure de l'angle. 
 
IV.4. Soit  U ∈  S U . En utilisant le résultat admis dans III.2., déterminer une base orthonormale 

de l'espace euclidien  V, relativement à laquelle la matrice de  Ul   est une matrice de rotation. 
Préciser un vecteur qui dirige l'axe et une mesure de l'angle de cette rotation. 

 

IV.5. Soit  
a b

U
b a
 −

= ∈ 
 

 S U .  En notant  ( ) 2, ,a p iq p q= + ∈ ,  on écrit  2U pI iH= +   avec  

( )2H ∈M . 

IV.5.1. Montrer que  H  appartient à  V . 
IV.5.2. Déterminer  ( )U Hl . 

IV.5.3. En notant  ( ) 2, ,b r is r s= + ∈ ,  déterminer par ses composantes relativement à la 

base  ( )1 2 3, ,E E E ,  un vecteur de l'axe de la rotation  Ul . 
 
IV.6. On considère la rotation  Tl   de  V, définie par la matrice de  T  de la question I.3 ; donner 

un vecteur qui dirige l'axe et une mesure de l'angle de cette rotation. 
 
IV.7. Soit  U ∈  S U .  Démonstration du résultat admis dans III.2.  
 
 IV.7.1 On suppose que  U   a une valeur propre double ; quelles sont les matrices  U   
possibles ? 
 
 IV.7.2 Dans le cas où  U   a deux valeurs propres distinctes, montrer que les sous espaces 
propres correspondants sont orthogonaux dans  2 .  En déduire le résultat admis dans III.2. 
 
 

 
Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la conci-
sion de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené à prendre.

****

Objectifs, notations et définitions

Les objectifs de ce problème sont les suivants :
- étendre la notion d’exponentielle à une matrice sans faire appel aux séries, mais par analogie

avec l’introduction de la fonction réelle de variable réelle : � �� ��� � � comme solution du problème
de Cauchy : � 	 
�� � 
 � � � � 
�� .

- établir quelques propriétés de cette exponentielle.
- résoudre dans � � une équation différentielle du type � 	 
�� � � que l’on rencontre en particulier

en mécanique du solide.

Soit � l’ensemble des entiers naturels, � � 
���� � � � et pour � dans � � , � � 
�� � 
  
 ! ! ! 
 � � .
Si � est un entier supérieur ou égal à 1, on note "#� � $ � le $ -espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre � à coefficients dans $ et " � % & � $ � le $ -espace vectoriel des matrices colonnes à � lignes
à coefficients dans $ . ' � est la matrice identité dont les coefficients sont donnés par le symbole de
Kronecker défini par ( ) * 
 + � si , 
 -� si , .
 -

Pour /0
0� 1 ) * � & 2 ) 2 �& 2 * 2 � appartenant à "#� � $ � , 3 / désigne la matrice transposée de / , / ) * désigne

le cofacteur de l’élément 1 ) * et on appelle comatrice de / la matrice dont le coefficient de la , ème

ligne et de la - ème colonne est / ) * . Cette matrice sera notée 4 5 6�/ .

Tournez la page S.V.P.
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Lorsque les coefficients 7 8 9 de : sont des fonctions de ; définies sur un intervalle < de = , on
rappelle que : est dérivable sur < si et seulement si toutes les fonctions 7 8 9 > < ? @BA sont dérivables
sur < et qu’alors : C ; D < E : F G ; H I�G 7 F8 9 G ; H H J K 8 K LJ K 9 K L

On pourra utiliser sans le redémontrer que le produit de deux applications : et M de < dansN L G A H , dérivables sur < , est dérivable sur < et que :C ; D < E G : M H F G ; H I�: F G ; H M G ; H O : G ; H M F G ; H
PARTIE I

I.1 Soit la matrice P donnée par : P�I�QRTSVUVW? XT? YZ? W? X U ? [
\]

a) Calculer ^ _ ` P .
b) Calculer la matrice produit PZa b c d e�P .
c) Déterminer le polynôme caractéristique f g de P .
d) Calculer G < h O�P�H G i < h ?�P�H , puis la matrice f g G P�H .

I.2 Soit :�I�G 7 8 9 H D N L G A H , G j J E j k E l l l E j L H D A L et M la matrice déduite de : en remplaçant
la m ème colonne de : par la colonne formée des coefficients j J E j k E l l l E j L .

a) Montrer que ^ _ ` M0I Ln o p J j o : o 9 .
b) En déduire les égalités :

C G q E m H D r kL E Ln o p J 7 o s : o 9 I�G ^ _ ` : H t s 9 .
c) Montrer de même les égalités :

C G q E u H D r kL E Ln o p J 7 s o : 8 o I�G ^ _ ` : H t s 8 .
d) En déduire les formules ::0a v b c d e�: w I�G ^ _ ` : H < L et v b c d e�: w a :0I�G ^ _ ` : H < L

I.3 a) Soit G x 8 9 H J K 8 K LJ K 9 K L une famille de y k polynômes à coefficients complexes, tous de degré

inférieur ou égal à Y . Pour z�D�A , on note x G z H la matrice de
N L G A H de terme général x 8 9 G z H .

Montrer par récurrence sur l’ordre de la matrice qu’il existe un polynôme { à coefficients complexes,
de degré inférieur ou égal à y tel que pour tout z appartenant à A , ^ _ ` x G z H I�{ G z H .

b) Soit |�D}r et ~ � E ~ J E l l l E ~ � des matrices de
N L G A H telles que pour tout z0D}A ,�n o p � z

o ~ o I U . Montrer que pour tout � dans � U E Y E l l l E | � , ~
o I U .
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I.4 Pour tout � � � , on pose � � � � ��� � � � � � � � � � � et on note � � � � � � ��� � � � � � � le polynôme

caractéristique de � .
a) Montrer qu’il existe � matrices � � � � � � � � � � � � � � dans   � � � � telles que :¡ � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �
b) En utilisant les questions I.2 et I.3, établir les égalités matricielles suivantes :¢£ ¤ � � � � � � � �� � � ��� � � � � � � � � � ¡ ¥ � ¦ � � �� � � � � � � � � �
c) En déduire que le polynôme caractéristique � � de la matrice � est un polynôme annula-

teur de � .

PARTIE II

Soit �0�  }� � � � , § � � § ¨ � � � � � § � ses valeurs propres dans � non nécessairement distinctes. On
introduit les matrices suivantes :

© �
ª««««««¬ § �®­

� � �B� � � ­¯ § ¨°­ ...­ ¯ . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . ­­ � � � ­ ¯ § �

± ²²²²²²³
� ´ � �

ª«««««¬ ¯­­
...­
± ²²²²²³

� � ��� � et
¡ ¥ � µ ¶ � · � � � � � � ¸ � � � �

� � �¹º � � � ����§ º � � �
II.1 a) Montrer que � commute avec chaque matrice � � .

b) Montrer que � ����§ � � � � � � ��­ .
II.2 On rappelle que le problème de Cauchy´ » � ¼ � � © ´ � ¼ � � ´ � ­ � � ´ �

admet une unique solution

´�½ ¾ � ¿� #� À � � � � � ¼ Á� ¿ ´ � ¼ � . On notera � Â Ã � ¼ � � � Ä Ã Ä � les compo-
santes de

´ � ¼ � .
Tournez la page S.V.P.
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On considère alors le nouveau problème de Cauchy suivant :Å Æ Ç È�É Ê Ë Ì Æ Í Î�Ï Ê Ì Æ Í
et
Ê Ì Ð Í Î�Ñ Ò Ì Ó Í

où la fonction inconnue
Ê

est une application dérivable de
È

dans Ô Ò Ì Õ Í .
a) Soit

Ê Ö�× È�Ø Ù Ô Ò Ì Õ Í É Æ ÚØ Ù ÒÛ Ü Ý Þ ß Ü Ì Æ Í à Ü . Montrer que :

Å Æ Ç È�É Ê ËÖ Ì Æ Í Î Ò á ÞÛ Ü Ý Þ ß Ü Ì Æ Í â ã Ü à Ü ä à Ü å Þ æ ä ß Ò Ì Æ Í ã Ò à Ò
En déduire que

Ê Ö
est solution du problème

Ì Ó Í
.

b) Montrer que
Ê Ö

est aussi solution du problème
Ì ç Í

ci-dessous :Å Æ Ç È�É Ê Ë Ì Æ Í Î�Ê Ì Æ Í Ï
et
Ê Ì Ð Í Î�Ñ Ò Ì ç Í

c) Soit è × È�Ø Ù Ô Ò Ì Õ Í É Æ ÚØ Ù�Ê Ö Ì Æ Í Ê Ö Ì Ø Æ Í . Montrer que la fonction è est constante
égale à

Ñ Ò
. En déduire que pour tout

Æ Ç È
,
Ê Ö Ì Æ Í

est inversible et donner son inverse.
d) Soit é une solution du problème

Ì Ó Í
et ê la fonction de

È
dans Ô Ò Ì Õ Í définie pour

tout
Æ

réel par ê Ì Æ Í Î0Ê Ö Ì Ø Æ Í é Ì Æ Í . Montrer que la fonction ê est constante et en déduire que le
problème

Ì Ó Í
admet

Ê Ö
pour unique solution.

e) Montrer que
Ê Ö

est aussi l’unique solution du problème
Ì ç Í

.
Désormais, on note pour tout

Æ
réel :
Ê Ö Ì Æ Í Î�ë ì Ö

. La matrice
Ê Ö Ì Ó Í Î�ë Ö

est appelée exponen-
tielle de la matrice

Ï
. Cette notation et cette définition seront justifiées par les diverses propriétés

étudiées dans la suite du problème.
II.3 A l’aide de l’algorithme décrit dans les questions précédentes, déterminer explicitement les

coefficients de
ë ì í

, où î est la matrice donnée à la question I.1.
II.4 Soit le problème de Cauchy dans Ô Ò ï Þ Ì Õ Í donné par :Å Æ Ç È�É ð Ë Ì Æ Í Î�Ï ð Ì Æ Í

et
ð Ì Ð Í Î�ð ñ É ð ñ Ç Ô Ò ï Þ Ì Õ Í

Montrer que sa solution est donnée par
ð Ì Æ Í Î�ë ì Ö ð ñ

.

PARTIE III

III.1 Montrer que pour tout
Æ

réel, la matrice
ë ì Ö

est un polynôme en
Ï

.
III.2 Soit

Ï
et ò deux matrices de Ô Ò Ì Õ Í telles que

Ï ò Î ò Ï .
a) Montrer que pour tout

Æ
réel,
Ï

et
ë ì ó

commutent.
b) Montrer que pour tout

Æ
réel,
ë ì Ö

et
ë ì ó

commutent.
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c) Montrer que les fonctionsô0õ ö�÷ øBù#ú û ü ý þ ÿ �÷ ø�� � � � � � � et 	 õ ö�÷ ø#ù#ú û ü ý þ ÿ �÷ ø�� � � � � �
vérifient une même équation différentielle et en déduire � � � � 
 � � � � � .

III.3 On considère les matrices � 
 
 ������ � et � 
 
 � ÷ ���� � .

Calculer � � , � � , � � � � et � � � � . Quelle conclusion en tirez-vous ?
III.4 Soit � dans ù#ú û ü ý .

a) Montrer que si � est une matrice inversible de ù ú û ü ý , on a pour tout ÿ réel :� � � � � � � 
 � � � � � � �
b) Montrer que pour tout ÿ réel : � � � � � � 
�� � � � � � .

PARTIE IV

On se place désormais dans l’espace vectoriel euclidien orienté ö � muni de son produit scalaire
canonique.  
 û � � þ � ! þ � � ý est la base canonique de ö � et " 
 û # þ $ þ % ý est un vecteur unitaire de ö � .
Soit & ' un vecteur de ö � et & l’application de ö dans ö � solution du problème de Cauchy :( ÿ ) ö�þ * &* ÿ 
 " + & et & û � ý 
 & ' û , ý

IV.1 Si - û ÿ ý et - ' sont les matrices colonnes respectives des coordonnées de & û ÿ ý et & ' dans la
base  , montrer que le problème û , ý s’écrit encore :( ÿ ) ö�þ * -* ÿ 
 � - et - û � ý 
 - ' û . ý
où � est une matrice que l’on précisera.

IV.2 Déterminer le polynôme caractéristique de � et montrer que � � 
 ÷ � .
IV.3 Montrer que � � � 
0/ � 1 û 2 3 4 ÿ ý � 1 û � ÷ 5 6 2 ÿ ý � ! et donner l’expression de la solution du

problème û . ý .
IV.4 On note 7 et 8 respectivement les endomorphismes de ö � canoniquement associés aux

matrices � et � � � .
a) Montrer qu’il existe une base orthonormale  ' telle que la matrice de 7 dans cette base

soit : � 
�9: �;�;��;� ÷ �� � � <=
b) Déterminer l’image par 8 de la base  ' , puis caractériser géométriquement l’endomor-

phisme 8 .
c) Calculer � � � .

Fin de l’énoncé



Les calculatrices sont interdites
****

N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté,
à la précision et à la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.
****

PARTIE I

On considère l’équation différentielle linéaire du 2◦ ordre en la fonction inconnue y de la
variable réelle x :

(Eλ) x(x+ 1)y′′(x) + (2x+ 1)y′(x)− λ(λ+ 1)y(x) = 0,

où λ désigne un paramètre réel.

I.1. Etant donné λ ∈ IR, comparer les équations (Eλ) et (E−λ−1).
On supposera dans la suite du problème que λ ≥ −1

2
.

Dans la suite de cette partie, y désigne une fonction de la variable réelle x, admettant un

développement en série entière y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n au voisinage de 0.

I.2. Montrer que, pour que y soit solution de l’équation (Eλ), il faut et il suffit que l’on
ait pour tout n ∈ IN :

an+1 =
(λ+ n+ 1)(λ− n)

(n+ 1)2
an.

Tournez la page SVP
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I.3.
I.3.1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur λ ∈ [−1

2
,+∞[ pour que

l’équation (Eλ) admette des solutions polynomiales de degré donné d ∈ IN ?

I.3.2. Lorsque c’est le cas, montrer qu’il existe une unique solution polynomiale de
(Eλ) de degré d, que nous noterons ϕd, telle que ϕd(0) = 1.

I.3.3. Expliciter la fonction polynôme ϕ1.

I.3.4. Déterminer les coefficients a, b, c, a′, b′, c′ tels que :

8x2 + 8x+ 1

x(x+ 1)(2x+ 1)
=
a

x
+

b

x+ 1
+

c

2x+ 1
,

1

x(x+ 1)(2x+ 1)2
=
a′

x
+

b′

x+ 1
+

c′

(2x+ 1)2
.

En déduire la solution générale de l’équation (E1) sur ]0,+∞[.

I.4. On se place dans le cas où λ ≥ −1
2
, λ 6∈ IN.

I.4.1. On suppose que y est une solution non identiquement nulle de (Eλ).

Déterminer le rayon de convergence de la série entière
+∞∑
n=0

anx
n.

I.4.2. Montrer qu’il existe une unique solution de (Eλ), que nous noterons ϕλ,
développable en série entière de la variable x sur ]− 1,+1[ et telle que ϕλ(0) = 1.

I.4.3. Expliciter les développements en série entière de la variable x des fonctions
ϕ− 1

2
et ϕ 1

2
.

PARTIE II

Soit ψ la fonction de la variable réelle x définie par :

ψ(x) =
2

π

∫ π
2

0

√
1 + x sin2 t dt.

II.1. Montrer que ψ est définie et continue sur [−1,+∞[.

II.2. Montrer que ψ est indéfiniment dérivable sur ]− 1,+∞[.
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II.3.

II.3.1. Montrer que pour tout u ∈]−1,+1[ on a
√

1 + u =
+∞∑
n=0

(−1)n−1

2n− 1

(2n)!

22n(n!)2
un.

II.3.2. Montrer que ψ est développable en série entière de la variable x sur ]−1,+1[
et que l’on a :

∀x ∈]− 1,+1[, ψ(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n−1

2n− 1

(2n)!

22n(n!)2

(
2

π

∫ π
2

0

sin2n t dt

)
xn.

II.3.3. Pour tout n ∈ IN on pose In =

∫ π
2

0

sin2n t dt. Montrer que pour tout n ≥ 1

on a In =
2n− 1

2n
In−1.

Calculer I0.
En déduire In pour tout n ∈ IN, ainsi que le développement de ψ en série entière de la
variable x sur ]− 1,+1[.

II.3.4. Montrer que pour tout n ∈ IN, on a
(2n)!

22n(n!)2
≤ 1.

II.3.5. Montrer que le développement de ψ en série entière est intégrable terme à
terme sur ]− 1,+1[, et en déduire que :∫ +1

−1

ψ(x) dx = −2
+∞∑
p=0

1

(4p− 1)(2p+ 1)

(
(4p)!

24p((2p)!)2

)2

.

II.4. Déduire du développement de ψ en série entière une expression de ψ(x) en fonction
de ϕ 1

2
(x) et ϕ− 1

2
(x) pour tout x ∈]− 1,+1[.

II.5. Dans le plan affine euclidien rapporté à un repère orthonormé (O,~ı,~), on considère
l’ellipse C paramétrée par t ∈ [0, 2π] 7−→ b cos t.~ı + a sin t.~, où a et b sont des nombres
réels donnés tels que a ≥ b > 0. On note ` sa longueur et e son excentricité.

Montrer que ` = πa
[
ϕ 1

2
(−e2) + ϕ− 1

2
(−e2)

]
.

PARTIE III

Soit f la fonction de la variable réelle t définie par :

f(t) =
1

2

∫ +1

−1

√
1 + x sin2 t dx.

Tournez la page SVP
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III.1. Montrer que f est définie et continue sur IR, et 2π-périodique.

III.2. Montrer que f est de classe C1 sur IR.

III.3. Montrer que la série de Fourier de f est de la forme :

α0

2
+

+∞∑
n=1

α2n cos 2nt,

où α0, α2, . . .α2n, . . . sont des nombres réels que l’on ne cherchera pas à calculer.
Préciser pourquoi la fonction f est égale à la somme de sa série de Fourier.

III.4. A l’aide du résultat de la question II.3.5, donner une expression de α0 sous forme
de somme d’une série numérique.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites 

 
**** 

 
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la 

concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être un erreur d’énoncé, il la 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 

 
 
 

Exercice I 
 
Dans tout l’exercice, n désigne un entier naturel. 
 

1. On considère la série de terme général ( )sin 2 3 = −  
π

n
nu . 

1.1. Montrer qu’elle est à termes positifs. 
 

1.2. Etudier sa convergence. 
 

2. On pose ( ) ( )2 3 2 3= − + +
n n

nA ; montrer que nA est entier. 

3. En déduire la nature de la série de terme général ( )sin 2 3 = +  

n
nv π . 

4. Quel est le rayon de convergence R de la série de terme général un xn ;  
préciser les cas x R= ± . 
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Exercice II 
 

On rappelle que l’intégrale 
( )

0

sin+∞
= ∫

u
I du

u
 est convergente et vaut 

2
π . 

1. Calculer l’intégrale ( ) ( )
0

sin+∞
= ∫

au
I a du

u
 où a est un réel 

2. 

2.1. Justifier la convergence de l’intégrale 
( )2

20

sin+∞
= ∫

u
J du

u
  

2.2. Calculer J. 

3. On considère ( ) ( ) ( )
20

sin .sin
,

+∞
= ∫

au bu
K a b du

u
, où a et b sont des réels. 

3.1. Exprimer K(a,b) à l’aide de I(a+b) et I(a-b). 
 
3.2. En déduire les valeurs de K(a,b) en distinguant les différentes régions du plan (a,b).  
 
3.3. Donner une expression de K(a,b) regroupant les différents cas. 

 
 
 

Problème 
 
Toutes les fonctions considérées dans les parties I, II et III de ce problème appartiennent à 
l’ensemble C0 des fonctions continues de R  dans R . 
 
 
 
 

Partie I 
 
On considère l’équation 1/ 2(E ) d’inconnue f élément de C0:  

∀ ∈x , ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1
2

+

−
− + =∫f x x t f t dt g x , où g est une fonction donnée de C0. 

1. Soit f solution de l’équation 1/ 2(E )  
 

1.1 Monter que x∀ ∈ , ( ) ( )f x g x ax b= + + , où a et b sont des réels qui s’expriment par des 
intégrales dépendant de f. 
 

1.2. Ecrire en fonction de g le système d’équations vérifié par a et b. 
 
2. En déduire a et b, puis f dans le cas où ( )g x x= . 
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Partie II 
 

 
On considère l’équation (E )λ  d’inconnue f élément de C0 :  

x∀ ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

+

−
− + =∫f x x t f t dt g xλ  où g est un élément donné de C0 etλ  un réel. 

1. En reprenant le procédé de la partie I, montrer que, sauf pour deux valeurs particulières λ 1 et λ 2 
du paramètre λ , ( )λE  admet une solution unique pour toute fonction g. 

2. A quelle condition sur g l’équation ( )1λE  admet-elle des solutions ?  

Même question pour (
2λE ). 

3. Calculer l’intégrale ( )2
1

1
1 3

+

−
−∫ t dt . 

4. En déduire dans le cas ( )1 2resp. = =λ λ λ λ  un exemple de fonction ( )1 2resp. g g , non 
identiquement nulle, vérifiant la condition trouvée à la question 2 de la partie II. 

 

5. On choisit pour g la fonction nulle. 
 

5.1. Quelle est la solution de ( Eλ ) pour λ  distinct de 1λ  et 2λ  ? 

5.2. Exprimer f1 et f2, solutions respectives de ( )1λ
E  et ( )2λE . 

5.3. Que dire de ( ) ( )1 2

1

1

+

−∫ f t f t dt  ? 

 
 
 
 

Partie III 
 

On note K l’application qui à toute fonction h de C0 associe la fonction Kh définie sur par : 

[ ]( ) ( ) ( )
1

1
,

+

−
= ∫Kh x k x t h t dt , où k est une fonction continue sur R xR , à valeurs réelles. 

1. Montrer que K est linéaire et que Kh est continue sur R . 

2. Comment l’équation ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
: ,

−

+
− =∫E f x k x t f t dt g x  s’écrit-elle ? 

3. On note [ ]2 =K h K Kh  et 1+  =  
n nK h K K h . Montrer formellement, c’est-à-dire sans 

considération de convergence, que 
1≥

= +∑ n

n
f g K g  est solution de l’équation (E). 

 



4 

 

4. On pose ( ) ( )1,
2

k x t x t= +  et ( )g x x= . 

4.1. Déterminer Kg puis K²g. 

4.2. Exprimer par récurrence nK g , pour n entier naturel non nul. 

 
5. En déduire f par application de la question 3, et retrouver ainsi le résultat de la question I.3. 
 
 
 
 

Partie IV 
 

Soit ∆  un intervalle fermé borné [ ]βα ,  de R , avec βα < . Toutes les fonctions considérées 
dans cette partie, appartiennent à l’ensemble C0 ( )∆ des fonctions continues sur∆ , à valeurs 
dans . 

 
On considère l’application qui, au couple ( )GF ,  de fonctions de C0 ( )∆ , fait correspondre le réel 

( ) ( )t t dt
∆
∫F G . 

Cette application définit un produit scalaire , noté ,< > . On notera  la norme associée. 
 
1. On utilise les notations de la partie III, et on pose ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbtatbxatxk +=, , où les fonctions a 
et b  sont orthogonales entre elles : 0a,b< >= , et normées : 1== ba  . 
 
On pose ba +=1ϕ  et ba −=2ϕ . Vérifier que K 1ϕ  = 1ϕ  et 2ϕK = 2− ϕ . En déduire que 1 et –1 
sont valeurs propres de K. Que peut- on dire alors de 1ϕ  et 2ϕ  ? 

 

On admettra que 1 et –1 sont les seules valeurs propres non nulles de K, et que les espaces propres 
associés sont de dimension 1, engendrés respectivement par 1ϕ  et 2ϕ . 
 
2. On considère l’équation d’inconnue f élément de C0 ( )∆  : − =λf Kf g , où g est une fonction 
donnée de C0 ( )∆  et λ un réel non nul. On suppose qu’elle admet au moins une solution f0. 
 

2.1. Montrer que si 1≠ ±λ , cette solution est unique. 
2.2. Ecrire l’ensemble des solutions si 1±=λ . 

 

3. h étant une fonction donnée, montrer que Kh s’exprime comme combinaison linéaire des 
fonctions 1ϕ  et 2ϕ . 

 
4. Exprimer hK n , pour n entier naturel non nul. 
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5. En déduire que, pour 0 1< <λ  la solution de l’équation gKff =− λ  obtenue sous la forme : 

1≥

= +∑λn n

n

f g K g  s’écrit 2211 ϕϕ AAgf ++= , où 1A  et 2A  sont sommes de séries géométriques. 

6. Préciser f si g est orthogonal à la fois à 1ϕ  et à 2ϕ . 
 

7. Application : on choisit [ ]ππ ,−=∆ , ( ) ( )
π

txtxk +
=

sin, , ( ) xxg 2sin=  ; 

7.1. Vérifier que k satisfait aux hypothèses de la question 1 de la partie IV. 

7.2. Vérifier que g satisfait aux hypothèses de la question 6 de la partie IV. 

7.3. Résoudre alors les équations : gKff =−
2
1  et gKff =− . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées 

**** 
N.B. :Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la 

concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il a été amené à prendre. 

**** 
 

 
Ce sujet présente la méthode des traces, algorithme de calcul itératif du polynôme 

caractéristique d’une matrice. Cette méthode fut utilisée par l’astronome français Urbain Le Verrier 
pour découvrir la planète Neptune en 1845.  

Le principe de la méthode est expliqué en partie I. Le programme informatique qui s’en 
déduit est analysé en partie II. Trois exemples et une application concluent le problème, partie III. 
Les parties II et III sont indépendantes et pourront être traitées dans un ordre arbitraire. 
 

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2, et ( )nM  est 
l’ensemble des matrices carrées à n  lignes et n  colonnes. On notera  I la matrice identité. 
 
 

I. La méthode des traces 
 

Soit une matrice ( )nA M   ∈ . On souhaite en calculer de façon systématique le polynôme 
caractéristique Aχ  défini sur  par :  
 

  ( ) ( )A det A Iχ λ = −λ  
n n 1

0 1 n 1 na a ... a a−
−= λ + λ + + λ +  

 
où les coefficients 0a ,…, na  ∈   ont volontairement été indexés à rebours pour faciliter l’issue de 
la question I.6 . Dans le cas général, deux difficultés se posent :  

- Le développement du déterminant, qui doit être réalisé avec une complexité raisonnable. 
- La collecte des coefficients à l’issue du développement. 
 

Nous verrons en question II.4 d/ que ces deux contraintes excluent d’office toute méthode de calcul 
récursif. Des méthodes plus appropriées ont donc été mises au point, dont la méthode des traces 
expliquée ci-après. 
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1. a/ Que vaut 0a  ? 
 

b/ Quelle hypothèse du problème et quel théorème du cours vous permettent - au moins d’un 
point de vue théorique - de factoriser ( )Aχ λ  sous la forme :  

( ) ( )( ) ( )A 0 1 2 na ...χ λ = ⋅ λ −λ λ −λ λ −λ  
 

où les complexes 1λ , 2λ ,…, nλ  sont les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A. 
 

c/ Lorsque ces valeurs propres sont connues, elles permettent de remonter aux coefficients de 
Aχ . Expliquer comment pour les coefficients 1a  et na . 

 
Malheureusement, les valeurs propres ne sont pas toujours connues avant le calcul du polynôme 
caractéristique. Plutôt que de relier les coefficients aux racines, on peut relier les coefficients à 
des sommes de puissances de valeurs propres, grâce à des formules de Newton (question I.7 ) : 
c’est la méthode des traces. 
 
 

2. Le polynôme caractéristique Aχ  étant scindé, on rappelle qu’il est possible de trigonaliser A. Il 
existe une matrice T triangulaire semblable à A dont les coefficients diagonaux sont 
précisément 1λ , 2λ ,…, nλ . Exprimer en fonction de 1λ , 2λ …, nλ  les traces de pT  puis de pA  
pour tout entier naturel p. 

 
 
3. On note A′χ  la dérivée de Aχ . Établir l’identité :  

( )
( )

n
A

k 1A k

1

=

′χ λ
=

χ λ λ −λ∑  

 
 

4. En déduire que, pour λ  assez grand en module :  

( )
( )

pn
A k

k 1 p 0A

1 +∞

= =

′χ λ λ =  χ λ λ λ 
∑∑  

 
On fournira un minorant strict m de   λ  le plus précis possible. 
 
 
5. En conclure que, pour    > mλ  :  

( )
( )

p
A

p
p 0A

1 tr(A )+∞

=

′χ λ
=

χ λ λ λ
∑  
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6. Démontrer alors que, pour  λ  assez petit en module, on a :    

  ( ) ( )n 1 n p p
0 1 n 1 0 1 n

p 0
n.a n 1 .a . ... 1.a a a . ... a . tr(A ) 

+∞
−

−
=

+ − λ + + λ = + λ + + λ λ∑  

On traitera le cas 0λ =  à part, et on fournira un majorant strict M de   λ  le plus précis 
possible. 
 
 
7. En déduire les relations de Newton, valables pour tout  k, 1 k n≤ ≤  :  

 

( ) ( ) ( )k k 1
k 0 1 k 1ka a .tr A a .tr A ... a tr A−

−− = + + +  

 
 
8. Expliquer sommairement en quoi ces relations permettent d’obtenir le polynôme   

caractéristique Aχ . Restent-elles valables lorsque ( )nA M∈  ? 
 
 
 
 
 

II. Mise en place de l’algorithme 
 

Dans cette partie, on s’intéresse à la mise en œuvre pratique de l’algorithme des traces et on 
en évalue les performances en termes de complexité. Cette partie en appelle à l’expérience du 
candidat en matière de calcul formel  : Maple, Mathematica, ou tout simplement le logiciel de sa 
calculatrice programmable. Dans tous les cas, indiquez sur la copie le langage utilisé. 

 
Dire qu’un programme a une complexité de l’ordre de nk (n et k entiers naturels non nuls) 

signifie que le nombre d’additions, de multiplications et de divisions élémentaires à réaliser est 
équivalent à kn ( 0)α α >  lorsque n tend vers +∞ . Par exemple, un programme réalisant le produit 
de n complexes est d’une complexité de l’ordre de n. En revanche, un programme réalisant n fois un 
produit de n complexes est d’une complexité de l’ordre de 2n .  
 
 
1. Les logiciels de calcul  formel sont souvent livrés avec une fonction permettant de multiplier 

deux matrices de  ( )nM . Sans reprogrammer cette fonction, indiquer sa complexité. 
 
2. Les logiciels de calcul formel sont souvent livrés avec une fonction permettant de calculer la 

trace d’une matrice de ( )nM . Sans reprogrammer cette fonction, indiquer sa complexité. 
 
 
 
 
 
3.  
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a/ On suppose la matrice A et l’entier n connus du logiciel. Rédiger la partie de programme 
réalisant le stockage des traces ( )1tr A , ( )2tr A , …, ( )ntr A  dans un tableau t, de sorte que 

[ ]t k  contienne ( )ktr A  pour k variant de 1 à n. 

b/ En général, la complexité d’un tel programme peut varier de 4n  à 5n  selon la manière dont 
on s’y prend. Quelle est la complexité du programme conçu en réponse au a/ (justifier) ? 

 
 

4.  
a/ On suppose désormais la matrice A, l’entier n et le tableau t connus du logiciel. Rédiger la 
partie du programme réalisant le stockage des coefficients 0a , 1a ,… na , dans un tableau a, de 
sorte que [ ]a k  contienne ka  pour k variant de 0 à n. 
 
b/ Que renseigne le dernier coefficient : na  ? 
 
c/ Quelle est la complexité totale de l’algorithme des traces (justifier) ? 
 
d/ On revient maintenant à la méthode naïve évoquée au début du problème. Celle-ci 
consisterait en un développement récursif du déterminant caractéristique : développement du 
déterminant n n×  par rapport à la première colonne, puis développement des sous-déterminants 
(n 1) (n 1)− × −  par rapport à leur première colonne, etc. Quelle est la complexité de cette 
méthode (justifier) ? En quoi la collecte des coefficients pose-t-elle difficulté ? Conclure. 

 
 
 
 
 

III. Trois exemples et une application 
 

La validation d’un algorithme s’accompagne toujours de tests. On fait tourner le programme 
sur des exemples dont on connaît les résultats intermédiaires ou finaux. Puis on compare ce qui est 
attendu à ce qui est effectivement retourné. Les questions 1, 2 et 3 de cette partie permettent 
d’élaborer de tels tests. La question 4 validera encore davantage cette étude, mais pour d’autres 
raisons. 

 
Dans les trois premières questions de cette partie, on rapporte l’espace vectoriel n  à sa base 
canonique ( )1 2 nB e ,e ,..., e= . Dans la dernière question, on revient sur . 
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1. Exemple 1. 
 

On définit l’endomorphisme f de n  vérifiant les conditions :  
 

( ) ( ) ( )1 2 2 3 n 1 nf e e , f e e ,..., f e e−= = =  et  ( )nf e 0= . 

a/ Pourquoi ces conditions définissent-elles f sans ambiguïté ? Déterminer la matrice A de f 
dans la base B , puis l’image, le rang et le noyau de f. 

b/ Sans utiliser la méthode des traces, déterminer directement le polynôme caractéristique de f. 

c/ Retrouver ce résultat en simulant la méthode des traces.  
 
 

2. Exemple 2.  

On définit l’endomorphisme f de n  vérifiant les conditions :  
 

( ) ( ) ( )1 2 2 3 n 1 nf e e , f e e ,..., f e e−= = =  et ( )n 1f e e= . 

Déterminer la matrice A de f dans la base B , puis l’image, le rang et le noyau de f. Sans utiliser la 
méthode des traces, déterminer directement le polynôme caractéristique de f. Retrouver ce résultat 
en simulant la méthode des traces. 
 
 

3. Exemple 3. 
 

On munit dans cette question n  de son produit scalaire canonique. 

a/ Soit 1 2 nu (u ,u ,..., u )=  un vecteur unitaire de n  . On définit l’endomorphisme f de n  
comme étant la projection orthogonale sur la droite D engendrée par u . Déterminer son image, 
son rang et son noyau. Sans utiliser la méthode des traces, déterminer directement le polynôme 
caractéristique de f (on choisira une base adaptée au problème). 

b/ Déterminer la matrice A de f dans la base B  en fonction des coefficients 1 2 nu ,u ,..., u . 
Justifier que A² = A. Retrouver le polynôme caractéristique de f en simulant la méthode des 
traces sur la matrice A. 
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4. Une application. On rétablit dans cette question un résultat classique de l’algèbre linéaire grâce 
- entre autres - à la méthode des traces. 

a/ Soit A une matrice de ( )nM  telle que ( ) ( ) ( )2 ntr A tr A ... tr A 0= = = = . Déterminer Aχ . 

En déduire que 0 est la seule valeur propre de A. Démontrer alors que [ ]nA 0= . 

b/ Soit maintenant une matrice A de ( )nM  vérifiant [ ]nA 0= . Prouver que 0 est valeur 
propre de A et qu’il n’y en a pas d’autre. 

c/ En déduire l’équivalence, valable pour tout A de ( )nM  : 

[ ] ( ) ( ) ( )n 2 nA 0 tr A tr A ... tr A 0= ⇔ = = = =  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fin de l’énoncé. 
 
 



Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *
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Problème 1

Dans ce problème, on s’intéresse à l’équation différentielle (E)

x(x− 4)y′ + (x− 2)y = −2 (E)

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle solution de (E) sur l’intervalle I toute fonction
y : I → R dérivable sur I, telle que

∀x ∈ I, x(x− 4)y′(x) + (x− 2)y(x) = −2

Par convention, on pose 0! = 1.

Partie I. Etude de deux primitives.

1) Pour tout x ∈]0, 4[, on pose A(x) =

∫ x

0

dt√
t(4− t)

.

1.a) Trouver α > 0 tel que, lorsque t tend vers 0+, on ait
1√

t(4− t)
∼ α√

t
.

En déduire que l’intégrale impropre A(x) est bien définie pour tout x ∈]0, 4[.

1.b) A l’aide du changement de variable u =
√

t, calculer A(x) pour tout x ∈]0, 4[.

Montrer qu’il existe un réel β > 0 tel que

∀x ∈]0, 4[, A(x) = β arcsin

(√
x

β

)
1.c) En déduire la limite de A(x) lorsque x tend vers 0+.

1.d) Donner un équivalent simple de A(x) lorsque x tend vers 0+.

2) Pour tout x ∈]−∞, 0[, on pose B(x) =

∫ 0

x

dt√
t(t− 4)

.

2.a) Montrer que B(x) est bien défini pour tout x ∈]−∞, 0[.

2.b) A l’aide du changement de variable u =
√
−t +

√
4− t, calculer B(x) pour tout

x ∈]−∞, 0[. Montrer qu’il existe un réel γ > 0 tel que

∀x ∈]−∞, 0[, B(x) = γ ln

(√
−x +

√
4− x

γ

)
2.c) En déduire que lim

x→0−
B(x) = 0.

2.d) Donner un équivalent simple de B(x) lorsque x tend vers 0−.
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Partie II. Résolution de (E).

1) On note (H) l’équation homogène associée à (E).

1.a) Résoudre (H) sur l’intervalle ]−∞, 0[.

1.b) Résoudre (H) sur l’intervalle ]0, 4[.

1.c) Résoudre (H) sur l’intervalle ]4, +∞[.

1.d) Montrer que la fonction constante égale à 0 est la seule solution de (H) sur R tout
entier.

2) On étudie ici (E) sur ]0, 4[.

2.a) Résoudre (E) sur ]0, 4[. On exprimera les solutions à l’aide de la fonction A définie
en I.1).

2.b) Montrer que (E) possède une unique solution sur l’intervalle ]0, 4[ possédant une
limite finie à droite en 0.

On note f cette solution. Donner l’expression de f(x), ainsi que lim
x→0+

f(x).

3) On étudie ici (E) sur ]−∞, 0[.

3.a) Résoudre (E) sur ] − ∞, 0[. On exprimera les solutions à l’aide de la fonction B
définie en I.2).

3.b) Montrer que (E) possède une unique solution sur l’intervalle ]−∞, 0[ possédant une
limite finie à gauche en 0.

On note g cette solution. Donner l’expression de g(x), ainsi que lim
x→0−

g(x).

4) On étudie ici (E) sur ]−∞, 4[.

4.a) Montrer qu’il existe une unique fonction h définie sur ] −∞, 4[ qui vérifie les trois
conditions :
(1) la restriction de h à ]0, 4[ est solution de (E) sur ]0, 4[.
(2) la restriction de h à ]−∞, 0[ est solution de (E) sur ]−∞, 0[.
(3) h est continue en 0.

4.b) Pour tout x ∈] −∞, 0[∪]0, 4[, on pose T (x) = h(x)−h(0)
x

. Donner la limite l de T (x)
lorsque x tend vers 0+.

On admettra que T (x) tend aussi vers l lorsque x tend vers 0−.

4.c) En déduire que (E) possède une unique solution sur l’intervalle ]−∞, 4[.

Préciser la valeur de cette fonction en 0, ainsi que la valeur de sa dérivée en 0.

5) L’équation (E) possède-t-elle une solution définie sur R ?

Tournez la page S.V.P.
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Partie III. Etude d’une solution développable en série entière.

1) 1.a) On suppose ici que S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n est une série entière de rayon de conver-

gence strictement positif, solution de (E). Déterminer a0 et trouver une relation
de récurrence liant an et an−1 (n > 1).

1.b) Montrer que (E) possède une unique solution développable en série entière, sur un

intervalle ouvert à préciser, que l’on notera encore S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Calculer son rayon de convergence R, et montrer que

∀n ∈ N, an =
(n!)2

(2n + 1)!
.

2) Etude de la série numérique
∑

an(−R)n.

2.a) On pose un = anR
n (n > 0). Montrer que la suite (un)n∈N est décroissante.

2.b) Pour tout n > 1, on pose vn = − ln( un

un−1
). Montrer que la série

∑
vn est une série

positive divergente.

2.c) En déduire la nature de la suite (ln(un))n∈N, puis que la suite (un)n∈N tend vers 0.

2.d) Montrer que la série
∑

an(−R)n est convergente.

3) Etude de la série numérique
∑

anR
n.

3.a) On rappelle que l’on note un = anR
n. Montrer que ∀n > 1 ,

un

un−1

>
n

n + 1
.

3.b) En déduire que ∀n > 0 , un >
1

n + 1
.

3.c) Préciser alors la nature de la série
∑

anR
n.

4) 4.a) Montrer que S et h cöıncident sur ]−4, 4[. On rappelle que h a été définie en II.4.a).

4.b) Donner une expression simple de la somme
+∞∑
n=0

an(−R)n.
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Problème 2

Les parties I et II sont indépendantes, la partie III utilise les résultats des parties II et III,
qui pourront être utilisés sans démonstration. Dans ce cas, le candidat indiquera avec précision
les résultats admis et utilisés.

Attention aux notations, ainsi la lettre E désigne différents espaces vectoriels selon les parties
du problème.

Partie I. Un peu d’algèbre linéaire dans E = R5[X].

On note E = R5[X] l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à 5.
On désigne par ek, où 0 ≤ k ≤ 5, les vecteurs de la base canonique B de E, on a donc
ek(X) = Xk, et B = (e0, e1, e2, e3, e4, e5).
On note E1 = Vect(e1, e3, e5) l’ensemble des polynômes impairs de E, et E2 = Vect(e0, e2, e4)
l’ensemble des polynômes pairs de E.

Remarque : on notera que E1, E2 et E sont trois espaces vectoriels distincts.

Préliminaires

1) Vérifier que B1 = (e1, e3, e5) est une base de E1, et que B2 = (e0, e2, e4) est une base de E2.

2) Montrer que E1 et E2 sont deux sous-espaces supplémentaires de E.

Etude d’applications linéaires

1) On considère l’application s qui à tout polynôme P de E2, associe le polynôme s(P ) défini
par :

s(P ) = (X2 − 1)P ′′ + XP ′

1.a) Montrer que si P est un polynôme pair de E, alors son polynôme dérivé P ′ est un
polynôme impair, et son polynômé dérivé second P ′′ est un polynôme pair.

1.b) Montrer que s définit un endomorphisme de E2.

1.c) Donner la matrice S de s dans la base B2 de E2.

1.d) En déduire le noyau de s, le spectre de s et les sous-espaces propres de s.

1.e) L’endomorphisme s est-il diagonalisable ?

Tournez la page S.V.P.
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2) On considère l’application ϕ qui à tout polynôme P de E, associe le polynôme ϕ(P ) défini
par :

ϕ(P ) = 2XP − P ′.

2.a) Montrer que ϕ est une application linéaire. Est-ce un endomorphisme de E ?

2.b) Déterminer le noyau et le rang de ϕ, puis une base de Im(ϕ).

3) On désigne par f la restriction de ϕ, au sous-espace vectoriel E2. Montrer que f définit
un isomorphisme de E2 sur E1.

Partie II. Etude d’un endomorphisme en dimension finie.

On désigne désormais par E un espace vectoriel sur R de dimension finie, et par E1 et E2 deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
On note s un endomorphisme de E2 et f une application linéaire bijective de E2 dans E1.

Pour tout x de E, vérifiant x = x1 + x2, avec x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2, on définit :

F (x) = f−1(x1) + f(x2) + s(x2).

1) 1.a) Donner la décomposition dans E = E1 ⊕ E2 de l’élément F (x).

1.b) Montrer que F est un endomorphisme de E.

1.c) Montrer que F est injective.

1.d) Soit y un élément de E, vérifiant y = y1 + y2, avec y1 ∈ E1, et y2 ∈ E2.
Prouver que y = F (x), avec x = f(y2) + f−1(y1)− f ◦ s ◦ f−1(y1).

1.e) F est-elle bijective ?

2) 2.a) Dans l’ensemble de la question 2.a) on suppose que F admet une valeur propre
λ ∈ R.

2.a.i) Vérifier qu’on a λ 6= 0.

2.a.ii) Soit x un vecteur propre associé à la valeur propre λ, vérifiant x = x1 + x2, où
x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2. Montrer qu’on a alors :

λf−1(x1) = x2.

En déduire que x1 et x2 sont non nuls, puis que x2 est un vecteur propre de s
associé à une valeur propre que l’on exprimera en fonction de λ.
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2.b) Réciproquement, soient µ une valeur propre réelle de l’endomorphisme s, et z2 un
vecteur propre de s associé à µ.
On définit z1 = f(z2), et z = k · z1 + z2, où k ∈ R.
On veut déterminer à quelles conditions, le vecteur z ainsi défini, pourrait être un
vecteur propre de F .

2.b.i) On suppose que z est vecteur propre de F associé à une valeur propre λ. Montrer
alors que k = 1

λ
, et que λ est racine d’un trinôme admettant deux racines

distinctes notées λ1 et λ2.

2.b.ii) Déterminer l’expression de λ1 et λ2 en fonction de la valeur propre µ.

2.b.iii) Déterminer pour chacune des valeurs λ1 et λ2, un vecteur propre de F associé
à cette valeur propre.

2.c) Soient u1, · · · , uk, k vecteurs propres de s, associés à la même valeur propre µ de s,
et formant une famille libre. Soit λ, l’une des deux valeurs propres de F déterminée
comme en 2.b) A partir de chaque vecteur ui, on détermine un vecteur propre vi de
F , associé à λ, calculé comme en 2.b).
Montrer que les vecteurs v1, · · · , vk sont linéairement indépendants.

3) 3.a) Prouver que dim(E1) = dim(E2), et que dim(E) = 2 dim(E2).

3.b) On suppose que s admet p valeurs propres réelles distinctes µ1, · · · , µp. Prouver que
F admet exactement 2p valeurs propres réelles distinctes.

3.c) Montrer que si s est diagonalisable, alors F l’est aussi.
Indication : on pourra raisonner sur les dimensions des sous-espaces propres, ou ex-
hiber des bases de vecteurs propres.

Tournez la page S.V.P.
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Partie III. Deux applications.

1) Première application :

Dans cette question, E = R5[X], et f et s désignent les applications définies dans la partie
I.
Déterminer les valeurs propres de l’application F correspondante, où F est définie comme
dans la partie II.

2) Deuxième application :

Dans cette question, E est un espace vectoriel de dimension 6, muni d’une base B, avec
B = (e1, e2, e3, e4, e5, e6). On veut appliquer les résultats de la partie III. au cas de la
matrice

A =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 2 −1 3
0 1 0 −1 1 −2
0 0 1 3 −2 0


Soit F l’endomorphisme de E, représenté par A dans la base B, on a donc : Mat(F,B) = A.

2.a) Déterminer deux sous-espaces supplémentaires E1 et E2, ainsi que deux applications
s et f , permettant d’appliquer les résultats obtenus à la partie II.

2.b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
* * * 

 
Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème indépendants. 
 
 
EXERCICE 1 
 
Montrer que les deux séries suivantes sont convergentes puis calculer leur somme. 

a.  
1

1
( 1)( 2)n n n n≥ + +∑ . 

b.  
1

2
( 1)!

n

n n≥ −∑ . 

 
 
EXERCICE 2 
 
On considère la fonction f définie sur \  de la façon suivante : f est une fonction périodique de 
période 2π , f est une fonction paire et pour tout [ ] 20, : ( )x f x xπ∈ = . 
a. Déterminer la série de Fourier de la fonction f.  

b. En déduire, avec soin, les réels : 2 2
1 1

( 1) 1,
n

n nn n

+∞ +∞

= =

−∑ ∑  et 2
0

1
(2 1)n n

+∞

= +∑ . 

c. Déterminer, en énonçant le théorème utilisé, le réel : 4
1

1
n n

+∞

=
∑ . 
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PROBLEME : Une introduction aux fonctions tests 
 
Dans tout le problème, \  est muni de sa norme naturelle : la valeur absolue. 
Toutes les fonctions considérées seront à valeurs dans \ . 
Si h est une fonction de classe kC , ( )kh  désigne la dérivée k-ième de h. 
Si h est une fonction bornée sur \ , on note sup ( )

x
h h x

∞
∈

=
\

. 

 
Une fonction définie sur \ est dite nulle à l’infini si ses limites en +∞  et en −∞  sont nulles. 
 
Objectifs : 
 
Le support d’une fonction  f  définie sur un intervalle I, noté Supp f , est l’adhérence de l’ensemble 

des points où elle ne s’annule pas : { }Supp , ( ) 0f x I f x= ∈ ≠ . 
Une fonction est dite à support compact si son support est une partie compacte de \ . 
On appellera fonction test, une fonction de classe C∞  sur \  à support compact. 
 
On note T  l’ensemble des fonctions tests. Il est facile de vérifier que T est une \ -algèbre. 
 
Le but du sujet est de découvrir des fonctions tests dans la partie I et d’en voir deux utilisations ; 
pour l’approximation uniforme de fonctions dans la partie II, et pour démontrer un théorème de 
Whitney à la partie III.  
Les parties II et III sont indépendantes et utilisent des résultats de la partie I. 
 
 
I. Découverte des fonctions tests  
 

1. Soit A une partie de \ . Montrer que A est bornée si et seulement si son adhérence A  est une 
partie compacte de \ .  

Une fonction f définie sur I est donc à support compact si et seulement si { }, ( ) 0x I f x∈ ≠  est une 
partie bornée de \ . 
 

2.  Quelques exemples 
a. On note u la fonction paire définie sur \  par 2( ) 4u x x= −  si [ ]0, 2x∈  et ( ) 0u x =  si 

2x > . 
Représenter la fonction u et déterminer son support. La fonction u est-elle à support 
compact ? La fonction u est-elle une fonction test ? 

b. La fonction sinus est-elle une fonction test ? 
 

3. Soit h la fonction définie sur \  par 
1

( ) e xh x
−

=  si 0x >  et ( ) 0h x =  si 0x ≤ . 
a. La fonction h  est, d’après les théorèmes généraux, de classe C∞  sur ] [0,+∞ . Montrer que 

pour tout entier naturel k, il existe un polynôme kP  dont on précisera le degré tel que pour 

tout réel x strictement positif, 
1

( ) 1( ) ek x
kh x P

x

− =  
 

. En déduire que h est de classe C∞  sur 

\ . 
b. La fonction h  est-elle une fonction test ? h est-elle développable en série entière au 

voisinage de 0 ? 
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4. On définit sur \  la fonction ϕ  par ( )( ) ( 1)( 1)x h x xϕ = − + − .  
a. Déterminer le support de ϕ  puis justifier que c’est une fonction test. Déterminer les 

variations de ϕ  puis tracer l’allure de sa courbe. 
b. Déterminer une fonction test dont le support est [ ]3,8  puis une fonction test dont le support 

est [ ] [ ]1, 2 5,6∪ .  
 

5. Déterminer les limites en +∞  et −∞  d’une fonction définie sur \  à support compact. 
 

6. Construction d’une suite régularisante  

a. Justifier que la fonction ϕ  de la question 4. est intégrable sur \  et que 0( )dt tϕ
+∞

−∞
>∫ . En 

déduire l’expression d’une fonction test ρ  positive, de support [ ]1,1− , intégrable sur \  et 

telle que ( )d 1t tρ
+∞

−∞
=∫ . 

Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur \  la fonction nρ  par ( )( )n x n nxρ ρ= . La suite de 

fonctions ( )n n
ρ  est appelée suite régularisante. 

b. Pour tout entier naturel non nul n, déterminer le support de nρ  et calculer ( )dn t tρ
+∞

−∞∫ . 

 
 
II. Approximation uniforme sur \  par des fonctions de classe C∞  ou par des fonctions tests 
 
Un théorème de Weierstrass nous dit que toute fonction continue sur un segment peut être 
approchée uniformément par des fonctions polynômes. 
 
Voyons ce qu’il en est si la fonction est continue sur \  tout entier (donc sur un intervalle non 
borné). 
 

7. L’approximation polynomiale ne convient plus 
Soit ( )n n

P  une suite de fonctions polynômes qui converge uniformément sur \  vers une 
fonction  f. 
a. Justifier qu’il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal 

à N, on ait pour tout réel x, ( ) ( ) 1n NP x P x− ≤ . 
 Que peut-on en déduire quant au degré des fonctions polynômes n NP P−  lorsque n N≥  ? 
b. Conclure que f est nécessairement une fonction polynôme. 

 
Nous allons toutefois démontrer qu’il est possible d’approcher certaines fonctions uniformément sur 
\ , non pas par des fonctions polynômes, mais par des fonctions de classe C∞ , ou par des fonctions 
tests.  
 
Plus précisément, nous allons démontrer les deux résultats d’approximation suivants : 
( )1A  : toute fonction continue sur \ , nulle à l’infini est limite uniforme sur \  d’une suite de 
fonctions continues sur \  à support compact. 
( )2A  : toute fonction continue sur \  à support compact, est limite uniforme sur \  d’une suite de 
fonctions tests.  
L’approximation ( )1A  est un résultat préliminaire, qui est démontré à la question 8. 
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8. Approximation d’une fonction continue nulle à l’infini par une suite de fonctions continues à 
support compact 

Pour tout entier naturel n, on définit sur \ , la fonction paire nz  par ( ) 1nz x =  si [ [0,x n∈ , 

( ) 1nz x x n= − + +  si [ [, 1x n n∈ +  et ( ) 0nz x =  si [ [1,x n∈ + +∞ . 
a. Représenter graphiquement la fonction nz . Déterminer la limite simple de la suite de 

fonctions ( )nz . La convergence est-elle uniforme sur \  ? 
b. Soit g une fonction continue sur \ , nulle à l’infini. 
 Démontrer que la fonction g est bornée sur \ . On peut donc poser  pour tout entier naturel 

n , sup ( )n
x n

g xα
≥

= .  

c. Etudier la monotonie de la suite ( )nα  puis déterminer sa limite lorsque n tend vers +∞ . 
d. Pour tout entier naturel n , on définit la fonction ng  en posant n ng g z= . Déterminer un 

réel k tel que pour tout entier naturel n , n ng g kα
∞

− ≤ . 
e. En déduire le résultat d’approximation ( )1A  : toute fonction continue sur \ , nulle à l’infini 

peut être approchée uniformément sur \  par une suite de fonctions continues sur \  à 
support compact. 

 
 
Dans les questions 9., 10., et 11., f désigne une fonction continue sur \  et g désigne une fonction 
continue à support compact. Il existe donc un réel 0R >  tel que [ ]Supp ,g R R⊂ − . 
 

9. Convolution 
a. Justifier que, pour tout réel x, l’application ( ) ( )t g t f x t−6  est intégrable sur \ . On 

définit alors sur \  la fonction g f∗  par ( )( ) ( )( ) dg f x g t f x t t
+∞

−∞
∗ = −∫ . On dit que 

g f∗  est le produit de convolution de g par f. 
b. Soit x un réel, montrer que l’application ( )( )t f t g x t−6  est intégrable sur \ . 

On définit donc sur \  la fonction f g∗  par ( ) ( )( ) ( ) df g x f t g x t t
+∞

−∞
∗ = −∫ .  

Comparer les fonctions f g∗  et g f∗ . 
 

10. Support d’une convolution 
a. Dans cette question, on suppose de plus que f est à support compact, il existe donc un réel 

0S >  tel que [ ]Supp ,f S S⊂ − . Si x R S> + , que vaut ( ) ( )f g x∗  ? 
 En déduire que f g∗  est aussi à support compact. 
b. Montrer que si la fonction f n’est pas à support compact, f g∗  n’est pas nécessairement à 

support compact. 
 
11. Dérivation d’une convolution 

a. Soit a un réel strictement positif. Justifier que pour tout [ ],x a a∈ − , 

( ) ( )( ) ( ) d
a R

a R
f g x f t g x t t

+

− −
∗ = −∫ . 

b. Montrer que si g est de plus supposée de classe 1C , alors f g∗  est de classe 1C . Écrire 

alors ( )f g ′∗   à l’aide d’un produit de convolution. 
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Si on suppose de plus, que g est de classe C∞  sur \ , on démontre de la même manière et 
on l’admettra que f g∗  est également de classe C∞  sur \ . 

 
12. Application à l’approximation 

a. Soit n un entier naturel non nul, nρ  désigne la fonction test introduite dans la question 6., 

montrer que pour tout réel x, 
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dn

n n

n

f x f x f x t f x t tρ ρ
−

∗ − ≤ − −∫ . 

b. On suppose de plus que f est uniformément continue sur \ . 
 Montrer avec soin que la suite de fonctions ( ) 1n n

f ρ
≥

∗  est une suite de fonctions de 

classe C∞  qui converge uniformément sur \  vers f. 
c. En déduire le résultat d’approximation ( )2A : toute fonction continue sur \  à support 

compact, est limite uniforme sur \  d’une suite de fonctions tests (on pourra utiliser 
librement le résultat suivant : une fonction continue sur \ , nulle à l’infini, est 
uniformément continue sur \ ).  

 
Remarque : L’espace des fonctions tests joue un rôle important en analyse, notamment dans la 
théorie des distributions pour la résolution d’équations aux dérivées partielles. 

 
 
III. Théorème de Whitney 
 
Le but de cette partie est de démontrer le théorème suivant : 
Théorème de Whitney : Si F est une partie fermée de \ , alors il existe une fonction f de classe 
C∞  sur \  telle que Z( )F f=  où { }( ) , ( ) 0Z f x f x= ∈ =\ . 
 

13. Justifier que la réciproque du théorème de Whitney est vraie. 
 

14. Une première tentative de preuve…infructueuse 
Soit F  une partie fermée de \ .  
Pour tout réel x, on note ( ), inf

y F
d x F x y

∈
= −  et Fd  l’application définie sur \  par 

( )( ) ,Fd x d x F= . 

Déterminer ( )FZ d . Quelle propriété notée (P) devrait vérifier l’application Fd  pour que le 
théorème de Whitney puisse être démontré ?  
Représenter graphiquement Fd  dans le cas particulier où ] ] [ [, 1 1,F = −∞ − ∪ +∞ .  

Fd  vérifie-t-elle cette propriété (P) ? Justifier votre réponse. 
 

15. Utilisation de fonctions tests 
Démontrer le théorème de Whitney dans les cas suivants : 
(i) F est le complémentaire d’un intervalle ouvert ] [,a b . 
(ii) F est le complémentaire de la réunion de deux intervalles ouverts disjoints. 

 
16. Démontrer le théorème de Whitney dans le cas général. On utilisera librement le résultat 

suivant : une partie ouverte Ω  de \ , peut s’écrire comme une réunion finie ou 

dénombrable d’intervalles ouverts disjoints, c’est-à-dire ] [,k k
k I

a b
∈

Ω =∪ , où I est une partie 

de N .  
Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

* * * 

 
NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à 
prendre. 

 
* * * 

 
 

QUELQUES APPLICATIONS DES MATRICES DE GRAM À LA GÉOMÉTRIE 
 
 
Dans tout le problème, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 2≥n  et on note ( )  un 

produit scalaire sur E et  la norme associée. 
Si pxxx ...,,, 21  sont p vecteurs de E, on appelle matrice de GRAM de pxxx ...,,, 21 , notée 

)...,,,( 21 pxxxG , la matrice de ( )pM  de terme général ( )ji xx  pour pi ≤≤1  et pj ≤≤1  : 

)...,,,( 21 pxxxG

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
























=

ppp

p

xxxx

xx
xxxxxx

....

.....
.
.
.

.....
...

1

12

12111

  

on notera )...,,,( 21 pxxxΓ  son déterminant : )...,,,( 21 pxxxΓ det= )...,,,( 21 pxxxG . 

Si A est une matrice de ( ),p qM , le noyau de A est, par définition,  

( ) ( ){ },1Ker , 0qA X AX= ∈ =RM  
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Par ailleurs, on note : 
pour n entier 2n ≥ , nE  l’espace n  muni du produit scalaire canonique à la fois considéré 
comme espace vectoriel euclidien et espace affine euclidien. 
 
 
 
I. GÉNÉRALITÉS 
 
1. Résultat préliminaire 

a. Que peut-on dire d’une matrice ∈Y ( ),1nM  vérifiant 0=YYt  ? 

b. Si ∈A ( ),n pM , montrer que Ker ( )AAt Ker A⊂  puis en déduire que  

 rang ( )AAt Arang= .  
 
2. On donne pxxx ...,,, 21   p vecteurs de E. 

Si B )...,,,( 21 neee=  est une base orthonormale de E, et si A est la matrice de ( ),n pM  
dont les colonnes sont les composantes des vecteurs pxxx ...,,, 21  dans la base B , montrer 

que )...,,,( 21 pxxxG AAt= .  
Quel lien existe entre le rang de la matrice )...,,,( 21 pxxxG  et le rang de la famille de 
vecteurs )...,,,( 21 pxxx  ? 
 

3. Dans cette question, np = . 
a. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur )...,,,( 21 nxxxΓ  pour que la 

famille )...,,,( 21 nxxx  soit liée. 
b. Montrer que la famille )...,,,( 21 nxxx  est libre si, et seulement si, )...,,,( 21 nxxxΓ 0> . 
 

4. Application 
L’angle géométrique d’un couple ),( vu  de vecteurs non nuls de nE  est le réel [ ]0,α∈ π  

vérifiant : 
( )

cos
u v
u v

α = . 

Si BA,  et C sont trois points de 3E  situés sur la sphère de centre O et de rayon 1, si on 

désigne par ,α β  et γ  l’angle géométrique des couples respectifs ),(,),( OCOBOBOA  et 

),( OCOA , montrer en utilisant une matrice de GRAM que : 
1 2cos cos cos cos ² cos ² cos ²+ α β γ ≥ α + β+ γ .  

Que se passe-t-il dans le cas où les points BA,  et C sont sur un même cercle ? 
 

5. Interprétation géométrique de la matrice de GRAM 
a. Si ba,  et y  sont trois vecteurs de E tels que le vecteur a soit orthogonal à la fois au 

vecteur b et au vecteur y, trouver une relation entre les déterminants 
( , ), ( , ) et ( , )a b y a y b yΓ + Γ Γ . 

b. Si ),( yx  est une famille libre de deux vecteurs de 2E , si { }yF vect=  et si z est le projeté 
orthogonal du vecteur x sur F, montrer que ),(),( yzxyx −Γ=Γ . 
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c. En déduire que si BA,  et C sont trois points non alignés de 2E , ),(
2
1 ACABΓ  est l’aire 

du triangle ABC  (donc, ),( ACABΓ  est l’aire du parallélogramme « formé par BA,  et 
C »). 

 
6. De la même façon on montre que si CBA ,,  et D sont quatre points non coplanaires de 3E , 

),,( ADACABΓ  est le volume du parallélépipède « formé par CBA ,,  et D » que l’on 
désignera par parallélépipède ABCD . 
On ne demande pas de prouver ce résultat. 

a. Vérifier que ce résultat permet de retrouver la formule usuelle du volume du 
parallélépipède rectangle. 

b. A l’aide de ce résultat écrire un petit algorithme en français qui, avec la donnée des 
coordonnées des points CBA ,,  et D, calcule le volume du parallélépipède ABCD  ou 
affiche que les points sont coplanaires.  
On pourra considérer que l’algorithme suppose connu le calcul du déterminant. 

c. Après avoir entré cet algorithme dans la calculatrice, indiquer les résultats qu’elle donne 
dans chacun des cas suivants : 

i. )0,2,1(=A , )3,1,1( −=B , )0,2,1( −−=C  et )0,1,3( −=D . 
ii. )2,1,1( −=A , )7,4,3( −=B , )0,3,0(=C  et )1,2,0(=D . 

iii. )
2
3,0,8(=A , )1,1,0( −=B , )0,2,

2
1(−=C  et )0,3,3(=D . 

 
 
II. POINTS ÉQUIDISTANTS SUR UNE SPHÈRE EUCLIDIENNE 
 
Dans cette partie, m est un entier naturel, 2≥m , et t est un réel, 1t ≠ . 
La famille de m vecteurs distincts )...,,,( 21 mxxx  de l’espace E, de dimension 2≥n , est solution 
du problème ),( tmP  si : 

 tous les vecteurs mxxx ...,,, 21  sont de norme 1  
 et  

 pour tout couple ),( ji  d’entiers distincts entre 1 et m, ( ) txx ji = . 
 
7. Résultats préliminaires 

a. Montrer que si )...,,,( 21 mxxx  est solution du problème ),( tmP  alors, pour tout couple 

),( ji  d’entiers distincts entre 1 et m, ji xx −  est constant. 
b. Sans aucun calcul de déterminant, donner en le justifiant, le polynôme caractéristique de la 

matrice ∈J ( )mM  dont tous les éléments sont égaux à 1. 
c. En déduire que si )...,,,( 21 mxxx  est solution du problème ),( tmP , alors 

))1(1()1()...,,,( 1
21 tmtxxx m

m −+−=Γ − . 
 
8. Conditions nécessaires  

a. Montrer que, pour que )...,,,( 21 mxxx  soit une famille libre de vecteurs solution du 

problème ),( tmP , il est nécessaire que 





−
−

∈ 1,
1

1
m

t  et que nm ≤ . 
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b. Montrer que, pour que )...,,,( 21 mxxx  soit une famille liée de vecteurs solution du 

problème ),( tmP , il est nécessaire que 
1

1
−
−

=
m

t  et que 1+≤ nm   

(on pourra montrer qu’alors, la famille )...,,,( 121 −mxxx  est libre). 
c. Application 

Existe-t-il dans 3E  cinq vecteurs distincts qui deux à deux forment un même angle obtus 

θ , c’est-à-dire tel que ,
2
π θ∈ π  

 ? 

 
9. Exemple du cas 2=n  

Déterminer pour 3≥m , une famille )...,,,( 21 mAAA  de points de 2E , telle que la famille 

de vecteurs ( )mOAOAOA ...,,, 21  soit solution du problème ),( tmP  en précisant le couple 
),( tm . Placer ces points sur une figure. 

 
10. Exemple du cas 3=n  

On suppose que 3=n  et 



−∈ 1,

2
1t . 

On pose 
3
22 ta −

=  et 
3

12 +
=

tb . 

a. Soit u un vecteur unitaire de 3  et H un sous espace supplémentaire orthogonal de vect{ }u  
dans 3 , justifier qu’il existe une famille ),,( 321 yyy  de vecteurs de H solution du 

problème )
2
1,3( −P . 

b. Si on pose alors pour tout { }3,2,1∈i , ubyax ii += , montrer que ),,( 321 xxx  est une 
famille libre de vecteurs solution au problème ),3( tP . 

c. A quelle condition nécessaire portant sur ] [0,α∈ π , existe-t-il trois points 1 2,A A  et 3A  de 
la sphère de centre O et de rayon 1 de 3E  tels que les trois angles géométriques des couples 

1 2( , )OA OA , 1 3( , )OA OA  et 2 3( , )OA OA  soient égaux à α  ? 
Remarque : on demande de ne pas utiliser le résultat de la question 4. 

 
 
 
III. THÉORÈMES d’APOLLONIUS 
 

On rappelle que si B = )...,,,( 21 naaa  est une base de E et si f est une forme bilinéaire 
symétrique sur EE × , la matrice de f dans la base B  est la matrice symétrique S de 

( )nM  définie par : =S ( )),( ji aaf . Par ailleurs, si x et y sont deux vecteurs de E où X et 

Y sont les matrices de ( ),1nM  représentant leurs composantes dans la base B , on a 
( , ) tf x y X S Y= . 

11. Soit ,  un autre produit scalaire sur E, on considère )...,,,( 21 naaa  et )...,,,( 21 nbbb  
deux bases orthonormales de E pour ce produit scalaire.  
On note P la matrice de passage de la base )...,,,( 21 naaa  vers la base )...,,,( 21 nbbb .  
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Montrer que, pour le produit scalaire ( ), PaaaGPbbbG nn )...,,,()...,,,( 21
1

21
−=   

puis justifier que ( ) ( )∑∑
==

=
n

i
ii

n

i
ii bbaa

11

. 

 
12. Dans 2E , de repère orthonormé ( )1 2, ,O e e , on considère l’ellipse C  d’équation 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x  où a et b sont deux réels strictement positifs. 

a. Justifier que l’on définit un produit scalaire sur 2  par 22

'',
b

vu
a

vuVU +=  si )',( uuU =  

et )',( vvV =  dans la base ),( 21 ee .  
b. Deux vecteurs U et V de 2E  sont des diamètres conjugués de C  si ),( VU  est une base 

orthonormale pour le produit scalaire , .  
Donner un exemple simple de deux diamètres conjugués de C . 

c. Dans cette question, on demande de faire une figure. 
Soit 0M  un point de coordonnées ),( 00 yx  de C , montrer en utilisant un vecteur gradient, 

que l’équation de la tangente T à la courbe C  en 0M  est 12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx

. En déduire que 

la droite D qui passe par O et parallèle à T a pour équation cartésienne 0,0 =OMOM .  

Si on note '0M  un point d’intersection de D et C , montrer que les vecteurs 0OM  et 

'0OM  sont des diamètres conjugués de C . 

d. Si M et 'M  sont deux points de C  tels que les vecteurs OM  et 'OM  soient des diamètres 
conjugués de C , démontrer les deux théorèmes d’Apollonius suivants : 

i. 2222 ' baOMOM +=+  (précision : 2OM = ( )OMOM ). 

ii. L’aire du parallélogramme « formé par MO,  et 'M » est constante égale à ba . 
 
 
 
IV. RECHERCHE D’UNE ISOMÉTRIE AFFINE 
 
13. On note ( )nEO  le groupe des automorphismes orthogonaux de nE . 
 Soit )...,,,( 21 nxxx  et )...,,,( 21 nyyy  deux familles de vecteurs de nE  vérifiant  

G )...,,,( 21 nxxx =G )...,,,( 21 nyyy .  
 
On veut montrer qu’il existe ( )nu E∈O  vérifiant : pour tout entier { }ni ...,,2,1∈ , 

ii yxu =)( . 
On note =p rang )...,,,( 21 nxxx = rang )...,,,( 21 nyyy , et on considère que les vecteurs 
sont numérotés de sorte que )...,,,( 21 pxxx  et )...,,,( 21 pyyy  soient deux familles libres 
de vecteurs. 
On pose alors  { } { }npp xxxxxxxV ...,,...,,,vect...,,,vect 2121 == ,  

{ } { }npp yyyyyyyW ...,,...,,,vect...,,,vect 2121 == ,  
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on note )...,,,( 21 npp eee ++  une base orthonormale de ⊥V   

et )'...,,','( 21 npp eee ++  une base orthonormale de ⊥W . 
 
Soit u un endomorphisme de E défini par : 
 pour { }pi ...,,2,1∈  ii yxu =)(   et pour { }nppi ...,,2,1 ++∈  ii eeu ')( = . 

a. Montrer que u conserve le produit scalaire. 
b. Pour tout entier { }nppi ...,,2,1 ++∈ , montrer que ⊥∩∈− WWxuy ii )( . 
c. Conclure. 
 

14. On donne )...,,,( 21 nAAA  et )...,,,( 21 nBBB  deux familles de points de nE  vérifiant pour 

tout couple d’entiers ),( ji  compris entre 1 et n, jiji BBAA =  et on veut montrer qu’il 

existe une isométrie affine f de nE  vérifiant pour tout entier { }ni ...,,2,1∈ , ii BAf =)( . 

a. Si on pose pour tout entier { }ni ...,,2,1∈ , ii AAx 1=  et ii BBy 1= , montrer que, pour tout 

couple d’entiers ),( ji  compris entre 1 et n, ( ) ( )jiji yyxx = . 
b. Conclure. 
 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
Le sujet comporte 6 pages. 

 
Notations :  

On note : 

     :  l'ensemble des entiers naturels, 

     :  l’ensemble des nombres réels, 

    :  l’ensemble des nombres complexes. 

 
Pour z  appartenant à , on note z  son module. 
Pour tout entier naturel n, on note :  
     !n   la factorielle de  n  avec la convention  0! 1= ,  
   
   0, n   l'ensemble des entiers naturels  k  vérifiant  0 k n≤ ≤ , 
 

  
n
k
 
 
 

  le nombre de parties ayant  k  éléments d'un ensemble de  n  éléments, 

  pour  0,k n∈ . 
 
 
 
On rappelle :  

  la valeur de 
n
k
 
 
 

 : 
( )

!
! !

n
k n k−

 pour 0,k n∈ , 
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  la formule du binôme : si 1z   et  2z   sont des nombres complexes et  n  un entier naturel, 

 alors :      ( )1 2 1 2
0

n
n k n k

k

n
z z z z

k
−

=

 
+ =  

 
∑ . 

 

Enfin si n  est un entier naturel non nul on note nσ  la somme  
1

1 1 11
2

n

k k n=

= + + ⋅⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +∑   

         et on pose 0 0σ = . 
 
 Objectifs : 
 
Dans les parties I et II on étudie un procédé de sommation, la partie III est consacrée à l’étude de 
diverses fonctions et en particulier une fonction ϕ  à laquelle on applique ledit procédé de 
sommation.  
 
 
 

Étude d’un procédé de sommation 

 
Dans les parties I et II les notations utilisées sont les suivantes : 
Toute application de  dans  étant une suite complexe, si a est une telle suite, on utilise la 
notation usuelle  ( ) na n a= . 

Á toute suite complexe a , on associe la suite *a  définie par :  pour tout n∈ ,  *

0

1
2

n

n kn
k

n
a a

k=

 
=  

 
∑ . 

 
L’objet des parties I et II est de comparer les propriétés de la série *

0
n

n
a

≥
∑  aux propriétés de la série 

0
n

n
a

≥
∑ . 

 
PARTIE I  

Deux exemples  
 

I.1/ Cas d’une suite constante. 
 Soit  *α ∈  ; on suppose que la suite a  est définie par : pour tout n∈ ,  na α= . 
 

 I.1.1/ Expliciter  
0

n

k

n
k=

 
 
 

∑  pour n∈ . 

 
 I.1.2/ Expliciter *

na  pour n∈ . 
 
 I.1.3/ La série 

0
n

n
a

≥
∑  ( resp. *

0
n

n
a

≥
∑  ) est –elle convergente ? 

 
 
I.2/ Cas d’une suite géométrique. 
 Soit z∈  ; on suppose que la suite a  est définie par : pour tout n∈ ,  n

na z= . 
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 I.2.1/ Exprimer *
na  en fonction de z  et n . 

 
 I.2.2/ On suppose que z <1. 

  I.2.2.1/ Justifier la convergence de la série 
0

n
n

a
≥
∑  et expliciter sa somme ( )

0
n

n
A z a

+∞

=

=∑ . 

  I.2.2.2/ Justifier la convergence de la série *

0
n

n
a

≥
∑  et expliciter sa somme *

0
n

n
a

+∞

=
∑  en 

     fonction de ( )A z . 
 
 
 I.2.3/ On suppose que 1z ≥ . 
 
  I.2.3.1/ Quelle est la nature (convergente ou divergente) de la série 

0
n

n
a

≥
∑  ? 

  I.2.3.2/ Quelle est la nature de *

0
n

n
a

≥
∑   si 2z = −  ? 

 
  I.2.3.3/ On suppose que iz e θ=  , avec θ  réel tel que 0 θ π< <  

     Montrer que la série *

0
n

n
a

≥
∑  est convergente. Calculer la partie réelle et la  

     partie imaginaire de la somme *

0
n

n
a

+∞

=
∑ . 

      
 

PARTIE II  
Étude du procédé de sommation 

 
Dans cette partie, et pour simplifier, on suppose que la suite a  est à valeurs réelles, la suite *a  étant 

toujours définie par : pour tout n∈  ,    *

0

1
2

n

n kn
k

n
a a

k=

 
=  

 
∑ . 

 
II.1/ Comparaison des convergences des deux suites. 

 II.1.1/  Soit *n∈ , on considère un entier k  fixé, 0,k n∈ . 

  II.1.1.1/ Préciser un équivalent de 
n
k
 
 
 

 lorsque n  tend vers +∞ . 

  II.1.1.2/ En déduire la limite de  1
2n

n
k
 
 
 

 lorsque  n   tend vers +∞ .  

  
 
 II.1.2/  Soient a  une suite réelle et q  un entier naturel fixé. 

   On considère pour n q>  la somme  ( )
0

,
2

q
k

q n
k

n aS n a
k=

 
=  

 
∑ . 

   Quelle est la limite de ( ),qS n a  lorsque l’entier n  tend vers +∞  ? 
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 II.1.3/  On suppose que  na   tend vers  0  lorsque n   tend vers +∞  ;  
   Montrer que   *

na  tend vers 0 lorsque n   tend vers +∞ . 
 
 II.1.4/  On suppose que na  tend vers l  (limite finie) lorsque n  tend vers +∞ . Quelle est la 

 limite de *
na  lorsque n  tend vers +∞  ? 

 
 II.1.5/  La convergence de la suite  ( )n n

a
∈

  est-elle équivalente à la convergence de la suite  

 ( )*
n n

a
∈

 ? 

 
II.2/ Comparaison des convergences des séries  

0
n

n
a

≥
∑   et  *

0
n

n
a

≥
∑ . 

 Pour  n∈ , on note  
0

n

n k
k

S a
=

= ∑  ,  *

0

n

n k
k

T a
=

= ∑  ,  2n
n nU T= . 

 
 II.2.1/ Pour  0,3n∈ ,  exprimer  nU   comme combinaison linéaire des sommes  ,kS   

   c’est à dire sous la forme ,
0

n

n n k k
k

U Sλ
=

=∑ . 

 
 II.2.2/ On se propose de déterminer l'expression explicite de  nU   comme combinaison 

 linéaire des sommes  kS   pour  0,k n∈  : 

( ) ,
0

n

n n k k
k

U Sλ
=

=∑E   pour  n∈ . 

 
  II.2.2.1/ A quelle expression des coefficients  ,n kλ   (en fonction de  n  et  k) peut-on 

   s'attendre compte tenu des résultats obtenus à la question II.2.1 ? 
 

  II.2.2.2/ Etablir la formule  ( )E   par récurrence sur l'entier  n  (on pourra remarquer 

   que pour tout  0,k n∈  : 1k k ka S S −= −   avec la convention  1 0S− = ). 
 
 II.2.3/ On suppose que la série  

0
n

n
a

≥
∑   est convergente. 

   Montrer que la série *

0
n

n
a

≥
∑   est convergente et exprimer la somme  *

0
n

n
a

+∞

=
∑  en  

   fonction de la somme 
0

n
n

a
+∞

=
∑ . 

   
 II.2.4/ La convergence de la série  

0
n

n
a

≥
∑   est-elle équivalente à la convergence de la série  

*

0
n

n
a

≥
∑  ? 
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PARTIE III  
Une étude de fonctions  

 

On rappelle que : 
1

1n

n
k k

σ
=

=∑  pour *n∈  et 0 0σ = . 

Pour x  réel, lorsque cela a du sens, on pose : 
 

( ) ( )0 1 !

n

n

xf x
n

+∞

=

=
+∑ ;   ( )

0
;

!

n
n

n

xg x
n

σ+∞

=

=∑       ( )
0

n
n

n
x xϕ σ

+∞

=

=∑ . 

     
 III.1/ Étude de f . 
   
  III.1.1/ Vérifier que f  est définie et continue sur . 
 
  III.1.2/ Expliciter ( )xf x  pour tout x  réel. 
 
  III.1.3/ Expliciter ( )xe f x−  pour tout x  réel. 
 
 
 III.2/  Étude de g . 
 
  III.2.1/ Montrer que g  est définie et de classe 1C  sur . 
 
  III.2.2/ On désigne par 'g  la dérivée de la fonction g  ; exprimer 'g g−  en  
    fonction de f . 
 
  III.2.3/ Montrer que pour tout x  réel :  

     ( ) ( )
0

xx tg x e e f t dt−= ∫ . 

 
 III.3/ La fonction F . 
 
  On considère la fonction F  définie sur  par : 

     ( ) ( )
0

x tF x e f t dt−= ∫ . 

 
  III.3.1/ Montrer que la fonction F  est développable en série entière sur  et  
    expliciter son développement. 
   

  III.3.2/  Pour *n∈ , on note ( )
( )( )

1

1

1
! !

kn

n
k k k n k

γ
+

=

−
=

−∑ . 

    Exprimer nγ  en fonction de n  et nσ . 
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 III.4/ La série  ( ) 1

1

1 k

k k

+

≥

−
∑ . 

 
  Pour *n∈  on note ( )ln n  le logarithme repérien de n . 
 

  III.4.1/ Soit 1 1ln
1k

kw
k k
+ = −  + 

 pour *k∈  

   
   III.4.1.1/  Montrer que la série 

1
k

k
w

≥
∑  est convergente. 

 
   III.4.1.2/  En déduire que la suite de terme général ( )lnn nσ −  admet une limite 
     finie (que l’on ne demande pas de calculer) lorsque n  tend vers +∞ . 
 

  III.4.2/ Pour *n∈ , on pose ( ) 1

1

1 kn

n
k k

τ
+

=

−
=∑  ; exprimer 2nτ  en fonction  

    de 2nσ  et nσ . 
 

  III.4.3/ Montrer en utilisant III.4.1 et III.4.2 que la série ( ) 1

1

1 k

k k

+

≥

−
∑  est   

   convergente et déterminer sa somme ( ) 1

1

1 k

k k

++∞

=

−
∑ . 

 
 III.5/ Étude de la fonction ϕ . 
 

  On rappelle que  pour  x  réel  ( )
0

n
n

n
x xϕ σ

+∞

=

=∑ . 

 
  III.5.1/ Déterminer le rayon de convergence R  de la série entière 

1

n
n

n
xσ

≥
∑ . 

 
  III.5.2/ Préciser l’ensemble de définition ∆  de la fonction ϕ , et étudier ses  
    variations sur [ [0, R . 
 

  III.5.3/ Valeur de 1
2

ϕ  
 
 

. 

    En utilisant les résultats de la partie II et de la question III.4.3 expliciter la 

    valeur de 1
2

ϕ  
 
 

. 

   

  III.5.4/ Expliciter ( )xϕ  pour x  appartenant à ∆  et retrouver la valeur de 1
2

ϕ  
 
 

. 

             
 
            Fin de l'énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
 

Le sujet comporte 6 pages. 
 

Notations : 

 
 On désigne par  l'ensemble des nombres réels, par  l’ensemble des nombres entiers naturels et 
par  l’ensemble des nombres rationnels. On note *   l’ensemble  privé de 0. 
Etant donné un entier naturel non nul n , on note 1, n  l’ensemble des entiers naturels k tels que 
1 k n≤ ≤ . 

Pour n entier naturel non nul, on note ( )nM  (respectivement ( )1n,M ) l’espace vectoriel 
des matrices carrées à n lignes (respectivement l’espace vectoriel des matrices colonnes à n lignes) 
à coefficients dans . 
Etant donné une matrice A , la notation ( ),i jA a= signifie que ,i ja est le coefficient de la ligne i  et 
de la colonne j de la matrice A.   

On note nI la matrice unité de ( )nM  c'est-à-dire, telle que ( ),n i jI a= avec :  

Pour tout i , , 1i ia =  et pour tout  i j≠ , , 0i ja = . 

On note nJ la matrice carrée de  ( )nM  dont tous les coefficients sont égaux à 1 et nK la matrice 

colonne de ( )1n,M  dont tous les coefficients sont égaux à 1.  
 
L’espace vectoriel n  est rapporté à la base canonique ( )1 2, ,..., ne e e . 
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Objectifs : 
 
Le problème porte sur l’étude de matrices vérifiant une propriété ( )P . 

Dans la partie I, on fait établir des résultats sur une matrice particulière vérifiant la propriété ( )P . 
 
La partie II conduit, à travers l’étude des matrices vérifiant la propriété ( )P , à caractériser ces 
matrices à l’aide de matrices semblables. 
 
Dans la partie III, on construit, à l’aide de produits scalaires, une matrice vérifiant la propriété ( )P . 
 
Les trois parties sont indépendantes les unes des autres. 

 

 

PARTIE I 
 
 

  Soit ( )5

0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 0 1 1 0

M

 
 
 
 = ∈
 
 
 
 

M R . 

 
 
I.1.  Calculer la matrice 2M .  
 
 
I.2.  Exprimer la matrice 2M M+  en fonction des matrices 5J et 5I .  
 
I.3.  Exprimer la matrice 2

5J  en fonction de la matrice 5J . 
 
I.4.  Déduire des questions précédentes un polynôme annulateur de M . 
 
I.5.  Quelles sont les valeurs propres possibles de la matrice M  ? 
 
I.6.  Montrer que M  possède une valeur propre entière (et une seule) ; déterminer cette valeur 

propre entière ainsi que le sous-espace propre associé. 
 
 

 

 

 

 



 

    3 / 6 

PARTIE II 

 
 
Dans cette partie n  et δ  sont des nombres entiers tels que 2 1nδ≤ ≤ − .  
 
On dit qu’une matrice ( ) ( ),i jM m= ∈ nM R  vérifie la propriété ( )P  lorsqu’elle vérifie les quatre 
conditions suivantes : 
   (1)  M  est symétrique 
 
   (2)  Pour tout 1, ,i n∈  , 0i im =  
    
   (3)  Chaque ligne de M comporte δ coefficients égaux à 1 et   
         n δ− coefficients égaux à 0. 
 
   (4)  Pour tout ( ), 1,i j n∈  x 1, n  avec ,i j≠  le coefficient , 0i jm = , si  et 

          seulement si, il existe un entier 1,k n∈   tel  que , , 1i k j km m= = . 
          L’entier k  est alors unique. 
 
 
On pourra utiliser sans justification une conséquence de la propriété ( )P  :  

si , 1i jm = , alors pour tout entier 1,k n∈  on a le produit , , 0i k j km m = . 
 
 
Soit ( ) ( ),i jM m= ∈ nM R . On suppose que la matrice M  vérifie la propriété ( )P . 
 
 
II.1. Expression de 2M . On note ( )2

,i jM a= .  
 

II.1.1. Pour 1,i n∈ , calculer les coefficients , .i ia  
 

II.1.2.  Pour ( ), 1,i j n∈  x 1, n  avec ,i j≠  déterminer le coefficient ,i ja  selon la valeur 
de ,i jm . 

 
II.1.3.  Montrer que 2

n nM J M dI= − +  où d  est un nombre entier que l’on déterminera.  
 
 
 
Dans la suite, on note f (respectivement ϕ ) l’endomorphisme de nR , de matrice 
M (respectivement de matrice  nJ ), relativement à la base canonique ( )1 2, ,..., ne e e  de nR . On note 

id  l’endomorphisme identité de nR .  
Soit v  le vecteur de nR  dont la matrice colonne des coordonnées relativement à la base canonique 
de nR  est nK .   
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II.2. Relation entre n  et δ . 

II.2.1. Déterminer  ( )Im ϕ , l’image de l’application linéaire ϕ . 

II.2.2. Soit u  un vecteur du noyau de f δ− id.  

  En calculant ( )( )uf f , montrer que u  est colinéaire à v . 

 

II.2.3. Montrer que δ  est une valeur propre de f  et déterminer le sous-espace propre 
correspondant. 

 
 

II.2.4. Déduire des questions précédentes l’égalité δ 2= + 1n . 
 
 
II.3. Valeurs propres de f . 
  
   Dans la suite de cette question II.3, λ  est une valeur propre de f avec λ δ≠  et  

  
1

n

i i
i

u x e
=

= ∑  un vecteur propre de f  associé à la valeur propre λ . 

 
II.3.1. Justifier l’affirmation : il existe une base de nR  formée de vecteurs propres de f . 

 
 

II.3.2. Justifier l’égalité 
1

0
n

i
i

x
=

=∑ . Que vaut φ ( )u  ? 

 
 
II.3.3. Montrer que λ  est racine de l’équation ( ) :E  2 1 0x x δ+ + − = . 
 
 
II.3.4. On note a  et b  les deux racines de l’équation ( )E . On suppose qu’une seule de ces 

 racines est valeur propre de f , par exemple a . En utilisant la trace de 
 l’endomorphisme f , exprimer a  en fonction de δ . En déduire une impossibilité. 

 
 
Les deux racines a  et b  de l’équation ( )E  sont donc des valeurs propres de f . Dans la suite, 
on suppose a b> . 
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II.4.  Relations portant sur r , s , ,a b  et δ . 
 

On note r  la dimension du noyau de f a− id et s  la dimension du noyau de f b− id. 
 

 
II.4.1. Exprimer ( )2a b−  en fonction de δ . 
 

II.4.2. Exprimer le produit matriciel 
1 1
r s 
 
 

1
1

a
b
 
 
 

 en fonction de δ . 

 
II.4.3. En déduire ( )( )r s a b− −   en fonction de δ . 

 
II.4.4. Pour quelle valeur de δ    a-t-on r s=  ?  Que valent alors r  et s  ? 
 
 

Dans la suite, on caractérise la matrice M  par une matrice diagonale semblable à M . 
 
 

II.5. Premier cas. On suppose que a b− ∉ . 
 
II.5.1. Montrer que r s= . En déduire  δ  et n . 
 
II.5.2. Déterminer a  et b  et donner une matrice diagonale semblable à M . 
 
 

II.6. Deuxième cas. On suppose que a b− ∈ . 
 

II.6.1. On écrit  ma b
q

− =  avec m  et q  dans * . Montrer que tout nombre premier qui 

divise q  divise m . En déduire que a b− ∈ . 
 
II.6.2. Montrer que a b−  est un entier impair supérieur ou égal à 3. En notant 2 1a b p− = +  
avec *p∈ , exprimer δ  en fonction de p . En déduire a  et b  en fonction de p . 
 
II.6.3. On note c a b= − . Montrer que c  divise ( )( )2 23 5c c+ − . En déduire que 

{ }3,5,15c∈ . 
 
II.6.4. Pour les différentes valeurs de c , donner le tableau des valeurs de , , ,,n a b rδ et s . 
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PARTIE III 
 
On considère l’espace vectoriel euclidien  5R  rapporté à la base orthonormale ( )1 2 3 4 5, , , ,e e e e e=B . 

On note ( )u w  le produit scalaire de deux vecteurs u  et w  de 5R . 
 
On considère tous les vecteurs iu  obtenus en ajoutant deux vecteurs distincts de  B  : 
 iu e eα β= +  avec α ≠ β . 
 
 
III.1. Justifier que l’on définit ainsi 10 vecteurs iu . 

On indexe les vecteurs iu  de façon arbitraire : iu ,  1,10i∈ . 

 
III.2. Soit ψ  un endomorphisme de 5R  qui réalise une bijection de la base B   sur elle-même. 

Montrer que pour tout ( ), 1,10i j ∈  x 1,10 , on a ( )i ju u =  ( ) ( )( )i ju uψψ . 
 
 
III.3. Calcul des produits scalaires ( )i ju u . 

 
III.3.1. Pour 1,10i∈ , calculer ( )i iu u . 
 
 
III.3.2. On suppose que = +iu e eα β  et que ju e eα γ= +  avec β γ≠ . Calculer ( )i ju u . 

 
 

III.3.3. On suppose que = +iu e eα β  et que ju e eγ ε= +  avec les quatre indices α , β , γ , ε  

tous différents. Calculer ( )i ju u . 

 
 
III.4. Soit ( ),i jA a=  avec ( ),i j i ja u u= . 

 
 

III.4.1. Écrire une combinaison linéaire M  de A , 10I  et 10J  susceptible de vérifier la 
propriété ( )P  définie dans la partie II. 

 
III.4.2. Justifier que cette matrice M  vérifie la propriété ( )P . 
 

Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené à prendre.

****

Notations et objectifs

Dans tout le problème,
�

et � désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales à 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs � et � et la norme
d’un vecteur � sont respectivement notés � � � � � et � � � � � .� � � � � � désigne l’ensemble des applications linéaires de

�
dans � .

La matrice transposée d’une matrice 	 est notée 
 	 .
Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace eucli-

dien est un projecteur orthogonal si et seulement si il est symétrique.

L’objet de la première partie est de caractériser la composée de deux projections orthogo-
nales qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire
n’ayant pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution et la troisième partie généralise
la notion d’inverse d’une matrice carrée à une matrice rectangulaire en introduisant la notion de
pseudo-inverse.

PARTIE I

I.1 Soit � et � deux vecteurs de
�

, � une base orthonormale de
�

, � et 
 les matrices respec-
tives de � et � dans la base � . Montrer que : � � � � � � 
 � 
�� 
 
 � .

I.2 Soit � un sous-espace vectoriel de � tel que � ��� � ����� � � ��� . Soit � � � � � � � � � � � � � � une
base orthonormale de � et � le projecteur orthogonal de � sur � .

a) Pour tout  ! � , exprimer (sans justification) � �  � dans la base � � � � � � � � � � � � � � .
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b) Soit " une base orthonormale de # . Relativement à cette base " , on note $ la matrice
d’un vecteur % de # , &�' ( ) la matrice de ( et pour tout * + , - . / . 0 0 0 . 1 2 , 3 4 la matrice de 5 4 .

i) Montrer que pour tout % + # , &�' ( ) $�6 78 4 9 : 3 4 ; 3 4 $ .

ii) En déduire &�' ( ) 6 78 4 9 : 3 4 ; 3 4 .
c) Montrer que pour tout % + # , < < ( ' % ) < < =�< < % < < .

I.3 Exemple : On note & la matrice définie par

&>6 -/ ?@@A -CB>D -CBBE-CBFD -D -CBE-CBB>D -CBE-
G HHI

a) Montrer que & est la matrice dans la base canonique de J K , muni du produit scalaire
usuel, d’un projecteur orthogonal de J K .

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de l’image de ce
projecteur.

I.4 Soit L un second sous-espace vectoriel de # , M le projecteur orthogonal de # sur L , N une
valeur propre non nulle de ( O M et P un vecteur propre associé.

a) Montrer que P est élément de Q et que M ' P ) D�N P est élément de Q R .
b) Établir l’égalité : N < < P < < S 6�< < M ' P ) < < S .
c) En déduire que toutes les valeurs propres de ( O M sont dans le segment T B . - U .

I.5 On suppose dans cette question que ( et M commutent.
a) Montrer que ( O M est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas où ( O M est non nul, déterminer son spectre.
c) Montrer que : V W X ' ( O M ) 6�V W X ( Y V W X M et Z [�' ( O M ) 6�Z [ ( \ Z [�M .

I.6 On pose ]�6�^ _ [�# et on choisit une base orthonormale de # telle que les matrices de ( etM dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :` 6�a b 7 BBcB d et e�6�a fhgikj d
où b 7 est la matrice unité d’ordre 1 , f une matrice carrée d’ordre 1 et

j
une matrice carrée d’ordre]lD 1 .

a) Montrer que les matrices f . g . i . j vérifient les relations :f S Y g i 6 f . f g Y g j 6 g . i g Y j S 6 j . ; f 6 f . ; g 6 i . ; j 6 j
b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le spectre de ( O M est inclus dans , B . - 2 .
ii) ; i i 6�B .
iii)
i 6�B .

iv) ( et M commutent.
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PARTIE II

Dans cette partie, sont donnés un élément m de n o p q r s et un élément t de r .
II.1 En considérant la projection orthogonale de t sur l’image de m , montrer qu’il existe un

élément u v de p tel que : w w m o u v s x t w w y�z { |} ~ � w w m o u s x t w w
Dans la suite u v sera appelée une pseudo-solution de l’équation :m o u s y t o � s
II.2 Montrer que si m est injective, alors l’équation o � s admet une pseudo-solution unique.
II.3 Montrer que u v est pseudo-solution de l’équation o � s si et seulement si pour tout u appar-

tenant à p : o m o u s w m o u v s x t s y�� .
II.4 Soit � et � deux bases orthonormales de p et r respectivement. On appelle � la matrice

de m dans les bases � et � , � la matrice de t dans � et � v celle de u v dans � . Ecrire sous forme
matricielle l’équation o m o u s w m o u v s x t s y�� et en déduire que u v est pseudo-solution de l’équationo � s si et seulement si : � � � � v y � � �

II.5 Exemple : Dans cette question, on prend p y r yl� � munis du produit scalaire usuel.
Relativement à la base canonique de

� �
, les matrices de m et t sont respectivement :� y�������>x ����>x �x �C�E� �� et � y��� �� � ��

Déterminer les pseudo-solutions de l’équation m o u s y t .
II.6 Application : � désignant un entier supérieur ou égal à deux, on considère trois éléments� y o � � q � � q � � � q � � s , � y o � � q � � q � � � q � � s , � y o � � q � � q � � � q � � s de

� �
et on souhaite trouver deux

réels � et � tels que la somme

�� �   � o � � � ¡ � � � x � � s � soit minimale.

a) Montrer que ce problème équivaut à la recherche des pseudo-solutions d’une équationo � s ¢ m o u s y t où m est un élément de n o � � q � � s . Préciser le vecteur t et donner la matrice de m
dans les bases canoniques de

� �
et
� �

.
b) Comment doit-on choisir � et � pour que l’application m soit injective ?
c) Lorsque cette dernière condition est réalisée, donner la solution du problème posé en

exprimant � et � à l’aide de produits scalaires dans
� �

.

PARTIE III

Dans cette partie, m désigne toujours un élément de n o p q r s .
III.1 a) Soit £ un élément de r . Montrer qu’il existe deux vecteurs u et £ ¤ tels que :£ y m o u s ¡ £ ¤ q o u q £ ¤ s ¥ o ¦ § ¨ m s © ª o « z m s ©

b) Montrer qu’un tel couple o u q £ ¤ s est unique. On peut alors définir l’application ¬ de r
vers p qui à £ fait correspondre u .

c) Montrer que l’application ¬ est linéaire. ¬ sera appelée l’application pseudo inverse dem .
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III.2 Déterminer le noyau et l’image de ­ .
III.3 a) Montrer que ­ ® ¯ est le projecteur orthogonal de ° sur ± ² ³ ´ ¯ µ ¶ .

b) Montrer que ¯ ® ­ est le projecteur orthogonal de · sur ¸ ¹�¯ .
III.4 Premier exemple : On prend °�º�» ¼ , ·�º�» ½ munis de leur produit scalaire usuel. La

matrice de ¯ relativement aux bases canoniques est¾ ºl¿ À>À�ÁÁFÀÂÀ Ã
Déterminer la matrice de ­ relativement aux bases canoniques.
III.5 Dans cette question, on suppose que °�º�· et que ¯ est un endomorphisme symétrique.

a) Montrer que ² ³ ´ ¯ º�± ¸ ¹ ¯ µ ¶ et ¸ ¹�¯ º�± ² ³ ´ ¯ µ ¶ .
b) Montrer que tout vecteur propre de ¯ est vecteur propre de ­ . (On pourra discuter

suivant que la valeur propre associée est nulle ou non).
c) En déduire que ­ est aussi un endomorphisme symétrique de ° .

III.6 Deuxième exemple : On prend °�º�·�º�» ¼ muni du produit scalaire usuel. La matrice
de ¯ relativement à la base canonique est¾ º�ÄÅ Æ>ÇÂÇÇ>Ç ÁÇ ÁÂÈ

ÉÊ
Déterminer la matrice de ­ relativement à la base canonique.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B.: Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené à prendre.

****
La partie III est indépendante des deux premières.

PARTIE I

Soit (Pn)n∈IN la suite de fonctions polynomiales définies sur IR par :

P0(x) = 1,

∀n ∈ IN∗, Pn(x) =
n∏

k=1

(x + k).

I.1. Soient m ∈ IN et n ∈ IN. Donner une expression de Pn(m) à l’aide de factorielles.

Soit α un nombre réel qui n’est pas un nombre entier strictement négatif.
On définit la fonction fα de la variable réelle x par :

fα(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n

22nn!Pn(α)
.

I.2. Montrer que fα est définie sur IR tout entier.

I.3. On considère l’équation différentielle linéaire homogène en la fonction inconnue y de la
variable réelle x :

(Eα) xy′′(x) + (2α + 1)y′(x) + xy(x) = 0.

I.3.1. Montrer que fα est solution de (Eα) sur IR.

I.3.2. Réciproquement, soit y une solution de (Eα), paire, et développable en série entière de
la variable x au voisinage de x = 0. Exprimer y en fonction de fα et y(0).
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On suppose à présent, et jusqu’à la fin de la partie I de ce problème, que α 6∈ ZZ.

I.4. Soit gα la fonction définie sur ]0, +∞[ par :

∀x ∈]0, +∞[, gα(x) = x−2αf−α(x).

I.4.1. Montrer que gα est solution de (Eα) sur ]0, +∞[.

I.4.2. En comparant les limites à droite en 0 de fα et gα, montrer que ces fonctions sont
linéairement indépendantes dans C2 (]0, +∞[, IR).

En déduire la solution générale de (Eα) sur ]0, +∞[.

I.4.3. Soit y une fonction de classe C2 sur ]−∞, 0[ à valeurs réelles.
Montrer que y est solution de (Eα) sur ]−∞, 0[ si et seulement si la fonction x 7→ y(−x) est

solution de (Eα) sur ]0, +∞[.
En déduire la solution générale de (Eα) sur ]−∞, 0[.

I.5. Soit jα la fonction définie sur ]0, +∞[ par jα(x) = xαfα(x).

I.5.1. Montrer que jα est solution sur ]0, +∞[ de l’équation différentielle :

(Bα) x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − α2)y(x) = 0.

Que peut-on dire de j−α ?

I.5.2. En déduire la solution générale de (Bα) sur ]0, +∞[ puis sur ]−∞, 0[.

PARTIE II

Dans cette partie, α désigne un nombre réel strictement supérieur à −1
2
.

On définit la fonction hα de la variable réelle x par :

hα(x) =

∫ 1

0

(1− t2)α− 1
2 cos xt dt.

II.1. Montrer que hα est définie et de classe C2 sur IR.

II.2.

II.2.1. Montrer que pour tout x ∈ IR on a xh′′α(x) + xhα(x) =

∫ 1

0

(1− t2)α+ 1
2 x cos xt dt.

II.2.2. A l’aide d’une intégration par parties, en déduire que hα est solution de (Eα) sur IR.

II.3. Montrer que hα est développable en série entière de x sur IR, et que l’on a :

∀x ∈ IR, hα(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nIn(α)x2n

(2n)!
,

où In(α) =

∫ 1

0

(1− t2)α− 1
2 t2n dt.

II.4. Exprimer hα en fonction de hα(0) et fα.

II.5. En déduire pour tout n ∈ IN une expression de In(α) en fonction de n, Pn(α) et I0(α).
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PARTIE III

Soit F : IR2 − {(0, 0)} → IR une fonction de deux variables réelles x et y de classe C2 sur
IR2 − {(0, 0)}. On lui associe la fonction F̃ de classe C2 sur ]0, +∞[×IR définie par :

F̃ (r, θ) = F (r cos θ, r sin θ)

pour tout (r, θ) ∈]0, +∞[×IR.

On note ∆F le laplacien de F , défini par ∆F =
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
.

III.1. Montrer que pour tout (r, θ) ∈]0, +∞[×IR on a :

∆F (r cos θ, r sin θ) =
∂2F̃

∂r2
(r, θ) +

1

r

∂F̃

∂r
(r, θ) +

1

r2

∂2F̃

∂θ2
(r, θ).

On se propose de déterminer les fonctions F non identiquement nulles telles que F̃ soit de la forme
F̃ (r, θ) = f(r)g(θ) et que ∆F + ω2F = 0, où ω est un nombre réel positif ou nul, et f et g des
fonctions de classe C2 sur ]0, +∞[ et IR respectivement.

III.2. Soient F , F̃ , f et g vérifiant les conditions ci-dessus.

III.2.1. Montrer que g est 2π-périodique.

III.2.2. Montrer qu’il existe un nombre réel λ tel que l’on ait simultanément :

(i) ∀r ∈]0, +∞[, r2f ′′(r) + rf ′(r) + (r2ω2 − λ)f(r) = 0,

(ii) ∀θ ∈ IR, g′′(θ) + λg(θ) = 0.

III.2.3. Déduire de la question III.2.1. que le nombre réel λ est nécessairement de la forme
λ = p2, avec p ∈ IN.

III.2.4. En déduire la forme générale de g.
On distinguera le cas où p = 0 et le cas où p 6= 0.

III.3. On suppose dans cette question que ω = 0.

III.3.1. Déterminer la forme générale de f dans le cas où p = 0.

III.3.2. Déterminer la forme générale de f dans le cas où p 6= 0.
On pourra commencer par chercher les fonctions f qui sont de la forme f(r) = rα.

III.4. On suppose dans cette question que ω 6= 0.

Soit f1 la fonction définie sur ]0, +∞[ par f1(r) = f
( r

ω

)
.

Montrer que f1 est solution sur ]0, +∞[ de l’équation différentielle :

(Bp) r2y′′(r) + ry′(r) + (r2 − p2)y(r) = 0.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées 

 
N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il a été amené à prendre. 
 

PROBLEME 
 
 

Notations et définitions 
 
Dans tout le problème, n et p désignent deux entiers naturels non nuls. ( ),n p CM  désigne l’ensemble 

des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients complexes. ( )n CM  désigne l’ensemble des 
matrices carrées d’ordre n à coefficients complexes. In désigne la matrice identité d’ordre n. 
L’ensemble des entiers compris entre 1 et n sera noté 1, n . 
On appellera matrice colonne d’ordre n toute matrice complexe à n lignes et 1 colonne. Ainsi, 

( )1,n CM  est l’ensemble des matrices colonnes d’ordre n.  
 
Soit ( )q q

A
∈N

 une suite de matrices de ( ),n p CM . Pour q∈N, 1≤i≤n et 1≤j≤p, on appelle [ ],qA i j  le 

coefficient sur la i-ième ligne et la j-ième colonne de la matrice Aq. 
On dira qu’une telle suite ( )q q

A
∈N

 converge vers la matrice [ ]( )1
1

, i n
j p

B B i j ≤ ≤
≤ ≤

=  de ( ),n p CM  lorsque : 

[ ] [ ]1, , , , lim , ,qq
i n j i p A i j B i j

→∞
∀ ∈ ∀ ∈ = . 

 
On notera dans ce cas lim qq

B A
→∞

= . Par exemple, si on pose pour tout entier q>0 : 

1

21
1

cos q

q

e
q

A
q
q

−  
  

  =
 
  + 

, 

alors : 

[ ] 11 1, cosqA
q

 
=  

 
, [ ]1 2, q

qA e−= , [ ]2 1 1,qA = , [ ] 22 2
1

,q
qA
q

=
+

 et 
1 0
1 2

lim qq
A

→∞

 
=  

 
. 
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Préliminaire 
 
On détermine dans ce préliminaire trois résultats qui seront utiles pour les questions 6 et 7 de la 
partie I.  
 
Pour la question P.1, le détail des calculs devra figurer sur la copie. Pour les questions P.2 et P.3, 
on pourra faire usage de la calculatrice et ne mentionner que les résultats intermédiaires utiles. 
 
On définit les trois matrices A1, A2 et A3 par : 
 

1

4 0 14
3 1 6
2 2

71 0
2

A

 
 
 
 =
 
 
 − − 
 

, 2

3 2 6
2 3 7

2 2 5

i i
A i

i

 
 = − 
 − − 

 (où 2 1i = − ) et 3

1 11
2 2
3 31
2 2

1 1 1

A

 
 
 
 =  
 − − −  
 

. 

 
P.1 – Donner les valeurs propres de A1 et justifier que A1 est diagonalisable.  
 
P.2 – Donner les valeurs propres de A2 et justifier que A2 est diagonalisable.  
 
P.3 – Justifier que A3 est diagonalisable, et donner une matrice inversible P, une matrice 
diagonale D telles que 1

3P A P D− = . Déterminer 1P− . 
 

Partie I 
 

Généralités sur les suites matricielles. Etude du cas diagonalisable 
 
 
1 – Soient S et T deux matrices de ( ),n p CM  et soient ( )q q

V
∈N

 et ( )q q
W

∈N
, deux suites de matrices de 

( ),n p CM  convergentes respectivement vers les matrices S et T, et soit λ∈C. Prouver alors que la 

suite ( )q q q
V W

∈
+ λ

N
 converge vers S+λT. 

 
2 – Soit r un entier naturel non nul et : 

• ( )q q
V

∈N
 une suite de matrices de ( ),n p CM , convergente vers S ; 

• ( )q q
W

∈N
une suite de matrices de ( ),p r CM , convergente vers T.  

Prouver alors que la suite ( )q q q
V W

∈N
 est convergente vers ST. 

 
3 – Soit B une matrice de ( )n CM . Déduire du I.2 que si ( )q q

A
∈N

 est une suite de matrices de 

( )n CM , convergente vers B, et si P est une matrice inversible d’ordre n, alors la suite 

( )1
q q

P A P−

∈N
 converge vers 1P BP− . 

 
Prouver également que si X et Y sont deux matrices colonnes d’ordre n, alors la suite de matrices 
colonnes ( )q q

A X Y
∈

+
N

 converge vers BX Y+ . 
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4 – On suppose, dans cette question 4 seulement, que A est une matrice carrée diagonale d’ordre n, 
de coefficients diagonaux λ1,…, λn (qui peuvent être complexes) : 

 
( )

( )

1 0

0 n

A
 λ
 =  
 λ 

. 

 
Pour q∈N, qA  désigne la q-ième puissance de A :  
 

0

1

I
, .

n

q q

A

q A A A+

 =

∀ ∈ = N

. 

 
On s’intéresse alors à la suite ( )q

q
A

∈N
 des puissances de A. 

 
4.1 – Prouver que si pour tout 1,i n∈  on a 1iλ < , alors la suite ( )q

q
A

∈N
 converge. Quelle est 

sa limite ? 
 
4.2 – Prouver que s’il existe 1,i n∈  tel que 1iλ > , alors la suite ( )q

q
A

∈N
 ne converge pas. 

 
4.3 – Soit λ un nombre complexe de module 1 tel que la suite de nombres complexes ( )q

q∈
λ

N
 

converge vers un nombre complexe z.  
 

4.3.1 – Justifier que z ≠ 0. 
 
4.3.2 – En remarquant que la suite ( )1q

q

+

∈
λ

N
 converge aussi vers z, montrer que 1λ = . 

 
4.3.3 - En déduire que la suite de matrices ( )q

q
A

∈N
 converge, si et seulement si : 

( )1 1 ou 1, , i ii n∀ ∈ λ < λ = . 
 

5 – Montrer que si ( )nA∈ CM  est une matrice carrée diagonalisable, dont chaque valeur propre λ 

vérifie 1λ < , alors la suite ( )q

q
A

∈N
 converge vers la matrice nulle. 

 
6 – Déterminer si les suites de matrices ( )1

q

q
A

∈N
, ( )2

q

q
A

∈N
 et ( )3

q

q
A

∈N
 convergent et donner leurs 

limites éventuelles (les Ai sont les trois matrices définies dans la partie préliminaire). On pourra 
faire usage de la calculatrice. 

 
7 – Les résultats de cette question 7 ne sont pas utilisés dans la suite du problème. 
 

7.1 – Soit une matrice carrée A diagonale d’ordre n, de coefficients diagonaux λ1,…, λn. 

Montrer que la suite de matrices ( )q q
S

∈N
 définie par : 

0

1
!

q
k

q
k

S A
k=

= ∑  a une limite, notée 

( )exp A , qu’on déterminera. 
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7.2 – Montrer que si A est une matrice carrée diagonalisable avec 1A PDP−= , où D est une 
matrice diagonale (d’ordre n) et ( )GLnP ∈ C , alors la suite ( )q q

S
∈N

 définie par  

0

1
!

q
k

q
k

S A
k=

= ∑  converge vers une matrice notée ( )exp A , et que : ( ) ( ) 1exp expA P D P−= . 

 
7.3 – Calculer ( )3exp A  où A3 est définie dans le préliminaire (on pourra utiliser la calculatrice 

pour faire certains produits matriciels). 
 

 
Partie II 

 
Suites arithmético-géométriques matricielles 

 
 

Etant données ( )nA∈ CM  et ( )1,nB ∈ CM , on définit par récurrence une suite ( )q q
X

∈N
  de matrices 

colonnes d’ordre n par : 
0

1

 est une matrice colonne donnée d'ordre 

+


∀ ∈ = + , q q

X n
q X AX BN

. 

 
On suppose de plus que 1 n’est pas valeur propre de A. 
 
1 – Montrer que InA −  est inversible. 
 
2 – Démontrer qu’il existe une unique matrice colonne S, telle que AS B S+ = . 
 
3 – Prouver alors que : 

( )0, q
qq X A X S S∀ ∈ = − +N . 

 
4 – En déduire que si A est diagonalisable et si toutes les valeurs propres λ de A vérifient 1λ < , 

alors : 
lim qq

X S
→∞

= . 

 
 

Partie III 
 

Application à la diffusion de la chaleur dans une tige 
 
 

On considère, dans cette partie, une tige homogène découpée en n+2 petits segments de longueurs 
identiques, numérotés de 0 à n+1. 

                    
 

0 1 n n+1 
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On suppose les segments assez petits pour considérer la température comme constante sur  chacun 
d’entre eux à un instant donné. On appelle ( ),F k t  la température à l’instant t≥0 du segment 

numéroté k avec 0 1,k n∈ + . On fait les hypothèses suivantes : 
 
• Après un intervalle de temps τ > 0 (caractéristique de la longueur des segments et de la matière de 
la tige) la température à l’instant t+τ, d’un segment autre que les deux segments extrêmes, a pour 
température la moyenne des températures à l’instant t des deux segments adjacents : 

( ) ( ) ( )11 1 1
2

, , , , , ,t k n F k t F k t F k t+  ∀ ∈ ∀ ∈ + τ = − + + R . 

 
• Le segment numéroté 0 est maintenu à la température de 20° C et le segment numéroté n+1 est 
maintenu à la température de 100° C : 

( ) ( )( )0 20 et 1 100, , ,t F t F n t+∀ ∈ = + =R . 
 

• On suppose enfin qu’à l’instant 0 le segment numéroté n+1 est à la température de 100° C et que 
tous les autres sont à la température de 20° C : 

( )
( )

0 0 20

1 0 100

, , ,

,

k n F k

F n

∀ ∈ =


+ =
. 

 
1 – Donner une matrice carrée A d’ordre n, et une matrice colonne ( )1,nB ∈ CM  tels que : 
 

( )

( )

( )

( )

1 1, ,
,

, ,

F t F t
t A B

F n t F n t

+

   + τ
   ∀ ∈ = +   
   + τ   

R . 

 
2 – Pour q∈N, on définit la matrice colonne Xq par : 
 

( )

( )

1,

,
q

F q
X

F n q

 τ
 =  
 τ 

. 

 
Justifier alors que pour tout entier naturel q on a : 1q qX AX B+ = + . 

 
3 – On suppose n = 4 dans cette question.  
 

3.1 – Ecrire dans l’un des langages de calcul formel du programme (MAPLE ou 
MATHEMATICA par exemple) une procédure permettant de calculer Xq en fonction de 
q. On indiquera le langage utilisé. 

 
3.2 –  Donner, à l’aide de la calculatrice, une valeur numérique de X10. On donnera le résultat 

avec une précision de 10-1 sur chaque coordonnée. 
 
4 – Soit ω∈R. On note Uω  la matrice colonne : 
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( )
( )

( )

2
sin

sin

sin

U

n

ω

 ω
 ω =  
  ω 

. 

 
4.1 – Prouver que : ( )0 0sinUω = ⇔ ω = . 

On supposera par la suite que ( ) 0sin ω ≠ . 
 
4.2 – Montrer que si λ est un réel tel que AU Uω ω= λ , alors ( )cosλ = ω . 
 
4.3 – Réciproquement, donner les valeurs de ] [0,ω∈ π  pour lesquelles ( )cosAU Uω ω= ω . 
 
4.4 – En déduire que A est diagonalisable et donner une matrice inversible ( )GLnP ∈ R  et une 

matrice diagonale ( )nD ∈ RM , telles que 1P AP D− = . 
Justifier que les valeurs propres de A appartiennent à ]-1,1[. 
 

5 –  A l’aide de la partie II, justifier qu’il existe une unique matrice colonne S telle que S = AS+B, 
puis que lim qq

X S
→∞

= . Quelle interprétation physique pouvez-vous donner de S ? 

 
6 – Déterminer explicitement S. Interprétez le résultat. 
 
 

Partie IV 
 

Etude de la suite des puissances d’une matrice réelle 
 
 

A désigne, pour toute la suite, une matrice carrée réelle d’ordre n. On appelle (E1,…,En) la base 

canonique de ( )1,n RM . On munit ( )1,n RM  de son produit scalaire usuel ; on note 2

1

n

i
i

X x
=

= ∑  la 

norme de la matrice colonne 
1

n

x
X

x

 
 =  
 
 

 et ( )X Y  le produit scalaire des matrices colonnes X et Y. 

On notera que ( ) tX Y XY=  ( tX désigne la transposée de X). 

1 – Montrer que la suite ( )q

q
A

∈N
 converge si et seulement si pour tout 1,k n∈ , la suite ( )q

k q
A E

∈N
 

de matrices colonnes converge. 
On pourra introduire les colonnes ( ) ( )1 , ..., nC q C q  de la matrice Aq. 
 

2 – En déduire que la suite ( )q

q
A

∈N
 converge si et seulement si pour toute matrice colonne 

( )1,nX ∈ RM  la suite de matrices colonnes ( )q

q
A X

∈N
 converge. 

3 – Démontrer que : 
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3.1 – S’il existe [ [0 1,k ∈  tel que ( )1, ,nX AX k X∀ ∈ ≤RM , alors la suite ( )q

q
A

∈N
 converge 

vers la matrice nulle. 
On pourra établir que ( )1, , , q q

nX q A X k X∀ ∈ ∀ ∈ ≤R NM . 
 

3.2 – S’il existe ] [1,k ∈ +∞  tel que ( )1, ,nX AX k X∀ ∈ ≥RM , alors la suite ( )q

q
A

∈N
 ne 

converge pas. 
 

4 – Pour toute matrice colonne ( )1,nX ∈ RM , on pose ( ) 2X AXϕ = . Soit g l’endomorphisme 

associé à t AA . Montrer que : 
( ) ( ) ( )( )1, , t t

nX X X AAX X g X∀ ∈ ϕ = =RM . 

 
5 – Justifier que t AA  est semblable à une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux seront 

notés λ1,…,λn. 
 
6 – Prouver qu’il existe une base orthonormale B=(u1,…,un) de ( )1,n RM  de sorte que pour tout 

vecteur X de coordonnées (y1,…,yn) dans B on ait : 

( ) 2

1

n

i i
i

X y
=

ϕ = λ∑ . 

En déduire que les λi sont tous positifs ou nuls. 
 

7 – On pose désormais 0 1
min ii n

k
≤ ≤

= λ et 1 1
max ii n

k
≤ ≤

= λ . Prouver à l’aide de la question 3 que : 

 
7.1 – Si k1 < 1, alors la suite ( )q

q
A

∈N
 converge vers la matrice nulle. 

 
7.2 – Si k0 > 1, alors ( )q

q
A

∈N
 ne converge pas. 

 
8 – On reprend la suite ( )q q

X
∈N

 définie dans la partie II, et on suppose que k1 < 1. Montrer que 1 

n’est pas valeur propre de A et que pour tout entier q on a : ( )1 0

q

qX S k X S− ≤ − .  

 
9 – On reprend les notations de la partie III, avec n = 4. Déterminer à l’aide de la majoration ci-

dessus un entier q0 tel que pour q≥q0 on ait 1qX S− ≤ . En déduire que pour q≥q0 et pour tout 

1,k n∈  on a ( )1 1,k kS F k q S− ≤ τ ≤ +  (les Sk désignent les coordonnées de S). Interpréter ce 
résultat. 

 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites 

 
N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu'il a été amené à prendre. 
 
 
 

Problème 
 
 

La partie I est indépendante de la suite du problème. 
 
 
I) A) On considère l’équation différentielle (E1) : xy' - y = ln(x), définie sur ∗

+ . 
 
1) a) Résoudre l’équation homogène associée. 
 

b) Déterminer une solution particulière de l’équation complète. 
 

c) Exprimer l’ensemble des solutions de l’équation (E1). 
 
2) Préciser la solution f de l’équation (E1) telle que f(1) = 0. 
 

B) On considère l’équation différentielle (E2) : x2y" - xy' + y = 1 - ln(x), définie sur +
∗ . 

 
1) a) Déterminer une solution de l’équation homogène associée de la forme x→xα, α ∈  . 
 

b) Chercher une autre solution de l’équation homogène associée de la forme : y(x) = K(x)xα, en 
donnant à α la valeur trouvée à la question précédente. On montrera que K' vérifie une équation 
différentielle du premier ordre. 
 

c) En déduire l’ensemble des solutions de l’équation homogène associée. 
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2) a) Vérifier que la fonction y0 définie par y0(x) = -1 - ln(x) est une solution particulière de 
l’équation (E2). 
 

b) En déduire l’ensemble des solutions de l’équation (E2). 
 
3) Démontrer que la fonction f (définie à la question A) 2)) est l’unique solution de l’équation (E2) 
telle que f(1) = 0, f '(1) = 0. 
 
 
II) Etude de la fonction f. 
 
1) f est définie sur +

*  par : f(x) = x - 1 - ln(x). 
 

a) Etudier les variations de la fonction f. 
 

b) Etudier les branches infinies de f et construire une allure de la représentation graphique. 
 

c) Déduire de l’étude des variations de f que : *x , ln(x) x 1+∀ ∈ ≤ − . 
 
2) a) Déterminer une primitive de la fonction f.  
 

b) Démontrer que l’intégrale 
1

0
f (x) dx∫  converge et la calculer. 

c) Quelle est la nature de l’intégrale : 
1

f (x) dx
+∞

∫  ?  

 
 
III) Comparaison des moyennes. 
 

1a , 2a , ........., na  étant n nombres réels strictement positifs, on appelle moyenne arithmétique de 

ces nombres le nombre réel m a  défini par : am = 1 + + na ....... a
n

. 

 
On appelle moyenne géométrique le nombre réel mg défini par : mg = 1 2 n

n a a .......a . 
 

On appelle moyenne harmonique le nombre réel mh défini par : mh = 

1 2

1 1 1
+ + +

n

n

...........
a a a

. 

 

1) a) En appliquant l’inégalité montrée à la question II) 1) c) aux réels i

a

a
m

, montrer que mg ≤  am . 

b) Dans quel cas a-t-on mg = am  ? 
 
c) Démontrer que pour tout triplet (x, y, z) de réels, on a :  

4 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2 2x y z x y z x y z 4x y x 1 0+ + − + ≥ . 
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2) a) En appliquant l’inégalité vue en III 1) a) aux réels 
1

1
a

, 
2

1
a

, ..... , 1

na
, montrer que mh ≤  mg.  

 
b) Dans quels cas a-t-on mh = mg ? 

 
c) Déduire des questions précédentes que mh ≤  am . 

En déduire que, pour tous nombres réels strictement positifs x1 ,.........,xn , on a :  

1 n
1 2 n

1 1 1(x ....... x )( ...... ) n².
x x x

+ + + + + ≥  

 
 
IV) Applications. 
 

1) Déduire de l’inégalité mg ≤  am  : n* n 1n , n! .
2
+

∀ ∈ ≤  

 

2) a) Montrer que pour tout entier 
k

k 1

1 dxk 2,
k x−

≥ ≤ ∫ . 

 

b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : 
n n

1
k 1

1 dx1
k x

=

≤ +∑ ∫ . 

 

c) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : nn n!
1 ln(n)

≤
+

. 

 
 
3) a) En déduire la limite de n n! quand n tend vers l’infini. 
 

b) Montrer que la suite ( )n n *a
Ν∈

de terme général 
n n!
n

 est bornée et en donner un encadrement 

à l’aide des questions précédentes.  
 
4) a) Démontrer que la suite de terme général n n! est croissante (on pourra considérer la suite de 
terme général ln( n n! ). 
 

b) Quelle est la nature de la série de terme général 
n

n

( 1)
n!

−  ? 

 
V) Détermination d’un équivalent de n n! . 
 
1) a) k est un entier naturel supérieur ou égal à 2. Déterminer un encadrement de ln(k) par deux 
intégrales de la fonction ln. 
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b) En déduire : 
nn n 1

1 1
k 1

ln(t)dt ln(k) ln(t)dt.
+

=

≤ ≤∑∫ ∫  

 
c) En déduire un équivalent de n n! quand n tend vers l’infini. 

 

2) Déterminer la nature des séries de termes généraux : 1/ n
1

(n!)
 et 2 / n

1
(n!)

.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fin de l'énoncé 
 



Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *
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Exercice 1

1) Etude d’une famille de fonctions

On considère les fonctions fα , où α est un réel fixé, définies par :

∀x ∈]− 1, +∞[, fα(x) =
αx

1 + x
− ln(1 + x)

a) Etudier les variations des fonctions fα sur ]− 1, +∞[. On précisera les limites de fα

aux bornes de l’intervalle ]− 1, +∞[.

b) Déterminer les fonctions fα admettant un extremum local, et étudier le signe de fα

en ce point.

c) Déterminer le nombre de solutions x > −1 de l’équation fα(x) = 0.

2) Etude d’une fonction particulière

On pose désormais f = f2, soit : ∀x ∈]− 1, +∞[, f(x) =
2x

1 + x
− ln(1 + x)

a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et b sur
]− 1, +∞[, vérifiant : −1 < a < b.
Donner une valeur approchée de b à 10−2 près.

b) Montrer que l’équation f(x) = x admet exactement une solution c > −1.

c) Montrer que : ∀x > −1, f(x) ≤ x.

3) Etude d’une suite récurrente

On considère la suite récurrente u = (un)n∈N, définie par u0 ∈]− 1, +∞[

∀n ∈ N, un+1 = f(un) =
2un

1 + un

− ln(1 + un)

a) On pose I = [0, 1]. Montrer que I est stable par f .

b) Soit u0 ∈ I fixé. Montrer que la suite u est bien définie, et que ∀n ≥ 0, un ∈ I.

c) Montrer que la suite u est monotone.

d) Démontrer que la suite u converge vers une limite `.
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e) Déterminer la valeur de `.

4) Etude d’une série numérique

Soit la série numérique
∑
n≥1

f

(
1

n

)
. On pose Sn =

n∑
k=1

f

(
1

k

)
.

a) Montrer que : ∀k ∈ N∗, ln(k + 1)− ln k ≤ 1

k

b) En déduire que : ∀k ∈ N∗,
2

k + 1
− 1

k
≤ f

(
1

k

)
c) Quelle est la nature de la série

∑
n≥1

f

(
1

n

)
?

5) Etude d’une nouvelle fonction

Soit la fonction ϕ définie sur R par :

{
ϕ(0) = 0

∀t 6= 0, ϕ(t) =
1

t
ln(1 + t2)

a) Montrer que ϕ est de classe C∞ sur R.

b) Pour t 6= 0, exprimer ϕ′(t) à l’aide de la fonction f .

c) Soit Φ définie par Φ(x) =

∫ x

0

ϕ(t)dt.

i) Quel est le domaine de définition de Φ ?

ii) Montrer que Φ est paire.

d) i) Soit x ∈ [1, +∞[, calculer

∫ x

1

2

t
ln tdt.

ii) En déduire : ∀x ≥ 1, Φ(x)− Φ(1) = (ln x)2 +

∫ x

1

1

t
ln

(
1 +

1

t2

)
dt.

iii) Justifier rapidement l’inégalité : ∀x ≥ 0, ln(1 + x) ≤ x, et en déduire :

∀x ≥ 1, 0 ≤
∫ x

1

1

t
ln

(
1 +

1

t2

)
dt ≤ 1

e) Donner un équivalent simple de Φ(x) en +∞.

f) Quelle est la nature de l’intégrale impropre

∫ +∞

0

ϕ(t)dt ?

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 2

1) Recherche du Développement en Série de Fourier d’une fonction à l’aide de
séries entières

Dans tout l’exercice on désigne par f l’application définie par

f(x) =
1

8 cos x− 17

a) Justifier rapidement que f est de classe C∞ sur R.

b) On pose X = eix. Montrer qu’il existe une fonction rationnelle F telle que

∀x ∈ R, f(x) = F (X)

On rappelle qu’une fonction rationnelle est un rapport de deux fonctions polynômes.

c) On considère F la fonction rationnelle déterminée à la question précédente. On note
D(F ) le domaine de définition de F , avec D(F ) ⊂ C. Déterminer (a, b, r1, r2) ∈ R4

tels que :

∀z ∈ D(F ), F (z) =
a

r1 − z
+

b

r2 − z

d) Montrer qu’il existe deux séries entières S1 et S2 de rayon de convergence R > π,
telles que :

si
1

R
< |z| < R, F (z) = S1(z) + S2(z

−1)

e) A partir de la décomposition précédente, déterminer une suite (un)n∈N, telle que :

∀x ∈ R, f(x) =
+∞∑
n=0

un cos(nx)

f) Etudier la convergence de la série de Fourier de f et préciser la valeur de la somme.
On ne demande pas de calculer explicitement la série de Fourier de f .

g) D’après la question 1.e), quelle hypothèse peut-on émettre sur l’expression des co-
efficients de la série de Fourier de f ?
On ne demande pas de vérifier cette hypothèse, c’est l’objectif de la suite du problème.



Page 5

2) Propriétés des coefficients de Fourier

Pour tout entier naturel n on note : an =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt

a) Calculer a0. On utilisera le changement de variable : cos x =
1− t2

1 + t2
où t = tan

x

2
.

Exprimer a1 à l’aide de a0 et d’une intégrale très simple à calculer, puis déterminer
la valeur de a1.

b) Simplifier l’expression 4 cos(nx)+4 cos
[
(n+2)x

]
en faisant apparâıtre cos

[
(n+1)x

]
.

En déduire une expression de

4 cos(nx) + 4 cos
[
(n + 2)x

]
− 17 cos

[
(n + 1)x

]
en fonction de cos

[
(n + 1)x

]
et cos x.

En déduire une relation de récurrence liant an+2, an+1 et an.

c) En posant Xn =

(
an+1

an

)
, montrer que l’on a : ∀n ∈ N, Xn+1 =

(
17
4

−1
1 0

)
Xn.

d) Montrer que M =

(
17
4

−1
1 0

)
est diagonalisable, et en déduire une expression de

Xn en fonction de n.

e) L’hypothèse de la question 1.g) est-elle vérifiée ?

3) Calcul de sommes numériques

a) A l’aide de la série de Fourier de f calculer les sommes numériques suivantes :

+∞∑
n=1

1

4n
et

+∞∑
n=1

(
−1

4

)n

b) Vérifier les résultats précédents à l’aide de séries entières ou numériques de référence.

Tournez la page S.V.P.
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Problème

On rappelle que si on a P =
d∑

k=0

akX
k un polynôme avec ad 6= 0, alors d est le degré de P et ad

est le coefficient dominant de P .
Un polynôme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal à 1.
Soit n ∈ N fixé dans tout le problème. On rappelle que Rn[X] désigne l’ensemble des polynômes
à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n.

A tout polynôme P de Rn[X], on associe φ(P ) donné par

φ(P ) = P ′′ − 2XP ′

Partie I. Un endomorphisme de Rn[X].

1) Montrer que φ est un endomorphisme de Rn[X].

2) Ecrire sa matrice M dans la base canonique Bc = (1, X, . . . , Xn) de Rn[X].

3) On diagonalise ici l’endomorphisme φ.

a) Montrer que φ est diagonalisable. Donner les valeurs propres de φ.

b) En déduire que pour tout entier p ∈ {0, . . . , n}, il existe un unique polynôme Hp de
Rn[X] unitaire, tel que

φ(Hp) = −2pHp (∗)

4) On se place (uniquement dans cette question) dans le cas particulier n = 3.
Ecrire la matrice M dans ce cas particulier, et donner alors H0, H1, H2 et H3.

5) Soit p ∈ {0, . . . , n}. Notons d =deg(Hp).

En écrivant Hp =
d−1∑
k=0

akX
k + Xd, et en utilisant (∗), montrer que

deg(Hp) = p, ap−1 = 0, ap−2 = −p(p− 1)

4
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Partie II. Une structure euclidienne sur Rn[X].

Pour tous polynômes P et Q de Rn[X], on pose

< P,Q >=

∫ +∞

−∞
P (x)Q(x)e−x2

dx

1) Montrer que < . , . > est un produit scalaire sur Rn[X].

2) a) Soient P et Q deux polynômes de Rn[X]. Calculer la dérivée de x 7→ P ′(x)e−x2
.

Montrer que
< φ(P ), Q >= − < P ′, Q′ >

b) En déduire que pour tous polynômes P et Q de Rn[X],

< φ(P ), Q >=< P, φ(Q) >

c) Quelle est la nature de l’endomorphisme φ dans l’espace euclidien (Rn[X], < . , . >) ?

3) Une base orthogonale de l’espace euclidien (Rn[X], < . , . >).

a) Soient p et q deux entiers dans {0, . . . , n}. Déduire de II.2b que :

(p 6= q) ⇒ < Hp, Hq >= 0

b) En déduire que (H0, . . . , Hn) est une base orthogonale de Rn[X].

4) Soit p ∈ {1, . . . , n}. Montrer que Hp ∈ (Rp−1[X])⊥.

Partie III. Quelques propriétés des polynômes Hp.

1) On établit ici une relation de récurrence sur les polynômes Hp.
Soit p ∈ {0, . . . , n}.
a) Soient P, Q, R trois polynômes de Rn[X]. Montrer que

< PQ, R >=< P,QR >

b) On suppose p > 2. Montrer que pour tout Q ∈ Rp−2[X], on a

< XHp, Q >= 0, puis < Hp+1 −XHp, Q >= 0

c) Justifier l’existence d’un p + 1-uplet (α0, . . . , αp) ∈ Rp+1 tel que

Hp+1 −XHp =

p∑
k=0

αkHk

Tournez la page S.V.P.
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d) En utilisant I.5 et III.1b, montrer que :

∀p ∈ {1, . . . , n}, 2Hp+1 − 2XHp + pHp−1 = 0

2) Montrer alors que si p est pair, alors Hp est pair, et que si p est impair, alors Hp est
impair.

3) On calcule ici la dérivée de Hp.

a) Soit p ∈ {2, . . . , n}. Montrer que pour tout polynôme Q ∈ Rp−2[X], < H ′
p, Q >= 0.

b) En déduire, en décomposant H ′
p suivant la base (H0, . . . , Hn), que

∀p ∈ {1, . . . , n}, H ′
p = pHp−1

4) On pose U0 = 1, et pour tout p ∈ {1, . . . , n} :

Up(x) = exp(x2)
dp

dxp
[exp(−x2)]

a) Montrer que Up est un polynôme de degré p. Calculer son coefficient dominant.

b) Calculer U ′
p(x) et U ′′

p (x) en fonction de
di

dxi
[exp(−x2)], i ∈ {p, p + 1, p + 2}.

c) En déduire que

Hp =
(−1)p

2p
Up

Fin de l’énoncé



Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *



Page 2

Exercice 1

1) Etude d’une famille de fonctions

On considère les fonctions fα , où α est un réel fixé, définies par :

∀x ∈]− 1, +∞[, fα(x) =
αx

1 + x
− ln(1 + x)

a) Etudier les variations des fonctions fα sur ]− 1, +∞[. On précisera les limites de fα

aux bornes de l’intervalle ]− 1, +∞[.

b) Déterminer les fonctions fα admettant un extremum local, et étudier le signe de fα

en ce point.

c) Déterminer le nombre de solutions x > −1 de l’équation fα(x) = 0.

2) Etude d’une fonction particulière

On pose désormais f = f2, soit : ∀x ∈]− 1, +∞[, f(x) =
2x

1 + x
− ln(1 + x)

a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et b sur
]− 1, +∞[, vérifiant : −1 < a < b.
Donner une valeur approchée de b à 10−2 près.

b) Montrer que l’équation f(x) = x admet exactement une solution c > −1.

c) Montrer que : ∀x > −1, f(x) ≤ x.

3) Etude d’une suite récurrente

On considère la suite récurrente u = (un)n∈N, définie par u0 ∈]− 1, +∞[

∀n ∈ N, un+1 = f(un) =
2un

1 + un

− ln(1 + un)

a) On pose I = [0, 1]. Montrer que I est stable par f .

b) Soit u0 ∈ I fixé. Montrer que la suite u est bien définie, et que ∀n ≥ 0, un ∈ I.

c) Montrer que la suite u est monotone.

d) Démontrer que la suite u converge vers une limite `.



Page 3

e) Déterminer la valeur de `.

4) Etude d’une série numérique

Soit la série numérique
∑
n≥1

f

(
1

n

)
. On pose Sn =

n∑
k=1

f

(
1

k

)
.

a) Montrer que : ∀k ∈ N∗, ln(k + 1)− ln k ≤ 1

k

b) En déduire que : ∀k ∈ N∗,
2

k + 1
− 1

k
≤ f

(
1

k

)
c) Quelle est la nature de la série

∑
n≥1

f

(
1

n

)
?

5) Etude d’une nouvelle fonction

Soit la fonction ϕ définie sur R par :

{
ϕ(0) = 0

∀t 6= 0, ϕ(t) =
1

t
ln(1 + t2)

a) Montrer que ϕ est de classe C∞ sur R.

b) Pour t 6= 0, exprimer ϕ′(t) à l’aide de la fonction f .

c) Soit Φ définie par Φ(x) =

∫ x

0

ϕ(t)dt.

i) Quel est le domaine de définition de Φ ?

ii) Montrer que Φ est paire.

d) i) Soit x ∈ [1, +∞[, calculer

∫ x

1

2

t
ln tdt.

ii) En déduire : ∀x ≥ 1, Φ(x)− Φ(1) = (ln x)2 +

∫ x

1

1

t
ln

(
1 +

1

t2

)
dt.

iii) Justifier rapidement l’inégalité : ∀x ≥ 0, ln(1 + x) ≤ x, et en déduire :

∀x ≥ 1, 0 ≤
∫ x

1

1

t
ln

(
1 +

1

t2

)
dt ≤ 1

e) Donner un équivalent simple de Φ(x) en +∞.

f) Quelle est la nature de l’intégrale impropre

∫ +∞

0

ϕ(t)dt ?

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 2

1) Recherche du Développement en Série de Fourier d’une fonction à l’aide de
séries entières

Dans tout l’exercice on désigne par f l’application définie par

f(x) =
1

8 cos x− 17

a) Justifier rapidement que f est de classe C∞ sur R.

b) On pose X = eix. Montrer qu’il existe une fonction rationnelle F telle que

∀x ∈ R, f(x) = F (X)

On rappelle qu’une fonction rationnelle est un rapport de deux fonctions polynômes.

c) On considère F la fonction rationnelle déterminée à la question précédente. On note
D(F ) le domaine de définition de F , avec D(F ) ⊂ C. Déterminer (a, b, r1, r2) ∈ R4

tels que :

∀z ∈ D(F ), F (z) =
a

r1 − z
+

b

r2 − z

d) Montrer qu’il existe deux séries entières S1 et S2 de rayon de convergence R > π,
telles que :

si
1

R
< |z| < R, F (z) = S1(z) + S2(z

−1)

e) A partir de la décomposition précédente, déterminer une suite (un)n∈N, telle que :

∀x ∈ R, f(x) =
+∞∑
n=0

un cos(nx)

f) Etudier la convergence de la série de Fourier de f et préciser la valeur de la somme.
On ne demande pas de calculer explicitement la série de Fourier de f .

g) D’après la question 1.e), quelle hypothèse peut-on émettre sur l’expression des co-
efficients de la série de Fourier de f ?
On ne demande pas de vérifier cette hypothèse, c’est l’objectif de la suite du problème.



Page 5

2) Propriétés des coefficients de Fourier

Pour tout entier naturel n on note : an =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt

a) Calculer a0. On utilisera le changement de variable : cos x =
1− t2

1 + t2
où t = tan

x

2
.

Exprimer a1 à l’aide de a0 et d’une intégrale très simple à calculer, puis déterminer
la valeur de a1.

b) Simplifier l’expression 4 cos(nx)+4 cos
[
(n+2)x

]
en faisant apparâıtre cos

[
(n+1)x

]
.

En déduire une expression de

4 cos(nx) + 4 cos
[
(n + 2)x

]
− 17 cos

[
(n + 1)x

]
en fonction de cos

[
(n + 1)x

]
et cos x.

En déduire une relation de récurrence liant an+2, an+1 et an.

c) En posant Xn =

(
an+1

an

)
, montrer que l’on a : ∀n ∈ N, Xn+1 =

(
17
4

−1
1 0

)
Xn.

d) Montrer que M =

(
17
4

−1
1 0

)
est diagonalisable, et en déduire une expression de

Xn en fonction de n.

e) L’hypothèse de la question 1.g) est-elle vérifiée ?

3) Calcul de sommes numériques

a) A l’aide de la série de Fourier de f calculer les sommes numériques suivantes :

+∞∑
n=1

1

4n
et

+∞∑
n=1

(
−1

4

)n

b) Vérifier les résultats précédents à l’aide de séries entières ou numériques de référence.

Tournez la page S.V.P.
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Problème

On rappelle que si on a P =
d∑

k=0

akX
k un polynôme avec ad 6= 0, alors d est le degré de P et ad

est le coefficient dominant de P .
Un polynôme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal à 1.
Soit n ∈ N fixé dans tout le problème. On rappelle que Rn[X] désigne l’ensemble des polynômes
à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n.

A tout polynôme P de Rn[X], on associe φ(P ) donné par

φ(P ) = P ′′ − 2XP ′

Partie I. Un endomorphisme de Rn[X].

1) Montrer que φ est un endomorphisme de Rn[X].

2) Ecrire sa matrice M dans la base canonique Bc = (1, X, . . . , Xn) de Rn[X].

3) On diagonalise ici l’endomorphisme φ.

a) Montrer que φ est diagonalisable. Donner les valeurs propres de φ.

b) En déduire que pour tout entier p ∈ {0, . . . , n}, il existe un unique polynôme Hp de
Rn[X] unitaire, tel que

φ(Hp) = −2pHp (∗)

4) On se place (uniquement dans cette question) dans le cas particulier n = 3.
Ecrire la matrice M dans ce cas particulier, et donner alors H0, H1, H2 et H3.

5) Soit p ∈ {0, . . . , n}. Notons d =deg(Hp).

En écrivant Hp =
d−1∑
k=0

akX
k + Xd, et en utilisant (∗), montrer que

deg(Hp) = p, ap−1 = 0, ap−2 = −p(p− 1)

4
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Partie II. Une structure euclidienne sur Rn[X].

Pour tous polynômes P et Q de Rn[X], on pose

< P,Q >=

∫ +∞

−∞
P (x)Q(x)e−x2

dx

1) Montrer que < . , . > est un produit scalaire sur Rn[X].

2) a) Soient P et Q deux polynômes de Rn[X]. Calculer la dérivée de x 7→ P ′(x)e−x2
.

Montrer que
< φ(P ), Q >= − < P ′, Q′ >

b) En déduire que pour tous polynômes P et Q de Rn[X],

< φ(P ), Q >=< P, φ(Q) >

c) Quelle est la nature de l’endomorphisme φ dans l’espace euclidien (Rn[X], < . , . >) ?

3) Une base orthogonale de l’espace euclidien (Rn[X], < . , . >).

a) Soient p et q deux entiers dans {0, . . . , n}. Déduire de II.2b que :

(p 6= q) ⇒ < Hp, Hq >= 0

b) En déduire que (H0, . . . , Hn) est une base orthogonale de Rn[X].

4) Soit p ∈ {1, . . . , n}. Montrer que Hp ∈ (Rp−1[X])⊥.

Partie III. Quelques propriétés des polynômes Hp.

1) On établit ici une relation de récurrence sur les polynômes Hp.
Soit p ∈ {0, . . . , n}.
a) Soient P, Q, R trois polynômes de Rn[X]. Montrer que

< PQ, R >=< P,QR >

b) On suppose p > 2. Montrer que pour tout Q ∈ Rp−2[X], on a

< XHp, Q >= 0, puis < Hp+1 −XHp, Q >= 0

c) Justifier l’existence d’un p + 1-uplet (α0, . . . , αp) ∈ Rp+1 tel que

Hp+1 −XHp =

p∑
k=0

αkHk

Tournez la page S.V.P.
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d) En utilisant I.5 et III.1b, montrer que :

∀p ∈ {1, . . . , n}, 2Hp+1 − 2XHp + pHp−1 = 0

2) Montrer alors que si p est pair, alors Hp est pair, et que si p est impair, alors Hp est
impair.

3) On calcule ici la dérivée de Hp.

a) Soit p ∈ {2, . . . , n}. Montrer que pour tout polynôme Q ∈ Rp−2[X], < H ′
p, Q >= 0.

b) En déduire, en décomposant H ′
p suivant la base (H0, . . . , Hn), que

∀p ∈ {1, . . . , n}, H ′
p = pHp−1

4) On pose U0 = 1, et pour tout p ∈ {1, . . . , n} :

Up(x) = exp(x2)
dp

dxp
[exp(−x2)]

a) Montrer que Up est un polynôme de degré p. Calculer son coefficient dominant.

b) Calculer U ′
p(x) et U ′′

p (x) en fonction de
di

dxi
[exp(−x2)], i ∈ {p, p + 1, p + 2}.

c) En déduire que

Hp =
(−1)p

2p
Up

Fin de l’énoncé



 

1/6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Les calculatrices sont autorisées. 

 
* * * 

 

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
 

* * * 

 
Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème indépendants. 

 
 
 
EXERCICE 
 

On considère la fonction f : 2 →  définie par : 2 2( , )
(1 )(1 )

x yf x y
x y
+=

+ +
. 

a. On pose [ ] [ ]1,01,0 ×=F , justifier que la fonction f est bornée sur F et y atteint sa borne 
supérieure. On pose alors ),(sup

),(
yxfM

Fyx ∈
= . 

 
b. Montrer que si la borne supérieure est atteinte en un point de l’ouvert ] [ ] [1,01,0 ×=Ω  

alors nécessairement 
8

33
=M . 

 

c. Déterminer le maximum de la fonction f sur la frontière de F et le comparer à 3 3
8  (on pourra 

utiliser la calculatrice). 
Déterminer M. 

 
 
 
 

EPREUVE SPECIFIQUE – FILIERE MP 
_______________________ 

 
 

MATHEMATIQUES 1 
 

 
Durée : 4 heures 

SESSION 2007 
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PROBLÈME : ÉCHANGES DE LIMITES ET D’INTÉGRALES 
 

Toutes les fonctions de ce problème sont à valeurs réelles. 
 
 
PARTIE PRÉLIMINAIRE 
 

Les résultats de cette partie seront utilisés plusieurs fois dans le problème. 
 
 

1. Fonction Gamma d’Euler  
a. Soit ∈x ] [∞+,0 , montrer que la fonction 1t xt e t− −  est intégrable sur ] [0, +∞ . 

On pose, pour ∈x ] [∞+,0 , )(xΓ 1

0

t xe t
+∞

− −= ∫ dt. 

b. Déterminer, pour ∈x ] [∞+,0 , une relation entre )1( +Γ x  et )(xΓ  et en déduire )(nΓ  pour 
tout entier naturel non nul n. 

 
 

2. Fonction zêta de Riemann 

On rappelle que la fonction zêta est définie sur ] [∞+,1  par ∑
+∞

=

=
1

1)(
n

xn
xζ . 

On connaît 
6

)2(
2πζ = , 

90
)4(

4πζ = , on sait que pour p entier pair, ( )pζ  est de la forme pqπ  

où q est un rationnel ; il a été démontré que certains ( )pζ  pour p entiers impairs sont 
irrationnels mais on ne sait pas s’ils le sont tous. 
On se propose de rechercher des valeurs approchées de ces réels ( )pζ . 

a. On note, pour n entier naturel non nul et x réel 1>x , ∑
+∞

+=

=
1

1)(
nk

xn k
xR ∑

=

−=
n

k
xk

x
1

1)(ζ .  

 Prouver que, pour n entier naturel non nul et x réel 1>x , 1)1(
1)( −−

≤ xn nx
xR . 

b. On fixe l’entier 2≥p  et un réel 0ε > . Indiquer une valeur de n pour laquelle on a 

( )
1

1n

p
k

p
k

ζ ε
=

− ≤∑ . 

c. Donner, en utilisant la calculatrice, une valeur approchée de )7(ζ  à 610−  près. 
 
 
 

PREMIÈRE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS 
 

Préliminaire : Dans les questions 3 à 5 suivantes, on n’utilisera pas pour les démonstrations le 
théorème de convergence dominée, énoncé à la question 6. 
 

3. Théorème de convergence uniforme pour les suites de fonctions 
Démontrer le théorème suivant que l’on notera TH 1 : 
si )( nf  est une suite de fonctions continues sur le segment [ ]ba,  qui converge uniformément 

vers une fonction f sur [ ]ba, , alors, la suite de réels 






∫
b

a
n xxf d)(  converge vers le réel 

∫
b

a
xxf d)( . 
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On commencera par donner un sens à l’intégrale ∫
b

a
xxf d)(  juste en énonçant un théorème. 

 
 
4. Exemples et contre-exemples 

a. Déterminer une suite )( nf  de fonctions continues et affines par morceaux sur le segment 
[ ]1,0  qui converge simplement mais non uniformément vers une fonction f sur [ ]1,0  et telle 

que la suite de réels 






∫
1

0
d)( xxfn  ne converge pas vers le réel ∫

1

0
d)( xxf . 

 Remarque : on peut se contenter d’une vision graphique et, dans ce cas, il est inutile 
d’exprimer )(xfn , mais on attend une justification des deux propriétés demandées. 

b. Si )( nf  est une suite de fonctions continues sur le segment [ ]1,0 , démontrer qu’il est 

possible que la suite de réels 






∫
1

0
d)( xxfn  converge vers le réel ∫

1

0
d)( xxf  sans que la 

convergence de la suite de fonctions )( nf  ne soit uniforme sur [ ]1,0 . 
 
 
5. Cas d’un intervalle quelconque 

a. Montrer à l’aide de la suite de fonctions 1)( ≥nnf  définies sur [ [∞+= ,0I  par  

!
)(

n
exxf

xn

n

−

=  

 que le TH 1 n’est pas vrai si on remplace l’intervalle [ ]ba,  par un intervalle I non borné.  
 Remarque : on pourra utiliser la formule de Stirling sans la démontrer. 
b. Nous allons prouver que le TH 1 est vrai sur un intervalle borné I.  
 On considère )( nf  une suite de fonctions continues et intégrables sur I intervalle borné, qui 

converge uniformément vers une fonction f sur I. 
i. Justifier l’existence d’un entier naturel p tel que, pour tout réel Ix∈ , 

)(1)( xfxf p+≤  et en déduire que f est intégrable sur I. 

ii. Montrer que la suite de réels 






∫I
n xxf d)(  converge vers le réel ∫I

xxf d)( . On notera 

)(I  la longueur de l’intervalle I.  
 
 
6. Théorème de convergence dominée pour les suites de fonctions 

On rappelle le théorème suivant que l’on notera TH 2 : 
si )( nf  est une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I qui converge 
simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I et s’il existe une fonction ϕ  
continue par morceaux et intégrable sur I telle que, pour tout entier naturel n et tout réel Ix∈  : 

)()( xxfn ϕ≤  alors, la fonction f est intégrable sur I et la suite de réels 






∫I
n xxf d)(  converge 

vers le réel ∫I
xxf d)( . 
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a. Rappeler pourquoi il est inutile de vérifier, lorsqu’on utilise ce TH 2, que les fonctions nf  
sont intégrables sur I et justifier que f est intégrable sur I. 

b. Exemples 
i. Montrer à l’aide d’un exemple simple que ce théorème peut être pratique sur un 

segment I sur lequel la suite de fonctions )( nf  ne converge pas uniformément vers la 
fonction f . 

ii. Calculer 
sin ( )

20
lim d

1

x
n

n

e x
x

+∞

→+∞ +∫ . 

 
 
 
DEUXIÈME PARTIE : SÉRIES DE FONCTIONS 
 

7. Théorème de convergence uniforme pour les séries de fonctions 
Justifier, simplement, à l’aide du TH 1 le théorème suivant que l’on notera TH 3 : 
si ∑ nf  est une série de fonctions continues sur le segment [ ]ba,  qui converge uniformément 

sur [ ]ba, , alors, la série de réels ∑∫
b

n xxf
a

d)( converge et : 

 

∫ ∑∑∫ 









=

+∞

=

+∞

=

b

n
n

n

b

n xxfxxf
a 00 a

d)(d)( . 

 
 
8. Application : séries trigonométriques et séries de Fourier 

On appellera série trigonométrique une série de fonctions du type 

+
2

0a [ ]∑
≥

+
1

)sin()cos(
n

nn nxbnxa  où )( na  et )( nb  sont deux suites de réels. 

La série de Fourier d’une fonction π2 -périodique et continue par morceaux sur  est donc 
une série trigonométrique. 

 
a. Montrer qu’une série trigonométrique n’est pas toujours la série de Fourier d’une fonction 

π2 -périodique et continue par morceaux sur .  

 Pour cela, utiliser la série de fonctions ∑
≥1

)sin(1

n

nx
n

 avec le théorème de Parseval que 

l’on commencera par énoncer. 
b. Montrer qu’une série trigonométrique qui converge uniformément sur  est la série de 

Fourier d’une fonction π2 -périodique et continue sur .  
 On utilisera sans démonstration les résultats classiques pour n et p entiers naturels : 

∫ ∫ 



≠=
≠

==
π π

π

2

0

2

0 0si
si0

d)sin()sin(d)cos()cos(
pn
pn

xnxpxxnxpx   

 et ∫ =
π2

0
0d)cos()sin( xnxpx . 
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9. Intégration terme à terme d’une série de fonctions 
 On rappelle le théorème suivant que l’on notera TH 4 :  

si ∑ nf  est une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur un intervalle I 

qui converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I telle que la série 

∑∫I
n xxf d)(  converge, alors f est intégrable sur I, la série ∑∫

≥0

d)(
n I

n xxf  converge et  

 

∫ ∑∑∫ 









=

+∞

=

+∞

= I n
n

n I
n xxfxxf d)(d)(

00

. 

 
Application : théorème de Hardy 
On suppose que ∑ na  est une série de réels absolument convergente. 

a. Montrer que la série de fonctions ∑
≥0

!
n

n
n

n
xa

 converge simplement vers une fonction f 

continue sur . 
b. Montrer que la fonction xexfx −)(  est intégrable sur [ [∞+,0  et exprimer 

∫
∞+

−

0
d)( xexf x  comme la somme d’une série numérique. 

 
 
10. Cas où les théorèmes TH 3 et TH 4 ne s’appliquent pas 

a. Montrer que, la série de fonctions n

n

n x∑
≥

−
0

)1(  ne converge pas uniformément sur 

l’intervalle borné [ [1,0=I  (donc les hypothèses du théorème TH 3 ne sont pas toutes 
vérifiées). 

b. Montrer que, pour la série de fonctions n

n

n x∑
≥

−
0

)1(  sur [ [1,0=I , les hypothèses du 

théorème TH 4 ne sont pas toutes vérifiées. 

c. Montrer que, néanmoins, ∑∫
≥

−
0

1

0
d)1(

n

nn xx  converge et : 

∫ ∑∑∫ 









−=−

+∞

=

+∞

=

1

0 00

1

0
d)1(d)1( xxxx

n

nn

n

nn . 

 
 
11. Théorème de convergence monotone 

Soit ∑ nf  une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur un intervalle I qui 

converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I. 
On suppose que toutes les fonctions nf  sont positives sur I et que la fonction f est intégrable 
sur I. 
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On pose, pour tout entier naturel n non nul et tout Ix∈ , ∑
=

=
n

k
kn xfxS

0

)()( . 

Montrer que la suite de fonctions )( nS  vérifie les hypothèses du théorème de convergence 
dominée TH 2, et en déduire que : 

la série ∑∫
≥0

d)(
n I

n xxf  converge et ∫ ∑∑∫ 









=

+∞

=

+∞

= I n
n

n I
n xxfxxf d)(d)(

00

. 

 
 
12. Application à la physique 

a. Calculer, après avoir justifié son existence, l’intégrale ∫
∞+

−0

3

d
1

t
e

t
t .  

On détaillera toutes les étapes et on pourra remarquer que, pour ∈t ] [∞+,0 , on a 

t

t

t e
e

e −

−

−
=

− 11
1 . 

 
Cette intégrale intervient notamment dans la théorie du rayonnement du corps noir. 
La loi de Planck donne l’expression de la densité spectrale d’énergie électromagnétique λu  
rayonnée par le corps noir, en fonction de la longueur d’onde par la formule : 

1exp

18
5

−







=

Tk
ch

chu

B λ
λ
π

λ  

où h et Bk sont les constantes de Planck et de Boltzmann, c la célérité de la lumière dans le vide, λ  

la longueur d’onde et T la température. 
Ainsi, la densité volumique totale d’énergie électromagnétique u (rayonnée sur tout le spectre des 

longueurs d’onde) s’écrit : ∫
∞+

=
0

dλλuu . 

Si on note M l’exitance totale d’un corps noir on sait que M et u sont liés par la relation ucM
4

= . 

 

b. Démontrer la loi de Stefan : 4TM σ=  où 23

45

15
)(2

ch
kBπ

σ = . 

 
 
13. Généralisation 

a. Exprimer de même pour x réel 1>x , l’intégrale ∫
∞+ −

−0

1

d
1

t
e
t
t

x

 en fonction de )(xΓ  et )(xζ . 

b. En déduire la valeur de ∫
∞+

−0
d

1
t

e
t
t  et une valeur approchée de ∫

∞+

−0

6

d
1

t
e

t
t . 

 
 
 

Fin de l’énoncé. 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

* * * 
 

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa 
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
* * * 

 
Groupes d’isométries sur n  

 
Notations 
 
Dans ce sujet, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et on note : 
● E l’espace vectoriel n  et ( )1,..., ne e=B  sa base canonique  

● ,<⋅ ⋅>  le produit scalaire canonique sur E : si ( )1,..., nx x x=  et ( )1,..., ny y y=  sont deux 

vecteurs de E, on a 
1

,
n

t
i i

i
x y XY x y

=

< >= =∑  où X et Y sont les matrices colonnes des vecteurs x et 

y dans la base B  (B  est donc une base orthonormale pour ,<⋅ ⋅> )  
 
● ( )EL  la -algèbre des endomorphismes de E  
● ( )( ),GL E  le groupe des automorphismes de E 
 
● ( ),1nM  le -espace vectoriel des matrices à n lignes et une colonne 

● ( )nM  la -algèbre des matrices carrées réelles de taille n 

● ( )nGL  le groupe des matrices inversibles de ( )nM  

● pour une matrice A de ( )nM , t A  est sa matrice transposée 

● ( )nO  le groupe des matrices orthogonales, c’est-à-dire des matrices A de ( )nM  vérifiant 

n
t AA I=  où nI  est la matrice unité de ( )nM  

EPREUVE SPECIFIQUE – FILIERE MP 
_______________________ 

 
 

MATHEMATIQUES 2 
 

 
Durée : 4 heures 

SESSION 2007 
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● ( )nS ++  l’ensemble des matrices symétriques définies positives de ( )nM , c’est-à-dire des 

matrices A de ( )nS  vérifiant : pour toute matrice ( ),1nX M∈  non nulle, 0t XAX > . 
 
Si 1 2, ,..., nx x x  sont des réels, on note 1 2diag( , ,..., )nx x x  la matrice diagonale de ( )nM  qui admet 
pour coefficients diagonaux les réels 1 2, ,..., nx x x  dans cet ordre. 
 
Si p est un réel supérieur ou égal à 1, on note 

p
⋅  la norme p sur E :  

si ( )
1

1
1

,..., ,
n pp

n ip
i

x x x E x x
=

 
= ∈ =  

 
∑ . 

On note 
∞

⋅  la norme infinie sur E : si ( )1 1
,..., , maxn ii n

x x x E x x
∞ ≤ ≤

= ∈ = .  

Une norme N sur E est dite euclidienne s’il existe un produit scalaire ϕ  sur E tel que pour tout 
, ( ) ( , )x E N x x xϕ∈ = . 

 
 
Objectifs 
 
Si N est une norme sur E, on dit qu’un endomorphisme ( )u E∈L  est une N-isométrie si pour tout 

( ), ( ) ( )x E N u x N x∈ = .  
On note Isom( )N  l’ensemble des N-isométries. 
 
 
L’objectif du problème est de déterminer le nombre d’éléments de Isom( )N  dans le cas des normes 
euclidiennes puis des normes p. 
 
 
I.  Description des normes euclidiennes 
 
1. Identité du parallélogramme 
 

a. Montrer que si N est une norme euclidienne alors elle vérifie l’identité du parallélogramme, 
c’est-à-dire pour tous vecteurs x et y de E, on a  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( )N x y N x y N x N y + + − = +  . 

 En déduire que la norme 
∞

⋅  n’est pas euclidienne. 

b. Justifier que la norme 
2

⋅  est euclidienne puis montrer que pour 2,p ≠  la norme 
p

⋅  n’est 

pas euclidienne. 
 
2. Soit ( )nS S ++∈ . 

Si ( )1,..., nx x x=  et ( )1,..., ny y y=  sont deux vecteurs de E, on note 
1

n

x
X

x

 
 =  
 
 

 et 
1

n

y
Y

y

 
 =  
 
 

 les 

matrices colonnes associées. Montrer que si l’on pose , t
Sx y XSY< > = , alors , S<⋅ ⋅>  définit un 

produit scalaire sur E. 
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3. Soit ϕ  un produit scalaire sur E et S la matrice de coefficients ( )( , )i je eϕ . Justifier que pour 

tous vecteurs x et y de E  ( , ) tx y XSYϕ =  et que ( )nS S ++∈ . 
On a donc montré que , Sϕ = <⋅ ⋅> . 

Toute norme euclidienne peut donc s’écrire sous la forme : t
SN x XSX  avec ( )nS S ++∈  

où X désigne la matrice colonne associée à x.  
 
 
II. Quelques généralités et exemples 
 

Soit N une norme sur E. 
 

4. Montrer que ( )Isom( ),N  est un sous-groupe de ( )GL E . 
 
5. Une caractérisation géométrique des N-isométries  
 On note { }( ) , ( ) 1N x E N x∑ = ∈ = , la sphère unité pour N. 

 Soit ( )u E∈L . Montrer que u est une N-isométrie si et seulement si ( )( ) ( )u N NΣ = Σ . 
 

Le groupe des N-isométries est donc l’ensemble des endomorphismes laissant stable la N-
sphère unité. 

 
6. Dans cette question uniquement 2n =  et donc 2E = . 
 On note s la symétrie orthogonale par rapport à la droite { }1 2VectD e e= −  où ( )1 2,e e  est la 

base canonique de 2  et r la rotation vectorielle d’angle 
3
π .  

 Les endomorphismes s  et r sont-ils des 
1

⋅ -isométries ?  
 
7. Dans cette question uniquement 3n =  et donc 3E = . 

Si 3( , , ) ,x y z ∈  on pose 2 2 2( , , ) 3 2 3 2q x y z x y z xz= + + − , ce qui définit une forme 
quadratique q. 

a. On note 
x

X y
z

 
 =  
 
 

, déterminer une matrice symétrique 3( )S M∈ , telle que 

( , , ) tq x y z XSX= . 
b. Déterminer une matrice 3( )P O∈  et une matrice diagonale 3( )D M∈  telles que 

tS PD P= . 
c. Justifier alors que l’application qN  : ( , , ) ( , , )x y z q x y z  est une norme euclidienne sur 

3 . 
d. Déterminer la nature géométrique de la quadrique ( )qN∑ , la sphère unité pour la norme qN  

et en donner une équation simple dans une nouvelle base. 
e. Justifier que ( )qN∑  est une surface de révolution, préciser un vecteur qui dirige son axe.  

f. Déduire de la question 5, par une considération géométrique, que ( )Isom qN  a une infinité 
d’éléments. 
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III. Étude de Isom(N) lorsque N est une norme euclidienne 
 

Si ( )u E∈L , on note [ ]u
B

 la matrice de u dans la base B . 

Si N est une norme, on note ( ) [ ]{ }ISOM , Isom( )N u u N= ∈
B

. L’ensemble ( )ISOM N  est par 

construction un groupe isomorphe à ( )Isom N , c’est « sa version matricielle ». 
 
8. Caractérisation matricielle des isométries euclidiennes 

a. Soit ( )nS S ++∈ , SN  la norme euclidienne associée et , S<⋅ ⋅>  le produit scalaire associé. 
Soit ( )u E∈L . 
Montrer que u est une SN -isométrie si et seulement si pour tous vecteurs x et y de E, on a 

( ) , ( ) ,S Su x u y x y< > =< > . 
b. En déduire que u est une SN -isométrie si et seulement si sa matrice A dans B  vérifie 

t ASA S= .  
 
9. Reconnaître alors ( )2

ISOM ⋅ . Que peut-on dire du nombre d’éléments de ( )2
ISOM ⋅  ? 

Justifier votre réponse. 
 
10. Une application des polynômes interpolateurs 

[ ]r X  désigne le -espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou 
égal à r. 
On se donne 1r +  réels 0 1 ... rx x x< < <  . 

 

On considère l’application linéaire u  de [ ]r X  vers 1r+  définie par 
( ) ( ) ( )( )0 1, ,..., rP P x P x P x . 

a. Déterminer le noyau de u . En déduire que pour tous réels 0 1, ,..., ry y y , il existe un unique 
polynôme L  de [ ]r X  tel que pour tout { }0,..., , ( )i ii r L x y∈ =  (un tel polynôme est 
appelé polynôme interpolateur). 

b. Application : soit n un entier naturel non nul et 1,..., nu u  des réels strictement positifs, on 

pose 1diag( ,..., )nU u u=  et 1diag( ,..., )nV u u= . Montrer qu’il existe un polynôme L, à 
coefficients réels, tel que ( )V L U= . 

 
11. Racine carrée dans ( )nS ++  

a. Soit ( )nS S ++∈ . Déterminer une matrice ( )nA S ++∈  telle que 2A S= . On dit que A est 
une racine carrée de S. 

b. Soit ( )nB S ++∈  une autre racine carrée de S. Montrer qu’il existe un polynôme Q, à 
coefficients réels, tel que ( )A Q B= . En déduire que A et B commutent.  

c. Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est une matrice 
inversible. 

d. Déduire des questions précédentes que A B=  (on pourra calculer ( )( )A B A B+ − ).  

Désormais, on note S  l’unique racine carrée dans ( )nS ++  de S. 
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12. Étude du groupe d’isométrie pour une norme euclidienne 
Soit N  une norme euclidienne. Il existe donc une matrice ( )nS S ++∈  telle que pour tout 

, ( ) ( ) t
Sx E N x N x XSX∈ = =  où X est le vecteur colonne associée à x. 

a. Montrer que si ( )nM O∈ , la matrice 1( )S M S−  appartient à ( )ISOM SN . 

b. Montrer que l’application ψ  de ( )nO  dans ( )ISOM SN  définie par ( ) 1
M S M S

−
 

est une bijection. 
 Le groupe d’isométrie d’une norme euclidienne est-il fini? 

 
  
IV. Étude du cardinal de Isom(p) 

 
Dans cette partie p est un réel strictement supérieur à 1, on appelle exposant conjugué de p 

l’unique réel q tel que 1 1 1
p q
+ = .  

Pour alléger l’écriture, une p-isométrie désigne une isométrie pour la norme 
p

⋅  et on note 

Isom( )p  le groupe des p-isométries. 
Si ( )u E∈L , *u  désigne l’adjoint de u pour ,<⋅ ⋅> . On rappelle que * ( )u E∈L , est 
caractérisé par l’égalité suivante : pour tout ( ) 2, , ( ), , *( )x y E u x y x u y∈ < >=< > . 

  
13. Endomorphismes de permutation signée 

nP  désigne le groupe des permutations de l’ensemble { }1, 2,..., n . 

Soit nσ ∈P  et ( ) { }1,..., 1, 1 n
nε ε ε= ∈ − + . On note ,uσ ε  l’endomorphisme de E qui vérifie pour 

tout { }1, 2,...,i n∈ , , ( )( )i i iu e eσ ε σε= . 
a. Montrer que ,uσ ε  est une p-isométrie. 

b. Écrire la matrice de ,uσ ε  dans la base canonique dans le cas où 4n = , 
1 2 3 4
3 4 1 2

σ
 

=  
 

 et 

( )1,1, 1,1ε = − . 
 
14. Inégalité de Holdër 

a. Montrer que pour tous réels a et b positifs ou nuls, on a 1 1p qab a b
p q

≤ + . On pourra utiliser 

la fonction logarithme népérien. 
b. En déduire que pour tous vecteurs x et y de E, on a ,

p q
x y x y< > ≤ . Ce résultat s’appelle 

l’inégalité de Holdër (on pourra d’abord démontrer l’inégalité lorsque 1
p q

x y= = ). 

c. Que devient l’inégalité si 2p =  ? 
 
 

Dans toute la suite, u désigne une p-isométrie. On note ( )ija  les coefficients de la matrice [ ]A u=
B

. 
 

15. Montrer que pour tout { }1, 2,...,j n∈ , 
1

1
n p

ij
i

a
=

=∑ . En déduire la valeur de
1 1

n n p

ij
j i

a
= =
∑∑ . 
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16. Une formule clé de dualité 
Soit x E∈ . On note { }, 1q q

z E zΣ = ∈ = . 

a. Justifier l’existence du réel max ,
qy

x y
∈∑

< > . 

 b. Justifier que max ,
q

py
x y x

∈∑
< > ≤ . 

Soit { }1, 2,...,i n∈  ; si 0ix ≠ , on pose 1 1p p
i i i p

y x xε − −=  où iε  désigne le signe de ix  et si 

0ix = , on pose 0iy = . On définit ainsi un vecteur ( )1,..., ny y y= .  

Montrer que ,
p

x y x< > =  puis montrer l’égalité suivante : max ,
q

p y
x x y

∈∑
= < > .  

 
17. En déduire que si u est une p-isométrie, *u  est une q-isométrie. Donner alors, en justifiant, la 

valeur de 
1 1

n n q

ji
j i

a
= =
∑∑ .  

 
18. On suppose de plus que 2p ≠ . 

a. Soient 1 2, ,..., rα α α  des réels dans [ ]0,1  vérifiant 
1 1

r r
p q

k k
k k
α α

= =

=∑ ∑ . Montrer avec soin que 

pour tout { }1, 2,...,k r∈ , kα  ne prend qu’un nombre fini de valeurs à déterminer. 

b. En déduire que pour tout i et j dans { }1, 2,..., n , ija  ne peut prendre que 2 valeurs 

différentes que l’on précisera (on rappelle que les ija  sont les coefficients de la matrice 
d’une p-isométrie). 

 
19. Conclusion 

Montrer alors que lorsque 2p ≠ , Isom( )p  est un groupe fini dont on déterminera le cardinal. 
On remarquera en particulier que ce cardinal est indépendant de p. 

 
 
Commentaire : Les p-isométries pour 2p ≠  sont seulement en nombre fini, contrairement aux 
isométries euclidiennes qui forment un groupe infini mais compact (pas très difficile à 
montrer). Sur n , la géométrie euclidienne est donc plus riche que celle des normes p pour 

2p ≠ . 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
Le sujet comporte 6 pages. 

 
Notations :  

On note : 

     :  l’ensemble des entiers naturels, 

     :  l’ensemble des nombres réels, 

  e   :  le nombre réel dont le logarithme népérien est égal à 1. 

 
Pour x  appartenant à , on note x  la valeur absolue de x . 
Pour tout entier naturel n, on note !n  la factorielle de  n  avec la convention 0! 1= . 
   
Si j  et n  sont deux entiers naturels fixes tels que 0 j n≤ ≤ , on note :   
     ,j n  l’ensemble des entiers naturels k  vérifiant ,j k n≤ ≤  
 

  
n
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  le nombre de parties ayant j  éléments d'un ensemble de  n  éléments. 

   
 

On rappelle que pour tout entier naturel j  élément de 0,n  on a : 
n
j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 
( )

!
! !

n
j n j−

. 

  
    

 
Si f  est une fonction k  fois dérivable sur un intervalle I (avec 1k ≥ ) on note 'f  (resp. ( )kf )          
sa fonction dérivée (resp. sa fonction dérivée k -ième). 
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Si u  est une application de  dans , donc une suite réelle, on utilise la notation 
usuelle : ( )= nu n u  pour tout n  appartenant à .  

Soit x  un nombre réel, on rappelle que s’il existe un nombre entier p  qui vérifie 1
2

− <p x  alors 

p  est l’entier le plus proche de x . 
 
 
Objectifs : 

 
L’objet du problème est d’une part d’établir, pour tout entier naturel non nul, un lien entre 
l’entier naturel nβ  le plus proche de 1 !e n−  et le nombre nγ  d’éléments sans point fixe du 
groupe symétrique nS  et d’autre part, d’étudier l’écart 1 !n ne nδ β−= − . 
 

 
Dans la partie I on étudie nβ  et on le caractérise grâce à une récurrence, dans la partie II on étudie 

nγ  et on établit un lien avec nβ . La partie III est consacrée à une estimation de nδ  puis à une étude 

des deux séries 
0

n
n
δ

≥
∑  et 

1

δ

=
∑ n

n n
. 

 
 

PARTIE I  
Les suites α  et β  

 
 

On définit la suite α  par 0 1α =  et la relation de récurrence :  

 pour tout n  de  : ( ) ( ) 1
1 1 1 n

n nnα α +
+ = + + − . 

 

On rappelle que pour tout x  réel, la série 
0 !

n

n

x
n≥

∑  est convergente, et que 
0 !

n
x

n

x e
n

+∞

=

=∑  ; en particulier 

 pour 1x=−  :  ( ) 1

0

1
!

n

n
e

n

+∞
−

=

−
=∑ . 

 

Pour n∈ , on note :   ( )
0

1
! !

kn

n
k

n kβ
=

−
= ∑    et  ( )

1

1
!

k

n
k n kρ
+∞

= +

−
= ∑ . 

 
 

 
I.1/ Étude de la suite α . 
  
 I.1.1/  Expliciter  kα  pour k  dans 0,4 . 
 
 I.1.2/  Montrer que nα  est un entier naturel pour tout  n  de . 
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I.2/ Étude de la suite β . 
  
 I.2.1/ Expliciter kβ  pour k  dans 0,4 . 
  
 I.2.2/  Montrer que nβ  est un entier relatif pour tout n  de . 
  
 I.2.3/  Expliciter ( )1 1n nnβ β+ − +  en fonction de n , pour tout n  de . 
  
 I.2.4/  Comparer les deux suites α  et β . 
 
 
I.3/ Étude de nρ . 
 
 I.3.1/ Préciser le signe de nρ  en fonction de l’entier naturel n . 
 

 I.3.2/  Etablir, pour tout entier naturel n , l’inégalité suivante :    1!
1nn

n
ρ ≤

+
.  

 L’inégalité est-elle stricte ? 
 
 I.3.3/  Déduire de ce qui précède que pour tout entier naturel 1≥n , nβ  est l’entier naturel le 
 plus proche de 1 !e n− . 
 
 
I.4/ Étude d’une fonction. 
 
On désigne par f  la fonction définie et de classe 1C  (au moins) sur l’intervalle  ] [1 ; 1−  à valeurs 
réelles, vérifiant les deux conditions :  

( )0 1f =  et pour tout x  de ] [ ( ) ( ) ( )1 ; 1 : 1 ' 0− − − =x f x x f x . 
 
 I.4.1/   Justifier l’existence et l’unicité de la fonction f . Expliciter ( )f x  pour tout x  de 

 ] [1 ; 1− . 
 
 I.4.2/   Justifier l’affirmation : « f  est de classe ∞C  sur ] [1 ; 1−  ». 
 
 I.4.3/   Expliciter ( ) ( )1 x f x− , puis exprimer pour tout entier naturel n  : 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1n nx f x n f x+− − +  en fonction de n  et de x . 
 
 I.4.4/   En déduire une relation, valable pour tout entier naturel n , entre nβ  et ( ) ( )0nf . 
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PARTIE II  
La suite γ  

 
 
Dans cette partie, on désigne par n  un entier naturel. 
Pour 1n≥  on note : 
   
    nS  l’ensemble des permutations de 1,n , 
 
    nγ  le nombre d’éléments de nS  sans point fixe (τ  appartenant à nS  est sans point fixe 
  si pour tout k  de 1,n , on a ( )k kτ ≠ ). 
 
Pour 0n=  on adopte la convention : 0 1γ = . 
 
 
II.1/  Calculer 1γ  et 2γ . 

II.2/ Classer les éléments de 3S  selon leur nombre de points fixes et calculer 3γ . 
 
II.3/ On suppose dans cette question que 4n= . 
  
 II.3.1/  Quel est le nombre d’éléments τ  appartenant à 4S  ayant deux points fixes ? 
  
 II.3.2/  Quel est le nombre d’éléments τ  appartenant à 4S  ayant un point fixe ? 
   
 II.3.3/  Calculer 4γ .    
    
 
II.4/ Relation entre les kγ . 
 
 II.4.1/ Rappeler sans justification le nombre d’éléments de nS . 
 
 II.4.2/ Si 0≤ ≤k n , combien d’éléments de nS  ont exactement k  points fixes ? 
 

 II.4.3/ Etablir pour tout entier naturel n  la relation : 
0

!
n

k
k

n
n

k
γ

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .  
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II.5/ On considère la série entière 
0 !

nn

n
x

n
γ

≥
∑   et l’on pose ( )

0 !
nn

n
g x x

n
γ+∞

=

=∑  lorsque la série converge. 

  
 II.5.1/  Montrer que le rayon de convergence de cette série entière est supérieur ou égal à 1.  
  
 II.5.2/  Pour tout x  de ] [1 ; 1− , on pose ( ) ( ) xh x g x e= . 

 Justifier l’existence du développement en série entière de la fonction h  sur ] [1 ; 1−  et 
expliciter ce développement.  

 
 II.5.3/ Expliciter ( )g x  pour tout nombre réel  x  de ] [1 ; 1− . En déduire la valeur du rayon 

 de convergence de la série 
0 !

nn

n
x

n
γ

≥
∑ . 

 
 II.5.4/ Comparer les deux suites β  et γ . 
 
 II.5.5/ La fonction g  est-elle définie en 1 ? 
 
 II.5.6/ La fonction g  est-elle définie en −1 ? 
 
 II.5.7/  Calculer 8γ . 
   
             
 

PARTIE III 
 

              Sur 1 !n ne nδ β−= −  
 
Pour tout entier naturel n  on note : 

 1 !n ne nδ β−= − . 

 
1

0
d= ∫ n x

nJ x e x . 

 ( ) 11 n
n nv J+= − . 

 
 

III.1/ La série 
0

n
n

v
≥
∑ . 

 
   III.1.1/  Quelle est la limite de nJ  lorsque n  tend vers +∞  ? 
  

   III.1.2/  Établir la convergence de la série 
0

n
n

v
≥
∑ . 
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III.2/ Estimation intégrale de nδ . 
 
   III.2.1/  Justifier, pour tout nombre réel x  et pour tout entier naturel n , l’égalité : 

  ( ) ( )
0

0

d 1
! !=

−
= +∑ ∫

nkn xx t

k

x txe e t
k n

. 

 
 III.2.2/  Déduire de ( )1  l’expression de nδ  en fonction de nv . 
 
 

III.3/ Sur la série 
0

n
n

δ
≥
∑ . 

 

Justifier la convergence de la série 
0

n
n
δ

≥
∑  ; la convergence est-elle absolue ? 

 
 

III.4/ Sur la série 
1

n

n n
δ

≥
∑ . 

 

 III.4.1/   Justifier la convergence de la série 
1

n

n n
δ

≥
∑ . 

 

 III.4.2/   On pose ( )
1

0
A ln 1 d= − −∫ xe x x .  

   
   III.4.2.1/ Justifier la convergence de l’intégrale impropre A . 
 

  III.4.2.2/ Exprimer la somme 
1

n

n n
δ+∞

=
∑  en fonction de l’intégrale A . 

 

 III.4.3/ Justifier la convergence de la série ( )
( )2

0

1
! 1≥

−

+
∑

n

n n n
 et expliciter la somme 

 ( )
( )2

0

1
! 1

+∞

=

−

+
∑

n

n n n
 en fonction de 

1

n

n n
δ+∞

=
∑ . 

 

 III.4.4/  Expliciter un nombre rationnel p
q

 vérifiant 
1

1
600

δ+∞

=

− ≤∑ n

n

p
n q

. 

 
 
 
 

 
Fin de l'énoncé. 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et  

devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 
Le sujet comporte 6 pages. 

 
 
Notations :  

 
On désigne par  l'ensemble des nombres réels, par  l’ensemble des nombres entiers naturels et 
par *  l’ensemble  privé de 0. 

Pour n entier naturel non nul, on note ( )nM  (respectivement ( ),1 nM ) l’espace vectoriel réel 
des matrices carrées à n lignes (respectivement l’espace vectoriel des matrices colonnes à n lignes) 
à coefficients réels. 
On note ( )det A  le déterminant d’une matrice carrée A  et t B  la transposée d’une matrice B  
quelconque. 
Étant donné une matrice A , la notation ( ),i jA a=  signifie que ,i ja  est le coefficient de la ligne i  et 
de la colonne j  de la matrice A .   
Lorsque ( )=A a  est une matrice de ( )1M , on identifie la matrice A  avec le réel a . 
 
Pour tout entier naturel n, on note !n  la factorielle de n , avec la convention 0! 1= . 
Soient p  et n  deux entiers naturels tels que 0 ≤ ≤p n  :   
 

• on note p,n  l’ensemble des entiers k  tels que ≤ ≤p k n . 

• on rappelle la notation   
( )

!
! !

⎛ ⎞
=⎜ ⎟ −⎝ ⎠

n n
p p n p

. 

 
Le produit scalaire de deux vecteurs u  et v  d’un espace préhilbertien sera noté ( )u v . 
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Objectifs : 
 
Dans ce problème, on définit la matrice de Gram d’une famille finie de vecteurs d’un espace 
préhilbertien réel. 
La première partie porte sur des calculs de déterminants, la valeur d’un des déterminants calculés 
servant à illustrer la quatrième partie. 
Dans la deuxième partie, on définit les matrices de Gram et on en étudie quelques propriétés. 
Les troisième et quatrième parties sont des applications de la deuxième partie. 
 
 
 PARTIE I  

Les résultats de cette partie ne serviront que dans la partie IV. 
 

 

I.1.  Déterminant pd . 

Soit ∈n . Pour 0∈p ,n , on note ( )=P i, jA a  la matrice carrée de ( )+1−n pM  dont le coefficient 

de la ligne i et de la colonne j est égal à 
2

1
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
i, j

+ +p i j
a

p+i
 avec ( ) 1, 1 1, 1∈ − + × − +i, j n p n p . 

 
On note ( )detp pd = A .  

 I.1.1.  Expliciter les entiers r  et s  tels que ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

i, j

r
a

s
 pour les quatre coefficients 1,1a , 

1, 1−n p+a , 1,1−n p+a  et 1, 1− −n p+ n p+a . 
 
 I.1.2.   Pour tout entier naturel 2≥n  calculer les déterminants 1, −n nd d  et 2−nd . 
 
 I.1.3.  On suppose que la matrice pA  possède au moins deux lignes. On note iL  la ligne 
 d’indice i . 
 I.1.3.1 Dans le calcul de pd  on effectue les opérations suivantes : pour i  variant de 

1−n p+  à 2 , on retranche la ligne 1−iL  à la ligne iL  (opération 
codée : 1−← −i i iL L L ). Déterminer le coefficient d’indice ( )i, j  de la nouvelle ligne 

iL .  
 
  I.1.3.2  En déduire une relation entre pd  et 1p+d , puis en déduire pd . 
 
 
I.2.  Déterminants nD  et ∆ n .  
 

Pour ∈n , on note nD  le déterminant de la matrice carrée de ( )1nM +  dont le coefficient  de la 

ligne i  et de la colonne j  est ( )!i+ j , les lignes et les colonnes étant indexées de 0 à n .  
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On note ( )( )det !=nD i+ j . Avec les mêmes notations, on note det
⎛ ⎞⎛ ⎞

∆ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

n

i+ j
i

 pour 

( ) 0, 0,∈ ×i, j n n . 

 I.2.1.   Calculer les déterminants 0 1 2 0 1, , , ,∆ ∆D D D  et 2∆ . 
 
 I.2.2.   Donner une relation entre nD  et ∆ n . 
  
 I.2.3.   En déduire ∆ n  puis nD . 
 
 
 

PARTIE II 
  

A)  Soit ∈ *n . 

 

II.A.1.  Soit ( ),= i jC c  une matrice carrée de ( )nM . Pour tout entier 1,∈i n , on note iX  la 

matrice colonne de ( ),1nM  dont tous les coefficients sont nuls, sauf le coefficient de la ligne i  qui 

vaut 1.  

 II.A.1.1.  Pour ( ) 1, 1,∈ ×i, j n n , déterminer le produit t
i jX CX . 

 
 II.A.1.2. En déduire que 0=C  si et seulement si pour tout couple ( )X,Y  de 

 ( ) ( ),1 ,1×n nM M  on a 0t XCY = .    
 
Soit E  un espace euclidien de dimension n  et soit ( )1,...,= ne eB  une base de E . Soit ( ),i jA= a  la 

matrice carrée de ( )nM  telle que ( ), =i j i ja e e  le produit scalaire de ie  et je . 

Pour tout vecteur u  de E , on note avec la même lettre majuscule U  la matrice colonne des 
composantes du vecteur u  relativement à la base B .  
 
II.A.2.  Pour tout couple ( )x, y  de vecteurs de E , justifier l’égalité ( ) t=x y XAY . 

Soit ( )1,..., n= e' e'B'  une autre base de E  et soit ( ),i jA' = a'  la matrice carrée de ( )nM  avec 

( ), =i j i ja' e' e' . On note P  la matrice de passage de la base B  à la base B' . 

 
II.A.3.  Pour tout vecteur u  de E , on note U'  la matrice colonne des composantes du vecteur u  
relativement à la base B' .  
  
 II.A.3.1.  Soit x  un vecteur de E . Donner une relation entre les matrices X, X'  et P .  
 
 II.A.3.2.  Justifier l’égalité tA' = PAP .  
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 II.A.3.3.  Que devient l’égalité précédente lorsque B'  est une base orthonormale ?  
 
 II.A.3.4.  Montrer que la matrice A  est inversible et que ( )det A  > 0. 

 
II.A.3.5.  Déduire des résultats précédents que si ( )1,...,ε ε p  est une famille libre de vecteurs      

d’un espace préhilbertien réel, la matrice ( )( )ε εi jB =  de ( )pM  de coefficients les 

produits scalaires ( )ε εi j , vérifie ( )det B  > 0.  

 

B)  Soit ∈ *n . 

 

Dans un espace préhilbertien réel H , on considère n  vecteurs quelconques 1,..., nu u . Soit 

( )( )i jM = u u  la matrice de ( )nM  de coefficients les produits scalaires ( )i ju u . À toute matrice 

colonne 
1⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠n

x
X =

x
 de ( ),1nM , on associe le vecteur 

1
∑

n

i i
i=

v = x u . 

 

II.B.1.  Dans cette question on suppose 2n = .  

 II.B.1.1.  Montrer que ( )det 0≥M .   
  
 II.B.1.2.  À  quelle condition sur ( )det M  la famille ( )1 2,u u  est-elle libre ? 
 
On revient au cas général où n  est quelconque dans * . 
 
II.B.2.  Exprimer les coefficients de la matrice MX  en fonction des produits scalaires ( )iu v .  
  
II.B.3.   En déduire l’égalité 2t XMX = v  où v  est la norme du vecteur v . 
  

II.B.4.  Soit λ  une valeur propre (complexe) de la matrice M . Justifier que λ  appartient à . 

Montrer que 0λ ≥ . 

 
II.B.5.   Montrer  que 0MX =  si et seulement si v  est le vecteur nul.  

 

II.B.6.  On suppose que la matrice M  est inversible, déduire de la question précédente que la 
famille ( )1,..., nu u   est libre. 
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Définition : Etant donné n  vecteurs 1,..., nv v  d’un espace préhilbertien réel H , on appelle matrice 

de Gram des vecteurs 1,..., ,nv v  la matrice ( ) ( )( )1,..., =n i jG v v v v  de ( )nM  de coefficients les 

produits scalaires ( )i jv v . 

Il résulte de la partie II que la famille ( )1,..., nv v  est libre si et seulement si ( )( )1det ,..., 0≠nG v v  ; 

dans ce cas, on a ( )( )1det ,..., nG v v >0. 
 
 

PARTIE III 
 
 

Dans cette partie, E  est l’espace euclidien 3  supposé orienté, 1 2 3, ,u u u  sont trois vecteurs 

unitaires de E . On note , ,α β γ  les réels de [ ]0,π  tels que ( )1 2 cosα=u u , ( )2 3 cosβ=u u , 

( )3 1 cosγ=u u  et on suppose que 0 γ β α π≤ ≤ ≤ ≤ . 

 

III.1.  Déterminer les racines du polynôme ( ) 2 2 22 cos cos cos cos 1β γ β γ= − −P X X X + + . 
 
III.2.  En déduire une factorisation de ( )( )1 2 3det , ,G u u u  en produit de deux facteurs. 
 
III.3.  Montrer que cosα  est compris entre ( )cos β γ−  et ( )cos β γ+ .     
 
III.4.  Montrer que ( )( )1 2 3det , , 0=G u u u  si et seulement si 2α β γ π+ + =  ou α β γ= + . 
 
III.5.  On suppose que α β γ= =  et on note cosαc = .  
 
 III.5.1. Déterminer le polynôme caractéristique de la matrice ( )1 2 3, ,G u u u . En déduire ses 
 valeurs propres. 
 
 III.5.2.  Déterminer la plus petite valeur possible de c . 

 III.5.3.  On prend 1
2

−c = . 

   
  III.5.3.1.  Quelle est la valeur de 1 2 3+ +u u u  ? 
             
  III.5.3.2.  Déterminer le noyau de l’endomorphisme canoniquement associé à la  

  matrice  ( )1 2 3, ,G u u u . En utilisant II.B.5, retrouver la valeur de 1 2 3+ +u u u .   
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PARTIE IV 
 
 
Soit n  un entier naturel avec 2≥n . 
 
On considère n  vecteurs 1,..., nv v  d’un espace préhilbertien réel H . 
 
IV.1.  Opérations sur les vecteurs d’une matrice de Gram. Soitλ∈ . 
  
  IV.1.1.  Exprimer ( )( )1 1det ,..., ,λ−n nG v v v  en fonction de λ  et de ( )( )1 1det ,..., −n nG v v ,v . 
  
  IV.1.2.  Exprimer ( )( )1 1 1det ,..., λ− +n nG v v ,v v  en fonction de ( )( )1det ,..., nG v v .  
 
 
IV.2.  Soit ( )1Vect ,..., nF = v v  le sous-espace vectoriel de H  engendré par les vecteurs 1,..., nv v . 
  
 IV.2.1. Soit w  un vecteur de H  orthogonal à F . Exprimer ( )( )1det ,..., ,nG v v w  en  

fonction de w  et de ( )( )1det ,..., nG v v . 
   
 IV.2.2.  Soit ∈v H , on note ( )d v,F  la distance du vecteur v  au sous-espace vectoriel F . 

Montrer l’égalité ( )( ) ( )( ) ( )( )2
1 1det ,..., det ,...,=n nG v v ,v d v,F G v v . 

 
 
IV.3.  Calcul de la distance d’un vecteur à un sous-espace vectoriel. 
  

 IV.3.1.   Pour ∈k , justifier la convergence des intégrales 
0

d
+∞

= ∫ k -t
kJ t e t  et calculer leur  

valeur. 
 
 On rappelle (et on admettra) que [ ]X , l’espace vectoriel réel des polynômes à coefficients 
 dans , est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire 

 ( ) ( ) ( )
0

d
+∞

= ∫ -tP Q e P t Q t t . 

 On considère la base de [ ]X  formée des vecteurs ke  où ,= ∈k
ke X k . 

  
 IV.3.2.   Calculer les produits scalaires ( )i je e . 

 
 IV.3.3.  Soit *∈n . Déduire des questions précédentes et de la partie I, la distance du 
 vecteur ne  au sous-espace vectoriel [ ]1−n X  des polynômes de degré 1≤ −n  de l’espace 

 [ ]X . 
                Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené à prendre.

****

Notations et objectifs

Soit � un entier supérieur ou égal à
�
. On note :� ��� � � � 	 
 le 	 -espace vectoriel des matrices réelles à � lignes et

�
colonne.� ��� � 	 
 le 	 -espace vectoriel des matrices carrées réelles à � lignes et � colonnes.��� 
 � � 	 
 l’ensemble des matrices inversibles de ��� � 	 
 .� � � la matrice transposée d’une matrice � .��� � la matrice unité de ��� � 	 
 .� � � � 	 
 l’ensemble des matrices symétriques de � � � 	 
 .� � �� � 	 
 l’ensemble des matrices symétriques positives de � � � 	 
 , c’est-à-dire l’ensemble des

matrices � de � � � 	 
 vérifiant : � ��� ��� � � � 	 
 � � � � ������ � � �� � 	 
 l’ensemble des matrices symétriques définies positives de ��� � 	 
 , c’est-à-dire l’en-
semble des matrices � de � � � 	 
 vérifiant :� ��� � � � � � 	 
 � � � � � � � � �����

Le but du problème est d’introduire et d’étudier la notion de racine carrée d’une matrice de� � � 	 
 : si � est une matrice de � � � 	 
 , on dit que  est une racine carrée de � si  ! "�� .
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La première partie propose de montrer qu’une matrice donnée peut admettre une infinité de
racines carrées ou n’en n’avoir aucune. La seconde partie montre l’existence et l’unicité d’une
racine carrée symétrique positive de # lorsque # est symétrique positive et introduit la notion de
valeur absolue d’une matrice symétrique réelle. Enfin la dernière partie est consacrée à l’étude d’un
algorithme de calcul de la racine carrée d’une matrice symétrique définie positive.

PARTIE I

Pour $ réel, soit % & la matrice de '�( ) * + donnée par :% & , -.0/1/ 2 3 $ 2 / 4 3 $2 5 $ 2 / 4 6 $ 6 4 $2 5 $ 2 6 2 $ 5 4 3 $ 78
et 9 & l’endomorphisme de * ( dont la matrice dans la base canonique de * ( est % & .

I.1 Déterminer suivant les valeurs de $ , le rang de la matrice % & 2 ) / 4 5 $ + : ( . Quelle valeur
propre de % & a-t-on ainsi mise en évidence ? Préciser la dimension du sous-espace propre associé.

I.2 Montrer que ;<, -. /// 78 est vecteur propre de % & , puis déterminer les valeurs propres de% & .
I.3 a) Montrer que pour tout $ réel, % & est trigonalisable.

b) Déterminer l’ensemble des valeurs de $ pour lesquelles % & est diagonalisable.
I.4 Dans cette question, on suppose $ , / .

a) Déterminer = inversible et > diagonale dans ' ( ) * + telles que = ? @ % @ =<,A> , puis
déterminer une racine carrée de % @ .

b) Montrer que la matrice B<,�C 3EDDE3 F admet une infinité de racines carrées dans '�G ) * + .
En déduire que % @ admet une infinité de racines carrées dans '�( ) * + .

I.5 Dans cette question, on suppose $ , D et on pose HA,I% J 2 : ( . Calculer H G et en déduire
l’existence de K et L réels tels que K : ( 4 L H soit une racine carrée de % J dans '�( ) * + .

I.6 Dans cette question, on suppose $ , 2 /5 et on note M , 9 ? NO .
a) Déterminer tous les éléments P�, -. Q RS 78 de ' ( T @ ) * + tels que % ? NO -. QR S 78 , -. D // 78 .

b) Déterminer une base U de * ( telle que la matrice de M dans cette base soitV , -. DW/0DDEDEDDEDW/ 78
c) Déterminer les matrices commutant avec

V
. En déduire que

V
ne possède pas de racine

carrée dans ' ( ) * + .
d) La matrice % ? NO possède-t-elle une racine carrée dans '�( ) * + ?
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PARTIE II

II.1 Soit X Y Z X [ Z \ \ \ Z X ] ^ réels distincts deux à deux et _ l’application de ` ] a Y b c d dans ` ]
définie par : _Ae fIgh i�j f j X Y k Z f j X [ k Z \ \ \ Z f j X ] k k

a) Montrer que _ est une application linéaire injective.
b) En déduire que quels que soient les réels l Y Z l [ Z \ \ \ Z l ] , il existe un unique polynôme f

de ` ] a Y b c d vérifiant : f j X Y k m l Y Z f j X [ k m l [ Z \ \ \ Z f j X ] k m l ]
II.2 Soit n et o deux endomorphismes de ` ] diagonalisables et vérifiant n p o m o p n .

a) Démontrer, sans se contenter d’énoncer le résultat du cours, que tout sous-espace propre
de n est stable par o .

b) Soit q Y Z q [ Z \ \ \ Z q r les valeurs propres distinctes de n et s t u Z s t v Z \ \ \ Z s t w les sous-
espaces propres de n respectivement associés. Pour tout x y�z { Z | Z \ \ \ Z } ~ , on note o � l’endomor-
phisme de s t � induit par o . Montrer que pour tout x y�z { Z | Z \ \ \ Z } ~ il existe une base � � de s t �
formée de vecteurs propres de o . En déduire qu’il existe une base � de ` ] telle que les matrices den et o dans cette base soient toutes deux diagonales.

II.3 Soit � et � deux matrices de � ] j ` k diagonalisables et vérifiant � � m � � . Montrer
qu’il existe �Iy � � ] j ` k telle que � a Y � � et � a Y � � soient toutes deux diagonales.

II.4 Soit � y � ] j ` k .
a) Montrer que � est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
b) Montrer de même que � est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres

sont strictement positives.
II.5 Soit �IyI� �] j ` k . On note q Y Z q [ Z \ \ \ Z q r , } y�z { Z | Z \ \ \ Z ^ ~ , les valeurs propres deux à

deux distinctes de � .
a) Montrer qu’il existe un unique polynôme f de degré inférieur ou égal à } h { vérifiant :� � y z { Z | Z \ \ \ Z } ~ Z f j q � k m�� q �
b) Montrer que f j � k est symétrique positive.
c) Montrer que j f j � k k [ m � .
d) On souhaite montrer l’unicité d’une matrice symétrique positive qui soit une racine

carrée de � . Soit donc �Iy � �] j ` k telle que � [ m � .
Montrer que � commute avec � puis avec f j � k et conclure.
L’unique matrice symétrique positive racine carrée de � est alors notée � � .

e) Dans cette question, on suppose que � admet seulement deux valeurs propres distinctesq Y et q [ . Montrer que : � � m {� q Y � � q [ � � �I� q Y q [ � ] �
II.6 Soit � y � ] j ` k .

a) Montrer que � [ y � �] j ` k . On note alors � � � m � � [ et cette matrice est appelée valeur
absolue de la matrice � .

b) Montrer que les matrices � � � � � et � � � h�� sont dans � �] j ` k .
c) Soit � Y mA� {0��W{ � et � [ m<� {0h �h ��{ � . Calculer � � Y � et � � [ � .
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PARTIE III

Soit � un réel strictement positif. On considère les deux suites réelles � � � � � �   et � ¡ � � � �   définies
par leurs premiers termes � ¢ £�� , ¡ ¢ £I¤ et les relations de récurrence :¥ ¦ § ¨I© � � ª « £ ¤¬ ­ � � ® ¤¡ � ¯ © ¡ � ª « £ ¤¬ ­ ¡ � ® ¤� � ¯

III.1 Montrer que pour tout
¦ § ¨

, � � °�± et ¡ � °�± .
III.2 On définit les suites � ² � � � �   et � ³ � � ´ �   en posant pour tout

¦ § ¨
, ² � £�� � ¡ � et ³ � £ � �¡ � .

a) Etudier la suite � ³ � � � �   .
b) Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite � ² � � � �   .
c) Montrer que pour tout entier

¦
supérieur ou égal à ¤ , ² � µ ¤ .

d) Etudier la convergence de la suite � ² � � � �   .
III.3 Déduire des questions précédentes que les suites � � � � � �   et � ¡ � � � �   convergent et préciser

leurs limites respectives.
III.4 a) Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible.

b) Montrer que l’inverse d’une matrice symétrique définie positive est symétrique et
définie positive.

c) Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est symétrique
définie positive.

III.5 Soit ¶ une matrice symétrique définie positive d’ordre · . On considère les deux suites de
matrices � ¶ � � � �   et � ¸ � � � �   définies par leurs premiers termes ¶ ¢ £�¶ , ¸ ¢ £A¹ ´ et les relations
de récurrence : ¥ ¦ § ¨I© ¶ � ª « £ ¤¬ º ¶ � ®�¸ » «��¼ © ¸ � ª « £ ¤¬ º ¸ � ® ¶ » «� ¼

Montrer que pour tout
¦ § ¨

, ¶ � et ¸ � sont symétriques définies positives.
III.6 Soit ½ diagonale et ¾ orthogonale telle que ¶I£I¾ ½ ¾ » « .

a) Montrer que ½ est symétrique définie positive.
b) On pose pour tout

¦ § ¨
, ½ � £I¾ » « ¶ � ¾ et ¿ � £I¾ » « ¸ � ¾ . Montrer que les matrices½ � et ¿ � sont des matrices diagonales inversibles vérifiant :½ ¢ £I½ © ¿ ¢ £I¹ ´ © ½ � ª « £ ¤¬ º ½ � ® ¿ » «� ¼ © ¿ � ª « £ ¤¬ º ¿ � ® ½ » «��¼

c) Montrer que les suites � ½ � � � �   et � ¿ � � � �   sont toutes deux convergentes dans À ´ � Á �
vers une même limite Â que l’on précisera.

III.7 a) Montrer que l’application de À�´ � Á � dans lui-même qui à Ã associe ¾ ÃI¾ » « est
continue.

b) En déduire que les suites � ¶ � � � �   et � ¸ � � � �   sont aussi convergentes dans À�´ � Á � et
préciser leur limite.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, la précision et à la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené à prendre.

Dans tout l’énoncé de ce problème, I désigne un intervalle ouvert de IR symétrique par rapport
à l’origine, et ϕ une fonction paire, de classe C∞ sur I.

Toutes les fonctions considérées dans ce problème prennent leurs valeurs dans IR.
On note (E) l’équation différentielle linéaire homogène du second ordre en la fonction inconnue

y de la variable réelle x suivante :

(E) y′′(x) + ϕ(x)y(x) = 0.

On note f0 l’unique solution de (E) sur I vérifiant les conditions initiales f0(0) = 1 et f ′0(0) = 0,
et f1 l’unique solution de (E) sur I vérifiant les conditions initiales f1(0) = 0 et f ′1(0) = 1.

PARTIE I

I.1. Montrer que si y est une solution de (E) sur I, alors y est de classe C∞ sur I.

I.2. Montrer que si y est une solution de (E) sur I, alors la fonction x 7→ y(−x) est aussi solution
de (E) sur I.

I.3. Montrer que f0 est une fonction paire et f1 une fonction impaire.
Exprimer la solution générale de (E) sur I à l’aide de f0 et f1.
Déterminer parmi les solutions de (E) sur I celles qui sont paires et celles qui sont impaires.

I.4. On suppose que f0 ne s’annule pas sur I, et l’on pose u =
f1

f0

.

I.4.1. Montrer que u′ ne s’annule pas sur I, et exprimer
u′′

u′
en fonction de

f ′0
f0

.

I.4.2. En déduire qu’il existe une constante réelle B, que l’on calculera, telle que u′ =
B

f 2
0

.

I.4.3. On note u0 la primitive de
1

f 2
0

qui s’annule en x = 0. Exprimer f1 à l’aide de f0 et u0.
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I.5. Dans cette question, on suppose que I =
]
−π

2
, +

π

2

[
et que la fonction x 7→ cos2 x est solution

de (E) sur I.

I.5.1. Déterminer ϕ(x) et f0(x) pour tout x ∈ I.

I.5.2. Déterminer u0(x) pour tout x ∈ I. On pourra utiliser l’identité :

1

cos4 x
=

1 + tan2 x

cos2 x
.

et exprimer u0(x) comme fonction de tan x.

I.5.3. En déduire la valeur de f1(x) pour tout x ∈ I et expliciter la solution générale de (E)
sur I.

PARTIE II

Dans cette partie on suppose que I = IR et qu’en plus des conditions imposées au début de
l’énoncé, ϕ est 2π-périodique.

On s’intéresse aux éventuelles solutions 2π-périodiques de l’équation (E).

II.1. Soit y une solution de (E) sur IR.
Montrer que la fonction x 7→ y(x + 2π) est solution de (E) sur IR.

II.2. En déduire qu’il existe des constantes réelles w00, w01, w10, w11, que l’on déterminera en
fonction des valeurs prises par f0, f ′0, f1, f ′1 en 2π, telles que pour tout x ∈ IR on ait :

f0(x + 2π) = w00f0(x) + w10f1(x),

f1(x + 2π) = w01f0(x) + w11f1(x).

II.3. Soit W la matrice carrée d’ordre 2 définie par W =

(
w00 w01

w10 w11

)
.

Montrer que pour que (E) admette sur IR des solutions non identiquement nulles 2π-périodiques,
il faut et il suffit que W admette 1 pour valeur propre. On pourra exprimer une telle solution g
en fonction de f0 et f1 puis utiliser la périodicité de g.

II.4. Montrer que si (E) admet sur IR des solutions non identiquement nulles 2π-périodiques,
alors l’une au moins des deux fonctions f0 et f1 est 2π-périodique. On pourra, g étant une telle
solution, considérer les fonctions x 7→ g(x) + g(−x) et x 7→ g(x)− g(−x).

II.5. On suppose dans cette question que la fonction ϕ est définie par :

∀x ∈ IR, ϕ(x) = a− k2 sin2 x,

où a et k sont des constantes réelles choisies de telle sorte que la solution f0 sur IR de l’équation :

(E) y′′(x) + (a− k2 sin2 x)y(x) = 0

soit 2π-périodique (on ne cherchera pas à démontrer l’existence de telles constantes a et k).

Soit F la fonction définie pour tout x ∈ IR par F (x) =

∫ +π

−π

ek cos t cos xf0(t)dt.

On note K la fonction définie pour tout (x, t) ∈ IR2 par K(x, t) = ek cos t cos x.

II.5.1. Montrer que F est de classe C2 sur IR et paire.
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II.5.2. Vérifier que pour tout couple (x, t) ∈ IR2 on a :

∂2K

∂x2
(x, t) + (a− k2 sin2 x)K(x, t) =

∂2K

∂t2
(x, t) + (a− k2 sin2 t)K(x, t).

En déduire que pour tout x ∈ IR on a :

F ′′(x) + (a− k2 sin2 x)F (x) =

∫ +π

−π

∂2K

∂t2
(x, t)f0(t)dt +

∫ +π

−π

(a− k2 sin2 t)K(x, t)f0(t)dt,

puis, au moyen d’une double intégration par parties, que F est solution de (E) sur IR.

II.5.3. Déduire de ce qui précède qu’il existe une constante réelle λ telle que pour tout x ∈ IR
on ait : ∫ +π

−π

ek cos t cos xf0(t)dt = λf0(x).

PARTIE III

Dans cette partie, on suppose que I =
]
−π

2
, +

π

2

[
et que ϕ est une fonction constante sur I,

égale à ω2, avec ω > 0.

III.1. Déterminer dans ce cas la solution générale de l’équation (E) sur I, ainsi que ses solutions
f0 et f1.

III.2. Soit z une fonction de classe C∞ sur ]− 1, +1[. Montrer que la fonction y définie pour tout
x ∈ I par y(x) = z(sin x) est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur ]− 1, +1[
de l’équation différentielle :

(E ′) (1−X2)z′′(X)−Xz′(X) + ω2z(X) = 0.

III.3. Soit z une solution de (E ′) sur ] − 1, +1[, admettant sur ] − 1, +1[ un développement en

série entière z(X) =
+∞∑
n=0

anX
n.

III.3.1. Déterminer une relation de récurrence reliant an+2 à an pour tout n ∈ IN. En déduire
pour tout p ∈ IN∗ les expressions de a2p en fonction de p, ω et a0, et de a2p+1 en fonction de p, ω
et a1.

Pour quelles valeurs de ω l’équation (E ′) admet-elle des solutions polynomiales non identique-
ment nulles ?

Montrer que quelles que soient les valeurs de a0, a1 et ω, le rayon de convergence de la série

entière
+∞∑
n=0

anX
n est supérieur ou égal à 1.

III.3.2. On note z0 la solution de (E ′) développable en série entière sur ]−1, +1[ correspondant
au choix a0 = 1, a1 = 0, et z1 la solution de (E ′) développable en série entière sur ] − 1, +1[
correspondant au choix a0 = 0, a1 = 1.

Donner une expression, sur I, des fonctions x 7→ cos ωx et x 7→ sin ωx à l’aide des fonctions
z0, z1 et sin.
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III.3.3. Soit m un nombre entier strictement positif.

Exprimer cos 2mx et sin(2m + 1)x, pour tout x ∈
]
−π

2
, +

π

2

[
, sous la forme :

cos 2mx = Pm(sin x), sin(2m + 1)x = Qm(sin x),

où Pm est une fonction polynomiale de degré 2m et Qm une fonction polynomiale de degré 2m+1.
Ces expressions sont-elles valides sur IR tout entier ?

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées 

 
NB. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il est amené à prendre. 
 
 
 
Notations : 

• R  désigne l’ensemble des nombres réels. 
• C  désigne l’ensemble des nombres complexes. 
• ( )IC ,K désigne l’ensemble des fonctions continues de I dans K où K désigne R  ou C . 

• ( )IkC ,K désigne l’ensemble des fonctions de classe kC de I dans K où K désigne R  ou C . 

• [ ]1−n XR désigne l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 1n − , à coefficients 
réels. 

 
Convention : On convient d’identifier les fonctions polynômes au polynômes qui leur correspond. 
 
 
 
 

Partie 1 : Quelques résultats préliminaires 
 
 
1) On définit les fonctions ϕ  et ψ  de [1, + ∞[ dans R  respectivement par : 
 

1 11
1

n +⎛ ⎞= − ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

x(x)
x x

ϕ  et 1 21
1 1

n +⎛ ⎞= − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

x(x) .
x x

ψ  

 
1.1) Étudier les variations des fonctions ϕ  et ψ , préciser leurs limites en + ∞. 
En déduire le signe de chacune des fonctions sur [1, + ∞[. 
 

1.2) On considère un repère orthonormal ( )O;i, j , du plan. 

Représenter graphiquement les fonctions ϕ  et ψ dans ce repère. 
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2) On définit les suites ( ) ∈n *nu N  et ( ) ∈n *nv N  par : 

 

∀ ∈ *n N ,     ( )
1

1 1
n

n
p

u n
p=

= −∑ n    et   
1

1 1 1
n

n
p

v (n ).
p=

= − +∑ n  

 
Montrer que ces suites sont adjacentes. 
On note γ  leur limite commune, le réel γ  est appelé constante d’Euler, qu’on ne cherchera pas à 
calculer. 
 
3) Soit n un entier naturel, on définit la fonction f de ]0, 1] dans R   par : 

1 (1- )
=

n- xf (x)
x

 

 
3.1) Montrer que la fonction f est intégrable sur ]0, 1]. 
 
3.2) Montrer que la fonction f est une fonction polynôme élément de  [ ]1−n X .R  

Donner l’expression de f dans la base ( )2 11 Χ Χ Χ −n, , , ...,  

 

3.3) Montrer que la famille ( ) ( )( )11 1 1 1 −− − − n, X , X ²,..., X est une base de [ ]1−n X .R   

Donner l’expression de f dans cette base. 
 

3.4) Calculer de deux façons différentes l’intégrale 
1

0
d= ∫ f (t) t.Ι  

Pour n entier naturel et p entier compris entre 0 et n, on note : 
( )

n n! .
p p! n p !
⎛ ⎞

=⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 

Déduire des deux expressions trouvées pour I que :  
 

1

1 1

1
p-

n n

p p

n
p

.
p p= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ =∑ ∑

(-1)
 

 
 
 
 

Partie 2 : Transformée de Laplace 
 
 
Soit E l’ensemble des fonctions f élément de C(]0, + ∞[, C ), telles que : 
 

• Pour tout réel a  strictement positif, f est intégrable sur l’intervalle ]0, a]. 
 

• A chaque fonction f on peut associer Α +∈ * ,R  β +∈ * ,R  et ∈n N  tels que : 
 

∀ ∈ ∞[ ,+ [,x Α   ≤ nf (x) x .β  
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4) Soit x et a deux réels strictement positifs, calculer ( )1∫ n
a

x
t dt. 

Montrer que la fonction logarithme est élément de E. 
 
5) Montrer que l’ensemble E est un C - espace vectoriel. 
 
6) Soit x un réel strictement positif. 
Montrer que, si f est élément de E, alors la fonction xϕ  définie de ]0,+ ∞[ dans C  par 

ϕ −=(t) (t) xt
x f e , est intégrable sur ]0, + ∞[. 

 
On définit alors et on note L (f) la transformée de Laplace d’un élément f de E par : 
 

]0,+ [,∀ ∈ ∞x  
0

( )( ) ( ) .
+∞

−= ∫ xf x e dtf t tL  

 
7) Montrer que l’application L définie sur E est une application linéaire. 
 
8) Si f est élément de ( )1 ∞[0,+ [,C C  tel que ′f  soit élément de E, calculer L ( ′f ) en fonction de  
L (f) et de 0f ( ) . 
 
9) Soit k un entier naturel, montrer que kf  définie de +

*R  dans R  par = k
kf (t) t , est élément de E. 

Soit α un réel positif, on pose 
0

α
−= ∫ dk xt

kI t e t.  

Déterminer une relation de récurrence entre 1+kI  et kI . 
En déduire la transformée de Laplace de kf . 
 
10) Soit ω  un réel et fω  l’application définie de ]0, + ∞[ dans C  par i= tf (t) e .ω

ω  
 
10.1) Montrer que fω  est élément de E. 
 
10.2) Calculer la transformée de Laplace de f .ω  
 
10.3) En déduire les transformées de Laplace des fonctions définies de ]0,+ ∞[ dans R  par : 
 

cos cos=(t) ( t)ω ω   et  sin sin=(t) ( t).ω ω  
 
 
 

Partie 3 : Transformée de Laplace de la fonction de Bessel 
 
 
On définit la fonction de Bessel de R  dans R  par : 

1 π

0
cos( cos d

π
= ∫J(t) t ) .θ θ  
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11) Montrer que J est élément de ( )2C ,R R , exprimer ′J  et ′′J  à l’aide d’une intégrale. 
 
12) Montrer que : 

∀ ∈t ,R   2

0
cos cos d′ = − ∫tJ (t) sin (t ) .

π
θ θ θ

π
 

 
13) Montrer que l’application J est solution sur R  de l’équation différentielle : 

( ) 0′′ ′+ + =E : t J J t J .  
 
14) Montrer que l’application J est élément de E défini dans la partie 2. 
 

15) Soit x un réel strictement positif, on pose : ( ) 2 20

d
cos

=
+∫xI .

x

π θ
θ

 

15.1) Montrer que : ( ) 2
2 20

2 d
cos

=
+∫xI .

x

π
θ

θ
 

15.2) Calculer l’intégrale 2
2 20

d
cos+∫ .

x

π
θ

θ
 En déduire I(x). 

Indication : on peut faire le changement de variable θ= tanu .  
 
 
16) On admet avoir le droit de permuter l’ordre d’intégration soit : 
 

0 0 0 0

1 1π π
θ θ θ θ

π π

+∞ +∞
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫cos cos d d cos cos d dxt xt(t ) e t (t ) e t .  

 
Calculer la transformée de Laplace de l’application J. 
 
 
 

Partie 4 : Transformée de Laplace de la fonction logarithme 
 
 
17) Montrer que la fonction g définie de ]0,+ ∞[ dans R  par g 1−= t(t) e tn  est intégrable 
 sur ]0,+ ∞[. 
 
18) Soit ( ) ∈n *nU N  la suite de fonctions définies de ]0, + ∞[ dans R  par : 

∀ ∈ *n N ,     ( ) ( )1 1

0

⎧⎛ ⎞⎪ − ∈⎜ ⎟= ⎨⎝ ⎠
⎪ ≥⎩

si ]0, [

si

n

n
x

x
x x x nU n

x n

n  

 
18.1) Montrer que : 

]-1,+ [∀ ∈ ∞u ,     1n (1+ ) ≤u u.  
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En déduire que : 

+∀ ∈ *x R ,    ∀ ∈ *n N ,    ( )0 1−≤ ≤ nx
nU (x) e x .  

 
18.2) Pour x réel strictement positif fixé, déterminer la limite de la suite ( ) ∈n *nU (x) N . 

On admet que : 

( )
0 0

1
+∞ +∞

−

→ ∞

=∫ ∫
n +

n d lim dx
ne x x U (x) x.  

 

19) Soit n un entier naturel, on note ( )
0

1⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ln d .

nn

n
tJ t t
n

 

 
19.1) Montrer l’existence de l’intégrale nJ . 
 

19.2) Soit p un entier naturel et ε un élément de ]0, 1[, calculer l’intégrale ( )
1

ε∫ ln d ,pu nu u  en 

déduire la converge de l’intégrale ( )
1

0∫ ln dpu nu u  et calculer cette intégrale. 

 
19.3) Soient n un entier naturel et p un entier compris entre 0 et n, montrer que : 
 

11 1
1 1 1

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

n n
.

n p p p
 

 
 
19.4) Utiliser le résultat de la question 3.4.) pour exprimer Jn en fonction de un défini dans la partie 
1 question 2. 

20) En déduire la valeur de l’intégrale ( )
0

1
+∞

−∫ n dxe x x  en fonction de la constante d’Euler. 

 
21) Montrer que la transformée de Laplace de la fonction logarithme est définie sur ]0,+∞[ et 
calculer sa transformée de Laplace. 
. 
 
 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont autorisées 

 
NB. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il est amené à prendre. 
 

Remettre à chaque candidat une feuille de papier millimétré 
 
 

Problème 1 
 
 
On considère l’espace vectoriel 2E R [X]=  des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur 
ou égal à deux. 
 
Si P appartient à E, on désigne par P’ son polynôme dérivé. 
 

Soit ϕ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
→

′ ′ ′′ ′′→ + + =

x
, ,

E E R
P Q P Q P Q P Q P Q

 

 
1) Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E. 
 
2) Soit ( )21=cB ,X ,X  la base canonique de E. 

Vérifier que cB  est une base orthogonale de ( )E, .  

Donner une base orthonormée B de ( )E, .  
 

3) On considère la matrice 
1 0 0
0 1 0
0 0 4

S=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Soit 
2

2

= + + ∈

′ ′ ′= + + ∈

P a bX cX E

Q a b X c X E
     Vérifier que ( ) [ ]

′⎡ ⎤
⎢ ⎥′= ⎢ ⎥
⎢ ⎥′⎣ ⎦

a
P,Q a b c S b

c
ϕ  
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4) Soit u un endomorphisme de E et soit A sa matrice dans la base canonique de E. 
Montrer l’équivalence des deux propriétés : 
a) ( ) 2∀ ∈P,Q E ,    ( ) ( ) =u P ,u Q P,Q  

b) =t A S A S  
 
5) On note ( )M R3 , l’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients réels.  

Montrer que ( ){ }3G = ∈ =tA M R , A S A S  est un groupe pour la multiplication des matrices 
carrées. 
 
6) Soit v l’application qui à tout polynôme P de E associe ( )Q = v P tel que pour tout x réel, 
Q(x)= P(1-x).  
 
a) Démontrer que v est un endomorphisme de E. 
b) Calculer la matrice de v dans la base canonique de E. 
c) Est-ce que v vérifie la propriété définie dans la question 4) ? 
d) Montrer que v est bijectif et préciser v -1. 
 

7) Soit ( )
:E E

P P = P+P +P
ψ →

′ ′′→ ψ
     et 

( )
1

1

: E E

P P P P

ψ →

′→ ψ = −
 

 
a) Montrer que 1ψ  et ψ  sont deux endomorphismes de E. 
b) Calculer leurs matrices dans la base canonique de E. 
c) Déterminer 1ψοψ  ; conclusion ? 
d) En déduire une solution particulière et la solution générale de l’équation différentielle 

2 5 9y y x x′− = + +  
 
8) On considère l’endomorphisme r de E qui a pour matrice dans la base orthonormée B de E : 
 

1 1 3 3 1
1 1 3 1 1 3
3

1 3 3 1 1

A

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟

= ⎜ − − − ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

 
L’espace E est orienté de telle façon que la base orthonormée B soit directe. 
 
a) Montrer que A est une matrice orthogonale 
b) Rechercher les vecteurs invariants par r. 
c) En déduire que r est une rotation dont on précisera l’axe et l’angle en ayant choisi une orientation 

de l’axe. 
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Problème 2 
 
 
Le plan P est muni d’un repère orthonormé R = (O ; i , j). 
 
1) Étude complète de l’arc paramétré (C) : x = t2 ; y = t3 
 
2) Soit ( )Γ  la courbe d’équation cartésienne dans le repère R : 

2 4 4
27 27

y x⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
a) Quelle est la nature de ( )Γ  ? 

b) Vérifier que 
2

6 2 2 2
2

4 16 2 4
27 9 927

t t t t⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
c) En déduire que ( ) ( ) { }C A, B∩ Γ = , A et B étant deux points symétriques par rapport à l’axe 
x Ox′  dont on donnera les coordonnées ; A sera celui d’ordonnée positive.  
 
d) Montrer que les deux courbes (C) et (Γ) ont même tangente en A, tangente dont on donnera 
le point d’intersection F avec x Ox′ . Soit (T) cette tangente. 
 
e) Soit (N) la normale commune à (C) et (Γ) en A ; montrer que ( ) ( ) { }N C A, D∩ = où D est un 
point dont on donnera les coordonnées et que (N) est tangente à (C) en D. 
 
f) Calculer les coordonnées du deuxième point d’intersection E de (N) et de (Γ). 

 
3) Sur la feuille de papier millimétré, dessiner avec soin les courbes (C) et (Γ) : 
 

On prendra pour unité de base : 2
27

 en abscisses et en ordonnées, et on mettra l’origine sur le 

bord gauche de la feuille. 
 
On tracera (T) et (N) et on placera les points A, B, D, E, F. 
 
 
 
 
 
 

 
Fin de l’énoncé 



Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *
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Exercice
Les différentes parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie I : Etude de polynômes de C[X].

1) a) Soit le nombre complexe j = e
2iπ
3 = cos(2π

3
) + i sin(2π

3
).

Calculer successivement pour k = 3p, k = 3p + 1 et k = 3p + 2, où p ∈ N, la
valeur de la somme

S(k) = 1 + jk + (j2)k

b) Soit P un polynôme à coefficients complexes, de la forme P =
n∑

k=0

akX
k.

Calculer P (X) + P (jX) + P (j2X), on exprimera le résultat en fonction des
coefficients ak de P .

Indication : on pourra éventuellement distinguer les différents cas : n = 3N ,
n = 3N + 1 et n = 3N + 2, où N ∈ N.

2) a) Soit k ∈ C. Développer et simplifier le polynôme :

Rk(X) = (X − k)(jX − k)(j2X − k)

b) Soit le polynôme Q(X) = (X − 1)(X − 2)(X − 3)(X − 4). On lui associe le
polynôme T (X) = Q(X)Q(jX)Q(j2X).
Montrer que T est un polynôme en X3.

c) En posant Y = X3, déterminer un polynôme H tel que H(Y ) = T (X). Déterminer
les racines du polynôme H(Y ).

d) Déterminer de deux façons différentes les racines du polynôme T .

Partie II : Etude d’une famille de matrices de M3(C).

Soit E = M3(C), l’ensemble des matrices à coefficients complexes d’ordre 3.

On note I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 la matrice unité, et on considère la matrice K =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

.

1) a) Vérifier que K3 = I.

b) Calculer A = (jK − I)(j2K − I) et B = (K − I)(K − jI)(K − j2I).

2) a) Pour une matrice M de M3(C) on définit

P (M) =
1

3

(
I + M + M2

)
Calculer P1 = P (K), P2 = P (j2K), P3 = P (jK).
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b) Calculer les produits matriciels P1P2, P1P3 et P2P3.

c) Vérifier que P 2
1 = P1, P 2

2 = P2 et P 2
3 = P3.

3) Soit F =

{
M(a, b, c) =

 a c b
b a c
c b a

 ; (a, b, c) ∈ C3

}
.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(C).

b) Déterminer une base et la dimension de F .

4) Soit F ′ = Vect(P1, P2, P3).

a) Montrer que (P1, P2, P3) est une base de F ′.

b) Montrer que F ′ est stable pour le produit matriciel, c’est à dire que

∀(M, N) ∈ F ′2, MN ∈ F ′

c) Montrer que F = F ′.

d) Soit une matrice M(a, b, c) de F , déterminer ses coordonnées (α, β, γ) dans la
base (P1, P2, P3).

5) Soit M(a, b, c) = αP1 + βP2 + γP3, avec (α, β, γ) vérifiant les relations déterminées à
la question II.4.d). Montrer que :

∀n ∈ N, [M(a, b, c)]n = unP1 + vnP2 + wnP3

avec (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites complexes dont on déterminera les ex-
pressions pour tout n ∈ N, en fonction de α, β et γ.

6) Soit D(a, b, c) = M(a, b, c)M(a, bj, cj2)M(a, bj2, cj).

a) On note (α, β, γ) les coordonnées de M(a, b, c) dans la base (P1, P2, P3).
Déterminer en fonction de (α, β, γ), les coordonnées respectives de M(a, bj, cj2)
et M(a, bj2, cj).

b) En déduire la décomposition de D(a, b, c) dans la base (P1, P2, P3), sans recourir
à un produit matriciel explicite.

7) Soit U = M(a, b, c), telle que :


a + b + c = j
a + bj + cj2 = j2

a + bj2 + cj = 1
.

Montrer que G(U) =
{
Uk; k ∈ N

}
est un ensemble fini que l’on déterminera.

Partie III : Etude d’une sous-famille de F.

On pose dans cette partie

G =

N(a, b) =

 a b b
b a b
b b a

 ; (a, b) ∈ C2


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1) a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de l’espace F défini dans la Partie II.

b) On pose S = N(0, 1). Montrer que la famille (I, S) est une base de G.

2) a) Pourquoi peut-on affirmer, sans calcul, que S est diagonalisable ?

b) Déterminer les valeurs propres de S.

c) Déterminer une matrice P inversible, et une matrice D diagonale telles que

P−1SP = D

3) En déduire que, pour tout couple (a, b) ∈ C2, la matrice N(a, b) est diagonalisable, et
la diagonaliser.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) ∈ C2 pour que N(a, b) soit
inversible.

5) Soit n ∈ N∗. Exprimer [N(a, b)]n à l’aide de P , P−1, a, b, et n.

FIN DE L’EXERCICE

Problème
Les parties I et II de ce problème sont largement indépendantes.

Préliminaires : suites adjacentes.

Soit n0 un entier naturel, et u = (un)n>n0 et v = (vn)n>n0 deux suites réelles. On dit que le
couple (u, v) est un couple de suites adjacentes si

u est une suite décroissante
v est une suite croissante
lim

n→∞
(un − vn) = 0

On pose pour tout entier n > n0, wn = un − vn.

1) a) Montrer que : ∀n > n0, wn 6 un0 − vn.

b) Montrer que (wn)n>n0 est monotone et déterminer son sens de variation.

c) Montrer que la suite v est majorée.

d) Montrer que la suite v converge. On note ` sa limite.

2) En déduire que la suite u converge, et que sa limite est `.

3) Montrer que : ∀n > n0, vn 6 ` 6 un.

On vient entre autres, de prouver le théorème suivant : Si (u, v) est un couple de suites
adjacentes, alors ces deux suites convergent, et ont de plus même limite.

Page 4/7



Partie I : La constante γ. Une expression sous forme de série.

On pose pour tout entier naturel n > 2,

Sn =
n∑

k=1

1

k
, un = Sn − ln n, vn = Sn−1 − ln n

1) a) Montrer que : ∀x ∈ [0, 1[, x + ln(1− x) 6 0.

b) Montrer que : ∀x ∈ [0, 1[, x− ln(1 + x) > 0.

2) a) Montrer que la suite u = (un)n>2 est décroissante.

b) Montrer que la suite v = (vn)n>2 est croissante.

c) Montrer que (u,v) est un couple de suites adjacentes.

d) On note γ leur limite commune (qui existe vu le préliminaire). Donner à l’aide
de la question 3) des préliminaires, un encadrement de γ à 10−1 près.

3) Pour tout entier n > 1, on pose :

xn =
1

n
+ ln

(
n

n + 1

)
a) Faire un développement limité de xn, en 1/n, à l’ordre 2.

b) Quelle est la nature de la série
∑
n>1

xn ?

c) En déduire que

γ =
+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
Partie II : Une expression intégrale de la constante γ.

On pose pour tout x > 0,

g(x) =
1

1− e−x
− 1

x

1) a) On pose pour tout x réel, f(x) = x− 1 + e−x. Donner un équivalent simple de f
en 0.

b) En déduire que g se prolonge en une fonction continue sur R+ (encore notée g).

c) Montrer que g est bornée sur R+. On notera K un réel tel que pour tout x > 0,
|g(x)| 6 K.

2) On pose

I =

∫ +∞

0

e−xg(x)dx

Montrer que l’intégrale I est convergente.
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3) On note pour tout n ∈ N∗, et tout X > 0

In =

∫ +∞

1

e−x − e−nx

x
dx et In(X) =

∫ X

1

e−x − e−nx

x
dx

a) Montrer que l’intégrale In est convergente. En déduire que In(X) a une limite
lorsque X tend vers +∞. Exprimer cette limite à l’aide des données du problème.
On ne demande pas de calculer la valeur de la limite.

b) On note

J(X) =

∫ X

1

e−x

x
dx et Kn(X) =

∫ X

1

e−nx

x
dx

i) Montrer que J(X) et Kn(X) ont des limites lorsque X tend vers +∞.

ii) Montrer que Kn(X) =

∫ nX

n

e−x

x
dx.

iii) En déduire que In =

∫ n

1

e−x

x
dx.

c) En utilisant II.3.b.iii) montrer que

In = ln n−
∫ n

1

1− e−x

x
dx

4) Posons F (t) =

∫ 1

0

e−x − e−xt

x
dx.

a) On pose pour t ∈ R et x ∈ R∗,

ϕt(x) =
e−x − e−xt

x

Montrer que ϕt peut être prolongée par continuité en 0. On continuera de noter
ϕt la fonction continue sur R ainsi déterminée.

b) Montrer que la fonction F est définie sur R.

c) A l’aide d’une inégalité de Taylor, montrer qu’il existe une constante M (à
déterminer) telle que :

∀h ∈ [−1, 1],∀x ∈ [0, 1],
∣∣e−hx − 1 + hx

∣∣ ≤ h2x2

2
M

d) Soit t ∈ R et h ∈ [−1, 0[∪]0, 1], montrer que :∣∣∣∣∣F (t + h)− F (t)

h
−

∫ 1

0

e−xtdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|h|x
2

e−xtMdx

e) En déduire que F est dérivable sur R et déterminer F ′(t) pour tout t ∈ R.

f) Calculer F (1).
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g) En utilisant II.4.e) et II.4.f), montrer que F (t) =

∫ t

1

1− e−x

x
dx.

5) a) Montrer que l’intégrale

∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx est convergente.

b) Montrer que In = ln n−
∫ 1

0

e−x − e−nx

x
dx.

c) En déduire que

∫ +∞

0

e−x − e−nx

x
dx = ln n.

6) Pour tout n > 2, on pose

Ln =

∫ +∞

0

(e−x − e−nx)g(x)dx

a) Montrer que pour tout entier n > 2, |Ln − I| 6 K

n
.

On rappelle que K a été définie en II.1.c).

b) Montrer que la suite (Ln)n>2 converge. Donner sa limite.

c) Montrer que pour tout entier n > 2, Ln = vn.

d) En déduire que

γ =

∫ +∞

0

e−xg(x)dx

FIN DU PROBLÈME

* * * * *

FIN DU SUJET

* * * * *
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Les calculatrices sont autorisées.

* * *

NB: Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la

rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur

sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené

à prendre.

* * *

AUTOUR DE LA FONCTION ZETA ALTERNÉE DE RIEMANN

Objectifs : On note F la fonction zeta alternée de Riemann dé�nie par

F (x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nx

et ζ la fonction zeta de Riemann dé�nie sur ]1,+∞[ par

ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx
.

Ce problème propose une étude croisée de quelques propriétés de F et ζ.
Mise à part la partie III. qui utilise des résultats de la partie I., les parties sont dans une très
large mesure indépendantes.
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I. Généralités

1. Déterminer l'ensemble de dé�nition de F .

2. On considère la suite de fonctions (gn)n>1 dé�nies sur [0, 1[ par

gn(t) =
n∑

k=0

(−t)k.

Déterminer la limite simple g de (gn) puis, en utilisant le théorème de convergence dominée,

montrer que F (1) =

∫ 1

0

g(t) dt. En déduire la valeur de F (1).

3. Démontrer que la série de fonctions
∑
n>1

(−1)n−1

nx
converge normalement sur [2,+∞[. En

déduire la limite de F en +∞.

4. Dérivabilité de F

(a) Soit x > 0. Étudier les variations sur ]0,+∞[ de la fonction t 7→ ln t

tx
et en déduire que

la suite

(
lnn

nx

)
n>1

est monotone à partir d'un certain rang (dépendant de x) que l'on

précisera.

(b) Pour n > 1, on pose fn : x 7→ (−1)n−1

nx
.

Si a est un réel strictement positif, démontrer que la série des dérivées
∑
n>1

f ′n converge

uniformément sur [a,+∞[.
En déduire que F est une fonction de classe C1 sur ]0,+∞[.

5. Lien avec ζ
Calculer, pour x > 1, F (x)− ζ(x) en fonction de x et de ζ(x). En déduire que :

F (x) = (1− 21−x)ζ(x) .

Puis en déduire la limite de ζ en +∞.

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-même

On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries
∑
n>1

an et
∑
n>1

bn est la série
∑
n>2

cn où

cn =
n−1∑
k=1

akbn−k. Dans cette partie, on veut déterminer la nature selon la valeur de x, de la série∑
n>2

cn(x), produit de Cauchy de
∑
n>1

(−1)n

nx
par elle-même.

Cette étude va illustrer le fait que le produit de Cauchy de deux séries convergentes n'est pas
nécessairement une série convergente.
Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal à 2 et x un réel strictement
positif.
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6. Étude de la convergence

(a) Indiquer sans aucun calcul la nature et la somme en fonction de F de la série produit∑
n>2

cn(x), lorsque x > 1.

(b) Démontrer que pour x > 0, |cn(x)| > 4x(n− 1)

n2x
.

En déduire pour 0 < x 6
1

2
, la nature de la série

∑
n>2

cn(x).

7. Cas où x = 1
On suppose dans cette question 7. que x = 1.

(a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
1

X(n−X)
.

En déduire une expression de cn(x) en fonction de
Hn−1

n
où Hn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
(somme partielle de la série harmonique).

(b) Déterminer la monotonie de la suite

(
Hn−1

n

)
n>2

.

(c) En déduire la nature de la série
∑
n>2

cn(x).

III. Calcul de la somme d'une série à l'aide d'une étude de zeta au voisinage de 1.

8. Développement asymptotique en 1

(a) Écrire en fonction de ln 2 et de F ′(1) le développement limité à l'ordre 1 et au voisinage
de 1 de la fonction F puis déterminer le développement limité à l'ordre 2 et au voisinage
de 1 de la fonction x 7→ 1− 21−x.

(b) En déduire deux réels a et b qui s'écrivent éventuellement à l'aide de ln 2 et F ′(1) tels
que l'on ait pour x au voisinage de 1+ :

ζ(x) =
a

x− 1
+ b+ o(1).

9. Développement asymptotique en 1 (bis)
On considère la série de fonctions

∑
n>1

vn où vn est dé�nie sur [1, 2] par

vn(x) =
1

nx
−
∫ n+1

n

dt

tx
.

(a) Justi�er que pour n > 1 et x ∈ [1, 2], on a :

0 6 vn(x) 6
1

nx
− 1

(n+ 1)x
.

(b) Justi�er que pour x ∈ [1, 2], la série
∑
n>1

vn(x) converge. On note alors γ =
+∞∑
n=1

vn(1)

(c'est la constante d'Euler).
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(c) Exprimer pour x ∈]1, 2], la somme
+∞∑
n=1

vn(x) à l'aide de ζ(x) et 1− x.

(d) Démontrer que la série de fonctions
∑
n>1

vn converge uniformément sur [1, 2] (on pourra

utiliser le reste de la série).

(e) En déduire que l'on a pour x au voisinage de 1+ :

ζ(x) =
1

x− 1
+ γ + o(1).

10. Application
Déduire des résultats précédents une expression à l'aide de ln 2 et γ de la somme

+∞∑
n=1

(−1)n−1 lnn

n
.

IV. Calcul des F (2k) à l'aide des nombres de Bernoulli

Dans cette partie, on se propose d'établir une formule permettant de calculer la valeur des
ζ(2k) avec un entier k > 1. Pour cela, on introduit les polynômes et nombres de Bernoulli.
R[X] désigne la R-algèbre des polynômes à coe�cients réels.
On identi�e un polynôme et sa fonction polynomiale associée.

On dit qu'une suite (Bn) de R[X] est une suite de polynômes de Bernoulli si elle véri�e les
propriétés suivantes :

B0 = 1, ∀n ∈ N∗, B′n = nBn−1 et

∫ 1

0

Bn(t) dt = 0.

On admet qu'il existe une et une seule suite de polynômes de Bernoulli que l'on notera (Bn).
On l'appelle la suite de polynômes de Bernoulli.
On pose bn = Bn(0), bn est appelé le n-ième nombre de Bernoulli.

11. Calculer B1 et B2. En déduire b1 et b2.

12. Calculer pour n > 2, Bn(1)−Bn(0).

13. Symétrie
Démontrer que pour tout n ∈ N, on a Bn(X) = (−1)nBn(1−X).

14. Développement en série de Fourier
Soit k un entier naturel. On dé�nit l'application gk de R dans R par :

gk(x) = B2k

( x
2π

)
pour x ∈ [0, 2π[ et gk est périodique de période 2π.

Justi�er avec soin qu'il existe une unique suite de réels (an(k))n>0 telle que pour tout réel x,
on ait :

gk(x) =
a0(k)

2
+

+∞∑
n=1

an(k) cos(nx).
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15. Expression des coe�cients

(a) Soient n > 1 et k > 1. Montrer que l'on a :

an(k) =
k

(nπ)2

(
B2k−1(1)−B2k−1(0)

)
− (2k)(2k − 1)

(2nπ)2
an(k − 1).

(b) En déduire la valeur de an(1) pour n > 1.

(c) Conclure que pour n > 1 et k > 2, on a :

an(k) =
(−1)k−1(2k)!

22k−1(nπ)2k
.

On remarquera pour la suite (sans le redémontrer) que cette formule reste vraie pour k = 1.

16. Conclusion
Déterminer pour k > 1 une relation entre ζ(2k) et b2k.

17. Calcul e�ectif des bn
(a) Démontrer en utilisant une formule de Taylor que pour tout n ∈ N, on a

Bn(X) =
n∑

k=0

(
n

k

)
bn−kX

k.

(b) En déduire une relation de récurrence permettant de calculer les nombres de Bernoulli
sans avoir à déterminer les polynômes de Bernoulli associés. Écrire, dans un des langages
au programme, un petit algorithme permettant d'obtenir la valeur de bn pour un entier
n donné.

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.

* * *

NB: Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la

rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur

sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené

à prendre.

* * *

MATRICES DONT LES VALEURS PROPRES SONT SUR LA DIAGONALE

Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices
ayant leurs valeurs propres sur la diagonale. Ce problème s'intéresse aux matrices véri�ant
cette particularité.

Dans ce problème, toutes les matrices sont à coe�cients réels et n est un entier, n > 2.

On dira qu'une matrice A = (aij) de Mn(R) est une matrice à diagonale propre si son
polynôme caractéristique est scindé sur R et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres
avec le même ordre de multiplicité, c'est-à-dire si le polynôme caractéristique de A est

χA(X) =
n∏

i=1

(aii −X).

On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour A est une matrice à diagonale propre. On
notera En l'ensemble des matrices deMn(R) à diagonale propre.
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I. EXEMPLES

1. Soient α un réel et M(α) =

1 −1 α
0 2 −α
1 1 2− α

.

(a) Calculer, en donnant le détail des calculs, le polynôme caractéristique de la matrice
M(α). Démontrer que, pour tout α, la matrice M(α) est une matrice à diagonale
propre.

(b) Quelles sont les valeurs de α pour lesquelles la matrice M(α) est diagonalisable ?

2. On considère la matrice A =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

. Cette matrice antisymétrique A est-elle une

matrice à diagonale propre ?

3. Cas n = 2
Déterminer E2 puis montrer que E2 est une partie fermée deM2(R).

II. TEST DANS LE CAS n = 3

4. Donner une condition nécessaire et su�sante pour qu'une matrice à diagonale propre soit
inversible. Donner un exemple de matrice à diagonale propre (non diagonale) de M3(R),
inversible et telle que A−1 est également une matrice à diagonale propre. On donnera A−1.

5. Soit A = (aij) une matrice deM3(R), démontrer que A est une matrice à diagonale propre
si et seulement si, elle véri�e les deux propriétés suivantes :

detA =
3∏

i=1

aii et a12a21 + a13a31 + a23a32 = 0.

6. Utilisation de la calculatrice

(a) Écrire un algorithme en français qui, à partir d'une matrice A = (aij) ∈M3(R), teste si
la matrice est ou n'est pas une matrice à diagonale propre. On considère que l'algorithme
suppose connu le calcul du déterminant.

(b) Écrire ensuite cet algorithme sur la calculatrice (il n'est pas demandé d'écrire sur la
copie le programme en langage calculatrice). Parmi les matrices suivantes, indiquer les
matrices à diagonale propre :

A1 =

−1 0 3
−3 2 3
0 0 2

 A2 =

 5 2 2
−8 4 0
1 1 4

 A3 =

1 −1 4
0 2 −4
1 1 −2



A4 =

 4 2 0
0 2 0
−2 −2 2

 A5 =

 1 1 1
−1 1 1
−2 3 6

 A6 =

 2 0 2
−2 4 2
2 −2 2


A7 =

0 1 0
0 2 1
1 0 3

 A8 =

0 1 0
0 0 0
1 0 1

 .
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(c) Conjecturer une condition nécessaire et su�sante sur les produits

a12a21, a13a31 et a23a32

pour qu'une matrice A = (aij) ∈ M3(R) à diagonale propre inversible soit telle que
A−1 soit également une matrice à diagonale propre (on demande juste de donner cette
conjecture sans chercher à la prouver).

III. EXEMPLES DE MATRICES PAR BLOCS

7. SiM =

(
A B
0 C

)
est une matrice deMn(R) par blocs (les matrices A et C étant des matrices

carrées), démontrer que
detM = (detA)(detC)

(on pourra utiliser les matrices par blocs

(
Ir 0
0 C

)
et

(
A B
0 Is

)
en donnant des précisions

sur les tailles des matrices qui interviennent).

8. Donner un exemple d'une matrice M à diagonale propre de M4(R) (matrice 4 × 4) dans
chacun des cas suivants :

(a) La matrice M contient treize réels non nuls (on expliquera brièvement la démarche).

(b) M =

(
A B
0 C

)
où les matrices A,B et C sont toutes des matrices deM2(R) ne conte-

nant aucun terme nul (on expliquera brièvement la démarche).

IV. QUELQUES PROPRIÉTÉS

9. Si A est une matrice deMn(R) à diagonale propre, démontrer que, pour tout couple (a, b)
de réels, les matrices aA+ bIn et les matrices a tA+ bIn sont encore des matrices à diagonale
propre.

10. Si on note Gn l'ensemble des matrices à diagonale propre inversibles, démontrer que Gn est
dense dans En.

11. Matrices trigonalisables

(a) Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice à diagonale propre ?

(b) Justi�er qu'une matrice à diagonale propre est trigonalisable.

(c) Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour qu'une matrice de Mn(R) soit
semblable à une matrice à diagonale propre.

12. Démontrer que toute matrice deMn(R) est somme de deux matrices à diagonale propre.
En est-il un sous-espace vectoriel deMn(R) ?
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V. MATRICES SYMÉTRIQUES ET MATRICES ANTISYMÉTRIQUES

On notera Sn le sous-espace vectoriel deMn(R) formé des matrices symétriques et An le sous-
espace vectoriel deMn(R) formé des matrices antisymétriques.

13. Question préliminaire

Soit A = (aij) une matrice deMn(R), déterminer trace(tAA).

14. Matrices symétriques à diagonale propre

(a) Soit A = (aij) une matrice deMn(R), symétrique dont les valeurs propres sont notées
λ1, ..., λn.

Démontrer que
n∑

i=1

n∑
j=1

a2
ij =

n∑
i=1

λ2
i .

(b) Déterminer l'ensemble des matrices symétriques réelles à diagonale propre.

15. Matrices antisymétriques à diagonale propre

Soit A une matrice antisymétrique deMn(R) à diagonale propre.

(a) Démontrer que An = 0 et calculer (tAA)n.

(b) Justi�er que la matrice tAA est diagonalisable puis que tAA = 0.

(c) Conclure que A est la matrice nulle.

VI. DIMENSION MAXIMALE D'UN ESPACE VECTORIEL INCLUS DANS En

16. Question préliminaire

Indiquer la dimension de An (on ne demande aucune démonstration, la réponse su�t).

17. Soit F un sous-espace vectoriel deMn(R) tel que l'on ait F ⊂ En.
Démontrer que

dimF 6
n(n+ 1)

2
,

pour cela on pourra utiliser dim (F +An).
Quelle est la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel F deMn(R) véri�ant F ⊂ En ?

18. Déterminer un sous-espace vectoriel F deMn(R) véri�ant F ⊂ En, de dimension maximale,
mais tel que F ne soit pas constitué uniquement de matrices triangulaires.

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra 

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 

Le sujet comporte 6 pages. 

 

 

Notations :  

On note : 

       :  l’ensemble des nombres réels, 

  ln    :  la fonction logarithme népérien. 

 

 

Pour tout nombre réel x  tel que la série 

1

1

1
n

x
n n

converge (resp. la série 
0

ln 1 nx

n

e  

converge), on note 

1

1

1
n

x
n

x
n

 (resp 
0

ln 1 nx

n

f x e ) la somme de cette série. 

 

 

 

Objectifs : 
 

On se propose d’étudier quelques propriétés des fonctions  et f . 

Dans la partie I, on calcule trois valeurs exactes et une valeur approchée de n pour quatre entiers 

naturels n . La partie II est consacrée à une étude de la fonction f  en liaison avec 2 . Dans la 

partie III, on étudie de façon plus précise la continuité et le caractère 1C  de la fonction .  
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PARTIE I  

Quelques valeurs de la fonction  

 

 

 

I.1/ Calcul de 1 . 

  

 I.1.1/  Préciser, selon la valeur du nombre réel x , la limite de 1
xn

 lorsque l’entier n  tend 

vers . 

 

 I.1.2/  Montrer que l’ensemble de définition de la fonction  est 0 ;E . 

 

 

 I.1.3/ Pour tout entier naturel n , on pose 4

0
tan

n

nJ t dt . 

 

  I.1.3.1/ Préciser une primitive de la fonction tant t  et calculer 1J . 

 

  I.1.3.2/ Montrer que la suite nJ  est convergente et préciser sa limite. 

 

  I.1.3.3/ Calculer 2n nJ J  pour tout entier naturel n . 

 

  I.1.3.4/ En utilisant le résultat obtenu en I.1.3.3/, établir (par exemple par récurrence), 

pour tout entier naturel n  non nul, la relation : 

1

1

1 2 1

1

1
1

2

k
n

n

n

k

J J
k

. 

 

  I.1.3.5/ En déduire la valeur de 1 .  

 

 

I.2/ Une valeur approchée de 3 . 

 

Pour tout entier naturel n  non nul, on pose 

1

3
1

1
k

n

n
k

S
k

. 

   

 I.2.1/  Décrire, en français, un algorithme de calcul de nS  pour n  entier naturel non nul 

donné. 

 

 I.2.2/ En utilisant l’algorithme précédent et la calculatrice, donner la valeur décimale 

approchée par défaut  de 30S à la précision 10
-4

. 

 

  I.2.3/   Montrer que  est aussi la valeur décimale approchée par défaut de 3 à la précision 

10
-4

. 
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I.3/ Calcul de 2 et 4 .  

  

On considère la fonction g  définie sur ,  à valeurs réelles, 2 -périodique et vérifiant : 

2g x x  pour tout  ;x . 

Pour tout entier naturel n , on pose 2

0
cosn x nx dx . 

  

 I.3.1/  Calculer n  pour tout entier naturel n . 

 

 I.3.2/  Expliciter les coefficients de Fourier réels na g et nb g de la fonction g . 

 On rappelle que pour tout entier  naturel n  :  

 

1 cosna g g x nx dx   et   1 sinnb g g x nx dx . 

 

 I.3.3/  Justifier la convergence, pour  tout x  réel, de la série 
2

1

1
cos

n

n

nx
n

et expliciter 

sa somme 
2

1

1
cos

n

n

nx
n

 pour tout ;x . 

 

 I.3.4/  En déduire la valeur de 2 . 

 

 I.3.5/  Justifier la convergence de la série 
4

1

1

n n
 et calculer la valeur de sa somme 

4
1

1

n n
. 

 

 I.3.6/ En utilisant le résultat obtenu en I.3.3/, établir la convergence de la série 

3
1

1
sin

n

n

nx
n

 et expliciter sa somme 
3

1

1
sin

n

n

nx
n

 pour ;x . 

 

 I.3.7/  Justifier, pour tout x  réel, la convergence de la série 
4

1

1
cos

n

n

nx
n

 et calculer sa 

somme 
4

1

1
cos

n

n

nx
n

 pour ;x  en fonction de x  et 4 . 

 

  

 I.3.8/  En déduire la valeur de 4 . 
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PARTIE II  

Etude d’une fonction 

 

 

Pour tout entier naturel n  et tout nombre réel x , on note ln 1 nx

nu x e . 

Pour tout nombre réel x  tel que la série 
0

n

n

u x converge, on note 
0

n

n

f x u x  la somme de 

cette série. On se propose d’étudier quelques propriétés de la fonction f  en utilisant en particulier  
1

2
1

1
2

n

n n
. 

 

 

II.1/ Montrer que la fonction f  est définie sur 0 ; . 

On note désormais E  l’image par f  de l’intervalle 0 ; . 

 

II.2/ Montrer que la fonction f  est continue sur 0 ; . 

 

II.3/  Montrer que la fonction f  est strictement monotone  sur 0 ; . 

 

II.4/  Justifier l’affirmation :  E   est un intervalle de  . 

 

II.5/  Montrer que la fonction f  admet une limite finie  (que l’on précisera) en . 

 

II.6/  Pour tout nombre réel x  strictement positif, on désigne par  x la fonction définie sur  par : 

ln 1 tx

x t e . 

 

II.6.1/  Justifier la convergence de l’intégrale 
0

x t dt . 

 

II.6.2/  Etablir, pour tout nombre réel x >0, la double inégalité : 

 

                        
0 0

ln2x xt dt f x t dt . 

 

II.6.3/  Montrer l’existence de l’intégrale 
1

0

ln 1 y
dy

y
 et exprimer sa valeur en fonction 

de 2 . 
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         II.6.4/  Montrer qu’il existe une constante (que l’on précisera) telle que pour tout nombre 

réel x  strictement positif, on ait la double inégalité : 

 

f x
x x

. 

 

 II.6.5/  En déduire la limite de xf x  lorsque x  tend vers 0  et préciser  l’intervalle E . 

 

 

 

PARTIE III  

Propriétés de la fonction   

 

       

      Rappel : 

1

1

1
n

x
n

x
n

. 

 

III.1/ Montrer que pour tout nombre réel x  de 0 ;E , on a la double inégalité  

11 1
2x

x . 

 

III.2/   En déduire que la fonction  est bornée sur  E  et qu’elle admet une limite finie en  ; on 

précisera cette limite. 

 

 

III.3/  Continuité de la fonction . 

 

III.3.1/  En utilisant la notion de convergence normale, montrer que la fonction  est continue 

sur l’intervalle 1 ; .  

 

III.3.2/   Montrer que la fonction  est continue sur E . 

 

 

III.4/  Caractère 1C  de la fonction . 

 

III.4.1/   Soit x  un nombre réel fixé strictement positif, on désigne par x la fonction définie 

sur l’intervalle 2 ;   par 
ln

x x

t
t

t
.   

Etudier les variations de la fonction x  sur l’intervalle 2 ;  ; on précisera l’étude dans les 

deux cas : 

 

 III.4.1.1/ lorsque 1
ln2

x . 

 

 III.4.1.2/ lorsque 10 ;
ln2

x  .  
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III.4.2/   Démontrer de façon rigoureuse que la fonction  est de classe 1C  

 

 III.4.2.1/ sur l’intervalle  1 ;
ln2

, 

 

 III.4.2.2/ sur l’intervalle  0 ; . 

 

 

 III.4.3/ Déterminer le signe  

  

  III.4.3.1/ de ' 2 , 

 

  III.4.3.2/ de ' 1 . 

 

 

 

 

             Fin de l'énoncé. 
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Les calculatrices sont autorisées. 
 

**** 
 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.  

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et  

devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

**** 

Le sujet comporte 7 pages. 

 

Notations :  

On désigne par   l'ensemble des nombres réels, par   l’ensemble des nombres entiers naturels et 

par *  l’ensemble   privé de 0. 

Pour n entier naturel non nul, on note nM  l’espace vectoriel réel des matrices carrées à n lignes 

et à coefficients dans  . 

Pour A  dans nM , on note det A  le déterminant de la matrice A .  

Étant donné un espace vectoriel E , on note id l’endomorphisme identité défini par :   

Pour tout x  de E , id x x .  

On note Im l  l’image d’un endomorphisme l  de E  et  ker l son noyau. 

Pour k , on note kl  l’endomorphisme de E  défini par 0l id si 0k =  et par 1ok k-l l l sinon. 

Étant donné une base B  de  E , on note Mat lB  la matrice de l’endomorphisme l   relativement à 

la base B . 

Étant donné un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel de dimension finie, on note dim F  

la dimension de F . On désigne par Vect u,v  (respectivement Vect u,F ) le sous-espace 

vectoriel engendré par les vecteurs u et v  (respectivement engendré par le vecteur u  et les vecteurs 

de F ). 

Lorsque E  sera un espace vectoriel normé, on notera  u  la norme d’un vecteur u .  

Lorsque E  sera un espace euclidien, on notera u v le produit scalaire des vecteurs u et v  ; on 

note O E  le groupe orthogonal de E  (c'est-à-dire l’ensemble des automorphismes orthogonaux de

E ), F  désigne l’orthogonal du sous-espace vectoriel F  et *l  désigne l’adjoint de 

l’endomorphisme l . 
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Objectifs : 
 

Étant donné un endomorphisme l  d’un espace vectoriel E , pour tout x  de E  et pour n  de * , on 

définit 
1

0

1 n-
k

n

k

L x l x
n

. En prenant différentes hypothèses pour E  et pour l , on étudie la limite 

de la suite 
*n n

L x  de E  lorsque n  tend vers + . 

Dans la première partie, on étudie cette limite dans trois exemples. Dans la deuxième partie, on 

obtient la limite de la suite 
*n n

L x  lorsque n  tend vers +  dans un cadre plus général ; cette 

limite est obtenue à l’aide d’une propriété d’algèbre linéaire que l’on fait établir dans trois contextes 

généraux différents. 

Dans la troisième partie, cette propriété algébrique permet d’obtenir un résultat concernant une 

décomposition des automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien.  

 

 

PARTIE I : EXEMPLES 

 

La partie I permet d’illustrer les résultats établis dans la partie II. Elle doit être traitée sans utiliser 

les résultats de la partie II. Les exemples I.A, I.B, I.C sont indépendants les uns des autres. 

 

Dans cette partie, E  est un espace euclidien de dimension 4, rapporté à une base orthonormale  

1 2 3 4, , ,= e e e eB . 

 

I.A    Soit s l’endomorphisme de E  défini par sa matrice 

1 2 2
0

3 3 3

1 2 2
0

3 3 3
Mat

2 2 1
0

3 3 3

2 2 1
0

3 3 3

s SB . 

 I.A.1  Réduction de l’endomorphisme s . 

 

 I.A.1.1 Justifier l’affirmation : l’endomorphisme s  est diagonalisable. Calculer la 

matrice 2S .  

 

  I.A.1.2  En déduire que s  est un automorphisme orthogonal de E  et que 1 et 1 

sont ses valeurs propres.  

   

  On note 1E et 1E  les sous-espaces propres de s  respectivement associés aux valeurs 

propres 1 et 1. Il résulte des questions précédentes que 1E  et 1E  sont des sous-

espaces supplémentaires de E . 

 

  I.A.1.3 Calculer la trace de s . En déduire les dimensions de 1E  et de 1E . 
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 I.A.2  On considère les trois vecteurs suivants de E  : 1 1 3 4u e e e  , 2 1 2 42u e e e  et 

3 1 2 3u e e e . 

 

  I.A.2.1 Déterminer les  vecteurs 1s u  et 2s u . En déduire que 1 2,u u  est une 

base de 1E . Déterminer une base orthonormale de 1E . 

 

    I.A.2.2  Déterminer un vecteur non nul 4 1 2 3 4u ae be ce de orthogonal aux trois 

vecteurs 1 2,u u  et 3u . En déduire que 3 4,u u forme une base orthogonale de 1E . 

 

   

 I.A.3  Pour tout x  de E  et tout n  de * , on note  
1

0

1 n-
k

n

k

S x s x
n

. 

 

 

  I.A.3.1   Pour x E  fixé, on note x y z  avec 1y E  et 1z E . Soit k , 

déterminer un réel k  tel que k

ks x y z . En déduire, pour *n , un réel n  

tel que n nS x y z . 

 

  I.A.3.2    Déduire de ce qui précède que la suite 
*n n

S x  de E  a une limite 

lorsque n  tend vers + . Exprimer cette limite en fonction de x  et de s x . 

 

   
 

I.B  Soit l  l’endomorphisme de E  défini par sa matrice 

3 1
0 0

4 4

3 1
0 0

4 4
Mat

1 3
0 0

4 4

1 3
0 0

4 4

l LB . 

 

I.B.1  Une propriété concernant les normes. 

I.B.1.1 Pour tout vecteur 1 2 3 4u ae be ce de  de E , calculer 
22
.u l u  

Prouver l’inégalité l u u  .  

   

I.B.1.2  En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’un vecteur u  

vérifie l’égalité l u u . Montrer que 1 est une valeur propre de l  et que le sous-

espace propre associé est de dimension 2. 
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I.B.2  Réduction de l’endomorphisme l . 

 

I.B.2.1  Déterminer le polynôme caractéristique de l . 

 

I.B.2.2 Montrer que l  possède une autre valeur propre 1 que l’on déterminera. 

Justifier que les deux sous-espaces propres 1G  et G de l  associés aux valeurs 

propres 1 et  sont supplémentaires dans E . 

 

 I.B.3  Pour tout x  de E  et tout n  de * , on note  
1

0

1 n-
k

n

k

L x l x
n

. 

Soit x E . On note x y z  avec 1y G  et z G . 

 

  I.B.3.1 Pour k , exprimer kl x  en fonction de y, z  et k . 

 

  I.B.3.2 Pour tout *n , exprimer nL x  en fonction de y, z  et n . 

  En déduire que la suite 
*n n

L x  de E  a une limite lorsque n  tend vers +  et 

déterminer cette limite.  

 

 

I.C         Soit t  l’endomorphisme de E  défini par sa matrice  

             

1 1 1
0

3 3 3

1 1 1
0

3 3 3
Mat

1 1 1
0

3 3 3

1 1 1
0

3 3 3

t TB . 

 

 

I.C.1      Montrer que T  est une matrice orthogonale.  

 

I.C.2  On considère les deux vecteurs suivants de E  :  
1 3 4

1

2
e e  et  

2 3 4

1

2
e e . 

 

I.C.2.1 On note 1 1 1= VectF e , . Déterminer les vecteurs 1t e  et 1t . En  

déduire que 1F  est un sous-espace vectoriel de E  de dimension 2, stable par t . 

 

I.C.2.2  Soit 
2 1=F F   l’orthogonal du sous-espace 1F . Montrer que  2F  est stable  

par t . Montrer que  2 2e ,   est une base de 2F  . 

 

La famille de vecteurs 1 1 2 2,e , e ,B'  est donc une base de E . 
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I.C.3  On note  MatT tB
'

' . 

 

 I.C.3.1  Justifier que la matrice T '  est orthogonale. Expliciter T ' .  

 

I.C.3.2  Soit 
2

Arcsin
3

.   Exprimer  la matrice T '  en fonction de . On 

oriente le plan 1F  par la base 1 1e ,  (respectivement on oriente le plan 2F  par la 

base 2 2e , ). Préciser la nature géométrique de l’endomorphisme de 1F  

(respectivement de 2F ) induit par t . 

 

I.C.3.3  Pour k , exprimer en fonction de  et k   la matrice de kt  relativement à 

la base B' . 

 

 

I.C.4  Soient    et *n . On note 
1

0

n-
ik

n

k

e . Expliciter  n selon les 

valeurs de . En déduire les réels  pour lesquels la suite complexe 
*n n
 est 

bornée. 

 

 

I.C.5   Pour tout x  de E  et tout *n , on note 
1

0

1 n-
k

n

k

T x t x
n

. 

 

 I.C.5.1  Justifier que le sous-espace 1F  est stable par nT . 

 

I.C.5.2  Soit 1 1 1y = e F  . On note 1 1 1 1,k

k k n n nt y = e T y e . 

 

I.C.5.2.1 Déterminer la matrice  2 k
V M  telle que 

k

k

k

V .  

En déduire la matrice 2 n
U M  telle que 

n

n

n

U . 

On exprimera 
k

V  en fonction de  et k  et  
n

U  en fonction de  et n . 

 

 I.C.5.2.2 Montrer que la suite 
*n n

T y de E  a une limite lorsque n  tend 

vers +  et déterminer cette limite.  

 

 I.C.5.3 Soit x E . En écrivant x y z  avec 1y F et 2z F , montrer que la suite 

*n n
T x  de E  a une limite lorsque n  tend vers +  et déterminer cette limite.  
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PARTIE II 

 

 

 

 

 

Dans cette partie, E  est un espace vectoriel réel. Étant donné un endomorphisme l  de E , pour tout 

x  de E et tout *n , on note 
1

0

1 n-
k

n

k

L x l x
n

. 

 

II.A  Dans cette partie II.A, on suppose que E  est un espace euclidien et que Ol E . 

 

 II.A.1 Montrer que les sous-espaces vectoriels ker l id et Im l id sont orthogonaux. 

 En déduire qu’ils sont supplémentaires dans E . 

 

Soit x E . D’après le résultat précédent, il existe kery l id et z E  tels que 

x y l z z . 

 

II.A.2  Pour k , exprimer kl x  en fonction de y, z  et k . En déduire l’expression de 

nL x  en fonction de y, z  et n . 

 

II.A.3 Montrer que la suite  
*n n

L x de E  a une limite que l’on déterminera lorsque  

n  tend vers + . 

 

 

Dans la suite de la partie II, étant donné un espace vectoriel normé E , on notera B E l’ensemble 

des endomorphismes h  de E  qui vérifient : pour tout x  de E , h x x . 

 

II.B    Dans cette partie II.B, on suppose que E  est un espace euclidien. Soit f B E . On note 

*f l’adjoint de f . 

 

 II.B.1 Montrer que 
*f  appartient à B E . 

 

II.B.2 Montrer que si x E  vérifie f x x , alors 
2

0*f x x . Montrer l’égalité 

ker ker *f id f id . 

 

II.B.3 En déduire que ker f id  et Im f id  sont des sous-espaces vectoriels de E  

supplémentaires dans E  (on pourra utiliser l’égalité : pour  l’endomorphisme de E , 

*ker Im ). 
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II.C  Dans cette partie II.C, on suppose que E  est un espace vectoriel normé de dimension finie. 

Soit l B E . Pour tout x  de E et tout *n , on reprend la notation  nL x définie au 

début de la partie II. 

 

 

 II.C.1 On suppose que x  appartient à l’intersection ker Iml id l id . Soit y E tel 

que x = l y y .  Pour *n , exprimer nl y  en fonction de x, y  et n . En déduire que 

ker l id  et Im l id  sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E . 

 

II.C.2 Soit x E . Montrer que la suite 
*n n

L x  de E  a une limite lorsque n  tend  

vers +  et déterminer cette limite. 

  

 

PARTIE III 

 

Dans cette partie, E  est  un espace euclidien et Ol E . Soit  e  un vecteur non nul de E . Pour 

tout x E , on note  
2

2e

x e
x x e

e
. 

III.1 Calculer e e . Pour x  orthogonal à e , calculer e x . Montrer que e  est un 

automorphisme orthogonal de E . 

e  est donc la réflexion par rapport à l’hyperplan Vect e . 

III.2  On note kerW = l id et on suppose que W  est différent de E . Soit u  un vecteur fixé de 

E  tel que u W . Dans la suite, on prend e = l u u . 

 III.2.1 Montrer que  e  est orthogonal à W  (on pourra utiliser le résultat de II.A.1). 

 

III.2.2 Calculer  e l u u  et e l u u . En déduire e l u et e u . 

 

 III.2.3 Montrer l’égalité Vect ker oeu, W l id . 

 

III.2.4 En déduire que l  peut se décomposer en la composée de p  réflexions et exprimer p  

en fonction de dimk = W  et de dimn = E .  

 

Fin de l'énoncé. 



Les calculatrices sont interdites

****

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené à prendre.

****
Notations et objectifs

Pour tout entier naturel supérieur ou égal à 1, on note le -espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre à coefficients dans et le -espace vectoriel des matrices
colonnes à lignes à coefficients dans .

désigne l’ensemble des matrices symétriques de , l’ensemble des matrices
orthogonales de et la matrice identité d’ordre .

Tout vecteur de est identifié à un élément de tel que l’élément
de la ème ligne de soit . Dans toute la suite, nous noterons indifféremment un
élément de aussi bien que le vecteur de qui lui est associé.

Selon le contexte, désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de , soit encore la
matrice nulle de .

est muni de son produit scalaire canonique noté et de la norme associée notée .
Une matrice carrée réelle sera dite positive si tous ses coefficients sont positifs ou nuls et

on notera dans ce cas . De même un vecteur de sera dit positif si toutes ses compo-
santes sont positives ou nulles et on notera aussi . L’ensemble des matrices carrées réelles
d’ordre , positives et symétriques est noté .

L’objectif de ce problème est d’étudier des conditions pour lesquelles, étant donnés nombres
réels distincts ou non, , il existe une matrice carrée réelle d’ordre positive et
symétrique admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité, c’est-à-dire

dont le polynôme caractéristique est égal à .

Dans la première partie on considérera quelques exemples simples.
Dans la seconde, on montrera que si est une matrice carrée réelle positive et symétrique de

plus grande valeur propre , alors est positif, admet pour la valeur propre un vecteur propre
positif et toute valeur propre de vérifie .
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La troisième partie, assez technique, permettra de connaı̂tre les valeurs propres d’une matrice
carrée réelle positive et symétrique d’ordre construite à partir de deux matrices et carrées
réelles positives et symétriques d’ordres respectifs et dont on connaı̂t les valeurs propres.

Enfin la dernière partie donnera des conditions suffisantes pour qu’il existe une matrice carrée
réelle positive et symétrique d’ordre admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité,
réels donnés.

PARTIE I

I.1 Montrer que si sont des réels positifs, distincts ou non, il existe une matrice
carrée réelle positive et symétrique d’ordre et de valeurs propres , comptées avec

multiplicité.
I.2 a) Soit une matrice carrée réelle d’ordre admettant et pour valeurs propres.

Montrer que son polynôme caractéristique est donné par .
b) En déduire une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre admettant pour

valeurs propres et .
I.3 Déterminer une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre admettant pour

valeurs propres , et .
I.4 Déterminer une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre admettant pour

valeurs propres comptées avec multiplicité : , , et .
I.5 Montrer qu’il n’existe aucune matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre ad-

mettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité : , et .
I.6 a) Pour et réels, on note la matrice carrée d’ordre dont les coefficients diagonaux

valent tous et les autres valent tous . Déterminer les valeurs propres de .
b) Une matrice carrée réelle symétrique d’ordre dont toutes les valeurs propres sont

positives ou nulles est-elle nécessairement positive ?

PARTIE II

II.1 Soit , et . Établir les égalités :
a) .
b) .
c) .

II.2 Soit et . On note et les matrices de
définies par blocs sous la forme

a) Montrer que .
b) Montrer que si sont orthogonaux dans et orthogonaux dans , et

sont orthogonaux dans .
c) La réciproque est-elle vraie ?

Dans la suite de cette partie désigne une matrice de et une
matrice diagonale semblable à . On pose .

II.3 a)Montrer que pour tout , .

b) En déduire que pour tout , .
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c) En utilisant une décomposition du vecteur sur une base orthonormée de vecteurs
propres de , montrer que cette dernière inégalité est une égalité si et seulement si est vecteur
propre de associé à la valeur propre .
II.4 Soit , et .

a) Montrer que est un fermé de .
b) Montrer que est un fermé borné de .
c) Soit . Donner l’expression de en

fonction des coefficients de et de ceux de ; en déduire que est continue sur .
d) On pose . Justifier l’existence de et montrer qu’il existe appartenant

à tel que .
e) Montrer que .

II.5 On suppose dans cette question .
a) Si est un vecteur propre unitaire de associé à la valeur propre , on

pose .
i) Montrer que est élément de .
ii) Montrer que .
iii) Montrer que .
b) En déduire , puis que la matrice admet un vecteur propre positif associé à la

valeur propre .
c) Montrer que pour tout , .

PARTIE III

Soit et deux éléments de , , deux matrices symétriques réelles d’ordres respectifs et
, une base orthonormée de formée de vecteurs propres de ,
une base orthonormée de formée de vecteurs propres de et , les
réels tels que :

et

Pour tout réel , on note la matrice de donnée sous forme de blocs par :

et on considère les vecteurs de définis par , ainsi que les vecteurs

de définis par .

III.1 Montrer que et sont vecteurs propres de et préciser les
valeurs propres correspondantes.

III.2 Pour réel, on note le vecteur défini par

a) Montrer que est unitaire dans .
b) Déterminer le spectre de .
c) On suppose dans cette question . On note l’unique réel de l’intervalle

tel que :
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et on pose .
i) Montrer que est non nul.
ii) Évaluer le produit .
iii) Montrer que et vérifient l’équation :

iv) En déduire que et sont vecteurs propres de et exprimer les valeurs
propres correspondantes et en fonction de , et .

v) Montrer que les vecteurs forment une base
orthonormée de et donner l’ensemble des valeurs propres de .

vi) Montrer que les formules exprimant et en fonction de , et donnent encore
des valeurs propres de lorsque .

PARTIE IV

Dans cette partie on se propose de démontrer par récurrence la propriété suivante : si
est un élément de tel que :

et

alors il existe tel que soient les valeurs propres de comptées avec
multiplicité.
IV.1 Vérifier que est vraie.
IV.2 Soit tel que soit vraie et soit vérifiant :

et

On pose .
a) Montrer qu’il existe tel que soient valeurs propres de .

Dans la suite de cette question IV.2, désignera une telle matrice.
b) Montrer que admet un vecteur propre unitaire et positif associé à la valeur propre .
c) Pour réel, soit la matrice de définie par :

i) Vérifier que est bien de la forme : préciser , et .
ii) En déduire les valeurs propres de .
iii) Montrer que si , les valeurs propres de sont :

et conclure.
IV.3 Exemple

a) Déterminer le spectre de la matrice

b) Déterminer une matrice carrée réelle positive et symétrique d’ordre , admettant pour
valeurs propres , , .

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené à prendre.

PARTIE I

Pour tout nombre réel s, on considère l’équation différentielle linéaire homogène du second
ordre (Es) suivante :

(Es) (1− x2) y′′(x)− 2(s + 2) xy′(x)− 2(s + 1) y(x) = 0.

On note fs la solution de (Es) sur ]−1, +1[ qui vérifie les conditions initiales fs(0) = 0 et f ′s(0) = 1.

I.1. Soit gs la fonction définie sur ]− 1, +1[ par gs(x) = fs(x) + fs(−x).

I.1.1. Montrer que gs est solution de (Es) sur ]− 1, +1[.

I.1.2. Calculer gs(0) et g′s(0). En déduire que fs est impaire.

I.2. Déterminer en fonction de s l’unique valeur de α ∈ IR telle que la fonction x 7→ (1−x2)α soit
solution de (Es) sur ]− 1, +1[.

I.3. Soit us la fonction définie sur ]− 1, +1[ par us(x) = (1− x2)s+1fs(x).

I.3.1. Montrer que la dérivée u′s de us est solution sur ]− 1, +1[ de l’équation différentielle :

(E ′s) (1− x2) y′(x) + 2sxy(x) = 0.

I.3.2. Déterminer l’ensemble des solutions de (E ′s) sur ]− 1, +1[.

I.3.3. Calculer u′s(0) et us(0). En déduire que us(x) =

∫ x

0

(1− t2)s dt pour tout x ∈]− 1, +1[.

I.4. Soit y une fonction impaire, définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, développable en

série entière sur I. On note y(x) =
+∞∑
n=0

cnx
2n+1 le développement en série entière de y sur I.
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I.4.1. Montrer que pour que y soit solution de (Es) sur I, il faut et il suffit que l’on ait pour
tout n ∈ IN :

cn+1 =
2s + 2n + 3

2n + 3
cn.

I.4.2. En déduire pour tout n ∈ IN∗ une expression de cn en fonction de n et c0.

I.4.3. Pour quelles valeurs de s ∈ IR l’équation (Es) admet-elle des solutions polynomiales
impaires non identiquement nulles ?

I.4.4. On suppose que s 6∈ {−n− 3
2

; n ∈ IN}, que y(x) =
+∞∑
n=0

cnx
2n+1 est solution de (Es) sur

I, et que c0 6= 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
+∞∑
n=0

cnx
2n+1.

I.5. Déduire des questions précédentes que pour tout s ∈ IR et tout x ∈]− 1, +1[ on a :

fs(x) = x +
+∞∑
n=1

[
2nn!

(2n + 1)!

n∏
k=1

(2s + 2k + 1)

]
x2n+1.

I.6. Montrer que pour tout p ∈ IN et tout x ∈]− 1, +1[ on a :∫ x

0

dt

(1− t2)p+ 3
2

=
Qp(x)

(1− x2)p+ 1
2

,

où Qp est une fonction polynomiale impaire de degré 2p + 1 que l’on explicitera.

Expliciter en particulier

∫ x

0

dt

(1− t2)
3
2

et

∫ x

0

dt

(1− t2)
5
2

.

PARTIE II

On considère la fonction β de la variable réelle x définie par :

β(x) =

∫ 1

0

(1− t2)x dt.

II.1. Déterminer le domaine de définition de β.

II.2. Montrer que β est continue sur ]− 1, +∞[.

On admettra que β est de classe C1 sur ]−1, +∞[, de dérivée x 7→ β′(x) =

∫ 1

0

(1− t2)x ln(1− t2)dt.

II.3. Montrer que β est strictement monotone sur ]− 1, +∞[ et préciser son sens de variation.

II.4.

II.4.1. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que l’on a β(x + 1) =
2x + 2

2x + 3
β(x) pour

tout x > −1.

II.4.2. Calculer β(0). En déduire la limite de β(x) lorsque x tend vers −1 par valeurs
supérieures.
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II.4.3. Pour tout n ∈ IN∗ donner une expression de β(n) à l’aide de factorielles. En utilisant
la formule de Stirling, déterminer un équivalent de β(n) lorsque n tend vers +∞. En déduire la
limite de β(n) lorsque n tend vers +∞, puis celle de β(x), x ∈ IR, lorsque x tend vers +∞.

II.4.4. Calculer β
(
−1

2

)
. En déduire la valeur de β

(
−1

2
+ n

)
pour tout n ∈ IN∗.

PARTIE III

Soit γ un nombre réel strictement supérieur à 1, non entier. Soit ϕγ la fonction 2π-périodique
définie sur IR par :

∀x ∈ IR, ϕγ(x) = |cos x|γ .

On note a0(γ) +
+∞∑
n=1

[an(γ) cos nx + bn(γ) sin nx] la série de Fourier de ϕγ.

III.1.

III.1.1. Préciser pourquoi ϕγ est égale en tout point de IR à la somme de sa série de Fourier.

III.1.2. Que peut-on dire des coefficients bn(γ), n ∈ IN∗, et a2p+1(γ), p ∈ IN ?

III.2. Pour tout p ∈ IN on considère l’intégrale Ip =

∫ π
2

0

cosγ x. cos 2px dx.

III.2.1. Montrer que Ip − Ip+1 = 2

∫ π
2

0

cosγ x sin x. sin(2p + 1)x dx.

III.2.2. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :

Ip − Ip+1 = 2
2p + 1

γ + 1

∫ π
2

0

cosγ x. cos x cos(2p + 1)x dx.

III.2.3. En déduire que Ip − Ip+1 =
2p + 1

γ + 1
[Ip + Ip+1].

III.2.4. Montrer que I0 = β(γ′), où γ′ est un nombre réel strictement positif que l’on calculera
en fonction de γ.

III.2.5. En déduire que pour tout p ∈ IN∗ on a Ip =
γ

γ + 2p
Ap(γ)β(γ′), où Ap(γ) =

p−1∏
k=0

γ − 2k

γ + 2k
.

III.3. Déduire de ce qui précède les valeurs de a0(γ) et de a2p(γ) pour tout p ∈ IN∗.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision

de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été

amené à prendre.

PROBLEME

Les parties I, II et III sont totalement indépendantes. La partie IV utilise certains résultats des parties

I, II et III.

Notations

On note M3(R) l’espace vectoriel des matrices carrées à 3 lignes à coefficients dans R.

On appelle vecteur colonne de R
3 toute matrice à 3 lignes et 1 colonne à coefficients dans R.

On note tM la transposée de la matrice M .

Partie I

Un exemple numérique

Dans cette partie, on se propose d’étudier le système linéaire suivant :

(S)







2x − y = 3
−x + 2y − z = −5

−y + 2z = 5

1/5



1. Montrer que, si on pose X =





x
y
z



, le système (S) s’écrit sous forme matricielle AX = B

avec A une matrice de M3(R) et B un vecteur colonne que l’on déterminera.

2. Calculer det(A). On pourra utiliser la calculatrice.

La matrice A est-elle inversible ?

3. Déterminer l’inverse A−1 de A. On pourra utiliser la calculatrice.

4. Montrer que le système (S) n’admet qu’une seule solution Q que l’on déterminera.

5. a. Montrer que le système (S) est équivalent au système X = JX + K avec un vecteur

colonne K de R
3 que l’on déterminera et la matrice

J =





0 1
2

0
1
2

0 1
2

0 1
2

0



 .

b. Justifier sans calcul qu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D
telles que J = PDtP .

c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de J . En déduire les

matrices P et D.

d. Pour tout entier naturel p, déterminer Jp en fonction de D et de la matrice P .

On définit la suite de vecteurs colonnes (X(p))p∈N par X(0) =





1
2
0



 et la relation de récurrence

∀p ∈ N : X(p+1) = JX(p) + K

On appelle x(p), y(p) et z(p) les composantes de X(p) c’est-à-dire X(p) =





x(p)

y(p)

z(p)



. On pose enfin

∆(p) = X(p) − Q.

6. Calculer les vecteurs colonnes X(1) et ∆(1).

7. Ecrire un programme dans le langage de Maple ou Mathematica qui calcule le vecteur

colonne X(2008).

8. a. En utilisant le fait que Q vérifie Q = JQ + K, montrer que pour tout entier naturel p,

∆(p+1) = J∆(p) puis que ∆(p) = PDp tP∆(0).

b. Soit U =





a
b
c



 un vecteur colonne de R
3. On note ‖U‖ =

√
a2 + b2 + c2 sa norme

euclidienne. Montrer que pour tout entier naturel p, ‖DpU‖ 6
1

2
p

2

‖U‖.

c. Exprimer ‖U‖ en fonction de U et tU puis montrer que ‖PU‖ = ‖U‖ et ‖tPU‖ = ‖U‖.

d. Déduire des questions précédentes que ‖∆(p)‖ 6
1

2
p

2

‖∆(0)‖ puis que ‖∆(p)‖ 6

√

13

2p
.

9. Prouver alors les trois inégalités :

|x(p) − 1| 6

√

13

2p
; |y(p) − (−1)| 6

√

13

2p
; |z(p) − 2| 6

√

13

2p
.
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10. Quelles sont les limites respectives des suites (x(p))p∈N, (y(p))p∈N et (z(p))p∈N ?

11. Déterminer une valeur de p à partir de laquelle le vecteur colonne X(p) est une valeur approchée

de la solution exacte Q à 10−3 près, c’est-à-dire tel que ‖∆(p)‖ 6 10−3.

Partie II

Un espace de matrices

Pour (a, b) ∈ R
2, on considère les matrices

J(a, b) =





a b b
b a b
b b a



 et U(b) =





b b b
b b b
b b b



 .

On définit l’ensemble E = {J(a, b) / (a, b) ∈ R
2}.

On note I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 la matrice identité.

1. Montrer que E est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

2. Montrer que E est stable par produit matriciel c’est-à-dire que pour toutes matrices M et N de

E, le produit MN appartient à E.

On suppose désormais que b 6= 0.

3. Justifier sans calcul que les matrices J(a, b) et U(b) sont diagonalisables.

4. Quel est le rang de la matrice U(b) ? En déduire la dimension du sous-espace vectoriel Ker(U(b)).

5. Déterminer un réel λ tel que U(b) = J(a, b) − λ.I3.

6. En déduire une valeur propre de J(a, b) et la dimension du sous-espace propre associé.

7. A l’aide de la trace, déterminer l’autre valeur propre de J(a, b).

Partie III

Une norme matricielle

Si M = (mij)16i63

16j63

est une matrice de M3(R), on note pour tout indice i de {1, 2, 3}, li =

3
∑

j=1

|mij |.

Autrement dit, li est la somme des valeurs absolues des coefficients de la ligne i de la matrice M .

Puis, on définit le réel positif ϕ(M) par ϕ(M) = max{l1, l2, l3}.

Si X =





x
y
z



 est un vecteur colonne de R
3 alors on définit la norme infinie du vecteur X par

‖X‖∞ = max{|x|, |y|, |z|}.
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1. a. Justifier que si A =





−1 2 −2
0 1 0
1 −1 4



 alors ϕ(A) = 6.

b. Justifier que si U =





−2
−4

3



 alors ‖U‖∞ = 4.

2. a. On note X ′ = MX avec X ′ =





x′

y′

z′



. Donner les expressions de x′, y′ et z′ en fonction

de x, y, z et des coefficients de la matrice M .

b. Montrer que |x′| 6 (|m11| + |m12| + |m13|)‖X‖∞. Déterminer de même une inégalité

pour |y′| et pour |z′|.
c. En déduire que ‖MX‖∞ 6 ϕ(M)‖X‖∞ puis que, si M ′ désigne une matrice de M3(R)

alors ‖M ′MX‖∞ 6 ϕ(M ′)ϕ(M)‖X‖∞.

Partie IV

La méthode de Jacobi

On considère le système linéaire

(S)







a1,1x + a1,2y + a1,3z = a
a2,1x + a2,2y + a2,3z = b
a3,1x + a3,2y + a3,3z = c

avec pour tout i ∈ {1, 2, 3} et pour tout j ∈ {1, 2, 3}, ai,j ∈ R et (a, b, c) ∈ R
3.

On suppose que le système (S) admet une unique solution notée Q =





q1

q2

q3



. On suppose de plus

que a1,1 6= 0 et a2,2 6= 0 et a3,3 6= 0.

1. Montrer que le système (S) est équivalent au système suivant :

(SJ)











































x = − a1,2

a1,1
y − a1,3

a1,1
z +

a

a1,1

y = −a2,1

a2,2
x − a2,3

a2,2
z +

b

a2,2

z = −a3,1

a3,3
x − a3,2

a3,3
y +

c

a3,3

2. Montrer que, si on pose X =





x
y
z



, le système (SJ) peut se mettre sous la forme matri-

cielle X = JX + K avec J une matrice de M3(R) et K un vecteur colonne de R
3 que l’on

déterminera.
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Pour un système linéaire comportant un grand nombre d’équations et d’inconnues, les méthodes de

résolution directe (comme celle du pivot de Gauss) aboutissant à une solution exacte deviennent

très gourmandes en temps de calcul. Il est alors plus judicieux de calculer une solution approchée

à l’aide d’une suite définie par récurrence convergeant vers la solution exacte, comme cela se fait

dans la méthode de Jacobi que nous allons nous contenter d’illustrer sur un système 3 × 3.

On définit ainsi la suite de vecteurs (X(p))p∈N de R
3 par la donnée d’un vecteur initial X(0) et la

relation de récurrence

∀p ∈ N : X(p+1) = JX(p) + K

On définit aussi la suite (∆(p))p∈N par ∆(p) = X(p) − Q. Le vecteur ∆(p) permet d’apprécier l’erreur

d’approximation entre la solution approchée X(p) et la solution exacte Q.

3. En utilisant le fait que Q est la solution de l’équation (SJ) : X = JX + K, montrer que pour

tout entier naturel p, ∆(p+1) = J∆(p) puis ‖∆(p+1)‖∞ 6 ϕ(J)‖∆(p)‖∞.

4. En déduire que pour tout entier naturel p, ‖∆(p)‖∞ 6 (ϕ(J))p‖∆(0)‖∞.

5. En déduire une condition suffisante (C1) sur la matrice J pour que la suite (‖∆(p)‖∞)p∈N

converge vers 0.

6. On pose pour tout entier naturel p : X(p) =





x(p)

y(p)

z(p)



 et ∆(p) =





α(p)

β(p)

γ(p)



.

a. Montrer les trois inégalités :

|α(p)| 6 ‖∆(p)‖∞ ; |β(p)| 6 ‖∆(p)‖∞ ; |γ(p)| 6 ‖∆(p)‖∞.

b. Lorsque la condition (C1) est vérifiée, montrer que les suites (x(p))p∈N, (y(p))p∈N et (z(p))p∈N

convergent respectivement vers q1, q2 et q3.

7. La condition (C1) est-elle vérifiée par la matrice J de la partie I ?

8. On revient au cas général. On suppose dans cette question que la matrice J est diagonalisable :

il existe donc une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que J = PDP−1.

On peut montrer alors, comme dans la partie I que, pour tout entier naturel p, ∆(p) = PDpP−1∆(0).

a. Montrer que ‖∆(p)‖∞ 6 ϕ(P )(ϕ(D))pϕ(P−1)‖∆(0)‖∞.

b. En déduire une condition suffisante (C2) sur ϕ(D) pour que la suite (‖∆(p)‖∞)p∈N converge

vers 0.

c. La condition (C2) est-elle vérifiée par la matrice D de la partie I ?

9. Dans cette question, on reprend l’exemple de la matrice J(a, b) avec b 6= 0 définie à la partie

II. On a vu que cette matrice est diagonalisable. Il existe donc une matrice diagonale D et une

matrice inversible P telles que J(a, b) = PDP−1.

a. Calculer ϕ(J(a, b)) et ϕ(D).

b. La matrice J

(

1

2
,−1

3

)

vérifie-t-elle la condition (C1) ? la condition (C2) ?

c. Dessiner dans le plan l’ensemble des couples (a, b) de R
2 qui vérifient la condition (C1)

et ceux qui vérifient la condition (C2).

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites 

**** 

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la 
concision de la rédaction. 

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 
qu’il est amené à prendre. 

**** 
 

Exercice 
 

On pose 
-1

0
( , ) =  d

1+ b

axI a b x
x

  + ∞

 ∫ , où a  et b  sont réels. 

1. Énoncer le ou les critères de convergence qui vous semblent adaptés à l’étude de cette intégrale. 
2. Déterminer l’ensemble des couples ( , )a b pour lesquels l’intégrale ( , )I a b converge.  
3. Représenter graphiquement ce domaine de convergence dans le plan ( , ).a b  
 
 
 

Problème 
 
Toutes les parties de ce sujet sont indépendantes entre elles et peuvent être traitées dans n’importe 
quel ordre. 
 

Partie I 
 
On considère la fonction f  définie sur R par ( ) cos( ) sin( ).f x x x x= −  

On note (C) la courbe représentative de f  dans un repère orthonormé (O, i , j ). 
 
1.1 Justifier la possibilité de restreindre l’étude de f  à +R . 

1.2 Que peut-on en déduire pour (C) ? 
 
2.  On note In  l’intervalle [ ]π ; ( +1)πn n  pour n  ∈ N. 

Etudier, en fonction de la parité de n , les variations de f  sur I .n  
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3.1  Montrer que les points de (C) d’abscisse x  tels que ( ) 0f x′ =  sont situés sur deux droites dont 
on précisera les équations. 

3.2  Construire la courbe (C) pour x  ∈ [ ]2π ; 2π−  (échelle : π  = 2 carreaux sur les axes). 

 
4.1  Montrer que l’équation ( ) 0f x =  admet dans tout intervalle In  une solution unique. 

On note nx  cette solution, qu’on ne cherchera pas à calculer. 

4.2  Montrer que ∀  n ∈  N,   nx  < ( 2n +1) π
2

. 

4.3  Donner un équivalent de nx  quand n  → + ∞ . 

4.4  Montrer que nx = πn  + arctan ( ).nx  

4.5  En déduire que nx  = ( 2n +1) π 1  + ε
2 π nn

− ,  où εn  tend vers zéro quand n  tend vers l’infini  

 (on rappelle que pour x > 0, arctan( x ) = π 1arctan ,
2 x

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 et que arctan( )u  est équivalent à u au 

voisinage de 0). 
 
 
 
 

Partie II 
 
Soit g une fonction réelle de variable réelle, de classe C1 par morceaux, de période .T  

On note 2π =
T

ω  la pulsation de ,g  et Δ  un intervalle de longueur .T  

Pour n entier naturel, on note na et nb les coefficients de Fourier trigonométriques de ,g  donnés par :  
 

0
1= ( ) d ,a g t t
T Δ∫          

Δ

2 ( ) cos( ) d ,na g t n t t
T

ω= ∫           
Δ

2 ( ) sin( ) dnb g t n t t
T

ω= ∫  pour n  ≥1.  

 
Pour n  ≥ 1, on appelle harmonique de rang n  la quantité ( ) cos( ) sin( ).n n nh t a n t b n tω ω= +  

On pose 2 2+ ,n n nr a b=  qu’on appelle amplitude de .nh  
 
1.  Montrer que si nr  est non nul, il existe nϕ  tel que ( ) cos( ).n n nh t r n tω ϕ= −  

On appelle nϕ phase de nh (par convention, on choisit nϕ ∈ ] ]π ;π− ; si rn est nul, nϕ n’existe pas). 

 
2.  On choisit dans cette question la fonction g  de période ,T  définie par : 

1 si  0 ; 
2( ) =

0 si   ;  
2

Tt
g t

Tt T

⎧ ∈[  [,⎪⎪
⎨
⎪ ∈ [ [.
⎪⎩

 

2.1  Que peut-on dire de 1
2

g − ? 

2.2  Que peut-on en déduire pour les coefficients de Fourier de g ? 
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2.3  Écrire le développement en série de Fourier de g . 

2.4  Quelle est la somme de cette série ? (on énoncera de façon précise le théorème utilisé) 

2.5  Exprimer nr  et nϕ  si elle existe. 
 

3.  On considère la série numérique de terme général ( 1)
2 +1

p

pu
p
−

=  pour p ≥ 0. 

3.1 Montrer que cette série est convergente. 

3.2  Déduire de la question 2. la somme 
0

p
p

u
≥

∑ . 

 
4.  On conserve les notations des questions 2. et 3. ci-dessus. 

4.1 Énoncer la formule de Parseval. 

4.2  Calculer 2
0

1
(2 +1)p p≥

∑ . 

4.3  En déduire la valeur de 2
1

1
n n≥
∑ . 

 
 
 
 

Partie III 
 
On note Δ  l’opérateur laplacien : soit W un ouvert de R3, et f élément de C2 (W,R), 

2 2 2

2 2 2Δ  = + +f f ff
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

 
1.  On pose 2 2 2+ + r x y z= , et on s’intéresse à une fonction f  telle que ( , , ) ( ).f x y z u r=  

Montrer que pour r ≠ 0, on a : 2( ) '( ).f u'' r u r
r

Δ = +  

On considère dans les mêmes conditions, l’équation : 2 ,f fωΔ = −  où ω  est un réel 

strictement positif, c'est-à-dire l’équation (U) : 22( ) '( ) ( ).u'' r u r u r
r

ω+ = −   

 
2.  On définit la fonction v  par ( )  ( ).v r r u r=  

Montrer que v  vérifie l’équation différentielle (V) : 2 0.v" vω+ =  
 
3.  Résoudre l’équation (V), en déduire pour r ≠ 0 les solutions réelles de (U). 
 
4.  Déterminer les solutions non nulles de (U) admettant une limite finie quand r tend vers 0. 
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5.  On ne conserve pour la suite que les solutions obtenues à la question 4 ci-dessus.  

On impose de plus (1) 0.u' =  Déterminer l’équation (Ω) que doit vérifier ω  pour que cette 
condition supplémentaire soit satisfaite. 

 
6.  Montrer graphiquement que l’équation (Ω) admet une solution et une seule dans tout intervalle 

( )π π+ π ; +1 π
2 2

n n⎤ ⎡+⎥ ⎢⎦ ⎣
 où n  est un entier naturel. 

On notera nω  cette solution, qu’on ne cherchera pas à calculer. 
 
7.  Si n  et p  sont deux entiers naturels distincts, on note nu et pu deux solutions de (U) associées 

respectivement aux valeurs nω et pω  solutions de (Ω). 
Montrer que : 

21

0
( ) ( ) d  = 0n pu r   u r   r  r

 

 ∫ . 

 
 
 
 
 
 

Fin de l’énoncé. 



Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

* * * * *
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Dans tout le sujet, pour tous entiers p et q tels que p 6 q, la notation [[p, q]] désignera l'ensemble
des entiers n véri�ant p 6 n 6 q.

Exercice

Etude et résolution d'une équation di�érentielle à l'aide de séries entières

Dans cet exercice, on appelle solution d'une équation di�érentielle sur un intervalle I toute
fonction deux fois dérivable sur I, solution de cette équation sur I.

1) Rappeler les développements en séries entières des fonctions exp, ch et sh. On précisera
pour chaque série entière le rayon de convergence qui lui est associé.

2) Soit l'équation di�érentielle (H) :

(H) x2y′′ − 2xy′ + (2− x2)y = 0

On cherche une solution de (H) sous la forme

y(x) =
+∞∑
k=0

akx
k

On note R le rayon de convergence de cette série entière.

2a. On suppose que R > 0 et que y est solution de (H) sur ] − R,R[. Etablir des relations
de récurrence portant sur les coe�cients an, et donner la valeur de a0.

2b. On suppose que les relations établies en 2a sont satisfaites. Montrer alors que
∑
n≥0

anx
n

est combinaison linéaire de deux séries entières (indépendantes des an) que l'on précisera.

2c. Pour chacune des deux séries entières mises en évidence en 2b, déterminer le rayon de
convergence et l'expression de la somme.

2d. En déduire que y est e�ectivement solution de (H). Donner son rayon de convergence
R, et l'expression de sa somme sur ]−R,R[.

3) On pose I1 =]−∞, 0[ et I2 =]0,+∞[.

3a. Véri�er que la fonction y1 : x 7→ xch(x) est solution de (H) sur I1 et I2.

3b. Résoudre (H) sur I1 et I2 en utilisant la méthode de Lagrange.

3c. Existe-t-il des solutions de (H) sur R ?

4) Soit l'équation di�érentielle (E) :

(E) x2y′′ − 2xy′ + (2− x2)y = x3 + x4

4a. Résoudre (E) sur I1 et I2 en utilisant la méthode de la variation des deux constantes.

4b. Déterminer les solutions de (E) sur R.

4c. Montrer que toute solution de (E) sur R est développable en série entière, et préciser les
coe�cients de cette série entière et son rayon de convergence.
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Problème 1

Matrices positives et racines carrées

Pour tout n ∈ N∗, on note Mn(R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n à coe�cients
réels. On note On(R) le sous-ensemble deMn(R) formé des matrices orthogonales, et Sn(R)
le sous-ensemble de Mn(R) formé des matrices symétriques.
On identi�era R avec M1(R). De même, on identi�era Rn avec Mn,1(R), l'ensemble des
matrices à coe�cients réels ayant n lignes et une colonne.
Ainsi, un vecteur X ∈ Rn de coordonnées x1, . . . , xn dans la base canonique de Rn sera noté

X =

 x1
...
xn


Sa transposée s'écrira donc tX = (x1, . . . , xn).

Partie I. Une matrice A.

On considère les matrices suivantes de M3(R) :

A =

 2 2 0
2 3 2
0 2 4

 et D =

 0 0 0
0 3 0
0 0 6


1) Dire pourquoi A est diagonalisable.

2) Montrer que le spectre de A est {0, 3, 6}.
3) Construire une matrice P orthogonale, de première ligne 1

3
(2, 2, 1), telle que A = PDP−1.

4) Démontrer que pour tout n ∈ N, An = PDnP−1.

5) Calculer alors An pour tout n ∈ N∗.

6) On considère trois suites (un)n>0, (vn)n>0, (wn)n>0 véri�ant u0 = 1, v0 = w0 = 0 et

∀n ∈ N,


un+1 = 2un + 2vn

vn+1 = 2un + 3vn + 2wn

wn+1 = 2vn + 4wn

Pour tout entier naturel n, on pose Xn =

 un

vn

wn

.

6a. Exprimer Xn+1 à l'aide de A et de Xn.

6b. En déduire des expressions de un, vn et wn en fonction de n.

Partie II. Racines carrées de la matrice A.

On conserve les matrices A, P et D de la partie I. ConnaÓtre P est inutile pour la suite.
On appelle racine carrée de la matrice A toute matrice B ∈M3(R) telle que B2 = A.
On note

Com(A) = {M ∈M3(R) | AM = MA}

l'ensemble des matrices M qui commutent avec la matrice A.

1) Montrer que Com(A) est un espace vectoriel.
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2) Soit M ∈M3(R). On pose ∆ = P−1MP , que l'on notera ∆ =

 a b c
d e f
g h i


2a. Montrer que AM = MA si et seulement si D∆ = ∆D.

2b. Montrer que D∆ = ∆D si et seulement si ∆ est diagonale.

3) Soit B une racine carrée de A.

3a. Montrer que B ∈ Com(A).

3b. En déduire qu'il existe une matrice ∆ diagonale telle que B = P∆P−1.

3c. Montrer que ∆2 = D.

4) Combien la matrice A possède-t-elle de racines carrées ? Les écrire sous la forme P∆iP
−1

en écrivant explicitement les matrices ∆i.

Partie III. Matrices positives.

Dans cette partie, on �xe n ∈ N∗ et A ∈ Sn(R).
Soit P ∈ On(R), et D ∈Mn(R) une matrice diagonale, telles que A = PDP−1

Les matrices A, P et D ne sont donc plus celles des parties I et II.
Pour tout i ∈ [[1, n]], on notera λi le i-ème élément diagonal de D, c'est à dire que l'on a :

D =


λ1

λ2 (0)

(0)
. . .

λn


On considère l'application ϕ dé�nie sur Rn ×Rn par

∀(X, Y ) ∈ Rn ×Rn, ϕ(X, Y ) = tXAY

1) Montrer que ∀(X, Y ) ∈ Rn ×Rn, ϕ(X, Y ) ∈ R.

2) Montrer que ∀(X, Y ) ∈ Rn ×Rn, ϕ(X, Y ) = ϕ(Y,X).

3) Montrer que ϕ est linéaire par rapport à sa deuxième variable.

4) Pour tous vecteurs X et Y de Rn, on pose U = P−1X et V = P−1Y . Montrer que :

ϕ(X, Y ) = tUDV

5) Soit U ∈ Rn (de coordonnées u1, . . . , un dans la base canonique de Rn) et V ∈ Rn (de
coordonnées v1, . . . , vn dans la base canonique de Rn). Montrer que :

tUDV =
n∑

i=1

λiuivi

6) Une matrice M ∈Mn(R) est dite symétrique-positive si

{
(i) M ∈ Sn(R)
(ii) ∀X ∈ Rn, tXMX > 0

On désire prouver que A (dé�nie en début de III) est symétrique-positive si et seulement
si ses valeurs propres sont positives.

6a. Montrer que le spectre de A est {λ1, . . . , λn}.
6b. Supposons que ∀i ∈ [[1, n]], λi > 0. Montrer que A est symétrique-positive.
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6c. Supposons que A soit symétrique-positive. En calculant ϕ(X,X) pour un vecteur X bien
choisi, montrer que ∀i ∈ [[1, n]], λi > 0.

7) Montrer que ϕ est un produit scalaire si et seulement si ∀i ∈ [[1, n]], λi > 0.

Partie IV. Racine carrée positive d'une matrice positive.

Soit A ∈Mn(R), n ∈ N∗. On rappelle que B ∈Mn(R) est une racine carrée de A si B2 = A.

1) Soit A une matrice symétrique-positive �xée. On souhaite montrer que A possède, parmi
les matrices symétriques-positives, une unique racine carrée.

1a. En diagonalisant A dans une base orthonormée, construire une racine carrée B de A,
symétrique-positive.

1b. Soit B1 et B2 deux matrices symétriques-positives telles que B2
1 = B2

2 .

1b1. Montrer qu'il existe P1, P2 deux matrices inversibles, D1 et D2 deux matrices diago-
nales telles que P1D

2
1P

−1
1 = P2D

2
2P

−1
2 .

1b2. Posons P = P−1
2 P1. Montrer que PD2

1 = D2
2P .

1b3. En déduire que PD1 = D2P , puis que B1 = B2.

2) La matrice A dé�nie dans la partie I est-elle symétrique-positive ?

3) Citer, parmi les matrices de II.4, la racine carrée symétrique-positive de cette matrice A.

Problème 2

Série de Fourier, phénomène de Gibbs

Soit f la fonction 2π-périodique et impaire dé�nie par :
∀x ∈]0, π[, f(x) = π/4

f(0) = 0
f(π) = 0

1) Tracer le graphe de f sur deux périodes.

2) Déterminer la série de Fourier de f exprimée à l'aide des coe�cients de Fourier trigono-
métriques de f .

3) Etudier la convergence de la série de Fourier de f sur R. Lorsque cela est possible, donner
la valeur de la somme de cette série.

4) 4a. Soient x ∈]0, π[ et n ∈ N∗, montrer que
n−1∑
k=0

cos[(2k + 1)x] =
sin(2nx)

2 sin x
.

Indication : on pourra calculer
n−1∑
k=0

e(2k+1)ix en faisant apparaÓtre une suite géométrique.

4b. Soit n ∈ N∗, on dé�nit la fonction gn par : ∀t ∈]0, π[, gn(t) =
sin(2nt)

2 sin t
.

Quelle est la nature de l'intégrale impropre
∫ x

0

sin(2nt)

2 sin t
dt, o� x ∈]0, π[ ?

4c. Déterminer les zéros de gn sur ]0, π[.
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5) Soit n ∈ N∗, on considère S2n−1 la somme partielle de la série de Fourier de f au rang
N = 2n− 1.

5a. Montrer que : ∀x ∈ R, S2n−1(π − x) = S2n−1(x).

5b. Justi�er que l'étude de la fonction S2n−1 peut être réduite à l'intervalle [0,
π

2
].

5c. Calculer S ′2n−1(x) et en déduire :

∀x ∈ [0, π[, S2n−1(x) =

∫ x

0

sin(2nt)

2 sin t
dt

5d. Pour k ∈ [[0, n]] on dé�nit xk =
kπ

2n
, et pour k ∈ [[1, n]] Ik =

∫ xk

xk−1

sin(2nt)

2 sin t
dt. Montrer

que :
∀k ∈ [[1, n]], Ik = (−1)k−1|Ik|

5e. En utilisant le changement de variable u = t− xk−1 dans le calcul de Ik, montrer que :

∀k ∈ [[1, n− 1]], |Ik+1| 6 |Ik|

5f. Déduire des questions 5c à 5e que le maximum Mn de S2n−1 sur [0,
π

2
] est

Mn = I1 =

∫ π
2n

0

sin(2nt)

2 sin t
dt

6) On va déterminer dans cette question lim
n→+∞

Mn.

6a. Montrer que pour tout n ∈ N∗ : Mn =

∫ π

0

sin(t)

4n sin( t
2n

)
dt.

6b. On pose ϕ dé�nie sur [0, π] par ϕ(0) = 1 et ϕ(x) =
sin x

x
si x 6= 0. Montrer que ϕ est

bornée sur [0, π]. On notera K un majorant de ϕ sur cet intervalle.

6c. On pose ψ dé�nie sur ]0, π[ par ψ(x) =
x

sin x
− 1. Montrer que ψ est monotone sur ]0, π[.

6d. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :∣∣∣∣Mn −
1

2

∫ π

0

sin t

t
dt

∣∣∣∣ 6
K

2

∫ π

0

∣∣∣∣ t/(2n)

sin[t/(2n)]
− 1

∣∣∣∣dt
6e. Soit a ∈]0, π[ et n ∈ N∗. Montrer que :∣∣∣∣Mn −

1

2

∫ π

0

sin t

t
dt

∣∣∣∣ 6
K

2

(
a+ (π − a)ψ(

π

2n
)
)

6f. En déduire que :

lim
n→+∞

Mn =
1

2

∫ π

0

sin t

t
dt

7) A l'aide du développement en série entière de la fonction sin, donner une expression de
M = lim

n→+∞
Mn comme somme d'une série numérique alternée.

8) Montrer que M =
π

2
− π3

36
+

π5

1200
+R avec |R| 6 0, 1.

9) Etablir le résultat suivant connu sous le nom de Phénomène de Gibbs : la limite, quand n
tend vers +∞, du maximum de la somme partielle au rang n de la série de Fourier de f ,
est strictement supérieure au maximum de la fonction f .

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

* * * * *

1/8



Exercice 1

E est l'espace euclidien R3 muni de son produit scalaire canonique, on note B sa base cano-
nique dont on rappelle qu'elle est orthonormale pour ce produit scalaire. On note également
I la matrice identité de M3(R). On considère l'endomorphisme f de E dont la matrice dans
la base B est

M =

−5 2 1
2 −2 2
1 2 −5


1) Soit u = (−1, 0, 1) et v = (−2, 1, 0) deux vecteurs de E.

On dé�nit les sous-espaces vectoriels de E suivants : F =vect(u), G =vect(u, v) et G′ le
plan vectoriel de E d'équation cartésienne x + 2y + z = 0.

1a. Déterminer la dimension de G.

1b. Soit pF la projection orthogonale sur F , déterminer pF (v).

1c. On pose w = v − pF (v), montrer que les vecteurs u et w sont orthogonaux.

1d. En déduire une base orthonormale de G.

1e. Montrer que G = G′.

2)

2a. Pourquoi peut-on a�rmer sans calcul que f est diagonalisable dans une base orthonor-
male de E ?

2b. Déterminer le polynôme caractéristique de M .

2c. Montrer que M admet un sous-espace propre H de dimension 2 et un sous-espace propre
K de dimension 1.

2d. Diagonaliser M sous la forme M = QDQ−1 où Q est une matrice inversible et D diago-

nale de la forme D =

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

 avec d1 ≤ d2 ≤ d3.

2e. Montrer que H et K sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux.

2f. Déterminer une base orthonormale de H.

2g. Déterminer une matrice P orthogonale telle que M = PDP−1 où D est la même matrice
qu'à la question 2d.

3)
3a. Soit N une matrice carrée. Donner une condition nécessaire et su�sante faisant intervenir

N et tN pour que N soit une matrice orthogonale.

3b. Soit λ et µ deux réels avec λ > 0, on pose N = λM + µI.
Exprimer N comme un produit de matrices en fonction de P ,P−1,D,I,λ et µ.

3c. En déduire à l'aide de 3a. que N est orthogonale si et seulement si λ =
1

3
et µ = 1.

3d. Soit g l'endomorphisme de E canoniquement associé à
1

3
M + I. Expliquer pourquoi g

est un endomorphisme orthogonal de E. Décrire g en déterminant ses éléments caracté-
ristiques, on pourra pour cela pro�ter du résultat de la question 3b.
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Exercice 2

Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E le R-espace vectorielMp(R). On note I la
matrice identité de E. On considère une matrice A de E telle que A 6= 0 et A2 = 0.

1) Propriétés de A.

1a. Soit un réel λ 6= 0 et X une matrice colonne de Mp,1(R) véri�ant AX = λX. Montrer
que X = 0.
On pourra pour cela calculer A2X de deux manières di�érentes.

1b. En déduire que sp(A) ⊂ {0}.
1c. Calculer le déterminant de A.

1d. En déduire que sp(A) = {0}.
1e. Montrer par l'absurde que A n'est pas diagonalisable.

1f. Montrer que A ne peut pas être symétrique, peut-elle être orthogonale ?

2) Soit f l'endomorphisme de Rp de matrice A dans la base canonique de Rp.

2a. Que vaut f 2 = f ◦ f ?

2b. En déduire que Imf ⊂ Kerf .

2c. En déduire, à l'aide du théorème du rang, que rgf ≤ p

2
puis que le rang de A vaut

nécessairement 1 pour p = 3.

2d. Montrer qu'il existe dans M2(R) une matrice M de première colonne nulle véri�ant
M 6= 0 et M2 = 0.

3) On considère le sous-espace vectoriel

F = {αA + βI ∈Mp(R)|(α, β) ∈ R2} = vect(A, I)

3a. Déterminer la dimension de F .

3b. Montrer que F est stable par produit, c'est-à-dire : ∀(M, N) ∈ F 2, MN ∈ F .

3c. Soient (α, β) ∈ R2 et M = αA + βI ∈ F , montrer qu'il existe x ∈ R tel que

M2 = xM − β2I

3d. En déduire, pour β 6= 0, que la matrice M = αA + βI est inversible et que son inverse,
qu'on donnera, est aussi dans F .

3e. On pose B = A + I, montrer que B est inversible, et déterminer B−1 en fonction de A
et I.

3f. Soit n ∈ N∗, donner une expression simpli�ée de Bn = (A+ I)n en fonction de n, A et I.

4) Application.
Soient a, b et c trois réels. On considère trois suites réelles (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N
dé�nies par u0 = a, v0 = b, w0 = c, et :

∀n ∈ N,


un+1 = 2un + vn + 3wn

vn+1 = 2un + 3vn + 6wn

wn+1 = −un − vn − 2wn

On pose pour tout entier naturel n, Xn =

un

vn

wn

.
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4a. Montrer qu'il existe une matrice B telle que ∀n ∈ N, Xn+1 = BXn.

4b. On pose A = B − I, calculer A2.

4c. En déduire que ∀n ∈ N∗, Bn =

n + 1 n 3n
2n 2n + 1 6n
−n −n −3n + 1

 .

4d. En déduire l'expression des termes généraux un, vn et wn en fonction de n et a, b, c.

4e. Donner une condition nécessaire et su�sante sur a, b, c pour que les trois suites
(un), (vn) et (wn) soient constantes.

4f. Que peut-on dire, lorsque cette condition est véri�ée, du vecteur X0 par rapport à la
matrice B ?

Problème 1

Les parties I et II de ce problème sont indépendantes. La partie III utilise certains résultats

établis dans les parties précédentes.

Partie I. Calcul des intégrales de Wallis.

On appelle intégrales de Wallis, les intégrales In dé�nies pour tout n ∈ N par :

In =

∫ π
2

0

sinn(t)dt

1) Calculer I0 et I1.

2) À l'aide d'une intégration par parties, démontrer la relation de récurrence :

∀n ≥ 2, In =
n− 1

n
In−2

Indication : on pourra utiliser la relation cos2 x + sin2 x = 1.

3)

3a. Montrer que : ∀n ∈ N, I2n =
(2n)!

22n(n!)2

π

2
.

3b. Déterminer l'expression de I2n+1 en fonction de n, pour tout n ∈ N.

Partie II. Fonctions de Bessel.

L'objectif de cette partie n'est pas la résolution complète des équations di�érentielles propo-

sées, mais l'étude de certaines de leurs solutions dé�nies sur di�érents intervalles.

On rappelle qu'on appelle solution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 sur

un intervalle I, toute application y, dé�nie et deux fois dérivable sur I, véri�ant l'équation
di�érentielle pour tout x ∈ I.

Soit p ∈ N, on s'intéresse aux équations di�érentielles

(Ep) x2y′′ + xy′ + (x2 − p2)y = 0

et
(E ′

p) x2z′′ + x(2p + 1)z′ + x2z = 0
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1) Soient y et z deux fonctions dé�nies sur R, véri�ant la relation : ∀x ∈ R, y(x) = xpz(x).
Montrer que y est solution de (Ep) sur ]0, +∞[ ( respectivement ]−∞, 0[), si et seulement
si z est solution de (E ′

p) sur ]0, +∞[ ( respectivement ]−∞, 0[).

2) Soit
∑
n>0

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0, on note z(x) sa somme.

2a. Établir les relations que doivent véri�er les coe�cients (an) de la série entière pour que
z soit solution de (E ′

p) sur ]−R,R[ .

2b. Véri�er que l'on a : ∀n ∈ N, a2n+1 = 0, et exprimer les coe�cients a2n en fonction de n,
du paramètre p et de a0.

2c. Démontrer que le rayon de convergence de la série entière déterminée précédemment vaut
R = +∞.

3) Démontrer que pour toute valeur donnée à a0 ∈ R, la série
∑
n>0

p!
(−1)n

22nn!(n + p)!
a0x

2n est

solution de (E ′
p) sur R.

4) On considère la série entière :
∑
n>0

(−1)n

22n+p n!(n + p)!
x2n+p.

4a. À l'aide de 3), justi�er que le rayon de convergence de cette série vaut R = +∞.
On note désormais Jp la somme de cette série véri�ant donc :

∀x ∈ R, Jp(x) =
(x

2

)p
+∞∑
n=0

(−1)n

22nn!(n + p)!
x2n

4b. Déduire des questions 1) et 3) que Jp est une solution de (Ep) sur ]−∞, 0[ et sur ]0, +∞[.

4c. Expliquer pourquoi Jp est de classe C∞ sur R.
4d. Montrer que Jp est une solution de (Ep) sur R, on pourra distinguer le cas p = 0.

5) Démontrer la relation suivante : ∀p ∈ N, ∀x ∈ R∗, Jp+1(x) =
pJp(x)

x
− J ′p(x).

Partie III. Etude d'une intégrale à paramètre.

Soit la fonction f dé�nie sur R× [0,
π

2
] par f(x, t) = cos(x sin t). On dé�nit alors

F (x) =
2

π

∫ π
2

0

f(x, t)dt =
2

π

∫ π
2

0

cos(x sin t)dt

1) Expliquer pourquoi la fonction F est bien dé�nie et continue sur R.

2) Rappeler les théorèmes relatifs à la dérivation d'une intégrale à paramètre, et en déduire
que F est de classe C∞ sur R.
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3)
3a. Donner les expressions de F ′(x) et F ′′(x) sous forme intégrale.

3b. À l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

∀x ∈ R, F ′(x) = −x[F (x) + F ′′(x)]

4) En utilisant un développement en série entière, montrer que l'on a :

∀x ∈ R, F (x) =
2

π

∫ π
2

0

(
+∞∑
n=0

(−1)n x2n sin2n t

(2n)!

)
dt

5) On admet qu'il est possible d'intégrer terme à terme cette expression, et que F véri�e
alors :

∀x ∈ R, F (x) =
2

π

+∞∑
n=0

∫ π
2

0

(−1)n x2n sin2n t

(2n)!
dt

À l'aide des résultats des parties I. et II., démontrer que F = J0.

Problème 2

Partie I. Comparaison entre série et intégrale.

1) Soit n0 ∈ N, et f : [n0, +∞[→ R continue, positive et décroissante. Pour tout entier N tel
que N > n0, on pose

SN =
N∑

k=n0

f(k) = f(n0) + . . . + f(N)

1a. Soit k ∈ N, k > n0. Montrer que :

f(k + 1) 6
∫ k+1

k

f(t)dt 6 f(k)

1b. Déduire de la question précédente que : SN+1 − f(n0) 6
∫ N+1

n0
f(t)dt 6 SN , puis que∫ N+1

n0

f(t)dt 6 SN 6 f(n0) +

∫ N

n0

f(t)dt (∗)

1c. Soit X > n0. On note N la partie entière de X, c'est-à-dire l'unique entier véri�ant
N 6 X < N + 1. Montrer que :∫ N

n0

f(t)dt 6
∫ X

n0

f(t)dt 6
∫ N+1

n0

f(t)dt

En déduire que l'intégrale impropre
∫ +∞

n0

f(t)dt converge si et seulement si la suite(∫ N

n0

f(t)dt

)
N>n0

converge.
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1d. Montrer alors que l'intégrale
∫ +∞

n0

f et la série
∑
n>n0

f(n) sont de même nature.

2) Application à la série
∑
n>1

1√
n
.

2a. Quelle est la nature de la série
∑
n>1

1√
n
?

2b. On pose f(t) = 1√
t
. Montrer que f est décroissante sur [1, +∞[.

2c. On pose Sn =
n∑

k=1

f(k) pour tout entier n > 1. Montrer à l'aide de (∗) que : Sn ∼ 2
√

n.

Partie II. Séries de Bertrand.

Dans toute cette partie, α et β sont deux réels, et on pose pour tout entier n > 2,

un =
1

nα lnβ n
.

1) Supposons α > 1.

1a. Soit γ ∈]1, α[. Montrer que un = o
(

1
nγ

)
.

1b. En déduire que la série
∑
n>2

un converge.

1c. Une application : donner la nature de la série
∑
n>1

sin
(

ln n
n2

)
.

2) Supposons α < 1.

2a. Donner la limite de nun.

2b. En déduire la nature de la série
∑
n>2

un.

2c. Une application : donner la nature de la série
∑
n>1

ln(n2+1)√
n

.

3) Supposons α = 1.

Notons, pour tout t > 1, fβ(t) =
1

t lnβ(t)
.

3a. Étudier les variations de fβ sur ]1, +∞[. Montrer alors qu'il existe n0 ∈ N∗ tel que fβ

soit décroissante sur [n0, +∞[.

3b. Soit X > n0. Calculer, en distinguant le cas β = 1, Iβ(X) =
∫ X

n0
fβ(t)dt.

Donner alors la nature de Iβ =
∫ +∞

n0
fβ(t)dt en fonction de β.

3c. En déduire, à l'aide de I., la nature de
∑
n>2

un en fonction de β.

4) À l'aide des résultats de cette partie II., donner une condition nécessaire et su�sante sur
(α, β) pour que la série

∑
un converge.
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Partie III. Règle de la loupe.

Dans cette partie (un)n∈N est une suite de réels positifs, décroissante. Pour tout n ∈ N, on
pose

vn = 2nu2n = u2n + . . . + u2n︸ ︷︷ ︸
2n

termes

En�n, pour tout N ∈ N∗, on introduit les sommes partielles

SN =
N∑

n=1

un et TN =
N∑

n=0

vn

On fera attention aux indices de départs de sommation dans SN et TN .

1) Soit n ∈ N. Combien y a-t-il d'entiers i véri�ant : 2n 6 i 6 2n+1 − 1 ?

2) Montrer que pour tout n ∈ N,

vn >
2n+1−1∑
k=2n

uk

3) En déduire que pour tout N ∈ N,

TN > S2(N+1)−1

4) Montrer que pour tout n ∈ N,
1

2
vn+1 6

2n+1−1∑
k=2n

uk

On pourra commencer par écrire 1
2
vn+1 = 2nu2n+1 .

5) En déduire que pour tout N ∈ N∗,

1

2
TN 6

1

2
u1 + S2N−1

6) À l'aide de 3) et 5), montrer alors que les séries
∑

un et
∑

vn sont de même nature.

7) Une première application : pour α ∈ R �xé, on pose un = 1
nα pour tout n ∈ N∗.

7a. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, vn = 2(1−α)n.

7b. Donner alors une condition nécessaire et su�sante sur α pour que la série
∑
n>1

vn converge.

7c. À l'aide de 6), quel théorème important du cours a-t-on prouvé ?
On pourra traiter séparément les cas α 6 0 et α > 0.

8) Une deuxième application : pour α ∈ R �xé, on pose un = 1
n(ln n)α pour tout entier n > 2.

8a. Calculer vn pour tout entier n > 2.

8b. Donner alors une condition nécessaire et su�sante sur α pour que la série
∑
n>2

vn converge.

8c. Qu'a-t-on redémontré ?

FIN DU SUJET
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Les calculatrices sont autorisées.

* * *

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la

rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera sur

sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené

à prendre.

* * *

Les candidats peuvent utiliser la calculatrice pour faire leurs calculs et donner directement la
réponse sur la copie.
Ce sujet est composé de deux exercices et d'un problème tous indépendants.

EXERCICE 1

On considère la fonction f de R2 dans R dé�nie par :

f(x, y) =
y4

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

1. Démontrer que la fonction f admet des dérivées partielles premières en (0, 0) que l'on déter-
minera.

2. Démontrer que la fonction f est di�érentiable en (0, 0).

EXERCICE 2

1. Rappeler la dé�nition (par les suites) d'une partie compacte d'un espace vectoriel normé.

2. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F .
Si A est une partie compacte de E, démontrer que f(A) est une partie compacte de F .
L'image réciproque par f d'une partie compacte de F est-elle nécessairement une partie
compacte de E ?
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PROBLÈME : PHÉNOMÈNE DE GIBBS

Partie préliminaire

1. (a) Justi�er que la fonction t 7→ sin t

t
est intégrable sur l'intervalle ]0;π].

On pose I =

∫ π

0

sin t

t
dt.

(b) Rappeler le développement en série entière en 0 de la fonction sinus et déterminer, avec

soin, une suite (uk)k≥0 véri�ant I =
∞∑
k=0

(−1)kuk.

2. (a) Démontrer que la suite

(
πn

n !

)
n≥0

converge et que la suite

(
πn

n.n !

)
n≥1

est décroissante.

(b) Si Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)kuk, majorer |Rn|, en utilisant la question (a).

En déduire, en précisant la valeur de n utilisée, une valeur approchée du réel
2

π
I à 10−2

près.

Première partie : Phénomène de Gibbs

On considère la fonction f dé�nie sur R impaire et de période 2π véri�ant :

f(t) = 1 pour t ∈ ]0; π[ et f(0) = f(π) = 0.

3. On pose pour tout entier naturel n non nul et t réel,

Sn(t) =
4

π

n−1∑
k=0

sin[(2k + 1)t]

2k + 1
.

Démontrer, à l'aide d'une série de Fourier, que la suite de fonctions (Sn)n≥1 converge sim-
plement vers la fonction f sur R. La convergence est-elle uniforme sur R ?

4. Sur un même graphique, uniquement à l'aide d'une calculatrice, tracer sur l'intervalle
[
−π
2
; π
]

la courbe de la fonction f et l'allure de la courbe de la fonction S10. Puis sur un autre

graphique, tracer sur l'intervalle
[
−π
2
; π
]

la courbe de la fonction f et l'allure de la courbe

de la fonction S20.
Que constate-t-on sur les courbes des fonctions Sn lorsque t se rapproche de 0 par valeurs
supérieures ou par valeurs inférieures ?
Cette particularité est appelée phénomène de Gibbs.

5. On pose pour n entier naturel non nul et t réel,

Tn(t) =
n−1∑
k=0

sin[(2k + 1)t].
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(a) Démontrer que ∀n ∈ N∗, ∀t ∈ Rr πZ,

Tn(t) =
sin2(nt)

sin t
.

Dans la suite de cette question 5., on considère deux nombres réels a et b tels que a < b
et [a, b] ⊂

]
0; π

2

[
.

(b) Justi�er qu'il existe une constante M telle que pour tout entier naturel n non nul et
tout t ∈ [a, b], Tn(t) ≤M .

(c) Démontrer que l'on peut trouver une suite de réels (wn) convergeant vers 0 et telle que
pour tout entier naturel n non nul et tout t ∈ [a, b], |f(t)− Sn(t)| ≤ wn.

En commençant par observer que sin[(2k+1)t] = Tk+1(t)−Tk(t), on pourra chercher à
majorer, pour tout couple (n, p) d'entiers naturels non nuls et tout t ∈ [a, b], |Sn+p(t)− Sn(t)|.
Que peut-on en déduire concernant la série de Fourier de la fonction f ?

6. (a) Calculer S ′n(t) pour tout t ∈
]
0; π

2

]
et déterminer la plus petite valeur αn qui annule

S ′n(t) sur
]
0; π

2

]
.

(b) Démontrer que, pour x ∈
[
0; π

2

]
et n entier naturel non nul,

Sn(x) =
2

π

∫ x

0

sin(2nt)

sin t
dt puis que Sn(αn) =

1

nπ

∫ π

0

sinu

sin u
2n

du.

(c) Démontrer que la suite (Sn(αn))n≥1 converge et préciser sa limite.

On pourra utiliser sans démonstration : pour θ ∈
[
0; π

2

]
, sin θ ≥ 2θ

π
.

7. Démontrer que la suite

 sup
x∈]0;π2 [

|Sn(x)− f(x)|


n

ne converge pas vers 0.

Deuxième partie : Démonstration du théorème de convergence normale

Pour une fonction f continue par morceaux de R dans C et de période 2π, on note pour tout
n ∈ Z :

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

8. Rappeler le théorème de Parseval (avec les coe�cients cn(f)) pour une fonction continue par
morceaux de R dans C et de période 2π.
Dans le cas où la fonction f est de plus continue sur R, justi�er que si pour tout n∈ Z,
cn(f) = 0 alors f est la fonction nulle.
Ce résultat reste-t-il valable si la fonction f est seulement continue par morceaux de R dans
C et de période 2π ?

9. Soit f une fonction continue de R dans C et de période 2π dont la série de Fourier converge
uniformément sur R vers une fonction g :

∀t ∈ R, g(t) = c0(f) +
+∞∑
p=1

(c−p(f)e
−ipt + cp(f)e

ipt).

(a) Justi�er que l'application g est continue sur R puis pour tout entier n ∈ Z, exprimer,
avec soin, cn(g) en fonction de cn(f).
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(b) Démontrer que f = g.

10. Dans cette question, f est une fonction continue de R dans C, de période 2π et de classe C1

par morceaux.
On pose pour n entier naturel non nul et t réel,

un(f)(t) = cn(f)e
int + c−n(f)e

−int.

(a) Déterminer une relation entre cn(f ′) et cn(f).

(b) Démontrer que pour tout t réel,

|un(f)(t)| ≤
1

n2
+

1

2
(|cn(f ′)|2 + |c−n(f ′)|2).

(c) Démontrer, avec soin, que la série de fonctions
∑
un(f) converge normalement sur R

et préciser vers quelle fonction.

(d) Énoncer le théorème que l'on vient de démontrer.
Le phénomène de Gibbs peut-il se produire pour cette fonction f ?

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.
* * *

NB : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de
la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
à prendre.

* * *

QUELQUES UTILISATIONS DES PROJECTEURS

Notations et objectifs :
Dans tout le texte E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On note id
l’endomorphisme identité de E, Mn(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de
taille n.
Si E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, c’est-à-dire E = E1 ⊕ E2,
on appelle projecteur sur E1 parallèlement à E2 l’endomorphisme p de E qui, à un vecteur x
de E se décomposant comme x = x1 + x2, avec (x1, x2) ∈ E1 × E2, associe le vecteur x1.
On rappelle que si A est une matrice deMn(R), la matrice exponentielle de A est la matrice :

exp(A) =
+∞∑
k=0

Ak

k! .

De même si u est un endomorphisme de E, l’exponentielle de u est l’endomorphisme :

exp(u) =
+∞∑
k=0

uk

k! .
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Dans les parties II. et III., on propose une méthode de calcul d’exponentielle de matrice à l’aide
de projecteurs spectraux dans les cas diagonalisable et non diagonalisable. Dans la dernière
partie IV., on utilise les projections orthogonales pour calculer des distances à des parties.
Les quatre parties sont indépendantes.

I. Questions préliminaires

1. Soit les matrices A =
(

0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
.

Calculer exp(A), exp(B), exp(A) exp(B) et exp(A + B) (pour exp(A + B), on donnera la
réponse en utilisant les fonctions ch et sh).

2. Rappeler sans démontration, une condition suffisante pour que deux matrices A et B de
Mn(R) vérifient l’égalité exp(A) exp(B) = exp(A+B).

II. Un calcul d’exponentielle de matrice à l’aide des projecteurs spectraux, cas
diagonalisable

Soit A ∈Mn(R) une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont :

λ1 < λ2 < · · · < λr,

où r désigne un entier vérifiant 1 6 r 6 n.

3. Polynôme interpolateur de Lagrange : on note Rr−1[X] le R-espace vectoriel des polynômes
à coefficients réels de degré inférieur ou égal à r − 1.
On considère l’application linéaire φ de Rr−1[X] dans Rr définie par :

P 7→ (P (λ1), P (λ2), . . . , P (λr)).

Déterminer le noyau de φ, puis en déduire qu’il existe un unique polynôme L de Rr−1[X] tel
que pour tout i ∈ {1, . . . , r}, L(λi) = eλi .

4. Pour i ∈ {1, . . . , r}, on définit le polynôme li de Rr−1[X] par :

li(X) =
r∏

k = 1
k 6= i

X − λk
λi − λk

.

(a) Calculer li(λj) selon les valeurs de i et j dans {1, . . . , r}.
(b) En déduire une expression du polynôme L comme une combinaison linéaire des polynômes

li avec i ∈ {1, . . . , r}.
5. Une propriété de l’exponentielle : soit P une matrice inversible deMn(R) et D une matrice

deMn(R).
(a) Justifier que l’endomorphisme deMn(R) défini par M 7→ PMP−1 est une application

continue.
(b) En déduire que :

exp(PDP−1) = P exp(D)P−1.
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6. Déduire des questions 3. et 5. que exp(A) = L(A).
7. On suppose que E est munie d’une base B et on désigne par v l’endomorphisme de E dont la

matrice par rapport à B est A. Soit λ une valeur propre de v, et x un vecteur propre associé.
Démontrer que pour tout polynôme P ∈ R[X], on a :

P (v)(x) = P (λ)x.

8. Soit i ∈ {1, . . . , r}, on note Ei = Ker(v − λi id) le sous-espace propre de v associé à λi.
(a) Démontrer que l’endomorphisme de E, pi = li(v) est le projecteur sur Ei, parallèlement

à
r⊕

k = 1
k 6= i

Ek (on dit que les pi sont les projecteurs spectraux de v).

(b) En déduire une expression de exp(A) comme une combinaison linéaire de matrices de
projecteurs.

III. Un calcul d’exponentielle de matrice à l’aide des projecteurs spectraux, cas
non diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme minimal est (X − 1)2(X − 2).

9. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Justifier la réponse.
10. Écrire, sans justifier, un exemple de matrice triangulaire de M3(R) dont l’endomorphisme

canoniquement associé a pour polynôme minimal (X − 1)2(X − 2).
11. Démontrer, sans aucun calcul, que E = Ker(u− id)2 ⊕Ker(u− 2 id).
12. On considère les endomorphismes de E : p = (u− id)2 et q = u ◦ (2 id−u). Calculer p+ q.
13. Démontrer que l’endomorphisme p est le projecteur sur Ker(u − 2 id), parallèlement à

Ker(u− id)2. Que dire de l’endomorphisme q ?
14. Soit x un élément de E.

(a) Préciser (u− 2 id) (p(x)).
(b) Déterminer un nombre réel α tel que pour tout entier naturel k, uk ◦ p = αkp.
(c) En déduire que exp(u) ◦ p = βp où β est un réel à déterminer.

15. Que vaut pour tout entier k > 2, (u− id)k ◦ q ?
Démontrer que exp(u)◦q = γu◦q où γ est un réel à déterminer (on pourra écrire en justifiant
que exp(u) = exp(id) ◦ exp(u− id) ).

16. Écrire enfin l’endomorphisme exp(u) comme un polynôme en u.

IV. Calcul de distances à l’aide de projecteurs orthogonaux

Dans cette partie, on suppose en plus que l’espace E est muni d’un produit scalaire < ·, · >, ce
qui lui confère une structure d’espace euclidien. On rappelle que la norme euclidienne associée,
notée ‖ · ‖, est définie par :

∀x ∈ E, ‖x‖ =
√
< x, x >.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F⊥ son orthogonal, et on appelle projecteur
orthogonal sur F , noté pF le projecteur sur F , parallèlement à F⊥.
Enfin, si x est un vecteur de E, la distance euclidienne de x à F , notée d(x, F ) est le réel :

d(x, F ) = inf{‖x− y‖ | y ∈ F}.
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17. Théorème de la projection orthogonale : soit F un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur
de E. Rappeler sans démonstration, la formule permettant de calculer d(x, F ) à l’aide du
vecteur pF (x).

18. Cas des hyperplans : soit n un vecteur non nul de E et H l’hyperplan de E orthogonal à
n, c’est à dire H = (Vect {n})⊥. Exprimer pour x ∈ E, la distance d(x,H) en fonction de
< x, n > et de ‖n‖.

19. Une application : dans cette question uniquement, E =Mn(R) muni de son produit scalaire
canonique : si A et B sont dansMn(R), en notant Tr la trace,

< A,B > = Tr(tAB).

Enfin on note H l’ensemble des matrices deMn(R) dont la trace est nulle.

(a) Justifier que H est un hyperplan deMn(R) et déterminer H⊥.
(b) Si M est une matrice deMn(R), déterminer la distance d(M,H).

20. Et pour une norme non euclidienne ? Dans cette question E = R2 est muni de la norme infinie
notée N∞ : si x = (x1, x2) ∈ R2, N∞(x) = max{|x1|, |x2|}. On pose F = Vect {(1, 0)} et
x = (1, 1). Déterminer la distance «infinie» du vecteur x à F , c’est-à-dire le réel :

d∞(x, F ) = inf{N∞(x− y) | y ∈ F},

et préciser l’ensemble des vecteurs m pour lesquels cette distance est atteinte, c’est-à-dire
d∞(x, F ) = N∞(x−m). Commenter.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

∗ ∗ ∗∗

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à
la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il a été amené à prendre.

∗ ∗ ∗∗

Notations et objectifs

Dans tout ce problème n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.
L(E) désigne l’algèbre des endomorphismes de E et GL(E) l’ensemble des endomor-

phismes de E qui sont bijectifs.
On note 0 l’endomorphisme nul et id l’application identité.
Pour tout endomorphisme f , Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et

l’image de f .
L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f) = {h ∈ L(E) | h2 = f}

R[X] désigne l’espace des polynômes à coefficients réels.

Étant donné f ∈ L(E) et P ∈ R[X] donné par P (X) =
∑̀
k=0

akX
k, on définit

P (f) ∈ L(E) par :

P (f) =
∑̀
k=0

akf
k
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où f 0 = id et pour k ∈ N?, fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Si f1, . . . , fq désignent q endomorphismes de E (q ∈ N?) alors
∏

16i6q

fi désignera l’endo-

morphisme f1 ◦ . . . ◦ fq.
Pour tout entier p non nul,Mp(R) désigne l’espace des matrices carrées à p lignes et p

colonnes à coefficients dans R.
Ip est la matrice identité de Mp(R).
L’objectif du problème est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes à l’existence

de racines carrées d’un endomorphisme f et de décrire dans certains cas l’ensemble R(f).

PARTIE I

A) On désigne par f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

A =

 8 4 −7
−8 −4 8
0 0 1


1) Montrer que f est diagonalisable.
2) Déterminer une base (v1, v2, v3) de R3 formée de vecteurs propres de f et donner la

matrice D de f dans cette nouvelle base.
3) Soit P la matrice de passage de la base canonique à la base (v1, v2, v3). Soit un entier

m > 1. Sans calculer l’inverse de P , exprimer Am en fonction de D, P et P−1.
4) Calculer P−1, puis déterminer la matrice de fm dans la base canonique.
5) Déterminer toutes les matrices deM3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée

à la question 2).
6) Montrer que si H ∈M3(R) vérifie H2 = D, alors H et D commutent.
7) Déduire de ce qui précède toutes les matrices H de M3(R) vérifiant H2 = D, puis

déterminer tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de R3 dont les matrices respectives A et J dans la
base canonique sont données par :

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 et J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1) Calculer Jm pour tout entier m > 1.

2) En déduire que pour tout m ∈ N?, fm = id +
1

3
(4m − 1)j. Cette relation est-elle

encore valable pour m = 0 ?
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes λ et µ telles que λ < µ.
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4) Montrer qu’il existe un unique couple (p, q) d’endomorphismes de R3 tel que pour
tout entier m > 0, fm = λmp + µmq et montrer que ces endomorphismes p et q sont
linéairement indépendants.

5) Après avoir calculé p2, q2, p ◦ q et q ◦ p, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et q qui vérifient h2 = f .

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f . Écrire
la matrice D de f , puis la matrice de p et de q dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice K de M2(R) non diagonale telle que K2 = I2, puis une
matrice Y de M3(R) non diagonale telle que Y 2 = D.

8) En déduire qu’il existe un endomorphisme h de R3 vérifiant h2 = f qui n’est pas
combinaison linéaire de p et q.

9) Montrer que tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f sont diagonalisables.

PARTIE II

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 et deux endomor-
phismes non nuls p et q de E tels que :

λ 6= µ et


id = p+ q
f = λp+ µq
f 2 = λ2p+ µ2q

1) Calculer (f − λid) ◦ (f − µid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que λ et µ sont valeurs propres de f et qu’il n’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que p ◦ q = q ◦ p = 0 puis montrer

que p2 = p et q2 = q.
4) On suppose jusqu’à la fin de cette partie que λµ 6= 0.

Montrer que f est un isomorphisme et écrire f−1 comme combinaison linéaire de p et q.
5) Montrer que pour tout m ∈ Z :

fm = λmp+ µmq

6) Soit F le sous-espace de L(E) engendré par p et q. Déterminer la dimension de F .
7) On suppose dans la suite de cette partie que λ et µ sont strictement positifs.

Déterminer R(f) ∩ F .
8) Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Déterminer une matrice K de Mk(R) non

diagonale et vérifiant K2 = Ik.
9) Montrer que si l’ordre de multiplicité de la valeur propre λ est supérieur ou égal à

2, alors il existe un endomorphisme p′ ∈ L(E) \ F tel que p′2 = p et p′ ◦ q = q ◦ p′ = 0.
10) En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f) 6⊂ F .
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PARTIE III

Soient p1, . . . , pm, m endomorphismes non nuls de E et λ1, . . . , λm, m nombres réels
distincts. Soit f un endomorphisme de E vérifiant pour tout entier k ∈ N :

fk =
m∑

i=1

λk
i pi

1) Montrer que pour tout P ∈ R[X], on a :

P (f) =
m∑

i=1

P (λi)pi

2) En déduire que
m∏

i=1

(f − λiid) = 0, puis que f est diagonalisable.

3) Pour tout entier ` tel que 1 6 ` 6 m, on considère le polynôme :

L`(X) =
∏

16i6m
i 6=`

(X − λi)

(λ` − λi)

Montrer que pour tout entier `, tel que 1 6 ` 6 m, on a p` = L`(f). En déduire que
Im (p`) ⊂ Ker (f − λ`id), puis que le spectre de f est :

Sp(f) = {λ1, . . . , λm}

4) Vérifier que pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 6 i, j 6 m, on a :

pi ◦ pj =

{
0 si i 6= j
pi si i = j

5) Justifier le fait que la somme
m∑

i=1

Ker (f − λiid) est directe et égale à E et que les

projecteurs associés à cette décomposition de E sont les pi.
6) Soit F le sous-espace vectoriel de L(E) engendré par {p1, . . . , pm}. Déterminer la

dimension de F .
7) Déterminer R(f) ∩ F dans le cas où λ1, . . . , λm sont des réels positifs ou nuls.
8) Dans cette question, on suppose de plus que m = n.

8.1) Préciser alors la dimension des sous-espaces propres de f .
8.2) Montrer que si h ∈ R(f), tout vecteur propre de f est également vecteur propre

de h.
8.3) En déduire que R(f) ⊂ F et donner une condition nécessaire et suffisante sur

les λi pour que R(f) soit non vide.
9) Montrer que si m < n et si tous les λi sont positifs ou nuls, alors R(f) 6⊂ F .
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PARTIE IV

A) Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu’il existe un entier p > 1 tel que fp = 0
et fp−1 6= 0.

1) Montrer qu’il existe x ∈ E non nul tel que la famille (x, f(x), f 2(x), . . . , f p−1(x)) est
libre. En déduire que p 6 n et que fn = 0.

2) Montrer que si R(f) 6= ∅ alors 2p− 1 6 n.

3) Déterminer les réels a0, . . . , an−1 tels que
√

1 + x =
n−1∑
k=0

akx
k + O(xn) au voisinage

de 0. Dans la suite, Pn désigne le polynôme défini par Pn(X) =
n−1∑
k=0

akX
k.

4) Montrer qu’il existe une fonction η bornée au voisinage de 0 telle que l’on ait
P 2

n(x)− x− 1 = xnη(x). En déduire que Xn divise P 2
n −X − 1.

5) Montrer alors que R(f + id) 6= ∅. Plus généralement, montrer que pour tout α réel,
R(αf + id) 6= ∅, puis que pour tout β réel strictement positif, R(f + βid) 6= ∅.

B) 1) Soit T = (aij)16i,j6n une matrice triangulaire supérieure de Mn(R) dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux à un réel λ.

Montrer que (T − λIn)n = 0.
2) On suppose dans toute la suite que f est un endomorphisme de E dont le polynôme

caractéristique est scindé et qui n’admet qu’une seule valeur propre λ. Déduire de la
question précédente que E = Ker (f − λid)n.

3) Montrer que si λ > 0 alors R(f) 6= ∅.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, la précision et à la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené à prendre.

PARTIE I

On note D = IR \ (−IN∗) l’ensemble des nombres réels qui ne sont pas des nombres entiers
strictement négatifs.
On considère la série de fonctions d’une variable réelle de terme général un défini par :

∀n ∈ IN∗, ∀x ∈ IR, x 6= −n, un(x) =
1

(n+ x)2
.

I.1. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur D.

On notera désormais U =
+∞∑
n=1

un la somme de cette série de fonctions, et, pour tout n ∈ IN∗,

Un =
n∑

k=1

uk la somme partielle d’ordre n et Rn =
+∞∑

k=n+1

uk le reste correspondant. On a donc

Rn = U − Un pour tout n ∈ IN∗.

I.2.

I.2.1. Soit p ∈ IN∗ donné. Pour tout n ∈ IN∗, soit u
(p)
n la dérivée de un à l’ordre p.

Calculer u
(p)
n (x) pour tout x ∈ IR, x 6= −n.

I.2.2. Soient a et b deux nombres réels tels que −1 < a < b.
Montrer que la série de fonctions de terme général u

(p)
n converge normalement sur [a, b].

I.2.3. Déduire de ce qui précède que U est de classe C∞ sur ]− 1,+∞[.
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I.3.

I.3.1. Soit N ∈ IN∗ donné. Pour tout x ∈ D, exprimer U(x) à l’aide de UN(x) et U(x+N).

I.3.2. En déduire que U est de classe C∞ sur ]−N − 1,−N [, puis sur D.

I.3.3. Soit p ∈ IN donné, p ≥ 2.

Pour tout x ∈ D, établir une expression de
+∞∑
n=1

1

(n+ x)p
à l’aide de p et de U (p−2)(x).

I.4. Soit N ∈ IN∗ donné. Donner un équivalent de U(x) lorsque x tend vers −N .

I.5.

I.5.1. Montrer que U est strictement décroissante sur ]− 1,+∞[.

I.5.2. Montrer que pour tout x > 0 on a

∫ +∞

x+1

dt

t2
≤ U(x) ≤

∫ +∞

x

dt

t2
.

En déduire un équivalent de U(x) lorsque x tend vers +∞.

I.6. Montrer que pour tout x ∈ D on a U(x) =
1

4

[
U
(x

2

)
+ U

(
x− 1

2

)]
.

PARTIE II

II.1. Pour tout p ∈ IN on note fp la fonction définie sur IR∗ par :

∀t ∈ IR∗, fp(t) =
tp+1

et − 1
.

II.1.1. Déterminer lim
t→0

fp(t) selon les valeurs de p.

On notera désormais fp la fonction fp prolongée par continuité à IR tout entier.

II.1.2. Déterminer un équivalent de fp(t) lorsque t tend vers +∞.

II.2. Soit ϕ la fonction d’une variable réelle x définie par :

ϕ(x) =

∫ +∞

0

f0(t)e
−xtdt =

∫ +∞

0

te−xt

et − 1
dt.

II.2.1. Montrer que le domaine de définition de ϕ est ]− 1,+∞[.

II.2.2. Soient p ∈ IN et a ∈]− 1,+∞[ donnés.
Vérifier que pour tout x ≥ a et tout t ≥ 0 on a 0 ≤ fp(t)e−xt ≤ fp(t)e−at.
Montrer que la fonction t 7→ fp(t)e−at est intégrable sur [0,+∞[.

II.2.3. Déduire de ce qui précède que ϕ est de classe C∞ sur ]− 1,+∞[.

II.2.4. Déterminer lim
x→+∞

ϕ(x).

II.3.

II.3.1. Montrer que ϕ(x)− ϕ(x+ 1) =
1

(x+ 1)2
pour tout x > −1.

II.3.2. En déduire que ϕ(x) = U(x) pour tout x > −1.

2/3



II.3.3. Soit p ∈ IN donné, p ≥ 2.

Pour tout x > −1, exprimer
+∞∑
n=1

1

(n+ x)p
à l’aide de p et de

∫ +∞

0

tp−1e−xt

et − 1
dt.

PARTIE III

Soit g la fonction d’une variable réelle x, périodique de période 2π, telle que :

∀x ∈ [−π,+π[, g(x) =
π

2
− |x|.

Soit
1

2
a0(g) +

+∞∑
n=1

(an(g) cosnx+ bn(g) sinnx) la somme de la série de Fourier de g.

III.1. Préciser pourquoi g est égale en tout point de IR à la somme de sa série de Fourier.

III.2.

III.2.1. Calculer bn(g) pour tout n ∈ IN∗.

III.2.2. Calculer an(g) pour tout n ∈ IN.

III.3.

III.3.1. Calculer
+∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
.

III.3.2. En déduire la valeur de U
(
−1

2

)
, puis celle de U(0).

III.4. Calculer
+∞∑
k=1

1

(2k − 1)4
. En déduire la valeur de la somme

+∞∑
n=1

1

n4
.

III.5. On note G la primitive de g telle que G(0) = 0.

III.5.1. Montrer que G est impaire, périodique de période 2π.

III.5.2. Calculer les coefficients de Fourier de G.
Préciser pourquoi G est égale en tout point de IR à la somme de sa série de Fourier.

III.5.3. Calculer les sommes
+∞∑
k=1

1

(2k − 1)6
et

+∞∑
n=1

1

n6
.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

* * * * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et
à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *
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Exercice 1

Partie I. Décomposition de Dunford : généralités
Pour n ∈ N∗, on note In et On respectivement la matrice identité et la matrice nulle deMn(R).

Soit A ∈Mn(R), s’il existe ∆, N ∈Mn(R) telles que :
i) A = ∆ +N ,
ii) ∆ est diagonalisable,
iii) N est nilpotente (i.e. il existe p ∈ N tel que Np = On),
iv) ∆N = N∆, autrement dit les matrices ∆ et N commutent,
alors on dira que le couple (∆, N) est une décomposition de Dunford de A.

1) Soient A1 =

(
3 2
0 3

)
et A2 =

(
3 1
0 2

)
.

1a. Soient ∆ =

(
3 0
0 3

)
et N =

(
0 2
0 0

)
, montrer que (∆, N) est une décomposition de

Dunford de A1.

1b. Soient ∆ =

(
3 0
0 2

)
et N =

(
0 1
0 0

)
, montrer que (∆, N) n’est pas une décomposition

de Dunford de A2.

2) Soit A3 une matrice diagonalisable deMn(R), montrer que A3 admet une décomposition
de Dunford que l’on donnera.

3) De même, soit A4 une matrice nilpotente deMn(R), montrer que A4 admet une décom-
position de Dunford que l’on donnera.

4) Vérifier que si (∆, N) est une décomposition de Dunford de A, alors ∆ et N commutent
avec A.

Partie II. Étude d’un exemple

Soit A =

 3 −1 1
0 2 2
−1 1 3

, on pose ∆ =

 2 0 0
−1 3 1
−1 1 3

 et N =

1 −1 1
1 −1 1
0 0 0

 .

1) Étude de ∆
1a. Déterminer le spectre de ∆, en déduire que ∆ est inversible.
1b. Montrer que ∆ est diagonalisable et la diagonaliser sous la forme P−1∆P = D,

avec P ∈M3(R) inversible et

D =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 .

1c. En déduire, de manière élémentaire, que ∆−1 est diagonalisable, et exprimer ∆−1 en
fonction de P , P−1 et d’une matrice diagonale D1 à déterminer.
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2) Décomposition de A
2a. Montrer que A n’est pas diagonalisable.
2b. Montrer que N est nilpotente.
2c. Vérifier que N∆ = ∆N = 2N .
2d. En déduire que (∆, N) est une décomposition de Dunford de A.

3) Décomposition de Dunford de A−1
On pose N1 = ∆−1N .

3a. À l’aide de II.2b montrer que ∆−1N = N∆−1.
3b. En déduire que N1 est nilpotente.
3c. Développer (I3+N1)(I3−N1). En déduire que I3+N1 est inversible et donner son inverse.
3d. Justifier l’existence de A−1.
3e. Montrer que A−1 = (I3+N1)

−1∆−1 et en déduire une décomposition de Dunford de A−1.

4) Décomposition de Dunford des puissances de A
Soit p ∈ N.

4a. À l’aide de la décomposition de Dunford (∆, N) de A, montrer que

Ap = ∆p + p2p−1N.

4b. Vérifier que (∆p, p2p−1N) est une décomposition de Dunford de Ap.
4c. Calculer ∆p. En déduire que :

Ap = 2p−1

 2 + p −p p
1 + p− 2p 1− p+ 2p p− 1 + 2p

1− 2p −1 + 2p 1 + 2p

 .

5) Décomposition de Dunford de R vérifiant R2 = A, R s’appelle une racine carrée de A
5a. Déterminer les matrices U ∈M3(R) diagonales vérifiant U2 = D.
5b. À l’aide des matrices P et P−1, déterminer alors une matrice S à valeurs propres

positives telle que S2 = ∆.
5c. Déterminer deux réels a et b, tels que S = a∆ + bI3, en raisonnant sur les formes

diagonalisées. En déduire que S et N1 commutent.
5d. On pose M = I3 + 1

2
N1. Montrer que M2 = I3 +N1.

5e. En remarquant que A = ∆(I3 + ∆−1N), déterminer une matrice R telle que R2 = A.
5f. Donner une décomposition de Dunford de R.
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Exercice 2

Partie I. Résultats préliminaires
On rappelle la définition des coefficients binomiaux :

∀n ∈ N, ∀k ∈ N,


0 ≤ k ≤ n ⇒

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!

n < k ⇒
(
n
k

)
= 0

et la relation ∀n ∈ N, ∀k ∈ [[0, n− 1]],

(
n
k

)
=

(
n+ 1
k + 1

)
−
(

n
k + 1

)

1) Soient n ∈ N, f et g deux fonctions réelles de classe Cn sur un intervalle I et h = f × g.
On note de façon usuelle f (k) la dérivée k-ème de f pour tout k ∈ [[0, n]].
Démontrer, par récurrence sur n ∈ N, la formule de Leibniz :

∀x ∈ I, h(n)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

Indication : utiliser la relation liant les coefficients binomiaux rappelée ci-dessus et remar-
quer que f (k+1)g(n−k) = f (k+1)g(n+1−[k+1]).

2) Soit n ∈ N et f une fonction réelle de classe Cn+1 sur un intervalle I. Démontrer, par
récurrence sur n ∈ N, l’égalité suivante appelée formule de Taylor avec reste intégral :

∀a ∈ I, ∀b ∈ I, f(b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k +

∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

Indication : on pourra effectuer une intégration par parties.

Partie II. Développement en série entière de la fonction tangente

Soient I =]− π
2
,
π

2
[ et f : I → R définie par f(x) = tan x. On rappelle que la fonction tangente

est une fonction de classe C∞ sur I.

1) En écrivant f ′(x) = 1 + f(x).f(x), exprimer pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ I, f (n+1)(x) en
fonction des dérivées f (k)(x) pour k ∈ [[0, n]].

2) Montrer que : ∀x ∈ [0,
π

2
[, ∀n ∈ N, f (n)(x) ≥ 0.

Que peut-on en déduire, pour n ∈ N, sur les variations des fonctions f (n) ?
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3) Pour tout entier naturel k, on note ak =
f (k)(0)

k!
.

3a. Montrer que : ∀n ∈ N∗, an+1 =
1

n+ 1

n∑
k=0

ak an−k.

Indication : on pourra utiliser la formule trouvée en II.1).
3b. Montrer que : ∀n ∈ N, ∀x ∈ I, f (n)(−x) = (−1)n+1f (n)(x).

Que peut-on en déduire, pour n ∈ N, sur la parité des dérivées f (n) ?
3c. Calculer, pour tout n ∈ N, le coefficient a2n.

4) Soient x ∈ [0,
π

2
[ et n ∈ N, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer

que :

f(x) ≥
n∑
k=0

akx
k

Que peut-on en déduire pour la série numérique
∑
n≥0

anx
n, où x ∈ [0,

π

2
[ ?

5) Soient x ∈]0,
π

2
[ et n ∈ N, on pose Rn(x) = f(x)−

n∑
k=0

a2k+1x
2k+1.

5a. Montrer que :

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)2n+1

(2n+ 1)!
f (2n+2)(t)dt =

x2n+2

(2n+ 1)!

∫ 1

0

(1− u)2n+1f (2n+2)(ux)du

5b. Soit un réel r tel que x < r <
π

2
. En remarquant que x =

x

r
r, montrer que :

Rn(x) ≤
(x
r

)2n+2

Rn(r) ≤
(x
r

)2n+2

f(r)

5c. En déduire que lim
n→+∞

Rn(x) = 0, puis montrer que la série
∑
n≥0

anx
n est convergente.

6) Démontrer que la fonction tan est développable en série entière sur ] − π

2
,
π

2
[, et donner

l’expression de cette série entière.
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Problème
L’objectif de ce problème est d’étudier la convergence de la série de Fourier d’une fonction

qui n’est pas de classe C1 par morceaux, pour laquelle on ne peut donc pas appliquer le
théorème de Dirichlet.

Partie I. Étude d’une fonction définie par une intégrale

1) Soit α ∈ R, on considère la fonction h définie sur R+ par

h : t 7→


sin(t)√

t
si t > 0

α si t = 0

Pour quelle valeur de α h est-elle continue sur R+ ?
Pour la suite α prendra cette valeur, ainsi h est continue sur R+ dans le reste de cette
partie.

2) Montrer que la fonction H : x 7→
∫ x

0

sin(t)√
t

dt est bien définie sur R+ puis qu’elle est de

classe C1 sur R+.

3)

3a. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ +∞

1

cos t

t
3
2

dt

3b. Montrer à l’aide d’une intégration par parties que
∫ +∞

1

sin t√
t
dt est convergente.

4) Montrer avec soin qu’une fonction u, continue sur [0,+∞[ et admettant une limite finie `
en +∞, est bornée sur [0,+∞[.

5) Déduire de 3) et 4) que H est une fonction bornée.

Partie II. Étude d’une fonction 2π-périodique

1) Soit f : R→ R, 2π-périodique, paire et définie sur [0, π] par f(x) =
√
x.

On note :
a0(f)

2
+
∑
n≥1

(an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx))

sa série de Fourier.
1a. Tracer l’allure de la courbe de f sur [−2π, 2π] et donner, pour x ∈ [π, 2π], une expression

de f(x) . On remarquera que f est continue sur R.
1b. La fonction f est-elle dérivable en π ? Justifier.
1c. Montrer que la restriction de f à ]0, π[ n’est pas prolongeable en 0 en une fonction de

classe C1.

La fonction f n’est donc pas de classe C1 par morceaux, on ne peut donc pas appliquer le
théorème de Dirichlet pour étudier la convergence de sa série de Fourier.
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2) Étude des coefficients de Fourier trigonométriques

2a. Calculer a0(f) et donner, pour n ∈ N∗, la valeur de bn(f).
2b. Soit n ∈ N∗. Exprimer an(f) à l’aide de la fonction H. Plus précisément, déterminer des

réels β et γ tels que an(f) = β
H(γ)

n3/2
.

2c. En déduire qu’il existe un réel M > 0 tel que

∀n ∈ N∗, |an(f)| 6 M

n3/2

3) Montrer que la série
∑
n≥1

(|an(f)|+ |bn(f)|) est convergente. En déduire que la série de

Fourier de f converge pour tout x réel. On note g sa somme, c’est-à-dire pour tout x réel,

g(x) =
a0(f)

2
+

+∞∑
n=1

(an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx))

4) Donner la parité et la périodicité de g. On admettra que la fonction g est continue sur
R.

5)

5a. Soit n ≥ 1 et p ≥ 0 deux entiers. Calculer
∫ π

0

cos(pt) cos(nt)dt. On pourra distinguer les

cas n = p et n 6= p.

5b. En admettant l’interversion série-intégrale
∫ +∞∑

=
+∞∑∫

, montrer que la fonction g a

les mêmes coefficients de Fourier que f .

Partie III. Conclusion
Le but de cette dernière partie est de prouver que les fonctions f et g sont égales, donc que
la série de Fourier de f converge bien vers f .

On note CM2π l’ensemble des fonctions réelles, 2π-périodiques sur R et continues par mor-
ceaux et C2π le sous-espace vectoriel de CM2π constitué des fonctions continues (et 2π-
périodiques sur R).

Si u ∈ CM2π, on note (an(u))n≥0 et (bn(u))n≥1 ses coefficients de Fourier trigonométriques.

1) Soient u et v deux fonctions de CM2π. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

an(u− v) = an(u)− an(v)

On montre de même mais cela n’est pas demandé que bn(u− v) = bn(u)− bn(v).
Si u et v sont deux fonctions de CM2π, on pose :

〈u, v〉 =
1

2π

∫ π

−π
u(t)v(t)dt et N(u) =

√
〈u, u〉
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2) Montrer que l’application 〈·, ·〉 définit un produit scalaire sur C2π.

3) Que peut-on en déduire pour l’application N de C2π dans R ? En particulier que caractérise
N(u) = 0 ?

4) Soit ϕ une fonction de C2π. Montrer, à l’aide de la formule de Parseval, que si tous ses
coefficients de Fourier sont nuls alors ϕ est nulle.

5) Déduire, avec précision, de tous les résultats précédents que l’on a bien f = g.

Fin de l’énoncé
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∑
n�2

2xn

n2 − 1
.

R

S
∑
n�2

2xn

n2 − 1
. S ]−R,R[

S(x) x

(E) 2xy′ − 3y =
√
x

(E) ]0,+∞[

(E) [0,+∞[
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Problème

Autour de la transformation de Laplace

Dans tout ce problème, on note :

� F(IR+, IR) l'ensemble des applications de IR+ dans IR ;

� E l'ensemble des fonctions f : IR+ → IR, continues, telles que, pour tout x > 0 réel, la

fonction t 7→ f(t)e−xt soit intégrable sur IR+ ;

� F l'ensemble des fonctions continues et bornées sur IR+.

Pour tout f dans E, on appelle transformée de Laplace de f et on note L(f) la fonction

dé�nie pour tout x > 0 réel par :

L(f)(x) =
∫ +∞

0

f(t)e−xt dt .

1. Question préliminaire

Soient a ∈ IR et f : [a,+∞[→ IR une fonction continue par morceaux. Pour tout x dans

[a,+∞[, on pose :

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

On considère les propositions suivantes :

(i) f est intégrable sur [a,+∞[ ;

(ii) F admet une limite �nie en +∞.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles entre (i) et (ii) lorsque :

(a) f est positive sur [a,+∞[ ;

(b) f n'est pas positive sur [a,+∞[.

Partie I : Exemples et propriétés

2. (a) Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F(IR+, IR).

(b) Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(c) Justi�er que L est une application linéaire de E dans F(IR+
∗ , IR), espace vectoriel des

applications de ]0,+∞[ dans IR.

3. (a) On considère la fonction U : IR+ → IR dé�nie par U(t) = 1. Déterminer L(U).

(b) Soit λ > 0 réel. On considère la fonction hλ : [0,+∞[→ IR dé�nie pour tout t > 0 réel

par :

hλ(t) = e−λt

Démontrer que hλ est dans E et déterminer L(hλ).
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4. Soient f dans E et n dans IN. On considère gn : t 7→ tnf(t) de [0,+∞[ dans IR.

Pour x > 0, justi�er de l'existence de A > 0 tel que tne−xt 6 e−
xt
2 pour tout t > A.

En déduire que gn est un élément de E.

5. Transformée de Laplace d'une dérivée

Soit f dans E de classe C1, croissante et bornée sur [0,+∞[. Démontrer que f ′ est encore

dans E et que l'on a :

∀x ∈]0,+∞[, L(f ′)(x) = xL(f)(x)− f(0) .

6. Régularité d'une transformée de Laplace

(a) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f) est de classe C1 sur ]0,+∞[ et

que l'on a L(f)′ = −L(g1) où g1 a été dé�nie à la question 4.

(b) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f) est de classe C∞ sur ]0,+∞[ et

pour x > 0 et n ∈ IN, déterminer L(f)(n)(x) à l'aide d'une transformée de Laplace.

Partie II : Comportements asymptotiques de la transformée de

Laplace

Dans toute cette partie, f est un élément de E.

7. On suppose dans cette question que f est dans F .

(a) Déterminer la limite en +∞ de L(f).

(b) Théorème de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C1 et croissante sur IR+, avec f ′ bornée sur

IR+.

Démontrer que lim
x→+∞

xL(f)(x) = f(0).

8. Théorème de la valeur �nale

On suppose dans cette question que lim
t→+∞

f(t) = ` où ` est un réel. Soit (an)n∈IN une suite

de réels strictement positifs qui converge vers 0.

(a) Démontrer que f appartient à F .

(b) Soit n un entier naturel. Démontrer que anL(f)(an) =

∫ +∞

0

hn(x) dx où hn est la

fonction dé�nie sur [0,+∞[ par hn(x) = e−xf

(
x

an

)
.

(c) En déduire, à l'aide du théorème de convergence dominée, que lim
n→+∞

anL(f)(an) = `.

(d) Lorsque ` 6= 0, déterminer un équivalent de L(f)(x) en 0.

9. Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur IR+ et on pose R(x) =

∫ +∞

x

f(t)dt

pour tout x dans [0,+∞[.
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(a) Démontrer que R est une fonction de classe C1 sur [0,+∞[ et déterminer R′.

En déduire que, pour tout x > 0 réel, on a : L(f)(x) = R(0)− xL(R)(x).

(b) On �xe ε > 0.

Justi�er de l'existence de A réel positif tel que pour tout t > A, on ait |R(t)| 6 ε.

En déduire que, pour tout x > 0, on a :

|L(f)(x)−R(0)| 6 x

∫ A

0

|R(t)| dt+ ε

(c) Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on précisera la valeur en 0 de ce

prolongement).

Partie III : Application

10. Calcul de l'intégrale de Dirichlet

Ici f est la fonction dé�nie par f(0) = 1 et f(t) =
sin t

t
pour t > 0 réel.

(a) Démontrer que la fonction F : IR+ → IR dé�nie par F (x) =

∫ x

0

f(t) dt admet une

limite réelle ` en +∞.

(b) En considérant la série
∑
n>0

un où un =

∫ (n+1)π

nπ

|f(t)| dt, démontrer que f n'est pas

intégrable sur IR+.

(c) Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour tout X > 0 on a :∫ X

0

(sin t) e−xt dt = − 1

1 + x2
(
e−xX(x sinX + cosX)− 1

)
.

Démontrer que la fonction t 7→ (sin t) e−xt est intégrable sur IR+.

Déterminer alors

∫ +∞

0

(sin t) e−xt dt.

(d) Déterminer, pour x > 0, une expression simple de L(f)(x) et en déduire `.

Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant (la démarche de la preuve étant identique

à celle de la question 9) :

Lorsque f dans E véri�e lim
x→+∞

∫ x

0

f(t) dt = ` ∈ IR, alors lim
x→0
L(f)(x) = `.

On notera que, par rapport à la question 9, on a remplacé l'hypothèse f intégrable sur

IR+ par l'hypothèse lim
x→+∞

∫ x

0

f(t) dt = ` ∈ IR.

Fin de l'énoncé
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Exercice

Commutant d'une matrice

Pour A ∈M3(R), on note C(A) = {M ∈M3(R)/AM =MA} le commutant de la matrice A.

1. Démontrer que pour A ∈M3(R), C(A) est un espace vectoriel.

2. Démontrer, en détaillant, que la matrice A =

 1 4 −2
0 6 −3
−1 4 0

 est semblable à la matrice

T =

 3 0 0
0 2 1
0 0 2

. Pour cela, on donnera une matrice de passage que l'on notera P .

3. Déterminer le commutant C(T ) de la matrice T . Déterminer sa dimension.

4. Démontrer que l'application M 7→ P−1MP est un automorphisme d'espaces vectoriels de
M3(R).
Que peut-on en déduire pour la dimension de C(A) ?

5. (a) Existe-t-il un polynôme annulateur de A de degré inférieur ou égal à 2 ?

(b) Démontrer alors que C(A) = vect {I3, A, A2} .
(c) En déduire que C(A) est l'ensemble des polynômes en A.

Ce résultat reste-t-il vrai pour toute matrice A ∈M3(R) ?

Problème

Inégalités sur les déterminants de matrices symétriques

Dans ce problème, on note pour n entier naturel non nul :

� Sn l'ensemble des matrices symétriques deMn(R),

� S+
n l'ensemble des matrices symétriques positives deMn(R),

� S++
n l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives deMn(R).

On admet que si x1, x2, ..., xn sont n réels positifs,
1

n

n∑
i=1

xi ≥

(
n∏

i=1

xi

) 1
n

.

1. Question préliminaire

On rappelle qu'une matrice S appartient à S+
n , si S appartient à Sn et si, pour toute matrice

X ∈Mn,1(R), on a tXSX ≥ 0.

Démontrer qu'une matrice S de Sn est élément de S+
n si et seulement si toutes les valeurs

propres de S sont positives.
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Partie I

2. Soit S ∈ S+
n . Démontrer que n

√
detS ≤ 1

n
traceS.

3. Application : soit M ∈Mn(R).
(a) Démontrer que tMM ∈ S+

n .

(b) Si M = (mi j), en déduire l'inégalité (detM)2 ≤
(
1

n

)n
(

n∑
i=1

n∑
j=1

m2
i j

)n

.

Partie II : Théorème de réduction simultanée

4. On se donne deux matrices A ∈ S++
n et B ∈ Sn . On note B la base canonique de Rn et, dans

cette base, A est la matrice d'un produit scalaire ϕ. On note l'espace euclidien E = (Rn,ϕ).

Soit B′ une base orthonormée de E et R la matrice de passage de la base B vers la base B′.

(a) Justi�er que In = tRAR.

(b) On note C = tRBR, justi�er qu'il existe une matrice orthogonale Q et une matrice
diagonale D telle que tQCQ = D.

(c) Déterminer, en fonction des matrices R et Q, une matrice inversible P telle que :

A = tPP et B = tPDP (théorème de réduction simultanée)

(d) Dans cette question, on prend l'exemple de la matrice B =

(
1 1
1 1

)
.

Démontrer qu'une matrice inversible P telle que la matrice tPBP soit diagonale n'est
pas nécessairement une matrice orthogonale.

On pourra, par exemple, utiliser la forme quadratique canoniquement associée à la
matrice B.

5. Démontrer l'inégalité � det(A+B) ≥ detA+ detB � dans les deux cas suivants :

(a) A ∈ S++
n et B ∈ S+

n , en utilisant le théorème de réduction simultanée. On pourra

remarquer ici que, avec tous les λi ≥ 0,
n∏

i=1

(1 + λi) ≥
(
1 +

n∏
i=1

λi

)
.

(b) A ∈ S+
n et B ∈ S+

n , en démontrant d'abord que A + B ∈ S+
n et en considérant les cas

où les matrices sont dans S+
n sans être dans S++

n .

6. Soient A et B deux matrices de S++
n et t ∈ [0, 1]. On note P une matrice inversible et

D = diag(λ1, λ2, · · · , λn) une matrice diagonale dans le théorème de réduction simultanée.

(a) Exprimer det(tA+ (1− t)B) en fonction de detP , t et les λi.

(b) En utilisant la fonction ln, démontrer que pour tout i entier compris entre 1 et n,
t+ (1− t)λi ≥ λ1−ti .

(c) Démontrer que det(tA+ (1− t)B) ≥ (detA)t (detB)1−t.

7. Si A est une matrice de S++
n et B une matrice de S+

n , on démontre de même par le théorème
de réduction simultanée (par la convexité de la fonction x 7→ ln(1 + ex)) le résultat suivant
qui est admis :

(det(A+B))
1
n ≥ (detA)

1
n + (detB)

1
n .
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(a) Démontrer que S++
n est dense dans S+

n .

(b) Démontrer l'inégalité ci-dessus pour A et B deux matrices de S+
n .

Partie III : Théorème de Choleski

8. Si A est une matrice de S++
n , il est possible, par le procédé d'orthonormalisation de Schmidt,

de trouver une matrice triangulaire supérieure inversible à coe�cients diagonaux positifs T ,
véri�ant A = tT T (décomposition de Choleski).

On ne demande pas de prouver ce résultat.

(a) On se propose de démontrer que cette matrice T est unique.

Si on pose A = tT1T1 =
tT2T2, démontrer que T1T

−1
2 = In et conclure.

On pourra admettre que si T est l'ensemble des matrices triangulaires supérieures
inversibles deMn(R), (T , .) est un groupe.

(b) Exemple : si A = (ai j), où pour tout couple (i, j) d'entiers compris entre 1 et n,
ai j = min(i, j), donner la décomposition de Choleski de la matrice A.

On ne demande pas de véri�er que A est une matrice de S++
n .

9. Un peu d'informatique

Pour une matrice A de S++
3 , écrire un algorithme en français permettant de trouver la matrice

T de la décomposition de Choleski.

Entrer cet algorithme dans la calculatrice (on ne demande pas le programme sur la copie)
puis, pour chacun des cas suivants, donner la matrice T :

A1 =

 49 14 −14
14 20 −8
−14 −8 21

 , A2 =

 1 0 1
2

0 1
2

0
1
2

0 3
4

 ,

A3 =

 1 0 −2
0 1 −1
−2 −1 6

 et A4 =

 1 2 3
2 20 26
3 26 70

 .

10. Inégalité d'Hadamard

(a) Soit S = (si j) ∈ S++
n , démontrer que detS ≤

n∏
i=1

si i .

(b) Application : démontrer que pour toute matrice inversible M ∈Mn(R), M = (ai j),

|detM | ≤

(
n∏

i=1

(
n∑

k=1

a2k i

)) 1
2

.

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées  

Le sujet comporte 6 pages. 

Notations

On note : z le module du nombre complexe z ,  
J un intervalle de 0, , 
f une fonction définie sur J à valeurs dans ou , 
g une fonction définie sur 0,  à valeurs dans ou . 

Sous réserve de son existence on note : ( ) ( ) ( )g

J

f x f t g xt dt  pour 0,x . 

Chaque fois qu’aucune confusion ne sera possible, on notera ( )f x au lieu de ( )gf x . 

Objectifs

Pour différentes hypothèses sur la fonction f, sur l’intervalle J et pour deux choix de la fonction g, 
on se propose de déterminer la limite de ( )gf x lorsque le nombre réel x tend vers . 
Dans la partie I, on étudie un exemple explicite avec application à des calculs de sommes de séries.  
Dans la partie II, on considère une fonction  f définie sur 0, à valeurs réelles et l’objectif est 

d’obtenir la limite en de ( )gf x lorsque ( ) sin( )g t t , lorsque f est de classe 1C ou lorsque f
est continue par morceaux. 
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PARTIE I 

Une étude de séries 

I.1. Étude de la fonction L

Pour tout x réel tel que la série entière 1

1

( 1)
k

k

k

x

k
converge, on note ( )L x = 

1

1

1
k

k

k

x

k
 sa 

somme. 

I.1.1. Préciser le rayon de convergence de cette série entière, montrer que la fonction L est 
définie sur l’intervalle 1,1  et expliciter ( )L x  pour x appartenant à 1,1 . 

I.1.2. Montrer, avec soin, que la fonction L est continue sur l’intervalle 0,1 . En déduire que 

L(1) = ln(2) (où ln désigne la fonction logarithme népérien). 

I.2. Étude de la série
1

1 2
cos

3k

k

k

On considère la suite *( )k k
a  définie par : 

Pour tout *p  : 3

2
3pa

p
  et pour tout p : 3 1

1
3 1pa

p
et 3 2

1
3 2pa

p
. 

I.2.1. Montrer que :   
3 3 2

1 1 1

1 1 1

1

p p p

k
k k p h

a
hk p
p

. 

I.2.2. Déterminer la limite de la somme   
3

1

p

k
k

a
  

lorsque p tend vers  (on pourra 

considérer la fonction qui à t associe 
1

1 t
 sur un intervalle convenable). En déduire la 

convergence de la série 
1

k
k

a et préciser sa somme. 

I.2.3. En déduire que la série 
1

1 2
cos

3k

k

k
 converge et montrer que sa somme est égale à 

ln
1

3
. 
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I.3. Étude des séries 
1

cos( )

k

k

k
 et 

1

sin( )

k

k

k

Pour 0,2t et *n , on note : 
1

( )
e 1it

t   et  
1

( ) e
n

ikt
n

k

S t . 

On désigne par  un nombre réel fixé dans l’intervalle 0,2 . Pour simplifier l’écriture des 

démonstrations, on supposera que 2 . 

I.3.1. Montrer que ( 1)e ei n t it
nS t t . 

I.3.2. Montrer que la fonction est de classe 1C  sur le segment , . 

I.3.3. Montrer que l’intégrale ( 1)e ( )i n t t dt  tend vers zéro lorsque l’entier n tend        

vers  (on pourra utiliser une intégration par parties). 

I.3.4. Expliciter ( )nS t dt . Déduire de ce qui précède la convergence de la série 
1

eik

k k
. 

Expliciter la somme 
1

eik

k k
en fonction de ln(2) et de e ( )it t dt .  

I.3.5. Exprimer e ( )it t en fonction de 
2e

sin
2

it

t
 où t appartient à , . 

I.3.6. En déduire la convergence des séries 
1

cos( )

k

k

k
 et 

1

sin( )

k

k

k
. Expliciter leur 

somme respective. Le résultat est-il conforme avec celui obtenu en I.2.3. ? 

PARTIE II 

Limite d’une intégrale 

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue par morceaux sur l’intervalle 0, à 

valeurs réelles et telle que l’intégrale généralisée 
+

0
f(t)  dt soit convergente. On désigne par g

une fonction définie et continue sur l’intervalle 0, à valeurs complexes et (sous réserve 

d’existence) on note 
0

( ) ( ) ( )gf x f t g xt dt   pour 0,x . 
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II.1. Existence de ( )gf x

On suppose que la fonction g est bornée sur l’intervalle 0, .

Justifier l’existence de ( )gf x pour tout x réel strictement positif. Montrer que la fonction gf  est 

continue et bornée sur l’intervalle 0,  . 

II.2. Limite de ( )gf x lorsque ( ) eitg t

On suppose que la fonction f est de classe 1C sur l’intervalle 0, et à valeur réelle. 

Soit 
0

( ) ( ) eixt
gf x f t dt . 

II.2.1. Justifier l’affirmation : 

Pour tout 0,  il existe un réel positif A tel que ( )
A

f t dt . 

II.2.2. Le nombre réel A étant fixé, montrer que l’intégrale 
0

( ) e
A

ixtf t dt  tend vers zéro 

lorsque le nombre réel x tend vers (on pourra utiliser une intégration par parties). 

II.2.3. En déduire la limite de 
0

( ) ( ) eixt
gf x f t dt  lorsque le nombre réel x tend       

vers . 

Dans toute la suite du problème, on suppose que ( ) sin( )g t t  et on note simplement : 

0
( ) ( ) sin( )f x f t xt dt

  
.

II.3. Étude pour une fonction f particulière 

On suppose (dans cet exemple) que f désigne la fonction E définie par ( ) e tE t pour 0,t

et donc 
0

( ) e sin( )tE x xt dt pour 0,x . 

II.3.1. Pour , calculer l’intégrale 
0

( ) e siny y dy . 
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II.3.2. Montrer que pour 0,x  : 

0

1
( ) e sin

u

xE x u du
x

. 

II.3.3. Exprimer pour tout k et pour tout x , l’intégrale 
( 1)

e sin
uk
x

k
u du  en 

fonction de e
k

x et de ( ) pour un convenable. 

II.3.4. Justifier, pour 0,x  , la convergence de la série 
0

e
k

x

k

;   

préciser sa somme 
0

e
k

x

k

. 

II.3.5. Expliciter ( )E x pour 0,x . Déterminer la limite de ( )E x lorsque x tend     

vers . 

II.4.  Étude générale

On désigne de nouveau par f une fonction quelconque continue par morceaux sur l’intervalle 

0,  telle que l’intégrale généralisée 
0

( )f t dt converge et on note : 

( )f x = 
0

( ) sin( )f t xt dt pour 0,x . 

II.4.1. Lemme préliminaire 

Pour tout t réel tel que la série 2
1

cos(2 )

4 1k

kt

k
converge, on pose 

2
1

cos(2 )
( )

4 1k

kt
h t

k
. Montrer 

que la fonction h est définie et continue sur . Justifier l’égalité : 

2 4
, sin( ) ( )t t h t . 

II.4.2. Limite de ( )f x  dans le cas 1C

On suppose de plus que f est une fonction de classe 1C sur l’intervalle 0, . En utilisant 

les résultats obtenus en II.2 et II.4.1, déterminer la limite de ( )f x lorsque le réel x tend  

vers . Le résultat est-il conforme avec celui obtenu pour la fonction E ? 
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II.4.3. Cas d’une fonction continue par morceaux 

II.4.3.1. Une limite 

Étant donnés deux nombres réels et tels que 0 , on considère l’intégrale 

( ) sin( )F x xt dt  pour 0,x . Montrer que 
1

( ) sin
x

x
F x u du

x
.

On pose p la partie entière de 
x

et q la partie entière de 
x

. Pour x , donner 

un encadrement de F(x) en fonction de p, q et x.  

En déduire que F(x) tend vers
2

 lorsque le nombre réel x tend vers .

  

II.4.3.2. Limite de ( )f x  dans le cas d’une fonction continue par morceaux

Si J est un intervalle de 0, et si f est une fonction continue par morceaux sur J

à valeurs réelles et telle que l’intégrale ( )
J

f t dt  existe, on note toujours : 

( ) ( ) sin( )
J

f x f t xt dt . 

Quelle est la limite de ( )f x lorsque le réel x tend vers  :

- lorsque J est un segment de 0, et f une fonction en escalier ? 

- lorsque J est un segment de 0, et f une fonction continue par morceaux ? 

- lorsque J = 0, et f est une fonction continue par morceaux ? 

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées  

Le sujet comporte 7 pages. 

Notations

On désigne par  l’ensemble des nombres réels, par  l'ensemble des entiers naturels et 
par *  l'ensemble  privé de 0. 

Dans tout le problème n est un entier de * . On note 1,n l’ensemble des entiers k tels que 
1 k n . Dans l’ensemble des matrices à coefficients réels, on note ( )n l’espace vectoriel réel 
des matrices carrées à n lignes, ( )nS  l’ensemble des matrices symétriques de ( )n et ,1( )n

l’espace vectoriel réel des matrices colonnes à n lignes. ( )O n désigne le groupe des matrices ortho-
gonales de ( )n . 

On rappelle que toute matrice de ( )nS est semblable à une matrice diagonale de  ( ),n

avec une matrice de passage orthogonale. 
On note 1diag( ,..., )n la matrice diagonale de ( )n qui admet pour coefficients diago-

naux les réels 1, …, n dans cet ordre. L’écriture ,( )i jA a signifie que ,i ja est le coefficient de la 

ligne i et de la colonne j de la matrice A. On note t A  la matrice transposée de la matrice A et tr( )A
la trace de la matrice carrée A. 
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Dans tout le problème, on considère l’espace euclidien n rapporté à une base orthonormale 

1( ,..., )ne e . Le produit scalaire de deux vecteurs 
1

n

i i
i

x x e  et 
1

n

i i
i

y y e  est noté 
1

n

i i
i

x y x y

et x  désigne la norme du vecteur x. Soient X et Y les matrices de ,1( )n  des composantes de x et 

y dans , le produit t XY appartient à 1( ) et son unique coefficient est x y . On écrira 
tx y XY qui est le produit scalaire canonique des matrices X et Y de ,1( )n . 

Objectifs 

Dans le problème, on définit les ensembles nS  (respectivement nS ) des matrices symé-

triques positives (respectivement des matrices symétriques définies positives) ainsi que les endo-
morphismes autoadjoints associés et on en donne quelques propriétés. 

Dans la première partie, on traite deux exemples et on démontre une propriété de compacité 
d’une partie de n  liée au signe des valeurs propres d’un endomorphisme autoadjoint. 

Dans les deux parties suivantes, on définit les ensembles nS  et nS  et on démontre diffé-

rentes propriétés de leurs éléments : caractérisation par le signe des valeurs propres, racine carrée, 
propriété de la trace. 

Dans la dernière partie, on fait établir des inégalités vérifiées par les endomorphismes auto-
adjoints associés aux matrices de nS . Les parties III et IV sont indépendantes l’une de l’autre. 

Partie I 

Étude de compacité 

L’espace euclidien n est rapporté à une base orthonormale 1( ,..., )ne e . Soit s un endo-

morphisme autoadjoint de n . On considère l’ensemble ; 1nx x s x . 

I.1. Dans cette question, on suppose 2n . On considère le plan euclidien muni du repère ortho-
normal 1 2( , , )O e e où O est un point du plan. À tout vecteur 1 1 2 2x x e x e  de 2 , on associe le 

point M du plan de coordonnées 1 2( , )x x dans le repère . On note l’ensemble des points du 

plan ainsi associés aux vecteurs de . Soit S la matrice de l’endomorphisme s relativement à la 
base . 

I.1.1. On suppose que 
2 3

3 4
S . Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces 

propres de la matrice S. Pour 1 1 2 2x x e x e  dans 2 , calculer le produit scalaire x s x . 

Montrer que l’ensemble  est une ellipse dont on donnera une équation réduite. Tracer cette 
ellipse dans le plan euclidien muni du repère . 
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I.1.2. On suppose que 
2 2 2

2 2 4
S . Déterminer les valeurs propres de S. Déterminer 

l’ensemble et tracer cet ensemble dans le plan euclidien muni du repère . 

I.2. On suppose n entier quelconque de * . On note 1, …, n les n valeurs propres réelles (dis-

tinctes ou confondues) de s, chaque valeur propre figurant avec son ordre de multiplicité. On veut 

montrer que est une partie compacte de n si et seulement si tous les i sont strictement positifs. 

On ordonne les i dans l’ordre croissant, 1 n≤ ≤ , et on considère une base orthonormale  

( 1, …, n) de n  formée de vecteurs propres de s avec, pour tout 1,i n , ( )i i is . 

I.2.1. On suppose 1  0. Pour 
1

n
n

i i
i

x a , calculer x s x . Montrer que l’ensemble 

n’est pas vide. Montrer que est une partie bornée de n . Montrer que l’application 

x x s x  de n  dans  est continue. En déduire que est une partie compacte de 

.n

I.2.2. On suppose que est une partie compacte non vide de n . 

I.2.2.1. Montrer que l’inégalité 0n  est impossible.  

I.2.2.2. On suppose 1  0 et n  0 et, pour tout r , on considère le vecteur 
2

1
1

1
r n

n

r
x r . 

Montrer que rx . Calculer 
2

rx et déterminer sa limite lorsque r tend vers . 

En déduire une contradiction avec l’hypothèse  compacte. 

Dans la suite du problème, on note nS  (respectivement nS ) l’ensemble des matrices S de ( )nS

qui vérifient : pour tout X non nul de ,1( )n , 0t XSX (respectivement 0t XSX ). Pour 

( )nS S , soit s l’endomorphisme autoadjoint de n et soit x le vecteur de n de matrices S et X

relativement à la base . On a donc t XSX x s x . 
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Partie II 

Racine carrée d’une matrice de nS

Soit ( )nS S . On note 1, …, n les n valeurs propres réelles de S comptées autant de fois 

que leur ordre de multiplicité. Soit ( 1, …, n) une base orthonormale de ,1( )n formée de vec-

teurs propres de S avec : pour tout 1,i n , i i iSX X . 

II.1. On veut montrer que nS S  si et seulement si pour tout 1,i n , on a i  0. 

II.1.1. On suppose que nS S . Montrer que pour tout 1,i n , on a i  0. 

II.1.2. On suppose que pour tout 1,i n on a i  0. Montrer que nS S . 

On montre de même, et on admettra, qu’une matrice ( )nS S appartient à nS si et seu-

lement si ses valeurs propres sont strictement positives. 

II.1.3. On suppose que nS S et donc que pour tout 1,i n , i > 0. Montrer que S est in-

versible et que son inverse 1
nS S . 

II.2. On suppose de plus que nS S . 

II.2.1. Soient 1diag( ,..., )nD et 1= diag ,..., n , calculer 2 . 

On suppose que nN S vérifie 2 =N D . On note (C1, …, Cn) la base canonique de ,1( )n

où Ci est la matrice colonne dont le coefficient de la ligne i est égal à 1 et dont les autres 

coefficients sont nuls. Soient 
1

n

i i
i

Y y C et avec 0  tels que NY Y . Montrer 

que pour tout 1,i n , on a 2
i i iy y  puis i i iy y . En déduire que N . 

II.2.2. Soit ( )U O n telle que tS UD U . Déterminer une matrice nT S telle que 
2T S . Montrer que T est unique.  

On notera T S l’unique matrice T de nS telle que 2T S . 

II.3. Une détermination de S . On suppose que nS S et que 1, …, n sont les valeurs propres 

de S. On note 10 p< <  les valeurs propres distinctes de S. Pour 1,k p , on définit les po-

lynômes d’interpolation de Lagrange aux points 1 p, ,  par : 

pour tout 1,k p et tout a , 
1

( )
( )

( )

p
j

k
j k j
j k

a
L a . 
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II.3.1. Pour 1,i n , calculer ( )k iL S X  en distinguant les cas k i et k i (on rap-

pelle que les iX  définis au début de la partie II, appartiennent à une base orthonormale de vecteurs 

propres de S avec : pour tout 1,i n , i i iSX X ). 

II.3.2. Soit P le polynôme de degré inférieur ou égal à 1p , à coefficients réels tel que : 

pour tout 1,k p , ( )k kP . Exprimer P comme une combinaison linéaire des poly-

nômes kL . Calculer ( ) iP S X  et en déduire que ( ) nP S S . Montrer que ( )P S S . 

II.3.3. En application des questions précédentes, on prend 

7 2 2

2 4 1

2 1 4

S . Montrer que 

3S S . Exprimer S comme une combinaison linéaire des matrices S et 3 diag(1,1,1)I . 

Partie III 

Une propriété de la trace des matrices de nS

III.1. Soit nS S . 

III.1.1. On considère la matrice 1= diag( ,..., )n avec : pour tout 1,i n , 0i . Soit 

,( ) ( )i jV v O n . Montrer que tr( ) tr( )V . 

III.1.2. En déduire que pour tout ( )U O n , on a : tr( ) tr( )SU S . 

III.2. Réciproque de la propriété III.1. Soit ,( ( )i j nA a telle que pour tout ( )U O n , on a 

tr( ) tr( )AU A . On veut montrer que nA S . 

III.2.1. Un lemme technique. Soient a, b,  des réels. Montrer qu’il existe un réel  indé-

pendant de , tel que 2 2cos( ) sin( ) sin( )a b a b . 

En déduire que l’inégalité « pour tout , cos( ) sin( )a b a  » entraîne 0b . 
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III.2.2. On considère l’espace euclidien n rapporté à la base orthonormale 1( ,..., )ne e . 

Pour p et q entiers tels que 1 p q n , on note le plan vectoriel de n engendré par 

les vecteurs pe et qe . Soit u l’isométrie de n telle que u induit sur le plan , orienté par la 

base p q(e ,e ), la rotation d’angle   et telle que u induit l’identité sur l’orthogonal de . 

Écrire la matrice U de u relativement à la base . Calculer tr( )AU . En déduire que 

( )nA S . 

III.2.3. D’après III.2.2, la matrice A est symétrique. On note l l’endomorphisme de n de 
matrice A relativement à la base orthonormale . On considère une base orthonormale de 

n , 1= ( ,..., )nv v formée de vecteurs propres de l. Pour 1,i n , on notera ( )i i il v v . 

On suppose qu’une valeur propre de l est strictement négative et on ordonne la base pour 
que 1 0 . Soit u l’isométrie de n définie sur la base par 1 1( )u v v et pour 1i , 

( )i iu v v . En notant U la matrice de u relativement à la base , montrer que l’inégalité 

tr( ) tr( )AU A conduit à une impossibilité et en déduire que nA S . 

Partie IV 

Des inégalités remarquables 

Soit nS S  et soit nT S telles que 2T S . On note s et t les automorphismes de n de 

matrices S et T relativement à la base orthonormale . Soient 1s et 1t les applications réciproques 
de s et de t. On note 10 n  les n valeurs propres de s. 

IV.1. Soit nx . Montrer l’inégalité (1) : 

(1)          
2

1 1( ) ( ) ( ( ) ) ( )t x t x s x x s x x . 

À quelle condition sur x a-t-on égalité ? 

IV.2. On considère le polynôme P défini sur par : 

2
1 1, ( ) ( )n na P a a a . 

Pour chaque 1,i n , déterminer le signe de ( )iP .  

Soit v l’endomorphisme de n défini par 1( )v P s s . Soit nx , 0x , tel que ( ) is x x . 

Calculer v(x) et montrer que x est vecteur propre de v. En déduire que la matrice V de v relativement 
à la base  vérifie nV S . 
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IV.3. Soit x un vecteur non nul de n . On considère le polynôme Q défini sur par :  

22 1
1 1( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )n na , Q a s x x a x a s x x . 

Déterminer le signe de (0)Q et celui de (1)Q . En déduire l’inégalité (2) :  

(2)          
2

41 1

1

( )
( ( ) ) ( )

4
n

n

s x x s x x x . 

IV.4. On suppose que 1 n . Soient 1v et nv des vecteurs de norme 1 tels que 1 1 1( )s v v et 

( )n n ns v v . Soit 1 nx v v . Calculer les produits scalaires ( ( ) )s x x et 1( )s x x . Montrer que le 

vecteur x vérifie l’égalité dans l’inégalité (2).  

Fin de l’énoncé 
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Les calculatrices sont interdites
Les parties I, II et III sont indépendantes.

Notations et définitions

Soit P R2 le plan muni du produit scalaire canonique et du repère orthonormé R O, i, j
avec O 0, 0 , i 1, 0 et j 0, 1 . La norme associée au produit scalaire canonique sera
notée 2 si bien que pour tout x, y R2, x i y j 2 x2 y2.

Pour a et b deux réels donnés, on définit Da,b la droite d’équation dans R : y ax b.

Si M P a pour coordonnées x, y dans R, on note pa,b M l’unique point de Da,b ayant,
dans R, la même abscisse x que M .

On définit aussi Da,b la droite d’équation dans R : x ay b, et pa,b M l’unique point de
Da,b ayant, dans R, la même ordonnée y que M .

PARTIE I : DROITES DES MOINDRES CARRÉS DANS UN CAS PARTICULIER

Soient A, B et C les trois points de P dont les coordonnées dans R sont respectivement :
0, 0 , 0, 1 et α, 1

2 où α désigne un réel non nul.

On définit deux applications f0 et f1 de R2 dans R en posant : pour tout a, b R2,

f0 a, b pa,b A A
2

2
pa,b B B

2

2
pa,b C C

2

2
,

f1 a, b pa,b A A
2

2
pa,b B B

2

2
pa,b C C

2

2
.
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I.1. Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
I.2.

I.2.a. Montrer que f0 a, b b2 b 1 2 aα b
1
2

2

.

I.2.b. Vérifier que f0 a, b aα b
1
2

2

2 b
1
2

2 1
2
.

I.2.c. En déduire que la fonction f0 admet un minimum sur R2 et que ce minimum est
atteint en un unique couple de réels a, b 0, 1

2 correspondant à la droite, notée D0,
d’équation dans R : y 1

2 .

I.3.
I.3.a. Déterminer l’expression explicite de f1 a, b en fonction de a, b et α.

I.3.b. Montrer que f1 a, b 3
a

2
b

α

3

2 1
2
a2 2

3
α2.

I.3.c. En déduire que la fonction f1 admet un minimum sur R2 et que ce minimum est
atteint en un unique couple de réels, noté a1, b1 , à déterminer. On note alors D1 la
droite d’équation dans R : x a1y b1.

I.4. Montrer que D0 et D1 sont orthogonales et se coupent en un unique point M P qui est
l’isobarycentre de A,B, C .

PARTIE II : RÉSULTATS SUR UN ESPACE PRÉHILBERTIEN RÉEL

Soit E un espace préhilbertien réel non réduit à 0 et F un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E. On note le produit scalaire sur E et la norme associée à ce produit scalaire.

II.1. Donner la définition de F . Énoncer (sans démonstration) une propriété vérifiée par F
et F valable en général. Dans le cas où E est de dimension finie, que peut-on dire de plus ?

Pour x E, on note pF x la projection orthogonale de x sur F .

II.2. Démontrer que inf
z F

x z est bien défini et que cette borne inférieure est atteinte en un

unique élément z de F défini par z pF x .

Cette borne inférieure est notée d x, F . On a donc d x, F x pF x .
On dit qu’une application x,y x y F de E2 dans R est un produit subordonné à F
si elle vérifie les 4 propriétés suivantes :

i) x E, l’application y x y F est une forme linéaire sur E ;
ii) x,y E2, x y F y x F ;
iii) x E, y F , x y F 0 ;
iv) x F , y F , x y F x y .

II.3.
II.3.a. Montrer que si x,y x y F est un produit subordonné à F , alors :

x,y E2, x y F x pF x y pF y ;
x E, x x F d x, F 2 ;
x E, x x F 0 ;
x E, x x F 0 x F .

II.3.b. Vérifier qu’il existe un unique produit subordonné à F .
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On note alors F ce produit subordonné à F et pour x E, on pose x F x x F .

II.4. Montrer que pour tout x,y E2, x y F x F y F ; à quelle condition sur x et
y peut-on dire que : x y F x F y F ?

II.5.
II.5.a. Montrer l’existence d’un élément de E, noté u, tel que u 1.
On note alors D Vect u la droite vectorielle engendrée par u et pD la projection
orthogonale sur D.
II.5.b. Vérifier que pour tout x E, pD x x u u.

Pour tout élément x E, on pose mx x u , σx x D.
Pour tout couple x,y E2, on pose cov x,y x y D.

II.5.c. Montrer que σx x mxu et que cov x,y x y mxmy.

On suppose dans la suite de cette partie que x et y sont deux éléments de E tels que la famille
u,x,y soit libre.

II.6. Montrer que σx et σy sont deux réels strictement positifs.

On pose alors x
x mxu

σx
, y

y myu
σy

et ρ
cov x,y

σxσy
.

II.7.
II.7.a. Montrer que mx 0, que σx 1 et que ρ 1, 1 .
II.7.b. Vérifier alors que u,x est une base orthonormale de F Vect u,x .
II.7.c. Montrer que inf

a,b R2
y ax bu est bien défini et vaut d y, F .

II.7.d. Établir que inf
a,b R2

y ax bu y myu y x x .

II.7.e. Vérifier que inf
a,b R2

y ax bu σy y ρx .

II.7.f. Déterminer, en fonction de x, y et u, l’unique couple de réels a0, b0 tel que :

inf
a,b R2

y ax bu y a0x b0u .

Dans le plan P, on définit D0 comme étant la droite dont l’équation dans R est : y a0x b0.

II.8. Montrer que D0 a pour équation dans R :
y my

σy
ρ

x mx

σx
.

II.9. Montrer de même qu’il existe un unique couple de réels a1, b1 tel que :

inf
a,b R2

x ay bu x a1y b1u .

Dans le plan P, on définit D1 comme étant la droite dont l’équation dans R est : x a1y b1.

II.10. Montrer que D1 a pour équation dans R :
x mx

σx
ρ

y my

σy
avec le même réel ρ

défini précédemment. 3/6



II.11. Vérifier que D0 et D1 se coupent en un unique point M P de coordonnées dans R :
mx,my .

II.12. Montrer que les droites D0 et D1 sont orthogonales si et seulement si x y mxmy.

PARTIE III : BASE ADAPTÉE À UN PRODUIT SCALAIRE DANS UN ESPACE
EUCLIDIEN

Soit En un espace euclidien de dimension n avec n 1.

On note le produit scalaire sur En et la norme associée à ce produit scalaire.

Soit B e1, . . . , en une base de En. Pour tout élément z En, on notera MB z la matrice
de z dans la base B, et on posera Z MB z . Ainsi Z est la matrice-colonne à n lignes donnée

par la relation Z

z1
...

zn

Mn,1 R si z
n

i 1

ziei.

III.1. Vérifier que pour tout x,y E2
n, x y tXSY si X MB x , Y MB y et

S ei ej
i,j 1,...,n 2

.

On dit alors que S est associée à B.

III.2.
III.2.a. Vérifier que si S est associée à B, alors S est une matrice carrée symétrique
réelle d’ordre n et que le spectre de S dans C est inclus dans R .

III.2.b. À quelle condition sur B la matrice S associée à B est-elle diagonale ?

III.3. On considère deux matrices A et B carrées d’ordre n telles que pour tout X Mn,1 R
et Y Mn,1 R , tXAY tXBY . Montrer que A B.

Notons B e1, . . . , en une base de En et P la matrice de passage de B à B .

III.4.
III.4.a. Pour x En, on note X MB x et X MB x . Donner la relation entre X,
X et P .

III.4.b. On note S ei ej
i,j 1,...,n 2

. Pour x,y E2
n, X MB x et

Y MB y , donner l’expression de x y en fonction de X , Y et S . En déduire
que S tPSP .

III.4.c. Montrer qu’il existe une base B de En telle que, pour tout x,y E2
n,

x y
n

i 1

xiyi si x
n

i 1

xiei et y
n

i 1

yiei.

III.4.d. À quelle condition sur B la matrice de passage P de B à la base précédente B
est-elle une matrice orthogonale ?

III.5. Étant donné une matrice M1 Mn R diagonale avec des réels d1, . . . , dn strictement
positifs sur la diagonale, M1 est-elle la matrice associée à une base de En ?
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III.6. Soit M2
1 1
1 1 , B e1, e2 une base orthonormale de E2 et f2 l’endomorphisme

de E2 dont la matrice dans B est M2.

III.6.a. Déterminer le spectre de f2 et une base orthonormale de chaque sous-espace
propre de f2.
III.6.b. M2 est-elle la matrice associée à une base de E2 ?

III.7. Soit M3

3 1 1
1 3 1
1 1 3

et B e1, e2, e3 une base orthonormale de E3.

On note f3 l’endomorphisme de E3 dont la matrice dans B est M3.

III.7.a. Déterminer le spectre de f3 et une base orthonormale de chaque sous-espace
propre de f3.
III.7.b. M3 est-elle la matrice associée à une base de E3 ?

III.8. M4

0 0 2 1
0 0 1 2
2 1 0 0
1 2 0 0

est-elle la matrice associée à une base de E4 ?

On dit qu’une famille B e1, . . . , en d’éléments de En est adaptée si les conditions suivantes
sont remplies :

pour tout i, j 1, . . . , n 2, ei ej 0 si i j ;

pour tout i 1, . . . , n , ei ei
1
n

.

III.9.
III.9.a. Montrer qu’une famille adaptée est une base de En.
III.9.b. Montrer l’existence d’une base adaptée.
III.9.c. En admet-il une unique base adaptée ?
III.9.d. On suppose que B est une base adaptée. Pour x,y E2

n, déterminer
l’expression de x y en fonction des coordonnées de x et de y dans la base B.

III.9.e. Calculer alors la norme du vecteur
n

i 1

ei.

PARTIE IV : DROITES DES MOINDRES CARRÉS DANS LE CAS GÉNÉRAL

Soit n un entier supérieur ou égal à 3.
On considère A1, . . . , An, n points distincts du plan P qui ne sont pas alignés.
On note x1, y1 , . . . , xn, yn leurs coordonnées respectives dans R.
On définit deux applications f0 et f1 de R2 dans R en posant : pour tout a, b R2,

f0 a, b
n

i 1

pa,b Ai Ai

2

2
et f1 a, b

n

i 1

pa,b Ai Ai

2

2
.

IV.1. Donner un exemple d’espace préhilbertien réel de dimension infinie, puis un exemple
d’espace euclidien de dimension n (dans les deux cas, on donnera l’expression du produit
scalaire).
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On considère dans toute la suite du problème un espace euclidien En de dimension n, dont le
produit scalaire et la norme associée sont notés respectivement et .

IV.2. Justifier l’existence d’une base B e1, . . . , en de En telle que :

z, t E2
n, z t

1
n

n

i 1

ziti si z
n

i 1

ziei et t
n

i 1

tiei.

On pose u
n

i 1

ei, si bien que u 1.

On définit alors, à partir des points A1, . . . , An, deux éléments x et y dans En en posant :

x
n

i 1

xiei et y
n

i 1

yiei.

IV.3. Montrer que u,x,y est une famille libre de En.

IV.4. Montrer que pour tout a, b R2, f0 a, b n y ax bu 2 et f1 a, b n x ay bu 2.

IV.5.
IV.5.a. En déduire que f0 admet un minimum sur R2 qui est atteint en un unique couple
de réels, noté a0, b0 , et qu’il en est de même de f1 avec un unique couple de réels noté
a1, b1 .

Dans le plan P, on définit alors les droites D0 et D1 d’équation dans R : y a0x b0 et
x a1y b1. On les appelle les droites des moindres carrés associées à A1, . . . , An.

IV.5.b. Montrer que les droites D0 et D1 se coupent en un unique point M P qui est
l’isobarycentre de A1, . . . , An .

IV.5.c. À quelle condition sur les x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, les droites D0 et D1 sont-elles
orthogonales ? Donner dans ce cas les équations dans R de D0 et D1.

IV.5.d. Donner un exemple de quatre points distincts et non alignés A1, . . . , A4 de P tels
que les droites des moindres carrés D0 et D1 associées à A1, . . . , A4 soient orthogonales
et donner dans ce cas les équations dans R de D0 et D1.

Fin de l’énoncé 6/6
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Les calculatrices sont interdites 
 
 

Les parties II et III sont indépendantes 
 
 
 
 
 
 
 
 

PARTIE I 
 
 
Soit ∑  la série de fonctions d’une variable réelle de terme général   défini pour tout  ∗∈   

par :  pour tout  ∈  ,    

 
 

  π
=

+
. 

 
I.1. 
     I.1.1. Montrer que ∑  converge simplement sur   tout entier. 

     On note 





 
+∞

=

= ∑  la somme de la série de fonctions ∑ . 

     I.1.2. Montrer que, pour tout  > , ∑  converge normalement sur [ ] − . 

     La série ∑  converge-t-elle normalement sur   ? 

     I.1.3. Montrer que   est continue sur  .                                                                                       
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I.2. 
     I.2.1. Soit  ∗∈  . Déterminer la primitive qui s’annule en   de la fonction  . 

     I.2.2. Soit ( )  ∗∈  la suite de fonctions définie par :  

pour tout  ∗∈  , pour tout  ∈  , 


    
 
 π

 = +    
. 

     Montrer que ∑ converge simplement sur  . 

     I.2.3. On note 





 
+∞

=

= ∑ la somme de la série de fonctions ∑ . 

     Montrer que   est la primitive qui s’annule en   de la fonction  . 
 
I.3. On considère la suite ( )  ∈  de fonctions polynômes sur   définie par : 

pour tout  ∈  ,     = ; 

pour tout  ∗∈   et pour tout  ∈  ,  


 


  
 




  
 π

=

=

 = +    ∏ . 

     Montrer que la suite ( )  ∈  converge simplement sur  , lorsque   tend vers +∞ , 

     vers une fonction   que l’on exprimera à l’aide de   puis de  . 

     Pour tout  ∈  , la limite donnant     sera alors notée : 


 


  


  
 π

+∞

=

 = +    ∏ . 

 
 

PARTIE II 
 

 
Pour tout  ∈  , on note   la fonction d’une variable réelle, périodique de période π , telle que, 

pour tout ] ] π π∈ − , on ait :    = ch

π

     . 

 
II.1. 
      II.1.1. Préciser pourquoi   est égale en tout point  ∈   à la somme de sa série de Fourier : 




         
  



       
+∞

=

+ +∑ . 

      II.1.2. Pour tout  ∗∈   et tout  ∈  , calculer    .  
      II.1.3. Pour tout  ∈   et tout  ∈  , calculer    . On distinguera les cas  =  et  ≠ .  
 
II.2. 
      II.2.1. En donnant à   une valeur particulière dans la série de Fourier de  , montrer que,  

      pour tout  ∗∈  ,    =  
  
 

 
− . 

      II.2.2. A partir de 


   


    = ∫  et du résultat de II.2.1, donner à l’aide des fonctions 

      usuelles une expression de la fonction   définie à la question I.2.3.   
      II.2.3. En déduire que, pour tout  ∈  , on a : 

sh


 


    


   
 π

+∞

=

 = = +    ∏ . 
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                                                                          PARTIE III                                                                                              
 
 
Soit   la fonction définie sur ] [× +∞  par :  

pour tout ( ) ] [   ∈ × +∞ ,  
   

  
  
π

=
−

. 

 
III.1. 
       III.1.1. Soit  ∈  . Montrer que la fonction      ֏  admet, quand   tend vers   par  
       valeurs positives, une limite finie que l’on déterminera. 
       III.1.2. Montrer que, pour tout  ∈  , la fonction      ֏  est intégrable sur ] [+∞ . 

 
III.2. 
       III.2.1. Montrer que   possède des dérivées partielles par rapport à   en tout  
       point de ] [× +∞  et à tout ordre. Calculer, pour tout ( )  ∈ ] [× +∞  et 

       tout  ∗∈  ,   




  

∂
∂

. On distinguera les cas   pair et   impair. 

       III.2.2. Montrer que, pour tout  ∈   et tout  ∈  , la fonction   




  

∂
∂

֏  

       est continue et intégrable sur ] [+∞ . 

 

III.3. Soit   la fonction définie sur   par : 


  
  

  
π

+∞
=

−∫  pour tout  ∈  . 

       Montrer que   est de classe ∞  sur   et que, pour tout  ∈   et tout  ∈  , 

       on a : 


 



    
  

 
    

π

+∞ −=
−∫  et 

 
 



    
  

 
    

π

++∞
+ −=

−∫ . 

 
III.4.  

       III.4.1. Montrer que, pour tout  > , on a : 


  
   

 


π
π

+∞

=

= −
− ∑ . 

       III.4.2. Montrer que, pour tout  ∗∈   et tout  ∈  , la fonction      π−֏    

       est intégrable sur [ [+∞  et exprimer 


     π
+∞

−∫  à l’aide de    . 

       III.4.3. Pour tout  ∗∈  , pour tout  ∈  , pour tout [ [ ∈ +∞ ,  

    on pose : 


     
 




     π
=

=
= −∑ . Montrer que, pour tout  ∈   et tout ] [ ∈ +∞ ,            

      
 

    
π

π= − −
−

. 

       Puis, montrer que : 


     
     

+∞

→+∞
= ∫  pour tout  ∈  . 

       En déduire une expression simple de la fonction   à l’aide de la fonction  . 
 
 
 

Fin de l’énoncé 
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Cette épreuve comporte trois exercices totalement indépendants entre eux et qui peuvent être 
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Exercice 1 
 
La question 4. de cet exercice est indépendante des trois questions qui précèdent. 
La notation th employée à la question 4.c. désigne la fonction tangente hyperbolique. 
 
 
Soit f  l’unique fonction impaire admettant 2  pour période et telle que :   ] [ ( )0, , 1∀ ∈ =t f t . 

1. Montrer que : ( ) ( )0 0= =f f , puis calculer 
13

4
f  en justifiant la réponse fournie. 

 
2. Représenter graphiquement la restriction de la fonction f à l’intervalle [ ]3 , 3− . 

 
3.       

a. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction  f . 
 

b. En déduire :   ( )
( )( )

0

sin 2 14
,

2 1

+∞

=

+
∀ ∈ =

+
n

n t
t f t

n
. 

On énoncera très précisément le théorème utilisé. 
 

c. En utilisant l’égalité établie à la question précédente 3.b., déterminer la somme de la 

série 
( )

0

1

2 1

n

n
n

≥

−

+
. 

 
d. Appliquer la formule de Parseval à la fonction f et en déduire la somme de la série 

( )
2

0

1

2 1n n≥ +
. 

 
4. Soit x un réel strictement positif fixé. 

 

a. Montrer que la fonction ( )e −
→

x tt f t  est intégrable sur [ [0, + ∞ . 

 
b. Soit k un entier naturel quelconque. 

Montrer que :   ( )
( ) ( )

( )
1 1 e

e d e

−
+

− −
−

= −

x
k kx t x

k
f t t

x
. 

 

c. En déduire :   ( )
0

1
e d th

2

+∞
−

=
x t x

f t t
x

. 
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Exercice 2 
 

On se propose d'étudier quelques propriétés de la fonction numérique f définie sur +∗  par la 

relation :   ( )
1

0

e
, d+∗

∀ ∈ =
+

t

x f x t
x t

. 

 

On ne cherchera pas à calculer l'intégrale définissant ( )f x . 

1. Rappeler la définition d’une fonction numérique décroissante sur un intervalle I de . 

En déduire que f est décroissante sur +∗ . 
 

2. Soit 0x  un réel strictement positif quelconque. 

 

a. Montrer que :   ( ) ( ) 00
0 2

0

2 e
, ,

2

−
∀ ∈ + ∞ − ≤

x xx
x f x f x

x
. 

 
b. En déduire que f est continue au point 0x . 

 

3. Montrer que pour tout réel x strictement positif :   ( )
e 1 e 1

1

− −
≤ ≤

+
f x

x x
. 

En déduire :   ( )
e 1

+∞

−
f x

x
~ . 

 
4.     

a. En utilisant l’inégalité des accroissements finis, déterminer un réel positif M tel que :   

[ ]0 ,1 , e 1∀ ∈ − ≤
tt M t . 

 

b. Soit g la fonction numérique définie sur +∗  par la relation :   

( )
1

0

e 1
, d+∗ −

∀ ∈ =
+

t

x g x t
x t

. 

Montrer que g est bornée sur +∗ . 
 

c. Montrer finalement :   ( ) ( )
0

ln
+

−f x x~ . 

Indication :   remarquer que pour x strictement positif, ( ) ( )
1

0

1
d= +

+
f x t g x

x t
. 

 

5. Dans cette question, on se propose de déterminer une valeur approchée à 210 −  près de ( )1f . 

On introduit la fonction h définie sur [ ]0,1  par la relation : [ ] ( )
e

0,1 ,
1

∀ ∈ =
+

t

t h t
t

. 

On définit également deux suites ( ) 1n n
u

≥
 et ( ) 1n n

v
≥

 en posant :   
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1

0

1
,

−
∗

=

∀ ∈ =

n

n
k

k
n u h

n n
 et 

1

0

1 1
n

n
k

k
v h

n n

−

=

+
= . 

 
a. Vérifier que la fonction h est croissante sur le segment [ ]0,1 . 

 
b. Donner une interprétation géométrique des réels nu  et nv . 

 

c. Montrer que : { } ( )
( )1 /

/

1 1 1
0,1, 2, ..., 1 , d

+ +
∀ ∈ − ≤ ≤

k n

k n

k k
k n h h t t h

n n n n
. 

 

d. Déduire de ce qui précède que : ( )
( ) ( )1 0

, 1
2 2

∗ −+
∀ ∈ − ≤n n h hu v

n f
n

. 

 

e. Déterminer une valeur explicite de n, notée 0n , telle que 0 0

2
n nu v+

 soit une valeur 

approchée de ( )1f  à 
210

2

−

 près. 

En déduire une valeur décimale approchée de ( )1f  à 210 −  près de la forme 
100

p
 , où p 

désigne un entier naturel. On expliquera la démarche utilisée. 
 

Exercice 3 
 

Dans cet exercice, la notation ( )
1

lim
x

g x
−→

 employée à la question 3.b. signifie « limite de la 

fonction g lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures ». 
 

1. Montrer que les trois séries entières 
1 1

,n n

n n

x n x
≥ ≥

 et 
1

n

n

n x
≥

 ont chacune un rayon de 

convergence égal à 1. 

On pose alors :   ] [ ( ) ( ) ( )
1 1 1

1,1 , , , .
+∞ +∞ +∞

= = =

∀ ∈ − = = =
n n n

n n n

x f x x g x n x h x n x  

On sera attentif au fait que les trois sommes ci-dessus sont indexées à partir de = 1n . 
 

2. Dans cette question, x désigne un élément quelconque de l’intervalle ] [1,1− . 

Rappeler sans démonstration une expression simple de ( )f x  et en déduire une expression 

simple de ( )h x  en citant précisément le théorème de cours utilisé. 

 
3.     

a. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur l’intervalle [ [0,1 . 
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b. Soit x un élément quelconque de l’intervalle [ [0,1 . 

Minorer ( )g x  et en déduire :   ( )
1

lim
x

g x
−→

= + ∞ . 

 
c. Donner l’allure de la courbe représentative de la restriction de la fonction g à l’intervalle 

[ [0,1 . 

On précisera en particulier la tangente à l’origine et la position de la courbe par rapport à 
cette tangente. 
 

4.     
a. Montrer qu’il existe un unique réel α  possédant les deux propriétés suivantes : 

α  est élément de l’intervalle [ [0,1  et ( ) 2g α = . 

 
b. Calculer ( )0,5h  et en déduire :   0,5α ≥ . 

 
c. A l’aide de votre calculatrice, déterminer explicitement le plus petit entier naturel non 

nul 0n  tel que :   ( )
0

1

0,6 2
n

n

n

n
=

≥ . 

Que peut-on en déduire pour α  ? 
 

5.      

a. Montrer que :   ] [ ( ) ( ) ( )
1

1,1 , 1 1 n

n

x x g x n n x
+∞

=

∀ ∈ − − = − − . 

 
b. En utilisant le critère spécial relatif aux séries alternées, montrer que la série 

( ) ( )
1

1 1 n

n

n n
≥

− − −  est convergente. 

 

c. Montrer que la série ( ) ( )
1

1 1 n

n

n n
≥

− − −  n’est pas absolument convergente et 

déterminer le rayon de convergence de la série entière ( )
1

1 n

n

n n x
≥

− − . 

 
d. Montrer enfin que la fonction g possède une limite finie lorsque x tend vers 1−  par 

valeurs supérieures. On citera très précisément le théorème utilisé. 

 

 

 

Fin de l’énoncé 



Calculatrices autorisées

Objectif et convention

On étudie dans ce sujet certains endomorphismes de l’espace vectoriel euclidien orienté R3 usuel.
On se propose, entre autres, de reconnâıtre parmi ceux-ci les endomorphismes de référence :
projections orthogonales, réflexions, rotations etc.

On notera B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3.

Conformément à l’usage, les candidats pourront identifier les vecteurs (x, y, z) de R3 et les

matrices colonnes à trois coefficients réels




x
y
z


.

On pourra ainsi considérer que e1 =




1
0
0


 , e2 =




0
1
0


 et e3 =




0
0
1


.
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Pour tous nombres réels a, b et c, on considère la matrice M(a, b, c) =




a b c
c a b
b c a


,

fa,b,c désignera l’endomorphisme de l’espace vectoriel euclidien orienté R3 usuel ayant pour
matrice M(a, b, c) dans la base canonique (e1, e2, e3) de R3.

On notera :
I3 la matrice unité de M3(R) et Id l’endomorphisme identité de R3 ;
P le plan vectoriel de R3 d’équation, dans la base canonique, x + y + z = 0 ;
et ∆ la droite vectorielle orthogonale à P .

Les parties ne sont pas indépendantes. En particulier, l’étude des valeurs propres,
faite dans la partie III, intervient dans la partie IV.

I Préliminaire important

On pose e′
1 =

1√
3




1
1
1


 et e′

2 =
1√
2




1
−1
0


.

1°) Construction d’une base orthonormale directe

1.a) Montrer que e′
1 est un vecteur unitaire (c’est-à-dire de norme 1) dirigeant la droite ∆.

1.b) Montrer que e′
2 est un vecteur unitaire appartenant au plan P .

1.c) Déterminer un vecteur e′
3 de sorte que B′ = (e′

1, e
′
2, e

′
3) soit une base orthonormale directe

de R3.

2°) Soient a, b et c des réels.

2.a) Préciser fa,b,c(e
′
1) et en déduire que le réel a + b + c est une valeur propre de fa,b,c.

2.b) Justifier que la famille (e′
2, e

′
3) est une base orthonormale de P .

2.c) Vérifier que les vecteurs fa,b,c(e
′
2) et fa,b,c(e

′
3) appartiennent au plan P .

2.d) Montrer que P est stable par fa,b,c.

On rappelle qu’un sous-espace vectoriel F de R3 est stable par un endomorphisme f quand
pour tout u de F , son image par f , c’est-à-dire le vecteur f(u), appartient également à F .

Les résultats de ce préliminaire peuvent être utilisés à de nombreuses reprises dans
la suite du sujet.
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II Quelques exemples

3°) On note ψ l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à J = M(0, 1, 0).

3.a) Déterminer le rang de la matrice J . J est-elle inversible ?

3.b) Calculer le polynôme caractéristique de J et montrer que J n’est pas diagonalisable dans
M3(R).

3.c) Donner la matrice de ψ dans la base B′ choisie au préliminaire I.1°) (on pourra utiliser les
calculs faits au préliminaire ou utiliser la formule de changement de bases et la calculatrice).

3.d) En déduire que l’endomorphisme ψ est une rotation dont on précisera les éléments ca-
ractéristiques (axe orienté, angle).

4°) Dans cette question, on considère la matrice M2 = M(1/3,−2/3,−2/3).

4.a) Préciser la matrice M2 × M2. Que dire du rang de M2 ?

4.b) Justifier que l’endomorphisme s de R3 canoniquement associé à M2 est une symétrie.

Préciser les sous-espaces propres Ker(s−Id) et Ker(s+Id) (associés respectivement aux valeurs
propres 1 et −1).

4.c) En déduire sans calcul le polynôme caractéristique de M2.

5°) Dans cette question, on considère la matrice M1 = M(1/3, 1/3, 1/3).

5.a) Déterminer le rang de la matrice M1. M1 est-elle inversible ?

5.b) Calculer, en faisant apparâıtre le détail des calculs, le polynôme caractéristique de M1

(on pourra commencer par l’opération élémentaire L1 ← L1 + L2 + L3).

5.c) Préciser chaque sous-espace propre de M1.

5.d) Justifier que M1 est diagonalisable dans M3(R) et reconnâıtre géométriquement l’endo-
morphisme de R3 canoniquement associé à M1.

III Étude des matrices M(a, b, c)

Dans cette partie, a, b et c désignent des nombres réels. On rappelle que J = M(0, 1, 0).

On désignera par j le complexe exp

(
i
2π

3

)
où i 2 = −1.

6°) Sans calculatrice, justifier : j3 = 1 et 1 + j + j2 = 0.

7°) Préciser la matrice J2 et exprimer la matrice M(a, b, c) à l’aide des matrices I3, J et J2 et
des réels a, b et c.

8°) Étude de J dans M3(C)

8.a) Déterminer les valeurs propres complexes de J et montrer que J est diagonalisable dans
M3(C).
On rappelle que le polynôme caractéristique de J a déjà été obtenu à la question 3.b).

8.b) Expliciter une matrice P à coefficients complexes telle que D = P−1JP soit une matrice
diagonale à coefficients complexes que l’on précisera.

8.c) Montrer que P−1J2P = D2.
Que vaut la matrice P−1I3P ?
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9°) Soient a, b et c réels.

9.a) Déduire des questions 7◦) et 8◦) que M(a, b, c) est diagonalisable dans M3(C) et que les
valeurs propres complexes (éventuellement confondues) de M(a, b, c) sont :

a + b + c, a + j b + j2 c et a + j2 b + j c.

9.b) Préciser les parties réelles et imaginaires de chacune des valeurs propres de M(a, b, c) en
fonction de a, b et c.

9.c) Montrer que les valeurs propres de M(a, b, c) sont toutes réelles si, et seulement si, les réels
b et c sont égaux.

10°) Dans cette question, on suppose que les réels b et c sont différents : b �= c.
Montrer que la matrice M(a, b, c) n’est pas diagonalisable dans M3(R).

11°) Dans cette question, on suppose que les réels b et c sont égaux : b = c.
On rappelle que fa,b,b est l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice M(a, b, b)
de M3(R).

11.a) Déterminer les valeurs propres de fa,b,b, ainsi que les sous-espaces propres associés (on
envisagera les deux cas : b = 0 et b �= 0).

11.b) Montrer que fa,b,b est diagonalisable et plus précisément qu’il existe une matrice à coeffi-
cients réels Q orthogonale telle que pour tous réels a et b, la matrice D(a, b) = tQM(a, b, b)Q
soit diagonale.

Expliciter une telle matrice Q (on pourra utiliser 1.c)), ainsi que la matrice D(a, b) obtenue.

IV Application : Étude des projecteurs

12°) Soient a, b et c des nombres réels.

12.a) À l’aide de la partie précédente, montrer que :
fa,b,c admet deux valeurs propres réelles distinctes si, et seulement si, (b = c et b �= 0).

12.b) Déterminer les valeurs des réels a, b et c pour lesquelles l’ensemble des valeurs propres
de Ma,b,c est exactement {0, 1}.
12.c) En déduire l’équivalence des deux assertions (i) et (ii) ci-dessous :

(i) fa,b,c est un projecteur de R3 autre que l’identité et l’application nulle

(ii) (a, b, c) = (1/3, 1/3, 1/3) ou (a, b, c) = (2/3,−1/3,−1/3)

Préciser les éléments caractéristiques des deux projecteurs obtenus.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

* * * * *

N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

* * * * *
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Exercice 1
On considère dans tout l’exercice que a ∈ R, b ∈ R ∪ {+∞} et a ≤ b.
On note E = C([a, b[,R) l’ensemble des fonctions continues sur [a, b[ à valeurs dans R et on
considère f et g deux fonctions de E.

On note enfin F l’ensemble des fonctions h de E vérifiant
∫ b

a

h2(t)dt est convergente.

On s’intéresse dans cet exercice à la nature de l’intégrale impropre
∫ b

a

f(t)g(t)dt, en parti-

culier à celle de
∫ b

a

f(t)

t
dt, en fonction de celle de

∫ b

a

f(t)dt ou
∫ b

a

f 2(t)dt.

Partie I. Cas particulier de l’intervalle [a, b[ borné
On suppose dans cette partie que b ∈ R, c’est-à-dire que l’intervalle [a, b[ est borné.

1) Rappeler la définition de la convergence de l’intégrale impropre
∫ b

a

f(t)dt.

2) 2a. Montrer que si f est constante, alors
∫ b

a

f(t)dt est convergente.

2b. En déduire que si f est bornée, alors
∫ b

a

f(t)dt est convergente.

3) 3a. Montrer ∀x ∈ R, |x| ≤ 1 + x2

3b. En déduire que si f ∈ F alors
∫ b

a

f(t)dt est convergente.

3c. Donner un contre-exemple simple pour a = 1 et b = +∞, c’est-à-dire une fonction
h continue sur [1,+∞[ vérifiant :∫ +∞

1

h2(t)dt est convergente et
∫ +∞

1

h(t)dt est divergente.

Partie II. Produit scalaire
On suppose de nouveau dans cette partie que b ∈ R ∪ {+∞}.

1) 1a. Montrer ∀(u, v) ∈ R2, |uv| 6 1
2
(u2 + v2).

1b. Montrer que si f et g appartiennent à F , alors
∫ b

a

f(t)g(t)dt est convergente.

2) En déduire que F est un sous-espace vectoriel de E.

3) Montrer que l’application ϕ définie par :

ϕ : F2 −→ R

(f, g) 7−→
∫ b

a

f(t)g(t)dt

est un produit scalaire sur F .
On notera désormais le produit scalaire (f |g) au lieu de ϕ(f, g) et ‖f‖ pour la norme
associée.
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4) On suppose dans cette question que a = 1, b = +∞ et g : x 7→ 1

x
.

4a. Montrer que la fonction g appartient à F et calculer ‖g‖.

4b. Montrer que si f est positive sur [1,+∞[ et que
∫ +∞

1

f(t)dt est convergente, alors∫ +∞

1

f(t)g(t)dt est convergente.

4c. Montrer que si f ∈ F alors
∫ +∞

1

f(t)g(t)dt est convergente et qu’on a de plus

(∫ +∞

1

f(t)g(t)dt
)2

≤
∫ +∞

1

f 2(t)dt

Partie III. Règle d’Abel

On suppose dans cette partie que
∫ b

a

f(t)dt est convergente. Le but est de montrer

que si g est de classe C1, décroissante et positive sur I = [a, b[ alors
∫ b

a

f(t)g(t)dt est éga-

lement convergente.

On définit sur I la fonction F : x 7→
∫ x

a

f(u)du.

1) 1a. Montrer que la fonction F est de classe C1 sur I .
1b. Rappeler pourquoi F admet une limite finie en b−, en déduire que F est bornée

sur I.
Il existe donc M ∈ R+ tel que ∀x ∈ I, |F (x)| ≤M .

2) Cas particulier

On suppose dans cette question que a = 1, b = +∞ et g : x 7→ 1

x
qui est de classe C1,

décroissante et positive sur [1,+∞[.

2a. Montrer que
∫ +∞

1

F (t)

t2
dt est convergente.

2b. Pour x ∈ [1,+∞[, à l’aide d’une intégration par parties, exprimer
∫ x

1

f(t)g(t)dt en

fonction de
∫ x

1

F (t)

t2
dt.

2c. En déduire que
∫ +∞

1

f(t)g(t)dt est convergente et vaut
∫ +∞

1

F (t)

t2
dt.

3) Soit g1 une fonction de classe C1 sur I.

3a. Montrer que
∫ b

a

g′1(t)dt est convergente si et seulement si g1 admet une limite finie

en b− .
3b. On suppose de plus g1 décroissante et positive, montrer à l’aide de III.1b et III.3a

que
∫ b

a

F (t)g′1(t)dt est absolument convergente.
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4) On suppose que g est une fonction de classe C1 sur [a, b[, décroissante et positive.

Montrer, de la même manière qu’en III.2, que
∫ b

a

f(t)g(t)dt est convergente.

Exercice 2
Pour n ∈ N, on pose :

an =

∫ 1

0

(
1 + t2

2

)n

dt.

Partie I. Étude de la suite (an)n∈N et de la série
∑

(−1)nan
1) 1a. Montrer que la suite (an)n∈N est monotone.

1b. En déduire qu’elle est convergente. On notera ` sa limite.
1c. Justifier que pour tout t ∈ [0, 1], 1 + t2 ≤ 1 + t et en déduire que ` = 0.

2) Justifier la convergence de la série
∑
n≥0

(−1)nan.

3) On se propose ici de calculer la somme de la série
∑
n≥0

(−1)nan.

Soit n ∈ N.
3a. Montrer que pour tout t ∈ [0, 1] :

n∑
p=0

(−1)p
(
1 + t2

2

)p

=
2

3 + t2
− (−1)n+1 2

3 + t2

(
1 + t2

2

)n+1

.

3b. Vérifier l’inégalité ∫ 1

0

2

3 + t2

(
1 + t2

2

)n+1

dt ≤ 2

3
an+1.

3c. Calculer l’intégrale
∫ 1

0

2

3 + t2
dt à l’aide du changement de variable t =

√
3u.

3d. En conclure que

lim
n→+∞

∫ 1

0

n∑
p=0

(−1)p
(
1 + t2

2

)p

dt =
π

3
√
3
.

3e. Donner la valeur de la somme
+∞∑
n=0

(−1)nan.

Partie II. Étude de la série entière
∑
anx

n et de sa somme

1) Soit R le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

anx
n.

1a. Justifier que R ≥ 1.
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1b. Soit x > 1 fixé.
1b1. Justifier que pour tout n ∈ N :∫ 1

0

(
(1 + t2)

x

2

)n
dt ≥

∫ 1

1√
x

(
(1 + t2)

x

2

)n
dt.

1b2. En déduire alors que pour tout n ∈ N :

anx
n ≥

(
1− 1√

x

)(
1 + x

2

)n

.

Justifier la divergence de la série numérique
∑
n≥0

anx
n.

1c. Conclure à R = 1.

2) Soient n ∈ N et x ∈]−1, 1[ fixé. On définit sur [0, 1] la fonction gx par gx(t) = 1−x1 + t2

2
.

2a. Étudier les variations de gx sur [0, 1] et dresser son tableau de variations complet
suivant le signe de x.

2b. Justifier que la fonction t 7→ 1

gx(t)
est définie et continue sur [0, 1] et qu’il existe

une constante Kx > 0 telle que pour tout t ∈ [0, 1] :∣∣∣∣ 2

2− x− xt2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

gx(t)

∣∣∣∣ ≤ Kx.

2c. Montrer alors que :∣∣∣∣∫ 1

0

2

2− x− xt2
(x
2
(1 + t2)

)n+1

dt

∣∣∣∣ ≤ Kx |x|n+1 an+1.

3) Montrer l’égalité :
n∑

p=0

apx
p =

∫ 1

0

2

2− x− xt2
dt−

∫ 1

0

2

2− x− xt2
(x
2
(1 + t2)

)n+1

dt (1)

4) Grâce à l’étude de la suite (an)n∈N et de l’égalité (1), en déduire que

+∞∑
n=0

anx
n =

∫ 1

0

2

2− x− xt2
dt.

5) Soit n ∈ N∗, en écrivant :

an =
1

2

∫ 1

0

(
1 + t2

2

)n−1

dt+
1

2

∫ 1

0

t2
(
1 + t2

2

)n−1

dt

et en procédant à une intégration par parties dans la seconde intégrale, montrer que la
suite (an)n∈N vérifie les relations :{

a0 = 1
∀n ≥ 1, (1 + 2n)an − nan−1 = 1 .
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6) On définit la fonction S sur ] − 1, 1[, par S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n et on considère l’équation

différentielle :
(E) : (x2 − 2x)y′(x)− (1− x)y(x) = 1

x− 1
.

6a. Résoudre l’équation homogène associée à (E) sur chacun des intervalles ]− 1, 0[ et
]0, 1[.
On ne cherchera pas à raccorder les éventuelles solutions.

6b. Montrer que S est l’unique solution développable en série entière sur ] − 1, 1[ de
l’équation différentielle (E).

6c. En déduire l’ensemble des solutions de (E) sur ]− 1, 0[ et sur ]0, 1[.
6d. Montrer que S est l’unique solution de (E) sur ]− 1, 1[.

Problème
Les différentes parties de ce problème peuvent être traitées de façon indépendante.

On appelle matrice symétrique définie positive toute matrice à coefficients réels, sy-
métrique, dont les valeurs propres sont toutes strictement positives.

Les parties I et IV utilisent le résultat suivant :
SiA etB sont deux matrices carrées d’ordre n définies parA = (aij)1≤i,j≤n etB = (bij)1≤i,j≤n,
alors la matrice produit C = AB = (cij)1≤i,j≤n vérifie :

∀i, j ∈ [[1, n]], cij =
n∑

k=1

aikbkj.

On rappelle la propriété : si T est une matrice triangulaire supérieure (respectivement
triangulaire inférieure) inversible alors T−1 est une matrice triangulaire supérieure (respec-
tivement triangulaire inférieure).

Dans l’ensemble du problème, l’expression « déterminer ... en fonction de la matrice M »
signifie qu’on veut obtenir un résultat dépendant de M et/ou M−1 et/ou tM et/ou de leurs
puissances successives.

Dans l’ensemble du problème, S désigne une matrice symétrique définie positive d’ordre n,
avec n ∈ N∗. On note S = (sij)1≤i,j≤n.

Partie I. Étude théorique
S est une matrice symétrique définie positive d’ordre n, on sait donc qu’il existe une matrice
P orthogonale telle que tPSP = D où D est une matrice diagonale semblable à S.
On note λ1, . . . , λn les valeurs propres de S, éventuellement égales pour i 6= j et on a

D =


λ1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . λi
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 λn

 , avec ∀i ∈ [[1, · · ·n]], λi > 0.
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1) Déterminer une matrice M à valeurs propres strictement positives, vérifiant

M2 = S.

2) Vérifier que M est une matrice symétrique.

3) On appelle B0 = (e1, · · · , en) la base canonique de Rn.
On note M = (mij)1≤i,j≤n et pour tout j ∈ [[1, n]], on définit le vecteur mj ∈ Rn par
mj = (m1j, . . . ,mij, . . . ,mnj) ; mj est donc représenté matriciellement par la colonne
n◦j de la matrice M .
Expliquer pourquoi la famille B = (m1, . . . ,mn) forme une base de Rn.

4) On considère que Rn est muni du produit scalaire canonique. À l’aide du processus
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué à la base B, on construit successivement :

- une base B1 = (u1, . . . , un) orthogonale,
- puis une base B′ = (ε1, . . . , εn) orthonormale.

Rappeler, sans les démontrer, les formules liant les vecteurs de B1 aux vecteurs de B,
puis les vecteurs de B′ aux vecteurs de B1.
En déduire que la matrice de passage de B à B′ est une matrice triangulaire supérieure
que l’on notera T .

5) On note f et g les endomorphismes de Rn définis par : ∀i ∈ [[1, n]], f(ei) = mi et
g(mi) = εi.

5a. Quelle est la matrice de l’endomorphisme f dans la base B0 ?
5b. Quelle est la matrice de l’endomorphisme g dans la base B ?
5c. Montrer que la matrice de l’endomorphisme g◦f dans la base B0 estMT . On pourra,

par exemple, exprimer les quantités g(mj) et g(f(ej)) à l’aide des coefficients tij
et/ou mij des matrices T et M , ou utiliser des matrices de changement de bases.

6) Expliquer pourquoi Q =MT est une matrice orthogonale.

7) Exprimer M à l’aide de T et Q.

8) Déduire des questions I.1, I.2 et I.7 qu’il existe une matrice triangulaire inférieure
inversible L telle que

S = L.tL

Cette décomposition s’appelle une décomposition de Cholesky de S.

Partie II. Propriété réciproque
Soit une matrice A d’ordre n, avec n ∈ N∗, vérifiant la décomposition : A = L.tL, où L est
une matrice triangulaire inférieure inversible, d’ordre n, à coefficients réels.

1) Vérifier que A est symétrique à coefficients réels.
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2) On sait alors que A est diagonalisable.
Soit λ une valeur propre de A et X ∈Mn,1(R) un vecteur propre de A associé à λ, alors
X 6= 0 et AX = λX. On va démontrer que forcément λ > 0.
On rappelle que si v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn muni du produit scalaire canonique et que si

on note V =

v1...
vn

 le vecteur colonne associé à v, alors ‖v‖2 = tV.V = ‖V ‖2 .

En posant Z = tL.X, calculer de deux façons différentes tX.A.X et en déduire que

λ =
‖Z‖2

‖X‖2
.

3) En déduire que A est une matrice symétrique définie positive.

On a donc prouvé le résultat suivant :

A est une matrice symétrique définie positive si et seulement si il existe L
matrice triangulaire inférieure inversible telle que A = L.tL.

Partie III. Étude d’un cas pratique
Dans cette partie on suppose n = 4 et on cherche une décomposition de Cholesky de la
matrice

S =


1 −1 1 1
−1 5 −3 3
1 −3 3 0
1 3 0 15

 .

1) On admet que le polynôme caractéristique de S vaut :

χS(X) = det(S −XI) = X4 − 24X3 + 137X2 − 134X + 36.

On sait que ce polynôme admet 4 racines réelles comptées avec leur ordre de multiplicité,
on va montrer qu’elles sont strictement positives.
1a. On pose f(x) = x4 − 24x3 + 137x2 − 134x+ 36.

En étudiant les variations de f ′′, montrer que f ′′ a deux racines strictement positives
x1 et x2 que l’on ne cherchera pas à déterminer.

1b. En déduire le signe de f ′(x) sur ]−∞, 0].
1c. En déduire le signe de f(x) sur ]−∞, 0] et conclure la démonstration.

La matrice S étant symétrique définie positive, elle admet donc une décomposition de
Cholesky de la forme S = L.tL, avec L matrice triangulaire inférieure.

2) En posant L =


a 0 0 0
b c 0 0
d e f 0
g h i j

 et en supposant que les coefficients diagonaux

a, c, f et j sont positifs, montrer que l’équation S = L.tL admet une unique solution
L que l’on déterminera.
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3) Étude de l’inverse de S :
3a. On rappelle que L−1 est aussi une matrice triangulaire inférieure. Former le produit

L.L−1 et déterminer L−1.
3b. En utilisant la relation tI = I, où I désigne la matrice identité d’ordre 4, montrer

que
(tL)−1 = t(L−1).

3c. En déduire l’expression de S−1 en fonction de L.
3d. Montrer que S−1 est une matrice symétrique.
3e. À l’aide d’une matrice diagonale semblable à S, déterminer le spectre de S−1 en

fonction du spectre de S : Sp(S) = {λ1, λ2, λ3, λ4}.
3f. En déduire que S−1 est une matrice symétrique définie positive.
3g. Calculer S−1 en utilisant le résultat de la question III.3c.

4) Calcul du déterminant de S :
Montrer que det(S) s’exprime très facilement à l’aide de la matrice L. Calculer det(S).

Partie IV. Une famille de matrices symétriques définies positives
Pour n ∈ N∗, on définit la suite de matrices symétriques Sn d’ordre n telles que :

Sn =


1 1 · · · 1
1 2 · · · 2
...

... . . . ...
1 2 · · · n

 ,

ou encore Sn = (sij)1≤i,j≤n, avec sij = inf(i, j).

1) Étude de cas particuliers
1a. En déterminant le spectre de chaque matrice, vérifier que les matrices S1 et S2 sont

des matrices symétriques définies positives.
On admet que S3 est elle aussi symétrique définie positive.

1b. Donner une décomposition de Cholesky Si = Li.
tLi pour i ∈ {1, 2, 3} avec Li ma-

trice d’ordre i triangulaire inférieure et inversible.
De même que dans la partie III, on imposera aux coefficients diagonaux des ma-
trices Li d’être positifs.

2) Cas général
Dans cette question, on va obtenir une décomposition de Cholesky des matrices Sn de
la forme Sn = Ln.

tLn, avec Ln matrice triangulaire inférieure d’ordre n.
2a. En s’inspirant des résultats de la question IV.1b, quelle forme générique peut-on

supposer pour la matrice Ln ?
Dans ce cas, donner l’expression des coefficients lij de Ln pour j ≤ i, qui sont donc
situés sur et sous la diagonale.
On a bien sûr lij = 0 si i < j.

2b. On pose tLn = (l′ij), qui est triangulaire supérieure. On a donc l′ij = 0 si j < i.
Donner la valeur des coefficients l′ij pour i ≤ j.
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2c. On sait que la matrice An = Ln.
tLn est symétrique d’après la partie II. Pour

montrer que An = Sn, il suffit de prouver que les coefficients situés sur et au-dessus
de la diagonale sont identiques dans les deux matrices.
Déduire de IV.2a et de IV.2b que :

∀j ∈ [[1, n]], ∀i ∈ [[1, j]], aij =
n∑

k=1

likl
′
kj = i.

2d. En déduire que toute matrice Sn est une matrice symétrique définie positive.

Fin de l’énoncé
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N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 

la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 

qu’il a été amené à prendre. 

 

___________________________________________________________________________________ 

 

Tournez la page S.V.P.



E C1 [0;1]

R

f ∈ E

‖f‖ = |f(0)|+ 2

∫
1

0

|f ′(t)| t ‖f‖′ = 2 |f(0)|+

∫
1

0

|f ′(t)| t .

‖ ‖ E

‖ ‖′ E

‖ ‖ ‖ ‖′ E

E ‖ ‖

I J R g I × J R

x ∈ I, t 7→ g(x, t) J

x ∈ I, f(x) =

∫
J

g(x, t) t

f I

x ∈ R, f1(x) =

∫
+∞

0

arctan(xt)

1 + t2
t

f1 R

x ∈ [0,+∞[ , f2(x) =

∫
+∞

0

x −xt t

f2(x) x ∈ [0,+∞[

f2 [0,+∞[

∫
γ

−y

x2 + y2
x +

x

x2 + y2
y γ



∑

fn I R

∑

fn I x ∈ I
∑

|fn(x)|

fn I

∑

fn I

∑

fn I
∑

fn I

∑

fn I
∑

fn

I

I

x ∈ [0; 1] fn(x) = (−1)n
(

x2 + n

n2

)

∑

fn

[0; 1] [0; 1] .

∑

fn I
∑

fn

I

(αn)n≥1 I = [0; 1[

x ∈ I fn(x) = αn x
n(1− x)

(αn)n≥1

∑

n≥1

fn

I

n > 1 ‖fn‖∞ = sup
x∈I

|fn(x)|

∑

n≥1

fn I

∑

n≥1

αn

n

Tournez la page S.V.P.



x ∈ I

∞∑

k=n+1

xk

(αn)n≥1∑
n≥1

fn I

k ≥ n+ 1 αk ≤ αn+1

∑
n≥1

fn

I (αn)n≥1

(αn)n≥1

∑
n≥1

fn I

∑
n≥1

fn I

∑
n≥1

fn I

I

I

I
M

P
R

I
M

E
R

I
E
 
N

A
T
I
O
N

A
L
E

  
–
  
1
2
 1

2
3
2
  
–
  
D

’a
p

rè
s
 d

o
c
u

m
e
n

ts
 f

o
u

rn
is



SESSION 2012                          MPM2006              

 

 

 

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP 

____________________ 

 

MATHEMATIQUES 2 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 

 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 

la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 
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A = (ai,j) ∈ Mn(R)
(

ST > 0
)

(1) ∀(i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, n]], ai,j > 0,

(2) ∀i ∈ [[1, n]],
n

∑

j=1

ai,j = 1.

Mn(R)
(

ST > 0
)

(

ST > 0
)

(

ST > 0
)

n = 3 z M(z)

z = x+ iy (x, y)

P (1), Q(j), R(j2) j = e
2iπ

3

T D

O M(z)

|z| < 1



T D x y

PQR

(PQ), (QR) (RP )

M(x+ iy) T x y

2x+ 1 > 0, x−
√
3y − 1 < 0, x+

√
3y − 1 < 0 .

A = (ai,j) ∈ M3(R)
(

ST > 0
)

A

A

λ λ 0 < |λ| < 1 λ = a+ ib

(A) (A2) λ λ a b

(A) > 0 (A2) > a2
1,1 + a2

2,2 + a2
3,3

(

tr(A)
)

2

< 3tr(A2)

u = (a1,1, a2,2, a3,3) v = (1, 1, 1) R
3

2a+ 1 > 0 (a−
√
3b− 1)(a+

√
3b− 1) > 0 .

M(λ) T

D PQR

λ = reiθ 0 < r < 1 0 < θ < π

M(λ) T

α =
1 + 2r cos(θ)

3
, β =

1 + 2r cos(θ + 2π
3
)

3
, γ =

1− 2r cos(θ + π
3
)

3

α =
1 + λ+ λ

3
, β =

1 + jλ+ j2λ

3
, γ =

1 + j2λ+ jλ

3

A =







α β γ

γ α β

β γ α







A
(

ST > 0
)

J =







0 1 0

0 0 1

1 0 0






J2 J3

J
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A I3, J J2

P ≤ 2 A = P(J) λ λ

A

A = (ai,j) Mn(R)
(

ST > 0
)

U =







1

1






∈ Mn,1(R)

AU A

C

B = (bi,j) ∈ Mn(C) (B) = 0

X =







x1

xn






∈Mn,1(C) X 6= 0 BX = 0 k ∈ [[1, n]] |xk| = max

i∈[[1,n]]
|xi|

|bk,k| ≤
∑

j 6=k

|bk,j| .

λ ∈ SpC(A) B = A − λIn

|ak,k − λ| ≤ 1− ak,k k |λ| ≤ 1

λ ∈ SpC(A) |λ| = 1 λ = eiθ θ ∈ R

|ak,k − eiθ| ≤ 1− ak,k cos(θ) = 1 λ

1

1 ∈ SpC(
tA) A− In

tA− In

E1(A) E1(
tA)

V =







v1

vn






∈Mn,1(C), V 6= 0 tAV = V i ∈ [[1, n]]

|vi| ≤
∑

j∈[[1,n]]

aj,i|vj|
∑

i∈[[1,n]]

|vi|



|V | =







|v1|

|vn|







V tA|V | = |V | i ∈ [[1, n]] |vi| > 0

X =







x1

xn






Y =







y1

yn






Mn,1(C)

E1(
tA) X −

x1

y1
Y E1(

tA)

Ω =







ω1

ωn






E1(

tA)

i ∈ [[1, n]] ωi > 0
n

∑

i=1

ωi = 1

i ∈ [[1, n]]
n

∑

j=1

aj,iωj = ωi

t

A tA

Ω =







ω1

ωn







N :Mn,1(C)→ R

∀X =







x1

xn






∈Mn,1(C), N(X) =

∑

i∈[[1,n]]

ωi|xi| .

N Mn,1(C) X ∈ Mn,1(C)

N(AX) ≤ N(X) λ ∈ SpC(A) |λ| ≤ 1

Ω =







ω1

ωn






Φ :Mn,1(C)→ C

∀X =







x1

xn






∈Mn,1(C),Φ(X) =

n
∑

i=1

ωixi .

Tournez la page S.V.P.



(Φ) Φ

X ∈ Mn,1(C) Φ(AX) = Φ(X)

Mn,1(C) = E1(A)⊕Ker(Φ)

X ∈ Eλ(A) λ 6= 1 X ∈ Ker(Φ)

A
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC 

____________________ 

 

MATHEMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 

 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 

la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 

qu’il a été amené à prendre. 

 

___________________________________________________________________________________ 

 

Les calculatrices sont interdites

L’objectif du problème est de définir et d’étudier la notion de diagonalisabilité d’un couple

de matrices A,B dans plusieurs situations.

Les parties I et V traitent chacune un cas particulier, respectivement en dimension 3 et 4. La

partie II aborde le cas où B est inversible et la partie IV étudie un critère de diagonalisabilité.

La partie III se réduit à l’étude du cas d’un couple de matrices symétriques réelles.

La partie I est indépendante des quatre autres parties. Les parties III, IV et V sont, pour une

grande part, indépendantes les unes des autres.

Il est demandé, lorsqu’un raisonnement utilise un résultat obtenu précédemment

dans le problème, d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Notations et définitions

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K l’ensemble R ou C et H une partie de K.

Notons Mn,p K l’espace vectoriel des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K,

Mn K l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K,

Sn K l’espace vectoriel des matrices de Mn K qui sont symétriques,

Dn H l’ensemble des matrices diagonales de Mn K à coefficients diagonaux dans H,

GLn K l’ensemble des matrices de Mn K qui sont inversibles,

On R l’ensemble des matrices de Mn R qui sont orthogonales,

In la matrice identité d’ordre n.
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Définitions 1 : Soient A,B Mn K
2

et λ K.

On note Eλ A,B l’ensemble des matrices-colonnes X Mn,1 K telles que AX λBX.

On dit que λ est valeur propre du couple A,B si Eλ A,B n’est pas réduit à 0 ,

c’est-à-dire si A λB n’est pas inversible.

On note χ A,B la fonction définie sur K par χ A,B λ det A λB et Sp A,B l’ensemble

des valeurs propres du couple A,B , c’est-à-dire l’ensemble des éléments λ K tels que

χ A,B λ 0.

Dans le cas particulier où B In, on remarquera que ces définitions correspondent aux notions

de valeur propre, d’espace propre et de polynôme caractéristique de A.

Ainsi, Eλ A, In et χ A,In

sont notés plus simplement Eλ A et χA.

Partie I : DIAGONALISABILITÉ DANS UN CAS PARTICULIER

Soit A

3 1 1

2 1 0

0 0 1

, B

0 0 0

4 2 0

0 0 2

, C

4 2 2

12 6 4

0 0 2

et D

0 0 0

0 2 0

0 0 2

.

On note aussi F u1,u2,u3 pour u1

1

2

0

, u2

1

0

3

et u3

0

1

1

.

I.1.

I.1.a. Montrer que B n’est pas inversible.

I.1.b. Montrer que A est inversible.

I.1.c. Vérifier que C A 1B.

I.2.

I.2.a. Montrer que χ A,B λ 2λ 1 2.

I.2.b. En déduire Sp A,B .

I.2.c. Déterminer une base de E1 2 A,B et en déduire que dim E1 2 A,B 2.

I.3.

I.3.a. Calculer χ B,A λ et en déduire que Sp B,A 0, 2 .

I.3.b. Établir les identités suivantes :

E0 B,A Vect u1 E0 C et E2 B,A E1 2 A,B Vect u2,u3 E2 C .

I.3.c. En déduire que dim E0 B,A dim E2 B,A 3.

I.4.

I.4.a. Montrer que F est une base de M3,1 R formée de vecteurs propres de C.

I.4.b. Déterminer explicitement une matrice R GL3 R telle que C RDR 1.

I.4.c. Montrer que B ARDR 1.

I.4.d. Justifier qu’il existe P GL3 R et Q GL3 R telles que A PI3Q et B PDQ.
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Définitions 2 : Soit A,B,A ,B Mn K
4
.

On dit que le couple A,B est régulier s’il existe λ K tel que χ A,B λ 0.

On dit que le couple A,B est équivalent au couple A ,B et on note A,B A ,B

si :

P GLn K , Q GLn K A PA Q et B PB Q.

On dit que le couple A,B est diagonalisable si :

D Dn K , D Dn K A,B D,D .

Partie II : RÉGULARITÉ ET DIAGONALISABILITÉ

II.1. Soit A,B Mn K
2
.

II.1.a. On suppose dans cette question que B est inversible. Pour λ K, exprimer

χ A,B λ en fonction de χB 1A λ et en déduire que χ A,B est une fonction polynomiale

dont on précisera le degré.

II.1.b. On suppose dans cette question que n 2. Donner un exemple de couple

A,B Mn K
2

pour lequel χ A,B est la fonction nulle alors que ni A ni B n’est

la matrice nulle.

II.1.c. Montrer que χ A,B est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à n.

II.2.
II.2.a. Montrer que :

A,B A ,B P GLn K , Q GLn K λ K, A λB P A λB Q.

II.2.b. Établir que si A,B est équivalent à A ,B , alors il existe α K, non nul, tel

que χ A,B α χ A ,B , puis que Sp A,B Sp A ,B .

II.3. On suppose dans cette question que A,B est régulier.

II.3.a. Montrer que :

λ K 0 , χ A,B λ λ n χ B,A

1

λ
.

II.3.b. Montrer que B,A est régulier.

II.3.c. On suppose dans cette question que r et s sont deux entiers tels que 1 r s n

et ar, ar 1, . . . , as des éléments de K tels que ar 0 et as 0. On suppose également

que χ B,A s’écrit sous la forme :

λ K, χ B,A λ

s

k r

akλk .

Montrer que 0 est racine de χ B,A d’ordre de multiplicité r et que χ A,B est de degré

n r.

II.3.d. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

i) B est inversible ;

ii) χ A,B est de degré n ;

iii) 0 Sp B,A .

II.4. On suppose dans cette question que B est inversible. Montrer que si B 1A est

diagonalisable, alors A,B est diagonalisable.
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Définitions 3 : Soit M Sn R , c’est-à-dire que M est une matrice symétrique réelle.

On confondra toute matrice A a de M1 R avec le réel a.

On dit que M est positive si : X Mn,1 R , tXMX 0.

On dit que M est définie-positive si M est positive et inversible.

Partie III : DIAGONALISABILITÉ DANS LE CAS SYMÉTRIQUE

III.1.
III.1.a. Montrer que pour M mi,j 1 i,j n Mn R , X xi 1 i n Mn,1 R et

Y yi 1 i n Mn,1 R , alors tXMY
1 i,j n

mi,jxiyj .

III.1.b. En déduire que pour X Mn,1 R non nul, tXX 0.

III.1.c. Montrer que, pour M Sn R , les propositions suivantes sont équivalentes :

i) M est définie-positive ;

ii) Sp M R ;

iii) il existe P On R et D Dn R telles que M PD tP ;

iv) il existe L GLn R telle que M tLL.

Dans le cas où M est définie-positive, on pose : X, Y Mn,1 R
2
, X, Y M

tXMY.

III.2. Montrer que si M est définie-positive, l’application X, Y X, Y M est un produit

scalaire sur Mn,1 R .

III.3. On suppose dans cette question que A,B Sn R
2

avec B définie-positive. On

suppose alors que L est une matrice de GLn R telle que B tLL et on définit, par III.2, un

produit scalaire sur Mn,1 R , noté , B .

III.3.a. Trouver une matrice C Sn R telle que, pour tout λ R et X Mn,1 R ,

AX λBX CZ λZ où on a posé Z LX.

III.3.b. Montrer qu’il existe une base B e1, . . . , en de Mn,1 R qui soit orthonormale

pour le produit scalaire , In
et telle que, pour tout i 1, n , il existe λi R vérifiant :

Cei λiei.

III.3.c. Montrer qu’il existe une base B e
1
, . . . , en de Mn,1 R qui soit orthonormale

pour le produit scalaire , B et telle que, pour tout i 1, n , Aei λiBei.

III.3.d. En déduire que le couple A,B est diagonalisable.

III.4. On suppose dans toute la fin de la partie III que le couple A,B est régulier et que A

et B sont toutes les deux symétriques réelles positives.

III.4.a. Montrer l’existence de λ0 R tel que A λ0B soit une matrice symétrique

réelle définie-positive.

III.4.b. En déduire que le couple A,B est diagonalisable.
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Définitions 4 : Soit A,B Mn K
2

un couple régulier.

Pour λ Sp A,B , on note mλ A,B l’ordre de multiplicité de λ en tant que racine de

χ A,B .

Si B est inversible, on note Sp A,B Sp A,B , m A,B 0 et E A,B 0 .

Si B n’est pas inversible, on note Sp A,B Sp A,B , m A,B m0 B,A

l’ordre de multiplicité de 0 en tant que racine de χ B,A et E A,B E0 B,A .

On cherche un critère de diagonalisabilité de A,B faisant intervenir dim Eλ A,B .

On dit que A,B vérifie la propriété H si :

λ Sp A,B , dim Eλ A,B mλ A,B .

Partie IV : UN CRITÈRE DE DIAGONALISABILITÉ

Dans toute cette partie, on suppose que K C. Soit A,B Mn C
2

un couple régulier.

Il existe donc λ0 C tel que A λ0B soit inversible.

Dans toute la suite de la partie IV, on suppose pour simplifier les notations que λ0 0

si bien que A est inversible.

On note d le degré de χ A,B et C A 1B.

Dans les questions suivantes, on pourra être amené à distinguer le cas où B est inversible du

cas où B n’est pas inversible.

IV.1.

IV.1.a. Montrer que E0 C E0 B,A E A,B .

IV.1.b. Montrer que si λ C , alors Eλ C E1 λ A,B .

IV.1.c. Soient λ1, . . . , λk des éléments dinstincts de C. Justifier que si

Sp C λ1, . . . , λk , alors Sp A,B 1
λ1

, . . . , 1
λk

où on a posé 1
0

.

IV.2. Vérifier que m A,B n d, puis que :

λ Sp A,B

mλ A,B n.

IV.3. On suppose dans toute la suite de la partie que A,B vérifie la propriété H.

IV.3.a. Montrer que

λ Sp A,B

dim Eλ A,B n.

IV.3.b. Montrer que C est diagonalisable.

IV.3.c. Établir que le couple A,B est diagonalisable.
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Dans toute la suite du problème, on admettra que si A,B est régulier et que K C, A,B

est diagonalisable si et seulement si A,B vérifie la propriété H.

Partie V : EXEMPLE DE NON-DIAGONALISABILITÉ

Soit n N et soit B e1, . . . , en la base canonique de R
n.

On considère l’endomorphisme f de R
n tel que :

f e1 0 et si n 2, i 2, n , f ei ei 1.

On note An la matrice de f dans la base B et Bn
tAn.

On note g l’endomorphisme de R
n dont la matrice dans la base B est Bn.

Pour λ R, χ An,Bn

λ sera noté cn λ . On définit de plus c0 λ 1.

V.1. Donner la forme explicite des matrices An et Bn.

V.2. Vérifier que la matrice de f λg dans B est :

0 1

λ 0 1 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 λ 0 1

λ 0

.

V.3.

V.3.a. Calculer c1 λ , c2 λ , c3 λ et c4 λ .

V.3.b. Montrer que pour n 2, cn λ λ cn 2 λ .

V.3.c. En déduire, pour k N, les expressions de c2k λ et de c2k 1 λ .

V.3.d. Donner une condition sur n N pour que An, Bn soit régulier.

V.4.

V.4.a. Déterminer dim E0 A4, B4 et dim E A4, B4 .

V.4.b. Calculer m0 A4, B4 et m A4, B4 .

V.4.c. Le couple A4, B4 est-il diagonalisable ?

Fin de l’énoncé
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC 

____________________ 

 

MATHEMATIQUES 2 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 

 

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de 

la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives 

qu’il a été amené à prendre. 

 

___________________________________________________________________________________ 

 

 

Les calculatrices sont interdites

Les trois parties sont, dans une large mesure, indépendantes.

On s’intéresse ici aux propriétés de la fonction polylogarithme, définie comme série entière

et à son prolongement grâce à une représentation intégrale. On établit aussi quelques

formules générales et on complète l’étude par celle d’un cas particulier.

Partie I : le polylogarithme

Dans toute cette partie, α est un réel fixé.

I - 1.1.

Déterminer le rayon de convergence de la série entière Lα définie par :

Lα(x) =
+∞∑

n=1

xn

nα

.

I - 1.2.

Justifier que l’application Lα est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.

I - 1.3.

Montrer que :

∀x ∈]− 1, 1[, Lα(−x) + Lα(x) = 21−αLα(x
2).

1/4
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I - 2.1.

Pour tout x ∈]− 1, 1[, établir une relation entre L′
α+1(x) et Lα(x).

Exprimer Lα+1(x) sous forme de l’intégrale entre 0 et x d’une certaine fonction.

I - 2.2.

Pour x ∈]− 1, 1[, préciser les valeurs de Lα(x) lorsque α = 0, α = −1 et α = 1.

I - 3.

Dans cette question, on suppose que α� 1.

Montrer que Lα(x) tend vers +∞ quand x tend vers 1 par valeurs strictement

inférieures. Pour cela, on pourra chercher à minorer Lα(x) pour x ∈]0, 1[.

Partie II : prolongement pour α > 1

Dans toute cette partie, α est un réel strictement supérieur à 1.

II - 1.1.

Montrer que la fonction Lα définie en I -1.1 est continue sur [−1, 1].

II - 1.2.

Déterminer lim
x→1
x<1

L′2(x) et préciser si la fonction L2 est dérivable en 1.

II - 2.1.

Montrer que l’application ϕ : u "→
uα−1

eu − 1
est intégrable sur ] 0,+∞ [.

II - 2.2.

Pour tout réel x� 1, justifier l’existence de Kα(x) =

∫ +∞

0

uα−1

eu − x
du.

II - 2.3.

Montrer que l’application Kα ainsi définie est continue sur l’intervalle ]−∞, 1].

II - 2.4.

Dans cette question, on suppose que α > 2.

Montrer que la fonction Kα est de classe C1 sur l’intervalle ]−∞, 1].

II - 2.5.

On revient au cas général où α > 1.

Montrer que la fonction Kα est de classe C1 sur tout segment [a, b] avec a < b < 1,

puis sur l’intervalle ]−∞, 1[.

II - 3.1.

Prouver l’existence de Gα =

∫ +∞

0

tα−1e−t dt et justifier que Gα > 0.
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II - 3.2.

Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] et pour tout u > 0, on a :

1

eu − x
=

+∞∑
k=0

xke−(k+1)u.

II - 3.3.

En déduire que pour tout x ∈ [−1, 1], en utilisant Lα(x) défini dans I - 1.1 et Kα(x)

défini dans II - 2.2, on a la relation :

xKα(x) = GαLα(x).

On précisera avec soin le théorème d’intégration terme à terme utilisé.

II - 4.1.

Pour tout x ∈]−∞, 1], on prolonge la définition de Lα(x) en posant :

Lα(x) =
x

Gα

∫ +∞

0

uα−1

eu − x
du.

Montrer que l’application Lα ainsi définie est continue sur ]−∞, 1] et de classe C1

sur ]−∞, 1[.

II - 4.2.

Montrer que pour tout réel x� 1, on a :

Lα(x) =
x

Gα

∫ 1

0

(− ln(t))
α−1

1− xt
dt.

II - 4.3.

Justifier que l’on peut prolonger la fonction Lα sur IC\]1,+∞[ par la définition :

∀z ∈ IC\]1,+∞[, Lα(z) =
z

Gα

∫ +∞

0

uα−1

eu − z
du.

Montrer alors que pour tout z ∈ IC, tel que z2 #∈]1,+∞[, on a encore la relation :

Lα(z) + Lα(−z) = 21−αLα(z
2).

Partie III : le cas α = 2

On s’intéresse ici, pour tout x ∈ [−1, 1], à : L2(x) =
+∞∑
n=1

xn

n2
.

III - 1.1.

Soit f : IR→ IR, 2π-périodique et impaire, telle que :

∀x ∈]0,π], f(x) =
π − x

2
.

Calculer les coefficients de Fourier 〈〈 bn(f) 〉〉 pour n ∈ IN∗.

III - 1.2.

Grâce à l’égalité de Parseval que l’on précisera, appliquée à f , en déduire la valeur de

L2(1). Calculer aussi L2(−1).
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III - 2.1.

Montrer que la fonction Φ définie par :

∀x ∈]0, 1[, Φ(x) = L2(x) + L2(1− x) + ln(x) ln(1− x)

est de classe C1 sur ]0, 1[.

III - 2.2.

Montrer que la fonction Φ est constante sur ]0, 1[ et vaut L2(1).

III - 2.3.

En déduire la valeur de L2

(

1

2

)

.

III - 2.4.

Prouver aussi que :

∀x ∈

[

−1,
1

2

]

, L2(x) + L2

(

x

x− 1

)

= −
1

2
(ln(1− x))

2
.

III - 3.

Grâce à II - 3, calculer K2(1) =

∫ +∞

0

u

eu − 1
du.

III - 4.

Désormais, on s’intéresse au prolongement de L2 considéré en II - 4, vérifiant en

particulier la relation vue en II-4.2 dont on partira pour traiter les questions suivantes,

c’est-à-dire :

∀x < 0, L2(x) = −
x

G2

∫ 1

0

ln(s)

1− xs
ds.

III - 4.1.

Montrer alors que pour tout x < 0, on a aussi les égalités :

L2(x) = −

∫ 0

x

ln

(

t

x

)

1− t
dt =

∫ 0

x

ln(1− t)

t
dt.

On pourra effectuer un changement de variable et une intégration par parties.

III - 4.2.

Pour tout x < 0, calculer g(x) =

∫ 0

x

ln(1− t)

t− 1
dt.

III - 4.3.

Justifier l’existence de l’intégrale A =

∫ 0

−∞

ln(1− t)

t(t− 1)
dt.

III - 4.4.

Préciser lim
x→−∞

g(x) et lim
x→−∞

(L2(x)− g(x)). En déduire un équivalent simple de

L2(x) quand x tend vers −∞, cet équivalent dépendant de ln(−x).

Fin de l’énoncé
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EXERCICE

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3.

On note R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et Rn[X] le sous-espace vectoriel

de R[X] constitué des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

On définit l’application ϕ qui à un polynôme P de Rn[X] associe :

ϕ(P ) = (X + 2) P −X P
(

X + 1
)

.

Par exemple, on a ϕ(X) = (X + 2)X −X(X + 1) = X .

1. Vérifier que ϕ(X3) = −X − 3X2 −X3 et ϕ(1) = 2.

2. Montrer que ϕ est linéaire.

3. Déterminer le degré et le coefficient dominant de ϕ(Xk) pour tout k ∈ {0, . . . , n}.

4. En déduire que ϕ est un endomorphisme de Rn[X].

5. Dans cette question, on considère le cas n = 3.

On note M la matrice de l’endomorphisme ϕ dans la base canonique B = (1, X, X2, X3) de

R3[X] et Q le polynôme caractéristique de ϕ, c’est-à-dire Q(X) = det(M−XI3) où I3 désigne

la matrice unité carrée d’ordre 3.

(a) Vérifier que M =











2 0 0 0

0 1 −1 −1

0 0 0 −3

0 0 0 −1











.

(b) Calculer le polynôme caractéristique Q.

(c) Quelles sont les valeurs propres de ϕ ?

(d) L’endomorphisme ϕ est-il diagonalisable ?

(e) Déterminer les sous-espaces propres de ϕ.

Fin de l’exercice
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PROBLÈME

Ce problème comporte deux parties indépendantes.

Notations

On noteMn,p(R) l’espace vectoriel des matrices rectangulaires à n lignes et p colonnes à coefficients

dans R.

En particulier,Mn(R) désigne l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On identifie un vecteur colonne deMn,1(R) avec un vecteur de R
n.

On note tM la transposée de la matrice M .

Partie I : un exemple numérique

On munit le plan euclidien P d’un repère orthonormé (O,−→ı ,−→ ).

Pour (x, y) ∈ R
2, M(x, y) désigne un point M du plan euclidien P de coordonnées (x, y) dans ce

repère.

Dans le plan P , on considère trois points B1(−1, 1), B2(1,−1) et B3(2, 1).

Pour (m, p) ∈ R
2, on considère la droite D d’équation y = mx + p.

Pour i ∈ {1, 2, 3}, on considère le point Hi appartenant à la droite D de même abscisse que le point

Bi.

On définit la fonction δ de R
2 à valeurs dans R par :

δ(m, p) = (B1H1)
2 + (B2H2)

2 + (B3H3)
2

où BiHi désigne la distance du point Bi au point Hi.

Le but du problème est de chercher le minimum de la fonction δ.

Si (m, p) est un couple où le minimum de la fonction δ est atteint alors la droite y = mx+p s’appelle

la droite de régression linéaire de y en x associée au nuage de points (Bi).

x

y

B1

B2

B3

H1

H2 H3
O

−→ı
−→

D
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1. Établir que pour i ∈ {1, 2, 3},
si Bi est le point de coordonnées (xi, yi), alors : (BiHi)

2 = (yi −mxi − p)2.

Soit (m, p) ∈ R
2.

2. Montrer que δ(m, p) = 6m2 + 3p2 + 4mp− 2p + 3.

On considère q, la forme quadratique sur R
2 définie par :

q(α, β) = 6α2 + 3β2 + 4αβ.

On note S la matrice

(

6 2

2 3

)

et U le vecteur colonne

(

m

p

)

.

3. Exprimer q(m, p) en fonction de S, U et tU la transposée de U .

4. Déterminer les valeurs propres de S ; on les notera, dans la suite, λ et µ, avec λ < µ.

5. Comment peut-on vérifier ce résultat à l’aide des quantités λ + µ et λ× µ ?

6. Justifier l’existence d’une matrice orthogonale de M2(R), notée P , que l’on ne cherchera pas

à déterminer, telle que S = P

(

λ 0

0 µ

)

tP .

7. En déduire que si on pose

(

X

Y

)

= tP

(

m

p

)

alors, q(m, p) = λX2 + µY 2.

8. Déterminer une base des sous-espaces propres de S. On détaillera les calculs.

9. En déduire une matrice orthogonale P =

(

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)

avec a1,1 > 0 et a1,2 > 0, telle que

S = P

(

λ 0

0 µ

)

tP .

10. Montrer que l’on a :










m =
1√
5
(X + 2Y )

p =
1√
5
(−2X + Y )

.

11. Montrer que :

δ(m, p) = λ

(

X +
1√
5

)

2

+ µ

(

Y − 1

7
√

5

)

2

+ K

avec K une constante à déterminer.

12. Montrer que la fonction δ admet un minimum égal à K.

13. Montrer que le minimum de la fonction δ est atteint au point (m0, p0) =

(

−1

7
,
3

7

)

.

14. Représenter dans le plan les trois points B1, B2 et B3 ainsi que la droite de régression linéaire.
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Partie II : distance en dimension 3

Dans cette partie, on utilise le produit scalaire canonique de R
3, c’est-à-dire que si X =







x1

x2

x3






et

Y =







y1

y2

y3






sont deux vecteurs colonnes de R

3,

(X | Y ) = tXY = x1y1 + x2y2 + x3y3.

La norme du vecteur X est ‖X‖ =
√

x2

1
+ x2

2
+ x2

3
.

On considère les matrices :

A =







−1 1

1 1

2 1






et Y0 =







1

−1

1






.

Soit f l’application linéaire canoniquement associée à la matrice A, c’est-à-dire que f est l’unique

application linéaire de R
2 dans R

3 dont la matrice associée dans les bases canoniques de R
2 et R

3 est

A.

1. (a) Justifier que la famille B = (C1, C2), où C1 et C2 désignent les deux vecteurs colonnes

de la matrice A est une base de Imf . Montrer que le rang de f est égal à 2. Que vaut

dim(Kerf) ? On pourra utiliser le théorème du rang.

(b) Déterminer une équation cartésienne du plan Imf .

(c) f est-elle surjective ? injective ? bijective ?

(d) Déterminer une base orthonormée B′ de Imf en appliquant la méthode de Schmidt à la

base B.

On rappelle que si −→x est un vecteur de R
3 et F un sous-espace vectoriel de R

3 muni de la base

orthornormée (−→u1,
−→u2), le projeté orthogonal −→z du vecteur −→x sur le sous-espace vectoriel F est

donné par la formule :

−→z = (−→x | −→u1).
−→u1 + (−→x | −→u2).

−→u2

2. (a) On définit les vecteurs −→u1 =
1√
5







−2

0

1






et −→u2 =

1√
70







3

5

6






. Montrer que la famille

B′′ = (−→u1,
−→u2) est une base de Imf et que cette base est orthonormée.
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(b) Montrer que Z0, le projeté orthogonal du vecteur Y0 sur Imf , est égal à
1

7







4

2

1






. On

détaillera les calculs.

On pourra utiliser la formule rappelée au 1.d ainsi que la base orthonormée B′′.

(c) Déterminer un antécédent X0 du vecteur Z0 par f , c’est-à-dire un vecteur X0 de R
2 tel

que Z0 = f(X0). Cet antécédent est-il unique ?

On rappelle que si −→x et −→y sont deux vecteurs de R
3, la distance entre −→x et −→y est définie par :

d(−→x ,−→y ) = ‖−→x −−→y ‖.

Si −→x est un vecteur de R
3 et F est un sous-espace vectoriel de R

3, la distance de −→x à F est

définie par :

d(−→x , F ) = inf {d(−→x ,−→y ) /−→y ∈ F} = inf {‖−→x −−→y ‖ /−→y ∈ F} .

On rappelle le résultat suivant : d(−→x , F ) = ‖−→x −−→z ‖ où−→z est le projeté orthogonal de −→x sur

F .

3. (a) Soient (m, p) ∈ R
2 et X =

(

m

p

)

. Calculer AX − Y0 et en déduire que :

δ(m, p) = ‖AX − Y0‖
2.

(b) Montrer que inf {δ(m, p) / (m, p) ∈ R
2} = d(Y0, Z0)

2.

(c) Retrouver l’équation de la droite de régression linéaire D de la partie I.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

L’objectif de ce problème est d’étudier la fonction F : x 7→

∫
x

0

e−t
2

dt, ainsi que l’intégrale

I =

∫
+∞

0

e−t
2

dt , appelée intégrale de Gauss.

Les différentes parties de ce problème sont largement indépendantes les unes des autres.

L’ensemble des nombres réels sera noté R.

Partie I : existence de F et de I

Soit f la fonction définie sur [0, +∞[ par, pour tout x de [0, +∞[ , f(x) = e−x
2

.

1. a. Donner le tableau de variations de f . On fera figurer les limites en 0 et en +∞.
1. b. Tracer la courbe représentative de f . On précisera la demi-tangente en (0,1) et l’asymptote.

2. Démontrer que F est définie et de classe C1 sur [0, +∞[ et donner sa dérivée. On citera
précisément le théorème utilisé.

3. Montrer que l’intégrale I =

∫
+∞

0

e−t
2

dt est convergente.

1/3 Tournez la page S.V.P.
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Partie II : calcul de I : première méthode

On pose, pour tout x de [0,+∞[, G(x) =

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt .

1. Montrer que G est bien définie et de classe C1 sur [0,+∞[. On pourra montrer que pour
tout réel a strictement positif, la restriction de G à l’intervalle [0, a] est de classe C1.
Donner l’expression de G ′(x).

2. a. Montrer que la fonction H = F 2 + G est constante. On pourra faire un changement de
variable linéaire dans l’une des intégrales apparaissant dans la dérivée de H.

2. b. Calculer cette constante en considérant x = 0.

3. a. Montrer que, pour tout (x, t) ∈ [0,+∞[×[0, 1] : 0 6
e−x2(1+t2)

1 + t2
6 e−x2

.

En déduire que : lim
x→+∞

G(x) = 0 .

3. b. Déduire de ce qui précède que I =

√
π

2
.

4. Étudier les variations de F sur [0,+∞[. Tracer sa courbe représentative en précisant la
demi-tangente en (0,0) et l’asymptote.

Partie III : calcul de I : deuxième méthode

1. Si R est un réel strictement positif, on note D(R) =
{

(x, y) ∈ R+ ×R+, x2 + y2 6 R2
}

.

On pose : J(R) =

∫∫

D(R)

e−(x
2+y2) dx dy .

En utilisant un changement de variables en coordonnées polaires, montrer que :

J(R) =
π

4
(1− e−R2

) .

2. Si R est un réel strictement positif, on note Γ(R) le carré [0, R]× [0, R].

Exprimer K(R) =

∫∫

Γ(R)

e−(x
2+y2) dx dy en fonction de F (R).

3. a. Représenter les trois ensembles D(R), Γ(R) et D(
√
2R) sur un même croquis.

3. b. Montrer que pour tout R strictement positif : J(R) 6 K(R) 6 J(
√
2R).

4. En déduire que K(R) admet une limite lorsque R tend vers +∞ et la déterminer.

5. Retrouver, grâce à ce qui précède, la valeur de I .
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Partie IV : développements en séries entières

Soit g la fonction définie sur R par, pour tout x de R, g(x) = ex
2

F (x).

Dans cette partie, on désire étudier le développement en série entière des fonctions F et g.

1. a. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entière sur R de la fonction
u 7→ eu.

1. b. En déduire que la fonction notée encore f : x 7→ e−x
2

est développable en série entière
sur R, et donner son développement.

2. a. Montrer que F est développable en série entière sur R. On citera précisément le théorème
utilisé.

2. b. Donner le développement en série entière de F sur R.

3. On s’intéresse maintenant à la fonction g définie au début de cette partie.

On considère l’équation différentielle (E) suivante : y ′ − 2xy = 1 .

On désire déterminer les solutions de (E) développables en série entière et s’annulant en 0,
puis en déduire que g est développable en série entière sur R.

3. a. Soit
∑

an xn une série entière de rayon de convergence R > 0, dont la somme sur

l’intervalle ]−R, R[ est notée y. En supposant que y est solution de (E) sur l’intervalle ]−R, R[

et que a0 = 0, montrer que a1 = 1 et que, pour tout n > 1 : an+1 =
2

n + 1
an−1 .

3. b. En déduire que, pour tout entier naturel n, a2n = 0 et a2n+1 =
22n n!

(2n + 1)!
.

3. c. Réciproquement, on considère la série entière
∑ 22n n!

(2n + 1)!
x2n+1 . Calculer son

rayon de convergence. En déduire que sa somme est solution de (E) sur R et s’annule en 0.

3. d. Montrer que g est solution de l’équation (E) sur R et s’annule en 0.

3. e. Déduire de ce qui précède que g est développable en série entière sur R. Donner son
développement. On citera précisément le théorème utilisé.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites.

* * * * *

N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justi�és ne seront
pas pris en compte.
Les candidats sont invités à encadrer les résultats de leurs calculs.

* * * * *
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Exercice
On considère la fonction paire, 2π-périodique dé�nie sur [0, π] par :

f(x) =





x2 si 0 ≤ x ≤ π

2
πx+ α si π

2
< x ≤ π

où α est un réel que l'on va déterminer.

1) Pour quelle valeur de α la fonction f est-elle continue en π

2
?

Pour la suite de l'exercice, α prendra cette valeur, ainsi f est continue sur [0, π].

2) Montrer que f est de classe C1 sur ]0, π[ et donner f ′(x) pour x ∈]0, π[. En déduire que
f est de classe C1 par morceaux sur [0, π] puis sur R.

3) Tracer le graphe de f sur [−2π, 2π].

4) 4a. Que valent les coe�cients bn(f) pour n ∈ N∗ ?
4b. Montrer que f ′ est impaire. En déduire la valeur des coe�cients an(f ′) pour n ∈ N.
4c. Soit n ∈ N∗, montrer que an(f) = − 1

n
bn(f ′).

4d. Calculer
∫ π/2

0

x sin(nx)dx, puis bn(f ′) pour tout n ∈ N∗.
4e. En déduire les valeurs de a2p(f) et de a2p+1(f) pour tout p ∈ N∗.

Calculer a0(f).

5) Étudier la convergence ponctuelle de la série de Fourier de f .

6) On pose S =
+∞∑
p=1

(−1)p

p2
.

Calculer S à l'aide de la série de Fourier de f .

Fin de l'exercice
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Problème 1

Partie I. Résultats préliminaires

1) Soit α un réel, donner le développement limité à l'ordre 2 en 0, de la fonction

fα(x) = (2 + x)α

Indication : on pourra mettre 2 en facteur dans l'expression de fα(x).

2) 2a. Soit la fonction u1 dé�nie par u1(x) = x+ 1 +
√
x(x+ 2).

2a1. Déterminer son domaine de dé�nition et son domaine de dérivation.
2a2. Résoudre l'équation u1(x) = 0. Que peut-on en déduire pour le signe de u1(x) ?

Indication :
√
−3× (−1) ' 1, 73.

2b. Soit la fonction z1 dé�nie sur R∗+ par z1(x) = ln
(
x+ 1 +

√
x(x+ 2)

)
.

Montrer que z1 est dérivable sur R∗+ et calculer sa dérivée.

2c. Soit g1(x) = z1(x2) = ln
(
x2 + 1 +

√
x2(x2 + 2)

)
, dé�nie sur R.

Pour x > 0, former le développement limité à l'ordre 3 en 0 de g1(x).

2d. En déduire que pour x > 0, on a, au voisinage de 0 :

z1(x) = α0 + α1

√
x+ α2x+ α3(

√
x)3 + o(x3/2)

Déterminer la valeur des coe�cients α0, α1, α2 et α3.

3) 3a. Soit la fonction z2 dé�nie par z2(x) = arccos(x+ 1).
Déterminer son domaine de dé�nition, son domaine de dérivation et calculer sa
dérivée.

3b. Soit g2(x) = z2(−x2) = arccos(1− x2).
3b1. Pour x > 0, former le développement limité en 0 à l'ordre 2 de g′2(x).
3b2. On admet que g2 a un développement limité en 0 à l'ordre 3 pour x > 0. Déduire

ce développement limité de 3b1.

3c. En déduire que pour x < 0, on a, au voisinage de 0 :

z2(x) = β0 + β1

√−x+ β2x+ β3(
√−x)3 + o((−x)3/2)

Déterminer la valeur des coe�cients β0, β1, β2 et β3.
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Partie II. Étude d'une équation di�érentielle
Soit (E) l'équation di�érentielle :

(E) x(x+ 2)y′ + (x+ 1)y = 1

1) Sur quels intervalles de R l'équation di�érentielle (E) est-elle résoluble ?

2) On pose I1 =]−∞,−2[, I2 =]− 2, 0[ et I3 =]0,+∞[.
Déterminer a et b réels tels que : ∀x ∈ I1 ∪ I2 ∪ I3,

x+ 1

x(x+ 2)
=
a

x
+

b

x+ 2
.

On désigne désormais par J l'un des intervalles I1, I2 ou I3.

3) Résoudre l'équation homogène (H) associée à (E) sur J .

4) On cherche une solution particulière de (E) sur J , sous la forme y(x) = λ(x)y0(x), où
y0 est une solution de (H).
4a. Comment s'appelle cette technique de résolution ?
4b. Véri�er qu'une telle solution véri�e alors l'équation :

λ′(x)y0(x) =
1

x(x+ 2)

4c. Déterminer l'expression de λ′(x) en distinguant les cas J = I1, J = I2 et J = I3.

Indication : se rappeler que
√
|a|
a

=





1√
a

si a > 0

−1√−a si a < 0

.

4d. Déterminer λ(x) en utilisant les résultats des parties I.2 et I.3.

5) Quelles sont les solutions de (E) sur J ?

6) On cherche à déterminer une solution y de (E) dé�nie et dérivable sur ]− 2,+∞[.
6a. Quelle est la valeur de y(0) ?
6b. D'après II.5, quelles doivent être les expressions véri�ées par y(x) sur I2 et I3 ?
6c. En utilisant les développements limités de z1(x) et z2(x) obtenus dans la partie I,

montrer que y admet une limite �nie en 0 si et seulement si :

y(x) =
arccos(1 + x)√
−x(x+ 2)

si x ∈]− 2, 0[ et y(x) =
ln(x+ 1 +

√
x(x+ 2) )√

x(x+ 2)
si x > 0.

6d. En utilisant un développement limité en 0 de
√
x+ 2, montrer qu'on a alors :

y(x) =
1− 1

12
x+ o(x)

1 +
1

4
x+ o(x)

si x ∈]− 2, 0[ ou si x ∈]0,+∞[.
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6e. En déduire le développement limité à l'ordre 1 de y(x) en 0.
6f. Montrer que y est dérivable en 0 et donner la valeur de y′(0).
6g. Montrer que la fonction ainsi obtenue est solution de (E) sur ]− 2,+∞[.

7) On cherche une solution S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n de (E) développable en série entière sur

]−R,R[ avec R > 0.
7a. Déterminer la valeur de a0 et une relation de récurrence liant les coe�cients an et

an−1 pour tout n ∈ N∗.
7b. Montrer que : ∀n ∈ N, an = (−2)n

(n!)2

(2n+ 1)!
.

7c. Déterminer la valeur du rayon de convergence R de la série ainsi déterminée.
7d. En utilisant les résultats de II.6, déterminer les expressions de la somme de la série

entière S(x) =
+∞∑
n=0

(−2)n
(n!)2

(2n+ 1)!
xn, pour x ∈]−R, 0[ et x ∈]0, R[.

7e. Déterminer, à l'aide des calculs déjà e�ectués dans la partie I, l'expression d'une
primitive de S pour x ∈]0, R[, puis pour x ∈]−R, 0[.

Partie III. Étude de deux séries entières
Pour l'ensemble de cette partie, on dé�nit :

∀n ∈ N∗, bn =
(n!)2

n.(2n)!
et cn =

(n!)2

n2.(2n)!

On rappelle aussi la formule de Stirling : n! ∼
+∞

nn exp(−n)
√

2πn.

1) On considère la série entière de la variable réelle :
∑
n≥1

bnx
n =

∑
n≥1

(n!)2

n.(2n)!
xn.

1a. Déterminer la valeur du rayon de convergence, noté R1, de cette série.
1b. Déterminer un équivalent de bnRn

1 lorsque n tend vers +∞ et en déduire la nature
de la série numérique

∑
n≥1

bnR
n
1 .

1c. Montrer que la série
∑
n≥1

bn(−R1)n converge.

1d. On pose ∀x ∈]−R1, R1[, f(x) =
+∞∑
n=1

bnx
n.

On rappelle que la série entière étudiée en II.7 a pour rayon de convergence R et
pour somme S.
Véri�er qu'on a R1 = 2R, puis montrer que : ∀x ∈]−R1, R1[,

x

2
S(−x

2
) = f(x).

1e. En déduire les valeurs des sommes numériques :

S1 =
+∞∑
n=1

(n!)2

n.(2n)!
et S2 =

+∞∑
n=1

(n!)2(−1)n

n.(2n)!
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2) On considère la série entière de la variable réelle :
∑
n≥1

cnx
n =

∑
n≥1

(n!)2

n2.(2n)!
xn.

2a. Déterminer le rayon de convergence de cette série noté R2. Véri�er que l'on a
R1 = R2.

2b. Déterminer la nature des séries numériques
∑
n≥1

cnR
n
2 et

∑
n≥1

cn(−R2)n.

2c. On pose g(x) =
+∞∑
n=1

cnx
n. Quel est son domaine de dé�nition ?

2d. Soit x ∈]−R2, R2[. Exprimer x.g′(x) en fonction de f(x), où f est dé�nie en III.1.

2e. En déduire que : ∀x ∈]−R2, R2[, g(x) = K +
1

2

∫ x

0

S(− t
2

)dt.
Déterminer la valeur de K.

2f. Déterminer l'expression de g(x) en distinguant les cas x ∈]0, R2[, et x ∈]−R2, 0[.
2g. Calculer les valeurs des sommes numériques :

S3 =
+∞∑
n=1

(n!)2.4n

n2.(2n)!
et S4 =

+∞∑
n=1

(n!)2(−4)n

n2.(2n)!

Fin du problème 1
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Problème 2
Dans tout le problème, E désigne un espace euclidien orienté de dimension 3 muni d'une
base orthonormée directe B = (e1, e2, e3), on note ( · | · ) son produit scalaire et ‖.‖ la
norme associée.

Partie I. Préliminaires
Soit B′ = (u, v, w) une famille de vecteurs de E avec leurs vecteurs coordonnées dans la
base B :

MB(u) = CoordB(u) =



u1

u2

u3


,MB(v)=CoordB(v)=



v1

v2

v3


 ,MB(w)=CoordB(w)=



w1

w2

w3


.

1) On suppose dans cette question que B′ est une base de E.
On rappelle qu'il existe un réel λ tel que ∀(x, y, z) ∈ E3, detB′(x, y, z) = λ detB(x, y, z).
Rappeler et prouver ce que vaut λ.

2) Quelle est la condition nécessaire et su�sante sur detB(B′) pour que B′ soit une base
directe de E.

3) Rappeler la formule de calcul de (u|v) et ||u||2 en fonction des coordonnées de u et v
dans B.

4) On suppose dans cette question que B′ est une famille orthonormée.
4a. Montrer que B′ est une base orthonormée de E.
4b. Donner la matrice de passage P = PB

′
B de la base B à la base B′.

4c. Expliquer pourquoi tP · P = I3.
4d. En déduire, sans calcul, PBB′ la matrice de passage de B′ à B.
4e. Prouver de manière élémentaire que det(PB

′
B ) appartient à {−1, 1}.

Dans quels cas a-t-on det(PB
′
B ) = 1 ou det(PB

′
B ) = −1 ?

Partie II. Dé�nition du produit vectoriel sur E
On considère u et v deux vecteurs �xés de E et l'application

ψ : E −→ R
x 7−→ detB(u, v, x)

1) Montrer que, pour tout a ∈ E, l'application

ga : E −→ R
x 7−→ (a|x)

est une forme linéaire sur E.

On admet que, réciproquement, si f est une forme linéaire sur E, alors il existe un
unique vecteur a ∈ E tel que f = ga, i.e. ∀x ∈ E, f(x) = (a|x).

2) Soit (a, b) ∈ E2, on suppose que ∀x ∈ E, (a|x) = (b|x). Montrer que a = b.
(On pourra utiliser le vecteur a− b).
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3) Montrer que ψ est une forme linéaire sur E.

On sait donc qu'il existe un unique vecteur a ∈ E tel que ∀x ∈ E, ψ(x) = (a|x). Ce
vecteur est noté u ∧ v, on a donc

∀x ∈ E, detB(u, v, x) = (u ∧ v|x) (1)

4) Soit B′ une base orthonormée directe de E.
Montrer que ∀(u, v, x) ∈ E3, detB′(u, v, x) = detB(u, v, x).

La dé�nition faite du produit vectoriel est donc indépendante de la base orthonormée directe
choisie.

Partie III. Propriétés élémentaires du produit vectoriel
Nous allons redémontrer toutes les propriétés élémentaires connues du produit vectoriel
à l'aide de la dé�nition/formule (1) uniquement.

On considère dans cette partie deux vecteurs u et v de E avec la même expression pour
leurs coordonnées que dans la partie I.

1) Montrer que le vecteur u ∧ v est orthogonal à u et à v.

2) Montrer que ∀x ∈ E, (u ∧ v|x) = −(v ∧ u|x). En déduire que u ∧ v = −(v ∧ u).
On a donc prouvé que le produit vectoriel est antisymétrique.

3) Soit (λ, µ, w) ∈ R× R× E.
Montrer de la même manière que u ∧ (λv + µw) = λ(u ∧ v) + µ(u ∧ w).
On vient de prouver que le produit vectoriel est linéaire à droite.

4) En déduire, à l'aide de III.2, que le produit vectoriel est linéaire à gauche.

On a ainsi prouvé que le produit vectoriel est bilinéaire et antisymétrique.

5) On suppose dans cette question que (u, v) est une famille orthonormée.
5a. Quelle est la dimension de G = (Vect(u, v))⊥ ?
5b. Montrer qu'il existe un unique vecteur w de E tel que B” = (u, v, w) soit une base

orthonormée directe.
5c. Montrer que u∧ v est un vecteur colinéaire au vecteur unitaire w. Il existe donc un

réel λ tel que u ∧ v = λw.
5d. Calculer detB(B”) de deux façons di�érentes, à l'aide d'un résultat de la partie I et

à l'aide du produit vectoriel. En déduire que u ∧ v = w.

On vient donc de prouver que si (u, v) est une famille orthonormée alors :
(u, v, w) est une base orthonormée directe de E ⇐⇒ w = u ∧ v.
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6) Montrer que e1 ∧ e2 = e3, e2 ∧ e3 = e1 et en�n e3 ∧ e1 = e2.

7) On suppose dans cette question que (u, v) est une famille liée. Montrer que ||u∧v||2 = 0.

8) On suppose dans cette question que (u, v) est une famille libre et on la complète en une
base (u, v, w) de E. Montrer que u ∧ v 6= 0E.

9) Quel résultat usuel sur le produit vectoriel a-t-on ainsi prouvé avec III.7 et III.8 ?

10) Prouver que le vecteur des coordonnées de u ∧ v dans la base orthonormée B est


u2v3 − u3v2

u3v1 − u1v3

u1v2 − u2v1


 .

Partie IV. Application
Soit (a, b, c) ∈ R3 �xé avec (a, b, c) 6= (0, 0, 0), on considère le vecteur e = ae1 + be2 + ce3,
non nul, et l'application ϕ dé�nie sur l'espace euclidien E par :

∀u ∈ E, ϕ(u) = u+ e ∧ u

On pensera à utiliser les résultats obtenus dans la partie III.
1) Montrer que ϕ est un endomorphisme de E et calculer ϕ(e).

2) Soit λ ∈ R avec λ 6= 1 et u ∈ E tels que ϕ(u) = λu. Montrer que u = 0 .

3) Sans utiliser de matrice, montrer que Sp(ϕ) = {1} et déterminer E1(ϕ) ainsi que sa
dimension.

4) Déterminer la matrice M de ϕ relativement à la base B.

5) Sans faire de calculs, la matrice M est-elle diagonalisable dansM3(R) ?
Est-elle inversible ?

On pose e′1 =
e

||e|| et on considère une base orthonormée directe B′ = (e′1, e
′
2, e
′
3) de E.

On ne demande pas d'expliciter des vecteurs e′2 et e′3.

6) Déterminer la matrice M ′ de ϕ relativement à la base B′, calculer son polynôme carac-
téristique et retrouver que Sp(ϕ) = {1}.

Fin du problème 2

Fin de l'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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Exercice 1 : une série de Fourier

On considère la fonction f de R dans R, 2π-périodique, impaire, vérifiant :
pour tout réel x ∈ ]0, π[, f(x) = 1 et f(0) = f(π) = 0.

1. Représenter graphiquement la fonction f sur R, puis déterminer la série de Fourier de la
fonction f.

2. Justifier l’existence des sommes suivantes et utiliser la question précédente, en énonçant
les théorèmes utilisés, pour donner leur valeur :

(a)
+∞∑
k=0

(−1)k
2k + 1

(b)
+∞∑
k=0

1

(2k + 1) 2
.

Exercice 2 : un système différentiel

On considère le système différentiel de fonctions inconnues x, y et de variable t ∈ R :
{

x′ = x− y
y′ = x+ 3y

1. On considère la matrice A =

(
1 −1
1 3

)
. Calculer le polynôme caractéristique de la

matrice A et en déduire que la matrice B = A− 2I2 est nilpotente.
En utilisant sans démonstration l’égalité et A= e2tet (A−2I2), valable pour tout réel t, donner
l’expression de la matrice et A.

2. En utilisant ce qui précède, ou à l’aide de toute autre méthode, trouver la solution du

système différentiel vérifiant
{

x(0) = 1
y(0) = 2

.

Problème : séries de Taylor et développement en série entière

Dans ce problème, toutes les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à
valeurs réelles.

Partie préliminaire

Dans cette partie, les questions sont indépendantes les unes des autres et leurs résultats peuvent
être admis dans la suite du problème.

1. Justifier, pour tout réel x ∈ ]−1, 1[, l’existence de
+∞∑
n=1

nxn−1 et donner sa valeur.

2. On rappelle que la fonction Γ est définie pour tout réel x ∈ ]0,+∞[ par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt .

Démontrer que pour tout réel x ∈ ]0,+∞[, Γ(x + 1) = xΓ(x) et en déduire, pour tout
entier naturel n non nul, la valeur de Γ(n).

2/4



3. Démontrer la formule de Taylor avec reste de Laplace (ou reste intégral) :
si I est un intervalle contenant le réel a, si f est une fonction de I dans R de classe C∞

sur I, alors pour tout réel x ∈ I et pour tout entier naturel n, on a :

f(x) =
n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt .

On rappelle le theoreme suivant :
Si une fonction f admet un développement en série entière sur l’intervalle ]−a, a[, alors :
– la fonction f est de classe C∞ sur ]−a, a[,
– son développement en série entière est unique et est donné par la série de Taylor de la

fonction f à l’origine :

pour tout réel x ∈ ]−a, a[ , f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn .

I. Quelques exemples d’utilisation de ce théorème

4. On considère la fonction f définie sur R par :

f(0) = 1 et pour tout réel x �= 0 , f(x) =
sin x

x
.

Démontrer que la fonction f est de classe C∞ sur R.
5. Expliciter une fonction f de classe C∞ sur un voisinage de 0 et vérifiant, pour tout entier

naturel n, l’égalité f (n)(0) = n. n!

6. Un théorème des moments
Soit f une fonction développable en série entière sur ]−R,R[ avec R > 1 :

∀x ∈ ]−R,R[ , f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn .

On suppose, que pour tout entier naturel n,
∫ 1

0

xnf(x)dx = 0.

L’objectif de cette question est de montrer que f est identiquement nulle sur ]−R,R[.

(a) Démontrer que la série
∑
n≥0

f(x)
f (n)(0)

n!
xn converge normalement sur l’intervalle [0, 1].

(b) A l’aide du calcul de
∫ 1

0

(f(x)) 2dx, démontrer que la fonction f est nulle sur

l’intervalle [0, 1].
(c) Démontrer que f est la fonction nulle sur l’intervalle ]−R,R[.

II. Contre-exemples

7. Donner un exemple de fonction f à la fois de classe C∞ sur un intervalle I et développable
en série entière au voisinage de l’origine, mais qui ne coïncide pas avec sa série de Taylor
en 0 sur I tout entier.
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8. Un exemple de fonction ne coïncidant avec sa série de Taylor en 0 sur aucun voisinage
de 0
On considère la fonction f définie sur R par :

pour tout réel x �= 0, f(x) = exp

(
− 1

x2

)
et f(0) = 0.

(a) Donner, à l’aide de la calculatrice (sans étude), l’allure de la courbe de la fonction f .
(b) Par les théorèmes généraux, la fonction f est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un polynôme Pn tel que, pour

tout x ∈ ]0,+∞[, f (n)(x) =
Pn(x)

x3n
exp

(
− 1

x2

)
.

(c) Démontrer que la fonction f est de classe C∞ sur [0,+∞[ avec pour tout entier
naturel n, f (n)(0) = 0.
Par parité, la fonction f ainsi définie est de classe C∞ sur R.

(d) La fonction f est-elle développable en série entière sur un intervalle ]−r, r[ ?
9. Un exemple où la série de Taylor de la fonction f en 0 a un rayon nul

Pour tout x réel, on pose : f(x) =
∫ +∞

0

e−t

1 + t x2
dt.

(a) Justifier que, pour tout réel x, la fonction t �−→ e−t

1 + t x2
est bien intégrable sur

[0,+∞[, puis démontrer que la fonction f est de classe C1 sur R.
On admettra que la fonction f est de classe C∞ sur R et que l’on obtient les dérivées
successives en dérivant sous le signe intégrale.

(b) Pour t ∈]0,+∞[, calculer, au moyen d’une série entière, les dérivées successives en

zéro de la fonction x �−→ e−t

1 + t x2
pour en déduire l’expression de f (n)(0) pour tout

entier naturel n.

(c) Quel est le rayon de la série entière
∑
n≥0

f (n)(0)

n!
xn ?

La fonction f est-elle développable en série entière à l’origine ?

III. Condition suffisante

On se propose, dans cette partie, d’étudier une condition suffisante pour qu’une fonction de
classe C∞ sur un intervalle centré en 0 soit développable en série entière au voisinage de 0.

10. Soient a un réel strictement positif et f une fonction de classe C∞ sur l’intervalle ]−a, a[.
On suppose qu’il existe un réel M > 0 tel que, pour tout réel x ∈ ]−a, a[ et pour tout
entier naturel n,

∣∣f (n)(x)
∣∣ ≤M .

(a) Démontrer que la fonction f est développable en série entière au voisinage de l’ori-
gine.

(b) Donner un exemple simple de fonction pour laquelle ce résultat s’applique.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème indépendants.
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Exercice : points à coordonnées entières sur une hyperbole

On munit le plan d’un repère orthonormé. On considère la conique H d’équation cartésienne :

x2 − 13y2 = 1.

1. Tracer l’allure de l’hyperbole H. On précisera les tangentes aux points d’ordonnée nulle ainsi
que les branches infinies.

2. Ecrire un algorithme en français qui renvoie les éventuels couples d’entiers naturels (x, y)
vérifiant :

(I)
{

x2 − 13y2 = 1
y � 200 .

3. Programmer cet algorithme sur calculatrice et donner les couples d’entiers naturels (x, y)
solutions du système (I). On ne demande pas d’écrire le programme sur la copie.

Problème : matrices «toutes-puissantes»

Notations et objectifs

Dans tout le texte, K désigne le corps R ou C et p un entier naturel non nul.
On note Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille p à coefficients dans K et
Ip la matrice unité de Mp(K).
On pourra confondre M1(K) et K.
Une matrice N de Mp(K) est dite nilpotente s’il existe un entier naturel r tel que N r = 0.
Si M1, . . . , Mk sont des matrices carrées, la matrice diag(M1, . . . , Mk) désigne la matrice dia-
gonale par blocs dont les blocs diagonaux sont M1, . . . , Mk.
Si E est un K-espace vectoriel, on note idE l’application identité sur E.
Enfin, on note K[X] la K-algèbre des polynômes à coefficients dans K.
On dit qu’une matrice A de Mp(K) est «toute-puissante sur K» et on notera en abrégé TPK
si, pour tout n ∈ N

∗, il existe une matrice B de Mp(K) telle que A = Bn.
On note Tp(K) l’ensemble des matrices de Mp(K) toutes-puissantes sur K :

Tp(K) = {A ∈ Mp(K) | ∀n ∈ N
∗ ∃B ∈ Mp(K) A = Bn}.

L’objectif principal du sujet est d’établir le résultat suivant :
toute matrice inversible de Mp(C) est TPC.
Dans la partie I, on traite quelques exemples et contre-exemples.
Dans la partie II, on montre que, dans le cas où le polynôme caractéristique de la matrice A
est scindé, on peut ramener l’étude au cas des matrices de la forme λIp+N avec N nilpotente.
Dans la partie III, on traite le cas des matrices unipotentes c’est-à-dire de la forme Ip+N avec
N nilpotente et on en déduit le théorème principal.
Les parties I et II sont dans une large mesure indépendantes. La partie III utilise les résultats
des parties précédentes.
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Partie I : quelques exemples

1. Le cas de la taille 1

(a) Démontrer que T1(R) = [0,+∞[.
(b) Soient n ∈ N

∗ et b = reiθ avec r > 0 et θ ∈ R. Donner les racines n-ièmes du nombre
complexe b, c’est-à-dire les solutions de l’équation zn = b d’inconnue z ∈ C.

(c) En déduire T1(C).

2. Une condition nécessaire...

(a) Démontrer que si A ∈ Tp(K), alors detA ∈ T1(K).
(b) En déduire un exemple de matrice de M2(R) qui n’est pas TPR.

3. ...mais pas suffisante

Soit A =
(−1 0
0 −2

)
. Démontrer qu’il n’existe aucune matrice B =

(
a b
c d

)
de M2(R) telle

que A = B2. En déduire que la condition nécessaire de la question précédente n’est pas
suffisante.

4. Un cas où A est diagonalisable

Soit A =

⎛
⎜⎝ 0 3 2

−2 5 2
2 −3 0

⎞
⎟⎠.

(a) Démontrer que A est diagonalisable sur R (le détail des calculs n’est pas demandé).
(b) Démontrer que la matrice A est TPR.
(c) Pour chacun des cas n = 2 et n = 3, expliciter une matrice B de M3(R) vérifiant

Bn = A (on pourra utiliser la calculatrice).

5. Un exemple de nature géométrique

Soit A =
(−1 0
0 −1

)
.

(a) Justifier que A est la matrice d’une rotation vectorielle dont on précisera une mesure
de l’angle.

(b) En déduire que A est TPR.

6. Le cas des matrices nilpotentes
Soit N une matrice nilpotente de Mp(K).

(a) Déterminer le polynôme caractéristique de N , en déduire que Np = 0.
(b) Démontrer que si N est TPK, alors N est la matrice nulle.
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Partie II : le cas où le polynôme caractéristique est scindé

Dans toute cette partie, A désigne une matrice de Mp(K) dont le polynôme caractéristique
noté χA est scindé sur K, c’est-à-dire de la forme :

χA = (−1)p
k∏

i=1
(X − λi)ri ,

avec k, r1, . . . , rk des entiers de N∗ et λ1, . . . , λk les valeurs propres de A, éléments de K.
On note B la base canonique de Kp et u l’endomorphisme de Kp dont A est la matrice dans la
base B.
Enfin, pour i ∈ {1, . . . , k}, on note Ci = Ker(u − λi idKp)ri que l’on appelle sous-espace carac-
téristique de u associé à la valeur propre λi.

7. Démontrer que Kp = C1 ⊕ · · · ⊕ Ck.

8. (a) Soit v un endomorphisme de Kp qui commute avec u et Q un polynôme à coefficients
dans K. Démontrer que KerQ(u) est stable par v.

(b) En déduire que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, le sous-espace caractéristique Ci est stable
par u.
On note ainsi uCi

l’endomorphisme induit par u sur Ci.

9. Soit i ∈ {1, . . . , k}. Justifier que l’application uCi
− λi idCi

est un endomorphisme de Ci

nilpotent.

10. En déduire que la matrice A peut s’écrire sous la forme :

A = P diag(λ1Ip1 +N1, . . . , λkIpk
+Nk)P −1 ,

avec P une matrice inversible de Mp(K) et pour tout i ∈ {1, . . . , k}, pi = dimCi et Ni est
une matrice nilpotente de Mpi

(K).
On rappelle que diag(λ1Ip1 +N1, . . . , λkIpk

+Nk) désigne la matrice diagonale par blocs de
premier bloc λ1Ip1 +N1, de deuxième bloc λ2Ip2 +N2 et de dernier bloc λkIpk

+Nk.

11. Démontrer que, si pour tout i ∈ {1, . . . , k} la matrice λiIpi
+ Ni est TPK, alors A est

elle-même TPK.

Partie III : le cas des matrices unipotentes

Soit N une matrice nilpotente deMp(K). Nous allons montrer que la matrice unipotente Ip+N
est TPK.
On pourra confondre polynôme et fonction polynôme.
On rappelle que si f est une fonction, la notation f(x) = o(xp) signifie qu’il existe une fonction
ε tendant vers 0 en 0 telle que f(x) = xpε(x) au voisinage de 0.
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12. Une application des développements limités

(a) Soit V un polynôme de R[X] tel que V (x) = o(xp) au voisinage de 0.
Démontrer, à l’aide d’une division euclidienne, qu’il existe un polynôme Q de R[X] tel
que V = Xp × Q.

(b) Soit n ∈ N
∗. Démontrer l’existence d’un polynôme U de R[X] tel que l’on ait, au

voisinage de 0 :
1 + x = (U(x))n + o(xp)

(on pourra utiliser un développement limité de (1 + x)α).
(c) En déduire que, pour tout n ∈ N

∗, il existe un polynôme Q de R[X] tel que :

1 +X = Un +Xp × Q.

13. Applications

(a) Démontrer que la matrice unipotente Ip +N est TPK.
(b) Soit λ ∈ K non nul. En déduire que si λ est TPK, alors la matrice λIp +N est TPK.

14. Le résultat annoncé

(a) Conclure que toute matrice inversible de Mp(C) est TPC.
(b) Toute matrice de Mp(C) est-elle TPC ?

15. Donner un exemple de matrice de M4(R) non diagonalisable et non inversible qui est TPR.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.

Notations :
On note :

• N l’ensemble des entiers naturels.

• R l’ensemble des réels et R+ l’intervalle [0,+∞[.

Pour tout entier naturel n on note n! la factorielle de n avec la convention 0! = 1.

Objectifs :
L’objet de ce problème est d’expliciter la valeur d’une fonction (notée ψ) définie par une intégrale.

Dans la partie I, on étudie une fonction f et l’on propose un procédé de calcul de la limite de f en

+∞. La partie II est consacrée à l’étude de deux fonctions (notées h et ϕ) qui seront utilisées dans

la partie III.
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Partie I
Etude d’une fonction et de sa limite

I.1 Etude de la fonction f
On note f la fonction définie sur R par :

f(x) =

∫ x

0

exp(−t2) dt =
∫ x

0

e−t
2

dt.

I.1.1 Montrer que f est une fonction impaire dérivable sur R.

I.1.2 Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R. Pour tout entier n ∈ N
∗, on note f (n)

la dérivée n-ième de f . Montrer qu’il existe une fonction polynôme pn, dont on précisera le

degré, telle que pour tout x ∈ R :

f (n)(x) = pn(x) exp(−x2) .

I.1.3 Que peut-on dire de la parité de pn?

I.1.4 Démontrer que f admet une limite finie en +∞ (on ne demande pas de calculer cette

limite). Dans toute la suite du problème, on note Δ cette limite.

I.2 Développement en série de f

I.2.1 Montrer que pour tout x ∈ R, on a f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

n!(2n+ 1)
.

I.2.2 Expliciter pn(0).

I.3 Calcul de Δ

Pour tout entier n, on note :

Wn =

∫ π/2

0

cosn x dx.

I.3.1 Montrer que pour tout réel u, on a eu ≥ 1 + u.

I.3.2 Soit n un entier naturel non nul. Montrer que :{
(1− u)n ≤ e−nu si u ≤ 1

e−nu ≤ 1
(1+u)n

si u > −1

2/4



I.3.3 Démontrer que pour tout entier n non nul, on a :∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx ≤

∫ +∞

0

e−nx
2

dx ≤
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
.

I.3.4 En déduire que pour tout n ∈ N
∗ :

W2n+1 ≤ Δ√
n
≤ W2n−2.

En admettant que Wn ∼
+∞

√
π
2n

, calculer Δ.

Partie II
Etude de deux fonctions

II.1 Etude de la fonction h

II.1.1 Justifier l’existence, pour tout réel b, de l’intégrale :

h(b) =

∫ +∞

0

cos(2bt) exp(−t2) dt.

On note ω la forme différentielle définie sur R2 par :

ω(x, y) = e−(x
2−y2) (cos(2xy)dx+ sin(2xy)dy) .

II.1.2 La forme différentielle ω est-elle exacte sur R2 ?

II.1.3 Etant donnés deux réels strictement positifs a et b, on note P le pavé de R
2 défini

par : 0 ≤ x ≤ a et 0 ≤ y ≤ b. On note γ le bord de P orienté dans le sens trigonométrique.

Quelle est la valeur de l’intégrale curviligne
∫
γ

ω ?

II.1.4 En évaluant l’intégrale curviligne de ω le long des segments qui forment γ, déterminer

h(b) en fonction de b et Δ.

II.2 Etude de la fonction ϕ

II.2.1 Montrer que l’on définit une fonction ϕ paire et continue sur R en posant :

ϕ(x) =

∫ +∞

0

exp

(
−t2 − x2

t2

)
dt.

II.2.2 Montrer que ϕ est de classe C1 sur ]0,+∞[.
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II.2.3 Déterminer une constante α telle que pour tout x ∈]0,+∞[ on ait :

ϕ′(x) = αϕ(x).

II.2.4 Expliciter ϕ(x) pour x ∈]0,+∞[, puis pour x ∈ R.

Partie III
Calcul d’une intégrale

III.1 Etude de la fonction ψ

III.1.1 Vérifier que l’on définit une fonction ψ, continue sur R, paire en posant :

ψ(x) =

∫ +∞

0

cos(2xt)

1 + t2
dt.

III.1.2 Calculer ψ(0).

III.2 Soit p ∈ N
∗ et jp la fonction définie sur R par :

jp(x) =

∫ p

0

y exp
(− (

1 + x2
)
y2
)
dy.

Montrer que (jp)p∈N est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur R.

Expliciter sa limite.

III.3 Désormais, a désigne un réel. Soit n ∈ N
∗ et kn fonction définie sur R+ par :

kn(y) =

∫ n

0

y exp
(−y2x2) cos(2ax) dx.

Montrer que (kn)n∈N∗ est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur R
+.

Expliciter sa limite.

III.4 Soit un,p =
∫ n

0

jp(x) cos(2ax) dx avec n ∈ N
∗ et p ∈ N

∗.

III.4.1 Justifier l’existence de lim
p→+∞

un,p et l’expliciter sous forme d’une intégrale.

III.4.2 Montrer que un,p =
∫ p

0

kn(y) exp
(−y2) dy.

III.5 Justifier l’intégrabilité sur [0,+∞[ de la fonction y �→ kn(y) exp (−y2).

III.6 Calculer ψ(x).

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.

Notations :
Pour ce problème, on désigne par :

– n un entier naturel non nul ;

– Mn (R) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels.

Pour toute matrice A ∈ Mn (R) , on note :

– tA la matrice transposée de A ;

– det (A) le déterminant de A ;

– sp (A) l’ensemble des valeurs propres de A.

On note Sn (R) = {A ∈ Mn (R) | tA = A} le sous-espace vectoriel de Mn (R) formé des

matrices symétriques.

– Un vecteur de R
n est noté :

x = (xk)1≤k≤n =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

– Une matrice A de Mn (R) est notée :

A = ((aj,k))1≤j,k≤n

où aj,k est le coefficient de A situé en ligne j et colonne k.
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– L’espace vectoriel Rn est muni du produit scalaire canonique défini par :

∀ (x, y) ∈ R
n × R

n, 〈x | y〉 = tx · y =
n∑

k=1

xkyk

et x �→ ‖x‖ =
√〈x | x〉 est la norme euclidienne associée.

– La sphère unité de R
n est :

Ωn = {x ∈ R
n | ‖x‖ = 1} .

A toute matrice A ∈ Mn (R) , on associe la fonction qA : Rn → R définie par :

∀x ∈ R
n, qA (x) = 〈Ax | x〉 .

Objectifs :
Dans la partie I, on étudie qA pour A ∈ Mn (R) , puis pour A ∈ Sn (R) et l’on définit une norme sur

Sn (R) . La suite du problème est consacrée à une étude des matrices de Hilbert définies par :

Hn = ((aj,k))1≤j,k≤n , où aj,k =
1

j + k − 1
.

On étudie en particulier quelques propriétés du déterminant, des valeurs propres et de l’intervalle

[min sp (Hn) ,max sp (Hn)] lorsque n tend vers +∞.

Partie I

Une norme sur Sn (R)

I.1 Soit A ∈ Mn (R) .

I.1.1 Enoncer les propriétés de la sphère unité Ωn ainsi que celles de la fonction qA qui

permettent d’affirmer que qA est bornée sur Ωn et qu’elle atteint ses bornes.

On note mA = min (qA (Ωn)) et MA = max (qA (Ωn)) .

I.1.2 Démontrer que R ∩ sp (A) ⊂ [mA,MA] .

I.1.3 Expliciter sp (A) , mA et MA lorsque A =

(
2 −1

0 2

)
.

On pourra remarquer que Ω2 = {(cos (θ) , sin (θ)) | θ ∈ R} .

I.2 Soit A ∈ Mn (R) . On suppose que qA (x) = 0 pour tout x ∈ Ωn.

I.2.1 Montrer que qA (y) = 0 pour tout y ∈ R
n.
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I.2.2 Si (y, z) ∈ R
n × R

n, exprimer qA (y + z) (qui est nul d’après I.2.1.) en fonction de

〈Ay | z〉 et 〈Az | y〉 .

I.2.3 Montrer que la matrice A est anti-symétrique (c’est-à-dire que tA = −A) (entre autre

méthode, on pourra par exemple considérer les vecteurs y et z dans la base canonique de Rn).

I.3 Soit A ∈ Sn (R) . Montrer que :

(∀x ∈ Ωn, qA (x) = 0) ⇔ (A = (0) (matrice nulle))

I.4 Montrer que l’application N : Sn (R) → R
+ définie par :

∀A ∈ Sn (R) , N (A) = sup
x∈Ωn

|qA (x)|

est une norme.

I.5 Bornes de qA sur Ωn

On rappelle le théorème spectral : étant donnée une matrice A ∈ Sn (R) , si on désigne par

u l’endomorphisme de R
n dont la matrice dans la base canonique de R

n est A, alors u étant

symétrique réel, il se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-à-dire : il existe n nombres

réels λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · ≤ λn et une base orthonormée (ek)1≤k≤n de R
n tels que :

u (ek) = Aek = λkek pour tout k ∈ {1, 2, · · · , n} .

On considère A ∈ Sn (R) et on conserve les notations de ce théorème dans les questions I.5.

I.5.1 Préciser qA (ek) pour tout k ∈ {1, 2, · · · , n} .

I.5.2 Soit x =
n∑

k=1

x′
kek ∈ Ωn. Justifier les égalités ‖x‖2 =

n∑
k=1

(x′
k)

2 = 1, puis exprimer

qA (x) en fonction des valeurs propres λk de A et des composantes x′
k de x.

I.5.3 Retrouver le résultat obtenu en I.1.1 : la fonction qA possède un minimum mA et un

maximum MA sur la sphère unité Ωn.

Expliciter mA et MA en fonction des valeurs propres de A.

I.5.4 Montrer que N (A) = sup
x∈Ωn

|qA (x)| = max
λ∈sp(A)

|λ| . Etablir une inégalité entre |det (A)|
et (N (A))n .
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I.5.5 Exemple :

Si A =

⎛
⎝ 1 1

2

1
2

1
3

⎞
⎠ , calculer det (A) et N (A) .

Dans toute la suite du problème, pour tout entier n ≥ 2, on désigne par Hn la matrice
de Hilbert d’ordre n définie par :

Hn =

((
1

j + k − 1

))
1≤j,k≤n

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

2
· · · 1

n
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
... . . . ...

...
1

n

1

n+ 1
· · · 1

2n− 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ou encore Hn = ((aj,k))1≤j,k≤n avec aj,k =
1

j + k − 1
.

Pour simplifier, on notera qn la fonction qHn : Rn �→ R :

∀x ∈ R
n, qn (x) = qHn (x) = 〈Hnx | x〉

Partie II

Sur les valeurs propres de Hn.

II.1 Une expression de qn (x)

Soit : x =

⎛
⎜⎜⎝

x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎠ ∈ R

n.

II.1.1 Montrer que :

qn (x) = 〈Hnx | x〉 =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

xk

j + k − 1

)
xj =

∑
1≤j,k≤n

xkxj

j + k − 1
.

II.1.2 Développer : (
n∑

k=1

xkt
k−1

)(
n∑

j=1

xjt
j−1

)

où t est une variable réelle.
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II.1.3 Montrer que :

qn (x) =

∫ 1

0

(
n∑

k=1

xkt
k−1

)2

dt.

II.1.4 Montrer que :

∀x ∈ R
n, qn (x) ≥ 0

et que qn (x) = 0 équivaut à x = 0.

Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de Hn ?

II.2 Une majoration de qn (x)

II.2.1 Soit P (t) =
m∑
k=0

akt
k un polynôme à coefficients complexes. Montrer que :

∫ 1

−1

P (t) dt = −i

∫ π

0

P
(
eiθ

)
eiθdθ

(on pourra expliciter
∫ 1

−1

tkdt et −i

∫ π

0

eikθeiθdθ).

II.2.2 En gardant les notations introduites en II.1 et en notant :

Q (t) =
n∑

k=1

xkt
k−1

montrer que, pour tout x ∈ R
n, on a :

0 ≤ qn (x) =

∫ 1

0

Q2 (t) dt ≤
∫ π

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xke
i(k−1)θ

∣∣∣∣∣
2

dθ

l’inégalité étant stricte pour x �= 0 (on pourra utiliser les résultats obtenus en II.1 et II.2.1).

II.2.3 Montrer que :

∀x ∈ R
n, 0 ≤ qn (x) ≤ π ‖x‖2

l’inégalité étant stricte pour x �= 0.

II.3 Application à sp (Hn)

Pour tout entier n ≥ 2, on note :

μn = min (sp (Hn)) et ρn = max (sp (Hn)) .
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II.3.1 Expliciter μ2 et ρ2. Montrer que pour tout n ≥ 2, on a :

0 < μn < ρn < π.

II.3.2 Montrer que qn (Ωn) = [μn, ρn] .

On pourra considérer des vecteurs propres orthogonaux e1 et en tels que Hne1 = μne1,

Hnen = ρnen, ‖e1‖ = ‖en‖ = 1 et le vecteur x =
√
1− t · e1 +

√
t · en où t ∈ [0, 1] .

II.3.3 Calculer 〈Hnεn | εn〉 où εn désigne le vecteur de base canonique :

εn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

En déduire la limite de μn lorsque n → +∞.

Partie III

Limite de (N (Hn))n≥2 grâce à une intégrale double

Dans cette partie, on utilise la relation :

∀t > 0, arctan (t) + arctan

(
1

t

)
=

π

2

et on suppose n ≥ 2.

III.1 Deux intégrales doubles
Pour tout entier n ≥ 2, on note :

Dn = [1, n]× [1, n] , Γn =
[
1,
√
n
]× [

1,
√
n
]

In =

∫∫
Dn

dxdy√
xy (x+ y − 1)

et Jn =

∫∫
Γn

dudv

u2 + v2
.

III.1.1 En utilisant le changement de variable (x, y) = (u2, v2), montrer que :

In ≥ 4Jn.

III.1.2 On note :

Kn =

∫ √
n

1

arctan (x)

x
dx et Ln =

∫ √
n

1

1

x
arctan

(
x√
n

)
dx.

Montrer que Jn = Kn − Ln.
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III.2 Un équivalent de Jn

III.2.1 En majorant arctan (t) , montrer que :

0 < Ln ≤ 1.

III.2.2 Justifier la convergence de l’intégrale
∫ +∞

1

1

x
arctan

(
1

x

)
dx.

Montrer que Kn ∼
n→+∞

π

4
ln (n) .

III.2.3 En déduire que Jn ∼
n→+∞

π

4
ln (n) .

III.3 Limite de N (Hn). On utilise les notations et les résultats de la partie II.
On note a l’élément de R

n :

a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1√
2
...
1√
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

III.3.1 Montrer que ‖a‖2 ≤ 1 + ln (n) .

III.3.2 Montrer que 4Jn ≤ qn (a) .

III.3.3 En déduire la limite de N (Hn) lorsque n → +∞.

Partie IV

Sur le déterminant de Hn

Hn désigne toujours la matrice de Hilbert d’ordre n, pour n ≥ 2.

IV.1 Une fraction rationnelle

On considère la fraction rationnelle Rn (x) =

n∏
k=1

(x− k)

n∏
k=0

(x+ k)
.

On admettra qu’il existe des réels λ0,n, λ1,n, · · · , λn,n tels que :

∀x ∈ R \ {0,−1, · · · ,−n} , Rn (x) =
n∑

k=0

λk,n

(x+ k)

cette décomposition (en éléments simples) de Rn étant unique.

Exprimer le coefficient λn,n de
1

x+ n
à l’aide de (2n)! et de n!
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IV.2 Matrice An

Pour n ≥ 2, on considère la matrice An définie par An = ((aj,k))1≤j,k≤n avec :

ajk =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1

j + k − 1
pour 1 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n

Rn−1 (j) pour k = n, 1 ≤ j ≤ n

où Rn−1 (x) =

n−1∏
k=1

(x− k)

n−1∏
k=0

(x+ k)

.

IV.2.1 Montrer que, pour tout i compris entre 1 et n, on a :

Rn−1 (i) =
n∑

j=1

λj−1,n−1hi,j,

puis en déduire que det (An) =

(
2 (n− 1)

n− 1

)
det (Hn) .

IV.2.2 Montrer que det (An) =
det (Hn−1)

(2n− 1)

(
2 (n− 1)

n− 1

) .

En déduire l’expression de det (Hn) en fonction de det (Hn−1) .

IV.2.3 Montrer, pour tout n ≥ 2, que det (Hn) �= 0, puis que
1

det (Hn)
∈ N

∗.

IV.3 Calcul de det (Hn)

En notant, pour tout n ∈ N
∗, Φn =

n∏
k=1

k! montrer que :

∀n ≥ 2, det (Hn) =
Φ4

n−1

Φ2n−1

Fin de l’énoncé
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L’objectif du problème est d’étudier des conditions pour que deux matrices admettent un
vecteur propre commun et d’en déduire une forme normale pour des vecteurs
propres.

Les parties I et III traitent chacune de cas particuliers en dimension 3 et n. Elles sont
indépendantes l’une de l’autre. La partie II aborde la situation générale en faisant apparâıtre
une condition nécessaire et certaines autres conditions suffisantes à l’existence d’un vecteur
propre commun.

Les parties II, III et IV sont, pour une grande part, indépendantes les unes des autres.

Il est demandé, lorsqu’un raisonnement utilise un résultat obtenu
précédemment dans le problème, d’indiquer précisément le numéro de la question
utilisée.

Notations et définitions

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K l’ensemble R ou C.

Notons Mn,p K l’espace vectoriel des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K,
Mn K l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K,

0n la matrice nulle d’ordre n

et In la matrice identité d’ordre n.

Pour M Mn K et λ K, on note :

Ker M X Mn,1 K tel que MX 0 ,

Im M MX, X Mn,1 K ,

Sp M le spectre de M,

Eλ M Ker M λIn

et Imλ M Im M λIn .

Définitions :

Soient A,B Mn K
2
et e Mn,1 K ;

on dit que e est un vecteur propre commun à A et B si :

i) e 0 ;
ii) il existe λ K tel que Ae λe ;
iii) il existe μ K tel que Be μe.

On définit A,B Mn K par la formule : A,B AB BA.

Soient f et g, deux endomorphismes d’un K espace vectoriel E et e E ;

on dit de même que e est un vecteur propre commun à f et g si :

i) e 0 ;
ii) il existe λ K tel que f e λe ;
iii) il existe μ K tel que g e μe.

On définit l’endomorphisme f, g de E par la formule : f, g f g g f .
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Partie I : ETUDE DANS UN CAS PARTICULIER

On considère les matrices suivantes :

A
0 1 1
1 0 1
1 1 0

, B
3 3 1
0 2 0
1 3 1

, C
5 3 1
2 6 2
5 3 1

et D
0 0 0
0 6 0
0 0 6

.

On note F u1,u2,u3 où u1

1
0
1

, u2

0
1
1

et u3

1
1
1

.

On note aussi u4

1
0
1

et u5

1
1
2

.

I.1.
I.1.a. Déterminer le spectre de A.

I.1.b. Vérifier que la famille F est une base de M3,1 R constituée de vecteurs propres
de A.

I.1.c. A est-elle diagonalisable ?

I.1.d. Montrer qu’aucun des éléments de F n’est un vecteur propre commun à A et B.

I.2.
I.2.a. Déterminer le spectre de B.

I.2.b. Montrer que Im2 B Vect u4 et que dim E2 B 2.

I.2.c. B est-elle diagonalisable ?

I.3.
I.3.a. Montrer que E1 A E2 B Vect u5 .

I.3.b. Déterminer tous les vecteurs propres communs à A et B.

I.4.
I.4.a. Vérifier que A,B C.

I.4.b. Montrer que C est semblable à la matrice D et déterminer le rang de C.

Partie II : CONDITION NECESSAIRE ET CONDITIONS SUFFISANTES

Soit n N et soit A,B Mn K
2
.

II.1. Dans cette question, on suppose que e est un vecteur propre commun à A et B.

II.1.a. Montrer que e Ker A,B .

II.1.b. Vérifier que rg A,B n.

Dans toute la suite de cette partie II, on suppose que K C.
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On dit que A et B vérifient la propriété H s’il existe λ Sp A tel que :

Eλ A Ker A,B .

II.2. Montrer que si A,B 0n, alors A et B vérifient la propriété H.

II.3. Dans cette question, on suppose que A et B vérifient la propriété H.

II.3.a. Pour tout X Eλ A , on pose ψ X BX. Montrer que ψ définit un
endomorphisme de Eλ A .

II.3.b. En déduire l’existence d’un vecteur propre commun à A et B.

Pour k N , on note Pk la propriété suivante :

pour tout C espace vectoriel E de dimension k et pour tout couple d’endomorphismes
ϕ, ψ de E tels que rg ϕ, ψ 1, il existe un vecteur propre commun à ϕ et ψ.

II.4. Vérifier la propriété P1.

II.5. Dans cette question, on suppose que Pk est vérifiée pour tout entier k 1, n 1
et que A et B ne vérifient pas la propriété H.

On note C A,B , on suppose que rg C 1 et on considère λ C une valeur propre de A.

II.5.a. Justifier l’existence de u Mn,1 C tel que Au λu et Cu 0.

II.5.b. Vérifier que Im C Vect v où v Cu.

II.5.c. Montrer que Im C Imλ A .

II.5.d. Etablir les inégalités suivantes : 1 dim Imλ A n 1.

Pour tout X Imλ A , on pose ϕ X AX et ψ X BX.

II.5.e. Montrer que A,A λIn 0n et B,A λIn C.
En déduire que ϕ et ψ définissent des endomorphismes de Imλ A .

II.5.f. Montrer l’existence d’un vecteur propre commun à ϕ et ψ ; en déduire qu’il en
est de même pour A et B.

II.6. Montrer que pour tout n N , Pn est vraie.

Partie III : ETUDE D’UN AUTRE CAS PARTICULIER

Soit n N . On note E C2n X le C espace vectoriel des polynômes à coefficients
complexes de degré inférieur ou égal à 2n.

Pour P E, on désigne par P le polynôme dérivé de P .

Pour tout polynôme P de E, on pose f P P et g P X2nP 1
X .

III.1. Soient a0, a1, . . . , a2n C
2n 1 et P

2n

k 0

akX
k. Montrer que g P

2n

k 0

a2n kX
k.

III.2. Montrer que f et g définissent des endomorphismes de E.
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III.3.

III.3.a. Vérifier que si P est un vecteur propre de g, alors deg P n.

III.3.b. Montrer que Xn est vecteur propre de g.

Soit i 1, 2n . f i correspond à la composée f f f où f est prise i fois.

III.4.
III.4.a. Vérifier que Ker f i

Ci 1 X .

III.4.b. Montrer que Sp f i 0 .

III.5. Montrer que f i et g possèdent un vecteur propre commun si et seulement si i n 1.

Bc désigne la base canonique de E définie par : Bc 1, X, . . . , X2n .

On note An la matrice de f dans la base Bc et Bn celle de g dans la même base.

III.6. Déterminer An et Bn.

III.7. Dans cette question, on suppose que n 1.

III.7.a. Montrer que A1

0 1 0
0 0 2
0 0 0

et B1

0 0 1
0 1 0
1 0 0

et en déduire l’expression de A1
2
et A1

3
.

III.7.b. Déterminer le rang de A1
i
, B1 pour i 1 et i 2.

III.7.c. En déduire que la condition nécessaire de la question II.1.b n’est pas suffisante
et que la condition suffisante de la question II.6 n’est pas nécessaire.

Partie IV : FORME NORMALE POUR UN VECTEUR PROPRE

Soit n N avec n 2. On note N
x1
...
xn

Mn,1 C i 1, n tel que xi 0 .

Soient A Mn C et X un vecteur propre de A.

On dit que X est sous forme normale si :

X N
ou

il existe λ Sp A et il existe U N tel que X A λ In U .

IV.1. Dans cette question, on suppose que A possède une valeur propre λ telle que
dim Eλ A 2.

Montrer que A admet un vecteur propre sous forme normale associé à la valeur propre λ.

On note An C le C espace vectoriel des matrices M Mn C antisymétriques, c’est-à-
dire telles que tM M .
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Pour tout M An C , on pose : ϕ M AM M tA et ψ M AM tA.

IV.2.

IV.2.a. Montrer que An C 0n .

IV.2.b. Montrer que les colonnes d’une matrice M An C sont des éléments de N .

IV.2.c. Montrer que ϕ et ψ définissent des endomorphismes de An C .

IV.2.d. Vérifier que ϕ ψ ψ ϕ.

IV.3. Dans cette question, on suppose que A possède au moins deux valeurs propres distinctes,
notées λ1 et λ2.

On considère X1 un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ1 et X2 un vecteur propre
de A associé à la valeur propre λ2.

On note B X1
tX2 X2

tX1.

IV.3.a. Montrer que B vérifie chacune des propriétés suivantes :

i) B An C ;

ii) B 0n ;

iii) AB B tA λ1 λ2 B ;

iv) AB tA λ1λ2 B.

IV.3.b. En déduire que A λ1In A λ2In B 0n.

IV.3.c. Dans cette question, on suppose que A λ2In B 0n. Montrer qu’au moins
l’une des colonnes de B est un vecteur propre de A sous forme normale.

IV.3.d. Dans cette question, on suppose que A λ2In B 0n. Montrer que A possède
un vecteur propre sous forme normale.

IV.4. Dans cette question, on suppose que A ne possède qu’une seule valeur propre λ.

IV.4.a. Montrer l’existence d’une matrice B An C non nulle vérifiant chacune des
propriétés suivantes :

i) il existe α C tel que : AB B tA αB ;

ii) il existe β C tel que : AB tA βB.

IV.4.b. Vérifier que A2 αA βIn B 0n.

IV.4.c. Montrer qu’il existe γ, δ C
2 tel que A γIn A δIn B 0n.

IV.4.d. Dans cette question, on suppose que A δIn B 0n. Montrer que A possède
un vecteur propre sous forme normale.

IV.4.e. Dans cette question, on suppose que A δIn B 0n et δ λ. Montrer que A
possède un vecteur propre sous forme normale.

IV.4.f. Dans cette question, on suppose que A δIn B 0n et δ λ. Montrer que
A δIn est une matrice inversible et en déduire que A γIn B 0.

IV.4.g. Que conclure ?

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

On s’intéresse ici à des suites et séries de fonctions en liaison avec des intégrales.

Dans la partie I, on calcule indépendamment deux intégrales particulières (les questions 1 et 2
pour l’une, la question 3 pour l’autre) qui interviennent dans les parties II et III. Les parties II et
III sont indépendantes.

Partie I : calculs préliminaires

I - 1.

I - 1.1.

Justifier l’existence de l’intégrale K =

∫ +∞

0

1− cos(t)

t2
dt.

I - 1.2.

Pour tout A > 0, justifier l’existence de l’intégrale D(A) =

∫ A

0

sin(t)

t
dt.

I - 1.3.

Grâce à une intégration par parties, prouver que D(A) a une limite (réelle) quand A tend vers

+∞, égale à K. C’est-à-dire que : K =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt = lim

A→+∞
D(A).

I - 2.

I - 2.1.

Justifier que l’application L : x �→
∫ +∞

0

1− cos(t)

t2
e−tx dt est définie et continue sur IR+.

I - 2.2.

Montrer que, pour tout réel a > 0, l’application L est de classe C2 sur l’intervalle [a,+∞[.

Etablir ensuite que l’application L est de classe C2 sur l’intervalle ]0,+∞[.
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I - 2.3.

Justifier que les fonctions t �→ 1− cos(t)

t2
et t �→ 1− cos(t)

t
sont bornées sur ]0,+∞[.

Etablir alors que les fonctions x �→ |xL′(x)| et x �→ |xL(x)| sont majorées sur IR∗
+.

En déduire que : lim
x→+∞L′(x) = lim

x→+∞L(x) = 0.

I - 2.4.

Pour tout réel x > 0, exprimer L′′(x) sans utiliser d’intégrale.
On pourra remarquer que cos(t) = Re(eit).

I - 2.5.

En déduire L′(x) pour x > 0, puis L(x) pour x�0. Conclure que K =
π

2
·

I - 3.

I - 3.1.

Justifier que la fonction u �→ ln(u)

u− 1
est intégrable sur ]0, 1[.

I - 3.2.

Pour tout k ∈ IN, justifier l’existence et calculer

∫ 1

0

uk ln(u) du·

I - 3.3.

Grâce à un développement en série de
1

1− u
pour u ∈ ]0, 1[ et en précisant le théorème utilisé,

justifier que :

∫ 1

0

ln(u)

u− 1
du =

+∞∑
k=0

1

(k + 1)2
·

Par ailleurs, on donne sans avoir à le justifier :

+∞∑
k=0

1

(k + 1)2
=

π2

6
·

Partie II : étude de quelques suites d’intégrales

II - 1.

Rappeler avec précision le théorème de convergence dominée.

II - 2.

II - 2.1. On considère ici une application continue f : [0,+∞[ → IR.

Pour tout n ∈ IN, on pose In =

∫ 1

0

f(tn) dt. Déterminer lim
n→+∞ In.

II - 2.2. On suppose ici de plus que u �→ f(u)

u
est intégrable sur ]0, 1].

Déterminer lim
n→+∞nIn. On pourra transformer nIn grâce à un changement de variable.

II - 2.3. Application 1.

Déterminer un équivalent quand n → +∞ de

∫ 1

0

sin(tn) dt (grâce à une intégrale).
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II - 3. On considère maintenant que f : [0,+∞[ → IR est une application continue et intégrable sur

IR+.

II - 3.1.

Soit n ∈ IN∗.

Grâce à un changement de variable approprié, justifier l’existence de An =

∫ +∞

1

f(tn) dt.

II - 3.2.

Déterminer lim
n→+∞nAn (grâce à une intégrale que l’on ne cherchera pas à calculer).

II - 4.

II - 4.1. Pour tout n ∈ IN, n�2 et tout A > 1, on pose Cn(A) =

∫ A

1

sin(tn) dt.

Grâce à un changement de variable et une intégration par parties, exprimer Cn(A) en fonction

de

∫ An

1

1− cos(u)

u2 u
1
n du et de A.

II - 4.2.

En déduire que Cn(A) a une limite quand A → +∞, prouvant l’existence de

∫ +∞

1

sin(tn) dt

pour tout n ∈ IN, n�2.

II - 4.3. Application 2.

Déterminer lim
n→+∞n

∫ +∞

0

sin(tn) dt grâce à K calculée en I-2.5 .

Partie III : étude de séries de fonctions

III - 1. Un premier exemple.

III - 1.1.

Pour tout x ∈ ]−1, 1[, calculer F (x) =
+∞∑
n=1

xn ainsi que F ′(x).

III - 1.2.

Déterminer lim
x<1
x→1

F (x), lim
x<1
x→1

(1− x)F (x), lim
x<1
x→1

(1− x)F ′(x) et lim
x<1
x→1

(1− x)2F ′(x).

III - 2. Un deuxième exemple.

Dans cette question, pour tout x ∈ ]−1, 1[, on pose cette fois : F (x) =
+∞∑
n=1

xn

1− xn
.

III - 2.1.

Soit a ∈ ]0, 1[. Prouver la convergence normale de cette série de fonctions sur le segment [−a, a].

En déduire que F est définie et continue sur ]−1, 1[.
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III - 2.2.

Montrer que, pour tout x ∈ ]0, 1[ et tout n ∈ IN∗, on a
1− xn

1− x
�n.

En déduire lim
x<1
x→1

F (x) et lim
x<1
x→1

(1− x)F (x).

III - 3. Dans cette question, f est une application réelle continue et croissante sur [0, 1[ avec

f(0) = 0 et telle que u �→ f(u)

u
soit intégrable sur ]0, 1[.

Soit x ∈ ]0, 1[.

III - 3.1.

Justifier l’existence de G(x) =

∫ +∞

0

f(xt) dt et l’égalité G(x) = − 1
ln(x)

∫ 1

0

f(u)

u
du.

III - 3.2.

Pour tout n ∈ IN∗, justifier l’encadrement :∫ n+1

n

f(xt) dt � f(xn) �
∫ n

n−1

f(xt) dt.

III - 3.3.

En déduire l’existence de F (x) =
+∞∑
n=1

f(xn), ainsi qu’un encadrement de F (x) par deux intégrales

dépendant de x.

III - 3.4.

Conclure avec soin que : lim
x<1
x→1

(1− x)F (x) =

∫ 1

0

f(u)

u
du.

III - 4. Un dernier exemple.

Pour tout x ∈ ]−1, 1[, on pose enfin cette fois : F (x) = −
+∞∑
n=1

ln(1− xn).

III - 4.1.

Montrer que F est définie et de classe C1 sur ]−1, 1[ et exprimer sa dérivée sous la forme d’une

série de fonctions.

III - 4.2.

Grâce à III - 3.4., montrer que lim
x<1
x→1

(1− x)F (x) =

∫ 1

0

ln(u)

u− 1
du étudiée en I - 3.

III - 4.3.

Par une méthode similaire à celle de III - 3., montrer que :

lim
x<1
x→1

(
(1− x)2

+∞∑
n=1

nxn

1− xn

)
=

∫ 1

0

ln(u)

u− 1
du.

En déduire lim
x<1
x→1

(
(1− x)2F ′(x)

)
.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Cette épreuve comporte deux exercices et un problème indépendants. Ils peuvent être traités
dans un ordre quelconque.
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EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur l’intervalle [0, +∞[ par f(x) =
x3

12
− x + 1.

1. a) Déterminer la limite de f en +∞.

b) Justifier que f est dérivable sur l’intervalle [0, +∞[, calculer f ′(x) et déterminer le signe

de f ′(x) sur l’intervalle [0, +∞[. En déduire le tableau de variation de f .

2. a) Montrer que f s’annule exactement deux fois sur l’intervalle [0, +∞[ : une première fois

sur l’intervalle [0, 2] et une deuxième fois sur l’intervalle ]2, +∞[.

On notera β et γ les deux solutions de l’équation f(x) = 0 sur [0, +∞[ avec β < γ.

b) Simplifier l’expression 1 +
β3

12
(on l’exprimera à l’aide de β).

c) À l’aide de la calculatrice, montrer que β appartient à
]
1 ; 1,2

[
et que γ appartient à]

2,7 ; 2,8
[
.

d) Préciser le signe de f sur l’intervalle [0, +∞[.

3. Tracer l’allure de la courbe représentative de f sur [0, +∞[.

4. On cherche à obtenir une approximation de β. À cet effet, on définit la suite (un)n∈N par



u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 = 1 +
u3

n

12
.

a) Calculer u1 puis démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, un appartient à

l’intervalle [0, β].

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n, un+1 − un = f(un).

Que peut-on en déduire sur la monotonie de la suite (un)n∈N ?

c) Montrer que la suite (un)n∈N converge vers β.

d) Écrire dans le langage de votre choix (MAPLE, MATHEMATICA ou autre) un programme

de quelques lignes permettant d’obtenir pour un entier N donné la valeur de uN .
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EXERCICE 2

On considère dans cet exercice l’équation différentielle (E) suivante :

x2y′′ − x(2x2 − 1)y′ − (2x2 + 1)y = 0. (E)

1. Soit f la fonction définie sur R∗ par :

∀x ∈ R∗, f(x) =
1

x
.

Calculer f ′ et f ′′ puis vérifier que la fonction f est une solution de l’équation différentielle (E)

sur l’intervalle ]0, +∞[ et sur l’intervalle ] −∞, 0[.

2. On cherche désormais des solutions de (E) qui soient développables en série entière. Pour cela,

on considère
∑
n�0

anxn une série entière, de rayon de convergence R supposé strictement positif.

Pour x ∈] − R, R[, on écrit :

y(x) =
+∞∑
n=0

anxn

et on suppose que la fonction y est solution de (E) sur ] − R,R[.

a) Exprimer, pour x ∈] − R, R[, y′(x) et y′′(x) à l’aide une série.

b) Démontrer que a0 = 0 et que pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on a :

an =
2

n + 1
an−2.

c) Calculer a2. Plus généralement, que vaut an si n est un entier pair ?

d) Si n est impair, on écrit n = 2p + 1 où p désigne un entier naturel.

Pour tout entier p supérieur ou égal à 1, exprimer a2p+1 en fonction de a2p−1.

Montrer que pour tout entier naturel p :

a2p+1 =
a1

(p + 1)!
.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
p�0

x2p+1

(p + 1)!
.

4. Donner, sans démonstration, les développements en série entière des fonctions x �→ exp(x) et

x �→ exp(x2), ainsi que leurs rayons de convergence.

5. On note, pour tout x réel, g(x) =
+∞∑
p=0

x2p+1

(p + 1)!
.

Que vaut g(0) ?

Exprimer pour tout réel x non nul, g(x) en fonction de exp(x2) et de x.

6. Préciser la dimension de l’espace vectoriel des solutions sur ]0, +∞[ de l’équation différentielle

(E), puis exprimer les solutions de (E) sur l’intervalle ]0, +∞[ à l’aide des fonctions f et g.

7. Quelles sont les solutions de l’équation différentielle (E) sur l’intervalle R ?
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PROBLÈME

On rappelle que, pour tout x réel, la notation sin2(x) désigne
(
sin(x)

)2.

Partie A

1. Rappeler, sans démonstration, la nature (convergente ou divergente) de chacune des trois séries

suivantes : ∑
n�1

1

n
;

∑
n�1

1

n
√

n
;

∑
n�1

1

n2
.

2. Soit α un réel. Justifier que la série ∑
n�1

sin2(n α)

n2

est une série convergente.

Partie B

Dans cette partie, α désigne un réel fixé appartenant à l’intervalle ]0, π[.

On note f la fonction 2π-périodique définie sur R à valeurs réelles, telle que :



f(t) = 1 pour t ∈ [−α, α],

f(t) = 0 pour t ∈]α, π] et pour t ∈] − π,−α[.

1. On suppose, dans cette question 1 seulement, que α =
π

4
.

Représenter alors la fonction f sur l’intervalle [−2π, 2π].

2. Donner la valeur des coefficients de Fourier bn(f) pour tout n ∈ N∗ (on justifiera brièvement la

réponse).

Calculer les coefficients de Fourier a0(f) et an(f) pour tout n ∈ N∗.

3. Énoncer le théorème de Parseval (avec ses hypothèses) et justifier que :

+∞∑
n=1

sin2(n α)

n2
=

α(π − α)

2
.

4. Déterminer la valeur de la somme
+∞∑
n=1

sin2(n)

n2
.
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Partie C

Dans cette partie, α désigne encore un réel appartenant à l’intervalle ]0, π[.

On note h la fonction définie sur ]0, +∞[ par :

∀x ∈]0, +∞[, h(x) =
sin2(x)

x2
.

1. Déterminer la limite de h en 0+. En déduire la nature de l’intégrale impropre
∫ 1

0

sin2(x)

x2
dx.

2. Donner sans démonstration la nature de l’intégrale impropre
∫ +∞

1

dx

x2
.

En déduire la nature de l’intégrale impropre
∫ +∞

1

sin2(x)

x2
dx puis la nature de

∫ +∞

0

sin2(x)

x2
dx.

3. Calculer la dérivée de h sur ]0, +∞[.

4. Montrer, pour tout x ∈]0, +∞[, les deux inégalités suivantes :

∣∣x√x h′(x)
∣∣ �

2√
x

+
2

x
√

x

et ∣∣x√x h′(x)
∣∣ � 4

√
x.

Pour montrer la deuxième inégalité, on rappelle que pour tout réel x > 0,
∣∣ sin(x)

∣∣ � x.

5. En séparant les cas x � 1 et 0 < x < 1, en déduire que :

∀x ∈]0, +∞[,
∣∣h′(x)

∣∣ �
4

x
√

x
.

6. Justifier que, pour tout entier N strictement positif

∫ (N+1)α

α

sin2(x)

x2
dx =

N∑
n=1

∫ α

0

sin2(nα + t)

(nα + t)2
dt,

puis que :

∫ (N+1)α

α

sin2(x)

x2
dx −

N∑
n=1

sin2(nα)

n2α
=

N∑
n=1

∫ α

0

(
sin2(nα + t)

(nα + t)2
− sin2(nα)

(nα)2

)
dt.

7. À l’aide de la question 5. de la partie C et de l’inégalité des accroissements finis appliquée à la

fonction h, démontrer que pour tout n entier strictement positif et tout réel t dans l’intervalle[
0, α

]
, on a : ∣∣∣∣

sin2(nα + t)

(nα + t)2
− sin2(nα)

(nα)2

∣∣∣∣ �
4t

(nα)3/2
.
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8. Montrer ensuite que pour tout entier N strictement positif, on a :

N∑
n=1

∫ α

0

∣∣∣∣
sin2(nα + t)

(nα + t)2
− sin2(nα)

(nα)2

∣∣∣∣ dt � 2
√

α

N∑
n=1

1

n
√

n
.

9. En déduire avec soin que :

∣∣∣∣
∫ +∞

α

sin2(x)

x2
dx − π − α

2

∣∣∣∣ � 2
√

α
+∞∑
n=1

1

n
√

n
,

puis déterminer la valeur de ∫ +∞

0

sin2(x)

x2
dx.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Les deux parties A et B de ce problème peuvent être traitées de façon indépendante.

Partie A : un arc de cercle apparent

On se place dans un plan euclidien orienté muni d’un repère orthonormé direct (O,�ı, �).

Soit C le cercle de centre O et de rayon 1 et le point A(a, 0) où a ∈]1,+∞[.
On cherche l’ensemble des points du cercle C visibles du point A.
Définition : on dit qu’un point M(x, y) du cercle C est visible du point A lorsque pour tout

M′(x′, y′), point d’intersection du cercle et de la droite (AM), on a : x′ � x.

Sur la figure 1, l’ensemble des points du cercle visibles du point A est en trait plein tandis que la
partie non-visible du cercle est en pointillé. Les deux points distinctsM1 etM2 d’abscisses respectives
x1 et x2 sont sur le cercle C. Les pointsM1,M2 et A sont alignés. Le pointM1 est visible du point A
car il n’y a pas d’autre point du cercle sur le segment [AM1] alors que le pointM2 ne l’est pas car le
pointM1 est sur le segment [AM2], ce qui se vérifie par la condition : x2 < x1 < a.
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A

aO

M1

M2

x1x2

figure 1 : une illustration graphique

Pour θ ∈ R, on note M(θ) le point de coordonnées (cos (θ) , sin (θ)).

De plus, on pose : ω = Arc cos

(

1

a

)

.

1. Soit θ ∈ R. Justifier que le pointM(θ) est sur le cercle C.

2. (a) Justifier l’existence de ω et que : ω ∈]0, π

2
[.

(b) Donner les coordonnées des vecteurs
−−−−−→
OM(ω) et

−−−−→
AM(ω), en fonction des réels a et ω.

(c) Exprimer a en fonction de ω.

(d) Établir que la droite (AM (ω)) est tangente au cercle C.
On pourra utiliser un produit scalaire.

On considère la fonction f définie par : f(x) =
sin(x)

cos(x)− a
.

3. (a) Montrer que cette fonction est bien définie surR et est de classe C1.

(b) Étudier la parité de la fonction f .

(c) Soit x ∈ R. Donner une expression de f ′(x) en fonction de a et de cos(x).

(d) En déduire que f est strictement décroissante sur l’intervalle [0, ω] et est strictement crois-
sante sur l’intervalle [ω, π].

(e) Donner le tableau des variations de la fonction f sur [−π, π].
On ne cherchera pas à calculer f(ω).

4. Soit D une droite passant par A coupant le cercle C en au moins un point.
Montrer que D admet une équation de la forme : y = m(x− a) où m ∈ R.
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Pour m ∈ R, on note D
m

, la droite d’équation : y = m(x− a).

5. Soit m et θ deux réels. Montrer que : M(θ) ∈ D
m

si et seulement si m = f(θ).

6. Montrer que les points M(0) et M(π) sont sur la droite D0, puis après avoir comparé leurs
abscisses, que le point M(0) est visible du point A alors que le point M(π) ne l’est pas.
On rappelle qu’un cercle et une droite se coupent en au plus deux points.

7. Soit deux réels θ1 et θ2 tels que : 0 � θ1 < θ2 � π et f(θ1) = f(θ2).

(a) Montrer que les points A, M(θ1) et M(θ2) sont alignés.

(b) Prouver que le point M(θ1) est visible du point A alors que le point M(θ2) ne l’est pas.

(c) Justifier brièvement que : θ1 < ω < θ2.

8. Soit θ ∈ [0, π]. Établir que :

(a) si θ � ω, alors le point M(θ) est visible du point A.

(b) si ω < θ, alors le point M(θ) n’est pas visible du point A.

9. Sans justification, donner des résultats analogues à la question précédente pour θ ∈ [−π, 0].

Partie B : un contour apparent d’une quadrique

On se place dans un espace euclidien orienté muni d’un repère orthonormé direct R = (O,�ı, �,�k).

Soit la surface Σ d’équation : 3x2 + y2 − yz + z2 = 1.

On considère les matrices S =

�

1 −1/2

−1/2 1

�

et R =







3 0 0

0 1 −1/2

0 −1/2 1






.

1. Donner les valeurs propres de la matrice S. On détaillera les calculs.

2. (a) Justifier, sans calcul, que l’on peut trouver une matrice diagonale D ∈ M3(R) et une
matrice orthogonale Ω ∈ M3(R) telles que D = tΩRΩ où tΩ désigne la transposée de la
matrice Ω.

(b) Donner une matrice diagonale D et une matrice orthogonale Ω telles que : D = tΩRΩ.
On pourra utiliser la calculatrice mais on explicitera la méthode utilisée.

3. En déduire la nature de la quadrique Σ.

On considère le plan P d’équation : x =
1

3
et la courbe E = P ∩ Σ, intersection du plan P et de

la surface Σ.

4. (a) Soit M(x, y, z)R un point de l’espace. Montrer que : M ∈ E ⇐⇒











x =
1

3

y2 − yz + z2 =
2

3
.

(b) Justifier que la courbe E est une conique et que dans un repère orthonormé du plan P noté
�

O′,
−→
J ,

−→
K
�

, elle admet comme équation :
3Y2

4
+

9Z2

4
= 1.

On pourra utiliser la question 1 de la partie B. On ne cherchera pas à déterminer le point
O′ et les vecteurs

−→
J et

−→
K .
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(c) Préciser la nature de la conique E et les coordonnées de ses sommets dans le repère
(

O′,
−→
J ,

−→
K
)

et représenter cette conique dans le plan P muni de ce repère.

On considère les points A(1, 0, 0)R et N(0, 0, 1)R.

Définition : on dit qu’un point M(x, y, z)R de la surface Σ est visible du point A lorsque que
pour tout M′(x′, y′, z′)R, point d’intersection de la surface Σ et de la droite (AM), on a : x′ � x.

5. (a) Justifier que le point N est sur la surface Σ.

(b) Donner un système d’équations paramétriques de la droite (NA).
On pourra utiliser le point N et le vecteur

−→
NA pour le paramétrage de cette droite.

(c) Donner les coordonnées des points d’intersection de la droite (NA) et de la surface Σ et
en déduire que le point N n’est pas visible du point A.

On admet que la partie visible du point A de la surface Σ est délimitée par une courbe constituée
des pointsM tels que la droite (AM) soit tangente à la surface Σ en M. Cette courbe est le contour
apparent conique de la surface Σ issu du point A.

On note alors Γ l’ensemble des points M de la surface Σ tels que A appartienne au plan tangent à
la surface Σ en M.

On considère la fonction ϕ définie surR3 par : ϕ(u, v, w) = 3u2 + v2 − vw + w2 − 1.

6. Soit (u, v, w) ∈ R
3. Calculer

−−→
gradϕ(u, v, w).

7. On considère le point B

(

1

3
,

√
2

3
,
−
√
2

3

)

R

.

(a) Justifier que : B ∈ Σ.

(b) On note ΠB le plan tangent en B à la surface Σ.
Établir que le plan ΠB admet comme équation : 2x+

√
2 y −

√
2 z = 2.

On rappellera le lien entre le vecteur de coordonnées
−−→
gradϕ

(

1

3
,

√
2

3
,
−
√
2

3

)

et ce plan.

(c) A-t-on : A ∈ ΠB ? En déduire que : B ∈ Γ.

8. Soit T ∈ Σ, un point de coordonnées (u, v, w) dans le repère R.
Établir que le plan tangent noté ΠT en T à la surface Σ admet comme équation :

6ux+ (2v − w)y + (2w − v)z = 2.

9. Conclure que la courbe Γ est la conique E .

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites.

* * * * *

N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront
pas pris en compte.
Les candidats sont invités à encadrer les résultats de leurs calculs.

* * * * *
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Exercice
Pour tout triplet (a, b, c) ∈ R3, on note M(a, b, c) la matrice de M3(R) définie par :

M(a, b, c) =

a+ c b c
b a+ 2c b
c b a+ c


On appelle F l’ensemble défini par F = {M(a, b, c) ; (a, b, c) ∈ R3}.
On note I = M(1, 0, 0) la matrice unité, J = M(0, 1, 0) et K = M(0, 0, 1).

1) Etude de l’ensemble F
1a. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).
1b. Déterminer une base de F .
1c. Soit une matrice M(a, b, c) de F . Justifier, sans calculer les éléments propres, que

M(a, b, c) est diagonalisable.

2) Déterminer le spectre de J et ses sous-espaces propres.

3) Déterminer le spectre de K et ses sous-espaces propres.

4) Réduction simultanée de J et K

4a. Montrer que Vect

10
1

 ,

01
0

 = Vect

 1√
2
1

 ,

 1

−
√
2

1

.

4b. En déduire une matrice P inversible appartenant à M3(R) telle que P−1JP = D1 et
P−1KP = D2, avec D1 et D2 deux matrices diagonales que l’on explicitera.

5) Déduire de 1b. et 4b. que toute matrice M(a, b, c) de F est semblable à une matrice
diagonale D que l’on déterminera.

Fin de l’exercice
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Problème 1

Partie I. Étude d’un endomorphisme
Dans cette partie, E = Rp[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels
de degré inférieur ou égal à p, avec p un entier naturel non nul, supérieur ou égal à 2.
Les éléments de E sont indifféremment désignés par l’écriture P ou P (X).

Soit l’application ∆ définie sur E par :

∀P ∈ E, ∆(P ) = P (X + 1)− P (X)

L’écriture P (X + 1) désigne le polynôme obtenu en remplaçant l’indéterminée X par X + 1
dans l’expression de P (X).
Par exemple, si P = aX2 + bX + c, alors : P (X + 1) = a(X + 1)2 + b(X + 1) + c

= aX2 + (2a+ b)X + a+ b+ c

1) Montrer que ∆ est un endomorphisme de E.

2) Soit B0 = (1, X, · · · , Xp) la base canonique de E.
Pour k ∈ [[1, p]], montrer que ∆(Xk) est un polynôme de degré k − 1 dont on calculera le
coefficient dominant.

3) 3a. Montrer que la matrice M de ∆ dans B0 est une matrice triangulaire supérieure.
3b. Montrer, sans calculs, que M n’est pas une matrice diagonalisable.

4) Montrer que Im(∆) = Rp−1[X].

5) Déterminer Ker(∆).

6) Montrer que :

∀P, Q ∈ E, ∆(P ) = ∆(Q) ⇔ ∃c ∈ R, P (X)−Q(X) = c

7) En déduire qu’il existe un unique polynôme Q ∈ E tel que :

∆(Q) = pXp−1 et
∫ 1

0

Q(t)dt = 0

La notation Q(t) dans
∫ 1

0

Q(t)dt désigne, de façon usuelle, la fonction polynomiale asso-

ciée au polynôme Q.
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Partie II. Étude d’une suite de fonctions polynomiales
Dans cette partie on étudie des fonctions polynomiales, ou polynômes, que l’on notera indif-
féremment P (x) ou P .
Les résultats de la Partie I pourront être utilisés en étant directement transposés des poly-
nômes de Rp[X] à leurs fonctions polynomiales associées.

On considère la suite de fonctions polynomiales à coefficients réels (Bn)n∈N, définie par les
propriétés suivantes : 

B0 = 1

∀n ∈ N, B′
n+1 = (n+ 1)Bn

∀n ∈ N,
∫ 1

0

Bn+1(t)dt = 0

1) Calculer B1, B2 et B3.

2) Montrer que : ∀n ∈ N \ {0, 1}, Bn(0) = Bn(1)

3) Montrer, en utilisant une démonstration par récurrence, que pour tout n ∈ N, Bn

est un polynôme de degré n de coefficient dominant égal à 1.

4) Démontrer par récurrence sur n, la propriété :

∀n ∈ N∗, Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1

Indication : on pourra intégrer la relation de récurrence au rang n pour une variable
t ∈ [0, x].

5) En déduire : ∀p ∈ N, ∀x ∈ R, xp =

∫ x+1

x

Bp(t)dt

6) 6a. Soient n et p deux entiers naturels, déduire de la question précédente, l’expression
de la somme

Sp(n) =
n∑

k=0

kp

en fonction de n, p et Bp+1.

6b. Donner les expressions de S1(n) et S2(n) en fonction de n.

7) On appelle nombres de Bernoulli, les nombres bn définis par : ∀n ∈ N, bn = Bn(0).
En identifiant Bn(x) à son polynôme de Taylor de degré n, démontrer :

∀n ∈ N, Bn(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
bn−k x

k =
n∑

k=0

(
n
k

)
bk x

n−k
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Partie III. Fonctions génératrices des polynômes de Bernoulli

Pour t ∈ R, on considère la série entière
∑
n≥0

Bn(t)

n!
xn, qui est donc une série entière de la

variable x, dont les coefficients dépendent de n et du paramètre t.

On admet que pour tout t réel, cette série entière a un rayon de convergence R = +∞ et on
note alors St sa somme :

∀t ∈ R, ∀x ∈ R, St(x) =
+∞∑
n=0

Bn(t)

n!
xn

On admet aussi l’expression de St(x), valable pour x réel non nul :

∀t ∈ R, ∀x ∈ R∗, St(x) =
x etx

ex − 1

1) Soit t ∈ R, quelle est la valeur de la somme St(0) de la série entière pour x = 0 ?
Vérifier que : ∀t ∈ R, lim

x→0
St(x) = St(0).

2) En calculant la quantité Dt(x) = St+1(x)−St(x) de deux façons, avec la formule explicite
en fonction de t et x, puis avec la série entière, redémontrer le résultat :

∀t ∈ R, ∀n ∈ N∗, Bn(t+ 1)−Bn(t) = ntn−1

Indication : ne pas utiliser le résultat de la question II.4) pour simplifier les calculs.

3) Vérifier que : ∀t ∈ R, ∀x ∈ R, S1−t(x) = St(−x)
En déduire que : ∀t ∈ R, ∀n ∈ N, Bn(1− t) = (−1)nBn(t)

4) En déduire, avec le résultat de II.2) : ∀n ∈ N, b2n+1 = 0.

Fin du problème 1
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Problème 2

Le but de ce problème est de déterminer la nature de la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
suivant la valeur

du réel α.

Partie I. Préliminaires et cas où α > 1

1) Rappeler à quelle condition sur β ∈ R la série numérique
∑
n≥1

1

nβ
est convergente.

2) Rappeler la définition de la convergence absolue d’une série
∑

un où (un)n∈N est une suite
à termes réels.

3) Montrer que la série
∑

(an+1 − an) converge, si et seulement si la suite (an)n∈N converge.

4) On suppose dans cette question que α > 1. Montrer que la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
est conver-

gente.

Partie II. Cas où α appartient à ]
1

2
, 1]

On suppose, dans cette partie, que α appartient à ]
1

2
, 1].

On définit la fonction ϕ sur [1,+∞[ en posant ϕ(t) =
sin(π

√
t)

tα
.

On pose un = ϕ(n) =
sin(π

√
n)

nα
et vn =

∫ n+1

n

ϕ(t)dt pour n ∈ N∗.

1) Nature de l’intégrale impropre (ou généralisée)
∫ +∞

1

ϕ(t)dt.

1a. En effectuant le changement de variable y =
√
t, montrer que pour tout x > 1 :∫ x

1

ϕ(t)dt = 2

∫ √
x

1

sin(πy)

y2α−1
dy

1b. En déduire que∫ x

1

ϕ(t)dt = 2

(
−cos(π

√
x)

π
√
x
2α−1 − 1

π

)
− 2(2α− 1)

π

∫ √
x

1

cos(πy)

y2α
dy

1c. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

1

cos(πy)

y2α
dy est convergente.

1d. En déduire que l’intégrale
∫ +∞

1

ϕ(t)dt est convergente.

2) Étude de la dérivée de la fonction ϕ.
2a. Montrer que la fonction ϕ est de classe C1 sur [1,+∞[ et calculer sa dérivée ϕ′(t)

pour tout t ∈ [1,+∞[.
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2b. 2b.1 Calculer, si elle existe, la limite de u 7→ sin(πu)

u
lorsque u tend vers +∞.

Montrer que la fonction u 7→ sin(πu)

u
est bornée sur [1,+∞[.

2b.2 En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que

∀t ∈ [1,+∞[, |ϕ′(t)| ≤ K

tα+
1
2

2c. Montrer que pour tout (a, b) ∈ [1,+∞[2 vérifiant a < b, on a

|ϕ(a)− ϕ(b)| ≤ K

aα+
1
2

|a− b|

3) Nature de la série
∑

vn.

3a. Exprimer la somme partielle VN =
N∑

n=1

vn pour tout N ∈ N∗ à l’aide d’une intégrale.

3b. Quelle est la nature de la série
∑
n≥1

vn ?

4) Nature de la série
∑

(un − vn).

4a. Montrer que pour tout n ∈ N∗, un − vn =

∫ n+1

n

(ϕ(n)− ϕ(t)) dt

4b. À l’aide de II.2c et II.4a, montrer que pour tout n ∈ N∗, |un − vn| ≤
K

nα+ 1
2

4c. En déduire que
∑
n≥1

(un − vn) converge.

5) Conclure sur la nature de la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
.

Partie III. Cas α =
1

2

On suppose, dans cette partie, que α vaut
1

2
.

1) En vue du développement asymptotique de
sin(π

√
n)√

n
, on pose δn = eiπ

√
n+1 − eiπ

√
n.

1a. Rappeler les développements limités d’ordre 2 en 0 de
√
1 + u et eu.

1b. Montrer que δn =
iπeiπ

√
n

2
√
n

− π2eiπ
√
n

8n
− iπeiπ

√
n

8n3/2
+ o

(
1

n3/2

)
(R).

1c. En admettant qu’on puisse prendre les parties réelles dans (R), en déduire que

sin(π
√
n)√

n
= − 2

π

(
cos(π

√
n+ 1)− cos(π

√
n)
)
− π

4n
cos(π

√
n)+

sin(π
√
n)

4n3/2
+o

(
1

n3/2

)
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2) 2a. Quelle est la nature de la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

n3/2
? Celle de

∑
n≥1

wn avec wn = o
(

1
n3/2

)
?

On admet que la série
∑
n≥1

cos(π
√
n)

n
est convergente.

2b. On pose αn = cos(π
√
n). Expliciter les suites de termes généraux βn = α(2n)2 et

γn = α(2n+1)2 . En déduire que la suite (αn)n∈N∗ =
(
cos(π

√
n)
)
n∈N∗ est divergente .

2c. Que peut-on en déduire sur la nature de
∑
n≥1

sin(π
√
n)√

n
?

Partie IV. Cas α <
1

2

On suppose, dans cette partie, que le réel α est strictement inférieur à
1

2
.

On va montrer, par l’absurde, que la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
diverge. On suppose donc que la

série
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
converge.

On pose pour tout p ∈ N∗, Sp =

p∑
n=1

sin(π
√
n)

nα
, et S0 = 0.

1) Montrer que :

∀n ∈ N∗,
sin(π

√
n)√

n
= nα−1/2(Sn − Sn−1)

En déduire que pour tout entier N supérieur ou égal à 2, on a
N∑

n=1

sin(π
√
n)√

n
=

N∑
n=1

Sn

(
nα−1/2 − (n+ 1)α−1/2

)
+ SN(N + 1)α−1/2

2) 2a. Montrer qu’il existe M > 0, tel que pour tout n ∈ N∗, |Sn| ≤ M .

2b. En déduire que la série
∑
n≥1

Sn

(
nα−1/2 − (n+ 1)α−1/2

)
est convergente.

2c. Montrer que la suite
(
SN(N + 1)α−1/2

)
N∈N∗ converge et donner sa limite.

3) Que peut-on en déduire sur la nature de la série
∑
n≥1

sin(π
√
n)√

n
?

4) Conclure sur la nature de
∑
n≥1

sin(π
√
n)

nα
.

Fin du problème 2

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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I : PREMIER EXERCICE

I.1. On note D = {(x, y) ∈ R
2, x2 + y2 ≤ 1}, calculer l’intégrale double

¨

D

1

1 + x2 + y2
dxdy.

II : DEUXIEME EXERCICE

a et b étant deux fonctions continues sur R, on note l’équation différentielle

(E) : x2 y′′ + a(x) y′ + b(x) y = 0 .

On note S+ l’espace vectoriel des solutions de (E) sur l’intervalle I = ]0,+∞[ et S− l’espace
vectoriel des solutions de (E) sur l’intervalle J = ]−∞, 0[ .
L’objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de l’espace vectoriel S des fonctions y de
classe C2 sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

II.1. Donner la dimension des espaces vectoriels S+ et S−.

II.2. On note ϕ l’application linéaire de S vers S+ × S− définie par ϕ(f) = (fI , fJ) où fI
désigne la restriction de la fonction f à l’intervalle I et fJ désigne la restriction de la
fonction f à l’intervalle J .

Donner le noyau de l’application ϕ et en déduire que dim S ≤ 4.

II.3. Dans cette question, on considère a(x) = x et b(x) = 0, d’où

(E) : x2y′′ + xy′ = 0 .

Déterminer S+ et S−.
Déterminer ensuite S et donner sans détails la dimension de S.

II.4. Dans cette question (E) : x2y′′ − 6xy′ + 12y = 0.

Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme x �−→ xα (α réel).

En déduire S+ puis S−.
Déterminer S et donner la dimension de S.

II.5. Donner un exemple d’équation différentielle du type (E) : x2y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 tel
que dim S = 0 (on détaillera).

On pourra, par exemple, s’inspirer de la question précédente.

III : PROBLEME

Première partie : convergence de séries par transformation d’Abel

III.1. On considère une suite de réels (an), une suite de complexes (bn) et on note pour tout

entier naturel n : Sn =
n∑

k=0

akbk et Bn =
n∑

k=0

bk.

En remarquant que, pour k ≥ 1, bk =Bk −Bk−1, démontrer que, pour tout entier naturel
n non nul,

Sn =
n−1∑
k=0

(ak − ak+1)Bk + anBn (transformation d’Abel).
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III.2. On suppose que la suite (Bn) est bornée et que la suite (an) est décroissante de limite
nulle.

III.2.a Démontrer que la série
∑
k≥0

(ak − ak+1) converge.

III.2.b En déduire que la série
∑
n≥0

anbn converge.

III.2.c En appliquant le résultat précédent au cas où bn = (−1)n, donner une démonstration
du théorème des séries alternées, après l’avoir énoncé.

III.3. Exemple.

Dans cette question, θ est un réel différent de 2kπ (k ∈ Z) et α ∈ R.

III.3.a Calculer pour n entier naturel non nul,
n∑

k=1

eikθ.

III.3.b Discuter en fonction du réel α la nature de la série
∑
n≥1

einθ

nα
.

III.4. Soit la série de fonctions
∑
n≥1

un où pour x réel et n entier naturel non nul, un(x) =
sin(nx)√

n
.

Démontrer que cette série de fonctions converge simplement en tout point de R.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’une série de complexes
∑

un converge

si et seulement si, les deux séries ayant pour termes généraux les parties réelles et parties

imaginaires (c’est-à-dire
∑

Re(un) et
∑

Im(un) ) convergent.

On notera U sa fonction somme : pour tout réel x, U(x) =
+∞∑
n=1

sin(nx)√
n

.

Deuxième partie : convergence uniforme de séries

III.5. On considère une suite de réels (an) et (fn) une suite de fonctions définies sur une partie
A de C et à valeurs dans C.

On pose, pour tout z ∈ A et pour tout entier naturel n, Fn(z) =
n∑

k=0

fk(z).

On suppose que la suite (an) est décroissante de limite nulle et qu’il existeM ∈ R
+, tel que

pour tout z ∈ A et tout n ∈ N, |Fn(z)| ≤ M (on dit que la suite (Fn) est uniformément
bornée).

III.5.a Démontrer que la suite (anFn) converge uniformément sur A et que la série de fonc-

tions
∑
k≥0

(ak − ak+1)Fk converge normalement sur A.

III.5.b A l’aide d’une transformation d’Abel, en déduire que la série de fonctions
∑

anfn

converge uniformément sur A.
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III.6. Exemple.

Pour x réel et n entier naturel non nul, un(x) =
sin(nx)√

n
.

III.6.a Démontrer que pour x ∈ R, 1− eix = −2 i sin(x/2)ei x/2.

Démontrer que la série de fonctions
∑
n≥1

un converge uniformément sur tout intervalle

[a, 2π − a] où a ∈ ]0, π[.

En déduire que la fonction U est continue sur l’intervalle ]0, 2π[.

III.6.b Pour p entier naturel, on considère la série de fonctions
∑
n≥1

vn où pour x réel et n

entier naturel non nul, vn(x) =
sin(nx) sin(px)√

n
.

Démontrer que, pour tout entier naturel p, la série de fonctions
∑
n≥1

vn converge

uniformément sur l’intervalle [0, π] .

On pourra, par exemple, utiliser sans démonstration, que :

pour tout x ∈ [0, π] ,
x

π
≤ sin

(x
2

)
.

III.6.c On se propose dans cette question de démontrer que la fonction U n’est pas continue
par morceaux sur R.

Pour cela, on raisonne par l’absurde en supposant que la fonction U est continue par
morceaux sur R.

i. Déterminer alors les coefficients de Fourier de la fonction U .

On pourra utiliser pour p et n entiers naturels non nuls :

p 	= n,

ˆ π

0

sin(nx) sin(px)dx = 0 et pour p = n

ˆ π

0

sin(nx) sin(px)dx =
π

2
.

ii. En utilisant la formule de Parseval, aboutir à une contradiction.

Troisième partie : convergence uniforme d’une série entière

III.7. Si
∑
n≥0

anz
n est une série entière de la variable complexe de rayon R > 0, rappeler le

résultat du cours concernant la convergence uniforme de cette série.

III.8. On considère la série entière de la variable complexe
∑
n≥1

zn√
n

de rayon 1.

III.8.a On note D = {z ∈ C, |z| < 1}.
Démontrer que la série entière de la variable réelle

∑
n≥1

xn

√
n

ne converge pas uni-

formément sur ]−1, 1[ (en particulier la série
∑
n≥1

zn√
n

ne converge pas uniformément

sur D).
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III.8.b On pourra confondre un point de R
2 et son affixe.

Pour α ∈
]
0,

π

2

[
, on note Dα l’ensemble des complexes z, tels que |z| ≤ 1 et dont la

partie réelle vérifie Re(z) ≤ cosα.

Représenter géométriquement l’ensemble Dα dans un repère orthonormé du plan.

III.8.c Démontrer que Dα est une partie fermée de C.

On pourra écrire :

Dα =
{
(x, y) ∈ R

2, x2 + y2 ≤ 1
} ∩ {

(x, y) ∈ R
2, x ≤ cosα

}

et démontrer que Dα est une partie fermée de R
2.

En déduire que Dα est une partie compacte de C.

III.8.d On note pour z ∈ C et n entier naturel, Fn(z) =
n∑

k=0

zk.

Démontrer que pour tout z ∈ Dα et tout entier naturel n, si x = Re(z) :

|Fn(z)| ≤ 2

1− x
≤ 2

1− cosα
.

III.8.e Démontrer que la série entière
∑
n≥1

zn√
n

converge uniformément sur tous les compacts

Dα

(
pourα ∈

]
0,

π

2

[ )
.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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Partie I : EXERCICE 1

Soit les suites réelles (un), (vn) et (wn) définies par :

∀n ∈ N

⎧⎨
⎩

un+1 = un + 3vn
vn+1 = 3un + vn + 4wn

wn+1 = 4vn + wn

et (u0, v0, w0) = (1, 0, 1).

I.1.

I.1.a Justifier sans calcul que la matrice A =

⎛
⎝ 1 3 0

3 1 4
0 4 1

⎞
⎠ ∈M3(R) est diagonalisable.

I.1.b Diagonaliser la matrice A ∈M3(R).

I.1.c Déterminer la matrice An pour tout n ∈ N. On pourra utiliser la calculatrice.

I.2. Expliciter les termes un, vn et wn en fonction de n.

Partie II : EXERCICE 2

Soit n un entier supérieur à 2 et E un espace vectoriel sur R de dimension n. On appelle
projecteur de E, tout endomorphisme p de E vérifiant p ◦ p = p.

II.1. Soit p un projecteur de E.

II.1.a Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(p) et Im (p) sont supplémentaires
dans E.

II.1.b En déduire que la trace de p (notée Tr (p)) est égale au rang de p (noté rg (p)).

II.1.c Un endomorphisme u de E vérifiant Tr (u) = rg (u) est-il nécessairement un projec-
teur de E ?

II.2. Donner un exemple de deux matrices A et B de M3(R) de rang 1 telles que A soit
diagonalisable et B ne soit pas diagonalisable. Justifier la réponse.

II.3. Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

II.3.a Démontrer qu’il existe une base β = (e1, · · · , en) de E telle que la matrice Matβ(u)
de u dans β soit de la forme :

Matβ(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 a1
0 · · · 0 a2
...

...
...

0 · · · 0 an

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈Mn(R) où a1, · · · , an sont n nombres réels.

II.3.b Démontrer que u est diagonalisable si, et seulement si, la trace de u est non nulle.

II.3.c On suppose que Tr (u) = rg (u) = 1. Démontrer que u est un projecteur.

II.3.d Soit la matrice A =

⎛
⎝ 1 1 −1

1 1 −1
1 1 −1

⎞
⎠ ∈M3(R). Démontrer que A est la matrice d’un

projecteur de R
3 dont on déterminera l’image et le noyau.
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Partie III : PROBLEME

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur à 1. On désigne par diag (α1, · · · , αn) la matrice diagonale deMn(R)
dont les coefficients diagonaux sont les réels α1, · · · , αn dans cet ordre. Si M ∈Mn(R), on note
tM sa transposée.
On munit l’espace vectoriel E = R

n du produit scalaire canonique noté 〈 | 〉 et de la norme
euclidienne || || associée. On note S(E) le sous-espace des endomorphismes symétriques de E,
c’est-à-dire l’ensemble des endomorphismes s de E vérifiant :

∀(x, y) ∈ E2, 〈s(x) | y〉 = 〈x | s(y)〉.

Un endomorphisme symétrique s de E est dit symétrique positif (respectivement symétrique
défini positif) si :

∀x ∈ E, 〈s(x) | x〉 � 0 (respectivement ∀x ∈ E \ {0}, 〈s(x) | x〉 > 0).

Une matrice symétrique S de Mn(R) est dite symétrique positive (respectivement symétrique
définie positive) si :

∀X ∈Mn,1(R),
tXSX � 0 (respectivement ∀X ∈Mn,1(R) \ {0}, tXSX > 0).

On note S+
n (R) (respectivement S++

n (R)) l’ensemble des matrices symétriques positives (res-
pectivement symétriques définies positives) de Mn(R).

On rappelle qu’un endomorphisme s de E est symétrique (respectivement symétrique positif,
symétrique défini positif) si, et seulement si, sa matrice dans toute base orthonormée de E est
symétrique (respectivement symétrique positive, symétrique définie positive).

On admet que, pour tous réels positifs a1, · · · , an,(
n∏

i=1

ai

)1/n

� 1

n

n∑
i=1

ai (inégalité arithmético-géométrique).

Objectif du problème

On se donne une matrice S de S+
n (R) (ou S++

n (R)) et on étudie le maximum (ou minimum) de
la forme linéaire A �→ Tr (AS) sur des ensembles de matrices.

Questions préliminaires

III.1.

III.1.a Enoncer (sans démonstration) le théorème de réduction des endomorphismes symé-
triques de l’espace euclidien E et sa version relative aux matrices symétriques réelles.

III.1.b Toute matrice symétrique à coefficients complexes est-elle nécessairement diagonali-
sable ? On pourra par exemple considérer la matrice de M2(C) :

S =

(
i 1
1 −i

)
.
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III.2. Soit s ∈ S(E), de valeurs propres (réelles) λ1, · · · , λn rangées dans l’ordre croissant :

λ1 � λ2 � · · · � λn.

Soit β = (ε1, · · · , εn) une base orthonormée de E telle que, pour tout i ∈ {1, · · · , n}, εi
est un vecteur propre associé à la valeur propre λi. Pour tout vecteur x de E, on pose :

Rs(x) = 〈s(x) | x〉 .

III.2.a Exprimer Rs(x) à l’aide des λi et des coordonnées de x dans la base β.

III.2.b En déduire l’inclusion : Rs (S(0, 1)) ⊂ [λ1, λn] où S(0, 1) désigne la sphère unité
de E.

III.3.

III.3.a On suppose dans cette question que s est symétrique positif (respectivement symétrique
défini positif). Démontrer que les valeurs propres de s sont toutes positives (respec-
tivement strictement positives).

III.3.b Soit S = (si,j) ∈ S+
n (R), de valeurs propres λ1, · · · , λn rangées dans l’ordre croissant :

0 � λ1 � λ2 � · · · � λn.

On note s l’endomorphisme de E représenté par S dans la base canonique
B = (e1, · · · , en). Exprimer le terme général si,j de S comme un produit scalaire et
démontrer que :

∀i ∈ {1, · · · , n} λ1 � si,i � λn.

Un maximum sur On(R)

On note In la matrice unité deMn(R) et On(R) le groupe des matrices orthogonales deMn(R).

III.4. Démontrer que l’application M �→ tMM − In est continue de Mn(R) dans Mn(R).

III.5. Justifier que, si A = (ai,j) est une matrice orthogonale, alors :

∀(i, j) ∈ {1, · · · , n}2 | ai,j |� 1.

III.6. En déduire que le groupe orthogonal On(R) est une partie compacte de Mn(R).

III.7. Soit S ∈ S+
n (R), de valeurs propres (positives) λ1, · · · , λn. On pose Δ = diag(λ1, · · · , λn).

Si A est une matrice orthogonale, on note T (A) le nombre réel T (A) = Tr (AS).

III.7.a Soit A ∈ On(R). Démontrer qu’il existe une matrice orthogonale B telle que :

T (A) = Tr (BΔ) .

III.7.b Démontrer que l’application T de On(R) dans R admet un maximum sur On(R),
que l’on notera t.

III.7.c Démontrer que, pour toute matrice orthogonale A de On(R), T (A) � Tr (S), puis
déterminer le réel t.
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Inégalité d’Hadamard

Soit S = (si,j) ∈ S+
n (R), de valeurs propres (réelles positives) λ1, · · · , λn rangées dans l’ordre

croissant :
0 � λ1 � λ2 � · · · � λn.

III.8. Démontrer l’inégalité valable pour tout S ∈ S+
n (R) :

det(S) �
(
1

n
Tr (S)

)n

(∗).

III.9. Soit α = (α1, · · · , αn) ∈ R
n, D = diag (α1, · · · , αn) et Sα = tDSD. Démontrer que

Sα ∈ S+
n (R) et calculer Tr (Sα).

III.10. Dans cette question, on suppose que les coefficients diagonaux si,i de S sont strictement

positifs et, pour 1 � i � n, on pose αi =
1√
si,i

. En utilisant l’inégalité (∗), démontrer

que :

det(S) �
n∏

i=1

si,i.

III.11. Pour tout réel ε > 0, on pose Sε = S + εIn. Démontrer que det(Sε) �
n∏

i=1

(si,i + ε), puis

conclure que :
n∏

i=1

λi �
n∏

i=1

si,i (inégalité d’Hadamard).

Application de l’inégalité d’Hadamard : détermination d’un minimum

Soit S ∈ S++
n (R), de valeurs propres 0 < λ1 � · · · � λn, et Δ = diag (λ1, · · · , λn) . Soit

Ω ∈ On(R) telle que S = ΩΔ tΩ. On désigne par U l’ensemble des matrices de S++
n (R) de

déterminant égal à 1.

III.12. Démontrer que, pour tout A ∈ U , la matrice B = tΩAΩ est une matrice de U vérifiant :

Tr (AS) = Tr (BΔ).

III.13. Démontrer que {Tr (AS)\A ∈ U} = {Tr (BΔ)\B ∈ U}, puis que ces ensembles admettent
une borne inférieure que l’on notera m.

III.14. Démontrer que, si B = (bi,j) ∈ U :

Tr (BΔ) � n (λ1 · · ·λn)
1/n (b1,1 · · · bn,n)1/n .

III.15. En déduire que, pour B = (bi,j) ∈ U , Tr (BΔ) � n (det(S))1/n .

III.16. Pour tout entier k tel que 1 � k � n, on pose μk =
1

λk

(det(S))1/n etD = diag(μ1, · · · , μn).

Déterminer le réel m.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Notations, définitions et rappels
Pour toute fonction f : [a, b] → R de classe C1, on note :

L (f) =

∫ b

a

√
1 + (f ′ (t))2dt

une expression intégrale de la longueur de la courbe représentative de f.

Partie I
Quelques exemples de calculs de longueurs

I.1 Vérifier la formule donnant L (f) pour f définie sur [0, 1] par f (t) = t.

I.2 Calculer L (f) pour f définie sur [0, 1] par f (t) = ch (t) .
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I.3 Un exemple de calcul de longueur d’un arc de courbe

I.3.1 Calculer L (f) pour f définie sur
[
0,

1√
2

]
par f (t) =

√
1− t2.

I.3.2 Retrouver le résultat de la question I.3.1 sans calcul, par des considérations géométriques.

I.4 Soit f définie sur [0, 1] par f (t) = t2.

Calculer L (f), en utilisant une intégration par parties ou en s’inspirant de la question I.2.

Partie II
Un calcul approché de longueur

L’objectif de cette partie est d’effectuer un calcul approché de la longueur d’un arc d’hyperbole.

On considère, pour ce faire, la fonction f définie sur
[
1

2
, 1

]
par f (t) =

1

t
.

II.1 Expression intégrale de L (f)

II.1.1 Donner une expression intégrale de L (f) .

II.1.2 Montrer que L (f) est aussi la longueur de l’arc d’hyperbole correspondant à la res-

triction de f à l’intervalle [1, 2] .

II.2 Expression de L (f) sous forme de série numérique

II.2.1 Soit α ∈ R \ N. Rappeler le développement en série entière de la fonction

u �→ (1 + u)α, en précisant son domaine de validité.

II.2.2 Montrer que, pour tout t ∈ ]0, 1[ , on a :

√
1 + t4

t2
=

1

t2
+

+∞∑
n=1

(−1)n−1 (2n)!

(2n− 1) 22n (n!)2
t4n−2.

II.2.3 On note, pour tout entier n ≥ 1, an =
(2n)!

(2n− 1) 22n (n!)2
. Montrer que la suite

(an)n∈N∗ est décroissante et donner un équivalent de an quand n tend vers l’infini.

II.2.4 En déduire une expression de L (f) comme somme d’une série numérique (on vérifiera

avec soin les hypothèses du théorème utilisé).
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II.2.5 Donner une valeur approchée de L (f) en utilisant les 5 premiers termes de la série

obtenue à la question précédente et donner une majoration de l’erreur commise.

Partie III
Longueur du graphe des fonctions puissances

On s’intéresse ici, pour tout entier n ≥ 1, aux fonctions puissances pn définies sur [0, 1] par :

∀t ∈ [0, 1] , pn (t) = tn.

On désigne par (λn)n∈N∗ la suite définie par :

∀n ∈ N
∗, λn = L (pn) =

∫ 1

0

√
1 + n2t2n−2dt.

III.1 Conjecture sur la limite éventuelle de (λn)n∈N∗

III.1.1 Déterminer λ1 et λ2.

III.1.2 En traçant, sur un même graphe, les courbes représentatives de quelques fonctions

pn avec n de plus en plus grand, conjecturer la convergence de la suite (λn)n∈N∗ ainsi que la

valeur de sa limite éventuelle.

III.2 Convergence et limite de la suite (λn)n∈N∗

III.2.1 Montrer que, pour tout entier n ∈ N
∗, on a :

λn − n

∫ 1

0

tn−1dt = μn

où :

μn =

∫ 1

0

dt√
1 + n2t2n−2 + ntn−1

.

III.2.2 Montrer que λn < 2 pour tout n ∈ N
∗.

III.2.3 Déterminer la limite de la suite (μn)n∈N∗ (on citera avec précision le théorème uti-

lisé).

III.2.4 En déduire la convergence de la suite (λn)n∈N∗ , ainsi que la valeur de sa limite.

III.3 Plus généralement, montrer que si f : [0, 1] → R est une fonction de classe C1, croissante

et telle que f (0) = 0 et f (1) = 1, on a alors L (f) < 2.

3/5



Partie IV
Un résultat inattendu

IV.1 Etude de l’intégrale généralisée
∫ 1

0

sin (t)

t
dt

IV.1.1 Montrer que l’intégrale généralisée
∫ 1

0

sin (t)

t
dt est convergente.

IV.1.2 Montrer que, pour tout x ≥ 1, on a :
∫ x

1

sin (t)

t
dt = cos (1)− cos (x)

x
−
∫ x

1

cos (t)

t2
dt.

En déduire que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

sin (t)

t
dt est convergente.

IV.1.3 Montrer que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

cos (2t)

t
dt est convergente.

IV.1.4 Montrer que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

sin2 (t)

t
dt est divergente. En déduire la di-

vergence de l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

|sin (t)|
t

dt.

IV.2 On désigne par g la fonction définie sur ]0, 1] par g (t) =
1

t
sin

(
1

t

)
et par f la fonction

définie sur le même intervalle par f (x) =

∫ 1

x

g (t) dt.

IV.2.1 Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0. On notera encore f ce

prolongement.

IV.2.2 Montrer que f est continue sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur ]0, 1] .

IV.2.3 Montrer que :

lim
x→0+

∫ 1

x

|g (t)| dt = +∞.

IV.3 Pour tout réel x ∈ ]0, 1] , on désigne par λ (x) la longueur de la courbe représentative de la

restriction de la fonction f au segment [x, 1] .

Donner une expression intégrale de λ (x) , pour tout x ∈ ]0, 1] , puis montrer que

lim
x→0+

λ (x) = +∞. Donner une interprétation de ce résultat.
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Partie V
Continuité de la fonction longueur

On rappelle que l’application :

f �→ ‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]

|f (t)|

définit une norme sur l’espace E = C0 ([0, 1] ,R) des fonctions continues de [0, 1] dans R.

On note E1 = C1 ([0, 1] ,R) l’espace des fonctions continûment dérivables de [0, 1] dans R et pour

toute fonction f ∈ E1, on note :

‖f‖ = |f (0)|+ ‖f ′‖∞ .

V.1 Comparaison des normes ‖·‖ et ‖·‖∞

V.1.1 Montrer que l’application f �→ ‖f‖ définit une norme sur l’espace E1.

V.1.2 Montrer que :

∀f ∈ E1, ‖f‖∞ ≤ ‖f‖ .

V.1.3 Les normes ‖·‖ et ‖·‖∞ sont-elles équivalentes sur E1 ?

V.2 On désigne par (fn)n∈N∗ la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :

∀n ∈ N
∗, ∀t ∈ [0, 1] , fn (t) =

sin (nπt)√
n

.

V.2.1 Montrer que la suite (fn)n∈N∗ converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] .

V.2.2 On désigne, pour tout entier n ∈ N
∗, par In = L (fn) la longueur de la courbe

représentative de fn. Montrer que :

∀n ∈ N
∗, In ≥ √

n
π

2
.

V.2.3 L’application L : f �→ L (f) est-elle continue sur (E1, ‖·‖∞) ?

V.2.4 L’application L : f �→ L (f) est-elle continue sur (E1, ‖·‖) ?

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet comporte 4 pages.

Notations :

• N désigne l’ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels. Pour tout entier n ∈ N,

on note �0, n� l’ensemble {p ∈ N; 0 ≤ p ≤ n}.

• On note R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels.

• Pour tout entier n, Rn[X] est l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

• Mn (R) désigne l’ensemble des matrices n× n à coefficients réels.

Pour tout polynôme P ∈ R[X], on note encore P la fonction polynomiale associée définie sur R. On

rappelle qu’un polynôme P est dit unitaire si le coefficient du terme de plus haut degré est égal à 1.

Objectifs : on se propose d’étudier une famille de polynômes et leurs racines. Dans une première

partie, on introduit une famille de polynômes (Pn) vecteurs propres d’un endomorphisme de Rn[X].

L’objet de la seconde partie est l’étude, dans un cas particulier, d’une famille de polynômes orthogo-

naux. Enfin, dans la dernière partie, on étudie les valeurs propres d’une matrice pour démontrer une

propriété des racines de ces polynômes.
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Partie I

Etude d’un endomorphisme

Dans cette partie, on pose :

A(X) = X2 − 1 , B(X) = 2X.

I.1 Une application linéaire

On considère l’application Φ : R[X] → R[X] définie par :

Φ(P ) = AP ′′ +BP ′.

I.1.1 Montrer que, pour tout entier n, la restriction, notée Φn de Φ à Rn[X], définit un

endomorphisme de Rn[X].

I.1.2 Montrer brièvement que :

(P,Q) �→ 〈P,Q〉 =
∫ 1

−1

P (t)Q(t)dt

définit un produit scalaire sur R[X]. Vérifier que 〈XP,Q〉 = 〈P,XQ〉.

I.2 Une base de vecteurs propres

I.2.1 Soient P et Q deux polynômes. Déterminer deux polynômes U et V tels que :

〈Φ(P ), Q〉 − 〈P,Φ(Q)〉 =
∫ 1

−1

(A(t)U(t) + A′(t)V (t)) dt.

En déduire que pour tout entier n, l’endomorphisme Φn est auto-adjoint.

I.2.2 Ecrire la matrice de Φn : Rn[X] → Rn[X] dans la base canonique {1, X, · · · , Xn} et

en déduire les valeurs propres de Φn.

I.2.3 Montrer qu’il existe une base (P0, · · · , Pn) de Rn[X] formée de vecteurs propres de

Φn unitaires tels que degPk = k pour tout k ∈ �0, n�.

I.2.4 Montrer que si i �= k alors 〈Pi, Pk〉 = 0. En déduire que Pn est dans l’orthogonal de

Rn−1[X].

I.2.5 Expliciter les polynômes P0, P1, P2 et P3, puis déterminer leurs racines.
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Partie II

Etude des racines de ces polynômes

II.1 Une relation de récurrence Soit n ≥ 2 un entier.

Justifier l’existence d’un réel λn tel que :

Pn −XPn−1 + λnPn−1 = Sn ∈ Rn−2[X].

II.2 Dans cette question, on suppose n ≥ 3

En calculant 〈XPn−1, Pk〉, pour tout polynôme Pk ∈ Rk[X] (avec k ≤ n − 3), montrer que

〈Sn, Pk〉 = 0.

II.3 Montrer que pour tout entier n ≥ 2, il existe λn ∈ R et μn > 0, tels que :

Pn = (X − λn)Pn−1 − μnPn−2.

Calculer de façon directe λ2, μ2, λ3 et μ3.

II.4 Montrer que pour tout entier k ∈ N
∗, on a :

∫ 1

−1

Pk(t)dt = 0.

En déduire que Pk admet au moins une racine d’ordre impair dans ]− 1, 1[.

II.5 Soient x1, · · · , xk, les racines distinctes d’ordre impair de Pn dans ] − 1, 1[ et soit Q le

polynôme
∏k

1
(X − xi). En considérant Q · Pn, montrer que Pn a n racines simples dans ]− 1, 1[

(on pourra raisonner par l’absurde et calculer

∫ 1

−1

Q(t)Pn(t) dt en supposant k < n).

Partie III

Etude d’une matrice

III.1 Etude d’un déterminant

Pour tout entier n > 0, on considère la matrice :

Mn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
√
μ2 0 · · · 0 0

√
μ2 λ2

√
μ3 · · · 0 0

0
√
μ3 λ3 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λn−1

√
μn

0 0 0 · · · √
μn λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Mn (R) .
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III.1.1 On pose Q0(X) = 1 et, pour tout entier n > 0, Qn(X) = det(XIn −Mn). Calculer

Q1(X). Exprimer Qn(X) en fonction de Qn−1(X) et de Qn−2(X) pour n = 2 et pour n = 3.

III.1.2 Déterminer, pour tout entier n ≥ 3, une relation entre Qn(X), Qn−1(X) et Qn−2(X).

III.1.3 En déduire que toutes les racines de Pn sont réelles (résultat déjà démontré en II.5).

III.2 Valeurs propres de Mn On considère Mn comme la matrice d’un endomorphisme u

de R
n, muni du produit scalaire usuel (noté (x, y) �→ 〈x | y〉), dans la base canonique. On

note α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn−1 ≤ αn, les valeurs propres de Mn et (e1, e2, · · · , en−1, en) une

base orthonormée de vecteurs propres de Mn, tels que u(ei) = αiei.

III.2.1 Soit Fi le sous-espace vectoriel de R
n engendré par (e1, e2, · · · , ei). Montrer que

sur la sphère unité de Fi, l’application x �→ 〈u(x) | x〉 atteint un maximum et le calculer.

III.2.2 Soit Gi le sous-espace vectoriel de R
n engendré par (ei, · · · , en). Montrer que sur

la sphère unité de Gi, l’application x �→ 〈u(x) | x〉 atteint un minimum que l’on calculera.

III.3 Une expression des valeurs propres Soit F un sous-espace vectoriel de Rn de dimension

i. Montrer que Gi ∩ F �= {0}Rn et que si x ∈ Gi ∩ F vérifie ‖x‖ = 1, alors 〈u(x) | x〉 ≥ αi. En

déduire que :

αi = min
Fsev de R

n

dimF=i

{
max

x∈F,‖x‖=1

〈u(x) | x〉
}
.

III.4 Une démonstration analogue montre, ce que l’on admettra, que :

αi = max
Fsev de R

n

dimF=n+1−i

{
min

x∈F,‖x‖=1

〈u(x) | x〉
}
.

III.4.1 On note β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βn−2 ≤ βn−1 les valeurs propres de Mn−1. En utilisant ce

qui précède, montrer que pour tout i ∈ {1, · · · , n− 1}, on a βi ≥ αi et αi+1 ≥ βi.

III.4.2 En déduire que :

α1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn−1 ≤ βn−1 ≤ αn.

III.4.3 Soit n un entier strictement positif. On sait que Pn admet n racines distinctes

(x1, · · · , xn) rangées par ordre croissant dans l’intervalle ] − 1, 1[. Montrer que pour tout

i ∈ {1, · · · , n− 1}, le polynôme Pn−1 admet une racine dans chaque intervalle [xi, xi+1].

fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites
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L’objectif du problème est de définir et d’étudier les notions de polynôme, de matrice et
de système différentiel stable.

La partie I traite le cas particulier de la dimension 2 et aborde un contre-exemple en dimension
3. La partie II introduit les outils théoriques qui se spécialisent dans la partie III pour montrer
en partie IV le critère de Routh-Hurwitz pour la stabilité des polynômes unitaires de degré 3.

La partie V est une application de la partie IV à un système différentiel d’ordre 3 particulier.

La partie I est indépendante des quatre autres parties. Les parties II, III, IV et V sont, pour
une grande part, indépendantes les unes des autres.

Le résultat principal de la partie II et celui de la partie IV sont résumés clairement en fin de
partie.

Il est demandé, lorsqu’un raisonnement utilise un résultat obtenu précédemment
dans le problème, d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

Notations et définitions
Notations :
Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K l’ensemble R ou C.

Notons K X l’espace vectoriel des polynômes à coefficients dans K,

Mn,p K l’espace vectoriel des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K,

Mn K l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K,

In la matrice identité d’ordre n.

Pour P K X , on note ZK P l’ensemble des racines de P qui sont dans K, c’est-à-dire
l’ensemble des éléments λ K qui sont tels que : P λ 0.

On dit que P est unitaire si P est non nul et si son coefficient dominant est égal à 1.

Pour A Mn K , on note Tr A la trace de A, tA la matrice transposée de A, det A le
déterminant de A et χA le polynôme caractéristique de A, c’est-à-dire χA K X tel que :

pour tout λ K, χ
A

λ det A λIn .

L’ensemble ZK χA est noté SpK A et l’ensemble des matrices M Mn R telles que :

tMM In est noté On R .

Pour x x1, . . . , xn dans K
n, on définit Ax comme étant l’élément y y1, . . . , yn K

n

tel que :

y1
...
yn

A

x1
...
xn

.

Pour tout z C, on note �e z la partie réelle de z, z le module de z et z le complexe
conjugué de z.

Définitions :
Pour P K X , on dit que P est stable si :

pour tout λ ZC P , �e λ 0.

Pour A Mn K , on dit que A est stable si χA est stable.
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Partie I : STABILITE DANS DES CAS PARTICULIERS

Soient a et b deux réels. On note P X X2 aX b et Δ a2 4b.
On note z1 et z2 deux nombres complexes tels que : P X X z1 X z2 .

Soit Q X X3 X2 X 1 et B
0 1 0
1 0 1
0 0 1

.

I.1. Montrer que a z1 z2 et b z1z2.

I.2. On suppose dans cette question que Δ 0.

I.2.a. Vérifier que si P est stable, alors a 0 et b 0.

I.2.b. Montrer réciproquement que si a 0 et b 0, alors P est stable.

I.3. On suppose dans cette question que Δ 0.

Montrer que P est stable si et seulement si a 0 et b 0.

I.4. On suppose dans cette question que Δ 0.

I.4.a. Justifier que z2 z1.

I.4.b. Montrer que P est stable si et seulement si a 0 et b 0.

I.5. On suppose dans cette question que n 2 et que A M2 R .

I.5.a. Exprimer χA en fonction de Tr A et det A .

I.5.b. Etablir que A est stable si et seulement si Tr A 0 et 1 ndet A 0.

I.6. On suppose dans cette question que n 3.

I.6.a. Trouver les racines complexes de Q.

I.6.b. Vérifier que Tr B 0 et que 1 ndet B 0.

I.6.c. Montrer que ni Q ni B ne sont stables.

Partie II : NORME SUBORDONNEE ET MESURE DE LOZINSKII

Soit n un entier naturel non nul. Dans toute cette partie, on note une certaine norme sur
le K espace vectoriel Kn. On définit l’ensemble : B x K

n tel que x 1 .

Pour A Mn K , on définit : A sup
x B

Ax (l’existence de cette borne supérieure sera

établie dans la question II.1.c.).

On admet que l’application A A définit ainsi une norme sur l’espace vectoriel
Mn K qui s’appelle la norme subordonnée à : en effet, elle dépend du choix de la norme

.

II.1.

II.1.a. Rappeler la définition d’une norme sur Kn.

II.1.b. Vérifier que l’application x Ax est continue sur Kn.

II.1.c. Montrer l’existence de x0 B tel que : x B, Ax Ax0 . Cela justifie
donc la définition de A sup

x B
Ax et on a alors A Ax0 .
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II.1.d. Montrer que In 1.

II.1.e. Etablir que pour tout x K
n et A Mn K , on a : Ax A x .

II.1.f. Montrer que, pour tout A Mn K et B Mn K , on a :

A B A B et AB A B .

II.2. Montrer que, pour tout λ C, on a : �e λ lim
u 0

1 uλ 1

u
.

II.3. Soit A Mn K . On se propose dans cette question de montrer l’existence du réel :

μ A lim
u 0

In uA 1

u
.

Ce réel est appelé mesure de Lozinskĭı de A (il dépend du choix de la norme initiale).

Pour u 0, on note μ A, u
In uA 1

u
.

II.3.a. Montrer que pour tout u et v éléments de R :

μ A, u μ A, v u 1In A v 1In A u 1 v 1 .

II.3.b. En déduire que si 0 u v, alors : μ A, u μ A, v 0.

II.3.c. Vérifier que pour tout u 0, on a : A μ A, u A .

II.3.d. En déduire l’existence du réel μ A lim
u 0

μ A, u .

II.4. On suppose dans cette question que K C. Soit λ SpC A .

II.4.a. Montrer qu’il existe x C
n tel que Ax λx, x 1 et puis que, pour tout

réel u strictement positif, on a : In uA x 1 uλ .

II.4.b. En déduire que : �e λ μ A .

II.4.c. Donner une condition suffisante sur μ A pour que A soit stable.

Le résultat principal de cette partie II est que :

pour tout λ SpC A ,�e λ μ A

où

μ A lim
u 0

In uA 1

u
.
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Partie III : NORMES ET MESURES DE LOZINSKII ASSOCIEES

Dans cette partie, à tout élément x x1, . . . , xn de C
n, on associe la matrice-colonne

X

x1
...
xn

Mn,1 C . De plus, si X

x1
...
xn

Mn,1 C , on note X

x1
...
xn

Mn,1 C

et tX x1, . . . , xn M1,n C .

On munit Cn du produit scalaire canonique et de sa norme associée définis par les formules :

x, y C
n, x, y tXY

n

i 1

xiyi et x 2 x, x
n

i 1

xi
2.

On remarque que ce produit scalaire et cette norme sur Cn donnent par restriction le produit
scalaire canonique et sa norme associée sur Rn définis par :

x, y R
n, x, y tXY

n

i 1

xiyi et x 2 x, x
n

i 1

x2
i .

Pour A un élément de Mn R , on admet que les réels A et μ A sont les mêmes selon que
l’on considère A comme élément de Mn R et que l’on munit R

n de la norme 2 ou que
l’on considère A comme élément de Mn C et que l’on munit Cn de la norme 2. On note
alors ces deux réels A 2 et μ2 A . On a ainsi :

A 2 sup
x B2

Ax 2 où B2 x K
n tel que x 2 1

et μ2 A lim
u 0

In uA 2 1

u

Dans toute cette partie, on désigne par A un élément de Mn R .

III.1. Montrer que pour tout x R
n et pour tout u 0 :

In uA x 2
2

tXX u tX tA A X u2 tXtAAX.

III.2. Montrer qu’il existe M On R et des réels α1, . . . , αn tels que α1 αn et

tA A M

α1 0
. . .

0 αn

tM.

III.3. On suppose dans toute cette question que x R
n et x 2 1. On pose

y1
...
yn

tMX.

III.3.a. Montrer que
n

i 1

y2i 1.

III.3.b. Vérifier que In uA x 2
2 1 u

n

i 1

αiy
2
i u2tXtAAX.

III.3.c. Montrer l’existence de deux réels γ et δ tels que, pour tout X Mn,1 R

vérifiant tXX 1, on ait : γ tXtAAX δ.

III.3.d. Montrer que pour γ et δ choisis comme en III.3.c, on a, pour tout u 0 :

1 α1u γu2 In uA 2 1 α1u δu2.

III.3.e. En déduire que μ2 A
α1

2
max λ R tel que λ SpR

tA A

2
.
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III.4. Soit H une matrice de Mn R inversible. Pour x C
n, on pose x H Hx 2.

On admet que l’on définit ainsi des normes sur C
n comme sur R

n qui donnent sur Mn R

une même norme subordonnée notée H et une même mesure de Lozinskĭı notée μH .

III.4.a. Montrer que, pour tout A Mn R , A H HAH 1
2.

III.4.b. En déduire que, pour tout A Mn R , on a : μH A μ2 HAH 1 .

Partie IV : UN CRITERE DE STABILITE EN DEGRE 3

Soient a, b et c trois réels.

On considère le polynôme réel P unitaire de degré 3 écrit sous la forme :

P X X3 aX2 bX c.

On dit que P vérifie la propriété H si :

a 0, b 0, c 0 et ab c 0.

Par le théorème de D’Alembert-Gauss, on note z1, z2 et z3 trois nombres complexes tels que :

P X X z1 X z2 X z3 .

IV.1. Montrer que : a z1 z2 z3 , b z1z2 z2z3 z1z3, c z1z2z3 et

ab c z21z2 z21z3 z22z1 z22z3 z23z1 z23z2 2z1z2z3.

IV.2. Montrer que l’une des racines de P est un nombre réel.

On suppose dans toute la suite de cette partie que z1 est un réel qui sera noté α1 et que z2
et z3 s’écrivent sous la forme z2 α2 iβ2 et z3 α3 iβ3 avec des réels α2, α3, β2 et β3.

IV.3. On suppose dans cette question que β2 0.

IV.3.a. Montrer que β3 0.

IV.3.b. Montrer que si P est stable, alors P vérifie la propriété H.

IV.4. On suppose dans cette question que β2 0.

IV.4.a. Justifier que α3 α2 et que β3 β2.

IV.4.b. Vérifier que : a α1 2α2 , b 2α1α2 α2
2 β2

2 , c α1 α2
2 β2

2 et

ab c 2α2 α2
1 α2

2 β2
2 4α1α

2
2.

IV.4.c. Montrer que si P est stable, alors P vérifie la propriété H.

IV.5. Montrer que si P vérifie la propriété H, alors �e z1 ,�e z2 et �e z3 sont non nuls.

IV.6. On suppose dans cette question que P vérifie la propriété H.

On pose alors A
0 1 0
c 0 1
0 b a

avec a a, b
ab c

a
et c

c

a
si bien que a , b et

c sont trois réels strictement positifs.

On note H la matrice diagonale inversible suivante : H
a b c 0 0
0 a b 0
0 0 a

.

On pose B HA H 1.
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IV.6.a. Montrer que χA X P X .

IV.6.b. Calculer explicitement B et vérifier que :
tB B

2

0 0 0
0 0 0
0 0 a

.

IV.6.c. En déduire que μH A 0.

IV.6.d. En conclure que P est stable.

Le résultat principal de cette partie IV est que :

un polynôme à coefficients réels, unitaire de degré 3 est stable si et seulement si ce polynôme
vérifie la propriété H.

Partie V : EXEMPLE DE SYSTEME DIFFERENTIEL STABLE

Soit C
2 0 1
2 1 1
2 2 1

.

On considère le système différentiel (S) suivant, d’inconnue t X t , une fonction de classe
C1 de R dans M3,1 R :

t R , X t CX t .

On dit que ce système différentiel (S) est stable si, quelle que soit la solution X de (S), on a :

lim
t

X t 0.

V.1. Vérifier que, pour tout λ R, χC λ λ3 2λ2 3λ 4.

V.2. En déduire que C est stable.

V.3. Montrer l’existence d’une matrice U M3 C inversible et de trois réels α1 0, α2 0

et β2 0, tels que : C UDU 1 avec D
α1 0 0
0 α2 iβ2 0
0 0 α2 iβ2

.

On ne cherchera pas à trouver explicitement U ni les réels α1, α2 et β2.

V.4. On note, pour tout t R , Y t U 1X t .

V.4.a. Montrer que X est solution de (S) si et seulement si Y est de classe C1 sur
R et pour tout t R , on a : Y t DY t .

V.4.b. En déduire l’expression de Y t en fonction de t R dans ce cas.

V.4.c. Montrer qu’il existe X1, X2 et X3 dans M3,1 R tels que, pour tout t R :

X t eα1tX1 eα2t cos β2t X2 eα2t sin β2t X3.

On ne cherchera pas à trouver explicitement les matrices X1, X2 et X3.

V.4.d. Vérifier que le système différentiel (S) est stable.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

Les trois parties sont, dans une large mesure, indépendantes.

On s’intéresse à des opérateurs définis sur l’espace des fonctions continues et 2π-périodiques,
en introduisant sur cet espace une loi dite produit de convolution.

Partie I : ETUDE D’UN PREMIER OPERATEUR

I.1. Soit ϕ : R → R définie par :

∀t ∈ R, ϕ(t) =

∣∣∣∣sin
(
t

2

)∣∣∣∣.
I.1.a Donner l’allure de la représentation graphique de ϕ sur le segment [−2π, 2π].

I.1.b L’application ϕ est-elle continue sur R ? De classe C1 sur R ? De classe C1 par mor-
ceaux sur R ? On justifiera brièvement les réponses.
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I.2. Série de Fourier de ϕ.

I.2.a Déterminer les coefficients de Fourier (dits exponentiels) de ϕ : cn(ϕ) pour tout
n ∈ Z. Préciser la convergence de la série de Fourier de ϕ.

I.2.b Justifier la convergence et calculer les sommes
+∞∑
n=1

1

4n2 − 1
et

+∞∑
n=1

1

(4n2 − 1)2
.

Dans la suite de cette partie, ainsi que dans la partie suivante, on considère E l’espace
vectoriel réel des applications de R vers R qui sont continues sur R et 2π-périodiques.

I.3. Soient h ∈ E et H : R → R définie pour s ∈ R par H(s) =

∫ s+2π

s

h(t) dt.

Justifier que H est une application constante sur R.

I.4. A toute fonction f ∈ E, on associe g = Φ(f) définie par :

∀x ∈ R, g(x) =

∫ π

−π

∣∣∣∣sin
(
x− t

2

)∣∣∣∣ f(t) dt .
I.4.a Montrer que g est définie sur R et 2π-périodique.

I.4.b Montrer que g est continue sur R.

I.4.c Justifier que l’application Φ ainsi définie est un endomorphisme de l’espace vectoriel
réel E.

I.5. Soient f ∈ E et g = Φ(f).

I.5.a Montrer que pour tout x ∈ R, on a : g(x) =

∫ x

x−2π

sin

(
x− t

2

)
f(t) dt.

En déduire que l’on peut écrire : g(x) = sin
(x
2

)
F (x)− cos

(x
2

)
G(x)

où l’on a posé : F (x) =

∫ x

x−2π

cos

(
t

2

)
f(t) dt et G(x) =

∫ x

x−2π

sin

(
t

2

)
f(t) dt.

I.5.b En déduire que g est de classe C2 sur R, avec : g′′ +
g

4
= f .

I.5.c Soit n ∈ Z. En utilisant g′′, déterminer le coefficient de Fourier cn(g) en fonction de
cn(f). Grâce au calcul de I.2.a, donner une relation entre cn(g), cn(f) et cn(ϕ).

I.6. Isomorphisme.

I.6.a Soient f ∈ E, f de classe C1 sur R et g = Φ(f). Montrer que g′ = Φ(f ′).

I.6.b Soit h ∈ E, h étant supposée de classe C2 sur R.

En utilisant g = Φ(h), montrer que : Φ

(
h′′ +

h

4

)
= h.

I.6.c Montrer que Φ établit un isomorphisme (d’espaces vectoriels) entre E et son sous-
espace noté E2 constitué des applications de classe C2 sur R (et 2π-périodiques).

I.7. Exemples de résolution.

I.7.a Déterminer les fonctions f dans E telles que Φ(f) = − 4

3
f ; pour cela, on justifiera

que f ∈ E2 et que f est solution d’une équation différentielle du deuxième ordre que
l’on résoudra.

I.7.b Déterminer les fonctions f dans E telles que Φ(f) = f .
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Partie II : ETUDE D’UN DEUXIEME OPERATEUR

Soit r ∈]0, 1[ fixé.
II.1. Pour tout n ∈ N

∗, on définit la fonction pn par :
∀t ∈ R, pn(t) = rn cos(nt).

II.1.a Montrer la convergence normale sur R de la série de fonctions de terme général pn.

II.1.b Pour tout réel t, on pose alors P (t) = 1 + 2
+∞∑
n=1

pn(t).

En remarquant que 2 cos(nt) = e−int+eint, justifier l’égalité P (t) =
1− r2

r2 − 2r cos(t) + 1
.

II.2. Soit f : R → R une application continue sur R et 2π-périodique.

II.2.a Justifier que f est bornée sur R.

II.2.b Soit x ∈ R fixé. On définit alors g(x) =
1

2π

∫ π

−π

P (x− t)f(t) dt .

On note aussi g0(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(t) dt = c0(f) et pour tout n ∈ N
∗ :

an =
1

π

∫ π

−π

cos(nt)f(t)dt, bn =
1

π

∫ π

−π

sin(nt)f(t)dt, gn(x) = rn (an cos(nx) + bn sin(nx)).

Justifier alors l’égalité : g(x) =
+∞∑
n=0

gn(x).

II.2.c Montrer que la fonction g ainsi définie est de classe C1 sur R : pour cela, on précisera
l’usage du théorème du cours concernant la classe C1 d’une fonction somme d’une
série de fonctions.

II.2.d g étant 2π-périodique, on veut calculer ses coefficients de Fourier. Soit p ∈ Z.

Montrer que cp(g) = r|p|cp(f), où cp(g) et cp(f) désignent les coefficients de Fourier
(exponentiels) de f et g respectivement. Pour cela, on justifiera d’abord l’intégration
terme-à-terme dans l’intégrale définissant cp(g).

II.3. On considère E l’espace vectoriel réel des applications de R vers R, continues sur R et
qui sont 2π-périodiques. A toute fonction f ∈ E, on associe g = Π(f) définie par :

∀x ∈ R, g(x) =
1

2π

∫ π

−π

P (x− t)f(t) dt.

En procédant comme dans la question I.4, on montre que l’application Π ainsi définie
est un endomorphisme de l’espace vectoriel réel E, ce que l’on admettra sans avoir à en
faire la démonstration.

II.3.a Grâce à II.2.d, déterminer les réels λ tels qu’il existe f ∈ E non nulle, vérifiant
Π(f) = λf .

II.3.b L’endomorphisme Π : E → E est-il injectif ? Est-il surjectif ?
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Partie III : PRODUIT DE CONVOLUTION, OPERATEURS ASSOCIES

On considère ici l’espace vectoriel complexe noté C2π des applications continues de R vers C,
qui sont 2π-périodiques.

On rappelle que l’on définit sur C2π un produit scalaire noté (.|.) et la norme associée notée ici
||.||2 par :

∀f, g ∈ C2π, (f |g) = 1

2π

∫ π

−π

f(t)g(t) dt, ∀f ∈ C2π, ||f ||2 =
√

1

2π

∫ π

−π

|f(t)|2 dt.

Par ailleurs, on considère la norme usuelle ||.||∞, définie aussi sur C2π par :

∀f ∈ C2π, ||f ||∞ = sup{|f(t)|, t ∈ R}.

III.1. Pour f et g dans C2π, on définit h = f ∗ g (dit produit de convolution de f et g), par :

∀x ∈ R, h(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)g(t) dt.

Montrer que h ainsi définie est dans C2π.

III.2. Pour la suite de cette partie, on admettra sans démonstration la relation entre les coeffi-
cients de Fourier de f ∗ g et ceux de f et g :

∀n ∈ Z, cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g).

III.2.a Montrer que pour f et g dans C2π, on a : f ∗ g = g ∗ f .
III.2.b Montrer qu’il ne peut pas exister ε ∈ C2π, telle que pour tout f ∈ C2π on ait :

f ∗ ε = f .

III.3. Soit ψ donnée dans C2π.
A toute fonction f ∈ C2π, on associe Θ(f) = ψ ∗ f .

III.3.a Montrer que l’application Θ ainsi définie est un endomorphisme de l’espace vectoriel
complexe C2π.

III.3.b Montrer que Sψ = {cn(ψ), n ∈ Z} est borné, que M = sup{|cn(ψ)| , n ∈ Z} existe et
vérifie M � ||ψ||∞.

III.3.c Justifier que :
∀f ∈ C2π, ||Θ(f)||2 �M ||f ||2.

Comment peut-on interpréter ce résultat ?

III.3.d Montrer que Sψ est exactement l’ensemble des nombres complexes λ tels qu’il existe
f non nulle dans C2π, vérifiant Θ(f) = λf .

Comment peut-on interpréter ce résultat ?

III.3.e Caractériser à l’aide de Sψ l’injectivité de Θ.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées 

 

 

 

Le sujet se compose d’un exercice et d’un problème totalement indépendants entre eux 
et qui peuvent être abordés dans un ordre quelconque. 
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Exercice 

On considère l’espace vectoriel réel [ ]1 X  constitué des polynômes à coefficients réels de 

degré inférieur ou égal à 1. 

Autrement dit, [ ] ( ){ }2
1 X X , ,= + ∈a b a b . 

On désigne par ϕ  l’application de [ ] [ ]1 1X X×  dans  définie par : 

( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( )
1

1 1
0

P , Q X X , P , Q P Q∀ ∈ × = t t dtϕ . 

Par exemple, si P X 1 et Q X= + = , alors ( ) ( )
1

0

1 1 5
X 1, X 1

3 2 6
+ = + = + =t t dtϕ . 

 

I. Montrer que ϕ  est un produit scalaire sur [ ]1 X . 

Pour alléger les notations, on notera désormais ( )P | Q  le produit scalaire des polynômes 

P et Q à la place de ( )P, Qϕ . 

La norme associée à ce produit scalaire sera notée . . 

Ainsi, pour tout polynôme P de [ ]1 X ,  ( )P P | P= . 

 
II. Dans cette question, on se propose de montrer qu’il existe un unique polynôme 0P  de 

[ ]1 X  possédant la propriété suivante :   [ ] ( ) ( )1 0P X , P | P P 0∀ ∈ = . 

On distinguera bien 0P  qui désigne un polynôme de [ ]1 X  et ( )P 0  qui représente la 

valeur du polynôme P en 0. 
 

II.A. Soit 0P  un polynôme fixé de [ ]1 X . 

Montrer que l’égalité ( ) ( )0P | P P 0=  est vérifiée pour tout polynôme P de [ ]1 X , 

si et seulement si, elle est vérifiée pour les deux polynômes P 1 et P X= = . 

II.B. On pose :   ( )0 0 0P X X= +a b   où 0a et 0b  désignent deux  réels. 

II.B.1. Calculer ( ) ( )0 01 | P et X | P  à l’aide de 0 0eta b . 

En déduire que ( ) ( )0P | P P 0=  pour tout polynôme P de [ ]1 X , 

si et seulement si :      
0 0

0 0

1
1

2
1 1

0
3 2

a +b =

a + b =
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II.B.2. Conclure qu’il existe un unique polynôme 0P  de [ ]1 X  que l’on explicitera 

tel que :   [ ] ( ) ( )1 0P X , P | P P 0∀ ∈ = . 

 

III. On désigne par S l’ensemble des polynômes P de [ ]1 X  tels que P 1=  et on se 

propose de déterminer la valeur maximale prise par ( )P 0  lorsque P décrit S en utilisant 

successivement deux méthodes différentes. 
 

III.A. Première méthode. 

On pose 1P 1= . 

III.A.1. Vérifier que 1P 1= . 

III.A.2. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, déterminer un 

polynôme 2P  de [ ]1 X  tel que ( )1 2P , P  soit une base orthonormale de 

[ ]1 X . 

III.A.3. Montrer que les éléments de S sont exactement les polynômes de la forme 

( ) ( )1 2cos P sin P+θ θ ,  où θ  décrit . 

III.A.4. Si ( ) ( )1 2P cos P sin P= +θ θ , déterminer deux réels 0etλ θ  indépendants de 

θ  et tels que ( ) ( )0P 0 cos= −λ θ θ  pour tout réel θ . 

III.A.5. En déduire la valeur maximale prise par ( )P 0  lorsque P décrit S. 

 
III.B. Deuxième  méthode. 

III.B.1. Rappeler l’énoncé de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et préciser les cas où 
cette inégalité est une égalité. 

III.B.2. En utilisant le résultat obtenu dans la partie II., montrer que :   

( ) 0P S , P 0 P∀ ∈ ≤ . 

III.B.3. Déterminer un polynôme P de S tel que ( )P 0 = 0P . 

III.B.4. Retrouver ainsi d’une seconde manière la valeur maximale prise par ( )P 0  

lorsque P décrit S. 

 

Problème 
 

Définitions et notations utilisées : 
Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E un espace vectoriel sur  de dimension n. 
 

• On note Id l’application identique de E. 
Soient f et g deux endomorphismes de E ; on note f g  la composée de f et de g. 
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On convient que 0 1Id ,= =f f f  et pour tout entier k supérieur ou égal à 2, on pose 

.......=k

k fois

f f f f . 

 
• Soit f un endomorphisme de E. 

On dit que f est cyclique, si et seulement si, il existe un vecteur a de E tel que 

( ) ( ) ( )( )2 1, , , ........, −na f a f a f a   soit une base de E. 

Par exemple, si 2=n , dire que f est cyclique revient à dire qu’il existe un vecteur a de 
E tel que ( )( ),a f a  soit une base de E. 

De même, si 3=n , dire que f est cyclique revient à dire qu’il existe un vecteur a de E 

tel que ( ) ( )( )2, ,a f a f a  soit une base de E. 

 
• Pour tout polynôme P de [ ]X , on note ( )deg P  le degré de P. 

 
La première partie du problème est consacrée à l’étude d’exemples. 

La seconde partie propose l’étude d’un endomorphisme de l’espace vectoriel [ ]1 X−n . 

Elle est totalement indépendante de la première partie. 
 

 

I. Etude d’exemples. 
 
I.A. On considère dans cette section I.A. que 2E = . 

Soit α  l’endomorphisme de 2  dont la matrice dans la base canonique de 2  est 

la matrice 
4 6

A
1 1

−
=

−
. 

I.A.1. On choisit ( )2, 3=a . 

Déterminer le vecteur ( )aα  et montrer que α  est cyclique. 

I.A.2. Déterminer le vecteur ( )2 aα  puis déterminer deux réels x et y tels que :   

( ) ( )2 = +a x a y aα α . 

I.A.3. Déterminer la matrice A '  de α  dans la base ( )( ),a aα . 

I.A.4. Montrer que le réel 2 est une valeur propre de α . 

I.A.5. Déterminer un vecteur b non nul de 2 , tel que ( )( ),b bα  ne soit pas une 

base de 2 .  
On donnera les coordonnées du vecteur b que l’on aura choisi dans la base 

canonique de 2 . 
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I.B. On considère dans cette section I.B. que 3E = . 

Soit β  l’endomorphisme de 3  dont la matrice dans la base canonique de 3  est 

la matrice 

2 0 0

B 0 4 6

0 1 1

= −

−

. 

I.B.1. Déterminer le polynôme caractéristique de β . 

I.B.2. Montrer que β  est un automorphisme de 3 . 
I.B.3. Déterminer une base de chacun des sous espaces propres de β . 

En déduire que β  est diagonalisable, puis donner une base de 3  dans 

laquelle la matrice de β  soit la matrice 

2 0 0

D 0 2 0

0 0 1

= . 

I.B.4. Montrer que 2 3 2 Id 0− + =β β  où 0 désigne ici l’endomorphisme nul de 3 . 
I.B.5. En déduire que β  n’est pas cyclique. 

 

I.C. On considère dans cette section I.C. que [ ]1E X−= n  où n désigne un entier 

naturel supérieur ou égal à 2. 
Soit γ  l’endomorphisme de [ ]1 X−n  qui, à tout polynôme P de [ ]1 X−n ,  

associe le polynôme P ' . 
On admettra que γ  est bien un endomorphisme de [ ]1 Xn−  et on ne demande pas 

de le vérifier. 

On a donc par exemple :   ( )2X 3 X 1 2 X 3− + = −γ . 

I.C.1. Déterminer ( )1X −nγ  et plus généralement ( )1X −k nγ  pour tout entier k 

compris au sens large entre 1 et 1−n . 
On effectuera un raisonnement par récurrence sur k. 

I.C.2. En déduire que γ  est cyclique. 
 

II. Dans cette partie, on se donne un entier n supérieur ou égal à 2. 
On considère l’endomorphisme δ  de [ ]1 Xn−  qui à tout polynôme P de [ ]1 Xn−  

associe le polynôme Q défini par :   ( ) ( ) ( )Q X P X 1 P X= + − . 

On admettra que δ  est bien un endomorphisme de [ ]1 Xn−  et on ne demande pas de le 

vérifier. 

On a donc par exemple :   ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2X 3 X 1 X 1 3 X 1 1 X 3 X 1− + = + − + + − − +δ . 
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On rappelle également le résultat suivant que l’on pourra utiliser sans avoir à le 
démontrer : 

soit ( )0 1 1Q , Q ........, Q −n  une famille de polynômes de l’espace vectoriel [ ]1 Xn−  

telle que pour tout entier i compris au sens large entre 0 et 1n − , ( )deg Q i i= . 

Alors, la famille ( )0 1 1Q , Q ........, Q −n  est une famille libre de [ ]1 Xn− . 

 
II.A. Dans cette question, on montre que δ  est cyclique. 

II.A.1. Soit k un entier naturel compris au sens large entre 1 et 1n − . 

En utilisant la formule du binôme, montrer que le polynôme ( )X kδ  est 

exactement de degré 1k − . 
II.A.2. Soit maintenant P un élément quelconque de [ ]1 Xn− , le polynôme P étant 

supposé de degré supérieur ou égal à 1. 
En utilisant le résultat de la question précédente, montrer que :    

( )( ) ( )deg P deg P 1= −δ . 

II.A.3. Montrer enfin que δ  est cyclique en considérant la famille 

( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 1X , X , X ........, X− − − − −n n n n nδ δ δ . 

 
II.B. Dans cette question, on détermine le noyau et l’image de l’endomorphisme δ . 

II.B.1. En utilisant le résultat de la question II.A.2., montrer que le noyau de 
l’endomorphisme δ  est constitué de l’ensemble des polynômes constants. 

II.B.2. Montrer que l’image de l’endomorphisme δ  est contenue dans l’espace 
vectoriel [ ]2 X−n . 

II.B.3. En utilisant le théorème du rang, montrer finalement que l’image de 
l’endomorphisme δ  coïncide avec l’espace vectoriel [ ]2 X−n . 

 
II.C. Dans cette question, on introduit une famille de polynômes 0 1 2 1P , P , P ........, P −n , 

qui va permettre de démontrer d’une autre manière que δ  est cyclique. 
On définit les polynômes  0 1 2 1P , P , P .........., P −n , de [ ]1 Xn−  en posant : 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( )

0 1 2

1

1 1
P X 1 , P X X , P X X X 1 , ..........

1! 2 !

1
P X X X 1 X 2 .......... X 2 .

1 !−

= = = −

= − − − +
−

n n
n

 

On a donc, pour tout entier j compris au sens large entre 1 et 1n − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 1
P X X X 1 X 2 .......... X 1 X

! !

−

=

= − − − + = −∏
j

j
k

j k
j j

. 

II.C.1. Montrer que ( )0 1 2 1P , P , P , .........., Pn−  est une base de [ ]1 Xn− . 
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II.C.2. Dans cette question et dans cette question seulement, on suppose que 4n = . 

Déterminer les coordonnées du polynôme 3 2X 5 X X 3− + −  dans la base 

( )0 1 2 3P , P , P , P  de [ ]3 X . 

Indication :   on pourra remarquer que 0 est racine de 1 2 3P , P et P , puis que 1 

est racine de 2 3P et P ... 

II.C.3. Soient i et j deux entiers naturels, tels que :     0 1 1i et j n≠ ≤ ≤ − . 

Montrer que ( ) 1P P −=j jδ  puis déterminer ( )Pi
jδ  en distinguant les cas 

i j≤  et i j> . 
On donnera le résultat sans avoir besoin de le justifier. 

II.C.4. En déduire une autre démonstration du fait que δ  est cyclique. 
 

 

 

 

Fin de l’énoncé 
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La fonction Dilogarithme

Dans tout le problème, ln désigne le logarithme népérien.
On considère la fonction f définie sur ]−∞, 1[ par :

f(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
− ln(1− t)

t
t ∈ ]−∞, 0[ ∪ ]0, 1[

1 t = 0

.

Dans ce problème, on s’intéresse à la fonction Dilogarithme définie pour tout x de [−1, 1[ par :

L(x) = −
∫ x

0

ln(1− t)

t
dt =

∫ x

0

f(t) dt.

Dans la partie I, on calcule
+∞∑
k=1

1

k2
. La partie II est consacrée à une étude de la régularité de f .

Dans la partie III, on détermine le développement en série entière de L et on déduit ensuite le
prolongé de L en 1. Dans la partie IV, on résout une équation différentielle.

Les différentes parties de ce problème ont un lien entre elles, mais peuvent être traitées séparément.

I. Calcul de
+∞∑
k=1

1

k2

Soit g : RRR −→ RRR, périodique de période 2π, telle que :

∀x ∈ ]−π, π] , g(x) = x.

Soit S : x �−→ 1

2
a0 +

+∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) la somme de la série de Fourier de g. On

admet provisoirement l’existence de cette somme, existence qui sera démontrée à la question 4.

1. Représenter graphiquement la restriction de la fonction g à l’intervalle ]−3π, 3π].
2. Calculer pour tout n de NNN, la valeur de an.

3. Montrer que pour tout n ∈ NNN
∗, bn = (−1)n−1 2

n
.

4. Pour quelles valeurs de x, a-t-on l’égalité S(x) = g(x) ? On précisera le théorème utilisé,
et notamment ses hypothèses.

5. En appliquant avec soin l’égalité de Parseval, en déduire que
+∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

II. Régularité de la fonction f

1. Donner le développement limité de x �−→ ln(1− x) au voisinage de 0 à l’ordre 2.

2. En déduire que f est continue en 0.

3. f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, préciser le nombre dérivé f ′(0).

4. Calculer pour tout x de ]−∞, 0[ ∪ ]0, 1[, f ′(x).

5. Prouver que la fonction f est de classe C1 sur ]−∞, 1[.
(On pourra à nouveau utiliser la question 1. de cette partie)
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III. Développement en série entière de L

On rappelle la fonction Dilogarithme définie pour tout x de [−1, 1[ par :

L(x) =

∫ x

0

f(t) dt

où la fonction f est de classe C1 sur [−1, 1[ (d’après la partie II).

1. Dérivée de L.

1.a. Vérifier que la fonction L est bien définie et de classe C2 sur [−1, 1[.
1.b. Déterminer pour tout x de [−1, 1[, L′(x).

2. Développement en série entière de f .

2.a. Déterminer le développement en série entière en 0 de la fonction x �−→ − ln(1− x).

2.b. En déduire le développement en série entière de la fonction f sur ]−1, 1[.
3. Prolongement par continuité de L en 1.

3.a. Montrer que L(x) =
+∞∑
k=1

xk

k2
pour tout x ∈]− 1, 1[. Rappeler le théorème utilisé.

On rappelle le théorème radial d’Abel :
Soit une série entière de coefficients (an), de rayon non nul R et de somme S.
On suppose que la série converge en un point x0 tel que |x0| = R. Alors :

• si x0 = −R, alors lim
x→(−R)+

S(x) =
+∞∑
n=0

an (−R)n,

• si x0 = R, alors lim
x→R−

S(x) =
+∞∑
n=0

anR
n.

3.b. Vérifier que le développement de la question précédente est encore valable en x = −1.
3.c. Montrer que L admet un prolongement par continuité en 1.

On note désormais ce prolongement L(1) = lim
x→1
x<1

L(x).

3.d. En déduire que l’intégrale impropre

∫ 1

0

ln(1− t)

t
dt converge et que :

−
∫ 1

0

ln(1− t)

t
dt = L(1) =

π2

6
.

4. Application 1.

On considère l’intégrale impropre J =

∫ +∞

0

x

ex − 1
dx.

4.a. Montrer que J converge.

4.b. Calculer en fonction de π la valeur de J .
(On peut utiliser le changement de variable t = 1− e−x).

5. Application 2.

5.a. Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1], L(x) + L(−x) = 1

2
L(x2).

(On peut par exemple dériver les deux membres de l’égalité).

5.b. En déduire en fonction de π la valeur de L(−1).
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IV. Etude d’une équation différentielle

On se propose de résoudre dans [−1, 1[ l’équation différentielle E :

xy′′ + y′ =
1

1− x

où y est une fonction réelle de la variable x.
On considère sur [−1, 0[ ∪ ]0, 1[ l’équation différentielle E ′ :

xz′ + z =
1

1− x

où z est une fonction réelle de la variable x.
K désigne un des deux intervalles [−1, 0[ ou ]0, 1[ .

1.

1.a. Donner la solution générale de l’équation homogène associée à E ′ sur K.

1.b. Démontrer que les solutions de E ′ sur l’intervalle K sont les fonctions z de la forme :

x �−→ z(x) = f(x) +
A

x
où A est une constante réelle.

2. En déduire que les solutions de E sur l’intervalle K sont les fonctions y de la forme :
x �−→ y(x) = L(x) + A ln |x|+B où A et B sont des constantes réelles.

3. Soit y une solution éventuelle de l’équation E sur [−1, 1[.
3.a. Déterminer l’expression explicite de y sur [−1, 0[ et sur ]0, 1[.
3.b. En exprimant la continuité et la dérivabilité de y en 0, déterminer les solutions

éventuelles de E sur [−1, 1[.
3.c. Vérifier que les fonctions ainsi déterminées conviennent.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

* * * * *

N.B. : Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur

d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en

expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté

et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans

l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront

pas pris en compte.

Les candidats sont invités à encadrer les résultats de leurs calculs.

* * * * *
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Problème 1
Soient a et b deux réels et E un R-espace vectoriel de dimension finie égale à n ∈ N∗.

Notations :

– L(E) désigne l’ensemble des endomorphismes de E.

– IdE désigne l’endomorphisme identité de L(E).
– 0L(E) désigne l’endomorphisme nul de L(E).
– Pour g ∈ L(E), Sp(g) désigne le spectre de g.

On considère f ∈ L(E) vérifiant :

(f − aIdE) ◦ (f − aIdE) ◦ (f − bIdE) = 0L(E)

Le but du problème est d’étudier la diagonalisabilité de f .

Partie I. Spectre et polynômes d’endomorphismes

Soit g ∈ L(E). Pour tout polynôme P ∈ R[X] de la forme P =
p�

k=0

akX
k

on note P (g) l’endomorphisme de E défini par P (g) =
p�

k=0

akg
k

où

g0 = IdE, ∀k ∈ N, gk+1 = g ◦ gk

c’est-à-dire gk = g ◦ g ◦ · · · ◦ g� �� �
k fois g

. P (g) est appelé polynôme de l’endomorphisme g.

1) Soit P = (X − a)2(X − b), montrer, à l’aide de la définition de P (g), que

P (g) = (g − aIdE)2 ◦ (g − bIdE).

On admet, de manière plus générale, que si P = QR = RQ, avec Q et R deux polynômes

à coefficients réels, alors P (g) = Q(g) ◦R(g) = R(g) ◦Q(g).

2) Soit λ ∈ R. On suppose, dans cette question, que λ est une valeur propre de g et que x
est un vecteur propre associé.

2a. Montrer que x est un vecteur propre de g2 pour la valeur propre λ2.

2b. Montrer que, pour tout entier naturel k, λk est une valeur propre de gk.

2c. Montrer que, pour tout P ∈ R[X], P (λ) est une valeur propre de P (g).

3) Soit P ∈ R[X], on note Z(P ) l’ensemble de ses racines réelles.

On suppose, dans cette question, que P (g) = 0L(E), P est alors appelé polynôme annula-

teur de g. Montrer, à l’aide de 2c., que Sp(g) ⊂ Z(P ).

4) On suppose, dans cette question que g est nilpotent, c’est-à-dire qu’il existe k ∈ N∗ tel

que gk = 0L(E). Montrer que Sp(g) = {0}.

5) On considère l’endomorphisme f donné en début de problème.

5a. Montrer que Sp(f) ⊂ {a, b}.
5b. Montrer que Sp(f) �= ∅.
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Partie II. Décomposition des noyaux

On rappelle que l’endomorphisme f vérifie :

(f − aIdE)2 ◦ (f − bIdE) = 0L(E)

1) On suppose, dans cette question, que a = b.

1a. Montrer que Sp(f) = {a}.
1b. Soit B une base quelconque de E et M la matrice de f dans la base B.

On suppose que f est diagonalisable, montrer que M = aIn où In est la matrice

identité de Mn(R).

1c. En déduire que f est diagonalisable si et seulement si f = aIdE.

On suppose à présent, dans cette partie, que a �= b.

2) 2a. Montrer que Ker(f − aIdE) ∩Ker(f − bIdE) = {0}.
2b. En déduire, à l’aide de I.5, que

f est diagonalisable si et seulement si E = Ker(f − aIdE)⊕Ker(f − bIdE).

3) Montrer les inclusions suivantes :

3a. Im(f − bIdE) ⊂ Ker(f − aIdE)2

3b. Im(f − aIdE)2 ⊂ Ker(f − bIdE)

3c. Ker(f − aIdE) ⊂ Ker(f − aIdE)2

4) Soit x ∈ E
4a. On suppose, dans cette question, qu’il existe y ∈ Ker(f−aIdE)2 et z ∈ Ker(f−bIdE)

tels que x = y + z.

4a.1 Montrer que z =
1

(b− a)2
(f − aIdE)2(x).

4a.2 Montrer que y = x− z = − 1

(b− a)2
(f − bIdE) ◦

�
f + (b− 2a)IdE

�
(x)

4b. Montrer qu’il existe y ∈ Ker(f − aIdE)2 et z ∈ Ker(f − bIdE) tels que x = y + z.

5) En déduire que E = Ker(f − aIdE)2 ⊕Ker(f − bIdE).

6) Démontrer l’équivalence suivante :

E = Ker(f − aIdE)⊕Ker(f − bIdE) ⇐⇒ Ker(f − aIdE) = Ker(f − aIdE)2

On pourra s’aider de II.3c. et II.5.

7) 7a. On suppose, dans cette question, que Ker(f − aIdE) ∩ Im(f − aIdE) = {0}.
Montrer que Ker(f − aIdE)2 ⊂ Ker(f − aIdE).

7b. On suppose, dans cette question, que Ker(f − aIdE) ∩ Im(f − aIdE) �= {0}.
Montrer qu’il existe un vecteur x ∈ E tel que x ∈ Ker(f−aIdE)2 et x /∈ Ker(f−aIdE).

7c. En déduire l’équivalence suivante :

Ker(f − aIdE) = Ker(f − aIdE)2 ⇐⇒ Ker(f − aIdE) ∩ Im(f − aIdE) = {0}

8) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f −aIdE pour que f soit diagonalisable.

Fin du problème 1
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Problème 2
Soient p et q deux fonctions réelles continues sur R. Ce problème est consacré à l’étude de

certaines propriétés des solutions réelles sur R de l’équation différentielle :

y�� + py� + qy = 0 (E)

L’ensemble des solutions de (E) sur R sera noté S.

Une fonction f sera dite identiquement nulle sur R si f est la fonction nulle sur R.

On rappelle, associé à l’équation (E), l’existence du théorème de Cauchy-Lipschitz :

Pour tout réel x0 et tout couple de réels (a, b),

il existe une et une seule solution y de (E) sur R vérifiant

�
y(x0) = a
y�(x0) = b

Partie I. Wronskien

Pour f et g deux fonctions dérivables sur R, l’application Wf,g définie par

Wf,g : R −→ R

x �−→
����

f(x) g(x)
f �(x) g�(x)

���� = (fg� − f �g)(x)

est appelée wronskien de (f, g).

1) Montrer que S, l’ensemble des solutions de (E) sur R, est un R-espace vectoriel.

2) Pour tout x ∈ R, on définit l’application :

ϕx : S → R2

y �→ (y(x), y�(x))

Soit x0 ∈ R.

2a. Montrer que ϕx0 est une application linéaire.

2b. Montrer, à l’aide du théorème de Cauchy-Lipschitz, que ϕx0 est un isomorphisme.

2c. Montrer que S est de dimension finie égale à 2.

3) On considère les fonctions f1 = ϕ−1
0 ((1, 0)) et f2 = ϕ−1

0 ((0, 1)).
3a. Expliquer, sans calcul, pourquoi (f1, f2) est une base de S.

3b. Soit y ∈ S la solution de (E) vérifiant

�
y(0) = 2
y�(0) = 3

.

Exprimer y comme combinaison linéaire de f1 et f2 (justifier).

3c. Calculer Wf1,f2(0) puis montrer, à l’aide de 2c., que ∀x ∈ R, Wf1,f2(x) �= 0.
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Soient f et g deux fonctions de S.

4) 4a. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

– (f, g) est une base de S
– ∃x ∈ R, Wf,g(x) �= 0
– ∀x ∈ R, Wf,g(x) �= 0

4b. En déduire que Wf,g est soit identiquement nulle sur R, soit ne s’annule pas sur R.

5) 5a. Justifier que Wf,g est dérivable, calculer (Wf,g)� puis déterminer une équation diffé-

rentielle linéaire homogène d’ordre un dont Wf,g est solution.

5b. En déduire, d’une nouvelle façon, que Wf,g est soit identiquement nulle sur R, soit

ne s’annule pas sur R.

Partie II. Zéros des solutions

Pour un réel α et une fonction f , on dit que α est un zéro de f si f(α) = 0.
Deux solutions de (E) seront dites linéairement indépendantes si elles forment une famille

libre.

1) Soit y une solution non identiquement nulle de (E) sur R.

1a. Montrer que y et y� n’ont pas de zéro en commun.

1b. On suppose qu’il existe un segment [a, b] de R avec a < b tel que y admette une

infinité de zéros sur [a, b]. On admet qu’on peut alors construire une suite strictement

monotone (un)n∈N de zéros de y sur [a, b].
Quitte à considérer −y, on supposera que (un)n∈N est strictement croissante.

1b.1 Montrer que (un)n∈N est convergente vers une limite � ∈ [a, b] qui est

un zéro de y.

1b.2 Montrer, à l’aide du théorème des accroissements finis sur les intervalles [un, un+1],
qu’il existe une suite (vn)n∈N de zéros de y� telle que ∀n ∈ N, un < vn < un+1.

1b.3 En déduire que � est également un zéro de y� et que cela établit une contradic-

tion.

1c. Que peut-on en déduire sur les zéros de y sur toute partie bornée de R ?

On admet alors qu’il y a un sens à parler de zéros consécutifs dans la suite du

problème. a et b sont des zéros consécutifs de y si a < b et y n’a pas de zéro sur ]a, b[.

2) Soient y1 et y2 deux solutions non identiquement nulles de (E) sur R.

On suppose que y1 admet au moins deux zéros dans R et on note a et b deux zéros

consécutifs de y1.

2a. Montrer que y1 est de signe fixe sur ]a, b[.

2b. On suppose, dans cette question, que y1 est strictement positive sur ]a, b[.
Montrer que y�1(a) > 0 et y�1(b) < 0.

2c. Montrer que y�1(a)y�1(b) < 0.

On suppose à présent et pour la suite de cette partie que y1 et y2 sont

linéairement indépendantes.

2d. Expliquer pourquoi Wy1,y2 ne s’annule pas sur R et en déduire que Wy1,y2(a)Wy1,y2(b) > 0.

5/6



2e. En déduire, après simplification du produit Wy1,y2(a)Wy1,y2(b), que y2 a au moins un

zéro sur ]a, b[.

2f. Expliquer, par un argument de symétrie, pourquoi y2 a un unique zéro sur ]a, b[.

Partie III. Théorème de comparaison

On considère à présent que la fonction p est identiquement nulle sur R de telle sorte que

l’équation (E) devient :

y�� + qy = 0 (E)

1) Soient q1 et q2 deux fonctions continues sur R telles que : ∀x ∈ R, q1(x) ≤ q2(x).
On définit alors les deux équations différentielles suivantes sur R :

y�� + q1y = 0 (E1) y�� + q2y = 0 (E2)

Soient y1 et y2 des solutions respectives de (E1) et (E2) sur R non identiquement nulles.

On suppose que y1 possède deux zéros consécutifs a et b et on cherche à prouver que y2

possède au moins un zéro dans [a, b].

1a. On suppose, dans cette question, que y2 ne s’annule pas sur ]a, b[.
Par hypothèse, y1 ne s’annule pas sur ]a, b[. Quitte à changer y1 en −y1 et y2 en −y2,

on supposera que y1 et y2 prennent des valeurs strictement positives sur ]a, b[.

1a.1 Montrer, à l’aide de II.2c., que Wy1,y2(a) ≤ 0 et Wy1,y2(b) ≥ 0.

1a.2 Etudier les variations de la fonction Wy1,y2 sur [a, b] et en déduire qu’elle est

nulle sur [a, b].

1a.3 En déduire que a et b sont des zéros de y2.

1b. Montrer que y2 possède au moins un zéro dans [a, b].

On considère un réel λ strictement positif.

2) 2a. Résoudre sur R (solutions réelles) l’équation différentielle (E0,λ) : y�� + λ2y = 0.

2b. Montrer que pour tout réel ϕ, la fonction fϕ : x �→ sin(λx+ϕ) est solution de (E0,λ).

3) On suppose, dans cette question, que la fonction q vérifie ∀x ∈ R, q(x) ≥ λ2.

Soit y une solution de (E) sur R non identiquement nulle.

Montrer, à l’aide de III.1b., que y s’annule au moins une fois dans tout segment de R de

longueur
π

λ
.

Indication : raisonner avec une fonction fϕ s’annulant aux bornes du segment.

4) On suppose, dans cette question, que la fonction q vérifie ∀x ∈ R, q(x) ≤ λ2.

Soit y une solution de (E) sur R non identiquement nulle.

Montrer, à l’aide de III.1b., que si a et b sont deux zéros consécutifs de y alors b−a ≥ π

λ
.

Indication : raisonner par l’absurde avec une fonction fϕ ne s’annulant pas sur [a, b].

Fin du problème 2

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants.

EXERCICE I.

I.1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0. Déterminer sa
fonction génératrice, puis en déduire son espérance et sa variance.

EXERCICE II.

On note I = ]0,+∞[ et on définit pour n entier naturel non nul et pour x ∈ I, fn(x) = e−nx −2e−2nx.

II.1. Justifier que pour tout entier naturel non nul n, les fonctions fn sont intégrables sur I et calculer∫ +∞

0
fn(x)dx. Que vaut alors la somme

+∞

∑
n=1

(
∫ +∞

0
fn(x)dx)?
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II.2. Démontrer que la série de fonctions ∑
n≥1

fn converge simplement sur I. Déterminer sa fonction

somme S et démontrer que S est intégrable sur I. Que vaut alors
∫ +∞

0

(
+∞

∑
n=1

fn(x)

)
dx ?

II.3. Donner, sans aucun calcul, la nature de la série ∑
n≥1

(
∫ +∞

0
| fn(x)|dx).

PROBLEME.

Toutes les fonctions étudiées dans ce problème sont à valeurs réelles. On pourra identifier un poly-
nôme et la fonction polynomiale associée.

On rappelle le théorème d’approximation de Weierstrass pour une fonction continue sur [a,b] : si
f est une fonction continue sur [a,b], il existe une suite de fonctions polynômes (Pn) qui converge
uniformément vers la fonction f sur [a,b].

Le problème aborde un certain nombre de situations en lien avec ce théorème qui sera démontré dans
la dernière partie.

Partie 1. Exemples et contre-exemples

III.1. Soit h la fonction définie sur l’intervalle ]0,1] par : ∀x ∈ ]0,1] , x �→ 1
x

.

Expliquer pourquoi h ne peut être uniformément approchée sur l’intervalle ]0,1] par une suite de
fonctions polynômes. Analyser ce résultat par rapport au théorème de Weierstrass.

III.2. Soit N entier naturel non nul, on note PN l’espace vectoriel des fonctions polynômiales
sur [a,b], de degré inférieur ou égal à N. Justifier que PN est une partie fermée de l’espace des
applications continues de [a,b] dans R muni de la norme de la convergence uniforme.

Que peut-on dire d’une fonction qui est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de polynômes de degré
inférieur ou égal à un entier donné?

III.3. Cette question illustre la dépendance d’une limite vis-à-vis de la norme choisie.

Soit R [X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels. Soient N1 et N2 deux applications
définies sur R [X ] ainsi :

pour tout polynôme P de R [X ], N1(P) = sup
x∈[−2,−1]

|P(x)| et N2(P) = sup
x∈[1,2]

|P(x)|.

III.3.a. Vérifier que N1 est une norme sur R [X ]. On admettra que N2 en est également une.

III.3.b. On note f la fonction définie sur l’intervalle [−2,2] ainsi :

pour tout x ∈ [−2,−1], f (x) = x2, pour tout x ∈ [−1,1], f (x) = 1 et pour tout x ∈ [1,2], f (x) = x3.

Représenter graphiquement la fonction f sur l’intervalle [−2,2] et justifier l’existence d’une suite de
fonctions polynômes (Pn) qui converge uniformément vers la fonction f sur [−2,2].
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applications continues de [a,b] dans R muni de la norme de la convergence uniforme.
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III.3. Cette question illustre la dépendance d’une limite vis-à-vis de la norme choisie.

Soit R [X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels. Soient N1 et N2 deux applications
définies sur R [X ] ainsi :

pour tout polynôme P de R [X ], N1(P) = sup
x∈[−2,−1]

|P(x)| et N2(P) = sup
x∈[1,2]

|P(x)|.

III.3.a. Vérifier que N1 est une norme sur R [X ]. On admettra que N2 en est également une.

III.3.b. On note f la fonction définie sur l’intervalle [−2,2] ainsi :

pour tout x ∈ [−2,−1], f (x) = x2, pour tout x ∈ [−1,1], f (x) = 1 et pour tout x ∈ [1,2], f (x) = x3.

Représenter graphiquement la fonction f sur l’intervalle [−2,2] et justifier l’existence d’une suite de
fonctions polynômes (Pn) qui converge uniformément vers la fonction f sur [−2,2].
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Démontrer que cette suite de polynômes (Pn) converge dans R [X ] muni de la norme N1 vers X2 et
étudier sa convergence dans R [X ] muni de la norme N2.

Partie 2. Application : un théorème des moments

III.4. Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose que pour tout entier naturel k,∫ b

a
xk f (x)dx = 0

(∫ b

a
xk f (x)dx est le moment d’ordre k de f sur [a,b]

)
.

III.4.a. Si P est une fonction polynôme, que vaut l’intégrale
∫ b

a
P(x) f (x)dx ?

III.4.b. Démontrer, en utilisant le théorème de Weierstrass, que nécessairement f est la fonction
nulle. On pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant : si (gn) est une suite de fonctions qui
converge uniformément vers une fonction g sur une partie I de R et si f est une fonction bornée sur I,
alors la suite de fonctions ( f .gn) converge uniformément sur I vers la fonction f .g.

III.5. Application
Soit E l’espace vectoriel des applications continues de [a,b] dans R muni du produit scalaire défini

pour tout couple ( f , g) d’éléments de E par ( f |g) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx.

On note F le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynômes définies sur [a,b] et F⊥
l’orthogonal de F. Déterminer F⊥. A-t-on E = F ⊕F⊥?

III.6.

III.6.a. Pour tout entier naturel n, on pose In =
∫ +∞

0
xne−(1−i)x dx. Après avoir démontré l’exis-

tence de ces intégrales, établir une relation entre In+1 et In et démontrer que, pour tout n non nul,

In =
n!

(1− i)n+1 .

III.6.b. En déduire que, pour tout entier naturel k,
∫ +∞

0
x4ke−xx3 sinx dx = 0.

III.6.c. Proposer une fonction f continue sur [0,+∞[, non nulle et vérifiant :

pour tout entier naturel k,
∫ +∞

0
uk f (u)du = 0.

III.6.d. Expliquer pourquoi la fonction f proposée à la question précédente ne peut être unifor-
mément approchée sur [0,+∞[ par une suite de polynômes.

Partie 3. Exemple via un théorème de Dini

III.7. Question préliminaire
Soit x ∈ [0,1], on note I = ]−∞,

√
x] et on pose, pour tout t ∈ I, gx(t) = t+ 1

2(x− t2). On définit la suite
(un) par u0 = 0 et la relation de récurrence valable pour tout entier naturel n par :

un+1 = un +
1
2

(
x− (un)

2
)
= gx(un).

Démontrer que la suite (un) converge et déterminer, en fonction du réel x, sa limite.
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants.
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EXERCICE I. INFORMATIQUE

Les algorithmes demandés doivent être écrits en Python. On sera très attentif à la rédaction et notam-
ment à l’indentation du code.

Voici, par exemple, un code Python attendu si l’on demande d’écrire une fonction nommée maxi qui
calcule le plus grand élément d’un tableau d’entiers :

def maxi(t):
"""Données: t un tableau d’entiers non vide

Résultat: le maximum des éléments de t"""
n =len(t) # la longueur du tableau t
maximum = t[0]
for k in range(1,n):

if t[k] > maximum:
maximum = t[k]

return maximum

L’instruction maxi([4,5,6,2]) renverra alors 6.

I.1. Donner la décomposition binaire (en base 2) de l’entier 21.

On considère la fonction mystere suivante :

def mystere(n, b):
"""Données: n > 0 un entier et b > 0 un entier

Résultat: ......."""
t = [] # tableau vide
while n > 0:

c = n % b
t.append(c)
n = n // b

return t

On rappelle que la méthode append rajoute un élément en fin de liste. Si l’on choisit par exemple
t = [4,5,6], alors, après avoir exécuté t.append(12), la liste t a pour valeur [4,5,6,12].

Pour k ∈N∗, on note ck , tk et nk les valeurs prises par les variables c, t et n à la sortie de la k -ème
itération de la boucle “while”.

2/7



EXERCICE I. INFORMATIQUE

Les algorithmes demandés doivent être écrits en Python. On sera très attentif à la rédaction et notam-
ment à l’indentation du code.

Voici, par exemple, un code Python attendu si l’on demande d’écrire une fonction nommée maxi qui
calcule le plus grand élément d’un tableau d’entiers :

def maxi(t):
"""Données: t un tableau d’entiers non vide

Résultat: le maximum des éléments de t"""
n =len(t) # la longueur du tableau t
maximum = t[0]
for k in range(1,n):

if t[k] > maximum:
maximum = t[k]

return maximum

L’instruction maxi([4,5,6,2]) renverra alors 6.

I.1. Donner la décomposition binaire (en base 2) de l’entier 21.

On considère la fonction mystere suivante :

def mystere(n, b):
"""Données: n > 0 un entier et b > 0 un entier

Résultat: ......."""
t = [] # tableau vide
while n > 0:

c = n % b
t.append(c)
n = n // b

return t

On rappelle que la méthode append rajoute un élément en fin de liste. Si l’on choisit par exemple
t = [4,5,6], alors, après avoir exécuté t.append(12), la liste t a pour valeur [4,5,6,12].

Pour k ∈N∗, on note ck , tk et nk les valeurs prises par les variables c, t et n à la sortie de la k -ème
itération de la boucle “while”.

2/7

I.2. Quelle valeur est renvoyée lorsque l’on exécute mystere(256,10)?

On recopiera et complétera le tableau suivant, en ajoutant les éventuelles colonnes nécessaires pour
tracer entièrement l’exécution.

k 1 2 · · ·
ck · · ·
tk · · ·
nk · · ·

I.3. Soit n >0 un entier. On exécute mystere(n,10). On pose n0=n .

I.3.a. Justifier la terminaison de la boucle while.

I.3.b. On note p le nombre d’itérations lors de l’exécution de mystere(n,10). Justifier que
pour tout k ∈ �0,p�, on a nk ≤ n

10k . En déduire, une majoration de p en fonction de n .

I.4. En s’aidant du script de la fonction mystere, écrire une fonction somme_chiffres
qui prend en argument un entier naturel et renvoie la somme de ses chiffres. Par exemple,
somme_chiffres(256) devra renvoyer 13.

I.5. Ecrire une version récursive de la fonction somme_chiffres, on la nommera somme_rec.

EXERCICE II. PROJECTION ORTHOGONALE

On considère�2(R) l’espace vectoriel euclidien des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels
muni du produit scalaire canonique défini pour A et B matrices de�2(R) par : (A |B ) = trace(t AB ).

II.1. Si A=

�
a b
c d

�
et A�=
�

a � b �
c � d �

�
sont deux matrices de�2(R), que vaut le réel

�
A
��A� �?

II.2. On note � le sous-espace vectoriel formé des matrices triangulaires supérieures de�2(R).

Donner, pour le produit scalaire canonique, une base orthonormée de � et de son orthogonal � ⊥.

II.3. Si A=

�
1 2
3 4

�
, déterminer le projeté orthogonal de la matrice A sur � , ainsi que la distance

de la matrice A à � .
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PROBLEME III. SURJECTIVITE DE L’APPLICATION EXPONEN-
TIELLE DE�n (C) VERS GLn (R)

On note, pour n entier n ≥ 2,�n (C) l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients
complexes.

On notera 1≤ i , j ≤n pour indiquer que : 1≤ i ≤n et 1≤ j ≤n .

Partie préliminaire

Une norme �.� sur l’espace vectoriel�n (C) est une norme d’algèbre si elle vérifie la propriété :
pour tout couple de matrices (A,B ) de�n (C), �AB�≤�A��B�.

III.1. On note pour A= (ai , j ) élément de�n (C), �A�∞= sup

1≤i , j≤n

��ai , j

�� et �A�=n �A�∞.

L’application �.� est une norme sur l’espace vectoriel�n (C). Démontrer que c’est une norme d’al-
gèbre.

Dans la suite de cette partie préliminaire, on munit�n (C) de cette norme d’algèbre.

III.2. Justifier simplement qu’une série de vecteurs de�n (C) absolument convergente est conver-
gente.

III.3. Si M est une matrice de�n (C), établir que la série de réels positifs
��� 1

k ! M
k
�� converge et

en déduire que la série de matrices
�

1
k ! M

k converge.

Si M est une matrice de�n (C) , on notera exp(M ) =
+∞�

k=0

1
k ! M

k , exponentielle de la matrice M .

Première partie

On pourra utiliser librement le résultat suivant :

si T est une matrice triangulaire de�n (C) dont les éléments diagonaux sont λ1,λ2,...,λn , alors la
matrice exp(T ) est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont e λ1 ,e λ2 ,...,e λn .

III.4. Si M est une matrice de�n (C), rappeler pourquoi la matrice M est trigonalisable et déter-
miner une relation entre det(exp(M )) et e tr(M ).

III.5. Soit la matrice A=

⎛
⎝

3 6 − 6
− 1 − 9 11

0 − 5 7

⎞
⎠.

Donner le déterminant de la matrice A. En déduire qu’il n’existe aucune matrice B à coefficients réels
vérifiant B 2=A et qu’il n’existe aucune matrice M à coefficients réels vérifiant exp(M ) =A.
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Objectifs et exemple

Ce paragraphe ne comporte aucune question, il permet de se familiariser avec les objectifs du pro-
blème.

Si A est une matrice carrée inversible à coefficients réels, nous allons démontrer dans ce problème :

• que pour tout entier naturel non nul p , il existe une matrice B de�n (C) vérifiant B p =A,
• qu’il existe une matrice M de�n (C) vérifiant exp(M ) =A.

On se limitera dans ce sujet aux matrices carrées de taille 3.

Le problème a pour objectif de prouver l’existence de ces matrices et de les expliciter.

On commence par un exemple développé dont le candidat pourra s’inspirer notamment pour la troi-
sième partie.

On utilise toujours la matrice A=

⎛
⎝

3 6 − 6
− 1 − 9 11

0 − 5 7

⎞
⎠.

Le polynôme caractéristique de la matrice A est χA = (X −2)2(X +3).

On cherche le reste dans la division euclidienne du polynôme X n par le polynôme χA de la forme
a X 2+b X +c où a , b et c vont dépendre de n .

Pour cela on remplace dans la relation X n =χAQ +a X 2+b X +c , X par − 3, puis par 2. Ensuite, on
dérive cette expression et on remplace à nouveau X par 2 (Q est le quotient).

On obtient le système suivant
� 9a −3b +c = (− 3)n

4a +2b +c =2n

4a +b =n2n−1

admettant pour unique solution
� a = 1

25

�
(− 3)n − 2n +5n2n−1

�

b = 1
25

�− 4.(− 3)n +4.2n +5n2n−1
�

c = 1
25

�
4.(− 3)n +21.2n − 30n2n−1

� .

On déduit du théorème de Cayley-Hamilton que pour tout entier naturel n ,

An =a A2+b A+c I3

=
1

5

⎛
⎝

− (− 3)n +6.2n − 6.(− 3)n +6.2n 6.(− 3)n − 6.2n

2.(− 3)n − 2.2n +5n2n−1 12.(− 3)n − 7.2n +5n2n−1 − 12.(− 3)n +12.2n − 5n2n−1

(− 3)n − 2n +5n2n−1 6.(− 3)n − 6.2n +5n2n−1 − 6.(− 3)n +11.2n − 5n2n−1

⎞
⎠.

On pose alors, pour tout réel t , la matrice γ(t )∈�3(C) :

γ(t ) =
1

5

⎛
⎝

− 3t e iπt +6.2t − 6.3t e iπt +6.2t 6.3t e iπt − 6.2t

2.3t e iπt − 2.2t +5t 2t−1 12.3t e iπt − 7.2t +5t 2t−1 − 12.3t e iπt +12.2t − 5t 2t−1

3t e iπt − 2t +5t 2t−1 6.3t e iπt − 6.2t +5t 2t−1 − 6.3t e iπt +11.2t − 5t 2t−1

⎞
⎠.
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On a les résultats suivants :

• γ(−1) =A−1 ,

• pour tout entier naturel p non nul :
�
γ( 1

p )
�p
=A ,

• exp(γ�(0)) =A .

Par exemple,

B =γ(12 )= 1
5

⎛
⎝
− i
�

3+6
�

2 − 6i
�

3+6
�

2 6i
�

3− 6
�

2

2i
�

3− 2
�

2+5
�

2
4 12i

�
3− 7
�

2+5
�

2
4 − 12i

�
3+12
�

2− 5
�

2
4

i
�

3−�2+5
�

2
4 6i

�
3− 6
�

2+5
�

2
4 − 6i

�
3+11
�

2− 5
�

2
4

⎞
⎠

vérifie B 2=A.

Deuxième partie

On notera F l’espace vectoriel sur le corps C des applications de R dans C combinaisons linéaires
d’applications du type x �−→ x kρx e iθ x où k ∈{0,1,2}, ρ ∈ ]0,+∞[ et θ ∈ ]0,2π].

(Rappel : pour ρ ∈ ]0,+∞[, ρx = e x lnρ .)

III.6.

III.6.a. Déterminer un élément f de F vérifiant pour tout entier naturel n , f (n )=α(− 3)n+βn 22n ,
si α et β sont deux constantes complexes.

III.6.b. Si f est un élément de F et si x0 est un réel, expliquer pourquoi x �−→ f (x +x0) est encore
un élément de F .

III.7.

III.7.a. Soit θ un réel. Démontrer que la suite de nombres complexes
�
n 2
�

2
3

�n
e iθn
�

converge
vers 0.

III.7.b. Soit k1 ∈ {0,1,2}, ρ1 ∈ ]0,+∞[, θ1 ∈ ]0,2π], k2 ∈ {0,1,2}, ρ2 ∈ ]0,+∞[ et θ2 ∈ ]0,2π],
θ1 �=θ2.

Démontrer que si α et β sont deux constantes complexes vérifiant, pour tout entier naturel n ,

αn k1
�
ρ1

�n
e iθ1n +βn k2
�
ρ2

�n
e iθ2n=0, alors α=β =0.

On pourra, par exemple, supposer ρ1≤ρ2 et commencer par examiner les cas ρ1<ρ2 et ρ1=ρ2.

III.7.c. On admet alors que si f est un élément de F vérifiant pour tout entier naturel n , f (n )=0,
alors f est l’application nulle.

Que peut-on dire de deux applications f et g de F vérifiant pour tout entier naturel n , f (n ) = g (n )?
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III.8. Dans la suite de cette partie, A est une matrice inversible de�3(R).

Expliquer pourquoi on peut trouver 9 applications ωi , j éléments de F telles que, pour tout entier
naturel n , An =

�
ωi , j (n )
�

1≤i , j≤3
.

Discuter en fonction du nombre de racines du polynôme caractéristique de la matrice A.

On ne demande pas de résoudre des systèmes, une explication de la méthode pourra suffire.

III.9. On pose pour tout réel t , la matrice γ(t ) =
�
ωi , j (t )
�

1≤i , j≤3
∈�3(C).

III.9.a. Quelles sont les matrices γ(0) et γ(1)?

III.9.b. Justifier que, pour tout couple d’entiers naturels (n ,m ), on a la relation :
γ(n+m ) =γ(n )γ(m ).

III.9.c. Pour x réel et m entier naturel, on pose f (x )=ωi , j (x +m ) et g (x )=
3�

k=1

ωi ,k (x )ωk , j (m ).

Démontrer que l’on a f =g et en déduire, pour tout entier naturel m , la relation γ(x +m )=γ(x )γ(m ).

III.9.d. En déduire que, pour tout couple (x ,y ) de réels, γ(x + y ) =γ(x )γ(y ).

III.10. Démontrer que γ(− 1) =A−1 et que, pour tout entier naturel p non nul,
�
γ( 1

p )
�p
=A.

III.11. Justifier que l’application γ définie pour tout réel t par γ(t )=
�
ωi , j (t )
�

1≤i , j≤3
est dérivable

sur R et que la fonction γ est une solution de l’équation différentielle

u �(t ) =γ�(0)u (t ) vérifiant u (0) = I3

où la fonction inconnue u vérifie, pour tout réel t , u (t )∈�3(C).

Trouver la solution sur R de l’équation différentielle u �(t )=γ�(0)u (t ) vérifiant u (0)= I3 et en déduire
que l’on a : exp(γ�(0)) =A.

Troisième partie : exemple

Soit la matrice A=

⎛
⎝

3 0 1
1 − 1 − 2
− 1 0 1

⎞
⎠.

III.12. Donner le polynôme caractéristique de la matrice A.

La matrice A est-elle diagonalisable?

III.13. Déterminer, par la méthode développée dans ce problème, les éléments suivants :

III.13.a. La matrice A−1.

III.13.b. Une matrice B de�3(C) vérifiant B 2=A.

III.13.c. Une matrice M de�3(C) vérifiant exp(M ) =A.

Fin de l’énoncé
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Notations
– R désigne l’ensemble des réels et R+ désigne l’intervalle [0,+∞[.

– Si I est un intervalle réel non réduit à un point, on note C1 (I) l’espace vectoriel des fonc-

tions de classe C1 définies sur I à valeurs dans R.

– Soit K l’ensemble R ou C. Pour tout entier naturel non nul, Mn (K) désigne le K-espace

vectoriel des matrices à n lignes et n colonnes et à coefficients dans K.

– Un vecteur de Kn est noté :

X = (xk)1≤k≤n =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

– Une matrice A de Mn (K) est notée :

A = ((aj,k))1≤j,k≤n

où aj,k est le coefficient de A situé en ligne j et colonne k.

– On dit qu’une application :

M : I → Mn (K)

t �→ M (t) = ((aj,k (t)))1≤j,k≤n

est de classe C1 sur I , si pour tout couple (j, k) la fonction t �→ aj,k (t) est de classe C1 sur

I et dans ce cas, on note M � (t) la matrice
��
a�j,k (t)

��
1≤j,k≤n

.

Soient I un intervalle réel non réduit à un point et A : I → Mn (C) une fonction continue.

Dans ce problème, on s’intéresse au système différentiel :

X � (t) = A (t)X (t) (E)

où X : I → Cn est une application de classe C1.

A l’exception de la question I.2 utilisée tout au long du sujet, les trois parties sont indépendantes.
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– R désigne l’ensemble des réels et R+ désigne l’intervalle [0,+∞[.
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Partie I
Quelques exemples d’étude d’un système différentiel

I.1 Qu’affirme le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire quant à la structure de l’ensemble

des solutions de (E) ?

I.2 Vecteurs propres communs
On suppose qu’il existe un vecteur non nul V ∈ Cn et une fonction continue λ : I → C tels

que pour tout t ∈ I on ait :

A (t)V = λ (t)V.

Montrer que la fonction :
X : I → Cn

t �→ α (t)V

est solution de (E) si, et seulement si, la fonction α est solution d’une équation différentielle

linéaire du premier ordre que l’on précisera et pour laquelle on donnera une expression des

solutions.

I.3 Un premier exemple
On suppose pour cette question que n =2. Soient a et b deux complexes tels que a−1−b �= 0.

On suppose que, pour tout t ∈ I = R, on a :

A (t) =

(
a 1− a

b 1− b

)
.

Déterminer une base de l’espace vectoriel des solutions de (E).

I.4 Un deuxième exemple
On suppose également pour cette question que n = 2. Soient μ une constante complexe et

a, b des fonctions continues de I dans C, la fonction b ne s’annulant jamais sur I . On suppose

que pour tout réel t ∈ I, on a :

A (t) =

(
a (t) μb (t)

b (t) a (t) + (μ− 1) b (t)

)
.

I.4.1 Traiter le cas particulier où μ = 1.

I.4.2 Montrer qu’il existe deux vecteurs non nuls V1 et V2 dans C2 et deux fonctions conti-

nues λ1 et λ2 de I dans C tels que pour tout t ∈ I on ait :

A (t)V1 = λ1 (t)V1 et A (t)V2 = λ2 (t)V2.
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I.4.3 Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur μ pour que l’on ait :

∀t ∈ I, λ1 (t) �= λ2 (t) .

On supposera cette condition vérifiée pour la question suivante.

I.4.4 Déterminer une base de l’espace vectoriel des solutions de (E).

Partie II
Développement en série entière des solutions pour A constante

II.1 Norme matricielle induite
On se donne une norme vectorielle X �→ �X� sur Cn et on lui associe la fonction N définie

sur Mn (C) par :

∀A ∈ Mn (C) , N (A) = sup
X∈Cn\{0}

�AX�
�X� .

II.1.1 Montrer que l’application N définit une norme sur Mn (C) .

II.1.2 Montrer que, pour toutes matrices A et B dans Mn (C) , on a :

N (AB) ≤ N (A)N (B) .

II.2 Développement en série entière des solutions

II.2.1 On suppose pour cette question, que I = R et que la fonction A est constante.

Montrer que si X est solution de (E) , elle est alors de classe C∞ sur I et que pour tout

entier naturel k, on a :

X(k) (t) = AkX (t)

(avec la convention que X(0) = X et A0 = In).

II.2.2 On note X0 = X(0). Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel t ∈ I , on a :

X (t) =

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
X0 +

∫ t

0

(t− u)p

p!
Ap+1X (u) du.

II.2.3 Montrer que :

X (t) = lim
p→+∞

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
X0

et en déduire que les coordonnées de X sont développables en série entière sur R.
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entier naturel k, on a :

X(k) (t) = AkX (t)

(avec la convention que X(0) = X et A0 = In).

II.2.2 On note X0 = X(0). Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel t ∈ I , on a :

X (t) =

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
X0 +

∫ t

0

(t− u)p

p!
Ap+1X (u) du.

II.2.3 Montrer que :

X (t) = lim
p→+∞

(
p∑

k=0

tk

k!
Ak

)
X0

et en déduire que les coordonnées de X sont développables en série entière sur R.
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II.3 Un exemple
On suppose pour cette question, que n = 4, que I = R et que la fonction t �→ A (t) est

constante et égale à :

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 1

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∈ M4 (C) .

II.3.1 Calculer le polynôme caractéristique PA (X) de A.

II.3.2 Soit k un entier naturel non nul.

Montrer que la famille
�
1, X,X (X − 1) , X (X − 1)2

�
est une base de C3 [X], puis exprimer

le reste de la division euclidienne de Xk par PA (X) dans cette base.

II.3.3 En déduire, pour tout entier k ≥ 1, une expression de Ak en fonction de A, A (A− I4)

et A (A− I4)
2.

II.3.4 Calculer A (A− I4) et A (A− I4)
2.

II.3.5 Préciser le rayon de convergence de la série entière :

+∞�
n=1

tn

n!
(n− 1)

ainsi que sa somme.

II.3.6 Soit X0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

∈ C4. Déterminer la solution du problème de Cauchy linéaire

�
X � = AX

X (0) = X0

.
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Partie III
Etude de deux fonctions

III.1 L’intégrale de Gauss

III.1.1 Montrer que l’intégrale de la fonction f : t �→ e−t2 est convergente sur R+.

III.1.2 Montrer que les fonctions F et G définies sur R+ par :

∀x ∈ R+, F (x) =

(∫ x

0

e−t2dt

)2

, G (x) =

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt

sont de classe C1 sur R+, puis préciser les dérivées d’ordre 1 de F et de G.

III.1.3 Montrer que :

∀x ∈ R+, F � (x) +G� (x) = 0

et en déduire la valeur de F +G.

III.1.4 Montrer que :

lim
x→+∞

G (x) = 0 et lim
x→+∞

F (x) =
π

4
.

III.1.5 En déduire que : ∫ +∞

0

e−t2dt =

√
π

2
.

III.2 Les fonctions u et v

III.2.1 Montrer que les fonctions :

u (t) =

∫ +∞

0

e−x cos(tx)√
x

dx et v (t) =
∫ +∞

0

e−x sin(tx)√
x

dx

sont bien définies et de classe C1 sur R.

III.2.2 Montrer que la fonction w = u + iv est solution d’une équation différentielle, puis

en déduire que :

X (t) =

(
u (t)

v (t)

)

est solution d’un système différentiel du premier ordre

X � (t) = A (t)X (t) (E1)

où la fonction matricielle A : R → M2 (C) est à déterminer.
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III.2.3 Déterminer, pour tout réel t, les valeurs propres complexes et les sous-espaces propres

de A (t).

III.2.4 Déterminer une base de l’espace vectoriel des solutions sur C du système (E1) et en

déduire la solution générale de (E1).

III.2.5 Calculer u (0) , v (0) et en déduire l’expression réelle de u et de v.

Fin de l’énoncé
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PROBLEME 1 : ANALYSE ET PROBABILITE

On propose d’étudier dans ce premier problème le comportement d’une certaine suite de fonctions
(fn)n∈N sous différents points de vue. Dans la partie 1, on étudie les aspects analytiques de
(fn)n∈N : convergence uniforme de la suite (fn)n∈N, propriétés d’intégrales associées à fn et
modes de convergence de la série

∑
fn.

La partie 2 correspond à l’étude de la formule de Bernstein : lim
n→+∞

(
e−n

n∑
k=0

nk

k!

)
=

1

2
.

Cette formule, en lien avec la suite de fonctions introduites dans la partie 1, peut être avan-
tageusement interprétée en terme de suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent une
loi de Poisson. Le point de vue probabiliste permet alors d’éclairer le lien avec une intégrale in-

tervenant en partie 1 et l’existence d’une limite � pour e−n

n∑
k=0

nk

k!
. Cela permet aussi d’approcher

la valeur de � par différentes méthodes.
Les parties 1 et 2 peuvent être traitées, en grande partie, indépendamment l’une de l’autre.

PARTIE 1 : ANALYSE

On considère la fonction f et, pour n ∈ N, la fonction fn, définies sur R+ par :

pour tout t ∈ R+, f(t) = 0 et fn(t) =
e−ttn

n!
.

Figure 1 : famille de courbes
Ca

Cb

Cc

Cd

Ce
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1. On rappelle qu’un équivalent de n! est
√
2πn

(n
e

)n

quand n tend vers +∞.

1.a. Etudier, pour tout n ∈ N∗, les variations de la fonction fn sur R+ et en déduire son
maximum.

1.b. Montrer que fn(n) ∼ 1√
2π

1

n1/2
quand n tend vers +∞.

1.c. Etablir que la suite de fonctions (fn)n∈N converge uniformément vers f sur R+.

2.

2.a. Déterminer l’ensemble D des valeurs de x ∈ R pour lesquelles l’intégrale

∫ +∞

0

e−ttx dt

est convergente et vérifier que R+ ⊂ D.

2.b. Montrer que, pour x ∈ R+, l’intégrale

∫ +∞

0

(ln t)e−ttx dt est convergente.

2.c. Montrer que la fonction x �→
∫ +∞

0

e−ttx dt est de classe C 1 sur R+.

2.d. Montrer que, pour tout n ∈ N, l’intégrale

∫ +∞

0

fn(t) dt est convergente.

2.e. Montrer que, pour tout n ∈ N,

∫ +∞

0

fn(t) dt = 1.

3. Pour x ∈ R+ et n ∈ N, on pose Hn(x) =
1

n!

∫ +∞

x

e−ttn dt.

3.a. Montrer que, pour tout x ∈ R+ et tout n ∈ N, Hn(x) = 1−
∫ x

0

fn(t) dt.

3.b. Etablir que, pour tout n ∈ N, Hn est de classe C 1 sur R+ et donner l’expression de H �
n.

3.c. Calculer, pour tout n ∈ N, lim
x→0

(Hn(x)) et lim
x→+∞

(Hn(x)).

3.d. Calculer, pour tout x ∈ R+, lim
n→+∞

(Hn(x)).

4. Dans la figure 1 de la page 2, on peut visualiser certaines des représentations graphiques des
fonctions de la suite (fn)n∈N dont celle de f1 et f5.

4.a. Lesquelles des courbes Ca, Cb, Cc, Cd ou Ce de la figure 1 correspondent respectivement
aux représentations graphiques de f1 et de f5 ?

4.b. Pouvez-vous faire le lien entre cette figure et certaines propriétés analysées dans les
questions précédentes ?

5.
5.a. Montrer que la série de fonctions

∑
fn converge simplement sur R+.

5.b. Montrer que, pour tout a ∈ R∗
+, la série de fonctions

∑
fn converge normalement sur

le segment [0, a].

5.c. Montrer que la série de fonctions
∑

fn ne converge pas normalement sur R+.
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PARTIE 2 : PROBABILITE

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé (Ω,A ,P)
et mutuellement indépendantes. On admet que dans ce cas, pour tout n � 2, X1 + · · · +Xn et
Xn+1 sont indépendantes.

On suppose de plus que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi de Poisson de paramètre 1.

On rappelle que si X est une variable aléatoire définie sur (Ω,A ,P) et qui suit une loi de Poisson

de paramètre λ, alors X(Ω) = N et pour tout entier k ∈ N, P(Xn = k) = e−λλ
k

k!
.

On pose, pour tout n ∈ N∗, Sn =
n∑

k=1

Xk et S∗
n =

Sn − n√
n

.

1.

1.a. Montrer que Sn suit une loi de Poisson de paramètre n et en déduire son espérance et
sa variance.

1.b. Déterminer l’espérance et la variance de S∗
n.

1.c. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, P(S∗
n � 0) = e−n

n∑
k=0

nk

k!
.

2. Soit r ∈ N, I un intervalle de R et (a, b) ∈ I2. On rappelle que si f est une fonction de classe
C r+1 sur I, alors on a :

f(b) =
r∑

k=0

f (k)(a)
(b− a)k

k!
+

∫ b

a

f (r+1)(t)
(b− t)r

r!
dt.

Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a :

en =
n∑

k=0

nk

k!
+

∫ n

0

en−t · tn
n!

dt.

3.

3.a. Montrer que : P(S∗
n � 0) =

1

n!

∫ +∞

n

e−ttn dt = Hn(n) où Hn est définie dans la partie 1.

3.b. Etablir que, pour tout n ∈ N∗,

P(S∗
n � 0)−P(S∗

n+1 � 0) =

∫ n+1

n

e−t tn+1

(n+ 1)!
dt− e−n nn+1

(n+ 1)!
.

3.c. En déduire que la suite (P(S∗
n � 0))n∈N∗ est une suite décroissante qui converge vers

une limite � ∈ [0, 1[.

3.d. Proposer une méthode numérique et une méthode probabiliste pour conjecturer la
valeur de �. Quels sont les avantages et les inconvénients respectifs de ces deux méthodes ?
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4. Pour n ∈ N∗, on note GSn la série génératrice de Sn. On rappelle que, pour tout t ∈ R,

GSn(t) = E(tSn) =
+∞∑
k=0

P(Sn = k)tk.

4.a. Donner, pour tout n ∈ N∗ et t ∈ R, une expression simple de GSn(t).

4.b. Vérifier que, pour tout t ∈ R∗
+ et n ∈ N∗, tS

∗
n admet une espérance, notée E(tS

∗
n), et

que :

E(tS
∗
n) =

GSn(t
1/

√
n)

t
√
n

.

4.c. Déterminer, pour tout t ∈ R∗
+, lim

n→+∞
(
E(tS

∗
n)
)
.

PROBLEME 2 : ALGEBRE

On propose d’étudier, dans ce second problème, différents aspects des matrices à coefficients dans
{−1, 1} (matrices binaires) : inversibilité, orthogonalité des colonnes (matrices de Hadamard)
et propriétés du spectre.

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel tel que n � 2.

On débute l’étude par des exemples en petite dimension. En dimension n, on aboutit notamment
à trois résultats sur de telles matrices :

• une matrice de Hadamard ne peut exister que si n = 2 ou si n est un multiple de 4 ;

• on peut construire une matrice binaire inversible à n’importe quel ordre n ;

• les valeurs propres des matrices binaires sont de module inférieur ou égal à n.

Notons Mn(R) l’espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n,

Mn,1(R) l’espace vectoriel des matrices réelles à n lignes et 1 colonne,

AT la matrice transposée d’une matrice A,

In la matrice identité d’ordre n,

Sp(A) l’ensemble des valeurs propres d’une matrice carrée A.

Dans tout le problème, on munit Mn,1(R) du produit scalaire canonique défini de la façon
suivante :

∀(X, Y ) ∈ Mn,1(R)× Mn,1(R), �X, Y � = XT · Y.

Pour A ∈ Mn(R) et (i, j) ∈ [[1, n]]2, on note :

Ai,j le coefficient situé à la i-ème ligne et à la j-ème colonne de A,

Cj(A) la j-ème colonne de A et Li(A) la i-ème ligne de A.
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On définit les trois ensembles suivants :

Bn =
�
A ∈ Mn(R) tel que ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, Ai,j ∈ {−1, 1}� ,

Gn = {A ∈ Bn tel que A est inversible} ,
Hn =

�
A ∈ Bn tel que AT · A = nIn

�
.

On admettra que le déterminant d’une matrice dont les coefficients sont des entiers
relatifs est aussi un entier relatif.

1. Donner un exemple de matrices A2 et A�
2 dans B2 telles que A2 ∈ H2 et A�

2 /∈ G2.

2. Soit A3 =

⎛
⎝
1 −1 −1
1 1 −1
1 1 1

⎞
⎠.

La matrice A3 appartient-elle à B3 ? à H3 ? à G3 ?

3. Soit A4 =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 −1 −1
1 1 1 1

−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

⎞
⎟⎟⎠ et S =

1

2
A4.

On note ϕ l’endomorphisme de R4 canoniquement associé à S.

3.a. Montrer que A4 est une matrice de H4.

3.b. Montrer que ϕ est une symétrie et en déduire Sp(S).

3.c. Montrer que A4 est diagonalisable et établir que Sp(A4) = {−2, 2}.
3.d. Proposer une méthode pour trouver une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D telles que A4 = PDP−1.

4. Vérifier que Hn ⊂ Gn ⊂ Bn et que Bn est un ensemble fini dont on donnera le cardinal.

5. Montrer que, pour une matrice A ∈ Bn, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) A ∈ Hn ;

ii) (Cj(A))1�j�n est une famille orthogonale de l’espace euclidien Mn,1(R) ;

iii)
1√
n
A est une matrice orthogonale.

6. Soit A ∈ Gn. On transforme A en une matrice A� par les opérations sur les lignes de A
suivantes : ∀i ∈ [[2, n]], Li ← A1,1 · Li −Ai,1 · L1 si bien que Li(A

�) = A1,1 · Li(A)−Ai,1 · L1(A).
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6.a. Donner la relation entre det(A) et det(A�).

6.b. Montrer que A� =

⎛
⎜⎜⎜⎝

A1,1 A1,2 · · · A1,n

0
... B�

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ avec B� une matrice carrée d’ordre n− 1,

qui est inversible et dont tous les coefficients sont dans l’ensemble {−2, 0, 2}.
6.c. Montrer que det(A) est un multiple de 2n−1.

6.d. On suppose, dans cette question, que A ∈ Hn et que n � 3.

Montrer que | det(A)| = nn/2 et en déduire que n est un multiple de 4.

7. Soient n ∈ N tel que n � 4 et r = n− 1. On définit la fonction τr : R
r −→ Rr par :

pour tout (x1, . . . , xr) ∈ Rr, τr(x1, . . . , xr) = (x2, x1, x3, . . . , xr).

7.a. Montrer que τr définit un automorphisme de Rr.

7.b. Déterminer la matrice, notée Tr, associée à τr dans la base canonique de Rr.

On pose alors A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1
0
... 2Tr

0

⎞
⎟⎟⎟⎠.

On transforme A en A� par les opérations sur les lignes de A suivantes : ∀i ∈ [[2, n]], Li ← L1−Li

si bien que Li(A
�) = L1(A)− Li(A).

7.c. Montrer que A� est un élément de Gn.

8. Donner un exemple explicite de matrice A qui soit dans G6 mais pas dans H6.

9. Soit A ∈ Bn et soit λ ∈ C tel que λ soit une valeur propre de A.

9.a. Montrer qu’il existe (x1, . . . , xn) ∈ Cn tel que :

i) pour tout i ∈ [[1, n]],
n�

j=1

Ai,jxj = λxi,

ii) il existe k ∈ [[1, n]] tel que : xk �= 0 et pour tout j ∈ [[1, n]], |xj| � |xk|.

9.b. Montrer que |λ| � n.

9.c. Montrer que : sup
��

|λ| tel que λ ∈ Sp(A) et A ∈ Bn

��
= n.

Fin de l’énoncé
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Cette épreuve comporte deux problèmes indépendants. Ils peuvent être traités dans un ordre
quelconque.
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PROBLEME I − DES APPROXIMATIONS DE π

Présentation et objectifs

On s’intéresse dans ce problème à la série numérique
∑
n�0

(−1)n

2n+ 1
. On cherche ensuite à obtenir, par

deux méthodes, des approximations de π à l’aide de séries numériques.

Partie A − Questions préliminaires
I.A.1. Soient q un réel et n un entier naturel. Rappeler, sans preuve, une expression simpliée de la

somme
n∑

k=0

qk pour q �= 1. Que vaut cette somme si q = 1 ?

I.A.2. Soit α un réel. Donner, sans justication, une condition nécessaire et sufsante sur le réel α
pour que la série de Riemann

∑
n�1

1

nα
soit convergente.

I.A.3. On rappelle que la notation Arctan désigne la fonction Arctangente.
Donner, sans justication, l’ensemble de dénition de la fonction Arctan, son ensemble de
dérivabilité, sa dérivée et son tableau de variation, qui fera apparaître les limites.

Partie B − Etude de la série
∑
n�0

(−1)n

2n+ 1

I.B.1. La série
∑
n�0

(−1)n

2n+ 1
est-elle absolument convergente ? On justiera la réponse.

I.B.2. Pour tout entier naturel k, calculer le réel Ik déni par Ik =
∫

1

0

t2k dt.

Calculer aussi l’intégrale
∫

1

0

1

1 + t2
dt.

I.B.3. Soit n un entier naturel. On pose Sn =
n∑

k=0

(−1)k

2k + 1
.

Justier que Sn =
n∑

k=0

(−1)kIk, puis en utilisant la question I.A.1., en déduire que

Sn =

∫
1

0

dt
1 + t2

+ (−1)n
∫

1

0

t2n+2

1 + t2
dt.

I.B.4. Démontrer que pour tout entier naturel n,

0 �

∫
1

0

t2n+2

1 + t2
dt �

1

2n+ 3
.

I.B.5. A l’aide des trois questions précédentes, montrer la convergence et calculer la somme de la
série ∑

n�0

(−1)n

2n+ 1
.
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Partie C − Un procédé élémentaire d’approximation de π

I.C.1. Démontrer, à l’aide de la partie B, que pour tout entier naturel n,

∣∣4Sn − π
∣∣ � 4

2n+ 3
.

I.C.2. Déterminer, par un calcul ou à l’aide de votre calculatrice, le plus petit entier naturelN tel que

4

2N + 3
� 10−6.

I.C.3. Expliquer comment obtenir une valeur approchée de π à 10−6 près à l’aide des questions
précédentes. On ne demande pas dans cette question de déterminer une telle approximation.

Partie D − Un autre procédé d’approximation de π

I.D.1. Déterminer le développement en série entière de la fonction x �→ 1

1 + x2
et en préciser le

rayon de convergence. En déduire que, pour tout x ∈]− 1, 1[,

Arctan(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

On indiquera le théorème utilisé ainsi que ses hypothèses.

I.D.2. Calculer la valeur exacte de Arctan

(√
3

3

)
. Exprimer, en utilisant la question I.D.1., le réel

Arctan

(√
3

3

)
comme somme d’une série numérique. En déduire que

π = 2
√
3

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3n
.

I.D.3. Pour tout entier naturel n, on note Tn = 2
√
3

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)3k
et on admet que pour tout entier

naturel n ∣∣Tn − π
∣∣ � 2

√
3

(2n+ 3)3n+1
.

Déterminer, en expliquant votre démarche, le plus petit entier naturel N � tel que

2
√
3

(2N � + 3)3N ′+1
� 10−6.

Que constatez-vous ? On comparera l’efcacité des deux méthodes d’approximation de π

proposées dans ce problème.

I.D.4. Donner une valeur approchée de TN ′ en faisant gurer sept décimales après la virgule.
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PROBLEME II − LOCALISATION DES VALEURS PROPRES

Objectifs et notations

Le but de ce problème est d’introduire, dans le cadre des matrices 3 × 3 à coefcients complexes, la
notion de matrices à diagonale strictement dominante, pour en déduire un théorème de localisation
des valeurs propres, appelé théorème de Gerschgorin.

Si z = a+ ib est un nombre complexe, avec (a, b) ∈ R
2, le module de z est le nombre réel positif

|z| =
√
a2 + b2.

Lorsque z est un nombre réel, alors |z| désigne sa valeur absolue (qui coïncide alors avec son module).

On désigne par P le plan complexe muni du repère orthonormé (O, −→ı , −→j ).
A chaque complexe z = a+ ib, on associe le point A de P de coordonnées (a, b). On dit que A est le
point d’afxe z et on le notera A(z).

On noteM3(C) l’ensemble des matrices carrées à 3 lignes et 3 colonnes à coefcients complexes et
I la matrice identité

I =

⎛
⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ .

On dit que la matrice

M = (mi,j)1�i�3

1�j�3

=

⎛
⎜⎝

m1,1 m1,2 m1,3

m2,1 m2,2 m2,3

m3,1 m3,2 m3,3

⎞
⎟⎠

deM3(C) est à diagonale strictement dominante si les trois inégalités suivantes sont vériées :
⎧⎪⎨
⎪⎩

|m1,1| > |m1,2|+ |m1,3|
|m2,2| > |m2,1|+ |m2,3|
|m3,3| > |m3,1|+ |m3,2|

.

Par exemple, la matrice ⎛
⎜⎝

−3 −1 1

0 2 1

−1 2 −4

⎞
⎟⎠

est à diagonale strictement dominante car |− 3| > |− 1|+ |1| et |2| > |0|+ |1| et |− 4| > |− 1|+ |2|.
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Partie A − Le théorème d’Hadamard dansM3(C)

On se propose, dans cette partie, de démontrer le résultat suivant :

Théorème d’Hadamard : “Si une matrice M ∈ M3(C) est à diagonale strictement dominante, alors
M est inversible.”

II.A.1. On considère dans cette question les trois matrices :

A =

⎛
⎜⎝

3 −1 −1

0 −3 1

1 0 −2

⎞
⎟⎠ B =

⎛
⎜⎝

1 0 1

2 4 −1

1 0 −2

⎞
⎟⎠ et C =

⎛
⎜⎝

1 + i 0 1

i 2 0

3i 1 3 + 4i

⎞
⎟⎠ .

II.A.1.a) Déterminer si les matrices A, B et C sont à diagonale strictement dominante.

II.A.1.b) Montrer que les matrices A, B et C sont inversibles.

II.A.1.c) La réciproque du théorème d’Hadamard est-elle vraie ?

II.A.2. SoitM = (mi,j)1�i�3

1�j�3

une matrice non inversible deM3(C).

II.A.2.a) Justier qu’il existe un vecteur colonne X=

⎛
⎜⎝
x1

x2

x3

⎞
⎟⎠de C3 non nul tel queMX=

⎛
⎜⎝
0

0

0

⎞
⎟⎠.

II.A.2.b) En déduire qu’on a les relations :
⎧⎪⎨
⎪⎩

m1,1x1 = −m1,2x2 −m1,3x3

m2,2x2 = −m2,1x1 −m2,3x3

m3,3x3 = −m3,1x1 −m3,2x2

.

II.A.2.c) Soit k ∈ {1, 2, 3} tel que |xk| = Max{|x1|, |x2|, |x3|}. Justier que le nombre complexe
xk est non nul.

II.A.2.d) On suppose par exemple que k = 1, c’est-à-dire queMax{|x1|, |x2|, |x3|} = |x1|.
Montrer alors quem1,1 = −m1,2

x2

x1

−m1,3

x3

x1

puis que |m1,1| � |m1,2|+ |m1,3|.
Ecrire sans justication une inégalité analogue dans le cas où on aurait k = 2 ou k = 3.

II.A.2.e) Conclure.

Partie B − Localisation des valeurs propres

Soit ω un nombre complexe et soit r ∈ R
+. On rappelle que l’ensemble

�
A(z) ∈ P / |z − ω| � r

�

est le disque fermé ayant pour centre le point d’afxe ω et de rayon r. Par la suite, on notera ce disque
D(ω, r).
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A la matriceM =

⎛
⎜⎝

m1,1 m1,2 m1,3

m2,1 m2,2 m2,3

m3,1 m3,2 m3,3

⎞
⎟⎠ deM3(C), on associe les trois disquesD1 = D(m1,1, r1),

D2 = D(m2,2, r2) et D3 = D(m3,3, r3) avec
⎧⎪⎨
⎪⎩

r1 = |m1,2|+ |m1,3|
r2 = |m2,1|+ |m2,3|
r3 = |m3,1|+ |m3,2|

.

Les disques D1, D2 et D3 sont appelés les disques de Gerschgorin.

On considère les matrices :

E =

⎛
⎜⎝

0 0 −1

0 1 1

0 −2 0

⎞
⎟⎠ et F =

⎛
⎜⎝

−1 + i −1 −1 + 2i

2 2 + i 1− 3i

0 0 1

⎞
⎟⎠ .

II.B.1. Dans cette question, on s’intéresse à la matrice E.

II.B.1.a) Représenter dans le plan complexe les trois disques D1, D2 et D3 de Gerschgorin de la
matrice E.

II.B.1.b) Déterminer, sans justication, l’ensemble D1 ∪D2 ∪D3.

II.B.1.c) Déterminer les valeurs propres complexes λ1, λ2 et λ3 de E et représenter les points
d’afxes λ1, λ2 et λ3 sur le schéma de la question II.B.1.a)

II.B.1.d) Montrer que les points d’afxes λ1, λ2 et λ3 appartiennent à l’union D1 ∪D2 ∪D3.

II.B.2. Dans cette question, on s’intéresse à la matrice F .

II.B.2.a) On note PF (X) = det(X.I − F ) le polynôme caractéristique de la matrice F . Montrer
que

PF (X) = (X − 1)
�
X2 − (1 + 2i)X − 1 + i

�
.

On détaillera les calculs.

II.B.2.b) Déterminer les valeurs propres complexes μ1, μ2 et μ3 de F .

II.B.2.c) Représenter dans le plan complexe les trois disques de Gerschgorin D1, D2 et D3 asso-
ciés à la matrice F ainsi que les points d’afxes μ1, μ2 et μ3.

II.B.2.d) Montrer que les points d’afxes μ1, μ2 et μ3 appartiennent à l’union D1 ∪D2 ∪D3.

II.B.3. On se propose dans cette question de démontrer le résultat suivant, appelé théorème de
Gerschgorin :
"Soit une matriceM ∈ M3(C). Pour toute valeur propre complexe λ deM , le point d’afxe
λ appartient à l’union des trois disques de Gerschgorin associés àM ."
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Soit M = (mi,j)1�i�3

1�j�3

une matrice de M3(C). On note D1, D2 et D3 les trois disques de
Gerschgorin associés àM .

II.B.3.a) Soit λ un complexe. Donner la dénition de "λ est une valeur propre deM" sans utiliser
la notion de déterminant.

II.B.3.b) Expliciter les coefcients de la matriceM − λ.I .

II.B.3.c) Montrer à l’aide du théorème d’Hadamard que, si λ est une valeur propre de M , on a
l’une des inégalités :

|m1,1 − λ| � |m1,2|+ |m1,3|
ou

|m2,2 − λ| � |m2,1|+ |m2,3|
ou

|m3,3 − λ| � |m3,1|+ |m3,2|

.

II.B.3.d) Prouver alors le théorème de Gerschgorin.

Fin de l’énoncé
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Exercice 1

On note R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et Rn[X] l’espace vectoriel des
polynômes de degré inférieur ou égal à n, où n est un entier naturel.

I. Etude d’un endomorphisme de Rn[X]

1) Soit l’application f définie sur R[X] par :

∀P ∈ R[X], f(P ) = (2X − 1)P � + (X2 −X − 2)P ��.

Montrer que f est une application linéaire de R[X].

2) Soit n ∈ N. Montrer que la restriction de f à Rn[X], notée fn, est un endomorphisme de
Rn[X].

3) Donner la matrice Mn de fn dans la base canonique de Rn[X].

4) Déterminer les valeurs propres de fn et en déduire que fn est diagonalisable.

5) Comment, à partir du spectre de fn, peut-on déterminer le noyau de fn et le rang de fn ?

6) On suppose que n ≥ 2. On note λ0, λ1, · · · , λn les valeurs propres de fn rangées par ordre
croissant : λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn.
Exprimer λk en fonction de k pour k ∈ [[0, n]].
Montrer que si un polynôme P est un vecteur propre de fn associé à la valeur propre λk,
alors P est de degré k.
Indication : on pourra raisonner sur le degré de P.

7) Montrer qu’il existe une unique famille (Pk)0≤k≤n de polynômes de Rn[X], telle que, pour
tout k ∈ [[0, n]], Pk soit un polynôme unitaire de degré k et un vecteur propre de f .

8) Etude d’un cas particulier
Dans cette question, on suppose n = 3.
Donner la matrice M3 de f3 dans la base canonique de R3[X], le spectre de f3 et déterminer
les polynômes P0, P1, P2 et P3.
Rappel : la définition des polynômes Pk est donnée à la question précédente.

II. Etude d’un produit scalaire de Rn[X]

On définit l’application ϕ par :

∀(P,Q) ∈ (R[X])2, ϕ(P,Q) =

∫ 2

−1

P (t)Q(t)dt .

De façon usuelle, on confond un polynôme formel P et sa fonction polynomiale associée t �→ P (t).
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1) Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur R[X].

On note désormais ϕ(P,Q) =< P,Q > le produit scalaire de deux polynômes P et Q de
R[X].

2) a) Montrer que :

∀(P,Q) ∈ (R[X])2, < f(P ), Q >= −
∫ 2

−1

(t2 − t− 2)P �(t)Q�(t)dt .

b) En déduire que :

∀(P,Q) ∈ (R[X])2, < f(P ), Q >=< P, f(Q) > .

Que peut-on en déduire pour l’endomorphisme f ?

c) Soit n ∈ N∗, montrer que la famille de polynômes (Pk)0≤k≤n définie en I.7) est une
famille orthogonale pour le produit scalaire < ., . >.

3) a) Soit k ∈ N∗, montrer que Pk ∈ (Rk−1[X])⊥.

b) Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur R1[X].

Indications : on pourra utiliser les résultats de I.8).
On rappelle que R1[X] = Vect(1, X).

Exercice 2

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Le Comité des Fêtes d’une Ecole d’Ingénieurs organise le Gala annuel de l’école.

I. Modélisation du nombre de participants

En observant le nombre de participants des manifestations des années précédentes, le Comité
suppose que le nombre de participants à la soirée peut être modélisé par une variable aléatoire
N , suivant une loi de Poisson de paramètre 3 000.

1) Quel est l’ensemble des valeurs prises par N ? Rappeler la formule donnant P (N = k).

2) Calculer l’espérance mathématique de N . Pour les organisateurs, que représente E(N) ?
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3) La soirée est prévue dans un château. A l’arrivée, chaque participant devra déposer ses
affaires dans l’un des trois vestiaires.
On appelle les vestiaires V1, V2 et V3. Chaque participant choisit son vestiaire de manière
aléatoire, indépendamment du choix des autres participants.

On suppose, dans cette question uniquement, qu’il y a 2 500 participants à la soirée.

On considère la variable aléatoire X, où X désigne le nombre de participants choisissant
le vestiaire V1.

a) Quelles valeurs la variable aléatoire X peut-elle prendre ?
b) Déterminer la probabilité qu’aucun participant ne choisisse le vestiaire V1.
c) Déterminer la probabilité que tous les participants choisissent le vestiaire V1.
d) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

II. Où est Séverine ?

Séverine est la Présidente du Club Danse. On désigne par E l’évènement "Séverine est dans la
salle de bal" et on estime que la probabilité de cet évènement est p(E) = 0, 8.

1) Léa est inscrite au Club Danse. Les informations qu’elle fournit sont fiables à 70 %, c’est-
à-dire que, en moyenne, sur 100 affirmations, 70 seront justes.
Si Léa dit que Séverine est dans la salle de bal, quelle est la probabilité que Séverine soit
effectivement dans cette salle ?
On désignera par E1 l’évènement "Léa dit que Séverine est dans la salle de bal".

2) Benoît est aussi membre du Club et ses propos sont fiables à 90 %.
On désignera par E2 l’évènement "Benoît dit que Séverine est dans la salle de bal".
On considère que les affirmations de Léa et de Benoît sont indépendantes.
Si Léa dit que Séverine est dans la salle de bal et si Benoît dit qu’elle n’y est pas, quelle
est la probabilité que Séverine soit effectivement dans cette salle ?

III. Quatre salles, quatre ambiances

Le château dispose de deux grandes salles de réception et de deux salles plus petites. Le Comité
des Fêtes a donc décidé de prévoir des animations différentes dans chaque salle. On appelle S1
et S2 les deux grandes salles, S3 et S4 les deux petites salles.

On suppose que, toutes les heures, les participants décident de changer de salle. On s’intéresse
à la localisation d’un participant appelé Z.
Soit n ∈ N, on note Yn la variable aléatoire désignant la salle dans laquelle se trouve Z à l’instant
n.
Yn peut prendre les valeurs S1, S2, S3 et S4, selon le choix de salle fait par Z.
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1) Si Z est dans une grande salle, il peut choisir d’aller dans l’une ou l’autre des petites salles
S3 et S4 avec la même probabilité q, ou d’aller dans l’autre grande salle avec la probabilité
2× q. Il ne reste pas dans la salle où il se trouve.
Déterminer la valeur de q.

2) Si Z est dans une petite salle, il peut choisir d’aller dans l’autre petite salle avec la pro-
babilité q′, ou dans l’une ou l’autre des grandes salles S1 et S2 avec la même probabilité
2× q′. Il ne reste pas dans la salle où il se trouve.
Déterminer la valeur de q′.

3) Montrer que :

P (Yn+1 = S1) =
1

2
P (Yn = S2) +

2

5
P (Yn = S3) +

2

5
P (Yn = S4).

4) De façon analogue, déterminer, en fonction de P (Yn = S1), P (Yn = S2), P (Yn = S3), et
P (Yn = S4), l’expression des probabilités P (Yn+1 = S2), P (Yn+1 = S3) et P (Yn+1 = S4).

5) Si on considère la matrice Vn =

⎡
⎢⎢⎣
P (Yn = S1)
P (Yn = S2)
P (Yn = S3)
P (Yn = S4)

⎤
⎥⎥⎦, montrer qu’il existe une matrice A, telle

que : Vn+1 = AVn.
Déterminer la matrice A.

6) Soit n ∈ N, exprimer Vn en fonction de A, V0 et n.

7) On admet que, pour tout n ∈ N :

An =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4

13
+

1

2
an +

5

26
bn

4

13
− 1

2
an +

5

26
bn

4

13
− 4

13
bn

4

13
− 4

13
bn

4

13
− 1

2
an +

5

26
bn

4

13
+

1

2
an +

5

26
bn

4

13
− 4

13
bn

4

13
− 4

13
bn

5

26
− 5

26
bn

5

26
− 5

26
bn

5

26
+

1

2
cn +

4

13
bn

5

26
− 1

2
cn +

4

13
bn

5

26
− 5

26
bn

5

26
− 5

26
bn

5

26
− 1

2
cn +

4

13
bn

5

26
+

1

2
cn +

4

13
bn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

avec an =
�−1

2

�n

, bn =
�−3

10

�n

, cn =
�−1

5

�n

.

On suppose qu’au début de la soirée, 50 % des participants sont dans la salle S1 et les
50 % restant dans la salle S3. Les salles S2 et S4 sont donc vides.

a) Que peut-on en déduire pour V0 ?

b) Si la soirée était sans fin, quelle serait la probabilité de localisation de Z pour n → +∞ ?
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c) Il est prévu que la soirée dure de 22 h 00 à 4 h 00. Dans quelle salle Z se trouvera-t-il
à 4 h 00 avec la plus forte probabilité ?

Problème

Les parties I et II sont indépendantes. La partie III utilise certains résultats établis dans les
parties I et II.

I. Décomposition en série de Fourier

Soit l’application g, 2π-périodique, définie sur [−π, π[ par :

∀x ∈ [−π, π[, g(x) = x2.

1) Donner l’allure de la représentation graphique de g sur [−2π, 2π].

2) Déterminer la série de Fourier de la fonction g.

3) Etudier la convergence de la série de Fourier de g.

4) En déduire la valeur de la somme de la série numérique convergente
+∞∑
n=1

1

n2
.

II. Etude d’une fonction définie par morceaux

Soit f la fonction définie sur l’intervalle ]−∞, 1[ par :

f(t) =

{
ln(1− t)

t
si t �= 0

−1 si t = 0.

1) Montrer que f est de classe C1 sur ]−∞, 1[.

2) Montrer que f est de classe C∞ sur ]−∞, 1[.

3) Déterminer f (n)(0) pour tout n ∈ N∗.
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III. Etude de la fonction dilogarithme et calcul de sommes de séries numériques

Soit la fonction L définie par L(x) =

∫ 0

x

f(t)dt = −
∫ x

0

ln(1− t)

t
dt.

1) a) Justifier que L(x) est définie pour tout x ∈]−∞, 1[.

b) Quelle est la nature de l’intégrale généralisée −
∫ 1

0

ln(1− t)

t
dt ?

c) Expliquer pourquoi L est continue sur ]−∞, 1].

d) Montrer que L est développable en série entière sur un intervalle I à préciser. On
donnera le développement en série entière de L.

2) a) En utilisant le changement de variable s = 1 − t et une intégration par parties,
démontrer la relation :

∀x ∈]0, 1[, L(x) = − ln(1− x) ln(x) + L(1)− L(1− x).

b) En utilisant les résultats de la partie I. et de la question III.1), déduire de la relation

précédente la valeur numérique de L
(1
2

)
.

c) En déduire la valeur de la somme de la série numérique convergente
+∞∑
n=1

1

2nn2
.

3) a) On rappelle que L est développable en série entière sur I. Montrer que :

∀x ∈ I, L(x) + L(−x) =
L(x2)

2
.

b) En déduire la valeur de la somme de la série numérique convergente
+∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

4) L’objectif de cette cette question est d’établir et d’utiliser la relation suivante :

∀x ∈]0, 1[, L(x)− L(−x) + L
(1− x

1 + x

)
− L

(x− 1

x+ 1

)
=

π2

4
+ ln

(1 + x

1− x

)
× ln(x).

a) Vérifier que : ∀x ∈ ]0, 1[,
1− x

1 + x
∈ ]0, 1[.

b) Que peut-on dire de la quantité
x− 1

x+ 1
pour x ∈]0, 1[ ?
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c) Soit x ∈]0, 1[, on pose :

ϕ(x) = L(x)− L(−x) + L
(1− x

1 + x

)
− L

(x− 1

x+ 1

)
− ln

(1 + x

1− x

)
× ln(x).

Montrer que ϕ est définie et constante sur ]0, 1[.

d) Justifier soigneusement la valeur de ϕ sur ]0, 1[.

e) Déterminer x0 ∈]0, 1[ solution de l’équation x =
1− x

1 + x
.

En déduire la valeur de la somme de la série numérique convergente
+∞∑
n=0

(
√
2− 1)2n+1

(2n+ 1)2
.

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants.
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EXERCICE I

On considère l’équation différentielle (E) : x2 y′′+(x2 − x)y′+2y = 0.

I.1. Existe-t-il des solutions non nulles de l’équation (E) développables en série entière sur un
intervalle ]−r,r[ (r > 0) de R?

EXERCICE II

II.1. Démontrer que la famille
(

i+ j
2i+ j

)

(i, j)∈N²
est sommable et calculer sa somme.

II.2. Soit X et Y deux variables aléatoires sur un même espace probabilisé à valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe du couple (X ,Y ) vérifie :

pour tout (i, j) ∈ N², P(X = i,Y = j)= P [(X = i)∩ (Y = j)] =
i+ j

2i+ j+3 .

II.2.a. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.

II.2.b. Démontrer que les variables aléatoires X et Y suivent une même loi.

II.2.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

PROBLÈME : Fonction Digamma

Partie préliminaire

III.1.

III.1.a. Soit x ∈ ]0,+∞[, démontrer que la fonction t �→ e−ttx−1 est intégrable sur ]0,+∞[.

III.1.b. On note, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt (fonction Gamma d’Euler).

Démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x)> 0.

III.1.c. Démontrer que la fonction Γ est dérivable sur ]0,+∞[ puis exprimer Γ′(x) sous forme
d’intégrale.

III.2. Pour tout entier n ≥ 2, on pose un =
∫ n

n−1

1
t

dt − 1
n

.

III.2.a. Utiliser un théorème du cours pour justifier simplement que la série ∑
n≥2

un converge.

III.2.b. Pour tout entier n ≥ 1, on pose Hn =
n

∑
k=1

1
k
− ln(n).

Démontrer que la suite (Hn)n≥1 converge.
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La limite de la suite (Hn)n≥1 sera notée γ dans tout le sujet (γ est appelée la constante d’Euler). Dans

la suite de ce problème, on définit pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

appelée fonction Digamma.

Expression de la fonction Digamma à l’aide d’une série

III.3. Pour x ∈ ]0,+∞[ et pour tout entier n ≥ 1, on définit la fonction fn sur ]0,+∞[ telle que :

pour tout t ∈ ]0,n], fn(t) =
(

1− t
n

)n
tx−1 et pour tout t ∈ ]n,+∞[ , fn(t) = 0.

III.3.a. Démontrer que pour tout x < 1, ln(1− x)≤−x.

En déduire que pour tout entier n ≥ 1 , pour tout x ∈ ]0,+∞[ et tout t ∈ ]0,+∞[ , 0 ≤ fn(t)≤ e−ttx−1.

III.3.b. En utilisant le théorème de convergence dominée, démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[,

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1 dt.

III.4. On pose, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[, In(x) =
∫ 1

0
(1−u)n ux−1du.

III.4.a. Après avoir justifié l’existence de l’intégrale In(x), déterminer, pour x > 0 et pour n ≥ 1,
une relation entre In(x) et In−1(x+1).

III.4.b. En déduire, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[ une expression de In(x).

III.4.c. Démontrer que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = lim
n→+∞

n! nx

n

∏
k=0

(x+ k)
(formule de Gauss).

III.5. Pour tout entier n ≥ 1, on note toujours Hn =
n

∑
k=1

1
k
− ln(n).

En remarquant que pour n ≥ 1 et x ∈ ]0,+∞[,
1
nx

n

∏
k=1

(
1+

x
k

)
= exHn

n

∏
k=1

[(
1+

x
k

)
e
−x
k

]
, démontrer

que pour tout x ∈ ]0,+∞[,
1

Γ(x)
= xeγ x lim

n→+∞

n

∏
k=1

[(
1+

x
k

)
e
−x
k

]
(formule de Weierstrass).

III.6.

III.6.a. En déduire que la série ∑
k≥1

[
ln
(

1+
x
k

)
− x

k

]
converge simplement sur ]0,+∞[ .

III.6.b. On pose, pour tout x ∈ ]0,+∞[, g(x) =
+∞

∑
k=1

[
ln
(

1+
x
k

)
− x

k

]
. Démontrer que l’application

g est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer g′(x) comme somme d’une série de fonctions.

III.6.c. En déduire que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
−1
x

− γ +
+∞

∑
k=1

(
1
k
− 1

k+ x

)
. On rappelle

que pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

.

3/4



III.7.

III.7.a. Que vaut ψ(1)? En déduire la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0
e−t ln(t) dt.

III.7.b. Calculer, pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x+ 1)−ψ(x) puis démontrer que, pour tout entier

n ≥ 2, ψ(n) =−γ +
n−1

∑
k=1

1
k

.

III.7.c. On pose, pour tout (x,y) ∈ ]0,+∞[2 et k entier naturel, jk(y) =
1

k+ y+1
− 1

k+ y+ x
.

Démontrer que la série ∑
k≥0

jk converge uniformément sur ]0,+∞[.

En déduire lim
n→+∞

(ψ(x+n)−ψ(1+n)).

III.8. Déterminer l’ensemble des applications f définies sur ]0,+∞[ et à valeurs réelles vérifiant
les trois conditions :

• f (1) =−γ ,

• pour tout x ∈ ]0,+∞[, f (x+1) = f (x)+
1
x

,

• pour tout x ∈ ]0,+∞[, lim
n→+∞

( f (x+n)− f (1+n)) = 0.

Autour de la fonction Digamma

III.9. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n.

On effectue un premier tirage d’un boule dans l’urne et on adopte le protocole suivant :
si on a tiré la boule numéro k, on la remet alors dans l’urne
avec k nouvelles boules toutes numérotées k.

Par exemple, si on a tiré la boule numéro 3, on remet quatre boules de numéro 3 dans l’urne (la boule
tirée plus 3 nouvelles boules numéro 3).

On effectue ensuite un deuxième tirage d’une boule.

On note X (respectivement Y ) la variable aléatoire égale au numéro de la boule choisie au premier
tirage (respectivement au deuxième tirage).

III.9.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance E(X).

III.9.b. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y et vérifier que pour tout entier naturel non

nul k, P(Y = k) =
1
n

(
ψ(2n+1)−ψ(n+1)+

k
n+ k

)
.

III.9.c. Calculer l’espérance E(Y ). On pourra utiliser, sans démonstration, que
n

∑
k=1

k2

n(n+ k)
=

1−n
2

+n(ψ(2n+1)−ψ(n+1)).

Fin de l’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants.
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EXERCICE I : INFORMATIQUE

Les algorithmes demandés doivent être écrits en Python. On sera très attentif à la rédaction et notam-
ment à l’indentation du code. Cet exercice étudie deux algorithmes permettant le calcul du pgcd (plus
grand commun diviseur) de deux entiers naturels.

I.1. Pour calculer le pgcd de 3705 et 513, on peut passer en revue tous les entiers 1,2,3, · · · ,512,513
puis renvoyer parmi ces entiers le dernier qui divise à la fois 3705 et 513. Il sera alors bien le plus grand
des diviseurs communs à 3705 et 513. Écrire une fonction gcd qui renvoie le pgcd de deux entiers
naturels non nuls, selon la méthode décrite ci-dessus. On pourra éventuellement utiliser librement
l’instruction min(a,b) qui calcule le minimum de a et b. Par exemple gcd(3705, 513) renverra
57.

I.2. L’algorithme d’Euclide permet aussi de calculer le pgcd. Voici une fonction Python nommée
euclide qui implémente l’algorithme d’Euclide.

def euclide(a,b):
"""Donn\’ees: a et b deux entiers naturels

R\’esultat: le pgcd de a et b, calcul\’e par l’algorithme d’Euclide"""
u = a
v = b
while v != 0:

r = u % v
u = v
v = r

return u

Écrire une fonction «récursive» euclide_rec qui calcule le pgcd de deux entiers naturels selon
l’algorithme d’Euclide.

I.3. On note (Fn)n∈N la suite des nombres de Fibonacci définie par :

F0 = 0, F1 = 1, ∀n ∈ N, Fn+2 = Fn+1 +Fn.

I.3.a. Écrire les divisions euclidiennes successivement effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de
F6 = 8 et F5 = 5 avec la fonction euclide.

I.3.b. Soit n ≥ 2 un entier. Quel est le reste de la division euclidienne de Fn+2 par Fn+1 ? On pourra
utiliser librement que la suite (Fn)n∈N est strictement croissante à partir de n = 2. En déduire, sans
démonstration, le nombre un de divisions euclidiennes effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de Fn+2
et Fn+1 avec la fonction euclide .

I.3.c. Comparer pour n au voisinage de +∞, ce nombre un, avec le nombre vn de divisions eu-
clidiennes effectuées pour le calcul du pgcd de Fn+2 et Fn+1 par la fonction gcd. On pourra utiliser
librement que Fn est équivalent, au voisinage de +∞, à φ n/

√
5 où φ = (1+

√
5)/2 est le nombre d’or.

I.4. Écrire une fonction fibo qui prend en argument un entier naturel n et renvoie le nombre de
Fibonacci Fn. Par exemple, fibo(6) renverra 8.

I.5. En utilisant la fonction euclide, écrire une fonction gcd_trois qui renvoie le pgcd de trois
entiers naturels. Par exemple, gcd_trois(18, 30, 12) renverra 6.

2/5



EXERCICE I : INFORMATIQUE

Les algorithmes demandés doivent être écrits en Python. On sera très attentif à la rédaction et notam-
ment à l’indentation du code. Cet exercice étudie deux algorithmes permettant le calcul du pgcd (plus
grand commun diviseur) de deux entiers naturels.

I.1. Pour calculer le pgcd de 3705 et 513, on peut passer en revue tous les entiers 1,2,3, · · · ,512,513
puis renvoyer parmi ces entiers le dernier qui divise à la fois 3705 et 513. Il sera alors bien le plus grand
des diviseurs communs à 3705 et 513. Écrire une fonction gcd qui renvoie le pgcd de deux entiers
naturels non nuls, selon la méthode décrite ci-dessus. On pourra éventuellement utiliser librement
l’instruction min(a,b) qui calcule le minimum de a et b. Par exemple gcd(3705, 513) renverra
57.

I.2. L’algorithme d’Euclide permet aussi de calculer le pgcd. Voici une fonction Python nommée
euclide qui implémente l’algorithme d’Euclide.

def euclide(a,b):
"""Donn\’ees: a et b deux entiers naturels

R\’esultat: le pgcd de a et b, calcul\’e par l’algorithme d’Euclide"""
u = a
v = b
while v != 0:

r = u % v
u = v
v = r

return u

Écrire une fonction «récursive» euclide_rec qui calcule le pgcd de deux entiers naturels selon
l’algorithme d’Euclide.

I.3. On note (Fn)n∈N la suite des nombres de Fibonacci définie par :

F0 = 0, F1 = 1, ∀n ∈ N, Fn+2 = Fn+1 +Fn.

I.3.a. Écrire les divisions euclidiennes successivement effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de
F6 = 8 et F5 = 5 avec la fonction euclide.

I.3.b. Soit n ≥ 2 un entier. Quel est le reste de la division euclidienne de Fn+2 par Fn+1 ? On pourra
utiliser librement que la suite (Fn)n∈N est strictement croissante à partir de n = 2. En déduire, sans
démonstration, le nombre un de divisions euclidiennes effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de Fn+2
et Fn+1 avec la fonction euclide .

I.3.c. Comparer pour n au voisinage de +∞, ce nombre un, avec le nombre vn de divisions eu-
clidiennes effectuées pour le calcul du pgcd de Fn+2 et Fn+1 par la fonction gcd. On pourra utiliser
librement que Fn est équivalent, au voisinage de +∞, à φ n/

√
5 où φ = (1+

√
5)/2 est le nombre d’or.

I.4. Écrire une fonction fibo qui prend en argument un entier naturel n et renvoie le nombre de
Fibonacci Fn. Par exemple, fibo(6) renverra 8.

I.5. En utilisant la fonction euclide, écrire une fonction gcd_trois qui renvoie le pgcd de trois
entiers naturels. Par exemple, gcd_trois(18, 30, 12) renverra 6.

2/5

EXERCICE II

Pour tout entier naturel non nul n, on note Mn(K) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coeffi-
cients dans le corps K.

Dans cet exercice, A est une matrice de Mn(R) telle que A3 +A2 +A = 0.

II.1. Démontrer que les valeurs propres complexes de A prennent au maximum trois valeurs dis-
tinctes que l’on précisera.

II.2. Justifier que A est diagonalisable dans Mn(C).

II.3. Démontrer que si A est inversible alors det(A) = 1.

PROBLÈME III

Les deux premières parties du problème sont indépendantes. La deuxième partie étudie un exemple
d’interpolation de Hermite et la troisième partie quelques propriétés d’une famille de polynômes qui
portent le nom de ce même mathématicien.

On note R [X] l’algèbre des polynômes à coefficients réels et, pour tout entier naturel n, Rn [X] le
sous-espace vectoriel de R [X] constitué des polynômes de degré inférieur ou égal à n. On note R(X)
le corps des fractions rationnelles à coefficients réels.

Pour tout polynôme P ∈ R [X], on note P′ le polynôme dérivé de P et, pour tout entier naturel n, on
note P(n) le n-ième polynôme dérivé de P. Pour tout entier naturel non nul n, on note Mn(R) l’algèbre
des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels.

Première partie : questions préliminaires

Soit n un entier naturel non nul.

III.1. Soit P et Q deux polynômes non nuls à coefficients complexes.

III.1.a. Démontrer que si P et Q n’ont aucune racine complexe commune, alors P et Q sont
premiers entre eux (on pourra raisonner par l’absurde).

III.1.b. On suppose que P et Q sont premiers entre eux. En utilisant le théorème de Gauss, dé-
montrer que si P et Q divisent un troisième polynôme R à coefficients complexes, alors il en est de
même du polynôme PQ.

III.2. Soit (Pi)1≤i≤n une famille de polynômes non nuls de R [X]. On considère le polynôme

P ∈ R [X] et la fraction rationnelle Q ∈ R(X) définis par P =
n

∏
i=1

Pi et Q =
P′

P
.

Démontrer par récurrence que Q =
n

∑
i=1

P′
i

Pi
.

3/5



Deuxième partie : interpolation de Hermite

Soit I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul, (xi)1≤i≤p une famille d’éléments de I
distincts deux à deux et (ai)1≤i≤p et (bi)1≤i≤p deux familles de réels quelconques.

III.3. Définition du polynôme interpolateur de Hermite

III.3.a. Soit P ∈ R [X ] et a ∈ R. En utilisant la formule de Taylor, démontrer que :
si P(a) = P′(a) = 0 alors (X −a)2 divise P.

III.3.b. En utilisant la question préliminaire III.1, démontrer que l’application ϕ de R2p−1 [X] vers
R2p définie par

ϕ(P) =
(
P(x1),P(x2), . . . ,P(xp),P′(x1),P′(x2), . . . ,P′(xp)

)

est une application linéaire bijective de R2p−1 [X] sur R2p.

III.3.c. Démontrer qu’il existe un unique polynôme PH ∈ R2p−1 [X] tel que, pour tout entier i
vérifiant 1 ≤ i ≤ p, on a PH(xi) = ai et P′

H(xi) = bi.
Le polynôme PH est appelé polynôme d’interpolation de Hermite.

III.4. Étude d’un exemple

Déterminer le polynôme d’interpolation de Hermite (défini à la question III.3) lorsque p= 2, x1 =−1,
x2 = 1, a1 = 1, a2 = 0, b1 =−1 et b2 = 2 (si, au cours de ses calculs, le candidat a besoin d’inverser
une matrice, il pourra le faire sans justification à l’aide de sa calculatrice).

III.5. Une formule explicite

Pour tout entier i tel que 1 ≤ i ≤ p, on considère le polynôme Qi =
p

∏
j=1
j �=i

(
X − x j

xi − x j

)2

.

III.5.a. Soit i un entier vérifiant 1 ≤ i ≤ p. Calculer Qi(xk) pour tout entier k tel que 1 ≤ k ≤ p et
démontrer qu’on a

Q′
i(xk) = 0 si k �= i et Q′

i(xi) =
p

∑
j=1
j �=i

2
xi − x j

On pourra utiliser la question préliminaire III.2.

III.5.b. Démontrer que le polynôme P défini par la formule

P =
p

∑
i=1

[(
1−Q′

i(xi)(X − xi)
)

ai +(X − xi)bi

]
Qi

est le polynôme d’interpolation de Hermite défini à la question III.3.

III.5.c. Retrouver le polynôme de la question III.4 en utilisant cette formule.
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Q′
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Troisième partie : polynômes de Hermite

Soit (Hn)n∈N la famille de polynômes définie par H0 = 1 et, pour tout n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′
n.

III.6. Démontrer que, pour tout n ∈ N, Hn est un polynôme unitaire de degré n.

III.7. Démontrer que, pour tout n ∈ N, H ′
n+1 = (n+1)Hn.

Pour tous polynômes P et Q à coefficients réels, on pose

〈P | Q〉=
∫ +∞

−∞
P(x)Q(x) f (x)dx,

la fonction f étant définie sur R par f (x) = 1√
2π

exp
(
−x2

2

)
. On rappelle que

∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

III.8. Un produit scalaire sur R [X]

III.8.a. Justifier, pour tous polynômes P et Q dans R [X], l’existence de l’intégrale qui définit
〈P | Q〉.

III.8.b. Démontrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur R [X].

III.9. Une famille orthogonale

Dans la suite, R[X ] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée ‖ .‖.

III.9.a. Démontrer que, pour tout P ∈ R [X] et pour tout n ∈ N, 〈P | Hn〉=
〈

P(n) | H0

〉
.

III.9.b. En déduire que, pour tout n ∈ N, la famille (H0,H1,...,Hn) est une base orthogonale de
Rn[X ].

III.9.c. Calculer ‖Hn‖ pour tout n ∈ N.

III.9.d. Soit P = X3 +X2 +X + 1. Préciser les polynômes H1, H2 et H3 puis déterminer quatre

réels ai (0 ≤ i ≤ 3) tels que P =
3

∑
i=0

aiHi. En déduire la distance d du polynôme P au sous-espace

R0[X ] des polynômes constants, c’est-à-dire la borne inférieure de ‖P−Q‖ quand Q décrit R0[X ].

III.10. Étude des racines des polynômes Hn

Soit n ∈ N. On note p le nombre de racines réelles (distinctes) d’ordre impair du polynôme Hn,
a1, a2, ..., ap ses racines et S le polynôme défini par

S = 1 si p = 0 et S =
p

∏
i=1

(X −ai) sinon.

III.10.a. Démontrer que, si p < n, alors 〈S | Hn〉= 0.

III.10.b. Démontrer que, pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x)≥ 0.

III.10.c. En déduire que Hn a n racines réelles distinctes.

Fin de l’énoncé
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Notations et définitions
– R désigne l’ensemble des nombres réels et C l’ensemble des nombres complexes.

– Si n,m sont deux entiers naturels non nuls, on désigne par Mn,m (R) [respectivement Mn,m (C)]
l’espace vectoriel des matrices à n lignes et m colonnes à coefficients dans R [respectivement

dans C]. Comme Mn,m (R) est contenu dans Mn,m (C), une matrice à coefficients réels est

aussi à coefficients complexes.

– Si n = m, on note Mn (R) [respectivement Mn (C)] pour Mn,n (R) [respectivement Mn,n (C)].
– In désigne la matrice identité de Mn (R) [respectivement Mn (C)].
– Si (Mn)n∈N est une suite de matrices de Mn (R), on dit que cette suite converge vers une ma-

trice L ∈ Mn (R) si, pour tout couple (i, j) ∈ �1, n�2, la suite (Mn(i, j))n∈N des coefficients

d’indice (i, j) de Mn converge vers le coefficient, noté L(i, j), d’indice (i, j) de L.

– Un vecteur (x1, · · · , xn) de Rn [respectivement de Cn] est identifié à l’élément




x1

...

xn


 de

Mn,1 (R) [respectivement Mn,1 (C)].
– Pour tout vecteur x = (x1, · · · , xn) ∈ Cn, on note ‖x‖∞ = max {|xi| ; 1 ≤ i ≤ n} .
– Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on désigne par Sp (A) l’ensemble de toutes les valeurs

propres complexes de A et on note :

ρ (A) = max
λ∈Sp(A)

|λ| .

On rappelle que ρ (A) est le rayon spectral de A.

– Si X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P) telle que

X(Ω) = {x1, · · · , xn} ⊂ R, on identifie la loi PX de X au vecteur colonne




P(X = x1)
...

P(X = xn)


.

Objectifs
L’objet de ce problème est d’étudier la suite des puissances d’une matrice stochastique. La première

partie est consacrée à cette étude dans le cas où n = 2. Dans la seconde partie, on étudie le spectre

des matrices stochastiques. Dans la troisième partie, on étudie l’existence d’une probabilité invariante

par une matrice stochastique et la dernière partie est consacrée à l’étude des puissances d’une telle

matrice.
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Partie I
Cas n = 2

On suppose dans cette partie que n = 2 et, pour α ∈ [0, 1] et β ∈ [0, 1] avec (α, β) �= (0, 0), on

note :

A(α, β) =

(
1− α α

β 1− β

)
.

Il pourra être utile de noter λ = 1− (α + β).

I.1 Puissances de A(α,β)

Q1. Montrer que 1 est valeur propre de A(α, β) et déterminer le sous-espace propre associé.

Q2. Montrer que A(α, β) est diagonalisable dans M2 (R) et la diagonaliser.

Q3. Calculer, pour tout entier p ∈ N, la matrice A(α, β)p.

Q4. Montrer que, pour (α, β) �= (1, 1), la suite (A(α, β)p)p∈N converge vers une matrice

L(α, β) que l’on précisera. Que se passe-t-il pour (α, β) = (1, 1) ?

I.2 Application
Soient α et β deux réels de ]0, 1[. Un message binaire de longueur �, c’est-à-dire une suite finie

(a1, a2, · · · , a�) où pour tout i ∈ {1, · · · , �}, ai ∈ {0, 1}, est transmis dans un réseau formé de

relais. On suppose que, à chaque relais, un élément x ∈ {0, 1} est transmis avec une probabilité

d’erreur égale à α pour un passage de 0 à 1 et β pour un passage de 1 à 0. On note X0 la variable

aléatoire définissant le message initial de longueur � et, pour n ∈ N∗, au n-ième relais, le résultat

du transfert est noté Xn. On suppose que les relais sont indépendants les uns des autres et que les

erreurs sur les bits constituant le message sont indépendantes.

Q5. Cas � = 1

Montrer que pour tout entier n ≥ 0 :
(

P (Xn+1 = 0)

P (Xn+1 = 1)

)
=

(
1− α β

α 1− β

)(
P (Xn = 0)

P (Xn = 1)

)
.

Calculer, pour n > 0, P(Xn = 0|X0 = 0) et P(Xn = 1|X0 = 1).

Si r = min

(
α

α + β
,

β

α + β

)
, montrer que la probabilité pour que Xn soit conforme à X0 est

supérieure ou égale à :

r + (1− r)(1− α− β)n.
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Q6. Cas � > 1

On pose Xn =
(
X1

n, · · · , X�
n

)
où, pour k ∈ {1, · · · , �}, Xk

n est le résultat de la transmission

du k-ième bit au n-ième relais. Soit Qn la probabilité pour que le message Xn soit conforme au

message initial. Montrer que Qn vérifie :

Qn ≥ (r + (1− r) (1− α− β)n)
�
.

Q7. On suppose dans cette question que α = β. Que peut-on dire dans ce cas de l’inégalité

précédente ?

Pour tout ε ∈ ]0, 1[, déterminer un entier nc tel que la probabilité d’obtenir un message erroné

au n-ième relais soit supérieure ou égale à ε (on dit que nc est la taille critique du réseau).

Partie II
Spectre des matrices stochastiques

Dans cette partie, les matrices considérées sont carrées et d’ordre n ≥ 2. On dit qu’une matrice

A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn (R) est stochastique [respectivement strictement stochastique] si et seule-

ment si elle est à coefficients positifs [respectivement strictement positifs] et :

∀i ∈ {1, · · · , n} ,
n∑

j=1

aij = 1.

II.1 Coefficients

Q8. Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn (R) une matrice stochastique [respectivement strictement

stochastique]. Montrer que pour tous i, j compris entre 1 et n on a :

0 ≤ aij ≤ 1 [respectivement 0 < aij < 1].

Q9. Montrer qu’une matrice A à coefficients réels positifs est stochastique si et seulement si 1

est valeur propre de A et le vecteur e de coordonnées (1, · · · , 1) est un vecteur propre associé.

Q10. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques [respectivement strictement sto-

chastiques] est une matrice stochastique [respectivement strictement stochastique].

II.2 Valeurs propres
Soit A ∈ Mn (R) une matrice stochastique.

Q11. Montrer que

∀x ∈ Cn, ∀p ∈ N, ‖Apx‖∞ ≤ ‖x‖∞ .
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Q12. Montrer que ρ (A) = 1.

II.3 Diagonale strictement dominante
Une matrice A ∈ Mn (C) est dite à diagonale strictement dominante si et seulement si

∀i ∈ {1, · · · , n} , |aii| >
n∑

j=1
j �=i

|aij| .

Q13. Soit A une matrice quelconque dans Mn (C) et soit λ ∈ C une valeur propre de A.

Montrer qu’il existe un indice i ∈ {1, 2, · · · , n} tel que :

|λ− aii| ≤
n∑

j=1
j �=i

|aij| .

Q14. Montrer qu’une matrice A ∈ Mn (C) à diagonale strictement dominante est inversible.

II.4 Valeur propre de module maximal
Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn (R) une matrice strictement stochastique.

Q15. On désigne par A1 = (ai,j)1≤i,j≤n−1 ∈ Mn−1 (R) la matrice extraite de A en suppri-

mant sa dernière ligne et sa dernière colonne. Montrer que la matrice A1 − In−1 est à diagonale

strictement dominante. Que peut-on en déduire quant au rang de A− I ?

Q16. Montrer que ker (A− In) est de dimension 1.

Q17. Soit λ ∈ Sp (A) \ {1} . Montrer que |λ| < 1.

Partie III
Probabilité invariante

On considère quatre points dans le plan numérotés de 1 à 4. Une particule se déplace chaque

seconde sur l’ensemble de ces points de la façon suivante : si elle se trouve au point i, elle reste au

point i avec une probabilité égale à
1

10
ou passe en un point j �= i de façon équiprobable.

III.1 Une suite de variables aléatoires
On note X0 une variable aléatoire de loi P0 donnant la position du point en l’instant n = 0, Xn

la position du point à l’instant n et Pn =




P(Xn = 1)
...

P(Xn = 4)


 la loi de Xn.
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Q18. Montrer qu’il existe une matrice Q, que l’on déterminera, telle que :

P1 = QP0.

Calculer Pn en fonction de Q et de P0.

Q19. Montrer qu’il existe un unique vecteur Π =




p1

p2

p3

p4




, que l’on déterminera, tel que :

∀i ∈ {1, · · · , 4}, pi ≥ 0
4∑

i=1

pi = 1 et Π = QΠ.

III.2 Rapidité de convergence

Q20. Montrer sans calcul que Q est diagonalisable sur R.

Q21. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de Q.

Q22. En déduire que (Qp)p∈N converge vers une matrice R que l’on précisera en fonction de Π

et qu’il existe r ∈ ]0, 1[ tel que :

‖Qp −R‖ = O (rp) .

En déduire que (Pn)n∈N admet une limite indépendante de la loi de X0 et interpréter le résultat

obtenu.

Partie IV
Puissances d’une matrice stochastique

Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn (R) une matrice strictement stochastique. On note :

m = min
1≤i,j≤n

aij.

Pour tout entier naturel non nul p, on note a
(p)
i,j le coefficient d’indice (i, j) de Ap :

Ap =
(
a
(p)
i,j

)
1≤i,j≤n

.

Enfin, pour tout entier j compris entre 1 et n, on note :

m
(p)
j = min

1≤k≤n
a
(p)
k,j, M

(p)
j = max

1≤k≤n
a
(p)
k,j.
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Q23. Encadrement
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :

0 < m
(p)
j ≤ m

(p+1)
j ≤ M

(p+1)
j ≤ M

(p)
j .

Q24. Minoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :

m
(p+1)
j −m

(p)
j ≥ m

(
M

(p)
j −m

(p)
j

)
et M

(p)
j −M

(p+1)
j ≥ m

(
M

(p)
j −m

(p)
j

)
.

Q25. Majoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :

M
(p+1)
j −m

(p+1)
j ≤ (1− 2m)

(
M

(p)
j −m

(p)
j

)
.

Q26. Convergence de ces suites
En déduire que, pour tout entier j compris entre 1 et n, les suites

(
m

(p)
j

)
p∈N

et
(
M

(p)
j

)
p∈N

sont adjacentes.

Q27. Conclusion
En déduire que la suite (Ap)p∈N converge vers une matrice L stochastique dont toutes les

lignes sont identiques.

FIN
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PROBLEME

Pour n ∈ N et k ∈ [[0, n]], on note pk,n(X) le polynôme

(
n

k

)
Xk(1−X)n−k si bien que :

∀t ∈ R, pk,n(t) =

(
n

k

)
tk(1− t)n−k =

n!

k!(n− k)!
tk(1− t)n−k.

On propose d’étudier quelques aspects géométriques, algébriques, probabilistes et analytiques
de cette famille de polynômes appelés “polynômes de Bernstein”.

Dans la partie 1, on considère des exemples de courbes dont le paramétrage fait intervenir
des polynômes de Bernstein dans des cas simples. Dans la partie 2, on s’intéresse à deux
endomorphismes ϕn et Bn de Rn[X] dont les propriétés sont liées au fait que la famille des
polynômes de Bernstein correspond à une base de Rn[X]. La loi binomiale permet de faire le
lien avec l’endomorphisme Bn dont on étudie en détail la restriction à R2[X]. On étudie, dans la
partie 3, les aspects analytiques de Bn(f) pour une fonction f définie sur [0, 1] avec Bn défini sur
le modèle de la partie 2. Par l’usage des probabilités, on obtient une démonstration “naturelle”
de la convergence uniforme de Bn(f) vers f sur [0, 1] sous l’hypothèse forte que f est de classe
C 1 sur [0, 1]. La partie 4 complète la partie 3 par l’étude d’intégrales impropres et d’intégrales
à paramètres. La partie 5 aborde la question des séries de fonctions liées aux polynômes de
Bernstein.

Les parties 1 et 5 sont indépendantes des autres parties. La partie 3 dépend seulement de la
partie 2 et cela uniquement par la question 5 faisant intervenir les probabilités. La partie 4
dépend seulement de la partie 3 et uniquement par la question 11.d).

PARTIE 1. GEOMETRIE

On note A0, A1 et A2 les trois éléments de R2 définis par A0 = (0, 1), A1 = (1, 1) et A2 = (1, 0).

On note T l’ensemble défini par T = {(x, y) ∈ [0, 1]2 | x+ y � 1}.

Pour t ∈ [0, 1], on remarque que p0,1(t) = 1− t et p1,1(t) = t. On note alors :

A(t) = p0,1(t)A0 + p1,1(t)A1, B(t) = p0,1(t)A1 + p1,1(t)A2 et C(t) = p0,1(t)A(t) + p1,1(t)B(t).

1. Soit t ∈ [0, 1].
1.a) Déterminer l’expression de p0,2(t), p1,2(t) et p2,2(t) en fonction de t.

1.b) Déterminer les coordonnées de A(t), B(t) et vérifier que C(t) = (2t− t2, 1− t2).

1.c) Montrer que C(t) =
2∑

k=0

pk,2(t)Ak.

2. Montrer que T est une partie convexe de R2.

3. Soit C l’arc paramétré défini à partir de la fonction f : t �−→ C(t)
[0, 1] −→ R2.3.a) Justifier que tous les points de C sont dans T .

3.b) Pour t ∈ [0, 1], déterminer un vecteur directeur de la tangente Dt à C en C(t).

3.c) Montrer que, pour tout t ∈ [0, 1], le segment [A(t), B(t)] est inclus dans Dt.

3.d) Représenter dans un même repère orthonormé la courbe C , la partie T et les segments
[A(t), B(t)] pour t = 0, t = 1/2 et t = 1.
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endomorphismes ϕn et Bn de Rn[X] dont les propriétés sont liées au fait que la famille des
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PARTIE 2. ALGEBRE LINEAIRE ET PROBABILITES

Soit n ∈ N tel que n � 2. On note Rn[X] l’espace vectoriel des polynômes réels de degré inférieur
ou égal à n. Pour P (X) un polynôme réel, on note P ′(X) le polynôme dérivé.

On note F la famille de Rn[X] constituée des polynômes (p0,n(X), p1,n(X), . . . , pn,n(X)).

Pour tout P ∈ Rn[X], on définit les polynômes ϕn(P ) et Bn(P ) par :

ϕn(P )(X) = nXP (X) +X(1−X)P ′(X)

et

Bn(P )(X) =
n∑

k=0

P

(
k

n

)
pk,n(X).

4.
4.a) Montrer que ϕn et Bn sont des endomorphismes de Rn[X].

4.b) Vérifier que, pour tout k ∈ [[0, n]], ϕn(pk,n)(X) = k pk,n(X).

4.c) En déduire que F est une base de Rn[X] et que ϕn est diagonalisable.

4.d) Montrer que ϕn n’est pas bijectif et que Bn est bijectif.

5. Soit r ∈ N∗ et t ∈ [0, 1]. On considère un espace probabilisé (Ω,A ,P) et Tr une variable
aléatoire sur (Ω,A ,P) qui suit la loi binomiale B(r, t). On note T r = Tr/r.

Pour Y une variable aléatoire discrète sur (Ω,A ,P), on note, sous réserve d’existence, E(Y )
l’espérance de Y et V(Y ) la variance de Y .

On rappelle que si Y (Ω) ⊂ [[0, r]] et h est une fonction à valeurs réelles définie sur [[0, r]], alors

h(Y ) admet une espérance et E(h(Y )) =
r∑

k=0

h(k)P(Y = k).

5.a) Donner un exemple de situation probabiliste qui peut être décrite par une variable
aléatoire qui suit la loi binomiale B(r, t).

5.b) Donner Tr(Ω) et justifier que, pour tout k ∈ [[0, r]], on a : P(Tr = k) = pk,r(t).

5.c) Donner l’expression simplifiée des quantités suivantes :

E(Tr), E(T r), V(Tr), V(T r), E(T
2
r ) et E((T r)

2) ;

vérifier en particulier que E((T r)
2) =

t

r
+

t2

r
(r − 1).

5.d) En déduire que les égalités suivantes sont valables pour tout t ∈ [0, 1] :

r∑
k=0

pk,r(t) = 1,
r∑

k=0

k

r
pk,r(t) = t et

r∑
k=0

(
k

r

)2

pk,r(t) =

(
1− 1

r

)
t2 +

1

r
t.

5.e) Montrer que les trois égalités précédentes sont encore valables pour tout t ∈ R.

6. Montrer que R2[X] est un sous-espace vectoriel de Rn[X] qui est stable par Bn.

On note B̃n l’endomorphisme de R2[X] induit par Bn ; on rappelle que dans ce cas, pour tout
P ∈ R2[X], B̃n(P ) = Bn(P ). On note An la matrice de B̃n dans la base canonique de R2[X].
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On note M3(R) l’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3.

On note aussi I3 =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


, H =



1 0 0
0 1 1
0 0 0


, D =



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 et Dn =



1 0 0
0 1 0
0 0 1− 1

n


.

7. Montrer que An =



1 0 0
0 1 1

n

0 0 1− 1
n


 =

(
1− 1

n

)
I3 +

1

n
H.

8.
8.a) La matrice H est-elle diagonalisable ?

8.b) Soit a et b deux réels et Q =



1 0 a
0 1 b
0 0 1


. Justifier que Q est inversible.

8.c) Déterminer (sans chercher à calculer Q−1) deux réels a et b tels que H = QDQ−1.

9. On suppose dans toute la fin de cette partie que les réels a et b ont été choisis de telle sorte

que H = QDQ−1 pour Q =



1 0 a
0 1 b
0 0 1


.

On munit M3(R) d’une norme quelconque. Si une suite de matrices de M3(R), notée (M�),
converge vers une matrice M , on note lim

�→+∞
(M�) = M . On admet alors que lim

�→+∞
(M�) = M si

et seulement si pour tout (i, j) ∈ [[1, 3]]2, on a : lim
�→+∞

(M�)i,j = Mi,j.

9.a) Montrer que lim
n→+∞

(An) = I3.

9.b) Montrer que l’application ψ définie sur M3(R) par ψ(M) = QMQ−1 est linéaire.

9.c) En déduire que si lim
�→+∞

(M�) = M , alors lim
�→+∞

(QM�Q
−1) = QMQ−1.

9.d) Montrer que An = QDnQ
−1.

9.e) Déterminer explicitement, pour n � 2, lim
�→+∞

(A�
n).

9.f) Déterminer explicitement lim
n→+∞

(An
n).

PARTIE 3. ANALYSE ET PROBABILITES

Soit n ∈ N∗. Pour f une fonction définie sur [0, 1] à valeurs dans R, pour tout x ∈ R, on note :

Bn(f)(x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
pk,n(x).

On reprend les notations de la question 5 avec r = n. On remarque que dans ce cas, pour tout
t ∈ [0, 1], on a :

f(t)− Bn(f)(t) = E(f(t)− f(T n)) =
n∑

k=0

(f(t)− f(k/n))pk,n(t).

On pourra utiliser sans démonstration les résultats de cette question 5.
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10.

10.a) Montrer que pour toute variable aléatoire discrète Y admettant une variance, on a
l’inégalité suivante : E(Y ) �

√
E(Y 2).

10.b) En déduire que, pour tout t ∈ [0, 1], E(|t− T n|) �
√

t(1− t)

n
.

11. On suppose dans toute cette question que f est une fonction de classe C 1 sur [0, 1].

11.a) Justifier l’existence d’un réel Mf tel que : ∀(a, b) ∈ [0, 1]2, |f(a)− f(b)| � Mf |a− b|.

Dans toute la suite de cette question, on suppose que Mf est un réel choisi de telle sorte que :

∀(a, b) ∈ [0, 1]2, |f(a)− f(b)| � Mf |a− b|.

11.b) Montrer que, pour tout t ∈ [0, 1], E(|f(t)− f(T n)|) � Mf

√
t(1− t)

n
.

11.c) En déduire que, pour tout t ∈ [0, 1], |f(t)− Bn(f)(t)| �
Mf

2
√
n
.

11.d) Montrer que (Bn(f))n∈N∗ converge uniformément vers f sur [0, 1].

PARTIE 4. INTEGRALES

Soit f une fonction de classe C 1 sur [0, 1].

On reprend les notations de la partie 3 pour Bn(f). On pourra utiliser sans démonstration le
résultat de la question 11.d).

12. Montrer que lim
n→+∞

(∫ 1

0

Bn(f)(x) dx

)
=

∫ 1

0

f(x) dx.

13. On note Sn(f) =
1

n+ 1

n∑
k=0

f

(
k

n

)
.

13.a) Montrer que, pour tout a ∈ N∗ et b ∈ N,

∫ 1

0

xa(1−x)b dx =
a

b+ 1

∫ 1

0

xa−1(1−x)b+1 dx.

13.b) En déduire que, pour tout n ∈ N et tout k ∈ [[0, n]], le réel

∫ 1

0

pk,n(x) dx est indépendant

de l’entier k et que

∫ 1

0

pk,n(x) dx =
1

(n+ 1)
.

13.c) En déduire que lim
n→+∞

Sn(f) =

∫ 1

0

f(x) dx.
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14. Montrer que le résultat de la question 13.c) reste vrai pour la seule hypothèse que f est
continue sur [0, 1].

15. Soit (a, b, c) ∈ N3 tels que a+ b � c− 2.

15.a) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1], l’intégrale

∫ +∞

0

ua(1 + xu)b

(1 + u)c
du est convergente.

15.b) Montrer que, pour b � 1, la fonction F : x �→
∫ +∞

0

ua(1 + xu)b

(1 + u)c
du est de classe C 1 sur

[0, 1].

15.c) Montrer que la fonction h : t �−→ t

1− t
[0, 1[ −→ [0,+∞[

est une fonction de classe C 1 qui est

strictement croissante et bijective.

15.d) En utilisant le changement de variable u =
t

1− t
, calculer F (0); en déduire la valeur de

F (1).

PARTIE 5. SERIES DE FONCTIONS

Soit k ∈ N∗. Pour n ∈ N et t ∈ [0, 1], on note :

fn(t) =

{
pk,n(t) si n � k,

0 si n < k,
si bien que fn(t) =




(
n

k

)
tk(1− t)n−k si n � k,

0 si n < k.

16. Montrer que

(
n

k

)
∼ nk

k!
quand n tend vers +∞ et en déduire, pour tout t ∈ ]0, 1[, un

équivalent de fn(t) quand n tend vers +∞.

17. Etablir que
∑

fn converge simplement sur [0, 1].

Pour t ∈ [0, 1], on note S(t) =
+∞∑
n=0

fn(t).

18. Déterminer S(t) pour t = 0 et pour t = 1.

19.

19.a) Donner le développement en série entière au voisinage de 0 de la fonction u �→ 1

1− u
.

19.b) En déduire que, pour tout u ∈ [0, 1[,
+∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)un−k =
k!

(1− u)k+1
.

19.c) Montrer que, pour tout t ∈ ]0, 1], S(t) =
1

t
.

19.d) La série
∑

fn converge-t-elle normalement sur [0, 1] ?

Fin de l’énoncé
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Problème I

On considère dans ce problème la suite (un)n∈N définie par un premier terme u0 dans ]0, 1[ et
par la relation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 =
√

u2
n − un + 1.

On introduit la fonction f : x �−→
√
x2 − x+ 1.

I.1. a) Vérifier que, pour tout x ∈ R, x2 − x+ 1 =

(
x− 1

2

)2

+
3

4
.

b) En déduire que f est bien définie sur R.
Justifier alors que, pour tout n ∈ N, un est bien définie.

c) Déduire de la question 1.a) que, pour tout x ∈ [0, 1], f(x) ∈ [0, 1].

d) En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ [0, 1].

I.2. a) Justifier que f est dérivable sur R et, pour tout x ∈ R, calculer f ′(x).

On détaillera les calculs effectués.

Déterminer le tableau des variations de f sur [0, 1].

b) Montrer que, pour x ∈ [0, 1], f(x) ≥ x.

c) Représenter alors la courbe représentative de f sur [0, 1].

On se placera dans un repère orthonormé (O;�i,�j) et on utilisera l’échelle suivante :
10 cm pour 1 unité.

On fera apparâıtre la tangente horizontale et la première bissectrice.

Dans cette question uniquement, on suppose u0 =
1

4
; construire à l’aide du graphe

précédent les premiers termes de la suite (un)n∈N.

d) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1],
∣∣f ′(x)

∣∣ ≤ 1√
3
.

I.3. a) Calculer f(1).

b) En déduire que ∀n ∈ N, |1− un+1| ≤
1√
3
|1− un|.

c) En déduire alors, pour tout n ∈ N, une majoration de |1 − un| en fonction de n et
de |1− u0|.

d) En déduire que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

Fin du premier problème
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Problème II

Étude d’une intégrale

II.1. Justifier que I0 =

∫ +∞

0

e−tdt converge et calculer sa valeur.

II.2. Soit n ∈ N. On suppose que In =

∫ +∞

0

tne−tdt converge.

a) Soit A ∈ R∗
+. Montrer que

∫ A

0

tn+1e−tdt = −An+1e−A + (n+ 1)

∫ A

0

tne−tdt.

b) Déterminer (et justifier) la limite de An+1e−A quand A tend vers +∞.

c) En déduire que In+1 =

∫ +∞

0

tn+1e−tdt converge et que In+1 = (n+ 1)In.

II.3. Montrer alors que, pour tout n ∈ N, In =

∫ +∞

0

tne−tdt converge et vaut n!.

Étude d’un produit scalaire

On rappelle queR3[X] désigne l’ensemble des polynômes à coefficients réels et de degré inférieur
ou égal à 3.
Pour tous P et Q dans R3[X], on pose :

〈P,Q〉 =
∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt.

II.4. Justifier rapidement en utilisant II.3 que, pour tous P et Q dans R3[X], l’intégrale∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt converge.

II.5. Montrer que l’application
R3[X]×R3[X] −→ R

(P,Q) �−→ 〈P,Q〉 est un produit scalaire surR3[X].

Construction d’une base orthogonale

Soit Φ l’application définie sur R3[X] par :

∀P ∈ R3[X], Φ(P ) = XP ′′(X) + (1−X)P ′(X).

On rappelle que la base canonique de R3[X] est la famille Bc = (1, X,X2, X3).

II.6. Montrer que Φ est un endomorphisme de R3[X].

II.7. Vérifier que la matrice de Φ dans la base canonique de R3[X] est



0 1 0 0
0 − 1 4 0
0 0 − 2 9
0 0 0 − 3


.

II.8. Montrer alors que les valeurs propres de Φ sont 0, − 1, − 2 et − 3.
L’endomorphisme Φ est-il diagonalisable ?
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II.9. Pour tout k ∈ {0, 1, 2}, déterminer un vecteur propre Pk de Φ associé à la valeur propre
−k et dont le coefficient dominant vaut 1.
On présentera et on expliquera les calculs effectués.

On supposera dans la suite que P3 désigne un vecteur propre de Φ associé à la valeur
propre −3 et de coefficient dominant égal à 1.

II.10. Soient P et Q dans R3[X].

a) On pose f : t �−→ tP ′(t)e−t.

Justifier que f est de classe C1 sur [0,+∞[.

Pour tout t ≥ 0, exprimer f ′(t) en fonction de Φ(P )(t) et de e−t.

b) Montrer que

〈Φ(P ), Q〉 =
∫ +∞

0

f ′(t)Q(t)dt.

c) En effectuant une intégration par parties dans l’intégrale

∫ A

0

f ′(t)Q(t)dt avec A ∈ R,

montrer que

〈Φ(P ), Q〉 = −
∫ +∞

0

tP ′(t)Q′(t)e−tdt.

d) En déduire que 〈Φ(P ), Q〉 = 〈P,Φ(Q)〉.
II.11. On rappelle que, pour tout i ∈ {0, 1, 2, 3}, Pi est un vecteur propre de Φ associé à la

valeur propre −i.

Soient i et j dans {0, 1, 2, 3} tels que i �= j.
En remarquant que 〈Φ(Pi), Pj〉 = 〈Pi,Φ(Pj)〉, montrer que (i− j)〈Pi, Pj〉 = 0 puis que Pi

et Pj sont orthogonaux.

II.12. En déduire que la famille (P0, P1, P2, P3) est une base de R3[X] constituée de vecteurs
deux à deux orthogonaux.

Fin du second problème
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Problème III

Rappels des notations

On rappelle que, pour X une variable aléatoire, E(X) désigne l’espérance de X et V (X) désigne
la variance de X.

Étant donnés deux événements A et B, la notation PB(A) désigne la probabilité conditionnelle
de A sachant B.

Contexte

On considère un groupe de deux ampoules que l’on observe aux instants 0, 1, 2, 3, . . .
Ces deux ampoules sont supposées indépendantes l’une de l’autre.

À l’instant initial, on suppose que les deux ampoules sont allumées. Ces ampoules restent
allumées jusqu’au moment où elles grillent. Elles peuvent donc être soit dans l’état allumé, soit
dans l’état grillé. La possibilité qu’une ampoule soit éteinte n’est pas considérée ici.

À chaque instant, chaque ampoule déjà grillée reste grillée et chaque ampoule allumée a la

probabilité
1

2
de rester allumée et

1

2
de griller.

On note, pour tout n entier naturel, Xn la variable aléatoire égale au nombre d’ampoules
allumées à l’instant n. On remarquera que Xn peut prendre les valeurs 0, 1 et 2, c’est à dire
que Xn(Ω) = {0, 1, 2}.
Pour tout n ∈ N, on introduit le vecteur colonne Un dans M3,1(R) :

Un =



P (Xn = 0)
P (Xn = 1)
P (Xn = 2)


 .

Mise en place du problème

III.1. Déterminer la loi de X0 et vérifier que E(X0) = 2.
Déterminer la variance de X0.

III.2. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a :

P(Xn=2)(Xn+1 = 2) =
1

4
, P(Xn=2)(Xn+1 = 1) =

1

2
.

III.3. Déterminer pour tout entier naturel n et sans justification les probabilités conditionnelles :

P(Xn=2)(Xn+1 = 0), P(Xn=1)(Xn+1 = 2), P(Xn=1)(Xn+1 = 1), P(Xn=1)(Xn+1 = 0),

P(Xn=0)(Xn+1 = 2), P(Xn=0)(Xn+1 = 1), P(Xn=0)(Xn+1 = 0).

III.4. Soit n ≥ 0. À l’aide de la formule des probabilités totales, exprimer P (Xn+1 = 1) en
fonction de P (Xn = 0), P (Xn = 1) et P (Xn = 2).

Montrer alors que Un+1 = AUn où A =



1 1/2 1/4
0 1/2 1/2
0 0 1/4


.
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Espérance et variance des Xn

On se propose de déterminer l’espérance et la variance de tous les Xn sans chercher leur loi.
On introduit les matrices de M1,3(R)

L1 =
(
0 1 2

)
et L2 =

(
0 1 4

)
.

III.5. Calcul de l’espérance

a) Pour tout n ∈ N, vérifier que E(Xn) = L1Un.

b) Calculer L1A et exprimer le résultat uniquement en fonction de L1.

En déduire que, pour tout n ∈ N, E(Xn+1) =
1

2
E(Xn).

c) Exprimer alors E(Xn) en fonction de n.

III.6. Calcul du moment d’ordre 2.
On rappelle la formule de transfert : pour une variable aléatoire finie X et une fonction f
de R dans R

E
(
f(X)

)
=

∑
k∈X(Ω)

f(k)P(X = k).

a) En appliquant cette formule de transfert, exprimer, pour tout n ∈ N, E(X2
n) en

fonction de L2 et Un.

b) Calculer L2A et montrer qu’il existe deux réels α et β que l’on déterminera, tels
que :

L2A = αL1 + βL2.

c) En déduire que, pour tout n ∈ N, E(X2
n+1) =

1

4
E(X2

n) +

(
1

2

)n+1

.

On pourra utiliser les résultats de la question III.5.

d) On introduit la suite (un)n∈N définie par ∀n ∈ N, un =
1

2n−1
.

Vérifier que la suite (un)n∈N satisfait la relation de récurence

∀n ∈ N, un+1 =
1

4
un +

(
1

2

)n+1

.

e) Soit (vn)n∈N la suite définie par ∀n ∈ N, vn = E(X2
n)− un.

Montrer que (vn)n∈N est une suite géométrique et déterminer sa raison.

f) En déduire, pour tout n ∈ N, l’expression de E(X2
n) en fonction de n.

III.7. Déterminer alors, pour tout n ∈ N, l’expression de V (Xn) en fonction de n.

Fin du troisième problème

Fin de l’énoncé
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Exercice 1

Dans l’ensemble de l’exercice, M3(R) désigne l’ensemble des matrices d’ordre 3 à coefficients
réels.

1) Soit α un réel, on considère la matrice A à coefficients réels, définie par :

A =



2 + α 2 2
2 5 0
2 0 4 + α


 .

a) Montrer qu’il existe une unique valeur de α telle que 5 soit une valeur propre de A.

On suppose que α prend désormais la valeur déterminée à la question précédente.

b) Déterminer le spectre de A.
c) La matrice A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

2) Soit (a, c) ∈ R2, on considère la matrice B à coefficients réels, définie par :

B =



a+ c 0 c
0 a+ 2c 0
c 0 a+ c


 .

a) Déterminer le spectre de B.
b) Montrer que B est diagonalisable.

c) Déterminer une matrice D diagonale, de la forme D =



λ 0 0
0 µ 0
0 0 µ


, où (λ, µ) ∈ R2,

et une matrice inversible P de M3(R), telles que :

P−1BP = D.

d) Soit N ∈ M3(R). On veut résoudre l’équation matricielle :

B ×N = N × B (E1)

d’inconnue N .
Montrer que N est solution de (E1), si et seulement si, la matrice N ′, définie par
N ′ = P−1NP , est solution de l’équation (E2) :

DN ′ = N ′D. (E2)

e) On suppose dans cette question et dans la suivante que c �= 0.
Déterminer l’ensemble des matrices de M3(R) solutions de (E2).

f) Exprimer les solutions de (E1) à l’aide des matrices P et P−1. On ne demande
pas le détail des coefficients des matrices N solutions de (E1).
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3) Soit l’ensemble F =

{
M(a, b, c) =



a+ c b c
b a+ 2c 0
c 0 a+ b+ c


 ; (a, b, c) ∈ R3

}
.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).
b) Déterminer une base de F et la dimension de F .

Soit (a, b, c) ∈ R3, on va désormais étudier certaines propriétés de M(a, b, c), élé-
ment quelconque de F .

c) Vérifier que



1
1
1


 est un vecteur propre de M(a, b, c), associé à une valeur propre

que l’on déterminera. On note λ1 cette valeur propre.
d) Calculer le polynôme caractéristique de M(a, b, c) sous forme factorisée.

Indication : faire apparaître le coefficient X −λ1 dans le polynôme caractéristique
P (X), à l’aide d’une opération élémentaire très simple sur les lignes ou les colonnes.

On pourra utiliser la relation : b2 − bc+ c2 = (b− 1

2
c)2 +

3

4
c2.

e) À quelles conditions portant sur le triplet (a, b, c), la matrice M(a, b, c) admet-elle
une valeur propre triple ?
Dans ce cas, la matrice M(a, b, c) est-elle diagonalisable ?

f) À quelles conditions portant sur le triplet (a, b, c) la matrice M(a, b, c) admet-elle
une valeur propre double non triple ?

Exercice 2

I. Dans cette partie, sont établis des résultats préliminaires qui serviront dans la suite de
l’exercice.

q désigne un réel quelconque de l’intervalle ]− 1, 1[.

1) Rappeler, sans démonstration, la valeur de la somme infinie convergente S(q) =
+∞∑
n=0

qn.

2) Justifier la convergence et la valeur des sommes infinies suivantes :

S1(q) =
+∞∑
n=1

n qn−1 , S2(q) =
+∞∑
n=2

n(n− 1) qn−2.

3) En déduire la convergence et la valeur des sommes infinies suivantes :

T (q) =
+∞∑
n=2

n qn , U(q) =
+∞∑
n=2

n2 qn.
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II. On désire mettre au point un jeu vidéo dont le principe est le suivant : un joueur traverse
successivement plusieurs salles d’un château. Lorsqu’il entre dans une salle, celle-ci peut être
vide, sinon le joueur y rencontre des monstres qu’il doit affronter et vaincre avant de passer
à la salle suivante. La partie s’arrête lorsque le joueur traverse successivement deux salles
vides.
On admet que le joueur réussit toujours à vaincre les monstres rencontrés dans une salle.
Le jeu prévoit un nombre éventuellement illimité de salles.

On note Mi l’évènement : "le joueur rencontre des monstres dans la salle numéro i".
Les différents évènements Mi sont mutuellement indépendants et suivent tous une loi de Ber-
noulli de paramètre p ∈ ]0, 1[. On note P (Mi) = p.
Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de salles à traverser pour finir la partie.

1) Quelles valeurs la variable aléatoire X peut-elle prendre ?

2) Décrire les évènements (X = 2), (X = 3), (X = 4) et (X = 5).

3) Déterminer en fonction de p, les probabilités P (X = 2), P (X = 3), P (X = 4) et
P (X = 5).

4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2, on note qn la probabilité de l’évènement
(X = n).
En distinguant les cas M1 et M1, montrer, à l’aide de la formule des probabilités totales,
que l’on a :

∀n ≥ 4, qn = a × qn−1 + b × qn−2,

où a et b sont deux constantes à exprimer en fonction de p.

5) On suppose désormais que p =
1

3
.

a) Vérifier que : ∀n ≥ 4, qn =
1

3
qn−1 +

2

9
qn−2.

b) En déduire que : ∀n ≥ 2, qn =
4

3

(
−1

3

)n

+

(
2

3

)n+1

.

6) Déterminer l’espérance E(X). On pourra exprimer E(X) à l’aide de la fonction T dé-
finie en I.3.
Combien de salles faudra-t-il traverser en moyenne pour terminer une partie ?

7) Déterminer la variance V (X). On pourra exprimer V (X) à l’aide de la fonction U dé-
finie en I.3.
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3) Déterminer en fonction de p, les probabilités P (X = 2), P (X = 3), P (X = 4) et
P (X = 5).

4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2, on note qn la probabilité de l’évènement
(X = n).
En distinguant les cas M1 et M1, montrer, à l’aide de la formule des probabilités totales,
que l’on a :

∀n ≥ 4, qn = a × qn−1 + b × qn−2,

où a et b sont deux constantes à exprimer en fonction de p.

5) On suppose désormais que p =
1

3
.

a) Vérifier que : ∀n ≥ 4, qn =
1

3
qn−1 +

2

9
qn−2.

b) En déduire que : ∀n ≥ 2, qn =
4

3

(
−1

3

)n

+

(
2

3

)n+1

.

6) Déterminer l’espérance E(X). On pourra exprimer E(X) à l’aide de la fonction T dé-
finie en I.3.
Combien de salles faudra-t-il traverser en moyenne pour terminer une partie ?

7) Déterminer la variance V (X). On pourra exprimer V (X) à l’aide de la fonction U dé-
finie en I.3.
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Problème

La partie I établit des résultats qui seront réutilisés dans les parties II, III et IV. La partie
II est indépendante des parties III et IV. La partie IV utilise certains résultats établis dans
la partie III.

I. Etude des fonctions ch et sh

On considère deux fonctions, notées ch et sh, définies sur R par :

∀x ∈ R, ch(x) =
exp(x) + exp(−x)

2
et sh(x) =

exp(x)− exp(−x)

2
,

où exp désigne de façon usuelle la fonction exponentielle.

1) Étudier le caractère "pair" ou "impair" des fonctions ch et sh.

2) On note ch2 le produit ch×ch et sh2 le produit sh×sh. Montrer la propriété calculatoire :

∀x ∈ R, ch2(x)− sh2(x) = 1.

3) Étudier la dérivabilité des fonctions ch et sh et montrer que leurs dérivées respectives
s’expriment facilement en fonction de ch et de sh.

4) Étudier les variations de la fonction sh sur R. On précisera les limites en −∞ et en +∞.

5) Étudier les variations de la fonction ch sur R. On précisera les limites en −∞ et en +∞.

II. Etude d’une courbe paramétrée

On se place dans R2 rapporté au repère orthonormal (O,�i,�j).
Soit deux réels strictement positifs a et b, on note Γ la courbe de représentation paramétrique :

{
x = a ch(t)
y = b sh(t) , t ∈ R.

1) Montrer qu’il est possible de réduire l’étude de Γ à un paramétrage t ∈ I, où I est un
intervalle de R à déterminer. Quelles sont alors les symétries vérifiées par Γ ?

2) La courbe Γ admet-elle des points stationnaires ?

3) Étudier les variations de x et y pour t ∈ I, où I est l’intervalle déterminé à la question
II.1. À défaut, on pourra étudier les variations pour t ∈ R.
Donner le tableau de variations associé aux variations simultanées de x et de y.
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4) On donne le point F (
√
a2 + b2, 0) et la droite ∆ d’équation x =

a2√
a2 + b2

.

On pose c =
√
a2 + b2 et e =

c

a
.

a) Montrer que tout point M de Γ vérifie :

MF = eMH,

où H désigne le projeté orthogonal de M sur ∆.

De façon usuelle, MF = ‖−−→MF‖ et la distance de M à ∆ vérifie d(M,∆) = MH.

b) Réciproquement, soit M(x, y) un point du plan vérifiant :




x ≥ a

MF = eMH

H est le projeté orthogonal de M sur D

.

Montrer qu’il existe t ∈ R+, tel que x = ach(t).
En déduire que M appartient à la courbe Γ.

c) On suppose, pour cette question uniquement, que a = 1 et b =
√
3.

Déduire des questions précédentes une méthode de construction point par point
de la courbe Γ, sans calculs des coordonnées (ch(t),

√
3 sh(t)).

III. Etude de la fonction th

On considère la fonction notée th, définie par th(x) =
sh(x)
ch(x)

.

1) Montrer que th est définie et de classe C∞ sur R.

2) Étudier les variations de la fonction th sur R. On précisera les limites en −∞ et en +∞.

3) a) Montrer que la fonction dérivée th′ vérifie :

∀x ∈ R, th′(x) = 1− th2(x).

b) On rappelle que, pour n ∈ N, l’écriture f (n) désigne la dérivée n-ième d’une fonc-
tion f , avec la convention : pour n = 0, f (0) = f .
On peut alors écrire : th(n+1) = (th′)(n).
En utilisant la formule de Leibniz et la relation de la question III.3.a, exprimer
pour tout x ∈ R, th(n+1)(x) en fonction des valeurs th(k)(x) pour k ∈ [[0, n]].

4) Pour tout k ∈ N, on note ak =
th(k)(0)

k!
. Déduire de la question III.3.b le résultat :

∀n ∈ N, an+1 =
−1

n+ 1

n∑
k=0

ak an−k.
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5) On rappelle que la dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire et que la déri-
vée d’une fonction impaire est une fonction paire.
Calculer pour tout n ∈ N, th(2n)(0). Que vaut alors a2n ?

6) On admet que la fonction th est développable en série entière sur ]R,R[, où R > 0. Il
n’est pas nécessaire de connaître la valeur exacte de R.
a) Donner l’expression du développement en série entière de th à l’aide des an.
b) En utilisant les questions III.4 et III.5, donner le développement limité en 0 à

l’ordre 5 de th. On donnera les valeurs exactes des coefficients bk du développe-

ment limité : th(x) =
5∑

k=0

bk x
k + o(x5).

IV. Etude d’une fonction définie par morceaux
Soit la fonction f définie sur R par :

∀x ∈ R, f(x) =





ln(ch(x))
x

si x �= 0

0 si x = 0

.

1) Montrer que f est une fonction continue sur R.

2) Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f ′(0).

3) Montrer que f est de classe C1 sur R.

4) a) La fonction ln ◦ ch est définie et dérivable sur R. Déterminer l’expression de sa
dérivée en tout point de R.

b) En déduire que, sur un intervalle J , non réduit à un point, que l’on précisera, la
fonction f est égale à la somme d’une série entière convergente.

c) En déduire que f est de classe C∞ sur R.

5) On rappelle que pour � ∈ R ∪ {−∞,+∞}, l’écriture o(u(x)) désigne une quantité
o(u(x)) = u(x)× ε(x) où ε est une fonction de x vérifiant lim

x→�
ε(x) = 0.

a) En factorisant par exp(x) dans l’expression de ch(x), montrer que f admet un
développement asypmptotique pour x tendant vers +∞ de la forme :

f(x) = c1 +
c2
x

+ c3
exp(−αx)

x
+ o

(exp(−αx)

x

)
,

où c1, c2, c3 et α sont quatre constantes réelles que l’on déterminera.
b) En déduire la valeur de lim

x→+∞
f(x).

6) Quelle est la nature de l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

(1− f(x)) dx ?

Fin
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EXERCICE 1

On définit deux fonctions :
— la fonction f de R2 dans R par f (x, y) = sin(x2 − y2),
— la fonction g de R2 dans R2 par g(x, y) = (x + y, x − y).

Q1. Justifier que les fonctions f et g sont différentiables en tout vecteur (x, y) ∈ R2 et écrire la
matrice jacobienne de f puis de g en (x, y).

Q2. Pour (x, y) ∈ R2, déterminer l’image d’un vecteur (u, v) ∈ R2 par l’application linéaire
d( f ◦ g)((x, y)) en utilisant les deux méthodes suivantes :

1. en calculant f ◦ g ;

2. en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

EXERCICE 2

On admet que
+∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
et on pose A = N∗ × N∗.

Q3. Démontrer que la famille
(

1
p2 q2

)

(p,q)∈A
est sommable et calculer sa somme.

Q4. Démontrer que la famille
(

1
p2 + q2

)

(p,q)∈A
n’est pas sommable.

PROBLÈME
Séries trigonométriques

Il est utile en physique, notamment pour étudier des spectres d’énergie ou pour décomposer un si-
gnal périodique en harmoniques, de pouvoir écrire une fonction périodique en somme d’une série de
fonctions trigonométriques.

Nous allons nous intéresser à l’aspect mathématique de cette décomposition pour les fonctions de
période 2π.

Dans ce qui suit, on appelle “série trigonométrique” une série de fonctions du type :∑
[an cos(nx) + bn sin(nx)] où (an) et (bn) sont deux suites de réels.

Dans la première partie, on étudie quelques exemples. Dans la deuxième partie, on s’intéresse plus
particulièrement aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R.

On notera C2π l’espace vectoriel des fonctions continues et 2π-périodiques de R dans R.

Pour une fonction f élément de C2π, on notera, pour tout entier naturel n :

αn( f ) =
1
π

∫ π

−π
f (x) cos(nx) dx et βn( f ) =

1
π

∫ π

−π
f (x) sin(nx) dx .
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Partie I - Exemples

Q5. Démontrer que la série trigonométrique
∑[ 1

2n cos(nx) +
1
3n sin(nx)

]
converge normalement

sur R. Pour tout entier p ≥ 2, déterminer la somme de la série
∑
n≥0

(
eix

p

)n
puis en déduire la valeur de

+∞∑
n=0

[
1
2n cos(nx) +

1
3n sin(nx)

]
(il n’est pas utile de réduire au même dénominateur).

Q6. Écrire la fonction ϕ : x �→ exp(cos x) cos(sin x) comme la somme d’une série trigonométrique.
On pourra écrire la fonction x �→ exp(eix) comme la somme d’une série de fonctions.

Q7. Donner un exemple de suite (an) de limite nulle, telle que la série trigonométrique
∑

an cos(nx)
ne converge pas simplement sur R.

Q8. On admet que la série trigonométrique
∑
n≥1

1
√

n
sin(nx) converge simplement sur R. Converge-

t-elle normalement sur R ?

Partie II - Propriétés

Une condition suffisante

Q9. Démontrer que si les séries
∑

an et
∑

bn sont absolument convergentes, alors la série trigo-

nométrique
∑

[an cos(nx) + bn sin(nx)] converge normalement sur R.

Une condition nécessaire

Q10. Soient a et b deux réels quelconques.

Démontrer que le maximun sur R de la fonction x �→ |a cos x + b sin x| est
√

a2 + b2.

Q11. Démontrer que si la série trigonométrique
∑

[an cos(nx) + bn sin(nx)] converge normalement

sur R, alors les suites (an) et (bn) convergent vers 0 et les séries
∑

an et
∑

bn sont absolument
convergentes.

Autres propriétés

Q12. On note f la somme d’une série trigonométrique
∑

[an cos(nx) + bn sin(nx)] qui converge
normalement sur R. Justifier que f ∈ C2π.

Q13. Calculer
∫ π

−π
cos2(nx)dx pour n � 0 et donner la valeur de

∫ π

−π
sin(kx) cos(nx)dx pour k � n.

Q14. On note f la somme d’une série trigonométrique
∑

[an cos(nx) + bn sin(nx)] qui converge

normalement sur R : pour tout réel x, f (x) =
+∞∑
k=0

[ak cos(kx) + bk sin(kx)]. Démontrer que pour tout
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entier naturel n non nul αn( f ) = an puis exprimer α0( f ) en fonction de a0. On pourra utiliser sans

démonstration que pour k � n :
∫ π

−π
cos(kx) cos(nx)dx = 0.

On admettra, pour la suite du problème, que pour tout entier naturel n non nul βn( f ) = bn et β0( f ) = 0
(la démonstration n’est pas demandée).

Q15. Soit f ∈ C2π. Pour tout réel x, on pose u0(x) =
α0( f )

2
. Pour tout entier n � 1, on pose

un(x) = αn( f ) cos(nx) + βn( f ) sin(nx). On suppose ici que la série trigonométrique
∑

un(x) converge
normalement sur R vers une fonction notée g :

pour tout réel x, g(x) =
α0( f )

2
+

+∞∑
k=1

[
αk( f ) cos(kx) + βk( f ) sin(kx)

]
.

Quelles relations a-t-on dans ce cas entre αn(g) et αn( f ) ? βn(g) et βn( f ) ?

Q16. Il est admis que si une fonction h ∈ C2π vérifie, pour tout entier naturel n : αn(h) = βn(h) = 0,
alors h est la fonction nulle. Démontrer que pour tout réel x, g(x) = f (x).

En résumé, lorsque la série trigonométrique
∑[
αn( f ) cos(nx) + βn( f ) sin(nx)

]
d’une fonction

f ∈ C2π converge normalement sur R, pour tout réel x, on a :

f (x) =
α0( f )

2
+

+∞∑
n=1

[
αn( f ) cos(nx) + βn( f ) sin(nx)

]
.

Q17. Si f ∈ C2π est une fonction paire, que vaut βn( f ) ? Exprimer, sans démonstration, αn( f ) en

fonction de l’intégrale
∫ π

0
f (x) cos(nx) dx.

Q18. Exemple. Soit f ∈ C2π définie ainsi : pour tout x ∈ [−π, π], f (x) = x2 et f est 2π-périodique
sur R. Construire la courbe de cette fonction paire f sur l’intervalle [−3π, 3π] puis déterminer, pour
tout entier naturel, les coefficients αn( f ) et βn( f ). Donner une série trigonométrique qui converge
normalement sur R vers f .

Q19. En déduire les sommes :
+∞∑
n=1

(−1)n

n2 et
+∞∑
n=1

1
n2 . Déduire alors de

+∞∑
n=1

1
n2 la somme

+∞∑
n=0

1
(2n + 1)2 .

Q20. Application. Justifier que la fonction x �→ ln(1 + x)
x

est intégrable sur l’intervalle ]0, 1[ puis

démontrer que
∫ 1

0

ln(1 + x)
x

dx =
π2

12
.

Q21. La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R est-elle nécessaire-
ment une fonction dérivable sur R ?

Proposer une condition suffisante sur les séries
∑

nan et
∑

nbn pour que la somme de la série trigo-

nométrique
∑

[an cos(nx) + bn sin(nx)], qui converge normalement sur R, soit une fonction dérivable

sur R.

Q22. Déterminer la somme de la série trigonométrique
∑ n

3n cos(nx).

FIN
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Notations

• Dans tout le sujet, K désigne les corps R ou C, p désigne un entier supérieur ou égal à 2.
On note Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille p à coefficients dans K.

• On note Ip la matrice unité de Mp(K).

• Si x = (x1, . . . , xp) est un vecteur de Kp, on note ‖x‖∞ sa norme «infinie» définie par :

‖x‖∞ = max{|xi| | i ∈ �1, p�}.

• On dit que x est un vecteur stochastique si ses coordonnées sont positives ou nulles et
leur somme vaut 1 :

∀i ∈ �1, p�, xi � 0 et
p∑

i=1
xi = 1.

• Une matrice A = (ai,j) de Mp(R) est dite stochastique si ses coefficients sont positifs ou
nuls et si la somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1, c’est-à-dire si :

∀(i, j) ∈ �1, p�2, ai,j � 0 et ∀i ∈ �1, p�,
p∑

j=1
ai,j = 1.

• Une matrice A est dite strictement positive si tous ses coefficients sont strictement positifs.
On note alors A > 0.

• Si b1, b2, . . . , bk sont des nombres complexes (respectivement des matrices carrées), on
note diag(b1, b2, . . . , bk) la matrice diagonale (respectivement diagonale par blocs) dont
les coefficients diagonaux (respectivement blocs diagonaux) sont b1, b2, . . . , bk.

Objectifs

Le sujet est constitué d’un seul problème qui traite de matrices stochastiques dans un contexte
probabiliste de chaîne de Markov (partie I). On étudie le spectre d’une matrice stochastique A
(partie II) et la suite des itérés de A (partie III). On introduit aussi la notion de probabilité
invariante par A (partie IV), suivie de son calcul effectif par ordinateur (partie V).
La partie I est indépendante des autres parties. La partie IV utilise les deux résultats démontrés
dans les parties II et III. La partie V est une partie informatique liée à la partie IV, mais qui
peut être traitée de manière indépendante.
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• On note Ip la matrice unité de Mp(K).

• Si x = (x1, . . . , xp) est un vecteur de Kp, on note ‖x‖∞ sa norme «infinie» définie par :

‖x‖∞ = max{|xi| | i ∈ �1, p�}.

• On dit que x est un vecteur stochastique si ses coordonnées sont positives ou nulles et
leur somme vaut 1 :

∀i ∈ �1, p�, xi � 0 et
p∑

i=1
xi = 1.

• Une matrice A = (ai,j) de Mp(R) est dite stochastique si ses coefficients sont positifs ou
nuls et si la somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1, c’est-à-dire si :

∀(i, j) ∈ �1, p�2, ai,j � 0 et ∀i ∈ �1, p�,
p∑

j=1
ai,j = 1.

• Une matrice A est dite strictement positive si tous ses coefficients sont strictement positifs.
On note alors A > 0.

• Si b1, b2, . . . , bk sont des nombres complexes (respectivement des matrices carrées), on
note diag(b1, b2, . . . , bk) la matrice diagonale (respectivement diagonale par blocs) dont
les coefficients diagonaux (respectivement blocs diagonaux) sont b1, b2, . . . , bk.

Objectifs

Le sujet est constitué d’un seul problème qui traite de matrices stochastiques dans un contexte
probabiliste de chaîne de Markov (partie I). On étudie le spectre d’une matrice stochastique A
(partie II) et la suite des itérés de A (partie III). On introduit aussi la notion de probabilité
invariante par A (partie IV), suivie de son calcul effectif par ordinateur (partie V).
La partie I est indépendante des autres parties. La partie IV utilise les deux résultats démontrés
dans les parties II et III. La partie V est une partie informatique liée à la partie IV, mais qui
peut être traitée de manière indépendante.
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Partie I - Un exemple de chaîne de Markov

Une particule possède deux états possibles numérotés 1 et 2 et peut passer de son état à l’état
1 ou 2 de façon aléatoire. On considère un espace probabilisé (Ω, F , P ) sur lequel on définit
pour tout n ∈ N, la variable aléatoire Xn égale à l’état de la particule au temps n. L’état de la
particule au temps n + 1 dépend uniquement de son état au temps n selon les règles suivantes :

• si au temps n la particule est dans l’état 1, au temps n + 1 elle passe à l’état 2 avec une
probabilité 1

2.

• si au temps n la particule est dans l’état 2, au temps n + 1, elle passe à l’état 1 avec une
probabilité 1

4.

On suppose que P (X0 = 1) = P (X0 = 2) = 1
2.

Q1. Déterminer en justifiant la loi de X1.
On pose µn = (P (Xn = 1), P (Xn = 2)) le vecteur ligne de R2 caractérisant la loi de Xn.
Q2. Justifier la relation matricielle suivante :

∀n ∈ N, µn+1 = µn A avec A =




1
2

1
2

1
4

3
4




.

Q3. En déduire, à l’aide de la calculatrice, la loi de X5 (on demande les résultats arrondis au
centième).
Q4. Temps de premier accès à l’état 1 : on note T la variable aléatoire égale au plus petit
entier n ∈ N tel que Xn = 1. Déterminer P (T = 1), puis P (T = k) pour tout entier k � 2.
Q5. Justifier que A est diagonalisable, puis donner, sans détailler les calculs, une matrice Q
inversible à coefficients entiers telle que

A = Q diag
(

1,
1
4

)
Q−1.

Q6. Justifier que les applications M �→ QMQ−1 et M �→ µ0M définies sur M2(R) sont
continues.
Q7. En déduire la convergence de la suite de matrices (An)n∈N, puis de la suite de vecteurs
lignes (µn)n∈N. Préciser les coefficients du vecteur ligne obtenu comme limite.
La suite de variables aléatoires (Xn)n∈N est un cas particulier de variables aléatoires dont l’état
à l’instant n + 1 ne dépend que de son état à l’instant n et pas des précédents. On dit alors
que (Xn)n∈N est une chaîne de Markov. Plus généralement si (Xn)n∈N est une chaîne de Markov
prenant ses valeurs dans �1, p�, la loi des variables Xn est entièrement déterminée par la donnée
de la loi de X0 et d’une matrice stochastique A de Mp(R).
Si on pose maintenant µn = (P (Xn = 1), P (Xn = 2), . . . , P (Xn = p)), l’étude du comportement
de la loi de Xn lorsque n est grand, se ramène alors à l’étude de la convergence de la suite (µn)n∈N
vérifiant la relation de récurrence µn+1 = µnA. Cela conduit à l’étude de la suite de matrices
(An)n∈N. C’est l’objet des parties suivantes.
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Partie II - Spectre d’une matrice stochastique

Soit A une matrice stochastique de Mp(R).
Q8. Justifier que 1 est valeur propre de A (on pourra considérer le vecteur colonne de Rp

dont toutes les coordonnées valent 1).
Q9. Soit x un vecteur colonne de Cp. Démontrer que ‖Ax‖∞ � ‖x‖∞.
Q10. En déduire que si λ ∈ C est une valeur propre de A, on a |λ| � 1.

Localisation des valeurs propres

Soit λ ∈ C une valeur propre de A.
Q11. Justifier l’existence d’un vecteur colonne x = (x1, . . . , xp) de Cp tel que ‖x‖∞ = 1 et
Ax = λx.
Q12. Soit i ∈ �1, p� tel que |xi| = 1. Démontrer que :

|λ − ai,i| � 1 − ai,i.
Étude d’un exemple

Q13. Dans cette question uniquement, on prend :

A =




1
2

1
4

1
4

1
6

1
6

4
6

1
3

1
3

1
3




.

Déduire de la question précédente que les valeurs propres de A sont contenues dans la réunion
de trois disques, que l’on représentera en précisant leurs centres et leurs rayons.
On constate en particulier sur l’exemple que 1 est la seule valeur propre de A de module 1.
On admettra, dans la suite du problème, que cette propriété reste vraie pour toute matrice
stochastique strictement positive.

Cas des matrices stochastiques strictement positives

Q14. On suppose en plus pour cette question et la question suivante que la matrice A est
strictement positive. On pose B = A − Ip et on note B′ la matrice de Mp−1(R) obtenue en
supprimant la dernière colonne et la dernière ligne de B.
Soit λ ∈ C une valeur propre de B′.
On admet qu’il existe un entier i ∈ �1, p − 1� tel que :

|λ − (ai,i − 1)| � 1 − ai,i − ai,p.

La démonstration (non demandée) de cette inégalité est similiaire à celle de la question Q12.
Déduire de cette inégalité que B′ est inversible.
Q15. En déduire que dim Ker(A − Ip) = 1.
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On admet sans démonstration que 1 est racine simple du polynôme caractéristique de A. On
dit alors que 1 est une valeur propre simple de A. Nous pouvons résumer les résultats de cette
partie par la Proposition 1 ci-dessous.

Proposition 1. Soit A une matrice stochastique de Mp(R) strictement positive. Alors 1 est
valeur propre simple et les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur à 1.

Partie III - Itérées d’une matrice stochastique

On démontre dans cette partie la proposition suivante :

Proposition 2. Pour toute matrice A ∈ Mp(R), stochastique et strictement positive, la suite
(An)n∈N converge dans Mp(R).

Un contre-exemple

Q16. On considère s la symétrie orthogonale de R2 par rapport à la droite d’équation y = x.
Donner, sans justification, la matrice B de s dans la base canonique de R2.
Q17. La Proposition 2 reste-t-elle vraie si la matrice stochastique n’est pas strictement
positive ?

Résultat préliminaire

Soit λ un nombre complexe avec |λ| < 1 et N une matrice nilpotente de Mp(C).
Q18. Démontrer que Np = 0.

Q19. Soit k ∈ N. Justifier que pour n au voisinage de +∞,
(

n

k

)
est équivalent à nk

k! . En

déduire la limite lorsque n tend vers +∞ de
(

n

k

)
λn−k.

Q20. En déduire que la suite de matrices ((λIp + N)n)n∈N converge vers la matrice nulle.

Convergence d’une suite de matrices

Soit A une matrice stochastique et strictement positive de Mp(R). On sait, d’après la Pro-
position 1, que 1 est valeur propre simple de A. Si λ1, . . . , λr sont les autres valeurs propres
complexes de A, un théorème du cours montre que A est semblable sur C à une matrice diago-
nale par blocs du type

diag(1, λ1Ip1 + N1, . . . , λrIpr + Nr) ,

avec p1, . . . , pr des entiers et N1, . . . , Nr des matrices nilpotentes à coefficients complexes.
Q21. Déduire des questions Q18 à Q20 que la suite (An)n∈N converge.
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Partie IV - Probabilité invariante par une matrice stochastique

Définition. Soit A ∈ Mp(R) une matrice stochastique. On dit que A admet une probabilité
invariante s’il existe un vecteur ligne stochastique µ ∈ Rp tel que µ A = µ (on dit alors que µ
est une probabilité invariante par A).
Le but de cette partie est de démontrer la propriété énoncée dans la Proposition 3 ci-dessous.

Proposition 3. Soient A ∈ Mp(R) une matrice stochastique strictement positive et µ0 ∈ Rp

un vecteur ligne stochastique. On note (µn)n∈N la suite de vecteurs lignes de Rp définie par la
relation : ∀n ∈ N, µn+1 = µnA. Alors, la suite (µn)n∈N converge vers un vecteur stochastique
µ∞ vérifiant µ∞ = µ∞A. De plus, le vecteur µ∞ est l’unique probabilité invariante par A (il ne
dépend donc pas du choix de µ0).

Soient A ∈ Mp(R) une matrice stochastique strictement positive et (µn)n∈N la suite définie
ci-dessus.
Q22. Démontrer que l’ensemble des vecteurs stochastiques de Rn est une partie fermée de Rn.

Convergence de la suite

Q23. Démontrer que la suite (µn)n∈N converge vers un vecteur µ∞ vérifiant µ∞ = µ∞A.
Q24. Soit µ = (m1, . . . , mp) un vecteur ligne stochastique. Démontrer que µA est encore un
vecteur stochastique.
Q25. En déduire que µ∞ est une probabilité invariante par A.

Unicité de la probabilité invariante

Q26. Lien avec le spectre de la transposée de A : soit µ ∈ Rp un vecteur ligne stochastique.
Justifier que µ est une probabilité invariante pour A, si et seulement si le vecteur colonne tµ
est un vecteur propre de tA associé à la valeur propre 1.
Q27. Justifier, en utilisant la question Q15, que dim Ker(tA − Ip) = 1.
Q28. En déduire que A admet une unique probabilité invariante.
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Partie V - Informatique : calcul effectif de la probabilité invariante
d’une matrice stochastique strictement positive

Si A est une matrice stochastique strictement positive, on a établi dans la partie précédente la
convergence de la suite (µn)n∈N associée à la matrice A. Ceci fournit un algorithme de calcul
de la probabilité invariante par A. On en propose une implémentation en langage Python. On
sera très attentif à la rédaction et notamment à l’indentation du code.
Un vecteur x de Rp sera représenté en Python par une liste de flottants. Par exemple, le
vecteur x = (1, 2, 3) de R3 sera représenté par la liste [1,2,3]. De même, une matrice A sera
représentée par une liste dont les éléments sont les lignes de la matrice. Par exemple, la matrice

A =
(

1 2 3
4 5 6

)
sera représentée par la liste [ [1,2,3], [4,5,6] ].

Q29. On exécute le script suivant A = [ [1,2,3], [4,5,6], [7,8,9], [10,11,12] ] qui

représente la matrice A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12


.

Donner les valeurs renvoyées lorsque l’on exécute len(A), A[1] et A[2][1].
Q30. Écrire une fonction difference qui prend en arguments deux vecteurs x et y de même
taille et renvoie le vecteur x − y. Par exemple si x = (5, 2) et y = (3, 7), difference(x,y)
renverra [2,-5].
Q31. Écrire une fonction norme qui prend en arguments un vecteur x = (x1, . . . , xp) et renvoie
sa norme infinie ‖x‖∞ = max{|xi| | i ∈ �1, p�} (on pourra utiliser librement la fonction abs
qui renvoie la valeur absolue d’un nombre, mais on s’interdit l’utilisation de la fonction max
déjà implémentée dans Python).
Q32. Écrire une fonction itere qui prend en arguments un vecteur ligne x et une matrice
A carrée de même taille que x et qui renvoie le vecteur xA. Par exemple si x = (1, 1) et

A =
(

1 2
4 5

)
, on a xA = (5, 7) et donc itere(x,A) renverra [5,7].

Q33. On a vu, dans la Partie IV, que si A est une matrice strictement positive, la suite de
vecteurs lignes de Rp associée (µn)n∈N définie par la relation : ∀n ∈ N, µn+1 = µnA convergeait
vers un vecteur µ∞ indépendant du choix de µ0 vecteur stochastique.
Écrire une fonction probaInvariante qui prend en arguments une matrice stochastique stric-
tement positive A de Mp(R) et un réel ε > 0 et qui renvoie le premier terme µk de la suite

(µn)n∈N avec µ0 =
(

1
p

,
1
p

, . . . ,
1
p

)
tel que ‖µk −µk−1‖∞ � ε. On ne demandera pas à l’algorithme

de vérifier que la matrice passée en argument est bien stochastique et strictement positive.

Par exemple, si A =




1
2

1
2

1
4

3
4




et ε = 10−6,

probaInvariante(A,eps) renverra [0.33333396911621094, 0.6666660308837891].

FIN
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PROBLÈME 1

Présentation générale

On se propose ici d’étudier certaines propriétés des matrices antisymétriques réelles. Après avoir
étudié un exemple en dimension 2, on utilise les matrices antisymétriques pour paramétrer un sous-
ensemble des matrices orthogonales.

Notations

– R désigne l’ensemble des réels et, pour tout entier n > 0,Mn(R) désigne l’ensemble des matrices
n × n à coefficients réels. On note In la matrice identité deMn(R).

– Pour tout entier n > 0, on désigne par An(R) l’ensemble des matrices n × n antisymétriques à
coefficients réels et par On(R) celui des matrices n × n orthogonales à coefficients réels. Le groupe
spécial orthogonal est constitué des matrices orthogonales de déterminant 1.

Partie I - Un exemple en dimension 2

Q1. Soit t un réel et soit A =
(

0 t
− t 0

)
. Déterminer les valeurs propres complexes de A.

Q2. Calculer R = (I2 + A)(I2 − A)−1 et montrer que R est une matrice du groupe spécial orthogonal.

Q3. Pour tout réel θ ∈ R \ πZ, on note Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
. Calculer M = (I2 + Rθ)−1(I2 − Rθ).

Partie II - Matrices antisymétriques et matrices orthogonales

Dans ce qui suit, n désigne un entier strictement positif.

Q4. Soient B et C deux matrices de Mn(R). Montrer que si C est inversible et BC = CB, alors
BC−1 = C−1B.

Q5. Soit A ∈ Mn(R) une matrice antisymétrique. Soit λ une valeur propre complexe de A et
X ∈ Cn \ {0} un vecteur propre associé. En calculant de deux façons

t (AX) X,

montrer que λ est un complexe imaginaire pur (éventuellement nul).

Q6. Déduire de la question précédente que si A est antisymétrique réelle, alors In + A est inversible
et :

(In − A)(In + A)−1 = (In + A)−1(In − A).

Montrer que R = (In + A)−1(In − A) est une matrice orthogonale.

Q7. Calculer le déterminant de R.

Q8. Soit R une matrice orthogonale telle que In + R soit inversible. Démontrer que la matrice
A = (In + R)−1(In − R) est antisymétrique.
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Q9. On suppose ici que n = 3 et que R3 est muni de sa structure usuelle d’espace euclidien orienté
par la base canonique. Soit r une rotation d’angle θ ∈] − π, π[ autour d’un axe orienté par un vecteur
u de norme 1 et soit R ∈ O3(R) sa matrice dans la base canonique.

Montrer qu’il existe une matrice antisymétrique A ∈ M3(R) telle que :

R = (I3 + A)−1(I3 − A).

PROBLÈME 2

Présentation générale

L’objet de ce problème est l’étude du phénomène de Gibbs. Dans la première partie, on démontre
des lemmes de Riemann-Lebesgue. Dans la deuxième, on calcule l’intégrale de Dirichlet. Enfin, dans
la troisième partie, on met en évidence le phénomène de Gibbs.

Notations

– R désigne l’ensemble des réels, R+ désigne l’intervalle [0,+∞[ et C désigne l’ensemble des nombres
complexes.

Partie I - Résultats préliminaires

Dans ce qui suit, ϕ : R→ C désigne une fonction continue 2π-périodique telle que :
∫ 2π

0
ϕ (t) dt = 0.

Q10. Si f : [0, 2π]→ C est une fonction de classe C1, montrer que :

lim
n→+∞

∫ 2π

0
f (t) cos (nt) dt = 0.

Q11. Montrer que la primitive de ϕ s’annulant en 0 est 2π-périodique et bornée sur R.

Soient a et b deux réels tels que a < b, déduire de ce qui précède que pour toute fonction f de classe
C1 sur [a, b] et à valeurs dans C on a :

lim
n→+∞

∫ b

a
f (t)ϕ (nt) dt = 0.

Q12. Soient α et β deux réels tels que α < β et h :
[
α, β
] → C une fonction continue. Soient ε un

réel strictement positif et g une fonction de classe C1 sur [α, β] telle que sup
[α,β]
|h − g| ≤ ε, montrer qu’il

existe une constante M ne dépendant que de ϕ telle que :
∣∣∣∣∣∣
∫ β

α

h (t)ϕ (nt) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M |β − α| ε +
∣∣∣∣∣∣
∫ β

α

g (t)ϕ (nt) dt

∣∣∣∣∣∣ .
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En déduire que pour tout intervalle [a, b] de R et toute fonction f : [a, b]→ C continue par morceaux :

lim
n→+∞

∫ b

a
f (t)ϕ (nt) dt = 0.

On pourra admettre et utiliser le théorème de Weierstrass qui affirme que pour tout segment
[
α, β
]

avec
α < β et toute fonction continue f :

[
α, β
] → C, il existe une suite ( fn)n∈N de fonctions polynomiales

qui converge uniformément vers f sur
[
α, β
]
.

Q13. Soient a et b deux réels tels que a < b et f : [a, b]→ C une fonction continue par morceaux.
Déduire de ce qui précède que :

lim
n→+∞

∫ b

a
f (t) sin2 (nt) dt =

1
2

∫ b

a
f (t) dt.

Partie II - L’intégrale de Dirichlet

Soit f : R+ → C une fonction continue telle que la fonction F : x �→
∫ x

0
f (t) dt soit bornée.

Q14. Montrer que, pour tout réel a > 0, les intégrales généralisées
∫ +∞

a

F (t)
t2 dt puis

∫ +∞

a

f (t)
t

dt

sont convergentes et que : ∫ +∞

a

f (t)
t

dt =
∫ +∞

a

F (t)
t2 dt − F (a)

a
.

Q15. Montrer que les intégrales généralisées
∫ +∞

0

sin (t)
t

dt et
∫ +∞

0

sin2 (t)
t2 dt sont convergentes et

que : ∫ +∞

0

sin (t)
t

dt =
∫ +∞

0

sin2 (t)
t2 dt.

Dans ce qui suit, on considère une fonction continue f : R+ → C telle que
∫ +∞

0
f (t) dt soit absolu-

ment convergente.

Q16. Montrer que la fonction

L ( f ) : x ∈ R+ �→
∫ +∞

0
f (t) e−xtdt

est bien définie et continue sur R+.

Q17. On suppose de plus que la fonction f est bornée. Montrer que la fonction L ( f ) est de classe
C∞ sur ]0,+∞[ et que L ( f ) (x) tend vers 0 quand x tend vers +∞.

Q18. Soit f : t ∈ R+ �→ 1
1 + t2 .

1 . Montrer que la fonction L ( f ) est solution de l’équation différentielle

y′′ + y =
1
x

(E)

sur ]0,+∞[.
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2 . On cherche une solution particulière de (E) de la forme x �→ α(x) cos(x) + β(x) sin(x) où les
fonctions α et β sont de classe C2 et vérifient :

∀x ∈]0,+∞[ α′(x) cos(x) + β′(x) sin(x) = 0.

Montrer que l’on peut prendre α(x) =
∫ +∞

x
f1(t) dt et β(x) =

∫ +∞

x
f2(t) dt où f1 et f2 sont des

fonctions que l’on déterminera.

3 . En déduire que
∫ +∞

0

sin(t)
x + t

dt est une solution de l’équation (E) sur ]0,+∞[.

4 . Montrer qu’il existe (a, b) ∈ R2 tel que :

∀x ∈]0,+∞[ L( f )(x) = a cos x + b sin x +
∫ +∞

0

sin(t)
x + t

dt.

Q19. Montrer que
∫ +∞

0

sin(t)
x + t

dt tend vers 0 quand x tend vers +∞ et en déduire que pour tout

x > 0 on a :

L ( f ) (x) =
∫ +∞

0

sin(t)
x + t

dt.

Q20. Montrer que
∫ +∞

1

(
sin(t)
x + t

− sin(t)
t

)
dt tend vers 0 quand x tend vers 0+. En déduire que :

lim
x→0+

∫ +∞

0

sin(t)
x + t

dt =
∫ +∞

0

sin(t)
t

dt.

Q21. Déduire des questions précédentes que
∫ +∞

0

sin (t)
t

dt =
π

2
.

Partie III - Phénomène de Gibbs

Soit f : R→ R la fonction 2π-périodique et impaire définie par :

f (x) =
{

1 si x ∈ ]0, π[
0 si x = 0 ou x = π . (E.1)

On désigne par (S n)n∈N la suite de fonctions définie par :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, S n (x) =
4
π

n∑
k=0

sin ((2k + 1) x)
2k + 1

.

Q22. En calculant la dérivée de S n, montrer que :

∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, π] , S n (x) =
2
π

∫ x

0

sin (2 (n + 1) t)
sin (t)

dt.

Q23. Montrer que, pour tout entier n ∈ N, on a :

π

4
−

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
= (−1)n+1

∫ 1

0

t2n+2

1 + t2 dt.
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En déduire la valeur de
+∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

Q24. En déduire que S n

(
π

2

)
tend vers 1 quand n tend vers l’infini.

Q25. Calculer S n (π − x) en fonction de S n(x). En utilisant le résultat de la question Q12, montrer
que, pour tout x ∈]0, π/2], on a :

lim
n→∞

S n(x) = 1.

Q26. Déduire de ce qui précède que la suite (S n)n∈N converge simplement vers la fonction f définie
par (E.1) sur R.

Q27. Montrer que la suite de fonctions (ϕn)n≥1 définie sur [0, π] par

ϕn (x) =



1
2n

sin (x)

sin
(

x
2n

) si x ∈ ]0, π]

1 si x = 0

converge simplement sur [0, π] vers la fonction ϕ définie sur [0, π] par :

ϕ (x) =



sin (x)
x

si x ∈ ]0, π]

1 si x = 0

.

Q28. Montrer que ϕ est continue sur [0, π/2] et en déduire que

lim
n→+∞

S n

(
π

2(n + 1)

)
=

2
π

∫ π

0

sin (x)
x

dx

puis que :

lim
n→+∞

(
f
(
π

2 (n + 1)

)
− S n

(
π

2 (n + 1)

))
=

2
π

∫ +∞

π

sin (x)
x

dx.

Q29. Montrer que ∫ π

0

sin (x)
x

dx =
+∞∑
n=0

(−1)n π2n+1

(2n + 1) (2n + 1)!

puis que :

lim
n→+∞

(
S n

(
π

2 (n + 1)

)
− f
(
π

2 (n + 1)

))
= 2

+∞∑
n=0

(−1)n π2n

(2n + 1) (2n + 1)!
− 1.

Q30. Comparer
+∞∑
n=0

(−1)n π2n

(2n + 1) (2n + 1)!
et

3∑
n=0

(−1)n π2n

(2n + 1) (2n + 1)!
,

et montrer que :

lim
n→+∞

(
S n

(
π

2 (n + 1)

)
− f
(
π

2 (n + 1)

))
> 0.17 .

En déduire que la suite de fonctions (S n)n∈N ne converge pas uniformément vers f sur ]0, π/2[.

FIN
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PROBLÈME

Soit p ∈ ]0, 1[. On pose q = 1− p.

On considère un automate qui génère successivement les lettres C ou P jusqu’à obtenir une
certaine séquence prédéfinie.

On suppose que pour tout n ∈ N∗, l’automate génère la n-ième lettre à l’instant n de façon
indépendante de toutes les générations précédentes. On suppose également qu’à chaque génération,
les lettres P et C ont des probabilités p et q (respectivement) d’être générées. Suivant les parties
considérées, on définit différents niveaux que l’automate peut atteindre.

On considère dans tous les cas que l’automate est initialement au niveau 0. On se propose
alors d’étudier essentiellement l’existence de l’espérance et de la variance de la variable aléatoire
correspondant au temps d’attente de la séquence prédéfinie à travers sa série génératrice.

Pour cette étude probabiliste, on mobilise diverses propriétés analytiques (surtout sur les séries
entières) et quelques propriétés d’algèbre linéaire.

Dans les parties I, II et V, on examine le temps d’attente pour les séquences C puis CC, puis
CPC et CCPPC. La partie II est indépendante de la partie I et traite de questions préliminaires
sur les séries entières qui seront investies dans les parties III et V. La partie IV est indépendante
des parties précédentes et traite les questions préliminaires d’algèbre linéaire qui servent exclu-
sivement dans la partie V. La partie III ne dépend de la partie I que par la question Q4 et de
la partie II que par la question Q10. La partie V utilise seulement la question Q11 de la partie
II et la partie IV.

Pour n ∈ N∗, on note Pn l’évènement � l’automate génère la lettre P à l’instant n � et Cn

l’évènement � l’automate génère la lettre C à l’instant n �.

Partie I - Étude d’un cas simple

Dans cette partie, on dit que l’automate passe du niveau 0 au niveau 1 dès qu’il génère la lettre
C. Si, en revanche, il génère la lettre P, alors il reste au niveau 0. L’expérience s’arrête dès que
l’automate a atteint le niveau 1. On résume l’expérience par la figure 1 suivante :

0 1
C

P

Figure 1

On note Y l’instant où, pour la première fois, l’automate atteint le niveau 1. On admet que Y
est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A ,P) telle que Y (Ω) ⊂ N∗. On
note GY la série génératrice de Y et RY son rayon de convergence.

On sait alors que RY � 1 et que :

∀t ∈ ]−RY , RY [, GY (t) = E(tY ) =
+∞∑
n=1

P(Y = n)tn.
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Q1.Reconnâıtre la loi de Y et préciser en particulier P(Y = n) pour n ∈ N∗.

Q2.Montrer que RY =
1

p
> 1 et que : ∀t ∈

]
−1

p
,
1

p

[
, GY (t) =

qt

1− pt
.

Q3.Montrer que GY est 2 fois dérivable en 1 et que G′
Y (1) =

1

q
et G′′

Y (1) =
2p

q2
.

Q4.Donner les valeurs de E(Y ) et de V(Y ).

Partie II - Séries entières

Soit z ∈ C et a ∈ C∗. Pour n ∈ N, on pose un(a) = − 1

an+1
.

Q5.Montrer que
∑

un(a)z
n est une série entière de rayon de convergence égal à |a|.

Q6.Montrer que si |z| < |a|, on a :
1

z − a
=

+∞∑
n=0

un(a)z
n.

Soit a, b et λ des nombres complexes non nuls. Dans les questions Q7 à Q10, on suppose que

|a| < |b|. On définit alors, pour tout n ∈ N, vn =
n∑

k=0

uk(a)un−k(b) et pour tout réel t tel que

|t| < |a|, f(t) = λt2

(t− a)(t− b)
.

Q7.Montrer que l’on a :

vn =
1

abn+1

n∑
k=0

(
b

a

)k

=
1

b− a

(
1

an+1
− 1

bn+1

)
.

Q8.Trouver un équivalent simple de vn quand n tend vers +∞.

Q9.En déduire que le rayon de convergence de
∑

vnz
n est égal à |a| et que si |z| < |a|, alors

1

(z − a)(z − b)
=

+∞∑
n=0

vnz
n.

Q10. Justifier que f est développable en série entière au voisinage de 0 et que la série entière
qui lui est associée possède un rayon de convergence Rf tel que Rf = |a|.

Soit a, b, c et λ des nombres complexes non nuls. On suppose que : |a| � |b| � |c|.

Pour tout réel t tel que |t| < |a|, on pose : g(t) =
λt3

(t− a)(t− b)(t− c)
.

Q11. Justifier que g est développable en série entière au voisinage de 0 et que la série entière qui
lui est associée possède un rayon de convergence Rg tel que Rg � |a|.
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Partie III - Étude d’un cas intermédiaire

Dans cette partie, on suppose que l’automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre
C. De même, l’automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre C. Si, en revanche,
il génère la lettre P, alors qu’il est au niveau 0 ou 1, il retombe au niveau 0. L’expérience s’arrête
dès que l’automate a atteint le niveau 2, c’est-à-dire dès que l’automate aura généré la séquence
CC. On résume l’expérience par la figure 2 suivante :

0 1 2
C

P

C

P

Figure 2

On note Z l’instant où, pour la première fois, l’automate atteint le niveau 2. Ainsi Z est le
temps d’attente de la séquence CC.

On admet que Z est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A ,P) telle que
Z(Ω) ⊂ N∗. Pour tout n ∈ N∗, on note pn = P(Z = n). On note GZ la série génératrice de Z
et RZ son rayon de convergence. On rappelle que RZ � 1.

Q12.Calculer p1, p2 et p3.

Q13. Justifier que (P1, C1 ∩ P2, C1 ∩ C2) est un système complet d’évènements.

Q14.En déduire que pour tout n � 3, on a : pn = ppn−1 + pqpn−2.

Q15.En déduire que pour tout t ∈ [−1, 1], on a : GZ(t)(1− pt− pqt2) = q2t2.

Pour t ∈ R, on note Q(t) = 1− pt− pqt2, ∆ = p2 + 4pq > 0, a =

√
∆− p

2pq
et b =

−
√
∆− p

2pq
.

Q16.Montrer que Q(−1) = 1 + p2 > 0 et que Q(1) = q2 > 0.

Q17.Montrer que, pour tout t ∈ R, Q(t) = −pq(t− a)(t− b).

Q18.Montrer que 1 < |a| < |b|.

Pour tout réel t tel que |t| < |a|, on définit f(t) =
q2t2

1− pt− pqt2
.

Q19.Montrer à l’aide de la question Q10 que f est développable en série entière au voisinage
de 0, que sa série entière associée est GZ et que RZ = |a|.

Q20.Montrer que, pour tout t ∈ ]−|a|, |a|[, on a : GZ(t) =
q2t2

1− pt− pqt2
.

Q21.Montrer que Z admet une espérance et une variance puis que E(Z) = q−1 + q−2.

Q22.Vérifier, à l’aide des questions Q4 et Q21, que E(Z) � E(Y ) + 1 où Y est la variable
aléatoire définie en partie I.

Q23.Pouvait-on prévoir ce résultat ?
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Partie IV - Algèbre linéaire

On considère les matrices I4 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


, A =



p 0 p 0
q q 0 0
0 p 0 0
0 0 q 0


 et L =



1
0
0
0


.

Soit t ∈ R. On note χA le polynôme caractéristique de A, si bien que χA(t) est le déterminant
de A− tI4.

Q24.Montrer que 0 est valeur propre de A et donner un vecteur propre de A associé à la valeur
propre 0.

Q25.Trouver les réels α, β et γ tels que, pour tout t ∈ R, χA(t) = t4 − t3 + αt2 + βt+ γ.

On dit que la matrice colonne S =



S0

S1

S2

S3


 est solution de (Et) lorsque S = tAS + L.

Q26.Montrer que, pour tout t ∈ R, S est solution de (Et) si et seulement si (I4 − tA)S = L.

Pour tout t ∈ R, on note ψA(t) le déterminant de la matrice I4 − tA.

Q27.Montrer que pour tout t ∈ R∗, ψA(t) = t4χA(1/t).

Q28.Vérifier que pour tout t ∈ R, ψA(t) = −p2qt3 + pqt2 − t+ 1.

Q29.En déduire que, pour t au voisinage de 0, l’équation (Et) possède une unique solution S.

Pour tout k ∈ [[1, 4]], on note Uk la k-ième colonne de I4 − tA. On note B la base canonique de

M4,1(C) et on suppose que la matrice colonne S =



S0

S1

S2

S3


 est solution de (Et).

Q30.Vérifier que L = U1S0 + U2S1 + U3S2 + U4S3.

Q31.En déduire que detB(U1, U2, U3, L) = S3 · detB(U1, U2, U3, U4) = S3 · ψA(t).

Q32.Montrer que, pour t au voisinage de 0, on a l’égalité :

S3 =
pq2t3

−p2qt3 + pqt2 − t+ 1
.

On se propose de déterminer certaines propriétés des valeurs propres de A. On note λ une valeur
propre complexe non nulle de A.

Q33.Montrer que λ est valeur propre de la matrice transposée de A.
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Q34.En déduire qu’il existe trois complexes non tous nuls x1, x2 et x3 tels que :

(H )





px1 + qx2 = λx1

qx2 + px3 = λx2

px1 = λx3

.

On considère désormais trois complexes non tous nuls x1, x2 et x3 qui vérifient le système (H ).
On note alors M = max(|x1|, |x2|, |x3|) et on remarque que l’on peut toujours se placer dans l’un
des trois cas suivants :

i) M = |x3| ; ii) M = |x2| avec M > |x3| ; iii) M = |x1| avec M > |x2| et M > |x3|.

Q35.Montrer, en distinguant ces trois cas, que |λ| < 1.

Q36.Montrer l’existence de nombres complexes λ1, λ2 et λ3 tels que :

0 < |λ1| � |λ2| � |λ3| < 1 et ∀t ∈ R, χA(t) = t(t− λ1)(t− λ2)(t− λ3).

Q37.Montrer l’existence de nombres complexes µ, a, b et c tels que :

µ �= 0, 1 < |a| � |b| � |c| et ∀t ∈ R, ψA(t) = µ(t− a)(t− b)(t− c).

Partie V - Étude d’un dernier cas

Dans cette partie, on suppose que :

• l’automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre C ;

• l’automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre P ;

• l’automate passe du niveau 2 au niveau 3 en générant la lettre C ;

• si l’automate est au niveau 0 ou 2 et qu’il génère la lettre P, alors il retombe au niveau 0 ;

• si l’automate est au niveau 1 et qu’il génère la lettre C, alors il reste au niveau 1.

L’expérience s’arrête dès que l’automate a atteint le niveau 3, c’est-à-dire dès que l’automate
aura généré la séquence CPC.

Q38.Reproduire, sur votre copie, la figure 3 suivante en la complétant pour résumer l’expérience
de cette partie V.

0 1 2 3

Figure 3

Pour i ∈ [[0, 3]] et n ∈ N∗, on note En,i l’événement � après avoir généré la n-ième lettre,
l’automate se trouve au niveau i � et E0,i l’événement � l’automate se trouve initialement au

niveau i �. On pose pn,i = P(En,i) et pour tout t ∈ [−1, 1], on définit Si(t) =
+∞∑
n=0

pn,it
n.
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On note T l’instant où, pour la première fois, l’automate atteint le niveau 3.

On admet que T est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A ,P) telle que
T (Ω) ⊂ N∗.

On remarque que la série génératrice de T (notée GT ) est alors S3 et on note RT son rayon de
convergence. On rappelle que RT � 1.

Q39.Déterminer p0,0, p0,1, p0,2 et p0,3.

Q40.Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :





pn,0 = p · pn−1,0 + p · pn−1,2

pn,1 = q · pn−1,0 + q · pn−1,1

pn,2 = p · pn−1,1

pn,3 = q · pn−1,2

.

Soit t ∈ [−1, 1]. On note S(t) la matrice colonne suivante : S(t) =



S0(t)
S1(t)
S2(t)
S3(t)


.

Q41.Montrer que




S0(t) = tp · S0(t) + tp · S2(t) +1
S1(t) = tq · S0(t) + tq · S1(t)
S2(t) = tp · S1(t)
S3(t) = tq · S2(t)

.

Q42.Montrer que la matrice colonne S(t) est solution de l’équation (Et) définie en partie IV.

Q43.Montrer que ∀t ∈ ]−RT , RT [, GT (t) =
pq2t3

−p2qt3 + pqt2 − t+ 1
et montrer que RT > 1.

Q44.Montrer que T admet une espérance et une variance.

Q45.Donner l’expression de E(T ) en fonction de q seulement.

Q46.Proposer une méthode permettant de déterminer le temps d’attente moyen de la première
réalisation par l’automate de la séquence CCPPC : on précisera notamment le schéma des six
niveaux correspondants et la matrice analogue àA que l’on peut faire intervenir dans ce problème.

FIN

7/7



SESSION 2017                          TSIMA02             

 
 
 

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI 
____________________ 

 
MATHEMATIQUES 

 
Mardi 2 mai : 14 h - 18 h 
____________________ 

 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le 
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il 
a été amené à prendre. 

 
___________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de 2 problèmes indépendants.
Le problème 1 nécessite l’usage du document-réponse (feuille de papier millimétré), qui est à rendre

avec la copie.

1/8
A



PROBLÈME 1
Étude d’une courbe

On considère les deux fonctions f et g de la variable réelle t définies par :

f (t) =
t2

1 − t2 et g(t) =
t3

1 − t2 .

Dans le plan rapporté au repère orthonormé direct (O,−→ı ,−→ ), on considère le point M(t) de coordonnées
( f (t), g(t)).

On note C la courbe paramétrée {M(t) / t ∈ R\{−1, 1}}.

Partie I - Deux fonctions

Q1. Déterminer les ensembles de définition des fonctions f et g.

Q2. Calculer f (
√

3) et g(
√

3).

Q3. Justifier que f est une fonction paire et g une fonction impaire. Que peut-on en déduire pour le point
M(−t) de C par rapport au point M(t) ?

Q4. Déterminer des fonctions équivalentes aux fonctions f et g en +∞. En déduire les limites lim
t→+∞

f (t) et
lim

t→+∞
g(t).

Q5. Déterminer les quatre limites lim
t→1−

f (t), lim
t→1+

f (t), lim
t→1−

g(t) et lim
t→1+

g(t).

Q6. Justifier que les fonctions f et g sont dérivables sur [0, 1[∪]1,+∞[ avec pour dérivées respectives

f ′ : t �→ f ′(t) =
2t

(1 − t2)2 et g′ : t �→ g′(t) =
t2(3 − t2)
(1 − t2)2 .

Les calculs seront détaillés.
Q7. Déduire des questions précédentes les tableaux de variations des fonctions f et g sur [0, 1[∪]1,+∞[

dans lesquels figureront les limites ainsi que les valeurs de f (
√

3) et g(
√

3).

Partie II - Tangente à l’origine et au point M(
√

3)

Q8. Rappeler sans justification le développement limité en 0 à l’ordre 1 de u �−→ 1
1 − u

.

Q9. Déterminer les développements limités des fonctions f et g en 0 à l’ordre 3.

Q10. Sans calculer les dérivées secondes f ′′ et g′′ des fonctions f et g, montrer que f ′′(0) = 2 et g′′(0) = 0.
Le théorème utilisé sera mentionné.

Q11. En déduire les coordonnées d’un vecteur tangent à la courbe C en l’origine du repère.

Q12. Déterminer les coordonnées d’un vecteur tangent à la courbe C au point M(
√

3).
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Partie III - Asymptotes

On noteD la droite du plan d’équation y = x − 1
2

et, pour t appartenant à l’ensemble de définition de f , N(t) le
point deD d’abscisse f (t).

Q13. Sachant que lim
t→+∞

f (t) = −1 et lim
t→+∞

g(t) = −∞, donner une interprétation graphique de la courbe C
vis-à-vis de la droite d’équation x = −1 au voisinage de t = +∞.
Dessiner sur la copie l’allure de la courbe C et la droite d’équation x = −1 au voisinage de t = +∞.

Q14. Déterminer l’ordonnée yN(t) de N(t) en fonction de f (t).

On se propose dans la suite de cette partie d’examiner la quantité g(t) − yN(t) qui représente la
distance algébrique entre les points M(t) et N(t).

Q15. Factoriser le trinôme P(t) = −2t2 + t + 1.

Q16. On considère dans [0, 1[∪]1,+∞[ la fonction δ : t �−→ δ(t) = g(t) − f (t) +
1
2

.

Montrer que, pour tout t de [0, 1[∪]1,+∞[, δ(t) =
P(t)

2(t + 1)
.

Q17. Quel est le signe de δ(t) lorsque t est dans un voisinage de 1?

Q18. Combien vaut la limite lim
t→1

(g(t) − yN(t)) ? Dessiner sur la copie l’allure de la courbe au voisinage de

t = 1.

Partie IV - Tracé de la courbe

Q19. En tenant compte des informations issues des questions précédentes et en utilisant le document-réponse
(à rendre avec la copie), tracer la courbe suivante :

C1 = {M(t) / t ∈ [0, 1[∪]1,+∞[} .

On utilisera l’échelle suivante : 2 cm pour 1 unité sur l’axe des abscisses et 2 cm pour 1 unité sur l’axe
des ordonnées. On considèrera par ailleurs que

√
3 � 1, 73.

On fera apparaître :

- la droiteD ;

- les vecteurs tangents à l’origine du repère et au point M(
√

3) ;

- la droite d’équation x = −1.

Q20. En utilisant une couleur différente ou en pointillés, compléter le tracé précédent en traçant la courbe
suivante :

C2 = {M(t) / t ∈] −∞,−1[∪] − 1, 0]} .
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PROBLÈME 2
Marche aléatoire sur le net

Internet peut être modélisé par un graphe dont les sommets sont les pages internet (ou sites) et les arêtes les
liens entre les pages. L’idée de l’algorithme du «PageRank» est de surfer au hasard sur Internet et de compter
combien de fois on passe sur chaque page. Une page p peut être considérée plus populaire que d’autres pages
elles-mêmes populaires lorsque ces dernières ont un lien vers la page p.

Dans ce problème, nous étudions deux exemples avec quatre pages puis trois pages. La partie I traduit le premier
exemple sous une forme matricielle. Dans les parties II et III, on s’intéresse à l’étude du second exemple. La
partie IV classe les trois pages du second exemple par ordre de popularité.

Partie I - Un premier exemple

Dans le schéma suivant, on considère un internet simplifié constitué de quatre pages internet. Par exemple, la
page 1 possède un lien vers la page 2, un vers la page 3 et un vers la page 4, etc. La page 3 ne possède qu’un
seul lien vers la page 1.

1

2 43

Figure 1 – Exemple n◦ 1

• i et j sont des indices de l’ensemble {1, 2, 3, 4} et n est un entier naturel de N.

• pn( j) est la probabilité que l’internaute soit sur la page j à l’instant τ = n.

• On note ti, j la probabilité de se trouver à la page i à l’instant τ = n + 1 sachant qu’on était sur la page j à
l’instant τ = n. On fait l’hypothèse qu’il y a équiprobabilité entre les liens d’une page. Comme la page 1

pointe sur trois autres pages, la probabilité t3,1 d’aller de la page 1 vers la page 3 est
1
3

.

• On fait également l’hypothèse qu’une page a une probabilité nulle de pointer sur elle-même, donc pour
tout i de {1, 2, 3, 4}, ti,i = 0.

• On note An( j) l’événement " être sur la page j à l’instant τ = n " et on supposera que ces événements
sont de probabilité non nulle.

• On note T4 la matrice (ti, j)1≤i≤4
1≤ j≤4

. Cette matrice s’appelle matrice de transition dont le schéma présenté sur
la figure 1 s’appelle graphe.
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Q21. Compléter la matrice T4 correspondante à l’exemple no1 en remplaçant les ti, j par leurs valeurs :

T4 =



0 t1,2 t1,3 t1,4
1
3

t2,2 t2,3 t2,4

1
3

1
2

t3,3 t3,4

1
3

t4,2 t4,3 t4,4



.

Q22. Pour j de {1, 2, 3, 4}, calculer les sommes
4∑

i=1

ti, j. Justifier soigneusement le résultat.

Q23. En précisant le théorème utilisé, montrer que :

pn+1(1) = t1,1 pn(1) + t1,2 pn(2) + t1,3 pn(3) + t1,4 pn(4).

Q24. Donner sans justification l’expression de pn+1(2), pn+1(3) et pn+1(4) en fonction des pn( j).

Q25. On note Un le vecteur colonne :

Un =



pn(1)
pn(2)
pn(3)
pn(4)


.

Montrer que pour tout n de N, Un+1 = T4Un.

Q26. En déduire que pour tout n de N, Un = T n
4 U0.

Partie II - Étude d’un polynôme et de trois suites

On note R[X] l’ensemble des polynômes à coefficients réels.
On définit dans R[X] le polynôme S (X) = 4X3 − 3X − 1.

Q27. Vérifier que λ = 1 est une racine simple et µ = −1
2

est une racine double de S .

Q28. Soit n un entier naturel. Justifier l’existence d’un triplet (αn, βn, γn) de R3 et d’un polynôme Q(X) de
R[X] tel que :

Xn = S (X)Q(X) + αnX2 + βnX + γn (1).

On ne cherchera pas à déterminer le triplet (αn, βn, γn).

Q29. En remplaçant X par successivement λ et µ dans l’égalité (1), en déduire deux équations vérifiées par le
triplet (αn, βn, γn).

Q30. En dérivant l’égalité (1) puis en remplaçant X par µ, en déduire une troisième équation vérifiée par le
triplet (αn, βn, γn).
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Q31. Après résolution des équations précédemment obtenues, on admet que pour tout n de N :



αn =
1
9

4 − 4
(
−1

2

)n
− 6n

(
−1

2

)n−1

βn =
1
9

4 − 4
(
−1

2

)n
+ 3n

(
−1

2

)n−1

γn =
1
9

1 + 8
(
−1

2

)n
+ 3n

(
−1

2

)n−1

.

Déterminer lim
n→+∞

n
(
−1

2

)n−1

puis montrer que les trois suites (αn)n∈N, (βn)n∈N et (γn)n∈N convergent vers

des limites qu’on déterminera.

Partie III - Un deuxième exemple

On considère dans cette partie la matrice :

T3 =



0
1
2

1
2

0 0
1
2

1
1
2

0



.

Q32. En s’inspirant de l’exemple no1 de la partie I, dessiner le graphe dont la matrice de transition est la
matrice T3.

Q33. Montrer que le polynôme caractéristique de T3 est égal à
1
4

S .

Q34. Déterminer les valeurs propres de T3.

Q35. Pour chaque valeur propre, déterminer une base et la dimension du sous-espace propre associé.

Q36. En précisant le théorème utilisé, montrer que la matrice T3 n’est pas diagonalisable.

Q37. Si M(X) = m0 + m1X + . . . + mrXr désigne un polynôme de R[X], on note M(T3) la matrice telle que
M(T3) = m0.I3 + m1.T3 + . . . + mr.T r

3 avec :

I3 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Calculer T 2
3 et T 3

3 puis montrer que S (T3) = O3 où O3 désigne la matrice nulle carrée d’ordre 3.
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Q31. Après résolution des équations précédemment obtenues, on admet que pour tout n de N :
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.

Déterminer lim
n→+∞

n
(
−1

2

)n−1

puis montrer que les trois suites (αn)n∈N, (βn)n∈N et (γn)n∈N convergent vers

des limites qu’on déterminera.

Partie III - Un deuxième exemple

On considère dans cette partie la matrice :

T3 =



0
1
2

1
2

0 0
1
2

1
1
2

0



.

Q32. En s’inspirant de l’exemple no1 de la partie I, dessiner le graphe dont la matrice de transition est la
matrice T3.

Q33. Montrer que le polynôme caractéristique de T3 est égal à
1
4

S .

Q34. Déterminer les valeurs propres de T3.

Q35. Pour chaque valeur propre, déterminer une base et la dimension du sous-espace propre associé.

Q36. En précisant le théorème utilisé, montrer que la matrice T3 n’est pas diagonalisable.

Q37. Si M(X) = m0 + m1X + . . . + mrXr désigne un polynôme de R[X], on note M(T3) la matrice telle que
M(T3) = m0.I3 + m1.T3 + . . . + mr.T r

3 avec :

I3 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Calculer T 2
3 et T 3

3 puis montrer que S (T3) = O3 où O3 désigne la matrice nulle carrée d’ordre 3.
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Q38. Comme dans la partie I, on pose pour tout n de N :

Un =


pn(1)
pn(2)
pn(3)

 .

Pour simplifier, on note :

U0 =


p0(1)
p0(2)
p0(3)

 =


a
b
c

 avec a, b, c ∈ R.

Que vaut la somme a + b + c?

Q39. On admet, comme dans la partie I, que pour tout n de N, Un = T n
3 U0.

On admet également qu’en remplaçant dans l’égalité (1) de la question Q28, la variable X par la matrice
T3, on obtient, pour tout n de N, l’égalité matricielle :

T n
3 = S (T3)Q(T3) + αnT 2

3 + βnT3 + γnI3.

En déduire que :
T n

3 = αnT 2
3 + βnT3 + γnI3.

Q40. Déterminer alors, pour tout n de N, une expression du vecteur Un en fonction du triplet (αn, βn, γn) et
du triplet (a, b, c).

Q41. Montrer que les trois suites (pn(1))n∈N, (pn(2))n∈N et (pn(3))n∈N convergent vers des limites qui seront
déterminées.
On note, pour i ∈ {1, 2, 3}, p∞(i) = lim

n→+∞
pn(i).

Quelle interprétation peut-on donner aux limites p∞(1), p∞(2) et p∞(3) ?

Partie IV - Popularité d’une page

Un moteur de recherche consiste à classer les pages par pertinence. Un des algorithmes possible repose sur
l’hypothèse qu’une page p est considérée plus populaire que d’autres pages elles-mêmes populaires lorsque ces
dernières ont un lien vers la page p.

Q42. Parmi les 3 sites de l’exemple donné dans la partie II, quel(s) site(s) vous semble(nt) le(s) plus popu-
laire(s) ? Vous devez justifier votre opinion.

Dans la suite de cette partie, on reprend le deuxième exemple donné dans la partie III.

On mesure la popularité du site noi par le réel r(i) de l’intervalle [0, 1]. Le site i est plus populaire que le site i′

si r(i) ≥ r(i′).

Un site qui émet par exemple deux liens ne transmet que pour moitié sa popularité aux sites vers lesquels il
pointe.

On admet que le triplet (r(1), r(2), r(3)) vérifie le système :



r(1) =
1
2

r(2) +
1
2

r(3)

r(2) =
1
2

r(3)

r(3) = r(1) +
1
2

r(2)

(2).
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Q43. On pose R =


r(1)
r(2)
r(3)

.

Réécrire le système (2) à l’aide de la matrice T3 et du vecteur colonne R.
Lorsque R n’est pas le vecteur nul, comment s’appelle R vis-à-vis de la matrice T3 ?

Q44. On pose ‖R‖1 = |r(1)| + |r(2)| + |r(3)|.
Déterminer un vecteur R avec r(1) > 0 puis calculer ‖R‖1.

Q45. Déterminer les coordonnées du vecteur R′ =
1
‖R‖1

R.

Justifier sans calcul que R′ est encore solution du système (2).

Q46. Déduire de R′ l’ordre des sites du plus populaire au moins populaire.

FIN
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Exercice 1

On note E = R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et En = Rn[X] l’espace
vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n, avec n ∈ N.
Dans l’ensemble de l’exercice, P1, P2, P3 désignent trois polynômes distincts de R[X] et
a1, a2, a3 désignent trois réels distincts.
On considère l’application f définie sur E par :

∀P ∈ E, f(P ) = P (a1)× P1 + P (a2)× P2 + P (a3)× P3.

Partie I - Étude d’un endomorphisme de R[X]

Q1. Soient les polynômes :




L1 =
1

(a1 − a2)(a1 − a3)
(X − a2)(X − a3),

L2 =
1

(a2 − a1)(a2 − a3)
(X − a1)(X − a3),

L3 =
1

(a3 − a1)(a3 − a2)
(X − a1)(X − a2).

a) Déterminer Li(aj) pour i ∈ {1, 2, 3} et j ∈ {1, 2, 3}.
b) Montrer que la famille (L1, L2, L3) constitue une base de R2[X].
c) Soit P ∈ R2[X], déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, L2, L3).

Q2. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q3. L’application f est-elle surjective ? On pourra s’intéresser aux degrés respectifs des po-
lynômes P1, P2, P3 et f(P ) pour P ∈ E.

Q4. a) On suppose que la famille (P1, P2, P3) est libre.
Montrer que, dans ce cas, P appartient à ker(f) si et seulement si les trois réels
a1, a2 et a3 sont des racines de P .

b) On suppose que la famille (P1, P2, P3) est liée.
Montrer que, dans ce cas, il existe un polynôme P non nul et non divisible par
Q = (X − a1)(X − a2)(X − a3), appartenant à ker(f).
On pourra exprimer P en fonction des polynômes L1, L2 et L3.

c) L’application f est-elle injective ?
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Partie II - Restriction de f à Rn[X]

On suppose dans cette partie que la famille de polynômes (P1, P2, P3) est une famille libre
de En et que n est un entier naturel supérieur ou égal à 3.

Q5. Montrer que la restriction de f à En définit un endomorphisme de En.

On notera désormais fn l’application définie par :

fn : En −→ En

P �−→ fn(P ) = f(P ) = P (a1)× P1 + P (a2)× P2 + P (a3)× P3

.

Q6. On rappelle que Im(fn) et ker(fn) sont des sous-espaces vectoriels de En.
a) Montrer que Im(fn) = Vect(P1, P2, P3).
b) Montrer que dim

(
ker(fn)

)
= n− 2.

c) Déterminer une base de ker(fn).

Q7. On suppose, dans cette question uniquement, que les polynômes P1, P2 et P3 sont de
degré 2 et admettent pour racines respectivement a2 et a3, a1 et a3, a1 et a2.
a) Montrer que la réunion de la famille (P1, P2, P3) et de la base de ker(fn) déterminée

à la question Q6.c), constitue une base de En.
b) Montrer que fn est un endomorphisme diagonalisable.

Partie III - Étude d’un cas particulier avec n = 3

Dans cette partie n = 3, E3 = R3[X] et :

P1 = X2 +X + 1, P2 = X2 − 2X, P3 = − 3X + 1, a1 = − 2, a2 = 0, a3 = 1.

Q8. La famille (P1, P2, P3) est-elle libre ou liée ?

Q9. Déterminer la matrice de f3 dans la base canonique B0 = (1, X,X2, X3) de E3.

Q10. Déterminer ker(f3) et une base de ker(f3).

Partie IV - Étude d’un cas particulier avec n = 6

Dans cette partie n = 6, E6 = R6[X] et :

P1 = X2 − 3X + 2, P2 = X2 −X − 2, P3 = 2X2 − 2, a1 = − 1, a2 = 1, a3 = 2.

Q11. La famille (P1, P2, P3) est-elle libre ou liée ?

Q12. Déterminer ker(f6) et une base de ker(f6).

Q13. a) L’endomorphisme f6 est-il diagonalisable ?
b) Préciser le spectre de f6 et la multiplicité des valeurs propres de f6.
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Exercice 2

On dispose de deux pièces de monnaie différentiables, dénommées dans la suite de l’exercice
"pièce 1" et "pièce 2". On effectue une série de n lancers indépendants, où n ∈ N∗, avec
l’une ou l’autre pièce selon un protocole décrit ensuite. Suivant les questions posées, l’entier
n prendra différentes valeurs précisées dans l’énoncé.
Pour chaque pièce, l’obtention du côté pile au cours d’un lancer peut être modélisée par une
loi de Bernoulli de paramètre p1 pour la première pièce et de paramètre p2 pour la seconde
pièce. On a : 0 < p1 < 1, 0 < p2 < 1.
Pour i ∈ [[1, n]], on considère les évènements suivants :

— "le i−ème lancer est effectué avec la pièce 1 et donne pile", noté Pi,
— "le i−ème lancer est effectué avec la pièce 1 et donne face", noté Fi = Pi,
— "le i−ème lancer est effectué avec la pièce 2 et donne pile", noté P ′

i ,
— "le i−ème lancer est effectué avec la pièce 2 et donne face", noté F ′

i = P ′
i .

Dans l’espace probabilisé (Ω,P(Ω), P ), où Ω désigne l’ensemble des séries de n lancers pos-
sibles, on a : P (Pi) = p1, P (Fi) = q1 = 1− p1 et P (P ′

i ) = p2, P (F ′
i ) = q2 = 1− p2.

Le protocole de lancer est le suivant : on choisit une des deux pièces au hasard et on effectue
le premier lancer avec la pièce choisie. Si le résultat est pile, on rejoue avec la même pièce,
sinon on change de pièce pour le lancer suivant.
On itère le processus jusqu’au ne lancer en conservant la même pièce tant que le lancer donne
pile et en changeant de pièce pour le lancer suivant lorsqu’on obtient face.

On note C1 l’évènement "choisir la pièce 1 au premier lancer" et C2 l’évènement "choisir la

pièce 2 au premier lancer". On a P (C1) = P (C2) =
1

2
.

Q14. Dans cette question, on considère une série de 2 lancers (n = 2).
a) Quelle est la probabilité d’effectuer le second lancer avec la pièce 1 ?
b) On effectue le second lancer avec la pièce 1. Quelle est la probabilité que le premier

lancer ait été effectué avec la pièce 2 ?

Q15. Dans cette question, on considère une série de 6 lancers (n = 6).
a) On suppose que la pièce 1 a été choisie pour le premier lancer.

On note A l’évènement : "obtenir successivement pile puis face avec la pièce 1,
puis deux fois pile avec la pièce 2".
Déterminer P (A) en fonction des données p1 et p2.

b) On suppose que la pièce 2 a été choisie pour le premier lancer.
On note B l’évènement : "jouer cinq fois de suite avec la pièce 2, puis jouer le
sixième lancer avec la pièce 1".
Déterminer P (B) en fonction des données p1 et p2.

c) Sachant que le premier lancer a été effectué avec la pièce 1, quelle est la probabilité
de jouer les deux lancers suivants avec deux pièces différentes ?

d) Quelle est la probabilité d’effectuer les trois premiers lancers avec la même pièce ?
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Q16. Dans cette question, on considère une série de 12 lancers (n = 12).
Sachant que l’on a effectué le dixième lancer avec la pièce 1, quelle est la probabilité de
jouer le douzième lancer avec la pièce 2 ?

Q17. Dans cette question, on considère une série de n lancers, où n ∈ N∗.
On note Dn l’évènement "on utilise la pièce 1 pour la première fois au n−ième lancer".
a) Déterminer P (Dn) pour n ∈ N∗.

Indication : distinguer les cas n = 1 et n > 1.

b) Montrer que la série numérique
∑
n≥1

P (Dn) converge et calculer sa somme.

c) En supposant que l’on puisse effectuer une infinité de lancers, quelle est la proba-
bilité de l’évènement "ne jamais utiliser la pièce 1" ?

Pour la suite de l’exercice, N désigne un entier supérieur ou égal à 2 fixé.

On considère l’expérience aléatoire suivante : on effectue N lancers selon le protocole
étudié précédemment. On gagne 1 point chaque fois que l’on effectue un lancer avec la
pièce 1 et on perd 1 point chaque fois que l’on effectue un lancer avec la pièce 2.
La variable aléatoire XN désigne le nombre de points obtenus à l’issue des N lancers.
XN peut donc prendre des valeurs entières k ∈ [[−N,N ]].
La variable aléatoire UN désigne le nombre de fois où on joue avec la pièce 1 au cours
des N lancers.

Q18. Déterminer P (XN = N) et P (XN = −N).

Pour la suite de l’exercice, on pose p1 = p2 = 0, 3.

Q19. Dans cette question, on suppose N = 3.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X3.
b) Déterminer l’espérance de la variable aléatoire X3 : E(X3).

Q20. Dans cette question, on suppose N ≥ 2.
a) Soit k ∈ [[−N,N ]]. Exprimer l’évènement "XN = k" en fonction de UN .
b) En déduire P (XN = N − 1).
c) Que vaut P (XN = 0) lorsque N est un entier impair ?
d) Déterminer P (XN = N − 2) et P (XN = −N + 2).
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Problème

On note I l’intervalle ]− 1,+∞[. Soit la fonction f définie sur I par :

f(x) =





1− e−x

x(1 + x)
si x ∈ ]− 1, 0[∪ ]0,+∞[

1 si x = 0

.

Partie I - Étude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction ϕ définie sur [−1,+∞[ par :

∀x ≥ −1, ϕ(x) = e−x(x2 + 3x+ 1)− (1 + 2x).

Q21. Calculer les dérivées ϕ′ et ϕ′′ et préciser les valeurs ϕ′(0) et ϕ′′(0).

Q22. Etudier les variations de ϕ sur I. On étudiera la limite de ϕ′ en +∞.

Q23. En déduire que ϕ est strictement négative sur [−1, 0[ et sur ]0,+∞[.

Partie II - Étude de la fonction f

Q24. a) Montrer que la fonction f est continue et dérivable en 0.
b) Montrer que la fonction f est de classe C1 sur I.

Q25. Montrer que la fonction f est strictement monotone sur I.

Q26. Soit la fonction g définie sur I par : ∀x ∈ I, g(x) = f(x)− x.
a) Déterminer le sens de variation de g.
b) Montrer que l’équation f(x) = x admet une unique solution α ∈ I.
c) Montrer que : 0, 4 ≤ α ≤ 0, 6.
d) Déterminer le signe de g sur I.

Q27. On considère les fonctions ψ et h définies sur I par :

ψ(x) =
1

1 + x
et h(x) =




1− e−x

x
si x ∈ ]− 1, 0[∪ ]0,+∞[

1 si x = 0

.

a) Montrer que h est développable en série entière sur ]− 1,+∞[.
b) En déduire que f est de classe C∞ sur I.
c) En utilisant la formule de Leibniz, montrer que :

∀n ∈ N, f (n)(0) = (−1)n × n!×
n∑

k=0

1

(k + 1)!
.
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d) Si f était développable en série entière sur ] − r, r[ avec r > 0, quelle serait la
forme de ce développement ?

Q28. Déterminer la nature de l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

1− e−t

(1 + t)t
dt.

Partie III - Étude d’une suite récurrente

Q29. On admet que la fonction dérivée f ′ est strictement croissante sur I.
Montrer que : ∀x ∈ [0, 4 ; 0, 7], |f ′(x)| ≤ 0, 8.

Q30. On considère la suite (un)n∈N définie par :
{

u0 = 0, 7
∀n ∈ N, un+1 = f(un).

Montrer que la suite (un)n∈N est à valeurs dans [0, 4 ; 0, 7].

Q31. a) Montrer que : ∀n ∈ N, |un+1 − α| ≤ 0, 8× |un − α|.
b) Montrer que la suite (un)n∈N est convergente et déterminer lim

n→+∞
un.

Partie IV - Résolution d’une équation différentielle

On considère l’équation différentielle :

x(x+ 1)y′(x) + (1 + 3x+ x2)y(x) = 1 (E).

Q32. Résoudre (E) sur I1 = ]− 1, 0[ et sur I2 = ]0,+∞[.

Indication : on pourra décomposer
1 + 3x+ x2

x(x+ 1)
sous la forme α +

β

x
+

γ

x+ 1
, où

(α, β, γ) ∈ R3 .

Q33. On cherche à déterminer une solution de (E) sur I = ] − 1,+∞[. Soit y une telle
solution.
a) Donner les expressions vérifiées par y sur I1 et I2.
b) Déterminer, en utilisant la continuité de y en 0, les valeurs des constantes d’inté-

gration intervenant dans les expression de y obtenues à la question précédente.
c) Vérifier que la fonction y ainsi définie est effectivement dérivable en 0 et solution

de (E) sur I.
d) Vérifier que f est l’unique solution de (E) sur I.

Q34. On cherche à déterminer les séries entières solutions de (E) sur ]−R,R[ avec R > 0.

a) En écrivant ∀x ∈ ]− R,R[, y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n, établir les équations vérifiées par les

coefficients an lorsque y est solution de (E).
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b) Montrer, en utilisant une récurrence à deux pas, que les coefficents an vérifient :

∀n ∈ N, (−1)nan =
n∑

k=0

1

(k + 1)!
.

c) Montrer que le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

anx
n est égal à 1.

Q35. Déduire des questions précédentes qu’il existe r > 0, tel que que f est développable en
série entière sur ]− r, r[. Préciser la forme du développement en série entière et donner
la valeur maximale de r.

FIN
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé d’un problème avec quatre parties.
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ESTIMATIONS NUMÉRIQUES D’INTÉGRALES

Objectifs

Le fil conducteur de ce sujet est le calcul approché d’intégrales.

La partie I est indépendante des autres parties. À travers l’exemple de l’intégrale de Gauss, on utilise
des suites de fonctions et on « permute limite et intégrale ».

Les parties II et III peuvent être traitées de manière indépendante. La partie IV utilise des résultats
des parties II et III.

Les parties II, III et IV traitent de l’utilisation des polynômes interpolateurs pour le calcul approché
d’intégrales : on présente le principe des méthodes de quadrature, dites de Newton-Cotes, ainsi qu’un
raffinement avec la méthode de quadrature de Gauss.

Le sujet comporte aussi quelques questions notées Informatique portant sur le programme «informa-
tique pour tous». Les algorithmes demandés doivent être écrits en langage Python.

Notations

— Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b] avec a < b, on pose :

‖ f ‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x)|.

— On note Rn[X] l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n.
On pourra confondre les expressions « polynômes » et « fonctions polynomiales ».

Partie I - « Permutation limite-intégrale » et intégrale de Gauss

On considère l’intégrale de Gauss :

I =
∫ 1

0
e−x2

dx.

I.1 - Utilisation d’une série entière

Q1. Démontrer à l’aide d’une série entière que :

I =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)n!
.

On pose pour n ∈ N :

sn =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)k!
.
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Q2. Justifier que pour tout n ∈ N, on a :

|I − sn| �
1

(2n + 3)(n + 1)!
.

Q3. Informatique : écrire une fonction récursive factorielle qui prend en argument un entier
naturel n et renvoie l’entier n!.

Q4. Informatique : en déduire un script, qui détermine un entier N, tel que |I − sN | � 10−6.

I.2 - Utilisation d’une autre suite de fonctions

Pour tout n ∈ N∗, on définit sur [0,+∞[ la fonction fn par :

fn(x) =
(
1 − x2

n

)n
.

Q5. Déterminer, en détaillant, la limite simple de la suite de fonctions ( fn)n∈N∗ .

Q6. Soit n ∈ N∗. Démontrer que ∀x ∈ [0, 1], | fn(x)| � e−x2
.

En déduire que :

I = lim
n→+∞

n∑
k=0

(
n
k

)
(−1)k

nk(2k + 1)
.

Partie II - Notion de polynôme interpolateur

Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On se donne n + 1 points x0, x1, . . . , xn dans [a, b], deux à
deux distincts.

On appelle polynôme interpolateur de f aux points xi, un polynôme P ∈ Rn[X] qui coïncide avec f
aux points xi, c’est-à-dire tel que pour tout i ∈ �0, n�, P(xi) = f (xi).

II.1 - Existence du polynôme interpolateur

Pour tout entier i de �0, n�, on définit le polynôme li de Rn[X] par :

li(X) =
n∏

k=0
k�i

X − xk

xi − xk
.

On pose :

Ln( f ) =
n∑

i=0

f (xi)li(X).

Q7. Démontrer que Ln( f ) est un polynôme interpolateur de f aux points xi, puis démontrer l’unicité
d’un tel polynôme.

Un tel polynôme est appelé polynôme interpolateur de Lagrange.

3/7



II.2 - Calcul effectif du polynôme interpolateur de Lagrange

Q8. Informatique : si y0, . . . , yn sont des réels, le polynôme P =
n∑

i=0

yili(X) est l’unique polynôme

de Rn[X] vérifiant P(xi) = yi pour tout i. Écrire en langage Python une fonction lagrange
qui prend en arguments x une liste de points d’interpolations xi, y une liste d’ordonnées yi de
même longueur que x, a un réel, et qui renvoie la valeur de P en a.
Par exemple, si x = [-1, 0, 1] et y = [4, 0, 4], on montre que P = 4X2 et donc
P(3) = 36. Ainsi, lagrange(x, y, 3) renverra 36.

Q9. Informatique : chercher le polynôme interpolateur P = a0 + a1X + · · · + anXn de f aux points
xi revient aussi à résoudre le système linéaire suivant d’inconnues a0, . . . , an :



P(x0) = f (x0)
...

P(xn) = f (xn)
⇐⇒ V


a0
...

an

 =


f (x0)
...

f (xn)



où V est une matrice carrée de taille n + 1.
Déterminer la matrice V et indiquer la complexité du calcul en fonction de n, lorsque l’on
résout ce système linéaire par la méthode du pivot de Gauss.

II.3 - Expression de l’erreur d’interpolation

On suppose, en plus dans cette partie, que f est de classe Cn+1 sur [a, b]. On rappelle que Ln( f ) est
son unique polynôme interpolateur aux points xi.

On note σ = {x0, . . . , xn} l’ensemble des points d’interpolations et πσ le polynôme de Rn+1[X] défini
par :

πσ =

n∏
i=0

(X − xi).

On veut démontrer pour tout réel x ∈ [a, b], la propriété suivante notée Px :

∃cx ∈]a, b[, f (x) − Ln( f )(x) =
f (n+1)(cx)
(n + 1)!

πσ(x).

Q10. Résultat préliminaire : soit p ∈ N∗. Démontrer que si φ : [a, b] → R est une fonction p-fois
dérivable qui s’annule p + 1 fois, alors il existe c ∈]a, b[ tel que φ(p)(c) = 0.

Q11. Justifier que pour tout x ∈ σ, la propriété Px est vraie.

On fixe x un réel de [a, b] qui n’est pas dans σ. Soit λ un réel. On définit sur [a, b] une application F
par :

F(t) = f (t) − Ln( f )(t) − λπσ(t).

Q12. Déterminer un réel λ de sorte que F(x) = 0. On choisira alors λ de cette façon.

Q13. Démontrer que F s’annule n + 2 fois et en déduire que Px est vraie.
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Q14. Justifier que la fonction f (n+1) est bornée sur [a, b] et en déduire un réel positif K indépendant
de n tel que :

‖ f − Ln( f )‖∞ �
Kn+1

(n + 1)!

∥∥∥ f (n+1)
∥∥∥∞ .

Q15. En déduire que si f est la fonction sinus, la suite (Ln( f ))n∈N converge uniformément vers f sur
[0, 2π].

Q16. On définit f sur [−1, 1] par f (x) =
1

1 + x2 . Démontrer à l’aide d’une série entière que :

∀k ∈ N,
∥∥∥ f (2k)

∥∥∥∞ � (2k)!.

Cette dernière inégalité montre que la quantité
∥∥∥ f (n+1)

∥∥∥∞ peut être grande et cela peut empêcher parfois
la convergence de la suite de polynômes interpolateurs. Ceci est appelé le phénomène de Runge.

Partie III - Famille de polynômes orthogonaux

On munit R[X] l’espace des polynômes à coefficients réels du produit scalaire 〈·, ·〉 défini par :

pour tout polynôme P et Q de R[X] :

〈P,Q〉 =
∫ 1

−1
P(t)Q(t) dt.

On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la base canonique (1, X, X2, . . .) de
R[X]. On obtient donc une famille orthonormée de polynômes (P0, P1, P2, . . .) vérifiant :

∀k ∈ N, Vect {1, X, . . . , Xk} = Vect {P0, P1, . . . , Pk}.

Le polynôme Pn s’appelle le polynôme de Legendre d’indice n.

Q17. Calculer P0 et P1.

Q18. Justifier que pour n � 1, le polynôme Pn est orthogonal à Rn−1[X]. Démontrer que le polynôme
Pn est de degré n.

On prend n � 1. On veut démontrer que Pn admet n racines simples dans [−1, 1].

Q19. Justifier que
∫ 1

−1
Pn(t) dt = 0 et en déduire que Pn admet au moins une racine dans [−1, 1].

Supposons par l’absurde que Pn admet strictement moins de n racines simples. Si Pn admet des racines
t1, . . . , tp de multiplicité impaire avec p < n, on pose Q = (X − t1) . . . (X − tp) ; sinon, on pose Q = 1.
On considère enfin le polynôme H = QPn.

Q20. Justifier que
∫ 1

−1
H(t) dt = 0, puis conclure (on pourra remarquer que H est de signe constant

sur [−1, 1]).
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Partie IV - Méthodes de quadrature

Dans cette partie, nous allons voir comment les polynômes interpolateurs de Lagrange peuvent être

utilisés pour estimer
∫ b

a
f (x) dx pour f : [a, b]→ R une fonction continue.

Pour cela, on choisit d’abord une subdivision a = x0 < x1 < ... < xN = b de l’intervalle [a, b]. À
cause du phénomène de Runge, si N est grand, le polynôme interpolateur de f aux points xi n’est pas

forcément une bonne approximation de f . Approximer
∫ b

a
f (x) dx par

∫ b

a
LN( f )(x) dx n’est donc pas

forcément pertinent...

Nous allons en fait approximer f par un polynôme d’interpolation sur chaque petit intervalle [xk, xk+1].

D’après la relation de Chasles, on a :

∫ b

a
f (x) dx =

N−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f (x) dx.

Q21. Justifier que :
∫ xk+1

xk

f (x) dx =
xk+1 − xk

2

∫ 1

−1
g(t) dt avec g(t) = f

(
xk + (t + 1)

xk+1 − xk

2

)
.

On est donc ramené à estimer
∫ 1

−1
g(t) dt où g : [−1, 1]→ R est une fonction continue.

On se donne n + 1 points t0, t1, . . . , tn dans [−1, 1], deux à deux distincts.

On rappelle que Ln(g) =
n∑

i=0

g(ti)li(X) est le polynôme interpolateur de g aux points ti et on pose :

J(g) =
∫ 1

−1
Ln(g)(t) dt =

n∑
i=0

αig(ti) avec αi =

∫ 1

−1
li(t) dt.

Lorsqu’on approxime
∫ 1

−1
g(t) dt par J(g), c’est-à-dire :

∫ 1

−1
g(t) dt ≈

n∑
i=0

αig(ti),

on dit que J est une méthode de quadrature associée aux points t0, . . . , tn et aux poids α0, . . . , αn.

Q22. Justifier que pour tout polynôme P ∈ Rn[X], on a J(P) =
∫ 1

−1
P(t) dt.

On dit que la méthode de quadrature J est d’ordre au moins n car la formule approchée est exacte
pour les polynômes de degré inférieur ou égal à n.

Q23. Exemple : on prend n = 1, t0 = −1 et t1 = 1. Déterminer α0 et α1. Expliquer à l’aide d’un
graphique en prenant g positive pourquoi, dans ce cas, la méthode J s’appelle la « méthode
des trapèzes ».
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Quadrature de Gauss

Dans les deux questions suivantes, on prend pour points d’interpolation t0, t1, . . . , tn les (n+1) racines
du polynôme de Legendre Pn+1 introduit dans la partie III.

Nous allons démontrer que, dans ce cas, la formule de quadrature J est d’ordre au moins 2n + 1.

Soit P ∈ R2n+1[X]. On fait la division euclidienne de P par Pn+1, on note respectivement Q le quotient
et R le reste de cette division :

P = QPn+1 + R.

Q24. Démontrer que J(QPn+1) =
∫ 1

−1
Q(t)Pn+1(t) dt, puis conclure que J(P) =

∫ 1

−1
P(t) dt.

Q25. Démontrer que les poids α0, . . . , αn associés à la quadrature de Gauss sont strictement positifs
et calculer leur somme.

FIN
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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EXERCICE I

On note E l’espace vectoriel des applications continues sur le segment [ ]1,1− et à valeurs réelles.

Q1. Démontrer que l’on définit un produit scalaire sur E en posant pour f et g éléments de E :

( ) ( ) ( )1

1
d .f g f t g t t

−
= ∫

Q2. On note : 1, :u t v t t  et { }vect , ,F u v= déterminer une base orthonormée de F.

Q3. Déterminer le projeté orthogonal de la fonction : tw t e sur le sous-espace F et en déduire 

la valeur du réel 
( )

( )( )2

21

1,
inf d .t

a b
e a bt t

−∈

 − +  ∫


On pourra simplifier les calculs en utilisant le théorème de Pythagore.

EXERCICE II

Dans cet exercice, n est un entier tel que 2.n ≥

Q4. Question préliminaire
Soient un réel 0 1λ< < et ( ) 1n nX ≥

une suite de variables aléatoires qui suivent chacune une 

loi binomiale de paramètres n et .p
n
λ

=

Justifier que, pour tout entier 1 11, lim .... 1
n

n n n kk
n n n→+∞

− − + ≥ =  
et déterminer 

( )lim P nn
X k

→+∞
= . On convient alors d’approximer pour 50, 0,01n p≥ ≤ et 10np < la loi 

binomiale de paramètres n et p par la loi de Poisson de paramètre .npλ =

Q5. Un examinateur interroge à l’oral du concours CCP n candidats tous nés en 1998. On 
suppose que les dates de naissances des n candidats sont uniformément réparties sur les 365 
jours de l’année 1998. On note nX la variable aléatoire égale au nombre de candidats qui 
sont convoqués le jour de leur anniversaire. Déterminer la loi de la variable nX et donner 
son espérance.

Q6. Dans le cas où l’examinateur interroge 219 candidats, donner une estimation de la probabilité
que deux étudiants soient convoqués le jour de leur anniversaire. Prendre 0,55 comme valeur 
approchée de 0,6.e−
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PROBLÈME

On note, pour n entier tel que ( )2, nn ≥ M l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à
coefficients réels. On s’intéresse dans ce problème, à travers divers exemples, à la réduction de 

matrices par blocs du type ( )2n
aA bA
cA dA
 

∈ 
 

M où ( )nA∈ M et a, b, c, d sont quatre réels non 

tous nuls. 
On rappelle qu’un produit de matrices par blocs se fait de manière similaire à un produit classique :

A B A B AA BC AB BD
C D C D CA DC CB DD

′ ′ ′ ′ ′ ′+ +    
=    ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +    

(chaque matrice bloc étant une matrice de ( )n M ).

On pourra utiliser sans démonstration que si ( )nP GL∈  , A et B sont deux matrices de ( )n M et 

si T est un polynôme, ( ) ( )1 1 .A P BP T A P T B P− −= ⇒ =

On rappelle que si A, B, C sont des matrices de ( )n M , det det .det .
0
A B

A C
C

 
= 

 

Questions préliminaires
L’objectif est de démontrer le résultat suivant : "une matrice ( )nM ∈ M est diagonalisable sur

 si et seulement s’il existe un polynôme P scindé sur  , à racines simples, vérifiant ( ) 0P M = ".

Pour cela on considère une matrice ( )nM ∈ M et on note u l’endomorphisme de n


canoniquement associé à M.
 
Q7. On suppose que u est diagonalisable et on note ( )1 2, ,..., 1p pλ λ λ ≥ les valeurs propres 

distinctes de u. Démontrer que le polynôme ( )( ) ( )1 2 .... pP X X Xλ λ λ= − − − est annulateur 

de u.

Q8. Réciproquement, on suppose que 1 2, ,..., rµ µ µ sont r nombres réels distincts ( )1r ≥ tels que

( )( ) ( )1 2 .... rQ X X Xµ µ µ= − − − est un polynôme annulateur de u. En utilisant le lemme 
des noyaux, démontrer que u est diagonalisable sur  et que le spectre de u est inclus dans 
l’ensemble { }1 2, ,..., .rµ µ µ
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Un exemple où la matrice 
 
 
 

a b
c d

est diagonalisable sur   

Q9. On suppose que
4 2
3 1

V  
=  − − 

. Démontrer que V est diagonalisable sur  et donner une 

matrice inversible que l’on notera P
α β
γ δ
 

=  
 

et une matrice diagonale D vérifiant :

1V PDP−= (on précisera 1P− ). 

Q10. Soit ( ).nA∈ M On pose alors la matrice par blocs n n

n n

I I
Q

I I
α β
γ δ
 

=  
 

. Justifier que la 

matrice Q est inversible, donner la matrice 1Q− et démontrer que la matrice 

( )2
4 2
3 n
A A
A A

 
∈ − − 

M est semblable à la matrice ( )2
0

0 2 n
A

B
A

 
= ∈ 
 

M .

Q11. On suppose que la matrice A est diagonalisable sur , ce qui signifie qu’il existe une matrice

R inversible et une matrice ∆ diagonale telles que 1.A R R−= ∆ Calculer le produit de 

matrices par blocs :
1

1

0 0
00

R R
B

RR

−

−

   
       

.

Que peut-on en déduire pour la matrice 
4 2
3
A A
A A

 
 − − 

?

Q12. On se propose de démontrer la réciproque du résultat précédent. On suppose que la matrice 
4 2
3
A A
A A

 
 − − 

est diagonalisable. Soit T un polynôme scindé à racines simples annulateur de 

cette matrice, calculer ( ).T A Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A

pour que la matrice 
4 2
3
A A
A A

 
 − − 

soit diagonalisable.

Un exemple où la matrice 
 
 
 

a b
c d

est trigonalisable sur 

Q13. Démontrer que la matrice
3 2
2 1

E
− 

=  − 
est trigonalisable sur  et donner une matrice 

inversible P telle que 11 2
.

0 1
E P P−− 
=  

 

Q14. ( ) ,nA∈ M démontrer que la matrice
3 2
2

A A
A A

− 
 − 

est semblable à la matrice 

2
0
A A

F
A

− 
=  
 

.
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Q15. On suppose que la matrice F est diagonalisable sur . Soit [ ]U X∈ un polynôme 
annulateur de F, scindé sur  et à racines simples. On note U ′ le polynôme dérivé de U.

Démontrer que 
( ) ( )

( ) ( )2
2

0 n
U A AU A

U A
′− 

∈ 
 

M est la matrice nulle.

Q16. Vérifier que le polynôme minimal de la matrice A est X. En déduire la valeur de la matrice A.

Q17. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que la matrice
3 2
2

A A
A A

− 
 − 

soit diagonalisable.

Q18. On suppose que la matrice F est trigonalisable sur . Exprimer le polynôme caractéristique 
de F en fonction de celui de A. En déduire que F est trigonalisable sur  si et seulement si A
est trigonalisable sur .

Q19. Donner un exemple de matrice ( )2A∈ M telle que la matrice ( )4
3 2
2

A A
A A

− 
∈ − 

M ne 

soit pas trigonalisable sur .

Applications

Q20. Soit u un endomorphisme de 4
 dont la matrice dans la base canonique ( )1 2 3 4, , ,e e e e de 

4
 est

1 3 2 6
2 2 4 4
2 6 1 3
4 4 2 2

M

 
 
 =
 
 
 

.

Déterminer deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par u.
On pourra s’inspirer de la question Q10.

Q21. En adaptant la démarche présentée dans le premier exemple de ce problème (page 4),

démontrer que la matrice

4 0 2 0
0 4 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

M

 
 
 =
 
 
 

est diagonalisable sur . Déterminer une 

matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que 1M PDP−= .

Q22. Utiliser la question Q21 pour donner les solutions du système différentiel de fonctions 
inconnues 1 2 3 4, , ,x x x x de la variable réelle t :

1 1 3

2 2 4

3 1 3

4 2 4

4 2
4 2
2 4
2 4

x x x
x x x
x x x
x x x

′ = +
 ′ = +
 ′ = +
 ′ = +

(on ne demande pas de détails).
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Q23. Sachant que la solution ϕ sur  du système différentiel X MX′ = vérifiant ( )0

a
b
c
d

ϕ

 
 
 =
 
 
 

est 

la fonction tM

a
b

t e
c
d

 
 
 
 
 
 

 où tMe désigne l’exponentielle de la matrice ,tM déterminer la 

matrice .Me

FIN
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PROBLÈME 1

Ce problème comporte 3 parties indépendantes.

Notations et définitions

- N désigne l’ensemble des entiers naturels, N∗ désigne l’ensemble des entiers naturels non nuls.
- R désigne l’ensemble des nombres réels.
- R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et, pour tout entier n ∈ N,

on note Rn[X] le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal
à n.

- Si n1 et n2 sont deux entiers naturels, on note �n1, n2� l’ensemble des entiers naturels compris
(au sens large) entre n1 et n2.

Objectifs

On s’intéresse dans ce problème à l’équation différentielle x2y′′ + axy′ + by = 0. La partie I est une
partie d’algèbre linéaire qui traite des solutions polynomiales de cette équation lorsque a et b sont des
constantes réelles. Dans la partie II, on détermine l’ensemble des solutions de l’équation lorsque a
et b sont des constantes réelles. La partie III traite des solutions de cette équation lorsque a = 1 et b
est la fonction carrée.

Partie I - Endomorphismes

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul et a et b des constantes réelles.

Q1. On note ∆ l’endomorphisme de R[X] défini par :

∀P ∈ R[X], ∆(P) = XP.′

Calculer, pour tout k ∈ �0, n�, ∆(Xk).

Q2. Montrer que pour tout P ∈ R[X], X2P′′ = ∆ ◦ (∆ − Id) (P), où Id désigne l’endomorphisme
identité sur R[X].

Q3. Montrer que si P ∈ Rn[X], ∆(P) ∈ Rn[X].

On notera ∆n l’endomorphisme de Rn[X] induit par ∆.

Q4. Déterminer la matrice de ∆n dans la base canonique (1, X, · · · , Xn) de Rn[X].

Q5. On définit l’application Φ par :

∀P ∈ R[X], Φ(P) = X2P′′ + aXP′.

Montrer que Φ = ∆2 + (a − 1)∆ et en déduire que Φ définit un endomorphisme de R[X].
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Q7. Montrer que Φn est diagonalisable.

On considère l’endomorphisme ϕ de R[X] défini par :

∀P ∈ R[X], ϕ(P) = X2P′′ + aXP′ + bP.
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Q8. Montrer que ϕ induit un endomorphisme de Rn[X], endomorphisme que l’on notera ϕn.
Exprimer ϕn en fonction de ∆n.

Q9. Exprimer la matrice de ϕn dans la base canonique de Rn[X].

On considère l’équation :
s2 + (a − 1)s + b = 0. (1)

Q10. Expliciter le noyau de ϕn lorsque l’équation (1) admet deux racines entières m1,m2 ∈ �0, n�.

Q11. Expliciter le noyau de ϕn lorsque l’équation (1) admet une unique racine entière m ∈ �0, n�.

Q12. Déterminer le noyau de ϕ. En déduire qu’il est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Partie II - Une équation différentielle

On considère dans cette partie l’équation différentielle

x2y′′ + axy′ + by = 0, (2)

où a et b sont des constantes réelles.

Q13. Que déduit-on du théorème de Cauchy quant à la structure de l’ensemble des solutions de
l’équation (2) sur I =]0,+∞[ ? Et sur J =] −∞, 0[?

Q14. Montrer que si y est une solution de (2) sur I, alors g = y ◦ exp est une solution sur R de
l’équation différentielle linéaire à coefficients constants :

u′′ + (a − 1)u′ + bu = 0. (3)

Q15. Réciproquement, soit t �→ g(t) une solution de (3) sur R. Montrer que la fonction g ◦ ln est
solution de (2) sur I.

Q16. Donner les solutions à valeurs réelles de l’équation (3) dans le cas où a = 3 et b = 1 et dans
le cas où a = 1 et b = 4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions à valeurs réelles de
l’équation (2) sur l’intervalle I.

On suppose dans les deux questions suivantes uniquement que a = 1 et b = − 4.

Q17. Montrer que si y est solution de (2) sur J, alors h = y ◦ (− exp) est solution de (3) sur R.

Q18. Déduire de ce qui précède l’ensemble des solutions de (2) de classe C2 sur R.

Partie III - Une équation de Bessel

On se propose dans cette partie d’étudier l’équation différentielle :

x2y′′ + xy′ + x2y = 0. (4)

Q19. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entière.
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Série entière dont la somme est solution de (4)

On suppose qu’il existe une série entière
∑
k≥0

ckxk, avec c0 = 1, de rayon de convergence R > 0 et dont

la fonction somme J0 est solution de (4) sur ] − R,R[.

Q20. Montrer que, pour tout k ∈ N, on a :


c2k+1 = 0

c2k =
(−1)k

4k(k!)2

.

Q21. Déterminer le rayon de convergence R de la série entière obtenue :
∑
k≥0

ckxk.

Q22. Soit r > 0 et soit f une autre solution de (4) sur ]0, r[. Montrer que si (J0, f ) est liée dans
l’espace vectoriel des fonctions de classe C2 sur ]0, r[, alors f est bornée au voisinage de 0.

Inverse d’une série entière non nulle en 0

Soit
∑
k≥0

αkxk une série entière de rayon de convergence Rα > 0 telle que α0 = 1. L’objectif de ce

paragraphe est de montrer l’existence et l’unicité d’une série entière
∑
k≥0

βkxk de rayon de convergence

Rβ > 0 telle que pour tout x appartenant aux domaines de convergence des deux séries :

+∞∑
k=0

αkxk



+∞∑
k=0

βkxk

 = 1.

Q23. Montrer que si
∑
k≥0

βkxk est solution, alors la suite (βk)k∈N satisfait aux relations suivantes :



β0 = 1

∀n ∈ N∗
n∑

k=0

αkβn−k = 0 . (5)

Soit r un réel tel que 0 < r < Rα.

Q24. Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que pour tout k ∈ N :

|αk| ≤
M
rk .

Q25. Montrer que (5) admet une unique solution (βk)k∈N et que, pour tout k ∈ N∗ :

|βk| ≤
M(M + 1)k−1

rk .

On pourra raisonner par récurrence.

Q26. Que peut-on dire du rayon de convergence Rβ de la série entière
∑
k≥0

βkxk ?
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Ensemble des solutions de (4)

Q27. Soit r > 0 et soit λ une fonction de classe C2 sur ]0, r[.
Montrer que la fonction y : x �→ λ(x)J0(x) est solution de (4) sur ]0, r[ si et seulement si la
fonction x �→ xJ2

0(x)λ′(x) est de dérivée nulle sur ]0, r[.

Q28. Montrer que J2
0 est somme d’une série entière dont on donnera le rayon de convergence. Que

vaut J2
0(0) ?

Q29. En déduire l’existence d’une fonction η somme d’une série entière de rayon de convergence
Rη > 0 telle que

x �→ η(x) + J0(x) ln(x)

soit solution de (4) sur un intervalle ]0,Rη[.

Q30. En déduire l’ensemble des solutions de (4) sur ]0,Rη[.
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PROBLÈME 2

Notations et définitions

- N désigne l’ensemble des entiers naturels, R désigne celui des nombres réels.
- Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) son espérance.

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,A,P), à valeurs
dans [−1, 1]. On considère dans ce problème une suite (Xi)i∈N∗ de variables aléatoires discrètes sur
(Ω,A,P), mutuellement indépendantes et de même loi que X. Pour tout n ∈ N∗, on note :

S n =
X1 + · · · + Xn

n
.

Objectif

Montrer que si la variable aléatoire X est centrée (E(X) = 0), alors la suite (S n)n≥1 converge presque-
sûrement vers la constante 0. Il s’agit d’un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

Q31. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X admet une espérance.

On suppose désormais que X est centrée.

Q32. Énoncer et démontrer l’inégalité de Markov pour une variable aléatoire finie Y sur (Ω,A,P).
Montrer que ce résultat est encore vrai lorsque Y est une variable aléatoire discrète non néces-
sairement finie.

Q33. En déduire que pour tout α > 0 :

P (|X| ≥ α) ≤ E (|X|)
α
.

Q34. Montrer que pour tout t > 0, pour tout ε > 0 et pour tout n ∈ N∗, on a :

P (S n ≥ ε) = P
(
etnS n ≥ etnε

)
≤

(
E
(
etX
))n

etnε .
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Majoration de E
(
etX
)

Q35. Soit a > 1. On considère la fonction ga définie par :

∀x ∈ R, ga(x) =
1 − x

2
a−1 +

1 + x
2

a − ax.

Montrer que la fonction ga est dérivable sur R et que la fonction g′a est décroissante sur R.
En déduire, en remarquant que ga(−1) = ga(1) = 0, que pour tout x ∈ [−1, 1], ga(x) ≥ 0.

Q36. En déduire que pour tout t > 0 et pour tout x ∈ [−1, 1] on a :

etx ≤ 1 − x
2

e−t +
1 + x

2
et.

Q37. En déduire que pour tout t > 0 :
E
(
etX
)
≤ ch(t).

Q38. Montrer que pour tout entier k ∈ N et tout t ∈ R, on a :

t2k

(2k)!
≤ 1

k!

(
t2

2

)k
.

En déduire que pour tout t > 0, on a :

E
(
etX
)
≤ e

t2
2 .

Majoration de P (|Sn| ≥ ε)

Dans ce paragraphe, on considère un entier n ∈ N∗ et un réel ε > 0.

Q39. Montrer que la fonction
t ∈ R �→ e−ntε+n t2

2

atteint un minimum en un point que l’on précisera.

Q40. En déduire que P (S n ≥ ε) ≤ e−n ε
2
2 , puis que :

P (|S n| ≥ ε) ≤ 2e−n ε
2
2 .
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Conclusion

Q41. Montrer que pour tout réel ε > 0, la série de terme général P (|S n| > ε) converge.

Q42. On fixe un réel ε > 0. On note, pour tout n ∈ N∗ :

Bn =
⋃
m≥n

{ω ∈ Ω ; |S m(ω)| > ε} .

Montrer que pour tout n ∈ N∗, Bn est un événement et que :

P

⋂
n∈N∗

Bn

 = 0.

Q43. Posons, pour tout k ∈ N∗ :

Ωk =

{
ω ∈ Ω ; ∃n ∈ N∗, ∀m ≥ n, |S m(ω)| ≤ 1

k

}
.

Montrer que pour tout k ∈ N∗, Ωk est un événement.

Écrire l’ensemble A =
{
ω ∈ Ω ; lim

n→+∞
S n(ω) = 0

}
à l’aide des événements Ωk, k ∈ N∗.

En déduire que A est un événement.

Q44. Déduire des questions précédentes que :

P(A) = 1.

FIN
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PROBLÈME

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels. Pour n
entier naturel, Rn[X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X] des polynômes de degré inférieur
ou égal à n. On précise que l’on pourra confondre polynôme et fonction polynomiale associée.
Soit P un polynôme de R[X]. On note P (n) sa dérivée n-ième.
On considère l’application φ de R[X] dans lui-même définie par :

∀P ∈ R[X], φ(P ) = (X2 − 1)P ′′ + 2XP ′.

Pour n ∈ N, on note Un = (X2−1)n et Ln =
1

2nn!
U(n)n . Les polynômes Ln sont appelés polynômes

de Legendre. Pour n entier naturel, an désigne le coefficient dominant de Ln.

Partie I - Quelques résultats généraux

Q1. Déterminer L0, L1 et vérifier que L2 =
1

2
(3X2 − 1).

Dans la suite de cette partie, n désigne un entier naturel.

Q2. Justifier que Ln est de degré n et préciser la valeur de an.

Q3. Montrer que la famille (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X].

Q4. Pour n ∈ N∗, déterminer les racines de Un, en précisant leur ordre de multiplicité, puis
justifier qu’il existe un réel α ∈] − 1, 1[ et un réel λ, que l’on ne cherchera pas à déterminer,
tels que :

U ′n = λ(X − 1)n−1(X + 1)n−1(X − α).

On pourra utiliser le théorème de Rolle.
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Q5. Dans cette question seulement, n ≥ 2. Soit k ∈ �1, n − 1�. On suppose qu’il existe des
réels α1, . . . , αk deux à deux distincts dans ]− 1, 1[ et un réel µ tels que :

U(k)n = µ(X − 1)n−k(X + 1)n−k(X − α1) · · · (X − αk).

Justifier qu’il existe des réels β1, . . . , βk+1 deux à deux distincts dans ]− 1, 1[ et un réel ν tels
que :

U(k+1)n = ν(X − 1)n−k−1(X + 1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1).

Q6. En déduire que, pour n ∈ N∗, Ln admet n racines réelles simples, toutes dans [−1, 1].
On les note x1, . . . , xn, en convenant que x1 < · · · < xn.

On note An =
n∏
k=1

(X − xk).

En convenant que A0 = 1, on a donc : ∀n ∈ N, Ln = anAn.

Partie II - Étude des éléments propres de l’endomorphisme φ

Q7. Prouver que φ est un endomorphisme de R[X].

Dans les questions Q8 à Q13, n désigne un entier naturel.

Q8. Justifier que Rn[X] est stable par φ.

On note φn l’endomorphisme de Rn[X] induit par φ. Cet endomorphisme φn est donc défini
par : ∀P ∈ Rn[X], φn(P ) = φ(P ).

Q9. On note M = (mi , j)0�i , j�n la matrice de φn dans la base canonique de Rn[X]. Montrer
que M est triangulaire supérieure et que : ∀k ∈ �0, n�, mk,k = k(k + 1).

Q10. Montrer que φn est diagonalisable. On pourra utiliser la question Q9.

Q11. Vérifier que : ∀k ∈ �0, n�, (X2 − 1)U ′k − 2kXUk = 0.

Q12. Soit k ∈ �0, n�. En dérivant (k + 1) fois la relation de la question Q11, montrer grâce
à la formule de dérivation de Leibniz que : (X2 − 1)U(k+2)k + 2XU

(k+1)
k − k(k + 1)U(k)k = 0.

Q13. Montrer que, pour k ∈ �0, n�, le polynôme Lk est un vecteur propre de φn, en précisant
la valeur propre associée. On pourra utiliser la question Q12.

Q14. Déduire de ce qui précède les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de φ.
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Dans la suite du problème, pour P et Q éléments de R[X], on définit :

〈P,Q〉 =
∫ 1
−1
P (t)Q(t) dt.

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel Rn[X]

Q15. Justifier que 〈., .〉 est un produit scalaire sur R[X].

On note ‖.‖ la norme associée, qui est donc définie par : ‖f ‖ =
(∫ 1
−1
f (t)2 dt

) 1
2

.

Q16. Établir que : ∀(P,Q) ∈ R[X]2, 〈φ(P ), Q〉 = −
∫ 1
−1
(t2 − 1)P ′(t)Q′(t) dt, puis que :

∀(P,Q) ∈ R[X]2, 〈φ(P ), Q〉 = 〈P, φ(Q)〉.

Q17. Montrer que la famille (Ln)n∈N de polynômes de R[X] est orthogonale pour le produit
scalaire 〈., .〉. On pourra utiliser la question Q13.

Q18. Montrer que : ∀n ∈ N∗, ∀P ∈ Rn−1[X], 〈P, Ln〉 = 0.

Q19. On admet que ‖Ln‖2 =
2

2n + 1
. Pour n ∈ N, on pose Qn =

√
2n + 1

2
Ln. Que peut-on

dire de la famille (Qn)n∈N de polynômes de R[X] pour le produit scalaire 〈., .〉 ?

Dans la suite de cette partie, P désigne un polynôme de R[X].
Pour n ∈ N, on note d (P,Rn[X]) = inf

Q∈Rn[X]
‖P −Q‖ la distance de P au sous-espace Rn[X].

Q20. Soit n ∈ N. En utilisant un résultat de votre cours, justifier qu’il existe un unique
polynôme Tn de Rn[X] tel que : d (P,Rn[X]) = ‖P − Tn‖, puis justifier l’égalité :

d (P,Rn[X])
2 = ‖P‖2 −

n∑
k=0

(
ck(P )

)2
, où ck(P ) = 〈P,Qk〉.

Q21. Prouver que la série
∑(
ck(P )

)2
converge et que :

+∞∑
k=0

(
ck(P )

)2
� ‖P‖2.

4/7



Dans la suite du problème, pour P et Q éléments de R[X], on définit :

〈P,Q〉 =
∫ 1
−1
P (t)Q(t) dt.

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel Rn[X]

Q15. Justifier que 〈., .〉 est un produit scalaire sur R[X].

On note ‖.‖ la norme associée, qui est donc définie par : ‖f ‖ =
(∫ 1
−1
f (t)2 dt

) 1
2

.

Q16. Établir que : ∀(P,Q) ∈ R[X]2, 〈φ(P ), Q〉 = −
∫ 1
−1
(t2 − 1)P ′(t)Q′(t) dt, puis que :

∀(P,Q) ∈ R[X]2, 〈φ(P ), Q〉 = 〈P, φ(Q)〉.

Q17. Montrer que la famille (Ln)n∈N de polynômes de R[X] est orthogonale pour le produit
scalaire 〈., .〉. On pourra utiliser la question Q13.

Q18. Montrer que : ∀n ∈ N∗, ∀P ∈ Rn−1[X], 〈P, Ln〉 = 0.

Q19. On admet que ‖Ln‖2 =
2

2n + 1
. Pour n ∈ N, on pose Qn =

√
2n + 1

2
Ln. Que peut-on

dire de la famille (Qn)n∈N de polynômes de R[X] pour le produit scalaire 〈., .〉 ?

Dans la suite de cette partie, P désigne un polynôme de R[X].
Pour n ∈ N, on note d (P,Rn[X]) = inf

Q∈Rn[X]
‖P −Q‖ la distance de P au sous-espace Rn[X].

Q20. Soit n ∈ N. En utilisant un résultat de votre cours, justifier qu’il existe un unique
polynôme Tn de Rn[X] tel que : d (P,Rn[X]) = ‖P − Tn‖, puis justifier l’égalité :

d (P,Rn[X])
2 = ‖P‖2 −

n∑
k=0

(
ck(P )

)2
, où ck(P ) = 〈P,Qk〉.

Q21. Prouver que la série
∑(
ck(P )

)2
converge et que :

+∞∑
k=0

(
ck(P )

)2
� ‖P‖2.

4/7

Partie IV - Fonction génératrice

On admet dans la suite du problème que ∀n ∈ N∗, (n + 1)Ln+1 − (2n + 1)XLn + nLn−1 = 0
et on considère la série entière de la variable t :

∑
Ln(x)t

n. On note r la racine positive du
polynôme X2 − 2X − 1.

Q22. Montrer que : ∀x ∈ [−1, 1], ∀n ∈ N, |Ln(x)| � r n. On pourra raisonner par récurrence
et utiliser la relation admise au début de cette partie.

Q23. Pour x ∈ [−1, 1], on note R(x) le rayon de convergence de la série entière
∑
Ln(x)t

n.

Montrer que : R(x) �
1

r
.

Q24. Pour x ∈ [−1, 1] et t ∈
]
−
1

r
,
1

r

[
, on pose Sx(t) =

+∞∑
n=0

Ln(x)t
n. Montrer que Sx est

solution sur
]
−
1

r
,
1

r

[
de l’équation différentielle linéaire du premier ordre :

(1− 2tx + t2)y ′ + (t − x)y = 0.

Q25. En déduire que : ∀x ∈ [−1, 1], ∀t ∈
]
−
1

r
,
1

r

[
,
+∞∑
n=0

Ln(x)t
n =

1√
t2 − 2xt + 1

.

Q26. Indiquer une méthode permettant, à partir du seul résultat de la question Q25, de
retrouver l’expression des polynômes L0, L1 et L2.

Partie V - Expression intégrale des polynômes de Legendre

Pour θ ∈ [0, π] et n ∈ N, on pose : wn(θ) =
1

2π

∫ π
−π
(cos θ + i sin θ cos u)n du.

Q27. Soit t ∈]−1, 1[. Pour n ∈ N, on considère la fonction vn de [−π, π] dans C définie par :
vn(u) = t

n(cos θ + i sin θ cos u)n. Montrer que
∑
vn converge normalement sur [−π, π].

Q28. Justifier l’égalité : ∀t ∈]− 1, 1[,
+∞∑
n=0

wn(θ)t
n =

1

2π

∫ π
−π

du

1− t cos θ − i t sin θ cos u .

Dans les questions Q29 et Q30, a désigne un réel strictement positif.

Q29. Montrer que
∫ π
0

cos u

1 + a2 cos2 u
du = 0. On pourra utiliser le changement de variable

défini par v = π − u.
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Q30. Montrer que :
∫ π
2

0

du

1 + a2 cos2 u
=
π

2

1√
1 + a2

. On pourra utiliser le changement de
variable défini par u = arctan v .

Q31. En déduire que :

∀t ∈]− 1, 1[, ∀θ ∈ [0, π],
∫ π
−π

du

1− t cos θ − i t sin θ cos u =
2π√

t2 − 2t cos θ + 1
.

Q32. Déduire de ce qui précède que : ∀n ∈ N, ∀θ ∈ [0, π], Ln(cos θ) = wn(θ).

Q33. Justifier que : ∀x ∈ [−1, 1], ∀t ∈]− 1, 1[,
+∞∑
n=0

Ln(x)t
n =

1√
t2 − 2xt + 1

.

Q34. Prouver que : ∀x ∈ [−1, 1], R(x) = 1. On pourra raisonner par l’absurde et montrer

qu’alors, pour tout z de C tel que |z | < R(x), on a : (z2 − 2xz + 1)
(+∞∑
n=0

Ln(x)z
n

)2
= 1.

Partie VI - Application à l’approximation d’intégrales

Dans les questions Q35 à Q43, n désigne un entier naturel non nul.

Q35. Soit h une application de R dans R de classe C2n−1 sur R telle qu’il existe 2n réels
t1 < · · · < t2n vérifiant : ∀i ∈ �1, 2n�, h(ti) = 0. Montrer qu’il existe un réel c tel que :
h(2n−1)(c) = 0.

Q36. Pour i ∈ �1, n�, on note �i l’application linéaire définie sur Rn−1[X], à valeurs dans R,
par : ∀P ∈ Rn−1[X], �i(P ) = P (xi) (on rappelle que x1, . . . , xn désignent les racines de Ln et
qu’elles sont deux à deux distinctes). Montrer que (�1, . . . , �n) est libre dans L(Rn−1[X],R).

Q37. En déduire que pour toute application linéaire ψ de Rn−1[X] dans R, il existe un unique

n-uplet (β1, . . . , βn) de réels tel que : ψ =
n∑
k=1

βk�k .

Q38. Montrer qu’il existe un unique n-uplet (α1, . . . , αn) de réels tel que :

∀P ∈ Rn−1[X],
∫ 1
−1
P (t) dt = α1P (x1) + · · ·+ αnP (xn).

Q39. Montrer que la relation de la question Q38 reste vérifiée pour tout P de R2n−1[X]. On
pourra, pour P ∈ R2n−1[X], utiliser la division euclidienne de P par Ln et la question Q18.
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Dans la suite du problème, f désigne une application de [−1, 1] dans R, de classe C2n sur [−1, 1].

Q40. Montrer que : ∃!Hn ∈ R2n−1[X], ∀i ∈ �1, n�,


Hn(xi) = f (xi)

H′n(xi) = f
′(xi)

. On pourra commen-

cer par déterminer le noyau de l’application linéaire de R2n−1[X] dans R2n qui à P associe :(
P (x1), . . . , P (xn), P

′(x1), . . . , P
′(xn)

)
.

On rappelle que An a été défini à la question Q6.

Q41. Soit x ∈ [−1, 1] tel que : ∀i ∈ �1, n�, x � xi .

Montrer que : ∃c ∈ [−1, 1], f (x)−Hn(x) =
An(x)

2

(2n)!
f (2n)(c). On pourra considérer l’application

g définie sur [−1, 1] par g(t) = f (t) − Hn(t) −
An(t)

2

(2n)!
K, où K est un réel dépendant de x à

préciser, et appliquer le résultat de la question Q35 à la fonction g′.

Q42. Montrer que : ∀y ∈ [−1, 1], ∃c ∈ [−1, 1], f (y)−Hn(y) =
An(y)

2

(2n)!
f (2n)(c).

Q43. Justifier l’existence de M2n(f ) = max
t∈[−1,1]

|f (2n)(t)|, puis prouver que :
∣∣∣∣
∫ 1
−1
f (t) dt −

(
α1f (x1) + · · ·+ αnf (xn)

)∣∣∣∣ ≤
M2n(f )

(2n)!

∫ 1
−1
An(t)

2 dt.

Q44. Déterminer un équivalent simple au voisinage de +∞ de
∫ 1
−1
An(t)

2 dt.

FIN
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PROBLÈME 1

On noteV2
d l’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes X, définies sur un espace probabilisé Ω

muni d’une probabilité P, telle que E(X2) existe. Lorsqu’une variable aléatoire réelle discrète X appar-
tient àV2

d, on dit alors que X admet un moment d’ordre 2.

Partie I - Étude de l’ensemble des variables aléatoires discrètes admettant un
moment d’ordre 2

I.1 - Exemple simple

Soit V une variable aléatoire sur Ω suivant la loi de Bernoulli de paramètre p.

Q1. Rappeler la loi de Bernoulli de paramètre p.

Q2. Montrer que V appartient àV2
d.

I.2 - Cadre général

Soient X et Y deux variables aléatoires deV2
d ayant respectivement pour ensemble image X(Ω) = {xi}i∈N

et Y(Ω) = {y j} j∈N avec pour tout entier i, xi dans R et tout entier j, y j dans R. On note :

∀(i, j) ∈ N2,



P([X = xi] ∩ [Y = y j]) = ri j,

P([X = xi]) = pi,

P([Y = y j]) = qj.

Q3. Quelle(s) condition(s) doi(ven)t vérifier X et Y pour que ri j = pi × qj ?

Q4. Exprimer E(X2) en fonction de pi et de xi.
Proposer une formulation équivalente pour E(Y2).

Q5. Montrer que pour tout i dans N, pi =

+∞∑
j=0

ri j. En déduire que E(X2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ri jx2
i .

De la même manière, montrer que E(Y2) =
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

ri jy2
i .

Q6. Montrer que, pour tout (x, y) ∈ R2, |xy| ≤ 1
2

(x2 + y2).
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Q7. Pour cette question, on admettra le résultat suivant :

Si Z et T sont deux variables aléatoires réelles telles que Z est d’espérance finie et ∀ω ∈ Ω,
|T (ω)| ≤ Z(ω), alors T est d’espérance finie et E(T ) ≤ E(Z).

Montrer que l’espérance de la variable produit XY existe et que :

E(XY) ≤ 1
2

(
E(X2) + E(Y2)

)
.

Q8. À l’aide de la question précédente, montrer que V2
d est un sous-espace vectoriel de l’ensemble

des variables aléatoires réelles sur Ω.

I.3 - Artifice de calcul : utilisation de la loi certaine

Sur l’espace Ω muni de la probabilité P, on considère Z une variable aléatoire certaine égale à 1.

Q9. Donner l’ensemble image de Z et sa loi.

Q10. Calculer E(Z2) et en déduire que Z appartient àV2
d.

Q11. Déduire des questions Q7 et Q10 que si X ∈ V2
d alors X admet une espérance et que :

E(X) ≤ 1
2

(
1 + E(X2)

)
.

Q12. Dans le cas de deux variables aléatoires finies X et Y , on rappelle que la covariance de X et Y est

définie par cov(X, Y) = E
(
(X − E(X))(Y − E(Y))

)
. Montrer que :

cov(X, Y) = E(XY) − E(X)E(Y). (1)

Q13. Pour (X, Y) ∈ (V2
d)2, on définit, si elle existe, la covariance de X et Y par la formule (1).

Déduire des questions précédentes que si (X, Y) ∈ (V2
d)2, alors X et Y admettent une variance et

que leur covariance cov(X, Y) existe.
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Partie II - Étude de la matrice de covariance

Soient V1,V2,V3 ∈ V2
d, on définit K, la matrice de covariance des variables aléatoires V1,V2,V3, comme

la matrice carrée d’ordre 3 avec K = (ki, j) où pour tout (i, j) ∈ �1, 3�2, ki, j = cov(Vi,Vj).

II.1 - Étude d’un exemple

On suppose uniquement dans cette sous-partie, que les trois variables aléatoires V1,V2 et V3 sont à
valeurs dans {0, 1} et qu’elles vérifient les conditions suivantes :

il existe p1, p2, p3 ∈]0, 1[ tels que p1 + p2 + p3 = 1 et

P([V1 = i] ∩ [V2 = j] ∩ [V3 = k]) =



p1 si j = k = 1, i = 0,
p2 si i = k = 1, j = 0,
p3 si i = j = 1, k = 0,
0 sinon.

(2)

Q14. Montrer que V1, V2 et V3 sont des variables de Bernoulli respectivement de paramètres 1 − p1,
1 − p2 et 1 − p3.

Q15. On pose S = V1 + V2 + V3, calculer P(S = 2) et en déduire la variance de S .

Q16. Montrer que cov(V1,V2) = −p1 p2 et var(V1) = p1(1 − p1).

Q17. Vérifier que la matrice K est égale à


p1(1 − p1) −p1 p2 −p1 p3

−p1 p2 p2(1 − p2) −p2 p3

−p1 p3 −p2 p3 p3(1 − p3)

.

Réduction de la matrice K dans un cas particulier

Q18. Montrer que le vecteur colonne


1
1
1

 est un vecteur propre de la matrice K associé à la valeur

propre 0.

Q19. Déterminer le rang de K puis son noyau.

Q20. On suppose de plus que p2 = p3 = p. Exprimer K uniquement en fonction de p, puis montrer
que p est une valeur propre de K et préciser la dimension de l’espace propre.

Q21. Toujours dans le cas où p2 = p3 = p, et en utilisant la trace de K, déterminer toutes les valeurs
propres de K et donner son polynôme caractéristique.
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−p1 p2 p2(1 − p2) −p2 p3

−p1 p3 −p2 p3 p3(1 − p3)

.

Réduction de la matrice K dans un cas particulier

Q18. Montrer que le vecteur colonne


1
1
1

 est un vecteur propre de la matrice K associé à la valeur

propre 0.

Q19. Déterminer le rang de K puis son noyau.

Q20. On suppose de plus que p2 = p3 = p. Exprimer K uniquement en fonction de p, puis montrer
que p est une valeur propre de K et préciser la dimension de l’espace propre.

Q21. Toujours dans le cas où p2 = p3 = p, et en utilisant la trace de K, déterminer toutes les valeurs
propres de K et donner son polynôme caractéristique.

4/8

II.2 - Retour au cas général

On se place maintenant dans le cas général : V1, V2 et V3 sont trois variables aléatoires discrètes deVd
2

quelconques. On rappelle que la matrice K est la matrice carrée d’ordre 3 dont le coefficient placé à
l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne est cov(Vi,Vj), avec la définition de la covariance
vue à la question Q12.

Q22. Montrer que K est une matrice symétrique ; en déduire qu’elle est diagonalisable.

Q23. En calculant la variance de la variable aléatoire W = x1V1 + x2V2 + x3V3, montrer que pour tout
(x1, x2, x3) ∈ R3, on a : ∑

1≤i, j≤3

xix j cov(Vi,Vj) ≥ 0. (3)

Q24. Montrer que la relation (3) peut s’écrire sous la forme

∀X =


x1

x2

x3

 ∈ R
3, tXKX ≥ 0.

En déduire que les valeurs propres de K sont positives ou nulles.
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PROBLÈME 2

Le problème est composé de trois parties qui ne sont pas indépendantes. On pourra admettre les résultats
des questions de ce problème en les précisant dans la copie.

Étant donné un réel µ, on considère l’équation différentielle (Eµ) suivante :

16(x2 − x)y′′ + (16x − 8)y′ − µy = 0 (Eµ)

dont on cherche des fonctions solutions y sur l’intervalle ouvert ]0, 1[.

Partie I - Résolution dans le cas où µ = 0

Dans cette partie, on suppose µ = 0, on cherche donc à résoudre sur ]0, 1[, l’équation

16(x2 − x)y′′ + (16x − 8)y′ = 0. (E0)

Q25. Soit f : x �→ arcsin(2x− 1). Montrer que f est définie et continue sur le segment [0, 1], dérivable
sur l’intervalle ouvert ]0, 1[ et que :

∀x ∈ ]0, 1[, f ′(x) =
1

√
x(1 − x)

.

Q26. Montrer que toute fonction constante sur ]0, 1[ est solution de (E0).

Q27. Montrer que ∀x ∈ R \ {0, 1}, 16x − 8
16(x2 − x)

=
1/2

x
+

1/2
x − 1

.

Q28. On pose z = y′. Montrer que (E0) est équivalente à :

z′ +
(
1/2

x
+

1/2
x − 1

)
z = 0. (E�)

Q29. Résoudre (E�) sur ]0, 1[.

Q30. En déduire les solutions de (E0) sur ]0, 1[.
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Partie II - Recherche d’une solution particulière dans le cas où µ � 0

On se place dans le cas où µ � 0.
Soit y une fonction égale à la somme d’une série entière de terme général anxn, de rayon de convergence
R supposé strictement positif :

∀x ∈] − R,R[, y(x) =
+∞∑
n=0

anxn.

Q31. Justifier que y est de classe C∞ sur un ensemble que vous préciserez.

Q32. Montrer que y vérifie (Eµ) si et seulement si
+∞∑
n=0

[
(16n2 − µ)an − 8(n + 1)(2n + 1)an+1

]
xn = 0.

On supposera dorénavant que y est solution de (Eµ).

Q33. Montrer que ∀n ∈ N�, an =

n−1∏
k=0

(16k2 − µ)

4n(2n)!
a0.

Q34. Si a0 = 0, donner une expression simple de y et préciser son rayon de convergence.

Q35. Si a0 � 0 et µ = 16p2 avec p un entier, montrer que y est polynomiale et préciser son degré.

Q36. Si a0 � 0 et µ � 16p2 pour tout entier p, préciser le rayon de convergence de y.
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Partie III - Étude d’une solution particulière

On se place dans le cas où a0 = 1 et µ = 1.
Soit φ la fonction définie sur l’intervalle ] − R,R[ par la relation :

φ(x) =
+∞∑
n=0

anxn

où la suite (an)n∈N est la suite définie à la question Q33 et R est le rayon de convergence obtenu à la
question Q36.

Q37. À partir de la relation obtenue à la question Q33, montrer que :

∀n ∈ N�, an =

n−1∏
k=0

(4k − 1)(4k + 1)

4n(2n)!
.

Q38. Montrer que ∀n ∈ N�, (4n)! = −22n × (2n)! × (4n − 1) ×
n−1∏
k=0

(4k − 1)(4k + 1).

Q39. En déduire que ∀n ∈ N�, an =
− (4n)!

42n × ((2n)!)2 × (4n − 1)
.

Q40. En admettant la formule de Stirling : n! ∼ e−nnn
√

2πn, montrer que an ∼
−1

4
√

2πn3/2
.

Q41. Rappeler le rayon de convergence de φ et préciser la convergence de la série aux bornes de
l’intervalle de convergence.

Q42. En déduire que l’équation (E1) admet une solution non-nulle f sur l’intervalle ]0, 1[.

FIN
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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EXERCICE I

On admet que 
2

2
1

1
6

n n
π+∞

=

=∑ et on pose, pour ] [0,t∈ +∞ , ( )
1

t

t
tef t

e

−

−=
−

.

Q1. Justifier que la fonction f est intégrable sur ] [0,+∞ puis, à l'aide d'un théorème d'intégration 

terme à terme, calculer l'intégrale 
0

d
1t

t t
e

+∞

−∫ .

EXERCICE II

Si X est une variable aléatoire à valeurs dans  de loi de probabilité donnée par : n∀ ∈ ,

( )np P X n= = , la fonction génératrice de X est
0

( ) ( )X n
X n

n

G t E t p t
+∞

=

= =∑ .

Q2. Démontrer que l’intervalle ] [1,1− est inclus dans l'ensemble de définition de la fonction XG .

Soient 1X et 2X deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans  .
On pose 1 2S X X= + , démontrer que pour tout ] [1, 1t∈ − ,

1 2
( ) ( ). ( )S X XG t G t G t= par deux 

méthodes : l'une utilisant le produit de Cauchy de deux séries entières et l'autre utilisant 
uniquement la définition : ( ) ( )X

XG t E t= .

On généralise ce résultat, que l'on pourra utiliser dans la question suivante, à n variables 
aléatoires mutuellement indépendantes à valeurs dans  (on ne demande pas de preuve de 
cette récurrence).

Q3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule 
numérotée 2. 
On effectue n tirages d'une boule avec remise et on note nS la somme des numéros tirés.
Déterminer pour tout ] [1, 1t∈ − , ( )

nSG t et en déduire la loi de nS .
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PROBLÈME

Introduction 

Dans ce sujet une série de fonctions aL est une série de fonctions 
1 1

n

n n
n

xa
x≥ −∑ où 1( )n na ≥ est une 

suite de réels telle que la série entière 
1

n
n

n

a x
≥
∑ soit de rayon 1.

Partie I - Propriétés

Soit une série de fonctions aL :
1 1

n

n n
n

xa
x≥ −∑ .

Q4. Si x ] [1,1∈ − , donner un équivalent de 1 nx− pour n au voisinage de +∞ .

Démontrer que pour tout x ] [1,1∈ − , la série 
1 1

n

n n
n

xa
x≥ −∑ converge absolument.

Remarque : la série aL peut parfois converger en dehors de l'intervalle ] [1,1− . Donner un 
exemple de suite 1( )n na ≥ telle que la série aL converge en au moins un 0x n'appartenant pas 

à l'intervalle ] [1,1− .

Q5. Démontrer que la série de fonctions 
1 1

n

n n
n

xa
x≥ −∑ converge uniformément sur tout segment 

[ ],b b− inclus dans l'intervalle ] [1,1− .

Q6. On pose, pour tout ] [1,1x∈ − ,
1

( )
1

n

n n
n

xf x a
x

+∞

=

=
−∑ .

Justifier que la fonction f est continue sur l'intervalle ] [1,1− et démontrer ensuite que la 

fonction f est de classe 1C sur l'intervalle ] [1,1− . Donner la valeur de (0)f ′ .

Q7. Expression sous forme de série entière
On note * *A = ×  .
Lorsque , ( , )( )n p n p Au ∈ est une famille sommable de réels, justifier que 

, ,
1 1 1 ( , ) n

n p k p
n p n k p I

u u
+∞ +∞ +∞

= = = ∈

  
   =
  

   
∑ ∑ ∑ ∑ , où { }( , ) ,nI k p A kp n= ∈ = .

Démontrer que pour tout ] [1,1x∈ − , la famille ( , )( )np
n n p Aa x ∈ est sommable.

En déduire que pour tout ] [1,1x∈ − ,
1 11

n
n

n nn
n n

xa b x
x

+∞ +∞

= =

=
−∑ ∑ où n d

d n

b a=∑
( d n signifiant d divise n).
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Partie II - Exemples

Q8. Dans cette question, pour 1n ≥ , 1na = et on note nd le nombre de diviseurs de n. Exprimer, 

pour tout ] [1,1x∈ − ,
1

( )
1

n

n n
n

xf x a
x

+∞

=

=
−∑ comme la somme d'une série entière.

Q9. Dans cette question, pour 1n ≥ , ( )na nϕ= où ( )nϕ est le nombre d'entiers naturels premiers 
avec n et inférieurs à n.

Justifier que la série entière 
1

n
n

n

a x
≥
∑ est de rayon 1.

On admet que pour 1n ≥ , ( )
d n

n dϕ=∑ . Vérifier ce résultat pour 12n = .

Pour ] [1,1x∈ − , exprimer 
1

( )
1

n

n
n

xn
x

ϕ
+∞

= −∑ sous la forme d’un quotient de deux polynômes.

Q10. En utilisant le théorème de la double limite, établir à l'aide du développement en série entière 

de la fonction ln(1 )x x+ sur l'intervalle ] [1,1− , la valeur de la somme 
1

( 1)n

n
n

+∞

=

−∑ .

Q11. Dans cette question et la suivante, pour 1n ≥ , ( 1)n
na = − et pour tout ] [1,1x∈ − ,

1

( )
1

n

n n
n

xf x a
x

+∞

=

=
−∑ .

En utilisant le théorème de la double limite, calculer 
0

( )lim
x

f x
x→

et donner un équivalent de 

( )f x au voisinage de 0. Retrouver le dernier résultat de la question Q6.

Q12. Démontrer qu'au voisinage de 1, ln 2( )
1

f x
x

−
−

 .

On pourra remarquer que pour ] [0,1x∈ , 2 1
1 1

1 1 ...n n
x

x x x x −
−

=
− + + + +

.
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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EXERCICE I

Dans cet exercice "Algorithme de décomposition primaire d’un entier" (Informatique pour tous), on 
se propose d'écrire un algorithme pour décomposer un entier en produit de nombres premiers. 
Les algorithmes demandés doivent être écrits en langage Python. On sera très attentif à la rédaction 
et notamment à l'indentation du code. 

On définit la valuation p-adique pour p nombre premier et n entier naturel non nul. 
Si p divise n, on note vp(n) le plus grand entier k tel que pk divise n.
Si p ne divise pas n, on pose vp(n) = 0.
L'entier vp(n) s'appelle la valuation p-adique de n.

Q1. Écrire une fonction booléenne estPremier(n) qui prend en argument un entier naturel 
non nul n et qui renvoie le booléen True si n est premier et le booléen False sinon. On 
pourra utiliser le critère suivant : un entier n ≥ 2 qui n'est divisible par aucun entier d ≥ 2 tel 
que d 2 ≤  n, est premier. 

Q2. En déduire une fonction liste_premiers(n)qui prend en argument un entier naturel 
non nul n et renvoie la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux à n.

Q3. Pour calculer la valuation 2-adique de 40, on peut utiliser la méthode suivante :
– 40 est divisible par 2 et le quotient vaut 20
– 20 est divisible par 2 et le quotient vaut 10
– 10 est divisible par 2 et le quotient vaut 5
– 5 n'est pas divisible par 2.

La valuation 2-adique de 40 vaut donc 3.

Écrire une fonction valuation_p_adique(n, p) non récursive qui implémente cet 
algorithme. Elle prend en arguments un entier naturel n non nul et un nombre premier p et 
renvoie la valuation p-adique de n. Par exemple, puisque 40 = 23×5,
valuation_p_adique(40, 2) renvoie 3, valuation_p_adique(40, 5) renvoie 
1 et  valuation_p_adique(40, 7) renvoie 0.

Q4. Écrire une deuxième fonction cette fois-ci récursive, val(n, p) qui renvoie la valuation 
p-adique de n.

Q5. En déduire une fonction decomposition_facteurs_premiers(n) qui calcule la 
décomposition en facteurs premiers d'un entier n ≥ 2.
Cette fonction doit renvoyer la liste des couples (p, vp(n)) pour tous les nombres premiers p
qui divisent n.
Par exemple, decomposition_facteurs_premiers(40) renvoie la liste [[2, 3],
[5, 1]].
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EXERCICE II

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté ,〈 〉 .

On note 2 , .= 〈 〉x x x

Q6. Un endomorphisme u de E vérifiant, pour tout vecteur , ( ), 0∈ 〈 〉 =x E u x x , est-il
nécessairement l’endomorphisme nul ?

Q7. Étant donné un endomorphisme u de E, on admet qu’il existe un unique endomorphisme v de 
E vérifiant : ( , ) ², ( ), , ( )x y E u x y x v y∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉 .

Démontrer l’équivalence des trois propriétés suivantes :
i. .=uov vou
ii. ( , ) ², ( ), ( ) ( ), ( )∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉x y E u x u y v x v y .
iii. , ( ) ( )∀ ∈ =x E u x v x .

On pourra, par exemple, successivement prouver les implications :
i ⇒ ii, ii ⇒ iii, iii ⇒ ii et  ii ⇒ i. 

PROBLÈME

On s’intéresse dans ce problème, à travers divers exemples, à quelques méthodes pour prouver que 
deux matrices sont semblables.
Par la suite, n désigne un entier naturel, 2.≥n

Partie I – Étude de quelques exemples

Q8. Justifier que deux matrices de ( )nM qui sont semblables ont la même trace, le même rang, le 
même déterminant et le même polynôme caractéristique. 

Q9. On donne deux matrices :
1 1 1
0 2 0
0 0 2

 
 =  
 
 

A et 
1 0 0
0 2 1
0 0 2

 
 =  
 
 

B .

Vérifier que ces deux matrices ont la même trace, le même déterminant, le même rang et le 
même polynôme caractéristique.
Ces deux matrices sont-elles semblables ? (on pourra vérifier que l’une de ces matrices est 
diagonalisable).
Ont-elles le même polynôme minimal ?

Q10. On donne deux matrices :
0 1 1
1 0 0
2 1 0

 
 =  
 
 

A et 
0 1 0
1 0 1
1 2 0

 
 =  
 
 

B .
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Établir que ces deux matrices sont semblables par les deux méthodes suivantes :
première méthode : en utilisant u l’endomorphisme associé à A dans une base ( 1 2 3, ,e e e ) d’un 
espace vectoriel E et en cherchant, sans calculs, une nouvelle base de E ;
deuxième méthode : en prouvant que le polynôme 3 3 1− −X X admet trois racines réelles 
distinctes (que l’on ne cherchera pas à déterminer) notées ,α β et γ .

Q11. Démontrer que toute matrice ∈A ( )nM de rang 1 est semblable à une matrice :

1

2

0 0 . 0
. . . .
. . . . .
. . . . .
0 0 . 0

 
 
 
 =
 
 
 
 n

a
a

U

a

∈ ( )nM .

On pourra utiliser l’endomorphisme u canoniquement associé à la matrice A.

Q12. Application : soit E un espace vectoriel de dimension 2≥n et u un endomorphisme de E de 
rang 1 vérifiant 0≠uou , démontrer que u est diagonalisable.
On pourra calculer 2U .

Q13. Démontrer qu’une matrice symétrique à coefficients complexes n’est pas nécessairement 
diagonalisable. 

Q14. On donne une matrice 

α β α β
β α β α
α β α β
β α β α

 
 
 =
 
 
 

A où α et β sont deux nombres complexes non 

nuls, différents et non opposés.
Déterminer le rang de la matrice A et en déduire que 0 est valeur propre de A.
Justifier que 2( )α β+ et 2( )α β− sont aussi valeurs propres de A.
Préciser une base de vecteurs propres de A.
Dans cette question, il est déconseillé de calculer le polynôme caractéristique de la matrice A.

Q15. Démontrer que quels que soient les réels non nuls a, b et le réel λ , les matrices 
0
λ

λ
 

=  
 

a
A

et 
0
λ

λ
 

=  
 

b
B sont semblables.

Partie II – Démonstration d’un résultat

On se propose de démontrer que deux matrices de ( )nM qui sont semblables dans ( )nM sont 
semblables dans ( )nM .  
Soient A et B deux matrices de ( )nM semblables dans ( )nM , il existe une matrice P inversible à 
coefficients complexes telle que 1−=B P AP . Écrivons P R iS= + où R et S sont deux matrices à 
coefficients réels.
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Q16. Démontrer que =RB AR et =SB AS .

Q17. Justifier que la fonction det( )x R xS+ est une fonction polynomiale non identiquement 
nulle et en déduire qu’il existe un réel x tel que la matrice R xS+ soit inversible.

Q18. Conclure que les matrices A et B sont semblables dans ( )nM .

Q19. Application : démontrer que toute matrice A de 3( )M de polynôme caractéristique 3 +X X

est semblable à la matrice 
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 
 =  
 − 

B .

Partie III 

On s’intéresse dans cette question à la proposition nP :
« Deux matrices de ( )nM ayant à la fois le même polynôme caractéristique et le même polynôme 
minimal sont semblables dans ( )nM ».

Q20. En étudiant les différentes valeurs possibles pour le polynôme caractéristique et le même 
polynôme minimal, démontrer que la proposition nP est vraie pour 2=n .

On admet qu’elle l’est également pour 3n = .

Q21. Démontrer que la proposition nP est fausse pour 4n = . On pourra fournir deux matrices 
composées uniquement de 0 et de 1.

FIN
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PROBLÈME 1

Objectifs

Dans la partie I, on considère deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables sur R et on s’inter-
roge sur l’existence d’un développement en série entière dans un voisinage de 0 pour ces fonctions.
Dans la partie II, indépendante de la partie I, on démontre le théorème de Borel en construisant,
pour toute suite réelle (bp)p∈N, une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p ∈ N,
f (p)(0) = bp.

Partie I - Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables

On considère la fonction f définie sur R par :

∀x ∈ R, f (x) =
∫ +∞

0
e−t(1−itx)dt.

Q1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

Pour tout p ∈ N, on note Γp =

∫ +∞

0
tpe−tdt.

Q2. Pour tout p ∈ N, justifier l’existence de Γp et déterminer une relation entre Γp+1 et Γp.

Q3. En déduire, pour tout p ∈ N, la valeur de Γp.

Q4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N,
f (p)(x).

Q5. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p≥0

f (p)(0)
p!

xp.

La fonction f est-elle développable en série entière au voisinage de 0?

On considère la fonction g définie sur R par :

∀x ∈ R, g(x) =
+∞∑
k=0

e−k(1−ikx).

Q6. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N,
g(p)(x).

Q7. Montrer que pour tout p ∈ N,
∣∣∣g(p)(0)

∣∣∣ ≥ p2pe−p.

Q8. En déduire le rayon de convergence de la série entière
∑
p≥0

g(p)(0)
p!

xp.

La fonction g est-elle développable en série entière au voisinage de 0?
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Partie II - Le théorème de Borel

Q9. Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x ∈ R :

1
1 + x2 =

a
x − i

+
b

x + i
.

Q10. On considère la fonction ψ définie sur R par : ∀x ∈ R, ψ(x) =
1

x − i
.

Montrer par récurrence que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R :

ψ(p)(x) =
(−1)p p!

(x − i)p+1 .

Q11. Déterminer, pour tout p ∈ N, la dérivée p-ième de la fonction ϕ1 définie sur R par :

∀x ∈ R, ϕ1(x) =
1

1 + x2 .

Q12. Montrer que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R,
∣∣∣(x + i)p+1 − (x − i)p+1

∣∣∣ ≤ 2(1 + x2)
p+1

2 .
En déduire que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R∗, on a :

∣∣∣ϕ(p)
1 (x)

∣∣∣ ≤ p!
|x|p+1 .

Q13. Pour tout réel α, notons ϕα la fonction définie sur R par :

∀x ∈ R, ϕα(x) =
1

1 + α2x2 .

Montrer que pour tout p ∈ N et tout x ∈ R∗ :

|α| ·
∣∣∣ϕ(p)
α (x)

∣∣∣ ≤ p!
|x|p+1 .

On considère une suite réelle (an)n∈N et on lui associe la suite de fonctions (un)n∈N définie sur R par :

∀x ∈ R, un(x) =
anxn

1 + n!a2
nx2 .
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Q14. Pour tout n ∈ N, on note αn =
√

n!an. Montrer que pour tout entier p ≥ 0, tout entier n ≥ p et
tout réel x, on a :

u(p)
n (x) = an

p∑
k=0

(
p
k

)
n!

(n − k)!
xn−kϕ(p−k)

αn
(x).

Q15. En déduire que pour tout entier n ≥ 0 et tout entier p ∈ �0, n − 1�, u(p)
n (0) = 0 et déterminer

u(n)
n (0).

Q16. Montrer que pour tout entier n ∈ N∗, tout entier p ∈ �0, n − 1� et tout réel x, on a :

∣∣∣u(p)
n (x)

∣∣∣ ≤ |x|
n−p−1

√
n!

p!2n.

Q17. En déduire que la fonction U =
+∞∑
n=0

un est bien définie et indéfiniment dérivable sur R.

Q18. Montrer que U(0) = a0 et pour tout entier p ≥ 1, U (p)(0) =
p−1∑
n=0

u(p)
n (0) + p!ap.

Q19. Déduire de ce qui précède que pour toute suite réelle (bp)p∈N, il existe une fonction f indéfini-
ment dérivable sur R telle que pour tout p ∈ N, f (p)(0) = bp.
Ce résultat est appelé théorème de Borel. Il a été démontré par Peano et Borel à la fin du
xixe siècle.
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PROBLÈME 2

Notations et définitions

- Soient n ∈ N∗ et (p, q) ∈ (N∗)2.
- R[X] désigne l’ensemble des polynômes à coefficients dans R. Si P ∈ R[X], on notera encore

P la fonction polynomiale associée.
- Mp(R) et Mp(C) désignent respectivement les ensembles des matrices carrées de taille p à

coefficients dans R et dans C. Mp,q(R) et Mp,q(C) désignent respectivement les ensembles des
matrices à p lignes et q colonnes à coefficients dans R et dans C.

- On note Ip la matrice identité de Mp(C) et 0p la matrice de Mp(C) ne comportant que des 0.
- On note χA le polynôme caractéristique d’une matrice A ∈ Mp(C), c’est-à-dire le polynôme

det(XIp − A).
- Étant donnée une matrice M ∈ Mp(C), on note Sp(M) l’ensemble des valeurs propres com-

plexes de M.

Objectifs

Dans la partie I, on détermine les valeurs propres d’une matrice tridiagonale symétrique réelle parti-
culière. On utilise les résultats démontrés dans la partie I pour résoudre, dans la partie II, un système
différentiel.

Partie I - Éléments propres d’une matrice

I.1 - Localisation des valeurs propres

On considère une matrice A = (ai, j)1≤i, j≤n ∈Mn(C). Soient une valeur propre λ ∈ C de A et un vecteur

propre associé x =


x1
...

xn

 ∈Mn,1(C) \ {0Mn,1(C)}.

Q20. Montrer que pour tout i ∈ �1, n�, on a : λxi =

n∑
j=1

ai, jx j.

Q21. Soit i0 ∈ �1, n� tel que |xi0 | = max
j∈�1, n�

|x j|. Montrer que : |λ| ≤
n∑

j=1

|ai0, j|.

En déduire que :

|λ| ≤ max
i∈�1, n�


n∑

j=1

|ai, j|
 .

Soient α et β deux nombres réels. On considère la matrice An(α, β) ∈Mn(R) définie par :

An(α, β) =



α β 0 · · · 0

β α β
. . .

...

0 . . .
. . .

. . . 0
...
. . . β α β

0 · · · 0 β α



.
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Q22. Justifier que les valeurs propres de An(α, β) sont réelles.

Q23. Soit λ ∈ R une valeur propre de An(α, β). Montrer que :

|λ| ≤ |α| + 2|β|.

I.2 - Calcul des valeurs propres de An(α, β)

Q24. En utilisant la question Q23, montrer que pour toute valeur propre λ de An(0, 1), il existe
θ ∈ [0, π] tel que λ = 2 cos θ.

On note Un le polynôme χAn(0, 1)(2X).

Q25. Établir, pour n ≥ 3, une relation entre χAn(0, 1), χAn−1(0, 1) et χAn−2(0, 1).

En déduire, pour n ≥ 3, une relation entre Un, Un−1 et Un−2.
Q26. Montrer par récurrence sur n que pour tout θ ∈]0, π[ :

Un(cos θ) =
sin((n + 1)θ)

sin(θ)
.

Q27. Déduire de la question précédente que l’ensemble des valeurs propres de An(0, 1) est{
2 cos

( jπ
n + 1

)
; j ∈ �1, n�

}
. Déterminer la multiplicité des valeurs propres et la dimension des

espaces propres associés.

Considérons j ∈ �1, n� et posons θ j =
jπ

n + 1
.

Q28. Montrer que pour tout vecteur propre x =


x1
...

xn

 ∈Mn,1(R) de An(0, 1) associé à la valeur propre

2 cos(θ j), on a : 

− 2 cos(θ j)x1 + x2 = 0
xk−1 − 2 cos(θ j)xk + xk+1 = 0, ∀k ∈ �2, n − 1�
xn−1 − 2 cos(θ j)xn = 0

.

Soit E l’ensemble des suites réelles (uk)k∈N vérifiant la relation de récurrence :

∀k ∈ N∗, uk−1 − 2 cos(θ j) uk + uk+1 = 0.

Q29. Montrer que E est un espace vectoriel sur R dont on précisera la dimension.

Q30. Déterminer l’ensemble E des suites (uk)k∈N ∈ E telles que u0 = un+1 = 0.

Q31. En déduire l’espace propre de An(0, 1) associé à la valeur propre 2 cos(θ j).

Q32. En déduire, pour tout (α, β) ∈ R2, l’ensemble des valeurs propres de An(α, β) et les espaces
propres associés. On distinguera le cas β � 0 du cas β = 0.
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I.2 - Calcul des valeurs propres de An(α, β)

Q24. En utilisant la question Q23, montrer que pour toute valeur propre λ de An(0, 1), il existe
θ ∈ [0, π] tel que λ = 2 cos θ.
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Un(cos θ) =
sin((n + 1)θ)

sin(θ)
.

Q27. Déduire de la question précédente que l’ensemble des valeurs propres de An(0, 1) est{
2 cos

( jπ
n + 1

)
; j ∈ �1, n�

}
. Déterminer la multiplicité des valeurs propres et la dimension des

espaces propres associés.

Considérons j ∈ �1, n� et posons θ j =
jπ

n + 1
.

Q28. Montrer que pour tout vecteur propre x =


x1
...

xn

 ∈Mn,1(R) de An(0, 1) associé à la valeur propre

2 cos(θ j), on a : 

− 2 cos(θ j)x1 + x2 = 0
xk−1 − 2 cos(θ j)xk + xk+1 = 0, ∀k ∈ �2, n − 1�
xn−1 − 2 cos(θ j)xn = 0

.

Soit E l’ensemble des suites réelles (uk)k∈N vérifiant la relation de récurrence :

∀k ∈ N∗, uk−1 − 2 cos(θ j) uk + uk+1 = 0.

Q29. Montrer que E est un espace vectoriel sur R dont on précisera la dimension.

Q30. Déterminer l’ensemble E des suites (uk)k∈N ∈ E telles que u0 = un+1 = 0.

Q31. En déduire l’espace propre de An(0, 1) associé à la valeur propre 2 cos(θ j).

Q32. En déduire, pour tout (α, β) ∈ R2, l’ensemble des valeurs propres de An(α, β) et les espaces
propres associés. On distinguera le cas β � 0 du cas β = 0.
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Partie II - Système différentiel

II.1 - Matrices par blocs

On considère A, B,C et D des matrices de Mn(C) telles que C et D commutent.

Q33. Calculer
(
A B
C D

) (
D 0n

−C In

)
.

L’objectif des trois prochaines questions est de démontrer la relation :

det
((

A B
C D

))
= det(AD − BC). (1)

Q34. Montrer l’égalité (1) dans le cas où D est inversible.

Q35. On ne suppose plus D inversible. Montrer qu’il existe p0 ∈ N∗ tel que pour tout entier p ≥ p0,

D +
1
p

In est inversible.

Q36. En déduire que l’égalité (1) est également vraie dans le cas où D n’est pas inversible.

Considérons une matrice M ∈Mn(C) et formons la matrice :

N =
(
0n In

M 0n

)
.

Q37. Montrer que Sp(N) = {µ ∈ C ; µ2 ∈ Sp(M)}.

Q38. Soient µ ∈ Sp(N) et x =


x1
...

xn

 ∈ Mn,1(C) un vecteur propre de M associé à la valeur propre µ2.

Montrer que le vecteur
(

x
µ x

)
∈M2n,1(C) est vecteur propre de N associé à la valeur propre µ.

Q39. Montrer que si M est diagonalisable et inversible, alors N est également diagonalisable et
inversible.

II.2 - Application à un système différentiel dans le cas où n = 2

On considère le système différentiel :
{

x′′1 = − 2x1 + x2

x′′2 = x1 − 2x2
. (2)

Q40. Déterminer (α, β) ∈ R2 tel que le système (2) soit équivalent au système différentiel du premier

ordre X′ = BX, où X =



x1

x2

x′1
x′2


et B =

(
02 I2

A2(α, β) 02

)
∈M4(R).

Que déduit-on du théorème de Cauchy quant à la structure de l’ensemble des solutions de ce
système?

Q41. En utilisant la question Q37, déterminer les valeurs propres de B et en déduire que B est
diagonalisable.
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On considère la matrice :

D =



− i
√

3 0 0 0
0 i

√
3 0 0

0 0 − i 0
0 0 0 i


.

Q42. En utilisant la question Q38, déterminer une matrice inversible P ∈ M4(C) dont la première
ligne ne comporte que des 1 et telle que B = PDP−1.

Q43. Déterminer l’ensemble des solutions du système différentiel Y ′ = DY , avec Y =



y1

y2

y3

y4


.

Q44. Déterminer la solution du système différentiel (2) avec conditions intiales
(x1(0), x2(0), x′1(0), x′2(0)) = (1, 0, 0, 0).

FIN
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EXERCICE 1
Polynôme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗.

Partie I - Produit scalaire sur Rn[X]Rn[X]Rn[X]

I.1 - Généralités

Pour tout couple (P,Q) ∈ Rn[X]2, on note :

(P | Q) =
∫ +∞

0
P(t)Q(t)e−tdt.

Q1. Justifier que l’intégrale définissant (P | Q) est convergente.

Q2. Montrer que l’application (· | ·) : Rn[X] × Rn[X]→ R est un produit scalaire.

I.2 - Calcul d’un produit scalaire

Q3. Soit k ∈ �1, n�. À l’aide d’une intégration par parties, établir que :
∫ +∞

0
tke−tdt = k

∫ +∞

0
tk−1e−tdt.

Q4. Conclure que (Xk | 1) = k! pour tout entier k ∈ �0, n�.

Partie II - Construction d’une base orthogonale

On considère l’application α définie sur Rn[X] par :

∀P ∈ Rn[X], α(P) = XP′′ + (1 − X)P′.

II.1 - Propriétés de l’application ααα

Q5. Montrer que α est un endomorphisme de Rn[X].

Q6. Écrire la matrice de α dans la base (1, X, . . . , Xn).

Q7. En déduire que α est diagonalisable et que Sp(α) = {−k | k ∈ �0, n�}.
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II.2 - Vecteurs propres de l’application ααα

On fixe un entier k ∈ �0, n�.
Q8. Quelle est la dimension de ker(α + kIdRn[X]) ?

Q9. En déduire qu’il existe un unique polynôme Pk ∈ Rn[X], de coefficient dominant égal à 1,
vérifiant α(Pk) = − kPk.

Q10. Justifier que Pk est de degré k.

Q11. Déterminer P0 et P1. Vérifier que P2 = X2 − 4X + 2.

II.3 - Orthogonalité de la famille (P0, . . . , Pn)(P0, . . . , Pn)(P0, . . . , Pn)

On fixe un couple (P,Q) ∈ Rn[X]2.

Q12. Montrer que (α(P) | Q) = −
∫ +∞

0
tP′(t)Q′(t)e−tdt.

Q13. En déduire que (α(P) | Q) = (P | α(Q)).

Q14. Montrer que (P0, . . . , Pn) est une base orthogonale de Rn[X]. On pourra utiliser Q9 et Q13.

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

On admet que le polynôme Pn admet n racines réelles distinctes que l’on note x1, . . . , xn.

On souhaite montrer qu’il existe (λ1, . . . , λn) ∈ Rn tel que :

∀P ∈ Rn−1[X],
∫ +∞

0
P(t)e−tdt =

n∑
i=1

λiP(xi). (∗)

Q15. Montrer qu’un n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn vérifie (∗) si et seulement si


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n





λ1

λ2
...
λn


=



0!
1!
...

(n − 1)!


.

Q16. En déduire qu’il existe un unique n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn vérifiant (∗).
Q17. Déterminer un polynôme P ∈ R2n[X] tel que

∫ +∞

0
P(t)e−tdt �

n∑
i=1

λiP(xi).
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EXERCICE 2
Étude d’une équation différentielle

On considère l’équation différentielle suivante :

x2(1 − x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 2x3. (E)

Partie I - Solution particulière de l’équation homogène

Dans cette première partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entière de
l’équation différentielle homogène associée à (E) :

x2(1 − x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 0. (H)

On fixe une suite de nombres réels (an)n∈N telle que la série entière
∑

anxn ait un rayon de conver-
gence r > 0. On définit la fonction f :] − r, r[→ R par :

∀x ∈] − r, r[, f (x) =
+∞∑
n=0

anxn.

Q18. Justifier que la fonction f est de classe C 2 et que les fonctions f ′ et f ′′ sont développables
en série entière. Exprimer avec la suite (an)n∈N les développements en série entière respectifs
des fonctions f ′ et f ′′ en précisant leur rayon de convergence.

Q19. Montrer qu’il existe une suite (bn)n≥2 de nombres réels non nuls telle que pour tout x ∈]−r, r[,
on a :

x2(1 − x) f ′′(x) − x(1 + x) f ′(x) + f (x) = a0 +

+∞∑
n=2

bn(an − an−1)xn.

Q20. Montrer que f est solution de (H) sur l’intervalle ]−r, r[ si et seulement si a0 = 0 et an+1 = an

pour tout n ∈ N∗.
Q21. En déduire que si f est solution de (H) sur ] − r, r[, alors r ≥ 1 et il existe λ ∈ R tel que :

∀x ∈] − 1, 1[, f (x) =
λx

1 − x
.

Q22. Réciproquement, montrer que si λ ∈ R, alors la fonction

g :] − 1, 1[→ R, x �→ λx
(1 − x)

est une solution de (H) sur ] − 1, 1[ développable en série entière.
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Partie II - Solutions de (E)(E)(E) sur ]0, 1[]0, 1[]0, 1[ ou ]1,+∞[]1,+∞[]1,+∞[

On désigne par I l’un des intervalles ]0, 1[ ou ]1,+∞[. Soit y : I → R une fonction de classe C 2. On
définit la fonction z : I → R par la relation :

∀x ∈ I, z(x) =
(
1
x
− 1
)

y(x).

Q23. Justifier que z est de classe C 2 sur l’intervalle I, puis exprimer z′ et z′′ avec y, y′ et y′′.

Q24. Montrer que y est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur I de l’équation
différentielle :

xz′′ + z′ = 2x. (E1)

Q25. Montrer que si z est solution de (E1) sur I, alors il existe λ ∈ R tel que :

∀x ∈ I, z′(x) =
λ

x
+ x.

Q26. En déduire l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E) sur I.

Partie III - Solutions de (E)(E)(E) sur ]0,+∞[]0,+∞[]0,+∞[

Q27. Déterminer l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E) sur ]0,+∞[.
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EXERCICE 3
Étude d’une marche aléatoire

On considère trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement
aléatoire d’un pion se déplaçant sur ces trois points.

À l’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du
pion respecte les deux règles suivantes :

1. le mouvement du pion de l’étape n à l’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion à
l’étape n, plus précisément il ne dépend pas des positions occupées aux autres étapes précé-
dentes ;

2. pour passer de l’étape n à l’étape n+1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester
sur place, sinon il se déplace de manière équiprobable vers l’un des deux autres points.

Pour tout n ∈ N, on note An l’évènement "le pion se trouve en A à l’étape n", Bn l’évènement "le pion
se trouve en B à l’étape n" et Cn l’évènement "le pion se trouve en C à l’étape n". On note également :

∀n ∈ N, pn = P(An), qn = P(Bn), rn = P(Cn) et Vn =


pn

qn

rn

 ,

et on considère la matrice :

M =
1
4


2 1 1
1 2 1
1 1 2

 ∈M3(R).

Dans l’exercice, on pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant :

∀n ∈ N, Mn =
1

3 · 4n


4n + 2 4n − 1 4n − 1
4n − 1 4n + 2 4n − 1
4n − 1 4n − 1 4n + 2

 .

On rappelle que si E et F sont deux évènements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou PF(E)) par :

P(E | F) = PF(E) =
P(E ∩ F)

P(F)
.

Partie I - Calcul des probabilités

Q28. Calculer les nombres pn, qn et rn pour n = 0 et n = 1.

Q29. Démontrer que pour tout n ∈ N, on a la relation Vn+1 = MVn.

Q30. En déduire que Vn = MnV0, puis une expression de pn, qn et rn pour tout n ∈ N.

Q31. Déterminer les limites respectives des suites (pn)n∈N, (qn)n∈N et (rn)n∈N. Interpréter le résultat.
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Q28. Calculer les nombres pn, qn et rn pour n = 0 et n = 1.

Q29. Démontrer que pour tout n ∈ N, on a la relation Vn+1 = MVn.

Q30. En déduire que Vn = MnV0, puis une expression de pn, qn et rn pour tout n ∈ N.

Q31. Déterminer les limites respectives des suites (pn)n∈N, (qn)n∈N et (rn)n∈N. Interpréter le résultat.
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Partie II - Nombre moyen de passages en AAA

Pour n ∈ N∗, on note an le nombre moyen de passages du pion en A entre l’étape 1 et l’étape n et on
définit la variable aléatoire :

Xn =

{
1 si An est réalisé,
0 si An est réalisé.

Q32. Interpréter la variable aléatoire X1 + · · · + Xn et le nombre E(X1 + · · · + Xn).

Q33. Calculer l’espérance de la variable aléatoire Xn pour n ∈ N∗.
Q34. En déduire une expression de an.

Partie III - Temps d’attente avant le premier passage en BBB

On définit la variable aléatoire TB de la façon suivante :

1. si le pion ne passe jamais en B, on pose TB = 0 ;

2. sinon, TB est le numéro de l’étape à laquelle le pion passe pour la première fois en B.

Nous allons déterminer la loi de TB et son espérance.

Q35. Calculer P(TB = 1) et P(TB = 2).

Q36. Soit n ∈ N. Exprimer Bn en fonction de An et Cn.

Q37. Établir que P(B3 ∩ B2 ∩ B1) =
1
4

P(B2 ∩ B1), puis en déduire que P(B3 | B2 ∩ B1) =
1
4

.

Dans la suite, on admet la relation :

∀n ∈ N∗, P

Bn+1

∣∣∣∣
n⋂

k=1

Bk

 =
1
4
.

Q38. Pour k ∈ N∗, calculer P(TB = k). Que vaut P(TB = 0)?

Q39. Justifier que la variable aléatoire TB admet une espérance. Quelle est l’espérance de TB ?

FIN
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PROBLÈME 1

Partie I - Isométrie de R3

Soit A la matrice définie par :

A =
1
2


1 −

√
2 1√

2 0 −
√

2
1

√
2 1

 .

Q1. Montrer que A ∈ O3(R).

Q2. L’isométrie associée à la matrice A est-elle directe ou indirecte?

Q3. Démontrer que ker(A − I3) = Vect(�u), où �u est un vecteur non nul de R3.

Q4. Soit �j =


0
1
0

, calculer det(�j, A�j, �u).

Q5. Déterminer les caractéristiques de l’isométrie associée à A dans R3.

Partie II - Espace vectoriel des matrices symétriques de taille 2

On noteM2(R) l’ensemble des matrices carrées de taille 2 et E l’ensemble des matrices de taille 2,
réelles et symétriques.

Pour M =
(
a b
b c

)
et M′ =

(
a′ b′

b′ c′

)
, on pose ϕ(M,M′) = aa′ + 2bb′ + cc′.

Q6. Montrer que E est un sous-espace vectoriel deM2(R) et que dim(E) = 3.

Q7. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

Q8. Soit B la famille définie par :

B =
((

1 0
0 0

)
,

1
√

2

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
.

Montrer que B est une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.
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Partie III - Application linéaire sur E

On considère E muni du produit scalaire ϕ défini dans la partie II.

On définit l’application f sur E par : ∀M ∈ E avec M =
(
a b
b c

)
,

f (M) =



a + c
2
− b

a − c
2

a − c
2

a + c
2
+ b

 .

Q9. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q10. Déterminer la matrice de f dans la base B.

Q11. À l’aide de la partie I, déterminer une base B′ de E telle que la matrice B de f dans cette base
soit :

B =


1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .

Q12. Montrer que f conserve la trace et le déterminant.
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PROBLÈME 2

Dans ce problème, on étudie l’intégrale un =

∫ π/2

−π/2
cosn(t)dt où n ∈ N.

Partie I - Étude de la suite (un)n∈N

Q13. Calculer u0, u1, u2.

Q14. Montrer que pour tout n ∈ N, un ≥ 0 et étudier la monotonie de la suite (un)n∈N.

Q15. Établir que (n + 1)un+1 = nun−1, pour n � 1.

Q16. Soit (vn)n∈N définie par vn = (n + 1)un+1un, pour n ∈ N.
Vérifier que (vn)n∈N est constante et donner sa valeur.

Q17. En déduire que (n + 1)u2
n+1 � 2π � (n + 1)u2

n pour tout n ∈ N.

Q18. Donner, à partir de la question précédente, un encadrement de un en fonction de n pour n � 1.

Q19. En déduire que un ∼∞

√
2π
n

.

Partie II - Série entière

Dans cette partie, on étudie la série entière de rayon de convergence R définie par :

S (x) =
+∞∑
n=0

unxn, pour tout x ∈] − R; R[.

Q20. La série
∑
n≥1

un converge-t-elle ?

Q21. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entière.

Q22. Établir la formule suivante pour tout nombre entier naturel n et tout nombre réel x ∈] − 1; 1[ :

n−1∑
k=0

ukxk =

∫ π/2

−π/2

dt
1 − x cos(t)

− xn
∫ π/2

−π/2

cosn(t)dt
1 − x cos(t)

.

Q23. En déduire l’égalité
+∞∑
k=0

ukxk =

∫ π/2

−π/2

dt
1 − x cos(t)

pour tout |x| < 1.

Q24. Montrer que S (x) =
∫ 1

−1

2
(1 − x) + (1 + x)u2 du pour |x| < 1 à l’aide du changement de

variable u = tan
( t
2

)
.

Q25. En déduire l’expression de S (x) pour |x| < 1.
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PROBLÈME 3
Optimisation du choix d’une place de parking

Présentation générale

On considère une rue infiniment longue et rectiligne. On souhaite aller à un numéro précis de cette
rue.

Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche à savoir à partir de quel moment on
doit commencer à s’intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer au plus près de l’arrivée.

Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de la rue
a pour numéro 0. Devant chaque numéro n, il y a une place de parking qui peut être libre avec une
probabilité p ∈]0; 1[. On suppose que p ne dépend pas de n et que les occupations des places sont
indépendantes les unes par rapport aux autres.

Notre stratégie est la suivante : on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption jusqu’au
numéro s de la rue et on choisit la première place disponible à partir du numéro s (inclus).

On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.

Partie I - Loi de X

Q26. Donner l’univers-image de X(Ω).

Q27. Déterminer la loi de X.

Q28. Soit Y = X − s + 1.
Montrer que Y est une loi géométrique de paramètre p dont on donnera l’espérance et la
variance.

Q29. En déduire l’espérance et la variance de X.

Partie II - Calcul de la distance moyenne à l’arrivée

On souhaite aller au numéro d de cette rue avec d ∈ N∗. Notre stratégie reviendra à choisir un numéro
s compris entre 0 et d. Pour rappel, s = 0 correspond à chercher une place dès le début de la rue.

La distance à l’objectif est |X − d| et l’espérance Ds = E(|X − d|) est la distance moyenne à l’arrivée
(on admet que Ds existe).

Pour simplifier, on prend p =
1

10
dans cette partie.

Q30. Établir que Ds = S 1 + S 2 avec S 1 =

d∑
n=s

(d − n)P(X = n) et S 2 =

∞∑
n=d+1

(n − d)P(X = n).
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Q31. Soit la suite (uk)k∈N définie par ∀k ≥ 0, uk =

k∑
i=0

(k − i)
(

9
10

)i
.

Montrer que ∀k ≥ 0, uk+1 =
9

10
uk + k + 1.

On pourra effectuer un changement d’indice j = i − 1.

Q32. Montrer, par récurrence, que pour tout k ≥ 0, uk = 10k − 90 + 90
(

9
10

)k
.

Q33. Exprimer S 1 à l’aide de ud−s puis donner l’expression de S 1 en fonction de d et s.

Q34. Justifier que S 2 − S 1 = E(X − d).
En déduire la valeur de S 2 puis Ds.

Partie III - Optimisation

On admet que, pour tout p ∈]0; 1[, Ds = d − s + 1 − 1
p
+

2
p

(1 − p)d−s+1.

Q35. Simplifier Ds+1 − Ds.

Q36. Étudier le signe de Ds+1 − Ds.
En déduire que Ds est minimale pour s le plus petit entier strictement supérieur à α,

avec α = d +
ln 2

ln(1 − p)
.

Q37. Dans cette question, on s’intéresse à l’exemple pour lequel p =
1
10

. En utilisant l’encadrement

2−1/6 < 0, 9 < 2−1/7, à quelle distance de l’arrivée doit-on commencer à chercher une place?
Q38. Simulation : recopier et compléter le programme en Python suivant pour simuler notre

stratégie.

def Bernoulli(q):
return (random()<q)

def distance(s,d,p):
X = .......................
while (.....................):

X = ..................
return (abs(X-d))

La fonction Bernouilli simule une variable de Bernouilli X. Elle prend comme paramètre un
nombre à virgule flottante q. La variable q correspond au paramètre de la variable de Bernouilli
X. Elle renvoie un booléen qui vaut True si X = 1 et False si X = 0.
La fonction distance simule notre stratégie. Elle prend comme paramètres des entiers s et
d et un nombre à virgule flottante p. Ces variables correspondent aux valeurs introduites dans
les sections précédentes. Elle renvoie un entier représentant la distance à parcourir en sortant
de la voiture.

FIN
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Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de cinq exercices indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront
pas pris en compte.
Les candidats sont invités à encadrer les résultats de leurs calculs.
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EXERCICE 1

Soient E = R2[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal
à 2 et B0 = (1, X,X2) la base canonique de E.

On considère l’endomorphisme f de E dont la matrice dans B0 est A =




a − 1 − 2
− 4 b 4
5 − 1 − 3


 avec

(a, b) ∈ R2.
On note Id l’application identité de E.

Q1. a) Montrer qu’il existe un unique couple (a, b) ∈ R2 tel que P1 = 1 + X + X2 soit
un vecteur propre de f . Quelle est alors la valeur propre de f associée au vecteur
propre P1 ?

b) On suppose que (a, b) = (4, 1). Vérifier que − 1 est une valeur propre de f .
Déterminer ker(f + Id).

Pour la suite de l’exercice, on pose a = 4 et b = 1.

Q2. Montrer que f est diagonalisable et déterminer une base B′ de E formée de vecteurs
propres de f .

Q3. On considère l’application ϕ définie sur E × E par :

ϕ : E × E −→ R
(p0 + p1X + p2X

2, q0 + q1X + q2X
2) �−→ p0 q0 + p1 q1 + 2p2 q2 .

Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur E.

Q4. a) Pour tout λ réel appartenant au spectre de f , on note Eλ le sous-espace propre
associé à la valeur propre λ.
On sait que − 1 est une valeur propre de f .
Montrer qu’il existe une valeur propre µ de f telle que E−1 et Eµ sont orthogonaux
pour le produit scalaire ϕ. Déterminer µ.

b) La base B′ de la question Q2 est-elle orthogonale pour le produit scalaire ϕ ?

Q5. Soit la famille de vecteurs C = (1 +X +X2, 2X −X2, 1 +X2).
a) Montrer que C forme une base de E.
b) En utilisant une méthode similaire au processus de Gram-Schmidt, déterminer une

famille de vecteurs (Q1, Q2, Q3), orthogonale pour le produit scalaire ϕ, vérifiant
les conditions suivantes :
• Vect(Q1) = Vect(1 +X +X2),
• Vect(Q1, Q2) = Vect(1 +X +X2, 2−X2),
• (Q1, Q2, Q3) est une base de E.

c) Déterminer les normes des vecteurs Q1, Q2 et Q3 pour le produit scalaire ϕ.
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Q6. a) Soit P ∈ E. On note(α, β, γ) les coordonnées de P dans la base (Q1, Q2, Q3)
déterminée précédemment.
Montrer que les réels α, β, γ peuvent être déterminés à l’aide des produits scalaires
de P et des vecteurs Qi.

b) Montrer que les sous-espaces F = Vect(Q1) et G = Vect(Q2, Q3) sont supplémen-
taires dans E.

c) Rappeler la définition de la projection vectorielle sur F parallèlement à G.
Déterminer la matrice de cet endomorphisme dans la base canonique de E.

EXERCICE 2

Q7. Soit la fonction f définie par : ∀x ∈ R+, f(x) =
3

1 + x2
.

a) Étudier les variations de f sur R+.
b) Montrer que l’équation f(x) = x est équivalente à l’équation x3 + x− 3 = 0.

En déduire que l’équation f(x) = x admet une unique solution dans R+ notée α.
Vérifier que : 1 < α < 2.

Q8. On définit la fonction h sur R+ par : ∀x ∈ R+, h(x) = f ◦ f (x)− x.
On admet que l’on peut factoriser h sous la forme :

h(x) = −(x2 − 3x+ 1)(x3 + x− 3)

(x2 + 1)2 + 9
.

a) Montrer que l’équation h(x) = 0 a exactement trois solutions distinctes : α, β, β′,
avec 0 < β < α < β′, où α est le réel défini à la question Q7b.

b) Déterminer le signe de h sur R+.

c) Montrer que f(β) =
1

β
= β′ et f(β′) =

1

β′ = β.

On considère désormais la suite (un)n∈N définie par
{

u0 ≥ 0
∀n ∈ N, un+1 = f(un)

où f est la fonction définie et étudiée à la question Q7.

Q9. Montrer que la suite (un)n∈N est une suite à termes positifs.

Q10. a) On suppose que u0 = 1, calculer les valeurs de u1 et u2. La suite (un)n∈N est-elle
monotone ?

b) On suppose que u0 = 2, calculer les valeurs de u1 et u2. La suite (un)n∈N est-elle
monotone ?
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Q11. a) Montrer que f ◦ f est croissante sur R+.
b) On suppose que u0 ∈ [0, β]. Montrer que les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N sont

monotones.

Pour la suite de l’exercice, on admet le résultat suivant : quelle que soit la valeur donnée à
u0 ∈ R+, les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N sont monotones.

c) Comparer les sens de variations des suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N pour les deux cas
particuliers u0 = 1 et u0 = 2.

d) On appelle � une éventuelle limite réelle de la suite (u2n)n∈N, montrer que
� ∈ {α, β, β′}.

e) Si �′ est une éventuelle limite réelle de la suite (u2n+1)n∈N, quelles sont les valeurs
possibles de �′ ?

On étudie désormais la convergence de la suite (un)n∈N selon quelques cas particuliers de valeurs
de u0.

Q12. On suppose que u0 = α. Quelle est la particularité de la suite (un)n∈N ? La suite est-elle
convergente ?

Q13. On suppose que u0 ∈ {β, β′}. Quelle est la particularité des suites extraites (u2n)n∈N et
(u2n+1)n∈N ?
Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite (un)n∈N ?

Q14. Dans cette question, on suppose que u0 ∈ [0, β[.
a) Montrer que la suite (u2n)n∈N est à valeurs dans [0, β].
b) Montrer que la suite (u2n+1)n∈N est à valeurs dans [β′, 3].
c) En utilisant les variations de suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N, montrer qu’elles sont

convergentes et déterminer leurs limites respectives.
d) La suite (un)n∈N est-elle convergente ?

EXERCICE 3

Q15. a) Montrer que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

exp(−x2)dx est convergente.

b) En déduire que l’intégrale généralisée I =

∫ +∞

0

exp(−x2)dx est convergente.

Le but de l’exercice est de calculer la valeur de I.
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Q16. a) Montrer que : ∀x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) ≤ x.
b) i) En déduire que :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [0,
√
n],

(
1− t2

n

)n

≤ exp(−t2).

ii) Montrer que :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [0,
√
n], exp(−t2) ≤

(
1 +

t2

n

)−n

.

c) Soit n ∈ N∗, on définit les suites (un)n≥1 et (In)n≥1 par :

∀n ≥ 1, un =

∫ √
n

0

(
1− t2

n

)n

dt, In =

∫ √
n

0

exp(−t2) dt.

On définit également la suite d’intégrales généralisées (vn)n≥1 par :

∀n ≥ 1, vn =

∫ +∞

0

(
1 +

t2

n

)−n

dt.

On notera que l’intervalle d’intégration des suites (vn)n≥1 n’est pas le même que
celui des suites (un)n≥1 et (In)n≥1.
i) Justifier la convergence des intégrales généralisées vn pour tout n ∈ N∗.
ii) Montrer que :

∀n ∈ N∗, un ≤ In.

iii) Montrer que :

∀n ∈ N∗, In ≤
∫ √

n

0

(
1 +

t2

n

)−n

dt.

En déduire que :
∀n ∈ N∗, un ≤ In ≤ vn.

Q17. On pose pour tout n ∈ N∗, an =

∫ π/2

0

cosn x dx. On admet le résultat : an ∼
+∞

√
π

2n
.

a) À l’aide du changement de variable t = ϕ1(x) =
√
n×sin x, exprimer un en fonction

de a2n+1.
b) À l’aide du changement de variable t = ϕ2(x) =

√
n× tan x, montrer que :

∀n ≥ 1, vn =
√
n× a2n−2.

Indication : on rappelle la relation cos2 t =
1

1 + tan2 t
.

c) En déduire la valeur de I =

∫ +∞

0

exp(−x2)dx.
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EXERCICE 4

On considère un jeu où une équipe de trois joueurs, J1, J2 et J3, doit résoudre une énigme.
Les joueurs peuvent obtenir de l’aide en interrogeant deux sources d’information susceptibles
de leur communiquer au maximum quatre indices notés i1, i2, i3 et i4. Les deux sources d’infor-
mation sont appelées SA et SB. Une seule source peut être interrogée par l’ensemble de l’équipe.
Le choix de la source d’information se fait de la façon suivante : on jette successivement deux
dés à 6 faces, équilibrés, dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On note S la valeur obtenue
en ajoutant le nombre de points donné par le lancer de chacun des dés. Si S ≤ 6, on interroge
SA, sinon on interroge SB.

Q18. On note A l’évènement "interroger SA" et B l’évènement "interroger SB".
Déterminer les probabilités de chacun de ces évènements.

Lorsqu’une source est interrogée, elle peut révéler de 0 à 4 indices parmi les 4 possibles. L’in-
formation fournie peut être modélisée comme étant un sous-ensemble de I = {i1, i2, i3, i4}. On
rappelle que l’ensemble des parties de I est noté P(I) et que card(P(I)) = 24 = 16.
Ainsi, l’ensemble vide ∅ et les sous-ensembles {e1, e4}, {e2, e3, e4} représentent 3 informations
susceptibles d’être communiquées, fournissant respectivement 0, 2 et 3 indices parmi les 4 pos-
sibles.
La source SA connait 8 informations et la source SB connait les 8 informations restantes. La
répartition entre SA et SB est effectuée de façon aléatoire pour chaque partie jouée par l’équipe.
À l’issue de cette répartition, SA dispose de k informations permettant de connaître l’indice i4
et les 8− k informations restantes ne donnent pas l’indice i4.
La source interrogée révèle à chaque joueur, successivement et de façon indépendante, une in-
formation choisie au hasard parmi les 8 dont elle dispose. Il est ainsi possible que la même
information soit communiquée à deux ou trois joueurs de l’équipe.

Q19. Combien y a-t-il d’informations contenant l’indice i4 ? On pourra raisonner en distin-
guant les valeurs possibles du cardinal d’un sous-ensemble de I.

Q20. Déterminer, en fonction de k, les probabilités des évènements suivants :
• évènement Ci : "le joueur Ji obtient de la source SA une information contenant

l’indice i4 ", pour i ∈ {1, 2, 3} ;
• évènement C ′

i : "le joueur Ji obtient de la source SB une information contenant
l’indice i4 ", pour i ∈ {1, 2, 3}.

Q21. Quelle est la probabilité que l’équipe obtienne exactement deux informations fournissant
l’indice i4 ?

Q22. Quelle est la probabilité que chacun des joueurs obtienne une information fournissant
l’indice i4 ?

Q23. L’équipe a obtenu trois informations fournissant chacune l’indice i4. Quelle est la pro-
babilité que ces informations proviennent de la source SA ?
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Q24. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles la probabilité obtenue à la question précé-
dente est supérieure ou égale à 0,8.
Indication : on pourra tester les valeurs numériques possibles avec une calculatrice.

EXERCICE 5

On décide de simuler des tirages répétés avec remise à l’aide d’un programme informatique. Ce
programme détermine aléatoirement un entier n ∈ N∗, puis génère une liste de n valeurs, elles
aussi choisies aléatoirement parmi les nombres 0 et 1. Les choix des n valeurs sont indépendants
et à chaque étape de génération d’un élément de la liste, la probabilité d’obtenir 1 est égale à
λ, avec λ ∈]0, 1[.

On note :
• Ln l’évènement : "on a généré une liste de n valeurs" ;
• Sk l’évènement : " la liste obtenue contient exactement k fois la valeur 1" ;
• Tk l’évènement : "la liste obtenue contient au moins k valeurs".

Q25. Soient p ∈]0, 1[ et a ∈ R∗
+. On suppose que la probabilité d’obtenir la valeur n est égale

à a× pn.
Rappeler la valeur de la somme de la série numérique convergente

∑
n∈N∗

P (X = n).

En déduire la valeur de a.

Q26. Déterminer la probabilité de l’évènement Tk pour k ∈ N∗.

Q27. a) Déterminer P (Sk|Lj) pour k ∈ N∗ et j ∈ N∗ tel que j ≥ k.
b) En déduire que la probabilité d’obtenir exactement k fois la valeur 1 dans une liste

générée contenant au moins k valeurs est égale à :

P (Sk ∩ Tk) =
a

k!
(λp)k

+∞∑
j=k

j(j − 1) · · · (j − k + 1)
(
(1− λ)p

)j−k

.

Q28. a) Soit la fonction f : x �−→ 1

1− x
, rappeler l’expression de son développement en

série entière au voisinage de 0 et la valeur du rayon de convergence de la série
obtenue. On ne demande pas de démontrer ces résultats.

b) Énoncer le théorème de dérivation d’une série entière sur son intervalle de conver-
gence. En déduire la probabilité de l’évènement Sk conditionné par l’évènement Tk.

On pourra utiliser le résultat : ∀k ∈ N∗, ∀x ∈ R \ {1}, f (k)(x) =
k!

(1− x)k+1
.

FIN
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé d’un problème qui comprend quatre parties indépendantes.
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Objectifs
 
L’objectif de la partie I est de montrer l’existence d’un développement ternaire propre pour 
certains nombres réels.
La partie II propose l’étude d’une série de fonctions où les coefficients du développement ternaire 
sont remplacés par une fonction continue. 
La partie III étudie des développements ternaires aléatoires. 
La partie IV définit et présente quelques propriétés de la fonction de Cantor-Lebesgue.

Notations

On note 𝑇𝑇𝑇𝑇 l’ensemble des suites réelles 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ à valeurs dans {0; 1; 2} :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ {0; 1; 2}.

On désigne par ℓ∞ l’ensemble des suites réelles 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ bornées et on pose ∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥= sup
𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗

|𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛|.

On note ⌊𝑦𝑦𝑦𝑦⌋ la partie entière d’un réel 𝑦𝑦𝑦𝑦.

 
PARTIE I - Développement ternaire

Étude de l’application 𝝈𝝈𝝈𝝈

Q1. Démontrer que ℓ∞ est un espace vectoriel réel et que l’application 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥ est une norme 
sur ℓ∞.

Q2. Pour 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ ℓ∞, démontrer que la série de terme général 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

est convergente.
On note alors :

𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) = �
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Q3. Démontrer que l’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est une forme linéaire continue sur ℓ∞.

Q4. Démontrer que si 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇, alors le réel 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑡𝑡𝑡𝑡) est dans l’intervalle [0,1].

Q5. On note 𝜏𝜏𝜏𝜏 = (𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et 𝜏𝜏𝜏𝜏′ = (𝜏𝜏𝜏𝜏′𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ les éléments de 𝑇𝑇𝑇𝑇 définis par :

𝜏𝜏𝜏𝜏1 = 1 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0     𝜏𝜏𝜏𝜏′1 = 0 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2.

Calculer 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏) et 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏′). L’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est-elle injective sur 𝑇𝑇𝑇𝑇 ?

Développement ternaire propre

On fixe 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1[. On définit une suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ − 3⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ .

Q6. Démontrer que 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇.
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Étude de l’application 𝝈𝝈𝝈𝝈

Q1. Démontrer que ℓ∞ est un espace vectoriel réel et que l’application 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥ est une norme 
sur ℓ∞.

Q2. Pour 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ ℓ∞, démontrer que la série de terme général 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

est convergente.
On note alors :

𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) = �
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Q3. Démontrer que l’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est une forme linéaire continue sur ℓ∞.

Q4. Démontrer que si 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇, alors le réel 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑡𝑡𝑡𝑡) est dans l’intervalle [0,1].

Q5. On note 𝜏𝜏𝜏𝜏 = (𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et 𝜏𝜏𝜏𝜏′ = (𝜏𝜏𝜏𝜏′𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ les éléments de 𝑇𝑇𝑇𝑇 définis par :

𝜏𝜏𝜏𝜏1 = 1 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0     𝜏𝜏𝜏𝜏′1 = 0 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2.

Calculer 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏) et 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏′). L’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est-elle injective sur 𝑇𝑇𝑇𝑇 ?

Développement ternaire propre

On fixe 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1[. On définit une suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ − 3⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ .

Q6. Démontrer que 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇.
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Q7. On définit deux suites réelles (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 =
⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋

3𝑛𝑛𝑛𝑛
 et 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 +

1
3𝑛𝑛𝑛𝑛

 .

Démontrer que les suites (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛) et (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) sont adjacentes de limite 𝑥𝑥𝑥𝑥. En déduire que :

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥)

3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Que peut-on en conclure concernant l’application �𝑇𝑇𝑇𝑇 ⟶ [0,1]
𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼ 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) ?

La suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ est appelée développement ternaire propre de 𝑥𝑥𝑥𝑥.

Q8. Informatique pour tous. Écrire en langage Python une fonction flotVersTern(n,x)
d’arguments un entier naturel n et un flottant x et qui renvoie sous forme d’une liste les 𝑛𝑛𝑛𝑛
premiers chiffres 𝑡𝑡𝑡𝑡1(𝑥𝑥𝑥𝑥), … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) définis dans la question précédente du développement 
ternaire de 𝑥𝑥𝑥𝑥.
Par exemple flotVersTern(4,0.5) renvoie [1,1,1,1].

Q9. Informatique pour tous. Si ℓ = [ℓ1, … , ℓ𝑛𝑛𝑛𝑛] est une suite finie d’entiers de {0; 1; 2}, on la 
complète avec des 0 pour en faire un élément de 𝑇𝑇𝑇𝑇 encore noté ℓ.
Écrire en langage Python une fonction ternVersFlot(ℓ) d’arguments une liste d’entiers ℓ.
Cette fonction renvoie en sortie le flottant σ(ℓ).
Par exemple ternVersFlot([1,1,1,1]) renvoie 0.493827......

Q10. Informatique pour tous. Si ℓ = [ℓ1, … , ℓ𝑛𝑛𝑛𝑛] est une suite finie d’entiers de {0; 1; 2}, on lui 
ajoute un élément égal à −1 si la somme ℓ1 + ⋯+ ℓ𝑛𝑛𝑛𝑛 est paire et un élément égal à −2 sinon. 
Ce dernier élément permet alors d’essayer de détecter d’éventuelles erreurs de transmission.
Écrire en langage Python une fonction ajout(ℓ) qui ajoute à la liste ℓ un élément comme 
expliqué précédemment et qui renvoie la nouvelle liste.
Écrire en langage Python une fonction verif(ℓ) qui renvoie True si la valeur du dernier 
élément de ℓ est correcte et False sinon.
Par exemple ajout([1,0,2,1,0]) renvoie [1,0,2,1,0,-1] et verif([1,0,2,1,0,-2])
renvoie False.

 
PARTIE II - Étude d’une fonction définie par une série

Dans cette partie, on définit une fonction 𝜑𝜑𝜑𝜑 à l’aide d’un développement en série analogue au 
développement ternaire propre d’un réel, mais où la suite (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ est remplacée par une fonction 
numérique à valeurs dans l’intervalle [0,2].

Pour tout réel 𝑥𝑥𝑥𝑥 on pose :

𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
1 + sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥)

3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .
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Étude de l’application 𝝋𝝋
Q11. Démontrer que 𝜑𝜑 est définie et de classe 𝐶𝐶� sur ℝ.

Q12. Pour tout 𝑥𝑥 réel, justifier l’écriture : 

𝜑𝜑�𝑥𝑥� � 1
2 � Im��e���

3�
��

���
�

 et en déduire une expression simple de 𝜑𝜑�𝑥𝑥� en fonction de sin�𝑥𝑥� et cos�𝑥𝑥�.

Q13. Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, en déduire une expression simple de           en fonction de cos�𝑥𝑥�.

Q14. À l’aide de                        démontrer que : 

� sin�𝑥𝑥�
10 � 6cos�𝑥𝑥�

�

�
 d𝑥𝑥 � � 1

𝑛𝑛3���
��

���
���1���� � 1�

 puis en calculant la somme de la série du second membre, en déduire la valeur de l’intégrale : 

� sin�𝑥𝑥�
10 � 6cos�𝑥𝑥�

�

�
 d𝑥𝑥 .

Q15. Retrouver cette valeur par un calcul direct. 

PARTIE III - Développements ternaires aléatoires 
 
Dans cette partie, �𝑇𝑇�,�����,��� est une suite de variables aléatoires discrètes réelles, mutuellement 
indépendantes, définies sur un même espace probabilisé ��,𝒜𝒜,�� et vérifiant : 

�𝑛𝑛 � 1, �𝑁𝑁 � 2, 𝑇𝑇�,���� � �0; 1; 2� 

avec  ��𝑇𝑇�,� � 0� � ��𝑇𝑇�,� � 1� � 1
𝑁𝑁  et ��𝑇𝑇�,� � 2� � 1 � 2

𝑁𝑁 .

Soit 𝑁𝑁 � 2 fixé. On pose : 

𝑋𝑋� � �𝑇𝑇�,�
3�

�

���
 .

On admet que 𝑋𝑋� est une variable aléatoire discrète réelle définie sur ��,𝒜𝒜, ��.
Q16. Démontrer que 𝑋𝑋� admet une espérance et une variance. Donner leur valeur en fonction de 𝑁𝑁.

Q17. Justifier que, pour tout � � 0 : 
lim������|𝑋𝑋� � ��𝑋𝑋��| � �� � 0

�𝑛𝑛cos�𝑛𝑛𝑛𝑛�
3�

��

���
 

� 𝜑𝜑
�

�
�𝑥𝑥� d𝑥𝑥
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Q18. Soit 𝜀𝜀𝜀𝜀 > 0, démontrer que :

ℙ(|𝑋𝑋𝑋𝑋𝑁𝑁𝑁𝑁 − 1| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀) ≤ ℙ�|𝑋𝑋𝑋𝑋𝑁𝑁𝑁𝑁 − 𝔼𝔼𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑁𝑁𝑁𝑁)| ≥
𝜀𝜀𝜀𝜀
2
� + ℙ�|𝔼𝔼𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑁𝑁𝑁𝑁) − 1| ≥

𝜀𝜀𝜀𝜀
2
� .

En déduire que, pour tout 𝜀𝜀𝜀𝜀 > 0 :
lim

𝑁𝑁𝑁𝑁→+∞
ℙ(|𝑋𝑋𝑋𝑋𝑁𝑁𝑁𝑁 − 1| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀) = 0 .

PARTIE IV - Fonction de Cantor-Lebesgue

Dans cette partie, on va définir et étudier la fonction de Cantor-Lebesgue.

Étude d’une suite de fonctions

On note 𝑓𝑓𝑓𝑓0 la fonction définie sur [0,1] par 𝑓𝑓𝑓𝑓0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥. Pour tout entier 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ, on pose :

∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1], 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(3𝑥𝑥𝑥𝑥)
2

si 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ �0,
1
3
�

1
2

si 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈  �
1
3

,
2
3
�   .

1
2

+
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(3𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2)

2
si 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈  �

2
3

, 1�

Q19. Représenter l’allure graphique des fonctions 𝑓𝑓𝑓𝑓0, 𝑓𝑓𝑓𝑓1 et 𝑓𝑓𝑓𝑓2 sur trois schémas différents (pour 𝑓𝑓𝑓𝑓2
on envisagera sept sous-intervalles de [0,1]).
Pour tout 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ, démontrer que 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 est à valeurs dans [0,1].

Q20. Informatique. Écrire en langage Python une fonction récursive cantor(n,x) qui renvoie la 
valeur de 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥).

Q21. Pour tout entier 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ, démontrer que :

∀𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1], |𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≤
1

3 × 2𝑛𝑛𝑛𝑛+1
 .

Q22. En déduire que la suite de fonctions (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ converge uniformément sur [0,1].

La limite de la suite de fonctions (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ est notée 𝑓𝑓𝑓𝑓.
On l’appelle fonction de Cantor-Lebesgue.

Q23. Démontrer que la fonction 𝑓𝑓𝑓𝑓 est à valeurs dans [0,1] et qu’elle est croissante et continue sur 
[0,1]. Démontrer aussi qu’elle est surjective de [0,1] vers [0,1].

La fonction 𝑓𝑓𝑓𝑓 est aussi nommée « escalier du diable ». Les développements ternaires étudiés en 
début de problème permettent d’obtenir une expression analytique de 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥).

FIN
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants.
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EXERCICE I

Dans cet exercice, il est inutile de reproduire tous les calculs sur la copie.

On considère la matrice 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

A
 
 =  
 
 

.

Q1. Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable puis déterminer une matrice D
diagonale réelle et une matrice 3GLP∈ ( ) telles que 1A PDP−= .

Q2. Déterminer une matrice B de ( )3 M , que l’on explicitera, vérifiant 2 .B A=

Q3. Déterminer, pour tout entier naturel non nul n, les 9 coefficients de la matrice nA en utilisant 
la matrice de passage P.

Q4. Donner le polynôme minimal de la matrice A et en déduire, à l’aide d’une division 
euclidienne de polynômes, la matrice nA comme une combinaison linéaire des matrices A
et 2.I

EXERCICE II

On considère l’espace vectoriel normé ( ).n M
On note ( )GLn  l’ensemble des matrices inversibles de ( ).n M
On pourra utiliser librement dans cet exercice que l’application déterminant est continue sur

( ).n M

Q5. L’ensemble ( )GLn  est-il fermé dans ( )n M ?

Q6. Démontrer que l’ensemble ( )GLn  est ouvert dans ( ).n M

Q7. Soit M un élément de ( )n M , justifier que :

] [0, 0,ρ λ ρ∃ > ∀ ∈ , nM Iλ− ∈ ( )GLn  .
Démontrer que l’ensemble ( )GLn  est dense dans ( ).n M

Q8. Application 
Si A et B sont deux matrices de ( )n M , démontrer que les matrices A.B et B.A ont le même 
polynôme caractéristique.

À l’aide des matrices 
1 0
0 0

A  
=  
 

et 
0 0
1 0

B  
=  
 

, prouver que le résultat n’est pas vrai pour 

les polynômes minimaux.
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Q9. Démontrer que ( )GLn  n’est pas connexe par arcs.
On rappelle que l’image d’une partie connexe par arcs par une application continue est une 
partie connexe par arcs.

PROBLÈME

Dans ce problème, E est un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire que l’on notera 
de norme associée .

Un endomorphisme u de E est une similitude de E lorsqu’il existe un réel 0k > tel que pour tout 
vecteur x de E, ( ) .u x k x= On dira que u est la similitude de rapport k.

On notera Sim( ),E l’ensemble des similitudes de E.

O( )E désigne l’ensemble des automorphismes orthogonaux de E.

L’objectif de ce problème est de définir et de caractériser les similitudes d’un espace euclidien.

Partie I - Exemples, propriétés 

Q10. Démontrer que la matrice 







−

=
12
21

A est, dans la base canonique de 2
 , la matrice d’une 

similitude u dont on précisera le rapport.

Q11. Interprétation géométrique avec la similitude u de la question précédente.
Le plan 2

 est rapporté à un repère orthonormé 1 2( , , )O e e
 

.
On considère les trois points M(2, 1), N(4, 1), P(4, 2) et on définit les points ,M ′ ,N ′ P′ par 
les relations ( ) ,u OM OM ′=

 

( ) ,u ON ON ′=
 

( ) .u OP OP′=
 

Représenter les triangles MNP et M N P′ ′ ′ et comparer leurs aires.

Q12. Démontrer que tout élément de Sim( )E est bijectif et établir que Sim( )E , muni de la loi de 
composition, est un groupe.

Q13. Soient u un endomorphisme de E, B une base orthonormée de E et A la matrice de u dans la 
base .B
Démontrer que u est un automorphisme orthogonal de E, si et seulement si, . .t

nA A I=
Caractériser par une relation matricielle une similitude de rapport k.

Q14. Exemple 

Démontrer que la matrice 
2 2 1
2 1 2

1 2 2
A

 
 = − 
 − 

est la matrice dans la base canonique de 3


d’une similitude u dont on donnera le rapport. Donner la matrice de la similitude 1u− .
Vérifier que, pour tout élément f de O(E), 1u f u− ∈  O(E).



4/4
 

Q15. On appelle sphère de centre 0 et de rayon 0,r > l’ensemble des vecteurs x de E tels que 
.x r= Démontrer que si u est un endomorphisme de E tel que l’image par u de toute sphère 

de E de centre 0 est une sphère de E de centre 0, alors u est une similitude de E.

On pourra remarquer que pour y vecteur non nul, 1y
y

= .

Partie II - Assertions équivalentes

Q16. On rappelle qu’une homothétie vectorielle de E est une application de la forme .Eidα
Démontrer que Sim( ),u E∈ si et seulement si, u est la composée d’une homothétie vectorielle 
non nulle de E et d’un élément de ( ).O E

Q17. Exemple

Écrire la matrice 







−

=
12
21

A comme produit de la matrice d’une homothétie vectorielle et 

de la matrice d’un automorphisme orthogonal de 2
 dont on précisera la nature.

Q18. Démontrer que : ( )2 22 1( , ) , .
4

x y E x y x y x y∀ ∈ = + − −

En déduire que u est une similitude de rapport k, si et seulement si, 
2( , )x y E∀ ∈ , 2( ) ( )u x u y k x y= .

Q19. Démontrer que, si u est une similitude de rapport k, alors, pour tout couple (x, y) de vecteurs 
de E, .0)()(0 =⇒= yuxuyx
On dit que l’endomorphisme u conserve l’orthogonalité.
Réciproquement, on suppose que u est un endomorphisme de E conservant l’orthogonalité.

Soit 1 2( , ,..., )ne e e une base orthonormée de E. Démontrer que :

 

2( , ) 1, ,i j n∀ ∈ 0i j i je e e e+ − = , puis que :
 

2( , ) 1, ,i j n∀ ∈ ( ) ( )i ju e u e= .

On note k la valeur commune prise par tous les ( ) .iu e

Après avoir justifié que, pour tout
 

1, ,i n∈ ( )i iu e k e= démontrer que u est une similitude 
de rapport k.

Q20. Soit u une application de E dans E (non supposée linéaire) telle qu’il existe un réel 0>k pour 
lequel : 2( , )x y E∀ ∈ , 2( ) ( ) .u x u y k x y=
Démontrer que u est un endomorphisme de E, puis que u est une similitude de E.
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Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux problèmes indépendants.
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PROBLÈME 1
Autour de la fonction sinus cardinal

Objectifs

Dans ce problème, on détermine dans la Partie I la valeur de la transformée de Laplace de la fonction
sinus cardinal. On utilise ensuite dans la Partie II une variante de la formule de Viète pour exprimer
la transformée de Laplace de la Partie I comme limite d’une suite d’intégrales.

Partie I - Transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal

Pour x > 0, on note :

F(x) =
∫ +∞

0

sin(t)
t

e−tx dt, G(x) =
∫ +∞

0
e−tx sin(t) dt et H(x) =

∫ +∞

0
e−tx cos(t) dt.

Q1. Montrer que : ∀t ∈ R+, | sin(t)| ≤ t.

Q2. Montrer que les fonctions F, G et H sont bien définies sur ]0,+∞[.

Q3. Montrer que lim
x→+∞

F(x) = 0.

Q4. Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer F′ à l’aide de la fonction G.

Q5. Trouver une expression simple pour G et pour H. On pourra calculer H(x) + iG(x).

En déduire, pour α ∈ ]0,+∞[, la valeur de
∫ +∞

0
e−tx cos(αt) dt.

Q6. En déduire une expression simple pour F. Que vaut F(1) ?

Partie II - Autour de la formule de Viète

Q7. Montrer que pour tout t > 0 et pour tout n ∈ N∗ :

n∏
k=1

cos
( t
2k

)
=

sin(t)
2n sin(t/2n)

.

Q8. Montrer que pour tout t > 0 et pour tout n ∈ N∗ :

n∏
k=1

cos
( t
2k

)
=

1
2n−1

2n−1∑
k=1

cos
(
2k − 1

2n t
)
.

On pourra raisonner par récurrence et utiliser l’identité :

cos(a) cos(b) =
1
2
(

cos(a + b) + cos(a − b)
)
.
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Q9. En déduire que pour tout t > 0 :

sin(t)
t
= lim

n→+∞

1
2n−1

2n−1∑
k=1

cos
(
2k − 1

2n t
)
.

Q10. Montrer que pour tout x > 0 :

F(x) = lim
n→+∞

1
2n−1

2n−1∑
k=1

∫ +∞

0
cos
(
2k − 1

2n t
)

e−tx dt.

On pourra introduire, pour tout n ∈ N∗, la fonction fn : ]0,+∞[→ R définie par :

∀t ∈ ]0,+∞[ , fn(t) =
1

2n−1

2n−1∑
k=1

cos
(
2k − 1

2n t
)

e−tx.

Q11. En déduire que :

π

4
= lim

n→+∞
2n+1

2n−1∑
k=1

1
(2k − 1)2 + 22n .

L’objet des trois questions suivantes est de redémontrer le résultat précédent de façon plus élémentaire.

Q12. Déterminer :

lim
n→+∞

2n+1
2n−1∑
k=0

1
4k2 + 22n

en écrivant cette quantité à l’aide une somme de Riemann.

Q13. Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout k ∈ �0, 2n−1� :
∣∣∣∣∣

1
4k2 + 22n −

1
(2k − 1)2 + 22n

∣∣∣∣∣ ≤
4 × 2n−1 + 1

1 + 22n × 1
4k2 + 22n .

Q14. En déduire que :

lim
n→+∞

2n+1
2n−1∑
k=0

(
1

4k2 + 22n −
1

(2k − 1)2 + 22n

)
= 0

et retrouver le résultat de la question Q11.
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PROBLÈME 2
Les matrices de Kac

Notations

- Pour n ∈ N∗, Mn(R) désigne l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients réels et
Mn(C) désigne l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients complexes.

- Dans tout ce problème, les vecteurs de Rn seront notés en colonnes.
- La lettre i désigne le nombre complexe usuel vérifiant i2 = −1. On s’interdira d’utiliser cette

lettre pour tout autre usage !

Objectifs

Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés spectrales de deux matrices An ∈ Mn+1(R) et
Bn ∈ Mn+1(R) introduites par Mark Kac au milieu du xxe siècle. Ces liens ont été mis en évidence
par Alan Edelman et Eric Kostlan au début des années 2 000.

Ce problème est divisé en quatre parties largement indépendantes. La Partie I introduit les matrices
de Kac en taille 3 et met en évidence les propriétés qui seront démontrées en taille quelconque dans
les Parties II et III. La Partie IV est une utilisation probabiliste d’une des deux matrices de Kac.

Partie I - La dimension 3

On considère les matrices :

A =


0 1 0
2 0 2
0 1 0

 et B =


0 −1 0
2 0 −2
0 1 0

 .

Q15. Déterminer le polynôme caractéristique χA = det(XI3 − A) de A et le décomposer en facteurs
irréductibles dans R[X].

Q16. En déduire que la matrice A est diagonalisable sur R. Donner la liste des valeurs propres de
A et la dimension des espaces propres correspondants. On ne demande pas de déterminer les
espaces propres de A dans cette question.

Q17. Déterminer le polynôme caractéristique χB de B et le décomposer en facteurs irréductibles
dans R[X], puis dans C[X]. Vérifier que χA(X) = iχB(iX).

Q18. La matrice B est-elle diagonalisable sur R? Est-elle diagonalisable sur C? Donner la liste
des valeurs propres réelles puis complexes de B et la dimension des espaces propres sur R
et C correspondants. On ne demande pas de déterminer les espaces propres de B dans cette
question.

On considère :

D =


1 0 0
0 i 0
0 0 −1

 ∈M3(C).

Q19. Exprimer D−1AD à l’aide de la matrice B.
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Soit ∆ =


1 0 0
0
√

2 0
0 0 1

 ∈M3(R).

Q20. Calculer ∆−1A∆. En déduire à nouveau que la matrice A est diagonalisable sur R.

Partie II - Étude d’un endomorphisme

Objectifs

Dans cette partie, on introduit la matrice Bn et on en étudie ses propriétés spectrales à l’aide d’un
endomorphisme de dérivation.

Soit n ∈ N∗ un entier naturel fixé. Pour k ∈ �0, n�, on note fk : R→ C la fonction définie par :

∀x ∈ R, fk(x) = cosk(x) sinn−k(x).

On note Vn le C-espace vectoriel défini par :

Vn = VectC( f0, f1, . . . , fn) =


n∑

k=0

λk fk | (λ0, . . . , λn) ∈ Cn+1

 .

Q21. Montrer que la famille ( f0, . . . , fn) est libre. En déduire la dimension de l’espace vectoriel
complexe Vn.

Q22. Pour k ∈ �0, n�, montrer que f ′k ∈ Vn. En déduire que :

ϕn : Vn → Vn

f �→ ϕn( f ) = f ′

définit un endomorphisme de Vn et que sa matrice Bn dans la base ( f0, f1, . . . , fn) est la matrice :

Bn =



0 −1 0 · · · · · · 0

n 0 −2 . . .
...

0 n − 1 0 −3 . . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . 2 0 −n
0 · · · · · · 0 1 0



∈Mn+1(R).

Pour k ∈ �0, n�, on note gk : R→ C la fonction définie par : ∀x ∈ R, gk(x) = ei(2k−n)x.

Q23. Montrer que : ∀x ∈ R, gk(x) = (cos x + i sin x)k(cos x − i sin x)n−k.

Q24. En déduire, à l’aide de la formule du binôme de Newton, que : ∀k ∈ �0, n�, gk ∈ Vn.

Q25. Pour k ∈ �0, n�, calculer g′k. En déduire que ϕn est diagonalisable. Donner la liste des valeurs
propres complexes de ϕn et décrire les espaces propres correspondants.

Q26. Pour quelles valeurs de n l’endomorphisme ϕn est-il un automorphisme de Vn ?
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Q27. Écrire la décomposition de gn dans la base ( f0, . . . , fn) et en déduire que :

Ker(Bn − i n In+1) = Vect



q0

q1
...

qn


,

où pour tout k ∈ �0, n�, on note qk = in−k

(
n
k

)
.

Partie III - Les matrices de Kac de taille n + 1

Objectifs

Dans cette partie, on introduit la matrice An. On utilise les résultats de la Partie II pour étudier les
propriétés spectrales de la matrice An.

Soit n ∈ N∗ un entier naturel fixé. On note An la matrice tridiagonale suivante :

An =



0 1 0 · · · · · · 0

n 0 2 . . .
...

0 n − 1 0 3 . . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . 2 0 n
0 · · · · · · 0 1 0



∈Mn+1(R).

Le terme général akl de la matrice An vérifie donc :
- ak,k+1 = k si 1 ≤ k ≤ n,
- ak,k−1 = n − k + 2 si 2 ≤ k ≤ n + 1,
- akl = 0 pour tous les couples (k, l) ∈ �1, n + 1�2 non couverts par les formules précédentes.

On note enfin Dn ∈Mn+1(C) la matrice diagonale dont le k-ième terme diagonal dkk vérifie dkk = ik−1.

Q28. Soient M = (mkl)1≤k,l≤p ∈ Mp(C) une matrice de taille p et D = (dkl)1≤k,l≤p ∈ Mp(C) une
matrice diagonale de taille p. Exprimer le terme général de la matrice DM en fonction des mkl

et des dkl, puis exprimer le terme général de la matrice MD en fonction des mkl et des dkl.

Q29. Montrer que D−1
n AnDn = −iBn où Bn est la matrice déterminée dans la Partie II. En déduire

une relation simple entre χAn(X) et χBn(iX), où χAn et χBn sont les polynômes caractéristiques
respectifs de An et Bn.

Q30. En déduire, à l’aide de la Partie II, que An est diagonalisable sur R, que les valeurs propres de
An sont les entiers de la forme 2k − n pour k ∈ �0, n� et que :

Ker(An − n In+1) = Vect



p0

p1
...

pn


,

où pour tout k ∈ �0, n�, on note pk =

(
n
k

)
.
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Q27. Écrire la décomposition de gn dans la base ( f0, . . . , fn) et en déduire que :
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

q0

q1
...

qn


,

où pour tout k ∈ �0, n�, on note qk = in−k

(
n
k

)
.

Partie III - Les matrices de Kac de taille n + 1

Objectifs
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An =



0 1 0 · · · · · · 0

n 0 2 . . .
...

0 n − 1 0 3 . . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . 2 0 n
0 · · · · · · 0 1 0



∈Mn+1(R).
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Partie IV - Un peu de probabilités

Objectifs

Dans cette partie, on donne une application probabiliste de l’étude de la matrice An. Seul le résultat
de la question Q30 est utilisé, cette partie peut être traitée en admettant si besoin ce résultat.

Étant donné un entier n ∈ N∗, on dispose de deux urnes U1 et U2 contenant à elles deux n boules
numérotées de 1 à n. On note N0 la variable aléatoire égale au nombre de boules initialement contenues
dans l’urne U1.

À chaque instant entier k ∈ N∗, on choisit un des n numéros de façon équiprobable puis on change
d’urne la boule portant ce numéro. Les choix successifs sont supposés indépendants.

Pour k ∈ N∗, on note Nk la variable aléatoire égale au nombre de boules dans l’urne U1 après l’échange
effectué à l’instant k.

Exemple : supposons n = 4 et qu’à l’instant 0, l’urne U1 contient les boules numérotées 1, 3, 4 et
l’urne U2 la boule 2. On a dans ce cas N0 = 3.

• Si le numéro 3 est choisi à l’instant 1, on retire la boule 3 de U1 et on la place dans U2. On a
alors N1 = 2.
• Si le numéro 2 est choisi à l’instant 1, on retire la boule 2 de U2 et on la place dans U1. On a

alors N1 = 4.

Pour l ∈ �0, n�, on note Ek,l l’événement (Nk = l) et pk,l = P(Ek,l) sa probabilité.

On note enfin Zk =



pk,0

pk,1
...

pk,n


∈ Rn+1 le vecteur qui code la loi de la variable aléatoire Nk.

Q31. Pour k ∈ N, que peut-on dire de la famille (Ek,0, Ek,1, . . . , Ek,n) ?

Q32. Si l’urne U1 contient j boules à l’instant k, combien peut-elle en contenir à l’instant k + 1?

Q33. Pour k ∈ N et j, l ∈ �0, n�, déterminer :

PEk,l(Ek+1, j).

On traitera séparément les cas j = 0 et j = n.

Q34. Démontrer que pour tout k ∈ N,

P(Ek+1,0) =
1
n
P(Ek,1) et P(Ek+1,n) =

1
n
P(Ek,n−1)

et que :

∀ j ∈ �1, n − 1�, P(Ek+1, j) =
n − j + 1

n
P(Ek, j−1) +

j + 1
n
P(Ek, j+1).

Q35. En déduire que pour tout k ∈ N,

Zk =
1
nk Ak

nZ0

où An est la matrice introduite dans la Partie III.
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On suppose jusqu’à la fin du Problème qu’à l’instant 0, on a disposé de façon équiprobable et indé-
pendamment les unes des autres les n boules dans l’une des urnes U1 ou U2.

Q36. Déterminer la loi π de N0.

Q37. Montrer que pour tout k ∈ N, Nk a la même loi que N0. On pourra utiliser la question Q30 de
la Partie III.

Q38. Démontrer que π est l’unique loi de probabilité ayant la propriété suivante : si N0 suit la loi π,
alors toutes les variables Nk suivent la loi π.

FIN
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PC 
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MATHÉMATIQUES 

 
Lundi 4 mai : 8 h - 12 h 
____________________ 

 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

RAPPEL DES CONSIGNES  
 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 
 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 

 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
___________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont autorisées

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Calcul de l’intégrale de Dirichlet

L’objectif de cet exercice est de démontrer la convergence de l’intégrale de Dirichlet :

I =
∫ +∞

0

sin(t)
t

dt

et de calculer sa valeur. On considère la fonction f : [0,+∞[×]0,+∞[→ R définie par :

∀(x, t) ∈ [0,+∞[×]0,+∞[, f (x, t) =
sin(t)

t
e−xt.

On définit également la fonction u : [0,+∞[×]0,+∞[→ R par :

∀(x, t) ∈ [0,+∞[×]0,+∞[, u(x, t) = − x sin(t) + cos(t)
1 + x2 e−xt.

Dans l’exercice, on pourra utiliser sans la démontrer l’inégalité | sin(t)| � |t| valable pour tout t ∈ R.

Partie I - Préliminaires

Q1. Soit x > 0. Montrer que la fonction t �→ f (x, t) est intégrable sur ]0,+∞[.

Q2. En utilisant par exemple une intégration par parties, montrer que l’intégrale I est convergente si
et seulement si l’intégrale : ∫ +∞

0

1 − cos(t)
t2 dt

est convergente. En déduire que l’intégrale I converge.

Q3. Soit x � 0. Montrer que t �→ u(x, t) est une primitive de la fonction t �→ sin(t)e−xt sur ]0,+∞[.

Dans la suite de l’exercice, on définit la fonction F : [0,+∞[→ R par :

∀x ∈ [0,+∞[, F(x) =
∫ +∞

0
f (x, t)dt.

Partie II - Calcul de F sur ]0,+∞[

Q4. Montrer que |F(x)| � 1
x

pour tout x > 0. En déduire la limite de F en +∞.

Q5. Soit a > 0. Montrer que la fonction F est dérivable sur [a,+∞[ et que l’on a :

∀x ∈ [a,+∞[, F′(x) = −
∫ +∞

0
sin(t)e−xtdt.

Q6. En déduire que la fonction F est dérivable sur ]0,+∞[ et déterminer une expression de F′(x)
pour tout x ∈]0,+∞[. Conclure que :

∀x > 0, F(x) =
π

2
− Arctan(x).
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Partie III - Conclusion

On considère les fonctions F1 : [0, 1]→ R et F2 : [0, 1]→ R définies par :

∀x ∈ [0, 1], F1(x) =
∫ 1

0
f (x, t)dt et F2(x) =

∫ +∞

1
f (x, t)dt.

Q7. Montrer que la fonction F1 est continue sur [0, 1].

Q8. Soit x ∈ [0, 1]. Montrer que la fonction t �→ u(x, t)
t2 est intégrable sur [1,+∞[ et que :

F2(x) =
x sin(1) + cos(1)

1 + x2 e−x +

∫ +∞

1

u(x, t)
t2 dt.

Q9. Montrer que la fonction F2 est continue sur [0, 1].

Q10. En déduire que la fonction F est continue en 0, puis déterminer la valeur de l’intégrale I.
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EXERCICE 2
Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée

On se donne un entier n � 2. On rappelle que la norme euclidienne usuelle ‖ · ‖ sur Rn est définie par :

∀x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), ‖x‖ =

√√
n∑

k=1

x2
k .

On note Bn = {x ∈ Rn | ‖x‖ � 1} la boule unité fermée de Rn.

On fixe des réels ai, j pour 1 � i � j � n et on considère l’application f : Bn → R définie par :

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn, f (x1, . . . , xn) =
n∑

i=1


n∑

j=i

ai, jxix j

 =
∑

1�i� j�n

ai, jxix j.

L’objectif de cet exercice est d’étudier les extremums de la fonction f sur la partie Bn. On définit la
matrice Mf ∈ Mn(R) comme la matrice symétrique dont les coefficients (mi, j) vérifient :

∀(i, j) ∈ �1, n�2, mi, j =



ai,i si i = j

ai, j

2
si i < j.

Si M est une matrice à coefficients réels, on note MT sa matrice transposée.

Partie I - Étude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que n = 2 et que l’application f : B2 → R est définie par :

∀(x1, x2) ∈ B2, f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 + 4x1x2.

Q11. Justifier que l’application f admet un maximum et un minimum sur B2.

Q12. En étudiant la fonction t �→ f (cos(t), sin(t)), déterminer les extremums de l’application f sur la
frontière S 2 = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1} de B2.

Q13. Justifier que f est de classe C1 et déterminer les points critiques de l’application f dans la boule
unité ouverte B′2 = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 < 1} de R2.

Q14. En déduire que le maximum de f sur B2 est 3 et que le minimum de f sur B2 est −1.

Q15. Vérifier que la plus grande valeur propre de Mf est égale au maximum de f sur B2 et que la plus
petite valeur propre de Mf est égale au minimum de f sur B2.
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Partie II - Le cas général

On ne suppose plus dans cette partie que n = 2.
On considère un vecteur x = (x1, . . . , xn) ∈ Bn et on note X = (x1 · · · xn)T ∈ Mn,1(R).

Q16. Montrer que f (x) = XTMf X.

Q17. Justifier que la matrice Mf est diagonalisable dansMn(R).

Dans la suite, on note λ1, . . . , λn ∈ R les valeurs propres de Mf comptées avec leur multiplicité et on
suppose que λ1 � · · · � λn.
On fixe une matrice orthogonale P ∈ GLn(R) telle que Mf = PDP−1 où :

D =


λ1 (0)
. . .

(0) λn

 ∈ Mn(R).

On note Y = P−1X ∈ Mn,1(R).

Q18. Montrer les égalités YTY = XTX = ‖x‖2.

Q19. On suppose que λ1 < 0 < λn. Montrer que λ1 � YTDY � λn et en déduire que λ1 � f (x) � λn.

Q20. En déduire que si λ1 < 0 < λn, alors max
Bn

( f ) = λn et min
Bn

( f ) = λ1.

Q21. Dans le cas où λ1 � 0, déterminer le maximum et le minimum de f sur Bn.

Partie III - Application des résultats

Dans cette partie, on suppose que n � 3 et que l’application f : Bn → R est définie par :

∀(x1, . . . , xn) ∈ Bn, f (x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

x2
k −

∑
1�i< j�n

2xix j.

Q22. Déterminer le maximum et le minimum de l’application f sur Bn (on pourra commencer par
déterminer le rang de la matrice Mf − 2In où In désigne la matrice identité deMn(R)).
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EXERCICE 3
Retour à l’origine d’une marche aléatoire sur Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d’un pion se déplaçant dans l’ensemble
des entiers relatifs. À l’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0. Ensuite, si le pion se trouve
à l’étape n sur l’entier x ∈ Z, alors à l’étape n + 1, le pion a une chance sur deux de se trouver en x + 1
et une chance sur deux de se trouver en x − 1, ceci indépendamment des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et on considère une
suite (Xk)k∈N∗ de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes dont la loi est donnée par :

∀k ∈ N∗, P(Xk = 1) = P(Xk = −1) =
1
2
.

On considère également la suite de variables aléatoires réelles (S n)n∈N définie par S 0 = 0 et :

∀n ∈ N∗, S n =

n∑
k=1

Xk.

L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la façon suivante :

1. si pour tout n ∈ N∗, on a S n � 0, on pose T = +∞ ;

2. sinon, on pose T = min{n ∈ N∗ | S n = 0}.
L’évènement (T = +∞) se réalise donc si et seulement si l’ensemble {n ∈ N∗ | S n = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (pn)n∈N et (qn)n∈N par :

∀n ∈ N, pn = P(S n = 0) et qn =

{
0 si n = 0,

P(T = n) si n > 0.

Partie I - Calcul de pn

On fixe un entier n ∈ N.

Q23. Que représente la variable aléatoire S n ?

Q24. Calculer p0, p1 et p2.

Q25. Justifier que si n est impair, alors on a pn = 0.

On considère pour tout k ∈ N∗ la variable aléatoire Yk définie par Yk =
Xk + 1

2
. On admet que (Yk)k∈N∗

est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

Q26. Soit k ∈ N∗. Montrer que Yk suit une loi de Bernoulli de paramètre
1
2

.

Q27. Pour n > 0, donner la loi de Zn = Y1 + · · · + Yn et exprimer S n en fonction de Zn.

Q28. On suppose que n = 2m avec m ∈ N. Déduire de la question précédente que :

p2m =

(
2m
m

)
1

4m .
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On considère également la suite de variables aléatoires réelles (S n)n∈N définie par S 0 = 0 et :

∀n ∈ N∗, S n =

n∑
k=1

Xk.

L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la façon suivante :

1. si pour tout n ∈ N∗, on a S n � 0, on pose T = +∞ ;

2. sinon, on pose T = min{n ∈ N∗ | S n = 0}.
L’évènement (T = +∞) se réalise donc si et seulement si l’ensemble {n ∈ N∗ | S n = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (pn)n∈N et (qn)n∈N par :

∀n ∈ N, pn = P(S n = 0) et qn =

{
0 si n = 0,

P(T = n) si n > 0.

Partie I - Calcul de pn

On fixe un entier n ∈ N.

Q23. Que représente la variable aléatoire S n ?

Q24. Calculer p0, p1 et p2.

Q25. Justifier que si n est impair, alors on a pn = 0.

On considère pour tout k ∈ N∗ la variable aléatoire Yk définie par Yk =
Xk + 1

2
. On admet que (Yk)k∈N∗

est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

Q26. Soit k ∈ N∗. Montrer que Yk suit une loi de Bernoulli de paramètre
1
2

.

Q27. Pour n > 0, donner la loi de Zn = Y1 + · · · + Yn et exprimer S n en fonction de Zn.

Q28. On suppose que n = 2m avec m ∈ N. Déduire de la question précédente que :

p2m =

(
2m
m

)
1

4m .
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Partie II - Fonction génératrice de la suite (pn)n∈NNN

On note Rp le rayon de convergence de la série entière
∑
n�0

pnxn et f la somme de cette série entière sur

son intervalle de convergence.

Q29. Montrer que Rp � 1.

Q30. Montrer que pour tout m ∈ N∗, on a :

p2m =
(−1)m

m!

m∏
k=1

(
−1

2
− k + 1

)
.

Q31. Déterminer un nombre α ∈ R tel que f (x) =
(
1 − x2

)α
pour tout x ∈] − 1, 1[.

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

On note Rq le rayon de convergence de la série entière
∑
n�0

qnxn et g la somme de cette série entière sur

son intervalle de convergence. Pour tout n ∈ N, on considère également la fonction gn : R → R définie
par gn(x) = qnxn pour tout x ∈ R.

Q32. Calculer q1 et q2.

Q33. Montrer que la série
∑
n�0

gn converge normalement sur [−1, 1]. En déduire que Rq � 1.

Dans la suite, on admet la relation :

∀n ∈ N∗, pn =

n∑
k=0

pkqn−k.

Q34. En utilisant un produit de Cauchy et la relation admise ci-dessus, montrer que :

∀x ∈] − 1, 1[, f (x)g(x) = f (x) − 1.

Q35. En déduire que g(x) = 1−
√

1 − x2 pour tout x ∈]−1, 1[, puis calculer le développement en série
entière de la fonction x �→ 1 −

√
1 − x2 en précisant son rayon de convergence.

Q36. En déduire une expression de qn pour tout n ∈ N∗.
Q37. En utilisant Q33 et Q35, déterminer la valeur de P(T = +∞). Interpréter le résultat.

Q38. La variable aléatoire T admet-elle une espérance?

FIN
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PROBLÈME 1

(Les deux parties peuvent être traitées indépendamment l’une de l’autre)

Partie I - Préliminaires

Soit E l’espace vectoriel des fonctions C1(R,R) 2π-périodiques.
Soit k un élément de N, on considère les fonctions :

fk : R → R
x �→ cos(kx) et

gk : R → R
x �→ sin(kx)

On pose Ck = Vect( fk) et S k = Vect(gk).

Q1. Montrer que Ck et S k sont des sous-espaces vectoriels de E et donner leurs dimensions.

Soient ( f , g) des éléments de E2, on définit : ϕ( f , g) =
1

2π

∫ 2π

0
f (t)g(t)dt.

Q2. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

On munit pour la suite l’espace vectoriel E du produit scalaire ϕ.

Q3. Calculer la norme de fk et en déduire une base orthonormée de Ck.

Q4. Soit f un élément E, donner l’expression de la projection orthogonale de f sur Ck.

Q5. Soient f un élément de E et k un élément N, exprimer ϕ( f , fk) en fonction des coefficients de
Fourier de f .

Q6. Soit f un élément de E, donner le lien entre la projection de f sur Ck et les coefficients de
Fourier de f .
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Partie II - Série de Fourier

Soit f la fonction définie pour tout élément x de R par : f (x) = | sin(2x)|.

Q7. Montrer que f est paire sur R et périodique de période
π

2
.

Q8. Étudier f sur un domaine le plus restreint possible. Donner la représentation graphique de f
sur [−π, 2π].

Q9. Calculer la valeur moyenne de f sur une période.

Q10. Linéariser sin(2x) cos(4nx).

Q11. Montrer que pour tout élément n appartenant à N∗,
∫ π

2

0
sin(2x) cos(4nx)dx =

−1
4n2 − 1

.

Q12. Donner les coefficients de Fourier de f .

Q13. En utilisant le développement de Fourier de f pour x =
π

4
, montrer que

+∞∑
n=1

(−1)n

4n2 − 1
=

2 − π
4

.
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PROBLÈME 2

Partie I - Exemple

Soit f une application linéaire de R2 dans R2 définie par f (x, y) =
1
4

(x + 3y, 3x + y).

Q14. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R2 et en déduire que f 2 =
1
2

( f + Id).

Q15. Montrer que f est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres.

Partie II - Cas général

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n appartenant à N∗.
On note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E et IdE l’endomorphisme identité de E.

On considère f un endomorphisme de E vérifiant la relation f 2 =
1
2

( f + Id).

Q16. Prouver que l’endomorphisme f est inversible et exprimer son inverse f −1 en fonction de IdE

et de f .

Q17. Justifier que ker( f − IdE) et ker( f +
1
2

IdE) sont des sous-espaces vectoriels de E.

Q18. Montrer que : E = ker( f − IdE) ⊕ ker( f +
1
2

IdE).

Q19. Calculer ( f +
1
2

IdE) ◦ ( f − IdE). En déduire que ker( f +
1
2

IdE) = Im(f − IdE).

Q20. Exprimer f 3 et f 4 comme combinaisons linéaires de f et IdE.

Q21. Établir par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe un couple (an, bn) de réels tel
que : f n = an f + bnIdE.
Déterminer a0, b0, a1 et b1. Exprimer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn pour n dans N.

Q22. Montrer que pour tout n appartenant à N, an+2 =
an+1

2
+

an

2
. En déduire les expressions de an

et bn en fonction de n pour n élément de N.

Q23. Calculer les limites des suites (an) et (bn) de termes général an respectivement bn.
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PROBLÈME 3

Partie I - Préliminaires

Q24. Justifier que pour tout n appartenant à N, tne−t2 = o
(

1
t2

)
.

Q25. Montrer que pour tout n élément de N, l’intégrale
∫ +∞

0
tne−t2dt est convergente.

Q26. En déduire que pour tout n élément de N, l’intégrale
∫ +∞

−∞
tne−t2dt est convergente.

Q27. En déduire que pour tout polynôme P appartenant à R[X], l’intégrale
∫ +∞

−∞
P(t)e−t2dt est

convergente.

Pour la suite, on admet que
∫ +∞

−∞
e−t2dt =

√
π et on note In =

∫ +∞

−∞
tne−t2dt.

Q28. Établir à l’aide d’une intégration par parties que pour tout n élément de N, In+2 =
n + 1

2
In.

Q29. Montrer que pour tout p élément de N, I2p+1 = 0.

Q30. Montrer que pour tout p appartenant à N, I2p =
(2p)!
22p p!

√
π.

Partie II - Recherche des extrema

Soit F une fonction définie sur R2 par : F(x, y) =
1
√
π

∫ +∞

−∞
(t − x)2(t − y)2e−t2dt.

Q31. Montrer que pour tout (x, y) appartenant à R2 : F(x, y) =
3
4
+

1
2

(x2 + 4xy + y2) + x2y2.

Q32. Calculer les dérivées partielles premières de F et en déduire les trois points critiques de F.

Q33. Calculer pour tout x appartenant à R, F(x, x) − F(0, 0) et F(x,−x) − F(0, 0).

Q34. Le point (0, 0) est-il un extremum local ?

Partie III - Intégrale dépendant d’un paramètre

Q35. Pour tout x élément de R, montrer que les intégrales
∫ +∞

0
sin(xt)e−t2dt et

∫ +∞

0
t cos(xt)e−t2dt

convergent.
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Pour la suite, on note S (x) =
∫ +∞

0
sin(xt)e−t2dt et C(x) =

∫ +∞

0
t cos(xt)e−t2dt.

Q36. Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral sans oublier les hypothèses.

Q37. En appliquant la formule précédente à la fonction sin, montrer que pour tout (λ, a) éléments

de R2, | sin(λ + a) − sin(a) − λ cos(a)| ≤ λ
2

2
.

Q38. Montrer que pour tout x appartenant à R, lim
h→0

S (x + h) − S (x)
h

−C(x) = 0.

Q39. En déduire que la fonction S est dérivable sur R et donner sa dérivée.

Q40. Démontrer que pour tout x élément de R, C(x) =
1
2
− x

2
S (x) (on pourra effectuer une

intégration par partie).

Q41. Donner une équation différentielle dont S est solution sur R.

Q42. Montrer que pour tout x appartenant à R, S (x) =
1
2

e−
x2
4

∫ x

0
e

t2
4 dt.

FIN
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l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront
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EXERCICE 1

Soit a ∈ R, on définit la matrice Ma =




0 1 0
0 0 1

−2a2 −(4a+ a2) −(2a+ 2)


.

Q1. a) Pour quelles valeurs du paramètre a la matrice Ma est-elle inversible ?
b) Déterminer le rang de Ma lorsque Ma n’est pas inversible.

Q2. Montrer que U =




1
−2
4


 est un vecteur propre de Ma associé à une valeur propre λ

que l’on précisera. Déterminer le sous-espace propre Eλ associé à la valeur propre λ.

Q3. a) Calculer le polynôme caractéristique de Ma.
b) Montrer que −a est une valeur propre multiple de Ma.
c) Montrer que Ma n’est pas diagonalisable. On distinguera les cas a = 2 et a �= 2.

Q4. Étude d’un cas particulier

Soit f l’endomorphisme de R3 de matrice M2 =




0 1 0
0 0 1
−8 −12 −6


 dans la base cano-

nique de R3.
On pose ε1 = (1,−2, 4).

a) Déterminer un vecteur ε2 de R3 vérifiant f(ε2) = −2ε2 + ε1.
b) Montrer qu’il existe un vecteur ε3 de R3 tel que la famille B′ = (ε1, ε2, ε3) constitue

une base de R3 et tel que la matrice de f dans B′ soit T =



−2 1 0
0 −2 1
0 0 −2


.

Q5. Étude du cas a �= −2
On suppose dans cette question que a ∈ R \ {2}, λ désigne la valeur propre déterminée
à la question Q2. On rappelle que U est un vecteur propre de Ma, associé à la valeur
propre λ.

a) Expliquer pourquoi Ma a exactement deux valeurs propres réelles λ et −a.
b) Déterminer un vecteur propre V de Ma, de première composante égale à 1, associé

à la valeur propre −a.

c) Déterminer W =



0
y
z


 ∈ M3,1(R) tel que MaW = V − aW .

d) Montrer que Ma est semblable à la matrice Ta =



λ 0 0
0 −a 1
0 0 −a


.
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Q6. Application à l’étude d’une suite récurrente
On considère une suite récurrente (un)n∈N définie par :

{
(u0, u1, u2) ∈ R3

∀n ∈ N, un+3 = −18un + 3un+1 + 4un+2
.

Pour n ∈ N, on pose Xn =




un

un+1

un+2


.

a) Montrer qu’il existe une matrice A ∈ M3(R) telle que : ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn.
Identifier a ∈ R tel que A = Ma.

b) Déterminer une matrice triangulaire supérieure T et une matrice P inversible, telles
que A = PTP−1.

c) En décomposant T sous la forme



λ 0 0
0 µ 0
0 0 µ


+



0 0 0
0 0 1
0 0 0


, calculer T n pour tout

n ∈ N.
d) Donner l’expression de Xn en fonction de X0, T, P et P−1 pour tout n ∈ N.

EXERCICE 2

Un professeur interroge une classe de N élèves, avec N ∈ N∗. Il dispose d’une liste de questions,
éventuellement infinie et pour chaque question il interroge au hasard un élève. Les élèves sont
appelés E1, E2, ..., EN , on note E = {Ei / i ∈ [[1, N ]]} l’ensemble des élèves.
On introduit les notations suivantes : pour i ∈ [[1, N ]] et k ∈ N∗, on note Qi,k l’évènement
"l’élève Ei est interrogé pour répondre à la question numéro k".

On considère que les désignations d’élèves pour les différentes questions sont des évènements
mutuellement indépendants et que, pour une question donnée, tous les élèves ont la même pro-
babilité d’être choisis.
L’univers Ω permettant de décrire cette situation est l’ensemble Ω = EN∗ des suites définies sur
N∗ à valeurs dans E. Ce sont donc les suites notées (ep)p∈N∗ vérifiant : ∀p ∈ N∗, ep ∈ E.

Pour tout n ∈ N∗, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre d’élèves différents interrogés
sur l’ensemble des n premières questions posées.
Par exemple pour n = 6 et N = 15, si on a interrogé successivement les élèves : E3, E1, E7, E1, E12

et E3, on a X1 = 1, X2 = 2, X3 = 3, X4 = 3, X5 = 4 et X6 = 4.
On notera qu’on a obligatoirement X1 = 1.

On note Un la matrice à N lignes et 1 colonne définie par : Un =




P (Xn = 1)
P (Xn = 2)

...
P (Xn = N)


, où P (Xn = i)

désigne la probabilité d’avoir interrogé i élèves différents sur l’ensemble des n premières ques-
tions, avec i ∈ [[1, N ]].
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Partie I - Étude de X2

Considérons dans cette partie que le professeur pose deux questions.

Q7. Déterminer X2(Ω).

Q8. Montrer que P (X2 = 1) =
1

N
, puis finir de déterminer la loi de probabilité de X2.

Q9. Calculer l’espérance de X2.

Partie II - Modélisation dans le cas général

Soit n ∈ N∗, avec n ≥ 2. On considère la variable aléatoire Xn.

Q10. a) Déterminer Xn(Ω).
b) Si n < N , déterminer P (Xn = i) pour i ∈ [[n+ 1, N ]]

c) Que vaut P (Xn = 1) ?
d) Soit i ∈ [[2, N ]], montrer que :

P (Xn = i) =
i

N
P (Xn−1 = i) +

N − i+ 1

N
P (Xn−1 = i− 1).

Q11. Montrer qu’il existe une matrice AN ∈ MN(R) telle que :

∀n ∈ N \ {0, 1}, Un = AN . Un−1.

Préciser les coefficients de la matrice AN .

Partie III - Étude d’un cas particulier

Dans cette partie, on étudie le cas particulier N = 5.

Q12. Montrer que :

∀n ∈ N∗, n ≥ 2, Un =




1

5
0 0 0 0

4

5

2

5
0 0 0

0
3

5

3

5
0 0

0 0
2

5

4

5
0

0 0 0
1

5
1




Un−1.

On pourra utiliser les résultats de la question Q11 ou calculer directement P (Xn = i)
pour n ≥ 2 et i ∈ [[1, N ]].
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Q13. On pose V1 =




1
−4
6
−4
1




, V2 =




0
1
−3
3
−1




, V3 =




0
0
1
−2
1




, V4 =




0
0
0
1
−1




et V5 =




0
0
0
0
1




.

Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur n ∈ N∗, que l’on a :

∀n ∈ N∗, Un =
(1
5

)n−1

V1 + 4
(2
5

)n−1

V2 + 6
(3
5

)n−1

V3 + 4
(4
5

)n−1

V4 + V5.

Q14. Déterminer la loi de la variable aléatoire Xn pour n ∈ N∗.

Q15. a) Justifier que Xn admet une espérance E(Xn).

On définit la suite (un)n∈N∗ par : ∀n ∈ N∗, un = E(Xn).
On admet que la suite (un)n∈N∗ vérifie la relation de récurrence :

∀n ∈ N∗, un+1 =
4

5
un + 1.

b) Déterminer une suite constante (λn)n∈N∗ vérifiant : ∀n ∈ N∗, λn+1 =
4

5
λn + 1.

On note λ la valeur de cette suite constante.
c) Soit la suite (vn)n∈N∗ , définie par : ∀n ∈ N∗, vn = un − λ.

Montrer que la suite (vn)n∈N∗ est géométrique et déterminer l’expression générale
de vn.

d) En déduire l’expression de un pour tout n ∈ N∗. Ce résultat est-il compatible avec
la valeur E(X2) calculée à la question Q9 ?

e) Déterminer lim
n→+∞

E(Xn). Quelle interprétation peut-on donner du résultat ?

EXERCICE 3

Soit un réel α vérifiant α ∈]0, 1]. On appelle série de Gregory de paramètre α, la série
∑
n≥0

(−1)n
αn

2n+ 1
.

Dans l’ensemble de l’exercice, on note Gα une série de Gregory ainsi définie.

Partie I - Étude de la convergence de la série G1

On note de façon usuelle gk =
(−1)k

2k + 1
le terme général de la série G1.

Q16. Expliquer pourquoi la série G1 n’est pas absolument convergente.
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Q17. On définit la suite (Sn) des sommes partielles de la série G1 par :

∀n ∈ N, Sn =
n∑

k=0

(−1)k

2k + 1
.

On pose, pour tout n ∈ N, un = S2n =
2n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
et vn = S2n+1 =

2n+1∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

On a ainsi : u2 = S4 = g0 + g1 + g2 + g3 + g4, et v2 = S5 = g0 + g1 + g2 + g3 + g4 + g5.

a) Montrer que : ∀n ∈ N, vn ≤ un.
b) Montrer que la suite (un) est décroissante.
c) Montrer que la suite (vn) est croissante.
d) Montrer que la suite (vn) est majorée par u0. En déduire qu’elle est convergente

de limite �1.
e) De façon similaire, montrer que (un) est convergente de limite �2.
f) Montrer que la série G1 converge et exprimer sa somme en fonction de �1 et �2.

Partie II - Étude d’une série de Fourier, calcul de la somme de G1

Soit la fonction f de R dans R, 2π périodique, impaire, vérifiant :



∀x ∈]0, π[, f(x) = 1
f(0) = 0
f(π) = 0

.

Q18. Représenter graphiquement f sur [−2π, 2π].

Q19. Déterminer la série de Fourier de la fonction f .

Q20. Étudier la convergence de la série de Fourier de f .

Q21. En déduire la valeur de la somme de la série de Gregory G1, définie en partie I.

Partie III - Séries de Gregory pour α ∈]0, 1[

Q22. Montrer que Gα est absolument convergente pour tout α ∈]0, 1[.

On note désormais G(α) la somme de la série Gα. Pour tout α ∈]0, 1[, on a : G(α) =
+∞∑
n=0

(−1)n
αn

2n+ 1
.

Q23. Montrer que la fonction x �→ 1

1 + x2
est développable en série entière sur ]− 1, 1[.
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Q24. En déduire que la fonction arctan est développable en série entière au voisinage de 0.
Quel est le rayon de convergence de la série entière ainsi déterminée ?

Q25. En déduire l’expression de G(α) à l’aide de la fonction arctan pour tout α ∈]0, 1[.

On pourra remarquer que α = (
√
α)2 et faire apparaître

√
α dans l’expression du terme

général de la série (−1)n
αn

2n+ 1
.

FIN
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème.

 

SESSION 2021                          MP1M1             
 
 
 

 
 

 
ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 

____________________ 
 

MATHÉMATIQUES 1 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

RAPPEL DES CONSIGNES  
 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 
 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 

 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
___________________________________________________________________________________ 
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EXERCICE I

On note 𝑓𝑓𝑓𝑓 la fonction définie sur ]0,1[ par :

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡) =
ln 𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 1

.

Q1. Soit 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℕ. Justifier l'existence puis calculer l'intégrale

𝐼𝐼𝐼𝐼𝑘𝑘𝑘𝑘 = � 𝑡𝑡𝑡𝑡2𝑘𝑘𝑘𝑘 ln 𝑡𝑡𝑡𝑡 d𝑡𝑡𝑡𝑡.
1

0

Q2. Justifier que la fonction 𝑓𝑓𝑓𝑓 est intégrable sur ]0,1[, puis démontrer que :

� 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)d𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝜋𝜋𝜋𝜋2

8
.

1

0

On pourra utiliser librement que :

�
1
𝑛𝑛𝑛𝑛2

=
+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

𝜋𝜋𝜋𝜋2

6
.

EXERCICE II

Q3. Justifier que la fonction ln est concave sur ]0, +∞[ et en déduire que :

∀(𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐𝑐) ∈ ]0, +∞[3, √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏3 ≤
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐

3
.

On note 𝑓𝑓𝑓𝑓 la fonction définie sur ]0, +∞[2 par :

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥; 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 +
1
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦

.

Q4. Démontrer que 𝑓𝑓𝑓𝑓 admet un unique point critique sur l’ouvert ]0, +∞[2, puis démontrer que 𝑓𝑓𝑓𝑓
admet un extremum global que l'on déterminera.
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PROBLÈME 
Un peu d'arithmétique avec la fonction zêta de Riemann

On note 𝜁𝜁𝜁𝜁 la fonction zêta de Riemann définie sur ]1, +∞[ par :

𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
1
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥

.
+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

Le problème est constitué de trois parties indépendantes dans une large mesure.

Partie I - Algorithmique : calcul de zêta aux entiers pairs

La suite des nombres de Bernoulli notée (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ est définie par :

𝑏𝑏𝑏𝑏0 = 1, ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 1,   𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 =
−1
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1

��
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1
𝑘𝑘𝑘𝑘 �

𝑛𝑛𝑛𝑛−1

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘.

Leonhard Euler (1707-1783) a démontré la formule suivante qui exprime les nombres 𝜁𝜁𝜁𝜁(2𝑘𝑘𝑘𝑘) à
l’aide des nombres de Bernoulli :

∀𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℕ∗, 𝜁𝜁𝜁𝜁(2𝑘𝑘𝑘𝑘) =
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘−122𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝜋𝜋𝜋𝜋2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑏𝑏𝑏𝑏2𝑘𝑘𝑘𝑘

(2𝑘𝑘𝑘𝑘)!
.

Dans cette partie (informatique pour tous), on se propose de programmer le calcul des nombres de 
Bernoulli 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 afin d'obtenir des valeurs exactes de 𝜁𝜁𝜁𝜁(2𝑘𝑘𝑘𝑘).

Les algorithmes demandés doivent être écrits en langage Python. On sera très attentif à la rédaction 
du code notamment à l'indentation.

Q5. Écrire une fonction factorielle(n) qui renvoie la factorielle d'un entier  𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ.

Q6. On considère la fonction Python suivante  binom(n,p) qui renvoie le coefficient

binomial �n
p� :

def binom(n, p):
if not(0<= p <= n):

return 0
return factorielle(n)//(factorielle(p)*factorielle(n-p))

Combien de multiplications sont effectuées lorsque l'on exécute binom(30,10)?
Expliquer pourquoi il est possible de réduire ce nombre de multiplications à 20 ? Quel serait 
le type du résultat renvoyé si l'on remplaçait la dernière ligne de la fonction binom par 
return factorielle(n)/(factorielle(p)*factorielle(n-p))?
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Q7. Démontrer que, pour 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 1, on a

�
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝𝑝�

=
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝𝑝 �
𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1
𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1�

.

En déduire une fonction récursive binom_rec(n,p) qui renvoie le coefficient 

binomial �n
p�.

Q8. Écrire une fonction non récursive bernoulli(n) qui renvoie une valeur approchée du 
nombre rationnel 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛. On pourra utiliser librement une fonction binomial(n,p)qui renvoie 

le coefficient binomial �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝�.
Par exemple bernoulli(10) renvoie 0,075 757 575 757 575 76  qui est une valeur 

approchée de .10
5

66
=b

Partie II - Généralités sur la fonction zêta

Pour tout 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 la fonction définie sur ]1, +∞[ par :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) =
1
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥

.

Q9. Pour tout 𝑎𝑎𝑎𝑎 > 1 réel, démontrer que la série ln∑ a
n

n
converge.

Q10. Démontrer que la fonction 𝜁𝜁𝜁𝜁 est de classe 𝐶𝐶𝐶𝐶1 sur ]1, +∞[, puis qu’elle est décroissante.

Q11. La série de fonctions ∑ nf converge-t-elle uniformément sur ]1, +∞[ ?

Q12. Déterminer la limite de 𝜁𝜁𝜁𝜁 en +∞.

Q13. Soit 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1. On pose :

𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
d𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥

+∞

1
  .

Démontrer que :

𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 1.

En déduire un équivalent de 𝜁𝜁𝜁𝜁 au voisinage de 1.

Q14. Un premier lien avec l'arithmétique : pour tout 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛 le nombre de diviseurs de 

l'entier 𝑛𝑛𝑛𝑛. On pose 𝐴𝐴𝐴𝐴 = ℕ∗ × ℕ∗ et on prend 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1. Justifier que la famille � 1
(ab)x�

(a,b)∈A
est 

sommable et que sa somme vaut 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)2. En déduire que :

𝜁𝜁𝜁𝜁2(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

  .

On pourra considérer la réunion ⋃ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ où 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = {(𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏) ∈ 𝐴𝐴𝐴𝐴 , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑛𝑛𝑛𝑛}.
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Q7. Démontrer que, pour 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 1, on a

�
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝𝑝�

=
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝𝑝 �
𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1
𝑝𝑝𝑝𝑝 − 1�

.

En déduire une fonction récursive binom_rec(n,p) qui renvoie le coefficient 

binomial �n
p�.

Q8. Écrire une fonction non récursive bernoulli(n) qui renvoie une valeur approchée du 
nombre rationnel 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛. On pourra utiliser librement une fonction binomial(n,p)qui renvoie 

le coefficient binomial �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝�.
Par exemple bernoulli(10) renvoie 0,075 757 575 757 575 76  qui est une valeur 

approchée de .10
5

66
=b

Partie II - Généralités sur la fonction zêta

Pour tout 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 la fonction définie sur ]1, +∞[ par :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) =
1
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥

.

Q9. Pour tout 𝑎𝑎𝑎𝑎 > 1 réel, démontrer que la série ln∑ a
n

n
converge.

Q10. Démontrer que la fonction 𝜁𝜁𝜁𝜁 est de classe 𝐶𝐶𝐶𝐶1 sur ]1, +∞[, puis qu’elle est décroissante.

Q11. La série de fonctions ∑ nf converge-t-elle uniformément sur ]1, +∞[ ?

Q12. Déterminer la limite de 𝜁𝜁𝜁𝜁 en +∞.

Q13. Soit 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1. On pose :

𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
d𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥

+∞

1
  .

Démontrer que :

𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≤ 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 1.

En déduire un équivalent de 𝜁𝜁𝜁𝜁 au voisinage de 1.

Q14. Un premier lien avec l'arithmétique : pour tout 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛 le nombre de diviseurs de 

l'entier 𝑛𝑛𝑛𝑛. On pose 𝐴𝐴𝐴𝐴 = ℕ∗ × ℕ∗ et on prend 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1. Justifier que la famille � 1
(ab)x�

(a,b)∈A
est 

sommable et que sa somme vaut 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)2. En déduire que :

𝜁𝜁𝜁𝜁2(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

  .

On pourra considérer la réunion ⋃ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ où 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 = {(𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏) ∈ 𝐴𝐴𝐴𝐴 , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑛𝑛𝑛𝑛}.
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Partie III - Produit eulérien

Soit 𝑠𝑠𝑠𝑠 > 1 un réel fixé. On définit une variable aléatoire 𝑋𝑋𝑋𝑋 à valeurs dans ℕ∗ sur un espace 
probabilisé (Ω,𝒜𝒜𝒜𝒜, 𝑃𝑃𝑃𝑃) par :

∀𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ ℕ∗, 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝑘𝑘𝑘𝑘) =
1

𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠
 .

On rappelle qu'un entier 𝑎𝑎𝑎𝑎 divise un entier 𝑏𝑏𝑏𝑏 s'il existe un entier 𝑐𝑐𝑐𝑐 tel que 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐. On note alors 𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑏𝑏𝑏𝑏.

Q15. Soit 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ ℕ∗. Démontrer que *( )∈ = sP a
a

X 1 .

Q16. Soient 𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 dans ℕ∗ des entiers premiers entre eux deux à deux et 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ ℕ∗.
Démontrer par récurrence sur 𝑛𝑛𝑛𝑛 que :

(𝑎𝑎𝑎𝑎1|𝑁𝑁𝑁𝑁, 𝑎𝑎𝑎𝑎2|𝑁𝑁𝑁𝑁, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛|𝑁𝑁𝑁𝑁) ⟺ 𝑎𝑎𝑎𝑎1 × 𝑎𝑎𝑎𝑎2 × ⋯× 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛|𝑁𝑁𝑁𝑁.

Le résultat persiste-t-il si les entiers 𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 sont seulement supposés premiers dans leur 
ensemble, c'est-à-dire lorsque leur PGCD vaut 1 ?

Q17. En déduire que si 𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 sont des entiers de ℕ∗ premiers entre eux deux à deux, alors 
les événements [𝑋𝑋𝑋𝑋 ∈ 𝑎𝑎𝑎𝑎1ℕ∗], … , [𝑋𝑋𝑋𝑋 ∈ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛ℕ∗] sont mutuellement indépendants. 
On pourra noter (𝑏𝑏𝑏𝑏1, … , 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑟𝑟𝑟𝑟) une sous-famille de la famille (𝑎𝑎𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛).

On note (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ = (2, 3, 5, 7, 11, … ) la suite croissante des nombres premiers. 
Pour tout entier  𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛 l'ensemble des 𝜔𝜔𝜔𝜔 ∈ Ω tels que  𝑋𝑋𝑋𝑋(𝜔𝜔𝜔𝜔) n'est divisible par aucun 
des nombres premiers 𝑝𝑝𝑝𝑝1, 𝑝𝑝𝑝𝑝2, … , 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛.

Q18. Soit 𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗. Déduire des questions précédentes que :

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝐵𝐵𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛) =  ��1 −
1
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠
� .

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

Q19. Soit 𝜔𝜔𝜔𝜔 dans ⋂ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ . Que vaut 𝑋𝑋𝑋𝑋(𝜔𝜔𝜔𝜔) ? En déduire que :

𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑠𝑠𝑠𝑠) = lim
𝑛𝑛𝑛𝑛→+∞

�
1

1 − 1
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑠𝑠𝑠𝑠

 
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

.

On se propose, en application, de prouver que la série ∑ 1
pn

des inverses des nombres premiers 

diverge. On raisonne pour cela par l'absurde en supposant que la série ∑ 1
pn

converge.

On pose pour tout  𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
1

1 − 1
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

 .

Q20. Justifier que la suite (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛) converge vers un réel 𝑙𝑙𝑙𝑙 et que l'on a pour tout réel 𝑠𝑠𝑠𝑠 > 1, 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≥ 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑠𝑠𝑠𝑠).
Conclure.

FIN
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème indépendants. 

 
 
 

SESSION 2021                         MP3M2             
 

 
 

 
 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 2 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

RAPPEL DES CONSIGNES  
 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 
 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 

 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
___________________________________________________________________________________ 
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Notations pour l’ensemble du sujet : 
K désigne   ou  .   
On note, pour n entier naturel, 2n  : 

– nM (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients dans K. 

–  nD   le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de  .nM     
 

EXERCICE 
 
Q1. On munit  nM   du produit scalaire canonique ( BA trace ).( BAt ), déterminer 

  nD
 , l’orthogonal de  nD   pour ce produit scalaire. 

 
PROBLÈME - Théorème de décomposition de Dunford 

 
On admet le théorème suivant que l’on pourra utiliser librement : 
 
Si A est une matrice de  KnM  telle que son polynôme caractéristique A  soit scindé sur K, alors 
il existe un unique couple  ND,  de matrices de  KnM  vérifiant les quatre propriétés : 
(1)  NDA   ;  
(2)  D est diagonalisable dans  KnM  (pas nécessairement diagonale) ; 
(3)  N est nilpotente ; 
(4)  NDDN  . 
 
De plus, D et N sont des polynômes en  A  et A D  . 
 
Le couple  ND,  s’appelle la décomposition de Dunford de A. 
 
Partie I - Quelques exemples 
 
Q2. Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A de  KnM  lorsque A est 

diagonalisable, puis lorsque la matrice A de  KnM  est nilpotente.  
 Justifier qu’une matrice trigonalisable vérifie l’hypothèse du théorème, admettant ainsi une 

décomposition de Dunford. 

 Le couple de matrices 























00
10

,
20
01

 est-il la décomposition de Dunford de la matrice 









20
11

 ? 

 
Q3. Donner un exemple d’une matrice de  2M   n’admettant pas de décomposition de Dunford 

dans  2M  . 
 

Q4. Soit la matrice 



















502
613
803

A . 
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Calculer son polynôme caractéristique Aχ , puis donner le couple ( )ND, de la décomposition 
de Dunford de A (on utilisera le fait que A Dχ χ= ).

Q5. Application

Pour A ∈ ( )KnM , exp(A)
0

1
!

k

k
A

k

+∞

=
= ∑ est l’exponentielle de la matrice A.

Déduire de la question précédente l’exponentielle de la matrice A définie en Q4.
On pourra utiliser sans démonstration que si M et N sont deux matrices de ( )KnM qui 

commutent, exp ( ) ( )( ) exp expM N M N+ = .

Q6. Soit ( )KnA M∈ telle que 2( ) 0nA A I− = .

Justifier que le polynôme )1( −XX est annulateur de la matrice 2A .
Démontrer que le couple ( )ND, de la décomposition de Dunford de la matrice A est donné 
par : 2D A= et 2N A A= − .

Partie II - Un exemple par deux méthodes

Soit la matrice 
















−

−
=

211
102
113

A .

On note u l’endomorphisme de 3
 canoniquement associé à la matrice A.

On notera id l’application identité de 3.

Q7. La matrice A est-elle diagonalisable dans ( )3M  ?

Démontrer qu’on a la somme directe : 3 2ker( id) ker( 2id)u u= − ⊕ − .

Q8. Déterminer une base ( )1 2 3, ,e e e de 3
 telle que :

=− )idker(u vect{ }1e , =− )id2ker(u vect{ }2e et 2ker( 2id)u − = vect{ }32 ,ee .

Écrire la matrice B de u dans la base ( )1 2 3, ,e e e de 3.

Q9. Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le couple 
(on calculera ces matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice A.

Q10. Décomposer en éléments simples la fraction  2
1

( 1) ( 2)X X− −
et en déduire deux polynômes 

U et V tels que :
2( 1) ( ) ( 2) ( ) 1X U X X V X− + − = avec  2deg <U et  1deg <V .

Q11. On pose les endomorphismes : 2( ) ( 2id)p V u u= − et )id()( −= uuUq  .
Calculer )()( xqxp + pour tout x vecteur de 3.

Démontrer que p est le projecteur sur )idker( −u parallèlement à 2ker( 2id)u − et q est le 
projecteur sur 2ker( 2id)u − parallèlement à )idker( −u .
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Q12. On pose qpd 2+= . Écrire la matrice de d dans la base ( )1 2 3, ,e e e de 3
 (de la 

question Q8).
Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice A en exprimant D et N
comme polynômes de la matrice A (sous forme développée).

Partie III - Une preuve de l’unicité de la décomposition

Q13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note 

1 2, ,..., pλ λ λ les valeurs propres de u et pour tout pi ≤≤1 , ( )
i

E uλ le sous-espace propre de u

associé à la valeur propre .iλ
Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.
Pour tout pi ≤≤1 , on pourra noter iv l’endomorphisme induit par v sur ( )

i
E uλ .

Q14. Soient A et B deux matrices diagonalisables de ( )KnM qui commutent. Démontrer que la 
matrice BA − est diagonalisable.

Q15. Soient A et B deux matrices nilpotentes de ( )KnM qui commutent, démontrer que la matrice 
BA − est nilpotente.

Q16. Déterminer les matrices de ( )KnM qui sont à la fois diagonalisables et nilpotentes.

Q17. Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée A de ( )KnM à polynôme
caractéristique scindé, l’existence d’un couple ( )ND, vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4) 
et tel que D et N soient des polynômes en A.
Établir l’unicité du couple ( )ND, dans la décomposition de Dunford.

Partie IV - Non continuité de l’application A D

Q18. On note D l’ensemble des matrices de ( )nM  qui sont diagonalisables.

 D est-il un espace vectoriel ?
Si P est une matrice inversible de ( )nM  , justifier que l’application de ( )nM  vers 

( )nM  , 1M PMP−
 est continue.

Q19. Démontrer que D est dense dans ( )nM  .

Q20. Si ( )ND, est le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A, on note ϕ
l’application de ( )nM  dans D qui à la matrice A associe la matrice D.

Justifier que ϕ est l’application identité sur D et en déduire que l’application ϕ n’est pas
continue.

FIN
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’un exercice et de deux problèmes indépendants.
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SESSION 2021                          PSI1M            
 

 
 
 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PSI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
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couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
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 Ne pas utiliser de correcteur. 
 

 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
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EXERCICE
Étude d’extremums

On considère la fonction f définie sur R2 par : ∀(x, y) ∈ R2, f (x, y) = x3 + y3 − 3xy.

L’objectif de cet exercice est d’étudier l’existence d’extremums pour f .

Q1. Déterminer les points critiques de f .

Q2. Expliciter des points (x, y) ∈ R2 arbitrairement proches de (0, 0), tels que f (x, y) < 0.
Expliciter de même des points (x, y) ∈ R2 arbitrairement proches de (0, 0), tels que f (x, y) > 0.
La fonction f admet-elle en (0, 0) un maximum local, un minimum local ou aucun des deux?

On considère la fonction g définie sur R2 par : ∀(u, v) ∈ R2, g(u, v) = f (1 + u, 1 + v) − f (1, 1).

Q3. Calculer, pour tout (u, v) ∈ R2, g(u, v) puis, pour tout (r, θ) ∈ R+ × R, g(r cos θ, r sin θ).

Q4. Prouver que pour tout (r, θ) ∈ R+ × R, on a : g(r cos θ, r sin θ) ≥ 3r2
(
1
2
− 2r
)
.

Que peut-on en conclure?

Q5. La fonction f possède-t’elle un ou des extremums globaux?
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PROBLÈME 1
Étude d’une famille de séries entières

Dans tout le problème, α désigne un nombre réel. On noteDα l’ensemble des réels x pour lesquels la

série entière
∑
n≥1

xn

nα
est convergente et on pose, pour tout x ∈ Dα :

fα(x) =
+∞∑
n=1

xn

nα
.

Objectifs

Ce problème est composé de trois parties indépendantes.

Dans la Partie I, on étudie quelques propriétés élémentaires des fonctions fα.

L’objectif de la Partie II est de construire un logarithme complexe.

Enfin, la Partie III permet d’obtenir un équivalent de fα(x) lorsque x tend vers 1, dans le cas α ∈]0, 1[.

Partie I - Quelques propriétés des fonctions fα

Q6. Déterminer le rayon de convergence R commun aux séries entières définissant les fonctions fα.

Q7. Déterminer, suivant les valeurs du réel α, le domaine de définition Dα de la fonction fα. On
distinguera les cas α ∈] −∞, 0], α ∈]0, 1] et α ∈]1,+∞[.

Q8. On suppose dans cette question α > 0. Déterminer, pour tout x ∈ Dα, le signe de fα(x).

Q9. Expliciter f0, f−1 et f1.

Q10. Soit α > 1. Prouver que fα est continue surDα.

Q11. Soit α ≤ 1. Prouver que lim
x→1−

fα(x) = +∞. On pourra comparer fα à f1.

On suppose dans les deux prochaines questions qu’il existe un réel λ ≥ 0 et une variable aléatoire Xα,
définie sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et à valeurs dans N∗, tels que la fonction génératrice Gα
de Xα soit :

Gα = λ fα.

Q12. Montrer que α > 1 et λ =
1

fα(1)
.

Q13. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la variable aléatoire Xα admette une
espérance.
Déterminer cette espérance en fonction de fα(1) et fα−1(1) seulement.
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Partie II - Un logarithme complexe

Q14. Donner sans démonstration le développement en série entière au voisinage de 0 de la fonction
qui à x ∈] − 1, 1[ associe ln(1 + x).

Pour tout nombre complexe z, tel que la série
∑
n≥1

(−z)n

n
est convergente, on note : S (z) = −

+∞∑
n=1

(−z)n

n
.

Q15. Donner le rayon de convergence R de la série entière définissant S . Pour tout x réel élément
de ] − R,R[, déterminer la valeur de exp(S (x)).

Soit z0 ∈ C tel que |z0| < R. On considère la série entière de la variable réelle t suivante :

∑
n≥1

(−1)n−1 zn
0

n
tn.

En cas de convergence, on note g(t) sa somme.

On a donc, pour t ∈ R tel que la série est convergente, g(t) = S (tz0).

Q16. Déterminer le rayon de convergence de la série entière définissant g.

Q17. Prouver que g est définie et de classe C∞ sur [0, 1]. Déterminer, pour tout t ∈ [0, 1], g′(t).

Q18. On pose h = exp ◦g. Prouver que pour tout t ∈ [0, 1] :

h′(t) =
z0

1 + tz0
h(t).

Q19. Résoudre l’équation différentielle de la question précédente et en déduire que :

exp(S (z0)) = z0 + 1.
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Partie III - Un équivalent de fα(x) quand x tend vers 1,
dans le cas où α ∈]0, 1[

Dans toute cette partie, on suppose que α ∈]0, 1[. L’objectif est de donner un équivalent de fα(x)
quand x tend vers 1.

Pour tout x ∈]0, 1[, on considère l’intégrale : I(x) =
∫ +∞

0

xt

tα
dt.

Q20. Justifier que, pour tout x ∈]0, 1[, l’intégrale I(x) est convergente.

Q21. On rappelle que la fonction Γ d’Euler est définie sur R∗+ par : ∀s ∈ R∗+, Γ(s) =
∫ +∞

0
ts−1e−tdt.

Pour tout x ∈]0, 1[, déterminer une expression de I(x) faisant intervenir ln(x), α et Γ(1 − α).

Q22. Prouver que, pour tout x ∈]0, 1[, la fonction t �→ xt

tα
définie pour tout t ∈ R∗+ est décroissante

sur R∗+.

Q23. En déduire, pour tout x ∈]0, 1[, l’encadrement :
∫ +∞

1

xt

tα
dt ≤ fα(x) ≤

∫ +∞

0

xt

tα
dt.

Q24. En déduire un équivalent de fα(x) quand x tend vers 1.
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PROBLÈME 2
Pour tout C ∈Mn(C), det(In + CC) ∈ R+

Dans ce problème, n désigne un entier non nul fixé.
On note Mn(C) (respectivement Mn(R)) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coeffi-
cients dans C (respectivement R), GLn(C) l’ensemble des matrices inversibles de taille n à coefficients
dans C et Mn,1(C) l’espace vectoriel des matrices colonnes de taille n à coefficients dans C.
Pour toute matrice M ∈ Mn(C), on note χM = det(XIn − M) son polynôme caractéristique et Sp(M)
l’ensemble de ses valeurs propres complexes. On pourra utiliser librement les produits matriciels par
blocs.

Objectifs

On s’intéresse dans la Partie I à trois cas particuliers.
On montre d’abord que det(In +CC) ≥ 1 dans le cas particulier des matrices diagonales complexes
C, où C désigne la matrice conjuguée de C, c’est-à-dire la matrice obtenue en considérant le conjugué
de chaque coefficient de C.
On montre ensuite que det(In +C2) ≥ 1 dans le cas particulier des matrices symétriques réelles C.
On considère enfin le cas des matrices réelles C pour lesquelles on démontre que det(In +C2) ∈ R+.

La Partie II est consacrée au cas général.
On montre que pour toute matrice C de Mn(C), det

(
In +CC

)
∈ R+.

Partie I - Trois cas particuliers

Q25. On se place dans le cas particulier où C est une matrice de Mn(C) diagonale. Démontrer que
det
(
In +CC

)
∈ R et que :

det
(
In +CC

)
≥ 1,

avec égalité si et seulement si C = 0Mn(C).

Q26. On se place dans le cas particulier où C est une matrice de Mn(R) symétrique. Démontrer que :

det
(
In +C2

)
≥ 1,

avec égalité si et seulement si C = 0Mn(R).

Q27. Démontrer par récurrence sur n que : ∀A ∈Mn(C), det
(
A
)
= det(A).

Q28. On suppose dans cette question que C est une matrice de Mn(R). Déduire de la question pré-
cédente que, dans ce cas, on a :

det
(
In +C2

)
= | det(C − iIn)|2.

En déduire que det
(
In +C2

)
∈ R+ et que det

(
In +C2

)
= 0 si et seulement si i ∈ Sp(C).
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Partie II - Le cas général

On considère dans cette partie une matrice C de Mn(C) et on démontre que det(In +CC) ∈ R+.
Seule la Q27 de la partie I sera utile pour la suite.

Q29. En considérant le produit matriciel
(
In -C
C In

) (
In 0
-C In

)
, démontrer que :

det(In +CC) = det
(
In -C
C In

)
.

On notera désormais : C0 =

(
In -C
C In

)
.

Q30. Soient (r, s, t, u) ∈ C4 et (e1, e2) la base canonique de C2. On note ϕ l’endomorphisme de C2

dont la matrice dans la base (e1, e2) est
(
r s
t u

)
. Exprimer la matrice de ϕ dans la base (e2, e1).

Q31. Soit (R, S , T,U) ∈ (Mn(C))4. En s’inspirant de la question précédente, montrer que la matrice(
R S
T U

)
est semblable dans M2n(C) à la matrice

(
U T
S R

)
. Montrer de même que

(
R S
T U

)
est

semblable à la matrice
(

R -S
-T U

)
.

Q32. En déduire que le polynôme caractéristique de la matrice C0 est à coefficients réels.

Pour la suite, nous écrirons les vecteurs de M2n,1(C) sous la forme
(
X
Y

)
, où (X, Y) ∈ (Mn,1(C))2.

On considère l’application Ω : M2n,1(C)→M2n,1(C) définie par :

∀
(
X
Y

)
∈M2n,1(C),Ω

((
X
Y

))
=

(
-Y
X

)
.

Q33. Démontrer les propriétés suivantes de l’application Ω :

a) Pour tout
(
X
Y

)
∈M2n,1(C), C0Ω

((
X
Y

))
= Ω

(
C0

(
X
Y

))
;

b) Ω ◦Ω = - idM2n,1(C) ;

c) Pour tout
(
X
Y

)
∈M2n,1(C) et tout λ ∈ C, Ω

(
λ

(
X
Y

))
= λΩ

((
X
Y

))
.

Q34. Soit
(
X
Y

)
∈ M2n,1(C) \ {0M2n,1(C)}.

Montrer que la famille
((

X
Y

)
,Ω

((
X
Y

)))
est libre et que le plan Vect

((
X
Y

)
,Ω

((
X
Y

)))
est stable

par Ω.
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Q35. Soit E un sous-espace vectoriel de M2n,1(C) stable par Ω et soit
(
X
Y

)
∈M2n,1(C) \ E.

Montrer que :

E ∩ Vect
((

X
Y

)
,Ω

((
X
Y

)))
= {0M2n,1(C)}.

Pour tout λ ∈ Sp(C0), on note αλ ∈ N∗ sa multiplicité comme racine du polynôme caractéristique. On
peut donc écrire : χC0 =

∏
λ∈Sp(C0)

(X − λ)αλ . On note alors, pour tout λ ∈ Sp(C0) :

Fλ = ker
(
(λI2n −C0)αλ

)
.

On admet, pour traiter la Q38, que pour tout λ ∈ Sp(C0), on a : dim Fλ = αλ.

Q36. Montrer que pour tout λ ∈ Sp(C0), on a : Ω(Fλ) = Fλ.

Q37. Montrer que si λ ∈ Sp(C0) ∩ R, alors Fλ est de dimension paire.

Q38. Conclure que : det(C0) ∈ R+.

FIN
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Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Les urnes de Pólya

On fixe un couple d’entiers (b, r) ∈ N∗ × N∗. On suppose que l’on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considère une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher. On procède à des tirages successifs dans cette urne en respec-
tant à chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans l’urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans l’urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-ième
tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans l’urne
à l’issue du n-ième tirage dans un cas particulier.

Pour tout n ∈ N∗, on désigne par Xn la variable aléatoire égale à 1 si la boule tirée au n-ième tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n-ième tirage est rouge. On considère également la suite de variables
aléatoires réelles (Sn)n∈N définie par :

S0 = b et ∀n ∈ N∗, Sn = b +
n∑

k=1

Xk.

On rappelle que si E et F sont deux évènements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou PF(E)) par :

P(E | F) = PF(E) =
P(E ∩ F)

P(F)
.

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de X1.

Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X2 sachant l’évènement (X1 = 1). En déduire la loi de X2.

Q3. Soit n ∈ N. Que représente la variable aléatoire Sn ? Quel est l’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire Sn ?

Partie II - La loi de Xn

Dans cette partie, on considère un entier n ∈ N∗.
Q4. Pour tout k ∈ �b, n + b�, calculer P(Xn+1 = 1 | Sn = k).

Q5. À l’aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

P(Xn+1 = 1) =
E(Sn)

b + r + n
.

Q6. Montrer par récurrence que Xn suit la loi de Bernoulli de paramètre
b

b + r
pour tout n ∈ N∗.

2/8



EXERCICE 1
Les urnes de Pólya

On fixe un couple d’entiers (b, r) ∈ N∗ × N∗. On suppose que l’on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considère une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher. On procède à des tirages successifs dans cette urne en respec-
tant à chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans l’urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans l’urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-ième
tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans l’urne
à l’issue du n-ième tirage dans un cas particulier.

Pour tout n ∈ N∗, on désigne par Xn la variable aléatoire égale à 1 si la boule tirée au n-ième tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n-ième tirage est rouge. On considère également la suite de variables
aléatoires réelles (Sn)n∈N définie par :

S0 = b et ∀n ∈ N∗, Sn = b +
n∑

k=1

Xk.

On rappelle que si E et F sont deux évènements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F (notée P(E | F) ou PF(E)) par :

P(E | F) = PF(E) =
P(E ∩ F)

P(F)
.

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de X1.

Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X2 sachant l’évènement (X1 = 1). En déduire la loi de X2.

Q3. Soit n ∈ N. Que représente la variable aléatoire Sn ? Quel est l’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire Sn ?

Partie II - La loi de Xn

Dans cette partie, on considère un entier n ∈ N∗.
Q4. Pour tout k ∈ �b, n + b�, calculer P(Xn+1 = 1 | Sn = k).

Q5. À l’aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

P(Xn+1 = 1) =
E(Sn)

b + r + n
.

Q6. Montrer par récurrence que Xn suit la loi de Bernoulli de paramètre
b

b + r
pour tout n ∈ N∗.

2/8

Partie III - La loi de Sn dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b = r = 1 et on considère un entier n ∈ N∗.
Q7. Exprimer l’évènement (Sn = 1) avec les évènements (Xk = 0) pour k ∈ �1, n� .

Q8. Montrer que P(Sn = 1) =
1

n + 1
.

On admet dans la suite que l’on a de même P(Sn = n + 1) =
1

n + 1
.

Q9. Soit (k, �) ∈ �1, n + 2� × �1, n + 1�. Calculer la probabilité P(Sn+1 = k | Sn = �) dans chacun des
trois cas suivants :

(i) � � {k − 1, k}, (ii) � = k − 1, (iii) � = k.

Q10. Montrer que pour tout k ∈ �2, n + 1�, on a la relation :

P(Sn+1 = k) =
k − 1
n + 2

P(Sn = k − 1) +
n + 2 − k

n + 2
P(Sn = k).

Q11. Montrer par récurrence que Sn suit la loi uniforme sur �1, n + 1�.

3/8



EXERCICE 2
Résolution d’une équation fonctionnelle

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f : ]0,+∞[→ R vérifiant les relations :

lim
x→+∞

f (x) = 0 et ∀x ∈ ]0,+∞[, f (x + 1) + f (x) =
1
x2 . (P)

Partie I - Existence et unicité de la solution du problème (P)

Dans cette partie, on démontre que le problème (P) admet une unique solution et on détermine une
expression de celle-ci sous la forme d’une série de fonctions.

I.1 - Existence de la solution

Pour tout k ∈ N, on définit la fonction ϕk : ]0,+∞[→ R par :

∀x ∈ ]0,+∞[, ϕk(x) =
(−1)k

(x + k)2 .

Q12. Montrer que la série de fonctions
∑
k�0

ϕk converge simplement sur ]0,+∞[.

Dans tout le reste de cet exercice, on note ϕ : ]0,+∞[→ R la somme de la série
∑
k�0

ϕk.

Q13. Montrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[, on a ϕ(x + 1) + ϕ(x) =
1
x2 .

Q14. En utilisant le théorème spécial des séries alternées, montrer que :

∀x ∈ ]0,+∞[, ∀n ∈ N,
∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

ϕk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ �
1

(x + n + 1)2 .

Q15. Montrer que la fonction ϕ est une solution de (P).

I.2 - Unicité de la solution

Q16. Montrer que si f : ]0,+∞[→ R est une solution de (P), alors pour tout n ∈ N, on a :

∀x ∈ ]0,+∞[, f (x) = (−1)n+1 f (x + n + 1) +
n∑

k=0

(−1)k

(x + k)2 .

Q17. En déduire que la fonction ϕ est l’unique solution de (P).
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Partie II - Étude de la solution du problème (P)

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de l’unique solution ϕ : ]0,+∞[→ R du problème (P).

Q18. Soit ε > 0. Montrer que la série de fonctions
∑
k�0

ϕk converge uniformément sur [ε,+∞[.

Q19. Montrer que la fonction ϕ est continue sur ]0,+∞[. En utilisant le fait que ϕ est une solution du
problème (P), en déduire un équivalent simple de ϕ au voisinage de 0+.

Q20. Justifier que la fonction ϕ est dérivable sur ]0,+∞[ et que l’on a :

∀x ∈ ]0,+∞[, ϕ′(x) =
+∞∑
k=0

2(−1)k+1

(x + k)3 .

Q21. En déduire que la fonction ϕ est décroissante sur ]0,+∞[.

Q22. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer que :

∀x ∈ ]1,+∞[,
1
x2 � 2ϕ(x) �

1
(x − 1)2 .

En déduire un équivalent de ϕ en +∞.

Partie III - Expression intégrale de la solution du problème (P)

Dans cette partie, on détermine une expression de ϕ sous la forme d’une intégrale. On considère un
élément x ∈ ]0,+∞[.

Q23. Pour tout k ∈ N, montrer que la fonction t �→ tx+k−1 ln(t) est intégrable sur ]0, 1] et que l’on a :
∫ 1

0
tx+k−1 ln(t)dt = − 1

(x + k)2 .

Q24. En déduire que la fonction t �→ tx−1 ln(t)
1 + t

est intégrable sur ]0, 1] et que :

ϕ(x) = −
∫ 1

0

tx−1 ln(t)
1 + t

dt.
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EXERCICE 3
Approximation d’une racine carrée par la méthode de Héron

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ et on note In la matrice identité deMn(R). De plus,
si M ∈ Mn(R), on désigne par MT la transposée de la matrice M et par Tr(M) la trace de la matrice M.

Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

On considère la suite de fonctions ( fk)k∈N définie par :

f0 : R+ → R et ∀x ∈ R+, f0(x) = 1

et la relation de récurrence :

∀k ∈ N∗, fk : R+ → R et ∀x ∈ R+ fk(x) =
1
2

(
fk−1(x) +

x
fk−1(x)

)
.

On admet que la suite ( fk)k∈N est correctement définie par les relations ci-dessus. Dans la suite, on pourra
utiliser sans la démontrer l’inégalité :

∀k ∈ N, ∀x ∈ R+, fk(x) > 0.

I.1 - Convergence de la suite ( fk)k∈NNN

Q25. Soit x ∈ R+. En calculant ( fk(x))2 − x, montrer que fk(x) �
√

x pour tout k ∈ N∗.
Q26. Soit x ∈ R+. Montrer que la suite ( fk(x))k∈N∗ est décroissante.

Q27. Déduire des deux questions précédentes que la suite de fonctions ( fk)k∈N converge simplement
vers la fonction f : R+ → R définie par f (x) =

√
x pour tout x ∈ R+.

I.2 - Majoration de l’erreur

Q28. Soit x ∈ R+. Montrer que pour tout k ∈ N, on a :

fk+1(x) −
√

x =
fk(x) −

√
x

2

(
1 −

√
x

fk(x)

)
.

Q29. Soit x ∈ R+. En déduire que pour tout k ∈ N∗, on a :

∣∣∣ fk(x) −
√

x
∣∣∣ � 1 + x

2k .
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Partie II - Généralités sur les racines carrées d’une matrice

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(R) admet une racine carrée s’il existe B ∈ Mn(R) telle que A = B2. Dans
ce cas, on dit que B est une racine carrée de A.

Q30. Soit A ∈ Mn(R). Montrer que si A admet une racine carrée, alors det(A) � 0.

Q31. Étudier la réciproque de la propriété établie dans la question précédente dans le cas où n = 2. On
pourra considérer la matrice :

A =
(
0 1
0 0

)
∈ M2(R)

et écrire B =
(
a b
c d

)
avec (a, b, c, d) ∈ R4.

Dans tout le reste de l’exercice, on considère une matrice symétrique S ∈ Mn(R) dont toutes les valeurs
propres sont positives.

Q32. Justifier que la matrice S est diagonalisable dansMn(R).

Dans la suite de l’exercice, on note λ1, . . . , λn ∈ R+ les valeurs propres de S comptées avec leur multi-
plicité. On fixe une matrice orthogonale P ∈ GLn(R) telle que S = PDP−1 où :

D =


λ1 (0)
. . .

(0) λn

 ∈ Mn(R).

On considère également la matrice R = P∆P−1 avec :

∆ =



√
λ1 (0)
. . .

(0)
√
λn


.

Q33. Vérifier que R est une matrice symétrique et une racine carrée de S .

Partie III - Approximation d’une racine carrée d’une matrice symétrique

On note D+n l’ensemble des matrices diagonales deMn(R) dont les coefficients diagonaux sont stricte-
ment positifs. On considère également la partie CP deMn(R) définie par :

CP =
{
M ∈ Mn(R)

∣∣∣ P−1MP ∈ D+n
}
.

Q34. Vérifier que In ∈ CP. Montrer que si M ∈ CP, alors M est une matrice inversible et on a :

1
2

(
M + S M−1

)
∈ CP.
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La question précédente implique que l’on peut définir la suite (Uk)k∈N d’éléments de CP par :

U0 = In et ∀k ∈ N∗, Uk =
1
2

(
Uk−1 + S U−1

k−1

)
.

On considère également la suite (Vk)k∈N définie par Vk = P−1UkP pour tout k ∈ N.

Q35. Soit k ∈ N∗. Exprimer Vk en fonction de D et Vk−1. En déduire par récurrence sur k ∈ N que :

Vk =


fk(λ1) (0)

. . .

(0) fk(λn)



où fk est la fonction définie dans la partie I de cet exercice.

On considère l’application N :Mn(R)→ R définie par :

∀B ∈ Mn(R), N(B) =
√

Tr
(
BBT).

On admet que l’application N est une norme surMn(R).

Q36. Soit k ∈ N. Montrer que N(R − Uk) = N(∆ − Vk).

Q37. En déduire à l’aide de la question Q29 que pour tout k ∈ N∗, on a l’inégalité :

N(R − Uk) �
Tr(S ) + n

2k .

Q38. Conclure que la suite (Uk)k∈N converge vers R.

FIN
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois problèmes indépendants.
Le problème 1 est composé de trois parties et les problèmes 2 et 3 de deux parties.
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PROBLÈME 1

On rappelle que pour x réel strictement positif et α réel, on note xα = eα ln(x).
On considère la fonction g : x �−→ xx et on pose I =]0,+∞[ son ensemble de définition.

Partie I - Étude de la fonction g

Q1. Calculer g(1) et justifier que g est dérivable sur I.

Q2. Dresser le tableau de variations de g et préciser ses limites aux bornes de I.

Q3. Déterminer l’équation de la tangente au point d’abscisse 1 à la courbe représentative de g.

Q4. On admet que g(x) =
x→1

1 + (x − 1) + (x − 1)2 + o
(
(x − 1)2

)
. Déterminer la position relative de

la tangente au point d’abscisse 1 par rapport à la courbe représentative de g.
Q5. Représenter sur l’intervalle ]0, 2] la courbe représentative de g et la tangente obtenue dans la

question précédente sur le même graphique.
On donne e−1 ≈ 0, 37 et g(e−1) ≈ 0, 69.

Q6. En utilisant le graphique, justifier l’encadrement e−1 <

∫ 1

0
xx dx < 1.

Partie II - Une approximation plus précise de
∫ 1

0
xx dx

II.1 - Un calcul d’intégrales

Q7. Soit n ∈ N. Calculer
∫ 1

0
xn dx.

Q8. Soit (n, k) ∈ N∗ ×N. Justifier que la fonction x �−→ xn ln(x)k est prolongeable par continuité en
0 et que son prolongement prend la valeur 0 en 0.

Dans la suite, on notera la fonction prolongée de la même façon.

Q9. Soit (n, k) ∈ N∗ × N. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que :
∫ 1

0
xn (ln(x))k dx = − k

n + 1

∫ 1

0
xn (ln(x))k−1 dx.

Q10. Pour n ∈ N∗, en déduire par récurrence sur k, que pour tout entier naturel k, on a :
∫ 1

0
xn (ln(x))k dx =

(−1)kk!
(n + 1)k+1 .

Justifier que cette égalité est encore vraie pour (n, k) = (0, 0).
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II.2 - Expression de
∫ 1

0
xx dx à l’aide d’une série

Q11. Rappeler le développement en série entière de z �−→ ez ainsi que son rayon de convergence.

Q12. Justifier que
∫ 1

0
xx dx =

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(x ln(x))n

n!
dx.

Q13. En déduire l’égalité
∫ 1

0
xx dx =

+∞∑
n=0

(−1)n

(n + 1)n+1 .

Q14. Soit p ∈ N. On note Rp =

+∞∑
n=p+1

(−1)n

(n + 1)n+1 le reste au rang p de la série
+∞∑
n=0

(−1)n

(n + 1)n+1 et on

admet l’inégalité |Rp| ≤
1

(p + 2)p+2 .

Dans le langage Python, écrire une fonction approximation(e) qui prend en paramètre un
nombre réel strictement positif e et qui renvoie un nombre réel représentant l’approximation

de
∫ 1

0
xx dx dont l’erreur maximale commise est e.

Donner ensuite une valeur approchée de
∫ 1

0
xx dx à

1
27

près.

Partie III - Étude du point critique de la surface z = xy − x

Dans cette partie, on suppose l’espace R3 muni d’un repère orthonormé direct. Soit f la fonction de
deux variables définie par f : (x, y) �−→ xy − x.

Q15. Déterminer l’ensemble de définition Df de f et le représenter dans le plan.

Q16. Montrer que f admet un et un seul point critique dans Df et vérifier que la valeur de f en ce
point critique vaut 0.

Q17. Montrer que :
f (1 + h, 1 − h) =

h→0
− h2 + o(h2).

Q18. À l’aide des questions Q4 et Q17, justifier que le point critique n’est pas un extremum.

Q19. Déterminer l’équation du plan tangent à la surface d’équation z = f (x, y) au point (1, 1, 0).
Que peut-on affirmer sur la position relative de ce plan tangent à la surface?
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PROBLÈME 2
Calcul d’une limite à l’aide d’une série de Fourier

Pour n un entier naturel, on s’intéresse à l’intégrale :

In =

∫ +∞

0

sin
(
(2n + 1)x

)
sin(x)

e−x dx.

Partie I - Existence des In et réécriture

Q20. Déterminer la nature de I0 =

∫ +∞

0
e−x dx.

Q21. Montrer que la série
∑
p≥0

e−pπ converge et préciser la valeur de
+∞∑
p=0

e−pπ.

Q22. Pour θ ∈ R, démontrer l’égalité 1 − ei2θ = −2ieiθ sin(θ).

Q23. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a :

n∑
k=−n

e2ikx =
sin
(
(2n + 1)x

)
sin(x)

.

On pourra effectuer le changement d’indice k ← k + n.

Q24. En déduire que, pour tout réel x positif, on a :
∣∣∣∣∣∣
sin
(
(2n + 1)x

)
sin(x)

e−x

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2n + 1)e−x.

Q25. Montrer que, pour tout n ∈ N, l’intégrale In converge, puis justifier que l’on peut écrire :

In =

+∞∑
p=0

∫ (p+1)π

pπ


n∑

k=−n

e2ikx

 e−x dx.
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k=−n

e2ikx =
sin
(
(2n + 1)x

)
sin(x)

.

On pourra effectuer le changement d’indice k ← k + n.

Q24. En déduire que, pour tout réel x positif, on a :
∣∣∣∣∣∣
sin
(
(2n + 1)x

)
sin(x)

e−x

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2n + 1)e−x.

Q25. Montrer que, pour tout n ∈ N, l’intégrale In converge, puis justifier que l’on peut écrire :

In =

+∞∑
p=0

∫ (p+1)π

pπ


n∑

k=−n

e2ikx

 e−x dx.
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Partie II - Étude de la convergence de (In)

On considère f la fonction définie sur [0, 2π[ par :

f : t �−→ e−
t
2 .

On note encore f son prolongement 2π-périodique sur R et on considère les coefficients de Fourier
de f définis par :

- pour k ∈ Z, ak( f ) =
1
π

∫ 2π

0
f (t) cos (kt) dt ;

- pour k ∈ Z, bk( f ) =
1
π

∫ 2π

0
f (t) sin (kt) dt.

Q26. Pour k ∈ N∗, exprimer ak( f ) + a−k( f ) en fonction de ak( f ) et calculer bk( f ) + b−k( f ).

Q27. Soit n ∈ N. À l’aide du changement de variables t = 2x − 2pπ, montrer que :

In =
1
2

+∞∑
p=0


∫ 2π

0

n∑
k=−n

eikte−
t
2−pπ dt

 .

Q28. Soit n ∈ N. En utilisant la question Q21, montrer que :

In =
1
2
π

1 − e−π

n∑
k=−n

ak( f ) + i bk( f ).

Q29. Soit n ∈ N. En utilisant la question Q26, montrer que :

In =
π

1 − e−π


a0( f )

2
+

n∑
k=1

ak( f )

 .

Q30. En appliquant le théorème de Dirichlet à f évaluée en 0, montrer enfin que la suite (In) converge
et déterminer sa limite.
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PROBLÈME 3
Variables aléatoires à valeurs dans {−1, 1}

Dans ce problème, toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur le même
espace probabilisé (Ω, P). Pour X une variable aléatoire surΩ, on note X(Ω) l’ensemble de ses valeurs.

On dit qu’une variable aléatoire X sur (Ω, P) suit une loi de Rademacher lorsque :

X(Ω) = {−1, 1}, P(X = −1) =
1
2
, P(X = 1) =

1
2
.

Partie I - Marche aléatoire sur un carré

Dans cette partie, le plan usuel R2 est muni d’un repère orthonormé direct.

I.1 - Rotations du plan

Soit θ ∈ R.

Q31. Donner la matrice de rotation dans le plan R2 d’angle θ.

On note fθ l’application de R2 vers R2 canoniquement associée à cette matrice de rotation.

Q32. Pour (x, y) ∈ R2, calculer fθ(x, y).

À partir de cette question, on identifie le plan complexe C au plan usuel R2. Ainsi, à chaque point
(x, y) dans R2 est associé une unique affixe x + iy dans C.

Q33. Pour (x, y) ∈ R2, démontrer que l’affixe correspondante à fθ(x, y) s’écrit eiθ(x + iy).

Pour la suite de cette partie, on admet que la rotation d’angle θ et ayant pour centre l’origine est
représentée par l’application complexe rθ : C −→ C définie par :

rθ(z) = eiθz où z ∈ C.

I.2 - Racines n−ièmes de l’unité

Dans cette sous-partie, n désigne un entier naturel non nul. On rappelle qu’une racine n−ième de

l’unité est un nombre complexe z vérifiant zn = 1. On note, pour k ∈ �0, n − 1�, ωk = e
2kπ
n i.

Q34. Montrer que ω0, . . . , ωn−1 sont précisément les racines n−ièmes de l’unité.

Q35. Montrer que, pour tout k ∈ �0, n − 1�, on a : r2π/n(ωk) = ωk+1.

Q36. Dans le cas où n = 4, donner la forme algébrique de ω0, ω1, ω2 et ω3.

I.3 - Marche aléatoire sur un carré

Dans cette sous-partie, le plan est assimilé à l’ensemble des nombres complexes C. On s’intéresse à
une boussole centrée en 0 dont l’aiguille peut indiquer l’une des quatre directions :

Est (d’affixe 1), Nord (d’affixe i), Ouest (d’affixe −1) et Sud (d’affixe − i).
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On suppose que lorsque l’aiguille se trouve en l’un des quatre points précédents à une étape, elle se

déplace d’un point à l’étape d’après avec la probabilité
1
2

que ce soit dans le sens trigonométrique ou
dans le sens inverse. D’une étape sur l’autre, elle ne peut donc pas rester sur place.

Pour n ∈ N, on étudie le déplacement de l’aiguille de l’étape n à l’étape n+ 1 et on note An la variable
aléatoire qui indique l’affixe de l’aiguille de la boussole à l’étape n. Ainsi An prend ses valeurs dans
{1, i,−1,− i}.
On admet que les résultats du cours pour les variables aléatoires à valeurs réelles le sont aussi pour
les variables aléatoires à valeurs complexes. On pourra donc les utiliser sur les variables An.

Pour n ∈ N, on note aussi Dn la variable aléatoire qui vaut +1 si la boussole tourne dans le sens
trigonométrique entre l’étape n et l’étape n + 1, et −1 dans le sens inverse. De ce fait Dn suit une loi
de Rademacher.

Q37. Soit n ∈ N. Justifier que An+1 = eiπ2 Dn An.

Q38. Soit n ∈ N. En utilisant la variable Dn et le fait que {(An = 1), (An = i), (An = −1), (An = − i)}
est un système complet d’événements de Ω, justifier que :

P(An+1 = 1) =
1
2

P(An = i) +
1
2

P(An = − i).

Q39. Soit n ∈ N. Sans justifier, exprimer avec des formules analogues, P(An+1 = i), P(An+1 = −1) et
P(An+1 = − i).

On note la matrice M =



0
1
2

0
1
2

1
2

0
1
2

0

0
1
2

0
1
2

1
2

0
1
2

0



.

Q40. Justifier que M est diagonalisable dans R.

Q41. La matrice M est-elle inversible?

Q42. Montrer que −1 est valeur propre de M.

Q43. Montrer que le vecteur (1, 1, 1, 1) est vecteur propre de M et préciser la valeur propre associée.

Q44. Déterminer une base de l’image de M et retrouver le fait que M est diagonalisable dans R
grâce aux dimensions des sous-espaces propres.

Q45. Soit la matrice colonne Un =



P(An = 1)
P(An = i)

P(An = −1)
P(An = − i)


. On suppose qu’à l’étape 0, l’aiguille indique

l’Est, c’est-à-dire U0 =



1
0
0
0


. Expliquer la démarche, sans mener les calculs, pour obtenir une

expression en fonction de n ∈ N des probabilités P(An = 1), P(An = i), P(An = −1) et
P(An = − i).
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Partie II - Orthonormalité des lois de Rademacher

Dans cette partie, on fixe n ∈ N∗.

II.1 - Un produit scalaire

On note Vf (Ω) l’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes sur Ω admettant un nombre fini de
valeurs :

Vf (Ω) = {X : Ω −→ R, X(Ω) est fini}.

Q46. Montrer que si X suit une loi de Rademacher, alors X ∈ Vf (Ω) et montrer que E(X) = 0.

Q47. Montrer que Vf (Ω) est un R−espace vectoriel.

On définit l’application Φ sur Vf (Ω) × Vf (Ω) par :

Φ(X, Y) = E(XY)

où E désigne l’espérance et (X, Y) est un couple dans Vf (Ω) × Vf (Ω).

Q48. Montrer que l’application Φ est un produit scalaire sur Vf (Ω).

II.2 - Orthonormalité et projection

On considère X1, . . . , Xn une suite de n variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant
toutes la même loi de Rademacher.

Q49. Montrer que (X1, . . . , Xn) est une famille orthonormale dans Vf (Ω) pour le produit scalaire Φ .

On garde dans cette dernière sous-partie les notations introduites ci-dessus. On note F le sous-espace
vectoriel de Vf (Ω) engendré par X1, . . . , Xn.

Q50. Déterminer la dimension de F.

Q51. Montrer que si X ∈ Vf (Ω) est indépendante de chacune des variables X1, . . . , Xn, alors X ∈ F⊥

où F⊥ désigne l’orthogonal de F pour le produit scalaire Φ.

Q52. Soit X =
n∑

i=1

Xi + 1
2

. Déterminer la loi de X puis la distance de X à F.

FIN
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Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
l’appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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EXERCICE 1

Soit E = R3 muni de sa base canonique B0.
On note I la matrice identité de M3(R) et id l’endomorphisme identité de E.

On considère l’endomorphisme f de R3 de matrice dans la base B0 :

A =



− 4 4 3
− 4 3 4
− 3 4 2


 .

Q1. a) Déterminer les valeurs propres de f et vérifier que −1 est une valeur propre de f .
Peut-on savoir à ce stade si f est diagonalisable ?

b) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de f . La première coordonnée
de chaque vecteur sera prise égale à 1.

c) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Justifier.

Q2. On note (f + id)2 l’application composée (f + id) ◦ (f + id).
a) Déterminer une base de ker

(
(f + id)2

)
vérifiant les conditions suivantes :

- la première coordonnée de chaque vecteur de la base est égale à 1 ;
- le premier vecteur de la base appartient à ker(f + id).

b) Montrer que R3 = ker
(
(f + id)2

)⊕
ker(f − 3id).

Q3. a) Déterminer une base B′ dans laquelle la matrice de f est égale à T =



−1 1 0
0 −1 0
0 0 3


.

Préciser la matrice de passage P de la base B0 à la base B′.
b) Soit n ∈ N. En décomposant

T = D +N avec D =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 3


 etN =



0 1 0
0 0 0
0 0 0


 ,

déterminer l’expression de T n en fonction de n.
c) Montrer que : ∀n ∈ N, An = PT nP−1.

Q4. Application
On considère les suites réelles (un), (vn), (wn) définies par (u0, v0, w0) ∈ R3 et pour
n ∈ N, les relations de récurrence :




un+1 = − 4un + 4vn + 3wn

vn+1 = − 4un + 3vn + 4wn

wn+1 = − 3un + 4vn + 2wn

.

On pose pour n ∈ N : Xn =



un

vn
wn


.
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a) Soit n ∈ N. Déterminer une relation entre Xn, P, T, n et X0.
b) En déduire qu’il existe trois matrices C,C ′, C ′′ de M3,1(R), telles que :

∀n ∈ N, Xn = (−1)n(C + nC ′) + 3nC ′′.

On ne demande pas de calculer C, C ′, C ′′ ou P−1.
c) Le résultat précédent montre qu’il existe (α, β, γ) ∈ R3 tels que :

∀n ∈ N, un = (−1)n(α + βn) + 3nγ.

On donne u0 = 1, u1 = 0 et u2 = −1. Déterminer l’expression de un pour n ∈ N.

EXERCICE 2
Q5. Questions de cours

a) Démontrer que la fonction x �−→ 1

1− x
est développable en série entière sur l’in-

tervalle ]− 1, 1[.
b) En déduire les développements en série entière des fonctions x �−→ ln(1− x), puis

x �−→ ln(1 + x). On précisera les intervalles de convergence et les théorèmes du
cours utilisés.

Q6. Calcul d’une somme
Soit ϕ une fonction 2π-périodique sur R, telle que : ∀x ∈ [0, 2π[, ϕ(x) = x2.
a) Donner l’allure de la représentation graphique de ϕ sur l’intervalle [− 4π, 4π].
b) Le développement en série de Fourier de ϕ est :

a0 +
∑
n≥1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)
.

Montrer que a0 =
4π2

3
et qu’il existe α ∈ R tel que : ∀n ∈ N∗, an =

α

n2
.

Déterminer α.
Il n’est pas demandé de calculer les coefficients bn.

c) Étudier la convergence simple de cette série de Fourier.

d) En choisissant judicieusement une valeur de x, montrer que
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Dans la suite de l’exercice, on considère la fonction f définie sur ]−∞, 1[ par :

f(t) =




ln(1− t)

t
si t �= 0

−1 si t = 0

.
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Q7. a) Montrer que la fonction f est de classe C1 sur ]−∞, 0[ et sur ]0, 1[.
b) Montrer que f est de classe C1 en 0 et donc de classe C1 sur ]−∞, 1[.
c) Montrer que f est développable en série entière sur ]−1, 1[ et préciser les coefficients

an obtenus dans l’écriture f(t) =
+∞∑
n=0

ant
n.

On définit la fonction F par :

∀x ∈]−∞, 1[, F (x) =

∫ x

0

f(t)dt.

Q8. a) Expliquer pourquoi F est bien définie sur ] − ∞, 1[ et préciser le lien entre les
fonctions f et F .

b) Étudier les variations de F sur ]−∞, 1[. On ne cherchera pas à calculer les limites
de F aux bornes de son domaine de définition.

c) Déterminer le signe de F (x) pour x ∈]−∞, 1[.

Q9. Montrer que F est développable en série entière et préciser son rayon de convergence.

Q10. Montrer que : ∀x ∈]0, 1[, F (x) =

∫ 1

1−x

ln(t)

1− t
dt.

Soit n ∈ N, x ∈]0, 1[, on pose :

In(x) =

∫ 1

1−x

tn ln(t)dt.

Q11. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que :

∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[, In(x) =
−(1− x)n+1 ln(1− x)

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
+

(1− x)n+1

(n+ 1)2
.

Q12. a) Montrer que : ∀n ∈ N, ∀t ∈]0, 1[, 1

1− t
=

n∑
k=0

tk +
tn+1

1− t
.

b) En déduire que : ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[, F (x) =
n∑

k=0

Ik(x) +

∫ 1

1−x

tn+1

1− t
ln(t)dt.

c) Montrer que : ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[,
∣∣∣F (x)−

n∑
k=0

Ik(x)
∣∣∣ =

∫ x

0

∣∣f(u)∣∣(1− u)n+1du.

On pourra utiliser un changement de variable .
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0

f(t)dt.

Q8. a) Expliquer pourquoi F est bien définie sur ] − ∞, 1[ et préciser le lien entre les
fonctions f et F .

b) Étudier les variations de F sur ]−∞, 1[. On ne cherchera pas à calculer les limites
de F aux bornes de son domaine de définition.

c) Déterminer le signe de F (x) pour x ∈]−∞, 1[.

Q9. Montrer que F est développable en série entière et préciser son rayon de convergence.

Q10. Montrer que : ∀x ∈]0, 1[, F (x) =

∫ 1

1−x

ln(t)

1− t
dt.

Soit n ∈ N, x ∈]0, 1[, on pose :

In(x) =

∫ 1

1−x

tn ln(t)dt.

Q11. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que :

∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[, In(x) =
−(1− x)n+1 ln(1− x)

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
+

(1− x)n+1

(n+ 1)2
.

Q12. a) Montrer que : ∀n ∈ N, ∀t ∈]0, 1[, 1

1− t
=

n∑
k=0

tk +
tn+1

1− t
.

b) En déduire que : ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[, F (x) =
n∑

k=0

Ik(x) +

∫ 1

1−x

tn+1

1− t
ln(t)dt.

c) Montrer que : ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, 1[,
∣∣∣F (x)−

n∑
k=0

Ik(x)
∣∣∣ =

∫ x

0

∣∣f(u)∣∣(1− u)n+1du.

On pourra utiliser un changement de variable .
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d) Soit x ∈]0, 1[. Expliquer pourquoi la fonction
∣∣f ∣∣ est majorée par une constante

Mx sur [0, x] et en déduire que :

∀n ∈ N,
∣∣∣F (x)−

n∑
k=0

Ik(x)
∣∣∣ ≤ Mx

n+ 2
.

e) Montrer que : ∀x ∈]0, 1[, F (x) =
+∞∑
n=0

In(x).

En déduire que :

∀x ∈]0, 1[, F (x) = ln(x) ln(1− x)−
+∞∑
n=1

1

n2
+

+∞∑
n=1

(1− x)n

n2
.

Q13. À l’aide du résultat précédent et des résultats des Q6 et Q9, déterminer β et γ réels
tels que :

F
(1
2

)
= β

(
ln(2)

)2
+ γ π2.

Q14. Calcul de lim
x→1−

F (x).

a) Justifier le résultat : lim
x→1−

ln(x) ln(1− x) = 0.

b) Soit x ∈]0, 1[.

En utilisant le résultat ∀n ∈ N∗, 0 ≤ (1− x)n

n2
≤ (1− x)n, montrer que :

0 ≤
+∞∑
n=1

(1− x)n

n2
≤ 1− x

x
.

c) En déduire lim
x→1−

F (x).

EXERCICE 3

Les parties A et B sont indépendantes.

Notations
Si n1 ≤ n2, la notation �n1, n2� désigne l’ensemble des entiers {n1, n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2}.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Une urne contient n boules numérotées 1, 2, . . . , n,
indiscernables au toucher.
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On réalise l’expérience suivante :
- on pioche une boule dans l’urne ;
- on note son numéro, puis on la remet dans l’urne ;
- on recommence indéfiniment les deux étapes précédentes.

On admet qu’avec un tel protocole, les différentes tirages sont mutuellement indépendants.

On adopte alors les notations suivantes :
- pour tout k ∈ �1, n�, on note Yk la variable aléatoire égale au " nombre de tirages

nécessaires pour obtenir k boules distinctes " ;
- pour tout k ∈ �1, n− 1�, on pose Zk = Yk+1 − Yk. Par convention Z0 = Y1.

Par exemple, en prenant n = 3, si les boules piochées successivement portent les numéros :

2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 1 . . .

on aura Y1 = 1, Y2 = 4, Y3 = 10 et donc Z1 = 1, Z2 = 3, Z3 = 6.

A - Étude du cas particulier n = 2

Dans cette partie seulement, on suppose que n = 2 ; l’urne contient donc deux boules numéro-
tées de 1 à 2.

Pour k ∈ N \ {0, 1}, on note Dk l’évènement " au k-ième tirage, on pioche une boule différente
de celle du premier tirage ".
Les évènements Dk sont mutuellement indépendants.

Q15. Quelle est la loi de Y1 ?

Q16. Donner l’univers image de Y2.

Q17. a) Soit m ∈ N∗ \ {1}. Exprimer l’évènement (Y2 = m) à l’aide d’évènements Dk avec
k ≥ 2.

b) En déduire que :

∀m ∈ Y2(Ω), P (Y2 = m) =

(
1

2

)m−1

.

c) Rappeler le développement en série entière de la fonction x �→ 1

1− x
.

Soit x ∈ [0, 1[, calculer les sommes
+∞∑
k=1

kxk−1 et
+∞∑
k=2

k(k − 1)xk−2.

d) Justifier que Y2 admet une espérance qui vaut 3.
Montrer que Y2 admet une variance et calculer sa valeur.
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B - Étude du cas général

On suppose dans cette partie que le nombre n de boules dans l’urne est supérieur ou égal à 2.
On cherche à déterminer la loi de Zk pour k ∈ �1, n�.

Q18. Préciser l’univers image de Zk et Yk pour k ∈ N∗.

Q19. Démontrer que :

∀m ≥ 1, ∀l ≥ k, P (Zk = m |Yk = l) =

(
k

n

)m−1 (
1− k

n

)
.

Q20. À l’aide de la formule des probabilités totales, montrer que Zk suit une loi géométrique
dont on donnera le paramètre.

Q21. Justifier que E(Zk) =
n

n− k
. Donner la variance de Zk.

Les Q22 et Q23 peuvent être traitées en admettant le résultat de la Q21.

Q22. Montrer que Yn =
n−1∑
k=0

Zk, puis que : E(Yn) = n
n∑

i=1

1

i
.

Q23. On considère la suite (un) définie sur N∗ par un =
n∑

k=1

1

k
.

a) Soit k ∈ N∗. Justifier que :

∀x ∈ [k, k + 1],
1

k + 1
≤ 1

x
≤ 1

k
.

b) En déduire que pour tout k ∈ N∗ :
1

k + 1
≤ ln(k + 1)− ln k ≤ 1

k
.

c) À l’aide de l’inégalité précédente, établir que :

∀n ≥ 1,
1

n
+ lnn ≤ un ≤ 1 + lnn.

d) Conclure que : un ∼
n→+∞

lnn.

e) En déduire un équivalent de E(Yn) lorsque n → +∞.

FIN
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MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

_________________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème dont les parties sont largement 
indépendantes. 
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EXERCICE 

 
 
M. Toutlemonde habite dans un immeuble dont la porte d’entrée est sécurisée par un code à 
4 chiffres dont chacun est compris entre 0 et 9. Malheureusement, il se trouve devant cette porte 
et il en a oublié le code. 
 
Q1. Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de 

paramètre ] [0,1p∈  puis en déduire son espérance. 
 
Q2. En essayant un code au hasard, quelle est la probabilité de tomber sur le bon code ? 
 
Q3. M. Toutlemonde décide de trouver le bon code en procédant de la manière suivante : il 

essaye un code au hasard choisi par les codes non encore testés. On note X la variable 
aléatoire égale au nombre de codes testés jusqu’à obtenir le bon code.  

 Déterminer la loi de X et donner son espérance. 
 
Q4. À la place de la stratégie précédente, M. Toutlemonde essaye des codes au hasard, sans se 

soucier du fait qu’il les ait déjà essayés ou non. On note encore X la variable aléatoire égale 
au nombre de codes testés jusqu’à obtenir le bon code.  

 Déterminer la loi de X et donner son espérance. 
 
Q5.  Informatique Pour Tous.  
 Compléter, en langage Python, le script suivant pour qu’il simule une personne essayant de 

deviner le code 4714 : 
code=4714 
n=int(input(‘Taper un code à 4 chiffres : ’)) 
k= ………………… 
while ………………… 

………………… 
………………… 

print(‘Vous avez trouvé le code en ’+str(k)+’ essais.’) 
 
 (………………… représente une instruction ou une partie d’instruction à compléter.) 
 
 
Pour ne plus oublier le code, M. Toutlemonde décide de l’écrire sur un papier qu’il garde dans sa 
poche. Pour ne pas se faire dérober le code il le crypte de la manière suivante : il remplace chacun 
des 4 chiffres par lui-même additionné de 5 et réduit modulo 10. Par exemple, le code 4714 est 
crypté 9269. 
 
Q6.  Informatique Pour Tous.  
 Écrire, en langage Python, une fonction crypte(m) qui reçoit en entrée une liste m de 4 

chiffres et renvoie en sortie la version cryptée de cette liste. Par exemple, 
crypte([4,7,1,4]) renvoie [9,2,6,9]. 
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PROBLÈME - Intégrales de Fresnel 

 
 
Dans ce problème, on étudie certaines intégrales et séries numériques reliées aux intégrales dites 
de Fresnel. Augustin Fresnel (1788-1827) démontra le caractère ondulatoire de la lumière et, pour 
cette raison, il est considéré comme un des fondateurs de l’optique moderne. 
 
 

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne 
 

Dans cette partie, on définit la fonction H par l’expression 
2

0
( ) d

x
itH x e t= ∫ , où 

2ite  signifie 

2exp( )it . 
 
Q7. Démontrer que H est définie et de classe C∞ sur  . Donner une expression de ( )H x′ .  
 
Q8.  Étudier la parité de la fonction H. 
 
Q9. Démontrer que la fonction 2itt e est développable en série entière au voisinage de 0. En 

déduire un développement en série entière de la fonction H au voisinage de 0, en précisant 
l’intervalle sur lequel ce développement est valable. 

 
Q10.  Si 0x > , démontrer que : 

2

0

1( ) d
2

x iueH x u
u

= ∫ . 

 

Q11. Pour 24x π> , en déduire que : 
22

3
2

2
( ) ( 2 )

2 42 2

ix iuxe i i eH x H i d u
x

uπ
π

π
− = − + − ∫ . 

 

Q12. En déduire que l’intégrale généralisée 
2

0
dite t

+∞

∫  converge. 

 
Q13.  Informatique Pour Tous.  
 Proposer, en langage Python, une fonction I(f,a,b,n) qui prend en entrée une fonction f 

à valeurs réelles ou complexes, deux réels a et b et un entier naturel n et qui renvoie une 

valeur approchée avec la méthode des rectangles de ( )
b

a
f t dt∫  calculée avec n rectangles. 

 
Q14.  Informatique Pour Tous.  
 Proposer, en langage Python, une fonction H(x,n) qui prend en entrée un réel x et un entier 

naturel n et qui renvoie une valeur approchée de ( )H x  calculée avec la fonction de la 

question précédente. On rappelle que le code Python, pour 
2ite , est exp(1j*t**2).   
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Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel 

 

Dans cette partie, on étudie la fonction g d’expression : 

( )2 2

2( ) d
x t i

eg x t
t i

− −+∞

−∞
=

−∫ . 

Pour cela, on pose 
2 2( )

2( , )
x t ief x t
t i

− −
=

−
. 

Q15. Si ( ) 2,x t ∈ , déterminer les modules des nombres complexes 
2 2( )x t ie− −  et 2t i− . 

 
Q16. Démontrer que g est définie et continue sur   (on pourra utiliser un argument de parité). 
 
Q17. Soit ( )n nx  une suite divergente vers +∞ . À l’aide du théorème de convergence dominée, 

démontrer que lim ( ) 0nn
g x

→+∞
= . En déduire la limite de g en +∞  et en −∞ . 

 
Q18. Démontrer que g est de classe 1C  sur *

 .  
 

Q19. On admet dans cette question que l’intégrale 
2
dte t

+∞
−

−∞∫  converge et est égale à π .  

 Vérifier que : 
( ) 2

0, 2 ixx g x eπ′> = −∀ . 
 

Q20. Décomposer dans ( )X  la fraction rationnelle 2
1

X i−
.  

 On admet ensuite que : 
 

 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 2 2

4 2 22 1 2 1 2 1 2 1
i X i X i

X i X X X X X X X X

 − − +
= × × + − × +  − − + − + + + + + 

. 

 

Démontrer que 2
1 d 2
2 1

t
t t

π
+∞

−∞
=

− +∫ . Donner la valeur de 2
1 d
2 1

t
t t

+∞

−∞ + +∫  puis 

déterminer la valeur de ( )0 .g  

 
Q21.  En déduire que : 

( ) ( )1
0, ( ) 2

2
i

x g x H x
π

π
+

> = − ×∀  

 
où la fonction H a été introduite dans la partie I.  

Donner ensuite les valeurs de ( )2 2

0 0
d , de cos dite t t t

+∞ +∞

∫ ∫  et de ( )2

0
sin dt t

+∞

∫ .  
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Partie III - Étude d’une série de fonctions 
 
 
Dans cette partie, on étudie la fonction S d’expression : 

( )
1

inx

n

eS x
n

+∞

=

=∑ . 

Pour tout entier naturel n non nul, on note nf  la fonction d’expression ( )
inx

n
ef x

n
= .   

 
Q22. On suppose que ( ) *n na

∈
 est une suite réelle positive décroissante de limite nulle et que 

( )n nb
∈

 est une suite bornée. En admettant l’identité suivante : 

( ) ( )*
1 1 1 1 0

1 1

,
N N

n n n n n n N N
n n

N a b b a a b a b a b− + +

= =

∀ ∈ − = − + −∑ ∑  , 

 

 démontrer que la série ( )1n n na b b −−∑  converge. 

 
Q23. Soient ] [0,2x π∈  et *n∈ . Démontrer que : 

( 1)
2

1

sin
2

sin
2

n i n x
ikx

k

nx

e e
x

+

=

 
 
 = ×
 
 
 

∑  . 

 
Q24. À l’aide des deux questions précédentes, démontrer que S est définie sur ] [0,2π .  
 
Q25. On admet dans cette question que si *k ∈  et ] [0,2x π∈  : 
 

3
2

1( 1) 1d
4

ki k x ikx itx

k

e e e t
ix k t

k

++ −
− ≤∫  . 

 

 Démontrer qu’il existe une constante 0C >  telle que pour tout ] [0,2x π∈  : 
 

( )
1

1 d
ix itxe eS x t C
ix t

+∞−
− ≤∫  . 

 
Q26. Déterminer la limite, quand x tend vers 0+ , de : 
 

( )
1

d
itxeI x x t
t

+∞

= ∫  . 

 

Q27. Déterminer la limite en 0+  de la fonction 1ixex
ix
−

 . Donner alors un équivalent de ( )S x

quand x tend vers 0+ . 
 
 

FIN 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 
 
Pour n entier, 2n ≥ , on définit le déterminant de Vandermonde de n nombres complexes 1 2, ,..., nx x x  
par : 

1 2
2 2 2
1 2

1 2

1 1 1
1 2

1 1 ... 1
...
...

. . . .( , ,..., )

. . . .

. . . .
...

n

n

n

n n n
n

x x x

x x x
V x x x

x x x− − −

= . 

 
L’objet de cet exercice est de démontrer par récurrence que l’on a : 1 2

1

( , ,..., ) ( ).n j i
i j n

V x x x x x
≤ < ≤

= −∏  

 
 
Q1. Calculer 1 2( , )V x x . Expliquer pourquoi il suffit de faire la démonstration pour n nombres 

complexes 1 2, ,..., nx x x  deux à deux distincts.  
 Dans la suite, 1 2, ,..., nx x x  sont n nombres complexes deux à deux distincts. 
 
Q2. On considère la fonction 1 2 1( ) ( , ,..., , )nt P t V x x x t−= .  
 Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus 1n −  et justifier que le 

coefficient de 1nt −  est un déterminant de Vandermonde. 

 Démontrer par récurrence que 1 2
1

( , ,..., ) ( )n j i
i j n

V x x x x x
≤ < ≤

= −∏ . 

 
Q3. Première application  
 Calculer le déterminant de la matrice 1

1

( )j
i n
j n

A i ≤ ≤
≤ ≤

=  en faisant apparaître le déterminant de 

Vandermonde (1, 2, ..., )V n . 
 

Q4. Deuxième application 
 Donner un exemple de n nombres complexes 1 2, , ..., na a a  deux à deux distincts et tous non 

nuls, tels que 2

1

0.
n

k
k

a
=

=∑  

 Soit n nombre complexes 1 2, ,..., nx x x  deux à deux distincts et tous non nuls, démontrer que 

l’une au moins des sommes 2 3

1 1 1 1

, , ,...,
n n n n

n
k k k k

k k k k

x x x x
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  est non nulle. 

  
 On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde non nul. 
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EXERCICE 2 
 
 
Dans cet exercice,  désigne une norme d’algèbre sur ( )nM  , c'est-à-dire une norme vérifiant, 
pour tout couple ( , )A B  de matrices de ( )nM  , . .A B A B≤ . 

Q5. Démontrer que pour toute matrice A de ( )nM  , la série 
0

1
!

k

k

A
k

≥
∑  converge. On notera Ae  

sa somme. 
 

Q6. Démontrer que l’application AA e  est continue sur ( )nM  . 
 

Q7. Si H ∈ ( )nM   est une matrice non nulle de la boule de centre 0 et de rayon 0,r >  déterminer 

la limite de  
2

1 1
!

k

k

H
H k

+∞

=
∑  lorsque H tend vers 0. 

 En déduire que l’application AA e  est différentiable en la matrice 0. 
 On précisera sa différentielle en 0. 
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PROBLÈME 
 
 

Pour toute matrice A de ( )nM  , on note  
0

1
!

A k

k

e A
k

+∞

=

=∑ . 

Dans ce problème, on note nS  l’espace vectoriel des matrices de ( )nM   symétriques. 
On dit que la matrice nA S∈  est symétrique positive lorsque toutes ses valeurs propres sont 
positives ou nulles. 
On note nS +  l’ensemble des matrices symétriques positives. 
 
 

Partie I - Exponentielle d’une matrice symétrique 
 
Pour a et b deux réels, on note : 

a b b
A b a b

b b a

 
 =  
 
 

  et 
1 1 1
1 1 1
1 1 1

J
 
 =  
 
 

 . 

 
Q8. Démontrer, en détaillant les calculs, que 3A S +∈ , si et seulement si, ( )2 0 et .a b a b+ ≥ ≥  

 
Q9. Calculer kJ  pour tout entier k non nul. Cette relation est-elle valable pour 0k =  ? 
 En utilisant la relation 3( )A a b I bJ= − + , calculer et expliciter Ae . 
 On pourra utiliser sans démonstration que, si deux matrices A et B de ( )nM   commutent, 

alors A B A Be e e+ = . 
Vérifier que 3 .Ae S +∈  

 
Q10. Soit P une matrice inversible de ( )nM  .  

 Justifier que l’application 1M PMP −
  est continue sur ( )nM  .  

 Si nA S +∈  est semblable à une matrice diagonale D, déterminer une matrice diagonale 
semblable à la matrice Ae . 

 En déduire que A
ne S +∈ .  

 
 

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices 
 
Dans cette partie, pour une matrice ,( )i jA a=  de ( )nM  , on note ( )E A  la matrice de ( )nM  , de 

terme général ,i jae  : ( ),( ) i jaE A e= .  

Nous allons démontrer que si nA S +∈ , alors ( ) nE A S +∈ . 
 
On définit le produit de Hadamard de deux matrices ,( )i jA a=  et ,( )i jB b=  de ( )nM   noté ∗  par : 

, ,( )i j i jA B a b∗ = ∈ ( )nM  . 
 

On note le produit usuel de deux matrices A et B par AB. 
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On confond une matrice de ( )1,1M   avec son terme réel. 

Q11. Vérifier que, lorsque la matrice 3

a b b
A b a b S

b b a

+
 
 = ∈ 
 
 

, la matrice 3( ) .E A S +∈  

 
Q12. Si D est une matrice diagonale dont tous les termes sont positifs ou nuls et si Y est matrice de 

( ),1nM  , quel est le signe de tYDY  ? 

 En déduire qu’une matrice A de nS  appartient à nS +  si, et seulement si, pour toute matrice 

( ),1nX M∈   on a 0t XAX ≥ . 
 

Q13. Si A et B sont deux matrices de nS +  et α , β  deux réels positifs, démontrer, en utilisant la 

question Q12, que A Bα β+  est une matrice de nS + . 

 Si A et B sont deux matrices de nS +  a-t-on nécessairement nAB S +∈  ? 
 

Q14. Si nA S +∈ , démontrer qu’il existe une matrice nR S +∈  telle que 2A R= . 
 

Q15. Si A et B sont deux matrices de nS + , si on pose 2A U=  et 2B V=  avec ( ),i j nU u S += ∈ , 

( ),i j nV v S += ∈  et si ,( )i jA B c∗ = , vérifier que, pour tout couple ( , )i j ∈
 

21,n , 

, , , , ,
1 1

n n

i j k i k j l i l j
k l

c u u v v
= =

   
   =
   
   
∑ ∑  . 

 En déduire que, si A et B sont deux matrices de nS + , on a .nA B S +∗ ∈  
 
Q16. Pour toute matrice A de ( )nM   et pour tout entier naturel 2p ≥ , on note pA∗  la matrice 

...A A A∗ ∗ ∗   (p fois).  
 On note 0 (1)A∗ =  la matrice dont tous les termes sont égaux à 1 et 1A A∗ = . 
 Soit une matrice A de ( )nM  , déterminer la limite de la suite de matrices ( )NT  définie pour 

tout entier naturel N non nul par 
0

1
!

N
p

N
p

T A
p

∗

=

=∑ . 

 
Q17. Pour ( ),1nX M∈  , justifier que l’application tM XMX  est continue sur ( )nM  , puis 

démontrer que nS +  est une partie fermée de nS . 

 En déduire que si nA S +∈  alors ( ) nE A S +∈ . 
 
 
 

FIN 
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux problèmes indépendants.
Chaque problème est constitué de parties indépendantes.
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PROBLÈME 1

Intégrales de Gauss et théorème de Moivre-Laplace

Présentation

Le théorème de Moivre-Laplace permet d’approcher les calculs de probabilité pour une va-
riable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres n ∈ N∗ et p ∈ [0; 1] par des calculs
d’intégrales de fonctions gaussiennes. Une première démonstration a été donnée en 1733
par Abraham de Moivre pour le cas où p =

1
2
.

La partie I permet d’obtenir un résultat de convergence. La partie II aboutit à un calcul
exact d’une intégrale de fonction gaussienne dite ” intégrale de Gauss ”. La partie III permet
d’établir une majoration utile à la partie IV qui s’intéresse à la convergence simple d’une
suite de fonctions vers une fonction gaussienne. Ce résultat de convergence constitue une
étape clé dans une démonstration possible du théorème de Moivre-Laplace.

Partie I - Convergence d’une suite

Soit n ∈ N∗. Pour tout k ∈ ⟦0, 2n⟧, on pose :

ak,n =

√
2n

22n+1

(
2n
k

)
.

Pour tout m ∈ N, on pose :

Im =

∫ 1

0
(1 − t2)

m
2 dt .

Q1. Montrer que la suite (Im)m∈N est décroissante.

Q2. Montrer que pour tout m ∈ N :
Im+2 =

m + 2
m + 3

Im .

Q3. En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

I2n =

√
2n

2(2n + 1)an,n
et I2n−1 =

π
√

2n
an,n .

Q4. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :
1 ≤ I2n−1

I2n
≤ I2n−2

I2n
.

En déduire que :
1

1 + 1
2n

≤ 2π(an,n)2 ≤ 1.
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Q5. En déduire la convergence de la suite
(
an,n
)

n≥1 lorsque n tend vers l’infini, puis que :

I2n ∼
n→+∞

1
2

√
π

n
.

Partie II - Calcul d’une intégrale de Gauss

Pour tout n ∈ N∗, on pose :

Jn =

∫ √
n

0

(
1 − t2

n

)n
dt .

Pour tout n ∈ N∗ et pour tout t ∈ R+, on pose :

un(t) =



(
1 − t2

n

)n
si 0 ≤ t ≤

√
n

0 sinon
.

Enfin, on considère l’intégrale de Gauss :

K =
∫ +∞

−∞
e−

t2
2

1
√

2π
dt .

Q6. À l’aide d’un changement de variable simple, déduire de la Q5 que la suite (Jn)n∈N∗

converge et donner sa limite.
Q7. Montrer que la suite de fonctions (un)n∈N∗ converge simplement sur R+ et donner sa

limite.
Q8. Montrer que pour tout x ∈ R, on a 1 + x ≤ ex et en déduire que pour tout n ∈ N∗ :

∀t ∈ R+ , 0 ≤ un(t) ≤ e−t2 .

Q9. Montrer que l’intégrale K est convergente, puis déduire des questions précédentes
une valeur exacte de K.

Partie III - Calcul d’une majoration

Q10. Montrer qu’il existe une fonction g :
[
0 ;

1
2

]
→ R et un réel M ≥ 0, tels que :

∀x ∈
[
0 ;

1
2

]
,

1 − x
1 + x

= e−2x+g(x) et |g(x)| ≤ Mx3.

Indication : pour obtenir la majoration, on pourra écrire g(x) sous forme d’intégrale.
Q11. Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout k ∈ ⟦n + 1; 2n⟧ :

ak,n

an,n
=

∏k−n−1
i=1

(
1 − i

n

)
∏k−n−1

i=1

(
1 + i

n

) × n
k
.
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Q12. En déduire que pour tout k ∈ N tel que n + 1 ≤ k ≤ 3n
2
+ 1, il existe bk,n ∈ R tel que

|bk,n| ≤
M
n3 (k − n − 1)4 et :

ak,n

an,n
=

n
k
× ebk,n × e−

1
n (k−n−1)(k−n).

Partie IV - Vers le théorème de Moivre-Laplace

On considère une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 définies sur un espace probabilisé
(Ω,Σ, P). On suppose que pour tout n ∈ N∗, la variable aléatoire Xn suit une loi binomiale

B
(
2n,

1
2

)
et on pose :

Zn =
2Xn − 2n
√

2n
.

Pour tout k ∈ ⟦0, 2n⟧, on pose tk,n =
2k − 2n
√

2n
et Jk,n =

[
tk,n −

1
√

2n
, tk,n +

1
√

2n

[
. On admet que

les intervalles Jk,n, pour k ∈ ⟦0, 2n⟧, sont disjoints deux à deux et que :
[
−
√

2n − 1
√

2n
;
√

2n +
1
√

2n

[
=

2n⋃
k=0

Jk,n .

Pour tout n ∈ N∗, on définit une fonction hn : R→ R en escalier de la manière suivante :

hn : t �→



√
2n
2

P(Xn = k) s’il existe k ∈ ⟦0; 2n⟧ tel que t ∈ Jk,n

0 sinon
.

Q13. Soit n ∈ N∗. Déterminer la loi, l’espérance et la variance de la variable aléatoire Zn.

Q14. Proposer une représentation graphique de la fonction h2.

Q15. Soit n ∈ N∗. Vérifier que la fonction hn possède un maximum sur R et déterminer pour
quelles valeurs ce maximum est atteint.

Q16. Soit x ∈]0;+∞[. Montrer qu’il existe n0 ∈ N, tel que pour tout n ∈ N, vérifiant n ≥ n0, il
existe kn ∈ N, tel que x ∈ Jkn,n. Vérifier qu’alors :

kn − n ∼
n→+∞

x
√

2n
2

; tkn,n ∼
n→+∞

x ; kn ∼
n→+∞

n .

Q17. Soit n ∈ N∗. Vérifier que pour tout k ∈ ⟦0; 2n⟧, hn(tk,n) = ak,n. Montrer ensuite, en utilisant
les résultats desQ5,Q12,Q16, que la suite de fonctions (hn)n∈N∗ converge simplement
sur R et préciser sa limite.
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B
(
2n,

1
2

)
et on pose :

Zn =
2Xn − 2n
√

2n
.

Pour tout k ∈ ⟦0, 2n⟧, on pose tk,n =
2k − 2n
√

2n
et Jk,n =

[
tk,n −

1
√

2n
, tk,n +

1
√

2n

[
. On admet que

les intervalles Jk,n, pour k ∈ ⟦0, 2n⟧, sont disjoints deux à deux et que :
[
−
√

2n − 1
√

2n
;
√

2n +
1
√

2n

[
=

2n⋃
k=0

Jk,n .

Pour tout n ∈ N∗, on définit une fonction hn : R→ R en escalier de la manière suivante :

hn : t �→



√
2n
2

P(Xn = k) s’il existe k ∈ ⟦0; 2n⟧ tel que t ∈ Jk,n

0 sinon
.

Q13. Soit n ∈ N∗. Déterminer la loi, l’espérance et la variance de la variable aléatoire Zn.

Q14. Proposer une représentation graphique de la fonction h2.

Q15. Soit n ∈ N∗. Vérifier que la fonction hn possède un maximum sur R et déterminer pour
quelles valeurs ce maximum est atteint.

Q16. Soit x ∈]0;+∞[. Montrer qu’il existe n0 ∈ N, tel que pour tout n ∈ N, vérifiant n ≥ n0, il
existe kn ∈ N, tel que x ∈ Jkn,n. Vérifier qu’alors :

kn − n ∼
n→+∞

x
√

2n
2

; tkn,n ∼
n→+∞

x ; kn ∼
n→+∞

n .

Q17. Soit n ∈ N∗. Vérifier que pour tout k ∈ ⟦0; 2n⟧, hn(tk,n) = ak,n. Montrer ensuite, en utilisant
les résultats desQ5,Q12,Q16, que la suite de fonctions (hn)n∈N∗ converge simplement
sur R et préciser sa limite.

4/8

La convergence simple de cette suite de fonctions (hn)n∈N∗ est une étape importante permet-
tant de démontrer un cas particulier du théorème de Moivre-Laplace :

Théorème
Pour tous réels a ∈ R, b ∈ R, tels que a < b :

lim
n→+∞

P(a ≤ Zn ≤ b) =
∫ b

a
e−

t2
2

1
√

2π
dt.
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PROBLÈME 2

Factorisation QR

Présentation

Ce problème s’intéresse dans la partie I à des propriétés des matrices de rang 1. Certaines
de ces matrices sont ensuite utilisées dans la partie II pour construire des matrices ortho-
gonales permettant dans la partie III de prouver l’existence d’une factorisation QR pour une
matrice carrée quelconque.

Notations

Pour tous n, p ∈ N∗, on note Mn,p(R) l’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à
coefficients dans R. L’ensemble des matrices réelles carrées de taille n est noté Mn(R).
Soit A ∈ Mn(R) : on note également A l’endomorphisme de Mn,1(R) qui à X associe AX.
Pour tout A ∈ Mn,p(R), AT désigne la matrice transposée de A.
Une matrice A ∈ Mn(R) est dite nilpotente s’il existe un entier k ∈ N∗, tel que Ak = 0.
L’ensemble Mn,1(R) est muni de son produit scalaire canonique 〈·, ·〉 et de la norme associée
‖ · ‖. En identifiant M1(R) et R, on a pour tous X, Y ∈ Mn,1(R) :

〈X, Y〉 = XT Y et ‖X‖2 = 〈X, X〉 .

On suppose dans tout ce problème que n ∈ N est un entier naturel vérifiant n ≥ 2.

Partie I - Matrices de rang 1

I.1 - Une expression des matrices de rang 1

Q18. Soit A ∈ Mn(R) une matrice de rang 1. Montrer qu’il existe X, Y ∈ Mn,1(R)\{0} tels que
A = XYT .

Q19. Réciproquement, soient X, Y ∈ Mn,1(R)\{0}. Montrer que la matrice XYT est de rang 1.

I.2 - Quelques propriétés

Soit A ∈ Mn(R) une matrice de rang 1.

Q20. Montrer que A2 = tr(A)A.

Q21. En déduire, par récurrence sur k, une expression de Ak en fonction de A pour tout
k ∈ N∗.

Q22. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la trace de A pour que A soit nilpo-
tente.

Q23. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la trace de A pour que A soit diago-
nalisable.
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Partie II - Matrices de Householder

II.1 - Un exemple

On définit :

A =
1
3


1 −2 2
−2 1 2
2 2 1

 ∈ M3(R) .

Q24. Calculer A2. En déduire un polynôme annulateur de A.

Q25. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Q26. Montrer que les sous-espaces propres de A sont orthogonaux.

Q27. Déterminer une matrice P ∈ O3(R) et une matrice diagonale D ∈ M3(R), telles que
PT AP = D.

Q28. Interpréter géométriquement l’endomorphisme A de M3,1(R).

II.2 - Matrices de Householder

Soit V ∈ Mn,1(R)\{0}. On définit PV ,QV ∈ Mn(R) par :

PV =
1
‖V‖2 VVT et QV = In − 2

1
‖V‖2 VVT . (1)

Q29. Montrer que Im PV = Vect(V) et que Ker PV = Vect(V)⊥.

Q30. Montrer que PV est la projection orthogonale sur la droite Vect(V).
Préciser le rang et la trace de la matrice PV .

Q31. Montrer que QV est symétrique et orthogonale.

Q32. Montrer que QV est la symétrie orthogonale par rapport à Vect(V)⊥.

Partie III - Factorisation QR

III.1 - Un résulat préliminaire

Soient U,V ∈ Mn,1(R), tels que ‖U‖ = ‖V‖. On note D = Vect(U − V).

Q33. Montrer que D⊥ est l’ensemble des X ∈ Mn,1(R), tels que ‖X − U‖ = ‖X − V‖.
Q34. Donner la décomposition de U sur la somme directe Mn,1(R) = D ⊕ D⊥.

Q35. On suppose U et V non colinéaires. Calculer QU−VU où QU−V est définie en (1).

Q36. En déduire que pour tous Ũ, Ṽ ∈ Mn,1(R), il existe une matrice orthogonale Q, telle que
QŨ est colinéaire à Ṽ.
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III.2 - Factorisation QR

Q37. Soit A ∈ Mn(R). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q1, telle que Q1A soit de
la forme :

Q1A =



α ∗ · · · ∗
0
... C1

0


où α ∈ R et C1 ∈ Mn−1(R).

Q38. En raisonnant par récurrence sur n, montrer que pour tout A ∈ Mn(R), il existe une
matrice Q orthogonale, telle que QA soit triangulaire supérieure.

FIN
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SESSION 2022                                    PC1M             
 
 

 
 
 

 
ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PC 

____________________ 
 

MATHÉMATIQUES 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

_________________________________________________________________________________ 
 
 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Étude d’un endomorphisme sur un espace de polynômes

Présentation générale

On rappelle le théorème de la division euclidienne pour les polynômes : si U ∈ C[X] et V ∈ C[X] sont
deux polynômes avec V � 0 , alors il existe un unique couple (Q,R) ∈ C[X]2 tel que :

U = VQ + R avec
(

R = 0 ou deg(R) < deg(V)
)
.

Les polynômes Q et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne
du polynôme U par V .

Dans cet exercice, on se donne un entier n ∈ N∗ et un couple (A, B) ∈ Cn[X]×C[X] tel que deg(B) = n+1 .
On considère également l’application φ définie sur Cn[X] qui à un polynôme P ∈ Cn[X] associe le reste
dans la division euclidienne de AP par B .

Par exemple, si on suppose que l’on a :

n = 2 , A = X2 , B = X3 − X , P = X2 + X + 1 ,

alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B , on obtient :

AP = X4 + X3 + X2 = BQ + R avec Q = X + 1 et R = 2X2 + X ,

donc on a φ(P) = 2X2 + X .

Partie I - Généralités sur l’application φ

Dans cette partie, on démontre que l’application φ est un endomorphisme de Cn[X] .

Q1. Justifier que pour tout polynôme P ∈ Cn[X] , on a φ(P) ∈ Cn[X] .

On considère deux polynômes P1 ∈ Cn[X] et P2 ∈ Cn[X] . Par le théorème de la division euclidienne
rappelé dans la présentation, il existe (Q1,R1) ∈ C[X] × Cn[X] et (Q2,R2) ∈ C[X] × Cn[X] tels que :

AP1 = BQ1 + R1 et AP2 = BQ2 + R2 .

Q2. Soit λ ∈ C . Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A(P1 + λP2) par B en
fonction de λ et des polynômes Q1,Q2,R1 et R2 en justifiant votre réponse. En déduire que φ est
un endomorphisme de l’espace vectoriel Cn[X] .

Partie II - Étude d’un premier exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que :

n = 2 , A = X2 + 2X et B = X3 + X2 − X − 1 .

Q3. Montrer que la matrice de l’endomorphisme φ de C2[X] dans la base (1, X, X2) est :

M =


0 1 1
2 1 2
1 1 0

 ∈ M3(C) .

Q4. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice M .

Q5. Justifier que l’endomorphisme φ est diagonalisable. Déterminer une base de C2[X] formée de
vecteurs propres de φ .
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Partie III - Étude d’un second exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 et que B = X3 . Comme A est un élément de
l’espace vectoriel C2[X] , il existe (α, β, γ) ∈ C3 tel que A = α+ βX + γX2 .

Q6. Montrer que la matrice de l’endomorphisme φ de C2[X] dans la base (1, X, X2) est :

T =


α 0 0
β α 0
γ β α

 ∈ M3(C) .

Q7. Montrer que l’endomorphisme φ est diagonalisable si et seulement si le polynôme A est constant.

Partie IV - Étude du cas où B est scindé à racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que n = 2 : le nombre n est un entier quelconque de N∗ . Jusqu’à
la fin de l’exercice, on suppose que B est un polynôme scindé à racines simples. On note x0, . . . , xn ∈ C
les racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.

On définit les polynômes de Lagrange L0, . . . , Ln ∈ Cn[X] associés aux points x0, . . . , xn par :

∀k ∈ ⟦0, n⟧ , Lk =
n∏

i=0
i�k

X − xi

xk − xi
.

En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :

∀(k, j) ∈ ⟦0, n⟧2 , Lk(x j) =

{
1 si j = k
0 si j � k .

IV.1 - Décomposition avec les polynômes de Lagrange

Q8. Soit P ∈ Cn[X] . Montrer que x0, . . . , xn sont des racines du polynôme D = P −
n∑

i=0

P(xi)Li .

Q9. Déduire de la question précédente que pour tout P ∈ Cn[X] , on a P =
n∑

i=0

P(xi)Li .

Q10. Montrer que (L0, . . . , Ln) est une base de Cn[X] .

IV.2 - Réduction de l’endomorphisme φ

Pour tout entier k ∈ ⟦0, n⟧ , on désigne respectivement par Qk ∈ C[X] et Rk ∈ Cn[X] le quotient et le reste
dans la division euclidienne de ALk par B .

Q11. Soit ( j, k) ∈ ⟦0, n⟧2 . Montrer que Rk(x j) = 0 si j � k et que Rk(xk) = A(xk) .

Q12. En utilisant Q9, en déduire pour tout k ∈ ⟦0, n⟧ que φ(Lk) = A(xk)Lk .

Q13. Justifier que l’endomorphisme φ est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.
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EXERCICE 2
Étude de séries de pile ou de face

Présentation générale

On considère un espace probabilisé (Ω,A, P) modélisant une succession infinie de lancers indépen-
dants d’une pièce équilibrée (c’est-à-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabi-
lité 1/2). Pour tout entier k ∈ N∗ , on désigne par Pk l’évènement [le k-ième lancer de la pièce donne pile]
et par Fk l’évènement [le k-ième lancer de la pièce donne face].

On appelle série une succession de lancers amenant le même côté de la pièce. La série no1 commence
au premier lancer et se poursuit jusqu’à ce qu’un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De même, la série no2 commence au lancer suivant la fin la série no1 et se termine au
lancer précédant un changement de côté. On définit de même les séries suivantes.

Voici deux exemples pour illustrer la définition des séries donnée ci-dessus :

Exemple 1 : P1 ∩ P2����������
Série no1

∩ F3����
Série no2

∩ P4 ∩ P5 ∩ P6 ∩ P7����������������������������������������
Série no3

∩ F8 ∩ · · · .

Exemple 2 : F1 ∩ F2 ∩ F3��������������������������
Série no1

∩ P4 ∩ P5 ∩ P6 ∩ P7 ∩ P8������������������������������������������������������
Série no2

∩

+∞∩
k=9

Fk


����������
Série no3

.

Partie I - Étude de la longueur de la première série

Dans cette partie, nous allons étudier la longueur de la première série. On définit la variable aléatoire L1

de la manière suivante :
- si la série no1 ne se termine pas (ce qui arrive si et seulement si on obtient que des piles ou que
des faces), on pose L1 = 0 ;

- sinon, on désigne par L1 la longueur de la série no1.
Ainsi, si l’évènement donné dans l’exemple 1 est réalisé, alors on a L1 = 2 tandis que si l’événement
donné dans l’exemple 2 est réalisé, alors on a L1 = 3 .

I.1 - Calcul de la somme d’une série entière

Q14. Rappeler (sans le démontrer) le rayon de convergence et la somme de la série entière :
∑
k�0

xk .

Q15. En déduire que pour tout x ∈ ] − 1, 1[ , la série
∑
k�0

kxk converge et que
+∞∑
k=0

kxk =
x

(1 − x)2
.
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- sinon, on désigne par L1 la longueur de la série no1.
Ainsi, si l’évènement donné dans l’exemple 1 est réalisé, alors on a L1 = 2 tandis que si l’événement
donné dans l’exemple 2 est réalisé, alors on a L1 = 3 .

I.1 - Calcul de la somme d’une série entière

Q14. Rappeler (sans le démontrer) le rayon de convergence et la somme de la série entière :
∑
k�0

xk .

Q15. En déduire que pour tout x ∈ ] − 1, 1[ , la série
∑
k�0

kxk converge et que
+∞∑
k=0

kxk =
x

(1 − x)2
.
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I.2 - Étude de L1

Dans cette partie, on considère un entier k ∈ N∗ .
Q16. Exprimer l’évènement (L1 = k) en fonction des évènements Pi et Fi pour i ∈ ⟦1, k + 1⟧ .

Q17. Montrer que P(L1 = k) = 2−k .

Q18. En déduire la valeur de P(L1 = 0) .

Q19. Démontrer que la variable aléatoire L1 admet une espérance, puis déterminer sa valeur. Que
représente ce nombre par rapport au problème étudié dans cet exercice?

Partie II - Étude du nombre de séries

Pour tout entier n ∈ N∗ , on note Nn le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par
exemple, si l’évènement de l’exemple 1 dans la présentation est réalisé, alors on a :

N1 = N2 = 1 , N3 = 2 , N4 = N5 = N6 = N7 = 3 et N8 = 4 .

Jusqu’à la fin de l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ .

II.1 - Généralités

Q20. Déterminer les lois de N1 et N2 .

Q21. Quel est l’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire Nn ?

II.2 - Relation de récurrence pour la loi Nn

Dans cette sous-partie, on détermine une relation de récurrence entre la loi de Nn+1 et la loi de Nn .

Q22. Soit k ∈ ⟦1, n + 1⟧ . Justifier que l’on a l’égalité d’évènements :

(Nn+1 = k) ∩ Pn ∩ Pn+1 = (Nn = k) ∩ Pn ∩ Pn+1 ,

puis en déduire que :

P
(
(Nn+1 = k) ∩ Pn ∩ Pn+1

)
=

1

2
P
(
(Nn = k) ∩ Pn

)
.

Dans la suite, on admet que l’on a pour tout k ∈ ⟦1, n + 1⟧ les relations :

P
(
(Nn+1 = k) ∩ Fn ∩ Fn+1

)
=

1

2
P
(
(Nn = k) ∩ Fn

)
,

P
(
(Nn+1 = k) ∩ Pn ∩ Fn+1

)
=

1

2
P
(
(Nn = k − 1) ∩ Pn

)
,

P
(
(Nn+1 = k) ∩ Fn ∩ Pn+1

)
=

1

2
P
(
(Nn = k − 1) ∩ Fn

)
.

Q23. En utilisant la formule des probabilités totales avec le système complet d’évènements :

(Pn ∩ Pn+1, Fn ∩ Fn+1, Fn ∩ Pn+1, Pn ∩ Fn+1)

et les relations précédentes, montrer que l’on a pour tout k ∈ ⟦1, n + 1⟧ la relation :

P(Nn+1 = k) =
1

2
P(Nn = k) +

1

2
P(Nn = k − 1) .
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II.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de Nn

Pour tout m ∈ N∗ , on note Gm : R → R la fonction génératrice de la variable aléatoire Nm , dont on
rappelle la définition :

∀x ∈ R, Gm(x) =
m∑

k=1

P(Nm = k)xk .

En particulier, on déduit des résultats précédents (on ne demande pas de le vérifier) que :

∀x ∈ R , G1(x) = x .

Q24. Déduire de Q23 que pour tout x ∈ R , on a la relation :

Gn+1(x) =
1 + x
2

Gn(x) .

Q25. Déterminer une expression explicite de Gn(x) pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R .
Q26. Rappeler l’expression de l’espérance de Nn en fonction de sa fonction génératriceGn . En déduire

l’espérance de la variable aléatoire Nn .
Q27. Déterminer la loi de la variable aléatoire Nn à partir de l’expression de Gn .
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EXERCICE 3
La constante d’Euler

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence dans la première partie par démontrer la convergence d’une suite afin
de définir la constante d’Euler comme sa limite. Dans la seconde partie, on détermine une expression
de cette constante sous la forme d’une intégrale.

Partie I - Construction de la constante d’Euler

On définit la suite (un)n∈N∗ par :

∀n ∈ N∗, un =


n∑

k=1

1

k

 − ln(n) .

et on considère la suite (∆n)n�2 définie par :

∀n ∈ N \ {0, 1}, ∆n = un − un−1 .

Q28. Déterminer un nombre a ∈ R∗+ tel que ∆n ∼
n→+∞

− a
n2

.

Q29. Montrer que la série
∑
n�2

∆n est convergente.

Q30. En déduire que la suite (un)n∈N∗ est convergente.

Partie II - Expression intégrale de la constante d’Euler

Dans Q30, on a montré que la suite (un)n∈N∗ converge vers un un nombre réel que l’on note γ dans
la suite de l’exercice. Ce dernier est appelé constante d’Euler. Dans cette partie, on détermine une
expression de γ sous la forme d’une intégrale.

Pour tout n ∈ N∗ , on considère la fonction fn : ]0,+∞[→ R définie par :

∀t ∈ ]0,+∞[, fn(t) =



(
1 − t

n

)n
ln(t) si t < n

0 si t � n .

II.1 - Propriétés de la suite ( fn)n∈N∗n∈N∗n∈N∗

Dans cette sous-partie, on pourra utiliser librement l’inégalité ln(1+x) � x valable pour tout x ∈]−1,+∞[ .
Q31. Soit t ∈ ]0,+∞[ . Justifier qu’il existe n0 ∈ N∗ tel que pour tout n ∈ N∗ vérifiant n � n0 , on a :

fn(t) =
(
1 − t

n

)n
ln(t) .

Q32. Déduire de la question précédente que la suite de fonctions ( fn)n∈N∗ converge simplement vers
la fonction t �→ e−t ln(t) sur l’intervalle ]0,+∞[ .

Q33. Soit n ∈ N∗ . Montrer que pour tout t ∈ ]0,+∞[ , on a
��� fn(t)

��� � e−t
���ln(t)

��� .
Q34. Montrer que la fonction t �→ e−t ln(t) est intégrable sur ]0,+∞[ .
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II.2 - Convergence d’une suite d’intégrales

Pour tout n ∈ N∗ , on considère les intégrales :

In =

∫ +∞

0
fn(t) dt =

∫ n

0

(
1 − t

n

)n
ln(t) dt et Jn =

∫ 1

0
un ln(1 − u) du .

On considère un entier n ∈ N∗ .
Q35. Montrer que l’intégrale In est convergente.

Q36. Déduire des résultats de la sous-partie II.1 que la suite (In)n∈N∗ est convergente et que :

lim
n→+∞

In =

∫ +∞

0
e−t ln(t) dt .

Q37. Montrer que l’intégrale Jn est convergente si et seulement si l’intégrale :
∫ 1

0

un+1 − 1
u − 1 du

est convergente. En déduire que l’intégrale Jn est convergente et que l’on a les égalités :

Jn = − 1

n + 1

∫ 1

0

un+1 − 1
u − 1 du = − 1

n + 1

n+1∑
k=1

1

k
.

Q38. Montrer que l’on a la relation :
In =

n
n + 1

ln(n) + nJn .

Q39. Déduire des questions précédentes que :

γ = −
∫ +∞

0
e−t ln(t) dt .

FIN
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SESSION 2022          TSI1M             
 
 
 

 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TSI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux problèmes indépendants.
Chaque problème est constitué de parties indépendantes.
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PROBLÈME 1

Application sur Rn[X], Φ : P(X) �→ P(X + 1) − P(X) avec n ∈ N⋆

Le but de cet exercice est l’étude de l’application Φ définie sur Rn[X] avec n un entier fixé non nul par :

Φ : P(X) �→ P(X + 1) − P(X)

afin de permettre le calcul de somme d’entiers.
On note pour tout k entier non nul Φk la composée k ­ième de l’application Φ.

Partie I ­ Préliminaires

Q1. Donner la formule du binôme de Newton.

Q2. Soit k un entier non nul. Montrer que :

(X + 1)k =

k∑
i=0

(
k
i

)
Xi.

Q3. On considère les polynômes P0(X) = 1, P1(X) = X, P2(X) = X2 et P3(X) = X3.
Montrer que :

Φ(P0)(X) = 0,

Φ(P1)(X) = 1,

Φ(P2)(X) = 2X + 1,

Φ(P3)(X) = 3X2 + 3X + 1.

Q4. Calculer Φ2(P2)(X) et Φ3(P2)(X).

Q5. Montrer que Φ est un endomorphisme de Rn[X].

Q6. Montrer que pour tout polynôme non constant P de degré k avec k un entier non nul, Φ(P) est un
polynôme de degré k − 1.

Q7. Calculer le noyau de Φ.

Q8. Donner l’image de Φ.

Q9. Soient P et Q, deux éléments de Rn[X], tels que Φ(Q) = P.
Montrer que :

n∑
i=0

P(i) = Q(n + 1) − Q(0).
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Partie II ­ Une famille de polynômes

Q10. Considérons la famille (Hi)i∈[0,n] de Rn[X] où pour chaque i non nul,

Hi(X) =
X(X − 1) . . . (X − i + 1)

i!
=

i−1∏
k=0

(X − k)

i!

et H0 = P0 le polynôme constant égal à 1.

Prouver que (Hi)i∈[0,n] est une base de Rn[X] :
Q11. Montrer que pour tout i entier entre 1 et n, Hi(0) = 0.

Q12. Montrer que pour tout i entier entre 1 et n, Φ(Hi) = Hi−1.

Q13. Montrer que pour tout i entier entre 1 et n, Φi(Hi) = 1.

Q14. Soit P un polynôme de Rn[X] tel que P(X) =
n∑

k=0

akHk(X) avec ak réel pour tout k entier entre 0 et n.

Montrer que P(0) = a0 et que pour l, un entier fixé entre 1 et n, al = Φ
l(P)(0).

Q15. En déduire que tout polynôme P de Rn[X] peut s’écrire (de manière unique) sous la forme :

P(X) =
n∑

k=0

Φk(P)(0)Hk(X) .

Q16. Vérifier que X = 0 × H0(X) + 1 × H1(X) .

Q17. Déduire à l’aide de Q9, de Q12 et de Q16 que :

n∑
k=0

k =
n(n + 1)

2
.

Q18. Vérifier que X2 = 0 × H0(X) + 1 × H1(X) + 2 × H2(X) .

Q19. En déduire que
n∑

k=0

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

Q20. Proposer en Python une fonction qui renvoie la valeur de la somme des cubes des n premiers entiers
prenant en argument un entier naturel n passé en paramètre.
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PROBLÈME 2

Trajectoires orthogonales

Le problème ne nécessite aucune connaissance sur les courbes orthogonales.

Soient (S ) un plan et (Γλ)λ∈Λ une famille de courbes tracées sur (S ), Λ étant un sous­ensemble de R. On appelle
trajectoire orthogonale de (Γλ)λ∈Λ sur (S ), toute courbe C, tracée sur (S ) et coupant orthogonalement chacune
des Γλ (λ ∈ Λ).

On se place dans la situation suivante.
Soit (Γλ)λ∈Λ une famille de courbes du plan. Chaque courbe Γλ est la courbe représentative d’une fonction y
d’une variable réelle x de classe C1 qui vérifie une équation différentielle :

(ED) f (x, y, y′) = 0

appelée équation différentielle du premier ordre de la famille de courbes (Γλ)λ∈Λ.

On admet qu’une équation différentielle de la famille des trajectoires orthogonales de (Γλ)λ∈Λ est :

(EDO) f
(
x, y,− 1

y′

)
= 0 .

On remplace donc y′ par −1
y′

dans (ED). On caractérisera les courbes orthogonales à la famille (Γλ)λ∈Λ par les

solutions de l’équation (EDO).

On se place dans l’espace R3 muni de son produit scalaire usuel et du repère orthonormé usuel (O,B), où B
est la base orthonormée directe usuelle

(−→
i ,
−→
j ,
−→
k
)
. Nous allons montrer sur un exemple qu’il est possible de se

ramener au plan (xOy) d’équation z = 0.

On considère le plan (S ) d’équation :
(E) : x + y + z = 0 .

Partie I ­ Quelques calculs dans le plan S

Q21. Montrer que l’origine O et les points M, N de coordonnées respectives (1, 0,−1) et
(
−1

2
, 1,−1

2

)
appar­

tiennent au plan (S ).

Q22. Démontrer que les vecteurs −−→OM et −−→ON forment une base du plan (S ).

Q23. Calculer le produit vectoriel des vecteurs −−→OM et −−→ON.

Q24. Donner une interprétation géométrique de la norme du produit vectoriel des vecteurs −−→OM et −−→ON.

Q25. Montrer que le point A de coordonnées (0, 1, 1) n’appartient pas au plan (S ).

Q26. Calculer le produit mixte des vecteurs −−→OM, −−→ON et −−→OA.

Q27. Donner une interprétation géométrique du produit mixte des vecteurs −−→OM, −−→ON et −−→OA.

Q28. Donner un vecteur normal au plan (S ).

Q29. Donner les coordonnées du projeté orthogonal A′ de A sur le plan (S ). On pourra réaliser un schéma
pour expliciter la démarche utilisée.

Q30. Calculer la distance du point A au plan (S ).
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Partie II ­ Changement de repère

On souhaite effectuer un changement de base orthonormée directe B de telle sorte qu’une équation du plan
(S ) soit définie z = 0 dans l’espace affine muni de la nouvelle base orthonormée directe.

On considère la famille B′ formée par les vecteurs :
−→ux de coordonnées


√

2
2
, 0,−

√
2

2

, −→uy de coordonnées
−
√

6
6
,

√
6

3
,−
√

6
6

 et −→uz de coordonnées

√

3
3
,

√
3

3
,

√
3

3

 .

Q31. Montrer que la famille B′ est une base de R3.

Q32. Montrer que la base B′ est une base orthonormale.

Q33. Montrer que la base B′ est une base orthonormale directe.

Q34. Donner la matrice de passage PB,B′ de la base B vers la base B′.
Q35. Justifier que la matrice de passage PB′,B de la base B′ vers la base B est :

PB′,B =



√
2

2
0 −

√
2

2

−
√

6
6

√
6

3
−
√

6
6

√
3

3

√
3

3

√
3

3



.

Q36. Vérifier que le vecteur −→n de coordonnées (1, 1, 1) dans la base B a pour coordonnées
(
0, 0,

√
3
)
dans la

base B′.
Q37. Justifier que l’équation du plan (S ) dans le repère (O,B′) est z = 0.

Q38. Dans l’espace R3 muni du repère (O,B′), donner la matrice R de la projection orthogonale sur le plan
(S ) dans la base B′.

Q39. Donner la relation permettant d’obtenir la matrice Q de la projection orthogonale sur le plan (S ) dans la
base B en fonction de R, PB′,B et PB,B′ . On admet que l’on obtient après calculs :

Q =



2
3
−1

3
−1

3

−1
3

2
3
−1

3

−1
3
−1

3
2
3



.

Q40. Justifier que Q est diagonalisable. Sans calcul et à l’aide des questions précédentes, justifier que les
valeurs propres sont 0 et 1.

Q41. Montrer que l’espace propre associé à la valeur 1 est engendré par les vecteurs −−→OM et −−→ON. On rappelle
que les points M et N sont définis à Q21.

On admet que le travail effectué dans cette partie peut être aussi réalisé pour un plan quelconque. Dans la
suite de tout le problème, le plan (S ) aura pour équation z = 0.
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Partie III ­ Soit (Dλ)λ∈R la famille des droites du plan (S ) : z = 0 passant
par l’origine. Détermination des trajectoires orthogonales de la famille

de droites (Dλ)λ∈R

L’espace est rapporté à son repère habituel. On considère le plan (S ) d’équation z = 0. Il est possible, en toute
généralité, de se placer dans le cas où (S ) est le plan d’équation z = 0 dans la base usuelle de R3.

Q42. Déterminer l’équation dans le plan (S ) : z = 0 de la droite Dλ passant par l’origine O et par le point Mλ de
coordonnées (1, λ, 0) avec λ réel. Faire un dessin mettant en jeu Dλ, O et Mλ pour expliquer la situation.

Q43. En déduire que la famille de courbes (Dλ)λ∈R admet pour équation différentielle du premier ordre :

(ED1) y − xy′ = 0 .

Q44. En utilisant le résultat admis énoncé au début du problème 2, démontrer que les courbes orthogonales
ont pour équation différentielle :

(EDO1) y′y + x = 0 .

Q45. Soit µ un réel positif. Donner les ensembles de définition et de dérivabilité de la fonction :

fµ : x �→
√
µ − x2 .

Q46. Montrer que la fonction fµ est solution de (EDO1) sur ] − √µ; 0[∪]0;
√
µ[ .

Q47. Montrer que les trajectoires orthogonales obtenues vérifient l’équation :

(EC1) x2 + y2 = µ avec µ un réel positif non nul.

Q48. Donner la nature géométrique des courbes avec leurs éléments caractéristiques vérifiant l’équation
(EC1).

Partie IV ­ Détermination des trajectoires orthogonales de la famille
des hyperboles équilatères (Hλ)λ∈R du plan (S )

On considère la courbe paramétrée C d’équation :


x(t) =
1

cos(t)
y(t) = tan(t)

.

Q49. Proposer un ensemble d’étude de la courbe paramétrée C en justifiant votre démarche.

Q50. Étudier la courbe paramétrée C sur l’ensemble
[
0;
π

2

[
. On indiquera en justifiant les tangentes parallèles

aux axes le cas échéant.
Q51. Tracer sur votre copie dans un repère orthonormé d’unité 1 cm les droites d’équation D : y = x et

D′ : y = −x.
On admet que ce sont les asymptotes à la courbe.

Q52. Montrer que D et D′ sont orthogonales.

Q53. Tracer la courbe C sur le graphique précédent réalisé à la Q51.

Une hyperbole équilatère est une hyperbole dont les asymptotes forment un angle droit. L’équation caractéris­
tique des hyperboles équilatères dont la famille est notée (Hλ)λ∈R est :

(EC2) x2 − y2 + λy = 1 .

6/7



Partie III ­ Soit (Dλ)λ∈R la famille des droites du plan (S ) : z = 0 passant
par l’origine. Détermination des trajectoires orthogonales de la famille

de droites (Dλ)λ∈R

L’espace est rapporté à son repère habituel. On considère le plan (S ) d’équation z = 0. Il est possible, en toute
généralité, de se placer dans le cas où (S ) est le plan d’équation z = 0 dans la base usuelle de R3.

Q42. Déterminer l’équation dans le plan (S ) : z = 0 de la droite Dλ passant par l’origine O et par le point Mλ de
coordonnées (1, λ, 0) avec λ réel. Faire un dessin mettant en jeu Dλ, O et Mλ pour expliquer la situation.

Q43. En déduire que la famille de courbes (Dλ)λ∈R admet pour équation différentielle du premier ordre :

(ED1) y − xy′ = 0 .

Q44. En utilisant le résultat admis énoncé au début du problème 2, démontrer que les courbes orthogonales
ont pour équation différentielle :

(EDO1) y′y + x = 0 .

Q45. Soit µ un réel positif. Donner les ensembles de définition et de dérivabilité de la fonction :

fµ : x �→
√
µ − x2 .

Q46. Montrer que la fonction fµ est solution de (EDO1) sur ] − √µ; 0[∪]0;
√
µ[ .

Q47. Montrer que les trajectoires orthogonales obtenues vérifient l’équation :

(EC1) x2 + y2 = µ avec µ un réel positif non nul.

Q48. Donner la nature géométrique des courbes avec leurs éléments caractéristiques vérifiant l’équation
(EC1).

Partie IV ­ Détermination des trajectoires orthogonales de la famille
des hyperboles équilatères (Hλ)λ∈R du plan (S )

On considère la courbe paramétrée C d’équation :


x(t) =
1

cos(t)
y(t) = tan(t)

.

Q49. Proposer un ensemble d’étude de la courbe paramétrée C en justifiant votre démarche.

Q50. Étudier la courbe paramétrée C sur l’ensemble
[
0;
π

2

[
. On indiquera en justifiant les tangentes parallèles

aux axes le cas échéant.
Q51. Tracer sur votre copie dans un repère orthonormé d’unité 1 cm les droites d’équation D : y = x et

D′ : y = −x.
On admet que ce sont les asymptotes à la courbe.

Q52. Montrer que D et D′ sont orthogonales.

Q53. Tracer la courbe C sur le graphique précédent réalisé à la Q51.

Une hyperbole équilatère est une hyperbole dont les asymptotes forment un angle droit. L’équation caractéris­
tique des hyperboles équilatères dont la famille est notée (Hλ)λ∈R est :

(EC2) x2 − y2 + λy = 1 .

6/7

Q54. Trouver la valeur de λ pour que C vérifie l’équation (EC2).

Q55. Démontrer que famille (Hλ)λ∈R admet pour équation différentielle :

(ED2) 2xy + (1 − x2 − y2)y′ = 0 .

Q56. En utilisant le résultat admis énoncé au début du problème et rappelé ici :

Une équation différentielle de la famille des trajectoires orthogonales de (Γλ)λ∈Λ est :

(EDO) f
(
x, y,− 1

y′

)
= 0 .

Démontrer que les courbes orthogonales à la famille (Hλ) ont pour équation différentielle :

(EDO2) 2xyy′ − 1 + x2 + y2 = 0 avec y′ � 0 .

Q57. En prenant la fonction z = y2, justifier que z est de classe C1, montrer que l’équation (EDO2) peut s’écrire
sous la forme :

(E1) xz′ + z − 1 + x2 = 0 .

Q58. Trouver une solution particulière de (E1) sous forme polynomiale.

Q59. Résoudre (E1).

Q60. Déduire que les courbes orthogonales (Cµ)µ∈R à la famille (Hλ) vérifient l’équation :

x(x2 + 3y2 − 3) − 3µ = 0 .

FIN
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TPC 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation
des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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EXERCICE 1

Partie I - Questions préliminaires

Soit n ∈ N\{0, 1}. On se place dans E = Rn[X], le R− espace vectoriel des polynômes à coefficients
réels de degré inférieur ou égal à n. On confondra de façon usuelle un polynôme avec sa fonction
polynomiale associée.
On note B = (1, X,X2, . . . , Xn) la base canonique de E.
Enfin, on définit l’application f sur E par :

f : P �→ (X −X2)P ′′ + (1− 2X)P ′.

Q1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q2. Calculer f(1), f(X) et f(Xk) pour k ∈ �2, n�. Déterminer ensuite la matrice de f dans la base
canonique B de E.

Q3. On considère l’application :

φ : E × E −→ R

(P,Q) �−→
∫ 1

0
P (x)Q(x)dx.

a) Rappeler la définition d’un produit scalaire sur E.
b) Montrer que φ est effectivement un produit scalaire sur E.

Par la suite, on pourra noter 〈P,Q〉 au lieu de φ(P,Q). La norme associée à φ sera notée ||.|| .

Partie II - Étude du cas n = 2

Dans cette partie, on prend n = 2. On a donc E = R2[X] et B = (1, X,X2).
E est muni du produit scalaire φ défini en Q3b.

Q4. Soit A2 la matrice de f dans la base canonique B de E. Montrer que :

A2 =



0 1 0
0 −2 4
0 0 −6


 .

Q5. L’endomorphisme f est-il bijectif ? Justifier.

Q6. Préciser les valeurs propres de f .
Peut-on, à ce stade, conclure à la diagonalisabilité de f ?

Q7. Déterminer des bases des sous-espaces propres de f (le terme de degré 0 de chaque vecteur
des bases sera pris égal à 1).
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Q8. a) Déterminer une matrice P , inversible, telle que :

A2 = P



α 0 0
0 β 0
0 0 γ


P−1, avec α > β > γ.

Préciser α, β, γ.
b) Calculer P−1.

Q9. On considère maintenant les polynômes :

L0 = 1, L1 = 1− 2X, L2 = 1− 6X + 6X2 .

a) Montrer que L = (L0, L1, L2) est une base orthogonale de E. On rappelle que E est
muni du produit scalaire φ étudié dans la partie I.

b) Calculer ||L0|| et ||L1||.
c) Déterminer une base orthonormale de R1[X].
d) Rappeler la définition de Π1, projection orthogonale de E sur R1[X].

Soit P2 = X2. Exprimer Π1(P2) en fonction de L0, L1 et de L2.
On demande ici de faire explicitement les calculs.

e) Montrer que la distance de P2 au plan vectoriel R1[X] vérifie :

d(P2, R1[X]) =
1

6
√
5
.

EXERCICE 2

Pour l’ensemble de l’exercice, on considère la suite (un) définie par :

∀n ∈ N∗, un =

∫ 1

0

1(
1 + t3

)n dt .

Q10. Calculs préliminaires
a) Déterminer (a, b, c) ∈ R3, tels que :

∀t ∈ R \ {−1}, 1

1 + t3
=

a

1 + t
+

b (2t− 1)

t2 − t+ 1
+

c

t2 − t+ 1
.

b) Soit la fonction Φ : t �→ arctan
(2t− 1√

3

)
. Calculer sa dérivée.

c) En utilisant les questions précédentes, montrer que :

u1 = α ln(2) + βπ .

Préciser les valeurs de α et de β.
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Q11. Étude de la suite (un)
a) Montrer que :

∀n ∈ N∗, 0 ≤ un ≤ 1 .

b) Montrer que la suite (un) est monotone.
c) Montrer que la suite (un) converge vers une limite ℓ ∈ R que l’on ne demande pas de

calculer.

Q12. Étude de la série
∑

un

a) Montrer que : ∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [0, 1],
1

(1 + t)n
≤ 1(

1 + t3
)n .

b) Établir le résultat :
∫ 1

0

1

(1 + t)n
dt ∼

n→+∞

1

n
.

c) En déduire la nature de la série numérique
∑

un .

Q13. Étude de la série
∑ un

n

a) En écrivant 1

(1 + t3)n
=

1

(1 + t3)n
·1 , effectuer une intégration par parties dans l’expres-

sion de un et montrer qu’il existe deux suites (an) et (bn), telles que :

∀n ∈ N∗, un = an + bn(un − un+1) .

Identifier les expressions de an et de bn pour tout n ∈ N∗ .
b) En utilisant le développement en série entière de ln(1− x), é́tablir la convergence de la

série
∑
n≥1

1

n2n
et montrer que

+∞∑
n=1

1

n2n
= ln(2) .

c) Déduire des questionsQ13a etQ13b que la série
∑
n≥1

un
n

converge et calculer sa somme.

On exprimera le résultat en fonction de ℓ défini à la question Q11c.

Q14. On pose pour n ∈ N∗, vn =

∫ +∞

0

1

(1 + t3)n
dt .

a) Montrer que la suite (vn) est bien définie pour tout n ∈ N∗.
b) En utilisant les résultats des questions Q10a et Q10b, déterminer la valeur de v1.
c) En comparant les termes généraux un et vn pour n ∈ N∗, déterminer la nature de la série∑

vn.
d) Montrer que :

∀n ∈ N∗, vn+1 =
3n− 1

3n
vn .

On pourra utiliser une intégration par parties similaire à celle de la question Q13a.
e) En déduire le résultat :

∀n ∈ N \ {0, 1}, vn =
2× 5× · · · × (3n− 4)

3n × (n− 1)!

2π√
3
.
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EXERCICE 3

Les questions Q17 à Q19 peuvent être traitées sans avoir abordé les questions Q15 et Q16.

Soient p ∈]0, 1[ et N ∈ N∗. On pose q = 1− p.
Une entreprise dispose de N machines identiques en service. Chaque machine a, chaque jour, une
probabilité égale à p de tomber en panne, indépendamment des autres. Lorsqu’une machine tombe
en panne, elle est retirée définitivement du service.
Au jour numéro 0, toutes les machines sont en service.

Pour i ∈ �1, N�, on note Xi la variable aléatoire égale au numéro du jour où la ième machine tombe
en panne.

Q15. a) Justifier que X1 suit la loi géométrique de paramètre p notée G(p).
Préciser l’univers-image X1(Ω) et pour k ∈ X1(Ω), P (X1 = k).
Donner enfin l’espérance de X1.

b) Soit k ∈ N. Montrer que P (X1 > k) = qk. En déduire que :

∀k ∈ N, ∀n ∈ N, PX1>n (X1 > k + n) = P (X1 > k) .

Pourquoi peut-on dire que la loi de X1 est sans mémoire?

Toutes les variables aléatoires X1, . . . , XN sont donc indépendantes et suivent la même loi géomé-
trique de paramètre p.
On pose pour la suite de l’exercice : Y = max{X1, . . . , XN}.

Q16. a) Expliquer pourquoi la variable aléatoire Y désigne le numéro du jour où la machine la
plus robuste tombe en panne.
Préciser l’univers image Y (Ω).

b) Soit k ∈ N. Justifier brièvement que :

(Y ≤ k) =

N∩
i=1

(Xi ≤ k),

puis montrer que P (Y ≤ k) = (1− qk)N .
c) Pour k ∈ N, justifier que : P (Y ≤ k − 1) + P (Y = k) = P (Y ≤ k).
d) Soit k ∈ Y (Ω), déduire de la question Q16c l’expression de P (Y = k) en fonction des

paramètres q, k et N .

Q17. On pose pour n ∈ N, un = 1− (1− qn)N .
a) Déterminer un équivalent de (1 + x)N − 1 lorsque x tend vers 0.

En déduire un équivalent de un lorsque n tend vers +∞.

b) Montrer que la série
∑
n≥0

un est convergente.
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On admet, pour toute la suite de l’exercice, que l’on a : E(Y ) =

+∞∑
n=0

un.

c) Lorsque N = 2, calculer E(Y ).

On cherche maintenant à déterminer un équivalent de E(Y ) lorsque N → +∞.

Q18. Soit f définie sur R+ par f(x) = 1− (1− qx)N .

a) Montrer que f(x) ∼
x→+∞

Nqx. En déduire que l’intégrale
∫ +∞

0
f(x)dx est convergente.

On rappelle que pour x ∈ R, qx = ex ln q.
b) i) À l’aide d’une suite géométrique, montrer que :

∀x ∈]0,+∞[, f(x) =

N−1∑
k=0

qx(1− qx)k.

ii) Soit k ∈ �0, N − 1�.
À l’aide du changement de variable t = qx, calculer

∫ +∞

0
qx(1− qx)kdx.

En déduire que
∫ +∞

0
f(x)dx = − 1

ln q

N∑
k=1

1

k
.

c) i) Justifier que f est décroissante sur R+.
ii) Montrer que :

∀n ∈ N, un+1 ≤
∫ n+1

n
f(x)dx ≤ un.

iii) En déduire : ∀N ∈ N∗,

∫ N+1

0
f(x)dx ≤

N∑
n=0

un ≤
∫ N

0
f(x)dx+ 1.

iv) Conclure enfin que :

− 1

ln q

N∑
k=1

1

k
≤ E(Y ) ≤ 1− 1

ln q

N∑
k=1

1

k
.

Q19. On admet le résultat classique
N∑
k=1

1

k
∼

N→+∞
lnN .

Déterminer un équivalent simple de E(Y ) lorsque N tend vers +∞.
Interpréter le résultat obtenu pour les machines de l’entreprise.

FIN
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et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème. 
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EXERCICE I 

 
 
Dans cet exercice d’informatique commune, on se propose d’écrire des algorithmes dans le but de 
faire du calcul matriciel et plus particulièrement afin d’utiliser les matrices d’adjacence d’un graphe. 
Les algorithmes demandés doivent être écrits en langage Python. On sera très attentif à la rédaction 
et notamment à l’indentation du code. L’usage de toute librairie est interdit. 
 
 
Notation 
Les matrices sont carrées et représentées par des listes dont les éléments correspondent aux lignes 

de la matrice. Par exemple, la matrice 
1 2
3 4

A


=


 
 

 est représentée par la liste [ ] [ ],1 4,2 3,   . 

Dans la suite, pour définir la matrice d’adjacence ( )nA∈   d’un graphe ayant n  sommets, on 
numérote ses sommets de 0  à 1n − . 
 
 
Q1.  Écrire une fonction ( ),produit A B  prenant en arguments deux matrices carrées A  et B  de 

mêmes dimensions et qui renvoie AB  le produit de la matrice A  par la matrice B . 
 
Q2.  Écrire une fonction ( )oriente A  prenant en argument la matrice d’adjacence A  d’un graphe et 

qui retourne True  si le graphe est orienté et False  sinon. 
 
Q3.  On admet que le nombre de chemins de longueur p  reliant i  et j dans un graphe de matrice 

d’adjacence A  est égal au coefficient d’indice ( , )i j  de la matrice pA . 
Écrire une fonction ( ), ,distance A i j  où A  est la matrice d’adjacence d’un graphe et qui renvoie 
le nombre minimal d’arêtes que l’on doit parcourir pour atteindre le sommet j  depuis le 
sommet i  (on suppose qu’un tel chemin existe). 

 
 
On considère deux tables : CLIENTS et PARTENAIRES. La première contient des informations sur 
les clients et la deuxième permet d’identifier qui sont les partenaires des clients. 
 
La table CLIENTS contient les attributs suivants : 
- id : identifiant d’un individu (entier), clé primaire ; 
- nom (chaîne de caractères) ; 
- prenom (chaîne de caractères) ; 
- ville (chaîne de caractères) ; 
- email (chaîne de caractères). 
 
La table PARTENAIRES contient les attributs suivants :  
- id : identifiant de suivi (entier), clé primaire ; 
- id_client : identifiant du client représenté par l’attribut id dans la table CLIENTS (entier) ; 
- partenaire : nom du partenaire (chaîne de caractères). 
 
 
Q4.  Écrire une requête SQL permettant d’extraire les identifiants de tous les clients provenant de 

la ville de « Toulouse ». 
 
Q5.  Écrire une requête SQL permettant d’extraire les emails de tous les clients ayant « SCEI » 

comme partenaire. 
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EXERCICE II 
 
 
On définit la fonction ( ) 2 2: ,  2 2 xf x y x xy y e−− + +  sur 2 . 
 
Q6.  Établir que l’équation xe x− =  admet une unique solution sur  . 
 
Q7.  Démontrer que f  possède un unique point critique ( ) 2

0 0,x y ∈ . 
 
Q8.  À l’aide de la matrice hessienne, démontrer que f  admet un extremum local en ( )0 0,x y . 
 Est-ce un minimum ou un maximum ? 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

PROBLÈME 
 

Dans tout le problème, α  est un réel appartenant à l’intervalle ] [ 0,1 . On pose : 
 

 ( ) ( )
1  1  1

0 1
d       et      d .

1 1
x xI x J x

x x

α α
α α

+∞− −
= =

+ +∫ ∫  
 
 

Partie I - Calcul d’une intégrale à l’aide d’une série 
 
 

Q9.  Démontrer que 
 1

  
1
xx

x

α−

+
 est intégrable sur ] ]0,1  et sur [ [1,+∞ . 

 
Q10.  Démontrer que ( ) ( )1 .J Iα α= −  
 
 
On se propose maintenant d’écrire ( )I α  sous forme d’une somme de série. 
 
Q11.  1re tentative  

Pour tout ] [0,1x∈  , on pose ( ) ( ) 11 .n
n nx xf α+ −= −  Montrer que : 

 

] [ ( )
 1

0

 0,1 ,  .
1 n

n

xx f x
x

α
+∞

−

=

∈ =
+

∀ ∑  

 
La série de fonctions nf∑  converge-t-elle uniformément sur ] [0,1  ? 
 



4/5 
 

Q12.  2e tentative  
Pour tout ] [0,1x∈ , on pose : 

 

( ) ( ) 1

0

1 .
n

k k
n

k

S x x α+ −

=

= −∑  

 
À l’aide du théorème de convergence dominée, montrer que : 
 

( )
1

0
lim ( )d .nn

I xS xα
→+∞

= ∫  

 
En déduire une expression de ( )I α  sous forme d’une somme de série. 
 
 

Q13.  En déduire que : 

( ) ( ) ( ) 1

2 2
0 1

11d 2 .
1

n

n

xI J x
x n

α
α α α

α α

+∞+∞ −

=

−
+ = = +

+ −∑∫  

 
 
On admet la formule suivante : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1

sin 2 cos1, cos 1 .n

n

nx
x x

n
πα α

α
π α α

+∞

=

 
 ∈ = + − − 
 

∀ ∑  

 

Q14.  Démontrer que : 

 
( )

 1

0
d .

1 sin
x x

x

α π
απ

+∞ −
=

+∫  

 

 
Partie II - Lien avec la fonction Gamma 

 
 
Dans toute la suite, on pose : 

 

] [ ( ) 1  

0
 0, ,     d ,x tx x t e t

+∞
− −∈ +∞ Γ =∀ ∫  

et 

 [ [ ( )
1

0
0, ,       d .

1
xttx f x e t

t

α

α

+∞ −
−∀ ∈ +∞ =

+∫  

 
Q15.  Démontrer que Γ  est bien définie sur ] [0, +∞ . 
 
Q16.  Démontrer que fα  est bien définie et continue sur [ [0, +∞ . 
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n

k
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On admet la formule suivante : 
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2 2

1

sin 2 cos1, cos 1 .n

n
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x x

n
πα α

α
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Q14.  Démontrer que : 

 
( )

 1

0
d .

1 sin
x x

x

α π
απ

+∞ −
=

+∫  

 

 
Partie II - Lien avec la fonction Gamma 

 
 
Dans toute la suite, on pose : 

 

] [ ( ) 1  

0
 0, ,     d ,x tx x t e t

+∞
− −∈ +∞ Γ =∀ ∫  

et 

 [ [ ( )
1

0
0, ,       d .

1
xttx f x e t

t

α

α

+∞ −
−∀ ∈ +∞ =

+∫  

 
Q15.  Démontrer que Γ  est bien définie sur ] [0, +∞ . 
 
Q16.  Démontrer que fα  est bien définie et continue sur [ [0, +∞ . 
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Q17.  Démontrer que fα  est de classe 1C  sur ] [0, +∞  et calculer sa dérivée. 
 

Q18.  Déterminer ( )lim
x

f xα→+∞
. 

 

Q19.  Démontrer que  
tet

tα
−

  est intégrable sur ] [0,+∞ . En déduire : 

 

 lim d .
t

x x

e t
tα

+∞ −

→+∞ ∫  

 
 
 
 

Partie III - Vers la formule des compléments 
 
 
Q20.  Pour tout ] [ 0, x∈ +∞ , démontrer que : 

 

( ) ( ) ( ) .f x f x
xα α α

αΓ
′− =  

 
Q21.  Pour tout ] [ 0, x∈ +∞ , on pose : 
 

 ( ) ( ) d .
t

x

x

eg x e t
tα αα

+∞ −
= Γ ∫  

Vérifier que gα  est une solution particulière de l’équation différentielle ( )' .y y
xα
αΓ

− =  

En déduire que ] [ ( ) ( ) 0, ,  x f x g xα α∈ +∞ =∀ . 
 

Q22.  En déduire que : 
 

 ( )
 1

0 0
d d .

1

tt et t
t t

α

αα
+∞ +∞− −

= Γ
+∫ ∫  

 

Q23.  Démontrer l’identité suivante (formule des compléments) : 
 

( ) ( ) ( )
  1  .

sin
πα α
απ

Γ Γ − =  

 
Q24.  En déduire la valeur de l’intégrale de Gauss : 
 

 2

0
dte t

+∞
−∫ . 

 
 
 

FIN 
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 
 
On note [ ]= 2E X . 
 
Dans cet exercice, on pourra utiliser sans démonstration que pour tout entier naturel n, la fonction 

−


n xx x e  est intégrable sur [ [+∞0,  et 
+∞ − =∫ 0

d !n xx e x n . 

 
 
Q1. Démontrer que l’on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tout couple ( ),P Q  de 

polynômes de E, 
+∞ −= ∫ 0

( ) ( ) dxP Q P x Q x e x . On notera  la norme euclidienne associée. 

 
 
Q2. Déterminer le projeté orthogonal de 2X  sur [ ]= 1F X  noté 2( )FP X . 
 
 

Q3. Justifier que − = −
2 2 22 2 2 2( ) ( )F FX P X X P X  puis calculer le réel :  

+∞ −

∈
− −∫



2
2

0( , )
inf ( )² dx

a b
x ax b e x . 

 
 
 
 

EXERCICE 2 
 
 
Soit ] [∈ 0,1p , = −1q p . Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans   
définies sur un même espace probabilisé et suivant la même loi définie par : 

∀ ∈ = = = =, P( ) P( ) kk X k Y k pq . 
 
On considère les variables aléatoires Z et T définies par = sup( , )Z X Y  et = inf( , )T X Y . 
 
Q4. Pour tout couple ( ),m n  d’entiers naturels, déterminer ( ) ( )( )= ∩ =P Z m T n  en distinguant 

trois cas : >m n , <m n  et =m n .  
 
 
Q5. En déduire la loi de la variable aléatoire Z. 
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PROBLÈME 
 
 
Dans ce problème, E est un  -espace vectoriel de dimension finie. 
 
 

Partie I  
 
 
Q6. Un exemple 

Vérifier que la matrice  
=  
 

3 2
2 3

A  est diagonalisable. 

Démontrer que les matrices 
− 

Π =  − 
1

1 11
1 12

 et  
Π =  

 
2

1 11
1 12

 sont des matrices de projecteur 

puis calculer Π + Π1 25 , Π + Π1 2  et Π Π1 2.  
 
 

Q7. On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :  
Si 1 2, ,..., rP P P  sont des éléments de [ ] X  deux à deux premiers entre eux de produit égal à 
T, si u est un endomorphisme de E alors :  

[ ] ( ) ( ) ( )1 2Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) ... Ker ( )rT u P u P u P u= ⊕ ⊕ ⊕ . 
 

L'objet de cette question est de démontrer le cas particulier = 2r . 
 

Soit u un endomorphisme de E et soit P et Q deux polynômes premiers entre eux. 
 Justifier que ( )( ) ( ) ⊂  Ker Ker ( )P u PQ u  (de même, on a : ( ) ( ) ( ) ⊂  Ker ( ) KerQ u PQ u ). 
 
 Démontrer que : ( ) ( ) ( )  = ⊕ Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) .PQ u P u Q u   
 
 
Dans la suite du problème, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux. 
 
Q8. Soit u un endomorphisme de E et soit πu  son polynôme minimal. 

On suppose que π = 1 21 2
k k

u P P  où les polynômes 1P  et 2P  sont premiers entre eux. On pose, 

pour tout entier { }∈ 1,2i , π
=

i
u

i k
i

Q
P

.  

Justifier qu’il existe deux polynômes 1R  et 2R  de [ ] X  tels que + =1 1 2 2 1R Q R Q . 
 
 
Pour la suite de cette partie, on notera π = 1 21 2 ... mk k k

u mP P P  la décomposition en facteurs premiers 

du polynôme minimal et on admettra que, si pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
=

i
u

i k
i

Q
P

, il existe des 

polynômes de [ ] X  tels que + + + =1 1 2 2 ... 1m mR Q R Q R Q . 
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Q9. On pose alors pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , = ( ) ( )i i ip R u Q u . 
Démontrer que pour tout couple ( , )i j  d’entiers distincts de { }1,2,...,m , on a les trois résultats 
suivants : 

= 0i jp p ,  
 

=

=∑
1

m

i E
i

p id ,  

 

et chaque ip  est un projecteur de E. 
Les ip  seront appelés projecteurs associés à u. 
 

Q10. Soit u un endomorphisme de E et soit χu  son polynôme caractéristique : αχ λ
=

= −∏
1

( ) i
m

u i
i

X  

(avec les λi  deux à deux distincts et les αi  des entiers naturels non nuls) et pour tout entier 

{ }∈ 1,2,...,i m , αλ= −Ker( ) ii i EN u id  le sous-espace caractéristique associé à λi .  
Justifier que = ⊕ ⊕ ⊕1 2 ... mE N N N . 

 
 
Q11. Démontrer que = ⊕ ⊕ ⊕1 2Im Im ... Im mE p p p .  
 
 
Q12. Démontrer que pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , =Im i ip N . 
 
 
 

Partie II  
 
Dans toute cette partie, on suppose que l’endomorphisme u est diagonalisable et on note 
λ λ λ1 2, ,..., m  ses valeurs propres distinctes. 

 
Q13. Quel est alors le polynôme minimal πu  de u ? 
 
 

Q14. On note toujours, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
= u

i
i

Q
P

 où λ= −i iP X , et on pose 

θ
λ

=
1
( )i

i iQ
. 

 Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 
π
1
u

 puis démontrer que les 

projecteurs associés à u sont, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , 
λ

=
( )
( )
i

i
i i

Q u
p

Q
. 

 
 

Q15. Démontrer que λ
λ

=

=∑
1

( )
( )

m
i i

i ii

Q X
X

Q
 puis que λ

=

=∑
1

m

i i
i

u p  (décomposition spectrale de u). 
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λ λ λ1 2, ,..., m  ses valeurs propres distinctes. 

 
Q13. Quel est alors le polynôme minimal πu  de u ? 
 
 

Q14. On note toujours, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
= u

i
i

Q
P

 où λ= −i iP X , et on pose 

θ
λ

=
1
( )i

i iQ
. 

 Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 
π
1
u

 puis démontrer que les 

projecteurs associés à u sont, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , 
λ

=
( )
( )
i

i
i i

Q u
p

Q
. 

 
 

Q15. Démontrer que λ
λ

=

=∑
1

( )
( )

m
i i

i ii

Q X
X

Q
 puis que λ

=

=∑
1

m

i i
i

u p  (décomposition spectrale de u). 
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Q16. Exemple : on considère la matrice 

 
 − − =
 − −
 

− − 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A . 

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice 2A . 
b) En déduire le polynôme minimal πA  de la matrice A puis la décomposition spectrale de la 

matrice A. On notera Π1 et Π2  les matrices des projecteurs associés. 

c) Calculer, pour tout entier naturel q, qA  en fonction des matrices Π1 et Π2 . 
 
 
Q17. On note [ ] v  l’algèbre des polynômes d’un endomorphisme v d’un  -espace vectoriel de 

dimension finie. 
 Démontrer que la dimension de l’espace vectoriel [ ] v  est égal au degré du polynôme 

minimal πv  de l’endomorphisme v. 
 
 

Q18. On revient au cas u diagonalisable avec π λ
=

= −∏
1

( ).
m

u i
i

X  

 Démontrer que la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des projecteurs associés à u est une base de l’espace 

vectoriel [ ] u . 
 

 
Q19. Dans le cas d’un endomorphisme u non diagonalisable, la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des 

projecteurs associés à u est-elle toujours une base de l’espace vectoriel [ ] u  ? 
 
 
Q20. Nous avons vu que si u est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m 

endomorphismes non nuls ip  de E, tels que pour tout entier q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u p .  

Nous allons étudier une « réciproque ».  
 
Soit u un endomorphisme de E,  -espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe 
m endomorphismes non nuls if  de E et m complexes λ λ λ1 2, ,..., m  distincts, tels que pour tout 

entier naturel q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u f . 

Démontrer que u est diagonalisable. 
 
 
 

FIN 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème. 
 
  



2/5 
 

 
EXERCICE I 

 

Dans tout l’exercice, n est un entier naturel non nul. 

Pour toute matrice ( ) ( )
≤ ≤

= ∈ , 1 ,i j ni j n
A a , on note : 

( ) ,1
1

max   .   
n

i ji n
j

N A a
≤ ≤

=

= ∑  

Q1.  Démontrer que N  est une norme sur ( )n . 
 

On munit l’espace ( ) ,1n  de la norme 
∞

⋅  définie, pour tout ( )
1

,1n

n

x
X

x

 
 = ∈ 
 
 

   , par : 

 
1
max .ii n

X x
∞ ≤ ≤
=  

 

On note S  la sphère unité définie par : ( ){ },1 1 , nS X X
∞

= ∈ =  . 

 

Q2.  Démontrer que ( ) ( )∞
∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ,  ,   nX S A AX N A . 

 En déduire, pour toute matrice ( )∈ nA , l’existence de 
∞

∈
sup 
X S

AX . 

On pose alors, pour toute matrice ( )∈ nA ,  ||| ||| s   up
X S

A AX
∞

∈
= . 

 

Q3.  Démontrer que ( ) ( ),1 , , ||| |||    n nX A AX A X
∞ ∞

∀ ∈ ∀ ∈ ≤     . 
 

Q4.  Démontrer que ( ),  ||| ||| ( )  nA A N A∀ ∈ =   . 
 

Q5.  Application. On considère la matrice 
− 

 = − 
 
 

2 0 1
3 2 3

0 15
A . Calculer ||| |||A . 
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 = ∈ 
 
 
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EXERCICE II 
 
 
On définit la fonction ( ) 2 2: ,  2 2 xf x y x xy y e−− + +  sur 2 . 
 
Q6.  Établir que l’équation xe x− =  admet une unique solution sur  . 
 
Q7.  Démontrer que f  possède un unique point critique ( ) 2

0 0,x y ∈ . 
 
Q8.  À l’aide de la matrice hessienne, démontrer que f  admet un extremum local en ( )0 0,x y . 
 Est-ce un minimum ou un maximum ? 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

PROBLÈME 
 

Dans tout le problème, α  est un réel appartenant à l’intervalle ] [ 0,1 . On pose : 
 

 ( ) ( )
1  1  1

0 1
d       et      d .

1 1
x xI x J x

x x

α α
α α

+∞− −
= =

+ +∫ ∫  
 
 

Partie I - Calcul d’une intégrale à l’aide d’une série 
 
 

Q9.  Démontrer que 
 1

  
1
xx

x

α−

+
 est intégrable sur ] ]0,1  et sur [ [1,+∞ . 

 
Q10.  Démontrer que ( ) ( )1 .J Iα α= −  
 
 
On se propose maintenant d’écrire ( )I α  sous forme d’une somme de série. 
 
Q11.  1re tentative  

Pour tout ] [0,1x∈  , on pose ( ) ( ) 11 .n
n nx xf α+ −= −  Montrer que : 

 

] [ ( )
 1

0

 0,1 ,  .
1 n

n

xx f x
x

α
+∞

−

=

∈ =
+

∀ ∑  

 
La série de fonctions nf∑  converge-t-elle uniformément sur ] [0,1  ? 
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Q12.  2e tentative  
Pour tout ] [0,1x∈ , on pose : 

 

( ) ( ) 1

0

1 .
n

k k
n

k

S x x α+ −

=

= −∑  

 
À l’aide du théorème de convergence dominée, montrer que : 
 

( )
1

0
lim ( )d .nn

I xS xα
→+∞

= ∫  

 
En déduire une expression de ( )I α  sous forme d’une somme de série. 
 
 

Q13.  En déduire que : 

( ) ( ) ( ) 1

2 2
0 1

11d 2 .
1

n

n

xI J x
x n

α
α α α

α α

+∞+∞ −

=

−
+ = = +

+ −∑∫  

 
 
On admet la formule suivante : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1

sin 2 cos1, cos 1 .n

n

nx
x x

n
πα α

α
π α α

+∞

=

 
 ∈ = + − − 
 

∀ ∑  

 

Q14.  Démontrer que : 

 
( )

 1

0
d .

1 sin
x x

x

α π
απ

+∞ −
=

+∫  

 

 
Partie II - Lien avec la fonction Gamma 

 
 
Dans toute la suite, on pose : 

 

] [ ( ) 1  

0
 0, ,     d ,x tx x t e t

+∞
− −∈ +∞ Γ =∀ ∫  

et 

 [ [ ( )
1

0
0, ,       d .

1
xttx f x e t

t

α

α

+∞ −
−∀ ∈ +∞ =

+∫  

 
Q15.  Démontrer que Γ  est bien définie sur ] [0, +∞ . 
 
Q16.  Démontrer que fα  est bien définie et continue sur [ [0, +∞ . 
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Q12.  2e tentative  
Pour tout ] [0,1x∈ , on pose : 
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0
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n

k k
n

k
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À l’aide du théorème de convergence dominée, montrer que : 
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0
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I xS xα
→+∞
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En déduire une expression de ( )I α  sous forme d’une somme de série. 
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( ) ( ) ( ) 1

2 2
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1

n
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xI J x
x n

α
α α α

α α
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−
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On admet la formule suivante : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1

sin 2 cos1, cos 1 .n

n

nx
x x

n
πα α

α
π α α

+∞
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 
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Q14.  Démontrer que : 

 
( )

 1

0
d .

1 sin
x x

x

α π
απ

+∞ −
=

+∫  

 

 
Partie II - Lien avec la fonction Gamma 

 
 
Dans toute la suite, on pose : 

 

] [ ( ) 1  

0
 0, ,     d ,x tx x t e t

+∞
− −∈ +∞ Γ =∀ ∫  

et 

 [ [ ( )
1

0
0, ,       d .

1
xttx f x e t

t

α

α

+∞ −
−∀ ∈ +∞ =

+∫  

 
Q15.  Démontrer que Γ  est bien définie sur ] [0, +∞ . 
 
Q16.  Démontrer que fα  est bien définie et continue sur [ [0, +∞ . 
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Q17.  Démontrer que fα  est de classe 1C  sur ] [0, +∞  et calculer sa dérivée. 
 

Q18.  Déterminer ( )lim
x

f xα→+∞
. 

 

Q19.  Démontrer que  
tet

tα
−

  est intégrable sur ] [0,+∞ . En déduire : 

 

 lim d .
t

x x

e t
tα

+∞ −

→+∞ ∫  

 
 
 
 

Partie III - Vers la formule des compléments 
 
 
Q20.  Pour tout ] [ 0, x∈ +∞ , démontrer que : 

 

( ) ( ) ( ) .f x f x
xα α α

αΓ
′− =  

 
Q21.  Pour tout ] [ 0, x∈ +∞ , on pose : 
 

 ( ) ( ) d .
t

x

x

eg x e t
tα αα

+∞ −
= Γ ∫  

Vérifier que gα  est une solution particulière de l’équation différentielle ( )' .y y
xα
αΓ

− =  

En déduire que ] [ ( ) ( ) 0, ,  x f x g xα α∈ +∞ =∀ . 
 

Q22.  En déduire que : 
 

 ( )
 1

0 0
d d .

1

tt et t
t t

α

αα
+∞ +∞− −

= Γ
+∫ ∫  

 

Q23.  Démontrer l’identité suivante (formule des compléments) : 
 

( ) ( ) ( )
  1  .

sin
πα α
απ

Γ Γ − =  

 
Q24.  En déduire la valeur de l’intégrale de Gauss : 
 

 
2

0
dte t

+∞
−∫ . 

 
 
 

FIN 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 
 
On note [ ]= 2E X . 
 
Dans cet exercice, on pourra utiliser sans démonstration que pour tout entier naturel n, la fonction 

−


n xx x e  est intégrable sur [ [+∞0,  et 
+∞ − =∫ 0

d !n xx e x n . 

 
 
Q1. Démontrer que l’on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tout couple ( ),P Q  de 

polynômes de E, 
+∞ −= ∫ 0

( ) ( ) dxP Q P x Q x e x . On notera  la norme euclidienne associée. 

 
 
Q2. Déterminer le projeté orthogonal de 2X  sur [ ]= 1F X  noté 2( )FP X . 
 
 

Q3. Justifier que − = −
2 2 22 2 2 2( ) ( )F FX P X X P X  puis calculer le réel :  

+∞ −

∈
− −∫



2
2

0( , )
inf ( )² dx

a b
x ax b e x . 

 
 
 
 

EXERCICE 2 
 
 
Soit ] [∈ 0,1p , = −1q p . Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans   
définies sur un même espace probabilisé et suivant la même loi définie par : 

∀ ∈ = = = =, P( ) P( ) kk X k Y k pq . 
 
On considère les variables aléatoires Z et T définies par = sup( , )Z X Y  et = inf( , )T X Y . 
 
Q4. Pour tout couple ( ),m n  d’entiers naturels, déterminer ( ) ( )( )= ∩ =P Z m T n  en distinguant 

trois cas : >m n , <m n  et =m n .  
 
 
Q5. En déduire la loi de la variable aléatoire Z. 
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PROBLÈME 
 
 
Dans ce problème, E est un  -espace vectoriel de dimension finie. 
 
 

Partie I  
 
 
Q6. Un exemple 

Vérifier que la matrice  
=  
 

3 2
2 3

A  est diagonalisable. 

Démontrer que les matrices 
− 

Π =  − 
1

1 11
1 12

 et  
Π =  

 
2

1 11
1 12

 sont des matrices de projecteur 

puis calculer Π + Π1 25 , Π + Π1 2  et Π Π1 2.  
 
 

Q7. On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :  
Si 1 2, ,..., rP P P  sont des éléments de [ ] X  deux à deux premiers entre eux de produit égal à 
T, si u est un endomorphisme de E alors :  

[ ] ( ) ( ) ( )1 2Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) ... Ker ( )rT u P u P u P u= ⊕ ⊕ ⊕ . 
 

L'objet de cette question est de démontrer le cas particulier = 2r . 
 

Soit u un endomorphisme de E et soit P et Q deux polynômes premiers entre eux. 
 Justifier que ( )( ) ( ) ⊂  Ker Ker ( )P u PQ u  (de même, on a : ( ) ( ) ( ) ⊂  Ker ( ) KerQ u PQ u ). 
 
 Démontrer que : ( ) ( ) ( )  = ⊕ Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) .PQ u P u Q u   
 
 
Dans la suite du problème, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux. 
 
Q8. Soit u un endomorphisme de E et soit πu  son polynôme minimal. 

On suppose que π = 1 21 2
k k

u P P  où les polynômes 1P  et 2P  sont premiers entre eux. On pose, 

pour tout entier { }∈ 1,2i , π
=

i
u

i k
i

Q
P

.  

Justifier qu’il existe deux polynômes 1R  et 2R  de [ ] X  tels que + =1 1 2 2 1R Q R Q . 
 
 
Pour la suite de cette partie, on notera π = 1 21 2 ... mk k k

u mP P P  la décomposition en facteurs premiers 

du polynôme minimal et on admettra que, si pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
=

i
u

i k
i

Q
P

, il existe des 

polynômes de [ ] X  tels que + + + =1 1 2 2 ... 1m mR Q R Q R Q . 
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Q9. On pose alors pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , = ( ) ( )i i ip R u Q u . 
Démontrer que pour tout couple ( , )i j  d’entiers distincts de { }1,2,...,m , on a les trois résultats 
suivants : 

= 0i jp p ,  
 

=

=∑
1

m

i E
i

p id ,  

 

et chaque ip  est un projecteur de E. 
Les ip  seront appelés projecteurs associés à u. 
 

Q10. Soit u un endomorphisme de E et soit χu  son polynôme caractéristique : αχ λ
=

= −∏
1

( ) i
m

u i
i

X  

(avec les λi  deux à deux distincts et les αi  des entiers naturels non nuls) et pour tout entier 

{ }∈ 1,2,...,i m , αλ= −Ker( ) ii i EN u id  le sous-espace caractéristique associé à λi .  
Justifier que = ⊕ ⊕ ⊕1 2 ... mE N N N . 

 
 
Q11. Démontrer que = ⊕ ⊕ ⊕1 2Im Im ... Im mE p p p .  
 
 
Q12. Démontrer que pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , =Im i ip N . 
 
 
 

Partie II  
 
Dans toute cette partie, on suppose que l’endomorphisme u est diagonalisable et on note 
λ λ λ1 2, ,..., m  ses valeurs propres distinctes. 

 
Q13. Quel est alors le polynôme minimal πu  de u ? 
 
 

Q14. On note toujours, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
= u

i
i

Q
P

 où λ= −i iP X , et on pose 

θ
λ

=
1
( )i

i iQ
. 

 Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 
π
1
u

 puis démontrer que les 

projecteurs associés à u sont, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , 
λ

=
( )
( )
i

i
i i

Q u
p

Q
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λ

=

=∑
1

( )
( )

m
i i

i ii

Q X
X

Q
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=

=∑
1

m

i i
i
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4/5 
 

Q9. On pose alors pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , = ( ) ( )i i ip R u Q u . 
Démontrer que pour tout couple ( , )i j  d’entiers distincts de { }1,2,...,m , on a les trois résultats 
suivants : 

= 0i jp p ,  
 

=

=∑
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Q16. Exemple : on considère la matrice 

 
 − − =
 − −
 

− − 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A . 

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice 2A . 
b) En déduire le polynôme minimal πA  de la matrice A puis la décomposition spectrale de la 

matrice A. On notera Π1 et Π2  les matrices des projecteurs associés. 

c) Calculer, pour tout entier naturel q, qA  en fonction des matrices Π1 et Π2 . 
 
 
Q17. On note [ ] v  l’algèbre des polynômes d’un endomorphisme v d’un  -espace vectoriel de 

dimension finie. 
 Démontrer que la dimension de l’espace vectoriel [ ] v  est égal au degré du polynôme 

minimal πv  de l’endomorphisme v. 
 
 

Q18. On revient au cas u diagonalisable avec π λ
=

= −∏
1

( ).
m

u i
i

X  

 Démontrer que la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des projecteurs associés à u est une base de l’espace 

vectoriel [ ] u . 
 

 
Q19. Dans le cas d’un endomorphisme u non diagonalisable, la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des 

projecteurs associés à u est-elle toujours une base de l’espace vectoriel [ ] u  ? 
 
 
Q20. Nous avons vu que si u est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m 

endomorphismes non nuls ip  de E, tels que pour tout entier q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u p .  

Nous allons étudier une « réciproque ».  
 
Soit u un endomorphisme de E,  -espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe 
m endomorphismes non nuls if  de E et m complexes λ λ λ1 2, ,..., m  distincts, tels que pour tout 

entier naturel q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u f . 

Démontrer que u est diagonalisable. 
 
 
 

FIN 
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’un exercice et de deux problèmes indépendants.
Chaque problème est constitué de parties indépendantes.
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EXERCICE

Fonction de Bessel

Soit une fonction f : R→ R définie par :

∀x ∈ R , f (x) =
∫ π

0
cos(x sin(t)) dt.

Pour tout n ∈ N, on note :
Wn =

∫ π

0
sin2n(t) dt.

Q1. Montrer que f est bien définie sur R.

Q2. Montrer que f est de classe C2 sur R et donner des expressions sous forme d’inté-
grales de f ′(x) et f ′′(x) pour tout x ∈ R.

Q3. Soit une fonction h : R2 → R définie par :

∀(x, t) ∈ R2 , h(x, t) = cos(t) sin (x sin(t)) .

Justifier l’existence de ∂h
∂t
, puis déterminer ∂h

∂t
(x, t) pour tout (x, t) ∈ R2.

Q4. En déduire que f est solution de l’équation différentielle :

xy′′ + y′ + xy = 0. (E)

Q5. On suppose qu’il existe une solution de (E) développable en série entière notée∑
n≥0

anxn de rayon de convergence R > 0.

Montrer que a1 = 0 et que pour tout n ∈ N, n ≥ 2 :

an = −
an−2

n2 .

Q6. En utilisant un théorème d’interversion série intégrale, montrer que f est développable
en série entière au voisinage de 0 et exprimer les coefficients du développement de f
en fonction des termes de la suite (Wn)n∈N.

Q7. Déduire des questions précédentes que f est l’unique solution développable en série
entière de (E) vérifiant f (0) = π.

Q8. En déduire, pour tout n ∈ N, une expression de Wn en fonction de n.
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PROBLÈME 1

Marche aléatoire sur ZZZ

On considère une particule se déplaçant sur une droite graduée par les entiers relatifs. Sa
position à l’instant initial t = 0 est k = 0. À chaque instant t ∈ N∗, elle se déplace aléatoirement
de sa position k ∈ Z à la position k + 1 ou k − 1.

Soit p ∈ ]0;1[. On définit sur un espace probabilisé (Ω,Σ, P) une suite de variables aléatoires
indépendantes (Xt)t∈N∗ et identiquement distribuées dont la loi est définie par :

∀t ∈ N∗ , P(Xt = 1) = p et P(Xt = −1) = 1 − p.

Enfin, pour tout n ∈ N∗, on pose S n =

n∑
t=1

Xt.

Pour tout t ∈ N∗, la variable aléatoire Xt modélise le déplacement de la particule à l’instant t.
Si Xt = 1, la particule se déplace vers la droite. Si Xt = −1, la particule se déplace vers la
gauche. Ainsi, pour tout n ∈ N∗, S n modélise la position de la particule après n déplacements.

On rappelle la formule de Stirling :

n! ∼
n→+∞

√
2πn
(n
e

)n
.

Partie I - Un développement en série entière

Q9. Soit α ∈ R tel que α � N. Donner sans démonstration un développement en série
entière de la fonction réelle x �→ (1 + x)α au voisinage de 0 en précisant son rayon de
convergence.

Q10. En déduire que pour tout x ∈ ] − 1;1[ :

1
√

1 − x
=

+∞∑
n=0

1
22n

(
2n
n

)
xn.

Partie II - Probabilité de retour à l’origine

On définit la suite (un)n∈N∗ par :

∀n ∈ N∗, un = P(S n = 0).

Q11. Pour tout t ∈ N∗, déterminer la loi de la variable aléatoire Xt + 1
2

. En déduire que pour

tout n ∈ N∗, la variable aléatoire
n∑

t=1

Xt + 1
2

suit une loi binomiale dont on précisera les

paramètres.
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Q12. En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

un =



(
n
n
2

)
(p(1 − p))

n
2 si n est pair

0 sinon .

Q13. Déterminer la limite de la suite (u2n)n∈N∗ lorsque n tend vers +∞ selon les valeurs de p
et interpréter le résultat.

Partie III - Nombre de passages par l’origine

Pour tout j ∈ N, on note O2 j la variable aléatoire égale à 1 si la particule est à l’origine à

l’instant t = 2 j, 0 sinon. Pour tout n ∈ N, on pose Tn =

n∑
j=0

O2 j. On note E(Tn) l’espérance de

la variable aléatoire Tn.

Dans cette partie, on souhaite déterminer lim
n→+∞

E(Tn).

Q14. Soit n ∈ N. Que modélise la variable aléatoire Tn ?

Q15. Soit j ∈ N. Déterminer la loi de la variable aléatoire O2 j. En déduire que :

E(Tn) =
n∑

j=0

(
2 j
j

)
(p(1 − p)) j .

Q16. On suppose dans cette question que p �
1
2
. En utilisant le résultat de la Q10, calculer

lim
n→+∞

E(Tn) et interpréter le résultat.

Q17. On suppose dans cette question que p =
1
2
. Montrer par récurrence que :

∀n ∈ N, E(Tn) =
2n + 1

22n

(
2n
n

)

et en déduire lim
n→+∞

E(Tn).
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PROBLÈME 2

Puissances de matrices et limites de suites de matrices

Soit (n, p) ∈ N∗ ×N∗. On s’intéresse ici à la convergence de suites matricielles (Mk)k∈N où pour
tout k ∈ N, Mk ∈ Mn,p(C) avec p = 1 (matrices colonnes) ou p = n (matrices carrées). Pour
tout k ∈ N, on note alors Mk =

(
m(k)

i, j

)
(i, j)∈[[1;n]]×[[1;p]]

ou plus simplement Mk =
(
m(k)

i, j

)
.

On suppose que l’espace vectoriel Mn,p(C) est muni d’une norme notée ||.|| indifféremment
des valeurs de n et p. En particulier, si V ∈ Mn,1(C), V est une matrice colonne assimilée à
un vecteur de Cn et on note ||V || sa norme.

On rappelle que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. la suite (Mk)k∈N converge vers la matrice A =

(
ai, j

)
∈ Mn,p(C) ;

2. la suite des normes (||Mk − A||)k∈N converge vers 0 ;
3. pour tout (i, j) ∈ [[1; n]] × [[1; p]], la suite de nombres complexes

(
m(k)

i, j

)
k∈N

converge vers
ai, j ∈ C (convergence des coefficients de la matrice).

On s’intéresse en particulier à la suite des puissances itérées
(
Mk
)

k∈N
d’une matrice donnée

M ∈ Mn(C) .

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particulière

Soit n ∈ N tel que n ≥ 3. Pour tout (a, b) ∈ C2, on définit la matrice M(a, b) ∈ Mn(C) par :

M(a, b) =



b a a · · · a
a b a · · · a
...
. . .

. . .
. . .

...
a · · · a b a
a · · · a a b



et on note Pa,b le polynôme caractéristique de la matrice M(a, b).

On note In la matrice identité deMn(C) et on remarque que pour tous réels a et b,

M(a, b) = bIn + aM(1, 0).

Q18. On suppose, dans cette question uniquement, que (a, b) ∈ R2. Montrer que dans ce
cas M(a, b) est diagonalisable.

Q19. Montrer que V =


1
...
1

 ∈ Mn,1(C) est un vecteur propre de M(a, b) et déterminer la valeur

propre associée à V.
Q20. Montrer que P1,0(X) = (X − (n − 1)) (X + 1)n−1.

Q21. On suppose que a � 0. Montrer que Pa,b(X) = anP1,0

(
X − b

a

)
. En déduire l’ensemble

des valeurs propres de M(a, b) ainsi que leurs multiplicités.
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Q22. On définit le polynôme Qa,b ∈ C[X] par Qa,b(X) = (X − (b − a)) (X − (b + (n − 1)a)).
Montrer que Qa,b est un polynôme annulateur de M(a, b) et en déduire que M(a, b) est
diagonalisable (on distinguera les cas a = 0 et a � 0).

Q23. Soit k ∈ N. On suppose que a � 0. Déterminer le reste de la division euclidienne du
polynôme Xk par le polynôme Qa,b et en déduire une expression de M(a, b)k comme
combinaison linéaire de M(a, b) et de In.

Q24. Supposons que |b−a| < 1 et |b+(n−1)a| < 1. Déterminer la limite de la suite de matrices(
M(a, b)k

)
k∈N

.

Partie II - Limite des puissances d’une matrice

Soit n ∈ N∗. On considère l’espace vectoriel Cn muni d’une norme notée ||.||. On note sa base
canonique B = (e1, . . . , en). Soit u un endomorphisme de Cn vérifiant la propriété suivante :

∀λ ∈ Sp(u) , |λ| < 1

où Sp(u) est l’ensemble des valeurs propres de u. On note A la matrice de l’endomorphisme
u dans la base B.
L’objectif de cette partie est de montrer que lim

k→+∞
Ak = 0.

On suppose (sauf à la Q29) que A = T où T est une matrice triangulaire supérieure :

T =



λ1 ∗ · · · · · · ∗
0 λ2 ∗ · · · ∗
...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · · · · 0 λn


.

Q25. Montrer que lim
k→+∞

||uk(e1)|| = 0 et en déduire lim
k→+∞

uk(e1).

On suppose qu’il existe i ∈ [[1; n − 1]] tel que pour tout j ∈ [[1; i]], lim
k→+∞

uk(e j) = 0.

Q26. Montrer qu’il existe x ∈ Vect(e j) j∈[[1;i]] tel que :

u(ei+1) = λi+1ei+1 + x.

En déduire que pour tout k ∈ N∗ :

uk(ei+1) = λk
i+1ei+1 +

k−1∑
m=0

λk−m−1
i+1 um(x).

Q27. Montrer que lim
k→+∞

∥∥∥∥∥∥∥
k−1∑
m=0

λk−m−1
i+1 um(x)

∥∥∥∥∥∥∥ = 0. En déduire que lim
k→+∞

uk(ei+1) = 0.

Q28. Montrer alors que lim
k→+∞

T k = 0.

Q29. On ne suppose plus que A est triangulaire supérieure. Montrer que lim
k→+∞

Ak = 0.
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Partie III - Application à la méthode de Gauss-Seidel

Soit A =
(
ai, j

)
∈ Mn(C) telle que :

∀i ∈ [[1; n]], |ai,i| >
n∑

j=1
j�i

|ai, j|.

On dit alors que A est une matrice à diagonale strictement dominante. On admet que dans
ce cas A est inversible.

On définit ensuite M ∈ Mn(C) et F ∈ Mn(C) de la manière suivante : pour tout (i, j) ∈ [[1; n]]2,
- si i ≥ j, mi, j = ai, j et fi, j = 0 ;
- si i < j, mi, j = 0 et fi, j = −ai, j.

Ainsi, A = M − F où F est la partie triangulaire supérieure de diagonale nulle de −A et où M
est la partie triangulaire inférieure de A.

Soit Y ∈ Mn,1(C). On note X ∈ Mn,1(C) l’unique matrice colonne telle que :

AX = Y.

Le but de cette partie est de trouver une suite qui converge vers X.

Q30. Justifier que M est inversible.

Dans la suite de cette partie, on pose B = M−1F. On définit par récurrence une suite de
matrices colonnes (Xk)k∈N avec X0 ∈ Mn,1(C) quelconque et :

∀k ∈ N , Xk+1 = BXk + M−1Y.

Q31. Montrer que X = BX + M−1Y.

Soit λ une valeur propre quelconque de la matrice B. On note V ∈ Mn,1(C) un vecteur propre
de B associé à cette valeur propre.

Par convention, si (uj) j∈N est une suite de nombres complexes alors
n∑

j=n+1

uj =

0∑
j=1

uj = 0.

Q32. Montrer que FV = λMV. En déduire que :

∀i ∈ [[1; n]], λai,ivi = −


n∑
j=i+1

ai, jv j + λ

i−1∑
j=1

ai, jv j

 .

Q33. Montrer qu’il existe i0 ∈ [[1; n]] tel que |vi0 | = max
j∈[[1;n]]

|v j| et vi0 � 0. En déduire que :

|λai0,i0 | ≤


n∑
j=i0+1

|ai0, j| + |λ|
i0−1∑
j=1

|ai0, j|
 .

Q34. En déduire que |λ| < 1, puis que lim
k→+∞

Bk = 0.
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Q35. Montrer que :
∀k ∈ N , Xk − X = Bk(X0 − X)

et conclure.

FIN
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Endomorphisme cyclique

Présentation générale

Dans cet exercice, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est donnée
ci-dessous. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n ∈ N∗. On rappelle
que pour tout entier p ∈ N∗, on note :

f 0 = IdE , f 1 = f , f 2 = f ◦ f , f p = f ◦ · · · ◦ f����������������
p fois

.

On dit que l’endomorphisme f est cyclique s’il existe un vecteur v ∈ E tel que la famille
(
v, f (v), . . . , f n−1(v)

)
soit une base de l’espace vectoriel E .

Cet exercice est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premières sont consacrées à
l’étude de différents exemples. Dans la dernière partie, on détermine une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un endomorphisme diagonalisable soit cyclique.

Partie I - Étude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considère l’endomorphisme f : R2 → R2 défini par :

∀(x, y) ∈ R2, f (x, y) = (4x − 2y, x + y) .

Q1. En considérant v = (1, 0) ∈ R2 , montrer que f est un endomorphisme cyclique de R2 .

Q2. Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f .

Q3. Existe-t-il un vecteur w ∈ R2 non nul tel que la famille (w, f (w)) ne soit pas une base de R2 ?

Partie II - Étude d’un deuxième exemple

Dans cette partie, on considère l’endomorphisme g : R3 → R3 dont la matrice dans la base canonique
est :

M =


0 −1 1
−1 0 −1
1 −1 0

 ∈ M3(R) .

Q4. Montrer que l’on a la relation g2 = g + 2 IdR3 .

Q5. Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

Q6. L’endomorphisme g est-il cyclique?
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Partie III - Étude d’un troisième exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n ∈ N \ {0, 1} et on considère l’application ∆ définie sur Rn[X] par :

∀P ∈ Rn[X], ∆(P) = P(X + 1) − P(X) .

Par exemple, on a ∆(X2) = (X + 1)2 − X2 = 2X + 1 .

Q7. Montrer que ∆ est un endomorphisme de Rn[X] .

Q8. Soit k ∈ ⟦0, n⟧ . Calculer ∆(Xk) sous une forme développée.

Q9. En déduire que si P ∈ Rn[X] est un polynôme non constant, alors deg(∆(P)) = deg(P) − 1 .

Q10. Montrer que l’endomorphisme ∆ est cyclique.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considère un endomorphisme diagonalisable h d’un C-espace vectoriel E de di-
mension finie n ∈ N∗ . On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs
propres de h pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme l’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (v1, . . . , vn) de l’espace vectoriel E
composée de vecteurs propres de h . Pour tout k ∈ ⟦1, n⟧ , on note λk ∈ C la valeur propre associée au
vecteur propre vk .

Soit v ∈ E . Comme B est une base de E , il existe (α1, . . . , αn) ∈ Cn tel que :

v = α1v1 + · · ·+ αnvn .

Q11. Montrer que pour tout p ∈ N∗ , on a :

hp(v) = α1λ
p
1v1 + · · ·+ αnλ

p
nvn .

Q12. Montrer que le déterminant de la famille F = (v, h(v), . . . , hn−1(v)) dans la base B est égal à :

detB(F ) = α1 · · ·αn

∏
1�i< j�n

(λ j − λi) .

Q13. Conclure que h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.
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EXERCICE 2
La fonction dilogarithme

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence par définir la fonction dilogarithme dans la première partie, puis on
étudie quelques-unes de ses propriétés dans les parties suivantes.

On admet et on pourra utiliser librement l’égalité :
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Partie I - Existence et premières propriétés de la fonction dilogarithme

Dans cette partie, on considère la fonction f : ]0,+∞[×] −∞, 1]→ R définie par :

∀(t, x) ∈ ]0,+∞[×] −∞, 1], f (t, x) =
t

et − x
.

Q14. Justifier que la fonction f est bien définie sur ]0,+∞[×] −∞, 1] .

Q15. Montrer que la fonction t �→ f (t, 1) est intégrable sur ]0,+∞[.

Q16. Soit x ∈ ]−∞, 1] . En comparant les fonctions t �→ f (t, x) et t �→ f (t, 1), montrer que t �→ f (t, x) est
intégrable sur ]0,+∞[ .

D’après les résultats précédents, on peut définir la fonction L : ] −∞, 1]→ R par :

∀x ∈ ] −∞, 1], L(x) = x
∫ +∞

0
f (t, x) dt .

Cette dernière est appelée fonction dilogarithme.

Q17. Montrer que la fonction L est continue sur ] −∞, 1] .

Partie II - Développement en série entière

Dans cette partie, on montre que la fonction L est développable en série entière. On considère un
nombre réel x ∈ [−1, 1] . Pour tout n ∈ N , on définit la fonction sn : ]0,+∞[→ R par

∀t ∈ ]0,+∞[, sn(t) = te−(n+1)t xn .

Q18. Soit n ∈ N . Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0
sn(t) dt converge et que

∫ +∞

0
sn(t) dt =

xn

(n + 1)2
.

Q19. Montrer que la série de fonctions
∑
n�0

sn converge simplement sur ]0,+∞[ et que :

∀t ∈ ]0,+∞[,
+∞∑
n=0

sn(t) = f (t, x) .
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Q20. Montrer que la série
∑
n�1

xn

n2
converge et déduire des questions précédentes que L(x) =

+∞∑
n=1

xn

n2
.

Q21. Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] , on a L(x) + L(−x) =
1

2
L(x2) .

Q22. Déduire des questions précédentes les valeurs de L(1) et L(−1) .

Partie III - Une autre propriété

Dans cette partie, on considère la fonction h : ]0, 1[→ R définie par :

∀x ∈ ]0, 1[, h(x) = L(x) + L(1 − x) + ln(x) ln(1 − x) .

Q23. Justifier que la fonction L est dérivable sur ] − 1, 1[ et montrer que l’on a :

∀x ∈ ] − 1, 1[, L′(x) =


− ln(1 − x)

x
si x � 0

1 si x = 0 .

Q24. Montrer que la fonction h est constante sur ]0, 1[ .

Q25. Montrer que h(x) = L(1) pour tout x ∈ ]0, 1[. En déduire la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0

t
2et − 1 dt .
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EXERCICE 3
Un jeu de société

Présentation générale

On considère deux entiers M ∈ N \ {0, 1} et A ∈ N∗ . On dispose d’un plateau de jeu infini sur lequel
se trouve un parcours composé de cases numérotées par les entiers naturels. Un pion se trouve initia-
lement sur la case numérotée 0 et il doit atteindre ou dépasser la case numérotée A pour terminer le
jeu. À chaque tour de jeu, le joueur utilise un ordinateur qui génère aléatoirement et uniformément un
élément de l’ensemble ⟦0,M − 1⟧ : le pion est avancé d’autant de cases que le nombre généré.

Dans la suite, on s’intéresse tout particulièrement au nombre de tours de jeu nécessaire pour que le
pion atteigne ou dépasse la case numérotée A .

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et on considère une
suite (Xk)k∈N∗ de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur ⟦0,M−1⟧ . On considère
également la suite de variables aléatoires réelles (S n)n∈N définie par S 0 = 0 et :

∀n ∈ N∗, S n =
n∑

k=1

Xk .

On considère la variable aléatoire T définie de la façon suivante :
1. si pour tout n ∈ N∗ , on a S n < A , alors on pose T = 0 ;
2. sinon, on pose T = min { n ∈ N∗ | S n � A } .

L’objectif de cet exercice est de déterminer l’espérance de la variable aléatoire T dans deux cas parti-
culiers.

Partie I - Préliminaires

I.1 - Modélisation

Dans cette sous-partie, on effectue le lien entre la situation présentée dans l’introduction et le modèle
considéré ci-dessus.

Q26. Soit n ∈ N∗ . Que représentent les variables aléatoires Xn et S n dans le contexte de la situation
présentée?

Q27. Que représente la variable aléatoire T ?

I.2 - Calcul de la somme d’une série entière

On considère la fonction f : ] − 1, 1[→ R définie par :

∀x ∈ ] − 1, 1[ , f (x) =
1

1 − x
.

Q28. Montrer que la fonction f est de classe C∞ sur ] − 1, 1[ et que :

∀p ∈ N, ∀x ∈ ] − 1, 1[, f (p)(x) =
p!

(1 − x)p+1
.
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Q29. Soit p ∈ N . Montrer que le rayon de convergence de la série entière
∑
n�p

(
n
p

)
xn est égal à 1 .

Q30. Soit p ∈ N . En développant la fonction f en série entière, déduire des questions précédentes
l’égalité suivante :

∀x ∈ ] − 1, 1[,
+∞∑
n=p

(
n
p

)
xn =

xp

(1 − x)p+1
.

Partie II - Étude d’un premier cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2 .

II.1 - Loi des variables aléatoires Sn et T

Q31. Soit n ∈ N∗ . Démontrer que S n suit une loi binomiale de paramètres n et 1/2 .

Q32. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire T ?

Q33. Soit k ∈ N avec k � A . Exprimer l’évènement (T = k) en fonction des évènements (S k−1 = A− 1)
et (Xk = 1) . En déduire que :

P(T = k) =
(
k − 1
A − 1

)
1

2k .

Q34. Calculer P(T = 0) .

II.2 - Espérance de la variable aléatoire T

On déduit des résultats précédents que la fonction génératrice GT de la variable aléatoire T est égale à
la somme de la série entière

∑
k�A

P(T = k)xk sur son intervalle de convergence.

Q35. Déterminer la rayon de convergence RT de la série entière
∑
k�A

P(T = k)xk et montrer que :

∀x ∈ ] − RT ,RT [, GT (x) =
( x
2 − x

)A
.

Q36. En déduire le nombre moyen de tours de jeu pour terminer notre partie.

Partie III - Étude d’un second cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que A � M .

III.1 - Calcul de la probabilité P(Sn � k)

Dans cette sous-partie, on pourra librement utiliser la formule suivante :

∀(k, n) ∈ N2,

k∑
ℓ=0

(
n + k − ℓ

n

)
=

(
n + 1 + k

n + 1

)
.
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Q37. Soit n ∈ N∗ . En considérant le système complet d’évènements
(
(Xn+1 = 0), . . . , (Xn+1 = M − 1)

)
,

montrer que :

∀k ∈ ⟦0, A − 1⟧, P(S n+1 � k) =
1

M

k∑
ℓ=0

P(S n � k − ℓ) .

Q38. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N∗ , on a :

∀k ∈ ⟦0, A − 1⟧, P(S n � k) =
1

Mn

(
n + k

n

)
.

III.2 - Espérance de la variable aléatoire T

On rappelle le résultat suivant qui pourra être utilisé librement dans la suite : si Z est une variable aléa-
toire à valeurs dans N telle que la série numérique

∑
n�0

P(Z > n) converge, alors Z admet une espérance

et on a l’égalité :

E(Z) =
+∞∑
n=0

P(Z > n) .

Q39. Que peut-on dire des évènements (T > n) et (S n < A) pour tout n ∈ N ? En déduire que la
variable aléatoire T admet une espérance et calculer sa valeur.

FIN
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Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois problèmes indépendants.
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PROBLÈME 1
Suites et calcul matriciel

On considère les suites (un)n≥0, (vn)n≥0 et (wn)n≥0 définies par :


u0 = 1
v0 = 0
w0 = 0

et ∀n ≥ 0,


un+1 = 2un − vn + wn

vn+1 = vn + wn

wn+1 = −un + vn + wn

.

On note :

A =


2 −1 1
0 1 1
−1 1 1

 et, pour n ≥ 0, Xn =


un

vn

wn

 .

Partie I - Éléments propres d’une matrice

Soit f l’endomorphisme de R3 dont A est la matrice dans la base canonique.

Q1. Montrer que le polynôme caractéristique χA de A a pour expression : χA(x) = (x − 2)(x − 1)2.
En déduire les valeurs propres de A.

Q2. La matrice A est-elle trigonalisable? Justifier la réponse.

Q3. La matrice A est-elle inversible?

Q4. La matrice A est-elle diagonalisable? Justifier la réponse.

Partie II - Trigonalisation de A

On considère les éléments suivants de R3 : b1 = (0, 1, 1), b2 = (1, 1, 0) et b3 = (0, 0, 1).

Q5. Montrer que B = (b1, b2, b3) est une base de R3.

Q6. Montrer que la matrice de f dans la base B est :

T =


2 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Q7. On note P la matrice de passage de la base canonique de R3 à B.

Déterminer P et vérifier que P−1 =


−1 1 0
1 0 0
1 −1 1

 .

Q8. Déterminer une relation entre A, P, T , P−1.

2/7



PROBLÈME 1
Suites et calcul matriciel

On considère les suites (un)n≥0, (vn)n≥0 et (wn)n≥0 définies par :


u0 = 1
v0 = 0
w0 = 0

et ∀n ≥ 0,


un+1 = 2un − vn + wn

vn+1 = vn + wn

wn+1 = −un + vn + wn

.

On note :

A =


2 −1 1
0 1 1
−1 1 1

 et, pour n ≥ 0, Xn =


un

vn

wn

 .

Partie I - Éléments propres d’une matrice

Soit f l’endomorphisme de R3 dont A est la matrice dans la base canonique.

Q1. Montrer que le polynôme caractéristique χA de A a pour expression : χA(x) = (x − 2)(x − 1)2.
En déduire les valeurs propres de A.

Q2. La matrice A est-elle trigonalisable? Justifier la réponse.

Q3. La matrice A est-elle inversible?

Q4. La matrice A est-elle diagonalisable? Justifier la réponse.

Partie II - Trigonalisation de A

On considère les éléments suivants de R3 : b1 = (0, 1, 1), b2 = (1, 1, 0) et b3 = (0, 0, 1).

Q5. Montrer que B = (b1, b2, b3) est une base de R3.

Q6. Montrer que la matrice de f dans la base B est :

T =


2 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Q7. On note P la matrice de passage de la base canonique de R3 à B.

Déterminer P et vérifier que P−1 =


−1 1 0
1 0 0
1 −1 1

 .

Q8. Déterminer une relation entre A, P, T , P−1.

2/7

Partie III - Calcul des puissances de T et expression de un, vn, wn

Q9. On note T = N + D, où D est une matrice diagonale et N =


0 0 0
0 0 1
0 0 0

 .

Déterminer D et vérifier que N et D commutent.
Q10. Que vaut Nn pour un entier n ≥ 2?

Q11. Déduire de ce qui précède une expression de T n. On donnera chacun de ses coefficients.

Q12. Pour n ∈ N, établir une relation entre Xn+1, A et Xn.

Q13. En déduire, pour n ∈ N, l’expression de Xn en fonction de A, n et X0.

Q14. Déterminer, pour n ∈ N, An en fonction de T n, P et P−1. Démontrer cette relation par récurrence.

Q15. Déterminer, pour n ∈ N, l’expression de un, vn et de wn en fonction de n.
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PROBLÈME 2
Une fonction définie à partir d’une intégrale

Présentation générale

Ce problème traite de l’étude d’une fonction définie par une intégrale. De telles fonctions apparaissent
dans de nombreux domaines d’applications : automatique, traitement du signal, etc.
On s’intéressera en particulier au calcul de certaines des valeurs de cette fonction, à ses variations,
ainsi qu’à son comportement asymptotique.

Partie I - Définition de la fonction

Q16. Pour quelles valeurs de α ∈ R l’intégrale
∫ 1

0
tα dt est-elle convergente? Calculer alors sa valeur

en fonction de α.
Q17. Un nombre réel x étant fixé, donner un équivalent (sous la forme d’une puissance de t), lorsque

t tend vers 0+, de la fonction définie sur ]0, 1] par t �→ tx−1

1 + t
.

Q18. En déduire que l’intégrale
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt converge si et seulement si x > 0.

On définit alors sur ]0;+∞[ la fonction f par :

f (x) =
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt .

La suite du problème a pour but d’étudier certaines propriétés de la fonction f .

Partie II - Calcul de f (n) pour n ∈ N∗

Q19. Montrer que f (1) = ln(2), puis que f (2) = 1 − ln(2). On pourra remarquer que, pour t ∈ [0, 1] :

1 − 1
1 + t

=
t

1 + t
.

Q20. Rappeler la formule de factorisation de an − bn, pour (a, b) ∈ R2, n ∈ N∗.
En déduire que, pour t ∈ [0, 1], n ∈ N∗ :

1 − (−t)n = (1 + t)
n−1∑
k=0

(−1)ktk .

Q21. En déduire que, pour tout entier n ≥ 2 :

f (n) = (−1)n−1 ln(2) + (−1)n
n−2∑
k=0

(−1)k 1
k + 1

.

On pourra remarquer que, pour n ≥ 2 et t ∈ [0, 1] : tn−1 = (−1)n−1(−t)n−1.

4/7



PROBLÈME 2
Une fonction définie à partir d’une intégrale

Présentation générale

Ce problème traite de l’étude d’une fonction définie par une intégrale. De telles fonctions apparaissent
dans de nombreux domaines d’applications : automatique, traitement du signal, etc.
On s’intéressera en particulier au calcul de certaines des valeurs de cette fonction, à ses variations,
ainsi qu’à son comportement asymptotique.

Partie I - Définition de la fonction

Q16. Pour quelles valeurs de α ∈ R l’intégrale
∫ 1

0
tα dt est-elle convergente? Calculer alors sa valeur

en fonction de α.
Q17. Un nombre réel x étant fixé, donner un équivalent (sous la forme d’une puissance de t), lorsque

t tend vers 0+, de la fonction définie sur ]0, 1] par t �→ tx−1

1 + t
.

Q18. En déduire que l’intégrale
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt converge si et seulement si x > 0.

On définit alors sur ]0;+∞[ la fonction f par :

f (x) =
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt .

La suite du problème a pour but d’étudier certaines propriétés de la fonction f .

Partie II - Calcul de f (n) pour n ∈ N∗

Q19. Montrer que f (1) = ln(2), puis que f (2) = 1 − ln(2). On pourra remarquer que, pour t ∈ [0, 1] :

1 − 1
1 + t

=
t

1 + t
.

Q20. Rappeler la formule de factorisation de an − bn, pour (a, b) ∈ R2, n ∈ N∗.
En déduire que, pour t ∈ [0, 1], n ∈ N∗ :

1 − (−t)n = (1 + t)
n−1∑
k=0

(−1)ktk .

Q21. En déduire que, pour tout entier n ≥ 2 :

f (n) = (−1)n−1 ln(2) + (−1)n
n−2∑
k=0

(−1)k 1
k + 1

.

On pourra remarquer que, pour n ≥ 2 et t ∈ [0, 1] : tn−1 = (−1)n−1(−t)n−1.

4/7

Q22. Écrire une fonction python d’en-tête def fEntier(n): qui calcule f (n) à partir de la formule
obtenue dans la question précédente et renvoie la valeur de f (n), pour n ∈ N∗.
On supposera la fonction log (pour ln) importée de la bibliothèque numpy.

Partie III - Variations de f

Q23. Rappeler la définition de la décroissance d’une fonction g définie sur un intervalle I et à valeurs
dans R.

Q24. Soit α et β deux nombres réels tels que −1 < α ≤ β. Comparer, pour t ∈ ]0, 1], tα et tβ.
En déduire que f est décroissante sur ]0;+∞[.

Q25. Montrer que, pour tout x > 0 et t ∈ ]0, 1] :

tx−1

2
≤ tx−1

1 + t
≤ tx−1 .

En déduire que, pour x > 0 :
1
2x
≤ f (x) ≤ 1

x
.

Q26. En déduire la limite de f en +∞ ainsi que la limite de f en 0.

Q27. Tracer l’allure de la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. On placera en
particulier les points de cette courbe d’abscisses 1 et 2 (on donne ln(2) � 0, 7).

Partie IV - Équivalent de f en +∞

Q28. Montrer que, pour x ∈ ]0,+∞[ :
f (x) + f (x + 1) =

1
x
.

Q29. En utilisant le résultat de la question Q24, montrer que, pour x > 1 :

f (x + 1) + f (x) ≤ 2 f (x) ≤ f (x) + f (x − 1) .

Q30. En déduire un équivalent de f en +∞.

5/7



PROBLÈME 3
Étude d’un couple de variables aléatoires

Présentation générale

On considère l’expérience aléatoire suivante.
On dispose d’une pièce de monnaie donnant Pile avec une probabilité p ∈ ]0, 1[ et Face avec une
probabilité 1 − p. On effectue une répétition de lancers de cette pièce. Si le premier Pile a été obtenu
au n-ème lancer, on place n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 à n dans une urne et
on pioche une de ces boules au hasard.
On admet l’existence d’un espace probabilisé (Ω, P) modélisant cette expérience aléatoire. On note
alors :

- X la variable aléatoire représentant le rang du premier Pile obtenu dans la suite de lancers ;
- N la variable aléatoire représentant le numéro de la boule piochée ensuite dans l’urne.

Prenons un exemple de tirage pour fixer les idées (on note P pour Pile, F pour Face). Si les lancers
successifs de la pièce donnent FFFPFF..., alors X vaut 4. On place alors quatre boules numérotées
de 1 à 4 dans l’urne (on a alors une chance sur quatre de piocher chacune d’entre elles au tirage qui
suit).
Le but de l’exercice est de décrire certains aspects des lois de X et N.

Partie I - Quelques résultats préliminaires sur les séries entières

On considère dans cette partie des séries entières d’une variable réelle.

Q31. Donner le rayon de convergence et l’expression de la somme de la série géométrique
∑
n≥0

xn.

Q32. Donner le rayon de convergence et l’expression de la somme de la série dérivée de la précé-
dente.

Q33. Donner le développement en série entière au voisinage de 0 de la fonction x �→ ln(1 − x). On
précisera le rayon de convergence de cette série entière.

Partie II - Loi et espérance de X

Q34. Rappeler la loi de X. On précisera l’ensemble des valeurs prises par X (noté X(Ω)) et, pour
chaque entier n dans cet ensemble, la valeur de P(X = n).

Q35. Justifier l’existence de l’espérance de X, notée E(X), et calculer celle-ci.

Partie III - Loi de N

Q36. Quel est l’ensemble des valeurs prises par N ? On le notera N(Ω).

Q37. Donner, pour n ∈ X(Ω) et k ∈ N(Ω), la valeur de la probabilité conditionnelle P[X=n](N = k).
On distinguera les cas 1 ≤ k ≤ n et k > n.

Q38. Montrer que, pour k ∈ N∗ :

P(N = k) =
+∞∑
n=k

1
n

p(1 − p)n−1 .

On ne cherchera pas à calculer la somme de cette série.
Q39. Calculer la valeur de P(N = 1).
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Partie IV - Étude de l’indépendance de X et N

Q40. Rappeler la définition de l’indépendance de deux variables aléatoires Y1 et Y2 définies sur un
espace probabilisé fini et à valeurs respectivement dans les ensembles (finis) E1 et E2.

On admettra que cette définition s’étend au contexte de notre problème (où X et N sont des variables
aléatoires prenant un nombre infini de valeurs).

Q41. Montrer que P(N = 2) > 0.

Q42. Que vaut P ([X = 1] ∩ [N = 2])?
Les variables aléatoires X et N sont-elles indépendantes?

Partie V - Espérance de N

Q43. Montrer que, pour k ∈ N∗, P(N = k) ≤ (1 − p)k−1.
On pourra remarquer que, pour tout k ∈ N∗ et n ≥ k :

1
n

p(1 − p)n−1 ≤ p(1 − p)n−1 .

Q44. En déduire que N admet une espérance et que :

E(N) =
+∞∑
k=1

+∞∑
n=k

k
n

p(1 − p)n−1 .

Q45. On admet que le calcul de cette espérance peut être effectué en intervertissant l’ordre de
sommation ; et que l’on a :

E(N) =
+∞∑
n=1

n∑
k=1

k
n

p(1 − p)n−1 .

Calculer alors cette espérance et montrer que l’on a :

E(N) =
1
2

(
1 +

1
p

)
.

Q46. Montrer que E(N) ≤ E(X).
Ce résultat était-il prévisible?

FIN
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Le sujet est composé de deux problèmes indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation
des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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Problème 1
Partie I - Nature d’intégrales généralisées

Soit 𝑎𝑎 𝑎 0, on considère les fonctions 𝑓𝑓𝑎𝑎 définies sur R∗+ par :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑥𝑥) =
sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)

𝑥𝑥𝑎𝑎
.

On note 𝐼𝐼𝑎𝑎 et 𝐽𝐽𝑎𝑎 les intégrales généralisées : 𝐼𝐼𝑎𝑎 =
∫ 1

0
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 et 𝐽𝐽𝑎𝑎 =

∫ +∞

1
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡.

Q1. Montrer que 𝐼𝐼𝑎𝑎 converge pour 𝑎𝑎 𝑎 2. Qu’en est-il pour 𝑎𝑎 ≥ 2?

Q2. Soit 𝑎𝑎 𝑎 1, montrer que 𝐽𝐽𝑎𝑎 est absolument convergente.

Q3. a) Soit 𝑋𝑋 𝑋 1, montrer que :
∫ 𝑋𝑋

1
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 =

−1
𝜋𝜋

− cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑎𝑎

− 𝑎𝑎

𝜋𝜋

∫ 𝑋𝑋

1

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡𝑎𝑎+1

d𝑡𝑡𝑡

b) En déduire la nature de 𝐽𝐽𝑎𝑎 lorsque 𝑎𝑎 ∈ ]0, 1].

Q4. Pour quelles valeurs de 𝑎𝑎 l’intégrale
∫ +∞

0
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 est-elle convergente?

Partie II - Étude d’une série numérique

Soit 𝑛𝑛 ∈ N, on pose :

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛
∫ 1

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑥𝑥 + 𝑛𝑛

d𝑥𝑥𝑥

Q5. a) Justifier l’existence du terme 𝑢𝑢0.

b) On pose 𝑣𝑣𝑛𝑛 =
∫ 1

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑥𝑥 + 𝑛𝑛

d𝑥𝑥. Montrer que la suite (𝑣𝑣𝑛𝑛) est décroissante, puis qu’elle
converge vers 0.

c) En déduire que
∑
𝑛𝑛≥0

𝑢𝑢𝑛𝑛 est convergente. On appelle ℓ la somme de cette série.

Q6. Soit 𝑁𝑁 ∈ N, on note 𝑆𝑆𝑁𝑁 la somme partielle au rang 𝑁𝑁 de la série, soit 𝑆𝑆𝑁𝑁 =
𝑁𝑁∑
𝑛𝑛=0

𝑢𝑢𝑛𝑛.

Montrer que : ���𝑆𝑆𝑁𝑁 − ℓ
��� ≤ ln

(
1 + 1

𝑁𝑁 + 1
)
.

Q7. À l’aide d’un changement de variable, montrer que :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
∫ 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡𝑡
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Problème 1
Partie I - Nature d’intégrales généralisées

Soit 𝑎𝑎 𝑎 0, on considère les fonctions 𝑓𝑓𝑎𝑎 définies sur R∗+ par :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑥𝑥) =
sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)

𝑥𝑥𝑎𝑎
.

On note 𝐼𝐼𝑎𝑎 et 𝐽𝐽𝑎𝑎 les intégrales généralisées : 𝐼𝐼𝑎𝑎 =
∫ 1

0
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 et 𝐽𝐽𝑎𝑎 =

∫ +∞

1
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡.

Q1. Montrer que 𝐼𝐼𝑎𝑎 converge pour 𝑎𝑎 𝑎 2. Qu’en est-il pour 𝑎𝑎 ≥ 2?

Q2. Soit 𝑎𝑎 𝑎 1, montrer que 𝐽𝐽𝑎𝑎 est absolument convergente.

Q3. a) Soit 𝑋𝑋 𝑋 1, montrer que :
∫ 𝑋𝑋

1
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 =

−1
𝜋𝜋

− cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑎𝑎

− 𝑎𝑎

𝜋𝜋

∫ 𝑋𝑋

1

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡𝑎𝑎+1

d𝑡𝑡𝑡

b) En déduire la nature de 𝐽𝐽𝑎𝑎 lorsque 𝑎𝑎 ∈ ]0, 1].

Q4. Pour quelles valeurs de 𝑎𝑎 l’intégrale
∫ +∞

0
𝑓𝑓𝑎𝑎(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 est-elle convergente?

Partie II - Étude d’une série numérique

Soit 𝑛𝑛 ∈ N, on pose :

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛
∫ 1

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑥𝑥 + 𝑛𝑛

d𝑥𝑥𝑥

Q5. a) Justifier l’existence du terme 𝑢𝑢0.

b) On pose 𝑣𝑣𝑛𝑛 =
∫ 1

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑥𝑥 + 𝑛𝑛

d𝑥𝑥. Montrer que la suite (𝑣𝑣𝑛𝑛) est décroissante, puis qu’elle
converge vers 0.

c) En déduire que
∑
𝑛𝑛≥0

𝑢𝑢𝑛𝑛 est convergente. On appelle ℓ la somme de cette série.

Q6. Soit 𝑁𝑁 ∈ N, on note 𝑆𝑆𝑁𝑁 la somme partielle au rang 𝑁𝑁 de la série, soit 𝑆𝑆𝑁𝑁 =
𝑁𝑁∑
𝑛𝑛=0

𝑢𝑢𝑛𝑛.

Montrer que : ���𝑆𝑆𝑁𝑁 − ℓ
��� ≤ ln

(
1 + 1

𝑁𝑁 + 1
)
.

Q7. À l’aide d’un changement de variable, montrer que :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
∫ 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡𝑡
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Q8. Exprimer la limite ℓ sous la forme d’une intégrale généralisée que l’on ne cherchera pas à
calculer. Ce calcul fera l’objet des parties suivantes.

Partie III - Résolution d’une équation différentielle

Dans cette partie, on s’intéresse à la résolution sur l’intervalle R∗+ des équations différentielles (𝐸𝐸) et
(𝐻𝐻) :

(𝐸𝐸) : 𝑦𝑦′′ + 𝜋𝜋2 𝑦𝑦 =
𝜋𝜋

𝑥𝑥
;

(𝐻𝐻) : 𝑦𝑦′′ + 𝜋𝜋2 𝑦𝑦 = 0.

Q9. a) Résoudre l’équation (𝐻𝐻) sur R∗+ .
b) Démontrer le résultat de cours suivant : si 𝑦𝑦𝑃𝑃 est une solution connue de l’équation (𝐸𝐸),

alors toute solution 𝑦𝑦 de (𝐸𝐸) s’écrit sous la forme :

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑃𝑃 + ℎ

où ℎ est une solution de l’équation 𝐻𝐻.

On note 𝐴𝐴1 =
∫ +∞

1

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 et 𝐵𝐵1 =
∫ +∞

1

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡.

On admet dans la suite du problème que ces deux intégrales sont convergentes.

Q10. a) On considère la fonction 𝑦𝑦0 définie sur R∗+ par :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝑦𝑦0(𝑥𝑥) = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
(
𝐴𝐴1 −

∫ 𝑥𝑥

1

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡
)
− sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)

(
𝐵𝐵1 −

∫ 𝑥𝑥

1

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡
)
,

avec 𝐴𝐴1 et 𝐵𝐵1 définies plus haut.
Montrer que 𝑦𝑦0 est une solution particulière de l’équation différentielle (𝐸𝐸).
Pour traiter cette question, il est recommandé de considérer 𝐴𝐴1 et 𝐵𝐵1 comme deux
constantes numériques.

b) Montrer qu’on a la relation :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝑦𝑦0(𝑥𝑥) = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 − sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡𝑡

c) Soit 𝑥𝑥 𝑥 0.

i) Montrer que
∫ 1

𝑥𝑥

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 = − cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) ln(𝑥𝑥) + 𝜋𝜋

∫ 1

𝑥𝑥
sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) ln(𝑡𝑡)d𝑡𝑡.

ii) Montrer que lim
𝑥𝑥→0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) ln(𝑥𝑥) = 0.

iii) Justifier que l’intégrale impropre
∫ 1

0
sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) ln(𝑡𝑡)d𝑡𝑡 converge.

iv) Déduire des résultats précédents que la fonction 𝑦𝑦0 est prolongeable par continuité
en 0.

On note désormais : 𝑦𝑦0(0) = lim
𝑥𝑥→0

𝑦𝑦0(𝑥𝑥) =
∫ +∞

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡.
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Partie IV - Calcul de
∫ +∞

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡

Dans cette partie, on considère la fonction de deux variables 𝜑𝜑, définie sur R × R par :

∀(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡) ∈ R × R, 𝜑𝜑(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
.

Q11. Montrer que l’intégrale généralisée :
∫ +∞

0
𝜑𝜑(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡 =

∫ +∞

0

𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
d𝑡𝑡

converge pour tout 𝑥𝑥 ∈ R+.

On note désormais 𝐻𝐻 la fonction définie sur R+ par :

∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) =
∫ +∞

0

𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
d𝑡𝑡𝑡

Q12. On admet les résultats suivants :
- 𝐻𝐻 est de classe C2 sur R+ ,

- ∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 ′(𝑥𝑥) =
∫ +∞

0

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡 et 𝐻𝐻 ′′(𝑥𝑥) =

∫ +∞

0

𝜕𝜕2𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕2
(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡

où les intégrales impropres considérées sont convergentes.
Exprimer 𝐻𝐻 ′(𝑥𝑥) et 𝐻𝐻 ′′(𝑥𝑥) sous forme d’intégrales généralisées. Le calcul de ces intégrales
n’est pas demandé.

Q13. Montrer que 𝐻𝐻 est une solution sur R∗+ de l’équation différentielle (𝐸𝐸) étudiée à la partie III.

Q14. Montrer qu’il existe (𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴) ∈ R2 tels que :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 − sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 + 𝐴𝐴 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝐵𝐵 sin(𝜋𝜋𝜋𝜋).

On pourra utiliser les résultats démontrés à la partie III.

Q15. a) En utilisant l’expression initiale de 𝐻𝐻, montrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 0 ≤ 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) ≤ 1
𝜋𝜋𝜋𝜋

.
En déduire la valeur de lim

𝑥𝑥→+∞
𝐻𝐻 (𝑥𝑥).

b) En utilisant des limites de suites en +∞, montrer que :
[
lim

𝑥𝑥→+∞

(
𝐴𝐴 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝐵𝐵 sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)

)
= 0

]
⇒

[
𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 0

]
.

c) Montrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) = 𝑦𝑦0(𝑥𝑥).

d) À l’aide des résultats de la question Q10c, montrer que :
∫ +∞

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

2
.
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Partie IV - Calcul de
∫ +∞

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡

Dans cette partie, on considère la fonction de deux variables 𝜑𝜑, définie sur R × R par :

∀(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡) ∈ R × R, 𝜑𝜑(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
.

Q11. Montrer que l’intégrale généralisée :
∫ +∞

0
𝜑𝜑(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡 =

∫ +∞

0

𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
d𝑡𝑡

converge pour tout 𝑥𝑥 ∈ R+.

On note désormais 𝐻𝐻 la fonction définie sur R+ par :

∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) =
∫ +∞

0

𝑒𝑒−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

1 + 𝑡𝑡2
d𝑡𝑡𝑡

Q12. On admet les résultats suivants :
- 𝐻𝐻 est de classe C2 sur R+ ,

- ∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 ′(𝑥𝑥) =
∫ +∞

0

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡 et 𝐻𝐻 ′′(𝑥𝑥) =

∫ +∞

0

𝜕𝜕2𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕2
(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)d𝑡𝑡

où les intégrales impropres considérées sont convergentes.
Exprimer 𝐻𝐻 ′(𝑥𝑥) et 𝐻𝐻 ′′(𝑥𝑥) sous forme d’intégrales généralisées. Le calcul de ces intégrales
n’est pas demandé.

Q13. Montrer que 𝐻𝐻 est une solution sur R∗+ de l’équation différentielle (𝐸𝐸) étudiée à la partie III.

Q14. Montrer qu’il existe (𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴) ∈ R2 tels que :

∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 − sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
∫ +∞

𝑥𝑥

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 + 𝐴𝐴 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝐵𝐵 sin(𝜋𝜋𝜋𝜋).

On pourra utiliser les résultats démontrés à la partie III.

Q15. a) En utilisant l’expression initiale de 𝐻𝐻, montrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ R∗+, 0 ≤ 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) ≤ 1
𝜋𝜋𝜋𝜋

.
En déduire la valeur de lim

𝑥𝑥→+∞
𝐻𝐻 (𝑥𝑥).

b) En utilisant des limites de suites en +∞, montrer que :
[
lim

𝑥𝑥→+∞

(
𝐴𝐴 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝐵𝐵 sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)

)
= 0

]
⇒

[
𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 0

]
.

c) Montrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ R+, 𝐻𝐻 (𝑥𝑥) = 𝑦𝑦0(𝑥𝑥).

d) À l’aide des résultats de la question Q10c, montrer que :
∫ +∞

0

sin(𝜋𝜋𝜋𝜋)
𝑡𝑡

d𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

2
.
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Problème 2

Les résultats de la partie II peuvent être utilisés dans la partie III.
La partie IV est une application des parties I et III. Elle peut être traitée en admettant les résultats des
parties I et III.

De façon usuelle, on note 0𝐸𝐸 le vecteur nul de l’espace vectoriel 𝐸𝐸.

Partie I - Préliminaires : étude de deux applications linéaires

Soient les deux matrices de M3(R) :

𝐴𝐴 = ��
�

−1 2 0
0 1 0
−2 2 1

��
�

et 𝐵𝐵 = ��
�

1 0 −1
2 1 −3
−1 0 2

��
�
.

On note respectivement 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 les endomorphismes de R3 canoniquement associés à 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵. L’appli-
cation identité de R3 est notée 𝑖𝑖𝑖𝑖 et sa matrice associée est notée 𝐼𝐼.

Q16. a) Déterminer ker( 𝑓𝑓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖) et ker( 𝑓𝑓 + 𝑖𝑖𝑖𝑖).
b) Calculer 𝐴𝐴2.
c) En déduire que 𝑓𝑓 est une symétrie vectorielle dont on précisera les éléments caractéris-

tiques.

Q17. a) Montrer que l’application 𝑔𝑔 est bijective.
b) Déterminer 𝐵𝐵−1.

Partie II - Questions de cours

Dans cette partie, 𝐸𝐸 désigne un R-espace vectoriel et 𝐸𝐸1 et 𝐸𝐸2 sont deux sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸.

Q18. À quelles conditions peut-on énoncer que 𝐸𝐸1 et 𝐸𝐸2 sont deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de 𝐸𝐸 ?
Dans ce cas, on note 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸1 ⊕ 𝐸𝐸2.

Q19. Dans le cas particulier où 𝐸𝐸 est de dimension finie, donner, sans justification, une propriété
du cours permettant de démontrer que : 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸1 ⊕ 𝐸𝐸2.

Q20. On suppose que 𝐸𝐸 est de dimension finie, que 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸1 ⊕ 𝐸𝐸2 avec dim(𝐸𝐸1) ≠ 0 et dim(𝐸𝐸2) ≠ 0.
Soit B1 = (𝜀𝜀1, · · · , 𝜀𝜀𝑝𝑝) = (𝜀𝜀𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑝𝑝 une base de 𝐸𝐸1 et B2 = (𝜀𝜀′1, · · · , 𝜀𝜀′𝑞𝑞) = (𝜀𝜀′𝑖𝑖 )1≤𝑖𝑖≤𝑞𝑞 une base de
𝐸𝐸2.
Montrer que la famille B = (𝜀𝜀1, · · · , 𝜀𝜀𝑝𝑝, 𝜀𝜀′1, · · · , 𝜀𝜀′𝑞𝑞), obtenue par concaténation des bases B1
et B2, est une base de 𝐸𝐸.
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Partie III - Étude d’un endomorphisme

Dans cette partie, 𝐸𝐸 désigne un espace vectoriel sur R de dimension finie et 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont deux sous-
espaces vectoriels de 𝐸𝐸, supplémentaires dans 𝐸𝐸.
On suppose que dim(𝐸𝐸) = 2𝑛𝑛 et dim(𝐹𝐹) = dim(𝐺𝐺) = 𝑛𝑛 avec 𝑛𝑛 ∈ N∗.

Soit 𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐹𝐹 vérifiant les propriétés suivantes :
(P1) : 𝑓𝑓 ≠ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹 et 𝑓𝑓 ≠ −𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹 , où 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹 désigne l’endomorphisme identité de 𝐹𝐹 ;
(P2) : 𝑓𝑓 est diagonalisable ;
(P3) : l’ensemble des valeurs propres de 𝑓𝑓 , noté Sp( 𝑓𝑓 ), vérifie Sp( 𝑓𝑓 ) ⊂ {−1; 1}.

Q21. Propriétés de l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐹𝐹

a) En raisonnant par l’absurde, montrer que ker( 𝑓𝑓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹) ≠ {0𝐸𝐸}.
On admet que l’on a aussi ker( 𝑓𝑓 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹) ≠ {0𝐸𝐸}.

b) Pourquoi peut-on dire, sans calculs, que 𝑓𝑓 est un endomorphisme bijectif de 𝐹𝐹 ?
c) Montrer que 𝑓𝑓 est une symétrie vectorielle de l’espace 𝐹𝐹. Que peut-on en déduire pour

l’application 𝑓𝑓 −1 ?

Soit 𝑔𝑔 ∈ L(𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹) une application linéaire bijective.
On rappelle que 𝐸𝐸 = 𝐹𝐹 ⊕ 𝐺𝐺. On considère 𝜑𝜑 l’endomorphisme de 𝐸𝐸 défini par ses restrictions aux
espaces vectoriels 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 :

𝜑𝜑 |𝐹𝐹 = 𝑔𝑔 + 𝑓𝑓 et 𝜑𝜑 |𝐺𝐺 = 𝑔𝑔−1.

On a donc :
∀𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔 (𝑥𝑥) + 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) et ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 (𝑥𝑥) = 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥).

Q22. Étude de l’endomorphisme 𝜑𝜑 de 𝐸𝐸

Soit 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸. On pose 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2, avec (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ∈ 𝐹𝐹 × 𝐺𝐺.

a) Donner l’expression de 𝜑𝜑(𝑥𝑥) en fonction de 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑓𝑓 et de 𝑔𝑔.
b) Montrer que ker(𝜑𝜑) = {0𝐸𝐸}.

Pourquoi peut-on affirmer que 0 n’est pas une valeur propre de 𝜑𝜑?
c) On suppose que 𝑥𝑥 est non nul.

i) Montrer que 𝑥𝑥 est un vecteur propre de 𝜑𝜑 associé à la valeur propre 𝜆𝜆 si et seule-

ment si
{
𝑔𝑔 (𝑥𝑥1) = 𝜆𝜆𝜆𝜆2
𝑓𝑓 (𝑥𝑥1) + 𝑔𝑔−1(𝑥𝑥2) = 𝜆𝜆𝜆𝜆1

.

ii) Justifier qu’on a alors 𝑥𝑥1 ≠ 0𝐸𝐸 et 𝑥𝑥2 ≠ 0𝐸𝐸.

iii) Montrer que 𝑓𝑓 (𝑥𝑥1) =
(
𝜆𝜆 − 1

𝜆𝜆

)
𝑥𝑥1.

d) Montrer que si 𝜆𝜆 est une valeur propre de 𝜑𝜑, alors :

𝜆𝜆 =
𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2

√
5

2

avec (𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2) ∈ {−1, 1}2. Combien y a-t-il de valeurs propres possibles pour 𝜑𝜑?
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Q23. Diagonalisation de 𝜑𝜑

D’après la question Q21, on a : 𝐹𝐹 = ker( 𝑓𝑓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹) ⊕ ker( 𝑓𝑓 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹).
Soit (𝜀𝜀1, · · · , 𝜀𝜀𝑝𝑝) une base de ker( 𝑓𝑓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹) et (𝜀𝜀𝑝𝑝+1, · · · , 𝜀𝜀𝑛𝑛) une base de ker( 𝑓𝑓 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝐹𝐹). Alors
B1 = (𝜀𝜀𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 est une base de 𝐹𝐹, formée de vecteurs propres de 𝑓𝑓 .

a) Montrer que B2 =
(
𝑔𝑔 (𝜀𝜀1), · · · , 𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑛𝑛)

)
=
(
𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑖𝑖)

)
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 est une base de 𝐺𝐺.

On sait désormais que B = (𝜀𝜀1, · · · , 𝜀𝜀𝑛𝑛, 𝑔𝑔 (𝜀𝜀1), · · · , 𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑛𝑛)) est une base de 𝐸𝐸.
Soit 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸, on note (𝑎𝑎1, · · · , 𝑎𝑎𝑛𝑛, 𝑏𝑏1, · · · , 𝑏𝑏𝑛𝑛) les coordonnées de 𝑥𝑥 dans la base B.

On a donc :

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2, avec 𝑥𝑥1 =
𝑛𝑛∑
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖 et 𝑥𝑥2 =
𝑛𝑛∑
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖 𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑖𝑖).

b) Montrer que 𝑥𝑥 est un vecteur propre de 𝜑𝜑 associé à la valeur propre 𝜆𝜆 si et seulement
si : 



∀𝑖𝑖 ∈ [[1, 𝑛𝑛]], 𝑏𝑏𝑖𝑖 =
1
𝜆𝜆
𝑎𝑎𝑖𝑖

∀𝑖𝑖 ∈ [[1, 𝑝𝑝]], 𝑎𝑎𝑖𝑖 =
(
𝜆𝜆 − 1

𝜆𝜆

)
𝑎𝑎𝑖𝑖

∀𝑖𝑖 ∈ [[𝑝𝑝 + 1, 𝑛𝑛]], 𝑎𝑎𝑖𝑖 = −
(
𝜆𝜆 − 1

𝜆𝜆

)
𝑎𝑎𝑖𝑖

.

c) On suppose que 𝜆𝜆 − 1
𝜆𝜆
= 1.

i) Montrer que le sous-espace propre de 𝜑𝜑, associé à la valeur propre 𝜆𝜆 et noté 𝐸𝐸𝜆𝜆 ,
vérifie :

𝐸𝐸𝜆𝜆 = Vect
(
𝜀𝜀𝑖𝑖 +

1
𝜆𝜆
𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑖𝑖)

)
1≤𝑖𝑖≤𝑝𝑝

.

ii) Montrer que dim(𝐸𝐸𝜆𝜆) = 𝑝𝑝.

d) On admet que si 𝜆𝜆− 1
𝜆𝜆
= −1, alors le sous-espace propre de 𝜑𝜑 associé à la valeur propre

𝜆𝜆, vérifie 𝐸𝐸𝜆𝜆 = Vect
(
𝜀𝜀𝑖𝑖 +

1
𝜆𝜆
𝑔𝑔 (𝜀𝜀𝑖𝑖)

)
𝑝𝑝+1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

et qu’on a dim(𝐸𝐸𝜆𝜆) = 𝑛𝑛 − 𝑝𝑝.

Montrer que 𝜑𝜑, endomorphisme de 𝐸𝐸, est diagonalisable.

Partie IV - Application : étude d’un cas particulier

Dans cette partie, on pose 𝐸𝐸 = R6 et 𝜑𝜑 désigne l’endomorphisme de 𝐸𝐸 canoniquement associé à la
matrice 𝑀𝑀 :

𝑀𝑀 =

��������
�

−1 2 0 2 0 1
0 1 0 −1 1 1
−2 2 1 1 0 1
1 0 −1 0 0 0
2 1 −3 0 0 0
−1 0 2 0 0 0

��������
�

.
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En notant (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤6 les vecteurs de la base canonique de 𝐸𝐸, on pose 𝐹𝐹 = Vect(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) et
𝐺𝐺 = Vect(𝑒𝑒4, 𝑒𝑒5, 𝑒𝑒6).

Q24. Pourquoi peut-on affirmer que 𝐸𝐸 = 𝐹𝐹 ⊕ 𝐺𝐺 ?

Q25. Montrer qu’il existe 𝑓𝑓 ∈ L(𝐹𝐹) et 𝑔𝑔 ∈ L(𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 ), tels que 𝜑𝜑 |𝐹𝐹 = 𝑔𝑔 + 𝑓𝑓 .
Soient B1 = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) et B2 = (𝑒𝑒4, 𝑒𝑒5, 𝑒𝑒6), montrer que :

MatB1 ( 𝑓𝑓 ) = 𝐴𝐴 et MatB1,B2 (𝑔𝑔) = 𝐵𝐵

où 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont les matrices définies à la partie I.

Q26. À l’aide des résultats de la question Q16, déterminer une base de 𝐹𝐹 formée de vecteurs
propres de 𝑓𝑓 .

Q27. a) Montrer que l’application 𝑔𝑔 est un isomorphisme de 𝐹𝐹 dans 𝐺𝐺.
b) Exprimer 𝑔𝑔−1(𝑒𝑒4), 𝑔𝑔−1(𝑒𝑒5) et 𝑔𝑔−1(𝑒𝑒6) en fonction des vecteurs (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤3.

Q28. a) En utilisant les résultats des parties I et III, donner les valeurs propres de 𝜑𝜑 et les dimen-
sions de chaque sous-espace propre de 𝜑𝜑.

b) Déterminer une matrice diagonale semblable à 𝑀𝑀.

FIN
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE I 

 

X est une variable aléatoire à valeurs dans   d’espérance finie. 
 
Q1.  Exprimer, pour k non nul, =( )P X k  en fonction de ( 1)P X k> −  et de >( )P X k . 

Démontrer que pour tout ∈,n  
1

1 0

( ) ( ) ( )
n n

k k

kP X k P X k nP X n
−

= =

= = > − >∑ ∑ .  

Démontrer le résultat de cours : 
0

( ) ( )
k

E X P X k
+∞

=

= >∑ . 

 

Q2. Soit *.n∈  Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue, de façon 
équiprobable, p tirages successifs avec remise et on note X le plus grand nombre obtenu. 

 Calculer, pour tout entier naturel k, ≤( )P X k , puis donner la loi de X. 
 

Q3. Calculer 
−

→+∞
=

 
 
 ∑

1

0

1lim ,
n p

n
k

k
n n

puis en utilisant la Q1., déterminer un équivalent pour n au voisinage 

de +∞  de ( ).E X  
 

 
EXERCICE II 

 
 
On considère les équations différentielles : 

2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 1E x y xy x y+ + − =  
2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 0H x y xy x y+ + − =  

 
On note ] [0,I = + ∞ , ( )IS E  l’ensemble des solutions de l’équation ( )E  sur I et ( )IS H  l’ensemble des 
solutions de l’équation ( )H sur I. 
 
Q4. Donner, en justifiant, la dimension de l’espace vectoriel ( )IS H . 

 
Q5. Démontrer qu’il existe une unique solution f de ( )E  sur I développable en série entière sur .

Vérifier que pour tout ∈x I , 
2

ch 1( ) xf x
x
−

= . 

 

Q6. On note pour ∈x I , 
2

1( )g x
x
−

=  et 
2

sh( ) xh x
x

= .  

 On admet dans cette question que ∈ ( )Ig S E  et ∈ ( )Ih S H . 
 Donner, sans calculs, l’ensemble ( )IS E . 
 
Q7. Quelle est la dimension de l’espace vectoriel 



( )S H  (solutions de ( )H  sur  ) ? 
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2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 1E x y xy x y+ + − =  
2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 0H x y xy x y+ + − =  

 
On note ] [0,I = + ∞ , ( )IS E  l’ensemble des solutions de l’équation ( )E  sur I et ( )IS H  l’ensemble des 
solutions de l’équation ( )H sur I. 
 
Q4. Donner, en justifiant, la dimension de l’espace vectoriel ( )IS H . 

 
Q5. Démontrer qu’il existe une unique solution f de ( )E  sur I développable en série entière sur .

Vérifier que pour tout ∈x I , 
2

ch 1( ) xf x
x
−

= . 

 

Q6. On note pour ∈x I , 
2

1( )g x
x
−

=  et 
2

sh( ) xh x
x

= .  

 On admet dans cette question que ∈ ( )Ig S E  et ∈ ( )Ih S H . 
 Donner, sans calculs, l’ensemble ( )IS E . 
 
Q7. Quelle est la dimension de l’espace vectoriel 



( )S H  (solutions de ( )H  sur  ) ? 
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PROBLÈME 

 
Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de 

1

1
²

n
n

+∞

=
∑ .  

Ce problème propose deux méthodes différentes de recherche de la valeur de cette somme. 

 
Q8. Question préliminaire 

 Si on admet que 
0

1 ²
(2 1)² 8

n
n

+∞

=

π
=

+∑ , que vaut la somme 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑  ? 

 
 

Partie I  
 

Q9. On note, pour tout entier naturel n, ( )2
0

sin dn
nW x x

π

= ∫ .  

 Calculer la dérivée de la fonction 1(sin )nx x +
 , puis déterminer une relation entre 2nW +  et 

nW . 

 En déduire, pour tout entier naturel n, que 
2 2

2 1
2 ( !)
(2 1)!

n

n
nW

n+ =
+

. 

 

Q10. Déterminer sur l’intervalle ] [1,1−  le développement en série entière des fonctions 1
1 ²

x
x−

  

et  Arcsinx x . 

 

Q11. En déduire que pour tout 0, ,
2

x π ∈   

( )
( )

2 1
22

0

2 !
(sin )

2 ! (2 1)
n

n
n

n
x x

n n

+∞
+

=

=
+

∑ . 

 

Q12. Justifier que ( )
( )

( )
( )

2 1 2 12 2
2 22 20 00 0

2 ! 2 !
(sin ) d (sin ) d

2 ! (2 1) 2 ! (2 1)
n n

n n
n n

n n
x x x x

n n n n

π π+∞ +∞
+ +

= =

 
  =
 + + 
∑ ∑∫ ∫ . 

 

Q13. En déduire la valeur de 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑ . 
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Partie II 
 
 

Q14. Donner sur l’intervalle ] [1,1−  le développement en série entière de la fonction 1
² 1

x
x −

 , puis 

calculer l’intégrale 
1

0

ln d
² 1

x x
x −∫ .  

 On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique. 

 

Q15. On pose pour [ [0, ,x∈ + ∞  
0

Arctan( )( ) d
1 ²

xtf x t
t

+∞
=

+∫ . 

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur l’intervalle [ [0, .+ ∞  

 

Q16. Établir que cette fonction f est de classe 1C  sur l’intervalle ] ]0,1  et exprimer '( )f x  comme une 
intégrale. 

 

Q17. Réduire au même dénominateur l’expression ²
1 ² 1 ² ²

t x t
t t x
−

+ +
 et en déduire que pour tout

] [0,1x∈ , ln'( )
² 1

xf x
x

=
−

. 

Q18. Calculer (1)f , puis en déduire la valeur de 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑ . 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 

____________________ 
 

MATHÉMATIQUES 2 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 

Q1. Justifier que la matrice 
4 2 2
6 4 6
1 1 3

A
− − 
 = − − 
 − − 

 est diagonalisable et déterminer une matrice P telle 

que 1P AP−  soit diagonale. 
 
Q2. Application : On considère trois suites réelles ( ) ( ),n nn nu v∈ ∈ 

, et ( )n nw ∈
 telles que : 

1

1

1

4 2 2
6 4 6

3

n n n n

n n n n

n n n n

u u v w

v u v w

w u v w

+

+

+

= − + −


= − + −
 = − + −

   pour tout n∈ . 

 

 Pour tout n∈ , on pose 
n

n n

n

u
X v

w

 
 =  
 
 

  et  1
n

n n n

n

Y P X
α
β
γ

−
 
 = =  
 
 

. 

 Pour tout n∈ , exprimer nY  en fonction de 0 0,α β , 0γ  et n. 
 À quelle condition sur ( )0 0 0, ,u v w  les suites ( ) ( ),n nn nu v∈ ∈ 

 et ( )n nw ∈
 convergent-elles 

simultanément ? Expliciter alors ces suites. 
 
 

EXERCICE 2 
 

Pour *n∈ , on note nS  le groupe des permutations de l’ensemble 
 

0, 1n − . Une permutation de 

nS  sera représentée en Python par une liste, dont l’élément d’indice i est l’image de i par cette 
permutation. Par exemple, la liste [ ]3,1,0,2  représente la permutation 4σ ∈ S  définie par 

( ) ( ) ( ), ,σ σ σ0 =3 1 =1 2 =0  et ( )σ 3 =2 .  
 
Dans tout l’exercice, on pourra utiliser librement les tests Python du type x in L (respectivement x 
not in L) permettant de vérifier si x est présent dans la liste L (respectivement de vérifier si x 
n’est pas présent dans la liste L). 
 
Q3. Si s est une liste Python représentant une permutation de 4S , quelle instruction Python permet 

de trouver l’image de 1 par cette permutation ? 
 Quelle liste Python représente la transposition ( ) 4∈2 3 S  ? 
 
Q4. Écrire une fonction Python comp(s1, s2) prenant en entrée deux listes représentant des 

permutations 1σ  et 2σ  du même groupe de permutations et renvoyant la liste représentant la 
permutation 1 2σ σ . 

 
Q5. Écrire une fonction Python inv(s) prenant en entrée une liste représentant une permutation  

σ  et renvoyant la liste représentant 1σ − . 
 
Q6. On souhaite tester si un sous-ensemble G de nS  est ou non un sous-groupe de nS . Écrire une 

fonction Python groupe(G) prenant en entrée une liste de listes, où chaque sous-liste 
représente une permutation de nS  et renvoyant True s’il s’agit bien d’un sous-groupe de nS , 
False sinon. 
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Q7. Écrire une fonction Python cyclique(s) prenant en entrée une liste s représentant une 
permutation σ  de nS  et renvoyant le sous-groupe de nS  engendré par σ  sous la forme d’une 
liste de listes. 

 
 

PROBLÈME 
 
Le but de ce problème est de démontrer et utiliser plusieurs critères pour prouver qu’une matrice 
symétrique réelle est définie positive. On rappelle que, pour un entier naturel non nul n, une matrice 
symétrique ( )nM ∈ M  est dite définie positive si et seulement si : 

( ) { } T
,1 \ 0 , 0nX X MX∀ ∈ >M . 

Q8. Démontrer, en utilisant directement la définition précédente, que la matrice 
2 1
1 1

A  
=  
 

 est 

définie positive. 
 
Caractérisation spectrale 
 
Q9. Énoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres d’une 

matrice symétrique réelle pour que celle-ci soit définie positive. 
 
Q10. Application : Démontrer que le polynôme ( ) 3 26 9 3P X X X X= − + −  admet trois racines 

réelles distinctes (on ne cherchera pas à les déterminer). 

Démontrer alors que la matrice 
1 0 1
0 2 1
1 1 3

B
 
 

=  
 
 

 est définie positive grâce à la caractérisation 

spectrale. 
 
Un critère en dimension 2 
 
Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante : 
 

Une matrice symétrique ( )2M ∈ M  est définie positive si et seulement si sa trace  
et son déterminant sont strictement positifs. 

 
Q11. Démontrer qu’une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours ( )Tr 0M >  

et ( )det 0M > . 
 

Q12. Démontrer qu’une matrice symétrique ( )2M ∈ M , dont la trace et le déterminant sont 
strictement positifs, est définie positive. 

 
Q13. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai pour les matrices symétriques de ( )3 M  ? 
 

Q14. Application : Utiliser le résultat précédent afin de démontrer que ( )2*:f + →   définie par 

( ) 1,f x y x y
xy

= + +  admet un extremum local. Préciser s’il s’agit d’un minimum local ou d’un 

maximum local.  
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Le critère de Sylvester 
 
Dans cette partie, on étudie le critère de Sylvester, valable en toute dimension. 
Pour une matrice carrée quelconque ( )

 

( ), , 1,i j ni j n
M m

∈
= ∈ M  et un entier 

 

1,k n∈ , on définit le 

k-ième mineur principal comme étant le déterminant de la matrice ( )
 

( ), , 1,k i j ki j k
M m

∈
= ∈ M . On 

précise qu’une matrice carrée de taille n possède n mineurs principaux. 

Par exemple, les trois mineurs principaux de la matrice 
1 0 1
0 2 1
1 1 3

B
 
 

=  
 
 

 de la question Q10. sont les 

déterminants des matrices ( )1 2
1 0

1 ,
0 2

B B  
=  

 
 et 3

1 0 1
0 2 1
1 1 3

B B
 
 

= =  
 
 

. 

 
On dit qu’une matrice vérifie le critère de Sylvester si tous ses mineurs principaux sont strictement 
positifs. On souhaite alors démontrer la caractérisation suivante : 
 

Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si elle vérifie  
le critère de Sylvester. 

 
Par exemple, pour la matrice B de la question Q10., on constate que : 

( ) ( )1 2det 1 0, det 2 0B B= > = >   et  ( )3det 3 0.B = >  
 

La matrice B vérifie le critère de Sylvester, elle est donc définie positive. 
 
 

Q15. On fixe une matrice ( )nM ∈ M , un entier 
 

1,k n∈ , ainsi qu’un vecteur colonne 

( )
1

,1k k

k

x
X

x

 
 = ∈ 
 
 

 M . Déterminer un vecteur colonne ( ) { },1 \ 0nX ∈ M , tel que : 

T T
k k kX M X X MX= . 

 
Q16. Démontrer que toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critère de Sylvester. 
 
 
Dans les deux questions suivantes, il s’agit de démontrer la réciproque, c’est-à-dire que toute 
matrice symétrique réelle vérifiant le critère de Sylvester est définie positive. Pour cela, on va 
raisonner par récurrence sur la taille n de la matrice. 
 
 

Q17. Soit 2n ≥  et soit une matrice symétrique ( )nM ∈ M  telle que ( )det 0M > . On écrit cette 
matrice par blocs sous la forme suivante : 

1
T

nM U
M

U α
− 

=   
 

  avec  ( )1 1n nM − −∈ M ,   ( )1,1nU −∈ M   et  α ∈ . 

 On suppose que la matrice 1nM −  est définie positive. 
 Justifier l’existence d’un vecteur colonne ( )1,1nV −∈ M  tel que 1 0n V UM − + = . 
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 En notant 1

1, 10 1
n

n

I V
Q −

−

 
=   
 

, démontrer alors que TQ MQ  s’écrit par blocs 1 1,1

1, 1

0

0
n n

n

M

β
− −

−

 
  
 

 avec 

0β > . 
 
Q18. Démontrer par récurrence que toute matrice symétrique réelle vérifiant le critère de Sylvester 

est définie positive. 
 

Q19. Pour quelles valeurs de x∈  la matrice ( )
2 1 0
1 1
0 1

C x x
x

 
 =  
 
 

 est-elle définie positive ? 

 

Q20. La matrice 

2 2 1 4 5
2 3 1 1 1
1 1 1 3 1
4 1 3 5 0
5 1 1 0 1

 
 − − 
 −
 
 
 − 

 est-elle définie positive ? Justifier.  

 
Q21. Démontrer que pour tout ( ) { }3, , \ 0x y z ∈  : 

2 2 24 2 3 0x y z xy xz+ + + − > . 
 

Q22. Pour quelles valeurs de *n∈  la matrice ( )

01 03
1

00
1

0 10 3

n nS

 
 
 
 = ∈
 
 
 
 





  


  

  





M  est-elle 

définie positive ? 
 

 
 
 

 
FIN 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MPI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE I 

 

X est une variable aléatoire à valeurs dans   d’espérance finie. 
 
Q1.  Exprimer, pour k non nul, =( )P X k  en fonction de ( 1)P X k> −  et de >( )P X k . 

Démontrer que pour tout ∈,n  
1

1 0

( ) ( ) ( )
n n

k k

kP X k P X k nP X n
−

= =

= = > − >∑ ∑ .  

Démontrer le résultat de cours : 
0

( ) ( )
k

E X P X k
+∞

=

= >∑ . 

 

Q2. Soit *.n∈  Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue, de façon 
équiprobable, p tirages successifs avec remise et on note X le plus grand nombre obtenu. 

 Calculer, pour tout entier naturel k, ≤( )P X k , puis donner la loi de X. 
 

Q3. Calculer 
−

→+∞
=

 
 
 ∑

1

0

1lim ,
n p

n
k

k
n n

puis en utilisant la Q1., déterminer un équivalent pour n au voisinage 

de +∞  de ( ).E X  
 

 
EXERCICE II 

 
 
On considère les équations différentielles : 

2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 1E x y xy x y+ + − =  
2 2( ) : '' 4 ' (2 ) 0H x y xy x y+ + − =  

 
On note ] [0,I = + ∞ , ( )IS E  l’ensemble des solutions de l’équation ( )E  sur I et ( )IS H  l’ensemble des 
solutions de l’équation ( )H sur I. 
 
Q4. Donner, en justifiant, la dimension de l’espace vectoriel ( )IS H . 

 
Q5. Démontrer qu’il existe une unique solution f de ( )E  sur I développable en série entière sur .

Vérifier que pour tout ∈x I , 
2

ch 1( ) xf x
x
−

= . 

 

Q6. On note pour ∈x I , 
2

1( )g x
x
−

=  et 
2

sh( ) xh x
x

= .  

 On admet dans cette question que ∈ ( )Ig S E  et ∈ ( )Ih S H . 
 Donner, sans calculs, l’ensemble ( )IS E . 
 
Q7. Quelle est la dimension de l’espace vectoriel 



( )S H  (solutions de ( )H  sur  ) ? 
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PROBLÈME 

 
Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de 

1

1
²

n
n

+∞

=
∑ .  

Ce problème propose deux méthodes différentes de recherche de la valeur de cette somme. 

 
Q8. Question préliminaire 

 Si on admet que 
0

1 ²
(2 1)² 8

n
n

+∞

=

π
=

+∑ , que vaut la somme 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑  ? 

 
 

Partie I  
 

Q9. On note, pour tout entier naturel n, ( )2
0

sin dn
nW x x

π

= ∫ .  

 Calculer la dérivée de la fonction 1(sin )nx x +
 , puis déterminer une relation entre 2nW +  et 

nW . 

 En déduire, pour tout entier naturel n, que 
2 2

2 1
2 ( !)
(2 1)!

n

n
nW

n+ =
+

. 

 

Q10. Déterminer sur l’intervalle ] [1,1−  le développement en série entière des fonctions 1
1 ²

x
x−

  

et  Arcsinx x . 

 

Q11. En déduire que pour tout 0, ,
2

x π ∈   

( )
( )

2 1
22

0

2 !
(sin )

2 ! (2 1)
n

n
n

n
x x

n n

+∞
+

=

=
+

∑ . 

 

Q12. Justifier que ( )
( )

( )
( )

2 1 2 12 2
2 22 20 00 0

2 ! 2 !
(sin ) d (sin ) d

2 ! (2 1) 2 ! (2 1)
n n

n n
n n

n n
x x x x

n n n n

π π+∞ +∞
+ +

= =

 
  =
 + + 
∑ ∑∫ ∫ . 

 

Q13. En déduire la valeur de 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑ . 
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Partie II 
 
 

Q14. Donner sur l’intervalle ] [1,1−  le développement en série entière de la fonction 1
² 1

x
x −

 , puis 

calculer l’intégrale 
1

0

ln d
² 1

x x
x −∫ .  

 On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique. 

 

Q15. On pose pour [ [0, ,x∈ + ∞  
0

Arctan( )( ) d
1 ²

xtf x t
t

+∞
=

+∫ . 

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur l’intervalle [ [0, .+ ∞  

 

Q16. Établir que cette fonction f est de classe 1C  sur l’intervalle ] ]0,1  et exprimer '( )f x  comme une 
intégrale. 

 

Q17. Réduire au même dénominateur l’expression ²
1 ² 1 ² ²

t x t
t t x
−

+ +
 et en déduire que pour tout

] [0,1x∈ , ln'( )
² 1

xf x
x

=
−

. 

Q18. Calculer (1)f , puis en déduire la valeur de 
1

1
²

n
n

+∞

=
∑ . 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MPI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 2 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 

Q1. Justifier que la matrice 
4 2 2
6 4 6
1 1 3

A
− − 
 = − − 
 − − 

 est diagonalisable et déterminer une matrice P telle 

que 1P AP−  soit diagonale. 
 
Q2. Application : On considère trois suites réelles ( ) ( ),n nn nu v∈ ∈ 

, et ( )n nw ∈  telles que : 

1

1

1

4 2 2
6 4 6

3

n n n n

n n n n

n n n n

u u v w

v u v w

w u v w

+

+

+

= − + −


= − + −
 = − + −

   pour tout n∈ . 

 

Pour tout n∈ , on pose 
n

n n

n

u
X v

w

 
 =  
 
 

  et  1
n

n n n

n

Y P X
α
β
γ

−
 
 = =  
 
 

. 

 Pour tout n∈ , exprimer nY  en fonction de 0 0,α β , 0γ  et n. 
 À quelle condition sur ( )0 0 0, ,u v w  les suites ( ) ( ),n nn nu v∈ ∈ 

 et ( )n nw ∈
 convergent-elles 

simultanément ? Expliciter alors ces suites. 
 
 

EXERCICE 2 
 
On considère la série de fonctions 

0

e x n

n

−

≥
∑  de la variable réelle et on note f sa somme. 

 
Q3. Déterminer l’ensemble de définition D de f. 
 
Q4. Démontrer que f est continue sur D. 
 
Q5. Calculer la limite de f en +∞ . 
 

Q6. Démontrer que, pour tout x ∈D, ( )
0 0

e d 1 e dx t x tt f x t
+∞ +∞

− −≤ ≤ +∫ ∫ . 

 
Q7. En déduire un équivalent de f au voisinage de 0. 
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PROBLÈME 

 
Le but de ce problème est de démontrer et utiliser plusieurs critères pour prouver qu’une matrice 
symétrique réelle est définie positive. On rappelle que, pour un entier naturel non nul n, une matrice 
symétrique ( )nM ∈ M  est dite définie positive si et seulement si : 

( ) { } T
,1 \ 0 , 0nX X MX∀ ∈ >M . 

Q8. Démontrer, en utilisant directement la définition précédente, que la matrice 
2 1
1 1

A  
=  
 

 est 

définie positive. 
 
Caractérisation spectrale 
 
Q9. Énoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres d’une 

matrice symétrique réelle pour que celle-ci soit définie positive. 
 
Q10. Application : Démontrer que le polynôme ( ) 3 26 9 3P X X X X= − + −  admet trois racines 

réelles distinctes (on ne cherchera pas à les déterminer). 

Démontrer alors que la matrice 
1 0 1
0 2 1
1 1 3

B
 
 

=  
 
 

 est définie positive grâce à la caractérisation 

spectrale. 
 
Un critère en dimension 2 
 
Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante : 
 

Une matrice symétrique ( )2M ∈ M  est définie positive si et seulement si sa trace  
et son déterminant sont strictement positifs. 

 
Q11. Démontrer qu’une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours ( )Tr 0M >  

et ( )det 0M > . 
 

Q12. Démontrer qu’une matrice symétrique ( )2M ∈ M , dont la trace et le déterminant sont 
strictement positifs, est définie positive. 

 
Q13. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai pour les matrices symétriques de ( )3 M  ? 
 

Q14. Application : Utiliser le résultat précédent afin de démontrer que ( )2*:f + →   définie par 

( ) 1,f x y x y
xy

= + +  admet un extremum local. Préciser s’il s’agit d’un minimum local ou d’un 

maximum local.  
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Le critère de Sylvester 
 
Dans cette partie, on étudie le critère de Sylvester, valable en toute dimension. 
Pour une matrice carrée quelconque ( )

 

( ), , 1,i j ni j n
M m

∈
= ∈ M  et un entier 

 

1,k n∈ , on définit le 

k-ième mineur principal comme étant le déterminant de la matrice ( )
 

( ), , 1,k i j ki j k
M m

∈
= ∈ M . On 

précise qu’une matrice carrée de taille n possède n mineurs principaux. 

Par exemple, les trois mineurs principaux de la matrice 
1 0 1
0 2 1
1 1 3

B
 
 

=  
 
 

 de la question Q10. sont les 

déterminants des matrices ( )1 2
1 0

1 ,
0 2

B B  
=  

 
 et 3

1 0 1
0 2 1
1 1 3

B B
 
 

= =  
 
 

. 

 
On dit qu’une matrice vérifie le critère de Sylvester si tous ses mineurs principaux sont strictement 
positifs. On souhaite alors démontrer la caractérisation suivante : 
 

Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si elle vérifie  
le critère de Sylvester. 

 
Par exemple, pour la matrice B de la question Q10., on constate que : 

( ) ( )1 2det 1 0, det 2 0B B= > = >   et  ( )3det 3 0.B = >  
 
La matrice B vérifie le critère de Sylvester, elle est donc définie positive. 
 

 

Q15. On fixe une matrice ( )nM ∈ M , un entier 
 

1,k n∈ , ainsi qu’un vecteur colonne 

( )
1

,1k k

k

x
X

x

 
 = ∈ 
 
 

 M . Déterminer un vecteur colonne ( ) { },1 \ 0nX ∈ M , tel que : 

T T
k k kX M X X MX= . 

 
Q16. Démontrer que toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critère de Sylvester. 

 
 

Dans les deux questions suivantes, il s’agit de démontrer la réciproque, c’est-à-dire que toute 
matrice symétrique réelle vérifiant le critère de Sylvester est définie positive. Pour cela, on va 
raisonner par récurrence sur la taille n de la matrice. 
 
 

Q17. Soit 2n ≥  et soit une matrice symétrique ( )nM ∈ M  telle que ( )det 0M > . On écrit cette 
matrice par blocs sous la forme suivante : 

1
T

nM U
M

U α
− 

=   
 

  avec  ( )1 1n nM − −∈ M ,   ( )1,1nU −∈ M   et  α ∈ . 

 On suppose que la matrice 1nM −  est définie positive. 
 Justifier l’existence d’un vecteur colonne ( )1,1nV −∈ M  tel que 1 0n V UM − + = . 

 En notant 1

1, 10 1
n

n

I V
Q −

−

 
=   
 

, démontrer alors que TQ MQ  s’écrit par blocs 1 1,1

1, 1

0

0
n n

n

M

β
− −

−

 
  
 

 avec 

0β > . 
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Q18. Démontrer par récurrence que toute matrice symétrique réelle vérifiant le critère de Sylvester 

est définie positive. 
 

Q19. Pour quelles valeurs de x∈  la matrice ( )
2 1 0
1 1
0 1

C x x
x

 
 =  
 
 

 est-elle définie positive ? 

 

Q20. La matrice 

2 2 1 4 5
2 3 1 1 1
1 1 1 3 1
4 1 3 5 0
5 1 1 0 1

 
 − − 
 −
 
 
 − 

 est-elle définie positive ? Justifier. 

 
Q21. Démontrer que pour tout ( ) { }3, , \ 0x y z ∈  : 

2 2 24 2 3 0x y z xy xz+ + + − > . 
 

Q22. Pour quelles valeurs de *n∈  la matrice ( )

01 03
1

00
1

0 10 3

n nS

 
 
 
 = ∈
 
 
 
 





  


  

  





M  est-elle 

définie positive ? 
 
 
 
 

FIN 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PSI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux problèmes et d’un exercice indépendants.
Chaque problème est constitué de parties indépendantes.

1/8



PROBLÈME 1

File d’attente
Toutes les variables aléatoires sont définies sur un même espace probabilisé (Ω,A,P).

On s’intéresse à une file d’attente à un guichet. À l’instant 0, la file contient un client. On
suppose qu’à chaque instant k ∈ N∗ il peut arriver au plus un nouveau client dans la file.

Pour tout k ∈ N∗, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si un nouveau client arrive à
l’instant k et 0 sinon.

On suppose que (Xk)k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.

On repère chaque client par un indice qui donne son ordre d’arrivée dans la file : par définition,
le client initialement présent a pour indice n = 0, le premier nouvellement arrivé a pour indice
n = 1, etc.

On rappelle que la fonction génératrice d’une variable aléatoire X à valeurs dans N est la
fonction notée GX définie par :

GX(t) =
+∞∑
j=0

P(X = j)t j.

Partie I - Temps d’arrivée du n-ième client

Q1. On note T1 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps 0 et le temps où
arrive le client d’indice 1.
Justifier que pour tout k ∈ N∗, P(T1 = k) = (1 − p)k−1 p.

Q2. On note A l’événement « aucun nouveau client n’arrive dans la file ».
Exprimer A en fonction des événements {T1 = k}, k ∈ N∗. En déduire P(A). Interpréter.

Q3. Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice de T1, puis calculer
sa somme.

Q4. En déduire l’espérance et la variance de T1.

Q5. Pour tout n ∈ N∗, on note Tn la variable aléatoire égale au temps écoulé entre l’arrivée
du client d’indice n − 1 et le client d’indice n. On admet que les variables aléatoires Tn

sont indépendantes et de même loi.
On note Dn = T1 + . . . + Tn la variable aléatoire qui donne le temps d’arrivée du client
d’indice n.
Calculer l’espérance, la variance et la fonction génératrice GDn de Dn.

Q6. Rappeler le développement en série entière de (1 + x)α au voisinage de x = 0 pour
α ∈ R.
En déduire le développement en série entière de GDn en 0 et montrer que pour tout
(k, n) ∈ (N∗)2 :

P(Dn = k) =


0 si k < n,(

k − 1
k − n

)
pn(1 − p)k−n sinon.
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Partie II - Étude du comportement de la file

II.1 - Une suite récurrente

Soient a > 0 et f :


R→ R
x �→ exp(a(x − 1))

.

On s’intéresse au comportement de la suite (zn)n∈N∗ définie par :
z1 ∈]0, 1[ et ∀n ∈ N∗, zn+1 = f (zn) .

Q7. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn ∈]0, 1[ et zn+1 − zn est du même signe que z2 − z1.

Q8. En déduire que (zn)n∈N∗ converge vers une limite ℓ ∈ [0, 1] vérifiant f (ℓ) = ℓ.

Q9. Soit la fonction ψ :


]0, 1]→ R
x �→ ln(x) − a(x − 1)

.

Montrer que pour tout x > 0, on a : 0 ⩽ ψ(x) ⇔ f (x) ⩽ x et ψ(x) = 0 ⇔ f (x) = x.
Q10. On suppose dans cette question que a ⩽ 1.

Étudier le signe de ψ et montrer qu’elle ne s’annule qu’en x = 1. En déduire que
zn −→

n→+∞
1.

Q11. On suppose dans cette question que a > 1.
Étudier le signe de ψ et montrer que l’équation f (x) = x d’inconnue x ∈ [0, 1] admet
exactement deux solutions α et 1 avec α ∈]0, 1[ qu’on ne cherchera pas à expliciter.
En distinguant les cas z1 ∈]0, α] et z1 ∈]α, 1[, montrer que zn −→

n→+∞
α.

II.2 - Groupes de clients

On suppose que les clients de la file d’attente sont servis suivant leur ordre d’arrivée par
un unique serveur et que la durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui
suit la loi de Poisson de paramètre λ > 0 : pour tout k ∈ N, le service a une durée k avec la

probabilité e−λ
λk

k!
.

On rappelle qu’initialement, la file contient un unique client : le client d’indice 0.

On note S la variable aléatoire égale à la durée de service de ce client : comme à chaque
instant il arrive au plus un nouveau client, il peut arriver entre 0 et S nouveaux clients pen-
dant le temps de passage au guichet du client d’indice 0. Les variables S et (Xn)n∈N∗ sont
supposées indépendantes.

On appelle « clients du premier groupe » les clients qui sont arrivés pendant que le client
d’indice 0 était servi.
Par récurrence, pour tout k ⩾ 2, on définit les clients du k-ième groupe comme étant les
clients qui sont arrivés pendant que ceux du (k − 1)-ième groupe étaient servis.

Pour tout k ⩾ 1, on note Vk la variable aléatoire égale au nombre de clients du k-ième groupe.

Par construction, pour n ∈ N∗, si le n-ième groupe est vide, alors l’événement {Vk = 0} est
réalisé pour tout k ⩾ n.
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Q12. Quelle est la situation concrète décrite par l’événement Z =
∪
n∈N∗
{Vn = 0}?

Q13. Quelle est la loi du nombre Nn de clients qui sont arrivés dans la file d’attente dans
l’intervalle de temps ⟦1, n⟧?

Q14. Pour tout (n, k) ∈ N2, calculer P(V1 = k|S = n).
En déduire que V1 suit une loi de Poisson dont on précisera le paramètre.

Q15. On note zn = P(Vn = 0). Montrer que (zn)n∈N converge et que P(Z) = lim
n→+∞

zn.

Q16. Justifier que pour tout ( j, n) ∈ N2, P(Vn+1 = 0|V1 = j) = P(Vn = 0) j. On distinguera le cas
j = 0.

Q17. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn+1 = exp(λp(zn − 1)).

Q18. Déterminer, suivant les valeurs de λp, la limite de la suite (zn)n∈N∗. Interpréter.

EXERCICE

Équivalent de Stirling

Q19. Soit x ∈ R. Montrer que
∫ +∞

0
tx−1e−tdt converge si, et seulement si, x > 0.

Pour tout x > 0, on note :
Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt .

Q20. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n − 1)! .

Q21. On admet que l’intégrale
∫ +∞

0
e−t2dt converge et qu’elle vaut

√
π

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N : Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π.

Q22. Pour tout k ∈ N∗ on note ρk = ln k −
∫ k+ 1

2

k− 1
2

ln t dt. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ln Γ(n) =
∫ n− 1

2

1
2

ln t dt +
n−1∑
k=1

ρk .

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des ρk est nulle.
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Q23. Montrer que pour tout k ∈ N∗ :

ρk =

∫ 1
2

0
(2 ln k − ln(k + t) − ln(k − t))dt =

∫ 1
2

0
− ln
(
1 − t2

k2

)
dt .

Q24. En déduire que
∑
k∈N∗
ρk converge.

Q25. Montrer qu’il existe c ∈ R tel que, lorsque n→ +∞ :

ln Γ(n) =
(
n − 1

2

)
ln n − n + c + o(1) .

En déduire que lorsque n→ +∞ :

Γ(n) ∼ ecnn− 1
2 e−n .

Q26. Pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗, on admet que t �→ tx−1
(
1 − t

n

)n
est intégrable sur ]0, n] et

on note :
Γn(x) =

∫ n

0
tx−1
(
1 − t

n

)n
dt .

Montrer que pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗ :

Γn(x) = nx
∫ 1

0
ux−1(1 − u)ndu .

Q27. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

∀x > 0, Γn(x) =
nxn!

x(x + 1) . . . (x + n)
.

Q28. On définit la fonction 1]0,n[ sur R+ en posant 1]0,n[(t) =


1 si t ∈]0, n[,
0 sinon.

En remarquant que Γn(x) =
∫ +∞

0
1]0,n[(t) tx−1

(
1 − t

n

)n
dt, utiliser le théorème de conver-

gence dominée pour montrer que pour tout x > 0 :

Γn(x) −→
n→+∞

Γ(x).

En déduire que pour tout x > 0 :

Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!
x(x + 1) . . . (x + n)

.

Q29. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + n)
Γ(n)nx −→

n→+∞
1.

En déduire que ec =
√

2π où c est défini à la question Q25.
On pourra faire appel aux résultats des questions Q19 et Q20.
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PROBLÈME 2

Blocs de Jordan

Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 2. On noteMp(R) l’ensemble desmatrices carrées
de taille p à coefficients réels. Pour tout λ ∈ R, on définit la matrice Jλ ∈ Mp(R) par :

Jλ =



λ 0 . . . . . . 0

1 λ
. . .

...

0 1 . . .
. . .

...
...
. . .
. . .
. . . 0

0 . . . 0 1 λ



. (1)

Les matrices Jλ, dites «matrices de Jordan », sont particulièrement importantes dans la me-
sure où on peut montrer que si le polynôme caractéristique d’une matrice est scindé, alors
elle est semblable à une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont formés de matrices
de Jordan.

On se propose de montrer dans un premier temps une propriété d’irréductibilité des blocs
de Jordan. Dans un second temps, on étudie le caractère borné des solutions du système
différentiel linéaire associé à une matrice de Jordan.

Une matrice M ∈ Mp(R) est dite nilpotente s’il existe k ∈ N, tel que Mk = 0. Dans ce cas, le
plus petit entier naturel k, tel que Mk = 0 est appelé indice de nilpotence de M.

On note B = (e1, . . . , ep) la base canonique de Rp.

On dit qu’un sous-espace vectoriel V de Rp est stable par un endomorphisme f de Rp si pour
tout x ∈ V, f (x) ∈ V.

On note E =Mp,1(R) et pour tout A = (ai j)1⩽i, j⩽p ∈ Mp(R) et tout X =


x1
...

xp

 ∈ E, on définit :

N(A) =


p∑

i=1

p∑
j=1

|ai j|2


1
2

et ‖X‖ =


p∑
i=1

|xi|2


1
2

. (2)

On admet que N et ‖ · ‖ définissent des normes respectivement surMp(R) et E.

Partie I - Irréductibilité de Jλ

Soit λ ∈ R. On note uλ ∈ L (Rp) l’endomorphisme canoniquement associé à Jλ.

Q30. Calculer u2
0(e j) pour tout j ∈ ⟦1, p⟧ et en déduire J2

0 .
Calculer de même Jp−1

0 et Jp
0 . En déduire que J0 est nilpotente d’indice p.
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Q31. Montrer que Sp(uλ) = {λ} et déterminer le sous-espace propre associé.

Q32. Soit V un sous-espace vectoriel de Rp. Montrer que V est stable par uλ si, et seulement
si, V est stable par u0.

Soit V un sous-espace vectoriel de Rp stable par uλ, de dimension k ∈ ⟦1, p⟧. On note v
l’endomorphisme induit par uλ sur V et (ẽ1, . . . , ẽk) une base de V, que l’on complète en une
base B̃ = (ẽ1, . . . , ẽp) de Rp.

Q33. Quelle est la forme de la matrice de uλ dans la base B̃?
Q34. En déduire que le polynôme caractéristique de v divise le polynôme caractéristique de

uλ et que ep ∈ V.
Q35. Déduire de la question précédente qu’il n’existe pas de décomposition Rp = V ⊕W où

V et W sont des sous-espaces vectoriels de Rp stables par uλ non réduits à {0}.

Partie II - Stabilité du système linéaire associé

On s’intéresse dans cette partie aux solutions du système différentiel :

(S ) X′ = JλX .

Une solution de (S ) est une fonction :

X :



R→ E

t �→ X(t) =



x1(t)
...

xp(t)



de classe C1 telle que pour tout t ∈ R, X′(t) = JλX(t).

Pour tout t ∈ R, on définit la matrice carrée de taille p notée exp(tJλ) par :

exp(tJλ) = eλt
p−1∑
k=0

tk

k!
Jk

0.

Q36. Montrer que si X0 est un vecteur propre pour Jλ associé à la valeur propre λ, alors
X̃ : t �→ eλtX0 est une solution particulière de (S ).

Q37. On définit la fonction φ :


R→Mp(R)
t �→ exp

(
tJλ
) .

Montrer que φ est dérivable et que pour tout t ∈ R, φ′(t) = Jλ exp(tJλ) = exp(tJλ)Jλ.

Q38. Justifier que pour tout t ∈ R, exp(tJλ) = eλt
+∞∑
k=0

tk

k!
Jk

0.

Montrer que pour tout t ∈ R, exp(tJλ) est inversible, d’inverse exp(−tJλ).
Q39. Montrer que X : t �→ X(t) est solution de (S ) si, et seulement si, Y : t �→ exp(−tJλ)X(t)

est constante.
En déduire que les solutions de (S ) sont exactement les fonctions X : t �→ exp(tJλ)X0

où X0 ∈ E.
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Q40. Montrer que si λ > 0, (S ) admet une solution non bornée sur R+.

Q41. Montrer que pour tout A ∈ Mp(R) et tout X ∈ E, on a ‖AX‖ ⩽ N(A)‖X‖.
En déduire que si λ < 0, toutes les solutions de (S ) sont bornées sur R+.

Q42. Que dire concernant l’existence de solutions de (S ) non bornées sur R+ si λ = 0?

FIN
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SESSION 2024                                   PC1M             
 
 

 
 
 

 
ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PC 

____________________ 
 

MATHÉMATIQUES 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Racine cubique d’une matrice

Présentation générale

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ .

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(R) admet une racine cubique s’il existe B ∈ Mn(R) telle que A = B3 . Dans
ce cas, on dit que B est une racine cubique de A .

Partie I - Étude d’un exemple

Dans cette partie, on considère la matrice :

A =
(

4 −12
−1 5

)
∈ M2(R) .

Nous allons déterminer toutes les racines cubiques de la matrice A .

Q1. Justifier qu’il existe une matrice inversible P ∈ M2(R) , qu’il n’est pas nécessaire de déterminer
explicitement, telle que A = PDP−1 avec :

D =
(
1 0
0 8

)
∈ M2(R) .

Q2. Montrer qu’une matrice B ∈ M2(R) est une racine cubique de A si et seulement si ∆ = P−1BP est
une racine cubique de D .

Q3. Soit ∆ ∈ M2(R) une racine cubique de D . Montrer que les matrices D et ∆ commutent, puis en
déduire que la matrice ∆ est diagonale.

Q4. Déterminer l’ensemble des racines cubiques de D , puis l’ensemble des racines cubiques de A .
On pourra se contenter de décrire ce dernier ensemble en fonction de P et de ∆ .

Partie II - Dans un plan euclidien

Dans cette partie, on considère un plan euclidien orienté E muni d’une base orthonormée directe B . On
fixe également un réel θ ∈ R et on note :

M =
(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈ M2(R) .

Q5. Quelle est la nature de l’endomorphisme u ∈ L(E) dont la matrice dans la base B est M ?

Q6. En déduire une racine cubique de la matrice M .

Q7. Soit N ∈ M2(R) une matrice orthogonale de déterminant −1 . Montrer que N admet une racine
cubique.
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Partie III - Racines cubiques et diagonalisation

Dans toute cette partie, on considère une matrice diagonalisable A ∈ Mn(R) . On note λ1, . . . , λd ∈ R les
valeurs propres deux à deux distinctes de la matrice A .

III.1 - Existence d’une racine cubique polynomiale

Q8. Soient λ ∈ R et p ∈ N∗ . Déterminer une racine cubique de la matrice :

Hp(λ) =



λ 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 λ


∈ Mp(R) .

Q9. Déduire de la question précédente que la matrice A admet une racine cubique. On pourra re-
marquer que A est semblable à une matrice diagonale par blocs où les blocs sur la diagonale
sont de la forme Hp(λ) avec (p, λ) ∈ N∗ × R.

III.2 - Réduction d’une racine cubique

Dans cette sous-partie, on suppose de plus que la matrice A est inversible et on considère le polynôme :

Q(X) =
d∏

k=1

(
X3 − λk

)
.

Q10. Montrer que les nombres λ1, . . . , λd sont non nuls.

Q11. Soit λ ∈ C∗ que l’on écrit sous la forme λ = ρeiθ avec ρ > 0 et θ ∈ R . Montrer que l’équation z3 = λ

d’inconnue z ∈ C admet exactement trois solutions.
Q12. En déduire que le polynôme Q est scindé à racines simples sur C .

Q13. Déduire des questions précédentes que si B est une racine cubique de A , alors la matrice B est
diagonalisable dansMn(C) .
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EXERCICE 2
La fonction ln(Γ)

Présentation générale

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f : ]0,+∞[→ R vérifiant :
(i) la fonction f est de classe C1 ,
(ii) pour tout x ∈ ]0,+∞[ , on a f (x + 1) − f (x) = ln(x) ,
(iii) la fonction f ′ est croissante,
(iv) la fonction f s’annule en 1 , c’est-à-dire f (1) = 0 .

Dans la suite, on note (C) l’ensemble de ces quatre conditions.

Partie I - Existence de la solution du problème étudié

Dans cette partie, on construit une fonction vérifiant les conditions de (C) .

Pour tout n ∈ N∗ , on définit la fonction un : ]0,+∞[→ R par :

∀x ∈ ]0,+∞[ , un(x) = x ln
(
1 +

1
n

)
− ln
(
1 +

x
n

)
.

Q14. Montrer que la série de fonctions
∑
n⩾1

un converge simplement sur ]0,+∞[ .

Dans tout le reste de cet exercice, on note φ : ]0,+∞[→ R la fonction définie par :

∀x ∈ ]0,+∞[, φ(x) = − ln(x) +
+∞∑
n=1

un(x) .

Q15. Justifier que (un)n∈N∗ est une suite de fonctions de classe C1 sur ]0,+∞[ , puis montrer qu’il existe
une suite (εn)n∈N∗ telle que la série

∑
n⩾1

εn converge absolument et que :

∀(n, x) ∈ N∗× ]0,+∞[ , u′n(x) =
x

n(n + x)
+ εn.

Q16. En déduire que la série de fonctions
∑
n⩾1

u′n converge normalement sur tout segment [a, b] inclus

dans ]0,+∞[ .

Q17. Montrer que la fonction φ vérifie les conditions de (C) .
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Partie II - Unicité de la solution

Dans cette partie, on montre que φ est l’unique fonction vérifiant les conditions de (C). On considère
une fonction g : ]0,+∞[→ R vérifiant les conditions de (C) et on pose h = φ − g .

Les questions Q18 et Q19 sont indépendantes.

Q18. Montrer que pour tout x > 0, on a h(x + 1) = h(x) et h′(x + 1) = h′(x) .

Q19. Soient x ∈ ]0, 1] et p ∈ N∗ . Montrer successivement que :

φ′(p) − g′(1 + p) ⩽ h′(x + p) ⩽ φ′(1 + p) − g′(p) , φ′(p) − g′(1 + p) = h′(p) − 1
p
.

En déduire que : ∣∣∣h′(x + p) − h′(p)
∣∣∣ ⩽ 1

p
.

Q20. Déduire des deux questions précédentes que la fonction h′ est constante sur ]0,+∞[ .

Q21. Conclure que φ = g .

Partie III - La formule de duplication

Dans cette partie, on considère la fonction ψ : ]0,+∞[→ R définie par :

∀x ∈ ]0,+∞[ , ψ(x) = (x − 1) ln(2) + φ
( x
2

)
+ φ

(
x + 1

2

)
− 1

2
ln(π) .

Q22. Montrer que pour tout N ∈ N∗ , on a la relation :

exp


N∑

n=1

un

(
1
2

) =
√

N + 1
2N + 1

(
2N N!

)2

(2N)!
.

Q23. Déduire de la question précédente et de la formule de Stirling que ψ(1) = 0 .

Q24. Montrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[ , on a :

(x − 1) ln(2) + φ
( x
2

)
+ φ

(
x + 1

2

)
= φ(x) +

1
2

ln(π) .
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EXERCICE 3
Temps d’attente avant une collision

Présentation générale

On considère un entier n ∈ N∗ . On dispose d’une urne contenant n boules numérotées par les entiers
de 1 à n . On procède à une succession de tirages avec remise dans cette urne. On s’intéresse au
nombre de tirages nécessaires pour tirer pour la seconde fois une boule déjà tirée auparavant.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et on considère une
suite (Xk)k∈N∗ de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur ⟦1, n⟧ . On considère la
variable aléatoire Tn définie de la façon suivante :

Tn = min
{

j ∈ ⟦2, n + 1⟧ | ∃i ∈ ⟦1, j − 1⟧, Xi = X j
}
.

Par exemple, si on suppose que n = 4 et que l’évènement :

(X1 = 1) ∩ (X2 = 3) ∩ (X3 = 2) ∩ (X4 = 3) ∩ (X5 = 4)

est réalisé, alors on a Tn = 4 , car c’est au quatrième tirage que pour la première fois réapparait un
résultat déjà obtenu.

L’objectif de cet exercice est de déterminer un équivalent de l’espérance de la variable aléatoire Tn

lorsque n→ +∞ .

Partie I - Une expression de l’espérance de Tn

Q25. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Tn .

Dans la suite de cette partie, on considère un entier k ∈ ⟦1, n⟧ et la variable aléatoire Z = (X1, . . . , Xk).

Q26. Justifier que Z suit la loi uniforme sur ⟦1, n⟧k .

Q27. Dans cette question, on considère l’évènement :

A =
{
(a1, . . . , ak) ∈ ⟦1, n⟧k | les éléments a1, . . . , ak sont deux à deux distincts

}
.

Exprimer le cardinal de A en fonction de n et de k , puis en déduire que :

P(Tn > k) = P(Z ∈ A) =
n!

(n − k)!
1
nk .

On remarque que le résultat de la question précédente est encore valable pour k = 0 .

Q28. Justifier que la variable aléatoire Tn est d’espérance finie et que l’on a :

E(Tn) =
n∑
ℓ=0

n!
(n − ℓ)!

1
nℓ
.
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Partie II - Une expression intégrale de l’espérance

Dans cette partie, on détermine une expression de l’espérance de Tn sous la forme d’une intégrale.

Pour tout k ∈ N , on considère l’intégrale :

Ik =

∫ +∞
0

tke−t dt .

Q29. Soit k ∈ N . Montrer que l’intégrale Ik est convergente.

Q30. Montrer que pour tout k ∈ N , on a Ik = k! .

Q31. En déduire que l’intégrale
∫ +∞

0

(
1 +

t
n

)n
e−t dt converge, puis que :

E(Tn) =
∫ +∞

0

(
1 +

t
n

)n
e−t dt .

Partie III - Un équivalent de l’espérance

Dans cette partie, on détermine un équivalent de l’intégrale obtenue à la question Q31 lorsque n→ +∞ .
Pour tout entier n ∈ N∗ , on considère les intégrales :

In =

∫ n

0

(
1 +

t
n

)n
e−t dt et Jn =

∫ +∞
n

(
1 +

t
n

)n
e−t dt .

Les résultats de la partie précédente impliquent la convergence de ces deux intégrales.

III.1 - Étude de la suite (Jn)n∈NNN∗

Q32. Soit n ∈ N∗ . En utilisant un changement de variable, établir que :

Jn = e−n
∫ +∞

0

(
2 +

v
n

)n
e−v dv .

Q33. Montrer que la suite (Kn)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, Kn =

∫ +∞
0

(
1 +

v
2n

)n
e−v dv

est bornée. On pourra utiliser librement l’inégalité 1 + x ⩽ ex valable pour tout x ∈ R .
Q34. En déduire que la suite (Jn)n∈N∗ converge et préciser sa limite .
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III.2 - Étude de la suite (In)n∈NNN∗

Dans cette sous-partie, on définit la fonction fn : ]0,+∞[→ R par :

∀u ∈ ]0,+∞[, fn(u) =



(
1 +

u
√

n

)n
e−u

√
n si u <

√
n

0 si u ⩾
√

n .

Q35. Montrer que :

In =
√

n
∫ √

n

0

(
1 +

u
√

n

)n
e−u

√
n du =

√
n
∫ +∞

0
fn(u) du.

Q36. Montrer que pour tout u ∈ ]0,
√

n[ , on a l’égalité :

ln( fn(u)) =
+∞∑
k=2

(−1)k−1

k
uk

n
k
2−1
.

Q37. En déduire que pour tout u ∈ ]0,
√

n[ , on a les inégalités :
∣∣∣∣∣∣ln( fn(u)) +

u2

2

∣∣∣∣∣∣ ⩽
u3

3
√

n
, ln( fn(u)) ⩽ −u2

6
.

Q38. Justifier que la fonction u �→ e−u2/2 est intégrable sur [0,+∞[ , puis établir que :

lim
n→+∞

(∫ +∞
0

fn(u) du
)
=

∫ +∞
0

e−u2/2 du .

III.3 - Conclusion

Q39. En admettant que
∫ +∞

0
e−u2/2 du =

√
π

2
, déterminer un équivalent de E(Tn) lorsque n→ +∞ .

FIN
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EXERCICE
Autour de la série harmonique

Dans cet exercice, on s’intéresse à la série harmonique
∑
n≥1

1
n
.

Le but est de démontrer que celle-ci est une série divergente. On donne ensuite une application
probabiliste des résultats obtenus.

On pose :

∀n ≥ 1, Hn =

n∑
k=1

1
k
.

Q1. Énoncer la définition de convergence pour une série
∑
n≥0

un de nombres réels ou complexes.

Q2. Pour quelle(s) valeur(s) du réel α, la série
∑
n≥1

1
nα

est-elle convergente?

Q3. Montrer que :
∀x ∈ R, ex ≥ 1 + x .

Q4. En déduire alors que :

∀n ≥ 1, eHn ≥
n∏

k=1

(
1 +

1
k

)
,

puis, en remarquant l’égalité 1 +
1
k
=

k + 1
k

, que pour tout entier naturel n ≥ 1, eHn ≥ n + 1.

Q5. Montrer que :
lim

n→+∞
eHn = +∞ .

En déduire la divergence de la série harmonique.

Soit n ∈ N∗. Une urne contient initialement une boule noire. On effectue n tirages dans l’urne de la
manière suivante :

- au cours de chaque tirage, on tire une boule de l’urne, puis on la remet dans celle-ci en y ajoutant
une boule blanche ;

- on considère les n tirages indépendants.
Pour tout entier k ∈ ⟦1, n⟧, on note Xk la variable aléatoire définie par :

- Xk = 0 si la boule tirée lors du k-ième tirage est blanche ;
- Xk = 1 si la boule tirée lors du k-ième tirage est noire.

On définit enfin la variable Zn par :

Zn =

n∑
k=1

Xk .

Q6. Que représente la variable Zn ?

Q7. Soit k ∈ ⟦1, n⟧. Reconnaître la loi de Xk et préciser son espérance.

Q8. Vérifier que l’espérance de Zn est Hn.

Q9. En utilisant Q4, déterminer une valeur de n pour laquelle on peut espérer obtenir en moyenne
au moins 4 fois la boule noire.
On pourra utiliser le fait suivant : e4 ∈]54, 55[.
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PROBLÈME 1
Étude de matrices tridiagonales particulières

Présentation générale

Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés (diagonalisabilité, valeur du déterminant) de
certaines matrices tridiagonales.

Plus précisément, pour un entier naturel n ≥ 2, on considère n − 1 couples de nombres complexes
(ak, bk), pour k variant de 1 à n, tels que akbk = −1 et on s’intéressera alors à la matrice suivante de
Mn(C) :

Mn =



1 b1 0 0 . . . 0
a1 1 b2 0 . . . 0
0 a2 1 b3 . . . 0
...
. . .
. . .
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 1 bn−1

0 0 0 . . . an−1 1



.

On posera également M1 = (1) (matrice carrée d’ordre 1 dont le seul coefficient vaut 1).

Les quatre parties de ce problème sont indépendantes. Elles peuvent être traitées séparément.

Notations

- On note χA(X) le polynôme caractéristique d’unematrice carrée A et Eλ(A) le sous-espace propre
de A associé à un scalaire λ ;

- on noteMn(C) (respectivementMn(R)) l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à
coefficients dans C (respectivement dans R) ;

- on noteMn,1(C) (respectivementMn,1(R)) l’espace vectoriel des matrices colonnes à n lignes à
coefficients dans C (respectivement dans R) ;

- on note In la matrice identité d’ordre n ;
- on note z le conjugué d’un nombre complexe z.

Partie I - Un exemple dansM3(C)

Dans cette partie, on considère que n est égal à 3 et on pose a1 = a2 = −1 et b1 = b2 = 1.

On s’intéresse donc à la matrice M3 deM3(C) définie par :

M3 =


1 1 0
−1 1 1
0 −1 1

 .

Q10. Justifier que M3 vérifie bien les données de l’énoncé.

Q11. Déterminer le rang de M3 − I3 et en déduire que M3 admet au moins une valeur propre réelle
à préciser.

Q12. Déterminer χM3 (X). Ce polynôme est-il scindé dans R?

Q13. Déduire de la question précédente la valeur du déterminant de M3.
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Q14. Justifier que M3 admet 3 valeurs propres complexes distinctes, dont une seule est réelle et les
deux autres conjuguées. En déduire que M3 est diagonalisable dans C et donner, sans aucun
calcul, la dimension de ses sous-espaces propres.

On note dans la suite λ l’unique valeur propre réelle de M3 et µ l’unique valeur propre complexe de
M3 dont la partie imaginaire est strictement positive. Ainsi, les valeurs propres de M3 sont λ, µ et µ.

Q15. Déterminer une base du sous-espace propre Eλ(M3).

Q16. Déterminer les nombres complexes p tels que :

M3


p

i
√

2
−p

 = (1 + i
√

2)


p

i
√

2
−p

 .

En déduire une base du sous-espace propre Eµ(M3).

Q17. Soit N ∈ M3(C), une matrice à coefficients réels, z ∈ C et :

X =


x1
x2
x3

 ∈ M3,1(C) .

Montrer que si X est un vecteur propre de N associé à la valeur propre z, alors le vecteur :

X =


x1
x2
x3

 ,

est un vecteur propre de N associé à la valeur propre z.
En déduire une base de Eµ(M3).

Partie II - Cas général dansM2(C)

Uniquement dans cette partie, on considère que l’entier naturel n vaut 2. On s’intéresse donc à la
matrice M2 deM2(C) définie par :

M2 =

(
1 b1
a1 1

)
,

où a1 et b1 sont deux nombres complexes tels que a1b1 = −1.

Q18. Déterminer χM2 (X).

Q19. Si on considère a1 et b1 réels, la matrice M2 est-elle diagonalisable dans R? Trigonalisable
dans R?

Q20. La matrice M2 est-elle diagonalisable dans C?
Aucune diagonalisation effective n’est demandée.

Q21. Donner la valeur du déterminant de M2.

Objectif de la suite du problème

Dans la partie III, nous démontrerons certains résultats liés à la suite de Fibonacci.

Dans la partie IV, nous déterminerons la valeur du déterminant des matrices tridiagonales vérifiant
les conditions de l’énoncé.
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Partie III - La suite de Fibonacci

On définit la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 de la manière suivante : F0 = 1, F1 = 1 et :

∀n ≥ 0, Fn+2 = Fn+1 + Fn .

Q22. Montrer que pour tout entier naturel n, Fn est un entier naturel.

Q23. Résoudre l’équation caractéristique associée à (Fn)n≥0. En déduire l’expression de Fn pour
tout entier naturel n.

On considère la fonction récursive suivante, prenant en argument un entier naturel n, et renvoyant la
valeur de Fn :

def Fibo(n):
''' n : entier naturel.
Renvoie la valeur de Fn'''
if n<=1:

return 1
return Fibo(n-1)+Fibo(n-2)

Q24. Les trois questions suivantes sont liées à la fonction Fibo.
a) À l’aide d’un schéma, représenter les différents appels récursifs lors de l’exécution de l’ins-
truction Fibo(4).
b) Expliquer, de manière simple et sans calcul, pourquoi cette fonction a une complexité de
calcul élevée.
c) Écrire une fonction FiboV2, prenant en argument un entier naturel n et renvoyant la valeur
du terme Fn. Cette fonction ne devra pas être récursive et devra avoir un coût de calcul moins
élevé que Fibo.

Partie IV - Calcul du déterminant dans le cas général

On reprend les notations de la présentation générale et on considère donc les matrices Mn pour tout
entier naturel n ≥ 1. On note alors dn le déterminant de Mn.

On rappelle que la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 est définie de la manière suivante : F0 = 1, F1 = 1 et :

∀n ≥ 0, Fn+2 = Fn+1 + Fn .

Q25. Donner les valeurs de d1 et de d2 puis calculer d3.

Q26. Montrer que pour tout entier naturel n ≥ 1, dn+2 = dn+1 + dn.
On pourra développer dn+2 par rapport à la dernière ligne de Mn+2.

Q27. En déduire que pour entier naturel n ≥ 1, dn = Fn.
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PROBLÈME 2
Calcul d’une borne inférieure

Présentation générale

L’objectif de ce problème est d’étudier l’existence de la borne inférieure suivante :

m = inf
{∫ 1

0

(x2 − ax − b)2

1 + x
dx, (a, b) ∈ R2

}
.

Plus précisément, nous allons montrer que cette borne inférieure existe et est atteinte en un unique
couple (a, b) de R2. Deux méthodes seront utilisées :

- l’une, utilisant un produit scalaire sur un espace vectoriel bien choisi ;
- l’autre, en minimisant une fonction convenable de deux variables.

Dans la suite, E = R[X] désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et R1[X] le
sous-espace vectoriel de E constitué des polynômes dont le degré est inférieur ou égal à 1.

Partie I - Étude d’une suite d’intégrales

On pose, pour tout entier naturel n :

In =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx .

Q28. Calculer I0.

Q29. Montrer que :
∀n ≥ 0, In + In+1 =

1
n + 1

.

Q30. En déduire les valeurs de I1, I2, I3 et vérifier que :

I4 = −
7

12
+ ln(2) .

Q31. Montrer que (In)n≥0 est décroissante.

Q32. Montrer que (In)n≥0 converge et que sa limite est 0.

Q33. Montrer que :

∀n ≥ 1, (−1)nIn = ln(2) +
n∑

k=1

(−1)k

k
.

Q34. En déduire que la série
∑
n≥1

(−1)n

n
converge et donner sa somme.

Q35. En utilisant Q29 et Q31, montrer que :

∀n ≥ 1,
1

2(n + 1)
≤ In ≤

1
2n
,

et en déduire un équivalent de In quand n tend vers +∞.
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Partie II - Étude d’un produit scalaire

On rappelle que E = R[X] et on pose :

∀(P,Q) ∈ E2, ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

0

P(x)Q(x)
1 + x

dx .

Q36. Montrer que ⟨·, ·⟩ définit un produit scalaire sur E. On note ∥ · ∥ la norme associée.

Q37. Les vecteurs 1 et X sont-ils orthogonaux pour ce produit scalaire?

Q38. On note L(X2) le projeté orthogonal de X2 sur R1[X]. Justifier l’existence de deux réels α et β
tels que :

L(X2) = αX + β .

Q39. Que peut-on dire du polynôme X2 − L(X2) par rapport à l’espace vectoriel R1[X]? En déduire
que (α, β) est solution du système linéaire :

{
I1α + I0β = I2
I2α + I1β = I3

.

Q40. Justifier l’existence du réel m et l’égalité suivante :

m = ∥X2 − αX − β∥2 .

On ne demande pas de simplifier cette expression.

Partie III - Utilisation d’une fonction de deux variables

Dans cette partie, on admet l’existence de m et le fait que cette borne inférieure soit atteinte en un
unique couple de réels. Le but est de déterminer ce couple sans utilisation d’un produit scalaire.

On considère f : R2 → R définie par :

∀(a, b) ∈ R2, f ((a, b)) =
∫ 1

0

(x2 − ax − b)2

1 + x
dx .

Q41. Justifier que f est définie sur R2 par :

∀(a, b) ∈ R2, f ((a, b)) = a2I2 + b2I0 + 2abI1 − 2aI3 − 2bI2 + I4 .

Il n’est pas demandé de remplacer I0, I1, I2, I3 et I4 par leur valeur.

Q42. Justifier que f est de classe C1 sur R2.

Q43. Montrer que f admet un unique point critique sur R2.
On pourra utiliser le fait que ln(2) appartient à [0.68, 0.7].

Q44. Répondre au problème posé en déterminant le couple cherché.

FIN
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SESSION 2024                  TPC1M            
 
 
 
 

 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TPC 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation
des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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EXERCICE 1

Sur la plage, les drapeaux hissés près des postes de secours avertissent des conditions de baignade
liées à l’état de la mer et à la météo.
Les significations des couleurs de drapeaux sont les suivantes :

- drapeau vert : la baignade est surveillée et ne présente pas de danger apparent ;
- drapeau jaune : la baignade est surveillée avec danger limité ou marqué ;
- drapeau rouge : la baignade est interdite.

La couleur d’un drapeau est déterminée par de nombreux facteurs tels que la météo, l’état de la mer
ou la présence de sauveteurs pour assurer la sécurité des baigneurs.
Dans cet exercice, on considère que la couleur d’un drapeau est fixée quotidiennement et onmodélise
le changement de couleur selon les règles simplifiées suivantes :

- si le drapeau est vert un jour, le lendemain il peut être vert avec une probabilité 1
2
, jaune avec

une probabilité 1
4
et rouge sinon ;

- si le drapeau est jaune un jour, le lendemain il peut être vert avec une probabilité 1
4
, jaune avec

une probabilité 1
2
et rouge sinon ;

- si le drapeau est rouge un jour, le lendemain il peut être vert avec une probabilité 1
2
et rouge

sinon. Un drapeau rouge ne peut donc pas passer à l’état jaune le jour suivant.

On note :
- 𝑉𝑉𝑛𝑛 l’évènement ” le drapeau est vert le 𝑛𝑛𝑒𝑒 jour ” et 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑃𝑃(𝑉𝑉𝑛𝑛) ;
- 𝐽𝐽𝑛𝑛 l’évènement ” le drapeau est orange le 𝑛𝑛𝑒𝑒 jour ” et 𝑗𝑗𝑛𝑛 = 𝑃𝑃( 𝐽𝐽𝑛𝑛) ;
- 𝑅𝑅𝑛𝑛 l’évènement ” le drapeau est rouge le 𝑛𝑛𝑒𝑒 jour ” et 𝑟𝑟𝑛𝑛 = 𝑃𝑃(𝑅𝑅𝑛𝑛).

La situation est résumée sur la figure suivante :

V

J

R
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��
�
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1
4
��
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�
.

Q2. a) Déterminer les valeurs propres de 𝐴𝐴.
b) Déterminer les sous-espaces propres de 𝐴𝐴.
c) La matrice 𝐴𝐴 est-elle diagonalisable?

Q3. Soit 𝑓𝑓 un endomorphisme de R3 de matrice 𝐴𝐴 dans la base canonique B.
a) On pose 𝑒𝑒′1 = (4, 2, 3), 𝑒𝑒′2 = (1,−1, 0) et 𝑒𝑒′3 = (𝑎𝑎𝑎 0, 𝑏𝑏). Déterminer 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 pour :

- que B′ = (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) soit une base de R3,
- et que, dans cette base B′, la matrice de 𝑓𝑓 soit :

𝑇𝑇 = ��
�

1 0 0
0 1

4
3
4
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�
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b) Préciser la matrice de passage 𝑄𝑄 de la base B à la base B′. Calculer 𝑄𝑄−1.
c) Déterminer 𝑇𝑇𝑛𝑛 pour tout 𝑛𝑛 ∈ N. On attend l’expression détaillée des coefficients de cette
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d) Pour tout 𝑛𝑛 ∈ N, en déduire une expression de 𝑋𝑋𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛, 𝑇𝑇 , 𝑄𝑄 et de 𝑋𝑋0.
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Q5. Au bout d’un grand nombre de jours, quelle est la couleur la plus probable pour le drapeau?
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EXERCICE 1
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- 𝐽𝐽𝑛𝑛 l’évènement ” le drapeau est orange le 𝑛𝑛𝑒𝑒 jour ” et 𝑗𝑗𝑛𝑛 = 𝑃𝑃( 𝐽𝐽𝑛𝑛) ;
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EXERCICE 2

On considère la fonction 𝑓𝑓 définie sur R, impaire et 2𝜋𝜋−périodique telle que :

∀𝑥𝑥 ∈ [0, 𝜋𝜋], 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 (𝜋𝜋 − 𝑥𝑥).

Q6. a) Représenter graphiquement la fonction 𝑓𝑓 sur l’intervalle [−3𝜋𝜋𝜋 3𝜋𝜋].
b) Déterminer le réel 𝛼𝛼, tel que :

∫ 𝜋𝜋

0
𝑡𝑡2(𝜋𝜋 − 𝑡𝑡)2 d𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝛼𝛼5.

c) Montrer que : ∫ 𝜋𝜋

0
𝑡𝑡(𝜋𝜋 − 𝑡𝑡) sin 𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 = 2

𝑛𝑛3
(1 − (−1)𝑛𝑛).

Q7. Déduire de la question précédente le développement en série de Fourier de la fonction 𝑓𝑓 .

Q8. Étudier la convergence de cette série de Fourier.

Dans les deux questions suivantes, on utilise la série de Fourier précédente pour calculer les sommes
de trois séries numériques. Il n’est pas demandé d’établir la convergence de ces séries.

Q9. On pose 𝑅𝑅 =
+∞∑
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘
(2𝑘𝑘 + 1)3 .

En utilisant la valeur de la série de Fourier de 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

2
, montrer que 𝑅𝑅 =

𝜋𝜋3

32
.

Q10. a) Énoncer le théorème de Parseval.

b) Montrer que 𝑆𝑆 =
+∞∑
𝑛𝑛=0

1
(2𝑛𝑛 + 1)6 =

𝜋𝜋2

960
.

c) En déduire la valeur de 𝑇𝑇 =
+∞∑
𝑛𝑛=1

1
𝑛𝑛6

.

Indication : dans le calcul de𝑇𝑇 , on pourra considérer les termes d’indice pair et les termes
d’indice impair.
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PROBLÈME

Pour 𝑛𝑛 ∈ N, on note R𝑛𝑛 [𝑋𝑋] l’espace vectoriel des polynômes réels de degré au plus 𝑛𝑛.

Partie A - Questions préliminaires
Q11. a) Donner le tableau de variation de arccos sur [−1, 1] avec les valeurs remarquables.

Tracer, dans un même repère orthonormal, le graphe de cos sur [0;𝜋𝜋] et celui de arccos
sur [−1; 1].
On n’oubliera pas de représenter les tangentes horizontales et verticales éventuelles.

b) Soit 𝑥𝑥 ∈ R. Rappeler, sans la justifier, l’expression de cos 2𝑥𝑥 en fonction de cos 𝑥𝑥.

Pour les deux questions suivantes, il est attendu une démonstration faisant appel aux for-
mules de trigonométrie vues en cours, en particulier celles donnant le cosinus d’une somme
ou le cosinus d’une différence.

c) Montrer que pour tous 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 réels : cos 𝑎𝑎 cos 𝑏𝑏 =
1
2
(
cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)

)
.

d) Établir que pour tout 𝑥𝑥 réel : cos 3𝑥𝑥 = 4 cos3 𝑥𝑥 − 3 cos 𝑥𝑥.

Partie B - Un produit scalaire

Q12. Soit 𝑘𝑘 ∈ N.
a) Montrer que :

𝑡𝑡𝑘𝑘
√
1 − 𝑡𝑡2

∼
𝑡𝑡→1−

1
√
2
√
1 − 𝑡𝑡

.

En déduire que
∫ 1

0

𝑡𝑡𝑘𝑘
√
1 − 𝑡𝑡2

d𝑡𝑡 converge.

b) Justifier la convergence de l’intégrale
∫ 1

−1

𝑡𝑡𝑘𝑘
√
1 − 𝑡𝑡2

d𝑡𝑡.

Pour tout couple (𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃) d’éléments de R[𝑋𝑋], on pose 𝜑𝜑(𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃) =
∫ 1

−1

𝑃𝑃(𝑡𝑡)𝑄𝑄(𝑡𝑡)
√
1 − 𝑡𝑡2

𝑑𝑑𝑑𝑑.

Par linéarité, la convergence de cette intégrale est une conséquence de la question précédente.

Q13. Montrer que 𝜑𝜑 définit un produit scalaire sur R[𝑋𝑋].

Dans toute la suite du problème, R[𝑋𝑋] est muni de ce produit scalaire que l’on notera ⟨𝑃𝑃 |𝑄𝑄⟩. La norme
associée sera notée ∥.∥.
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Partie C - Une famille de fonctions

Pour tout entier naturel 𝑛𝑛, on appelle 𝑓𝑓𝑛𝑛 la fonction définie sur [−1, 1] par :

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = cos(𝑛𝑛 arccos(𝑥𝑥)).

Q14. Soit 𝑥𝑥 ∈ [−1, 1]. À l’aide des résultats de Q11, exprimer 𝑓𝑓0(𝑥𝑥), 𝑓𝑓1(𝑥𝑥), 𝑓𝑓2(𝑥𝑥), 𝑓𝑓3(𝑥𝑥) sous forme
d’un polynôme.

Q15. À l’aide de Q11, montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ N∗, ∀𝑥𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑓𝑓𝑛𝑛+1(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥).

Q16. Soit la suite de polynômes (𝑇𝑇𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N définie par :

𝑇𝑇0 = 1, 𝑇𝑇1 = 𝑋𝑋 et ∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑇𝑇𝑛𝑛+2 = 2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛+1 − 𝑇𝑇𝑛𝑛.

Montrer que pour tout 𝑛𝑛 ∈ N∗, 𝑇𝑇𝑛𝑛 est un polynôme de degré 𝑛𝑛 et donner son coefficient
dominant.

Q17. Prouver que pour tout entier 𝑛𝑛, la famille (𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, . . . , 𝑇𝑇𝑛𝑛) est une base de R𝑛𝑛 [𝑋𝑋].

Q18. Montrer que pour 𝑥𝑥 ∈ [−1, 1] et tout 𝑛𝑛 ∈ N, on a 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥).

Partie D - Une base orthogonale

Q19. Pour (𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝) ∈ N2, on pose 𝐼𝐼𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 =
∫ 𝜋𝜋

0
cos(𝑝𝑝𝑝𝑝) cos(𝑞𝑞𝑞𝑞) 𝑑𝑑𝑑𝑑.

a) Démontrer que si 𝑝𝑝 ≠ 𝑞𝑞, alors 𝐼𝐼𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0.
b) Calculer 𝐼𝐼𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.

Q20. À l’aide d’un changement de variable et de Q19, montrer que pour tout 𝑛𝑛 ∈ N, la famille
(𝑇𝑇0, . . . , 𝑇𝑇𝑛𝑛) définie dans la partie C est une base orthogonale de R𝑛𝑛 [𝑋𝑋].
Cette base est-elle orthonormale?

Q21. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, le polynôme 𝑇𝑇𝑛𝑛 est orthogonal à R𝑛𝑛−1 [𝑋𝑋].

Q22. En utilisant un résultat du cours, donner une expression de 𝑋𝑋𝑛𝑛 en fonction des polynômes de
la base orthogonale (𝑇𝑇0, . . . , 𝑇𝑇𝑛𝑛).

Á l’aide du calcul de ⟨𝑇𝑇𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛−1𝑋𝑋𝑛𝑛 |𝑇𝑇𝑛𝑛⟩, montrer enfin que pour tout 𝑛𝑛 ∈ N∗, ⟨𝑋𝑋𝑛𝑛 | 𝑇𝑇𝑛𝑛⟩ =
∥𝑇𝑇𝑛𝑛∥2
2𝑛𝑛−1

.
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Partie E - Minimiser une intégrale à paramètres

On souhaite déterminer :

𝐼𝐼 = inf
(𝑎𝑎0,𝑎𝑎1) ∈R2

∫ 1

−1

(
𝑡𝑡2 − (𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑡𝑡)

)2
√
1 − 𝑡𝑡2

d𝑡𝑡𝑡

Q23. On désigne par 𝑝𝑝 la projection orthogonale de R2 [𝑋𝑋] sur R1 [𝑋𝑋]. En faisant intervenir une
norme, exprimer 𝐼𝐼 en fonction de 𝑝𝑝.

Q24. Déterminer une base orthonormale de R1 [𝑋𝑋].

Q25. En déduire que :
𝑝𝑝(𝑋𝑋2) = 1

2
.

Q26. Déterminer la valeur de 𝐼𝐼.

FIN
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
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Les calculatrices sont interdites 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE I 
 

Q1. Soit une application ] [: 1,1f − → 2
  de classe 1C .  

 Justifier que ] [( )' 1,1f −  est une partie connexe par arcs de 2
 . 

 
Q2. On considère l’application ] [: 1,1f − → 2

  définie par : 

] ]

] [

(0, 0) si 1, 0
( ) 1 1² sin , ² cos si 0,1

t
f t

t t t
t t

 ∈ −
=   ∈  

. 

 
 On note pour tout ( , )x y ∈ 2

 , 2( , ) ² ²x y x y= + . 
 

a) Démontrer que f est dérivable en 0 puis sur l’intervalle ] [−1,1 . 

 Préciser le vecteur '( )f t  pour tout ] ]1, 0t ∈ −  et pour tout ] [0,1t ∈ . 
 
b) Démontrer que ∀ ] [0,1t ∈ , 2'( ) 1f t ≥  et en déduire que ] [( )' 1,1f −  n’est pas connexe par 

arcs de 2
 . 

 On pourra tracer la boule unité de 2
  pour la norme 2  et on acceptera un dessin 

pertinent comme preuve. 
 
 

EXERCICE II 
 
On pose pour tout ( , )x y ∈ 2

 , ( , ) (2 )² (1 )² (1 2 )²f x y x y x x y= − − + − + − − . 
On se propose de déterminer le réel 

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
 par deux méthodes différentes. 

 
Q3. Première méthode 

Déterminer le seul point critique de la fonction f sur 2
 . Démontrer à l’aide d’une matrice 

Hessienne que f admet en ce point un minimum local. 
En admettant que ce minimum est global, donner la valeur du

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
. 

 
Q4. Deuxième méthode 
 Sur l’espace vectoriel euclidien 3

 , on note le produit scalaire canonique par  et sa 

norme associée par ( , , ) ² ² ²x y z x y z= + + . 
 On note (2,1,1), (1,1, 2), (1,0,1)a u v= = =  et F = vect{ },u v . 
 On note b F∈  le projeté orthogonal du vecteur a sur le sous-espace vectoriel F. 
 Justifier que 0a b u a b v− = − =  et en déduire le vecteur b. 
 Déterminer la valeur de 

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
. 
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PROBLÈME  
Autour du théorème de comparaison avec une intégrale 

 

Dans ce problème, on se propose de démontrer le théorème de comparaison avec une intégrale, 
puis de traiter des exemples et des applications. On terminera par deux contre-exemples. 

 

Partie I - Théorème de comparaison avec une intégrale 
 
Dans cette partie, f est une fonction continue, positive et décroissante sur +

 . 

On pose, pour tout entier naturel n, 
0

( )
n

n
k

S f k
=

=∑ , 
0

( )d
n

nJ f t t= ∫  et pour tout entier k non nul, 

1
( )d

k

k
k

I f t t
−

= ∫ . 

 
Q5. Préciser la monotonie des suites ( )nS  et ( )nJ , puis démontrer que pour tout entier k non nul, 

1
( ) ( )d ( 1)

k

k
f k f t t f k

−
≤ ≤ −∫ . 

 
Q6. Démontrer que pour tout entier n non nul, 1(0)n n nS f J S −− ≤ ≤ . 
 
 
Q7. Démontrer enfin les deux résultats : 

(1) f est intégrable sur +
 , si et seulement si, la série ( )f n∑  converge. 

(2) La série 
11

( )d ( )
n

nn

f t t f n
−

≥

 
− 

 
∑ ∫  converge. 

 
Q8. Un exemple. 

 On pose pour α > 0  et [ [2,x∈ + ∞ , 1( )
(ln )

f x
x x α

= .  

 

a) Étudier la monotonie de la fonction f, calculer 
2

( )d
x
f t t∫  et en déduire la nature de la série 

2

1
(ln )n n n α

≥
∑ . 

 

b) Dans le cas où 2α = , déterminer en fonction de ln2 , un encadrement de 2
2

1
(ln )n n n

+∞

=
∑ . 

 
Q9. Une application. 

 On pose pour n entier naturel non nul, 
1

1 ln
n

n
k

T n
k

=

= −∑ . 
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a) En utilisant le résultat (2) de la question Q7., établir que la suite ( )nT  converge. On notera 
γ  sa limite (constante d’Euler). 

 

b) Justifier que, au voisinage de +∞ , 
1

1 ln (1)
n

k

n o
k

=

= + γ +∑  et en déduire un équivalent au 

voisinage de +∞  de 
1

1n

k
k

=
∑ . 

 
Q10. Une application sur une série de fonctions. 

 On considère la série de fonctions 
1

n
n

g
≥
∑  où pour tout ] [0,x∈ + ∞ , ( )

² ²n
xg x

n x
=

+
. 

 
a) Étudier la convergence normale de cette série de fonctions sur ] [0, + ∞ . 
 

b) On pose pour x fixé non nul, ( )
² ²

xf t
t x

=
+

.  

 Établir que, pour n entier non nul, 
1

1 01

( )d ( ) ( )d
nn n

k

f t t f k f t t
+

=

≤ ≤∑∫ ∫ . 

 

c) En déduire que, pour tout x non nul, 
1

1arctan ( )
2 2n

n

g x
x

+∞

=

π π
− ≤ ≤∑ . 

 

d) Déterminer 
1

lim ( )n
x n

g x
+∞

→+∞ =
∑ . 

  La série de fonctions 
1

n
n

g
≥
∑  converge-t-elle uniformément sur ] [0, + ∞  ? 

 
 
 

Partie II - Contre-exemples 
 

Q11. On pose pour [ [1,x∈ + ∞ , ( ) sin(2 )f x x= π . 
 

a) Calculer pour n entier naturel non nul, 
1

( )d
n

n
f t t

+

∫ .  

 On pourra remarquer que 
11 1
2

1
2

( )d ( )d ( )d
n n n

n n n
f t t f t t f t t

+ + +

+
= +∫ ∫ ∫ . 

 On note x    la partie entière du réel x. 
 

b) Établir que pour [ [1,x∈ + ∞ , ( )
1

2sin 2 d ( 1)
x

t t xπ ≥ −  π∫ . 
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n
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1
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 La fonction f est-elle intégrable sur [ [1, + ∞  ? Que dire de la nature de la série 
1

( )
n

f n
≥
∑  ? 

 
Q12. On se propose de construire un contre-exemple d’une fonction f continue, positive et intégrable 

sur [ [1, + ∞  telle que 
1

( )
n

f n
≥
∑  diverge. 

 Pour tout entier n non nul, trouver un réel na  de sorte que le triangle de base [ ],n nn a n a− +  

et de hauteur 1 ait une aire égale à 1 .
²n

 

 Dessiner l’allure d’une courbe de fonction f définie et continue sur [ [1, + ∞ de la manière 
suivante : chaque entier naturel n non nul a pour image 1 et autour de chaque n (sur chaque 
intervalle [ ],n nn a n a− + ) tracer l’allure du triangle de base [ ],n nn a n a− +  et de hauteur 1. 

Enfin, la fonction est nulle en dehors de tous les intervalles [ ],n nn a n a− + . 
 Démontrer que cette fonction f fournit un contre-exemple. 
 

 

 

FIN 
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____________________ 
 

MATHÉMATIQUES 2 
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____________________ 

 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites 
 
 
 

Le sujet est composé d’un exercice d’informatique du tronc commun, d’un exercice et d’un 
problème de mathématiques. 
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EXERCICE 1 
 
 
Hormis Q3 et Q4, les questions de cet exercice sont indépendantes.  

Dans cet exercice (informatique du tronc commun), les graphes ont leurs sommets numérotés à 
partir de 0 et ils sont orientés. On les représente par un dictionnaire d’adjacence.   

Par exemple, le graphe : 

 

est représenté par le dictionnaire : 

d = { 0 : [1,3] , 1 :[2] , 2 :[4,5] , 3 : [4] , 4 : [1] , 5 : [], 6 : [2] } 

 
Q1.  Écrire en langage Python une fonction degreMax( d : dict ) -> int qui reçoit en 

entrée un dictionnaire d’adjacence représentant un graphe orienté et renvoie le degré 
sortant maximal parmi tous les degrés sortants des sommets du graphe. 

 
 
Si G est un graphe orienté, on appelle graphe inverse de G le graphe possédant les mêmes 
sommets ainsi que les mêmes arêtes mais en sens inverse par rapport à celles de G. 
 
 
Q2.  Représenter le graphe inverse du graphe orienté donné en introduction. 
 Écrire en langage Python une fonction grapheInv( d : dict ) -> dict qui renvoie un 

dictionnaire d’adjacence du graphe inverse du graphe représenté par d. 
 
 
On souhaite colorier notre graphe orienté. Les couleurs sont représentées par des entiers naturels. 
La coloration du graphe est modélisée par une liste L telle que L[s] est égale à la couleur 
attribuée au sommet s. 
 
Deux sommets du graphe reliés par une arête ne doivent pas être de la même couleur (coloration 
du graphe valide). 
 
 
Q3.  Écrire en langage Python une fonction  
 colorationValide( d : dict, L : list ) -> bool qui renvoie True si la coloration L 

du graphe représenté par d est valide et False dans le cas contraire. 
 
 
Q4. Donner la complexité dans le pire des cas de la fonction précédente en fonction du nombre 

N de sommets et du nombre M d’arêtes. Justifier votre réponse. 
 
 
On considère deux tables : FILMS et LOCATIONS. La première contient des informations sur des 
films et la seconde des informations sur des locations de films par les clients. 
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La table FILMS contient les attributs suivants : 
- codefilm : code d’un film (entier), clé primaire ; 
- nomfilm (chaîne de caractères). 

La table LOCATIONS contient les attributs suivants : 
- codecli : code du client (entier), clé primaire avec l’attribut codefilm ; 
- codefilm : code du film (entier), clé primaire avec l’attribut codecli ; 
- datedebut : date de début de la location (chaîne de caractères) ; 
- duree : durée de la location (flottant). 

 
 
Q5. Écrire une requête SQL permettant de connaître la plus grande durée de location parmi 

tous les films. 
 
 
Q6. Écrire une requête SQL permettant d’extraire le code du film, le nom du film et la durée 

moyenne de location des films qui ont été en moyenne loués moins de 2 jours. Le résultat 
doit être classé dans l’ordre décroissant des durées moyennes de location. 
 

 
 

EXERCICE 2 
 
On définit une suite (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ de ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋] en posant 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1, 𝑃𝑃𝑃𝑃1 = 𝑋𝑋𝑋𝑋 et pour tout entier naturel 𝑛𝑛𝑛𝑛 : 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+2 = 2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
Dans les questions suivantes, 𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑘𝑘𝑘𝑘 sont des entiers naturels. 
 
Q7.  Donner le degré et le terme dominant de 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
 
Q8.  Justifier que pour tout réel 𝜃𝜃𝜃𝜃 : 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃𝜃𝜃)� = cos (𝑛𝑛𝑛𝑛𝜃𝜃𝜃𝜃). 
 
Pour 𝑃𝑃𝑃𝑃 et 𝑄𝑄𝑄𝑄 dans ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋], on pose : 
 

〈𝑃𝑃𝑃𝑃, 𝑄𝑄𝑄𝑄〉 =  �
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑡𝑡𝑡𝑡)
√1 − 𝑡𝑡𝑡𝑡2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 .
1

−1
 

 
 
Q9. Justifier la convergence de cette intégrale. 
 
 
Q10. Démontrer que ,  est un produit scalaire sur ℝ𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑋𝑋𝑋𝑋] (ensemble des polynômes de ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋] 

de degré inférieur ou égal à k). 
 
 
Q11. Calculer pour 𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑚𝑚𝑚𝑚 entiers naturels,  ∫ cos(𝑛𝑛𝑛𝑛𝜃𝜃𝜃𝜃) cos(𝑚𝑚𝑚𝑚𝜃𝜃𝜃𝜃) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝜋𝜋𝜋𝜋

0 . 
 
 
Q12. Donner une base orthonormale de ℝ𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑋𝑋𝑋𝑋] pour ce produit scalaire. 
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PROBLÈME - Matrices de rang 1 

 
 
𝑛𝑛𝑛𝑛 est un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
 
On note 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) l’ensemble des matrices réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,1(ℝ) l’ensemble des matrices 
colonnes réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛 et  𝑀𝑀𝑀𝑀1,𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) l’ensemble des matrices lignes réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
 
Partie I - Exemples 
 
On suppose que 1 2, ,... , nX X X  sont des variables aléatoires définies sur le même espace 

probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Bernoulli de paramètre ] [0,1p∈ . On définit les 
matrices aléatoires : 
 

1

2

n

X
X

U

X

 
 
 
 =
 
 
 
 





 et 

2
1 1 2 1 3 1

2
2 1 2 2 3 2

2
3 1 3 2 3 3

2
1 2 3

n

n

T n

n n n n

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

M U U

X X X X X X X

 
 
 
 

= × =  
 
 
  
 

 

 

 

    

    

 

. 

 
 
Q13. On pose 𝑌𝑌𝑌𝑌 = rg(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 Montrer que la variable aléatoire Y  suit une loi de Bernoulli de paramètre ( )1 1− − np  . 
 
 
Q14. Reconnaître la loi de la variable aléatoire Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 
 
Q15. Vérifier que 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀)𝑀𝑀𝑀𝑀 et en déduire la probabilité de l’événement « M est une matrice 

de projection ». 
 
 
Q16. Dans cette question, on suppose que 1 2, ,... , nX X X  sont des variables aléatoires définies 

sur le même espace probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Poisson de paramètre 
0λ > . On définit la matrice aléatoire M  comme ci-dessus. Avec ces nouvelles 

hypothèses, calculer à nouveau la probabilité de l’événement « M  est une matrice de 
projection ». 

 
 
Q17. On note J  la matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) dont tous les coefficients sont égaux à 1. Donner son rang 

et sa trace, puis la diagonaliser (on précisera une matrice de passage).  
 
 
Q18. Donner (en le justifiant) une matrice d’ordre 3 de rang 1 non diagonalisable. Préciser sa 

trace. 
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Partie II - Résultats généraux 
 
Dans cette partie, 𝐴𝐴𝐴𝐴 désigne une matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) de rang égal à 1. 
 
 
Q19. On note 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,1(ℝ) la première colonne non nulle de 𝐴𝐴𝐴𝐴. Démontrer qu’il existe une 

matrice ligne 𝐿𝐿𝐿𝐿 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀1,𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) non nulle telle que 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 × 𝐿𝐿𝐿𝐿. 
 
 
Q20. Calculer le réel 𝐿𝐿𝐿𝐿 × 𝐶𝐶𝐶𝐶 et en déduire que 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐴𝐴𝐴𝐴. 
 
 
Q21. Déterminer le polynôme caractéristique de 𝐴𝐴𝐴𝐴  ainsi que son polynôme minimal. 
 
 
Q22. Établir que : 

 𝐴𝐴𝐴𝐴 est diagonalisable ⟺  Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴) ≠ 0. 
 
 
On note désormais 𝑢𝑢𝑢𝑢 l’endomorphisme de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 canoniquement associé à 𝐴𝐴𝐴𝐴. 
 
Q23. On suppose que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ∩ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢) ≠ {0ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛}.  
 Justifier que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ⊆ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢), puis qu’il existe une base de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 dans laquelle 𝑢𝑢𝑢𝑢 est 

représenté par la matrice : 
 

⎝

⎜
⎜
⎛

0 0 0
1 0 0
0 0 0

(0)

(0)

⋱
⋱

0 ⎠

⎟
⎟
⎞

 . 

 
 
Q24. On suppose que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ∩ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢) = {0ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛}.  
 Démontrer qu’il existe une base de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 dans laquelle 𝑢𝑢𝑢𝑢 est représenté par la matrice : 

 

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑎𝑎𝑎𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

(0)

(0)

⋱
⋱

0 ⎠

⎟
⎟
⎞

  

 
où 𝑎𝑎𝑎𝑎 est un réel non nul.  

 
 
Q25. Conclure que dans 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si 

elles ont la même trace. 
 
 

FIN 
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MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème, tous indépendants. 
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EXERCICE I 
 

Q1. Soit une application ] [: 1,1f − → 2
  de classe 1C .  

 Justifier que ] [( )' 1,1f −  est une partie connexe par arcs de 2
 . 

 
Q2. On considère l’application ] [: 1,1f − → 2

  définie par : 

] ]

] [

(0, 0) si 1, 0
( ) 1 1² sin , ² cos si 0,1

t
f t

t t t
t t

 ∈ −
=   ∈  

. 

 
 On note pour tout ( , )x y ∈ 2

 , 2( , ) ² ²x y x y= + . 
 

a) Démontrer que f est dérivable en 0 puis sur l’intervalle ] [−1,1 . 

 Préciser le vecteur '( )f t  pour tout ] ]1, 0t ∈ −  et pour tout ] [0,1t ∈ . 
 
b) Démontrer que ∀ ] [0,1t ∈ , 2'( ) 1f t ≥  et en déduire que ] [( )' 1,1f −  n’est pas connexe par 

arcs de 2
 . 

 On pourra tracer la boule unité de 2
  pour la norme 2  et on acceptera un dessin 

pertinent comme preuve. 
 
 

EXERCICE II 
 
On pose pour tout ( , )x y ∈ 2

 , ( , ) (2 )² (1 )² (1 2 )²f x y x y x x y= − − + − + − − . 
On se propose de déterminer le réel 

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
 par deux méthodes différentes. 

 
Q3. Première méthode 

Déterminer le seul point critique de la fonction f sur 2
 . Démontrer à l’aide d’une matrice 

Hessienne que f admet en ce point un minimum local. 
En admettant que ce minimum est global, donner la valeur du

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
. 

 
Q4. Deuxième méthode 
 Sur l’espace vectoriel euclidien 3

 , on note le produit scalaire canonique par  et sa 

norme associée par ( , , ) ² ² ²x y z x y z= + + . 
 On note (2,1,1), (1,1, 2), (1,0,1)a u v= = =  et F = vect{ },u v . 
 On note b F∈  le projeté orthogonal du vecteur a sur le sous-espace vectoriel F. 
 Justifier que 0a b u a b v− = − =  et en déduire le vecteur b. 
 Déterminer la valeur de 

2( , )
min ( , )

x y
f x y

∈
. 
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PROBLÈME  
Autour du théorème de comparaison avec une intégrale 

 

Dans ce problème, on se propose de démontrer le théorème de comparaison avec une intégrale, 
puis de traiter des exemples et des applications. On terminera par deux contre-exemples. 

 

Partie I - Théorème de comparaison avec une intégrale 
 
Dans cette partie, f est une fonction continue, positive et décroissante sur +

 . 

On pose, pour tout entier naturel n, 
0

( )
n

n
k

S f k
=

=∑ , 
0

( )d
n

nJ f t t= ∫  et pour tout entier k non nul, 

1
( )d

k

k
k

I f t t
−

= ∫ . 

 
Q5. Préciser la monotonie des suites ( )nS  et ( )nJ , puis démontrer que pour tout entier k non nul, 

1
( ) ( )d ( 1)

k

k
f k f t t f k

−
≤ ≤ −∫ . 

 
Q6. Démontrer que pour tout entier n non nul, 1(0)n n nS f J S −− ≤ ≤ . 
 
 
Q7. Démontrer enfin les deux résultats : 

(1) f est intégrable sur +
 , si et seulement si, la série ( )f n∑  converge. 

(2) La série 
11

( )d ( )
n

nn

f t t f n
−

≥

 
− 

 
∑ ∫  converge. 

 
Q8. Un exemple. 

 On pose pour α > 0  et [ [2,x∈ + ∞ , 1( )
(ln )

f x
x x α

= .  

 

a) Étudier la monotonie de la fonction f, calculer 
2

( )d
x
f t t∫  et en déduire la nature de la série 

2

1
(ln )n n n α

≥
∑ . 

 

b) Dans le cas où 2α = , déterminer en fonction de ln2 , un encadrement de 2
2

1
(ln )n n n

+∞

=
∑ . 

 
Q9. Une application. 

 On pose pour n entier naturel non nul, 
1

1 ln
n

n
k

T n
k

=

= −∑ . 
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a) En utilisant le résultat (2) de la question Q7., établir que la suite ( )nT  converge. On notera 
γ  sa limite (constante d’Euler). 

 

b) Justifier que, au voisinage de +∞ , 
1

1 ln (1)
n

k

n o
k

=

= + γ +∑  et en déduire un équivalent au 

voisinage de +∞  de 
1

1n

k
k

=
∑ . 

 
Q10. Une application sur une série de fonctions. 

 On considère la série de fonctions 
1

n
n

g
≥
∑  où pour tout ] [0,x∈ + ∞ , ( )

² ²n
xg x

n x
=

+
. 

 
a) Étudier la convergence normale de cette série de fonctions sur ] [0, + ∞ . 
 

b) On pose pour x fixé non nul, ( )
² ²

xf t
t x

=
+

.  

 Établir que, pour n entier non nul, 
1

1 01

( )d ( ) ( )d
nn n

k

f t t f k f t t
+

=

≤ ≤∑∫ ∫ . 

 

c) En déduire que, pour tout x non nul, 
1

1arctan ( )
2 2n

n

g x
x

+∞

=

π π
− ≤ ≤∑ . 

 

d) Déterminer 
1

lim ( )n
x n

g x
+∞

→+∞ =
∑ . 

  La série de fonctions 
1

n
n

g
≥
∑  converge-t-elle uniformément sur ] [0, + ∞  ? 

 
 
 

Partie II - Contre-exemples 
 

Q11. On pose pour [ [1,x∈ + ∞ , ( ) sin(2 )f x x= π . 
 

a) Calculer pour n entier naturel non nul, 
1

( )d
n

n
f t t

+

∫ .  

 On pourra remarquer que 
11 1
2

1
2

( )d ( )d ( )d
n n n

n n n
f t t f t t f t t

+ + +

+
= +∫ ∫ ∫ . 

 On note x    la partie entière du réel x. 
 

b) Établir que pour [ [1,x∈ + ∞ , ( )
1

2sin 2 d ( 1)
x

t t xπ ≥ −  π∫ . 
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Q11. On pose pour [ [1,x∈ + ∞ , ( ) sin(2 )f x x= π . 
 

a) Calculer pour n entier naturel non nul, 
1

( )d
n

n
f t t

+

∫ .  

 On pourra remarquer que 
11 1
2

1
2

( )d ( )d ( )d
n n n

n n n
f t t f t t f t t

+ + +

+
= +∫ ∫ ∫ . 

 On note x    la partie entière du réel x. 
 

b) Établir que pour [ [1,x∈ + ∞ , ( )
1

2sin 2 d ( 1)
x

t t xπ ≥ −  π∫ . 
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 La fonction f est-elle intégrable sur [ [1, + ∞  ? Que dire de la nature de la série 
1

( )
n

f n
≥
∑  ? 

 
Q12. On se propose de construire un contre-exemple d’une fonction f continue, positive et intégrable 

sur [ [1, + ∞  telle que 
1

( )
n

f n
≥
∑  diverge. 

 Pour tout entier n non nul, trouver un réel na  de sorte que le triangle de base [ ],n nn a n a− +  

et de hauteur 1 ait une aire égale à 1 .
²n

 

 Dessiner l’allure d’une courbe de fonction f définie et continue sur [ [1, + ∞ de la manière 
suivante : chaque entier naturel n non nul a pour image 1 et autour de chaque n (sur chaque 
intervalle [ ],n nn a n a− + ) tracer l’allure du triangle de base [ ],n nn a n a− +  et de hauteur 1. 

Enfin, la fonction est nulle en dehors de tous les intervalles [ ],n nn a n a− + . 
 Démontrer que cette fonction f fournit un contre-exemple. 
 

 

 

FIN 
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RAPPEL DES CONSIGNES 
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couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
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• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites 
 
 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème. 
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EXERCICE 1 
 
 
𝑛𝑛𝑛𝑛 est un entier naturel supérieur ou égal à 1.  
On se donne des réels strictement positifs notés 𝑥𝑥𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 et on pose : 
 

𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝑛𝑛𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

. 

 
On désigne par 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛++(ℝ) l’ensemble des matrices réelles symétriques définies positives d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
Q1. Démontrer l’inégalité suivante : 

�ln�
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚
� ≤ ��

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚
− 1�

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

. 

 
 
Q2. En déduire l’inégalité : 

��𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

�

1 𝑛𝑛𝑛𝑛�

≤   
1
𝑛𝑛𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

. 

 
 
Q3. Établir que l’inégalité précédente est une égalité si, et seulement si, 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
 
Q4. Dans cette question 𝐵𝐵𝐵𝐵 désigne une matrice de 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛++(ℝ). Démontrer l’inégalité : 
 

(det(𝐵𝐵𝐵𝐵))1 𝑛𝑛𝑛𝑛� ≤  
1
𝑛𝑛𝑛𝑛

Tr(𝐵𝐵𝐵𝐵), 
 
et établir que c’est une égalité si, et seulement si, 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∈ Vect(𝐼𝐼𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛). 

 
 
Désormais 𝐴𝐴𝐴𝐴 = �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗� désigne une matrice de 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛++(ℝ). 
 
 
Q5. Démontrer que pour tout 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛𝑛𝑛𝑛⟧ on a : 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0. 
 
 

Q6. On pose 𝐷𝐷𝐷𝐷 = Diag � 1
�𝑎𝑎𝑎𝑎1,1

, 1
�𝑎𝑎𝑎𝑎2,2

,⋯ , 1
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛

� et 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷𝐷𝐷. Démontrer que 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛++(ℝ) et en 

déduire que : 
 

det(𝐴𝐴𝐴𝐴) ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎1,1 × 𝑎𝑎𝑎𝑎2,2 × ⋯× 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛 , 
  

avec égalité si, et seulement si, 𝐴𝐴𝐴𝐴 est diagonale.  
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EXERCICE 2 
 
On définit une suite (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ de ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋] en posant 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1, 𝑃𝑃𝑃𝑃1 = 𝑋𝑋𝑋𝑋 et pour tout entier naturel 𝑛𝑛𝑛𝑛 : 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+2 = 2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
Dans les questions suivantes, 𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑘𝑘𝑘𝑘 sont des entiers naturels. 
 
Q7.  Donner le degré et le terme dominant de 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
Q8.  Justifier que pour tout réel 𝜃𝜃𝜃𝜃 : 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃𝜃𝜃)� = cos (𝑛𝑛𝑛𝑛𝜃𝜃𝜃𝜃). 

 
Pour 𝑃𝑃𝑃𝑃 et 𝑄𝑄𝑄𝑄 dans ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋], on pose : 
 

〈𝑃𝑃𝑃𝑃, 𝑄𝑄𝑄𝑄〉 =  �
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑡𝑡𝑡𝑡)
√1 − 𝑡𝑡𝑡𝑡2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡
1

−1
. 

 
 
Q9. Justifier la convergence de cette intégrale. 
 
 
Q10. Démontrer que ,  est un produit scalaire sur ℝ𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑋𝑋𝑋𝑋] (ensemble des polynômes de ℝ[𝑋𝑋𝑋𝑋] 

de degré inférieur ou égal à k). 
 
 
Q11. Calculer pour 𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑚𝑚𝑚𝑚 entiers naturels,  ∫ cos(𝑛𝑛𝑛𝑛𝜃𝜃𝜃𝜃) cos(𝑚𝑚𝑚𝑚𝜃𝜃𝜃𝜃) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝜋𝜋𝜋𝜋

0 . 
 
 
Q12. Donner une base orthonormale de ℝ𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑋𝑋𝑋𝑋] pour ce produit scalaire. 

 
 

 
PROBLÈME - Matrices de rang 1 

 
 
𝑛𝑛𝑛𝑛 est un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
 
On note 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) l’ensemble des matrices réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛,   𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,1(ℝ) l’ensemble des matrices 
colonnes réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑀𝑀𝑀𝑀1,𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) l’ensemble des matrices lignes réelles d’ordre 𝑛𝑛𝑛𝑛. 
 
 
Partie I - Exemples 
 
On suppose que 1 2, , , nX X X  sont des variables aléatoires définies sur le même espace 

probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Bernoulli de paramètre ] [0,1p∈ . On définit les 
matrices aléatoires : 
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1

2

n

X
X

U

X

 
 
 
 =
 
 
 
 





 et 

2
1 1 2 1 3 1

2
2 1 2 2 3 2

2
3 1 3 2 3 3

2
1 2 3

n

n

T n

n n n n

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

M U U

X X X X X X X

 
 
 
 

= × =  
 
 
  
 

 

 

 

    

    

 

. 

 
 
Q13. On pose 𝑌𝑌𝑌𝑌 = rg(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 Montrer que la variable aléatoire Y  suit une loi de Bernoulli de paramètre 1 (1 )np− − . 
 
 
Q14. Reconnaître la loi de la variable aléatoire Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 
 
Q15. Vérifier que 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀)𝑀𝑀𝑀𝑀 et en déduire la probabilité de l’événement « M est une 

matrice de projection ». 
 
 
Q16. Dans cette question, on suppose que 1 2, , , nX X X  sont des variables aléatoires définies 

sur le même espace probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Poisson de paramètre 
0λ > . On définit la matrice aléatoire M  comme ci-dessus. Avec ces nouvelles 

hypothèses, calculer à nouveau la probabilité de l’événement « M est une matrice de 
projection ». 

 
 
Q17. On note J la matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) dont tous les coefficients sont égaux à 1. Donner son rang 

et sa trace, puis la diagonaliser (on précisera une matrice de passage). 
 
 
Q18. Donner (en le justifiant) une matrice d’ordre 3 de rang 1 non diagonalisable. Préciser sa 

trace. 
 

 
 
Partie II - Résultats généraux 
 
Dans cette partie, 𝐴𝐴𝐴𝐴 désigne une matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) de rang égal à 1. 
 
 
Q19. On note 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,1(ℝ)  la première colonne non nulle de 𝐴𝐴𝐴𝐴. Démontrer qu’il existe une 

matrice ligne 𝐿𝐿𝐿𝐿 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀1,𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ)  non nulle telle que 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 × 𝐿𝐿𝐿𝐿. 
 
 
Q20. Calculer le réel 𝐿𝐿𝐿𝐿 × 𝐶𝐶𝐶𝐶 et en déduire que 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐴𝐴𝐴𝐴. 
 
 
Q21. Déterminer le polynôme caractéristique de 𝐴𝐴𝐴𝐴  ainsi que son polynôme minimal. 
 
 



4/5 
 

1

2

n

X
X

U

X

 
 
 
 =
 
 
 
 





 et 

2
1 1 2 1 3 1

2
2 1 2 2 3 2

2
3 1 3 2 3 3

2
1 2 3

n

n

T n

n n n n

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

M U U

X X X X X X X

 
 
 
 

= × =  
 
 
  
 

 

 

 

    

    

 

. 

 
 
Q13. On pose 𝑌𝑌𝑌𝑌 = rg(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 Montrer que la variable aléatoire Y  suit une loi de Bernoulli de paramètre 1 (1 )np− − . 
 
 
Q14. Reconnaître la loi de la variable aléatoire Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀). 
 
 
Q15. Vérifier que 𝑀𝑀𝑀𝑀2 = Tr(𝑀𝑀𝑀𝑀)𝑀𝑀𝑀𝑀 et en déduire la probabilité de l’événement « M est une 

matrice de projection ». 
 
 
Q16. Dans cette question, on suppose que 1 2, , , nX X X  sont des variables aléatoires définies 

sur le même espace probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Poisson de paramètre 
0λ > . On définit la matrice aléatoire M  comme ci-dessus. Avec ces nouvelles 

hypothèses, calculer à nouveau la probabilité de l’événement « M est une matrice de 
projection ». 

 
 
Q17. On note J la matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) dont tous les coefficients sont égaux à 1. Donner son rang 

et sa trace, puis la diagonaliser (on précisera une matrice de passage). 
 
 
Q18. Donner (en le justifiant) une matrice d’ordre 3 de rang 1 non diagonalisable. Préciser sa 

trace. 
 

 
 
Partie II - Résultats généraux 
 
Dans cette partie, 𝐴𝐴𝐴𝐴 désigne une matrice de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) de rang égal à 1. 
 
 
Q19. On note 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛,1(ℝ)  la première colonne non nulle de 𝐴𝐴𝐴𝐴. Démontrer qu’il existe une 

matrice ligne 𝐿𝐿𝐿𝐿 ∈ 𝑀𝑀𝑀𝑀1,𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ)  non nulle telle que 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 × 𝐿𝐿𝐿𝐿. 
 
 
Q20. Calculer le réel 𝐿𝐿𝐿𝐿 × 𝐶𝐶𝐶𝐶 et en déduire que 𝐴𝐴𝐴𝐴2 = Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐴𝐴𝐴𝐴. 
 
 
Q21. Déterminer le polynôme caractéristique de 𝐴𝐴𝐴𝐴  ainsi que son polynôme minimal. 
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Q22. Établir que : 
 𝐴𝐴𝐴𝐴 est diagonalisable ⟺  Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴) ≠ 0. 

 
 
On note désormais 𝑢𝑢𝑢𝑢 l’endomorphisme de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 canoniquement associé à 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

 
 
Q23. On suppose que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ∩ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢) ≠ {0ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛}.  
 Justifier que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ⊆ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢), puis qu’il existe une base de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 dans laquelle 𝑢𝑢𝑢𝑢 est 

représenté par la matrice : 
 

⎝

⎜
⎜
⎛

0 0 0
1 0 0
0 0 0

(0)

(0)

⋱
⋱

0 ⎠

⎟
⎟
⎞

 . 

 
 
Q24.  On suppose que Im(𝑢𝑢𝑢𝑢) ∩ Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢) = {0ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛}.  
 Démontrer qu’il existe une base de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 dans laquelle 𝑢𝑢𝑢𝑢 est représenté par la matrice : 

 

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑎𝑎𝑎𝑎 0 0
0 0 0
0 0 0

(0)

(0)

⋱
⋱

0 ⎠

⎟
⎟
⎞

  

 
où 𝑎𝑎𝑎𝑎 est un réel non nul.  

 
 
Q25. Conclure que dans 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si 

elles ont la même trace. 
 
 
 

FIN 
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
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• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé d’un exercice et de deux problèmes indépendants.
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EXERCICE

Probabilités

On considère un espace probabilisé (Ω,T , P). Soit λ ∈ R∗+ et X : Ω→ R une variable aléatoire
qui suit la loi de Poisson de paramètre λ.

On note GX : t �→
+∞∑
n=0

P(X = n)tn la fonction génératrice de X.

L’objectif de cet exercice est d’affiner une majoration donnée par l’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev appliquée à une loi de Poisson.

Q1. Sans démonstration, donner l’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

Q2. En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de
P (|X − λ| ⩾ λ).

Q3. Justifier que l’événement {X ⩾ 2λ} est inclus dans l’événement {|X − λ| ⩾ λ}.

Q4. En déduire la majoration suivante :

P(X ⩾ 2λ) ⩽
1
λ
. (1)

Q5. Donner l’ensemble de définition de GX.

Q6. Montrer que pour tout t ∈ R, GX(t) = eλ(t−1).

Q7. On suppose que t ⩾ 1. Montrer que pour tout α ∈ R, on a :

P(X ⩾ α) ⩽
GX(t)

tα
.

Q8. En déduire que :
P(X ⩾ 2λ) ⩽

(e
4

)λ
. (2)

Q9. On admet que e · (ln(4)−1) ⩾ 1,05. Quelle majoration (1) ou (2) de P(X ⩾ 2λ) est la plus
précise?
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PROBLÈME 1

Séries de Fourier

Dans ce problème, on introduit les notions de coefficients de Fourier réels et de série de
Fourier d’une fonction réelle continue par morceaux et 2π-périodique. On étudie l’exemple
d’une fonction pour laquelle on calcule les coefficients de Fourier réels (partie I) et on montre
que la fonction coïncide en tout point avec la somme de sa série de Fourier (partie II).

Partie I - Calcul des coefficients de Fourier d’une fonction

Soit f : R → R une fonction continue par morceaux sur [−π; π] et 2π-périodique. Pour tout
n ∈ N, on pose :

an( f ) =
1
π

∫ π

−π
f (t) cos(nt)dt , bn( f ) =

1
π

∫ π

−π
f (t) sin(nt)dt.

Les réels an( f ) et bn( f ) sont appelés coefficients de Fourier réels de la fonction f .

Q10. Montrer que si f est paire, alors
∫ π

−π
f (t)dt = 2

∫ π

0
f (t)dt et que si f est impaire, alors

∫ π

−π
f (t)dt = 0.

Q11. Soit une fonction g : R→ R telle que pour tout x ∈]0; π] :

g(x) =
π − x

2
.

Montrer qu’il existe une manière unique de définir g sur R telle que g soit continue par
morceaux, impaire et 2π-périodique sur R.
Déterminer en particulier g(0) et tracer l’allure de la courbe représentative de g sur
[−4π; 4π] dans un repère orthogonal.

Q12. Montrer que a0(g) = b0(g) = 0 et que pour tout n ∈ N∗, an(g) = 0 et bn(g) =
1
n
.
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Partie II - Convergence d’une série de Fourier

On appelle série de Fourier d’une fonction f : R→ R continue par morceaux, 2π-périodique,
la série de fonctions

∑
n⩾0

Un( f ) définie à l’aide des coefficients de Fourier réels de f par :

- U0( f ) est la fonction constante x �→ 1
2

a0( f ) ;
- pour tout n ∈ N∗, Un( f ) : x �→ an( f ) cos(nx) + bn( f ) sin(nx) .

On admet que la série de Fourier de la fonction g définie à la question Q11 converge simple-
ment sur R et on note S g sa somme.

D’après la question Q12 :

∀x ∈ R, S g(x) =
+∞∑
n=1

sin(nx)
n
.

L’objectif de cette partie est de montrer que pour tout x ∈ R, S g(x) = g(x).

Q13. Déterminer l’ensemble des (x, t) ∈ R × [0; 1] tels que |1 − teix| = 0.

Q14. Soient (a, b) ∈ R2 tel que 0 < a < b < π et x ∈ [a; b]. Montrer qu’il existe m ∈ R∗+ tel que
pour tout t ∈ [0; 1] :

|1 − teix| ⩾ m .

Q15. En déduire que pour tout x ∈]0; π[, on a :

lim
n→+∞

∫ 1

0

tn

|1 − teix|dt = 0 .

Q16. Soit N ∈ N∗. Montrer que pour tout x ∈]0; π[ et t ∈ [0; 1], on a :

N∑
n=1

tn−1einx = eix 1 − tNeiNx

1 − teix .

Q17. En déduire que pour tout x ∈]0; π[, la série
∑
n⩾1

einx

n
converge et que l’on a :

∫ 1

0

eix

1 − teix dt =
+∞∑
n=1

einx

n
.
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Pour tout λ ∈] − 1; 1[, on pose I(λ) =
∫ 1

0

dt
t2 − 2λt + 1

.

Q18. Justifier l’existence de I(λ) et montrer que :

I(λ) =
1

√
1 − λ2

(
arctan

(
1 − λ
√

1 − λ2

)
+ arctan

(
λ

√
1 − λ2

))
.

Q19. En déduire que, pour tout x ∈]0; π[, on a :
∫ 1

0

dt
1 − 2t cos(x) + t2 =

1
sin(x)

π − x
2
.

Q20. Conclure.

PROBLÈME 2

Inégalité et matrices de Hadamard

L’objectif de ce problème est d’établir l’inégalité de Hadamard reliant le déterminant d’une
matrice et le produit des normes euclidiennes de ses vecteurs colonnes. Nous étudierons
ensuite quelques propriétés de la famille des matrices de Hadamard qui réalisent l’égalité
dans cette inégalité.

Dans tout le problème, n désigne un entier supérieur ou égal à 1. On désigne par Mn(R)
l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients réels et Mn,1(R) l’espace
vectoriel des matrices colonnes à n lignes et à coefficients réels.

Pour tout (X, Y) ∈ Mn,1(R)2, on note 〈X, Y〉 = X�Y le produit scalaire canonique de X et Y.

Étant donné n nombres réels α1, . . . , αn, la matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux
sont formés par les réels α1, . . . , αn, est désignée par diag(α1, . . . , αn).

On note S+n (R) l’ensemble des matrices symétriques positives à coefficients réels et S++n (R)
l’ensemble des matrices symétriques définies positives à coefficients réels.

Partie I - Inégalité arithmético-géométrique

Soit (λ1, . . . , λn) ∈ (R+)n. On pose A =
1
n

n∑
i=1

λi et G =


n∏

i=1

λi


1
n

. Dans cette partie, nous allons

montrer que G ⩽ A, avec égalité si et seulement si λ1 = λ2 = · · · = λn.
On remarque que dans le cas où λ1, · · · , λn sont tous nuls, l’égalité est immédiate. On sup-
pose donc dans la partie I que les λ1, · · · , λn sont non tous nuls.
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Q21. Montrer que pour tout x ∈ R, exp(x) ⩾ 1 + x, avec égalité si et seulement si x = 0.

Q22. Montrer que pour tout i ∈ �1; n� :

λi

A
⩽ exp

(
λi

A
− 1
)
.

Q23. En déduire que G ⩽ A.

Q24. Montrer que G = A si et seulement si λ1 = λ2 = · · · = λn.

Partie II - Inégalité de Hadamard

L’objectif de cette partie est de démontrer que pour toute matrice M = (mi, j) ∈ Mn(R) :

| det(M)| ⩽


n∏
j=1


n∑

i=1

m2
i, j




1
2

. (3)

Cette inégalité est appelée inégalité de Hadamard.

Dans les questions Q25 à Q30, on considère S = (si, j) ∈ S++n (R).

Q25. Justifier que S est diagonalisable dans Mn(R) et rappeler la relation qui lie det(S ) et
les valeurs propres de S , puis Tr(S ) et les valeurs propres de S .

Q26. En déduire que :
(det(S ))

1
n ⩽

1
n

Tr(S ) .

Q27. Montrer que (det(S ))
1
n =

1
n

Tr(S ) si et seulement s’il existe λ > 0, tel que S = λIn.

Q28. Montrer que pour tout j ∈ �1; n�, s j, j > 0.

On considère la matrice diagonale D = diag(
√

s1,1, . . . ,
√

sn,n).

Q29. Montrer que lamatrice D−1S D−1 a pour coefficient général
(

si, j√si,i s j, j

)
avec (i, j) ∈ �1; n�2.

En déduire que D−1S D−1 est symétrique définie positive et que ses éléments diago-
naux valent 1.
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Q30. En utilisant la question Q29, montrer que :

det(S ) ⩽
n∏

j=1

s j, j ,

avec égalité si et seulement si S est diagonale.

Q31. Soit M ∈ Mn(R) une matrice inversible. Montrer que M�M ∈ S++n (R).

Q32. Soit M ∈ Mn(R) une matrice qu’on ne suppose pas inversible. On note C1, · · · ,Cn les
colonnes de M. Déduire des questions précédentes que l’inégalité (3) est valide pour
M, avec égalité si et seulement si les vecteurs colonnes C1, · · · ,Cn sont orthogonaux
deux à deux pour le produit scalaire 〈·, ·〉.

Q33. Soit M = (mi, j) ∈ Mn(R) telle que, pour tout (i, j) ∈ �1; n�2, |mi, j| ⩽ 1. Montrer alors que :

| det(M)| ⩽ n
n
2 ,

avec égalité si et seulement pour tout (i, j) ∈ �1; n�2, |mi, j| = 1 et M�M = nIn.

Partie III - Matrices de Hadamard

Dans cette partie, nous étudions l’ensemble Hn des matrices de Hadamard de taille n défini
par :

Hn =
{
M ∈ Mn(R) /M�M = nIn et ∀(i, j) ∈ �1; n�2, |mi, j| = 1

}
.

Par exemple, la matrice N =
(
1 1
1 −1

)
est un élément de H2.

Notons H = {n ∈ N∗ /Hn � ∅}. L’ensemble H n’est pas connu actuellement. L’un des objectifs
de cette partie est de donner une condition nécessaire sur n pour que n ∈ H.

On admet que si un ensemble Hn est non vide, alors il contient au moins une matrice de
Hadamard dont la première colonne et la première ligne sont constituées uniquement de 1.

Soit n ∈ H et soit M ∈ Hn.

Q34. Montrer que M est inversible et déterminer M−1. A-t-on M−1 ∈ Hn ?

Q35. Montrer que la matrice définie par blocs
(
M M
M −M

)
appartient à H2n. En déduire que

pour tout p ∈ N, 2p ∈ H.
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On suppose désormais que n > 2 et que la première colonne et la première ligne de M ne
sont constituées que de 1.

On note C1, · · · ,Cn les colonnes de la matrice M. On a en particulier C1 =



1
1
...
1


∈ Mn,1(R).

Q36. En considérant 〈C1,C2〉, montrer que n est pair.

Q37. On note :

x = Card{i ∈ �1; n�,mi,2 = 1 et mi,3 = 1} ;
y = Card{i ∈ �1; n�,mi,2 = 1 et mi,3 = −1} ;
z = Card{i ∈ �1; n�,mi,2 = −1 et mi,3 = 1} ;
t = Card{i ∈ �1; n�,mi,2 = −1 et mi,3 = −1}.

Exprimer 〈C1,C2〉, 〈C1,C3〉 et 〈C2,C3〉 en fonction de x, y, z et de t.
En déduire un système linéaire de 4 équations d’inconnues x, y, z, t.

Q38. En déduire que n est un multiple de 4.

Nous venons de démontrer que :
- si n est une puissance de 2, alors n appartient à H ;
- si n > 2 et n n’est pas un multiple de 4, alors n n’appartient pas à H.

Hadamard a conjecturé que n ∈ H si et seulement si n est un multiple de 4.

La question est encore ouverte aujourd’hui.

FIN
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EXERCICE 1
Étude d’un endomorphisme matriciel

Présentation générale

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ .

Pour toute matrice A ∈ Mn(C) , on note φA : Mn(C) → Mn(C) définie par φA : M �→ AM . En particulier,
on remarque qu’en notant On la matrice nulle de Mn(C) et In la matrice d’identité de Mn(C), alors φOn

est l’application nulle deMn(C) et φIn est l’application identité deMn(C) .

L’objectif de cet exercice est d’étudier quelques propriétés de l’application φA .

Partie I - Généralités

Q1. Montrer pour tout A ∈ Mn(C) que l’application φA est un endomorphisme deMn(C) .

Q2. Montrer pour tout (A, B) ∈ Mn(C)2 que φA ◦ φB = φAB .

Q3. Soit A ∈ Mn(C) . Déduire de la question précédente que φA est un isomorphisme si et seulement
si la matrice A est inversible. Indication : si φA est un isomorphisme, on pourra considérer un
antécédent par φA de la matrice identité deMn(C) .

Partie II - Étude d’un exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 . On considère un nombre a ∈ C et la matrice :

A =
(
1 1
0 a

)
∈ M2(C) .

Q4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le nombre a ∈ C pour que la matrice A soit
diagonalisable.

Q5. Déterminer la matrice de φA dans la base C =
((

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
deM2(C) .

Q6. En déduire les valeurs propres de φA , puis déterminer la dimension de chaque sous-espace
propre de φA en fonction de a ∈ C .

Q7. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a ∈ C pour que φA soit diagonalisable.

Partie III - Réduction de φA si A est diagonalisable

Dans cette partie, on considère une matrice A ∈ Mn(C) . Nous allons étudier les propriétés liant les
éléments propres de la matrice A et ceux de l’endomorphisme φA.

Q8. Montrer pour tout k ∈ N que φk
A = φAk .

Q9. En déduire pour tout polynôme P ∈ C[X] que P(φA) = φP(A) .

Q10. Rappeler la caractérisation de la diagonalisabilité d’une matrice ou d’un endomorphisme à l’aide
d’un polynôme annulateur. En déduire que la matrice A est diagonalisable si et seulement si
l’endomorphisme φA est diagonalisable.
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Q11. On note χA le polynôme caractéristique de A . Montrer que χA(φA) est l’endomorphisme nul.
En déduire une inclusion entre l’ensemble des valeurs propres de A et l’ensemble des valeurs
propres de φA, puis que la matrice A et l’endomorphisme φA ont les mêmes valeurs propres.

Q12. Soit λ ∈ C une valeur propre de A . Montrer qu’une matrice M ∈ Mn(C) est dans le sous-espace
propre Eλ(φA) de φA pour la valeur propre λ si et seulement si chaque colonne de la matrice M
est dans le sous-espace propre Eλ(A) de la matrice A pour la valeur propre λ .

On déduit directement de la question précédente que pour toute valeur propre λ ∈ C de la matrice A ,
l’application Ψ qui à toute matrice deMn(C) associe le n-uplet de ses colonnes :

Ψ :



m1,1 · · · m1,n
...

...

mn,1 · · · mn,n

 �→




m1,1
...

mn,1

 , . . . ,


m1,n
...

mn,n





est un isomorphisme du sous-espace propre de Eλ(φA) sur Eλ(A)n .

Q13. Dans le cas où la matrice A est diagonalisable, déduire des résultats de cette partie une expres-
sion du déterminant et de la trace de φA en fonction du déterminant et de la trace de A .
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EXERCICE 2
Les polynômes de Hermite

Présentation générale

On définit la suite des polynômes de Hermite dans R[X] par H0 = 1 et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, Hn+1 = 2XHn − H′n .

L’objectif de ce problème est d’établir quelques propriétés de cette famille de polynômes.

Partie I - Préliminaires

Les deux sous-parties suivantes peuvent être traitées de manière indépendante.

I.1 - Un produit scalaire sur l’espace des polynômes

Dans cette sous-partie, on introduit un produit scalaire sur R[X].

Q14. Soit n ∈ N. Montrer que la fonction t �→ tne−t2 est intégrable sur [0,+∞[ , puis en déduire que cette
fonction est intégrable sur R .

Q15. En déduire pour tout polynôme R ∈ R[X] que la fonction t �→ R(t)e−t2 est intégrable sur R .

On déduit de la question précédente que l’on peut définir l’application φ : R[X]2 → R par :

∀(P,Q) ∈ R[X]2 , φ(P,Q) =
∫ +∞
−∞

P(t)Q(t)e−t2 dt .

Q16. Montrer que φ est un produit scalaire sur R[X] .

I.2 - Calcul de l’intégrale de Gauss

Dans cette sous-partie, on détermine la valeur de l’intégrale
∫ +∞
−∞

e−t2 dt dont on a prouvé la convergence
dans la sous-partie précédente.

On considère les fonctions u : R→ R et v : R→ R définies pour tout x ∈ R par :

u(x) =
∫ x

0
e−t2 dt et v(x) =

∫ 1

0

e−(1+t2)x2

1 + t2 dt .

Q17. Justifier que u est de classe C1 sur R et donner une expression de sa dérivée.

Q18. Justifier que v est de classe C1 sur R et donner une expression de sa dérivée.

Q19. Montrer que la fonction x �→ u(x)2 + v(x) est constante sur R, puis que sa valeur est π
4
.

Q20. En déduire que la valeur de l’intégrale
∫ +∞
−∞

e−t2 dt est
√
π.
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Partie II - Quelques propriétés des polynômes de Hermite

Dans cette partie, on établit quelques propriétés sur la famille des polynômes de Hermite. On rappelle
que la suite (Hn)n∈N est définie dans la présentation générale de l’exercice.

On considère la fonction f : x �→ e−x2 .

Q21. Pour tout n ∈ N , montrer que Hn est de degré n et que son coefficient dominant est 2n .

Q22. Montrer pour tout n ∈ N et tout x ∈ R qu’on a f (n)(x) = (−1)nHn(x) f (x) .

On rappelle que le produit scalaire φ sur R[X] est défini dans la sous-partie I.1.

Q23. Soit (p, q) ∈ N2 avec p ⩽ q . Montrer pour tout entier k ∈ �0, q� que :

φ(Hp,Hq) = (−1)q−k
∫ +∞
−∞

H(k)
p (t) f (q−k)(t) dt .

Q24. Soit d ∈ N. Montrer que la famille (H0, . . . ,Hd) est une base orthogonale de Rd[X].

Q25. Pour tout entier p ∈ N , calculer la norme du polynôme Hp .

Partie III - Série génératrice exponentielle des polynômes de Hermite

Dans cette partie, on considère un nombre x ∈ R .

III.1 - Expression de la série génératrice

L’objectif de cette première sous-partie est de démontrer que la série entière
∑
n⩾0

Hn(x)
n!

zn de la variable

complexe z admet un rayon de convergence infini et on calcule sa somme.

Q26. Donner les développements en série entière des fonctions z �→ exp(2xz) et z �→ exp
(
−z2
)
sur C

en précisant leur rayon de convergence respectif.

Q27. Montrer qu’il existe une suite de nombres complexes (cn)n∈N, qu’on ne cherchera pas à détermi-
ner explicitement, telle que la série entière

∑
n⩾0

cnzn ait un rayon de convergence infini et que :

∀z ∈ C, exp
(
−(x − z)2

)
=

+∞∑
n=0

cnzn .

En considérant la fonction f : t �→ e−t2 introduite dans la partie II, on déduit du résultat de la question
ci-dessus que l’on a l’égalité :

∀t ∈ R, f (x − t) =
+∞∑
n=0

cntn .

Q28. En utilisant la relation ci-dessus et la question Q22, en déduire que la série entière
∑
n⩾0

Hn(x)
n!

zn

admet un rayon de convergence infini et que :

∀z ∈ C, exp
(
2xz − z2

)
=

+∞∑
n=0

Hn(x)
n!

zn .
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III.2 - Expression intégrale des polynômes de Hermite

Dans cette seconde sous-partie, on exploite les résultats de la sous-partie précédente afin d’établir une
expression intégrale pour les polynômes de Hermite.

On considère un entier p ∈ N et la fonction Gx : z �→ exp
(
2xz − z2

)
. On définit également pour tout n ∈ N

la fonction gn : θ �→ Hn(x)
n!

ei(n−p)θ .

Q29. Montrer que la série
∑
n⩾0

gn converge normalement sur l’intervalle [0, 2π] .

Q30. Montrer que :

Hp(x) =
p!
2π

∫ 2π

0
Gx
(
eiθ
)
e−ipθ dθ .
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EXERCICE 3
Succession de tirages dans une urne

Présentation générale

On fixe une suite (un)n∈N∗ d’entiers naturels non nuls. On suppose que l’on dispose d’un stock illimité de
boules blanches et on considère une urne contenant initialement une boule blanche et une boule rouge
indiscernables au toucher. On procède à des tirages successifs dans cette urne en respectant à chaque
fois le protocole suivant pour tout k ∈ N∗ :

1. si la boule tirée est de couleur blanche lors du k-ème tirage, on la replace dans l’urne et on ajoute uk

boules blanches supplémentaires ;
2. si la boule tirée est de couleur rouge lors du k-ème tirage, on la replace dans l’urne.

Pour tout n ∈ N∗, on désigne par Bn l’évènement « la boule tirée lors du n-ième tirage est blanche » et
on note :

E =
⋂
n∈N∗

Bn .

L’objectif principal de cet exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (un)n∈N∗
pour que la probabilité de l’évènement E soit nulle.

On considère également la suite (Sn)n∈N définie par :

S0 = 1 et ∀n ∈ N∗, Sn = 1 +
n∑

k=1

uk .

On rappelle que si A et C sont deux évènements avec P(C) > 0, on note P(A | C) ou PC(A) la probabilité
conditionnelle de A sachant C.

Partie I - Probabilité de l’évènement E

Dans cette partie, on considère la suite (pn)n∈N∗ définie par pn = P


n⋂

k=1

Bk

 pour tout n ∈ N∗ .

Q31. Montrer que la suite (pn)n∈N∗ est décroissante. En déduire que cette suite est convergente, puis
justifier que P(E) = lim

n→+∞
pn .

Q32. Soit k ∈ N∗ . Si l’évènement
k⋂

i=1

Bi est réalisé, décrire la composition de l’urne en fonction de S k

juste avant d’effectuer le (k + 1)-ième tirage. En déduire la probabilité P

Bk+1

∣∣∣∣
k⋂

i=1

Bi

 .

Q33. Montrer pour tout n ∈ N∗ que :

pn =

n−1∏
k=0

S k

S k + 1
.
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Partie II - Caractérisation de la propriété P(E) = 0

Q34. Montrer que la suite (S n)n∈N diverge vers +∞ .

Q35. Montrer que les séries
∑

ln
(

S k

S k + 1

)
et
∑ 1

S k
sont de même nature.

Q36. Montrer que P(E) = 0 si et seulement si la série
∑ 1

S k
est divergente.

Q37. Dans cette question, on suppose que un = 1 pour tout n ∈ N∗. Déterminer P(E) .

Q38. Proposer une suite (un)n∈N∗ telle que P(E) � 0 en justifiant votre réponse.

FIN
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SESSION 2025          TSI1M             
 
 
 

 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TSI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet se compose d’un problème et d’un exercice tous deux indépendants.
Le problème est constitué de trois parties indépendantes.

Si besoin, le candidat pourra admettre le résultat d’une question et l’utiliser dans les questions
suivantes.
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PROBLÈME

Dans ce problème, n désigne un entier naturel non nul et E = R2n[X] désigne le R-espace
vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à 2n.

Si a0, a1, . . . , a2n sont 2n + 1 réels et Q est le polynôme défini par : Q =
2n∑

k=0

akXk, on définit le

polynôme s(Q) par : s(Q) =
2n∑

k=0

a2n−kXk.

Autrement dit, s(Q) est le polynôme obtenu à partir de Q en " inversant l’ordre des coeffi-
cients ". Par exemple, si n est égal à 2 et si Q = 7X3+2X2+1, on obtient s(Q) = X4+2X2+7X.

Partie I - Étude d’une application linéaire
Q1. Calculer s(1), s(Xn) et s

(
X2n
)
.

Q2. Montrer que l’application s : Q �→ s(Q) est un endomorphisme de E.

Q3. Diagonalisation dans le cas où n = 1.

a) Vérifier que M =


0 0 1
0 1 0
1 0 0

 est la matrice de l’endomorphisme s dans la base

canonique
(
1, X, X2

)
de R2[X] et justifier, sans calcul, que M est diagonalisable.

b) Montrer que −1 et 1 sont les seules valeurs propres de la matrice M et, pour
chacune d’entre elles, donner une base du sous-espace propre associé.

c) Déterminer alors une base de E formée de vecteurs propres de s. Préciser la
matrice de s dans cette base.

Q4. Étude du cas général.
On ne suppose plus que n est égal à 1. On définit la famille (A0, . . . , A2n) de polynômes
de E par :

Ak =



X2n−k + Xk si 0 ⩽ k ⩽ n − 1
Xn si k = n
Xk − X2n−k si n + 1 ⩽ k ⩽ 2n

.

a) Justifier que s est une symétrie. Que peut-on en déduire pour le spectre de s ?

b) Vérifier que (A0, . . . , A2n) est une famille de vecteurs propres de s.

c) Montrer que la famille (A0, . . . , A2n) est libre dans E.

d) En déduire que l’endomorphisme s est diagonalisable et préciser la dimension de 
chacun de ses sous-espaces propres. 
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c) Déterminer alors une base de E formée de vecteurs propres de s. Préciser la
matrice de s dans cette base.

Q4. Étude du cas général.
On ne suppose plus que n est égal à 1. On définit la famille (A0, . . . , A2n) de polynômes
de E par :

Ak =



X2n−k + Xk si 0 ⩽ k ⩽ n − 1
Xn si k = n
Xk − X2n−k si n + 1 ⩽ k ⩽ 2n

.

a) Justifier que s est une symétrie. Que peut-on en déduire pour le spectre de s ?

b) Vérifier que (A0, . . . , A2n) est une famille de vecteurs propres de s.

c) Montrer que la famille (A0, . . . , A2n) est libre dans E.

d) En déduire que l’endomorphisme s est diagonalisable et préciser la dimension de 
chacun de ses sous-espaces propres. 
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Partie II - Recherche des racines d’un vecteur propre de s

Q5. Préliminaires.
On définit la suite (Rk) k∈N∗ de polynômes par : R1 = X, R2 = X2 − 2 et, pour tout entier k
supérieur ou égal à 2 :

Rk+1 = XRk − Rk−1.

a) Déterminer les polynômes R3 et R4.

b) Montrer par récurrence que, pour tout entier k strictement positif, Rk est un poly-
nôme de degré k vérifiant, pour tout nombre complexe x non nul, l’égalité :

Rk

(
x +

1
x

)
= xk +

1
xk .

c) Pour tout réel a, déterminer, s’ils existent, les complexes x non nuls qui vérifient
la relation suivante : x +

1
x
= a. On distinguera trois cas.

Q6. Étude des racines d’un vecteur propre de s.

Dans cette question, Q désigne un polynôme de degré 2n défini par : Q =
2n∑

k=0

akXk, tel

que a2n soit non nul et tel que, pour tout entier k de l’intervalle �0 ; n�, l’on ait : ak = a2n−k.

a) Vérifier que Q est vecteur propre de s et préciser la valeur propre associée.

b) Justifier que 0 n’est pas racine de Q.

c) On définit le polynôme Q̃ par : Q̃ = an +

n∑
k=1

an−kRk.

Soit x un complexe non nul, on pose : y = x +
1
x
.

Exprimer xnQ̃(y) en fonction de Q(x).
En déduire que Q(x) est nul si et seulement si Q̃(y) est nul.
Quel est l’intérêt de ce résultat dans la recherche des racines de Q?

d) On suppose dans cette question que n est égal à 3 et que Q est défini par :
Q = X6 + X5 − 9X4 + 2X3 − 9X2 + X + 1.

i. Vérifier que Q̃ = X3 + X2 − 12X.

ii. En déduire les racines de Q̃ puis celles de Q.
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Partie III - Étude d’une variable aléatoire

Dans cette partie, p désigne un entier supérieur ou égal à 2.
On désigne par Ω l’ensemble des éléments de E dont les coefficients sont des entiers de
l’intervalle �1 ; p� et par P(Ω) l’ensemble des parties de Ω.
On munit (Ω,P(Ω)) de la probabilité uniforme ; autrement dit, pour tout polynôme Q de Ω :

P({Q}) = 1
Card (Ω)

.

On admet que cela revient à choisir de manière équiprobable et indépendante chacun des
2n + 1 coefficients du polynôme Q dans �1 ; p�.
On rappelle que, si a0, a1, . . . , a2n sont 2n + 1 réels et Q est le polynôme défini par :

Q =
2n∑

k=0

akXk,

on définit le polynôme s(Q) par :

s(Q) =
2n∑

k=0

a2n−kXk.

Si Q est un élément de Ω et i un entier naturel non nul, on dit que Q et s(Q) présentent i
coïncidences lorsqu’il existe exactement i entiers k dans �0 ; 2n� vérifiant ak = a2n−k.
Par exemple, pour n = 2 et Q = X4 + 7X3 + 2X2 + 5X + 1, on a :

Q = X4 +7X3 +2X2 +5X +1
s(Q) = X4 +5X3 +2X2 +7X +1

– a0 = a2×2−0 = 1 ;
– a1 = 5 � a2×2−1 = 7 ;
– a2 = a2 = 2 ;
– a3 = 7 � a1 = 5 ;
– a4 = a2×2−4 = 1.

Il y a donc exactement trois indices k (0, 2 et 4) pour lesquels ak = a2n−k.
On définit alors l’application Z qui à tout polynôme Q de Ω associe le nombre de coïnci-
dences entre Q et s(Q), et on admet que Z est bien une variable aléatoire sur (Ω,P(Ω)).
Dans l’exemple précédent, on a Z(Q) = 3.

Q7. Description d’un cas simple.
Dans cette question seulement, on suppose que n est égal à 1 et que p est égal à 2.

a) Justifier que Ω est de cardinal 8. Écrire les huit éléments de Ω, puis déterminer la
loi de Z.

b) Calculer l’espérance de Z et montrer que sa variance est égale à 1.
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Q8. Simulation informatique.
On rappelle que la commande np.arange(1, n+1) dumodule numpy renvoie un vecteur
contenant les entiers de 1 à n et que la commande plt.bar(X, Y) suivie de plt.show()
affiche un diagramme en bâtons dont les barres sont situées aux abscisses listées dans
le vecteur X et dont les hauteurs sont données par le vecteur Y.
On dispose par ailleurs :

– d’une fonction aleaQ qui renvoie un polynôme choisi au hasard et de manière
équiprobable dans Ω et dont les différents appels sont indépendants entre eux ;

– d’une fonction Z qui prend en argument un polynôme Q et qui renvoie Z(Q).
On considère le programme suivant :

1 n, p = 2, 3
2 Support = np.arange(1, 2*n+2)
3

4 N = 10000
5 Obs = np.array([Z(aleaQ()) for _ in range(N)])
6

7 def tabeff(Obs):
8 eff = np.zeros(len(Support))
9 for i in Support:

10 eff[i-1] = sum(Obs == i)
11 return eff
12

13 plt.bar(Support , tabeff(Obs)/len(Obs))
14 plt.show()

a) Que fait la partie du programme située à la ligne 5?

b) Que fait la fonction tabeff? On justifiera précisément et on commentera en par-
ticulier la ligne 10.

c) Le programme affiche le diagramme suivant :
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Que représente-t-il ?
On justifiera précisément en s’appuyant notamment sur la ligne 13.

Q9. Étude générale de la variable aléatoire Z.
On revient au cas général : n est strictement positif et p est supérieur ou égal à 2.
Pour tout entier k dans �0 ; 2n�, on définit les variables aléatoires Nk et Zk de la manière
suivante : pour tout polynôme Q de Ω,

– Nk(Q) est le coefficient d’indice k du polynôme Q (noté ak précédemment) ;
– Zk vaut 1 si le polynôme présente une coïncidence à l’indice k et vaut zéro sinon,

autrement dit : Zk(Q) =


1 si Nk(Q) = N2n−k(Q)
0 sinon

.

a) Quelle est la loi de Zn ?

b) Soit k ∈ �0 ; 2n�. Justifier que Nk suit la loi uniforme sur �1 ; p�.
Donner son espérance et sa variance.

c) Soit k ∈ �0 ; n − 1�. Montrer que P(Nk = N2n−k) =
1
p
.

Indication : on pourra utiliser la formule des probabilités totales.

d) En déduire, pour tout k ∈ �0 ; n − 1�, la loi de Zk, puis reconnaître, en justifiant, celle

de Y =
n−1∑
k=0

Zk.

e) Écrire Z en fonction de Y et de Zn. En déduire l’espérance et la variance de Z.

EXERCICE

Dans tout l’exercice, on désigne par :
– x une variable réelle ;
– y une fonction de la variable x définie sur une partie de R, y′ et y′′, si elles existent, les

dérivées première et seconde de y.
Le but de cet exercice est d’étudier différentes propriétés d’une solution sur R de l’équation
différentielle :

(E) xy′′ + y′ + xy = 0.

Plus précisément, on s’intéresse à la recherche d’une solution de (E) développable en série
entière et on exprime, de deux façons différentes, cette solution sous la forme de l’intégrale
d’une fonction dépendant d’un paramètre.
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Q10. Dans cette question, on étudie l’existence d’une solution F : x �→
+∞∑
n=0

anxn de (E) déve-

loppable en série entière et on note R son rayon de convergence.

a) On suppose tout d’abord qu’une telle solution existe.

i. Montrer que pour tout entier naturel n ⩾ 2, an = −
1
n2 an−2.

ii. Justifier que pour tout entier naturel p, a2p+1 = 0.

iii. Déterminer, pour tout entier naturel p, l’expression de a2p en fonction de p et
de a0.

b) Conclure quant à l’existence d’une solution de (E) développable en série entière
et préciser son rayon de convergence.
Quelle est la structure de l’ensemble des solutions de (E) qui sont développables
en série entière?

Soient g la fonction des deux variables x et θ définie sur R ×
[
0,
π

2

]
par :

(x, θ) �→ g(x, θ) = cos(x sin θ)

et h la fonction des deux variables x et t définie sur R × [0 ; 1[ par :

(x, t) �→ h(x, t) =
cos(xt)
√

1 − t2
.

Q11. Montrer que l’intégrale
∫ 1

0

cos(xt)
√

1 − t2
dt est convergente quel que soit x dans R.

On pose pour x réel :

G(x) =
∫ Π

2

0
g(x, θ) dθ et H(x) =

∫ 1

0
h(x, t) dt.

De plus, F désigne désormais l’unique solution de (E) développable en série entière et véri-
fiant F(0) = 1.

Q12. À l’aide d’un changement de variable, montrer que G(x) = H(x) pour tout réel x.

Q13. Dérivées successives de G.

a) Soient ω un réel et φ : x �→ cos(ωx). Montrer que pour tout entier naturel n et pour
tout réel x, φ(n)(x) = ωn cos

(
ωx + n

π

2

)
.

b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, la fonction (x, θ) �→ ∂
ng
∂xn (x, θ)

existe et est continue sur R ×
[
0 ;
π

2

]
, et donner son expression en fonction de x, θ

et de n.
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c) Soit n ∈ N. Montrer l’existence d’une fonction M :
[
0 ;
π

2

]
→ R+ continue et

d’intégrale convergente sur
[
0 ;
π

2

]
telle que, pour tout x ∈ R et tout θ ∈

[
0 ;
π

2

]
,∣∣∣∣∣

∂ng
∂xn (x, θ)

∣∣∣∣∣ ⩽ M(θ).

On admet dès lors que la fonction G est indéfiniment dérivable sur R et que pour tout
entier naturel n et pour tout réel x :

G(n)(x) =
∫ π

2

0

∂ng
∂xn (x, θ) dθ.

Q14. Montrer que G est développable en série entière sur R.
Indication : on pourra utiliser une formule de Taylor.

Q15. On note respectivement G′ et G′′ les dérivées première et seconde de G.

a) Calculer G(0).

b) En utilisant l’expression de G(n) fournie dans la question Q13, montrer que :

∀x ∈ R, G′(x) = −x
(
G′′(x) +G(x)

)
.

Indication : on pourra utiliser une intégration par parties.

c) Pour tout réel x, exprimer F(x) en fonction de G(x), respectivement de H(x).

Q16. Étude de F en +∞.
On fixe un réel ε > 0.

a) Montrer qu’il existe α ∈ ]0 ; 1[ tel que, quel que soit le réel x :
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

α

h(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣ < ε/2.

b) α étant ainsi choisi, montrer à l’aide d’une intégration par parties que :

lim
x→+∞

∫ α

0
h(x, t) dt = 0.

c) En déduire : lim
x→+∞

F(x) .

On admet que pour tout réel x :

H′(x) =
∫ 1

0

−t sin(xt)
√

1 − t2
dt.

Q17. Déterminer lim
x→+∞

F′(x).

FIN
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TPC 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation
des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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EXERCICE 1

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont supposées définies sur un même
espace probabilisé noté (Ω,A, P).

Dans tout l’exercice, 𝑝𝑝 désigne un réel de ]0; 1[ et on pose 𝑞𝑞 = 1 − 𝑝𝑝.

Partie I - Résultats préliminaires

Q1. Rappeler le développement en série entière de 1
1 − 𝑥𝑥

pour 𝑥𝑥 ∈ R, en précisant son intervalle
de validité.

Soit 𝑥𝑥 ∈ [0, 1 [ , calculer les sommes
+∞∑
𝑘𝑘=1

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 et
+∞∑
𝑘𝑘=2

𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1)𝑥𝑥𝑘𝑘−2.

On considère une variable aléatoire 𝑋𝑋 à valeurs dans N, dont la loi est donnée par :

∀𝑘𝑘 ∈ N, P([𝑋𝑋 = 𝑘𝑘]) = 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑝𝑝 = (1 − 𝑝𝑝)𝑘𝑘𝑝𝑝

Q2. À l’aide de la question Q1, montrer que 𝑋𝑋 possède une espérance et une variance et les
calculer.

Q3. On se propose d’établir les résultats de la question Q2 par une autre méthode.
a) On pose 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋 + 1. Montrer que 𝑌𝑌 suit une loi géométrique.

Rappeler les expressions de 𝐸𝐸(𝑌𝑌 ) et de 𝑉𝑉 (𝑌𝑌 ).
b) Retrouver que 𝑋𝑋 admet une espérance et une variance.

Partie II - Étude de la probabilité d’extinction d’une espèce

Une variété annuelle de plante produit un certain nombre 𝑘𝑘 de graines avant de mourir avec 𝑘𝑘 ∈ N.
• Si 𝑘𝑘 = 0, la plante n’a aucun descendant. L’espèce est donc éteinte l’année suivante.
• Si 𝑘𝑘 ≥ 1, l’année suivante chaque graine germe à coup sûr et donne une nouvelle plante.
Chacune de ces nouvelles plantes produit de la même façon un certain nombre de graines
avant de mourir.

• On suppose que les différentes plantes d’unemême génération produisent chacune un nombre
de graines suivant la même loi que la variable 𝑋𝑋 de la partie I, ceci indépendamment les unes
des autres. Ainsi, par exemple, s’il y a 𝑘𝑘 plantes à une génération donnée, le nombre de graines
produit par une plante donnée est indépendant du comportement des autres plantes.

On cherche à étudier la probabilité d’extinction de l’espèce en fonction de 𝑝𝑝 .
On note, pour 𝑛𝑛 ∈ N, 𝑍𝑍𝑛𝑛 la variable aléatoire égale au nombre de plantes vivantes à la génération 𝑛𝑛.
On suppose qu’à la génération 𝑛𝑛 = 0, il n’y a qu’une seule plante ; ainsi 𝑍𝑍0 = 1.
On remarque que 𝑍𝑍1 suit la même loi que 𝑋𝑋 .
On définit, pour tout 𝑛𝑛 de N, la probabilité 𝑢𝑢𝑛𝑛 qu’à la génération 𝑛𝑛 il n’y ait plus de plantes :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛 = P ( [𝑍𝑍𝑛𝑛 = 0])

On note 𝐸𝐸 l’événement : ” l’espèce finit par s’éteindre ”.
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On note 𝐸𝐸 l’événement : ” l’espèce finit par s’éteindre ”.
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Q4. a) Préciser les valeurs de 𝑢𝑢0 = P ([𝑍𝑍0 = 0]) et de 𝑢𝑢1 = P ( [𝑍𝑍1 = 0]).
b) Justifier que la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N est bornée.
c) Justifier que pour tout 𝑛𝑛 de N, on a [𝑍𝑍𝑛𝑛 = 0] ⊂ [𝑍𝑍𝑛𝑛+1 = 0].

En déduire que la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N est monotone, puis qu’elle converge.

Dans la suite de l’exercice, on note ℓ = lim
𝑛𝑛→+∞

𝑢𝑢𝑛𝑛 et on admet que P(𝐸𝐸) = ℓ.

Q5. a) (i) Sans calculs, justifier que P[𝑍𝑍1=1] ( [𝑍𝑍2 = 0]) = 𝑢𝑢1.
(ii) Soit 𝑘𝑘 ∈ N∗. On suppose que 𝑍𝑍1 = 𝑘𝑘 et on note 𝑋𝑋1, · · · , 𝑋𝑋𝑘𝑘 les nombres de descen-

dants respectifs de chacune des plantes de la génération 1. Montrer que :

P[𝑍𝑍1=𝑘𝑘] ( [𝑍𝑍2 = 0]) = (𝑢𝑢1)𝑘𝑘

On admet le résultat suivant :

∀𝑛𝑛 ∈ N, ∀𝑘𝑘 ∈ N, P[𝑍𝑍1=𝑘𝑘] ( [𝑍𝑍𝑛𝑛+1 = 0]) = (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘

b) À l’aide de la formule des probabilités totales et d’un système complet d’événements lié
à 𝑍𝑍1, en déduire que :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =
+∞∑
𝑘𝑘=0

(𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘 P ([𝑍𝑍1 = 𝑘𝑘])

puis que :
∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =

𝑝𝑝

1 − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑛𝑛

On cherche maintenant à déterminer la limite ℓ de la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N.

Q6. a) Déduire de la question précédente que la limite ℓ vérifie la relation :

(ℓ − 1)(𝑞𝑞𝑞 − 𝑝𝑝) = 0

En déduire les valeurs que peut prendre la limite ℓ.

b) On suppose que 𝑝𝑝 ⩾
1
2
. Montrer que : P(𝐸𝐸) = 1.

Que peut-on, dans ce cas, en déduire des chances de survie de l’espèce à long terme?

c) On suppose que 𝑝𝑝 𝑝
1
2
. Montrer par récurrence que : ∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∈

[
0;

𝑝𝑝

𝑞𝑞

]
.

En déduire que P(𝐸𝐸) < 1.
d) Que peut-on en déduire du nombre moyen de descendants par plante lorsque l’espèce

a une chance de survie à long terme?
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EXERCICE 2

Dans tout l’exercice, on considère un entier 𝑛𝑛 ≥ 2 et on note 𝐸𝐸 = M𝑛𝑛(R) l’ensemble des matrices
carrées d’ordre 𝑛𝑛 à coefficients réels.
Si 𝑀𝑀 est une matrice de 𝐸𝐸, on note 𝑀𝑀𝑇𝑇 la matrice transposée de 𝑀𝑀.

On rappelle la définition des ensembles S𝑛𝑛(R) et A𝑛𝑛(R) :

S𝑛𝑛(R) =
{
𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸 ; 𝑀𝑀𝑇𝑇 = 𝑀𝑀

}
et A𝑛𝑛(R) =

{
𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸 ; 𝑀𝑀𝑇𝑇 = −𝑀𝑀

}

On note 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 les matrices :

𝐵𝐵 = ��
�

−1 4 −3
−3 6 −3
−2 2 0

��
�

et 𝐶𝐶 = ��
�

−1 −3 −2
4 6 2
−3 −3 0

��
�

On remarque que 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 vérifient la relation : 𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝑇𝑇 .

Partie I - Étude de la matrice 𝑩𝑩

Q7. a) Déterminer ker(𝐵𝐵).
b) Montrer que 𝐵𝐵 est diagonalisable.
c) Déterminer une matrice 𝐷𝐷 diagonale et une matrice 𝑃𝑃 inversible vérifiant 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1.

Q8. a) Montrer que 𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 sont des matrices semblables.
b) Déterminer l’expression en fonction de 𝑃𝑃 et de 𝑃𝑃𝑇𝑇 , d’une matrice inversible 𝑅𝑅 telle que :

𝐶𝐶 = 𝑅𝑅−1𝐵𝐵𝐵𝐵

Q9. L’objectif de cette question est de déterminer toutes les matrices 𝑀𝑀 de M3(R) solutions de
l’équation 𝑀𝑀2 = 𝐵𝐵.
On pose 𝑁𝑁 = 𝑃𝑃−1𝑀𝑀𝑀𝑀, où 𝑃𝑃 est la matrice déterminée dans la question Q7.

a) Montrer que 𝑀𝑀2 = 𝐵𝐵 ⇐⇒ 𝑁𝑁2 = 𝐷𝐷.
b) Soit 𝑁𝑁 vérifiant 𝑁𝑁2 = 𝐷𝐷. Montrer que 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 .

Déterminer les matrices 𝑁𝑁 de M3(R) vérifiant l’équation 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 .
En déduire les solutions de l’équation 𝑁𝑁2 = 𝐷𝐷.

c) Résoudre l’équation 𝑀𝑀2 = 𝐵𝐵, les expressions des solutions seront données en fonction
des solutions de 𝑁𝑁2 = 𝐷𝐷 et de 𝑃𝑃. Combien obtient-on de solutions?
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Partie II - Étude d’endomorphismes de 𝑬𝑬

Q10. Montrer que S𝑛𝑛(R) et A𝑛𝑛(R) sont des sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸.

Q11. On veut démontrer que S𝑛𝑛(R) et A𝑛𝑛(R) sont supplémentaires dans 𝐸𝐸.
a) Soit 𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸. On veut déterminer 𝑈𝑈 ∈ S𝑛𝑛(R) et 𝑉𝑉 ∈ A𝑛𝑛(R) telles que 𝑀𝑀 = 𝑈𝑈 +𝑉𝑉 .

Établir un système d’équations vérifiées par 𝑈𝑈𝑈 𝑈𝑈𝑈 𝑈𝑈𝑇𝑇 et 𝑉𝑉𝑇𝑇 . En déduire les expressions
de 𝑈𝑈 et de 𝑉𝑉 en fonction de 𝑀𝑀 et de 𝑀𝑀𝑇𝑇 .
Vérifier que les matrices 𝑈𝑈 et 𝑉𝑉 ainsi obtenues appartiennent respectivement à S𝑛𝑛(R) et
à A𝑛𝑛(R).

b) Montrer que 𝐸𝐸 = S𝑛𝑛(R) ⊕ A𝑛𝑛(R).
c) En déduire une relation entre les dimensions de S𝑛𝑛(R) et de A𝑛𝑛(R).

Q12. On considère l’endomorphisme 𝜑𝜑 défini par :

𝜑𝜑 : 𝐸𝐸 −→ 𝐸𝐸
𝑀𝑀 ↦−→ 𝑀𝑀𝑇𝑇

a) Que vaut 𝜑𝜑 ◦ 𝜑𝜑? Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de 𝜑𝜑?
b) L’endomorphisme 𝜑𝜑 est-il bijectif ?
c) Déterminer les sous-espaces propres de 𝜑𝜑.
d) L’endomorphisme 𝜑𝜑 est-il diagonalisable?

Q13. Soit 𝑎𝑎 ∈ R et l’application 𝑓𝑓𝑎𝑎 telle que :

𝑓𝑓𝑎𝑎 : 𝐸𝐸 −→ 𝐸𝐸
𝑀𝑀 ↦−→ 𝑀𝑀 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑇𝑇

a) Montrer que 𝑓𝑓𝑎𝑎 est un endomorphisme de 𝐸𝐸.
b) On rappelle que 𝐸𝐸 = S𝑛𝑛(R) ⊕ A𝑛𝑛(R). Soit B une base de 𝐸𝐸 adaptée à cette somme

directe, déterminer la forme de la matrice de 𝑓𝑓𝑎𝑎 dans B.
c) Pour quelles valeurs de 𝑎𝑎 ∈ R, l’endomorphisme 𝑓𝑓𝑎𝑎 est-il bijectif ?
d) L’endomorphisme 𝑓𝑓𝑎𝑎 est-il diagonalisable?

Q14. Étude d’un cas particulier
On considère dans cette question que 𝐸𝐸 = M3(R) et 𝑎𝑎 = 1. On note 𝑓𝑓 : 𝑀𝑀 ↦→ 𝑀𝑀 +𝑀𝑀𝑇𝑇 .

Soit 𝑆𝑆 = ��
�

−2 1 −5
1 12 −1
−5 −1 0

��
�
.

a) Déterminer la dimension de ker( 𝑓𝑓 ) et le rang de 𝑓𝑓 .
b) Montrer que 𝑆𝑆 appartient à Im ( 𝑓𝑓 ).
c) Résoudre l’équation 𝑓𝑓 (𝑀𝑀) = 𝑆𝑆 d’inconnue 𝑀𝑀 ∈ 𝐸𝐸.
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EXERCICE 3

Partie I - Résultats préliminaires

Q15. Questions de cours
a) Donner le développement en série entière de cos 𝑥𝑥 et préciser le rayon de convergence

de cette série. Aucune justification n’est attendue dans la réponse.
b) Soit (𝑎𝑎𝑛𝑛) une suite réelle à termes positifs. La série

∑
(−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛 est appelée série alternée.

Énoncer le théorème de convergence des séries alternées.

Q16. Dans cette question, on va établir une propriété utile dans l’étude des séries alternées.

Soit (𝑎𝑎𝑛𝑛) une suite décroissante qui converge vers 0. On considère la série
∑
𝑛𝑛≥0

(−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛.

On note (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N la suite des sommes partielles de cette série. On a donc :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛∑

𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘

a) Montrer que (𝑆𝑆2𝑛𝑛+1)𝑛𝑛∈N et (𝑆𝑆2𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N sont deux suites adjacentes.
En déduire que :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑆𝑆2𝑛𝑛+1 ≤
+∞∑
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘 ≤ 𝑆𝑆2𝑛𝑛

b) Soit 𝑁𝑁 ∈ N, on note :

𝑅𝑅𝑁𝑁 =
+∞∑
𝑛𝑛=0

(−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛 − 𝑆𝑆𝑁𝑁 =
+∞∑

𝑛𝑛=𝑁𝑁+1
(−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛

Montrer que :
∀𝑁𝑁 ∈ N,

��𝑅𝑅𝑁𝑁

�� ≤ 𝑎𝑎𝑁𝑁+1

On pourra utiliser le résultat de la question Q16a et considérer les cas 𝑁𝑁 = 2𝑝𝑝, puis
𝑁𝑁 = 2𝑝𝑝 + 1 c’est-à-dire 𝑁𝑁 pair, puis 𝑁𝑁 impair.

On admet que si les hypothèses du théorème de convergence des séries alternées sont vérifiées à
partir d’un rang 𝑁𝑁0 avec 𝑁𝑁0 ∈ N, alors la suite des restes (𝑅𝑅𝑛𝑛) vérifie la propriété établie à la question
Q16b à partir du rang 𝑁𝑁0, c’est-à-dire :

∀𝑁𝑁 ∈ N, 𝑁𝑁 ≥ 𝑁𝑁0 =⇒
��𝑅𝑅𝑁𝑁

�� ≤ 𝑎𝑎𝑁𝑁+1
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On admet que si les hypothèses du théorème de convergence des séries alternées sont vérifiées à
partir d’un rang 𝑁𝑁0 avec 𝑁𝑁0 ∈ N, alors la suite des restes (𝑅𝑅𝑛𝑛) vérifie la propriété établie à la question
Q16b à partir du rang 𝑁𝑁0, c’est-à-dire :

∀𝑁𝑁 ∈ N, 𝑁𝑁 ≥ 𝑁𝑁0 =⇒
��𝑅𝑅𝑁𝑁

�� ≤ 𝑎𝑎𝑁𝑁+1
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Partie II - Étude d’une suite d’intégrales, calcul d’une intégrale généra-
lisée

On définit la suite d’intégrales (𝐼𝐼𝑛𝑛) telle que, pour 𝑛𝑛 ∈ N :

𝐼𝐼𝑛𝑛 =
∫ +∞

0
𝑡𝑡2𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑡𝑡

2/2𝑑𝑑𝑑𝑑

et on admet que 𝐼𝐼0 =

√
𝜋𝜋

2
.

On définit également pour tout 𝑥𝑥 réel l’intégrale généralisée :

𝐹𝐹 (𝑥𝑥) =
∫ +∞

0
𝑒𝑒−𝑡𝑡

2/2 cos(𝑥𝑥𝑥𝑥)d𝑡𝑡

Q17. a) Soit 𝑛𝑛 ∈ N fixé. Calculer :
lim
𝑡𝑡→+∞

𝑡𝑡2𝑛𝑛+2𝑒𝑒−𝑡𝑡
2/2

b) En déduire que pour tout 𝑛𝑛 ∈ N, l’intégrale 𝐼𝐼𝑛𝑛 converge.

Q18. a) Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ N∗, 𝐼𝐼𝑛𝑛 = (2𝑛𝑛 − 1)𝐼𝐼𝑛𝑛−1.
b) En déduire que pour tout 𝑛𝑛 ∈ N :

𝐼𝐼𝑛𝑛 =
(2𝑛𝑛)!
2𝑛𝑛𝑛𝑛!

√
𝜋𝜋

2

Q19. Montrer que pour tout 𝑥𝑥 ∈ R, l’intégrale généralisée 𝐹𝐹 (𝑥𝑥) est convergente.

Soit 𝑥𝑥 ∈ R fixé. On définit la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈N par :

∀𝑛𝑛 ∈ N, 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!

Q20. Montrer qu’il existe 𝑁𝑁0 ∈ N, tel que ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁0, 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 0.

On considère désormais la série alternée
∑
𝑛𝑛≥𝑁𝑁0

(−1)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑛𝑛.

Q21. À l’aide des résultats des questions Q16 et Q20, montrer que pour tout entier 𝑁𝑁 ≥ 𝑁𝑁0, on a :
�����

+∞∑
𝑛𝑛=𝑁𝑁+1

(−1)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑛𝑛

����� ≤
𝑥𝑥2𝑁𝑁+2

(2𝑁𝑁 + 2)!

Q22. À l’aide de la question Q21, établir que pour tout entier 𝑁𝑁 ≥ 𝑁𝑁0, on a :
�����𝐹𝐹 (𝑥𝑥) −

𝑁𝑁∑
𝑛𝑛=0

(−1)𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)! 𝐼𝐼𝑛𝑛

����� ≤
𝑥𝑥2𝑁𝑁+2

(2𝑁𝑁 + 2)!

∫ +∞

0
𝑡𝑡2𝑁𝑁+2𝑒𝑒−𝑡𝑡

2/2d𝑡𝑡

7/8



Q23. À l’aide des questions Q18 et Q22, montrer que :

∀𝑥𝑥 ∈ R, 𝐹𝐹 (𝑥𝑥) =
+∞∑
𝑛𝑛=0

(−1)𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)! 𝐼𝐼𝑛𝑛

Q24. Montrer que 𝐹𝐹 (𝑥𝑥) =
√

𝜋𝜋

2
𝑒𝑒−𝑥𝑥

2/2.

FIN

8/8

I
M

P
R

I
M

E
R

I
E

 N
A

T
I

O
N

A
L

E
  –

  2
5 

10
68

  –
  D

’a
p

rè
s 

d
o

cu
m

en
ts

 f
o

u
rn

is



SESSION 2026                                  MP1M1             
 
 
 

 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MP 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème. 
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EXERCICE I 

 
On considère deux tables : ELEVES et PAIEMENTS. La première contient des informations sur des 
élèves dans une grande école d’ingénieur et la deuxième permet d’identifier quels sont les 
paiements effectués par les élèves pour la scolarité dans cette école. 
 
La table ELEVES contient les attributs suivants : 
- id : identifiant d’un individu (entier), clé primaire ; 
- nom (chaîne de caractères) ; 
- prenom (chaîne de caractères) ; 
- email (chaîne de caractères) ; 
- promo : année d’admission dans l’école (int). 
 
La table PAIEMENTS contient les attributs suivants :  
- id : identifiant de suivi (entier), clé primaire ; 
- id_eleve : identifiant du client représenté par l’attribut id dans la table ELEVES (entier) ; 
- montant : montant payé en euros (entier) ; 
- date_paiement : date du paiement (chaîne de caractères). 
 
 
Q1.  Écrire une requête SQL affichant les emails différents (sans doublons) de tous les élèves qui 

ne sont pas de la promotion 2025. 
 
Q2.  Écrire une requête SQL affichant le nom, le prénom et le montant total payé pour chaque 

élève. Cette requête devra être triée par nom, puis prénom. 
 
Q3.  On souhaite trouver les doublons dans la table ELEVES. Écrire une requête SQL affichant 

les id et emails des élèves qui ont au moins deux lignes identiques dans la table ELEVES (à 
l’exception de l’attribut id). 

 
Q4.  Écrire une requête SQL affichant l’id des élèves n’ayant effectué aucun paiement. 
 

 
EXERCICE II 

 
Soit X  une variable aléatoire à valeurs dans .  
On note XG  la fonction génératrice de X  définie par : 

0

( ) ( ) n
X

n

nG t P X t
+∞

=

= =∑ . 

 
Q5.  Montrer que XG  est bien définie sur [ ]1,1− . 
 
Q6.  Si X  est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre 0,λ >  rappeler et 

démontrer l’expression de XG . 
 
Q7.  En utilisant un produit de Cauchy de deux séries entières, démontrer que si X  et Y sont 

deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans ,  alors on a : 
 

] [1,1 ( )) ( ), (X Y X YG t G t Gt t+− =∀ ∈ . 
 
Q8.  On suppose désormais que X  et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de 

paramètres respectifs λ  et µ . Déterminer la loi de Z X Y= + . 
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Soit X  une variable aléatoire à valeurs dans .  
On note XG  la fonction génératrice de X  définie par : 

0

( ) ( ) n
X

n

nG t P X t
+∞

=

= =∑ . 

 
Q5.  Montrer que XG  est bien définie sur [ ]1,1− . 
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PROBLÈME 
 
Les parties I et II de ce problème sont indépendantes mais les résultats seront utilisés pour la 
résolution de la partie III. 
 
 

Partie I - Calcul d’une intégrale 
 

Dans toute cette partie, on pose 2 2( ) e  ditxg x t
x t

+∞

−∞
=

+∫  pour tout 0x > . 

 
 
Q9.  Démontrer que g est bien définie sur ] [0,+∞ . 
 

Q10.  Pour tout 0x > , démontrer que 2
e( ) d

1

ixu
g x u

u

+∞

−∞
=

+∫ . 

 
En déduire que g est bornée sur ] [0,+∞ . 

 
Q11.  Démontrer que 

0
lim ( )

x
g x π

+→
= . 

 
Q12.  Démontrer que g est de classe 2C  sur ] [0,+∞ . 
 

Q13.  Calculer 
2 2

2 2 2 2 2 2
x x

tx x tx t
∂ ∂   + +  ∂ ∂  + 

 pour ] [( , ) 0,x t ∈ +∞ × . 

 
En déduire que g est solution de l’équation différentielle '' 0y y− = sur ] [0,+∞ . 

 
Q14.  Pour tout 0x > , déterminer une expression de ( )g x . 

 
 
 

Partie II - Formule sommatoire de Poisson 
 
Dans toute la suite, on pose : 

2
1 ,   ( )

1
t f t

t
∈ =

+
∀  , 

et 

 ( )
0 1

,     ( ) ( )
n n

x F x f x n f x n
+∞ +∞

= =

∀ ∈ = + + −∑ ∑ . 

 
Q15.  Démontrer que F  est bien définie sur   et 1 périodique. 

 
Q16.  Démontrer que F est continue sur [ ]0,1  et en déduire que F est continue sur  . 
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Pour toute fonction u  continue sur   et 1 périodique, on pose, pour tout k ∈ : 
 

1
2

0
(( )   d) i kt

k u t e tc u π−= ∫ . 

 

Q17.  Démontrer que 2)  ( ) ( di kt
kc F f t te π

+∞
−

−∞
= ∫  pour tout k ∈ . 

 

Q18.  Pour tout ,k n∈ , calculer la valeur de l’intégrale 
1

2 ( )

0
 di n k te tπ− +∫ . 

 
 

 
Partie III - Applications 

 

On rappelle les notations : ( )
0 1

,     ( ) ( )
n n

x F x f x n f x n
+∞ +∞

= =

∀ ∈ = + + −∑ ∑   et  2
1:

1
f t

t+
 . 

 
Q19.  Calculer 0( )c F . 

En utilisant les résultats des parties I et II, calculer ( )kc F  pour tout entier 0k > . 
 
On admettra que ( ) ( )k kc F c F− =  pour tout k ∈ . 

  

Q20.  On pose : ( ) 2 2

0 1

,   c ( ) e c ( ) ei nx i nx
n n

n n

x G x F Fπ π
+∞ +∞

−
−

= =

∀ ∈ = +∑ ∑ . 

 
Démontrer que G  est continue sur   et 1 périodique. 
 

 
On admet le résultat suivant : 
 

« Si u et v  sont deux fonctions continues sur  , 1 périodiques 
et vérifient ( ) ( )k kc u c v=  pour tout k ∈ , alors u v=  ». 

 
 

Q21.  Démontrer que F G= . 
 
Q22.  En déduire la valeur de ( )F x  pour tout x∈ . 
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Ce sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 
Soient a et b deux réels, ≠ 0a ,  

on considère la matrice 
+ 

 = + 
 + 

a b a a
A a a b a

a a a b
 et on note 

 
 =  
 
 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

J . 

 
Q1. Quel est le rang de la matrice J ? Diagonaliser la matrice J sans calculer de déterminant. On 

ne demande pas la matrice de passage. 
 
Q2. En déduire que la matrice A est semblable à une matrice diagonale que l’on précisera. 
 
Q3. Justifier, sans calculs, que le polynôme minimal de la matrice A est : ( )( 3 ).A X b X a bπ = − − −  
 
Q4. Déterminer les puissances successives de A par deux méthodes différentes :  

a) En déterminant le reste dans la division euclidienne de nX  par le polynôme 
π = − − −( )( 3 )A X b X a b . 

 On pourra laisser la réponse en fonction des matrices A et I. 
 Pour simplifier les calculs, on posera λ = +3a b  et on pourra laisser λ  dans la réponse. 
b) Calculer kJ  pour tout entier ≥1k , puis utiliser = +A aJ bI . 

On pourra laisser la réponse en fonction des matrices J et I (sans le signe somme). 
 

 
 
 

EXERCICE 2 
 
Dans cet exercice n est un entier naturel non nul. 
 
On note −

−= + + + +2 1
0 1 2 1... n

nP a a X a X a X  un polynôme de degré −1n  à coefficients réels. 
 

On note, pour 
 

∈ −0, 1k n , 
π

ω =
2i k
n

k e  les n racines n-ièmes de l’unité. 
 
Le but de l’exercice est de démontrer le résultat suivant : 

(*) le produit 1 2 1( ) ( )... ( )nP P Pω ω ω −  est un nombre réel. 
 
Q5. Exemple.  

 Si on note 
π

=
2
3

i

j e , déterminer ce que vaut + + 21 j j .  
 Choisir un polynôme de votre choix de degré 2 à coefficients réels tous non nuls et tous 

différents et vérifier le résultat (*). 
 

Q6. On note la matrice J de ( )n M  : 

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

0 1 . . 0 0
0 0 1 . . .
. 0 . . . .
. . . . . .
. . . . 0 1
1 0 . . 0 0

J   

 (chaque ligne et chaque colonne contient un et un seul 1). 
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 Démontrer que le polynôme caractéristique de la matrice J est χ = −1n
J X . 

Q7. On note 

− −

− − −

−

 
 
 
 

= ∈ 
 
 
  
 

0 1 2 2 1

1 0 1 3 2

2 3 4 0 1

1 2 3 1 0

.

.
. . . . . .
. . . . . .

.

.

n n

n n n

n

a a a a a
a a a a a

A

a a a a a
a a a a a

 ( )n M . 

  
 (les coefficients du polynôme P se trouvent sur la première ligne, puis sur les lignes suivantes 

avec un « décalage d’une case vers la droite »). 
 Comparer la matrice A et la matrice ( )P J  (on ne demande pas le détail des calculs). 
 
Q8. Diagonaliser la matrice J dans ( )n M  (on ne demande pas la matrice de passage), puis 

diagonaliser la matrice A dans ( )n M . 
 
Q9. En déduire le résultat (*). 
 
 
 

PROBLÈME 
 
Q10. Question de cours. 
 Si E est un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire  et de sa norme 

euclidienne associée notée , si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, on 
définit le projeté orthogonal sur F d’un vecteur x de E noté ( )Fp x  ainsi :  

 ( )Fp x  est l’unique vecteur de F vérifiant ⊥− ∈( )Fx p x F . 

a) Si ( )0 1 2, , ,..., ne e e e  est une base orthonormale de F, démontrer que 
=

= ∑
0

( )
n

F i i
i

p x x e e . 

b) Démontrer que pour tout vecteur x de E, ≤2 2( )Fp x x  et que 
=

≤∑ 2 2

0

n

i
i

x e x . 

 

Q11. Justifier que pour tout couple 2 ² ²( , ) :
2

a ba b ab +
∈ ≤ . 

 On note désormais [ ]= nF X , [ [= + ∞0,I  et E l’ensemble des fonctions continues de I 

dans  , telles que la fonction ( ) −


2( ) tt f t e  soit intégrable sur l’intervalle I. 

 Justifier que pour f et g dans E, la fonction −
 ( ) ( ) tt f t g t e  est intégrable sur l’intervalle I. 

 
Q12. Démontrer que E est un espace vectoriel et que l’on définit un produit scalaire sur E en posant : 

( ) +∞ −∀ ∈ = ∫2
0

, , ( ) ( ) dtf g E f g f t g t e t . 

 
Q13. On identifie [ ] X  et les fonctions polynomiales sur  . Justifier que F est un sous-espace 

vectoriel de E. 

 Ainsi , défini sur [ ] X , par ( ) [ ] +∞ −∀ ∈ = ∫

2
0

, , ( ) ( ) dtP Q X P Q P t Q t e t  est un produit 

scalaire sur [ ] X . 
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Q14. Pour tout ∈,n  on pose pour tout réel x, 

  −=( ) n x
nh x x e  et ( )−= =( )( ) ( )

! !

x x n
n n x

n n n
e e dL x h x x e
n n dx

.  

a) Calculer pour tout entier naturel ≤p n , ( )( )p
nh x .  

 Si <p n , que vaut ( )(0)p
nh  ? 

b) Démontrer que [ ]∈nL X , préciser son degré et son coefficient dominant. 
 

Q15. Soit g élément de [ ] X , exprimer ( )n
ng h  en fonction de 

+∞
∫ ( )

0
( ) ( )dn

ng t h t t , puis exprimer 

ng L  en fonction de 
+∞ −∫ ( )
0

( ) dn n tg t t e t . 

 
Q16. Si iL  et jL , avec <i j , sont deux éléments de F, déterminer i jL L . 
 

Q17. Calculer par des intégrations par parties, 
+∞ −∫ 0

dn tt e t , puis pour tout ∈,n  calculer n nL L . 

 
Q18. Que peut-on en conclure concernant la base ( )0 1 2, , ,..., nL L L L  de vecteurs de F ? 
 Exprimer, pour tout g élément de E, ( )FP g  dans cette base. 
 

Q19. Démontrer que la série 
≥
∑ 2

0
n

n
g L  converge et majorer 2

0
.n

n
g L

+∞

=
∑  

 

Q20. Pour α >
−1
2

, on pose α
α

−=( ) xg x e . 

 Vérifier que pour tout α ∈ , α ∈g E . 

 Démontrer que α α

+∞

=
=∑ 2 2

0
n

n
g L g . 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MPI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 1 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 

 
 

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème. 
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EXERCICE I 

 
On considère deux tables : ELEVES et PAIEMENTS. La première contient des informations sur des 
élèves dans une grande école d’ingénieur et la deuxième permet d’identifier quels sont les 
paiements effectués par les élèves pour la scolarité dans cette école. 
 
La table ELEVES contient les attributs suivants : 
- id : identifiant d’un individu (entier), clé primaire ; 
- nom (chaîne de caractères) ; 
- prenom (chaîne de caractères) ; 
- email (chaîne de caractères) ; 
- promo : année d’admission dans l’école (int). 
 
La table PAIEMENTS contient les attributs suivants :  
- id : identifiant de suivi (entier), clé primaire ; 
- id_eleve : identifiant du client représenté par l’attribut id dans la table ELEVES (entier) ; 
- montant : montant payé en euros (entier) ; 
- date_paiement : date du paiement (chaîne de caractères). 
 
 
Q1.  Écrire une requête SQL affichant les emails différents (sans doublons) de tous les élèves qui 

ne sont pas de la promotion 2025. 
 
Q2.  Écrire une requête SQL affichant le nom, le prénom et le montant total payé pour chaque 

élève. Cette requête devra être triée par nom, puis prénom. 
 
Q3.  On souhaite trouver les doublons dans la table ELEVES. Écrire une requête SQL affichant 

les id et emails des élèves qui ont au moins deux lignes identiques dans la table ELEVES (à 
l’exception de l’attribut id). 

 
Q4.  Écrire une requête SQL affichant l’id des élèves n’ayant effectué aucun paiement. 
 

 
EXERCICE II 

 
Soit X  une variable aléatoire à valeurs dans .  
On note XG  la fonction génératrice de X  définie par : 

0

( ) ( ) n
X

n

nG t P X t
+∞

=

= =∑ . 

 
Q5.  Montrer que XG  est bien définie sur [ ]1,1− . 
 
Q6.  Si X  est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre 0,λ >  rappeler et 

démontrer l’expression de XG . 
 
Q7.  En utilisant un produit de Cauchy de deux séries entières, démontrer que si X  et Y sont 

deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans ,  alors on a : 
 

] [1,1 ( )) ( ), (X Y X YG t G t Gt t+− =∀ ∈ . 
 
Q8.  On suppose désormais que X  et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de 

paramètres respectifs λ  et µ . Déterminer la loi de Z X Y= + . 
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( ) ( ) n
X

n
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+∞

=
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PROBLÈME 
 
Les parties I et II de ce problème sont indépendantes mais les résultats seront utilisés pour la 
résolution de la partie III. 
 
 

Partie I - Calcul d’une intégrale 
 

Dans toute cette partie, on pose 2 2( ) e  ditxg x t
x t

+∞

−∞
=

+∫  pour tout 0x > . 

 
 
Q9.  Démontrer que g est bien définie sur ] [0,+∞ . 
 

Q10.  Pour tout 0x > , démontrer que 2
e( ) d

1

ixu
g x u

u

+∞

−∞
=

+∫ . 

 
En déduire que g est bornée sur ] [0,+∞ . 

 
Q11.  Démontrer que 

0
lim ( )

x
g x π

+→
= . 

 
Q12.  Démontrer que g est de classe 2C  sur ] [0,+∞ . 
 

Q13.  Calculer 
2 2

2 2 2 2 2 2
x x

tx x tx t
∂ ∂   + +  ∂ ∂  + 

 pour ] [( , ) 0,x t ∈ +∞ × . 

 
En déduire que g est solution de l’équation différentielle '' 0y y− = sur ] [0,+∞ . 

 
Q14.  Pour tout 0x > , déterminer une expression de ( )g x . 

 
 
 

Partie II - Formule sommatoire de Poisson 
 
Dans toute la suite, on pose : 

2
1 ,   ( )

1
t f t

t
∈ =

+
∀  , 

et 

 ( )
0 1

,     ( ) ( )
n n

x F x f x n f x n
+∞ +∞

= =

∀ ∈ = + + −∑ ∑ . 

 
Q15.  Démontrer que F  est bien définie sur   et 1 périodique. 

 
Q16.  Démontrer que F est continue sur [ ]0,1  et en déduire que F est continue sur  . 
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Pour toute fonction u  continue sur   et 1 périodique, on pose, pour tout k ∈ : 
 

1
2

0
(( )   d) i kt

k u t e tc u π−= ∫ . 

 

Q17.  Démontrer que 2)  ( ) ( di kt
kc F f t te π

+∞
−

−∞
= ∫  pour tout k ∈ . 

 

Q18.  Pour tout ,k n∈ , calculer la valeur de l’intégrale 
1

2 ( )

0
 di n k te tπ− +∫ . 

 
 

 
Partie III - Applications 

 

On rappelle les notations : ( )
0 1

,     ( ) ( )
n n

x F x f x n f x n
+∞ +∞

= =

∀ ∈ = + + −∑ ∑   et  2
1:

1
f t

t+
 . 

 
Q19.  Calculer 0( )c F . 

En utilisant les résultats des parties I et II, calculer ( )kc F  pour tout entier 0k > . 
 
On admettra que ( ) ( )k kc F c F− =  pour tout k ∈ . 

  

Q20.  On pose : ( ) 2 2

0 1

,   c ( ) e c ( ) ei nx i nx
n n

n n

x G x F Fπ π
+∞ +∞

−
−

= =

∀ ∈ = +∑ ∑ . 

 
Démontrer que G  est continue sur   et 1 périodique. 
 

 
On admet le résultat suivant : 
 

« Si u et v  sont deux fonctions continues sur  , 1 périodiques 
et vérifient ( ) ( )k kc u c v=  pour tout k ∈ , alors u v=  ». 

 
 

Q21.  Démontrer que F G= . 
 
Q22.  En déduire la valeur de ( )F x  pour tout x∈ . 
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE MPI 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 2 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
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Les calculatrices sont interdites. 
 
 
 

Ce sujet est composé de deux exercices et d’un problème tous indépendants. 
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EXERCICE 1 
 
Soient a et b deux réels, ≠ 0a ,  

on considère la matrice 
+ 

 = + 
 + 

a b a a
A a a b a

a a a b
 et on note 

 
 =  
 
 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

J . 

 
Q1. Quel est le rang de la matrice J ? Diagonaliser la matrice J sans calculer de déterminant. On 

ne demande pas la matrice de passage. 
 
Q2. En déduire que la matrice A est semblable à une matrice diagonale que l’on précisera. 
 
Q3. Justifier, sans calculs, que le polynôme minimal de la matrice A est : ( )( 3 ).A X b X a bπ = − − −  
 
Q4. Déterminer les puissances successives de A par deux méthodes différentes :  

a) En déterminant le reste dans la division euclidienne de nX  par le polynôme 
π = − − −( )( 3 )A X b X a b . 

 On pourra laisser la réponse en fonction des matrices A et I. 
 Pour simplifier les calculs, on posera λ = +3a b  et on pourra laisser λ  dans la réponse. 
b) Calculer kJ  pour tout entier ≥1k , puis utiliser = +A aJ bI . 

On pourra laisser la réponse en fonction des matrices J et I (sans le signe somme). 
 

 
 
 

EXERCICE 2 
 
Dans cet exercice n est un entier naturel non nul. 
 
On note −

−= + + + +2 1
0 1 2 1... n

nP a a X a X a X  un polynôme de degré −1n  à coefficients réels. 
 

On note, pour 
 

∈ −0, 1k n , 
π

ω =
2i k
n

k e  les n racines n-ièmes de l’unité. 
 
Le but de l’exercice est de démontrer le résultat suivant : 

(*) le produit 1 2 1( ) ( )... ( )nP P Pω ω ω −  est un nombre réel. 
 
Q5. Exemple.  

 Si on note 
π

=
2
3

i

j e , déterminer ce que vaut + + 21 j j .  
 Choisir un polynôme de votre choix de degré 2 à coefficients réels tous non nuls et tous 

différents et vérifier le résultat (*). 
 

Q6. On note la matrice J de ( )n M  : 

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

0 1 . . 0 0
0 0 1 . . .
. 0 . . . .
. . . . . .
. . . . 0 1
1 0 . . 0 0

J   

 (chaque ligne et chaque colonne contient un et un seul 1). 
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 Démontrer que le polynôme caractéristique de la matrice J est χ = −1n
J X . 

Q7. On note 

− −

− − −

−

 
 
 
 

= ∈ 
 
 
  
 

0 1 2 2 1

1 0 1 3 2

2 3 4 0 1

1 2 3 1 0

.

.
. . . . . .
. . . . . .

.

.

n n

n n n

n

a a a a a
a a a a a

A

a a a a a
a a a a a

 ( )n M . 

  
 (les coefficients du polynôme P se trouvent sur la première ligne, puis sur les lignes suivantes 

avec un « décalage d’une case vers la droite »). 
 Comparer la matrice A et la matrice ( )P J  (on ne demande pas le détail des calculs). 
 
Q8. Diagonaliser la matrice J dans ( )n M  (on ne demande pas la matrice de passage), puis 

diagonaliser la matrice A dans ( )n M . 
 
Q9. En déduire le résultat (*). 
 
 
 

PROBLÈME 
 
Q10. Question de cours. 
 Si E est un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire  et de sa norme 

euclidienne associée notée , si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, on 
définit le projeté orthogonal sur F d’un vecteur x de E noté ( )Fp x  ainsi :  

 ( )Fp x  est l’unique vecteur de F vérifiant ⊥− ∈( )Fx p x F . 

a) Si ( )0 1 2, , ,..., ne e e e  est une base orthonormale de F, démontrer que 
=

= ∑
0

( )
n

F i i
i

p x x e e . 

b) Démontrer que pour tout vecteur x de E, ≤2 2( )Fp x x  et que 
=

≤∑ 2 2

0

n

i
i

x e x . 

 

Q11. Justifier que pour tout couple 2 ² ²( , ) :
2

a ba b ab +
∈ ≤ . 

 On note désormais [ ]= nF X , [ [= + ∞0,I  et E l’ensemble des fonctions continues de I 

dans  , telles que la fonction ( ) −


2( ) tt f t e  soit intégrable sur l’intervalle I. 

 Justifier que pour f et g dans E, la fonction −
 ( ) ( ) tt f t g t e  est intégrable sur l’intervalle I. 

 
Q12. Démontrer que E est un espace vectoriel et que l’on définit un produit scalaire sur E en posant : 

( ) +∞ −∀ ∈ = ∫2
0

, , ( ) ( ) dtf g E f g f t g t e t . 

 
Q13. On identifie [ ] X  et les fonctions polynomiales sur  . Justifier que F est un sous-espace 

vectoriel de E. 

 Ainsi , défini sur [ ] X , par ( ) [ ] +∞ −∀ ∈ = ∫

2
0

, , ( ) ( ) dtP Q X P Q P t Q t e t  est un produit 

scalaire sur [ ] X . 
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Q14. Pour tout ∈,n  on pose pour tout réel x,  

 −=( ) n x
nh x x e  et ( )−= =( )( ) ( )

! !

x x n
n n x

n n n
e e dL x h x x e
n n dx

.  

a) Calculer pour tout entier naturel ≤p n , ( )( )p
nh x .  

 Si <p n , que vaut ( )(0)p
nh  ? 

b) Démontrer que [ ]∈nL X , préciser son degré et son coefficient dominant. 
 

Q15. Soit g élément de [ ] X , exprimer ( )n
ng h  en fonction de 

+∞
∫ ( )

0
( ) ( )dn

ng t h t t , puis exprimer 

ng L  en fonction de 
+∞ −∫ ( )
0

( ) dn n tg t t e t . 

 
Q16. Si iL  et jL , avec <i j , sont deux éléments de F, déterminer i jL L . 
 

Q17. Calculer par des intégrations par parties, 
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∑  
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n

n
g L g . 

 
 

 
FIN 

I
M

P
R

I
M

E
R

I
E

 N
A

T
I

O
N

A
L

E
  –

  2
6 

10
34

  –
  D

’a
p

rè
s 

d
o

cu
m

en
ts

 f
o

u
rn

is



SESSION 2026                                  PSI1M            
 

 
 
 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PSI 
____________________ 
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Durée : 4 heures 
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème indépendants.
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EXERCICE 1

Un jeu de pile ou face

Préliminaires

Q1. On considère la fonction f : x �→ 1
1 − x

.

Montrer que pour tout k ∈ N, f est de classe C k sur ]−1, 1[, et que pour tout x ∈]−1, 1[,

f (k)(x) =
k!

(1 − x)k+1 .

Q2. Établir que : ∀k ∈ N, ∀x ∈] − 1, 1[,
+∞∑
n=k

n!
(n − k)!

xn−k =
k!

(1 − x)k+1 .

Étude d’un jeu de Pile ou Face
Soit p ∈]0, 1[. Deux joueurs effectuent des lancers indépendants d’unemême pièce. À chaque
lancer, la probabilité d’obtenir Pile est p. Le jeu se déroule de la manière suivante.

- Le joueur 1 effectue une succession de lancers et s’arrête lorsqu’il obtient Pile pour la
première fois.
On admettra qu’avec une probabilité de 1, le joueur obtient Pile après un nombre fini
de lancers.

- Le joueur 2 effectue ensuite le même nombre de lancers que le joueur 1 et compte le
nombre de fois où il a obtenu Pile.

On admet que l’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Ω,A, P).

- On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de lancers effectués par le
joueur 1.

- On note Y la variable aléatoire correspondant au nombre dePile obtenus par le joueur 2.

Q3. Préciser la loi de X.

Q4. Pour tout entier n ∈ N∗ et tout entier k ∈ N, calculer la probabilité de l’événement {Y = k}
sachant {X = n}, notée par la suite P(Y = k | X = n).

Q5. Pour tout entier k ∈ N, exprimer P(Y = k) en fonction des réels P(Y = k | X = n) et
P(X = n), pour n ∈ N∗.

Q6. Établir que : P(Y = 0) =
1 − p
2 − p

.

Q7. Établir que pour tout k ∈ N∗ : P(Y = k) =
(1 − p)k−1

(2 − p)k+1 .
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EXERCICE 2

Une caractérisation de la fonction Gamma

L’objet de cet exercice est l’étude d’une caractérisation de la fonction Gamma connue sous
le nom de théorème de Bohr-Mollerup.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant.

Lemme 1. Si g est une fonction convexe sur un intervalle I ⊂ R et a ∈ I, alors pour tous x, y
éléments de I \ {a} tels que x ⩽ y,

g(x) − g(a)
x − a

⩽
g(y) − g(a)

y − a
.

Dans cet exercice, nous cherchons à montrer que la seule fonction f : R∗+ → R∗+ qui vérifie :


∀x ∈ R∗+, f (x + 1) = x f (x)
f (1) = 1
ln ◦ f est une fonction convexe

(S )

est la fonction Γ, définie par :

∀x ∈ R∗+, Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

Existence : la fonction Γ vérifie (S )

Q8. Montrer que la fonction Γ est bien définie sur R∗+ et que Γ(x) > 0 pour tout x ∈ R∗+.
Q9. Montrer que Γ(x + 1) = x Γ(x) pour tout x ∈ R∗+.
Dans les questions Q10 à Q12, a et b désignent des réels vérifiant 0 < a < 1 < b et φ désigne
la fonction définie sur R∗+ par :

φ(t) =
{

ta−1 si t ∈ ]0, 1]
tb−1e−t si t ∈ ]1,+∞[

.

Q10. Établir que :
∀(x, t) ∈ [a, b] × R∗+, tx−1e−t ⩽ φ(t).

Q11. Pour k ∈ {0, 1, 2}, on définit la fonction ψk sur R∗+ par :

∀t ∈ R∗+, ψk(t) = | ln t|k φ(t).

Montrer que les fonctions ψk (k ∈ {0, 1, 2}) sont intégrables sur R∗+.
Q12. Déduire des deux questions précédentes que la fonction Γ est de classe C 2 sur R∗+.

Donner l’expression des deux fonctions Γ ′ et Γ ′′ sous une forme intégrale.
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Q13. Soient α, β ∈ R∗+ vérifiant α < β. Pour tout couple (u, v) de fonctions continues sur [α, β],
on pose :

〈u, v〉 =
∫ β

α

u(t)v(t) dt.

Montrer que 〈·, ·〉 définit un produit scalaire sur C 0([α, β]).
Q14. En utilisant la questionQ13 et en ayant recours à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, mon-

trer que :
∀x ∈ R∗+, (Γ ′(x))2 ⩽ Γ(x) Γ ′′(x).

En déduire que la fonction ln ◦Γ est convexe et conclure que Γ vérifie bien (S ).

Unicité
On suppose que f est une fonction de R∗+ dans R∗+ qui vérifie (S ). On introduit par ailleurs la
fonction g définie sur R∗+ par :

∀x ∈ R∗+, g(x) = ln( f (x)).

Q15. Montrer que si x ∈ R∗+ et n ∈ N, on a :

f (x + n) = x(x + 1) . . . (x + n − 1) f (x).

En déduire les valeurs de f (n + 1) et de g(n + 1).
Q16. Montrer que :

∀x ∈ R∗+, ∀n ∈ N, g(x + n + 1) = g(x) + ln
(
x(x + 1) . . . (x + n)

)
.

Q17. À l’aide du Lemme 1, justifier que :

∀x ∈]0, 1], ∀n ∈ N∗, g(n + 1) − g(n) ⩽
g(x + n + 1) − g(n + 1)

x
⩽ g(n + 2) − g(n + 1).

Q18. À l’aide des questions Q16 et Q17, établir que :

∀x ∈]0, 1], f (x) = lim
n→+∞

nx n!
x(x + 1) . . . (x + n)

. (1)

Q19. Déduire des questions Q14 et Q18 que pour tout x ∈]0, 1], f (x) = Γ(x).

Q20. En utilisant la question Q15, conclure que f = Γ.
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PROBLÈME

Étude d’une classe d’endomorphismes

Notations
Dans tout le problème, K désigne indifféremment R ou C et E est un K-espace vectoriel de
dimension n ⩾ 1.

On note L (E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Pour tout u ∈ L (E), par convention u0 = IdE et pour tout k ∈ N∗ on note :

uk = u ◦ u ◦ . . . ◦ u︸����������︷︷����������︸
k fois

.

Soient k ∈ N et F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels de E. Lorsque la somme F1 + . . . + Fk

est directe, on la note
k⊕

i=1

Fi. Par convention, si k = 0 (cas d’une somme vide), la somme

vaut {0}.

Pour tout p ∈ N∗, on note Mp(K) leK-espace vectoriel des matrices de taille p×p à coefficients
dansK etKp[X] leK-espace vectoriel des polynômes à coefficients dansK de degré inférieur
ou égal à p.

Soit u ∈ L (E). On admet que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe (p, q) ∈ N2 tels que p+2q = n et des sous-espaces vectoriels D1, . . . ,Dp, P1, . . . , Pq

de E stables par u, les Di étant de dimension 1 et les Pj de dimension 2, tels que :

E =
p⊕

i=1

Di ⊕
q⊕

j=1

Pj.

(ii) il existe (p, q) ∈ N2 tels que p + 2q = n et une base B de E dans laquelle la matrice de
u est diagonale par blocs avec des blocs de taille 1 ou 2. Autrement dit,

∃ (λ1, . . . , λp) ∈ Kp, ∃ (M1, . . . ,Mq) ∈ M2(K)q : MatB u =



λ1
. . . (0)
λp

M1

(0) . . .

Mq



.

Dans tout le problème, on note D l’ensemble des endomorphismes de E qui vérifient
(i) ou (ii).
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Objectif du problème
L’objet de ce problème est d’étudier quelques propriétés de l’ensembleD. Après avoir étudié
deux exemples dans la partie I, on étudie dans la partie II les endomorphismes nilpotents
de D. Dans la partie III, on démontre un critère d’appartenance à D faisant intervenir des
polynômes annulateurs.

Partie I - Deux exemples

Dans cette partie, on note E = K2[X]. On définit u, v ∈ L (E) par :

u : E −→ E
P �−→ X2P′′ + P′

et v : E −→ E
P �−→ P′

.

Étude de u

Q21. Écrire la matrice de u dans la base canonique de K2[X]. Est-elle diagonalisable?

Q22. Déterminer Ker u2 et justifier que Ker u2 est un sous-espace vectoriel stable par u.

Q23. Donner une base B de E dans laquelle :

MatB(u) =


2 0 0
0 0 1
0 0 0



et conclure que u ∈ D.

Étude de v

Q24. Donner la matrice de v dans la base canonique de K2[X].

Q25. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E de dimension 1 stables par v.

Q26. Montrer que K1[X] est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 2 stable par v.

Q27. En déduire que v � D.
Q28.D est-il un sous-espace vectoriel de L (E)?

Partie II - Le cas des endomorphismes nilpotents

Un endomorphisme u ∈ L (E) est dit nilpotent s’il existe k ∈ N∗ tel que uk = 0. Dans ce cas,
le plus petit entier naturel k vérifiant uk = 0 est appelé indice de nilpotence de u.

Dans la suite, on note N l’ensemble des endomorphismes de E nilpotents et on pose :

N2 = {u ∈ L (E) : u2 = 0}.

Dans toute cette partie, u ∈ N est un endomorphisme nilpotent d’indice k ∈ N∗ et de rang
r ∈ N.

On note J =
(
0 1
0 0

)
∈ M2(K).
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Cas n = 1

Q29. Que dire de u si dim E = 1?

Cas n = 2

On suppose dans ce cas que dim E = 2 et que u est non nul.

Q30. Soit x ∈ E tel que uk−1(x) � 0. Justifier que (uk−1(x), uk−2(x), . . . , u(x), x) est une famille
libre.

Q31. En déduire que k = 2, puis que u ∈ N2.

Cas général
E désigne maintenant un espace vectoriel de dimension n ⩾ 1.

Q32. Montrer que D∩N ⊂ N2.

Soit u ∈ N2.

Q33. Justifier que Im u ⊂ Ker u et que r ⩽ n − r.

Q34. Notons (e1, . . . , er) une base de Im u que l’on complète en une base (e1, . . . , en−r) de
Ker u. Soient f1, . . . , fr ∈ E tels que pour tout i ∈ �1, r�, u( fi) = ei.
Montrer que la famille (e1, . . . , en−r, f1, . . . , fr) est une base de E.

Q35. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme
diagonale par blocs : 

0n−2r

J (0)

(0) . . .
J


,

où 0n−2r désigne la matrice nulle de Mn−2r(K) et où les autres blocs diagonaux égaux
à J sont en nombre r.

Q36. En déduire que N2 = D∩N .

Partie III - Un critère d’appartenance à D

Dans toute cette partie, u ∈ L (E) est un endomorphisme quelconque.
On souhaite montrer que s’il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples
ou doubles, alors u ∈ D.
Q37. Soient a, b ∈ K, distincts. On définit :

φ : K1[X]2 −→ K3[X]
(A, B) �−→ (X − a)2A + (X − b)2B

.

Montrer que φ est un isomorphisme. En déduire l’existence d’un couple (A, B) ∈ K1[X]2

tel que :
(X − a)2A + (X − b)2B = 1.
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Q38. Justifier que pour tous a, b ∈ K distincts, Ker(u − a IdE)2 ∩ Ker(u − b IdE)2 = {0}.
Soient (p, q) ∈ N2 \ {(0, 0)} et (α1, . . . , αp) ∈ Kp et (β1, . . . , βq) ∈ Kq deux familles de sca-
laires telles que les α1, . . . , αp, β1, . . . , βq sont distincts. On notera que l’une des deux familles
(α1, . . . , αp) et (β1, . . . , βq) peut éventuellement être vide.

Q39. Justifier que la somme :
p⊕

i=1

Ker(u − αi IdE)

est directe.
Q40. Montrer que la somme :

p⊕
i=1

Ker(u − αi IdE) ⊕
q⊕

j=1

Ker(u − β j IdE)2

est directe.
On pourra procéder par récurrence sur q ∈ N.

Q41. Soit :
P =

p∏
i=1

(X − αi)
q∏

j=1

(X − β j)2 ∈ K[X]. (2)

Pour i ∈ �1, p� et j ∈ �1, q�, on note Pi,Qj et Rj les polynômes tels que :

P = (X − αi)Pi , P = (X − β j)Qj , P = (X − β j)2Rj.

Montrer que la famille B = (P1, . . . , Pp,Q1, . . . ,Qq,R1, . . . ,Rq) est libre. En déduire que
B est une base de Kp+2q−1[X].

On suppose à partir de maintenant que le polynôme P défini en (2) est annulateur de u.

Q42. En décomposant le polynôme constant égal à 1 sur la base B, justifier que :

E =
p⊕

i=1

Ker(u − αi IdE) ⊕
q⊕

j=1

Ker(u − β j IdE)2.

Q43. Conclure que u ∈ D.
On pourra utiliser le résultat de la question Q36.

FIN
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couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Réduction de matrices par blocs

Présentation générale

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ et une matrice A ∈ Mn(R) .

L’objectif de cet exercice est d’étudier les propriétés de certaines matrices par blocs de la forme :

M =
(
αA βA
γA δA

)
∈ M2n(R) avec (α, β, γ, δ) ∈ R4 .

On rappelle que les opérations sur les matrices par blocs s’effectuent de la même manière que sur
les matrices classiques du moment que les tailles des blocs sont compatibles. Par exemple, pour tout
élément (A1,1, A1,2, A2,1, A2,2, B1,1, B1,2, B2,1, B2,2) ∈ Mn(R)8, on a :

(
A1,1 A1,2
A2,1 A2,2

) (
B1,1 B1,2
B2,1 B2,2

)
=

(
A1,1B1,1 + A1,2B2,1 A1,1B1,2 + A1,2B2,2
A2,1B1,1 + A2,2B2,1 A2,1B1,2 + A2,2B2,2

)
.

On note In la matrice identité deMn(R) et On la matrice nulle deMn(R) .

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I - Étude d’une première forme

Dans cette partie, on étudie la matrice par blocs définie par :

M =
(
A A
A A

)
∈ M2n(R) .

I.1 - Étude d’un exemple

Dans cette sous-partie uniquement, on suppose que n = 2 et que :

A =
(
1 0
0 2

)
∈ M2(R) .

Q1. Justifier que la matrice M est diagonalisable.

Q2. Déterminer les valeurs propres de la matrice M .

Q3. Montrer que M est une matrice symétrique positive. Est-elle définie positive?

I.2 - Réduction de la matrice M

Dans cette sous-partie, on revient au cas général où l’entier n ∈ N∗ et la matrice A ∈ Mn(R) sont
quelconques. On considère la matrice :

P =
(

In In

−In In

)
∈ M2n(R) .

2/7



EXERCICE 1
Réduction de matrices par blocs

Présentation générale

Dans tout l’exercice, on considère un entier n ∈ N∗ et une matrice A ∈ Mn(R) .

L’objectif de cet exercice est d’étudier les propriétés de certaines matrices par blocs de la forme :

M =
(
αA βA
γA δA

)
∈ M2n(R) avec (α, β, γ, δ) ∈ R4 .

On rappelle que les opérations sur les matrices par blocs s’effectuent de la même manière que sur
les matrices classiques du moment que les tailles des blocs sont compatibles. Par exemple, pour tout
élément (A1,1, A1,2, A2,1, A2,2, B1,1, B1,2, B2,1, B2,2) ∈ Mn(R)8, on a :

(
A1,1 A1,2
A2,1 A2,2

) (
B1,1 B1,2
B2,1 B2,2

)
=

(
A1,1B1,1 + A1,2B2,1 A1,1B1,2 + A1,2B2,2
A2,1B1,1 + A2,2B2,1 A2,1B1,2 + A2,2B2,2

)
.

On note In la matrice identité deMn(R) et On la matrice nulle deMn(R) .

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I - Étude d’une première forme

Dans cette partie, on étudie la matrice par blocs définie par :

M =
(
A A
A A

)
∈ M2n(R) .

I.1 - Étude d’un exemple

Dans cette sous-partie uniquement, on suppose que n = 2 et que :

A =
(
1 0
0 2

)
∈ M2(R) .

Q1. Justifier que la matrice M est diagonalisable.

Q2. Déterminer les valeurs propres de la matrice M .

Q3. Montrer que M est une matrice symétrique positive. Est-elle définie positive?

I.2 - Réduction de la matrice M

Dans cette sous-partie, on revient au cas général où l’entier n ∈ N∗ et la matrice A ∈ Mn(R) sont
quelconques. On considère la matrice :

P =
(

In In

−In In

)
∈ M2n(R) .

2/7

Q4. Montrer que la matrice P est inversible et que :

P−1 =
1
2

(
In −In

In In

)
.

Q5. En utilisant la matrice P définie précédemment, montrer que M est semblable à la matrice :

D =
(
On On

On 2A

)
.

Q6. On note χA le polynôme caractéristique de A et χM le polynôme caractéristique de M .

Montrer pour tout λ ∈ R que χM(λ) = λn2nχA

(
λ

2

)
. En déduire le spectre de la matrice M en

fonction du spectre de A .

Q7. Soit un polynôme Q =
d∑

k=0

qkXk ∈ R[X] avec d ∈ N et (q0, . . . , qd) ∈ Rd+1 . Montrer que les deux

assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le polynôme Q est annulateur de la matrice A et on a Q(0) = 0 .

(ii) Le polynôme Q
(X

2

)
est annulateur de D .

Q8. En déduire que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Partie II - Étude d’une seconde forme

Dans cette partie, on étudie la matrice par blocs définie par :

M =
(

A A
On A

)
∈ M2n(R) .

Q9. Montrer que pour tout k ∈ N , on a :

Mk =

(
Ak kAk

On Ak

)
.

Q10. En déduire que pour tout polynôme Q ∈ R[X] , on a :

Q(M) =
(
Q(A) AQ′(A)
On Q(A)

)
.

Jusqu’à la fin de l’exercice, on suppose que la matrice M est diagonalisable et on note S ∈ R[X] un
polynôme annulateur de M scindé à racines simples sur R.

Q11. Établir que la matrice S ′(A) est diagonalisable, puis exprimer son spectre en fonction de celui de
la matrice A et du polynôme S ′ .

Q12. Montrer que S ′(A) est une matrice inversible. En déduire une condition nécessaire et suffisante
sur A pour que la matrice M soit diagonalisable.
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EXERCICE 2
Autour de la loi géométrique

Présentation générale

Dans cet exercice, on fixe un réel p ∈ ]0, 1[ et on note q = 1 − p . On considère une suite (Xk)k∈N∗ de
variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P) et suivant la loi
géométrique de paramètre p .

Pour tout n ∈ N∗ , on considère les variables aléatoires définies par :

S n =

n∑
k=1

Xk, Vn = max(X1, . . . , Xn) .

L’objectif de cet exercice est d’étudier les lois des variables aléatoires S n et Vn pour n ∈ N∗.

La partie I est indépendante des parties II et III. La partie III peut se traiter en admettant les résultats
de la partie II.

Partie I - Étude de la variable aléatoire Sn

Dans cette partie, on considère un entier n ∈ N∗ . Nous allons déterminer la loi de S n .

Q13. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire S n .

Q14. Rappeler l’espérance et la variance de la variable aléatoire X1 , puis déterminer l’espérance et
la variance de la variable aléatoire S n .

Soit Y une variable aléatoire sur Ω à valeurs dans N . On rappelle que la fonction génératrice d’une telle
variable aléatoire est la fonction d’une variable réelle définie par :

GY : t �→ E
(
tY
)
=

+∞∑
k=0

P(Y = k)tk .

Q15. Montrer que la série entière
∑
k⩾0

P(Y = k)tk a un rayon de convergence supérieur ou égal à 1 .

Q16. Soit t ∈ ] − 1, 1[. Exprimer GS n(t) en fonction de GX1 (t), . . . ,GXn(t), puis en déduire que :

GS n(t) =
(

pt
1 − qt

)n
.

Q17. Déterminer le développement en série entière de la fonction t �→ (pt)n(1 − qt)−n sur ] − 1, 1[ , puis
en déduire une expression de P(S n = k) pour tout entier k ∈ S n(Ω) .
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Partie II - Loi de la variable aléatoire Vn

Dans cette partie, nous allons déterminer la loi de Vn où n ∈ N∗ est un entier.

Q18. Montrer pour tout k ∈ N∗ que P(X1 > k) = qk .

Q19. En déduire pour tout k ∈ N∗ que P(Vn ⩽ k) =
(
1 − qk

)n
.

Les questions Q20 et Q21 peuvent se traiter de manière indépendante.

Q20. Montrer que Vn est d’espérance finie et que :

E(Vn) =
+∞∑
k=0

(
1 −
(
1 − qk

)n)
.

Q21. Déterminer la loi de la variable aléatoire Vn . On commencera par déterminer, pour tout k ∈ N∗,
une relation entre les évènements (Vn = k), (Vn ⩽ k) et (Vn ⩽ k − 1) .

Partie III - Équivalent de l’espérance de Vn

Dans cette partie, on considère un entier n ∈ N∗ . Nous allons déterminer un équivalent simple de
l’espérance de Vn lorsque n→ +∞ .

On considère la fonction φn : [0,+∞[→ R définie par φn : x �→ 1 −
(
1 − qx

)n
.

Q22. Montrer que la fonction φn est décroissante et intégrable sur [0,+∞[ .

Q23. En utilisant la méthode de comparaison série-intégrale, montrer que :
∫ +∞

0
φn(x) dx ⩽ E(Vn) ⩽ 1 +

∫ +∞
0
φn(x) dx .

Q24. En utilisant le changement de variable u = 1 − qx, montrer que l’intégrale
∫ 1

0

1 − un

1 − u
du converge

et que : ∫ 1

0

1 − un

1 − u
du = − ln(q)

∫ +∞
0
φn(x) dx .

Dans la suite, on admet que :
n∑

k=1

1
k
∼

n→+∞
ln(n) .

Cette relation admise pourra être utilisée librement dans la question suivante.

Q25. Déduire des questions précédentes un équivalent simple de E(Vn) lorsque n→ +∞ .
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EXERCICE 3
Résolution d’une équation différentielle non ordinaire

Présentation générale

Dans cet exercice, on considère un réel λ ∈ [−1, 1] . On souhaite déterminer les fonctions f : R → R
dérivables telles que :

∀x ∈ R , f ′(x) = f (λx) . (Eλ)

On note S λ l’ensemble des fonctions dérivables f : R→ R vérifiant l’équation (Eλ) .

Les trois parties de cet exercice peuvent se traiter de manière indépendante, à l’exception de la Q37
qui nécessite l’utilisation des résultats des parties II et III.

Partie I - Généralités

Q26. On note D(R,R) l’espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R . Montrer que Sλ est un
sous-espace vectoriel de D(R,R) .

Q27. Déterminer l’ensemble S1 .

Q28. Montrer que si f : R→ R est une fonction vérifiant (E0), alors f est une fonction affine. En déduire
l’ensemble S0 .

Q29. Montrer que si f : R→ R est une fonction vérifiant (E−1), alors la fonction f est deux fois dérivable
et on a f ′′ + f = 0. En déduire l’ensemble S−1 .

Partie II - Solutions développables en série entière

Dans cette partie, on suppose que λ � 0. Nous allons déterminer les solutions de (Eλ) développables
en série entière sur R .

Q30. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
n⩾0

λ
n(n−1)

2
xn

n!
.

Dans la suite de cette partie, on note φ : R → R la somme de la série entière étudiée dans la question
précédente.

Q31. Montrer que φ ∈ Sλ .

Dans la suite, on considère une suite (an)n∈N de nombres réels telle que la série entière
∑
n⩾0

anxn admet

un rayon de convergence infini. On note f : R→ R la somme de la série entière
∑
n⩾0

anxn .

Q32. Montrer que si f est solution de (Eλ), alors on a (n + 1)an+1 = λ
nan pour tout n ∈ N .

Q33. En déduire que f est solution de (Eλ) si et seulement si f ∈ Vect(φ).
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Partie III - Détermination de toutes les solutions

Dans cette partie, on suppose que λ � 0 et on considère une fonction f ∈ Sλ. Nous allons montrer que
la fonction f est développable en série entière sur R.

On admet et on pourra utiliser librement dans la suite la formule de Taylor suivante : si h : R → R est
une fonction de classe C∞ sur R, alors on a :

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, h(x) =
n∑

k=0

h(k)(0)
k!

xk +

∫ x

0

(x − t)n

n!
h(n+1)(t) dt.

Q34. Montrer par récurrence pour tout n ∈ N que f est Cn sur R et que :

∀t ∈ R, f (n)(t) = λ
n(n−1)

2 f
(
λnt
)
.

Dans la suite, on considère un réel a > 0 et un réel x ∈ [−a, a]. Pour tout n ∈ N, on définit la fonction :

gn : t �→ (x − t)n

n!
f (n+1)(t) .

Q35. Montrer que la suite de fonctions (gn)n∈N converge uniformément vers la fonction nulle sur [−a, a] .

Q36. Montrer que f est développable en série entière sur R .

Q37. Quelle est la dimension de l’espace vectoriel Sλ ?

FIN
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux problèmes indépendants.
Chaque problème est constitué de parties globalement indépendantes.
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PROBLÈME 1
Calcul d’une intégrale via les nombres complexes

Le but de ce problème est de calculer les intégrales du type :
∫ 2π

0

cos(nt)
a − cos(t)

dt

où a désigne un nombre réel tel que |a| > 1 et n un entier naturel.

Partie I - Lemme préliminaire

Soit a un nombre réel tel que |a| > 1.

Q1. Justifier qu’il existe deux nombres complexes α et β tels que pour tout nombre complexe z :

z2 − 2az + 1 = (z − α)(z − β) .

Q2. Vérifier que α + β = 2a et αβ = 1.

Q3. On suppose dans cette question que |α| ≥ 1 et |β| ≥ 1.Montrer que |α| = |β| = 1, puis que |a| ≤ 1 .

Q4. En déduire que |α| < 1 ou |β| < 1.

Q5. On suppose uniquement dans cette question que a = 2.
Donner la valeur de α et de β pour ce choix de a.

On supposera dans la suite |α| < 1. On rappelle que a est un nombre réel quelconque tel que |a| > 1.

Partie II - Calcul d’une intégrale

II.1 - Une première expression en série trigonométrique

Dans cette sous-partie, nous allons établir une première expression en série de f : t �→ 1
a − cos(t)

.

Q6. Vérifier que pour tout réel t, a − cos(t) � 0.

Q7. Montrer que la fonction f : t �→ 1
a − cos(t)

est continue, paire et 2π-périodique sur R.

Q8. Rappeler l’expression des coefficients de Fourier de f sous leur forme intégrale.
On ne cherchera pas à les calculer et on utilisera les notations usuelles (an)n≥0 et (bn)n≥1 pour
désigner les suites de ces coefficients.

Q9. Montrer que pour tout t ∈ R, on a :

f (t) =
+∞∑
n=0

an cos(nt) .
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II.2 - Une seconde expression en série trigonométrique

Dans cette sous-partie, nous allons établir une seconde expression en série de f : t �→ 1
a − cos(t)

.

Q10. Montrer l’égalité :

∀t ∈ R, 1
a − cos(t)

=
−2eit

(eit)2 − 2aeit + 1
.

Q11. En déduire que :

∀t ∈ R, 1
a − cos(t)

=
−2eit

(eit − α)(eit − β) ,

puis que :

∀t ∈ R, 1
a − cos(t)

=
2α

1 − α2

(
αe−it

1 − αe−it +
1

1 − αeit

)
.

Q12. Rappeler le rayon de convergence et la somme de la série
∑
n≥0

zn .

Q13. Montrer les égalités :

∀t ∈ R, αe−it

1 − αe−it +
1

1 − αeit =

+∞∑
n=0

αn+1e−i(n+1)t +

+∞∑
n=0

αneint = 1 + 2
+∞∑
n=1

αn cos(nt) .

Q14. En déduire l’expression : ∀t ∈ R, f (t) =
+∞∑
n=0

γn cos(nt)

avec
γn =

{
4αn+1/(1 − α2) si n ≥ 1
2α/(1 − α2) si n = 0

.

Q15. Justifier que
∑
n≥0

γn converge absolument.

II.3 - Conclusion

On pose pour tout n ∈ N, un = an − γn. On souhaite montrer que les suites (an)n≥0 et (γn)n≥0 coïncident.

Q16. Montrer que pour tout réel t : +∞∑
n=0

un cos(nt) = 0 .

Q17. Le but de cette question est de montrer que la série
∑
n≥0

un converge absolument.

a) Montrer que si une fonction périodique est de classe C1 sur R, alors sa fonction dérivée est
également périodique de même période sur R.

b) Montrer que f est une fonction de classe C2 sur R.

c) Par intégrations par parties successives, montrer que pour tout entier naturel n :

n2
∫ 2π

0
f (t) cos(nt) dt = −

∫ 2π

0
f ′′(t) cos(nt) dt .

d) Montrer que :
∀n ≥ 1, |an| ≤

1
n2 π

∫ 2π

0
| f ′′(t)| dt .

e) En déduire que la série
∑
n≥0

an converge absolument, puis que
∑
n≥0

un converge absolument.
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On admet le théorème suivant. Soit (un)n≥0 une suite telle que la série
∑
n≥0

un converge absolument et

telle que, pour tout réel t, on ait
∑
n≥0

un cos(nt) = 0. Alors, nécessairement, un = 0 pour tout n ∈ N.

On a montré dans les questions précédentes que les hypothèses de ce théorème étaient vérifiées.
Ainsi, on a démontré que pour tout entier naturel n, on a un = 0.

Q18. En déduire la formule suivante pour n ∈ N :
∫ 2π

0

cos(nt)
a − cos(t)

dt =
4παn+1

1 − α2 .

Q19. Calculer l’intégrale suivante : ∫ 2π

0

dt
2 − cos(t)

.

On pourra s’aider de la question Q5.

PROBLÈME 2
Matrices aléatoires

Notations et définitions
Dans ce problème :

- on noteM2(R) : l’espace vectoriel des matrices carrées réelles sur R d’ordre 2 ;
- on note S2(R) : le sous-espace vectoriel des matrices symétriques deM2(R) ;
- pour toute matrice A deM2(R), det(A), Tr(A) et A� désignent respectivement le déterminant, la
trace et la matrice transposée de A ;

- pour tout événement E de l’univers Ω, P(E) désigne la probabilité de E ;
- pour toute variable aléatoire X, E(X) et V(X) désignent respectivement l’espérance et la variance
de X ;

- si Π est un sous-espace vectoriel deM2(R) et A une matrice deM2(R), alors le réel positif
d(A,Π) = inf

B∈Π
‖A − B‖ désigne la distance de A à Π.

Soient X1, X2, X3 et X4 quatre variables aléatoires réelles discrètes sur un univers Ω. Toute matrice

de la forme Σ =
(
X1 X2
X3 X4

)
s’appelle une matrice aléatoire deM2(R).

Plus précisément, pour tout ω ∈ Ω, Σ(ω) =
(
X1(ω) X2(ω)
X3(ω) X4(ω)

)
.

Puisque Σ est aléatoire, la probabilité d’un événement relatif à Σ se définit naturellement par :

P(Σ ∈ K) = P
({ω ∈ Ω : Σ(ω) ∈ K})

où K ⊂ M2(R) est un ensemble de matrices.

Autrement dit, on mesure la probabilité des réalisations ω pour lesquelles la matrice Σ(ω) satisfait la
condition définissant l’ensemble K.
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Exemple

On s’intéresse à la probabilité que la matrice aléatoire Σ ne soit pas inversible. L’événement sur
l’univers Ω correspondant aux matrices non inversibles est {ω ∈ Ω : Σ(ω) n’est pas inversible}.
On suppose que :

- X1 et X2 sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes suivant unemême loi de Bernoulli
de paramètre p, où p est un réel de ]0, 1[ ;

- X3 et X4 sont deux variables aléatoires certaines avec X3(Ω) = {2} et X4(Ω) = {3}.

Dans cet exemple, la matrice aléatoire Σ =
(
X1 X2
X3 X4

)
peut prendre comme valeurs les matrices

suivantes : (
0 0
2 3

)
,

(
0 1
2 3

)
,

(
1 0
2 3

)
,

(
1 1
2 3

)
.

Parmi celles-ci, la seule matrice non inversible est
(
0 0
2 3

)
, ce qui correspond à [X1 = 0] et [X2 = 0].

La probabilité que la matrice Σ ne soit pas inversible est donc égale à P ([X1 = 0] ∩ [X2 = 0]) = (1− p)2.

Les parties de ce problème sont indépendantes et peuvent être traitées dans un ordre quelconque.
Les résultats de la partie I sont utiles pour la partie III.

Partie I - Généralités sur l’espace vectorielM2(R)

Soient A et B deux matrices carrées deM2(R). On définit le produit 〈A, B〉 par :

〈A, B〉 = Tr(AB�) .

Q20. Soient A =
(
a1 a2
a3 a4

)
et B =

(
b1 b2
b3 b4

)
deux matrices deM2(R) où pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4}, ai et bi

sont des réels. Vérifier que 〈A, B〉 =
4∑

k=1

akbk .

Q21. Montrer que 〈·, ·〉 définit bien un produit scalaire surM2(R).

La norme associée à ce produit scalaire est notée : ‖A‖ =
√

Tr(AA�) .

Q22. Soit A une matrice deM2(R). Vérifier que la matrice (A+A�)/2 est symétrique et que la matrice
(A − A�)/2 est antisymétrique. Montrer ensuite que ces deux matrices sont orthogonales pour
le produit scalaire 〈·, ·〉 .

Q23. Montrer que toute matrice A ∈ M2(R) est somme, d’une manière unique, d’une matrice
symétrique M et d’une matrice antisymétrique N, où M = (A + A�)/2 et préciser l’expression
de N en fonction de A.

Q24. Montrer que pour toute matrice A ∈ M2(R), on a l’égalité d(A,S2(R)) =
1
2
‖A − A�‖ .
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Partie II - Matrice de Rademacher

Soient X1 et Y1 deux variables aléatoires réelles définies sur un univers Ω telles que :
- X1 et Y1 suivent la même loi, appelée loi de Rademacher, définie par :

X1(Ω) = {−1; 1} et P(X1 = −1) = P(X1 = 1) =
1
2

;

- X1 et Y1 sont indépendantes.

On se propose d’étudier quelques propriétés de la matrice aléatoire Σ1 =

(
X1 0
1 Y1

)
.

On définit les deux variables aléatoires discrètes T1 et Z1 par :

T1 = Tr(Σ1) = X1 + Y1 , Z1 = det(Σ1) = X1Y1 .

Q25. Déterminer les valeurs de E(X1) et de V(X1).
Q26. Déterminer la loi de probabilité de T1. Calculer E(T1) et V(T1).

Q27. Déterminer la loi de probabilité de Z1. Calculer E(Z1) et V(Z1).

Partie III - Matrice géométrique

Soit p un réel dans ]0, 1[. Dans cette partie, X2 et Y2 sont deux variables aléatoires telles que :
- X2 et Y2 suivent une loi géométrique de paramètre p, c’est-à-dire :

X2(Ω) = N∗ et ∀k ∈ N∗, P(X2 = k) = p(1 − p)k−1 ;

- X2 et Y2 sont indépendantes.

On introduit la matrice aléatoire Σ2 définie par Σ2 =

(
0 X2 − Y2

X2 + Y2 0

)
.

De plus, on définit la variable aléatoire T2 par :

T2 = d(Σ2,S2(R)) .

Q28. Rappeler les valeurs de E(X2) et de V(X2).

Q29. Étude de d(Σ2,S2(R)).

a) À l’aide de la partie I, montrer que T2 = Y2
√

2 .

b) Calculer E(T2) et V(T2) .

Q30. Montrer que pour tout δ > 0, on a :

P

∣∣∣∣∣∣T2 −

√
2

p

∣∣∣∣∣∣ ≥ δ
 ≤ 2(1 − p)

δ2 p2 .

Q31. On choisit dans cette question p = 1/2.

a) Déterminer un δ > 0 tel que :

P
(∣∣∣∣T2 − 2

√
2
∣∣∣∣ ≥ δ
)
≤ 1

4
.

b) En déduire qu’avec une probabilité d’au moins 3/4, on a :
∣∣∣∣d(Σ2,S2(R)) − 2

√
2
∣∣∣∣ < 4 .
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Partie IV - Matrice de Poisson

Soient X3 et Y3 deux variables aléatoires telles que :
- X3 et Y3 suivent la loi de Poisson de paramètre λ > 0, c’est-à-dire :

X3(Ω) = N et ∀k ∈ N, P(X3 = k) = e−λ
λk

k!
;

- X3 et Y3 sont indépendantes.

On se propose d’étudier quelques propriétés de la matrice aléatoire Σ3 =

(
X3 0
1 Y3

)
.

Puisque le paramètre λ influence la loi de X3 et de Y3, il influence également la loi de Σ3.

On note alors Dλ l’événement : " la matrice Σ3 est une matrice diagonalisable dans R ".
On définit les deux variables aléatoires discrètes T3 et Z3 par :

T3 = Tr(Σ3) = X3 + Y3 , Z3 = det(Σ3) = X3Y3 .

Q32. Rappeler les valeurs de E(X3) et de V(X3).

Q33. Inversibilité de Σ3.

a) Démontrer que P(Z3 = 0) = 2 exp(−λ) − exp(−2λ) .

b) En déduire la probabilité que Σ3 soit inversible.
Q34. Loi de T3.

a) Montrer que T3(Ω) = N, puis que pour tout entier naturel n :

P(T3 = n) =
n∑

k=0

P(X3 = k)P(Y3 = n − k) .

b) En déduire que T3 suit une loi de Poisson dont on précisera le paramètre.

Q35. Valeurs propres et vecteurs propres de Σ3.

a) Vérifier que
(
X3 − Y3

1

)
est un vecteur propre de Σ3 et préciser la valeur propre associée.

b) Montrer que Y3 est une valeur propre de Σ3 et préciser un vecteur propre associé.

Q36. Diagonalisation de Σ3.

a) Montrer que P(X3 = Y3) =
+∞∑
k=0

P(X3 = k)2 .

b) Vérifier que Σ3 est diagonalisable dans R si et seulement si X3 � Y3 .

c) Montrer que :

P(Dλ) = 1 − e−2λ
+∞∑
k=0

λ2k

(k!)2 .

Q37. Approximation de
+∞∑
k=0

e−2

(k!)2 et de P(D1).

a) Écrire en Python une fonction Approx_Sum qui prend pour argument d’entrée un entier na-

turel N et renvoie
N∑

k=0

e−2

(k!)2 . On pourra utiliser les fonctions math.factorial() et math.exp().
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b) Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout x ≥ 0 :

exp(x) −
n∑

k=0

xk

k!
=

1
n!

∫ x

0
(x − t)n exp(t) dt .

c) En déduire l’inégalité suivante pour tout entier naturel n et pour tout x ≥ 0 :

exp(x) −
n∑

k=0

xk

k!
≤ xn+1

(n + 1)!
exp(x) .

d) Montrer que pour tout entier naturel n :
+∞∑

k=n+1

1
k!
≤ e

(n + 1)!
.

e) En déduire que pour tout entier naturel n :

0 ≤
+∞∑
k=0

e−2

(k!)2 −
n∑

k=0

e−2

(k!)2 ≤
e−1

(n + 1)!
.

f) On donne 100 e−1 ∈ [36, 37]. Déterminer un entier N0 tel que :
∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

e−2

(k!)2 −
N0∑

k=0

e−2

(k!)2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 10−2 .

Avec Python, on obtient pour ce N0 : print(Approx_Sum(N_0)) � 0, 31 .

g) Donner une approximation à 10−1 près de
+∞∑
k=0

e−2

(k!)2 , puis de P(D1).

h) Dans la question Q37 a), la fonction Approx_Sum fait appel à la fonction math.factorial().
Est-il judicieux d’appeler math.factorial() dans une boucle for?
On constate que cela ne pose pas de problème avec notre choix N0, pourquoi?

Q38. Étude d’une série entière.

a) Calculer le rayon de convergence de la série entière
∑
k≥0

xk

(k!)2 .

b) Montrer que x �→
+∞∑
k=0

xk

(k!)2 est continue sur R.

c) Montrer que g : λ �→ 1 − e−2λ
+∞∑
k=0

λ2k

(k!)2 est continue sur [0,+∞[.

Q39. Démontrer qu’il existe un réel strictement positif µ tel que les variables aléatoires
indépendantes X3 et Y3 suivent la loi de Poisson de paramètre µ et tel que la matrice(

X3 0
1 Y3

)

soit diagonalisable avec probabilité 1/2 .
Q40. Proposer une méthode numérique pertinente pour approcher µ. On ne la mettra pas enœuvre.

FIN
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ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE TPC 
____________________ 

 
MATHÉMATIQUES 

 
Durée : 4 heures 

____________________ 
 
 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

• Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

• Ne pas utiliser de correcteur. 
• Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation
des copies.
Les candidats sont invités à encadrer leurs réponses.
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EXERCICE 1

Dans tout l’exercice, on considère une urne contenant initialement une boule blanche et une boule
noire.
On se propose d’étudier le rang d’apparition de la première boule blanche selon différents protocoles
de tirages successifs dans l’urne. L’objectif est d’évaluer la probabilité de ne jamais obtenir de boule
blanche.

Dans les différents protocoles étudiés dans les parties I, II et III, l’expérience s’arrête lorsque l’on
obtient une boule blanche pour la première fois. On considère qu’il est possible de ne jamais obtenir
de boule blanche et d’effectuer une infinité de tirages.

Pour chaque protocole étudié, on note (Ω,P(Ω), 𝑃𝑃) l’univers probabilisé et 𝑋𝑋 la variable aléatoire
réelle définie sur Ω par 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 si on obtient pour la première fois une boule blanche au 𝑘𝑘𝑒𝑒 tirage et
𝑋𝑋 = 0 si on n’obtient jamais de boule blanche.
Pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on note 𝐵𝐵𝑛𝑛, 𝑁𝑁𝑛𝑛 et 𝐸𝐸𝑛𝑛 les évènements suivants :

• 𝐵𝐵𝑛𝑛 : “ on pioche une boule blanche au 𝑛𝑛𝑒𝑒 tirage ” ;
• 𝑁𝑁𝑛𝑛 : “ on pioche une boule noire au 𝑛𝑛𝑒𝑒 tirage ” ;
• 𝐸𝐸𝑛𝑛 : “ les 𝑛𝑛 premiers tirages ont eu lieu et n’ont donné que des boules noires ”.

Enfin, on note 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛).

Préliminaires

Dans la questionQ1, on établit un résultat utile pour les différentes études des protocoles des parties
I, II et III.

Q1. Soit 𝑛𝑛 ∈ N∗. On considère qu’on a effectué 𝑛𝑛 tirages successifs dans l’urne selon un protocole
non précisé.

a) Justifier que (𝑋𝑋 = 1, 𝑋𝑋 = 2, . . . , 𝑋𝑋 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛) forme un système complet d’évènements.
b) En déduire que pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul :

𝑛𝑛∑
𝑘𝑘=1

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = 1 − 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛).

c) Montrer que 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 0 si et seulement si lim
𝑛𝑛→+∞

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) = 0.

On pourra utiliser la propriété
+∞∑
𝑘𝑘=0

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = 1.

Partie I - Étude d’un premier protocole

Dans cette partie, on considère le protocole suivant :
• initialement l’urne contient une boule blanche et une boule noire ;
• on pioche une boule dans l’urne. Si la boule est blanche, on arrête le tirage. Sinon, on remet la
boule noire dans l’urne et on procède à un nouveau tirage ;

• on recommence jusqu’à l’obtention d’une boule blanche.

2/8



EXERCICE 1
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𝑛𝑛∑
𝑘𝑘=1

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = 1 − 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛).

c) Montrer que 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 0 si et seulement si lim
𝑛𝑛→+∞

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) = 0.

On pourra utiliser la propriété
+∞∑
𝑘𝑘=0

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) = 1.

Partie I - Étude d’un premier protocole

Dans cette partie, on considère le protocole suivant :
• initialement l’urne contient une boule blanche et une boule noire ;
• on pioche une boule dans l’urne. Si la boule est blanche, on arrête le tirage. Sinon, on remet la
boule noire dans l’urne et on procède à un nouveau tirage ;

• on recommence jusqu’à l’obtention d’une boule blanche.
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Q2. Montrer que 𝑋𝑋 suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre.

Q3. Que vaut 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) ?

Q4. Donner, sans justification, l’espérance et la variance d’une loi géométrique de paramètre 𝑝𝑝.
Calculer l’espérance et la variance de 𝑋𝑋 .

Partie II - Étude d’un deuxième protocole

Dans cette partie, on considère le protocole suivant :
• initialement l’urne contient une boule blanche et une boule noire ;
• on pioche une boule dans l’urne. Si la boule tirée est blanche, on arrête le tirage. Sinon, on remet
la boule noire dans l’urne, puis on multiplie par deux le nombre de boules noires présentes dans
l’urne après la remise de la boule noire ;

• on réitère l’étape décrite précédemment jusqu’à obtention d’une boule blanche.

Q5. a) Soit 𝑘𝑘 ∈ N∗. Déterminer la composition de l’urne juste avant d’effectuer le 𝑘𝑘-ème tirage.
b) Soit 𝑛𝑛 ∈ N∗. En exprimant 𝐸𝐸𝑛𝑛 en fonction de certains évènements 𝐵𝐵𝑖𝑖 ou 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑖𝑖 ∈ N∗, montrer

que :

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) =
𝑛𝑛−1∏
𝑖𝑖=0

2𝑖𝑖

1 + 2𝑖𝑖
.

Q6. a) Étudier la monotonie de la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛).
b) Démontrer que (𝑢𝑢𝑛𝑛) est bornée, puis qu’elle converge vers un réel ℓ. Préciser un enca-

drement de ℓ.
c) i) Donner un équivalent de ln(1 + 𝑥𝑥) en 0.

ii) Pour 𝑛𝑛 ∈ N∗, on pose 𝑣𝑣𝑛𝑛 = − ln(𝑢𝑢𝑛𝑛). Identifier 𝑣𝑣𝑛𝑛 comme la somme partielle d’une
série numérique à préciser. À l’aide de la question Q6.c).i), montrer la convergence
de la suite (𝑣𝑣𝑛𝑛).

iii) On rappelle que ℓ = lim𝑢𝑢𝑛𝑛. Déduire de Q6.c).ii) que ℓ ≠ 0.

Q7. À l’aide du préliminaire, montrer que 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) ≠ 0. Interpréter ce résultat.

Partie III - Étude d’un troisième protocole

Soit 𝑐𝑐 ∈ N∗. Dans cette partie, on considère le protocole suivant :
• initialement l’urne contient une boule blanche et une boule noire ;
• on pioche une boule dans l’urne. Si la boule tirée est blanche, on arrête le tirage. Sinon, on
remet la boule noire dans l’urne et on ajoute 𝑐𝑐 boules noires dans l’urne ;

• on réitère l’étape décrite précédemment jusqu’à obtention d’une boule blanche.
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Q8. Montrer que 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 3) = 1
4(2 + 𝑐𝑐) .

Q9. Démontrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ N∗, 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) =
𝑛𝑛−1∏
𝑘𝑘=0

1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘

2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘
.

Q10. On suppose dans cette question que 𝑐𝑐 = 1.
a) Expliciter et simplifier 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) pour tout entier 𝑛𝑛 ∈ N∗.
b) À l’aide du préliminaire, en déduire la valeur de 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0).
c) En remarquant que l’événement (𝑋𝑋 = 𝑛𝑛) = 𝐸𝐸𝑛𝑛−1 ∩ 𝐵𝐵𝑛𝑛, montrer que :

∀𝑛𝑛 ∈ N∗, 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑛𝑛) = 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) .

d) La variable aléatoire 𝑋𝑋 possède t-elle une espérance?

Q11. On suppose dans cette question que 𝑐𝑐 = 2.
a) Montrer qu’alors, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a :

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) =
(2𝑛𝑛)!
22𝑛𝑛𝑛𝑛!2

.

b) On admet qu’il existe une constante réelle 𝐾𝐾 telle que 𝑛𝑛! ∼ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑛𝑛+
1
2 𝑒𝑒−𝑛𝑛.

En déduire un équivalent de 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛), puis la limite de 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛).
c) À l’aide du préliminaire, conclure sur la valeur de 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0).

Q12. Dans cette question, 𝑐𝑐 est un entier naturel non nul quelconque.

a) Pour 𝑛𝑛 ∈ N∗, on pose 𝑆𝑆𝑛𝑛 = − ln(𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛)). Démontrer que : 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛−1∑
𝑘𝑘=0

ln
(
1 + 1

1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘

)
.

b) Étudier la convergence de (𝑆𝑆𝑛𝑛). Déterminer alors la valeur de 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0).
Ce résultat est-il cohérent avec les réponses obtenues pour les questions Q10 et Q11?

EXERCICE 2

Partie I - Décomposition en série de Fourier, calcul de sommes de sé-
ries numériques

Soit l’application 𝑓𝑓 , 2𝜋𝜋-périodique, définie sur [−𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋] par :

∀𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋], 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 | .

Q13. Donner l’allure de la représentation graphique de 𝑓𝑓 sur [−2𝜋𝜋𝜋 2𝜋𝜋].
La fonction 𝑓𝑓 est-elle paire? impaire?
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Q8. Montrer que 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 3) = 1
4(2 + 𝑐𝑐) .

Q9. Démontrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ N∗, 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) =
𝑛𝑛−1∏
𝑘𝑘=0
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a) Montrer qu’alors, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a :

𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛) =
(2𝑛𝑛)!
22𝑛𝑛𝑛𝑛!2
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b) On admet qu’il existe une constante réelle 𝐾𝐾 telle que 𝑛𝑛! ∼ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑛𝑛+
1
2 𝑒𝑒−𝑛𝑛.

En déduire un équivalent de 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛), puis la limite de 𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛).
c) À l’aide du préliminaire, conclure sur la valeur de 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0).

Q12. Dans cette question, 𝑐𝑐 est un entier naturel non nul quelconque.

a) Pour 𝑛𝑛 ∈ N∗, on pose 𝑆𝑆𝑛𝑛 = − ln(𝑃𝑃(𝐸𝐸𝑛𝑛)). Démontrer que : 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛−1∑
𝑘𝑘=0

ln
(
1 + 1

1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘

)
.

b) Étudier la convergence de (𝑆𝑆𝑛𝑛). Déterminer alors la valeur de 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0).
Ce résultat est-il cohérent avec les réponses obtenues pour les questions Q10 et Q11?

EXERCICE 2

Partie I - Décomposition en série de Fourier, calcul de sommes de sé-
ries numériques

Soit l’application 𝑓𝑓 , 2𝜋𝜋-périodique, définie sur [−𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋] par :

∀𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋], 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 | .

Q13. Donner l’allure de la représentation graphique de 𝑓𝑓 sur [−2𝜋𝜋𝜋 2𝜋𝜋].
La fonction 𝑓𝑓 est-elle paire? impaire?
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Q14. a) Soit 𝑛𝑛 ∈ N∗. Montrer que :
∫ 𝜋𝜋

−𝜋𝜋
|𝑥𝑥 | cos(𝑛𝑛𝑛𝑛)d𝑥𝑥 =

2
(
(−1)𝑛𝑛 − 1

)
𝑛𝑛2

.

b) Calculer les coefficients de la série de Fourier de la fonction 𝑓𝑓 .

Q15. Étudier la convergence de la série de Fourier de 𝑓𝑓 .

Dans la question suivante, on utilise la série de Fourier précédente pour calculer les sommes de trois
séries numériques. Il n’est pas demandé d’établir la convergence de ces séries.

Q16. On pose 𝑅𝑅 =
+∞∑
𝑛𝑛=1

1
𝑛𝑛2

, 𝑆𝑆 =
+∞∑
𝑛𝑛=0

1
(2𝑛𝑛 + 1)2 et 𝑇𝑇 =

+∞∑
𝑛𝑛=1

(−1)𝑛𝑛−1
𝑛𝑛2

.

a) En utilisant la valeur de la série de Fourier de 𝑓𝑓 en 𝑥𝑥 = 0, calculer 𝑆𝑆.
b) En distinguant dans l’expression de 𝑅𝑅 les termes d’indice pair et les termes d’indice

impair, exprimer 𝑅𝑅 en fonction de 𝑆𝑆 et calculer la valeur de 𝑅𝑅.
c) En distinguant les termes d’indice pair et les termes d’indice impair, exprimer 𝑇𝑇 en fonc-

tion de 𝑅𝑅 ou en fonction de 𝑅𝑅 et de 𝑆𝑆, et montrer que :

𝑇𝑇 =
+∞∑
𝑛𝑛=1

(−1)𝑛𝑛−1
𝑛𝑛2

=
𝜋𝜋2

12
.

Partie II - Application au calcul d’intégrales

Q17. a) Soient 𝑥𝑥 ∈ R+ et 𝑘𝑘 ∈ N∗. Montrer la convergence et calculer l’intégrale
∫ +∞

𝑥𝑥
e−𝑘𝑘𝑘𝑘 d𝑡𝑡.

b) Sans chercher à la calculer, justifier la convergence de l’intégrale
∫ +∞

0
ln

(
1 + e−𝑡𝑡

)
d𝑡𝑡.

Q18. Soient 𝑛𝑛 ∈ N∗ et 𝑡𝑡 ∈ R+.

a) Montrer que :
𝑛𝑛∑

𝑘𝑘=1

(−1)𝑘𝑘e−𝑘𝑘𝑘𝑘 = −e−𝑡𝑡
1 + e−𝑡𝑡

− (−1)𝑛𝑛+1 e
−(𝑛𝑛+1)𝑡𝑡

1 + e−𝑡𝑡
.

b) On pose ℎ𝑛𝑛 : 𝑥𝑥 ↦→
𝑛𝑛∑

𝑘𝑘=1

(−1)𝑘𝑘−1 e
−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘
. En intégrant l’égalité obtenue à la question Q18.a)

montrer que :

∀𝑥𝑥 ∈ R+, ℎ𝑛𝑛(𝑥𝑥) = ln
(
1 + e−𝑥𝑥

)
+ (−1)𝑛𝑛+1

∫ +∞

𝑥𝑥

e−(𝑛𝑛+1)𝑡𝑡 d𝑡𝑡
1 + e−𝑡𝑡

.

c) Prouver alors que :

∀𝑥𝑥 ∈ R+ ,
�� ln (

1 + e−𝑥𝑥
)
− ℎ𝑛𝑛(𝑥𝑥)

�� ⩽ e−𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛
.
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d) Montrer que :
�����
∫ +∞

0
ln

(
1 + e−𝑥𝑥

)
d𝑥𝑥 −

𝑛𝑛∑
𝑘𝑘=1

(−1)𝑘𝑘−1
𝑘𝑘2

����� ⩽
1
𝑛𝑛2

.

e) À l’aide des résultats de différentes questions, déterminer la valeur de
∫ +∞

0
ln

(
1 + e−𝑥𝑥

)
d𝑥𝑥 𝑥

Q19. En effectuant une intégration par parties et en utilisant Q18.e), montrer que :
∫ +∞

0

𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑥𝑥

1 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥
d𝑥𝑥 =

𝜋𝜋2

12
.

EXERCICE 3

Dans tout l’exercice, on considère un entier 𝑛𝑛 ≥ 2 et 𝐸𝐸 un espace vectoriel sur R, de dimension égale
à 𝑛𝑛.
On note 0𝐸𝐸 le vecteur nul de 𝐸𝐸 et 𝑖𝑖𝑖𝑖 l’application identité de 𝐸𝐸.
L’ensemble des endomorphismes de 𝐸𝐸 est noté L(𝐸𝐸).
Si 𝑓𝑓 est un endomorphisme de 𝐸𝐸, on note Im ( 𝑓𝑓 ) l’ensemble image de 𝑓𝑓 et ker( 𝑓𝑓 ) le noyau de 𝑓𝑓 .
On définit les itérés d’un endomorphisme 𝑓𝑓 par :

𝑓𝑓 0 = 𝑖𝑖𝑖𝑖 et ∀𝑘𝑘 ∈ N∗, 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1 = 𝑓𝑓 ◦ 𝑓𝑓 𝑘𝑘 = 𝑓𝑓 𝑘𝑘 ◦ 𝑓𝑓 𝑓

Partie I - Étude d’un cas particulier

Dans cette partie, 𝑛𝑛 = 3, 𝐸𝐸 = R3, 𝑓𝑓 est l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice :

𝐴𝐴 = ��
�

−1 3 1
1 −1 0
−4 6 1

��
�
.

On note B0 la base canonique de R3.

Q20. a) Déterminer une base de ker( 𝑓𝑓 ).
b) Les sous-espaces vectoriels ker( 𝑓𝑓 ) et Im ( 𝑓𝑓 ) sont-ils supplémentaires dans 𝐸𝐸 ?

Q21. Déterminer le spectre de 𝐴𝐴. La matrice 𝐴𝐴 est-elle diagonalisable?

Q22. On pose 𝑒𝑒′1 = (1, 1,−2) et 𝑒𝑒′2 = (2, 1, 0). Soit 𝑒𝑒′3 = (𝑎𝑎𝑎 0, 𝑏𝑏).
a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante, portant sur les réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏, pour que

la famille (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) soit une base de 𝐸𝐸.
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d) Montrer que :
�����
∫ +∞

0
ln

(
1 + e−𝑥𝑥

)
d𝑥𝑥 −

𝑛𝑛∑
𝑘𝑘=1

(−1)𝑘𝑘−1
𝑘𝑘2

����� ⩽
1
𝑛𝑛2

.

e) À l’aide des résultats de différentes questions, déterminer la valeur de
∫ +∞

0
ln

(
1 + e−𝑥𝑥

)
d𝑥𝑥 𝑥

Q19. En effectuant une intégration par parties et en utilisant Q18.e), montrer que :
∫ +∞

0

𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑥𝑥

1 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥
d𝑥𝑥 =

𝜋𝜋2

12
.

EXERCICE 3

Dans tout l’exercice, on considère un entier 𝑛𝑛 ≥ 2 et 𝐸𝐸 un espace vectoriel sur R, de dimension égale
à 𝑛𝑛.
On note 0𝐸𝐸 le vecteur nul de 𝐸𝐸 et 𝑖𝑖𝑖𝑖 l’application identité de 𝐸𝐸.
L’ensemble des endomorphismes de 𝐸𝐸 est noté L(𝐸𝐸).
Si 𝑓𝑓 est un endomorphisme de 𝐸𝐸, on note Im ( 𝑓𝑓 ) l’ensemble image de 𝑓𝑓 et ker( 𝑓𝑓 ) le noyau de 𝑓𝑓 .
On définit les itérés d’un endomorphisme 𝑓𝑓 par :

𝑓𝑓 0 = 𝑖𝑖𝑖𝑖 et ∀𝑘𝑘 ∈ N∗, 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1 = 𝑓𝑓 ◦ 𝑓𝑓 𝑘𝑘 = 𝑓𝑓 𝑘𝑘 ◦ 𝑓𝑓 𝑓

Partie I - Étude d’un cas particulier

Dans cette partie, 𝑛𝑛 = 3, 𝐸𝐸 = R3, 𝑓𝑓 est l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice :

𝐴𝐴 = ��
�

−1 3 1
1 −1 0
−4 6 1

��
�
.

On note B0 la base canonique de R3.

Q20. a) Déterminer une base de ker( 𝑓𝑓 ).
b) Les sous-espaces vectoriels ker( 𝑓𝑓 ) et Im ( 𝑓𝑓 ) sont-ils supplémentaires dans 𝐸𝐸 ?

Q21. Déterminer le spectre de 𝐴𝐴. La matrice 𝐴𝐴 est-elle diagonalisable?

Q22. On pose 𝑒𝑒′1 = (1, 1,−2) et 𝑒𝑒′2 = (2, 1, 0). Soit 𝑒𝑒′3 = (𝑎𝑎𝑎 0, 𝑏𝑏).
a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante, portant sur les réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏, pour que

la famille (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) soit une base de 𝐸𝐸.
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b) Déterminer 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏, tels que B′ = (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) soit une base de 𝐸𝐸 dans laquelle la matrice
de 𝑓𝑓 soit :

𝑇𝑇 = ��
�

0 1 1
0 0 0
0 0 −1

��
�
.

c) Calculer 𝑇𝑇2 et 𝑇𝑇3.
En déduire les différentes expressions de 𝑇𝑇 𝑝𝑝 en fonction de 𝑝𝑝, pour 𝑝𝑝 ∈ N.

Q23. Montrer que 𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 2) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 2).

Partie II - Suites des noyaux et des images des itérés de 𝒇𝒇

L’objectif de cette partie est de prouver que pour tout endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸, il existe un entier 𝑝𝑝
vérifiant : {

1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛
𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 𝑝𝑝) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 𝑝𝑝) .

Q24. On suppose, dans cette question seulement, que 𝑓𝑓 est un endomorphisme bijectif de 𝐸𝐸.
Que valent les ensembles ker( 𝑓𝑓 ) et Im ( 𝑓𝑓 ) dans ce cas?
Donner une valeur de 𝑝𝑝 ∈ N∗ assurant que 𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 𝑝𝑝) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 𝑝𝑝).

Dans toute la suite de la partie II, 𝑓𝑓 désigne désormais un endomorphisme de 𝐸𝐸 qui n’est pas bijectif.

Q25. Soit 𝑘𝑘 ∈ N.
a) Soit 𝑢𝑢 ∈ ker( 𝑓𝑓 𝑘𝑘). Montrer que 𝑢𝑢 ∈ ker( 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1).
b) Soit 𝑣𝑣 ∈ Im ( 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1). Montrer que 𝑣𝑣 ∈ Im ( 𝑓𝑓 𝑘𝑘).

On a donc établi que :

ker( 𝑓𝑓 𝑘𝑘) ⊂ ker( 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1) et Im ( 𝑓𝑓 𝑘𝑘+1) ⊂ Im ( 𝑓𝑓 𝑘𝑘) .

Q26. a) Montrer l’équivalence : ker( 𝑓𝑓 ) = ker( 𝑓𝑓 2) ⇐⇒ Im ( 𝑓𝑓 ) = Im ( 𝑓𝑓 2).
On pourra utiliser la formule du rang et procéder par double implication.

b) Dans cette question, on veut prouver l’équivalence :

𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 ) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 ) ⇐⇒ ker( 𝑓𝑓 ) = ker( 𝑓𝑓 2) .

i) On suppose que 𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 ) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 ).
Soit 𝑢𝑢 ∈ ker( 𝑓𝑓 2). Justifier l’existence de (𝑢𝑢0, 𝑢𝑢1) ∈ ker( 𝑓𝑓 ) × Im ( 𝑓𝑓 ), tel que 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢0+𝑢𝑢1.
Montrer alors que 𝑢𝑢 ∈ ker( 𝑓𝑓 ), puis que ker( 𝑓𝑓 ) = ker( 𝑓𝑓 2).

ii) On suppose maintenant que ker( 𝑓𝑓 ) = ker( 𝑓𝑓 2).
Déterminer alors ker( 𝑓𝑓 ) ∩ Im ( 𝑓𝑓 ), puis prouver la seconde implication.

iii) Conclure sur la preuve de l’équivalence demandée.
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Q27. Soit 𝑘𝑘 ∈ N, on note 𝑎𝑎𝑘𝑘 = dim(ker( 𝑓𝑓 𝑘𝑘)). Justifier que la suite (𝑎𝑎𝑘𝑘)𝑘𝑘∈N est croissante, puis qu’elle
converge.

La suite (𝑎𝑎𝑘𝑘)𝑘𝑘∈N étant une suite d’entiers croissante et majorée, elle est alors constante à partir d’un
certain rang, c’est-à-dire que :

∃𝑝𝑝 ∈ N∗, ∀𝑞𝑞 ∈ N∗, (𝑞𝑞 ≥ 𝑝𝑝 =⇒ 𝑎𝑎𝑞𝑞 = 𝑎𝑎𝑝𝑝 ) .

Q28. Montrer alors que :
∀𝑞𝑞 ∈ N∗,

(
𝑞𝑞 ≥ 𝑝𝑝 =⇒ ker( 𝑓𝑓 𝑞𝑞) = ker( 𝑓𝑓 𝑝𝑝)

)
.

Q29. En déduire que l’on a, pour l’entier 𝑝𝑝 défini plus haut, l’égalité 𝐸𝐸 = ker( 𝑓𝑓 𝑝𝑝) ⊕ Im ( 𝑓𝑓 𝑝𝑝).

FIN
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