SESSION 2000 MPO005

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n° 99-018 du 01.02.99.

Le probléme proposé a pour but la démonstration d’un théoréme relatif aux contractions d’un
espace de Banach et I’étude, grice a ce théoréme, d’une équation fonctionnelle.

Si X et Y sont des ensembles, ¥ * désigne I’ensemble des applications de X dans Y.
Si X est un ensemble non vide, 4., désigne la norme de la convergence uniforme sur I’espace

vectoriel des applications bornées de X dansR : . V__(f) = sup({'f(x)|:x € X})
I. Convergence uniforme dans C([O,l],R)

Soit (f,, )ne . une suite de Cauchy, pour A, , de C([O,l],R).

1. Montrer que, pour tout x €[0,1], ( fn(x)) _ converge. Soit f la limite simple de la suite

ne .~
(f” )ne N’

2. Montrer que f est bornée et que N, (fn - f) - 0.

1—> o0

3. Justifier que (C([0,1],R), A.) est un espace de Banach.

4. Soit (un )” la suite de C([0,1], R) définie par : u,(x) =e¥ pour tout x € [0,1].

€N
Montrer que, pour tout x € [0,1], (un()c))”E ., converge. La suite (u, )HGN est-elle de Cauchy

pour A ?

. . PP X
5. Soit (v” )neN la suite de C([0,1], R) définie par : v, (x) = -‘-0 e' dr pour tout x €[0,1].

Montrer que (v” ), converge uniformément sur [0,1] vers un élément vde C ([0,1], R).

1€ N
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II. Théoreme du point fixe de Banach

Soit (E” ”) un espace de Banach réel, soit A un sous-ensemble fermé non vide de E et soit T € A4

vérifiant : il existe o € [O,l[ tel que HT(x) - T(y)" < oc“x - yU pour tout (x,y) e A? (on dit que T est
contractante ou encore que T est une contraction).

1. Soit (x, y) e A% tel que : T(x) = x,T(y) = y. Montrer que x=y.

2. Soit a € A, on définit (a,,) par: ag=a, a,.,=1(a,).

ne N

n

<o

2.1 Montrer que:

a —aOH. En déduire que si (n,p)e NxN on a:

p-l1
<ol S0 |
i=0

Ayl — 4y

ar1+p —day

2.2 Montrer que (a " )ne ,; €st convergente et que sa limite est élément de A.

2.3 Montrer que T posseéde un unique point fixe qui est la limite de (an )ne . On établit

ainsi le théoréme du point fixe de Banach « Toute contraction T d’un fermé non vide A
d’un espace de Banach posséde un point fixe unique, de plus si ae A, la suite

(a,, )ne . définie par ay =a, a,,, = T(a”) , converge vers ce point fixe ».

3. On suppose que A= E , soit alors, U € EE définie par: U(x)=x+T(x).
3.1 Montrer que U est une bijection continue de E sur E.

3.2 Montrer que, pour tout (x,y)e E* on a: “U‘l(x)—U—l(y)“S(l—a)—lnx—y” (U est
donc un homéomorphisme de E sur F).

4. Soit L(E) = {V e EE:(Viinéaire) et (V continue)}, on note encore V| = sup({"V(x)" Al < 1})
{a norme subordonnée de V (V € J(E)) ; soit I I’identité de E.

4.1 Soit V € L(E) telle que |V| < 1, montrer que V est contractante.

4.2 Soit (Vn )MGN une suite de L(E) et soit V e L(E) tels que : ”V,, H <1 pour tout n €N,
vi<t, v, -v| - o.
n—>+oo



Soit ye E alors, d’aprés 3. 1+V, et I+V sont des isomorphismes de E ; on peut
donc  définir (x”)neN=((1 +V,,)-](y)) et x=(I+V)™'(y), montrer que:
ne N

ey = o

(on aura intérét a écrire : V(x)-V,(x,) = (V(x) - V,,(x)) + (Vn (x—x, )) ).

III. Etude d’une transformation de I’ensemble C([0,1],R).

Soit (p:[O,l]X[O,l]XR — R, ondira que ¢ estde type # si:

¢ est continue et, il existe r € R, tel que ’on ait :

l@(x, ¥,2) = @(x, y,27)| < rlz = 2’| pour tout (x,y,2,2") € [0,1]x[0,1]]x R x R.

1. Montrer que s’il  existe (‘}‘,M)e C! (R3,R)XR+ tel que: ¢ =\P‘ [0.1]x[0,1]x R et

oY

0z

(x.y.2)

< M pour tout (x,y,z) € [O,I]X[O,l] x R, alors ¢ estde type Z.

2. On suppose que @ est de type Z.

2.1

2.2

2.3

24

Soit u € C([0,1],R), montrer que pour tout x €[0,1] : (y - (p(x,y,u(y))) e C([0.1].R).

Montrer que I’on peut définir T, : C([0,1],R) = R®" par :
1
(To@)0) = [ olx.y.u()dy.
Montrer que, pour tout u € C([O,l], R), Ty(w) e C([O,l], R).

Montrer que I’on a :
N, (T(p (1)) — T(p(uz)) <r JVoo(ul — i, ) pour tout (ul ,uz) € (C([O,l],R))z.

On définit, pour A €R, S(QM:C([O,I], R) = C([0.1 Ry par: S, ,y(1) = u+ X Ty ().

11 ) ,
On suppose r >0, montrer que I'ona: A e }— —;7[: S(p) st un homéomorphisme

de (C([0,1],R), A7) sur lui méme.

Tournez la page S.V.P.



3. Soit pe C[0.1]°,R), soit ¢:[01]x[0]]xR—>R définie par: @(x,y,2)=H(x,y)z; on
supposera WL # 0.

31

3.2

Montrer que @ est de type 7 et que si A € ]— I/JVOO (u),l//Voo (u)[, ona: Sy est
un isomorphisme de (C([0,1],R), L), sur lui méme.

Soit (M")nEN une suite de C([O,I]Z,R), telle que : /Vw(un —},L) — 0. On note ” ”w

1-—>+o0

la norme subordonnée, associée a A, définie sur J(C([O,l],R)). Si ((pn)”eN est la

suite de  C([0,1]x[0,1]]xR,R) définie par (pn(x,y,z)=un(x,y)z montrer que :

IV. Etude d’une application

]
On considere I’équation intégrale de Fredholm : (£) w(x) = x + -[0 sin(xy) w(y)dy .

Une solution de (E) (s’il en existe) est donc un élément w de RO tel que, pour tout x € [0,1], on

ait : w(x) = x+J

1

Osin(xy)w( y)dy . On s’intéresse a la résolution de (E) dans C ([0,1], R).

1. Montrer, en utilisant III) que (E) posséde une solution unique w € C ([0,1], R).

n (_ 1)i+l

2. Soit, (Vn ),,E .- 18 suite de C([O,l]2 ,R) définie par : v, (x,y) = 2——(x y)2-t,

= (2i - 1)!

1
Pour n € N on définit I’équation intégrale (E,,) par: w,(x) = x+JOvn(x,y) w,(y)dy .

2.1

2.2

2.3

24

Montrer que (£, ) posseéde une solution unique w; € C([O,l], R) et expliciter wy.

Montrer que, pour tout n>2, la résolution de (E,)se raméne a celle d’un systeme
linéaire que I’on explicitera.

Montrer, en utilisant III.3) que, si n>2, (E,) possede une solution unique
w, € C(0,1]]R). (on aura intérét 2 montrer que: —1e€ -1/ AL (v,). Y/ N (vn)[
sin=2).

Montrer que JVDO(WH —w) = 0.

n—s-+oo
Fin de I’énoncé

IMPRIMERIE NATIONALE. — D'aprés documents fournis.



SESSION 2000 MP007

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n°99-018 du 01.02.99.

Préambule

Dans ce probléme, on se propose d’étudier des familles de matrices que I’on rencontre lors de la
résolution numérique de problémes relatifs a des équations aux dérivées partielles de type
elliptique par des méthodes de différences finies.

Matrices irréductibles - Matrices a diagonales faiblement ou fortement dominantes.

Notations :
Dans tout le probléme, on suppose que N est un entier supérieur ou égal a 2.
My (R) est I'ensemble des matrices carrées réelles & N lignes et N colonnes, M ~n.p(R)

I’ensemble des matrices réelles a N lignes et P colonnes.

Iy est la matrice unité de My (R). Sy (R) est I'ensemble des matrices symétriques a N lignes et

N colonnes. Si Ae My (R), (Ae Sy (R) & ‘A= A).

Si A appartient 2 M), (R) on pourra écrire A =(aij) i=1,.,N j=1,..,N.

a;; étant ’élément de la i-éme ligne et de la j-éme colonne de A.

2
(u,v) — (u’ V)N de (RN) dans R désigne le produit scalaire euclidien canonique de R". On

identifiera R" et My | (R) et pour A€ My (R), ve My ;(R) on écrira par exemple (Av ’v)N le
produit scalaire des éléments de R correspondants : on a donc, en raison de I’identification
(Av[v)N ='vAv.

Wy est ’ensemble des N premiers entiers strictement positifs.

Rappel : une matrice réelle symétrique est dite positive (définie positive) si ses valeurs propres
sont positives (strictement positives).

Tournez la page S.V.P.
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Définition 1 :
Soient (e,,ez,...,eN) la base canonique de R" et ¢ une permutation de I’ensemble {1,2,...,N }
On appellera matrice de permutation FP; associée a ©, la matrice Fy de My (R) telle que

Pse; = eg(;)- Alors Py = (Bic(j)) ol §;; est le symbole de Kronecker.

Définition 2 :

Soit Ae My (R). On dit qu'une matrice A=(q;) est irréductible si pour tout couple (S, 7) de
parties de Wy telles que SNT=@0 et SUT =W, il existe un élément a; #0 avec i€ S et
jeT.

Dans le cas contraire on dira que A est réductible.

Définition 3 :

Ae MyR) A= (a,-j) est a diagonale faiblement dominante si :

N
1) pour tout indice i € Wy, laiil 2 ZIaU|
Jj=1
Jj#i
N
2) pour au moins un indice i € Wy, ‘ai,-‘ > 2'%“

J=1
Jj#i

Définition 4 :

N
Ae My (R) est adiagonale fortement dominante si, pour tout indice i € Wy, ‘aii| > Z|a,-j|

J=1
Jj#i

I Premiére partie |

Question 1-1

a) Soient ¢ et ¢’ deux permutations de I’ensemble W), .
a.1) Montrer que PgFPy = Pyyr .

a.2) Montrer que F; est inversible et que Fy = P ..

a.3) Montrer que P;' =P,



Ab) Soit Ae My (R) et P, e My (R) la matrice associée a la permutation ¢. On définit

B=P;'AP, =(b;). Exprimer b; & l'aide de o.

¢) Montrer que A€ My (R) est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de matrice de

permutation Fy telle que Py ]APO soit de la forme :

. F 0
Ps'APy = o o

ou F et H sont des matrices appartenant respectivement 3 Mp(R) et My_p(R) et O une
matrice dont tous les éléments sont nuls.

Question 1-2
Soit C e My (R) tell C r
t =
a) Soi € My (R) telle que G H
My_p(R) et sont inversibles. Résoudre le systéme linéaire CX =U ou X € MNJ (R) est la

matrice des inconnues et U € M), ;(R) est donnée. On utilisera pour cela une décomposition

J ol F et H appartiennent respectivement 2 Mp (R) et

U, X,
convenable de X et de U en blocs U = , X = .
U, X,

b) On suppose que Ae My (R) est réductible. Proposer une méthode de résolution du systéme
AX =U.

Question 1-3

On veut montrer que Ae My (R) est irréductible si et seulement si la propriété (P) suivante est
vérifiée :
P pour tout couple (i, j) d’indices distincts de Wy, a;; # 0 ou alors il existe un entier s

et des indices i1,iy,..., i, tels que le produit a;; a;; ...a; ; a

. . SOl 1.
i, @i j soitnon nu

a) Etablir que la condition est suffisante.

b) On suppose maintenant que A€ My (R) est irréductible. Pour chaque indice i € Wy, on
définit X; comme 1’ensemble des indices j de W), tels que :

D j#i
2) soit a;; #0

soit il existe ij,..,i tels que le produit a; a

iir @ a; ; soit différent de O.
14102 s 5]

ls_]l

Montrer que X; = Wy \{i} et en déduire que la condition est nécessaire.
Tournez la page S.V.P.



Question 1-4

Le concept d’irréductibilité peut étre illustré graphiquement.
Soit Ae My (R), A=(a,-j) et {P, } i EW} un ensemble de N points distincts du plan. Pour

.. 2 N . .
chaque couple (z, ]) € (WN) tel que a; #0, on trace une fleche allant du point P vers le point
P;.Si a;; et a;; sont non nuls, il y aura une fléche du point F; vers le point P; et une autre de

P; vers F.Si a; #0 on pourra tracer une boucle allant de F; vers lui-méme.

P;

F
#0

i

a..
aU¢0 etaﬁ¢0 u
On associe ainsi a chaque matrice ce que I’on appelle un graphe orienté.

En étudiant les graphes associés aux deux matrices suivantes :

01 0 1 {11
1 01 0

0 01
1 0 0 1

donner une interprétation graphique du caractere réductible ou irréductible de chacune d’elles.

ﬁ)euxiéme partie J

Question 2-1
Soit Ae My (R) a diagonale fortement dominante; soit U e MN,](R) tel que AU =0
!

gorey

U=|: ; soit i, un indice tel que ’ui‘ = max{‘u1 u N]} En considérant la i-éme ligne du

Uy
produit AU montrer que 1’on a nécessairement U = 0. Que peut-on en déduire pour det A ?

Question 2-2
On suppose que A € My, (R) est irréductible et & diagonale faiblement dominante.

a) Montrer qu’alors pour tout indice i € Wy, Ia,-i’ >0.



b) Montrer que det A # 0. Pour cela, on raisonnera comme dans la question 2-1 et on montrera
d’abord que si AU =0, tous les éléments de la matrice colonne U sont nécessairement €gaux

en valeur absolue.

Question 2-3

a) Si A€ Sy (R) est une matrice dont les éléments diagonaux sont =0 et si, de plus, elle est a
diagonale faiblement dominante, montrer que toutes les valeurs propres de A sont 20.

b) Si, de plus, A est irréductible ou inversible, on montrera que toutes les valeurs propres de A sont
strictement positives.

|Tr0isiéme partie ~|

Définition 5 :
Une matrice A € Sy (R) est une L-matrice si :
1) pour tout indice i e Wy, ,ona a; >0

2 L
2) pour tout couple d’indices (i,j) € (WN) telsque i# j,ona a; <0

Définition 6 :
Une matrice A € S5y (R) est une S-matrice si :
1) A est définie positive,

2 -
2) pour tout couple d’indices (i,j) € (WN) telsque i# j,ona a; <0

Définition 7 :
Une matrice A € Sy (R) est une M-matrice si :

2 L
1) pour tout couple d’indices (i,j) € (WN) telsque i# j,ona g; <0,
2) A est inversible,
3) tous les éléments de A7 sont 20.

Question 3-1

a) Soit A € Sy (R) définie positive, montrer qu’alors a; >0 pour tout indice i € Wy . En déduire
que A€ Sy (R) est une S-matrice si et seulement si A est une L-matrice définie positive.

b) Montrer que toute M-matrice est une L-matrice.

Tournez la page S.V.P.



¢) Montrer que si A € Sy (R) est une L-matrice
1) irréductible,
2) a diagonale faiblement dominante,
alors A est une S-matrice.

Question 3-2

Le spectre de Q est, par définition, ’ensemble des valeurs propres réelles ou complexes de Q.

5p(Q) = {\ € C/det(Q - AT )=0}. On appelle alors rayon spectral de Q, S(Q) = maxé?»l).
reSplQ

a) Si Qe M ~ (R), montrer que la série Z Qk est convergente si et seulement si S (Q) <l1.
k20

On admettra I’équivalence : Q" —0& S (Q) <l1.

Dans toute la suite de la question 3-2, on considére une L-matrice A d’ordre N et D la matrice
diagonale ayant la méme diagonale que A, donc définie par :

2 .
Pour tout couple d'indices (i , j) € (WN) telsquei# j,onad; =0

Pour tout indice i e Wy, onad; =q;

Soit C = (c,-j) appartenant 3 My (R), telle que A=D-C et soit B= D7'C (on justifiera

I’existence de D_l).
On suppose que S(B)<1.

-1
b) Justifier le fait que Iy — B est inversible et montrer que tous les éléments de (I N~ B) sont
positifs ou nuls.

c) Montrer que A est inversible et que A est une M-matrice.

Question 3-3

Si D est une matrice diagonale 2 coefficients diagonaux strictement positifs, on définit DY? et

1

D% matrices diagonales dont les éléments diagonaux sont respectivement /d;; et —\/= pour
‘ i

tout indice i e Wy .

Soit A une M-matrice.
A
On définit D, C, B comme a la question précédente et AeMy(R) par

A A A
A=DV2AD™? =1, ~D2CcD'? ¢t Be My (R) par B=D"?BD™2.



A
a) Montrer que A est une M-matrice et que :

N1 AN! A AN\2 AN ANl Ayt
(A) =(1N—Bj =1N+B+(B) +....+(Bj +(1N—-B) (B) pour tout entier m

strictement positif.

A

A m
b) Soit G,, € My (R) définie par: G, =1y +B+....+(B) . Montrer que tous les éléments de

m

G,, sont positifs et majorés indépendamment de m.

¢) En déduire que S(B) <1.

Question 3-4

Soit A € Sy (R) une S-matrice.
On utilise les mémes notations qu’en 3-2 et 3-3.

. : - -1
a) Montrer que A est inversible et que A = (I N~ B) D™
b) On veut maintenant montrer que S(B) <1 ce qui suffira pour établir que toute S-matrice est une

M-matrice.

A
bl) Montrer que A est définie positive.
b2) En supposant S(B) =1, montrer que 1’on est conduit & une contradiction et que
donc toute S-matrice est une M-matrice. On admettra que si Q € MN (R) a tous

ses €léments positifs ou nuls, alors, il existe p € Sp(Q) telque u=3S (Q) .

Fin de I’énoncé.



SESSION 2000 PSI005

4

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES
L

EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n°® 99-018 du 01.02.99.

But du probléeme

Dans la partie I, on étudie les solutions d’une équation différentielle

(E) y"-ay=f(x),
solutions vérifiant en outre des conditions aux limites.

Dans la partie II, on introduit une fonction K de deux variables, fonction qui est définie comme
somme d’une série.

Dans la partie III, a chaque fonction f continue impaire 27-périodique sur R, on associe une
fonction h grace a la relation

h(x) = an(x,t)f(t)dt

et on étudie quelques propriétés de la fonction ainsi obtenue.

PARTIE 1

Lorsque p € N, on désigne par ¥ P( [0,7], R) le R-espace vectoriel des applications de classe ¥ i
de [0,7] dans R.
Lorsque e R et fe ¥ 0( [0,7], R) on considére I’équation différentielle :
(E) y"-ay=f(x).
On désigne par :
. %E) I’ensemble des solutions réelles sur I’intervalle [0,7] de I’équation différentielle (E) ;

(¢]
o« & (E) ’ensemble des fonctions F appartenant a %E) et vérifiant en outre :
F)=F(n)=0.

1.1/ On suppose, dans cette question, que f est la fonction nulle.

o
1.1.1/ Déterminer I’ensemble . (E) lorsque a = 0.

Tournez la page S.V.P.
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1.1.2/ Déterminer I’ensemble & O(E) (selon la valeur de w € Ri)

[.1.2.1/ lorsque a = a)2,
1.1.2.2/ lorsque @ = -0,

1.2./ On suppose, dans cette question, que o = 0.

1.2.1/ Déterminer ’ensemble & 0(E)

1.2.1.1/ lorsque fix) = cos x,
1.2.1.2/ lorsque fix) = sin (nx) (ol n désigne un entier naturel non nul fixé).

1.2.2/ On suppose que flx) =|cos x|.
1.2.2.1/ Déterminer ’ensemble . S(E).

0 2
1.2.2.2/ Montrer que S (E) contient un seul élément, (seule fonction F de classe ¥

sur [0,71] telle que pour tout x€ [0,7]; F”(x)=|cosx| et F(0)=F(nm)=0);
expliciter F(x) et indiquer I’allure de son graphe.

1.3/ On suppose toujours que « = 0 et on désigne par f une fonction queléonque appartenant a
o

£ (10,1, R).

Montrer que F € 4 (E) si et seulement si il existe (A,B) € R? tel que pour tout

x € [0,7] onait : '

F(x)=f:[j:f(t)dz] du+ Ax+B.

En déduire que pour tout f € ¥ o( [0,7], R) I’ensemble & 0(E) contient un seul élément que I’on
notera F.

(o]
Dans toute la suite de cette partie, on désigne par ¢ 1’application de ¥ ([0,7], R) dans lui méme
qui & f associe 1’élément F) unique solution sur I'intervalle [0,77] de I’équation différentielle :

(E) y"=flx)

vérifiant en outre y(0) = y(7) = 0.

1.4/ Vérifier que ¢ est un endomorphisme de ¥ 0( [0,7], R).

1.5/ L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? surjectif ?

1.6/ Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme ¢.

L7/ Pour tout x € [0,7] on désigne par T, I’ensemble des couples (¢, u) € R? tels que0<t<u<ux

1.7.1/ Représenter I’ensemble T, dans le plan euclidien pour un x fixé, (0 <x < 7).

1.7.2/ Justifier les égalités suivantes, pour x € [0,7] et fe ¥ o( [0,7],R):

[l rct) au dt=j0‘[f:f(z) dt] du=[(e~1) f(2)dt.



1.7.3/ Soient fe & °([0,1, R) et Fi= ¢ (f).
1.7.3.1/ Montrer qu’il existe § € R (B que I’on explicitera) tel que pour tout x € [0,7] on

ait 'égalité : Fy(x)= [(x—1) f(t)de+Bx[(m—1)f(t)dt.
1.7.3.2/ En déduire qu’il existe Y€ R (Y que I’on explicitera) tel que pour tout x € [0,7]
on ait I'égalité : Fi(x)= y[ J:t(n—- x)f(t)dt + j:'x(n—z )(t )dt} .

PARTIE II.

Etude d’une fonction de deux variables

») =§ sin( nx);in( ny)

n=l n

Pour (x, y) € R’ on note K(x, , lorsque la série converge.

I1.1/ Montrer que la fonction K est définie sur R%.
I1.2/ Soit y un réel fixé, étudier la continuité de I’application x — K(x, y).
I1.3/ Développement en série de Fourier d’une fonction E, .
On considére un nombre réel x fixé, x € [0, 7] et on désigne par E, I’application de R dans R
2n-périodique et impaire, définie sur [0, 7] par:
E.(t) =t(m-x) lorsque 0 <t <x
et
E,(t) = x(m-t) lorsque x £t < 7.
I1.3.1/ Indiquer ’allure du graphe de ¢ +> E, () sur l'intervalle [-7z, 7] (pour un x fixé,
x € 10,7 ) ; justifier la convergence de la série de Fourier réelle de E, et préciser sa somme.

(Rappel : la série de Fourier réelle de E; est : Do 4 Zan cos(nt)+b,, sin(nt)
n21

. _iqm _1 .
ol a,= 7t_“_nEx(t)cos(nt)dt et b, = nanx(t)szn(nt)dt

sont les coefficients de Fourier réels de E,)

I1.3.2/ Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction E,.
I1.3.3/ Exprimer K(x, ) en fonction de E,(f) pourx € [0, 7] et t € [0, n].

IL.4/ On considére les sous-ensembles suivants de R” :

le carré C ensemble des couples (x,7) € [O,n]x [O,n],

le triangle U ensemble des couples (x,t) € C telsque 0 <t<x< 7,
le triangle U ensemble des couples (x,t) € C telsque 0<t<x<.

I1.4.1/ Déduire de I1.3.3 I’existence d’un minimum et d’un maximum pour la fonction X sur le
carré C et préciser la valeur du minimum.
I1.4.2/ La fonction K posséde-t-elle un maximum relatif sur le triangle U ?
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11.4.3/ Etudier les extremums de la fonction K sur I’ensemble U \ U (bords du triangle de U ).
11.4.4/ En déduire la valeur du maximum de X sur le carré C .

[1.4.5/ Si 6 € R on note I's ’ensemble des (x,f) € C tels que K(x,)) = 6,
(I's est laligne de niveau &).

Représenter (sur un méme croquis) I’ensemble C, I et la ligne I's passant par le point (1 , 1].
4 4

PARTIE III

Dans cette partie on désigne par :

L zn le R-espace vectoriel des applications continues, impaires 27-périodiques de R dans R.

nx )sin( ny )
3 .

n

. . ) =35 sin(
e K lafonction introduite dans la partie I | K(x, y)= Z
=1

A toute fonction f appartenant ézn on associe la fonction h = y(f) définie sur R par
n
Wx)=["  K(ur) flo)ar.
-

III.1/ Vérifier que si fe ]n etsi h = y(f) alors lafonction & est impaire, 27-périodique.

Justifier I’égalité

h(x)=2_[: K(x,) f(e)dr.

I11.2/ Déduire de 11.3.3 et de la partie I que si f€ »Zn alors les fonctions h =y () et F} = ¢(f) sont

proportionnelles sur [0, 7] ; en déduire que h est de classe ¥ 2 sur 10, 7f et qu’elle vérifie les

relations :
( pour tout x € 10, 7{
1 K'(x) = -mfix)
L h(0) = h(m) = 0. .
IL.3/ En utilisant (en particulier) I'imparité de fet de h, montrer que h est de classe ¥ 2 sur R.

Dans toute la suite de cette partie, pour chaque application g 27-périodique, continue par morceaux
de R dans R, on désigne par a,(g) et b,(g) les coefficients de Fourier réels de g :

17 17 .
pour tout n . aplg)=—| g(t)cos(nt)dt, by(g)=— sin(nt )dt.
tout ne N: ap(g) ”I_n (1 )cos(nt )dt, bp(g) nj_ng(t) (nt )dt

Soient désormais f€ .Z,; et h=y(f).
I11.4/ Etablir une relation entre b,(h) et by(h”) pour n e N*.



n1 n21 R

2
II1.5/ Justifier la convergence de la série Z(bn (r ))2 (respectivement 2 s (4f)) ) et exprimer

N}

n=1 n

l
—

n

too 2
(b, (r ))2 [respectivement Z (i"(—i»—] en fonction d’une intégrale.

I11.6/ Etablir I’'inégalité :
2

2
n 2 (7
Io (h(x) dxs 7 Io (£(x)) dx.
II1.7/ Soit D= {(x,y) € R?/-m<x<met -w< y < m}.On considére I’intégrale double :
J(f)= ” K(xy) f(x) f(y) dx dy.

I.7.1/ Exprimer J(f) en fonction de I'intégrale '[0 f(x) h(x)dx

2
T
I11.7.2/ Exprimer J(f) en fonction de I’intégrale IO (h'(x)) dx
I11.7.3/ Montrer que :

0<J(f <2nj (x) ,

I11.7.4/ Déterminer les fonctions f€ Zn telles que :

2
= 2nf:( £(x) dx

Fin de ’énoncé
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES
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EPREUVE SPECIFIQUE-FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n°® 99-018 du 01.02.99.

Une feuille de papier millimétré devra étre distribuée avec le sujet.

Le probléme est consacré a 1'étude des courbes dites "courbes de Bézier", du nom de l'ingénieur
frangais Bézier, I'un des créateurs, dans les années 1960, de cet outil trés répandu aujourdhui dans
l'industrie automobile et plus généralement dans le vaste domaine d'applications que constitue la
conception assistée par ordinateurs (CAO).

Notations utilisées dans le probléme et quelques rappels

N désigne I'ensemble des entiers naturels, R le corps des réels. Les notations usuelles en découlent

pour les ensembles construits 2 partir de ceux-1a. Par exemple, N désigne lensemble des. m“
naturels non nuls, R, I'ensemble des réels positifs ou nuls, etc.

Dans tout le probléme, le plan vectoriel réel R? est muni de la base canonique (7 (-' ]) :
i= (L0)
j=1)

Chaque vecteur u € R? s'identifie ainsi au couple de ses coordonnées dans la base canonique.

Un point de vue différent mais cohérent avec ce qui préceéde permet que les éléments de R? soient
parfois appelés points, I'ensemble R? étant alors muni de sa structure de plan affine et repéré par le
repére canonique (0,7, ]), odt 0= (0,0). Tout point du plan s'identifie alors au couple de ses
coordonnées dans ce repere. On pourra ainsi écrire simplement : '

M=(xy)
pour exprimer que les coordonnées du point M dans le repére canonique sont (x, y).

Etant donné deux points M et N, on posera N ~M = MN . Cette écriture est cohérente avec les
conventions précédentes, comme le montre la relation existante entre les coordonnées du vecteur -

MN et celles des points M et N.
De fagon équivalente, on pourra écrire :

N=M+MN.
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Plus généralement, si n désigne un entier naturel non nul, (A;,...,A,,) une famille de  scalaires et
(P1 ,...,P,,) une famille de n points, I'expression AP, + A, P,+..+A, P, désignera le point (ou, selon
le contexte, le vecteur) dont les coordonnées sont données conformément a cette expression.

n
En particulier, si le n-uplet (A,,...,A,) vérifie 2}”" =1, l'expression A P;+A,P,+..+A,P,
k=1
désigne le barycentre des points (P] yeos By ) affectés respectivement des poids (?»,,.. " ?»,,).

Le candidat remarquera qu'avec ces conventions, la propriété d'associativité du barycentre
s'exprime d'une fagon trés simple et naturelle.

Pour tout entier n, on note L, I'ensemble des n-uplets de points du plan.
Autrement dit, L, = (R2 )"
On ne fera pas de différence entre L, et le plan R%.

Par ailleurs, on note A I'ensemble des courbes paramétrées ¢ de la forme
c:[o1]- R?

£ (x{t) y(¢))

avec x et y fonctions continues du paramétre ¢ € [0,1].

On définit par récurrence une suite (B, )n <N d'applications en posant : *

1) B, est I'application de L; dans A qui a tout point P € L, associe la courbe paramétrée constante
(de trajectoire réduite a un point)
B,(P):[01]- R?

t—> P

2) Pour tout n>1, B, est I'unique application de I'ensemble L, ; dans I'ensemble A qui satisfasse
la relation

V(Py,P,,....P,)e L, Vte [01]
By (P, P BN = (=108, s (o, B Brc Y4 1B,y P B

L'arc paramétré
B,(P,....P,): [01]— R?
t+> B, (Py,...P, Xt)

est appelé la courbe de Bézier associée aux (n +1) péles Py, Py,...,P,.

Afin d'alléger la notation, pour toute famille FeL,,,, la courbe de Bézier associée aux (n +1)
poles F sera le plus souvent notée B, r ou méme B.

De fagon générale, et sauf mention explicite du contraire dans 1'énoncé, on ne fera pas appel aux
coordonnées des points.



PARTIE 1

L.L1/Cas n=1.
Soit F=(Py,P))eL,.

1.1.1/ Exprimer, en fonction du paramétre ¢ et des points Py et Py, le point courant de la courbe

de Bézier associée 2 la famille F, c'est-3-dire le point Bg(t)= B, (t).
1.1.2/ Quelle est la trajectoire de I'arc paramétré B ?

L2/Cas n=2.
Soit F=(Py,P;, P,)eL,.

1
L.2.1/ Soit, pour i €{0,1}, Q; le milieu de F; etP;,;. Montrer que BF(E) est le milieu de

Oy et Q.
1.2.2/ Déterminer Br(0) et Bg(1).
1.2.3/ Exprimer en fonction de ? le point courant Bg(f) comme barycentre des trois pdles Py, P

et B,, avec des coefficients dont la somme fait 1.
1.2.4/ On suppose Py =(1,0), P, =(0,0) et P, =(0,1).
d*(B.(t) . o : ok
1.2.4.1/ Calculer —ar ; en déduire la nature de la trajectoire de I’arc paramétré B,.
1.2.4.2/ Tracer la trajectoire de B, (on prendra (0,7,}’) orthonormé avec une unité de
longueur de 4 cm). ‘

PARTIE 11

I1.1/ On rappelle qu'une partie non vide K du plan est convexe si et seulement si
V(M,N)e k*,Vre[01] ,(1-A)M +AN € K.

I1.1.1/ Montrer qu'une partie non vide K du plan est convexe si et seulement si

n n
VneN,¥(M,,...M,)e K" V(.2 )e R, ), Zkk =1= z}»kMk €kK.
k=1 k=1

I1.1.2/ Soit E une partie non vide du plan, et soit W un ensemble non vide de parties convexes du
plan contenant E. Montrer que I'intersection de tous les convexes appartenant a W, c'est-a-dire

ﬂ K , €St un convexe contenant E.
Kew

Dans la suite, pour toute partic non vide E du plan, on note C(E) l'enveloppe convexe de E,

c'est-a-dire l'intersection de toutes les parties convexes du plan contenant E.

I1.1.3/ Soit E une partie non vide du plan. Montrer 1'équivalence
E convexe < E =C(E).
I1.1.4/ Soient G et H deux parties non vides du plan. Prouver I'implication
(Gc H)=(C(G)c c(H)).

Tournez la page S.V.P.

Chinimie.



I1.1.5/ Soit E une partie non vide du plan. Montrer que

[ ) n n |
C(E)={M eR* 3neN",3(M,,..., M, )€ E",3(A,.... A, )€ (R+)",2}»k =letM= 27~kMk }
l k=1 k=1

Dans la suite, pour tout entier naturel n et toute famille de points F € L,,, on notera encore C(F)
l'enveloppe convexe des points formant la famille F.

I1.1.6/ Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n et toute famille FeL,,,,,
la trajectoire de B, r est incluse dans C(F).

I1.2/

I1.2.1/ Soit @ une transformation affine du plan. Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout
entier naturel n et toute famille FeL,,;,ona

ol @(F) désigne la famille obtenue en appliquant @ A chacun des points de la famille F.

IL.2.2/ Soit un triangle quelconque PyP P, non aplati; en s’aidant de la question 1.2.4,
tracer a main levée la courbe de Bézier associée, et justifier le tracé. Déduire également. de o
la question I .2.4 la nature de cette courbe.

PARTIE III

I11.1/ Fonctions de mélange.
I11.1.1/ Démontrer, par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n il existe n +1 fonctions
polyndmes b, ;:[0,1]— [0,1], de degré inférieur ou égal a n, telles que, pour toute famille

F= (Po,..., Pn)e L, 41, 0n ait

n
B, r(®)= Y bk ()P .
k=0

On ne cherchera pas dans cette question IIl.1.1 a exprimer explicitement les fonctions b,
(appelées fonctions de mélange).

Au cours de la démonstration demandée, le candidat mettra en évidence la relation entre
bp+1krba k €L b,y Vérifiée lorsque 1 < k< n, ainsi que la relation entre b, et b, ¢ et celle qui

alieu entre b, 541 €L D, ,.

II1.1.2/ Pour cette seule question, on prend n = 3. Déterminer les polyndmes by, (¢) pour
ke€{0,..,3}.

III.1.3/ n désigne a nouveau un entier naturel non nul quelconque. Déterminer, pour tout
k €{0,..., n}, une formule simple exprimant b, ;(¢) en fonction de 7, de n et de .




1
Pour tout k €{0,..., n}, on pose 1, = fbn. ()t

n
IIL1.4/ Déterminer )1, , .
k=0
II1.1.5/ Déterminer, en fonction de n et k, la valeur de I, , (on pourra faire une intégration par

parties).

1.2/ Soit neN* et F=(P,,....P,)€L,,;. On note F la famille obtenue  partir de F en

inversant l'ordre des poles : F = ( P,_i,.. Po)e L
I11.2.1/ Quelle relation a-t-on entre B pet B, ¢

H1.2.2/ Comparer les trajectoires respectwes de Bn g et de B, .

PARTIE IV

IV.1/Soit neN* et F=(P,,...,P,)eL,,,.

Soit V lespace vectoriel réel des polyndmes a deux variables notées S et T, de degrés pamcls
inférieurs ou égaux an. ,

Autrement dit, les éléments de V sont de la forme 220(,,8’ T/, avec o; €ER pour tout
i=0 j=0

G j)e{o,..n}

Les mondmes de la forme ST/ constituent une base de V, dite base canonique de V.

A tout t €[0,1], on associe l'application linéaire ¥,:V — R? caractérisée par l'image des vecteurs
de la base canonique :
V(i j)e {0,..nf ¥, (s'T/)=17P.

Par ailleurs, pour tout couple d'entiers naturels (j, j) tel que i + j < n, on pose :
c,,=B(P.P,..P

JH12 t jei )

IV.1.1/ Trouver un polyndme Z €V, dont on donnera ’expression en fonction de S et 7, tel que
pour tout couple d'entiers naturels @G ]) tel que i+ j<n,onait:

i,j(t)_ \Pr (Z Sj )
On pourra faire une démonstration par récurrence sur i.

IV.1.2/ Utiliser le résultat précédent pour retrouver la formule de la question I11.1.3.
IV.1.3/ Déterminer Bp(0) et Br(1).
( 8W)

d
I1V.1.4/ Soit W € V. Vérifier que —Y¥,(W)=¥, —
1er g i t( ) tkaT
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d
IV.1.5/ Exprimer le vecteur dérivé 7 B, () al'aide des points C,_1o(r) et C,—1,(t)-

IV.1.6/ On suppose les pbles P, deux a deux distincts. Déterminer la droite tangente 2 la
trajectoire de By au point de paramétre £ = 0 ; méme question en ¢ = 1.

IV.1.7/ Dérivée k-ieme. -
IV.1.7.1/ Z désignant le polyndme introduit a la question IV.1.1, déterminer, pour tout
k n :
ke{l, .., n}, la dérivée partielle T On laissera l'expression demandée sous forme

factorisée.
IV.1.7.2/ Pour tout k € {l,..., n}, exprimer en fonction des pdles le vecteur dérivé k-ieme de

B, p en t =0, c'est-a-dire le vecteur B, F(k)(O). Constater que ce vecteur ne dépend que des
k +1 premiers pdles de la famille F.

IV.2/ Dans cette question, on prend n = 3, Py =(-1,0), P, =(0,2), P, =(0,-2) et P; =(1,0).
Montrer que la courbe de Bézier associée a cette famille de pdles est symétrique par rapport a O
(on pourra exploiter le résultat de la question I1.2.1), puis tracer cette courbe.

On travaillera sur papier millimétré, avec une unité de 5 cm. Le tracé s'appuiera en particulier sur

b . ~ l
les tangentes a la courbe aux points de parameétres f € {O, >’ l} .

PARTIE V

Soit geN", (M, M,....M,
deux 2 deux distincts pris dans l'intervalle ]0,1[. Pour tout k€ {l,...,q} les coordonnées de M,
seront notées (ct, ,B, ).

) une famille de g points du plan et (tl ,...,tq) une famille de g réels

Par ailleurs, soit n € N". La présente partie V vise & aborder le probléme de la détermination d'une
famille de pbles FeL,,, telle que la courbe de Bézier By s'approche au mieux des points M, .

Plus précisément, on pose

g:L,,—R

G 2l Bl )

ou d désigne la distance euclidienne canonique sur R’ , et 'on cherche F tel que :
g(F)= min g(G).

n+1

Afin de travailler avec une fonction de plusieurs variables réelles, on identifie L, et R>"*2

a la bijection :

grice

,y . R2n+2 N L"_H

(%0, Yos--0s %0 Y ) (%0, Y0 ) (%2, 7))




et la recherche d'un minimum pour g revient a celle d'un minimum de f, ot I'on a posé :
f=gey.

V.1/ Montrer que fest une application de classe C' sur R*"*2,

V.2/ Exprimer la dérivée partielle g—f en fonction des variables (xg,...,X,, Yo.- . yn), de l'indice
X

i
i€ {0,...,n,}, des données du probléme et des fonctions de mélange (voir question IIL1).

Donner de méme l'expression de S .

ay;

V.3/ Déterminer une matrice carrée non nulle A = aj )(’. (O} d'ordre n +1, un vecteur colonne
U=(y )0 <i<, ©tun vecteur colonne V= (v,-)0 <<y telquesi F = ((xo, Yo )(x,1 Vn )) minimise la
X0 Yo
fonction g, alors les vecteurs colonnes X =| : |{et Y =| : | vérifient les systémes linéaires
Xp Yn
AX=U
AY =V

Bien entendu, I'expression de A, U et V ne doit faire intervenir ni les x f nilesy i

CONCLUSION

Dans le cas ol A est inversible, on dispose ainsi d'un procédé pour déterminer la famille F cherchée,
car on peut alors démontrer par un argument topologique que cette famille F minimise
effectivement la fonction g. En prati(zue, les choses sont en fait un peu plus complexes, car on ne

dispose généralement que des points \M|,M,,...M q) mais pas des valeurs (t, sy )
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MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices ne sont pas autorisées et les parties I et Il sont indépendantes

Notations

Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Pour p entier supérieur ou égal a 1, M, ,(R) désigne le R-
espace vectoriel des matrices a coefficients réels ayant n lignes et p colonnes et M, ,(C) désigne le
C-espace vectoriel des matrices a coefficients complexes ayant n lignes et p colonnes. On identifiera
M., 1(R)aR" que I’on supposera muni de son produit scalaire canonique noté ( - | - ).

Lorsque p = n, M, ,(R) et M, .(C) sont notés plus simplement M,(R) et M, (C) et sont
munis de leur structure d’algebre, [, représentant la matrice identité.

Pour A appartenant 3 M, ,(C), *A désigne la matrice transposée de A : c’est un élément de
M, o(C). 0,,, désigne la matrice nulle de M, ,(C).

Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n représenté par la matrice A
dans une base donnée, on note Sp(f) ou Sp(A) I’ensemble des valeurs propres de f, x; ou x4
son polynéme caractéristique et Tr(f) ou Tr(A) sa trace. En outre, si A appartient 8 M,(R), on
note Spc(A) 'ensemble des valeurs propres de A, lorsque A est considérée comme un élément de
M, (C).

R[X] est le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels, C[ X ] est le C-espace vectoriel

des polyndmes a coefficients complexes et N, est ’ensemble {1,2,... ,n}.
Partie 1
I.1 Soit A € M, (R), B € M, ,(R),C € M,(R)et M la matrice de M, ,(R) donnée par :
A B
= (s, o)

a) Si A est non inversible, montrer sans recourir au déterminant, que M est non inversible.
. . ) A 0 . ) s .
b) Si A est inversible, on pose P = ( 7P ]. Résoudre alors dans M, ,,(R) I’équation

Opn  Ip
matricielle X P = M.
¢) Retrouver le résultat connu : det M = det A - det C.
Dans toute la suite « désigne un endomorphisme de R™.
1.2 Soit F’ un sous-espace vectoriel de R” stable par u. Si v désigne I’endomorphisme induit par
u sur F', montrer que x, divise y,.
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L.3 Pour tout z élément de R™, on définit I’ensemble F,(z) par :
Fu(z)={y e R"| 3P e R[X], y= P(u)(z)}

Montrer que F',(z) est un sous-espace vectoriel de R™ stable par u.
I.4 Dans cette question, on suppose que z est un élément non nul de R™.
a) Montrer I’existence d’un plus petit entier naturel g pour lequel la famille de vecteurs
(z,u(z),...,u?(x)) est liée.
q
b) Soit (ag, a1, . .. , a,) une famille de nombres réels non tous nuls telle que Z aju’(z) =0

1=0
q
et S le polynéme de R[X] défini par S(X) = Z a;X’. Montrer que a, est non nul, puis que
7=0
(z,u(z),...,u?"!(z)) est une base de F,(z).

i a; , ) e
¢) Pourtout: € {0,1,...,q}, on pose a; = — et on note uo I’endomorphisme induit par u
aq

q
sur £,(x). Montrer que x,(X) = (—1)? Z a; X*, donner la valeur de x.,,(u)(z) et en déduire que
1=0
le polynébme caractéristique de u est un polyndme annulateur de u.

Partie Il

I1.1 Vérifier les propriétés suivantes :
a) V(X,Y) € (M,1(R)?,YAE M,(R), (AX |Y) = (X |tAY)
b) V(X,Y) € (Ma1(R)Y , Tr(X'Y) = (X |Y)
0 V(X,Y,Z) e  Mu(R)) , (X'Y)Z=(Y|2)X
IL.2 Soit ¢ : M,(R) x M,(R) = R, (A, B) —» Tr(*AB). Montrer que ¢ définit un produit
scalaire sur M, (R). Dans toute la suite ce produit scalaire sera noté ((- |- )).
I1.3 A partir de cette question, 7, s, [, m désignent des entiers naturels inférieurs ou égaux a n.
a) Evaluer le produit par blocs (0 Iy ) (Ir Or,n—r).

b) Soit A € M, (R)une matrice de rang r. Montrer qu’il existe B dans M., .(R) et C dans
M, .(R)telles que A = BC.

¢) Montrer qu’une matrice A de M, (R) est de rang 1 si et seulement s’il existe deux
matrices non nulles X et Y de M, ;(R) telles que A = X'Y.

d) Montrer que la décomposition A = X'Y de la question précédente n’est pas unique et
déterminer les relations vérifiées par des matrices colonnes X, Y, Z, T telles que

A=X'Y =Z'T
I1.4 a) Soit (Z;)1<i<- et (1})1<;<s deux familles libres de vecteurs de R™. Montrer que la famille

de matrices (Z;'T})1<i<- est de rang égal a rs.
1Z5%s



b) Soit (X;)1<i<n €t (Yj)1<;j<n deux bases de R”. Que peut-on dire de la famille de matrices
(Xi'Y5)1gicn ?

1Z53n

¢) Soit (V;)i<i<i et (W;)1<j<m deux familles de vecteurs de R™ de rangs respectifs r et s.

Déterminer le rang de la famille de matrices (V;'W;) 1<i<
1<5<m

IL5 Montrer que si les bases (X;)i<i<n et (Y;)1<j<n sont des bases orthonormales de R™, la
famille (X;'Y;): Sign est une base orthonormale de M,,(R) muni du produit scalaire défini en IL2.

1<5<n

La réciproque est-elle vraie ?
I1.6 Soit A une matrice de M, (R) de rang 1.
a) Montrer que A? = (Tr A)A.
b) Soit X et Y deux éléments non nuls de M,, ;(R) tels que A = X'Y. Montrer I’équiva-
lence des quatre propositions suivantes :
i) (X|Y)=0.
ii) TrA = 0.
iii) Im A C Ker A.
iv) A est non diagonalisable.
I1.7 Montrer que les matrices de M,,(R), diagonalisables et de rang 1 engendrent M,,(R).

Partie I11
Pour toutes matrices A et B de M,,(R) on note k4 g I’endomorphisme de M, (R) défini par :
VM e M,(R), hap(M)=AM — MB
et h4 g I’endomorphisme de M., (C) défini par :
VM e M,u(C), hap(M)=AM — MB

IIL.1 Soit Ag et By les matrices de M3(R) données par :

0 2 2 2
we(55)me (5 2)

a) Déterminer Spg(Ao) et Spe(Bo).
b) On considere labase B = (FE, 1, E1 2, E2,1, F22) de M2(R) et on note Hyp 1a matrice dans
cette base B de I’endomorphisme h 4, g,. Déterminer Hy, puis Spc(Ho) et vérifier que :

Spc(Ho) = {a — b | (a,b) € Spc(Ao) x Spc(Bo)}

¢) Montrer que Ag et By sont diagonalisables dans M,(R). En est-il de méme de Hy ?
Soit maintenant A et B quelconques dans M,,(R). On se propose d’étudier les liens existant

entre la diagonalisabilité de A et B et celle de h 4 5.
II1.2 Soit a € Spc(A) et b € Spc(B). Montrer qu’il existe (V, W) € (M, 1(C) \ {0})* tel que :

AV =aV , '"WB =W et VW est vecteur propre de h4p
En déduire I’inclusion : {a — b | (a,b) € Spc(A) x Spe(B)} C Sp(ha,)-

Tournez la page S.V.P.



IIL3 Montrer que si A et B sont diagonalisables dans M, (R), il en est de méme de h, p.
Calculer dans ce cas Tr(h 4 p).

H1.4 On note ay,as, ... ,a, les valeurs propres non nécessairement distinctes de A dans C. En
exprimant x 4 en fonction des a;, montrer que la matrice x 4(B) est inversible si et seulement si
Spe(A)NSpe(B) = 0.

IILS Soit A € Sp(h4,5) et M un vecteur propre associé.

a) Montrer que pour tout polyndme de C[X], on a la relation :

P(AYM = MP(B + Al,)

b) Montrer que x 4(B + Al,) est non inversible.
¢) En déduire en utilisant IIL.2 et IIL4 : Sp(hag) = {a — b | (a,b) € Spc(A) x Spe(B)}.
IIL.6 Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe M non nulle dans M,,(C)
telle que AM = MB.
Dans toute la suite du probleme, on suppose B = A et on considére I’endomorphisme ~ 4 4 que
I’on notera plus simplement A 4.
ITL.7 On suppose A diagonalisable dans M, (R)et on note (V;, V4, ..., V,,) une base de vecteurs
propres de A, chaque vecteur V; étant associé a la valeur propre ;. Pour tout (7, j) € N2, on définit
la matrice M,;; de M,,(R) par:

N 1 si 7=k
a) Montrer que la famille de matrices (M;;)1<i<n est une base de M,,(R).

1353n
b) Montrer que pour tout (7, 7, k) € N2 :

ha(Mi;)Vi = (A = A;) Mi; Vi

et en déduire que les matrices M;; sont des vecteurs propres de h 4.
c) On note 1, g, ... , i, les valeurs propres distinctes de A, my, my, ... ,m, leurs ordres
de multiplicité respectifs et J = {(7,7) € N2 | A; = A;}. Montrer que :

P
Kerhy = Vect{M;; | (i,j) € J} et dimKerhy = m?

=1

d) Montrer que dim Kerh4 > n et que I’égalité a lieu si et seulement si A admet n valeurs
propres distinctes.

e) Onnote R[A] = {Q € M,(R)|3P € R[X], @ = P(A)}. Montrer que si les n valeurs
propres de A sont distinctes, {1, A, A%,..., A""'} constitue une base de R[{A] et en déduire que
dans ce cas Ker hy = R[A].

IIL.8 On suppose h 4 diagonalisable et on note (P;;)1<i<» une base de vecteurs propres de h 4,
1<5<n

chaque matrice P;; étant associée 2 la valeur propre );;. Montrer que si X est un vecteur propre de A
associé a la valeur propre A, la famille (P;; X )1<i<» est une famille génératrice de R" et en déduire

1<5<n

que A est diagonalisable.

Fin de I’énoncé
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L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée.

Les trois parties peuvent étre traitées de facon indépendante.

PARTIE I

z

+o00
I.1 On considére la série entiére z de la variable complexe z.

o (n+1)!
I.1.1 Déterminer son rayon de convergence.
1.1.2 Calculer sa somme S(z) . On distingueralescas z=0 et z2#0.

*
1.2 Soit la fonction f de la variable complexe z définie sur C - {2kiwr /ke Z } par:

z

pour z ¢ 2inZ

f9) =

e -1

f0)=1.

400
. . Pl N Z
Nous admettrons qu'il existe une série entiere ZB,—'- de rayon de convergence R > 0 dont la
n!

n=0
somme sur son disque ouvert de convergence est égale a f(2) .
1.2.1 Montrer que R <2x. Nous admettrons que R =27.
1.2.2 Calculer B, .

1.2.3 Donner pour tout n =1 l'expression de B, en fonctionde B,, ..

.» B, , (on pourra

remarquer que pour lzI < 27, on a I'égalité S(z)f(z) = 1 ). En déduire que B, est un nombre

rationnel pour tout ne N .

1.2.4 Calculer B,, B,, B,, B,.
1.2.5 Calculer f(z) - f(-z) . En déduire que B,,,, =0 pourtout k1.

Tournez la page SVP
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L.3

z
1.3.2 En déduire l'expression en fonction des B, des développements en série entiére des

fonctions thx et tanx de la variable réelle x . Quel est le rayon de convergence des séries entiéres

1.3.1 Exprimer 1+ en fonction de .

obtenues ?

L4 On considére la fonction & des deux variables complexes x et z définie par:
h(x, z) = f(z) e* .
1.4.1 Montrer qu'il existe une suite ([3, (x))ﬂeN de polynémes a coefficients rationnels telle

que, pour tout couple (x, z) de nombres complexes tel que lzl < 27, on ait :

Q) h(xz) =Y B,(x)

z
=0 n!
Déterminer le degré de B,(x), ne N.
Exprimer f,(0) en fonctionde B, .
1.4.2 Calculer B,,,(x +1)- B,,,(x) pour k >0 . En déduire une expression de la somme
1*+2¥+3*+ ...+ N* enfonctionde B,, (N+1), B,,,(0) et k.
1.4.3 Comparer h(1-x,-z) & h(x, z) . En déduire que l'on a f,(1-x) = (-1)"B,(x) pour

tout ne N . Exprimer B,(1) en fonction de B, .
1.4.4 On suppose dorénavant que x est réel. On admettra que I'on peut alors dériver terme 2
terme le deuxiéme membre de 1'égalit€ (1) parrapporta x.

Montrer que pour tout n€ N ona B/, (x)=(n+1)B,(x) .

En déduire que Jol B,(x)dx =0 pourtout n2>1.

PARTI

Les résultats de la question 1.4 permettent de définir la suite de polyndmes (B,), .y
introduite a la question 1.4.1 par la récurrence suivante :

M  B=1,

@) VkeN, BL(0=(k+DBx) et [ f()dx =0.



Pour tout nombre entier k20, on note ¢,(x) la fonction 2n-périodique de la variable réelle x qui

coincide avec ﬁk(z—x—) sur l'intervalle [0, 2x{ .
/1

IL1 Calculer B,(x), B,(x) et B,(x).On vérifiera en particulier que f,(x) = -x+i.

I1.2

I1.2.1 Vérifier que ¢, est paire et continue sur R .

I1.2.2 Développer ¢, en série de Fourier réelle.

I1.3

IL.3.1 Montrer que pour tout k23 la fonction @, estde classe C*? sur R, etque:

, k
o= E‘pk—l )
kt
k=2) _ .
k ' = 2k—lnk—2 ¢2

I1.3.2 En déduire le développement en série de Fourier réelle de ¢,, pour p entier

supérieur ou égala 1.
- 1
I1.3.3 Exprimer, pour p entier supérieur ou €gal 3 1, la somme 2_27 en fonction de

n=1

B,,(0) et p.

PARTIE II1

+oo  _x-1

On considére l'intégrale J dr ,ou x est un nombre réel.

0o € —1

x-1

II1.1 Montrer que la fonction > ] est intégrable sur ]O, +oof pourtout x> 1.

!

+oo x-1

dr estdeclasse C sur J1, +oo[ .

ITIL.2 Montrer que la fonction F(x) = J -
0o € —
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IIL.3 On suppose x fixé, strictement supérieura 1.

x=1 +oo
<. £ et _ x-1_-nt
IIL.3.1 Vérifier que pour tout >0 on peut écrire i Zt e
n=1

—-nt

I11.3.2 Montrer que la fonction > t*"'e™ estintégrable sur [0, +eo[ pourtout n>1.

On pose I'(x) = Trledr e, pourtout n22, I(x) = e ™dr
0 0

I11.3.3 Calculer, pour tout n22, I',(x) en fonctionde n, x et I'(x) .

-1 F
I11.3.4 En déduire que pourtout x>1 ona 2—1 = LilCY) .
mn T(x)

IIL.4 Soit & un nombre entier supérieur ou égal a 2.

II1.4.1 Exprimer I'(k) en fonctionde k et I'(k-1).

oo

1
II1.4.2 En déduire la valeur de T'(k) et l'expression de 27 en fonctionde k et F(k).
n=1 h

Fin de 1'énoncé
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L'usage des calculatrices programmables et alphanumériques est autorisé sous réserve des
dispositions définies dans la circulaire n® 99-018 du 01.02.99.

1l est rappelé aux candidats qu'il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies.
On pourra admettre un résultat pour traiter les questions suivantes.

Dans tout ce devoir les matrices seront des matrices carrées 3x3, ou des matrices colonnes 3x1, a
coefficients dans C.

On pourra identifier matrice carrée avec application linéaire dans une base canonique, et matrice
colonne avec vecteur.

Rappels et Définitions

e AR avec A complexe et n entier naturel, admet une limite lorsque n tend vers l'infini si et
seulement si A=1 ou |A[<I.

¢ Onnote Sp(A) le spectre de A, c'est-a-dire I'ensemble des valeurs propres de A.

¢ On dit que la matrice carrée T de terme général tjj est triangulaire supérieure si et seulement si
Vi) t;=0.

e On dit que la matrice carrée N est nilpotente si et seulement si 3 neN* tel que N*=0

(0 est la matrice nulle et N” est le produit de N par elle-méme n fois, par convention N' =N et
N°=1 la matrice unité).

* Soit A une matrice de dimension quelconque, de terme géneral aj; . On pose ”A” = supla
L]
On admet que l'application A—->||A” est une norme sur l'espace des matrices ayant méme

ij"

dimension que A.

e On appelle suite de matrices complexes une application de DcN dans Mp,p(C) ; I'image de k est
notée A ou A(k), I'élément général de A(k) est noté ajj(k).

Tournez la page S.V.P.
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On dit que la suite A(k) converge vers B (ou admet B pour limite) si et seulement si
lim HA(k)—BH=O,et onnote lim A(k)=B ou limA(k)=B.

k—>+w k~>+c0
k
e A toute suite A(k) de matrices, on associe la suite dite "des sommes partielles" U(k) = Z A(1).
i=0
+00
Si cette nouvelle suite converge, on note lim U(k) = ZA(i) que l'on appelle somme de la série
k—>+o
i=0
de terme généeral A(k).
+0 i
e Onnote, si cette limite existe, exp(A) = Z—'
iR
+0 .
Le but de ce probleme est, pour quelques matrices A, de calculer, lorsque c'est possible, ZA1 et
i=0
+0 i
Al
exp(A) = ZT
i=0
PARTIE I

Dans cette partie vous démontrerez des propriétés générales sur des limites, des suites et des séries
de matrices. Les matrices sont, sauf indication du contraire, dans M3(C).

1. Le terme genéral de A(k) est ajj (k) et celui de B est bij .

a. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si Vi, . lim ay(k)=by.
—>+400

A-t-on le méme type de propriété pour les matrices colonnes ?

b. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si pour toute matrice colonne 3x1 notee X,
A(k)X converge vers BX.

¢. Montrer que A(k) converge vers B si et seulement si pour toute matrice 3x3 notée C inversible,
A(K)C converge vers BC.

d. Montrer quesi lim A(k)=B et lim C(k)=D,alors lim (A(k)+C(k))=B+D.

k—>+00 k—>+0 k—>+00

2.
a. Montrer que ||A B|| < 3 ||A]| |IB|l. En déduire que ”AkH <3kl HA”k pour ke N*,



1
Aka > 1

b. Montrer que, si A est inversible, on a pour tout ke N*, > e
37

1

En déduire que si  lim Ak“k =0, alors A n'est pas inversible.

k—>+w

3.
k .
a. Simplifier I'expression (I —-A ZA‘ , ol I désigne la matrice unité de M,(C).
i=0

b. Montrer que si  lim Ak =0 , alors pour toute matrice colonne 3x1 notée X, on a
k—>+w

lim (aA¥x)=0.

k—>+00

En déduire que A-I est inversible et exprimer son inverse comme somme d'une série.
+00

En déduire 'existence dez Ai .
i=0

4. Montrer que lim A(k)=B si et seulement si lim P'IA(k)P = P_IBP, avec P une matrice
k—>+ k—>+

nversible.

En déduire que lim AX =B si et seulement si  lim (P_IAP)k = P_IBP, avec P une matrice
k—>+w k—>+00
inversible.

5.Soit A telleque lim AX =B.

k—>+w
a. Si B est inversible, montrer que A est égale a L.

b. Montrer que les valeurs propres de A valent 1 ou ont un module strictement inférieur a 1.

c¢. On suppose que A est diagonalisable et que A = 1.
Montrer que si 1¢Sp(A) alors B est nulle,
et que si 1eSp(A) alors B est diagonalisable avec Sp(B)c{0;1}.

6. Soit A quelconque.
Montrer que si A =PBP-1 et si exp(B) existe,
alors exp(A) existe et exp(A) = P exp(B) p-1 _

Tournez la page S.V.P.



PARTIE 11

Dans cette partie nous nous intéressons plus particuliérement aux matrices triangulaires supérieures
ou diagonales.

a 0 0 a 0 0 a 1 0
Onpose D=|0 b O,M=[{0 b 1| etQ=|0 a 1|aveca,b etccomplexes.
0 0 ¢ 0 0 Db 0 0 a

remarque: a . b et ¢ ne sont pas forcément différents.

1.
a. Calculez M2, M3, Q2 et Q3.
b. Déterminer la forme générale de Dk, Mk et Qk avec ke N*.

2.
a. Déterminer les a, les b et les ¢ pour que DX, Mk et QK convergent.

Calculer dans ce cas lim Dk, lim MY et lim Qk.
k—->+c0 k—>+00 k—>+

+00
b. Si on suppose que lim DX = 0, calculer Z:D1 .

k—->+x 20

+00
¢. Si on suppose que lim MK = 0, calculer ZM‘ .

k—>+0w oo

+00
d. Si on suppose que lim QX =0, calculer ZQ‘ .
k—>+ i=0

3. Montrer que exp(D), exp(M) et exp(Q) existent et déterminer leur valeur.

PARTIE III

Dans cette partie nous nous intéressons plus particuliérement aux matrices nilpotentes. Dans toute
cette partie, sauf indication du contraire, on considére N une matrice carrée 3x3 nilpotente non nulle
a coefficients dans C. '

1.
a. Montrer que les quatre affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) N est nilpotente

(i1) Sp(N) = {0}

(iii) N est semblable 4 une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle
(iiii) N3 = 0.



Application : En déduire que 1'équation A= , d'inconnue A une matrice carrée 3x3

o O O
S O
O = O

n'admet pas de solution .

b. Montrer que det( [-N) = 1.
En déduire que I-N est inversible. Que vaut l'inverse de I-N?
Quelles sont les valeurs propres de I-N ? En déduire que I-N n'est pas diagonalisable.

¢. Montrer que si N2 = 0 et N nilpotente alors
il existe XeC3 telle que (X, NX, N2X) est une base de C3 .
En déduire que :
A commute avec N <=> A combinaison linéaire de I, N, et N2.
En déduire que si A commute avec N alors det(A-N) = det(A).
A-t-on encore det(A-N) = det(A) si A ne commute pas avec N ?

2. Soient N et N, deux matrices nilpotentes telles que NjN, = NoNj.
a. Montrer que NN, et que N{+N, sont nilpotentes.

( vous pourrez calculer (N + N, )5 ).
b. En développant (N; + N, ) et (N} + N, )*, montrer que NyN3 + N#N, =0 et que N{N3 =0.

¢. Montrer que exp(N;+N,) = exp(N{)exp(N3).

d. En déduire que si N est nilpotente alors exp(N) est inversible ;
vous donnerez l'inverse de exp(N).

3. Application: Dans cette question (et dans cette question seulement) on considere
1 1 1

N=|-1 -1 -1}.
1 1 0

a. Montrer que N est nilpotente.
+00

b. Calculer Z N' . En déduire l'inverse de I-N.
i=0
c. Calculer exp(N) et exp(-N).

Tournez la page S.V.P.



PARTIE IV

Dans cette partie nous calculerons I'exponentielle d'une matrice dans deux cas particuliers.

2 -1 2 30 0
1.Onconsidére R={-1 2 2 jetD={0 3 O
2 2 -1 0 0 -3

a. Déterminer les valeurs propres de R.

b. Déterminer les espaces propres de R. R est-elle diagonalisable?
En déduire que exp(R) existe. Calculer exp(R).

01 1 1 0 0
2.0nconsidere M=|{1 0 -1jetT=|0 -1 1
1 1 -1 0 0 -1

a. Déterminer les valeurs propres de M.

b. Déterminer les espaces propres de M. M est-¢elle diagonalisable?
Déterminer U et V, deux matrices colonnes 3x1 propres de M, avec U associée a la valeur
propre 1 et V associée a la valeur propre -1.

c. Déterminer W matrice colonne 3x1 telle que (M+)W = V.
En déduire que M et T sont deux matrices semblables.
Déterminer une matrice 3x3 notée P inversible telle que M = PTP-1,
Montrer que exp(M) existe. Calculer exp(M).

Fin de I’énoncé
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L'objet du probléme est la résolution de I'équation différentielle

(Eap): ¥ +@+be™y=0
pour certaines valeurs des nombres complexes a et b, ainsi que la recherche d'éventuelles solutions
de période 2.
Une solution de £, est une application a valeurs réelles ou complexes, de classe C? (au moins), de
la variable réelle x et définie sur R.

2n .
On pose c,( f )=2lJ‘0 f(t)e~"™dt pour toute application f de R dans C, continue, de période
n

2m, et pour tout entier n de Z.

1. Préliminaires: soit f une application de R dans R, continue, de période 27.
1.1. Exprimer c,(f) en fonction des coefficients de Fourier a,(f) et b,(f) de l'application f,
si n € N*. Exprimer de méme c_,(f) en fonction de a,(f) et b,(f), si n € N* Exprimer
enfin ¢o(f) en fonction de ay(f).

-
1.2. Prouver que la convergence absolue des séries Zan( et Zb,,( f) est équivalente a la
neN neN*

convergence absolue des séries Zc"( f)et Zc_,,( .
neN neN*
1.3. Montrer que la série de Fourier de f peut s'écrire sous la forme:

col £ )+ ) (n( £)e™ +c_n( f)e™™).

ne N*

2. On suppose dans cette question que b est nul et que a est réel.
2.1. Pour quelles valeurs de a 1'équation €, admet-elle des solutions non nulles dont 27 est une
période?
2.2. Pour quelles valeurs de a l'équation &, o admet-elle des solutions réelles non nulles?

Tournez la page S.V.P.
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3. Soit f une application de période 2x, indéfiniment dérivable de R dans C, et f (k) (k € N) sa
dérivée k-¢me, avec par convention f © = f-
3.1. Exprimer c,(f") en fonction de c,(f), pour tout entier n de Z (on pourra utiliser une
intégration par parties).
3.2. En déduire une relation entre c,(f)et c,(f (k )) pour tout (n, k) € ZxN.
3.3. Dans le cas ol f est a valeurs réelles, montrer que pour tout entier k strictement positif,

. 1 . P
|c,,( f )| et ]c_,,( f Asont négligeables devant —-, quand I'entier naturel » tend vers l'infini.
n
3.4. Dans le cas ou f est a valeurs réelles, justifier pour tout x réel et tout k entier naturel la
convergence absolue, et donner la somme des séries:

col )+ D (enl £ )™ ey f*) )™ ).
n=1
Vérifier que 1'on peut passer de la série de f () 3 1a série de f (k+D) par dérivation terme a
terme.

4. On suppose dans cette questionquebe€ C,b#0etac C.

4.1. Prouver que toute solution de £, est indéfiniment dérivable.

4.2. Prouver que toute solution réelle de %;;, de période 2x, est développable en série de .
Fourier, ainsi que ses dérivées successives.

4.3. Exprimer les coefficients c,(g) de l'application g:x+> (a+ be2i‘) f(x)en fonction des
coefficients c,,(f) pour tout entier n de Z.

4.4. Montrer que les coefficients ¢,(f) d'une solution f de E,}, de période 2=, vérifient:
Vne Z, (n2 —a)c,(f)=bc,_,(f).

5. On suppose dans cette question et la suivante que a = 0, b € C, b # 0, et que f est une solution

indéfiniment dérivable et de période 2rt de £ .
5.1. Exprimer ¢,,,(f) en fonction de c;, ((f)pourpeZ. Si ¢(f) est nul, calculer

¢c3p4+1(f) pour peZ.Si ¢ (f) n'est pas nul, prouver qu'alors la série zc_z p+1(f) nest
peN
pas absolument convergente.

5.2. Prouver que : Vp e N*, c_zp(f)=0.

5.3. Prouver que : Vp € N¥*, czp(f)=zl-)-5c2p_2(f).
p

6. On définit une suite complexe (Yn)rey Par Yo =1 et pour tout entier n strictement

positif, ¥, = —-1?77,,_1 , et on définit une fonction @, de R dans C, par ¢(x) = 2 Yn e
4n =0



6.1. Déterminer le rayon de convergence de 1a série entié¢re Zy 22"
neN

6.2. Prouver la convergence de la série Zy,, , €t, pour tout x réel, la convergence absolue de la

neN
.- 2inx
série ) y,e""™.
neN

6.3. En admettant que o est de classe C’ sur R, et que I'on peut dériver deux fois sa série terme 2
terme pour trouver ¢’’, vérifier que @ est une solution non nulle, de période 2x, de
I'équation différentielle £ .

. ALGORITHMIQUE: Préciser, au début de cette partie, le logiciel de calcul formel que vous
avez étudie, et utiliser son langage de programmation pour traiter la question ci-dessous:

Ecrire un algorithme (ou une procédure, ou un programme) qui,

en fonction a) d'un complexe b non nul,
b) d'un entierm=> 1,
c) d'un réel x € [0,27],

calcule a) le plus petit entier n» > 0 tel que | Yn | <10m (7, est défini en question 6),

n
2ikt
b) la fonction somme partielle correspondante S,;: te ;}Y" € ,
[02r] > C

¢) une valeur numérique approchée de S,(x).

Fin de 1’énoncé
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MATHEMATIQUES
DUREE : 4 heures

Soit E=R([x] le R-espace vectoriel des polynémes & une indéterminée x 2 coefficients réels. Dans
ce probleme, si k est un nombre entier naturel quelconque, on note E, le sous-espace vectoriel de

E formé des polyndmes de degré inférieur ou égal & k et B, la base canonique (1, x, ..., xk)
de E,.
1

On considere l'application u de E, dans E qui & tout polyndme P € E, associe le polynome
Q =u(P) défini par Q(x)=P"(x)—-2xP'(x) .

1°) Montrer que #(Ep) C E;, etque u définit un endomorphisme de E -

2°) Calculer l'image par u du mondéme X", pour 0 < n < k . En déduire que la matrice
représentative de u dans la base 3 est triangulaire supérieure.

3°) Déterminer les valeurs propres de u, et en déduire que u est diagonalisable.‘

4°) On considere la fonction f de la variable réelle x définie par f(x)=e™™ .

a) Montrer que la dérivée d'ordre n>0 de f estle produitde f parun polynéme 2
coefficients entiers H, dedegré n . Calculer Hy, Hy, H, et Hy.

b) Montrer que H,,,(x)= H (x)—2xH,(x) pourtout n2>0.
¢) Montrer que pour tout n>1 ona H,, (x)=-2xH, (x)-2nH,_ (x) (on pourra

atl n
utiliser la relation F[e“’] = o [_2 X e-ﬂ] ).
En déduire que pour tout 21 ona H(x)=-2nH, (x) .

d) Montrer que pour tout n,0<n<k, H, estun vecteur propre de u.

Dérerminer la valeur propre correspondante.

59 a) Montrer que pour tout polyndme 2 coefficients réels R, la fonction e"zR(x)

est intégrable sur l'intervalle ]-co, +oof | Tournez la page S.V.P.

1. 1005



b) On considére l'application de E X E dans R qui a tout couple (P,P,) d'él€éments
de E associe le nombreréel (B|P,)= J:.e"‘z1”1(Jc)l""2 (x)dx .

Montrer que cette application de E x E dans R est un produit scalaire sur E .

6°) Soient p et g deux nombres entiers naturels telsque p21 et g2 1.
a) Montrer que (leHq> = 21)<le,_l lHq—l) = 2q<H,,_1 IHq_l) .
(on pourra calculer f:e'"2 H,(x)H (x)dx en intégrant par parties)
b) En déduire la valeur de (Hp‘Hq> pour p#4q.
¢) Sachant que J-:e"zdx =z , calculer HH Pu2 =(HPIH P) pour tout nombre entier

naturel p .

79 Soit P un polyndme de degré 4 . Montrer qu'il existe 4&+1 nombres réels
Co» C1» - Cx telsque P=coHy+cH +-+cH, et exprimer Cp » pour tout nombre entier p

tel que 0 <p <k, en fonction de Ijne"z PP (x)dx .

1I

On considere I'équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre :
& Y'-20n'+iy=PXx),
ol A estun parametre réel, et P une fonction polyndme de degré X .
Soit (&;):  y”—2xy"+Ay=0,1'équation lin€aire homogene associée a (§,) .

1°) On se propose de déterminer les solutions de (&;) sous forme de sommes de séries

entieres de x.

a) Onpose y(x)= za,,x" . Etablir la relation qui doit exister entre a,,, €t a, pour
n=0

que y soit solution de (&;) .

b) Soient fa(x)=2an(it)x" et gl(x)=ibn(l)x" les solutions de

n=0 n=0Q
(&;) développables en série entitre au voisinage de 0 qui vérifient les conditions

inidales f,(0) =1, f;(0)=0, g0 =0, g0 =1.
Calculer les coefficients a,(1) et b, (L) pour tout n € N . Quel est ke
rayon de convergence des séries entiéres Zan(/’{)x” et an(l)x" ?

n=0 n=0

¢) Déterminer la solution générale de (&) en fonction de f; et g; .



d) Pour quelles valeurs de A l'équation (&]) admet-elle des solutions

polyndmiales non identiquement nulles ?

2°) On suppose que A=2p,ou p estun nombre entier naturel.
Montrer que H,, est solution de (&) .

Déterminer les valeurs de H p(O) et H ; (0) . On pourra utiliser le développement en série
enticre de €™ pour le calcul de H,(0) , et la question I4°c pour le calcul de H,(0) . On

distinguera les cas selon la parité de p.

3°) Soit g un nombre entier naturel. Exprimer H, (x) en fonction de f4q(x) et H, , (x)
enfonctionde g, ,,(x) -

4°) On suppose que A n'est pas un nombre entier naturel pair.
a) Déterminer une solution particuliere de 1'équation différentielle :
Y =2xy'+dy=H,(x) ,
ot p est un nombre enter tel que 0 < p < k . En déduire, & l'aide de la question
1.7°, une solution particuliére de I'équation (§,) .
b) En déduire la solution généralede (6,) .

Fin de I'énoncé
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4

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Apres une premiére partie consacrée a 1’étude de la projection sur les convexes fermés de R" on
z . 2 PEURY . <
établira (dans ) le théoréme du point fixe de Brouwer et quelques unes de ses conséquences.

On suppose que E" est muni de son produit scalaire canonique et de la norme associée, notés ( | )

n
et H , donc si x=(xl,...,x,,) et y=(yl,...,y,1) sont des éléments de R" on a: (xly) = Zx,-yi et
i=1

)

12 o . oy : :
Ixl = (x]x)"“. Si X est une partic de R" on notera X son intérieur, soit f:X —R" on dira que

u€ X est un point fixe de fsi fu)=u ;siie {1,...,n},j’,~ désigne la composante de rang i de f,

donc : £(x) = (£(x),.... £i(x),.... £,(x)).

I. Projection sur un convexe fermé de P."

1. Démontrer que si (x,y)e(®")? on a: l(\l \)I <1l ”y” (inégalité de Schwarz). Montrer que

l(xl ))l = |x] |y] si et seulement si x et y sont colinéaires. Montrer que si {a,b,c} cR" vérifie :

b+c
2

b#c etlla-bl|=)a-c|, onaalors: [la— <lla-dl.

2. Soit F un fermé non vide de R", soit xeR", montrer qu’il existe ueF tel que:
lx—ull <|x= | pour tout ye F (on supposera d’abord que F est borné avant détudier le cas
général).

3. Soit A un convexe fermé non vide de R", montrer, en utilisant les questions précédentes, que
pour tout x € B, il existe un unique u € A tel que |x—u <|x— | pour tout ye A.

Tournez la page S.V.P.




3]

Ceci établit le théoréme de la projection sur les convexes de R” : soit A un convexe fermé non
vide de R”, il existe une unique application, notée P, de R" dans A qui vérifie :

Ix - P(x)]| = min{“x - y”: y€e A}, pour tout x € R". P(x) s’appelle la projection de x sur A.

. Montrer que s’il existe o€ A tel que : (x—ody—oc)SO pourtout ye A,ona: o = P(x).

. Supposons qu’il existe yeA tel que: (x— P(x)y- P(x)) >0. Soit alors S:[0,1]] >R
définie par: S(r)= H(x ~ P(x))~t(y - P(x “ Montrer qu’il existe re€0,]] tel que:

S <|lx= PG|

. Déduire de 4. et 5. que u= P(x) si et seulement si: ueA et (x—uly—u)SO pour tout
VEA.

. Soit {x,y} B montrer que : (x— ) P(x) - P(y) 2 “P(x)— P(y)”z. En déduire que P vérifie

les propriétés suivantes : P est continue, P(“") A P(x)=xsixeA.

. Montrer que si x & A, alors P(x) ¢ A (raisonner par 1’absurde en supposant qu’il existe une
boule de centre P(x), de rayon strictement positif, incluse dans A).

II. Théoréme de Brouwer dans P>

Pour toute la suite du probléme, on se place dans 27 ; si r> 0, B(O,r) désigne le disque fermé de
centre O et de rayon r et S (O,r) le cercle correspondant, on note B =l_3(0,1) et $=5(0,1). On

entend par application dérivable (ou C ! ou C2) de B (ou de Bx R)dans R* (ou R), la restriction

a B (oua Bx R) d’une application dérivable (ou C L ou C2) définie sur un ouvert de R? (ou R3),
contenant B (ou BX ), a valeurs dans R? (ou ).

A. Cas particulier d’une application de classe C*

Soit f:B— B2 on suppose que f est de classe C? et que f(B)c B et on se propose de

montrer que f possede au moins un point fixe. On va raisonner par 1’absurde et supposer que :
f(x) # x pour tout x € B.




9. Montrer qu’il existe p:B —> ., unique, telle que : x+p(x)(x—f(x))€ S pour tout xe B.

Expliciter p, montrer qu’elle est de classe C? et que p(x)=0 si et seulement si x€ S. On

o0
pose : ou(x) = p(x)(x = £(x)) et o (x )"3{( x) pour tout (i, )6{1,2}2 et @(x)=x+a(x).
Wy Dy
10. Montrer que, pour tout x € B, la matrice acpl 3 (Pz est singuliére (on pourra, a cet
—2(x) =2(x)
axl aX2

effet, caractériser géométriquement I’image de 1 application linéaire correspondante).

I+t all(X) taZl(X)

11. Soit y:Bx P. — P définie par : y(x,t)= t oo (x) 1+1 (X))
12 22

a) Montrer que : y(x,r)=1+B(x)+*y(x) ol B et y sont des applications continues de B

dans R que lon explicitera a I'aide des applications (aij)(i Jenap Vérifier que

\p(x,l) =0 pourtout xe B.

b) Soit J:[0,1] = B définie par : J(t)= HB y(x,1)dx,dx, . Justifier I'existence de J et calculer
J(0) et J(1).

¢) Montrer, griace au théoréme de Fubini que HBB(x)dxldxz =0.

d) Soit g:B — R de classe C?,
. 8g1 agz agl agz
dx,d.
soient 1,(g ﬂ x) x)dx,dx,, I(g ”B ar, Vax, (x)dx,dx, .
Montrer que :

I,(g)=fll[gl(\/—1_—2 )ag7 (\/l—_sz— ) g1(—\/l——-s—2,s)—a—gl(_\/1_—?,s)]ds—jngl(x) o 2 (x)dx,dx,

3
aX2 a.xZ axlaX2

On obtient alors, de fagon analogue :

I(g)= f:[g, (si-s )i(s«/f—? )-a(si-57 )?&(s,_ﬁ_? )]ds - ”Bgl(x)_gigL(x)dxldxz

axl 8xl axzaxl

Montrer que : ” x)dx;dx, =0 et donc, que J est constante ; montrer que ceci est

impossible.

On a ainsi démontré le théoréme de Brouwer particulier : toute application de classe c?,
de B dans B, a au moins un point fixe.

Tournez la page S.V.P.



B. Forme générale du théoréme de Brouwer

On admettra la généralisation suivante du théoréme de Weierstrass : soit F un fermé borné
. 2 . . . . . . .
non vide de R, soit g:F — E. Si g est continue, il existe, pour tout € >0, une application

g(e) de R? dans B, de classe C2, telle que : sup{lg(e) (x)- g(x)l:x € F} <e.

12. Montrer que si F est un fermé borné non vide de R?, et si g F- R? est continue, il existe,

pour tout €>0 une application 8(e) de R? dans R% de classe C?, telle que :

sup{Hg(E)(x) - g(x)H:x € F} <e.

13. Soit f:B— B, f continue. Soit € >0, il existe, d’aprés 12. une application f) de R? dans

R?, de classe C?, telle que : sup{”f(e)(x) - f(x)’:x € B} <e.
R (x)
Soit h(£):?‘2—>?~.“, hig)(x) = f(le-)i-e . Montrer que h(e)(B) c B etque:

sup{”h(s)(x) -—f(x)":x € B} <2e¢.
14. Montrer que si f:B — B est continue, elle posséde au moins un point fixe.

15. Soit r>0, soit f :E(O, r)— E(O, r), montrer que si f est continue elle posséde au moins un

1
point fixe (considérer g:B — B2, g(x)= - f(rx)).

16. Soit A un convexe fermé borné non vide de R? soit f:A —R? f continue telle que :

f(A\:\)CA.

a) Montrer qu’il existe r>0 tel que : AU f(A)c E(O, r).

b) On associe au convexe fermé non vide A la projection P, comme cela a été défini en
question 3. Soit alors # : B(O,r) — B définie par h(x) = f(P(x)). Déduire de I’étude de
h que f posséde au moins un point fixe dans A. On a donc le théoréme de Brouwer
général : si A est un convexe fermé borné non vide de R?, et si f:A — R? est continue et

vérifie : f (A \ A) < A, alors f posseéde au moins un point fixe dans A.




III. Quelques conséquences du théoréme de Brouwer

17.

18.

19.

20.

Soit f:B— S, telle que : f(x)=x pour tout x € S. Montrer, en étudiant (— f), que f ne
peut étre continue (ceci constitue le théoréme de non rétraction).

Soit f:B—P? telle que: f continue et f(x)=x pour tout x € S. Soit alors y& f(B),
y=flx)

montrer, en étudiant g:B — P.? définie par : g(x) = " s )” ,que y ¢ B. En déduire que :

Bc f(B).

Soit h:S x [O,l] — S telle que : & continue et 4(x,0)=x pour tout x € §. Supposons qu’il
existe ye S tel que: h(x,1)=y pour tout x €S ; soit alors f, de B dans S, définie par :

9= {F M) arso

ysi x=0
Montrer que f est continue et que cela contredit le théoréme de non rétraction ; en déduire

que (x - h(x,l)) ne peut étre constante (on dit que S n’est pas contractile).

Soit f:R*—R? telle que: f continue, ( f(x)’x)ZO pour tout xeR?
If (X)“*[[W'*“- Soit yeR? soit >0, on définit, si ye f (E(O, r)) I’application

80): BO.r) = R par: g,)(x) = rlliiﬁiill |

a) Montrer qu’il existe u(,)€ S(0,r) tel que I’on ait :
(f(u(r)) u(,.)) = (ylu(,.)) =rjy-— f(u(,)) .

b) Montrer que f(Rz) =PR2

Fin de I’énoncé.
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Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n°99-186 du 16/11/99.

UTILISATIONS DES MATRICES COMPAGNON

Notations et définitions :

Dans tout le probléme K désigne R ou C et n est un entier naturel.

n+l

Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. on note u® =id, et VneN, u"™ =u"ou.

On note K [X] la K-algebre des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, 7, (K) la K-algebre
des matrices carrées de taille n & coefficients dans K de matrice unité I, et GL  (K) le groupe des

matrices inversibles de 7 (K) ; les éléments de 7, (K) sont notés M =(m, ).

Pour une matrice A de % (K), on note 'A la transposée de la matrice A, rg(A) son rang,

X, =det(A—X I,) son polyndme caractéristique et Sp(A) I'ensemble de ses valeurs propres.

Si P=X"+a,,X""+..4+a,X +a, est un polyndome unitaire de K [X] on lui associe
0 0 0 -a,
1 0 . 0 -a
. 0 10 0 -a,
la matrice compagnon C, = © e 7 (K).
0 010 —gq,,
0 01 —a,,

(c’est-a-dire la matrice C, =(c;;) est défiie par ¢;; =1 pour i—j=1, ¢;, =—a;_| €t ¢;; =0

dans les autres cas).

Les parties 11 111 et IV. utilisent les résultats de la partie 1. et sont indépendantes entre elles.

Tournez la page S.V.P.



L.

Dans cette partie on considére le polyndme P=X"+a

Propriétés générales

X"+, . +aX+a, de K, [X]et C, sa

n-1

matrice compagnon associée,

1.

2.

5.

Montrer que C, est inversible si et seulement si P(0) #0.

Calculer le polyndme caractéristique de la matrice C, et déterminer une constante k telle que
Xc, =k P.

Soit Q un polyndme de K, [X], déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il

existe une matrice A de 7, (K) telle que y, =Q.

On note 'C, la transposée de la matrice C,.

a. Justifier la proposition : Sp(C,)=Sp('C,).

b. Soit A élément de Sp(' C,), déterminer le sous-espace propre de 'C, associéa A.

c. Montrer que 'C, est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K et a toutes ses
racines simples.

d. On suppose que P admet n racines A ,4,,..., A, deux & deux distinctes, montrer que 'C,
est diagonalisable et en déduire que le déterminant de Vandermonde

1 | 1
}\’1 A’2 }\‘n
A2 A, . . A7 estnon nul
}\’1/1-] 7\’2:1—1 o }\’nn—l
Exemples :

a. Déterminer une matrice A (dont on précisera la taille n) vérifiant :
AP = AP+ AT 11999 ] .

b. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E vérifiant :
f""#0 et f" =0 ; montrer que I’on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice
de f est une matrice compagnon que ’on déterminera.



I1. Localisation des racines d’un polynome

Soit A=(q,;) une matrice de 7, (C), on pose pour tout entier 1<i<n :

r, =i‘a”} et D,={z€C, |{<n}.
i=1

X

Pour X = 2 € 7, ,(C), on note ”X]L =max x, ‘

1<i<n

6. Soit leSp(A) et X = *2 | un vecteur propre associé a A .

X

H

Montrer que pour tout entier 1<i<n : |4 x| < r|X|_.

7. Démontrer que Sp(A) C UDk .

k=1

8. Soit P=X"+a, X" +..+a,X +a, un polyndme de C[X], établir que toutes les racines de

n-|
P sont dans le disque fermé de centre O et de rayon R = max{ |a0 . la,,_ll }

,1+ay ] 1+

a,

9. Application :

Soit a, b, ¢ et d quatre entiers naturels distincts et non nuls, montrer que I’équation
d’inconnue # :

b {
n“+n" =n"+n"

n’admet pas de solution sur N\{0,1}.

IIl. Suites récurrentes linéaires

On note E=C" 'espace vectoriel des suites de complexes et si u est une suite de E, on écrira u(n)
a la place de u, pour désigner 'image de n par u.

On considere le polyndme P=X"+a, X" +..+a, de C[X] avec a, #0 et on lui associe le

p-1
sous-espace vectoriel F'de E formé des éléments « vérifiant la relation :

VneN:uln+p)=-a,u(n+p-1)—...—au(n).
Tournez la page S.V.P.




10. Montrer que si A est racine de P alors la suite 1> A" est élément de F.

11. Soit ¢ Papplication de F vers C” définie par : u +> (1(0), u(1),..., u(p —1)), montrer que @ est
un isomorphisme d’espaces vectoriels. Quelle est la dimension de F ?

12. Pour tout entier 0<i < p~1 on définit les éléments e, de F par :
e(iy=let lorsque 0S j<p-let j#i,e(j)=0.

a. Déterminer pour 0<i< p—1, ¢,(p).

b. Montrer que le systéme de vecteurs (e, ¢,....,¢,_,) est une base de F.

p-l
c. Soit « un élément de F, établir que u = ZIt(i)e,. .
i=0

13. Si u est un élément de E, on définit I'élément f(u) de E par : f(u):n+> u(n+1). Montrer
que Papplication f ainsi définie est un endomorphisme de E et que F est stable par f.

14. Si g est 'endomorphisme de F induit par f, montrer que la matrice de g dans la base
(€5, €smne, ) €St 'Cp.

15. On suppose que P admet p racines non nulles et deux a deux distinctes : Ay, A,,..., 4,

a. Déterminer une base de F formée de vecteurs propres de g.

b. En déduire que, si u est élément de F, il existe des constantes complexes k,, k,, ...,k
telles que : VreN, u(n) =k Ag+k Al +..+k, A, .

p-l

p-1
16. Exemple : (On revient  la notation usuelle «, )

Soit a, b et c trois réels distincts.
Déterminer une base de I’espace vectoriel des suites définies par u,,u, et u, et par la relation

de récurrence valable pour tout ne N :

U, =(@+b+cyu,,-(ab+ac+bc)u,, +abcu,.

n+l

IV. Matrices vérifiant : rg(U-V)=1
Dans cette partie, pour une matrice A, on notera C, la matrice compagnon du polynéme (-1)" x,.

17. Une matrice A est-elle nécessairement semblable 4 la matrice compagnon C, ?



Pour tout couple (U, V) de matrices de GL, (K), on considére les deux propositions suivantes,
que I’on identifie chacune par un symbole :

(*): rg(U-V)=1

(**) : Il existe une matrice inversible P telle que U = P"'C,P et V=P"'C,P.
18. Montrer qu’un couple (U, V) de matrices distinctes de GL. , (K) vérifiant (**) vérifie (*).

19. Déterminer un couple (U, V) de matrices de GL,(K) (n=2) vérifiant (*) mais ne vérifiant

pas (**) et déterminer le plus grand commun diviseur des polyndmes x, et ¥, .

Dans la suite de cette partie, (U, V) est un couple de matrices de GL  (K) vérifiant (*) et tel que
Xu €t x, sont deux polyndmes premiers entre eux.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1 et de base B, on désigne par u et v les
automorphismes de E tels que U (respectivement V) soit la matrice de u (respectivement v) dans la
base B.

Enfin on pose H=Ker(u - v).
20. Montrer que H est un hyperplan vectoriel de E.

21. Soit F # {0} un sous-espace vectoriel de E stable par u et par v ¢’est-a-dire :
u(Fyc F et W(F)cCF.

On notera u, (respectivement v, ) I’endomorphisme induit par « (respectivement v) sur F.
On rappelle que X, divise ¥, .

a. Montrer que F n’est pas inclus dans H.

b. On suppose que F # E, montrer que F + H =E puis que 'on peut compléter une base
B, de F par des vecteurs de H pour obtenir une base B’ de E. En utilisant les matrices de u
et v dans la base B’ montrer que I’on aboutit a une contradiction.

¢. Quels sont les seuls sous-espaces stables a la fois par u et par v ?
22. Pour jeN, onnote G; = e E.w/meH].

a. Montrer que les sous-espaces G, sont des hyperplans vectoriels de E.

n=2

b. Montrer que ﬂG_,. = {0}.
i=0
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6

n-2 .
¢. Soit y un vecteur non nul de nGj ,onposepour 0< j<n-1:¢;, =u’(y).
=0

Montrer que B’ = (e, ¢, ..., e,_;) est une base de E.
(On pourra considérer F =vect {y, u(y), ..., u"™'( y)} ou p est le plus grand entier naturel
non nul pour lequel la famille (y, u(y), ...,u"™ (y)) est libre).

d. Montrer que la matrice de u (respectivement v) dans B>’ est C, (respectivement Cy ).
e. Conclure.
23. Application :
Soit u et v deux automorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension n vérifiant
rgu-v)=1, %, (X)==D"(X"+1) et x (X)=(-=D"(X"-1).

En utilisant une action de groupe, montrer que le groupe engendré par u et v est fini de
cardinal inférieur ou égal a (2n)!.

Fin de I’énoncé.
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4

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n° 99-186 du 16.11.99 — BOEN n°42 du 25.11.99.

Cette épreuve comporte deux problémes indépendants I’un de I’autre.

PROBLEME 1

o0
Etant donné une série convergente 3, u, (x), on note R,(x)= Y u;(x) son reste d’ordre n, pour
k20 k=n+1

n € N et on se propose d’étudier la série ERn (x).

n20

PARTIE 1

1.1. On suppose que u, (x)= (- l)k x*,obxe R

I.1.1. Déterminer I’ensemble I des x € R tels que la série 2(— I)kx" converge et préciser sa
: k20

400
somme 2(—- l)kxk pourx € I
k=0 '
1.1.2. En supposant que x € I, expliciter R,(x), montrer que la série ZR,, (x) converge et

n20

+oo
calculer sa somme S(x)= 2 R, (x).
n=0
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L.2. On conserve les notations du I.1 :

()= (1t x%, Ry (x)= f(—— 1fx* pour n € N et on pose R_,(x)= i(— 1)x*. On considére
k=n+1 k=0

(_ 1)k+l (_ 1)k+l )
par ailleurs la série ZT etonpose: r, = i pour n € N. On se propose d’établir la
k21 k=n+1
convergence de la série E r, et de calculer sa somme.
n20

(~1)"
k

L.2.1. Justifier 1a convergence de la série 2
k21

et par suite I’existence de r, pour tout

n€ N.

L.2.2. Soit (n,m) € N? avec n<m et Ip=[0, 1[.

1.2.2.1. En remarquant que i(— 1) x* = Ru-1(x)~ Rm(x), montrer que pour tout x € I ona

k=n
AV
k=n
1.2.2.2. L’entier n étant fixé, déduire en particulier de 1.2.2.1 que :

[, tm [2(-1)"x"]dx= m 3 [ (1) rhar

m— oo\ k=" m— 400 k1

I’inégalité : <2.

et par suite que 7, =_[ o Rn (x) dx.

1.2.2.3. Retrouver ainsi la valeur (bien connue !) de ro.

L.2.2.4. Montrer que pour tout couple (m,x) € N x Iy on al’inégalité :

an—n(x) 'sz .

L.2.2.5. Déduire en particulier de 1.2.2.4 que la somme 5: I o Rpa (x)dx admet une limite
n=0

lorsque m tend vers + oo,

En déduire que la série z r, converge et calculer sa somme i In.
n20 n=0




PARTIE 11
Une égalité sur les restes ; quelques applications.

IL.1. Egalité sur les restes.

400
Lorsque la série numérique Eu , converge, on note toujours R, = Eu & son reste d’ordre n.
k21 k=n+1

Soit 2“ , une série convergente ; exprimer pour n € N la différence ER" - ﬁ:kuk en fonction de
k=1 k=0 k=1
netdeR,.

I1.2. Application a une suite.

(_1)k+l

Montrer qu’il existe deux réels o et B tels que i(n—k )T—= a n +B + oft) lorsque n tend
k=1

VErs +oo,
I1.3. Application a une série a termes positifs.

On suppose de plus que u, >0 pour tout k € N*.

I1.3.1. Montrer que la convergence de la série ERk entraine la convergence de la série Ekuk .
k20 k21

IL.3.2. On suppose que la série Ekuk est convergente. Quelle est la limite de la suite (n+1)R,
k21

lorsque 7 tend vers + oo ?

I1.3.3. Déduire de ce qui précéde que les deux séries Z Ry et Zkuk sont de méme nature et
k20 k21

lorsqu’elles convergent comparer alors leurs sommes i Ry et ikuk .
k=0 k=1

IL4. Application & la série Zkix.
k21

On suppose maintenant que ux (x)= -kl—x pour k€ N*et xe D= ] 1,+e0 [

On note toujours R, (x)= f 7}; le reste d’ordre n et on pose ¢ (x)= f-l-:? pour x € D.
k=1

k=n+1

Préciser I’ensemble D; des x € D tels que la série ER,. (x) soit convergente et exprimer,
n20

pour x € Dy, la somme ER,, (x) aI’aide de la fonction §.

n=0
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ILS. Application a une série entiére.

On suppose maintenant que k¥, (x)= a;, x*, ol (ak) wne désigne une suite de nombres réels et ol
x € R. On désigne par p le rayon de convergence de cette série entiére, on suppose p > 0 et on note

f (x)=fakx" pour x€ J-p,p[.
k=1

IL5.1. Soitx€ ]- p, p[ ; justifier la convergence de la série Zkakx" ; en déduire que la suite
k21

(n+1)Rx(x) admet une limite lorsque n — +oo (et préciser cette limite).

I1.5.2. En déduire que la série ZR,, (x) est convergente pour x € ]- p, p [ et exprimer sa somme
n20

i R (x) aT’aide de x et de la fonction f.

n=0

IL5.3. Exemple : on suppose que a,= sin@c%) + -l% cos! 125—) pour k€ N*.

I1.5.3.1. Déterminer alors le rayon de convergence p de cette série entiére.

11.5.3.2. Expliciter la somme ER,, (x) pour xe 1- p, p[ (en justifiant le résultat).
n=0




PROBLEME 2

Notations :

. /
Pour ke N, je N et 0<j<k,onnote C/ = ——L—- le coefficient binomial (avec 0/ = 1).

j1k=j)!
Si n € N on note [[O,n]] Iensemble des entiers naturels & tels que O < k < n; on désigne par
M..1(R) I’anneau des matrices carrées d’ordre n + 1 4 coefficients dans R.
SiM e M, (R) onnote M=(m;;) avec (i, j) € [[O,n]]2 ou m; ; désigne I’élémentde la ligne i et
de la colonne j.

Pour n € N* on considére la matrice W, =(w; j) € Mpu(R), @ j)€ [[o,n]]* avec w; jdéfinie par :

si i+j estpair:i+j=2p alors wi'j=§12;C§p
si i + jestimpair alors w; j =0

On se propose de calculer le déterminant de W, noté det W,

PARTIE I
I.1. Expliciter la matrice W3.

L.2. Calculer det W3.

n

I.3. Pourme Nonnote J, = j cos™t dt.
0

1.3.1. Calculer Jy et J;.
1.3.2. Etablir une relation entre Jy,, €t J, pour m € N.

Quelle est la valeur de Jp4) pour pe N ?

1.3.3. Expliciter J2, en fonction de p et du coefficient binomial C{p pour p€ N.

1.3.4. Exprimer w; ; en fonctionde J,,;,de i etde j pour tout couple (i, j) € [lo,~]%
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PARTIE 11

On considére 1’espace vectoriel E = & ([0, =], R) des fonctions continues sur I’intervalle [0, 7] &
valeurs dans R. On considére sur E le produit scalaire <-/-> défini par :

1 T
pour (f, g) € E*: <f/g> = = [ r@) g) ar.
0
On définit deux suites (g, )keN et (v, )keN d’éléments de E par:

pourtout € [0,7] e(f)=vo()=1 etpour k=1 ¢ft)= 2 cos(kt), v, (t)=cos*(t).

Pour m € N on note H,(e) le sous-espace vectoriel vect (e, ey, ..., enm) (sous-espace vectoriel de E
engendré par la famille (¢))je(r0, mp) )-

On note, de méme, H,(v) le sous-espace vectoriel vect (v, vy, ..., Vim)-

IL.1. Calculer les produits scalaires < e; /¢e; > pour (j, k) € [lo,m]]>

IL.2. En déduire que pour tout m € N la famille (e))je(o, ) €St une base de Hy, (e).

IL.3. Soit m € N ; montrer que v, € Hp, (e), ¢’est-3-dire que v, = ﬁqi,m e; 3 eXpliciter g (on ne
i=0
cherchera pas a calculer g;,, pour 0 <i<m-1).

IL.4. Démontrer I’égalité H,(e) = H,(v) pour tout m € N.

ILS. Pour m € N on note dy, la distance de v+, au sous-espace vectoriel Hy(e) (pour la distance
associée au produit scalaire défini au début de la partie II).
Déduire de ce qui préceéde la valeur de d,, .

n
IL6. Soit ne N*; pour (i, j) € [[0,n]]*> onnote v i = Zqi' ;j € eton pose alors :
i=0
0, =(g;;)e Mun ®
avec (i, j) € [[o,n]]~

IL6.1. Calculer det Q, pour n € N*.
IL.6.2. Calculer det W, pour n € N*.

Fin de I’énoncé.
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A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

DUREE : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions
définies dans la circulaire n® 99-186 du 16.11.99 — BOEN n°42 du 25.11.99.

L’objet de ce probléme est de définir un algorithme de calcul approché d’une intégrale, utilisant la
méthode des trapezes.

Dans la premiére partie, on étudie le procédé d’extrapolation de Richardson.
Dans une deuxiéme partie, on établit la formule d’Euler - Mac Laurin.

La troisiéme partie utilise les deux premiéres parties pour définir la méthode de Romberg, qui est
une méthode d’intégration basée sur I’accélération de la convergence a partir de la méthode des
trapézes.

La deuxiéme partie est indépendante de la premicre partie.

De nombreuses questions de ce probléme sont simples ; le candidat s’attachera a les résoudre avec
soin et complétement.

On note R ’ensemble des nombres réels, N I’ensemble des entiers naturels et N* 1’ensemble des
entiers naturels non nuls. :

Etant donné un intervalle I de R, on note C °°(I, R) I’ensemble des fonctions définies sur I a valeurs
dans R, indéfiniment dérivables.

Etant donné un entier s€ N et une fonction @, on utilise la notation @(z)=0(t’ ) lorsque t = 0,

qui signifie que le quotient 9@ est borné lorsquer — 0, t#0.
t

1, étant le terme général d’une suite qui ne s’annule pas et qui tend vers 0 lorsque n — +eo, on note
us=0(t») lorsque n — +oo, le terme général d'une suite telle que le quotient ¥2 est borné lorsque

n

n—> oo,
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PREMIERE PARTIE

Procédé d’extrapolation de Richardson

On désigne par A une fonction définie sur R & valeurs dans R, et on suppose que A admet un
développement limité a tout ordre au voisinage de 0.

k”) son développement limité & I’ordre k au voisinage de

On note A(t)=a, +a1t+---+aktk +O(t
0, les coefficients a, étant des réels.

L.1.1 Etant donné un réel p non nul et un entier s€ N, on suppose que @ est une fonction qui
vérifie ()= O((pt)’) lorsque 7 — 0 .Montrer que @(r)=0(t*) lorsque r — 0.

I.1.2 Pour k€ N *, on suppose que (p(t) = O(I") lorsque ¢ — 0. Déterminer la limite lorsque ¢ — O,

o(t)

t #0, du quotient 1
1k

1.2.1. Montrer que A(z) admet une limite lorsque # — 0 et déterminer cette limite.

Soit r un réel vérifiant r > 1. On définit la suite des fonctions A, par:

"A,_t)- A, (r
pour ¢ réel, Ao(t) =A(t) puis, pour ¢ réel et ne N*, A, (t)= d "'1( n) "'1( )

r--1
I.2.2. Montrer qu’il existe un réel a,., que 1’on déterminera, tel que le développement limité de A,
aI’ordre k au voisinage de 0 soit A, (t)=a, +a,,t* +---+ O(t"+l )
I.2.3. En déduire qu’il existe un réel a,,.1, que 1’on ne demande pas de déterminer, tel que le

développement limité de A, 4 ’ordre k au voisinage de 0 soit A, (t)= a,+a,, gt e+ O(t"+l )

I.2.4. Soit 7, un réel non nul fixé. Montrer que la suite de terme général A(r™ to) converge vers ap
lorsque m — + oo,

Dans la suite de la premicre partie, on suppose que pour tout #p# 0 fixé et r >1 fixé, on sait calculer
les premiers termes A(to), A(r "'t), ..., A(F ™ o) de la suite.

Le procédé de Richardson consiste a extrapoler ces valeurs pour obtenir, grice a un procédé
d’accélération de convergence, la valeur de ag,

Pour p € N, on note A, o= A (r? 1o) puis, pour g entier vérifiant 1 < g < p, on note A, 4= A4r ? 1).

L.3.1. Justifier I’égalité A,o= ag+ O(r ?) lorsque p — +oo.

1.3.2. Déterminer un entier naturel a(p,q)>0, que I’on explicitera, tel que Apq = agtO(r )
lorsque p — +eo.

_ rAp'o ""Ap_l'o

L3.3. Pour p 2 1, justifier I'égalit¢ : A, =

r-1



I.3.4. Pour 1 < g < p, justifier l’égalité :

q _

A P R W 1

pa - 2 =Apgat P A
ri-1 r

A

pg-1 " Ap-l, g-1 )

Dans la pratique on range les valeurs Ap,q' pour 0 < g <p<m dans un tableau triangulaire :

Ago
Al,O Al,l

A2,0 A2,l A2,2
Ao Amy Amz 7 Aum

I.4. Déterminer la plus petite valeur et la plus grande valeur de ¢ (p,q) pour 0<g<p<m.
Lorsque m — +oo, de laquelle des valeurs A,, du tableau peut-on attendre la meilleure
approximation de ap ( on pourra utiliser I.1.2 pour justifier 1a réponse) ?

On écrira cette valeur sous la forme ap + O(F ™) lorsque m — +oo et on précisera la valeur de
I’entier naturel o(m)>0.

h2k+l

On considére une fonction ge C “(R, R) et on note gla+h)=co+cih+ ...+ cx B + O( ) son

développement limité & ’ordre 2k au voisinage de d.

LI.5.1. Exprimer les coefficients ¢, pour 0 < p < 2k, en fonction de g et de ses dérivées successives.

) ga+h)-gla=h)

Pour £ #0, on note G(h
2h

L1.5.2. Montrer que la fonction G est paire.
Montrer que G se prolonge par continuité en O par une valeur que I’on déterminera.

On note G la fonction G prolongée en 0 par cette valeur.

I.5.3. Exprimer a I’aide des coefficients c, le développement limité de G 2 I'ordre 2k -1 au
voisinage de 0.

Pour ¢ réel positif, on note A(t)=(~7(J; )

.. . . h h
1.6.1. On choisit A >0 et on considére la suite de valeurs G(h), P 2—m .
Déterminer un réel ¢, >0 et un réel r >1 tels que cette suite de valeurs soit A(), A(r'l 1), --e»
A(r™ ).
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On utilise les notations des questions précédentes avec Ag(t) = A(1), Apo = Ao(r Ptp) puis Apg,
pour les valeurs r et tp déterminées dans 1.6.1. :

1.6.2. Quelle est la limite £ de A, lorsque p— +o0? On exprimera £ 4 'aide de la fonction g
et de q.

Dans ce qui suit, on prend gx)=¢nx, a=3 e h=08.

L.7.1. Calculer les valeurs A, pour 0 < p<3.
Donner le tableau des valeurs A, 4 pour0 <q< p<3.

1.7.2. Quelle est la valeur exacte de £?
Parmi les valeurs A, , trouvées, quelle est la meilleure approximation de £?

DEUXIEME PARTIE

Formule d’Euler -Mac Laurin

Pour p € N, on définit la suite B, de polyndmes par :
(i) Pourtout re R, Bo(t)=1

1

(i) Pour pe N* et te R, B),(t)=pB, () et [ B,(t)dr=0,
0

et on note b, = B,(0).

II.1.1. Déterminer les polyndmes B;, B;, B;.

IL.1.2. Pour 0 < p < 3, calculer b, et comparer b, & B,(1).

I1.1.3. Montrer que pour p 22,0n a b, = B, (1).

I1.2.1.Pour pe N et te R, ondéfinit B,(t)=(-1)"B,(1-1).
Montrer que la suite de polyndmes B p Vérifie les relations (i) et (ii). En déduire que B p=B,.
I1.2.2. Montrer que pour p € N¥,0on a byp,1=0.

Soit fe C °"([O,l], R) ; on note f ) 1a dérivée d’ordre p delafonction f.

IL3.1. Montrer Pégalité [ £ ()t = [ 'Bo(e) £(e)dt = %( £O)+ F@)-[ 'Be) £
0 0 0

I1.3.2. Pour n 2 2, montrer I’égalité

—;—(f(o)+ f(l))=j:)f(t) dt + 22(—1)” %(f"’")(l)—f"’")(o))+ a 1)(»+1J‘(‘)BnT£t)f(n)(t) dr.



I1.3.3. En déduire que pour n =2k on a I’égalité

M LOkr0)= j(‘) 6) dt+i% (Fyy o) 220 )

=(2p)! 0 (2k)!

Pour z € R, onnote E(¢) la partie entiére de .
Pour p € N, on définit la fonction D, par: pour € R, Dy(f) = By(t-E(¢)).

I1.4.1. Montrer que D, est une fonction périodique de période 1.
Montrer que D, est une fonction de classe C “par morceaux sur R.

Dans la suite la fonction f appartient a C "([0,N],R) od Ne Navec N>2.
Pour g entier vérifiant 1 < g < N, on définit les fonctions f; de [0,1] dans R par

fo ()= fle+q-1)

I1.4.2. Montrer que les fonctions f, appartiennent 3 C “([0,1], R) et qu’elles vérifient les égalités :
pourm e Net gentiertelque 2<g<N,

fl(m)(o)= f(m)(o) , q('")(0)= fq(i”l)(l) , f[\(l'n)(l)= f(M)(N)'

I1.4.3. En appliquant (1) aux fonctions f;, en déduire la formule d’Euler -Mac Laurin sur [O,N] :

@ 1£0) +;21f(q) +3f) = :f(t) dt&ﬂﬁ (ree-X)-£0-Y0)) - | ’: %%f‘”Kr) dt

TROISIEME PARTIE

Méthode de Romberg

Dans cette partie on note [a, b] un intervalle de R et f une fonction de C ”([a, b], R).

- =1
Etant donné N € N* et hJN“, on note Tr(h)= %f(a)& f(a+qh)-|—%f(b)] si N > 2,
gq=1

T, (h)= h[?l): fla)+ -;— f (b)] si N =1, la valeur approchée de I’intégrale fb f(t) dt obtenue par la

méthode des trapézes pour le pas A.

IIL.1. On suppose N2 2. En appliquant la formule (2) a la fonction g(¢) = fla + ht) définie sur
[0,N], montrer la formule

® 1,0)= [ 16) dt+§h2"(2%! (rCr-Xp)- £ @) - h2t| Z%’?ﬂ”’(t) dr.
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HI.2. Montrer que la formule (3) peut s'écrire : (4) T,(k) _j 10 dt+gdph2”+0(h2") ol les d,
p=l
désignent des nombres réels.

Pour 7> 0, on définit A(t)=T, (V7).

II1.3.1. Déterminer lim A(t).
t—0

I11.3.2. On prend N=1etdonc h=b-a, eton calcule la suite de valeurs

T,(k), Tf(g), Tf(éb;).

Déterminer un réel fo >0 et un réel r> 1 tels que cette suite de valeurs soit
A, Ar o)., drmn).

On utilise les notations de la premiére partie avec Ao(t)= At) ., Apo = Ao(r"’to) puis, Apg, I

b—-a
2°

et r étant les valeurs trouvées en I11.3.2. On note & p =

I11.4.1. Exprimer Apo et Ap.,0 21'aide de T etde hp.

IIL.4.2. Pour p 21, on définit Ay =hpz f (a+(2q+1) hp), la somme étant étendue aux entiers g
tels que a <a+(2q+1) h,<b.

Exprimer A,o enfonctionde A, ,, et Apo.Quelestl'intérét de cette expression ?

II1.5. On choisit f()=—pourt¢0 f0)=1, a=0, b=n, h=b-a=mn.

TIL5.1. Montrer que f appartienta C ~ ([0, 1}, R) .

I11.5.2. Calculer les valeurs A,o pour 0<p <3 etles valeurs Apo pour 1 <p<3.
Indiquer dans quel ordre vous calculez ces sept valeurs.

II1.5.3. Donner le tableau des valeurs A, , pour 0<g<p<3.

sint
De laquelle de ces valeurs peut-on attendre la meilleure approximation de I re dt ?

IIL.6. Que donne cette méthode lorsque f est une fonction périodique de période b - a ?

Fin de I’énoncé.
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Les calculatrices ne sont pas autorisées

Notations

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux a 1. M, ,(R) désigne le R-espace vectoriel des
matrices & coefficients réels ayant n lignes et p colonnes. On identifiera M, ;(R) et M, ;(R) res-
pectivement 3 R™ et R?, que 1’on supposera munis de leurs produits scalaires canoniques notés
respectivement < -|- >, et < -|- >,. Les normes associées a ces produits scalaires seront notées
respectivement || - ||, et || - |,.

On notera (E;)1<i<, la base canonique de M,,1(R) et (F;)1<;<n celle de M, ;(R).

Lorsque p = n, M, ,(R) est noté plus simplement M, (R) et est muni de sa structure d’algebre,
I, représentant la matrice identité.

0,., désigne la matrice nulle de M,, ,(R) et 0,, 1a matrice nulle de M, (R).

Pour A appartenant 3 M, ,(R), *A désigne la matrice transposée de A : c’est un élément de
M, (R).

Ker A est le noyau de A défini par

Ker A= {X € M, (R)| AX =0}
Im A est I’image de A définie par
ImA={AX | X € M, :(R)}

Enfin, on adopte la notation F'* pour désigner I’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' d’un
espace euclidien.

Partie I

Soit A € My p(R).

1.1 Montrer que !A A est nulle si et seulement si A est nulle.

Dans toute la suite du probléme A sera supposée non nulle.

1.2 Montrer que les matrices ‘A A et A‘A sont diagonalisables au moyen de matrices orthogonales.

I3 a) X,Y désignant deux éléments de M, ;(R), exprimer le produit scalaire < X |Y >, sous
la forme d’un produit matriciel.

Tournez la page S.V.P.



b) Si W est un vecteur propre de ‘AA associé a la valeur propre ), exprimer || AW||2 en
fonction de X et ||W|],.
¢) En déduire que les valeurs propres de ‘A A sont réelles, positives ou nulles.
L4 a) Pour z réel, calculer les produits matriciels par blocs suivants :

el A (=L 0.\ (s A\ (-, A
A L)\ 'A I A L) \0,. —zI,

b) En déduire que les matrices ‘AA et A‘A ont les mémes valeurs propres non nulles avec le
méme ordre de multiplicité.
¢) En déduire également que les matrices ‘AA et A'A ont méme rang.
L5 Montrer que si n > p, 0 est valeur propre de A'A et que si n < p, 0 est valeur propre de ‘AA.

L6 On note Ay, Az, ..., A, les valeurs propres de ‘A A, chaque valeur propre apparaissant dans
cette liste un nombre de fois égal a son ordre de multiplicité et on pose y; = 1/); pour tout i élément
de {1,2,...,p}.

Les réels y; sont appelés valeurs singuliéres de A.
On suppose les réels A; ordonnés telsque Ay > X, > ... > A, > 0.
a) Montrer que A; est non nul.

On définit alors un unique entier naturel ~ appartenant a {1,2,... , p} comme suit : si toutes les
valeurs propres de ‘AA sont non nulles, r = p, sinon r est tel que pour tout i < r, A; > 0 et pour
toutz >r, \; =0.

Soit (V4, V2, ..., V,) une base orthonormale de vecteurs propres de ‘A A respectivement associés
aux valeurs propres Ag, A, ..., A, ; V4, Va,. .., V, désignent les vecteurs propres associés aux va-
leurs propres non nulles et lorsque r est strictement inférieur a p, V;.,, ... , V, désignent les vecteurs
propres associés a la valeur propre 0.

b) Montrer que r < n et que la dimension de Ker A’A est égalean — r.

) 1 ) ..
Pourtout: € {1,2,...,7}, onpose U; = —AV; et sin > r, on désigne par (U,;1,... ,U,) une
)
base orthonormale de Ker A*A.
¢) Montrer que pour tout: € {1,2,... ,r}, AV; = w;U; et que si r est strictement inférieur

ap,pourtout: € {r+1,...,p}, AV, = 0.

d) Montrer que pourtout: € {1,2,...,r}, 'AU; = u; V..

e) Montrer que sin > r,pourtout: € {r +1,... ,n}, 'AU; = 0.

f) En déduire que le systeéme de vecteurs (Uy, Us, . .. , U,) constitue une base orthonormale
de vecteurs propres de A*A et préciser la valeur propre associée a chaque vecteur U;.

L7 On note V' la matrice carrée réelle d’ordre p dont le i*™ vecteur colonne est le vecteur V;, U
la matrice carrée réelle d’ordre n dont le j*™ vecteur colonne est le vecteur U; et (U AV );; 1’élément
de la i*™ ligne, j*™ colonne de la matrice U AV

a) Montrer que :

1 si =3

V(7)€ {1,2,...,n} x {1,2,... P} (tUAV)iJ' = p;di; o0 &;; = {0 si i#j



b) On note A la matrice appartenant a M., ,(R) dont tous les éléments A;; sont nuls sauf
Ay, Aga, ..., A,, respectivement égaux a uy, o, - .. , . Montrer que A = UAW.
La factorisation de A ainsi obtenue est dite décomposition de A en valeurs singuliéres.
c¢) Trouver une décomposition en valeurs singuliéres de chacune des matrices :

1 -1 1
Ao =11 et BO = (_1)
0 2

I.8 Montrer que le rang de A est égal a r.
p

1.9 a) Montrer que V = Z VI'E;.

1=21

p—

b) En déduire :

A= XT:HiUitVi , 'AA= Xr: ANV, A'A= zr: NIAY
=1 i=1

i=1

¢) Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : Ker 4, Ker ‘4, Im A, Im'A.
d) Montrer que Ker’AA = Ker A et Ker A'A = Ker’A

Partie 11

Avec les notations de la partie I, pour A € M, ,(R) admettant une décomposition en valeurs

singulieres A = UAW, on appelle A* la matrice de M,, ,(R) dont tous les éléments A}; sont nuls

) , .11 1
sauf AT, AL, ..., A respectivement égaux a —, —,... ,— eton pose At = V(AH)U
K1 M2 Hr
AT (resp. A%) est appelée pseudo-inverse de A (resp. de A). A priori, la matrice A* ainsi

définie dépend de la décomposition en valeurs singuliéres choisie pour la matrice A, mais il sera
montré a la question IL9 qu’il n’en est rien et que A% est uniquement déterminée a partir de A.
IL.1 Déterminer les matrices Al, AgAt, AY Ao, AgAf Ag et AF AgAL.
IL.2 Déterminer (Ag)*.
IL.3 Evaluer A*tA et AAT.
I1.4 Montrer que si A est une matrice carrée inversible (n = p = r), alors A* = A1,
I1.5 Montrer que :

r 1 r r
At =3 —ViU; , AAY =) U, AtA=) V¥
i=1 Hi ‘z: =1
IL.6 a) Evaluer AATU; pourtout j € {1,2,... ,n} et en déduire que AA* est la matrice dans la
base canonique de R™ de la projection orthogonale de R™ sur Im A.

b) Montrer de méme que At A est la matrice dans la base canonique de R? de la projection
orthogonale de R sur (Ker A)*.
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11.7 Etablir les identités suivantes :
AA+=t(AA+),A+A=t(A+A),AA+A=A,A+AA+=A+ (1)

IL.8 Etablir les résultats suivants :
i)ImA =ImAA* , Ker A* = Ker AAY , InA* =ImAtA, Ker A = Ker A1 A.
ii)R* =Im A ® Ker AT, R? = Im A* @ Ker A.

I1.9 Soit B une matrice de M, ,(R) vérifiant :

AB =YAB), BA=YBA), ABA=A, BAB=B

a) Montrer que B vérifie les identités suivantes :
i) B = B'B'A ='A'BB
ii) A = A'A'B = 'B'AA
iii) ‘A = 'AAB = BA'A
b) En déduire que B = A*, autrement dit que A* est I’'unique matrice de M, ,(R) vérifiant

les relations (1).

I1.10 Montrer que (A1)t = Aet{(A*) = (*A)*.
IL11 Evaluer (Ao Bo)* et Bf Af. A-t-on1’égalité ?
IL.12 Soit H € M,,;(R)et H = A*H. On note d(H,Im A) la distance de H au sous-espace

vectoriel Im A.

a) Montrer que pour tout X € M, ;(R), AX — AA*H et H— AA* H sont orthogonaux et

en déduire :

VX € Mp(R), ||AH - H|l» < [JAX — H|»

Que vaut alors d(H,Im A) ? _ _
b) Montrer que s’il existe H € M, ;(R)tel que ||AH — H||, = ||AH — H||, avec H # H,

alors |||, < ||H]l,-

1
¢) SiH= |1}, déterminer inf ||AoX — H||s.
1 X€eR2

Fin de ’énoncé
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L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée.

Pour tout nombre entier relatif n € Z , on définit la fonction J, de la variable réelle x par :

J,(x)=1 [ cos(nt — xsint)ds .

(on ne cherchera pas a calculer cette intégrale)

PARTIE 1
1.1 Montrer que J, est définie sur R, paire si n est pair et impaire si n est impair.

1.2 Exprimer J_ (x) en fonctionde J (x).
On supposera dorénavant que n est un nombre entier positif ou nul.

1.3 Montrer que J, estde classe €™ sur R.

1.4 Montrer que l'ona J,(x)= %J': cos t.[(n — xcost)cos(nt — xsin t)]dt .
En déduire que J, est solution de I'équation différentielle linéaire homogene :

(B, xy +xy +(x- n*)y=0.

PARTIE II

I1.1 Montrer que pour tout pe N ettout xe R ona:
‘ .
Jy, ()= %Lcos2 pr.cos(xsint)dt ,

Jpa (1) =21 sin(2p + Dr.sin(xsins)ds .
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IL2 Montrer que pour tout n€ N, J (x) est développable en séric entitrede x sur R tout entier

(on utilisera les développements en série entitre des fonctions cosinus ou sinus, selon la parité de n).

IL.3 Soit p un nombre entier naturel.

I1.4

IL.3.1 Calculer l'intégrale Kcos2pt.sin2" t.dr pour tout nombre entier k supérieur ou égal

4 p (on pourra exprimer sin’*7 comme combinaison linéaire des cos 2qt, avec g€ N et

g Sk).Lorsque p > 0, montrer que cette intégrale est nulle pour tout nombre entier k tel
que 0<k<p.

En déduire les coefficients o,(p) du développement en séric entitre

1,(x)=Y o (p)x™ de J,, sur R.
k=0

I1.3.2 Calculer l'intégrale J:sin(2p+l)t.sinz""1 t.dr pour tout nombre entier k£ supérieur

ou égal 2 p (on pourra exprimer sin®**!

t comme combinaison linéaire des sin (2g+1)r ,
avec ge N et ¢ <k ). Lorsque p > 0, montrer que cette intégrale est nulle pour tout
nombre entier k telque 0<k<p.

En déduire les coefficients o,,,(p) du développement en série entitre
Jop(X)= X, 0y (P)X™* de J,,,, sur R.

k=0

I1.4.1 Onfixe x € R . Exprimer en fonction des valeurs des J,(x) les coefficients de

Fourier des fonctions cos(x sinz) et sin(x sinz) de la variable ¢ . Ces deux fonctions sont-
elles égales a la somme de leurs séries de Fourier ?

I1.4.2 En déduire la valeur des sommes  Jo(x)+2) (=1)"/,,(x) , Jo(x)+23 J,,(x) ,

p=l p=1

i(—l)’]zpﬂ(x) et Jo(x)2+2§1,(x)2 .
r=]

p=l



PARTIE Il

On considere 1'équation différentielle linéaire homogene :
By xy +xy +(x*-A)y=0.

ou A est un nombre réel donné.
I11.1

I11.1.1 Montrer que, pour que x*z(x) soit solution de (B,) sur 0, +oo[ , il faut et il suffit

que z soit solution de I'équation :
(B)) x2"+QRA+1)z"+xz=0.

IIL.1.2 Dans le cas ol A =-—3 , déterminer la solution générale de (B;) sur O, +e<[ , et en

déduire la solution générale de (B,) sur ]O, +o<f .
II1.1.3 En déduire la solution générale de (B;) sur JO, +oo[ lorsque A=1 .

On se propose a préseht de chercher les solutions de (B,) sur ]0, +oo[ de la forme y(x)= x*z(x)

ol z(x) estla somme d'une série entiére.

IIL.2 On cherche les solutions de (B;) sur ]0, +eo[ de la forme 2z(x)= Za,‘x" .
k=0

II1.2.1 Etablir la relation qui doit exister pour tout k21 entre a,,, €t @,, pour que z soit

solution de (Bj;) .

On suppose dorénavant que A n'est pas un entier strictement négatif.
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IT1.2.2 Montrer qu'il existe une unique solution 2z, de (B;) de la forme

z,(x)= Zazp(l)xz’ , ettelle que ay(4)=1. Calculer a,,(A) pourtout pe N. Quelestle

p=0

rayon de convergence de la série entiere 2"2 p(l)xz’ ?
IIL3 On définit sur ]O, +e<[ la fonction j, par j,(x)= Jc"z,1 (x) .

I11.3.1 On suppose que A n'est pas un nombre entier.
Montrer que les fonctions j, et j_, sontlinéairement indépendantes.

En déduire la solution générale de (B,) sur ]O, +oof .
II1.3.2 Soit n un nombre entier strictement positif.

Comparer j, alafonction J, définie au début du probléme.

Vérifier que la fonction z, définie par z__ (x)=x""z,(x) est solution de I'équation (B’,) .

Fin de I'énoncé
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1l est rappelé aux candidats qu'il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies.

Dans tout le probléme, o désigne un réel de l'intervalle ]0; 1[. Lorsque cela a un sens, on pose
cos x 1

cotx =— = .
sinx tanx
Préliminaires

1 : Soit f la fonction 2 -périodique qui coincide sur ]—n*, n‘] avec x > cos(cr x). Montrer qu'elle est
développable en série de Fourier, puis donner son développement (on pourra linéariser le produit
COS pCcosq).

400
- ‘. 1
2 : En considérant f(7), montrer que la série ZW converge, et que :

k=1
- 1

1 T
Y —5—F=—>5-——cotlar).
k=1 k- 20 20

Pourtant, a l'instruction :

sum(1/(k*2-02),k=1..infinity).

Le logiciel de calcul formel MAPLE retourne la formule apparemment compliquée :
1
—(¥Y(1+a)-¥(1-a)).
20

Seules des options spécifiques de MAPLE permettraient de transformer cette formule. On
observe des phénomeénes analogues sur MATHEMATICA.

L'objet de ce probléme est d'éclaircir ce comportement inattendu. Apres 1'étude d'un endomorphisme

sur l'espace des suites, la fonction W est définie en partie II. Les parties I, II et III sont
indépendantes.
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I_L'opérateur différence A

On désigne par E le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N*. On notera u, le terme

général d'une suite u = (u.. )”21 de E. A toute suite « de E, on associe la suite A(u) définie par :
Vn2>1, [A(u)],.-—- Unel —Un.

Par exemple, pour la suite arithmétique (A,,)m =(n),» on a [A(A)]n= A —An =(n+1)-n=1.

La suite A(A) est ici la suite constante de valeur 1.

n

- o . 1
1: Un autre exemple : On définit la suite dite harmonique H par H, =2—— pour tout n=>1.
k=1

Déterminer A(H).

2 : a) Montrer que A définit un endomorphisme de E.
b) Soient u une suite de E et a un réel. Montrer qu’il existe une unique suite U de E satisfaisant

AU)=uetlU,=a
et donner une expression de U, en fonction de a et de termes successifs de la suite u.
¢) En utilisant ce résultat, préciser ce que sont respectivement Im(A ) et Ker(A), et en déduire

que la dimension de E est infinie.

3: Soient u et v deux suites de E. Montrer 1a formule, dite de sommation par parties, valable pour
tous p et g dans N*avec g> p :

-1 -1
E:[A(u)];c Vi = [ugvg —upvp |- tukﬂ[A(V)]k .
k=p k=p

n—1

4 : Application : Calculer la somme Z H, enfonctiondenetde H, pour n>2.
k=1

II Les fonctions I et ¥ d’Euler

1 : Justifier que I'(x) = et \dr existe et que I'(x) > O pour tout x> 0.
q 0

2 : Montrer, 4 I'aide d'une intégration par parties, la relation valable pour tout réel x > 0:
[(x+1) = xI'(x).
En déduire que T'(n) = (n—1)! pour tout ne N*.

3:a) Soienta et b deux réels avec 0<a <b,et t>0.
Déterminer max (t“’l , t”"') selon la valeur de . Montrer que, pour tout ¢ >0 et tout x € [a;b] :
0 < ¢tx-! < max(ga-t,eb-1).

b) En déduire que I"est de classe C?, d'abord sur tout segment [a;b], puis sur RY, et donner les
expressions intégrales de T et T™"'.



r
4 : On pose ¥(x) = I x)) pour tout x > 0. Vérifier que, pour tout x >0 :
x

In(T(x +1)) - In(T(x)) = In x.

Quelle relation différentielle trés simple relie les applications In(I") et ¥ sur R} ? En déduire
que, pour tout x >0 :

Y(x+1)-¥(x)=—
Déterminer alors A((‘I’(n + a))m) et A((‘I’(n - a))m) :

III Formule des compléments

1: Montrer que pour tout x& JO;1f, Vintégrale I (x):J?tanz"' 0d6 converge. On admet que sa

valeur est
2sin(m x)

2x-1
2 : Soit x donné dans ]0;l[. On définit la fonction de deux variables h(u,v)= (l] e~+v?) on
u
(u,v) appartient au quart de plan u>0et v>0. On pose : F(a,b):”c(a b)h(u,v)dudv et
G(p,9)= ”( h(u,v)dudv o :

e O<a<b et Ca,b) estle carré limité par les quatre droites d'équations cartésiennes : u=a,
u=b,v=aetv=>hb.

e l<p et 0<(p<% et S(p, (p) est le secteur du quart de plan supérieur droit bordé

, . e 1
extérieurement par les deux cercles centrés en O et de rayons respectifs -l-)- et p, et les deux

/4
droites passant par O et d'angles polaires respectifs ¢ et 5 Q.

Faire un dessin de C, puis un dessin de S dans un plan rapporté a un repére orthonormé.

3 : Transformer G(p, (p) en utilisant les coordonnées polaires. En déduire llm (llm G(p (p))
]

%D— r(x)ri-x)= 11m (Ll_r’ré F ( sizqo P D (on pourra poser

B

p—rteo

4 : Montrer que : lim (F (

U=u? et V=1v?).
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wn

: a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

. ‘ o . : 1 p sin ¢ ]
: Soit p donné, p > 0. Justifier les inclusions : —,—=ic S{p,0o)c C| —, our
P P C(pﬁ V2 ] (p.0) ( p P)pom?

suffisamment petit (on s’aidera d’un dessin). Quelles inégalités en résultent pour les intégrales
sin @

R ( )
F|—=,—&=|, Glp,p) et F|——,p | ?
( w3 ﬁ) (p.0) 5P
: En déduire la formule, dite des compléments, valable pour tout x € J0;1{ :

I“(x)l“(l—x)=singt 5

Conclusion

: Montrer que pour tout x € J0;1[ :

Wi - x)— ¥(x) =7 cot(r ).

1
X?-a?’
b) Montrer que, pour tout n 21 :

gkz iaz =—2IE(‘I’(1+a)—‘P(1—a))+$(‘P(n+1-—a)—‘P(n+l+a)).

: a) Montrer que ¥ est croissante sur R: (on utilisera l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les

intégrales en reprenant les expressions de I et I™"' calculées en II).
b) En déduire que, pourtout n>1 :

0<¥Y(n+1+a)-P+1-a)< ‘P(n+2)—‘P(n)$—iI+l.
n n

: Conclure.

Fin de I’énoncé
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Notations et définitions

On appelle base canonique de R" la base (ey,...,e,) ot e, = (1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1).

Si un élément x = (xy,...,x,) de R" vérifie x; 2 0 (respectivement x; > 0) pour tout i € {1,...,n}, on note x
2 0 (respectivement x > 0). Si y est un élément de R", x > y signifie x - y 2 0, et de méme x > y signifie

x-y>0.

On désigne par 7 (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées n X n 2 coefficients réels, et par
£ (R) le R-espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R” .

Si A est un élément de %, (R), on note A = (aij) 15ij< n S1 a;j est le coefficient de 1a i-eme ligne et de la
J-€¢me colonne de A.

On note I, la matrice unité de R” et Id, 1'application identité de R”.
pp

Si A = (ai)) 1<ij<n est un élément de %}, (R) et u I'élément de -4, (R) admettant A comme matrice dans
la base canonique de R", pour tout élément x = (xi,...,x,) de R", on note parfois Ax au lieu de u(x)
n

I'image de xparu.: Ax = ((Ax)l,...,(Ax),,), avec (Ax); = Za. x . ,pourtoutie {1,...,n}.
j=1

LEY ARV

On dit que A = (a;j)i<ij<n , un élément de %, (R), est & termes positifs (respectivement strictement

positifs) si a;; = O (respectivement a;; > 0) pour tout (i,j) € {1,...,n}2. On note alors A =2 0
(respectivement A > 0).

Les deux parties sont indépendantes.
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Premiére partie

I 1 Dans R” ou R?, donner un exemple de matrice A telle que ni A ni -A ne soient a termes positifs, et
pour laquelle il existe un vecteur x 2 O tel que ni Ax ni -Ax ne soient positifs.

On se place maintenant en dimension n quelconque.
Soit A = (aip)i<ijcn un élément de %}, (R).

I 2 Montrer que A est a termes positifs si et seulement si, pour tout élément x de R" tel que x > 0, on a
Ax 20.

I 3 Montrer que A est a termes strictement positifs si et seulement si, pour tout élément x de R" tel que
x2 0etx#0,0onaAx>0.

I4
I 4.1 Montrer que tout vecteur x > 0 est limite d'une suite de vecteurs strictement positifs de R”.

I 4.2 Montrer réciproquement que si x est limite d'une suite de vecteurs strictement positifs de R”, on a
x20.

I 4.3 Montrer que si, pour tout élément x de R" tel que x > 0, on a Ax > 0, alors A est a termes positifs.
La matrice A est-elle nécessairement a termes strictement positifs ?

I 5 Soient a, b, ¢ trois nombres réels > 0, et A 1a matrice (en dimension 3 de nouveau)

-

I
S o 8
Q o o
> & O

I 5.1 Montrer que A= a + b + ¢ est valeur propre de A, et trouver un vecteur propre associé.
I 5.2 Montrer que le sous-espace propre associé a A; est une droite vectorielle.
1 5.3 Montrer que si A est une valeur propre de A autre que A, alors A € Reet ] <

Deuxieme partie

Soit A une matrice inversible, a termes strictement positifs et symétrique, de valeurs propres réelles
distinctes ou non Aq, As,...,A, rangées par ordre décroissant des valeurs absolues :
Iml 2 ] 22 [l



On admettra que :
1) A; est positive et simple : onnote Ay =ret s = IM | ,S< T

ii) les vecteurs propres associ€s a A; = r sont tous colinéaires 4 un vecteur z > 0 : quitte 2 multiplier z
par un scalaire positif, on suppose en outre que ||z" =1, ol "" désigne la norme euclidienne usuelle de
Rn

On note <, > le produit scalaire associé a la norme.

I1 1 Soit P la matrice de la projection orthogonale sur la droite engendrée par z dans la base canonique
de R", et Q = I, - P. Montrer que, pour tout x élément de R”, on a les relations suivantes :

111 [* = 1Px*+ lox] *= < x, 2> + o] %
1112 APx = PAx et AQx = QAx;

113 | ax|2= 21l Px ]+l AQx |13

1114 Il a0x1? <5*1] ox |12

IT 2 On pose ¢, =:/1=(1,...,1), élément de R", et on définit la suite (z,),., de vecteurs de R" par la
n
relation de récurrence

At .
t =4 t O,
S 7V
t,..=0 si t, = 0.

k+1

(Il résulte de I’inversibilité de A que Az, # 0 si ¢, # 0, de sorte que cette définition a bien un sens.)

II 2.1 Vérifier que, si t = z, alors #, = z pour tout k € N.
On suppose 1y # z dans la suite de la question IL.2.

II 2.2 Montrer que #, > O et #; # z pour tout k € N.
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II 2.3 Prouver que < #, z > € ]0,1[ pour tout k € N et que

r
<tlg1,2>=7T——<1I1,2>.

A

En déduire que la suite (< ,,2 >), . €5t croissante et convergente, puis que

lim|Azn|=r.

koo

II 2.4 Vérifier que, pour tout k >0,

S
<— ,
loull< plon]

2
l1-<t 1,z>zs(—s-} (1-<t,z>2).
' Az ‘

En déduire que lim # =z.
_ k—> oo

II 2.5 Prouver les identités
r

2
"Atk" (I_Hth" ) + < th+la th>1

e, k> =< Ptiy1, P>+ < Qi 1, Q> =
pour tout k € N.

II 3 A partir des résultats précédents, proposer un algorithme itératif de calcul approché de r et de z.

En supposant disponibles les routines de calcul effectuant un produit matrice X vecteur et calculant la
norme d'un vecteur, on décrira l'initialisation de l'algorithme proposé, le contenu d'une boucle
d'itération et la procédure d'arrét des itérations. On demande de justifier les choix effectués, notamment
dans la procédure d'arrét. En revanche, la description des programmes (organigramme, déclaration des
variables, etc) est hors-sujet.

Fin de 1’énoncé
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

¢
MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut fui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été¢ amené a prendre.

Autour des produits infinis

Si n, est un entier naturel et si (u, ) est une suite de réels non nuls, on lui associe la suite

H2 00

"
(P)),., définie pour tout entier naturel n 2 n, par: P = Hu/, =u, .U

iy iy~ "o
p=n,

On dit que le produit infini ]_[u” . de terme général «, converge si la suite (P,),,, converge vers
nzn,

+oo
un nombre fini non nul. On notera alors Hu” sa limite.

=i,

Si la suite (P,) ., n'admet pas de limite finie ou si elle converge vers O on dit que le produit
Hu” diverge.

N2y

I. Généralités et exemples

n+l

1. En considérant le quotient —*~  montrer que, pour que le produit infini Hu” converge, il est
" 120
nécessaire que la suite (i, ),,, converge vers 1.

120
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Soit (i), une suite de réels non nuls qui converge vers 1.
a. Montrer qu'il existe un entier naturel 7, tel que pour tout entier n=n,, 1, >0.

b. Montrer que les produits infinis Hu” et nu” sont de méme nature.
=0 ITean

On suppose dans cette question que (u, ), ., est une suite de réels strictement positifs.

a. Montrer que le produit infini Hu” converge si et seulement si la série ZlnuH converge.
nzl) n=0
b. Montrer que le produit infint H(l +u,) converge si et seulement si la série Zu” converge.
nz() nel)
¢. Si, de plus, pour tout entier naturel n on a O<u, <l. montrer que le produit infini
H(l —u, ) converge si et seulement st la série Zu” converge.

el )

Déterminer la nature des produits infinis suivants :

1
a. |- )
! H( 4111)
b. H(l - \ —) pour x réel, xve }—n, n[.
n=l 1T

C. H“*’%WT pour x réel, xe ]O,+oo[‘

nzl

Application : Un peu d’histoire. ..
a. Retrouver, en utilisant un produit infini, que la série harmonique 2— diverge.
n
12l

. | SB
b. Sip est entier naturel p =2, que vaut Z—A ?

k=0 J?

c. On note (p,),,, la suite des nombres premiers rangés dans [ordre croissant:

pi=2.py=3p:=5p, =T p;=1l..

Voici un extrait d’un texte écrit par Leonhard Euler (mathématicien suisse) en 1737
(« Introduction a I’analyse infinitésimale ») :

«...Donc la série est toujours composée d'un nombre infini de termes, quelque soit le
nombre des facteurs infinis ou finis.

| PP
Par exemple, on aura =l+—4—+—+—+—+elc. série ou se trouvent tous les
| 2 4 8 16 32

2

nombres qui peuvent étre formés seulement par la multiplication du nombre deux ; ¢'est-a-
dire toutes les puissances de deux.



: 1 11 1 1 1 1 1 1 1
On aura ensuite ———————=]l4+—+—F+—F+—+—-+—+—+—+—+etc. On ne
1 1 23 4 6 8 9 12 16
(I--)1-x)
2 3
retrouve ici que les nombres formés par la combinaison des nombres 2 et 3, ou qui n’ont
d’autres diviseurs que 2 et 3. Donc, si au lieu de o, 3, v, 9, etc., on écrit ['unité divisée par

1

1 1 1 1 1
(1~ ’2‘)(1 - ~;)(1 - g)(l - €)(1 - ‘l”l’)etc-

tous les nombres premiers, et qu'on suppose P = , on

11 1 1 1t 1 11 .y .
aura P =1+ 5 + 3 + 1 + 5 + P +—+—+—+etc., série qui comprend tous les nombres, tant

les nombres premiers que ceux qui en sont formés par la multiplication. Or, comme tous les
nombres sont ou des nombres premiers ou des nombres composés de ceux-ci par la
multiplication, il est évident qu’on doit trouver ici tous les nombres entiers dans les
dénominateurs... »

. . L 1.
Utiliser librement ce texte pour montrer que la série 2— diverge.
n>1 17”

I1. Développement eulérien du sinus et formule de Wallis

Pour « réel et non entier, on définit I'application f,: R—R de période 27 par:
Vie|[-nn]. f,@)=cos(ar).
cost

Pour 7 réel tel que sint # 0, on pose cotant = —.
sint

[ ‘. . o 1 & 200
6. Développer f, en série de Fourier et en déduire que cotan (o) = —+ ) ——————.
ot (o —n7)

7. Soit xe ] 0, 71:[, on définit la fonction g sur [0, x] par:

g(z)zcotam—l sitre 0, x] et g(0)=0.
4

a. Montrer que la fonction g est continue sur [O, x] et calculer J.'g(t)dt.
0

b. Montrer que pour tout ¢ € [O, x], g(t)=21 2 s — .

PETI Al A 1

-xl

1T

sin x (o . L .
~) = et en déduire le développement eulérien de sinx :
- X

c. Montrer que H(l—

n=1

. - x°

pourtoutxe]——n,n[ :smx:xH(l— —).
n-m-

n=l
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8. Application : Déterminer H(l _T) (Formule de Wallis).
n=l n-

III. Formule de Weierstrass et constante d’Euler

9. Soit xve 0. +eo|,

" est intégrable sur J 0.+ oo .

a. Montrer que la fonction 1+ ¢ "1
On pose. pour xe 0. +os| . T(x) :J ¢ .t 'dr (Fonction Gamma d"Euler).
()

b. Calculer T(Dy.
¢. Montrer que la fonction 7 est dérivable sur ]().+oo[ et déterminer T''(x) sous forme
d intégrale.

10. Soit la suite de fonctions (f ), définies sur [0, + o] par:

JVIG ](). /z] L=
Yie |n.+| . fin=0

a. Montrer que pour tout 7€ 0. +oo[ 1 0 f (1 <e™.

H [ . _
b. En déduire que. pour tout v e }0, +oo[ Tv = hm j [1 ——j 7 d
(

}

Jj—

)

|
11. On pose pour n entier naturel et pour x& | 0. +oo| 1 [ (x) = j( (1—10)". ' due.

a. Déterminer, pour n 2 1. une relation entre [ (x) et [, (x+1).
b. En déduire, pour # entier naturel et pour xe 0.+ [ I, (x).
c. Démontrer la formule de Gauss :

pour tout xe 0.+ oo : T(x) = lim

12

Application :

Tl —x) o n
b. Déterminer alors, pour tout xe ](), 1[ . une expression simple de T'(x)['(1— ).
(Formule des compléments).

a. Montrer que, pour tout xe |0, 1] : B X H[l - ]



]

¢. En déduire J ¢ " du.

I8}

. ol l
13. Pour tout entier > 2. on pose = J —dr——.
vt n

a. bExpliquer simplement pourquot la série Zu‘ converge.

. I I
b. Pour tout enticr n 2 1. on pose v, = I+ 5+ +—=ln.
2 n

Montrer que la suite (v ) converge. Sa limite notée v est la constante d"Euler.

14. Démontrer la formule de Weierstrass

1

N

= (}““H(Pﬂy ‘(

(v} ) n,

'

pour tout x € ](). +<><>[ :

(Cetre formule permet, par un produit infini complexe, de définir la fonction T pour tout

. | -
:EQ:\(—T“ L e— =T i ]_f_‘A B )
pail r(:) T H 0 }(

/

15. Application

[y —1 C X
a. Montrer que. pour tout e |0 1] 1 —— =——y+ E —_
T'(x) AN = nin+x)

b. En déduire J' e lntde.

3]

Fin de I’énoncé.
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

NB : Le candidat attachera la plus grande importance 2 la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené A repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Introduction

Dans tout ce probleme, les espaces vectoriels seront des R-espaces vectoriels. On appelle algebre tout
R-espace vectoriel A qui est muni d’une opération interne nommée multiplication ou produit. Cette
multiplication est associative, et vérifie la propriété de distributivité :

Vae AVbe AVee A, alb+c) =ab+ac, (b+c)a=ba+ca
ainsi que :
Va € A, Vb € A,V € R, a(Ab) = (Aa)b = A(ab)

On suppose de plus qu’il existe un élément noté 1 ou 1, et appelé élément neutre pour le produit, tel
que :
Va€e A, al =1la=a

Enfin si cette multiplication est commutative, 1’algebre est dite commutative. La dimension d’une
algebre est sa dimension en tant qu’espace vectoriel. Une sous-algebre de A est un sous-ensemble
non vide de A qui est lui-méme une algébre (pour les mémes opérations) et qui possede le méme
élément neutre que A. Pour que B soit une sous-algébre de A, il suffit que ce soit un sous-espace
vectoriel de A, qu’il contienne 1 et que :

Vb e B, VW' €B, b €B

On appelle morphisme d’algébre entre deux algebres A et B, toute application linéaire f de A dans
B qui vérifie en plus :

Va € AVd € A, flad) = f(a)f(a')et f(14) = 1g

Tournez la page S.V.P



Un morphisme d'algebre qui est une bijection est appelé isomorphisme d’algebre. On vérifie alors
que son application réciproque est également un morphisme d’algébre. On dira que deux algebres sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme d’algebre entre les deux. Dans tout le probleéme, n désigne un
entier strictement positif. Dans ce cas, M, (R) est ’espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et
n colonnes et a coefficients réels ; c’est une algeébre pour les opérations habituelles. L’€lément neutre

pour le produit est la matrice de 1'identité, notée I,,. La trace d’une matrice A = (ajj)1<i<n €St :
1<5%n

tI’(A) = i o7}
=]

C’est la somme des éléments diagonaux de la matrice 4. Une matrice scalaire est une matrice de
la forme A\I,, ol A est un réel. Une matrice diagonale est une matrice dont les éléments non diago-
naux sont tous nuls. L’ensemble des matrices scalaires et I’ensemble des matrices diagonales forment
chacun une sous-algebre de M, (R).

Ce probleme étudie certaines propriétés des algebres, et, en particulier, s’intéresse aux algebres qui
sont des corps, c’est-a-dire dans lesquelles tout élément non nul admet un inverse pour le produit.

I. Etude d’un exemple

1. Soit A une matrice quelconque de M, (R). Vérifier que :

A? —tr(4)A + det(A), =0

[§]

Soit A une matrice non scalaire ; on note A 1’ensemble
A = {M € My(R)| 3(a,b) € R?*, M = al, + bA}

Vérifier que A est une alggbre de dimension deux, sous-algebre de M, (R).
3. Montrer que A contient une matrice B telle que

B? = —1, si, et seulement si, (tr 4)® < 4det 4

4. Vérifier qu’alors I, et B forment une base de A et en déduire un isomorphisme d’algebre entre
A et le corps C des nombres complexes.

5. On suppose que A est non scalaire et vérifie :
(tr A)> = 4det A

Déterminer toutes les matrices de A telles que M2 = 0, et en déduire que A n’est pas un corps.

6. Soit B une matrice non scalaire de M;(R). On lui associe 1’algebre B comme dans 1.2. Dé-
montrer que si 4 et B sont semblables, A et B sont des algébres isomorphes.

7. On suppose que A est telle que :
(tr A)® > 4det A

Vérifier que A est diagonalisable de valeurs propres distinctes. En déduire que A est isomorphe
a I’algebre des matrices diagonales. Est-ce que A est un corps ?



II. Quelques résultats généraux

Soit D une algébre de dimension finie n.

1. Soit a un élément de D, démontrer que I’application ¢, définie par :

¢ :D — D
z = ax

est un endomorphisme de 1’espace vectoriel D.

2. On note % une base de D. .
Matg(¢,) désigne la matrice de I’endomorphisme ¢, dans la base %. Démontrer que I’appli-

cation :
U D — My(R)

a +— Matg(d,)

est un morphisme injectif d’algébres. Vérifier que U(D) est une sous-algebre de M, (R) et en
déduire que D est isomorphe a une sous-algébre de M, (R).

3. On suppose que D = C, corps des nombres complexes. On munit C, considéré comme R-
espace vectoriel, de la base 2 = (1, 7). Pour tout nombre complexe z = a + 1b, (a et b réels),
écrire la matrice Matg(@.).

4. Soit maintenant A une sous-algebre de M,,(R). On s’intéresse a quelques cas ou on peut affir-
mer que A est, ou n’est pas, un corps.

(a) On suppose que A contient une matrice non scalaire A qui a une valeur propre réelle A.
Montrer que A ne peut pas étre un corps. On utilisera une matrice bien choisie, combinai-
son linéaire de I, et de A.

(b) En déduire que si A contient une matrice diagonalisable ou trigonalisable non scalaire,
elle ne peut pas étre un corps.

(c) On suppose que A est intégre, c’est-a-dire que :
VAc A VBEA AB=0=>A=00uB =0

Montrer que, si A est une matrice non nulle de A, I’application ¢4 : X — AX estun
isomorphisme de I’espace vectoriel A. En déduire que A est un corps.

III1. L’algebre des quaternions
On suppose qu’il existe deux matrices A et B de M, (R) telles que :

A2=-I,, B'=-I,, AB+BA=0 (%

1. Démontrer que n ne peut pas étre impair.

2. Démontrer que le sous-espace vectoriel H engendré par les matrices [,,, A, B et AB est une
sous-algebre de M,,(R).
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3.

4.

5.

Lorsque ¢, z, y et = sont des réels, calculer le produit :
(tl, + tA+yB+ 2zAB)(tl, —zA — yB — zAB)

En déduire :
(a) que les quatre matrices I,,, A, B et AB sont indépendantes et forment une base de H ;
(b) que H est un corps.

On suppose dans toute la suite du probléme que n = 4 et, en notant J la matrice J =

<0 —Ol> et 0 la matrice nulle de AM,(R), on définit les matrices 4 et B de M4(R) par :

1
(] 0 (0 -1,
‘4‘<0 ~J> B*<12 0>

On pose également C = AB.

(a) Vérifier que les matrices A et B satisfont la condition (x). On appellera donc H le sous-
espace vectoriel de M, (R) engendré par /,, A, B et C = AB. Ses éléments sont appelés
quaternions. La base (14, A, B, C) de H sera notée 4.

(b) Soit A une matrice non nulle de H, vérifier que A/ € H ; quel lien y a t-il entre M ™! et
VN

IV. Les automorphismes de I’algébre des quaternions

1.

On appelle quaternion pur un élément M de H tel que M = —'M. Vérifier que I’ensemble
des quaternions purs est un R-espace vectoriel de dimension trois et de base ¥ = (A, B,C).
On le note L. Est-ce une sous-algebre de H ?

. On munit L de la structure d’espace vectoriel euclidien telle que la base € soit orthonormée. Le

produit scalaire de deux éléments M et IV de L est noté (M|N), Ia norme de M s’écrit || M|
Vérifier que : .

—%(MN + NM) = —(MIN)L,

. Montrer qu’un quaternion est pur si, et seulement si, son carré est une matrice scalaire de la

forme Al ou A est un réel négatif.

Soit ¢ un isomorphisme d’algébre de H dans lui-méme. Démontrer qu’il transforme tout qua-
ternion pur en un quaternion pur de méme norme, et que la restriction de ¢ 4 L est un endomor-
phisme orthogonal.

Soient M et N deux quaternions purs. On veut démontrer que si M et /N ont méme norme,
alors il existe P € H, non nulle, telle que :

M =P INP

(a) Commencer par examiner le cas ol M et N sont colinéaires.



(b) On suppose maintenant que M et /N ne sont pas colinéaires. Vérifier que si M et N ont

méme norme :
M(MN) ~ (MN)N = ||M|]*(M — N)

et en déduire une matrice P non nulle telle que M P = PN.
6. Montrer qu’alors, sion écrit P = aly + @, avec a réel et Q € L, () est orthogonal a M eta N.

7. En déduire que tout isomorphisme d’algebre ¢ de H dans lui-méme est défini par :
¢(M) =P 'MP

ou P est un €lément non nul de H. On pourra observer qu’un tel isomorphisme est déterminé par
I’image de A et de B, et commencer par chercher les isomorphismes qui laissent A invariante.

Fin de Pénoncé.
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
%k %k %k

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

% 3%k

Cette épreuve comporte deux problemes totalement indépendants 1'un de l'autre.

PROBLEME 1

Dans ce probleme, on désigne par :
E la fonction partie entiére,

I lintervalle ]0,+oo ,

D agman

CAo I'ensemble des applications continues par morceaux de R™ dans R qui

vérifient la condition : pour tout ¢ e R¥ | f (t)] <t.
I — ey

Si fe cf\o et xel=]0+0[ ,onconsidere \F(x)= Ie_th(t) dt.

R+
Le but de ce probleme est d'étudier quelques propriétés de F .

Préliminaire — Etude de deux fonctions :

nx

Onconsiderepour xe R et neN : u, (x) =e et v, (x) = ne

P.1/ Déterminer I'ensemble de convergence simple D de la série Zun (x) (resp.D’
nz0
de la série z v, (x) )
nxl1
+00 +0
Onnote désormais  g(x)= Y u,(x) pour xe D et h(x)=> v,(x) pour xeD".
n=0

n=1
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P.2/  Expliciter g(x) pour x e D.

P.3/  Etablir (en la justifiant) une relation entre les fonctions g et A.
En déduire I'expression explicite de  4(x) pour x e D’.

1/ Une étude de (‘Aw .

1.1/ On considére la fonction f; définie sur R" par fo (t) =1 .

Montrer que si  x € I  alors l'application t>e ™ fo (t) est intégrable sur R et
expliciter Fy(x) = Ie_thO (¢) dr.
R+

1.2/ Vénfier quesi f € CAD etsi x el ,alors la fonction ¢, :tH e—th(t) est
intégrable sur R .
Ainsi, lorsque [ € CAQ , la fonction F :xm— J’eﬁtf(t) dt est bien définie sur / et on
R+

note désormais F = gﬁ(f)

1.3/ Soit fecAo et F:f(f).

1.3.1/  Déduire de ce qui précede que xF(x) admet une limite que l'on précisera
lorsque x tend vers + oo .

1.3.2/  On suppose de plus que f est continue sur R*. Montrer que la fonction

F  estdeclasse (el sur I'intervalle /.

2/ Exemple 1 : fonction partie entiére.

On considére dans cette question la fonction  f; définie sur R par f1lt) = E(t) (partie
enticre de £) etsoit F| = io,(fl )

2.1/ Vénfier que la fonction f; appartient a I'ensemble cAo .
2.2/ Montrer que la fonction F; peut s'exprimer a l'aide de I'une des deux fonctions
g ou h,etexpliciter Fj(x) pour xel.

3/ Un deuxiéme exemple.

On considere dans cette question la fonction f, définie sur R™  par
£() = @) + (- EQ)P etsoit F, = L(f,).

3.1/ Montrer que la fonction f, appartient a l'ensemble dé\o



3.2/ La fonction F, est-elle de classe (€1 sur l'intervalle 7 ?
3.3/ Indiquer l'allure du graphe de F, sur l'intervalle

3.4/ Expliciter F,(x) pour xel.

PROBLEME 2

Dans tout ce probléme, n e N* ; si (p, q) e N? avec P < g onnote [[p, q]] 'ensemble
des ke N telsque p<k<yg.
On désigne par :

m,,((R) lensemble des matrices carrées d'ordre n +1 4 coefficients dans R,

O,,1 l'ensemble des matrices orthogonalesde 1, ,, (R),

D, ., l'ensemble des matrices diagonales de M1, (R) ;

si M e mn+1(R) on note :

M = (,ui’j) avec (i, )e[ll,n+1]]x[lLn+1]), ou di ; désigne I'élément

de la i-éme ligne et de la j-€éme colonne de la matrice M,

M' la matrice transposée de M,
det M le déterminant de M,

n+l n+l

Sy l'endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique de R

est la matrice M,

M" la transposée de la comatrice de M (on rappelle la relation
MM™ = M™M = (det M)I ., ,ou I,,; désigne la matrice unité de m,,;(R)).

Etant donné deux éléments de R” : a=(a1,a2,...,an) et b=(b1,b2,...,bn) , on
associe au couple (a,b) la matrice A, (a,b) € m, ., (R) définie par A, (a,b) = (ai,j) avec
a; ;i = 0 lorsque |i - j| # 1

it =4, G =b, pour ie [[L ”]]
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Par exemple pour n =2 a= (al, az), b= (bl, b2)

0 b 0
Az(a,b)= al 0 b2 em3(R)
0 612 0

Pour ne N, n fixé, on note 8,1 l'ensemble des matrices A4, (a,b) pour (a,b)e (R”)z.

On se propose d'¢tudier quelques propriétés des matrices 4, (a, b) et de I'ensemble 6 0

PARTIE I

Etude de 8]

Soit f,] I'ensemble des matrices 4; = Al(al,bl)= (: %j pour a; € R e b €R.
1

U soit G = 4(1,0) H = 4,(0,1)

Calculer G2, H?, GH, HG.

L'ensemble fl est-il stable pour la multiplication ?

T2/ Expliciter 'ensemble El N O, (c'est a dire l'ensemble des matrices de il qui sont
orthogonales).

1.3/ Montrer que toute matrice A4 = 4, (al , bl) appartenant a 81 peut s'écrire sous la forme

A=UA avec Ue gl N0, et Ae D, ;préciser le nombre de décompositions.

1.4/ Onconsidére une matrice A4 = A4, (a1 , bl) € 81 .

1.4.1/ On suppose a;b; # 0. Justifier 'existence de 47 ; la matrice 47! appartient-
elle a il ?
1.4.2/ Lamatrice A4 est-elle diagonalisable dans 1, (R)
- lorsque a;by <0 ?
- lorsque a;by >0 ?

1.4.3/ On suppose que a;b; = 0 . Donner une condition nécessaire et suffisante portant

sur a; et by pourque lamatrice A4 soit diagonalisable dans 71, (R)



1.5/ On considére deux matrices de fl :
0 0 ¢ 4
K = (x ?))J L= (z 0) avec (x, Vv, Z, t) e R

I.5.1/ Les deux matrices K et L  sont-elles semblables dans mz(R) lorsque

xy # zt 7

I.5.2/ On suppose que xy = zt # 0.
Les deux matrices K ef L sont-elles semblables dans 1, (R) ?

PARTIE II

Etude de i n

JeR", b=(b,by,....b,) € R" ; dans le but de

* .
Pour ne N, soit az(a],az,... , b,

» Ay
simplifier, on notera  d, (a,b) ou simplement dn le déterminant de la matrice 4 = 4,,(a, b).

IL.1/  Calculde d,.
\I’I.l,.\ll Calculer d,.

IX:1.2/ Pour n >3 exprimer d, fonctionde a,,b, et d,_,

I1.1.3/ Quelle est la valeur de dzp pour p € N* 2

WCalculer dypyy Pour p e N, enfonctiondes a; ctdes b;, i€ [1.2p +1].

I1.2/  Liens entre En s O, et D, 4

Tl\% 1 On suppose qu'il existe une matrice U € 8 "NO,,. Soit Ae D, , onpose

A = UA ; vérifier que Aez etqué AAeDlH

I1.2.2/ Soit A e 2p existe-t-il U € ij N 02p+1 et Ae D2p+1 telles que
A=UA?

I1.2.3/ Pour n =3 on considére la matrice A4 = 4, (a,b) € 63 avec a = (1,3,5)

b= (2,4,6). Existe-t-il U e 63 N0y et AeD, tellesque 4= A3(a, b) =UA ?
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I1.2.4/ On supposeque n = 2p +1 etque A=A2p+1(a,b)e€2p+1m02p+2.

:2.4.1/ Quelles sont les valeurs possibles pour a;, by, ay, b, ?

IN24.2/ Préciser l'ensemble 82 p+1 N Oypyn etson cardinal.

II.Z\.4.3/ Soit A€ €2p+1 telle que A4 e D2p+2 et det A # 0. Montrer qu'll
existe U € 82p+1 N0y et Ac D) pi2 tellesque A4 =UA.

I1.3/ Matrices symétriques de f’n .

On considére dans cette question la matrice 4 = 4, (a,a) pour aeR".

11.3.1/ Justifier 'affirmation :

Pourtout a € R" lamatrice A4 estdiagonalisable dans m1, +1(R)~

n+l
Si 4, , je€ [[1, 7 +1]] désignent les valeurs propresde  f 4, préciser la valeur de Z A
J=1

11.3.2/ Pour (x, y) € (R"H)z, onnote < x,y > leproduit scalaire euclidien canonique
de x et y. Onassociea A= 4, (a,a) la forme bilinéaire ¢, (notée simplement @)
définie par :

pour tout (x, y) € (R"J’l)2 olx, y)=<x, f4(y)>.

La forme bilinéaire ¢ définit-elle un produit scalaire sur R 9 (on pourra considérer

go(x, x) pour x vecteur propre de I'endomorphisme [ 4).

1.4/ Comatrices et ensemble f, n

~
IR4.1/ Montrer que pour toute matrice 4 = 4, (a1, b)) € 81 lamatrice A est élément

de il-

Dans la suite on suppose que n = 2.

. . f : * : . 8
1142/ Si Ael,nO0,, lamatricc 4 appartient-ellea L, ?

11.4.3/ Existe-t-il un entier »n > 2 tel que pour toute matrice 4 € fn la matrice 4~

soit €lément de fn ?

Fin de 1'énoncé.



SESSION 2002 ‘ PSIM207
CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
*kk
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

¥k

On désigne par N l'ensemble des entiers naturels, par N" llensemble N privéde O, par Z
l'ensemble des entiers relatifs, par Q l'ensemble des nombres rationnels et par R I'ensemble des
nombres réels.

Etant donné un entier naturel #, on note [[0,n]] l'ensemble des entiers naturels & tels que
0<k<n.

Cette épreuve comporte trois parties.

Dans la premiére partie, on étudie les solutions développables en série entiére d'une équation
différentielle.

Dans la deuxieéme partie, qui est indépendante de la premiére partie, on étudie des suites numériques
définies par des relations de récurrence.

La troisiéme partie utilise les résultats des parties précédentes pour obtenir un encadrement de

1
—— par des nombres rationnels (¢h désignant la fonction tangente hyperbolique).

th(1)
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PARTIE I

Pour n € N, on considére les eéquations différentielles (En) x? y'+ (n —n? - x2) y=0,0u x
désigne une variable réelle et y =y (x) une fonction deux fois dérivable.
On remarque que (EO) et (El) sont les mémes équations.

I1. Onprend n=0 eton étudie I'équation différentielle (Eo )
I.1.1.  Déterminer les solutions de (Eo) sur chacun des intervalles |- 0,0[ , ]0,4+o[.
L.1.2.  L'¢quation (EO) a-t-elle des solutions sur R ?

I2. Onprend n 22 eton suppose que l'équation différentielle (En) a une solution

+00
développable en série entiere y(x) = Z u kxk , derayon de convergence R > 0.
k=0

L.2.1.  Calculer uy et u.
L2.2.  Pour k 22, donner une relation entre u; et uy_,.
1.2.3.  Calculer les coefficients u, pour k e [[0,n —1]].

1.24. Pour pe N, calculer les coefficients u, 5 ,,;.

L.2.5.  Peut-oncalculer u, ? Onjustifiera la réponse.

L.2.6.  Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére.

2"(k +n) ! o .
Pour k¥ et n dans N,onnote C;, = et on considére les fonctions
Tk 12k +2n) !

+00
¢, definies pour x réelpar ¢, (x) = Z Cy nx2k+" lorsque la série converge.
k=0

L3.
L3.1.  Exprimer qoo(x) et @ (x) aTlaide des fonctions usuelles.

L.3.2.  Montrer que les fonctions ¢, sont indéfiniment dérivables sur R.



1.4.
C
I.4.1.  Calculer le quotient kol
Ck,n

L.4.2.  En déduire l'expression de  Cy, — (2n +1) Cy,n+1 enfonctionde k etde

Ck,n+1 :
. 2n +1 )
143. Pour x # 0 ,exprimer ¢, (x) - —— Ol (x) enfonctionde ¢, ., (x).
X

L4.4. On admet que pour tout ne N , la fonction ¢, est solution sur R de
+00 P
1'équation (E . ) En reprenant la notation de 1.2, on écrit ¢, (x) = y(x) = Z upx .

k=0
Quelle est la valeur de  u,, ?

I.5. Dans cette question on suppose x # 0.

I.5.1. Montrer que pourtout ne€ N, ona ¢, (x)=0.

¢, (x)

Ppe1\X

Pour neN et x=#0 ,ondéfinit y, (x) = . Dans la suite de la question, on pourra
utiliser 1.4.3.

I.5.2. Onsuppose 0 < x <1 ,montrer l'inégalit¢ y, (x) >1.

. 2n +1 1
1.5.3.  Montrer larelation y, (x) = + .
X Vn+1 (x )
PARTIE 11

On note S [Il'ensemble des suites a = (an )neN vérifiant : a; € Z et pour tout

nx1 , a,c€ N*-

Etant donné une suite a = (an )neN de §, on définit les suites (Pn )neN et (qn )neN par :
Po=0 » Pr=aa+1l ., g=1, g =4

puis, pour n > 2, par :

Pn=@uPp 1+ P2 € 4y =08,q9,_1+q,_2-
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II.1. Montrer que pourtout e N ona ¢, 2n.

IL2. Relationsentreles p, etles g,.
I1.2.1. Pour n 21, calculer p,q,_| —q,P,_1-

11.2.2. Pour n > 2, calculer p,q, » ~q,P,_2-
(s Py

Pour n € N , on définit x, = —.

qn

I1.3. Etude de la suite (xn )ne N

II.3.1. Pour n>1, calculer x, —x,_; etpour »n>2, calculer x, —x, , en

fonctiondes a; etdes g .
I1.3.2. En déduire que les suites (xzn )neN et (xzn +1 )n <N sontadjacentes.

I1.3.3. Onnote « la limite de la suite (xn )neN' On se propose de démontrer par

l'absurde que « est un nombre irrationnel.
q

c * s
En supposant que a=—eQ, avec deN, et en utilisant I'encadrement
d
0<a-x,, <Xy,,1 = Xp,, déterminer un entier k&, vérifiant 0 <k, < En
92n+1

déduire que « n'est pas rationnel.

. * . , [ . . - .
Soit A € N un entier naturel non nul fixé ; on considére la fonction f définie pour tout ¢ reel
par f(t)=t2 - A -1

I1.4. Etude de la fonction f.
IL4.1. Tracer le graphe de la fonction f sur lintervalle [-1, 1 + 1].

I1.4.2. Onnote r; et ry, avec r;<r;, lesdeuxracinesde f. Déterminer le signe
et la partie entiére de chacune des racines.

IL.5. Pourtout ne N, onprend a, = A eton considére la suite a = (an )neN'

I.5.1 pour i€ [[0,3]] , calculer p; et gq.

I1.5.2. Pour = >1,exprimer g, en fonctiondes p; pour k € N. En déduire une
expressionde x, en fonction des ¢, pour k e N.

IL.5.3. Exprimer ¢, enfonctionde r;, r; et n.



I1.5.4. Déduire des questions précédentes une expression de x, en fonctionde r;, r;
et n.

I1.5.5. En déduire la valeur de la limite a de la suite (xn )neN en fonctionde r; et r,.

11.5.6. On prend A =3. Calculer ¢, pour ne [[0,6]]. En déduire deux nombres
rationnels qui encadrent a a 10™ pres.

PARTIE 111

Etant donné une suite de nombres réels (bn )neN , telleque pourtout n >1 onait b, >0, on

définit la suite dont le terme général d'indice n  est noté [bo,bl,...,bn] par :

1 n+l

1
[b0]= bo,[bo,b1]= bo +—,puiSp0ur n 2 1, |:b0,...,bn,bn+1 :lz {bo,...,bn_l,bn +
b

1
En particulier { by, by, by :| = {bo, b + ——-}
by

IIL1. Soit a = (an )neN un élément de . On lui associe les suites (pn )neN’ (qn )neN et
(xn )neN définies dans IL.

III.1.1 Ecrire [ao , al] et [ao ,ay, az] sous forme de fractions en fonction des aq; .

) , p
IIL1.2 On suppose que, pour un entier n > 2 fixé,ona [ao s ey an] ==,
dn
Quel nombre rationnel obtient-on en remplagant dans [ao, ey Ay s an] , leterme a, par
a, + ?
Ap+l
II1.1.3 Montrer que pourtout n € N ona [ao, ey an] =X,.
1

ML.14 Pour neN" , montrer [ao,...,an]=a0 + ——
[al,...,an]

Dans I1.3, on a montré que la suite (xn )neN converge vers un nombre irrationnel «. On note

a = [ao, a, ] et on note F lapplication de § dans l'ensemble des nombres irrationnels
définiepar: Fla)=a = [ao, ay, ] . On admet que F est surjective.
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IIL2. Soit @ unnombre irrationnel et soit a € S une suite telleque a = Fla) = [ao, ay, ]

IL2.1 Comparer x,,x, et «. Endéduireque a; estlapartieentierede a.
1

IIL.2.2 Pour k € N, on note ¢ = [ak, api1» ] Montrer I'égalit¢ a = @y = aqp + —.
a4

Donner une relation entre aj, ;.1 €t ay.

I11.2.3 Décrire un algorithme qui donne la suite (an )n cN- En déduire que F est

bijective.

1124 On prend a =43 et on note a= (an)neN € § la suite vérifiant

F(a) = /3. Calculer ay,ay,ap,a;3 et exprimer aqp,a;, € a3 en fonction de /3.

Déterminer la suite a = (an )n eN-

IIL3 Soit ue N*. Onnote th lafonction tangente hyperbolique.

III.3.1 Déduire des parties précédentes qu'il existe une suite ael telle que

g

II1.3.2 Onchoisit x =1. Pour n e [[0,4]] donner le tableau des entiers a,, p,, ¢,

F(a) = et expliciter les termes de cette suite (on pourra utiliser les résultats du I).

1
En déduire deux nombres rationnels qui donnent un encadrement de —(—)— a10* pres.
th(l

Fin de I'énoncé.



SESSION 2002 ‘ PCM1004

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

Kook ok ok

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la conci-
sion de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

3k ok >k

Notations

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux a 1. K désignant le corps des réels ou celui des
complexes, on note M, ,(K) le K-espace vectoriel des matrices a coefficients dans K ayant n lignes
et p colonnes. Lorsque p = n, M, ,(K) est noté plus simplement M, (K) et est muni de sa structure
d’algebre, [, représentant la matrice identité.

0,.., désigne la matrice nulle de M, ,(K) et 0,, 1a matrice nulle de M,,(K).

G L, (K) désigne 1'ensemble des matrices inversibles de M, (K) et 7,(K) I’ensemble des ma-
trices carrées d’ordre n triangulaires supérieures a éléments dans K.

Tout vecteur r = (r;)i1<i<, de K" est identifié & un €élément X de M, 1(K) tel que I’élément
de la :*™ ligne de X soit z;. Dans toute la suite, nous noterons indifféremment X = (zi)1<i<n Un
élément de M, (K) aussi bien que le vecteur de K" qui lui est associé.

Pour A = (a;;)1<i<n dans M, ,(K) et X = (z;)1<i<, dans K?, on note (AX); le coefficient de
1<5<p T

la 2™ ligne de A X.
Pour toute matrice A de M ,(K), on note Sp(.4) I’ensemble des valeurs propres complexes de A
et on appelle rayon spectral de A le réel p(.A) défini par :

A) = A
p(A) Agg(g)l \

Conformément a 1’usage, on note N, la norme définie sur C* par :

VX = (‘ri)lgign e C? , A’roo(‘\’) = max sl',|

1<i<n
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On qualifie de norme matricielle toute norme ¢ définie sur M, (K) vérifiant la propriété :
V(A B) € (Mu(K)® . o(AB) < 2(A) - 2(B)

M, (K) étant de dimension finie, on rappelle qu'une suite de matrices (Ap)rer de M, (K)
converge vers une matrice A de M, (K) si et seulement si la convergence a lieu dans M, (K) muni
d’une norme quelconque.

Partie 1

Une matrice A de M, (K) est dite trigonalisable si et seulement si il existe P> € /L, (K) et
T eT,(K)telsque I'= P71 AP,
I.1 Pour n fixé, on suppose que toute matrice de .\, (C) est trigonalisable et on considére une
matrice M de M, (C).
a) Montrer que .M admet au moins une valeur propre.
b) Soit A une valeur propre de M. Montrer qu'il existe ) € L, (C), L € M, ,(C) et

N € M, (C) tels que :
(AL
O~ MQ = <0n.1 N)

¢) En déduire qu'ilexiste // € GL,(C)etS € T,(C) tels que :

i A I
© ‘”Q_<0,(.l HISH-

I 0y,
d) On pose R = <0n.1 I
e) Calculer R7'Q "' M QR et en déduire que M est trigonalisable.

I.2 Déduire de la question précédente que pour tout n entier supérieur ou égal a 1, toute matrice
de M,,(C) est trigonalisable.

) . Montrer que R est inversible et exprimer R™1.

1 1 0
I.3 Soit lamatrice G = |1 -1 1
2 =5 3

a) La matrice (i est-elle diagonalisable ?

b) Onnote B = (e, €3, e3) la base canonique de C*. Montrer que G admet un unique vecteur
propre u dont la premiere composante dans la base B est égale a 1 et vérifier que By = (u, ez, e3) est
une base de C°.

¢) On note @ la matrice de passage de B & B;. Calculer Q™' (Q) et en déduire, en s’ inspirant
de la méthode décrite aux questions L1 et L.2, P € GL3(C) et T € T3(C) tellesque P7'GP =T.

1.4 Soit A € M ,(C). Si T est une matrice triangulaire supérieure semblable a A, que représen-
tent les éléments diagonaux de 7' ?
L5 Soit S = (s;;) et T' = (¢,;) deux matrices triangulaires supérieures de M., (C).

a) Montrer que ST est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
sont Sy1t11, 822892, -+ L Spntan.

b) Pour k£ € N*, quels sont les éléments diagonaux de 7% ?

1.6 Montrer que pour toute matrice A de M, (C), p(A*) = [p(A)]".



1.7 Montrer que ’application v : M,(C) - R, A = (a;;) — max |a;;| est une norme sur
1<i,5<n

M, (C), mais n’est pas en général une norme matricielle sur M, (C).

I.8 En admettant I’existence de normes matricielles sur M, (C) (la suite du probleme montrera
effectivement cette existence), montrer que pour toute norme N définie sur M, (C), il existe une
constante (' réelle positive telle que :

Y (A, B) € (M,(C))* . N(AB) < CN(A)N(B)

1.9 Soit (A )kery une suite de matrices de M ,(C), A € M,,(C) et P € (“L,(C). Montrer que la
suite (A )ren converge vers A si et seulement si la suite (P~ AgP)yer; converge vers PYTAP.

L.10 a) Soit T' = (6\ //<> un élément de M, (C). Pour tout & € N*, calculer T* et en déduire

que la suite (1%)cr» converge si et seulement si (JA] < 1)ou (A =1letyp=0).

b) Soit 4 € M,(C) diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les
valeurs propres de A pour que la suite (.4%) e soit convergente.

¢) Soit A € M,(C) non diagonalisable. Montrer que la suite (A% )1y est convergente si et

seulement si p(A) < 1. Dans ce cas, préciser lim A~
k—4oc

d) Soit A € M,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur p(4) pour que la
suite (A"‘)kep; converge vers la matrice nulle.

Partie 11

Soit A = (a,;) une matrice de M, (C) et N une norme quelconque sur C". On pose :

n
My = max E la;|
1<i<n 4
SR

I1.1 a) Montrer que pourtout X € C* : N (AX) < M4 N (X).
b) Montrer qu’il existe une constante réelle C'4 telle que :

YX €T, N(AX) < C4N(X)

¢) Montrer que I’ensemble {%’% | X e C\ {0}} posséde une borne supérieure dans R.

On notera dans la suite : V(AY
;\N‘Y(A) = sup : ( A)
xeoyoy N(X)

d) Montrer que : ’N\’;(él) < M.
e) On reprend dans cette question la matrice (7 introduite en I.3£éterminer un vecteur Xg
de C° tel que Noo(Xo) = 1 et No(GXo) = 10. En déduire la valeur de Noo(G).

IL.2 Soit i un entier compris entre 1 et n tel que Z la;,;] = Ma. En considérant le vecteur Y’

de (Cn de composantes vy déﬁnies ar
p Y; p
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||
montrer que M4 < :\'\X,(A) et en déduire Q(‘U = My.
I1.3 Montrer :
a) V(A ):o¢:> A=0,.
by Vie C, V(A1) < ])\’
) Endedune V/\GQ ‘ ( \) = |A|N V(A
d) VB M (C) . N(A+B)< N(A) + N(B),
e)vVNeC . V(1) <L \( DN
f) Déduire de ces résultats que N est une norme matricielle sur M, (C). On lut donne le
nom de norme matricielle subordonnée a la norme V.
I1.4 a) En considérant une valeur propre A de 1 telle que |A| = p(.1), montrer que :

y; = Sioai,; #0 et yy =1 si ai; =0

p(1) < N

b) Donner un exemple simple de matrice -4 non nulle vérifiant p(A) = V\ (-1).
¢) Montrer que si A4 est nilpotente non nulle, on a I'inégalité stricte :

plA) < N
IL5 Montrer que si. lim A" =0, alors p(A) < L.
=y 420
Dans toute la suite du probléme, on admettra que, réciproquement, si p(A) < 1, alors
l}im A =0,.
S+

I1.6 a) Montrer que pour tout & entier naturel non nul : p(A) < {S;(Ak)} :
b) Montrer que pour tout & € C, p(ad) = |ajp(d)

¢) Soitz > Oet .1, = ﬁ—)—;— Vérifier que p(4.) < 1 et en déduire I'existence d'un
Pl g
entier naturel k. tel que :
")

<C
e
Mm
Z
TN
>~
V
et
L)
=
VL
o
AN
)
=
_+_
(&)

d) En déduire lim {.?(44“)} FZoA).

k—+4oc

Partie 111

Une matrice A de .M, ,(R) est dite positive (resp. strictement positive) et on note 4 > 0 (resp.
A > 0) si et seulement si tous ses coefficients sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs). Si A
et B sont deux matrices de M, ,(R),onnote A > B (resp. A< B,A> B, A< B) si et seulement
SitA—B>0(esp. B—A>0,A-B>0,B-A4>0).

Notons que grace a I’identification de R™ et M, ;(R), on pourra parler de vecteur de R" positif
ou strictement positif.



I11.1 Donner un exemple de matrice A montrant que les conditions A > 0 et A4 # 0 n’impliquent
pas nécessairement A > 0.
II.2 A, B, A, B’ désignent des matrices de .M, (R).
a) Montrerquesi) < A< Bet0 < 4" < B alors 0 < AN < BB,
b) Montrer que si 0 < A < [3, alors pour tout & € N, 0 < AR < BR
¢) Montrer que si 0 < A < [3, alors \\; (1) < :\\';(15’).
d) Montrer que si 0 < .t < /5, alors p(.1) < p(B).
e) Montrerque si 0 < .1 < B, ilexiste ¢ €]0, 1] tel que A < ¢ et en déduire p(A) < p( ).
II1.3 Soit A une matrice positive de .M, (R) telle que la somme des termes de chaque ligne soit
constante égale a o. Montrer que « est valeur propre de .1 et que :

111.4 Soit .1 une matrice positive de M, (R ). Pour tout: € {I..... n }, on note o, la somme des
termes de la ;™ ligne de 1 et & = min a,. On définit la matrice /3 = (b;;) par 3 = 0,, sia = 0 et
V<< '

Q : e : o .
bj, = —uaj;,;, st & > 0. Montrer a |"aide de la matrice /3 ainsi construite que :
(&%

1
it K
min g a ] < o) < max E a;;
1<i<n ' I<:<n ’

J=1 4=1

IILS Soit .4 une matrice positive de M, (IR) et X' = (r,;) un vecteur strictement positif de R".

On note 1), la matrice diagonale de .M, (R ) ayant pour termes diagonaux ry,r,, ... ,.r,. Calculer
les éléments de la matrice D' 4D, et en déduire :

BRY AN,
min ( ) < p(A4) £ max ( )

1<i<n £y ' 1</<n Ty

IL.6 Soit A une matrice positive de .M, (R). Montrer que si .4 admet un vecteur propre stricte-
ment positif, alors la valeur propre associée est p( 1) et :

‘L\VFZ' . AX i
p(A) =sup (m_in (‘ ) ) = inf (max ( ) >

Yo \USi<n 2y x>0 \1<i<n 1y

Fin de I’énoncé



SESSION 2002 ‘ PCM2007

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites
a0 e e

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené
a prendre.

o e o

La partie IV peut étre traitée indépendamment des autres.

PARTIE I

Pour tout n € N, on note P, la fonction polyndme de la variable réelle x définie par :

n

P === 1))

L1 Donner une expression explicite des fonctions polyndémes P,,P,,P,,P,.
I.2 Exprimer P (-x) en fonctionde P, (x).

.3 Calculer P(0) et P’(0).

n+2

L4 En effectuant de deux facons différentes le calcul de i172[(x2 - l)m] , montrer que l'on a :
dx

(1—x*)P(x) = 2xP/(x) + n(n+ )P, (x)=0.

I.5 Soit k& un nombre entier compris au sens large entre 0 et n -1 . Préciser l'ordre de multiplicité

de +1 et -1 en tant que racines de la dérivée d'ordre & de =1

Tournez la page SVP



En appliquant le théoréme de Rolle aux dérivées successives de (x* —1)", montrer que P, admet n

racines réelles distinctes, toutes comprises strictement entre -1 et +1 .

PARTIE 1I

Soit f la fonction de deux variables réelles x, y définie par:
1

fx,y)=————er

AI=2xy +x?

II.1 Représenter graphiquement l'ensemble 9, des couples (x,y) € R* en lesquels f(x,y) est

définie.

Soit & l'ensemble des couples (x,y) € R? tels que 2.yl + ki’ < 1.

On admettra que 1'on a sur & un développement en série de f de la forme :

fy =Y A" (E)

ou les fonctions A, sont de classe €~ , et que les dérivées partielles de f a tous les ordres, par

rapport a l'ensemble des deux variables x et y , peuvent se calculer en dérivant terme a terme le

deuxieme membre de 1'égalité (£).

II.2 Représenter graphiquement l'ensemble & .

II.3 Calculer A,(0) et A" (0) pourtout ne N.

I1.4

df i
I11.4.1 Calculer x=—(x,y)+(x—y)=—(x,y) .
u x&x(x y)+(x y)ay( y)
En déduire que I'on a yA'(y) =0, etpourtout n>1, yA' (y) -A",(y) = nA, () ().



I1.4.2 Calculer (1-2xy+ xz)%(x,y) +(x =Y f(x,y) .
En déduire que l'ona A,(y) —yA,(y) =0, et pourtout n>2:
nA, (y) = 2n-1yA,_ (») +(n-DA,_,(»)=0 2

IL.4.3 En dérivant les relations obtenues 4 la question précédente, monwer que 'on a, pour
tout n21,larelation A" (y) - yA', ,(y) =nA_,(y) (3).

I1.4.4 Déduire de ce qui précéde que I'on a pour tout ne N:

(1=Y)A) = 29A (M) + n(n+ DA, () =0 .

Exprimer A,(y) en fonctionde P (y) pourtout ye -1, +1[ .
PARTIE 111

On considere les fonctions F, C et § des deux variables réelles x et 8 définies pour Wl <1 et

0 quelconque par :

1 1—xcos@ xsin@
, Clx,0)= , S(x,0)= 3
1-2xcosf+ x*? (x.8) 1-2xcosf + x* (x.8) 1-2xcos8 + x?

F(x,8)=

III.1 Pour x fixé tel que Wl < 1 , déterminer les développements en séries de Fourier

Zan(x)cosnB de C(x,0) et an(x)sin n@ de S(x,6) considérées comme fonctions de la
n=0 n=0

1

em .

variable 6. On montrera que C(x,8)+iS(x,0) =

A-t-on les égalités C(x,0) = Zan(x)cosne et S(x,0)= an(x)sin n@ pour tout couple (x,8)

a=0 n=0

appartenant a }-1, +1[ xR ?
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I11.2 Déduire de la question précédente le développement en série de Fourier

400
F(x,0)= Eun(x)cos n® de F(x,0) considérée comme fonction de la variable 6 , ainsi que le
n=0

4o
développement en série entiere F(x,0) = Zvn (Ox" de F(x,0) considérée comme fonction de la
n=0

variable x.

" in(n+1
II1.3 Montrer que pour tout 6 € R on a ZP,,(cose)Pn_k(cose)=___Sm(fl i

pyars sin

, cette derniére

fonction de 6 étant supposée prolongée par continuité lorsque 6 est multiple entierde 7.

ARTIE 1

Soit A un nombre réel non entier relatif. On consideére I'‘équation différentielle linéaire en la fonction

inconnue z de la variable réelle x, a valeurs réelles :

Ly a- xHz2”(x)=2x2’(x)+ A(A+1)z(x)=0 .

On se propose de déterminer les solutions de (L,) développables en série enti¢re au voisinage de 0.

+oo
IV.1 Soit z(x)= Zaux" la somme d'une série entiere de rayon de convergence non nul.
n=0

Déterminer la relation qui doit lier «,,, et ¢, pourque z soit solutionde (L,) .

IV.2 En déduire l'expression de ¢, pourtout n€ N.

IV.3 Quel est le rayon de convergence des séries entiéres ainsi obtenues ?

Fin de I'énoncé



SESSION 2002 I TSIM104

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de lu
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a é1é amené a
prendre.

Notations du probleme
Soit n un entier naturel non nul, M,( R )I’algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Soit A= [a‘./] un élémentde M, (R ).

I1<ign
i</j<n

(¢ 1ndique e numéro de la hgne de a, ;

Jindique le numéro de la colonne de a,

On appelle trace de A et on note tr (A) le nombre réel tr(A) = Ea .

'A désigne la transposée de la matrice A.
GL, ( R )est ’'ensemble des matrices carrées inversibles de M ,( # ).

[, désigne la matrice unité d’ordre n.
S, ( & )est ’ensemble des matrices symétriques.

A, ( ) est 'ensemble des matrices antisymétriques, c’est-a-dire telles que ‘A = -A.

PARTIE I
1) Montrer que I’application tr est une application linéaire.

2) Soit AetBdans M, (R ).
Est-ce que 'on a tr(AB) = tr(A) tr(B) ?
Montrer que tr(AB) = tr(BA).

3) Soit Pdans GL,( R )et Adans M. (R).
Montrer que tr(P A P)=1rA).

4) Soit A et B, 2 matrices semblables.

Que peut-on dire de leurs polyndmes caractéristiques ?

Que représente 1r(A) relativement aux coefficients du polyndme caractéristique Py (X) de A ?
Retrouver ainst le résultat de la question 3).
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5} Existe-t-il des matrices A et B dans M, ( R ) telles que AB-BA=21_7
0) SoitAe A,( R).Montrer que tr (A) = 0.
PARTIE II

Soit A et B dans M, ( R j. On définit < A,B>=1tr('A.B).
1) Montrer que ’application
M.(R)x M\((R)—> R
(AB)—> <A B>
est un produit scalaire sur ’espace vectoriel M, (R ).
On considerera I'espace vectoriel euclidien (M, (R ), < >) pour toute la suite et || 4] = /< AA>
la norme associée.

n n
P 2 5
On vérifieraque | A[ = a’
| >al
= =l

i=i

2) Montrer que S, (&) et A, (K) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, ( K& ).

3 SoitSe S, (et Ae A, (K). Montrer que <S,A>= 0.
En déduire que A, (&) = (S, (R) )" est le supplémentaire orthogonal de S, (&) dans M (R ).

4) Soit Ae M, (R) et A=A'+A" I'unique décomposition de A selon la somme directe

SRD A, (R). Justifierque VM, Me S, (R), A—M“z ZHA—A'“ :.

En déduire que

2

’A—AH

2

n n , ”
inf Z Z(au -my )’ =
1 =l

MeSn(R) 4=

5) Soit fla fonction de &’ vers R définie par f{x,y,z) = (1 —x)z +(4 - z)2 +(2- _y)z +(3- _y)2 :
Montrer que fa un minimum absolu que I’on calculera. On précisera en quel point ce minimum est
atteint.

6) Soit A, B, C dans M (&) telles que 'AA = A'A et 'BB = B'B .
Calculer HAC - CBH2 et U 'AC — C'BHZ.

A I'aide de 1. 2) vérifier que

'ac - ¢8| ~|aC - B =0

En déduire que (AC = CB) ¢ (‘AC = C'B).



PARTIE 111
L’objectif de cette partie est d’établir la propriété suivante par récurrence sur n.
A(n) : soit {Sy, Sy, ..., Sp} un ensemble de p matrices carrées d’ordre n symétriques permutant 2 a
2:

\Wl(l,j)E {1,..., p}z,S.’ S,‘ = Sj S,‘
Alors il existe une matrice orthogonale £ d’ordre n telle que
Vie{l...,p}, QS Q soit une matrice diagonale.

I} Que peut-on dire de la propriété pourn=17?

2) On suppose que n est sup€rieur ou égal a 2 et que la propri€té est vraie jusqu’au rang (n-1).
Les matrices symétriques Sy, ..., S, d’ordre n permutent 2 a 2.

2.1) Que peut-on dire si toutes les matrices Sy, ..., S, sont diagonales ?

2.2) On suppose dans toute la suite que S; n’est pas une matrice diagonale. Justifier I'existence
d’un entier r, d’un réel A, d’une matrice diagonale A d’ordre n-r et d’'une matrice orthogonale €,
AL O

d’ordre ntels que:  1<r<n-1, 'S, Q, = [ 0 A

} ou 0 désigne des blocs nuls et ot A ne
figure pas sui la diagonale de A.

A B

2.3) Pourl <1 < p, on écrit la matrice Q{l Si Q.| } sous forme de 4 blocs ou A; est carré

! i

d ordre r et C; carré d’ordre n-r.
Montrer que D; = ' B, et que A; et C, sont symétriques.

AB, =B:A

24) Pourl €£i<p,montrerque S; §; = §; ) & {AC, —CA

En déduire que B, et D; sont des blocs nuls.
2.5) Montrer que V(i,j)e {1 ..... p}2
A{_A/, = AjA‘_

Si SJ' = SJ Si ~
cc =cc

2.6) En appliquant I'hypothese de récurrence a {A;, .., Ay} et a {Cy, ..., Cp} terminer la
démonstration,
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3) On considére les deux ensembles de matrices d’ordre deux {Ai, A, 4;} et {C1,Cs ,Cs } définis

par :
143 5 43
a4 L2la 4 _(0 0
AR A3 e IV A“(O 0)
4 4 4 4
IR 31 301
,22' 12 2 |2 2
“=lia <o s “=0 s
22,J ) 2 2

3.1)  Vérifier que ces deux ensembles vérifient I"hypothése figurant dans A(n) au début de Ja
partie I et donner un exemple de matrices orthogonales Q, et Q2’5 telles que Q, 4,0 et
(Q’g)'lCiQ’g soicnt des matrices diagonales & préciser.

A O

3.2)  Soit les matrices d’ordre 4 écrites par blocs §; = I:O C

} 1<:1<3.

. 4 . N . R
Donner une base orthonormée de & ° formée de vecteurs propres communs a Sy, S,, S3 ot indiquey
les valeurs propres correspondantes pour chaque matrice.

Fin de I’énoncé
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

SESSION 2002

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI

MATHEMATIQUES 2

Durée : 3 heures

Les calculatrices sont autorisées.

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a é1é amené a
prendre.

Le probleme comprend quatre parties trés largement indépendantes, autour de la Lemniscate de
Bernoulli: étude d'une propriété angulaire et équation différentielle associée, représentation
graphique, calcul de l'aire et expression de la longueur a l'aide de diverses intégrales, algorithme de
calcul approché de la longueur par approximations polygonales.

PARTIE 1

Dans cette partie, on cherche des courbes planes I" birégulieres dont les tangentes satisfont a une
condition angulaire.

Les courbes seront définies par une équation polaire, p= f(8) ou f est de classe C” sur un
intervalle J, relativement a un repere (0,7, ) orthonormé direct du plan. On utilise les notations
usuelles suivantes :

ii(9) =cos(8) + sin(@)] ;

Le point M(0) décrit la courbe ; il est défini par O_A/f (B)=pu(0).

?(G)désigne le vecteur unitaire de la tangente en un point M(8) quelconque de la courbe T les
angles de vecteurs o et V sont définis par o= (f,f ©) et V=(u (9),? (0)).

Les courbes cherchées sont celles pour lesquelles, pour tout 6, la tangente au point M(0) est
orthogonale a la droite engendrée par le vecteur # (36).

. . s
1. Vérifier que la condition imposée est équivalente 4: VOe J, V =20 +5 modulo 1.

2. En déduire que cette condition est vérifiée si et seulement si f est une solution non nulle de
I'équation différentielle £ : f'(8)cos20+ f(0)sin20=0.
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De quel type est l'équation différentielle £ ? Citer précisément le théoréeme de résolution

correspondant a ce type d'équation (structure et expression de l'ensemble des solutions).

Résoudre I'équation différentielle E sur I'intervalle }gﬁﬁ{.

On note f; la solution de T sur }—%&%{ qui vérifie la condition initiale f; (0)=A (A réel

non nul), et on note C; la courbe d'équation polaire p= f;(0). Par quelle transformation

géométrique la courbe C, est-elle I'image de la courbe Cj, (A et u réels distincts non nuls) ?

L'équation différentielle T a-t-elle des solutions non nulles définies sur tout I'ensemble R

. T T . ‘- N
On admet que toute solution de E sur }—thz{ est développable en série entiere.

6.1. Déterminer, par identification dans 1'équation différenticlle £, les termes de degré inférieur
ou égal a trois de la solution f; (telle que f,(0)=1).

6.2. Donner les développements limités en O & tout ordre de x +=> cos2x ctde ut> (1+ " et

retrouver les résultats de la question précédente par une autre méthode.
6.3. Calculer les valeurs en O des trois premieres dérivées de f;.

PARTIE II

Soit C; la courbe d'équation polaire p=./cos(268) pour 6 € }g+g{ dans le repere
orthonormé direct (O, 7, j) .

I.1. Ewdier et représenter graphiquement la courbe C, (unité = 10 cm). Préciser les

prolongements par continuité en 6 = iz et I'existence d'une demi-tangente en ces points.

1.2. Déterminer et dessiner les points a tangente horizontale ou verticale.

1.3. Déterminer et dessiner le repere de Frénet, ainsi que le centre et le cercle de courbure au
point d'angle polaire 8 = 0.

T
- d
Justifier la convergence de l'intégrale [ = J‘::‘—L
—= 4Jcos(20)
4
On définit la longueur L de C, comme la limite, si elle existe, quand o tend vers ZE, de la
longueur de la restriction de C; a I'intervalle - oc,+oc]c }%+%{ . Démontrer que L existe et

que L =1



Montrer que L peut s'écrire sous 1'une des deux formes suivantes :

R
41, L= J.2 do
0]

\Jcos @ .
b du
42. L= 2-’. ——== (0N Pourra poser u =./cos(Q) ).
Oy1—u
Calculer I'aire A du domaine A intérieur 2 C,; en utilisant la formule A = JJ dxdy et un passage
A

cn coordonnées polaires.

PARTIE II1
Pour quelles valeurs des réels o et B lintégrale B(a,B):ﬂlﬂl(lAr)ﬁ—lclt est-clle
convergente?

Vérifier que B(B,0) = B(a,B) .

.2 N
En posant 1 =sin"(9), prouver que

Y(a,B)e [0too]?, Bla,B)= 2]5 5in26-1(8) cos23-1(8) d .
0

-

Montrer que L = lB(ll j
2 124

PARTIE IV : algorithmique

Préciser quel est le logiciel de calcul formel que vous avez étudié pendant votre préparation au

concours et utiliser son langage pour la question 2.

T
On se propose de calculer une valeur numérique approchée de L = J.Z
0

par une méthode

do
A COS P

géométrique (approximations polygonales).

Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, et tout entier k compris entre O et n, on note M} le

point de C; d'angle polaire i—n et L, la somme des longueurs des segments M, M, pour k
n

n
variant de 1 a n, c'est-a-dire L, = 2
k=1

Cqe 2
M _ M/}, pour la norme euclidienne usuelle de R~ .

1.1. Pour n = 1, calculer les coordonnées cartésiennes des deux points M(l) et Mll , et dessiner le

segment M(I)Mll . Calculer 2L;.
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1.2. Pour n = 2, calculer les coordonnées cartésiennes des trois points Mf, et dessiner les deux

segments Mng2 et M12M22. Donner une valeur numérique approchée de 2L,.

1.3. Pour n =4, dessiner les segments M?_le pourke {1,2,3,4}.

Ecrire un algorithme (ou une procédure ou un programme) qui calcule et affiche les valeurs
numeériques approchées des premiers termes de la suite (2Lyp ) peN, jusqu'au plus petit entier

<1073,

p> 1 vérifiant |2Lyp1 = 2Lyp

Fin de ’énoncé
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TPC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B.:

Les calculatrices sont interdites.

* K ok ok ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu'il a été¢ amené a prendre.
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PROBLEME I

On note / D’intervalle ]—1, +oo[ et on définit sur / la fonction f par:

______In(l-x-x) sl xe [—1,4c0
)= d T & PO

1 si x=0
Partie I : Etude de f
1) Montrer que la fonction f est de classe C' sur /.

2) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur / et donner I’allure de sa courbe

représentative (on pourra étre amené a dériver deux fois la fonction x — (2x+1)In(1+x)-x).

3) On définit sur / les fonctions g et A par :

1n(1+x) . -
g(x)z ———x— s xe]—‘l,— [\{O} ot h(x)zl‘iﬁx
1si x=0

a) Montrer que la fonction g est de classe C* sur /.
En déduire que f 1’est également.

b) Préciser, pour tout ne N, g (0) et A (0).

n+l

¢) En déduire que, pour tout ne N, f(") (O) = (—1)'l n!Zl_ .
J=1 .]

Partie II : Développement en série entiére

Le but de cette partie est de montrer que f est développable en série entiére sur un intervalle a
préciser.

1) On considére la suite (u,) . définie par

n

uy, =1
A
J
U =——
2
2n+1 n
\\_/}’l 2 2> un == n— ————un-Z
n-+1 n+l

n+l 1
a) Montrer que VneN, u, =(-1)" Y —.
p=l p
b) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Zunx" estégalal.



(UB)

2) On considére 1’équation différentielle :
(E) x(x+1) y+(x+1)(2x+1)y =1
a) Résoudre (E) sur [, = ]-1,0[ et I, = ]0,+o[ .
b) Montrer que (E ) admet une unique solution sur 7, et que cette solution est f .
c) Montrer qu’il existe une unique série entiére — que 'on précisera — de rayon de

convergence R >0, et solution de (E) sur |-R, R[.

d) Déduire de ce qui précede que f est développable en série entiére sur ]—1,1[ .

Partie Il : Calcul d’une intégrale

**In(l+1¢
A. 1) a) Etablir la convergence de I’intégrale impropre I le( z‘)t) dr.
0 +

X

e’ =1

dx .

b) Onnote J sa valeur. Vérifier que J = J. |
0

2) Calculer, pour tout ne N et pour tout réel x >0, la somme » e ™ .
i k=1

+@

3) Calculer, pour tout ¥ € N*, I’intégrale impropre J, = j xe dx .
0

—hnx

SJ‘“"xe dx .
0 e -1

4) Montrer que Vne N, JJ >

k=]

5) En déduire que J = Z;{IT

(On pourra utiliser, apres ['avoir démontré, le fait que la courbe de la fonction exponentielle
se situe au dessus de sa tangente en son point d’abscisse nulle.)

. : -~ 1 . L 1A-2 s
6) Déterminer n tel que 2—7 soit une valeur approchée de J 4 107 pres.
k=1
(On ne demande pas de déterminer effectivement cette valeur approchée.)

B. Soit ¢ la fonction de la variable réelle x, périodique de période 27, telle que &(x)=x" pour
tout x dans [—n,n].

1) Déterminer la série de Fourier de 4.
2) Justifier que ¢ est somme de sa série de Fourier sur R .

3) En déduire la valeur exacte de J .

Tournez la page S.V.P.



PROBLEME II

On munit ici R* de sa base canonique B et on identifie :

x
j de ses composantes x et y dans B.
Y
o Tout endomorphisme de R’ & sa matrice M dans B, ce qui donne un sens & des écritures

comme ImAM , KerM ...

e Tout vecteur (x,y) de R® & la matrice colonne V =[

x ) a b

et toute matrice M = 4 ]-on note (V) (resp. w(M)) la somme
Y ¢ .

des carrés des deux composantes de V' (resp. des quatre coefficients de M ) :

p(V)=x'+y* et w(M)=a'+b’+c*+d’

On note enfin T I’ensemble des matrices réelles M carrées d’ordre 2 vérfiant a la fois ;

Pour tout vecteur V' = (

e M estsymétrique.
e M estnulle ou est de rang égal a 1.
e M ades valeurs propres positives ou nulles.

Partie I : Exemples de matrices appartenant ou nona T

Etudier I’appartenance a 7 des trois matrices 4, B et C définies par :
11 11 -1 1
4= , B= et C=
1 0 11 1 -1
Partie I : Etude des matrices appartenant a T

1) T est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?

X 2 * 1 . 7 b]
2) Pour tout vecteur V :[ J appartenant & R, on considere la matrice carrée d’ordre deux

M=V'V, ou 'V désigne la transposée de V.

a) Comparer y (M) et [@(V)]z et montrer que M est nulle si et seulement si ¥ est nul.

b) Montrer que MV =o(V)V etque M’ =o(V)M .

¢) Determiner en fonction de 77 les valeurs propres et les sous-espaces propres de M lorsque
=0.

d) Etablir que, quel que soit ¥ e R, M appartienta 7T .

3)On considére réciproquement une matrice M nonnulle de 7.
a) Montrer qu’il existe un vecteur non nul X appartenant & R tel que ImM = Vect(X),

puis un vecteur non nul ¥ appartenant & R’ tel que M =X Y.
b) Montrer, en utilisant la symétrie de la matrice M , qu’il existe k& dans R’ tel que ¥ = kX .



wn

¢) Montrer enfin que % est strictement positif et en déduire [’existence d’un vecteur non nul

Vitelque M=V'V.

4) On considere I’application f associant & tout vecteur de R* la matrice carrée f(V)=V"V.
a) f est-elle linéaire ?
b) f est-elle injective de R? dans T ?
c) f est-elle surjective de R? dans T ?

Partie Iil : Approximation d’une mairice syméirique d’ordre 2 par une matrice de [’ensembie T

On considere dans cette question deux nombres réels p et ¢ telsque O0< p<g<let p+g=1etla
. [\ e p g

matrice symétrique 4 définie par 4 =

q P
M appartenant & T, qui minimisent 1’expression y (4— ).

j . L’objectif de cette partie est de trouver les matrices

1) La matrice 4 appartient-ellea 7' ?

Y
la quantité F(x,y)= z//(A—V ’V) :

x
2) On consideére V =( J Expliciter la matrice 4—V 'V, puis exprimer en fonction de x et y

3) Calculer les dérivées partielles de F' par rapport aux deux variables x et y, puis en déduire

deux conditions nécessaires pour que F présente un extremum en (x, y).

4) Résoudre le systéme suivant :

oF oF
) (7
)=S0y =0

En déduire les seuls points en lesquels F' est susceptible de présenter un extremum.

5) Donner un équivalent de F(x,x)-F(0,0) etde F(x,—-x)-F(0,0) quand x tend vers 0.

La fonction F présente-t-elle un extremum en (0,0) ?

6) Etablir pour tout couple (x,y) e R* I'égalité suivante :
F(x.y)= <x2 +y —1)- +2g(x=y) +(g-p)
En déduire le minimum de ['expression gz/(A -V 'V) lorsque 7 décrit R*, ainsi que les
vecteurs V' réalisant ce minimum.

7) Montrer enfin qu’il existe une unique matrice M appartenant & 7', qui minimise 1’expression
w(A4—M). Préciser la nature de I’endomorphisme de R? représenté par cette matrice M .

Fin de l'énoncé



SESSION 2003 i ‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée: 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

* % %

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’ énoncs, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a
prendre.

UTILISATION DESPOLYNOMESDE TCHEBYCHEV EN ANALYSE

Notations:

On note E I’ espace vectoriel des applications continues de [-1,1] dans R .
On désigne par E, I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de [-1,1] dans R de degré
inférieur ou égal an ou n est un entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynéme et fonction polynomiale.
Si f estunéémentdeE, onpose |f| = sup |f(X).
1]

xe[-1,

Lesparties|l., 1. sont indépendantes et utilisent les résultats de la partie l.

|. Polyndbmes de T chebychev

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel.

1. Existenceet unicité
a) Déterminer un polyndme T a coefficients réels de degré n vérifiant la propriété (*):
(*): VOe R, T(cosfd)=cos(nd).
(on pourraremarquer que cos(nd) est lapartieréelle de (cos@ +isind)").
b) Montrer gu’ un polynéme vérifiant (*) est unique.
On I’ appelle le polyndme de Tchebychev d'indicen, onlenote T, .

On définit alors une fonction polynomiale sur [-1,1] par :
vxe[-1,1], T.(X)=cos(harcosx).

Tournez lapage S.V.P.



2. a) Montrer que Vxe[-11], T, ,(X)=2xT_,(X)-T,(X)
(on pourracaculer T_.,(x)+T,(X)).
b) Calculer T,,T,,T,,T,.
c) Donner le coefficient du terme de plus haut degré de T, .

3. Racines et extrema

n-1
a) Montrer que Vxe [-1,1], T,(x)=2""]](x~cosd,)ol 6, = (Zkz;l)ﬂ '
k=0 n

k
b) On pose pour kdans {0, 1,...,n}, ¢, = cos(?ﬁ) .
Calculer [T, ||, puis montrer que:
vk e{0,1,..,n}, [T(c)|=|T.|., et que: Vke{01,.,n-1}, T(c,)=-T.,(C)-

Les n+1 réels c,,c,,...,C, sont appelés points de Tchebychev.
c) Dessiner le graphe de T,, préciser sur le graphe lesréels c,,c,,c,,C;.

1. Polyndmes de Tchebychev et orthogonalité

Orthogonalitédes T,

: _— h(t) _—
4. Montrer que pour toute fonction h de E, I’ application t —\/1—2 est intégrable sur ]-1,1].
-1

RIOEOM

-1 /1_t2

Pour f et g éléments de E, on pose ( f, g):j

5. @) Soit h une fonction positive de E, montrer que si I t_h) dt =0 aors h est lafonction
TV1-t?
nulle.
b) Montrer que ( , ) définit un produit scalaire sur E.

Ceci nous permet de définir une norme euclidienne sur E : pour tout éément h de E, on pose
[hl, =~/(h, by

6. Calculer <Tn,Tm> selon les valeurs des entiers naturels m et n. En déduire pour tout entier
naturel n que lafamille (T,,T,....,T,) est une base orthogonale (pour ( , )) de E, .

Polynéme de meilleur e approximation quadratique

Danstoute la suite de lapartiell., fdésigneraun élément de E et n un entier naturel.
on pose d,(f ,E,) = inf{|f ~Q|,.QeE,|.



Le but delasuite delapartiell. est d exprimer | f |, en fonction des <”1i|_—-|||-k>
kll2

7. a) Enoncer un théoréme justifiant I’ existence et I’ unicité d’un vecteur t,(f) dans E, tel que
[f =t (1], = d.(f,E,).
b) Exprimer t,(f) al aide des polynémes de Tchebychev.
Ondit que t, (f) estle polyndbme de meilleure approximation quadratique def sur E, .

n 2
8. Montrer que d,(f,E,)= ||f||22—2<f’# .
= 1 A
(f.T)°

9. a) Endéduire quelasérie Z est convergente.

= M’
fOT. ()

N1-t2

b) Que pensez-vous de lalimite de J'_ll dt lorsque ntend vers + o ?

Conver gence en norme quadratique

10. a) Soit hun éément de E, montrer que ||, < Jn I -
b) Montrer en utilisant un théoréme de Weierstrass que : nIir+n||f ~t,(f)[,=0.

+00 2
11. ) Endéduireque | [, = [3 4T

=N I
b) Application : un théoréme des moments.
Que peut-on dire d'une fonction h de E telle que pour tout entier naturel n,
1 h(t)T,(t)
—=L2dt=07?
-1 /1_t2

[11. Polyndme de meilleur e appr oximation au sens de T chebychev

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel et f un éément de E.
onnote d, (f,E,)=inf{|f -Q| .Q<E,|.
On dit qu'un éément P de E,, est un polyndme de meilleure approximation (on notera en abrégé

PMA) au sens de Tchebychev def d’ordre n, s'il vérifie une des deux conditions équivalentes :
@ [f-Pl, =d.(f.E)

(i) VvQeE,|f-P, <|f-q|,.

Tournez lapage S.V.P.



Existenced’un PMA d’ordren pour f
On pose K = {Q € En,||f —Q||w §||f||w}

12. a) Montrer que K est une partie non vide fermée et bornée deE,,.
b) En déduire que K est une partie compacte non vide deE,, .

13. a) Montrerque d_(f,E,)=d_(f,K).
b) En deduire qu'il existe un élément P de E,, tel que Hf - PHOc =d_(f,E,).
P est donc un PMA d' ordre n def.

Condition suffisante pour éreun PMA

Soit h un élément deE. On dit que h équioscille sur k+1 points sil existe k+1 réels
Xy < X, <...< X, del’intervalle[-1,1] , tels que

Vie{0L...k}, [h(x)|=[h|, et Vie{ol..k-1}, h(x,)=-h(x).
(on dit que les extrema sont alternés).

14. Exemples

N |-

a) Dessiner le graphe d’ une fonction ¢ de E telle que H¢Hw =— et ¢ équioscille sur 4 points.

(on ne cherchera pas a expliciter unetelle fonction).
b) Montrer que le polynéme T, ., de Tchebychev d'indice n+1 équioscille sur n+ 2 points.

Le but de laquestion 15. est de montrer le résultat suivant :
SiPestunéémentde E, tel que f —P équioscille sur n+2 points, alors P est un PMA d ordre
ndef.

15. Soit P un éément de E, tel que f—-P équioscille sur n+2 points que |I'on note
Xo < X; <ere< Xy -

Soit Q un dément de E, tel que | f -Q|. <|[f —P|. .

a) Soit i €{0.1,...,n+1}, montrer ques f(x)—P(x)>0 aors Q(x)—P(x)>0.
Onademéme, ques f(x)—P(x)<0 alors Q(x)—-P(x)<O0.

b) En déduireque P = Q et conclure.

Détermination de PM A

n+1

16. Dans cette question, pour x €[-1,1], on prend f (x) = X
d, (X) = Xn+l - 27”Tn+1(x) .
Montrer que g, est un PMA d ordre n def.

et on pose:



17. En déduire que pour tout polyndme P unitaire de degré n+1,ona 2" [T, <|[P]..

18. a) Dans cette question, f est un polyndme de degré n+1.
Déterminer un PMA d' ordrendef.

b) Application : déterminer un PMA d ordre 2 de f (x) =5x> + 2x—3.

Remarque : On peut montrer I’ unicité du PMA.

Il n’ existe pas de formule générale qui donne I’ expression du PMA d’ une fonction quelconque. On
peut cependant utiliser un algorithme (de Remes) qui fournit une suite de polyndmes qui converge
versle PMA.

Fin del’énoncé

Tournez lapage S.V.P.
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée: 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

* * %

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’ énoncs, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a
prendre.

Calculsdedistances entre une matrice et certaines partiesde 17, (R)

Notations

Dans ce sujet, n est un entier naturel non nul et on note :
M, (R): la R -algébre des matrices carrées réelles d ordre n.

M, (R): le R -espace vectoriel des matrices an lignes et a une colonne.

Pour une matrice A de .47, (R), 'A est samatrice transposée, rang (A) son rang et Tr (A) satrace.
|, : lamatrice unité de .47, (R).

S
A,(R): le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de A7, (R).
S, (R): I'ensemble des matrices positives de &, (R) c'est-a-dire des matrices A de &, (R)

vérifiant : pour toute matrice X € A7,,(R), X AX>0.

(R): le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de .47, (R).

GL (R ) : le groupe des matricesinversibles de /l//n(R)

@, (R): le groupe des matrices réelles orthogonales c'est-a-dire des matrices M de .17, (R)
vérifiant: MM =1_.

Pour p entier naturel, Ap est I’ ensemble des matrices de /l//n(R)de rang supérieur ou égal ap et
V , estI’ensemble des matrices de .17, (R ) de rang inférieur ou égal ap.

Tournez la page S.V.P.



Obj ectifs

Le but du sujet est de calculer la distance (par la norme de Schur définie a la question 11.3.) d’une
matricea:

danslapartiell., &, (R) et .4,(R) par lethéoréme de projection orthogonale,

danslapartielll., @, (R) par le théoreme de décomposition polaire,
danslapartielV., Ap par des notions de densité,

danslapartieV., V , par le théoreme de Courant et Fischer.

Lapartiel. traite un exemple qui sera utilisé dans les différentes parties.

Remarque : dans le texte, le mot « positif » signifie « supérieur ou égal a0 ».

|. Exercicepréiminaire

1 2 1
1. SoitlamatriceI'=|-2 -1 -1|de . 44(R),onpose H="TT.
-1 -1 -2

Diagonaliser lamatrice H et déterminer une matrice P de (7, (]R) et une matrice diagonale D a

termes tous positifstellesque D*=P™* H P.

2. On pose S=PDP*'e s, (R), montrer que la relation T'=U S définit une matrice
U e O,(R) et calculer cette matrice.

[1. Calcul deladistancede Aa &, (R) et a 4, (R)

3. Soit A et B deux matrices de .47, (R), on pose (A|B) =Tr(AB).
Montrer que |I’on définit ainsi un produit scalaire sur A7, (]R)

1
Lanorme associée a ce produit scalaire (norme de Schur) est notée : | Al = ((A| A))-.

Dans tout le sujet, si IT est une partie non vide de /I/IH(R) la distance d’'une matrice A de

M, (R) alapartie IT estleréel d(A, ) = inf |A-M].

n

4. Montrer que A7, (R) = &, (R) ® A, (R) et que cette somme directe est orthogonale.

5. S A est une matrice de .47, (R), montrer que d(A, &;,(R)):H%(AJA)H et déterminer de
méme d(A, A, (R)).

6. Calculer d(I', 4,(R)) ou I est lamatrice exemple de la partie .



[11. Calcul deladistancede Aa @, (R)

10.

11.

B.

12.

. Théoréme dela décomposition polaire

Montrer qu' une matrice Sde 5, (R) appartient a 5" (R) s et seulement si toutes les valeurs
propres de S sont positives ou nulles.

Si A est une matrice de .47, (R) montrer que lamatrice ‘A Ae &' (R).

Soit A une matrice de /l//n(R) on suppose qu'il existe une matrice diagonae

D=diag(d,, d,, ..., d ) atermes positifstelle que ‘A A= D>.

Onnote A, A,...., A, lesmatricesde .47,, (R) qui forment les colonnes de lamatrice A.

a. Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels comprisentre 1 et n, évaluer ‘A A.

En particulier, si i est un entier pour lequel d, =0, quevaut A ?

b. Montrer que I’on peut trouver une base orthonormée (E,, E,, ..., E,) de A7, (R) (par
rapport au produit scalaire canonique (X, Y)=XY de /I/IM(R)) telle que, pour tout
entier naturel i entreletn, A=d E.

c. Endéduire qu'il existe une matrice E de ), (R) telleque A=ED.

Soit A et B deux matrices de A7, (R) vérifiant 'AA="BB.

a. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D atermes positifs et une matrice orthogonae P
tellesque: P*'AAP=P*'BBP=D’.
b. Montrer qu'il existe une matrice U de ), (R) telleque A=U B.

Déduire des questions précédentes | e théoréme de décomposition polaire :
Pour toute matrice A de .44, (R), il existe une matrice U de ¢, (R)et une matrice S de

S (R) tellesque A=U S,

(Remarque : on peut également établir |’ unicité de la matrice Sde " (R) et méme I’ unicité
delamatrice U de @,(R) si A est de plusinversible dans cette décomposition mais ce ne sera
pas utile pour la suite du probleme).

Calcul de d(A, O, (R))

Montrer que, pour toute matrice M de .47,(R) et pour toute matrice Q de & (R),
IM Qf=[QM]=]m].
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13. Dans la suite de cette partie, soit A une matrice de .47,(R), soit U € &, (R)et Se &, (R)
tellesque A=U S; il existe une matrice diagonale D et une matrice P de ¢, (R) telles que
S=PDP".

a. Montrer que, pour toute matrice Q@ de @,(R), [A-Q) —HS U‘lQH et en déduire que

d(A g, (R))=d(S, O, (R)).
b. Montrer que d(A, &, (R))=d(D, &, (R)).

14. Onnote D=diag(Xy, Ay, ey Apy) -

a. Montrer que pour toute matrice Q de ¢, (R), |D - Q|| = 273 2Tr(D Q) +n.

b. Montrer que pour toute matrice Q de &), (R) Tr(D Q)< ZXi .
i=1

c. Conclureque d(D, &,(R))=|D-1,].
15. Montrer que d(A, &, (R))=|A-U].

16. Calculer d(I', @(R)) ol T est lamatrice exemple de la partie |.

V. Calcul deladistancedeA a A,

17. Unrésultat de densité.
a. Soit M un éément de .47, (R), montrer qu'il existe un réel o > 0 tel que pour tout réel 2

vérifiant 0<A <o, lamatrice M — | estinversible.
b. En déduire que GL (IR ) est dense dans .47, (R).

18. Soit A un élément de .17, (R ), déterminer, pour tout entier naturel p<n, d(A, A ).

V. Calcul deladistancede A a v,

A. Théorémede Courant et Fischer

Soit A une matrice de &, (R). On notera A, >X,>..>L, ses valeurs propres, on notera
D=diag(A,, A,,.... A,), P la matrice de @, (R) véifiant A=PD'P et C,C,,...C, les
matrices de .47, (R) formant les colonnes de lamatrice P.



Si k est un entier entre 1 et n, on note ¥, |’ensemble des sous-espaces vectoriels de .47, ,(R) de
dimension k. Nous allons montrer que :

. X AX
A, =Max min
FePk XeF-{0} 'Y X

(théoreme de Courant et Fischer).

19. Soit X un vecteur de A7,,(R) de coordonnées (x,, X,, ..., X,) dans la base orthonormée
(C.,C,,....C,) de A7,(R). Calculer en fonction des x; et A; (i compris entre 1 et n):
‘C, AC,

X AX et X X etpourkentier entrel etn,
tCk C:k

20. Soit k entier entre 1 et n, on pose F, =vect{ C,,C,, ...,C, }.

t t
szk et déterminer erkin XAX

Montrer que pour tout X non nul de F,,

X - XX
21. Soit F e ¥,
a. montrer quedim(F nvect{ C,,C, ,,....C })>1.
t
b. Si X est un vecteur non nul de F nvec{ C,, C, ,,, ...,C,}, montrer que % <A -

22. Conclure.

B. Calcul de d(A V)

Dans toute cette partie : A est une matrice de .17, (R) derangr et pest unentier naturel, p<r .

23. Montrer qu'il existe deux matrices E et P de (QH(R) et une matrice diagonale D a termes

positifstellesque A= E D P. En déduire que le rang de lamatrice 'A A est encorer.
(On pourra utiliser les résultats de la question 9.)

24. S on note les valeurs propres de la matrice symétrique réelle 'AA de rang r:

w,=2p,>..2p, >0e p,,,=...=pn,=0, s on pose D=diag(\/u—,1/u2,..., K, ,0,..,0),
s pour 1<1<n on note M, la matrice de .47,(R) dont la |-iéme colonne est celle de la

matrice E e @) (R) de la question 23, tous les autres termes de M, éant nuls, on a

clairement: ED = >y M, .

1=1
Montrer alors qu'il existe une famille orthonormale (R;, R,, ..., R,) de matrices de .17, (R)
(pour le produit scalaire (A|B)=Tr('AB) de .47,(R)), toutes de rang un, et telles que

A=Yl R =Y R

Tournez la page S.V.P.
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25. Avec les notations de la question 24, onpose N =Y\, R .
1=1

Montrer querang(N ) < p puisque d(A, Vp)s M ot 1L

26.

Soit M une matricederangp (p<r),onnote o, > o, >...2 o, > 0 lesvaleurs propres de la
matrice '(A— M) (A—M)etonpose G=KerM nIm(A A).
Soit k un entier comprisentrel et r — p.

a
b.

Montrer quedimG>r—p.
Soit F un sous-espace vectoriel de G de dimension k, montrer que :
. X'AAX
BN TXX
On note (V,,V,, ...,V,) une base de R" formée de vecteurs propres de la matrice ‘A A, le
vecteur V, étant associé a la valeur propre , detelle sorte que: p, >p, >...2u, >0 et

Mr+1:"':Mn :O'
Montrer que dim(G nvect{ V,,V,, ..., V,, .} ) = K.

' Yk+p

. Endéduire que o, >, -

27. Endéduire d(A, V).

28. Calculer, pour pe{0,1 2,3}, y, = d(T', V) ol T est lamatrice exemple de la partie .

Fin del’énoncé.



SESSION 2003 PSIM105

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

*k*k*%k

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, ala précision et a la concision de la rédaction.
S un candidat est amené arepérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

*k*k*k

Dans tout ce probleme, on désigne par « une application continue 27z - périodique de R dansR et
on considere |’ équation différentielle :

(E,) y'+y=ul)

Ondésignepar ¢, lasolutionsur R de (Eﬂ) qui vérifie en outre les relations ¢, (0)=¢/,(0)=0.
Pour xe R, onnote:

G#(x):J'OX,u(t) cost dt et Hﬂ(x):j:y(t) sint dt

Dans la partie |, on étudie quelques propriétés de lafonction @, . Danslapartiell et lapartielll,
on étudie un exemple explicite.

PARTIE |

Ondésignepar F, lafonction définiesur R par F,(x)=(sinx) G,(x)—(cosx) H (x).

Tournez lapage S.V.P.
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Pour simplifier les notations, on écrira F, G, H, ¢ pour désigner lesfonctions

F. G,

U U

H, @,

1.1 Justifier ladérivabilitt de G, H et donc F. Préciser F(0) et F'(0).

1.2 Montrer que F estdeclassec “sur R etexprimer F"(x)+ F(x) enfonctionde u(x).

1.3 Justifier I'affirmation F =¢.

.4 Etudedu caractére 2r - périodiquede ¢.

1.4.1

1.4.2

1.4.3

.44

1.4.5

1.4.6

1.4.7

1.4.8

Calculer ladérivéede G(x + 27) - G(x) et H(x + 27) - H(x).

Exprimer G(x + 27) — G(x) enfonction de G(27)

et H(x+27)- H(x) enfonctionde H(2x).

Exprimer ¢(x+27)-@(x) enfonctionde sinx, cosx, G(2z), H(2x).

A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur  G(27) et H(27) la
fonction @ est-elle 27 - périodique ?

La fonction ¢ est-elle 27 - périodique lorsque u(t)=sint ? (resp. lorsque
u(t)=cost ?)

La fonction ¢ ed-élle bornée lorsque  u(t)=sint ?  (resp. lorsque
u(t)=cost ?)

Montrer quelafonction ¢ est 2 - périodiquelorsgue u(t)=|sint].

Lesfonctions ¢, ¢', et ¢" sont-ellesbornéeslorsque w(t)=[sint| ?

Danstoute la suite du probléme, on suppose que (t)=sint].

PARTIE II

Calcul de J.R+e‘tgo(t) dt

1.1 Justifier I'intégrabilité sur R, de lafonction ti e|sint|.

(Dz .
11.2 Pour ne N, onnote vnzj e'lsint| dt.
nz

.21

Calculer v,.



3

11.2.2 Montrer gu’il existeun nombreréel p (quel’on explicitera) tel que
pourtout neN, onait v, =p"y,.

+00

11.2.3 En déduire laconvergence delasérie ) v, et expliciter sasomme Y v, .

n>0 n=0

11.2.4 En déduire lavaleur de ’intégrale J'R e'jsint| dt.

.3
11.3.1 Déduire des résultats obtenus dans la partie | (en particulier de 1.4.8) que les

fonctions t— e'p(t), trse'p(t) et tr>e'e’(t) sontintégrables sur R, .
11.32  Etablir unerelation entre IR+e“u(t) dt et IR+e‘t¢(t) dt .

En déduire IR+e“¢(t) dt .

PARTIE Il

Développement de Fourier desfonctions ¢ et @.

Si f est une application continue 27 - périodique de R dans R, on désignepar a (f) et b,(f)

les coefficients de Fourier réelsde f:

an(f):%f”f(t) cos(nt) dt et b(f)==["(t) sin(nt) dt pour neN.

T 0
Lorsqu’ elle converge, on désigne par SF ( ) la somme de la série de Fourier :

S ( +Zan ) cog(nt)+b,(f) sin(nt).

.1
[11.1.1  Judtifier la convergence de la sé&ie de Fourier de la fonction u

(rappel : u(t)=|sint|).

[11.1.2  Judtifier la convergence de la série de Fourier de la fonction @
(rappel : ¢"(t)+¢(t)=[sint| , ¢(0)=¢(0)=0).
[11.2 Sériede Fourier delafonction .

11121 Calculer les coefficients a (x) pour neN. Quelle est lavaleur des coefficients
b,(z) pour neN" ?

1
“4p* -1

. . 1
11.2.2 Etablir |a convergence de la série Z(—) et expliciter sasomme Z
4p® -1

p=>1

-3-
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1

— et calculer sa somme
p21 (4 p2 — 1)

111.2.3 Etablir la convergence de la série

— 1
p=1 (4 p’ - 1) i

[11.3 Sériede Fourier delafonction @ .

111.3.1 Etudier la parité des fonctions G, H puis celle de lafonction @ . Quelle est la
valeur des coefficients b, (¢) pour neN" ?

111.32  Etablir unerelation entre a (¢") et a () pour neN.
111.3.3  Endéduirelavaleur de a (@) pour n=1.

111.3.4  Cdculer a(p).

Justifier la convergence de cette série et

. - 1
111.4 On considére la série ;(4p2—1) oy 1)’

.. < 1
expliciter sa somme ;1(4|02 _1) (16 > _1)

gu’ on justifiera soigneusement.

en calculant I'intégrale du |l par un autre procédé

[11.5 On considére dans cette question |’ application ¢ declasse C 2 de R dans R vérifiant :
¢"(t)+¢(t)=p(t) pourtout teR
e ¢0)=4(0)=0.

[11.5.1 Lafonction ¢ est-elle 2x - périodique ?
111.5.2 Lafonction ¢ est-elle bornéesur R ?
111.63  Lafonction t—>e'g(t) est-eleintégrablesur R.?

Fin del'énoncé.



SESSION 2003 PSIM207

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2
Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

skokeoskosk

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

skokoskosk

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels, par N* I’ensemble N privéde O et par R
I’ ensemble des nombres réels.

Etant donné un entier naturel n , on note [[0,n]] I’ensemble des entiers naturels & tels que
0<k<n.

Onnote R[x] I’espace des polyndmes a coefficientsréels et, pour k<N ,onnote R, [x] lesous
espace de R[x] des polynémes de degré inférieur ou égal a k. On identifiera le polyndme
P e R[x] aveclafonction polynéme associée.

On note C |’ espace des fonctions continues définies sur I'intervalle [-11] et avaleursdans R,

onnote R |’espace desrestrictionsa [-11] despolynémesde R[x] etonnote R, I'espacedes

restrictions a [— ll] des polyndbmesde R, [x] . Par abus, on appellera polynéme une fonction de
R.

Le but du probléme est de définir une méthode de calcul approché d’une famille d’intégrales.
Dans la partie I, on étudie une famille de polynémes. La partie 1l utilise une structure d’ espace

préhilbertien réel del’espace C, pour obtenir une formule de calcul exacte de certaines intégrales.
Lapartielll conduit ala méthode de calcul approché annoncée.

Tournez lapage S.V.P.



Danstout le probléme, n désigne un entier naturel. Pour tout entier n e N , on définit la fonction
f ec par: pourtout xe[-11], Z,(x)=codn dre cos x).

PARTIE |

1. Simplifier les expressions de 7,, f,, ,, I, et constater que ces fonctions ont des expressions
polynomiales, que |’ on explicitera.

2. Tracer, sur un mémedessin, lesgraphesde #,, 7, , et ¢,. Préciser lesracines et les extremums
de chague fonction.

2k+1

Pour neN* et ke[[0n-1],onnote 6, = 7 et x, =cos(6y).

3. Pour neN*, déterminer les racines de la fonction #,. Montrer que les racinesde #, sont
deux a deux opposées.

4. Onsupposel’entier n>2.Soit pe[[Ln-1].

n-1
4.1 Calculer lasomme e .
k=0

n-1
4.2 Montrer que »'7,(x,)=0.
k=0

Pour x e[-11] , le changement de variable bijectif §= Arc cosx , permet d'écrire £, (x)= cos(n6)
avec 9<[0,z].

5. Pour n>1,exprimer ¢, ,(x)+?, ,(x) enfonctionde x etde f,(x).

6. En déduire que pour tout neN, lafonction #, est larestriction & l'intervale [-11] d'un
polynéme 7, de R[x]. Préciser le degré de T, et le coefficient de son terme de plus haut
degré.

7. Montrer que pour tout entier n>1, lepolyndme 7, n’apas de racine complexe non réelle.

PARTIE I

1. Soit  unefonction dec. Montrer que lafonction XHLX)Z est intégrablesur -1
1-x
2. Pour neN ,onnote In:J'l al

-2-

dx.




2.1 Calculer I, et I,.

2.2 Pour n>2 ,donner unerelationentre 7, et 7, , (onpourra, entre autre méthode, utiliser
le changement de variable = Arc cosx).

2.3 Endeduirelesvaleursde 7, et 1,. Quelleestlavaleurde 1,,, pour peN ?

. Définition d une structure préhilbertienne réelle sur C .

3.1 Montrer que I’ application decxC dans R définie par (f,g)—>< flg > :'[_11% dx

1-x
définit un produit scalaire sur C .
3.2 Montrer que la famille de fonction ¢,, pour pe[[0,n]], est une base orthogonale de

| espace vectoriel R .
Calculer lanorme de chague fonction 7, .
3.3Déduire de ce qui précéde que, pour tout n>1 et tout ke[[0n-1] , on a
k
J' 1 2'2,(x) dx=0.

. On veut monter qu'il existetroisréels a,,a;,a, uniques, tels que pour tout polyndme PeR .,

ona
(1) ﬁ% dx = aOP[_—fJ +a,P(0)+ azP(gl .

4.1 On suppose que I’ égalité (1) est satisfaite par tout P R .. En prenant successivement les
polynémes P définiespar P(x)=1, P(x)=x, P(x)=x?, déterminer lesréels a,,a,,a,.

4.2 Montrer que le triplet (ay,a,,a,) trouvé convient pour les polyndmes P définies par
P(x)=x* puis P(x)=x°.
En déduire que I’ égalité (1) est vérifiée pour tout polyndbme PeR .

. calcul d'uneintégrale.

4

x(1-x)

5.1 Montrer que lafonction x > est intégrable sur 01

o 1 x* o .
5.2 Cdculer I'intégrale J:I— dx , al’aide du changement de variable r=2x-1 et
o Jx(1-x)

delaformule (1).

Tournez lapage S.V.P.



PARTIE |1

Soit neN*. Etant donné des réedls a,,qa,...,a,, €t une fonction feC , on note
& . 2k +1

Sn(f):zakf(xk) ou xkzcos( . 7Z'j.
k=0

On se propose de montrer qu'il existe desréels a,,q,,...,a, ; uniques, tels que pour tout polyndéme

P de R, ,,oOnait:

1. On suppose que I'égalité (2) est satisfaite pour tout PeR , ,. En prenant successivement

pour polyndmes P les mondmes 1,x,...,x" ", montrer que les réels a,,a,,...,a, , sontles

solutions d’un systéme de n équationslinéairesa n inconnues, dont le déterminant est non nul
(on ne demande pas le calcul des intégrales qui interviennent dans le second membre du
systéme).

2. On suppose qu'il existe des réels a,,a,,...,a, , tels que, pour tout p e[[0,n-1]], larelation
(2) soit vérifiée par lesfonctions 7, .

2.1 Montrer qu'alorslarelation (2) est vérifiée pour tout polyndbme PeR .

2.2 En utilisant ce qui précede, en particulier 1.4 et 11.3, montrer que les g, sont tous égaux et
calculer leur valeur.

2.3 Onsuppose queles g, ontlavaleur trouvéeen 2.2. Soit P un polyndmede R ,, ,. En
écrivant ladivision euclidiennede P par f, (sur [—Ll]), montrer que P véifie (2).

Etant donné une fonction geC , on note D (g):jll—& dx-S,(g) et on note
n _ 1_ x2 n

el = Sup|e(x) -
xe[-11]

3. Soit feC .

3.1 Soit PeR . Montrer qu'il existe un entier n, >0, qui dépend de P, tel que pour tout
nzn,, ona |Dn(f]£27r||f—P||oo.

3.2 En déduire |im S,,(f):fl TSI

n—>+0

4. Pour xe[-11],onprend f(x)=e". Soit m unentier de N*.

4.1 Montrer que lasérie zi convergeet que Y| L
io k! i kY mm!

-4-



4.2 Déterminer un polynéme P dedegré m tel que |f - P|, < il
m.m:

X

4.3 Justifier que S,(f) fournit une valeur approchée de I'intégrale J'l © dx a 10°

pres.

4.4 Calculer cette valeur approchée.

Fin del'énoncé.
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SESSION 2003

Epreuve spécifique - filiere PC

MATHEMATIQUE 1

Durée : 4heures

Les calculatrices sont interdites

*khkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté , a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

**kkk
Notations

Soit n. et p des entiers supérieurs ou égaux a 1. On note M, ,(R) le R-espace vectoriel des
matrices a coefficients dans R ayant » lignes et p colonnes. Lorsque p = n, M., .(RR) est noté plus
simplement M_.(R) et est muni de sa structure d’algebre, I,, représentant la matrice identité.

G L,(R) désigne I’ensemble des matrices inversibles de M,,(R) et §,(R) I’ensemble des ma-
trices symétriques de M., (R).

Tout vecteur = = (;)1<i<» de R™ est identifié a un élément X de AM,, ;(R) tel que I’élément
de la :*™ ligne de X soit z;. Dans toute la suite, nous noterons indifferemment X = (z;)1<i<n UN
eélement de M., ; (IR) aussi bien que le vecteur de R™ qui lui est associé.

Pour A = (ﬂij)l%{é\—‘n dans M, ,(R) et X = (z:)1<i<p dans R?, on note (AX); le coefficient de

1<i<p

la z°™ ligne de AX.
Selon le contexte, 0 désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de M,,(IR), soit encore la matrice
nulle de M., ; (R).
R™ est muni de son produit scalaire canonique noté < - | - > et de la norme associée notée || - ||.
Une matrice symétrique S de S,.(R) est dite positive si et seulement si :

VXeM.(R), XSX >0
et définie positive si et seulement si :

VX € M, (R)\ {0}, *XSX >0

Tournez la page S.V.P.
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SESSION 2003
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Epreuve spécifique - filière PC
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MATHEMATIQUE 1


vincent
Durée : 4heures


On note S (R) I’ensemble des matrices symétriques réelles positives et S *(R) I’ensemble des
matrices symétriques réelles définies positives.

Partie |

1.1 Soit (X,Y) € (M,.1(R))*et S € S.(R). Etablir les égalités :
a) ‘XY =YX.
b) (XY =*X(Y'Y)X =*Y(X'X)Y.
C) 'XSY =< X | 8Y >=< SX |Y >.
1.2 Démontrer les propriétés suivantes :
a) ¥V (51,5) € (SF(R))?, Si+5; € ST(R).
b) ¥ (.54, Sz) S S,:(R) X S:"-(R) y S1+5: € S:'i-(R)
c) VAe M.(R), *AA € SF(R).
1.3 a) Soit & € S,(R) vérifiant: VX € M, ,(R), *XS5X = 0. Montrer que toute valeur
propre de S est nulle et en déduire S = 0.
b) Donner un exemple de matrice carrée M d’ordre 3, non nulle et vérifiant :

vX < 4M3,1(R) , tXin =1

1.4 a) Soit S € &.(R). Montrer que S appartient & S (RR) si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives.
b) Que peut-on dire d’une matrice symétrique réelle semblable a une matrice symétrique
réelle positive ?
1.5 On munit S,,(IR) des relations notées > et >, définies respectivement par :

¥ (S1,52) € (Sa(R))?, (512 52 <= 51— 52 € ST (R))

et
¥ (51, 5:) € (Sa(R))?, (51> 82 <= 51 — 52 € STH(R))

a) Montrer que la relation > est une relation d’ordre sur S,,(R).

b) Montrer que pour n. > 2, cet ordre n’est pas total sur S, (R).

c) Larelation > est-elle une relation d’ordre ?

d) Trouver un exemple dans S;(R) montrant que S; > S, et S; # S; n’implique pas
nécessairement 57 > 5;.

1.6 Soit = et v deux endomorphismes de ™ diagonalisables et vérifiant w ¢ v = v o .

a) Démontrer que tout sous-espace propre de = est stable par .

b) Soit Ay, As,..., A, les valeurs propres distinctes de u et E» , Ey,, ..., E), les sous-
espaces propres de = respectivement associés. Pour tout : € {1,2,...,p}, on note »; I’endomor-
phisme de F,, induit par ». Montrer que pour toutz € {1,2,... ,p} il existe une base B; de Ej,
formée de vecteurs propres de ». En déduire qu’il existe une base B de R™ telle que les matrices de
u et v dans cette base soient toutes deux diagonales.



1.7 a) Soit A et B deux matrices diagonalisables de M,,(R). Montrer que les matrices A et B
commutent si et seulement si elles sont diagonalisables au moyen d’une méme matrice de passage.
b) On donne les matrices A et B suivantes :

1 1 -1 2 1 -1
A= 1 1 41 . B=|-2 5 -1
-1 -1 1 —4 2 2

Montrer que A et B sont diagonalisables au moyen d’une méme matrice de passage et déterminer
explicitement une telle matrice de passage.

1.8 Soit (51, S2) € (SF(R))? tel que 157 = 5251 Montrer que $1.5; € §;F(R).

1.9 a) Soit (51,52) € (S.(R))? tel que 5;5; = S;5;. Montrer que :

5225120=>5222512

g) vérifient S, > S, > 0.

<oralta

. 11
b) Montrer que les matrices S, = (1 1) et S; = (
Vérifient-elles $2 > 5% ?

Partie Il

On se propose dans cette partie de caractériser de diverses maniéres la définie positivité d’une
matrice symétrique réelle.
I1.1 Soit S € S,(IR). Montrer que les quatre propositions suivantes sont équivalentes :
a) S est définie positive.
b) Toutes les valeurs propres de & sont strictement positives.
c) llexiste M € GL,(R)telleque § =*MAM.
d) S est positive et inversible.
I1.2 Soit A, et B, les matrices de &,,(IR) données par :

/0 1 0 . 0
1 0 1 -
B,=|% 1 v, A =2,-8,
PR S R |
: oo 0001
\0 ... ... 0 1 0f
a) Montrer que pour tout vecteur X = (z;)1<i<n de R™:
n—1
XA X =51+ Z(xi — 3:54_1)2 + 2
i=1

Tournez la page S.V.P.



b) En déduire que A, est définie positive.
¢) En cherchant une matrice M,, de la forme :

déterminer explicitement une matrice A4,, inversible telle que A, = *M, M,,.
11.3Soit S € SFH(R)etM ¢ GL, (R)tellesque $ =*MM. Onnotelf = (U, U,...,U,) la
famille des vecteurs colonnes de M. Pour: € {1,2,... ,n} etz € R"™, on note p;(x) la projection
orthogonale de = sur Vect(Uy, Uy, ..., U3).
a) Justifier que Zf est une base de R™.
b) On définit la famille de vecteurs ¥ = (W1, V2, ..., V) par les relations :

Vi=U et Vic{2,...,n}, Vi= Ui — pis (V)

Montrer que la famille ¥ est orthogonale et que c’est une base de R".
. . - 1
c) Soit W = (W, W,,... ,W,) la famille de vecteurs définie par W; = Il

¢ € {1,2,...,n}. Westalors une base orthonormale de R”. Montrer que la matrice de passage de
la base W a la base Z{ est triangulaire supérieure.

d) Soit P la matrice de passage de la base canonique de R™ a la la base W. Montrer que
M peut s’écrire sous la forme M = PT ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible et
qu’alors § =TT,

V; pour tout

4 -2 -2
e) Montrer que la matrice S = | —2 2 0] admet une décomposition de la forme
-2 0 3

S =*TT ou T est une matrice triangulaire supérieure inversible et en déduire que ' est symétrique
définie positive.

11.4 a) Soit Ag = (2 Z) € S(R). Déterminer X € M1(R)\ {0} tel que *X 4. X = 0.

c

b) Soit A = (3 b) € Sz(R). Montrer que A est définie positive si et seulement si

(TrA> 0 etdetA > 0) ce qui équivautencore a{a > 0 et ab—c® > 0).
c) Soit§ € S.(R), n > 2. On décompose S sous la forme

a 'V y
S = V Sf , @ c R y V = JMH_]_,]_(R) y S = Sn—l(R)



X

En écrivant X € M., ,(R) sous la forme (X*‘

a#0:

) , # € R, X' € M,_,:(R), montrer que pour

2
'XSX =a [(m + ifvx*) + :—;x"(as*' VX' (1)

et en déduire que S est définie positive si et seulementsi (a > 0 et aS'—V*V est définie positive).
d) En gardant les notations de la question 11.4 ¢) précédente, on peut alors construire par
récurrence une suite de nombres réels {a;)i<i<» €t une suite de matrices (S;)1<i<» cCOMme suit. On
pose d’abord :
S5=8,am=a, V1=V, 85 =5,%=af —-VW

Sin > 3, on décompose 53 sous la forme

Y
S? = (?/Z S;) y @3 c Ra 1/2 c JMn—?,l(R), Sa c S —Q(R)

On pose a nouveau S5 = a»S5 — V;*V; et on itere le processus précédent. On obtient ainsi une
suite de matrices symétriques réelles (.S;)i1<i<n OU S; est d’ordre » — ¢ 4 1 et une suites de réels
(@:)1<i<x li€s par les relations :

a; 'V

Vie{1,2,...,n—1}, Si = (V; pe

) ) S£+1 = aaS;f - Mit%
Le processus s’arréte pour : = n car .S, estalors d’ordre 1 et on note .S,, = (e..).
Montrer que S est définie positive si et seulement si tous les réels de la suite (a;);<i<n SONt
strictement positifs.
a d e
e) Soit§ = [d & f| € & (R). Selon les notations précédentes, déterminer explici-
e [ ¢
tement les réels a4, a,, a; associés a cette matrice S et en déduire que S est définie positive si et

seulement si :
4

d
>0 et |[d b
f

€

a d

4 b >0

a>0,‘

0 S o

Fin de I’énoncé



SESSION 2003

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUE 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites
FHRH
N.B..: Le candidal ettachere le plus grande timportance ¢ la clarté,
¢ la précision et ¢ la concision de le rédaction.
St un candidat est amené & repérer ce gui peut lur sembler etre une erreur d’énonce,
il la signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composttion

en expliquant les raisons des initiatives gu’il a ét€ amené ¢ prendre.
FARF

PARTIE 1

Pour tout nombre réel u €]0,1[ on définit la fonction ¢, de la variable réelle ¢ par :
- Pour tout ¢ € [—m, 47|, p,(f) = cos ut,
- La fonction @, est périodique de période 2.

“+oo
1
Soit 5&(}(%) + Z ax(v) cos nt la série de Fourier de la fonction .
n=1

I.1 Calculer a,(u) pour tout n € IN.
La fonction ¢, est-elle égale en tout point de IR & la somme de sa série de Fourier 7

1.2 En déduire, pour tout  €]0, 1], ’égalité :

T COS TU 1 Z 2u
Sin T u u? —n?

2
I.3 Montrer que la série de fonctions de terme général w,(z) =In|1— 3:_2)’ n € IN",
n

converge simplement sur [0, 1], et que la série de fonctions de terme général v, (x) converge
normalement sur tout segment [0,a] C [0, 1].

Tournez la page SVP
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+oo
En déduire une expression de Z U, () pour tout = € [0,1].

n=1

I.4 Soit (s,),cy la suite de fonctions définies pour tout = € IR par la récurrence :

2
so(z) = =, sp(z) = (1 — %) 8n—1(x) pour tout n € IN".

I.4.1 Montrer que la suite de fonctions (sn), ey converge simplement sur IR.
Nous noterons s sa limite.

z4+n+1
— 5

r—n

I.4.2 Montrer que pour tout n € IN" et tout € Ron a s,(r+1) =

n(®).

En déduire que s(z + 1) = —s(z) pour tout = € IR.

1.4.3 Calculer s(z) pour tout = € [0,1].

En déduire que pour tout = € IR on a s(z) = il
T
PARTIE I1

On considere la suite (f.), .+ de fonctions définies pour tout = € IR par :

-1

n

fn($)=mx(w—l—l)---(w—l—n—l)=hg(x+k).

II.1

I1.1.1 Soit p € IN un nombre entier naturel. Déterminer lim f,(—p).
n—rtoo

I1.1.2 On suppose que x n’est pas un nombre entier négatif ou nul.
Montrer que la suite { fn(m))nem‘ converge vers une limite non nulle (on pourra con-

fn+1($)

fol=)

sidérer la série de terme général In , défini a partir d’un certain rang N, que 'on

déterminera en fonction de x).
Nous noterons f la fonction lir-l? fa, définie sur IR tout entier.
H—Foo

I1.2 Montrer que pour tout # € IRon a f(z) = zf(z +1).
Calculer f(1) et en déduire f(n) pour tout n € IN".



Page 3

Sin 7T

I1.3 Montrer que pour tout z € IRon a f(z)f(1 —z) = -
fal@) fu(l —a:)-
8 ()

II.4 On se propose dans cette question de montrer que pour tout =z € IR et tout p € IN*
on a la relation :

On pourra étudier, pour n € IN* le rapport

p=1
p=t o k
() fte) = (2m) 5 ] £ (a4 7).
k=0 p
I1.4.1 Montrer que la relation (1) est vérifiée lorsque pz est entier négatif ou nul.

I1.4.2 On suppose que pz n’est pas entier négatif, et soit n un élément quelconque
Pm_lfm(ﬁ'm)
p—1
k

15 (= +,)

=0

de IN*. Montrer que ne dépend pas de z. En déduire que f vérifie une

relation du type :

flpz) = A, p7* ] £ (w + E) ,
k=0 P

ou A, est un nombre réel positif ou nul dépendant de p.

. 1 . .
I1.4.3 En écrivant pour £ = — la relation ci-dessus, montrer que :

P
p=1 p—1
k k
Apr(—) =Apr(1——) = 1.
k=1 p k=1 P
=1 k
T
En déduire une expression de A; en fonction de p et de H sin —.
k=1 P

I1.4.4 Montrer I’identité suivante entre fonctions polynomes de la variable réelle z :

=1
(mp_l—l—mp_g---—l—m—l—l)E:H(mg—mes%—W—l—l).

k=1 p
p—1
. . T .
En donnant a z la valeur 1, en déduire les valeurs de H sin — et de A, ainsl que la
p
k=1

relation (1).

Tournez la page SVP
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PARTIE III

+ oo
Soit I' la fonction de la variable réelle x définie par I'(z) = / e~ *t" 141,
0

IT1.1 Déterminer le domaine de définition 7 de I' et montrer que I' est indéfiniment
dérivable sur D.

T t T
ITI.2 Pour tout x €]0,+o0[ et tout n € IN* on pose Gn(z) = / (1 — —) 17 1dt.
0 n

1
I11.2.1 On pose g,(z) = [ (1 —u)"u*"'du. Déterminer une relation entre g,(z) et

gn-1(z + 1) et en déduire ’expression de g.(z) en fonction de z et n.

En déduire que Gn(.'.t?) = W

n TlinlX
} i
n

I11.2.2 Montrer que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités e > (1 — et

t\" t\" 2\"
e > (1 + —) . En déduire que ’'on a 0 < e~ — (1 — —) <et {1 — (1 — —2) ] pour
n n n

tout ¢ € [0,n] .

ITI.2.3 Montrer, par récurrence sur n, que 'on a {1 — a)® > 1 — ne pour tout
a € [0,1] et tout n € IN*. En déduire que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités :

_ t\" %
e I e .

n I

T11.2.4 Déduire de ce qui précede la limite, pour z €]0, +oo[, de G,.(z) lorsque n
tend vers 400 et exprimer f(z) en fonction de I'(z) pour = €]0,4o0].

II1.3 Montrer que f est indéfiniment dérivable sur IR.

Fin de I’énoncé



EPREUVE SPECIFIQUE FILIERE TSI — SESSION 2003

MATHEMATIQUES1
Durée: 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

S un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a éé amené a
prendre.

Les cinq parties du probléme sont indépendantes

o désignant un réel non nul, on note f;, la fonction définie sur R par f,(x) = cos(ax).

PARTIE |
Montrer qu’on peut se limiter & o > 0 (ce qu’on fera dans toute la suite du probléme).

Vérifier que f,, est périodique ; on notera T, une période strictement positive.

De quelle équation différentielle linéaire, du second ordre, a coefficients réels constants,
homogéne, f,, est-elle solution ? Résoudre cette équation différentielle.

On note respectivement E et d la partie entiere et la partie décimale de a.
C’est-a-dire oo = E + d, avec E entier naturel et 0 <d < 1.

Déterminer en fonction de E et d le nombre de solutions dans [0,7] de f,(x) = 0.

PARTIE II

On pose f,p = f, + fp, ou a et B sont des réels strictement positifs distincts.

1.

Montrer que f, g est périodique si et seulement si il existe deux entiers naturels non nuls k et p
tels que : koo = pP (on pourra envisager x = 0). On notera T, g une période de f, p.

Relier alors Ty g a Ty, et Thp.

. o et B étant a nouveau quelconques (mais toujours réels strictement positifs distincts), montrer

la relation : fo,p + o’ fop= ((12 - [32) fp.
En déduire que f,,  est solution de I’équation (E) : y¥ + (o + BA)y" + o’B’y = 0.

Vérifier que f;, est solution de (E). En déduire que fg, fa, fé sont également solutions de (E).



6. En admettant que I’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de dimension 4,
montrer que la famille (f,, {3, fa, f[; ) en constitue une base.

PARTIE Il

On s’intéresse a | » que pour simplifier on note f.
>

1. Montrer que [0,27] est un intervalle suffisant a I’étude de f.

2. Etudier les variations de f sur [0,27] ; (on notera X le point de ]0,27 [ ou f'(x)=0).
3. Déterminer f(X).

4. Discuter suivant ¢ le nombre de solutions dans [0,27t] de I’équation f(x) = c.

5. Préciser les solutions dans lescasc=-1etc=0.

6. On se place dans le cas ou I’équation f(x) = ¢ admet, sur [0,27], 2 solutions distinctes x; et x,.
, . X1 X X1 Xo
Déterminer cos| — | + cos| — | et cos| — |.cos| — |.
(5] el e o3 oo 3)
7. Résoudre 8y"(x) + Sy(x) =3 [cos(%) - cos(x)], avec y(0) =2 et y'(0)=0.

8. Reprendre la question III.7 en appliquant le résultat de la question II.3 a des valeurs
particuliéres de a et f3.

PARTIE IV

On pose P (x) = ﬁf 1 (%), et Uy(x) =sin (2%) Pu(x).

k=0 2k
1
1. Montrer que U; = 5 Up.

2. Montrer que la suite (Un )neN est géométrique.

3. En déduire, pour x €]0,r] la limite de P,,(x) quand n tend vers I’infini.

4. Vérifier que le résultat précédent peut se prolonger par continuité a x = 0.



PARTIEV

On note F, la fonction de période 2, telle que Fy(x) = f,(x) sur [-w, +n].

1.

Comparer F et f sik € N* .
Dans toute la suite, on suppose que o n’est pas entier.

Représenter sommairement Fi et F4 pour x € [0, 2n].
3 3

Montrer que F, est continue sur R, mais non dérivable aux points d’abscisses (2p+1)m.

On note a nouveau E et d les parties enticre et décimale de a.

Discuter suivant E et d les signes de F,(7) et de (Fa )’g (), dérivée a gauche de F, en m.

Déterminer les coefficients de Fourier de F,, (qu’on notera pour simplifier a,(a) et by(a)).
Ecrire la série de Fourier de F, et préciser sa convergence.

Quelle est la limite de a,(a) quand a tend vers un entier naturel non nul k ?

Déduire du résultat obtenu en 5 un développement en série de cot(a 7).

Fin de I’énoncé



EPREUVE SPECIFIQUE FILIERE TSI — SESSION 2003

MATHEMATIQUES?2
Durée: 3 heures

Les calculatrices sont autorisées.

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

M3(C) (resp. M3(R)) est I’anneau des matrices carrées 3 x 3 a coefficients dans C (resp. dans R). On

010
note / lamatrice identité, et F = (O 8 é] |a matrice dite de Frobenius.
1

L’ objet de ce probléme est d'étudier le sous-anneau de M3(C) engendré par F, et d’en donner
guelques applications. Les parties |1 et 11 sont, dans une large mesure, indépendantes.

Partiel : Dans toute cette partie, on travaille dans M3(C).
1. Soit y(f) = det (F — ¢I) le polyndme caractéristique de F. Donner y (¢) et en déduire que F est

diagonalisable sur C. On posera; = exp(iznj .

3
2. Onnote:
Xy z
A={x[+yF+zF2, (x,y,z)eC3}= z x yl|(x,yz)eC3
y z x

a/ Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M3(C), dont on donnera une base et la dimension.
b/ Montrer que le produit de deux ééments de A est commutatif et reste dans A.

3. Montrer que tous les élémentsde A sont diagonalisables dans une méme base.

4. Déterminer aors une expression factorisée du déterminant des matrices 4 = xI + yF + zF” en
fonction dex, y, z, puis donner une condition d’ inversibilité de ces matrices.

5. Soit4 € A, A4 inversible. On établit dans cette question que 4™ € A . Pour cela, on considére
I’application®: A— A
M — AM
a/ Vérifier que @ est bien un endomorphisme de A .
b/ Montrer que ¢’ est un isomorphisme puisque 4™ € A .
c/ Proposer une méthode pour vérifier cette conclusion (4™ € A ) en utilisant I outil calcul formel.

Partie Il :  Soit €3 un espace affine euclidien réel de dimension 3, d’espace vectoriel associé Es.
On rapporte g3 (resp. E3) a un repére orthonormé direct (O, i, ],k ), (resp. la base orthonormée



directe (z ,],lg) ). On note classiquement u.v (resp. u AV) le produit scalaire (resp. vectoriel) de
deux vecteurs u et v, et ||L7 || =Au.u la norme euclidienne d’un vecteur u.

On considere [’ensemble S des points M de €3 défini par :
S={M(x, y z) ces, det (xI +yF+zF°)=1 oix, y, z sont réels}

On étudie quelques propriétés de S dans cette partie.

1. Ecrire une équation cartésienne de S dans le repére (O, i, ),k ). On vérifiera que cette

équation peut se factoriser en:
(x+y+2)q(x y z)=100 g(x y, z) €st une quantité aexpliciter. En déduire que:

I— \ = 2
M(x,y,z)€S <:>E(OM.Zz) HOMAaH =1
avec a=1i+)+k.

On obtient ainsi une caractérisation géométrique de S.

2. Endéduireque S est une surface de révolution autour de |’ axe A passant par O et dirigé par a .
On pourraintroduire le projeté orthogonal H de M sur A.

3.

a/ Donner une éguation cartésienne de S dans un repére orthonormé attaché a |’ axe de révolution et

d'origine O. On posera K = ”aT” et on choisira par conséquent deux vecteurs 7 et J (qu'il n’est pas
a

utile d’ expliciter). On pourra utiliser la caractérisation géométrique de S donnée en 1.
b/ En déduire la nature des méridiennes de S , ¢’ est-a-dire des courbes intersection de S avec un
plan contenant |’ axe. En dessiner une, puis représenter S dans |’ espace.

4. Pour M(x,y,z)eS e M'(x',y',z')eS ,ondéinitlepoint M"(x",y",z")=M=* M' par:
xX"=xx"+yz'+zy' V'=xy'+yx'+zz' "= xz+yy'+zx'

al En calculant (x + yF + zF?) (x'I+ y'F +z'F2), montrer que M"e S . Onaains muni S d une
loi interne =.

b/ Soit M(x, y, z) € S. Onpose 4 = (xI + yF + zF?). Justifier que 4™ existe et peut se décomposer
en:At=xT+y'F+zF2avec (x',)',z)) e R® etque M'(x',y',z" ) €S . Déterminer M = M".

¢/ Montrer alors que (S, *) est un groupe commultatif.

5. Soient P le plan d' équation cartésiennex + y +z=1 et C=P N S.

a/ Reconnaitre C et en donner les él éments caractéristiques.

b/ Montrer que C est stable par laloi * , puis que C'est un sous-groupe de (S, *).

Partielll :  Dans cette partie, on se place toujours dans [’espace affine euclidien réel €; rapporté
a un repére orthonormé direct (O, i, ], k ).



Soient les points 4(1, 0, 0), B(0, 1, 0) et C(0, O, 1). Pour tout point M(x, y, z) de g; on note
indifféremment ¢ (M) ou ¢ (x, y, z) laquantité :

o (5.3.2) =[oM] + [abd| + [5vd] + o]
On souhaite minimiser cette quantite.

1. Caculer ¢ (0). Veérifier que pour tout M € ¢; tel que HW” >3, ¢ (x, y, z) > 3. En déduire que

lafonction ¢ admet un minimum.

2. Montrer que ¢ n'atteint son minimum en aucun des points O, 4, B, C. Pour |’éude en O, on
pourra examiner le comportement de ¢ au voisinage de O, le long de I’ axe A passant par O et

dirigépar @ =i + j +k ; et donc définir pour I’ occasion laquantité @(x) = ¢ (x, x, x).

Les questions suivantes précisent en quel(s) point(s) ¢ est minimale.

3. Soit r I"application affine de g; fixant O et transformant 4 en C, B en 4 et C en B. On note r
son application linéaire associée. Justifier que » est bien définie, que la matrice de 7

relativement alabase B = (?]E) est F, et montrer que 7 est une isométrie vectorielle. Quelle
est la nature de » ? On précisera ses é éments caractéristiques.

4. Pour tout M € €3, on pose M'= r(M). Montrer que ¢ (M) = ¢ (M”).

5. Soit P un point en lequel ¢ est minimale. On montre dans cette question que P est sur la
droite A. Pour cela, on procéde par | absurde, en supposant que P n’est pas sur cette droite.

a/ Soit P' = r(P). Pourquoi les vecteurs OP et OP ne peuvent-ils pas étre colinéaires ?
b/ Soit P''= r(P') = r*(P) et soit O |'isobarycentrede P, P' et P".

1
Montrer que ¢ (Q) S§(¢(P)+ p(P')+o(P'")).
c/ Déduiredu 4 que ¢ (Q) <@ (P), et du 5.a. que cette inégalité est en fait stricte. Conclure.

6. On sait désormais qu’on doit rechercher le minimum sur I’axe A. |l s'agit donc de minimiser
D(x) = p(x, x, x).
a/ Montrer que @(x) > @(0) pour tout x <O0.
b/ Etudier le sens de variation de lafonction @ sur R..

j , €t gque ce minimum

: : - . 1
¢/ Conclure que ¢ atteint une seule fois son minimum, au point P[ 5

ol
ol

5
vaut —.

NE

Fin del’ énoncé
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TPC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B.:

Les calculatrices sont interdites.

* %k k k ¥

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, 4 la précision et 4 la concision de
la rédaction. '

Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
Initiatives qu'il a été amené 4 prendre.

Tournez la page S.V.P.



PROBLEME I
A. Etude d’une fonction f
On fixe unréel o et on pose
, Arctan x G xeR'
VxeR, f(x)= x .

a s1x=0
1) a) Déterminer « tel que f soit continue en 0.

Désormais, ¢ prendra cette valeur.

b) Montrer qu’alors 1 est de classe C' sur R.

2) Etudier la parité, les variations et les limites en +co de f.

n 7N I4 M L3 x
(On pourra étre amené a étudier la fonction x -

e — Arctan x )
+x

Donner I’allure de la courbe représentative de f .

3) Montrer que Vx e R, Arctanx+ Arctaml -z,
x

En déduire un développement asymptotique de f au voisinage de +oo, de la forme
» a, a, a, 1 4
x)=a, +—++-2+24+0| —|,avec (a,,a,,a,,a,)€R".
f() 0T TR P (xa) (a0,a,,2,,4,)

B. Développement en série entiere de f

1) Donner le développement en série entiere de x> ~, en précisant le rayon de
+Xx

convergence associé.

2) En déduire que f est développable en série entiére sur |-11].
Préciser ce développement.

3) En déduire que f estde classe C” sur R, et préciser f (7) (0) pour tout ne N.



C. Résolution d’une équation différentielle
On considére les deux équations différentielles

(E) Xy"+ 4+ 2y = ———2—2
1+ x? )
et (Ey) x*y"+4xy'+2y=0.
Dans cette partie, ] désigne 1’un des deux intervalles R” ou R’ .

1) Montrer que (E, ) admet sur / deux solutions de la forme x - x*, avec ke Z .

En déduire toutes les solutions de (Ej ) sur I .

2) Résoudre alors (E) sur I par la méthode de variation des constantes.
d x 2

(On pourra remarquer que —| Arctan x + s |= J)

dx +x

(1 +x* )2

3) En déduire que (E) admet une unique solution sur R, et que cette solution est f .

D. Calcul de deux intégrales impropres

On consideére les deux intégrales impropres

J=j+”Mw=j+”§I—qfan

+o x Arctan x
ot K= [ f(x)d= —
( *) (1+°)
1) Justifier I’existence de ces deux intégrales.
, . ., 1 a bx+c
2) a) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que =—+

x(l+x2) x 1+x*
b) Calculer alors J a I’aide d’une intégration par parties (prudente).

3) En effectuant un changement de variable et en utilisant la relation prouvée en A.3), calculer
Pintégrale K .

Tournez la page S.V.P.



E. Etude d’une autre fonction

On pose

1 px .
VXER, g(x)= ;Iof(t)dt S1 x;ﬁO.

i si x=0

1) Montrer que g est développable en série entiére sur ]—-1,1[ sous la forme

g(x)=3 (1)’

x2n ‘
n=0 (2” + 1)2 .

2) En déduire que g est de classe C* sur R.

-1\
3) a) Justifier la convergence de la série —L—)—-z— .
neN (2n + 1)

b) Justifier (soigneusement) que sa somme est égale a g(l) .

¢) En déduire un rationnel approchant g (1)= L

’Am:an’ dt 3 5x107 prés.

4) Montrer que
. . 1 1 1 ¢x .
(On pourra écrire I’expression g(x)—-— g| — | sous la forme — j'l h(t)dt, ou h est une
X X x5
fonction a déterminer, puis utiliser un changement de variable et la relation prouvée en A.3).)

5) En déduire un équivalent simple de g au voisinage de +, ainsi que lim g(x).

6) Etudier la parité et les variations de g, puis donner I’allure de sa courbe représentative.
Arctan?
t

(On pourra étre amené a étudier la fonction x — Arctan x — J: dt , et a utiliser I’étude

de x+—

" ad ~— Arctan x , déja effectuée en'A.2).)
+ X



PROBLEME II
Pour tout (a,b) € R?, on pose
a =-a b
M(a,b)=|~a a b].
b b 0

L’ensemble des matrices de la forme M (a,b) avec (a,b) € R? estnoté E.

Dans les parties A et B, I’espace R* est muni de son produit scalaire usuel.

A. Généralités
1) Justifier que £ est un sous-espace vectoriel de M, (R) .

En donner une base et 1a dimension.

2) Pourquoi peut-on assurer sans calculs que M (a,b) est diagonalisable ?
Que peut-on dire de plus ?

3) Déterminer le polynéme caractéristique de M (a,b), puis, pour chacune des valeurs propres

obtenues (non nécessairement distinctes), déterminer un vecteur propre associé, que 1’on
choisira unitaire, et de premiére composante positive.

4) En déduire que M (a,b) = PD'P, avec

200 0 211
D=l 0 b2 0 |et P=

0 0 -b2 o\/E—\/E.

B. Matrices orthogonales de F

1) Déterminer, parmi les matrices M (a,b) de E, celles qui sont orthogonales.

| 11 2
2) Onmote A=~ 1 -1 2.

zﬁ\/i’o

Justifier que I’endomorphisme i de R*, admettant 4 pour matrice dans la base canonique,
est une isométrie vectorielle.

En préciser la nature et les éléments caractéristiques.
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C. Construction de nouveaux produits scalaires sur R?

Etant donnés troisréels A, a et b,onpose N=Al,+ M (a,b).

x x'
Pour tous vecteurs U =| y | et ¥ =| y'| de R*, on'pose alors ¢(U, V)= "UNV .
z z'

On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante, portant sur A, a et b, pour que
¢ soit un produit scalaire sur R*.

Selon I'usage, on convient d’identifier une matrice carrée d’ordre 1 et son unique coefficient.

1) Sans déterminer explicitement ¢(U, V) , montrer que ¢ est une application a valeurs dans R,
bilinéaire et symétrique.

2) On pose Z ='PU (P a été définie dans la partie A), et on note z,, z, et z, les composantes
2
de Z,desorteque Z =| z, |.

Z3

Montrer que ¢(U,U) = ‘Z (AL, + D) Z = (A+2a) 52 +(A+b2) 7 + (1 -2 )22,

3) En déduire que si 4 > max (-2a,|b|«/§ ) , alors @ est un produit scalaire sur R’.

4) Etudier la réciproque.

D. Etude des points critiques d’une fonction de deux variables

111
Dans cette question, a=-1, b=1 et A =2, de sorte que N =21, +M(—1,1)= 1 1 1]
11 2
x
Pour tout couple de réels x et y, onpose U =| xy |, puis f(x,y)=¢(U,U)="UNU .
y _

1) Calculer explicitement f(x,y), puis vérifier que f est de classe C' et admet exactement deux

points critiques, que I’on précisera. (On pourra remarquer que g]: (x,y)=2(1+y)(x+xp+¥).)
e

2) A T’aide du résultat de C.2), montrer que 1’un de ces points critiques — & préciser — correspond
a un minimum global de 1.

3) Vérifier que f(-2+1,~1+1)- f(-2,-1) == 2¢>. Qu’en déduit-on pour I’autre point critique ?

Fin de ’énoncé



SESSION 2004 )‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIGQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

% sk %k

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

A propos de I’hypothése « de classe C' par morceaux » du théoréme
de convergence normale d’une série de Fourier...

Pour toute fonction f: | — |, continue par morceaux et de période 2TI, on associe ses coefficients

: : - 1 p2m int .
de Fourier exponentiels définis, pour nUZ, par ¢, (f) = = I . f(t) e "' dt et ses coefficients de
Tt

Fourier trigonométriques définis par :
a(f)=1 | 02" £(t) cos(n 1) dt (pour n D et b, (f) = [ 02" £ty sin(n 1) dt (pour n0O ).
Tt Tt

On pose, pour tout entier naturel p et tout réel x :

5,000 = Y, (e =w Y (a,(f)cos(n x) +b, ()sin(n x)).

n=-p

On rappelle le théoréme de convergence normale :
Si f: | - | est une fonction continue de période 2Tt et de classe C' par morceaux, la série de

Fourier de fconverge normalement vers la fonction fsur |
Ainsi, la fonction fest limite uniforme de la suite de polynomes trigonométriques (S p( 1) o0

Nous allons étudier ce qui peut se produire si on enléve a ce théoréme I’hypothése « de classe C'
par morceaux ».

Une premiére partie démontre des résultats préliminaires.

Une deuxiéme partie traite d’un exemple ou, sans I’hypothése « de classe C' par morceaux », la
série de Fourier peut diverger.
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Une troisiéme partie recherche une condition plus faible pour que, sans ’hypothése « de classe C'
par morceaux », on puisse quand méme assurer que la série de Fourier de fconverge uniformément

vers la fonction f'sur |

I.

Résultats préliminaires

Si, dans le théoréme de convergence normale ci-dessus, on suppose que la fonction f'n’est pas

continue mais seulement continue par morceaux sur
a. Rappeler le théoréeme de Dirichlet en précisant de quel type de convergence il s’agit.

b. Cette convergence pourrait-elle étre uniforme sur | ?

On considere la fonction continue ¢ | — |, de période 2T, paire et définie pour x [ [0, Tl] ,

par ¢(x) = Jx.
Donner I’allure de la courbe de cette fonction et expliquer pourquoi elle n’est pas de classe C'
par morceaux sur .

Théoréme de Cesaro
Soit (u,) une suite de complexes qui converge vers le complexe /.

a. Justifier, simplement, en utilisant un théoréme de sommation de relations de comparaison,
n
que : Z(uk —1)=o(n+1) au voisinage de + .
k=0
tu +..tu

n+l

. . (u
b. En déduire que la suite ( 0 - j converge vers /.

Soit une fonction f : | . | continue et de période 21T dont la somme de Fourier de rang n est
notée S, (/). Pour n entier naturel non nul, on définit la somme de Fejér de f de rang n, notée
0, (f) comme la moyenne de Cesaro des sommes de Fourier :

0, () == (5, (/) +5,(1) . +5, ().

On démontre, ef nous ’admettrons, le théoréme de Fejér :
« La suite de polynémes trigonométriques (0, (f)) converge uniformément sur | vers la

fonction f'».
Une application :

Si f: | . | est une fonction continue et de période 2T telle que la suite (Sn (f )) converge

simplement sur |, montrer que la suite (S, (f)) converge vers la fonction f.

Si (u,) est une suite de réels positifs qui converge vers 0, montrer qu’il existe une suite de
réels (d,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n, 0<u, <d,

(on pourra, par exemple, vérifier que la suite ( sup{ u,, k= r} )n convient).



II. Un exemple de Série de Fourier divergente (en un point)

On considere la suite de fonctions (f,) définies sur I’intervalle [0, Tl] pour tout entier naturel non

nul npar: f, (x)= Lzsin{(Z”3 +1)£]
n 2

6. Montrer que la série de fonctions Z f, converge normalement sur [O, Tl] .

n21

On définit alors la fonction f paire, continue, de période 2TU sur | et telle que pour tout réel

0o, S =Y 1,00

: . (2k+1
7. On pose, pour p et k entiers naturels, l,,= joncos(p 1) sm( k

q
];,k = :E:‘[p,k'

p=0

tj dt et, pour g entier naturel,

a. Calculer, pour p et k entiers naturels, I’intégrale 7, , .

k+q 1
b. Pour g et k entiers naturels, déterminer un réel positif ¢, tel que 7, , =c¢, + Z 2+ et en
j=k=q
déduire que, pour tout couple (g, k) d’entiers naturels, 7, , 20.
N
c. Déterminer, pour N au voisinage de + o , un équivalent simple de ﬁ .
k=0
. .. 1
d. En déduire que, pour k au voisinage de +o, T} | ~ Elnk .
8. Montrer r p entier naturel non nul (f)—gmil
. que, pour p entier naturel non nul, a (/)= AT
T = n P2
9. Montrer que, pour p entier naturel non nul, S ; (f)(0)=— af) +_2 -
2Pl 2 TLp™ 27 lor !

N _ N
. aO + — aO +

(on remarquera que : a, = a,).

2 1=1 2 =0

Conclure que la suite (Sn (f )(0)) diverge.

III. Fonctions a variation bornée, Théoréme de Jordan

Pour deux réels a <b onnote S|, , I’ensemble des subdivisions de Iintervalle [a, b].
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Si fest une fonction de [a, b] & Jeto= (g5 Xp5eees X, ) L S|, 4 » ON MOtE :

n-1
V(o, )=/ (k) = f(x)]-
i=0
On dira que la fonction f est a variation bornée s’il existe un réel positif M tel que pour toute
oSy, 'onait: V(o, /) s M.
On appelle alors variation totale de f'sur [a, b] le réel positif noté :
V(la. 8], f)= sup V(0. /).
GDS[aﬂb]

10. Montrer que la fonction f: [O, 1] ~ | définie par f(0)=0 et f(x)=x cos(zlj si x#0 est
x

continue et n’est pas a variation bornée sur [O, 1] .
(on pourra choisir 0 = (xk )Osm+1 subdivision de [O, 1] :x,=0,x,, =1et
1

Uk D{l, ...,H}, Xy :m)

11. Exemples généraux
a. Montrer qu’une fonction f: [a, b] - | qui est monotone est a variation bornée sur [a, b] et
préciser V( [a, b] . f).
b. Montrer qu’une fonction f: [a, b] . qui est somme de deux fonctions monotones est a
variation bornée sur [a, b].

¢. Montrer qu’une fonction [a, b] - | qui est continue et de classe C' par morceaux est a
variation bornée.

12. Soit une fonction f:[a, b] - | & variation bornée sur [a,B] et soit a<c<b.
Montrer que chacune des restrictions de f'aux intervalles [a, c] et [c, b] est a variation bornée et

que: V([a.c], 1)+ v([e.6]. r)<v([a.8]. 1).

Remarque : on peut méme montrer qu’il y a égalité mais ce ne sera pas utile pour ce probleme.

13. Soit 1 | - | une fonction continue et de période 2Tt telle que la restriction de f'a I’intervalle
[0, 2 Tl] soit a variation bornée.

Pour n entier relatif et N entier naturel, tous deux non nuls, on utilisera la subdivision
2Tk

[N
Pour & entier compris entre 1 et |n|N , on notera V, (f) la variation totale de f sur I’intervalle

[xk—l 5 xk] .

o= (xk)osks‘n‘ v de [O, 2 Tl] définie, pour k entier compris entre 0 et |n| N,par: x; =

‘n‘N ‘n‘N

a. Verifier que : (Y[ (£ (£)= £ (x))e™™df| < XV ()5 =x,2).

=R



[y

Zulf(xk)e""”dt <iV([0’2"1 1)

A
V([O,2T[] ,f)
¢.(/) SW'

b. Montrer que :

¢. En déduire que pour tout entier # non nul,

14. Soit (u,) une suite de complexes, on pose, pour tout entier naturel »,
< S, +S +..+8
S,=>u; et g, == L,
=0

n+l
On suppose que la suite (0,) converge vers un complexe L et on suppose qu’il existe une
A
w2
k+1
a. Pour n et k£ entiers naturels non nuls, exprimer, a 1’aide des termes de la suite (ul.),
l'expression : k (S, —L)—(n+k)(0,,,, —L) +n(C,_ —L).

b. Soit une suite de réels (d,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel

constante réelle 4 non nulle telle que, pour tout entier naturel £,

n,

g, L| <d,, montrer que, pour n et k entiers naturels non nuls :

s, - L| s(l +2—"jaln_1 Ny
k 2(n+2)

c. L’entier naturel non nul z étant donné, on choisit k tel que (k—1)* <4n’d, | <k
(k—1 est donc la partie entiere de 2n4/d, _, ).

Montrer que, pour tout entier naturel #n non nul, on a: |S, —L|<d,_ +(1+4)yd,_ . Que
peut-on en déduire ?

15. Montrer que la série de Fourier d’une fonction f : | - | continue et de période 2T telle que
la restriction de f'a I’intervalle [0, 2 Tl] soit a variation bornée converge uniformément vers la
fonction f.

16. Montrer que la série de Fourier de la fonction ¢ de la question 2. converge uniformément sur |
vers la fonction ¢ .

17. Application

Montrer que la série de Fourier d’une fonction f: | — |, de période 2Tt et lipschitzienne

converge uniformément sur | vers la fonction f.

Fin de I’énoncé
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SESSION 2004 i‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIGQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 henres

Les calculatrices sont interdites.

% %k %

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a ét¢ amené a
prendre.

Fonctions de matrices

Notations :

1. Les |-algébres suivantes sont considérées au cours de ce texte :
» L’algebre M, ( |) des matrices carrées réelles d’ordre n.

> Si [ est un intervalle de |, d’intérieur non vide, on note C; Dlalgébre commutative des

fonctions de classe C® de I dans |.
> L’algébre des fonctions polynomiales de / dans | est usuellement identifiée a ’algébre |[X].

2. Ony rencontre aussi les |-espaces vectoriels suivants :
> L’espace des colonnes réelles a  lignes noté M, ; ().

> Lespace Iv[X]={POI[X]/degP < N},ou NOI.
3. Les notions de convergence dans M, | ( et M a( ) sont relatives aux normes respectives :
> | X, =Max|x;| ,si X =T x,.0000,] -
I<ksn

,81 M = lmiJ-JISiSn.
I<j<n

> ||M|| =n Max ‘ml-j
I<i,j<n

Objectifs du probléme
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Lorsque PO |[X] et A0 M a( ), on sait donner un sens a la matrice P(4) et I’on maitrise bien le
calcul polynomial sur 4 qui en résulte. En particulier, si M est une matrice de M, ( ), on appelle
POLYNOME MINIMAL de M le polyndme unitaire P de plus bas degré tel que P(M)=0 ; il est
immeédiat (et on ’admettra) qu’il s’agit du polynome minimal de I’endomorphisme u de R” dont
M est la matrice dans la base canonique de R”.

Dans un premier temps, ce texte propose de donner un sens a la matrice f(4) POUR TOUTE

FONCTION f DE CLASSE C°%, et cela moyennant des hypothéses convenables sur la matrice A.
Autrement dit, on apprend a maitriser un certain calcul fonctionnel sur 4.
Dans un second temps, on exploite ces résultats pour résoudre un systéme différentiel linéaire.

Notations fixées pour tout le probléme :
» On considére une matrice 4 de M, ( |) et I’on SUPPOSE que son polyndome minimal 1, peut

étre écrit sous la forme : M 4(X)=(X —A;)"...(X —A,)™ avec: r21;les A; sont des
REELS distincts ; les m; sont dans T". On note alors m = Zm ; ledegre de .
I<j<r

» On considére aussi un intervalle 7 de |, d’intérieur non vide et contenant tous les A je

La matrice 4 et I’intervalle / sont particularisés dans les divers exemples traités au cours du
probléme.

Préliminaires :

1. EBtablir que pour X dans M, (|) et M dans M, (), ona: |[MX], <|M]|X].,.

2. Soit M un sous-espace vectoriel de dimension d =1 de M, ( |), et soit B =(B,...,B;) une base
de M.

a) Montrer que Pon définit une norme N sur M en posant N(M ):M{aﬁ x|, si
<k<

M = Zkak est la décomposition de 1’élément M de M sur la base 3.
1<k<d
b) Justifier I’existence de constantes réelles strictement positives a et b vérifiant :
OMI M, a|pd N(AE bl|M|.
¢) Soit (M P)pm une suite d’éléments de M ; on note M, =1<;d x,(k) By la décomposition

de M, sur B. Montrer que la suite (M p)pmconverge vers 0 dans (M, (]), | ||) si et

seulement si CHAQUE SUITE REELLE (xp(k) (k=1,...,d) converge vers 0.

)pD ]

I — Une relation d’équivalence sur C;°



On convient de dire que des fonctions fet g de C;° « coincident sur le spectre de 4 » lorsque :
0;0{L...,4, Ok D{O,...,mj —]} , f(k)()\j) = g(k)(Aj). Ce que I’on résume par la notation f=g.
Un exemple : si M ,(X)=X%(X +1) la notation fjg signifie : f(0)=g(0), 7(0)=g'(0) et
J(=1)=g(=1).
3. Soient ¢ dans |, A dans /et fdans C{ vérifiant : f(k)()\) =0 pour k=0,1,2,...,0 1.
/-1
L e, x(x—u)
a) Etablir 'identité : Ox 017, f(x)= (—
) =5
b) En déduire a I’aide d’un changement de variable, I’existence d’une fonction 4 vérifiant :
(1) Ox0O7 f(x)=(x=A) h(x)
(2) hOCy

£y du .

4. Soientfet gdans CJ°.
a) On suppose: [hOCY, f=g+h,.

En considérant les dérivées successives de f —g, établir que f j g.

b) On suppose f j g ; en exploitant le 3. justifier I’existence de 4 dans C;° vérifiant :

f=g+hll,.

5. Soient P et Q dans |[X ] ; prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) P=0
(2) OHOI[X], P=Q+HT,.

IT — Définition de la matrice f(A)

A. On considére I’application ¢ de |, [X] vers " qui associe a un polynéme P le m-uplet :

o(P)= (P20 oo (PO 2, )
6. Etablir le caractére bijectif de ¢ .

7. Soit f dans C;° ; justifier I’existence d’un et d’un seul polyndme Py de |[X |, de degré

inférieur ou égal & (m—1) et tel que: f =Py. On convient alors de DEFINIR la matrice f(4)
en posant : f(4) = P{A4).

B. Quelques exemples
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N
8. On suppose ici que fest polynomiale et ’on écrit : Ox 017, f(x)= Zakxk .
k=0
En effectuant une division euclidienne, montrer qu’avec la définition de la question 7, on

N
obtient le résultat naturel : f(4) = ZakAk :
k=0

5 -4

4 -3

a) Calculer M ,(X).

b) Calculer la matrice f(4) dans chacun des cas suivants :
(1)  f(x)=ax+b,les réels a et b étant donnés.

(2)  f(x)=sin(mx)
(3)  f(x)=(x-1)g(x), ou la fonction g est donnée dans C?°.

9. ICI:A{ }DMZ(betI:L

III — Le calcul systématique de f(A4)

A. Une formule générale

10. En exploitant I’isomorphisme linéaire ¢ du II.A, justifier ’existence et l’unicité de
polynomes Q,, (1 <jsr0<ks<m, - 1) vérifiant :

pour TOUTE fonction f'de C;°,ona : Pr= z Z f(k)()\j)Qj’k

Isj<r Osk<m;-1

On consideére alors les matrices dites « associées » a 4 :
Z=0.4(4) (1sjsr0sksm;-1).

11. Montrer que les diverses matrices Z & sont linéairement indépendantes et que :

Oracy, f(4)= 3] Zf(k)()‘j)zj,k

Isjsr Osksm;-1

B. Deux exemples

[5 -4 P
12.IC1.A—[4 _Jetl—h.

a) Justifier I’existence de matrices Z; et Z, de M, ( ) telles que :
rocy, f(4)=70)z+r1)2.
b) ENDEDUIRE le calcul de Z; et Z,.

¢) Calculer les matrices A2004,\/Z et plus généralement A% pour o dans 5.



13.

1 -1 1
Icr: A=[2 -2 1|0OMs(hetI=1
1 -1 0

a) Présenter sous forme factorisée le polynome I (X). La matrice A est-elle
diagonalisable dans Mj; ( |) ?

b) Calculer les matrices Z;; « associées » a 4.

IV — Un calcul fonctionnel sur la matrice 4

A.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Quelques identités bien naturelles

Soient fet g dans C° et a dans |.
a) Quevalent Fy, et Py, ?

b) Justifier ’existence d’un polynéme H de |[X ] tel que : P,=PF,+HI,.

a) Montrer que lapplication S: f+> f(4) de C;° dans M, (R) est un morphisme de

l-algebres.
b) Quel est son noyau ?

On considére les fonctions cosinus et sinus de | dans |, puis les fonctions f; x> Jx et

fHix— 1 ge | dans |. On peut ainsi DEFINIR les matrices cos A4, sin 4, et méme VA et i
X

. *

siles A; sont dans 5.

a) En exploitant le morphisme S, calculer (cos A) +(sin 4)*.

b) On suppose ici que les A ; sont strictement positifs. Reconnaitre : (\/Z )2 et i

Le spectre de f(A)

Montrer que ’ensemble noté M, = { f(4) O C}X’} est une sous-algebre COMMUTATIVE de
M, ( |) et préciser sa dimension.

Montrer que si un ¢lément de M, est inversible dans M, ( |) alors son inverse est aussi dans

M,.

Soit fdans C} ; établir I’équivalence des énoncés suivants :
(1)  f(A) est inversible dans M, ( |).
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@ 0j0{L,..A4 f(A)#0

20. Si M est une matrice de M, ( |), on note /\;; I’ensemble de ses valeurs propres REELLES.

En exploitant la question 19 comparer les ensembles : A4 et A,y ot fest donnée dans Cp°.

V — Application a la résolution d’un systéme différentiel

21. Soient ( S )pm une suite de fonctions de C° et fdans Cy°. Etablir I’équivalence des énoncés

suivants :

(1) La suite de matrices ( fp(A))p converge dans M, (|) vers f(A4).

ol
(2) Pour chaque j (1< j<r) et chaque k (Osk <m, —1), la suite réelle (flgk)()\j))pm

converge vers f° (k)()\ j).
Lorsque la condition (2) est réalisée, on convient de dire que la suite de fonctions ( fp)pm

« converge vers fsur le spectre de 4 ».

+o0o ¢

22. Pour ¢ réel, on considére la fonction f; : x - ™ de |dans |. Montrer que : f,(4) = Z%Aé. Il
=0

s’agit donc précisément de la matrice usuellement notée exp (¢ 4).

23. En exploitant les résultats acquis a ce stade du probléme, résoudre le systéme différentiel :

@=x—y+z

Z’h

Y =0y -2y+z
L,
dz =
a7

Fin de I’énoncé.



Les calculatrices sont autorisées.
Fokk ok
N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

skokesk sk

Notation et but du probléme
On désigne par :

* E, :le R -espace vectoriel des fonctions f définies sur R,  a valeurs réelles, de

+

classeC ' sur R, , etqui vérifient f(0)=0 ;
*+ E, : Densemble des fonctions f appartenant a E;, et telles que la fonction

+

2
t x
> {M] soit intégrable sur R, ;

*+ E, : l’ensemble des fonctions f appartenant a E, et telles que la fonction

t— (f'(t))2 soit intégrable sur R

+

On note :

1/2 1/2

N (f)= I[M] dt pour fekE, ; N,(f)= I(f'(t))zdt pour fekE,.

t R,
Le but de ce probléme est de comparer les ensembles £, et E, d’une part, les fonctions N,
et N, d’autre part.

Les parties I et I sont consacrées a deux exemples, la partie III aborde le probléme de
comparaison de fagcon plus générale.
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PARTIE I — Exemple 1

Dans cette partie, on suppose que f est la fonction définie sur R, par f (t) =Arctan t (ou

Arctan désigne la fonction Arctangente).

1.1/ Montrer que f appartienta E,.

1

(t2 +1)(t2 +x2)

1.2/ Montrer que, pour tout xe€R; ,la fonction H_ : t+> est intégrable sur

R, ,etqu’enparticulier f appartienta E,.

+

1.3/ Calculde N,(f).

Pour xeR,onnote ¢(x)= I H_ (t)dr.
Ry

1.3.1/  Montrer que la fonction ¢ est continue sur R .

1.3.2/ Soit xeR’, x#1 ;décomposer en éléments simples la fraction rationnelle de la

variable 7':
1

(T+1)(T+x")

1.3.3/  En déduire I’expression explicite de (p(x) pour xeR, x#1.

134/  Quelleestlavaleurde N,(f)?

1.4/ Etudier le signede u—Arctan u ,pour u€R,.

Arctan (xt)

est intégrable sur R’ .
(£ +1)

L5/ Montrer que, pour tout xeR,, lafonction G :t+—



1.6/ Calculde N,(f).

Pour xeR, , onpose 6(x)= IGX (t)d:.
R,

1.6.1/

1.6.2/

1.6.3/

1.6.4/

1.6.5/

1.6.6/

Montrer que la fonction 6 est continue sur R, .
Montrer que la fonction @ estdeclasseC ' sur R, .
Expliciter 6'(x) pour xeR,.

Expliciter 6(x) pour xeR,.

Etablir une relation entre [Nl (f )]2 et 6(1).

N (/)

En déduire la valeurde N, (f) etcellede .
1 ( ) N2 (f)

PARTIE II — Exemple 2

Dans cette partie, on suppose que f  est la fonction définie sur R, par f(¢)= ln(t ++/1 +1)

(ou In désigne la fonction logarithme népérien).

I1.1/ Calculer f '(t) pour te€R,. Endéduire quef appartienta E,. Quelle estla valeur de

N,(f)?

I1.2/ Déterminer un équivalent (simple !) de [ (t) lorsque ¢t — 0" (respectivement lorsque

t > +0).

I1.3/ Montrer que f appartienta E,.
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I1.4/ Calcul d’une intégrale.

I1.4.1/ Montrer que la fonction ¢+ l—lnzt est intégrable sur I’intervalle ]0,1[.
—t
, ) —Int
On note désormais J = .[ > dt.
]0,1[ 1 —t

I1.4.2/ Montrer que, pour tout keN, la fonction ¢+ —tInt est intégrable sur
I’intervalle ]O,l[ ; expliciter la valeurde : J, = J. (—t2k lnt)dt.
0.
=0

11.4.3/  Justifier avec soin Iégalité : J=)J, =) I (—t2k lnt)dt :
k=0 k=0 70,11

. . . . 1
11.4.4/ Déduire de ce qui précéde la valeur de I’intégrale J, sachant que la série Z_z
n=1 n

~+00 1 7[2
converge et que 2_2 = ?
n

n=1

IL5/ Calculde N, (f).

Pour simplifier, on note 7 = (N1 (f))2 = I (MJ dt .

On rappelle que  shu = e , chu = ¢ re pour (ueR) etlarelation ch’u—sh’u=1.
t
I1.5.1/ Montrer que [ = 2! &dt.
pe N+

I1.5.2/ Justifier le changement de variable wu=f (t):ln(t+\/t2 +1) dans l'intégrale

obtenue dans la question IL.5.1 ; que devient / quand on effectue ce changement ?
Méme question pour le changement de variable v=e™.

I1.5.3/  Endéduire la valeur de N, (f) , puis celle de




PARTIE III

Le but de cette partie est de comparer, d’une part, les ensembles £, et E,, et, d’autre part,

les fonctions N, et N,.

1.1/ Soit f une fonction quelconque appartenanta E, (donc de classeC ' sur R, et telle

* t
que f(O) =0). On associe a f deux fonctions g et h définiessur R, par g(t) = M

N

et h(t)=%t) pour tout ¢>0.Onpose a=f'(0).

IL1.1/ Quelle est la limite de  /(7) (respectivementde g(¢)) lorsque ¢—>0" ?
IL1.2/ Exprimer f'(f)-+/tg'(t) enfonctionde k(¢) lorsque 7eR’.

II1.1.3/ Quelle est la limite de x/;g’(t) (respectivement de g (¢).g'(¢))  lorsque

t— 0" ? (on exprimera les résultats en fonctionde «a = f7(0)).

I11.1.4/ Etablir, pour x>0, larelation :
1

(R) [ (r@)a = Se@) + ]ij](ﬁg'(t))zdz ¥ % [ (h(e))ar.

]O,X] ]0,){]

(apres avoir justifié I'intégrabilité sur Jo.»] de chacune des fonctions qui interviennent).

I1I1.2/ Comparaisonde FE, et E,.
II1.2.1/ Déduire de la relation (RJ I’inclusion: E, CE,.

II1.2.2/ Les ensembles E, et FE, sont-ils égaux? (On pourra considérer la fonction
t>sint).

Tournez la page S.V.P.



II1.3/ Comparaisonde N, et N,.

II1.3.1/ Montrer que E, estun sous-espace vectoriel du R - espace vectoriel E|.
On admettra sans justification que N, et N, sontdes normes sur I’espace vectoriel E,.
IIL.3.2/ Justifier 'inégalité : N, (f) <2N, (f) ,pour fekE,.

IL3.3/ Pour neN’, ondéfinitsur R, lafonction f, par f,(¢)=e"sin(nt).
Vérifier que  f, € E, pourtout neN etcalculer N,(f,).

III.3.4/ Lesnormes N, et N, sont-elles équivalentessur FE, ?

II1.4/ Soit f appartenanta E, ; en utilisant la relation (Rj , montrer que g(t) admet une

limite lorsque ¢ — +o ; quelle est cette limite ?

Fin de I'énoncé.



Les calculatrices sont autorisées.
Fokk ok
N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

skokesk sk

Ce probléme porte sur I'é¢tude d'une suite double et de différents contextes dans lesquels on retrouve
cette suite.

On désigne par N l'ensemble des entiers naturels, par N* I'ensemble N privé de 0, par Z
I'ensemble des entiers relatifs et par R 1'ensemble des nombres réels.

Pour neN, onnote [[0,n]] l'ensemble des entiers naturels & telsque 0<k<n.

Onnote M ,,(Z) l'anneau des matrices carrées d'ordre n+1 & coefficients dans Z. Pour

MeM , (Z), on note M =(mp’q) on m, est I'élément de la ligne p et de la

(p.q)d0.7 P-4

. Myo My,
colonne ¢.Parexemple MeM , (Z) seranot¢ M = .
m, m,;

Pour M eM ,,(Z), onnote det(M) ledéterminant de M et com(M) lacomatrice de M .

R[X] désigne l'espace des polyndmes & coefficients réels et, pour neN , R, [X] désigne le

sous-espace de R[X ] des polyndmes de degré inférieur ou égala n.

Les parties II, III et IV de ce probléme sont indépendantes entre elles ; seule la suite ¢tudiée dans la
partie I apparait dans une question de chacune de ces parties.
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(

i) pourtout peN*, a

iii) pourtout g eN*, a, =0

PARTIE 1

On définit la suite double de nombres réels (a » q) , par:
’ eN

(p.q)

Ay = 1

=0

p,0

q

iv) pourtout (p,q)eN’, a,, ., =a, +(p+l)a,,,.

La considération d'un tableau, dans lequel les a,, sont disposés avec p indice de ligne et g

indice de colonne, pourra se révéler d'une utilité certaine.

L.1.

1.2

L.3.

1.4.

LS.

L.6.

L.7.

Pour geN, calculer q,,.
Calculer a,, et a,,.

Pour g =2, exprimer a,, enfonctionde a,, .En déduirelavaleurde a,,.

Pour peN, on considére la propriete P, :" pourtout geN,ona a, €N "

Montrer que pour tout p € N, la propriété P , estvraie.
Pour p>gq, calculer a,, .
Pour peN, calculer a,,.

Pour neN, on désigne par 4, la matrice carrée d'ordre n+1 (c'est-a-direa n+1 lignes

eta n+l colonnes), dont le terme de la ligne p et de la colonne ¢ est a,, , pour tout

(p,q)eDO,nDz.

Expliciter les matrices A4,, A4,, A, et A;.



PARTIE II

Dans cette partie, n désigne un entier naturel.
ILL Soit M =(m,, JeM ., (Z).

II.1.1. Montrer que det (M) el.
II.1.2. Montrer que com (M) eM (Z)

II.1.3.  On rappelle qu'une matrice M est inversible dans M, (Z) si et seulement si M~

existe et appartient 4 M, (Z) . Montrer que M est inversible dans M, (Z) si et seulement si
det(M)==1 .

I1.2. On définit la suite (Bp) . de polyndmes de R[X] par: B,=1 etpour peN*,
pe

p-1

B,=[](x-J).

=0

I1.2.1.  Montrer que (B,,B,,...,B,) estune base de I'espace vectoriel R,[X] ; on notera
(B ) cette base.
On note (X ) la base canonique (I,X,...,X") de R, [X]

Onnote P, la matrice de passage de la base (X ) a la base (B ) et O, lamatrice de passage

de la base (B ) a la base (X )

I1.2.2. Onprend n=4, expliciter les matrices P, et Q,.
I1.2.3. Montrer que P, estune matrice triangulaire supérieure a coefficients dans Z.
11.2.4. Calculer det(P,).

II.2.5 Montrer que Q, estune matrice triangulaire supérieure a coefficients dans Z .

9
Onnote Q, = (IBM )(p,q)d]o,n[F . Pour tout ¢ EDO, nD, onadonc X?= ZﬂMBp.

p=0

I[1.2.6. En donnant a X  des valeurs particulicres, déterminer les coefficients
Bogs Bys Boy pour gellO,nll.
I1.2.7. Montrer que Q, =4, ou A, estla matrice définie au L.7.
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PARTIE III

o]

On note F l'espace vectoriel réel des applications de classe C définies sur ]0, +oo[ et a

valeurs dans R. On définit I'application ¢ de F dans F par:
#(f)=g ou g(x)=x"(x).

Pour ¢geN*,onnote ¢’ =gpog’" ;ainsi ¢’ =gog (par convention: ¢’ =id,).

IIL1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de F . Est-il surjectif ? Est-il injectif ? Préciser le
noyau de ¢.

IIL.2. Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de ¢.

IL3. Pour feF, expliciter ¢°(f). Déterminer le noyaude ¢° et en donner une base.

IIl.4. Soit neN*. Montrer qu'il existe des entiers d,, tels que, pour tout ¢ elll,n] et tout
q

f €F, onaitlarelation : pour tout x dans ]0,+o0[ , ¢’ (f)(x)= de’qx”f“’)(x), ou [ est
p=1

la dérivée p-icme de  f.
On admet que cette décomposition est unique.

IILS. On convient que d,,=1 et que, pour peN* et geN*, d
pP>q.
Montrer que pour tout ( p,q) eDl,nDz, ona d, =a,,, oules a, sontlestermes définis dans la

=d,,=0etd, =0 si

p,0

partie L.

PARTIE IV

IV.1 Soit ¢ la fonction définie sur R par go(t):exp((expt)—l), ou exp est la fonction

exponentielle.

IV1.1. Déterminer le développement limit¢ de ¢ al'ordre 4 en ¢=0.

IV1.2. Pour n variantde 1 a4, en déduire la valeur de la dérivée n-ieme de ¢ en 0.



Soit E un ensemble de cardinal n, neN. On appelle partition de E, tout ensemble de parties
non vides de E, deux a deux disjointes, dont la réunion est E. Chaque partie de la partition
s'appelle une classe.

IV.2. Pourtoutentier jeN*, onnote P’ le nombre de partitionsde E en j classes.
Par convention, on note P) =1 et, pourtout neN* et jeN*, P'=P/=0.

IV.2.1. Pour j>n,calculer P/.

IV.2.2. Calculer P et P" pour neN*.

IV.2.3. Onsuppose j=>2 et n>1. Soit aeE.
En distinguant parmi les partitions de £ en j classes, celles pour lesquelles le singleton {a}

est une classe de la partition, justifier 1'égalit¢ P’/ = P/.' + jP/

n n—1 n-1°

IV.2.4. En déduire que pour tout (j,n)eN?, ona P’/=gq,

n j.n 2

les a,, ¢étant les termes

définis dans la partie 1.

IV.3. Onnote P, le nombre de partitions de E . Par convention F, =1.

IV.3.1. Pour n variantde 1a4, calculer P, etcomparer P, a go(”)(O) ou ¢ estla

n

fonction définie en IV.1.

IV.3.2. Exprimer P, al'aide des P’. Dans la suite, on admettra la formule

@ P,= ZCka oules C! sont les coefficients du bindme.

k=0
IV.3.3 Montrer que pour tout neN ona P, <n!

+00

P .
IV4 Pour xeR, onnote s(x)= Z—”'x” lorsque la série converge.
—~ p)

IV.4.1. Déduire de IV.3.3. que le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal a 1.

IV.4.2. Montrer a l'aide de (1) que pour |x|<1, ona s'(x)=s(x)expx (on pourra

développer en série entiere exp x et utiliser le produit de Cauchy de deux séries entiéres).

IV.4.3. Endéduire s(x).

IV.4.4. Montrer que pour tout 7€N, ona P, =g (0).
Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont interdites

*khkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la conci-
sion de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

**kkk
Notations

Soit N I’ensemble des entiers naturels, N* = N\ {0} et N, = {1,2,... ,n}. Sin et p sont des en-
tiers supérieurs ou égaux a 1, on note M,, ,(R) le R-espace vectoriel des matrices a coefficients dans
R ayant n lignes et p colonnes. Lorsque p = n, M, .(R) est noté plus simplement M, (R) et est
muni de sa structure d’algébre, I,, représentant la matrice identité. GL,,(R) désigne I’ensemble des
matrices inversibles de M,,(R), &, (R) I’ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et O,.(R)
I’ensemble des matrices orthogonales de M.,,(R).

Pour A = (a”)légin appartenant a M., ,(IR), A désigne la matrice transposée de A : c’est un

élément de M, .(R), Ker (A) est le noyau de A défini par : Ker (A4) = {X € M,,(R) | AX =0}
et Im (A) est I’image de A définiepar: Im (A) ={Y € M,.1(R) | I X € M,:1(R), ¥V = AX}]
R™ est muni de son produit scalaire canonique noté < -, - > et de la norme associée notée || - ||
et on identifiera selon I’'usage M., 1 (R) a R™.
Une matrice S de S,.(R) est dite positive si :

VX € M (R), XSX >0

et définie positive si :
VX €M (R)N{0}, XSX >0
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On note 8 (R) I’ensemble des matrices symétriques réelles positives d’ordre n et S;*(R)
I’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives d’ordre n.

PARTIE |

1.1 Soit A la matrice de A 4(R) donnée par :

=

Il
L B s R
| e R N

1
0
1
0

= = O =

a) Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels Ker (3 ) et Ker(*M). Existe-
t-il une relation d’inclusion entre les noyaux Ker (M) et Ker (M) ?

b) Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels Im (M) et Im(*M ). Existe-t-il
une relation d’inclusion entre les images Im (Af) et Im (*A) ?

1.2 Soit A e .an,p(R).

a) Montrer que Ker (*AA) = Ker (A) et Ker (A’4) = Ker (*4).
b) Montrer que rg (*AA) =g ( A’A) =rg (A).
¢) Montrer que Im (*AA) = Im (*4) et Im (A%4) = Im (A).

1.3 Soit ¢ un entier naturel non nul et § = (=4, %,,...,2,) uUn systéme de g vecteurs de R”.
On note F le sous-espace vectoriel engendré par §, r = dim F' et G = (g;;) la matrice de M, (R)
définie par g;; =< =;,z; > pour tout (¢,5) € N2. Le déterminant de & est appelé déterminant de
Gram du systeme S et sera noté v(=zy, 4, ... ,x,). SOit (e1,€z,... ,€,) Une base orthonormale de

F,onnote pour tout j de N, z; = Z b;;e; et B la matrice de M, ,(R) de terme général b;;.
=1
a) Montrer que ¢ = ‘BB et en déduire rg (G) =g (S).
b) Montrer que & est diagonalisable et que ses valeurs propres sont toutes positives.
c) En déduire que ¥(xq,z2,...,2,) = 0 et que v(zq,22,... ,2,) = 0 si et seulement si la
famille (z1, %2, ... ,3,) est liée.
d) Montrer que I’inégalité de Cauchy-Schwarz avec sa condition nécessaire et suffisante
d’égalité est un cas particulier de ce résultat.
1.4 Montrer que (=1, z2,. .. , %,) reste invariant si I’on ajoute a I’un des vecteurs =; une combi-
naison linéaire des autres.
1.5 Dans cette question g est supérieur ou égal a 2.
a) On note L le sous-espace vectoriel engendré par (zz,zs,... ,,) et pr(21) la projection
orthogonale de z, sur L, puis on pose %, = =1 — pr.(z1). Montrer que :

YWE1, Toyevn ,2y) = ||h1||2'y($2,$3, Cey Ty)



b) En déduire successivement :

)y(z, 22y ..y 2y) < y(21)y(22, 235, ... ,2,) avec égalité si et seulement si =, est ortho-
gonal & L.

i) v(z1, 22,...,24) < y(z1)v(22)---v(x,) avec égalité si et seulement si les vecteurs
Z1, Tz, ... , T4 SONt deux & deux orthogonaux.

1.6 Soit A = (ai;) € GL.(R)etey, e, ...cq SeS Vecteurs colonnes.
a) Montrer que :

| det A < T lex]
k=1

avec égalité si et seulement si les vecteurs ey, .. . , ¢, sont deux a deux orthogonaux.
b) On suppose de plus: ¥ (z,5) € NZ, |as;| < 1. Montrer que :

|det A| < nz

avec égalité si et seulement si A est une matrice a coefficients dans {—1, +1} et dont les vecteurs
colonnes sont deux & deux orthogonaux.

PARTIE Il

On note :

s H, I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans {—1, 41} dont les vecteurs
colonnes sont deux & deux orthogonaux.

e D, I’ensemble des matrices diagonales d’ordre n a coefficients diagonaux dans {—1,+1%.
e F I’ensemble des entiers naturels » pour lesquels H,, est non vide.

11.1 Déterminer explicitement toutes les matrices éléments de H..
11.2 a) Montrer que toute matrice A de ‘H,, vérifie ’AA = nl,.
b) Réciproquement toute matrice carrée A vérifiant ’AA = nli, est-elle dans H,, ?
c) Montrer que si A est a coefficients dans {—1, +1} et vérifie ’AA = n1,, alors A est dans
Ho
11.3 On appelle permutation ¢ de N,, toute bijection de N,, sur lui-méme et matrice de permuta-
tion P{) associée a la permutation o, la matrice d’éléments ﬂff) donnés par :
V(i §) eNL, P = dug
1 si k=1

ou d&;; désigne le symbole de Kronecker : dz; = {0 Si k1

Tournez la page S.V.P.



Soit o une permutation de N,, et A € M,,(R).
a) Donner le terme général de la matrice *P{?) A. Comment obtient-on cette matrice *P©) A
a partirde A ?
b) Donner le terme général de la matrice AP{°). Comment obtient-on cette matrice .AP{)
a partir de A ?
c) Montrer que si A appartient a #,,, il en est de méme de *4, des matrices *P) A et AP
pour toute permutation o ainsi que des matrices AA et A A pour toute matrice A de D,,.
114 Si A= (ay) € Mz(R)et B € M,(R), on définit le produit direct de A et B par :

_ a’llB algB
A® B = (ang ang) € Mzn(R)

a) Montrerquesi A€ Hoet B e H,,alors A® B € Ha,.

b) En déduire que E contient toutes les puissances de 2.

c) Montrer que I’ensemble {A ® B | (A, B) € Hz x Hz} est strictement inclus dans H..

I1.5Soitn € E, n > 2.

a) Montrer qu’il existe un élément de H,, dont tous les coefficients de la premiéere colonne
valent 1. Déduire alors de I’orthogonalité des vecteurs colonnes 1 et 2 d’une telle matrice que n est
pair. On pose n = 2m.

b) Montrer qu’il existe un élément de H,, dont tous les coefficients de la premiere colonne
valent 1 et dont la deuxiéme colonne est constituée de rm coefficients égaux a 1 suivis de . coeffi-
cients égaux & —1. Déduire alors de I’orthogonalité du troisieme vecteur colonne avec les vecteurs
colonnes 1 et 2 que n est un multiple de 4.

PARTIE Il

I11.1 Soit § € S.(R). Montrer que § € ST (R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.
I11.2 Soit M € GL,(R). On souhaite montrer I’existence de R orthogonale et S symétrique
définie positive telle que M = RS.
a) Montrer que la matrice *M M est symétrique définie positive.
b) En déduire qu’il existe $ € SF*(R) tel que M M = S2.
c) Montrer que $ est inversible et que A5~ est orthogonale.
d) Conclure. Dans toute la suite du probléme on admettra I’unicité d’une telle factorisation.

1.3 Soit 32 € SF(R), A1, Az, ..., A, ses valeurs propres non nécessairement distinctes, D la
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont Aq, A,, ... , A, et @ € O,(R).
a) Montrer que Tr(Z) = ) X,
i=1

b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale ¢, telle que Tr(QX) = Tr(Q.D) et en
déduire :
Tr(QE) < Tr(X)

c) Montrer que sup [Tr(QX)] = Tr(X).
QeC.L(R)



I11.4 Soit . € E. Pour toute matrice A = (a;) de H,,, on pose :

1<i<i<n i=1

a) Montrer que I’application f ainsi définie de #,, dans R admet une borne supérieure que
I’on notera ex,,.

b) Soit T = (¢;;) la matrice triangulaire inférieure d’ordre . définie par¢;; = 1siz > j et
t;; =0si¢ < j. Montrer que f(A) = Tr(AT).

c) D’apres laquestion I11.2, on sait que 7' = RS avec & orthogonale et & symétrique définie
positive. Montrer alors que f(A) < +/nTr(S), puis que e, < 4/n Tr(S).

d) Lorsque n = 2, évaluer o, et +/2 Tr(9).

Fin de I’énoncé



Les calculatrices sont interdites

ok %

N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté,

a la précision et a la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui peut lut sembler étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

ok %

La partie Il peut étre traitée indépendamment des parties I et I11.

PARTIE 1

+ oo
On considere la série entiere E n~*z" de la variable complexe z, ou s est un nombre réel

n=1
donné.

I.1 Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.

1.2 Dans cette question, z = €' désigne un nombre complexe de module 1.
+oo

I.2.1 Etudier la convergence de Z n~?z" dans le cas ou s > 1 ainsi que dans le cas

n=1
ou s < 0.
+ oo

I.2.2 Dans le cas ou 0 < s < 1, étudier la convergence de Z n=°z" pour z = 1.
n=1
I.2.3 Toujours dans le cas ou 0 < s < 1, on suppose que z # 1. On pose Sy = 0, et

pour tout nombre entier n € IN*, S, = Z 2*
k=1

Tournez la page SVP
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= ; Q"
‘SIH2

Montrer que |S,| < M(6) pour tout n € IN, avec M (9)

En écrivant 2* sous la forme S, — Sy_; pour tout nombre entier k& € IN, montrer que :
n n—1
¥n € IN%, M kT =Y S [k = (k1) + Sun
k=1 k=1

+oo
Montrer que la série Z Sp [n_s —(n+ 1)_5] est convergente et en déduire que la série

n=1

+ oo
E n~°z" est convergente.

n=1

+oo
Nous noterons dorénavant ¢(z,s) la somme Zn_szn pour tout couple (z,5) € € x IR

n=1
pour lequel cette série est convergente.

1.3 On note I I'intervalle ouvert | — 1, +1[ de IR.

t
@(t, S)dt.

I.3.1 Montrer que pour tout (z,s) € I x IR on a p(z,s+1) = /
0
1.8.2 Calculer p(x,0) et p(x,1) pour tout x € .

I.4 On suppose dans cette question que s > 1.
I.4.1 Soit f, la fonction définie sur [0, +oo[ pour tout n € IN* par f,(t) = e "¢,

+oo
Montrer que f, est intégrable sur [0, 4+o00] et exprimer / fa(t)dt a laide de n, s et
0

400 400
Iintégrale I'(s) = e~ dt = fi(t)dt.

0 0
[.4.2 Soit z un nombre complexe de module inférieur ou égal a 1. Montrer que

+ oo
la série Z 2" fu(t) de fonctions de la variable réelle ¢ est intégrable terme & terme sur
n=1

0, +ool.
En déduire que pour tout s > 1 et tout z €C tel que |z] <1, 0on a:

(1) oz, 5) = F(ZS)/O R

— Z



3

PARTIE 11

+ oo
Pour tout nombre réel s > 1, on pose ((s) = ¢(1,s) = Zn_s.
n=1

IT.1 Montrer que ( est une fonction indéfiniment dérivable de la variable s sur |1, +ool.
IT1.2 Montrer que ( est strictement décroissante sur |1, +ool.
IT1.3 Montrer que pour tout s €]1,+oc[ on a :

0<((s)—1< /+OO =2 dt < ((8).

En déduire la limite de ((s) lorsque s tend vers 4o0.
Déterminer un équivalent de ((s) lorsque s tend vers 1 par valeurs supérieures a 1.

PARTIE III

ITI.1 Soit ¢ la fonction de la variable réelle  définie par :
T—x

2
(1) g(x)= ( 5 ) pour tout = € [0, 27].
(1) g est périodique de période 2.

ITI.1.1 Montrer que g est paire. Développer ¢ en série de Fourier réelle. Etudier

I’égalité entre ¢ et la somme de sa série de Fourier.
ITI1.1.2 Calculer les valeurs de ((2) et ((4), ou ( est la fonction définie dans la partie
précédente.

IT1.2 Soit § un nombre réel. On note Ryp(#) la partie réelle de ¢ (ew,Z), ou ¢ est la
fonction définie a la question 1.2.

IT1.2.1 Exprimer Rp(8) a 1'aide de g(0).
I11.2.2 En déduire que pour tout § € IR on a :

+oo 1 t 0 _1 2
/ ol 1 i = g(0) - .
0

et — et cos O + 1 12

Tournez la page SVP



IT1.2.3 Déduire de ce qui précede la valeur des intégrales :

+oo t +oo t +oo t
[1 - / I dt, [2 - / dt, [3 - / —dt

IT1.3 Soit s un nombre réel strictement positif.

IT1.3.1 Montrer que pour tout # € IR on a les égalités :

+ oo

Foo t*(e' cos § — 1)
_ —(s+1)
/0 ezt—Zetcose—l—ldt_F(S—l_l) g n cosnf,

n=1

Foo toetsin 6 &2 (s41)
_ —(s+ :
/0 ezt_Zetcose_l_ldt—F(s—l—l) g n sin nf.

n=1

IT1.3.2 En déduire des expressions des intégrales :

400 5 +o0 5
I(s) = —dt J(s) = —dt
o= G = [ g
+ oo + oo
en fonction des sommes S1(s) = Z(Zk + 1)_(5+1), Ss(s) = Z(—l)k(Zk + 1)_(5+1) et de
k=0 k=0

['(s+1).

Fin de ’énoncé



Les calculatrices sont autorisées.
skkskok

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Objet : La transformation de Fourier est un outil employé en sciences de 1’ingénieur. En plus d’étre
linéaire, elle vérifie de nombreuses propriétés. Nous nous proposons d’en établir quelques-unes en
nous limitant & un espace vectoriel particulier.

1. - Préliminaires

On note C*(R, [) I’espace vectoriel sur [ des fonctions définies, continues, infiniment dérivables de
R dans L.

On note P le sous-espace vectoriel de C*(R, [) des fonctions f'de la forme fr) = P(¢) e-% o P est
un polyndme a coefficients complexes.

Pour tout n entier naturel, on note P, , le sous-espace vectoriel de P des fonctions f de la forme
A)=P(2) e~ ou P est un polynome a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.
I-1) Quelques endomorphismes qui nous seront utiles
Soient T, D, S trois applications qui, a une fonction f'de C*(R, [) associent respectivement les
fonctions suivantes :

T(f) = g avec pour tout ¢ réel g(¢) =1 f{(¢)

D(f) =/

S(f) = h avec pour tout ¢ réel h(t) = f(—f)

Montrer que les applications T, D, S définissent chacune un endomorphisme de C*(R, [).

Montrer que S est un automorphisme. Donner S

Tournez la page S. V.P.



I-2) Etude des intégrales utilisées

. , . —+00 2
a) Justifier I’existence de J :J e~=dr.
—00

De nombreuses méthodes permettent d’obtenir J = 7. On ’admettra.

, . -+00 )
En déduire la valeur de : I e mdt .

—00

b) Pour toute fonction f'de P, justifier la convergence absolue de foo f(H)de.

. . . —+00 .
¢) Pour tout u réel, pour toute fonction f'de P, justifier la convergence absolue de _[ f(¢)e—2imut d¢
)

I-3) Définition de la transformation de Fourier (notée ¢ ici)

Soit ¢ I’application qui, a tout /' de P associe si elle existe la fonction ¢(f) = y de R dans [ vérifiant :
pour tout u réel  w(u) = Ew f(t)e2imut dg

Vérifier que ¢ est bien définie sur P, puis montrer que ¢ est une application linéaire.

II. — Deux formules pour ’application linéaire ¢

On conservera par la suite les notations suivantes :
fun élément de P, défini par : f{7) = P(¢) e ~7*% pour tout ¢ réel.

Son image par ¢: w = ¢(f) définie par: v (u) = foo f(t)e-2imut d¢ pour tout u réel.

II-1) Premiére formule
Justifier la dérivabilité de y; calculer v “(u) et montrer que dans Pon a :
v'=-21r Kg) avec g(t) =t f(t)
que I’on peut écrire de fagon plus formelle
Dog¢g=-217x(¢ oT) formule que I’on notera (1)

En remarquant que y “est I’'image d’une fonction de P, en déduire que w est infiniment dérivable et
est donc un élément de C*(R, [).

I1I-2) Deuxieéme formule
Par une intégration par parties, montrer que dans P on a :

b= avee yi(w)=[" f()e2im dr =2imu y(u)

que I’on peut écrire de fagon plus formelle :
@ oD=21ix(To¢g) formulequel’on notera (2)



II1. — ¢ est un endomorphisme

I1I-1) Pour tout & entier naturel, on note b la fonction qui a tout ¢ réel associe by(f) = e~ 2,
Pour tout 7 entier naturel, on considére la famille (b )03 w<n » Justifier que celle-ci constitue une base

de P,. On pose ¢ (by) = By.

I11-2) Donner I’ensemble SG des solutions de I’équation différentielle (E) : f'(t) + 2 7t f({)=0si f
est une fonction de R dans [ de classe C'.

II1-3) Vérifier que by est un élément de SG, noter la relation différentielle qui en découle en
utilisant les endomorphismes D et T, en déduire une relation différentielle vérifiée par By, puis
montrer ’existence d’une constante complexe A telle que, pour tout u réel,

Bo(u) =L e-mu?
Exprimer By (0) sous forme d’une intégrale et en déduire la valeur de A.

I11-4) Pour tout k entier naturel non nul, on a la relation by = T (by-1). Calculer By, B,, Bs, puis
montrer par récurrence que By = ¢ (by) est un élément de ;. En déduire que pour tout n entier
naturel non nul, si f'est un élément de P, il en est de méme de ¢ (f). Montrer alors que ¢ définit un
endomorphisme de P.

IV. — Etude en dimension 4

Soit 7 un entier naturel.

On note S, I’endomorphisme de P, tel que S.(f) = S(f) et ¢, I’endomorphisme de P, tel que
& () =)

IV-1) Ecrire les matrices de ¢; et S;dans la base (b, b1, by, b3) de Ps.
IV-2) Expliciter ¢; o ¢; en fonction de S;. En déduire que ¢ est inversible et déterminer son inverse.

V. — ¢ est bijectif. Quel est son inverse ?

Pour tout endomorphisme 4, on note 4> = A o A, et pour tout m entier naturel non nul
A"=A40A™ ' =4"" 04 avec la convention 4°=1 qui représente ’application identité sur P.

Pour tout j entier naturel, on note b, la jiéme dérivée de by, on a donc by = DV (b)
(on posera b = b, ).

Tournez la page S.V.P.



V-1) Pour tout j entier naturel non nul, exprimer ¢ (bo?) en fonction de by et de T, puis en fonction
de bj.

V-2) Pour tout k entier naturel non nul, on a la relation b; = T(b_;) = T¥(bo) ; exprimer ¢ (by) en

fonction de b et de D, puis en fonction de bo(k).

V-3) Exprimer alors ¢ *(b;). En déduire que ¢ est bijectif, justifier les deux formules suivantes :
pop=S et ¢ '=Sop=¢oS.
Cette derniére relation nous permettra par la suite de permuter S et ¢ .

V-4) Montrer que ¢ '=¢°.

VI. — Valeurs propres et vecteurs propres de ¢ 3

VI-1) Déterminer les valeurs propres de I’endomorphisme ¢ ; cet endomorphisme est-il
diagonalisable ?

VI-2) Déterminer une base de P; formée de vecteurs propres de ¢;.

VI-3) Soit la fonction /' de R dans R définie pour tout 7 réel par: f(f) = P(¢) e -m2 | avec
PO =1+7+7.
Décomposer f'dans la base trouvée a la question précédente.

Fin de 1’énoncé



Les calculatrices sont autorisées

NB. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Soit o un nombre réel et f une fonction continue de R dans R.
On note (E,) I’équation différentielle suivante :

(Eo): Y'+tay=f
On désigne par :

e S l’ensemble des fonctions F de la variable x deux fois dérivables de R dans R solutions de
I’équation différentielle (E,).
e Sy I’ensemble des fonctions F éléments de Stelles que F(0) = F(r) = 0.

Partie A

A.1.) On suppose dans cette question que la fonction f est nulle sur R et que le réel « est nul.
Déterminer 1’ensemble .

A.2.) On suppose dans cette question que la fonction fest nulle sur R.
Soit @ un réel strictement positif, déterminer I’ensemble Sy lorsque :
e Ala) a= w’
e A2b) a=-0-

A.3.) On suppose dans cette question que le réel « est nul.

Soit 7 un entier naturel non nul, déterminer I’ensemble Sy lorsque :
e AJ3.a.) fix)=cos nx.
e AJ3.b.) flx) =sinnx.

A.4.) On suppose toujours que le réel o est nul et on désigne par f un ¢élément quelconque de

C'R, R).

Tournez la page S.V.P.



e A.4.a) Montrer que :
S= {F X I;U:f(t)dtjdu +ax+b

(a,b)eRz}.

e A.4.b) En déduire que I’ensemble Sy admet un unique élément noté F;. Déterminer F.

Dans toute la suite de cette partie, on désigne par ¢ la fonction définie de C°(R, R) dans lui-méme
qui, a la fonction f, associe F, unique élément de So.

A.5.a.) Montrer que I’application ¢ est un endomorphisme de C°(R, R).
A.5.b.) L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? surjectif ?

A.5.c.) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de I’endomorphisme ¢.

Partie B

B.1.) On définit la fonction p de R dans R par :

VxelR, p(x)=

“(3)

B.1.a.) Montrer que la fonction p est paire, de période 27, continue et de classe C' par morceaux.

B.1.b.) Représenter graphiquement la courbe représentative de la fonction p sur [-m, 3] dans un
repére orthogonal (O; i,/ ).
Unité graphique 2 cmsur (O ; i) et Scmsur (O; j).

B.1.c.) Justifier avec soin que la fonction p est somme de sa série de Fourier.
B.1.d.) Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction p et montrer que :

Vxel, p()c):g—i cosY_
T S 4n? —1

B.2.a.) Soit g une fonction continue, de période 2n de R dans R, on note a,(g) et b,(g) ses
coefficients de Fourier.
Donner la formule de Parseval pour la fonction g.

B.2.b.) En déduire que :

2 4 1 n
nomA(4n2-1)2 4



Partie C

On se propose de résoudre 1’équation différentielle (£7) dans le cas particulier ou f'est un élément de
C°(R, R), soit :
y'try=f.

C.1.) Déterminer I’ensemble des fonctions deux fois dérivables de R dans R solutions de 1’équation
différentielle :
V' +y=0.
C.2.) On définit la fonction 4 de R dans R par :
Vxel  hix)= jo £(0) sin(x — 1)dt.
C.2.a.) Montrer que :

Vxel0,n], h(x)=sinx jox £(t) costdt—cos x jo’“ f()sintdt.

C.2.b.) Montrer que la fonction / est deux fois dérivable sur R et expliciter 4’ et h'"'.
C.2.c.) En déduire que la fonction / est une solution particuliére de (E)).

C.3.) Déterminer I’ensemble des fonctions deux fois dérivables de R dans R solutions de 1I’équation
différentielle (E)).

C.4.) On suppose dans cette question que f(x) = |sinx| .

C.4.a.) Déduire de la partie B que :

) 2 4 < cos2nx
VxeR, |s1nx|:;—; a1
n>1

C.4.b.) Soit x un nombre réel et n un entier naturel, calculer :

J‘; cos2nt sin(x —t)dz .

C.4.c.) On admet avoir le droit de permuter série et intégrale.

Montrer que :
COS 2nx —COS X

(4n2 —1)2

VxeR, h(x)=z(1—cosx)+iz
T

n>1

C.4.d.) Déduire de la question B.2.b.) que :
Tournez la page S.V.P.



2
VxeR, h()c):g—ﬁcosx+i _cosanx
n 4 TS (4n? —1)2

C.4.e.) Calculer A(0) et h( 7).

C.4.f) Déduire I’ensemble S des solutions de 1’équation différentielle y"" + y = | sin x| puis
I’ensemble S, des éléments de S s’annulant en 0 et 7.

Partie D
On considere 1’équation différentielle :
(F) X' (0)+x (x)+yx)=0, x>0.

D.1.) Soit z une application deux fois dérivable sur R telle que Vx € R%, y(x) = z(In x). Exprimer a
I’aide des applications z', z'' les dérivées premiére et seconde de 1’application y.

D.2.) Montrer que I’application y est solution sur R} de I’équation différentielle (F) si, et
seulement si, ’application z est solution sur R d’une équation différenticlle a préciser, que I’on

notera (H).

D.3) Résoudre (H). En déduire I’ensemble des solutions de (F).

D.4.) Déterminer I'unique solution du systéme suivant :

x2y"(x)+xy'(x)+y(x)=0, x>0,
y(1)=0,
Y=l

Fin de I’énoncé



SESSION 2004 TPC005

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TPC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

X K Xk X X

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.



Dans tout le probleme, E désigne le R-espace vectoriel R[X] des polynomes & coefficients réels.
Pour tout entier naturel n, on note E, le sous-espace de E formé par les polynémes de degré au
plus égal a n.

Selon 1'usage, on convient d’identifier un polynéme et la fonction polynomiale associée.

L’espace E,, est muni de sa base canonique %, = (1,X, X2, .. .,X”).

Les coefficients binomiaux sont notés (Z) = k'(%k)' (0<k<n).

Partie A : Etude d’un endomorphisme

Etant donné un polynéme P de E, on définit un polynome ¢(P) par :
[0(P)] (X) = (X% —1) P"(X) + 2X P'(X).
1) Justifier qu’on a ainsi défini un endomorphisme ¢ de E.

2) Montrer que, pour tout entier naturel n, le sous-espace vectoriel E,, est stable par ¢.

On notera désormais ¢, ’endomorphisme de F, induit par ¢ sur FE, :
VP € E,, pn(P) = ¢(P)
3) Dans cette question, on suppose que n est égal a 3.
a) Ecrire la matrice Ms de 3 dans la base canonique de Fjs.
b) Justifier que 3 est diagonalisable.

¢) Déterminer une base de F3 diagonalisant (3, formée de polynomes de coefficients domi-
nants égaux a 1.

4) On revient au cas général d’un entier naturel n quelconque.

a) Montrer que la matrice M,, de ¢, dans la base canonique est triangulaire supérieure et
préciser ses coefficients diagonaux.

b) En déduire que ¢, est diagonalisable et préciser les dimensions de ses sous-espaces
propres.

Partie B : Etude d’une famille de polynémes
Pour tout entier naturel n, on définit le polynéme L,, par

Lo(X) = 2% Py (Z)Q(X — )R (X + 1)k

1) Calculer sous forme simplifiée les polynémes Ly, L1, Ly et Ls.
2) Calculer L,(1) pour tout n € N.

3) Déterminer le degré de L, en fonction de n (n € N) et donner son coefficient dominant sous
la forme d'une somme.

4) En utilisant un changement d’indice, montrer que L,, a la méme parité que n.

5) Vérifier, a l'aide de la formule de LEIBNIZ, que :

I n
Vi € N, Ln(X) = oo (X2 - 1)),

6) En déduire explicitement le coefficient dominant de L,,, puis la relation
n
2 2
vn N, 3 (1)% = ().
k=0
7) Montrer alors que

1 n
Vn € N,Va € R, |Ln(z)| < (W) (-

8) On définit, pour tout entier naturel n, le polynome U, (X) = (X2 — 1)".



a) Vérifier que :

(X2 — 1) UL(X)=2nXU,(X).
b) En dérivant n + 1 fois cette relation, montrer que

Vn € N, ¢(L,) =n(n+1)L,.

Partie C : Définition d’un produit scalaire
On pose

1
PQ) e £,(P.Q) = [ PWA) da.
-1
1) Justifier que 'on a ainsi défini un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite du probléme, ’espace E et ses sous-espaces E,, (n € N)
seront systématiquement munis de ce produit scalaire.

2) a) Montrer que
1

W(P,Q) € B, ((P), Q) = / (1 - )P (2)Q(x) da.

~1
b) Que peut-on dire déduire pour les endomorphismes ¢,, (n € N)?

c) En déduire, a I'aide d’un résultat de la partie B, que les polynémes L, (p € N) sont
deux a deux orthogonaux.

3) Soit n un entier naturel.

a) Etablir par récurrence sur k que

_1\k 1 k n—k
i e (0], (@: L) = o [ Q) £ [0 - 1) da

b) En déduire que, poour tout n € N*| L, est orthogonal & E,,_1.
c) Retrouver ainsi que les polynémes L, (p € N) sont deux a deux orthogonaux.

4) a) A laide de C.3)a), exprimer, pour tout entier naturel n, ||L,||* en fonction de
1
I, :/ (22 —1)" du.
-1

b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

2n+ 2
i N, I =——1I..
nE N intl on+3"

¢) En déduire, pour tout n € N, une expression de I,, faisant intervenir des factorielles.

2
vneN,nLnH:,/%H.

5) Donner, pour tout entier naturel n, une base orthonormée de E,.

d) En déduire que

Partie D : Une relation de récurrence
Soit n un entier naturel non nul.

1) Calculer le coefficient de X"*! dans (n + 1)Ly41(X) — (2n + 1) X L, (X).
2) En déduire 'existence et I'unicité de n + 1 réels oy, tels que

(n+ 1) Lns1(X) — (20 + D)X Lo(X) = ;

apLk(X).
0

<XLn7 Lk>
L&
4) Pour tout k € [|0,n — 2], vérifier que (X Ly, Li) = (Ly, X Lj) puis montrer que oy, = 0.

3) Montrer que Vk € [|0,n]],ar = —(2n+ 1)

5) Par des considérations de parité, montrer que a,, = 0.



6)
7)

En utilisant la valeur des polynémes Lj au point 1, déterminer alors oy, 1.
En déduire que Vn € N*, (n + 1) Lyp11(X) — 2n+ 1) X L, (X) + nL,—1(X) = 0.

Partie E : Fonction génératrice

On fixe un réel ¢t et on considere la série entiere Y L, (t)z™, de la variable réelle x.

1)

2)

3)

4)

neN

2") z".

t et - N L+ [t \"
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere <H> (n

neN 2

En déduire que le rayon de convergence R; de la série entiere »_ L,(t)z" est strictement
neN
positif.

On donnera une minoration de R;, mais on ne cherchera pas a le calculer.
+o0o
On note S; la somme de cette série entiére : Vo € |- Ry, Ry[, Si(x) = > Ly (t)a"
n=0

En utilisant le résultat de D.7), montrer que S; est solution sur |—R:, R;[ de I’équation
différentielle suivante, d’inconnue y fonction de x :
(&) (1 =2tz + 2%)y () + (z — t)y(z) = 0

Pour |t| < 1, en déduire 'expression de S;(x) en fonction de x.

Partie F : Projection orthogonale, calcul de distance

1)

2)

3)

1)

Calculer, pour tout entier naturel k, I'intégrale

1
sz/ ¢ da.
—1

Etant donnés deux entiers naturels n et r, tels que 0 <r < n, on note p, la projection ortho-
gonale de E,, sur son sous-espace vectoriel E,.

Donner une expression générale de p,(P) utilisant le produit scalaire, pour tout polynéme P
de E,.
On suppose désormais n = 3 et P = X3,

a) Déterminer po(P), p1(P) et pa(P).

b) Calculer les distances d(P, Ey) de P aux sous-espaces vectoriels Ej pour tout entier k

tel que 0 < k< 2.

On note G 'ensemble des polynomes de degré 3 et de coefficient dominant égal a 1.
Montrer I'existence de

m = min /1 (Q(x))? dx

QeG -1
et préciser sa valeur, ainsi que les polynomes réalisant ce minimum.

Fin de I’énoncé



SESSION 2005 ) ‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIGQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

* % %
NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa

copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a ét¢ amené a

prendre.
k sk sk

Le sujet est composé de deux exercices et d’un probleme tous indépendants

PREMIER EXERCICE

Calculer les deux intégrales doubles suivantes :
a. ‘” (x+y)dxdy ou T={(x,y)e R* ,x<1,y<1,x+y>0}.
T

b. J.J. [x+y|dx dy ou C=[-1, 1]x[-1, 1].
C

DEUXIEME EXERCICE

Pour 7 entier naturel non nul, on considére I’équation différentielle linéaire
(E,): xy'—=ny=0.

1. Donner I’espace vectoriel des solutions de 1’équation (E,) sur chacun des intervalles
I=]o,0[etJ=]0,+o.

2. Dans le cas ou n =1, déterminer uniquement par des considérations graphiques, 1’espace
vectoriel des solutions de (£7) sur R . Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ?

3. Dans le cas ou n>2, déterminer avec soin I’espace vectoriel des solutions de (E,) sur R.
Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ?

Tournez la page S.V.P.



PROBLEME : Autour du théoréme d’ABEL pour les séries entiéres

Dans tout le probleme :
(a,)qen estune suite de nombres réels telle que la série enticre Zan x" de la variable réelle x ait

pour rayon de convergence 1.

On désigne alors par Zan la série de terme général a, et par f la fonction définie sur

~+00
I'intervalle |-1,1[ par: f(x)= Zan x".
n=0

On désigne par (@1) et ((Pz) les deux propriétés suivantes possibles de la suite (a,,) :

((Pl) : la série Zan converge.

(@2): la fonction f admet une limite finie, notée lim f(x), lorsque x tend vers 1 par valeurs
x—1

inférieures.

I. GENERALITES

1. En utilisant des développements en série entiére « usuels », donner dans chaque cas, un
exemple de suite (a,) telle que :

a. (a,) vérifie (®,) et (®5) ;
b. (a,) ne vérifie pas ((Pl) et vérifie ((Pz) ;
c. (a,) ne vérifie ni ((Pl) ni ((Pz) ;

d. La série Zan x" ne converge pas uniformément sur ’intervalle ]— 1, 1[ (justifier).

2. On suppose que la série Zan est absolument convergente ; montrer alors que la fonction f

—+00
admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et que lim f(x) = Z a, .
x—1 s
3. Exemple
o : " i D"
Déduire de la question précédente la somme de la série PTOE)

n>2

(on pourra utiliser une décomposition en €léments simples).




II.

4.

THEOREME D’ABEL

On suppose dans cette question que la série E a, converge.

On va montrer qu’alors la fonction f admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs
inférieures (théoréme d’Abel).

S.

6.

7.

+00 +00
On pose 7, = Z a; etpourtout x € [0, 1], R,(x)= Z ay X
k=n+1 k=n+1

o0
a. Simplifier, pour tout x €0, 1], Z (s pt —Fap) X"
p=l1

+00
b. En déduire que, pour tout x € [0, 1], R,(x) =r, x" +x" (x - l)z rn+pxp_1 .
p=l
c. Soit un réel ¢ >0, justifier qu’il existe un entier n; tel que pour tout entier n > n, et tout

entier naturel p on ait

<& bHui :
Tt p| < 7> PUis que :

pour tout entier n > n; et pour tout réel x [O, 1],

Rn(x)| <e.

d. Conclure que la fonction f'admet une limite lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et

—+00
ue lim f(x) = a, .
que lim /()= ) a,

n=0

Que peut-on dire de la série Zan si lim f(x)=+w ?

x—1

Exemple
Retrouver le développement en série entiere en 0 de la fonction x > arctanx puis utiliser le

r A , . T , . ,
théoréeme d’Abel pour écrire 1 comme somme d’une série numérique.

Application

On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série
absolument convergente.

a. Le produit de Cauchy de deux séries convergentes est-elle une série convergente ?

_=D”

(On pourra examiner le cas u, =v, ;

pour n>1).

IN|

n
b. Soit E u,, E v, deux séries de nombres réels, on pose pour n entier naturel,

n

w, = E uy v,_; €t on suppose que les trois séries E u,, E v, et E w, convergent.

k=0
+00 +00 +00
Montrer, a I’aide du théoréme d’Abel, qu’alors E W, =Z u, Zvn .
n=0 n=0 n=0

Tournez la page S.V.P.



III. RECIPROQUE DU THEOREME D’ABEL

8. Justifier que la réciproque du théoréme d’Abel est fausse.

On cherche a rajouter une condition (Q) a la condition ((Pz) de telle sorte que si (a,) vérifie

((Pz) et (Q), alors elle vérifie ((Pl).

9. On prend pour (Q ) la propriété : pour tout entier n, a, >0.

Montrer que si (a,) vérifie les propriétés ((Pz) et (Q), alors elle vérifie la propriété ((Pl)
n

(on pourra montrer que Z ap < lim f(x)).
=0 x—1"

Si on prend pour (Q ) la propriété :

la suite (a,) vérifie a, = O(%) (la suite (a,) est dominée par la suite (lj au voisinage de
n

+00),
on obtient le théoréme de Littlewood dont on admettra la démonstration pour 1’appliquer dans la
partie suivante.

IV. SERIES HARMONIQUES TRANSFORMEES

Désormais, on admet et on pourra utiliser le théoréme de Littlewood :
si la fonction f admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et que

a, = 0(%) alors la série Zan converge.
Pour p entier naturel non nul, on considére une suite (g,),>; périodique de période p formée
d’éléments de 1’ensemble {—1, 1} .

1

10. Donner, en justifiant leur valeur, les rayons de convergence des séries entiéres E g, X" et

Eg—”x".
n

n>1

n>1

+00 ~+00
On pose, pour x e -1 1[ : f(x)= Z%’x" et g(x)= Zan X"
n=l

n=l1

X
11. Etablir que la série E En converge si et seulement si la fonction f: x HI g(t)dt admet
n 0
n=1

une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.



12. Montrer que g est une fraction rationnelle a déterminer.

13. Retrouver, uniquement par les deux questions précédentes, que la série harmonique Z%

n=>1

. L. , -1)" .
diverge et que la série alternée E D converge en précisant sa somme.
n

n>1

P
14. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur la somme E g; pour que la

i=1

iy €
série E — converge.
n
n=1

Que peut-on en conclure dans les cas ou la période p est un entier impair ?

15. Exemple
Dans le cas ou la suite (g,),> est périodique de période 6 avec

+00

g =1, e0=1,e35=1, g4 =-1, €5 =—1, g6 =—1, déterminer Z%’
n=1

(il est demandé de détailler les calculs).

Fin de I’énoncé.
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SESSION 2005 ) ‘

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIGQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

* %k %k

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et & la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a ét¢ amené a
prendre.

RACINES CARREES DE MATRICES

Notations

Dans ce sujet, n est un entier naturel non nul et on note :

M, (R) la R - algébre des matrices carrées réelles de taille n.

M, (R) le R - espace vectoriel des matrices & # lignes et une colonne.
GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M, (R).

I, la matrice unité de M, (R).

Id 1’application identité de R".
Pour une matrice 4 de M, (R), ‘4 est sa matrice transposée.

S, (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de M, (R).

S’ (R) I’ensemble des matrices symétriques positives de M, (]R) , ¢’est-a-dire des matrices A4 de

S, (R) vérifiant : pour toute matrice X e M, | (R), 'XAX 0.

Si x,,x,,...,x, sontdes réels, on note diag(x,,x,,...,x,) la matrice diagonale de M (R) qui admet

pour coefficients diagonaux les réels x,,x,,...,x, dans cet ordre.

Si p est un entier naturel non nul, on notera || ||w la norme infinie sur R?” :

x|

X|| =max
0

1<i<p

sl x= (xl,...,xp) eR?,
Si aeR” et r>0,onnote B, (a,r) laboule ouverte de centre a et de rayon » pour la norme || ”w .

Tournez la page S.V.P.



Objectifs

Soit 4 une matrice de M, (R), on dit qu’une matrice R de M, (R) est une racine carrée de 4 si
R*=4.
On note Rac(A4) I’ensemble des racines carrées de 4, c¢’est-a-dire

Rac(4)={ReM,(R), R’ =4].

Le probléme propose de déterminer les racines carrées de 4 dans différents exemples, (on pourra
constater qu’une matrice peut admettre parfois une infinité de racines) et d’étudier quelques
propriétés topologiques de Rac(A4).

Les trois parties du probléme sont indépendantes.
Les trois premiers exemples de la partie I sont tous indépendants.

I — DETERMINATION DE Rac(4) DANS QUELQUES EXEMPLES

Exemple 1 : Cas ou 4 posséde n valeurs propres distinctes
On suppose que la matrice 4€ M, (R) admet n valeurs propres réelles 4 <4, <..<4, .

1. Justifier I’existence d’une matrice Pe M, (R) inversible telle que A4=PDP"' ou
D =diag (4, 4,,...,4, ), puis montrer que R est une racine carrée de 4, si et seulement si la

matrice S = P'RP est une racine carrée de D.

2. Racines carrées de D
Soit S une racine carrée de D.
a. Montrer que DS =SD.
b. En déduire que la matrice S est diagonale.

c. On note alors S = diag(s,,s,,....s, ) . Que vaut s’ lorsque i € {1,...n}?
d. Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur propre strictement négative ?

e. Si on suppose que toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles, déterminer
les racines carrées de la matrice D. On pourra poser ¢, € {—1,+1} pour i e{l,...,n}.

3. Ecrire toutes les racines carrées de 4 a I’aide de la matrice P. Combien de racines carrées 4
admet-elle ? (On discutera selon le signe des valeurs propres de 4).

4. Application :

11 -5 5
Ecrire les racines carrées de A=|-5 3 -3| a I'aide de la matrice P que I’on
5 -3 3

déterminera.



Exemple 2 : Cas ol 4 est la matrice nulle de M, (R)

Dans cet exemple, on cherche a déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R e M, (R), une racine carrée de la matrice nulle.

5. Soit f I’endomorphisme de R”dont R est la matrice dans la base canonique de R". On
note 7 le rang de /.

. n
a. Comparer Im f et Ker f puis montrer que » < 3

b. On suppose / non nul, donc r>1. Soit (e,,...,e,) une base de Im f/ que I’on compléte
avec (e,,,,....e,,) pour former une base de Ker /. Pour ie{l,..,r}, on note u, le
vecteur tel que f(u,)=e,.

Montrer que la famille B=(el,...,en_r,ul,...,ur) est une base de R" puis écrire la
matrice de f'dans la base B. On notera M, cette matrice.

6.  a. Déterminer les racines carrées dans M, (R) de la matrice nulle.

b. Application : déterminer dans M, (R) , les racines carrées de la matrice nulle.
Exemple 3 : Casou A=1,
7. Soit R une racine carrée de 'unité /, .
a. Vérifier que R est une matrice inversible.
b. Montrer que R est semblable a une matrice diagonale que 1’on décrira.

8. Déterminer Rac(/,). On pourra poser &, € {—1,+1} pour i €{l,...,n}.

Exemple 4 : Cas ou A4 est une matrice symétrique réelle
Dans cet exemple, toutes les matrices que I’on considérera appartiennenta M, (R).

9. Une matrice symétrique admet-elle nécessairement une racine carrée ?

10. Montrer qu’une matrice symétrique positive admet au moins une racine carrée qui est elle
méme symétrique et positive.

Remarque : On peut montrer I’unicité de cette racine carrée dans S, (R) mais ce ne sera pas utile
pour la suite du probléme.
II —- ETUDE TOPOLOGIQUE DE Rac(4)

Si 4 est une matrice de M, (]R) qui a pour coefficients (al.’ j) , on définit une norme en

1<i,j<n

posant N (A4) = max al.’j| . On munit M, (R) de cette norme N.

I<i, j<n
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11. Fermeture de Rac(A)
Soit A une matrice de M, (R). Montrer que Rac(A) est une partie fermée de M, (R).

12. Etude du caractére borné de Rac(/,)
a. Un exemple instructif

0
Pour tout entier naturel g, on pose S, =( J Calculer S qz. Rac(/,) est-elle une

qg -1
partie bornée de M, (R) ?

b. Rac(/,) est-elle une partie bornée de M, (R) pour n>3 ?

¢. Application : pour cette question, n>2.
Montrer qu’il n’existe pas de norme || || « surmultiplicative » sur GL, (R), c’est-a-

dire vérifiant pour tous 4 et B dans GL, (R), AB” > ||A||||B|| .

III — ZEROS DE FONCTIONS POLYNOMIALES. APPLICATION A LA DETERMINATION DE
L’INTERIEUR DE Rac(A4)

Soit p un entier naturel non nul. On munit R” de la norme infinie || ||m .

On note I', I’ensemble des fonctions polynomiales sur R”, ¢’est-a-dire :

si Pel’ , il existe N un entier naturel et une famille de réels {aiwl. , 1<i,ni, <N } tels que

j— il il’
‘v’(xl,xz,...,xp)ell><...><Ip, P(xl,xz,...,xp)— Z Ay i X0 Xy

P
1<4),....i, SN

Par exemple si p=3, P(x,,X,,%;) =5x] +3x,x,x, +4x, est une fonction polynomiale sur R’.

Si p=1, I'| est’ensemble des fonctions polynomes sur R .

Enfin, si Pel’,, on pose Z(P) = {(xl,xz,...,xp) eR?, P(xl,xz,...,xp) = O} (Z(P) est I’ensemble

des zéros de la fonction polynomiale P).

L’objectif de cette partie est d’étudier I'intérieur de Z(P), afin de déterminer I’intérieur de
Rac(4).

On rappelle que si Q est une partie de R”, un vecteur a de R” est un point intérieur a Q s’il
existe un nombre réel 7 strictement positif tel que B, (a,r) c Q et que l'intérieur d’une partie est

I’ensemble de ses points intérieurs.



13.

14.

15.

16.

Questions préliminaires :
a. Soit a = (al,...,ap)e R” et r>0. Montrer que B, (a,r) peut s’écrire comme produit

de p intervalles.

b. Soient F et G deux parties de R”. On suppose que F et G sont d’intérieur vide,
montrer que F' NG est encore d’intérieur vide.

Exemples d’ensemble des zéros de fonctions polynomiales
a. Dans cette question p =1. Soit P une fonction polynome sur R . Dans quel cas Z (P)

est-il infini ? Justifier votre réponse.
b. Dans cette question p=2. On considére P(x,,x,)=2x—x,—1 et O(x,x,)=x —x,.

Représenter graphiquement dans le plan R* les ensembles Z (P) et Z (Q)
Z(P) et Z(Q) sont-ils infinis ?

Intérieur de I’ensemble des zéros d’une fonction polynomiale
Soit PeT’,.

a. Soient /,1,,...,I, des parties infinies de R . Montrer par récurrence que si la fonction
polynomiale P s’annule sur 7, x I, x...x 1, alors P est la fonction nulle.

b. En déduire que si P s’annule sur une partie d’intérieur non vide, P est la fonction nulle.
¢. Sil’on suppose que P n’est pas la fonction nulle, que vaut I’intérieur de Z (P) ?

Application a I’étude de I’intérieur de Rac(A4)

Dans cette question, on confondra les espaces vectoriels M, (R) et R” . Par exemple, on

prendra la liberté d’écrire que pour M e M, (R), M = (m,-,_;) eR” , sans se soucier de

1<i,j<n
I’ordre des termes.
Soit 4 une matrice de M, (R).

Lo 2 . . .
a. Ecrire Rac(A) sous forme d’un sous-ensemble de R” puis montrer qu’il existe des

¢léments R, P,...,P, de T , tels que Rac(A):;OlZ(P,).

b. Déterminer I’intérieur de Rac(A).

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.

skokeskok

N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

kokskok

Notation et Objectifs :

On note :
+ N I'ensemble des nombres entiers naturels,
« R I’ensemble des nombres réels,
« C I’ensemble des nombres complexes,
«c’ le R — espace vectoriel des fonctions continues de R dans R,
¢ le sous-espace vectoriel de ¢’ des fonctions f 1-périodique (c'est-a-dire

telles que f(x+1) =f(x) , pour tout x[R).

Dans tout ce probléme, on désigne par 8 Tapplicationde ¢ dans ¢, définie par :

x+l

pourtout fOc’, O (f) =F ou F estlafonctionde R dans R qui a x, associe I f (t)dt .

X

On admet que © est un endomorphisme de ¢ .

L'objet de ce probleme est 1'étude de quelques propriétés de la fonction F et de 'endomorphisme O .
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1.1/

1.2/

L3/

PARTIE 1

Quelques propriétés de F =6 ( f )

Exemples.
L.1.1/ Expliciter F(x) ,s1 f estdéfinie sur R par f(t):1.

I.1.2/ Expliciter F(x),sif est définie sur R par f(t) =r* (on k estfixédans NO).

Variationde F =6 (f).

On désigne maintenant par f une fonction arbitraire de c°.

1.2.1/ Montrer que la fonction F est de classe c¢' sur R. Expliciter F' (x) en fonction
de f etde x.

I.2.2/ Montrer que si la fonction f  est croissante (respectivement décroissante) sur un

intervalle J % =[x0,+00[, alors la fonction F est croissante (respectivement

décroissante) sur J .

1.2.3/ Montrer que la fonction F =0 ( f ) est constante sur R si et seulement si f

appartienta ¢ .
1.2.4/ Expliciter F(x),si f estdéfinie sur R par f (t)=|sin (1))
On suppose de nouveau quef désigne une fonction arbitraire de c°.

1.2.5/ On suppose que la fonction f admet une limite finie L, en +oo.
Montrer que la fonction F admet une limite L, (que l'on explicitera) en +o0 ; on

pourra étudier d'abord le casou L, =0.

Propriétés du graphe de F .

Soient fOc et er(f).

On considere la fonction ) définie sur R par (u) =F ﬁd - % ﬁ: I :_? f (;)dt .

1.3.1/ Comparer Y (—u) et Y (u) , sila fonction f est impaire (respectivement paire).
1.3.2/ Quelle propriété géométrique de h représentation graphique de la fonction F peut-on

déduire des résultats obtenus en I.3.1, si la fonction f  est impaire (respectivement
paire) ?



L4/ Etude d'un exemple.
+00 —k[z

Soit f(t)=Z “— ,pour ¢ réel.

k +1

L1.4.1/ Montrer que la fonction f est définie et continue sur R .

1.4.2/ Lafonction f est-elledeclasse ¢' sur R ?
1.4.3/ Lafonction f admet-elle une limite en +oo ? Si oui, laquelle ?

I.4.4/ Indiquer lallure de la représentation graphique de la fonction f (on ne cherchera

pas a préciser f (O) ).
1.4.5/ Lafonction f est-elleintégrable sur R ?

14.6/ Soit F=6(f).
1.4.6.1/ Indiquer l'allure de la représentation graphique de la fonction F .

1.4.6.2/ Lafonction F est-elle intégrable sur R ?
(on pourra comparer F (x) et f (x) pour x appartenanta R ).

PARTIE I1

L'endomorphisme 0

II.1/ L'endomorphisme 0 est-il surjectif ?

I1.2/ Sur le noyau de ?.

On note désormais Ker? le noyau de 1'endomorphisme 0 .

I1.2.1/ Montrer que f [ Ker? - [ fUc, et I;f(t)dt =0 ]

1.2.2/ Soit (f.¢)0(¢&,)". Onnote <f|g>:J'01f(t)g(t)dt.

On admettra, sans justification, que ( |.> est un produit scalaire sur ¢ .

Soit k ONC. On note C, lafonction définie sur R par C, (t) = cos (21tkt).



IL.2.2.1/ Vérifier que €, appartient a c’ pour tout k DN[ et calculer <Cj |Ck>
2
pour (j,k)D(ND) .

11.2.2.2/ Ker? est-il de dimension finie ?

2.3/ Soit fOc".

Soit n[ON. On note : (I)n(x):-l'xf(t)dt pour xD[n,n+1].

Soit nONY. On pose W, :J' nﬂ@dt )

. 0 . b, 19, (t )
11.2.3.1/ Etablir, pour tout n[ON—,larelation: w =207, 2 Jdr .
P ot T2

I1.2.3.2/ Si on suppose que f appartient a Ker?, quelle est la nature de la série

ZWn ?
nz

I1.2.3.3/ Si on suppose que f n'appartient pas a Ker?, quelle est la nature de la
série ZWn ?

I1.3/ Sur le spectre de 0O .

Onnote Sp (6) lensemble des valeurs propres réelles de I'endomorphisme 6 .

Si a estun nombre réel fixé, on note 4, lafonction définie sur R par h, (t) =e”.

I1.3.1/ Montrer que chaque /%, estun vecteur propre de I'endomorphisme © .

e’ —1

11.3.2/ Etudier les variations de la fonction u pour uOR".

u
I1.3.3/ Expliciter l'ensemble $p(8)Hn R, .



PARTIE III

Une suite de fonctions propres de I'endomorphisme 0
Soit A une valeur propre de 'endomorphisme 0 .

On note E, le sous-espace propre associé a la valeur propre A qui est fixée dans toute cette
partie.

On suppose A >0.

IIL1/ Soit k& ON". On note I, lintervalle @kﬂ,(ﬂc +1)T[ E

On pose, pour tout 7 de lintervalle 1, : g(r)=t ibf)st ﬁq-]n Es;\nt E, ol In désigne la fonction
sin ¢ t

logarithme népérien.

II1.1.1/Soit p lafonction définie sur 7, , par : p (t) = tsin(2t) —* —sin’t.

Etudier la fonction p sur / , €t préciser son signe.

IIL.1.2/Montrer que g définit une bijection de /, sur unintervalle de R a préciser.

On se propose de montrer l'existence, dans E, , dune suite (non triviale) ( fk) . de fonctions

propres.

IIL2/ Soit y =a+ib, ol (a,b) ORx]0,+eo].

x+l
II1.2.1/ Soit xOR. Calculer J' eVdr .

X

IIL2.2/ A quelle condition nécessaire et suffisante la fonction # de R dans R définie
par h(t) =" cos(bt) est-elle un vecteur propre de I'endomorphisme 6 associé

a la valeur propre A ?

IIL.3/ En déduire une suite ( I ) o de fonctions propres de 'endomorphisme 6 .

Fin de 1'énoncé



Les calculatrices sont autorisées.
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N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repéerer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

seskoskosk
Le sujet comporte 6 pages.

Notations et objectifs

R désigne I'ensemble des nombres réels, C désigne I'ensemble des nombres complexes. Pour
A e€C, onnote |/1| le module de 4.

M, ((C) désigne l'espace des matrices a deux lignes et a deux colonnes, a coefficients complexes.

M = (ml., j) ¢tant une matrice a coefficients complexes, on note M= (% j) la matrice dont les

coefficients sont les conjugués des coefficients de M . La matrice transposée de M est notée
t
M .

Pour M ewm ,(C),onnote det(M) ledéterminantde M et tr(M) latracede M .On note

1_10
200 1)

Le probléme porte sur I'étude de sous-ensembles de matrices de M (C) et conduit a définir, par

des matrices de M, (C) , des rotations d'un espace euclidien de dimension 3.

Dans la premiére partie, on définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel complexe C°.

Dans la deuxiéme et la troisieme partie, on étudie des sous-ensembles de matrices de M, ((C) .

Tournez la page S.V.P.



Dans la quatrieme partie, on définit une structure euclidienne sur un sous-ensemble de matrices de

M, (C) et on étudie des automorphismes de cet espace euclidien.

Dans tout le probléme, des questions de calcul peuvent étre traitées indépendamment des autres
questions.

PARTIE I

On note C* le C-espace vectoriel des couples de nombres complexes. Les deux vecteurs
e =(1,0), e,=(0,1) de C* forment une base B :(el,ez) de C?, appelée base canonique.

. , ) ) a c
Etant donné deux vecteurs x=(a,b), y=(c,d) de C°, de matrices X = . Y= ,

relativement a la base canonique, on définit le produit scalaire (x | y) =ac+bd="XY ; la
norme est définie par |x|=/(x|x)= \/|a|2 +|b|2 .

C* est un espace vectoriel préhilbertien complexe pour ce produit scalaire et B est une base
orthonormale de C°.

L1.Soient x=(a,b), y=(c,d) deux vecteurs de C’ et A,u deux scalaires complexes.

Exprimer les produits scalaires ( )2 x) , (/?,x\ y) , (x ] ,uy) en fonction du produit scalaire

(xly).

L.2.Soient x=(a,1+3i), y=(-1+5i,3-2i) deux vecteursde C’.

1.2.1. A quelle condition sur le nombre complexe a, les vecteurs x et y forment-ils une
base de C* ?

1.2.2. A quelle condition cette base est-elle orthogonale ? Dans ce cas, calculer la norme de x.

B

i
. 2 2
1.3.S0it T = em ,(C).
IR
2 2
L3.1. Déterminer les valeurs propres (complexes) et les sous-espaces propres de 7.
1.3.2. En déduire qu'il existe une base orthonormale de vecteurs propres de 7 , que l'on

explicitera.



1.4.Soit U =(Z ;]e M 2(C). On note x:(a,b) , y:(c,a’) les vecteurs colonnes de U .

Exprimer le produit matriciel ‘UU en fonction de (x| y),

x| et |-

PARTIE I1

On note U ={UeM 2(C) ; ’UU:IZ}.

, a c . ..
IL.1. Soit U:(b d]eM ,(C) avec x=(a,b), y=(c,d). A quelle condition sur les

vecteurs colonnes x et y de U a-t-on UeU ?

I1.2. Soit U eu . Calculer ‘det(U )

, le module de det(U).

1I.3. Soit Ueu .

11.3.1. Montrer que U est inversible et que U™ appartienta U .
11.3.2. Montrer que U appartienta U etque ‘U appartienta U .

11.3.3. Soit V e U . Montrer que le produit UV appartienta U .

I1.4. Soit U unélémentde U etsoit A une valeur propre complexe de U . Déterminer |/1|

Tournez la page S.V.P.



PARTIE III

On note SU :{Ueu : det(U)zl}.

i0
0
Pour 6 ¢élémentde R, on définit la matrice D, eSU par: D, =(€ , J

ML1. Soit U=|" M . (C
.1. Soi _bde 2()

III.1.1.  Donner les quatre relations portant sur les scalaires a, b, ¢, d, qui caractérisent

l'appartenancede U a SuU .

II.1.2. Onsuppose que U appartienta SU . Montrerque c=-b et d=a.

: : -b
III.1.3.  En déduire que U appartient a SU si et seulement si U :[Z _] avec
a

la* +[p[ =1.

-b
IILI.2. Soit U = (Z _ J , avec |a|2 +|b|2 =1 une matrice de SU .
a

IIL2.1.  Déterminer le polyndme caractéristique y(A)=det(U—Al,) de U. En déduire

qu'il existe un réel @ tel que les valeurs propres de U sont €” et ™.

Etant donné une matrice U € SU , on admet que U est semblable a une matrice diagonale D,

avec une matrice de passage PeSU , clest a dire qu'il existe R et PesuU tels que
U =PD,P"'. Ladémonstration de ce résultat fera l'objet de la question IV.7.

II1.2.2.  Vérifier que la matrice 7 définie a la question 1.3 appartient a SU . Déterminer un
réel 6 etune matrice P appartenanta SU , tels que 7 =PD,P".



PARTIE IV

Rappel : E étant un espace euclidien orienté de dimension 3, rapporté a la base orthonormale
1 0 0

directe (&,,¢,,6;), O étantunréel, onnote R,=|0 cosf —sind | la matrice, relativement a

0 sin@ cos@

cette base, de la rotation de E d'axe dirigé par le vecteur &, et dont une mesure de l'angle est le
réel 6.

On note Vv ={AEM Z(C) i A="A et tr(A):O}.

) a c
IV.1. Soit 4= AV
5 2

a r+is

IV.1.1. Montrer que A4 est de la forme A4 =( ] avec a, r, s réels. En déduire

r—is —a
que V est un espace vectoriel réel dont une base est formée par les matrices

1 0 0 1 0 i
E1 = > Ez = > E3 = . .
0 -1 1 O - 0

IV.1.2.  Montrer que l'application définie sur VvXv  par : (4,B)><A4,B >:%tr(AB)

définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel réel v. En notant ||A|| =<4,A> la

norme de A4, exprimer ||A||2 en fonction de det(4).

IV.1.3. Pour j et k appartenant & l'ensemble {1, 2,3}, calculer les produits scalaires

< E;,E; >. Que peut-on en déduire ?

Dans la suite, on considéere vV comme un espace euclidien, pour le produit scalaire défini
ci-dessus.

IV.2. Soit PesSuU . Onnote / p l'application définie sur Vv par : pour tout A€V , [ » (A) =PAP™.

IV.2.1.  Montrer que [ p estun automorphisme orthogonal de 'espace euclidien v (c'est-a-
dire un endomorphisme de V qui conserve la norme).
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IV.2.2.  Soient P et O dans SU . Montrer que le produit PQ appartient a SU et

montrer que la composée [ poO ZQ vérifie [ pO IQ =/ PO

Dans la suite, pour U € SU , on étudie les automorphismes /, deV.

IV.3.  Caractérisation de [ D,
IV.3.1.  Pour j=1,2,3, exprimer ng (Ej) dans la base (El,E2,E3).
IV.3.2.  En déduire que [ p, estune rotation de l'espace euclidien Vv , dont on donnera un

vecteur qui dirige I'axe et une mesure de I'angle.

IV.4. Soit U esu . En utilisant le résultat admis dans IIL.2., déterminer une base orthonormale
de l'espace euclidien Vv, relativement a laquelle la matrice de /, est une matrice de rotation.

Préciser un vecteur qui dirige 1'axe et une mesure de l'angle de cette rotation.

~b

IV.5. Soit U:(a
a

JESU . Ennotant a= p+igq, (p,q)eRz, onécrit U = pl, +iH avec

Hewm 2(@).

IV.5.1.  Montrer que H appartienta V .
IV.5.2.  Déterminer [, (H).

IV.5.3. Ennotant b=r+is, (r,s) eR*, déterminer par ses composantes relativement a la

base (E,,E,,E,), unvecteur de l'axe de la rotation /.

IV.6. On considére la rotation /. de v, définie par la matrice de 7' de la question L.3 ; donner
un vecteur qui dirige 1'axe et une mesure de 1'angle de cette rotation.

IV.7. Soit U e su . Démonstration du résultat admis dans I11.2.

IV.7.1 On suppose que U a une valeur propre double ; quelles sont les matrices U
possibles ?

IV.7.2 Dans le cas ou U a deux valeurs propres distinctes, montrer que les sous espaces
propres correspondants sont orthogonaux dans C*. En déduire le résultat admis dans T11.2.

Fin de I'énoncé.



Les calculatrices sont interdites

*khkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la conci-
sion de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la signa-
lera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

*hkkk
Objectifs, notations et définitions

Les objectifs de ce probléme sont les suivants :

- étendre la notion d’exponentielle @ une matrice sans faire appel aux séries, mais par analogie
avec I’introduction de la fonction réelle de variable réelle : s — e=* comme solution du probléme
de Cauchy : y' = ay , y(0) = 1.

- établir quelques propriétés de cette exponentielle.

- résoudre dans R3 une équation différentielle du type =’ = wA = que I’on rencontre en particulier
en mécanique du solide.

Soit N I’ensemble des entiers naturels, N* = N \ {0} et pour » dans N*, N, = {1,2,... ,n}.
Si n est un entier supérieur ou égal & 1, on note M,,(C) le C-espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans € et M,, 1(C) le C-espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes
a coefficients dans C. 1, est la matrice identité dont les coefficients sont donnés par le symbole de
Kronecker défini par
1 i §o ¢
5y = { Si i =]
0 si 257
Pour A = (aéj)lgﬁn appartenant a M,,(C), “A désigne la matrice transposée de A, A;; désigne
1£5€n .
le cofacteur de I’élément a;; et on appelle comatrice de A la matrice dont le coefficient de la :*™
ligne et de la °™ colonne est A;;. Cette matrice sera notée Com A.
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Lorsque les coefficients a;; de A sont des fonctions de s définies sur un intervalle 7 de R, on
rappelle que A est dérivable sur I si et seulement si toutes les fonctions e;; : I — C sont dérivables

sur I etqu’alors :
Vs c I AI ) ))1-(1{*}1

‘\.J\

On pourra utiliser sans le redémontrer que le produit de deux applications A et B de I dans
M..(C), dérivables sur I, est dérivable sur I et que :

Ysecl, (AB)(s) = A'(s)B(s)+ A(s)B(s)

PARTIE |
5 0 3
I.1 Soit la matrice M donnéepar: M= | -6 —1 -3
-6 0 —4

a) Calculer det M.
b) Calculer la matrice produit M x *Com M.
c) Déterminer le polyndme caractéristique xar de M.
d) Calculer ({3 + M)(213 — M), puis la matrice xar(M).
1.2 Soit A = (a;;) € M,.(C), (1,8, ,8,) € C* et B lamatrice déduite de A en remplagant

la 7™ colonne de A par la colonne formée des coefficients 8y, Bz, - - . , Bn.
Tu
a) Montrer que det B = Z B As;.
k=1

b) En déduire les égalités : ¥ ([, 7) € N2 | ZaHAkJ (det A)d,;.

k=1
n

c) Montrer de méme les égalités : ¥ (£,5) € N2, ) a4 Aix = (det A)ds.
k=1
d) En déduire les formules :

A x (*Com A) = (det A)I, et (*Com A) x A = (det A)I,

1.3 a) Soit { ij)lﬁiﬁn une famille de »? polyndmes a coefficients complexes, tous de degré
LIEn
inférieur ou égal & 1. Pour = € C, on note (¢() la matrice de M ,,(C) de terme général G;;(=).

Montrer par récurrence sur I’ordre de la matrice qu’il existe un polyndme ¢} a coefficients complexes,

de degré inférieur ou égal & n tel que pour tout = appartenant a €, det G(z) = Q(=).
b) Soit p € Net Do, Dy,...,D, des matrices de M,(C) telles que pour tout = € C,

B
) =* D, =0. Montrer que pour tout & dans {0, 1,... ,p}, Dx = 0.

k=0



1.4 Pour tout 7 € C, on pose C'(z) = *Com(A — z,) etonnote x () = > ay* le polynome

k=0
caractéristique de A.

a) Montrer qu’il existe n. matrices Bg, By, ... , B,—1 dans M, (C) telles que :
n=1
VeeC, Clz) = kaBk
k=0

b) En utilisant les questions 1.2 et 1.3, établir les égalités matricielles suivantes :

AB@ = (I(]In
ABy, — By, = ogl, , YEEN,
B, = ol

c) En déduire que le polyndme caractéristique y 4 de la matrice A est un polynéme annula-
teur de A.

PARTIE Il
Soit A € M,.(C), A1, Az,... , A, ses valeurs propres dans € non nécessairement distinctes. On
introduit les matrices suivantes :
)\1 0 0 1
1 X O 0
H=10 1 , Yo=|0
S
0 0 1 A, 0
k—1
Cr=1I, et Vke{2,3,...,n}, C:=J(A - NL)
=1

11.1 a) Montrer que A commute avec chaque matrice (Y.
b) Montrer que (A — A, 1,)C,, = 0.
11.2 On rappelle que le probléme de Cauchy
Yi(s)= HY(s) , Y(0)=Y,

admet une unique solution ¥ : R — M,,,(C) , s = Y(s). On notera (y;(s)), ., les compo-
santes de Y'(s).

Tournez la page S.V.P.



On considére alors le nouveau probléme de Cauchy suivant :
VsecR, E'(s)=AE(s) et E(0)=1, (1)
ou la fonction inconnue £ est une application dérivable de R dans M,,(C).

a) Soit By : R — M,(C) , s+— Z yx(s)Cr. Montrer que :

k=1

n—1

VseR, Ey(s) = pu(s)[MCr + Cipa] + pa(s)1nCh

k=1

En déduire que E, est solution du probleme (1).
b) Montrer que E 4 est aussi solution du probleme (2) ci-dessous :

VseR, E'(s)= E(s)A et E(0) =1, (2)

c) Soity : R — M, (C), s — E4(s)E4(—s). Montrer que la fonction ¢ est constante
égale a 7,,. En déduire que pour tout s € R, ¥ 4(s) est inversible et donner son inverse.

d) Soit F une solution du probléme (1) et ¢ la fonction de R dans M,,(C) définie pour
tout s réel par ¢»(s) = E4(—s)F(s). Montrer que la fonction ¢ est constante et en déduire que le
probléme (1) admet E4 pour unique solution.

e) Montrer que E 4 est aussi I’unique solution du probleme (2).

Désormais, on note pour tout s réel : F4(s) = e**. Lamatrice F4(1) = e* est appelée exponen-
tielle de la matrice A. Cette notation et cette définition seront justifiées par les diverses propriétés
étudiées dans la suite du probléme.

11.3 A I’aide de I’algorithme décrit dans les questions précédentes, déterminer explicitement les
coefficients de e*™, ol M est la matrice donnée a la question 1.1.

I1.4 Soit le probléme de Cauchy dans M., ; (C) donné par :

VseR, Z'(s) = AZ(s) et Z(0)=Z,, Zs € M,.1(0)
Montrer que sa solution est donnée par Z(s) = e**Z,.

PARTIE Il

I11.1 Montrer que pour tout s réel, la matrice e*# est un polyndme en A.
I11.2 Soit A et B deux matrices de M,,(C) telles que AB = BA.

a) Montrer que pour tout s réel, A et e commutent.

b) Montrer que pour tout s réel, e*4 et e*# commutent.



¢) Montrer que les fonctions

s(A+E) esA esB

p:R— M (C),s—e¢ et v: R— M, (C), s+—

vérifient une méme équation différentielle et en déduire eA+t8 = ¢4 x €5,

111.3 On considére les matrices A = ((1) (1]) et B = ((1] _(1])
Calculer e, e, e412 et e*e®. Quelle conclusion en tirez-vous ?
I11.4 Soit A dans M,,(C) .

a) Montrer que si P est une matrice inversible de AM,(C), on a pour tout s réel :

esP‘lAP — P-lgsAp
b) Montrer que pour tout s réel : e(4) = *(es4).

PARTIE IV

On se place désormais dans I’espace vectoriel euclidien orienté R 2 muni de son produit scalaire
canonique. B = (ey, €2, e3) est la base canonique de R® et w = (a, b, ¢) est un vecteur unitaire de R®.
Soit xg un vecteur de R® et = I’application de R dans R* solution du probléme de Cauchy :

dz

V-‘J’ER,E

=uAz et z(0) =m0 (3)
IV.1 Si X(s) et Xq sont les matrices colonnes respectives des coordonnées de z(s) et zq dans la
base B, montrer que le probléme (3) s’écrit encore :

dX

VSER,E

= AX et X(0) =X, (4)
ou A est une matrice que I’on précisera.

IV.2 Déterminer le polyndme caractéristique de A et montrer que A% = — A,

IV.3 Montrer que e** = I; + (sin s)A + (1 — cos s) A? et donner I’expression de la solution du
probléme (4).

IV.4 On note f et g respectivement les endomorphismes de R* canoniquement associés aux
matrices A et e>4.

a) Montrer qu’il existe une base orthonormale B, telle que la matrice de f dans cette base

soit :
0 0 0
B=10 0 -1
0 1 0
b) Déterminer I’image par ¢ de la base Bg, puis caractériser géométriqguement I’endomor-
phisme g.

c) Calculer e*.
Fin de I’énoncé



Les calculatrices sont interdites
Kook ok
N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté,
a la précision et a la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
kookokosk

PARTIE 1

On considere 1’équation différentielle linéaire du 2° ordre en la fonction inconnue y de la
variable réelle z :

() z(x +1)y"(2) + 2z + 1)y (x) = M(A + D)y(z) =0,

ou A désigne un parametre réel.

I.1. Etant donné X € IR, comparer les équations (&) et (E_,_1).
On supposera dans la suite du probleme que A > —%.

Dans la suite de cette partie, y désigne une fonction de la variable réelle x, admettant un
+0o0

développement en série entiere y(x) = E a,x" au voisinage de 0.
n=0

I.2. Montrer que, pour que y soit solution de 'équation (&), il faut et il suffit que 'on
ait pour tout n € IN :
A+n+1)(A—n)
Apt1 = Q.
(n+1)2
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Page 2

1.3.
I.3.1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € [—%, +oo[ pour que
I'équation (£,) admette des solutions polynomiales de degré donné d € IN ?

I.3.2. Lorsque c’est le cas, montrer qu’il existe une unique solution polynomiale de
(&) de degré d, que nous noterons ¢g, telle que ¢q(0) = 1.

I.3.3. Expliciter la fonction polynome ;.

I.3.4. Déterminer les coefficients a, b, ¢, a’, V', ¢ tels que :

8r2 +8xr+1 a b 1 1 a’ b c

A2+l 7 2+l 24l mer et 1E 7zl Qetl)E

En déduire la solution générale de ’équation (&) sur ]0, +o0|.

I.4. On se place dans le cas ou A > —%, A ¢ IN.

I.4.1. On suppose que y est une solution non identiquement nulle de ().
+o00

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E apx".

n=0
I.4.2. Montrer qu'il existe une unique solution de (£,), que nous noterons j,

développable en série entiere de la variable z sur | — 1, +1] et telle que ,(0) = 1.

I.4.3. Expliciter les développements en série entiere de la variable x des fonctions

p_1 et PL.

PARTIE I1

Soit ¢ la fonction de la variable réelle x définie par :
2 jus
U(x) = —/2 V1 + zsin?t dt.
T Jo

II.1. Montrer que v est définie et continue sur [—1, 4+00].

I1.2. Montrer que ¢ est indéfiniment dérivable sur | — 1, +o00].
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11.3.

+oo n—1
-1 2n)!
I1.3.1. Montrer que pour tout u €] —1,+1[ona V1 +u = g (=1) (2n)
n=0

2n — 1 227(n!)?

I1.3.2. Montrer que v est développable en série entiere de la variable z sur | —1, +1]
et que l'on a :

X (1)1 | 3
Vo €] —1,+1], Y(x) = Z (2n1)— 1 22(3(7:3">2 (%/ sin?" ¢ dt) z".
n=0 ' 0

2
11.3.3. Pour tout n € IN on pose I, = / sin®" ¢ dt. Montrer que pour tout n > 1
0
2n —1

onal, = I,_4.

Calculer 1.
En déduire I,, pour tout n € IN, ainsi que le développement de 1) en série entiere de la
variable x sur | — 1, +1].

(2n)!

I1.3.4. Montrer que pour tout n € IN, on a ————
22n(n!)2

I1.3.5. Montrer que le développement de 1) en série entiere est intégrable terme a
terme sur | — 1,+1[, et en déduire que :

—+00

+1 B 1 (4p)! 2
V@ =2 e, (24p<<2p>!>2) |

— p=0

IT.4. Déduire du développement de 1) en série entiere une expression de 1 (z) en fonction
de goé(x) et gofé(a:) pour tout = €] — 1, +1[.

IL.5. Dans le plan affine euclidien rapporté a un repeére orthonormé (0,7, ), on considere
ellipse C paramétrée par t € [0,27] — bcost.v+ asint.7, ou a et b sont des nombres
réels donnés tels que a > b > 0. On note ¢ sa longueur et e son excentricité.

Montrer que ¢ = Ta [(p%(—ez) + 90_%(—62)].

PARTIE III

Soit f la fonction de la variable réelle ¢ définie par :
1 +1
f(t) = 5/ V1 +zsin®t dr.
-1
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II1.1. Montrer que f est définie et continue sur IR, et 2w-périodique.
II1.2. Montrer que f est de classe C! sur IR.
II1.3. Montrer que la série de Fourier de f est de la forme :

ap X

70 + ; Qiop, COS 2N,

ol ag, (g, ...y, ...sont des nombres réels que 'on ne cherchera pas a calculer.
Préciser pourquoi la fonction f est égale a la somme de sa série de Fourier.

II1.4. A Taide du résultat de la question I1.3.5, donner une expression de g sous forme
de somme d’une série numérique.

Fin de I’énoncé



Les calculatrices sont interdites

koK skok

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre un erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

koK skok

Exercice I
Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel.
1. On consideére la série de terme général u, =sin [(2 -3 )n 7Zj| .
1.1. Montrer qu’elle est a termes positifs.

1.2. Etudier sa convergence.

2.On pose 4, = (2 - \/g)n + (2 + \/g)n ; montrer que A4, est entier.

3. En déduire la nature de la série de terme général v,, = sin [(2 +3 )n 7Z':| .

4. Quel est le rayon de convergence R de la série de terme général u, x";
préciser les cas x =%R.
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Exercice 11

% sin(u)
0 u
+00 sin(au)

0 u

On rappelle que I’intégrale / = I du est convergente et vaut g

1. Calculer I'intégrale /(a)= I du ou a est un réel

2.

. o +90 gin? (u)
2.1. Justifier la convergence de I’intégrale J = JA ———du
0 u

2.2. Calculer J.

*+ sin (au).sin (bu)
2

u

3. On considére K (a,b) = j du , ou a et b sont des réels.

0
3.1. Exprimer K(a,b) a ’aide de I(a+b) et I(a-b).

3.2. En déduire les valeurs de K(a,b) en distinguant les différentes régions du plan (a,b).

3.3. Donner une expression de K(a,b) regroupant les différents cas.

Probléme

Toutes les fonctions considérées dans les parties I, II et II1 de ce probleme appartiennent a
I’ensemble C° des fonctions continues de R dans R.

Partie I

On considere I’équation (E;,,) d’inconnue f ¢élément de o
+1

VxeR, f(x)—%J 1

(x+1)f(t) dt = g(x),ou g est une fonction donnée de c’,

1. Soit f'solution de I’équation (E,,,)

1.1 Monter queVx € R, f(x)=g(x)+ax+b, ou a et b sont des réels qui s’expriment par des
intégrales dépendant de f.

1.2. Ecrire en fonction de g le systeme d’équations vérifié¢ par a et b.

2. En déduire a et b, puis fdans le cas ou g(x)=x.



Partie I1

On considére I’équation (E, ) d’inconnue f ¢lément de .

+1
vxeR, f(x)- lJ. (x+1)f(t) dt = g(x) ou g est un élément donné de C” et A un réel.
-1

1. En reprenant le procédé de la partie I, montrer que, sauf pour deux valeurs particulicres A et 4,
du paramétre A4, (E /1) admet une solution unique pour toute fonction g.

2. A quelle condition sur g I’équation (E A ) admet-elle des solutions ?

Méme question pour (£, ).

+1

3. Calculer I’intégrale j (1 -~ 3t2) dt .

-1

4. En déduire dans le cas A=4 (resp. A=4,) un exemple de fonction g, (resp.g,), non

identiquement nulle, vérifiant la condition trouvée a la question 2 de la partie I1.

5. On choisit pour g la fonction nulle.

5.1. Quelle est la solution de (E, ) pour A distinctde 4, et 4, ?
5.2. Exprimer f; et f>, solutions respectives de (E 1, ) et (E 2, ) .

+1
5.3. Que dire de I—l fi(2) f5(2) dt ?

Partie 111

On note K I’application qui a toute fonction / de C associe la fonction K7 définie sur R par :

+1
[Kh](x)= J 1 k(x,t)h(t)dt, ou k est une fonction continue sur R xR, & valeurs réelles.
1. Montrer que K est lin€aire et que K/ est continue sur R.
+1
2. Comment I’équation(E): f (x) —J. k(x,t) f(2) dt = g(x) s écrit-elle ?
1

3. On note K*h=K [Kh] et K"h=K [K”h] Montrer formellement, c’est-a-dire sans

considération de convergence, que f =g+ ZK "g est solution de 1’équation (E).

n>1
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4. On pose k(x,t):%(xﬂ‘) et g(x)=x.
4.1. Déterminer Kg puis K?g.

4.2. Exprimer par récurrence K"g , pour n entier naturel non nul.

5. En déduire f par application de la question 3, et retrouver ainsi le résultat de la question 1.3.

Partie IV

Soit A un intervalle fermé borné [, 5] de R, avec « < f3. Toutes les fonctions considérées

dans cette partie, appartiennent a I’ensemble c’ (A) des fonctions continues sur A, a valeurs
dans R.

On considere 1’application qui, au couple (F ,G) de fonctions de C° (A), fait correspondre le réel
J.F(t)G(t)dt.

A

Cette application définit un produit scalaire , noté¢ <, >. On notera || || la norme associée.

1. On utilise les notations de la partie III, et on pose k(x,#)= a(x)b(z)+ a(z)b(x), ot les fonctions @

et b sont orthogonales entre elles : <a,b>=0, et normées : ||a|| = ||b|| =1.

On pose ¢, =a+b et ¢, =a—>b. Vérifier que K¢, = ¢ et K¢,= — ¢,. En déduire que 1 et -1

sont valeurs propres de K. Que peut- on dire alors de ¢, et ¢, ?

On admettra que 1 et —1 sont les seules valeurs propres non nulles de K, et que les espaces propres
associés sont de dimension 1, engendrés respectivement par ¢, et @, .

2. On considére 1’équation d’inconnue f élément de o (A) : f—AKf =g, ou g est une fonction

donnée de C° (A) et Aun réel non nul. On suppose qu’elle admet au moins une solution fj.

2.1. Montrer que si A # *1, cette solution est unique.
2.2. Ecrire I’ensemble des solutions si 4 = +1.

3. h étant une fonction donnée, montrer que K/ s’exprime comme combinaison linéaire des
fonctions ¢, et @, .

4. Exprimer K"/, pour n entier naturel non nul.



5. En déduire que, pour 0 < |/1| <1 la solution de I’équation f — AKf = g obtenue sous la forme :

f=g+ Zﬂ”K"g s’écrit f =g+ Ap, +4,¢0,,0u A et A, sont sommes de séries geométriques.
nx1

6. Préciser f'si g est orthogonal a la foisa ¢, eta ¢,.

7. Application : on choisit A = [z, 7], k(x,t)= M ,g(x)=sin2x ;
V4
7.1. Vérifier que £ satisfait aux hypothéses de la question 1 de la partie IV.
7.2. Vérifier que g satisfait aux hypotheses de la question 6 de la partie IV.

7.3. Résoudre alors les équations : f —%Kf =get f-Kf=g.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées
sk ksk ok
N.B. :Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives

qu’il a été amené a prendre.
skokskok

Ce sujet présente la méthode des traces, algorithme de calcul itératif du polyndome
caractéristique d’une matrice. Cette méthode fut utilisée par ’astronome francais Urbain Le Verrier
pour découvrir la plan¢te Neptune en 1845.

Le principe de la méthode est expliqué en partie I. Le programme informatique qui s’en
déduit est analysé en partie II. Trois exemples et une application concluent le probléme, partie II1.
Les parties 1I et III sont indépendantes et pourront étre traitées dans un ordre arbitraire.

Dans tout le probléme, ndésigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, et M ((C) est

I’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes. On notera I la matrice identité.

1. La méthode des traces

Soit une matrice AeM ( C ) . On souhaite en calculer de fagon systématique le polynome

caractéristique y , défini sur C par :

1r (A) = det (A—21)

_ n n-1
=a,h +a A +..+a A+a,

ou les coefficients a;,..., a, € C ont volontairement ét¢ indexés a rebours pour faciliter I’issue de

la question 1.6 . Dans le cas général, deux difficultés se posent :
- Le développement du déterminant, qui doit étre réalisé avec une complexité raisonnable.
- Lacollecte des coefficients a I’issue du développement.

Nous verrons en question I1.4 d/ que ces deux contraintes excluent d’office toute méthode de calcul
récursif. Des méthodes plus appropriées ont donc été mises au point, dont la méthode des traces
expliquée ci-apres.
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1. a/Quevaut a; ?

b/ Quelle hypothése du probléme et quel théoréme du cours vous permettent - au moins d’un
point de vue théorique - de factoriser (7») sous la forme :

xa (M) =20 (A=2)(A=2y)..(=2,)
ou les complexes A, A,,..., A sont les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A.

¢/ Lorsque ces valeurs propres sont connues, elles permettent de remonter aux coefficients de
% » - Expliquer comment pour les coefficients a, et a_ .

Malheureusement, les valeurs propres ne sont pas toujours connues avant le calcul du polyndme
caractéristique. Plutot que de relier les coefficients aux racines, on peut relier les coefficients a
des sommes de puissances de valeurs propres, grace a des formules de Newton (question L7 ) :
c’est la méthode des traces.

2. Le polyndme caractéristique y , €tant scindé, on rappelle qu’il est possible de trigonaliser A. Il
existe une matrice T triangulaire semblable a A dont les coefficients diagonaux sont
précisément A, A,,..., A, . Exprimer en fonction de A,,%, ..., A les traces de T? puis de AP
pour tout entier naturel p.

3. Onnote y, ladérivée de y, . Etablir Iidentité :

X'A(}\’)_Zn: 1

XA (7‘) Ay

4. En déduire que, pour A assez grand en module :
X (M) izz(’“—j
XA (7‘) Mo\ A

On fournira un minorant strict m de | A | le plus précis possible.

5. En conclure que, pour | A | >m :

ta(A) 138 w(AP)
RO



6. Démontrer alors que, pour A assez petit en module, on a :
—+00
nay,+(n-1)ai+..+la, A" = (ao +a l+..+a A" ) D tr(AP) AP
p=0

On traitera le cas A =0 a part, et on fournira un majorant strict M de | A | le plus précis

possible.

7. En déduire les relations de Newton, valables pour tout k, I<k<n :

—ka, = ao.tr(Ak ) + al.tr(Ak_1 ) +...+a,_tr(A)

8. Expliquer sommairement en quoi ces relations permettent d’obtenir le polynome
caractéristique y , . Restent-elles valables lorsque AeM (R) ?

I1. Mise en place de I’algorithme

Dans cette partie, on s’intéresse a la mise en ceuvre pratique de 1’algorithme des traces et on
en ¢évalue les performances en termes de complexité. Cette partie en appelle a I’expérience du
candidat en matiere de calcul formel : Maple, Mathematica, ou tout simplement le logiciel de sa
calculatrice programmable. Dans tous les cas, indiquez sur la copie le langage utilisé.

Dire qu’un programme a une complexité de I’ordre de n* (n et k entiers naturels non nuls)
signifie que le nombre d’additions, de multiplications et de divisions élémentaires a réaliser est

équivalent a on® (oo > 0) lorsque n tend vers +00 . Par exemple, un programme réalisant le produit
de n complexes est d’une complexité de I’ordre de n. En revanche, un programme réalisant n fois un

produit de n complexes est d’une complexité de I’ordre de n’.

1. Les logiciels de calcul formel sont souvent livrés avec une fonction permettant de multiplier
deux matrices de M (C) . Sans reprogrammer cette fonction, indiquer sa complexité.

2. Les logiciels de calcul formel sont souvent livrés avec une fonction permettant de calculer la
trace d’une matrice de M ( (C) . Sans reprogrammer cette fonction, indiquer sa complexité.
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a/ On suppose la matrice A et I’entier n connus du logiciel. Rédiger la partie de programme
réalisant le stockage des traces tr(Al), tr(Az), oo tr(An) dans un tableau t, de sorte que

t[k] contienne tr(Ak) pour k variant de 1 a n.

b/ En général, la complexité d’un tel programme peut varier de n* a n’ selon la maniére dont
on s’y prend. Quelle est la complexité du programme congu en réponse au a/ (justifier) ?

a/ On suppose désormais la matrice A, I’entier n et le tableau t connus du logiciel. Rédiger la
partie du programme réalisant le stockage des coefficients a,,a,,...a , dans un tableau a, de

sorte que a[k| contiennea, pour k variant de 0 a n.

b/ Que renseigne le dernier coefficient: a_ ?

¢/ Quelle est la complexité totale de I’algorithme des traces (justifier) ?

d/ On revient maintenant a la méthode naive évoquée au début du probleme. Celle-ci
consisterait en un développement récursif du déterminant caractéristique : développement du
déterminant n xn par rapport a la premicre colonne, puis développement des sous-déterminants
(n—1)x(n—1) par rapport a leur premiére colonne, etc. Quelle est la complexité¢ de cette

méthode (justifier) ? En quoi la collecte des coefficients pose-t-elle difficulté¢ ? Conclure.

III.  Trois exemples et une application

La validation d’un algorithme s’accompagne toujours de tests. On fait tourner le programme
sur des exemples dont on connait les résultats intermédiaires ou finaux. Puis on compare ce qui est
attendu a ce qui est effectivement retourné. Les questions 1, 2 et 3 de cette partie permettent
d’¢laborer de tels tests. La question 4 validera encore davantage cette étude, mais pour d’autres
raisons.

Dans les trois premiéres questions de cette partie, on rapporte 1’espace vectoriel R" a sa base
canonique B = (el,ez,..., en) . Dans la derniére question, on revient sur C.



1. Exemple 1.

On définit I’endomorphisme fde R" vérifiant les conditions :

£(er)=eynf(es)=05f(eyy)=¢, et f(e,)=0.

a/ Pourquoi ces conditions définissent-elles f sans ambiguité ? Déterminer la matrice A de f
dans la base B, puis I’image, le rang et le noyau de f.

b/ Sans utiliser la méthode des traces, déterminer directement le polyndme caractéristique de f.

¢/ Retrouver ce résultat en simulant la méthode des traces.

2. Exemple 2.

On définit I’endomorphisme fde R" vérifiant les conditions :

£(er)=eynf(ey)=05mf(e, ) =¢, ot £e,)=¢;.

Déterminer la matrice A de f dans la base B, puis I’image, le rang et le noyau de f. Sans utiliser la
méthode des traces, déterminer directement le polynome caractéristique de f. Retrouver ce résultat
en simulant la méthode des traces.

3. Exemple 3.

On munit dans cette question R" de son produit scalaire canonique.

a/ Soit U=(u,,u,,..,u, ) un vecteur unitaire de R" . On définit ’endomorphisme f de R"

comme ¢étant la projection orthogonale sur la droite D engendrée par u. Déterminer son image,
son rang et son noyau. Sans utiliser la méthode des traces, déterminer directement le polyndme
caractéristique de f (on choisira une base adaptée au probléme).

b/ Déterminer la matrice A de f dans la base B en fonction des coefficientsu,,u,,...,u, .
Justifier que A? = A. Retrouver le polyndme caractéristique de f en simulant la méthode des

traces sur la matrice A.
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. Une application. On rétablit dans cette question un résultat classique de I’algebre linéaire grace
- entre autres - a la méthode des traces.

a/ Soit A une matrice de M, (C) telle que tr(A)= tr(Az) =.= ‘[r(AIl ) =0 . Déterminer y, .

En déduire que 0 est la seule valeur propre de A. Démontrer alors que A" = [0] .

b/ Soit maintenant une matrice A de M, (C) vérifiant A" =[0]. Prouver que 0 est valeur

propre de A et qu’il n’y en a pas d’autre.

¢/ En déduire I’équivalence, valable pour tout A de M| (C) :

A" =[0] & tr(A) = tr( A7) = .. = tr(A") = 0

Fin de I’énoncé.



N.B.:

Les calculatrices sont autorisées

k %k %k ok ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k ok ok ok ok
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Probléeme 1

Dans ce probleme, on s’intéresse a I’équation différentielle (£)

v(r—4)y +(x-2y=-2  (E)

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle solution de (FE) sur U'intervalle I toute fonction
y : I — R dérivable sur I, telle que

Ve el, x(x —4)y () + (x — 2)y(z) = -2
Par convention, on pose 0! = 1.

Partie I. Etude de deux primitives.

z dt
1) Pour tout = €]0, 4|, on pose A(x —/ _—
) 041, on pose A = |

«
1.a) Trouver o > 0 tel que, lorsque ¢ tend vers 0, on ait

1
Jid—0 Vi
En déduire que U'intégrale impropre A(zx) est bien définie pour tout x €]0, 4.
1.b) A l'aide du changement de variable v = /t, calculer A(x) pour tout z €0, 4].
Montrer qu’il existe un réel 3 > 0 tel que

o, 40) - ponin ()

1.c) En déduire la limite de A(z) lorsque z tend vers 0%.

1.d) Donner un équivalent simple de A(z) lorsque z tend vers 0.

0
dt

2) Pour tout z €] — 00, 0|, on pose B(x :/ _—

) | = 00,0 o pose Ba) = [ o

2.a) Montrer que B(x) est bien défini pour tout z €] — o0, 0].

2.b) A l'aide du changement de variable u = +/—t + /4 —t, calculer B(x) pour tout
x €] — 00, 0[. Montrer qu'’il existe un réel v > 0 tel que

\/—_x+\/H)
g

Vo €] — 00,0, B(z) =7 ln(

2.c) En déduire que lim B(z) = 0.

rz—0~

2.d) Donner un équivalent simple de B(x) lorsque z tend vers 0.
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Partie I1. Résolution de (F£).

1) On note (H) 'équation homogene associée a (E).
1.a) Résoudre (H) sur l'intervalle | — oo, 0].
1.b) Résoudre (H) sur I'intervalle ]0, 4].
1.c) Résoudre (H) sur l'intervalle |4, +o0].

1.d) Montrer que la fonction constante égale a 0 est la seule solution de (H) sur R tout
entier.

2) On étudie ici (E) sur |0, 4].
2.a) Résoudre (E) sur |0,4[. On exprimera les solutions a 'aide de la fonction A définie
en I.1).
2.b) Montrer que (£) possede une unique solution sur l'intervalle ]0,4[ possédant une
limite finie a droite en 0.

On note f cette solution. Donner 'expression de f(z), ainsi que lim f(z).
z—0

3) On étudie ici (F) sur | — o0, 0.
3.a) Résoudre (FE) sur | — 00,0[. On exprimera les solutions a l'aide de la fonction B
définie en 1.2).
3.b) Montrer que (E) possede une unique solution sur I'intervalle | — 0o, 0] possédant une
limite finie a gauche en 0.
On note ¢ cette solution. Donner I'expression de g(z), ainsi que zli%l— g(x).
4) On étudie ici (E) sur | — oo, 4].
4.a) Montrer qu'il existe une unique fonction h définie sur | — oo, 4[ qui vérifie les trois

conditions :
(1) la restriction de h a ]0,4] est solution de (E) sur |0, 4].

(2) la restriction de h a | — 00, 0[ est solution de (E) sur | — oo, 0.
(3) h est continue en 0.
4.b) Pour tout z €] — 00, 0[U]0,4], on pose T'(x) =
lorsque x tend vers 0%.

M. Donner la limite [ de T'(x)

On admettra que T'(x) tend aussi vers [ lorsque x tend vers 0.

4.c) En déduire que (E) possede une unique solution sur Uintervalle | — oo, 4].
Préciser la valeur de cette fonction en 0, ainsi que la valeur de sa dérivée en 0.

5) L’équation (E) possede-t-elle une solution définie sur R?

Tournez la page S.V.P.
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Partie 1I1I. Etude d’une solution développable en série entiere.

“+o0o
1) 1.a) On suppose ici que S(z) = Zan:v” est une série entiere de rayon de conver-

n=0
gence strictement positif, solution de (F). Déterminer ag et trouver une relation

de récurrence liant a,, et a,_1 (n > 1).

1.b) Montrer que (E) possede une unique solution développable en série entiere, sur un
+oo
intervalle ouvert a préciser, que ’on notera encore S(x) = E a,x".
n=0

Calculer son rayon de convergence R, et montrer que

(n})?

‘V’nEN, an:m.

2) Etude de la série numérique Z a,(—R)".
2.a) On pose u, = a,R™ (n > 0). Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.

2.b) Pour tout n > 1, on pose v, = —In(;*»-). Montrer que la série ) v, est une série
positive divergente.

2.c) En déduire la nature de la suite (In(u,))nen, puis que la suite (u,)nen tend vers 0.

2.d) Montrer que la série Z a,(—R)" est convergente.

3) Etude de la série numérique Z a,R".
Up, n

3.a) On rappelle que 'on note wu,, = a, R". Montrer que Vn > 1, :
Up—1 N +1

1

3.b) En déduire que Vn > 0 ,u, >

3.c) Préciser alors la nature de la série E a,R".

4) 4.a) Montrer que S et h coincident sur | —4, 4[. On rappelle que h a été définie en 11.4.a).
+o0
4.b) Donner une expression simple de la somme Z a,(—R)".
n=0
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Probléeme 2

Les parties I et II sont indépendantes, la partie III utilise les résultats des parties IT et III,
qui pourront étre utilisés sans démonstration. Dans ce cas, le candidat indiquera avec précision
les résultats admais et utilisés.

Attention aux notations, ainsi la lettre F désigne différents espaces vectoriels selon les parties
du probleme.

Partie I. Un peu d’algebre linéaire dans £ = R;[X].

On note £ = R5[X]| I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 5.
On désigne par e, ou 0 < k < 5, les vecteurs de la base canonique B de F, on a donc
ex(X) = X* et B = (eq, €1, €9, €3, €4, €5).

On note F; = Vect(ey, e3, e5) 'ensemble des polynomes impairs de E, et Ey = Vect(eg, €2, €4)
I’ensemble des polynomes pairs de E.

Remarque : on notera que Ey, Fy et E sont trois espaces vectoriels distincts.
Préliminaires
1) Vérifier que By = (eq, €3, e5) est une base de E1, et que By = (e, €2, €4) est une base de Ej.
2) Montrer que E; et Fy sont deux sous-espaces supplémentaires de F.
Ftude d’applications linéaires

1) On considere 'application s qui a tout polynome P de Es, associe le polynéme s(P) défini
par :
s(P)=(X*-1)P"+XP
1.a) Montrer que si P est un polynéme pair de E, alors son polynéme dérivé P’ est un
polynome impair, et son polynomé dérivé second P” est un polynome pair.
1.b) Montrer que s définit un endomorphisme de Es.
1.c) Donner la matrice S de s dans la base By de Es.
1.d) En déduire le noyau de s, le spectre de s et les sous-espaces propres de s.

l.e) L’endomorphisme s est-il diagonalisable ?

Tournez la page S.V.P.
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2) On considere 'application ¢ qui a tout polynome P de E, associe le polynome ¢(P) défini
par :
p(P)=2XP—-P.
2.a) Montrer que ¢ est une application linéaire. Est-ce un endomorphisme de E 7

2.b) Déterminer le noyau et le rang de ¢, puis une base de Im(yp).

3) On désigne par f la restriction de ¢, au sous-espace vectoriel E,. Montrer que f définit
un isomorphisme de E, sur Ej.

Partie 1I. Etude d’un endomorphisme en dimension finie.

On désigne désormais par E un espace vectoriel sur R de dimension finie, et par E; et Fy deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
On note s un endomorphisme de Fs et f une application linéaire bijective de E5 dans Ej.

Pour tout x de E, vérifiant x = x1 4+ x5, avec 1 € E; et 9 € F>, on définit :
F(z) = fH (1) + fz2) + s(22).

1) 1.a) Donner la décomposition dans £ = E; @ Fy de I'élément F(x).
1.b) Montrer que F' est un endomorphisme de F.
1.c) Montrer que F est injective.
1.d) Soit y un élément de E, vérifiant y = y; + ya, avec y; € Ey, et yo € Es.
Prouver que y = F(x), avec = f(y) + () — f o 50 f (1),
l.e) F est-elle bijective?

2) 2.a) Dans 'ensemble de la question 2.a) on suppose que F' admet une valeur propre
A eR.

2.a.i) Vérifier qu’on a A # 0.

2.a.ii) Soit x un vecteur propre associé a la valeur propre A, vérifiant z = x; + 5, ol
r1 € E et 9 € FEy. Montrer qu’on a alors :

/\f_l(xl) = XT9.

En déduire que x; et x5 sont non nuls, puis que x5 est un vecteur propre de s
associé a une valeur propre que 'on exprimera en fonction de .
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2.b) Réciproquement, soient p une valeur propre réelle de 'endomorphisme s, et 2o un

vecteur propre de s associé a .

On définit 23 = f(z2), et z =k - 21 + 29, ou k € R.

On veut déterminer a quelles conditions, le vecteur z ainsi défini, pourrait étre un
vecteur propre de F.

2.b.i) On suppose que z est vecteur propre de F' associé a une valeur propre A\. Montrer

alors que k£ = %, et que A est racine d’un trinome admettant deux racines

distinctes notées A\; et As.

2.b.ii) Déterminer I'expression de A\; et Ay en fonction de la valeur propre .

2.b.iii) Déterminer pour chacune des valeurs A; et A9, un vecteur propre de F associé

2.c)

3) 3.a)

3.b)

a cette valeur propre.

Soient uy, - -+, ug, k vecteurs propres de s, associés a la méme valeur propre p de s,
et formant une famille libre. Soit A, I'une des deux valeurs propres de F' déterminée
comme en 2.b) A partir de chaque vecteur u;, on détermine un vecteur propre v; de
F, associé a A, calculé comme en 2.b).

Montrer que les vecteurs vy, - - - , vg sont linéairement indépendants.

Prouver que dim(£;) = dim(£Es), et que dim(E) = 2dim(Ey).

On suppose que s admet p valeurs propres réelles distinctes ju1, - - -, . Prouver que
F admet exactement 2p valeurs propres réelles distinctes.

Montrer que si s est diagonalisable, alors F' I’est aussi.
Indication : on pourra raisonner sur les dimensions des sous-espaces propres, ou €x-
hiber des bases de vecteurs propres.

Tournez la page S.V.P.
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Partie I1I. Deux applications.

1) Premiere application

Dans cette question, £ = R5[X], et f et s désignent les applications définies dans la partie
I

Déterminer les valeurs propres de 'application F' correspondante, ou F' est définie comme
dans la partie II.

2) Deuxieme application

Dans cette question, E est un espace vectoriel de dimension 6, muni d’une base B, avec
B = (e1,eq,€3,€4,65,¢5). On veut appliquer les résultats de la partie ITII. au cas de la

matrice
0 00 1 0 0
0 00 0 1 0
0 00 0 0 1
A= 1 00 2 —1 3
010 -1 1 -2
0 01 3 =2 0

Soit F'I’endomorphisme de E, représenté par A dans la base B, on a donc : Mat(F, B) = A.

2.a) Déterminer deux sous-espaces supplémentaires F; et Fs, ainsi que deux applications
s et f, permettant d’appliquer les résultats obtenus a la partie II.

2.b) La matrice A est-elle diagonalisable 7

Fin de 1’énoncé
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NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
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Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme indépendants.

EXERCICE 1

Montrer que les deux séries suivantes sont convergentes puis calculer leur somme.
1

Z‘ n(n+1)(n+2)

P

= (=11

EXERCICE 2

On considere la fonction f définie sur R de la fagon suivante : f est une fonction périodique de
période 27, fest une fonction paire et pour tout x €[0,7]: f(x) = x".

a. Déterminer la série de Fourier de la fonction f.

( 1)77 +o0 1
b. En déduire, avec soin, les réels : — —_
R DI

400
c. Déterminer, en énongant le théoréme utilisé, le réel : 2—4

n=1
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PROBLEME : Une introduction aux fonctions tests

Dans tout le probléme, R est muni de sa norme naturelle : la valeur absolue.
Toutes les fonctions considérées seront a valeurs dans R .

Si A est une fonction de classe C*, h® désigne la dérivée k-ieme de 4.
Si & est une fonction bornée sur R, on note ||h||w = sup|h(x)| .
xeR

Une fonction définie sur R est dite nulle a I’infini si ses limites en + et en —o sont nulles.

Objectifs :

Le support d’une fonction f* définie sur un intervalle 7, noté Supp f*, est I’adhérence de 1’ensemble

des points ou elle ne s’annule pas : Supp f = {x el, f(x)# O} .

Une fonction est dite a support compact si son support est une partie compacte de R .
On appellera fonction test, une fonction de classe C* sur R a support compact.

On note 7 I’ensemble des fonctions tests. Il est facile de vérifier que 7 est une R -algebre.

Le but du sujet est de découvrir des fonctions tests dans la partie I et d’en voir deux utilisations ;
pour I’approximation uniforme de fonctions dans la partie Il, et pour démontrer un théoréme de
Whitney a la partie I11.

Les parties 1II et III sont indépendantes et utilisent des résultats de la partie I.

I. Découverte des fonctions tests

1. Soit 4 une partie de R . Montrer que 4 est bornée si et seulement si son adhérence A est une
partie compacte de R.

Une fonction f définie sur / est donc a support compact si et seulement si {x el, f(x)+# 0} est une

partie bornée de R .

2. Quelques exemples
a. On note u la fonction paire définie sur R par u(x)=4—x" si xe[0,2] et u(x)=0 si
x>2.
Représenter la fonction u et déterminer son support. La fonction u est-elle a support
compact ? La fonction u est-elle une fonction test ?
b. La fonction sinus est-elle une fonction test ?

-1
3. Soit 4 la fonction définie sur R par A(x)=e* si x>0 et A(x)=0 si x<0.
a. La fonction % est, d’apres les théorémes généraux, de classe C” sur ]0, +oo[ . Montrer que

pour tout entier naturel £, il existe un polynome F, dont on précisera le degré tel que pour
, . y 15 s -

tout réel x strictement positif, 1 (x) =P, (—je * . En déduire que 4 est de classe C* sur

x

R.
b. La fonction /4 est-elle une fonction test ? 4 est-elle développable en série entiére au
voisinage de 0 ?
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4. On définit sur R la fonction ¢ par ¢(x)=h(—(x+1)(x—1)).

a. Déterminer le support de ¢ puis justifier que c’est une fonction test. Déterminer les
variations de ¢ puis tracer 1’allure de sa courbe.

b. Déterminer une fonction test dont le support est [3,8] puis une fonction test dont le support
est [1,2]u[5,6].

5. Déterminer les limites en +oo et —oo d’une fonction définie sur R a support compact.
6. Construction d’une suite régularisante
a. Justifier que la fonction ¢ de la question 4. est intégrable sur R et que J. h p(t)dt >0. En
déduire I’expression d’une fonction test p positive, de support [1,1], intégrable sur R et
telle que J.HO p)dr=1.

Pour tout entier naturel non nul #, on définit sur R la fonction p, par p, (x)=n p(nx). La suite de

fonctions (p, ) est appelée suite régularisante.

b. Pour tout entier naturel non nul n, déterminer le support de p, et calculer J‘ p,@)dt.

II. Approximation uniforme sur R par des fonctions de classe C* ou par des fonctions tests

Un théoréme de Weierstrass nous dit que toute fonction continue sur un segment peut étre
approchée uniformément par des fonctions polynomes.

Voyons ce qu’il en est si la fonction est continue sur R tout entier (donc sur un intervalle non
borné).

7. L’approximation polynomiale ne convient plus
Soit (Q)n une suite de fonctions polyndomes qui converge uniformément sur R vers une
fonction f.
a. Justifier qu’il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel » supérieur ou égal
a N, on ait pour tout réel x, |P,(x)— P, (x)| <1.

Que peut-on en déduire quant au degré des fonctions polynomes P, — P, lorsque n> N ?

b. Conclure que f'est nécessairement une fonction polyndme.

Nous allons toutefois démontrer qu’il est possible d’approcher certaines fonctions uniformément sur

R, non pas par des fonctions polyndmes, mais par des fonctions de classe C”, ou par des fonctions
tests.

Plus précisément, nous allons démontrer les deux résultats d’approximation suivants :
(A,) : toute fonction continue sur R, nulle a I’infini est limite uniforme sur R d’une suite de

fonctions continues sur R a support compact.
(A,) :toute fonction continue sur R a support compact, est limite uniforme sur R d’une suite de

fonctions tests.
L’approximation (A,) est un résultat préliminaire, qui est démontré a la question 8.
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8. Approximation d’une fonction continue nulle a l’infini par une suite de fonctions continues a
support compact

Pour tout entier naturel n, on définit sur R, la fonction paire z, par z (x)=1 si xe[O,n[,

z,(x)=—x+n+1si xe[n,n+1] et z,(x)=0 si xe[n+1,+.

a.

Représenter graphiquement la fonction z,. Déterminer la limite simple de la suite de
fonctions (z, ). La convergence est-elle uniforme sur R ?

. Soit g une fonction continue sur R, nulle a I’infini.
Démontrer que la fonction g est bornée sur R . On peut donc poser pour tout entier naturel

n,a,= sup|g(x)| .

[x=n

. Etudier la monotonie de la suite (an) puis déterminer sa limite lorsque n tend vers +co.

. Pour tout entier naturel n, on définit la fonction g, en posant g, =gz, . Déterminer un

g, —g”w <ka,.
En déduire le résultat d’approximation (A,) : toute fonction continue sur R, nulle a I’infini

réel k tel que pour tout entier naturel 7,

peut étre approchée uniformément sur R par une suite de fonctions continues sur R a
support compact.

Dans les questions 9., 10., et 11., f désigne une fonction continue sur R et g désigne une fonction
continue a support compact. Il existe donc un réel R >0 tel que Supp g = [-R,R].

9. Convolution

a

. Justifier que, pour tout réel x, ’application ¢+ g(¢) f(x—t) est intégrable sur R. On

définit alors sur R la fonction g* f par (g*f)(x):Jng(t)f(x—t)dt. On dit que

g* f estle produit de convolution de g par f.

b. Soit x un réel, montrer que 1’application ¢ — f(¢) g(x — t) est intégrable sur R .

On définit donc sur R la fonction f *g par (f*g)(x) =I f(t)g(x—t)dt.

Comparer les fonctions f*g et g* f.

10. Support d’une convolution

11.

a. Dans cette question, on suppose de plus que f est a support compact, il existe donc un réel
§>0 tel que Supp /' <[-S,S].Si x>R+S, que vaut (f/*g)(x) ?
En déduire que f *g est aussi a support compact.

b. Montrer que si la fonction fn’est pas a support compact, f *g n’est pas nécessairement a
support compact.

Deérivation d’une convolution

a. Soit a un réel strictement positif. Justifier que pour tout xe[—a, a],

a+R
(fre)=]" rwe(x-rr.
b. Montrer que si g est de plus supposée de classe C', alors f*g est de classe C'. Ecrire

alors (f * g)' a I’aide d’un produit de convolution.

4/5



Si on suppose de plus, que g est de classe C” sur R, on démontre de la méme maniére et
on ’admettra que f * g est également de classe C* sur R.

12. Application a l’approximation

a. Soit n un entier naturel non nul, p, désigne la fonction test introduite dans la question 6.,

montrer que pour tout réel x,

o= f @2 [ 1] fa=0-f@lp 0.

b. On suppose de plus que f est uniformément continue sur R .
Montrer avec soin que la suite de fonctions ( f* pn) est une suite de fonctions de

nxl
classe C” qui converge uniformément sur R vers f.
c. En déduire le résultat d’approximation (A,): toute fonction continue sur R a support
compact, est limite uniforme sur R d’une suite de fonctions tests (on pourra utiliser

librement le résultat suivant: une fonction continue sur R, nulle a 1’infini, est
uniformément continue sur R ).

Remarque : L’espace des fonctions tests joue un rdle important en analyse, notamment dans la
théorie des distributions pour la résolution d’équations aux dérivées partielles.

III. Théoréme de Whitney

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréeme de Whitney : Si F est une partie fermée de R, alors il existe une fonction f'de classe
C” sur R telle que F =Z(f) ou Z(f)={xeR, f(x)=0}.

13.

14.

15.

16.

Justifier que la réciproque du théoréme de Whitney est vraie.

Une premiere tentative de preuve...infructueuse
Soit F' une partie fermée de R.

Pour tout réel x, on note d (x,F )=in£
ye

xX— y| et d, Dapplication définie sur R par
d.(x)= d(x,F).

Déterminer Z (d F) . Quelle propriété notée (P) devrait vérifier ’application d,. pour que le
théoreme de Whitney puisse étre démontré ?

Représenter graphiquement d,. dans le cas particulier ou F = ]—oo, —1] v [1, +oo[ .

d,. vérifie-t-elle cette propriété (P) ? Justifier votre réponse.

Utilisation de fonctions tests
Démontrer le théoréme de Whitney dans les cas suivants :

(1) F est le complémentaire d’un intervalle ouvert ]a,b[ .

(i1) F est le complémentaire de la réunion de deux intervalles ouverts disjoints.

Démontrer le théoreme de Whitney dans le cas général. On utilisera librement le résultat
suivant : une partie ouverte Q de R, peut s’écrire comme une réunion finie ou

dénombrable d’intervalles ouverts disjoints, c’est-a-dire Q = U]ak,bk[, ou / est une partie
kel

de N.
Fin de I’énoncé
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NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa

copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a ét¢ amené a
prendre.

* % %

QUELQUES APPLICATIONS DES MATRICES DE GRAM A LA GEOMETRIE

Dans tout le probléme, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 7 > 2 et on note ( | ) un

produit scalaire sur £ et || || la norme associée.

Siox,x,,.., x, sont p vecteurs de E, on appelle matrice de GRAM de x,, x,, ..., x,, notee
G(x,, x,, ..., x,), la matrice de M, (R) de terme général (x,. ‘ xj) pour I<i<petl<j<p:

(xl | xl) (xl | xz) (xl ‘ xp)
Xy | X

G(x,, Xy, ...y xp) =

(xp|x1) : (xp‘xp)
on notera I'(x,, x,, ..., xp) son déterminant : I'(x,, x,, ..., xp) =det G(x,, x,, ..., xp).

Si 4 est une matrice de M, (R), le noyau de 4 est, par définition,

Ker(4)={Xx e M, (R),AX =0}
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Par ailleurs, on note :
pour n entier n=>2, E, I’espace R" muni du produit scalaire canonique a la fois considéré

comme espace vectoriel euclidien et espace affine euclidien.

GENERALITES

Résultat préliminaire

Que peut-on dire d’une matrice ¥ € M,  (R) vérifiant 'Y ¥ =0 ?
Side M, ,(R), montrer que Ker (' 4 4) < Ker 4 puis en déduire que
rang (IA A) = rang A.

On donne x,, x,, ..., x, p vecteurs de E.

Si B=(e,e,,.., e,) est une base orthonormale de E, et si 4 est la matrice de Mw (]R)
dont les colonnes sont les composantes des vecteurs x,, X,, ..., X » dans la base @B, montrer
que G(x, x,,..,x,)="4 4.

Quel lien existe entre le rang de la matrice G(x,, x,,...,x,) et le rang de la famille de

vecteurs (x,, X,, ..., xp) ?

Dans cette question, p =n.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur I'(x,, x,, ..., x,) pour que la

famille (x,, x,, ..., x,) soit lie.

. Montrer que la famille (x,, x,, ..., x,) est libre si, et seulement si, I'(x,, x,, ..., x,) >0.

Application
L’angle géométrique d’un couple (u,v) de vecteurs non nuls de E, est le réel o € [0, n]

an)
o]} 1)
Si A4, B et C sont trois points de E; situés sur la sphére de centre O et de rayon 1, si on

désigne par o, B et y I’angle géométrique des couples respectifs (04, OB), (OB, OC) et

(OTél, OC), montrer en utilisant une matrice de GRAM que :
14+2cosa cosB cosy=>cos?o+cos’B+cos?y.

vérifiant : cos o =

Que se passe-t-il dans le cas ou les points 4, B et C sont sur un méme cercle ?

Interprétation géométrique de la matrice de GRAM
Si a,b et y sont trois vecteurs de E tels que le vecteur a soit orthogonal a la fois au

vecteur b et au vecteur y, trouver une relation entre les déterminants
[(a+b,y), I'(a,y) etI(b,y).

Si (x, y) est une famille libre de deux vecteurs de E,, si F' = Vect{y} et si z est le projeté
orthogonal du vecteur x sur F, montrer que I'(x, y)=T(x—z, ).
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. : . : 1 — :
c. En déduire que si 4, B et C sont trois points non alignés de E,, E\IF(AB, AC) est ’aire

du triangle ABC (donc, w/l“(ﬁ, E) est ’aire du parallélogramme « formé par 4, B et
C»).

6. De la méme fagon on montre que si 4, B, C et D sont quatre points non coplanaires de E;,

\/F(AB, AC, AD) est le volume du parallélépipede « formé par 4, B, C et D » que ’on
désignera par parallélépipede ABCD .
On ne demande pas de prouver ce résultat.

a. Vérifier que ce résultat permet de retrouver la formule usuelle du volume du
parallélépipede rectangle.

b. A l’aide de ce résultat écrire un petit algorithme en francais qui, avec la donnée des
coordonnées des points 4, B, C et D, calcule le volume du parallélépipede ABCD ou

affiche que les points sont coplanaires.
On pourra considérer que 1’algorithme suppose connu le calcul du déterminant.
c. Apres avoir entré cet algorithme dans la calculatrice, indiquer les résultats qu’elle donne

dans chacun des cas suivants :
i. A=(1,2,0), B=(1,-1,3),C=(-1,-2, 0) et D=(3, —1,0).
ii. A=1,-1,2), B=(3,4,-7), C=(0,3, 0) et D=(0, 2,1).

iii. A:(S,O,g), B=(0,1,-1), Cz(—%,2,0) et D=(3,3, 0).

IL. POINTS EQUIDISTANTS SUR UNE SPHERE EUCLIDIENNE

Dans cette partie, m est un entier naturel, m > 2, et t estun réel, r #1.
La famille de m vecteurs distincts (x,, x,, ..., x,,) de ’espace E, de dimension n > 2, est solution
du probléme P(m,t) si:
tous les vecteurs x,, x,, ..., x, sont de norme 1
et
pour tout couple (7, j) d’entiers distincts entre 1 et m, (xl. | X j)= t.

7. Résultats préliminaires
a. Montrer que st (x,, x,, ..., x,,) est solution du probleme P(m,t) alors, pour tout couple

(i, j) d’entiers distincts entre 1 et m, |x, —x; H est constant.

b. Sans aucun calcul de déterminant, donner en le justifiant, le polyndme caractéristique de la
matrice J € M, (R) dont tous les éléments sont égaux a 1.

c. En déduire que si (x,x,,..,x,) est solution du probléeme P(m,t), alors
C(x,, Xy, x, ) =(1=0)"" 1+ (m—1)).

8. Conditions nécessaires
a. Montrer que, pour que (x,,x,,...,x,) soit une famille libre de vecteurs solution du

probléme P(m,t), il est nécessaire que ¢ € } % 1 [ etque m<n.
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10.

I11.

b.

Montrer que, pour que (x,,Xx,,...,x,) soit une famille liée de vecteurs solution du

probléme P(m,t), il est nécessaire que ¢ = etque m<n+1

(on pourra montrer qu’alors, la famille (x,, x,, ..., x, ) est libre).
Application
Existe-t-1l dans E; cinq vecteurs distincts qui deux a deux forment un méme angle obtus

0, c’est-a-dire tel que 0 € }g, n[ ?

Exemple ducas n=2
Déterminer pour m >3, une famille (4,, 4,, ..., 4,) de points de E,, telle que la famille

de vecteurs (OAI, 04,, ...,04,, ) soit solution du probléme P(m,t) en précisant le couple

(m, t). Placer ces points sur une figure.

Exemple du cas n =3

On suppose que n=3 et t € }_—1, l[ .

2

On pose a:‘}2_32t etb:1/2t3+1.

a.

11.

Soit # un vecteur unitaire de R’ et A un sous espace supplémentaire orthogonal de vect {u}

dans R®, justifier qu’il existe une famille (y,,y,,y;) de vecteurs de H solution du
probléme P(3, _71).

Si on pose alors pour tout i€ {l,2,3}, x, =a y, +bu, montrer que (x,,X,,X,) est une
famille libre de vecteurs solution au probléme P(3,¢).

A quelle condition nécessaire portant sur o € |0, 7|, existe-t-il trois points 4, 4, et 4; de
la sphére de centre O et de rayon 1 de Ej tels que les trois angles géométriques des couples
(04, OA,), (O4;, O4;) et (OA4,, OA;) soient égaux a o ?

Remarque : on demande de ne pas utiliser le résultat de la question 4.

THEOREMES d’APOLLONIUS

On rappelle que si B =(a,,4a,,...,a,) est une base de E et si f est une forme bilinéaire
symétrique sur Ex E, la matrice de f dans la base B est la matrice symétrique S de
M, (R) définie par : S = ( fla;,a, )). Par ailleurs, si x et y sont deux vecteurs de £ ou X et
Y sont les matrices de M, (R) représentant leurs composantes dans la base B, on a
f(x, y)=1XSY.

Soit < , > un autre produit scalaire sur E, on considere (a,, a,,...,a,) et (b,,b,,...,b,)

deux bases orthonormales de E pour ce produit scalaire.
On note P la matrice de passage de la base (a,, a,, ..., a,) vers labase (b, b,,....b,).
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12.

Iv.

13.

. Justifier que 1’on définit un produit scalaire sur R* par <U , V> =—+
a

Montrer que, pour le produit scalaire ( | ), G(b,, b,,....b,) = P! G(a,,a,,...,a,) P

puis justifier que Zn: (ai| a, ) = Z(bi| b, )

i=1 i=1

Dans E,, de repere orthonormé (O,el,ez), on considere l’ellipse (C d’équation

2
—+

2
X

2
a

=1 ou a et b sont deux réels strictement positifs.

A

uv uvy

si U= (u,u'")

2 b2

et V=(v,v'") danslabase (e,e,).

. Deux vecteurs U et V' de E, sont des diametres conjugués de C si (U, V') est une base

orthonormale pour le produit scalaire < , >

Donner un exemple simple de deux diamétres conjugués de C .
Dans cette question, on demande de faire une figure.

Soit M, un point de coordonnées (x,, y,) de C, montrer en utilisant un vecteur gradient,
Y Yo

b2

X

que I’équation de la tangente T a la courbe C en M, est 350 + =1. En déduire que

la droite D qui passe par O et paralléle a T a pour équation cartésienne <0M 0 > 0—M> =0.

_—

Si on note M,' un point d’intersection de D et C, montrer que les vecteurs OM et

OM ' sont des diametres conjugués de C .

. Si M et M' sont deux points de C tels que les vecteurs OM et OM' soient des diametres

conjugués de (', démontrer les deux théorémes d’Apollonius suivants :
i. OM?* +OM' *=a’* +b* (précision : OM* = (O—M‘ O—M))

il L’aire du parallélogramme « formé par O, M et M'» est constante égalea a b .

RECHERCHE D’UNE ISOMETRIE AFFINE

On note O(En) le groupe des automorphismes orthogonaux de E, .
Soit (x,, x,, ..., x,) et (¥, ¥,, ..., »,) deux familles de vecteurs de E, vérifiant

G(‘xli ‘x2""’ xn) =G(yl’ y2’ R yn) .

On veut montrer qu’il existe ue€ O(En) vérifiant : pour tout entier ie {1, 2, .., n},
”(xi) =V

On note p =rang(x,, X,, ..., x,) =rang(y,, ¥,,..., ¥,), €t on considere que les vecteurs
sont numerotés de sorte que (X, X,, ..., x,) et (¥, ¥,,..., y,) soient deux familles libres
de vecteurs.

On pose alors V = Vect{xl, Xyyeens xp}: Vect{xl, Xysoeis Xppyoons X, },

W= Vect{yl, Voo eens yp}: Vect{yl, Vasews Vo ees Yy },
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14.

onnote (e, ., e .., e,) une base orthonormale de V' *

p+12 €pi2o -

et (e, e .., €' ) une base orthonormale de W ™.

p+20°

Soit # un endomorphisme de E défini par :
pour i € {1, 2, ..., p} u(x,) =y, etpourie {p +1, p+2,.., n} u(e;)=¢',.
Montrer que u conserve le produit scalaire.

. Pour tout entier i € {p +1, p+2,.., n}, montrer que y, —u(x,) e W NW™.

Conclure.

On donne (4,, 4,, ..., 4,) et (B,, B,, ..., B,) deux familles de points de E, vérifiant pour

tout couple d’entiers (i, j) compris entre 1 et n,

4,4, H = HB"Bf H et on veut montrer qu’il

existe une isométrie affine f'de E, vérifiant pour tout entier i € {l, 2, n}, f(4)=B,.

Si on pose pour tout entier i € {1, 2,.., n}, x;, = A, 4, et y, =B, B;, montrer que, pour tout
couple d’entiers (7, j) compris entre 1 et n, (xl. ‘ xj): (y,. ‘ yj).

Conclure.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.
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N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

skskeskok
Le sujet comporte 6 pages.

Notations :

On note :
+ N I'ensemble des entiers naturels,
+ R I’ensemble des nombres réels,
+ C

I’ensemble des nombres complexes.

Pour z appartenant a C, on note |z| son module.
Pour tout entier naturel #, on note :
+ n! lafactorielle de n avec la convention 0!=1,

. [[0, n]] I'ensemble des entiers naturels & vérifiant 0<k<n,

le nombre de parties ayant & éléments d'un ensemble de n éléments,

pour ke[0,n].

On rappelle :

n!

+ la valeur de : W pour k €[[0,n],
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* la formule du bindme : si z; et z, sont des nombres complexes et n un entier naturel,

alors : (zl +z, )n = Zn:(;j Zlkzg_k.

k=0

Enfin si n est un entier naturel non nul on note o, la somme

et on pose o, =0.

Objectifs :

Dans les parties I et II on étudie un procédé¢ de sommation, la partie III est consacrée a 1’étude de
diverses fonctions et en particulier une fonction ¢ a laquelle on applique ledit procédé de

sommation.

Etude d’un procédé de sommation

Dans les parties I et 11 les notations utilisées sont les suivantes :
Toute application de N dans C étant une suite complexe, si a est une telle suite, on utilise la

notation usuelle a(n)=a

n-*

‘ . . N Ry . 1 &(n
A toute suite complexe a, on associe la suite a définie par : pourtout neN, a, = > (kjak .
k=0

L’objet des parties I et II est de comparer les propriétés de la série Za: aux propriétés de la série

n=0
>a,.

n=0
PARTIE I
Deux exemples

1.1/ Cas d’une suite constante.
Soit € C" ; on suppose que la suite a est définie par : pour tout neN, a, =« .

. . (7
I.1.1/Expliciter Z[kj pour neN.
k=0

I.1.2/Expliciter a, pour neN.

I.1.3/La série Zan (resp. Za: ) est —elle convergente ?

n>0 n=0

1.2/ Cas d’une suite géométrique.
Soit z € C ; on suppose que la suite a est définie par : pour tout neN, a, =z".
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I.2.1/Exprimer a, en fonction de z et n.

1.2.2/0n suppose que |z|<1.

1.2.2.1/  Justifier la convergence de la série Zan et expliciter sa somme A(z) = z a
n=0 n=0

n*

+0
1.2.2.2/  Justifier la convergence de la série Za: et expliciter sa somme Za: en

n>0 n=0

fonction de A(z).

1.2.3/On suppose que |z| >1.

1.2.3.1/  Quelle est la nature (convergente ou divergente) de la série Zan ?

n=0

1.2.3.2/  Quelle estlanature de » a, siz=-27

n=0

1.2.3.3/  Onsuppose que z=¢€" , avec 0 réel tel que 0 < |6?| <r

Montrer que la série Z a, est convergente. Calculer la partie réelle et la
n=0

. . . . s %
partie imaginaire de la somme Zan .
n=0

PARTIE 11

Etude du procédé de sommation

Dans cette partie, et pour simplifier, on suppose que la suite a est a valeurs réelles, la suite a” étant

. P « 1 &(n
toujours définie par : pour tout neN , a, = o (kjak .
k=0

I1.1/ Comparaison des convergences des deux suites.

I1.1.1/ Soit neN", on considére un entier & fixé, k € [[O,n]] .

I1.1.1.1/  Préciser un équivalent de (Z] lorsque n tend vers +oo.

I1.1.1.2/  En déduire la limite de 2—111(;3 lorsque n tend vers +o0.

I1.1.2/  Soient a une suite réelle et g un entier naturel fixé.
(' n
On considére pour 7> ¢ lasomme S, (n,a)= Z(kJ;l—’; :
k=0

Quelle est la limite de S, (n,a) lorsque I’entier n tend vers +oo ?
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II.1.3/  On suppose que a, tend vers O lorsque n tend vers +o ;

Montrer que a, tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

II.1.4/  On suppose que a, tend vers / (limite finie) lorsque n tend vers +oo. Quelle est la

limite de @, lorsque n tend vers +oo ?

I1.1.5/ La convergence de la suite (an )neN est-elle équivalente a la convergence de la suite
. ?
(an )neN )

112/ Comparaison des convergences des séries Y a, et > a,.

n=0 n=0

n n
—_— —_— * —_— n
Pour neN,onnote §, = E a , T, = E a , U, =2"T.
k=0 k=0

I1.2.1/ Pour ne[0,3], exprimer U, comme combinaison lin¢aire des sommes S,

n
D) B\ . _
c’est a dire sous la forme U, = z/ln,kSk.
k=0

I1.2.2/ On se propose de déterminer l'expression explicite de U, comme combinaison

linéaire des sommes S, pour ke[0,n] :

(f) U, = Zn:/IH,kSk pour neN.
k=0

I1.2.2.1/ A quelle expression des coefficients 4, , (en fonctionde n et k) peut-on
s'attendre compte tenu des résultats obtenus a la question I1.2.1 ?
11.2.2.2/ Etablir la formule (E) par récurrence sur l'entier n (on pourra remarquer
que pour tout k €[[0,n] : a, =S, —S,, avec la convention S =0).
I1.2.3/ On suppose que la série z a, estconvergente.
n=0

+o0
y . * . *
Montrer que la série z a, cstconvergente et exprimer la somme Zan en
n>0 n=0

+0
fonction de la somme Zan .
n=0

I1.2.4/ La convergence de la série z a, est-elle équivalente a la convergence de la série

n=0
*
S

n=0
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PARTIE III

Une étude de fonctions

21 .

On rappelle que : o, = Z% pour neN et o,=0.
k=1

Pour x réel, lorsque cela a du sens, on pose :

+00 xl’l +00 O_nx*’l. 3 +00 ;
f0) =2 8W=2 el)=2on

I1.1/ Etude de f.

IIL.1.1/ Vérifier que f est définie et continue sur R .

III.1.2/  Expliciter xf (x) pour tout x réel.

IIL.1.3/ Expliciter e /' (x) pour tout x réel.

I1.2/ Etudede g.

II1.2.1/ Montrer que g est définie et de classe €’ sur R.

I11.2.2/ On désigne par g' la dérivée de la fonction g ; exprimer g'-g en
fonction de f.

I11.2.3/ Montrer que pour tout x réel :
g(x)= exjo e f(t)de.
I11.3/ La fonction F .
On considere la fonction F définie sur R par :

F(x)= J:e_tf(t)dt.

II1.3.1/ Montrer que la fonction F' est développable en série enti¢re sur R et
expliciter son développement.

. ” (_1)k+1
11.3.2/ P N, t =) ———
our n e onnote y, ;k(kl)(n_k)l

Exprimer y, en fonctionde n et o, .
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. (_1)k+l
111.4/ La série Z—
k>1 k

Pour ne N’ on note In(n) le logarithme repérien de .

I11.4.1/ Soit w, =1In Ll pour keN’
k k+1

I11.4.1.1/ Montrer que la série Z w, est convergente.
k=1

II1.4.1.2/  En déduire que la suite de terme général o, —In(n) admet une limite

finie (que 1’on ne demande pas de calculer) lorsque » tend vers +o.

k+1
* < _1 . .
111.4.2/ Pour ne N , on pose 7, = z( k) ; exprimer 7, en fonction
k=1

de o,, et o,.

k+1
-1
111.4.3/ Montrer en utilisant I11.4.1 et I11.4.2 que la série Zl est

k=1

k+1
e & (1)
convergente et determlner sa somme Z— .
k=1

IIL5/ Etude de la fonction ¢.

On rappelle que pour x réel ¢(x)= iaﬂx” .

n=0

IIL.5.1/ Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ZO'nx” .

nx1

IIL5.2/ Préciser ’ensemble de définition A de la fonction ¢, et étudier ses

variations sur [O, R[ .

II1.5.3/ Valeur de (p(%)

En utilisant les résultats de la partie II et de la question II1.4.3 expliciter la

1
valeur de ¢| — |.
¢(2j

1
IIL.5.4/ Expliciter go(x) pour x appartenant a A et retrouver la valeur de go(zj

Fin de I'énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.
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N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
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Le sujet comporte 6 pages.

Notations :

On désigne par R 1'ensemble des nombres réels, par N 1’ensemble des nombres entiers naturels et
par Q I’ensemble des nombres rationnels. On note N ’ensemble N privé de 0.

Etant donné un entier naturel non nul #, on note [[l,n]] I’ensemble des entiers naturels & tels que
1<k<n.

(R) (respectivement MH,I(R) ) I’espace vectoriel

des matrices carrées a n lignes (respectivement 1’espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes)
a coefficients dans R .

Pour n entier naturel non nul, on note (/I/la

n

Etant donné une matrice 4, la notation 4= (ah j)signiﬁe que a,; est le coefficient de la ligne i et

de la colonne j de la matrice A4.

On note /, la matrice unité de %ﬂ (R) clest-a-dire, telle que /, = (ai’ ; ) avec :

Pourtout i, a;, =1 etpourtout i#j, a,;,=0.

On note J, la matrice carrée de %ﬂ (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1 et K, la matrice

colonne de %

n,l

(]R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

L’espace vectoriel R” est rapporté a la base canonique (el,ez,...,en) .
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Objectifs :

Le probléme porte sur I’étude de matrices vérifiant une propriété (7] ) .

Dans la partie I, on fait établir des résultats sur une matrice particuliére vérifiant la propriété (77 ) .

La partie II conduit, a travers 1’étude des matrices vérifiant la propriété (73 ), a caractériser ces

matrices a I’aide de matrices semblables.

Dans la partie I1I, on construit, a 1’aide de produits scalaires, une matrice vérifiant la propriété (f ) .

Les trois parties sont indépendantes les unes des autres.

PARTIE I

e oM, (R).

Soit M =

S = O = O
S O = O =
—_ o O = O
- o O O =
S = = O O

I.1. Calculer la matrice M?*.

1.2. Exprimer la matrice M”+ M en fonction des matrices Jet /.
1.3. Exprimer la matrice J. en fonction de la matrice J;.

I.4. Déduire des questions précédentes un polynome annulateur de M .
L.5. Quelles sont les valeurs propres possibles de la matrice M ?

1.6. Montrer que M posséde une valeur propre entiere (et une seule) ; déterminer cette valeur
propre enticre ainsi que le sous-espace propre associé.
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PARTIE I1

Dans cette partie n et 6 sont des nombres entiers tels que 2<o0<n-1.

On dit qu’une matrice M = (ml.,].) € (‘%n (R) vérifie la propriété (/) lorsqu’elle vérifie les quatre

conditions suivantes :
(1) M est symétrique

(2) Pour tout i e[[1,n], m, =0

(3) Chaque ligne de M comporte o coefficients égaux a 1 et
n— 9 coefficients égaux a 0.

(4) Pour tout (i,j)e[[l,n]] X [[1,11]] avec i # j, le coefficient m,,=0,si et
seulement si, il existe un entier k €[[1,n] tel que m,, =m,, =1.

L’entier k£ est alors unique.

On pourra utiliser sans justification une conséquence de la propriété (7) ) :
0.

si m; = 1, alors pour tout entier k € [[l,n]] on a le produit m,m,, =

Soit M = (ml) el (R). On suppose que la matrice M vérifie la propriété (7).

J n

>J

IL.1.  Expressionde M*. Onnote M* = (al, ) :

IL1.1.  Pour i €[l,n], calculer les coefficients a,,

I1.1.2. Pour (i,j)e[l,n] x [1,n] avec i # j, déterminer le coefficient g, selon la valeur
de m, ;.

I1.1.3. Montrer que M =J —M +dI, ou d est un nombre entier que 1’on déterminera.

Dans la suite, on note f(respectivement ¢) I’endomorphisme de R", de matrice
M (respectivement de matrice J,), relativement 4 la base canonique (e,,e,,...,¢,) de R”". On note

id 1I’endomorphisme identité de R".

Soit # le vecteur de R" dont la matrice colonne des coordonnées relativement a la base canonique
de R" est K, .
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I1.2. Relation entre n et J.
I1.2.1.  Déterminer Im(¢), I'image de I’application linéaire ¢.
11.2.2. Soit u un vecteur du noyau de f -0 id.

En calculant ( fof )(u) , montrer que u est colinéaire a 2.

11.2.3. Montrer que 6 est une valeur propre de f et déterminer le sous-espace propre
correspondant.

11.2.4. Déduire des questions précédentes Iégalité n = 5> + 1.

I1.3. Valeurs propres de f .

Dans la suite de cette question I1.3, A4 est une valeur propre de favec A #0 et

n
u= Zx,.ei un vecteur propre de f associ¢ a la valeur propre A .

i=l1

I1.3.1. Justifier I’affirmation : il existe une base de R" formée de vecteurs propres de f .

11.3.2. Justifier 1’égalité Zx,. =0. Que vaut ¢ (w) ?

i=1

I.3.3.  Montrer que A est racine de I’équation (E): x’+x+1-6=0.

11.3.4. On note a et b les deux racines de 1’équation (E ) On suppose qu’une seule de ces

racines est valeur propre de f, par exemple a. En utilisant la trace de
I’endomorphisme [, exprimer a en fonction de ¢ . En déduire une impossibilité.

Les deux racines a et b de I’équation (E) sont donc des valeurs propres de f . Dans la suite,

on suppose a >b.
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I1.4. Relations portantsur r, s, a, b et J.

On note r la dimension du noyaude f —aid et s la dimension du noyaude f —bid.

IL4.1.  Exprimer (a —b)2 en fonction de & .

a

11.4.2. Exprimer le produit matriciel {I ij (b

1
J en fonction de o .

11.4.3. En déduire (r—s)(a—b) en fonction de &.

11.4.4. Pour quelle valeur de 6 a-t-on »=s ? Que valent alors » et s ?
Dans la suite, on caractérise la matrice M par une matrice diagonale semblable a M .

II.5. Premier cas. On suppose que a—b g Q.

IL.5.1. Montrer que » =s. En déduire o et n.

IL1.5.2. Déterminer a et b et donner une matrice diagonale semblable a M .

I1.6. Deuxiéme cas. On suppose que a—b e Q.

, . m * . .
11.6.1. On écrit a—b=— avec m et ¢ dans N . Montrer que tout nombre premier qui
q

divise ¢ divise m . En déduire que a—b e N.

11.6.2. Montrer que a —b est un entier impair supérieur ou égal a 3. En notant a—b=2p+1

avec p e N', exprimer & en fonction de p . En déduire a et b en fonction de p .

11.6.3. On note c=a-b. Montrer que c¢ divise (02+3)(cz—5). En déduire que
06{3,5,15}.

11.6.4. Pour les différentes valeurs de ¢, donner le tableau des valeurs de o,n,a,b,r et s .
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PARTIE III

On considére 1’espace vectoriel euclidien R’ rapporté a la base orthonormale /7 = (e.e,.e5.e,,6).

On note (u|w) le produit scalaire de deux vecteurs u et w de R’.

On considére tous les vecteurs u, obtenus en ajoutant deux vecteurs distincts de 7 :

u =e, +ezavec a#f.

IIL.1. Justifier que I’on définit ainsi 10 vecteurs u, .

On indexe les vecteurs u, de fagon arbitraire : u,, i<[1,10].

IIL.2. Soit w un endomorphisme de R® qui réalise une bijection de la base & sur elle-méme.

Montrer que pour tout (i, j) €[[1,10] x [1,10], ona (ul, |uj) = (l,l/(ul)|l//(u/)) .

IIL.3. Calcul des produits scalaires (ul. |u j).

IIL3.1.  Pour i &[[1,10], calculer (u,]u,).
IL.3.2.  On suppose que u;, =e¢, +e, etque u, =¢, +e, avec [ #y . Calculer (ul. |uj)

II1.3.3.  On suppose que u, =¢, +e, et que u, =e, +e, avec les quatre indices a, S, y, ¢

tous différents. Calculer(ul. |uj )
III.4. Soit 4 :(al.’j) avec a, :(ui |u/)
IL.4.1.  Ecrire une combinaison linéaire M de A, I,, et J,, susceptible de vérifier la
propriété (7) ) définie dans la partie II.
II1.4.2.  Justifier que cette matrice M vérifie la propriété ().

Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont interdites

*khkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler €tre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

*hkkk
Notations et objectifs

Dans tout le probléme, E et # désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales a 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs z ety et la norme
d’un vecteur = sont respectivement notés (z | y) et ||=||.

L(E, F) désigne I’ensemble des applications linéaires de £ dans F'.

La matrice transposée d’une matrice A est notée *A.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace eucli-
dien est un projecteur orthogonal si et seulement si il est symétrique.

L’objet de la premiére partie est de caractériser la composée de deux projections orthogo-
nales qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire
n’ayant pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution et la troisiéme partie généralise
la notion d’inverse d’une matrice carrée a une matrice rectangulaire en introduisant la notion de
pseudo-inverse.

PARTIE |

1.1 Soit = et y deux vecteurs de F, B une base orthonormale de £, X et ¥ les matrices respec-
tives de = ety dans la base B. Montrer que : (z | y) = XY =% X.
1.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 < dim H < dim F'. Soit (ey, ez, ..., e;) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de ' sur H.
a) Pour tout z € F', exprimer (sans justification) p(z) dans la base (es, ez,. .. , €x).
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b) Soit C une base orthonormale de ¥'. Relativement a cette base C, on note Z la matrice
d’un vecteur z de F, M(p) la matrice de p et pour toutz € {1,2,... ,k}, E; la matrice de e;.

k
i) Montrer que pour tout z € F, M(p)Z = Z E'E.Z.
i=1

k
ii) En déduire M(p) = > EE;.
=1

c) Montrer que pour tout z € F, ||p(2)|| < ||2]]-
1.3 Exemple : On note M la matrice définie par

1 0 -1 0
1l o 1 0 41
M=3l_1 o 1 o
0 -1 0 1

a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R*, muni du produit scalaire
usuel, d’un projecteur orthogonal de R*.
b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de I’image de ce
projecteur.
1.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de ¥, r le projecteur orthogonal de #' sur &, A une
valeur propre non nulle de p o r et » un vecteur propre associé.
a) Montrer que « est élément de H et que r{z) — Au est élément de H+.
b) Etablir I’égalité : Alju||? = ||r(u)||>
c) En déduire que toutes les valeurs propres de p ¢ » sont dans le segment [0, 1].
1.5 On suppose dans cette question que p et » commutent.
a) Montrer que p ¢ r est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas ol p o r est non nul, déterminer son spectre.
c) Montrerque: Ker(por)=Kerp+ KerretIm(por) =ImpNImr.
1.6 On pose m = dim F et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et
r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

I 0 A B
P‘(o 0) et R_(C D)
ou 1, est la matrice unité d’ordre &, A une matrice carrée d’ordre & et 23 une matrice carrée d’ordre

m — k.
a) Montrer que les matrices A, B, ', D vérifient les relations :

A2{BC=A,AB+BD=B,CB+D*=D,"A=A,'B=C,D=D

b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le spectre de p o r est inclus dans {0, 1}.
i) *CC=0.
i) =0.
iv) p et ¥ commutent.
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PARTIE Il

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L( £, F') et un élément » de F'.
1.1 En considérant la projection orthogonale de » sur I’image de f, montrer qu’il existe un
élément x, de E tel que :

[1£(za) — vl| = min||f(x) — o]

Dans la suite =4 sera appelée une pseudo-solution de I’équation :
fla)=v (*)

11.2 Montrer que si f est injective, alors I’équation (*) admet une pseudo-solution unique.

11.3 Montrer que =4 est pseudo-solution de I’équation (=) si et seulement si pour tout = appar-
tenantd ' : (f(z) | f(zo) —v) =0.

11.4 Soit B et C deux bases orthonormales de & et ¥ respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V' la matrice de » dans C et X, celle de =4 dans B. Ecrire sous forme
matricielle I’équation ( f(x) | f(ze)—v) = 0 et en déduire que zq est pseudo-solution de I’équation
() si et seulement si :

FAAX, =AV

1.5 Exemple : Dans cette question, on prend £ = ¥ = R® munis du produit scalaire usuel.
Relativement a la base canonique de R#, les matrices de f et » sont respectivement :

1 1 -1 1
A= 1 1 -1 et V=10
—1 2 1 1

Déterminer les pseudo-solutions de I’équation f(z) = v.
11.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal & deux, on consideére trois éléments
a = (81,62,...,8.), 0= (b1,bs,... ,b,), ¢ = (&1,¢2,...,¢,) de R" et on souhaite trouver deux
i

réels \ et u tels que lasomme > " (Aax + by — cx)? soit minimale.
k=1
a) Montrer que ce probléme équivaut a la recherche des pseudo-solutions d’une équation

(#) : f(=) =wvouU f estun élément de £L(R? R"). Préciser le vecteur » et donner la matrice de f
dans les bases canoniques de R? et R™.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que I’application f soit injective ?

c) Lorsque cette derniére condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en
exprimant A et ¢ a I’aide de produits scalaires dans R™.

PARTIE Il

Dans cette partie, f désigne toujours un élément de £(E, F).
I11.1 a) Soit y un élément de ¥'. Montrer qu’il existe deux vecteurs z et y' tels que :

y=f@)+y, (zy) € Ker f)~ x (Im f)"

b) Montrer qu’un tel couple (=, ') est unique. On peut alors définir I’application g de
vers E qui a y fait correspondre z.
c) Montrer que I’application g est linéaire. g sera appelée I’application pseudo inverse de

I
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111.2 Déterminer le noyau et I’image de g.
111.3 a) Montrer que g ¢ f est le projecteur orthogonal de £ sur {Ker f)l.
b) Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de ¥ sur Im f.
111.4 Premier exemple : On prend E = R* F = R? munis de leur produit scalaire usuel. La
matrice de f relativement aux bases canoniques est

110
A=(011)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.
I11.5 Dans cette question, on suppose que £ = F et que f est un endomorphisme symétrique.
a) Montrer que Ker f = (Im f)* et Im f = (Ker f)™.
b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de ¢. (On pourra discuter
suivant que la valeur propre associée est nulle ou non).
c) En déduire que g est aussi un endomorphisme symétrique de .
111.6 Deuxiéme exemple : On prend ¥ = F = R muni du produit scalaire usuel. La matrice
de f relativement a la base canonique est

A—

[N N0
faw B N N
IS B N

Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B.: Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Kkoksk

La partie III est indépendante des deux premieres.

PARTIE 1

Soit (P,)nen la suite de fonctions polynomiales définies sur IR par :

Py(xz) =1,

vn € IN*, Py(z) = [J(z+ k).
k=1

I.1. Soient m € IN et n € IN. Donner une expression de P,(m) a l'aide de factorielles.

Soit o un nombre réel qui n’est pas un nombre entier strictement négatif.
On définit la fonction f, de la variable réelle x par :

+oo (_1)711,271

Jalw) = 2; 221 Py ()

I.2. Montrer que f, est définie sur IR tout entier.

1.3. On considere ’équation différentielle linéaire homogene en la fonction inconnue y de la

variable réelle x :
(Ea) zy"(x) + 2a+ 1)y (z) + zy(z) = 0.

I.3.1. Montrer que f, est solution de (E,) sur IR.

I.3.2. Réciproquement, soit y une solution de (FE,), paire, et développable en série entiere de
la variable x au voisinage de x = 0. Exprimer y en fonction de f, et y(0).
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On suppose a présent, et jusqu’a la fin de la partie I de ce probleme, que o & ZZ.

I.4. Soit g, la fonction définie sur |0, oo par :
Va €]0, +o0l, go(x) = 272 f_ (7).

I.4.1. Montrer que g, est solution de (F,) sur |0, +oo].

I[.4.2. En comparant les limites a droite en 0 de f, et g,, montrer que ces fonctions sont
linéairement indépendantes dans C? (]0, +oc[, IR).
En déduire la solution générale de (E,) sur |0, +oo].

I.4.3. Soit y une fonction de classe C? sur | — oo, 0] & valeurs réelles.

Montrer que y est solution de (E,) sur | — 0o, 0] si et seulement si la fonction = — y(—x) est
solution de (E,) sur |0, +oo.

En déduire la solution générale de (E,) sur | — oo, 0].

I.5. Soit j, la fonction définie sur |0, +oo[ par j,(x) = 2 f,(x).
I.5.1. Montrer que j, est solution sur |0, +oo[ de I’équation différentielle :
(Ba)  2y'(2) + 2y (2) + (2* — a®)y(z) = 0.
Que peut-on dire de j_, 7

I.5.2. En déduire la solution générale de (B,) sur |0, +oo[ puis sur | — 0o, 0[.

PARTIE I1

Dans cette partie, o désigne un nombre réel strictement supérieur a —%.

On définit la fonction h, de la variable réelle x par :
1
ho(z) = / (1-— t2)a_% cos xt dt.
0

I1.1. Montrer que h, est définie et de classe C? sur IR.
II1.2. .
I1.2.1. Montrer que pour tout z € IR on a xzh! (z) + zhy(z) = / (1— 22z cosat di.
0

I1.2.2. A P’aide d’une intégration par parties, en déduire que h,, est solution de (FE,) sur IR.

11.3. Montrer que h, est développable en série entiere de x sur IR, et que 'on a :

&=y )"
vz € IR, ha(x)zz( 1)(2[:3!) ,

n=0

1
ot I() = / (1—2)* 22" dt.

0
I1.4. Exprimer h, en fonction de h,(0) et f,.

IL.5. En déduire pour tout n € IN une expression de I,,(«) en fonction de n, P,(«) et Ip(«).
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PARTIE IIT

Soit F' : IR* — {(0,0)} — IR une fonction de deux variables réelles x et y de classe C? sur
IR? — {(0,0)}. On lui associe la fonction F' de classe C? sur |0, +o00[xIR définie par :

F(r,0) = F(rcos,rsin)
pour tout (r,6) €]0, +oo[xIR.
0*F  O*F

On note AF le laplacien de F, défini par AF = — + —.
or?  0y?

ITI.1. Montrer que pour tout (r,6) €]0, +oo[xIR on a :

2F 1 OF 1 0°F
AF(rcosf,rsinf) = %?(r, ) + - E(T, g) + 2 W(T’ 0).

On se propose de déterminer les fonctions F' non identiquement nulles telles que F soit de la forme
F(r,0) = f(r)g(0) et que AF + w?F = 0, oll w est un nombre réel positif ou nul, et f et g des
fonctions de classe C? sur |0, +oo[ et IR respectivement.
II1.2. Soient F, F, f et ¢ vérifiant les conditions ci-dessus.

II1.2.1. Montrer que g est 2m-périodique.

II1.2.2. Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que 'on ait simultanément :

() Vr €]0,+oof, 72 f"(r) +rf (r) + (rPw? — N\ f(r) =0,
(17) Vo eR, ¢"(0)+ \g(0)=0.

I11.2.3. Déduire de la question II[.2.1. que le nombre réel A est nécessairement de la forme

A = p?, avec p € IN.

I11.2.4. En déduire la forme générale de g.
On distinguera le cas ou p = 0 et le cas ou p # 0.

II1.3. On suppose dans cette question que w = 0.
II1.3.1. Déterminer la forme générale de f dans le cas ou p = 0.

IT1.3.2. Déterminer la forme générale de f dans le cas ou p # 0.
On pourra commencer par chercher les fonctions f qui sont de la forme f(r) = r°.

II1.4. On suppose dans cette question que w # 0.
Soit fi la fonction définie sur |0, +oo[ par fi(r) = f <Z>
w

Montrer que f; est solution sur |0, +oo[ de I’équation différentielle :

(By) () +ry'(r) + (7 = p"y(r) = 0.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

N.B. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

PROBLEME

Notations et définitions

Dans tout le probleme, 7 et p désignent deux entiers naturels non nuls. M, (C) désigne I’ensemble

des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients complexes. M, (C) désigne I’ensemble des

matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes. I, désigne la matrice identité d’ordre n.
L’ensemble des entiers compris entre 1 et n sera noté [[l,n]].

On appellera matrice colonne d’ordre »n toute matrice complexe a n lignes et 1 colonne. Ainsi,
M,,(C) est I’ensemble des matrices colonnes d’ordre n.

Soit (Aq) une suite de matrices de M, , (C). Pour geN, 1<i<n et 1<j<p, on appelle 4, [i, /] le

qe
coefficient sur la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice 4,,.

On dira qu’une telle suite (Aq )q , converge vers la matrice B = (B[i, j])lggn de M, ,(C) lorsque :
€ 1<j<p ’

Vie[l,n],vje [[i,p]],}]iig/lq [i,/]=B[i\ /]
On notera dans ce cas B =lim 4, . Par exemple, si on pose pour tout entier g>0 :

q—>x©
cos(lj e
4 = g

q
. 24
I+q

2

alors :

1 - 2g ) 10
afu=eo( L] an2)=er a1 4 22)- 2L ima <[ ).
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Préliminaire

On détermine dans ce préliminaire trois résultats qui seront utiles pour les questions 6 et 7 de la
partie L.

Pour la question P.1, le détail des calculs devra figurer sur la copie. Pour les questions P.2 et P.3,
on pourra faire usage de la calculatrice et ne mentionner que les résultats intermédiaires utiles.

On définit les trois matrices 4;, 4, et A3 par :

L1
‘3‘ (1) 14 3 2 6 g i
A== = 6|, 4=-21 3 7T|(ui=-l)etd=|1 = =
2 2 2% -2 -5 22
i
! 11 -1
2

P.1 — Donner les valeurs propres de 4, et justifier que A, est diagonalisable.
P.2 — Donner les valeurs propres de 4, et justifier que A, est diagonalisable.

P.3 — Justifier que 43 est diagonalisable, et donner une matrice inversible P, une matrice
diagonale D telles que P™'4,P = D . Déterminer P~'.

Partie I

Généralités sur les suites matricielles. Etude du cas diagonalisable

1 —Soient S et T deux matrices de M, , (C) et soient (VJ | et (Wq) , » deux suites de matrices de
> ge qge

M., (C) convergentes respectivement vers les matrices S et 7, et soit ALeC. Prouver alors que la

suite (Vq + qu) converge vers S+AT.
geN
2 — Soit » un entier naturel non nul et :

. (Vq )qu une suite de matrices de M, , (C), convergente vers S ;

. (VKI) une suite de matrices de M (C) , convergente vers 7.
geN psr

Prouver alors que la suite (Vqu) | st convergente vers ST.
qe

3 — Soit B une matrice de M, (C). Déduire du 1.2 que si (Aq) . st une suite de matrices de

qe

M, (C), convergente vers B, et si P est une matrice inversible d’ordre n, alors la suite

(P"AqP) converge vers P'BP.

geN

Prouver également que si X et ¥ sont deux matrices colonnes d’ordre 7, alors la suite de matrices

colonnes (AqX +Y ) | converge vers BX+Y.
qe

2/7



4 — On suppose, dans cette question 4 seulement, que A4 est une matrice carrée diagonale d’ordre n,
de coefficients diagonaux Ay,..., A, (qui peuvent étre complexes) :

Pour geN, A7 désigne la g-iéme puissance de 4 :

A" =1,
VgeN, 47" = 4.4

On s’intéresse alors a la suite (Aq) " des puissances de 4.
qe

4.1 — Prouver que si pour tout i € [[l,n]] ona |ki| <1, alors la suite (A") |, converge. Quelle est
qe

sa limite ?

4.2 — Prouver que s’il existe i € [[l,n]] tel que |7»,,| >1, alors la suite (A") , e converge pas.
qe

4.3 — Soit A un nombre complexe de module 1 tel que la suite de nombres complexes (7»‘7) \
qe

converge vers un nombre complexe z.
4.3.1 — Justifier que z # 0.

4.3.2 — En remarquant que la suite (K"“) |, converge aussi vers z, montrer que A =1.
qe

4.3.3 - En déduire que la suite de matrices (Aq) |, converge, si et seulement si :
qe

Vie[[l,n]],(|ki| <lou, :1).

5 — Montrer que si 4€ M, (C) est une matrice carrée diagonalisable, dont chaque valeur propre A

vérifie |7»| <1, alors la suite (A“’) | converge vers la matrice nulle.
qe

6 — Déterminer si les suites de matrices (Alq ) T (Azq ) \ (Af ) , convergent et donner leurs
q< q< q<

limites éventuelles (les 4; sont les trois matrices définies dans la partie préliminaire). On pourra
faire usage de la calculatrice.

7 — Les résultats de cette question 7 ne sont pas utilisés dans la suite du probléeme.

7.1 — Soit une matrice carrée A diagonale d’ordre n, de coefficients diagonaux Aj,..., A,.

51
Montrer que la suite de matrices (S q) définie par: S, = Z—Ak a une limite, notée
qeN q s k!
exp(4), qu’on déterminera.
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7.2 — Montrer que si 4 est une matrice carrée diagonalisable avec 4= PDP™', ou D est une
matrice diagonale (d’ordre n) et PeGL, (C), alors la suite (Sq) " définie par
qe

S, = kZ:;EA" converge vers une matrice notée exp (A) , et que : exp (A) = Pexp (D)P"l .

7.3 — Calculer exp(A3) ou 43 est définie dans le préliminaire (on pourra utiliser la calculatrice

pour faire certains produits matriciels).

Partie I1

Suites arithmético-géométriques matricielles

Etant données 4 M, (C) et Be M,,(C), on définit par récurrence une suite (X q) , de matrices

qe
colonnes d’ordre » par :

X, est une matrice colonne donnée d'ordre n
VgeN,X , =A4X +B

On suppose de plus que 1 n’est pas valeur propre de A4.

1 —Montrer que 4—1 est inversible.

2 — Démontrer qu’il existe une unique matrice colonne S, telle que AS+B=3S.

3 — Prouver alors que :
VgeN,X, =A4"(X,-S)+S.

4 — En déduire que si A est diagonalisable et si toutes les valeurs propres A de 4 vérifient |X| <1,

alors :
lim Xq =5.

q—>©

Partie I11

Application a la diffusion de la chaleur dans une tige

On considére, dans cette partie, une tige homogene découpée en n+2 petits segments de longueurs
identiques, numérotés de 0 a n+1.

| 0 | 1 | | n | n+l |

| | | | | |
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On suppose les segments assez petits pour considérer la température comme constante sur chacun
d’entre eux a un instant donné. On appelle F (k,t) la température a I’instant £~0 du segment

numéroté k avec k [[O,n + 1]]. On fait les hypothéses suivantes :

e Apres un intervalle de temps t > 0 (caractéristique de la longueur des segments et de la matiere de
la tige) la température a I’instant #+t, d’un segment autre que les deux segments extrémes, a pour
température la moyenne des températures a 1’instant ¢ des deux segments adjacents :

VteR",Vke[l,n],F(k,t+7) :%[F(k—l,t)+F(k+1,t)] :

e [e segment numéroté 0 est maintenu a la température de 20° C et le segment numéroté n+1 est
maintenu a la température de 100° C :

VieR",(F(0,t)=20ct F(n+1,)=100).

e On suppose enfin qu’a I’instant 0 le segment numéroté n+1 est a la température de 100° C et que
tous les autres sont a la température de 20° C :

Vk €[0,n],F (k,0)=20
F(n+1,0)=100 '

1 — Donner une matrice carrée 4 d’ordre n, et une matrice colonne Be M, (C) tels que :

F(l,t+1) F(1,1)
VieR", : =A : +B.
F(n,t+r) F(n,t)

2 —Pour geN, on définit la matrice colonne X, par :

F(l,qt)
X = .

q

F (n,qr)
Justifier alors que pour tout entier naturelgona: X , =A4AX_+B.

3 — On suppose n = 4 dans cette question.
3.1 — Ecrire dans l’'un des langages de calcul formel du programme (MAPLE ou
MATHEMATICA par exemple) une procédure permettant de calculer X, en fonction de

q. On indiquera le langage utilisé.

3.2 — Donner, a I’aide de la calculatrice, une valeur numérique de Xjo. On donnera le résultat
avec une précision de 10™" sur chaque coordonnée.

4 — Soit ®eR. On note U, la matrice colonne :
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sin(©)
sin (.2(0) .

®

sin(no)

4.1 — Prouver que : U, =0 < sin(0)=0.

On supposera par la suite que sin((n) #0.
4.2 — Montrer que si A est un réel tel que AU, =AU, alors A =cos(o).
4.3 — Réciproquement, donner les valeurs de o € |0,n| pour lesquelles AU, = cos(w)U,, .

4.4 — En déduire que 4 est diagonalisable et donner une matrice inversible P € GL, (R) et une

matrice diagonale D e M, (R), telles que P~ 4P=D.

Justifier que les valeurs propres de 4 appartiennent a ]-1,1].

5 — A l’aide de la partie II, justifier qu’il existe une unique matrice colonne S telle que S = AS+B5,
puis que lim X = S. Quelle interprétation physique pouvez-vous donner de S ?
g

6 — Déterminer explicitement S. Interprétez le résultat.

Partie IV

Etude de la suite des puissances d’une matrice réelle

A désigne, pour toute la suite, une matrice carrée réelle d’ordre n. On appelle (£,...,E,) la base

canonique de M, (R). On munit M, (R) de son produit scalaire usuel ; on note || X]|= /ixf la

i=1
X
norme de la matrice colonne X =| : | et (X |Y ) le produit scalaire des matrices colonnes X et Y.

X

n

On notera que (X |Y ) ='XY ('X désigne la transposée de X).

1 — Montrer que la suite (Aq) |, converge si et seulement si pour tout k£ € [[l,n]] , la suite (Aqu) \
U qe

de matrices colonnes converge.
On pourra introduire les colonnes C, (q),..., C, (q) de la matrice A°.

2 — En déduire que la suite (Aq) | converge si et seulement si pour toute matrice colonne
qe

X € M, (R) la suite de matrices colonnes (AqX ) , converge.
qe

3 — Démontrer que :
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3.1 - S’il existe k €[0,]] tel que VX e M, (R),|4X|<k|Xx

, alors la suite (A") | converge
qe

vers la matrice nulle.
On pourra établir que VX € M, (R),Vg eN,

x| <k)x].

32 - S’il existe ke]l,+o0] tel que VX e M, (R),[4X|>k[X

, alors la suite (A") , ne
qe

converge pas.

4 — Pour toute matrice colonne X € M, (R), on pose ¢(X)=|4X ||2 Soit g ’endomorphisme

associé a ‘A4 . Montrer que :
VX e M, (R),0(X)= fX’AAX:(X|g(X)).

5 — Justifier que ‘A4 est semblable a une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux seront
notés Aq,...,An.

6 — Prouver qu’il existe une base orthonormale B=(ui,...,u,) de M, (R) de sorte que pour tout

vecteur X de coordonnées (y1,...,),) dans B on ait :

(p(X) = Zkiyiz .
i1

En déduire que les A; sont tous positifs ou nuls.

7 — On pose désormais k, = minA, et k&, = maxA.. Prouver a I’aide de la question 3 que :

I<i<n 1<i<n

7.1 —Si k1< 1, alors la suite (Aq) | converge vers la matrice nulle.
qe

7.2 —Si ko> 1, alors (Aq) , e converge pas.
qe

8 — On reprend la suite (X q) . définie dans la partie II, et on suppose que k; < 1. Montrer que 1

qe

n’est pas valeur propre de 4 et que pour tout entier g on a : ”Xq — S” < (\/k—l)q ||X0 — S||

9 — On reprend les notations de la partie III, avec n = 4. Déterminer a 1’aide de la majoration ci-
dessus un entier g tel que pour g>go on ait ”X . S” <1. En déduire que pour g>¢g, et pour tout

ke[l,n] ona S, —1<F(k,qt)<S,+1 (les Sk désignent les coordonnées de S). Interpréter ce

résultat.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'il a été amené a prendre.

Probléme

La partie I est indépendante de la suite du probleme.

I) A) On considéere I’équation différentielle (E;) : xy' - y = In(x), définie sur Ri .
1) a) Résoudre I’équation homogeéne associée.

b) Déterminer une solution particuliere de I’équation compléte.

¢) Exprimer I’ensemble des solutions de 1’équation (E).

2) Préciser la solution f de I’équation (E;) telle que (1) = 0.
B) On considére 1’équation différentielle (E,) : x2y" - xy' + y = 1 - In(x), définie sur Rj .
1) a) Déterminer une solution de 1’équation homogeéne associée de la forme x >x*, a € R.

b) Chercher une autre solution de 1’équation homogéne associée de la forme : y(x) = K(x)x“, en
donnant a a la valeur trouvée a la question précédente. On montrera que K' vérifie une équation
différentielle du premier ordre.

¢) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation homogéene associée.
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2) a) Vérifier que la fonction y, définie par y,(x) = -1 - In(x) est une solution particuliére de
I’équation (E,).

b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation (E,).
3) Démontrer que la fonction f (définie a la question A) 2)) est I’'unique solution de I’équation (E,)

telle que f(1) =0, £'(1) = 0.

IT) Etude de la fonction f.
1) f est définie sur Ri par: f(x) =x - 1 - In(x).

a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Etudier les branches infinies de f et construire une allure de la représentation graphique.
¢) Déduire de I’¢tude des variations de fque : V x € ]Ri, In(x) <x-1.

2) a) Déterminer une primitive de la fonction f.

1
b) Démontrer que I’intégrale J. f(x) dx converge et la calculer.
0
~+00
¢) Quelle est la nature de I’intégrale : J. f(x) dx ?
1

IIT) Comparaison des moyennes.

a;

1) a) En appliquant I’inégalité montrée a la question II) 1) ¢) aux réels , montrer que mg < m

0
a
b) Dans quel cas a-t-on mg = m, ?

¢) Démontrer que pour tout triplet (x, y, z) de réels, on a :

X4y222 + )(2y422 + X2y224 —4X2y2x2 +1>0.
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) . . I 1 1
2) a) En appliquant 1’inégalité vue en III 1) a) aux réels —, —, ..... , — , montrer que my < my.
a

1 a2 an
b) Dans quels cas a-t-on mj, = mg ?
¢) Déduire des questions précédentes que my, < m .
En déduire que, pour tous nombres réels strictement positifs xj ,......... Xp,ona:
1 1 1
(X + e +X N—+—+...... +—)>n2
X X X,

IV) Applications.

1) Déduire de ’inégalitt mg < m, : Vne N*, Yn! < DTH
-k

2) a) Montrer que pour tout entier k > 2, 1 < J. .
k-1 X

n
‘4 . 1 " dx
b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : Z m <1+ j —
1 X
k=
g ) n n
¢) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : m <%n!.
+In(n

3) a) En déduire la limite de /n! quand n tend vers I’infini.

n

b) Montrer que la suite (an )n N de terme général est bornée et en donner un encadrement

a I’aide des questions précédentes.

4) a) Démontrer que la suite de terme général /n! est croissante (on pourra considérer la suite de
terme général In(X/n!).

b) Quelle est la nature de la série de terme général

",
>

Vn!
V) Détermination d’un équivalent de !,

1) a) k est un entier naturel supérieur ou égal a 2. Déterminer un encadrement de In(k) par deux
intégrales de la fonction In.
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n+l

n n
b) En déduire - I In(t)dt < Zln(k) < j In(t)dt.
1 1
k=1

¢) En déduire un équivalent de Yn! quand n tend vers I’infini.

1 ot 1
(n!)l/n (n!)Z/n :

2) Déterminer la nature des séries de termes généraux :

Fin de I'énoncé
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N.B.:

Les calculatrices sont autorisées

k ok ok ok ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k ok ok ok ok
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Exercice 1

1) Etude d’une famille de fonctions

On considere les fonctions f, , ou « est un réel fixé, définies par :

[6%4

Ve €] —1,400], faolz)= T2

—1In(1 + 2)

a) Etudier les variations des fonctions f, sur | — 1, +00[. On précisera les limites de f,
aux bornes de l'intervalle | — 1, +o00].

b) Déterminer les fonctions f, admettant un extremum local, et étudier le signe de f,
en ce point.

c) Déterminer le nombre de solutions z > —1 de I'équation f,(z) = 0.

2) Etude d’une fonction particuliere

2x
1+=z

On pose désormais f = fy, soit : Vo €] — 1, +oo[, f(z) = —In(1+ z)

a) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet exactement deux solutions a et b sur
| — 1, 400[, vérifiant : —1 < a < b.
Donner une valeur approchée de b & 1072 pres.

b) Montrer que 'équation f(z) = x admet exactement une solution ¢ > —1.

c) Montrer que : Vo > —1, f(z) < z.

3) Etude d’une suite récurrente

On considere la suite récurrente u = (uy,)nen, définie par

up €] — 1, 4+o00]
2uy,

vnENa unJrl:f(un): 1+u _1n(1+un)

a) On pose I = [0, 1]. Montrer que I est stable par f.
b) Soit ug € I fixé. Montrer que la suite u est bien définie, et que ¥n > 0, u, € I.
c) Montrer que la suite u est monotone.

d) Démontrer que la suite u converge vers une limite .
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e) Déterminer la valeur de ¢.

4) Etude d’une série numérique
Soit la série numérique Z f (1) On pose S, = i f (1>
n>1 N ‘ ' o \k |

a) Montrer que : Vk € N*, In(k+ 1) —Ink <

2 1

b) En dédui Vke N*, —— — —
) En déduire que € ET1 R
f

1
c) Quelle est la nature de la série <—
n

>1

5) Etude d’une nouvelle fonction

p(0) =0 X
Vi #£0, o(t) = 7 In(1 + %)
a) Montrer que ¢ est de classe C*> sur R.
b) Pour t # 0, exprimer ¢'(¢) a I'aide de la fonction f.
c) Soit ® définie par ¢(x) = / (t)dt.
0
i) Quel est le domaine de définition de ® ?

ii) Montrer que ® est paire.

Soit la fonction ¢ définie sur R par : {

2
d) i) Soit z € [1, +o0], calculer/ ;lntdt.
1

ii) En déduire : Vo > 1, ®(z) — (1) = (Inz)’ +/1 7 in (1 + t—Q) ds.

iii) Justifier rapidement l'inégalité : Vo > 0, In(1 4+ z) < z, et en déduire :

*q 1
vszog/ gln(1+t—2>dt§1
1

e) Donner un équivalent simple de ®(x) en +oo.

+o00o
f) Quelle est la nature de l'intégrale impropre / p(t)dt?
0

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 2

1) Recherche du Développement en Série de Fourier d’une fonction a 1’aide de
séries entieres

Dans tout I'exercice on désigne par f I’application définie par

a)
b)

d)

f)

g)

B 1
~ 8cosx — 17

/()

Justifier rapidement que f est de classe C* sur R.

On pose X = €. Montrer qu'il existe une fonction rationnelle F telle que
Ve e R, f(x) = F(X)

On rappelle qu’une fonction rationnelle est un rapport de deux fonctions polynomes.

On considere F' la fonction rationnelle déterminée a la question précédente. On note
D(F) le domaine de définition de F', avec D(F) C C. Déterminer (a,b,r;,75) € R*
tels que :

a b

rn —z To — 2

V2 € D(F), F(z) =

Montrer qu’il existe deux séries entieres S; et Sy de rayon de convergence R > T,
telles que :

si % <|z] <R, F(2)=5i(2) + Sa(z7")

A partir de la décomposition précédente, déterminer une suite (u,)nen, telle que :
+oo
Ve e R, f(x) = Z Uy, cos(nx)
n=0

Etudier la convergence de la série de Fourier de f et préciser la valeur de la somme.
On ne demande pas de calculer explicitement la série de Fourier de f.

D’apres la question 1.e), quelle hypothese peut-on émettre sur 'expression des co-
efficients de la série de Fourier de f 7
On ne demande pas de vérifier cette hypothese, c’est l'objectif de la suite du probleme.
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2) Propriétés des coefficients de Fourier

1 s
Pour tout entier naturel n on note : a, = — / f(t) cos(nt)dt
™ —T

11—t Py x
—— out=tan—.
. o o o oy 2
Exprimer a; a l'aide de ag et d'une intégrale tres simple a calculer, puis déterminer

la valeur de a;.

a) Calculer ag. On utilisera le changement de variable : cosz =

b) Simplifier 'expression 4 cos(nz)+4 cos [(n+2)z] en faisant apparaitre cos [(n+1)z].
En déduire une expression de

4 cos(nz) + 4cos [(n + 2)z] — 17 cos [(n + 1)z]

en fonction de cos [(n + 1)z]et cosz.
En déduire une relation de récurrence liant a,, 12, a,11 €t a,.

17
oo
¢) En posant X,, = (CLZH), montrer que 'on a : Vn € N, X, = ( i ) X,

n 0
1w
d) Montrer que M = ( ‘11 0 > est diagonalisable, et en déduire une expression de

X,, en fonction de n.

e) L’hypothese de la question 1.g) est-elle vérifiée ?

3) Calcul de sommes numériques

a) A laide de la série de Fourier de f calculer les sommes numériques suivantes :

+00 1 +00 1 n
Y 2 (%)

n=1 n=1

b) Vérifier les résultats précédents a I'aide de séries entieres ou numériques de référence.

Tournez la page S.V.P.
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Probléeme

d
On rappelle que si on a P = Z a, X" un polynéme avec aq # 0, alors d est le degré de P et aq

k=0
est le coeflicient dominant de P.

Un polynome est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
Soit n € N fixé dans tout le probleme. On rappelle que R,,[ X | désigne 1’ensemble des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

A tout polynéme P de R,[X], on associe ¢(P) donné par

$(P) = P" —2XP

Partie I. Un endomorphisme de R, [X].

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2) Ecrire sa matrice M dans la base canonique B, = (1, X, ..., X") de R, [X].
3) On diagonalise ici l’endomorphisme ¢.
a) Montrer que ¢ est diagonalisable. Donner les valeurs propres de ¢.
b) En déduire que pour tout entier p € {0,...,n}, il existe un unique polynéme H, de

R,,[X] unitaire, tel que
¢(H,) = =2pH, ()

4) On se place (uniquement dans cette question) dans le cas particulier n = 3.
Ecrire la matrice M dans ce cas particulier, et donner alors Hy, Hq, Hy et Hs.
5) Soit p € {0,...,n}. Notons d =deg(H,).
d—1
En écrivant H, = Z apX® + X% et en utilisant (%), montrer que
k=0

pp—1)

deg(H,) =p, ap-1=0, apo=— 1
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Partie II. Une structure euclidienne sur R,[X].

Pour tous polynomes P et () de R, [X], on pose

+o00o
<P Q >= / P(2)Q(z)e ™ dx

e}

1) Montrer que < . ,. > est un produit scalaire sur R,,[X].
2

2) a) Soient P et @ deux polynomes de R,,[X]. Calculer la dérivée de x +— P’(x)e™"".
Montrer que
<o(P),Q>=—-<P,Q >

b) En déduire que pour tous polynomes P et @) de R, [X],
<¢(P),Q >=< P, ¢(Q) >

c) Quelle est la nature de 'endomorphisme ¢ dans I'espace euclidien (R, [X], < .,.>)?
3) Une base orthogonale de lespace euclidien (R,[X], < .,.>).
a) Soient p et ¢ deux entiers dans {0,...,n}. Déduire de I1.2b que :

(p#q) =< H, H;,>=0
b) En déduire que (Hy,..., H,) est une base orthogonale de R, [X].
4) Soit p € {1,...,n}. Montrer que H, € (R, 1[X])*.

Partie III. Quelques propriétés des polynomes H,.

1) On établit ici une relation de récurrence sur les polynomes H,.
Soit p € {0,...,n}.
a) Soient P, @, R trois polynémes de R,,[X]|. Montrer que

< PQ,R>=< P,QR >
b) On suppose p > 2. Montrer que pour tout ) € R,_5[X], on a
<XH,Q>=0, puis <H,y —XH,Q>=0

c) Justifier I'existence d’un p + l-uplet (ay, ..., q,) € RFF! tel que

p
Hypp — XH, = apHy

k=0

Tournez la page S.V.P.
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d) En utilisant 1.5 et III.1b, montrer que :

\le S {]_, e 77’L}, 2Hp+1 - 2XHp —|—pHp_1 =0

2) Montrer alors que si p est pair, alors H, est pair, et que si p est impair, alors H, est
impair.
3) On calcule ici la dérivée de H,.
a) Soit p € {2,...,n}. Montrer que pour tout polynome @ € R, »[X], < H,,Q >= 0.

b) En déduire, en décomposant H, suivant la base (Ho, ..., H,), que
Vpe{l,...,n}, H,=pH,

4) On pose Uy = 1, et pour tout p € {1,...,n}:

dp

() = exp(a®)

[exp(—2?)]

a) Montrer que U, est un polynéome de degré p. Calculer son coefficient dominant.

7

b) Calculer U)(z) et U)/(z) en fonction de —[exp(—x?)], 7 € {p,p+ 1,p + 2}.

It

¢) En déduire que

Fin de I’énoncé



N.B.:

Les calculatrices sont autorisées

k ok ok ok ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k ok ok ok ok
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Exercice 1

1) Etude d’une famille de fonctions

On considere les fonctions f, , ou « est un réel fixé, définies par :

[6%4

Ve €] —1,400], faolz)= T2

—1In(1 + 2)

a) Etudier les variations des fonctions f, sur | — 1, +00[. On précisera les limites de f,
aux bornes de l'intervalle | — 1, +o00].

b) Déterminer les fonctions f, admettant un extremum local, et étudier le signe de f,
en ce point.

c) Déterminer le nombre de solutions z > —1 de I'équation f,(z) = 0.

2) Etude d’une fonction particuliere

2x
1+=z

On pose désormais f = fy, soit : Vo €] — 1, +oo[, f(z) = —In(1+ z)

a) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet exactement deux solutions a et b sur
| — 1, 400[, vérifiant : —1 < a < b.
Donner une valeur approchée de b & 1072 pres.

b) Montrer que 'équation f(z) = x admet exactement une solution ¢ > —1.

c) Montrer que : Vo > —1, f(z) < z.

3) Etude d’une suite récurrente

On considere la suite récurrente u = (uy,)nen, définie par

up €] — 1, 4+o00]
2uy,

vnENa unJrl:f(un): 1+u _1n(1+un)

a) On pose I = [0, 1]. Montrer que I est stable par f.
b) Soit ug € I fixé. Montrer que la suite u est bien définie, et que ¥n > 0, u, € I.
c) Montrer que la suite u est monotone.

d) Démontrer que la suite u converge vers une limite .
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e) Déterminer la valeur de ¢.

4) Etude d’une série numérique
Soit la série numérique Z f (1) On pose S, = i f (1>
n>1 N ‘ ' o \k |

a) Montrer que : Vk € N*, In(k+ 1) —Ink <

2 1

b) En dédui Vke N*, —— — —
) En déduire que € ET1 R
f

1
c) Quelle est la nature de la série <—
n

>1

5) Etude d’une nouvelle fonction

p(0) =0 X
Vi #£0, o(t) = 7 In(1 + %)
a) Montrer que ¢ est de classe C*> sur R.
b) Pour t # 0, exprimer ¢'(¢) a I'aide de la fonction f.
c) Soit ® définie par ¢(x) = / (t)dt.
0
i) Quel est le domaine de définition de ® ?

ii) Montrer que ® est paire.

Soit la fonction ¢ définie sur R par : {

2
d) i) Soit z € [1, +o0], calculer/ ;lntdt.
1

ii) En déduire : Vo > 1, ®(z) — (1) = (Inz)’ +/1 7 in (1 + t—Q) ds.

iii) Justifier rapidement l'inégalité : Vo > 0, In(1 4+ z) < z, et en déduire :

*q 1
vszog/ gln(1+t—2>dt§1
1

e) Donner un équivalent simple de ®(x) en +oo.

+o00o
f) Quelle est la nature de l'intégrale impropre / p(t)dt?
0

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 2

1) Recherche du Développement en Série de Fourier d’une fonction a 1’aide de
séries entieres

Dans tout I'exercice on désigne par f I’application définie par

a)
b)

d)

f)

g)

B 1
~ 8cosx — 17

/()

Justifier rapidement que f est de classe C* sur R.

On pose X = €. Montrer qu'il existe une fonction rationnelle F telle que
Ve e R, f(x) = F(X)

On rappelle qu’une fonction rationnelle est un rapport de deux fonctions polynomes.

On considere F' la fonction rationnelle déterminée a la question précédente. On note
D(F) le domaine de définition de F', avec D(F) C C. Déterminer (a,b,r;,75) € R*
tels que :

a b

rn —z To — 2

V2 € D(F), F(z) =

Montrer qu’il existe deux séries entieres S; et Sy de rayon de convergence R > T,
telles que :

si % <|z] <R, F(2)=5i(2) + Sa(z7")

A partir de la décomposition précédente, déterminer une suite (u,)nen, telle que :
+oo
Ve e R, f(x) = Z Uy, cos(nx)
n=0

Etudier la convergence de la série de Fourier de f et préciser la valeur de la somme.
On ne demande pas de calculer explicitement la série de Fourier de f.

D’apres la question 1.e), quelle hypothese peut-on émettre sur 'expression des co-
efficients de la série de Fourier de f 7
On ne demande pas de vérifier cette hypothese, c’est l'objectif de la suite du probleme.
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2) Propriétés des coefficients de Fourier

1 s
Pour tout entier naturel n on note : a, = — / f(t) cos(nt)dt
™ —T

11—t Py x
—— out=tan—.
. o o o oy 2
Exprimer a; a l'aide de ag et d'une intégrale tres simple a calculer, puis déterminer

la valeur de a;.

a) Calculer ag. On utilisera le changement de variable : cosz =

b) Simplifier 'expression 4 cos(nz)+4 cos [(n+2)z] en faisant apparaitre cos [(n+1)z].
En déduire une expression de

4 cos(nz) + 4cos [(n + 2)z] — 17 cos [(n + 1)z]

en fonction de cos [(n + 1)z]et cosz.
En déduire une relation de récurrence liant a,, 12, a,11 €t a,.

17
oo
¢) En posant X,, = (CLZH), montrer que 'on a : Vn € N, X, = ( i ) X,

n 0
1w
d) Montrer que M = ( ‘11 0 > est diagonalisable, et en déduire une expression de

X,, en fonction de n.

e) L’hypothese de la question 1.g) est-elle vérifiée ?

3) Calcul de sommes numériques

a) A laide de la série de Fourier de f calculer les sommes numériques suivantes :

+00 1 +00 1 n
Y 2 (%)

n=1 n=1

b) Vérifier les résultats précédents a I'aide de séries entieres ou numériques de référence.

Tournez la page S.V.P.
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Probléeme

d
On rappelle que si on a P = Z a, X" un polynéme avec aq # 0, alors d est le degré de P et aq

k=0
est le coeflicient dominant de P.

Un polynome est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
Soit n € N fixé dans tout le probleme. On rappelle que R,,[ X | désigne 1’ensemble des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

A tout polynéme P de R,[X], on associe ¢(P) donné par

$(P) = P" —2XP

Partie I. Un endomorphisme de R, [X].

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2) Ecrire sa matrice M dans la base canonique B, = (1, X, ..., X") de R, [X].
3) On diagonalise ici l’endomorphisme ¢.
a) Montrer que ¢ est diagonalisable. Donner les valeurs propres de ¢.
b) En déduire que pour tout entier p € {0,...,n}, il existe un unique polynéme H, de

R,,[X] unitaire, tel que
¢(H,) = =2pH, ()

4) On se place (uniquement dans cette question) dans le cas particulier n = 3.
Ecrire la matrice M dans ce cas particulier, et donner alors Hy, Hq, Hy et Hs.
5) Soit p € {0,...,n}. Notons d =deg(H,).
d—1
En écrivant H, = Z apX® + X% et en utilisant (%), montrer que
k=0

pp—1)

deg(H,) =p, ap-1=0, apo=— 1
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Partie II. Une structure euclidienne sur R,[X].

Pour tous polynomes P et () de R, [X], on pose

+o00o
<P Q >= / P(2)Q(z)e ™ dx

e}

1) Montrer que < . ,. > est un produit scalaire sur R,,[X].
2

2) a) Soient P et @ deux polynomes de R,,[X]. Calculer la dérivée de x +— P’(x)e™"".
Montrer que
<o(P),Q>=—-<P,Q >

b) En déduire que pour tous polynomes P et @) de R, [X],
<¢(P),Q >=< P, ¢(Q) >

c) Quelle est la nature de 'endomorphisme ¢ dans I'espace euclidien (R, [X], < .,.>)?
3) Une base orthogonale de lespace euclidien (R,[X], < .,.>).
a) Soient p et ¢ deux entiers dans {0,...,n}. Déduire de I1.2b que :

(p#q) =< H, H;,>=0
b) En déduire que (Hy,..., H,) est une base orthogonale de R, [X].
4) Soit p € {1,...,n}. Montrer que H, € (R, 1[X])*.

Partie III. Quelques propriétés des polynomes H,.

1) On établit ici une relation de récurrence sur les polynomes H,.
Soit p € {0,...,n}.
a) Soient P, @, R trois polynémes de R,,[X]|. Montrer que

< PQ,R>=< P,QR >
b) On suppose p > 2. Montrer que pour tout ) € R,_5[X], on a
<XH,Q>=0, puis <H,y —XH,Q>=0

c) Justifier I'existence d’un p + l-uplet (ay, ..., q,) € RFF! tel que

p
Hypp — XH, = apHy

k=0

Tournez la page S.V.P.
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d) En utilisant 1.5 et III.1b, montrer que :

\le S {]_, e 77’L}, 2Hp+1 - 2XHp —|—pHp_1 =0

2) Montrer alors que si p est pair, alors H, est pair, et que si p est impair, alors H, est
impair.
3) On calcule ici la dérivée de H,.
a) Soit p € {2,...,n}. Montrer que pour tout polynome @ € R, »[X], < H,,Q >= 0.

b) En déduire, en décomposant H, suivant la base (Ho, ..., H,), que
Vpe{l,...,n}, H,=pH,

4) On pose Uy = 1, et pour tout p € {1,...,n}:

dp

() = exp(a®)

[exp(—2?)]

a) Montrer que U, est un polynéome de degré p. Calculer son coefficient dominant.

7

b) Calculer U)(z) et U)/(z) en fonction de —[exp(—x?)], 7 € {p,p+ 1,p + 2}.

It

¢) En déduire que

Fin de I’énoncé
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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE — FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
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NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Le sujet est composé d’un exercice et d’un probleme indépendants.

EXERCICE

X+y
(1+x)(1+y?) "
a. On pose F =[0,1]x[0,1], justifier que la fonction f est bornée sur F et y atteint sa borne

On consideére la fonction f: R* — R définie par: f(x,y) =

supérieure. On pose alors M = sup f(x, y).
(x, y)eF

b. Montrer que si la borne supérieure est atteinte en un point de I'ouvert Q=]0,1[x]0,1]

W3
.

alors nécessairement M =

¢. Déterminer le maximum de la fonction f'sur la frontiére de F et le comparer a % (on pourra
utiliser la calculatrice).

Déterminer M.
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PROBLEME : ECHANGES DE LIMITES ET D’INTEGRALES

Toutes les fonctions de ce probléme sont a valeurs réelles.

PARTIE PRELIMINAIRE

Les résultats de cette partie seront utilisés plusieurs fois dans le probléeme.
1. Fonction Gamma d’Euler
a. Soit x € | 0, + oo, montrer que la fonction ¢ e~ £* est intégrable sur 10, +oof .
+0
On pose, pour x € ] 0, + oo[, I'x) = j et de
0
b. Déterminer, pour x € ] 0, + oo[, une relation entre ['(x+1) et I'(x) et en déduire I'(n) pour

tout entier naturel non nul #.

2. Fonction zéta de Riemann

+00

On rappelle que la fonction zéta est définie sur ] 1, + oo[ par {(x) = lx .
n=1
r’ '
On connait {(2) = o {4 = 90 on sait que pour p entier pair, ¢ (p) est de la forme g z»

ou ¢ est un rationnel ; il a ét¢é démontré que certains ¢(p) pour p entiers impairs sont

irrationnels mais on ne sait pas s’ils le sont tous.
On se propose de rechercher des valeurs approchées de ces réels g“ ( p)

k= n+1

Prouver que, pour n entier naturel non nul et x réel x >1, R (x) < W .
x—Dn

b. On fixe l’entier p>2 et un réel ¢>0. Indiquer une valeur de n pour laquelle on a

Z——c

¢. Donner, en utilisant la calculatrice, une valeur approchée de £(7) a 10~ pres.

PREMIERE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS

Préliminaire : Dans les questions 3 a 5 suivantes, on n’utilisera pas pour les démonstrations le
théoréme de convergence dominée, énoncé a la question 6.

3. Théoréme de convergence uniforme pour les suites de fonctions
Démontrer le théoréme suivant que 1’on notera TH 1 :
si (f,) est une suite de fonctions continues sur le segment [a, b] qui converge uniformément

vers une fonction f sur [a, b], alors, la suite de réels U‘ f, (%) dx] converge vers le réel

J:f(x) d .
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b
On commencera par donner un sens a I’intégrale j f(x) dx juste en énongant un théoréme.
a

Exemples et contre-exemples
a. Déterminer une suite (f,) de fonctions continues et affines par morceaux sur le segment

[O, 1] qui converge simplement mais non uniformément vers une fonction f sur [O, 1] et telle
1 1

que la suite de réels [I f, (%) de ne converge pas vers le réel I f(x)dx.
0 0

Remarque : on peut se contenter d’une vision graphique et, dans ce cas, il est inutile
d’exprimer f, (x), mais on attend une justification des deux propriétés demandées.

b. Si (f,) est une suite de fonctions continues sur le segment [0, 1], démontrer qu’il est
1 1

possible que la suite de réels ( J- £, (x) dxj converge vers le réel I f(x)dx sans que la
0 0

convergence de la suite de fonctions (f,) ne soit uniforme sur [O, 1].

Cas d’un intervalle quelconque
a. Montrer & I’aide de la suite de fonctions (f,),., définies sur I =[0, + o[ par

()=

que le TH 1 n’est pas vrai si on remplace I’intervalle [a, b] par un intervalle / non borné.

=X

x"e
|

n:

Remarque : on pourra utiliser la formule de Stirling sans la démontrer.
b. Nous allons prouver que le TH 1 est vrai sur un intervalle borné 1.
On considere (f,) une suite de fonctions continues et intégrables sur / intervalle borné, qui

converge uniformément vers une fonction f'sur /.
i. Justifier DPexistence d’un entier naturel p tel que, pour tout réel xel,

| f (x)| <1+ ‘ f, (x)‘ et en déduire que fest intégrable sur /.
ii. Montrer que la suite de réels [I f, (%) de converge vers le réel J f(x) dx. On notera
1 1

¢ (I) lalongueur de I’intervalle /.

Théoréme de convergence dominée pour les suites de fonctions

On rappelle le théoréme suivant que 1’on notera TH 2 :

si (f,) est une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle / qui converge
simplement sur / vers une fonction f continue par morceaux sur / et s’il existe une fonction ¢
continue par morceaux et intégrable sur / telle que, pour tout entier naturel n et tout réel x e [ :

£, (x)| < @(x) alors, la fonction f est intégrable sur / et la suite de réels [ J f, (%) dxj converge
1

vers le réel J- f(x)dx.
1
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a. Rappeler pourquoi il est inutile de vérifier, lorsqu’on utilise ce TH 2, que les fonctions f
sont intégrables sur / et justifier que f'est intégrable sur /.
b. Exemples
i. Montrer a I’aide d’un exemple simple que ce théoréme peut étre pratique sur un
segment / sur lequel la suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément vers la

fonction f.
S (%)

ii. Calculer lim
n—>+0 o 1+ X2

DEUXIEME PARTIE : SERIES DE FONCTIONS
7. Théoréme de convergence uniforme pour les séries de fonctions
Justifier, simplement, a 1’aide du TH 1 le théoréme suivant que 1’on notera TH 3 :

si E £, est une série de fonctions continues sur le segment [a, b] qui converge uniformément

b
sur [a, b], alors, la série de réels ZI £, (x) dx converge et :

S hewae=[ [ r0o]ar

n=0 n=0

8. Application : séries trigonométriques et séries de Fourier
On  appellera  série  trigonométrique une série de  fonctions du  type
a . N . .
70 + E [an cos(nx)+b, sm(nx)] ou (a,) et (b,) sont deux suites de réels.
La série de Fourier d’une fonction 27 -périodique et continue par morceaux sur R est donc
une série trigonométrique.

nxl

a. Montrer qu'une série trigonométrique n’est pas toujours la série de Fourier d’une fonction
27 -périodique et continue par morceaux sur R.

Pour cela, utiliser la série de fonctions E sin(nx) avec le théoréme de Parseval que

1
n>1 \/;
I’on commencera par énoncer.
b. Montrer qu’une série trigonométrique qui converge uniformément sur R est la série de
Fourier d’une fonction 27 -périodique et continue sur R .
On utilisera sans démonstration les résultats classiques pour n et p entiers naturels :

27 iz ] 0 si n#p
I cos(px)cos(nx) dx = I sin( px)sin(nx) dx =
0

0 7 sin=p#0

2z
et J' sin( px)cos(nx) dx =0.

0
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9.

Intégration terme a terme d’une série de fonctions
On rappelle le théoréme suivant que 1’on notera TH 4 :

si E f,, est une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur un intervalle /

qui converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur / telle que la série

ZJ. | £, (x)| dx converge, alors f est intégrable sur /, la série ZJ. f,(x) dx converge et
1 1

n=0

ijlmx)dx:j] [ifn(x)de-

Application : théoréme de Hardy

On suppose que E a, estune série de réels absolument convergente.

n
n

n!

a. Montrer que la série de fonctions E converge simplement vers une fonction f

n=0
continue sur R .
b. Montrer que la fonction xr> f(x)e™ est intégrable sur [0,+oo] et exprimer

+00
I f(x) e dx comme la somme d’une série numérique.
0

10. Cas ou les théorémes TH 3 et TH 4 ne s’appliquent pas

a. Montrer que, la série de fonctions Z(—l)”x” ne converge pas uniformément sur
n=0
I’intervalle borné¢ [ = [O, 1[ (donc les hypothéses du théoreme TH 3 ne sont pas toutes
vérifiées).

b. Montrer que, pour la série de fonctions Z(—l)”x” sur [ =[0, 1[, les hypothéses du
n=0
théoréme TH 4 ne sont pas toutes vérifiées.
1

¢. Montrer que, néanmoins, E J' (—=D"x" dx converge et :

n=0 0

+ZUQJ‘OI(—l)"x" dx = Iol (i(—l)"x”] dr.

n=0 n=0

11. Théoréme de convergence monotone

Soit E /., une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur un intervalle / qui

converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur /.
On suppose que toutes les fonctions f, sont positives sur / et que la fonction f est intégrable

sur /.
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On pose, pour tout entier naturel » nonnul et tout xe 7, S, (x) = Z S (x).

k=0
Montrer que la suite de fonctions (S,) vérifie les hypotheses du théoréme de convergence
dominée TH 2, et en déduire que :

la série Zj f,(x) dx converge et ij. f,(x)dx = J. [i f, (x)} dx .

n=0

12. Application a la physique
+00 3

de.

a. Calculer, apres avoir justifié son existence, I’intégrale I =
o e —

On détaillera toutes les étapes et on pourra remarquer que, pour fe€ ]0, +oo[, on a

1 e’

e —1 l-e'’

Cette intégrale intervient notamment dans la théorie du rayonnement du corps noir.
La loi de Planck donne I’expression de la densité spectrale d’énergie électromagnétique u,

rayonnée par le corps noir, en fonction de la longueur d’onde par la formule :
8rhc 1

u =
g 2 hc
exp -1
ky AT

ou & et k, sont les constantes de Planck et de Boltzmann, c la célérité de la lumiére dans le vide, 4

la longueur d’onde et 7' la température.
Ainsi, la densité volumique totale d’énergie électromagnétique u (rayonnée sur tout le spectre des

+00
longueurs d’onde) s’écrit : u = J u, dAi.
0

Si on note M I’exitance totale d’un corps noir on sait que M et u sont liés par la relation M = Zu .

27 (ky)*

b. Démontrer la loi de Stefan: M = T* ol o = e
c

13. Généralisation

+oo g x—1
a. Exprimer de méme pour x réel x > 1, I’intégrale I = dr en fonction de I'(x) et {(x).
0o e —
+o0 +00 t6
b. En déduire la valeur de J. " dr¢ et une valeur approchée de I = dr.
0o e — 0o e —

Fin de I’énoncé.
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Les calculatrices sont autorisées.
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NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

% sk ok

Groupes d’isométries sur R”

Notations

Dans ce sujet, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on note :

E Iespace vectoriel R" et B=(eg,,...,¢,) sa base canonique

<-,-> le produit scalaire canonique sur E: si x=(x,..,x,) et y=(»,..,»,) sont deux

Ay

vecteurs de E, ona <x,y>='XY = Zx,, ¥, ou X et Y sont les matrices colonnes des vecteurs x et
i=1
y dans la base B (B est donc une base orthonormale pour <-,->)

L(FE) la R-algebre des endomorphismes de £
(GL(E),°) le groupe des automorphismes de £

M,, (]R) le R-espace vectoriel des matrices a n lignes et une colonne

M, (R) la R-algébre des matrices carrées réelles de taille n

GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M, (R)

pour une matrice 4 de M, (R) , 'A est sa matrice transposée

O, (R) le groupe des matrices orthogonales, ¢’est-a-dire des matrices 4 de M, (R) vérifiant

‘4A=1, ou I, est la matrice unité de M, (R)
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S "(R) I’ensemble des matrices symétriques définies positives de Mn(R), c’est-a-dire des

matrices 4 de S, (R) vérifiant : pour toute matrice X € M, , (R) non nulle, ‘XAX >0.

Si x,,x,,...,x, sont des réels, on note diag(x,,x,,...,x,) la matrice diagonale de M (R) qui admet

pour coefficients diagonaux les réels x,,x,,...,x, dans cet ordre.
Si p est un réel supérieur ou égal a 1, on note || . ||p la norme p sur E :

1

n b )P

x, = 2=l ]
i=1

On note || - ”m la norme infinie sur £ : si x=(x,,...,x,) € E,

si x=(x1,...,xn)eE,

x|, = maxlx|.
0

1<i<n

Une norme N sur E est dite euclidienne s’il existe un produit scalaire ¢ sur E tel que pour tout

xeE, N(x)=\p(x,x).

Objectifs
Si N est une norme sur £, on dit qu’un endomorphisme u € £(E) est une N-isométrie si pour tout

xek, N(u(x)):N(x).

On note Isom(N) I’ensemble des N-isométries.

L’objectif du probléme est de déterminer le nombre d’éléments de Isom(/N) dans le cas des normes
euclidiennes puis des normes p.

I. Description des normes euclidiennes
1. Identité du parallélogramme

a. Montrer que si N est une norme euclidienne alors elle vérifie I’identité du parallélogramme,
c’est-a-dire pour tous vecteurs x et y de £, on a

(NGe+ ) +(NGe=p)) =2 (V@) + (V) |-
En déduire que la norme || . ||OO n’est pas euclidienne.
b. Justifier que la norme || . ||2 est euclidienne puis montrer que pour p # 2, la norme || . ||p n’est

pas euclidienne.

2. Soit SeS ™ (R).

X i
Si x=(x,...,x,) et y=(»,...,»,) sont deux vecteurs de £, onnote X =| i |et Y =| i |les

>n
xn y"l
matrices colonnes associées. Montrer que si I’on pose < x,y >,="'XSY , alors <-,->, définit un

produit scalaire sur E.
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II.

Soit @ un produit scalaire sur £ et S la matrice de coefficients (go(ei,e j)). Justifier que pour

tous vecteurs x ety de £ ¢(x,y)='XSY etque SeS, (R).

On a donc montré que ¢ = <-,->,.

Toute norme euclidienne peut donc s’écrire sous la forme N :x V' XSX avec Se€S, " (R)
ou X désigne la matrice colonne associée a x.

Quelques généralités et exemples

Soit N une norme sur E.

Montrer que (Isom(N),°) est un sous-groupe de GL(E).

Une caractérisation géométrique des N-isométries
On note X(N)={x e E, N(x) =1}, la sphére unité pour N.

Soit u € £(E) . Montrer que u est une N-isométrie si et seulement si u (Z(N )) =Z(N).

Le groupe des N-isométries est donc 1’ensemble des endomorphismes laissant stable la N-
sphere unité.

Dans cette question uniquement n =2 et donc £ =R”.
On note s la symétrie orthogonale par rapport a la droite D= Vect{e, —e,} ou (¢,e,) est la

base canonique de R” et r la rotation vectorielle d’angle 3
Les endomorphismes s et » sont-ils des || . ||1 -isométries ?
Dans cette question uniquement n =3 et donc £ =R".

Si (x,y,z)eR’, on pose ¢q(x,y,z)=3x"+2y"+3z°—-2xz, ce qui définit une forme
quadratique g.

X

a. On note X =|y|, déterminer une matrice symétrique SeM,(R), telle que
z
q(x,y,z)="XSX .

b. Déterminer une matrice P e O;(R) et une matrice diagonale D e M,(R) telles que
S=PD'P.

c. Justifier alors que I’application N, : (x,,2z) > {/q(x,y,z) est une norme euclidienne sur
R*.

d. Déterminer la nature géométrique de la quadrique 2.(N,), la sphere unité pour la norme N,

et en donner une équation simple dans une nouvelle base.
e. Justifier que 2(N,) est une surface de révolution, préciser un vecteur qui dirige son axe.

f. Déduire de la question 5, par une considération géométrique, que Isom(N q) a une infinité

d’éléments.
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III. Etude de Isom(V) lorsque N est une norme euclidienne

10.

11.

Si ue £(E),onnote [u], lamatrice de u dans la base B.
Si N est une norme, on note ISOM(N) = {[u]B ,UE Isom(N)} . L’ensemble ISOM(N) est par

construction un groupe isomorphe a Isom(N ), c’est « sa version matricielle ».

Caractérisation matricielle des isométries euclidiennes

a. Soit SeS,”(R), N, la norme euclidienne associée et <-,->¢ le produit scalaire associé.
Soit ue £L(E).
Montrer que u est une N, -isométrie si et seulement si pour tous vecteurs x et y de E, on a
<u(x),u(y) >g=<x,y>;.

b. En déduire que u est une N,-isométrie si et seulement si sa matrice 4 dans B vérifie
"ASA=S.

Reconnaitre alors ISOM(||-||2). Que peut-on dire du nombre d’éléments de ISOM(||-||2) ?

Justifier votre réponse.

Une application des polynomes interpolateurs
R [X] désigne le R -espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou

égal ar.
On se donne r+1 réels x, <x, <...<x, .

On considére I’application linéaire u de R [X] vers R™' définie par

P (P(x,),P(x),..P(x,)).

a. Déterminer le noyau de u . En déduire que pour tous réels y,,»;,...,»,, il existe un unique
polynome L de R [X] tel que pour tout ie{O,...,r}, L(x;)=y, (un tel polynome est
appelé polynéme interpolateur).

b. Application : soit # un entier naturel non nul et u,,...,u, des réels strictement positifs, on
pose U =diag(u,,...,u,) et V =diag(\/a ,...,\/Z ). Montrer qu’il existe un polynéme L, a
coefficients réels, tel que V' = L(U).

Racine carrée dans S, (R)

a. Soit S €S, (R). Déterminer une matrice 4€ S, (R) telle que 4> =S. On dit que 4 est
une racine carrée de S.

b. Soit Be S, (R) une autre racine carrée de S. Montrer qu’il existe un polyndme Q, a
coefficients réels, tel que 4 =Q(B). En déduire que 4 et B commutent.

¢. Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est une matrice
inversible.

d. Déduire des questions précédentes que 4= B (on pourra calculer (A+ B)(A-B)).

Désormais, on note /S 1’unique racine carrée dans S, (R) de S.
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12. Etude du groupe d’isométrie pour une norme euclidienne
Soit N une norme euclidienne. 11 existe donc une matrice Se S, (R) telle que pour tout

xeE, N(x)=Ng(x)=+'XSX ou X est le vecteur colonne associée a x.
a. Montrer que si M € O,(R), la matrice (\/5)—1M\/§ appartient a ISOM(NS) .

1
b. Montrer que I’application y de O,(R) dans ISOM(N;) définie par M H(\/E ) MAS

est une bijection.
Le groupe d’isométrie d’une norme euclidienne est-il fini?

IV.Etude du cardinal de Isom(p)

Dans cette partie p est un réel strictement supérieur a 1, on appelle exposant conjugué de p

: , 1 1
I’unique réel g tel que —+—=1.
q
Pour alléger I’écriture, une p-isométrie désigne une isométrie pour la norme || . ||p et on note

Isom(p) le groupe des p-isométries.
Si ue £L(E), u* désigne I’adjoint de u pour <-,->. On rappelle que u*e £(E), est
caractérisé par I’égalité suivante : pour tout (x,y) e E*, <u(x),y >=<x,u*(y)>.

13. Endomorphismes de permutation signée
P désigne le groupe des permutations de I’ensemble {1, 2,...,n} .
Soit o e P, et £=(¢,....&,)€{-1,+1}". On note u,, I’endomorphisme de E qui vérifie pour
tout i €{1,2,...,n}, u, (&) =ge,,-
a. Montrer que u,, . est une p-isométrie.

. 1 2 3 4
b. Ecrire la matrice de u,, dans la base canonique dans le cas ou n=4, o = (3 4 1 2] et

e=(1,1,-1,1).

14. Inégalité de Holdér

. o 1 1 e
a. Montrer que pour tous réels a et b positifs ou nuls, on a ab <—a” +—»b?. On pourra utiliser
P q

la fonction logarithme népérien.
b. En déduire que pour tous vecteurs x et y de £, on a |< X,y >| < ||x||p || y||q . Ce résultat s’appelle

I’inégalité de Holdér (on pourra d’abord démontrer I’inégalité lorsque ||x||p = || y||q =1).

¢. Que devient I’'inégalitési p=2 ?

Dans toute la suite, u# désigne une p-isométrie. On note (ay‘) les coefficients de la matrice 4 = [u] 5"

15. Montrer que pour tout j € {1,2,...,n}, Zn:‘al.j‘p =1. En déduire la valeur de Zn:i‘a[j‘p )
i=1

j=1 i=l
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16.

Une formule clé de dualité
Soit xe £. Onnote X, :{zeE,

A, =1}

a. Justifier ’existence du réel max |< X,y >| .
yeXq
b. Justifier que r)}’;%z(|< X,y >| < ||x||p .
Soit i €{1,2,...,n} ;si x,#0, on pose y, = ¢ |x,.|pf1 ||x||p17p ol &, désigne le signe de x, et si

x, =0, on pose y, =0.On définit ainsi un vecteur y = (yl,...,yn )

Montrer que |< X,y >| = ||x||p puis montrer 1’égalité suivante : ||x

|p zryrgfk X,y >|.

17. En déduire que si u est une p-isométrie, u* est une g-isométrie. Donner alors, en justifiant, la

18.

19.

valeur de Zn:zn: q.

j=1 i=1

)

On suppose de plus que p#2.

r r
a. Soient o,,a,,...,a, des réels dans [0,1] vérifiant Zak" :Zak" . Montrer avec soin que
k=1 k=1

pour tout k {1, 2,y r} , a, ne prend qu’un nombre fini de valeurs a déterminer.

a.

b. En déduire que pour tout i et j dans {1,2,..,n}, lj‘

ne peut prendre que 2 valeurs

différentes que I’on précisera (on rappelle que les a; sont les coefficients de la matrice

d’une p-isométrie).

Conclusion
Montrer alors que lorsque p # 2, Isom(p) est un groupe fini dont on déterminera le cardinal.
On remarquera en particulier que ce cardinal est indépendant de p.

Commentaire : Les p-isométries pour p # 2 sont seulement en nombre fini, contrairement aux
isométries euclidiennes qui forment un groupe infini mais compact (pas trés difficile a

montrer). Sur R”, la géométrie euclidienne est donc plus riche que celle des normes p pour
p#E2.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.

*kkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

*kkk

Le sujet comporte 6 pages.

Notations :
On note :
+ N : I’ensemble des entiers naturels,
+ R : I’ensemble des nombres réels,
e X le nombre réel dont le logarithme népérien est égal a 1.

Pour x appartenanta R, on note |x| la valeur absolue de x.
Pour tout entier naturel n, on note n! la factorielle de n avec la convention 0!=1.

Si j et n sont deux entiers naturels fixes tels que 0< j<n, on note :
* [ i.n] "ensemble des entiers naturels k vérifiant j<k<n,

n . . g 14
. [ j le nombre de parties ayant j éléments d'un ensemble de n éléments.
J

- - Ve 7 n
On rappelle que pour tout entier naturel j élément de [[O,n]] ona: (

Si f est une fonction k fois dérivable sur un intervalle |1 (avec k>1) on note f' (resp. f®))

sa fonction dérivée (resp. sa fonction dérivée k -iéme).
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Si u est une application de N dans R, donc une suite réelle, on utilise la notation
usuelle : u(n):un pour tout n appartenanta N .
Soit x un nombre réel, on rappelle que s’il existe un nombre entier p qui veérifie |p—x| <E alors

p est I’entier le plus proche de X.

Objectifs :
L’objet du probleme est d’une part d’établir, pour tout entier naturel non nul, un lien entre
I’entier naturel S le plus proche de e-in! et le nombre y, d’éléments sans point fixe du
groupe symétrique fn et d’autre part, d’étudier I’écart 5, =e"'nl- 3.

Dans la partie | on étudie S, et on le caractérise grace a une récurrence, dans la partie Il on étudie
v, eton établit un lien avec g, . La partie 111 est consacrée a une estimation de ¢, puis a une étude

des deux séries ) &, et zm

n>0 n=1 n

PARTIE |

Les suites a et S

On définit la suite o par o, =1 et la relation de réecurrence :
pourtout n de N : a,,=(n+1)a, +(-1)"".
n
X

, . X" & X -
On rappelle que pour tout x reel, la série Z—' est convergente, et que Z—I =e” ; en particulier

n>0 'l- n=0

pour x=-1: i(_l) =e,

Pour neN, on note : B=n> = et p=>

1.1/ Etude de la suite «.

1.1.1/ Expliciter o, pour k dans [0,4].

1.1.2/ Montrer que ¢, est un entier naturel pour tout n de N.
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1.2/ Etude de la suite £.
1.2.1/ Expliciter B, pour k dans [0,4].
1.2.2/ Montrer que g, est un entier relatif pour tout n de N.
1.2.3/ Expliciter 3,,,—(n+1)A, en fonction de n, pour tout n de N.

1.2.4/ Comparer les deux suites « et .

1.3/ Etude de p,.

1.3.1/ Préciser le signe de p, en fonction de I’entier naturel n.

1.3.2/ Etablir, pour tout entier naturel n, I’inégalité suivante : I’l!|pn| s—l.
n+

L’inégalite est-elle stricte ?
1.3.3/ Déduire de ce qui précede que pour tout entier naturel n>1, g, est I’entier naturel le
plus proche de e-in!.

1.4/ Etude d’une fonction.

On désigne par f la fonction définie et de classe C' (au moins) sur I’intervalle ]—1 ; J{ a valeurs
réelles, vérifiant les deux conditions :
f(0)=1 etpour tout x de]-1; 1[: (1-x)f'(x)-x f(x)=0.

1.4.1/ Justifier I’existence et I’unicité de la fonction f . Expliciter f(x) pour tout x de
1y

1.4.2/ Justifier I’affirmation ; « f est de classe C” sur ]—1 : ]{ »,

1.4.3/ Expliciter (1—x) f (x) puis exprimer pour tout entier naturel n :
(1-x) f 9(x)—(n+1) f ™ (x) en fonction de n etde x.

1.4.4/ En deduire une relation, valable pour tout entier naturel n, entre g, et f(n)(o).
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PARTIE II

La suite y

Dans cette partie, on désigne par n un entier naturel.
Pour n>1 on note :

- J, I’ensemble des permutations de [1,n],

+ ., le nombre d’éléments de fn sans point fixe (z appartenant a fn est sans point fixe
si pour tout k de [1,n], ona 7(k)=k).

Pour n=0 on adopte la convention : y,=1.

11.1/ Calculer y, et y,.

11.2/ Classer les éléments de ./, selon leur nombre de points fixes et calculer y, .
11.3/ On suppose dans cette question que n=4.

11.3.1/ Quel est le nombre d’éléments 7 appartenant a ./, ayant deux points fixes ?

11.3.2/ Quel est le nombre d’éléments r appartenant a f4 ayant un point fixe ?

11.3.3/ Calculer y,.

I1.4/ Relation entre les y, .
11.4.1/ Rappeler sans justification le nombre d’éléments de ./, .

11.4.2/ Si 0<k<n, combien d’éléments de ./, ont exactement k points fixes ?

: . . n.(n
11.4.3/ Etablir pour tout entier naturel n la relation : Z(k] 7, =nl

k=0
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+00
11.5/ On consideére la série entiére 27—”' x" etl’on pose ¢ (x) = zy—”l x" lorsque la série converge.

n>0 'i= n=0 '~
11.5.1/ Montrer que le rayon de convergence de cette série entiere est supérieur ou égal a 1.

11.5.2/ Pour tout x de |-1; 1[, on pose h(x)=g(x)e*.
Justifier I’existence du développement en série entiére de la fonction h sur |-1; 1 et
expliciter ce développement.

11.5.3/ Expliciter g(x) pour tout nombre réel x de ]-1; 1. En déduire la valeur du rayon

de convergence de la série zﬁ x".
nso N!

11.5.4/ Comparer les deux suites S et y.
11.5.5/ La fonction g est-elle définieen 1?
11.5.6/ La fonction g est-elle définieen —17?

11.5.7/ Calculer y,.

PARTIE 111
Sur 6, =e'n- 4,

Pour tout entier naturel n on note :
« 5, =e"'n-43..
. _ 1 naX
J, —J. JXe dx.
. Vn :(_1)n+1 J

n:

111.1/ La série Y v, .

n=0

111.1.1/ Quelle est la limite de J, lorsque n tend vers +oo ?

111.1.2/ Etablir la convergence de la série > v, .

n>0
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I11.2/ Estimation intégrale de &, .

111.2.1/ Justifier, pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel n, I’égalité :
e* =anx—k+j :% e'dt (1).
I11.2.2/ Déduire de (1) I’expression de &, en fonction de v,,.

111.3/ Sur la série )_5, .

n>0

Justifier la convergence de la série Z&n ; la convergence est-elle absolue ?

n>0

111.4/ Sur la série z| |

> N

. (. o,
111.4.1/ Justifier la convergence de la série Zu

n>1

1
111.4.2/ On pose A:—J' 0eX In(1-x)dx.

111.4.2.1/ Justifier la convergence de I’intégrale impropre A.

111.4.2.2/ Exprimer la somme z| | en fonction de I’intégrale A.
=1 N

" . 1) .
111.4.3/ Justifier la convergence de la série Z(—)Z et expliciter la somme

n=0 n!(n +1)
& () 19|
——— en fonction de
nZ:r; n!(n +1) Z_;
111.4.4/ Expliciter un nombre rationnel P vérifiant im—ﬁ si.
q — n q| 600

Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont autorisées.
**k*kk
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler &tre une erreur d'énonc, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

*kkk

Le sujet comporte 6 pages.

Notations :

On désigne par R I'ensemble des nombres réels, par N I’ensemble des nombres entiers naturels et
par N I’ensemble N privé de 0.

Pour N entier naturel non nul, on note o/, (R) (respectivement M, (R)) I’espace vectoriel réel

des matrices carrées a n lignes (respectivement 1’espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes)
a coefficients réels.
On note det(A) le déterminant d’une matrice carrée A et ‘B la transposée d’une matrice B

quelconque.

Etant donné une matrice A, la notation A= (ai, j) signifie que a

. est le coefficient de la ligne i et

de la colonne j de la matrice A.
Lorsque A=(a) est une matrice de o, (R), on identifie la matrice A avec le réel a.

Pour tout entier naturel n, on note n! la factorielle de n, avec la convention 0!=1.
Soient p et n deux entiers naturels tels que 0< p<n :

e onnote [ p,n] I'ensemble des entiers k tels que p<k<n.
n!

n
e on rappelle la notation [ J=—.
p) p!(n-p)!

Le produit scalaire de deux vecteurs U et v d’un espace préhilbertien sera noté (u |v) .
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Objectifs :

Dans ce probléeme, on définit la matrice de Gram d’une famille finie de vecteurs d’un espace
préhilbertien réel.

La premicre partie porte sur des calculs de déterminants, la valeur d’un des déterminants calculés
servant a illustrer la quatrieéme partie.

Dans la deuxiéme partie, on définit les matrices de Gram et on en étudie quelques propriétés.

Les troisieéme et quatriéme parties sont des applications de la deuxieme partie.

PARTIE |

Les résultats de cette partie ne serviront que dans la partie IV.

1.1. Déterminant d 0

Soit ne N. Pour pe[0,n], onnote A, = (a”) la matrice carrée de (/I/Ln_pﬂ (R) dont le coefficient
p+i+j—2

D+i1 J avec (i,j)e[[Ln—p+1]x[1,n—p+1].

de la ligne i et de la colonne j est €gal & a, | =[

Onnote d , = det(Ap).
r .
1.1.1. Expliciter les entiers r et s tels que & :[ j pour les quatre coefficients a,,
i7 g :

a a et a

L,n—p+l > “n—p+l,1 n—p+l,n—p+l

1.1.2. Pour tout entier naturel n>2 calculer les déterminants d_,d,_ et d ..

1.1.3. On suppose que la matrice A, posséde au moins deux lignes. On note L, la ligne
d’indice i.
1.1.3.1 Dans le calcul de d; on effectue les opérations suivantes : pour i variant de
n-p+1 a 2, on retranche la ligne L, , a la ligne L, (opération

codée : L, «— L, —L; ;). Déterminer le coefficient d’indice (i,j) de la nouvelle ligne
L.

1.1.3.2 En déduire une relation entre d, et d ,,, puis en déduire d, .

I.2. Déterminants D, et A .

n

Pour ne N, on note D, le déterminant de la matrice carrée de o/l (R) dont le coefficient de la

ligne i et de la colonne j est (i+ j)!, les lignes et les colonnes étant indexées de 0 a n.
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i+
On note Dn=det((i+j)!). Avec les mémes notations, on note Anzdet[( JB pour
|

(i,j)e[[O,n]]x[[O,n]].
1.2.1. Calculer les déterminants D, D,, D,, A,, A, et A,.

1.2.2. Donner une relation entre D, et A .

1.2.3. En déduire A, puis D

PARTIE Il
A) Soit neN".

ILA.1. Soit C =(Ci,j) une matrice carrée de c/l/Ln(R). Pour tout entier i [1,n], on note X; la

matrice colonne de r/l/(an’l (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf le coefficient de la ligne i qui

vaut 1.

I1LA.1.1. Pour (i, ) e[[1,n]x[1,n], déterminer le produit ‘X,CX ;.

ILA1.2. En déduire que C=0 si et seulement si pour tout couple (XY) de
M, (R)xM,, (R) ona "XCY =0.

n,1

Soit E un espace euclidien de dimension n et soit /7 = (e,....e,) une base de E. Soit A= (ai, j) la

matrice carrée de c/f/lan (]R) telle que a, ; = (ei ‘e j) le produit scalaire de ¢; et e;.

Pour tout vecteur u de E, on note avec la méme lettre majuscule U la matrice colonne des
composantes du vecteur U relativement a la base .77 .

11.LA.2. Pour tout couple (x,y) de vecteurs de E, justifier I’égalité (x|y) = "XAY .
Soit J’=(¢',,....€',) une autre base de E et soit A’ =(a'i,j) la matrice carrée de o/, (R) avec

a, ;= (e'i ‘e'j ) .Onnote P la matrice de passage de la base . alabase & .

I1.LA.3. Pour tout vecteur U de E, on note U' la matrice colonne des composantes du vecteur u
relativement a la base 7.

11.LA.3.1. Soit X un vecteur de E . Donner une relation entre les matrices X, X' et P.

I1.A.3.2. Justifier I’égalité A'='PAP .
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I1.A.3.3. Que devient ’égalité précédente lorsque &~ est une base orthonormale ?

11.A.3.4. Montrer que la matrice A est inversible et que det(A) > 0.
11.A.3.5. Déduire des résultats précédents que si (51,..., 5p) est une famille libre de vecteurs

d’un espace préhilbertien réel, la matrice B:((gi ‘81-)) de o, (R) de coefficients les

produits scalaires (gi ‘g i ) , vérifie det(B) > 0.

B) SoitneN".

Dans un espace préhilbertien réel H , on considére n vecteurs quelconques u,,...,u,. Soit

M= ((ui ‘u j )) la matrice de o/b, (R) de coefficients les produits scalaires (ui ‘u j ) A toute matrice

colonne X =
X i=1

X n
Ylde b (R , on associe le vecteur v= > X.U..
n,l (|

n

11.B.1. Dans cette question on suppose N=2.

11.B.1.1. Montrer que det(M)>0.
11.B.1.2. A quelle condition sur det(M ) la famille (u,,u,) est-elle libre ?

: r r \ *
On revient au cas général ou n est quelconque dans N .

11.B.2. Exprimer les coefficients de la matrice MX en fonction des produits scalaires (ui |V)

11.B.3. En déduire ’égalité ‘XMX = ||V||2 ou ||v| est la norme du vecteur v.

11.B.4. Soit A une valeur propre (complexe) de la matrice M . Justifier que A appartient a R.

Montrer que 4 2>0.

11.B.5. Montrer que MX =0 si et seulement si vV est le vecteur nul.

I1.B.6. On suppose que la matrice M est inversible, déduire de la question précédente que la
famille (u,,...,u,) est libre.

e Uy
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Définition : Etant donné n vecteurs v,,...,v, d’un espace préhilbertien réel H , on appelle matrice

de Gram des vecteurs V,,...,V_, la matrice G(Vp---»Vn):((Vi ‘vj)) de olt, (R) de coefficients les
produits scalaires (Vi ‘V i ) .

n

Il résulte de la partie II que la famille (v,,...,v,) est libre si et seulement si det(G (vl,...,vn)) =0 ;

dans ce cas, ona det(G(V,,...,v, ))>0.

PARTIE Il

Dans cette partie, E est I’espace euclidien R’ supposé orienté, U,,U,,U, sont trois vecteurs
unitaires de E. On note «,f,y les réels de [0,7] tels que (u1|u2)=cosa, (u2|u3)=cosﬂ,

(u3|u1):cosy eton suppose que 0<y<pf<a<r.

I11.1. Déterminer les racines du polyndme P (X )=X?—-2X cos fcosy +cos” f+cos’ y —1.
I11.2. En déduire une factorisation de det (G (u,,u,,u, )) en produit de deux facteurs.

I11.3. Montrer que cosa est compris entre cos(f—y) et cos(S+7).

111.4. Montrer que det(G(ul,uz,u3)) =0 sietseulementsi a+f+y=27r ou a=LB+7y.
I11.5. On suppose que ¢ = =y etonnote C=cosc .

[11.5.1. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice G(u,,u,,u, ). En déduire ses
valeurs propres.

111.5.2. Déterminer la plus petite valeur possible de C.

111.5.3. On prend c= —%.

111.5.3.1. Quelle est la valeur de u, +u, +u, ?

111.5.3.2. Déterminer le noyau de I’endomorphisme canoniquement associé a la

matrice G(u,,U,,u,). En utilisant I1.B.5, retrouver la valeur de u, +u, +u;.
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PARTIE IV

Soit n un entier naturel avec n>2.
On considere n vecteurs V,,...,V, d’un espace préhilbertien réel KX .
IV.1. Opérations sur les vecteurs d’une matrice de Gram. Soit4 € R.

IV.1.1. Exprimer det(G(V,....,V, , 4V, )) en fonction de A et de det(G(V,,....v, .V, )).

IV.1.2. Exprimer det(G(V,,...,V, .V, +4v,)) en fonction de det(G(V,,...,v,))-

IV.2. Soit F=Vect(V,,...,V,) le sous-espace vectoriel de H engendré par les vecteurs V,,...,V, .

IV.2.1. Soit W un vecteur de A orthogonal a F . Exprimer det(G(Vl,...,Vn,W)) en
fonction de W et de det(G(V,,...,v,))-

1VV.2.2. Soit ve ;f , on note d (V, F) la distance du vecteur vV au sous-espace vectoriel F .

Montrer Iégalité det(G (V,,...,v,v))=(d (v,F)) det(G(v,,...,V, ).

IV.3. Calcul de la distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel.

IV.3.1. Pour k e N, justifier la convergence des intégrales J, = .[ Omtke'tdt et calculer leur

valeur.

On rappelle (et on admettra) que R [ X ] , I’espace vectoriel réel des polynomes a coetficients

dans R, est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire

(PIQ)=],"e*P(1)Q(t)dt.

On considére la base de R[ X | formée des vecteurs e, ou €, = X“,k e N.
IV.3.2. Calculer les produits scalaires (ei ‘e j )

IV.3.3. Soit neN". Déduire des questions précédentes et de la partie I, la distance du
vecteur €, au sous-espace vectoriel R [X] des polynomes de degré <n-1 de ’espace

R[X].
Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont interdites

*khkk

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler €tre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

*khkk

Notations et objectifs

Soit n un entier supérieur ou égal & 1. On note :

M..1(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles a n lignes et 1 colonne.
M..(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées réelles a n lignes et n. colonnes.
G'L,.(R) I’ensemble des matrices inversibles de M, (R).

‘M la matrice transposée d’une matrice M.

I, la matrice unité de M.(R).

S.(R) I’ensemble des matrices symétriques de M,,(R).

ST (R) I’ensemble des matrices symétriques positives de M,,(R), c’est-a-dire I’ensemble des
matrices 5 de &, (R) vérifiant :

VX € M1 (R), *XSX 20

S+ (R)I’ensemble des matrices symétriques définies positives de M..(R), c’est-a-dire I’en-
semble des matrices S de Sy, (R) vérifiant :

VX € M (R)\ {0}, EXSX >0

Le but du probleme est d’introduire et d’étudier la notion de racine carrée d’une matrice de
M. (R): si Aestune matrice de M,,(R), on dit que R est une racine carrée de A si R? = A.
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La premiére partie propose de montrer qu’une matrice donnée peut admettre une infinité de
racines carrées ou n’en n’avoir aucune. La seconde partie montre I’existence et I’unicité d’une
racine carrée symétrique positive de A4 lorsque A est symétrique positive et introduit la notion de
valeur absolue d’une matrice symétrique réelle. Enfin la derniére partie est consacrée a I’étude d’un
algorithme de calcul de la racine carrée d’une matrice symétrique définie positive.

PARTIE |

Pour & réel, soit 3, la matrice de Ms(R) donnée par :

1 1—4a —144a
M,=1|-3a —1422 2+4a
—3a —2—a 3+4a

et f, I’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique de R* est M,,.
1.1 Déterminer suivant les valeurs de e, le rang de la matrice M, — (1 + 3a)Zs. Quelle valeur
propre de M, a-t-on ainsi mise en évidence ? Préciser la dimension du sous-espace propre associé.
1
1.2 Montrer que ¥ = | 1 | est vecteur propre de M,, puis déterminer les valeurs propres de
1
M,.
1.3 a) Montrer que pour tout a réel, M, est trigonalisable.
b) Déterminer I’ensemble des valeurs de & pour lesquelles M, est diagonalisable.
1.4 Dans cette question, on suppose ¢ = 1.
a) Déterminer P inversible et D) diagonale dans M (R) telles que P~*M, P = D, puis
déterminer une racine carrée de M.
0
0 4
En déduire que M, admet une infinité de racines carrées dans M3a(R).
1.5 Dans cette question, on suppose @ = 0 et on pose N = M, — I;. Calculer N et en déduire
I’existence de o et 3 réels tels que afz + SN soit une racine carrée de A, dans Maz(R).

b) Montrer que la matrice m = admet une infinité de racines carrées dans M;(R).

. 1
1.6 Dans cette question, on suppose ¢ = ~3 et on note w = f_%.

x x 0
a) Déterminer tous les éléments X' = | y | de Mz (R)telsque M_; [y | = | 1
z z 1

b) Déterminer une base B de R* telle que la matrice de = dans cette base soit

c) Déterminer les matrices commutant avec {7. En déduire que {7 ne posséde pas de racine
carrée dans M;(R).
d) La matrice M_% posséde-t-elle une racine carrée dans M3z(R) ?
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PARTIE Il

I1.1 Soit @, as,. .. ,a, n réels distincts deux a deux et ¢ I’application de R,_,[X] dans R"
définie par :

¢+ Qr— (Qlar), Qaz), - ,Q(an))

a) Montrer que ¢ est une application linéaire injective.
b) En déduire que quels que soient les réels b4, 8;, ... ,b,, il existe un unique polynéme ¢
de R,,—1[X] vérifiant :
Qla1) = b1, Qaz) = ba,... ,Q(a,) = b,

11.2 Soit f et ¢ deux endomorphismes de R* diagonalisables et vérifiant f e g =go f.

a) Démontrer, sans se contenter d’énoncer le résultat du cours, que tout sous-espace propre
de f est stable par g.

b) Soit Ay, Az, ..., A, les valeurs propres distinctes de f et Ey,, E»,, ..., Ey, les sous-
espaces propres de f respectivement associés. Pour toutz € {1,2,... ,p}, on note g; I’endomor-
phisme de E,, induit par g. Montrer que pour tout z € {1,2,... ,p} il existe une base B; de E),
formée de vecteurs propres de g. En déduire qu’il existe une base B de R™ telle que les matrices de
f et g dans cette base soient toutes deux diagonales.

11.3 Soit A et B deux matrices de M, (R) diagonalisables et vérifiant AB = BA. Montrer
qu’il existe P € GL,,(R)telle que P~ AP et P~1 B P soient toutes deux diagonales.
11.4 Soit § € S.(R).

a) Montrer que S est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

b) Montrer de méme que S est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

I1.5 Soit § € SF(R). Onnote Ay, Aey... ,Ap, p € {1,2,...,n}, les valeurs propres deux a
deux distinctes de §.

a) Montrer qu’il existe un unique polynéme ¢} de degré inférieur ou égal a p — 1 vérifiant :

VkE{l,?,... :p} ) (‘1‘?()"»‘ﬂ)=\/g

b) Montrer que @(.5) est symétrique positive.
c) Montrer que (@(5))2 = S.
d) On souhaite montrer I’unicité d’une matrice symétrique positive qui soit une racine
carrée de S. Soitdonc T' € §;7(R) telle que 7% = .
Montrer que T' commute avec .S puis avec @(.5) et conclure.
L’unique matrice symétrique positive racine carrée de S est alors notée +/S.
e) Dans cette question, on suppose que 5 admet seulement deux valeurs propres distinctes

Ay et A;. Montrer que :
NG S+ /A1)

1
VA VA
11.6 Soit S € S.(R).
a) Montrer que $% € §F(R). On note alors | S| = +/ 572 et cette matrice est appelée valeur
absolue de la matrice 5.
b) Montrer que les matrices |S| + .5 et [S] — S sont dans S (R).

c) Soit §; = G ?) et s, = (_; _ﬁ) Calculer | S, ] et | S;|.
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PARTIE Il

Soit e un réel strictement positif. On considére les deux suites réelles (e )xex €t (bx )xex définies
par leurs premiers termes aq = a, b = 1 et les relations de récurrence :

1 1 1 1
VeEeN,au=_lar+—) b= [ b+ —
2 bk 2 Gy

I11.1 Montrer que pour tout &£ € N, a;, > Oetb; > 0.
ak

I11.2 On définit les suites (ux)xew €t (v )new €N posant pour tout & € N, uy, = azby, et oy = T
k
a) Etudier la suite (vx) e

b) Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (u ).
c) Montrer que pour tout entier & supérieur ou égal a1, uz = 1.
d) Etudier la convergence de la suite { ux) ke
111.3 Déduire des questions précédentes que les suites (& )xew et (bx )zer CONVergent et préciser
leurs limites respectives.
111.4 a) Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible.
b) Montrer que I’inverse d’une matrice symétrique définie positive est symétrique et
définie positive.
c) Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est symétrique
définie positive.
I11.5 Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. On considére les deux suites de
matrices (Ax)rew et (Bx )rew définies par leurs premiers termes Aq = A, By = I, et les relations
de récurrence :

1 1
YEeN, Ak+1=§(Ak+B;:1) , Bk+1=§(Bk+A;1)

Montrer que pour tout & € N, A; et B; sont symétriques définies positives.
111.6 Soit D> diagonale et P orthogonale telle que A = PDP~!,
a) Montrer que D) est symétrique définie positive.
b) On pose pourtoutk € N, D, = P~1 A, P et Ay = P~ B, P. Montrer que les matrices
Dy, et Ay sont des matrices diagonales inversibles vérifiant :

1

DGZDJAGZIﬂjDk+1=2

(D4 A7), Avr = 5 (A + D7)
c) Montrer que les suites (D )xem et (Ax)xer SONt toutes deux convergentes dans M, (R)
vers une méme limite Z que I’on précisera.
I11.7 a) Montrer que I’application de M, (R) dans lui-méme qui & M associe PM P~ est
continue.
b) En déduire que les suites (Ax)xew et (Bx)xew SONt aussi convergentes dans M., (R) et
préciser leur limite.

Fin de I’énoncé

4/4



Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans tout 1’énoncé de ce probleme, I désigne un intervalle ouvert de IR symétrique par rapport
a 'origine, et ¢ une fonction paire, de classe C* sur I.

Toutes les fonctions considérées dans ce probleme prennent leurs valeurs dans IR.

On note (F) I’équation différentielle linéaire homogene du second ordre en la fonction inconnue
y de la variable réelle x suivante :

(E) y'(@) + o(z)y(x) = 0.
On note fo 'unique solution de (F) sur I vérifiant les conditions initiales fy(0) = 1 et f{(0) = 0,
et f1 V'unique solution de (F) sur I vérifiant les conditions initiales fi(0) = 0 et f{(0) = 1.

PARTIE 1

I.1. Montrer que si y est une solution de (F) sur I, alors y est de classe C* sur [.

I.2. Montrer que si y est une solution de (E) sur I, alors la fonction z — y(—x) est aussi solution
de (F) sur [.

1.3. Montrer que fy est une fonction paire et f; une fonction impaire.
Exprimer la solution générale de (£) sur I a l'aide de fy et fi.
Déterminer parmi les solutions de (£) sur I celles qui sont paires et celles qui sont impaires.

S

I.4. On suppose que fy ne s’annule pas sur I, et 'on pose u = .
0

u// f_é

[.4.1. Montrer que u' ne s’annule pas sur I, et exprimer — en fonction de s
U 0

I.4.2. En déduire qu’il existe une constante réelle B, que 'on calculera, telle que v = F
0
1
I.4.3. On note ug la primitive de — qui s’annule en z = 0. Exprimer f; a aide de fo et uy.

0
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. T . ) .
1.5. Dans cette question, on suppose que I = ] —3 —1—5 [ et que la fonction x — cos® x est solution
de (F) sur [.

I.5.1. Déterminer p(z) et fo(x) pour tout x € I.
I.5.2. Déterminer ug(x) pour tout = € I. On pourra utiliser I'identité :
1 1+tan’z
costz  cos?x

et exprimer uy(z) comme fonction de tanz.

I.5.3. En déduire la valeur de fi(z) pour tout « € I et expliciter la solution générale de (F)
sur /.

PARTIE II

Dans cette partie on suppose que I = IR et qu’en plus des conditions imposées au début de
I’énoncé, ¢ est 2m-périodique.
On s’intéresse aux éventuelles solutions 27-périodiques de 'équation (E).

IT.1. Soit y une solution de (F) sur IR.
Montrer que la fonction x — y(z + 27) est solution de (F) sur IR.

I11.2. En déduire qu’il existe des constantes réelles wqg, woi, wig, Wi, que 'on déterminera en
fonction des valeurs prises par fo, fj, fi, f1 en 27, telles que pour tout € IR on ait :

Jo(z + 2m) = woo fo(x) + wio f1(x),
fi(z +27) = woy fo(z) + wir fi(z).

Wip W11
Montrer que pour que (F) admette sur IR des solutions non identiquement nulles 27-périodiques,
il faut et il suffit que W admette 1 pour valeur propre. On pourra exprimer une telle solution g
en fonction de fy et fi puis utiliser la périodicité de g.

I1.3. Soit W la matrice carrée d’ordre 2 définie par W = < oo Wor )

I1.4. Montrer que si (E) admet sur IR des solutions non identiquement nulles 27-périodiques,
alors I'une au moins des deux fonctions fy et f; est 2m-périodique. On pourra, g étant une telle
solution, considérer les fonctions = — g(x) + g(—z) et x — g(z) — g(—x).

I1.5. On suppose dans cette question que la fonction ¢ est définie par :
Vx € IR, o(x) = a — k*sin’z,
ol a et k sont des constantes réelles choisies de telle sorte que la solution fy sur IR de I’équation :
(E) y'(x) + (a — K*sin® z)y(z) =0
soit 2m-périodique (on ne cherchera pas & démontrer 'existence de telles constantes a et k).

+m
Soit F' la fonction définie pour tout x € IR par F(z) = / eheosteos f(1)dt.

—T

On note K la fonction définie pour tout (x,t) € IR? par K (x,t) = eFcosteose,

I1.5.1. Montrer que F est de classe C? sur IR et paire.
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I1.5.2. Vérifier que pour tout couple (,¢) € IR? on a :

PK

2
oK ——(z,t) + (@ — k*sin® t) K (z, 1).

ox?

En déduire que pour tout x € IR on a :

(z,t) + (a — k? sin® ) K(z,t) =

F"(z) + (a — k*sin® 2)F (z) = / ' aa—t[;(m, t) fo(t)dt + / W(a — K?sin®t) K (x,t) fo(t)dt,

puis, au moyen d’une double intégration par parties, que F' est solution de (F) sur IR.

I1.5.3. Déduire de ce qui précede qu’il existe une constante réelle A telle que pour tout x € IR
on ait :

+m
/ 6kcostcoszf0(t)dt: )\fo(x)

™

PARTIE IIT

. ™ ™ .
Dans cette partie, on suppose que I = }—5, +§[ et que ¢ est une fonction constante sur I,

égale & w?, avec w > 0.

ITI.1. Déterminer dans ce cas la solution générale de I’équation (FE) sur I, ainsi que ses solutions
Joet fi.

IT1.2. Soit z une fonction de classe C* sur | — 1, +1[. Montrer que la fonction y définie pour tout
x € I par y(z) = z(sinx) est solution de (E) sur [ si et seulement si z est solution sur | — 1, +1]
de I’équation différentielle :

(E) (1-X%2"(X) - X2(X)+w?2(X) =0.

IT1.3. Soit z une solution de (£') sur | — 1,+1[, admettant sur | — 1,41[ un développement en
+o00

série entiere z(X) = Z a, X".
n=0

II1.3.1. Déterminer une relation de récurrence reliant a, o a a, pour tout n € IN. En déduire
pour tout p € IN* les expressions de ag, en fonction de p, w et ag, et de agy41 en fonction de p, w
et aj.

Pour quelles valeurs de w I’équation (E’) admet-elle des solutions polynomiales non identique-
ment nulles 7

Montrer que quelles que soient les valeurs de ag, a1 et w, le rayon de convergence de la série
“+oo

entiere Z a, X" est supérieur ou égal a 1.
n=0
I11.3.2. On note z la solution de (E’) développable en série entiere sur |—1, +1[ correspondant
au choix ap = 1, a; = 0, et z la solution de (E’) développable en série entiere sur | — 1, +1]
correspondant au choix ag =0, a; = 1.
Donner une expression, sur I, des fonctions x — coswz et x — sinwx a 'aide des fonctions
2o, 21 et sin.
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I11.3.3. Soit m un nombre entier strictement positif.

Exprimer cos 2mx et sin(2m + 1)z, pour tout = € } —g, +g [, sous la forme :

cos2mx = P, (sinz), sin(2m + 1)z = Q,,(sin ),
ou P, est une fonction polynomiale de degré 2m et (), une fonction polynomiale de degré 2m + 1.

Ces expressions sont-elles valides sur IR tout entier ?

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

NB. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il est amené a prendre.

Notations :
e R désigne I’ensemble des nombres réels.
e (C désigne I’ensemble des nombres complexes.
o (C (I,K ) désigne 1’ensemble des fonctions continues de I dans K ou K désigne R ou C.

e C k(I,K ) désigne I’ensemble des fonctions de classe C *de I dans K ou K désigne R ou C.
e R , [X] désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal & n—1, a coefficients

réels.

Convention : On convient d’identifier les fonctions polynémes au polynémes qui leur correspond.

Partie 1 : Quelques résultats préliminaires

1) On définit les fonctions ¢ et w de [1, + oo[ dans R respectivement par :

o(x) =L—1n(x—+l] et w(x) :L—ln(Xﬁsz.
x+1 x

x+1 x+1

1.1) Etudier les variations des fonctions ¢ et ¥ , préciser leurs limites en + 00.
En déduire le signe de chacune des fonctions sur [1, + oo[.

1.2) On considére un repere orthonormal (07}) , du plan.

Représenter graphiquement les fonctions ¢ et y dans ce repere.
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2) On définit les suites (un )n ot et (vn )n ot bpar:

VneN, un:Zn:l—ln(n) et vn:il—ln(n+l).
p1 P p=1 P

Montrer que ces suites sont adjacentes.
On note y leur limite commune, le réel y est appelé constante d’Euler, qu’on ne cherchera pas a
calculer.

3) Soit n un entier naturel, on définit la fonction f'de 10, 1] dans R par :

fe =020

3.1) Montrer que la fonction f'est intégrable sur 10, 1].

3.2) Montrer que la fonction f'est une fonction polyndme ¢lément de R__ [X]

Donner I’expression de f'dans la base (1, X, X 2, vy X n_l)

3.3) Montrer que la famille (l, X -1, (X—l)z,..., (X—l)nl) estune base de R __, [X]

Donner I’expression de f'dans cette base.

1
3.4) Calculer de deux fagons différentes I’intégrale /7 = I f(t)dt.
0

) . . n n!
Pour n entier naturel et p entier compris entre 0 et n, on note : ( j =
p

Déduire des deux expressions trouvées pour / que :

Partie 2 : Transformée de Laplace

Soit £ I’ensemble des fonctions f'¢élément de C(]0, + o[, C), telles que :

e Pour tout réel a strictement positif, fest intégrable sur I’intervalle 0, a].

F *
e A chaque fonction f'on peut associer AcR,, SR, , et neN tels que:

Vx €[A,Foo,

f(x)| < Bx".
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a

4) Soit x et a deux réels strictement positifs, calculer I In(z)dt.

X

Montrer que la fonction logarithme est élément de E.
5) Montrer que I’ensemble £ est un C - espace vectoriel.

6) Soit x un réel strictement positif.
Montrer que, si f'est €lément de E, alors la fonction ¢_ définie de ]0,+ oo dans C par

o ()= f(t) ¢, est intégrable sur ]0, + oo[.

On définit alors et on note £ (f) la transformée de Laplace d’un élément f'de E par :

Vx €10 ocf, L(f)(x) = j 0+Oof(t) My,

7) Montrer que ’application £ définie sur E est une application linéaire.

8) Si fest élément de C ! ([O,+ ool (C) tel que f” soit élément de E, calculer £ ( /") en fonction de
L(fyetde f(0).

9) Soit k un entier naturel, montrer que f, définie de R: dans R par f (1) = ¢* , est ¢lément de E.

o
Soit a un réel positif, on pose I, = I tF e dr.
0

Déterminer une relation de récurrence entre / i1 € 1.

En déduire la transformée de Laplace de f; .

10) Soit @ unréel et f, 1’application définie de ]0, + oo dans C par f, (1) = &
10.1) Montrer que f,, est €lément de E.

10.2) Calculer la transformée de Laplace de f,.

10.3) En déduire les transformées de Laplace des fonctions définies de ]0,+ oo dans R par :

cos,, (1) = cos(wt) et sin, (1) =sin(wt).

Partie 3 : Transformée de Laplace de la fonction de Bessel

On définit la fonction de Bessel de R dans R par :

T
J(t) = l‘[ cos(tcosd)da.
TJo
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11) Montrer que J est élément de C Z(R, R) , exprimer J' et J" al’aide d’une intégrale.

12) Montrer que :

VteR, J’(t)=—LJ‘ sinzé’cos(tcos 0)dé.
TJdo

13) Montrer que I’application J est solution sur R de I’équation différentielle :
(E):tJ"+J'+1J =0.

14) Montrer que I’application J est ¢lément de £ défini dans la partie 2.

T de

15) Soit x un réel strictement positif, on pose : /(x) = j ——
0 x“+cos @

15.1) Montrer que : ](x):2j 2%.
0 x“+cos” @
> do

2

15.2) Calculer I’intégrale j
0 x“+cos @

. En déduire I(x).

Indication : on peut faire le changement de variable u = tané.

16) On admet avoir le droit de permuter 1’ordre d’intégration soit :

+ 00 1 T " 1 T + o0 y
I —J. cos(tcos@)dé e ™ dt:—J‘ J. cos(tcos@)e ' dt |dé.
0 TJdo TJdo 0

Calculer la transformée de Laplace de I’application J.

Partie 4 : Transformée de Laplace de la fonction logarithme

17) Montrer que la fonction g définie de ]0,+ o[ dans R par g(z) = e'Int est intégrable
sur ]0,+ oof.

18) Soit (Un ) N la suite de fonctions définies de 0, + o[ dans R par :

ne

n
x .
Vel U (x)= (1—;] In(x)x six €]0,n[

0 six=>n

18.1) Montrer que :
Vuel-l,+oof, In(1+u)<u
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En déduire que :
Vx e Rj , Vne N’ , 0< ‘Un (x)‘ <e” ‘ln(x)‘.

18.2) Pour x réel strictement positif fix¢é, déterminer la limite de la suite (Un (x) )n cN

On admet que :

+00 +0
j e’ ln(x)dxz lim J‘ U,(x)dx.
0

0 n—-+oo

n 7
19) Soit » un entier naturel, on note J, = J‘ (1 —ij ln(t) dr.
0 n

19.1) Montrer I’existence de I’intégrale J, .

1
19.2) Soit p un entier naturel et £ un élément de ]0, 1[, calculer I’intégrale I W’ In (nu)du, en
&
1
déduire la converge de I’intégrale I u” In(nu)du et calculer cette intégrale.
0
19.3) Soient # un entier naturel et p un entier compris entre 0 et n, montrer que :
1 (n+1) 1 (n
n+l\p+1 _p+1 p)

19.4) Utiliser le résultat de la question 3.4.) pour exprimer J, en fonction de u, défini dans la partie
1 question 2.

+00
20) En déduire la valeur de ’intégrale j e’ ln(x)dx en fonction de la constante d’Euler.
0

21) Montrer que la transformée de Laplace de la fonction logarithme est définie sur ]0,+oo[ et
calculer sa transformée de Laplace.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

NB. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives

qu’il est amené a prendre.

Remettre a chaque candidat une feuille de papier millimétreé

Probléme 1

On considere I"espace vectoriel E =R,[X] des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieur

ou égal a deux.
Si P appartient a E, on désigne par P’ son polyndme dérivé.
) EXE—>R
SOIt (‘p ! ’ 14 "
(P.Q)—>P(0)Q(0)+P'(0)Q'(0)+P"(0)Q"(0)=(P.Q)

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2) Soit B, = (1,X,X2) la base canonique de E.

Vérifier que B, est une base orthogonale de (E.( )).

Donner une base orthonormée B de (E< >)

100
3) On considére la matrice S={0 1 0
0 0 4
2 a’
Soit P=a+bX+cX’cE Vérifier que (P,Q)=[a b ¢]S|b’
Q=a'+b'X+c'X’ecE o
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4) Soit u un endomorphisme de E et soit A sa matrice dans la base canonique de E.
Montrer I’équivalence des deux propriétés :

a) V(P.Q)cE® (u(P).u(Q))=(P.Q)
b) 'ASA=S

5) Onnote M, (R), I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.

Montrer que G={Ae MS(R),tASA=S} est un groupe pour la multiplication des matrices
carrées.

6) Soit v I’application qui a tout polynbme P de E associe Q:v(P)teI que pour tout X réel,
Q(X)=P(1-x).

a) Démontrer que v est un endomorphisme de E.

b) Calculer la matrice de v dans la base canonique de E.

c) Est-ce que v vérifie la propriété définie dans la question 4) ?
d) Montrer que v est bijectif et préciser v ™.

\|IE—)E \Ijl:E_)E

7) Soit t
I b, y(p)=peppr € Py (P)=P-P'

a) Montrer que , et y sont deux endomorphismes de E.

b) Calculer leurs matrices dans la base canonique de E.

c) Déterminer y oy, ; conclusion ?

d) En déduire une solution particuliere et la solution genérale de I’équation differentielle
y—y':x2 +5x+9

8) On considere I’endomorphisme r de E qui a pour matrice dans la base orthonormée B de E :

1 1443 3-1
A= % 1-3 1 -1-43
~1-43 V3-1 1
L’espace E est orienté de telle fagon que la base orthonormée B soit directe.
a) Montrer que A est une matrice orthogonale
b) Rechercher les vecteurs invariants par r.

c) En déduire que r est une rotation dont on précisera I’axe et I’angle en ayant choisi une orientation
de I’axe.
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Probléme 2

Le plan P est muni d’un repére orthonormé R= (O ; i, j).
1) Etude compléte de I’arc paramétré (C) : x =t*;y =t

2) Soit (I") la courbe d’équation cartésienne dans le repére R :
2 4 4
=—| X——
)
a) Quelle est la nature de (") ?

2
b) Vérifier que t6—it2+£ = (tz—g] (t2+ ﬂj
27 272

c) En déduire que (C)n(T) ={A,B}, A et B étant deux points symétriques par rapport a I’axe
x'Ox dont on donnera les coordonnées ; A sera celui d’ordonnée positive.

d) Montrer que les deux courbes (C) et (I') ont méme tangente en A, tangente dont on donnera
le point d’intersection F avec x'Ox . Soit (T) cette tangente.

e) Soit (N) la normale commune a (C) et (I') en A ; montrer que (N)(C)={A, D} ol D est un
point dont on donnera les coordonnées et que (N) est tangente a (C) en D.

f) Calculer les coordonnées du deuxieme point d’intersection E de (N) et de (I).

3) Sur la feuille de papier millimétré, dessiner avec soin les courbes (C) et (I') :

" 2 . . -
On prendra pour unité de base : > en abscisses et en ordonnées, et on mettra I’origine sur le

bord gauche de la feuille.

On tracera (T) et (N) et on placera les points A, B, D, E, F.

Fin de I’énoncé
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N.B.:

Les calculatrices sont autorisées

k ok ok ok ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k ok ok ok ok
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Exercice

Les différentes parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie I : Etude de polynémes de C[X].

1) a) Soit le nombre complexe j = e’ = cos(%”) + z'sin(%”).

2)

b)

c)

d)

Calculer successivement pour k = 3p, k =3p+1let k =3p+2,oup e N, la
valeur de la somme

S(k) =1+5"+ ()"

Soit P un polynome a coefficients complezes, de la forme P = Z ap X",
k=0

Calculer P(X) + P(jX) + P(j2X), on exprimera le résultat en fonction des
coefficients a; de P.

Indication : on pourra éventuellement distinguer les différents cas : n = 3N,
n=3N+1etn=3N+2, ou NeN.

Soit k € C. Développer et simplifier le polynome :
Ru(X) = (X = K)(IX = K)(72X — k)

Soit le polynome Q(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3)(X — 4). On lui associe le

polynome T'(X) = Q(X)Q(jX)Q(j*X).
Montrer que T est un polynome en X3,

En posant Y = X3, déterminer un polynome H tel que H(Y) = T(X). Déterminer
les racines du polynoéme H(Y).

Déterminer de deux fagons différentes les racines du polynome 7.

Partie II : Etude d’une famille de matrices de M;3(C).

Soit £ = M3(C), 'ensemble des matrices a coefficients complexes d’ordre 3.
1 00 001
Onnote =1 0 1 0 | lamatrice unité, et on considere la matrice K = | 1 0 0
001 010
1) a) Vérifier que K* = 1.

2)

b)

a)

Caleuler A = (K — I)(j2K — I) et B = (K — I)(K — jI)(K — j2I).
Pour une matrice M de Mj3(C) on définit
1
P(M) = 5(1+M+M2)

Calculer P, = P(K), P, = P(j*K), P3 = P(jK).
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b) Calculer les produits matriciels P; P, Py P3 et Py Ps.
c) Vérifier que P? = Py, P} = Py et P? = P;.

a c b
3) Soit ' = {M(a,b,c) = b a ¢ |;(abc) 6@3}.
c b a

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(C).

b) Déterminer une base et la dimension de F.

4:) Soit F' = Vect(Pl, PQ, Pg)
a) Montrer que (P, P, P3) est une base de F".
b) Montrer que F” est stable pour le produit matriciel, c’est a dire que

Y(M,N) € F? MN € I’

c) Montrer que F = F.
d) Soit une matrice M(a,b,c) de F, déterminer ses coordonnées («, 3,7) dans la
base (Pl, Pz, Pg)

5) Soit M(a,b,c) = aP, + 3P, + vPs, avec (o, 3,7) vérifiant les relations déterminées a
la question II.4.d). Montrer que :

Vn e N, [M(a,b,c)]" = u, P + v, Py + w, Ps

avec (Un)nen, (Un)nen €t (wy)nen trois suites complexes dont on déterminera les ex-
pressions pour tout n € N, en fonction de «, (3 et 7.

6) Soit D(a,b,c) = M(a,b,c)M(a,bj,cj*)M(a,bj?, cj).

a) On note («, 3,7) les coordonnées de M(a,b,c) dans la base (P, Ps, Pj).
Déterminer en fonction de («, 3,7), les coordonnées respectives de M (a, by, cj?)
et M(a,bj?, cj).

b) En déduire la décomposition de D(a, b, c) dans la base (P;, P, Ps), sans recourir
a un produit matriciel explicite.

a+b+c=j
7) Soit U = M(a,b,c), telle que :  a+bj +cj* =j5* .

a+bji+cj=1
Montrer que G(U) = {U*; k € N} est un ensemble fini que 'on déterminera.

Partie III : Etude d’une sous-famille de F.

On pose dans cette partie

G ={ N(a,b) = . (a,b) € C?

St o Q
St Qo
Q@ >~
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1) a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de I'espace F' défini dans la Partie II.
b) On pose S = N(0,1). Montrer que la famille (1,.S) est une base de G.

2) a) Pourquoi peut-on affirmer, sans calcul, que S est diagonalisable ?
b) Déterminer les valeurs propres de S.

c) Déterminer une matrice P inversible, et une matrice D diagonale telles que
pP'SP=D

3) En déduire que, pour tout couple (a,b) € C?, la matrice N(a,b) est diagonalisable, et
la diagonaliser.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € C? pour que N(a,b) soit
inversible.

5) Soit n € N*. Exprimer [N (a, b)]" & Paide de P, P!, a, b, et n.

FIN DE L'EXERCICE

Probleme

Les parties I et I de ce probleme sont largement indépendantes.

Préliminaires : suites adjacentes.

Soit ng un entier naturel, et u = (Up)n>n, €t UV = (Vn)n>n, deux suites réelles. On dit que le
couple (u,v) est un couple de suites adjacentes si

u est une suite décroissante
v est une suite croissante
lim (u, —v,) =0

n—oo

On pose pour tout entier n > ng, w, = U, — v,.

1) a) Montrer que : Vn = ng, wy, < Upy, — Up.
b) Montrer que (wy,)n>n, €st monotone et déterminer son sens de variation.
c) Montrer que la suite v est majorée.

d) Montrer que la suite v converge. On note ¢ sa limite.
2) En déduire que la suite u converge, et que sa limite est ¢.

3) Montrer que : Vn = ng, v, < < Uy,

On vient entre autres, de prouver le théoreme suivant : Si (u, v) est un couple de suites
adjacentes, alors ces deux suites convergent, et ont de plus méme limite.
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Partie I : La constante . Une expression sous forme de série.

On pose pour tout entier naturel n > 2,
1
Sh :;E’ U, =5, —Inn, v,=95,_1—1nn

1) a) Montrer que : Vz € [0,1],  + In(1 — z)

x) <
b) Montrer que : Vx € [0,1], z —In(1 +z) >

0.

0.

2) a) Montrer que la suite u = (u,,),>2 est décroissante.
b) Montrer que la suite v = (v,,),>2 est croissante.

c) Montrer que (u v) est un couple de suites adjacentes.

d) On note «y leur limite commune (qui existe vu le préliminaire). Donner a ’aide
de la question 3) des préliminaires, un encadrement de v & 107! pres.

3) Pour tout entier n > 1, on pose :

()
Tn, =—+1In
n n+1

a) Faire un développement limité de x,,, en 1/n, a l'ordre 2.

b) Quelle est la nature de la série Z z,?
n>1

yzi(%—ln<1+%>)

Partie II : Une expression intégrale de la constante 7.

c) En déduire que

On pose pour tout x > 0,
1 1

g<$>:1—e—x_;

1) a) On pose pour tout z réel, f(xr) =2 — 1+ e *. Donner un équivalent simple de f
en 0.

b) En déduire que g se prolonge en une fonction continue sur R* (encore notée g

).
c) Montrer que g est bornée sur R*. On notera K un réel tel que pour tout = > 0,
l9(2)] < K.

2) On pose
+oo
I:/ e “g(z)dx
0

Montrer que l'intégrale I est convergente.
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3) On note pour tout n € N* et tout X > 0

+oo ,—xz _ ,—nzx X -z _ —nz
I, = / 7% A et IL(X)= / € 7% W@
1 z 1 z

a) Montrer que l'intégrale I,, est convergente. En déduire que I,,(X) a une limite
lorsque X tend vers 4+o00. Exprimer cette limite a 1’aide des données du probleme.
On ne demande pas de calculer la valeur de la limite.

b) On note

6—&: e—?’l$

J(X):/1X7dx ot Kn(X):/lX

i) Montrer que J(X) et K, (X) ont des limites lorsque X tend vers +o0.

nX e

dx
T

dzx.

ii) Montrer que K, (X) = /
n X

€—$

dx.

iii) En déduire que I, = /
1 T

c) En utilisant I1.3.b.iii) montrer que

Inzlnn—/ L-c dz
1

T

1 —x _ _—ut
4) Posons F(t) :/ £ —° dw
0

T

a) On pose pour t € R et € R,

Montrer que ¢; peut étre prolongée par continuité en 0. On continuera de noter
¢ la fonction continue sur R ainsi déterminée.

b) Montrer que la fonction F' est définie sur R.

c) A l'aide d’une inégalité de Taylor, montrer qu’il existe une constante M (a
déterminer) telle que :

21:2

M

h
Vh e [-1,1],Vz € [0,1], e =1+ ha| <
d) Soit t € R et h € [—1,0[U]0, 1], montrer que :

F(t+h)— F(t) ot
h —/0 e “dx

1
h

S/ we_“de
0o 2

e) En déduire que F est dérivable sur R et déterminer F’(t) pour tout t € R.
f) Calculer F(1).
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1—¢e7"

T

dzx.

t
g) En utilisant I1.4.e) et I1.4.f), montrer que F(t) = /
1

—nx

400 e T e
5) a) Montrer que U'intégrale / ———dx est convergente.
0

x
1 et _ pmne
b) Montrer que [, = Inn — / —dx.
0 x
) ) +o0 et _ pmne
c) En déduire que / ——— dz =Inn.
0 x

6) Pour tout n > 2, on pose

a) Montrer que pour tout entier n > 2, |L, — I| <
On rappelle que K a été définie en 1I.1.c).
b) Montrer que la suite (L;),>2 converge. Donner sa limite.

c) Montrer que pour tout entier n > 2, L, = v,.

d) En déduire que
+oo
Y :/ e *g(x)dx
0
FIN DU PROBLEME

k* %k %k Xk ok

FIN DU SUJET

k* %k %k Xk 3k
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Les calculatrices sont autorisées.
kok ok

NB: Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
4 prendre.

AUTOUR DE LA FONCTION ZETA ALTERNEE DE RIEMANN

Objectifs : On note F' la fonction zeta alternée de Riemann définie par

+oo n—1
F(z) = Z %

et ¢ la fonction zeta de Riemann définie sur |1, +o00| par

o0 1
((z) = s
n=1
Ce probléme propose une étude croisée de quelques propriétés de F' et (.
Mise a part la partie ITI. qui utilise des résultats de la partie I., les parties sont dans une trés

large mesure indépendantes.
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I. Généralités

1. Déterminer ’ensemble de définition de F.

2. On considére la suite de fonctions (g,)n>1 définies sur [0, 1] par

k=0
Déterminer la limite simple g de (g,) puis, en utilisant le théoréme de convergence dominée,
1

montrer que F(1) = / g(t) dt. En déduire la valeur de F(1).
0

(-1

3. Démontrer que la série de fonctions E ~
n

n>1

converge normalement sur [2,+oo[. En

déduire la limite de ' en +o00.
4. Dériwabilité de F

) Int
(a) Soit x > 0. Etudier les variations sur ]0, +oo[ de la fonction t — — et en déduire que

Inn
la suite (—x) est monotone & partir d'un certain rang (dépendant de x) que 'on
n n>1

précisera.

-1 n—1
(b) Pour n > 1, on pose f, : . — (—)l
n
Si a est un réel strictement positif, démontrer que la série des dérivées Z f1 converge
n>1
uniformément sur [a, +o00].

En déduire que F est une fonction de classe C! sur ]0, +o0.

5. Lien avec (
Calculer, pour x > 1, F(x) — ((z) en fonction de z et de {(z). En déduire que :

F(z) = (1-2"")¢() .

Puis en déduire la limite de ¢ en 4-o00.

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries Zan et an est la série ch ol

n>1 n>1 n>2
n—1

Cp = Z arb,_r. Dans cette partie, on veut déterminer la nature selon la valeur de z, de la série
k=1
: (=1)" )
Z ¢n(x), produit de Cauchy de Z ~——— par elle-méme.
n>2 n>1 n
Cette étude va illustrer le fait que le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas
nécessairement une série convergente.
Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et x un réel strictement
positif.
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6. Etude de la convergence

(a) Indiquer sans aucun calcul la nature et la somme en fonction de F' de la série produit
Z (), lorsque x > 1.
n>2
4%(n —1
(b) Démontrer que pour x > 0, |c,(z)| = #
n xT

En déduire pour 0 < z < %, la nature de la série Z cn().
n>2
7. Cas oux =1
On suppose dans cette question 7. que x = 1.

1
a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ———.
(a) P p X(n = X)

_ 1
Lot Hy=14=+---+

En déduire une expression de c,(z) en fonction de — 5
n

(somme partielle de la série harmonique).

H,_
(b) Déterminer la monotonie de la suite ( = 1) .
) n>2

(c) En déduire la nature de la série Z ().

n>2

ITI. Calcul de la somme d’une série & I’aide d’une étude de zeta au voisinage de 1.

8. Développement asymptotique en 1

(a) Ecrire en fonction de In2 et de F'(1) le développement limité a I'ordre 1 et au voisinage
de 1 de la fonction F' puis déterminer le développement limité a ’ordre 2 et au voisinage
de 1 de la fonction z — 1 — 2177,

(b) En déduire deux réels a et b qui s’écrivent éventuellement a I’aide de In2 et F’(1) tels
que l'on ait pour x au voisinage de 17 :

C(z) = — b+ o(L).

xr —

9. Développement asymptotique en 1 (bis)
On consideére la série de fonctions Z vy, Ol v, est définie sur [1,2] par

n>1
(a) Justifier que pour n > 1 et z € [1,2], on a :
1 1
0< va() < — —
+o0
(b) Justifier que pour = € [1,2], la série Zvn(x) converge. On note alors v = Zvn(l)
n>1 n=1

(c’est la constante d’Euler).
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+o00
(¢c) Exprimer pour z €]1,2], la somme Zvn(x) a laide de ((z) et 1 — x.
n=1
(d) Démontrer que la série de fonctions Z v, converge uniformément sur [1,2] (on pourra
n>1
utiliser le reste de la série).

(e) En déduire que 'on a pour x au voisinage de 1% :

C(z) = % +y+0(1).

10. Application
Déduire des résultats précédents une expression a l’aide de In2 et v de la somme

X (=) llnn
§

n
n=1

IV. Calcul des F(2k) a I’aide des nombres de Bernoulli

Dans cette partie, on se propose d’établir une formule permettant de calculer la valeur des
((2k) avec un entier k > 1. Pour cela, on introduit les polynoémes et nombres de Bernoulli.
R[X] désigne la R-algébre des polynomes a coefficients réels.

On identifie un polynome et sa fonction polynomiale associée.

On dit qu’une suite (B,,) de R[X] est une suite de polynomes de Bernoulli si elle vérifie les
propriétés suivantes :

1
By=1, VneN* B =nB, i et / B, (t)dt = 0.
0

On admet qu’il existe une et une seule suite de polyndémes de Bernoulli que ’on notera (B,,).
On I'appelle la suite de polynémes de Bernoulli.
On pose b, = B,(0), b, est appelé le n-iéme nombre de Bernoulli.

11. Calculer B; et By. En déduire b; et bs.
12. Calculer pour n > 2, B,(1) — B,(0).
13. Symétrie
Démontrer que pour tout n € N, on a B, (X) = (—1)"B,(1 — X).
14. Développement en série de Fourier
Soit k£ un entier naturel. On définit ’application g, de R dans R par :

x
gr(x) = Bag (2—> pour = € [0,27] et g est périodique de période 27.
T
Justifier avec soin qu'’il existe une unique suite de réels (a,(k))n>o telle que pour tout réel z,

on ait :
(%}

gr(z) =

;k) + Z a, (k) cos(nz).
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15. Ezpression des coefficients

(a) Soient n > 1 et k > 1. Montrer que 'on a :

k (2k)(2k — 1)
k) = ——=( Box_1(1) — Boj_ ———a,(k—1).
an(k) (mr)g ( ak—1(1) 2% 1(0)> (@nm)? an( )
(b) En déduire la valeur de a,(1) pour n > 1.
(c) Conclure que pourn > 1et k> 2 on a:
(=D '(2k)!

a,(k) = ()2t

On remarquera pour la suite (sans le redémontrer) que cette formule reste vraie pour k = 1.

16. Conclusion
Déterminer pour k£ > 1 une relation entre ((2k) et bog.

17. Calcul effectif des b,

(a) Démontrer en utilisant une formule de Taylor que pour tout n € N, on a
B,(X) = i "V, X
o \F

(b) En déduire une relation de récurrence permettant de calculer les nombres de Bernoulli
sans avoir a déterminer les polynomes de Bernoulli associés. Ecrire, dans un des langages

au programme, un petit algorithme permettant d’obtenir la valeur de b, pour un entier
n donné.

Fin de 1’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.
% % ok

NB: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et & la concision de la
rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
A prendre.

MATRICES DONT LES VALEURS PROPRES SONT SUR LA DIAGONALE

Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices
ayant leurs valeurs propres sur la diagonale. Ce probléme s’intéresse aux matrices vérifiant
cette particularité.

Dans ce probléme, toutes les matrices sont a coefficients réels et n est un entier, n > 2.

On dira qu’une matrice A = (a;;) de M,,(R) est une matrice 4 diagonale propre si son
polynome caractéristique est scindé sur R et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres
avec le méme ordre de multiplicité, ¢’est-a-dire si le polynome caractéristique de A est

n

xa(X) = [ (@i — X).

=1

On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour A est une matrice a diagonale propre. On
notera &, 'ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre.
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I. EXEMPLES

1 -1 «
. Soient o un réel et M(a)= [0 2 —«
1 1 2-«

(a) Calculer, en donnant le détail des calculs, le polynéme caractéristique de la matrice
M («a). Démontrer que, pour tout «, la matrice M(«) est une matrice a diagonale
propre.

(b) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles la matrice M («) est diagonalisable ?
-1
. Cette matrice antisymétrique A est-elle une

o O O

0
. On considére la matrice A = |0 0
1 0
matrice & diagonale propre?
. Casn =2
Déterminer & puis montrer que & est une partie fermée de My(R).

II. TEST DANS LE CAS n =3

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice a diagonale propre soit
inversible. Donner un exemple de matrice a diagonale propre (non diagonale) de Mj3(R),
inversible et telle que A™! est également une matrice a diagonale propre. On donnera A1

. Soit A = (a;;) une matrice de M3(R), démontrer que A est une matrice & diagonale propre
si et seulement si, elle vérifie les deux propriétés suivantes :

3
det A = H (077 et a12Q91 + Q13031 + Q23039 = 0.
=1

. Utilisation de la calculatrice

(a) Ecrire un algorithme en frangais qui, & partir d’une matrice A = (a;;) € M3(R), teste si
la matrice est ou n’est pas une matrice a diagonale propre. On considére que I'algorithme
suppose connu le calcul du déterminant.

(b) Ecrire ensuite cet algorithme sur la calculatrice (il n’est pas demandé d’écrire sur la
copie le programme en langage calculatrice). Parmi les matrices suivantes, indiquer les
matrices a diagonale propre :

-1 0 3 5 2 2 1 -1 4
0 0 2 1 14 11 =2
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7.

10.

11.

12.

(¢) Conjecturer une condition nécessaire et suffisante sur les produits
@i2021, a13a31 €t a3a3)

pour qu'une matrice A = (a;;) € M3(R) a diagonale propre inversible soit telle que
A~1 soit également une matrice a diagonale propre (on demande juste de donner cette
conjecture sans chercher a la prouver).

IIT. EXEMPLES DE MATRICES PAR BLOCS

SiM = (61 2) est une matrice de M,,(R) par blocs (les matrices A et C' étant des matrices

carrées), démontrer que
det M = (det A)(det C)

(on pourra utiliser les matrices par blocs ({)T g) et (61 ]B) en donnant des précisions

sur les tailles des matrices qui interviennent).

Donner un exemple d’une matrice M a diagonale propre de My(R) (matrice 4 x 4) dans
chacun des cas suivants :

(a) La matrice M contient treize réels non nuls (on expliquera briévement la démarche).

(b) M = (A g) ou les matrices A, B et C sont toutes des matrices de Ms(RR) ne conte-

nant aucun terme nul (on expliquera briévement la démarche).

IV. QUELQUES PROPRIETES

Si A est une matrice de M,,(R) a diagonale propre, démontrer que, pour tout couple (a,b)
de réels, les matrices aA + bl, et les matrices a ‘A + bI,, sont encore des matrices a diagonale
propre.

Si on note G, I’ensemble des matrices a diagonale propre inversibles, démontrer que G, est
dense dans &,,.

Matrices trigonalisables

(a) Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice a diagonale propre ?
(b) Justifier qu'une matrice a diagonale propre est trigonalisable.
(c) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M,,(R) soit

semblable & une matrice a diagonale propre.

Démontrer que toute matrice de M,,(R) est somme de deux matrices a diagonale propre.
&, est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
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V. MATRICES SYMETRIQUES ET MATRICES ANTISYMETRIQUES

On notera S, le sous-espace vectoriel de M,,(R) formé des matrices symétriques et A, le sous-
espace vectoriel de M,,(R) formé des matrices antisymétriques.

13. Question préliminaire
Soit A = (a;;) une matrice de M,,(R), déterminer trace(*AA).

14. Matrices symétriques a diagonale propre

(a) Soit A = (a;;) une matrice de M,,(R), symétrique dont les valeurs propres sont notées
Ay A

n n n
. 2 _ 2
Démontrer que E E a;; = E AL
i=1

i=1 j=1
(b) Déterminer ’ensemble des matrices symétriques réelles a diagonale propre.

15. Matrices antisymétriques a diagonale propre
Soit A une matrice antisymétrique de M,,(R) & diagonale propre.

(a) Démontrer que A™ = 0 et calculer (*fAA)".
(b) Justifier que la matrice *AA est diagonalisable puis que "AA = 0.

(c) Conclure que A est la matrice nulle.

VI. DIMENSION MAXIMALE D’UN ESPACE VECTORIEL INCLUS DANS €&,

16. Question préliminaire
Indiquer la dimension de A, (on ne demande aucune démonstration, la réponse suffit).
17. Soit F' un sous-espace vectoriel de M,,(R) tel que l'on ait F' C &,.

Démontrer que
1
dim F < @

pour cela on pourra utiliser dim (F' + A,,).
Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F' de M,,(R) vérifiant F' C &, 7

18. Déterminer un sous-espace vectoriel F' de M,,(R) vérifiant F' C &,, de dimension maximale,
mais tel que F' ne soit pas constitué uniquement de matrices triangulaires.

Fin de 1’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées.
*kk*k
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

*kkk

Le sujet comporte 6 pages.

Notations :
On note :
R . I’ensemble des nombres réels,
+ In :lafonction logarithme népérien.

n+l

Pour tout nombre réel x tel que la série Z —converge (resp. la série Zln l+e™
nx1 n=0

400 n+1

+00
converge), on note & X = resp f x =) In 1+e™ ) la somme de cette série.
nX
n=1 n=0

Objectifs :

On se propose d’étudier quelques propriétés des fonctions € et f .
Dans la partie I, on calcule trois valeurs exactes et une valeur approchée de & n pour quatre entiers

naturels n. La partie 11 est consacrée a une étude de la fonction f en liaison avec ¢ 2 . Dans la
partie 111, on étudie de fagon plus précise la continuité et le caractére C' de la fonction 6.
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PARTIE |

Quelques valeurs de la fonction 8

1.1/ Calculde 61 .

1.1.1/ Préciser, selon la valeur du nombre réel x, la limite de 1 lorsque I’entier n tend

nx

VEers +oo,

1.1.2/ Montrer que I’ensemble de définition de la fonction & est E= 0 ;4o .

1.1.3/ Pour tout entier naturel n, on pose J = IOZ tant "dt .

1.1.3.1/  Préciser une primitive de la fonction t+ tant et calculer J, .
1.1.3.2/  Montrer que la suite J, est convergente et préciser sa limite.

1.1.3.3/  Calculer J,+J,,, pour tout entier naturel n.

n+2

1.1.3.4/  En utilisant le résultat obtenu en 1.1.3.3/, établir (par exemple par récurrence),
n k+1

pour tout entier naturel n non nul, la relation : Z_Z—szlJr -1
k=1

n+1
‘]2n+1 )

1.1.3.5/ En déduire lavaleurde 6 1 .

1.2/ Une valeur approchée de 6 3 .

k+1

-1
ks

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, :Z
k=1

1.2.1/ Décrire, en francais, un algorithme de calcul de S, pour n entier naturel non nul
donné.

1.2.2/ En utilisant ’algorithme précédent et la calculatrice, donner la valeur décimale
approchée par défaut o de S.,a la précision 10™.

1.2.3/ Montrer que o est aussi la valeur décimale approchée par défaut de € 3 a la précision
10,
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1.3/ Calculde 8 2 et 6 4 .

On considere la fonction g définie sur R, a valeurs réelles, 2 -périodique et vérifiant :
g X =X2 pourtout Xe -z ; 7 .

- T
Pour tout entier naturel n, on pose «, = J'O x2cos nx dx.

1.3.1/  Calculer «, pour tout entier naturel n.

1.3.2/  Expliciter les coefficients de Fourier réels a, g et b, g de lafonction g.
On rappelle que pour tout entier naturel n :

a, g =%I;g x cos nx dx et b ¢ :%jig X sin nx dx.

n

cos nx et expliciter

1.3.3/  Justifier la convergence, pour tout x réel, de la série Z
nx1

+00 n

sa somme Y _
n=1

Cos nx pourtout Xe -z ; 7 .

1.3.4/ En déduire la valeurde @ 2 .

+00

. L. 1
1.3.5/  Justifier la convergence de la série 2—4 et calculer la valeur de sa somme 2—4.

nx1 n=1

1.3.6/  En utilisant le résultat obtenu en 1.3.3/, établir la convergence de la série

n 400 n

Y. ——sin nx et expliciter sa somme )’

=1 N n=1

sin nx pour Xe -z ; 7 .

n

cos nx et calculer sa

1.3.7/  Justifier, pour tout x réel, la convergence de la série Z
nx1
n

cos nx pour xe —z ; 7 enfonctionde x et 8 4 .

+00
somme Z
n=1

1.3.8/ En déduire la valeurde @ 4 .
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PARTIE II

Etude d’une fonction

Pour tout entier naturel n et tout nombre réel x, onnote u, x =In 1+e™ .

+00

Pour tout nombre réel x tel que la série > u, x converge, onnote f x => u, x lasomme de

n>0 n=0
cette série. On se propose d’étudier quelques propriétés de la fonction f en utilisant en particulier
| n+1
02 = Z 2
P

11.1/ Montrer que la fonction f est définie sur 0 ;+oo .

On note désormais g I’image par f de D’intervalle O ;+o .
11.2/ Montrer que la fonction f est continue sur 0 ;+w .

11.3/ Montrer que la fonction f est strictement monotone sur 0 ;4o .

11.4/ Justifier ’affirmation : ¢ est un intervalle de R .

11.5/ Montrer que la fonction f admet une limite finie A (que I’on précisera) en +oo .

11.6/ Pour tout nombre réel x strictement positif, on désigne par i, la fonction définie sur R, par :

w, t =In 1+e™ .
11.6.1/ Justifier la convergence de I’intégrale IO v, tdt.

11.6.2/ Etablir, pour tout nombre réel x >0, la double inégalité :

[, vt dist x <in2+ | Tyt dt.

. L 1 In 1+y
11.6.3/ Montrer I’existence de 1’intégrale jo

dy et exprimer sa valeur en fonction

de @ 2 .
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11.6.4/ Montrer qu’il existe une constante x (que 1’on précisera) telle que pour tout nombre
réel x strictement positif, on ait la double inégalité :

<f x <A+

> =
> =

11.6.5/ En déduire la limite de xf x lorsque x tend vers O et préciser ’intervalle €.

PARTIE 11l

Propriétés de la fonction &

4o n+l

Rappel : 0 x =)

X
n=1 n

I111.1/ Montrer que pour tout nombre réel x de E= 0 ;+oo , on a la double inégalité

1o xc<
2X_9 X <1.

111.2/ En déduire que la fonction @ est bornée sur E et qu’elle admet une limite finie en +c ; on
précisera cette limite.
111.3/ Continuité de la fonction 4.

111.3.1/ En utilisant la notion de convergence normale, montrer que la fonction @ est continue
sur I’intervalle 1 ;+oco .

111.3.2/  Montrer que la fonction & est continue sur E .

111.4/ Caractére C* de la fonction 4.

111.4.1/ Soit x un nombre réel fixé strictement positif, on designe par ¢, la fonction définie
nt
tx
Etudier les variations de la fonction ¢, sur I’intervalle 2 ;+oo ; on précisera I’étude dans les

sur Pintervalle 2 ;+o0 par ¢, t =

deux cas :

111.4.1.1/ lorsque x>—+-

In2°

-1
111.4.1.2/ lorsque X€i|0 ; Inz[ :
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111.4.2/ Démontrer de fagon rigoureuse que la fonction @ est de classe C*
111.4.2.1/ sur 'intervalle [L oo[ ,

In2 i+

111.4.2.2/ sur 'intervalle 0 ;400 .

111.4.3/ Déterminer le signe

111.4.3.1/ de 6' 2 ,

111.4.3.2/ de 6'1 .

Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont autorisées.
*kk*k
N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

*kkk

Le sujet comporte 7 pages.

Notations :

On désigne par R I'ensemble des nombres réels, par N ’ensemble des nombres entiers naturels et
par N” I’ensemble N privé de 0.
Pour n entier naturel non nul, on note o/, R 1’espace vectoriel réel des matrices carrées a n lignes

et a coefficients dans R .
Pour A dans /L, R ,onnote det A le déterminant de la matrice A .

Etant donné un espace vectoriel E, on note id I’endomorphisme identité défini par :
Pour tout x de E, id x =x.

Onnote Im | T’image d’un endomorphisme | de E et ker | son noyau.

Pour k e N, on note |I* I’endomorphisme de E défini par 1° =id si k=0 et par 1* =lol**sinon.
Etant donné une base ./ de E, on note Mat 5 | lamatrice de I’endomorphisme | relativement a

la base .
Etant donné un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel de dimension finie, on note dim F

la dimension de F. On désigne par Vect u,v (respectivement Vect u,F ) le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs u et v (respectivement engendré par le vecteur u et les vecteurs

de F).
Lorsque E sera un espace vectoriel normé, on notera || la norme d’un vecteur u .
Lorsque E sera un espace euclidien, on notera u|v le produit scalaire des vecteurs uet v ; on

note O E le groupe orthogonal de E (c'est-a-dire I’ensemble des automorphismes orthogonaux de

E), F' désigne D’orthogonal du sous-espace vectoriel F et | désigne I’adjoint de

I’endomorphisme | .
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Objectifs :

Etant donné un endomorphisme | d’un espace vectoriel E, pour tout x de E et pour n de N”, on
e 13 e . s .
définit L, X =—ZIk x . En prenant différentes hypothéses pour E et pour I, on étudie la limite

k=0
delasuite L, x . de E lorsque n tend vers +.
Dans la premiere partie, on étudie cette limite dans trois exemples. Dans la deuxieme partie, on
obtient la limite de la suite L 6 X o lorsque n tend vers +« dans un cadre plus genéral ; cette
limite est obtenue a 1’aide d’une propriété d’algebre linéaire que 1’on fait établir dans trois contextes
géneraux différents.

Dans la troisieme partie, cette propriété algebrique permet d’obtenir un résultat concernant une
décomposition des automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien.

PARTIE | : EXEMPLES

La partie | permet d’illustrer les résultats établis dans la partie I1. Elle doit étre traitée sans utiliser
les résultats de la partie I1. Les exemples I.A, 1.B, I.C sont indépendants les uns des autres.

Dans cette partie, E est un espace euclidien de dimension 4, rapporté a une base orthonormale
P=e,e,e,e, .

1y 22
3 3 3
EEE

I.LA~ Soit s ’endomorphisme de E deéfini par sa matrice Mat; s =S = 5 5 1 .

- —-= =0
3 3 3

2 2 41
3 3 3

I.A.1 Réduction de ’endomorphisme s .

I.A.1.1 Justifier I’affirmation : I’endomorphisme s est diagonalisable. Calculer la
matrice S%.

I.LA.1.2 En déduire que s est un automorphisme orthogonal de E et que 1 et -1
sont ses valeurs propres.

On note E,et E_, les sous-espaces propres de s respectivement associés aux valeurs

propres 1 et —1. Il résulte des questions précedentes que E, et E_, sont des sous-
espaces supplémentaires de E .

I.A.1.3 Calculer la trace de s . En déduire les dimensions de E, etde E ;.
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1.B

I.LA.2 On considére les trois vecteurs suivants de E : u, =e, +e,+¢€, , U, =€ +¢€, +2e, et

U, =—€ +€, +€,.

I.A.2.1 Déterminer les vecteurs s u, et s u, . En deduire que u,,u, est une

base de E,. Déterminer une base orthonormale de E,.

I.A.2.2 Déterminer un vecteur non nul u, = ae, +be, +ce, +de, orthogonal aux trois

vecteurs u,,u, et u,. En déduire que u,,u, forme une base orthogonale de E_, .

. 1 n-1
ILA.3 Pourtout x de E ettoutn de N",onnote S, x ==>s* x .
Nk

Soit |

1.B.1

I.LA3.1 Pour xeE fixé on note x=y+z avec yeE, et zeE_,. Soit ke N,
déterminer un réel «, tel que s“ x =y+a, z. En déduire, pour ne N", un réel f,
telque S, x =y+p, 2.

I.LA.3.2  Déduire de ce qui précede que la suite S, x - de E a une limite

lorsque n tend vers +co . Exprimer cette limite en fonction de x etde s x .

o bplw
o

I’endomorphisme de E deéfini par sa matrice Mat, | =L =

o Mlw O

o Nlw O BNk

o Mk
Nlw o© M|k

N

Une propriété concernant les normes.

1.B.1.1 Pour tout vecteur u=ae,+be,+ce,+de, de E, calculer ||u||2—HI u H2

Prouver I'inégalité ||| u | <|u] .

.B.1.2 En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’un vecteur U
vérifie I"égalité I u |=[u]|. Montrer que 1 est une valeur propre de | et que le sous-

espace propre associé est de dimension 2.

3/7



1.C

1.B.2 Réduction de I’endomorphisme | .
1.B.2.1 Déterminer le polynéme caractéristique de 1.

1.B.2.2 Montrer que | possede une autre valeur propre 1 =1 que ’on déterminera.
Justifier que les deux sous-espaces propres G, et G,de | associés aux valeurs

propres 1 et A sont supplémentaires dans E .

1.B.3 Pourtout x de E ettoutn de N",onnote L, X :lz

Soit xe E.Onnote x=y+z avec YeG, et zeG,.

1.B.3.1 Pour k e N, exprimer I* x enfonctionde y,z et k.

1.B.3.2 Pour tout ne N, exprimer L, x en fonctionde y,z et n.
En déduire que la suite L, x . de E aune limite lorsque n tend vers +e et

déterminer cette limite.

Soit t I’endomorphisme de E défini par sa matrice

I—‘%I||_\

o %dn—\
o %dn—\ %dn—\

- &l &l

Mat

N
HS
w

° &

i Bl
2
i

I.C.1  Montrer que T est une matrice orthogonale.

- : 1
I.C.2 On considere les deux vecteurs suivants de E : €1=—2 e,+e, et

&, e,—€, .

2

I.C.2.1 On note F =Vect e,g; . Déterminer les vecteurs te et teg . En
déduire que F, est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, stable par t.

1.C.2.2 Soit F, =F," 1’orthogonal du sous-espace F,.Montrer que F, est stable
par t. Montrer que e,,s, estunebasede F, .

La famille de vecteurs &" = e,,&,,e,,&, estdonc une base de E .
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1.C.3 Onnote T :Mat/g, t.

1.C.3.1 Justifier que la matrice T  est orthogonale. Expliciter T .

1.C.3.2 Soit & :ArcsinL\Ej. Exprimer la matrice T en fonction de 8. On

oriente le plan F, par labase e,,s (respectivementon oriente le plan F, par la
base e,,e, ). Préciser la nature géométrique de I’endomorphisme de F
(respectivement de F,) induit par t.

1.C.3.3 Pour k € N, exprimer en fonction de & et k la matrice de t* relativement &
la base %"

nl
I.C.4 Soient weR et neN".Onnote &, :Ze'k‘” . Expliciter £, o selon les

k=0

valeurs de o . En déduire les réels @ pour lesquels la suite complexe ¢, @ L est
S

bornée.

* l
I.C.5 Pourtout x de E ettout neN ,onnote T, X :—Ztk X .

I.C.5.1 Justifier que le sous-espace F, est stable par T, .

I.C.5.2 Soit y=ae, + B¢, €F, .Onnote t* y =y e +d,&, T, Y =46 +u.¢.

1.C.5.2.1 Déterminer la matrice V, eo/t, R telle que (ykavk [aj.
Sy p

A
En déduire la matrice U, e o/, R telle que ( ”jzun[Z].
Hy

On exprimera V, en fonctionde & et k et U _ en fonctionde 6 et n.

1.C.5.2.2 Montrer que la suite T,y - de E a une limite lorsque n tend
vers +oo et déterminer cette limite.

1.C.5.3 Soit xe E. En écrivant x=y+2z avec ye F et zeF,, montrer que la suite
T, x . de E aune limite lorsque n tend vers +oo et déterminer cette limite.

ne
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PARTIE II

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel. Etant donné un endomorphisme | de E, pour tout

* 1
x de Eettout neN",onnote L, x ==>1“ x .
n

I1.A Dans cette partie I1.A, on suppose que E est un espace euclidienetque €O E .

I1.A.1 Montrer gque les sous-espaces vectoriels ker 1 —id et Im I—id sont orthogonaux.

En déduire qu’ils sont supplémentaires dans E .

Soit x € E . D’apres le résultat précédent, il existe y e ker 1 —id et z € E tels que

x=y+l z —z.

I1.LA.2 Pour k e N, exprimer 1 x en fonction de y,z et k . En déduire I’expression de
L, x enfonctionde y,z et n.

I1.A.3 Montrer que la suite L, X - de E aune limite que I’on déterminera lorsque
n tend vers +oo.

Dans la suite de la partie I, étant donné un espace vectoriel normé E, on notera B E 1’ensemble

des endomorphismes h de E qui vérifient : pour tout x de E, Hh X Hs||x||

11.B  Dans cette partie 11.B, on suppose que E est un espace euclidien. Soit f e B E . On note
f"I’adjoint de f .

11.B.1 Montrer que f~ appartienta B E .

11.B.2 Montrer que si xeE vérifie f x =x, alors |f" x —x|"<0. Montrer Iégalité

ker f—id =ker f" —id .

11.B.3 En déduire que ker f—id et Im f—id sont des sous-espaces vectoriels de E
supplémentaires dans E (on pourra utiliser 1’égalité : pour ¢ 1’endomorphisme de E,
ker ¢ = Img 7).
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I1.C  Dans cette partie 11.C, on suppose que E est un espace vectoriel normeé de dimension finie.
Soit e B E . Pourtout x de Eettout neN", onreprend la notation L, x définie au

début de la partie 11.

11.C.1 On suppose que X appartient a I’intersection ker I—id ~Im I—id . Soit y € E tel
que x=1 y —y. Pour neN", exprimer I" y en fonction de x,y et n. En déduire que
ker 1—id et Im I—id sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E .

11.C.2 Soit xe E. Montrer que lasuite L, x . de E aunelimite lorsque n tend
vers +oo et déterminer cette limite.

PARTIE 111

Dans cette partie, E est un espace euclidien et | O E . Soit e un vecteur non nul de E. Pour

Xle
tout xeE,onnote o, X =Xx-2——¢.

2
e
I11.1 Calculer o, e . Pour x orthogonal a e, calculer o, x . Montrer que o, est un

automorphisme orthogonal de E .

o, est donc la réflexion par rapport a ’hyperplan Vect e
111.2 On note W =ker |—id et on suppose que W est différent de E. Soit u un vecteur fixé de
E tel que ugW . Dans la suite, on prend e=1 u —u.

111.2.1 Montrer que e est orthogonal a W (on pourra utiliser le résultat de 11.A.1).

111.2.2 Calculer o,  u —u eto, | u +u .Endéduire o, l U eto, U .
111.2.3 Montrer 1’égalité Vect uW =ker o0l —id .

111.2.4 En déduire que | peut se décomposer en la composee de p reflexions et exprimer p

en fonctionde k=dim W etde n=dim E .

Fin de I'énoncé.
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Les calculatrices sont interdites

kokskok

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

kokskok

Notations et objectifs

Pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 1, on note M ,(R) le R-espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R et M, 1(R) le R-espace vectoriel des matrices
colonnes a n lignes a coefficients dans K.

S, (R) désigne I’ensemble des matrices symétriques de M ,(R ), O, (R ) ’ensemble des matrices
orthogonales de M ,,(R) et /,, la matrice identité d’ordre n.

Tout vecteur = = (x;)1<icn de R™ est identifié a un élément X de M., ;(R) tel que 1’élément
de la :*™ ligne de X soit x;. Dans toute la suite, nous noterons indifféremment X = (%)1<ign UN
élément de M., 1 (R ) aussi bien que le vecteur de R™ qui lui est associé.

Selon le contexte, 0 désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de M ,,(R), soit encore la
matrice nulle de M, 1 (R).

R™ est muni de son produit scalaire canonique noté (- | -),, et de la norme associée notée || - ||,

Une matrice carrée réelle M sera dite positive si tous ses coefficients sont positifs ou nuls et
on notera dans ce cas M > 0. De méme un vecteur X de R" sera dit positif si toutes ses compo-
santes x; sont positives ou nulles et on notera aussi X > 0. L’ensemble des matrices carrées réelles
d’ordre n, positives et symétriques est noté S,, (R ).

L’objectif de ce probleme est d’étudier des conditions pour lesquelles, étant donnés n nombres
réels distincts ou non, A, Ay, ..., A,, il existe une matrice carrée réelle d’ordre n positive et
symétrique admettant pour valeurs propres A1, A9, ..., A, comptées avec multiplicité, c’est-a-dire

n

dont le polyndme caractéristique est égal a H()\ r— X).
k=1
Dans la premiere partie on considérera quelques exemples simples.

Dans la seconde, on montrera que si S est une matrice carrée réelle positive et symétrique de
plus grande valeur propre «, alors « est positif, S admet pour la valeur propre « un vecteur propre
positif et toute valeur propre A de S vérifie |\| < a.
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La troisieme partie, assez technique, permettra de connaitre les valeurs propres d’une matrice
carrée réelle positive et symétrique d’ordre n + p construite a partir de deux matrices A et B carrées
réelles positives et symétriques d’ordres respectifs n et p dont on connait les valeurs propres.

Enfin la derniere partie donnera des conditions suffisantes pour qu’il existe une matrice carrée
réelle positive et symétrique d’ordre n admettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité,
n réels donnés.

PARTIE I
I.1 Montrer que si Ay, A9, ..., A, sont des réels positifs, distincts ou non, il existe une matrice
S carrée réelle positive et symétrique d’ordre n et de valeurs propres A1, Aa, ..., A,, comptées avec

multiplicité.
I.2 a) Soit M une matrice carrée réelle d’ordre 2 admettant —1 et 1 pour valeurs propres.
Montrer que son polyndme caractéristique P est donné par P(X) = X?* — 1.
b) En déduire une matrice 5 carrée réelle positive et symétrique d’ordre 2 admettant pour
valeurs propres —1 et 1.
1.3 Déterminer une matrice S carrée réelle positive et symétrique d’ordre 3 admettant pour
valeurs propres —1, 0 et 1.
I.4 Déterminer une matrice S carrée réelle positive et symétrique d’ordre 4 admettant pour
valeurs propres comptées avec multiplicité : —1, —1, 1 et 1.
I.5 Montrer qu’il n’existe aucune matrice S carrée réelle positive et symétrique d’ordre 3 ad-
mettant pour valeurs propres comptées avec multiplicité : —1, —1 et 0.
1.6 a) Pour « et b réels, on note H la matrice carrée d’ordre n dont les coefficients diagonaux
valent tous « et les autres valent tous b. Déterminer les valeurs propres de H.
b) Une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n dont toutes les valeurs propres sont
positives ou nulles est-elle nécessairement positive ?

PARTIE 11

IL1 Soit (X,Y) € (M,1(R))% S € S,(R)et P € O,(R). Etablir les égalités :
a) (X |Y), ='XY =YX,
b) ‘XSY = (X | SY), = (SX | V).
O [|PX]], = [|X]|,.
IL2 Soit (X,Y) € (M,1(R))*et (U, V) € (M,1(R))>. On note Z et T les matrices de
M. 1p,1(R) définies par blocs sous la forme

() =)

a) Montrerque (Z | 1)+, = (X | Y),, + (U | V).
b) Montrer que si X, Y sont orthogonaux dans R” et U, V' orthogonaux dans R?, Z et T’
sont orthogonaux dans R" 17,
¢) La réciproque est-elle vraie ?
Dans la suite de cette partie S désigne une matrice de S,,(R) et D = diag(Ay,..., A, ) une
matrice diagonale semblable a .S. On pose & = max A;.

1<ign
IL.3 a) Montrer que pour tout Y € M, 1(R), (DY | V), < of|V]]2.
SX | X),
b) En déduire que pour tout X € M, ;(R)\ {0}, W <
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¢) En utilisant une décomposition du vecteur X sur une base orthonormée de vecteurs
propres de .5, montrer que cette derniere inégalité est une égalité si et seulement si X est vecteur
propre de 5 associé a la valeur propre «.

L4 Soit F ={X e M,,;(R)| X >20},¥={X e M,1(R)|||X]],=1}etC =ENZX.

a) Montrer que £ est un fermé de M, 1(R).

b) Montrer que C' est un fermé borné de M, ;(R).

¢) Soite : M, 1(R) — R, X = (SX | X),. Donner I’expression de »(X) en
fonction des coefficients de S et de ceux de X ; en déduire que ¢ est continue sur M, | (R).

d) On pose i = sup ¢(X). Justifier I’existence de i et montrer qu’il existe Xy appartenant

Xeco

a C tel que p(Xo) = p.
e) Montrer que 4 < o.
IL.5 On suppose dans cette question S > 0.
a) Si X = (2;)i1gign €St Un vecteur propre unitaire de S associé a la valeur propre ¢, on
pose W = (|zi])1<ign-
i) Montrer que W est élément de C'.
ii) Montrer que |o(X)| < o(W).
iii) Montrer que |o| < p.
b) En déduire o > 0, puis que la matrice S admet un vecteur propre positif associé a la
valeur propre a.
¢) Montrer que pour tout: € {1,2,...,n}, |A;| < a.

PARTIE III

Soit n et p deux éléments de N*, A, B deux matrices symétriques réelles d’ordres respectifs n et
p, (X1, X2, ..., X,,) une base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de A, (Y1, Y2,...,Y,)
une base orthonormée de R” formée de vecteurs propres de B et o1, g, ..., &y, B1, B2,..., 3, les

réels tels que :
\V/iE{l,Q,...,n},AXZ':OQXZ' et \V/jE{l,Q,...,p},B}/j:ﬁj}/j

Pour tout réel s, on note M, la matrice de M,,;,(R) donnée sous forme de blocs par :

— A SX1ty1
= (i, 0
et on considere les vecteurs (Z;)i<ic, de R™*? définis par Z; = ( 0 >, ainsi que les vecteurs
(T]‘)1<J<p de Rn+p définis par Tj = (}9

J
III.1 Montrer que Z;, Zs, ..., Z, et 15,15, ..., T, sont vecteurs propres de M; et préciser les
valeurs propres correspondantes.

IIL.2 Pour 6 réel, on note V() le vecteur défini par V(6) = <((CS(1)Z 2)551)
1

a) Montrer que V() est unitaire dans R"*7.
b) Déterminer le spectre de M.

¢) On suppose dans cette question s = . On note ¢4 I’unique réel de I’intervalle } — g, —|—g {
tel que :

B — o1+ \/(041 — [1)? + 4s?
25

tan 6, =
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et on pose 8, = 6, + E.
i) Montrer que 6, est non nul.
ii) Evaluer le produit (tan 6 )(tan 65).
iii) Montrer que 6, et 6, vérifient I’équation :

S

tan 6 (2)

ap + stanf = ) +

iv) En déduire que V' (6;) et V(6;) sont vecteurs propres de M, et exprimer les valeurs
propres correspondantes i, et (5 en fonction de o, 3; et s.

v) Montrer que les vecteurs V' (01),V (0s), Z2, Zs, ..., Zy, T, Ts, ..., T, forment une base
orthonormée de R"** et donner I’ensemble des valeurs propres de M.

vi) Montrer que les formules exprimant z¢ et 5 en fonction de o, 3 et s donnent encore
des valeurs propres de M; lorsque s = 0.

PARTIE IV

Dans cette partie on se propose de démontrer par récurrence la propriété (P,) suivante : si
(A, A, ..., Ay) estun élément de R™ tel que :

alors il existe A € S,,(R4) tel que A1, A2, ..., A, soient les valeurs propres de A comptées avec
multiplicité.

IV.1 Vérifier que (P;) est vraie.

IV.2 Soit n € N* tel que (P,) soit vraie et soit (A1, Az, ..., Ay, Apyr) € R vérifiant :

MZ20Z2X 220 2\ et Mtd+ -+ A+ A0 20

Onpose a = Ay + Ayq.
a) Montrer qu’il existe A € S,(R,) tel que a, s, ..., A, soient valeurs propres de A.
Dans la suite de cette question IV.2, A désignera une telle matrice.
b) Montrer que A admet un vecteur propre X; unitaire et positif associé a la valeur propre a.
¢) Pour s réel, soit M la matrice de M., 1(R) définie par :

. A SXl
MS - (StXl 0 )

i) Vérifier que M est bien de la forme (1) : préciser p, B et Y;.
ii) En déduire les valeurs propres de M.
iii) Montrer que si s = 1/ —X1A,41, les valeurs propres de M sont : Ay, Ao, ..., Au, Aig
et conclure.
IV.3 Exemple

1 3
a) Déterminer le spectre de la matrice A = | 2 3
3 0
S

Qo= N

b) Déterminer une matrice B carrée réelle positiv
valeurs propres Ay = 9, Ao = —1, A3 = Ay = —3.

et symétrique d’ordre 4, admettant pour

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené a prendre.

PARTIE 1

Pour tout nombre réel s, on considere I’équation différentielle linéaire homogene du second
ordre (&) suivante :

(&) (1—a2%) 9" (x) —2(s+2) 2¢/(x) — 2(s + 1) y(x) = 0.
On note fs la solution de (&) sur | —1, +1[ qui vérifie les conditions initiales f5(0) = 0 et f1(0) = 1.
I.1. Soit g, la fonction définie sur | — 1, +1[ par gs(z) = fs(x) + fs(—x).

I.1.1. Montrer que g5 est solution de (&) sur | — 1, +1][.
I.1.2. Calculer ¢4(0) et ¢%(0). En déduire que fs est impaire.

I.2. Déterminer en fonction de s I'unique valeur de o € IR telle que la fonction z — (1 —2?)* soit
solution de (&) sur | — 1, +1].

I.3. Soit us la fonction définie sur | — 1, +1[ par u,(z) = (1 — z%)5T! fo(x).

I.3.1. Montrer que la dérivée u’, de u, est solution sur | — 1, +1[ de I’équation différentielle :

(&) (1 —2?) y'(x) + 2szy(2) = 0.

I.3.2. Déterminer I’ensemble des solutions de (€!) sur | — 1, +1].

I.3.3. Calculer u/(0) et us(0). En déduire que us(z) = / (1 —*)* dt pour tout z €] — 1, +1].
0

1.4. Soit y une fonction impaire, définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, développable en
+o0

série entiere sur /. On note y(x) = E cnz®™ ™ le développement en série entiere de y sur 1.
n=0
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I.4.1. Montrer que pour que y soit solution de (&) sur I, il faut et il suffit que 1'on ait pour

tout n € IN :
2s+2n+ 3
Cntl = ——————Cn.

2n + 3

I.4.2. En déduire pour tout n € IN* une expression de ¢, en fonction de n et ¢.

1.4.3. Pour quelles valeurs de s € IR I'équation (&) admet-elle des solutions polynomiales
impaires non identiquement nulles ?

+00
I.4.4. On suppose que s & {—n — % ;n € IN}, que y(x) = chx%ﬂ est solution de (&) sur
=0
n oo
I, et que ¢y # 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z cprin L,
n=0

I.5. Déduire des questions précédentes que pour tout s € IR et tout €] —1,+1[ on a :

2"n! L~

——— | [@2s+2k+1)| 2>
| H(

(2n+ 1)

I.6. Montrer que pour tout p € IN et tout €] —1,+1[ on a :

/x dt Q)
o (1— tz)p+% (1— x2)p+%’

ou (), est une fonction polynomiale impaire de degré 2p + 1 que I'on explicitera.

iy oo coodl T dt
Expliciter en particulier — et —
o (1—12)2 o (1—1t2)2

PARTIE I1

On considere la fonction 3 de la variable réelle x définie par :

B(z) = /01<1 2y g,

I1.1. Déterminer le domaine de définition de £3.

I1.2. Montrer que [ est continue sur | — 1, 400].

1
On admettra que 3 est de classe C! sur | — 1, +oo|, de dérivée x — (' (z) = / (1—t3)"In(1—t*)dt.
0

I1.3. Montrer que [3 est strictement monotone sur | — 1, +00] et préciser son sens de variation.
11.4.
94 ) . , . . s 2z + 2
I1.4.1. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que 'on a f(z + 1) = ST 36(:1:) pour
x

tout x > —1.

I1.4.2. Calculer §(0). En déduire la limite de ((z) lorsque x tend vers —1 par valeurs
supérieures.
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I1.4.3. Pour tout n € IN* donner une expression de 3(n) a l'aide de factorielles. En utilisant
la formule de Stirling, déterminer un équivalent de 3(n) lorsque n tend vers +oo. En déduire la
limite de #(n) lorsque n tend vers 400, puis celle de 3(z), z € IR, lorsque x tend vers +00.

I1.4.4. Calculer 3 (—%) En déduire la valeur de (3 (—% + n) pour tout n € IN*.

PARTIE II1

Soit v un nombre réel strictement supérieur a 1, non entier. Soit ., la fonction 27-périodique
définie sur IR par :
Vz € IR, o (x) = |cos x|

On note ag(7y) + Z lan(7y) cosnx + by, () sinnz] la série de Fourier de ¢,.

ITI.1.
ITI.1.1. Préciser pourquoi ¢, est égale en tout point de IR a la somme de sa série de Fourier.

III1.1.2. Que peut-on dire des coefficients b, (v), n € IN*, et agp+1(y), p € IN ?

jus

2
ITI.2. Pour tout p € IN on considere 'intégrale I, = / cos” x. cos 2px dzx.
0

us

ITI.2.1. Montrer que I, — I,11 = 2/ cos” zsinz.sin(2p + 1)z dx.
0

II1.2.2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

2p+1 (2
L,— I, =2 Pt / cos” x.cosz cos(2p + 1)z dx.
y+1Jo
2 1
IT1.2.3. En déduire que I, — I,11 = pT—i_l (L, + Ipi1].

IT1.2.4. Montrer que Iy = 3(7'), ou 7' est un nombre réel strictement positif que 'on calculera
en fonction de 7.

II1.2.5. En déduire que pour tout p € IN* on a I, = 12 A,(7)B(Y), ot Ay(
v D

IT1.3. Déduire de ce qui précede les valeurs de ag(7y) et de agy(y) pour tout p € IN*.

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont autorisées

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.

PROBLEME

Les parties I, II et III sont totalement indépendantes. La partie IV utilise certains résultats des parties
I, IT et III.

Notations

On note M3(RR) I’espace vectoriel des matrices carrées a 3 lignes a coefficients dans R.
On appelle vecteur colonne de R? toute matrice a 3 lignes et 1 colonne 2 coefficients dans R.
On note *M la transposée de la matrice M.

Partie I
Un exemple numérique

Dans cette partie, on se propose d’étudier le systeme linéaire suivant :

20—y = 3
S) -z + 2y — z = =5
-y + 2z = 5
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x
1. Montrer que, sionpose X = | y |, le systeme (.5) s’écrit sous forme matricielle AX = B
z
avec A une matrice de M3(R) et B un vecteur colonne que 1’on déterminera.

2. Calculer det(A). On pourra utiliser la calculatrice.
La matrice A est-elle inversible ?

3. Déterminer I'inverse A~! de A. On pourra utiliser la calculatrice.

4. Montrer que le systeme (.5) n’admet qu’une seule solution () que ’on déterminera.

5. a. Montrer que le systeme () est équivalent au systtme X = JX + K avec un vecteur
colonne K de R? que I’on déterminera et la matrice
1
P E )
J=1202
0 5 0
b. Justifier sans calcul qu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D
telles que J = PD'P.
c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de .J. En déduire les
matrices P et D.
d. Pour tout entier naturel p, déterminer J” en fonction de D et de la matrice P.
1
On définit la suite de vecteurs colonnes (X (P))peN par X© = [ 2 | etlarelation de récurrence
0
Vpe N: xr+h) — gx® 4 g
()
On appelle 2", y® et 2() les composantes de X?) c’est-a-dire X = [ @) |. On pose enfin
(p)
z
AP = X @) _ ().

6. Calculer les vecteurs colonnes X () et AM,

7. Ecrire un programme dans le langage de Maple ou Mathematica qui calcule le vecteur
colonne X (2008),

8. a. En utilisant le fait que () vérifie () = J@Q + K, montrer que pour tout entier naturel p,
AP = JA®P) puis que A®) = PDPIPAO),

a
b. Soit U = [ b | un vecteur colonne de R3. On note |U|| = va? + b2 + ¢? sa norme
c

1
euclidienne. Montrer que pour tout entier naturel p, || DPU|| < v U]
2

c¢. Exprimer ||U]|| en fonction de U et *U puis montrer que ||PU|| = ||U]| et ||' PU| = ||U]|.

1 13
d. Déduire des questions précédentes que || AP || < 2—£HA(O) | puis que [|AP)|| < o
2

9. Prouver alors les trois inégalités :

o \z(p)—2|< E
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10. Quelles sont les limites respectives des suites (2®)),cn, (y®)pen et (2P)),en ?

11. Déterminer une valeur de p a partir de laquelle le vecteur colonne X () est une valeur approchée
de la solution exacte () 2 1072 pres, c’est-a-dire tel que [|AP)|| < 1073,

Partie I1
Un espace de matrices

Pour (a,b) € R?, on considere les matrices

a b b bbb
Jab)=|ba b |eUb)=[bbob
b b oa bbb

On définit ’ensemble £ = {J(a,b) / (a,b) € R?}.

1 00
Onnotels=1{[ 0 1 0
0 0 1

la matrice identité.

1. Montrer que £ est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

2. Montrer que E est stable par produit matriciel c’est-a-dire que pour toutes matrices M et N de
E, le produit M N appartient a E.

On suppose désormais que b # 0.

3. Justifier sans calcul que les matrices J(a, b) et U(b) sont diagonalisables.
Quel est le rang de la matrice U (b) ? En déduire la dimension du sous-espace vectoriel Ker(U (b)).
Déterminer un réel A tel que U(b) = J(a,b) — A.Is.

En déduire une valeur propre de J(a, b) et la dimension du sous-espace propre associé.

A

A T’aide de la trace, déterminer 1’autre valeur propre de J(a, b).

Partie 111

Une norme matricielle

3
Si M = (m;j)1<i<s est une matrice de M3(R), on note pour tout indice i de {1,2,3},1;, = Z |mj ).
1<5<3
j=1
Autrement dit, /; est la somme des valeurs absolues des coefficients de la ligne ¢ de la matrice M.
Puis, on définit le réel positif (M) par (M) = max{ly, ls,l3}.

Xz

Si X = y | est un vecteur colonne de R? alors on définit la norme infinie du vecteur X par
z

[ X loo = max{]a], [y], |2]}.
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1. a. Justifier que si A = 0 1 0 | alorsp(A)=6.
1 -1 4
—2
b. JustifierquesiU = | —4 | alors ||U]|» = 4.
3
x/
2. a. Onnote X' = MX avec X' = | ¢’ |.Donner les expressions de 2/, i/’ et 2’ en fonction
ZI

de x, y, z et des coefficients de la matrice M.

b. Montrer que |2'| < (|ma1] + |maz| + |mas|)|| X ||eo. Déterminer de méme une inégalité
pour || et pour |2/].

c. En déduire que || M X ||oo < @(M)|| X || puis que, si M’ désigne une matrice de M3(R)
alors || M'MX|[oo < o(M)p(M)]| X]|oc-

Partie IV
La méthode de Jacobi

On considere le systeme linéaire

11T + a1y +a132 = a
(S){ G217+ ag2y + ag3z =
31T + az2y + aszz =

o o

avec pour tout i € {1,2,3} et pour tout j € {1,2,3},a;; € Ret (a,b,c) € R®.

41
On suppose que le systeme (.5) admet une unique solution notée Q = | ¢2 |.On suppose de plus
as
que ai 7é 0et a2 .2 7é 0et a33 7& 0.
1. Montrer que le systeme (.5) est équivalent au systéme suivant :
( a a a
aq1 a1 ai
az,1 as,;3 b
g2 22 2.2
a a c
L az;3 as;s asgs
x
2. Montrer que, si on pose X = y |, le systéme (S;) peut se mettre sous la forme matri-
z
cielle X = JX + K avec J une matrice de M3(R) et K un vecteur colonne de R* que 1’on

déterminera.
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Pour un systeme linéaire comportant un grand nombre d’équations et d’inconnues, les méthodes de
résolution directe (comme celle du pivot de Gauss) aboutissant a une solution exacte deviennent
trés gourmandes en temps de calcul. Il est alors plus judicieux de calculer une solution approchée
a l'aide d’une suite définie par récurrence convergeant vers la solution exacte, comme cela se fait
dans la méthode de Jacobi que nous allons nous contenter d’illustrer sur un systeme 3 x 3.

On définit ainsi la suite de vecteurs (X®),cy de R? par la donnée d’un vecteur initial X© et la
relation de récurrence

Vpe N: X+t — gx® 4 g
On définit aussi la suite (A®),cy par AP = X®) — Q. Le vecteur A®) permet d’apprécier 1’erreur

d’approximation entre la solution approchée X (P) et la solution exacte Q.

3. En utilisant le fait que @) est la solution de I’équation (S;) : X = JX + K, montrer que pour
tout entier naturel p, APt = JA® puis || AP ]| < o(J)[|AP)]| 4.

4. En déduire que pour tout entier naturel p, |A® | < (¢(J))?|AQ| .

5. En déduire une condition suffisante (C}) sur la matrice J pour que la suite (|[A®)]|y)yen
converge vers 0.

2P) a®
6. On pose pour tout entier naturel p: X® = | 4@ | et AP = | 3@
~(p) ~(P)
a. Montrer les trois inégalités :
P <IAP o 5 187 < AP 5 [P < AP

b. Lorsque la condition (C}) est vérifiée, montrer que les suites (7)) e, (¥ ™)) pen et (2P)) e
convergent respectivement vers ¢, ¢, et ¢s.
7. La condition (C) est-elle vérifiée par la matrice J de la partie I.?

8. On revient au cas général. On suppose dans cette question que la matrice .J est diagonalisable :
il existe donc une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que J = PDP~1.

On peut montrer alors, comme dans la partie I que, pour tout entier naturel p, A®) = PDPP~TA©),

a. Montrer que [AP]|oc < o(P)(¢(D))Po(P~H[AY .

b. En déduire une condition suffisante (Cy) sur ¢ (D) pour que la suite (|| A)||,),en converge
vers 0.

c. La condition (C5) est-elle vérifiée par la matrice D de la partie I?

9. Dans cette question, on reprend I’exemple de la matrice .J(a, b) avec b # 0 définie a la partie
I1. On a vu que cette matrice est diagonalisable. Il existe donc une matrice diagonale D et une
matrice inversible P telles que J(a,b) = PDP~!.

a. Calculer p(J(a,b)) et (D).

1 1
b. La matrice .J (5, —g) vérifie-t-elle la condition (C) ? la condition (Cs) ?

¢. Dessiner dans le plan I’ensemble des couples (a, b) de R? qui vérifient la condition (C)
et ceux qui vérifient la condition (C}).

Fin de I’énoncé
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Les calculatrices sont interdites

skeokskok

NB.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il est amené a prendre.

sksksksk
Exercice
oo X271 . .
On pose I(a,b) = Io o dx, ou a et b sont réels.
+X

1. Enoncer le ou les critéres de convergence qui vous semblent adaptés a I’étude de cette intégrale.
2. Déterminer 1I’ensemble des couples (a,b) pour lesquels I’intégrale 1(a,b) converge.

3. Représenter graphiquement ce domaine de convergence dans le plan (a,b).

Probléme

Toutes les parties de ce sujet sont indépendantes entre elles et peuvent étre traitées dans n’importe
quel ordre.

Partie |

On consideére la fonction f définie sur R par f(X) = Xcos(x)—sin(x).

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,T ,j ).

1.1 Justifier la possibilité de restreindre ’étude de f a R™.

1.2 Que peut-on en déduire pour (C) ?

2. Onnote I, I'intervalle [nm; (n+1)x] pour n € N.

Etudier, en fonction de la parité de n, les variations de f sur I.
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3.1 Montrer que les points de (C) d’abscisse X tels que f'(x)=0 sont situés sur deux droites dont
on précisera les équations.

3.2 Construire la courbe (C) pour x € [—27t ; 27:] (échelle : m =2 carreaux sur les axes).

4.1 Montrer que I’équation f(x)=0 admet dans tout intervalle I une solution unique.
On note X, cette solution, qu’on ne cherchera pas a calculer.

4.2 Montrerque V ne N, X <(2n+1) g

4.3 Donner un équivalent de X, quand n — +o0.

4.4 Montrer que X,= nNm + arctan(X,).
Ly n 1 . , . .
4.5 En déduire que X, =(2n+1) . +¢g,, ou g, tend vers zéro quand n tend vers I’infini
nw

T 1 . \
(on rappelle que pour x> 0, arctan( X ) = 3 arctan| — |, et que arctan(u) est équivalent a U au
X

voisinage de 0).

Partie 11

Soit g une fonction réelle de variable réelle, de classe C' par morceaux, de période T.
On note @ :%r_n la pulsation de g, et A un intervalle de longueur T.

Pour nentier naturel, on note a, et b, les coefficients de Fourier trigonométriques de g, donnés par :
1 t) dt a _2 t not) dt b _2 t) sin(newt) dt n>1
a,==[00d  a == g cosnet)dt, b, == g(t)sin(not) dt pour n >1.

Pour n > 1, on appelle harmonique de rang n la quantité h, (t) = a, cos(nwt) +b,sin(nwt).

On pose I =,/a’+b’, qu’on appelle amplitude de h, .

1. Montrer que si r, est non nul, il existe ¢, tel que h (t)=r cos(hnot—¢,).

On appelle g, phase de h, (par convention, on choisit ¢, € ]—n ;n] ; si 1y est nul, @, n’existe pas).

2. On choisit dans cette question la fonction g de période T, définie par :

T
Isit €[0; —],
[ 2[

g(t) =
. T
Osit E[E,T[

2.1 Que peut-on dire de g —% ?

2.2 Que peut-on en déduire pour les coefficients de Fourier de g ?
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2.3 Ecrire le développement en série de Fourier de ¢ .
2.4 Quelle est la somme de cette série ? (on énoncera de fagon précise le théoréme utilisé)

2.5 Exprimer 1, et ¢, sielle existe.

_1)P
(=1 pour p > 0.
p

3. On considere la série numérique de terme general u, = il
+

3.1 Montrer que cette série est convergente.
3.2 Déduire de la question 2. la somme Z(:) u, .
p=
4.  On conserve les notations des questions 2. et 3. ci-dessus.

4.1 Enoncer la formule de Parseval.

4.2 Calculer .
; (2p+1)?

4.3 En déduire la valeur de Z%

nx1

Partie 111

On note A ’opérateur laplacien : soit W un ouvert de R3, et f élément de C? (W,R),
o’'f o'f o°f
=t

Af )
ox*> oy* o1

1. Onpose I =+/X*+y>+ 2>, et on s’intéresse a une fonction f telle que f(X,Yy,z)=u(r).
2
Montrer que pour = 0,ona: Af =u"(r)+=u'(r).
r
On considére dans les mémes conditions, I’équation : Af =—@”f, ol @ est un réel

. .o, . N . r : " 2
strictement positif, c'est-a-dire 1’équation (U) : u"(r)+=u'(r) = —o’u(r).
r

2. On définit la fonction v par v(r)=r u(r).
Montrer que V vérifie I’équation différentielle (V) : V"' + @’V =0.

3. Résoudre I’équation (V), en déduire pour r = 0 les solutions réelles de (U).

4. Déterminer les solutions non nulles de (U) admettant une limite finie quand r tend vers 0.
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On ne conserve pour la suite que les solutions obtenues a la question 4 ci-dessus.
On impose de plus u'(1) =0. Déterminer I’équation (Q2) que doit vérifier @ pour que cette
condition supplémentaire soit satisfaite.

Montrer graphiquement que 1’équation (€2) admet une solution et une seule dans tout intervalle

T T . .
}EﬁLnn; E+(n+1)n[ ou N est un entier naturel.

On notera m, cette solution, qu’on ne cherchera pas a calculer.

Sin et p sont deux entiers naturels distincts, on note U, et U, deux solutions de (U) associces
respectivement aux valeurs @, et @, solutions de (€2).

Montrer que :
1
J'Oun(r) u,(r) r’dr=o0.

Fin de I’énoncé.

4/4



N.B. :

Les calculatrices sont autorisées

k %k %k sk ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k %k ok %k 3k
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Dans tout le sujet, pour tous entiers p et ¢ tels que p < ¢, la notation [p, ] désignera I’ensemble
des entiers n vérifiant p < n < q.

Exercice

Etude et résolution d’une équation différentielle & ’aide de séries entiéres

Dans cet exercice, on appelle solution d’une équation différentielle sur un intervalle I toute
fonction deux fois dérivable sur I, solution de cette équation sur .

1) Rappeler les développements en séries entiéres des fonctions exp, ch et sh. On précisera
pour chaque série entiére le rayon de convergence qui lui est associé.

2) Soit I'équation différentielle (H) :
(H) 2%y’ =22y’ +(2—-2%)y =0

On cherche une solution de (H) sous la forme

—+oo
y(zr) = Z apx”
k=0

On note R le rayon de convergence de cette série entiére.

2a. On suppose que R > 0 et que y est solution de (H) sur | — R, R|. Etablir des relations
de récurrence portant sur les coefficients a,,, et donner la valeur de ag.

2b. On suppose que les relations établies en 2a sont satisfaites. Montrer alors que g anpx"
n>0
est combinaison linéaire de deux séries entiéres (indépendantes des a,) que I'on précisera.

2c. Pour chacune des deux séries entiéres mises en évidence en 2b, déterminer le rayon de
convergence et ’expression de la somme.

2d. En déduire que y est effectivement solution de (H). Donner son rayon de convergence
R, et I'expression de sa somme sur | — R, R]|.

3) On pose I} =] — 00,0[ et I, =]0, +o0.

3a. Vérifier que la fonction y; : x +— xch(x) est solution de (H) sur [; et Is.
3b. Résoudre (H) sur I; et I en utilisant la méthode de Lagrange.

3c. Existe-t-il des solutions de (H) sur R?

4) Soit 'équation différentielle (E) :
(E) 2%y —2zy + (2— 2%y =2°+2*
4a. Résoudre (F) sur I; et Iy en utilisant la méthode de la variation des deux constantes.

4b. Déterminer les solutions de (E) sur R.

4c. Montrer que toute solution de (E) sur R est développable en série entiére, et préciser les
coefficients de cette série entiére et son rayon de convergence.
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Probléme 1

Matrices positives et racines carrées

Pour tout n € N*, on note M,,(R) l'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels. On note O,(R) le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices orthogonales, et S,(R)
le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices symétriques.

On identifiera R avec M;(R). De méme, on identifiera R" avec M, ;(R), 'ensemble des
matrices a coefficients réels ayant n lignes et une colonne.

Ainsi, un vecteur X € R" de coordonnées x4, ..., x, dans la base canonique de R" sera noté

X1
X =

T

Sa transposée s'écrira donc ‘X = (z1,...,2,).

Partie I. Une matrice A.
On considére les matrices suivantes de M3(R) :

o O O
O W O
oSO O

2 20
A= 2 3 2 et D=
0 2 4

1) Dire pourquoi A est diagonalisable.

2) Montrer que le spectre de A est {0,3,6}.

3) Construire une matrice P orthogonale, de premiére ligne %(2, 2,1), telle que A = PDP™.
4) Démontrer que pour tout n € N, A” = PD"P~!,

5) Calculer alors A™ pour tout n € N*.

6) On considére trois suites (U )n>0, (Un)n>0, (Wn)n>o vérifiant ug = 1, vg = wy = 0 et

Upy1 = 2u, + 2v,
VneN K v = 2u, + 3v, + 22w,
Wpt1 = 2U7L -+ 4wn
un
Pour tout entier naturel n, on pose X,, = | v,
Wp,

6a. Exprimer X,,,; a 'aide de A et de X,,.

6b. En déduire des expressions de u,, v, et w, en fonction de n.

Partie I1. Racines carrées de la matrice A.

On conserve les matrices A, P et D de la partie I. ConnaOtre P est inutile pour la suite.
On appelle racine carrée de la matrice A toute matrice B € M3(R) telle que B% = A.

On note
Com(A) ={M € M3(R) | AM = M A}

I’ensemble des matrices M qui commutent avec la matrice A.

1) Montrer que Com(A) est un espace vectoriel.

3/6



2) Soit M € M3(R). On pose A = P"'M P, que 'on notera A =

L Q. 2
> 0 o
S = 0

2a. Montrer que AM = M A si et seulement si DA = AD.
2b. Montrer que DA = AD si et seulement si A est diagonale.

3) Soit B une racine carrée de A.

3a. Montrer que B € Com(A).

3b. En déduire qu’il existe une matrice A diagonale telle que B = PAP!

3c. Montrer que A? = D.

4) Combien la matrice A posséde-t-elle de racines carrées ? Les écrire sous la forme PA; P!

en écrivant explicitement les matrices A;.

Partie II1I. Matrices positives.

Dans cette partie, on fixe n € N* et A € S,(R).

Soit P € O,(R), et D € M, (R) une matrice diagonale, telles que A = PDP~!

Les matrices A, P et D ne sont donc plus celles des parties I et II.

Pour tout ¢ € [1,n], on notera \; le i-éme élément diagonal de D, c¢’est a dire que l'on a :

A1

On considére 'application ¢ définie sur R™ x R" par
VX, Y)eR"x R, p(X,Y) = 'XAY
1) Montrer que V(X,Y) € R" x R", ¢(X,Y) € R.
2) Montrer que V(X,Y) € R" x R™", p(X,Y) = ¢(Y, X).
3) Montrer que ¢ est linéaire par rapport a sa deuxiéme variable.

4) Pour tous vecteurs X et Y de R", on pose U = P7'X et V = P~'Y. Montrer que :
o(X,Y) = ‘UDV

5) Soit U € R"™ (de coordonnées uy,...,u, dans la base canonique de R") et V € R"™ (de
coordonnées vy, ..., v, dans la base canonique de R™). Montrer que :

=1
(i) MeS,(R)
(i) VX € R*, XMX >0

On désire prouver que A (définie en début de IIT) est symétrique-positive si et seulement
si ses valeurs propres sont positives.

6) Une matrice M € M,,(R) est dite symétrique-positive si {

6a. Montrer que le spectre de A est {Ar,..., A\, }.
6b. Supposons que Vi € [1,n],\; = 0. Montrer que A est symétrique-positive.
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6¢. Supposons que A soit symétrique-positive. En calculant ¢(X, X) pour un vecteur X bien
choisi, montrer que Vi € [1,n],\; > 0.

7) Montrer que ¢ est un produit scalaire si et seulement si Vi € [1,n], \; > 0.

Partie I'V. Racine carrée positive d’une matrice positive.
Soit A € M,(R), n € N*. On rappelle que B € M,,(R) est une racine carrée de A si B> = A.

1) Soit A une matrice symétrique-positive fixée. On souhaite montrer que A posséde, parmi
les matrices symétriques-positives, une unique racine carrée.

la. En diagonalisant A dans une base orthonormée, construire une racine carrée B de A,
symétrique-positive.

1b. Soit B; et By deux matrices symétriques-positives telles que B = B3.

1b1l. Montrer qu’il existe P;, P, deux matrices inversibles, D, et Dy deux matrices diago-
nales telles que PLD?P; ' = P,D2P; .

1b2. Posons P = P; ' P,. Montrer que PD? = D2P.
1b3. En déduire que PDy = D, P, puis que By = Bs.

2) La matrice A définie dans la partie I est-elle symétrique-positive ?

3) Citer, parmi les matrices de I1.4, la racine carrée symétrique-positive de cette matrice A.

Probléme 2

Série de Fourier, phénoméne de Gibbs

Soit f la fonction 2m-périodique et impaire définie par :

Vo €]0, x|, f(x)=m/4
f(0)=0
f(m) =0

1) Tracer le graphe de f sur deux périodes.

2) Déterminer la série de Fourier de f exprimée a 1'aide des coefficients de Fourier trigono-
métriques de f.

3) Etudier la convergence de la série de Fourier de f sur R. Lorsque cela est possible, donner
la valeur de la somme de cette série.

n—1

. sin(2nz)
4) 4a. Soient x €]0, tn e N*, t 2k 4+ 1)x| = ——=.
) oient x €]0,7[ et n montrer que ;cos[( + 1)x] 5 s
n—1
Indication : on pourra calculer Ze(%ﬂ)iw en faisant apparaOtre une suite géométrique.
k=0
sin(2nt
4b. Soit n € N*, on définit la fonction g, par : Vt €|0, 7], gn(t) = 12(—75)
sin

¥ sin(2nt
Quelle est la nature de 'intégrale impropre / Mdt, o—z €]0, 7|7

o 2sint
4c. Déterminer les zéros de g, sur |0, 7.
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5)

Soit n € N*, on considére Sy, 1 la somme partielle de la série de Fourier de f au rang
N =2n—-1.

5a. Montrer que : Vo € R, So,_1(m — ) = Sap_1(2).
5b. Justifier que 'étude de la fonction Ss, 1 peut étre réduite a 'intervalle [0, g]
5c. Calculer S, ,(x) et en déduire :
¥ sin(2nt)
Vo € Son— ——=dt
v €07, Sona() = /0 2sint
k Tk g¢in(2nt
5d. Pour k € [0,n] on définit x; = —W, et pour k € [1,n] I = / Sm(_—n>dt. Montrer
2n wp, 28Nt
que :
Vk € [1,n], Iy = (=1)* | L]
5e. En utilisant le changement de variable u =t — x;_; dans le calcul de [, montrer que :
Vk € Hlun - 1]]7 ’[kJrl‘ < ’[k‘
5f.

s
Déduire des questions 5¢ a 5e que le maximum M,, de Sy, sur [0, 5] est

Moo= _/277 sin(2nt)(hf
"N o 2sint

6) On va déterminer dans cette question lim M,

6a.

6b.

6c.
6d.

Ge.

6f.

n—-+o00

sin(t
Montrer que pour tout n € N* : M, / ®) dt.

Ansin(g)

On pose ¢ définie sur [0, 7] par ¢(0) = 1 et p(x) = S

si x # 0. Montrer que ¢ est

bornée sur [0, 7]. On notera K un majorant de ¢ sur cet intervalle.

On pose 1 définie sur |0, 7| par ¢(x) = —— — 1. Montrer que ¢ est monotone sur |0, 7.
sin
Montrer que pour tout n € N* :
t t/(2
M, — / sin / _en) g
sin[t/(2n)]

Soit a €]0, 7[ et n € N*. Montrer que :

=5[] < 5 (o - )

t
lim M, = / sin
n—-+400

En déduire que :

7) A l'aide du développement en série entiére de la fonction sin, donner une expression de

M = lim M, comme somme d’une série numérique alternée.
n—-—+00
3 5
T T ™
8) Montrer que M = - — — + + R avec |R| < 0,1

2 36 1200

9) Etablir le résultat suivant connu sous le nom de Phénomeéne de Gibbs : la limite, quand n
tend vers 400, du maximum de la somme partielle au rang n de la série de Fourier de f,
est strictement supérieure au maximum de la fonction f.

Fin de I’énoncé
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SESSION 2009 CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES MPM1002

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
* % %

NB: Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.
Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

* % %

Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme indépendants.

EXERCICE 1

On considére ’équation différentielle :
2z
E) 2y +y= ——
1. Résoudre (E) sur chacun des intervalles | — 1;0[ et ]0; 1].

9. En déduire que (E) admet une unique solution sur | — 1;1[.

EXERCICE 2

1. Justifier que la fonction ¢ — e~t* est intégrable sur R*.

Dans la suite de cet exercice, on se propose de calculer :

+o00 2
I:/ e”t dt.
0

9. Soit f et g les fonctions définies sur IR™ par :
T p 1 g—a?(1+t%)

1/4



(a) Démontrer que les fonctions f et g sont de classe C? sur R™" et déterminer leur dérivée.
1
(b) Prouver que pour tout z réel positif on a : f(z) = / ze Tt 4t
0

En déduire que la fonction ¢ = g + f? est constante de valeur %
(c) Démontrer que pour tout x > 0 réel on a: 0 < g(x) < e ",

(d) En déduire la valeur de I.

PROBLEME : THEOREME DU POINT FIXE ET APPLICATIONS

Le but de ce probléme est de démontrer le théoréme du point fixe de PICARD, ce qui fait 'objet
de la partie I, et d’en voir plusieurs applications élémentaires dans les parties suivantes. Les
parties II, ITI et IV sont indépendantes entre elles.

Soit (F, || ||) un espace vectoriel normé.

Une définition. Soit k& € [0;1[. On dira qu’une application f : £ — [ est une contraction
stricte de rapport k lorsque pour tout (z,y) € E? ona:

1f (@) = fWI < klle—yll.

Une notation. Pour n entier naturel et f : E — E, on notera f" : E — E l'application définie

par :
fYz)= fo---of (x) avecla convention fo=1d.

n fois la fonction f

PARTIE I : Le théoréme du point fixe de PICARD

Dans cette partie (E, || ||) est un espace de Banach et f : E — [ est une contraction stricte de

rapport k.
Pour a € E on considére la suite (z,) définie par 2o = a et z,41 = f(z,) pour tout n entier
naturel.

1. Pour tout n entier naturel, on pose u, = Tpt1 — Tn.

(a) Démontrer que pour tout n entier naturel, on a [[unt1]| <k ||un|| puis que
[unll < E" || f(a) = all -

En déduire que la série Z u, converge.
(b) Démontrer alors que la suite (z,) converge vers un vecteur ¢ de F.
(c) Prouver que £ est un point fixe de f c'est-a-dire que f(¢) = £.

(d) Démontrer que f admet en fait un unique point fixe.

On vient donc de démontrer le résultat suivant :

THEOREME DU POINT FIXE DE PICARD : Dans un espace de Banach (£, || [|), une applica-
tion f : E — E qui est une contraction stricte admet un unique point fixe et pour tout a
dans E la suite des itérés (f™(a))nen converge vers ce point fixe.
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PARTIE II : Exemples et contre-exemples

2. Sur la nécessité d’avoir une contraction stricte
On consideére ici la fonction ¢ : R — IR définie par :

s
g(t) =t+ 5 arctan t.

(a) Démontrer que pour tout ¢ réel, on a |¢'(t)] < 1. En déduire que I'on a pour z et y
réels :
l9() — g(y)| <z —yl.

(b) La fonction g admet-elle un point fixe ? Est-elle une contraction stricte ?

3. Un exemple
Soit f : IR — IR une fonction continue telle que, pour tout z réel, on ait :

f(z) = fog(z) ou g(a:)=%+1_

u .
(a) On considére la suite (u,)nen définie par ug € IR et u,11 = — + 1 pour tout n entier

naturel. Démontrer en utilisant le théoréme de PICARD que cette suite converge vers
un réel £ que I'on précisera.

(b) Démontrer que pour tout n entier naturel et tout = réel, on a : f(g"(z)) = f(z).

(c) En déduire que f est constante.

4. Un systéme non linéaire dans IR?
On s’intéresse dans cette question au systéme :

{5

On munit IR? de la norme || ||, définie par : ||(z,y)||; = |=|+ |y| et on considére 'application
¥ : R? — IR? définie par :

sin(z + y)
3+ 2arctan(z — y)

I

U(z,y) = (i sin(z +y), 1+ -g arctan(z — y)> :

(a) Pourquoi I'espace vectoriel normé (IR?,|| ||,) est-il complet ?

(b) Démontrer que pour tout a et b réels, on a :
|sinb —sina| < |b—a| et [|arctanb — arctanal < |b— al.

(c) Prouver que % est une contraction stricte de (IR% || ||,) dans (IR, || ||;)-
(d) En déduire que le systéme (S) admet une unique solution dans R,
(e) Ici IR? est muni de la norme || || définie par ||(z,y)||l,, = max(|z|, |y|) qui en fait un
espace de Banach.
Déterminer Hw (2,-3) - 1[1(0,0)”00.
L’application v est-elle encore une contraction stricte pour la norme || || ?
Quel commentaire peut-on faire?
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PARTIE III : Une équation intégrale

5. Soit F' I’espace vectoriel des applications bornées de [0; 1] dans R. Pour f dans F' on pose :

[/l = sup [f()].

z€[0;1]

On note aussi E lespace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R.
(a) Démontrer soigneusement que || ||, est une norme sur F'. On admettra pour la suite
que (F, || ||.,) est un espace de Banach.
(b) Vérifier que E C F.
(c) Démontrer le résultat suivant du cours :
si (G, || ||) est un espace vectoriel normé et si (g,) est une suite d’applications continues
de G dans G qui converge uniformément sur G vers une application g alors g est
continue.

(d) En déduire que (E, || ||,,) est aussi un espace de Banach.

6. On considére une application continue K : [0; 1]> — IR ainsi que g € E. Pour A réel, on note
® D'application qui & une fonction f de F associe la fonction définie par :

O(f)(x) / K(z,y)f(y) dy pour tout z dans [0;1].

(a) Justifier que application |K| est bornée et atteint ses bornes.

On pose M = max |K(z,y)|.
P (x»y)E[O;l]"’l =)

(b) Démontrer que ®(f) est un élément de E.
(¢c) On suppose que |\ < M~!. Vérifier que ® est une contraction stricte de (E, Il ) et
en déduire qu’il existe une unique application f dans E telle que :

g(x) ) + /\/ K(z,y)f(y) dy pour tout z dans [0;1].

PARTIE IV : Une application géométrique

7. Dans le plan rapporté & un repére orthonormal on considére un vrai triangle ABC avec B
et C sur ’axe des abscisses.
Soit M un point de ’axe des abscisses. On note :
— Py le projeté orthogonal de M sur (CA);
— Qu le projeté orthogonal de Py sur (AB);
— Ry le projeté orthogonal de @y sur (BC).
On obtient donc une application ¢ : R — IR qui & l’absc1sse de M assoae labscisse de Ry;.
On appelle a, b et c les mesures respectives des angles BAC' ABC et BCA.

(a) Pour M et M’ points distincts de (BC), justifier I'égalité (lorsque M # C) :
MM MC

(b) Démontrer que ¢ est une contraction stricte de (IR, | |). Que peut-on en déduire?

= |cosc]|

Fin de I’énoncé

4/4



SESSION 2009 A MPM2006

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
% % %

NB: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et & la concision de la
rédaction.
Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
& prendre.

Ce sujet est composé de deux exercices et d’un probléme tous indépendants.

Remarques :
Il n’est pas demandé le détail des calculs sur la copie lorsque le candidat aura besoin de
calculer un déterminant, un produit de matrices, I'inverse d’une matrice ou tout autre calcul.
Par exemple, pour un déterminant, il pourra se contenter d’écrire le déterminant a calculer

et de donner la réponse.
- On rappelle que le candidat doit indiquer les théorémes utilisés et lorsqu’il s’agira des
théorémes de Bézout et Gauss il indiquera leur nom.

PREMIER EXERCICE

Soit E un IR-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et P un polynéme & coeflicients réels.
1. Si A est une valeur propre de u, démontrer que P(\) est une valeur propre de I’endomorphisme
P(u) de E.
2. On suppose que P(u) est ’endomorphisme nul : P(u) = 0.
(a) Montrer que toute valeur propre de u est racine de P.
(b) Réciproquement, toute racine de P est-elle valeur propre de u?

3. On suppose dans cette question que E est un IR-espace vectoriel de dimension impaire et
que u est un endomorphisme de E vérifiant u3 — u? +u — id = 0. Déterminer le spectre de u.
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DEUXIEME EXERCICE

On munit R? de sa structure euclidienne canonique et on note (e, eq,e3) sa base canonique.
On note w = 2e; + 3ey + e3 et II le plan vectoriel d’équation 2z + 3y + z = 0. On note s la
symétrie orthogonale par rapport au plan II et S la matrice de s dans la base (ej, 5, e3) de IR®.

1. Donner une base (u,v) du plan II et justifier, sans calcul, que (u,v,w) est une base de IR,
2. Ecrire la matrice S’ de la symétrie s dans la base (u, v, w).

3. En déduire la matrice S.

PROBLEME : RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

I. Définition et propriétés

Soit p et ¢ deux entiers naturels non nuls, soit

p q
P=> aX* et Q= > b x*
k=0 k=0

deux polynomes de C[X] avec a, # 0,by # 0.
Le résultant des polynomes P et ) est le nombre complexe noté Res(P, @) :

ao bo
a - b1
: ap : bo
Res(P, Q) = ap a, ap b
: Coap by :
ap :
ap by

C’est un déterminant ¢ + p colonnes, dont les ¢ premiéres colonnes représentent les coefficients
du polynome P et les p suivantes représentent les coefficients du polynome @Q ; les positions non

remplies étant des zéros.
Par exemple, si P =1+ 2X +3X% et Q =4 +5X +6X%+ 7X3,

0 0

Res(P,Q) =

OO WN -
O W N =
W N = oo
O O U
O U

La matrice servant & définir Res(P, Q) pourra étre notée Mpg :
Res(P, Q) = det Mpg.

On note E = Cy_1[X] x Cpoq1[X] et F = Cpyg1[X].
Soit w l’application de E vers F définie pour (A4, B) € E par : u(A, B) = PA+ QB.

1. Cas ou u est bijective
(a) Démontrer que u est une application linéaire.

(b) Si on suppose que u est bijective, démontrer que P et () sont premiers entre eux.
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(c) Sion suppose que P et @) sont premiers entre eux, déterminer Keru et en déduire que
u est bijective.

2. Matrice de u
On note B = ((1,0),(X,0),...,(X9710),(0,1),(0,X),..., (0, XP~1)) une base de E et
B =(1,X,..., XP"1) la base canonique de F.

(a) Déterminer la matrice de u par rapport aux bases B et B'.

(b) Démontrer que Res(P, Q) # 0 si et seulement si, P et () sont premiers entre eux (donc
Res(P, Q) = 0 si et seulement si, P et Q ont au moins une racine commune complexe).

3. Racine multiple
(a) Démontrer qu'un polynome P de C[X] admet une racine multiple dans C si et seulement
si, Res(P, P’) = 0.
(b) Application : déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le polynéme
X3 4 aX + b admette une racine multiple.

II. Applications

4. Equation de Bézout
Dans cette question, on note P = X4+ X3 +1let Q=X - X + 1.
(a) Démontrer, en utilisant la premicre partie, que les polynémes P et () sont premiers
entre eux.

(b) On cherche un couple (A, By) de polynémes de C[X] tel que
PAO + QBO = 1

Expliquer comment on peut trouver un tel couple en utilisant la matrice de u puis
donner un couple solution.

(c) Déterminer tous les couples (A, B) de polynomes de C[X] vérifiant
PA+QB=1.

On pourra commencer par remarquer que, si (A, B) est un couple solution, alors

P(A—A) = Q(Bo — B).
5. Equation d’une courbe

(a) On considére la courbe I' de représentation paramétrique

z(t) 2+t
yt) = t2—t+1
Etudier et construire la courbe T, on précisera les branches infinies.

(b) On se donne deux polynomes P et Q) a coefficients réels et 'on pose, pour (z,y, t) € IR,
A(t) = P(t) — z et B(t) = Q(t) — y. Etablir que si un point M de coordonnées (z,y)
appartient & la courbe de représentation paramétrique

z(t) = P(t)

pour t € R
{ y(t) = Q)

alors les fonctions polynémes A et B ont une racine commune.

En déduire qu’un point M de coordonnées (z,y) appartenant a la courbe I' vérifie :

pourt € R.

2?4+ y? — 22y — 4y +3 =0.
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(c) Expliquer briévement et sans calcul, a partir de la matrice de la forme quadratique
définie sur IR? par q(z,y) = 22+ — 22y, la nature de la courbe d’équation cartésienne

x2+y2—2;vy—4y+3:().

6. Nombre algébrique
En utilisant les polynomes

PX)=X*-3 et Q,X)=(y—-X)>*-1,

déterminer un polynéme & coefficients entiers de degré 4 ayant comme racine /3 + /7.
Quelles sont les autres racines de ce polynome ?

Fin de I’énoncé
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SESSION 2009 “‘Ill PSIM102

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

3k 3k 3k %k

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.

sokokok

Le sujet comporte 5 pages.

Notations :

Pour tout nombre réel x tel que 1’intégrale généralisée IO l_tC—ZOSt e-xdt converge, on note ¢(x)

la valeur de cette intégrale.

(sint)m

+00
Pour tout entier naturel non nul m tel que I’intégrale généralisée I , dt converge, on

désigne par J, sa valeur.

Objectifs :

L’objet de ce probleme est d’étudier I’existence et un procédé de calcul éventuel de J .

La partie I est consacrée a I’étude de la fonction ¢ pour obtenir un résultat qui concerne J, .
L’étude de I’existence de J, fait I’objet de la partie II.

La partie III voit la mise en ceuvre d’un procédé de calcul des intégrales J, (lorsqu’elles
convergent).
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PARTIE I

Etude de la fonction ¢

Rappel : #(x)= om l_tc—zoye‘x’d’ :

On désigne par d (respectivement ¢ ) la fonction définie sur [O ;+oo[ par: d(t)=t—1+cost

2_

> 1+cost).

(respectivement 5(f)=

1.1/ Etude des fonctions d et & .

I.1.1/ Etudier la fonction d; en déduire qu’il existe un nombre réel « tel que, pour tout

nombre réel ¢ strictement positif, on ait ’inégalité : 0 SI_C%S’S a .

I1.1.2/ Etudier la fonction & ; en déduire qu’il existe un nombre réel S tel que, pour tout

nombre réel ¢ strictement positif, on ait I’'inégalité : 051_“1%_0515 p.
1.2/ Existence de la fonction ¢ sur[0 ;+oo[ .

Etablir la convergence de ’intégrale généralisée J' Om % dt . En déduire que p(x) existe pour

tout x appartenant a [0 ;+o[ .

1.3/ Limite de la fonction pen +x.

1.3.1/  Préciser le signe de ¢(x,)-¢(x,) pour0<x <x, . En déduire que la fonction ¢

admet une limite finie A en +oo .

I.3.2/  Déterminer la valeur de A (on pourra utiliser 1.1.2).

14/ Caractére C' de la fonction 0.

I1.4.1/  Montrer que la fonction ¢ est continue sur [O ;+oo[ .

I.4.2/  Montrer que la fonction ¢ est de classe C 'sur ]O ;+oo[ (on pourra utiliser I.1.1).

I.4.3/  Montrer que la fonction ¢' admet une limite finie (que I’on précisera) en +o.

1.4.4/ Montrer que la fonction ¢ est de classe C * sur ]O ;+oo[ .

1.4.5/  Expliciterg"(x) pour x appartenant a |0 ;+0] .

1.4.6/  Expliciterg'(x) pour x appartenant a |0 ;+o0| . La fonction ¢ est-elle dérivable en 0 ?
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L5/ Expression explicite de fonction ¢(x).

1.5.1/  Déterminer la limite de xln(xx2 ) lorsque x tend vers +o.

2+1
I.5.2/  Expliciter une primitive de la fonction : len(x2 +1) (on pourra utiliser une
intégration par parties).
1.5.3/  Expliciter ¢(x) pour x appartenant & ]0 ;+0| .

1.5.4/  Déterminer ¢(0).

PARTIE 11

Etude de Pexistence de J,

Rappel : J = J.M (smt) dt et o(x)= joml—_fzﬂe—xtdt.
IL1/ Etude de [’ @ dr.

nr)”

. s R Z st .
Justifier la convergence de I’intégrale généralisée .[Z —(—t— dt pour tout entier naturel non nul m.

. o ik
Pour tout entier relatif k£ tel que I’intégrale généralisée J-” dt converge, onnote [, la valeur

2

~ |

de cette intégrale.

11.2/ Etude de J,.

Justifier I’existence de J, et établir une relation entre J, et ¢(0) (on pourra utiliser une intégration

par parties, en remarquant que (1—cos)'=sin).

I1.3/ Etude de Pexistence de 7, .

Préciser la nature de I’intégrale généralisée I, selon la valeur de I’entier relatif k£ (on pourra utiliser
une intégration par parties).

I1.4/ Etude de la nature de.J,
ikt
£ dr.

Pour tout x appartenant a [ > ,+oo[ et tout entier relatif £, onnote: I, (x) = I ;

DN X%

I1.4.1/ Exprimer, pour tout entier naturel non nul m et pour tout nombre réel x appartenant a

|:—7-2r—;+oo[, I’intégrale f i (SL?Q dt al’aide des intégrales I, (x).
2
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I1.4.2/  En déduire I’existence de J, ., pour tout entier naturel p.

(sint)zp

I1.4.3/ Quelle est la nature de ’intégrale généralisée I;w dt pour p entier naturel

non nul ?

PARTIE III
Calcul de J

2 p+l
II1.1/ Un développement de Fourier.

On désigne par x un nombre réel fixé, non multiple entier de 7, par 4 la fonction définie surR, a

valeurs réelles, 27 - périodique et vérifiant : 7_(r) =cos(%t) pour tout ¢ € |-7;7] .

IIL.1.1/ Calculer les coefficients de Fourier réels a, (h,) et b,(h,) de la fonction A, .

On rappelle que pour tout entier naturel # :

an(hx)=£ fﬂhx(t)cos(nt)dt et bn(hx)=;1r— fﬂhx(t)sin(nt)dt.

II1.1.2/ Justifier la convergence de la série Z (-1) _______%x 51r21 d -

n>1 X —nr

et déduire de II1.1.1 la valeur

400

de la somme : sin x +Z(—l)” ______3xsinx .

2_2
X n=1 X —n7n

I11.2/ Etude d’un procédé de calcul.

On désigne par f une fonction définie et continue sur [—1 ; 1] a valeurs réelles ; on suppose de

plus que f est impaire et dérivable en 0.
Pour tout entier naturel non nul 7 on pose :

"= J.ii:—l) f(stmt) a,
D) T
2t f(sint)

12—nm2m2

. u, D’application de [O;%} dans R définie par u, (t):(—l)n

/4

NNTRES 'Pu (t)dt.

0 n
II1.2.1/ Déterminer la limite de y, lorsque »tend vers +co.

I11.2.2/ Etablir (pour tout entier naturel non nul z) une relation entre y, et .
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I11.2.3/ Etablir la convergence, pout tout ¢ appartenant a [O : %} de la série D u, (1)
n21

Désormais on note S Zu pour tout ¢ appartenant a [O 72r } .

I11.2.4/ Montrer que la fonction S est continue sur [0 ; %}

+00

I11.2.5/ Justifier la convergence de la série )y, et I'égalité IZS (t) dt=)_ 7,.

n21 n=1

I11.2.6/ Justifier la convergence de I’intégrale généralisée dr et 1’égalité

J-Zo f (stint)

J 2S(t dt—'[m / Smt) dt.

z f(sint) P

II1.2.7/ Justifier la convergence des intégrales généralisées J.O o

J.f f(stint) 4

dt al’aide de I’intégrale d’une

J~ f(sin?)

+00 int
I11.2.8/ Exprimer la différence J . M dt — p—

fonction continue sur le segment [O ; 72’ }

II1.3/ Application au calcul de J,

p+l .

II1.3.1 / En utilisant les résultats obtenus en III.1 et II.2 retrouver la valeur de J, (déja
obtenue en 11.2).

II1.3.2/ Calculer J, .

I11.3.3/ Plus généralement expliciter J, ,,, pour tout entier naturel p.

Fin de I'énoncé
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SESSION 2009 ‘ PSIM206

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.

$okokok

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

%k kok

Le sujet comporte 5 pages.

Notations

On désigne par R I’ensemble des nombres réels, par N I’ensemble des nombres entiers
naturels et par N'1’ensemble N privé de 0.

Pour » dans N*, on note [[1,#] ’ensemble des entiers k tels que 1<k <n.

Pour n dans N, on note 91, (R) lespace vectoriel réel des matrices carrées a nlignes et &
coefficients dans R . Etant donné une matrice 4de 91, (R), on note det(4) le déterminant de
la matrice 4. La notation 4= (a, ) signifie que a, ,est le coefficient de la ligne i et de la
colonne j de la matrice 4. On note /, la matrice diagonale de 9)1,(R) dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux a 1.

Objectifs
On considére des endomorphismes autoadjoints dont la matrice, relativement a une base

orthonormale, est a coefficients tous positifs ou nuls. Avec une hypothese supplémentaire sur
les coefficients de la matrice, on fait établir des propriétés sur les valeurs propres et sur les
vecteurs propres de ces endomorphismes.

La premiére partie est calculatoire et conduit a traiter un exemple des résultats généraux du
probléme.

Dans la deuxiéme partie, on fait établir des propriétés des endomorphismes autoadjoints
particuliers que ’on étudie. La question II.1 porte sur I’étude de la norme subordonnée
d’applications linéaires ; les questions suivantes de la partie II sont indépendantes des
résultats de la question II.1.

Les deux parties sont indépendantes.

Dans tout le probléme on désigne par # un entier deN".
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Les résultats servant a résoudre une question et provenant d’une question précédente, devront

étre justifiés par un renvoi a la question dont ils sont déduits.

PARTIE I

I.1. Soit 6 un réel. On considére la suite réelle (x p)peN‘ définie par :

x, =sin(0),
—2x,cos(8)+x,=0,
et pour tout p>1, x, —2x, cos(@)+x,,=0.

I.1.1. Déterminer x,. Pour tout p dans N expliciter x,en fonctionde petde 6.
I.1.2. Soit ndans N, a quelle condition sur 6 a-t-on x,,, =0?

Pour ¢ réel, on note 4,(¢) = (a,,) la matrice de M, (R)telle que :
(1) pour tout i € [1,n] les coefficients de la diagonale sont a,, = 2¢;
(2) pour tout (7, j) € [1,n]x[1,n] tel que [i—j‘ =1,a,,=1;

(3) dans tous les autres casa, , = 0.

On note d (1) = det(4,()).

L.2. Quelques valeurs de d, (7).
1.2.1. Calculerd,(t) , d,(t), d,(t), d,(2).

1.2.2. Pour »n >3, établir une relation entre d,(t), d,,(¢) et d,_,(¢) . En déduire que
d, est un polyndme en #, déterminer son degré ainsi que le coefficient du terme de

plus haut degré.

1.3. On suppose It’ <1 etonnote ¢t =cos(f) avec 0 <O < .
sin((n+1)0)
sin()

1.3.1. Montrer que d,(cos(f)) =
1.3.2. Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles d,(cos(f)) =0.

I.4. On note x,(\)=det(A4,(0)—AI,) le polynome caractéristique de la matrice 4,(0).

I.4.1. Exprimer yx,(\) en fonctionde d, etde A.
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I.4.2. Déduire de 1.3.2. que la matrice 4,(0) posséde n valeurs propres distinctes et
donner ces valeurs propres. Montrer que la plus grande valeur propre est

p:200s< x )

n+1

1.4.3. En utilisant I.1.2, déterminer un vecteur propre de la matrice 4 (0) associé a la

valeur propre p = 2 COS(#), dont toutes les composantes sont strictement positives.

PARTIE II

On considére I’espace euclidien R” rapporté a une base orthonormale B = (e,,...,e,). Etant
donné deux vecteurs u et v de R", on note (u‘v) leur produit scalaire et Hu” la norme du
vecteur u . Pour tout sous-espace vectoriel F de R”, onnote F* ’orthogonal de F'; on
admettra la propriété (F + )L =F.

On note S:{uER”/

I’ensemble des valeurs propres, réelles ou complexes, de f, c’est-a-dire le spectre de f .

|u|| = l} . Pour tout endomorphisme f deR", onnote Sp(f)

I1.1. Pour tout endomorphisme f deR", onnote ||| f |||= sup H f (u)H la norme subordonnée

< 1

a la norme euclidienne de R” de ’endomorphisme f .
I1.1.1. Soit ¢ un automorphisme orthogonal de R" . Calculer ||| ¢ |||

I1.1.2. Soit 6 I’endomorphisme de R” représenté dans la base B par la matrice
diagonale diag(cy,...,c,), dont les coefficients de la diagonale sont les «,. Montrer

que [ 61| = max|a;|.

I1.1.3. En déduire que lorsque f est un endomorphisme autoadjoint de R” ona
Il 1l = max ||

AeSp(f)

Les questions suivantes de la partie II sont indépendantes de la question II.1.

Dans la suite du probléme, on note / un endomorphisme autoadjoint de I’espace
euclidien R".

I1.2. Propriété de la plus grande valeur propre de /. On note ¢ I’application de R" dans
R définie par : pour tout vecteur u deR", &(u) = (I (u)‘u) .
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II.2.1. Montrer que @ est une application continue de R" dans R. En déduire que la
restriction de I’application ® a I’ensemble S admet un maximum.

On note v un vecteur de S tel que ¢(v) = max ®(u). Dans la suite de la question I1.2, le
ue

vecteur v est fixé.

I1.2.2. Soit u# un vecteur de S orthogonal a vet soit # un réel.
+tu

, . . \4 . N
Déterminer un scalaire o € R tel que w= appartienne a S .

En comparant ®(v)et $(w), montrer que (/ (v)[u) =0.

En déduire que le vecteur vest un vecteur propre de /.

On note p la valeur propre de / associée au vecteur propre v.

I1.2.3. Soit A une valeur propre quelconque de / et soit x un vecteur de S qui est un
vecteur propre de / pour la valeur propre \.
Comparer ®(x)et\.

Déduire des résultats précédents que A < p.

On a donc montré que p = max A = max $(u) et que si un vecteur vde S vérifie
AeSp(!) ues

d(v)= max ®(u), alors I(v)=pv.

Dans la suite du probleme, on suppose que la matrice 4= (q, ;) de I’endomorphisme
autoadjoint /, relativement a la base orthonormale B, vérifie les deux conditions suivantes :
¢)) pour tout(i, j) € [1,n] x[1,n],ona a,, >0 ;

2) il n’existe pas de partition de I’ensemble[1,#] vérifiant [1,n]=1UJ, INJ = ¢ avec
IetJ non vides et telle que pour tout (i, /) € IXJ, onait g, , =0.

Etant donné un vecteur x = >_xe,,onécrit x >0 (respectivement x > 0) si pour touti € [1,7],

i
i=1

n
ona x, >0 (respectivementx, > 0). On note x* le vecteur x* = Z|x,|e, .
i=l1

Dans la suite du probléme, on note p = max \.
AeSp(l)

I1.3. Signe de p.

I1.3.1. Soit x =)_x.e, un vecteur de R". Exprimer ®(x)en fonction des scalaires
=1

a, et x,. En déduire I'inégalité |®(x)| < P(x™).
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I1.3.2. Soitx =>_xe, un vecteur de S tel que p = ®(x) . Montrer que p = ®(x™). En
=1

déduire que p >0.

I1.4. Soit A\ une valeur propre quelconque de /et soit x un vecteur de S tel que /(x) = Ax.

Montrer que W <p.

On adoncp = max|)\‘ .
AeSp(!)

ILS. Soit x un vecteur de S tel que /(x) = px. Montrer que /(x™) = px*, puis montrer que

x™ >0 (pour montrer que x* > 0, on pourra raisonner par I’absurde et se souvenir que la
matrice 4 de ’endomorphisme / vérifie la condition (2)).

IL.6. Soient x =) xe, et y=>_ye, deux vecteurs non nuls tels que /(x) = px et I(y)=py.
i=1 i=1

. C 1 X,
Justifier que y, = 0. En considérant le vecteur z = x — = y, montrer que le sous-espace
b4

propre de / associ€ a la valeur propre p est de dimension 1.

IL.7. Soit x un vecteur propre de / associé a une valeur propre A. On suppose x > 0. Montrer
que A > 0. Montrer que A=p.

IL.8. On suppose n>3. Soit 4=(a,,) € M, (R) la matrice telle que
1) a,=a, =1;
(2) pour tout (i, ;) € [1,n]x[1,n] tel que |i— j|=1, a,, =1 ;

(3) dans tous les autres cas  a,, =0.

Déduire des questions précédentes la plus grande valeur propre de la matrice 4 .

Fin de I’énoncé.
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SESSION 2009 CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES PCM1002

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites
skekokok

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision

de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il la signalera

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été

amené a prendre.
kpekok

Notations et objectifs

n est un entier naturel supérieur ou égal a 1. On note M,, ; (R) le R-espace vectoriel des matrices
colonnes a n lignes a coefficients réels, M,,(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées réelles
d’ordre n, GL,(R) ’ensemble des matrices inversibles de M,,(R), O,(R) I’ensemble des matrices
orthogonales de M,,(R) et S,(R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). I,, désigne la
matrice identité d’ordre n et pour toute matrice A, *A désigne la transposée de A.

Selon le contexte, 0 désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de M,,(R), soit encore la matrice
nulle de M,, 1 (R).

On rappelle que pour toute matrice symétrique réelle d’ordre n, il existe P appartenant a O, (R)
et D diagonale réelle d’ordre n telles que S = PDP!.

R™ est muni de son produit scalaire canonique noté (- | -) et de la norme associée notée || - ||.

Une matrice S de S, (R) est dite positive si :

VX eMui(R), 'XSX >0
et définie positive si :
VX € Mu1(R)\ {0}, *XSX >0

On note S;7(R) I’ensemble des matrices de S, (R) positives et S;7*(R) I’ensemble des matrices
de S, (R) définies positives.

Soit A une application d’un intervalle I de R dans M,,(R) qui a ¢ associe la matrice A(t) de
coefficient d’indices i, j, a;;(t). Si pour tout (i, j) de [1,n]?, I'application t — a;;(t) est intégrable

sur I, onnote [ A(t)dt la matrice de M, (R) de coefficient d’indices 4, j, / a;;(t)dt.

I I
L’objectif de ce probléme est d’étudier la notion de fonction matriciellement croissante.
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Dans la premiére partie on étudiera les notions de matrices symétriques réelles positives et
définies positives, puis on définira sur I’ensemble des matrices symétriques réelles une relation
d’ordre. Diverses propriétés de cette relation seront utilisées dans les deux parties suivantes.

Dans la seconde partie, on définira ce qu’est une fonction matriciellement croissante (ou décrois-
sante) et on étudiera des exemples de fonctions homographiques et puissances.

La troisieme et derniere partie fera appel a une représentation intégrale et permettra de montrer
que la fonction logarithme népérien et la fonction z —— z* pour @ €]0, 1[ sont matriciellement
croissantes.

Dans tout le probléme, S désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n.

PARTIE 1

1.1 Montrer que si S appartient a S;(R), alors pour toute matrice M de M, (R), ‘M SM appar-
tient aussi a S, (R).

1.2 Montrer que S appartient 2 S;F(R) (respectivement S;7(IR)) si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont positives (respectivement strictement positives).

1.3 Montrer que la matrice A = (_? B i) est symétrique positive. Est-elle symétrique définie

positive ?
-1 0 0
1.4 Soit la matrice B = 0 2 —1|. Est-elle symétrique définie positive ?
0 -1 1

.5 Montrer que si S appartient 2 S;(R) et si 7" est une matrice symétrique réelle semblable a .S,
alors T appartient aussi a2 S;} (R).

1.6 a) Soit M € GL,(R). Montrer que si \ est valeur propre de M, alors \ est non nul et \™*
est valeur propre de M ~!. En déduire le spectre de M/ ~! en fonction du spectre de M.

b) Montrer que si S appartient a S (R), alors S est inversible et S~! appartient a S;+(R).

1.7 Montrer que si pour tout X € M,,1(R) , ‘XSX = 0, alors toute valeur propre de S est nulle
et S =0.

I.8 On munit S, (R) des relations notées < et <, définies respectivement par :

V(Sl, SQ) € (Sn(R))2 , (Sl <G <= S5 -5 € S;(R))

et
V(Sl, SQ) € (Sn(R))2 , (Sl < Sy <= 5 -5, € S:+(R))

a) Si S et Sy sont deux matrices de S,(R) telles que S; < Sz et S; < Sp, montrer que
Sl = SQ.
b) Si (S, S2) € (Su(R))?, montrer que I’on n’a pas nécessairement S; < S ou Sy < 5.
¢) Si S; et Sy sont deux matrices de S, (R) telles que 57 < Sa, S; # Sa, a-t-on S; < Sy ?
d) Si S et Sy sont deux matrices de S,,(R) telles que S; < S, et a un réel, comparer les
matrices a.S; et a.S, pour la relation <.
e) Si S, S; et Sy sont trois matrices de S,,(R) telles que S; < Sz, comparer les matrices
S+ Sy et S+ Ss pour la relation <.
1.9 Soit (S1,52) € (Sn(R))? avec S; < Sz. Montrer que pour toute matrice M de M, (R),
PMSIM <tMS,M.
1.10 On suppose I,, < S.
a) Que peut-on dire des valeurs propres de S ? En déduire que S est inversible.

b) Que peut-on dire des valeurs propres de S~! ? En déduire : 0 < S~ < I,,.
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I.11 a) Montrer que s’il existe M € GL,(R) telle que S = *M M, alors S est symétrique définie
positive.
b) Montrer que si S est diagonale définie positive, alors il existe M € GL,(R) telle que
S='"MM.
¢) Montrer que ce résultat subsiste si S est symétrique définie positive non diagonale.
1.12 Soit (51, 52) € (SH(R))Q tel que 0< 81 < SyetM; € GLH(R) telle que S = tMlMl.
Montrer que I,, < }(M;1)S, M !, en déduire que S, est inversible et Sy < Sl‘l.

PARTIE 11

I1.1 Dans cette question seulement, on suppose d’une part que 7 est supérieur ou égal a 2 et
d’autre part que .S possede exactement deux valeurs propres \; et Ao de multiplicités respectives n;
et na.

a) Montrer qu’il existe un unique couple (P;, P;) de matrices de M,,(R) tel que :

In:P1+P2
S:)\1P1+)\2P2

Expliciter les deux matrices P, P, en fonction de S, I,,, A1, A2 et montrer qu’elles sont
symétriques.

b) Si P est une matrice orthogonale telle que P~1SP = diag(Ay, ..., A1, A2, ..., A2) (00 )\
est répété n, fois et \y ny fois), exprimer P, (respectivement P,) en fonction de P, de P~! et d’une
matrice diagonale. En déduire que P = P|, P = P,, PP, = P, P, = 0 et donner les rangs de P,
et P, en fonction de n; et ngy.

¢) Montrer que pour tout k € N, S¥ = \¥ P, +-)\X P, et en déduire pour Q) € R[X]’expression
de Q(S) en fonction de P;, P, Q(\1) et Q(Az).

d) Soit Sy la matrice de S,,(R) dont tous les coefficients valent 1 sauf les coefficients diago-
naux qui valent 2. Vérifier que Sy admet exactement deux valeurs propres et déterminer les matrices

P, et P, associées.
I1.2 Soit u ’endomorphisme de R™ dont .S est la matrice dans la base canonique de R™. On note
A1, A2, ..., Ap les valeurs propres distinctes de u et Ey, E, ..., E, les sous-espaces propres de u
respectivement associés.
a) Montrer que : V (z,y) € R* X R™, (u(z) | y) = (z | u(y)).
b) Montrer que pour tout (¢, j) € [1,p]? tel que ¢ # j, les sous-espaces propres E; et E; sont

orthogonaux. Que vaut la somme directe 'élEi ?
i=
¢) Sii € [1,p] etz € R™, on note p;(z) la projection orthogonale de z sur E;. La matrice de
p; dans la base canonique de R™ est notée F,.
i) Montrer que la matrice P; est symétrique.
ii) Si z; est élément de E;, évaluer p;(z;) et en déduire que pour tout (z, j) € [1, p]? tel que
i # j, PP =0.

P P
d) Montrer que Z P, =1,et Z NP =S.

=1 i=1

p
La décomposition S = M P; est dite décomposition spectrale de S.
p p p

=1
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IL.3 Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. Si A1, Ao, ..., A, sont dans I, on
définit la matrice f(S) par

f(8) = Z fON)P,

a) Montrer que Sf(S) = f(5)S = Z Xif(N) P
=1

b) Si X est vecteur propre de S pour la valeur propre A\, montrer que X est aussi vecteur
propre de f(S) et préciser la valeur propre correspondante.
¢) Calculer cos(mSy) ou Sy est la matrice introduite en IL.1 d).
L’application f sera dite matriciellement croissante (respectivement matriciellement décrois-
sante) sur [ si pour tout n > 1 et tout couple (A4, B) de matrices de S,(R) dont les valeurs propres

sont dans [ :
A< B= f(A) < f(B) (respectivement f(B) < f(A))

1
I1.4 a) Soit g :]0,+00o[— R,  — —. A quelle condition sur la matrice S peut-on définir
x

g(S) ? Montrer qu’alors g(S) = S~! et en déduire que g est matriciellement décroissante sur
0, +ool.
b) Soith :] —1,400[— R, z +— A quelle condition sur la matrice S peut-on
x

définir h(S) ? Montrer qu’alors h(S) = I, — (S + I,,)~! et en déduire que h est matriciellement
croissante sur | — 1, +00].
z* si >0

: et pour tout z réel, soit A(z
0 si =0 p (2)

IL5 Pour a > 0, soit p, : [0,+00o[— R, z+— {

et B(z) les matrices définies par :

ao= (2 92) wme=(; 1)

chz

a) Montrer que pour tout z réel, B(z) < A(z).
b) Pour z # 0, déterminer explicitement la décomposition spectrale de A(x).
¢) En déduire que pour tout z € R, p,(A(z)) = A(ax).

0 0
d) Montrer que p,(B(z)) = 1

(chz)e
e) Calculer det [py(A(z)) — pa(B(z))]. En donner un équivalent simple au voisinage de
x = 0 et en déduire que pour a > 1, p, n’est pas matriciellement croissante sur |0, +00].

PARTIE III

On suppose désormais que S est définie positive.

IIL.1 a) Soit J un intervallede Ret A : I — M, (R) , t — A(t) = (a;;(t)) une application
telle que pour tout (i, j) de [1,n]?, t — a;;(t) est intégrable sur I. Montrer que pour toute matrice
colonne X de M,,;(R), t — ‘X A(t)X est intégrable sur [ et :

/ItXA(t)th ='X (/IA(t)dt> X
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b) Soit f une application de I dans R intégrable sur [ et M € M, (R). Justifier I’existence

de /f(t)Mdt et montrer que :
/If(t)Mdt = (/If(t)dt> M

I
+00 T
II1.2 Soit . €]0, 1] et F la fonction donnée par F(z) = / et
o (I+at)te

a) Montrer que pour tout x > 0, F'(z) existe.
b) Montrer, en utilisant par exemple le changement de variable v = xt, qu’il existe une
constante C' strictement positive telle que pour tout z > 0, F((x) = Cz®.
P
—-1 . . -1 -1 __ )\i
c¢) Montrer que pour tout t > 0, S~ + ¢, est inversible et (S™" +¢[,)™" = ; T )\itR.
+o0 1
d) En déduire F(S) = / t—a(S_1 +tI,) " dt.

0
e) Soit A et B deux matrices de S+ (R) telles que A < B. Montrer que :
VX €Mpi(R), VE>0, XA +tL) ' X < X(B™' +tL)'X

En déduire que F' est matriciellement croissante sur |0, +-o0[, puis que pour « €]0, 1], la
fonction p,, introduite en IL.5 est matriciellement croissante sur ]0, +o00|.

o /ot 1
I11.3 a) Montrer que pour tout z > 0, /o <1 Yy — x—+t) dt =Inz.
“+00 t
b) En déduire In S = — I, — (S+1t,)™" ) dt.
) En déduire In /0 <1+t2 (S +tl,) )

¢) Montrer que la fonction In est matriciellement croissante sur |0, +o00].

Fin de I’énoncé
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SESSION 2009 A PCM2006

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans tout ce probléme, on note F' la fonction sur IR x € a valeurs dans C définie par :
2

V(z,2) € R xC, F(z,z) = exp <—zx - —$—2—) ,

et f la fonction sur IR a valeurs dans IR définie par :

2
Vo € IR, f(z) = F(z,0) = exp <—%—> .
PARTIE 1

I.1. Soit z € C un nombre complexe fixé, quelconque.

I.1.1. Ecrire les développements en série entiere de la variable réelle x des fonctions
2

z s . ’ . RS
Tz — exp(—zz) et £ — exp| —— |. On précisera les rayons de convergence des séries entiéres
2

obtenues.

I.1.2. A l'aide d’un produit de Cauchy, montrer que ’on peut écrire, pour tout z € IR :
+o00
F(z,2) =) An(2)a",
n=0

ou A, est une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout n € IN on définit la fonction polynomiale H,, par H, = (—1)"nlA,.
Donner les expressions de Hy(z) et de Hi(z) en fonction de z.

I.1.3. Calculer la dérivée de la fonction z — F'(z, z) a I'aide de F.
En déduire que pour tout n € IN et tout z €C on a Hpy2(2) = zHp11(2) — (n + 1)Hy(2).
Donner les expressions de Hy(z), H3(z) et Hy(z) en fonction de z.
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I.2.

I.2.1. Montrer que pour tout z € R on a f"(z) + zf'(z) + f(z) = 0.
dn+2 dn-f—lf

dxnt+2 (.’L‘) T dxnt1

(=D (4"f
f dz™ )’

Montrer que pour tout n € IN et tout z € IR on a K, 19(z) — zKpi1(z) + (n + 1)K, (z) = 0.

Exprimer Ky(z) et K;(z) pour tout z € IR. En déduire que H, = K,, pour tout n € IN.

d"f
dzm

() + (n+1)

(x)=0.

En déduire que pour tout n € IN et tout x € IR on a

1.2.2. Pour tout n € IN on pose K,, =

1.3.
I.3.1. Montrer que pour tout n € IN et tout z € R on a H,_,(z) = (n + 1)Hy,(x).
1.3.2. En déduire que pour tout n € IN et tout ¢ € IR on a H/!(z) — zH) (z) + nH,(z) = 0.

I.4. Pour tout n € IN on définit la fonction ¢, de la variable réelle z par :

vz € R, on(z) = (=1)"H,(z) exp (-?) :

2

T .
Montrer que pour tout z € IR on a ¢ (z) — Zgon(x) = An(z), ot A, est un nombre réel que

I'on déterminera.

1.5. Pour tout couple (p, q) € IN? on pose :

+o00 +o00
Ipg=1gp = /_ op(T)pq(z)dz = (=1)r*e Hy(z)Hy(z) f(z)dz.

oo —00

LI.5.1. Montrer que lintégrale I, , est bien définie pour tout couple (p,q) € IN%.
—+

o0
On admettra désormais que Ipg = f(z)dz = V2.
o0
I.5.2. Soit (p,q) € IN? un couple de nombres entiers. A l'aide d’une intégration par parties

dament justifiée, montrer que Iy 441 = (p+ 1)1pq = (¢ + 1) Ip,.
En déduire la valeur de I, , pour tout couple (p,q) € IN2. On distinguera les cas g # p et ¢ = p.

PARTIE 11

Soit f la fonction de la variable réelle v définie par :

R +00 +o00 t2
flv) = / F(t,2imv)dt = / exp (—Qimjt - 5) dt.

[e o] —00
II.1. Montrer que f est définie et continue sur IR.
I1.2. Montrer que f est de classe C! sur R.

I1.3.

I1.3.1. Montrer que f'(v) = —4w2v f(v) pour tout v € R.
On pourra par exemple, entre autres méthodes, utiliser I’égalité —t = 2imv + (—2imv — t).
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I1.3.2. Calculer f(0). En déduire I'expression de f(v) en fonction de v.

PARTIE III

On considere la série de fonctions de terme général w, défini par :

up = f et Vn € IN*,Vz € R, u,(z) = f(z — 2n7) + f(z + 2nm).

n
Pour tout n € IN, soit U, la fonction définie par U,, = Z U,
k=0

On remarquera que pour tout z € IR on a U,(z) = Z f(z — 2km).
k=—n

ITI.1. Soit A un nombre réel strictement positif.

A
ITI.1.1. Soit n € IN tel que n > 7 Etudier les variations sur le segment [—A, +A] des
T

fonctions z +— f(z — 2n7) et  — f(z + 2nm).

(2nm — A)? )

En déduire que pour tout z € [—A,+A|, on a 0 < u,(x) < 2exp (——

2
+o00
ITI.1.2. Montrer que la série de fonctions Z u, converge normalement sur [—A, +A].
n=0
II1.2.
+o00
II1.2.1. Déduire de la question précédente que la série de fonctions Z u, converge simplement
n=0

sur IR tout entier. On note U sa somme.
I11.2.2. Montrer que U est continue sur IR. On admettra que U est de classe C! sur IR.
1I1.2.3. Montrer que U est paire.

I11.2.4. Exprimer, pour tout z € R, U,(z + 27) au moyen de Uy,(z), f(z + 2(n + 1)7) et
f(z = 2n7). En déduire que U est périodique de période 2.

400
II1.3. Soit % + Z a, cosnz la série de Fourier de U.

n=1
II1.3.1. Justifier I’égalité de U avec la somme de sa série de Fourier.
™ (2k+1)7
I11.3.2. Montrer que l'on a / Uk(z)cosnz dzr = / f(z) cosnx dx pour tout n € IN
—r —(2k+1)7
et tout k& € IN.
I11.3.3. Pour tout n € N, justifier I’égalité / U(z)cosnz dx = klir+n Uk(x) cosnzx dz.
™ 400 - o
En déduire que / U(z)cosnz dz = (z) cosnz dx.

II1.3.4. Déduire de ce qui préceéde une expression de a,, pour tout n € IN, a l'aide de f et de
n, puis exprimer a, en fonction de n.

Fin de I’énoncé
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SESSION 2009 ' TSIM102

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
% % %

NB: Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et & la concision de la
rédaction.
Si un candidat est amené 3 repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncg, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

Exercice

On désigne par r un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

1. (a) Justifier la convergence de la série de terme général u,(r) = r™ cos(nd).
+o00
(b) Calculer la somme de la série : Z r™ cos(nf).
n=0
1—r2
1 —2rcos(f) + r?
(a) Justifier existence de f(r,8) pour r €]0; 1[ et tout 6 réel.

2. On pose f(r,0) =

(b) Déduire de la question précédente I’égalité :

1—r? <2
=142 " 0) .
1 — 2rcos(f) + r? + ; ' cos(nf)

Probléme
Premiére partie
1. Résoudre, sur l'intervalle |0; 3 [, Péquation différentielle : sin(2t) f'(¢) — cos(2t) f(t) =0 .
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2. En utilisant la méthode de variation de la constante, déterminer, sur l'intervalle I = ]0, 5 [,
la solution générale de I’équation différentielle : sin(2t)f’(t) — cos(2t) f(t) = (sin(2t))%/? .

Deuxiéme partie

a désigne un nombre réel strictement positif, £ un nombre réel.
Si M et N sont deux points du plan, on note d(M, N) la distance euclidienne des points M et
N.
IR? est rapporté a un repére orthonormé direct (O, ;;) et on désigne par A et B les points de
coordonnées (—a,0) et (a,0).
1. (a) Déterminer une équation cartésienne de la courbe (C'), formée de ’ensemble des points
M de coordonnées (z,y), tels que : d(A, M)d(B, M) = k>.
(b) Ecrire cette équation en coordonnées polaires : x = r cos(f),y = rsin(6).
2. (a) En posant R = r?, déterminer I'équation vérifiée par R.

(b) Discuter I’existence et le signe des solutions réelles de cette équation en R. Préciser en
particulier une condition portant sur a, k et 6 pour que cette équation admette deux
racines positives.

Indication : il n’est pas utile de calculer explicitement les racines, on connait leur somme
et leur produit.

(c) Montrer que, dans le cas ou cette relation est satisfaite, la courbe (C) est la réunion de
4 courbes admettant une équation polaire de la forme 8 — r;(6), r; étant une fonction.
Déterminer les fonctions 7;.

(d) Déterminer les diverses symétries de la courbe (C) et en déduire un intervalle d’étude
qui permet d’obtenir toute la courbe par des opérations géométriques que 'on précisera.
Le tracé n’est pas demandé.

3. (a) Vérifier que dans le cas particulier o k = =a, une équation polaire de la courbe (C)
est : r(0) = ta+/2 cos(26).
Etudier les diverses symétries de la courbe.

2

(b) Donner une allure de la courbe (C) dans le cas particulier ou a = %_—

Troisiéme partie

3, k).

ou simplement 4 et ¥, les vecteurs :

IR est rapporté & un repére orthonormé direct (O,;
6 appartenant & [0; 27[, on désigne par @(6) et v(6),

) = cos(ﬁ)f%—sin(@)fﬁ
7(0) = —sin(8)i+ cos(8)j

Soit un point M de IR®, on désigne par m la projection orthogonale de M sur le plan (O, Z;)
et par (r,0) les coordonnées polaires du point m.
On appelle coordonnées cylindriques du point M le triplet (r, 6, z) et repére cylindrique le repére

(0,,7, k).
1. (a) Exprimer les coordonnées (x,y,z) d’un point M en fonction de ses coordonnées cylin-
driques (r, 0, 2).
(b) On suppose que OM = X4+ Y7 + Zk = i +yj + zk. Exprimer X, Y, Z en fonction
de z, y, z et 6.

—

- o du  dv
(c) Exprimer les vecteurs ¢ et j puis les vecteurs T et 30 " fonction de 4 et v.

2/4



2.

4.

(d) Que peut-on dire du repére (O, @, 7, IZ) ?

2?2 —y?
(a) Déterminer une équation de la surface () en coordonnées cylindriques. En déduire une
nappe paramétrée, (r,60) — M(r,§), dont I'image est la surface (X).

On désigne par (X) la surface d’équation cartésienne : z =

Pour toute la suite du probléme, on identifie la nappe paramétrée et la surface.

(b) Montrer que la surface est contenue dans la partie de IR® comprise entre deux plans
paralléles dont on donnera une équation.

(c) Montrer que la surface (X) est une réunion de droites paralléles au plan d’équation
z=0.

(a) Montrer qu’un vecteur normal N(r, 6) a la nappe paramétrée (r,0) — M(r,0), (r,0) €
IR x[0; 27, est égal & : rk + 2sin(26)7(6) .

(b) En déduire une équation, dans le repére cylindrique, du plan tangent I, & (2) au point
M de coordonnées cylindriques (r, 6, cos(20)).

—
0
(c) Retrouver 'équation de Iy, en utilisant uniquement les vecteurs —5—0—(7', 6) et %—M(r, 6).
: r

(d) Montrer que l'intersection de (X) et de Il contient la droite horizontale passant par
le point de coordonnées cylindriques (0, 0, cos(26))

- =

Déterminer une équation du plan tangent & () dans le repére (0,1, 7, E)

Quatriéme partie

On dit qu’une courbe de IR3, définie par un arc paramétré ¢ — M (t), défini d’un intervalle I de
IR & valeurs dans IR®, est tracée sur la surface (X) si et seulement si le point M(t) appartient
a (X), pour tout t appartenant & I.

1.

2.

(a) L’arc paramétré I' est défini en coordonnées cylindriques par une application d’un in-
tervalle I de R & valeurs dans IR3, t — (r(t), 0(¢), 2(t)).
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que le point M appartienne a la
surface (X).
On désigne par (T') la courbe formée par I’ensemble des images de ’arc paramétré T'.

(b) On suppose que l'arc paramétré t — M (t) est de classe C* au moins (ce qui signifie
que les fonctions t — r(t), t — 6(t) et t — 2(t) sont de classe C*) et que la courbe (T')
est tracée sur la surface (3). Soit M un point régulier de la courbe. Démontrer que la
tangente en M a la courbe (T') est contenue dans le plan tangent en M & la surface (X).

(c) Retrouver le résultat de la question 3.(d) de la troisiéme partie a I’aide de la question
précédente.

On suppose, jusqu’a la fin du probléme, que (I') est définie par un arc paramétré de classe
C? au moins.

On suppose de plus que la courbe est définie par une fonction 6 — r(0), c’est-a-dire, dans
le repére cylindrique, par I'arc paramétré : 6 — M (r(6),0, cos(260)). Cette courbe est donc
tracée sur la surface (X).

=YY . d
Donner une expression du vecteur OM () dans le repére cylindrique, puis des vecteurs —(0)
de
d*M

et e (@).
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—

_ , . dM d’M ,
3. En tout point M (@) de l'arc paramétré I' tel que les vecteurs E(@) et 10 (0) soient
linéairement indépendants, on appelle plan osculateur a la courbe (') en ce point, le plan

aM &M
affine : (M(@), —J(G), W(9)>’ qui sera noté P ;.

On appelle ligne asymptotique de la surface (X) une courbe tracée sur (X) telle qu’en tout
point M de la courbe, le plan tangent II;; & la surface coincide avec le plan osculateur Py,
& la courbe.

—_
(a) A quelle condition nécessaire et suffisante, portant sur les vecteurs 7\7(7‘(9), 0), 9—]\1(49)
de
d2
et (), la courbe (T') est-elle une ligne asymptotique de () ?

d6?
(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe (I') soit une ligne
asymptotique de (X), sous forme d’une équation différentielle du premier ordre vérifi¢e

par la fontion r.
(c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe (I') soit une ligne
— —
dM dN
asymptotique de (X) portant sur les vecteurs W(G) et @(T(G),G). Retrouver alors

I’équation différentielle précédente.

4. Déterminer les projections sur le plan horizontal des lignes asymptotiques de (X).

Fin de 1’énoncé
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SESSION 2009 ‘ TSIM206

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI

MATHEMATIQUES 2

Durée : 3 heures

Remettre a chaque candidat une feuille de papier millimétré

Les calculatrices sont autorisées

N.B. : Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

On considére le plan vectoriel euclidien 2 rapporté a une base orthonormée %, = 7,/ .

Pour les dessins, on munira la feuille de papier millimétré d’une origine O placée au centre de la

feuille et on représentera le vecteur m par le point M tel que m=0M .

Soit # = I,J une autre base de 7, non nécessairement orthonormée. Si m est un vecteur de 2,

on notera x,y ses coordonnées dans Ky et u,v ses coordonnées dans #. On notera X et U les

o) eel)

et on notera P la matrice de passage de Ky a 4.
On s’intéresse a la courbe y d’équation »° +v* =1 (on notera qu’il s’agit d’une équation donnée dans
la base £).

La transposée d’une matrice A se notera I4.

matrices colonnes :

On munit R? de son produit scalaire usuel : si Y et Z sont deux éléments de R? avec Y = q et
P Yy
2

Z
7 z( lj onpose Y|Z = 'YZ = y,2,+ y,2, ; on définit également :|Y]|= [ Y|Y la norme de Y.
2
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Préliminaire
Vous pouvez utiliser votre calculatrice pour faire certains calculs a condition de le mentionner sur
votre copie

Pla — Donner une relation entre les matrices P, Xet U .
P1b — Considérons ’exemple suivant: I=2i et J=j. Justifier sommairement sans utiliser la

relation ci-dessus qu’on a alors :

1
U=—x
2
v=y
Ecrire la matrice P correspondante, puis vérifier sur cet exemple la validité de la formule obtenue au
Pla.

P2 — Quelle est la nature de y lorsque /& est orthonormée ?

23
P3a—Pour F = (0 2), donner la matrice inverse Q) = R)_[.

P3b — Calculer la matrice 4, = tQOQO. Déterminer les valeurs propres de 4o, puis donner une matrice

orthogonale Ry et une matrice diagonale Dj telles que RO"IAOR0 =D.

P4 — Soient trois réels a, b et ¢ vérifiant ab—c* >0 . Justifier sommairement que la courbe ¢
d’équation ax® +by* +2cxy =1 (dans Hy) est soit une ellipse, soit un cercle, soit I’ensemble vide.

Partie I
Etude d’un exemple

2 3
On suppose dans cette partie que P = [0 2).

On appelle Dy et D; les droites engendrées respectivement par I et par J . Soit s la symétrie par
rapport a Di et de direction Dj.
I.1 — Donner les coordonnées u',v' dans ¥ de s m en fonction des coordonnées u,v de m

dans .
[.2 — On appelle y* lintersection de y avec le demi-plan d’équation v>0 , ainsi que Y~

I’intersection de y avec le demi-plan d’équation v<0.

Justifier que y" =s y* , puis que y est la réunion de y" etde s y*

.3 — Prouver que si me Y,alors ue —1;1 .

1.4 — Déterminer alors une fonction ¢ définie sur —1;1 telle que y* soit la courbe représentative de

¢ dans la base 4.
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.5 — Le dessin de y est le suivant :

24

Expliquer en quoi les résultats des questions 1.1 a 1.4 permettent de I’obtenir. Décrire quelle est la
partie du dessin correspondant a y* .

1.6 — Donner I’expression des coordonnées u,v d’un vecteur m dans # en fonction de ses

coordonnées x,y dans K. En déduire qu’une équation de y est :

1.7 — Justifier que vy est une ellipse dont on donnera un vecteur directeur de chacun des deux axes, les
demi-longueurs a et b du grand et du petit axe, ainsi que I’excentricité e. On pourra utiliser la
réduction de la matrice Ay de la question P3.

Partie I1

Détermination de la nature de y dans le cas général

On revient au cas général. La matrice P désigne donc une matrice inversible quelconque d’ordre 2.
I1.1 — Justifier que me y si et seulement si tyu =1.

I.2-Onpose Q=P ' et A= tQQ. Justifier que mey siet seulement si Lxax =1.

[1.3 — Montrer que 4 est symétrique. En déduire qu’il existe une base orthonormale A’ dans laquelle

I’équation de y est: A, x' ? +A, y' ? =1, ol A et A, sont les valeurs propres de 4 et ou x',y'

désigne les coordonnées de m dans 4°.

I1.4 — Soit X un vecteur propre de 4 associé a la valeur propre A. Montrer que "QX ”2 = 7»||X l[2 En

déduire que les valeurs propres de 4 sont positives.

I1.5 — Montrer que 4 est inversible ; en déduire que ses valeurs propres sont strictement positives.

I1.6 — Justifier que y est un cercle ou une ellipse dont les axes sont dirigés par les vecteurs propres de
A.
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Partie II1

Une construction géométrique de y

Soit f I’endomorphisme dont la matrice dans K est P et soit C le cercle de centre O et de rayon 1.
On pourra utiliser sans démonstration le théoréme suivant :

Si C est une courbe de 2 ayant pour tangente 7 en d, et si ¢ est un endomorphisme bijectif de 2,
alors @ C estune courbe qui admet ¢ 7 pour tangenteen ¢ a .

On rappelle par ailleurs qu’on identifie le vecteur a avec le point 4 tel que OA=a.

1.1 — Soit 7 de coordonnées x, y dans K. On appelle u',v' les coordonnées de f m dans &.

Etablir que x,y = u',v'.
I11.2 — En déduire que y=f C .

II1.3 — En utilisant la droite D d’équation x =1 (dans #y), montrer que la droite A d’équation u =1
(dans X) est tangente a y au point de coordonnées 1,0 dans 4.

Déterminer de méme la tangente a y en trois autres points.

II1.4 — Soit A e 051 .
On considére les deux droites D et D, définies comme suit (les coordonnées sont données dans

15’0) .
e Dy passe par A(1,0) et par By 1-2A,1 .

e Ds; passe par C(-1,0) et par D, (0,1).
Prouver que D; et D, sont orthogonales.
Justifier alors que D, et D, sont sécantes en un point m; de €, puis en déduire une construction du

point n, = f m, .

II1.5 — Construire par cette méthode sur la feuille de papier millimétré fournie avec le sujet, I’ellipse
obtenue pour la matrice :
31
P=
0 2

On prendra pour ce faire différentes valeurs de A entre 0 et 1 et on complétera la courbe obtenue par
symétrie. On choisira 2 cm pour unité. On fera également figurer certaines tangentes remarquables.

II1.6 — Soit K un parallélogramme et soit 4 (K) son aire. Montrer que I’aire de f{K) est Idet f |A K .
On admet que plus généralement, si K est une partie de # d’aire A4(K) finie, alors I’aire de fK) est
'det f |¢4 K .

En déduire I’aire de la partie bornée du plan délimitée par y.

Fin de I’énoncé
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N.B. :

Les calculatrices sont autorisées

k %k %k sk ok

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et
a la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

k %k ok %k 3k
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Exercice 1

E est I'espace euclidien R?® muni de son produit scalaire canonique, on note B sa base cano-
nique dont on rappelle qu’elle est orthonormale pour ce produit scalaire. On note également
I la matrice identité de M3(R). On considére I’endomorphisme f de E dont la matrice dans
la base B est

1) Soit u = (—1,0,1) et v = (=2, 1,0) deux vecteurs de E.
On définit les sous-espaces vectoriels de F suivants : F' =vect(u), G =vect(u, v) et G’ le
plan vectoriel de E d’équation cartésienne x + 2y + z = 0.

la. Déterminer la dimension de G.

1b. Soit pr la projection orthogonale sur F', déterminer pg(v).

1c. On pose w = v — pp(v), montrer que les vecteurs u et w sont orthogonaux.
1d. En déduire une base orthonormale de G.

le. Montrer que G = G'.

2)

2a. Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que f est diagonalisable dans une base orthonor-
male de E'7

2b. Déterminer le polynéme caractéristique de M.

2c. Montrer que M admet un sous-espace propre H de dimension 2 et un sous-espace propre
K de dimension 1.

2d. Diagonaliser M sous la forme M = QDQ ™! ou Q est une matrice inversible et D diago-

d 0 0
naledelaforme D=| 0 dy 0 | avec d; < dy <djs.
0 0 ds

2e. Montrer que H et K sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux.
2f. Déterminer une base orthonormale de H.

2g. Déterminer une matrice P orthogonale telle que M = PDP~! ot D est la méme matrice
qu’a la question 2d.

3a. Soit N une matrice carrée. Donner une condition nécessaire et suffisante faisant intervenir
N et !N pour que N soit une matrice orthogonale.

3b. Soit A et p deux réels avec A > 0, on pose N = AM + pul.
Exprimer N comme un produit de matrices en fonction de P,P~* D,I .\ et p.

1
3c. En déduire a l'aide de 3a. que N est orthogonale si et seulement si A = - et p = 1.

1
3d. Soit g 'endomorphisme de E canoniquement associé a §M + I. Expliquer pourquoi g

est un endomorphisme orthogonal de E. Décrire g en déterminant ses éléments caracté-
ristiques, on pourra pour cela profiter du résultat de la question 3b.
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Exercice 2

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E le R-espace vectoriel M,(R). On note I la
matrice identité de E. On considére une matrice A de F telle que A # 0 et A? = 0.

1) Propriétés de A.

1a.

1b.
1c.
1d.
le.
1f.

Soit un réel A # 0 et X une matrice colonne de M, ;(R) vérifiant AX = AX. Montrer
que X = 0.

On pourra pour cela calculer A2X de deux maniéres différentes.
En déduire que sp(A) C {0}.

Calculer le déterminant de A.

En déduire que sp(A) = {0}.

Montrer par I'absurde que A n’est pas diagonalisable.

Montrer que A ne peut pas étre symétrique, peut-elle étre orthogonale ?

2) Soit f 'endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique de RP.

2a.
2b.

2c.

2d.

Que vaut f2= fo f?
En déduire que Imf C Kerf.

]

En déduire, a l'aide du théoréme du rang, que rgf < 3 puis que le rang de A vaut
nécessairement 1 pour p = 3.

Montrer qu’il existe dans My(R) une matrice M de premiére colonne nulle vérifiant
M # 0 et M? = 0.

3) On considére le sous-espace vectoriel

3a.

3b.
3c.

3d.

Je.

3f.

F = {aA+ BI € M,(R)|(a, B) € R?} = vect(A, )
Déterminer la dimension de F.
Montrer que F est stable par produit, c’est-a-dire : V(M, N) € F?, MN € F.
Soient (o, 8) € R? et M = aA + 31 € F, montrer qu’il existe = € R tel que
M? =M — 3?1
En déduire, pour 8 # 0, que la matrice M = aA 4+ 31 est inversible et que son inverse,
qu’on donnera, est aussi dans F'.

On pose B = A + I, montrer que B est inversible, et déterminer B! en fonction de A
et 1.

Soit n € N*, donner une expression simplifiée de B" = (A4 I)" en fonction de n, A et .

4) Application.
Soient a, b et c trois réels. On considére trois suites réelles (un)nen, (Vn)nen, (Wn)nen
définies par ug = a, v = b, wy = ¢, et :

Upr1 = 2Up + Uy + 3w,
Vn € N, Upt1 = 2u, ~+ 3v, + 6w,
Wpe1 = —Up — Uy — 2W,
Unp,
On pose pour tout entier naturel n, X,, = | v,
w'fL
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4a. Montrer qu’il existe une matrice B telle que Vn € N, X,, 1 = BX,,.
4b. On pose A = B — I, calculer A2

n+1 n 3n
4c. En déduire que Vn € N*, B" = 2n 2n+1 6n
-n -n  —3n+1

4d. En déduire I'expression des termes généraux u,, v, et w, en fonction de n et a, b, c.

4e. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que les trois suites
(un), (v,) et (w,) soient constantes.

4f. Que peut-on dire, lorsque cette condition est vérifiée, du vecteur X, par rapport a la
matrice B 7

Probléme 1

Les parties I et II de ce probléeme sont indépendantes. La partie III utilise certains résultats
étadblis dans les parties précédentes.

Partie I. Calcul des intégrales de Wallis.
On appelle intégrales de Wallis, les intégrales I,, définies pour tout n € N par :

I, = /2 sin”(t)dt
0
1) Calculer Iy et I;.

2) A l'aide d’une intégration par parties, démontrer la relation de récurrence :

n—1

Yn>2, I, = I,

Indication : on pourra utiliser la relation cos® x + sin?x = 1.

3)

2n)!
3a. Montrer que : Vn € N, I, = %g

3b. Déterminer I'expression de I5,,; en fonction de n, pour tout n € N.

Partie II. Fonctions de Bessel.

L’objectif de cette partie n’est pas la résolution complete des équations différentielles propo-
sées, mais I'étude de certaines de leurs solutions définies sur différents intervalles.

On rappelle qu’on appelle solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 sur
un wntervalle I, toute application y, définie et deux fois dérivable sur I, vérifiant [’équation
différentielle pour tout x € I.

Soit p € N, on s’intéresse aux équations différentielles
(Ep) ' +ay + (2 = p*)y =0

et
(E,) 22" +a(2p+1)2' + 22 =0
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1) Soient y et z deux fonctions définies sur R, vérifiant la relation : Vo € R, y(x) = aPz(x).
Montrer que y est solution de (£,) sur |0, +o0o] ( respectivement | — oo, 0]), si et seulement
si 2 est solution de (£)) sur |0, +oo] ( respectivement | — oo, 0[).

2) Soit Zanx” une série entiére de rayon de convergence R > 0, on note z(z) sa somme.
n=0
2a. Etablir les relations que doivent vérifier les coefficients (a,) de la série entiére pour que
z soit solution de (E)) sur | — R, R[ .
2b. Vérifier que 'on a : Vn € N, ag, 11 = 0, et exprimer les coefficients as, en fonction de n,
du paramétre p et de ay.

2c. Démontrer que le rayon de convergence de la série entiére déterminée précédemment vaut
R = +o0.

_1)»
(=1) ‘aoa:z" est

3) Démontrer que pour toute valeur donnée a ay € R, la série L S AR —
) que p 0 € R, > Fol(n 7 7)

n=>0

solution de (E]) sur R.

—1)"
4) On considére la série entiére : 222n+p( '<) n )‘xznﬂ’.
n!(n + p)!

n>0

4a. A T'aide de 3), justifier que le rayon de convergence de cette série vaut R = +oo0.
On note désormais J, la somme de cette série vérifiant donc :

—+00

TN\P (=1)" 2n
VeeR, J,(x)= <§> Z mx

n=0

4b. Déduire des questions 1) et 3) que J, est une solution de (E,) sur | —oo, 0[ et sur ]0, +-o0].
4c. Expliquer pourquoi J, est de classe C* sur R.

4d. Montrer que J, est une solution de (E,) sur R, on pourra distinguer le cas p = 0.

J,
5) Démontrer la relation suivante : Vp € N, Vo € R*,  J,14(2) = phlz) Jy ().
x

Partie III. Etude d’une intégrale a paramétre.

Soit, la fonction f définie sur R x [0, g] par f(z,t) = cos(zsint). On définit alors

us
2
0

2 (2 2
F(z) = —/ f(z, t)dt = —/ cos(x sin t)dt
T Jo T
1) Expliquer pourquoi la fonction F' est bien définie et continue sur R.

2) Rappeler les théorémes relatifs a la dérivation d’une intégrale & paramétre, et en déduire
que F' est de classe C* sur R.
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3)
3a
3b

4)

5)

. Donner les expressions de F'(z) et F"(z) sous forme intégrale.

. A Daide d’une intégration par parties, montrer que :

Ve e R, F'(x) = —x[F(x) + F"(z)]

En utilisant un développement en série entiére, montrer que l'on a :

R F(y) — 2 (7[R S

n=0

On admet qu’il est possible d’intégrer terme & terme cette expression, et que F vérifie

alors : .
2R [ " sin®" ¢
v R, F(x) = — —1)"—dt
v R, F(z) W;/O< i

A T'aide des résultats des parties I. et II., démontrer que F' = J,.

Probléme 2

Partie I. Comparaison entre série et intégrale.

1)

1a.

1b.

1c.

Soit ng € N, et f : [ng, +00o[— R continue, positive et décroissante. Pour tout entier N tel
que N = ng, on pose

Sy =Y f(k) = f(no) + ...+ f(N)

k=ng
Soit k € N, k > ng. Montrer que :
k41

fk+1) < f@)dt < f(k)

Déduire de la question précédente que : Sy — f(ng) < fNH f(t)dt < Sy, puis que

no

N+1 N
/ f(t)dt < Sy < f(n0)+/ f(t)dt (%)

0

Soit X > ng. On note N la partie entiére de X, c’est-a-dire 'unique entier vérifiant
N < X < N + 1. Montrer que :

/an(t)dt < /an(t)dt < /nNHf(t)dt
+00

0

En déduire que l'intégrale impropre f(t)dt converge si et seulement si la suite

no
N
(/ f(t)dt) converge.
no N2no
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1d. Montrer alors que I'intégrale /

+o0
f et la série Z f(n) sont de méme nature.
1o

n>ng

2) Application a la série Z\/Lﬁ

n>1

2a. Quelle est la nature de la série Z\/Lﬁ ?

n>1

2b. On pose f(t) = \/LZ Montrer que f est décroissante sur [1, +o0.

2c. On pose S, = Y. f(k) pour tout entier n > 1. Montrer a l'aide de (x) que : S,, ~ 2¢/n.
k=1

Partie II. Séries de Bertrand.

Dans toute cette partie, o et 3 sont deux réels, et on pose pour tout entier n > 2,

1

Uy = ————.
noln®n

1) Supposons a > 1.
la. Soit v €]1, a. Montrer que u, = o ().

nYy

1b. En déduire que la série » u, converge.
n=2

1c. Une application : donner la nature de la série > sin (12—3)
n>1

2) Supposons a < 1.
2a. Donner la limite de nu,,.

2b. En déduire la nature de la série > u,,.
n=2
In(n?41)

2c. Une application : donner la nature de la série ) NG

n>1

3) Supposons a = 1.
1

tIn”(t)

3a. Etudier les variations de fs sur |1, 4+o00[. Montrer alors qu’il existe ny € N* tel que f3
soit décroissante sur [ng, +0ool.

3b. Soit X > ng. Calculer, en distinguant le cas 5 =1, I3(X) = fn); fs(t)dt.
Donner alors la nature de Iz = fntoo fs(t)dt en fonction de §3.

3c. En déduire, a I'aide de I., la nature de > u, en fonction de .
n=2

Notons, pour tout t > 1, fz(t) =

4) A laide des résultats de cette partie I1., donner une condition nécessaire et suffisante sur
(e, B) pour que la série Y u, converge.
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Partie III. Régle de la loupe.

Dans cette partie (u,)nen est une suite de réels positifs, décroissante. Pour tout n € N, on
pose
Up = 2”’&2n = an + ...+ ’LLQ?L

~
2" termes

Enfin, pour tout N € N*, on introduit les sommes partielles

N N
SN:Zun et TN:Z%
n=1 n=0

On fera attention aux indices de départs de sommation dans Sy et Ty.
1) Soit n € N. Combien y a-t-il d’entiers 4 vérifiant : 2" <7 < 2" —1 ?

2) Montrer que pour tout n € N,

antl_1

Up 2 Z Ug

k=21

3) En déduire que pour tout N € N,

TN 2 SQ(N+1)_1

4) Montrer que pour tout n € N,

%’UnJrl < Z Uy,

On pourra commencer par écrire %vnﬂ = 2™Ugn+1.
5) En déduire que pour tout N € N*,

1 1
§TN < St + Sonv g

6) A l'aide de 3) et 5), montrer alors que les séries > u, et > v, sont de méme nature.

7) Une premiére application : pour « € R fixé, on pose u, = n% pour tout n € N*,

7a. Montrer que, pour tout n € N*, v, = 2=,

7b. Donner alors une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la série Y v, converge.
n>1

7c. A laide de 6), quel théoréme important du cours a-t-on prouvé ?
On pourra traiter séparément les cas @ < 0 et o > 0.

8) Une deuxiéme application : pour « € R fixé, on pose u,, = m pour tout entier n > 2.
8a. Calculer v, pour tout entier n > 2.

8b. Donner alors une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la série > v, converge.
n=2

8c. Qu’a-t-on redémontré ?

FIN DU SUJET
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SESSION 2010 MPM1002

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
kok ok

NB : Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, o la précision et a la conciston de la
rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

Les candidats peuvent utiliser la calculatrice pour faire leurs calculs et donner directement la
réponse sur la copie.
Ce sujet est composé de deux exercices et d'un probléme tous indépendants.

EXERCICE 1
On considére la fonction f de R? dans R définie par :
4
) .
f(z,y) = i (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0.

1. Démontrer que la fonction f admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) que 'on déter-
minera.

2. Démontrer que la fonction f est différentiable en (0,0).

EXERCICE 2

1. Rappeler la définition (par les suites) d’une partie compacte d’un espace vectoriel normé.

2. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F'.
Si A est une partie compacte de F, démontrer que f(A) est une partie compacte de F.
L’image réciproque par f d’une partie compacte de F' est-elle nécessairement une partie
compacte de £ 7
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PROBLEME : PHENOMENE DE GIBBS

Partie préliminaire

sint
1. (a) Justifier que la fonction ¢ — — est intégrable sur 'intervalle |0; 7].

Tsint
On pose [ :/ —dt.
o t
(b) Rappeler le développement en série entiére en 0 de la fonction sinus et déterminer, avec

o0
soin, une suite (ug), -, vérifiant I = Z(—l)kuk.
k=0

n

. ™ . ™
2. (a) Démontrer que la suite (—‘> converge et que la suite (
nt/) >0 n.

n

) est décroissante.
n>1

n!
+o0
(b) Si R, = Z (—1)*uy,, majorer |R,|, en utilisant la question (a).
k=n+1

2

En déduire, en précisant la valeur de n utilisée, une valeur approchée du réel — I a 1072
s

prés.

Premiére partie : Phénoméne de Gibbs

On considére la fonction f définie sur R impaire et de période 27 vérifiant :

f(t)=1pourte|0;n[ et f(0)= f(m)=0.

3. On pose pour tout entier naturel n non nul et ¢ réel,

Démontrer, a I'aide d’une série de Fourier, que la suite de fonctions (S,), -, converge sim-
plement vers la fonction f sur R. La convergence est-elle uniforme sur R 7

4. Sur un méme graphique, uniquement a ’aide d’une calculatrice, tracer sur 'intervalle [—g; 7T]
la courbe de la fonction f et 'allure de la courbe de la fonction Sjo. Puis sur un autre
graphique, tracer sur I'intervalle [—g; 7T:| la courbe de la fonction f et I'allure de la courbe
de la fonction Sog.

Que constate-t-on sur les courbes des fonctions S,, lorsque t se rapproche de 0 par valeurs
supérieures ou par valeurs inférieures ?

Cette particularité est appelée phénomeéne de Gibbs.

5. On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

T.(t) =) sin[(2k + 1)t].
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(a) Démontrer que Vn € N*, Vt € R \ 7Z,

sin?(nt)

sint

T.(t) =

Dans la suite de cette question 5., on considére deux nombres réels a et b tels que a < b
et [a,b] C ]0; 5.

(b) Justifier qu’il existe une constante M telle que pour tout entier naturel n non nul et
tout ¢ € [a,b], T,,(t) < M.

(¢) Démontrer que 'on peut trouver une suite de réels (w,) convergeant vers 0 et telle que
pour tout entier naturel n non nul et tout t € [a,b], |f(t) — S,(t)| < w,.
En commencant par observer que sin[(2k + 1)t] = Ty41(¢) — Tk(t), on pourra chercher a
majorer, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ € [a, b], | Sy, () — Sn(?)]-
Que peut-on en déduire concernant la série de Fourier de la fonction f7

6. (a) Calculer S (t) pour tout ¢ € ]0;Z] et déterminer la plus petite valeur a, qui annule
SI(t) sur ]0;Z].

(b) Démontrer que, pour = € [O; 5] et n entier naturel non nul,

2 " sin(2nt 1 T s
Sp(z) = —/0 M dt puis que S,(a,) = —/0 Y du.

T sint nmw sin 2l
n

(c) Démontrer que la suite (S,(ay)),>, converge et préciser sa limite.

20
On pourra utiliser sans démonstration : pour 0 € [0; %} , sinf > —.
s

7. Démontrer que la suite sup |Sn(z) — f(x)| | ne converge pas vers 0.

CEG}O;%[ .

Deuxiéme partie : Démonstration du théoréme de convergence normale

Pour une fonction f continue par morceaux de R dans C et de période 27, on note pour tout
new:
. 1 o fz'ntd
clf) =5 [ 1
8. Rappeler le théoréme de Parseval (avec les coefficients ¢, (f)) pour une fonction continue par
morceaux de R dans C et de période 2.
Dans le cas ou la fonction f est de plus continue sur R, justifier que si pour tout ne Z,
cn(f) =0 alors f est la fonction nulle.
Ce résultat reste-t-il valable si la fonction f est seulement continue par morceaux de R dans
C et de période 277

9. Soit f une fonction continue de R dans C et de période 27 dont la série de Fourier converge
uniformément sur R vers une fonction ¢ :

VteR, g(t) =co(f) + Y _(cp(Fle ™ +cp(f)e™).

(a) Justifier que lapplication g est continue sur R puis pour tout entier n € Z, exprimer,
avec soin, ¢,(g) en fonction de ¢, (f).
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(b) Démontrer que f = g.

10. Dans cette question, f est une fonction continue de R dans C, de période 27 et de classe C!
par morceaux.

On pose pour n entier naturel non nul et ¢ réel,

un(f)(8) = calf)e™ + con(fe™™.

(a) Déterminer une relation entre ¢, (f’) et ¢,(f).

(b) Démontrer que pour tout ¢ réel,

unl £ < 5 + 5 (lealFIE + leoal 7)),

(c) Démontrer, avec soin, que la série de fonctions > u,(f) converge normalement sur R
et préciser vers quelle fonction.

(d) Enoncer le théoréme que 1'on vient de démontrer.
Le phénomeéne de Gibbs peut-il se produire pour cette fonction f 7

Fin de 1’énoncé
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SESSION 2010 MPM2006

A

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées.
k %k ok

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

QUELQUES UTILISATIONS DES PROJECTEURS

Notations et objectifs :

Dans tout le texte E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On note id
I'endomorphisme identité de E, M,(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de
taille n.

Si Eq et Fy sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, c’est-a-dire £ = E; @ Ej,
on appelle projecteur sur F; parallelement a Fy 'endomorphisme p de E qui, a un vecteur z
de F se décomposant comme = = x1 + xq, avec (x1,23) € By X Es, associe le vecteur ;.

On rappelle que si A est une matrice de M,,(R), la matrice exponentielle de A est la matrice :
+00 Ak

exp(A) = R
k=0 "

De méme si u est un endomorphisme de F, 'exponentielle de u est I'endomorphisme :
400 ulc

exp(u) = » —.
o k!
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Dans les parties II. et II1., on propose une méthode de calcul d’exponentielle de matrice a ’aide
de projecteurs spectraux dans les cas diagonalisable et non diagonalisable. Dans la derniere
partie IV., on utilise les projections orthogonales pour calculer des distances a des parties.

Les quatre parties sont indépendantes.

I. Questions préliminaires

01 00

0 0 et B = 1o/

Calculer exp(A), exp(B), exp(A)exp(B) et exp(A + B) (pour exp(A + B), on donnera la
réponse en utilisant les fonctions ch et sh).

1. Soit les matrices A =

2. Rappeler sans démontration, une condition suffisante pour que deux matrices A et B de
M., (R) vérifient I'égalité exp(A) exp(B) = exp(A + B).

II. Un calcul d’exponentielle de matrice a 1’aide des projecteurs spectraux, cas
diagonalisable

Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont :
>\1<)\2<"'<)\r,
ou r désigne un entier vérifiant 1 < r < n.

3. Polynéme interpolateur de Lagrange : on note R,_;[X] le R-espace vectoriel des polyndmes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a r — 1.

On considére Papplication linéaire ¢ de R,_1[X] dans R" définie par :
P+ (P(\),P(A\2),...,P(\)).

Déterminer le noyau de ¢, puis en déduire qu’il existe un unique polynéme L de R, _;[X] tel
que pour tout i € {1,...,r}, L()\;) = e.

4. Pour i € {1,...,r}, on définit le polynome [; de R,_;[X] par :

ToX =
E—1 i k
k#i
(a) Calculer [;(\;) selon les valeurs de ¢ et j dans {1,...,7}.

(b) En déduire une expression du polynéme L comme une combinaison linéaire des polynémes
li aveci € {1,...,r}.

5. Une propriété de l’exponentielle : soit P une matrice inversible de M,,(R) et D une matrice

de M, (R).

(a) Justifier que 'endomorphisme de M,,(R) défini par M — PM P~ est une application
continue.

(b) En déduire que :
exp(PDP™') = Pexp(D)P .
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6. Déduire des questions 3. et 5. que exp(A) = L(A).

7. On suppose que E est munie d'une base B et on