EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

L'épreuve se compose de deux problémes indépendants.

PROBLEME 1: algébre linéaire.

Etant donné un nombre entier n > 1, on désigne par Rou[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
dont le degré est inférieur ou égal a 2n.
A tout polynome P de Rop[X], on associe le polyndme Q défini par:

2 —
Q)= XPOX)- P

1°) Etude d'un endomorphisme.
a) Prouver que lapplication T associant au polyndome P le polynome Q constitue
un endomorphisme de 1'espace vectoriel Rop[X].

b) Déterminer le(s) polynome(s) P de Rop[X] appartenant au noyau de T.
L'endomorphisme T est-il injectif? surjectif?
c) Ecrire la matrice A de T dans la base canonique (1, X, XZ, e in) de Rop[X].

2°) Etude des éléments propres de 'endomorphisme T.

a) Déterminer I'image par T du polyndme Py (X) = (X-l)k(X+1)2n'k ou 0<k<2n.
En déduire les valeurs propres de T et montrer que la famille Py, Pq,
forme une base de Rop[X].

>

On note U la matrice de passage de la base canonique a la base (Pg, P1, .. ,
b) Déterminer la matrice B = U-1AU.

Pon)

Pon).

c) Expliciter la premiére et la derniére lignes et la premiére et la dernicre colonnes

de la matrice U.

3°) Etude de la matrice-inverse de U.

a) Déterminer les composantes du polynome X210 dans la base (Po, P1, , Pop)
2n
calculant la somme > an P (X)*
k=0
b) Déterminer les composantes du polynome 1 dans la base (Pg, Py, ,  Pon)

2n
calculant la somme 3 5 (1P (X)"
n
k=0
¢) On note X = v0,jP0 + V1 jP1 + ... + v2n jP2n pour 0 <j <2n. Calculer v j et van j.

cn

cn

d) Expliciter la premiere et la derniére lignes et la premiére et la derniére colonnes

de la matrice V = U1,

4°) Etude des limites des puissances de la matrice A.
a) Expliciter les limites des deux suites matricielles (sz) et (szﬂ) lorsque k tend vers + 00,
b) Expliciter les limites des deux suites matricielles (Azk) et (A2k+1) lorsque k tend vers + 0.

PROBLEME 2: analyse.

On considere une fonction f de trois variables réelles X, y, z, définie de R3 dans R. On suppose de plus que cette
fonction f ne dépend que de la distance a l'origine, autrement dit qu'il existe une fonction F: [0, +oo[ — R telle

que:
f(xy,z)= F(1[x2 + y2 + 22).



On suppose cette fonction F de classe C2 sur 10, +oo[, de sorte que f est de classe C2 sur l'espace R3 privé du

point O, et 'on se propose d'étudier ici sur l'espace R3 privé du point O les solutions de I'équation aux dérivées
partielles:
B B | of of of
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1°) Expression de 1'équation différentielle vérifiée par F.

2 A2 2
a) Exprimer les dérivées partielles of of of of 0 Ot e f en fonction des variables X, y, z et de

ox' oy oz ox®  oy? 6z?
FOhE +y? 1 2%) et P +y? +2%).
b) Prouver que f est solution de 1'équation aux dérivées partielles précédente sur 'espace R3 privé du point O
si et seulement si F est solution de 1'équation différentielle suivante sur ]0, +oo[:
(B):  tF"(t) + (2 - r2)F'(r) - 3rF(r) = 0.

2°) Etude des solutions développables en série entiére de (E).
a) On considére une suite de nombres réels (ak).

Montrer que la fonction r — ic akrk est solution de 1'équation différentielle (E) si et seulement a] = 0 et
k=0

(k+2)ak+2 = ak pour tout nombre entier naturel k.

b) On considére réciproquement une suite de nombres réels (ak) vérifiant la relation précédente et 1'on forme la

+o0
série entiere F(r) = 3 5 12
k=0

Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére, et en déduire que F est bien solution de I'équation
différentielle (E) sur R.

¢) Déterminer le coefficient apy en fonction de ag, k! et 2k,

Exprimer, lorsque ag = 1, la somme S(r) de la série entiére Z a2kr2k a l'aide des fonctions usuelles.

3°) Etude de I'ensemble des solutions de (E).

a) On considere la fonction définie pour r > 0 par:
2
+o0 X
I(r) = L exp(— Py )dx

Justifier l'intégrabilité de la fonction x — exp(—x2/2) sur tout intervalle [r, +oo[ ot r > 0. Par une intégration par
dx en fonction de r et [](r).

2

X

b) On pose alors dans I'équation différentielle (E): F(r) = S(r)y(r).

Montrer que F est solution de (E) si et seulement si ry"(r) + (r2 + 2)y'(r) = 0, puis exprimer les solutions de cette
équation a l'aide de la fonction [].

¢) En déduire I'ensemble des solutions sur [0, +oo[ de I'équation (E).

Quelles solutions de I'équation aux dérivées partielles de départ en déduit-on?

. . 2
+00 X
partles, exprimer J'r exp(— 7)



EPREUVE OPTIONNELLE DE MATHEMATIQUES

L'objectif du probléme est d'étudier quelques propriétés de la fonction Gamma d'Euler, définie pour tout nombre
réel strictement positif x par la formule intégrale :

rx) = jom exp(—Htdt.

Les résultats d'une question peuvent &tre admis pour traiter les suivantes.

1°)  Domaine de définition et équation fonctionnelle de la fonction Gamma.

a) Etablir que la fonction t — exp(—t)tx'1 est intégrable (ou sommable) sur ]0, +0O[ si et seulement si le
nombre réel x est strictement positif.

Dans la suite du probléme, le nombre réel x est toujours supposé strictement positif.

b) Exprimer I'(x+1) en fonction de x et de I'(x).
¢) Calculer I'(1), en déduire I'(2) et, de fagon plus générale, I'(n) pour tout nombre entier n=> 1.

2°)  Etude de la continuité et des dérivées de la fonction Gamma.
a) On considére deux nombres réels a, b tels que 0 <a <b.

- Prouver pour a <x <b l'inégalité 0 < exp(-t)t"‘l < exp(—t)tb‘l pour t>1.
Montrer que cette fonction t — exp(—t)tb'1 est intégrable sur [1, +oo[.

- Prouver pour a <x <b l'inégalité 0 < exp(-t)t"‘l < exp(—t)ta'1 pour 0 <t<1.
Montrer que cette fonction t — exp(—t)ta'1 est intégrable sur 10, 1].

- En déduire que la fonction Gamma est continue sur tout segment [a, b] inclus dans ]0, +OO[, puis sur ]0, + 0O[.
(On citera clairement le théoréme utilisé et on vérifiera avec soin ses hypotheses).

b) Calculer la dérivée partielle par rapport a x de la fonction (t, x)— exp(—t)tx'l.
En raisonnant de la méme fagon qu'a la question a), montrer que la fonction Gamma est de classe c! sur tout
segment [a, b] inclus dans ]0, +oo[, puis sur 0, +oo[, et donner I'expression de sa dérivée I''(x).
(On citera clairement le théoréme utilisé et on vérifiera avec soin ses hypotheses).
¢) Donner sans justifications supplémentaires la dérivée seconde I'"(x).

3°) Etude graphique de la fonction Gamma.

a) Enremarquant que I'(1) =I'(2), prouver que la dérivée I"" s'annule en un point ¢ appartenant a l'intervalle ]1,
2[.

b) Déterminer, pour x > 0, le signe de I'"(x), en déduire le sens de variation de I', puis le signe de I''(x) en
fonction de x.

¢) Déterminer un équivalent de I'(x) lorsque x tend vers 0.

d) Dresser le tableau de variation de la fonction Gamma, puis donner l'allure de sa représentation graphique sur
10, +oo[.

4°) Etude du nombre dérivé I"'(1).
a) On considére un nombre réel strictement positif t.
- Déterminer la limite simple lorsque n tend vers +oo de la suite de fonctions (up) définie pour t > 0 par:

un(t):(l_l)n si0<t<n et up(t)=0sit>n.
n

- Etudier pour t > 0 donné les variations de la fonction U définie sur Jt, +0O[ par:
U(X) = xIn(1— ;t().

- Comparer alors up(t) et up+1(t) et en déduire que, pour tout nombre réel positif't :
un(t) < exp(-t).




b) Citer précisément I'énoncé du théoréme de convergence dominée, puis prouver a l'aide de celui-ci que:
()" e _
lim [ (1--) In(odt [, exptin(dt
c) Etablir 'égalité suivante:
n(, t\" n 1 n J

jo (1-— ) In@dt=—"— In(n +j0 (n+ 2" In(L- vydu,
Préciser, en intégrant par parties (on prendra w1 1 comme primitive de (n+1)ul) une expression sans signe
intégral de cette derniére intégrale.
d) On rappelle que la constante d'Euler y =0.5... est la limite lorsque n tend vers +00 de i 1 In(n)-

k=1

Déduire des résultats précédents que I''(1) = -y, préciser I''(2) (on pourra dériver la relation 1.b) et, de fagon plus
générale, ['(n) pour tout nombre entier n > 1.



EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

Ce probléme a pour objectif I'étude de la transformation de Fourier discrete et son application a un algorithme
rapide de multiplication des polyndmes.

Dans toute la suite, on désigne par N un nombre entier naturel non nul et on convient de noter n le nombre entier
2N et @y, le nombre complexe exp(2in/n) = cos(2n/n)+isin(2a/n).

On appellera :
e polyndme associé a un n-uplet a = (a, aj, ... , a,_;) de C" le polyndme A appartenant a C,_;[X] et défini par :
n-1 .
AX)=ag+aX +...+a8, X" =>ax!
i=0

e transformation de Fourier discréte l'application linéaire F, associant a tout n-uplet a de C" le n-uplet de C"
défini a l'aide du polyndme A associé au n-uplet a par :

F.(a)= (AQ), A@,), A@f), ..., Alon ).

L'espace C" est muni de sa norme usuelle, défini pour un élément a = (ay, a,, ... , &, ;) par :
2 B n-1 2 B n-1
lal" =2 lac[" =2 aa .
k=0 k=0

1°) Etude du cas particulier n = 4.

a) Expliciter I'image d'un quadruplet a = (a,, a;, &, as) de C* par I'application F,.

b) Expliciter la matrice M, de I'endomorphisme F,4 dans la base canonique de C*, définie par :
e =(1,0,0,0), &=(0,1,0,0), &=(0,0,1,0), e5=(0, 0,0, 1).

c¢) Calculer le produit matriciel M,M, ou M, désigne la matrice d'ordre 4 dont les éléments sont les

conjugués de ceux de la matrice M4. En déduire que F4 est inversible; préciser F, L
d) Calculer enfin M, et M,*.

2°) Etude du cas général.

a) Etablir que l'application F; est bijective de C" dans C".

b) Expliciter la matrice M, de 'endomorphisme F, dans la base canonique de C".
¢) On désigne par i, j deux nombres entiers vérifiant I’inégalité —n <i—j <n.

n-1
En distinguant les cas i—j = 0 et i—j # 0, calculer la somme Za)ﬂ_”k .
k=0

d) Calculer le produit matriciel MM, ou M, désigne la matrice d'ordre n dont les éléments sont les

conjugués de ceux de la matrice M,. Préciser alors I'automorphisme F, .
e) Calculer M, et M.
L'endomorphisme F, est-il diagonalisable (cette question est réservée aux candidats MP, PC, PSI) ?

f) Exprimer enfin |||:n (a) ||2 en fonction de ||a ||2 .

3°) Etude des éléments propres de Fn.
a) Montrer que les valeurs propres de F, appartiennent nécessairement a l'ensemble a quatre éléments

(¥n,—vn,ivn,—ivn1.

b) On considére pour N > 3, donc n > 8, les deux vecteurs U et v de C" définis par :
= 2km =
U=> cos——e, ct V=) Sin—g.
k=0 n k=0 n
- Calculer Fy(e;+e,;) en fonction de U et en déduire F(u).
- Calculer F(e;—€,) en fonction de v et en déduire F,(V).
- En déduire les images des quatre vecteurs suivants par Fp, puis conclure :

Vn Vn

Jn Vn
7(91 +6,4) +U, T(el +€,4) — U, T(el —€4) +V, T(el —€,4) - V.




4°) Etude d'un algorithme récursif de calcul de Fn(a).

b)

A tout élément a = (ay, @y, ... , a, ;) de C", on associe 1'élément b = (ay, ay, a4, ... , 8,,) et 'é1ément ¢ = (aj,
as, as, ... , ay ) de C". On considére alors les transformées de Fourier discrétes de ces deux derniers
¢éléments b et ¢, notées :

Fo2(0) = (B, B - ’ﬂﬂ—l) » R ©) =7 - ’73_1) :
2 2
On suppose connus Fp(b) et Fr»(C) et 'on considére I'algorithme suivant :

E=1
Pour p := 0 a (n/2)-1 faire :
Début FzzypE ; apizﬂp+F i a n::ﬂp—F ; E=wE Fin

P+

Comparer 1'¢lément (o, i, ... , 1) ainsi obtenu a l'issue de cet algorithme a Fy(a), transformée de Fourier

discréte de 1'é1ément a.

On convient d'appeler "opération complexe”" 1'une des quatre opérations +, —, X, / dans C. On désigne alors

par Uy le nombre des opérations complexes nécessaires au calcul de Fn(a) par l'algorithme récursif décrit ci-

dessous (sans tenir compte du calcul des nombres @,, qui sont supposés connus) :

- SiN=0,0nakF(a)=(a)etil est donc clair que uy = 0.

- Sinon, on calcule récursivement F,(b) et Fy(C), ce qui nécessite 2uy_; opérations, et I'on obtient Fn(a)
par l'algorithme décrit ci-dessus a la question (a).

Exprimer uy en fonction de uUy_; et N, et en déduire uy en fonction de N, puis de n.

5°) Application au produit rapide de deux polyndmes.

a)

On considére ici deux polynémes P et Q a coefficients réels ou complexes dont la somme des degrés
respectifs est strictement inférieure a n, et le polynome R = PQ. On note :

n-1 . n-1 . n-1
P(X)=>p X" Q(X)=2.q;X’, R(X)= D rX*
i=0 j=0 k=0

(les coefficients des polynomes P, Q, R d'indices strictement supérieurs a leurs degrés respectifs sont nuls) et
P, g et p*q les trois éléments de C" associés aux polyndmes P, Q et R = PQ, soit: p = (po, Py pn_l),

q=(0o: s -1 On-1). P*A=(ToTs ... Ta)-
Enfin, on note Pqg= (Poly, Phs---+ PrqOn_q) le produit de deux éléments p et q de C"

Etablir 1'égalité F(p*q) = Fy(p)Fn(Q).

On calcule le produit R = PQ en calculant successivement :

- les transformées de Fourier discrétes Fq(p) et Fq(q) par I'algorithme étudié au 4°.

- le produit Fy(p)Fn(q), et donc F.(p*q).

- latransformée de Fourier discréte inverse F, '(Fo(p*Q)).

Déterminer le nombre d'opérations complexes nécessaires a la réalisation de chacune de ces trois étapes, et en
déduire en fonction de n un équivalent du nombre d'opérations nécessaires au calcul du produit R = PQ par
cette méthode.

¢) Comparer du point de vue du nombre d'opérations effectuées cette méthode a la méthode usuelle de calcul du

produit R = PQ.



-

E.P.L.T.A.
Mathématiques (Option : durée 1h30)

On considére la fonction Zéta de Riemann, définie pour tout nombre réel x > 1 par:

(e = T4
n=1 N

1°) On étudie quelques propriétés générales de la fonction Zéta.
a) Prouver, pour tout réel @ > 1, que la série définissant la fonction Zéta est normalement

convergente sur [a, +oof, et en déduire la continuité de { sur ]1, +eof.
b) Déterminer (sans calcul de dérivée) le sens de variation de la fonction {.

2°) On calcule les nombres {(2) et {(4) et on considére a cet effet la fonction 2n-périodique f
définie pour -t < ¢ < 7 par ff) = £

a) Montrer sans calculs que cette fonction f est somme de sa série de Fourier, en citant
clairement 1’énoncé du théoréme utilisé.

b) Calculer les coefficients de Fourier a, et b, (coefficients de cosnt et sinnf) de f.
On précisera la série de Fourier de f'sous forme de série en cosnf et sinn, puis en exp(int).

¢) En déduire le nombre {(2) puis, a I’aide de 1’égalité de Parseval, le nombre {(4).

3°) On étudie la fonction Zéta aux bornes de son intervalle de définition ]1, +eo[.
a) Encomparant 1/7* 4 une intégrale, établir 'encadrement suivant de {(x) pour x > 1:

—I—-SC(x)S—l—H.
x -1 x-1

b) En déduire les limites et des équivalents de {(x) quand x tend vers 1 et +oo.

4°) On précise enfin le développement asymptotique de la fonction Zéta en 1.
A cet effet, on introduit la série de fonctions suivante, dont le terme général u,, est défini
pour tout nombre entier n 2 1 et tout nombre réel x 2 1 par :

| n+l dt
un(x) = ;I-;—J." F
On rappelle par ailleurs que la constante d’Euler est le nombre réel ydéfini par :

1 1 1
= lim(l+=-+=+...+—~1nn).
Yy = lim ( 5*3 " n)

n--y+oo
a) Calculer la somme de la série de terme général u,(1) pourn = 1.
b) Calculer la somme de la série de terme général u,(x) pourn=>1etx> 1.

c) Prouver, pour tout réel a > 1, que la série de fonctions Zu, est normalement convergente
sur [1, a], et en déduire la continuité de la série de fonctions Zu, au point 1 a droite.

d) En déduire enfin que {(x) = ——I_T +7 + &(x) oug(x)tend vers 0 quand x tend vers 1.
x —

* %k %



E.P.LT.A. 2000
Mathématiques (Obligatoire : durée 3h)

1°) Préliminaire : calcul d'une intégrale
On considére dans cette question les deux fonctions G et H définies sur R par :
texp(— x(1+u2)) . Y )
G= [, =5 s H)=(| exp(-1)du.
a) Montrer que G et H sont de classe C' sur R (en précisant les résultats utilisés) et préciser
les dérivées G’ et H'. En déduire que la fonction G+H est constante sur IR, égale a /4.
b) Montrer l'inégalité suivante pour tout nombre réel x :
2
0<G(x) exp( x )J‘ﬂ%ﬂ 2
En déduire la limite de G(x), puis de H(x), quand x tend vers oo, puis determlner
l'intégrale 7 définie par :

—exp(—x").

+oo
_ 2
I_L exp(—u )du.
ook

Dans toute la suite du probléme, on désigne par f une fonction a valeurs complexes continue
et intégrable sur IR et on étudie la fonction F' (dite transformée de Fourier de f) définie par :

F(x)= [ ™ f(odt.

2°) Premiéres propriétés de la transformée de Fourier F de f

a) Montrer que F est définie sur IR.

b) Montrer que F est continue sur IR (on citera le théoréme utilisé).
¢) Montrer que F est bornée sur IR.

3°) Un premier exemple : la transformée de Fourier de la fonction £: t — 1/(1+7)
On suppose dans cette question, et dans cette question seulement, que ff) = 1/(1+). Ainsi :

F(x)=
'L’ 1+7
a) Etablir a l'aide d'une intégration par parties la relation suivante pour tout nombre réel x :
~2intx
tote " dt

- 1+

-2 m:xt

(1) meF(x)=i

En déduire que | F(x)|< %l pour tout nombre réel x et déterminer la limite de F en +eo.
T|x

b) Etablir que I'intégrale figurant au membre de droite de I'égalité (1) est de classe C' sur IR et
préciser sa dérivée (on citera le théoréme utilisé et on vérifiera ses hypothéses). En déduire
que F est de classe C' sur R* et montrer par dérivation de la relation (1) que :

(2)  F(x)-xF'(x)= 2j e™d (ou x % 0).

c) Etablir a 'aide de la relation (2) que F est de classe C2 sur IR*, puis former une équation
différentielle linéaire du second ordre vérifiée par F sur IR*.

d) Calculer F(0) et, en tenant compte des limites de F' en +eo, en déduire I'expression de F(x)
(on pourra distinguer les deux cas x 2 0 et x < 0).




4°) Dérivée de la transformée de Fourier et transformée de Fourier de la dérivée

a) On suppose dans cette sous-question que la fonction ¢ — (f{¢) est intégrable sur IR.
Montrer que F est de classe C' sur IR et préciser sa dérivée (on citera le théoréme utilisé).
Comment généraliser ce résultat aux dérivées successives de F?

b) On suppose dans cette sous-question que fest de classe C' et que f est intégrable sur IR.
Montrer que la fonction ftend vers 0 en oo et déterminer la transformée de Fourier de /.
Comment généraliser ce résultat aux dérivées successives de f?

5°) Un deuxiéme exemple : la transformée de Fourier de la fonction £ t — exp(—r)
On suppose dans cette question, ef dans cette question seulement, que f(f) = exp(—ntz). Ainsi :

F(x)= I:e_Z’”’ exp(—nt*)dt .

On se propose d'utiliser les résultats précédents pour obtenir la transformée de Fourier F(x).

a) En déterminant les transformées de Fourier des deux membres de la relation f(¢) = 2mf(¥),
déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par F.

b) Calculer F(0) a I'aide du résultat de la question 1°, puis en déduire 'expression de F(x).

6°) Limites en +eo de la transformée de Fourier F' de f

On établit dans cette question que F(x) tend vers 0 quand x tend vers =oo.

a) On considére une subdivision d'un segment [-4, A] notée -4 =ap<a;1<...<agp,1<a,=4
et une fonction en escalier ¢ définie sur [-4, A] par &) = @ st a1 <t <ax (1 £k <p).
Calculer alors l'intégrale suivante, puis déterminer sa limite quand x tend vers oo :

J.+Ae—2imd¢(t)dt
4 .

b) Etablir qu'il existe un nombre réel positif 4 tel qu'on ait pour tout nombre réel x :
| F(x)— f:e-“"“ f(nydr|<e.

c) Justifier l'existence d'une fonction ¢ en escalier sur [-4, 4] telle qu'on ait pour -4 <x< A4 :

|f(x)—¢(x)|s2—“';

d) Déduire des résultats précédents que F(x) tend vers 0 quand x tend vers oo,

7°) Continuité de la transformation de Fourier
On munit I'espace vectoriel L'(IR) des fonctions a valeurs complexes continues et intégrables
sur IR de la norme N, définie pour une fonction fde L'(IR) par :

mMH=["1rwlar.

On munit I'espace vectoriel Cx(IR) des fonctions a valeurs complexes continues et bornées sur
R de la norme N.. définie pour une fonction fde Cx(IR) par :

N.(f)= sup |f(x)].

—oo L X <400
a) Montrer que la transformation de Fourier (qu'on notera T) réalise une application linéaire
continue de I'espace L'(IR) muni de la norme N, dans l'espace C4(IR) muni de la norme MN...
b) Déterminer la norme subordonnée de cette application linéaire, égale par définition & :

= sup{ M=) ) o1
1711=sup{ 5 =57/ L (R), 1203

* %k %k



EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

On considere une fonction continue f, définie d'un segment [a, b] dans R, et on pose alors :

| =j:f(x)dx.

On se propose dans la suite d'étudier la méthode des trapézes, qui consiste pour approcher cette intégrale | a
exploiter la suite (T,) définie par :

T, :H[@ +§ f(a+kb—;a)+f(—b) )
k =1

n 2 2
. f(a)+f(b)
On notera, dans le cas n = 1, que la formule précédente s'écrit T, = (b — a)T .

Partie I : convergence de la suite (T,) vers l'intégrale 1

1°) Expression de 75, en fonction de 7,

a) Ecrire (en francais ou dans un langage) un algorithme permettant de calculer T, pour n > 1.
b) Exprimer 2T,, — T, en fonction de (b — a)/n et de valeurs prises par la fonction f.

¢) Ecrire un algorithme permettant de calculer Ty, Ty, Ty, ..., 'I'2n lorsque n > 1 est donné et préciser le nombre

d'évaluations de f nécessitées par cet algorithme.

4
d) Application : on suppose ici que [a, b] = [0, 1] et que f(x) = Tox2

e Donner la valeur exacte de l'intégrale | dans ce cas particulier.

e Déterminer des valeurs approchées (avec 5 décimales) de Ty, T,, Ty, Tg, puis évaluer
la précision des résultats numériques ainsi obtenus.

2°) Majoration de l'erreur commise dans la méthode des trapézes

a) On considére une fonction f de classe C*, définie de [a, b] dans R. Etablir que :

1 f(a)+ f(b
Efab(x—a)(x—bﬁ"(x)dx = Lbf(xmx—(b_a)%.

b) En déduire la majoration suivante ou M, désigne un majorant de | f* | sur [a, b] :

3
[Tt -b-a) f(a); f(b)| < Mz(?;a) .

¢) Onposexy=a+k pour 0 <k <n.

En remplagant a et b par X | et Xk dans 1'inégalité ci-dessus et en sommant pour 1 <k <n, quelle majoration
de | I =T, | obtient-on en fonction de a, b, n et M,?




Partie 11 : développement limité de T, quand n tend vers +o

3°) Etude d'une suite de nombres rationnels

a) Démontrer qu'il existe une et une seule suite de nombres réels (by) telle que by =1 et

Z ﬂ =0 pour tout nombre entier n > 2.
p=l

b) Etablir que ces nombres b, sont rationnels et donner by, b,, bs, by sous forme irréductible.

4°) Etude des polynomes de Bernoulli

a) On considére la suite de polynomes (B,) définie par :

np_ X
By(X)=1 et B,(X)= z ﬁp'— pour tout nombre entier n > 1.
e Préciser Bi(X), Bo(X), B3(X), B4(X).
e  Montrer que B,'(X) = B_1(X) pour n > 1 et B,(0) = B,(1) pour n > 2.

b) On considére une suite de polyndmes (C,) définie par :
CoX)=1, C/X)=Cru(X)pourn>1 et Cy(0)=Cy(1) pourn=>2.
e Etablir que C\? (0)= Cn-p(0) pour 0 <p <n et en déduire la formule suivante :

OXp
C(X) Z n—()

o Etablir la formule suivante pour tout nombre entler n>2:
$Cunl0) _
oo P!

e Etablir enfin que C,(X) = B,(X) pour tout nombre entier naturel n.

¢) En déduire que B(X) = (—1)"Bn(1-X) pour n € N et montrer alors que byp =0sip>1.

5°) Développement limité de 7, quand » tend vers +o

a) On désigne par g une fonction de classe C***' pour p > 1 définie de [0, 1] dans R. Etablir :

1 1 . . 1
JLaadt == @) 1) = Dby @) g (0~ [ By (0GPt
j=1

b) On désigne par f une fonction de classe C***! définie de [a, b] dans R.

Qu'obtient-on en appliquant la formule précédente a la fonction t — g(t) = f(a + t(b-a))?

¢) On désigne par Map; et Bop1 des majorants de | £ | sur [a, b] et de | Bop+1 | sur [0, 1]. En déduire un
majorant de l'expression suivante :

j:f(x)dx —(b—a)f(a)+f(b) +Zp: byj(b—a) (17" (b) - £ V().
j=1

d) Onposexx=a+k pour 0 <k <n.

En remplagant a et b par x,_; et X dans I'inégalité ci-dessus et en sommant pour 1 <k <n, en déduire que :

If(x)dx+zsz( —" ity g ”(a)>+o( ).

e) Expliciter la formule obtenue lorsque p = 2.
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On se propose d'étudier le mouvement vibratoire d'une corde, supposée infinie au I et finie au II.
prop pp

Partie I : étude d'une corde vibrante infinie
On suppose ici la corde vibrante infinie. Lorsque la position d’équilibre d'une telle corde est assimilée
a l'axe x'Ox, on démontre, pour tout nombre réel ¢ et pour tout nombre réel x, que I’amplitude u(x, 7)
a l'instant ¢ du point d’abscisse x de la corde est solution de I’équation suivante (ou v désigne
une constante strictement positive) :

*u ,9%u

(CV) &2( x,t (x 1.

On se propose d’étudier les solutions de cette équation avec les conditions initiales suivantes, suppo-
sées réalisées pour tout nombre réel x :

u(x,0)=fx) et %Lt—l(x, 0)=0

ol f désigne une fonction donnée, supposée de classe C* de IR dans IR (cette hypothése signifie que
la corde ‘est lichée sans vitesse initiale & partir d’une position initiale définie par la donnée de f).

1°) Montrer que l'appllcatlon o:(x,)> X=x+w, T x — vi) réalise un C>-difféomorphisme de
IR? dans R?, et préciser le difféomorphisme inverse ¢

2°) Etude d'une équation aux dérivées partielles équivalente a (CV)
Pour toute fonction » : R x R — R, supposée de classe C% on pose u = U, ¢, c'est a dire :

V(x, Nne RxR, u(x,t)= U(x+vt x -vr).
o’u *u

a) Exprimer les dérivées partielles %li(x,t), -a—i-(x,t), ( 1), 37 (x,1) en fonction de v et
X X

des dérivées partielles 'de la fonction U au point (x + vt, x - vt). B
b) En déduire que » satisfait 1’équation des cordes vibrantes (CV) si et seulement si U satisfait
I'équation aux dérivées partielles (E) suivante :

2
Y& De RxR, 22

dXor

(X, 7)=0.

3°) Résolution d'une équation aux dérivées partielles équivalente a (CV)
a) Montrer qu'une fonction U : R x R — R, supposée de classe C2, est solution de (E) si et seulement
s'il existe deux fonctions 4 et B de classe C de IR dans R telles que :
W X e RxR, U(X,T)=A(T)+B(X).
b) En déduire I'expression de u = U, ¢ en fonction de 4 et B.
c¢) Déterminer les fonctions 4, B et u pour que u vérifie d'une part I'équation (CV) et d'autre part
les conditions initiales données.

Partie I : étude d'une corde vibrante finie

On suppose ici la corde vibrante de longueur finie, supposée égale & T (ce qui est rendu possible par
le choix d'une unité¢ de longueur convenable). Lorsque la position d’équilibre d'une telle corde est
assimilée au segment [0, ] de I'axe x'Ox, on démontre, pour tout nombre réel ¢ et pour tout nombre
réel x appartenant & [0, w], que ’amplitude w(x, ¢) a l'instant ¢ du point d’abscisse x de la corde est
solution de I’équation suivante (ol v désigne une constante strictement positive) :
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2 2
(V) %z'i(x,t) = vz-gx—lzi(x,t).

On se propose d’étudier les solutions de cette équation avec :
* les conditions initiales suivantes, supposées réalisées pour tout nombre réel x appartenant a [0, «] :

Ju _
u(x,0)=fx) et —a-t-(x, 0H=0

oil f désigne une fonction donnée, supposée de classe C* de [0, n] dans IR (cette hypothése signifie
que la corde est lachée sans vitesse initiale a partir d’une position initiale définie par la donnée de f).
* les conditions aux limites suivantes, réalisées pour tout nombre réel ¢ :
u(0, )= u(n, t)=0.

(cette hypothése signifie que la corde est fixée a ses extrémités ; pour =0, on a donc f{0) = i) =0).

Dans toute la suite, on suppose donc que £0) = f{r) = 0, mais aussi que f(0) = f(n) = 0.
Enfin, on prolonge f en une fonction impaire et 2n-périodique sur R.

4°) Ex1stence d'une solution vérifiant les conditions données
a) Montrer que la fonction f prolongée comme indiqué ci-dessus est de classe C*sur R.
b) On considére la fonction » définie sur [0, 7] x [0, +eo[ par :
f(x+vt)+ f(x— vt)
2

Montrer que u est de classe C? sur [0, ] x [0, +oof et prouver qu’elle est solution de I’ équation des
cordes vibrantes (CV) avec les conditions initiales et les conditions aux limites définies plus haut.

u(x,t) =

5°) Unicité d’une solution par considération de I’énergie.

On considére deux solutions u, et u, de ’équation (CV) de classe C? sur [0, 7] x [0, +oo[ et vérifiant
toutes les deux les conditions initiales et les conditions aux limites définies plus haut.

On pose alors # = u; — u, et on introduit la fonction d’énergie suivante :

Lem 1[ou, T [, T
E(t)—zjo (7[5(&1)] +['é;(x,t):l )dx.
a) Montrer que la fonction E est de classe C' sur [0, +oo[ (on citera. le théoréme utilis€), puis préciser
sa dérivée sous forme d'une intégrale.

b) Déterminer la dérivée par rapport a la variable x de la fonction x — %(x,t)%(x,t).

En déduire qu’on a :
7 —— n
E'(t)= [——(x,t)-———(x,t)]o .

b) En déduire que E est une fonction constante, puis montrer qu'elle est nulle sur [0, +eof.
c) Etablir enfin que u, = u,.

* %k %k
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EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

Dans ce probléme, on désigne par E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On dira
qu'un endomorphisme f de E est cyclique s'il existe un vecteur xg de E tel que :

E= Vect(fk(xo) / ke N) ouencore E = Vect(xo,f(xO),fz(xo),f3(xo), v )

Dans la partie I, on donne quelques exemples d'endomorphismes cycliques. Dans la partie I,
on procéde a une étude plus générale des endomorphismes cycliques.

PARTIE I

1°) Deux exemples d'endomorphismes cycliques en dimension n = 3

Dans cette question seulement, 'espace E est de dimension 3 et rapporté a une base (ej, €2, €3).

a) On considére 1'endomorphisme a dont la matrice dans la base (e, e, e3) est :

0 0 6
A=|1 0 -11|.
01 6

Exprimer a(e;) et az(el) dans la base (e, e;, e3) et en déduire que a est cyclique.
Déterminer les valeurs propres de 1'endomorphisme a.
Pour chacune des trois valeurs propres possibles, déterminer un vecteur propre dont la

troisiéme composante est égale a 1. En déduire une matrice inversible P telle que P'AP soit
une matrice diagonale qu’on explicitera.

b) On considére I'endomorphisme & dont la matrice dans la base (ey, ez, €3) est :

0 0 1
B=1 0 1
01 -1

Exprimer b(e;) et b*(e1) dans la base (ey, €3, e3) et en déduire que b est cyclique.
Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme b.

Etudier si I'endomorphisme b est ou non diagonalisable.




2°) Un exemple d'endomorphisme cyclique en dimension n

Dans cette question, on note ¢ un endomorphisme de E admettant n valeurs propres distinctes
A1, oo, An et xy, ..., x, n vecteurs propres associés a ces n valeurs propres A, ... , A, et on
pose alors xg = x; + ... + x,,.

a) Exprimer c(x; + ... + x,), cz(xl + X)), c"‘l(xl + ... + x,) en fonction de x;, ... x, et
Aty ..., An, puis établir que la famille (xq, c(xg), ... , " (xo)) est libre dans E.

b) En déduire que I'endomorphisme ¢ est cyclique.

PARTIE II

Dans cette partie II, on note f un endomorphisme cyclique de I'espace vectoriel E (dimE = n),
autrement dit un endomorphisme f pour lequel existe un vecteur xg de E tel que :

E = Vect(f{(xo) / k € N) ou encore E = Vect(xo, fxo), f2(x0), f2(x0), ... ).
Si QX) = guX™ + @uar X" + ..+ q1X + qo désigne un polynéme de K[X], on pose :
QN = gnf™ + gmf ™ + ... + qf + gold  (Id endomorphisme identité de E).

3°) Une base adaptée de E

On désigne par m le plus grand nombre entier naturel tel que :
(x0, fx0), £2(x0), ., ™ (x0)) est libre et (xg, fixo), F2(x0), ... 5 F™ (xo), F(x0)) est lide.
a) Justifier I'existence d'un tel nombre entier naturel m, puis montrer par récurrence sur k que
les vecteurs fm+k(xo) appartiennent & Vect(xo, fixo), f*(xo), ... , f”"l(xo)).
b) En déduire que la famille (xo,ﬂxo),fz(xo), e f’"‘l(xo)) est une base de E, puis que m = n.

Dans toute la suite de ce probléme, on convient de poser :
S0 = patf ™ (o) + ... + pyflxo) + poxo
et on désigne alors par P le polyndme de K[X] défini par P(X) = X" — p,o X" — ... = p1X — po.

4°) Matrice et polynéme/annulateur de f

a) Ecrire la matrice M de fdans la base (xo,f(xo),fz(xo), e f”‘l(xo)).

b) Montrer que les n endomorphismes Id, £, 2, ... , /™" sont indépendants, puis en déduire
qu'il n'existe aucun polyndme Q non nul de degré strictement inférieur a n tel que Q(f) = O.

c) Déterminer l'image par l'endomorphisme P(f) = /" - p,-1f - pf — pold des vecteurs
de la base (xo, xo), f(x0), ..., f™"(x0)), puis en déduire que P(f) = O.



5°) Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonahsables

a) On considére une valeur propre A de fet un vecteur propre associé x.
Calculer f k(x) pour k € IN et en déduire que P(4) = 0.

b) On considére une valeur propre A de f. Déterminer le rang de 1'endomorphisme f — Ald a
I'aide de sa matrice, puis en déduire la dimension du sous-espace propre associé€ a A.

¢) Etablir que 1'endomorphisme cyclique f est diagonalisable si et seulement s'il possede n
valeurs propres distinctes.

6°) Etude du commutant de f lorsque f est cyclique

a) Montrer que le commutant C(f) = { g € L(E)/ g of=f0 g } est un sous-espace vectoriel et
un sous-anneau de L(E).

b) Soient deux endomorphismes u et v appartenant a C(f).
Montrer, si u(xg) = v(xp), que u = v.

b) Soit g un endomorphisme pour lequel on pose g(xp) = a,l_Lf"'l(xo) + ... + aifixo) + apxo.
En déduire, si g appartient & C(f), que g = a,.if ™™ + ... + ayf + aold.

d) En déduire que le commutant C(f) est de dimension n et démontrer qu'il admet pour base

ad, £, f%, .. Y.
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EPREUVE OPTIONNELLE de MATHEMATIQUES

L'objet du probléme est I'étude du nombre u, de fagons de calculer, c'est a dire de parentheser,
une expression de la forme x; * x; * ... * x, 00 xy, x2, ... , X, désignent n éléments (n € N) d'un
ensemble E muni d'une loi de composition interne a priori non associative notée *.

Notons qu'on ne sait calculer a la fois que le composé de dewx éléments, et seuls sont donc pris
en compte les parenthésages ramenant le calcul d'une expression de la forme x; * x; * ... * x,
au calcul successif de composés de deux éléments ; par exemple, si n =4, (x; * x3) * (x3 * x4)
ou encore ((x1 * x2) * x3) * x4 sont des parenthé&sages corrects, mais pas (x; * xa * x3) * x4 puis-
qu'tl n'indique pas comment calculer x; * x; * x3.

On posera up = 0, et on a u; = u; = 1, tandis que us = 2 puisqu'on peut calculer x; * x; * x3
d'une part comme (x; * x) * x3, d'autre part comme x; * (x; * x3).

1°) Etude de deux cas particuliers
Déterminer les deux nombres u4 et us en explicitant les différentes fagons possibles de

calculer, c'est a dire de parenthéser, les expressions x; * x2 * x3 * x4 et x; * xp * x3 % x4 * xs.

2°) Relation de récurrence vérifiée par la suite (u,,)

a) Justifier pour tout nombre entier supérieur ou égal a 2 la relation (R) :
Uy = Uil + Udlly o + o0+ Uyl + Uy g Uy,

b) Ecrire un algorithme de calcul de u, lorsque le nombre entier naturel n > 2 est donné.
Combien d'opérations (additions et multiplications) sont-elles nécessaires au calcul de 1, ?

3°) Etude d'une équation différentielle auxiliaire

Dans cette question, on considere 1'équation différentielle (E) :

(1—dx)y' +2y=1,

a) Déterminer l'unique solution fde (E) définie sur ]-1/4, 1/4[ et s'annulant en 0.

b) On suppose qu'il existe une série entiére de terme général x — aux", de rayon de
convergence strictement positif R, dont la somme g s'annule en O et est solution de (E) sur
1-R, R[. Préciser aq et expliciter a, pour n > 1 en fonction de n et du coefficient binomial
C’_’;Il'

En déduire le rayon de convergence de la série entiére de terme général x — a,x".




c¢) Etablir a l'aide d'un théoréme dont on citera I'énoncé que la somme g de la série entiére
précédente est égale a fsur ]-1/4, 1/4].

4°) Détermination de la suite (u,,)

a) Prouver la relationfz(x) - fix) + x = 0 sur l'intervalle ]-1/4, 1/4].

En déduire, pour tout nombre entier supérieur ou égal a 2, la relation suivante :
ay, = a1dy.1 + axqp2 + ... + ap2az + a,1ax.

b) En déduire, a 'aide des résultats obtenus, I'expression de u, en fonction de n.



EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

Dans ce probléme, on désigne par E I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables
de [0, n/2] dans R, et on considére sur [0, /2] I'équation différenticlle y"* +y =1f ou f est
donnée dans E.

L'objectif est de déterminer les solutions Yy vérifiant les deux conditions aux limites

y(0) =y(w/2) = 0.

A cet effet, on introduit l'application T associant a toute fonction f appartenant a 1'espace
vectoriel E la fonction F= Tf définie sur [0, /2] par :

F(X)=—cos(X) jox f (t)sin(t)dt—sin(x) jz f (t)cos(t)dt

1°) On étudie quelques propriétés de I'équation homogene y" +y = 0 sur [0, %].
a) Préciser I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle y" +y = 0.

b) Préciser celles qui vérifient les conditions aux limites y(0) = y(%) =0.

2°) On étudie la fonction F = Tf lorsque f est la fonction définie par f(x) = 1.
a) Calculer F(X) (sans symbole intégral), puis F"(X) + F(X).

b) Déterminer toutes les solutions Yy de 1'équation y" +y =1 telle que y(0) = y(%) =0.

3°) On étudie la fonction F = Tf lorsque f est la fonction définie par f(x) = X.
a) Calculer F(X) (sans symbole intégral), puis F"(X) + F(X).

b) Déterminer toutes les solutions Yy de 1'équation y"' +y = X telle que y(0) = y( %) =0.

4°) On ¢étudie la fonction F = Tf lorsque f est une fonction quelconque de E.
a) Montrer que F est deux fois dérivable, puis expliciter F'(X) et F"(x).
b) Exprimer F"(X) + F(X) en fonction de f(X).

c¢) Déterminer toutes les solutions y de 1'équation y" +y =1 telle que y(0) = y(%) = 0.




5°) On étudie 'application T, qui associe a toute fonction f de E la fonction F = Tf.
a) Montrer que T est un endomorphisme de I'espace vectoriel E.
b) Etudier son injectivite.

(On pourra partir d'un élément f de KerT qui vérifie donc F = Tf = 0 et dériver deux
fois).

c¢) Etudier sa surjectivité.

6°) On étudie les éléments propres de I'endomorphisme T.
a) On considere une valeur propre A de T et une fonction propre associée f € E.

Montrer que A est non nul et que f vérifie les relations (R) :
1 T
vxel[0,5], frx)+(1-=)f(x)=0 f(0)=0_ f(=)=0
2 A ’ ’ 2
b) On suppose A = 1. Déterminer les fonctions vérifiant (R).
¢) On suppose 1—%= ~0° <0 (avec ® > 0). Déterminer les fonctions vérifiant (R).
d) On suppose l—zlz +o® >0 (avec o > 0).

Montrer, s'il existe une fonction non nulle f € E vérifiant (R), que @ = 2n avec n € N*,

En déduire que les valeurs propres de T sont nécessairement de la forme suivante :
-1
4n* -1’

n oun e N*.

Montrer inversement que ces nombres réels A, sont valeurs propres de T en indiquant
quelles sont les fonctions propres correspondantes.

7°) On considere la fonction G (fonction de Green) définie sur [0, %]2 par:

G(X,y) =-sin(X)cos(y) si X<y et G(X,y)=-sin(y)cos(X) si y<X.
a) Montrer, pour tout nombre réel X appartenant a [0, %] ;

T

jO? G(x, ) f(t)dt = TF(x)

En déduire, pour tout nombre réel X appartenant a [0, =] :
2

T

E G(x, t)sin(2nt)dt = 4, sin(2nx)



b) Montrer que les coefficients de Fourier d'une fonction g : R — R impaire et n-périodique
vérifient :

TC

47 :
(@)=~ [ 2 g sin2m)dt e by ,1(9) =0,
Que dire de ses coefficients de Fourier a,(g) ?
¢) On prolonge la fonction g : y € [0, %] — G(X, y) en fonction impaire sur [—%, +%] et
n-périodique. En considérant la série de Fourier de g, justifier la formule suivante sur [0,
T 12
2

G(X,Y) :f D" Apsin(2nx)sin(2ny)

n=1

d) En déduire I'expression suivante de Tf pourf e Eet 0 <x < % :

Tf(X) = ZOO: Zaban( F)sin2nx).

n=1
T

e) Calculer I'intégrale joz G(X,X)dX, puis en déduire la somme Z An |

n=1

+00
2 2
f) Calculer l'intégrale J _[ [0 Zp G7(x, y)dxdy , puis en déduire la somme Z An |
"2

n=1
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T

Dans ce probléme, on étudie les intégrales u, = f E cos"(t)dt ounENetG= f exp(-x>)dx.

2

1°) Dans cette question, on étudie la suite (u«,) pour n € N.

a) Calculer uo, ui, us.

b) Etablir a I'aide d'une intégration par parties que (n+1)u,+1 = nu, pour n> 1.

¢) En déduire que la suite n — (n+1)u,+ u, est constante, et préciser la valeur de cette constante.
d) Etudier le sens de variation de la suite (u,), puis en déduire que nu’ < 2m < (n+1)u’.

e) En déduire la limite et un équivalent de u,, quand » tend vers +oo.

2°) Dans cette question, on étudie les intégrales des fonctions f, définies sur R par :
2 n

fn(x)=(1—x—) si—+n <x<4n et f(x)=0 sinon.
n

a) Etablir les égalités suivantes : f " f,(x)dx = f o f,(x)dx = +/n f 2 cos™*!(t)dt .
o in 2

b) A l'aide de 1'équivalent obtenu a la question 1, en déduire lim f " S (x)dx.

n—>+0,

3°) Dans cette question, on étudie l'intégrale de la limite de la suite de fonctions (f,,).
a) Déterminer pour tout nombre réel x la limite f{x) de la suite (f,(x)) quand »n tend vers +oo.
b) Justifier l'inégalité In(1—u) < —u pour tout nombre réel positif u.
En déduire I'inégalité £,(x) < f(x) pour tout nombre réel x.
c¢) Etablir a I'aide du théoréme de convergence dominée dont on rappellera 1'énoncé que :

lim j:+:]‘,l(x)dx - fjf(x)dx.

n—+%,

d) En déduire la valeur de l'intégrale f +°oexp(—x2)dx.

4°) Dans cette question, on étudie la série génératrice des nombres u,, définie par :
S(x) = u,x" .

a) Déterminer le rayon de convergence de cette série enticre.

b) Etudier la nature des séries > u, et > (—1)"u,, et en déduire le domaine de définition D de S.

c) Etablir la formule suivante pour tout nombre entier naturel z et tout nombre réel x € D :
n-1 kg 4 n
ukxk =f2n dt _ xnﬁz cos” (¢)dt .
-5 1=xcos(?) -5 1=xcos(?)

k=0
f1d

) A > dt )
d) En déduire 1'égalité Fef2 —— <1, =-1.
) En déduire 1'égalité 120 ux f_g — pour |x| puis pour x

e) Calculer S(—1), puis S(x) pour |x| <1 al'aide du changement de variables u = tan(%).

Aok



EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

Dans ce probléme, on étudie les équations intégrales de Volterra, qui s'écrivent sous la forme
suivante ou f: [0, 1] > Retk: [0, 1] x [0, 1] > R désignent deux fonctions continues données, et
ou u: [0, 1] = R est une fonction continue, inconnue ici, astreinte a vérifier pour 0 < x<1:

(1) u(x)—j:k(x,t)u(t)dt — £(x).

Les trois premiéres questions sont consacrées a des cas particuliers de cette équation, tandis que la
question 4 propose I'¢tude générale de I'existence et de I'unicité d'une solution u.

1°) On pose uy(x)=1, puis u, ,(x) = on(x —tu, (t)dt pour0< x<1etpourn e N.

a) Calculer u;(x), Uy(X), Us3(X), puis par récurrence Un(X).
b) Calculer la somme U(X) de la série Ug(X) + Uy(X) + ... + Us(X) + ...
c) Calculer la somme V(X) de la série Uy(X) — U(X) + ... +(=1)" un(X) + ...

d) Vérifier que U et V sont respectivement solutions des €quations suivantes :

2) u(x)—j:(x—t)u(t)dt - 1.

(3) u(x)—j:(t— x)u(t)dt = 1.

2°) On pose Uy(X)= X, puis U, ,,(x) = on(x —t)u, (tydt pour 0 < x<1etpourn e N.

a) Calculer la somme U(X) de la série Uy(X) + Uj(X) + ... + Un(X) + ...
b) Calculer la somme V(X) de la série Uy(X) — Uy(X) + ... +(=1)" us(X) + ...

c) Vérifier que U et V sont respectivement solutions des €quations suivantes :

(4) U(X)—j:(x—t)u(t)dt = x.

(5) u(x)—j:(t—x)u(t)dt - X.

3°) On pose uy(x)= f(x), puis U, ,;(x) = on/l u,(t)dt pour 0 < x <1 et pour n € N (ou A réel

donng).

a) Vérifier par récurrence 'égalité suivante pour une fonction g : [0, 1] — R de classe ™ :

n

k X (v _ +\N
900 =2 29O+ [ L= g et

k=0



b) Etudier les dérivées de U, et en déduire que :

X An+](x _ t)n

0 = f(t)dt .

Un+1(x):J

c) En déduire alors (avec les justifications nécessaires) la somme U(X) de la série de fonctions
Ug(X) + U;(X) + ... + Us(X) + ... en fonction de f(x), exp(Ax) et j 0exp( —At) f(t)dt .

d) En déduire que U est solution de I'équation suivante :

(6) u(x)—;tjox u(t)ydt = f(x).

e) Retrouver cette solution en résolvant une équation différentielle convenable.

4°) Dans cette question, on étudie 1'équation générale (1) décrite dans le préambule :

(1) u(x)—J‘Oxk(x,t)u(t)dt = f(x).

On prouve d'abord I'existence d'une solution U (questions a-b-c), puis son unicité (questions d-e).

On pose a cet effet uy(x)= f(x), puis u,,(x) = joxk(x,t)un(t)dt pour 0 < x<1etpourn e N.

On admettra que toutes les fonctions u, de cette suite sont continues sur [0, 1], et on désignera par
K et M les maxima des fonctions continues |k| et | f| sur [0, 1]* et [0, 1] respectivement.

a) Montrer par récurrence 1'inégalité suivante pour 0 < X< 1 etpourn>1:

n
sl < 2L

b) En déduire (avec les justifications nécessaires) que :
e lasérie Uy(X) + Ui(X) + ... + Uy(X) + ... converge pour 0 < x < 1.

e la somme U(X) de cette série est continue sur [0, 1].

c) Exprimer (avec les justifications nécessaires) l'intégrale j OX k(x,t)U(t)dt en fonction de U
et f.

En déduire que U est une solution de (1).
d) Montrer, si U; et U, sont deux solutions de (1), que d = U; — U, est solution de :

d(x):foxk(x,t)d(t)dt.

e¢) Montrer, pour tout n € N, l'inégalité suivante ou D désigne le maximum de la fonction
continue |d| sur [0, 1] :

l[d(x)| < D%L.

En déduire que d est la fonction nulle, puis que U; = U,.



f) Résoudre par la méthode proposée dans cette question les équations intégrales :

(7) u(x)—j:(x—t)u(t)dt - X2,
(8) u(x)—j:(t—x)u(t)dt - X2,

(On exprimera les solutions U de ces deux équations a l'aide des fonctions usuelles).

5°) Dans cette question, on applique ce qui précéde au probléme de Cauchy suivant, dans lequel a,
b, ¢ désignent trois fonctions continues de [0, 1] dans R et Yy, y'y deux réels donnés :

y"=a(x)y’+b(x)y+c(x) et y(0)=yo , y'(0) =Y.

a) Montrer, parmi les fonctions y de classe C* de [0, 1] dans R qui vérifient y(0) = y,,
y'(0) = ¥'o, que Yy est solution du probléme de Cauchy précédent si et seulement si y" est la
solution u de :

u(x)—jox[a(x)+ (X =Db)Ju(t)dt = c(x)+ ysa(x)+ (Yo + Xy5)b(x).

b) En déduire I'énoncé et la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz pour ce probléme
de Cauchy, puis retrouver ainsi les résultats des questions 1° et 2°.

c¢) Résoudre ainsi, compte tenu des résultats de (7) et (8), les problémes de Cauchy suivants :
- y'=y+x> et y(0)=0, y'(0)=0.
y'=-y+x* et y(0)=0, y(0)=0.



EPREUVE OPTIONNELLE de MATHEMATIQUES

Dans ce probléeme, on note D(a,b) ’ensemble des diviseurs communs & deux entiers naturels a, b ou
(a,b)#(0,0), et le plus grand élément de cet ensemble D(a,b) est donc le PGCD de a et b. Le probleme a
pour but ’étude de la complexité du calcul du PGCD des entiers naturels a et b par 'algorithme d’Euclide
décrit ci-dessous. On étudie a titre préliminaire la suite de Fibonacci, qui est définie par Fy =0, F; =1, et
Foyo=F,+1+ F, pourn € N.

1°) Dans cette question, on étudie le calcul de la suite de Fibonacci (F,).
a) Ecrire un algorithme de calcul de F), lorsque le nombre entier n est donné.
b) Préciser F,, pour n<12.

2 °) Dans cette question, on étudie les propriétés de la suite de Fibonacci (F},).

a) Prouver que (F),) est une suite de nombres entiers naturels, strictement croissante pour n > 2.

b) Déterminer les suites géométriques (u,) vérifiant la relation u,io = Upt1 + Unp.
¢) Déterminer I'expression du terme général F,, de la suite de Fibonacci en fonction de n.
d) En déduire 'encadrement suivant de F,, puis un équivalent de F}, lorsque n tend vers +oo :

1 V41 1 V41
) enenl()

e) Déterminer le domaine de définition et la somme de la fonction génératrice :
+oo
F(z) =) Fpz™.
n=0

3°) Dans cette question, on étudie quelques propriétés de 1’ensemble D(a,b).
a) Quels sont les éléments de D(a,0) et le PGCD de a et de 0 pour a >17
b) Montrer, si a = bg + r, que D(a,b) = D(b,r) et PGCD (a,b) = PGCD (b, r).
¢) En remarquant que Fji9 = Fi41 + Fj, en déduire le PGCD de F),4; et de F,, pour n € N.

On considere deux nombres entiers naturels a et b tels que a > b > 0. On rappelle qu'une égalité de
la forme a = bg + r est la division euclidienne de a par b si g et r sont deux entiers naturels vérifiant
0<r < b, et que lalgorithme d’Euclide est la suite des divisions euclidiennes suivantes, poursuivies
jusqu’a l'obtention d’un premier reste nul, et dans lesquelles ag = a et a; = b :

ap = qia1 +az  avec O<as <
a1 = g2a2 +az  avec 0<asz <az
Ap—1 = qnln + Api1 avec 0< Ant1 < G
(p = Qn+10n+1 + Apy2  avec as =0

On dit alors, plus précisément, que 'algorithme d’Euclide pour a et b s’effectue en n + 1 divisions.
L’ensemble de ces notations est désormais conservé jusqu’a la fin du probleme.

4°) Dans cette question, on étudie un exemple d’application de I'algorithme d’Euclide.
a) Ecrire I’algorithme d’Euclide pour Fj et Fy, pour Fy et F3, pour Fj et Fjy.

b) Prouver que I'égalité Fj o = Fj11 + Fj est la division euclidienne de Fyo par Fj4q pour k> 2.
En déduire que I'algorithme d’Euclide pour F, 19 et F, 11 s’effectue en n divisions euclidiennes.



5°) Dans cette question, on étudie enfin la complexité de l'algorithme d’Euclide (Théoréme de Lamé).
a) Prouver que le PGCD de a et b est égal au dernier reste non nul a,;.
b) Prouver par récurrence les inégalités qi, > 1 pour 1 <k<n-+1et ay > F,10_ pour 0<k<n+2.

¢) En déduire, si l'algorithme d’Euclide s’effectue en n 4 1 divisions, que a > Fj 42, b> F 11, et :

n+1
(T
NG 2 =P

d) En déduire, si I'écriture décimale de b compte p chiffres, autrement dit si 10P~1 <b < 107, que le
nombre n + 1 de divisions de I’algorithme d’Euclide est majoré par 5p + 2.

6°) Ecrire un algorithme itératif ou récursif calculant le PGCD de deux nombres entiers donnés a et b par
cette méthode.



E.P.I.T.A. - Concours 2005

durée 3h

On se propose dans ce probleme d'étudier la série dont le terme général u,, est l'inverse

n .
) ou C%,, c'est a dire u, = L, ou }1 .
n (Zn) CZn

n

du coefficient binomial noté (

1°) Convergence et algorithme de calcul approché de la somme U = Y+ uy,
Former le rapport u,,41 /u,, et déduire de son expression :

a) lanature de la série de terme général u,,.

b) un algorithme de calcul de la somme partielle Uy = 3V u, ot N est donné.

2°) Une majoration de la somme de la série et de l'erreur U — Uy

2n 2 n
a) Calculer la somme Z ( i )

k=0
2 2
b) Comparer, pour 1 < k < n, les nombres ( i _n 1) et ( kn)
2n
n

¢) En déduire I'inégalité 4" < (2 n + 1)( ) puis l'inégalité u, < 2L

d) Préciser les sommes des séries suivantes, ou N est donné, pour -1 <x <1:

+o00 +o00 +o00 +o00
Seoo Sae o Se Fae
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1

e) En déduire un majorant de la somme U = ) 7% u,, puis de la différence U — Uy.
Comment suffit-il de choisir N pour avoir U — Uy < 1073?

Afin de calculer la somme U de la série précédente, on introduit I'équation différentielle :
(E) x(x=4) )y +(x+2)y=2.

3°) Recherche de solutions de (E) développables en série entiere
a) On suppose qu'il existe une solution de 1'équation s'écrivant sous la forme suivante,
avec un rayon de convergence R > 0 :

+o00
S(x) = Z a, xX".
n=0
A quelle condition nécessaire et suffisante sur qq et la suite (a,) cette fonction §
est-elle solution de I'équation différentielle (E) sur -R, R[ ?



b) On considere inversement la suite réelle (a,,) définie par ag = 1 et par la relation :
VYneN*, 2Q2n-1)a,=na,_.
Déterminer le rayon de convergence R de la série enti¢re )’ a, x", et en déduire que
sa somme S est solution de 1'équation différentielle (£) sur |-R, R[.
c) Exprimer a, en fonction de u,,.

4°) Résolution de l'équation différentielle (E) sur |0, 4]
a) Déterminer deux réels a et b tels que :
x+2 a b

= —+ .
x(x—4) x x—-4

En déduire toutes les solutions de I'équation homogene x(x —4) )’ + (x +2) y = 0.
b) On cherche les solutions de (E) sur ]0, 4[ sous la forme suivante :

B X k(x)
R I —,

Déterminer & pour que y soit solution de E.

4—x
—.
c¢) En déduire que les solutions de (E) sur ]0, 4[ s'expriment comme suit (avec CeR) :

(1+ Arctan +C ]
4—x \/ -X \/ -X 4—x

On rappelle la relation Arctan(x) + Arctan = 1 valable pour tout réel x > 0).
pp

En déduire k en posant dans l'intégrale ¢ = \/

y=

5°) Expression de la somme U = ¥+ uy,
a) Préciser le développement en série entiere de la fonction Arctan.
En déduire une suite (b,) telle que soit réalisée 1'égalité suivante pour 0 <x <1 :

+o00
Vx ArctanVx = an x".

En déduire que la fonction x — Vx Arctan Vx est de classe C™ sur [0, +oo.
Préciser la valeur de sa dérivée en 0.

b) En déduire que la solution de (£) obtenue pour C = 0 est de classe C*™ sur [0, 4][.
Préciser sa valeur en 0 et celle de sa dérivée.

c¢) Quelles solutions de (E) sur ]0, 4[ se prolongent-elles en solutions sur [0, 4] ?

d) En déduire la somme S(x) sur [0, 4[ a I'aide des fonctions usuelles.

e) Déterminer alors la valeur de la somme U = )79 u,.

6°) Expression de la somme V = ¥, 30 (- 1)" u,

a) Déterminer l'expression des solutions de (E) sur -4, 0[.

b) Quelles solutions de (£) sur |4, O] se prolongent-elles en solutions sur |4, 0] ?
c) Déterminer alors la valeur de la somme V' = 1% (= 1)" u,.

Hskok
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Option - durée 2h

Dans ce probléme, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0; 7, /).

On considére dans ce contexte :

- le cercle C centré en (U8, 0) et de rayon R = 8.

- la droite D d'équation x = 2.

- une droite 9, passant par l'origine, d'équation y = ¢ x ou ¢ désigne un parametre réel.

Dans la suite, on représentera sur une méme figure les résultats obtenus au fil des questions.
Cette figure fera apparaitre seulement le demi-plan x = 0 et elle sera construite avec soin sur
une feuille séparée en choisissant (approximativement) pour unité 1 cm.

1°) Introduction
a) Déterminer une équation cartésienne du cercle C.
b) Préciser les coordonnées des points d'intersection de C et D.
On notera 4 et B ces deux points en supposant que 4 est celui d'ordonnée positive.
Représenter sur la figure le cercle C, la droite D et les points 4 et B.
c¢) Déterminer les coordonnées de P(¢), point d'intersection de D et de D;.
Déterminer les coordonnées de Q(¢), point d'intersection (distinct de O) de C et de Dy
d) En déduire les coordonnées du milieu du segment [P(¢), O(¢)].
Déterminer les valeurs du parametre ¢ pour lesquelles ce milieu est égal a 4 ou B.

On se propose maintenant d'étudier la courbe paramétrée I' : t — M (¢) définie par :
prop p p
£+9 RGET)

1) = ; )=
X0 2 +1 H0 2 +1

2°) Etude des variations des fonctions x et y
a) Comparer x(—1) et x(¢), y(—1) et y(¢).
Qu'en déduit-on géométriquement pour la courbe I" ?
b) Etudier les limites de x(¢) et y(f) quand ¢ tend vers +co.
Qu'en déduit-on pour les branches infinies de la courbe I' ?
c) Calculer x'(¢) et y'(¢) et étudier le signe de ces fonctions.
En déduire les coordonnées des points U et V" ou la tangente est horizontale.
On notera U et V' ces deux points en supposant que U est celui d'ordonnée positive.
En déduire les coordonnées du point / ou la tangente est verticale.
d) Dresser un tableau de variation commun aux fonctions x et y pour ¢ = 0.

3°) Construction de la courbe I
a) Représenter les points 7, U, V, leurs tangentes et la branche infinie de I sur la figure.
b) Tracer avec soin la courbe représentative de I' sur la figure.



4°) Condition d'alignement de points de la courbe I'

On considére trois points distincts de I', de paramétres ¢1, 12, 3.

a) En remarquant que trois tels points ne peuvent étre alignés sur une droite verticale, établir

I'équivalence des trois conditions suivantes :

- les trois points M (¢1), M(t), M(t3) sont alignés.

- il existe (m, h)eR? tel que : Vi=1,2, 3: y(t;) = mx(t;) + h.

- il existe (m, h)eR? telque: Vi=1,2,3: 8 —~(m+h) 7 +9t;, —Om+h)=0.

b) Etablir que cette derniére condition équivaut aussi a I'existence d'un couple (m, h) tel que :
X-t1)X-)X-8)=X—(m+hX>+9X +OOm+h).

c¢) En déduire a quelle condition sur ¢, #;, t3 les points M (t1), M (t,), M(t3) sont alignés.

5°) Calculs d'aires
Pour tout point M (x, y) du demi-plan x > 0, on pose x = rcos(f), y = rsin(f) avec |0 < %
a) Montrer, lorsque M = M (), que tan(d) = ¢ et qu'une équation polaire de I" est
cos(6)
b) On désigne par B le domaine borné délimité par la courbe I' et les deux droites OU et OV.
Montrer que son aire A est égale a l'intégrale suivante :
T
_1 (3 ( 9 cosZ () +sinZ () )2
A= 2 Il cos(6) 8.
3
En déduire la valeur de 1'aire A du domaine 8.
c) Expliciter, sous la forme r = f(), une équation polaire de la droite asymptote de I'.
d) En déduire que l'aire du domaine borné B(a) compris entre la courbe I', son asymptote et
les deux droites d'angles polaires —a et @ (avec 0 < @ < %) est égale a l'intégrale suivante :
a 2 2 )\ 2
_ 1 (9 cos“ (0)+sin ((-))) -1
Al@) = 5 j: i @) do.
Etudier si cette intégrale admet ou non une limite finie lorsque @ tend vers %

Déterminer celle-ci si elle existe.

Heskok
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Epreuve de mathématiques 1 (3 heures)

Dans tout ce probléme, 1'espace vectoriel euclidien R3 est muni de son produit scalaire ( ., . )
et de sa norme euclidienne || . || usuels. On se propose de déterminer les groupes d'isométries
laissant stables les quadriques de révolution engendrées par rotation d'une droite autour de Oz.

I. Préliminaires

1°) On sait qu'un endomorphisme f'de R3 est orthogonal s'il conserve la norme euclidienne :
(1) VxeR3, (IFGI = lixll.
a) Montrer qu'un endomorphisme orthogonal f'est bijectif (et c'est donc un automorphisme).
b) Montrer que les automorphismes orthogonaux de R? forment un groupe, noté O(R?>).
¢) Etablir qu'un automorphisme fde R> est orthogonal si et seulement s'il vérifie :
() VYx, yeR?, (f(0), f()) =(x, ).

(On pourra exprimer || f(x + y)||2 en faisant intervenir le produit scalaire ( f(x), f(1))).

d) Etablir qu'un automorphisme f'de R3 est orthogonal si et seulement s'il vérifie :

() VxzeR?, (f(x),2) =(x [
II. Groupes d'automorphismes orthogonaux de R*
L'espace vectoriel euclidien R3 est orienté et rapporté a sa base canonique B = (eq, €3, €3)
(qui est la base orthonormale directe définie par e; = (1, 0, 0), e; = (0, 1, 0), e3 =(0, 0, 1)).
Pour tout nombre réel 8, on introduit alors le vecteur unitaire u(6) = cos(f) e; + sin(d) e;.

On conviendra d'appeler demi-tour d'axe D toute rotation de mesure 7 autour d'une droite D.

2°) On considére pour #€R les endomorphismes fj et g de R* dont les matrices dans B sont :

cos(d) —sin(6) O 1 0 O
Fy =1 sin(@) cos@) 0 ; G=(0 -1 O
0 0 1 0 0 -1

a) Vérifier que fy et g sont des automorphismes orthogonaux directs, donc des rotations.
Préciser l'axe et la mesure de fy et de g.
b) Préciser la matrice, les valeurs propres et les sous-espaces propres de fy © g.
Vérifier que fy o g est diagonalisable et que c'est un demi-tour dont on précisera l'axe.
c)Onposer, =—g, 1 =—frog, r3=—fr.
Préciser les matrices de 7y, 12, r3, puis reconnaitre leur nature géométrique.



3°) On convient de noter :

- G, l'ensemble constitué des automorphismes fy et fy o g ou 6 décrit R,

- G_ l'ensemble constitué des automorphismes — fy et —fy o g ou 6 décrit R :

Gi={fo focg | 0eR} 3 G_={~fp, —foog | O€R},

a) Reconnaitre g1, f;, © Jp et g o fo o g (on pourra d'abord expliciter leurs matrices).
En déduire le nombre réel 6 tel que g o f, = fy o g.

b) En déduire que G, est un sous-groupe du groupe orthogonal O(R?), qui est constitué
des rotations d'axe Vect(e3) et des demi-tours d'axe u(@) ou a est un réel quelconque.

¢) Démontrer que G = G, |J G_ est un groupe, et que celui-ci contient aussi ry, 77, 3.

II1. Groupes d'isométries de quadriques de révolution

On considere deux réels a et m avec a = 0 et on note Q la surface engendrée par la rotation
autour de Oz = Vect(e3) de la droite D passant par A(a, 0, 0) et dirigée par v(0, m, 1).

4°) On désigne par M (z) le point de cote z de la droite D, et par M(z, 8) le point déduit de
M (z) par la rotation de mesure 8 autour de I'axe Oz orienté par e3.

a) Déterminer les coordonnées du point M (z), puis du point M (z, 6).

b) Etablir qu'une équation cartésienne de I'ensemble Q des points M(z, ) pour (z, 6) eR? est:
x> +y? =m? 2% +a’.

¢) On suppose a > 0. Reconnaitre et représenter en perspective Q pour m =0 et m # 0.

d) On suppose a = 0. Reconnaitre et représenter en perspective Q pour m = 0 et m # 0.

5°) On note G l'ensemble des automorphismes orthogonaux ¢ laissant stable Q, c'est a dire :
G =g eOR’) | 9@ cQ).
a) Montrer que les images par g et —g d'un point M (x, y, z) de Q appartiennent a Q.
Montrer que les images par fy et — fp d'un point M (x, y, z) de Q appartiennent a Q.
b) En déduire que G est stable par composition et qu'il contient G = G, | G_.

6°) Dans cette question, on détermine le groupe G pour a > 0.
On désigne ici par S la sphere de centre O et de rayon a et par ¢ un élément de G.
a) Que dire de I'image de S par ¢ ?
b) Déterminer l'intersection C des ensembles Q et S, et montrer que ¢(C) C C.
En déduire, qu'il existe feR tel que ¢(e;) = u(f) et p(er) = € u(9 + %), oue==1.
Etablir alors que ¢(e3) est égal a e3 ou —e3.
¢) On suppose dans cette sous-question que ¢(e3) = e3.
Déterminer les matrices dans la base B de ¢, puis de f_go ¢ en fonction de € = £ 1.
En déduire que ¢ appartient a une partie de G formée de deux €éléments qu'on précisera.
d) On suppose dans cette sous-question que ¢(e3) = —e3.
En exploitant ¢ o r3, établir que ¢ appartient a une partie de G formée de deux éléments.
e) Déduire de 1'ensemble des résultats précédents que G = G.



7°) Dans cette question, on détermine le groupe G pour a =0 et m # 0.

On désigne ici par S la sphére de centre O et de rayon V 1 + m2 et par ¢ un élément de G.

a) Déterminer l'intersection J des ensembles Q et S, et montrer que ¢(J) C .

En déduire, pour tout f e R, qu'il existe 8’ €R tel que @(m u(0) + e3) = mu(@’) + es,

b) Vérifier que (@(m u(f) + e3), e3)> = 1 et {o(m u(0) — e3), e3)* = 1.

En déduire par différence que :
VOeR, (¢le3), e3){pu(0)), e3) = 0.

¢) On suppose dans cette sous-question que {(¢(e3), e3) = 0.

Etablir que (e3, ¢~ (e3)) = 0, puis qu'il existe un réel @ tel que ¢! (e3) = u(a).
Calculer (cp(m u(a + %) + 63), e3) et en déduire une contradiction.

d) Démontrer a l'aide des questions précédentes que (p(u()), e3) = 0 pour tout réel 6.
En déduire, qu'il existe eR tel que ¢(e;) = u(f) et p(er) = € u(9 + %), oue==1.
Etablir alors que ¢(e3) est égal a e3 ou —e3.

e) Conclure que G = G.
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Epreuve de mathématiques 2 (option : 2 heures)

Dans ce probléme, on se propose de calculer les intégrales de Fresnel (1788-1827) :
+00 +00
C= f cos(tz) dt ; S = f sin(tz) dt.
0 0

Par commodité, on considérera aussi l'intégrale £ = C +i.S définie par :
+00
E= C+iS:f exp(it?)d t.
0

On rappelle enfin la valeur de l'intégrale suivante : f_ J;j’ exp(—12)dt = V.

1°) Existence de I'intégrale de Fresnel
a) On considere 1'application continue définie de R* dans C par :
exp(ix?)—1
f@) = =
Etablir que f'se prolonge par continuité en 0 par une valeur qu'on précisera.
b) Justifier I'existence de l'intégrale suivante :
+oo exp(i t?) — 1
o [ e,
0 t

c¢) A l'aide d'une intégration par parties, déterminer un nombre complexe A tel qu'on ait :

x exp(it?) — 1 1 —exp(i x* x

Vx>0, f expr) =1, 2 1zexelxd) | )Lf exp(i2)d 1 .
0 2 x 0

d) En déduire I'existence de l'intégrale £, donc des intégrales C et S.

2°) Calcul de I'intégrale de Fresnel a I'aide d'une fonction auxiliaire
a) Etablir l'inégalité suivante pour tout xeR et tout 7eR :

exp(—x> (2 — 1)) 1
2 Vil
En déduire que la fonction suivante est définie sur I'ensemble R :

+ 00 — 2 —7
F(x):f exp( X (2 = i) dt

2 —i
[se]
b) Etablir que F est continue sur R (on citera avec précision le théoréme utilisé).
c) Etablir l'inégalité suivante pour tout x > 0, et en déduire les limites de F en +oo :
+00 \/7-;
IF(x)| < f exp(-x> ) dt = —.

o X
d) On considere un segment [a, b] inclus dans ]0, +oo[ (0 <a < b < +00).
Etablir que F est de classe C ! sur [a, b] (on citera avec précision le théoreme utilisé).
En déduire que F est de classe C! sur R* et préciser une expression de F’(x).

<

-1




e) En déduire une expression de F’(x) sans symbole f , puis prouver que :
Vx>0, FO)-Fx) =2Vrn f exp(i ) d t.
0

Déterminer alors la valeur des trois intégrales de Fresnel E, C, S en admettant que £(0),
qui est I'intégrale d'une fonction rationnelle facile a calculer, est égale a :

I e 1 3 I1+dn
F(O)-[00 tz—idt_ 7 .

3°) Calcul de l'intégrale de Fresnel a I'aide d'une intégrale curviligne
On considere dans le plan les trois points O, 4, B d'affixes 0, R V2,(1+i)R ou R>0,
et la forme différentielle w = P dx + Q dy définie sur le plan par :
w(x, y) = exp[—(x+ iy)z]dx+ iexp[—(x+ iy)z] dy.
a) Etablir que la forme différentielle w est exacte.
b) En déduire la valeur de l'intégrale curviligne de w sur l'arc fermé formé du segment O4,
de I'arc AB du cercle de centre O et de rayon OA, et du segment BO.
c¢) Exprimer sous forme d'intégrales (qu'on ne cherchera pas a calculer) :
- l'intégrale curviligne /1 (R) de w sur le segment OA.
On pourra paramétrer ce segment OA4 par t — ¢t ou ¢t varie de 0 a R V2.
- l'intégrale curviligne I, (R) de w sur l'arc AB du cercle de centre O et de rayon OA.
On pourra paramétrer cet arc AB par t — R \/5 (cos(?) + i sin(¢)) ou ¢ varie de 0 a %.

- l'intégrale curviligne /3(R) de w sur le segment BO.
On pourra paramétrer ce segment BO par t — (1 +i) ¢ ou ¢ variede R a 0.
d) Déterminer lorsque R vers +oo :
- la limite de l'intégrale 7 (R).
- la limite de l'intégrale I, (R) (on rappelle que cos(t) =1 —-2¢/m pour 0 <t <m/2).
- lalimite de l'intégrale I5(R), qu'on exprimera a l'aide de £ (conjuguée de l'intégrale E).
e) En déduire a nouveau la valeur des intégrales de Fresnel E, C et S.

skokok



EPITA 2007 - mathématiques 1

(durée de 1'épreuve : 3 heures)

On considére dans ce probléme deux fonctions @, b : R — C qu'on suppose de classe C' .
On étudie ici un algorithme d'approximation de la solution y de I'équation différentielle linéaire
du premier ordre (E) : /' (¢) = a(¢) y(¢t) + b(¢) qui vérifie la condition »(0) = yy ou y, €C.

Pour obtenir une approximation de »(7") pour un réel donné 7 # 0, on introduit un entier N = 1
et la subdivision 0 =7y <t < ... <ty_1 <ty =T du segment [0, 7], ou #; = %T (0O<k=<N).

On définit alors une suite finie yg = »(0), y1, ..., yn par les formules suivantes :

T
(1) Vke{0,1, ..,N-1}, Vil = Vet (a(t) yk + b(ty)).
(On a obtenu celles-ci en remplagant dans (E) )/ (#;) par le taux d'accroissement M .
k+17"'%

H Partie I

Dans cette partie, on étudie le cas ou les deux fonctions a et b sont des constantes réelles.
On ¢étudie donc la solution y du probléme de Cauchy suivant (avec yp €R) :

VieR, Y (@) =ayt)+b et ¥(0) = yyp.
Dans ce cas, la suite finie yy = y(0), y;, ..., ¥y est donnée par les formules suivantes :

T
(2) VkE{O, 17 '“aN_l}’ yk+1:yk+ﬁ(ayk+b)‘

1°) Etude de l'algorithme
a) Ecrire 1'algorithme permettant d'obtenir yy quand a, b, yg, T et l'entier N sont donnés.
b) Préciser en fonction de N le nombre global d'opérations +, —, x et / effectuées.

2°) Etude d'un cas particulier (V' (t) = y(t))

On suppose que a = 1 et b = 0, donc que 1'équation différentielle s'écrit )’ (¢) = y(¢).
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).

b) Préciser l'expression de yy et montrer que limy -, 100 Yy = W(T).

¢) Donner un équivalent de y(7') — yy quand N tend vers +oo.

3°) Etude du cas général (V' (t) = a y(t) + b)

On suppose que a eR* et b eR, donc que I'équation différentielle s'écrit y'(t) = a y(¢) + b.
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).

b) Déterminer y; pour 0 < k < N a l'aide de la suite auxiliaire z; = y; + %

¢) Préciser I'expression de yy et montrer que limy _, .o, Yy = W(T).

d) Donner un équivalent de y(7) — yy quand N tend vers +co.



H Partie 11

Dans cette partie, on étudie le cas ou les deux fonctions a et b sont des constantes complexes.
On ¢étudie la solution y du probléme de Cauchy suivant (avec yg €C) :

YieR, Y (@)=ayt)+b et ¥(0) = yp.
Les candidats veilleront dans cette partie a ne pas écrire de logarithme de nombres complexes.

4°) Etude d'un cas particulier ()’ (t) = i y(t))

On suppose que a =i et b =0, donc que 1'équation différentielle s'écrit y'(¢) = i y(¢).

a) Préciser y(T') (sachant que y(0) = yg).

b) Préciser le module 7y du complexe 1 +i %, puis déterminer limy , ;oo ).
Montrer que le complexe 1 +i % admet un argument 6y compris entre —% et %
Vérifier que Oy = Arctan(%), puis déterminer limy - 100 N Oy .

¢) Préciser I'expression de yy et montrer que limy _, .o, Yy = W(T).

5°) Un résultat préliminaire

N
a) Etablir que # ( k) < % si k et N sont deux entiers naturels tels que k < N.

En déduire 1'inégalité suivante pour tout nombre complexe z donné :

+00

. ZW w11 Ny El
(v 5= 2 G- wr e D S
k=0 K=N+1
b) Etablir que |¢* — (1 + %)N| < el —(1+ %)N, et que limy - 40 (1 + %)N = ¢

6°) Etude du cas général (V' (t) = a y(t) + b)
On suppose que a € C et beC, et que 1'équation différentielle s'écrit y'(¢) = a y(¢) + b.
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).
(On remarquera que l'équation est équivalente a (e™ y(r)) = be ', et on intégrera).
b) Préciser l'expression de yy a l'aide des formules (2) et montrer que limy - 100 Yv = V(7).

m Partie 111
On revient au cas général et on étudie donc la solution y du probléme de Cauchy suivant :

VieR, y(O)=a®y@®)+b) et y(0)=yp.
Dans ce cas, la suite finie yy = ¥(0), y1, ..., yy est donnée par les formules précédentes (1).

7°) Etude du cas ou a est la fonction nulle (y' (t) = b(t))

On suppose que 1'équation différentielle se réduit a )’ (¢) = b(¢).

a) Préciser a l'aide d'une intégrale l'expression de y(7) (sachant que y(0) = yg).
b) Montrer a I'aide des formules (1) que yy est donné par la relation suivante :

N-1 kT
YN =0+ % ;0 b(T)'

En reconnaissant une somme de Riemann, en déduire que limy , 4o yv = V(7).



8°) Etude du cas ou b est la fonction nulle (y' (t) = a(t) (1))

On suppose que 1'équation différentielle se réduit a y’(¢) = a(t) y(¢), avec a a valeurs réelles.
a) Préciser a l'aide d'une intégrale I'expression de y(7') (sachant que y(0) = yp).

b) On considere la suite (py) définie pour N = 1 par :

pe=[100 3 45)

+ Etablir, lorsque N est assez grand, qu'ona: Vv keO,1, ..., N-1},

T (kT 1

v G(TN =7

« Etablir I'inégalité x — x> < In(1 + x) < x pour tout nombre réel x = — %

* En déduire un encadrement de In(py ) et les limites de In(py) et py quand N tend vers +oo.

c) Préciser I'expression de yy a l'aide des formules (1) et montrer que limy -, oo Yn = V(7).

9°) Une majoration préliminaire

On considere des réels strictement positifs a et S, et une suite réelle (e ) vérifiant eg = 0 et :
VkeN, erv1 =(1+a)e; + 6.

On lui associe la suite réelle (1) définie par uy = 0, puis par ugy; = (1 + @) uy + S.

a) Déterminer la limite éventuelle L de la suite (uy), puis préciser l'expression de uy.

b) Etablir 1'inégalité e; < u; pour tout entier naturel 4, et en déduire qu'on a pour tout k€N :

B B

Z((+af -1 = = (k-
a a

e =

10°) Convergence de la méthode d'Euler

On étudie le cas général de I'équation différentielle y'(¢) = a(¢) y(¢) + b(¢).
a) Montrer que la solution y vérifiant y(0) = y, est de classe C? sur R.
b) Etablir que la solution y vérifie la relation suivante pour 0 <k < N :

T T Tk+1 ”
W) = (1+ — al) vt + + b + f (tes1 =0 (@) dlt
N N ’k
c) Etablir a I'aide de la relation (1) qu'on a alors pour 0 <k < N :

T Tk+1 Y
YD) = yist = (14 T a)) 00 =y0+ | 7 (er =0y 00
U
On pose A= maxj|<|T| la(?)| et My = max|<|7] |y” ®).
En notant e; = |y(#) — yx|, en déduire l'inégalité suivante pour 0 <k < N :
A |T|) .\ M, T?
e )
N /T Nz
d) Déduire des résultats précédents une majoration de ey = [y(T) — yn|, puis conclure.

€ry1 < (1+




EPITA 2007 - mathématiques 2

(durée de I'épreuve : 1 heure 30)

Dans toute la suite du probléme, on considere la suite (u,,) définie pour n eN* par :

U, = +00 2 dt
" Jo (1+4)n

1°) Etude de la suite (u,)

a) Justifier I'existence de l'intégrale u, pour tout entier n = 1.

b) Quel est le sens de variation de la suite (u,)?

c¢) Déterminer la limite de la suite (u,) en précisant avec soin le théoreme utilisé.

2°) Etude de la série Z MT”

a) A l'aide d'une intégration par parties, justifier la relation suivante :
4n-3
Upyl = 2 Up.
n

b) En formant u, — u,,, déterminer la nature et la somme de la série Z n
n

s

22

On donne a cet effet la valeur u; =

3°) Etude des séries Y, u, et ), (—1)" u,
a) Justifier I'existence de l'intégrale suivante, notée I (%) :
3 +co _l
F(—):f u 4 e "du.
4 0
b) Déterminer, pour u = 0, la limite de la suite n — (1 + l)" quand 7 tend vers +co.
n

¢) Justifier, pour u > 0, I'inégalité (1 + £)" = 1 +u.
n

1
d) Effectuer le changement de variables ¢ = (% )Z dans l'intégrale u,,.

Déduire des résultats précédents un équivalent de u, quand » tend vers +oo.
e) Quelle est la nature de la série ), u, ? de la série D, (—1)" u, ?

4°) Etude de la série entiere ), u, x"
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere 3, _, u, x".
On note désormais S la somme de cette série entiére sur l'intervalle |-R, R].
b) Calculer l'expression 4 x (1 — x) §'(x) + 3 x — 4) S(x).
¢) Résoudre I'équation 4 x (1 —x) )’ + B3x—4) y =0 sur ]0, 1] et -1, O[.
d) Ces solutions se prolongent-elles en solutions de classe C! sur ]-1, 1[?
¢) En déduire 'expression de la somme ;7% u, x” pour |x| < R.




EPITA 2008 - mathématiques 1

(durée de 1'épreuve : 3 heures)

Dans tout le probléme, on désigne par K un corps (qu'on pourra supposer égal aR ou a C) et
par p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On convient de plus que :

¢ Les vecteurs de l'espace vectoriel K” sont des p-uplets x d'éléments de K qu'on identifie ici

a la matrice-colonne de leurs composantes dans la base canonique (eq, ..., ) définie par :
1 0 0
0 1 0
ey = :,€2= - | ,€p= B
0 0 1
On notera ‘e, ..., ‘e, les p matrices-lignes transposées des matrices-colonnes précédentes.

0 L'espace vectoriel M, (K) des matrices carrées a coefficients dans le corps K est rapporté a
sa base canonique (E£; ;/ 1 <i, j < p), E; ; désignant la matrice de M, (K) dont les éléments
sont nuls a l'exception de celui situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j, qui vaut 1.
Dans ce contexte, une matrice M de M, (K) s'écrit donc :

myp mpy e My,

P& myy mpyy e My,
M=) > miEy=| " :
i=1 j=1 : : :

mpy Mpa ==+ Mpp

Un résultat préliminaire

a) On considere quatre entiers i, 4, k, j compris entre 1 et p.
Vérifier que E; Ex j = E;j etque Ejp Ef j =0 sih # k.

b) Etant donnés une matrice 4 = Y./, Zle a; j E; j et des entiers x et y compris entre 1 et p,
expliciter les produits Ey , 4 et A E, .

¢) Application : on désigne par C,(K) l'ensemble des matrices 4 de M,,(K) telles que :

VMeM,K), AM=MA.

Déduire des résultats précédents 1'égalite C,(K) = {11,/ A eK}.

H Partie I

On considére dans cette partie une matrice 4 de I'espace M, (K) et on étudie l'application d4
associant a toute matrice M de M, (K) la matrice d4(M) de M, (K) définie par :

dsM)=AM - M A.



1°) Propriétés générales de d 4

a) Montrer que d4 est un endomorphisme de M, (K).

b) L'endomorphisme d,4 est-il injectif? surjectif? Dans quel cas est-il nul?
c¢) Montrer que 1'endomorphisme d4 vérifie la propriété suivante :

VM, NeM,K), dyMN)=d4M)N+Mdy(N).

2°) Etude de d 4 lorsque A est diagonalisable

On suppose dans cette question la matrice 4 diagonalisable.

a) Montrer que la matrice ' 4 transposée de 4 est aussi diagonalisable.

b) Montrer que 4 et ' 4 ont méme polyndme caractéristique, donc mémes valeurs propres.

On désigne alors par A, ..., A, les valeurs propres distinctes ou non de 4 et ‘4 et par :
- V=1, ..., Vp) une base de vecteurs propres de 4 associ€ée a A, ..., A.
- W=, .., W) une base de vecteurs propres de '4 associée adq, ..., Ap.

c) Calculer d4(V; 'W;) en fonction de V; ‘W, pour 1 <i, j < p.

On note P et O les matrices de passage de la base (e, ..., ;) a ces bases V et W,
et on consideére 1'application ¢ définie de M, (K) dans lui-méme par (M) = P M ' Q.

d) Preciser les produits Pe; et Qe; pour 1 <14, j < p.
Comparer les matrices E; ; et e; ‘e j» et en déduire @(E; ;).
¢) Montrer que I'application ¢ réalise un automorphime de M, (K).
En déduire que la famille (V; 'W; / 1 <i, j < p) est une base de M, (K).
f) En déduire que d4 est diagonalisable, et préciser ses valeurs et vecteurs propres.

H Partie 11

On appelle dérivation dans une algébre A tout endomorphisme d de A vérifiant de plus :
VM, NeA, dMN)=dM)N +Md(N).
La dérivation usuelle des polyndmes est donc une dérivation au sens précédent dans K[.X].
L'application d4 de la partie I est une dérivation de M,,(K) puisqu'on a ¢tabli en 1.1° que :
VM, NeM,K), dqMN)=dqM)N+MdyN).
On se propose de déterminer dans cette partie II toutes les dérivations d de 1'algebre M, (K).

1°) Trace d'une matrice carrée
On rappelle que la trace d'une matrice carrée M = Zf:l Zj):l m; ; E; j de M, (K) est la somme
de ses éléments diagonaux, définie par Tr(M) = 32, m;;.
a) Etablir que l'application M — Tr(M) est linéaire de M, (K) dans K.
b) Etablir, si 4, B sont deux matrices de M, (K), I'égalité¢ Tr(4 B) = Tr(B A).
¢) En déduire, si P est une matrice inversible de M, (K), I'égalit¢ T (P~ 4 P) = Tr(A).
Ainsi, deux matrices semblables ont la méme trace.



2°) Trace d'une matrice de projection
Soit une matrice de projection M de M, (K), autrement dit une matrice M telle que M 2=-M.
On identifie M a l'endomorphisme canoniquement associé x e K? — M x e[K” dans K”.
a) Montrer que les seules valeurs propres possibles de M sont 0 et 1.
b) En exploitant I'égalité x = M x + (x — M x) valable pour tout vecteur x de K?, établir que :
K? = Ker(M - I,) ® Ker(M).
c) En déduire que M est diagonalisable et qu'il existe une matrice inversible P telle que :
P'MP=D
ou D est diagonale avec r éléments diagonaux égaux a 1, les autres égaux a0 (0 < r < p).
d) Vérifier que cet entier 7 est la valeur commune de la trace et du rang de D, et donc de M.
Ainsi, pour une matrice de projection M, le rang de M est égal a la trace de M.

Dans la suite du probleme, on désigne désormais par d une dérivation de I'algebre M, (K), et
on lui associe l'application suivante F, définie de M, (K) dans M, ,(K) par :
M |dM)
5T )
(F(M) est définie a 1'aide des 4 blocs d'ordre p ci-dessus ou O, est la matrice nulle d'ordre p).

VM eM,K), FM)= (

3°) Propriétés de l'image par F de la base canonique de M, (K)
a) Déterminer d(/,,), ou /,, désigne la matrice-identit€¢ d'ordre p.
b) Etablir que F’ est un morphisme de l'algébre M, (K) dans I'algebre M, ,(K), c'est a dire
qu'on a pour tout €lément A de K et tout couple (M, N) de M, (K) :
FM +N)=FWM)+F(N), FAM)=AFM), F(M N)=FWM)F(N), F(,)=1,.

On rappelle que les matrices E; ;, ou 1 <i, j < p, ont été définies au début de ce probléme,
et qu'on a ¢tabli les relations suivantes : Ej Ey ; = E; j etque E;j E j =0 sih # k.
On rappelle également l'inégalite rg(4 B) < min(rg(A4), rg(B)) pour 4, Be M, ,(K).

c) Etablir, pour 1 <, j < p, larelation F(E;;) = F(E; ;) F(E; ;) F(E};).
En déduire que rg(F(E;;)) < rg(F(E; ;)), puis que rg(F(E;;)) = rg(F(E; ;).

d) Etablir, pour 1 <i < p, que les p matrices F(E;;) sont des matrices de projection.

e) Etablir que F(E1) + F(En)+ ... + F(E, ) =1 .
En déduire, a l'aide du résultat obtenu en I1.2°, la valeur commune du rang et de la trace
de ces p matrices de projection F(E;;) pour 1 <i < p.

4°) Une base adaptée de l'espace vectoriel K> P

a) Justifier I'existence de deux vecteurs u, v de K2? formant une base de I'image de F(E1)
('image de la matrice F(E;;) s'identifiant a I'image de I'endomorphisme associé de K2 7).
Etablir que F(Ej)u=u et F(Ej)v=v.

b) Calculer les produits F'(Ey ) F(Ej1)u et F(E ;) F(E;1) v selon les valeurs de j et k.
En déduire que la famille des 2p vecteurs suivants forme une base de K?7 :

B=(FE ), F(E2)u, ..., F(E,Du, F(E1)v, F(Ey)v, ..., F(E,1)v).



c¢) Etant donnée une matrice M = Zf:l Zj):l m; ; E; j de M, (K), exprimer dans la base 8 :
- le produit F(M) F(Ey1)u pour 1 <k < p.
- le produit F(M) F(Ey1)vpour 1l <k < p.
d) En déduire, si P désigne la matrice de passage de la base canonique de K?? a la base B :

Y M e M, (K P 1 FIM)P = (
P( ), ( ) OD M )
50) COnCIMSiOI’Z

On conserve les notations précédentes et on note, avec des blocs 4, B, C, D d'ordre p :
A|B
*(c15)
C
a) Déduire de la question I1.4.d) les égalités suivantes pour toute matrice M € M, (K) :
MC=CM ; MD=DM ; dM)C=AM-MA ; dM)D=BM —-MB.
b) Déduire de la question préliminaire qu'il existe des scalaires y et ¢ tels que :
C=vyl, ; D=d6l,.
c) Montrer que si y et ¢ sont tous les deux nuls, alors la matrice P n'est pas inversible.
En déduire qu'il existe une matrice X € M, (K) telle qu'on ait :
VMeM,K), dM)=XM-MX.
Ainsi, les seules dérivations de l'algebre M, (K) sont celles étudiées a la partie 1.

Askok
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(durée de 1'épreuve : 2 heures)

On considére dans ce probléme un entier p = 2 et un polynome a coefficients réels de degré p
et de coefficient dominant a, =1 :
P
PX)= > ay X" =XP +a, 1 XP7' + . +a; X +ap.
k=0

1°) Evaluation du polynéme P en un réel x
On introduit les polynémes Qo, Oy, ..., O, définis par Qp(X) =1 etpour I <n < p par:

On(X)=X 0y 1(X) + ap—p-
a) Calculer O (X), O>(X) et déterminer par récurrence l'expression de O, (X) pour n < p.
Vérifier que O, (X) est le quotient de la division euclidienne de P(X) par X?™".
b) Préciser la valeur de O, (x) pour tout nombre réel x.
Ecrire un algorithme permettant d'obtenir P(x) par la méthode précédente.
Combien cet algorithme nécessite-t-il d'opérations + et x ?

2°) Recherche d'une racine réelle x du polynome P
On considére deux nombres réels a et b (a < b) tels que P(a) P(b) < 0.
On définit deux suites (a,) et (b,) par ag = a, by = b, puis par :
" dpit = @y Cthyar = 3 (an +by) i Play) P(5 (@ + b)) < 0.
* i1 = 3 (an +by) etbyer = by si P(ay) P(5 (ay + b)) > 0.
a) Etablir que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
b) Etablir, pour tout entier naturel n, qu'on a P(a,) P(b,) < 0.
En déduire que la limite commune x des suites (a,) et (b,) est racine de P.
c) Ecrire un algorithme permettant d'obtenir un encadrement de x d'amplitude / < bz;n“

Combien cet algorithme nécessite-t-il d'opérations + et x ?

On se propose maintenant de localiser dans le plan complexe les racines du polynéme P,
afin de savoir dans quelle zone rechercher d'éventuelles racines de ce polynome P.
On désigne a cet effet par M = M (P) le nombre réel positif suivant :

M = max (lax]) =max(lap-1l, ..., lail, laol).

O<k=p-

3°) Etude d'une fonction auxiliaire f
On considére la fonction fdéfinie de R dans R par :
f@) =P M+ )P+ M.
a) Déterminer l'unique zéro strictement positif 79 de sa dérivée.
Comparer les positions de ¢ et 1 en fonction des positions de M et i.



b) On suppose M < i. Dresser un tableau de variation de f pour » = 0.

En déduire le signe de f(r) pour r > 1.
c¢) On suppose M > i. Dresser un tableau de variation de fpour » = 0.

En déduire le signe de f(r) pour r = M + 1.

4°) Localisation des racines du polynome P
a) Démontrer que toute racine réelle ou complexe z # 1 du polynéme P vérifie I'inégalité :
|zIP -1
2l -1

En supposant |z| > 1, montrer qu'on a l'inégalité f(|z]) = |z|P*! — (M + 1) |z|P + M < 0.
b) Etablir, si M < i, que les racines de P sont de module inférieur ou égal a 1.

l2IP < M

c¢) Etablir, si M > i, que les racines de P sont de module strictement inférieur a M + 1.
p

5°) Etude de deux exemples
5.1. On suppose dans cette sous-question que P est le polynome défini comme suit :
p—1
P(X) = XP — 1 XP e L+ X+1)=XP - 1 Z x*.
p i
* Montrer que ses racines réelles ou complexes sont de module inférieur ou égal a 1.
* Montrer que 1 est une racine simple de P. Qu'en déduit-on par rapport a 4°b ?

5.2. On suppose dans cette sous-question que P est le polynome défini comme suit :
p-1
PO =XP —(XP 4+ L+ X+ 1) =X - > Xk
k=0
a) Montrer que ses racines réelles ou complexes sont de module strictement inférieur a 2.
b) Etablir, si z est racine de P, que z est racine du polyndme X7*! —2 X7 + 1.
¢) En étudiant pour 7 = 0 la fonction définie par g(r) = P*! —2rP + 1, établir que :

A o 2
« le polyndme P a une racine réelle x, telle que : =2 < x, < 2.
p p+l p

* lasuite p — x, converge vers 2. Qu'en déduit-on par rapport a 4°c ?
d) On pose maintenant x, =2 — &, et on €étudie £, lorsque p tend vers +oco.
« Etablir que x,, vérifie la relation (2 — x,) x§ =1, puisque g, = (2 —¢g,)".
En déduire que la suite p — p &, converge vers 0.
+ Etablir qu'on a le développement asymptotique suivant lorsque p tend vers +oo :

xp:2——+0(2ip).

e) Etablir enfin que z est racine de P si et seulement si z’ = 1/z est racine de :
p
OX)=XP +XP 4 . +X-1= Z Xk -1,

k=1
En déduire que toutes les racines de P sont de module compris entre % et 2.

Hskok
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Ce probléme propose 1'étude d'un algorithme d'approximation d'une solution de 1'équation
de la chaleur. On considére & cet effet un entier N > 1 et I'espace vectoriel RV qu'on munit
de sa norme euclidienne usuelle. On identifiera tout vecteur X eRY a la matrice-colonne

de ses N composantes x|, X, ... , xy dans la base canonique de R" et on désignera par
Ay et Iy les matrices réelles d'ordre N définies par :
01 0 -0 1 0 0 0
1 0 1 - : 01 0 :
Ayv=(0 1 0 = 0 ; Iy=[0 0 1 0
OO | Do 0
0 -0 1 0 0 -- 0 0 1

(Si N =1, A; et I; sont les matrices (1, 1) dont le seul ¢lément est respectivement 0 et 1).
Pour tout réel strictement positif donné », on note My la matrice My = (1 -2r) Iy +r Ay
et on étudie alors les suites vectorielles j — X; de RY définies par la donnée de X, eRY

et de la relation X, = My X; pour jeN.

B Partie I : Etude de la suite (X j) danslecas N =3

1°) Diagonalisation des matrices A5 et My

a) Expliciter la matrice 45 et déterminer ses trois valeurs propres 1; < A, < A3.
Donner des vecteurs propres unitaires V7, V5, V3 associés aux valeurs propres Ay, Ay, A3.

b) Préciser une matrice inversible P d'ordre 3 telle que Dy = P~ 45 P soit diagonale.
Expliciter P~! M5 P ou M3 = (1 — 2 7) I3 + r A5 et en déduire les valeurs propres de M.
Préciser pour quelles valeurs de r celles-ci appartiennent a 1'intervalle ]-1, 1].

2°) Etude de la suite vectorielle j — X

On considére un vecteur Xy = x; ¥y +x, V5 + x3 V5 de R.

A partir de ce vecteur X, on définit ensuite la suite j — X par la relation X, = M3 X;.
a) Préciser, pour tout j €N, I'expression du vecteur X; dans la base (Vy, V5, V3).

b) Préciser les valeurs du réel » > 0 pour lesquelles la suite vectorielle j — X; converge

vers le vecteur nul pour tout choix du vecteur X, €R3.

m Partie II : Etude de la suite (X j) dans le cas général

3°) Diagonalisation des matrices Ay et My

a) Citer un théoréme prouvant :

- que les N valeurs propres A; <A, < ... < Ay de la matrice 4y sont réelles.

- qu'il existe une matrice orthogonale P d'ordre N telle que Dy = P~! Ay P est la matrice
diagonale dont les ¢léments diagonaux sont, dans cet ordre, les réels A, A,, ..., Ay.



b) Soient une valeur propre A de Ay et un vecteur propre associé X, dont les composantes
sont notées x;, X,, ..., Xy, et soit m un indice tel que |x,,| = max(|x;|, |x5], ..., [xn]).
Montrer qu'on a A x,,, = x,,,_1 + X,,,+1 pour 2 <m < N — 1, et montrer que cette formule
reste valable pour m = 1 en posant x, = 0, et pour m = N en posant x| = 0.

En déduire que || |x,,| < 2 |xp,|, puis que |A] < 2.
¢) On suppose que X est un vecteur de RV tel que Ay X =2 X.
Exprimer x,, x3, ..., xy en fonction de x; et en déduire que X est le vecteur nul.
Etablir un résultat analogue si X est un vecteur de R" tel que Ay X = -2 X.
En déduire que les valeurs propres de Ay appartiennent a l'intervalle ]-2, 2[, et que pour
chacune d'entre elles existe un unique réel 6 €]0, n[ tel qu'on ait A = —2 cos(6).

d) Calculer P ' My PouMy=(1=2r)1Iy+rAy eten déduire les valeurs propres de My

en fonction des valeurs propres A, A,, ..., Ay de Ay.

Etablir,s10 < r < %, que les valeurs propres de My appartiennent a l'intervalle ]-1, 1].

4°) Détermination des valeurs propres de la matrice Ay
Pour tout réel 6 €]0, x|, on considére le déterminant d'ordre N défini par :
Dy(0) = det(4y + 2 cos(0) Iy).

Par convention, on posera Dy(6) = 1 et D(6) = 2 cos(6).
a) Etablir la relation Dy, 1(0) — 2 cos(0) Dn(0) + Dy_;(6) = 0 pour N = 1.
b) Démontrer la formule suivante pour tout entier naturel N :
sin((N + 1) )

sin(f)
c¢) En déduire les N réels 6, 6,, ..., Oy appartenant a ]0, n[ tels qu'on ait :

Ay =-2cos(f)) < Ay =-2cos(0,) < ... < Ay =-2cos(@y).

Dn(6) =

5°) Etude de la suite vectorielle j — X
Dans cette question, on donne une base orthonormale (V7, V5, ..., V) de vecteurs propres
de Ay associés a Ay, Ay, ..., Ay etun vecteur Xy =x; ¥ +x, Vo + ... + xy Vy de RV,
A partir de ce vecteur X, on définit ensuite la suite j — X par la relation X;, | = My X.
a) Préciser, pour tout j €N, I'expression du vecteur X; dans la base (Vy, V5, ..., V).

En déduire l'expression de la norme euclidienne ||X ]|| du vecteur X.

b) On suppose 0 < r < % Montrer que la suite j — X converge vers le vecteur nul.
¢) On suppose » > % et on choisit ici X, = V.

Etablir que la suite réelle j — ||X J|| diverge vers +oo si N est choisi assez grand.
d) On suppose r > % et on choisitici Xy =x; Vi +x, Vo + ... + x5 Vy avec x| # 0.

Etablir que la suite réelle j — || X/|| diverge vers +co si N est choisi assez grand.

m Partie III : Etude d'une discrétisation de 1'équation de la chaleur
6°) Déterminer les limites suivantes lorsque f : R —s R est une fonction de classe C? :

Sx+h)— f(x) . S+ =2 f0)+ f(x—h)
lim ; lim .
h—0 h h—0 B2
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On étudie la température u(x, ¢) d'une barre de longueur L au point d'abscisse x (0 <= x < L)
et a l'instant 7 ( = 0). On démontre que u doit étre une fonction continue sur [0, L] xR,
qui admet des dérivées partielles continues d'ordre 1 en ¢ et d'ordre 2 en x sur [0, L] xR
vérifiant I'équation de la chaleur (C), ou w > 0 désigne une constante physique :

i ou 5 O u

Y (x, 1) €e[0, L]x RY : —(x, 1) = w — (x, 0).
ot 8)(2
On suppose de plus que :
¢ la température initiale de la barre a l'instant 0 est connue : V x€ [0, L], u(x, 0) = ¢(x)
ol ¢: [0, L] — R est une fonction de classe C' s'annulant en 0 et L : ¢(0) = ¢(L) = 0.

¢ les extrémités de la barre restent a une température nulle : V¢ =0, u(0, ) = u(L, ) = 0.

Le but est ici d'obtenir des approximations de cette solution u aux différents points (x;, ;)

d'un maillage du domaine [0, L] x R, ou les réels x; et ¢; sont définis comme suit :

- pourO<i<N+1l,onax;=iAx= ]\;Ll
+

ol Ax = —=— est le pas de longueur.
N+1

- pour jeN,onat; = jAt ou At > 0 est le pas de temps.
Les résultats de la question 6° incitent maintenant a remplacer I'équation de la chaleur (C)
aux points du maillage par les relations approchées suivantes,ou 0 <i< N+ 1l et jeN:

u(x,—, tj+1) —u(x;, tj) 5 u(xiy, tj) — 2 u(x;, tj) + u(x;_y, tj)
~ W .

At (Ax)?
On recherche donc des approximations u; ; de u(x;, ¢;) définies par les relations exactes :

”i,j+1 - ui’j ) ui+1,j -2 ui,j + ui_l,j
e A
At (Ax)?
et on pose compte tenu des conditions initiales et des conditions aux limites du probléme :
ug=¢;) pour 0<i<N+1 ;  wuy;=uy. ;=0 pour jeN.

7°) Etude des approximations u; ; de la solution u
Soit U; le vecteur de RY dont les composantes sont les approximations UL js U js w5 UN,j
a l'instant ¢; de la solution u aux points d'abscisses x;, x;, ..., Xy.
a) Expliciter U et vérifier que U, s'obtient a partir de U; par une relation matricielle de
la forme U;, | = My Uj, ou on explicitera le réel r définissant My = (1 —2r) Iy +r Ay.
b) On peut montrer que la solution unique u du probléme posé reste bornée sur [0, L] xR,
ce qui est naturel d'aprés son interprétation physique.
« Montrer, si 2 w? At < (Ax)?, que la suite j — U 7 des approximations reste aussi bornée.
« Montrer, si 2 w? At > (Ax)?, que la suite j — U ; n'est pas born€e en genéral.
Dans ce dernier cas, les u; ; ne peuvent donc étre de bonnes approximations des u(x;, ;).
¢) Ecrire un algorithme de calcul des approximations uy j, uy j, ..., uy,; a l'instant #; = j At

lorsque les autres données du probléme sont connues.




E.P.I.T.A.

Epreuve optionnelle de mathématiques (2 h)

Notations
Dans tout ce probleme, les séries sont indexées par 1'ensemble Z, et non par l'ensemble N :
¢tant donnée une suite n € Z — u,, € R ou C, on posera (sous réserve d'existence) :

n=+oo n=+p
E u, = lim u,.
p— +oo
n=-—o0 n=—

On vérifie facilement, ce que 1'on admettra dans ce probléme, que :

¢ les propriétés établies pour les séries réelles et complexes indexées par N s'étendent
aux séries indexées par Z.

¢ les propriétés établies pour les séries de fonctions a valeurs réelles et complexes
indexées par N s'étendent aux séries de fonctions indexées par Z.

On considére dans la suite une fonction f définie sur R et a valeurs réelles ou complexes,
qu'on suppose de classe C2, et on fait I'hypothése que les trois fonctions f, 7, f” sont

intégrables sur R, autrement dit que les trois intégrales suivantes existent :

Iozfoolf(t)ldt ; lefmlf’(t)ldt ; Iz=fw|f"(f)ldf-

(o) (o) (o)

1°) Convergence de la série ), f(x + 2 mn) pour ne Z

a) Etablir la formule suivante pour tout n € Z et tout xeR :
2 n(n+1) 2 m(n+1

27rf(x+27rn):f f(x+t)dt—f
2nn 2nn

b) En déduire l'inégalité suivante :

)
Qamn+1)—1 f/(x+1)de.

x+2 m(n+1) x+2 m(n+1)
27| f(x+2mn) sf |/ (w)| du +27rf |/ (w)] du.
x+2mn x+27mn

c) Etablir, pour tout réel x, la convergence absolue de la série ), f(x + 2 n) pourneZ.

On peut donc poser pour tout entier naturel p et tout réel x :

n=+p n=+oo
Fp= Y fe+2mm) 5 F= Jlim_Fy() = > fl+2mn).
n=—p n=—o0

2°) Propriétés de la fonction F
a) Montrer que la fonction F est 2z-périodique.
b) Etablir I'inégalité suivante pour ne Z :

2 m(n+2) 2 n(n+2)
21 sup |f(x+2mn) sf |/ ()| du +27Tf |/ (w)| du.

O<x<2nm 27n 27n
¢) En déduire la convergence normale sur l'intervalle [0, 2 7] de :
- la série de fonctions ), f(x + 2 w n) de la variable réelle x ou ne Z.
- la série de fonctions Y f”(x + 2 7w n) de la variable réelle x ot ne Z.



d) En déduire, en citant précisément les théorémes utilisés :
- la continuité de la fonction F sur R.
- laclasse C! de la fonction F sur R (et on précisera I'expression de F’(x)).

3°) Série de Fourier de la fonction F
a) Montrer que l'intégrale suivante (transformée de Fourier de f) est définie pour tout x € R:

oo = fm e f(rydt.

(o]

b) On désigne, pour p € Z, par ¢, le coefficient de Fourier exponentiel de la fonction F.
Etablir I'égalité 2 ¢, = f(p).

¢) Montrer, en citant le théoréme utilisé, que la série de Fourier de F' converge vers F et
en déduire la relation suivante (formule de Poisson) pour tout réel x :

n=+oo

1 P& .
2 = — P
Zm fx+27n) 27r,,zz_mﬂp)e

4°) Un exemple d'application

On suppose ici la fonction f'définie par f(x) = e‘Az 2 (ou A > 0) et on pose donc :
~ too . 22
jw = [Tetiet

a) Vérifier que fest de classe C? et que f, f”, f” sont bien intégrables sur R.

b) Montrer que f est de classe C! sur R, et préciser I'expression de sa dérivée.

En déduire que f est solution de I'équation différentielle 2% )’ + x y = 0.
¢) Donner la valeur de f (0), sachant qu'on a f_ J;Zo e_’2 dt=+vVr.

En déduire I'expression (sans symbole intégral) de j} (x).
d) Etablir la formule suivante pour tout réel # > 0

+o00 +00 n-m
2.2 VT -
142 et = 2 |142Y e 7
Z t >
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Epreuve de mathématiques (3 h)

On désigne dans la suite par R[.X] l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et
par A l'opérateur de différences finies, qui est défini sur R[.X] par :
Y PeR[X], APX) = P(X+1)-P(X).
Pour tout entier naturel k, on pose A* =Idsik=0etAx =AoAo ... oA (kfois)sik = 1.
Ce probléme propose 1'étude de cet endomorphisme A et de certaines de ses applications.

m Partie I : Etude de I'endomorphisme A
On définit la famille de polynomes réels (P,), .y par Py = 1 et par les relations suivantes :

n—1

1
Vinz=1, P,X)= —XX-1)..(X-n+1) = —]_[(X—k).

| |
n. n: k=0

1°) La famille (P,) forme une base de R[X]
a) Etablir, pour tout n €N, que (P, Py, ..., P,) est une base de R,[.X].

b) En déduire que la famille (P,), .y est une base de I'espace vectoriel R[.X].

c) Etablir, pour tout entier naturel k&, que P, (k) et que P,(—k) sont des entiers.
d) En déduire, pour tout P eR[X], que les coefficients de P dans la base (P,),, .y sont

des nombres entiers si et seulementsiona:VkeZ, Plk)eZ.

2°) Etude de l'endomorphisme A

a) Etablir que A est un endomorphisme de R[.X].

b) Calculer AP, puis AP, en fonction de P, pour neN.
¢) On considere un polynome non nul P de degré d.

Préciser le degré du polyndme AP et donner A9*! P,
d) Préciser le noyau de A, puis étudier s'il est injectif et s'il est surjectif.

3°) Expression d'un polynome dans la base (P,) de R[X]
a) Calculer A P, et en déduire que A P,(0) = OknOUOy, =1sik=n,06,,=0sik+n.

b) En déduire, pour tout polynome P e R[.X], la formule suivante :

+oo +a)lﬁn]3
P(X) :Z A" P(0) P,(X) :Z nv(O) XX =D (X=n+1).
n=0 n=0 '

4°) Etude de l'endomorphisme A, induit par A sur R ;[ X]

On désigne par R,[X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré < d

(oud = 1) et on désigne par A, I'endomorphisme de R ;[ X] induit par A, c'est a dire par :
VY PeRy[X], A ;P(X) = PX+1)-PX).



a) Ecrire les matrices de A; dans les bases (P, Py, ..., P;) et (1, X, .., Xd) de R, [X].
b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A,.

L'endomorphisme A, est-il diagonalisable? Que dire de I'endomorphisme AZH?

m Partie Il : Approximation de dérivées n®™ par différences finies
5°) Puissances de l'endomorphisme A

Etablir la formule suivante pour tout polynéome P de R[.X] :
n

VneN, A'P(X) = Z('J’.)(—l)”—fP(X+j).
=0

6°) Application au calcul de différentes sommes
a) Préciser le coefficient dominant du polynome X" dans la base (P, Py, ..., Py).

En déduire la valeur de A" X", puis établir la formule suivante :
n

> ('1.)(—1)”-fj” ~ n!
Jj=0 /
b) Démontrer la formule suivante pour 0 <k <n:
n

55 -o

J=0

7°) Approximation d'une dérivée n°™ par différences finies
On considere une fonction f'de classe C” définie de R dans R ou C, puis un point a €R et
un entier naturel n compris entre 1 et m (1 < n < m), et on pose alors :

1 &(n ,

% _ _1\—J .

YRR, Auh) = ; (j)( "™ fla+ jh).

a) Exprimer f(a + &) a l'aide de la formule de Taylor-Young appliquée a I'ordre n en a.
Quelles formules en déduit-on pour f(a + j &), ou 0 < j < n, en changeant 2 en jh?

b) En déduire que l'expression A" A4,,(h) admet un développement limité a 'ordre » quand
h tend vers 0, et préciser les coefficients de 4/ (0 < j < n) et de #" dans celui-ci.

Quelle est la limite de 4,,(h) quand 4 tend vers 0 ?

B Partie III : Calcul de la somme des puissances des n premiers entiers

8°) Etude de séries télescopiques
a) Etablir la formule suivante pour Qe R[X] et R = AQ:

P
¥ peN, > R() = O(p+1)- Q).
k=0
b) Exprimer les polyndmes X, X? et X> dans la base (Pn), en-
En déduire des polynomes Q;, Q,, Qs tels qu'on ait AQ, (X) = X, AQ, = X2, AQ; = X3,

. . k= k= k= \
c) Donner alors l'expression factorisée des sommes Y, 5 k, 3,0 k%, >, _0 k% ou peN.
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9°) Recherche d'une suite de polynomes (B,,) tels que AB,,,1 = X"

Afin de généraliser le calcul précédent, on recherche une suite de polyndmes (B,),.; tels
qu'on ait pour tout n €N la relation AB,,,; = X".

a) Montrer, pour tout polynome P e R[X], la formule (AP)" = A(P’).

b) Etablir, si une telle suite de polyndmes (B,,) existe, qu'on a :

- VYn=1, B, —nB,eKer(A).

- Vnz=1, B, 1(1)=B,.(0).

- le polynéme Bj est unitaire et de degré 1.

¢) Inversement, établir par récurrence qu'une suite (B,) satisfaisant ces 3 conditions vérifie

AB, .1 = X", et qu'on a alors Z]]Zg k" =B,,1(p+1)— B,.1(0) pour tout entier naturel p.

On recherche en particulier une suite de polynémes (B),) vérifiant les conditions suivantes :
l.Vn=1, B,,;"=nB,.

2.¥n=1, B, (1)=B,,(0).

3. le polynéme B, est unitaire et de degré 1.

10°) Existence, unicité et construction de la suite (B,)
a) Vérifier que les conditions 1, 2, 3 sont équivalentes aux conditions suivantes :
l.Vn=1, B, =nB,.

1
2.Vnzl,an(t)dt:0.
0

3. le polyndme B, est unitaire et de degré 1.
b) Déterminer les polyndmes B, B,, B3, By et retrouver ainsi lez:g k, Z/,i:g k2, Z/,i:g K.
c) Etablir alors 1'existence et I'unicité d'une suite de polyndmes (B,),.; de R[.X] qui vérifie

les trois conditions 1, 2, 3 définies ci-dessus, et montrer qu'ona:Vn =1, B, e Q[X].
d) En déduire un algorithme d'obtention des polyndmes B, pour 1 < k < n, ou n est donné.
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Le plan R2 étant muni de sa norme euclidienne usuelle || . ||, on rappelle que :

- la boule ouverte de centre a e R% et de rayon > 0 est : B(a, r) = {x eR2 / [Ix —al| < r}.

- la boule fermée de centre a € R? et de rayon r > 0 est : By(a,r) = {xe R? / lx —all < r}.

On considére un nuage K constitué de n points m, ..., m, (n = 2) de ce plan euclidien R?, et
on se propose d'établir I'existence et I'unicité d'une boule fermée de rayon minimal contenant
ce nuage K, puis de déterminer un algorithme permettant de I'obtenir pratiquement.

Pour tout x e R%, on convient de poser : r(x) =max{|m;, —x|| /1l <k<n}.

Ainsi, B (x, r(x)) est la plus petite boule fermée de centre x contenant le nuage de points K.

1°) Question préliminaire

Le plan euclidien R? est rapporté a un repére orthonormé direct (O; &7, ).

On considére un réel R > 0, un nombre réel 6 tel que 0 < 6 < 71/2, les points 4 d'affixe R e'?

et B d'affixe Re %, et le point £)(¢) de coordonnées (z, 0) ou ¢ > 0.

a) Calculer la longueur R(¢) = ||[Q2 (¢) A|| = ||€2 (¢) B]| et montrer que R(¢) < R pour ¢ assez petit.

b) En déduire que si le réel 7 est choisi strictement positif et assez petit, alors la boule fermée
B (QU(1), R(?)) de centre (U(¢) et de rayon R(¢) vérifie les trois proprictes suivantes :

1. son rayon R(¢) est strictement inférieur a R.
2. tous les points d'affixe R e/® avec —6 < a < 6 sont dans la boule B (D), R()).

3. il existe un réel € vérifiant 0 < £ < R tel que tous les points situés dans la boule fermée
de centre O et de rayon R — ¢ sont dans la boule B (D), R(2)).

2°) Etude de la fonction x — r(x) = max {|m, —x|| / 1 <k <n}
a) Etablir 'implication suivante pour tout couple (x, y) d'éléments de R? :

VmeR?, |m-xll<r(x) = |lm—yll<rx)+]x-yl.
En déduire l'inclusion : B (x, r(x)) c B f(y, r(x) + ||x = yl).

b) En déduire que : 7(y) < r(x) + ||y — x||, puis que x — r(x) est 1-lipschitzienne sur R2.

3°) Existence d'une boule fermée de rayon minimal contenant K
a) Etablir I'inégalité ||x]| < [|my [|+]|x — my|| pour 1 < k < n et pour tout élément x € R2.
En déduire que ||x|| < r(O[Rz) + r(x) pour tout élément x € R2.
b) Etablir que 7(x) tend vers +oo lorsque ||x|| tend vers +oo, et qu'il existe R > 0 tel que :
Vxe[Rz, x|l >R = r(x)> ”(O[RZ)-
c) Etablir que la restriction de la fonction x — 7(x) a la boule fermée B f(O[RQ’ R) admet

un minimum absolu rx = r(wg), atteint en un point wg de cette boule.



d) En déduire que rx = r(wg) est en fait le minimum de la fonction x — r(x) sur R2, et que
B r(wk, rk) est une boule fermée de rayon minimal contenant le nuage de points K.

4°) Unicité d'une boule fermée de rayon minimal contenant K

a) Etablir I'égalité suivante, ol x, y désignent deux éléments de R?:
x+y ‘2 , 1 , 1 5
my— ——| = = llmy = x[I" + = [lmy = ylI* = — [lx =yl
k 5 5 Mk 5 Mk y 4
b) En déduire, si la fonction x — r(x) atteint son minimum rx en deux points distincts x et y

(en lesquels on a donc r(x) = #(y) = rx), qu'on a l'inégalité suivante :
x+y 1
rz( )s#-—ﬂx— [
5 K™% y
¢) En déduire une contradiction et montrer que la plus petite boule fermee B r(wk, k) qui

VY kell, n],

contient le nuage de points K est unique.

5°) Intersection du nuage de points K et du cercle de rayon minimal contenant K
On désigne désormais par Cx le cercle de centre wg et de rayon rg.
a) Montrer que l'un au moins des points m,, ..., m, appartient au cercle Ck.
b) On note m,, ..., my, avec 1 < p < n, les points du nuage appartenant a Cx et on pose :
max{|m;—wkll / p+1<isn} =rg—¢c < rg.
On suppose que my, ..., m, sont sur un méme demi-cercle de Cg privé de ses extrémités.

En exploitant la question préliminaire, montrer qu'il existe une boule fermée contenant K
dont le rayon est strictement inférieur a rx. En déduire que tout demi-cercle du cercle Cx
qui contient ses extrémités contient au moins un point du nuage K.

¢) On note 7 l'intersection du cercle Cx de centre wg et de rayon rx et du nuage de points K.
Etablir que 7 compte au moins deux points, et montrer que si ces deux points ne sont pas
diamétralement opposés sur le cercle Ck, alors 7 contient au moins trois points.

6°) Algorithme de recherche du cercle Cx
On note (xy, y;) les coordonnées du point m;, du plan euclidien, pour 1 < k < n.

a) Montrer que le cercle Cx admet pour diamétre deux points m; et m; du nuage, ou encore
qu'il est le cercle circonscrit a trois points m;, m;, m; du nuage.

b) Préciser les coordonnées du milieu x; ; du segment [mi, m j].
Déterminer les équations de deux des médiatrices du triangle m; m;my (1 <i< j <k <n)
et en déduire les coordonnées du centre w; ;; du cercle circonscrit a ce triangle.

¢) Ecrire un algorithme déterminant 7(x) lorsque x est donné dans R?.

d) Ecrire un algorithme déterminant le plus petit réel r(x,- j) (I1<i<j<n).
Ecrire un algorithme déterminant le plus petit réel r(wl- j k) (I1=<i<j<k=n).

En déduire un algorithme permettant d'obtenir wg et rx en O(n4) opérations.
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Dans ce probléme, on considére un segment / = [a, b], ou les réels a et b vérifient a < b ,
et on étudie l'interpolation d'une fonction f : / — R par des polyndmes.

La partie I conduit a un algorithme de calcul de ces polyndmes d'interpolation, tandis que
la partie II étudie l'erreur d'interpolation commise en remplagant f'par ces polyndmes.

m Partie I : Algorithme de calcul des polynomes d'interpolation de f
Dans cette partie, on associe a toute suite (x,), .y de points supposés deux a deux distincts

de I = [a, b] une suite (P,) de polyndmes d'interpolation de f qu'on étudie ci-dessous.

1°) Définition des polynomes d'interpolation (P,,)

Pour tout entier naturel #, on considere I'application ¢, définie de R,[X] dans R7+! par :
VPEeR,X],  $u(P) = (P(xg), P(x)), ..., P(x)).

a) Montrer que l'application ¢, est linéaire et injective de R,,[X] dans R"*!.

b) En déduire que ¢, réalise un isomorphisme de R,,[X] dans R"*!.
c¢) Etablir qu'il existe un et seul polyndome appartenant a R,[X], qu'on notera P,, tel que :

Pn(xO) = f(xO): Pn(xl) = f(xl)a ey Pn(xn) = f(xn)-

2°) Construction des polynomes P, Py, P,

a) Montrer que Py(X) = Ay(xg), ou I'on a posé Ay(x) = f(x) pour tout x € /.

b) Montrer qu'il existe un réel A; tel que P(X) — Py(X) = A (X — xp).
Exprimer A; = A;(x(, x1) en fonction de x;, x;, Ag(xg) = f(xg) et Ag(xy) = f(x)).
Vérifier les égalités suivantes :

Pi(X) = A1(xg, x1) (X = Xxg) + Ag(xg) = Ay(xg, X1) (X —x1) + Ag(xy).

¢) Montrer qu'il existe un réel A, tel que P,(X) — P;(X) = 1,(X — xp) (X —x;).
Etablir que A, = Ay(x, x1, X,) dépend de x,, x|, x, et s'exprime comme suit :

Ay (xp, Xp) = Ay (%0, X1)

Ay(xg, X1, X3) =

X2 — X
En déduire I'expression de P, dans la base (1, X — x¢, (X —xy) (X —x1)).
d) On suppose, dans cette question seulement, que x, = -1, x; = +1, x, =0 et que :

1
VXE[_I, 1]5 f(x): .
1+ x?

Déterminer par la méthode précédente les polyndmes d'interpolation P, Py, P,.



3°) Expression du polynome d'interpolation P, dans une base de R,,[ X]
On considere la famille de polynomes définie par Ny(X) =1 et, pour k = 1, par :

k-1
Ne(X)=(X=x9) X =x1) ee. (X —xp3_1) = H(X—xi).
i=0
a) Montrer, pour tout 7 €N, que la suite (N, Ny, ..., N,) forme une base de R,,[X].

b) Etablir, pour tout n e N*, qu'il existe un réel A, tel que P,(X) — P,_1(X) = A, N,y(X).
¢) On suppose, pour un entier n = 1, qu'il existe des fonctions Ay, Ay, ..., A,_1, ou A, est
fonction de x, xy, ..., X; pour k < n, telles qu'on ait pour tout entier naturel k < n :
Pk(X) = Ao(xO) NO (X)+ Al(xo, Xl) NI(X) + ... + Ak(an X1y eens Xk) Nk(X)
Montrer qu'il existe une fonction A, des variables xy, x;, ..., x, telle qu'on ait :
Pu(X) = Ag(xg) No (X) + A1 (xg, X)) Ni(X) + ... +Au(xg, X1, vy Xp) Np(X).
Enoncer le résultat ainsi démontré.

4°) Relations de récurrence entre les coefficients Ay(xg, X1, ..., X})

a) En exploitant les résultats de la question précédente, montrer sans nouveaux calculs que :

n
Pa(X) = Agrp) + Ay(ry, %) (X = X))+ oo + Ay, X, ooy s X0) [ [ (X = 3.
i=1
b) En comparant les deux expressions précédentes de P,, démontrer les relations suivantes
(on observera les coefficients de X” et X"~! dans P,,) :

O Ap(Xg, X1y ooy Xp1s Xn) = Ap(Xy, X2, ooey Xpy Xp)-
An_l(xl, X0y eees Xn) - An—l(xoa X1s eees xn_l)
O Ap(xg, X1, ooy Xp) = .
Xn — X

5°) Algorithme de calcul des coefficients Ay (xg, X1, ..., X;) et de P,(x)

On constitue le tableau de nombres réels suivant, dont la premicre colonne est connue
puisqu'on a pour tout réel x € / 1'égalité Ay(x) = f(x) :

0)

D | Arlxg, x1)

2) A (xy, x3) Ay (xg, X1, X3)

:n) A] (xn—la )Cn) AQ (xn_z, xn—la Xn) An (Xo, oo s xn—la

a) Ecrire un algorithme donnant les éléments A; (x;_;, x;) de la seconde colonne (k < n).
b) Ecrire plus généralement un algorithme donnant tous les éléments du tableau ci-dessus.
Quel est le nombre d'opérations nécessaires au calcul des éléments de ce tableau?
c¢) Pour tout réel x, on définit une suite de fonctions par ug(x) = A, (xg, X1, ..., X;), PUIS :
Vkell, nll, wup(x)=A,_5(x0 X15 vy Xpp) + (6 = X,_g) tg_1 (X).
Déterminer u,,(x) en fonction de P, (x).
Quel est le nombre d'opérations nécessaires au calcul de P, (x)?
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m Partie Il : Etude de I'erreur d'interpolation
Dans cette partie, on suppose de plus que la fonction f est de classe C*™ sur [ = [a, b], et
pour tout entier naturel n, on note M,, = sup {| f (")(x)| / x€la, b]}.

On se propose pour 7 = 1 de majorer | f(x) — P,_(x)|, puis son maximum lorsque x décrit /.

6°) Une majoration de l'erreur d'interpolation | f(x) — P,_;(x)|

A tout entier n = 1 et tout réel x e I\ {x(, x;, ..., x,,_}, on associe la fonction suivante :
n—1
Viel, ¢0)=f0-P0-K| | t-x0
k=0

ou K, désigne la constante (dont on vérifiera I'existence et I'unicité) telle que ¢, (x) = 0.
a) Déterminer les valeurs ¢, (x;) pour 0 <k <n—1.

En remarquant que ¢,(x) = 0, en déduire que ¢, s'annule en z points au moins de /.
b) Etudier par récurrence sur k (1 < k < n) le nombre minimal de points de / en lesquels
la dérivée ¢, s'annule, et en déduire I'existence d'un réel c, € I tel que ¢{”(c,) = 0.
¢) En déduire qu'on a f"(c,) — Ky n! = 0.
d) En déduire la majoration suivante pour tout nombre réel x appartenant a / = [a, b] :

n—1

M,
@ = Poal = | | b=

© k=0
On déduit de cette derniere inégalité la majoration suivante de 'erreur d'interpolation :

-1
M, u
max {|f(x) - P,_;(x)| /asx<b} = — max{n x—xi| /a<x< b}.
n!
k=0
On s'intéresse désormais a un choix de xj, xq, ..., X,,_; minimisant ce dernier maximum,
et on désignera dans la suite par P un polyndme unitaire a coefficients réels de degré n > 1
(on rappelle qu'un polynome est dit unitaire lorsque son coefficient dominant est égal a 1).

7°) Une propriété des polynomes unitaires de degré n sur [—1, 1]

a) A l'aide de la relation trigonométrique cos((n + 1) 6) + cos((n — 1) 6) = 2 cos(6) cos(n 6),
montrer par récurrence que, pour tout entier n = 1, il existe un polyndéme 7, tel qu'on ait,
pour tout réel 6, la relation cos(n ) = T,,(cos(6)).

On précisera T1(X), T5(X), T5(X), et on donnera 7, {(X) a l'aide de 7,,(X) et T,,_; (X).

b) Préciser le degré de T, et son coefficient dominant.

Donner sous la forme x = cos(f) avec 0 < 6 < r les racines de 7, appartenant a [—1, 1].
En déduire la factorisation de 7, en produit de facteurs irréductibles dans R[.X].

¢) Dans toute la suite, on désigne par £, le polyndme défini par #,(X) = 217" T,(X) (n = 1).
Déterminer max {|z,(x)]/—1 < x < 1} et expliciter pour n = 1 les points a; = cos(a;) avec
0 <a; <met0 <k <nenlesquels on a l'égalité |t,(a;)| = 2! .

d) On suppose que le polynome unitaire P, dont le degré est n, est distinct du polynome ¢,,.
On se propose de montrer par l'absurde que max {|P(x)|/—1 <x < 1} = 21-n pour n = 1.
A cet effet, on suppose que max {|P(x)|/—1 =x <1} < 21-n,



Examiner le signe de la différence ¢,(a;) — P(a;) pour 0 <k < n, puis en déduire que

le polynéme ¢, — P admet au moins # racines réelles appartenant a [—1, 1].
Etablir que le degré de ¢, — P est strictement inférieur a n et en déduire que :

Va=1, max{Px)|/-1=<x=<1}=2!"

8°) Un choix optimal des points d'interpolation pour P,_,
On désigne toujours par P un polyndme unitaire de degré n = 1.

a) Etablir que max {|P(x)| /a < x < b} = max{’P(“zlb "y ’%“) /—1 <s< 1}.

b) Etablir que le polynome (bL)" P(% +X b;—“) est unitaire et en déduire que :
—a

b—ay'
max {|P(x)| /a<x<b} =2 2 .
Vérifier qu'il y a égalité lorsque (L)n P(M +X b;“) = 1,(X).
b—a 2 2
¢) En revenant aux notations de la question 6°, montrer que :

max{ﬁ |x—xk|/asxsb} > 2(b—a)”.
k=0 4

d) Déduire de la question 7° la factorisation du polynoéme ¢, dans R[.X].

On choisit pour xg, X1, ..., X,_1 les points x; = azib + b (:os(2§—+1 7T) ou0<k=n-1.
n

A l'aide de la question 6°, vérifier qu'on a alors :

2M, ( b—-a )"
nt U4 )
Montrer que cette derniere majoration est alors optimale pour une fonction f donnée.

max {|f(x) - P,_;(x)| fa<sx<b} <
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Epreuve de mathématiques (2 h)

B Partie I : Etude d'une suite de nombres réels
On ¢tudie dans cette partie la suite réelle définie pour n e N* par :

1 2n-2\1 1
u, = ( )— et donc u; = —|.
22}1—1 n-—1 n 2

1°) Un algorithme de calcul de u,,

a) Simplifier le rapport u,,, | / u, pour n = 1, puis préciser le sens de variation de n — u,,.

b) En déduire un algorithme de calcul des réels u;, u,, ..., uy lorsque I'entier N est donné.

¢) On suppose donné un algorithme PGCD(a, b) renvoyant le PGCD de deux entiers a et b.
Comment modifier l'algorithme précédent afin d'obtenir u, u,, ..., uy sous la forme de
fractions irréductibles?

2°) Recherche d'un équivalent de uy,

On introduit la suite auxiliaire (v,) définie pour n €N par v,, = n3?

a) Donner une expression simplifiée de &, = In(v,,;;) — In(v,) pour n = 1.

U,.

En déduire un équivalent de &, quand » tend vers +co.
b) Etablir que la série 3} &, est convergente (on notera sa somme S = 3*%] &,).

En déduire que la suite n — In(v,) converge vers un réel qu'on exprimera a l'aide de S,
puis donner un équivalent de u,, en fonction de S et de n.

3°) Recherche d'un encadrement de u,
On rappelle que 1'intégrale de Wallis W), est définie pour n €N par :

T
W, = fz cos”(¢) dt.
0

a) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer W, en fonction de W, _, pour n = 2.
(On pourra a cet effet écrire cos”(¢) = cos(¢) cos” 1 (1)).
b) En déduire que la suite n — n W,, W,_; est constante (on précisera cette constante),
puis, en déterminant le sens de variation de la suite n — W,,, en déduire que :
Vs ) Vs
— =W, = —.
2(n+1) 2n
¢) A l'aide de la relation exprimant W, , en fonction de W, ,,_, pour n = 1, déterminer
l'expression de W, , en fonction de n, puis en fonction de (n + 1) u,, ;.

d) En déduire un encadrement simple de u,, pour n = 2, puis donner un équivalent de u,,.
Quelle est la valeur de la constante S introduite a la question 2.b?



B Partie II : Une extension du théoréme de Weierstrass
On désigne ici par ¢ la solution définie sur |-1, 1[ du probléme de Cauchy suivant :
20-x))y +y=1 et  »0) =0.

4°) Expression analytique de la solution ¢
a) Donner toutes les solutions de 1'équation différentielle 2 (1 — x) y' + y = 1 sur ]-1, 1][.
b) En déduire I'expression de 'unique solution ¢ du probléme de Cauchy précédent.

5°) Expression de ¢ sous forme d'une série entiere

a) On considere la somme de la série entiere suivante, de rayon de convergence R > 0 :
+oo

S(x) = Z Sy x".
n=0

Etablir que S vérifie 1'équation 2 (1 —x) )’ + y = 1 sur |—R, R[ avec la condition S(0) = 0

si et seulement si la suite des coefficients s,vérifie les relations sy = 0, puis s, = P, S,_1

pour n = 1, ou p,, désigne un nombre rationnel qu'on exprimera en fonction de 7.
b) Inversement, on suppose la suite des coefficients s,, définie par les relations précédentes.
- Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) s, x".
- Montrer que s, = u,, puis en déduire I'égalité suivante pour -1 <x < 1:

+00

600 = D up X",
n=1
¢) Montrer que cette série entiére définissant ¢ est normalement convergente sur [—1, 1].

En déduire que 1'égalité précédente reste valable sur [-1, 1] et préciser Z;;fl Uu,.

6°) Une extension du théoreme de Weierstrass
On note alors C([0, 1], C) l'espace vectoriel des fonctions continues f de [0, 1] dans C,
qu'on munit dans la suite de la norme || . ||, définie par : || f]|, = sup {|f(x)| / 0 <x < 1}, et

pour tout k €N, on désigne par e, la fonction-polyndme définie sur [0, 1] par e;(x) = xX.

a) Pour tout entier n €N et tout réel x appartenant a [0, 1], on pose :
n

folx) = 1 - Z uj(l —xz)j.
j=1
Déterminer, pour 0 < x < 1, lim,, _, 1o f5(X), puis lim,, -, 4 x2k fa(x)oukeN.
b) Etablir pour tout entier k €N et tout réel x appartenant a [0, 1], la majoration suivante :

+o00
|x2k+1 —kafn(x)| < Z .
J=n+1

En déduire que lim,, _, 4 llep 11 — €24 full , = 0 et vérifier que e, f, € Vect(ey; / keN}.
¢) On rappelle I'énoncé du Théoreme de Weierstrass : le sous-espace P = Vect(e, / keN}

des fonctions-polynémes de [0, 1] dans C est dense dans C([0, 1], C) pour || . ||c-

Déduire des résultats précédents la généralisation suivante du théoréme de Weierstrass :

le sous-espace Q = Vect(e,; / k €N} est dense dans C([0, 1], C) pour || . |-
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Dans ce probléme, on étudie un algorithme de calcul de la plus grande des valeurs propres
de certaines matrices symétriques réelles et on teste celui-ci sur l'exemple des matrices M,
d'ordre n e N* dont 1'¢élément situ¢ en ligne i et colonne j est égal a m; ; = min(i, j).

Dans la suite, I'espace vectoriel R” est rapporté a sa base canonique B = (eq, e,, ..., ey),
et on convient d'identifier tout vecteur x e R” (c'est a dire tout n-uplet x = (xy, x5, ..., X))
a la matrice-colonne de ses composantes (xy, X, ..., X,;) dans la base canonique 8.

On munit enfin R” de son produit scalaire usuel, noté (., .) et défini par (x, y) ='xy
(donc par x| y; + x5 ¥ + ... + X, ), €t de la norme euclidienne associée, notée || . ||.

B Partie I : Un algorithme de calcul de la plus grande valeur propre
On considere un endomorphisme f/'de R” dont la matrice M = (m,- j) dans la base canonique

est symétrique réelle, et on suppose de plus qu'elle vérifie la propriété suivante P :
¥ xeR"\{0}, xMx > 0.

1°) Quelques propriétés de l'endomorphisme f

a) Pour tout couple (x, y) de vecteurs de R”, montrer qu'on a (x, f(y)) ='xM y.
En déduire la relation (f(x), v) = (x, f(»)).

b) On considere deux vecteurs propres x et y de fassociés a deux valeurs propres A et u.
Etablir, si A # u, que les vecteurs x et y sont orthogonaux.

c) Justifier, a I'aide d'un théoréme qu'on énoncera précisément, que la matrice M, et donc
I'endomorphisme f, sont diagonalisables et en déduire que les sous-espaces propres de f
sont supplémentaires et deux a deux orthogonaux dans R”.

d) Montrer enfin que les valeurs propres de f'sont toutes strictement positives.

Dans la suite, on note A} <A, < ... <A, les valeurs propres distinctes de fet on a donc :

R” = Ker(f —A; Id)@®Ker(f =, 1)@ ... ®Ker(f -2, 1d).
On considére un vecteur non nul veR", et on note v=v; +v, + ... +v, la décomposition
de ce vecteur v sur ces sous-espaces propres supplémentaires et deux a deux orthogonaux.

2°) Etude d'une suite de nombres réels k — p®
a) Démontrer la formule suivante :

p
LSO = > A7 vl
i=1

En déduire I'inégalité : A [[V|| < ||/ W)l = A, |Vl



b) Justifier la double inégalité suivante : 0 < ||f(v)||2 < vl ||f2(v)||.
v

¢) On définit une suite de vecteurs k& — v(® et une suite de réels k — p® par v = T
v

puis, pour tout entier naturel & par :
(k)
JkD) f (v )

Pl .
Rl

Montrer que la suite £ — p® est croissante et majorée par A p»> puis qu'elle converge.
d) On se place dans le cas particulier ou veKer(f — A1d), ou A e{A}, A5, ..., A}
Exprimer v®) en fonction de v, et en déduire dans ce cas lim; _, ., p®.
¢) On se place dans le cas genéral ou v =v; + v, + ... +v, esttel que v, # 0.
Exprimer V%) en fonction de &, de Vi, Vo, ., Vpetded;, Ay, L, Ay

En déduire lim, _, , ., p®.

3°) Mise en ceuvre de l'algorithme précédent
a) Ecrire un algorithme permettant le calcul des N premiers termes de la suite k — p®
lorsque la matrice M et le vecteur v sont donnés.

b) On considere la matrice M, d'ordre 4 définie par :
1 11

1

I 2
| 3|

1 4

NN
W W N

Déterminer a l'aide de I'algorithme précédent des valeurs approchées des réels p®
pour 0 < k < 5 dans les 4 cas suivants :

v=e;=(1,0,0,0), v=e,=(0,1,0,0), v=e3=(0,0,1,0), v=e4=(0,0,0, 1).
Qu'en conclure?

B Partie Il : Valeurs propres des matrices M, = (min(i, j))
Comme on I'a indiqué plus haut, la matrice M, est la matrice de M,(R) dont I'élément m; ;
est égal a min(i, ), plus petit des entiers i et j, et donc égale a :

111 - 1
122 2
M,=|123 3.
123 -« n

1°) Etude d'une matrice auxiliaire A,
On considere I'endomorphisme a de R” défini par les relations suivantes :
ale;)=ey, .. ,aley)=e +ery+ ... +e, .. ,ale,)=e +e+ .. +ey
a) Ecrire la matrice 4,, de I'endomorphisme a dans la base canonique B.
Vérifier que celle-ci est inversible.
b) Exprimer a~!(e), et en formant a(e;) — a(e;_;) pour 2 < k < n,exprimer a”' (e).
Ecrire la matrice A, de 'endomorphisme a~! dans la base canonique 3.
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2°) Inversibilité de la matrice M,
a) Calculer le produit M, 4,!, puis exprimer M, en fonction de A4,,.
b) Montrer, pour tout vecteur x € R”, qu'on a ‘x M, x = ||4,, x|
En déduire que la matrice symétrique réelle M,, vérifie I'hypothese P.
¢) Montrer que M, est inversible, et exprimer M, ! en fonction de 4;.
En déduire que :

2 -1 0 - 0
-1 e
M1t=l0 ~ 2 -1 0
oo -1 2 -1
0 -« 0 -1 1

3°) Valeurs propres de la matrice M, !

a) On considere un réel A tel que |2 — A| > 2 et un vecteur x e R” tel que (Mn‘1 - /11,,) x=0.
On suppose que i est un indice tel que |x;| = max(|x;|, |x5l, ..., |xul)-
En examinant la i*™ ligne du systéme (Mn_ 1_ }L]n) x = 0, parvenir a une contradiction.
En déduire qu'on a x = 0 et que A n'est pas valeur propre de M, !.

b) Justifier le caractére réel des valeurs propres de la matrice M, ! et a 1'aide de la question
précédente, établir que les valeurs propres de M, ! appartiennent au segment [0, 4].

c) Justifier, si A est valeur propre de M, 1 qu'il existe O € [0, r] tel que A =2 — 2 cos(6).
Montrer que A = 2 — 2 cos(#) est valeur propre de M, ! si et seulement si le déterminant
d'ordre n suivant est nul :

2cos(d) -1 0 0
-1 - - :
A, (0) = 0 . 2cos(6) -1 0
: : -1 2cos(9) -1
0 0 -1 2cos(6) — 1

d) Etablir la relation suivante pour tout entier n = 3 :
An(6) =2 cos(8) A,_1(0) — A,_»(6).
Exprimer A;(6) et A,(0) et montrer qu'en posant Ay(6) = 1, la relation ci-dessus reste
vraie pour n = 2.
e) On suppose 8 = m, de sorte qu'on a la relation : A, () + 2 A,,_{ () + A,,_» () = 0.
Calculer A, (7) et en déduire que A = 4 n'est pas valeur propre de M, !.

) On suppose donc 0 < 6 < 7, de sorte que cos(g) n'est pas nul. Montrer qu'on a :
cos((n + %) 9)
cos(g) .

g) En déduire que les valeurs propres de M ! sont les n nombres réels suivants :

Rk-Dnr

2n+1

VneN, A0 =

/lk:Z—ZCos( ) avec 1 <k=n.



4°) Valeurs propres de la matrice M,

a) Etablir qu'il existe une matrice orthogonale P, telle que P;l M, 'P, =D, ouD, est
la matrice diagonale d'éléments diagonaux A, A,, ..., A,,.

b) En déduire l'expression de P, ! M, P, et les valeurs propres de la matrice M,,.

¢) Quelle est la plus grande valeur propre de la matrice M,?
Préciser sa valeur numérique et confronter celle-ci au résultat obtenu en 1.3.b.
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Epreuve de mathématiques (2 h)

Dans la partie I de ce probléme, on étudie I'intégrale de Wallis généralisée, définie par :
V4

Vx>-—1, W(x)=f2 sin®(¢) dz .
0

Dans la partie II, on relie cette fonction ¥ a la fonction Gamma d'Euler.

B Partie I : étude de la fonction W

1°) Premieres propriétés de la fonction W
a) Montrer que l'intégrale W (x) est définie pour tout réel positif x.
b) Préciser un équivalent simple de la fonction t — sin*(¢) quand ¢ tend vers 0.
En déduire pour quelles valeurs du réel x l'intégrale W (x) est définie.
c¢) Déterminer le sens de variation de la fonction W sur ]-1, +oof.
d) Etablir que la fonction W est continue sur R, (on citera précisément le théoréme utilisé).

2°) Premiere équation fonctionnelle de la fonction W et applications

a) En écrivant sin**2(¢) = sin(¢) sin™*!(¢), montrer a l'aide d'une intégration par parties que :
Vx>-1, (x+2)Wx+2)=x+1)W(x).

b) En déduire que la fonction W est également continue sur ]-1, +oof.

c¢) En déduire un équivalent de W (x) quand x tend vers -1.

3°) Deuxieme équation fonctionnelle de la fonction W et applications
a) Etablir que la fonction ¢ définie sur ]-1, +oo[ par ¢(x) = (x + 1) W(x + 1) W(x) vérifie :
Vx>—-1, @x+1)=¢x).
En déduire la valeur de ¢(n) pour tout entier 7 € N.
b) Etablir I'encadrement suivant pour tout réel x €]0, 1] et tout entier n e N*:
p(n+1)  @n+x) w(n)
< < .
n+2 n+1l+x n+1
En déduire un encadrement de ¢(x) pour tout réel x €]0, 1].
En faisant tendre n vers +oo, en déduire que la fonction ¢ est constante, et préciser ¢.
¢) En déduire 1'encadrement suivant pour x > 0 :
7w =
2(x+1) 2x
En déduire un équivalent de /W (x) quand x tend vers +co.




4°) Application au calcul de l'intégrale de Gauss
On désigne par n un entier supérieur ou égal a 1 et on définit une fonction f,, sur R, par :

2\n
X
f,,(x):[l——] si 0<x=<+vVn, [,(x0)=0 si x=vVn.
n
a) En exploitant la concavité de la fonction In, montrer qu'on a f,(x) < e"‘2 pour x = 0.

b) Etudier la convergence simple de la suite ( f,).
c) Justifier 1'égalité suivante (on citera précisément le théoréme utilisé) :

+00 +00 2
lim fu(x)dx = f e dx
0

n— +oo 0

d) Exprimer l'intégrale de f, sur [0, +co[ en fonctionde n etde W(2 n + 1).

1 . o ) 2
Déduire de ces résultats la valeur de l'intégrale de la fonction x — e™ sur [0, +ool.

Hm Partie II : Relation entre les fonctions Wet I
La fonction I" d'Euler est définie pour ¢ > 0 par :

+00
I(t) = f e x'"dx.
0
1°) Propriétés de la fonction T’
a) Etablir que l'intégrale I'(¢) est définie pour ¢ > 0.
b) A l'aide d'une intégration par parties, €tablir que I'(z + 1) = ¢ T'(¢) pour ¢ > 0.
¢) Pour tout entier naturel n, exprimer I'(n + 1) en fonction de .

2°) Relation entre les fonctions Wet T’
On considére deux réels strictement positifs 7 et R, et les parties du plan définies par :

PR)={(x,») /0<x<R, 0<y=<R} ; CR={(,»)/x=20, y=0, x*+)* <R*}.
a) Etablir I'égalité suivante :

v t 1
lim ff e pldxdy = ~—— r(— + —).
R - +o00 P(R) 4 2 2

b) Effectuer un passage en coordonnées polaires dans 1'intégrale double ci-dessous, puis
en déduire I'égalité suivante :

. 2_.2 t t
lim ff eV yldxdy = — F(—) W(t).
R—- 400 C(R)

¢) Comparer au sens de l'inclusion les parties C(R), P(R), C R \/_ ) et en déduire que :

ff _xz_yzy dxdy <ff e y Tdxdy < ff o7 y!dxdy.
C(R) P(R) R\/_

En faisant tendre R vers +oo, déterminer une expression de W(t) a l'alde de la fonction I'.

3°) Une application a la fonction T
Etablir qu'on a, lorsque ¢ tend vers +oo, I'équivalence suivante : F(t + ) Vi T@.
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Dans ce probléme, on considere 1'équation différentielle () suivante :
Y@ —ayn)= [
ou a désigne un complexe non nul et fune fonction continue de R dans C. On se propose

d'étudier certaines propriétés de ses solutions y (qui sont des fonctions de classe C! sur R)
en fonction des propriétés de a et f. Dans toute la suite, on convient de poser :

t
VieR, F(t):e‘”f e " f(u)du.
0

1°) Forme générale des solutions de (E)
a) Montrer que I'équation (£) équivaut a :

d
VieR, — (e () = e f ().

b) En déduire alors :

- les solutions y de I'équation homogene () : )'(t) —a y(¢) = 0.

- les solutions y de I'équation compléte (E) : y'(¢) — a y(t) = f(¢) a I'aide de la fonction F.

c¢) Etant donné un complexe y,, en déduire qu'il existe une et une seule solution y de (E)
vérifiant la condition initiale y(0) = y, et préciser celle-ci en fonction de y, et de F.

m Partie I : Etude des solutions périodiques

2°) Etude de deux exemples

a) Montrer que si I'équation (£) a une solution 27-périodique y, alors )’ est 2-périodique.
En déduire que f est nécessairement 2z-périodique.

b) On considére le cas particulier de I'équation y'(¢) — a y(¢) = cos(¢) ou a est réel.
Vérifier qu'on a alors :

aet! .\ sin(¢) — a cos (¢)

2 2

F@) =

l+a l+a

En déduire toutes les solutions de (E).
Parmi ces solutions, lesquelles sont 2-périodiques?

¢) On consideére le cas particulier de I'équation )’ (¢) — i y(¢) = cos(?).
Vérifier qu'on a alors :

F(0) lt ity ] in(?)
= —te + — Sin .
2 2

En déduire toutes les solutions de (E).
Parmi ces solutions, lesquelles sont 27-périodiques?

Dans la suite de cette partie I, on suppose la fonction continue f :R — C 2r-périodique
et le nombre complexe a n'appartenant pas a l'ensemble i Z = {ik/ ke Z}.



3°) Etude des solutions périodiques de (E) lorsque f est périodique

a) Montrer que si t — )(¢) est solution de 1'équation (£), alors t — (¢ + 2 7r) l'est aussi.
En déduire que la solution y est 2r-périodique si et seulement si y(0) = y(2 x).

b) Montrer qu'on a 2™ = [ si et seulement si @ €/ Z (on pourra poser a = a; + i a,).

¢) En déduire finalement que 1'équation (£) a une et une seule solution 27-périodique y,

qu'on exprimera a l'aide de la fonction F. Que permet de préciser la question 2.c)?

4°) Développement en série de Fourier de la solution périodique de (E)
a) Pour toute fonction continue 2z-périodique g : R — C et tout entier n € Z, on pose :
@)= 5 [ e g du
271 Jo
Si g est de classe C L exprimer le coefficient de Fourier ¢,(g”) en fonction de c¢,(g).
Dans la suite de cette question, on note toujours y l'unique solution 2z-périodique de (E).
b) En remarquant qu'on a ¢, ()’ — a y) = ¢,(f), exprimer ¢,(y) en fonction de c,(f).
c) Etablir a 'aide du théoréme de Dirichlet (on en donnera I'énoncé) que la série de Fourier
de y converge normalement vers y, puis exprimer y comme somme de sa série de Fourier
(qu'on explicitera en fonction de a et des coefficients de Fourier ¢,(f) de la fonction f).
d) Retrouver alors le résultat de la question 2.b) en donnant la solution 27-périodique y de
1'équation y’(f) — a y(¢) = cos(f) ou a est réel.

m Partie II : Etude des solutions exponentielles-polynomes
On dit qu'une fonction g : R — C est exponentielle-polynome s'il existe un complexe b et
un polynoéme P (supposé non nul) tel que V ¢ €R, g(f) = P(¢) e’.

5°) Etude de deux exemples

a) On suppose que (E) a une solution exponentielle-polyndme définie par y(¢) = P(f) €.
Montrer que fest alors exponentielle-polyndme de la méme forme.

b) On considére le cas particulier de 1'équation y’(¢) — y(¢) = 12 e~".
Calculer F(¢) et préciser les éventuelles solutions exponentielles-polyndmes de (E).

¢) On considére le cas particulier de I'équation )'(f) — y(f) = £* €.
Calculer F(¢) et préciser les éventuelles solutions exponentielles-polyndmes de (E).

6°) Etude d'un endomorphisme de Cy[X]
On désigne par ¢ un complexe, par ¢ un entier naturel, par C,[X] I'espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a ¢, par Id (identité) et D (dérivation) les deux endomorphismes
de C,[X] qui associent & un polyndme P € C,[X] les polynomes Id(P) = P et D(P) = P'.
a) Expliciter, selon les valeurs de ¢, le noyau de I'endomorphisme ¢ = D + ¢ Id.

En déduire a quelle condition nécessaire et suffisante I'endomorphisme ¢ est bijectif.
b) Préciser le plus petit entier n tel que D" = 0, c'est a dire : ¥V Pe C,[X], D"(P) = 0.

En supposant le complexe ¢ non nul, expliciter les produits de composition suivants :

LDt LD
(D +c1d) o Z D Z DF o (D + c1d).

pars ck+1 pars ck+1

Qu'en déduit-on?
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c) Pour tout polynéme Q € C,[.X], on consideére l'équation P’ + ¢ P = Q avec ¢ # 0.
Montrer qu'une éventuelle solution polyndme P de cette équation appartient a C,[X], et
expliciter celle-ci en fonction de Q et de ses dérivés.

7°) Etude des solutions exponentielles-polynomes de (E)
On suppose dans cette question que la fonction f'est exponentielle-polynome :
VieR, f()=¢e"" O

ou b désigne un nombre complexe et O un polyndme complexe de degré g.
a) On suppose a # b et on pose y(f) = e’ P(¢) ou P est un polyndme complexe.
- Montrer qu'il existe un et un seul polynome P € C,[X] tel que y soit solution de (E).
- Préciser ce polynome P en fonction du polynome Q et de ses dérivés successifs.
b) On suppose a = b et on pose y(¢) = e’ P(f) ou P est un polyndme complexe.

Que peut-on dire des polynomes P tels que la fonction y soit solution de (E)?
c¢) Retrouver ainsi les résultats des questions 5.b) et 5.c).

m Partie I1I : Etude des solutions bornées sur R,

8°) Comportement des solutions sur R, lorsque a <0
On suppose dans cette question a < 0 et la fonction continue f : R — R bornée sur R..
On notera alors || £/, = sup {| /()| /¢ = 0}.

a) Montrer que la fonction F est bornée par ﬁ I/l sur R,.
a
En déduire que toutes les solutions de (£) sont bornées sur R ..

b) On suppose que la fonction continue f :R — R tend vers 0 en +oo.
Etablir, pour tout réel € > 0, qu'il existe un réel 4 > 0 tel que :

A t
Yi=A, |F@)| < e‘”f e_“”|f(u)|du+8|a|e_“’fe_””du.
0 A

Montrer que chacun des deux termes de cette somme peut étre rendu inférieur a € pour
t assez grand, et en déduire que lim; _, o, F(t) = 0.
En déduire la limite de toutes les solutions de (£) quand ¢ tend vers +co.
¢) On suppose que la fonction continue / :R — R tend vers L en +oo.
En écrivant que f(t) = L + (f(¢) — L), déterminer lim; _, 4o, F(?).
En déduire la limite de toutes les solutions de (E£) quand ¢ tend vers +oo.

9°) Comportement des solutions sur R, lorsque a > 0
On suppose dans cette question a > 0 et la fonction continue f : R — R bornée sur R ..
a) Justifier l'existence de l'intégrale suivante :

I:f+oof(u)e_a”du.
0

b) On peut alors définir une fonction G par la formule suivante :
+00
VY teR, G(t)=—e“tf f(u) e " du.
t

Vérifier que G est la seule solution bornée sur R de I'équation (E).
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Epreuve de mathématiques (2 h)

Dans ce probléme, on consideére un entier naturel n, qu'on suppose supérieur ou égal a 2,
l'espace vectoriel M, (C) des matrices carrées M d'ordre n a coefficients complexes m; ;,
et le groupe GL,(C) constitué par les matrices inversibles de M,,(C).

On considére alors une matrice 4 € M, (C) et on rappelle que la classe de similitude de A
désigne 1'ensemble C(A) des matrices semblables a la matrice 4, c'est a dire :

CA) ={P"' 4P/ PeGL,©)}.

B Partie I : Généralités sur les classes de similitude

1°) Premieres propriétés de C(A)

a) Pour M € M,,(C), vérifier que si C(M) = C(A), alors M appartient a C(A4).
Démontrer inversement que si M appartient a C(4), alors C(M) = C(4).

b) Déterminer toutes les matrices de C(A4) lorsque 4 = A 1,, ou L eC.

c¢) Onnote E; ; la matrice de M,,(C) dont tous les €léments sont nuls, sauf celui situé¢ a
l'intersection de la ligne 7 et de la colonne j qui est égal a 1. Etablir que si C(4) = {4},
alors 4 commute avec toutes les matrices P € GL,(C), en particulier avec les matrices
de la forme 1, + E; ; pour 1 < i, j < n, et donc avec les matrices E; ;.

Qu'en déduit-on pour la matrice A?

2°) Quelques propriétés communes aux matrices de la classe de similitude C(A)

On désigne par Tr(M) et Det(M) la trace et le déterminant d'une matrice M € M,,(C).

a) Démontrer 1'égalité Tr(4 B) = Tr(B A) pour 4, B e M,(C).

En déduire, pour toute matrice M € C(A4), qu'on a Tr(M) = Tr(A).

b) A l'aide des propriétés usuelles du déterminant, démontrer, pour toute matrice M € C(A),
qu'on a Det(M) = Det(A), et plus généralement Det(M — z I,)) = Det(4 — z ;) pour z e C.
En déduire, pour toute matrice M € C(4), que M a les mémes valeurs propres que A avec
les mémes ordres de multiplicité.

3°) Matrices triangulaires ou diagonales de la classe de similitude C(A)

On désigne désormais par A, A,, ..., A, les n valeurs propres distinctes ou non de A.

a) En s'appuyant sur un théoréme de cours dont on précisera 1'énoncé, établir qu'il existe
une matrice triangulaire 7" € M,,(C), ayant la forme suivante, telle que C(4) = C(T) :

Al t1,2 tl,n
0 A

r=|. 7
: tn—l,n
0O ... 0 A,

b) Etablir que 4 est diagonalisable si et seulement s'il existe une matrice diagonale D, dont
on précisera la forme, telle que C(4) = C(D).



c¢) Dans cette question, on donne deux nombres complexes distincts a et b avec b # 0.
Etudier I'existence, et expliciter éventuellement, des matrices diagonales D; dans C(A4;)
dans les trois cas suivants (oui =1, 2 ou 3):

y _(a b) ‘ A_(a a) ' A_(a b)
P2\ a) 27 \o») 3700 a)

m Partie II : Condition pour que la classe C(A) soit bornée
On munit l'espace vectoriel M,,(C) de la norme usuelle définie pour M = (m,-, j) par :
IM|loo = max {|m; ;| /1 <i, j <n).
On ¢étudie le caractére borné de la classe de similitude C(4) = C(T) (ou T désigne la matrice

triangulaire introduite dans la question 3°), ce qui revient a étudier s'il existe p > 0 tel que :
VMeCA), [Mle= p.

4°) Une condition pour que C(A) soit bornée lorsque n = 2
On suppose dans toute cette question que l'entier n est égal a 2 et on pose :

T (/\1 t )
Lo A )
On désigne dans la suite par (e, e,) la base canonique de C.

a) Pour k eN*, écrire la matrice de passage P;, de la base (e, e,) a la base (i er, ez).

Expliciter la matrice inverse P,;l et le produit P,;l T Py.
b) En déduire, si C(A4) est bornée, que le coefficient ¢ est nécessairement nul.

c) Pour k e N*, écrire la matrice de passage Oy de la base (e;, e,) a la base (el + e, i ez).

Expliciter la matrice inverse Q,;l et le produit Q,;l T Qy lorsque t = 0.

d) En déduire a quelle condition sur 7 la classe de similitude C(A4) est bornée.
Expliciter alors A.

5°) Une condition pour que C(A) soit bornée dans le cas général
On revient au cas général, et T est la matrice triangulaire introduite dans la question 3°.
On désigne dans la suite par B = (e, €5, ..., €,) la base canonique de C".
a) On considere un entier i entre 1 et z et un entier quelconque k e N*,
Ecrire la matrice de passage P, de la base canonique 8 a la base B;, = (e, €', ..., ;)

dont les vecteurs sont définis par e¢;” = i ejete,’ =e,pour p #i.

Expliciter la matrice inverse P,;' et le produit P,;' T Py.

b) En déduire, si C(A4) est bornée, que la matrice 7T est nécessairement diagonale.

¢) On considere deux entiers distincts 7 et j entre 1 et n et un entier quelconque k € N*.
Ecrire la matrice de passage Oy, de la base canonique B a la base B, = (e;’, &5/, ..., €,)
dont les vecteurs sont définis par e/ = e; +e;, e’ = i ejete,’ =e,pour p#1i, p* j.

Expliciter la matrice inverse Q,;l et le produit Q,;l T Oy lorsque T est diagonale.

d) En déduire a quelle condition sur 7 la classe de similitude C(A) est bornée.
En déduire les matrices 4 € M,,(C) dont la classe de similitude est bornée.
e) Préciser les matrices 4 € M, (C) dont la classe de similitude est compacte.
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Epreuve de mathématiques (3 h)

L'objet de ce probleme est d'obtenir quelques résultats a propos de 1'équation fonctionnelle :

VxeR, f(x)=f(gx).

La fonction g, qui est continue de R dans R, est ici donnée et on cherche I'ensemble &(g)
des fonctions f'continues de R dans R vérifiant la relation précédente.

Dans la partie I, on traite le cas ou g(x) = g, ,(x) = ax + b avec a, b réels. Dans la partie II,
on démontre, sous certaines hypothéses, que &(g) peut se réduire aux fonctions constantes.
Enfin, dans la partie III, on traite les cas ou g(x) = x° et ou g(x) = ¢".

m Partie I : Les fonctions continues vérifiant f(x) = f(ax + b)

Pour tout couple (a, b) de R? distinct de (1, 0), on pose ici : ¥ x€R, Zap(X) =ax+b.

On se propose alors de déterminer 1'ensemble 8(ga,b) des fonctions continues de R dans R
vérifiant la relation ¥V x e R, f(x) = f(ga,b(x)), cestadire YV xeR, f(x) = f(ax+b).

1°) Etude du cas particulier |a| = 1

a) On suppose que a = 1 et b # 0.

- A quelle condition sur le réel w les fonctions ¢ : x — cos(w x) et s : x — sin(w x)
appartiennent-elles a I'ensemble S(glab)?

- Quelles sont les fonctions appartenant a I'ensemble S(gl’b)?

b) On suppose que a = —1.

- Préciser quelles sont les fonctions appartenant a I'ensemble 8(g_1,0) ?

- Etablir I'équivalence des deux relations suivantes pour f continue de R dans R :

(1) VxeR, f(0)=f-x+b) ; (@) VxeR,f(§+x):f(§—x).

- En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble S(g_l’b).

2°) Etude du cas la| < 1
On considere ici la suite de premier terme x, = x, ou x est un réel quelconque donné, et
définie ensuite par la relation de récurrence x,,,; = a x,, + b ou le réel a vérifie |a| < 1.
a) Montrer que si la suite (x,) converge vers un nombre réel L, alorsona L =b/(1 — a).
b) Pour tout entier naturel n, exprimer x,,,; — L en fonction de x, — L, puis en déduire :
- l'expression de x, en fonction de a”, x et L.
- la convergence et la limite de la suite (x;).
c) Vérifier, si f appartient a S(ga,b), qu'on a f(x,,1) = f(x,) pour tout n eN.
En déduire, si feS(gayb) avec la| < 1,quona:VxeR, f(x)=f().

d) En déduire les fonctions appartenant a 1'ensemble S(ga,b) lorsque |a| < 1.



3°) Etude du cas |a| > 1
a) Etablir (si a # 0) I'équivalence des deux relations suivantes pour f continue de R dans R :

(1) VxeR, f0) = flax+b) ; (2) VxeR, f(x):f(f—é).

a a
b) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble S(ga,b) lorsque |a| > 1.

B Partie II : Deux cas ou les solutions de f(x) = f(g(x)) sont constantes
4°) Etude des points fixes de la fonction g lorsque |g'| < K < 1

On suppose ici que la fonction g est de classe C' de R dans R et vérifie I'hypothése (H) :
il existe un nombre réel positif K < 1 tel que : ¥V xeR, |g’(x)| < K.
a) Etablir, a l'aide de I'inégalité des accroissements finis, qu'on a pour tout réel x :
g0)—Klx| = g(x) = g(0) + K |x].
b) En déduire les limites de la fonction x — g(x) — x quand x tend vers +oo et vers -co.
c) Etudier enfin le sens de variation de la fonction x — g(x) — x et en déduire qu'il existe
un unique point fixe de g, c'est a dire un unique nombre réel L tel que g(L) = L.

5°) Etude de l'ensemble E(g) lorsque |g'| < K < 1
On garde les hypotheses et les notations de la question précédente (on a donc g(L) = L), et
on considere la suite de premier terme x, = x, ou x € R, et définie ensuite par x,,,; = g(x,).
a) Montrer, pour tout entier naturel n, l'inégalité |x,,, — L| < K |x,, — L|.

En déduire que la suite (x,) converge vers L.
b) Etablir, si f appartient a E(g), qu'on a f(x,,,1) = f(x,) pour tout n eN.

En déduire, si f €&E(g), quona:VxeR, f(x)= f(L).
c¢) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble E(g).

6°) Recherche de fonctions vérifiant l'hypothése (H)

Pour obtenir des fonctions g de classe C! qui vérifient I'nypothése (), on recherche ici
les fonctions g:R — R de classe C' dont la dérivée g’ est la restriction & I'ensemble R
d'une fonction S développable en série entiere sur C (de rayon de convergence R = +o0),
avec S(z) = ;ﬁ% a, 2" pour z € C, et bornée sur C parunréel K < 1 (VY zeC, |S(2)| < K).

a) Pour tout entier naturel n et tout nombre réel positif 7, montrer la convergence normale
de la série de fonctions suivante lorsque sa variable réelle ¢ décrit le segment [0, 27] :

+o00
S(r eit) emint =N gk kmit

b) Pour tout couple (k, n) € N2, calculer f02 Telk=mit 4t en distinguant le cas ou k = n.

¢) Montrer alors, en citant précisément le théoréme utilis¢ et en vérifiant ses hypothéses,
qu'on a pour tout entier naturel z et tout nombre réel positif 7 :

2r . .

f e_””S(re”) dt=2ma,r".

0

d) En déduire, si |S| est bornée par K < 1, qu'on a |a,| < % pour tout 7 €N et tout 7 > 0,
puis en faisant tendre 7 vers +oo, montrer que S est constante, égale a a, avec |ag| < 1.

Montrer qu'on retrouve ainsi les fonctions g, , avec |a| < 1 étudiées a la question 1.2°.



E.P.IT.A. 2014, math (3h) 3

7°) Etude de l'ensemble &E(g) lorsque |g'| = K > 1
On suppose ici que la fonction g est de classe C' de R dans R et vérifie I'hypothése (H”) :
il existe un nombre réel K > 1 tel que : V xeR, |g’(x)| = K.
a) Montrer que g’ ne change pas de signe sur R, et qu'on a nécessairement :
*soit V x€R, g’(x) = +K, et g est alors strictement croissante sur R de -co a +oo.
*soit Y xeR, g’(x) = —K, et g est alors strictement décroissante sur R de +oo a -co.
b) Montrer que g admet une fonction réciproque g~!, définie et continue de R dans R.

Exprimer (g7!)’ (x), et montrer que |(g™") (x)| < % pour x€R.

¢) Montrer que f € &E(g) si et seulement si f € S(g‘l), et en déduire &(g) a 1'aide de 5°.

m Partie III : Les fonctions continues vérifiant f(x) = f (xz) et f(x) = f(e¥)

8°) Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f (xz)

On suppose dans cette question que g(x) = x2, de sorte que E(g) désigne donc I'ensemble
des fonctions continues de R dans R telles que : V xeR, f(x) = f (xz).
On considere la suite de premier terme x; = x, ou x est un réel strictement positif donné, et

définie ensuite par la relation de récurrence x,,,; = v x,, .
P i 1 n, vérifi = x!/2"

a) Pour tout entier naturel n, vérifier que x,, = x'/= .

En déduire la convergence de la suite (x,), et préciser alors sa limite.

b) Etablir, si f appartient a &(g), qu'on a f(x,,;) = f(x,) pour tout n eN.

¢) En déduire les fonctions appartenant & I'ensemble E(g) lorsque g(x) = x2.

Montrer qu'on a ainsi le méme résultat qu'aux questions 5 et 7 sans que les hypothéses
(H) ou (H’) ne soient vérifiées : celles-ci sont donc suffisantes, mais pas nécessaires.

9°) Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(e*)

Dans cette dernicre partie, on cherche des fonctions non constantes f appartenant a E(exp),

qui est I'ensemble des fonctions continues f : R — R vérifiant : ¥V xeR, f(x) = f(eY).

a) Si f e &(exp), vérifier que f(0) = f(1).

b) Si f e E(exp) et si x < 0, vérifier que f(x) = f(e*) ouere[0, 1].

¢) On considere la suite (x,), .y définie par xy = 0, puis x,,. | = € pour tout n €N.

+ Etablir que x,,, = x,, + 1, puis montrer que (x,) croit strictement vers +oo.

 Etablir que la fonction logarithme induit une bijection de | x,,, 1, x,2] sur ]x,, x,,1].

* Si fe&(exp), en déduire que : V x€]x,. 1, X,42], f(x) = f(In(x)) ou In(x) €] xp,, x,,41]-

d) Etant donnée une fonction continue ¢ : [0, 1] — R vérifiant la condition ¢(0) = ¢(1),
montrer qu'il existe une et une seule fonction f e E(exp) qui coincide avec ¢ sur [0, 1].
En déduire I'ensemble &E(exp).
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2 h)

L'espace vectoriel euclidien orienté R3 est muni de son produit scalaire usuel noté (., .)
et il est rapporté a sa base canonique B = (e}, e, e3), qui est alors orthonormale directe.
On conviendra d'identifier tout vecteur v = x e; + y e, + ze3 de R? a la matrice-colonne de
ses composantes x, y, z dans la base B, et on donne pour toute la suite :

* un vecteur unitaire u = p e; + q e, + r e3, de sorte que ull? = (u, u) = p2 + q2 +r2=1.

* un nombre réel w.

On désigne enfin par Id l'application identité de R et par 75 la matrice-identité d'ordre 3.

B Partie I : Etude de I'endomorphisme f :v — wu v
On ¢étudie dans cette partie 'endomorphisme f associant a tout vecteur v=xe; + ye, + ze3

de R? le produit vectoriel £(v) = wu A v.

1°) Matrice de l'endomorphisme f dans la base canonique B
a) Donner en fonction de w, p, g, r et x, y, z les composantes du vecteur f(v) = wu Av.
b) En déduire que la matrice de I'endomorphisme f* dans la base canonique B est :
0 —-wr wgqg 0 -r ¢
M=| wr 0 -wpl=w r 0 —-pl|

—wgqg wp 0 -q¢ p 0
c¢) Déterminer le polyndme caractéristique de f.
d) Expliciter, si w # 0, la valeur propre réelle de f'et le sous-espace propre associé.

2°) Etude de l'endomorphisme f>
On note p I'endomorphisme de R? défini pour tout vecteur v par : p(v) = v — (u, vy u.
a) Calculer p o p(v), puis déterminer p(u) et p(v) dans le cas ou v est orthogonal a u.
En déduire la nature géométrique de I'endomorphisme p.
b) Ecrire la matrice P de I'endomorphisme p dans la base canonique B.
c¢) Démontrer que M 2=_w?P, puis exprimer f 2(v) en fonction de p(v).
Expliquer comment on obtient géométriquement f2(v) a partir du vecteur v.

3°) Calcul des puissances de l'endomorphisme f
a) Montrer que M3 = —w? M, puis exprimer M* en fonction de M?.
b) En déduire M2"*! en fonction de M pour n = 0 et M>" en fonction de M2 pour n = 1.

4°) Calcul de l'exponentielle exp(f) de l'endomorphisme f
a) Donner la somme et le rayon de convergence des séries enti¢res suivantes pour x €R :

i (_l)n x2n+l ' f (_l)n x2n
Z2n+1)! Aot



b) En déduire la somme des séries enticres suivantes pour x # 0 :

i(_l)nxh i(_l)n—lxzn—z
= 2n+ D! p— 2n)!
c¢) En déduire des réels a(w) et f(w) dépendant de w tels qu'on ait :
oo pr2n+l T ap2n
Y ——=awM ;) = Bw) M.
= 2n+1)! = 2n)!

On définit I'exponentielle de I'endomorphisme f et I'exponentielle de sa matrice carrée M

(et exp(M) est alors la matrice de exp(f) dans la base B) par les formules suivantes :
+o00 n

+00 M"
expM) =) — i exp()=)
=0 nl! =0 nl

d) Déduire des résultats précédents I'expression de exp(M) en fonction de w, I3, M et M?
(on pourra vérifier, lorsque w =0, qu'on obtient M =0 et exp(M) = I3), puis en déduire

I'expression de exp(f) en fonction de w, Id, f et f2.

m Partie Il : Etude de I'endomorphisme exp(f)
Dans cette partie II, on considere I'endomorphisme g défini par la formule suivante, ou f est
I'endomorphisme introduit dans la partie I :

g=1d+ sin(w) I 1 — cos(w) 2

W2

5°) Nature géométrique de l'endomorphisme g

Puisque le vecteur u est unitaire, il est possible de déterminer des vecteurs u; et u, tels que

la famille U = (uy, u,, u) forme une base orthonormale directe de R3.

a) Préciser alors f(u;) et f(uy), f2(uy) et f2(up), gluy), glu) et g(u).

b) Ecrire alors la matrice G de 1'endomorphisme g dans la base U.
En déduire la nature géométrique de I'endomorphisme g en fonction de w et u.

¢) Inversement, pour toute rotation 7 de R®, démontrer qu'il existe un vecteur unitaire u et
un nombre réel w tel que r = exp(f) ou fest I'endomorphisme défini par f(v) = wu Av.

6°) Une généralisation a l'espace euclidien R"

a) Montrer que 'application M € M,(R) — ‘M € M,(R) est linéaire et continue.

b) On considére une matrice antisymétrique M, donc une matrice telle que ‘M = —M.
Montrer successivement les deux relations suivantes :

MR & (M
VneN, ! —|= ;! M)) = —M).
ne [% k!] % x (exp(M)) = exp(—M)

¢) On rappelle la propriété suivante : pour tout couple (4, B) de matrices de M,(R), on a :
AB=BA = exp(4 + B) = exp(4) exp(B).
En déduire, si la matrice M est antisymétrique, que exp(M') est orthogonale directe.
En quoi ce résultat généralise-t-il celui obtenu a la question 5.b?
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Dans ce probleme, on désigne par n un entier supérieur ou égal a 2, par 8, = (ey, ..., e,)
la base canonique de C” et on fait les conventions suivantes :
* on identifie tout vecteur x = (x;, ..., X,) de l'espace vectoriel C" et la matrice-colonne de
ses composantes xj, ..., X,, et on définit la norme de ce vecteur x par :
x|l = max(|x;|/1 =i <n).
En particulier, on note v, le vecteur de C" dont toutes les composantes sont égales a 1.
* on identifie tout endomorphisme de C” et la matrice 4 € M,,(C) qui lui est associée dans
la base canonique, et on définit la norme de cette matrice 4 = (ai j) par :
4l = max(|a;;| [ 1 =i, j=<n).
On notera qu'une suite k — A; = (agl;)) de matrices appartenant a M, (C) converge donc

vers une matrice 4 = (a,- j) € M, (C) si et seulement si la suite k — ||4; — A|| , tend vers 0,
donc si et seulement si les n? suites k —> agl}) des coefficients des matrices 4; convergent

respectivement vers les n? coefficients a; ;j de la matrice 4.

Enfin, on désigne par S,, 'ensemble des matrices dites stochastiques d'ordre n, c'est a dire
I'ensemble des matrices M = (mi j) de M, (C) vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) les n? coefficients m; ;j de la matrice M sont des nombres réels positifs.
2) la somme des ¢léments de chacune des n lignes de la matrice M vaut 1 :

Viell,n], mjy+m,+ ... +m;,=1.
Ces matrices stochastiques jouent un role important, en particulier en calcul des probabilités
comme le montre I'exemple trait¢ dans la partie I. Dans la partie II, qui est indépendante,
on étudie plus généralement la suite des puissances d'une matrice stochastique M € S,,.

B Partie I : une intervention des matrices stochastiques en probabilités
On considére un combat entre deux tireurs A et B qui se déroule en une suite d'épreuves
ou A et B tirent simultanément I'un sur 'autre de la fagon suivante, jusqu'a élimination
d'au moins un des deux tireurs :

- Lorsque A tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 2/3.

- Lorsque B tire, la probabilité pour qu'il atteigne son adversaire est égale a 1/3.

- Lorsqu'un tireur est atteint, il est définivement éliminé des épreuves suivantes.

- Les résultats des différents tirs sont supposés indépendants les uns des autres.

Pour tout entier #n > 1, on considére les événements suivants :

- AB,;: "a l'issue de la n°™ épreuve, A et B ne sont pas encore ¢liminés".
- A,: "al'issue de la n®™€ épreuve, seul A n'est pas encore éliminé".

- B,,: "al'issue de la n°™ épreuve, seul B n'est pas encore ¢liminé".

- (,: "a l'issue de la n°™ épreuve, les deux tireurs sont éliminés".



Pour tout entier n eN*, on désigne par E, la matrice-ligne a 4 colonnes dont les ¢léments
successifs sont les probabilités des 4 événements AB,,, A, B, O, :
E, = (P(AB,), P(A,), P(B,), P(D,)).
Pour n = 0, comme A et B sont présents au début du combat, on convient donc de poser :
Ey = (P(ABy), P(Ag), P(B), P(®g)) = (1, 0, 0, 0).

1°) Calculs de probabilités conditionnelles

a) Verifier que Py (AB,, 1) = % (on justifiera cette réponse).

b) Déterminer (en le justifiant) [P AB, (Ani1)s Pap, (B,i1) etPap, (D4 1)-
c¢) Rappeler la formule des probabilités totales, puis en l'appliquant a un systéme complet
d'événements correctement choisi, expliciter une matrice carrée M d'ordre 4 telle que :
VneN, E, =E,M.
Vérifier que la matrice M ainsi obtenue est stochastique d'ordre 4, et que E,, = Ey M".

2°) Diagonalisation de la matrice M
a) Préciser les valeurs propres de la matrice M avec leurs ordres de multiplicité.
b) Etablir que la matrice M est diagonalisable et préciser les sous-espaces propres de M.
¢) On considere 3 réels x, y, z et la matrice P définie par :
l x y z
0700
0070/

0007
Déterminer x, y, z pour que les vecteurs-colonnes de P soient des vecteurs propres de M.

d) Vérifier que P est inversible, préciser la matrice D = P~! M P et expliciter P~!.

3°) Probabilités pour que A ou B remportent le combat
a) Expliciter la limite quand » tend vers +co de la suite matricielle n — D".
Exprimer M" en fonction de D", et expliciter la limite de la suite matricielle n — M".
b) En déduire la limite quand #» tend vers +oo de la suite matricielle n — E,,, puis préciser
les probabilités pour que A ou B remportent le combat.

4°) Durée moyenne du combat

Soit T la variable aléatoire indiquant le nombre d'épreuves réalisées avant la fin du combat.
a) Calculer la probabilité¢ P(7 = 1).

b) Pour tout entier naturel n, comparer les événements AB; (Y AB, () ... (VAB, et T > n.

-1
En déduire la probabilité P(T > n), puis vérifier que P(7T = n) = g (%)n .

¢) Déterminer la somme de la série >,'°} P(T = n) et I'espérance de la variable aléatoire T.

B Partie Il : étude des puissances des matrices stochastiques

Dans toute cette partie, on désigne par M une matrice stochastique d'ordre n et on se propose
d'étudier la convergence de la suite géométrique k —> M*, et plus généralement de la suite
L+ M+M2+ .. +MFK

de ses moyennes de Cesaro k — Cj, définies par C;, = .
+
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5°) Premiers résultats de convergence

a) Etablir que l'ensemble S, des matrices stochastiques est stable par produit.

b) Etablir que la limite éventuelle d'une suite de matrices stochastiques est stochastique.
c¢) Démontrer, si la suite (M k) converge vers L, que L est une matrice de projection.

(On pourra a cet effet déterminer de deux manicres la limite de la suite (M 2 k)).

d) Démontrer, si la suite (M k) converge vers L, que la suite (C}) converge aussi vers L.

6°) L'espace C" est somme directe de Ker(M — I,,) et de Im(M — I,,)

a) Déterminer Mv; et en déduire que 1 est valeur propre de M.

b) Etablir I'inégalité || M x||o, < ||x]|l. pour tout vecteur x € C".
En déduire que toute valeur propre A de M est de module inférieur ou égal a 1.
Quelles inégalités en déduit-on sur le déterminant et la trace de M ?
Celles-ci peuvent-elles étre réalisées?

¢) On considére un vecteur y = M x —x appartenant a Im(M — I,,).

Etablir, si de plus y e Ker(M — I,,), que Mk x = ky+x,puisque : V keN, ||yl < % 12| 0o -
d) En déduire que y est nul, puis que : C* = Ker(M — I,,) ® Im(M - ).

Dans toute la suite du probléme, on convient de désigner par P la matrice du projecteur
sur le sous-espace Ker(M — I,,) dans la direction de son supplémentaire Im(M — 7,,).

7°) Etude de la convergence de la suite k — Cj,

a) On décompose un vecteur x € C” sur la somme directe C" = Ker(M — I,) ® Im(M — I,,))
enposantx =x; +x, oux; = PxeKerM —1I,)) etx, =M z—zeIm(M - I,).
2 |lzlloo
k1l
b) En déduire que : V xe C", lim;, _, , , C; x = Px, puis que : lim; _, ., C;, = P.

Donner l'expression de Cy x et montrer que ||C x — Px|| | <

¢) En déduire la limite de la suite (M k) lorsque celle-ci est convergente.

8°) Etude de la convergence de la suite k — M*
On suppose la matrice M diagonalisable, de valeurs propres distinctes A} =1, 45, ..., 4,,

et on fait I'hypothése supplémentaire suivante : pour 2 <i < p,ona|A;| < 1.
a) Etablir, si x est un vecteur propre de M associ¢ a une valeur propre A distincte de 1,
qu'onal'égalité : A — 1) x =M — I, x.
En déduire, si A est une valeur propre distincte de 1, que : Ker(M — A [,,) c Im(M - I,).
b) Etablir I'inclusion : Ker(M -2, 1,)® ... ®Ker(M -2, In) c ImM - 1,), et montrer

qu'on a I'égalité : Ker(M — A, 1,)® ... @Ker(M — A, 1,) = Im(M — I,).
¢) On décompose un vecteur x e C" sur la somme directe des sous-espaces propres de M
en posant x = x| +x; + ... +x, avec x; € Ker(M —A; [,) pour 1 <i < p.

Montrer que x; = Px, exprimer M¥* x — Px alaide de k, de Ay, oy Ap,de xy, ..., Xp, puis
en déduire que lim, _, ... M* x = Px, puis que lim; _, , ., M* = P.

d) Donner enfin l'exemple d'une matrice stochastique M telle que la suite k — M* diverge.
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction u, sur l'intervalle 7 =] — 1, +oo[ par :

u,(x) = I ln(l + i)

n n
On se propose dans ce probleme d'étudier quelques propriétés de la somme de la série de

fonctions définie (lorsqu'elle converge) par :

Fo= Yo =35 -nf1+2)).
n=1 n=1

PARTIE I : préliminaires sur les séries de Riemann
1°) Etude de la série de Riemann pour x = 1
a) Justifier 1'inégalité suivante pour tout entier n > 1 :

1 fn+1dt 1
< — =< -
}’l+1 n t n

b) En posant H, =1 + % + .. 41 pour tout entier p > 1, en déduire que :
p

pdt 1
-1 =< — < H,-—.
1t p

¢) Etablir l'encadrement In(p) < H), < In(p) + 1, puis montrer que la suite p — H), — In(p)

Hp

admet une limite finie y (c'est la constante d'Euler, approximativement égale a 0,577...).
Ainsi donc, on a I'égalité H, = Z,le i = In(p) + v + o(1) lorsque I'entier p tend vers +oo.

2°) Etude de la série de Riemann pour x > 1
a) Justifier l'inégalité suivante pour tout entier n = 1 et tout réel x > 1 :

1 fn+1dt 1
< — < —.
(n+1)* n n*

b) En déduire que la série ), Lx converge pour tout réel x > 1,
n

+ooL

Dans la suite, on conviendra donc de poser : {(x) = >.'%] — pour tout réel x > 1.
T n

c) Etablirque 0 < {(x) — 1 < Ll pour x > 1, et en déduire que 1 < {(x) < 2 pour x = 2.
—

PARTIE II : Etude de la fonction F

3°) Convergence de la série définissant F

a) Montrer que la série définissant ' converge simplement sur l'intervalle /7 =] — 1, +oo[.

b) Etudier, pour n e N*, les variations de la fonction u, sur / =] — 1, +ool.

¢) En déduire que la série ) u, converge normalement sur [a, 0] ou —1 < a <0, sur [0, 5]
ou b = 0, et plus généralement sur tout segment [a, bp]ou -1 <a <0 < b.

d) Etablir que F est continue sur / =] — 1, +oo[.



4°) Equation fonctionnelle verifiée par F
a) Démontrer qu'on a pour tout entier p > 1 ettoutréel xe/ =] — 1, +oo[ :
p

P
Zun(x +1)— Zun(x) = In(x+ 1)+ H, — In(x+ p+ 1).
n=1 n=1
b) En déduire qu'ona: F(x + 1) — F(x) = In(1 + x) +y pour tout réel xe I =] — 1, +oo[.
¢) En déduire la limite et un équivalent de F(x) quand x tend vers —1.
d) Pour tout entier naturel m, vérifier que F(m) = In(m!) + my.

5°) Convergence de la série-dérivée de F
a) Montrer que la série-dérivée };'°] u,” converge simplement sur / =] — 1, +ool.
b) Montrer qu'elle converge normalement sur tout segment [a, bjou —1 <a <0 < b.

c) Etablir que F est de classe C! sur [ et préciser F’(x) sous forme d'une série.
d) Préciser F’(0) et vérifier que F'(1) = 1.

6°) Etude de F au voisinage de +co
a) Vérifier que F(x) = x — In(1 + x) pour tout réel xe =] — 1, +ool.
En déduire la limite de F(x) quand x tend vers +oo.
+oo xdt
Hr+x)
c) Justifier I'encadrement suivant pour tout entier n = 1 et tout réel x > 0 :

b) Pour tout réel x > 0, étudier I'existence et la valeur de l'intégrale fl

X f‘n+1 xdt X
< < ,
m+1D)(n+1+x) n Ht+Xx) n(n + x)
puis déterminer un encadrement et un équivalent de F”(x) quand x tend vers +oco.
d) En déduire par intégration que F(x) ~ x In(x) quand x tend vers +co.

7°) La fonction F est de classe C* sur I
a) Démontrer par récurrence sur k > 2 que F est de classe C* sur /et qu'on a :

+00
Va>-1, FO@=Dfk-D1) .
wop (n+ x)k
b) Préciser F(0) et F’(0), puis exprimer F®(0) en fonction de £ (k) pour k = 2.
¢) A l'aide des résultats précédents, donner l'allure de la fonction Fsur I =] — 1, +ool.

8°) Convergence de la série de Taylor de F vers F

(k)¢

a) Expliciter alors la série de Taylor 3% % x* de la fonction F.

(k)
F '(0) *

Etablir, pour tout entier k£ = 2 et tout réel x, l'inégalité i Ix|F < P

< 2 x|,
k

En déduire le rayon de convergence R de la série de Taylor de F.
b) Donner les développements en série entiére et les rayons de convergence des fonctions :
u(x) =In(1 + x) ; v(x) = x — In(1 + x).
c¢) En déduire I'égalité suivante pour -1 <x < 1:

+o00 X X +00 (_ 1 )k
Z(— —ln(l + —)) = Z £(k) X
n=1 " " o kK
(On citera précisément le théoréme utilisé et on vérifiera avec soin ses hypothéses).
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Epreuve de mathématiques (3 h)

Dans ce probléme, on désigne par » un entier supérieur ou égal a 1, et on considere, sous
réserve d'existence, la suite des intégrales /,, définies par :

+00
1, = f sin(¢") dz.
0

A cet effet, on calcule dans la partie I une intégrale auxiliaire, ce qui permet d'obtenir dans
la partie II un équivalent de l'intégrale 7, lorsque n tend vers +co. Enfin, dans la partie I1I
(qui est indépendante des précédentes), on propose une méthode de calcul de l'intégrale /5.

B PARTIE I : Etude d'une intégrale auxiliaire

On considére dans cette partie la fonction définie pour tout réel x = 0 par :

+oo 1 —cos(u)
L(x):f —— e **du.
0

u2

1°) Etude d'une fonction auxiliaire
On considere la fonction f'définie de R’ dans R par :
1 — cos(u)
W)= ———.
u

a) Etablir que f est une fonction continue, et vérifier que 0 < f(u) < 2 / u? pour u > 0.

b) Etablir que fadmet une limite / (dont on précisera la valeur) lorsque u tend vers 0.
On posera f(0) =1, et on notera encore f ce prolongement par continuité de f a R..

¢) En déduire que l'intégrale L(0) = [+ 1225 4y, est convergente.
q g b =3 g

d) En déduire que l'intégrale L(x) est convergente pour tout réel positif x.

2°) Propriétés de la fonction L
a) A l'aide d'un théoréme dont on rappellera précisément 1'énoncé, établir que la fonction L
est continue sur R .

2
b) Vérifier l'inégalité : V ueR, 1 — cos(u) < ”7, eten déduireque:Vu=0,0=< f(u) <

N[ =

En déduire que : Vx>0, 0 < L(x) < QL, et préciser la limite de L en +oo.
X

c¢) Pour tout réel € > 0, justifier les majorations suivantes pour tout x > € et tout u > 0 :
9 &
— (e — (fwe™")
ox Ax?

d) A l'aide d'un théoreme dont on rappellera précisément 1'énoncé, établir que la fonction L
est de classe C? sur R* et préciser L”(x) sous forme d'une intégrale.

Eu

I
<—-ue et
2

< —u?e e,
2



3°) Expression de L(x) sans symbole intégral
a) Calculer pour x > 0 l'intégrale f()+°°e(_x+i) “ du, et en déduire f0+°°cos(u) e " du.

En déduire I'expression sans symbole intégral de L”(x) pour x > 0.
b) En déduire qu'il existe des réels C et D tels qu'on ait pour tout x > 0 :

x 1
Lix)=—-—— ln(l + —) — Arctan(x) + Cx + D.
2 x2
¢) En exploitant la limite de L(x) quand x tend vers +co, déterminer les constantes C et D.

En déduire enfin la valeur de l'intégrale L(0).

B PARTIE II : Etude asymptotique de la suite (Z,,)

4°) Etude de l'intégrale I,
a) Calculer, pour tout réel positif x, 1'intégrale suivante fox sin(?) dt.

b) Qu'en déduit-on pour l'intégrale 7;?

5°) Etude d'une fonction auxiliaire f,
Pour tout entier naturel #n > 2, on considere la fonction définie de R dans R par :

1 - n
fn(t): M

lJ’l
a) Etablir que f, est une fonction continue, et vérifier que 0 < f,(¢) < 2/¢" pour ¢ > 0.
b) Déterminer la limite /,, de f,(¢) lorsque ¢ tend vers 0.
On posera f,(0) = 1,,, et on notera encore f, ce prolongement par continuité de f, a R,.
¢) Etablir que I'intégrale | * f,(2) dz est convergente.

6°) Etude de l'intégrale I, pour n =2
a) A l'aide d'une intégration par parties, établir 1'égalité suivante pour x > & >0 :

X n n -1 X
fsin(t”)dt: Xu) _ESulE) ffn(t)dt.

n n n
b) En déduire la convergence de l'intégrale /,, pour n = 2.
Exprimer celle-ci en fonction de 0+°° fa(0) dt.

c¢) A l'aide du changement de variable u = " dans l'intégrale 0+°° fn(8) dt, établir que :
n—1 (+o1—cos(u)
I = f 0
2 Jo y2-1in

7°) Equivalent de l'intégrale I,

a) Rappeler I'énoncé du théoréme de convergence dominée.

b) A l'aide de ce théoréme et du résultat de la partie I, vérifier I'égalité suivante :
+oo 1 — cos(u) n

lim —du = —.
n—+oo Jq u2—1/’1 2

c¢) En déduire que /,, ~ 21 lorsque 7 tend vers +oo.
n



2016, math (3h)

m Partie III : Calcul de l'intégrale I,
On se propose dans cette partie de calculer l'intégrale /,, premier terme de la suite (/).

8°) Intégrale d'une fonction rationnelle auxiliaire

a) Pour reR et 0 ¢ m Z, donner les parties réelle et imaginaire du complexe e
t—e

b) En déduire qu'il existe C e C tel qu'on ait :

dt 1 5

f — = — ln(t —2¢tcos(0) + 1) + i Arctan
t—e? 2

¢) Factoriser le polynome X? — i dans C[.X], et montrer que :

t— cos(@)) C
sin(6)

1 eim 1 1
Y2_; 2 (X—e"”/“_X—e””/“)'
roo dr_
0 2

d) En déduire la valeur de 1'intégrale

9°) Valeur de l'intégrale I,
On considére la fonction définie sur [0, +oo[ par :

+00 —x? 12 —1
FQ) = f (= -1)
0

2 .
-1
a) Démontrer l'inégalité suivante pour tout réel x, puis justifier I'existence de F(x) :

e><p(—x2(t2 - z)) 1

b) Etablir que F est continue sur R, et déterminer sa limite en +oo.

VieR,

-1

c) Etablir que F est de classe C' sur tout segment [a, b] C R% et préciser F’(x).

En exploitant 1'égalité f0+°°e_”2 du = @, exprimer F”(x) sans symbole intégral.
V.
2V2

d) Compte tenu de la valeur de F(0) calculée au 8°, en déduire que I, =
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Dans ce probléme, on considére une suite de jets indépendants d'une méme piece, pouvant
donner Face avec la probabilité p (0 < p < 1) et Pile avec la probabilité¢ g = 1 — p.

Pour tout entier n > 1, on considére les événements :

- F, : "le n°™ jet de la piéce a donné Face".

- P, : "le n°™ jet de la piéce a donné Pile".

Dans la partie I, on s'intéresse au numéro du jet de la pieéce ou, pour la premiere fois, on a
deux Faces consécutifs, et plus généralement, on étudie dans la partie II le numéro du jet
de la piece ou, pour la premiere fois, on obtient » Faces consécutifs avec r» e N*.

PARTIE I : Premiére obtention de deux Faces consécutifs

Pour tout entier n = 1, on considere I'événement suivant £, dont notera la probabilité p,, :
E, : "une suite de 2 Faces consécutifs est obtenue pour la 1°™ fois a I'issue du n°™® jet".

Par exemple, si les résultats des jets 1, 2, 3, 4, 5 ... sont "Face, Pile, Face, Face, Face, ... ",

l'événement E, est réalisé puisque c'est au 4°™ jet de la piéce qu'on obtient deux Faces

consécutifs pour la premiere fois depuis le début du jeu.

1°) Relations entre les probabilités p,

a) Expliciter les événements £, E,, E; et calculer leurs probabilités p,, p,, ps.
b) Justifier I'égalité : P(E; U E, U ... UE) =pi+pr+ ... + py.

¢) Justifier I'égalité : E, .3 = F s Fpn (Pt NE,NE,_1 N ... NE; N E].
d) En déduire la relation suivante pour 7 e N* :

n
Pus=p 1= ) pil
k=1
e) A l'aide de la relation précédente, établir enfin la formule suivante pour n e N* :

Pn+3 = Pn+2 — p2 q Pn-

2°) Expression des probabilités p,,

On considére dans cette question le polynome P(X) = X° — X2 + p? q.

a) Vérifier que p est racine de P, et que P admet deux autres racines réelles r; et r,.
Préciser r| + r, et r| r, et donner la factorisation de P dans R[.X].

b) On note T'l'endomorphisme de l'espace vectoriel S des suites réelles (u,),.associant

a toute suite (1), de S la suite (u,,,), ., de S, et Id I'endomorphisme-identité de S.

n=1
- Déterminer pour tout réel A les suites de Ker(7 — A 1d).

- Déterminer a l'aide du théoréme des noyaux les suites de Ker(T 3_T?+p?gq Id).
- En déduire les suites réelles (1), vérifiant : ¥V neN*, u, .3 =u, , — p2 quy.

c) Démontrer I'égalité suivante pour n = 1, n = 2, n = 3, puis pour tout entier n e N* :

n—1 n—1
o2 T
Pn=Dp
r—n

d) Préciser 7, r, et 'expression de p, lorsque la piece est équilibrée (p = ¢ = %).



3°) Temps d'attente moyen de la premiere suite de deux Faces consécutifs
a) A l'aide des résultats précédents, calculer la somme 3" p,,.

On définit alors une variable aléatoire X, en convenant de poser pour tout entier n = 1
X, = nlorsque I'événement E,, est réalis¢, c'est a dire quand le premier double Face est
réalisé a l'issue du #°™€ jet de la piéce, et on a donc : P(X; = n) = p,.

b) Déterminer 'espérance [E(X;) en fonction du seul réel p (on ne fera apparaitre ni 7| nir,
dans le résultat final).

¢) Préciser numériquement [E(X,) lorsque la piece est équilibrée (p = g = %).

PARTIE II : Premiére obtention de r Faces consécutifs (r € N*)

Dans cette partie, on reprend et généralise les notations de la partie I de la fagon suivante.
Pour tout entier n = 1, on considere I'événement suivant £, dont notera la probabilité p,, :
E, : "une suite de » Faces consécutifs est obtenue pour la 1° fois a I'issue du n°™ jet".
On conviendra par ailleurs de poser p, = 0, de sorte que la suite (p,) est définie pour n eN.

4°) Fonction génératrice de la suite (p,)
a) Etablir que la série }; p, est convergente, et que sa somme est inférieure ou égale a 1.
b) En déduire que la fonction suivante est définie pour tout réel x vérifiant |x| < 1 :

+00
G(x) = Z pn X"
n=0
¢) Démontrer que la fonction G est continue sur le segment [—1, 1].

5°) Temps d'attente moyen de la premiere suite de r Faces consécutifs
a) En reprenant le raisonnement effectué dans la question 1° dans le cas » = 2, établir que :

n
VneN, pu1=p"q|l- Zpk -
k=0
b) Exprimer ;"% (ZZ=0 pk) x" en fonction de x et G(x) pour |x| < 1.

n+r+1

¢) En multipliant la relation 5.a) par x et en sommant, démontrer qu'on a pour |x| <1 :

p'x'(1-px)

G(x) =
1 _;x4_lf”q.xr+l
d) En faisant tendre x vers 1, en déduire la somme G(1) = Z;fl DPn-

On définit alors une variable aléatoire X, en convenant de poser pour tout entier n > 1
X, = n lorsque 1'événement E,, est réalisé, c'est a dire quand la premiére suite de » Faces
consécutifs est réalisée a l'issue du n°™e jet de la piece, et on a donc : P(X,. = n) = p,,.
Déterminer G’(1) et en déduire l'espérance E(X,) en fonction de p et r.
Retrouver le résultat de la partie I lorsque » = 2.

e) Préciser [E(X,) en fonction de » lorsque la piece est équilibrée (p = g = ;—).
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EPREUVE : MATHEMATIQUES Concours EPITA / IPSA 2017
MP /PC/PSI

Dans tout ce probléme, on désigne par @ un nombre réel positif, et on se propose d'étudier
la fonction f'définie par l'intégrale suivante lorsque celle-ci est convergente :

fla) = f+<><> sin (¢) ds
0 ¢

On se propose d'approfondir dans la partie I I'absolue convergence, puis la convergence de
l'intégrale f(a), ce qui permet d'obtenir le domaine de définition de f. Puis on étudie dans
les parties II et III le comportement de f'au voisinage de 0 et 2. Enfin, dans la partie IV (qui
est indépendante des précédentes), on calcule l'intégrale f(1).

B PARTIE I : Absolue convergence et convergence de l'intégrale f(«)
Dans cette partie, on étudie la convergence de f (@) a l'aide des deux intégrales suivantes :

. fﬂ sin (¢) @ J(@) = f+oo sin (¢) ds
o 1 T I

1°) Etude de la convergence de l'intégrale 1(@)
sin (t)

a) Donner un équivalent de la fonction t —

quand ¢ tend vers 0.

b) En déduire pour quelles valeurs du réel « l'intégrale /(a) est convergente.

2°) Etude de l'absolue convergence de l'intégrale J(a)
a) Démontrer que l'intégrale J(a) est absolument convergente pour @ > 1.
b) Vérifier que la fonction t — |sin(?)| est m-périodique, et en déduire, pour tout entier £,

la valeur de l'intégrale k(fr D7 sin()| dt.
¢) Démontrer I'encadrement suivant pour tout réel @ > 0 et tout entier k > 1 :
2 f(k+1) 7 |sin(?)| 2
— < dt < .
(k+ 1D)*n? kn 1 kY n®
En déduire pour tout réel @ = 0 et tout entier n = 1 que :

2 Z”: 1 fnﬂlsin(t)l 2 le 1
—_ —_— S _ —_— —_—
ﬂa k:2 k(k T t(t CX _ k

d) Préciser pour quelles valeurs du réel « l'intégrale J() est absolument convergente.

3°) Etude de la convergence de l'intégrale J(«)
a) Etudier la convergence de l'intégrale J(0).
b) Démontrer la relation suivante pour tout réel @ > 0 et tout réel x = 7 :

x sin (¢) 1 cos(x) x cos(?)
f dr=-—- 20, f at
x t* % x% x gt




c¢) Calculer (en justifiant son existence) l'intégrale fﬂ oo % pour a > 0.
t

En déduire 'absolue convergence de l'intégrale fn oo % dt pour a > 0.
t
d) En déduire la convergence de l'intégrale J (@) pour a > 0.
4°) Domaine de définition de la fonction f
Préciser les domaines de convergence et d'absolue convergence de l'intégrale f(a).

En déduire le domaine de définition de la fonction fintroduite dans le préambule.
Dans toute la suite, on suppose que le paramétre a appartient a ce domaine de définition.

B PARTIE II : Etude de f(a) quand « tend vers 0

On se propose dans cette partie d'étudier f(a) lorsque a tend vers 0, et on écrit a cet effet :
+o0 81N (7) 7/2 sin () +oo §in ()
f(a):f dt:f dt+f dt
0 ¢ 0 * S R

5°) Limite de l'intégrale foﬂ/z SH;% dt

a) Justifier I'inégalité 0 < sin(¥) <t pour 0 < ¢ < g

b) En déduire a I'aide du théoréme de convergence dominée (dont on précisera I'énonce et
dont on vérifiera les hypotheses) la valeur de la limite suivante :

) 7/2 sin (1)
lim f dr
a—0J0 1@

6°) Limite de l'intégrale f;/r;o Si;f’ dr

a) A l'aide d'une double intégration par parties, justifier I'égalité suivante :

+oo 8in () o +oo 8in ()
f dt:——a(01+l)f dr
7T/2 ta/ (71./2)(1/-1—1 7'(/2 ta+2

b) Calculer l'expression a(a + 1) f,,;;o %’
t

puis déterminer sa limite quand a tend vers 0.

En déduire la limite de a(a + 1) fﬂ “/Lz‘x’ Si;(;) dt, puis de fn 7200 Si?a(t) dt, quand « tend vers 0.
t

c¢) Déduire de cette question et de la précédente la limite de f(a) lorsque @ tend vers 0.
Peut-on obtenir cette limite par application directe du théoréme de convergence dominée
a l'intégrale f(a)?

B Partie III : Etude de f (@) quand « tend vers 2

7°) Une autre expression de la fonction f
a) Démontrer la convergence de l'intégrale suivante pour 0 < @ < 2 :

+oo | — cos(t
f —() dl

b) A l'aide d'une intégration par parties justifiée, établir que :

+oo 1 — cos(?)
fla)=«a f —dt
0

ta’+1

En déduire que la fonction f'est a valeurs strictement positives sur 0, 2.



8°) Limite de f(a) quand « tend vers 2

On considére la fonction auxiliaire ¢ définie pour £ e R* par ¢(¢) = 1ocost),

2
a) Quelle est la limite L de ¢(¢) lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¢(0) = L, de sorte que ¢ est ainsi définie et continue sur R.
b) Montrer que la fonction ¢ reste strictement positive sur [0, ], et justifier qu'elle admet
sur [0, 7] un minimum strictement positif noté u (qu'on ne demande pas d'expliciter).
c) Etablir les inégalités suivantes :

m 1 — cos(?) e
f(a/)zaf—dtza,u .
0 ta'+l 2 -
d) En déduire la limite de f(a) quand « tend vers 2 par valeurs inférieures.

m Partie IV : Calcul de l'intégrale f(1)

9°) Calcul d'intégrales auxiliaires
a) Justifier pour tout entier naturel » I'existence de l'intégrale suivante :

In = fﬂ/2w—+m dz.
0 sin(z)

b) Préciser la valeur de [, et prouver qu'on a /,, — I,_; = 0 pour tout entier n = 1.

En déduire la valeur de l'intégrale 7,,.
1 1

sin(® ¢

¢) On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour 0 < ¢ < % par Y (t) =
Quelle est la limite L de () lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¥(0) = L, de sorte que i est ainsi définie et continue sur [0, ;—r]

d) Démontrer 1'égalité suivante pour tout entier naturel » :
7112 ' T 2 n+1)7/2 sin(u)
Y@)sin(2n+ 1) de = 7 —f

0 u

du.

0

10°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C'

On considére une fonction g de classe C! du segment [O, g] dans R.

A tout entier naturel 7, on associe l'intégrale suivante :
b

/2
u, = f g sin((2n+ 1)) de.
0

a) Démontrer que :

0, [gweos@n+ g
Uy = + r)cos((Zn+1)¢)de.
"T o+l 2n+1dy ©
b) A l'aide d'une majoration convenable de cette derniere intégrale, en déduire la limite
de u,, quand » tend vers +oo.

c¢) En admettant, ce que I'on ne demande pas de vérifier ici, que la fonction continue

introduite a la question 9.c) est de classe C Usur [O, ;—T], en déduire la valeur de f(1).
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Dans tout ce probléme, on désigne par @ un nombre réel positif, et on se propose d'étudier
la fonction f'définie par l'intégrale suivante lorsque celle-ci est convergente :

fla) = f+<><> sin (¢) ds
0 ¢

Dans la partie I, on étudie la convergence de l'intégrale f(a), puis la limite de f(@) quand «
tend vers 2. Dans la partie I (qui est indépendante de la partie I), on calcule ensuite
la valeur de f(a) pour @ = 1.

B Partie I : Etude de la fonction f
1°) Etude de l'intégrale f(a) pour a =0
a) Calculer l'intégrale fox sin(?) d¢. Celle-ci a-t-elle une limite quand x tend vers +co?

b) En déduire pour @ = 0 la nature de l'intégrale f(a).

2°) Etude de l'intégrale f(a) pour a =2

sin (¢)
t(l

a) Donner un équivalent de la fonction t — quand ¢ tend vers 0.

b) En déduire pour @ = 2 la nature de l'intégrale fol SI?TU) dt, puis de l'intégrale f(a).

3°) Etude d'une intégrale auxiliaire pour 0 < @ <2
a) Donner un équivalent lorsque ¢ tend vers 0 de la fonction ¢, définie sur ]0, +oo[ par :

1 —cos(?)
Po(t) = ——.
ta"l'l
En déduire la convergence de l'intégrale fol l_sisl(t) dt pour a < 2.

t

: s +oo  dt . +o00 1—cos(?)
b) Etudier la convergence des intégrales fl s puis fl s

dt, pour a > 0.

c¢) En déduire la convergence de l'intégrale f0+°° % dt pour 0 < @ < 2.
t

4°) Convergence de l'intégrale f(a) pour 0 < a < 2
a) Démontrer 1'égalité suivante dans laquelle a et b désignent deux réels tels que b >a > 0:

b sin (¢ 1 — cos(£) ¥ b1 — cos(t
[ a0 e [
a ¢ @ a ot

a
1—cos(?)
@

b) Déterminer un équivalent et la limite en 0 de la fonction t — pour 0 < a < 2.

1—cos(?)
@

c¢) Déterminer la limite en +co de la fonction t — pour 0 < a < 2.



d) En déduire que l'intégrale f(a) converge pour 0 < @ < 2, et qu'on a 1'égalité :

f+oo 1 —cos(?)
fl@)=a —dr.
0

t(Y+1

5°) Limite de f(a) quand « tend vers 2

On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour £ e R* par ¢ (¢) = I_C—gsm
t

a) Quelle est la limite L de ¢;(¢) lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¢1(0) = L, de sorte que ¢; est ainsi définie et continue sur R.

b) Montrer que la fonction ¢, reste strictement positive sur [0, x], et justifier qu'elle admet
sur [0, 7] un minimum strictement positif noté u (qu'on ne demande pas d'expliciter).

c) Justifier les inégalités et 1'égalité suivantes :
71 — cos(?) T (1) Pt
f(a)zozf—dt:af 4 dt = au .
0 t(l+1 0 t(l—l 2 -
d) En déduire la limite de f(a) quand « tend vers 2 par valeurs inférieures.

m Partie II : Calcul de I'intégrale f(1)

6°) Calcul d'intégrales auxiliaires
a) Justifier pour tout entier naturel » I'existence de l'intégrale suivante :

I = fﬂ/Z sin((2.n +1)1) &
0 sin(z)

b) Préciser la valeur de /), et prouver qu'on a /,, — I,,_; = 0 pour tout entier n = 1.

En déduire la valeur de l'intégrale 7,,.
1 1

sin(® ¢

¢) On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour 0 < ¢ < g par Y (t) =

Donner un équivalent lorsque ¢ tend vers 0 des fonctions t — ¢ — sin(¢) et t — ¥ ().
En déduire la limite L de () lorsque ¢ tend vers 0.

On posera désormais ¥(0) = L, de sorte que i est ainsi définie et continue sur [0, 721]

d) Démontrer 1'égalité suivante pour tout entier naturel 7 :

/2 , n Q2n+1)7/2 sin(u)
f Y(@)sin(Qn+ 1)) de = 5 —f du.
0 0

u

7°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C'

On considére une fonction g de classe C' du segment [O, g] dans R.
A tout entier naturel n, on associe l'intégrale suivante :

7T/2
U, = f g®)sin(Qn+1)t)de.
0

a) A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que :
O fﬂ/z () cos(@n+ 1)1 d
Uy = + r)cos((Zn+1)¢)de.
"Ton+1l 2n+1do g
b) A l'aide d'une majoration convenable de cette dernicre intégrale, en déduire la limite

de u,, quand n tend vers +co.




8°) Calcul de l'intégrale f(1)

On reprend la fonction continue ¥ : [0, g — R introduite dans la question 6°.

a) Calculer la dérivée ¥/ (¢) pour 0 < ¢ < g

b) Donner un équivalent lorsque ¢ tend vers 0 de la fonction t — sin(7) — 2 cos(?).
En déduire la limite L” de ¢/ (¢) lorsque ¢ tend vers 0.

En déduire enfin que ¢ est de classe C Usur [0, 72_1'] et préciser ¥’ (0).
¢) En appliquant le résultat de la question 7°, en déduire la valeur de l'intégrale f(1).
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Dans tout ce probléme, on désigne par n un entier supérieur ou €gal a 2. On rappelle alors
qu'un endomorphisme fde R”est nilpotent s'il existe un entier naturel k > 1 tel que /% =0,
et dans ce cas, on appelle indice de nilpotence p de f'le plus petit entier k tel que f* = 0.
Ainsi, fest nilpotent d'indice p si et seulement si 2 =0et /77! 0.

On peut définir de fagon analogue les matrices nilpotentes dans I'espace vectoriel M, (R)
des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels, et on notera N,(R) le sous-ensemble
de M,,(R) constitué¢ des matrices nilpotentes.

L'objectif de ce probléme est d'étudier quelques propriétés des endomorphismes nilpotents
de R” et des matrices nilpotentes de M,,(R).

PARTIE I : Exemples de matrices nilpotentes
1°) On considére dans cette question les deux matrices suivantes de M,(R) (dont les ¢l¢-
ments sont tous nuls, a 1'exception d'un seul qui est égal a 1) :

0 ... 01 00 ... 0
0O ... 00O s :
A=]. Lo ; B = .
: Do 00 ...0
0O ... 00 10 ... 0

a) Calculer les puissances des matrices A4 et B. Ces matrices sont-elles nilpotentes?

b) Calculer les puissances (4 + B)? en distinguant lescasg =2ketg =2k + 1.
La matrice 4 + B est-elle nilpotente?

c¢) Expliciter les matrices 4B et BA.
Calculer les puissances des matrices AB et BA. Ces matrices sont-elles nilpotentes?

d) L'ensemble N,,(R) des matrices nilpotentes est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
une sous-algebre de M, (R)?

PARTIE II : Une forme réduite des matrices nilpotentes
2°) Une propriété de l'indice de nilpotence
On considére dans cette question un endomorphisme nilpotent f d'indice p de R”, de sorte
qu'il existe un vecteur non nul e; de R” tel que 7~ '(e;) # 0 et que /7 = 0.
a) Montrer que la famille (fp‘l(el), s ey, fley), el) est libre, puis que p < n.
(On composera une combinaison linéaire nulle de cette famille par £, f2, ..., f771).
b) En déduire qu'un endomorphisme g de R” est nilpotent si et seulement si g” = 0.

3°) Construction d'une base adaptée a un endomorphisme nilpotent : cas oun =3

On considére dans cette question un endomorphisme nilpotent non nul f d'indice p de R3.
D'apres la question 2, 1'indice de nilpotence p de f'est alors égal a 2 ou 3.

a) On suppose ici fnilpotent d'indice p = 3, et on note e; un vecteur tel que f>(e;) % 0.

- Montrer que la famille (fz(el), f(eyp), el) forme une base de R?.

- Ecrire la matrice de f'dans cette base.



b) On suppose ici f nilpotent d'indice p = 2, et on note e; un vecteur tel que f(e;) # 0.

- Montrer que Im(f) c Ker(f), donc que dim(Im(f)) < dim(Ker(f)).

- A l'aide du théoréme du rang, en déduire que dim(Im(f)) = 1 et dim(Ker(f)) = 2.

- Justifier I'existence d'un vecteur e; complétant f(e;) en base de Ker(f), puis démontrer
que la famille (f(e), ey, e3) forme une base de R3.

- Ecrire la matrice de f'dans cette base.

4°) Construction d'une base adaptée a un endomorphisme nilpotent : cas général
On considere dans cette question un endomorphisme nilpotent f d'indice p de R”, et on note

e, un vecteur tel que £~ !(e;) 0.

a) Pour 1 < k < p, prouver l'inclusion Ker( f k‘l) - Ker( f k)
Montrer que cette inclusion est stricte en considérant le vecteur /7 *(e;).

b) Montrer que l'image par f du sous-espace Ker( f k) est incluse dans Ker( I k_l).

¢) On considere une base B de Ker(f). Justifier l'existence d'une famille 8, complétant B,
en base de Ker( f 2), puis plus généralement, pour tout entier naturel & tel que 2 < k < p,

justifier I'existence d'une famille 8; complétant une base 8; UJ ... U B;_; de Ker( f k_l)
en base de Ker(fk). Ainsi, 8, U 8, U ... U 8B, forme une base de Ker(f?) = R".
d) Ecrire par blocs la matrice de f'dans la base 8, U B, U ... U 8B, de R" (on précisera

avec soin les blocs qui sont nuls, sans chercher a expliciter les autres).
Quelle est la forme de la matrice obtenue, et que valent ses éléments diagonaux?

5°) Etude de la réciproque du résultat précédent

On considére une matrice triangulaire 7" = (ti j) tellequez;; =0pourl < j<i<n.

a) Quel est le polyndme caractéristique de la matrice 7" ?

b) En déduire 7" sans aucun calcul a 1'aide d'un théoréme qu'on énoncera précisément.

PARTIE III : Dimension maximale d'un sous-espace N de N, (R)

6°) Matrices symétriques réelles et matrices nilpotentes

a) Soit une matrice M appartenant au sous-espace S,(R) des matrices symétriques réelles.
- Justifier I'existence d'une matrice P € GL,(R) telle que P~! M P = D soit diagonale.

- En déduire que si de plus M est nilpotente, alors M est nulle.

b) Soit A un sous-espace vectoriel constitué de matrices nilpotentes.

n(n—1)

Montrer que la somme S,,(R) @ N est directe, et en déduire que dim(N) <

¢) Exhiber un sous-espace N de matrices nilpotentes de M,,(R) de dimension @

PARTIE 1V : Caractérisation de Vect(/NV,(IR)) a I'aide de la trace

7°) Trace d'une matrice nilpotente

On rappelle que la trace d'une matrice M = (m,- j) e M, (R) est le réel Tr(M) = Z?zl m;;.

a) Montrer que I'application M € M,(R) — Tr(M) e R est une forme linéaire sur M, (R).
En déduire la dimension du noyau Ker(Tr) de 'application trace.

b) En exploitant le résultat obtenu a la question 4, démontrer l'inclusion N, (R) c Ker(Tr),
puis l'inclusion Vect(N,(R)) c Ker(Tr).



8°) Etude de l'inclusion réciproque : cas oun =2
On considere les matrices suivantes de M,(R) :

£ _(O 1) £ _(0 0) N—(l —1)
25 o) 2051y o) =1 21 )
a) Lesquelles de ces trois matrices sont-elles nilpotentes?

b
b) On considere une matrice (2, 2) de trace nulle M = (a )
c —da

Montrer que M est combinaison linéaire des trois matrices N, E;,, Es;.
¢) En déduire dans le cas n = 2 1'égalité : Vect(N,(R)) = Ker(Tr).

9°) Etude de l'inclusion réciproque : cas général

Pour 1 <i<n, 1< j<n, on désigne par E;; la matrice de la base canonique de M,(R)

dont tous les €éléments sont nuls, sauf celui en position (i, j) qui est égal a 1.

Pour 2 <i < n, on désigne par N; la matrice définie par N; = Ey| — Ey; + E;| — Ej;.

a) Calculer E7; pour i # j et N7 pour 2 < i <n.

b) On considére la famille 7, composée des n? — n matrices E; jpourl<i<n 1<j<n
eti+ jetdesn— 1 matrices N;=E|; —E|;+E;; —E;;pour2 <i=<n.

- Montrer que la famille 7, est libre.

- En déduire une minoration de la dimension de dim(Vect(N,,(R))).

c) Justifier 1'égalité Vect(N,(R)) = Ker(Tr).

d) Démontrer que ¥, est une base du sous-espace Vect(N,(R)) = Ker(Tr), et étant donnée

une matrice M = (ml- j) de M,(R) dont la trace est nulle, exprimer M comme combinaison

linéaire des matrices nilpotentes de la famille ¥, en explicitant tous les coefficients.
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E.P.I.T.A. 2018

Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

Dans ce probléme, on désigne par f une fonction continue de R, a valeurs dans C, et on étudie
en fonction de diverses hypotheses 1'intégrale suivante pour tout réel x > 0, si elle existe :

F(x) = f mw d.
0

Dans la partie III, on revient par d'autres méthodes sur le calcul de certaines de ces intégrales.

B PARTIE I : Etude de F(x) lorsque f a une limite finie L en +co

Dans toute cette partie, on suppose que la fonction continue f admet une limite finie L en +co.

1°) Etude d'un cas particulier

Dans cette question, on donne deux réels p et g et on suppose que la fonction f'est définie par :
2

-+
viso, fa=2""9
2 +1
a) Etablir, pour x > 0, qu'il existe des réels a, et by, qu'on exprimera en fonction de x, tels que :
xt)— f(t ayt byt
V>0, MZ(]J—(])( X _ X )
t ¥+l 2+1

b) En posant u = 2, calculer pour tout réel 4 = 0 l'intégrale fOA M dr et en déduire F(x).
¢) Exprimer L = lim;_, ., f(¢) et £(0) a I'aide de p et ¢, puis F(x) en fonction de f(0), L et x > 0.

2°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque f admet une limite finie L en +co
On rappelle que, dans cette partie, la fonction continue f admet une limite finie L en +co.
a) Démontrer les égalités suivantes pour 0 < £ < 4 :

A — A x A 'Ax & X
f St f(t)dt:f Mdu—f Mdu:f ACP A
£ £ A

t ex U u u & u
b) En effectuant un changement de variables dans ces deux dernicres intégrales, en déduire que :

fA Jx)-JO dt:fxf(At) dt_fx fen
& 1 1

t t t
c¢) Etablir qu'une fonction continue f :[R, — C ayant une limite finie L en +oco est bornée sur R,.
d) A l'aide du théoréme de convergence dominée, dont on vérifiera soigneusement les hypotheéses,

déterminer la limite de f]x @ dt lorsque A tend vers +oo et de flx @ dt lorsque & tend vers 0.

e) En déduire I'existence et la valeur de F(x) pour tout réel strictement positif x.
Comparer le résultat ainsi obtenu au résultat particulier obtenu a la question 1°.

3°) Application aux cas ou f(f) = Arctan(?) et f(f) = e™*
a) Déterminer l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(¢) = Arctan(z).
Que vaut l'intégrale I(a, b) = f()+°° Arctan(a D-Arctan®d) 41 o g et b sont strictement positifs?

t
b) Déterminer l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(¢) = e™".




m PARTIE II : Etude de F(x) lorsque 'intégrale I = [;** L dr converge

Dans toute cette partie, on suppose que l'intégrale impropre / = fl+°° @ df converge.

4°) Etude du cas particulier ou l'intégrale impropre J = f0+°° @ dt converge

On suppose plus spécifiquement dans cette question que 1'intégrale J = f0+°° @ dt converge.

a) A l'aide d'un changement de variables, déterminer la nature et la valeur de f toof (f D dt.

b) En déduire la convergence et la valeur de F'(x) pour tout réel strictement positif x.

5°) Application au cas ou f(t) = sin()
a) Démontrer la relation suivante pour 0 < & < 4 :

A sin(f) 1 — cos(?) 14 41 — cos(?)
f‘; ; dt = [—t :Ig +£ —t2 dr

b) Déterminer la limite de @ lorsque ¢ tend vers 0, puis vers +oo.

c¢) Déterminer la limite de 1-cos(®)

> lorsque 7 tend vers 0, puis justifier la convergence de
t

1—cos(?)
2

(5 r +00 +00 sin(t)
l'intégrale fo = dr.

dt, et enfin la convergence de l'intégrale fo
t

d) En déduire l'existence et la valeur de F'(x) lorsque f(¢) = sin(z).

6°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque l'intégrale impropre [ = fl+°° @ dt converge

On rappelle que, dans cette partie, l'intégrale / = fl+°° @ dt converge.

a) En raisonnant comme a la question 2°, démontrer I'égalité suivante pour 0 < & < 4 :

fA Sxt)—f(0) dt_f“f(u) f(8t)
e 4
b) Déterminer la limite de AA SEAC lorsque 4 tend vers +co.

u

c¢) Déterminer comme a la question 2° la limite de flx @ dt lorsque € tend vers 0.

d) En déduire l'existence et la valeur de F'(x) pour tout réel strictement positif x.

7°) Application aux cas ou f(t) = el et f(#) = cos(?)
a) Démontrer la relation suivante pour 4 > 1 :
A

Aeit eit Ae
[ 2]
1t it -

b) En déduire, en la justifiant soigneusement, la convergence de l'intégrale f +oo ! dt

¢) En déduire l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(t) = €'/, puis lorsque f (t) = cos(?).



B PARTIE III : Une autre méthode de calcul lorsque f(f) = e et f(¢) = et

Dans cette partie, on considere les deux intégrales suivantes pour x > 0 :

+ooe_tx—e_t +ooeitx_eit
u(x) = f —dt ; v(x) = f —dt.
0 t 0 t

On a démontré leur existence et déterminé leurs valeurs par une premi¢re méthode dans I et II.
On se propose de retrouver ces résultats par une autre méthode, indépendante des précédentes.
A cet effet, on introduit pour tout réel x > 0 et tout réel R = 0 les deux intégrales suivantes :

Re_tx_e_[ Reitx_eit
Ulx, R) = f ——dt ; V& R-= f —dr.
0 t 0 t

8°) Etude des fonctions U et V
—tx_,t tx_ it
X_e et t el x_el

a) Déterminer les limites des fonctions t — < quand ¢ tend vers 0.

On prolonge alors ces fonctions en 0 par ces limites, de sorte qu'elles sont continues sur R .
b) En déduire, pour tout x > 0 et tout R > 0, I'existence des intégrales U(x, R) et V(x, R), puis

préciser les dérivées partielles ‘;—z (x, R) et ‘;—Z (x, R).

9°) Calcul de l'intégrale u(x) pour x > 0

a) Justifier la convergence de l'intégrale u(x) pour tout x > 0.

b) Montrer que la fonction u est de classe C ! sur tout segment [a, b] inclus dans R7.
Donner I'expression (sans intégrale) de u’(x) pour tout x > 0.

¢) En remarquant la valeur de u(1), en déduire la valeur de l'intégrale u(x) pour x > 0.

10°) Calcul de l'intégrale v(x) pour x > 0

Pour tout x > 0 et tout R = 0, on introduit l'intégrale suivante :
T

o(x, R) = fi e_XRe_it dr.
0

a) Montrer que la fonction R — ¢(x, R) est bien définie et de classe C U'surR,.

. o, 0 <
Donner I'expression de sa dérivée £ (x, R) sous forme intégrale pour tout x > 0 et R = 0,

puis calculer cette derniére intégrale en primitivant la fonction sous le signe intégral.
b) Vérifier I'égalité suivante pour tout x >0et R =0 :

U n-Lan=iZarn-i12an
R VT g Y Tgr I T g

En déduire I'égalité suivante pour tout x >0 et R=0:
U, R)—=V(x,R) = ip(x, R)—i ¢(1, R).
¢) Pour tout x > 0, déterminer la limite de ¢(x, R) lorsque R tend vers +co.
d) En déduire pour x > 0 la convergence de l'intégrale v(x) et 1'égalité u(x) = v(x).
Retrouver ainsi les résultats obtenus dans les parties I et II lorsque f(¢) = e’ et f(f) = el
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Epreuve de mathématiques PT - TSI (3h)

m PROBLEME I : La série harmonique

Dans cet exercice, on étudie par deux méthodes la nature de la série harmonique E -, et pour
n

tout entier n > 1, on introduit la somme partielle :
1 1 1

n
1
H, = —=14+—-+—-+ ... +-.
" ];k 2 3 n

1°) Question préliminaire
Etudier la monotonie de la suite (H,,),,. ;.

En déduire que cette suite admet une limite finie L ou bien diverge vers +co.

2°) Premiere méthode
a) Etablir I'inégalité suivante pour tout entier n = 1 :

HZn_Hn =

N | —

b) En déduire que la suite (H),), ., diverge vers +co.

3°) Deuxieme méthode
a) Vérifier I'inégalité suivante pour tout entier k > 1 :

1 fk+1 dt 1
— < — =< -
k+1 k t k
b) En déduire I'inégalité suivante pour tout entier n > 1 :

1
H,-1 <In(n) < H,——.
n

En déduire l'inégalité In(n) < H, < In(n) + 1.

c) Etablir la divergence de (H,,),., vers +oo et montrer que /H,, ~ In(n).

d) Pour tout entier n = 1, on pose : y, = H, — In(n).
Etudier le signe de l'expression y,, —y,_; pour tout entier » = 2 et montrer que 0 <7y, < 1.
En déduire la convergence de la suite (y,),.; vers un réel y appartenant a [0, 1] et la formule :

1 1
H, =1+—-+—-+ ... +— =In(n)+vy+o().
2 3 n

m PROBLEME II : Etude d'intégrales

Dans ce probléme, on étudie la convergence et la valeur d'intégrales de la forme suivante :
+oo f(1)— f(21
1) = JSO-f20 4

0 t
ou f'désigne une fonction continue de [0, +oo[ vers R que I'on précisera dans la suite.



A] Cas ou la fonction f est définie par f(t) = — avec P polynomtale
+

a) On suppose dans cette sous-question que P(¢) = 1, donc que f(t) = —
SO-f20
t

Déterminer dans ce cas l'expression de en donner un équivalent en +oo et justifier
9

la convergence de l'intégrale 7(f).

Effectuer dans l'intégrale 7(f) le changement de variables défini par u = ¢2.
- Déterminer deux réels a et b tels qu'on ait pour tout réel u > 0 :
3 a b
= + .
2w+ D) @Gu+1)  4du+l u+1
- En déduire la valeur de l'intégrale I(f).

b) On suppose dans cette sous-question que P(¢) = ¢, donc que f(¢) = e
+

- Justifier la convergence des intégrales f (t) dr et f (2 D dt et préciser leurs valeurs.

- En déduire la convergence et la valeur de 1'1ntegrale 1(f).

2
¢) On suppose dans cette sous-question que P(f) = 2, donc que f(¢) = ;—1
“+

- En posant u = 2, calculer les intégrales fOA @ dr et fOA @ dt pour tout réel positif 4.

- En déduire la convergence et la valeur de l'intégrale 7(f).
a, t2 +a; t+a0

2

d) On suppose ici que P(f) = a, t* + a, t + ay avec ay, a;, a, €R, donc que f(f) =
t“+1

En exploitant les résultats précédents, justifier la convergence et donner la valeur de /(f).
3
e) On suppose dans cette sous-question que P(f) = £, donc que f(£) = -—.

241
SO-f20
t

- Déterminer dans ce cas l'expression de , et étudier la convergence de l'intégrale 7(f).

- Que dire de l'intégrale /() si 'on suppose que P(t) = t", donc f(¢) = ,avecn =37
241
+

B|] Cas ou la fonction f est définie par f(t) = e™
1°) Convergence de l'intégrale I(f) lorsque f(f) = e’
a) En exploitant le développement limité de 1'exponentielle, déterminer la limite suivante :

. fo-fQn  et-e
lim ———— = lim ——.

t-0 t t-0 t
—t_ -2t
ent=0.

En déduire qu'on peut prolonger par continuité la fonction 1 — £

b) Etablir qu'on a lorsque ¢ tend vers +oo :

fO-fQn et-e? (1)
= o .

t t +o00

¢) En déduire la convergence de l'intégrale /(f).

2°) Calcul de l'intégrale I1(f) lorsque f(t) = e’
a) Pour tout réel € > 0, établir 1'égalité suivante (en justifiant l'existence des intégrales) :

+oo gl — e_2t +oo g U +oo g U
f —dt:f —du—f ° .
e t e u 2¢& u



En déduire que :

+00 e_t—e_zt e e ¥ — 1] 2 ¢ du
f —dt:f du+f l
& t & u F u

u

b) On considere la fonction / définie de R dans R par A(u) = e_u_l siu+0,eth0)=-1.

Etablir que / est continue sur R, puis qu'elle admet une primitive H de classe C! sur R,
et qu'on a pour tout réel & > 0 1'égalité suivante :

too gl — g2t
f 7& = HQ2¢&)— H(e) + In(2).

¢) En déduire enfin la valeur de l'intégrale /(f).

3°) Application au calcul d'une autre intégrale
En posant ¢t = —In(«) dans l'intégrale /(f) étudiée dans la partie B, déterminer la convergence et la

valeur de l'intégrale suivante :
Lu—1
J = f du
0o In(w)
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Dans la partie I, on étudie une famille sommable et une série associées a la fonction de Mobius.

Dans la partie II, largement indépendante de I, on exploite ces résultats pour obtenir la probabilité

2

pour qu'un entier d > 1 soit sans facteur carr¢, c'est-a-dire non divisible par un entier m~ ou m = 2.

B PARTIE I : La fonction arithmétique de Mobius
) "q

Etant donné un entier n = 2, on introduit sa factorisation en nombres premiers n = pl1 Dy - Pg

ou py, pa, ..., Pg sont premiers et distincts et ry, r,, ..., ry des entiers supérieurs ou €gaux a 1.

On définit la fonction de Mobius p:N* — Z par u(1) = 1, puis, sin = pql pgz p;q > 2, par:
. . r . r \ r

* sil'un des entiers ry, 1y, ..., 1y est supérieur ou égal a 2, alors u(n) = ,u(p:l pgz pqq) = 0.

s sirp=ry= ..=r,=1,alors u(n) = ,u(pl Dy - pq) = (-1)9.
On vérifieradonc que : u(1) =1, u(2) =-1, u3) = -1, w4) =0, u(5) = -1, u(6) = 1, etc.

1°) Une propriété de la fonction de Mdobius
Pour tout entier n = 1, on désigne par D,, I'ensemble des entiers naturels qui divisent 7.
a) Préciser l'ensemble D, puis les ensembles D, pour 2 < n < 10.
En déduire la somme ). ;. p, p(d) pour n = 1, puis pour 2 < n < 10. Que peut-on conjecturer?

b) En étudiant la forme des diviseurs d de n = pql p;q, ¢tablir que les seuls diviseurs d de n

pour lesquels on a u(d) # 0 sont d =1 et les entiers d du type d = Piy Piy - Piy, oul<k=g

etou {iy, i, ..., i;} est une partie a k éléments de [1, g], puis en déduire que :
L(q L(g
_ vk _ 1k
> u@ =1+ (4t = Y1)
deDy k=1 k=0

¢) En deduire la valeur numérique de la somme ;¢ p(d) pour n = 2.

2°) La famille sommable (,u(d) / (m2 dz)) pour (m, d) e N* x N*

a) Justifier la convergence absolue de la série de terme général u(d) / d’>oud = 1.

b) Justifier la sommabilité de la famille (u(d) / (m* d*)) pour (m, d) eN*x N*.

¢) On calcule de deux fagons la somme de la famille (u(d) / (m? dz)) pour (m, d) e N*x N*,

L

tégaled =
> es egaea?).

« Etablir I'égalité suivante (on rappelle que la somme de la série Z

pd) 1S ud)

22 6 2
(mdyeNFxyt M- d 63 d
* En exploitant la partition de N* x N* formée par les parties P,, = {(m, d) eN*x N* / m d = n}

oun = 1, établir les égalités suivantes :

@ &1
Z qudz :Zn_z Z,u(d):l.

(m,d) eN*x N+ T n=1 deDy,

d) En déduire la somme de la série de terme général u(d) / d? pourd = 1.



B PARTIE II : Les entiers naturels sans facteur carré
Etant donné un entier n = 2, on note désormais { DP1s> P2s - s pq} I'ensemble des nombres pre-

miers qui sont inférieurs ou égaux a n. Il en résulte que tout entier d appartenant a [1, n] peut

Vanps — 1" "q ;
donc s'écrire d = p|" p,” ... pg4 avec des exposants r, 15, ..., rq €ventuellement nuls.

3°) Une formule préliminaire

Dans toute la suite, on désigne comme d'habitude par |x] la partie entieére d'un nombre réel x.

a) Etablir 1'égalité des deux sommes suivantes, en montrant que tous les termes de la 16 somme
figurent dans la 2°™° et que les termes de la 2°™® somme ne figurant pas dans la 1™ sont nuls :

« n reor 7, n
— 1,2 q
> ud) L{—2| = > ulp - pd) o o |
d=1 (rl,rz,...,rq)eNq Py Py " - Dg
b) En examinant quels sont les termes pour lesquels ,u( pql pgz p:]q) # 0, en déduire que :

k n
Y I B e
(i iy iy cTLgl LPTy Piy - Piy
ou la derniere sommation est faite sur toutes les parties {i}, i, ... , iy} a k éléments de [1, ¢].

4°) Nombre des entiers sans facteur carré appartenant a [1, n]

On dit qu'un entier d € N* a un facteur carré s'il existe m = 2 tel que m? divise d, et on désigne
dans la suite par C,, I'ensemble des entiers d appartenant a [ 1, n] et ayant un facteur carré.

a) Montrer que d = pjl pgz p;q a un facteur carré si et seulement si : Aie[1, q], r; = 2.
b) En déduire que C, = Py UP, U ... UPgouP;={de[l,n] / p} divise d} pour 1 <i=<q.
¢) Montrer que les entiers appartenant a P; sont ceux s'écrivant k p? avec | <k <n / P

En déduire le cardinal |P;| de I'ensemble P; pour 1 <i <gq.

Etablir de méme que |Pl~ N Pj| = {%‘ pourl <i<j=<gq.
Pi pj

Que vaut |P,-1 N P,-2 N...N Pfk| ou {iy, iy, ... , i} désigne une partie a k éléments de [1, ¢]?

d) On admet la formule du crible, qui donne le cardinal d'une réunion P; U P, U ... U Py :

q
|PLUPU . UPy =) (-1 > [P, NPy N NP |
k=1 {ijsigs . sig)cllgl
En déduire que le cardinal | C,, | du complémentaire C,, de C,, dans l'ensemble [1, n] est égal a :

1 n
|1Cul = (d){—|-
2,40

5°) Probabilité p,, pour qu'un entier de |1, n] soit sans facteur carré
a) On munit I'ensemble [1, n] de 1'équiprobabilité. Quelle est la probabilité p,, de la partie C,, ?

b) En évaluant la partie entiére [n / d2J pour tout entier d > V n , établir les égalités :

) ) _ o) 1 )

n
LY R
d=1 d=1 s d?* Vn

c¢) En exploitant le résultat final de la partie I, en déduire la limite de la suite (p;,).
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Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

Pour tout réel strictement positif «, on se propose d'étudier la fonction S, de la variable réelle x
définie (sous réserve de convergence) comme somme de la série de fonctions suivante :

+o00
Sy(x) = Ze‘x”a —lte e ¥y oy
n=0
On étudie dans la partie I le domaine de définition et les premicres propriétés de la fonction S,.
Dans la partie II, on approfondit le cas particulier @ = 2, autrement dit I'étude de la fonction S,.
Puis on introduit dans la partie III des intégrales auxiliaires afin d'obtenir de facon plus générale
des équivalents de S, (x) lorsque x tend vers 0 et +oo.

B PARTIE I : Premiéres propriétés des fonctions S, (o > 0)

1°) Etude du cas particulier de la fonction S,
a) Etudier la convergence simple et expliciter la somme de la série de fonctions définissant S| :

+o00

Si(x) = Ze_’”’.

n=0
b) Préciser la limite et un équivalent de S;(x) quand x tend vers 0.
c) Préciser la limite de S;(x) quand x tend vers +oo, et un équivalent de S;(x) — 1 en +oo.

2°) Etude du domaine de définition des fonctions S, (a > 0)

. , . v ¥
a) Examiner pour x < 0 la nature de la série Ze e

b) Pour tout réel x > 0, déterminer la limite de la suite n — n? ™ n?,
En déduire la nature de la série Ze‘x n? pour x > 0.

¢) Préciser le domaine de définition de la fonction S, pour @ > 0.

3°) Premieres propriétés des fonctions S, (a > 0)

a) Pour tout £ > 0, établir la convergence normale de la série de fonctions Ze_x " sur [e, +ool.
En déduire la continuité de la fonction S, sur ] 0, +oco[ (on explicitera le théoréme utilisé).

b) Comparer S, (x) et S, (y) pour 0 < x < y et préciser le sens de variation de la fonction S,.
En déduire que la fonction S, admet une limite finie ou infinie en 0 et en +co.

¢) A l'aide d'un théoréme dont on précisera I'énoncé, montrer que lim, _, ;o Sp(x) = 1.

d) En exploitant I'inégalité S,(x) = ZQ’ZO e’ pour tout entier naturel N et pour tout réel x > 0,

établir, pour tout entier naturel N, que lim, _, o So(x) = N + 1.
Quelle est la limite de S, (x) lorsque x tend vers 0?



B PARTIE II : Etude de la fonction S,

On étudie dans cette partie la fonction définie par :

+00
N’ _ _ _ _
Yx>0, Sz(x)=Zex” =l+e ¥ +e g el
n=0

4°) Recherche d'un équivalent de S, en 0
a) Etablir I'inégalité suivante pour tout entier naturel » et tout réel x > 0 :

_ 2 n+1 __2 _ 2
e x (n+1) < f e Xt dt < "
n

vV

. , i s 00 —y2 ;4 T
b) En exploitant I'égalité f0+ e du= =, e déduire la double inégalité suivante :

S, -1 < < S5(x).
2 2\/; 2

c¢) Retrouver alors lim, _, ( S,(x), puis donner un équivalent de S,(x) quand x tend vers 0.

5°) Recherche d'un équivalent de S, — 1 en +co
a) Pour tout réel x > 0, établir que :

S0 —1-e™ = Y e,
n=2
b) En calculant cette derniere somme, démontrer que S>(x) = 1 + e ™ + o(e™) en +co.
En déduire un équivalent de S,(x) — 1 quand x tend vers +co.

6°) Recherche d'une valeur approchée de S,(x) pour x > 0
a) En raisonnant comme a la question 4.a), établir pour tout entier naturel N et tout réel x > 0 :

+00
. 2 + 00 _ 2
Z e " sf e dr.

- N
n=N+1
b) A l'aide d'un changement de variable dans cette derniére intégrale, en déduire que :
N —u N2
5 1 +oo @ e
VNEN', S0n) - Y e " < f du < .
=0 24 x SN2y 2Nx

¢) En déduire un algorithme permettant d'obtenir une valeur approchée de S,(x) a € > 0 pres.
d) Préciser une valeur approchée de S,(1) a 1077 pres.

B PARTIE III : Etude de S,(x) quand x tend vers 0 et +oco

7°) Comparaison de deux intégrales
On considére pour tous réels @ > 0 et x > 0 les deux intégrales suivantes :

+00 +0oo a
() = f e u® 1 du et (@) = f e X1 dr.
0 0

a) Pour quelles valeurs de « les intégrales fol ey du et fl+°° e * 4! du convergent-elles?
En déduire que l'intégrale I'(a) converge pour a > 0.

b) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer I'(a + 1) en fonction de I'(a).
Calculer I'(1) et en déduire I'(z + 1) pour tout entier naturel 7.



¢) Pour tout x > 0, effectuer dans l'intégrale F(l) le changement de variables défini par u = x 1*.
a
Qu'en déduit-on pour l'intégrale /(a), et quelle relation obtient-on entre F( L) et l(a)?
a

8°) Recherche d'un équivalent de S, en 0 (a > 0)
a) En raisonnant comme a la question 4.a), établir pour @ > 0 et x > 0 l'inégalité suivante :

I (1) 1

0 < Sex)—— F(—) — <

a \a/ xla

b) Retrouver lim, _, 5 Sy (x), puis donner un équivalent de S, (x) quand x tend vers 0.

9°) Majoration d'une intégrale auxiliaire (@ > 0)
a) Justifier pour tous réels @ > 0 et x > 0 la relation suivante :

+00 o 1 +00 l—l
f e dt = f e Yua  du.
1 a'xl/a' X

b) Etablir I'égalité suivante pour tous réels @ > O et x > 0 :

f ety du=e xe +|—-1 f e "ue " du.
X a X

Justifier ensuite 'inégalité suivante pour tous réels @ > 0 et x > 0 :

+00 l_2 1 +00 l_l
f e tue “du < —f e ue du
X X Jx

En déduire enfin I'équivalence suivante lorsque x tend vers +oo :
+00 i—l l—l
f e"ur du ~ etxa |
X

X = +o00

¢) En conclure que l'intégrale f1+°° 1" dr est négligeable devant e™ lorsque x tend vers +co.

10°) Recherche d'un équivalent de S, en +oco (@ > 0)
a) Etablir pour @ > 0 et x > 0 l'inégalité suivante :

+00 o +00 o
Ze‘x” Sf e dr.
1

n=2
b) En déduire un équivalent de S, (x) — 1 quand x tend vers +co.
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Epreuve de mathématiques PT - TSI (3h)

Dans ce probléme, on se propose d'étudier la fonction S de la variable réelle x définie (sous
réserve de convergence) comme somme de la série suivante :

+00
Sx) = Ze‘”’z =l4+e +e e g0
n=0
On étudie dans la partie I le domaine de définition et les principales propriétés de la fonction S.
On en détermine en particulier des équivalents aux bornes de son intervalle de définition en
exploitant une intégrale dont on étudie la convergence et la valeur dans la partie II.

B PARTIE I : Etude de la fonction S

On exploite ici la série entiere de la variable réelle ¢ définie sous réserve de convergence par :

+00 ’
F(f) = Zt” —ltt+ 40404
n=0

1°) Etude du domaine de définition des fonctions F et S

a) Examiner pour |¢| = 1 la nature de la série Z t”2.

b) Pour tout réel 7 de | — 1, 1[ et tout entier naturel », justifier 1'inégalité : |t|”2 <"
Etudier la convergence et expliciter la somme de la série ). |¢]” pourn = 0 et [#] < 1.
En déduire la nature des séries Z ItI”2 et Z t”z pour |#] < 1.

c¢) Préciser le domaine de définition de la fonction F.

d) Déduire de ces résultats que la série Ze‘x ” converge si et seulement si x > 0,

puis exprimer alors sa somme S(x) en fonction de F(e™).

2°) Premieres propriétés des fonctions Fet S
a) Justifier que la fonction F est de classe C* sur | — 1, 1.
b) Déterminer le sens de variation de F sur [0, 1[.
En déduire que la fonction F' admet une limite finie ou infinie en 1.

c¢) En exploitant I'inégalité F (1) = ZnNzo " pour tout entier naturel N et pour tout réel 7 de [0, 1],

établir, pour tout entier naturel N, que lim, _, | F(#) = N + 1.
Quelle est la limite de F(¢) lorsque 7 tend vers 1?

d) Déduire des résultats précédents que la fonction S est de classe C* sur | 0, +oo[, et donner
son sens de variation et les limites de S(x) quand x tend vers 0 et quand x tend vers +co.



3°) Recherche d'un équivalent de S(x) — 1 quand x tend vers +co
a) Pour tout réel x > 0, établir que :

+00 ) +00
S = S
n=2 n=2

b) En explicitant cette derniere somme, démontrer que S(x) — 1 —e™ = o(e™) en +oo.
En déduire un équivalent de S(x) — 1 quand x tend vers +oo.

4°) Recherche d'un équivalent de S(x) quand x tend vers 0
a) Etablir I'inégalité suivante pour tout entier naturel » et tout réel x > 0 :

_ 2 i’l+l_ 2 2
e ¥+ sf e ¥ dr = e,
n

b) En déduire 1'inégalité suivante pour x > 0 :
+00 2
S@) -1 =< f e dr = S().
0

2
O qy = g

c¢) En exploitant 1'égalité fo , calculer l'intégrale ci-dessus en posant u = ¢ Vx.

Retrouver alors lim, _, ( S(x), puis donner un équivalent de S(x) quand x tend vers 0.

5°) Recherche d'une valeur approchée de S(x)
a) En raisonnant comme a la question 4.a), établir pour tout entier naturel NV et tout réel x > 0 :

+00
2 +oo 2
Z e " sf e X dr.

- N
n=N+1
b) A l'aide d'un changement de variable dans cette derniere intégrale, en déduire que :
N too o e N2
VNeN, S - > e —xn? f < .
n=0 2 \/_ N 2 \/_ 2Nx

¢) En déduire un algorithme permettant d'obtenir une valeur approchée de S(x) a € > 0 pres.
d) Préciser une valeur approchée de S(1) a 1077 pres.

B PARTIE II : Calcul de l'intégrale de Gauss

On se propose ici de justifier I'existence et de calculer I'intégrale de Gauss, qu'on a exploitée
précédemment a la question 4, et qui est définie par :

+00 2
I = f e dr.
0

6°) Convergence de l'intégrale de Gauss |

, e e s 2
a) Pour tout réel 7 > 1, établir I'inégalité suivante : e™" < e,
b) Justifier l'existence et préciser la valeur de l'intégrale fl+°°e" dr.

c¢) En déduire I'existence de 1'intégrale fl+°°e‘t2 dt, puis de l'intégrale de Gauss /.



7°) Etude des intégrales de Wallis
Pour tout entier naturel », on définit I'intégrale de Wallis W), par :

U
w, = f 2 cos(f) dr.
0

a) Calculer les intégrales W, et ;.
b) A l'aide d'une intégration par parties du produit cos™ () = cos(?) cos”(¢), établir que :
VYnzl, Wyg=nW,1—W,.).
Pour tout entier #» = 1, exprimer W, ; en fonction de W, _,, puis justifier I'égalité suivante :
Yn=l, m+ )W,  W,=nW,W,_,.

En déduire qu'on a pour toutentiern=1: n W, W,_| = ’Z—T

c) Pour tout entier n = 1, établir l'inégalité W, ., < W, < W,_;.
En déduire I'équivalence W,_; ~ W,,.

d) Déduire des résultats précédents 1'équivalence : W, ~ 21 .
n

8°) Calcul de l'intégrale de Gauss 1
a) Pour tout réel x > —1, établir I'inégalité In(1 + x) < x.
En déduire, pour tout entier » > 1 et tout réel 7 de [O, Vn [, les inégalités suivantes :

1 1 1 1
ln(l - —] < —— et ln[l +—| < —.
n n n n

b) A l'aide de ces inégalités, établir la double inégalité suivante pourn = 1 :

Vn 2\ Vn oo o, Vn 2\
f 1-— dtsf e! dtsf 1+—]| dr.
0 n 0 0 n

¢) En effectuant le changement de variable # = V' » sin(x) dans la premiére de ces intégrales,

et = Vn tan(u) dans la derniére de celles-ci, établir qu'on a pour tout entier n > 1 :

Vi,
Vn W2n+l Sf e_t dr < Vn WZn—2‘
0

d) A l'aide de I'équivalent de ¥, obtenu au 7°, déterminer la valeur de l'intégrale de Gauss /.
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Epreuve optionnelle de mathématiques (2h)

Pour tout entier » = 2, on considere une matrice 4 € M,(R) dont les n valeurs propres a priori
complexes sont supposées réelles et on désigne par A, A,, ..., A, ses p valeurs propres distinctes.

Enfin, on note comme d'habitude /,, 1a matrice-identité d'ordre n.

B Partie I : Série entiére matricielle et polynome d'interpolation matriciel
1°) Polynéme minimal de la matrice A
a) Etablir que les n* + 1 matrices 1,,, A, A2, A3, ..., A”2 sont liées dans M,,(R).

Ainsi I'ensemble des entiers k > 1 tels que les matrices 1,,, 4, A2, A3, ..., A* sont liées dans M, (R)
forme une partie non vide de I'ensemble N. Celle-ci admet donc un plus petit élément d = 1,
de sorte qu'il existe des réels my, m,, ..., m, non tous nuls tels que Z?:o m; A" = 0.
b) Justifier que m, est non nul, et en déduire qu'il existe un unique polynéme unitaire M de degré d
(appelé polynéme minimal de A) tel que M(A4) = 0. On posera dans la suite :
MX) =X+ py X574 oy X+ po.
¢) On désigne par v; un vecteur propre associé a la valeur propre A; de 4 (1 <i < p).
Préciser Av;, A% v;, ..., A% v; en fonction de A; et v;, puis montrer que M(A) v; = M(A;) v;.
En déduire que M(4;) = 0, et que A, A,, ..., A, sont racines du polyndme minimal M.
d) On suppose qu'il existe une racine réelle ou complexe y de M qui n'est pas valeur propre de A.
Il existe donc un polyndme N a coefficients réels ou complexes tel que M(X) = (X — p) N(X),
et on a par conséquent M(A4) = (4 — ul,) N(4) = 0.
Etablir que la matrice 4 — u I, est inversible, que N(A4) = 0, puis en déduire une contradiction.
Ainsi, les seules racines de M sont les valeurs propres A, A5, ..., A, et on posera en introduisant

les ordres de multiplicité 7|, r,, ..., r, des racines Ay, A,, ..., A, du polynéme M :
MX) =X 4 py X4 v Xy = (X =21 (X =22 (X =2,)P.
Le degré de ce polyndme M est donc d = r| +r, + ... +rp, et on garde ces notations dans la suite.

2°) Polynome d'interpolation aux points A|, Ay, ..., A, de multiplicités ry, r,, ..., 1,

Soit l'application ¢ associant a tout polynome P de 1'espace vectoriel R,_;[X] des polynomes de

degré inférieur ou égal a d — 1 le d-uplet ¢(P) de I'espace vectoriel R dont :

- les | premiers éléments sont P(A;), P'(A{), ..., plr 1_1)(?L1),

- les r, éléments suivants sont P(A,), P’ (A,), ..., P(V2_1)(/\2),

- les r,, derniers éléments sont P(/\p), P'(/\p), s P(rp_l)(?tp).

a) Vérifier brievement que 1'application ¢ est linéaire, puis montrer qu'elle est injective de R ;_;[.X]
dans R, et établir enfin que ¢ réalise un isomorphisme entre ces espaces vectoriels.

b) Etant donnée une fonction indéfiniment dérivable f définie de R dans R, déduire de ce résultat
qu'il existe un et un seul polynome L de degré inférieur ou égal a d — 1 tel que :

Viell, pl. L) = fQ), LA = £/Q), ... . L07@y = .

On dit que L est le polynome d'interpolation de f aux points A;, ..., A, de multiplicités ry, ..., 1.



L

C) On note ici (quo, Ll,la cee s Ll,rl—la szo, L271, ey L2,r2—19 cee Lp,Oa

P> s Lp,rp_l) la base

de R,,_[X] obtenue par image réciproque par ¢ de la base canonique (e, e,, ..., e;) de R,
Expliciter (p(LLO), (p(Ll,l) et (p(Ll,j) pour 0 < j <r| — 1, puis vérifier que ‘P(Ll,rl—l) = e .
Expliciter (p(LZQO), (p(Lz,l) et (p(L2, j) pour 0 < j <, — 1, puis vérifier que QD(LZ,VZ—I) = e 11y
Expliciter généralement le d-uplet (p(Li j) pour l <i<p,0=<j<r;—1,puisen déduire que :
p I‘l‘—l
LX) =" 3" P L ().
i=1 j=0
d) Exprimer en fonction de L les polynomes P de R[X] (sans condition de degré sur P) tels que :

Viell, pl, POy = f), PA) =), ... , Pl = iy,

3°) Série entiere en la matrice A et polynéome d'interpolation en la matrice A

On considere une série entiere réelle Za, x!, de rayon de convergence R = +oco.

On introduit alors la somme et les sommes partielles de la série entiere précédente pour x €R :

+00 k
fx) = Za,xl et VkeN, fi(x) = Za,xl.
=0 =0

a) On effectue la division euclidienne du polyndme f par le polyndme minimal M :
F(X) = Ou(X) M(X) + Li(X) avec d°(Ly) < d°(M) =d.
Comparer f,(A;) et L;(A;) pour 1 <i < p, puis ﬁc(j)(/\i) et Lgcj)(/\i) pourl <i<petO=<j<r—1.
En déduire que L; est le polyndme d'interpolation de f; aux points Ay, ..., A, de multiplicités
¥l ..., I'p, pUis justifier I'égalité suivante :
pricl
L =33 Q) L0,
i=1 j=0
b) Déterminer limy, _, , ., fk(j)(?tl-) pourl <i<petO<j<r;—1.
En déduire la limite de L;(A4) lorsque & tend vers +co.
¢) On munit M,,(R) d'une norme d'algebre, c'est a dire d'une norme telle que ||4 B|| < ||4]| ||B|| pour

A, Be M, (R). Etablir que la série Za, A’ converge absolument.

d) On peut donc introduire la matrice f(4) = 3 5 a A', somme de la série convergente précédente.
Comparer f,(A4) et L;(A), puis démontrer que f(A4) = L(A).

B Partie II : Deux exemples d'applications
4°) Un premier exemple

On considere deux réels a et b avec b # 0 et on choisit dans cette question pour matrice 4 :
a b b
A=|b a b
b b a
a) Justifier que cette matrice 4 est diagonalisable dans M;3(R).

b) Montrer que A; = a — b est valeur propre de 4. Préciser le sous-espace propre associé.
Montrer que A, = a + 2 b est valeur propre de 4. Préciser le sous-espace propre associ€.
¢) Calculer 42 et I'exprimer comme combinaison linéaire de 4 et I5.



En déduire le polyndme minimal M de cette matrice 4, c'est a dire le polyndme de coefficient
dominant égal a 1 et de plus bas degré annulant la matrice 4, et factoriser ce polyndme M.

d) De nouveau, fest ici une fonction de R dans R développable en série entiere de rayon R = +oo.
Expliciter le polynéme L de degré 1 tel que L(a—b) = f(a—b)et Lla+2b) = f(a+2b).
Préciser alors f(A4) comme combinaison linéaire de 4 et /5.

5°) Un second exemple
On revient au cas général ou la matrice 4 est celle introduite dans le préambule, et on pose :

+00 1 A2[ +00 ; A21+l
A) = 1) —— t in(A4) = -1 —
cost) 120:( ) 2n! © SHEE IZOZ( ) QI+ 1)!

et on note L. et Lg les polyndmes d'interpolation des fonctions cos et sin aux points A;, ..., A,

de multiplicités r, ..., 7.

a) Comparer L.(A4) et cos(4) d'une part, Li(A4) et sin(4) d'autre part.

b) Evaluer le polynéme L2 + L2 — 1 aux points A, A,, ..., A, ainsi que ses dérivées successives
(L2+22-1)V @) = (22)” A) + (L2)V ) pour 1 =i < pet 1< j=<r;— 1 (on peut a cet effet
exploiter la formule de Leibniz). Qu'en déduit-on pour le polyndme L2 + L2 — 1 ?

¢) En déduire que cos?(4) + sin?(4) = I,,.
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Concours EPITA-IPSA-ESME 2020

Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI

m ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE : Partie I

On considere la grille représentée ci-dessous, construite dans le carré C = [-2, 2] x[-2, 2] avec :

- les 5 segments horizontaux définis par: -2 <x<2ety=kavecke{-2,-1,0,1, 2}.

- les 5 segments verticaux définis par : x = kavec ke{-2, —-1,0, 1,2} et -2 < y < 2.

Ces 10 segments définissent 25 points d'intersection de coordonnées (i, j) avec i, je{0, £1, £2}.
On convient d'autre part d'appeler aréfe tout segment horizontal ou vertical de longueur 1 qui joint
horizontalement ou verticalement deux de ces 25 points et on note ces 25 points comme ci-dessous :
0 désigne l'origine, 1 les points situés a une aréte de 0, 2 les points situés a 2 arétes de 0 et
n'appartenant pas au bord du carré C, et B les points du bord du carré C = [-2, 2]x[-2, 2].

A

B E B
E B
2 1 2
B E
1 i} 1
B E )
2 1 2
B B
B
& B E B

On considere au cours du temps indexé par l'ensemble N des entiers naturels » le déplacement d'un

individu sur ces 25 points (i, j) ou i, je{0, £1, £2} de la grille ci-dessus.

Les déplacements de l'individu sur les 25 points de cette grille se font selon les 3 régles suivantes :

1) a I'instant 0, I'individu est placé au point central de la grille, en O (0, 0).

2) atout instant », si l'individu est en un point M de la grille n'appartenant pas au bord de ce carré C,
il se déplace horizontalement ou verticalement d'une aréte sur la grille a partir de ce point M,
de fagon a se trouver a l'instant # + 1 et de fagon équiprobable en I'un des 4 points M’ de la grille
distants d'une aréte du point M.

3) a tout instant #, si I'individu arrive en un point situé au bord de ce carré¢ C = [-2, 2] x[-2, 2],
c'est-a-dire s'il arrive en un point (i, j) aveci = £2 ou j = £2, il y reste définitivement.
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1°) Etude d'une suite de variables aléatoires (X,,)
Pour tout # €N, on note X, la variable aléatoire indiquant la position 0, 1, 2 ou B de I'individu
a l'instant #. Il s'agit donc d'une variable aléatoire a valeurs dans I'ensemble {0, 1, 2, B}.

a) Expliquer bri¢vement pourquoi on a : [P( anl)(X,,H =B)= i et [P( anz)(XnH =B)= %
b) Expliciter de méme les probabilités conditionnelles [P( anl)(Xn +1=0)et [P( anl)(X,,Jrl =2).
c¢) Exprimer chacun des 4 réels P(X,,,; = 0), P(X,,; = 1), P(X,;; = 2), P(X,,+; = B) en fonction

des réels P(X,, = 0), P(X,, = 1), P(X, = 2), P(X,, = B).
d) Préciser une matrice M e M4(R) telle qu'on ait pour tout entier naturel » :

P (X1 =0) P(X,=0)
PX1=1 PX,=1)
PXui=2 | 7 |PX=2|
P(X,.; = B) P (X, =B)

2°) Diagonalisation de la matrice M
L L eto

a) Un logiciel de calcul formel montre que les valeurs propres A de M sont 1, Ry
On demande de déterminer les quatre vecteurs propres suivants de M :

le vecteur U; de R* associé 2 A = 1 dont la derniére composante est égale a 1.
1

V2

le vecteur Uy de R* associé 4 A = — —L dont les 2 derniéres composantes sont -6 —4 V2 et 1.

V2
le vecteur U, de R* associé 4 A = 0 dont la derniére composante est égale a 1.
b) On note P la matrice de M,(R) dont les vecteurs-colonnes, dans cet ordre, sont U;, U,, Us, U,.

le vecteur U, de R* associé 4 A = + dont les 2 dernieéres composantes sont -6 +4 V2 et 1.

On note D la matrice diagonale D = Diag(l, %, - %, 0).

Indiquer si M est diagonalisable, et expliciter une relation entre les matrices D, M, P, P

3°) Lois des variables aléatoires X,

Pour tout entier naturel », on désigne par V,, le vecteur-colonne de R* dont les composantes sont,
de haut en bas, P(X, = 0), P(X, = 1), P(X,, = 2), P(X, = B).

a) Préciser le vecteur ¥, et démontrer, pour tout entier naturel , qu'ona: ¥, = PD" P~! 1.

b) Soit X un vecteur-colonne de R* dont on note les composantes X, x,, X3, Xs.

3+2V2 _3—2\/7)
4 4 '

Déterminer X tel que P X = V, (on vérifiera que x, = — et xz3 =
¢) En déduire P~ ¥}, puis D" P~ ¥, et enfin les composantes de ¥,, pour tout entier n > 1.
d) Vérifier pourn = 1 que P(X;, = 1) =P(X;,_1 =2) =0, et préciser P(X,,_; = 1) et P(X;,, = 2).
Vérifier également qu'on a pourn =1 :
3+2«/'2‘( 1 ] 3—2\[2_( 1 ]"
+\vz) e Uvr

P(X,=B) =1-

4°) Temps d'attente pour atteindre le bord du carré
On désigne par T la fonction indiquant 'instant » €N ou, pour la premiere fois, 1'individu atteint
le bord du carré C, c'est-a-dire ou 1'événement X,, = B est réalis€ pour la premiere fois.
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a) Montrer, pour tout entier naturel n, que P(T < n) = P(X,, = B), puis que },'9P(T =n) = 1.
Ainsi, on peut considérer la fonction 7 comme une variable aléatoire discréte.

b) Pour n = 1, exprimer I'événement (7 = 2 n) a l'aide des événements (X, , = B) et (X5, = 1).
En déduire P(T = 2 n) en fonction de n pour n = 1.

d) A l'aide d'un raisonnement analogue, déterminer P(7 = 2 n + 1) en fonction de n pour n = 1.

d) Déterminer alors 1'espérance de la variable aléatoire 7.

m ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE : Partie II

On note maintenant les 25 points de la grille comme suit : 0 désigne 1'origine, 1 les points situés a
une aréte de 0, 2 les points a 2 arétes de 0 et n'appartenant pas au bord du carré C, 2 B les points
a 2 arétes de 0 et appartenant au bord de C, 3 les points a 3 arétes de 0, et 4 les points a 4 arétes de 0.

A

5 B 3
4 4
2 1 2
5 3
1 [] 1
2B b3 -
2 1 2
5 3
4 4
3 ) 3

Dans cette partie II, on ne suppose plus que l'individu arréte sa marche lorsqu'il atteint le bord de C

et ses déplacements sur les 25 points de la grille se font désormais suivant les 2 régles suivantes :

1) 4 l'instant 0, l'individu est placé au point central de la grille, en O (0, 0).

2) a tout instant », si l'individu est en un point M de la grille, il se déplace horizontalement ou
verticalement d'une aréte sur la grille a partir de ce point M, de fagon a étre a l'instant n+ 1 et
de fagon équiprobable en I'un des points M’ de la grille distants d'une aréte du point M.

On prendra garde au fait que selon les points M choisis parmi les 25 points de la grille, le nombre

des points M’ situés a une aréte de M sur cette grille peut étre égal a 2, 3 ou 4.

5°) Etude d'une suite de variables aléatoires (Y,)

Pour tout entier naturel », on note Y, la variable aléatoire indiquant la position de l'individu a

l'instant . Il s'agit donc d'une variable aléatoire a valeurs dans I'ensemble {0, 1, 2, 2 B, 3, 4}.

a) Expliciter P(Y,,; = 0), P(Y,;1 = 1), P(Y,s1 = 2), P(Y,,41 =2B), P(¥,;1 =3) etP(Y,,; =4) en
fonction des réels P(Y,, = 0), P(Y,, = 1), P(Y,, = 2), P(Y,, = 2B), P(Y,, = 3) et P(Y,, = 4).
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b) Préciser une matrice M € Mg(R) telle qu'on ait pour tout entier naturel # :

P(Y,1=0) P(Y, = 0)
P(Yy1=1 P(Y,=1)
P(Yy1=2) | _ Y P(Y, =2)
P(Y,:1 =2B) P(Y,=2B) |
P(Y,,; =3) P(Y, =3)
P(Y,, =4 P(Y,=4)

¢) Pour tout entier 7 €N, on désigne par ¥}, le vecteur-colonne de R® dont les composantes sont,
de haut en bas, les réels P(Y,, = 0), P(Y,, = 1), P(Y, = 2), P(Y,, = 2B), P(Y,, = 3) et P(Y,, = 4).

Préciser Vyy, V1, V5, V3, puis P(Y,, = 0) pour 1 < n < 3, et vérifier enfin que P(Y; = 0) = %.
6°) Calcul des probabilités P(Y,, = 0) de passage a l'origine
a) Un logiciel de calcul formel montre que les valeurs propres de M sont 1, —1, g, - g, 0,0

Etudier si la matrice M est diagonalisable.
b) Dans la suite, on désigne par P une matrice de passage de la base canonique de R® a une base

de vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres 1, —1, %, - g, 0, 0.
Expliciter la matrice D = P~! M P, et, pour tout entier n €N, établir que V,, = P D" P~1 V.
Déduire de cette formule 1'existence de 4 nombres réels a, B, v, 6 tels que :

V11 V11

Vnz1, P(Y,=0) = a+B(-1+ y[T] +5(——6—] .

¢) En exploitant les valeurs de [P(Y,, = 0) pour 1 < n < 4 obtenues en 5°), calculer , S, 7, 9.

En déduire, pour tout entier n = 1, que P(Y,,,_; = 0) =0 et que P(Y,, =0) = % + % (%)n.

7°) Nombre moyen de passages en 0 entre les instants 1 et 2n

Pour tout entier £ = 0, on note O, ;, la variable aléatoire valant 1 si l'individu est en 0 a l'instant 2 £
et 0 sinon, et pour tout entier # = 1, onpose : S5, = O, + Og + ... + 05, =3} | Oz

a) Qu'indique concrétement la valeur prise par la variable aléatoire S, ,,?

b) Calculer I'espérance de S, ,, et préciser deux réels a, b tels que [E(S,,,) = an+ b+ o(1).

8°) Probabilités-limites des positions occupées par l'individu lorsque n tend vers +oco

a) Déterminer un vecteur propre de M associé a A = 1 dont la 1ére composante est 1.

b) Déterminer un vecteur propre de M associé a A = —1 dont la 1¢re composante est 1.
Dans la matrice de passage P de la base canonique de R® a une base de vecteurs propres de M,
on choisit pour 1¢re et 2¢éme colonnes les vecteurs propres ainsi obtenus en 8.a) et 8.b).
(On ne précisera pas les 4 colonnes suivantes de P associées aux 4 autres valeurs propres de M).

¢) On admettra qu'en résolvant le systéme d'équations P X = ¥, les deux premieres composantes

du vecteur solution X = P~! ¥/, sont égales a %.

Déduire des résultats précédents les limites des vecteurs V5, et V5,1 lorsque » tend vers +co.
Expliciter les limites des probabilités des positions occupées par l'individu a I'instant 2# lorsque
n tend vers +oo, et & l'instant 2 n + 1 lorsque # tend vers +oo.

Fin de I'épreuve
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Concours EPITA-IPSA-ESME 2020

Epreuve de mathématiques PT-TSI

Les deux parties de ce probleme sont largement indépendantes.

m PARTIE I : ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

On considére une variable aléatoire X, a valeurs dans l'ensemble N des entiers naturels #, dont
la loi est définie par :

PXX=0)=P(X=1)=0 et Vn=1, PX=2n=P(X=2n+1)=

2n+1 ’

1°) Résultats préliminaires
a) Préciser le rayon de convergence et expliciter la somme des trois séries enticres suivantes
lorsqu'elles convergent (ou 1'on notera que la sommation démarre an = 1) :

+00 +00 +o0

S = ¥, Si@= Y nx T $00= ) nin—1)x"2

n=1 n=1 n=1

b) Calculer 3,75 po L — 1 puis vérifier que }'QP(X =n) = 1.

= 24.

¢) Calculer 37> et h i 1) , puis vérifier que Yt

oh— ”lan

2°) Calcul direct de l'espérance et de la variance de X

a) A l'aide des résultats précédents, préciser les valeurs des sommes Z*‘” 2 — et 31 2 ;’:11
b) En déduire 'espérance [E(X) de la variable aléatoire X.
2
¢) A l'aide des résultats précédents, préciser les valeurs des sommes ;' @ ?1 ] %
=2

d) En déduire I'espérance [E(X?) de X2, puis la variance V(X) de la Variable aléatoire X.

3°) Calcul de l'espérance de X a l'aide d'une fonction auxiliaire
On considere, sous réserve de convergence, la fonction définie par G(x) = Z P(X =n)x"

2n

a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére »' xzn .

b) En déduire que G est définie pour |x| < V2 , et qu'on a alors 1'égalité :
¥ +x°
G = Y PX =n)x" = ————
2(2-x%)
¢) Comparer G’(1) et [E(X), calculer G’(x) et retrouver le résultat de la question 2.b).
d) Comparer G”(1) et E(X (X — 1)), et sachant que G”(1) = 24, retrouver [E(X 2) et Y(X).
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m PARTIE II : ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE

On considere la grille représentée ci-dessous, construite dans le carré C = [-2, 2] x[-2, 2] avec :

- les 5 segments horizontaux définis par: -2 <x<2ety=+kavecke{-2,-1,0, 1, 2}.

- les 5 segments verticaux définis par : x = kavec ke{-2,-1,0,1,2}et-2 <y <2.

Ces 10 segments définissent 25 points d'intersection de coordonnées (i, j) avec i, je{0, £1, £2}.
On convient d'autre part d'appeler aréte tout segment horizontal ou vertical de longueur 1 qui joint
horizontalement ou verticalement deux de ces 25 points et on note ces 25 points comme ci-dessous :
0 désigne l'origine, 1 les points situés a une aréte de 0, 2 les points situés a 2 arétes de 0 et
n'appartenant pas au bord du carré C, et B les points du bord du carré C = [-2, 2] x[-2, 2].

Y

On considere au cours du temps indexé par I'ensemble N des entiers naturels » le déplacement d'un

individu sur ces 25 points (i, j) ou i, je{0, =1, £2} de la grille ci-dessus.

Les déplacements de l'individu sur les 25 points de cette grille se font selon les 3 régles suivantes :

1) a l'instant 0, I'individu est placé au point central de la grille, en O (0, 0).

2) a tout instant », si l'individu est en un point M de la grille n'appartenant pas au bord de ce carré C,
il se déplace horizontalement ou verticalement d'une aréte sur la grille a partir de ce point M,
de fagon a se trouver a l'instant n + 1 et de fagon équiprobable en I'un des 4 points M’ de la grille
distants d'une aréte du point M.

3) a tout instant », si l'individu arrive en un point situé au bord de ce carré C = [-2, 2] x[-2, 2],
c'est-a-dire s'il arrive en un point (i, j) avec i = £2 ou j = £2, il y reste définitivement.

4°) Etude d'une suite de variables aléatoires (X))

Pour tout n €N, on note X, la variable aléatoire indiquant la position 0, 1, 2 ou B de I'individu
a l'instant #. 11 s'agit donc d'une variable aléatoire a valeurs dans I'ensemble {0, 1, 2, B}.

a) Justifier brievement les valeurs des probabilités conditionnelles suivantes :

1 1
P(x,=0)Xns1 = B) =0, Py _y(Xyy1 = B) = " P(x,=2)Xn+1 = B) = >’ P(xy=5)Xnr1 = B) = 1.
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En déduire que P(X,,,) = B) = ; P(X, = 1)+ 2 P(X, = 2) + P(X, = B).

b) Déterminer [P(ano)(Xn_'_] = 2), IP(anl)(XnH = 2), [P(anz)(Xn+1 = 2), IP(anB)(XnH = 2).
En déduire P(X,,,; = 2) en fonction de P(.X,, = 1).

c¢) En procédant de méme :

- exprimer P(X,,,; = 1) en fonction de P(X,, = 0) et P(X,, = 2).

- exprimer P(X,,,; = 0) en fonction de P(X,, = 1).

d) Déduire de ces résultats une matrice M € M,(R) telle qu'on ait pour tout entier naturel # :

P (X341 =0) P (X, = 0)
PXp1 =D | _ Y PX,=1)
P (X1 =2) P(X,=2) |
P(X,.; =B) P (X, = B)

5°) Diagonalisation de la matrice M

Un logiciel de calcul formel montre que les valeurs propres A de M sont 1, 0.

1
, ——— et
V2

M:

-

a) Déterminer toutes les composantes des quatre vecteurs propres suivants d
- le vecteur propre U, de R* de composantes (x, ), z, 1) associ¢ aA = 1.
(La derniere composante de U est égale a 1).

a

- le vecteur propre U, de R* de composantes (x, y,—6+4 V2, 1) associéa A = + .

V2
(Les 2 dernieres composantes de U, sont respectivement —6 + 4 V2 et 1).
- le vecteur propre U; de R* de composantes (x, y,—6-4 V2, 1) associ¢ a A = — %

(Les 2 dernieres composantes de U sont respectivement —6 — 4 V2 et 1).

- le vecteur propre U, de R* de composantes (x, y, z, 1) associé a A = 0.
(La derniére composante de U, est égale a 1).
b) On note P la matrice de M,(R) dont les vecteurs-colonnes, dans cet ordre, sont U, U,, Uz, Uy.

On note D la matrice diagonale D = Diag(l, %, - %, O).

Indiquer si M est diagonalisable, et expliciter une relation entre les matrices D, M, P, P~

6°) Lois des variables aléatoires X,

Pour tout entier naturel #, on désigne par ¥, le vecteur-colonne de R* dont les composantes sont,
de haut en bas, P(X,, = 0), P(X, = 1), P(X,, = 2), P(X,, = B).

a) Préciser le vecteur ¥, et démontrer, pour tout entier naturel #, qu'ona: V,, = PD" P~ V.

b) Soit X un vecteur-colonne de R* dont on note les composantes x;, x,, X3, X4.

Déterminer X tel que P X = ¥V} (on vérifiera que x, = — —3+24‘/? etx; = — _3‘24‘/? ).

¢) En déduire P! ¥, puis D" P~ V), et enfin les composantes de ¥, pour tout entier n = 1.
d) Vérifier pourn = 1 que P(X;, = 1) =P(X;,_1 =2) = 0 et préciser P(X;,_; = 1) et P(X;,, = 2).
Vérifier également qu'on a pourn =1 :
3+2«/2—( 1 J" 3—2«/5[ 1 J
+ \v2) e Uy

Quelle est la limite de P(X,, = B) lorsque » tend vers +oo?

P(X,=B) =1-
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7°) Temps d'attente pour atteindre le bord du carré
On désigne par T la fonction indiquant l'instant n €N ou, pour la premieére fois, I'individu atteint
le bord du carré C, c'est-a-dire ou 1'événement X, = B est réalisé pour la premiere fois.
a) Montrer, pour tout entier naturel n, que P(T < n) = P(X,, = B).
b) Pour tout entier naturel », en déduire ZZ:O P(T = k), puis ) P(T =n) = 1.
Ainsi, on peut considérer la fonction 7’ comme une variable aléatoire discrete.
¢) Pour n = 1, exprimer I'événement (7 = 2 n) a l'aide des événements (X, , = B) et (X;,_1 = 1).
En déduire P(T = 2 n) en fonction de » pour n = 1.
d) A T'aide d'un raisonnement analogue, déterminer P(7 = 2 n + 1) en fonction de n pour n = 1.
e) Déduire des résultats de la partie I 1'espérance et la variance de la variable aléatoire 7.

Fin de 1'épreuve
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Concours EPITA-IPSA-ESME 2020

Epreuve de mathématiques

Ce sujet a pour objet 1'étude de propriétés des solutions y sur R de I'équation différentielle (E) :
¥y +éy=0.

Le probléme s'organise en trois parties relativement indépendantes : on étudie dans la partie I

une solution particuliére de 1'équation (E), puis ensuite 1'ensemble des solutions de (E) sur R_

(ces derniéres sont en fait les restrictions & R_ des solutions sur R). Dans la partie II on étudie

le comportement asymptotique en +co des solutions de (E), et enfin dans la partie III, on étudie

les z€ros positifs des solutions de (E).

B PARTIE I : Etude sur R_ des solutions de 1'équation (E)
1°) Etude d'une solution de (E) définie sur R
Dans cette question, on considére la somme de la série enti¢re suivante :

a) Déterminer le rayon de convergence de cette série enticre.
b) On considére alors la fonction définie pour tout réel 7 par f(#) = S(e’).

Justifier que f'est de classe C*™ sur R et préciser sous forme d'une série f”(¢).
Expliciter alors sans signe Y, l'expression f”(¢) + €' f(¢) et conclure.

¢) Déterminer la limite éventuelle de f(¢) lorsque ¢ tend vers -co.

d) En regroupant deux par deux les termes de la série définissant f(¢), démontrer que f(¢) > 0
pour tout réel # < 0. En procédant par exemple de fagon analogue, déterminer le signe de f”
pour tout réel 7 < O et le sens de variation de f'sur R_.

2°) Etude d'une solution de (E) définie sur R _
Le résultat précédent établissant que f'est & valeurs strictement positives sur R_ autorise a poser :

0 dr
Vi, g=10 [
t fA)
a) Calculer g’(¢) et g”(¢) et en déduire g”(¢) + €' g(¢) pour ¢ < 0.
b) Préciser le signe de g(¢) pour ¢ < 0 et démontrer 1'équivalence g(f) ~ —¢ quand ¢ tend vers -co.

3°) Etude des solutions de (E) sur R_

a) Justifier I'indépendance linéaire de la restriction de faR_ et de g.
Expliciter la forme générale des solutions de 1'équation (E) sur R_.

b) Préciser quelles sont les solutions sur R_ qui ont une limite finie en -co, les solutions sur R_ qui
sont bornées, les solutions sur R_ qui tendent vers oo en -co.
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B PARTIE II : Etude asymptotique en +co des solutions de 1'équation (E)

4°) Limite en + oo des solutions de (E)

A toute solution y : R — R de (E), on associe la fonction définie sur R par z(¢) = y(z) &°.

a) Exprimer y, )’, »” en fonction des dérivées z, z’, z”, puis en tenant compte du fait que y est
solution de (E), exprimer z en fonction de z’ et z”.

b) En déduire 1'égalité suivante pour tout # = 0 :

2 25 ”
zz(l‘)=zz(0)+%ft G dr—ftwdr.
0

0 &4+ L e+ L
25 25

c) A l'aide d'une intégration par parties de la dernicre intégrale, en déduire pour tout z = 0 :

£m=£@+§z%p e
! T
€+ 55 e+ %)

220 1 fr (- 2)
—_—z
0

d) En déduire que z est bornée sur R et qu'on a pour tout# = 0 :

25
< e | 20+ — Z%(0) .
Y@l < e .J ()+26Z()

Préciser alors la limite de toute solution y de (E) en +co.

B PARTIE III : Etude des zéros sur R, des solutions de I'équation (E)

5°) Premiéres propriétés des zéros des solutions non nulles de (E)
a) Rappeler I'énoncé précis du théoréme de Cauchy-Lipschitz concernant I'équation linéaire (E).
b) Etant donné un réel #,, en déduire les solutions y de (E) vérifiant y(¢y) = y'(¢y) = 0.
En déduire que si une solution non nulle y de (E) s'annule en #j, elle change de signe en #,.
c¢) On suppose qu'il existe un segment [a, b] (a < b) dans lequel une solution non nulle y de (E)
s'annule une infinité de fois, de sorte qu'on peut construire une suite (¢,,) de zéros deux a deux
distincts de cette solution y appartenant a [a, b].
- Justifier 1'existence d'une suite (t(,,(n)) extraite de (#,) qui converge vers un réel ¢ de [a, b].

- Justifier, pour tout entier naturel #, que ) s'annule au moins une fois en un réel cy,) dans
I'intervalle ouvert | fu(m), fy(r41y[ OU | Zy(r41s Zoonl selon l'ordre des réels fy( et Zy(ns1)-

- Montrer qu'on a y(¢) = )’ (¢) = 0, puis en déduire que y est la solution nulle.
- Qu'en déduit-on?

6°) Existence d'un zéro strictement positif d'une solution non nulle

Soit une solution non nulle y : R — R de I'équation (E) : y” + €' y = 0.

On considére aussi la solution z: ¢ — sin(¢) de I'équation z” + z = 0.

a) Exprimer la dérivée de la fonction W : ¢ — y(¢) Z/(¥) — y'(¢) z(¢) en fonction de y et z.

b) On suppose que y ne s'annule pas sur ] 0, ] et garde un signe strictement positif par exemple
(ce qu'il est possible de supposer, quitte & changer y en -y).
Préciser le signe de W’ sur | 0, «[, les valeurs de W (0) et W (x).
Conclure a une contradiction et en déduire que y s'annule au moins une fois dans ] 0, 7].

c) Compte tenu de I'ensemble des résultats précédents, justifier l'existence d'un plus petit zéro
strictement positif de y qu'on note désormais #; et qui appartient a ] 0, x].
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7°) Existence d'une suite croissante de zéros d'une solution non nulle dans R ..
Soit une solution non nulle y:R — R de 1'équation (E) : y” + ¢’ y = 0, et on désigne toujours
par #; le plus petit zéro strictement positif de y.
n
On considére aussi la solution z: ¢ - sin[e 2(t— tl)J de I'équation z” + €'1 z = 0.

a) Exprimer la dérivée de la fonction W : ¢ — y(¢) 2’ (¥) — y'(¢) z(¢) en fonction de y et z.
n
b) On suppose que y ne s'annule pas sur | ¢, t; +e 2 77] et garde un signe qu'on peut toujours

supposer strictement positif par exemple, quitte & changer y en -y.
2 _h
Préciser le signe de W’ sur | ¢4, ¢; + e 2 m[ et les valeurs de W (¢;) et W[tl +e 2 n).

t
1

En déduire de méme que y s'annule au moins une fois dans l'intervalle ] #;, #; +e 2 n].

c) Justifier I'existence d'un plus petit zéro strictement supérieur a #; de y qu'on note désormais #,
t
a1

et qui appartienta | ¢, #; +e 2 n].

d) En déduire que les z€ros strictement positifs de y peuvent €tre classés en une suite réelle ()
In

strictement croissante telle qu'on ait pour toutentiern >1:¢,,; —#, <me 2.

e) On suppose la suite croissante (#,) majorée, de sorte qu'elle converge vers une limite finie L.
L

Montrer que L est un zéro de y, et établir que y admet au moins un zérodans | L, L +e 2 ﬂ].

En déduire une contradiction, et montrer que lim #, = +oo, puis que lim(z,,; — #,) = 0.
f) Donner l'allure de la courbe représentative sur R de la fonction f définie dans la partie I.

Fin de I'épreuve



o 1 e
CONCOURS

CPGE

EPITA - IPSA - ESME

1 SEUL ET UNIQUE CONCOURS
POUR VOUS PREPARER
A UNE MULTITUDE
DE METIERS

Samedi 17 Avril 2021

EPREUVE : MATHEMATIQUES

MP / PC/ PSI

Durée : 3 Heures

Condition(s) particuliére(s)

Calculatrice autorisée




1/3

Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2021

Epreuve de Mathématiques MP - PC - PSI

Dans ce probléme, on considére un espace vectoriel réel £ supposé de dimension finie d sur R, et
on se propose d'étudier les sommes de projecteurs de £ qui commutent deux a deux. Dans la partie I,
on traite un exemple dans l'espace R>. Dans la partie II, on examine le cas général d'une somme de
deux projecteurs qui commutent. Enfin, dans la partie III, on généralise I'étude au cas d'une somme
de n projecteurs qui commutent deux a deux. Ces trois parties sont largement indépendantes.

m PRELIMINAIRES

1°) On rappelle qu'un endomorphisme f'de E est un projecteur si et seulement s'il vérifie : 2 = f
et on convient de noter Id l'application Identité de E.

a) Etablir qu'un endomorphisme p de E est un projecteur si et seulement si Id — p est un projecteur.
Dans toute la suite de cette question, on suppose que p est un projecteur de E.

b) Montrer que Ker(Id — p) = Im(p) et Ker(p) = Im(Id — p).

c¢) A l'aide de 1'égalité : V x € E, x = p(x) + (x — p(x)), montrer que: £ = Im(p) & Ker(p).

d) Ecrire la matrice de p dans une base de E obtenue par réunion de bases de Im(p) et Ker(p).

En déduire que p est diagonalisable et préciser ses valeurs propres et leurs ordres de multiplicité en
fonction de son rang.

m PARTIE I : ETUDE D'UN EXEMPLE DANS R?

Dans I'espace R3 rapporté a sa base canonique (e;, e, e3), on considére les endomorphismes p et ¢

dont les matrices dans la base canonique sont respectivement :
2 1 1 1 2 1

3 303 6 6 6
1 2 1 2 4 2
pP= 3 3 3 ’ 0= 6 6 6 |
L1 2 r_2 1
3 303 6 6 6

2°) Nature des endomorphismes p et q
a) Calculer les matrices P? et Q.
b) Déterminer des bases de I'image et du noyau de chacun des deux endomorphismes p et g.

En déduire la nature géométrique et les éléments caractéristiques des endomorphismes p et g.
¢) Calculer enfin les produits P Q et QO P.

3°) Etude de l'endomorphisme p + q

a) Ecrire la matrice P + Q et déterminer son polyndme caractéristique.

b) En déduire les valeurs propres de 1'endomorphisme p + g. Celui-ci est-il diagonalisable?

c) Préciser des vecteurs propres v, v, v, associés aux valeurs propres 0, 1, 2 de p + g.
On choisira ces vecteurs propres vy, Vi, v, avec une premiere composante égale a 1.

d) En déduire une matrice inversible R telle que R™'(P + Q) R = D soit diagonale, et préciser D.
Déterminer les images des vecteurs v, vy, v, par p et par ¢, et en déduire R"! PRet R"' QR.
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m PARTIE Il : SOMME DE 2 PROJECTEURS QUI COMMUTENT

Dans cette partie, on considére a nouveau un espace vectoriel réel £ de dimension finie d sur R,
on note Id I'endomorphisme identité de E, et on se propose d'étudier I'endomorphisme f = p + ¢
ou p et g sont deux projecteurs de £ qui commutent, c'est-a-dire qui vérifient: p o g =q o p.

4°) Etude des valeurs propres de [ = p + q
a) Exprimer f2 et f> en fonction de p, de g, etde po g =q o p.
En déduire des réels Bet y tels que : f> + B8 > +vy f =0.
b) Soit x un vecteur propre de I'endomorphisme f'associé a une valeur propre A.
Préciser f- 2(x) et f 3(x) en fonction de A et x, puis montrer que : B+ +yA=0.
c¢) En déduire les valeurs propres possibles de I'endomorphisme f = p +g.

5°) Etude des sous-espaces propres de f = p +q
a) Démontrer 1'égalité : Ker(p + q) = Ker(p) () Ker(g).
En déduire I'égalité : Ker(p + ¢ — 2 1d) = Im(p) () Im(g).
b) A quelles conditions portant sur les sous-espaces Ker(p), Ker(g), Im(p), Im(g) chacun des réels
0 et 2 est-il valeur proprede f = p+¢ ?
Préciser dans ce cas les sous-espaces propres associés a chacune de ces valeurs propres 0 et 2.
¢) Montrer l'inclusion : Im(2 f-f 2) c Ker(Id - f).
En vérifiant I'égalité : x = (Id — f ) (x) + (2 f-f 2) (x), montrer que Ker(Id — f) c Im(2 f-f 2).
En déduire I'égalité Ker(f —Id) = Im(2f - f2) =Im(p+g—-2p-oq).
d) Calculer (Id =2 p)> et Ad =2 p)o (p+q—2 p ° q).
En déduire que 1 est valeur propre de f = p + ¢ si et seulement si p # q.

6°) Réduction de l'endomorphisme f = p +q

a) Soit un vecteur x = x( + x; + x, appartenant a £ avec f(xy) =0, f(x1) = xy, f(x2) =2 x,.
Exprimer f(x) et £%(x) en fonction de xg, x;, X5.
En déduire x, x;, x, en fonction de x, f(x), f 2(x).

b) Etablir alors que : £ = Ker(f) & Ker(f — Id) ® Ker(f — 2 Id).

c) Etablir que I'endomorphisme f = p + ¢ est diagonalisable, et préciser les projecteurs n, 7y, 7,
associant a un vecteur x ses projections sur les sous-espaces Ker(f), Ker(f — Id), Ker(f —2 1d)
dans la direction de la somme des deux autres.

m PARTIE III : SOMME DE n PROJECTEURS QUI COMMUTENT

On considere toujours un espace vectoriel réel £ de dimension finie d sur R, un entier n > 1, et
on étudie l'endomorphisme f, = Y| py = p1 + p + ... + py OUPy, P2, ..., Py SONt 1 projecteurs

de £ commutant deux a deux, c'est-a-dire qui vérifient : V (i, j) € [1, n]?, pi°pj=pj° pi

7°) Co-diagonalisation de py, p,, ..., Pn

Pour tout entier naturel n > 1, on considére I'hypothése de récurrence H,, suivante :

"Si n projecteurs d'un espace vectoriel de dimension finie commutent deux a deux, alors il existe
une base de cet espace dans laquelle leurs » matrices sont diagonales."

a) Etablir que Im(p,) et Ker(p,) sont stables par p, pour 1 <k <n.
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b) En supposant I'hypothése H,,_; vraie pour un entier n > 2, établir qu'il existe :

- une base B, de Im(p,) dans laquelle les matrices des endomorphismes induit par p;, ..., p,_;
sur Im(p,,) sont diagonales.

- une base B, de Ker(p,) dans laquelle les matrices des endomorphismes induit par p;, ..., p,_;
sur Ker(p,) sont diagonales.

¢) Décrire la forme des matrices de py, p,, ..., p,_; et la matrice de p, dans la base B, | B, de E.
En déduire que I'hypothése H,, est vraie pour tout entier naturel n = 1.

8°) Etude des valeurs propres de f, = p1 + p) + ... + Py

a) Décrire la forme de la matrice F,, de f, = p; + p» + ... + p, dans la base B, | B, de E.

b) En déduire que f, est diagonalisable, préciser ses valeurs propres possibles, puis justifier
1'égalité suivante : £ = Ker(f,) @ Ker(f, — Id) @ Ker(f, —21d) & ... & Ker(f, —nId).

¢) Calculer le produit f,, o (f, —Id) o (f, —21d) o ... o (f, —n1d).

9°) Etude de certains sous-espaces propres de f, = py + pa + ... + py

a) Pour tout entier k € [ 1, n], pour toute partie a k éléments [, = {i}, i», ..., i} de [1, n], exprimer
le produit Piy © Piy © - ° Piy © (pil + piy + ... +pik) en fonction de Piy © Piy © - ° Pi.-

b) On considére un vecteur x € Ker( f,), donc vérifiant f,(x) = (p; + po + ... + p,) (x) =0.
Qu'obtient-on en composant cette égalité a gauche par p; o p, © ... o p,?

¢) On considere un vecteur x € Ker( f,), donc vérifiant f,(x) = (p; + po + ... + p,) (x) =0.
On suppose qu'il existe un entier k € [2, n] tel que, pour toute partie /;, = {i}, iy, ..., iy} de [1, n]
ayant k ¢éléments distincts, on ait : Piy © Piy © - © p,-k(x) =0.

Etablir alors que, pour toute partie {i, i, ..., iy_1} de [1, n] ayant £k — 1 éléments distincts, on a :
pilopizo"'opik_l(x):()'
En déduire quona: p;(x) = po(x) = ... = pu(x)=0.

d) Etablir I'égalité : Ker(p; + py + ... + pn) = Ker(p) (1 Ker(p,y) () ... () Ker(py).

En déduire que : Ker(p; + py + ... + p, —nld) =Im(p;) N Im(p,) () ... () Im(p,).
e) A quelles conditions portant sur les sous-espaces Ker(p,), ..., Ker(p,) et Im(p;), ..., Im(p,)
chacun des réels 0 et n est-il valeur propre de f,, ? Quels sont les sous-espaces propres associés?

10°) Etude des projecteurs sur les sous-espaces propres de f, = p1 + py + ... + Py
A tout polynéme P(X) = a, XP + ... + a; X + ay de R[X], on associe l'endomorphisme P(f,) de E

obtenu en substituant £, a X dans P, et donc défini par : P(f,) = a, P+ . +ay f+ayld.
Si P et Q désignent deux polynomes de R[.X], on vérifie que :
P+O) (L) =P+ 0 et PO(f,)=P(f) > Ofy)-
a) Pour 0 < k < n, démontrer qu'il existe un et un seul polynéme L; de degré n vérifiant :
VielO, nJ\{k} : L) =0 et Li(k)=1.
b) Montrer que Lo+ L, + ... + L, = 1.
En déduire, pour tout x € £, I'égalité (1) : Ly(f,) (x) + L1 (f) (x) + ... + L,(f) (x) = x.
c¢) En exploitant 8.c), établir, pour 0 < k < netpourtoutx e £, que : Li(f,) (x) e Ker(f, — k1d).

d) En déduire que 1'égalité (1) obtenue ci-dessus donne l'unique décomposition d'un vecteur x € £
sur la somme directe des sous-espaces propres de f,.
En déduire, si k€ [0, n] est valeur propre de f,, que L;(f,) est le projecteur sur Ker(f, — k Id)
dans la direction de la somme des autres sous-espaces propres de f,.H
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Epreuve de Mathématiques PT - TSI

Les deux problemes proposés ci-dessous sont indépendants.

m PROBLEME I : ETUDE DE COURBES PARAMETREES

On considére dans le plan une droite D et un point F, situé a une distance p > 0 de la droite D.
On choisit désormais un repere orthonormé Oxy dans lequel la droite O a pour équation y = — ;—7 et

le point F' a pour coordonnées (0, f) Dans la suite, la lettre ¢ désigne toujours un réel quelconque.

1°) Etude d'une parabole
a) Etant donnée une fonction / :R — R, on considere, pour tout réel 7, les deux points suivants :
- le point P(z), de coordonnées (¢, f(?)).

- le point H(t), de coordonnées (t, - g)
Pour tout réel ¢, établir que le point P(¢) est équidistant de la droite D et du point F si et seulement
2
silona: f(¢) = Ly
2p

Dans la suite de ce probleme, la fonction f est désormais fixée par l'expression précédente.
b) Tracer la courbe représentative # de l'application associant a tout réel ¢ le point P(z).
c) Expliciter une équation de la tangente 7 (¢) a la courbe P au point P(z).
d) Montrer que le triangle de sommets P(¢), ', H(t) est isocele en P(z).
Préciser les coordonnées du point /(¢), milieu du coté F'H (¢) de ce triangle.
Quelle est la courbe décrite par le point /(¢) lorsque ¢ décrit R?
e) Vérifier que la droite P(¢) I(¢) est la tangente 7 (¢) a la courbe P au point P(z).
En déduire que la tangente a la courbe # en P(¢) est, dans le triangle de sommets P(¢), ', H(t),
la hauteur issue du sommet P(¢) ainsi que la médiatrice du c6té FH (t).
f) Ecrire 1'équation de la normale passant par O a la tangente 7 (¢) a la courbe ¥ au point P(¢).
En déduire les coordonnées de la projection M (¢) de I'origine O sur la tangente 7 (¢) a $ en P(¢).

2°) Etude de la podaire de # par rapport a son sommet O.
On considere 1'application associant a tout réel 7 le point M (¢) dont les coordonnées sont :
3 2
x(1) = S ; (o) = _rr
2 (t2 + pz) 2 (t2 + pz)

On désigne par C la courbe représentative de cette application associant au réel ¢ le point M (z).
a) Déterminer pour tout réel ¢ les dérivées x'(¢) et y'(¢).
b) Dresser un tableau de variation des fonctions x et y sur R,.

Déterminer la pente de la droite M (0) M (¢) et sa limite lorsque ¢ tend vers 0.

En déduire quelle est la tangente a la courbe C au point M(0).
¢) Construire sur une méme figure rapportée au repere Oxy les deux courbes ¥ et C dans le cas ou

la distance p est choisie égale a 2.
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m PROBLEME II : SOMME DE DEUX PROJECTEURS QUI COMMUTENT
Dans ce probléme, on considére un espace vectoriel réel £ supposé de dimension finie d sur R, et
on se propose d'étudier la somme de deux projecteurs de £ qui commutent. Dans la partie 1, on traite
un exemple dans I'espace R3, avant d'examiner le cas général dans la partie II.

m PRELIMINAIRES

1°) On rappelle qu'un endomorphisme f de E est un projecteur si et seulement s'il vérifie : 2 = f
et on convient de noter Id l'application Identité de E.

a) Etablir qu'un endomorphisme p de E est un projecteur si et seulement si Id — p est un projecteur.
Dans toute la suite de cette question, on suppose que p est un projecteur de E.

b) Montrer que Ker(Id — p) = Im(p) et Ker(p) = Im(Id — p).

c) A l'aide de 1'égalité : V x € E, x = p(x) + (x — p(x)), montrer que: £ = Im(p) & Ker(p).

d) Ecrire la matrice de p dans une base de £ obtenue par réunion de bases de Im(p) et Ker(p).

En déduire que p est diagonalisable et préciser ses valeurs propres et leurs ordres de multiplicité en
fonction de son rang.

m PARTIE I : ETUDE D'UN EXEMPLE DANS R?

Dans l'espace R3 rapporté a sa base canonique (e;, e,, e3), on considére les endomorphismes p et ¢
dont les matrices dans la base canonique sont respectivement :

2 1 1 r_2 1
3 3 3 6 6 6
1 2 1 2 4 2
pP= 3 3 3 ’ 0= 6 6 6 |
L1 2 r_2 1
3 33 6 6 6

2°) Nature des endomorphismes p et q
a) Calculer les matrices P? et Q.
b) Déterminer des bases de 1'image et du noyau de chacun des deux endomorphismes p et g.
En déduire la nature géométrique et les éléments caractéristiques des endomorphismes p et g.
¢) Calculer enfin les produits P Q et O P.

3°) Etude de l'endomorphisme p + q
a) Ecrire la matrice P + Q et déterminer son polyndme caractéristique.
b) En déduire les valeurs propres de 1'endomorphisme p + g. Celui-ci est-il diagonalisable?
c) Préciser des vecteurs propres v, v, v, associés aux valeurs propres 0, 1, 2 de p + q.
On choisira ces vecteurs propres vy, Vi, v, avec une premiere composante égale a 1.

d) En déduire une matrice inversible R telle que R™'(P + Q) R = D soit diagonale, et préciser D.
Déterminer les images des vecteurs v, vy, v, par p et par ¢, et en déduire R"! PRet R"' QR.

m PARTIE Il : SOMME DE 2 PROJECTEURS QUI COMMUTENT

Dans cette partie, on considére a nouveau un espace vectoriel réel £ de dimension finie d sur R,
on note Id I'endomorphisme identit¢ de E, et on se propose d'é¢tudier I'endomorphisme f = p +¢q
ou p et g sont deux projecteurs de £ qui commutent, c'est-a-dire qui vérifient: p o g =q o p.
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4°) Etude des valeurs propres de [ = p +q
a) Exprimer f2 et f> en fonction de p,de ¢, etde pog=gq o p.
En déduire des réels B et y tels que : f> + B f2+y f =0.
b) Soit x un vecteur propre de I'endomorphisme f'associé¢ a une valeur propre A.
Préciser f- 2(x) et f 3(x) en fonction de A et x, puis montrer que : B+ +yA=0.
¢) En déduire les valeurs propres possibles de I'endomorphisme f = p +gq.

5°) Etude des sous-espaces propres de f = p +q

a) Démontrer 1'égalité : Ker(p + q) = Ker(p) () Ker(g).
En déduire I'égalité : Ker(p + ¢ — 2 1d) = Im(p) () Im(g).

b) A quelles conditions portant sur les sous-espaces Ker(p), Ker(g), Im(p), Im(g) chacun des réels
0 et 2 est-il valeur proprede f = p+ ¢ ?
Préciser dans ce cas les sous-espaces propres associés a chacune de ces valeurs propres 0 et 2.

¢) Montrer l'inclusion : Im(2 f-f 2) c Ker(Id - f).
En vérifiant I'égalité : x = (Id - )* (x) + (2 f = f?) (x), montrer que Ker(Id - f) c Im(2 / = f?).
En déduire I'égalité Ker(f —1d) = Im(2f — fz) =Im(p+g—-2p-oq).

d) Calculer dd -2 p)? et Id =2 p)o (p+q—2 p ° q).
En déduire que 1 est valeur propre de f = p + ¢ si et seulement si p # q.

6°) Réduction de l'endomorphisme f = p +q

a) Soit un vecteur x = xy + x| + X, appartenant a £ avec f(xy) =0, f(x1) = x, f(xp) =2 x,.
Exprimer f(x) et £%(x) en fonction de xg, x;, X,.
En déduire x, x;, x, en fonction de x, f(x), f° 2(x).

b) Etablir alors que : £ = Ker(f) & Ker(f — Id) ® Ker(f — 2 Id).

c) Etablir que 'endomorphisme f = p + g est diagonalisable, et préciser les projecteurs m, 7y, 7,
associant a un vecteur x ses projections sur les sous-espaces Ker(f), Ker(f — Id), Ker(f —2 1d)
dans la direction de la somme des deux autres.
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On rappelle qu'un nombre réel est dit rationnel s'il appartient a Q, et qu'il est dit irrationnel sinon.
Pour tout couple d'entiers (p, g) € ZxN*, la fraction p/q est dite irréductible si les entiers p et ¢
sont premiers entre eux, c'est a dire si leur PGCD est égal a 1.

Dans ce probléme, on étudie le caractere rationnel ou irrationnel des réels du type cos(kx/(n + 1))
ou k et n appartiennent a N. On examine le cas particulier des réels cos(k 7 /5) dans la partie I,
puis le cas général dans la partie II en exploitant une suite de polynémes (U,,).

B PARTIE I : Irrationnalité de cos( ) pour g irréductible

1°) Recherche d'un polynome a coefficients entiers dont cos(g) est racine
a) Exprimer les valeurs de cos( 45”) cos( 65”) et cos( 95 ) en fonction de cos( 5)

Exprimer de méme cos( 25 ) cos( 75” ) et cos( 85 ) en fonction de cos( 35 )

b) Déterminer les racines complexes de 1'équation z°> + 1 = 0.
Calculer leur somme, puis en déduire que cos( S ) + cos( 35” ) = %
c¢) En déduire que cos( 5) et cos( 35 ) sont racines du polyndme 4 X? — 2 X — 1, puis expliciter

a l'aide du réel \/? des expressions de cos( 5) et cos( 35” )

2°) Irrationnalité de de cos( S ) lorsque E est irréductible
a) Démontrer que le réel V' 5 est irrationnel, puis que cos( 5) et cos( 35 ) sont irrationnels.

b) Etablir, si keN et si § est irréductible, que les réels cos( ks ) sont irrationnels.

B PARTIE II : Irrationnalité de cos( kz ) pour % irréductible et n > 2

On considere la suite de polynomes a coefficients réels définie pour tout entier naturel » par :
UX)=1, U(X)=2X puis: Yn=2, UfX)=2XU, [(X)-U, »(X).

3°) Premieres propriétés des polynomes U,

a) Expliciter les expressions de U,(X) pour 0 <n < 5.

b) Pour tout entier 7 € N, montrer que U, est de degré n et préciser son coefficient dominant.
c¢) Pour tout entier n €N, préciser la valeur de U, (0) en fonction de .

d) Pour tout entier n €N, vérifier que les coefficients de U, sont entiers.

e) Pour tout entier n €N, vérifier que U, est pair si n est pair, et impair si # est impair.
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4°) Factorisation dans R[ X des polynomes U,
a) Pour tout entier naturel n et tout réel 6 non multiple de 77, démontrer la relation suivante :
sin((n + 1) 6)
sin(f)
b) Préciser les valeurs de U, (1) et U,(—1) en fonction de n.
c¢) En déduire que le polynome U,, admet n racines réelles distinctes qu'on précisera, puis
donner I'expression factorisée de U, (X).

Uy(cos(0)) =

5°) Racines rationnelles des polynomes U,
On convient d'introduire la suite des polyndmes (V) définie par : V neN, V,(X) = Un(f).

Comme le degré de V), est celui de U, on posera dans cette question : V,(X) = Z?:o /JS" ) X,

a) Expliciter les expressions de V,(X) pour 0 <n < 5.
b) Pour tout entier naturel n, établir que les coefficients du polyndome V), appartiennent a Z.
Préciser en particulier le coefficient dominant u(™ de V,,.

Etablir pour 0 < j < n que le coefficient de X7 dans U, est un entier multiple de 2.
¢) On considére une fraction irréductible £ (avec p € Z et g eN*) racine du polynéme V.
q

En exploitant I'égalité ¢" Vn(E) = 0 dans Z, démontrer que ¢ = 1.
q

En déduire qu'une racine rationnelle de V, appartient nécessairement a Z.

d) Démontrer que les seules racines rationnelles possibles de U,, appartiennent a {— %, 0, %}

6°) Etude de l'irrationnalité des réels cos(%) pour % irréductible
n n
a) Déduire des résultats précédents que cos(%) est irrationnel pour n > 2. Que dire si0 <n < 2?
n

b) Etablir plus généralement que cos(%) est irrationnel pour n > 2, 1 <k <n, et % irréductible.
n n
c¢) Etablir enfin que cos( kﬂl ) est irrationnel pour n > 2, keN et % irréductible.
n

n+

7°) Coefficients dans la base canonique des polynomes U,
a) En exploitant la relation obtenue a la question 4.a), démontrer que U, est solution de 1'équation
différentielle suivante sur | — 1, 1[, puis sur R :

(l —xz)y”—3xy’+n(n+2)y = 0.
b) On convient de poser U,(x) = 3_, A; x*.
Exprimer A, en fonction de A;, et montrer qu'on a pour tout entier jtelque 0 <2 j<n:
(—Dj(n—j)
Ao i = A
n=2 j 22j j n
¢) En déduire 1'expression de U, dans la base canonique.
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Epreuve de Mathématiques MP - PC - PSI

Dans la partie I de ce probléme, on étudie des intégrales dépendant d'un paramétre. Dans les parties
IT et III, on exploite le calcul intégral afin d'obtenir des relations entre différentes sommes de séries.
Dans la partie IV, on applique les résultats ainsi obtenus a 1'étude aux bornes d'une série entiére.
Les parties sont assez largement indépendantes a condition d'admettre certains résultats établis.

m PARTIE I : INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE

On désigne par a un réel strictement positif et on se propose d'étudier pour tout réel x les intégrales :

+00 2 . +00 )
J(x)=f e Al gl Xl 4y ; K(x):f e T cos(mxt) dt.

[oe]

1°) Calcul de l'intégrale J(0)

2
1 ’ +o0 ¢ 7 2
On rappelle que l'intégrale f_ ., € dtestconvergente et égalea vV .
Pour tout réel strictement positif a, en déduire la convergence et la valeur de l'intégrale J(0).

2°) Calcul de l'intégrale J(x) et d'une intégrale associée
a) Justifier la convergence de 1'intégrale J(x) pour tout réel x.

b) Etablir que la fonction J est de classe C! sur R, et donner une expression intégrale de J’(x).
c) Etablir que la fonction J est solution de 1'équation différentielle )’ + ;_x y=0.
a

d) En déduire la valeur de J(x) pour tout réel x, puis montrer la convergence de K(x) et 1'égalité :

_xx?
K(x)=——e¢ 4a,
a

m PARTIE II : ETUDE DE LA SOMME D'UNE SERIE

On désigne par g une application de classe C* définie de [— %, %] dans C et on pose pour tout neN :

+1/2
ay(g) = f g(x) cos(2 mn x) dx.
-12

3°) Etude d'une fonction auxiliaire
Pour tout réel x appartenant a [— l, l] \{0}, on pose : h(x) = M.
272 sin(7r x)

a) Déterminer la limite L de A(x) lorsque x tend vers 0.

On supposera désormais / prolongée par continuité sur [— %, %] en posant : 4(0) = L.

b) Exprimer 4’(x) pour x appartenant a [— %, %] \{0} et préciser sa limite L’ lorsque x tend vers 0.

c) En déduire que 4 est de classe C! sur [— %, %J et préciser /4’(0).



4°) Calcul d'une somme trigonométrique

a) Vérifier par récurrence sur l'entier p = 1 qu'on a pour tout réel x appartenant a [— %, %] \{0} :

sin((2 p+ 1) x)

P
1+2 cosRnmnx) =
; sin(r x)
Cette égalité se prolonge-t-elle par continuité en 0 ?

b) En déduire la relation suivante pour tout entier naturel p : f +1%2 w dx = 1.
- SIN(7T X

5°) Convergence et somme de la série ), a,(g)
a) Etablir la relation suivante pour tout entier p > 1 :

L +1/2 . 2p+1
@ +2 ) an(e) = g0+ f (g0) - g(oy) 2P DTD)
n=1 -

1/2 sin(7r x)

b) En exploitant les résultats de la question 3 et une intégration par parties, en déduire que :

+00
ao(g) +2 ) an(g) = g(0).

n=1

m PARTIE III : FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Dans toute cette partie, on désigne par a un réel strictement positif et on pose pour tout réel x :

+00 +00
fu) = e et g =) falx =R+ ful) + Y falx+ )
k=1 k=1
ol g4(x) est défini sous réserve de convergence des deux séries /] fa(x — k) et 3,727 fa(x + k).

Et dans ce cas, on conviendra de noter plus simplement : g,(x) = Zkiﬁ falx + k).

6°) Propriétés de la fonction g,
a) Etablir la convergence des séries 3,/ fa(x — k) et 2,77 fa(x + k) pour tout x €R.
b) Montrer que la fonction g, est 1-périodique.

—rak? Rkand

c) Justifier la convergence de la série >,/ e pour tout réel strictement positif A.

En déduire la convergence normale sur [—-4, A] des séries Y/ fa(x — k) et 37°] fa(x + k),
puis la continuité de la fonction g, sur R.

d) Etablir que la fonction g, est de classe C! sur R.
On établit de méme, et on l'admettra, que la fonction g, est de classe C? sur R.

7°) La formule sommatoire de Poisson et application

a) Justifier 1'égalité suivante pour tout entier naturel # :
k=+c0

+1/2 +1/2
ay(g,) = f ga(x)cosrnx)dx = Z f Jfa(x + k) cos(2 mnx) dx.
12 oo -1/2

b) En effectuant le changement de variables ¢ = x + &, en déduire 1'égalité suivante :

+00

an(g,) = fa(®) cos(2mn 1) dr.

—00

A l'aide des résultats de la partie I, en déduire la valeur (sans signe intégral) de a,(g,).



c¢) Déduire alors des résultats de la partie II que :
+oo 2
1+2Z _Mk2=—+i ”Z.
k=1 \/— \/— n=1

7TYl2 mn

d) En vérifiant pour tout 7 €N que : e_T <e a,en déduire qu'on a lorsque a tend vers 0 :

1+2Z al _ o)),
Va

m PARTIE IV : APPLICATION A L'ETUDE D'UNE SERIE ENTIERE

8°) On considére la série entiere de la variable réelle x définie par :
k2 9
S(x) = —+Z = —+x+x +x0 + x84

a) Quel est le rayon de convergence de cette série entiére? Sur quel intervalle réel est-elle définie?

1 1 _
! («/1—x NEE) ) -
A l'aide des résultats de la partie III, établir qu'on a alors quand x tend vers 1 :
Vr
Sx) = —— +0(1).
2V1l-x
¢) En déduire un réel C tel qu'on a quand x tend vers 1 : S(x*) = —= +o(1).

Vi-x

d) Exprimer, pour |x| < 1, la somme S(x) + S(—x) en fonction de S(x4).

b) En posant # = 1 — x avec x€] 0, 1[, démontrer que : lim,

En déduire enfin que :
lim S(x) = 0.

x- -1
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Epreuve de Mathématiques PT - TSI

m EXERCICE I : CALCUL D'INTEGRALES

On se propose d'étudier pour tout réel x 'intégrale suivante :

+00 2 .
J(x):f e el TX s,

1°) Calcul de l'intégrale J(0)
On rappelle que l'intégrale f_ J;Z" e"“2 dx est convergente et égale a Vr.

Justifier alors la convergence et préciser la valeur de 1'intégrale J(0).

2°) Une inégalité préliminaire
a) Etablir pour tout réel u = 0 la double inégalité : —u < sin(u) < u.
En déduire qu'ona : V ueR, [sin(u)| < |ul.

, puis en déduire que : |ei“ - 1| < |ul.

b) Pour tout réel u, établir que : |ei” - 1| =2 ’sin(g)

c) Pour tout réel x, calculer l'intégrale : i f g (e”‘ - 1) du.

d) En déduire qu'on a pour tout réel x I'inégalité suivante (on commencera par le cas x > 0) :
2

X

ix—l—iX| = ?

le
3°) Dérivabilité de la fonction J
a) Pour tout réel x, justifier la convergence de l'intégrale J(x).
b) En exploitant la question 2, établir 1'inégalité suivante pour tous réels x, ¢, / :

212
T h +00 2
< : f e dr.

+00 .
TG+ h) — J(x) — mhf tem gimxt gy

—00

(o)

c¢) En déduire que la fonction J est dérivable sur R, et qu'on a :

+00 2 .
J(x) = iﬂ'f te T eI gy,

o0

4°) Calcul de l'intégrale J(x) et d'une intégrale associée
a) A l'aide d'une intégration par parties de J’(x), établir la relation suivante pour tout réel x :
X
J'(x) + TJ(x) = 0.
2

mxt
b) En déduire la dérivée de la fonction x - e 4 J(x), puis expliciter J(x) sans symbole intégral.

c) Pour tout réel x, étudier enfin I'existence et la valeur de 1'intégrale :

+00 2
K(x) = f e ™" cos(mxt)dt.

(o)



EXERCICE II : ETUDE D'UNE SERIE ENTIERE

On ¢étudie (sous réserve de convergence) la série entiere suivante de la variable réelle x :

+o00

) = Z( 2nn )xn

n=0

2
ou ( " ) désigne le coefficient binomial "n parmi 2n".
n

2
1°) Algorithme de calcul des coefficients ( " ) de la série entiere définissant f
n

) .. ) 2n , . s(2n
a) Déterminer explicitement les coefficients ( ) pour 0 < n < 5 et préciser ), :g( )x”.
n =\ n

b) Déterminer pour tout entier naturel » le nombre rationnel r,, défini par 1'égalité suivante :

( 2n+2 ) ( 2n )
=71y .
n+1 n
¢) En exploitant la relation ainsi obtenue, écrire un algorithme (en langage Python) permettant

. : 2
le calcul successif des coefficients ¢, = ( " ) pour 0 <n < N ou N est donné dans N.
n

Que dire du nombre d'opérations effectuées pour obtenir ces coefficients?

2°) Domaine de convergence de la série entiere

a) La série enticre étudiée est-elle convergente pour x = 1? pour x = —1? Que vaut f(0)?
b) Vérifier que : lim,_,, o, 7, = 4.

c¢) Déterminer le rayon de convergence R de la série enti¢re étudiée.

3°) Sommation de la série entiere définissant la fonction f
a) La fonction f'est-elle dérivable sur | — R, R[?
Expliciter alors f”(x) sous forme d'une série entiére.
b) Exprimer (1 — 4 x) f”(x) en fonction de f(x) pour xe] — R, R[.

¢) En déduire la dérivée de la fonction x — V1 —4x f(x), puis expliciter f(x) sans symbole }.
d) En déduire le développement en série entiére de V1 —4 x pour xe | — R, R].

2n , .
4°) Estimation des coefficients ( ) de la série entiere
n

. Va (2n N 2n
Pour tout entier naturel n, on pose : u, = ~— et:v, = ntl
4n n 4n n
u I’l+l
a) Pour tout entier n = 1, montrer que : ntl _ zZ_,
) q Un vV n(n+1)

En déduire le sens de variation de la suite (u;,).

: 2
b) Calculer u;et en déduire qu'on a pourn =1: ( " ) > &

n 2vVn
c¢) Etudier le sens de variation de la suite (v,,).
Calculer v, puis, pour tout entier n = 1, comparer v, et v.



. . ) 2
Quelle inégalité en déduit-on pour ( " )?
n

d) En déduire l'encadrement suivant pour tout entier n > 1 :
1 4" ( 2n ) 4"
- — < <= —.
2y )T

Quelle est la nature de la série enti¢re pour la valeur x = 1/4 ?
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Option Mathématiques

On considere un entier naturel n = 3 et, dans le plan complexe muni de sa structure euclidienne,
n points distincts non alignés M,,, M, ..., M,_, d'affixes notés z,, z;, ..., z,_.
On se propose d'étudier la fonction fassociant a tout point M d'affixe z de ce plan complexe le réel :

n—1

NOEDY

k=0

_ s

M, M

n—1
oude fagon équivalente :  f(z) = Z |z =z
k=0

0°) Préliminaire : l'inégalité triangulaire et son cas d'égalité
a) Démontrer, pour tous complexes z, z’, qu'on a l'inégalité : |z + 2’| < |z| + |Z/|.
b) Démontrer qu'on a I'égalité : |z + 2’| = |z| + |Z/| siet seulementsi:z=0 ou: A u =0,z =uz.

1°) Existence d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Vérifier pour tout complexe z 1'inégalité suivante :

n—1
f@ =) lz==zl = nlzl - £(0).
k=0

En déduire qu'on a limy;|-,+« f(2) = +co, et qu'en particulier : f(z) > f(0) pour |z| > 2 f(0)/n.
b) Justifier l'existence d'un minimum m de f'sur la boule fermée de centre 0 et de rayon 2 £(0)/n.
Montrer que ce minimum m est un minimum absolu de f'sur le plan complexe, et que m > 0.

2°) Unicité du point Q) ou la fonction f réalise son minimum
a) On désigne par f, la fonction associant a tout complexe z le nombre réel f,(z) = |z — z;|.
Démontrer, pour tous complexes distincts z, z’ et tout réel A €] 0, 1[, l'inégalité suivante :
fiAz+ (A =-20)Z") < A fi(2)+ (1 =) fi.(z)).
Etablir que s'il y a égalité dans 1'inégalité, les points M, M, M’ d'affixes z;, z, z’ sont alignés.
b) En déduire, pour tous complexes distincts z, z’ et tout réel A €] 0, 1[, I'inégalité stricte suivante :
fAz+(A-0)Z) <Af@+0 -2 f().
¢) On suppose que fatteint son minimum absolu m en deux points distincts d'affixes w et w’.
Etablir, pour tout réel L€ ] 0, 1[, lI'inégalité¢ : fAw + (1 — Q) ') < m.
En déduire que f atteint son minimum absolu m en un unique point () d'affixe noté¢ w.
d) On suppose successivement que 1'ensemble {M,, M;, ..., M,_,} est stable par :
1. la symétrie orthogonale par rapport a une droite A.
A l'aide des résultats précédents, montrer dans ce cas que le point ) appartient la droite A.
On pourra a cet effet raisonner par I'absurde en supposant que le point ) n'est pas sur A, puis
introduire le symétrique )’ de ) par rapport a A, et montrer que f(£)') = f(L2).
2. la symétrie centrale par rapport a un point /.
A l'aide des résultats précédents, montrer dans ce cas que le point () est le point /.
Sin =4, déterminer ainsi le minimum de florsque M, M; M, M5 forme un parallélogramme.

3. la rotation de centre / et de mesure e R\n Z.
A T'aide des résultats précédents, montrer dans ce cas que le point () est le point /.

2ki7r)

Déterminer ainsi le minimum de la fonction florsqu'ona : VvV ke [[0, n — 1], z; = exp(
n



3°) Expression du gradient de la fonction f
Lorsque z = x + i y avec x, y réels, on conviendra d'écrire indifféremment f(z) ou f(x, y), et
de méme f,(z) ou f;(x, y) pour 0 <k <n—1. On a ainsi, en posant z; = x; +1 y; :

f@=l-zl ou  fite =y @-x)?+ -y
a) Etablir que le plan privé des points M, M, ..., M,_, d'affixes z,, z, ..., z,_; est un ouvert U.

b) Préciser les dérivées partielles de f, sur U par rapport a ses deux variables x et y.
Etablir que les fonctions f, sont de classe C! sur U.
Préciser l'affixe du gradient de f; sur U en fonction du complexe z — z;.

c) Justifier que fest de classe C! sur I'ouvert U, puis préciser l'affixe de son gradient en fonction
des complexes z — zy, z —zy, ..., Z2—Z,_.

4°) Recherche de l'unique point Q) ou la fonction f admet son minimum
a) Etablir que le minimum m de la fonction fpeut étre atteint soit en 'un des points M, d'affixe z,

z—Zz
soit (s'1l existe) en un point d'affixe z ¢ {z,, z;, ..., z,_1} vérifiant la relation : Zn_l k —0

=0 |
Cc—z
b) On suppose qu'il existe un tel point C d'affixe ¢ ¢ {z, z, ..., z,_} vérifiant : ZZ:(I) ﬁ = 0.
- C—Zk
N T U _ 1 ¢z
Etablir I'égalité suivante pour tout complexe z : Zzz(l) lc -z = ZZ_(I) Z—z ﬁ
- C—Zk

En déduire que : V zeC, f(c) < f(2).
En conclure que C est alors l'unique point {2 en lequel fréalise son minimum absolu.

c—z
c) Etablir qu'il existe au plus un tel complexe ¢ ¢ {z, z;, ..., z,,_1} vérifiant : ZZ:(I) _| k| =0
- C—Zk

Ainsi, fatteint son minimum en ce point C s'il existe, et sinon en l'un des points M,,, ..., M,,_;.

5°) Localisation du point Q) dans le cas d'un polygone convexe

a) On considére une droite A du plan, un point M situé d'un c6té de A (mais n'appartenant pas a A),
un point 4 situé de l'autre c6té de A, et le point M’ symétrique de M par rapport a A.

Représenter ces ¢léments sur une méme figure, ainsi que le point 7 d'intersection de AM et A.
En exploitant I'inégalité triangulaire, justifier I'inégalité : AM’" < AM.

b) On suppose que les points M, M;, ... , M,_;, pris dans cet ordre, forment un polygone convexe.
En posant M,, = M, on montre que, pour tout entier i € [0, n — 1], les points M, My, ... , M,,_;
sont toujours dans un méme demi-plan fermé F; délimité par la droite M; M, , et l'intersection
de ces n demi-plans fermés Fy,, Fy, ..., F,_; estle polygone My M, ... M,_; (intérieur et cotés).
Déduire de 5.a) que le point ) appartient a I'intérieur ou aux c6tés du polygone My M, ... M,,_;.

6°) Etude d'un exemple
On considere dans cette question un réel x > 0 et les trois points 4, B, C d'affixes i, x, —x.
a) Montrer que le point () appartient au segment OA ou le point O désigne 1'origine.
b) Calculer f(M;) en fonction de ¢ et x, ou M, est le point d'affixe i ¢, avec 0 < ¢ < 1.
Pour quelle valeur de € [0, 1] I'expression f(M,) est-elle minimale?
En déduire en fonction de x le point {2 minimisant la fonction f'dans le cas de ce triangle ABC.

¢) Démontrer enfin qu'on a () = 4 si et seulement si l'angle (E, E’) est supérieur ou égal a 23—”
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2023
Epreuve de Mathématiques MP — MPI — PC — PSI

Soit I un intervalle de R et n € N :
— C"(I) désigne |'ensemble des fonctions de classe C" sur I et a valeurs dans R ;

— C™P™(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C" par morceaux sur I et a valeurs dans R ;

— C&. I'ensemble des fonctions de classe C" sur R, 27-périodiques et a valeurs dans R;

— C5P™ I'ensemble des fonctions de classe C" par morceaux sur R, 2m-périodiques et a valeurs dans R ;
fle+h)+ flx—h)

n,pm

, on définit sa régularisée fvpar Vr e R, f(x) = }llirr%) 3
5

— on pourra dire qu'une fonction est normalisée lorsqu’elle sera confondue avec sa régularisée ;

— pour toute fonction f € C;;

n,pm

— I'ensemble des fonctions normalisées de C.” o

sera noté C,.

Projection sur I'’espace des polyndomes trigonométriques

o 1 27 /
On considere |'application < ., . > définie par < f, g > = o f(t) g(t) dt pour f et g dans COP"(R).
T Jo
1. Vérifier que < ., . > est un produit scalaire sur C3._ .
2. <.,.> est-il un produit scalaire sur C3:*™ ? Justifier votre réponse.
3. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur C~207"rpm.
On muni C2P™ du produit scalaire < ., . >.

On note |||, la norme associée & ce produit scalaire, définie par : Vf € CoP™, ||fll, = /< f, f >

On définit pour tout n € N, les fonctions de C~207;pm suivantes : ¢, : t + cos(nt) et s, : t > sin(nt).
On pose F,, = Vect(co,c1,...yCnyS1,--.,8n) pour n € N.

4. Soit n € N, montrer que la famille (co,c1,...,¢n, S1,-..,S,) est orthogonale.

5. Déterminer la norme de ¢, pour n € N puis celle de s,, pour n € N*.
En déduire une base orthonormée de F,, pour n € N.

6. Soit f € 520,;pm et n € N, déterminer une expression de p,(f), la projection orthogonale de f sur F,.

2 Coefficients et série de Fourier

Soit f de C3:P™, on définit (an(f))nen et (bn(f))nen- les coefficients de Fourier de f par :

vneN . an(f) = L [ £(t)cosnt) di
™ Jo

Vn e N*, b,(f) = 1 " f(t)sin(nt) dt
T Jo

On définit également S(f) la série de Fourier de f par :

+o00
ve e B, (@) = ) £ 3™ (@) coslhr) + b () sin(ia)
k=1
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3

et S, (f) la fonction définie par : Vo € R, S,,(f)(z) = aoéf) + Y (ag(f)cos(kx) + by (f)sin(kz)) pour tout
k=1

entier n € N.

7. Soit f € C9P™ montrer que :
— si f est impaire alors Vn € N, a,(f) =0;
— si f est paire alors Vn € N*, b, (f) = 0.

b
8. Soit f € C'([a,b]) et = un réel strictement positif. Montrer que lir+n / f(t)e™ dt = 0.
Tr—r+00 a

Que peut-on en déduire concernant (a,(f))nen et (bn(f))nen pour une fonction f € Ca.?

3 Intégrale de Dirichlet

T sin((2n+ 1)t Z sin((2n + 1)t
| On définit les intégrales suivantes : Vn € N, I,, :/ sin(@n+ D) 4 o g :/ sin((n+ 1)) )
0

T
9. Montrer que (I,,)nen est constante et que lim I, = —.
n—-+o0o 2

t— t s
10. Montrer que t +—> est prolongeable en une fonction de C* ({0, ED et préciser le prolongement.

11. Déterminer lim (I, — J,). En déduire que lim J, = Z_
n—+oo n—-4oo 2
+oo : oo
~ t t
12. En déduire que / st converge puis que / sin ¢ T
0 t 0 t 2

4 Théoreme de Dirichlet

I On fixe dans cette partiez € Ret f € C1 b

1 n
13. Soit u un réel qui n'est pas un multiple de 2. Montrer que VYn € N*, - + Zcos(ku) -
2 — QSln( )
1

14. Montrer que Vn € N, S, (f)(z) = ;/ s1n((2 %
— sin

2
T osi 1 T sin
15. En déduire que ¥n € N, Sn(f)(z):l/ Sm((j))“)f u_l/ sin((n + 5) u)

T J)_r 2sin (2
T o 1
16. Conclure que Vn € N, S,,(f)(z) = l/ Smg(s(f))) (u+2) + f(z —u)) du.
™ Jo 1n b

17. On considére la fonction h définie par :

Yu €]0, 7], h(u) = ! (f(z: R (Gt J?(JJ)>

U
sin §

Montrer que h est prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7).

On pourra noter f(z1) = tlim+ f@t) et f(z7) = tlim_ f(@).

On admet, pour la question 18 uniquement, le lemme de Riemann-Lebesgue :

Vf e c'P™([a,b]), lim /f )errt dt = 0

xr——+00

18. Montrer que Vn € N, S, (f)(z) — f(z) = 1 /07T h(u) sin <(n + ;) u) du puis que S(f)(z) = f(x).

™
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Etude d’une fonction auxiliaire

oo + ¢ sin(at o cos(at
On définit a présent F': z r—>/ cos(z?) dt, G:z— / 7sm(x ) dtet H:x— / 7(:05@ ) dt.
0

19.
20.

21.
22.
23.

24,

25.

+t2 +2)2 (1+¢2)2
Montrer que F' est définie sur R, continue sur R et paire.

2
Montrer que Vo € RY, F(z) = —G(z).

x

Montrer que G est dérivable sur R’ et que Vaz € RY, G'(z) = F(z) — H(x).
Montrer que H est dérivable sur R’ et que Vz € R}, H'(z) = —G(x).
En déduire que F est dans C*(R% ) et que Vo € RY, F"(z) = F(x).

Montrer que F' est bornée sur R et en déduire que Vo € R, F(z) = %e

Un développement en série de Fourier

1
Soient a > 0 et f la fonction définie par Vz € R, f(x ,L_Z_Oc fulx)avecVn € Z, fr: x — R TeSEEwre
+oo
Montrer que = +— Z fo(@) + fon(z)) et 2 — Z )+ f",,(x)) convergent normalement sur [—2m, 27].
n=1

26.
27.

28.
29.

30.

Montrer que f est définie sur Ret f € Cl([—27r,27r]).
Montrer que f est paire, 27-périodique et dans C**™(R).
1

“+ o0
Déterminer b, (f) pour n € N* et montrer que : Vn € N, a,(f) = —/
Ta Jo

cos(2nat)
14 ¢2
En déduire une expression simple de a,,(f) puis le développement en série de Fourier de f.

+oo
Justifier que Vz € R, S(f)(x) = f(z) et en déduire que n; n21—|— = :};E:; .

dt.

Fin du sujet
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2023

Epreuve de Mathématiques PT — TSI

On note [a,b] = [a,b] N Z.
On désigne par R[X] I'ensemble des polynémes a coefficients réels et R,,[X] ceux de degré au plus n.
Pour P € R[X] non nul, on désigne par cd(P) son coefficient dominant et par deg(P) son degré.

Probleme — Polyndomes de Tchebychev

1 Premiére partie — Quelques propriétés

Soit (7T},) la suite de polynémes de R[X] définie par :

Tp =1
T =X
Vn €N, Thiyo = 2XTpi1 — T

Montrer que Ty = 8X* —8X? 4 1.
1 3 1
Déterminer les racines carrées complexes de 3 + gz En déduire celles de 3~ —1q.

8
T

En déduire les solutions complexes de |'équation Ty(z) = 3

4. Montrer simultanément et par une récurrence double que cd(T},) = 2"~ ! et deg(T},) = n pour tout n € N*.

5. Montrer que la fonction polynomiale associée a T,, a méme parité que n.

On s'intéresse pour chaque entier n € N, aux polynémes P vérifiant la relation (%) :

VO € R, P(cos(f)) = cos(nh)

1 1 1 1
Montrer que Vn € N, Vz € C*, T, ( (z + >) == <z” + >
2 z 2 2"

7. Soit n € N et € R, en déduire que T, (cos(6)) = cos(nb).

8. Soit n € N, montrer que T;, est le seul polynéme de C[X] a vérifier la relation (*y,).

9. Soit # € R, en déduire une expression de cos(46) en fonction de puissances de cos 6.

10.
11.
12.

Soit n € N, montrer que (X2 — 1)T + XT/, — nT,, = 0. On pourra dériver la relation (%,).
Soit n € N*, résoudre I'équation cos(nd) = 0.

En déduire I'ensemble des racines de T, pour n € N*.

2 Seconde partie — Famille orthogonale

PH)Q(t)
1-¢2

1
On consideére I'application < ., . > définie par : V(P,Q) € (R[X])?, < P, Q > :/ —==dt.
—1

13. Montrer que I

Wier:

dt est convergente et vaut 7.

|
_[1 V1—1¢2

14. Montrer que I'application < ., . > est bien définie sur R[X].

15. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur R[X].
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On muni R[X] du produit scalaire < ., . >.
On note ||.||, la norme associée a ce produit scalaire et définie par : VP € R[X], ||P|l, =< P, P >.

1
t'ﬂ
16. Soit I,, = / ——— dt pour tout entier naturel n.
" 1 V1 —¢2

.pe . Ly . . ™
Justifier que les intégrales I,, existent puis montrer que [; = Is = 0 et que I = 3

- . . 37
On pourra utiliser le changement de variable ¢ = cosu. On admettra par la suite que Iy = 5

17. Déterminer une base orthonormale de Ry[X] en appliquant le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt
3 la base canonique (1, X, X?).

18. Montrer que (T, )nen est une famille orthogonale et déterminer la norme de T,, pour n € N.
On pourra utiliser le changement de variable ¢ = cos(u).

3 Troisieme partie — Courbes paramétrées

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal et on considére les courbes paramétrées (I',,) définies
Ty (t) = Tn(t)
Yn(t) = Toya(t)

19. Montrer que (I',,) passe par le point (1,1) pour tout entier n € N.

pour n € N par Vt € R, {

20. Montrer que les courbes (T',,) admettent un axe de symétrie que I'on précisera selon la parité de n € N.
21. Etudier les variations de x5 et y3 sur RT.
22. Donner l'allure de la courbe (I's). On rappelle que v/2 ~ 1,4.

n
. . . 1
4 Quatriéme partie — Limite de ) | —
k=1 k
. L 1 . . o . "1
On considére la série R = Z w2 et la suite de ses sommes partielles définie par Vn € N*, R, = Z 72
k=1

k>1

23. Justifier que R converge vers une limite /.

1
24. Déterminer des réel t b tel Vo € R\{0;1}, ———~ = — .
éterminer des réels a et b tels que Vz \{0; 1}, 1) x+x—1

25. En déduire que ¢ < 2.
n
On considére a présent la suite définie par Vn € N*, S, = Z #
’ = (2k — 1)2
26. Exprimer Ry, en fonction de R, et S,,.
En déduire que (.S,,) converge vers une limite ¢’ puis exprimer £’ en fonction de /.

2k —1
@k=Ur les n racines de T,, avec k € [1;n].

| Soit n € N*. On considére a présent x;, = cos
27. Montrer que T,, peut s'écrire comme un produit de polynémes irréductibles de R[X].
T < 1
En déduire que =2 = )
g Tn ; X — Tl

& 1
28. En déduire que E =n?
P 1 — cos (2k27n1)7r
29. Calculer | 5” L t En 1
. Calculer les sommes —— € -
= @k — (2k—1)r )2
=1 {sin ~—~ k=1 | tan ~— -

™
30. Montrer que Vz € [O; 3 [, sinz < x < tanx.
31. En déduire un encadrement de S,, puis les valeurs des limites £ et .

Fin du sujet
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Option Mathématiques

Pour tout nombre entier N = 2, on désigne par My (K) l'algebre des matrices carrées d'ordre N et
a coefficients dans K =R ou C, et par /) la matrice-identité d'ordre N. La topologie de My (K) est
définie a 1'aide de I'une quelconque de ses normes €quivalentes.

L'objet de ce probléme est 1'étude, pour toute matrice M € My (K), de la convergence et de la limite

éventuelle de la suite géométrique matricielle (M k ) 1 ey @ssociant a tout entier naturel k la matrice M’ k,

B PARTIE I : Exemples de suites géométriques matricielles
1°) Cas ot la suite (Mk) LN €St constante pour k = 1

a) Etant donnée une matrice M € My (R), établir que la suite géométrique matricielle (M k) en Ot

constante pour k£ = 1 si et seulement si M est une matrice de projection.
b) En déduire que toute matrice de projection M est limite d'une suite géométrique matricielle.

2°) Etude de la suite (M k) ven lorsque la matrice M est orthogonale

Dans cette question, on suppose que M est une matrice orthogonale appartenant a Oy (R).
a) Montrer que le groupe orthogonal Oy (R) est une partie fermée de My (R).

b) On suppose que la suite matricielle (M*) _ converge vers une matrice L.

keN
Montrer que L est inversible et, en considérant la suite (M k+1) renyy que ML=LM-=1L.
En déduire les matrices M et L.

¢) Quelles sont les suites géométriques matricielles (Mk) 1 ey Convergentes lorsque M € On(R)?

N

3°) Etude de la suite (M k) wen lorsque la matrice M est antisymétrique

On note Ax(R) et Sy(R) les sous-espaces des matrices antisymétriques et symétriques de My (R).
Dans cette question, on suppose que M est une matrice antisymétrique appartenant a3 Ay (R).

a) Montrer que Ay (R) et Sy(R) sont des parties fermées de My (R).

b) Etudier, selon la parité de 'entier naturel %, l'appartenance de M ka3 Sy(R) ou Ay(R).

¢) On suppose que la suite matricielle (M*), | converge vers une matrice L. Déterminer L.

keN

4°) Etude de la suite (M k) ven lorsque la matrice M est symétrique

Dans cette question, on suppose que M est une matrice symétrique appartenant a Sy (R).
a) Justifier l'existence d'une matrice inversible Pe GLy(R) etde réels A; = A, = ... = Ay tels que:

A, 0 « 0

PlyMP= (_) A2
-0
0 - 0 Ay

b) En déduire a quelles conditions nécessaires et suffisantes portant sur les valeurs propres de M
la suite matricielle (M k) 4 ey €St convergente (et on notera alors L sa limite).



Préciser dans ce cas sa limite L sous la forme PDP~! en explicitant D & l'aide de 'entier » égal
a l'ordre de multiplicité de 1 si 1 est valeur propre de M, et a 0 si 1 n'est pas valeur propre de M.
Indiquer enfin la nature géométrique de L.

5°) Etude de la suite ((/\ Iy + U)k)kEN lorsque la matrice U est nilpotente et |A| < 1.

Dans cette question, on suppose que U est une matrice nilpotente appartenant a My (C) dont
on note p l'indice de nilpotence (donc UP~! # 0 et U” = 0) et A un complexe tel que |A| < 1.

a) Montrer, si || . || désigne une norme sur My (C), qu'on a :
p-1
k k) =i || 7 7i
Vik=p Qi+ 0| < EO ( o

b) En déduire la limite de la suite matricielle ((/1 Iy+U )k) e

B PARTIE II : Convergence et limite d'une suite géométrique matricielle

6°) Recherche de la limite éventuelle d'une suite géométrique matricielle (M k) reN

Dans toute cette question, on suppose que M est une matrice quelconque appartenant a My (K), et

que /a suite (M k) converge vers une matrice L € My (K).

keN

a) Examiner la limite de la suite (M 2 ") et en déduire que L? = L. Qu'en conclut-on?

keN
b) On considere un vecteur y € Ker(M — Iy) () Im(M — Iy).
Justifier I'existence d'un vecteur x e KV tels que y = Mx — x et montrer qu'on a pour tout k €N :
ky = M x—x.
En déduire, si My (K) est muni d'une norme ||| . ||| subordonnée a une norme || . || de K, que :
K=< [||A24]| el + el
En déduire que y = 0, puis que : Ker(M — Iy) () Im(M — Iy) = {0}.
Etablir enfin 1'égalité suivante :
K" = Ker(M — Iy) ® Im(M — Ly).
c) Pour tout vecteur x e KV, justifier I'existence de vecteurs x; € Ker(M — Iy) et x, e K" tels que
X = x| + Mx, — x,, puis montrer qu'on a pour tout entier naturel & :
M*x =x; + MM xy — M x,.
En déduire qu'on a Lx = Px ou P est la matrice de la projection sur le sous-espace Ker(M — I,)
dans la direction du sous-espace Im(M — I,,).
Qu'en déduit-on sur la limite L? Que dire de plus si 1 n'est pas valeur propre de M ?

7°) Conditions nécessaires de convergence d'une suite géométrique matricielle (M k) reN

Dans toute cette question, on suppose que M est une matrice guelconque appartenant a My (C), et

que la suite (M k) converge vers une matrice L € My(C).

keN
a) Soit A une valeur propre de la matrice M et x e C" un vecteur propre associé.

Etablir, pour tout entier naturel &, qu'on a : M* x = A% x, et en déduire que la suite (?Lk) converge.
En déduire quelles sont les valeurs possibles des valeurs propres de la matrice M.
b) On suppose que 1 est valeur propre de M et on désigne par » son ordre de multiplicité (ou » = 1).
- On considére un vecteur x appartenant a Ker(M — Iv)>.
Montrer que y = Mx —x appartient a Ker(M — Iy) () Im(M — Iy), et que y = 0.
En déduire que Ker(M — Iy) = Ker(M — Iy)?, puis que Ker(M — Iy) = Ker(M — Iy)* pour k = 1.



- En déduire I'égalité des sous-espaces propre et caractéristique de M associés a la valeur propre 1,
autrement dit 1'égalité Ker(M — Iy) = Ker(M — Iy)", puis l'égalité dim(Ker(M — Iy)) = r.

8°) Conditions suffisantes de convergence d'une suite géométrique matricielle (M k) LeN

a) On considere un C-espace vectoriel £ de dimension finie et on note f un endomorphisme de £
dont A est une valeur propre d'ordre de multiplicité r.

- Montrer que le sous-espace caractéristique F' = Ker(f — A Idg)” est stable par 1.

- On note alors ]7 et I&E les endomorphismes induits par f'et Idz sur /' = Ker(f — AIdg)".
Montrer que f — AIdg est nilpotent, de sorte qu'on a f = A1dg + u ot u € L(F) est nilpotent.

b) Dans cette question b), on note M une matrice de My (C) dont les valeurs propres distinctes
notées Ay, Ay, ..., A, etde multiplicité |, r,, ..., 7, sont de module strictement inférieur a 1.
Son polyndme caractéristique s'écrit donc :

yuX)=detX Iy —-M)=(X-2)1T (X -21,)2 ... (X - /lp)rp.
- Justifier I'égalité : CV = Ker(M — A, Iy)1 @ Ker(M — A, IN)2 & ... ®Ker(M — Ap IN)VP.
- Justifier I'existence d'une matrice inversible P e GLy(C) telle que :
)(1 Irl + Nl o e o

0 ML, + N,
P'MP= 2
: . . )
(0] O |2, 1, » N,
ou I,,1 , 1,2, vy I ,, sont les matrices identités de tailles respectives r, 15, ..., 7p,
et Ni, N,, ..., N, sont des matrices nilpotentes de tailles respectives ry, 75, ..., 7p.

- En déduire dans ce cas la limite de la suite géométrique (M k) i en lorsque & tend vers +oo.
c) Dans cette question c), on note M une matrice de My (C) dont les valeurs propres distinctes sont :
» A; =1, de multiplicité r;, et on suppose de plus qu'on a 1'égalité : dim(Ker(M — Iy)) = ry.
= Ay, ..., Ap, de multiplicité r,, ..., rp, toutes de module strictement inférieur a 1.
Son polynome caractéristique s'écrit donc :
X)) =detX Iy —-M)=(X-1)1(X=-1))2 ... (X - )up)rp.
- Justifier 'égalité : CV = Ker(M — Iy) ®Ker(M — A, Iy)2 @ ... ® Ker(M — Ap IN)”P.
- En raisonnant comme ci-dessus, préciser dans ce cas la limite de la suite géométrique (M k) LeN-
d) On reprend les hypotheses et les notations de la question c) ci-dessus.
- Montrer l'inclusion : Ker(M — A; [, V)& cIm(M —Iy) pour 2 < k < p.
On pourra, si x € Ker(M — A; Iy)'k, considérer 1'égalité : (M — Iy + (1 — ;) Iy) *k x = 0.
- En déduire 'égalité : Ker(M — A, Iy)2 & ... ®Ker(M — Ap ]N)Vp =ImM - Iy).
- A l'aide des résultats précédents de la question 8, retrouver alors le résultat de la question 6.c).
e) A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur M € My (C) la suite géométrique matricielle
(M k) . ey Cst-elle convergente, et que peut-on dire de sa limite?
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Epreuve de Mathématiques MPI — MP — PSI — PC

Exponentielle de matrices

Dans ce probléme on s'intéresse au calcul d’exponentielles de matrices et a son lien avec la résolution de systémes
différentiels.

Pour K = R comme pour K = C, on définit les notations suivantes :
— M,,(K) désignera le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n € N* et a coefficients dans K.
— L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) sera noté GL, (K).
— I, désigne la matrice identité de M,,(K) et 0, la matrice nulle de M,,(K).
— Soit A € M,,(K), on notera par x4 = det(X1,, — A) son polyndme caractéristique.
— On identifiera les vecteurs de K™ avec les matrices colonnes de M,, 1 (K).

— F(K) désignera I'ensemble des fonctions définies sur K et a valeurs dans K.
!

/
2 2 (t)
— Soit 21, 2 et x3 trois fonctions dérivables sur R, on définit Vt € R, | z2 | (t) = | 25(¢)
3 5 (t)
1 (t)
— Soit A = (a;,;) € M3(K). En adoptant les notations précédentes, et en notant X (¢) = | z2(t) |,
3(t)

le systeme d'équations différentielles d'inconnues x1, =2 et x3 :

1’/1 (t) = al,lml(t) “+ a1 ng(t) + alvgfﬂg(t)
YVt € R, xé(t) = Qg 1!171(t) + a9 QZCQ(t) —+ asg 3%3(t)
{L‘é(t) = as, 1$1 t + as 21‘2(t + as. 31’3 t)

l’/l (t) al,l 0,1,2 a173 $1(t)
pourra donc étre représenté sous forme matricielle par : Vi € R, | 25(t) | = [ a21 a22 as2gs xo(t)

ah(t azq asze azz) \xs(t)
ou de facon plus condensée par Vt € R, X'(t) = ) que I'on qualifiera de systeme différentiel.

— On admettra que VP € M3(K), (PX(t)) = PX'( )

1 Exemples de systémes différentiels

On considére dans cette partie et dans la partie 4 uniquement les matrices :

-2 3 -1 0 1 -2 1 00
A=|-1 2 —-1|,B=|-1 2 —-1]eT=]0 2 1
3 -3 2 1 -1 3 0 0 2
1 1 1
et les troisvecteurs X1 = [ 1], Xo=| 0 | et X3=1] 1
0 -1 -1
1. Calculer AX;, AX5 et AX5.
1 0 O
2. Soit D= [0 —1 0].En déduire une matrice P4 € GL3(R) telle que A= P,DP}".
0 0 2

3. Déterminer Pgl.
4. Déterminer I'ensemble des solutions du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = DX(t).
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10.

Pour toute matrice A € M,,(C), son coefficient en ligne i et colonne j sera noté (A); ; ou A; ; lorsqu'il n'y a

En déduire la solution vérifiant X (0) =

OO =

Montrer que x5 = (X — 1)(X — 2)2.
B est-elle diagonalisable sur C? Est-elle trigonalisable sur R7? On justifiera sa réponse.
Déterminer Pg € GL3(R) vérifiant B = PpTPy".
Résoudre le systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = T X (t).
0

En déduire la solution vérifiant X (0) = [ 1
0

Exponentielle de matrices : convergence et propriétés

pas d’ambiguité.
On munit M,,(C) de la norme || - || définie par ||Allcc = max _ |A4;;|.

(i,5)€[1,n]?
k

. . A 1
On définit pour tout entier naturel k le polyndme Ej = Z —'Xp.

On définit I'exponentielle d'une matrice A € M,,(C) comme étant, lorsqu’elle existe, la limite de la suite

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

p=0""

k
1A,,> |
|
=0 P kEN

Montrer que V(A, B) € (M,,(C))?, [|AB||oo < 1 ||A]|0o||B]|co-
Montrer par récurrence que YA € M,,(C), Vp € N* ||AP|| < nP~H|A|Z,.
Montrer que YA € M,,(C), (Ex(A))ken converge dans M,,(C).

M0 -0 M0
. " . 0o .o D 0
Soit (A1, ..., An) € R" et soit D = | — . Montrer que e” =
N : o
0 -~ 0 M\, 0 --- 0

du systéme différentiel : V¢t € R, X'(t) = AX(¢).

du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = BX(t).

An

Soit (A, B) € (M,,(C))? et soit P € GL,(C) tels que A = PBP~'. Montrer que e** = PeZP~1.

En reprenant la matrice A de la partie 1, déterminer e.

Soit A et soit B deux matrices qui commutent.
N

N N
1, 1 (A+ B)*
On pose VN € N, Ay = ( i!A> jgoﬁBj — E —

=0 k=0

2N
11 . .
Montrer que VN € N, Ay = E E ,—'f'AlBJ et en déduire que eAT8 = 4B,
! !

k=N+1 i+j=k
0<i<N
0N

Soit A € M,,(C). En déduire que e” est inversible et déterminer son inverse.
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3 Calcul avec les polynomes interpolateurs de Lagrange

Soit A € M,,(C) ayant n valeurs propres complexes deux-a-deux distinctes : A1, ..., A,.

] n X _ )\
Pour tout entier i € [1,n], on définit le polynéme L; de C,,_1[X] par : L;(X) = H : b

On définit alors Ef le polyndme interpolateur de Lagrange de f € F(C) aux points Ay, ..., A, par:

n

Lp(X) =" fO)Li(X)

i=1

fe sera donc le polynéme interpolateur de Lagrange de la fonction exponentielle sur C aux points Ay, ..., A,.

19. Montrer que (Lq,- -, L,) est une base de C,,_1[X].

20. Montrer que VP € C,_1[X], P(X) = Lp(X).

21. Montrer que Vk € N, 3Ry, € C,,_1[X], Ex(A) = Rx(A).
22. Montrer que e est un polyndme en A.

23. Soit (M, N) € (M,(C))? et soit P € GL,(C) tels que M = PNP™*.
Montrer que VQ € C[X], Q(M) = PQ(N)P~*.

M O -0
24. Soit A= PDP~! avec P € GL,(C) et D = 0 . Montrer que e” = P~'L (A)P.
0
0 0 A

25. En déduire que e = L.(A).

4 Résolution d’un systeme différentiel homogene

I On admet dans cette partie que : VM € M, (R) , X' = MX & X € {t— X, | X, € R"}.

Dans cette partie on considére a nouveau les matrices A, B et T telles que définies dans la partie 1.

26. E = {e"*|t € R} est-il un R-espace vectoriel ?

27. En utilisant la question 25, montrer que :

Vi€ R, et = % (“36M(A + I3)(A — 23) + e (A — I;)(A — 2I3) + 26°(A + I)(A — Iy))

et Lot 2t Q2 ot ot _ 2
28. En déduire que V¢t € R, ' = et —e?t e?t el — %t
o2 ot ot _ o2t o2t
29. Retrouver la réponse a la question 5.
et 0 0
30. Montrer que Vt € R, T = | 0 e* te*
0 0 e
el —te?  te? el — (t+1)e?
31. Montrer que Vt € R, B = [ et —e?t 2 et — et
te?t —te?t (t+1)e*

32. Retrouver la réponse a la question 10.

Fin du sujet
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Epreuve de Mathématiques PT — TSI

Exponentielle de matrices nilpotentes

Dans ce probléme on s'intéresse au calcul d'exponentielles de matrices nilpotentes et a la résolution de systémes
différentiels.

Pour K = R comme pour K = C, on définit les notations suivantes :
— M, (K) désignera le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n € N* et a coefficients dans K.
— L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) sera noté GL,,(K).
— I, désigne la matrice identité de M,,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(K).
— Soit A € M,,(K), on notera par x4 = det(X1,, — A) son polyndme caractéristique.

— On identifiera les vecteurs de K™ avec les matrices colonnes de M,, ;1 (K).

/
1 x4 (1)
— Soit 21, 2 et a3 trois fonctions dérivables sur R, on définit Vt € R, | z2 | (t) = | 25(¢)
3 5 (t)
(El(t)
— Soit A = (a;,;) € M3(K). En adoptant les notations précédentes, et en notant X (t) = | z2(t) |,
5(t)

le systeme d'équations différentielles d'inconnues x1, =2 et x3 :

1(t) = ar121(t) + a1,222(t) + a1,323(t)
VYt € R, xé(t) = Qg 1!171(t) + as QZCQ(t) —+ a273x3(t)
7
3

8

xX- (t) = as, 1!E1 t + as 21‘2(t + a3’3$3(t)
l’/l (t) al,l 0,1,2 a173 $1(t)
pourra donc étre représenté sous forme matricielle par: Vi € R, | 25(t) | = [ a21 a22 as2gs xo(t)
xh(t asy as2 ass) \z3(t)
ou de facon plus condensée par Vt € R, X'(t) = ) que I'on qualifiera de systeme différentiel.

— On admettra que VP € M3(K), (PX(t)) = PX'( )

1 1 3 010
On définit dans ce probleme A= [ 5 2 6 |etT=|0 0 1
-2 -1 -3 0 0 0

-~

Etude d’une matrice nilpotente

Le plus petit entier p vérifiant N? = 0,, est appelé indice de nilpotence de la matrice N.

Soit N € M,,(C). Lorsqu'il existe un entier naturel p tel que N¥ = 0,,, on dira que la matrice N est nilpotente.
On notera par NV,,(C) I'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C).

1. Montrer que A est nilpotente. On déterminera également son indice de nilpotence.
2. Montrer que VA € R, xa(\) = A%

3. A est-elle diagonalisable sur R ? Est-elle trigonalisable sur R ?

4

. Déterminer X;, X, et X3 de R? tels que AX; =0, AX, = X; et AX3 = Xo.
On choisira X1, X, et X3 de sorte que la 3° coordonnée de X soit 1 et que celle de X5 et de X3 soit nulle.

5. En déduire qu'il existe P € GL3(R), que I'on précisera, telle que A = PTP~!.
On vérifiera que la seconde ligne de P a pour somme —4.
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6. Déterminer les solutions du systeme différentiel : V¢ € R, X'(t) = TX(t).

. Déterminer les solutions du systéme différentiel : V¢t € R, X'(t) = AX(¢).

8. On considére le systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(t).

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

0
En déduire la solution vérifiant X (0) = | =5
1

Quelques propriétés des matrices nilpotentes

. Soit M € N,,(C) d'indice de nilpotence p. En justifiant qu'il existe X € C" non nul tel que MP~1X £ 0,

montrer que la famille (X, MX,--- , MP~1X) est libre.

En déduire que VM € N, (C), M™ = 0,,.

L'ensemble N5 (C) est-il un espace vectoriel ? On justifiera sa réponse.

Soient M et N deux matrices de N,,(C) qui commutent. Montrer que MN € N,,(C).

Soient M et N deux matrices de N,,(C) qui commutent. Montrer que M + N € N,,(C).

Soit M € N,,(C). Montrer que M a pour unique valeur propre 0. En déduire que det(M) = 0.
Soit N € N,,(C) non nulle. Montrer que N n’est pas diagonalisable sur C.

Soit n > 2 un entier naturel. Montrer que la matrice J,, € M, (C) définie par J,, = | : .. ] aun

déterminant nul sans pour autant étre nilpotente.

Soit M = (m; ;) € M,(C) triangulaire supérieure 3 diagonale nulle (c'est-a-dire ¥(i,j) € [1,n]?, i > j =
mm = 0)

En considérant ¢ : C" — C" I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique (e, - ,e,) de C™ est
M, montrer par récurrence que la propriété « Vi € [1,k], ©*(e;) = 0» est vérifiée pour tout entier k € [1,n].
En déduire que M"™ =0,

Soit M € M,,(C). Montrer que si M a pour unique valeur propre 0 alors M est nilpotente.

Exponentielle de matrices nilpotentes

On définit I'exponentielle de M € N,,(C) par e Z k'M'k

19.

20.

21.

22.

23.
24,

Soit (M, N) € (N,,(C))? et soit P € GL,(C) tels que M = PNP~'. Montrer que e = PeN P!,

Montrer que e’ =

O O =
O~ =
e L

Soit N € N.
On considére Ies matrices M; ; € M,(C) définies pour chaque entier ¢ € [0, N] et chaque entier j € [0, N].
N N—i N N-—i
MontrerqueZZM7JfZZM”+z Z MljetJustlflerqueZZMdfZZMH i
=0 j=0 1=0 7=0 1=1 j=N—i+1 =0 j=0 s=0 =0

2n
1.
En déduire, en remarquant que e?e? = <Z A1> ZTB] , que 1B = ¢4eB lorsque A et B sont

deux matrices nilpotentes qui commutent.
Soit M € N,,(C). En déduire que e est inversible et déterminer son inverse.
E = {eM|M € N,(C)} est-il un C-espace vectoriel ?

On appelle matrice unipotente toute matrice s'écrivant comme somme de la matrice identité et d'une matrice
nilpotente.

25.

Montrer que I'exponentielle d'une matrice nilpotente est unipotente.
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4 Résolution d’un systeme différentiel homogeéene

I On admet dans cette partie que : YN € N,(R) , X' = NX & X € {t— eV Xy | Xy € R"}.

t+1 t 3t
26. Montrer que Vt € R, e = | 22 4+5¢ 3t2+2t+1 9% + 6t puis retrouver la réponse a la
—2—2t M2t 32 -3t+1
question 8.
27. Soit :

— A € M,(R) et B une fonction définie sur R et a valeurs dans R™;
— 8}, I'ensemble des solutions du systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(t);
— & I'ensemble des solutions du systéme différentiel : V¢t € R, X'(t) = AX(t) + B(t);
— X, eé.
Montrer que X € S & X — X, € S},

—3t2—t—1
28. On considere le systéme différentiel : Vt € R, X'(t) = AX(t) + B(t) avec Vt € R, B(t) = | —6t> — 2t — 4
3t2+3t+2
a
Déterminer une solution particuliére sous la forme X, : ¢t — | bt | avec a, b et c trois réels.
ct?

En déduire I'ensemble des solutions du systéme différentiel.

Fin du sujet
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME 2024

Option Mathématiques

On se propose dans ce probleme d'étudier la transformation de Fourier et 1''lnversion de celle-ci.
A cet effet, on associe a toute fonction continue par morceaux et intégrable f: R — R ou C
sa transformée de Fourier T(f) =T f et sa transformée de Fourier conjuguée T(f)=T f, qui
sont deux fonctions définies pour 7 €R par :

Tr() = f e fydu . T 0= f

(o)

" ATy du = T f(—1).

(o)

1°) Un premier exemple de transformée de Fourier

. , . . —rul qape
On ¢tudie ici la transformée de Fourier F = T f de la fonction f : u — e™™* , définie donc par :
+00 2 .
F(t)=f e T2IT U gy

a) Etablir que F est définie sur R, de classe C U'surR, et préciser F’(¢).
b) Etablir la relation F’(t) = —2 nt F(¢) pour tout nombre réel .

¢) En déduire la transformée de Fourier /' = T f de f'en admettant que f _J“z e’ w? du=1.

2°) Un second exemple de transformée de Fourier
27t |ul )

On ¢étudie ici pour 7 € N* les transformées de Fourier des fonctions g, :u +— exp(—
n

a) Pour tout a € C tel que Re(a) > 0, étudier 'existence et la valeur de 1'intégrale (J)roo e " du.

b) En déduire la transformée de Fourier 7g, de la fonction g,,.

Vérifier que Tg, est a valeurs positives, et pour tout réel @ > 0, préciser lim,,_, ;o (sup T gn(t)].
lt|l=a

¢) Par convention, on pose dans ce probléme : fl t|20[T g, (ndt = f_ _of Tg,(t)dt+ f;‘” Tg,(¢)dt.

Vérifier que f ::f Tg,(t)dt = 1, et pour tout réel @ > 0, préciser lim,,_, 4o fl Tg, () dt.

tl=a

3°) Premieres propriétés de la transformation de Fourier

On considére dans cette question des fonctions f, g: R — R ou C avec f continue par morceaux

et intégrable sur R, et g continue, bornée, et intégrable sur R (on posera ||g]|, = sup {|g(x)| /x €R}).

a) Etablir que la fonction 7 f est définie sur R, qu'elle est continue sur R, et qu'elle est bornée
par le réel || /1, = [“°| () dz.

b) Justifier l'existence des deux intégrales suivantes pour tout réel x :

A(X)=fx Tf() g(hyde B(x)=f+oof(t)(fx e_Zim”g(u)du)dt.

o0 o0

c) Justifier la dérivabilité et expliciter la dérivée des fonctions A4 et B.
d) Déterminer les limites de A(x) et B(x) lorsque x tend vers -oco, puis lorsque x tend vers +co.
e) En déduire 1'égalité A(x) = B(x) pour tout réel x, puis la relation suivante :

f T I g dr = f " 10 Te() dr.

(o]



4°) Inversion de la transformation de Fourier
On considere une fonction f: R — R ou C continue par morceaux, intégrable sur R, et dont
la transformée de Fourier 7 f est aussi supposée intégrable sur R.
a) En posant g(u) = €*'7** g, (1) ol x désigne un réel et g, I'une des fonctions introduites au 2°
avec n = 1, puis en exploitant 1'égalité obtenue a la question 3.e), établir que :
f T Sitigmdi = [ fatn Tg, (1) dr.

o0 —00

En déduire qu'on a pour tout entier » > 1 et pour tout réel x :

fm Tf (1) 277! g,() dt =f(x)+f Oo(f(x+r)—f(x)) Tg,(7)dr.

o0 —00

On se propose maintenant de déterminer la limite de chacun des deux membres de cette égalité.
b) Déterminer lim, oo [ % Tf (1) €17*! g,(¢) dt en fonction de T(T f) (x).

On suppose désormais que le réel x est un point de continuité de la fonction f, de sorte qu'on a :
Ve>0),da>0), V1eR): |tl=a = |fx+1)—f(x)|=<e.

¢) Avec les notations introduites ci-dessus, établir, en découpant l'intervalle d'intégration, que :

foo(f(X+T)—f(x))Tgn(T)dT < 8+[Sup Tgn(T))||f||1+|f(X)| Tg,(1)dr.

00 |tz |T|=a

A l'aide des résultats obtenus au 2°, déterminer alors lim,,_, f_ f;’ (fx+71) - f(x) Tg,(7)dr.

d) En déduire qu'en tout point de continuité x de la fonction £, on a I'égalité T(T 1) (x) = f(x).

5°) Application a la recherche d'autres transformées de Fourier

a) En exploitant ces résultats, préciser la transformée de Fourier de la fonction G| : u >
1+u

b) On considére un nombre complexe a de partie réelle strictement positive et, pour tout n €N,
n
les fonctions 4, définies sur R par : 4,(u) = ”—' esiu=0,et:h,(u)=0siu<0.
n:

Déterminer 7'hy, puis plus généralement 74, pour n eN.
¢) Quelle est la transformée de Fourier de la fonction H, : u — S pourn>=17?
(@+2inu)tt!

Que peut-on dire ducas n =0 ?
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Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

Exercice 1. Etude d’une équation fonctionnelle

Dans tout I'exercice f:R — R est une fonction définie sur R et a valeurs réelles, A estunréeltelque |A| <1 et a est
un réel quelconque.

+o0o
On pose lorsque cela a un sens : F(x) = Y A" f(x+ na).

n=0

Q1. On suppose dans cette question que f est bornée sur R. Démontrer que F est définie sur R.

Q2. On suppose dans cette question que f est continue et bornée sur R et qu’elle admet une limite finie en +oco
notée /.

(a) Démontrer que F est définie et continue sur R.
(o) Déterminer la limite de F en +oo et en fonction de ¢.

Dans la suite, on note . I'ensemble des applications lipschitziennes de R dans R, c’est-a-dire des applications f pour
lesquelles il existe une constante K telle que : V(x,y) e R?, |f(x) — f(y)| < K|x - yI.

On suppose désormais que f est un élément de £.

Q3. Prouver que £ est un R-espace vectoriel.
Q4. Montrer I'existence de deux réels positifs A et B tels que VxeR, |f(x)| < Alx|+ B.
Q5. En déduire que la fonction F est définie sur R.

Q6. (a) Démontrer que la fonction F appartient a & et vérifie : VxeR, F(x) - AF(x+a) = f(x).
(o) Démontrer que F est 'unique élément Ge £ tel que : VxeR, G(x) - AG(x + a) = f(x).

Q7. On suppose que f est la fonction constante définie par VxeR, f(x)=1.
Démontrer que f € £ et déterminer la fonction F correspondante.

Q8. On suppose que f est la fonction définie par Vx e R, f(x) = cosx.
Démontrer que f € £ et déterminer la fonction F correspondante.

Exercice 2. Pile je gagne, Face tu perds

On dispose d’une piéce de monnaie qui donne « pile » avec probabilité 1/2.
On effectue une infinité de fois des lancers successifs de cette pieéce de maniére indépendante.
On admet qu’on peut modéliser la situation par un espace probabilisé (Q, «,P).

Pour tout n e N* on note P, (resp. F,) 'évenement « le n-ieme lancer donne pile (resp. face) ».

Dans cet exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur (2, o7, P) et discretes a valeurs dans NuU {+oo}. Si X
est 'une d’elles, on a donc X(Q) =N U {+o0}.

+00

Q9. Pour X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N U {+oo}, démontrer que P(X = +o00) =1- )_ P(X = n).
n=0
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Q10. En utilisant une variable aléatoire de loi géométrique, démontrer que I'événement « la piece donne au moins
une fois pile » est de probabilité 1.

Q11. Dans cette question on découpe les lancers par groupe de 3 lancers consécutifs et disjoints.
On note alors Y la variable aléatoire telle que, pour tout ne N, Y = n lorsque la séquence PPF apparait pour
pour la premiére fois lors du (n + 1)-iéme groupe de lancers (c’est-a-dire les lancers de rangs 3n+1 a 3n+3).
Par exemple I'événement {Y = 2} est réalisé lorsque les 3 premiers lancers n’ont pas donné PPF, les lancers de
rang 4 a 6 non plus, par contre aux lancers de rangs 7, 8 et 9 on a obtenu successivement « pile », « pile » et
« face ».
On dira aussi que Y = +oo lorsque la séquence PPF n’apparait jamais.
Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y +1 et en déduire que la séquence PPF apparait au moins une fois
avec probabilité 1.

On admettra dans la suite que n’importe quelle séquence apparait au moins une fois avec probabilité 1.

On note Z la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le mot PP pour la premiére fois.
D’apres la propriété admise on sait donc que P(Z = +o0) = 0.

Q12. Pour k un entier naturel supérieur ou égal a 2, on note Ay I'événement «les (k- 1)-ieme et k-ieme lancers
donnent pile ». Démontrer que :

1 1
Vk=4, P(Ak)zZ[P’(ZSIC—Z)+EIP(Z=k—1)+|]3’(Z=k)

Q13. En déduire que :
Vk=2, i[FD(sz—l):%P(Z:k—l)—i-lP(Z:k)

Q14. Rappeler le résultat du cours reliant 'espérance de Z et la série )_P(Z = n).
Lutiliser pour démontrer que Z est d’espérance finie et déterminer sa valeur.

Q15. Etablir que :
Vk=2, P(Z=k+2)= ilP(Z: k) + %IP(Z: k+1)

et en déduire la fonction génératrice de Z.

Dans la suite deux joueurs appelés Alice et Bob s’affrontent lors des lancers de la piéce. Alice joue avec la séquence
PPF et Bob avec la séquence FPP ; celui qui voit sa séquence apparaitre en premier remporte la partie.

D’apres le résultat admis la séquence PPFFPP apparait au moins une fois avec probabilité 1 et donc la probabilité
qu’un joueur soit déclaré gagnant est égale a 1 (c’est-a-dire que la partie ne peut pas durer une infinité de tours).

On note X4 (resp. Xp) la variable aléatoire égale au numéro du lancer a 'issue duquel Alice (resp. Bob) est déclaré(e)
gagnant(e), si cela se produit, et a +oo si ce n'est pas Alice (resp. Bob) qui est déclaré(e) gagnant(e). On note aussi
74 (resp. mp) la probabilité que Alice gagne (resp. Bob gagne), c’est- a-dire : m4 =P(X4 < +o0) et g =P(Xp < +00).

Q16. On pose T = min(X4, Xg). Que représente la variable aléatoire T ?

Q17. Soit n=2. En remarquant que I'événement {T = n+1}n P,+1 N P42 N Fpy3 COrrespond soit a la victoire d’Alice au
lancer n+3, ou a celle de Bob au lancer n+ 1, ou encore a celle de Bob au lancer n+2, démontrer que :

1 1 1
glP(Tzn+1):IP(XAzn+3)+§[P’(XB:n+2)+ZP(XB=n+1)
Q18. Soit n=2. En procédant de méme avec I'événement {T = n+ 1} N Fj,4+1 N Py12 N Pyi3, démontrer que :
1 1
glP(Tz n+1)=|]3’(X3=n+3)+ZIP(XA=n+1)

Q19. Démontrer que m 4+ 5 =1 puis calculer la valeur de 74 et . Le jeu est-il équitable ?
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Exercice 3. Racines carrées de matrices

Dans cet exercice K =R ou C, n est un entier naturel non nul, et .4, (K) désigne I'espace des matrices carrées d’ordre
n a coefficients dans K.

0o 1 2
Q20. Démontrer que la matrice A= (1 0 1) est diagonalisable et la diagonaliser.
2 -1 0

Dans la suite, A et M sont deux matrices de .#,[K) qui commutent : AM = MA.

On suppose aussi que A admet n valeurs propres distinctes.

Q21. Démontrer que toute colonne propre de A est aussi colonne propre de M.

Q22. En déduire qu'il existe P € .4, (K) inversible telle que P! AP et P~ MP sont toutes les deux diagonales.

0 1 2
Q23. On considére a nouveau la matrice A= (1 0 1).
2 -1 0

Déterminer le nombre de matrices M € ./3(K) vérifiant M? = A selon que K =R ou que K =C.
Dans la derniére question on suppose que B € .4, (R) est une matrice symétrique positive.

Q24. Démontrer qu'il existe une matrice M € .4, (R) symétrique positive telle que M? = B.
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B Exercice : Racine carrée d’'une matrice

Notons M3(R) I'ensemble des matrices carrées de taille 3 x 3 a coefficients réels. Considérons la

matrice suivante :
2 -1 -1
A=|-1 2 1 € M3(R).
-1 1 2

1
2
3
4

Justifier que la matrice A est diagonalisable sur R.
Déterminer les valeurs propres de A. Que peut-on dire de ses sous-espaces propres ?
La matrice A est-elle inversible ?

~—_— ~— ~— ~—

Déterminer une matrice diagonale D € M3(RR) et une matrice orthogonale P € M3(R) telle que :

A=PDP L

5) Déterminer une matrice diagonale A € Mj3(R) vérifiant : A2 = D.
6) En déduire une matrice M € Mj3(R) vérifiant : M? = A.

B Probleme : La formule des compléments d’Euler

Dans ce probléme, on démontre une relation entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction sinus. Nous I'appliquons
ensuite au calcul de I'intégrale de Gauss.

Dans tout le probleme, la lettre a désignera un réel appartenant a l'intervalle ]0, 1.

Partie 1 : Calcul d’une intégrale dépendant d’'un parametre

Considérons les intégrales suivantes :

| ‘oo
I(a):/o mdt et J(a):/1 mdt.

1) Démontrer que l'intégrale I(a) est convergente.
2) Démontrer que l'intégrale J(a) est convergente.

)
)

3) A l'aide du changement de variable u = % démontrer que J(a) = I(1 — a).
)

4) Soit N un entier naturel.

(a) Démontrer que, pour tout réel ¢ appartenant a [0, 1], on a:

N 1 N+1tN+1
) = —— — (—1 -
N
(b) En déduire que :
N 1 N 1 4N+l-a
I(a) = -1" t"dt + (-1 dt.
@ =30 [y [T
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5) Démontrer que pour tout entier naturel N :

1 yN+1-a
t 1
0< dt < :
o 1+t N+2-a

1 7fN—i-l—a

puis déterminer la valeur de lim dt.

g L -1 ,
6) Vérifier que la série § ()Jrl est convergente et démontrer que sa somme vaut I(a).
n—a
n=0

(_l)n—l

7) En déduire que la série ) | -— T a

n=1

est convergente et démontrer que sa somme vaut J(a).

8) En déduire que :

+o0 _1\n
n=1

On admet que I'on a la formule suivante, valable pour tout réel A n’appartenant pas a Z :

f 20-1)""'\ 7 1

— n2—X2  sin(Am) A

9) Conclure ue'/+C>o L dt = —~
we- ) wa 0 smlan)

Partie 2 : La fonction Gamma d’Euler

Considérons les intégrales suivantes :

+oo
Ve >0, [I(z)= / t*te~tdt
0

e—a:t

+o00o :
Vo > 0, (1) = _C
v fa(2) /0 ta(1 + 1)

10) Démontrer que la fonction I' est bien définie sur |0, +oo|.

11) (a) Démontrer que la fonction f, est continue sur [0, +oc[ et préciser la valeur de f,(0).

(b) Soit (a, 3) € R? tel que 0 < a < 3. Démontrer que la fonction f, est de classe ¢ sur [a, 3].
En déduire que la fonction f, est de classe %! sur ]0, +oo[. On précisera I'expression de sa
dérivée avec le symbole intégrale.

12) (a) Démontrer que pour tout réel x > 0,0ona:

fule) — i) = TL 2

On pourra effectuer le changement de variable uw = xt dans l'intégrale f,(z) — f.(z).
(b) En déduire que pour tout réel z > 0,0n a:

I'(l—a)

0< fal2) S —=

(c) Déterminer xggloofa(x).

—t
13) Démontrer que la fonction ¢ — ;—_a est intégrable sur ]0, 4+-o0].

CPGE EPITA IPSA ESME 2025 — Epreuve Mathématiques PT TSI | Page 2 sur 3



+oo
Dans la suite du probléme, on pose pour tout réel = > 0, g,(z) = / —dt.

14) (a) Démontrer que la fonction g, est continue sur [0, +oo].
(b) Démontrer que la fonction g, est de classe % sur ]0, +oco[. On précisera I'expression de sa déri-
vée.
15) (a) Démontrer que pour tout réel x > 0,on a:

efx
O < ga(x) ~N xlfa
(b) Déterminer $£nga(x).
Partie 3 : La formule des compléments
Considérons I'équation différentielle suivante :
I'l—a
() Vo0, ya) o) =

16) Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation homogéne associée a (F).

[0, 400 — R

T s T(1 - a)e¥go(z) est une solution particuliere de (£).

17) Démontrer que la fonction A, : {
18) Montrer qu’il existe une constante réelle \ telle que :
Ve >0, fo(x) =X+ ho(x).

19) Conclure que :
Ve >0, folx) = he(x).
On pourra isoler \ et considérer la limite en +o00 dans I'égalité précédente.

20) Déduire de la question précédente que :

—+00 1 “+o00 e—t
/ 1 =T -a) / L
0 te(t+1) 0 tl-a

21) Démontrer alors la formule des compléments :

™

Va €]0,1], T(a)I'(1—a)=

sin(arm)’

Partie 4 : Application au calcul de I'intégrale de Gauss

1
22) Déterminer la valeur de T’ <2>

“+o0o
, v sz 2 , .
23) Démontrer quelmtegrale/ e~ " du est convergente déterminer sa valeur.
0
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Dans ce probléme, [K désigne le corps R ou le corps C, n est un entier supérieur ou égal a 2 et .#,, (K) est l'al-
gebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K. La matrice identité d’ordre n est notée I,,, et GL,, (K)
désigne I'ensemble des matrices inversibles de .7, (IK). Une matrice de .#,, (K) est dite scalaire lorsqu’elle est
de laforme Al, ou A € K.

La topologie de .#}, (K) est définie a I'aide de I'une quelconque de ses normes équivalentes.

Pour une matrice M de .#,, (), on appelle classe de similitude de M I'ensemble .¥ (M) constitué de toutes les

matrices de .}, (K) qui sont semblables a M :

S (M) ={PMP~},Pe GL,(K)}.

Lobjectif de ce probleme est d’étudier quelques propriétés topologiques des classes de similitude des
matrices de .7 ,, (K).

Partie | : le cas des matrices d’ordre 2

1. Déterminer la classe de similitude d’'une matrice scalaire de .#> (IK).

1 k 1 0
2. Pour tout k€K, on pose Ej = et Fr. =

0 1 k 1

(a) Montrer que, pour tout k € K, les matrices Ej et Fj sont inversibles et déterminer leurs inverses.

a b
(b) Soit A= € /> (K). Calculer, pour tout k € I, les matrices ExAE, ' et Fx AF; .
c d

(c) Montrer que la classe de similitude de A est bornée si, et seulement si, A est une matrice scalaire.

Dans la suite de cette partie, on fixe une matrice A de .#> (K) et on cherche a quelle condition sa classe de

similitude est fermée.

3. On suppose dans cette question que A a deux valeurs propres distinctes 1, et 1, dans K.

Soit (M) =¢ une suite d’éléments de .¥’(A) qui converge vers une matrice B € .7 (K).

(@) Soit i € {1,2}. En considérant la suite (det (M — A;12)) s, montrer que det(B —A;») =0.

(b) En déduire que B € .¥(A) et conclure que . (A) est fermée.
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. On suppose dans cette question que A a une seule valeur propre A dans K et que A n’est pas une matrice
scalaire.

Y/ 1

0 A

(a) Montrer que A est trigonalisable, puis qu’elle est semblable a toute matrice de la forme T =
ouacelK*”.

(b) En déduire que la classe de similitude de A n’est pas fermée.

. Dans le cas K = C, donner une condition nécessaire et suffisante simple portant sur A pour que . (A) soit

fermée.

. Dans cette question, on suppose que K =R.

(a) Montrer que le spectre réel de A est vide si, et seulement si, 4det(A) — (tr (A))? > 0.
Dans la suite de la question 6., on suppose cette condition réalisée.
(b) On note u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (e, e2) est A. Montrer que
(e1, u(er)) est une base de R? et que la matrice de u dans cette base est :
0 -—det(A4)
1 tr(4)
(c) Soit (Mg)rso Une suite d’éléments de .¥’(A) qui converge vers une matrice B € .#>, (R). Montrer que
B a a la fois la méme trace et le méme déterminant que A. En déduire que .¥(A) est fermée.

. Conclure sur 'ensemble des matrices de .#> (R) dont la classe de similitude est fermée.

Partie Il : matrices de .7, (K) dont la classe de similitude est bornée

. Soit u un endomorphisme de K". Montrer que si, pour tout x € K", x et u(x) sont liés, alors u est une
homothétie. On pourra raisonner avec la base canonique (ey,...,e;) de K" et considérer u(e; + e;) pour
i €[2,n].

. Soient A € .#,, (K) une matrice qui nest pas une matrice scalaire et u I'endomorphisme de K" canoni-
guement associé. Montrer qu’il existe un vecteur x de K" tel que la famille (x, u(x)) est libre. En déduire
que pour tout a € K*, il existe une base de K" dans la laquelle la matrice de u a pour premiére colonne
(O,a,O,...,O)T-

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la classe de similitude d’'une matrice de ., (K)

soit bornée.

. Existe-t-il une norme ||.|| sur .#,, (K) invariante par similitude, c’est-a-dire vérifiant :

VYMe My (K),YPeGL,(K),|PMP| =IM|?
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Partie Ill : matrices de .7, (C) dont la classe de similitude est fermée

Dans cette section, A désigne une matrice de .#,, (C).

1. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Soit (M) o une suite d’éléments de .%(A) qui

converge vers une matrice B € .#,, (C).

, L My (C) — CyulX] . L, _ .
(a) Montrer que 'application , qui a tout élément de .#,, (C) associe son polynéme
M - ym(X)

caractéristique, est continue.
(b) Montrer que tout polyndme annulateur de A annule aussi B. En déduire que B est diagonalisable.

(c) Conclure que .7 (A) est fermée.

2. On suppose dans cette question que .’ (A) est fermée. On note u 'endomorphisme de C” canoniquement
associé a A, et on considére une base (b, b,...,b,) de C" dans laquelle la matrice de u est triangulaire

supérieure. On notera T = (¢; ;) cette matrice.

1<i,jsn

b, by,

k ceey W
cette base en fonction des coefficients de T.

(@) Soit k € N*. Montrer que %y = (bl, ) est une base de C" et écrire la matrice de u dans

(b) En déduire que A est diagonalisable.

Partie IV : une classe de similitude est toujours d’intérieur vide

Soit Ae 4, (K).

1. On pose 7 ={M € .4, (K),tr (M) =tr (A)}.
Quelle est la structure de .7 ? Montrer que .7 est d’intérieur vide.

2. En déduire que .¥(A) est d'intérieur vide.
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