ANALYSE

Exercice 1-1

Pour effectuer certains calculs de probabilités, on a besoin de connaitre
certaines valeurs de la fonction de répartition ® de la loi normale centrée
réduite. Le but de cet exercice est de faire calculer ®(x) & 1075 preés a I’aide
d’un ordinateur, pour toute valeur z demandée par 1’utilisateur.

72_
2

Pour cela on consideére la fonction = — f(z) =e , pour z > 0.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1 :

(k)2

-1
(kz)? e T e—
—Ee2n_ ezdtg—geznz
n
k=0

En déduire que :

v (kz)? 22
/ *Tdt——Ze S (1—6 T).
0

2. Quelle inégalité doit vérifier n pour trouver une valeur approchée de ®(x)
21076 pres?

3. On considére le programme suivant :
Program Loi_normale ;

Uses crt ;

Const e=0.00001 ;



6 ESCP 99 - Oral

Var s,x : real; i,n : integer;
Function f(x : real) : real;
Begin --- End;

{ fonction f définie ci-dessus. }

Begin «-ccrc creeee ieens End.

Compléter ce programme pour qu’il demande a l'utilisateur la valeur de z et
affiche ®(x) & 107° pres.

Solution :

1. On utilise la méthode classique des rectangles. Si ¢t € [k—rf, w], la

n
fonction f étant décroissante, on a :
k+1
F(EEDT) < pp) < p(h2)
kx (k+1
d’ou, en intégrant sur ’intervalle [—, w} ,
n n
(M) < [ < 2 (22
n n ke /n n n
Enfin, on somme ces inégalités pour k € {0,1,...,n — 1}. Il vient :

(ka)? ¢ 2 il e
_Eegn < e2dtS_Eezn2
0 n
k=0

L’inégalité précedente s’écrit a, < by, < ¢, Donc |by, — ¢p| < ¢ — ap, soit :
v (kw)2 22
*Zdt—— e 22 | < (1—677)
| z

1 1 ® t2
2. On sait que pour tout z > 0,®(x) = = + —/ e zdt. Ainsi
- 2 V2w Jo

n—1
€T _(ke)? ) N _ N -
— E e~ 2»7 sera une valeur approchée de ®(z) & 106 pres si n vérifie
k=0

1 =z e
= 1—e*?)<10 6
\/ﬂn(

La résolution de cette inéquation donne :

22
n > i106(1 —e 7)

V2r
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3. Nous allons suivre ’algorithme précédent pour écrire le programme de-
mandé : calcul de n correspondant & la précision donnée, puis calcul de
I’approximation.

Program Loi_normale ;

Uses crt ;

Const e=0.000001 ;

Var s,x,u : real;

k,n : integer ;

Function f(x :real) :real ;

Begin

f :=exp(-(x*x/2))

End ;

Begin

Write(’x=’) ; readln(x) ;

n :=1;

Repeat

n :=n+1 until (x*(1-f(x))/n)<e ;
For k :=1 to n do s :=s+x*f(x*k/n)/n ;
Writeln(n,’ ’, 0.5+s/sqrt(2+pi))
End.

Exercice 1-2

Soit un entier naturel n > 2 et f la fonction définie sur R™ par :
n
flxi,...,@p) = Zwi
k=1

Minimiser f sous les contraintes :
{Vi,z; >0, et &1 + ...+ 2z, =n}.

Solution :

Sous les contraintes {Vi,z; > 0, et &y + -+, = n}, on peut écrire f sous
la forme :
n—1 1 4
f@e, .o mn) = ) m? *‘(n/_'Eji:1 ;)
i=1
z; >0,Vie[l,n

Cette fonction admet des dérivées partielles et pour tout ¢ € {1,...,n —1}:

n—1
gj{l =4 (w? —(n— sz)3>
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= 0 donne alors :

La résolution du systeme d’équations

8$i

4 n—1

1 :n—E:ri

Z2

I
S
|
]
&

Tn-1

\ =1

I

3

|
(]

8

dont la seule solution est ; = x5 = --- = x,—1 = 1 (il suffit de sommer
toutes les équations), donc z,, = 1.

Ce point critique constitue-t-il un minimum pour f ? On sait par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz que :

n 2 n
(Z 1. ui> <n Z u?
i=1 i=1

Posons u; = x; puis u; = z7. Alors :

n 1 n 2
2
=1 =1
et

Y o> - (Zl”?) >n
i—1

i=1
n

Donc Z a:;1 > n et le point critique est un minimum pour f.

i=1
Notons d’ailleurs que I’étude du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne en une seule fois la totalité de la réponse.

Exercice 1-3

Soit @ un nombre réel positif ou nul. On considere la série de terme général

! . L. .
Uy = 72— (n > 1), ot [] xp désigne le produit 125 ...7,.

]k +a) =t

k=1
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1. On suppose que a € [0,1]. Montrer que la série de terme général u, est
divergente.

2. On suppose que a > 1 et on note S,, 1 =u; +us+---+u,_1, pour n > 2.

a) Etablir la relation : Vn > 2,5, = a i T~ Z'*__ il T

b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

c) Calculer > wy,.
n=1

Solution :

n
1.Sia €[0,1], pourtout k €N, 0 < k+a < k+1let0< [[(k+a) < (n+1)!.

k=1
Ceci entraine que :
S n! 1
u =
"Tn+1)! n+1
donc que la série Y u, est divergente.
2. a) Montrouns la relation : Vn > 2,5,_1 = a i 1~ Zt (ll Uy, par récurrence
sur n.
e pourn=2,0na:
1 24+a 1 2 1 1
a—1 a—-17" a—l( a+1> at+ 1 CTTIMT

e supposons la relation vérifiée pour tout £ < n — 1. Alors :

1 n+a
Sn: n—1 T Up = —— — ——Up + Up
a—1 a-1
1 1
:a_l(l—(n-i—a)un-{—(a—l)un):a_l(l—(n+1)un)
1 (n4+a+1)u,q1
= 1— 1)————
a—1< (n+1) n+1

1 n+1l+a
a—1 a—1

b) La série ) u,, est une série a termes positifs telle que la suite des sommes

unJrl

partielles (S, ) reste majorée par

1 Cette série est donc convergente et :

= 1
;Unzéﬁa_l
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1
c) Supposons que £ < 1 Dans ce cas :
a—

. n+a 1
lim Uy = —l=a>0
n—+oo g — 1 a—1
n+a (a — Do . N .
et —1un ~ a ou u, ~ —— ce qui entrainerait la divergence de la
— n
série > up. Ainsi £ = ——.
2 Un a—1

Exercice 1-4

T
Pour tout réel z > 0, on pose g(z) = / %St dt, et pour tout réel = # 0,

1
3z

fla) = / %St dt.

1. Etudier la parité de f.

2. Montrer que g est définie pour tout = > 0, dérivable et donner la valeur
de ¢'(z).

3. Donner une relation simple entre f et g. En déduire que f est définie pour
tout z # 0, dérivable et calculer f'(z).

4. A laide d’une intégration par parties, montrer que f(x) admet une limite
finie lorsque z tend vers +oo.

3z
5. Calculer la limite quand = tend vers 0, z # 0 de h(z) = / % dt.

En déduire que f admet une limite quand z tend vers 0. ’

Solution :

cost
1. La fonction f est bien définie pour tout = # 0, puisqu’alors ¢ 4 est

continue sur lintervalle [z, 3z].

Ona:
—3z 3z _
feay= [ = [ g = g

—x
La fonction f est donc paire.

. o . . cost
2. La fonction g est une primitive de la fonction continue ¢ —» —— sur RT*.
cos T

La fonction g y est donc dérivable, et pour tout z > 0 : ¢'(z) =
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3. On peut écrire :

3z
f(a:):/ COStdt /costdt / C(;Stdt_g(?,x)

Ainsi f est dérivable sur RT™* et pour tout = > 0,
cos3x — cosT
f'(2) = 3'32) — g/ () = S CEL
Par parité, f est dérivable pour tout x # 0.

4. En intégrant par parties, il vient :
. 3z 3z .
sint sint
r)=|— + ——dt
=[5 [ %

3z
Ona:

sin3x — 3sinz
3z

3z 3x
t 1 2
/ Slidt‘ / —dt =
" " 3z

lim
r—400

et :

tend également vers 0 lorsque z tend vers I’ 1nﬁn1. Finalement lim f(z)=

g(x)

r—>+00

2
5. Lorsque z est au voisinage de 0; on a |cost — 1| < % Par suite :

3z -1 3z
Ih(z)| < / %dt < / %dt e
Ainsi lim h(z) = 0.

z—0

3z
On peut écrire f(z) = h(z) + / % = h(z) + In3. Donc hm f(z) = In3.

Ceci permet de prolonger f en 0 en posant f(0) =In3.

Exercice 1-5

+o0o
Pour n € N on pose : J, = / e % sin’" z du.
0

a) Montrer que .J,, existe.
b) Calculer Jy.



12 ESCP 99 - Oral

2. a) Pour n € N*, déterminer une relation de récurrence entre J,, et J,_1,
et en déduire une expression de .J,, en fonction de n.

b) Montrer que la suite (Jp)nen est monotone. En déduire que cette suite

est convergente.
2k(2k -1
3. a) Déterminer la nature de la série de terme général 1n(4(k27+1)).

b) En déduire la limite de la suite (J,,)nen-
4. On se propose de retrouver le résultat précédent :

a) Montrer que 'on a :

VneNO < J, < %/ sin?" z dx
1-e 0

b) Retrouver ainsi la limite de la suite (J,,)nen.

Solution :

1. a) Pour tout n € N, |e~* sin®" | < e~ *, ce qui entraine que .J,, existe.
b) Trivialement Jy = 1.
2. Soit A > 0. Une intégration par parties donne :

A " A
/ e tsin® tdt = [—e*t sin?" t]O + 2n/ e tsin®" t cos tdt
0 0
d’ou, lorsque A tend vers l'infini :
+0oo
Jn =2n / e tsin®" t cos tdt
0

On integre de nouveau par parties :

J A
2—" = [~e7!sin® ' tcos t]:)4 + / e t((2n — 1) sin®" *t cos® t — sin®" t)dt
n 0
puis, quand A tend vers 'infini :
T = 2020 = 1)y — 2= Dy — ) = Jy = 2220 = D)
n — n—1 n n n — 1+ An2 n—1

b) Il est évident que J,, > 0 pour tout n. La relation précédente montre
que la suite (J,,) est décroissante. elle est donc convergente (décroissante et
minorée).

3.a) On a:

(AR =2k () 142k 1+ 2k 1
"\ a2y )" 1+ 442 1+ 442 2%
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4k* — 2k
La série Z In < T > est donc divergente et de limite —oo.

Ji 4k? — 2k
b) On sait que ln (J b > =ln <7> Donc, pour tout n > 1 :

1 4k2 +1
n n
4k — 2
> (55) -2 (G
Pt Jr_1 4k2 + 1
ou
- 4k% — 2k
ann _anO = kzgln (m)
cela entraine que lim InJ, = —oo donc que lim J, =0.
n—+o0o n—+00

a) Soit k£ > 0. Alors :

(k+1)7 ™
/ e tsin® tdt = / ek gin®" udu
k 0

™

Pour tout N € N* :

(N+1)mw N (k+1)m
/ e tsin? tdt = Z/ e tsin?" tdt
0 k=0 km
x /N
/ (Z —u— k7r> nudu
k=0
I 1— e (N+1)u
/ - e%sin®udu
0 1—e v
=
si
0

22 udu

1—eu
1

s
< 77(/ sin®™ udu
1—e 0

Ceci restant vérifié pour tout IV, 'inégalité demandée en découle.

<
<

™

b) Montrons que lim sin®" tdt = 0. On peut écrire :
n—-+o0o 0

™ w/2 ™
/ sin?" tdt = / sin®” tdt + / sin®" tdt
0 0 /2

Le changement de variable u = m — t dans la seconde intégrale montre que

m w/2
/ sin?" tdt = 2/ sin?" tdt.
0 0
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Soit € > 0. Alors :

w/2
/ sin® tdt < e
w/2—¢

et, par croissance de la fonction sinus sur [0,7/2] :
7I'/2—E 2n
T ™
/ sin?" tdt < (sin (— — 5)) X —
0 2 2
7r
Comme 0 < sin (5 — 6) < 1, il existe ng tel que pour tout n > ng,

2n
0< (sin (g — 6)) < €. Ceci entraine que lorsque n tend vers l'infini, J,,
tend vers 0.

Exercice 1-6

Pour x et t réels, on pose
In(1 + 2t)

Ay s

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Soit = # 1 fixé. Déterminer deux réels a, et b,, fonction de x uniquement
tels que, pour tout ¢ vérifiant (z,t) € D, on ait :

of L b,
%(x’t)_1+xt+1+t
On pose
1ln(1+a:t)
Flz)= | — 7
() /0 rary

3. Préciser le domaine de définition A de F'.

4. En admettant que, pour z > —1,
1
of
F'(z) = —(z,t)dt
@ =] o

calculer explicitement F'(z) et en déduire le sens de variation de F' sur A.
5. Montrer que F” est continue en 1.

6. Déterminer la limite de F' en 400 (on pourra faire un changement de
variable).

Solution :
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t#0
1. f(z,t) = M est définie si et seulement si t# -1 Ce qui
t-(1+1) 142t >0
donne :
ez =0,t#0,1

ez>0,1+zt>0t>—-1/x
ez <0,l+zt>0t<—1/x

2. Un calcul élémentaire donne :
_ 1 Gy b,
or  (1+t)(1+at) 1+t R
En réduisant cette derniere expression au mme dénominateur et par identifi-
cation avec 'expression précédente, il vient :

by = — 3 Ay =

Donc, pour tout z # 1 :

1 1 1 x
(I+t)(Q+xt) 11—z <1+t B 1+a:t>
3. La fonction t — f(z,t) est continue sur ]0, 1] si et seulement si z > —1.
e au voisinage de 07, f(z,t) ~ z. Ainsi t = f(z,t) admet un prolongement
par continuité en ¢t = 0.
e au voisinage de 17, si x > —1, t — f(x,t) est continue en 1.

Siz=-1, f(-1,1) = 1;1((11;:)) N ln(12— t)

1
. Et Pintégrale / In(1 — t)dt
1/2

1/2
converge comme ’intégrale / In udu.
0

Finalement F est définie sur A = [—1, +00].
4.Sixz>-1l,z#1:

1 Y odt Yot 1 2
F'(z) = — - = |
() l—w{o 1+t a:/o 1+mt} l—wn<1+w>
et F'(z) > 0 pour tout > —1,z # 1. Ainsi la fonction F' est croissante sur

A.
5.0n a:

1
dt 1

F'(1) = —_— ==

(1) /0 (1+¢)2 2

et en posant x = 1 + h, pour h au voisinage de O :

1 1+ 1 h 1
! — _ = — — )~ =
F'(z) = ln< 5 > hln(1+2) 5
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ce qui montre que F’ est continue en z = 1.
6. Pour z > 0, posons u = xt. Il vient :
*1n(1 1 [ In(1
Flr) = / nd+w @ s _/ In(l+w)
0 U T+u 2 /o U

oo In(1 In(1 1
Or l'intégrale / Mdu diverge, car w — des que u > e.
u

0
Donc lim F(z) = +oc.
T—+00

@

Exercice 1-7

1. Résoudre I'inéquation : #2 — 2z + /z > 0 , ainsi que le systéme :
a = 1-Vb
b = 1—+/a

2. Etudier la suite définie par Vn € Nyup,41 = 1 — /|u,| dans le cas ou
Ug € [0, 1]

Solution :

1. On remarque que 0 n’est pas solution de cette inéquation, et on pose
X = /z. L’inéquation devient X* — 2X2 + X > 0. Comme X > 0, elle est
équivalente & X% —2X +1> 0. Or :

1 5—-1
XP_2X 41=(X —1)(X ‘[; )(X — f2 )
Donc :
f 5+ 1 x/5 -1
7 =2+ VE = VE(E - DI+ o )(VE - )
L’ensemble des solutions est alors :
3—V5
x € ]0, 2\/_[U]1,—+-oo[
N a = 1—vb . .
Le systéme b = 1-+a admet comme solutions évidentes les couples
(1,0) et (0,1).
a>0,b>0
Autrement il est équivalent au systeme { a’? — 2a + /a = 0, qui admet, par
b=1-+/a

2 72

3-5 3+\/3>

la question précédente, comme unique solution le couple (
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2. On montre facilement par récurrence que pour tout n > 0,u, € [0,1]. La
suite (uy,) est donc bornée. Si elle converge, elle converge vers le point fixe

-5
2

de l’application continue x — 1 —+/z qui n’est autre que £ = €]0, 1[.

On remarque enfin que les sous-suites (uay,) et (u2,41) sont monotones et
bornées et qu’elles convergent vers les points a et b solutions du systeme
d’équations de la question précédente.

e siug =0 ouwug=1. La suite (u,) prend alternativement les valeurs 0 et
1 et ne converge pas.
e siug =/, la suite (u,) est constante égale a /.

e si0 < wup < ¢, on considére les sous-suites (uay,) et (uzp+1). On montre
par récurrence que (uz,) est croissante et majorée par /¢, alors que (uz2,41)
est décroissante minorée par £. Ces deux sous-suites convergent donc vers £.

e sif < up <1, on considere les sous-suites (us2,) et (u2,41). On montre par
récurrence que (uz,) est décroissante et minorée par £, alors que (u2,+1) est
croissante majorée par £. Ces deux sous-suites convergent donc vers /.

Exercice 1-8

Soit f : R — R* une fonction continue vérifiant, pour tout (z,y) € R? :

flz+y) = f)fy)
1. a) Calculer f(0).

a
b) Montrer qu'’il existe a € R tel que / f(t)dt #0.
0

2. Montrer que f est de classe C' sur R. Donner une relation simple entre f
et sa dérivée f', puis exprimer f en fonction du nombre f'(0).

(on rappelle que les solutions de ’équation différentielle z' = pz, ol u € R,
sont les fonctions x — Cel?*, ot C' est une constante réelle).
3. Soit (£2,.A, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur
Q, & densité, a valeurs dans R, telle que pour tout (z,y) € R*? :

P X>z+y)/ X >z]=P(X >y)

Déterminer la loi de X.
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Solution :

1. a) En posant x = y = 0 dans I"équation f(z + y) = f(z)f(y), on obtient
f(0) = £2(0), d’ott £(0) € {0,1}. Si f(0) = 0, alors pour tout z réel, f(z) =0
(on prend y = 0), et f est la fonction identiquement nulle. Aussi f(0) = 1.

x
b) Supposons que pour tout x réel, / f(t)dt = 0. Alors, en dérivant, pour

0
tout x réel f(x) = 0. On peut donc affirmer qu'’il existe a € R tel que
a

/0 F(t)dt # 0.
2. Reprenons 'équation f(z +y) = f(z)f(y)
fl@+y) = =>/fw+y /f
& / F(t)dt = Af(x), (A= / F(t)dt # 0)
Donc :

1 r+a
fw=5 [ s
est une fonction de classe C' puisque ;” est continue.
Par dérivation, ’équation f(z +y) = f(z)f(y) donne f'(z +y) = f'(x)f(y)
et pour z = 0, pour tout y réel, f'(y) = f'(0)f(y). Ainsi f vérifie I’équation
différentielle z' = pz dont les solutions sont les fonctions z — Cet®. Ici, pour
tout x réel :

fla)=e"" O (f(0)=1)

P(X>z+y)N(X>z) PX>z+y)
P(X > x) ~ P(X >2)
=P(X >y

3. On sait que :
PX>z+ylX >z) =

Donc :

P(X>z+y)=PX >x)P(X >y)
Posons G(z) = P(X > z). La fonction G est continue et vérifie, pour tout
x>0,y >0,G(x+y) = Gx)G(y) et G(0) = 1. On sait alors qu’il existe
un réel p tel que pour tout z > 0,G(z) = e**, et F(z) = P(X < z) =
1—G(z) =1—et". Comme F est une fonction de répartition (pour tout
z,0 < F(z) <1), p <0 et X suit une loi exponentielle de parameétre —p.
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Exercice 1-9

Soit n un entier naturel non nul et (E,) ’équation :
(Ep) l+In(z+n)==z
1. Montrer que (E,) admet une unique solution a,, sur R*.

2. Pour n assez grand, comparer les trois nombres n,In(n) et a,. En déduire
la nature de la suite (a,).

3. a) Déterminer une constante C' telle que les suites (a,) et (C'ln(n)) soient
équivalentes.

b) Déterminer un équivalent simple de e%.
4. a) Montrer que la suite (a, — C'ln(n)) est convergente et déterminer sa
limite £.

b) Quelle est la nature de la série > (a, — C'ln(n) —£)?

Solution :

1. Soit f la fonction définie sur Rt par: f(z) =z —In(n + ) — 1.

La fonction f est dérivable sur R*, avec f'(z) = n;if_;l Par conséquent
f est strictement croissante sur R et comme f(0) = —Ilnn — 1 < 0 et

lim f = +00, la fonction continue f s’annule une fois (théoréme des valeurs
400

intermédiaires) et une seule (stricte monotonie).
2. x f(n) =n —In(2n) — 1, donc pour n assez grand f(n) > 0 et a, < n.
B - L n _ 4 Aiee
* f(lnn) =lnn —Iln(n +1lnn) —1=1n (7n+lnn) 1 vl 1. Ainsi, pour
n assez grand, on a f(Inn) < 0 et a, > Inn.

* Pour n assez grand, on a a, > Inn, donc lim a, = +oo.
n—oo

3.a) On a1+ In(a, +n) = ay, donc a, =1+ Inn+In(l + %‘) Or, pour n

assez grand, 0 < %—" < 1, donc le terme prépondérant est Inn et a, ~ Inn.

(o0)
On a donc C = 1.

b) On a: e = e.e®("t) = ¢(n+4a,), et comme a, est négligeable devant
n (il est équivalent a lnn), il vient : e®» & ne.
o0

4. a) Ona:an—lnn:1+ln(l+an—") — L

n—o0

b) Enfin, a, —Inn —1=In(1+ %) ~ & o Inn
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Par conséquent, pour n assez grand a,, —lnn —1 > Lot la divergence de la

série harmonique donne par minoration la divergence de la série proposée.

Exercice 1-10

Soit £ I’ensemble des fonctions f : R — R possédant la propriété suivante :
@K;>20)(VzeR) VyeR) [fly)—Ffl@)| <Kply—=z| (1)

1. Vérifier que L est un sous-espace vectoriel de ’espace C des fonctions
continues de R dans R.

Donner un exemple de fonction (non nulle) de £ et de fonction de C
n’appartenant pas a L.

Soit g une fonction de £, a € R et A € |—1, 1] fixés.

2. Montrer que, pour tout z réel, la série de terme général A" g(x + na)
converge.
(on pourra chercher & majorer g(z + na) a l’aide de la propriété (1)).

On définit ainsi une fonction F': R — R par :

+oo
F(z) = Z)\"g(x-i—na)

3. Montrer que F' € L.

4. Montrer que F' est 'unique fonction f € L vérifiant :
Ve eR)  flx) = Af(z+a)=yg()

Solution :

1. L’ensemble £ est non vide, puisqu’il contient la fonction nulle. Pour chaque
x fixé, la condition (1) donne la continuité de f en z, donc L est inclus dans
I’espace vectoriel C.

Enfin, si f et g appartiennent & £, de constantes associées Ky et K, 'inégalité
triangulaire montre que f 4+ Ag appartient a £, une constante associée étant
Ky + |>\|Kg

Toute fonction de classe C* & dérivée bornée est dans £ (par exemple x +— )
et toute fonction de classe C' & dérivée non bornée n’appartient pas & £ (par
exemple z — e”).

2. D’apres (1), |g(z + na) — g(z)| < K4|nal et, en particulier :
9z + na)| < lg(@)| + Kynlal et [\g(a +na)| < \"lg(@)] + nlAK,lal.
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La série de terme général |\|" est convergente, ainsi que la série de terme
général n|A|™. Par majoration, la série proposée est absolument convergente.

3. Pour tout couple (z,y) :

o0 o0 o0
Fly) = F@) =1 % Xgly +na) = & X'l +n0)| < 3 \"Kly — o
K
= 1_—5|7/\||y — x|

(écrire d’abord des sommes finies et prolonger les inégalités a la limite)
Donc F vérifie la condition (1).
4.«0Ona:

F(x) = AF(z +a) = 20 A"g(z + na) — A 20 A"g(z + (n + 1)a)

F(x) = AF(@+a) = g(x)+ 3 \'g(a-+na) = £ A"+ g(a+(n+1)a) = g(x)

* Réciproquement, soit f € £ vérifiant la condition de la question 4). On a :

f(@) = Af(z +a) = g(z)
flx+a) = Af(z+2a) =g(z+a)

f(@ + (1= 1)a) = Af(x +na) = g(& + (n — 1)a)
D'ou : f(z) = \"f(z + na) + zz: Meg(z + ka)
Or A" f(z + na)| < |/\|"(|f(:ri + Ky.nlal) = 0 et, d’apres la question
précédente, ZE: Meg(z + ka) converge vers F.

Soit f(z) = F(x) et F est 'unique solution appartenant & L.

Exercice 1-11

teodt
1. Pour n € N*, étudier la convergence de l'intégrale I,, = / —_—
o (L+tH)"
2. Justifier que la suite (I,)n>1 converge (on ne cherchera pas a calculer sa
limite).

3. Montrer que :

1
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4. En déduire une expression de I, en fonction de I;.

4n -1
5. Déterminer la nature de la série Z In ( n4 >
n

En déduire la valeur de lim I,,.
n—-400

n
6. Calculer S, = 2:(—1)’“*1 I et en déduire la nature et la somme, en

k=1
+0o0
fonction de I3, de la série 2:(—1)'“_1 I.
k=1

Solution :

1. La fonction a intégrer est continue sur R} et équivalente au voisinage
de Vinfini & % : la régle de Riemann montre que l'intégrale converge si et

seulement si 4n > 1, donc converge pour tout n de N*.

2.Vt € Ry, (1 + Y > (1 + 1), donc I, < I, et la suite (I,) est
positive décroissante, donc convergente.

+o0 t3
3.1, —1 = t X —5——dt.
n n+1 /0 (1 t4)n+1

3
On effectue alors une intégration par parties, en intégrant t — W

1 ) . .
—=—— d’abord sur un segment [0, X uis en faisant tendre
4n(1 + t4)n) g [ ) ]; p
X vers 400, ce qui donne :

ent— —

In - InJrl - ﬁ]’n

4. Ainsi I, = 4n4—;1 I,, et, par récurrence :

n—1
4k —1
Vn>1,1, = [] I
n -~ n k:1( 4k )1

dn — 1\ _ 1 1 : o ) -
5: In (T) = ‘ln( — %) ~ ~an qui es’t le‘terme général d .une série
divergente. La série proposée étant & termes négatifs, elle est donc divergente

vers —o0.

Ak — 1
Soit : InI, =Inl; + Y In( 42 ) — —o0 et donc lim I,, = 0.
k=1
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k=1 2 + t4
(identité géométrique, la raison étant différente de 1)
oo qt +oo dt
Soit : S, = / — +(—1)"+1/ —
0o 2+t o (I+tH"2+1Y)
S— ~ ~ -
J R,
Comme 0 < R, <I,,ona lim R, =0et:
n—o00
00 +oo
-1 kfll" — / dt —
k;( )" 24

Le changement de variable t = 2'/4y donne : £ = 273/4];.

Exercice 1-12

¢ dt
On considere la fonction ® définie sur |1, +oo[ par ®(z) = / e
n
e
(La borne inférieure de 'intervalle d’intégration est le nombre «e» base des
logarithmes népériens).
1. Etudier les variations de la fonction @ sur ]1,+4o0].
Préciser le signe de @ sur |1, +0o0] et sa convexité éventuelle.
La fonction ® admet-elle une limite en 17 en 4007

2z
2. Montrer que pour tout x > e?, ®(z) < /z + o
nz

T
(On pourra décomposer l'intégrale / ni a l’aide de la relation de Chasles
n
e
en introduisant le point /7).
En déduire la nature de la branche infinie de la courbe représentative de @,

puis une allure de cette courbe.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue et positive sur 'intervalle ]1,+oo],
donc pour z > 1, ®(z) a bien un sens. De plus & est dérivable avec

d'(z) = L~ 0. La fonction ® est croissante sur 11, +o0].
nx

Si z > e, les bornes sont dans le sens croissant et la fonction & intégrer est
positive, donc ®(z) > 0.

Sil < z <e,les bornes sont dans le sens décroissant et la fonction a intégrer
est encore positive, donc ®(z) < 0.
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% < 0, la fonction @ est donc
z(lnz)
1

Au voisinage de 1, on a mi "~ ﬁ La regle de Riemann donne alors la

® est deux fois dérivable et " (z) = —

concave.

1
divergence de l'intégrale / lill_tt et ® n’a pas de limite en 1. Comme elle est

e
croissante, cela signifie que hrJP b = —o0.
1

Enfin, on a toujours Int < ¢, donc pour t > 1, ﬁ > %, d’ol1, pour x > e,
®(z) >Ilnz —1et lim® = +o0.
+oo

VT z
2. Pour = > €2, on écrit ®(x) = a4 [ dt
Int Int
e Vz
* La premiere intégrale est évidemment majorée par v/z — e, donc par /.
* Pour la seconde intégrale, la fonction & intégrer est majorée par —-L—
g ? g .] p ln(\/g)’

i.e. par % et donc 'intégrale est majorée par (x — ﬁ)% et a fortiori par

2z
Inz”

On en déduit lirf ¥ = 0 et la courbe représentative admet une branche
T—r+00

parabolique dans la direction de ’axe des abscisses. L’allure s’en déduit.

Exercice 1-13

On définit une suite (un)n>1 par ug = 1, et pour tout n > 1 :

T+uf+ul+-+ul

Un+1 =
n
1. Etudier la monotonie de cette suite et donner sa limite.

2. Construire une fonction Pascal nommée u, utilisant la récursivité, et
permettant de calculer u, (c’est-a-dire telle que u(n) = uy,).

3. On considere le programme informatique suivant :

Begin i :=0; p :=1;

repeat
1 =i+l
P :=p*2

until u(i)>=p ; writeln(i)
End.
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On suppose que les variables i, p et la fonction u ont été déclarées précédem-
ment.

Ce programme affiche 7 lorsqu’on I'exécute.

p . s ‘2 Unp
Déterminer la nature de la série de terme général on

4. On considere le programme informatique suivant :
Var s,a,n : integer ;
Begin n :=0; S :=1; a :=1;
repeat
n :=n+l;
s :=stax*a ;
a :=s div n
until (s mod n)<>0 ; writeln (n)
End.
On suppose que le type Integer est défini de fagon a ce que ce programme
puisse « tourner » . Il affiche 43 lors de son exécution. Que peut-on en déduire ?

Solution :

1.0nawu; =1,us = 2,u3 = 3 et uqg = 5. Il semble donc que 'on ait u,, > n.
Si cette propriété est vraie jusqu’a un rang n, alors :

n(1+1 +22 4+ +n)—n(1+ 6 ) =up

et v, >n+1<=2n* -3’ -5m+6>0<= n—-1)(n—-2)2n+3) >0
Ainsi, on a bien u,4+1 > n + 1, et on conclut par le principe de récurrence
(fort, comme on dit parfois).

Upt1 >

On remarque que l'on a n.u, 41 = (n — 1)u, + u2, on peut donc écrire :

— Duy, +
Un+1 = (o= Dun +u, )gn Yn

et Uni1 — Uy = Un(un =1) 5
Par conséquent la suite (u,,) est croissante et diverge vers +oo.

(pour montrer la croissance, on pouvait se contenter de vérifier que u, > 1,
ce qui est évident sur la relation de récurrence).
2. On utilise la forme donnée en 1), plus commode pour le calcul :

Function u(n :integer) :real ;
Var S :integer ;
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Begin if n=1 then u :=1 else u :=((n-1)*u[n-1]+sqr(uln-11)/(n-1) ;
end ;

3. Ce programme dit que 7 est la premiére valeur de n, pour laquelle u,, > 2.
Or, si cette propriété est vraie pour un certain rang n, alors :

n —1)27 4 227 on _ 1
( )n — 2n(1 + - )

et ce minorant est au moins égal & 2"*! puisque 2" — 1 > n, pour n € N
(vérification facile).

unJrl Z

Ainsi la propriété est héréditaire et donc :
Vn>7u, >2"

4. Le résultat signifie que le premier terme de la suite qui n’est pas un nombre
entier est ug3 (mais le programme nécessite de pouvoir considérer de tres
grands entiers).
Exercice 1-14

VT

+00
On rappelle que / et dt = "5 et on pose pour x € R :
0

F(x) :/\/me dt

1. Préciser le domaine de définition de F'.

2. Soit G une primitive de z e’ Exprimer F' en fonction de G. En

déduire que F est dérivable sur R* et donner ’expression de F'.

3. Etudier le comportement de F' au voisinage de 0 : F est-elle dérivable en
0?7 Dérivable & droite ? A gauche?

4. Donner les limites de F' en 400 et en —oco. Donner le signe de F(z) en
fonction des valeurs de z.

Solution :

1. La fonction ¢ — e~ est continue sur R, donc intégrable sur tout segment
de R et F' est définie sur R.

2. On a F(z) = G(z) — G(y/]z]), dou :

x Sur RY, F(z) = G(z) — G(y/x), donc F est dérivable sur R’ , avec :

Va>0,F(z) =G'(x) - ﬁG’(\/}) =e " ﬁ e=?
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* Sur R* | F(z) = G(x) — G(v/—=), donc F est dérivable sur R* , avec :

Vo <0,F(z) =G'(z) - ﬁG’(\/—_x) —e " 4 2\/1—_;5 e’

3. Clairement lim F'(z) = +oo et lim F'(z) = —oo.
z—0~ z—0t

Comme F' est continue en 0, on en déduit que F n’est pas dérivable en 0, ni
dérivable & gauche ou a droite (conséquence du théoreme des accroissements
finis), la représentation graphique admettant des demi-tangentes verticales
(point de rebroussement de premiere espéce).

N

4. Pour z > 0, on écrit F(z) = / et dt — / et dt, d'on :
0 0

lim F(x):%—@zo

T—+00
0 5 V= 5
Pour z < 0, on écrit F(z) = —/ et dt — / et dt, et :
T 0

. T ™
Jim F(o) ==Y - YT =
Enfin, si > 1 les bornes sont dans le sens croissant et comme la fonction
a intégrer est strictement positive et continue, on a F(x) > 0. D’autre
part F(0) = F(1) = 0 et dans les autres cas les bornes sont dans le sens
décroissant, d’ou F(z) < 0.

Exercice 1-15

Soient (ay), (b)), (c,) les trois suites, définies pour n € N, par :

,

1
Gpy1 = %/ min(x, by, ¢,,) dz
-1

1
—1<ay<by<c<1,¥neN{ by = %/ med(z, ay, ¢, ) dx
-1

1
Cn+l = %/ max(x, by, an) dz
\ -1

ot med(z,y,z) désigne celui des trois réels qui est compris entre les deux
autres.

1. Montrer que, pour tout n, —1 < a, <b, <c, <1.

2. Déterminer a,y1,bn41,Cnt1 en fonction de ay, by, ¢y
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3. Montrer que b, 1 = %bn,l(i’) —b2_,). En déduire que |b,11| < %|bn,1|.

4. En déduire la convergence des trois suites et préciser les valeurs des limites
respectives.

Solution :

1. Par hypothese la propriété est verifiée au rang 0. On suppose donc qu’elle
est vraie pour un certain rang n et on a alors, pour tout x de [0,1] :

—1 < min(z, by, ¢,) < med(z, ap,c,) < max(z,an,b,) <1
(il suffit de distinguer selon la position de x par rapport & ay, b, et ¢,).

En intégrant ces inégalités sur le segment [0,1], on obtient les inégalités
voulues au rang n + 1 et on conclut par le principe de récurrence.

2. En suivant les valeurs de min, med et max, on a :

bn 1
anﬂz%/ mdm+%/ bnda::—i(bn—l)2
bn

-1

An Cn 1
bn+1:%/ andm-i—%/ wda:-{—%/ cndx:i(an+cn)(2+an—cn)

-1

an n

br 1
Cn+1:%/ bnda:-i—%/ rdr =
~1 bn

3. On remarque que @41 + Cpp1 = by €6 Apy1 — Cpy1 = —%(b% +1). On en
déduit, en décalant 'indice et en remplagant dans la relation centrale :

bt = § b (3= b3 1)

Or by € [~1,1], donc 0 < 3= b2_; <3 et [buy1| < 3[baor].

(b +1)?

=

4. Ainsi, par récurrence [bap1] < (3)7[ba] et [bap| < (3) [bol.
Par conséquent lim bsp, = 0 et lim bapi1 = 0.
p—00 p—00

Par recouvrement des cas possibles, on a donc lim b, = 0.
n—oo

En reportant, il vient : lim a, = —% et lim ¢, = %
n— 00 n—o00

Exercice 1-16

Soit f : x — /|22 — 1| et la suite u = (u,) définie par son premier terme
up € R et la relation de récurrence : Vn € Nyupt1 = f(up).
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1. Donner une représentation graphique de la fonction f.

2. Soit f; la restriction de f a [1, 4+o00[. Montrer que f; réalise une bijection de
[1, +o0o[ sur un intervalle & préciser et donner une expression de la bijection
réciproque g.

3. Soit v la suite définie par vy = 0 et la relation : Vn € Nyv,r1 = g(vp).
Etudier la monotonie et la nature de la suite v.

4. A Daide de la question 2), montrer que ’étude de la nature de la suite u
se ramene au cas ou ug € [0, 1].

5. Déterminer, en discutant selon les valeurs de ug, la nature de la suite u.

Solution :

1.

La courbe est formée d’un demi-cercle et de deux demi-branches d’hyperbole.

2.Pourz > 1l,ona:y=Va2-1< [z =+/y>+1ety > 0], donc f;
réalise une bijection strictement croissante de [1,+oo[ sur Ry, la bijection
réciproque g étant définie par :

Vy>0,9(y) = Vy>+1
3. Sur Ry, on ag(y) >y, donc Vn € N,v,11 > v,. La fonction g n’ayant pas
de point fixe, la suite v ne peut converger et nh—>Holo Up = +00.

4. Si ug < 0, alors w1 > 0. Quitte & décaler d’un rang, on peut donc supposer
ug > 0.

Si ug > 1, il existe un rang p tel que p > 1 et v, < uy < Vp41, d'olt :
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fvp) <ur < f(upt1), soit vp—1 < ur < vp, et on recommence jusqu'a :
v1 < up—1 < vz et enfin vg <up < vy

On a donc 0 < u, < 1, ce qui prouve que, quitte a décaler d’'un certain
nombre de rangs, on peut supposer ug € [0, 1].
5. Supposons donc ug € [0, 1].

. . . 1
* Si ug = —=, alors la suite est constante et égale & —=, la convergence est

V2 g V2’ g

banale.
* Sinon, comme on remarque que sur lintervalle [0,1], on a f o f(x) = =z,

la suite (ugp) est constante et égale & wp, tandis que la suite (ugpy1) est
constante et égale a u;. Comme ujug, la suite est divergente.

Exercice 1-17

+oo
1. Montrer que l'intégrale / e~t.In(t) dt est convergente. On notera /£ sa
0

valeur.
too ¢ Tl et

2. Soit = > 0. Etablirque/ eTdt:—ln:r%—é—f-/ %dt
z 0

( on commencera par justifier 'existence des intégrales).

+oo 4
En déduire lim (/ € _dt+1n x)

z—0t t

3. a) Soit a, b des nombres réels strictement positifs. Montrer que l'intégrale

Too _at _ bt
I(a,b) :/ ea%dt
0

est convergente.
+oo

+00 4t too 4

—bt
b) Etablir que pour = > 0, / % dt = / eT dt—/ eT dt
a b

T T T

En déduire la valeur de I(a,b).

1
4. Montrer l'existence et donner la valeur de 'intégrale / tl_tl dt.
0 n

Solution :

1. Soit f : t — e t.Int. La fonction f est définie et continue sur RY,

équivalente a t — Int¢ au voisinage de 0 et dominée par ¢ — t% au voisinage de
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1 1
I'infini. La convergence de / Intdt est connue, donc / f(t)dt converge et
0 0

la régle de Riemann montre que / f(t) dt converge également. On conclut
1
par disjonction des problemes.

2. x L’existence de I'intégrale de gauche résulte encore de la regle de Riemann.
L’intégrale de droite, ne pose pas de probleme car la fonction a intégrer se
prolonge par continuité en 0.

On inteégre alors par parties, en dérivant ¢ — e~ et en intégrant ¢ — 1en

t
t — Int (en procédant d’abord sur un segment [z,y], puis en faisant tendre

y vers U'infini). On obtient :

+oo z
I(:r):—e*””lna:+/ e’tlntdtzl—e’zlnm—/ e tlntdt
T 0
On réintegre par parties, en intégrant cette fois t — e fent— 1—et:

v —t
I(m):l—lnx—k/ l-e" g

o t
—t
La fonction t +— 1% étant prolongeable par continuité en 0, on a :
xT
—t
lim l-e™ dt = 0 et donc :
z—0 0 t

+o0o —t
hm[/) 9—dﬁ+mx]:€
z—0 z t

3. a) La fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0 et est dominée
par t — %2 au voisinage de ’infini. L’intégrale existe bien.

b) Les intégrales écrites étant convergentes pour la borne infinie, on peut

o oo —at _ bt +oo —at oo bt
écrire, poura:>0:/ fdt:/ Tdt_/ Tdt'
T x T

Dans la premiere intégrale, on fait le changement de variable u = at et dans
la seconde, le changement de variable u = bt. Il vient :

T _at —bt too _u +oo _u
J,b(a:):/ th:/ e—du—/ € du
‘ T t a u b u

T T

t t
En appliquant deux fois le résultat précédent, ¢ disparait et :

I@w:gym@:mg

b oo ¢ oo ¢
Soit : Jgp(z) =1n i / € —dt+In(ax) — / € dt —In(bz)
a b

T T
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4. L’existence est acquise, car la fonction & intégrer est continue sur 0, 1] et
prolongeable en une fonction continue sur [0,1]. Le changement de variable
(1égitime, car de classe C! et strictement monotone) u = Int¢ donne :

1 +oo _ _92
/ tl_—ldt:/ e —e 4 —1n9
0 nt 0 U

Exercice 1-18

Pour toute fonction g continue sur R, pour tout entier naturel k et tout réel
Z, on pose :

Ti(g) (z) = / (@ — )*g(t) dr.

1. Montrer que T(g) est de classe C'', pour k > 0. Calculer alors [T)(g)]’ en
fonction de Tx—1(g)-

(On pourra utiliser la formule du binéme de Newton)
2. Montrer que T}, est une application linéaire injective.
3. Si g est une fonction polyndéme de degré p, que peut-on dire de Ty (g) ?

4. Soit a un réel strictement positif donné. Pour tout u € [—a,a], montrer
que :

n+1
|u] C,

nk
et — —‘ <
& K|S ey

ou C, ne dépend que de a.

n

5. En déduire la limite de w lorsque x est fixé et n tend vers
k=0 :

Pinfini.

On notera T'(g) (z) cette limite

6. Montrer que T'(g) est de classe C'. Calculer [T'(g)]'.

7. La fonction g étant donnée, exprimer, & 1’aide de T'(g), toutes les fonctions
f de classe C* telles que :

Va, f'(x) - f(z) = g(z)

Indication : on pourra dériver z — (f(z) — T'(g)(z))e™®.

Solution :
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1. En développant la puissance par la formule du binéme de Newton et en
utilisant la linéarité de l'intégration, on peut écrire :

ko ,

Tul)e) = 3 Clat [ (<04 Tg(t e
j=0 0

t = (—t)kF=7g(t) étant continue, on en déduit que Ty(g) est de classe C' et :

[Tk (9))' (x) = ;Cijﬂﬂ’l/o (=) 7g(t) dt + Z: Cial (—z)t I g(x)

Dans la seconde somme, on reconnait (z — z)k qui vaut 0, sauf pour kK = 0
et dans la premiére, la transformation jC] = kC}~ permet de reconnaitre
k(z —t)*1, soit :

VEk > 1,[Tk(9))] = kTk-1(9), [To(9)]' = 9

2. La linéarité de T} est banale. Soit alors g telle que T (g) = 0. En dérivant
k fois, il vient kTy(g) = 0, puis en dérivant une fois de plus : g = 0. Donc T,
est injective.

3. Si g est une fonction polynéme de degré p, alors Tp(g) est une fonction
polynéme de degré p + 1 et en poursuivant Ty (g) est une fonction polynéme
de degré p+ k + 1.

4. C’est 'inégalité de Taylor-Lagrange, et on peut prendre C, = e®.

5. On peut écrire :

‘/ oty dt—zk,Tk ‘_‘/ =3 Lw-o Jo(t) di|
< s bl Sy \/ o — e+ |
a| |n+2 | |
S 7y Sup |9
(n+2)' [—a,a]

n—

Et en faisant tendre n vers linfini : lim ) %Tk (9)(z) = / e tg(t) dt.
X k=0 " 0
6. Ainsi, T'(g)(z) = ez/ e tg(t) dt et, en dérivant :
0

Tl =g(o) +" [ gty
7. Si f est de classe C! et vérifie f'(z) — f(z) = g(z), en dérivant :
A (f(2) - T(g)(x)-e ) =0
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Donc : Ja € RVz € R, f(z) =T(g)(z) + a.e”.

Exercice 1-19

On pose, pour (z,y) € (R%)? :

z,y) = Lty
I =t ey

1. Déterminer 'unique point critique de f.
(on rappelle qu’un point critique est un point ou les dérivées partielles
s’annulent)

2. A-t-on un extremum local en ce point ?

Solution :

2
1.0n a: %(m,y) = i x)gg+ ;:)()m e et, symétriquement, :
of _ z(z —y°)
oy "V = T+ o+ + )7

Comme z > 0 et y > 0, un point critique (z,y) vérifie z = y2 et y = 22, d’ou
z = z* et la seule solution strictement positive est z = 1, d’ot1 y = 1.
2. On peut calculer les dérivées partielles secondes au point (1, 1), mais il est

plus rapide de faire un développement limité & ’ordre 2, en posant ¢ = 1+ u
et y =14 v. On trouve alors :

F@y) = § = 35 — v +0%) + o(u? +0?)
Comme u? — uv +v? = (u — %v)2 + %02 > 0, pour (u,v)(0,0), il s’agit en ce

point d’un minimum local.

Exercice 1-20

+oo
1. Montrer la convergence de 'intégrale I = / ?Ltl dt
o € —
400 _ t
2. Comparer sa valeur avec celle de J = / % dt
0 e -

3. Vérifier que pour ¢ € [0,1],1 — cost < %tz et el —1>¢.

e—1 2
2 e—1

En déduire que : 0 < I < +
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nm
4. On pose pour tout entier n : I, = / Sm tl dt ,
0 e —

Montrer que les suites (I25),,cx €t (I2nt1),exn SONt Monotones.

(on pourra ramener I, 42 — I, & une intégrale sur [0, 7] )

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur |0, +00[ et se prolonge par continuité
en 0 par 1 (car sint b tet et —1 5 t). De plus, au voisinage de 'infini, la
0 0

fonction est dominée en valeur absolue par % (prépondérance classique de
t

Pexponentielle) et la convergence (absolue) résulte de la régle de Riemann.

2. On integre par parties sur un segment [a, b] inclus dans R}, en dérivant
t
t— —,51—1 ent — ﬁ et en intégrant ¢t — sint en ¢ — 1 — cost. Ce
el

choix permet de faire disparaitre la limite du crochet de lintégration par
parties et il reste :

+oo _
1:/ gl_ntdt:/ T -cost)el
o e -1 0 (e =1)°
3. La seconde inégalité est connue (convexité de la fonction exponentielle).
La premiére se démontre aisément en étudiant les variations sur [0, 1] de la
1

142
2t 1+ cost.

1
L 1 — cost)e (1 — cost)et
Onecrltalors:I:J:/(idt+/ 7dt

o (e"=1)° 1 (e = 1)

En utilisant les inégalités précédentes :

1( t
og/ & — €08 dt</—dt le—1)
0

Pour la seconde intégrale, on se contente de 0 < 1 —cost < 2, et :

1 —cost)e O ot 2
0< (7dt</ € __dt =
_/1 (e" —1)? 1 (ef-1)° e—1

Ce qui donne ’encadrement voulu.

fonction t —

4 Le changement de variable t = (2n + 1)7 + u donne

™ .
S u
Ipyor — Iop = _/ 2nm+mtu du
_r€ -1
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On partage alors cette intégrale en deux, en introduisant la borne intermé-
diaire 0, puis on fait le changement de variable u — —u dans la premiere, il
vient :

s
_ ; 1 1
g2 — Ip = /0 (Sln U’) |:e2n7r+7r—u 1 - e2nmrtu _ 1] du
L’expression placée entre crochets est clairement positive et donc la suite
(I2,,) est croissante.
Un calcul similaire montre que la suite (I2,,11) est décroissante.



ALGEBRE

Exercice 2-1

Soit n un entier naturel, n > 2. On note E = R, [X], l’espace vectoriel des
fonctions polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n.

Soit ag, a1, - .. ,an, (n+1) réels distincts ou non. Pour tout j € N, PU) désigne
la dérivée d’ordre j du polynome P.

Montrer que "application :

(P,Q) — ijoP(j)(aj)Q(j)(aj)

définit un produit scalaire sur E.

Solution :

On montre facilement que (, ) est une forme bilinéaire, symétrique, grace a la

linéarité de la dérivation et la commutativité du produit. Elle est également
n

positive, puisque (P, P) = Z(P(j))2(aj).
7=0
Il reste a démontrer qu’elle est définie. Or :

(P,P)=0= Y (PY)*(a;) =0=PY(a;) =0, Vje€{0,...,n}
7j=0
Mais, P étant un polynéme de degré inférieur ou égal & n, P(")(z) est une

constante et P(™(a,) = 0 entraine que P est identiquement nul. Ainsi P
est un polynome de degré inférieur ou égal & (n —1). Mais alors P(" 1 (x) est
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une constante et P("~(a,_;) = 0 entraine que P("~1 est identiquement

nul. Ainsi P est un polynéme de degré inférieur ou égal & (n —2). On termine
aisément ce raisonnement.

Exercice 2-2

Soit d un nombre entier strictement positif et soient 71, 7o, . . ., 74, des nombres
réels deux a deux distincts, et différents de 1 et de —1.

d
On considere la fonction polynomiale L : z — [] (z — 1), et la fonction

k=1
; 1
rationnelle R : x — —5———5——.
(2* —1)L*(=)
On notera E, ensemble des nombres réels privé de {1, =1, 7, 7,...,74}.

On admet qu’il existe 2d + 2 nombres réels o, 3, Ay, ..., Agq, B1,..., By, tels
que :

pour tout z appartenant a F,

d d
R(z) = @ B Ap By,
() w—1+x+1+k§1(w—7'k)2+k2::1w—7'k ()

1. Calculer a et 3 en fonction de L(1) et de L(—1).

2. Exprimer Ay en fonction de 74, et de L'(7y).

2L () + (72 = DL ()
(mi = (L' (m4))?

4. On définit la fonction polynéme S par : S(z) = (2> — 1)L" (z) + 22L' (),
pour tout réel z.

3. On pourra admettre que B = —

Prouver I’équivalence :
Vke{l,2,...,d},By=0)<= FpeR/S=nul)
Exprimer u , quand il existe, en fonction de d.

5. Dans le cas ou d est égal a 2, déterminer le polynéme L tel que :
Vke{l,2},B, =0.

Solution :

1. On admet que :
d
A B
R@)= "+ 7 +3 oy d
-1 a+1 = (z—7) T Tk

d
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Multiplions cette expression par (z — 1). Il vient :
1
(x +1)L%(x)

ou ¢ est une fonction continue en z = 1. En remplacant x par 1, on obtient :
1

=a+(z—1)g(x)

202(1)
De méme, en multipliant ’expression par (z + 1), il vient :
1
—_— = 1)h
ou h est une fonction continue en x = —1. En remplagant = par —1, on
1
obtient : ————— = 4.

2L%(-1)
2. Reprenons la méme idée que précédemment. Multiplions I’expression de
R(z) par (z — 11,)2. On obtient :
1
(2% = 1) [T (& — 73)?
ou gy est une fonction continue en x = 7. En remplacant z par 7, on
obtient :

= A + (v — 7.)% gk (2)

A = 1 _ 1
T DLk — 1?2 (7 = DL2(m)

d

En effet, si L(z) = H(a: — 1), la formule de dérivation d’un produit de
i=1

fonctions donne :

d
L) =Y [[z-m)

k=1 ik

L'(m,) = H(Tk —7)
i#k
3. Obtenir By est un peu plus compliqué. Multiplions R(x) par (z — 11,)2,
puis dérivons I’xpression obtenue. Il vient :
(1‘ — Tk)ZR(l‘) = (:L‘ — Tk)zé(l’) + A + (:L‘ — Tk)Bk

ou { est une fonction continue et dérivable en x = 75,. En dérivant, il vient :

et :

1 ' ,
(m) = (z — ™) (2l(z) + (z — ) (x)) + By
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avec

L) = [ (@ —m)
ik
En posant dans cette derniere expression x = 7, il vient :

By = (m);:m

Enfin :
( 1 )’ __2zLj(x) + 2(2* — 1) Ly(2)Lj ()
(22 — 1) Li(2) (22 = 1)*Li(z)
Or:
L(l‘) = (1‘ — Tk)Lk(l‘) = LI(Tk) = Lk(Tk), L”(Tk) = QL;C(T]C)
Finalement :

By = (_ 1 ) _2nL'(m) + (12 = DL ()
(z2 = L(2) ) ,—,, (i = D(L'(7x))?
4. Supposons que pour tout k € {1,2,...,d}, By = 0. Il en résulte que le

numérateur de I’expression qui définit By, est nul, sans que le dénominateur
le soit, et que le polynéme S admet (73)1<k<q comme racines.

Ainsi S est de méme degré que L et admet les méme racines. Ces deux
polynomes sont, donc proportionnels.

Réciproquement, si S est proportionnel & L, il admet les (73) comme racines
et B, =0, pour tout k € {1,2,...,d}.

Pour déterminer p lorsque la condition est remplie, il suffit de regarder les
coefficients dominants de chacun des polynémes. Il vient u = d? + d, ou, bien
sr, = 0.

5. Dans le cas o d = 2, u € {0,6}.

e 1 = 0. Dans ce cas, L est un polyndéme normalisé de degré 2 vérifiant
(22 —1)L"(z) +2zL'(z) = 0. Or (2® — 1)L"(z) + 22L'(z) = ((® — 1)L (2))'.
Il existe donc une constante C' réelle telle que (22 — 1)L/(z) = C. Ceci n’est
pas possible, puisque L'(z) est un polynéme de degré 1.

e 1 = 6. Dans ce cas, L est un polyndéme normalisé de degré 2 vérifiant
(x? — 1)L"(x) + 2oL’ (z) = 6L(z). Appelons @ une primitive de L. Il vient
(2 - DI/ (x) = 6Q(x) ou (2 — 1)Q"(x) = 6Q(x).
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3 1’2

Si L(z) = 2% + ax + b, alors Q(z) = % + a + bz (par exemple) et notre
3 2

équation se traduit par (z2—1)(2z+a) = 6 % + a% + bm) , ce qui conduit,

par identification des coefficients & : @ = 0,b = —1/3. Le polynéme L ainsi

obtenu est L(z) = 2* —1/3.

Exercice 2-3

On définit une suite de fonctions sur R par :
To(x)=1, Ti(z)==z, etVn>2T,(z)=22T,_1(z)—Th_2(z)
1. Montrer que pour tout n € N*, T}, est un polynéme de degré n et de
coefficient dominant 27",
Etudier la parité de T), en fonction de n.

2. Montrer que pour tout n > 0,7}, (cosz) = cos(nz). En déduire que T}, ad-
met n racines réelles distinctes. Les déterminer. Calculer T),(0), T, (1), T, (—1).

3. Soit E = R[X] 'espace vectoriel des fonctions polynomiales. A tout P € E,
on associe la fonction u(P) définie pour tout z réel par :

1 rz+1
u(P)(z) = —/ P(t)dt
2 z—1
a) Montrer que v est un endomorphisme de E.
b) Déterminer un développement limité de u(T},) en 0 & l'ordre 2.

c) Déterminer un équivalent de u(7),,)(z) lorsque z tend vers ’infini.

4. Déterminer le noyau de uw. En déduire son image.

Solution :

1. Montrons les relations demandées par récurrence sur n. Pour n = 0,7} et
T, sont des polynomes de degrés respectifs 0 et 1 et le coefficient dominant
de Ty est 1 = 20,

Supposons que pour tout 1 < k < n — 1, T} soit un polyndéme de degré k
et de coefficient dominant 2¥~!. Comme T, (z) = 22T,_1(x) — Th_2(x), Ty
est un polynome de degré n (c’est 22T, (x) qui emporte) et de coefficient
dominant 2 x 272 = 2771,

Montrons par récurrence que si n est pair T, est pair, alors que si n est
impair, T, est impair.
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Ceci est vrai pour Ty et T7. Supposons que ce soit vérifié pour tout & < 2p—1.
Alors, comme T, (z) = 22Top—1(x) — Top—2(x), il vient :

Top(—2) = —22T2p—1(—2) — Top—2(—2) = 22T2p1(x) — Top—2(x) = T2p()
et :

Topy1(—2) = —22Tsp(—2) —Top—1(—x) = —22T2p(x) +T2p-1(2) = —Top41(2)
2. Procédons la encore par récurrence. To(cosz) = 1 = cos(0x), Ti(cosz) =
cosz. Supposons que pour tout k < n — 1,T(cosxz) = cos(kz). Alors,

a
en s’aidant de la formule trigonométrique 2cosacosb = cos (%)

COS a—b :
2 :

Tn(cosz) = 2coszT,,_1(cosz) — T, _2(cosz)

= 2coszcos((n — 1)z) — cos((n — 2)x) = cos(nx)

Or cos(nz) =0 = nx = g + km, k € Z, ce qui entraine que :

k
Tn(cosa:):0:>a:6{1+—F,O§k§n—l}

2n n

et : i
Tn(a:):0:>a:€{cos(l—f-—W),nggn—l}

2n n

P . . .. ™ ™
Nous avons ainsi déterminé n racines distinctes (car 0 < o + — < m, pour
n

ke {l,...,n—1}) de T), qui est un polynéme de degré n. Ce sont donc
toutes les racines de T),. Enfin :
7r) { 0 sin=2k+1

Ta(0) = cos(ng) =\ (Z1)k sin = 2k

3. a) La linéarité de w est évidente par linéarité de lintégrale. Le fait
que wu soit un endomorphisme de E provient du fait que toute primitive
d’un polynéme est un polynéme. Donc si @) est une primitive de P, alors
u(P)(z) = Q(x + 1) — Q(x — 1) est un polyndme.

b) On vient de voir que u(7T},) est un polynome. Il admet donc un développe-
ment limité en 0. On peut donc écrire, pour x au voisinage de O :

et To(1)=1,T,(~1) = (-1)"

2

u(To) (@) = u(Ty)(0) + =(u(Tn))'(0) + %(U(Tn))”(O) +o(z?)

- / Ty (2)dz + Z(To(1) = Tu(=1)) + - (T}(1) = TL(=1)) + o(2?)

2/, 2 4
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Or:
1 ™ ™
Tn(x)de = / T, (cost) sin tdt = / cos(nt) sin(t)dt
0 0

-1
et pourn > 2:
1

/07r cos(nt) sin(t)dt = e ((-1)"+1)

De plus —nsin(nz) = (T, (cosz))" = —sin(z)T),(cos(z)), entraine que :

sin nx .
T! (cosz) = { g 7 #0 [27]

n sinon

Donc :
T/ (1) =n, et T\ (=1) = (=1)""'n
Finalement, pour z au voisinage de O :

1 2

W) @) = ———= (=" + 1)+ 51— (~1)") + Tn(l = (=1)™") +o(a”)

c) On sait que T}, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant
27~ Or:
— 1 o — 2! n+1 n+1
w(Ty)(z) = 3 /ﬂhl T, (t)dt = s 1((3: + 1) —(z — 1)) + hy 1 (2)
=2""1g" + by ()
ot h,_; est un polynéme de degré inférieur ou égal & (n — 1). Ainsi un
équivalent de u(7},,) au voisinage de I’infini est 2"~ !z™.

4. On montre, comme dans la question précédente, que si P est un polynéme
de degré p, alors u(P) est également de degré p. Ainsi keru = {0}. Pour la
méme raison Imu = R[X]. En effet, la restriction de v a chaque R,[X] est
un endomorphisme injectif de R, [X], donc surjectif, ce qui entraine que v est
surjectif sur R[X].

Exercice 2-4

On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique. Soit A et
B les deux matrices définies par :

1 1 1 1 1 0O -1 0
1 1 1 1 0 1 0o -1
A=l1 1 11)®P=1 0 1 o
1 1 1 1 0 -1 0 1
1. Calculer A2 et B2. En déduire les valeurs propres de A et de B.
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2. Déterminer les sous-espaces propres des endomorphismes a et b canonique-
ment associés & A et B.

3. Montrer qu’il existe une base orthonormée de R*, dans laquelle les matrices
associées a a et b sont toutes deux diagonales.

Solution :

1. Un calcul immédiat donne A2 = 4A4 et B> = 2B. On sait alors que les
valeurs propres de A sont contenues dans I’ensemble {0,4} et celles de B dans
{0,2}. Or, ces deux matrices sont symétriques réelles, donc diagonalisables
sur R. Elles n’ont donc pas qu’une seule valeur propre (car autrement ce

seraient des matrices scalaires). Les valeurs propres de A sont donc {0,4} et
celles de B {0,2}.

2. On détermine les sous-espaces propres de a en résolvant le systeme
x

d’équations AX = A\X, avec X = . On obtient :

S~ N

e poura:
Fy ={(z,y,2,t) |t +y+ 2+t =0} de dimension 3.
Fy ={(z,y,2,t) | ® =y = z = t} de dimension 1.
e pour b:
Ey ={(z,y,2,t) | x = z,y = t} de dimension 2.
E> ={(z,y,2,t) | t = —z,y = —t} de dimension 2.
3.0n a Fy C Ey et E5 C Fy. On peut ainsi choisir comme base commune de
diagonalisation :

1 1 1 1
1 -1 1 -1

v = 1 €F4,’U2: 1 EF(),’U?,: -1 EF(),’U4: -1 EFO
1 -1 -1 1

Exercice 2-5

Soit (P,) une suite de fonctions définie par Py(z) = 1, Pi(z) = —x et pour
tout n >0 :
Pria(z) = —2Pry1(z) — P(2)

1. a) Montrer que P, est une fonction polynomiale. Déterminer son degré
ainsi que son coefficient dominant.
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b) Quelle est la parité de P, ?

2. On se propose de déterminer une expression de P, (z).
a) Soit z € [—2,2]. Montrer qu’il existe 8 € [0,7] tel que z = 2cos(f). En
déduire ’expression de P, (z) en fonction de 6.

b) Montrer que 1’on a déterminé ainsi complétement le polyndéme P,.
3. Déterminer ’ensemble des racines de P,.

4. a) Soit R[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Montrer
que l'application :

(P,Q) > % /_ 22 PHQ)VI— £ dt

définit un produit scalaire sur R[X].

b) La famille (P,)n>o est-elle une famille orthonormale pour ce produit
scalaire ?

Solution :

1. a) Effectuons une démonstration par récurrence. Pour n = 0,1: Py et P,
sont, deux fonctions polynomiales de degrés respectifs 0 et 1 et de coefficient
dominant (—1)". Supposons que pour tout k& < n + 1, Py soit un polynoéme
de degré k et de coefficient dominant (—1).

L’équation P,y2(x) = —zPy41(z) — P,(z) donne immédiatement que P,
est un polynome de degré n + 2 et de coefficient dominant (—1)"*2, (puisque
c’est —xP,y1(x) qui est prépondérant).

b) On voit que Py est un polynéme pair, alors que P; est un polynéme impair.
Supposons que pour tout k < n + 1, P, possede la parité de k.

e sin+ 2 est pair, —zP,41 est pair (produit de deux polynémes impairs),
tout comme P,,.

e sin+ 2 est impair, —xP,; est impair (produit de P,4; pair et de z
impair) tout comme P,.

et donc par récurrence, pour tout n, P, a la parité de n.

2. a) Siz € [-2,2], % € [-1,1], et il existe un unique 6 € [0, 7] tel que

x = 2cosf, puisque la fonction cos est une bijection de [0, 7] sur [-1,1]. On
a alors Py =1, P;(0) = —2cos @ et pour tout n > 0 :

P,i2(2cosf) = —2cos8P,+1(2cos) — P,(2cosb)
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Ceci est une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, dont 1’équation carac-
téristique est :
X2 +2cosfX +1=0.

Ses racines sont (—e??, —e~%) et il existe deux constantes complexes \ et p
telles que pour tout n >0 :

P,(2cos0) = (—-1)" (/\eme + ,ue*ine)

Pour n =0, 1 il vient :

\ eif
Atp=1 o d 77 2ising
e + pe % = 2cosh B —e~ i
~ 2isinf

Ainsi, pour tout n >0 :

_ (D" e —itmanye _ R sin(n + 1)0
Pa(2eost) = 525 (e ¢ ) =D

b) Le polynéme P, est ainsi complétement déterminé sur [—2,2] donc sur
tout R puisque c’est un polynome.

3. Cherchons les racines de P, qui appartiennent a lintervalle [—2,2].

0= P,(2cos) = (—1) g n+1’

. km
1 =
L 8in(n + )0@{9 kelZ
0#£0 [n]

km
Ainsi P, admet sur [—2, 2], n racines distinctes qui sont (2 cos ( >> .
n+1/)/)1<k<n

Or P, est de degré n; ce sont la toutes ses racines.

4. a) La bilinéarité, la symétrie et la positivité de I’application sont évidentes.
De méme,

2
(P,P) = / P%(t)\/4 — t2dt = 0 entraine (car t — P?(t)v/4 — {2 est une
-2
fonction continue positive) que P est identiquement nul sur | — 2, 2[, donc est

le polynome identiquement nul.
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b) Calculons le produit scalaire (P,, Py,) et pour cela, effectuons le change-
ment de variable ¢ = 2 cosf dans l'intégrale. Il vient :

(Po, P = % /2 Po(t) P (t)V/4 — £2dt
1 0

= 5r P, (2cos0)P,,(2cosf)(—2sin #)2 sin Od
T ™

(—1)n+mg / sin(n + 1)@ sin(m + 1)6d0
™ Jo
_ { 0 sin#m

1 sin=m

Exercice 2-6

On note Mj3(R) l’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre 3 a
coefficients réels. On considere la matrice A définie par :

0 -1 -1
A=11 0 -1
1 1 0

1. Déterminer la matrice B = A2 4 2. La matrice B est-elle diagonalisable ?
2. Montrer que B2 = B + 2I.

3. Déterminer les valeurs propres de B. En déduire les sous-espaces propres
associés.

4. Vérifier que si A est une valeur propre de A, alors A2 + 2 est une valeur
propre de B. En déduire que A n’est pas diagonalisable dans M3 (R).

5. Montrer que B est inversible et exprimer B~! en fonction des matrices B
et I.

6. On s’intéresse maintenant aux puissances de B.

a) On pose, pour tout n > 2, X" = (X2 — X — 2)Q,(X) + R,(X) ou Q, et
R, sont deux polyndmes tels que deg(R,) < 2.

On note R, (X) = a, X + b,,. Déterminer le couple (a,, by).

b) En déduire I’expression de B™ en fonction de I, B et n, pour n > 0.

c) Montrer que ’expression de B" en fonction de I, de B et de n, qui a été
obtenue pour n > 0, est encore valable pour les entiers négatifs.
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Solution :

1. Un calcul élémentaire donne :

0o -1 1

B=|-1 0 -1

1 -1 0
qui est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable.
2. La encore, le calcul se fait immédiatement tout comme la vérification.
3. Le polynome X2 — X — 2 est annulateur de la matrice B. On sait alors
que les valeurs propres de B sont parmi les racines de ce polynome, soit
1,2. On vérifie que ces deux réels sont effectivement valeurs propres de B en
déterminant les sous-espaces propres correspondants. On obtient :
o E_i(B)={(z,y,2) |z —y+2=0}
e 5(B) ={(z,y,2) |z = —y =z}
4. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors :

AX =AX = BX = (M2 +2)X

et A2 + 2 est une valeur propre de B, puisque X # 0. Ainsi A € {0, +iv/3}.

La matrice A n’admet qu’une valeur propre réelle. Elle ne peut étre diago-
nalisable car elle serait alors une matrice scalaire, ce qu’elle n’est point.

5. On a immédiatement :

B-1
B2—B:2I:>B<—2 >:I

ce qui signifie que B est inversible et que B! = ——.

6. On pose pour tout n > 2, X" = (X2 — X — 2)Qn(X) + anX + b,. En
substituant les réels —1 et 2 & X, il vient :

1 n n
{(—1)n = —an + by n 215(2 - (="
2 At bn = 52" +2(=1)")

b) En substituant la matrice B & X, il vient B® = a,B + b,I, puisque

X? — X — 2 est annulateur de B, soit :
1 1
B" = 5(2" —(-1)™")B+ 5(2" +2(-1)™)I
résultat qui reste valable pour n = 0, 1.
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c) Pour montrer que cette expression reste valable pour n négatif, posons
pour n > 0,

Cph==-02""-(-1)""B+ %(2_" +2(-1)"™™)I

Wl =

On vérifie alors que le calcul de C,,B,, donne I (car B> = B + 2I). Donc
C,, = B™" et la forme obtenue précédemment vaut pour tout n € Z.

Exercice 2-7

1. Soit n > 2 un entier naturel et A une matrice carrée d’ordre n sur C telle
que, pour tout i € {1,...,n}:

laiil > lai]
J#i
Montrer que la matrice A est inversible (on pourra raisonner par l’absurde
et considérer une colonne X non nulle telle que AX = 0).

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n quelconque. Soit A une valeur propre

de A. Montrer que :
n
AE U D((J,i7i, Z |ai7]~|)
i=1 J#i
oupour @« € C,R >0, D(a,R) ={z € C / |z — a| < R}.

3. Soit n > 2 et A la matrice :

0 1 0 0
1 0 1
A=1|o0 ~ 0
D1 0 1
0 ... 0 1 0

a) Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors |A| < 2.
On pose alors A = 2cos(f),0 € [0, 7].

b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Solution :
T
1. Soit X # 0 vérifiant AX =0. Onpose X = | : | et |zx| = max |z;].

1<i<n
Tn
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L’équation AX = 0 est équivalente au systéme d’équations :

a1r1 + apers + ... 4+ aiprn, = 0
a2121 +  a29T5 + ... 4+ apz, = 0
A1 T1 + QpoTy + ... + appTn = 0

Choisissons la k-ieme équation. On obtient :
—QppTr = Zakj:rj
ik
donc, de par le choix de zy :
lark] - |2kl <D laws] - |o5] < Jakl Y laxg]
i#k 7k
ce qui contredit ’hypothese |ay x| > Z |ak, ;|- Ceci entraine que z = 0, donc
7k
que X = 0.
Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de Hadamard.
2. Le scalaire A est une valeur propre de A si et seulement si la matrice A—AI

n’est pas inversible c’est-a-dire si et seulement si, par la question précédente,
il existe i € {1,...,n} tel que :

laii = Al <> |ai]

J#

n
ce qui signifie que \ € U D(ai, Z la; ;).
i=1 i
Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de Gerchgorin.

3. a) D’apres la question précédente, A est une valeur propre de A entraine que
A € D(0,1) U D(0,2), soit A € D(0,2). On peut donc poser A = 2cosf,0 <
f < 7, puisque la fonction cosinus est une bijection de [0, n] sur [—1,1].
T
b) L’équation AX = (2cosf)X, d’'inconnue X = : s’écrit sous la
In

forme :
—2cosfx; +x2 =0

x1 —2cosbfxs +x3 =0

Tp_1 — 2cosbz, =0
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On pose alors zg = 0 et z,41 = 0. On obtient ainsi n équations du méme
type
x; —2cosbziy1 + 2o =0, (0<i<n—-1)
Les scalaires (xo,%1,--.,Znt1) vérifient une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2 d’équation caractéristique X2 — 2cosfX + 1 = 0, dont les racines
sont e’ et e~ . On sait alors que pour tout 0 < k < n+ 1, x;, s’écrit sous la
forme :
2 = aeih® 4 Ge— ik
les complexes « et 3 et € étant ici déterminés par les conditions limites
Ty = Tpt+1 = 0. Soit :
{ a+p3=0 { a=-0

aelmt)f 4 ge=int1)8 — 0 <\ asin(n +1)8 = 0

Si a =0, alors 8 = 0 ce qui est sans intérét, et si a # 0, alors sin(n+1)§ =0

et :

km
0=——FkeZ
n+1
On obtient ainsi n valeurs propres distinctes données par 2cosf, =

km N
2 cos 1) avec 1 < k < n, et le sous-espace propre associé a chaque
n
sin(6y,)

sin(26;.)
valeur propre est de dimension 1, engendré par le vecteur .

sin(nfy,)

Exercice 2-8

1. Soit J la matrice :
0 01
100
0 1 0
a) Calculer J3. En déduire les valeurs propres complexes possibles de .J. La,
matrice J est-elle diagonalisable dans C?

J=

b) Soit (a,b,c) trois nombres complexes et A la matrice alz + bJ + cJ>.
Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable
dans C?

2. Un jeton est déplacé sur trois points A, B,C d’un cercle suivant les
modalités suivantes :
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une urne contient des boules rouges et blanches en proportions respectives
pet g =1—p. On tire une boule de 'urne. Si la boule tirée est de couleur
rouge, on avance le jeton d’un point dans le sens trigonométrique. Si la boule
tirée est de couleur blanche, on avance le jeton de deux points, toujours dans
le sens trigonométrique. On replace la boule dans I'urne avant d’effectuer le
tirage suivant.

Au départ le jeton se trouve en A.

Soit X, la variable aléatoire représentant la position du jeton a l'issue du
n-ieme tirage.
Déterminer la loi de X,, en fonction de n.

Solution :

1. a) Un calcul élémentaire donne J* = I. On peut le montrer également en
regardant ’endomorphisme associé & J (que 'on appellera J) qui vérifie dans
la base (e1, €2, e3) associée & la matrice J : J(e1) = ez, J(e2) = e3, J(e3) = e1.
Ainsi J est une permutation circulaire sur (eq, ez, e3) et vérifie J> = I.

Les valeurs propres possibles de J sont donc 1,7,52, ot j = ¢*7/3. Pour
vérifier si chacun de ces scalaires est effectivement valeur propre, il suffit de
déterminer le sous-espace propre asssocié. Apres calculs :

1
e | 1 | engendre le sous-espace propre associé a A = 1.
1
J
° engendre le sous-espace propre associé a A = j.
-2
J
2
J
. 1 dre 1 i6 & A = 52
engendre le sous-espace propre associé a A = j°.

J
Ainsi J est diagonalisable dans C.

b) La matrice A étant un polynéme en J, on sait que ses valeurs propres
sont :

a+b+4ec, a+bj+ci? a+bji®+cj
les vecteurs propres associés étant identiques a ceux trouvés ci-dessus. La
matrice A est donc diagonalisable dans C.

2. Déterminons la matrice de passage de ’état n & 1’état (n + 1). Notons
Ap, by, ¢y, les probabilités des événements « le jeton se trouve en A (respec-
tivement B, (') a l'issue du n-ieme tirage ».
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Les modalités du jeu et la formule des probabilités totales (les trois événe-
ments ci-dessus forment un systéme complet d’événements) donnent :

Gnt1 = qby, + pcp,

b1 = pan + qcp

Cnt1 = qan + pby
ou, sous forme matricielle :

Gn+1 Gn
b1 | = (pJ+qJ2) bn
Cn+1 Cn

Posons A = pJ + ¢J?. On sait que J est semblable & la matrice di-

1
agonale D = | 0
0
R
1 )

P =
On pourra ainsi écrire, pour tout n > 0, A® = P(pD + ¢D*)"P~!, ce qui
donne apres calculs :
L+ja™+ 528" 142%™ +j3"  1+a™+p"
avec o = pj + qj* et 8 = pj> +qj.
La loi de X, est alors donnée par :

q
0
J , avec comme matrice de passage la matrice
0

O O

J

1 1+a™+p"
X, =A"Xo =5 | 1+ %"+ 58"
1+]an _+_J2ﬁn

Exercice 2-9

Soient n et p des éléments de N*. On désigne par E,, , le nombre de solutions
(z1,22,...,2,) dans Z™ de ’équation :

(¥)  max(|z1], |22, .., |zal) = p.
1. Déterminer les nombres E; j, et Es .

2. a) Déterminer, en fonction de n et p, le nombre de solutions dans Z" de
I’inéquation :



54 ESCP 99 - Oral

max(|zy],|z2], .-, |zn]) < p.

b) En déduire 'expression de E,, , en fonction de n et p.

3. a) Développer (a + b+ ¢)".
b) Déterminer en fonction des parameétres n, p et ¢ dans N*, le nombre de
solutions dans Z™ du systeme :
{ min(|zy|, |z2], ..., |zn]) = ¢
max(|z1], |22],...,|zn]) =p
(On pourra commencer par les cas n = 1,n = 2, et dans le cas général
raisonner sur le nombre de fois ou le min et le max sont atteints)

4. Déterminer une constante C' telle que la suite de terme général E,, ,, soit
équivalente a la suite de terme général C'(2n)".

Solution :

1. Manifestement E; , = 2, (|z1| = p). Pour déterminer E- ,, il faut déter-
miner le nombre d’éléments (z1,z2) € Z? tels que max(|z1|,|z2|) = p. Ces
deux entiers jouant un réle symétrique, on peut supposer max(|zy|,|z2|) =
|z1]. Dans ce cas, |z2]| < p, ce qui donne 2(2p + 1) possibilités (pour z; = p
et 1 = —p). On multiplie par 2 ce résultat (role symétrique de 1 et z2) et
on enleve 4 éléments qui ont été comptés 2 fois (les quatre couples (£p, £p)).
Finalement E, , = 8p.

2. a) On a max(|z1],|z2|,...,|zn]) < p si et seulement si pour chaque ¢
appartenant a {1,...,n},|z;] < p. Cela donne pour chaque z;, (2p + 1)
possibilités et si S, est le nombre de solutions dans Z" de I'inéquation
max(|z1],|z2],. .., |zn]) < p, alors S, = (2p+1)™.
b) On a bien évidemment :

Enp=Snp—Snp-1=02p+1)"—2p-1)"

3. a) Un calcul immédiat donne :

(a+b+e)"=((a+b)+0c)" = zn:CfL(a +b)" PP

p=0
n n—p
— (7 apn—P—q P
= E E CrCy_pa’b c
p=0 ¢=0

b) Pour n =1, il n’y a pas de solutions si p # ¢ et 1 solution si p = q.
Sin > 2, il n’y a pas de solutions si p < ¢, et 2" solutions lorsque p = q.
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Si p > ¢, on peut supposer que ’on atteint « fois le maximum parmi les (x;)
et (3 fois le minimum. On a alors :

§=) CiC 27 -q-1)" 7
a>1>1

et d’apres la question précédente :
S=2p-q+1)) —220‘325 pP=—g=1))""+Q2p-q-1)"

(la seconde somme correspond aux cas @ = 0,0 #0Oet @ #0,8 =0, et la
troisieme au cas o = § = 0).

Apres calculs, il vient :
S=02p-2¢+2)" -2 -9)"+20P-q¢-1)"
4. On sait que E, ,, = (2n +1)" — (2n — 1)". Donc :

N 2n —1\"
Bun = @+ 1" (1= {57
— enln(2n+1) (1 _ enln(l*ﬁ))

_ enln2nenln(l+%) (1 _enln(l—TZ_‘_l))

~@2n)"e'?(1—e7t) = (e'/? — e /?)(2n)"

Exercice 2-10

Soit E D’espace vectoriel des fonctions continues sur R, & valeurs réelles. Soit
a > 0 un réel donné. A tout f € E on associe la fonction Ti,(f) définie pour
tout z réel par :
1 z+a
T =52 [ o
1. Montrer que pour tout f € E, T,(f) est bien définie et est de classe C*
sur R.

2. Montrer que T, (f) est constante si et seulement si f est périodique de
période T = 2a.

3. Montrer que ’application T, est un endomorphisme de E. Déterminer son
noyau. T, est-il surjectif ?
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4. Soit n > 2 un entier naturel et R,[X] I’espace vectoriel des fonctions
polynomes de degré inférieur ou égal a n. Montrer que la restriction de T}, a
R, [X] est un endomorphisme de R, [X].

On notera encore T, cette restriction.

5. a) Montrer que la matrice associée & T, dans la base canonique de
R, [X] est triangulaire supérieure. En déduire les valeurs propres de T,. Cet
endomorphisme est-il diagonalisable ?

b) Soit f € R,[X]. Montrer que si le degré de f est égal a 2, f n’est pas
vecteur propre de T,.

c) Montrer que si f est vecteur propre de T,, sa dérivée f' l’est également.
En déduire les sous-espaces propres de T,.

Solution :

1. Comme f est une fonction continue sur R, F(z) = / f(t)dt est de classe
0

Ct sur R et T,(f)(z) = QL(F(:L“ +a) — F(xz — a)) est de classe C* sur R.
a

2. La question précédente permet d’écrire, pour tout x réel :
1
Ta(f) (@) = 5 (f(z +a) = f(z - a))
e si f est 2a—périodique, alors T, (f)'(x) = 0, pour tout x réel et T,(f) est
constante.
e réciproquement, si T, (f) est constante, pour tout z réel, f(x +a) — f(z —
a) =0, et pour tout x réel f(z + 2a) = f(x).
3. L’application T, est linéaire par linéarité de l'intégrale. Par la question 1,
T, est un endomorphisme de E qui n’est pas surjectif, puisque Im7,, C C*(R).
Déterminons le noyau ker 7.
e si f € kerT,, alors par la question 2, f est 2a—périodique et :
2a

0=Tu()0) = [ f(t)dt = ; ft)dt
Donc : ker T, C ES, = {f € E|f est 2a — périodique et f02a f(t)dt = 0}.

e réciproquement, soit f € EY,. Alors, par la question 2, T, (f) est constante
et T, (f)(0) = 0 entraine que f € ker T,. Finalement :

2a
kerT, = Ey, = {f € E|f est 2a — périodique et ft)dt = 0}

0
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4. Déterminons 'image du polynome X" par T,.

r+a
T.(X™)(z) = % /z t"dt = m (z+a)"™ —(z—a)"t) =2"+ -

qui est un polyndme de degré n. Ainsi T, (R, [X]) C R, [X].

5. a) On vient de montrer que pour tout k € N, T, (X*) € Vect(1, X, ..., X¥),
ce qui signifie que la matrice associée a T, est triangulaire supérieure, la
diagonale étant exclusivement composée de 1. L’unique valeur propre est
donc 1 et ’endomorphisme T}, n’est pas diagonalisable, car autrement il serait
scalaire.

—a

2
b) Supposons que f = X2 + aX + 3. Alors T,(f)(z) = 2° + azx + % + 0, et
Péquation T,(f) = f est impossible. Ainsi, un polynéome de degré 2 ne peut
étre vecteur propre de T,.
c) Si T.(f) = f, en dérivant (T,(f)) = f'. Or:

1
(Ta()' = 5 (flz+1) = f(z —a) = Tu(f)
Donc T,.(f") = f'.
Par une récurrence immédiate, il vient, pour tout k € N, T, (f*)) = ), Or
si f est un vecteur propre de degré n > 3, alors f("=2) sera un vecteur propre
de degré 2, ce qui est impossible.

Les seuls vecteurs propres possibles sont donc de degré 0 ou 1, et on vérifie
que T,(1) =1,T,(X) = X. Ainsi Ey(T,) = Vect(1, X) est de dimension 2.

Exercice 2-11

Soit E = Mj3(R) ’espace vectoriel des matrices carrées (3,3) & coefficients
réels.

On définit la trace d’une matrice carrée par la somme de ses termes diago-
naux. Si A € M3(R), on la notera tr(A).

1. On considére 'application ¢ de E x E dans R définie par :
©(A,B) = (A,B) = tr(A.!B).
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

11 1
2.a) Onpose J=| 1 1 1 |.Déterminer I'orthogonal de J.
111

b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par J, et F+ son orthogonal.
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Soit A = (a; ;) une matrice de E. On note A’ la projection orthogonale de A
sur F' et A" sa projection orthogonale sur F'+.
Déterminer A’ et A”.

c¢) Application. Déterminer les projections orthogonales sur F et F* de la
matrice identité I3.

Solution :
1. La trace étant une forme linéaire sur M3(R), 'application ¢ est bilinéaire.
Comme tr(A4) = tr(*A), on a :

$(A, B) = tr(B' A) = tr(A'B) = (B, A)

3

Enfin ¢(A4,4) = Z a?’j >0et p(4,A) =0 = A = 0. Donc ¢ est un
ij=1

produit scalaire.

2. a) La matrice J étant symétrique, un calcul immédiat montre que A =
(@i,j)1<i,j<3 est orthogonale & J si et seulement si tr(AJ) = 0, ce qui est
équivalent & :

3 3 3
E ay,; = 0, E az . = 0, E az,j = 0
Jj=1 j=1 j=1

3
L’orthogonal de J est donc ’hyperplan de M3(R) d’équation Z a;j =0.
i,j=1
b) A" est multiple de J. On écrit donc A = AJ + (A — A\J), le scalaire A étant
3

déterminé par la condition A — AJ € F* ou Z a;; —9A = 0. Ainsi :
i,j=1

1< 1[ <
AI = § Z Qj,j J, et A” =A-— 5 Z Qg J

i,j=1 i,j=1

1 1
c) Dans le cas de la matrice identité I, il vient I' = §J et I"=1-— §J.

Exercice 2-12

2 11
1 21

0 0 3
a la base canonique.

Soit A = et f 'endomorphisme de R® de matrice A relativement
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1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2. Montrer que les deux sous-espaces Ker(f — id) et Ker(f — 3id)? sont
supplémentaires dans R*. En déduire qu’il existe une base de R? dans laquelle

3 10
la matrice de fest A’=| 0 3 0 |.Calculer A, pour n € N*, en déduire
0 01

A",

Solution :

1. La réduction de A par la méthode du pivot de Gauss donne que 1,3 sont
les deux valeurs propres de A, les sous-espaces propres associés étant :

1 1
Ey =ker(A—1I)=Vect | -1 |, Es =ker(A —3I) = Vect | 1
0 0

Ainsi, la matrice A n’est pas diagonalisable, puisque R® n’est pas la somme
directe des sous-espaces propres de A.

2 -2 0
220na(A-3I)2=|-2 2 0
0 0 O
De méme F = ker(A — 3I)% est le plan d’équation z = y. Le vecteur
1
e; = | —1 | n’appartenant pas a ce plan. compte tenu des dimensions
0

de chacun de ces sous-espaces vectoriels, on en déduit que FE; et F sont
supplémentaires dans R3.

Notons f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
D’apres la forme de la matrice que 1’on souhaite obtenir, la base (vi,v2,v3)

1
recherchée vérifie f(v1) = 3vy, f(vs) = v3. On choisit donc v; = | 1 ] et
0
1
V3 = -1
0
Le vecteur vy doit vérifier (f — 3I)vs = vy donc (f — 31)2%(vy) = 0. Il suffit
0
donc de le choisir différent de v; et dans ker(A—31) ; par exemple vy = | 0

1
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D’apres la question précédente, on en déduit immédiatement que le systeme
(v1,v2,v3) est une base de R?.

On peut écrire :
3 00 0 1 0
A=10 3 0|]+[0 0 0|=D+J
0 0 1 0 0 1
avec DJ = JD et J> = 0. Le bindme de Newton donne alors, pour tout
neN*:

3" n3"»t 0
A" =D"4+nD"'J=10 3" 0
0 0 1
Le calcul de A™ se fait ensuite par changement de base en utilisant la matrice
1 0 1
P=11 0 -1
01 0

Exercice 2-13

Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et R,[X] l'espace vectoriel des
polynémes de degré inférieur ou égal a n, & coefficients réels.
On consideére application ¢ de R, [X] dans R, [X] définie par :

V PeR,[X], o(P)(X) = P(X+2)+ P(X)—-2P(X +1)

1. Pour tout réel a, exprimer P(X +a) en fonction de P(X) et des n premiéres
dérivées de P, P()(X), pour i € {1,...,n}.
2. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry, [X].
b) Que peut-on dire de p(P) — P"?
En déduire le degré de ¢(P) en fonction du degré de P puis le noyau et
I'image de ’endomorphisme ¢.
c) Soit Q € Im(y) et Py € R,[X] tel que o(Py) = Q.
Déterminer, en fonction de Py, tous les polynémes P de R,[X] tels que
p(P) = Q.
3.a) On considére une suite de polynémes Py, Pi,..., P, tels que :
PO(X) = ]., Pl(X) =Xet
Vke {27)”‘}7 @(Pk) :Pk*% Pk(o) :Pk(]') =0.
Montrer que si cette suite existe elle est unique.
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XX-1)---(X—-k+1)
k! '
c) Montrer que les polynémes Py, Py,..., P, forment une base de R, [X].

Ecrire la matrice de ¢ sur cette base. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalis-
able ?

b) Vérifier que pour tout k € {1,...,n}, P,(X) =

Solution :

1. La formule de Taylor pour les polynomes est une formule «exacte », c’est-
a-dire, pour tout polynéome P de degré n :

" PO (X)a?
P(¥ )= Y 20
i=0
2. a) De facon évidente ¢ est une application linéaire de R,, [X] dans lui-méme.

b) En utilisant la question précédente, on peut écrire :

" pl) (l)
op) =3 PO p 2ZP — P'(X) + R(X)

i=0

ou R(X) est un polynéme de degré strictement inférieur & (n — 2). Donc :
e sideg(P) < 2,onap(P)=0,
e si deg(P) > 2, on a deg(p(P))=deg(P) — 2. On a alors ker p = Ry [X], et
Imy = R, _»[X].
c) L’équation p(P) = @ est équivalente a (P — Py) = 0, ce qui est équivalent
a:
PX)=PFP(X)+aX +4
3. a) Supposons qu’il existe deux suites (Py) et (Ryg) qui vérifient les
conditions données.
Par la question précédente, il existe des réels (ay,B) tels que P, = Ry +
apX + B.
Les conditions P(0) = Py(1) = Ri(0) = Ri(1) = 0 entrainent que
=0k =0.
b) On a pour tout k& > 2,P;(0) = P(1) = 0. Soit T ’endomorphisme de
R,, [X] défini par T : P(X) — P(X +1)— P(X). On a alors ¢ = T?. De plus :
X+DX)---(X-k+2) XX -1)--(X-k+]1)
k! K!
_ XX -1 k'(X E+2D (X 41) = (X —k+1)) = Py
Ainsi (,O(Pk) = T2(Pk) = Pk,Q.

T(Py) =




62 ESCP 99 - Oral

c¢) La famille (P, Py, ..., P,) est une famille de (n + 1) polynoémes de R, [X]
de degrés échelonnés ; c’est donc une base de R, [X].

L’endomorphisme ¢ n’est pas diagonalisable, puisque si P est un polynoéme
de degré k > 2, alors p(P) est de degré k — 2. L’équation ¢(P) = AP n’est
donc pas possible pour A # 0. Seul R; [X] (de dimension 2) est sous-espace
propre associé a la valeur propre 0.

Exercice 2-14

Soit n > 3 un entier naturel et A € M, (R) la matrice définie par :

11 ... 11
1 0 ... 01
A=|1 1 () ©
10 ... 01
11 ... 11

soit :

1 ,sij=1louj=n,1<i<n

1 ,sit=1ouit=n,1<j3<n
0 , autrement

Déterminer les éléments propres de A.

Solution :

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable. Elle est de rang 2
(toutes les colonnes sont liées aux deux premiéres colonnes qui sont libres).
On sait ainsi que 0 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé
est ker A de dimension n — 2.
T
Soit A # 0 une autre valeur propre et X = : un vecteur propre associé.
In
L’équation AX = AX s’écrit sous la forme :
T+ To+ ...+ 2, = A1
T+ To+ ...+ T, = AT,
T1 + Ty = Ao
1+ Tp = Ax3

T1 + Ty = AMlp—1
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Or, comme A # 0, ce systeme est équivalent au systeéme :
— . 1
T =Tp =y T
_ . _1
Ty=1x3 = =Tp_1 = 5(T1 +Tpn)

2
donc z1 # 0 et le couple (A, 1) vérifie 'équation 2z + (n — 2)% = \11
ou :
M —2X-2(n—-2)=0
Ainsi, A € {1++/2n — 3,1—+/2n — 3} et un vecteur propre associé & chacune
A
2

de ces valeurs de X est

Exercice 2-15

On munit M3(R) du produit scalaire ¢ défini par :

3 3
V A= (ay) et B=(b;) € M3(R),0(A,B) => > ayby

i=1 j=1

On note ||A|| la norme de A associée & ce produit scalaire.

1 11
Soit J la matrice |1 1 1
1 1 1

On considere Papplication f de M3(R) dans M3(R) qui & toute matrice M
de M3(R) associe la matrice JM.

1. Déterminer I'image de f, Im(f).

1 21
2.S0it B= |2 0 1|.Montrer que B n’est pas élément de Im(f).
0 1 1

Déterminer les matrices pour lesquelles la distance de B & Im(f) est atteinte.

Solution :

a al all
1.Soit M=|b b V" |.Lecalcul de JM donne :

c Cl C”
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a+b+c d+b+cd d+b"+"
JM =|a+b+c a +b+c d'+b"+"
a_+_b+c a/+bl+cl a/l+bl/+cll
Ainsi si ’'on pose :

1 0 0 0 1 0 0 0 1
Er=(10 0|, EB2={0 10|, Es=[0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
alors
JM =(a+b+c)Ey + (a +V + ' )Ey + (0" +b" + ") E;
et

Im(f) = Vect(El, EQ, E3)
2. Trivialement B ¢ Im(f). On sait que la distance de B & Im(f) est minimale
lorsque f(M) est la projection orthogonale de B sur Im(f). On sait alors que
f(M) — B est orthogonal & Im(f), donc a sa base, soit :

¢(Er, f(M) = B) = ¢(Es, f(M) = B) = (B3, f(M) = B) =0

ou
3(a+b+¢)—3=0
3d+b+)-3=0
3a" +0"+")-3=0
a a/ a/l
Toute matrice M = [ b b b | telequea+b+c=d +b +c =
c cl cll

a” +b" + ¢" =1 convient, la projection orthogonale f(M) étant la matrice
J.

Exercice 2-16

On considere 'application ¢ de R, [X] dans R qui & tout polynéme P de
1

Ry, [X] associe ¢(P) = / P(t)dt.
0

1. Quelles sont les dimensions respectives du noyau et de 'image de ¢ 7

2. Donner une base de Ker(y) (on pourra chercher la forme générale des
primitives qui s’annulent en 0 des polynomes P de Ker(p)).

Solution :
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1) L’application ¢ est linéaire et différente de ’application nulle, puisque
p(1) = 1.

L’image de ¢ est un sous-espace vectoriel de R, non réduit au vecteur nul.
Donc Im ¢ = R, qui est de dimension 1 et, par le théoreme du rang, Ker ¢
est de dimension (n +1) — 1 =n.

2) Si P =3 a,X*, notons @ la primitive de P nulle en 0.
(On adonc @ =3 ka—_(_chkH).

Alors o(P) = Q(1) — Q(0) = Q(1) et P € Kerp si et seulement si @ (qui
s’annule déja en 0) s’annule aussi en 1. Par conséquent si et seulement si @

est de la forme :
n

n

Q= (X —1) 3 bpXF = bp(XF — XF)
k=1 k=1

Par dérivation, on en déduit que ceci se produit si et seulement si P est de

la forme :

P=3 b[(k+1)X* — kX*1]
k=1

Les polynomes (k + 1)X* — kX*~! pour 1 < k < n forment une famille
échelonnée en degrés, donc une famille libre, de cardinal n dont tous les
éléments sont dans Ker¢. On a bien construit une base du noyau de ¢.

Exercice 2-17

Soit A une matrice carrée d’ordre 3. On suppose que A admet trois valeurs
propres distinctes A\, A2 et A3. Soient Uy,U; et Uz des vecteurs colonnes
propres de A respectivement associés a ces trois valeurs propres. On pose
V=U,+Us+Us.

1. Montrer que V, AV, A?V forment un systéme libre.

2. Soit M une matrice vérifiant AM = M A.

Vérifier que A2M = M A2,

Montrer qu’il existe trois scalaires o, 8 et v tels que MV = oV +BAV +~vA?V.
Exprimer M AV et M A%V.

En déduire que AM = M A si et seulement si M appartient au sous-espace
vectoriel engendré par I3, A, A2,

Solution :

1. Soit aV + BAV + vA2V = 0 une relation de dépendance entre ces trois
vecteurs. Cela s’écrit :
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(a+ BA +YADUL + (a + BAr +YA3)Uz + (a4 BAs + 7A3)Us = 0

Soit, par liberté de la famille (Uy,Us, Us) (vecteurs colonnes associés & des
valeurs propres deux & deux distinctes) :

a+fBA +9A7 =0

a+Br+9A3 =0

a+ A3 +7A3 =0
A1, A2, A3 sont trois racines du polynéme o + 3X + vX2, qui est donc le
polynoéme nul et a = 8 =y =0 : la famille est libre.
2. x AM = MA = A2M = AAM = AMA = MAA = MA?.
x (V, AV, A?V) est libre de cardinal 3 dans M3 ;(R), donc est une base de
cet espace et le vecteur colonne MV se décompose sur cette base.
x MV = aV + BAV + yA%V = (al3 + BA + vA?)V donne successivement :
MAV = AMV = A(aV + BAV +~yA2%V) = (alz + BA + yA2) AV
MA?V = A2MV = A%(aV + BAV +vA%V) = (alz + BA + yA%) A%V
Ainsi, si AM = MA, les endomorphismes canoniquement associés a M et
alz + BA + vA? (ol «, (3,7 sont définis par la décomposition du vecteur
colonne MV') concident sur une base. Donc ces endomorphismes sont égaux
et Pona: M = alz + A+ vyA>2.
Réciproquement, il est clair que als + BA + yA% commute avec A et le
commutant de A est Vect(I, A, A%).

Exercice 2-18

Soit n > 2 un entier naturel et E un espace vectoriel réel de dimension n.
Soit f un endomorphisme de E admettant n valeurs propres réelles distinctes.

1. Montrer que pour tout endomorphisme g de E, fog = go f si et seulement
si les vecteurs propres de f sont vecteurs propres de g. En déduire alors que
g est diagonalisable.

2. Montrer qu’il existe un endomorphisme h de E non nul tel que ho f = —foh
si et seulement si f possede deux valeurs propres opposées.

Solution :

1. x Si fog = go f, soit e; un vecteur propre de f et A; la valeur propre
associée. On a :

foglei) =go f(e:), soit f(g(e:)) = g(hies) = Aig(es)
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Mais f admettant n valeurs propres, les sous-espaces propres associés sont
des droites et g(e;) appartient a la droite engendrée par e; : le vecteur e; est
propre pour g, associée & une valeur propre y; (mais on peut avoir p; = i,
avec ij). La base B = (eq,...,e,) qui est propre pour f ’est aussi pour g et
f et g sont (co)-diagonalisables.

* Réciproquement, si les vecteurs propres de f sont propres pour g, alors
les matrices de f et g relativement & la base (e1,...,e,) sont toutes deux
diagonales et f et g commutent.

2. x Supposons qu’il existe h, non nul, tel que ho f = —f o h. Alors, il existe
au moins un vecteur e; de B tel que h(e;)0 et on a :
—h(f(e:)) = f(h(e:)), dou: f(h(ei)) = —Aih(e;)
Le vecteur h(e;) étant non nul, —\; est valeur propre de f.
* Supposons que f ait deux valeurs propres opposées.

S’il s’agit de la valeur propre 0, quitte a renuméroter les vecteurs de B,
on peut supposer que f(e;) = 0. On définit alors ’endomorphisme h par :
h(e1) = ey et pour i > 2, h(e;) = e; : on vérifie que h convient.

Sinon, quitte a renuméroter les vecteurs de B, on peut supposer que ’on a
f(er) = Xey et f(ez) = —Aez. On vérifie alors que I’endomorphisme h défini
par : h(e;) = es et pour i > 2, h(e;) =0, convient.

Exercice 2-19

On considére l'espace vectoriel euclidien £ = R?® muni de son produit
scalaire canonique, c’est-a-dire tel que la base canonique B = (i, j, k) soit
orthonormée.
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :

B 1 1 1 0

=— 1|1 -1 0
V2 o 0 2

1. Vérifier que tAA = I3.
2. On pose v = I — f, ou I désigne ’endomorphisme identité de E. Montrer
que Im v et Ker v sont deux sous-espaces orthogonaux de E. Donner une base
orthogonale de chacun d’eux.

3. On considere ’endomorphisme g de E dont la matrice dans la base B est :

1 V241 1 0
C=— 1 V2-1 0
2v2 0 0 2v2
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Montrer que g est une projection orthogonale dont on déterminera le noyau
et 'image.

4. Soit n € N* et f, =

S~

n
> ¥, ou f* désigne la composée de f avec elle-
k=0

méme k fois (on pose f0 =1).
Montrer que pour tout ¢ € E, lirf fn(x) = g(z) (la limite d’une suite de
n——+0o0

vecteurs s’entendant coordonnée par coordonnée).

Solution :

1. I1 suffit de faire le calcul.

vV2-1 -1 0
2. La matrice de v relativement a la base B est B = % -1 V241 0
0 0 0

Cette matrice est de rang 1, le noyau de v est le plan P d’équation
(1 —v2)z +y = 0 et 'image est la droite D engendrée par le vecteur
(V2 —1,-1,0).

Une base orthogonale du plan P est, par exemple : ((1,v/2 —1,0),(0,0,1))
3. On constate que C? = C, donc g est un projecteur. De plus l'image de
g est P et son noyau est D. Ces deux sous-espaces étant supplémentaires
orthogonaux, g est bien une projection orthogonale.

4. Dans la base ((1,v2-1,0),(0,0,1),(v2—1,-1,0)), la matrice de f est :

1 0 0
01 0
0 0 -1

(il suffit de déterminer, par exemple par un calcul direct, les images des
vecteurs de cette nouvelle base)
Par conséquent, la matrice dans cette méme base de f,, est :
1 0 0
F, = 0 1 L& 0
0 0 m S (=1)k

k=0

n
Comme Y~ (—1)* vaut 0 ou 1, selon la parité, on en déduit que la limite de
k=0

1 00
F,, est la matrice [ 0 1 0 |, qui est justement la matrice de g dans la
0 0 O

nouvelle base. Donc, en revenant aux matrices associées, lim f,(z) = g(x).
n—o0
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Exercice 2-20

Soit m un entier naturel, avec n > 2. On note E = O,(R) I’ensemble des
matrices orthogonales d’ordre n, c’est-a-dire I’ensemble des matrices A telles
que tAA = T,.
1. Soit A = (a;,;) un élément de O, (R). Soit X la matrice & n lignes et une
1
1

colonne définie par : X =
Calculer X AX.

n n
2. Déterminer la valeur de  sup > > a; ;.
(ai,]-)eE i=1j=1

Solution :
1.0n a tXAX = Eam'.
i,
2. Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A. Pour tout vecteur y,
on a en notant Y sa matrice colonne relativement & la base canonique :
IFWIIP = (F), f(y)) = "(AY))(AY) = 'YTAAY =YY = [jy|]*

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne donc, pour tout vecteur y :

(. ) < llyll-NF @I = 1lyll?
Et en appliquant ceci au vecteur y = (1,1,...,1) de matrice colonne X :

'XAX = (z, f(2)) < |l=]]> =n
Par conséquent, d’apres le résultat de la question 1) :

VA € On(]R),E a;; <n

0.
L’égalité ayant lieu pour la matrice I, (qui est bien dans O,(R)), le sup est
donc un max et vaut n.

Exercice 2-21

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n > 1.

Soit f1 et fy deux endomorphismes de E.

1. En considérant la restriction de f; au noyau de fs o fi, montrer que :
dim Ker(fs o f1) < dimKer f; + dim Ker fo
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2. Généraliser le résultat précédent a p endomorphismes de E, fi,..., fp, avec
p2>2
3. Soit f un endomorphisme de E tel que f* = id, ou id représente

I’endomorphisme identité. Montrer que f est diagonalisable.

Solution :

1. Notons g la restriction de f; a Ker(fs o f1).

* Kerg = {z € Ker(f2 0 f1) | fi(z) = 0} = Ker(fz o f1) N Ker fi = Ker fi,
car 'inclusion Ker f; C Ker(f2 o f1) est banale.

* Im g C Ker f», puisque pour tout z de Ker(fyo0 f1), g(x) = f1(z) est tel que
f2(fi(z)) = 0.

Le théoréeme du rang indique que dim Im g + dim Ker g = dim Ker(f; o f),
soit, :

dimKer(fs o f1) = dimKer f; + dimIm g < dim Ker f; + dim Ker f,
2. Par une récurrence évidente, on a donc :

P
dimKer(fp o fy—1 00 f1) < > dimKer fj
k=1

3. E étant un espace vactoriel complexe, f* — id = 0 s’écrit :
(f —id)o(f +id)o (f —i.id)o (f+i.id) =0

et, par application du résultat de la question 2) :

n =dim E = dim Ker(f — id) o (f +id) o (f —i.id) o (f + i.id)
Soit :
n < dim Ker(f —id) + dim Ker(f +id) + dim Ker(f —i.id) + dim Ker(f +i.id)
Or les sous-espaces précédents qui ne se réduisent pas a {0} sont des sous-
espaces propres de f, ils sont donc en somme directe et :

n < dim(Ker(f — id) ® Ker(f + id) @ Ker(f —i.id) ® Ker(f +i.id)) <n
La somme des dimensions de ces noyaux est donc exactement n, ce qui signifie
que f est diagonalisable.

Exercice 2-22

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On note E, l'espace vectoriel des applications continues de [0, n] dans R.

On note F, 'ensemble des applications f de E telles que pour tout k €
[0,n — 1], la restriction de f a [k, k + 1] est affine.
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1. a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

b) Montrer que ’application
0:F =R f (£0),f(1),- -, f(n))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Qu’en déduit-on pour F'?
Dans la suite de I’exercice, on se place dans le cas oun = 2.
2. On note fo =67*((1,0,0)), f1 = 607((0,1,0)), f» = 0((0,0,1)).
a) Représenter graphiquement les applications fo, f1 et fa.
b) Que peut-on dire de la famille (fo, f1, f2) ?

2
3. On munit E du produit scalaire ( , ) défini par (f,g) = / f)g(t) dt et
0

on note || - || la norme associée.
On note f I’élément de E défini par Vx € [0,2], f(z) = 2.

a) Montrer qu’il existe un unique élément g de F tel que :

Vie [[0)2]]7 (f _g;fi> =0

et déterminer cette application g.

b) Que représente g vis-a-vis de f et quelle propriété a-t-on concernant

-1

Solution :

1. a) F est inclus dans E (les éléments de F' sont continus aussi aux points
entiers), est non vide car il contient la fonction nulle, et si f et g sont telles
que chaque restriction & [k, k + 1] est affine, il en est de méme de toute
combinaison linéaire f + Ag.

b) L’application 6 est linéaire, et un élément de F est parfaitement défini
par ses valeurs aux points entiers. En d’autres termes # réalise une bijection
linéaire de F sur R**!. Ainsi F est de dimension n + 1.

2. a)

b) La famille (fo, fi, fo) est 'image par Iisomorphisme #~! de la base
canonique de R3. Cette famille est donc une base de F.
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3. a) On cherche donc g sous la forme g = g fo + 1 f1 + 22 f2 et, en calculant
tous les produits scalaires, g est solution si et seulement si (zo,z1,22) est
solution du systeme :

1 1. _ 1
3Tt ET =13
1 1. _ 17
671372713

D’ou I'unique solution : g = —%;xl = %;xz = %

et g est définie par : g(x) :m—%siogxg letg(m):3m—1—63 sil<z<2.

b) La fonction g est la projection orthogonale de la fonction f sur F', donc
pour toute fonction h de F', on a : ||f —h|| > || f — g||, avec égalité seulement
pour h = g.

Exercice 2-23

Soit p un entier supérieur ou égal a 2.
On note A, = (a;,j)1<i,j<p € Mp(C) la matrice de terme général :
{1 ,sij=i+1lousi(i,j) = (p,1)
ai,j =

0 , sinon
1
wy
, 2
1.a) Sir € [0,p— 1], on pose w, = > ™/P et X, = | “r
w}?-_l

Montrer que X, est un vecteur propre de A, et préciser la valeur propre
associée.
b) A, est-elle diagonalisable ?
Dans la suite de I’exercice, on se donne un réel ¢ € |0, 1] et on considere trois
suites de nombres complexes (tn)neN, (Vn)neN, (Wn)neN, qui vérifient :
Upt1 = Uy, + (1 — c)v,
Vn e N, ¢ vp1 = cv, + (1 — cw,
Wpt1 = cwp, + (1 — c)uy,
Unp
On pose pour tout n € N, X,, = | v,
Wn
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2. a) Déterminer M € Mj3(C) telle que Vn € N, X411 = MX,,.
b) Montrer que 1 est valeur propre de M et préciser ’espace propre associé.

c) Comparer le module des autres valeurs propres de M & 1.

3. a) Montrer que les trois suites (un)nen, (Vn)nen, (Wn)nen sont conver-
14
gentes. On note £, £' et ¢" leurs limites respectives et Xo, = | £/
éll
b) Montrer que M X, = X. Qu’en déduit-on ?

c) Généraliser le résultat obtenu.

Solution :

1. a) La matrice A, est une matrice de « permutation circulaire » et on obtient

W
w2
-
facilement : A, X, = . = w,; X,. Donc X, est une colonne propre pour
wh
Ap, associée a la valeur propre wy.
b) A, posséde p valeurs propres : 1 = wp,wr,...,wp—1, donc est diagonal-
isable dans M (C).
c 1-c¢ 0
2.a)Ona: M= 0 c 1l-c
1-c 0 c
b) 1 est valeur propre de M, le sous-espace propre associé étant la droite
1
engendrée par la colonne | 1
1

c) On a M = c.I3 + (1 — ¢)As, d’apres la premiére question, les valeurs
propres de M sont donc : c+(1—c¢) = 1 (déja vu) et les nombres u = c+(1—c)j
et w=c+ (1—c)j2.

Ona: [ =’ =1-3c(1-c<1.

3. a) La matrice M est diagonalisable dans M3(C) et il existe P € GL3(C)
1 0 0

telleque: M =P |0 pu 0| Pt Dou:
00 7
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1 0 0
Xpn=M"Xyg=P [0 pu» 0 |P'X,
0o o @m"
La limite d’une suite de matrices s’entendant terme & terme, on obtient donc :
100
Xoo=lim X, =P|0 0 0|P X,

b) On a X,+1 = MX, et donc, par propriétés des limites (limites de
sommes et produits) : Xo, = M X. Ainsi X, est une colonne propre de

1
M pour la valeur propre 1, donc est colinéaire a la colonne | 1 |, soit
1
(=0 ="
c) Plus généralement, si on a p suites complexes (zél)),...,(zgp)) telles

que, pour tout r < p—1et n € N, 27(121 — czgr) + (1 - c)zy(fﬂ) ot
2'7(321 = csz’ ) +(1-¢) 7(}), alors ces suites sont convergentes de méme limite,
car les valeurs propres de M, = c.I, + (1 — ¢)A, autres que 1 sont toutes de
module strictement inférieur a 1.

Exercice 2-24

Soit E ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2, muni
de sa structure euclidienne canonique (c’est-a-dire telle que la base canonique
soit orthonormée).

On pose F ={P € E / P(1) = 0}.
1.) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer une base de F.

3. Déterminer d(X, F) (distance du polynoéme X au sous-espace F', c’est-a-
dire Iinfl'vHX—PH).
€

Solution :

1. F n’est pas vide, puisqu’il contient le polynéme nul (ou le polynéme X —1)
et clairement : P(1) =0,Q(1) =0 = ,YA € R (P + AQ)(1) = 0. Donc F
est un sous-espace vectoriel de Ry [X].
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2. Un polynome de Ry[X] appartient & F si et seulement si il est divisible
par X — 1. Une base de F est donc (X —1, X (X —1)).

3. On cherche une base orthonormée de F' et pour cela on orthonormalise la
base précédente par le procédé de Gram-Schmidt, le produit scalaire étant
(Z G,ZXl,EleZ> = Zalbl et donc || EaiXiHQ = Za?
X-1 1
e =-—2— = —(X-1
ix o ve Y
XX -1)-(X(X—1)en)es 2 y2_ 1 1
ey = 2 =~ (X" —=zX+ =
XD (XX~ Dyenel] - V6 2N T2

On a alors : d?(X, F) = || X||? — (X,e1)? — X,egzzzetdonc:
6

dX,F) = /2 = %

Exercice 2-25

On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F' le plan
d’équation : x +y — 2z = 0.

Déterminer les matrices A et B, dans la base canonique, des projections
orthogonales sur F et sur F*.

Solution :

Notons (€1, €, €3) la base canonique de R?.

* Le plan F' est normal au vecteur unitaire 7 = %(é’l + &> —€3). Si q désigne

la projection orthogonale sur la droite F+ (qui est engendrée par i), on a :
a(@) = (&1 -7 = 3(6 + & — &)

et de la méme facon :

a(@) = (&7 = 1@+ — &), 4(&) = (& -7)ii = —5 (61 + & — &)
11 -1
D’ou:M(q):B:% 1 1 -1
-1 -1 1
* Si p est la projection orthogonale sur F, on a p 4+ q = id, soit :
2 -1 1
A:M(p):I—B:% -1 2 1

1 1 2
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Exercice 2-26

I. Etude d’un exemple :

Soit £ = R™ muni du produit scalaire canonique et f € L(FE) de matrice

11 ... 1
1111 .
M= — .. dans la base canonique.
n | oo
11 ... 1
1. Soit = (%1, ...,%,) un vecteur de E. Montrer que : || f(z)|| < ||z -

2. Montrer que f est un projecteur.

3. Déterminer le noyau et 'image de f et montrer que Ker f = (Im f)*.
4. Caractériser f et retrouver le résultat de la question 1).

II. Cas général :

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie et p un projecteur de
E.

1. On suppose Kerp et Im p orthogonaux. Montrer que pour tout vecteur x
de E, [[p(2)|| < ||=[|.

2. On suppose Ker p et Im p non orthogonaux. Montrer que ’on peut trouver
un vecteur z tel que ||p(z)|| > ||z]|-

3. En déduire qu'un projecteur p, non nul, est orthogonal si et seulement si :

lIp()||
sup - = 1.
o Tzl

Solution :
I 1. Ona:f(a:):m1+m2_;'“+m”(1,1,...,1) et donc :

IIf (@)|> = (71 + 22 +n. )’

n n

Par linégalité de Cauchy-Schwarz, on a : ( ) l.mk)2 < n Y x2, ce qui
k=1 k=1

signifie exactement que ||f(z)]|* < ||z||*.

I. 2. On a M? = M, donc f est un projecteur.
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I. 3. L’image de f est engendrée par le vecteur v = (1,1,...,1) et son noyau
est le sous-espace d’équation 1 +- - - +x, = 0. Or un vecteur (z1, ..., x,) est
orthogonal a u si et seulement si >z = 0 (expression du produit scalaire,
la base canonique étant orthonormée). Donc Ker f = (Im f)*.

I. 4. f est donc la projection orthogonale sur la droite engendrée par u et,
par le théoreme de Pythagore, pour tout vecteur z, on a : ||f(z)|| < ||z

II. 1. Pour tout = de E, on écrit = p(x) + (z — p(z)) et comme x — p(x) est
orthogonal a x, le théoreme de Pythagore donne :

lzl1* = llp@)[* + llz — p@)II* > llp(z)|I?
II. 2. Si Kerp et Im p ne sont pas orthogonaux, on peut trouver un vecteur x

non nul tel que z soit orthogonal & Kerp et x ¢ Imp. Alors z — p(z) est non
nul et orthogonal a z et le théoreme de Pythagore donne ici :

lp@)|I* = llp() =z + z|* = lz = p(2)[I* + |z ]* > ||=]*

II. 3. x Si p est un projecteur orthogonal non nul, on a, pour tout vecteur x

de E : ||p(2)|| < ||z||, avec égalité pour z € Imp \ {0}. Donc sup % =1
z0
* Si p est un projecteur non orthogonal, il existe z tel que ||p(z)|| > ||z|| et

la borne supérieure précédente (si elle existe) ne peut étre égale a 1.

D’ou I’équivalence demandée.

Exercice 2-27

Dans le R-espace vectoriel S des suites réelles, on considere :
E={(xp) €S /YneNzyr3 — Tpia — Tnt1 +xp =0}
E ={(z,)€eS/VneNaz,11 +z, =0}

Ey,={(z,) €S /VneNz,2 — 22,11 +x, =0}

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S

2. Montrer que F; et E5 sont deux sous-espaces vectoriels de E et donner
une base de chacun d’eux.

3. Montrer que E; et E> sont supplémentaires dans E. En déduire une base
de E.

Solution :

1. E est une partie non vide de S (elle contient la suite nulle), clairement
stable par combinaisons linéaires : E est un sous-espace vectoriel de S.
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2. x E1 est 'ensemble des suites géométriques de raison —1, donc est la droite
engendrée par la suite a = (an)n = ((—1)"), . On vérifie que a est un élément
de E, donc Ej est un sous-espace vectoriel de E de base (a).

*x FE5 est I'ensemble des suites vérifiant la relation de récurrence linéaire &
deux termes d’équation caractéristique :

2 —2r+1=0

1 est racine double de cette équation et on sait alors que tout élément de F»
est une suite de la forme n — A.1" + pun.1™ = X + n.u, les parametres A et
i étant définis par les deux premiers termes de la suite. Tout élément de E,
est donc combinaison linéaire des suites b = (1),, et ¢ = (n),. L’ensemble
E, est donc le sous-espace engendré par b et ¢ et ces deux suites étant non
proportionnelles elles forment une base de FEs.

(On peut aussi écrire la relation de définition sous la forme x,, 19 — T, 41 =
Tnt1 — Tn, CE qui caractérise les suites arithmétiques)

3. L’application ¢ : E — R3 définie par cp((a:n)n) = (zo, 1, Z2) est clairement
linéaire et bijective, puisque la relation de récurrence définit parfaitement
(justement par .. .récurrence!) une suite = de E a partir du triplet quelconque
de ses trois premiers termes.

Donc E est un espace vectoriel de dimension 3 et comme on a F; N E> = {0}
(vérification facile), E; et E sont supplémentaires dans E.
Ainsi (a,b,c) est une base de E.

Exercice 2-28

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coeflicients réels et S = %(A +tA).
1. Dire pourquoi il existe une matrice carrée d’ordre n inversible P, telle que
t PSP soit diagonale, avec P~! =*P.
On note a la plus petite et B la plus grande valeur propre de S.
T

2. Soit A une valeur propre réelle de A, X = une colonne propre

Tn
associée.

a) Calculer X SX en fonction de X et des coefficients z;.
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Y1
b) Soit Y =‘PX = | ! |.Exprimer 'XSX a l'aide des valeurs propres
Yn
de S et des coefficient y;. En déduire que a < A < 3.
2 1 0
3. La matrice A= | —1 2 —4 | est-elle diagonalisable dans M, (R) ?
0 4 2

Solution :

1. La matrice S est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans M, (R)
et on peut choisir la matrice de passage diagonalisante P telle que P! =P
(matrice de changement de bases orthonormées).

2.a) On a AX = AX et donc tX'A = XX, dou:
EXSX = NXX =\ Y a2
i=1
b) Notons PSP = D = diag(\1,...,\,), ol les \; sont rangés par ordre
croissant (au sens large). On a alors :

EXSX =tXPD'PX =tYDY = )\iy?
i=1
Et donc :

NgE

n n
i=1 i=1

2
i
1

-
Il

n n

Mais > y? =YY = {XPIPX =tXX = 3 27, et comme X n’est pas la
i=1 i=1

colonne nulle, il vient bien :

a=A <A<\, =0

2 1 0
3.Pour A= | -1 2 —4 |, on obtient S =2I, d’otl @ = 8 = 2 et la seule
0 4 2

valeur propre réelle possible de A est A = 2.

Si A était diagonalisable dans M3 (R), elle serait semblable & 27, donc égale
a 21, ce qui est évidemment faux.

Donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
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Exercice 2-29

L’espace R® est muni de son produit scalaire usuel noté (-, -).
Les vecteurs de R? sont notés en colonne.

Trois réels a, b, ¢ étant donnés tels que a? + b? + ¢ = 1 et ¢ # 0, on pose :

a 0 —c b
Q=|b | et M= c 0 -—a
c -b a 0

1.Montrer que pour tous vecteurs U et V de R*, on a: (MU,V) = —(MV,U).

2. En déduire la seule valeur propre réelle possible de M et le sous-espace
propre associé.

3. Déterminer une base orthonormée B = (U, V, W) de R? telle que MW = 0.

4. Déterminer la matrice de ’endomorphisme de R? : X — MX dans cette
base B (on la notera A dans la suite de cet exercice).

5. On définit sur R? la fonction f: X — {XM?X, ou *X désigne la matrice
transposée de X.

Rechercher ses extremums locaux. (Il n’est pas nécessaire de dériver)
6. Calculer A%, en déduire une relation entre M2X et X lorsque (©2, X) = 0.

7. M? est-elle diagonalisable ?

Solution :

1.On a:

(MU, V) =t{(MU)V =U'MV = -tUMV = —(U,MV)
On conclut par symétrie du produit scalaire.
2. Soit X un vecteur quelconque, on a : (M X, X) = —(M X, X), c’est-a-dire :
(MX,X) =0, et si X est propre pour la valeur propre réelle A : \||X||* = 0.
Comme X n’est pas la colonne nulle, il reste A = 0.

La matrice M est de rang 2, donc son noyau est de dimension 1. On voit
que Q € Ker M, donc le sous-espace propre associé & la valeur propre 0 est
la droite engendrée par (2.
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3. On prend W = Q (on pourrait prendre —). Tout vecteur de la forme
ke
0 est orthogonal & Q et pour prendre U unitaire, on peut choisir
—ka
k= .
va?+c?
Enfin, MU est orthogonal & U et aussi a (2, puisque
(MU, Q) =—(U,MQ) = —(U,0) =0.

—ab
On peut donc prendre V' colinéaire a MU = S N A +c% | et ce
Va?+ ¢ —be

vecteur étant unitaire, on prend V = MU.

4. On a déja MQ =0 et MU =V, on calcule alors MV et on trouve —U.
Ainsi la matrice relativement & B de ’endomorphisme canoniquement associé
a M est:

0 -1 0
A=11 0 O
0 0 O
5. Comme M est antisymétrique : I XM?X = ~{(MX)(MX) = —||MX|>.

1l est alors clair que le mazimum de f vaut 0 (et il est atteint pour les colonnes
X colinéaires a 2), tandis que f n’a pas d’extremum en un point X tel que
F(X)0, puisque f(tX) = t2f(X), qui n’a pas d’extremum au voisinage de
t=1.

-1 0 O
6. 42 =1 0 —1 0], ce qui signifie que M?U = -U et M?V = -V
0 0 0

(ce sont les deux premiers vecteurs de la nouvelle base, & un coefficient
multiplicatif prés), donc tout vecteur orthogonal & €2 est transformé par M?
en son opposé.

7. A et M sont semblables, donc A% et M? aussi et M? est diagonalisable
(on peut aussi remarquer que M? est symétrique réelle).

Exercice 2-30

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n, avec n > 0.

1. Soient f et g deux endomorphismes de E. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante, portant sur Img et Ker f, pour que f o g soit
I’endomorphisme nul de I’espace E.
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2. Soit F' un sous-espace de F et p sa dimension.
Montrer que ’ensemble £r des endomorphismes g de E tels que Img est
incluse dans F est un espace vectoriel réel de dimension np.

3. Soit u un endomorphisme quelconque de E.
On consideére lapplication ¢, de L(E) (ensemble des endomorphismes de E)
dans lui-méme définie par la relation : ¢, (f) =uo f.

a) Montrer que ¢, est un endomorphisme de L(E).

b) Montrer que si le réel A est valeur propre de u, alors A est valeur propre
de ¢, et que la dimension du sous-espace propre de ¢, associé a A est égale
a n.dy, ou dy est la dimension du sous-espace propre de u associé a cette
valeur propre A.

c) En déduire que si u est diagonalisable, alors ¢,, est diagonalisable.

2 0 4
d) Application:soit A= | 3 —4 12 |.L’endomorphisme ¢ de M3(R)
1 -2 5

(espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels) défini
par la relation : (M) = AM est-il diagonalisable 7

e) Montrer que si le réel A est valeur propre de ¢,,, alors A est valeur propre
de u.
Montrer que si ¢,, est diagonalisable, alors u est diagonalisable.

Solution :

1.0n a:
fog=0<=VazeE, f(g(z)) =0<=1Img C Ker f.

2. L’ensemble £ n’est pas vide, car il contient l’endomorphisme nul, et
est stable par combinaisons linéaires (car Im fy C F et Imnfy, C F =
Im(f; + A\f2) C F), donc EF est un sous-espace vectoriel de L(E).

D’autre part, l’application j : £ — L(E, F), qui & un endomorphisme g
dont I'image est incluse dans F' associe I'unique application linéaire g de E
vers F' définie par : pour tout x de E, g(x) = g(z), est clairement linéaire et
bijective (opération de restriction a ’arrivée), donc est un isomorphisme de
Ep sur L(E, F). Ces deux espaces ont donc la méme dimension, ce qui donne
la conclusion.

3. a) Déja ¢, applique bien L(E) dans lui-méme et la linéarité découle
facilement de la linéarité de w.
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b) Ker(p, — Ald(g)) est 'ensemble des endomorphismes f de E tels que
ou(f) = Af, c’est-a-dire tels que (u — Aldg) o f = 0,(p).
D’apres le résultat de la premiére question, ceci a lieu si et seulement si
I'image de f est contenue dans Ker(u — AIdg). Cet espace est de dimension
dx > 1, donc Ker(p, — Md(g)) est de dimension n.dy > 0. Ce qui prouve
que ) est effectivement valeur propre de ¢, et donne en prime la dimension
du sous-espace propre associé.

c) Si u est diagonalisable, alors > d) = n, la sommation étant étendue &
toutes les valeurs propres de u. Par conséquent Y n.dy = n? = dim L(E),
ce qui signifie que ¢, est diagonalisable (L(E) est somme directe de sous-
espaces propres pour ’endomorphisme ¢,, de L(E), sans qu'il soit nécessaire
de savoir si 'on connait toutes les valeurs propres de ¢,,).

d) Des calculs simples montrent que A admet trois valeurs propres : 0,1
et 2. Ainsi A est diagonalisable et, en confondant matrice et application
linéaire canoniquement associée, les résultats précedents montrent que v est
un endomorphisme diagonalisable de M3(RR).

e) Si A est valeur propre de ¢, il existe f non nulle telle que uo f = Af.
Pour tout vecteur x tel que y = f(z)0 (il en existe!), on a alors u(y) = Ay et A
est valeur propre de u. Ainsi il y a égalité entre ’ensemble des valeurs propres
de u et ’ensemble des valeurs propres de ¢,,. On peut donc maintenant écrire :

Z TL.d)\ =n. E d>\
AEspec(pu) A€Espec(u)
Ainsi w est diagonalisable (Y, dy = n) si et seulement si ¢, est
A€Espec(u)
diagonalisable (Y. n.dy, = n?).

Xespec(pu)
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Exercice 3-1

Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On tire, au hasard et
sans remise, n boules de I'urne. On note X; la variable aléatoire associée au
numéro de la boule obtenue au i-eme tirage, ceci pour ¢ =1,2,...,n.

1. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X;. Préciser son espérance et
sa variance.

b) Déterminer la loi du n-uplet (X1, Xs,...,X,).

A l'issue du n-iéme tirage les numéros obtenus sont classés par ordre croissant.
On note Y; la variable aléatoire associée au j-ieme numéro, classé par ordre
croissant, obtenu parmi les n numéros.

Ainsi Y7 est la variable aléatoire min(Xy, Xs,...,X,), Y2 est le nombre
aléatoire venant juste apres Y7, par ordre croissant, etc. et Y, est la variable
aléatoire max(X, Xo, ..., Xy).

2. a) Déterminer la loi du n-uplet (Y1,Y>,...,Y,).

b) Déterminer la loi de Y , pour j =1,2,...,n.

c¢) Déterminer la loi du couple (Y;,Y%), pour 1 <j <k <n.

On conserve les notations précédentes, en se restreignant au cas ou n = 3.

3. a) Préciser la loi du couple (Y7, Y3). En déduire la loi de D = Y3 — V7.
Calculer I'espérance de D.

b) Déterminer la loi de Y. Que peut-on remarquer ?
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c¢) Déterminer deux estimateurs sans biais de N, 'un défini comme fonction
de D, ’autre comme fonction de Y5.

Solution :

1. a) La variable aléatoire X; prend ses valeurs dans ’ensemble {1,2,..., N},
ou X;(Q) ={1,2,...,N}.

L’événement (X; = k) correspond a ﬁ;;ll (X; # k)N (X; = k). Par la formule
des probabilités composées, il vient :

N—-1 N-=-2 N—-i+1 1 1
PX;=k)=—~_~x "2 _1
( )= TN NI NS NSzl N
Ainsi, X; suit une loi uniforme sur {1,2,..., N}. On a alors :
N+1 N2 -1
B(X;) =12 X;) =
(=200 vy =T

b) Pour tout (i1,12,...,i,) distinct de ({1,2,...,N})*, on a :
P(Xy=i1,Xo=14,..., X, =ip) = T

N

En effet, il y a A} n-uplets possibles, et 1 seul favorable & la réalisation

de cet événement (le décompte se fait sans répétition, puisque les (ix) sont

distincts).

2. a) Pour tout (j1,jo2,...,4n) de ({1,2,...,N})? avec 1 < j; < jo < -+ <

Jjn < N,ona:

1

Cx

En effet, il y a C'y; n-uplets possibles, et 1 seul favorable a la réalisation de

cet événement (le décompte se fait sans ordre et sans répétition, puisque les

(jr) sont distincts).

b) Pour tout j € {1,2,...,n}, on a Y;(Q) = {j,...,N —n + j}. Pour tout

kEeY;(Q):

PY1=j1,Y2 =j2,..., Y0 =jn) =

CLo 10N

.
En effet, ’événement (Y; = k) correspond & l’événement « les variables
aléatoires Y7, ...,Y;_1 occupent un (j —1)-uplet sans ordre et sans répétition
avant k, Y; = k, les variables aléatoires Yj 11, ...,Y, occupent un (n—j)-uplet
sans ordre et sans répétition apres k ».

P(Y; = k) =

c) Pour les mémes raisons que ci-dessus, pour 1 < j < k < n,
(Y3, Y:)(Q) = {(m,p) € {1,...,N})?|j<m<p—-k+j<N-n+j}
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et
p—m—1

N

ci-tolok—i—l olonk
P(Y]:m,Yk:p): m—1+1 1~YN—p

3. a) En reprenant la question précédente :

(11,Y2)(@) = {(m,p) € ({L..., NP [ 1 <m <p-2< N -2}

Co e
P(Yi =m,Ys =p) = 1’0731
N
La variable aléatoire D est & valeurs dans {2,...,N — 1}, et :
N—k N—k Cl
P(Y;~Yi =k =) PlVa=j+knMi=j=> -
j=1 =1 N
_(N-K)(k-1)
= o
Le calcul de 'espérance de D se fait alors aisément :
N-1 N-1

ED)=Y ’“(N+]%(’“_” - % (N + R~ NE- k) = 2
k=2 k=2

b) Déterminons la loi de Y>. Par les questions précédentes, on a :
(k= (N = k)
C}

N+1

On remarque que D et Y5 suivent la méme loi d’out E(Y3) = —

c) D' =2D —1et Y’ =2Y5 — 1 sont deux estimateurs sans biais de N. Ils
ont de plus méme variance ; on ne peut donc préférer 'un a ’autre.

Y2(Q)={2,...,N—1}, et P(Yo =k) =

Exercice 3-2

Soit (Xi)ken+, une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
la loi de Bernoulli de parameétre p (avec p € ]0,1[) et définies sur le méme
espace probabilisé (Q2, B, P).

On pose, pour k € N*, Vi, = Xp Xpoyq.

1. Donner la loi de Y%, ainsi que I'espérance et la variance de Y.

2. Soient 7 et j deux entiers naturels distincts.
Discuter, suivant les valeurs de i et de j, de I'indépendance de Y; et de Y;.

Yi+---+4Y,

. Montrer que :
n

3. On pose, pour n € N*, 7,, =



86 ESCP 99 - Oral

Ve >0, lim P(|Z, —p* >¢e) =0
n—oo

Solution :

1. Pour tout k € N*, Y}, suit une loi de Bernoulli de parametre p(Y; = 1). Or
(Yk = 1) = (Xk = 1) N (Xk+1 = 1)
Par I'indépendance des (X}), p(Yy = 1) = p?. Finalement :
E(Yy)=p°, V(i) =p*(1-p%)
2.5ij #i—1ouj #i+1, les variables aléatoires Y; et Y; sont indépendantes
commes fonctions de variables aléatoires indépendantes.
Par contre, P(Y;Y;_i_l = 1) = P(XiXi2+1Xi+2 = 1) = p3,
alors que P(Y; = 1)P(Y;41 = 1) = p®. Les variables Y; et Y;;1 ne sont pas
indépendantes.

3. Calculons ’espérance et la variance de Z,,.

B(Z,) == 3 B =
k=1

et
1 n
V(Z) == [ D V) +2 > cov(V;,Y))
"\ = 1<i<j<n
1
3 np?(1 —p?) +2 Z cov(Y;,Y;)

1<i<j<n

1 n—1
== (np2(1 —p)+2) E(YiYin) - E(Yi)E(Ym)>
i=1
1
= — (?*(1=p") +2(0 - D(* - p"))
1l reste a appliquer l'inégalité de Bienaymé-Chebicheff a Z,,, soit :
V(Zn)

p(|Zn — E(Zn)] 2 €) < -

avec

lim V(Z,) = lim % (np*(1 —p®) +2(n — 1)(p* —p*)) =0

n—o00 n—oo 1
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Exercice 3-3

Soit X une variable aléatoire réelle a densité, de loi uniforme sur Uintervalle
10, 1], et b un nombre réel strictement positif.

1. On pose ¥ = —bIn(X). Déterminer une densité de Y, ainsi que son
espérance et sa variance.

Soient Y; et Y5 deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi
que Y.
On pose : U =Y1 + Y5,V =Y1/Y; (quotient de Y7 par Y3), S = In(V).

2. a) Déterminer une densité de U.

b) Déterminer une densité de S (on déterminera au préalable une densité de
T=—In YQ)

c) En déduire une densité de V', puis une densité de la variable aléatoire W

1
définie par W = ——.
ep 1+v,
Préciser ’espérance et la variance de W.

d) En exprimant W en fonction de Y; et de Y3, montrer que la valeur de
I’espérance de W était prévisible.

e) Calculer E(UW) — E(U)E(W). Quelle remarque peut-on faire ?

Solution :
1. On a Y(Q) = Rt*, et pour tout y > 0 :
PY<y)=P(X>e t)=1—e"

Aussi la densité de Y est définie par :

0 sinon
On remarque que Y suit une loi ['(b, 1), donc que E(Y) =b,V(Y) = b%
2. a) Les variables Y7 et Y, suivant toutes deux une loi T'(b,1) et étant
indépendantes, le cours nous dit que U = Y] + Y5 suit une loi I'(b, 2).

b) Soit T'= —InY5. Alors T'(2) = R et pour tout ¢ réel :

—t eft

P(T <t)=P(=blnX >e ') = P(X < exp(—eT)) = exp(— )

ol

D’ou la densité de T' définie sur R par :

fr(t) = exp(——) - Ze*t
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Un calcul similaire donne qu’une densité de InY; est définie sur R par :

to1
fians () = exp(=5) - 3¢

Posons S =InY; — InY;. Alors S(2) = R et pour tout s € R :

fs(s) :/Rflnylf—lnyl(s—t)dt

soit . g
fsts) = [ exp(= 5 G texp(= ) - et
Posons u = ¢(t) = ge*t qui est une bijection de classe C* de R sur Rt. On
obtient : oo
fs(s) = es/ ue™ e ) gy
0
et, pour tout s réel :
eS eS
=—I2)= —
fS(S) (1_+_es)2 ( ) (1_+_es)2

¢) On a V =exp(S),V(Q2) = Rt et une densité de V est définie pour v > 0

par fy(v) = m

On sait que W () =]0,1] et pour tout 0 < w < 1:
1 1
PW<w)=PV>—-1)=1-Fy (——1)
w w
On obtient ainsi, pour la densité de W :

fwlw) = —fv (é _ 1) (-%) 1

ce qui donne que W suit une loi uniforme sur 0, 1]. Ainsi E(W) =
1

12

. Y, Yi
d O sait eW = =1—-—
) On sait qu i+ Y% Y+ Vs

des roles symétriques, W et W' suivent la méme loi, et E(W) = E(W') = 1/2.
e) On a UW =Y5. Donc E(UW) — E(U)E(W) = 0. Si on peut étendre les
théoremes connus des variables aléatoires discretes aux variables continues,
alors py,w = 0. Cela signifie-t-il que U et W sont indépendantes ?

= 1-W'. Comme Y; et Y5 jouent
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Exercice 3-4

A. Soit k£ un entier naturel strictement positif. On considére une suite
(Zn)n>0, de nombres réels appartenant au segment [0, k.
On pose pour tout n entier strictement positif :

n
Snzzxjy rn:f(sn)ZSn_Lan
i=1
ou |z] représente la partie entiere de z.
1. Montrer que la suite (r,) est bornée.

2. Montrer que 7,4+1 = f(f(sn) + Znt1), pour tout n > 0.

B. Soient X; et X deux variables aléatoires réelles continues indépendantes,
définies sur le méme espace probabilisé ({2, B,P) et toutes deux de loi
uniforme sur lintervalle [0, k[.

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire So, définie par S =
X1 + Xo.

2. On définit la variable aléatoire Ry par : Ry = So — | S2].
Déterminer la fonction de répartition de Rs en fonction de celle de S5 et en
déduire une densité de R, dans les cas :

a) k=1,

b) k= 2.

3. Soient (X,,)n>0, une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur (2, B, P), toutes de loi uniforme sur lintervalle [0,1[. On définit pour
tout n >0 :

Sp=X1+Xo+4+--+X,, R,=S,— 1[5

Déterminer la loi de R,, (on pourra utiliser les résultats de la question A.2 et
un raisonnement par récurrence).

Solution :

A. 1. Pour tout n, s, est un nombre réel et pour tout n, 0 < r,, < 1. (r,
s’appelle la partie fractionnaire de s;,).

2. Calculons, pour tout n € N* :

f(80) + Tnt1 = 8n — [Sn] + Tny1 = Snt1 — [Sn]
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et
F(f(sn) + Tns1) = snt1 — 5] — [(Sn+1 = [50])]
= Spy1 — [Sn) — |[Sny1] + [5a)
= T'n+1

B. 1. On sait que S2(2) = [0, 2k[ et que pour tout = réel, la densité f de Sy
est définie par :

f(z) = /R Fx(8) Fey (e — 1)t
Donc

e 0<x <k, f(ac):/0 =z

Tdt  x

k
dt 2k—=z
k< 2k = - = .
e k<< ,f(l') /x_kk2 2
Finalement :
Oa: siz <0
T)=1< 9k —
o sik<z <2k
0 six > 2k

2. a) Pour k =1, il vient :

R22{52 SiOSSQ<1
So—1 sil<S5y<2
Ainsi, pour t € [0,1] :
P(O <R < t)
=P{[(0<S<t)et (0<Se<D]ou[(0<Sy—1<t)et (1<852<2)}
et, par disjonction et inclusion :

P(OSR2<t):P(0S52<t)+P(1§52<1+t)
La fonction de répartition de Ry est définie par :
t 14+t
FR2(t):/ CEdCE+/ (2—x)dz =t, pour t € [0,1]
0 1
soit, :
0 sit<O
FRQ(t):{t si0<t<1
1 sit>1
ce qui signifie que Ry suit une loi uniforme sur [0, 1].
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Pour k=2, 0n a:

So sio< Sy <1

So—1 sil1<Sy<2

Sy —2 si2 < Sy <3

Sy —3 si3 < Sy < 4

et de méme que précédemment, pour ¢ € [0, 1[, par disjonction et inclusion :
PO<Ry<t)=P0< S <t)+P(1<S<1+t)+P(2< 5, <2+1)

+P(3< S <3+1)

t 1+t 2+t 3+t
rdx rdx T T
- [ 2 ray 1— —) d (1 - —) d
4 +/1 1 +/2 ( 1 a:+/3 1 T

=1

R, =

De méme que précédemment, Ry suit une loi uniforme sur [0, 1].

3. Peut-on envisager de montrer par récurrence que R,, suit une loi uniforme
sur [0,1[?

e C’est vrai pour n =1, 2.

e supposons que R, suive une loi uniforme sur [0, 1[. Alors R, +1 = f(Spt1) =
F(f(Sn) + Xpy1) = f(Ry + Xpt1). Or Ry, et X401 suivent chacune une loi
uniforme sur [0, 1] et sont indépendantes. Par la question précédente, R,
suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 3-5

Soit n € N,n > 2.

n véhicules numérotés de 1 & n sont engagés dans un rallye automobile. Ils
finissent une étape entre minuit et une heure du matin.

Pour tout i € {1,...,n}, on note U; la variable aléatoire égale & ’heure
d’arrivée du véhicule i. On suppose que les variables (U;) sont indépendantes
et suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Pour ¢t € [0,1], on note N, la variable aléatoire représentant le nombre de
véhicules arrivés au plus tard a l'instant ¢.

Enfin, pour tout ¢ € {1,...,n}, on note T; la variable aléatoire représentant
I’heure d’arrivée du véhicule classé en i-iéme position.

1. Déterminer la loi de V.

2. Soit ¢ € {1,...,n}. Déterminer, sous forme d’une somme, la fonction de
répartition de Tj;, puis une densité et I’espérance de T;.

Solution :
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1. Chaque variable aléatoire U; suit une loi uniforme sur [0,1]. Ainsi pour
tout ¢ réel, P(U; <t) =t.

Chaque voiture a la probabilité ¢ d’arriver avant l'instant ¢, les heures
d’arrivée sont indépendantes et [V; représentant le nombre de voitures arrivées
avant l'instant ¢, suit une loi binomiale B(n,t).

2. Pour tout i € {1,...,n}, notons F; la fonction de répartition de la variable
aléatoire Tj.
Pour tout ¢ €]0, 1] ,
Fi(t) = P(T; <t) = P(Ny > i) = _ Chth(1 - )"
k=i

Ainsi, pour tout ¢ réel :

0 sit <0
Fi(t)={ Y _ChF(1—n"* sitelo,1]
k=i
1 sit>1

La fonction Fj vérifie les propriétés des fonctions de répartition des variables
a densité (F' est continue, dérivable sauf peut-étre en 0 et 1, de limite 0 en
—oo et 1 en +00).

Pourtout 0 <t <1:

n n—1
Fi(t)y =Y Cheth=' (1 — )"k = 3" Ck(n — )tk (1 —t)"F!
k=1 k=1

n—1 n—1
= ) O+ DA - =Y Ch(n = k)1 — )R
k=i—1 k=1
n—1
= CLit M1 = )"+ ) ((k+ DO — (n = K)CR) (1 — )" k!
k=i

=Clit (1 — )

1
et E(T;) = / iCit'(1 — )" Une intégration par parties donne que :
0

L ) n—1 L )
Ji = / t(1—t)"dt = / (L= at
0 0

i+1
n_—iJ' — = (n —i)!
i+ 17 (i+1)@G+2)...(n+1)
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et i
1C? )
E(T;) = — T =
() (i+1)CL,, n+l

Exercice 3-6

Une urne contient des boules blanches en proportion p et des boules rouges
en proportion ¢, toutes indiscernables au toucher, avecq =1—pet 0 < p < 1.
On procede & une suite de n tirages au hasard d’une boule de 1'urne, dont
on note la couleur avant de la replacer dans 'urne, n étant un entier naturel
supérieur ou égal & 3, fixé a priori. On constitue ainsi des séries unicolores,
au gré des couleurs obtenues dans la suite des n tirages. Par exemple, pour
n = 9, en notant B 'obtention d’une boule blanche et R l’obtention d’une
boule rouge, la suite de résultats B, B, R, B, R, R, R, B, B fournit 5 séries
unicolores : BB, puis R, puis B, puis RRR, et enfin BB.

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de séries unicolores obtenues
a l’issue des n tirages.

1. Calculer :

a) la probabilité P[X = m].

b) la probabilité P[X = M],
m et M désignant respectivement les valeurs minimales et maximales que
peut prendre X.

On désigne par Y; la variable aléatoire valant 1 lorsqu’une boule blanche est
obtenue au (i — 1)-iéme tirage et une boule rouge est obtenue au i-¢me tirage,
valant 0 sinon.

Symétriquement, on désigne par Z; la variable aléatoire valant 1 lorsqu’une
boule rouge est obtenue au (j — 1)-iéme et une boule blanche est obtenue au
j-éme tirage, valant 0 sinon.

2. Exprimer X en fonction des Y; et des Z;. En déduire 'espérance de X.

Tout au long de la suite des n lancers, on gagne un Euro & chaque fois que
I’obtention d’une boule blanche est immédiatement suivie de ’obtention d’une
boule rouge ; inversement, on perd un Euro a chaque fois que I'obtention d’une
boule rouge est immédiatement suivie de ’obtention d’une boule blanche.
Soit G, la variable aléatoire représentant le gain global en Euro(s), (positif
ou négatif), obtenu & l'issue du k-iéme tirage.

3. a) Déterminer les lois de G, G2, Gs.
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b) Montrer que les variables Gy, k > 1, sont toutes de méme loi.
c) Préciser 'espérance et la variance de Gy.

d) En utilisant la question précédente, calculer la variance de X.

Solution :

1. Le nombre de séries unicolores est compris entre 1 et n. Donc X (Q) €
{1,...,n}.

L’événement (X = 1) correspond a des séries unicolores de longueur n, soit
de boules blanches, soit de boules rouges. Aussi P(X = 1) = p™ + ¢".
L’événement (X = n) correspond & un changement de couleur & chaque
tirage. Aussi

e sin = 2k est pair, I’événement (X = n) correspond au tirage (BRBR. .. BR)
ou (RBRB...RB) et P(X =n) = 2(pq)*.

e si m = 2k + 1 est impair, ’événement (X = n) correspond au tirage
(BRBR...BRB) ou (RBRB...RBR) et P(X = n) = p**'¢F + phgFt! =
(pg)*.

2. Les variables aléatoires (Y;) et (Z;) représentent les ruptures de couleurs.
En effet ’"événement (Y; + Z; = 1) correspond & un changement de couleur.

Aussi X =1+ ZYi + Z Z;. Les variables aléatoires (Y;) et (Z;) suivant
i=2 =2

toutes des lois de Bernoulli de parametre pg, on a E(X) =1+ 2(n — 1)pq.

3. a) La variable aléatoire G est certaine : G1(Q2) = {0}, E(G1) =0,V (Gy) =

0.

La variable aléatoire G5 prend ses valeurs dans {—1,0,1} et :

P(Gy=1)=pq, P(G2=-1)=pq, P(G>=0)=1-2pq

La variable aléatoire G5 prend ses valeurs dans le méme ensemble.

e (G =1)=(B,R,R)U(B,B,R) = P(G3 = 1) = pg®> + p’q = pq

* (G3=-1)=(R,B,B)U(R,R,B) = P(Gs = —1) = pg® + p°q = pq

e (G3=0)=(B,R,B)U(R,B,R)U(B,B,B)U(R,R,R) = P(G3 =0) =
1 —2pq.

b) Soit k > 1. La variable aléatoire G}, est a valeurs dans {—1,0,1}. En effet
Pévénement (|G| > 2) est impossible puisque perdre (ou gagner) un second
Euro nécessite d’avoir gagné (ou perdu) le premier.

e l’événement (G}, = 1) signifie avoir obtenu une boule blanche au premier
tirage, une boule rouge au k-ieme et des résultats quelconques entre ces deux
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tirages. Aussi :
k—2
P(Gr=1)=pg Y Ciop'¢" > =pq
i=0

e D’événement (Gj, = —1) signifie avoir obtenu une boule rouge au premier
tirage, une boule blanche au k-ieme et des résultats quelconques entre ces
deux tirages. Aussi :

k—2
P(Gr=—1)=pg)_ Ci_op'd" > =pqg
=0

e ainsi P(G, =0) =1—2pq.
c) Par des calculs évidents, il vient, pour k > 1, E(G) = 0 et V(Gi) = 2pq.

n n
d) On peut écrire G,, = ZYl - ZZf =Y — Z. Ainsi :
=2 j=2
V(G =V (Y)+V(Z)—2cov(Y, Z) = 2pq
V(X)=V(Y)+V(Z) +2cov(Y, Z)
Or Y et Z suivent la méme loi en inversant les roles de B et R. Aussi :
V(X) =4V (Y) - 2pq
Mais :

n

V) =) V() +2 Y cov(V;, ;) = (n—1)pg(1—pg) —2(n —2)(pg)’

i=2 2<i<j<n

En effet, si j > i + 2, les variables Y; et Y; sont indépendantes (il n’y a pas
de tirage commun) et si j =i+1,Y;-Y; = 0 et cov(Y;,Y;) = —E(Y)E(Y;) =
—(pq)?. Finalement :

V(X) = (4n — 6)pg — (12n — 20)(pq)*

Exercice 3-7

Soit n un entier naturel strictement positif, inconnu a priori.

Une urne contient des jetons & deux faces portant chacun, sur une des faces
un numéro bleu, et sur l'autre face un numéro rouge. On sait que, sur
I’ensemble des jetons de l'urne, k exactement portent le numéro bleu k, ceci
pour k =1,2,...,n, et que, parmi les k jetons portant le numéro bleu £, un
et un seul porte le numéro rouge ¢, ceci pour i = 1,2,...,k.
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1. Déterminer, en fonction de n, le nombre de jetons contenus dans l'urne.

On tire au hasard un jeton de I'urne. On désigne par B la variable aléatoire
associée a son numéro bleu, et par R la variable aléatoire associée a son
numéro rouge. On pose, d’autre part, G = B — R.

a) Déterminer la loi du couple (B, R).

b) En déduire les lois de B et de R. Calculer leurs espérances et leurs
variances.

c) Suite au tirage d’un jeton, on gagne G. Préciser I’espérance de G et calculer
la variance de G.

3. Déduire de b) et c), trois estimateurs sans biais de n, ’un étant une fonction
de B, le second une fonction de R et le troisiéme une fonction de G. Préciser
leurs variances respectives. Lequel est le plus indiqué pour estimer n ?

Solution :

1. Le nombre total de jetons est égal a :

Z n+1)

a) Le couple aléatoire (B, ) vérifie :
(B,R)(Q) ={(i,j) e N’ |1 < j <i<n}
et pour tout (i,5) € (B, R)(Q) :
1 2

P((B,R) = (i,j)) = n(ntl) n(n+1)

b) Il vient immédiatement que B(Q?) = {1,...,n} et pour tout 1 <i <n :

v . . 22
- ;P((B,R) =(i,5)) = nm+ D)

Ainsi :

2 " on + 1
E(B) = —— 2 =
(B) n(n+1)i2:;Z 3 7

5 2 o n(n+1
E(B ):mz;ﬁ:%,

n2+n—2

V(B) = 13
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La loi de R est tout aussi immédiate. On a R(Q2) = {1,...,n} et pour tout
1<j<n:
P(R=j)=) P((B,R)=(i,j)) =

i=j

2ln—j+1)
nin+1)

2
Un calcul élémentaire donne E(R) = o ; ,V(R) =V (B).

c¢) La variable aléatoire G est égale & B — R. Aussi E(G) = E(B) — E(R) =
n—1

3 et :
n?4+n-—2
V(G) =V (B)+V(R) —2cov(B,R) = g
En effet : '
E(BR) =7 ijP((B,R) = (i,]))
i=1 j=1
P DN
n(n+1) Pt
_n(n+1) N 2n+1
N 4 6
o 1 2 1 2 1 2
cov(B, R) = n(n+1) N n+l (2n+1)(n+2)
3B-1 6 )
3. Posons B' = 2_ ,R' = 3R — 2,G' = 3G + 1. Ces trois variables

aléatoires ont pour espérance n et sont des estimateurs sans biais de n. Et :

2 -9 2 )
P vy =ve) =

indique que B’ est un meilleur estimateur que R’ et G'.

V(B') =

Exercice 3-8

Une épreuve écrite de concours se présente sous forme d’un Q.C.M.

50 questions, supposées mutuellement indépendantes , y sont posées. Pour
chacune des 50 questions, il y a quatre sous-questions supposées mutuellement
indépendantes.

Pour chaque sous-question, le candidat a le choix entre deux réponses : « vrai»
ou «faux ». Les réponses aux questions sont présentées en ligne, une ligne par
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question, chaque ligne étant constituée de quatre cases a cocher, une par
sous-question.

On suppose que le candidat donne une réponse & chaque sous-question et
qu’il répond & chaque fois au hasard.

On note F' la variable aléatoire décomptant le nombre de sous-questions dont
la réponse est erronée.

1) Dans une premieére éventualité, on suppose que le Q.C.M. est corrigé
«question par question », c’est-a-dire qu’une ligne est considérée comme juste
et rapporte 4 points au candidat si et seulement si toutes les réponses de la
ligne sont correctes. Dans le cas contraire, le candidat est pénalisé d’un point.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus par le
candidat.

Déterminer la loi de X, son espérance, et sa variance.

2) Désormais, on suppose que les sous-questions sont corrigées indépendamment
les unes des autres, chaque case ayant une réponse correcte rapportant 1 point
au candidat, et chaque case ayant une réponse incorrecte pénalisant la note
de 1/4 de point.

On note Y la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus dans cette
deuxieme correction.

Déterminer la loi de Y, son espérance, et sa variance.

Solution :

1. Soit L le nombre de lignes non globalement justes. L prend ses valeurs
dans {0,1,...,50} et le nombre de points obtenus par le candidat est

4(50 — L) — L =200 — 5L.
Pour tout j € {0,...,50}, P(X =200 — 5j) = P(L = j). Or L suit une loi
binomiale de parametres (50,p), avec p = 1 — — = —. En effet, une ligne

24 16°
est considérée comme correcte si les 4 réponses sont correctes, et ceci avec

la probabilité i Les réponses étant considérées indépendamment ligne par
ligne, on obtient la justification demandée.
Comme X = 200 — 5L, il vient

E(X) = 200 — 250p et V/(X) = 25V (L) = 1250p(1 — p).
2. Soit F' le nombre de réponses fausses. F prend ses valeurs dans {0, 1, ...,200}
et le nombre de points obtenus par le candidat est (200—F)—F/4 = 200—3F.
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Pour tout j € {0,...,200}, P(Y = 200 — 5j/4) = P(F = j). Or F suit une
loi binomiale de parametres (200, 1/2).
Donc Y (©2) = {200 — 55/4,0 < j < 200}, et pour tout j € {0,...,200} :

P(Y =200 —5j/4) = P(F = j) = Cly, (%)

2
Comme Y = 200 — 5F/4, il vient E(Y) = 75 et V(Y) = 6_3_

Exercice 3-9

Soient X, X5, X3, X4, quatre variables aléatoires indépendantes, définies sur
le méme espace probabilisé (2, B, P), et toutes de loi uniforme sur I'intervalle
[0,b], b étant un nombre réel strictement positif inconnu.

On définit les variables réelles a densité suivantes :

Y = min(X;, Xs), Z = max(X;, Xs), A = min(X3, Xy), B = max(X3, X4)
1. Déterminer la loi de Y (fonction de répartition et densité).
2. Déterminer la loi de Z (fonction de répartition et densité).

On définit, d’autre part, les variables aléatoires :
S =max(A,Y), et T = min(B, 2)
et on note F' et GG, respectivement, les fonctions de répartition de S et T'.
3. Déterminer F' et GG, et montrer que :
(x) F(z)-G(z) >0,V eR
4. En intégrant F' et G par parties sur 'intervalle [0,0], et en utilisant la

relation (x), montrer que E(S) < E(T), ou E désigne 'opérateur espérance.

5. Déterminer des densités de S et T', et calculer les espérances et les variances
de SetT.

6. Soient a et b deux réels, avec a < b, et U et V, deux variables aléatoires
réelles a densité, définies toutes deux sur l'intervalle [a,b], dont les fonctions
de répartitions respectives, Fyy et Fy sont supposées de classe C! et vérifiant
la relation : Va € R, Fy (z) — Fy(z) > 0.

A-t-on E(U*) < E(V¥) pour tout k entier naturel ?

Solution :
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1. Les variables aléatoires X; et X suivant une loi uniforme sur [0, b] et étant
indépendantes, il vient Y (2) = [0, ], et pour tout y € R :

P(Y >y) = P(X1 >y) N (X> >y)) = (1 - Fx(y))*

et :
0 siy <0
y\% .
F — —(1-2 <y <
v (y) 1 (1 b) si0<y<b
1 siy>b
d’ou une densité de Y :
0 siy ¢ [0,0]
=< 2
fr(v) 7 (1 — %) autrement

2. Les variables aléatoires X; et X, suivant une loi uniforme sur [0, b] et étant
indépendantes, il vient Z(€2) = [0, b], et pour tout z € R :

P(Z <2)=P((X; <2)N(Xs <2)) = (Fx(2))?

et :
0 ) siz<0
z
F = — i0<z2z<
7(2) (b) si0<z<b
1 siz>b
d’ou une densité de Z :
0 siz ¢[0,0]
={ 2
fz (Z) b—j autrement

3. Par indépendance de A et Y, il vient, pour tout s réel :
F(s) =p((A < s)N (Y < s)) = [Fy(s)]°. Donc :

02 sis<0
F(s) = 2—4(21)—5)2 si0<s<b
1 sis>b

De méme, par indépendance de B et Z, il vient, pour tout ¢ réel :
1-Gt)=p(B>t)N(Z>1t) =[P(Z>1)].

Donc :
02 sit<0
t .
G(t) = b—4(2b2—t2) si0<t<b
1 sit>b
) 222 )
Enfin, pour tout z réel : G(z) — F(z) = ———(b—z)° <0.

b4
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4. Comme F et G sont des fonctions de classe C', les espérances de S et T
existent et :

b b
| P = b - / 2fs(z)dz = b— E(S)

/ G(z)dx = [zG(z )] —/ zfr(z)de =b— E(T)
La relation, F(z) — G(xz) > 0, pour tout z réel entraine donc que E(S) <
b
E(T). De plus, on a 'égalité E(S) = E(T) si et seulement si / (G(x) —
0

F(z))dz = 0 ce qui entraine F' = G (puisque F' — G est positive et continue),
ce qui n’est pas le cas ici.

5. Un calcul immédiat donne :

04 si s ¢ [0, 0] 91 si t ¢ [0,0]
fs(s) = { b—45(s —b)(s —2b) sinon Jr(t) = { b—z(bQ — %) sinon
et

7 1167 8b 1167
E(S) = 13 V(8) = 550 B(T) =, V(T) = 5o

6. Le cas k = 0 est évident et le cas k = 1 a été traité dans une question
précédente. Pour k > 2, considérons :

b b b
[ KA B = Fo)ds = (4R = Fo@), - [ o - )@
= E(V*) - E(U")
Ainsi :
b
EUM<EVH e / kx*=Y(Fy — Fy)(z)dz > 0

e pour k impair cette inégalité est toujours vérifiée.

e pour k pair, elle est vérifiée si @ > 0, mais n’est pas toujours vérifiée si
a < 0. En effet, dans ce cas, il est possible de trouver deux fonctions de
répartition Fy et Fy telles que 'intégrale reste négative.

Exercice 3-10

On considére une fonction f de classe C? de [0, 1] dans R telle que f(0) = 0,
f'(0) = X €]0,1] et pour tout € 10,1], f'(x) >0 et f'(z) < 0.

1. a) Montrer que pour tout z € 10,1], on a f(z) < Az.
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b) On prend zo € ]0,1] et pour n € N on définit par récurrence x,; =

Montrer que la suite (x,) est décroissante et converge vers 0.

2. On considere des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli (X, )nen=
de parametre x,, c’est-a-dire que la probabilité de succes la n-ieme fois (ce
qui correspond & X,, = 1) est x,,.

a) Quelle est la probabilité p,, d’obtenir n échecs aux n premieres épreuves ?

b) Montrer que la suite (p,) est décroissante et converge. On note £ sa
limite. Comment interpréter la propriété £ =07

¢) Montrer que ¢ = 0 si et seulement si la série de terme général z,, diverge.

3. On pose f(z) = lf-x'

a) La fonction f vérifie-t-elle les hypotheses du 17

b) Calculer L _ 1 gy déduire un équivalent de z,, quand n tend vers
Vinfini Tn+1  Tp
infini.

Que vaut, dans ce cas, £ définie au 2) ?
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Solution :

1. a) La fonction f étant de classe C? et vérifiant f(0) = 0, f'(0) =
A, f'(t) < 0, la formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire, pour
tout z € [0,1] :

T

F@) = \a +/ (= ) F" ()t < Ao

0
b) Par la question précédente, comme X €]0, 1], la suite (z,) est décroissante,
minorée par 0. Elle converge donc vers une limite L > 0 qui vérifie L < AL
donc L = 0 lorsque A < 1.

2. a) Par indépendance, on a :

pn=0—z)(l—25) ... (1—2,) = [J(1— )
k=1

anrl

b) Comme =1—uz, <1, la suite (p,) est décroissante, et minorée par

0. Elle admeéo 7cllonc une limite £.

¢ = 0 signifie obtenir une infinité d’échecs, car les événements FE,=«obtenir
n échecs lors des n premieres épreuves», forment une suite décroissante
d’événements.

c) On alnp, = Zln(l — xp). La suite (x,) étant convergente vers 0, on
k=1
sait que pour n grand In(l — z,,) ~ —x,. Ainsi la série ) z,, diverge si et
seulement si la série Y In(1 — x,,) diverge c’est-a-dire si et seulement si la
limite lirf In(py) n’existe pas ou encore si et seulement si £ = 0.
n——+0oo

vérifie les conditions de

. . . T
3. On vérifie aisément que la fonction f: z — T
x

la premiére question,sauf pour A = 1. Mais, pour tout n € N :
1 I oz, 1 1
Tn41 Tp B 1+ Tn Tn B

1
La suite ( - —) est convergente vers 1 (ici méme égale...). On peut
Tn/,

”1< 1 1) (1 1)
> (ara) = (5 2) =
Tht1 Tk Tn Zo

k=

anrl
écrire :

1 1
donc — ~n et x,, ~ —. Ainsi la série ) z,, diverge et £ = 0.
Tn n
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Exercice 3-11

1. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (€2, B, P), indépendantes, de méme loi, & valeurs dans N et telles
que :

Vn e N, P(X =n)0.
Les variables X +Y et X — Y sont-elles indépendantes ?

2. Réciproquement, on suppose que X et Y, a valeurs dans N, sont telles que
X 4+Y et X —Y sont indépendantes.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Soient X et Y a valeurs dans N, possédant une variance, telles que X +Y
et X —Y soient indépendantes. Comparer la variance de X et celle de Y.

Solution :

1. La réponse est négative. En effet, on a P(X +Y =1) # 0,P(X - Y =
0)#0, mais P(X +Y =1)N(X =Y =0)) =0.

2. Ici encore la réponse est négative. En effet, si X est une variable aléatoire

a valeurs dans Net si Y = X, alors X +Y =2X, X —Y =0, et 2X est
indépendante de 0, alors que X ne 'est pas de X.

3. Comme X +Y et X —Y ont une variance, leur produit a une espérance
et par indépendance E((X +Y)(X —Y)) = E(X +Y)E(X - Y), soit en
développant :

E(X?)-E(Y?) =E*X)-E*Y)=V(X)=V()

Exercice 3-12

On admet le résultat suivant :

Soit (wn k)nen ken une suite & deux indices de réels positifs ou nuls telle que :
o0

a) pour tout k € N, la série Z Up,; converge. On note Sj, sa somme ;
n=0
o0
b) la série Z Sk, converge.
k=0
Alors on peut permuter les symboles Y, c’est-a-dire que l'on a :
o0 [ee] o0 o0 [ee]
> 50=3 (Sma) =3 (S
k=0 =

k=0 \n=0 n=0 \k=0
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1. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (X, N) un couple de variables
aléatoires discretes définies sur 2 & valeurs dans N. On suppose que X admet
une espérance. Montrer que si on note E(X | N = n) Pespérance de la loi
conditionnelle de X sachant (N =n), on a :

E(X)=>_ E(X|N =n).P(N =n)

2. Une expérience consiste a effectuer des lancers successifs et indépendants
d’une piéce donnant «pile» avec la probabilité p € 0, 1] et «face» avec la
probabilité g = 1 — p.

On note N la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir pour la premiere fois «pile».

Dans un deuxieme temps, si «pile» est apparu pour la premiere fois au n-
ieme tirage, on effectue n lancers de la méme piece et on note X le nombre
de «pile» obtenus lors de cette seconde série de lancers.

Déterminer l'espérance de X (on admettra que cette espérance existe).

3. Dans un casino, un jeu se déroule de la fagon suivante : un croupier mélange
trois cartes, qui sont ’As de Coeur, le 2 de Coeur et le Valet de Pique et les
présente sur la table face cachée. Un joueur choisit une carte au hasard. Si
celle-ci est un Coeur, il gagne la somme correspondante (1 Euro si c’est I’As
ou 2 Euros si c’est le 2) et rejoue, le croupier mélangeant a nouveau les trois
cartes; si la carte tirée est le Valet de Pique, le jeu s’arréte.

On note IV le nombre de cartes de Coeur tirées jusqu’a ’apparition du Valet
de Pique et S la somme des Euros obtenus.

a) Déterminer la loi de N. Quelle est la probabilité que le Valet de Pique
n’apparaisse jamais 7

b) Déterminer la loi conditionnelle de S sachant que N = n.

¢) Quel prix minimum le casino doit-il faire payer une telle partie pour ne
pas étre perdant en moyenne ?

Solution :

o0
1. La série Z kEP(X = k|N = n) est une série convergente, car pour tout

k=0
k>1,0na:

0<kP(X =k|N=n) <kP(X =k)
et on sait que X admet une espérance.
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o0
On a donc, par définition E(X|N =n) = ZkP(X = k|N = n), et, par la
k=0

propriété admise :

E(X) = f: kP(X = k) = f: k (i P(X = E|N = n)P(N = n)>
k=0

k=0 n=0
_ f: <§: kP(X = k|N = n)> P(N =n)
n=0 \k=0

oo
=Y E(X|N =n)P(N =n)

n=0
2. N représente le temps d’attente du premier « pile ». On sait que N suit une
loi géométrique de parametre p, soit pour tout n € N* : P(N =n) = pg" L.
Or la loi conditionnelle de X conditionnée par (N = n) représente le nombre
de
« piles » obtenus lors de n lancers ; ¢c’est donc une loi binomiale de parametres
(n,p). Donc pour tout 0 < k <n :

P(X = k|N =n) = Ckpkgn* E(X =kN =n)=np

En utilisant la question précédente, il vient :

E(X)=)_ E(X|N =n)P(N =n)

o0 o0
=Y np-pg"t =p (Z nq’”)
n=1

1
2
(1-q)?
3. a) N représente le nombre de parties jouées avant I’apparition du Valet de
Pique. N suit une loi géométrique sur N de parameétre %, soit :

1

o0

On a alors ZP(N = n) = 1 et la probabilité que le Valet de Pique
n=0

n’apparaisse jamais est nulle.

b) L’événement (N = n) correspond au tirage de n cartes Coeur, qui rapporte
chacune 1 ou 2 Euros. Donc (S|N =n)(Q) = {n,...,2n}.
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c) (S = k|N = n) correspond au tirage de = cartes As de Coeur et y cartes

deuxdeCoeur,avec{w‘H/:n Donc{wZQn—k‘
z y=k—n

Ainsi, pour tout k € {n,...,2n} :

ckn
P(X = k|N =n) o
et
2n Ck_n 1 n
—_ — n
E(XIN=n)=>k m —2—nZ(n+])C$L
k=n 7=0
—Q—nnZC’ﬁl-i—Q—anCfl
7=0 7=0
—n+2—3—n
o 2 2
et
= Z3n 1 /2\" 1 2\ "1
E = E N = P(N = = —_— = = = — — =
(8)= 3 BEIN =mP(¥ =n ;023(3) 3Zn(3) 3

Le prix minimum que le casino doit faire payer pour ne pas étre perdant en
moyenne doit étre supérieur ou égal & 3 Euros.

Exercice 3-13

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé et T' une variable aléatoire définie sur {2
suivant une loi normale centrée réduite N(0,1).

1. Rappeler ’expression d’une densité ¢ de T. On notera ® la fonction de
répartition de T'.

1
2. a) Montrer que pour tout > 0,ona:0<1— ®(x) < Cyok
T

(on pourra utiliser I'inégalité de Bienaymé-Chebicheff).

+0o0
b) En déduire ’existence de l'intégrale / (1 — @(x)) dz, puis la calculer.
0

3. On associe & T les variables aléatoires suivantes :
X=|T|, Y=|T|, Z=|X]

ou | | désigne la valeur absolue et | | désigne la partie entiere.
a) Déterminer une densité de X.
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b) Exprimer, pour tout k& € N, la probabilité p(Z = k) & l’aide de la fonction
d.

c¢) Déterminer, pour tout k € Z, la probabilité P(Y = k).
d) Montrer la convergence de la série Z k(P(Y = k) — P(Y = —k)) (on
k>1

pourra raisonner a partir des sommes partielles). En déduire I’espérance de
Y.

e) Montrer que Z admet une espérance.

Solution :

1. C’est effectivement une question de cours! Une densité de T est définie

1 —2?/2
V2T

pour tout z réel par ¢(x) = et la fonction de répartition de T est

alors ®(z) = /x (t)dt.

—0o0
2. Par définition d’une fonction gle répartition, on sait que pour tout x réel,
0 < ®(x) <1, et, ici, comme e */? > 0 pour tout ¢ réel, on a : ®(z) < 1.

e

a) L’inégalité de Bienaymé-Chebicheff affirme que, pour tout z réel :

1 1
1 . . 1

donc que 2P(T > z) < — ce qui correspond & 1 — ®(z) < PYch
T T

+oo
b) La majoration que ’on vient d’obtenir montre que 'intégrale / (1-
0

®(z))dx converge. De plus, pour tout A > 0 :

A 4 A
/0 (1 - ®()dt = [t(1 — B(1))]; — / b (t)dt
Or0 < A(1 — ®(4)) < A2—i12 entraine que AET A(l — ®(A4)) = 0, donc

que :

+0o0 400 1
/0 (1 — ®(t))dt = /0 ol =

3. a) Calculons la fonction de répartition de X = |T'|.
e pour tout z < 0,P(X <z)=0.

e pourz>0,P(X<z)=P(-2<T<z)= / p(t)dt = 29(z) — 1.

—T
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Une densité de X est alors :
(z) = 0 siz <0
i) = 20(z) siz>0

+0o0 2
et son espérance est E(X) = 2/ p(t)dt =1/ —.
0 e
b) Pour tout ¥ >0,ona (Z=k)=(X]=k)= (k<X <k+1). Ainsi :

k+1
P(Z=k) = 2/ o(t)dt = 2[®(k + 1) — B(k)]
k

c) de la méme fagon, pour k € Z : (Y =k)=(|T] =k) = (E<T <k+1),
et

k41
PY = k) = /k o(t)dt = Bk + 1) — (k)

d) Utilisons, comme suggéré dans ’énoncé, les sommes partielles. Pour tout
N eN:

N N
> k(p(Y =k) —p => k(®(k+1) - (k)
k=1 k:lN
= k(®(=k+1) - ®(—k))
k=1
Or:
N N N
> k(®(k+1) - =D [(k+1)@(k+1) - [= ) ®(k+1)
k=1 k=1 N+1k:1
=(N+1)®N +1) - Z@

et comme pour tout > 0,®(—z) =1 — &(z) :

N
Zk —k+1) = @(=k)) = > _ k(®(k) - ®(k—1))
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Donc :
N

> k(p(Y =k) —p(Y = —k)) = N(@(N +1) = ®(N)) + ®(N + 1)
k=1
—®(1) + ®(0) + (1) — B(N) — B(N + 1)

Or:
r NHL gt/ N2/2
N(®N+1) — (N :N/ ——dt < e
@D -a) =N [ s o
tend vers 0 lorsque N tend vers linfini. Ainsi :
al 1
lim SR =) = = =) = 1-2(0) = 5
e) La série Z E(®(k + 1) — ®(k)) est convergente, car
k1 —t2/2 Lke—k/2

0<k(<I>(k+1)—tI>(k)):k/k Vo -

qui est le terme général d’une série convergente. Ceci signifie que ’espérance
de Z existe.

Exercice 3-14

On consideére n variables aléatoires Xy, Xo, ..., X,, indépendantes suivant la
méme loi de Poisson de parametre inconnu A.

n
— 1
1. On pose S, = ZXk et X, = —5,.
k=1 n
Rappeler la loi de S,,.
Montrer que X,, est un estimateur de A sans biais et convergent.

2. On pose # = P(X = 0) = e * (ot P(A) désigne la probabilité de
Pévénement A) et on cherche un estimateur sans biais du parametre 6.
(Dans le cas ou X représente le nombre de pannes que subit un appareil,
P(X = 0) est la probabilité qu’il n’y ait aucune panne et c’est en ce sens
qu'’il est intéressant de ’estimer).

a) Calculer 'espérance de T,, = e " = exp(—X,) et montrer que T}, n’est
pas un estimateur sans biais de 6.

b) Soit s un entier quelconque. Montrer que la loi conditionnelle de X sachant
[Sn = s] est une loi binomiale dont on déterminera les parameétres.

Préciser en particulier la valeur de P(X; =01 S, = s)



Probabilités 111

c¢) On considere la variable aléatoire :

Sn
9= (1_l>
n

Montrer que @ est un estimateur sans biais de .

d) Calculer la variance de 8 et montrer que lim V() = 0.
n—+00

Solution :

1. Les n variables aléatoires X1, X»,..., X, étant indépendantes et suivant
la méme loi de Poisson de parametre A, on sait que S, suit une loi de Poisson
de parametre nA. Son espérance et sa variance sont donc égales a n\. De plus

— — A
E(S,) =Xet V(S,) =—.

_ n —_
Comme lirf V(S,) =0, S, est un estimateur sans biais et convergent de
n——+0oo

A

2. a) On sait, d’apres le théoréme de transfert, que :

~ —k = —k _nx (nA)k
E(Tn):Ze nP(Sn:k):Ze ne o
k=0 k=0 ’

On a E(T,) # 0 ce qui signifie que T, n’est pas un estimateur sans biais
de 6. On a tout de méme liT E(T,) = 6 ce qui signifie que T, est
n——+0oo

asymptotiquement sans biais.
b) On sait que :
P((X1 = k)N (Sp = 9))

P(X, = k|S, = s) =

P(S, =5s)
Or, P((X1 = k)N (Sp = s)) = P(X1 = kN (Y4, Xj = s—k)). Les variables
aléatoires X et Z X sont indépendantes et Z X suit une loi de Poisson
i#1 i#1

de parametre (n — 1)A. On obtient alors :

AR (n—1)N)>=* s!
— — — A (n—1)X
P(X;=k|S,=s5)=¢e e X G R X =D YEINE
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et

_ 1\s—k k _ s—k
P(X, = k|S, = 5) = Cf& =ck <l> (n 1

ns n n
Ainsi la loi conditionnelle de X; sachant (S, = s) est la loi binomiale de

1
parametres s, —. Enfin :
n

P(X;=0|S, =s) = <1 - 1>S

c) D’apres le théoréeme de transfert :
E@) =Y P(X; =0[S, =s)P(S, =5)=P(X; =0) =¢
s=0
et § est un estimateur sans biais de 6.

d) Comme dans les questions précédentes :

E®?) = io (1 - l>2SP(Sn =)

s=0

o (1= 1) ()
:emzo( ) )

A
—2),2

=€

V(a) =e A (e% - 1)
quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 3-15

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit r un réel tel que 0 < r < 1. Soit X
une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parameétre r et, pour
n > 2, S, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres
(n,r).

1. a) Pour tout réel ¢ > 0, on pose g(t) = E(exp(—tX)). (E désigne
Pespérance, exp la fonction exponentielle). Calculer g(t) en fonction de ¢
et r.
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b) Justifier I’égalité :

#(ow(-52)) = (6 (2)

2. Soit a un réel tel que 0 < a < r <1 et t un réel positif fixé.
a) Montrer que :

(3 50)slen (3 )

b) Soit ¥ une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs positives.
Montrer que p(Y > 1) < E(Y). En déduire que :

o (3 e) <o o 1))

3. a) Etudier les variations de la fonction ¢ — In [exp(at)g(t)]
b) En déduire qu’il existe une constante M > 0 telle que :

(5 <0) sesmicann

4. Soit € > 0 donné. Donner une interprétation probabiliste du résultat
précédent lorsque a = r — €.

Solution :
1. a) On sait que e~t¥(Q) = {1,e~*}. Ainsi :
gt) =(1—7r)+re?
b) Soient (X1,Xs,...,X,) n variables indépendantes suivant une loi de

Bernoulli de parametre r, alors — =— Z X;et:

E<exp<—%>>=ff<exp <z>><n—>
~Ien- - (0(5))

2. a) Comme t > 0 et comme la fonction exponentielle est bijective, on peut

T
(o)
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b) On suppose que Y(Q) = {y1,y2,--.,Un}, avec y; > 0, pour tout i €
{1,...,n}. On a alors :

E(Y) :Zyip(yzyi) = > yPY =y)+ > yPY =y

ily: <1 ilyi>1
> > yiP(Y=y)> Y PY=y)=PY >1)
ilyi>1 ilyi>1

(On remarquera que cette inégalité reste vérifiée méme si P(Y > 1) = 0,
puisque l'espérance de Y est positive). Par les deux résultats précédents,
pour tout £ >0 :

() -rf(o(3-0)>
cefen((3 )
- (4(3)]
()

3. a) On peut écrire ¢ : t — at +1In(re~* +1—r). Cette fonction est continue

et dérivable sur RT et, pour tout t > 0 :
, r
t) = ———
w'(t) et(r—l)—r+a
-1

lazr > 0 (car
a(r —1)
0 < a <r < 1). Ainsi la fonction ¢ admet un minimum en ¢, qui est
strictement négatif, puisque ¢(0) = 0.

On a ¢'(t) = 0 si et seulement si t = ¢, = ln<

b) Notons —M ce minimum. On remarque que :

)y
avec 1(t) = (). Donc :

p(5 <, < (ew(t/n))n _ gnelt/n) < g—nM
<)< <

4.8 a <r—g,il vient :

Sn
P<—§T—<€> <e M
n
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qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Ainsi :

lim P<&Zr—5>:1

n—-+o0o mn

Exercice 3-16

On lance une piece de monnaie jusqu’a ce que I’on obtienne pour la premiere
fois une série d’au moins deux résultats identiques suivis d’un résultat
contraire. On arréte alors les lancers.

On suppose qu’on a une probabilité p d’obtenir «pile» et ¢ = 1 — p d’obtenir
«face» lorsqu’on lance cette piece et que les résultats des divers lancers sont
indépendants.

On note :

e X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués,

e Y la variable aléatoire égale au rang du lancer o commence la premiere
série de résultats identiques ,

e 7/ la variable aléatoire égale a 0 si la premiere série de résultats identiques
est une série de faces, égale & 1 si la premiere série de résultats identiques est
une série de piles.

Par exemple :
pour PFPFPPPPF ,ona X =9, Y =5et Z=1.
pour FFFFP, ona X =5,Y =1et Z=0.

1. Déterminer la loi du triplet (X,Y,Z), puis du couple (X,Y) (on pourra
séparer les cas Y pair et Y impair).

2. On se place dans le cas ou p = 1/2. Déterminer la loi et 'espérance de X.

3. On considere la fonction Pascal suivante :

Function f(p : real) : char;
Var ok : boolean ;

Begin

ok :=random<=p ;

If ok Then f :=’p’ Else f :="f’
End ;

La fonction random, sans parametre, est une fonction qui renvoie une valeur
de type real prise au hasard dans intervalle [0, 1]. Chaque appel & cette
fonction donne une nouvelle valeur indépendante des précédentes.
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Que rend la fonction £ lorsqu’on ’exécute 7

4. On désire simuler 'expérience décrite dans cet exercice, lorsque p = 0.8.

A Taide de la fonction £, écrire un programme affichant & 1’écran une série
de lancers, et la valeur correspondante des variables aléatoires X et Y sous
la forme : PFPFPFPPPPPF 12 7.

(on utilisera une variable r : array[1..1000] of char dans laquelle on
rangera les résultats des lancers successifs obtenus.)

Solution :
1. Il est évident que Z(§2) = {0,1} et que :
(X, Y)(Q) ={(,m) e N | £ >m + 2}.
Calculons la probabilité P((X,Y, Z) = (¢,m,n)).
e l'événement (X,Y,Z) = (¢,2k,0) correspond & l'obtention d’une suite de
PF [ fois, puis d’une suite de F' (£ — 2k — 1) fois qui commence au coup 2k
et un P au rang (. Ainsi P((X,Y, Z) = ({,2k,0)) = pF+lgi=F-1,
e l'événement (X,Y,Z) = (¢,2k, 1) correspond & lobtention d’une suite de
FP k fois, puis d’une suite de P (¢ — 2k — 1) fois et un F' au rang £. Ainsi
P((X,Y,Z) = (£,2k,0)) = pt~k-1gktt,
e l'événement (X,Y,Z) = (¢,2k + 1,1) correspond & l’obtention d’une suite
de PF k fois, puis d’une suite de P (£ — 2k — 1) fois et un F' au rang £. Ainsi
P((X,Y, Z) = (€,2k +1,0)) = p~+=1¢++1,
e Dévénement (X,Y,Z) = (¢,2k + 1,0) correspond & l’obtention d’une suite
de F'P k fois, puis d’une suite de F' (£ — 2k — 1) fois et un P au rang £. Ainsi
P((X,Y, Z) = (6,2k +1,0)) = p+1g" 51,
On sait que (X,Y))(Q) = {(¢(,m) € N*2 | £ > m + 2}. Donc, pour tout
1<m<l-2:
P(X =0)Nn(Y =m)) =p*tight 4 gttipt=ht
2. Lorsque p =1/2, pour tout 1 <m < £ —2:
-1

P =00 =m) = (3)

et la loi de X est définie pour tout £ > 3 par :

£—2 -1
PX=0)=> P(X=0n{ =m)=({-2) (§>
On sait que pour |z| <mI :

— k—2 2 ~— k—1 2z
k=2
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et

+o00
2x 1
_ _ k—1 _ _
;k(k 2)zh~ Zk Dz ka TEE (1—x)2+1

Donc :

+o00 1 {—1

= ;w 2) <2> =5
3. La fonction proposée simule le lancer d’une piece avec la probabilité p
d’obtenir Pile. Elle retourne la lettre p avec la probabilité p et la lettre f avec
la probabilité 1 —p
4. Voici un programme :
Program Pile_Face ;
Uses CRT ;
Var r : array[1..1000] of char ;
i,y : integer ;
Function f(p : real) : char;
Var ok : boolean ;
Begin
ok :=random<=p ;
If ok Then f :=’p’ Else f :="f’
End ;
Begin
Randomize ;
r[1] :=£(0.8) ; i := 1;
Write (r[i]) ;
Repeat
i :=i+1; r[i] :=£f(0.8) ; write r[i]
Until r[i-1]=r[i] ;
y :=i-1;
Repeat
i :=i+1; r[i] :=£f(0.8) ; write r[i]
Until r[i-1]<>r[i] ;
Write (0 °,i,’ 7, y)
End.
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Exercice 3-17

Soit n € N*. Un jeu counsiste a tirer un numéro parmi les nombres {0,...,n}.
Le joueur gagne la somme z égale au numéro tiré si ce numéro est pair, ou
perd cette somme x si le numéro tiré est impair.

1. On suppose que le numéro tiré suit une loi uniforme sur {0, ...,n}.
Déterminer la loi du gain (positif ou négatif) du joueur, et son espérance.
Quelle est la probabilité que le joueur gagne & ce jeu ?

Y-a-t-il des valeurs de n qui optimisent ’espérance du gain ?

2. Reprendre les questions précédentes dans le cas ou le numéro tiré suit une
loi binomiale de parametres n et 1/2.

Solution :

1. On a immédiatement X () = {(—1)*k,0 < k < n}. La variable aléatoire

1
X prend chacune de ces valeurs avec la probabilité e Ainsi :
B = (1t
n+1
k=0
Donc
. sin:2p,E(X):2p’jrl,
e sin=2p+1,E(X)=—=
De méme : .
. p
=2p,P(X >0) = P(X =2k) =
¢ sin =2 P> 0) = 3 P(X =26) = g,
. p
e sin=2p+1,P(X>0) = —"—.

1
La probabilité que le joueur gagne de ’argent est inférieure a 3

2. Dans cette question X () n’a pas changé, mais pour tout 0 < k < n,

k
P(X = (-1t = o1
Ainsi
- kCE _ (1\" ¢ - ~1/2 sin=1
EX)=) (-2 == —1)kpokot = [ 71/2 sin
(0= g = (5) el = {2 5
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Le jeu est donc équilibré si n > 1. Enfin :

C?Lk 2n71 -1
k>1 k>1

1
S oon

DN | =

1
La encore, la probabilité que le joueur gagne de l'argent est inférieure a 3

Exercice 3-18

Soient Xi,...,X,, Yi,...,Y,, n + m variables aléatoires indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de parametre inconnu p.
On se propose d’estimer p. On suppose dans la suite que n > m.

m

. My + Ms

Soit M; = X, M Yiet N= ——=.
1 Z K, My = kz:l K €t 5

1. Vérifier que Ml, M, et N sont des estimateurs sans biais et convergents
de p.
Quel est le meilleur des trois 7 (c’est-a-dire, celui dont la variance est la plus
petite)
On discutera suivant les valeurs de n et m.

2. Parmi les estimateurs de p de la forme aM; + bM> quel est le meilleur
estimateur sans biais ?

Solution :

1. De facon évidente, E(M;) = E(M,) = E(N) = p. Ces trois estimateurs
sont sans biais. De plus :

vou 2L v =5, von=Jomeriaa -2 ()

e sin>m, V(M) < V(M) et My est un meilleur estimateur que M.
V(N)  m+n

< 1 car n > m. Ainsi N est un meilleur estimateur que

2.

V(N

V((J\Il)) = m4:—nn. Donc si m < n < 3m, N est meilleur que M7 lui méme
meilleur que M. Si 3m < n, M; est meilleur que N lui méme meilleur que
M.
2. On sait que E(aM; +bMs) = (a+ b)p. Donc aM; + bM; est un estimateur
sans bais de p si et seulement si @ + b = 1. De plus :

V(aMy + bMy) = 2pq + b21;3
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Il faut donc minimiser cette fonction de (a,b) sous la contrainte a + b = 1.
On étudie donc :

2 P4 2Pq

F:a~ F(a)=a ;—l—(l—a) -

qui présente un minimum pour a = ——. Le meilleur estimateur sans biais

du type aM; + bM> est donc i M, + m M.
n+m n+m

Exercice 3-19

1. On considere la fonction f définie sur R par ¢t — f(t) = %exp(—|t|).

Montrer que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X dont
on déterminera la fonction de répartition, I’espérance et ’écart-type.
On dit alors que X suit la loi de Laplace.

2. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que
X.

Déterminer une densité g : ¢ — g(z) de Y = X; + X,. On distinguera les cas
z<0etz>0.

Quelles sont les valeurs de I’espérance et de ’écart-type de Y 7

3. a) Donner sans calculs une densité de la variable aléatoire X; — X.
b) Dans un laboratoire, un technicien effectue indépendamment 1'une de

lautre, deux pesées successives d’'un méme objet. On suppose que erreur
qu’il commet & chaque pesée suit une loi de Laplace.

Soit a réel positif. Quelle est la probabilité que les deux mesures effectuées
ne différent pas de plus de a7

c¢) Pour quelles valeurs de a 'inégalité de Bienaymé-Chebychev donne-t-elle
une information sur cette probabilité ?

Solution :

1. La fonction f est continue sur R, positive; il suffit donc de vérifier qu’elle
est d’intégrale 1. La convergence est évidente et, par parité :

+o0 +o0
f(t)dt:%/ e~tdt =1
—00 0

Soit F' la fonction de répartition de X, on a :

SimﬁO,F(x):%/ etdt=1er
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Si z > 0, par symétrie, F(z) =1—F(—z) =1— %e’m.

* La convergence (absolue) de l'intégrale définissant l’espérance est banale
et, par symétrie, ’espérance est nulle.

* Enfin la variance est égale au moment d’ordre 2 et :
400 400
V(X) :/ %tz’e*\tldt:/ t2e~tdt = T(3) = 2
—o00 0
2. Une densité g de Y est donnée, par convolution, par :

+001
sy = [ ettt

x 0 +o00
Pour z <0, 49(z) =/ et dt+/ e dt+/ "2t i
T 0

— 00

D'ou : g(z) = l(1 —x)e®

4
0 T 400
Tandis que pour z > 0 : 4¢g(z) = / e2t—z gt +/ e~ 4 / o2t gt
L 0 -
D'ou : g(z) = i(aj + e =.

On peut donc écrire : Vz € R, g(x) = i(l + |z|)e~ =l

Par linéarité de l’espérance : E(Y') = 0 et, par indépendance :
VY)=V(X))+ V(X)) =4

3. a) La variable — X5 a méme loi que X, donc, toujours par indépendance,
X1 — X5 améme loi que Y = X; + Xs.

b) Soit X; lerreur aléatoire commise lors de la premiére mesure et Xo
celle commise lors de la seconde. On cherche la probabilité de 1’événement
| X1 — X»| < a, cest-a-dire —a < X; — X3 < a. On peut donc écrire :

a a
p=P(-a< X, —Xy,<a) :/ g(z)dx = %/ (x4 1e *dz
—a 0
Une intégration par parties donne la solution et :
p=1(2-(a+2)e™)

c) L’inégalité de Bienaymé-Chebychev donne une indication deés que la
largeur de l'intervalle considéré est égale au moins & deux fois 1’écart-type de
Y, c’est-a-dire pour a > 2.

Exercice 3-20
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Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
exponentielle de parametre 1.

X
it 7 = ——.
Soi X1V

1. Pour tout ¢t € [0,1], déterminer une densité sur Rt de la variable
t(X +Y) — X (qui s’écrit également (t — 1)X +tY).

2. En déduire la loi de Z.

Solution :

1. Y suit la loi exponentielle de parametre 1, donc tY suit la loi exponentielle

de densité f(u) = %exp(—%), pour u > 0 et f(u) = 0, pour u < 0 (écrire

P(tY <u)=P(Y < %), ce qui donne la fonction de répartition et dériver).
1 l 7 et
(t —1)X, qui est son opposée, admet pour densité la fonction g définie par :

De la méme fagon (1 — ¢)X suit la loi exponentielle de parametre

g(u) = - exp(lL_t), siu<0et glu)=0,siu>0.

1-—t
Une densité h de T = (1 — )X + tY est donc donnée par convolution :
+00
Vo e R h(z) = (x —u)g(u) du
— 00

La fonction & intégrer est non nulle si et seulement si x —u > 0 et u < 0.
Donc, pour z > 0 :

0
o) = [ Lexpl(-25) 1L exp(p ) du

— 00

1 T 0 u N
= D exp(—f)/_oo exp(t(1 — t))du = exp(—?)

2. La variable Z prend clairement ses valeurs entre 0 et 1 et, pour ¢ € [0, 1] :
[Z <= [X SUX+Y)] = [t - DX +1Y > 0] = [T > 0]
C’est pour cela qu’il suffisait de connaitre une densité sur Rt de T et :

—+o0
P(Z <t) :P(TZO):/ exp(—%)da::t
0
La variable Z suit la loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 3-21

1
Pour > 0 et b> 0 on pose Bla,b) = [ ™1~ )’ du.
0
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1. a) Justifier I’existence de B(a, b).
b) Calculer B(a,b) lorsque a et b sont des entiers naturels non nuls.

2. On rappelle que X, suit la loi I'(1, a) si une densité f, de X, est définie
par :

1 t*“le7t sit>0
fult) = { T(@)

N 0 sit <0
oo
Pour z > 0, exprimer fa(@) fo(z — t) dt en fonction de B(a,b).
— 00
[(a)L(b
En déduire que pour a > 0 et b > 0, B(a,b) = I‘((Z)+(b))‘

Exprimer B(a + 1,b) en fonction de B(a,b).

3. A l'aide du changement de variable u = 2t — 1, calculer :
1
dt
B(1/2,1/2) = —_.
= [
En déduire la valeur de I'(1/2).

4. Soit X une variable aléatoire de densité :
1

1
ft) = { B(1/2,1/2) Vivi—1t

0 sinon

site]0,1]

Déterminer avec un minimum de calculs son espérance et sa variance.

Solution :

1.a) Sia > 1et b > 1, l'intégrale ne pose pas de probleme d’existence et si
0<a<1lou0<b<1,laregle de Riemann assure la convergence pour la
borne concernée. Ainsi, par disjonction des cas, 'intégrale proposée converge.

b) Pour b > 1 et a > 1, une intégration par parties donne :

B(a,b) = 45 1B(a-1,b+1)

Soit : B(a,b):aglg;%---a+})_23(1,a+b—1)

et comme B(l,a+b—1) = ﬁll)—l’ il vient :
(a — Db —1)!
(a+b-1)!
2. On sait que si X < I'(1,a) et Y < I'(1,b) et si X et ¥ sont des variables
aléatoires indépendantes, alors X +Y — I'(1,a + b). Comme on sait qu’une

Ya,be N, B(a,b) =
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densité de X + Y s’obtient alors par convolution, il vient, avec les notations
de I’énoncé :
—+o0

VxeR—F:faer(x): fa(t)fb(m_t)dt

Il n’y a du grain & moudre que si ¢ € [0, z] et :

Vo € Ry, fars(r) = /0 F(la) ta—le—tﬁ@: — 1)~ Tet=" dt

—T

Soit : L __gotb-le—w — _€e "~ __ / oz — )L dt
a9 O

(a+b L(a)T
On effectue le changement de variable ¢t = zu et on obtient :
1 atb—l,—z _ __ €% atb-1 o
Tl b)a: e ¥ = I‘(a)I‘(b)m B(a,b), soit :
['(a)T'(b)
Va,beR:,B(a,b) = ———=
a, € =+ (a7 ) F(a+b)
Ainsi : B(a+1,b) = Lla+ IG) _ _a B(a,b).

Tla+b+1) a+b

1
3. Le changement de variable donne : B(1/2,1/2 :/ __du
g (1/2,1/2) . m
w/2
En posant u = sint, on obtient finalement B(1/2,1/2) = / dt = .
—m/2

_ T%(1/2) s B

Comme B(1/2,1/2) = O on en déduit que I'(1/2) = /7.

4. En écrivant l'intégrale idoine, on a : E(X) = % = 1—{2 = %
3

De méme E(X?) = g et, par la formule de Koenig-Huygens : V(X) =

Exercice 3-22

Soit a € ]0,1[ et X une variable aléatoire, définie sur un espace probabilisé
(Q,B, P), a valeurs dans [0, 1].

On suppose que la loi conditionnelle de X conditionnée par [X < a] est la loi
uniforme sur [0, a] et que sa loi conditionnelle conditionnée par [X > a] est
la loi uniforme sur [a, 1].

1
On suppose de plus que P[X < a] = 7

1. Déterminer une densité de X, son espérance et sa variance.
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On cherche maintenant a estimer le parameétre inconnu a.
2. Soit, (X1, ..., X,) n variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
X1+Xo+---+ X

“. Déterminer I'espérance E(M,) et la
n

On pose M,, =
variance V(M,,).

En déduire un estimateur sans biais T3, de a.

La suite d’estimateurs (7),),>1 est-elle convergente ?

3. Donner une majoration de V(7},) quand a € ]0,1].
Pour n et a donnés, préciser, en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Chebychev,
les valeurs de € pour lesquelles [T}, — €, T}, + €] est un intervalle de confiance
au risque « pour a.
(cest-a-dire : P[T,, —e <a<T,+¢]>1-a)
.. . . T, —a
4. Quelle est la limite en loi de la suite <7> ?
V(Tn) n>1
T, —a
On suppose que n est suffisamment grand pour identifier la loi de %
n
a cette loi limite.

En déduire un intervalle de confiance pour a & un risque inférieur & 5%.

5. Au niveau de risque 5%, comparer les longueurs des deux intervalles de
confiance trouvés dans les questions 3 et 4.

Solution :

1. Une densité de X vaut 2_1a sur [0, a] et ) sur [a, 1] et 0 ailleurs.

_ 1
2(1—a
En utilisant la formule de Chasles pour calculer les intégrales, on trouve alors
facilement : R

B(X) = 2oL o y(x) = A2 Ea 10
4+ (2a—-1)?
- 48.n )
Ainsi T,, = 2M,, — L ogt d’espérance a, donc est un estimateur sans biais de

2. B(M,) = E(X) = 281 ot v(01,) = Lv(x)

a. La variance de T;, vaut 4V (M,,), donc est de limite nulle et (T},) est une
suite d’estimateurs convergente.
_ 4+ (2a—1) <5

3.0n a: V(T,) o <o

Chébychev :

et, grce a l'inégalité de Bienaymé-



126 ESCP 99 - Oral

Pour tout a de [0,1], P(|T,, —a| > ¢) < 12-57“52

Si on veut que [T}, —&,T,, + €] soit un intervalle de confiance au risque «, il
5 /5
suffit de prendre € tel que 122 < @, donc tel que € > D na"

4. Le théoreme de la limite centrée indique que (T” = a) converge en loi
o(Th))/ n

vers une variable suivant la loi normale centrée réduite.
Soit alors t,/, le quantile d’ordre /2 de la loi normale centrée réduite. On
a:
P[Ty —to)20(Tn) < a <Tp+th0(Th)] =1 -«

L’intervalle précédent n’est pas observable, puisque o(T},) dépend du parametre
—125 , cet intervalle est toujours in-

.n
clus dans l’intervalle [Tn — a2 %, Tn+ta/24/ %], qui est, lui, observ-
able et est a fortiori un intervalle de confiance pour a de risque inférieur &
a.
Pour a = 5%, on a t,/ = 1,96.

inconnu a, mais V(T},) étant majoré par

5. Le rapport de longueur des deux intervalles de confiance est \/a.t, /. Pour
a = 5%, il vaut approximativement 0,44.

Exercice 3-23

1. Montrer que pour tout n de N, la fonction f,, définie par :
— n 1
fn($)={(n+1)(1 x) STmE[O,l]

0 sinon
est une densité de probabilité.
Soit Y,, = nX, ou X, est une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, B, P) et qui admet f,, pour densité.
Pour z € [0,n], calculer P[Y;, < z]. En déduire que la suite de variables
(Y,)nen converge en loi vers une variable suivant une loi exponentielle.

2. Montrer que pour tout n de N, la fonction f,, définie par :

fola) = { (n+D(n+2)z(l—2)" size0,1]
0 sinon
est une densité de probabilité.
Soit Y,, = nX, ou X,, admet pour densité f,.

]_ n+1
Pour z € [0,n], montrer que P[Y,, <z]=1- (n 1, + 1> (1 - z) :
n n
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En déduire que la suite de variables (Y},),>0 converge en loi vers une variable
dont on précisera la loi.

Solution :

1. La fonction f, est positive, continue sauf au point 0 et :
+o00

fn(t)dt = (n+1)/01(1—t)”dt:1

Toutes les conditions sont réunies pour affirmer que f, est bien une densité
de probabilité.

La variable aléatoire Y;, prend ses valeurs entre 0 et n et, pour = € [0,n] :

P(Y,<z)=P(X,<7)= (n+1)/z/n(1 —)ndt=1—(1—Z)nt

* En notant F;, la fonction de répartition de Y,,, on a donc : lim F,(z) =0,
n—oo

siz <0; lim Fy(z)=1—e"%,siz>0.
n—o0

(En effet lim (1 — %)” = e~%, comme on le voit facilement en considérant
n—o0

les logarithmes et si z > 0, alors pour n assez grand, on a 0 < z < n)
Par conséquent, la suite (Y;,) converge donc en loi vers une variable suivant
la loi exponentielle de parametre 1.

2. x A nouveau, f, est positive, continue sauf au point 0 et :
400 1 1
Folt) dt = (n+1)(n+2)/ 11—ty dt = (n+1)(n+2)/ W (1 =) du = 1
— 00 0 0
Donc f,, est une densité de probabilité.

* De la méme facon, Y,, prend ses valeurs entre 0 et n et, pour = € [0,n] :

P(Yy <#) = P(Xy <) = (n+1)(n+ 2)/””7:(1 —t)"dt

:(n+1)(n+2)/17 u™(1 —u)du

soit, :
P(Yp<z)=(m+2)[1- (12" - (n+1)[1 - (1 - 2)"]
Ce qui s’écrit aussi :

PY,<z)=1- (nTHm+1)(1_%)n+1

Pour z > 0, on a donc lim P(Y, < z) =1— (x + 1)e”*, tandis que pour
n— 00
z<0,ona: lim P(Y, <z)=0.
n—oo
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En dérivant, ou directement, on reconnait dans la loi limite la loi Gamma de
parametres b=1et 7 = 2.

Exercice 3-24

On considére une suite (X,),>1 de variables aléatoires indépendantes,
définies sur le méme espace probabilisé ({2, B, P), et suivant toutes la loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1].

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire Y, = max(Xj,..., Xk),
k>1.
2. Déterminer une densité de la variable aléatoire Z;, = —Y},.

3. En déduire la probabilité de I’événement A,, = {X,, > max(Xy,..., X,,—1)}
pour n > 2.

Solution :

1. La variable Y}, prend ses valeurs entre 0 et 1, et pour ¢t € [0,1], on a, par
indépendance et équirépartition :

P(Yy <t) = P(X: <1).P(X2 <)+ P(Xp < t) =t
On en déduit qu’une densité fy, de Y est donnée par :

fyvio(t) =kt*=1 si0 <t <1; fy, (t) =0, sinon
2) La variable Zj, prend ses valeurs entre —1 et 0, et pour ¢t € [—1,0] :
P(Zy <t) =Py > ~t)=1-P(Y; < —t) =1 ()"

Une densité fz, de Zj est donc donnée par :

fz,(t) = k(=) 1 si =1 <t <0; fz,(t) =0, sinon
3) On a : P(4,) = P(X, + Z,—1 > 0), et la variable aléatoire X,
étant indépendante de toute fonction de Xi,...,X, 1, la variable X,, est
indépendante de Z,,_;. D’ou, par convolution :

P(A,) = /OJ”’O[ J:ofzn_l(t)fxn (x —t) dt] dz

Mais fz,_, est nulle en dehors de [—1,0], donc :

n—1

+o0 0
F2n 1 (O fx, (& — t) dt = / (= 1)(=t)"2 fx. (z — ) dt

- -1
Puis fx, vaut 1 si  —t appartient & [0, 1] et 0 sinon. L’intégrale précédente
0

est donc nulle si z ¢ [0, 1], et si z € [0, 1] elle se réduit & / (n—1)(=t)" 2dt
rz—1

et vaut donc (1 —z)" L.
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1
Ainsi : P(4,) :/ (1-z)"tde =1
o n

Exercice 3-25

1. Montrer que I’application z — 22 est convexe.
2. Trois autobus contiennent respectivement ni,ns,n3 passagers en plus de
leur chauffeur. On consideére deux expériences :

e dans la premiere on choisit au hasard un des trois chauffeurs, et on note X
la variable aléatoire égale au nombre de passagers de ’autobus qu’il conduit.

e dans la seconde, on choisit au hasard un des n; + ny + n3 passagers et on
note Y le nombre de passagers de ’autobus dans lequel ce passager se trouve.

Comparer les espérances des variables aléatoires X et Y.

Solution :

1. La fonction g : z — 22 est de classe C? et g"(z) = 2 > 0, donc g est
convexe sur R.

2. % La variable aléatoire X prend les valeurs ni,ns,nz avec la méme proba-
bilité %, donc E(X) = %(nl + n2 + n3) (on suppose donc implicitement que
ni, N9, n3 sont deux & deux distincts, mais le résultat concernant ’espérance
reste valide dans tous les cas).

* La variable aléatoire Y pregd 162s mézmes valeurs et P(Y = n;) =
n +Z;+TL3’ dot E(Y) = Zi IZ;IZ;
variable X).

* La convexité de g permet d’affirmer que ’on a :

(T +a§2 ) g(n1) +g(g2) + g(n3)

(méme remarque que pour la

g

2 2 2 2
Cest-a-dire : 11+ net ng)” o mit Lt e B(X) < E(Y).

Exercice 3-26

Soient a et b deux réels positifs distincts.
On considere X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois
de Pareto de densités respectives f, et f; définies par :

t7o b sit>1 bt=b=1 sit>1
=3 =, t) = =
fa(®) { 0 sit<l fol®) { 0 sit<l
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1. Reconnaitre les lois de In(X) et de In(Y").
2. En déduire la loi de Z = XY

Solution :

1. Les variables aléatoires X et Y prennent leurs valeurs dans [1, +o00[, donc
In X et InY prennent leurs valeurs dans R, . Pour x > 0, on a :

Ed

e
PlnX <z)=P(X <e") = / at™ " ldt=1—e"
1

Donc In X suit la loi exponentielle de parametre a. De méme InY suit la loi
exponentielle de parametre b. Une densité g, de In X est la fonction définie
par :

Siz >0, go(z) = ae " et sinon gq(z) =0
On notera de méme g; une densité de InY.

2. Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, il en est de méme des
variables aléatoires In X et InY . Une densité g deln Z =In X +InY s’obtient
donc par convolution :

+oo
g(z) = / 9o (t)go(z — t) dt

— 00
In Z prenant ses valeurs dans Ry, on se limite au cas = > 0 et 'intégrale

devient :
—bx

¢ —atp, —b(z—t) d be_‘”” —e
g(z) —/0 ae “be t=ab=—— —

Enfin, pour z > 1 :

Iz _at _ bt
P(Z<z)=P(lnZ<lnzx)= / abeb;e dt
0 —a
Y I

Donc une densité de Z sur [1, +oo[ est x — %(af‘kl —z 1),

Exercice 3-27

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire plusieurs fois au
hasard et avec remise une boule de l'urne. On arréte les tirages des que
le dernier numéro obtenu est supérieur ou égal au numéro obtenu lors du
précédent tirage. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages
effectués.
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1. Déterminer X (2).

2. a) Déterminer la probabilité des événements X > 2, X >3 et X = 2.
b) Pour tout k& € X (), déterminer la probabilité de I’événement (X > k).

c) En déduire la loi et ’espérance de X, puis la limite de cette derniére lorsque
n tend vers 'infini.

3. On veut simuler 'expérience précédente lorsqu’il y a 10 boules dans 'urne.

Compléter les lignes manquantes du programme Pascal suivant afin qu’il
affiche la série de numéros obtenus ainsi que la valeur de X correspondante :
Var u : array[l..11] of integer ;

ul[1] :=1+random(10) ;

End.
L’affichage & ’écran se fera sous la forme 5326 X =4.

On précise que 'instruction x :=random(n) met dans la variable z déclarée
de type integer une valeur «au hasard» entre 0 et n — 1 (chaque appel a
random(n), pour n fixé renvoie une nouvelle valeur, indépendante des valeurs
déja obtenues).

Solution :

1. On effectue au minimum deux tirages et au maximum n + 1 (lorsque les n
premiers tirages ont amené, dans cet ordre, les résultats n,n—1,n—2,...,1).
Toutes les situations intermédiaires étant possibles, on a donc X(Q) =
[2,n + 1].
02

2.a) P(X > 2) =1, P(X > 3) = =%, car événement (X > 3)
est réalisé lorsque les numéros ni, no obtgnus aux deux premiers tirages
vérifient ny > ns. Or il existe n? facons de tirer deux fois un numéro, toutes
équiprobables, et C2 fagons de choisir un couple (n1,n2) de [1,n]? tel que
ny > na.

On en déduit : P(X =2) = P(X >2) — P(X >3) =1— =2,

b) Le méme raisonnement montre que P(X > k) = ——-.
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k—1 k
c) Par conséquent P(X = k) = % - C—;}, le résultat étant valable méme
pour k£ = n + 1, avec les conventions habituelles concernant les coefficients
binomiaux, et aussi pour k¥ = 1 (ce qui donne bien une probabilité nulle).

On a:
n+1 n+1
EX)=Y kP(X=k)= 3 k.P(X > k)
k=2 k=2

n+1
- > kEP(X>k+1)
k=2
Un changement d’indice dans la premiére somme donne alors :
n n+1
EX)=>((k+1)PX>k+1)— > kP(X >k+1)
k=1 k=2
D’ou, apres regroupements et simplifications :
n Ck 1
= _n — L\n
E(X) kgo oy (1+ n) n:))Q e

3.
PROGRAM boules ; uses crt;
Var u :Array[l..11] of integer ; i : integer ;
Begin
(randomize ;
ul1] :=1+random(10) ; i :=1; write(u[1], °’ ’) ;
repeat i :=i+l;

uli] :=1+random(10) ;

write(ul[il,’ ) ;

until uli]l>=uli-1] ;
writeln (’X=’,1i) ; readkey ;
End.

Exercice 3-28

Dans cet exercice, on considere trois variables aléatoires Y, X, Xo admet-
tant des moments d’ordre deux, et on s’intéresse & ’existence et & 1’unicité
d’un minimum pour la quantité

E((Y —aX; — bX5)?)

lorsque (a,b) parcourt R?, E désignant I’espérance.

1. Soit A = <§ g) € M2(R). Montrer que :

(A est inversible) <= (zt —yz #0)
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2. Dans cette question et la suivante, on suppose que les variables aléatoires
X; et X, vérifient E(X2).E(X2) — (E(X1X3))? # 0.

a) Montrer que E(X?) et E(X3) sont des réels strictement positifs.

b) Plus généralement, montrer que si (a,b) € R?\{(0,0)}, E((aX;+bX>)?)
est un réel strictement positif.
3. On définit application : f : R* — R, (a,b) — f(a,b) = E((Y —aX; —
bX>)?)

a) Montrer que f est de classe C! sur R?, et qu’il existe un unique couple
(ag, bo) € R? tel que : %(ao,bo) = %(ao,bo) = 0.

b) Montrer que, dans ces conditions, on a V (a,b) € R?,

E((Y — apXy — bpX2)(aX; + bXs)) =0

puis que
E((Y —aX1-bX>5)?) = E((Y —ao X1 —bo X2)?) +E(((ao—a) X1 +(bo—b) X2)?)

c) Etudier les extremums de f.

4. Cas particulier.

On suppose ici que X; et X, sont deux variables aléatoires a densité,
indépendantes, suivant une loi uniforme sur [0,1] et on pose ¥ = X?Z.
Déterminer (ag,bo) pour lequel E((Y — agXy — bopX2)?) est minimum.

Pour cela, on admettra que la propriété relative a l’espérance d’un produit
de variables aléatoires discrétes indépendantes reste vraie pour des variables
aléatoires o densité indépendantes.

Solution :

1. Ce résultat est connu.
2. a) Si E(X?) = 0, alors P(X; = 0) = 1, donc P(X;X> = 0) = 1 et
E(X;1X5) = 0, ce qui contredit I’hypotheése. On conclut de la méme fagon
pour la variable aléatoire Xs.

b) Supposons b non nul, alors :

Yace ]R,E((aXl + bX2)2) =a’E(X?) 4+ 2abE(X1X5) + b*E(X2) >0

Par conséquent : A’ = b?[E?(X1 X») — E(X?)E(X3)] < 0.
Par hypothése ce discriminant n’est pas nul, donc il est strictement négatif
et le trindme est toujours strictement positif.
Enfin, si b =0, il reste E(a?X?) > 0 et la conclusion reste valable.
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3.a)On a:
fla,b)=E(Y?)+a®>E(X?)+b’E(X3)+2abE(X1X2)—2aE(X1Y)—-2bE(X,Y)
La fonction f est polynomiale, donc de classe C* et :

%(a, b) = 2aE(X2) + 26E(X1 X») — 2E(X,Y)

%(a, b) = 2bE(X2) + 20E(X1 Xs) — 2E(XY)
Il existe un unique point critique (ag,bp), car la matrice du systéme corre-
spondant est inversible, d’apres ’hypothese de 1’énoncé.

b) * ?(ao,bo) = 0, donc E((Y — a0X1 — bOXQ)Xl) =0 et, de la méme

a
facon E((Y —aoX1 — boX2)X2) = 0. Par linéarité de I'espérance, on a donc :
E((Y — a0X1 — boXQ)(G,Xl + bXQ)) =0

* On écrit Y —aX; —bXo =Y —agX1 —bpXs + (0,0 — G,)Xl + (bo — b)XQ, on
développe alors le carré et le résultat précédent montre que ’espérance du
«double produit » est nul, ce qui donne la formule voulue.

¢) Ainsi f(a,b) = f(ao,bo) + E(((ao — a)X1 + (bo — b)X2)?) > f(ao, bo)
I’égalité ne pouvant avoir lieu que si ’espérance du terme complémentaire est
nulle, c’est-a-dire pour (a,b) = (ag, bo).
La fonction f admet un minimum absolu atteint uniquement en (ag,bp).
Comme f n’a pas d’autre point critique, elle ne posséde pas d’autre extremum
local et a fortiori pas de maximum absolu.

4.0n a:

E@@:Eu@:%ammm&mmme@g@:Eugmxg:
On est bien dans les conditions de I’exercice et de plus E(X,Y) = E(X})
E(X>Y) = B(X)E(X}) = L.

Par conséquent E((Y —aX; —bX>)?) est minimum au point (ag, bo) solution

NN

a b _ 1
du systeme 3 gl 4

242}
Soit pour (ag,by) = (g, —%)
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Exercice 3-29

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle de parameétre
1.

On pose Y = In(eX —1).
1. Déterminer la fonction de répartition de Y et une densité de Y.

2. Calculer E(Y).

Solution :

1. La variable aléatoire X prend ses valeurs dans R, , donc eX — 1 aussi et
puisque I'événement (X = 0) est quasi-imposible, Y est définie et prend ses
valeurs dans R.
Soit alors y € R, on a :
PY <y)=PX <e!+1)=P(X <In(e¥ +1)) =1 — exp(—In(e? + 1))

_ _eY

eV 41
Une densité de Y est donc la fonction fy définie sur R par :

_ e¥
fr () (e¥ +1)?
2. Sous réserve de convergence (absolue) , ’espérance de Y est donnée par :

+o0 >
E(Y) = xI.e
) /m(¥+D“h

La fonction ¢ & intégrer est continue sur Ret lim z2¢(z) = lim z2p(z) =
T—+00 T——00

0, la convergence en résulte en appliquant deux fois la regle de Riemann.
Le changement de variable y = —z, 1égitime, donne alors :

+00 xem —+o0 yey
/m(&+n2x /m(&+n2y

L’intégrale est donc nulle et E(Y) = 0.

Exercice 3-30

On consideére une urne contenant m boules numérotées de 1 & m. On procede
a partir de cette urne a des tirages successifs d’une boule selon le protocole
suivant :

Au premier tirage, on tire une boule «au hasard » de I'urne.
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Si & un tirage quelconque, on a obtenu la boule numéro k, on la replace dans
I'urne, et toutes les boules portant un numéro strictement inférieur & k sont
remplacées par un nombre égal de boules portant le numéro & ; on peut alors
procéder au tirage suivant.

On note X, la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du n-eme tirage.
P(A) désigne la probabilité de ’événement A.

1. Déterminer la loi de X;.

2. i) Montrer que : Vk € [1,m], P(Xs = k) = 2k - 1
m

ii) Montrer que : Vn € N*, P(X,,41 =m) = m—_lP(Xn =m)+

1
—
iii) Calculer P(X,, = m) en fonction de m et de n.

3. Comparer les événements (X, = m) et |J (Xx = m). En déduire un calcul

k=1
direct de P(X,, = m).

Solution :

1. Pour le premier tirage tous les numéros sont représentés une fois et X suit
la loi uniforme sur [1,m].

2. 1) Appliquons la formule des probabilités totales, avec le systéme complet
(X, =)

1<i<m °

Vk e [1,m], P(Xs = k)

Il
NgE!

P(Xs = k/X, = i)P(X| =)

-
Il
=

Sii<k—-1,P(X;=Fk|X; =i) == (une boule porte le numéro k)
P(Xy =k | Xy, =k) == (k boules portent le numéro k)

sii > k,P(Xo =k | Xy =1i) =0 (il n’y a plus de boule portant le
numéro k)

Il reste donc : P(Xs =k) = (k—1)

3= 3=

=

1 2k —1
+k—2: m2

[V

m
ii) De la méme fagon : P(X 41 =m) =

Or, si X, prend une valeur inférieure & m, il y a 1 boule portant le numéro
m pour le tirage suivant, tandis que si X,, = m est réalisé, I'urne ne contient
plus que des boules numérotées m. Ainsi :

5 <

P(Xpy1 =m/Xn =i)P(X, =

-
I
-
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m

P(X,p1 =m) g:llP(Xn =i)+P(X,=m)
1—

1
m
= La- P, =m)+P(X,=m)
Ce qui est le résultat voulu.
iii) La suite (P(X, = m))
m—1
m

i

> €st une suite arithmético-géométrique
q 1

, de point fixe 1 et de premier terme prol Il vient alors

de raison
classiquement :

¥n>1,P(X,=m)=1-(1-1)
3. Si on obtient la boule m au cours d’'un des n premiers tirages, on est
sur d’obtenir la boule numérotée m au n-eme tirage. Réciproquement si on

obtient la boule m au n-éme tirage, on a obtenu la boule m au cours des n
premiers tirages.

Donc : (X, =m) = |J (X, =m) et :
k=1

n
P(X,=m)=1-P( ) (Xym))
k=1
Mais, tant que ’on n’obtient pas la boule m, on a une chance sur m de
I’obtenir au tirage suivant, c’est-a-dire la probabilité 1 — % de ne pas ’obtenir
au tirage suivant. Ainsi :
1\n
P(X,=m)=1-(1-1)

Exercice 3-31

On dispose de dix pieces de monnaie numérotées de 1 a 10, telles que la k-eme
k

10°

On prend une piece au hasard, on la lance et on obtient «Face». Quelle est
la probabilité d’avoir lancé la cinquieme piece ?

piece amene «Pile» avec la probabilité

Solution :

Soit Ay I’événement «on choisit la piece numéro k» et F I’événement «on
obtient Face». La formule du Révérend Thomas Bayes donne :

P(A5/F) — P(F/;l?l)?];(/lﬁ

et la formule des probabilités totales donne :

P(F) = ; P(F/A)P(4)

1=
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10
sachant que ) ¢ =55, il vient P(A;/F) = % = %
i=1

Exercice 3-32

On note VP(),0) la loi de Pareto de parametres A > 0,6 > 0 et 0 , c’est-a-
A O\ A1
dire la loi de densité f définie par : f(z) = 3 (—) siz>68et f(x) =0
x

sinon.

Un phénomene économique suit une loi VP (A, #), 6 étant un parametre connu
et A un parametre que I’on veut estimer. On dispose pour cela d’un échantillon

(X1,...,X,) de variables aléatoires indépendantes suivant cette loi.
n Xl N
On pose T:Zln(7) et )\:% .

i=1
. . o . . X
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi VP(X,0) et Y = ln(g) .

a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X .
b) Déterminer, lorsqu’elles existent, ’espérance et la variance de X .

c) Montrer que Y suit une loi I’ dont on précisera les parametres.
2. Quelle est la loi de T'? En donner une densité.
3. Calculer I'espérance et la variance de Y

4. Déduire de A un estimateur XI sans biais de A. L’estimateur X; est-il
convergent 7

=2
5. On admet que la suite de variables aléatoires Z, = M converge en
loi vers la loi normale centrée réduite A'(0,1), et on rappelle que la fonction
de répartition ® de la loi normale centrée réduite vérifie $(1,96) ~ 0,975.
En utilisant la loi A(0,1) comme approximation de la loi de Z,,, donner, en
fonction de n (supposé assez grand) et de la valeur observée \g de A, un
intervalle de confiance & 95% de .

Application numérique : n = 100 et Ay = 5.

Solution :

1. Des calculs sans surprises donnent :
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a) Pour z <0, Fx(x) =0 et pour z >0, Fx(z) =1— (%))‘
b) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si A > 1 et
dans ce cas : E(X) = A0

A-1
De méme, la variable aléatoire X admet une variance si et seulement si A > 2
\6?
lors : V(X) = —2F——.
et alors : V(X) 021

c) La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans R} et :
Vo >0,Fy(r)=P(X <f0.e®)=Fx(fe’)=1—e
Donc Y suit la loi exponentielle de parametre A, c’est-a-dire la loi ' de

parametres % et 1.

2. La variable aléatoire T est la somme de n variables aléatoires indépendantes
de méme loi F(%, 1), donc T suit la loi F(%,n).
Une densité fr de T est donnée par :

-z, . n—1yn
V<0, fr(z) =0,Vt >0, fr(z) = A"
(n—1)!

3.xOna\= %, donc sous réserve d’existence :
~ +oo t+oo —Az,_ n—2yn—1
EQ\) = / B fp(z) de = 1A e —rm AT iy
o0 T n- 0 (n - 2)

On reconnait l'intégrale (intégrale d’une densité d’une variable aléatoire

suivant la loi F(%, n — 1)), ce qui prouve que ’espérance existe et vaut :

BE(\) = 1A

* En procédant de la méme facon on montre que A admet un moment d’ordre

2 valant P G donc une variance valant : V(X) SR
(n—1)(n-2)’ ' " (n=-1)*n-2)

~ ~ ~ ~ 2
A =" = LY vérifie E(A\) = Aet V() = ﬁ Cette variance est de

limite nulle lorsque n tend vers l'infini, donc Xl est un estimateur sans biais
et convergent de .
5. En approchant la loi de Z par la loi normale centrée réduite, on obtient :

A=\

P(—1,96 < ‘/E(A < 1,96) = 0,95

C’est-a-dire :
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On obtient donc comme intervalle de confiance pour A, au niveau de confiance
0,95 :
[ \/ﬁ Ao \/ﬁ
Vn+1,9" " \/n—1,96
L’application numérique donne : I = [4,18;6,22].

Mo

Exercice 3-33

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
espace probabilisé (Q, B, P) et suivant respectivement les lois binomiales

B(n, 1) et B(n,3).

On pose, pour w € 2, A(w) = <ng) Y&)) .

1. Calculer la probabilité que A(w) soit diagonalisable.

2. Calculer la probabilité que A(w) soit inversible.

Solution :

1. Les valeurs propres de A(w) sont X (w) et Y (w).
Si ces deux valeurs propres sont distinctes, A(w) est diagonalisable.

Si elles sont égales, A(w) n’est pas diagonalisable, sinon elle serait semblable a
une matrice scalaire, donc serait une matrice scalaire, ce qui est évidemment
faux.

En notant p; la probabilité que A(w) soit diagonalisable, on a donc :
p=PXY)=1-P(X=Y)
Par indépendance de X et Y, on peut écrire :

P(X=Y) = kz:jOP(X —K)P(Y = k) = (%)"é0 chen—k = (&) oy

[La derniére relation, appelée formule de Vandermonde résulte du fait que la
somme de deux variables indépendantes suivant la loi binomiale B(n, p) suit
la loi B(2n,p)]

P11 = 1- (1_36)”an
2. A(w) est inversible si et seulement si X (w)0 et Y (w)0. Donc, en notant ps
la probabilité cherchée :

p2 = PI(X0)N (Y0)] = [1 - P(X = 0)].[L - P(Y" = 0)]



Probabilités 141

)" = ("]

N[N

p2=[1—(

Exercice 3-34

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f définie sur R par :

f(CE) — {e_(””_“) sixz>a

0 sinon
1. Vérifier que f est une densité de probabilité.
2. Montrer que X admet une espérance et donner sa valeur.

3. F désignant la fonction de répartition de X, déterminer m tel que

4. Soit X, Xo,...,X,, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que X. On pose Y =inf(Xy,..., X,).

a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
b) Déterminer I’espérance et la variance de Y.

Solution :

1. La fonction f est continue sur R*, positive et on vérifie facilement que :

—+o0 400
f(z)dz = / e~ (=0) dp = 1.

La fonction f est bien une densité de probabilité.
+oo
2. La convergence de l'intégrale z.e~(@=%) dy est connue et le calcul aisé,

[
en intégrant par parties. On obtient : E(X) =a + 1.
(on peut aussi dire que X = a + Y, la variable aléatoire Y suivant la loi
exponentielle de parametre 1.)

T
3.Pourz > a,ona Fx(x) = / e =) dt = 1—e (*=9) et sinon Fx(z) = 0.

L’équation Fx(m) = % admet donc pour unique solution : m = a + In 2.

4. a) La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans [a, +00o] et, par indépen-
dance :
Ve>a, PV <2)=1-PY >z)=1-[P(X>z)]"=1—-[1—-Fx(2)]"
Soit :

PY <z)=1-—e ™)
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b) Une densité g de Y est donc définie par : g(z) = n.e *~% siz > q et
g(z) = 0 sinon. La convergence des intégrales rencontrées est évidente, par
négligeabilité classique de l’exponentielle devant la puissance et, a 'aide
d’intégrations par parties :

+oo
* E(Y) = / nz.e =% dy = a + %
a +00

x E(Y?) = / nx?.e *=%) dy = a® 4 2a + %, puis :

a

V(Y)=2a1-1) %—#

Exercice 3-35

On considére n équipes de football de 1-ére division et n équipes de 2-éme
division. On tire au sort n rencontres entre ces 2n équipes (on représente
chaque équipe par une boule placée dans une urne et on extrait au hasard
et une par une les boules de cette urne, I’équipe correspondant au (2k + 1)-
éme tirage rencontrant ’équipe correspondant au (2k + 2)-éme tirage, pour
ke [0,n—1]).

1. Calculer la probabilité p,, que tous les matchs opposent une équipe de 1-ére
division a une équipe de 2-eme division.

2. Calculer la probabilité g, que tous les matchs opposent deux équipes de
la méme division.
2277,71

3. Montrer que <Cp, <22,

n
4. Calculer lim p, et lim gq,.
n—oo n—oo

Solution :

Selon le protocole choisi, il y a (2n)! fagons de vider de vider I'urne, mais
pour tout k de [1,n], on peut permuter les résultats des (2k — 1)-éme et
(2k)-eme tirages, sans que cela modifie la liste des matchs a jouer. Il y a donc

!
en fait @ listes différentes de matchs, toutes équiprobables. (Attention,

nous parlons bien de listes de matchs, c’est-a-dire que nous décidons qu’il y
a un ordre pour les différents matchs, par exemple en décidant qu’il y a n
terrains numérotés et que la k-éme paire ira jouer sur le k-éme terrain.)

1. Pour réaliser ’événement demandé, la procédure est simple : on prend
toutes les équipes de division 1 et on les répartit en en placant une sur chaque



Probabilités 143

terrain, ce qui peut se faire de n! fagons, puis on procede de méme pour les
équipes de division 2, ce qui peut se faire aussi de n! fagons. On a donc :
_ 2" _ on

Pn= "0 ~ cp,
2. Soit B,, I’événement de 1’énoncé. Si n est impair, on a g, = P(B,) =0 (il
y aura au moins une rencontre entre quipes de divisions différentes).
Si n est pair, posons n = 2m. On choisit alors les m terrains ou s’affronteront
les équipes de division 1 (les équipes de division 2 iront donc sur les autres

@m)!

m

terrains!). Le raisonnement fait dans I’introduction montre qu’il y a

fagons d’organiser les rencontres entre les équipes de premiére division et le
méme nombre de facons d’organiser les rencontres entre équipes de division
2. Ainsi :

2m)! _ (2m)! 92m o
m = O3 X ( X X = —2Zm
B =l X T X T X )l T O
3.0n a:
on _22n—1)2n—2)---1 _2"(2n—1)(2n—3)---53.1
an n!n! N n!
Ainsi : N N
2"(2n = (2n—4) 42 _ o  2C0)(20—2) 421
n! n!
Soit : -
2 <0p, <2
n
4.x On adonc : 0 < p, < =2 et lim p, = 0. Puis :
2 n—00
922m . N
* 0 < @om £ S50 = P2m et lim go, = 0. D’0u lim ¢, = 0.
C4m m—00 n—o00
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Exercice BL-1

n
Pour tout entier n de N*, on pose : s, = 1
ORPOSe Sn = 0,
1. a) Montrer que Yn € N*, s, < /n++n— 1.
b) Montrer que la suite de terme général Sn est convergente.

Vn
2. a) Montrer que Vn € N*2/n+1—-2 < s,,.

b) Montrer que la suite de terme général s, — 24/n est convergente.

Solution :

1. a) L’inégalité est banale pour n = 1 et si on la suppose vraie pour un
certain rang n, alors :

1 1
= 5, + <Vn+vn—1+
S T SV
1 vn?2—1+1 n+1
Or:v/n—-1+ = < =+vn+1letd :
r n T it S VnTd n et donc
snt1 SV +1+4+/n

On conclut par le principe de récurrence.

b) La question précédente montre que Sn < 9et, pourn>1:

vn
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Sn41 Sn

1 1 1
VRS f—sw(ﬁ—r“m
> (Va+T1+ ) /—+1 \/_)+7/W11\/E:

La suite de terme général S\/—"_ est donc croissante et majorée, donc conver-
n

gente (on peut aussi comparer classiquement s, avec une intégrale).
2. a) A nouveau l'inégalité est banale pour n = 1 et si on la suppose vraie
pour un certain rang n, alors :
1
s >2vyn+1-2+ >2vn+2-2
nl = Vn+17~

2 1
Car 2vn+2—-2v/n+1= <
v v Vn+2+vVn+1 =~ Vn+1

A nouveau, on conclut par le principe de récurrence.

b) La question précédente montre que s, — 2v/n > —2 et de plus :
Smit — 2T = s + 29/ = 2y/n(n+1) — (2n+1)
vn+1
On vérifie aisément que le numérateur est négatif, donc la suite (s, — 24/n)
est décroissante et minorée, et par conséquent est convergente.

Notons que cette question permet de retrouver le résultat de la question 1)
b) et montre en prime que la limite de la suite () vaut 2.

Vvn

Exercice BL-2

1
Pour « et [ réels positifs ou nuls, on pose : f(a,3) = / t*(1 —t) dt.
0

1. Vérifier que f(o,08) = f(a+1,0) + f(a, 8+ 1).

2. Montrer que (a+1)f(a, 8+1) = (8+1) f(a+1, 8). En déduire une relation
entre f(a+1,5) et f(a,B).
f) =

3. Montrer que f(a, f(B,a).

4. Caleuler f(3,1).

5. Montrer que, VA € RVa > 5 ‘v’ﬂ>
A2f<a+§,ﬁ——>+2xf( ﬁ)+f( -3.8+1H>0

puis : [f(a, B < fla+1.8- ) x fla-1,8+1 )
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Solution :

1. Notons que pour a > 0 et 8 > 0 U'intégrale définissant f(«, 3) a bien un
sens, la fonction a intégrer étant continue.

Par linéarité de 'intégration :
1
Fla+1.8)+ fla.f+1) = / (1= 0°[t + (1 - )] dt = f(a, B)

2. Dans l'intégrale définissant f(a, 3 + 1), procédons a une intégration par
parties (légitime) :
1

1 a 1 1
fla, B+1) :/0 1 (1—t)P+1dt = [C’i—:l(l—t)ﬁﬂ]o—gii/o 1o+t (1—¢)Pdt

Soit :
(a+1)f(a,B+1)=(B+1)f(a+1,8)

3. Le changement de variable u = 1 — ¢, de classe C! donne :

0
fla, ) = / (1 - w)*uP(~du) = f(B,a)

1
4. f(%, %) = /0 Vel —z)de = % (sans calculs, car on reconnait laire d’un

1

demi-disque de centre (1 0) et de rayon 5+ pour cela il suffit d’écrire :

57
y<r(l-z)<=y>0ety>+22—2<0)

5. Soit T 3(A) Pexpression de I’énoncé. En plaant tout sous la méme intégrale,

il vient :

T s(\) = /Olta%(l I OWE+ VI 8)2dt >0

Ce trinome du second degré est donc toujours positif ou nul, ce qui entraine
que son discriminant (réduit) est négatif ou nul, ce qui est exactement
I’inégalité de 1’énoncé.

Exercice BL-3

Soit f la fonction définie par : f(x) = exp(L-)

(exp désigne la fonction exponentielle de base e, i.e. exp(u) = e*)

1. Etudier les variations de la fonction f. Préciser le comportement aux bornes
de son domaine de définition D et donner une représentation graphique de

f.

2. Montrer que f o f est bien définie sur D et expliciter cette fonction.
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3. Soit u la suite réelle définie par son premier terme ug = x et la relation de
récurrence : Vn € Nyupi1 = f(up).

a) Pour quelles valeurs de z la suite u est-elle bien définie ?

b) Etudier alors le comportement de cette suite.

Solution :

1. La fonction f est définie sur Dy = R} \ {1}, dérivable sur son domaine de

définition, avec f'(z) = —%f(a:) < 0, donc f décroit sur ses intervalles
z(lnz

de continuité ]0,1[ et |1,4+oo[. Les limites s’obtiennent sans probléme :

limf =1, limf = 0, limf = 400 et lim f = 1. Dol 'esquisse d’une

o+ 1- 1+ +oo

représentation graphique :

2. On remarque que z € |0,1[ U ]1,4o00] = f(z) € ]0,1[ U |1, 4o0[, donc
f o f est bien définie, avec :

fof@) = () = exp (——

ln(exp(ﬁ)))

(ce que le dessin précédent laissait supposer).

=exp(lnz) ==z

3. a) Pour définir wy, il faut que € Dy et, comme Dy est stable par f, la
suite est alors bien définie.

b) Comme f o f = idp,, on a uy = up = f(x), uz = u1 = f(x) et plus
généralement, pour tout k : usg = x, usgs+1 = f(x). Ces deux suites extraites
sont donc convergentes et la suite (uj) est convergente si et seulement si
u1 = ug, i.e. x = f(x). Or:
1

o) =% (Inz)? =1<=x € {e,e '}

z = f(x) < exp(

(les nombres trouvés appartiennent bien au domaine Dy)
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Exercice BL-4

3z ¢
Soit f définie par : f(z) = / eT dt.

1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f'(z).

3. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Ce prolongement est-il
dérivable en 07

4. Etudier les branches infinies de la représentation graphique de f et esquisser
cette représentation.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur tout segment ne contenant pas 0.
Comme z et 3z sont de méme signe, le domaine de définition Dy de f est a

prioriﬁ] R*.

—t
2. Soit ¢ une primitive sur R} ou R* de la fonction ¢ eT’  est de classe
Cletona: f(z) = p(3z) — p(x), dou f'(z) = 3¢'(3z) — ¢'(x), soit :

—3z —x —2z
py—€ " —e " _ -z ,e -1
fl(z) = = =e T x =

3. % Supposons z > 0 et notons m, et M, la borne supérieure et la borne
—t
inférieure de t — e ! sur le segment [z,3z]. On a : Vt € [z, 3z], % < eT <
%, d’ott m; In3 < f(x) < M, 1n3 et comme limexp=1: lim f=1In3.
t 0 z—0t
* Le cas z < 0 se traite de méme et li(r)n f =In3. Lafonction f est prolongeable

par continuité en 0 en posant f(0) = 1n 3.

* Les équivalents classiques montrent que lirrh f'(z) = —2. La fonction f,
T—
prolongée en 0, est de classe C! sur R*, continue en 0, et f’ admet une limite
en 0. On sait alors que f est de classe C! sur R, avec f'(0) = —2.
_ 3z
4. %« Pour t > 1, eT < et donc pour z > 1,0 < f(z) < / e tdt =
x
e~ —e~3%, On en déduit, par encadrement : lim f(z) = 0.
T—+00

3y o
*Pourx<0,posonst:—uety:—a::f(:r):/ %du.
y
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Il existe A > 0 tel que u > A = e* > u® (prépondérance classique), donc
3y
pour z < —A : f(z) > / u? du = 2?6y3 = 2—36|ar:|3 et lim f(z) = +oo,
y r——00
flx) _

parabolique dans la direction de 1’axe des ordonnées. La représentation
graphique s’en déduit.

—o00 : la courbe représentative présente une branche

Exercice BL-5

Une entreprise fabrique des bacs parallélépipédiques de largeur z, de longueur
y et de hauteur z. Ces bacs comportent un fond mais pas de couvercle et
I’épaisseur des plaques formant ces bacs est négligeable.

1. Quelle est ’aire totale des plaques nécessaires a la construction d’un bac ?
On notera cette aire A(z,y, z).

2. On suppose que le volume V' d’un tel bac est imposé. Comment choisir les
dimensions pour minimiser ’aire A ?

Solution :

1. On a A(z,y,z) = zy + 2(zz + yz) (un fond et quatre faces deux a deux
égales).

2. 1l s’agit de trouver le minimum de A sous la contrainte V = zyz, ou V
est donné. Cela revient a trouver le minimum de la fonction ¢ : (z,y) —
zy +2(z + y)w_‘/;;/’ les variables z et y décrivant RY, .

Or: 5 -
Op _rTy” =2Vy
8.’17 (1’, y) .’I/'2y
dp _ oyt -2Vx
ay (CE, y) - xyZ

La recherche des points critiques donne la relation évidente z = y, d’ol
I’'unique point critique de coordonnées :

zo = (2V)1/3 et yo = (2V)1/3
On peut alors calculer les dérivées partielles secondes en ce point pour voir
qu’il s’agit bien d’un minimum.

Exercice BL-6
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Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et g un endomorphisme de E
tel que go gog =10 (ou 0 désigne ’endomorphisme nul de E).

1. Peut-on avoir dimKerg =07

2. On suppose que dim Kerg = 1. Montrer que Ker g est inclus dans Im g.
Quelle est la dimension de Ker(g o g) ? Montrer qu’il existe une base B de E

0 1 0
telle que la matrice de g relativement & Best | 0 0 1
0 0 0
3. On suppose que dim Ker g = 2. Montrer qu'’il existe une base B de E telle
0 01
que la matrice de g relativement & Best [ 0 0 0
0 0 0

Solution :

1. Si dim Ker g = 0, alors g est injectif, donc est un automorphisme de E et
g3 également, ce qui contredit I’hypotheése g® = 0.
2. Si dimKerg = 1 et si Kerg n’est pas inclus dans Im g, alors Kerg N
Im g = {0}. La restriction de g & son image est donc injective et réalise un
isomorphisme de Im g sur lui-méme. Ainsi la restriction de g & Im g est un
isomorphisme de Im g sur Im g{0} ce qui contredit I’hypothese g* = 0.
Le théoreme du rang, appliqué a la restriction de g a Im g donne :

2 = dim Im g = dim Ker(g)11n y) + dim Im g¢*
Or Ker(g|1my) = Ker gnIm g = Ker g, donc dim Ker(g|m 4) = dimKerg =1,
ce qui donne dimIm g2 = 1 et dim Ker g? = 2.
Soit  un vecteur n’appartenant pas a Ker g2, on voit facilement que la famille

(9(z), g(x),z) est une base de E et relativement a cette base, g se traduit
par la matrice :

OO O
O O =
O = O

3. Si dim Ker g = 2, alors Im ¢ C Ker g (sinon Ker gNIm g = {0} et on conclut
comme précédemment), donc en fait g> = 0 et en choisissant un vecteur z
qui n’appartient pas & Ker g, le vecteur g(z) appartient & Ker g, on peut donc
construire une base de Ker g de la forme (g(z),y). La famille (g(z),y, ) est
une base de E et relativement a cette base, g se traduit par la matrice :
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o O O
o O O
OO =

Exercice BL-7

Une urne contient trois jetons numérotés 1,2, 3 indiscernables au toucher. On
effectue une suite de tirages d’un jeton de cette urne, en replaant & chaque
fois le jeton obtenu, avant le tirage suivant.

1. On note Y le nombre aléatoire de tirages juste nécessaire pour obtenir,
pour la premiere fois, deux numéros différents. Déterminer la loi de Y et son
espérance.

2. On note Z le nombre aléatoire de tirages juste nécessaire pour obtenir,
pour la premiere fois, les trois numéros.
a) Déterminer la loi du couple (Z,Y).

b) Déterminer la loi de Z et calculer son espérance.

Solution :

1. x La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans [2,+oo[ et pour k > 2,
Pévénement (Y = k) est réalisé si les tirages du rang 2 au rang k — 1 (sl
en existe) ameénent le méme résultat que le premier tirage (ce qui se produit
avec la probabilité(1/3)*=2), le k-éme tirage amenant un résultat différent
(ce qui se produit avec la probabilité 2/3, soit :
Vk>2 PY =k)=(1/3)k"2(2/3)
* La convergence étant évidente, on a :

BY)=2 3 K131 =2(
k=2 (1-3)?
2. a) L’événement (Z = m)N (Y = k) ne peut se réaliser que sil’'on a : m > 3
et 2 <k < met alors:
P(Z=m)N(Y =k)]=PY =k)P(Z=m|Y =k).

X . 2 _ . _ (2ym—k-11
car les tirages dont les rangs sont compris entre k+ 1 et m — 1 (s’il en existe)
amenent 'un quelconque des deux numéros déja obtenus, le dernier tirage

permettant de conclure. Soit :

P[(Z = m)n (¥ = k)

_1):%

2m—k

- 3m—1
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m—1 2m7k 1

b) x Ainsi, pour m >3 : P(Z=m)= )

L 3T = W(mel -2).

* La convergence de la série étant & nouveau classique, on a :

E(Z)= 5 B2l -2

m—1
m=3 3
o0 o0
_ 2\m—1 1ym—-1
= X m(5)" -2 m(3)
m=3 m=3
Aux premiers termes pres, on reconnait des séries classiques et :

B(z) =1

Exercice BL-8

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et qui suivent toutes
deux la loi géométrique de parametre p € 0, 1].
On note U = | X — Y| (valeur absolue de X —Y") et V = min(X,Y).
1. a) Quelles sont les valeurs prises par U et V' 7
Déterminer la loi du couple (U, V).

b)
2. a) Déterminer la loi de U et la loi de V.
b) Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

Solution :

1. a) La variable aléatoire X prend ses valeurs dans N* | ainsi que la variable
aléatoire Y. Par conséquent U prend ses valeurs dans N et V' dans N*.
b) On a P[(U=m)N(V =n)]=P(X —=Y| =m,min(X,Y) =n).

* Si m = 0, par indépendance des variables X et Y :
PU=0)N(V =n)]=P((X =n)N (Y =n)]=p°¢>" .

* Sim € N*| par disjonction des cas possibles :

P[(U =m)N(V =n)] = P[(X = m+n)N(Y =n)]+P[(X =n)NY = m+n)]

et, par équiprobabilité de ces deux événements et indépendance de X et Y :
Vme N Vn e N P[(U=m)n(V =n)] =2¢>pm+2n—2

2. ) x P(U =0) = iP[(UZO)ﬂ(VZn)] = 2102@2)"‘1 k=i

_ _ — 2, m 2n—1_M
Pourm>0,P(U—m)—n;12qp(p) ={+tm
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* La loi de V est donnée par : Vn > 1,
(oo} (oo}
P(V=n)= 3 Pl(U=m)n(V =n)]=¢p™?+ ¥ 2¢°p*"'p"~"
m=0 m=1

Soit :
P(V =n)=¢p> 2+ 2qp>" "' = (1 + p)gp®" >
b) On vérifie aisément que, dans tous les cas :
P[(U=m)Nn(V =n)]=PU =m)P(V =n)
Les variables U et V sont donc indépendantes.

Exercice BL-9

Soit X, Y, Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur
le méme espace probabilisé (2, B, P), et suivant toutes trois la loi uniforme
sur {1,2,...,n}.

1. Calculer P(X =Y).
2. Déterminer la loi de X + Y.
3. Calculer P(X +Y = 2).

Solution :

LP(X=Y)= Y P(X=Y =k = > P(X=h.P(Y =) = 1
k=1 k=1

2. La variable X +Y prend ses valeurs entre 2 et 2n, et il convient de distinguer
selonque k>n+1louk<n+1:

k—1
Si2<k<n+1,P(X+Y=k) =Y P(X=i)P(Y =k—i)=kE=1

i=1

k)

Si2n >k >n+1, PX+Y
2n —k+1
2

n

3.P(X+Y =2)=S P(X+Y =kP(Z=k =L 3 (k—1) =251
k=1 n- p=1 n

Exercice BL-10

Un joueur lance simultanément deux dés équilibrés a 6 faces numérotées de 1
a 6, le nombre de fois juste nécessaire pour que chaque dé ait fait apparaitre
le numéro 6. Soit X le nombre aléatoire de jets ainsi effectués.
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1. Déterminer la fonction de répartition de X.
2. Déterminer la loi de X.

3. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Dans 'affirmative quelle
est sa valeur ?

Solution :

1. Numérotons les deux dés et notons X; le temps d’attente du premier six

sur le dé numéro i. Chaque variable X; suit la loi géométrique de parametre
1

6-
On a X = sup(X;, X5) et, par indépendance :

Vn>1P(X <n)=P(X; <n).P(Xz <n)
Or P(X; <n)=1-P(X; >n) =1—(2)" et donc ;

On constate que le résultat reste valable pour n = 0.
2. Pour tout n de N* :

2 1) 2
P(X=n)=P(X <n)-P(X <n—-1)=(1-(H")* - (1-F)"")
Soit, apres développement et simplifications :

Vn>1,P(X =n)= %(%)n—l _ %(%)2n—2

3. La convergence de toute série du type > ng", avec |¢| < 1 étant connue, la
série définissant ’espérance de X est convergente, et on peut méme séparer
les sommations :

& -1 & 2n—2
E(X) = %n;n(%yz _%n;n(%) n
_1 & 5\yn—1 11 &, (25\n—1
22K PR
D’ou :
ou 9%
BY) = 4§

Exercice BL-13

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note
® la fonction de répartition de X. On pose Y = eX+1.

1. Déterminer, en fonction de @, la fonction de répartition de Y.
2. En déduire une densité f de Y.
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3. Y admet-elle une espérance ?

Solution :

1. Y prend ses valeurs dans R} et :
Ve>0,PY <z)=P(X<-1+Inz)=®(-1+Inx).

2. Une densité f de Y est donc donnée, par dérivation, par :
0 siz <0

fla) = { %(p(—l-{—lna:) siz>0

Comme : Vz € R, p(z) = \/% exp(—2/2), il vient :
T

V& >0,f(z) = Lexp(—%lﬁx)

vV 2emr

3. Y admet une espérance si et seulement si @ — z.f(z) est intégrable sur
R% . Or cette fonction est continue sur R} et :

V:L“>0,:r2.a:f(a:):\/216_7rexp(31n:r—%ln2a:) — 0

r—+00

+o0
Donc, par la regle de Riemann, / zf(x)dz converge
1

1

tandis que lim+ zf(z) = 0 et donc / zf(z)dr n’est pas une intégrale
z—0 0

impropre.

Par conséquent Y admet une espérance.

(11 est d’ailleurs possible de calculer cette espérance, a partir du théoreme de
transfert, par « canonisation » du trinéme obtenu dans ’exponentielle . .. )

Exercice BL-14

a+1l 1—a a-—1
Soit M, = -1 3  2a—3 | € M3(R), a étant un parametre réel.
a—2 2—a 3a—-2
On note f, I’endomorphisme de R® associé a M, relativement & la base
canonique de R3.

Déterminer les valeurs propres de M, . La matrice M, est-elle diagonalisable ?
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Solution :

Par la méthode du pivot, A est valeur propre de M, si et seulement si A = 2
ou A = 2a. Il est donc nécessaire de discuter :
* Si a = 1, 'unique valeur propre est 2 et si M; était diagonalisable, elle
serait semblable a 21, donc serait égale a 21, ce qui est faux. Donc M; n’est
pas diagonalisable.
* Si al, la matrice M, admet deux valeurs propres : 2 et 2a.

(a-—lz+(1-ay+(a—1)z=0

MX=2X<—=<{ —z+y+(2a—-3)z2=0
(a—2)z+(2—-a)y+ (Ba—4)z=0
1

Comme al, il reste : E5) = Vect | 1
0

l1-az+(1-ay+(@—1)z=0
M, X =2aX <= ¢ -2+ (3-2a)y+ (2a—3)z=0
(a—2)x+2—-a)y+(a—2)z=0

1 0
Sia=2, E(4) = Vect 01],11 et M, est diagonalisable.
1 1
0
Sinon, E(s,) = Vect | 1 | et M, n’est pas diagonalisable.
1

En conclusion, seule la matrice M, est diagonalisable.
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