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ANALYSE

Exercice 1-1

1. Pour quelles valeurs de x r�eel, la s�erie
X
n�1

1

nx
est-elle convergente ? On

pose alors : f(x) =

1X
n=1

1

nx
.

Montrer que la fonction f est une fonction d�ecroissante sur son domaine de

d�e�nition.

2. Montrer que lim
x!1+

f(x) = +1 (on pourra consid�erer fN (x) =

NX
n=1

1

nx
, puis

faire tendre N vers l'in�ni).

3. En consid�erant

Z +1

1

du

ux
, donner un �equivalent de f(x) lorsque x tend vers

1 par valeurs sup�erieures.

4. Montrer que la fonction f est continue sur ]1;+1[ (on majorera
1

nx0+h
�

1

nx0
par le terme g�en�eral d'une s�erie convergente).

Solution :

1. La s�erie
X
n�1

1

nx
est une s�erie de Riemann qui converge si et seulement si

x > 1.
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La fonction f : x 7!
1X
n=1

1

nx
est d�ecroissante sur ]1;+1[, puisque si 1 < x < y,

alors comme n � 1,
1

ny
� 1

nx
. La positivit�e des termes de cette s�erie montre

que f est d�ecroissante.

2. Soit N 2 N donn�e et fN : x 7!
NX
n=1

1

nx
. C'est une fonction polynôme, donc

continue sur R. On a alors :

lim
x!1

fN (x) =

NX
n=1

1

n
� lnN

Or tous les termes de la s�erie d�e�nissant f �etant positifs, on a, pour tout

x > 1 :

f(x) > fN (x); 8N 2 N
La fonction f �etant d�ecroissante sur ]1;+1[, alors ` = lim

x!1+
f(x) existe dans

R (` est soit �ni, soit ` = +1). On a alors, pour tout N 2 N :

` � f(x) �
NX
n=1

1

n

La s�erie harmonique �etant divergente, il vient ` = +1.

3. Par d�ecroissance et positivit�e de la fonction u 7! 1

ux
sur [1;+1[, il vient :

f(x) �
Z +1

1

du

ux
� f(x)� 1

(c'est une comparaison s�erie{int�egrale classique).

Un calcul de primitive donne :

1

x� 1
� f(x) � 1 +

1

x� 1

ce qui entrâ�ne que f(x) est �equivalente �a
1

x� 1
au voisinage de 1+.

4. Soit x0 > et " > 0 tel que x0 � " > 1. Soit h r�eel tel que jhj < ". On peut

�ecrire :
1

nx0+h
� 1

nx0
= e�(x0+h) lnn � e�x0 lnn

L'in�egalit�e des accroissements �nis donne alors :

je�(x0+h) lnn � e�x0 lnnj � jhj ln(n)e�(x0�") lnn

Or la s�erie
X
n�1

ln(n)e�(x0�") lnn est convergente. En e�et :

ln(n)e�(x0�") lnn =
lnn

nx0�"
=

lnn

n�
; (� > 1)
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Soit � > 1 tel que 1 < � < �. Alors, par croissances compar�ees :

lim
n!+1

n
�
lnn

n�
= 0

ce qui entrâ�ne la convergence de la s�erie. On note S sa somme. Il vient :

jf(x0 + h)� f(x0)j �
+1X
n=1

���� 1

nx0+h
� 1

nx0

���� � S:jhj

ce qui entrâ�ne que f est continue en x0.

Exercice 1-2

1. Pour quelles valeurs de t r�eel la s�erie
X
n�1

e�t
p
n est-elle convergente ? On

pose alors :

g(t) =

+1X
n=1

e�t
p
n

2. Montrer que g est d�ecroissante sur son domaine de d�e�nition.

3. D�eterminer lim
t!+1

g(t).

4. a) Soit f : R+ ! R
+ continue et d�ecroissante. Montrer que la s�erie

X
n�1

f(n)

converge si et seulement si l'int�egrale

Z +1

1

f(t)dt converge.

b) D�eterminer lim
t!0+

g(t)

c) Donner un �equivalent de g(t) lorsque t tend vers 0+.

Solution :

1. Posons un = e�t
p
n.

? Si t � 0, alors la suite (un) ne converge pas vers 0 et la divergence de la

s�erie est triviale.

? Si t > 0, alors lim
n!1

(t
p
n)4:e�t

p
n = 0 et donc un est n�egligeable devant 1

n
2 ,

ce qui prouve que la s�erie converge.

Ainsi, g est d�e�nie sur R�+ .

2. Si t > t
0
> 0, alors pour tout n, e�t

0
p
n � e�t

p
n, puis par sommation

depuis n = 0 jusqu'�a un rang N , et conservation des in�egalit�es �a la limite, on

en d�eduit : g(t0) � g(t). Donc g est d�ecroissante sur R�+ .

3. Pour t � 1 et n � 1, on peut �ecrire :

e�t
p
n = e�t:e�t(

p
n�1) � e�t:e�(

p
n�1) = e�t:vn
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La s�erie de terme g�en�eral vn est convergente (car lim
n!1

n
2
:vn = 0) et donc,

pour t � 1, on a 0 � g(t) � e�t:
1P
n=1

vn, ce qui donne, par encadrement :

lim
t!+1

g(t) = 0

4. a) Ce r�esultat est une question de cours, il su�t d'�ecrire, par d�ecroissance

de f :

8n 2 N� ; f(n+ 1) �
Z n+1

n

f(t) dt � f(n)

Le r�esultat s'en d�eduit alors, par sommation : : :

b) On a donc ici : g(t)� e�t �
Z +1

1

e�t
p
u
du � g(t)

Or, par le changement de variable v = t
2
u :Z +1

1

e�t
p
u
dt = 1

t
2

Z +1

t2

e�
p
v
dv �

(0+)

1
t
2

Z +1

0

e�
p
v
dv �!

(t!0+)
+1

Ce qui prouve que lim
t!0+

g(t) = +1.

c) On a :

Z +1

0

e�
p
v
dv = 2

Z +1

0

z:e�z dz = 2, et

Z +1

1

e�t
p
u
dt �

(0+)

2
t
2

L'encadrement :

Z +1

1

e�t
p
u
du � g(t) �

Z +1

1

e�t
p
u
du + e�t montre alors

que g(t) �
(0+)

2
t
2 .

Exercice 1-3

1. Montrer que pour tout x > 0 l'int�egrale

Z +1

1

sinu

ux
du est convergente. On

note f(x) sa valeur.

2. Etablir une relation entre f(x) et f(x+ 2).

3. D�eterminer lim
x!0+

f(x), puis lim
x!+1

f(x).

Solution :

1. Le probl�eme provient �evidemment de la borne sup�erieure, et pour A > 0 :Z
A

1

sinu
u
x

du =
h
� cosu

u
x

iA
1
� x

Z
A

1

cosu
u
x+1 du

On a 0 � j cosuj
u
x+1 � 1

u
x+1 , et comme x+ 1 > 1, l'int�egrale

Z +1

1

cosu
u
x+1 du est

absolument convergente, donc convergente, tandis que lim
A!+1

cosA
A
x

= 0.
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Cela prouve que l'int�egrale propos�ee est convergente.

2. En achevant le calcul associ�e �a l'int�egration par parties pr�ec�edente, on

obtient :

f(x) = cos 1� x

Z +1

1

cosu
u
x+1 du

Une deuxi�eme int�egration par parties (dans le même sens) donne alors :

f(x) = cos 1 + x sin 1� x(x+ 1)

Z +1

1

sinu
u
x+2 du

Soit : f(x) = cos 1 + x sin 1� x(x+ 1)f(x+ 2).

3. Pour tout x � 2, on a : jf(x)j �
Z +1

1

1
u
2 dx = 1.

Par cons�equent, 8x > 0;
���Z +1

1

sinu
u
x+2 du

��� � 1 et lim
x!0+

f(x) = cos 1.

On �ecrit : f(x+2) = � f(x)

x(x+ 1)
+ cos 1
x(x + 1)

+ sin 1
x+ 1

et puisque f est born�ee

sur [2;+1[, il vient :

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

f(x+ 2) = 0.

Exercice 1-4

1. Soit F la fonction d�e�nie sur R3 par :

F (x; y; z) = 24x2 + 2y2 + z
2 + 12xy + 2yz + 4zx� 240x� 48y � 12z

a) D�eterminer les points critiques de F .

b) Montrer que :

F (x; y; z) = (2x+ y + z � 6)2 + (4x+ y � 18)2 + 4(x� 9)2 � 684

c) Montrer que F atteint son minimum sur R3 en un unique point. Pr�eciser

ses coordonn�ees, ainsi que la valeur du minimum.

2. a) Rappeler la valeur de In =

Z +1

0

e�t tndt.

b) Justi�er la convergence et exprimer en fonction de F , l'int�egrale :

I(a; b; c) =

Z +1

0

e�t
�
t
3 � a t

2 � b t� c
�2
dt

c) D�eterminer :

I = inf
(a;b;c)2R3

I(a; b; c)

3. a) Justi�er (bri�evement) que :�
P j Q

�
=

Z +1

0

e�t P (t)Q(t)dt
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d�e�nit un produit scalaire sur l'espace vectoriel R3 [X ] des polynômes �a

coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a 3.

b) Calculer la distance du polynôme P0(X) = X
3 au sous-espace H =

R2 [X ] des polynômes de R[X ] de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2.

c) Soit T (X) = aX
2 + bX + c un polynôme appartenant �a H .

Montrer que T est la projection orthogonale du polynôme X3 sur le sous-

espace H si et seulement si :8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
(a; b; c) = 0

@F

@y
(a; b; c) = 0

@F

@z
(a; b; c) = 0

et retrouver le r�esultat pr�ec�edent.

Solution :

1. a) L'application (x; y; z) 7! F (x; y; z) est de classe C1, car polynomiale par

rapport �a chacune de ses variables. De plus :8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
= 48x+ 12y + 4z � 240

@F

@y
= 12x+ 4y + 2z � 48

@F

@z
= 4x+ 2y + 2z � 12

Les points critiques sont les solutions du syst�eme :8<:
12x+ 3y + z = 60

6x+ 2y + z = 24

2x+ y + z = 6

()

8<:
6x+ y = 36

4x+ y = 18

2x+ y + z = 6

()

8<:
x = 9

y = �18
z = 6

b) Il su�t de d�evelopper le terme de droite de l'�egalit�e propos�ee pour

aboutir au r�esultat demand�e.

c) On v�eri�e que (9;�18; 6) annule F (x; y; z) + 684 (qui est un r�eel positif

comme somme de trois carr�es). Il en r�esulte que F admet un minimum absolu

en ce point qui vaut �684.
2. a) Une int�egration par parties �evidente sur un intervalle de la forme [0; X ],

suivie d'un passage �a la limite, montre que In = nIn�1 et I0 = 1 entrâ�ne

que pour tout n 2 N; In = n!.

b) La fonction h : t 7! e�t(t3�at2�bt�c)2 est continue sur [0;+1[ donc in-

t�egrable sur tout segment de cet intervalle. De plus lim
t!+1

t
2
h(t) = 0 entrâ�ne
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la convergence en +1 de l'int�egrale propos�ee. Un simple d�eveloppement de

(t3 � at
2 � bt� c)2, l'existence et la lin�earit�e de l'int�egrale donnent :

I(a; b; c) = a
2
I4 + b

2
I2 + c

2
I0 + 2abI3 + 2acI2 + 2bcI1 � 2aI5 � 2bI4 � 2cI3

ou :

I(a; b; c) = F (a; b; c) + 720

c) D'apr�es la premi�ere question :

inf
(a;b;c)2R3

I(a; b; c) = inf
(a;b;c)2R3

F (a; b; c) + 720 = 36

qui est atteint en (9;�18; 6).

3. a) On v�eri�e que l'int�egrale

Z +1

0

e�tP (t)Q(t)dt existe (même raison-

nement qu'�a la question pr�ec�edente) et que la forme propos�ee est bilin�eaire

(existence et lin�earit�e de l'int�egrale), sym�etrique (commutativit�e du produit

de r�eels), positive (positivit�e de l'int�egrale) et d�e�nie (car t 7! e�tP 2(t) est

une fonction positive, continue sur R+ ). On d�e�nit ainsi un produit scalaire

sur R3 [X ].

b) On sait que :

d
2(P0; H) = inf

P2H
jjP0 � P jj2 = inf

(a;b;c)2R3

Z +1

0

e�t(t3 � a t
2 � b t� c)2dt = 36

c) On sait que T est la projection orthogonale du polynôme X
3 sur le

sous-espace H si et seulement si T 2 H et (P0 � T ) 2 H
?. Si l'on pose

T (X) = aX
2 + bX + c, ceci est �equivalent �a :

8<:
(X3 � T j X2) = 0

(X3 � T j X) = 0

(X3 � T j 1) = 0

,

8>>>>>><>>>>>>:

Z +1

0

e�t(t5 � at
4 � bt

3 � ct
2)dt = 0Z +1

0

e�t(t4 � at
3 � bt

2 � ct)dt = 0Z +1

0

e�t(t3 � at
2 � bt� c)dt = 0

Ce syst�eme est �equivalent �a :

8<:
120� 24a� 6b� 2c = 0

24� 6a� 2b� c = 0

6� 2a� b� c = 0

,

8>>>>>><>>>>>>:

@F

@x
(a; b; c) = 0

@F

@y
(a; b; c) = 0

@F

@z
(a; b; c) = 0

On retrouve ainsi le point critique de la premi�ere question.
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Exercice 1-5

Soit f la fonction d�e�nie par f(t) =
1p

1 + t3
.

1. �Etudier la convergence des int�egrales

I =

Z 1

�1
f(t)dt et J =

Z +1

0

f(t)dt

Soit F la fonction d�e�nie par : F (x) =

Z
x
2

1=x

f(t)dt

2. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de la fonction F .

3. Pr�eciser les limites de F aux bornes de D.

4. �Etudier les variations de F . On montrera en particulier que F 0 s'annule en
une unique valeur a qu'on d�eterminera.

Dresser le tableau de variations de F .

5. Tracer l'allure du graphe de F et pr�eciser son intersection avec l'axe (Ox).

Solution :

1. La fonction h : t 7! 1p
1 + t3

est positive et continue sur ]�1;+1[.

� Au voisinage de �1, h(t) est �equivalent �a
1p
3

1p
1 + t

qui est int�egrable

(int�egrale de Riemann).

� Au voisinage de l'in�ni, h(t) est �equivalent �a
1

t3=2
qui est int�egrable pour

la même raison.

Ainsi les deux int�egrales I et J convergent-elles.

2. La fonction F est d�e�nie si et seulement si h est d�e�nie sur l'intervalle�
1

x
; x

2

�
, donc si et seulement si

�
1

x
; x

2

�
� ]�1;+1[, soit :

(x > 0) ou (x < 0) \
�
1
x
> �1

�
() (x > 0) [ (x < �1)

La premi�ere question montre d'une part que F (�1) = I existe et d'autre part

que lim
x!0+

F (x) = �J .

Finalement, le domaine de d�e�nition de F est :

DF = ]�1;�1] [ [0;+1[

3. De nouveau, la premi�ere question nous assure que :

lim
x!�1

F (x) = J; lim
x!+1

F (x) = J; lim
x!0+

F (x) = �J; lim
x!0�

F (x) = I
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4. La fonction F est de classe C1 sur ]�1;�1[[ ]0;+1[. Sur cet intervalle,

la d�eriv�ee F 0 est donn�ee par :

F
0(x) =

2xp
1 + x6

+
1p

x+ x4

� on a trivialement F 0(x) > 0 pour x > 0.

� pour x < �1 , il vient :

F
0(x) > 0()

8<:
4x2

1 + x6
>

1

x4 + x

x < �1
()

�
3x6 + 4x3 � 1 > 0

x < �1

ce qui est �equivalent �a :

x 2 ]�;�1[; avec � =
��2�p7

3

�1=3
On remarquera que lim

x!�1�
F
0(x) = lim

x!0+
F
0(x) = +1, ce qui donne en ces

points des demi{tangentes verticales.

Exercice 1-6

On rappelle les formules de trigonom�etrie :

sin a+ sin b = 2 sin
�
a+ b

2

�
cos
�
a� b

2

�
sin a� sin b = 2 cos

�
a+ b

2

�
sin
�
a� b

2

�
1. Soit a > 0 et f : [0; a]! R une fonction de classe C1. Montrer que :

lim
�!+1

�Z a

0

sin(�x) f(x)dx

�
= 0

De la même mani�ere, on a (et on n'en demande pas la d�emonstration) :

lim
�!+1

�Z
a

0

cos(�x) f(x)dx

�
= 0

2. Pour a 2 [0; �] et n 2 N, on pose :

In(a) =

Z
a

0

sin(nx)

sinx
dx

a) Justi�er la convergence de In(a).

b) Montrer que pour a 2 [0; �[, lim
n!+1

�
In+1(a)� In(a)

�
= 0.

3. a) D�eterminer In(�) pour tout n 2 N.
b) Pour a 2]0; �[, �ecrire une relation entre In(a) et In(� � a).

c) En d�eduire que lim
n!+1

In(a) =
�

2
.
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4.a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z +1

0

sin t

t
dt

b) Soit a 2 ]0; �[. Montrer que la fonction :

x 7! �(x) =
1

sinx
� 1

x

peut se prolonger en une fonction de classe C1 sur l'intervalle [0; a].

c) D�eterminer :

lim
n!+1

Z
a

0

sin(nx)

x
dx

et en d�eduire la valeur de J .

Solution :

1. Puisque f est de classe C1, une int�egration par parties est l�egitime et en

supposant � > 0 (ce qui n'est pas une restriction, puisque l'on cherche la

limite lorsque �! +1) :

I� =

Z a

0

sin(�x)f(x) dx =
h
� cos(�x)

�
f(x)

ia
0
+ 1
�

Z a

0

cos(�x)f 0(x) dx

Ainsi : jI�j � jf(0)j
�

+
jf(a)j
�

+ 1
�

Z
a

0

jf 0(x)j dx �!
�!+1

0.

2. a) L'int�egrale est impropre pour la borne 0, mais :
sin(nx)
sinx

� nx

x
�!
x!0

n,

et la fonction �a int�egrer se prolonge par continuit�e en 0.

Si a = �, l'int�egrale est aussi impropre en �, mais le changement de variable

t = ��x montre que le probl�eme est le même qu'en 0 et la fonction �a int�egrer

se prolonge encore par continuit�e.

L'int�egrale est donc en fait hh fausement impropre ii.

b) A l'aide des formules de trigonom�etrie donn�ees dans l'�enonc�e, on

obtient :

In+1(a)� In(a) =

Z a

0

cos 2n+ 1
2

x� 1
cos(x=2)

dx

La fonction x 7! 1
cos(x=2)

�etant de classe C1 sur [0; a] � [0; �[, on conclut,

grce �a la premi�ere question :

lim
n!1

[In+1(a)� In(a)] = 0

3. a) Toujours avec les formules donn�ees, on a :

In+1(�)� In�1(�) =
Z �

0

2 cos(nx) dx = 0

Donc In+1(�) = In�1(�) et, par r�ecurrence :
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8 p 2 N; I2p (�) = I0(�) = 0 et I2p+1(�) = I1(�) = �

b) En e�ectuant le changement de variable x = � � t :

In(� � a) =

Z
��a

0

sin(nx)
sinx

dx =

Z
�

a

(�1)n sin(nt)
sin t

dt

Donc :

In(� � a) = (�1)n[In(�)� In(a)]

c) Ainsi : Ina) = In(�) + (�1)n+1
In(� � a), d'o�u :

In+1(a) + In(a) = In+1(�) + In(�) + (�1)n[In+1(� � a)� In(� � a)]

= � + (�1)n[In+1(� � a)� In(� � a)].

On a donc In+1(a) + In(a) �!
n!1

� et In+1(a)� In(a) �!
n!1

0, d'o�u :

In(a) �!
n!1

�=2

4. a) La fonction �a int�egrer se prolonge par continuit�e en 0, donc l'int�egraleZ 1

0

sin t
t

dt existe.

Pour x � 1, en int�egrant par parties :Z
x

1

sin t
t

dt = cos 1� cosx
x

+

Z
x

1

cos t
t
2 dt

Comme
j cos tj
t
2 � 1

t
2 , l'int�egrale

Z +1

1

cos t
t
2 dt est (absolument) convergente,

et lim
x!+1

cosx
x

= 0. Par cons�equent

Z x

1

sin t
t

dt a une limite lorsque x tend

vers +1 et donc J existe.

b) La fonction � est de classe C1 sur ]0; a] et pour x0 :

�(x) = x� sinx
x sinx

� x
3
=6

x
2 �!

x!0
0

Ainsi � est prolongeable par continuit�e en 0, en posant �(0) = 0.

On a alors, pour x0 :

�
0(x) = 1

x
2 � cosx

sin2 x
= sin2 x� x

2 cosx
x
2 sin2 x

Un d�eveloppement limit�e donne : sin2 x� x
2 cosx = 1

6
x
4 + o(x4), tandis que

l'on a : x2 sin2 x = x
4 + o(x4), donc lim

0
�
0 = 1

6
.

Par th�eor�eme, on en d�eduit que le prolongement par continuit�e de � est

d�erivable en 0, avec �0(0) = 1
6
, donc ce prolongement est bien de classe C1.

c) In(a) �
Z a

0

sin(nx)
x

dx =

Z a

0

sin(nx)�(x) dx. La premi�ere question

montre donc que cette expression est de limite nulle, lorsque n tend vers

l'in�ni, et :
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lim
n!1

Z
a

0

sin(nx)
x

dx = �

2

Le changement de variable t = nx, pour n � 1, donne :Z a

0

sin(nx)
x

dx =

Z na

0

sin t
t

dt

La convergence de l'int�egrale �etant acquise, on obtient :Z +1

0

sin t
t

dt = �

2

Exercice 1-7

1. Pour x 2 [0; 1[, on pose h(x) = ln(1� x)

a) Soit p 2 N. Calculer la d�eriv�ee p-i�eme de h.

b) Soit x 2 [0; 1[ �x�e.

�Etudier les variations de la fonction t 7! �(t) =
t� x

t� 1
sur l'intervalle [0; x].

En d�eduire que, pour tout x 2 [0; 1[ :

jHp(x)j � x
p j ln(1� x)j o�u Hp(x) =

Z
x

0

h
(p+1)(t)

(x� t)p

p!
dt

2. Montrer que la fonction x 7! g(x) = ln(x2) ln(1 � x
2) est born�ee sur

l'intervalle ]0; 1[.

3. a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z 1

0

ln
�
x
2
�
ln
�
1� x

2
�

x2
dx

b) Pour n 2 N, apr�es en avoir justi��e la convergence, calculer :

In = �
Z 1

0

x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
dx

c) Montrer que :

J =

+1X
n=0

2

(n+ 1) (2n+ 1)2

4. A-t-on :

(8x 2 [0; 1[) ln(1� x) = �
+1X
n=0

x
n+1

n+ 1
?

Solution :

1. a) Des calculs �evidents et une d�emonstration par r�ecurrence donnent pour

tout p � 1 et pour tout x 2 [0; 1[ :

h
(p)(x) = � (p� 1)!

(1� x)p
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b) Pour tout x 2 [0; 1[ �x�e, l'application t 7! �(t) =
t� x

t� 1
est continue et

d�erivable sur l'intervalle [0; x]. de plus

�
0(t) =

x� 1

(t� 1)2
< 0

Ainsi, par d�ecroissance et comme �(0) = x, il vient pour tout t 2 [0; x] :

0 � �(t) � x

En�n : ����Z x

0

h
(p+1)(t)

(x � t)p

p!
dt

���� = ����Z x

0

�(�(t))p) dt

1� t

����
� x

p

Z
x

0

dt

1� t
= �xp ln(1� x)

= x
pj ln(1� x)j

2. La fonction g est continue sur l'intervalle ]0; 1[.

� au voisinage de 0, g(x) est �equivalent �a h(x) = �x2 ln(x2) qui tend vers 0

lorsque x tend vers 0.

� au voisinage de 1, g(x) est �equivalent �a h(x) = 2 ln(x) ln(1�x) soit encore

g(x) � 2(1� x) ln(1� x) qui tend �egalement vers 0 lorsque x tend vers 1.

Ainsi g est prolongeable par continuit�e sur l'intervalle [0; 1] et y est donc

born�ee.

3. a) La fonction f : x 7!
ln
�
x
2
�
ln
�
1� x

2
�

x2
est continue sur ]0; 1[.

Au voisinage de 0, f(x) est �equivalent �a �2 lnx qui est une fonction int�egrable

sur [0; 1].

Au voisinage de 1, f(x) est �equivalent �a g(x) qui tend vers 0.

Ainsi l'int�egrale propos�ee existe.

b) La fonction f : x 7!
x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
est continue sur ]0; 1] et tend vers 0 en

0, si n � 1. Elle est donc prolongeable par continuit�e sur [0; 1] ce qui assure

l'existence de In, pour n � 1.

Pour n = 0, elle est �equivalente �a 2 lnx au voisinage de 0 qui est une fonction

int�egrable sur [0; 1].

Une int�egration par parties sur [a; b] �]0; 1[ donne :

�
Z

b

a

x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
dx =

�
� x

2n+1 lnx2

(n+ 1)(2n+ 1)

�b
a

+

Z
b

a

2x2n

(n+ 1)(2n+ 1)
dx

puis en prenant les limites en 0 et 1 :

In =
2

(n+ 1)(2n+ 1)2
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c) Utilisons la formule de Taylor avec reste int�egral pour la fonction h :

h(x) = �
pX

n=1

x
n

n
+

Z
x

0

h
(p+1)(t)

(x� t)p

p!
dt

d'o�u : �����J �
p�1X
n=0

In

����� �
Z 1

0

j lnx2j
x2

jHp(x
2)jdx

�
Z 1

0

jg(x)jx2p�2dx � M

2p� 1
cette derni�ere expression tendant vers 0 lorsque p tend vers l'in�ni. On en

d�eduit que :

J =

+1X
n=0

2

(n+ 1) (2n+ 1)2

4. Il su�t de reprendre la formule de Taylor de la question pr�ec�edente :

ln(1� x) = �
pX

n=1

x
n

n
+Hp(x)

et pour x 2 [0; 1[; jHp(x)j � x
pj ln(1� x)j qui tend vers 0 lorsque p tend vers

l'in�ni. Donc pour tout x 2 [0; 1[ :

ln(1� x) = �
+1X
n=0

x
n+1

n+ 1

Exercice 1-8

On consid�ere la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

1 + x2

1. Montrer que f est ind�e�niment d�erivable sur R.

2. Soit n un entier naturel. On pose Pn(x) = (1 + x
2)n+1

f
(n)(x) o�u f

(n)

d�esigne la d�eriv�ee n-i�eme de f .

a) Montrer que l'on a :

(1 + x
2)P 0n(x) = 2(n+ 1)xPn(x) + Pn+1(x)

b) �Etablir que Pn est un polynôme dont le terme de plus haut degr�e est

�egal �a (�1)n(n+ 1)!xn.

3. Soit a un r�eel et g une fonction continue sur l'intervalle [a;+1[, d�erivable

sur l'intervalle ]a;+1[ et qui v�eri�e g(a) = 0 et lim
x!+1

g(x) = 0.
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a) On consid�ere la fonction G d�e�nie sur l'intervalle [0; 1] par :

G : x 7!
�
g( 1

x
+ a� 1) si x 2]0; 1]

0 si x = 0

Montrer que G est continue sur [0; 1] et d�erivable sur ]0; 1[.

b) Montrer que G0 s'annule en un point de ]0; 1[. En d�eduire que g0 s'annule
en un point de ]a;+1[.

4. Soit h une fonction qui est continue sur l'intervalle ]�1; a], d�erivable sur

l'intervalle ]�1; a[, telle que h(a) = 0 et telle que lim
x!�1

h(x) = 0. Montrer

que h0 s'annule en un point de l'intervalle ]�1; a[.

5. Montrer par r�ecurrence sur n que le polynôme Pn admet n racines r�eelles

distinctes.

Solution :

1. La fonction x 7! 1 + x
2 �etant strictement positive sur R et de classe C1.

La fonction f , qui est son inverse, est de classe C1.

2. a) Si Pn(x) = (1 + x
2)n+1

f
(n)(x), alors :

P
0
n(x) = (n+ 1)2x(1 + x

2)nf (n)(x) + (1 + x
2)n+1

f
(n+1)(x)

et un calcul imm�ediat donne :

(1 + x
2)P 0n(x) = 2(n+ 1)xPn(x) + Pn+1(x)

b) Montrons le r�esultat demand�e par r�ecurrence sur n.

� P0 = 1 v�eri�e l'hypoth�ese.

� Supposons l'hypoth�ese v�eri��ee pour tout k � n. Alors :

Pn+1(x) = (1 + x
2)P 0n(x) � 2(n+ 1)xPn(x)

= (1 + x
2)[(�1)n(n+ 1)!nxn�1 +R

0(x)]

� 2(n+ 1)x ((�1)n(n+ 1)!xn +R(x))

= (�1)n+1(n+ 2)!xn+1 +Q(x)

3. a) La fonction G est continue sur ]0; 1] et se prolonge par continuit�e en 0

par lim
x!+1

g(x) = 0. Par composition, elle est d�erivable sur ]0; 1[ et pour tout

x dans cet intevalle :

G
0(x) =

�1
x2

g
0
�
1

x
+ a� 1

�
b) On peut appliquer le th�eor�eme de Rolle �a la fonction G et on en d�eduit

qu'il existe C 2]0; 1[ tel que G0(C) = 0. Donc, il existe c 2]a;+1[ tel que

g
0(c) = 0, avec c =

1

C
+ a� 1.

4. Il su�t d'appliquer la proposition pr�ec�edente �a la fonction g d�e�nie par :
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g(x) = h(�x).

5. Montrons le r�esultat par r�ecurrence.

� on v�eri�e que P0 et P1 admettent respectivement 0 et une racine sur R.

� supposons que le polynôme Pn admette n racines distinctes a1 < a2 <

: : : < an. La fonction f
(n) s'annule donc en ces points.

Du th�eor�eme de Rolle appliqu�e �a chaque intervalle [ai; ai+1]; 1 � i � n � 1,

on d�eduit que f (n+1) (donc Pn+1) s'annule en (n � 1) point distincts b2 <

b3 < : : : < bn, avec pour tout 1 � i � n� 1 : bi 2 ]ai; ai+1[.

Or la fonction f
(n) est continue sur l'intervalle [an;+1[, d�erivable sur

]an;+1[ et v�eri�e f
(n)(an) = 0, lim

x!+1
f
(n)(x) = 0. D'apr�es la question

3, il existe bn+1 > an tel que f (n+1)(bn+1) = 0.

De même, en appliquant la question 4 �a f
(n) sur l'intervalle ]�1; a1[, on

trouve b1 < a1 tel que f (n+1)(b1) = 0.

On a ainsi trouv�e (n+ 1) points distincts o�u Pn+1 s'annule.

Ce polynôme �etant de degr�e (n+ 1), il n'admet pas d'autres racines.

Exercice 1-9

Soit r un r�eel strictement positif. On consid�ere un r�eel strictement positif u0
et on d�e�nit la suite (un)n>0 en posant :

un+1 =
1

r + u2n

si n > 0

1. Etudier la fonction x 7! x
3 + rx� 1 et montrer qu'elle s'annule en un seul

point `. En d�eduire que la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

r + x2

admet un seul point �xe ( i.e. il existe un unique x0 tel que f(x0) = x0).

2. On consid�ere la fonction g d�e�nie sur R par g(x) = f(f(x)).

a) Que vaut g(x) ?

b) Montrer qu'il existe trois r�eels a; b et c que l'on d�eterminera, tels que

pour tout x r�eel on a :

(1� rx)(r + x
2)2 � x = (x3 + rx � 1)(ax2 + bx+ c)

c) D�eterminer la fonction x 7! h(x) = g(x)� x.

3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point �xe.

b) Que peut-on dire de la suite (un)n>0 ?

4. On prend pour r la valeur 1=2.
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a) Montrer que g admet trois points �xes. On notera � et � les deux points

�xes qui sont di��erents de ` avec � < �.

b) On pose E = f�; �; `g. Montrer que f laisse l'ensemble E invariant (i.e

que l'on a f(E) = E).

En d�eduire que � < ` < �.

c) Etudier le signe de la fonction h d�e�nie par h(x) = g(x)� x.

d) Etudier la convergence des suites (u2n)n>0 et (u2n+1)n>0 en fonction de

la valeur initiale u0.

Solution :

1. Une �etude imm�ediate montre que l'application x 7! x
3 + rx � 1 est

strictement croissante sur R. L'�etude de ses limites en �1 montre qu'elle

s'annule en un unique point `.

Il en r�esulte que la fonction f admet un unique point �xe `.

2. a) Un calcul imm�ediat donne, pour tout x r�eel :

g(x) =
(r + x

2)2

r(r + x2)2 + 1

b) En e�ectuant le produit du membre de droite et par identi�cation, il

vient :

(1� rx)(r + x
2)2 � x = (x3 + rx � 1)(�rx2 + x� r

2)

c) La fonction h est d�e�nie par :

h(x) =
(1� rx)(r + x

2)2 � x

r(r + x2)2 + 1
=

(x3 + rx� 1)(�rx2 + x� r
2)

r(r + x2)2 + 1

Remarquons que le discriminant � du trinôme �rx2+x�r2 est �egal �a 1�4r3.

3. a) Lorsque r = 1, � est n�egatif. La fonction h n'admet qu'un seul z�ero qui

est `. La fonction g admet donc ` comme unique point �xe.

b) La suite (un) est born�ee par construction. La fonction g �etant croissante,

les deux suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones (et born�ees). Elles convergent

donc chacune vers l'unique point �xe de g.

La suite (un) converge donc vers `.

4. a) Lorsque r = 1=2, � est strictement positif. La fonction h a trois z�eros

et la fonction g admet trois points �xes �; �; `. Un calcul imm�ediat donne :

� = 1� 1p
2
; � = 1 +

1p
2

b) Posons E = f�; �; `g. On remarque que :

f(�) = f(g(�)) = g(f(�)), f(�) = f(g(�)) = g(f(�)).
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L'application f �etant injective, les points f(�); f(�) ` sont trois points

distincts, invariants par g. Comme f admet un unique point �xe, il vient :

f(�) = �; f(�) = �

On consid�ere alors les di��erentes possibilit�es pour ordonner �; � et `, et en

appliquant f , on a n�ecessairement � < l < �.

c) Le signe de h est imm�ediat :

sgn(h(x)) =

�
+1 x 2]�1; �[[]`; �[
�1 x 2]�; `[[]�;+1[

d) Il faut distinguer plusieurs cas :

� 0 < u0 < �. On a alors h(u0) > 0 et donc u2 > u0. La fonction g �etant

croissante, la suite (u2n) est croissante et major�ee par �.

Elle converge vers un point �xe de g qui ne peut être que �.

Comme f est d�ecroissante, la suite (u2n+1) est d�ecroissante (car u2n+1 =

f(u2n)) et minor�ee par � = f(�). Elle converge donc vers �.

� u0 = �. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes �egales respectivement

�a � et �.

� � < u0 < `. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique �a celui

du premier cas montrent que la suite (u2n) est d�ecroissante et converge vers

�, alors que la suite (u2n+1) est croissante et converge vers �.

� u0 = `. La suite (un) est constante �egale �a `.

� ` < u0 < �. La suite (u2n) est croissante et converge vers �, alors que la

suite (u2n+1) est d�ecroissante et converge vers �.

� u0 = �. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes �egales respectivement

�a � et �.

� u0 > �. La suite (u2n) est d�ecroissante et converge vers �, alors que la suite

(u2n+1) est croissante et converge vers �.

Exercice 1-10

On consid�ere une fonction f d�e�nie et continue sur [0; �] et l'int�egrale

In =

Z �

0

f(t) sin(nt)dt.

1. On suppose dans cette question seulement que f est de classe C1 sur [0; �].

Montrer, �a l'aide d'une int�egration par parties, que la suite (In) tend vers 0

quand n tend vers l'in�ni.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C
0 sur [0; �]. On veut

d�emontrer que le r�esultat pr�ec�edent est encore valable.
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a) Soit n 2 N� . Soit F la fonction de Rn dans R qui �a tout n-uplet de r�eels

(a1; a2; : : : ; an) associe le nombre
2

�

Z
�

0

 
f(t)�

nX
k=1

ak sin(kt)

!2

dt.

On pose bk(f) =
2

�

Z
�

0

f(t) sin(kt)dt.

En�n, on rappelle que pour tout couple de r�eels (a; b), on a

sin(a) sin(b) =
1

2
(cos(a� b)� cos(a+ b)).

Calculer pour tout couple (k; l) d'entiers strictement positifs l'int�egraleZ
�

0

sin(kt) sin(lt)dt.

En d�eduire que quel que soit (a1; a2; : : : ; an) 2 Rn :

F (a1; a2; : : : ; an) =

nX
k=1

a
2
k � 2

nX
k=1

akbk(f) +
2

�

Z �

0

f
2(t)dt

b) Montrer que F admet un minimum global au point (b1(f); � � � ; bn(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

c) Montrer que la s�erie
P

(bk(f))
2
est convergente et donner un majorant

de sa somme.

d) Conclure.

Solution :

1. Les deux fonctions �a int�egrer �etant de classe C1 sur [0; �], une int�egration

par parties donne :

In =

�
� 1

n
f(t) cosnt

��
0

+
1

n

Z
�

0

f
0(t) cosntdt

Les fonctions f et f
0 sont born�ees sur le segment [0; �] par M et M

0

respectivement. Ainsi :

jInj �
2M

n
+
�M

0

n
cette derni�ere expression tendant vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

Donc lim
n!+1

In = 0.

2. a) Comme sin kt sin `t =
1

2
cos(k � `)t� 1

2
cos(k + `)t, il vient :Z

�

0

sin(kt) sin(lt)dt =

�
0 si k 6= `

�=2 si k = l

Ainsi :

F (a1; : : : ; an) =
2

�

Z �

0

f
2(t)dt� 2

nX
k=1

akbk(f) +
2

�

Z �

0

 
nX

k=1

ak sin(kt)

!2

dt
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Lorsqu'on d�eveloppe le carr�e de la derni�ere expression, tous les termes des

doubles produits ont une int�egrale nulle, alors que l'int�egrale des autres

termes vaut
�

2
. On obtient ainsi le r�esultat demand�e.

b) Il su�t de v�eri�er, par un calcul, que :

F (a1; : : : ; an)� F (b1(f); : : : ; bn(f)) =

nX
k=1

[ak � bk(f)]
2 � 0

Il en r�esulte que F admet un minimum global en (b1(f); : : : ; bn(f)).

c) Comme F est �a valeurs positives, son minimum est positif ou nul, c'est-

�a-dire :
nX

k=1

b
2
k(f)� 2

nX
k=1

bk(f)bk(f) +
2

�

Z �

0

f
2(t)dt � 0

ce qui est �equivalent �a

nX
k=1

b
2
k(f) �

2

�

Z �

0

f
2(t)dt

Les sommes partielles de la s�erie
X

b
2
k(f) sont major�ees par

2

�

Z �

0

f
2(t)dt.

La s�erie est donc convergente et :

+1X
k=1

b
2
k(f) �

2

�

Z �

0

f
2(t)dt

d) Puisque la s�erie
X

b
2
k(f) converge, son terme g�en�eral tend vers 0 c'est-

�a-dire lim
k!+1

bk(f) = 0.

Ce r�esultat suppose seulement que f soit continue sur [0; �].

Exercice 1-11

D�eterminer les fonctions f continues sur R �a valeurs r�eelles telles que pour

tout x 2 R :

cos(f(x)) = sin(f(x))

Solution :

On sait que les solutions de l'�equation cosx = sin y sont :8<: x =
�

2
� y + 2k�

x =
��
2

+ y + 2k�
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Donc cos(f(x)) = sin(f(x)) est �equivalent �a :8<: f(x) =
�

2
� f(x) + 2k�

f(x) =
��
2

+ f(x) + 2k�

La seconde solution est impossible. La premi�ere correspond �a f(x) =
�

4
+k�,

k �etant une fonction de x. Mais f �etant une fonction continue de R dans R,

f(R) est un intervalle et f est une fonction constante de la forme
�

4
+ k0�.

Exercice 1-12

On rappelle les formules trigonom�etriques suivantes :�
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a� b) = sin(a) cos(b)� cos(a) sin(b)

1. Pour tout n 2 N, on pose :

In =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
sin(t)

dt et Jn =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
t

dt

Montrer que pour tout n 2 N, In et Jn sont des int�egrales convergentes.

Pour n > 1, d�eterminer In � In�1. En d�eduire la valeur de In, pour tout

n � 0.

2. Montrer �a l'aide d'une int�egration par parties que

Z +1

0

sin(t)

t
dt est

convergente.

3. Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle [a; b].

En utilisant �a une int�egration par parties, montrer que

lim
n!1

Z
b

a

f(t) sin[(2n+ 1)t]dt = 0.

4. Soit g l'application d�e�nie sur ]0; �=2] par g(t) =
1

t
� 1

sin(t)
=

sin(t)� t

t sin(t)
.

Montrer que g est prolongeable en une fonction de classe C1 sur [0; �=2]. En

d�eduire lim
n!1

(In � Jn) puis lim
n!1

Jn

5. Comparer Jn et

Z (2n+1)�=2

0

sin(u)

u
du.

En d�eduire �nalement la valeur de

Z +1

0

sin(u)

u
du.

Solution :
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1. Pour tout n 2 N les fonction t 7!
sin
�
(2n+ 1)t

�
sin(t)

et t 7!
sin
�
(2n+ 1)t

�
t

sont continues sur ]0; �=2] et prolongeables par continuit�e en 0 par (2n+ 1).

Ainsi les int�egrales In et Jn existent.

L'utilisation de la formule trigonom�etrique

sin(p)� sin(q) = 2 cos

�
p+ q

2

�
sin

�
p� q

2

�
donne :

In+1 � In�1 =
Z

�=2

0

cos(2nt) dt = 0

et comme I0 =
�

2
, il vient, pour tout n � 0, In = I0 =

�

2
.

2. La fonction t 7! sin t

t
est continue sur [0;+1[. Une int�egration par parties

donne, pour tout A > 0 :Z
A

1

sin t

t
dt =

�
�cos(t)

t

�A
1

�
Z

A

1

cos t

t2
dt

Or par les r�egles de comparaison avec les int�egrales de Riemann :����cos tt2

���� � 1

t2

entrâ�ne que t 7! cos t

t2
est int�egrable sur [1;+1[. De plus lim

A!+1
cosA

A2
= 0

entrâ�ne que :

lim
A!+1

Z A

1

sin t

t
dt existe et est �egale �a

Z +1

1

sin t

t
dt

3. Une int�egration par parties pour f de classe C1 donne :Z
b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt =

�
�1

2n+ 1
f(t) cos(2n+ 1)t

�b
a

+
1

2n+ 1

Z
b

a

f
0(t) cos(2n+ 1)tdt

Les fonctions t 7! f(t) cos(2n+ 1)t et t 7! f
0(t) cos(2n+ 1)t �etant continues

sur le segment [a; b], elle y sont born�ees par des constantes M et N . Ainsi :�����
Z b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt

����� � M

2n+ 1
+
N(b� a)

2n+ 1

et donc :

lim
n!+1

Z
b

a

f(t) sin(2n+ 1)tdt = 0
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4. La fonction g est clairement de classe C1 sur ]0; �=2]. Au voisinage de 0,

un d�eveloppement limit�e donne :

g(x) =
sinx� x

x sinx
=
�x3=6 + o(x3)

x2 + o(x3)
= �x

6
+ o(x)

Ainsi, on peut prolonger g en x = 0 par g(0) = 0. Il reste �a prouver que g0

est une fonction continue en x = 0. Pour cela :

g
0(x) =

x
2 cosx� sin2(x)

x2 sin2(x)

et un d�eveloppement limit�e de g0 en 0 donnent :

g
0(x) = �1

6
+ o(1)

D'apr�es le th�eor�eme de prolongement de la d�eriv�ee, on en d�eduit qu g est

d�erivable en 0, que g0(0) = 1=6 et que g0 est continue en 0. Ainsi g est de

classe C1 sur [0; �=2].

On a alors In � Jn =

Z
�=2

0

g(t) sin(2n+ 1)tdt qui tend vers 0 lorsque n tend

vers l'in�ni (question 3.) D'o�u :

lim
n!+1

Jn =
�

2

5. En posant t =
u

2n+ 1
, il vient :

Jn =

Z �=2

0

sin(2n+ 1)t

t
dt =

Z (2n+1)�=2

0

sinu

u
du

et d'apr�es la question 2, on a :Z +1

0

sin t

t
dt = lim

n!+1

Z (2n+1)�=2

0

sin t

t
dt = lim

n!+1
Jn =

�

2

Exercice 1-13

1. �Etudier la fonction d�e�nie par f(x) = 1 � sinx et tracer sa courbe

repr�esentative dans un rep�ere orthonorm�e du plan.

2. On consid�ere la suite (un)n�0 d�e�nie par u0 2 R et pour tout n � 0 :

un+1 = 1� sinun

Montrer qu'il existe un r�eel � > 0 tel que pour tout n � 3, on a � � un � 1.

Etudier la convergence de (un)n�0.

Solution :



28 ESCP-EAP 2000 - Oral

1. La fonction f est de classe C1 et 2�-p�eriodique. Comme f(�� x) = f(x),

il su�t de faire l'�etude sur le segment [��=2; �=2], puis de compl�eter le

dessin par une sym�etrie par rapport �a la verticale d'abscisse �=2, suivie de

translations horizontales d'amplitudes 2k�, k 2 Z.
Ayant f 0(x) = � cosx, f est d�ecroissante sur [��=2; �=2], avec f(��=2) = 2

et f(�=2) = 0. Le dessin s'en d�eduit sans peine.

2. u0 est r�eel, donc u1 2 f(R) = [0; 2] 2 [0; �]. Par cons�equent :

u1 2 f([0; �]) = [0; 1] � [0; �=2]

u2 2 f([0; 1]) = [�; 1] � [0; 1], avec � = 1� sin 1 > 0.

A partir du rang 3, on a donc un 2 [�; 1].

? Comme f est continue, si la suite u converge, sa limite ` est un point �xe

de f .

Une �etude rapide de la fonction g : x 7! f(x) � x montre que cette fonction

est d�ecroissante et s'annule en un unique point de R.

On a :

g(�) = f(�)� � = 1� sin�� � = sin 1� sin� > 0 et g(1) = � sin 1 < 0,

ce qui prouve que � � ` � 1.

Or sur [�; 1], jf 0(x)j = cosx � cos� < 1. Ainsi, par application de l'in�egalit�e

des accroissements �nis :

8n � 3; jun+1 � `j = jf(un)� f(`)j � cos�jun � `j
Ainsi, 8n � 3; jun � `j � (cos�)n�3ju3 � `j.
Puisque j cos�j < 1, on en d�eduit : lim

n!1
un = `.

Exercice 1-14

1. Etudier la fonction r�eelle f : x 7! 1

x ln x
et tracer sa courbe repr�esentative.

2. Etudier la s�erie
X
n

1

n lnn
.

3. On consid�ere une suite r�eelle (xn)n�0 d�e�nie par :

x0 > 0; x1 > 0 et 8n � 2 xn = xn�1 +
1

n lnn
xn�2

a) �Ecrire un programme en Pascal qui calcule et a�che les termes successifs

de cette suite pour des valeurs initiales et jusqu'�a un rang n entr�es par

l'utilisateur.

b) �Etudier les variations de la suite (xn)n�0.

c) �Etudier la convergence de la suite (xn)n�0.
Que se passe-t-il si on remplace les conditions initiales par x0 < 0 et

x1 < 0 ?
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Solution :

1. La fonction f est d�e�nie et de classe C
1 sur ]0; 1[[]1;+1[. Sa d�eriv�ee

vaut :

f
0(x) = � lnx+ 1

(x lnx)2

Son signe est d�etermin�e par celui de lnx+ 1 soit :

f
0(x) � 0, x � e

�1

2. La fonction f �etant positive, d�ecroissante sur l'intervalle ]1;+1[, on peut

faire une comparaison s�erie/int�egrale, soit, pour tout k � 2 :

1

(k + 1) ln(k + 1)
�
Z

k+1

k

dx

x lnx
� 1

k ln k

En notant Sn =

nX
k=2

1

k ln k
et en sommant les in�egalit�es pr�ec�edentes :

Sn �
Z n+1

2

dx

x lnx
= ln(ln(n+ 1))� ln(ln 2)

ce qui entrâ�ne la divergence de la s�erie propos�ee.

3. a) Voici une proposition de programme :

program

Var a,b,c : real ;

i,n : integer ;

Begin

writeln('premier terme, x0>0 ?') ; readln (a) ;

writeln('second terme, x1>0 ?') ; readln (b) ;

writeln('rang, n ?') ; readln (n) ;

For i := 2 to n do

begin

c := b+a/(n*ln(n)) ;

writeln('au rang', i, 'la suite vaut :', c) ;

a := b ; b := c

end ;

End.

b) Comme x0 > 0 et x1 > 0 et n lnn > 0, on montre par r�ecurrence que

xn > 0 pour tout n 2 N. On a alors :

8n � 2; xn � xn�1 =
xn�2
n lnn

> 0

ce qui signi�e que la suite (xn) est strictement croissante.
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c) La suite (xn) �etant strictement croissante, on a, pour tout n � 2; xn > x1

et donc :

xn � xn�1 � x1
1

n lnn
En sommant, il vient :

xn � x2 � x1

 
nX

k=3

1

k ln k

!
Et comme x1 > 0, la suite (xn) tend vers l'in�ni.

d) Si x0 < 0 et x1 < 0, on est ramen�e �a l'�etude pr�ec�edente avec yn = �xn.
Dans ce cas, (xn) tend vers �1.

Exercice 1-15

On consid�ere un entier naturel non nul n, et la fonction fn d�e�nie sur R par

fn(x) = nx
3 + n

2
x� 2.

1. Montrer que l'�equation fn(x) = 0 admet dans R une unique solution. On

notera an cette solution.

2. �Ecrire un programme en Pascal qui d�etermine et a�che une valeur

approch�ee de an �a 10�2 pr�es pour une valeur de n entr�ee par l'utilisateur.

3. Montrer que la suite (an)n�1 est d�ecroissante et convergente.

4. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

an ?

5. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

n
�

�
an �

2

n2

�
?

Solution :

1. Une �etude rapide de la fonction fn montre que f 0
n
(x) = nx

2 + n
2
> 0. La

fonction fn est strictement croissante de R sur R et continue. Elle induit une

bijection de R sur R. Ainsi l'�equation fn(x) = 0 admet une unique solution

r�eelle an = f
�1
n

(0).

On remarque que an 2]0; 1[, puisque fn(0) = �2 et fn(1) = n
2 + n � 2 > 0

si n � 2.

2. Utilisons la m�ethode de dichotomie sur [0; 1].

Function f(n :integer ; x : real) : real ;

begin

f := n*x*x*x+n*n*x-2

end ;

Function racine : real ;
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Var z, eps, a, b : real ;

begin

Writeln('Entrez une valeur de n') ; readln(n) ;

a := 0 ; b := 1 ; eps := abs(b-a) ;

while eps >= .01

begin

c := (a+b)/2 ;

z := f(n,c) ;

if z<0 then b := c else a := c ;

eps := abs(b-a)

end ;

racine := c

end ;

3. On a :

fn+1(an) = (n+ 1)a3
n
+ (n+ 1)2an � 2 = a

3
n
+ (2n+ 1)an > 0

Comme fn est strictement croissante et comme fn+1(an+1) = 0, il vient :

an+1 < an. La suite (an) est positive et d�ecroissante ; elle converge vers une

limite ` � 0. Comme fn

�
1

n

�
=

1

n2
+ n� 2 � 0, on a :

0 � an �
1

n
) lim

n!+1
an = 0

4. On peut �ecrire :

2 = nan(a
2
n
+ n) � n

2
an

Ainsi an �
2

n2
. La positivit�e de an entrâ�ne que la s�erie

P
an est convergente.

5. On a pour n � 1 :

an �
2

n2
=

n
2
an � 2

n2
= �a

3
n

n
< 0

Ainsi

�
2

n2
� an

�
n
�
> 0 et�

2

n2
� an

�
n
� � a

3
n

n
n
� � 8

n7��

En�n la s�erie
X 8

n7��
converge si et seulement si � < 6.

Exercice 1-16

Soit f une fonction d�e�nie sur R. On rappelle que f est convexe sur R si pour

tout entier n � 2 : 8(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;8(a1; : : : ; an) 2 (R+ )n

nP
i=1

ai = 1 =) f

�
nP
i=1

aixi

�
�

nP
i=1

aif(xi)
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1. D�emontrer que
n

p
n! � (n+ 1)=2.

2. Montrer que pour tout x � 0, on a x� x
2

2
� ln(1 + x) � x.

3. �Etudier la convergence de la suite d�e�nie, pour tout n � 1 par :

un =

nY
i=1

�
1 +

ln i

n2

�

Solution :

1. La fonction x 7! e
x est convexe sur R, puisque sa d�eriv�ee seconde est

positive. Donc, pour n � 1 :

(n!)1=n = e
1=n ln(n!) = e

1
n

P
n

k=1
ln k � 1

n

nX
k=1

e
lnk

Donc

(n!)1=n � 1

n

n(n+ 1)

2
=

n+ 1

2
2. Il su�t d'�etudier rapidement les fonctions x 7! ln(1 + x) � x et x 7!

ln(1 + x) � x� x
2

2
pour d�emontrer les in�egalit�es demand�ees.

3. Chacun des termes du produit est strictement positif. On peut donc

prendre le logarithme de un, soit :

vn = ln(un) =

nX
k=1

ln

�
1 +

ln k

n2

�
D'apr�es la question pr�ec�edente, pour tout entier k tel que 1 � k � n :

ln k

n2
� ln2 k

2n4
� ln

�
1 +

ln k

n2

�
� ln k

n2

D'o�u :
lnn!

n2
� 1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 � vn �
lnn!

n2

Mais :
1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 � 1

2n4

nX
k=1

k
2 =

(n+ 1)(2n+ 1)

12n3

entrâ�ne que :

lim
n!+1

1

2n4

nX
k=1

(ln k)2 = 0

Et par la premi�ere question :

0 � lnn!

n2
=

1

n
ln(n!)1=n � 1

n
ln

�
n+ 1

2

�
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et :

lim
n!+1

lnn!

n2
= 0

Finalement :

lim
n!+1

vn = 0) lim
n!+1

un = 1

Exercice 1-17

Soit a un r�eel strictement positif. On note I = ]�a; a[.
Dans tout l'exercice, on consid�ere une application f de I � I dans I qui est

de classe C1 sur I � I et pour laquelle il existe un r�eel k 2 [0; 1[ v�eri�ant :

8 (x; y) 2 I � I , ����@f@x (x; y)
����+ ����@f@y (x; y)

���� � k

1. Soit (x; y) et (x0; y0) deux couples de I � I . On d�e�nit l'application ' sur

[0; 1] par :

'(t) = f ((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

a) Montrer que ' est d�erivable sur [0; 1] et exprimer sa d�eriv�ee en fonction

des d�eriv�ees partielles de f .

b) En d�eduire que

jf(x; y)� f(x0; y0)j � k:max(jx � x0j; jy � y0j)

2. Soient (�; �) 2 I � I . On note (un)n2N la suite d�e�nie par :

u0 = �; u1 = �; et 8n 2 N; un+2 = f(un+1; un)

Pour n 2 N, on pose an = max(jun+2 � un+1j; jun+1 � unj).
a) Etudier la monotonie de la suite (an)n2N.

b) Montrer que 8n 2 N; an+2 Ê � kan.

c) Montrer que la s�erie
P

an est convergente.

d) Montrer que la suite (un) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (un) est ind�ependante du couple (�; �).

Solution :

1. a) ' est d�erivable sur [0; 1], et même de classe C1, car compos�ee de telles

fonctions et, par application de la formule g�en�erale :

'
0(t) = (x� x0)

@f

@x
((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

+ (y � y0)
@f

@y
((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

b) On a donc 8 t 2 [0; 1]; j'0(t)j � max(jx�x0j; jy�t0j):k, et par application
de l'in�egalit�e des accroissements �nis :
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jf(x; y)� f(x0; y0)j = j'(1)� '(0)j � max(jx� x0j; jy � y0j):k
2. a) Pour tout n :

jun+3 � un+2j = jf(un+2; un+1)� f(un+1; un)j � k:an � an.

De plus, par d�e�nition de an, on a jun+2 � un+1j � an. D'o�u :

an+1 = max(jun+3 � un+2j; jun+2 � un+1j) � an

La suite (an) est donc d�ecroissante.

b) On a : jun+3 � un+2j � k:an et jun+4 � un+3j � k:an+1 � k:an.

Par cons�equent : an+2 = max(jun+4 � un+3j; jun+3 � un+2j) � kan.

c) Ainsi, par r�ecurrence, a2n � k
n
a0 et a2n+1 � k

n
a1.

On en d�eduit :
NP
n=0

an � (a0 + a1)
1

1� k
(en majorant les sommes partielles

de la s�erie g�eom�etrique de raison k, par la somme de cette s�erie).

Ainsi la s�erie �a termes positifs
P

an a ses sommes partielles major�ees, donc

est convergente.

d) Pour tout n 2 N; 0 � jun+1 � unj � an. La s�erie de terme g�en�eral

un+1 � un est donc (absolument) convergente, ce qui signi�e que la suite de

terme g�en�eral un est convergente.

3. Soient (un) et (u0
n
) les suites d�e�nies comme en 2. et initialis�ees respec-

tivement par les couples (�; �) et (�0; �0).
D'apr�es la question 2. d) ces suites convergent. Notons ` = limu et `0 = limu

0.
Pour tout n, on a : jun+2� u

0
n+2j � k:max(jun+1 � u

0
n+1j; jun � u

0
n
j), ce qui,

par prolongement des in�egalit�es �a la limite donne :

j`� `
0j � k:j`� `

0j
Comme 0 � k < 1, on en d�eduit ` = `

0 et la limite de u ne d�epend pas de ses

deux premiers termes.

Exercice 1-18

Dans tout l'exercice, g d�esigne une application continue de R+ dans R, qui

est p�eriodique de p�eriode 1.

1. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0 , l'int�egrale

Z +1

0

e��xg(x) dx est

convergente. On pose alors G(�) =

Z +1

0

e��xg(x) dx.

b) Montrer que G(�) admet une limite quand � tend vers +1 et pr�eciser

sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0,

G(�) =
1

1� e��

Z 1

0

e��xg(x) dx
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b) Justi�er l'existence d'un r�eel positif M tel que :

8x 2 R+ ; je�x � 1 + xj �Mx
2

et en d�eduire un encadrement de

Z 1

0

e��xg(x) dx.

c) Montrer que G(�) poss�ede une limite �nie quand � tend vers 0 par

valeurs sup�erieures si et seulement si

Z 1

0

g(x) dx = 0 et montrer que cette

limite vaut alors

Z 1

0

�xg(x) dx.

3. Dans cette question on suppose de plus que g est �a valeurs positives ou

nulles et que g est di��erente de la fonction nulle.

Soit f une application continue de R+ dans R+ , d�ecroissante et telle que

l'int�egrale

Z +1

0

f(x) dx diverge.

a) Montrer que J =

Z 1

0

g(x) dx est strictement positif.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,Z n

n�1
f(x)g(x) dx � J:

Z n+1

n

f(x) dx

c) En d�eduire la nature de l'int�egrale

Z +1

0

f(x)g(x) dx.

Solution :

1. a) La fonction g est continue et p�eriodique, donc est born�ee. Il existeM tel

que : 8x; je��xg(x)j � M:e��x. La convergence de l'int�egrale

Z +1

0

e��x dx

donne alors la convergence (absolue) de l'int�egrale propos�ee.

b) De plus jG(�)j �M

Z +1

0

e��x dx = M

�
�!

�!+1
0 et lim

�!+1
G(�) = 0.

2. a)

Z x

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

: : :+

Z x

1

: : : =

Z 1

0

: : :+

Z x�1

0

e��(u+1)
g(u+ 1) du

Par 1-p�eriodicit�e de g, on en d�eduit, pour x � 1 :Z
x

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

e��tg(t) dt+ e��
Z

x�1

0

e��tg(t) dt

et, en faisant tendre x vers l'in�ni : G(�) =

Z 1

0

e��tg(t) dt+ e��G(�), i.e. :

G(�) = 1
1� e��

Z 1

0

e��tg(t) dt
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b) La fonction f : x 7! e�x est de classe C1 sur R et, par l'in�egalit�e de

Taylor-Lagrange :

8x 2 R+ ; je�x � 1 + xj � x
2

2
sup
[0;x]

jf 00j = x
2

2

D'o�u :
��Z 1

0

e��tg(t) dt�
Z 1

0

g(t) dt+ �

Z 1

0

tg(t) dt
�� � �

2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dt

et, en chassant les valeurs absolues :Z 1

0

e��tg(t) dt �
Z 1

0

g(t) dt� �

Z 1

0

tg(t) dt+ �
2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dtZ 1

0

e��tg(t) dt �
Z 1

0

g(t) dt� �

Z 1

0

tg(t) dt� �
2

2

Z 1

0

t
2
g(t) dt

c) Par encadrement, on a donc lim
�!0+

Z 1

0

e��tg(t) dt =
Z 1

0

g(t) dt.

? Si

Z 1

0

g(t) dt0, La formule vue en 2. a) montre queG(�) n'a pas de limite

�nie lorsque � tend vers 0, puisque le facteur plac�e devant l'int�egrale est de

limite in�nie.

? Si

Z 1

0

g(t) dt = 0, l'encadrement vu en b) donne :Z 1

0

e��tg(t) dt = ��
Z 1

0

tg(t) dt+ o(�)

Tandis que 1� e�� � �, d'o�u lim
�!0+

G(�) = �
Z 1

0

tg(t) dt

3. a) g n'est pas la fonction nulle et est 1-p�eriodique, donc il existe au moins

un point x de [0; 1] tel que g(x)0. Par positivit�e et continuit�e de g, on en

d�eduit J > 0.

b) Par d�ecroissance de f , on a :Z n

n�1
f(x)g(x) dx � f(n)

Z n

n�1
g(x) dx = f(n):J

Comme f(n) �
Z

n+1

n

f(x) dx (encore par d�ecroissance de f), on a bien

l'in�egalit�e demand�ee.

c) Par sommation :

Z n

0

f(x)g(x) dx � J

Z n+1

1

f(x) dx �!
n!+1

+1, ce qui

prouve la divergence de l'int�egrale

Z +1

0

f(x)g(x) dx.

Exercice 1-19

1. Etudier pour un r�eel x donn�e, la convergence des int�egrales
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F (x) =

Z +1

0

1� cos(tx)

t
2 e�t dt

G(x) =

Z +1

0

sin(tx)

t
e�t dt

2. Montrer que pour a et h r�eels :

j cos (a+ h)� cos (a) + h sin (a) j � 1
2
h
2

3. En d�eduire que

jF (x)� F (x0)� (x� x0)G(x0)j � 1
2
(x� x0)

2

Z +1

0

e�t dt

4. Montrer que la fonction F est d�erivable, quelle est sa d�eriv�ee ?

5. On pose H(x) =

Z +1

0

cos(tx)e�t dt

Montrer par une m�ethode analogue �a celle des questions 3 et 4 que G est

d�erivable et que G0(x) = H(x)

6. V�eri�er que @

@t

�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�
= cos(tx)e�t.

En d�eduire H(x).

7. A l'aide du changement de variable x = tanu dans

Z 1

0

dx

1 + x
2 , calculer

G(1). En d�eduire que F (1) = �

4
� 1

2
ln 2.

Solution :

1. a) La fonction t 7! 1� cos(tx)

t
2

e�t est continue sur ]0;+1[ et se prolonge

par continuit�e en 0, car au voisinage de ce point :

1� cos(tx)

t
2

e�t � t
2
x
2

2t2
=

x
2

2

De plus, pour tout t > 0 : ����1� cos(tx)

t
2

e�t
���� � 2

t2

ce qui montre que cette fonction est int�egrable sur R+ .

b) La fonction t 7! sin(tx)

t
e�t est continue sur ]0;+1[ et se prolonge par

continuit�e en 0, car au voisinage de ce point :

sin(tx)

t
e�t � tx

t
= x

De plus, pour tout t > 0 : ���� sin(tx)
t

e�t
���� � jxje�t
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ce qui montre que cette fonction est int�egrable sur R+ .

2. Pour montrer que pour a et h r�eels :

j cos (a+ h)� cos (a) + h sin (a) j � 1

2
h
2

il su�t d'appliquer l'in�egalit�e de Taylor �a la fonction x 7! cosx sur [a; a+h].

3. On a par lin�earit�e :

F (x)�F (x0)� (x�x0)G(x0) =
Z +1

0

� cos(tx) + cos(tx0)� t sin(tx0)

t2
e
�t
dt

Par la question pr�ec�edente :

j � cos(tx) + cos(tx0)� t sin(tx0)j �
1

2
(tx� tx0)

2

Donc :

jF (x)� F (x0)� (x� x0)G(x0)j �
1

2
(x� x0)

2

Z +1

0

e�t dt

4. Soit x0 2 R. Par la question pr�ec�edente, pour tout x 6= x0, on a :����F (x)� F (x0)

x� x0
�G(x0)

���� � 1

2
jx� x0j

ce qui entrâ�ne que F est d�erivable en x0 et que F 0(x0) = G(x0).

5. La fonction H est d�e�nie sur R, puisque t 7! cos(tx)e�t est continue

sur [0;+1[ et j cos(tx)e�tj � e
�t. En appliquant l'in�egalit�e de Taylor �a la

fonction sinus, il vient :

jG(x) �G(x0)� (x� x0)H(x0)j �
1

2
(x� x0)

2

Z +1

0

t
2
e
�t
dt = (x � x0)

2

ce qui entrâ�ne que, pour tout x 6= x0 :����G(x) �G(x0)

x� x0
�H(x)

���� � jx� x0j

6. La v�eri�cation de @

@t

�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�
= cos(tx)e�t est

imm�ediate. Soit A > 0.Z
A

0

cos(tx)e�tdt =
�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�A
0

=
1

1 + x2
+
�e�A cos(Ax) + x:e�A sin(Ax)

1 + x
2

Il reste �a faire tendre A vers l'in�ni pour obtenir :

H(x) =

Z +1

0

cos(tx)e�tdt =
1

1 + x2
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7. Sachant que F (0) = 0, on peut �ecrire :

F (x) =

Z
x

0

F
0(t) dt =

Z
x

0

G(t) dt = xG(x) �
Z

x

0

t

1 + t2
dt = xG(x) � lnx

2

Pour x = 1 :

G(1) =

Z 1

0

G
0(t) dt =

Z 1

0

dt

1 + t2
=

�

4
(t = tan(u=2))

entrâ�ne que :

F (1) =
�

4
� ln 2

2

Exercice 1-20

1. Montrer que pour x r�eel non nul, l'int�egrale

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

est

convergente.

Dans la suite de l'exercice, on pose alors f(x) =

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

2. Montrer que f est une fonction paire et d�eterminer le signe de f(x).

3. Montrer que f est d�ecroissante sur R�+ .

4. A l'aide d'un changement de variable simple, montrer que pour x > 0, on

a :

x:f(x) = f( 1
x
)

5. En d�ecoupant l'int�egrale d�e�nissant f(x) �a l'aide de la borne interm�ediairep
x, et en e�ectuant un changement de variable dans la seconde int�egrale,

montrer que pour x > 0, on a :

f(x) = 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

6. a) Quelle est la d�eriv�ee de la fonction t 7! ln(t +
p
1 + t2) ? En d�eduire,

pour x > 0, la valeur de

Z p
x

0

dtp
1 + t2

.

b) Montrer que, pour x > 0, f(x) � 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1). En d�eduire lim

+1
f .

7. a) Montrer que pour x > 0 :

0 � 2
x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

� f(x) � 2
x
3

Z p
x

0

t
2
dtp

1 + t2
� 1

x
2

En d�eduire que f(x) est �equivalent �a lnx
x

quand x tend vers +1.

b) En d�eduire un �equivalent simple de f(x) quand x tend vers 0 par valeurs

sup�erieures.
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Solution :

1. La fonction t 7! 1p
(1 + t2)(x2 + t2)

est continue sur R+ , et est domin�ee

par t 7! 1
t
2 lorsque t tend vers +1.

La r�egle de Riemann permet de conclure �a la convergence.

2. La parit�e de f est �evidente, et la positivit�e de la fonction �a int�egrer donne

la (stricte) positivit�e de f(x).

3. Pour 0 < x < y et t � 0, on a : 1p
(1 + t2)(y2 + t2)

� 1p
(1 + t2)(x2 + t2)

.

Par conservation des in�egalit�es par int�egration, puisque les bornes sont dans

le sens croissant, on conclut �a la d�ecroissance de f sur R�+ .

4. Le changement de variable u = 1
t
, fait d'abord sur un segment [�; �], avec

0 < � < �, suivi d'un passage �a la limite donne :

f(x) =

Z 0

+1

�du

u2q
(1 + 1

u2
)(x2 + 1

u2
)
=

1

x

Z +1

0

duq
(u2 + 1)(u2 + 1

x2
)
= 1

x
f( 1
x
)

5. On �ecrit f(x) =

Z p
x

0

: : :+

Z +1

p
x

: : :

Dans la premi�ere int�egrale, on fait le changement de variable u = x

t
(d'abord

sur un segment [�;
p
x] puis on passe �a la limite et on se rend alors compte

que les deux int�egrales sont �egales. D'o�u :

f(x) = 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

6. a) La d�eriv�ee de t 7! ln(t+
p
1 + t2) est t 7! 1p

1 + t2
. On en d�eduit :Z p

x

0

dtp
1 + t2

=
h
ln(t+

p
1 + t2)

ipx
0

= ln(
p
x+

p
x+ 1)

b) Or, pour tout x > 0, f(x) � 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)x2

= 2
x

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)

et donc : 0 � f(x) � 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1).

Or 2
x
ln(
p
x+
p
x+ 1) �

(+1)

lnx
x

�!
x!+1

0 et, par encadrement lim
x!+1

f(x) = 0.

7. a) En pla�cant tout sous la même int�egrale, et en r�eduisant au même

d�enominateur, on a :

2
x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

� f(x) = 2

Z p
x

0

t
2
dt

(
p
x2 + t2 +

p
x2)
p
(1 + t2)(x2 + t2)x2

� 2
x
3

Z p
x

0

t
2
dtp

1 + t2
� 2

x
3

Z p
x

0

t dt = 1
x
2
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Comme 1
x
2 est n�egligeable devant 2

x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

= 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1), on

en d�eduit que f(x) est �equivalent au voisinage de +1 �a 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1),

donc �egalement �a lnx
x

.

b) Comme f(x) = 1
x
f( 1
x
), on a : f(x) �

(0)

1
x

ln 1
x

1
x

= � lnx

Exercice 1-21

On note f l'application de R+ dans R d�e�nie par :

f(x) =

(
sinx
x

si x est strictement positif

1 si x = 0
.

Pour tout n de N, on note In l'intervalle [n�; (n+ 1)�].

1. Montrer que f est continue sur R+ .

2. Montrer que f est de classe C1 sur l'intervalle [0;+1[. Pr�eciser sa d�eriv�ee

�a droite en z�ero.

Montrer que f est de classe C2 sur [0;+1[, de classe C1 sur ]0;+1[.

3. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que la d�eriv�ee de f s'annule sur

In en un unique point not�e xn.

4. Montrer l'existence de deux suites r�eelles (yn)n2N et (zn)n2N, telles que,

pour tout n 2 N :

f(yn) =
1
yn

, f(zn) = � 1
zn

, avec yn dans I2n , et zn dans I2n+1.

D�eterminer la d�eriv�ee de f en yn et en zn. Que peut-on en conclure ?

5. Etudier les variations de f sur I0; puis sur I2n et I2n�1, pour n > 1.

6. Tracer la courbe repr�esentative de f sur [0; 3�].

Solution :

1. La fonction f est clairement continue sur R�+ et comme sinx �
(0)

x, le choix

de f(0) est tel que f est aussi continue en 0, donc sur R+ .

2. La fonction f est de classe C1 sur R�+ , car quotient de fonctions de classe
C1, le d�enominateur ne s'annulant pas.

? Pour x > 0, on a : f 0(x) = x cosx� sinx
x
2 . Un d�eveloppement limit�e �a

l'ordre 3, au voisinage de 0 donne : x cosx� sinx = �1
3
x
3 + o(x3), et :

f
0(x) = �1

3
x+ o(x)
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Ainsi, f 0 a une limite en 0 et comme f est continue en 0, on en d�eduit par

th�eor�eme, que f est d�erivable en 0, avec f 0(0) = �1
3
et f 0 est donc continue

en 0.

Ainsi f est de classe C1 sur R+ .

? De la même fa�con, on a pour x > 0, f 00(x) = � sinx
x

� 2x cosx� sinx
x
3 et

le même d�eveloppement limit�e que pr�ec�edemment donne lim
x!0+

f
00(x) = �1

3
.

Ainsi f est deux fois d�erivable en 0 avec f 00(0) = �1
3
et f est bien de classe

C2 sur R+ .

3. Le signe de f 0 sur In est celui de g : x 7! x cosx� sinx.

On a g0(x) = �x sinx et donc, pour n pair, g est strictement d�ecroissante sur

In, tandis que pour n impair elle est strictement croissante sur In.

Comme g(2n�) > 0 et g((2n+1)�) < 0, on en d�eduit que g, donc f 0, s'annule
une fois et une seule sur chaque intervalle In.

4. Il est clair que yn = (2n+ 1
2
)� et zn = (2n+ 3

2
)�.

On a alors f 0(yn) = � 1
y
2
n

et f 0(zn) = 1
z
2
n

.

On en conclut qu'aux points d'abscisses yn la courbe repr�esentative de f est

tangente �a l'hyperbole d'�equation xy = 1, tandis qu'aux points d'abscisses

zn elle est tangente �a l'hyperbole d'�equation xy = �1.
5. Les questions pr�ec�edentes permettent de conclure :

? f est strictement d�ecroissante sur I0 ;

? Pour n � 1, f est strictement d�ecroissante sur [(2n � 1)�; x2n�1],
strictement croissante sur [x2n�1; x2n] et �a nouveau strictement d�ecroissante

sur [x2n; (2n+ 1)�].

6. L'esquisse du trac�e ( en forme de hh sinuso��de amortie ii) s'en d�eduit sans

peine.

Exercice 1-22

Pour tout n de N� on consid�ere l'�equation (En) d�e�nie par :

(En) x
n+2 � 2:xn+1 + x

n + x
3 � (2 + n)x2 + x(1 + 2n)� n = 0

1. Montrer que 1 est solution de (En) et d�eterminer son ordre de multiplicit�e

en fonction de n.

2. a) D�esormais on suppose que n est sup�erieur ou �egal �a trois. Montrer qu'il

existe une solution et une seule de (En) dans l'intervalle ]1;+1[. Dans la

suite on note an cette solution.

b) Ecrire un programme turbo-pascal permettant d'obtenir une valeur

approch�ee de a3 �a " pr�es, " > 0 �etant donn�e.
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3. Montrer que la suite de terme g�en�eral an converge et d�eterminer sa limite

L (on pourra, par exemple, comparer an et 1 + 1p
n
, pour n assez grand).

4. D�eterminer un �equivalent simple de an � L, quand n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. Soit P = X
n+2 � 2Xn+1 +X

n +X
3 � (2 + n)X2 +X(1 + 2n)� n.

Des calculs simples donnent P (1) = P
0(1) = 0. Par cons�equent P est divisible

par (X � 1)2 et on voit alors que P = (X � 1)2(Xn +X � n) = (X � 1)2Q.

Si n = 2, on a encore Q(1) = 0 et 1 est racine triple de P .

Si n2, alors 1 n'est pas racine de Q et 1 est racine double de P .

2. a) Chercher les solutions de (En) dans ]1;+1[, revient �a chercher les

solutions, dans cet intervalle, de l'�equation x
n + x� n = 0.

Une �etude rapide de la fonction fn : [1;+1[ ! R; x 7! x
n + x � n montre

que cette fonction est strictement croissante, telle que fn(1) = 2� n < 0 et

lim
x!+1

fn(x) = +1.

Ainsi, par le th�eor�eme de la bijection, fn s'annule en un point an et un seul

de ]1;+1[.

b) On peut proc�eder par dichotomie, en notant d�ej�a que f3(2) = 7 > 0 et

donc que l'on a : 1 < a3 < 2.

Apr�es les pr�esentations d'usage, le corps du programme est alors :

: : : A :=1 ; B :=2 ;

While B-A>eps do

begin M :=(A+B)/2 ;

if M*M*M+M-3 < 0 then A := M else B := M

end ;

R :=(A+B)/2 : : : end.

3. On a : fn
�
1 + 1p

n

�
=
�
1 + 1p

n

�n
+ 1 + 1p

n
� n.

Or : ln
��
1 + 1p

n

�n�
= n ln

�
1 + 1p

n

�
=
p
n� 1

2
+ o(1), donc :�

1 + 1p
n

�n � e�1=2:e
p
n

Cette expression domine largement n, ce qui prouve que lim
n!1

fn

�
1+ 1p

n

�
=

+1.

Par cons�equent, pour n assez grand, fn
�
1+ 1p

n

�
> 0, d'o�u 1 < an < 1+ 1p

n
,

et :

lim
n!1

an = 1

4. Posons an = 1+ "n, avec "n ! 0.
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On a : (1 + "n)
n = n� 1� "n, i.e. ln(n� 1� "n) = n ln(1 + "n).

Ce que l'on peut �ecrire :

n:"n � n ln(1 + "n) = lnn+ ln(1� 1
n
� "n

n
) � lnn

an � 1 = "n � lnn
n

Exercice 1-23

On consid�ere la suite x = (xn) d�e�nie par :

x0 = 1; x1 =
1
2
, et 8n � 2; (n2 + 1)xn = (2n2 � n)xn�1 � (n2 � n)xn�2

1. On consid�ere la suite y = (yn) d�e�nie par : y0 = 0 et 8n � 1; yn =

n(xn � xn�1). Calculer xn en fonction de yn; yn�1 et n.

2. Pour tout n de N, on note zn le nombre complexe de partie r�eelle xn et de

partie imaginaire yn.

a) Calculer zn en fonction de zn�1 et de n.

b) Montrer que zn =
nQ

k=1

�
k

i+ k

�
(i �etant le nombre complexe de module

1 et d'argument �=2).

3. On pose 1 + i

k
= 1

rk
ei�k , avec rk > 0 et 0 < �k <

�

2
.

a) Calculer rk en fonction de k.

b) On pose Sn =
nP

k=1

�k. Calculer xn en fonction de Sn et de Pn =

nQ
k=1

kp
1 + k2

.

4. Montrer que la suite x est born�ee.

Solution :

1. La relation de r�ecurrence peut s'�ecrire :

xn = n
2(xn�1 � xn) + n

2(xn�1 � xn�2) + n(xn�2 � xn�1)
= n(n� 1)(xn�1 � xn�2)� n

2(xn � xn�1)
C'est-�a-dire :

8n � 2; xn = �nyn + nyn�1 = n(yn�1 � yn)

2. a) On a : zn = xn + iyn = �nyn + nyn�1 + i(nxn � nxn�1)
D'o�u : zn = ni(xn + iyn)� ni(xn�1 + iyn�1) = nizn � nizn�1
et on en d�eduit : 8n � 1; zn = n

n+ i
zn�1.

b) Par r�ecurrence, on a donc : zn =
� nQ
k=1

k

k + i

�
z0 =

nQ
k=1

k

k + i
.
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3. a) j1 + i

k
j2 = 1+ 1

k
2 , soit j1 + i

k
j =

p
k2 + 1
k

et rk = kp
k2 + 1

.

b) zn =
nQ

k=1

rke
�i�

k , d'o�u zn = e�iSn
nQ

k=1

kp
k2 + 1

= e�iSnPn

On en d�eduit xn = Pn: cos(Sn).

? On a lnPn =
nP

k=1

ln
�

kp
k2 + 1

�
= �1

2

nP
k=1

ln
�
1 + 1

k
2

�
.

Or ln
�
1 + 1

k
2

�
�
(1)

1
k
2 et la s�erie de terme g�en�eral 1

k
2 est convergente.

Par application de la r�egle d'�equivalence, pour les s�eries �a termes positifs, on

en d�eduit la convergence de la suite de terme g�en�eral lnPn, puis celle de la

suite de terme g�en�eral Pn. En particulier la suite (Pn) est born�ee.

Comme la fonction cosinus est born�ee, on en d�eduit que la suite (xn) est

born�ee.

Exercice 1-24

Dans cet exercice, n d�esigne un entier naturel non nul. On consid�ere la

fonction 'n d�e�nie sur R+ par : 'n(t) =
et

1 + t
n
.

1. a) Etudier la fonction fn d�e�nie sur R+ par fn(x) =

Z x

0

'n(t) dt (on

donnera le tableau des variations et les limites aux bornes du domaine de

d�e�nition).

b) Soit a un r�eel strictement positif. Montrer qu'il existe un unique r�eel,

not�e xn(a) tel que

Z
xn(a)

0

'n(t) dt = a.

2. On note hn la fonction d�e�nie sur R�+ par : hn(a) = xn(a).

a) Montrer que la fonction hn est croissante.

b) Montrer que lim
a!+1

hn(a) = +1.

3. On suppose dans cette question que a > e � 1, o�u e d�esigne la base des

logarithmes n�ep�eriens. Soit A un r�eel �x�e, strictement sup�erieur �a 1 et g la

fonction d�e�nie sur R+ par : g(t) =

�
et , si t 2 [0; 1]

0 , si t > 1
.

a) Montrer que lim
n!1

Z
A

0

'n(t) dt =

Z
A

0

g(t) dt.

b) On pose Jn =

Z
xn(a)

A

'n(t) dt. D�eterminer lim
n!1

Jn.

c) Montrer qu'il existe un rang n0 tel que : 8n � n0; Jn > 0.
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En d�eduire que lim
n!1

xn(a) = +1.

Solution :

1. a) La fonction 'n est continue sur R+ , donc la fonction fn est de classe C1

sur R+ , avec : f 0
n
(x) = ex

1 + x
n
> 0.

Par cons�equent, la fonction fn est strictement croissante, avec fn(0) = 0 et

lim
x!+1

fn(x) = +1 (car lim
t!+1

'n(t) = +1, ce qui entrâ�ne la divergence de

l'int�egrale

Z +1

0

'n(t) dt ).

b) fn r�ealise une bijection strictement croissante de R+ sur R+ , donc f

atteint une fois et une seule la valeur a. Nous noterons xn le point o�u f

prend la valeur a et :

fn(xn) = a()
Z xn(a)

0

'n(t) dt = a

2. a) b) On a hn(a) = xn(a) = f
�1
n

(a).

Or f�1
n

est �egalement croissante et de limite +1 en +1, ce qui r�esout les

deux questions.

3. a) Grce �a la relation de Chasles, on peut �ecrire :Z A

0

et

1 + t
n
dt�

Z A

0

g(t) dt =

Z 1

0

� et

1 + t
n
� et

�
dt| {z }

�

+

Z A

1

et

1 + t
n
dt| {z }

�

On a : 0 � � =

Z 1

0

t
net

1 + t
n
dt �

Z 1

0

e:tn dt � e
n+ 1

�!
n!1

0

Pour n � 2, 0 � � =

Z A

1

et

1 + t
n
dt � eA

Z A

1

1
t
n
dt = eA

n� 1

�
1� 1

A
n�1

�
�!
n!1

0.

D'o�u le r�esultat.

b) On a Jn =

Z xn(a)

0

'n(t) dt�
Z A

0

'n(t) dt = a�
Z A

0

'n(t) dt.

et comme lim
n!1

Z
A

0

'n(t) dt =

Z
A

0

g(t) dt = e� 1, il vient :

lim
n!1

Jn = a+ 1� e

c) Jn ayant une limite strictement positive, il existe un rang n0 �a partir

duquel Jn > 0.

On a donc n � n0 =)
Z xn(a)

A

'n(t) dt > 0 et comme la fonction �a int�egrer

est positive, ceci impose d'avoir xn(a) > A.
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Donc : 8A > 1; 9n0 2 N; n � n0 =) xn(a) > A, ce qui est la d�e�nition de :

lim
n!1

xn(a) = +1

Exercice 1-25

On admet que n! �
(n!1)

�
n

e

�np
2�n.

1. a) Soit (an)n�1 une suite d�ecroissante de nombres r�eels positifs de limite

nulle. Pour n � 1, on pose Sn =
nP

k=1

(�1)kak.

Montrer que les suites (S2n)n�1 et (S2n�1)n�1 sont adjacentes et en d�eduire

la nature de la s�erie de terme g�en�eral (�1)nan.
b) Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral bn = (�1)n[ln(n+1)�

lnn] ?

2. Pour n 2 N
� , on pose Kn =

Z 1

1
n

(�1)E( 1x )

x
dx, o�u E d�esigne la fonction

partie enti�ere, c'est-�a-dire que E(t) est le plus grand entier inf�erieur ou �egal

�a t.

a) Montrer que Kn =
n�1P
k=1

Z 1=k

1=(k+1)

(�1)k
x

dx.

b) D�eterminer lim
n!1

Kn.

Solution :

1. a) La d�ecroissance de la suite (an) entrâ�ne :

S2n � S2n�2 = a2n � a2n�1 � 0; S2n+1 � S2n�1 = �a2n+1 + a2n � 0

La suite (S2n) est d�ecroissante, alors que la suite (S2n+1) est croissante. De

plus :

lim
n!+1

jS2n � S2n�1j = lim
n!+1

a2n = 0

Les deux suites sont adjacentes et admettent une limite commune. Les

sommes partielles de la s�erie
P

(�1)nan ont donc une limite ce qui entrâ�ne

que la s�erie converge.

b) On a :

ln(n+ 1)� ln(n) = ln

�
1 +

1

n

�
� 1

n

Ainsi an = ln(n + 1) � ln(n) est positif et tend vers 0. Montrons la

d�ecroissance :

an+1 = ln

�
1 +

1

n+ 1

�
< ln

�
1 +

1

n

�
= an

par la croissance de la fonction logarithme.
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Par suite la s�erie
X

(�1)n ln
�
1 +

1

n

�
est convergente.

2. a) La relation de Chasles donne :Z 1

1=n

f(x)dx =

n�1X
k=1

Z 1=k

1=(k+1)

f(x)dx

Ici f(x) = (�1)E( 1x ) = (�1)k lorsque x 2
�

1

k + 1
;
1

k

�
. Donc :

Kn =

n�1X
k=1

(�1)k(ln(k + 1)� ln(k))

Utilisons la formule de Stirling rappel�ee en d�ebut d'exercice pour calculer la

limite de Kn.

K2n+1 =

2nX
k=1

(�1)k(ln(k + 1)� ln(k))

= �2(� ln(2) + ln(3)� : : :� ln(2n)) + ln(2n+ 1)

= ln

"�
3 � 5 � � � (2n� 1)

2 � 4 � � � (2n)

�2

(2n+ 1)

#

= ln

�
((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4

�
Or :

((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4
�
�
2n

e

�4n
(
p
4n�)2(2n+ 1)

24n
�
n

e

�4n
(
p
2�n)4

� 2

�

Donc :

lim
n!+1

ln

�
((2n)!)2(2n+ 1)

24n(n!)4

�
= ln

�
2

�

�
Ainsi la suite (K2n) tend vers ln

�
2

�

�
. La suite (K2n+1) �egalement puisque

le terme qu'on ajoute tend vers 0. Finalement :

lim
n!+1

Kn = ln

�
2

�

�

Exercice 1-26

Soit f une fonction r�eelle de classe C1 sur [0; 1] et telle que f(0) = 0. On

d�e�nit alors la fonction ' sur ]0; 1] par : '(x) =
f(x)
x

.

1. Montrer que ' peut être prolong�ee en une fonction, not�ee e', continue sur
[0; 1].
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2. En appliquant la formule de Taylor avec reste int�egral �a f sur le segment

[x; 0], et la formule de Leibniz, montrer que :

8x 2 ]0; 1]; xn+1
'
(n)(x) =

Z
x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt

3. Montrer que la fonction '(n) a une limite en 0 et l'exprimer en fonction de

f
(n+1)(0).

4. Montrer que e' est de classe C1 sur [0; 1].

Solution :

1. Comme f est une fonction de classe C1 telle que f(0) = 0, on sait que :

f
0(0) = lim

x!0

f(x)� f(0)

x� 0
= lim

x!0
'(x)

ce qui signi�e que ' peut être prolong�ee en une fonction, not�ee e', continue
sur [0; 1].

2. La formule de Taylor appliqu�ee �a la fonction f sur [x; 0] donne :

0 = f(0) =

nX
k=0

(�1)k x
k

k!
f
(k)(x) +

Z 0

x

(�1)n t
n

n!
f
(n+1)(t) dt

La formule de Leibniz appliqu�ee �a la fonction ' donne :

'
(n)(x) =

nX
k=0

C
k

n

� 1
x

�(n�k)
f
(k)(x)

Or : �
1

x

�(n�k)
=

(n� k)!(�1)n�k
xn�k+1

d'o�u :

'
(n)(x) =

n!

xn+1

nX
k=0

(�1)k x
k

k!
f
(k)(x)

puis, en reportant dans la premi�ere formule :

x
n+1

'
(n)(x) = �n!(�1)n

Z 0

x

(�1)n t
n

n!
f
(n+1)(t) dt

et apr�es simpli�cations :

x
n+1

'
(n)(x) =

Z
x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt

3. En int�egrant par parties, les fonctions �etant de classe C1, il vient :Z x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt =

�
f
(n+1)(t)tn+1

n+ 1

�x
0

�
Z x

0

t
n+1

n+ 1
f
(n+2)(t) dt
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d'o�u :

'
(n)(x) =

f
(n+1)(x)

n+ 1
� 1

(n+ 1)xn+1

Z
x

0

t
n+1

f
(n+2)(t) dt

Mais, la fonction f (n+2) �etant continue sur l'intervalle [0; 1], elle y est born�ee

par Mn+2. Donc :���� 1

(n+ 1)xn+1

Z
x

0

t
n+1

f
(n+2)(t) dt

���� � Mn+2

(n+ 1)

1

xn+1

Z
x

0

t
n+1

dt

� Mn+2

(n+ 2)(n+ 1)
x

qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Finalement :

lim
x!0

'
(n)(x) =

f
(n+1)(0)

n+ 1

4. Montrons par r�ecurrence que e' est de classe Cn sur [0; 1].

� c'est vrai pour n = 0 (premi�ere question).

� supposons que e'(n�1) soit continue sur [0; 1]. La question pr�ec�edente

montre que :

lim
x!0

(e'(n�1))0(x) =
f
(n+1)(0)

n+ 1
On applique alors le th�eor�eme des fonctions de classe C1 pour conclure.

Exercice 1-27

On consid�ere la suite de terme g�en�eral un =
�Z 1

0

t
n

(1 + t)n
dt

� 1
n

, pour n � 1.

1. Calculer u1.

2. Montrer que : 8n � 1, on a : 0 < un � 1
2
.

3. Soit a 2 [0; 1], montrer que un � (1� a)
1
n � a

1 + a
.

4. Montrer, en utilisant une suite (an) bien choisie de points de [0; 1], que la

suite (un) converge vers
1
2
.

Solution :

1. u1 =

Z 1

0

t

1 + t
dt =

Z 1

0

�
1� 1

1 + t

�
dt = 1� ln 2.

2. On a d�ej�a remarqu�e que t

1 + t
= 1� 1

1 + t
, donc 8 t 2 [0; 1]; 0 � t

1 + t
� 1

2
.

Par cons�equent 0 �
�

t

1 + t

�n � �1
2

�n
, puis 0 � u

n
n
�
�1
2

�n
, soit :

8n � 1 ; 0 � un � 1
2
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3. L'�ecriture pr�ec�edente montre que 8 t 2 [a; 1]; t

1 + t
� 1� 1

1 + a
= a

1 + a
.

Par positivit�e de la fonction �a int�egrer, il vient alors :

(un)
n �

Z 1

a

�
a

1 + a

�n
dt = (1� a)

�
a

1 + a

�n
et donc :

a

1 + a
(1� a)1=n � un � 1

2

4. Le r�esultat pr�ec�edent �etant valable pour tout choix de a 2 [0; 1], on cherche

une suite (an) de points telle que lim
n!1

an = 1 et telle que lim
n!1

(1�an)1=n = 1.

On veut donc lim
n!1

1
n
ln(1 � an) = 0 et an = 1 � 1

n
(ou an = 1 � 1p

n
, : : : )

convient.

L'encadrement obtenu en 3. donne alors, par le th�eor�eme du même nom :

lim
n!1

un = 1
2

Exercice 1-28

Soient a et b deux r�eels distincts.

1. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynôme Pn tel

que :

8x 2 R;
Z x

a

(t� a)n�1(t� b)n�1 dt = (x� a)nPn(x).

Pr�eciser le degr�e de Pn.

2. Calculer Pn(a) .

3. On pose, pour p et q entiers naturels, I(p; q) =

Z
b

a

(t� a)p(t� b)q dt.

a) D�eterminer une relation entre I(p; q) et I(p + 1; q � 1), lorsque q > 1.

En d�eduire l'expression de I(p; q) en fonction de p et q.

b) En d�eduire Pn(b).

4. En remarquant que t� b = (t� a) + (a� b), d�eterminer une expression de

Pn(x) en fonction des puissances de (x� a).

En d�eduire P
(k)
n (a), pour k 2 N (o�u P

(k)
n d�esigne la d�eriv�ee k�eme du polynôme

Pn).

Solution :

1. La fonction f : x 7! (x � a)n�1(x � b)n�1 est une fonction polynôme de

degr�e 2n � 2, qui admet a comme z�ero d'ordre n � 1 et F : x 7!
Z

x

a

f(t) dt
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est la primitive de f nulle en a. Donc F est une fonction polynôme de degr�e

2n� 1, qui admet a pour racine d'ordre exactement n.

Ainsi, il existe une fonction polynôme Pn, de degr�e n� 1, telle que :

8x 2 R; F (x) =
Z

x

a

(t� a)n�1(t� b)n�1 = (x� a)nPn(x)

2. F est d�erivable sur R et :

F
0(x) = f(x) = (x� a)n�1(x� b)n�1 = n(x� a)n�1Pn(x) + (x� a)nP 0

n
(x).

D'o�u, pour xa : (x� b)n�1 = nPn(x) + (x� a)P 0
n
(x).

Or deux fonctions polynômes qui co��ncident sur R n fag sont �egales. Ainsi la
formule pr�ec�edente reste valable pour x = a, ce qui donne :

Pn(a) =
(a� b)n�1

n

3. a) En int�egrant par parties, on obtient :

8 q � 1; I(p; q) = � q

p+ 1
I(p+ 1; q � 1)

et comme I(p+ q; 0) =
(b� a)p+q+1

p+ q + 1
, il vient, par r�ecurrence descendante :

I(p; q) = (�1)q q!

(p+ 1)(p+ 2) : : : (p+ q + 1)
(b� a)p+q+1

Ce que l'on peut aussi �ecrire :

I(p; q) = (�1)q 1
C
p

p+q

(b� a)p+q+1

p+ q + 1

b) Alors : Pn(b) =
I(n� 1; n� 1)

(b� a)n
= (�1)n�1 1

C
n�1
2n�2

(b� a)2n�1

2n� 1

4. On remarque ! On peut donc �ecrire :

f(x) = (x � a)n�1
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k(x � a)k

=
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k(x� a)n+k�1.

D'o�u : F (x) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)n+k

n+ k

= (x� a)n
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)k

n+ k

Par cons�equent : Pn(x) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(a� b)n�1�k (x� a)k

n+ k
.

Or, d'apr�es la formule de Taylor pour les polynômes :

Pn(x) =
n�1P
k=0

P
(k)
n

(a)

k!
(x� a)k

Par identi�cation (la famille
�
(x� a)k)

�
0�k�n�1 est libre), il vient :
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8 k 2 [[0; n� 1]]; P
(k)
n (a) =

k!Ck

n�1(a� b)n�1�k

n+ k

et �evidemment, P
(k)
n (a) = 0, pour k > n� 1.

Exercice 1-29

Pour x r�eel positif ou nul et n entier naturel non nul, on pose :

sn(x) = x� x
2

2
+ x

3

3
� � � �+ (�1)n�1x

n

n

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal, permettant la saisie du r�eel x, de

l'entier n et a�chant la valeur de sn(x).

2. Montrer que sn(x) + (�1)n
Z x

0

t
n

1 + t
dt� ln(1 + x) est une constante.

3. Donner, en fonction de n et de x, un majorant de la valeur absolue de

l'erreur commise en rempla�cant ln(1 + x) par sn(x).

4. Pour x 2 [0; 1] �x�e, d�eterminer la limite de la suite (sn(x))n2N� . En d�eduire

la convergence et la somme de
1P
n=1

(�1)n�1
n

.

Solution :

1. Var i,n integer ; s, u, x real ;

begin Write ('x=') ; Readln(x) ;

Write ('n=') ; Readln(n)

s :=0 , u :=-1

for i :=1 to n do

begin u :=-u*x/i ;

s :=s+u ; end ;

Write('pour x=',x :0 :2,'et n=',n,'s=',s :0 :4) ;

End.

2. On voit ce que vaut la d�eriv�ee de la fonction sn. On en d�eduit :

sn(x) =

Z x

0

nP
k=1

(�t)k�1 dt =
Z x

0

1� (�t)n
1� (�t)

dt

=

Z x

0

1
1 + t

dt� (�1)n
Z x

0

t
n

1 + t
dt

En mettant tout du même côt�e, on voit donc que :

sn(x) + (�1)n
Z

x

0

t
n

1 + t
dt� ln(1 + x) = 0.

3. On a jsn(x)� ln(1 + x)j =
Z

x

0

t
n

1 + t
dt �

Z
x

0

t
n
dt = x

n+1

n+ 1

4. Si x 2 [0; 1], l'erreur commise est donc major�ee par 1
n+ 1

qui a 0 pour

limite lorsque n tend vers l'ini�ni. Donc lim
n!1

sn(x) = ln(1 + x).
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Ceci signi�e que, pour x 2 [0; 1];
1P
k=1

(�1)k�1 x
k

k
= ln(1 + x).

En particulier
1P
n=1

(�1)n�1
n

= ln 2

Exercice 1-30

Soit f l'application d�e�nie par :

f : (x; y) 7! 1

1� y2
ln

�
x+ y

1 + xy

�
1. Quel est l'ensemble de d�e�nition D de f ?

2. Montrer que f est de classe C1 sur D.
3. Montrer que pour tout (x; y) 2 D :

2yf(x; y) + (1� x
2)
@f

@x
(x; y)� (1� y

2)
@f

@y
(x; y) = 0

4. Montrer que pour tout x � 0 et pour tout y tel que 0 < y < 1 :����ln� x+ y

1 + xy

����� � j ln yj
En d�eduire que pour tout x � 0, l'int�egrale

Z 1

0

f(x; y) dy est convergente.

Solution :

1. Pour d�e�nir f(x; y), il faut avoir y1, y � 1 et
x+ y

1 + xy
> 0, donc x + y et

1 + xy de même signe et non nuls.

2. La fonction f est de classe C1 sur D, car compos�ee, produit, quotient

de fonctions de classe C1, les fonctions apparaissant en d�enominateur ne

s'annulant pas et la fonction plac�ee dans le logarithme �etant strictement

positive.

3. On a :
@f

@x
(x; y) = 1

(x+ y)(1 + xy)
@f

@y
(x; y) = x

2 � 1
(x+ y)(1 + xy)(y2 � 1)

+
2y

(y2 � 1)2
ln
� x+ y

1 + xy

�
On v�eri�e alors facilement la formule demand�ee.

4. Fixons y dans ]0; 1[ et �etudions la fonction h : x 7! ln
� x+ y

1 + xy

�
.

La fonction h est d�e�nie et d�erivable sur R� , avec h0(x) = 1� y
2

(x + y)(1 + xy)
>

0.

Par cons�equent h est strictement croissante.
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De plus h(0) = ln y et lim
x!+1

h(x) = � ln y. Donc jh(x)j � j ln yj, ce qui est le
r�esultat demand�e.

Pour x �x�e, la fonction, de la variable y, �a int�egrer est continue sur ]0; 1[ et :

Au voisinage de y = 0, jf(x; y)j � j ln yj = � ln y, et la convergence de

l'int�egrale

Z 1=2

0

ln y dy donne la convergence de l'int�egrale

Z 1=2

0

f(x; y) dy.

Au voisinage de y = 1, jf(x; y)j � 1
1 + y

�� ln y
1� y

et la fonction majorante se

prolonge par continuit�e en 1, donc est int�egrable sur [1=2; 1].

La convergence de

Z 1

1=2

f(x; y) dy en r�esulte.

Par disjonction des probl�emes, on en d�eduit que

Z 1

0

f(x; y) dy est convergente.

Exercice 1-31

Soit g la fonction d�e�nie sur R par :

g : x 7!
(

sinx

x
si x 6= 0

1 si x = 0

1. Montrer que g est de classe C1 sur R et d�eterminer g0(x) pour tout x r�eel.

2. Montrer qu'il existe deux polynômes Pn et Qn tels que pour tout n � 1 et

pour tout x non nul, on ait :

g
(n)(x) =

Pn(x) sin
(n)(x) +Qn(x) sin

(n+1)(x)

xn+1

o�u f
(k)(x) d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme de la fonction f .

(On d�eterminera une expression de Pn+1 et Qn+1 en fonction de Pn et Qn.)

3. Montrer que Pn et Qn sont �a coe�cients dans Z. Pr�eciser le degr�e, la parit�e

et le coe�cient du terme de plus haut degr�e de chacun de ces polynômes.

4. En �ecrivant que sin(x) = x:g(x), d�eterminer deux nouvelles relations entre

Pn; Qn; Pn+1; Qn+1. En d�eduire que P 0n = Qn.

Solution :

1. La fonction g est clairement de classe C1 sur R� , continue sur R, car on

a : g(0) = lim
0
g = 1 et, pour x non nul :

g
0(x) = x cosx� sinx

x
2

Au voisinage de 0, on a : x cosx� sinx = x
�
1� x

2

2
+ o(x3)

�
�x+ x

3

6
+ o(x3)
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Soit : x cosx� sinx � �x
2

3
et g0(x) � �1

3
x �!
x!0

0.

Par th�eor�eme, on en d�eduit que g est d�erivable en 0, avec g0(0) = 0 et g0 est
donc continue en 0.

2. Proc�edons par r�ecurrence sur n :

? Le r�esultat est acquis au rang 1, avec P1(x) = x et Q1(x) = 1.

? Si le r�esultat est vrai au rang n, alors en d�erivant sur R� :

g
n+1(x) = [g(n)]0(x) = 1

x
n+2

�
sin(n+1)(x)(xPn(x) + xQ

0
n
(x) + (n+ 1)Qn(x)

+ sin(n+2)(x)(�xP 0
n
(x) + xQn(x) + (n+ 1)Pn(x)

�
Ce qui montre que le r�esultat est valable au rang n+ 1, avec :�

Pn+1 = XPn +XQ
0
n
+ (n+ 1)Qn

Qn+1 = �XP
0
n +XQn + (n+ 1)Pn

On conclut alors par le principe de r�ecurrence.

3. ? Les polynômes P1 et Q1 sont �a coe�cients entiers et les formules de

r�ecurrence pr�ec�edentes montrent que cette propri�et�e est h�er�editaire. Donc,

pour tout n � 1, Pn et Qn sont des polynômes �a coe�cients entiers.

? Supposons que pour un certain n � 1, on ait : Pn(x) = x
n+� � � etQn(x) =

nx
n�1 + � � � (ce qui est vrai au rang 1). Alors les formules de r�ecurrence

donnent ais�ement : Pn+1(x) = x
n+1 + � � � et Qn+1(x) = (n+ 1)xn + � � �

On conclut encore par le principe de r�ecurrence.

? En�n, supposons que pour un certain n � 1, Pn a la parit�e de n et Qn

celle de n� 1 (vrai au rang 1).

Alors XPn a la parit�e de n + 1, XQ
0
n
aussi et Qn a �egalement la parit�e de

n + 1. Donc Pn+1 a la parit�e de n + 1. On proc�ede de même pour Qn+1 et

on conclut par le principe de r�ecurrence.

4. ? On a, puisque sinx = x:g(x) : sin(n)(x) = d
n

dx
n

�
x:g(x)

�
La formule de G. Leibniz donne alors :

sin(n)(x) = x:g
(n)(x) + n:g

(n�1)(x)
En rempla�cant, il vient, pour x0 et n � 2 :

x
n
: sin(n)(x) = Pn(x) sin

(n)(x) +Qn(x) sin
(n+1)(x)

+ nPn�1(x) sin
(n�1)(x) + nQn�1(x) sin

(n)(x)

et comme sin(n+1) = � sin(n�1) :

(xn � Pn(x)� nQn(x)) sin
(n)(x) + (�Qn(x) + nPn�1(x)) sin

(n+1)(x) = 0

? Soient A et B deux polynômes tels que 8x0; A(x) sinx+B(x) cosx = 0.

� Pour x = k�, k 2 Z�; B(x) = 0, donc B a une in�nit�e de racines et est

le polynôme nul.

� Pour x = k� + �

2
, k 2 Z; A(x) = 0, donc A a une in�nit�e de racines et

est le polynôme nul.
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Or, pour tout n, la paire fsin(n); sin(n+1)g est, au signe pr�es, la paire

fsin; cosg. On a donc :

Pn + nQn�1 = X
n et Qn = nPn�1

Comme Qn = �XP
0
n�1 +XQn�1 + nPn�1, on a �XP

0
n�1 +XQn�1, d'o�u :

8x0; P 0
n�1(x) = Qn�1(x), i.e. :

8n � 1; Qn = P
0
n.
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ALG�EBRE

Exercice 2-1

Soit E une base de C 2 , et u un endomorphisme de C 2 tel que la matrice
associ�ee �a u dans E soit

U =

�
a b

c d

�
1. En utilisant la m�ethode du pivot de Gauss, d�eterminer l'�equation du second
degr�e que doivent v�eri�er les valeurs propres de U .

2. En d�eduire que a + d et ad � bc ne d�ependent pas de la base E , mais
uniquement de l'endomorphisme u.

3. Calculer U2 � (a+ d)U + (ad� bc)I2, o�u I2 repr�esente la matrice identit�e
deM2(R).

4. On suppose que a+ d 6= 0. Montrer que si U2 est diagonalisable, alors U
l'est �egalement. Ce r�esultat est-il encore vrai si a+ d = 0 ?

Solution :

1. U � �I est non-inversible si et seulement si (a� �)(d � �)� bc = 0, c'est-
�a-dire si et seulement si : �2 � (a+ d)� + ad� bc = 0.

2. On sait que les valeurs propres de u sont les valeurs propres de n'importe
quelle matrice associ�ee, donc le choix d'une base est sans in
uence sur les
racines de l'�equation du second degr�e obtenue, donc sans in
uence sur ses
coe�cients. C'est le r�esultat demand�e.

3. On trouve sans di�cult�es : U2 � (a+ d)U + (ad� bc)I2 = 0, o�u 0 d�esigne
la matrice nulle, carr�ee d'ordre 2.
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4. Si a+ d 6= 0, on d�eduit du calcul pr�ec�edent : U = ad� bc

a+ d
I2 +

1
a+ d

U
2.

Si U2 est diagonalisable et si P est une matrice de passage diagonalisante
pour U2, la relation pr�ec�edente montre que P�1UP est aussi diagonale, donc
U est diagonalisable.

En revanche, si a + d = 0, on peut prendre U =

�
0 1
0 0

�
et U2 = 0 est

diagonalisable, tandis que U est non nulle et admet 0 pour unique valeur
propre, donc n'est pas diagonalisable.

Exercice 2-2

On d�esigne par � l'application d�e�nie sur R[X ] par

(8 P 2 R[X ]) �(P ) = (X2 � 1)P 00 + (2X + 1)P 0

Soit n un entier naturel non nul et En = Rn [X ] le sous-espace de R[X ] des
polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

1. a) V�eri�er que la restriction de � �a En est un endomorphisme de En,
not�e �n.

b) Exprimer la matrice de �n dans la base canonique
�
1; X;X2

; : : : ; X
n
�

de En.

c) D�eterminer les valeurs propres de �n. L'endomorphisme �n est-il
diagonalisable ?

d) Montrer que, pour tout entier k 2 [[0; n]], il existe un unique polynôme
Hk de degr�e k et de coe�cient dominant �egal �a 1, qui est vecteur propre
de �n.

2. a) Justi�er (bri�evement) que :

(P j Q) =
Z 1

�1

r
1� x

1 + x
P (x)Q(x)dx

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) En observant que :

(x2 � 1)P 00(x) + 2xP 0(x) =
d

dx

�
(x2 � 1)P 0(x)

�
montrer que, pour tous polynômes P et Q de R[X ], on a :

�
�(P ) j Q� = Z 1

�1

(1� x)3=2 (1 + x)1=2 P 0(x)Q0(x)dx

c) En d�eduire que la famille (Hk)0�k�n est une base orthogonale de En.

Solution :
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1. a) La lin�earit�e de la d�erivation montre que � est une application lin�eaire.
Si P est un polynôme de degr�e p � n, on peut �ecrire P (X) = apX

p +Q(x)
et �(P )(X) = p(p+1)apX

p +R(X), ce qui montre que � restreint �a En est
un endomorphisme de En.

b) Le calcul donne, pour tout k 2 f0; : : : ; ng :
�n(X

k) = k(k + 1)Xk + kX
k�1 � k(k � 1)Xk�2

Ainsi :

An =

0
BBBBBB@

0 1 �2 : : : 0

0 2 2
. . .

...
... 0 6

. . . �n(n� 1)
...

. . .
. . . n

0 : : : : : : 0 n(n+ 1)

1
CCCCCCA

c) La matrice An est triangulaire sup�erieure, les valeurs propres de �n sont
ses �el�ements diagonaux, soit :

Spec(A) = fk(k + 1); 0 � k � ng
En�n �n est un endomorphisme de En, espace vectoriel de dimension (n+1)
qui admet (n+ 1) valeurs propres distinctes. Ainsi �n est diagonalisable.

d) Les sous-espaces propres sont de dimension 1.

Soit Hk l'unique vecteur propre de coe�cient dominant associ�e �a la valeur
propre �k = k(k+1). On a Hk(X) = X

p+Q(X) et �n(Hk) = p(p+1)Xp+
R(X).

Mais �n(Hk) = k(k + 1)Hk, d'o�u �n(Hk) = k(k + 1)Xp + R1(X), ce qui
entrâ�ne que p = k.

2. a) Montrons d�ej�a que l'int�egrale propos�ee est une int�egrale convergente :

La fonction h : x 7!
r

1� x

1 + x
P (x)Q(x) est continue sur ]�1; 1]. D�emontrons

la convergence en x = �1.
� si P (�1)Q(�1) 6= 0, alors, au voisinage de �1, h(x) � Cp

1 + x
qui est

int�egrable par le crit�ere de Riemann.

� si P (�1)Q(�1) = 0, on peut �ecrire P (X)Q(X) = (x+1)kR(X) et h admet
un prolongement par continuit�e en x = �1.
On v�eri�e ais�ement que ( ; ) est bilin�eaire, sym�etrique, positive.

En�n, si

Z 1

�1

r
1� x

1 + x
P
2(x) dx = 0, par continuit�e et positivit�e, on a, pour

tout x de ]�1; 1],
r

1� x

1 + x
P
2(x) = 0 et P admettant une in�nit�e de racines

sur ]� 1; 1[ est le polynôme nul.
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b) Une int�egration par parties sur [a; b] � ]�1; 1[ donne :Z
b

a

�
(x2�1)P 00(x)+2xP 0(x)

�q1� x

1 + x
Q(x) dx =

h
(x2�1)P 0(x)

q
1� x

1 + x
Q(x)

ib
a

�
Z b

a

(x2 � 1)P 0(x)
hq

1� x

1 + x
Q
0
x)� Q(x)

(1 + x)3=2(1� x)1=2

i
dx

d'o�u en faisant passer le dernier terme dans la partie gauche :Z b

a

q
1� x

1 + x
�(P )(x)Q(x) dx =

h
(x2 � 1)P 0(x)

q
1� x

1 + x
Q(x)

ib
a

+

Z
b

a

(1� x)3=2(1 + x)1=2P 0(x)Q0(x) dx

Il reste �a faire tendre a vers �1 et b vers 1 pour obtenir :

(�(P ) j Q) =
Z 1

�1

(1� x)3=2(1 + x)1=2P 0(x)Q0(x) dx

c) L'expression que l'on vient d'obtenir �etant sym�etrique, il s'ensuit :

(�(P ) j Q) = (P j �(Q))
Les valeurs propres �k �etant deux �a deux distinctes, on a pour k 6= j :

(�(Hj) j Hk) = (Hj j �(Hk))() �j(Hj j Hk) = �k(Hk j Hj)

=) (Hk j Hj) = 0

Exercice 2-3

On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2, �a coe�cients
r�eels.

Pour A 2 Mp(R), on note par t
A la matrice transpos�ee de A.

Si u =

0
@u1

...
up

1
A et v =

0
@ v1

...
vp

1
A sont deux vecteurs de Rp , on pose :

hu j vi = u1v1 + � � �+ upvp.

Si u 2 Rp , on note kuk la norme euclidienne du vecteur u .

1. a) Montrer que la matrice t
AA est sym�etrique et que ses valeurs propres

sont positives. On notera c sa plus grande valeur propre.

b) Montrer que kAxk2 6 c kxk2 pour tout x 2 Rp . En d�eduire que pour
tout couple de vecteurs x et y de Rp et pour tout entier k > 0, on a :

(�)
��hAk

x j yi
�� 6 c

k

2 kxk kyk
On dit qu'une suite (Un)n>0 de matrices deMp(R) converge vers une matrice
U 2Mp(R) si chaque coe�cient de Un converge, lorsque n tend vers l'in�ni,
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vers le coe�cient correspondant de la matrice U . On note "j le j-�eme vecteur
de la base canonique de Rp .

2. a) Soient (i; j) 2 f1; : : : ; pg2. En utilisant la relation (�), montrer que la

s�erie
X
k�0

hAk
"i j "ji
k!

est convergente.

b) Soit n 2 N. On d�e�nit la matrice Bn par :

Bn =

nX
k=0

A
k

k!

Montrer que la suite (Bn)n>1 converge vers une matrice que l'on notera
exp(A).

c) Montrer que si � est une valeur propre de A, alors e� est une valeur
propre de exp(A).

d) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonale.

Solution :

1. a) La matrice t
AA est sym�etrique puisque (tAA)t = t

AA. Elle est r�eelle,
donc diagonalisable dans une base orthonorm�ee.

Soit � une valeur propre de t
AA et X 6= 0 un vecteur propre associ�e. On peut

�ecrire :

t
AAX = �X ) t

X
t
AAX = �

t
XX , jjAX jj2 = �jjX jj2

ce qui entrâ�ne que � � 0.

b) Soit (e1; e2; : : : ; ep) une base orthonorm�ee de vecteurs propres de t
AA.

Tout vecteur x de E s'�ecrit sous la forme x =

pX
i=1

xiei et
t
AAx =

pX
i=1

xi�iei,

avec pour tout 1 � i � p; 0 � �i � c. Alors :

jjAxjj2 = t
X

t
AAX =

X
i

X
j

�ixixj
t
eiej =

pX
i=1

�ix
2
i

et

jjAxjj2 =
pX

i=1

�ix
2
i � c

pX
i=1

x
2
i = cjjxjj2

Une r�ecurrence �evidente montre que pour tout k 2 N; jjAk
xjj2 � c

kjjxjj2.
Soit alors x; y deux vecteurs de Rp . Il vient, par l'in�egalit�e de Cauchy-
Schwarz :

jhAk
x; yij2 � jjAk

xjj2jjyjj2 � c
kjjxjj2jjyjj2

2. Soit ("1; : : : ; "p) la base canonique de Rp .
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a) On a par la question pr�ec�edente :

���� hAk
"i j "ji
k!

���� � c
k=2

k!
jjxjj jjyjj, qui est le

terme g�en�eral d'une s�erie convergente. La s�erie propos�ee est donc absolument
convergente.

b) On d�e�nit Bn =

nX
k=0

A
k

k!
et pour tout 1 � i; j � n; bi;j =

1X
k=0

hAk
"i j "ji
k!

,

ainsi que bn;i;j =

nX
k=0

hAk
"i j "ji
k!

. La convergence des s�eries �ecrites montre

que, pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, lim
n!+1

bn;i;j = bi;j .

c) Si Ax = �x, alors pour tout n � 0 :

Bnx =

nX
k=0

A
k
x

k!
=

nX
k=0

�
k
x

k!
= x

nX
k=0

�
k

k!

Cette derni�ere somme converge vers e�, tandis que (Bn) converge vers e
A.

d) Si B est de la forme diag(�1; �2; : : : ; �n), la d�e�nition de exp(B) et un
calcul imm�ediat donnent :

exp(diag(�1; �2; : : : ; �n)) = diag(e�1 ; e�2 ; : : : ; e�n)

Exercice 2-4

On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients
r�eels. Soient A et B deux matrices deMp(R).

1. a) Montrer que l'on a : �
Ker(B) � Ker(AB)
Im(AB) � Im(A)

b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B
sont inversibles.

2. Soit � un r�eel non nul.

a) Montrer que la matrice (�I � AB) est inversible si et seulement si la
matrice (�I �BA) l'est.

b) On suppose dans cette question que � n'est pas valeur propre de la
matrice AB. Montrer que l'on a alors :

(�I �AB)�1 =
I

�
+
A

�
(�I �BA)�1B

c) Montrer que les matrices AB et BA ont les mêmes valeurs propres.

3. On consid�ere les matrices deMp(R) suivantes :

A =

0
BBB@
1 0 : : : 0

1
...

...
...

...
...

1 0 : : : 0

1
CCCA et B =

0
BB@
1 1 : : : 1
0 0 : : : 0
...

...
...

0 0 : : : 0

1
CCA
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a) D�eterminer les valeurs propres de la matrice BA.

b) Calculer, apr�es avoir justi��e son existence, l'inverse de la matrice I�AB.

Solution :

1. a) Si Bx = 0, alors ABx = 0. De même tout vecteur ABx s'�ecrit A(Bx).

b) Si la matrice AB est inversible, il vient KerB � Ker(AB) = f0g, ce qui
entrâ�ne que B est inversible. De même Rp = Im(AB) � Im(A) entrâ�ne que
A est inversible.

2. Supposons la matrice �I �AB inversible. Soit x 2 Ker(�I �BA).
Alors BAx = �x =) ABAx = �Ax, ce qui donne :
Ax 2 Ker(�I � AB) = f0g. Donc Ax = 0 et 0 = BAx = �x entrâ�ne que
�x = 0. En�n � 6= 0 entrâ�ne que x = 0.

Les matrices AB et BA jouant des rôles sym�etriques, on obtient la r�eciproque
demand�ee.

b) Posons X =
I

�
+
A

�
(�I �BA)�1B. Il vient :

(�I �AB)X =
�I �AB

�
+
�A�ABA

�
(�I �BA)

�1
B

=
�I �AB

�
+
A(�I �BA)

�
(�I �BA)

�1
B

=
�I �AB

�
+
AB

�
= I

c) La question 2.a) montre que AB et BA ont les mêmes valeurs propres
non nulles. La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et
seulement si 0 est valeur propre de BA.

3. a) En e�ectuant le produit BA, on trouve :

BA =

0
BB@
p 0 : : : 0
0 0 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : 0

1
CCA

On en d�eduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

b) Le r�eel 1 n'�etant pas valeur propre de BA, il n'est pas valeur propre de
AB, d'o�u l'existence de (I � AB)�1. Pour calculer cette matrice, on utilise
la question 2.b), qui donne :

(I �AB)�1 =
1

1� p

0
BBBB@
(2� p) 1 : : : 1

1 (2� p)
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 : : : 1 (2� p)

1
CCCCA
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Exercice 2-5

Soit n un entier naturel tel que n � 2 et H = (ai;j) la matrice de Mn(R)
d�e�nie par :

8(i; j) 2 f1; : : : ng2; ai;j = 1
i+ j � 1

1. Montrer que H est diagonalisable dansMn(R).

2. Soit X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R). On pose q(X) = t

XHX .

a) V�eri�er que q(X) =

Z 1

0

(x1 + x2t+ � � �+ xnt
n�1)2dt.

b) En d�eduire que les valeurs propres de H sont strictement positives et
que H est inversible.

c) Montrer que 8X 2 Mn;1(R);
t
XH

�1
X � 0, et que t

XH
�1
X = 0 si et

seulement si X = 0.

3. On note jjX jj =
p
x21 + � � �+ x2n, an la plus petite valeur propre de H et

bn la plus grande valeur propre de H .

a) Montrer que pour tout X 2Mn;1(R); anjjX jj2 � q(X) � bnjjX jj2.

b) On note diag(�1; : : : ; �n) une matrice diagonale semblable �a H et on

admet que

nX
k=1

�k =

nX
k=1

ak;k . Montrer que nan �
nX

k=1

ak;k.

c) On consid�ere la suite (hn) d�e�nie pour n � 1 par :

hn = 1 + 1
2
+ � � �+ 1

n

Montrer que la suite (hn� lnn) est convergente. En d�eduire que lim
n!1

an = 0:

Solution :

1. La commutativit�e de l'addition dans N donne que H est une matrice
sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base orthonorm�ee de Rn .
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2. a) On a :Z 1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!2

dt =

Z 1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!0
@ nX

j=1

xj t
j�1

1
A dt

=

Z 1

0

0
@ nX

i=1

nX
j=1

xixjt
i+j�2

1
A dt

=

nX
i=1

nX
j=1

xixj

Z 1

0

t
i+j�2

dt

=

nX
i=1

nX
j=1

xixj

i+ j � 1
=

nX
i=1

nX
j=1

ai;jxixj =
t
XHX

b) Soit � une valeur propre de H . Il existe un vecteur X non nul tel que
HX = �X . Ainsi :

q(X) = t
XHX = t

X(�X) = �jjX jj2
et q(X) � 0, pour tout X 2 Rn , entrâ�ne que � � 0.

Or si � = 0, il vient q(X) = 0. Mais q(X) =

Z 1

0

� nX
i=1

xit
i�1
�2
dt = 0 entrâ�ne

que le polynôme
� nX
i=1

xit
i�1
�2

est identiquement nul sur R et donc queX = 0.

Ainsi H ne poss�ede que des valeurs propres strictement positives ce qui

entrâ�ne qu'elle est inversible.

c) Posons Y = H
�1
X . Alors :

t
XH

�1
X = t

Y
t
HH

�1
HY = t

Y
t
HY = t

Y HY � 0

et si tY HY = 0, alors Y = 0 et donc X = 0.

3. On sait que H est diagonalisable dans une base orthonorm�ee (e1; e2; : : : en).

Pour tout vecteur X de Rn , on peut �ecrire X =

nX
i=1

xiei avec jjX jj2 =
nX
i=1

x
2
i ,

et HX =

nX
i=1

�ixiei.

On sait de plus que pour tout i 2 f1; : : : ; ng, 0 < an � �i � bn. Finalement

t
XHX =

nX
i=1

�ix
2
i et :

anjjX jj2 �
P

n

i=1
�ix

2
i
� bnjjX jj2

b) Si l'on note diag(�1; : : : ; �n) une matrice diagonale semblable �a H , on

admet que
nP
i=1

�i = 1+ 1
3
+ 1
5
+ � � �+ 1

2n� 1
= sn On a alors, par la question

pr�ec�edente nan � sn � nbn.
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c) Posons un = hn � lnn. Alors :

un+1 � un =
1

n+ 1
+ ln

� n

n+ 1

�
=

1

n+ 1
+ ln

�
1� 1

n+ 1

�
=

1

n+ 1
� 1

n+ 1
+

1

2(n+ 1)2
+O

� 1

2(n+ 1)2

�

=
1

2(n+ 1)2
+O

� 1

2(n+ 1)2

�
qui est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente. Ainsi, le s�erie de terme
g�en�eral un+1 � un est convergente ce qui sigini�e que

un � u1 =

n�1X
k=1

(uk+1 � uk)

admet une limite lorsque n tend vers l'in�ni, donc que la suite (un) converge.

On peut alors �ecrire :

sn = h2n �
�1
2
+

1

4
+ � � �+ 1

2n

�
= h2n � 1

2
hn

= u2n + ln(2n)� 1

2
(un + ln(n)) = u2n � 1

2
un + ln 2 +

1

2
lnn

Or 0 � an � sn

n
donne :

0 � an �
u2n � 1

2
un + ln 2 + 1

2
lnn

n

soit, par encadrement : lim
n!+1

an = 0.

Exercice 2-6

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et f; g; h trois endomor-
phismes de E tels que :

f � g = h; g � h = f; h � f = g

1.a) Comparer les images de ces trois endomorphismes ainsi que leurs noyaux.

b) Montrer que f
2 = g

2 = h
2 et, en calculant h2 � f � h2, montrer que

f
5 = f .

c) Montrer que les noyaux des puissances de f sont tous �egaux et en d�eduire
que Im f et Kerf sont suppl�ementaires.

2. On suppose maintenant que f; g; h sont de rang n.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f ?
Montrer que les sous-espaces propres de f (s'il y en a) sont stables par g et
par h.
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On suppose d�esormais que f est un endomorphisme sym�etrique.

b) Montrer que f
2 = IE (l'endomorphisme identit�e de E) et que f; g; h

commutent deux �a deux.

c) En d�eduire que f; g; h admettent une base commune de vecteurs propres.

Solution :

1. a) Comme f = g � h, pour tout x 2 E : f(x) = g(h(x)). Donc Im f � Im g

Comme h = f � g, pour tout x 2 E : h(x) = f(g(x)). Donc Imh � Im f

Comme g = h � f , pour tout x 2 E : g(x) = h(f(x)). Donc Im g � Imh

On obtient ainsi :
Im f = Im g = Imh

De même h = f � g ) Ker g � Kerh.
f = g � h) Kerh � Kerf et g = h � f ) Ker f � Ker g. Ce qui donne

Ker f = Kerg = Kerh

b) Il vient f2 = f � f = f � (g � h) = (f � g) � h = h � h = h
2, et

g
2 = g � g = g � (h � f) = (g � h) � f = f � f = f

2.
En�n

f
5 = h

2�f �h2 = h�(h�f)�h2 = h�g�h2 = h�(g�h)�h = h�f �h = g�h = f

c) On sait que :

Ker f � Ker f2 � : : : � Ker f5 = Ker f

Ainsi :
Ker f = Ker f2 = : : : = Ker f5

Mais f5 = f ) Ker f1+4p = Ker f , pour tout p 2 N. Ainsi la suite des noyaux
de f est constante.

Le th�eor�eme du rang dit qu'il su�t de montrer que Ker f \ Im f = f0g pour
montrer que ces deux sous{espaces sont suppl�ementaires.

Or si x 2 Ker f \ Im f , alors

�
f(x) = 0
x = f(y)

.

Mais alors f2(y) = 0 =) y 2 Ker f2 = Ker f =) x = f(y) = 0.

2. a) Les valeurs propres de f font partie de l'ensemble des racines du
polynôme X5�X , polynôme annulateur de f . Mais f �etant un isomorphisme
(rang de f �egal n), elles sont incluses dans les racines de X4 � 1, qui sont
f1;�1; i;�ig. Les seules valeurs propres r�eelles possibles sont donc 1 et �1.
Soit � 2 f�1; 1g et x 6= 0 tel que f(x) = �x. Alors

g(x) = h(f(x)) = �h(x) = �f(g(x))

Or comme
1

�
= �, il vient f(g(x)) = �g(x), ce qui signi�e que le sous-espace

propre def associ�e �a la valeur prope � est stable par g. La d�emonstration
pour h est identique.
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b) Si f est de plus sym�etrique, on sait qu'il est diagonalisable dans une
base orthonorm�ee et que ses valeurs popres sont r�eelles. Les valeurs propres
�etant incluses dans f�1; 1g, la matrice associ�ee �a f dans la base des vecteurs
propres est diagonale avec ces valeurs sur la diagonale. Donc f2 = I .

Par la question 1.b) on a I = f
2 = g

2 = h
2. Donc :

g � f = g � g � h = g
2 � h = h = f � g,

f � h = f � f � g = f
2 � g = g = h � f ,

h � g = h � h � f = h
2 � f = f = g � h.

c) Les endomorphismes g et h sont diagonalisables, car g2 = I = h
2.

Comme f est diagonalisable, On sait que E = E1(f) � E�1(f). Comme g
laisse stable E1 (resp. E�1), alors g1 (resp. g�1), restriction de g �a E1, (resp.
E�1) est un endomorphisme de E1 (resp. E�1) et g et g�1 sont eux même
diagonalisables (ils veri�ent la même �equation que g).

Si l'on note B1 une base de diagonalisation de g1 et B�1 une base de
diagonalisation de g�1, l'hhunion ii de ces deux bases est une base de E, form�ee
de vecteurs propres de g et de f par construction.

La d�emonstration pour h est identique.

Exercice 2-7

Soit a un r�eel strictement positif et E l'ensemble des fonctions r�eelles
continues sur [0; a]. On consid�ere les fonctions s et c de E d�e�nies pour tout
x 2 [0; a] par s(x) = sin(x) et c(x) = cos(x). On d�e�nit en outre l'application
� de E dans E par :

8(x; f) 2 [0; a]�E; �(f)(x) =

Z
a

0

f(t) sin(x+ t)dt

1. Montrer que � est un endomorphisme de E.

2. Montrer que (�(s);�(c)) est un syst�eme libre de E.

3. D�eterminer Im�.

4. On suppose d�esormais que a = �=2. D�eterminer les valeurs propres non
nulles de � ainsi que les sous-espaces propres associ�es.

5. On note F le sous-espace vectoriel de E engendr�e par s et c. Montrer que la
restriction de � �a F est un endomorphisme de F . Cet endomorphisme est-il
diagonalisable ?

Solution :

1. L'application (x; t) 7! f(t) sin(x + t) est continue sur [0; a]2. Par suite la
fonction �(f) est continue sur [0; a. La lin�earit�e est imm�ediate et provient de
la lin�earit�e de l'int�egrale.
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2. On a pour tout x 2 [0; a] :

�(f)(x) = sinx

Z a

0

f(t) cos t dt+ cosx

Z a

0

f(t) sin t dt = �(f)s+ �(f)c

Donc :

�(s) = s

Z
a

0

sin t cos t dt+c

Z
a

0

sin2 t dt;�(c)= s

Z
a

0

cos2 t dt+c

Z
a

0

sin t cos t dt

ce qui s'�ecrit matriciellement :

�
�(s)
�(c)

�
=

0
BB@
Z a

0

sin t cos t dt

Z a

0

sin2 t dtZ
a

0

cos2 t dt

Z
a

0

sin t cos t dt

1
CCA
�
s

c

�

Cette matrice est inversible car par l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz :�Z
a

0

sin t cos t dt

�2
�
�Z

a

0

sin2 t dt

��Z
a

0

cos2 t dt

�
< 0

ce qui entrâ�ne que (�(s);�(c)) est un syst�eme libre puisque (s; c) l'est.

3. On sait d�ej�a que Im� � Vect(s; c). D'apr�es la question pr�ec�edente, on peut
�ecrire que Vect(s; c) = Vect(�(s);�(c)). Donc

Im� = Vect(�(s);�(c)) = Vect(s; c)

4. Soit � une valeur propre non nulle de � et f un vecteur propre associ�e.

Comme f =
�(f)

�
, on a f 2 Vect(s; c), soit f(x) = a cosx+b sinx. On calcule

alors �(f) et on obtient :

(
a�

4
+
b

2
) sinx+ (

a

2
+
b�

4
) cosx = �(a cosx+ b sinx)

soit : �
a(1=2� �) + b�=4 = 0
a�=4 + b(1=2� �) = 0

)
�
�1 = 1=2 + �=4
�2 = 1=2� �=4

Chaque sous{espace propre associ�e est de dimension 1 et :

E�1 = Vect(c+ s); E�2 = Vect(c� s)

5. On a vu que �(s) et �(c) s'exprimaient en fonction de s et c et engendraient
le même sous{espace. On en d�eduit que �jF est un endomorphisme, même
un isomorphisme de F . Cet endomorphisme admet deux valeurs propres
distinctes (�1; �2) car les vecteurs propres associ�es sont dans F . Ainsi il est
diagonalisable.

Exercice 2-8

Soit E l'ensemble des matrices carr�ees r�eelles d'ordre n, (n � 2) form�e des
matrices A = (ai;j) v�eri�ant :
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il existe un r�eel unique not�e m(A) v�eri�ant la propri�et�e suivante :

8(i; j) 2 f1; : : : ; ng2;
nX

k=1

ai;k =

nX
k=1

ak;j = m(A)

On consid�ere en outre la matrice J = (jp;q) de E d�e�nie par :

pour tout (p; q) 2 f1; : : : ; ng2; jp;q = 1.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel deMn(R). Calculer A:J et J:A
pour A 2 E. En d�eduire que E est stable par la multiplication des matrices
et que l'application m : A 7! m(A) est une application lin�eaire de E sur R.

2. Soit G la droite vectorielle engendr�ee par J et soit H = Kerm le noyau de

m. Montrer que E = G�H . (on pourra consid�erer la matrice A�
�
m(A)

n

�
J ,

pour A 2 E).
3. Pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2, on consid�ere la matrice Hk;l dont
tous les �el�ements sont nuls except�es :

h
k;l

1;1 = h
k;l

k;l
= 1; et hk;l

1;l
= h

k;l

k;1
= �1

Montrer que pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2; Hk;l est �el�ement de H et
que l'ensemble des matrices (Hk;l) forme une base de H

(si A = (ai;j) 2 H , on pourra consid�erer la matrice A0 =
X

2�k;l�n

ak;lH
k;l).

En d�eduire la dimension de E.

Solution :

1. Montrons que :

E = fA 2Mn(R) j AJ = JA = m(A)Jg
Si A est �el�ement de E, les conditions impos�ees sur A et un calcul imm�ediat
montrent que AJ = JA = m(A)J .
R�eciproquement, soit A une matrice r�eelle v�eri�ant AJ = JA = �J , pour �
r�eel. La d�e�nition de J permet d'�ecrire :

8(i; j) 2 f1; : : : ; ng2;
nP

k=1

ai;k =
nP

k=1

ak;j = �

E est alors �evidemment un sous{espace vectoriel de Mn(R), stable par
multiplication, puisque si AJ = JA = m(A)J et BJ = JB = m(B)J ,
alors

ABJ = m(B)AJ = m(B)m(A)J = JAB

En�n, l'application A 7! m(A) est �evidemment lin�eaire.

2. Le sous-espace G est un sous{espace de E. L'application m est une forme
lin�eaire non nulle sur E. Le th�eor�eme du rang entrâ�ne que son noyau est de
dimension dim(E)� 1. Comme G est de dimension 1, il reste �a prouver que

G \Kerm = f0g
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Or :

A 2 G \Ker(m),
�

A = �J

m(A) = 0

Donc 0 = m(A) = �m(J) = n� =) A = 0.

3. L'ensemble des matrices Hk;l est de cardinal (n�1)2. Chaque matrice Hk;l

v�eri�e m(Hk;l) = 0.

? Montrons qu'elles forment une famille libre.

Si
P
k;l

�k;lH
k;l = 0, il su�t de regarder chaque terme (i; j) de cette somme

pour s'apercevoir que :

8(i; j) 2 (f2; : : : ; ng)2; 0 = �X
k;l

�k;lH
k;l
�
i;j

= �i;j

? Montrons que cette famille engendre Ker(m).

Soir A 2 Ker(m). Posons A = (ai;j) et A0 =
X

2�k;l�n

ak;lH
k;l, et montrons

que A = A
0.

� a
0

1;1 =
nP

s=2

nP
r=2

ar;s =
nP

s=2

(�a1;s) = �(�a1;1) = a1;1.

� si i � 2; j � 2, alors a0
i;j

= ai;j .

� si i = 1; j � 2, alors a01;j = �
nP

r=2

ar;j = a1;j

� si i � 2; j = 1, alors a0
i;1 = ai;1.

Ainsi la famille des matrices (Hk;l)2�k;l�n est un syst�eme libre et g�en�erateur
de H et forme une base de H . On en d�eduit que la dimension de E est �egale
�a (n� 1)2 + 1.

Exercice 2-9

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere Rn muni du
produit scalaire canonique h ; i. On identi�era Rn et Mn;1(R), l'ensemble
des matrices colonne �a coe�cients r�eels.

Soit A une matrice sym�etrique r�eelle d'ordre n v�eri�ant :

Pour tout X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R);

t
XAX � 0; et t

XAX = 0) X = 0.

1. Montrer que les valeurs propres de A sont des r�eels strictement positifs.

Soit C un �el�ement de Mn;1(R) �x�e. Soit f la fonction d�e�nie sur Rn par,
pour tout X 2 Mn;1(R) :

f(X) = hAX;Xi � 2hC;Xi
2. D�eterminer les points critiques de f .
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3. D�eterminer la nature de ces points.

Solution :

1. Soit � une valeur propre de A (on sait que � 2 R), et X une colonne propre
associ�ee. On a t

XX > 0 et :
t
XAX 6= 0 et t

XAX = �
t
XX � 0, donc �tXX > 0 et � > 0.

2. Avec des notations �evidentes et en d�eveloppant : f(X) =
P
i;j

ai;jxixj �
2
P
i

cixi. Soit, en simpli�ant par 2 :8>>><
>>>:

@f

@x1
(X) = 0

...
@f

@xn
(X) = 0

()
8<
:
a1;1x1 + � � � a1;nxn = c1

...
an;1x1 + � � � an;nxn = cn

() X = A
�1
C

En e�et, nous venons de d�emontrer que 0 n'est pas valeur propre de A, donc
A est inversible.

3. Soit H une matrice colonne quelconque. Dans le calcul de f(A�1C +H)

les termes du premier degr�e en H disparaissent, puisque A�1C est un point
critique, et il reste :

f(A�1C +H) = f(A�1C) + t
HAH

Pour H 6= 0, on a t
HAH > 0 et donc f pr�esente au point A�1C un minimum

absolu strict.

Exercice 2-10

Soit n un entier naturel tel que n � 2. Dans tout l'exercice, E d�esigne un
espace vectoriel de dimension n, et f est un endomorphisme de E.
Par convention f

0 = id (application identit�e) et on d�e�nit par r�ecurrence
pour k 2 N� , fk par fk = f � fk�1
On dira que f est cyclique s'il existe un vecteur x0 de E tel que :�

x0; f(x0); : : : ; f
n�1(x0)

�
soit une base de E.

1. Montrer que si f est cyclique, alors (id; f; : : : ; fn�1) est une famille libre
d'endomorphismes de E.

2. Indiquer �a quelles conditions un projecteur de E est cyclique.

3. Dans cette question, on suppose que E est l'espace vectoriel des polynômes
�a coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n�1, et on consid�ere l'endomor-
phisme d de E d�e�ni par : 8Q 2 E,

d(Q)(X) = Q(X + 1)�Q(X)
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a) Que peut-on dire du degr�e de d(Q) relativement �a celui de Q ?

b) D�eterminer le noyau, l'image, les valeurs propres et les vecteurs propres
de l'endomorphisme d. Est-il diagonalisable ?

c) L'endomorphisme d est-il cyclique ?

4. On suppose dans cette question que f admet n valeurs propres distinctes
�1; : : : ; �n et soient e1; : : : ; en des vecteurs propres respectivement associ�es.

Montrer �a l'aide du vecteur x0 =
nP

k=1

ek que f est cyclique.

5. On suppose dans cette question que f est diagonalisable et admet p valeurs
propres distinctes �1; : : : ; �p avec p < n. On pose

P (X) =

pY
k=1

(X � �k)

a) Calculer P (f)(x) lorsque x est un vecteur appartenant �a l'un des sous-
espaces propres de f .

b) En d�eduire que P (f) est l'endomorphisme nul.

c) f est-t-il cyclique ?

Solution :

1. Supposons f cyclique, et soient a0; : : : ; an�1 des scalaires tels que l'on ait
a0id+ a1f + � � �+ an�1f

n�1 = 0.
En particulier, on a : a0x0 + a1f(x0) + � � �+ an�1f

n�1(x0) = 0, o�u x0 est un
vecteur tel que (x0; : : : ; f

n�1(x0)) soit une base de E. On en d�eduit la nullit�e
de tous les scalaires et la famille (id; f; : : : ; fn�1) est libre dans L(E).
2. Si p est un projecteur, on a p2 = p, donc la famille (x0; p(x0); p

2(x0); : : :)
est toujours li�ee.
Ainsi, pour qu'un projecteur soit cyclique, il est n�ecessaire que la dimension
de E soit inf�erieure ou �egale �a 2, donc �egale �a 2.
R�eciproquement, si dimE = 2, on peut trouver un vecteur x0 tel que
(x0; p(x0)) soit une base de E, si et seulement si p n'est pas l'identit�e ou
l'application nulle.
Bref, un projecteur est cyclique si et seulement si dimE = 2 et p est la
projection sur une droite parall�element �a une autre droite.

3. a) ? Si Q est un polynôme constant, alors d(Q) est le polynôme nul.

? Sinon, �ecrivons Q = a0 + � � �+ aqX
q, avec q � 1 et aq 6= 0. On obtient :

d(Q) = qaqX
q�1+ � � �, ce qui prouve que d(Q) est de degr�e exactement q�1.

b) ? D'apr�es a), Ker d est l'ensemble des polynômes constants : Ker d =

R0 [X ].

? Toujours d'apr�es a) Im d � Rn�2 [X ]. Or par la formule du rang, on a :
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dim Im d = dimRn�1 [X ]� dimKer d = (n� 2)� 1 = dimRn�2 [X ]

Ce qui assure que l'on a : Im d = Rn�2 [X ].

? Si � �etait une valeur propre non nulle de d et Q un polynôme propre
associ�e, on aurait : degQ = deg(�Q) = deg d(Q) = degQ � 1, ce qui est
absurde. Ainsi la seule valeur propre possible de d est 0.

De plus 0 est e�ectivement valeur propre de d, le sous-espace propre associ�e
�etant le noyau de d.

? Si l'endomorphisme d �etait diagonalisable, comme 0 est son unique valeur
propre, d serait l'endomorphisme nul, ce qui est faux. Donc d n'est pas
diagonalisable.

c) Prenons par exemple Q = X
n�1. Alors la famille (Q; d(Q); : : : ; dn�1(Q))

est �echelonn�ee en degr�e, donc est libre dans E, et est de cardinal n = dimE.
Ainsi cette famille est une base de E, ce qui prouve que d est cyclique.

4. On a x0 =
nP

k=1

ek, d'o�u f(x0) =
nP

k=1

f(ek) =
nP

k=1

�kek, et par une r�ecurrence

simple :

f
p(x0) =

nP
k=1

�
p

k
ek

Donc, si (a0; : : : ; an�1) 2 Rn est tel que
n�1P
p=0

apf
p(x0) = 0, on a :

0 =
n�1P
p=0

apf
p(x0) =

nP
k=1

(
n�1P
p=0

ap�
p

k
)ek =

nP
k=1

P (�k)ek, avec P =
n�1P
p=0

apX
p

Or la famille (e1; : : : ; en) est libre, car form�ee de vecteurs propres associ�es �a
des valeurs propres di��erentes, et donc le polynôme P s'annule en �1; : : : ; �n.
Comme il est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� 1, il s'agit du polynôme nul et
tous les coe�cients ap sont nuls.

La famille (x0; : : : ; f
n�1(x0)) est donc libre de cardinal n et est une base de

E, ce qui prouve que f est cyclique.

5. a) Supposons x propre associ�e �a la valeur propre �k .

On a P (f) = (f � �1id) � � � � � (f � �pid) et les endomorphismes �ecrits

commutent entre eux. On peut donc �ecrire : P (f) = � � � � (f � �kid). Ainsi :
P (f)(x) = � � � � (f � �kid)(x) = 0.

b) Par hypoth�ese il existe une base de E form�ee de vecteurs propres de
f . D'apr�es a) l'endomorphisme P (f) s'annule en chaque vecteur d'une telle
base. Par cons�equent P (f) est nul sur une base, donc est l'endomorphisme
nul.

c) La question b) montre, en d�eveloppant P (f), que la famille (id; f; : : : ; fp)
est li�ee, avec p < n. Comme toute sur-famille d'une famille li�ee est li�ee, on
en d�eduit que la famille (id; f; : : : ; fn�1) est li�ee.

La question 1. montre alors que f n'est pas cyclique.
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Exercice 2-11

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2 et C d�esigne
l'ensemble des nombres complexes.

Si a = (a0; : : : ; an�1) 2 C n , on note Ma la matrice de Mn(C ) de terme
g�en�eral

mi;j =

(
1 si i = j + 1

ai�1 si j = n

0 dans tous les autres cas

On note Pa le polynôme d�e�ni par : Pa(X) = X
n �

n�1P
k=0

akX
k

1. Soit � une valeur propre deMa. D�eterminer le rang de la matriceMa��In.
En d�eduire la dimension du sous-espace propre associ�e.

2. Montrer que pour � 2 C , � est valeur propre de Ma si et seulement si
Pa(�) = 0.

3. En d�eduire une condition n�ecessaire et su�sante portant sur Pa pour que
Ma soit diagonalisable.

4. On pose Q(X) = (X + 1)n+1 � X
n+1 � 1. Montrer que Q poss�ede une

racine multiple si et seulement si n est multiple de 6.

5. On prend dans cette question a =

 
0;�C

1
n+1

n+ 1
; : : : ;�C

n�1

n+1

n+ 1

!
, o�u C

p
m

d�esigne le coe�cient binomial habituel. Pour quelles valeurs de n la matrice
Ma est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Comme � est une valeur propre de Ma, on sait d�ej�a que rg(Ma � �In) �
n� 1.

Par ailleurs Ma� �In =

0
BB@
�� : : : a0

1 �� a1

. . .
. . .

...
1 an � �

1
CCA est de rang � n� 1, car

les n�1 premi�eres colonnes sont �echelonn�ees, donc forment une famille libre.

Ainsi rg(Ma � �In) = n� 1.

Par le th�eor�eme du rang, on en d�eduit que les sous-espaces propres sont de
dimension exactement 1.

2. On e�ectue l'op�eration L1  L1+�L2+�
2
L3+� � �+�n�1Ln et la premi�ere

ligne de Ma � �In devient ( 0 0 : : : 0 Pa(�) ).

On e�ectue alors, dans cet ordre, les permutations L1 $ L2, L2 $ L3, : : : ,
Ln�1 $ Ln, de fa�con �a amener la ligne L1 en derni�ere position, sans perturber
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l'ordre des autres lignes. On obtient ainsi une matrice trigonale sup�erieure
de diagonale (1; 1; : : : ; 1; Pa(�)).

Par cons�equent les valeurs propres de Ma sont les racines du polynôme Pa.

3. Comme les sous-espaces propres sont de dimension 1,Ma est diagonalisable
si et seulement si Ma admet n valeurs propres, c'est-�a-dire si et seulement si
Pa admet n racines distinctes.

4. Le polynôme Q poss�ede une racine multiple si et seulement si il existe une
racine commune �a Q et Q0.
Or Q0 = (n+ 1)[(X + 1)n �X

n], d'o�u :

Q(�) = Q
0(�) = 0() (S) :

�
(�+ 1)n+1 � �

n+1 = 1

(�+ 1)n = �
n

(S)()
�
�
n(�+ 1)� �

n+1 = 1

(�+ 1)n = �
n

() �
n = (�+ 1)n = 1

Or : �n = (�+ 1)n = 1 =) j�+ 1j = j�j = 1 =) � 2 fj; j2g.
On a : jn = (j + 1)n = 1 () j

n = (�j2)n = 1() j
n = (�1)n = 1, ce qui

se produit si et seulement si n est pair et multiple de 3, donc multiple de 6.
Le calcul est le même pour j2 (et d'ailleurs ce calcul est inutile puisque j2

est le conjugu�e de j)

En conclusion Q poss�ede une racine multiple si et seulement si n est un
multiple de 6, Q ayant alors j et j2 pour racines au moins doubles.

5. Lorsque a est le n-uplet de l'�enonc�e, on a :

Pa(X) = X
n +

n�1P
k=1

C
k

n+1

n+ 1
X

k = 1
n+ 1

nP
k=1

C
k
n+1X

k = 1
n+ 1

Q(X)

Les questions 3. et 4. montrent alors queMa est diagonalisable si et seulement
si n n'est pas un multiple de 6.

Exercice 2-12

Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h�; �i, la norme
associ�ee �etant not�ee k � k.
Soient x1; : : : ; xn des vecteurs de E tels que :(

8 i 2 [[1; n]]; kxik = 1

8 i; j 2 [[1; n]]; i 6= j =) kxi � xjk = 1

1. Calculer, pour tout couple d'indices i et j, hxi; xji.
2. Soit A = (ai;j) la matrice carr�ee d'ordre n, de terme g�en�erique ai;j =
hxi; xji.
Montrer que A est inversible et en d�eduire que la famille (x1; : : : ; xn) est libre.
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Solution :

1. En d�eveloppant : kxi � xjk2 = kxik2 + kxjk2 � 2hxi; xji.
Ainsi, pour i 6= j, hxi; xji = 1

2
et bien sr hxi; xii = 1.

2. ? On a A =

0
BBBB@

1 1=2 : : : 1=2

1=2 1
. . .

...
...

. . .
. . . 1=2

1=2 : : : 1=2 1

1
CCCCA.

On a : A

0
@ x1

...
xn

1
A =

0
@ 0

...
0

1
A()

8>><
>>:

1
2
x1 +

1
2
(x1 + � � �+ xn) = 0

...
1
2
xn +

1
2
(x1 + � � �+ xn) = 0

On en d�eduit : x1 = � � � = xn et en reportant dans l'une quelconque des
�equations, il vient x1 = � � � = xn = 0, ce qui prouve que le noyau de A se
r�eduit �a f0g et donc que A est inversible.

(On peut aussi calculer A2 et exprimer A2 en fonction de In et A, ce qui donne

en plus une expression de l'inverse de A, ou remarquer que A = 1
2
(I +J), o�u

J est la matrice dont tous les coe�cients valent 1. Les valeurs propres de J
sont ais�ees �a calculer et on constate alors que 0 n'est pas valeur propre de A
: : : ).

? Si la famille (x1; : : : ; xn) �etait li�ee, il existerait des scalaires non tous nuls,

tels que
nP

j=1

�jxj = 0, d'o�u 8 i 2 [[1; n]];
nP

j=1

�jhxi; xji = 0.

En notant C1; : : : ; Cn les colonnes de la matrice A, on aurait donc
nP

j=1

�jCj =

0, et les colonnes de A seraient li�ees, ce qui nie l'inversibilit�e de A.

Ainsi la famille (x1; : : : ; xn) est libre.

Exercice 2-13

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a deux et E un espace vectoriel euclidien
de dimension n, dont le produit scalaire est not�e h�; �i.
Soit (e1; e2; : : : ; en) une base de E.

Pour tout x de E on pose : F (x) =
nP

k=1

hx; ekiek.

1. a) L'application F est-elle un endomorphisme de E ?

b) L'application F est-elle injective, surjective ?

c) L'application F est-elle un endomorphisme sym�etrique de E ?
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d) Caract�eriser les bases (e1; e2; : : : ; en) telles que F soit un projecteur.

2. a) Montrer que les valeurs propres de F sont strictement positives.

b) Montrer qu'il existe un automorphisme sym�etrique s de E �a valeurs
propres strictement positives tel que s = (s � F )�1.
c) Montrer que

�
s(e1); s(e2); : : : ; s(en)

�
est une base orthonorm�ee de E.

Solution :

1. a) La lin�earit�e de F r�esulte de la lin�earit�e �a gauche du produit scalaire
et des propri�et�es du calcul vectoriel. D'autre part F est clairement �a valeurs
dans E, donc F est un endomorphisme de E.

b) Si F (x) = 0, on a : 8 k; hx; eki = 0 (car (e1; : : : ; en) est une base de E),
ce qui prouve que x est orthogonal �a une base de E, donc �a tout vecteur de
E, et en particulier �a x. Ainsi kxk2 = 0 et x = 0.
Ceci prouve que F est injective, donc est bijective, puisque F est un
endomorphisme d'un espace de dimension �nie.

c) Pour tous vecteurs x et y, on a :

hF (x); yi =
nP

k=1

hx; ekihek; yi =
nP

k=1

hy; ekihek; xi = hF (y); xi
Ainsi, F est un automorphisme sym�etrique.

d) Comme F est un automorphisme, F est un projecteur si, et seulement
si, F = id.

? Si F = id, alors 8x 2 E; x =
nP

k=1

hx; ekiek.

En particulier, pour tout indice j, ej =
nP

k=1

hej ; ekiek et l'unicit�e de l'�ecriture

dans une base donne hej ; eki = �j;k, ce qui prouve que (e1; : : : ; en) est une
base orthonorm�ee.

? R�eciproquement si (e1; : : : ; en) est une base orthonorm�ee, alors :

8x 2 E; x =
nP

k=1

hx; ekiek et F = id.

F projecteur () (e1; : : : ; en) orthonorm�ee

2. a) Si � est une valeur propre de F et x un vecteur propre associ�e, on a :

�kxk2 = hF (x); xi = h
nP

k=1

hx; ekiek; xi =
nP

k=1

hx; eki2 > 0 (car x 6= 0)

Donc � > 0.

b) s = (s �F )�1 �equivaut �a s � s = F
�1. Puisque F est un endomorphisme

sym�etrique, soit B une base orthonorm�ee telle queMB(F ) = diag(�1; : : : ; �n).

On a :MB(F
�1) = diag(��11 ; : : : ; �

�1
n ) et on peut donc consid�erer l'endomor-

phisme s tel que MB(s) = diag(�
�1=2

1 ; : : : ; �
�1=2
n ).
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Par construction même, s � s = F
�1, s est un automorphisme et s est

sym�etrique, donc s convient.

c) Pour tout couple (i; j), on a : hs(ei); s(ej)i = hei; s � s(ej)i =
hei; F�1(ej)i.
Or : ej = F (F�1(ej)) =

nP
i=1

hF�1(ej); eiiei, d'o�u : hF�1(ej); eii = �i;j .

Ainsi hs(ei); s(ej)i = �i;j et donc
�
s(e1); s(e2); : : : ; s(en)

�
est une base ortho-

norm�ee de E.

Exercice 2-14

On consid�ere la matrice A =

�
a b

c d

�
2 M2(Z). On suppose qu'il existe un

entier n � 2 tel que An = I2, o�u I2 d�esigne la matrice identit�e deM2(R). Le
but de cet exercice est de montrer que A12 = I2.

On note � l'ensemble des valeurs propres (r�eelles ou complexes) de A.

1. Montrer que � 2 � si et seulement si �2 � (a + d)� + (ad � bc) = 0. En
d�eduire que � n'est pas vide.

On admettra que la matrice A v�eri�e la relation : A2�(a+d)A+(ad�bc)I2 =
0 (?) .

2. Montrer que � v�eri�e l'une, et l'une seulement, des deux propositions
suivantes :

a) � � f�1; 1g
b) il existe un entier p tel que 1 � p < n=2 et � = fe�2ip�=n; e2ip�=ng.

Que peut-on dire, dans ce cas, du nombre 2 cos(2p�=n) ?

3. On suppose que card(�) = 2. En �etudiant les di��erents cas, montrer que
A
12 = I2.

4. On suppose que � = f1g et que A 6= I2.

a) En utilisant la relation (?), montrer que Ker(A� I2) = Im(A� I2)

b) En d�eduire que A est semblable �a :

T =

�
1 1
0 1

�
c) Calculer T k, pour k � 1. En d�eduire une contradiction.

5. Montrer que si � = f�1g et A 6= �I2, on arrive �egalement �a une
contradiction.

Conclure.
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Solution :

1. � est valeur propre de A si et seulement si A � �I2 n'est pas inversible,
donc si et seulement si : (a� �)(d � �)� bc = 0.

Ce qui donne en d�eveloppant :

� 2 � () �
2 � (a+ d)�+ ad� bc = 0

Une �equation du second degr�e �a coe�cients r�eels ayant toujours au moins
une solution dans C , on en d�eduit que � est non vide.

La formule (�) se v�eri�erait facilement, il su�t de faire les calculs : : :

2. Si � est une valeur propre de A, alors �n est une valeur propre de An, donc
d'apr�es l'hypoth�ese faite sur A :

�
n = 1

Si le spectre de A est r�eel, on a donc � 2 f�1; 1g.
Sinon, il existe une valeur propre de A de la forme �1 = ei

2p�
n , avec 0 � p < n,

et donc �2 = �1 = e�i
2p�
n est aussi valeur propre de la matrice A.

Or les valeurs propres de A ne sont pas r�eelles, donc sont distinctes, et quitte
�a permuter les rôles de �1 et �2, on peut supposer que l'on a 0 < p <

n

2
(pour �eviter les nombres �1 et 1).

En conclusion, dans ce cas � = fe�2ip�=n; e2ip�=ng
On a alors �1 + �2 = 2 cos(

2p�
n

) = a+ d 2 Z.
3. Si A a deux valeurs propres distinctes.

? Si elles sont r�eelles, on a � = f�1; 1g, donc A est semblable �a diag(�1; 1)
et A2 est semblable �a I2, donc vaut I2, a fortiori A

12 = I2.

? Sinon, elles sont complexes conjugu�ees, donc de la forme vue en 2, avec

2 cos(
2p�
n

) 2 Z, donc 2 cos(
2p�
n

) 2 f�1; 0; 1g (les valeurs �2 et 2 ne corres-

pondent pas �a des valeurs propres complexes non r�eelles).

Si cos(
2p�
n

) = �1
2
, les valeurs propres sont j et j2, donc A est semblable

�a diag(j; j2) et A3 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori A
12 = I2.

Si cos(
2p�
n

) = 0, les valeurs propres sont i et �i, donc A est semblable

�a diag(i;�i) et A4 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori A
12 = I2.

Si cos(
2p�
n

) = 1
2
, les valeurs propres sont �j et �j2, donc A est

semblable �a diag(�j;�j2) et A6 est semblable �a I2, donc vaut I2. A fortiori

A
12 = I2.

4. a) Si 1 est l'unique valeur propre de A, alors l'�equation �
2 � (a + d)� +

ad� bc = 0 �equivaut �a l'�equation (�� 1)2 = 0, donc a+ d = 2; ad� bc = 1.

La relation (�) s'�ecrit donc : A2 � 2A+ I2 = 0,i.e. (A� I2)(A� I2) = 0
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On a donc Im(A� I2) � Ker(A� I2).

Or : dim Im(A�I2)+dimKer(A�I2) = 2 et A�I2 n'est pas inversible et n'est
pas non plus la matrice nulle. Ainsi dim Im(A � I2) = dimKer(A � I2) = 1
et l'inclusion pr�ec�edente montre que :

Im(A� I2) = Ker(A� I2)

b) Soit e2 un vecteur n'appartenant pas �a Ker(A � I2), le vecteur e1 =
(A� I2)(e2) est tel que (A� I2)(e1) = (A� I2)

2(e2) = 0.

Donc A(e1) = e1, tandis que A(e2) = e1 + e2.

La famille (e1; e2) est une base de R2 (e1 est propre pour A et pas e2). Par
cons�equent A est semblable �a la matrice :

T =

�
1 1
0 1

�

c) Facilement 8 k � 1; T k =

�
1 k

0 1

�
. Or il existe n � 2 tel que An = I2,

donc, pour le même entier n, on a Tn = P
�1
A
n
P = I2. La contradiction est

claire.

5. On fait le même raisonnement qu'en 4., en utilisant A + I2 et on aboutit
�egalement �a une contradiction.

Dans tous les cas possibles, on a trouv�e A12 = I2 et donc le but est atteint.

Exercice 2-15

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions polynômes �a coe�cients r�eels. Pour
P et Q dans E, on pose :

hP;Qi =
Z +1

0

e�tP (t)Q(t) dt

1. V�eri�er que l'on d�e�nit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit f d�e�nie sur R3 par f(x; y; z) =

Z +1

0

e�t(t3 + xt
2 + yt+ z)2 dt

Montrer qu'il existe un unique triplet (x0; y0; z0) tel que f pr�esente en
(x0; y0; z0) un minimum absolu et d�eterminer ce triplet.

Solution :

1. Comme P et Q sont des polynômes, si n = deg(PQ), alors
lim

t!+1
t
n+2e�tP (t)Q(t) = 0 entrâ�ne l'existence de l'int�egrale propos�ee.

On v�eri�e que la forme propos�ee est bilin�eaire, sym�etrique et positive.

Si de plus

Z +1

0

e
�t
P
2(t)dt = 0, par positivit�e et continuit�e de t 7! e�tP 2(t)

sur tout segment de R, on a e�tP 2(t) = 0 pour tout t r�eel et P est le polynôme
nul : on a donc e�ectivement un produit scalaire.
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2. En fait f(x; y; z) repr�esente le carr�e de la distance du polynôme X
3 au

sous{espace R2 [X ].
On sait que cette distance est atteinte en un unique polynôme qui est la
projection orthogonale deX3 sur R2 [X ]. ce qui se traduit par :X3�(�x0X2�
y0X � z0) est orthogonal �a la base canonique 1; X;X2 de R2 [X ].
Soit, apr�es calculs :8<

:
24x0 + 6y0 + 2z0 = �120
6x0 + 2y0 + z0 = �24
2x0 + y0 + z0 = �6

() (x0; y0; z0) = (�9; 18;�6)

Exercice 2-16

D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante portant sur (�; �; n) 2
R2 � N� , pour que le polynôme P1 = X

8 + X
4 + 1 divise le polynôme

P2 = X
8n + �X

4n + �.

Solution :

On a : (X8 +X
4 + 1)(X4 � 1) = X

12 � 1.

Par cons�equent, les racines de X
8 + X

4 + 1 sont les racines douzi�emes de
l'unit�e, sauf celles qui sont racines quatri�emes de l'unit�e.

Les racines de P1 sont donc simples et sont les nombres ei
2k�
12 , avec 0 � k � 11

et k =2 f0; 3; 6; 9g.
P1 divise P2 si et seulement si ces nombres sont racines de P2, ce qui conduit
au syst�eme :

8 k 2 [[1; 11]] n f3; 6; 9g; ei4kn�3 + �ei
2kn�
3 + � = 0

Ce qui �equivaut �a :

8<
: cos(2kn�

3
)(�+ 1) + � = 0

sin(2kn�
3

)(� � 1) = 0
, pour tout k 2 [[1; 11]] n

f3; 6; 9g
Si n est un multiple de 3, il reste �+ � + 1 = 0 ;

si n n'est pas un multiple de 3, on obtient � = 1 et comme cos(2kn�
3

) = �1
2

(on �evite les valeurs de k multiples de 3), il vient � = 1.

Exercice 2-17

Soit A 2M2(R) une matrice carr�ee d'ordre 2 �a coe�cients r�eels, non scalaire

(c'est-�a-dire que A n'est pas de la forme

�
a 0
0 a

�
).

On dira qu'une suite (Bn) d'�el�ements de M2(R), avec Bn = (bi;j;n)1�i;j�2,
converge vers une matrice B = (bi;j)1�i;j�2 si pour tout (i; j) 2 f1; 2g2, la
suite de nombres r�eels (bi;j;n) converge vers le nombre r�eel bi;j .
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1. On suppose que A poss�ede deux valeurs propres r�eelles distinctes.

a) Montrer qu'il existe une matrice inversible P telle que P
�1
AP soit

diagonale.

b) Soit Sn =

nX
k=0

A
k

k!
. exprimer Sn ainsi que son �eventuelle limite, lorsque

n tend vers l'in�ni. On notera cette limite exp(A).

c) D�eterminer les valeurs propres de exp(A) en fonction de celles de A.

d) Montrer que exp(A) est une matrice inversible.

2. On suppose maintenant que A ne poss�ede qu'une seule valeur propre.

a) Montrer qu'il existe a 2 R et P 2 M2(R) inversible, telles que

P
�1
AP = J , avec J =

�
a 1
0 a

�
.

b) Pour tout n 2 N, calculer Jn.

c) Soit Sn =

nX
k=0

A
k

k!
. D�eterminer Sn ainsi que son �eventuelle limite, lorsque

n tend vers l'in�ni. On notera encore cette limite exp(A).

d) D�eterminer les valeurs propres de exp(A) en fonction de celle de A.
Montrer que exp(A) est une matrice inversible.

3. A t-on toujours exp(A+B) = exp(A)exp(B) ?

Solution :

1. a) La matrice A est carr�ee d'ordre 2 et admet deux valeurs propres, donc

A est diagonalisable. Ainsi, il existe une matrice diagonale D =

�
a 0
0 b

�
,

avec a 6= b et une matrice P 2 GL2(R) telles que A = PDP
�1.

b) On a alors Ak = PD
k
P
�1, d'o�u :

Sn = P�nP
�1, avec �n =

nP
k=0

1
k!
D

k

Or : �n = diag(
nP

k=0

a
k

k!
;

nP
k=0

b
k

k!
) �! diag(ea; eb), et, en revenant au calcul

e�ectif d'un produit de matrices, on voit ais�ement que la limite d'un produit
est le produit des limites, donc :

expA = P

�
ea 0
0 eb

�
P
�1

c) Le r�esultat pr�ec�edent montre que Spec(expA) = fea; ebg
d) Une exponentielle n'�etant jamais nulle, 0 n'est pas valeur propre de

expA, et cette matrice est bien inversible.
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2. Soit a l'unique valeur propre de A.

a) La matrice A n'est pas diagonalisable, sinon A serait semblable �a aI2,
donc serait �egale �a aI2, ce qui est exclu par l'�enonc�e.

Soit X =

�
x1

x2

�
une colonne propre associ�ee �a la valeur propre a et Q une

matrice inversible de premi�ere colonne X (possible, d'apr�es le th�eor�eme de la

base incompl�ete). La matrice Q�1AQ est de la forme T =

�
a �

0 �

�
.

Les matrices A et T �etant semblables, elles ont mêmes valeurs propres et
� = a, de plus on sait que � 6= 0 (puisque A n'est pas diagonalisable), donc

T =

�
a �

0 a

�
.

Or, si on prend R =

�
1 1
0 k

�
, avec k 6= 0, (on garde le premier vecteur de

base, qui est propre, et on change le second), un calcul simple donne :

RTR
�1 =

�
a

�

k
0 a

�
Ainsi, en prenant k = �, la matrice T , donc la matrice A, est semblable �a�
a 1
0 a

�
.

b) On obtient, par une r�ecurrence facile, ou par la formule du binôme :

8n 2 N; Jn =

�
a
n

na
n

0 a
n

�
c) Comme Ak = PJ

k
P
�1, il vient :

Sn = P

0
B@

nP
k=0

a
k

k!

nP
k=0

k:a
k

k!

0
nP

k=0

a
k

k!

1
CAP

�1

et donc, en simpli�ant la sommation du terme plac�e en premi�ere ligne et
deuxi�eme colonne :

expA = P

�
ea ea

0 ea

�
P
�1

d) expA admet donc ea pour unique valeur propre et cette valeur propre
�etant non nulle, expA est inversible.

3. La r�eponse est non. Il su�t de trouver un contre-exemple. En fait, tout
couple de matrices (A;B) tel que AB 6= BA convient.

On peut proposer : A =

�
0 1
0 0

�
et B =

�
0 0
1 0

�

On a AB =

�
1 0
0 0

�
et BA = 0 6= AB.
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Les calculs de expA; expB et exp(A+B) sont alors tr�es simples (on a A2 = 0,
B
2 = 0 et AB est diagonale) :

expA = I +A =

�
1 1
0 1

�
, expB =

�
1 0
1 1

�
, exp(A+B) =

�
e 0
0 1

�
Il est clair que exp(A+B) 6= expA: expB.

Exercice 2-18

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. On consid�ere
l'application � qui �a toute fonction f de E associe la fonction g = �(f)
d�e�nie par :

g : x 7!
8<
:
f(0) si x = 0
1

2x

Z x

�x

f(t) dt si x 6= 0

1. a) Soit f un �el�ement de E et F une primitive de f . Exprimer �(f) en
fonction de F pour x non nul. En d�eduire la continuit�e de �(f) en 0.

Montrer que � est un endomorphisme de E.

b) Soit f 2 Ker�. Etudier la parit�e de f . D�eterminer le noyau de �.
L'endomorphisme � est-il injectif ?

2. L'endomorphisme � est-il surjectif ?

3. On appelle valeur propre de � tout r�eel � tel qu'il existe f 2 E non nul tel
que �(f) = �f . Un tel �el�ement s'appelle vecteur propre associ�e �a la valeur
propre �.

Soit � une valeur propre non nulle de � et f un vecteur propre associ�e.

a) Montrer que f est une fonction paire.

b) Montrer que f est d�erivable sur R� et exprimer f 0 en fonction de f .

c) Pour quelles valeurs de � la fonction d�e�nie sur R� par x 7! jxj� est-elle
solution de l'�equation trouv�ee dans la question pr�ec�edente ?

d) Soit E� = ff j �(f) = �fg et h 2 E� non nul.

Pour tout x 6= 0, on d�e�nit k(x) par h(x) = k(x)jxj�. D�eterminer la fonction
k. En d�eduire le sous{espace E�.

e) Montrer que tout r�eel est valeur propre de �.

Solution :

1. a) Soit x 6= 0. On peut �ecrire :

g(x) =
F (x) � F (�x)

2x
=

1

2

�
F (x)� F (0)

x
� F (�x)� F (0)

x

�
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Par la d�e�nition de la d�eriv�ee, on a :

lim
x!0

F (x)� F (0)

x
= f(0); lim

x!0

F (�x)� F (0)

x
= �f(0)

Ainsi lim
x!0

g(x) = f(0), ce qui signi�e que g est prolongeable en 0.

Pour x0 6= 0, g est continue en x0 comme quotient de fonctions continues, le
d�enominateur ne s'annulant pas. Ainsi � est une application de E dans E
qui est lin�eaire par lin�earit�e de l'int�egrale.

b) Si f 2 Ker�, alors f(0) = 0 et pour tout x 6= 0; F (x) = F (�x). En
d�erivant, il vient, pour x 6= 0; f(x) = �f(�x), c'est-�a-dire f impaire.

R�eciproquement, si f est impaire, f(0) = 0 et, pour x 6= 0 :Z x

0

f(t) dt = �
Z 0

x

f(t) dt

ce qui entrâ�ne que g(x) = 0 pour x 6= 0, et que f 2 Ker�. Finalement :

Ker� = ff j f impaireg
2. La fonction g est d�erivable pour tout x 6= 0 comme quotient de fonctions
d�erivables, le d�enominateur ne s'annulant pas.

Par exemple, la fonction x 7! jx� 1=2j ne peut avoir d'ant�ec�edent par �, qui
n'est donc pas surjective.

3. a) Soit f un vecteur propre de � associ�e �a la valeur propre � 6= 0. On a
alors :

f(0) = �f(0); (x 6= 0) =)
Z

x

�x

f(t) dt = 2�xf(x)

Ainsi, pour x 6= 0 :

f(�x) = � 1

2�x

Z
�x

x

f(t) dt =
1

2�x

Z x

�x

f(t) dt = f(x)

Ainsi f est une fonction paire.

b) Sur R� , la fonction f est d�erivable et pour x 6= 0 :

f
0(x) =

1

2�

�
� 1

x2

Z x

�x

f(t) dt+
1

x
(f(x) + f(�x))

�
Or la fonction f est paire. Il vient donc :

(1� �)f(x) = �xf
0(x)

c) La fonction f : x 7! jxj� v�eri�e l'�equation pr�ec�edente si et seulement si :

� pour x > 0; (1� �)x� � ��x
� = 0

� pour x < 0; (1� �)(�x)� � ��x(�x)��1 = 0

c'est-�a-dire si et seulement si :

� =
1� �

�
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d) Soit h la fonction x 7! k(x)jxj�. Si la fonction h v�eri�e l'�equation
pr�ec�edente alors pour x > 0 :

(1� �)k(x)x� � �x(k0(x)x� + �x
��1

k(x)) = 0

avec :

� =
1� �

�

Donc k0(x) = 0 et k est une fonction constante sur R+ . La d�emonstration
pour x < 0 est identique.
Finalement :

E� = fC:f j C 2 Rg
avec

f : x 7! jxj 1���
e) On a vu que 0 est valeur propre de � ainsi que tout � 6= 0. Ainsi,

l'ensemble des valeurs propres de � est R.



3

PROBABILITES

Exercice 3-1

Soit f une fonction d�e�nie, continue et strictement positive sur [0;+1[ telle

que :

Z +1

0

f(x)dx = 1.

On consid�ere une variable al�eatoire r�eelle X de densit�e ' d�e�nie par :

'(x) =

�
0 pour x < 0

f(x) pour x � 0

On suppose que X admet une esp�erance E(X). On note F la fonction de
r�epartition de X et on pose :

8x 2 R+ ; Q(x) = 1

E(X)

Z
x

0

tf(t)dt

1. On �etudie dans cette question le cas particulier o�u X suit la loi exponen-
tielle de param�etre � > 0.

a) D�eterminer F et Q.

b) D�eterminer une application C de [0; 1] dans lui{même telle que Q =
C � F .
c) Dresser le tableau de variations de C. D�eterminer un r�eel t0 tel que

C 0(t0) = 1, puis un r�eel x0 tel que F (x0) = t0.

2. On revient maintenant au cas g�en�eral.

a) Montrer que Q est d�e�nie sur R+ .
D�eterminer une application C de [0; 1] dans lui{même telle que Q = C � F .
Dresser le tableau de variations de C. D�eterminer un r�eel t0 tel que C

0(t0) = 1,
puis un r�eel x0 tel que F (x0) = t0.
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b) Montrer que :

Z 1

0

C(x)dx =

Z +1

0

Q(x)f(x)dx.

Solution :

1. a) La fonction de r�epartition de la loi exponentielle est donn�ee par :

F (x) =
n

0 si x � 0
1� e��x si x > 0

Son esp�erance est E(X) = 1
�
, et pour tout x � 0 :

Q(x) = �

Z
x

0

�t:e��tdt = 1� e��x(�x+ 1)

qui est obtenu par une int�egration par parties �evidente.

b) Pour tout x positif, Q0(x) = �2x:e��x et F 0(x) = �:e��x sont toutes
deux positives. Ainsi Q et F r�ealisent chacune une bijection de R+ sur [0; 1[,
et C = Q � F�1 est une bijection de [0,1[ sur lui{même.
Il su�t de poser C(1) = lim

x!1�
Q�F�1(x) = 1, pour d�e�nir C comme bijection

de [0; 1] sur lui{même.

On a alors pour tout x 2 R+ ; Q(x) = C
�
F (x)

�
.

c) Par composition, C est une application strictement croissante sur [0; 1].
Un calcul imm�ediat donne :

F�1(x) = � 1

�
ln(1� x) =) C(x) = x+ (1� x) ln(1� x)

On a alors C 0(x) = � ln(1� x) et C 0(x) = 1() x = 1� e�1. En�n :

F (x) = 1� e�1 () F�1(1� e�1) = x() x =
1

�
= E(X)

2. a) Comme f est strictement positive, l'esp�erance E(X) est strictement
positive ce qui entra"ne que Q est d�e�nie sur R+ .

Pour tout x 2 R
+ ; F 0(x) = f(x) > 0 et Q0(x) =

xf(x)

E(X)
> 0. Ceci

entrâ�ne que F et Q sont deux bijections continues de R+ sur [0; 1[. Comme
lim

x!+1
Q(x) = 1, il su�t de prendre C = Q � F�1 et C(1) = 1, pour prouver

que C est une bijection de [0; 1].

Comme F 0 est strictement positive sur R+ , F�1 est d�erivable sur [0; 1[ et par
composition, C l'est �egalement. De plus :

C 0(x) = Q0
�
F�1(x)

�
(F�1)0(x) =

1

E(X)
F�1(x)f(F�1(x))(F�1)0(x)

Or :

(F�1)0(x) =
1

f(F�1(x))
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donc :

C 0(x) =
1

E(X)
F�1(x)

En�n :
C 0(t) = 1() F�1(t) = E(X)() t = F (E(X))

et, par bijectivit�e de F :

F (x) = t = F (E(X))() x = E(X)

b) Il vient : Z 1

0

C(x)dx = lim
a!1�

Z
a

0

Q(F�1(x))dx

Posons u = F�1(x). Alors x = F (u) etZ
a

0

Q(F�1(x))dx =

Z
F
�1(a)

0

Q(u)f(u)du

Il reste �a prendre la limite en a pour obtenir le r�esultat demand�e.

Exercice 3-2

Soit (X;Y ) un couple de variables al�eatoires ind�ependantes, d�e�nies sur le
même espace probabilis�e et suivant la loi uniforme sur An = f�n;�n +
1; : : : ; n� 1; ng.
1. D�eterminer la loi de S = X + Y .

2. D�eterminer la fonction de r�epartition F de jSj (valeur absolue de S).

La suite de l'exercice consiste �a donner une expression int�egrale de F . Pour
cela, on notera Nk le nombre de couples (x; y) 2 A2

n tels que x+ y = k.

3.a) Exprimer en fonction de Nk le coe�cient de zk dans le d�eveloppement
de : � 1

zn
+

1

zn�1
+ � � �+ 1

z
+ 1 + z + � � �+ zn

�2
b) On pose z = eit; t 2 [��;�[.

Pour t 6= 0, exprimer

nX
k=�n

zk sous la forme
sin(pnt=2)

sin t=2
, o�u pn est un entier

que l'on d�eterminera en fonction de n. Que trouve-t-on pour t = 0 ?

4. On admettra que :

8(a; b) 2 R2 ; 8� 2 R� ;
Z

b

a

ei�tdt =
1

i�

�
ei�b � ei�a

�
Montrer que :

8k 2 An; Nk =
1

2�

Z +�

��

� 2nX
p=�2n

Npe
ipt

�
e�iktdt
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5. a) Pour k 2 f0; : : : ; 2ng, on appelle Mk le nombre de couples (x; y) 2 A2
n

tels que �k � x+ y � k:
Etablir la formule :

Mk = c

Z
�=2

0

sin2((2n+ 1)u) sin(2k + 1)u

sin3 u
du

o�u c est une constante �a d�eterminer.

b) En d�eduire une expression de F (k) sous forme int�egrale.

Solution :

1. Comme X(
) = Y (
) = An, il vient imm�ediatement que S(
) = A2n.
Soit k 2 A2n. On a :

(S = k) =

i=n[
i=�n

(X = i; Y = k � i)

Les variables al�eatoires X et Y �etant ind�ependantes, il vient :

P (S = k) = P
� i=n[
i=�n

(X = i; Y = k � i)
�
=

i=nX
i=�n

P (X = i)P (Y = k � i)

Mais ceci n'est valable que si :�
�n � k � i � n
�n � i � n

()
�
k � n � i � k + n

�n � i � n

Ainsi :
� si k � 0, ceci est �equivalent �a �n � i � k + n et :

P (S = k) =
1

(2n+ 1)2

k+nX
i=�n

1 =
2n+ k + 1

(2n+ 1)2

� si k > 0, ceci est �equivalent �a k � n � i � n et :

P (S = k) =
1

(2n+ 1)2

nX
i=k�n

1 =
2n� k + 1

(2n+ 1)2

Ce qui peut se r�esumer par, pour tout k 2 A2n :

P (S = k) =
2n� jkj+ 1

(2n+ 1)2

2. On a jSj(
) = f0; 1; : : : ; 2ng et :

P (jSj = 0) = P (S = 0) =
1

2n+ 1

et pour tout k � 1 :

P (jSj = k) = P (S = k) + P (S = �k) = 2(2n� k + 1)

(2n+ 1)2
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Un simple calcul donne la fonction de r�epartition F de jSj :

F (k) =

8>>>>><>>>>>:

0 si k < 0
1

2n+ 1
si k = 0

1

2n+ 1
+
k(4n� k + 1)

(2n+ 1)2
si 1 � k � 2n

1 si k > 2n

3. a) Notons Sn(z) =
� 1

zn
+

1

zn�1
+ � � �+ 1

z
+ 1 + z + � � �+ zn

�2
. Alors :

Sn(z) =
X

(p;q)2A2
n

zpzq =
X

�2n�p+q�2n
zpzq =

X
�2n�k�2n

Nkz
k

b) E�ectuons le calcul propos�e :

Sn(t) =

nX
k=�n

(eit)k = e�int
nX

k=�n
(ei(n+k)t) = e�int

2nX
j=0

(eijt)

= e�int
e(2n+1)it � 1

eit � 1
= e�inte�it=2

e(2n+1)t � 1

eit=2(eit � 1)

=
sin(2n+ 1)t=2

sin t=2
Cette expression se prolonge par continuit�e pour t = 0 en 2n+ 1.

4. L�a encore, e�ectuons le calcul demand�e.

1

2�

Z �

��

� 2nX
j=�2n

Nje
ijt

�
e�iktdt =

1

2�

Z �

��

� 2nX
j=�2n

Nje
i(j�k)t

�
dt

=
1

2�

�
Nk +

Z
�

��

2nX
j=�2n;j 6=k

Nje
ijt

�
e�iktdt

=
1

2�

�
Nk +

2nX
j=�2n;j 6=k

Z
�

��
Nje

ijt

�
e�iktdt

= Nk

5. a) On sait que :

Mk =

kX
j=�k

Nj =

kX
j=�k

1

2�

Z
�

��

� 2nX
p=�2n

Npe
ipt

�
e�ijtdt

=
1

2�

Z
�

��

kX
j=�k

� 2nX
p=�2n

Npe
ipt

�
e�ijtdt

=
1

2�

Z �

��

� 2nX
p=�2n

Npe
ipt

� kX
j=�k

e�ijtdt
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Or, d'apr�es la question 3.a) :
2nX

p=�2n
Npe

ipt =
� sin(2n+ 1)t=2

sin t=2

�2
Donc en utilisant la parit�e de la fonction �a int�egrer, puis le changement de
variables u = t=2, il vient :

Mk =
1

2�

Z �

��

� sin(2n+ 1)t=2

sin t=2

�2� sin(2k + 1)t=2

sin t=2

�
dt

=
1

�

Z �

0

�sin(2n+ 1)t=2

sin t=2

�2�sin(2k + 1)t=2

sin t=2

�
dt

=
2

�

Z �=2

0

sin2[(2n+ 1)t]: sin[(2k + 1)t]

sin3 t
dt

b) Pour tout k 2 f0; : : : ; 2ng :

F (k) = P (jSj � k) = P (�k � S � k) =

kX
j=0

P (�j � X + Y � j)

=

kX
j=0

� jX
r=�j

P (X + Y = r)
�
=

kX
j=0

1

(2n+ 1)2

jX
r=�j

Nr

=
1

(2n+ 1)2

kX
j=0

jX
r=�j

2

�

Z
�=2

0

sin2[(2n+ 1)t] sin[(2r + 1)t]

sin3 t
dt

=
2

�(2n+ 1)2

Z
�=2

0

kX
j=0

jX
r=�j

sin2[(2n+ 1)t] sin[(2r + 1)t]

sin3 t
dt

=
2

�(2n+ 1)2

Z �=2

0

sin2[(2n+ 1)t]

sin3 t

� kX
j=0

jX
r=�j

sin[(2r + 1)t]
�
dt

Exercice 3-3

Une urne contient b boules blanches, n boules noires, r boules rouges ; b et n
sont des entiers naturels non nuls, r est un entier naturel.
Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne ; si elle est noire, il
perd ; si elle est rouge, il la met de côt�e et e�ectue un autre tirage (avant le
second tirage, l'urne contient donc r � 1 boules rouges).
Dans ce cas, si la boule est blanche, il gagne ; si elle est noire, il perd ; si elle
est rouge, il la met de côt�e et e�ectue un autre tirage, etc.
La partie s'ach�eve lorsque le joueur a gagn�e ou perdu.

1. On note Bi (resp Ni; Ri) l'�ev�enement : hh le joueur tire une boule blanche
(resp une boule noire, une boule rouge) au i-�eme coup. ii



Probabilit�es 99

On note Gr l'�ev�enement : hh le joueur gagne en commen�cant ses tirages dans
une urne contenant r boules rouges ii.

a) Calculer les probabilit�es p(G0) et p(G1):

b) Trouver une relation entre p(Gr) et p(Gr�1).

c) Calculer p(Gr).

2. Soit Xr la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires pour
qu'une partie s'ach�eve, l'urne contenant au d�epart r boules rouges.

a) Calculer les esp�erances E(X0); E(X1); E(X2).

b) Trouver une relation entre p(Xr = k) et p(Xr�1 = k � 1) (pour r � 1 et
k � 2), puis entre E(Xr) et E(Xr�1).

c) En d�eduire E(Xr).

Solution :

1. a) ? Pour d�eterminer la probabilit�e de l'�ev�enement G0, on sait que l'on est
dans la situation o�u il n'y a pas de boules rouges dans l'urne. Donc le joueur
gagne ou perd et :

P (G0) = P (B1) =
b

n+ b
? Il y a maintenant une boule rouge dans l'urne et l'�ev�enement G1 s'�ecrit
alors : G1 = B1 [ (R1 \ B2). Soit :

P (G1) = P (B1)+P (R1)P (B2=R1) =
b

n+ b+ 1
+

b

(n+ b+ 1)(n+ b)
=

b

n+ b

b) On peut �ecrire Gr = B1 [ (R1 \Gr�1) et :

P (Gr) = P (B1) + P (R1)P (Gr=R1) =
r

n+ b+ r
P (Gr�1) +

b

n+ b+ r

c) On sait que P (G0) = P (G1) =
b

n+ b
. Supposons que P (Gr�1) =

b

n+ b
.

Alors :

P (Gr) =
r

n+ b+ r

b

n+ b
+

b

n+ b+ r
=

b

n+ b

2. a) On a X0(
) = f1g et E(X0) = 1.

De même X1(
) = f1; 2g, avec :

P (X1 = 1) = P (R1) =
n+ b

n+ b+ 1
; P (X1 = 2) = P (R1) =

1

n+ b+ 1
et :

E(X1) =
n+ b+ 2

n+ b+ 1
En�n X2(
) = f1; 2; 3g, avec :

P (X2 = 1) =
n+ b

n+ b+ 2
; P (X2 = 2) = P (R1 \R2) =

2(n+ b)

(n+ b+ 1)(n+ b+ 2)
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P (X2 = 3) = 1� P (X2 = 1)� P (X2 = 2)
et le calcul donne :

E(X2) =
n+ b+ 3

n+ b+ 1
b) L'�ev�enement (Xr = k) avec k � 2 implique le tirage d'une boule rouge

au premier coup. Donc :

P (Xr = k) = P (R1 \ (Xr = k)) = P (R1)P (Xr = k=R1)

= P (R1)P (Xr�1 = k � 1)
(lorsqu'on a retir�e une boule rouge au premier tirage, les tirages suivants se
font �a partir d'une urne contenant (r�1) boules rouges avec (k�1) tirages �a
e�ectuer pour r�ealiser l'�ev�enement (Xr = k)). Donc, pour tout r � 1; k � 2 :

P (Xr = k) =
r

n+ b+ r
P (Xr�1 = k � 1)

On remarque que Xr(
) = f1; 2; : : : ; (r + 1)g. Pour r � 1 :

E(Xr) = P (Xr = 1) +

r+1X
k=2

k:P (Xr = k)

et

E(Xr) =
n+ b

n+ b+ r
+

r+1X
k=2

k
r

n+ b+ r
P (Xr�1 = k � 1)

=
n+ b

n+ b+ r
+

r

n+ b+ r

r+1X
k=2

((k � 1) + 1)P (Xr�1 = k � 1)

=
n+ b

n+ b+ r
+

r

n+ b+ r
(E(Xr�1) + 1)

c) Un raisonnement par r�ecurrence montre que :

E(Xr) =
r

n+ b+ r
E(Xr�1) + 1, d'o�u E(Xr) =

n+ b+ r + 1

n+ b+ 1

Exercice 3-4

On suppose que l'on sait tirer des nombres al�eatoires uniform�ement r�epartis
sur l'intervalle [0; 1], c'est-�a-dire que l'on a une variable al�eatoire X de loi
uniforme sur [0; 1].

Donner une m�ethode de tirage de nombres al�eatoires r�epartis suivant une
loi de probabilit�e (pn)n donn�ee, c'est-�a-dire montrer comment d�e�nir une
variable al�eatoire Y �a valeurs dans N telle que pour tout n 2 N; P (Y = n) =
pn (on pourra penser �a d�e�nir la fonction de r�epartition de Y ).

Solution :

Une m�ethode possible est la suivante :
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On e�ectue un tirage al�eatoire d'un nombre compris entre 0 et 1 ;
si ce nombre est inf�erieur �a p1, on prend Y = 0,
si ce nombre est dans l'intervalle [p1; p1 + p2[, on prend Y = 1,

: : :
si ce nombre appartient �a [p1 + � � �+ pk; p1 + � � �+ pk+1[, on prend Y = k,
en�n, si ce nombre vaut 1, on prend Y = 1525 (ou autre chose !)

On peut r�e�ecrire ceci en termes de fonction de r�epartition de Y . On
peut d'ailleurs attendre d'un candidat qu'il critique la notion de test
d'appartenance : : :

Exercice 3-5

Dans cet exercice, on admettra les propri�et�es suivantes :
� soient

P
un et

P
vn deux s�eries �a termes positifs convergentes de sommes

respectives U et V . La s�erie de terme g�en�eral wn =
nP
i=0

uivn�i (s�erie produit)

est convergente et a pour somme W = UV .
� si de plus, la s�erie de terme g�en�eral wnt

n est convergente pour tout t 2 [0; 1[,

alors la fonction t 7!
+1P
k=0

wnt
n est deux fois d�erivable sur cet intervalle, les

fonctions d�eriv�ees seconde et premi�ere �etant obtenues en d�erivant terme �a

terme la somme
+1P
k=0

wnt
n.

On e�ectue une suite de lancers ind�ependants d'une pi�ece de monnaie
donnant pile (P) avec la probabilit�e � et face (F) avec la probabilit�e � = 1��.
(� 2]0; 1[).
On s'int�eresse �a l'apparition de deux piles cons�ecutifs. On note Sk l'�ev�enement
hhdeux piles cons�ecutifs sont apparus au (k � 1)-i�eme et au k-i�eme tirage. ii

Chaque pile ne peut servir qu'�a une seule s�erie de deux piles cons�ecutifs.
Ainsi, dans la succession F P F P P P P, seuls sont r�ealis�es les �ev�enements
S5 et S7 et non S6.

On noteGk l'�ev�enement hhdeux piles cons�ecutifs sont apparus pour la premi�ere
fois au (k � 1)-i�eme et au k-i�eme tirage. ii

1. On pose ak = P (Sk) (probabilit�e de l'�ev�enement Sk). Soit Pk l'�ev�enement
hhon obtient pile au k-i�eme tirage. ii En �ecrivant que Pk�1 \ Pk � Sk�1 [ Sk,
montrer que pour tout k > 2; �2 = ak + � ak�1.

En d�eduire la valeur de ak pour tout k > 2.

2. On pose bk = P (Gk) (probabilit�e de l'�ev�enement Gk).

Montrer que pour tout k > 2, ak =
k�1P
i=1

aibk�i + bk.

3. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral akt
k est convergente pour tout t de

[0; 1[ et calculer sa somme F (t).
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Montrer de même que la s�erie de terme g�en�eral bkt
k est convergente et

exprimer sa somme H en fonction de F . Expliciter H(t) pour t 2 [0; 1[

4. Montrer que H admet une limite lorsque t tend vers 1�.

5. En admettant que H(1) = lim
t!1�

H(t), que H 0(1) = lim
t!1�

H 0(t) et que

H 00(1) = lim
t!1�

H 00(t), montrer que la suite (bk)k�1 permet de d�e�nir la loi

d'une variable al�eatoire X �a valeurs dans N� .
Montrer que X admet une esp�erance et une variance et donner les valeurs de
ces moments

Solution :

1. Soit k � 2. Si Pk�1 et Pk sont r�ealis�es, alors soit Sk�1 soit Sk est r�ealis�e
(cela d�epend de ce qui s'est pass�e avant). Donc Pk�1 \ Pk � Sk�1 [ Sk, et :

(Pk�1 \ Pk) = (Pk�1 \ Pk \ Sk�1) [ (Pk�1 \ Pk \ Sk)
et la r�eunion pr�ec�edente est disjointe.

? On a Sk � Pk�1 \ Pk et P (Pk�1 \ Pk \ Sk) = P (Sk) = ak.
? Sk�1 � Pk�1 et Pk est ind�ependant de Sk�1 (car Sk�1 ne d�epend que de

ce qui s'est pass�e avant le k-i�eme lancer).
Donc :

P (Pk�1 \ Pk \ Sk�1) = P (Pk \ Sk�1) = P (Pk):P (Sk�1) = �:ak�1

Finalement :
8 k � 2; �2 = P (Pk�1 \ Pk) = ak + �:ak�1

La suite (ak) est donc arithm�etico-g�eom�etrique, de point �xe �2

1 + �
et de

premier terme nul. On obtient alors :

8 k � 1; ak =
�2

1 + �

�
1 + (�1)k�k�1

�
2. S2 = P1 \ P2 = G2, donc a2 = b2 = a1b1 + b2 (car a1 = 0) ;
S3 = F1 \ P2 \ P3 = G3, donc a3 = b3 = a1b2 + a2b1 + b3 (car a1 = b1 = 0) ;

et, de fa�con g�en�erale, Sk est la r�eunion des �ev�enements incompatibles :

S1 \ S2 \ : : : \ Sk�1 \ Sk et

: : : \ Si \ Si+1 \ : : : \ Sk�1 \ Sk| {z }
a même probabilit queGk�i

, pour i variant de 1 �a k � 1

D'o�u : ak =
k�1P
i=1

aibk�i + bk.

3. ? La s�erie de terme g�en�eral akt
k est somme de deux s�eries g�eom�etriques

convergentes, donc est elle-même convergente et :

F (t) = �2

1 + �

1P
k=2

tk + �
1 + �

1P
k=2

(��t)k = �2

1 + �
� t2

1� t
+ �

1 + �
� �

2t2

1 + �t
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Soit : 8 t 2 [0; 1[; F (t) = �2t2

(1� t)(1 + �t)

? bk est une probabilit�e, donc 0 � bkt
k � tk et, pour t 2 [0; 1[, la convergence

de la s�erie g�eom�etrique de raison t donne la convergence de la s�erie propos�ee.

De plus : akt
k = bkt

k+
k�1P
i=1

(ait
i)(bk�it

k�i). donc par le r�esultat admis (produit

de Cauchy de ces deux s�eries), il vient :

8 t 2 [0; 1[; F (t) = H(t) + F (t)H(t)

Soit : 8 t 2 [0; 1[; H(t) =
F (t)

1 + F (t)
= �2t2

(1� t)(1� �t) + �2t2

4. lim
t!1�

H(t) = 1.

5. Les r�esultats admis permettent de sommer les s�eries rencontr�ees et :
1P
k=1

bk = 1, ce qui prouve que l'on est bien en pr�esence d'une loi de

probabilit�e.

E(X) =
1P
k=1

k:bk = H 0(1) = 1 + �
�2

.

E
�
X(X � 1)

�
=

1P
k=1

k(k � 1):bk = H 00(1), ce qui donne :

V (X) = E
�
X(X � 1)

�
+E(X)� [E(X)]2, soit tous calculs e�ectu�es :

V (X) =
(1� �)(1 + 3�+ �2)

�4

Exercice 3-6

Soit f la fonction d�e�nie sur R par f(t) = exp(t� et).

1. a) Etudier la convergence de l'int�egrale

Z +1

�1
f(t)dt.

b) Montrer que f est la densit�e d'une variable al�eatoire X .

2. Montrer queX admet des moments de tous ordres et que le moment d'ordre

k est donn�e par la formule mk =

Z +1

0

(ln(u))ke�udu.

3. a) Soit u un r�eel srictement positif. Calculer lim
n!+1

�
1� u

n

�n
.

b) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout k 2 N, on pose :

Ik =

Z
n

0

ln(u)
�
1� u

n

�k
du.
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En �ecrivant
�
1� u

n

�k
sous la forme

�
1� u

n

��
1� u

n

�k�1
, v�eri�er la relation :

Ik = Ik�1 +

Z n

0

(u ln(u))

�
� 1

n

��
1� u

n

�k�1
du

c) On pose Jk = (k + 1)Ik . Trouver une relation de r�ecurrence entre Jk et
Jk�1. (On pourra faire une int�egration par parties).

En d�eduire Jk pour tout entier k 6 n, puis In.

d) On rappelle que la suite de terme g�en�eral un =

nX
k=1

1

k
� ln(n) est

convergente. On appelle 
 sa limite.

En admettant que m1 = lim
n!+1

Z n

0

ln(u)
�
1� u

n

�n
, montrer que E(X) = �


NB : La loi suivie par X est appel�ee loi de Gumbel.

Solution :

1. a) La fonction f est continue (et positive) sur R.
? Au voisinage de +1 : t2f(t) = exp(t � et + 2 ln t) �!

t!+1
0, car le terme

pr�epond�erant hh sous ii l'exponentielle est le terme �et, qui a pour limite �1.

Ainsi f(t) est n�egligeable devant 1
t2

et

Z +1

1

f(t) dt converge.

? Au voisinage de �1, on a f(t) = exp(t): exp(�et) � exp(t) et

Z 0

�1
et dt

converge, ce qui donne la convergence de

Z 0

�1
f(t) dt.

Par disjonction des probl�emes, on en conclut que f est int�egrable sur R.

b) La fonction f est positive et F : x 7! � exp(�et) est une primitive de
f , d'o�u : Z +1

�1
f(t) dt = lim

+1
F � lim

�1
F = 0� (�1) = 1

2. Sous r�eserve d'existence, mk =

Z +1

�1
tkf(t) dt.

La convergence de cette int�egrale se traite exactement comme dans la
premi�ere question, puisque lim

t!+1
t2:tkf(t) = 0 et tkf(t) �

�1)
tk:et, qui est

d'int�egrale convergente sur ]�1; 0].

E�ectuons alors le changement de variable, de classe C1 et strictement
monotone, d�e�ni par u = et. On a alors t = lnu , et dt = du et :

mk =

Z +1

0

(ln u)k:e�udu
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3. a) Pour n assez grand 1� u
n
> 0 et on peut �ecrire :

ln
��
1� u

n

�n�
= n ln(1� u

n
) �
(n!1)

n �u
n

= �n

Par continuit�e de la fonction exponentielle, il vient alors :

lim
n!1

�
1� u

n

�n
= e�n

b) En �ecrivant comme demand�e, par lin�earit�e de l'int�egration :

Ik � Ik�1 =

Z
n

0

� 1
n
(u lnu)

�
1� u

n

�k�1
du

c) On proc�ede alors �a une int�egration par parties, en d�erivant u 7! u lnu :

Ik � Ik�1 =
h
u lnu

�
1� u

n

�kin
0
� 1
k

Z n

0

lnu
�
1� u

n

�k
du� 1

k

Z n

0

�
1� u

n

�k
du

C'est-�a-dire :

Ik = Ik�1 � 1
k
Ik +

n
k(k + 1)

h�
1� u

n

�k+1in
0
= Ik�1 � 1

k
Ik � n

k(k + 1)

Ce qui s'�ecrit :
Jk = Jk�1 � n

k + 1

Or J0 =

Z
n

0

lnu du = n lnn� n, d'o�u : Jn = �n
n+1P
k=2

1
k
+ n lnn� n et en�n :

In = � n
n+ 1

n+1P
k=1

1
k
+ lnn.

d) On a In = � n
n+ 1

un � n
(n+ 1)2

+ 1
n+ 1

lnn.

En admettant que m1 = lim
n!1

In, il vient par n�egligeabilit�e de lnn devant

n+ 1 :

m1 = �


Exercice 3-7

1. Une urne contient des boules noires et des boules blanches dans les
proportions p et q = 1� p respectivement, avec p 2]0; 1[.
On e�ectue n tirages successifs d'une boule avec remise dans cette urne. Soit
(n1; n2) un couple d'entiers tels que n1 + n2 = n.

Quelle est la probabilit�e d'obtenir n1 boules blanches (et donc n2 boules
noires) ?

Soit F (p) cette probabilit�e. Pour quelle(s) valeur(s) de p cette probabilit�e

est-elle maximale ? On pourra poser H(p) = ln(F (p)).

2. On e�ectue dans cette question n tirages succesifs d'une boule avec remise
dans une urne contenant des boules indiscernables au toucher de k couleurs
di��erentes.
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Pour i 2 f1; � � � ; kg, la proportion initiale de boules de couleur i dans l'urne

est pi o�u pi 2]0; 1[. (avec
kX
i=1

pi = 1).

Soit (n1; n2; � � � ; nk) un k-uplet d'entiers strictement positifs dont la somme
est �egale �a n.

a) Quelle est la probabilit�e d'obtenir la r�epartition (n1; n2; � � � ; nk) en n

tirages ? (c'est-�a-dire n1 boules de couleur 1, n2 de couleur 2, etc.)
On notera F (p1; p2; � � � ; pk) cette probabilit�e.
b) On cherche s'il existe des valeurs du k-uplet (p1; p2; � � � ; pk) pour

lesquelles cette probabilit�e est maximale.
On pose H = ln(F ). D�eterminer un point candidat �a l'optimisation de H

sous la contrainte

kX
i=1

pi = 1.

c) Si au moins l'un des nombres p1; : : : ; pk est nul, on pose F (p1; : : : ; pk) =

0. Montrer que la fonction F ainsi prolong�ee sur [0; 1]k \ f
kP
i=1

pi = 1g admet

un maximum et que ce maximum est obtenu en un point de l'ouvert ]0; 1[k.

d) Conclure.

Solution :

1. On a : F (p) = Cn1
n
qn1pn2 et H(p) = K + n2 ln p+ n1 ln(1� p).

La fonction H est d�erivable sur ]0; 1[, avec H 0(p) = n2
p
� n1

1� p
.

Par cons�equent H (donc F ) est croissante sur ]0; n2
n1 + n2

[ et d�ecroissante sur

] n2
n1 + n2

; 1[.

On en d�eduit que la fonction F est maximale pour p = n2
n1 + n2

.

2. a) Il s'agit de la loi multinomiale et donc :

F (p1; p2; : : : ; pk) =
n!

n1!n2! : : : nk!
pn11 pn22 : : : pnk

k

b) La contrainte �etant donn�ee, on peut exprimer, par exemple, pk en
fonction des autres proportions et :
H(p1; : : : ; pk) = K(p1; : : : ; pk�1)

= n1 ln p1 + � � �+ nk�1 ln pk�1 + nk ln(1� p1 � : : :� pk�1) +C

Pour i 2 f1; : : : ; k � 1g, @K
@pi

= ni
pi
� nk

1� p1 � � � � � pk�1
= ni

pi
� nk
pk

.

Par cons�equent @K
@pi

(p1; : : : ; pk�1) = 0() pi =
ni
nk

pk.

Comme
kP
i=1

pi = 1, il vient : n� nk
nk

pk + pk = 1 et pk =
nk
n
, d'o�u pi =

ni
n
.
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Ainsi la fonctionK poss�ede un unique point critique : le point (n1
n
; : : : ;

nk�1
n

).

Le point candidat �a l'optimisation de H est donc le point (n1
n
; : : : ;

nk�1
n

; nk
n
).

c) Le domaine [0; 1]k est un ferm�e born�e de Rk , de même que l'ensemble
des points de la contrainte. Donc F (ou H), qui est continue, admet sur ce
domaine un minimum et un maximum.
Si l'un des pi est nul, F prend la valeur 0, donc le maximum est atteint en
un point de ]0; 1[k et ce point est un point critique.

d) Le seul point candidat est donc la solution.

Exercice 3-8

Soit � un r�eel strictement positif. Soit (Xi)i2N� une suite de variables
al�eatoires ind�ependantes. On suppose que pour tout i 2 N

� la variable Xi

suit la loi exponentielle de param�etre i�.

On note Sn =
nP
i=1

Xi et fn la densit�e de Sn nulle sur R�� et continue sur R+ .

1. a) D�eterminer f2.

b) Montrer que pour tout n 2 N� et tout x > 0, fn(x) = n�e��x(1 �
e��x)n�1

c) Que vaut l'esp�erance E(Sn) de Sn ? Donner un �equivalent de cette
esp�erance quand n tend vers l'in�ni.

d) Calculer la variance de Sn et montrer qu'elle admet une limite �nie
quand n tend vers l'in�ni.

2. a) D�eterminer la fonction de r�epartition Fn de Sn.

b) On pose Tn =
Sn

n
. D�eterminer la fonction de r�epartition Hn de Tn.

c) Etudier pour tout x r�eel la limite de la suite (Hn(x))n.
Quelle est la limite en loi de la suite (Tn) ?

d) D�eterminer lim
n!1

E(Tn) et lim
n!1

V (Tn).

Solution :

1. a) On obtient, par convolution :8<:
8x < 0; f2(x) = 0

8x � 0; f2(x) =

Z
x

0

2�2e�2�te�2�(x�t) dt = 2�:e�2�x(1� e��x)

b) D�emontrons, par r�ecurrence, que fn a bien la forme annonc�ee.

? Le r�esultat est banal pour n = 1, et on vient de la v�eri�er pour n = 2.

? Supposons le r�esultat acquis pour un certain entier n � 1, et passons au
rang suivant.
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Comme Sn+1 = Sn +Xn+1, on obtient, par produit de convolution (car les
variables Sn et Xn+1 sont ind�ependantes) :

8x � 0; fn+1(x) =

Z x

0

n�:e��t(1� e��t)n�1:(n+ 1)�:e��(n+1)(x�t) dt, soit :

fn+1(x) = n(n+ 1)�2:e��(n+1)x
Z

x

0

e�t:e(n�1)�t(1� e��t)n�1 dt

= n(n+ 1)�2:e��(n+1)x
Z x

0

e�t(e�t � 1)n�1 dt

= n(n+ 1)�2:e��(n+1)x
h
1
n�

(e�t � 1)n
ix
0

= (n+ 1)�:e��(n+1)x(e�x � 1)n = (n+ 1)�:e��x(1� e��x)n

Ce qui prouve le r�esultat au rang n+1 et donne la conclusion, par le principe
de r�ecurrence.

c) Par lin�earit�e de l'esp�erance : E(Sn) =
nP
i=1

E(Ti) =
nP
i=1

1
�i
.

Comme il est connu que
nP
i=1

1
i
� lnn, il vient E(Sn) � 1

�
lnn.

d) Par ind�ependance des variables Ti : V (Sn) =
nP
i=1

V (Ti) =
nP
i=1

1
�2i2

, et

on sait que la s�erie de terme g�en�eral 1
i2

est convergente, ce qui signi�e que

la variance de Sn a une limite lorsque n tend vers l'in�ni (cette limite vaut

d'aileurs �2

6�2
).

2. a) On a Fn(x) = 0, pour x < 0, et pour x � 0 :

Fn(x) =

Z
x

0

n�:e��t(1� e��t)n�1 dt =
h
(1� e��t)n

ix
0
, i.e. :

8x � 0; Fn(x) = (1� e��x)n

b) Sn
n

est encore �a valeurs dans R+ et, pour x � 0 :

Hn(x) = P (Sn � nx) = Fn(nx) = (1� e��nx)n

c) Pour x � 0; lim
n!1

e��nx = 0, donc n ln(1� e��nx) � �ne��nx �!
n!1

0.

Ceci prouve, par continuit�e de la fonction exponentielle, que lim
n!1

Hn(x) = 1,

tandis que pour x < 0, lim
n!1

Hn(x) = 0.

Par cons�equent, la fonction Hn converge point par point, vers la fonction
de r�epartition de la variable certaine �egale �a 0. Ce qui veut dire que (Tn)

converge en loi vers la variable certaine �egale �a 0.

d) E(Tn) =
1
n
E(Sn) � 1

�
lnn
n

�!
n!1

0 et

V (Tn) =
1
n2
V (Sn) �!

n!1
0.

Ce sont bien l'esp�erance et la variance de la variable certaine �egale �a 0.
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Exercice 3-9

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere l'ensemble E des suites
r�eelles v�eri�ant la relation de r�ecurrence :

R : 8 k 2 N� ; kuk+1 � nuk + (n� k)uk�1 = 0

1.a) V�eri�er que E est un espace vectoriel sur R.

b) On consid�ere l'application � de E dans R2 qui �a toute suite u 2 E
associe le couple (u0; u1). Montrer que � est lin�eaire et injective.

c) Montrer que toute suite de E est constante �a partir du rang n.

d) V�eri�er que tout suite constante est �el�ement de E.

e) On consid�ere la suite (an) d�e�nie par a0 = 0 et 8i 2 N� ; ai =
i�1X
k=0

Ck

n�1,

avec la convention Ck
n
= 0 pour k > n.

Montrer que (an) est �el�ement de E. En d�eduire la dimension de E et la forme
g�en�erale des suites de E.

2. Un point P se d�eplace sur un axe gradu�e de 0 jusqu'�a n par unit�e de temps
et par sauts de longueur 1.

Ses d�eplacements sont d�etermin�es par les r�egles suivantes :

� si �a l'instant k � 1, P se trouve en 0 ou en n, il y reste d�e�nitivement.

� si �a l'instant k, il se trouve en i pour i 2 f1; � � � ; n� 1g, il se trouvera au

temps k+1 en i+1 avec la probabilit�e
i

n
ou bien en i� 1 avec la probabilit�e

n� i

n
.

� le point se trouve en t = 0 en 0 et il se trouve au temps t = 1 en 1.

On cherche �a d�eterminer la probabilit�e que le point arrive en n.

On appelleG l'�ev�enement : hhP arrive en n ii, et on noteXk la variable al�eatoire
�egale �a l'abscisse du point au temps k.

Pour i 2 f0; � � � ; ng, on pose pk
i
= p(G j Xk = i) (probabilit�e que le point

arrive en n sachant qu'au temps k il se trouve en i).

On admettra que l'�ev�enement hh le point arrive en n �a un instant quelconque ii

est ind�ependant du moment o�u il se trouve en i, c'est-�a-dire que pk
i
ne d�epend

pas de k. On pose alors pk
i
= pi.

D�eterminer la probabilit�e qu'il arrive en n.

(On raisonnera �a partir de la suite (pi) d�e�nie par ce qui pr�ec�ede et pk = 1
pour k > n).

Solution :
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1. a) On v�eri�e que E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des
suites r�eeles : il est non vide et stable par addition et multiplication par un
scalaire.

b) L'application � est manifestement lin�eaire. Elle est injective car son
noyau est r�eduit au vecteur nul. En e�et, si u0 = u1 = 0, une r�ecurrence
imm�ediate montre que un = 0;8n � 2.

c) Lorsque k = n, on a : nun+1 � nun = 0. Ainsi un+1 = un.

Supposons que un+i = un+i�1, alors :

(n+ i)un+i+1 = nun+i + iun+i�1 = (n+ i)un+i ) un+i+1 = un+i

d) Si la suite (un) est constante �egale �a c, la relation R est v�eri��ee
(v�eri�cation imm�ediate).

e) Comme a1 = 1; a2 = n, la relation R est v�eri��ee pour k = 1.

Pour k 2 [[2; n]] :

kak+1 � nak + (n� k)ak�1 = k(Ck

n�1 + Ck�1
n�1)� nCk�1

n�1 + 0

et

kak+1 � nak + (n� k)ak�1 = kCk

n
� kCk

n
= 0

Pour k > n, la relation R est v�eri��ee, puisque la suite (an) v�eri�e la relation
ak = an = 2n�1.

L'application � est injective. Donc dim(E) = dim Im(�) � 2. mais, on vient
d'exhiber deux �el�ements ind�ependants de E : la suite constante et la suite
(an). Donc dim(E) � 2 et par suite dim(E) = 2.

Tout �el�ement de (ai) de E est de la forme :

ai = �+ �

i�1X
k=0

Ck

n�1; (�; �) 2 R2

2. On se place �a l'instant k. Au temps k, le point peut soit avancer, soit
reculer d'une case, �ev�enements que l'on note Ak et Rk.

Pour i 2 f2; � � � ; n� 1g,
PX

k
=i(G) = PX

k
=i(G=Ak)PX

k
=i(Ak) + PX

k
=i(G=Rk)PX

k
=i(Rk)

d'o�u

pi =
i

n
pi+1 +

n� i

n
pi�1

La suite (pi) v�eri�e la relation R pour i 2 f2; � � � ; n� 2g. De plus p1 =
2

n
p2,

et p0 = 0. La relation est donc v�eri��ee pour i = 1.

De même pn+1 = pn = 1. La relation est donc vraie pour i = n.

La suite (pi) est �el�ement de E.

Il existe � et � r�eels tels que 8 i 2 N; pi = �+ �ai.

Mais p0 = 0 donc � = 0 et pn = 1 impliquent que �an = 1, avec an = 2n�1.



Probabilit�es 111

On obtient �nalement :

p1 =
1

2n�1

Exercice 3-10

1. V�eri�er que les polynômes 1; X; X(X � 1); X(X � 1)(X � 2) forment
une base de R3 (X). Ecrire la d�ecomposition des polynômes X2; X3 sur cette

base.

2. Soit T une variable al�eatoire suivant une loi de Poisson de param�etre � > 0.

Pour i 2 N� , on note mi le moment d'ordre i de cette variable.

D�eterminer mi pour i = 1; 2; 3.

3. Soient T1; T2; � � � ; Tn des variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
que T . On cherche �a estimer le param�etre inconnu �.

a) Quelle est la loi suivie par

nX
k=1

Tk ? Montrer que Mn =
1

n

nX
k=1

Tk est un

estimateur sans biais de �.

b) Pr�eciser E(T 2
k
); E(M2

n) et E(TkMn) pour k dans f1; : : : ; ng.

On pose Vn =
1

n

nX
k=1

[Ti �Mn]
2.

Est-ce que Vn est un estimateur sans biais de � ?

Proposer un estimateur Wn sans biais de � obtenu �a l'aide de Vn.

4. On montrerait �a l'aide des r�esultats des premi�eres questions que la variance

de Wn est �egale �a
n

(n� 1)2
�(1 + 2�).

EntreMn et Wn quel est le meilleur estimateur, c'est-�a-dire celui de variance
minimum ?

Solution :

1. Un calcul imm�ediat donne :

X2 = X(X � 1) +X; X3 = X(X � 1)(X � 2) + 3X(X � 1) +X

2. Par pr�epond�erance classique, chacune des s�eries suivantes est convergente,
et :

m1 =

+1X
k=0

k
�k

k!
= � (r�esultat du cours)

m2 =

+1X
k=0

k2
�k

k!
= �2 + � (même remarque)
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m3 =

+1X
k=0

k3
�k

k!
=

+1X
k=0

k(k�1)(k�2)
�k

k!
+3k(k�1)

�k

k!
+k

�k

k!
= �3+3�2+�.

3. a) D'apr�es la stabilit�e des sommes de lois de Poisson,

nX
k=1

Tk suit une loi

de Poisson de param�etre n�.

D'o�u E
� nX
k=1

Tk
�
= n� et E(Mn) = �. Ainsi Mn est un estimateur sans biais

de �.

b) D'apr�es la question pr�ec�edente :

E(T 2
k
) = �2 + � et E(M2

n
) =

1

n2
(n2�2 + n�) = �2 +

1

n
�

E(TkMn) =
1

n

X
16i6n;i6=k

E(TiTk) +
1

n
E(T 2

k
)

Les variables al�eatoires Tk sont ind�ependantes, l'esp�erance du produit est
�egal au produit des esp�erances.

E(TkMn) =
n� 1

n
�2 +

1

n
(�2 + �) = �2 +

1

n
�

et

E(Vn) =
1

n

nX
k=1

[E(T 2
k
)� 2E(TkMn) +E(M2

n
)] =

n� 1

n
�

Ainsi, Vn n'est pas un estimateur sans biais de �. On choisira comme

estimateur sans biais Wn =
n

n� 1
Vn =

1

n� 1

nX
k=1

[Tk �Mn]
2.

4. Un calcul donne :

V (Mn) = E(M2
n
)� (E(Mn))

2 =
�

n
et on a :

V (Mn)

V (Wn)
=
�n� 1

n

�2 1

1 + 2�
< 1

On pr�ef�erera donc (au sens du minimum de la variance ) Mn �a Wn.

Exercice 3-11

On e�ectue une succession ind�e�nie de lancers ind�ependants avec une pi�ece
donnant Pile avec la probabilit�e p 2 ]0; 1[ et Face avec la probabilit�e
q = (1� p).
On dit que la premi�ere s�erie est de longueur L1 = n > 1 si les n premiers
lancers ont amen�e le même côt�e de la pi�ece et le (n+ 1)-i�eme, l'autre.
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On d�e�nit de même la longueur L2 de la 2-ieme s�erie.

1. D�eterminer la loi de L1 et son esp�erance. Pour quelle valeur de p, E(L1)
est-elle minimum ?

2. Donner la loi du couple (L1; L2).

3. D�eterminer la loi de L2, son esp�erance.

4. L1 et L2 sont-elles ind�ependantes ?

On admet l'existence de la covariance de L1 et L2. Son signe est-il pr�evisible ?

Solution :

1. ? L1(
) = N
� et pour n � 1, on peut �ecrire, avec des notations �evidentes :

(L1 = n) = (P1P2 : : : PnFn+1) [ (F1F2 : : : FnPn+1)

D'o�u, par disjonction, puis ind�ependance des r�esultats des di��erents lancers :

8n � 1; P (L1 = n) = pnq + qnp

? La convergence des s�eries rencontr�ees �etant patente :

E(L1) =
1P
n=1

n:P (L1 = n) = qp
� 1P
n=1

npn�1 +
1P
n=1

nqn�1
�

Soit : E(L1) = qp
� 1
(1� p)2

+ 1
(1� q)2

�
=

p
q
+
q
p
= 1
p(1� p)

� 2.

? Or p 7! p(1� p) est maximale pour p = 1
2
, le maximum valant 1

4
.

Donc l'esp�erance de L1 est minimale pour p = 1
2
, le minimum valant 2.

2. L2 prend ses valeurs dans N� et [L1 = n) \ (L2 = k)] n'est autre que :

(P1 : : : PnFn+1 : : : Fn+kPn+k+1) [ (F1 : : : FnPn+1 : : : Pn+kFn+k+1)

D'o�u :
8(n; k) 2 (N� )2; P [L1 = n) \ (L2 = k)] = pn+1qk + qn+1pk

3. ? Par sommation, on obtient la loi marginale de L2 :

8 k 2 N� ; P (L2 = k) =
1P
n=1

P [L1 = n) \ (L2 = k)] = p2qk 1
1� p

+ q2pk 1
1� q

8 k 2 N� ; P (L2 = k) = p2qk�1 + q2pk�1

? Ainsi, les s�eries �etant convergentes :

E(L2) = p2
1P
k=1

k:qk�1 + q2
1P
k=1

k:pk�1 = p2 1
p2

+ q2 1
q2

= 2.

4. ? D�ej�a P [(L1 = 1)\(L2 = 1)] = pq(p+q) = pq, tandis que P (L1 = 1) = 2pq
et P (L2 = 1) = p2 + q2.

Ainsi, (L1 = 1) et (L2 = 1) sont ind�ependants si et seulement si 2(p2+q2) = 1,

soit, si et seulement si 4p2 � 4p+ 1 = 0, ce qui donne p = 1
2
.
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? R�eciproquement, si p = 1
2
, on a : P [(L1 = n)\ (L2 = k)] = 1

2n+k
, tandis

que P (L1 = n) = 1
2n

et P (L2 = k) = 1
2k

, ce qui prouve que L1 et L2 sont

ind�ependantes.

Finalement L1 et L2 sont ind�ependantes si et seulement si p = 1
2
.

? Si p = 1
2
la covariance est nulle, tandis que si p 6= 1

2
, une grande valeur de

L1 signi�e que l'on a tr�es probablement commenc�e par le côt�e le plus probable,
donc la deuxi�eme sera probablement assez courte et r�eciproquement.
On peut donc pr�evoir que le coe�cient de corr�elation sera n�egatif, donc la
covariance n�egative. Le calcul con�rmerait: : :

Exercice 3-12

Soit X une variable al�eatoire admettant une densit�e strictement positive sur
R
+ et nulle sur R�� .

1. a) Montrer que sa fonction de r�epartition FX d�e�nit une bijection de R+

sur [0; 1[.

On note F�1
X

sa r�eciproque. Soit alors U une variable al�eatoire suivant la loi
uniforme sur [0; 1[.

b) Montrer que F�1
X

(U) suit la même loi que X .

c) D�eterminer F�1
X

quand X suit la loi exponentielle de param�etre � =
1

b
,

avec b > 0.

2. En Turbo-Pascal, la fonction random simule une variable suivant la
loi uniforme sur [0; 1[. Par exemple, si T est une variable de type real,
l'instruction T := random a�ecte �a T un r�eel de [0,1[ suivant la loi
uniforme sur cet intervalle.

On admettra que les appels successifs �a random sont ind�ependants.

D�e�nir en Pascal une fonction Gamma (b : real ; n : integer) simulant la
loi Gamma de param�etres b et n (b 2 R�+ , n 2 N� )

3. On consid�ere l'instruction T := (Gamma(1 , n) - n) / sqrt (n) o�u T

est une variable de type real.
Quelle est son e�et lorsque n est hhgrand ii ?

Solution :

1. a) La fonction x 7! FX (x) est continue, strictement croissante de R+ sur
[0; 1[. Elle d�e�nit une bijection entre ces deux ensembles.

b) On sait que F�1
X

(U)(
) = R
+ . Pour tout x � 0 :

P (F�1
X

(U) � x) = P (U � FX(x)) = FU (FX (x)) = FX(x)
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Ainsi F�1
X

(U) et X ont la même fonction de r�epartition sur R+ et sur R. Elle
suivent donc la même loi.

c) Si X suit une loi exponentielle E(1=b), alors, pour tout x � 0 :

FX (x) = 1� e�x=b et donc, pour tout u 2 [0; 1[ :

F�1
X

(u) = �b ln(1� u)

2. La loi Gamma �(b; n) est la loi de la somme de n variables ind�ependantes
suivant une loi exponentielle E(1=b). D'apr�es la question pr�ec�edente, on
pourra simuler une telle loi en additionnant n fois �b ln(1� u) ; donc :

Function gamma ( b : real ; n : integer)

var k : integer ;

s : real ;

begin

s := 0 ;

For k := 1 to n do s := s-b*ln(1-random) ;

Gamma := s

end ;

3. Soit (Xn) une suite de variables al�eatoires ind�ependantes suivant toutes
une loi exponentielle E(1=b). Le th�eor�eme de la limite centr�ee nous assure

que si on note Sn =

nX
k=1

Xk, alors
�Sn � np

n

�
n

converge vers la loi normale

N (0; 1).

Ainsi l'instruction T := (Gamma(1 , n) - n) / sqrt (n) o�u T est une variable
de type real a�ecte �a T, pour n grand, un nombre r�eel suivant quasiment la
loi normale N (0; 1).

Exercice 3-13

Existe-t-il un r�eel a tel que l'on puisse d�e�nir une variable al�eatoire X , �a
valeurs dans N, par :

8k 2 N; P (X = k) = (ak + 1)e�k ?

Solution :

Si le probl�eme a une solution, alors P (X = 0) = 1. Ceci impose donc d'avoir
P (X = 1) = 0, d'o�u a = �1 et alors P (X = 2) serait strictement n�egatif !

La r�eponse est donc NON.

Exercice 3-14
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Soient A, B, et C trois variables al�eatoires ind�ependantes d�e�nies sur un
espace probabilis�e (
;A; P ), suivant une même loi binomiale de param�etres
n et p.

Soit M la variable al�eatoire qui �a tout ! 2 
 associe la matrice M(!) d�e�nie
par :

M(!) =

0@A(!) B(!) C(!)
A(!) B(!) C(!)
A(!) B(!) C(!)

1A
1. Quelle est la probabilit�e que M soit inversible ?

2. Quelle est la probabilit�e que M soit nilpotente ? (une matrice X est dite
nilpotente s'il existe p > 0 tel que Xp = 0.)

3. Quelle est la probabilit�e que M soit la matrice d'un projecteur ?

4. Donner la loi, l'esp�erance et la variance du nombre de valeurs propres de
M . Quelle est la probabilit�e que M soit diagonalisable ?

5. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de la plus grande des valeurs
propres.

6. On suppose p = 1=2.

a) Quelle est la probabilit�e qu'au moins une des colonnes de M soit �egale
�a la somme des deux autres ?
b) Quelle est la probabilit�e que toutes les valeurs propres de M soient des

entiers pairs ?

Solution :

1. Les trois variables al�eatoires A;B;C suivent la même loi. Ainsi les trois
colonnes de la matrice M sont identiques et la matrice M n'est jamais
inversible. Donc :

P (M inversible) = 0

2. Notons a = A(!); b = B(!); c = C(!). Un calcul imm�ediat donne :

M2 = (a+ b+ c)M; et 8n � 2; Mn = (a+ b+ c)n�1M

Ainsi M est nilpotente si et seulement si a + b + c = 0 (ceci comprend les
cas o�u M = 0). Mais, par ind�ependance, A + B + C suit une loi binomiale
B(3n; p) ; donc :

P (M nilpotente) = (1� p)3n

3. M est la matrice d'un projecteur si et seulement si M2 = M et par le
calcul pr�ec�edent si et seulement si a + b + c = 1 ou bien M = 0. Ces deux
�ev�enements �etant incompatibles, il vient :

P (M est une projection) = C1
3np(1� p)3n�1 + (1� p)3n

= (1� p)3n�1[(3n� 1)p+ 1]
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4. Si M n'est pas la matrice nulle, M est de rang 1. Donc :
� a+ b+ c = 0)M = 0 et M admet une seule valeur propre 0.
� a+ b+ c 6= 0, alors M est de rang 1. Son noyau est de dimension 2 ; ainsi 0
est valeur propre de M , le sous{espace propre associ�e �etant de dimension 2,
et la valeur propre restante est a+ b+ c (le sous{espace propre associ�e �etant
l'image de M). Ainsi, dans ce cas, M admet deux valeurs propres.

Si l'on appelle N la variable al�eatoire �egale au nombre de valeurs propres de
M , alors N(
) = f1; 2g et :

P (N = 1) = (1� p)3n; P (N = 2) = 1� (1� p)3n

Un calcul imm�edait donne E(N) = 2� (1� p)3n.
En�n, la matrice M est toujours diagonalisable, car, soit M = 0, auquel cas
elle est diagonale, soit M 6= 0 et les deux sous-espaces propres de M sont
suppl�ementaires.

5. Si X est la variable al�eatoire repr�esentant la plus grande valeur propre de
M , alors X(!) = a+ b+ c et X suit une loi binomiale B(3n; p). Ainsi :

E(X) = 3np; V (X) = 3np(1� p).

6. a) Posons :

A = (a = b+ c); B = (b = a+ c); C = (c = a+ b)

L'�ev�enement recherch�e est A [ B [ C. On a :

P (A [ B [ C) = P (A) + P (B) + P (C) � P (A \ B)� P (B \ C)� P (C \ A)
+ P (A \ B \ C)

Or :
P (A \ B \ C) = P (a+ b+ c = 0) = (1� p)3n

P (A \ B) = P (a = b \ c = 0) = P (a = b)P (c = 0)
Mais :

P (a = b) =

nX
k=0

P (a = k \ b = k) =

nX
k=0

P (a = k)P (b = k)

=
�1
2

�2n nX
k=0

(Ck

n)
2 =

�1
2

�2n
Cn

2n

En�n A = (a = b + c). Mais b + c suit la loi binomiale B(2n; p) et a est
ind�ependante de b+ c. Donc :

p(A) =

nX
k=0

P (a = k \ (b+ c = k)) =

nX
k=0

P (a = k)P (b+ c = k)

=

nX
k=0

Ck

n

�1
2

�n
Ck

2n

�1
2

�2n
=
�1
2

�3n nX
k=0

Ck

nC
k

2n =
�1
2

�3n
Cn

3n
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Soit �nalement :

P (A [ B [ C) = 3
Cn
3n

8n
� 3

Cn
2n

8n
+

1

8n

b) Soit D l'�ev�enement hh toutes les valeurs propres de M sont paires ii. Cet
�ev�enement est �egal �a (a+ b+ c pair). Donc :

P (D) =
X
k�0

P (a+ b+ c = 2k)

=
X
k�0

C2k
3np

2k(1� p)3n�2k

=
1 + (1� 2p)3n

2

Exercice 3-15

On consid�ere 6 d�es, cinq �etant �equilibr�es. Le dernier est pip�e de mani�ere �a ce
que lorsqu'on lance ce d�e, chacun des chi�res appara"t avec une probabilit�e
proportionnelle �a ce chi�re.

1. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de la variable al�eatoire �egale au
chi�re donn�e par le d�e truqu�e lorsqu'on le lance.

2. On e�ectue n tirages successifs et ind�ependants d'un d�e parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable al�eatoire �egale au nombre de fois o�u est
tir�e le d�e truqu�e ?
Combien de tirages doit-on e�ectuer pour que la probabilit�e d'avoir obtenu
le d�e truqu�e parmi ceux tir�es soit au moins 1=2 ?

3. On e�ectue n tirages successifs sans remise d'un d�e parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable al�eatoire �egale au nombre de fois o�u est
tir�e le d�e truqu�e ?
Combien de tirages doit-on e�ectuer pour que la probabilit�e d'avoir obtenu
le d�e truqu�e parmi ceux tir�es soit au moins 1=2 ?

Solution :

1. On a X(
) = f1; 2; 3; 4; 5; 6g et pour tout k 2 X(
); P (X = k) = �k. En

sommant ces probabilit�es, on obtient � =
1

21
et :

E(X) =
13

3
; V (X) =

20

9
.

2. Soit N la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de fois o�u l'on obtient
le d�e truqu�e. N suit la loi binomiale B(n; 1=6) et pour tout les entiers k tels
que 0 � k � n :

P (N = k) = Ck

n

�1
6

�k�5
6

�n�k
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3. Ici, n�ecessairement, n � 6. On est en situation d'�equiprobabilit�e. Donc :
� si n � 5; N(
) = f0; 1g et :

P (N = 0) =
A5
n

A6
n

= 1� n

6
; P (N = 1) =

n

6

� si n = 6; N(
) = f1g.
En�n :

P (A) = P (N = 1)) (P (A) � 1

2
)() n

6
� 1

2
() n � 3

Exercice 3-16

On consid�ere la fonction F d�e�nie sur R par :

F (x) =

8><>:
1� 5�x

2
si x > 0

5x

2
si x � 0

1. Montrer que F est la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire �a
densit�e qu'on nommera X , dont on donnera une densit�e et l'esp�erance si elle
existe.

2. Pour n entier naturel non nul, on note Yn la variable al�eatoire d�e�nie

comme la partie enti�ere de nX .
On rappelle que si x est un nombre r�eel, la partie enti�ere de x est le plus
grand entier relatif n tel que n � x < n+ 1.

a) D�eterminer la loi de Yn.

b) D�eterminer son esp�erance si elle existe.

Solution :

1. La fonction F est continue sur R� et lim
x!0+

F (x) = 1
2
= F (0) = lim

x!0�
F (x).

Donc F est continue sur R.
De plus F est d�erivable sur R� , avec :

F 0(x) = ln 5
2

5�x pour x > 0 et F 0(x) = ln 5
2

5x pour x < 0

Ainsi F 0 est positive et F est croissante sur R. Comme il est clair que
lim
+1

F = 1 et lim
�1

F = 0, la fonction F poss�ede toutes les propri�et�es requises

pour être une fonction de r�epartition et une densit�e associ�ee est, par exemple :

f(x) = ln 5
2

5�x pour x � 0 et f = ln 5
2

5x pour x � 0

La densit�e f est paire et l'int�egrale

Z +1

0

xf(x) dx est convergente (n�eglige-

abilit�e classique), donc X poss�ede une esp�erance et E(X) = 0.
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2. a) Yn(
) = Z et, pour tout k 2 Z, P (Yn = k) = P (k � nX < k + 1), i.e. :

P (Yn = k) = F (k + 1
n

)� F (k
n
)

Soit, en revenant �a la d�e�nition de F :

Si k 2 N; P (Yn = k) =
n

p
5� 1
2

1
(
n

p
5)k+1

Si k 2 Z��; P (Yn = k) =
n

p
5� 1
2

( n

p
5)k

b) On sait que pour jxj < 1, on a :
1P
k=0

kxk = x
(1� x)2

, ainsi les s�eries

rencontr�ees convergent et :
+1P
k=0

k:P (Yn = k) =
n

p
5� 1
2

n

p
5

+1P
k=0

k
� 1

n

p
5

�k
= 1

2(
n

p
5� 1)

De la même fa�con :
�1P
k=�1

k:P (Yn = k) =
+1P
k=1

�k:P (Yn = �k) =
n

p
5

2(
n

p
5� 1)

Ainsi Yn admet une esp�erance, et E(Yn) =
1
2
.

Exercice 3-17

On consid�ere une suite (Xn)n2N de variables al�eatoires r�eelles �a den-
sit�e, ind�ependantes, toutes de même loi, d�e�nies sur un espace probabilis�e
(
;B; P ). On note f une densit�e de ces variables al�eatoires et F leur fonction
de r�epartition.

1. a) Montrer qu'une densit�e g de la variable X1 �X0 est donn�ee par :

g : x 7!
Z +1

�1
f(t)f(t� x) dt.

b) Calculer P (X0 < X1) et P (X1 < X0).

Dans la suite de l'exercice, on admettra que si n 2 N
� , alors pour toute

permutation � de [[0; n]], on a :

P (X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n)) = P (X0 < X1 < � � � < Xn)

et 8x 2 R,
P (X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n) � x) = P (X0 < X1 < � � � < Xn � x)

2. Soit n 2 N� .
a) Calculer P (En) o�u En est l'�ev�enement :

hhIl existe deux indices distincts i, j de [[0; n]] tels que Xi = Xj
ii

b) Montrer que P (X0 < X1 < � � � < Xn) =
1

(n+ 1)!
.

c) Calculer P (X0 < X1 < � � � < Xn � x) en fonction de F (x).
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3. Si ! 2 
, on note T (!) le plus petit indice n 2 N
� pour lequel

Xn(!) > X0(!) si un tel indice existe et T (!) = 0 sinon.

Calculer P (T = n), pour n 2 N. La variable T admet-elle une esp�erance ?

4. On pose pour tout ! 2 
; Y (!) = XT (!)(!).

a) Calculer pour (n; x) 2 N � R, P ([T = n] \ [Y � x]).

b) Comment en d�eduirait-on la fonction de r�epartition de Y ?

Solution :

1. a) X0 et �X1 sont ind�ependantes, de densit�es respectives t 7! f(t) et
t 7! f(�t). Donc X0 �X1 admet pour densit�e :

g : t 7!
Z +1

�1
f(t)f(t� x) dt

On trouverait �evidemment le même r�esultat pour la variable X1 �X0.

b) P (X0 < X1) = P (X0 �X1 < 0) = P (X1 �X0 < 0) = P (X1 < X0).

La variable al�eatoire X1 � X0 �etant aussi une variable al�eatoire �a densit�e,
on a : P (X1 = X0) = 0, et donc : 1 = P (X1 < X0) + P (X0 < X1). Par
cons�equent :

P (X1 < X0) = P (X0 < X1) =
1
2

2. a) P (En) = P (
S
i<j

(Xi = Xj)).

Une r�ecurrence �el�ementaire sur k montre que P (
S

1�i�k
Ai) �

kP
i=1

P (Ai), donc :

P (En) �
P
i<j

P (Xi = Xj) = 0 (car Xi �Xj est une variable a densit�e). Soit :

P (En) = 0

b) L'univers 
 est la r�eunion disjointe des (n+ 1)! �ev�enements :

X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n), pour � d�ecrivant S([[0; n]])

et de l'�ev�enement En. Or En est quasi-impossible et, par sym�etrie, tous les
�ev�enements pr�ec�edents ont la même probabilit�e. Ainsi :

P (X0 < X1 < � � � < Xn) =
1

(n+ 1)!

c) De même notons B� = (X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n) � x).

Tous les �ev�enements B� , � d�ecrivant S([[0; n]]), ont la même probabilit�e
(toujours par sym�etrie), sont deux �a deux incompatibles et leur r�eunion
di��ere de l'�ev�enement B = (X0 � x) \ : : : \ (Xn � x) d'un �ev�enement
quasi-impossible.

Comme P (B) = [F (x)]n+1, il vient :
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P (X0 < X1 < � � � < Xn � x) = 1
(n+ 1)!

[F (x)]n+1

3. (T = n) = (X1 � X0) \ (X2 � X0) \ : : : \ (Xn�1 � X0) \ (Xn > X0).

Comme l'�egalit�e de deux variables al�eatoires Xi et Xj , avec i 6= j, est quasi-
impossible, on peut donc �ecrire :

P (T = n) = P
�S

[X�(1) < X�(2) < � � � < X�(n�1) < X0 < Xn]
�

La r�eunion �etant �etendue �a toutes les permutations de [[1; n� 1]].

Comme il y a (n + 1)! fa�cons de permuter les n + 1 variables en pr�esence,
toutes �equiprobables, on obtient :

P (T = n) =
(n� 1)!

(n+ 1)!
= 1
n(n+ 1)

On peut remarquer que P (T = n) = 1
n
� 1
n+ 1

, donc
1P
n=1

P (T = n) = 1

et l'�ev�enement (T = 0) est quasi-impossible.

Comme n:P (T = n) � 1
n
, la variable T n'a pas d'esp�erance.

4. a) (T = 0) �etant quasi-impossible, P [(T = 0) \ (Y � x)] = 0.

Pour n 2 N
� , l'�ev�enement (T = n) \ (Y � x) a même probabilit�e que

l'�ev�enement S
[X�(1) < X�(2) < � � � < X�(n�1) < X0 < Xn � x]

la r�eunion �etant �etendue �a toutes les permutations de [[1; n� 1]].

D'o�u : P [(T = n) \ (Y � x)] = (n� 1)!
[F (x)]n+1

(n+ 1)!
=

[F (x)]n+1

n(n+ 1)

b) On en d�eduirait P (Y � x) par la relation P (Y � x) =
1P
n=1

tn+1

n(n+ 1)
,

avec t = F (x).

Pour achever le calcul, il faudrait savoir que pour jtj < 1, on a
1P
n=1

tn

n
=

� ln(1� t) et s�eparer la s�erie en deux en d�ecomposant 1
n(n+ 1)

: : :

Exercice 3-18

Si X est un ensemble, on note P(X) l'ensemble des parties de X et pour tout
entier naturel k, Pk(X) d�esigne l'ensemble des parties de X �a k �el�ements.
Dans tout l'exercice, n est un entier naturel non nul et En d�esigne l'ensemble
f1; 2; : : : ; ng.
1. Soient a et b deux entiers tels que 1 � a � n et 1 � b � n. On tire au
hasard une partie A dans Pa(En) et une partie B dans Pb(En). On note X
la variable al�eatoire �egale au nombre d'�el�ements de A \ B et Y la variable
al�eatoire �egale au nombre d'�el�ements de A [B.
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a) Dans le cas particulier o�u n = 7; a = 4; b = 2, d�eterminer la loi de X .

b) Dans le cas g�en�eral, calculer l'esp�erance des variables X et Y .

c) Sous la contrainte a + b = n, quels sont les couples (a; b) pour lesquels
l'esp�erance de X est maximale ?

2. On tire au hasard une partie C dans P(En), puis on tire au hasard une
partie D dans P(C). On note Z la variable al�eatoire �egale au cardinal de D.

D�eterminer la loi de Z et son esp�erance.

Solution :

1. Dans cette question 
 = Pa(En)�Pb(En), de cardinal C
a
n
Cb
n
, et muni de

la probabilit�e uniforme.

a) ? (X = 0) est r�ealis�e si les parties A et B sont disjointes. Pour r�ealiser
cet �ev�enement, on peut choisir A de C4

7 fa�cons, et une fois A choisie, B est
une partie �a 2 �el�ements de E7 n A, qui est de cardinal 3. Il existe donc C2

3

fa�cons de choisir B et : P (X = 0) =
C4
7C

2
3

C4
7C

2
7

= 1
7
.

De même pour r�ealiser (X = 2), il faut que B soit incluse dans A. La partie
A est toujours choisie de C4

7 fa�cons et, une fois A choisie, on peut alors choisir

B de C2
4 fa�cons, ce qui donne : P (X = 2) =

C4
7C

2
4

C4
7C

2
7

= 2
7
.

Comme X(
) = f0; 1; 2g, il vient alors P (X = 1) = 4
7
.

b) ? Pour i 2 [[1; n]], notons Xi la variable al�eatoire qui prend la valeur 1
si i 2 A \ B et la valeur 0 sinon.

On a : P (Xi = 1) =
Ca�1
n�1C

b�1
n�1

Ca

nC
b

n

= ab
n2

(car une fois le nombre i mis dans les

parties A et B, il reste �a compl�eter la partie A en prenant a � 1 �el�ements
dans En n fig, idem pour B).

La variableXi �etant de Bernoulli, il vient E(Xi) =
ab
n2

et puisqueX =
nP
i=1

Xi,

on obtient :
E(X) = ab

n

? On a card(A[B) = cardA+cardB� card(A\B), i.e. Y = a+ b�X , et :

E(Y ) = a+ b� ab
n

c) Sous la contrainte a+ b = n, on a : E(X) =
a(n� a)

n
.

Une �etude rapide de la fonction x 7! x(n� x) montre que cette fonction est
croissante sur [0; n

2
], d�ecroissante sur [n

2
; n] et sa repr�esentation graphique

est sym�etrique par rapport �a la verticale d'abscisse n
2
.
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Ainsi, si n est pair E(X) est maximale pour a = n
2
(et donc b = n

2
), tandis

que si n est impair E(X) est maximale pour a = n� 1
2

et b = n+ 1
2

.

2. Notons T la variable al�eatoire �egale au cardinal de C. Les variables T et Z
prennent leurs valeurs dans [[0; n]] et, pour tout k 2 [[0; n]], on a en appliquant
la formule des probabilit�es totales :

P (Z = k) =
nP
i=0

P (Z = k=T = i):P (T = i) =
nP
i=k

P (Z = k=T = i):P (T = i)

(en e�et, on a cardD � cardC)

L'hypoth�ese d'�equiprobabilit�e s'applique et donc :

P (Z = k) =
nP
i=k

Ck

i

2i
�C

i

n

2n

Or : Ck
i
Ci
n = Ck

nC
n�i
n�k et P (Z = k) =

Ck

n

2i

n�kP
i=0

1
2i+k

Ci

n�k =
Ck

n

2n+k
(1 + 1

2
)n�k

Ainsi : 8 k 2 [[0; n]]; P (Z = k) = Ck
n

�1
4
)
�k�3

4

�n�k
Par cons�equent Z ,! B(n; 1=4) et E(Z) = n

4
.

Exercice 3-19

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On dispose d'une urne contenant
m jetons blancs num�erot�es de 1 �a m et n jetons noirs num�erot�es de 1 �a n.

1. On tire successivement et sans remise lesm+n jetons de l'urne. On appelle
X le rang d'apparition du premier jeton portant le num�ero 1 et Y le rang
d'apparition du premier jeton blanc.

a) D�eterminer la plus grande valeur not�ee � (respectivement �) prise par
la variable al�eatoire X (respectivement Y ).

b) Calculer P ([X = �] \ [Y = �]).

c) Donner une condition n�ecessaire et su�sante portant sur m et n pour
que les variables al�eatoires X et Y soient ind�ependantes (on distinguera les
cas m � 2 et m = 1, puis pour m = 1, on distinguera selon que n � 2 ou
n = 1).

2. On e�ectue maintenant une succession de tirages avec remise dans cette
urne. On note encore X le rang d'apparition du premier jeton num�erot�e 1 et
Y celui du premier jeton blanc. Donner une condition n�ecessaire et su�sante
sur m et n pour que X et Y soient ind�ependantes.

Solution :

1. a) L'urne contientm+n jetons, dont deux jetons portant le num�ero 1, donc
� = m+ n� 1. De même, comme l'urne contient n jetons noirs, � = n+ 1.
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b) ? Si m � 2, pour r�ealiser (Y = �), on doit tirer d'abord tous les jetons
noirs, donc on r�ealise ipso facto (X � n).

Comme � = m + n � 1 > n, on ne peut donc pas r�ealiser simultan�ement
(Y = �) et (X = �). Par suite :

m � 2 =) P ([X = �] \ [Y = �]) = 0

? En revanche, si m = 1, [X = �] \ [Y = �] = [X = n] \ [Y = n + 1]
et cet �ev�enement se r�ealise si l'on tire d'abord tous les jetons noirs portant
un num�ero � 2 (ce qui peut se faire de (n � 1)!) fa�cons), puis le jeton noir
portant le num�ero 1 et en�n le jeton blanc.

Les (n+ 1)! fa�cons de vider l'urne �etant �equiprobables, on a :

P [(X = n) \ (Y = n+ 1)] =
(n� 1)!:1:1

(n+ 1)!
= 1

n(n+ 1)

c) ? Si m � 2, (X = �) et (Y = �) ne sont pas de probabilit�e nulle, tandis
que P ([X = �] \ [Y = �]) = 0 : X et Y ne sont pas ind�ependantes.

? Reste �a �etudier le cas m = 1.

Dans ce cas, on a : P (X = n) =
(n� 1)!:2

(n+ 1)!
= 2

n(n+ 1)
(on place les n � 1

jetons portant un num�ero � 2 aux n� 1 premiers rangs du tirage, et on peut
achever de deux fa�cons selon la couleur n�eme jeton).

On a de même P (Y = n + 1) = n!
(n+ 1)!

= 1
n+ 1

(on extrait d'abord les n

jetons noirs).

Ainsi :

P [(X = n)\ (Y = n+1)] = 1
n(n+ 1)

; P (X = n):P (Y = n+1) = 1
n(n+ 1)2

Ces deux �ev�enements ne sont donc ind�ependants que si n(n+1)2 = n(n+1),
c'est-�a-dire que si n = 1.

Finalement, le seul cas o�uX et Y peuvent être ind�ependantes est le cas n = 1,
et m = 1.

Dans ce cas X est la variable certaine �egale �a 1, qui est ind�ependante de toute

variable al�eatoire.

Conclusion : X et Y sont ind�ependantes si et seulement si m = n = 1.

2. Dans le cas du tirage avec remise, X ,! G( 2
m+ n

) et Y ,! G( m
m+ n

).

? (X = 1) \ (Y = 1) est r�ealis�e si l'on tire du premier coup le jeton blanc

portant le num�ero 1, donc P [(X = 1) \ (Y = 1)] = 1
m+ n

? P (X = 1) = 2
m+ n

et P (Y = 1) = m
m+ n

Les �ev�enements (X = 1) et (Y = 1) ne sont donc ind�ependants que si
2m

m+ n
= 1, i.e. que si m = n. Ainsi X et Y ne peuvent être ind�ependantes
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que si m = n.

Supposons donc m = n.

? 8 k; ` 2 N� ; P (X = k)P (Y = `) =
�
1� 1

m

�k�1 1
m

�1
2

�`
=

(m� 1)k�1

mk2`

? Si k < `, l'�ev�enement (X = k) \ (Y = `) est r�ealis�e lorsque les (k � 1)
premiers tirages am�enent un jeton noir portant un num�ero sup�erieur ou �egal
�a 2, le k�eme tirage am�ene le jeton noir 1, tous les tirages du rang k + 1 au
rang ` � 1 (s'il en existe) am�enent un jeton noir de num�ero quelconque et
en�n le `�eme tirage am�ene un jeton blanc.

Donc : P [(X = k) \ (Y = `)] =
�m� 1

2m

�k�1 1
2m

�1
2

�`�k+1 1
2
=

(m� 1)k�1

mk2`

? De la même fa�con :

P [(X = k) \ (Y = k)] =
�m� 1

2m

�k�1 1
2m

=
(m� 1)k�1

mk2m

et si k > ` :

P [(X = k) \ (Y = `)] =
�m� 1

2m

�`�1m� 1
2m

�m� 1
m

�k�`�1 1
m

=
(m� 1)k�1

mk2`

Dans tous les cas on a P [(X = k) \ (Y = `)] = P (X = k):P (Y = `) et les
variables X et Y sont ind�ependantes.

Exercice 3-20

Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e. On dit qu'une variable al�eatoire X

d�e�nie sur 
 suit une loi de Pascal de param�etres n et p si X(
) =
fn; n+ 1; : : : : : :g et si pour k > n,

P [X = k] = Cn�1
k�1 p

nqk�n, (0 < p < 1, q = 1� p et n 2 N� ).
Soient T1; T2; : : : ; Tn, n variables al�eatoires ind�ependantes suivant la même
loi g�eom�etrique de param�etre p.

Pour tout k 2 f1; 2; : : : ; ng on pose Sk = T1 + T2 + � � �+ Tk.

1. Montrer que si Sn�1 suit la loi de Pascal de param�etres n� 1 et p, Sn suit
la loi de Pascal de param�etres n et p. Conclure.

2. D�eterminer P [Tn = 1] et pour tout s > n, P [Tn = 1=Sn = s], (n > 2).

3. En d�eduire que pour tout n > 2 et tout q 2 ]0; 1[,

+1X
s=n

Cn�2
s�2 q

s�n =
1

pn�1
,

puis que pour tout n 2 N et tout q 2 ]0; 1[,

+1X
s=n

Cn

s q
s�n =

1

(1� q)n+1
.

4. On suppose p inconnu.

Montrer que Pn =
n� 1

Sn � 1
est un estimateur sans biais de p.
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5. En utilisant la question 3, calculer l'esp�erance de la variable
(n� 1)2

(Sn � 1)(Sn � 2)
, (avec n > 3).

En d�eduire que lim
n!1

V (Pn) = 0, o�u V (Pn) d�esigne la variance de Pn.

Solution :

1. Posons Hk : Sk suit une loi de Pascal de param�etres (k; p).
On sait que H1 est v�eri��ee.
Supposons Hn�1 v�eri��ee. Comme Sn = Sn�1 + Tn, il vient :
Sn(
) = fn; n+ 1; : : :g, et pour tout k � n :

[Sn = k] =
[�

i � n� 1
k � i � 1

([Sn = i] \ [Tn = k � i])

d'o�u, par ind�ependance :

P [Sn = k] =

k�1X
i=n�1

P [Sn�1 = i]P [Tn = k � i] = pnqk�n
k�1X

i=n�1
Cn�2
i�1

= Cn�1
k�1 p

nqk�n

Ainsi Hn est v�eri��ee.

2. Il vient imm�ediatement P [Tn = 1] = p, et, pour tout n > 2 :

P [Tn = 1=Sn = s] =
P [Tn = 1 \ Sn = s]

P [Sn = s]
=

P [Tn = 1 \ Sn�1 = s� 1]

P [Sn = s]

=
P [Tn = 1]P [Sn�1 = s� 1]

P [Sn = s]

=
Cn�2
s�2

Cn�1
s�1

=
n� 1

s� 1

3. Utilisons la formule des probabilit�es totales :

P [Tn = 1] =
X
s�n

P [Tn = 1=Sn = s]P [Sn = s]

Donc :

p =
X
s�n

n� 1

s� 1
Cn�1
s�1 p

nqs�n = pn
X
s�n

Cn�2
s�2 q

s�n

Ainsi :
+1X
s=n

Cn�2
s�2 q

s�n =
1

pn�1

La seconde formule se d�eduit de la premi�ere par un simple changement
d'indices.
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4. Toujours en utilisant la formule des probabilit�es totales :

P [Tn = 1] =
X
s�n

P [Tn = 1=Sn = s] =
X
s�n

n� 1

s� 1
P [Sn = s]

D'apr�es le th�eor�eme de transfert, cette formule correspond �a l'esp�erance de

la variable al�eatoire Pn =
n� 1

Sn � 1
qui est donc un estimateur sans biais de p.

5. E�ectuons les calculs demand�es :

E
� (n� 1)2

(Sn � 2)(Sn � 1)

�
=
X
s�n

(n� 1)2

(s� 2)(s� 1)
Cn�1
s�1 p

nqs�n

=
n� 1

n� 2
pn
X
s�n

(n� 1)(n� 2)

(s� 2)(s� 1)
Cn�1
s�1 q

s�n

=
n� 1

n� 2
pn
X
s�n

Cn�3
s�3 q

s�n

=
n� 1

n� 2
p2

Or
(n� 1)2

(Sn � 2)(Sn � 1)
� (n� 1)2

(Sn � 1)2
implique que :

E
� (n� 1)2

(Sn � 2)(Sn � 1)

�
� E

� (n� 1)2

(Sn � 1)2

�
On en d�eduit que :

V (Pn) � E
� (n� 1)2

(Sn � 2)(Sn � 1)

�
�E(P 2

n) =
p2

n� 2
� 1

n� 2

La suite d'estimateurs (Pn) est donc convergente.

Exercice 3-21

Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et soitX une variable al�eatoire d�e�nie sur

 �a valeurs dans N. Pour k 2 N, on note pk = P (X = k) et Qk = P (X > k).

1. Montrer que la s�erie �(x) =

1X
k=0

pk:x
k converge pour tout x 2 [�1; 1] et

que la s�erie 	(x) =

1X
k=0

Qk:x
k converge pour tout x 2 ]�1; 1[.

2. Que vaut Qk�1 � Qk ? Pour tout n 2 N, calculer (1 � x)

nX
k=0

Qk x
k. En

d�eduire que :

(8 x 2 ]�1; 1[) 	(x) =
1��(x)

1� x
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A quelle condition peut-on prolonger par continuit�e la fonction 	 en 1 ?

3. On suppose que X admet une esp�erance et on admet que l'on peut d�eriver
terme �a terme la s�erie de somme �(x) pour tout x 2 [�1; 1], c'est-�a-dire que
pour tout x 2 [�1; 1] :

�0(x) =

+1X
k=1

kpk:x
k�1

Montrer qu'alors : E(X) = �0(1) = 	(1).

4. On e�ectue des lancers successifs et ind�ependants d'une pi�ece donnant pile
(P ) avec la probabilit�e p 2 ]0; 1[ et face (F ) avec la probabilit�e q = 1� p.
Soit T la variable al�eatoire �egale au nombre de lancers n�ecessaires pour
obtenir pour la premi�ere fois pile suivi imm�ediatement de face (T = k si
et seulement si on obtient pile au (k � 1)-i�eme lancer, face au k-i�eme lancer
et que l'on n'a jamais obtenu PF lors des lancers pr�ec�edents).

On pose pk = P (T = k). Calculer pk pour k � 4.
Montrer que l'on a :

(8 k � 2) pk+1 = p:qk�1 + p:pk

D�eterminer la fonction � associ�ee �a la variable T et en d�eduire l'esp�erance
de T .

Solution :

1. La s�erie �(x) =

1X
k=0

pk:x
k converge pour tout x 2 [�1; 1], car jpkxk j � pk

qui est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente.

De même, comme 0 � Qk � 1, il vient jQkx
k j � jxjk qui est le terme g�en�eral

d'une s�erie convergente d�es que jxj < 1.

2. Il est clair que Qk�1 �Qk = pk et :

(1� x)

nX
k=0

Qkx
k =

nX
k=0

Qkx
k �

nX
k=0

Qkx
k+1

= Q0 �
nX

k=1

(Qk �Qk�1)x
k �Qnx

n+1

= Q0 �
nX

k=1

pkx
k �Qnx

n+1 = 1�
nX

k=0

pkx
k �Qnx

n+1

Pour jxj < 1, on a lim
n!+1

jQnx
n+1j � lim

n!+1
jxn+1j = 0, et, en passant �a la

limite :

(1� x)	(x) = 1��(x)) 8x 2]� 1; 1[; 	(x) =
1��(x)

1� x
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Ainsi, 	 admet un prolongement par continuit�e en x = 1 si et seulement si
la fonction � est d�erivable �a gauche en ce point (car �(1) = 1).

3. Si l'on suppose que E(X) existe et que l'on peut d�eriver terme �a terme
une s�erie de fonctions, il vient imm�ediatement :

E(X) =

+1X
k=0

kpk =
d

dx

 
+1X
k=0

pkx
k

!���
x=1

= �0(1)

et d'apr�es la question pr�ec�edente, si � est d�erivable en x = 1,

E(X) = 	(1)

4. La variable al�eatoire T prend ses valeurs dans Nnf0; 1g. Il est �evident que
p2 = pq.

L'�ev�enement (T = 3) correspond �a l'exp�erience PPF [ FPF et p3 = pq.

L'�ev�enement (T = 4) correspond �a l'exp�erience PPPF [FPPF [FFPF et
p4 = pq(p2 + pq + q2).

De mani�ere g�en�erale, notons Xn le r�esultat du n-i�eme tirage. Pour avoir
(T = k), il faut : Xk�1 = P;Xk = F et Xk�2 est quelconque. Mais :

� si Xk�2 = F , alors n�ecessairement Xk�3 = F et par r�ecurrence pour tout
j � k � 2, Xj = F .

� si Xk�2 = P , on "oublie" ce tirage et on est ramen�e �a la situation
pr�ec�edente avec (n� 1) tirages.

Par disjonction des cas :

pk = P (F : : : FPF ) + P (P )pk�1 = pqk�1 + ppk�1

En posant p1 = 0 et par convergence des s�eries manipul�ees, il vient :

�(x) =

+1X
k=2

pkx
k =

+1X
k=2

pqk�1xk + p

+1X
k=2

pk�1x
k

= pqx2
+1X
k=2

(qx)k�2 + px�(x)

soit :

�(x) =
pqx2

1� x+ pqx2

On sait que si T admet un esp�erance, alors E(T ) = �0(1). Un calcul
�el�ementaire donne :

�0(x) =
2pqx(1� x+ pqx2)� pqx2(2pqx� 1)

(1� x+ pqx2)2
) E(T ) = �0(1) =

1

pq
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Exercice 3-22

Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e. On consid�ere :
� une variable al�eatoire N d�e�nie sur (
;A; P ) qui suit une loi de Poisson
de param�etre � > 0.
� deux variables al�eatoires A et B ind�ependantes, d�e�nies sur (
;A; P ),
telles que pour tout n 2 N, les lois conditionn�ees Aj(N = n) et Bj(N = n)
sont des lois binomiales de param�etres (n+ 1; p).

Pour tout ! 2 
, on consid�ere le polynôme P! d�e�ni par :

P!(X) = A(!)XN(!)+1 �B(!)XN(!) + 1

1. Quelle est la loi du coe�cient A ?

2. Quelle est la loi du degr�e de P! ? (on distinguera le cas o�u P! est le
polynôme identiquement nul, pour lequel on pose alors que le degr�e est �1,
et le cas o�u P! est de degr�e 0).

Solution :

1. N prend ses valeurs dans N et lorsque N prend la valeur n, alors A peut
prendre les valeurs enti�eres de 0 �a n+1. Ainsi A prend ses valeurs dans N et
la formule des probabilit�es totales donne :

8 i 2 N; P (A = i) =
1P
k=0

P (N = k):P (A = i=N = k)

Or, P (N = k) = e�� �
k

k!
et :

Si k � i� 1, P (A = i=N = k) = Ci

k+1p
iqk+1�i, avec q = 1� p

Si k < i� 1, P (A = i=N = k) = 0.

Ainsi : P (A = i) =
(p�)i

i!
�e
��

�

1P
k=i�1

(k + 1)
(q�)k+1�i

(k + 1� i)!

En �ecrivant : k + 1 = (k + 1� i) + i, on peut s�eparer la s�erie en deux s�eries
convergentes connues, d'o�u :

8 i 2 N; P (A = i) =
(p�)i

i!
e�p�

�
(�q + i)

2. a) P! est le polynôme nul si N(!) = 0, A(!) = 0 et B(!) = 1. Donc, en
notant D(!) le degr�e de P! :

P (D = �1) = P (N = 0):P ((A = 0) \ (B = 1)=N = 0)

Soit, par ind�ependance :
P (D = �1) = e��:p:q

b) P! est un polynôme constant non nul si (N = 0; A = 0 et B 6= 1) ou
bien si (N > 0; A = 0 et B = 0). Or si A = 0 et B 6= 1, on a A = 0 et B = 0.
Donc
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? P [(N = 0) \ (A = 0) \ (B 6= 1)] = P (N = 0):P [(A = 0) \ (B = 0)=N = 0]

= e��:q2

? P [(N > 0)\ (A = 0)\ (B = 0)] =
1P
k=1

P (N = k):P [(A = 0)\ (B = 0)=N =

k]

=
1P
k=1

e���
k

k!
:qk+1qk+1

= q2e��
1P
k=1

(�q2)k

k!
= q2e��(e�q

2 � 1)

Soit, en sommant, par incompatibilit�e des deux cas :

P (D = 0) = e��:q2 + q2e��(e�q
2 � 1) = q2e��p(2�p)

c) Pour k > 0, P! est de degr�e k si (N = k�1 et A 6= 0) ou si (N = k;A = 0
et B 6= 0).

? P [(N = k � 1) \ (A 6= 0)] = P (N = k � 1):P (A 6= 0=N = k � 1), d'o�u :

P [(N = k � 1) \ (A 6= 0)] = e�� �k�1

(k � 1)!
(1� qk)

? P [(N = k) \ (A = 0) \ (B 6= 0)] = P (N = k):P [(A = 0) \ (B 6= 0)=N = k)

Soit :

P [(N = k) \ (A = 0) \ (B 6= 0)] = e�� �
k

k!
qk+1(1� qk+1)

Soit :

8 k � 1; P (D = k) = e���
k

k!

�
qk+1(1� qk+1) + k

�
(1� qk)

�
Exercice 3-23

On consid�ere une variable al�eatoire �a densit�e X d�e�nie sur un espace
probabilis�e (
;A; P ). Soit f une densit�e de X et F sa fonction de r�epartition.

On suppose qu'il existe un r�eel a tel que f soit identiquement nulle sur

l'intervalle ] �1; a[ et continue sur [a;+1[. On suppose �egalement que X
admet une esp�erance not�ee E(X).

1. Montrer que, lorsque x tend vers +1,

Z +1

x

f(t) dt est n�egligeable devant

1
x
.

2. En e�ectuant une int�egration par parties, montrer que l'int�egraleZ +1

a

�Z +1

x

f(t)dt

�
dx

converge, et vaut E(X)� a.

3. Le r�esultat de la question pr�ec�edente subsiste-t-il si on suppose seulement
f continue sur ]a;+1[ ?
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4. Soient deux r�eels b et � tels que b > 0 et � > 0.

Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

�Z +1

x

e
� t

b t��1dt

�
dx converge et calculer sa

valeur.

5.a) Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f : x 7!
�
�:e�x

2

si x � 0
0 si x < 0

D�eterminer � pour que f repr�esente la densit�e d'une variable al�eatoire.

b) Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

�Z +1

x

e�t
2

dt

�
dx converge et calculer sa

valeur.

Solution :

1. La variable al�eatoire X ayant une esp�erance, on sait que l'int�egraleZ +1

a

tf(t) dt est convergente. On peut alors �ecrire, pour x > a :

0 � x

Z +1

x

f(t) dt �
Z +1

x

tf(t) dt

Par d�e�nition de la convergence de l'int�egrale d�e�nissant E(X), on a donc :

lim
x!+1

x

Z +1

x

f(t) dt = 0

Ce qui est le r�esultat demand�e.

2. En int�egrant par parties (licite, car la continuit�e de f montre que x 7!Z +1

x

f(t) dt est de classe C1 et de d�eriv�ee x 7! �f(x)) :Z
A

a

�Z +1

x

f(t) dt
�
dx =

h
x

Z +1

x

f(t) dt
iA
a

+

Z
A

a

xf(x) dx

Comme

Z +1

a

f(t) dt = 1 et

Z +1

a

xf(x) dx = E(X), le passage �a la limite

lorsque A tend vers +1 donne :Z +1

a

�Z +1

x

f(t)dt

�
dx = �a+E(X)

3. Le r�esultat subsiste. En e�et, il su�t de proc�eder sur l'intervalle [b;+1[,
avec b > a (intervalle sur lequel f est continue) et de proc�eser alors par
passage �a la limite lorsque b tend vers a, par continuit�e de l'int�egrale par
rapport �a sa borne inf�erieure.

4. Soit X une variable al�eatoire suivant la loi � de param�etres (b; �). En
appliquant ce qui pr�ec�ede, on a :



134 ESCP-EAP 2000 - OralZ +1

0

�Z +1

x

e�t=bt��1

�(�)b�
dt
�
dx = E(X) = b�

En cons�equence :Z +1

0

�Z +1

x

e�t=bt��1 dt
�
dx = b��(�)b� = ��(�)b�+1

5. a) On sait que

Z +1

0

e�t
2

dt = 1
2

p
� (consid�erer une variable al�eatoire �a

densit�e suivant la loi normale d'esp�erance 0 et de variance 1=2).

On doit donc prendre � = 2p
�
.

b) Si X est une variable al�eatoire ayant la densit�e pr�ec�edente, X admet
une esp�erance et :

E(X) = 2p
�

Z +1

0

t:e�t
2

dt = 1p
�

En appliquant ce qui pr�ec�ede, il vient �nalement :Z +1

0

�Z +1

x

e�t
2

dt
�
dx = 1

2

Exercice 3-24

On consid�ere deux variables al�eatoires �a densit�e X et Y , ind�ependantes,
d�e�nies sur le même espace probabilis�e ; X suit une loi exponentielle de
param�etre a, Y suit une loi exponentielle de param�etre b, o�u a et b sont
deux nombres r�eels strictement positifs donn�es.

On d�e�nit les variables al�eatoires : T = min(X;Y ); U = max(X;Y ); Z =
U � T .

(N.B : dans chacune des questions, on pr̂etera attention au cas o�u a = b).

1. D�eterminer une densit�e de la variable al�eatoire D d�e�nie par D = X � Y .

2. Exprimer Z en fonction de X et de Y , et d�eterminer une densit�e de Z.

3. Calculer l'esp�erance et la variance de Z.

4. Pour n entier positif, exprimer le moment d'ordre n de Z :
a) en fonction des moments d'ordre n de X et de Y ,

b) en fonction de n; a; b.

Solution :

1. ? D�ej�a �Y est une variable al�eatoire �a valeurs dans R� et sa fonction de
r�epartition F�Y est d�e�nie par :

8 y 2 R� ; F�Y (y) = P (�Y � y) = P (Y � �y) = 1� FY (�y)
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Une densit�e f�Y de �Y est donc d�e�nie sur R� par :

f�Y (y) = fY (�y) = b:eby

? Une densit�e de D = X � Y = X + (�Y ) s'obtient alors par convolution :

8 d 2 R; fD (d) =
Z
R

fX(d� t)f�Y (t) dt

La fonction �a int�egrer est non nulle lorsque t � 0 et d� t � 0, ce qui conduit
�a distinguer deux cas :

Si d � 0, fD(d) =

Z d

�1
a:e�a(d�t):b:ebt dt = ab

a+ b
ebd

Si d > 0, fD(d) =

Z 0

�1
a:e�a(d�t):b:ebt dt = ab

a+ b
e�ad

? Pour a = b, on peut abr�eger en : 8 d 2 R; fD (d) = a
2
e�ajdj

2. Z = U � T = jX � Y j = jDj prend ses valeurs dans R+ et pour z 2 R+ ,
on a :
P (Z � z) = P (�z � D � z) = FD(z)� FD(�z). D'o�u par d�erivation :

8 z 2 R+ ; fZ(z) = fD(z) + fD(�z)
Ce qui donne :

8 z 2 R+ ; fZ(z) = ab
a+ b

(e�az + e�bz)

Dans le cas particulier b = a, il vient : fZ(z) = a:e�az et Z suit la loi

exponentielle E(a), d'o�u E(Z) = 1
a
et V (Z) = 1

a2
.

3. ? Sous r�eserve de convergence, on a : E(Z) = a+ b
ab

Z
R+

z(e�az + e�bz) dz.

La convergence est banale et le calcul simple, �a l'aide d'une int�egration par
parties. Il vient alors :

E(Z) = ab
a+ b

� 1
a2

+ 1
b2
�

? De la même fa�con, mais avec une int�egration par parties de plus, on obtient :

E(Z2) = ab
a+ b

Z
R+

z2(e�az + e�bz) dz =
2(a3 + b3)

(a+ b)a2b2

Ce qui donne ;

V (Z) = E(Z2)� [E(Z)]2 = 1
(a+ b)2a2b2

[2(a+ b)(a3 + b3)� (a2 + b2)2]

On v�eri�e que pour b = a, on retrouve les r�esultats attendus.

4. a) b) ? Toujours sous r�eserve de convergence, on a :

E(Zn) = ab
a+ b

Z
R+

zn(e�az + e�bz) dz.

La convergence est banale, par n�egligeabilit�e classique, et on peut �ecrire :

E(Zn) = ab
a+ b

Z
R+

zn:e�az dz + ab
a+ b

Z
R+

zn:e�bz dz.
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Plutôt que de proc�eder �a des int�egrations par parties successives, il vaut
mieux e�ectuer le changement de variable t = az ou t = bz, ce qui donne :

E(Zn) = ab
a+ b

� 1
an+1

�(n+ 1) + 1
bn+1

�(n+ 1)
�
.

i.e. : E(Zn) = ab:n!
a+ b

� 1
an+1

+ 1
bn+1

�
? Or si X ,! E(a), on a E(Xn) =

Z
R+

xn:a:e�ax dx = 1
an

�(n+ 1) = n!
an

On peut �ecrire �egalement E(Zn) = b
a+ b

E(Xn) + a
a+ b

E(Y n).

Exercice 3-25

Le plan est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;~{;~| ).

Lors d'une �epreuve de tir �a l'arc, un concurrent dispose de n 
�eches, n � 1
�x�e ; son objectif est d'envoyer chacune de ses n 
�eches le plus pr�es possible
du point O.
Pour chaque 
�eche d�ecoch�ee fi; 1 � i � n, on suppose que l'abscisse Xi

et l'ordonn�ee Yi du point d'impact de fi, sont deux variables al�eatoires
ind�ependantes, toutes deux de loi normale d'esp�erance nulle et d'�ecart-type
� (exprim�e dans l'unit�e commune du rep�ere), � �etant un param�etre r�eel
inconnu.

1. On note Di la distance al�eatoire du point d'impact de la 
�eche fi �a O.
D�eterminer une densit�e de Di (on pourra reconna"tre les variables al�eatoires
X2
i

�2
et

Y 2
i

�2
).

2. Calculer l'esp�erance et la variance de Di ; en d�eduire une fonction simplefDi de Di telle que E(fDi) = � (E d�esignant l'op�erateur esp�erance).

3. On suppose que les variables al�eatoires (Di)1�i�n sont mutuellement
ind�ependantes. On s'int�eresse �a la distance al�eatoire D de la meilleure 
�eche
d�ecoch�ee par l'archer { au sens de la plus proche de O { parmi les n.

a) Exprimer D en fonction des variables al�eatoires Di, 1 � i � n.

b) D�eterminer la loi de D (on pr�ecisera la fonction de r�epartition et une
densit�e).

c) Calculer l'esp�erance et la variance de D ; en d�eduire un estimateur sans
biais D0 de �, fonction simple de D ; est-il convergent ? (justi�er le bien-fond�e
de ce dernier r�esultat).

d) Proposer un estimateur de � de meilleure qualit�e que celui pr�ec�edem-
ment rencontr�e.
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Solution :

1. Pour tout entier i tel que 1 � i � n, on a D2
i
= X2

i
+ Y 2

i
d'o�u :

D2
i

�2
=
X2
i

�2
+
Y 2
i

�2

Or, on sait que
Xi

�
suit une loi normale N (0; 1) de fonction de r�epartition �

et de densit�e �. D�eterminons la loi de
X2
i

�2
.

Pour tout u � 0 :

P
�X2

i

�2
� u

�
= P

�
�
p
u � Xi

�
�
p
u
�

= �(
p
u)��(�

p
u) = 2�(

p
u)� 1

Si l'on note f une densit�e de
X2
i

�2
, alors

f(u) =

(
0 si u � 0

1p
2�

e�u=2
1p
u

sinon

Ainsi
X2
i

�2
suit une loi �(2; 1=2). La variable

Y 2
i

�2
suit la même loi et par

ind�ependance
D2
i

�2
suit une loi �(2; 1) = E(1=2). Une densit�e de D2

i

�2
est alors

d�e�nie par :

g(u) =

(
0 si u � 0

1

2
e�u=2 sinon

D�eterminons maintenant la loi de Di. Comme, pour t � 0 :

P
�Di

�
� t
�
= P

�D2
i

�2
� t2

�
une densit�e de

Di

�
est d�e�nie par :

h(t) =
n
0 si t � 0
te�t

2
=2 sinon

et une densit�e de Di sera donn�ee par :

fDi
(u) =

(
0 si u � 0

u

�2
e�u

2
=(2�2) sinon

2. Un calcul donne :

E
�Di

�

�
=

Z +1

0

t2e�t
2
=2 dt =

r
�

2

et E(Di) = �

r
�

2
.
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De même :

V
�Di

�

�
= E

�D2
i

�2

�
�E2

�Di

�

�
= 2� �

2

d'o�u V (Di) =
�
2� �

2

�
�2.

Ainsi

r
2

�
Di est un estimateur sans biais de �, mais au vu d'une seule

observation di de Di on ne peut statuer sur la convergence de cet estimateur.

3. a) On a �evidemment D = min
1�i�n

(Di) et
D

�
= min

1�i�n

�Di

�

�
.

b) Pour tout t � 0 :

P
�D
�
> t
�
=

nY
i=1

P
�Di

�
> t
�

=

nY
i=1

P
�D2

i

�2
> t2

�
=
�
e�t

2
=2
�n

= e�nt
2
=2

Si l'on note FD la fonction de r�epartition de D et fD une densit�e, il vient :

FD(u) =

�
0 si u < 0

1� e�(nu
2)=(2�2) sinon

et :

fD(u) =

(
0 si u < 0

nu

�2
e�(nu

2)=(2�2) sinon

c) On a :

E(D) =

Z +1

0

nu2

�2
e�(n=2)(u

2
=�

2)du

=
�p
n

Z +1

0

t2e�t
2
=2dt =

p
��p
2n

et :

E(D2) =

Z +1

0

u
nu2

�2
e�(n=2)(u

2
=�

2)du

=
2�2

n

Z +1

0

te�tdt =
2�2

n
(car �(2) = 1)

soit :

V (D) =
�2

n

�
2� �

2

�
Posons D0 =

r
2n

�
D. C'est un estimateur sans biais de �, mais non

convergent puisque V (D0) = �2
4� �

�
.
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On pouvait s'en douter, puisque le meilleur tir ne donne pas d'information
sur la dispersion moyenne des tirs qui est mesur�ee par �.

d) Il conviendrait de choisir un estimateur tenant compte de l'ensemble des

tirs. Par exemple D =

nX
k=1

Dk. Mais alors les calculs seront plus lourds.

Exercice 3-26

L'engouement du public pour un jeu de foire, permettant de gagner des lots
divers et vari�es, est tel qu'il est n�ecessaire d'en pr�es�electionner les candidats.
On organise donc une suite d'�epreuves de s�election, chaque �epreuve r�eunissant
n candidats, n � 1 �etant �x�e, toutes bas�ees sur le même principe.

A chaque �epreuve :
� un nombre r�eel myst�ere a est d�etermin�e au hasard par la fonction

Random d'un calculateur �electronique (a est donc la r�ealisation d'une
variable al�eatoire de densit�e uniforme sur l'intervalle[0; 1], et a est susceptible
de changer d'une �epreuve �a l'autre, mais est une constante pour une �epreuve
donn�ee).

� chacun des n candidats est alors invit�e �a proposer son �evaluation de a, en
inscrivant, en secret et ind�ependamment des autres, sa r�eponse sur papier.

� sera alors s�electionn�e pour le jeu celui des n candidats dont la r�eponse
sera la plus proche de a (par valeur sup�erieure ou inf�erieure).

On fait les hypoth�eses suivantes :
� la r�eponse du candidat i, pour 1 � i � n, est une variable al�eatoire, not�ee

Xi, �a densit�e, de loi uniforme sur [0; 1].

� les variables al�eatoiresX1; X2; : : : ; Xn sont mutuellement ind�ependantes.

On admet que chaque �epreuve de s�election ne fournit qu'un seul gagnant.

On s'int�eresse �a la variable al�eatoireZa, mesurant l'erreur al�eatoire d'�evaluation
de a par le gagnant d'une �epreuve de s�election.

1. Exprimer Za en fonction des variables al�eatoires Xi; (1 � i � n) et de a.
Pr�eciser Za(
).

2. Le calculateur fournit la valeur a = 1.

a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Z1 ; en d�eduire une densit�e de
Z1.

b) Calculer l'esp�erance et la variance de Z1.

3. On revient au cas g�en�eral o�u a est une valeur quelconque de l'intervalle
[0; 1] .
a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Za (on distinguera deux cas en

comparant a �a 1=2).

b) En d�eduire une densit�e de Za.
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4. En plus d'être l'heureux �elu, le candidat s�electionn�e gagne, en cadeau de
bienvenue, la somme 1�Za, exprim�ee en milliers d'Euros. Calculer l'esp�erance
de gain, �a l'issue de cette phase de s�election, du vainqueur d'une �epreuve.

Solution :

1. La variable al�eatoire Za est d�e�nie par :

Za = min
1�i�n

jXi � aj; et Za(
) = [0;max(a; 1� a)]

2. a) La variable al�eatoire Z1 est d�e�nie par : Z1 = min
1�i�n

(1�Xi) soit :

Z1 = 1� max
1�i�n

(Xi). Ainsi Z1(
) = [0; 1] et, pour tout z 2 [0; 1] :

P (Z1 � z) = P ( max
1�i�n

(Xi) > 1� z) = 1� P ( max
1�i�n

(Xi) < 1� z)

Par ind�ependance des variables (Xi) :

P (Z1 � z) = 1� (FXi
(1� z))n = 1� (1� z)n

Ainsi la fonction de r�epartition de Z1 est d�e�nie par ;

FZ1(z) =

(
0 si z � 0

1� (1� z)n si 0 � z � 1
1 si z � 1

et une densit�e de Z1 est donn�ee par :

fZ1(z) =

�
0 si z =2 [0; 1]

n(1� z)n�1 si z 2 [0; 1]

b) On a alors :

E(Z1) = n

Z 1

0

t(1� t)n�1dt = n

Z 1

0

(1� u)un�1du =
1

n+ 1

E(Z2
1 ) = n

Z 1

0

t2(1� t)n�1dt = n

Z 1

0

(1� u)2un�1du =
n

n+ 2
� 2n

n+ 1
+ 1

et
V (Z1) =

n

(n+ 1)2(n+ 2)
3. Pour tout z 2 Za(
) :

P (Za � z) = 1� P ( min
1�i�n

jXi � aj > z) = 1� (1� P (jXi � aj < z))
n

Posons Ui = jXi � aj. On a Ui(
) = Za(
) et :

P (Ui < u) = P ((a� u < Xi < a+ u) \ (0 < Xi < 1))

= P (max(0; a� u) < Xi < min(1; a+ u))

� si a � 1

2
� 1� a :

FUi(u) =

8><>:
0 si u � 0
2u si 0 � u � a

a+ u si a � u � 1� a
1 si 1� a � u
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d'o�u :

FZa(z) =

8><>:
0 si z � 0

1� (1� 2z)n si 0 � z � a
1� (1� a� z)n si a � z � 1� a

1 si 1� a � z
et

fZa(z) =

8><>:
0 si z � 0

2n(1� 2z)n�1 si 0 � z � a

n(1� a� z)n�1 si a � z � 1� a
0 si 1� a � z

� si 1� a � 1

2
� a :

FUi(u) =

8><>:
0 si u � 0
2u si 0 � u � 1� a

u+ 1� a si 1� a � u � a
1 si a � u

d'o�u :

FZa(z) =

8><>:
0 si z � 0

1� (1� 2z)n si 0 � z � 1� a
1� (a� z)n si 1� a � z � a

1 si a � z
et

fZa(z) =

8><>:
0 si z � 0

2n(1� 2z)n�1 si 0 � z � 1� a
n(a� z)n�1 si 1� a � z � a

0 si a � z

4. Le gain esp�er�e est 1�E(Za). Aussi :

� si 1� a � 1

2
� a :

E(Za) =

Z 1�a

0

2nz(1� 2z)n�1dz +

Z
a

1�a
nz(a� z)n�1dz =

1 + (2a� 1)n+1

2n+ 2

� si a � 1

2
� 1 � a, on pose b = 1 � a et on est ramen�e au cas pr�ec�edent

pour le calcul, soit :

E(Za) =
1

2n+ 2
(1 + (1� 2a)n+1)

Donc pour tout a 2 [0; 1] :

E(Za) =
1

2(n+ 1)

�
1 + j2a� 1jn+1

�
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Exercice 3-27

Pour p entier naturel non nul, on consid�ere p+1 urnes not�ees U0; U1; : : : ; Up.
Dans chaque urne il y a p boules indiscernables au toucher ; pour tout
i 2 [[0; p]], l'urne num�ero i, contient i boules blanches, les autres boules �etant
noires.

On choisit une urne au hasard et dans l'urne choisie, on e�ectue n tirages
avec remise d'une boule (n 2 N� ). On note Np la variable al�eatoire �egale au
nombre de boules blanches ainsi obtenues.

1. Exprimer la loi de Np.

2. D�eterminer l'esp�erance E(Np) de Np.

3. L'entier n �etant �x�e, montrer que, pour tout entier k de [[0; n]] :

lim
p!1

P (Np = k) = Ck
n

Z 1

0

xk(1� x)n�k dx,

en d�eduire la valeur de cette limite.

Solution :

1. On sait que Np(
) = [[0; n]] et que si l'on note Ui l'�ev�enement hh on e�ectue
les tirages dans l'urne i ii, la famille (Ui)0�i�p forme un syst�eme complet
d'�ev�enements.
En appliquant la formule des probabilit�es totales, il vient, pour tout k 2
[[0; n]] :

P (Np = k) =

pX
i=0

P (Np = k j Ui)P (Ui)

=
1

p+ 1

pX
i=0

Ck

n

� i
p

�k�
1� i

p

�n�k
car on sait que (Np j Ui) suit la loi binomiale B(n; i=p).
2. Le calcul de l'esp�erance de Np donne :

E(Np) =

nX
k=0

k
1

p+ 1

pX
i=0

Ck

n

� i
p

�k�
1� i

p

�n�k
=

1

p+ 1

pX
i=0

� nX
k=0

kCk

n

� i
p

�k�
1� i

p

�n�k�
=

1

p+ 1

pX
i=0

n
i

p
=

n

2

3. On sait que :

P (Np = k) =
p

p+ 1

�1
p

pX
i=0

Ck

n

� i
p

�k�
1� i

p

�n�k�
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Or
1

p

pX
i=0

Ck

n

� i
p

�k�
1 � i

p

�n�k
est une somme de Riemann associ�ee �a la

fonction x 7! Ck

n
xk(1� x)n�k sur l'intervalle [0; 1]. D'o�u :

lim
p!1

P (Np = k) = Ck

n

Z 1

0

xk(1� x)n�k dx

Une int�egration par parties imm�ediate donne :

Ik =

Z 1

0

xk(1� x)n�k dx =
k

n� k + 1
Ik�1

et une r�ecurrence toute aussi imm�ediate donne :

Ik =
k!(n� k)!

n!
I0 =

k!(n� k)!

n!

1

n+ 1

Finalement

lim
p!1

P (Np = k) =
1

n+ 1

Exercice 3-28

Un rat de laboratoire est soumis �a l'exp�erience suivante : il est enferm�e dans

une cage comportant quatre portes derri�ere chacune desquelles se trouve un
beau morceau de gruy�ere. Trois des quatre portes sont munies d'un dispositif
envoyant �a l'animal une d�echarge �electrique s'il essaie de les franchir. La
quatri�eme laisse le passage libre.

Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre d'essais e�ectu�es par le rat
jusqu'�a ce qu'il trouve la bonne porte.

D�eterminer la loi de X et son esp�erance dans chacun des cas suivants :

1) Le rat n'a aucune m�emoire : il recommence ses tentatives sans tenir compte
des �echecs pass�es.

2) Le rat a une m�emoire imm�ediate : il ne tient compte que de l'�echec qui
pr�ec�ede imm�ediatement sa nouvelle tentative.

3) Le rat a une bonne m�emoire : il �elimine les portes o�u il a �echou�e.

Solution :

1. Si le rat n'a aucune m�emoire, les essais sont ind�ependants les uns des autres

et la probabilit�e de succ�es �a chaque essai vaut p = 1
4
.

Donc X ,! G(1
4
) et E(X) = 1

p
= 4, V (X) =

q

p2
= 12.

2. ? La probabilit�e de r�eussir au premier essai vaut 1
4
et ensuite (s'il existe

une suite) la probabilit�e de r�eussir �a un essai quelconque vaut 1
3
tandis que
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la probabilit�e d'�echouer vaut 2
3
(puisqu'il �elimine la porte qu'il a test�ee juste

avant).

Donc X(
) = N
� et :

P (X = 1) = 1
4
;

8 k � 2; P (X = k) = 3
4
�
�2
3

�k�2�1
3
= 1

4
�
�2
3

�k�2
(valable pour k = 2).

? La convergence de la s�erie �ecrite �etant banale, X admet une esp�erance
qui est donn�ee par :

E(X) = 1
4
+ 1

4

1P
k=2

k
�2
3

�k�2
= 1

4
+ 3

8

1P
k=2

k
�2
3

�k�1
= �1

8
+ 3

8

1P
k=1

k
�2
3

�k�1
D'o�u : E(X) = �1

8
+ 3

8
� 1

(1� 2
3
)2

= 13
4

3. On a ici X(
) = [[1; 4]] et en notant Ei l'�ev�enement hh le i�eme essai est un
�echec ii :

P (X = 1) = 1
4
, P (X = 2) = P (E1):P (E2=E1) =

3
4
�1
3
= 1

4

P (X = 3) = P (E1):P (E2=E1)P (E3=E1 \ E2) = 3
4
�2
3
�1
3

= 1
4
, donc, par

passage au compl�ementaire P (X = 4) = 1
4
.

Ainsi X ,! U([[1; 4]]) et E(X) = 1 + 4
2

= 5
2
.

Exercice 3-29

Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisag�es (type tab) sont
des permutations de [[1; n]].

On consid�ere la fonction T d�e�nie en Turbo-Pascal par :

Function T (a : tab) : integer ;

var i : integer ;

begin

i := 1 ;

while ( a[i] <> i ) and ( i < n+1 ) do i := i+1 ; T := i

end ;

1. Expliquer ce qu'est la fonction T .

On consid�ere cette fonction comme une variable al�eatoire sur l'univers Sn des
permutations de [[1; n]] muni de l'�equiprobabilit�e.

2. Soit r 2 [[1; n]]. Montrer que P (T 6 r) =
rP

k=1

(�1)k�1Ck
r

(n� k)!
n!

.

En d�eduire la valeur de P (T = n+ 1).

3. a) Exprimer E(T ) en fonction de n et des nombres P (T 6 r), avec
2 6 r 6 n.
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b) �Etablir, pour k 6 n, la relation :
nP

r=k

Ck
r
= Ck+1

n+1.

c) En d�eduire que : E(T ) = (n+ 1)
nP

k=0

(�1)k
(k + 1)!

.

d) Donner un �equivalent simple de E(T ), lorsque n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. La fonction T associe �a toute permutation de [[1; n]] son premier point �xe,
s'il en existe un, et (n+ 1) sinon.

2. Notons pour tout i 2 [[1; n]], Fi = fa 2 Sn j a(i) = ig. Alors, par la formule
du crible, pour tout r 2 [[1; n]] :

P (T � r) = P
�
a 2

[
i

Fi

�
=

rX
k=1

(�1)k�1
� X
1�i1<i2<:::ik�r

P (a 2 Fi1 \ : : : \ Fik )
�

Or :

P (a 2 Fi1 \ : : : \ Fik ) =
card(Fi1 \ : : : \ Fik )

card(Sn)
=

(n� k)!

n!

et comme il y a Ck
r fa�cons de choisir le k-uplet (i1; i2; : : : ; ik) il vient :

P (T � r) =

rX
k=1

(�1)k�1Ck

r

(n� k)!

n!

En�n :

P (T = n+ 1) = 1� p(T � n) = 1�
nX

k=1

(�1)k�1Ck

n

(n� k)!

n!
=

nX
k=0

(�1)k
k!

3. a) On sait que P (T = 1) = P (T � 1) =
1

n
et que

P (T = n+ 1) = 1� P (T � n). Donc :

E(T ) =
1

n
+

nX
i=2

i(P (T � i)� P (T � i� 1)) + (n+ 1)(1� P (T � n)

Par t�elescopage, il vient :

E(T ) = (n+ 1) +
1

n
� 2P (T � 1)�

nX
i=2

P (T � i) = (n+ 1)�
nX
i=1

P (T � i)

b) On d�emontre par r�ecurrence que :
nP

r=k

Ck
r = Ck+1

n+1 (en fait c'est dans le

cours...)
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c) Ainsi :

E(T ) = (n+ 1)�
nX
r=1

P (T � r) = (n+ 1)�
nX
r=1

rX
k=1

(�1)k�1Ck

r

(n� k)!

n!

= (n+ 1)�
nX

k=1

(�1)k�1 (n� k)!

n!

nX
r=k

Ck

r

= (n+ 1)�
nX

k=1

(�1)k�1 (n� k)!

n!
Ck+1
n+1

= (n+ 1) +

nX
k=1

(�1)k n+ 1

(k + 1)!
= (n+ 1)

nX
k=0

(�1)k
(k + 1)!

d) Comme lim
n!+1

nX
k=0

(�1)k
(k + 1)!

= 1� e�1, il r�esulte que E(T ) est �equivalent

�a n
�
1� 1

e

�
.

Exercice 3-30

Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace
probabilis�e, ind�ependantes et suivant la même loi exponentielle de param�etre
1.

On pose, pour n > 1, Yn =
nP

k=1

Xk .

1. Rappeler l'expression d'une densit�e fn de Yn, ainsi que l'esp�erance et la
variance de Yn.

2. On note Y �n la variable al�eatoire centr�ee r�eduite associ�ee �a Yn.

a) D�eterminer une densit�e 'n de Y �n .

b) Montrer que : 8x 2 R; lim
n!1

'n(x) =
1p
2�

e�
x
2

2 .

(On admettra la formule de Stirling : n! �
(n!1)

nne�n
p
2�n).

c) Montrer que : 8x 2 R; lim
n!1

Z
x

�1
'n(t) dt =

Z
x

�1

1p
2�

e�
t
2

2 dt.

Solution :
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1. On sait que la somme de n variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
exponentielle E(1) suit une loi �(1; n). Une densit�e est :

fn(x) =

8<: e�xxn�1

(n� 1)!
si x � 0

0 sinon

et l'esp�erance et la variance valent n.

2. a) Y �
n
est d�e�nie par Y �

n
=

Yn � np
n

. Ainsi, pour tout x r�eel :

P (Y �
n
� x) = P (Yn � n+ x

p
n)

ce qui permet de d�e�nir une densit�e de Y �
n
:

'n(x) =

8<:pne
�n�x

p
n(n+ x

p
n)n�1

(n� 1)!
si x � �

p
n

0 sinon

b) Pour tout x � �
p
n :

'n(x) =

p
n:e�nnn�1

(n� 1)!
e�x

p
n

�
1 +

xp
n

�n�1
ou

'n(x) =

p
n:e�nnn

n!
exp
�
� x

p
n+ (n� 1) ln

�
1 +

xp
n

��
Soit x �x�e. Lorsque n tend vers l'in�ni, on peut consid�erer que x > �

p
n et

donc que :

lim
n!+1

'n(x) = lim
n!+1

p
n:e�nnn

n!
exp
�
� x

p
n+ (n� 1) ln

�
1 +

xp
n

��
Or :

�x
p
n+ (n� 1) ln

�
1 +

xp
n

�
= �x

p
n+ (n� 1)

h xp
n
� x2

2n
+ o
� 1
n

�i
= �x

2

2
+ o(1)

D'apr�es la formule de Stirling :
p
n:e�nnn

n!
� 1p

2�

et donc, pour tout x r�eel :

lim
n!+1

'n(x) =
1p
2�

e�
x
2

2

c) D'apr�es le th�eor�eme de la limite centr�ee, (Y �
n
) converge en loi vers une

variable suivant la loi normale N (0; 1), ce qui se traduit par :

8x 2 R; lim
n!1

Z
x

�1
'n(t) dt =

Z
x

�1

1p
2�

e�
t
2

2 dt
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Exercice 3-31

Soit n un entier naturel, sup�erieur ou �egal �a 2. Si (x1; x2; : : : ; xn) est un
n-uplet de r�eels, on appelle r�earrangement de (x1; x2; : : : ; xn) le n-uplet
(cx1;cx2; : : : ;cxn) tel que :
? cx1 �cx2 � : : : � cxn ;
? il existe une permutation � de f1; 2; : : : ; ng telle que pour tout i; bxi =

x�(i).

On notera (cx1;cx2; : : : ;cxn) = R(x1; x2; : : : ; xn).

Soit n variables al�eatoires X1; X2; : : : ; Xn d�e�nies sur un espace probabilis�e
(
;A; P ) �a valeurs r�eelles, ind�ependantes et de même loi.

On s'int�eresse aux n variables al�eatoires rang�ees
(cX1; cX2; : : : ; cXn) = R(X1; X2; : : : ; Xn)

d�e�nies pour tout ! 2 
, par :�cX1(!); cX2(!); : : : ; cXn(!)
�
= R

�
X1(!); X2(!); : : : ; Xn(!)

�
1. Soit r 2 f1; 2; : : : ; ng et x 2 R �x�es.

a) Exprimer l'�ev�enement (cXr � x) en fonction des �ev�enements (Xi � x)
ou de leurs compl�ementaires, i d�ecrivant [[1; n]].

b) En d�eduire l'expression de la fonction de r�epartition Fr de cXr en fonction

de la fonction de r�epartition F des variables al�eatoires Xi.

2. On suppose que F admet une d�eriv�ee continue f . Montrer qu'une densit�e
de cXr est donn�ee par :

fr(x) = nCr�1
n�1
�
F (x)

�r�1�
1� F (x)

�n�r
f(x)

3. On suppose que la loi commune des variables al�eatoires Xi est la loi
uniforme sur [0; 1]. Dans le cas o�u n = 2p + 1, calculer une densit�e de la

variable al�eatoire m�ediane bXp+1 et son esp�erance.

Solution :

1. a) (cXr � x) est r�ealis�e si au moins r des n variables X1; : : : ; Xn prennent
des valeurs inf�erieures ou �egales �a x. Ce que l'on peut �ecrire :

(cXr � x) =
nS

k=r

Bk

o�u :

Bk =
S�

(Xi1 � x)\ (Xi2 � x) : : :\ (Xi
k
� x)\ (Xi

k+1
> x) : : :\ (Xin > x)

�
La r�eunion �etant �etendue �a tous les k-uplets i1 < i2 < � � � < ik de [1; n]], les
indices ik+1 < � � � < in d�esignant les autres �el�ements de [[1; n]].

b) En clair Bk est r�ealis�e si k des n variables Xi prennent une valeur
inf�erieure ou �egale �a x, les autres prenant une valeur sup�erieure �a x.
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Par ind�ependance, on a donc P (Bk) = Ck
n
[F (x)]k :[1� F (x)]n�k .

Puis, par incompatibilit�e :

P (cXr � x) =
nP

k=r

Ck
n [F (x)]

k:[1� F (x)]n�k

2. La d�eriv�ee de g : t 7!
nP

k=r

Ck
n
tk(1� t)n�k est :

g0(t) =
nP

k=r

Ck
n k:t

k�1(1� t)n�k �
nP

k=r

Ck
n (n� k)tk(1� t)n�k�1

(avec l'abus d'�ecriture habituel, pour le terme d'indice n de la seconde somme,
consistant �a �ecrire que la d�eriv�ee de t 7! t0 est t 7! 0:t�1)

Or (n�k)Ck
n = nCn�k�1

n�1 = nCk
n�1 et k:C

k
n = n:Ck�1

n�1, ce qui permet d'�ecrire :

g0(t) = n
nP

k=r

�
Ck�1
n�1t

k�1(1� t)n�k � Ck
n�1t

k(1� t)n�k�1
�

Par simpli�cations en cascade, il reste : g0(t) = nCr�1
n�1t

r�1(1� t)n�r.

Comme P (cXr � x) = g
�
F (x)

�
, il vient, par composition :

fr(x) =
d
dx

�
P (cXr � x)

�
= nCr�1

n�1
�
F (x)

�r�1�
1� F (x)

�n�r
:f(x)

3. On a ici :

F (x) =

(
0 si x � 0
x si 0 � x � 1
1 si x � 1

et f(x) =
n
1 si x 2 [0; 1]
0 sinon

? Ainsi, une densit�e de dXp+1 est :

fp+1 : x 7!
n
(2p+ 1)Cp

2px
p(1� x)p si x 2 [0; 1]

0 sinon
.

On en d�eduit que E( dXp+1) = (2p+ 1)C
p

2p

Z 1

0

xp+1(1� x)p dx.

Par int�egration par parties, on obtient classiquement :

8�; � 2 N;
Z 1

0

t�(1� t)� dt =
�!�!

(�+ � + 1)!
D'o�u :

E( dXp+1) = (2p+ 1)
(2p)!

p!p!
� (p+ 1)!p!

(2p+ 2)!
= 1

2

Exercice 3-32

Soient X et Y deux variables al�eatoires �a densit�e, ind�ependantes, de densit�es
respectives f et g nulles hors de l'intervalle [0; 1].

1. a) D�eterminer une densit�e de 1� Y .

b) D�eterminer une densit�e de lnX .
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c) Montrer qu'une densit�e de Z = X(1� Y ) est nulle hors de [0; 1] et est
d�e�nie sur l'intervalle ]0; 1[ par :

x 7!
Z 1

x

f
�x
t

�
g(1� t)

dt

t

(on pourra commencer par d�eterminer une densit�e de lnZ = lnX+ln(1�Y )).

2. Soient (Xn)n�1 une suite de variables al�eatoires d�e�nies sur un espace

probabilis�e (
;A; P ), ind�ependantes, de même loi �a valeurs dans [0; 1].

A tout ! 2 
, on associe l'intervalle

�
n+1Q
i=1

Xi(!);
nQ
i=1

Xi(!)

�
de longueur

Ln(!).

Montrer que pour tout n � 2; Ln = X1:Yn, o�u Yn est une variable al�eatoire
de même loi que Ln�1 et ind�ependante de X1.

3. On suppose que les variables (Xn) suivent la loi uniforme sur [0; 1].
D�eterminer la loi de L1 ainsi que l'esp�erance de Ln.

Solution :

1. a) P (1�Y � t) = P (Y � 1� t) = 1�P (Y � 1� t). Donc, par d�erivation,
une densit�e f1�Y de 1� Y est :

f1�Y (t) = fY (1� t) = g(1� t) (pour 0 < t < 1, et 0 sinon)

b) De même : P (lnX � t) = P (X � et) = FX(e
t), et :

flnX(t) = et:fX(e
t) = et:f(et) (pour t < 0, et 0 sinon)

Ainsi, on a �egalement :

fln(1�Y )(t) = et:fY (1� et) = et:g(1� et) (pour t < 0, et 0 sinon)

c) Par cons�equent, une densit�e de lnZ = lnX + ln(1 � Y ) est d�e�nie par
convolution (les variables lnX et ln(1� Y ) sont ind�ependantes), par :

flnZ(x) =

Z +1

�1
flnX(x � t)fln(1�Y )(t) dt

Si x � 0, on a flnZ(x) = 0 (Z ne prend que des valeurs n�egatives) ;

Si x < 0, on a donc : flnZ(t) =

Z 0

x

ex�tf(ex�t):etg(1� et) dt, i.e. :

flnZ(x) = ex
Z 0

x

f(exe�t)g(1� et) dt = ex
Z 1

ex
f(e

x

u
)g(1� u)du

u

(grce au changement de variable u = et)

En�n, pour x 2 ]0; 1[, P (Z � x) = P (lnZ � lnx) = FlnZ(lnx) donne :

flnZ(x) =
1
x
flnZ(lnx) =

Z 1

x

f(x
u
)g(1� u)du

u
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2. Ln(!) =
�
1�Xn+1(!)

� nQ
i=1

Xi(!) = X1(!):Yn(!), avec :

Yn(!) =
�
1�Xn+1(!)

� nQ
i=2

Xi(!)

? Yn n'est fonction que de X2; : : : ; Xn+1, donc est ind�ependante de X1.

? Par simple d�ecalage, Yn suit la même loi que Ln�1.

3. ? La loi de L1 = X1(1�X2) est donn�ee directement par la question 1. (les
fonctions f et g valant 1 sur [0; 1]) :

8x 2 ]0; 1]; fL1
(x) =

Z 1

x

dt
t
= � lnx

? Par ind�ependance, on a :

E(Ln) = E(X1Yn) = E(X1)E(Yn) = E(X1)E(Ln�1)

Comme E(X1) =
1
2
, on obtient donc E(Ln) =

1
2
E(Ln�1).

Or E(L1) = E
�
X1(1�X2)

�
= E(X1)E(1�X2) =

1
4
, d'o�u par r�ecurrence :

E(Ln) =
�1
2

�n+1
Exercice 3-33

Soit T une variable al�eatoire suivant la loi normale centr�ee r�eduite et a un
nombre r�eel strictement positif. On pose X = jT j + a, o�u jT j est la valeur
absolue de T .

1. D�eterminer la fonction de r�epartition F de X , en fonction de celle � de T .

2. En d�eduire une densit�e fa de X .

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres. Donner les valeurs de
l'esp�erance et de la variance de X .

Solution :

1. On a X(
) = [a;+1[ et 8x � a :
F (x) = P (X � x) = P (jT j � x� a) = 2�(x� a)� 1

o�u � d�esigne la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant la loi
normale centr�ee r�eduite.

2. Par d�erivation, une densit�e fa de X est donc la fonction d�e�nie par :

fa(x) =

(
0 si x � a
2p
2�

e�(x�a)
2
=2 si x > a

3. La fonction fa est n�egligeable devant toute puissance de x, ce qui sig-
ni�e que lim

x!+1
x2:xnfa(x) = 0 et montre, par r�ef�erence classique, que
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a

xnfa(x) dx converge. La variable X admet des moments de tous or-

dres.

? E(X � a) = E(jT j) = 2p
2�

Z +1

0

t:e�t
2
=2 dt = 2p

2�
, d'o�u :

E(X) = a+ 2p
2�

? E
�
(X � a)2

�
= E(T 2) = V (T ) = 1 (car T ,! N (0; 1)). D'o�u :

V (X) = V (X � a) = E
�
(X � a)2

�
� [E(X � a)]2 = � � 2

�

Exercice 3-34

Soit n 2 N tel que n � 2. On consid�ere des variables al�eatoires ind�ependantes
X1; : : : ; Xn qui suivent toutes une loi exponentielle de param�etre � et de
fonction de r�epartition F . On pose :

Un = minfX1; : : : ; Xng et Vn = maxfX1; : : : ; Xng
1. D�eterminer la fonction de r�epartition Fn (resp. Gn) de la variable Un (resp.
Vn).

2. Soient a un nombre r�eel et b un r�eel strictement positif. On d�e�nit les
variables Yn et Zn en posant :

Yn = a+ bnF (Un) et Zn = a+ bn(1� F (Vn))

a) D�eterminer la fonction de r�epartition Hn (resp. Ln) de Yn (resp. Zn).
Que constatez-vous ?

b) Pour x �x�e, d�eterminer la limite de Hn(x) lorsque n tend vers l'in�ni.

3. Reprendre les questions pr�ec�edentes en supposant que les variables
al�eatoires ind�ependantes X1; : : : ; Xn suivent toutes une loi uniforme sur
l'intervalle [0; 1] de fonction de r�epartition F . Que remarquez-vous ?

Solution :

1. ? Par ind�ependance des variables al�eatoires X1; : : : ; Xn, on a :

Fn(x) = P (Un � x) = 1� P (Un > x) = 1� P (X1 � x) : : : P (Xn � x)

= 1�
�
1� F (x)

�n
Donc : Fn(x) = 0, si x � 0 et Fn(x) = 1� e�n�x, si x > 0.

Par cons�equent, Un ,! E(n�).
? Gn(x) = P (Vn � x) = P (X1 � x) : : : P (Xn � x) =

�
F (x)

�n
Donc : Gn(x) = 0, si x � 0 et Gn(x) = (1� e��x)n, si x > 0.

2. a) ? La variable al�eatoire Yn est �a valeurs dans [a; a + bn], et pour
x 2 ]a; a+ bn[, il vient :
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Hn(x) = P (a+ bnF (Un) � x) = P [F (Un) � x� a
bn

]

= P [1� exp(��Un) � x� a
bn

] = P [Un � � 1
�
ln
�bn� x+ a

bn

�
]

= 1� exp
�
n ln(bn� x+ a

bn
)
�
= 1�

�bn� x+ a
bn

�n
.

? La variable Zn est aussi �a valeurs dans [a; a+ bn], et pour x 2 ]a; a + bn[,
il vient :

Ln(x) = P [a+ bn(1� F (Vn)) � x] = P (1� F (Vn) � x� a
bn

)

= P (exp(��Vn) � x� a
bn

) = P (Vn � � 1
�
ln(x � a

bn
))

= 1�
�
1� exp(ln(x� a

n
)
�n

= 1�
�
1� x� a

bn

�n
= 1�

�bn� x+ a
bn

�n
On constate que Yn et Zn suivent la même loi.

b) ? Soit x > a, on peut �ecrire, pour n assez grand (de fa�con �a avoir
x � a+ bn) :

ln
��
1� x� a

bn

�n�
= n ln(1� x� a

bn
) �!
n!1

�x� a
b

.

D'o�u :
si x > a; lim

n!1
Hn(x) = 1� exp

�x� a
b

�
et bien entendu, si x � a, alors la limite est nulle.

3. On a maintenant :

? Fn(x) =

(
0 si x � 0

1� (1� x)n si 0 < x < 1
1 si x � 1

et Gn(x) =

(
0 si x � 0
xn si 0 < x < 1
1 si x � 1

Des calculs semblables �a ceux que l'on vient de faire montrent que les variables
Yn et Zn suivent encore la même loi que dans le cas pr�ec�edent.

En fait, la loi des variables Yn et Zn est ind�ependante de F .

Exercice 3-35

1. On consid�ere une variable al�eatoire X suivant une loi uniforme sur
l'intervalle [0; 1].

a) Rappeler les valeurs de l'esp�erance et de la variance de X .

b) On d�e�nit la variable al�eatoire X1 par X1 =
1

1 +X
.

D�eterminer la fonction de r�epartition de X1. En d�eduire une densit�e de X1.

c) Soit n un entier naturel. Calculer l'esp�erance de Xn.

/quad d) Montrer que E(X1) =

+1X
n=0

(�1)nE(Xn).

(on admettra que ln(1 + x) =

+1X
k=1

(�1)k+1xk+1
k

, pour tout jxj < 1).
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2. Soit Y une variable al�eatoire suivant une loi binomiale de param�etres (n; p).

a) Rappeler l'esp�erance et la variance de Y .

b) Calculer l'esp�erance mn(p) de la variable al�eatoire Y1 d�e�nie par

Y1 =
1

1 + Y
.

c) Soit � un r�eel strictement positif. Calculer la limite de la suite (mn(p))
lorsque n tend vers l'in�ni avec np tendant vers �.

3. On consid�ere deux variables al�eatoires Z1 et Z2 suivant la même loi
binomiale de param�etres (n; p).

a) Donner la loi de Z1 + Z2.

b) Soient i 2 [[0; n]] et k 2 [[0; 2n]]. Calculer la probabilit�e conditionnelle
P (Z1 = i j Z1 + Z2 = k).

Solution :

1. a) On sait que E(X) = 1=2 et V (X) = 1=12.

b) Soit x r�eel. Alors

FX1
(x) = P (X1 � x) = P

� 1

1 +X
� x

�

=

8><>:
0 si x � 1=2

P (X � 1� x

x
) = 1� FX

�
1� x

x

�
= 2� 1

x
si 1=2 � x � 1

1 si x � 1

Une densit�e de X1 est alors donn�ee par :

fX1
(x) =

(
0 si x =2 [1=2; 1]
1

x2
sinon

Ainsi :

E(X1) =

Z 1

1=2

dt

t
= ln 2

c) Par le th�eor�eme de transfert, on trouve :

E(Xn) =

Z 1

0

tndt =
1

n+ 1

et, en admettant la d�ecomposition en s�erie de ln(1 + x), pour jxj < 1,

E(X1) =

+1X
n=0

(�1)nE(Xn) = ln 2

2. a) On sait que E(Y ) = np et V (Y ) = np(1� p).
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b) Toujours par le th�eor�eme de transfert :

mn(p) = E(Y1) =

nX
k=0

1

k + 1
Ck

n
pkqn�k

et
nX

k=0

1

k + 1
Ck

n
pkqn�k =

nX
k=0

Ck

n
qn�k

1

p

Z
p

0

tkdt

=
1

p

Z p

0

� nX
k=0

Ck

nq
n�ktk

�
dt

=
1

p

Z p

0

(t+ q)ndt =
1� qn+1

p(n+ 1)
c) On a :

mn(p) =
1� (1� p)n

p(n+ 1)
=

1� en ln(1�p)

np(1 + 1
n
)

Or :
n ln(1� p) = n ln(1� np

n
) � �� (quand n! +1)

Donc limmn(p) =
1� e��

�
.

3. a) On sait par le cours que Z1 + Z2 suit la loi binomiale de param�etres
(2n; p).

b) En�n :

P (Z1 = i j Z1 + Z2 = k) =
P (Z1 = i \ Z2 = k � i)

P (Z1 + Z2 = k)

=
P (Z1 = i)P (Z2 = k � i)

P (Z1 + Z2 = k)

=
Ci
n
piqn�iCk�i

n
pk�iqn�k+i

Ck
2np

kq2n�k

=
Ci
n
Ck�i
n

Ck
2n
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OPTION B/L

Exercice 4-1

Pour x 2 R et n 2 N, on pose : fn(x) =
e�nx

1 + e�x
et un =

Z 1

0

fn(x) dx.

1. Calculer u0; u1, puis, pour n 2 N� , un + un�1.

2. Montrer que la suite (un) est convergente et d�eterminer sa limite.

3. Soit E l'ensemble des fonctions d�e�nies sur R de la forme x 7! a+ b:e�x+

c:e�2x, a; b; c �etant trois param�etres r�eels quelconques.

Montrer que E est un R-espace vectoriel et pr�eciser une base de E.

4. a) A toute fonction g de E, on associe la fonction g1 = '(g) d�e�nie sur R

par :

8x 2 R; g1(x) =
Z 1

0

g(t+ x)

1 + e�t
dt

Montrer que l'application ' ainsi d�e�nie est un endomorphisme de E.

Solution :

1. u0 =

Z 1

0

1
1 + e�x

dx =

Z 1

0

ex

ex + 1
dx =

�
ln(ex + 1)

�1
0
= ln e + 1

2

u1 =

Z 1

0

e�x

1 + e�x
dx =

Z 1

0

�
1� 1

1 + e�x
�
dx = 1� ln e + 1

2
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Pour n � 1, un + un�1 =

Z 1

0

e�nx � e�(n�1)x

1 + e�x
dx =

Z 1

0

e�(n�1)xdx =

1� e1�n

n� 1

2. On a, pour 0 � x � 1, 0 � fn(x) � e�nx, donc 0 � un �
Z 1

0

e�nx dx.

Ainsi : 0 � un � 1
n
(1� e�n) � 1

n
et, par encadrement, lim

n!1

un = 0.

3. Par d�e�nition E est l'espace vectoriel engendr�e par les fonctions e1 : x 7! x,

e2 : x 7! e�x et e3 : x 7! e�2x.

V�eri�ons que (e1; e2; e3) est une famille libre :

Soit (a; b; c) 2 R3 tel que : 8x 2 R; a + b:e�x + c:e�2x = 0.

? La consid�eration de la limite en +1 montre que a = 0 ;

? il reste donc 8x 2 R; b:e�x + c:e�2x = 0. On peut simpli�er par e�x et

la consid�eration de la limite en +1 donne alors b = 0 ;

? il reste 8x 2 R; c:e�2x = 0, d'o�u c = 0.

La famille est bien libre et est donc une base de E.

4. a) Notons g = �e1 + �e2 + 
e3. On a :

8x 2 R; g1 (x) =
Z 1

0

�+ �:e�(t+x) + 
:e�2(t+x)

1 + e�t
dt

= �

Z 1

0

1
1 + e�t

dt+ �:e�x
Z 1

0

e�t

1 + e�t
dt+ 
:e�2x

Z 1

0

e�2t

1 + e�t
dt

= �u0 + �u1:e
�x + 
u2:e

�2x

Par cons�equent : g1 = �u0e1 + �u1e2 + 
u2e3 2 E

De plus l'�ecriture pr�ec�edente montre que ' est lin�eaire (ce qui peut se voir

�egalement par lin�earit�e de l'int�egration), sa matrice relativement �a la base

(e1; e2; e3) �etant :

M =

0
@u0 0 0

0 u1 0

0 0 u2

1
A

Exercice 4-2

Pour tout n 2 N, on pose In =

Z 1

0

[ln(1 + x)]ndx.

1. Calculer I0 et I1 et d�eterminer lim
n!1

In.

2. A l'aide d'une int�egration par parties, �etablir une relation entre In et In+1.

3. En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, d�eterminer un �equivalent

simple de In lorsque n tend vers l'in�ni.
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Solution :

1. I0 =

Z 1

0

dx = 1.

Pour calculer I1, e�ectuons une int�egration par parties, en int�egrant x 7! 1

en x 7! 1 + x :

I1 =

Z 1

0

1: ln(1 + x) dx =
�
(1 + x) ln(1 + x)

�1
0
�
Z 1

0

1 + x

1 + x
dx = 2 ln 2� 1.

Pour 0 � x � 1, on a : 0 � ln(1 + x) � ln 2 ( et ln 2 < 1) et donc :

8n 2 N; 0 � In �
Z 1

0

(ln 2)n dx = (ln 2)n

et, par encadrement, lim
n!1

In = 0.

2. Pour n 2 N :

In+1 =

Z 1

0

1:[ln(1 + x)]n+1 dx

=
�
(1 + x)[ln(1 + x)]n+1

�1
0
� (n+ 1)

Z 1

0

[ln(1 + x)]n dx

Soit : 8n 2 N; In+1 = 2(ln 2)n+1 � (n+ 1)In

A�nons alors la majoration obtenue en 1. Pour " strictement compris entre

0 et 1, on peut �ecrire :

In+1 =

Z 1�"

0

[ln(1 + x)]n+1dx+

Z 1

1�"

[ln(1 + x)]n+1 dx

� (1� ")[ln(2� ")]n+1 + "(ln 2)n+1 � [ln(2� ")]n+1 + "(ln 2)n+1

Ainsi :
In+1

(ln 2)n+1
� "+

� ln(2� ")

ln 2

�
n+1

Le majorant a pour limite " lorsque n tend vers l'in�ni, donc pour n assez

grand
In+1

(ln 2)n+1
< 2", ce qui signi�e que lim

n!1

In+1

(ln 2)n+1
= 0.

Or on avait obtenu (n+1)In = 2(ln 2)n+1�In+1 = 2(ln 2)n+1
�
1� In+1

2(ln 2)n+1

�
et on peut donc �ecrire :

(n+ 1)In �
(1)

2(ln 2)n+1, i.e. In �
(1)

2(ln 2)n+1

n

Exercice 4-3

Soit A =

0
@ 1 1 0

1 1 1

0 �1 1

1
A 2M3(R)
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1. D�eterminer les �el�ements propres de la matrice A. La matrice A est-elle

diagonalisable ?

2. Montrer que la matrice A est semblable �a la matrice

0
@ 1 1 0

0 1 1

0 0 1

1
A.

Solution :

1. Par la m�ethode du pivot :

A� �I =

0
@ 1� � 1 0

1 1� � 1

0 �1 1� �

1
A �

0
@ 1 1� � 1

0 �1 1� �

1� � 1 0

1
A

�

0
@ 1 1� � 1

0 �1 1� �

0 2�� �
2

�� 1

1
A

Ainsi A��I est non-inversible si et seulement si (�1)(��1)�(2���2)(1��) =
0, ce qui donne, en factorisant (1� �)3 = 0.

La seule valeur propre de A est donc 1.

Si A �etait diagonalisable elle serait semblable �a I , donc serait �egale �a I , ce

qui est manifestement faux. Bref, A n'est pas diagonalisable.

En�n, A

0
@x

y

z

1
A =

0
@x

y

z

1
A()

(
x+ y = x

x+ y + z = y

�y + z = z

()
n
y = 0

x+ z = 0

Le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 1 est donc la droite engendr�ee

par le vecteur colonne

0
@ 1

0

�1

1
A.

2. On cherche donc une base (e1; e2; e3) telle que f(e1) = e1, f(e2) = e1 + e2

et f(e3) = e2 + e3, o�u f d�esigne l'endomorphisme canoniquement associ�e �a

A. Nous allons proc�eder matriciellement :

? La question pr�ec�edente montre que l'on peut prendre e1 =

0
@ 1

0

�1

1
A.

? On cherche e2 =

0
@x

y

z

1
A tel que Ae2 =

0
@ 1

0

�1

1
A+ e2, soit :

(
x+ y = 1 + x

x+ y + z = y

�y + z = �1 + z

, ou encore
n
y = 1

z + x = 0
. On peut prendre e2 =

0
@ 0

1

0

1
A.

? On cherche e3 =

0
@x

y

z

1
A tel que Ae2 =

0
@ 0

1

0

1
A+ e3, soit :
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(
x+ y = x

x+ y + z = 1 + y

�y + z = z

, ou encore
n
y = 0

z + x = 1
. On peut prendre e3 =

0
@ 1

0

0

1
A.

Il reste �a v�eri�er que (e1; e2; e3) est une base de R3 , ce qui est �evident par

�echelonnement.

Exercice 4-4

Soit X et Y des variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace probabilis�e

et suivant des lois de Bernoulli de param�etres respectifs p1 et p2.

1. Montrer que la covariance du couple (X;Y ) est comprise entre �1
4
et 1

4
.

2. On suppose que la covariance du couple (X;Y ) est nulle. Les variables

al�eatoires X et Y sont-elles ind�ependantes ?

Solution :

1. Notons � le coe�cient de corr�elation entre X et Y . On sait que �2 � 1, ce

qui s'�ecrit :

Cov2(X;Y ) � V (X)V (Y )

Or : V (X) = p1(1� p1) = p1 � p
2
1 = �(p1 � 1

2
)2 + 1

4
, donc V (X) � 1

4
(avec

�egalit�e seulement pour p1 =
1
2
).

On a de même V (Y ) � 1
4
et donc jCov(X;Y )j � 1

4
.

2. On a Cov(X;Y ) = E(XY ) � E(X)E(Y ). Mais X;Y et XY sont des

variables de Bernoulli, leur esp�erance est donc la probabilit�e qu'elles prennent

la valeur 1.

Ainsi l'hypoth�ese devient :

P [(X = 1) \ (Y = 1)] = P (XY = 1) = P (X = 1)P (Y = 1)

Ce qui signi�e que les �ev�enements (X = 1) et (Y = 1) sont ind�ependants.

D'autre part, on sait que si A et B sont ind�ependants, il en est de même de

A et B, ainsi que de A et B et �egalement de A et B.

Donc, pour tout (i; j) 2 f0; 1g2, les �ev�enements (X = i) et (Y = j) sont

ind�ependants, ce qui signi�e que X et Y sont ind�ependantes.

Exercice 4-5

On note S le R-espace vectoriel des suites r�eelles.

K est le sous-espace vectoriel des suites constantes, et parmi elles, c est la

suite constante dont le terme g�en�eral est �egal �a 1.
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T est l'application qui, �a la suite u de terme g�en�eral un, associe la suite

T (u) = v, de terme g�en�eral vn = un+1 � un.

E est le sous-ensemble de S constitu�e des suites u telles que :

8n 2 N; 4un+3 = 9un+2 � 6un+1 + un.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de S et que T (E) est inclus

dans E.

2. Montrer que T est un endomorphisme de S et que, pour toute suite v de

S, il existe une et une seule suite u de S telle que v = T (u) et u0 = �, oc �

est un r�eel �x�e quelconque.

Calculer alors un en fonction de �; n, et de termes de la suite v.

On note a la suite de S telle que T (a) = c et a0 = 0.

V�eri�er que les suites c et a appartiennent �a E.

3. Soit L l'application de E dans R3 , qui �a toute suite u de E, associe le

triplet (u0; u1; u2).

Montrer que L est une application lin�eaire. Est-elle bijective ? Quelle est la

dimension de E ?

4. Soit u un �el�ement de E. On pose v = T (u), et w = T (v).

a) Pour n 2 N, calculer wn en fonction des termes de la suite u .

Montrer que w est une suite g�eom�etrique. Exprimer wn en fonction de

n et de w0.

b) Exprimer le terme g�en�eral vn de la suite v en fonction de v0; w0 et n.

c) Exprimer de même pour n > 0, le terme g�en�eral un de la suite u en

fonction de u0; v0; w0 et n, puis en fonction de u0; u1; u2 et n.

d) Expliciter une base de E.

Solution :

1. � E contient la suite nulle, donc n'est pas vide et les propri�et�es des

op�erations dans R montrent que si u et v sont deux suites v�eri�ant la relation

de r�ecurrence d�e�nissant E, alors, pour tout scalaire �, la suite u+�v v�eri�e

encore cette relation. Donc E est stable par combinaison lin�eaire et est un

sous-espace vectoriel de S.

� Si la suite u : n 7! un appartient �a E, alors un simple d�ecalage de

l'indice montre que la suite ud : n 7! un+1 appartient aussi �a E, donc

v = T (u) = ud � u appartient aussi �a E.

2. La lin�earit�e de d : u 7! ud est �evidente et donc T = d � Id est un

endomorphisme de S.

Supposons qu'il existe une suite u de S telle que T (u) = v. Alors :
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8>>>>><
>>>>>:

u1 � u0 = v0

u2 � u1 = v1
...

un+1 � un = vn

...

()

8>>>>><
>>>>>:

u1 = u0 + v0

u2 = u1 + v1 = u0 + v0 + v1
...

un+1 = un + vn = u0 + v0 + v1 + � � �+ vn

...

La connaissance de u0 d�etermine donc parfaitement la suite u et, par

construction même on a bien T (u) = v.

On a donc u0 = � et 8n 2 N� ; un = �+
n�1P
k=0

vk.

Il est �evident que c 2 E.

La suite a �etant d�e�nie par a0 = 0 et T (a) = c, ce qui pr�ec�ede montre que

8n 2 N; an = n. Il est alors facile de v�eri�er que a 2 E.

3. La lin�earit�e de L est banale et la relation de r�ecurrence d�e�nissant E

montre (par r�ecurrence !) qu'une suite de E est parfaitement d�e�nie par ses

trois premiers termes, ce qui signi�e exactement que L est bijective. Ainsi L

est un isomorphisme de E sur R3 et E est un R-espace vectoriel de dimension

3.

4. a) Pour n 2 N; wn = vn+1 � vn et vn = un+1 � un. Donc :

8n 2 N; wn = un+2 � 2un+1 + un

Pour n 2 N; wn+1 = un+3 � 2un+2 + un+1, soit :

4:wn+1 = 9un+2 � 6un+1 + un � 8un+2 + 4un+1 = un+2 � 2un+1 + un = wn

Ainsi la suite w est g�eom�etrique de raison 1
4
et 8n 2 N; wn = w0

1
4n

.

b) On a donc : 8n 2 N� ; vn = v0 +
n�1P
k=0

wk = v0 + w0

1� ( 1
4
)n

1� 1
4

, soit :

vn = v0 +
4w0

3

�
1� 1

4n
�

et la formule est valable pour n = 0.

c) De la même fa�con : 8n 2 N� ; un = u0 +
n�1P
k=0

vk, soit :

un = u0 + n
�
v0 +

4w0

3

�
� 4w0

3

n�1P
k=0

�1
4

�
k

Ou encore : un = u0 + n
�
v0 +

4w0

3

�
� 16:w0

9

�
1� 1

4n
�

La formule �etant encore valable pour n = 0.

Il n'y a plus qu'�a remplacer v0 par u1 � u0 et w0 par u2 � 2u1 + u0, pour

obtenir une expression de la forme :

un = �+ �n+ 

1
4n

o�u �; �; 
 s'expriment en fonction de u0; u1; u2.
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d) Ce qui pr�ec�ede montre que les suites n 7! 1, n 7! n et n 7! 1
4n

forment

une famille g�en�eratrice de E. Comme E est de dimension 3, ces trois suites

forment une base de E.

Exercice 4-6

Pour tout k 2 Z, on consid�ere la fonction fk d�e�nie par :

fk(x) = x
k

:ej ln(x
2)j

1. a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de fk.

b) Etudier la continuit�e et la d�erivabilit�e de fk.

2. Soit X une variable al�eatoire �a densit�e de loi uniforme sur l'intervalle

[�2; 2].
a) D�eterminer la fonction de r�epartition et une densit�e de la variable

al�eatoire Y = ej ln(X
2)j

b) D�eterminer pour quelles valeurs du r�eel �, Y � admet une esp�erance.

Solution :

1. a) fk est d�e�nie sur R� et clairement paire pour k pair, impaire pour k

impair. Il su�t donc de faire l'�etude sur R�+ .

b) Remarquons que pour x > 0,

j ln(x2)j = 2j lnxj =
�
2 lnx si x � 1

�2 lnx si 0 < x � 1

Ainsi : 8x � 1; fk(x) = x
k+2 et 8x 2 ]0; 1]; fk(x) = x

k�2.

On note que les formules se hh recollent ii pour x = 1 et fk est continue sur

R
�

+ , donc, par sym�etrie, sur R� . De plus fk est de classe C1 sur R� nf�1; 1g.
En revanche, la d�eriv�ee �a gauche en 1 de fk vaut k� 2, tandis que sa d�eriv�ee

�a droite en 1 vaut k + 2. Ainsi fk n'est pas d�erivable en 1 (ni en �1).
(on pourrait �etudier �egalement le probl�eme du prolongement par continuit�e

en 1 et en �1 : : : )
2. a) Puisque X prend ses valeurs entre �2 et 2, la variable al�eatoire ln(X2)

prend ses valeurs entre �1 et ln 4, donc j ln(X2)j prend ses valeurs entre 0

et +1, ce qui signi�e que Y (
) = [1;+1[.

8 y � 1, on a :

FY (y) = P (Y � y) = P (j ln(X2)j � ln y) = P (� ln y � ln(X2) � ln y)

= P
�
exp(�1

2
ln y) � jX j � exp(1

2
ln y)

�
= P ( 1p

y
� jX j � py).

Il est alors n�ecessaire de distinguer deux cas :
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? Pour y � 4, on a FY (y) = P
� 1p

y
� jX j � 2] = 2�1

4
(2� 1p

y
) = 1� 1

2
p
y
.

? Pour 1 � y � 4, FY (y) = P
� 1p

y
� jX j � py] = 1

2
(
p
y � 1p

y
)

Par d�erivation, on obtient donc pour densit�e de Y :

Si y � 4, fY (y) =
1

4y
p
y
; si 1 � y < 4, fY (y) =

1
4
p
y
+ 1

4y
p
y

b) Sous r�eserve de convergence, et par le th�eor�eme de transfert :

E(Y �) =

Z +1

1

y
�
fY (y) dy

Le seul probl�eme est du �a la pr�esence de la borne in�nie et y�fY (y) �
(+1)

1
4
y
��

3
2 .

La r�egle de Riemann montre alors que Y
� admet une esp�erance si et

seulement si � v�eri�e : � � 3
2
< �1, i.e. si et seulement si � <

1
2
. En

particulier Y n'a pas d'esp�erance.

Exercice 4-7

Soit E = R2 [X ] l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur ou

�egal �a deux ; f est l'application qui associe au polynôme P de E le polynôme

Q = f(P ) d�e�ni par :

Q(X) = (X + 1)P (X + 1)� (X � 1)P (X � 1) .

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que f est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres

de f .

3. On consid�ere la suite (un)n>0 d�e�nie par :

u0 2 R, u1 = 2 ; 8n > 1; un = 1
6

�
(n+ 1)un+1 � (n� 1)un�1

�
Montrer qu'il existe un polynôme P 2 E v�eri�ant : 8n > 1; un = P (n).

En d�eduire, pour n � 1, l'expression de un en fonction de n.

Solution :

1. La lin�earit�e de f r�esulte des propri�et�es des op�erations sur les polynômes

et il su�t de v�eri�er que l'image par f des polynômes de la base canonique

de E sont encore �el�ements de E :

f(1) = (X + 1)� (X � 1) = 2 ;

f(X) = (X + 1)(X + 1)� (X � 1)(X � 1) = 4X ;

f(X2) = (X + 1)(X + 1)2 � (X � 1)(X � 1)2 = 6X2 + 2.

Ainsi f est bien un endomorphisme de E.
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2. La matrice de f relativement �a la base canonique de E est : A =0
@ 2 0 2

0 4 0

0 0 6

1
A

Cette matrice est trigonale sup�erieure, donc les valeurs de A (donc de f) se

lisent sur sa diagonale :

SpecA = Spec f = f2; 4; 6g
f a donc 3 valeurs propres et comme dimE = 3, on en d�eduit que f est

diagonalisable et en r�esolvant les syst�emes correspondants, on trouve :

E(2)(f) = Vect(2) ; E(4)(f) = Vect(X) ; E(6)(f) = Vect(2X2 + 1)

3. P 2 E convient si et seulement si P (1) = 2 et :

8n 2 N� ; (n+ 1)P (n+ 1)� (n� 1)P (n� 1)� 6P (n) = 0

Or le seul polynôme qui s'annule en tout point de l'ensemble in�ni N� est le

polynôme nul.

On doit donc chercher un polynôme P 2 E tel que P (1) = 2 et f(P ) = 6P .

La question pr�ec�edente montre que la solution est le polynôme 2
3
(2X2 + 1).

On a donc : 8n � 1; un = 4
3
n
2 + 2

3
.

Exercice 4-8

Soit b un nombre r�eel strictement positif et X une variable al�eatoire suivant la

loi normale de param�etresm et �, avecm = E(X) et �2 = V (X). D�eterminer

a pour que la probabilit�e de l'�ev�enement (a < X � a+ b) soit maximale.

Solution :

On a : (a < X � a+ b) =
�
a�m

�
<

X �m

�
� a+ b�m

�

�
. Donc

f(a) = P (a < X � a+ b) = �(a+ b�m

�
)� �(a�m

�
)

o�u � d�esigne la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant la loi

normale centr�ee r�eduite.

La fonction f est d�erivable sur R et, par d�erivation d'une fonction compos�ee :

8 a 2 R; f 0 (a) = 1
�
�0(a+ b�m

�
)� 1

�
�0(a�m

�
)

Or, 8 t 2 R;�0 (t) = '(t) = 1p
2�

exp(� t
2

2
) et donc f 0(a) est du signe de :

g(a) = exp(� (a+ b�m)2

�
2 )� exp(� (a�m)2

�
2 )

La fonction exp �etant strictement croissante, g(a) a même signe que :

� (a+ b�m)2

�
2 +

(a�m)2

�
2

donc a même signe que : �(a+ b�m)2 + (a�m)2 = �b(b+ 2a� 2m)



Option B/L 171

Comme b > 0, f 0(a) est positif pour a � 2m� b

2
et n�egatif pour a � 2m� b

2
.

Ainsi f passe par un maximum absolu strict pour a = 2m� b

2
= m� b

2
.

Le maximum valant d'ailleurs 2:�
�
b

2�

�
� 1

(Noter que le r�esultat semble clair sur un dessin repr�esentant une densit�e

d'une variable suivant la loi N (m;�), en interpr�etant la probabilit�e de

l'�enonc�e en termes d'aires.)
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