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ANALYSE

Exercice 1.

1. D�eterminer l'ensemble D des r�eels x pour lesquels l'int�egrale

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt

est convergente.

On pose alors, pour tout x 2 D : '(x) =

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt

2. a) Montrer que pour tout x 2 D : '(x) + '(x+ 1) = 1
x

b) Montrer que pour tout x 2 D : 1
2x

� '(x) � 1
x

En d�eduire lim
x!+1

'(x).

c) Soit  une application d�e�nie sur D et qui v�eri�e :

� pour tout x 2 D :  (x) +  (x+ 1) = 1
x
,

� lim
x!+1

 (x) = 0.

On pose d = '�  .

Montrer que d est 2{p�eriodique. En d�eduire que d est identiquement nulle

sur D.

3. Calculer pour tout k 2 N
� : '

�
k + 1

2

�
+ '

�
k � 1

2

�
En posant uk = (�1)k'

�
k+ 1

2

�
et en utilisant uk�uk�1, exprimer '

�
n+

1

2

�
,

puis '(n+ 1) en fonction de n.

4. En d�eduire que les s�eries
P
k>1

(�1)k�1

2k � 1
et
P
k>1

(�1)k�1

k
sont convergentes et

calculer leurs sommes respectives.
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Solution :

1. Au voisinage de 0, t
x�1

1 + t
est �equivalente �a 1

t1�x
. L'int�egrale converge donc

sur [0; 1] si et seulement si x > 0. Ainsi la fonction ' est d�e�nie sur R�+ .

2. a) Pour tout x > 0 :

'(x) + '(x+ 1) =

Z 1

0

tx + tx�1

1 + t
dt =

Z 1

0

tx�1dt = 1
x

b) Pour t 2 [0; 1], 1 6 1 + t 6 2 donne :

1
2x
6

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt 6 1

x

On en d�eduit que lim
x!+1

'(x) = 0

c) La fonction ' v�eri�e les mêmes conditions que la fonction  . Si d = '� ,
il vient, pour tout x > 0, d(x+ 1) + d(x) = 0, donc d(x + 2)� d(x) = 0.

Donc pour tout n 2 N, d(x+2n)� d(x) = 0. La fonction d tendant vers 0 en

l'in�ni, il reste �a prendre la limite lorsque n tend vers l'in�ni pour conclure

que pour tout x > 0; d(x) = 0.

3. Pour tout k 2 N
� , '

�
k + 1

2

�
+ '

�
k � 1

2

�
= 2

2k � 1
Ainsi pour tout k 2 N

� :

uk � uk�1 =
2(�1)k
2k � 1

; et un � u0 =
nP

k=1

(uk � uk�1) = 2
nP

k=1

(�1)k
2k � 1

Or, par le changement de variable t = u� 2, puis u = tan v :

u0 = '
�1
2

�
=

Z 1

0

dt
(1 + t)

p
t
= 2

Z 1

0

du
1 + u2

= �
2

Donc :

'
�
n+ 1

2

�
= 2(�1)n

��
4
�

nP
k=1

(�1)k�1

2k � 1

�
De même pour tout k 2 N

� , '(k + 1) + '(k) = 1
k
. On pose alors :

vk = (�1)k'(k) et un calcul analogue au calcul pr�ec�edent donne :

vn � v1 =
nP

k=2

(vk � vk�1) =
nP

k=1

(�1)k
k

Or : v1 = '(1) =

Z 1

0

dt
1 + t

= ln 2

ce qui donne : '(n+ 1) = (�1)n
�
ln 2�Pn

k=1

(�1)k�1

k

�
4. On d�eduit de la question 2. b que les s�eries

P
k>1

(�1)k�1

2k � 1
et
P
k>1

(�1)k�1

k

sont convergentes et que :
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1P
k=1

(�1)k�1

2k � 1
= �

4
;

1P
k=1

(�1)k�1

k
= ln 2

Exercice 2.

On consid�ere une suite (�n)n>0 de r�eels strictement positifs et deux nombres

r�eels u0 et v0. On d�e�nit les suites (un)n>0 et (vn)n>0 par r�ecurrence en

posant pour n > 1 : �
un = un�1 + �nvn�1

vn = vn�1 � �nun�1

1. Montrer que pour tout n > 1 :

u2n + v2n = (u20 + v20)
nQ

k=1

(1 + �2
k
)

2. On suppose dans cette question que pour tout n 2 N; �n = � 2 R
�
+ .

a) Montrer que les deux suites (un) et (vn) sont de même nature (c'est-�a-

dire que l'une converge si et seulement si l'autre converge).

b) En d�eduire que si (u0; v0) 6= (0; 0), alors ces deux suites divergent.

3. Soient (x1; x2; : : : ; xn), n r�eels positifs. Montrer que :
nQ

k=1

(1 + xk) � ex1+x2+���+xn

4. On suppose dans cette question que la s�erie
P
�2
n
converge.

a) Montrer que la suite (wn) d�e�nie pour tout n 2 N par wn = u2n+ v
2
n est

born�ee.

b) En d�eduire que la suite (wn) est convergente.

5. On suppose dans cette question que pour tout n 2 N; �n = 2�n

a) Pour n > 1, exprimer un en fonction de u0; v0; v1; : : : ; vn�1.

b) Pour n > 1, exprimer vn en fonction de v0; u0; u1; : : : ; un�1.

c) On suppose que u0 = 1 et v0 = 0. Montrer que les suites (un) et (vn)

sont convergentes.

Solution :

1. Avec les relations de r�ecurrence, il vient :�
u2
k
= u2

k�1 + �2
k
v2
k�1 + 2�kuk�1vk�1

v2
k
= v2

k�1 + �2
k
u2
k�1 � 2�kuk�1vk�1

D'o�u l'on tire : u2
k
+ v2

k
= (1 + �2

k
)(u2

k�1 + v2
k�1)

et par suite on a bien :

u2
n
+ v2

n
= (1 + �2

n
) : : : (1 + �2

1)(u
2
0 + v20)

Remarque : On peut aussi poser zn = un+ ivn et exprimer zk en fonction de

zk�1, la formule propos�ee traduit alors en fait une �egalit�e de modules: : :
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2. a) Supposons que la suite (un) converge vers une limite `.

Comme on a vn = 1
�
(un�un�1), on en d�eduit que la suite (vn) converge vers

0, la relation vn = vn�1 � �un�1 implique alors que ` = 0. Les deux suites

convergent vers 0.

On montrerait la même chose en supposant au d�epart que la suite (vn)

converge.

b) Supposons (u0; v0) 6= (0; 0) et que l'une des suites converge, alors les

deux suites convergent vers 0 et lim
n!1

(u2n + v2n) = 0.

Or u2n + v2n = (1 + �2)n(u20 + v20) �!
n!1

+1 et la contradiction est claire.

Les deux suites sont donc divergentes.

3. On sait que pour x > �1; ln(1 + x) 6 x, soit 1 + x 6 ex. On obtient

l'in�egalit�e demand�ee par simple multiplication.

4. a) On a (1 + �2
n) : : : (1 + �2

1) 6 e�
2
1+�

2
2+���+�

2
n 6 e

1P
k=1

�
2
k

= A.

On d�eduit alors de la question 1. : u2n + v2n 6 A(u20 + v20), la suite (wn) =

(u2
n
+ v2

n
) est donc major�ee.

b) Le r�esultat de la question 1. montre �egalement que la suite (u2n + v2n)

est croissante, elle est donc convergente.

5. a) Comme uk � uk�1 = �kvk�1, on en d�eduit :

un = u0 + v0 +
1
2
v1 + � � �+ 1

2n�1 vn�1

b) Comme vk � vk�1 = ��kuk�1, on en d�eduit :

vn = v0 �
�
u0 +

1
2
u1 + � � �+ 1

2n�1 un�1

�
c) On a u0 = 1 et v0 = 0. La s�erie de terme g�en�eral �2

k
�etant ici convergente,

on sait que la suite (u2n + v2n) est born�ee. Les suites (jun]) et (jvnj) sont

donc born�ees et les s�eries de termes g�en�eraux respectifs 1
2n
un et 1

2n
vn sont

absolument convergentes, donc convergentes.

Des r�esultats a) et b) on d�eduit alors la convergence des suites (un) et (vn).

Exercice 3.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0; 1] dans R.

Pour toute fonction f 2 E, on d�e�nit une nouvelle fonction �[f ] par, pour

tout x 2 [0; 1] :

�[f ](x) =

Z x

0

f(t) dt

1. Justi�er que �[f ] 2 E.
2. a) On note �0 = Id et pour tout n entier tel que n > 1;�n = � ��n�1.

Calculer
�
�n[f ]

�(p)
(0) (d�eriv�ee d'ordre p en 0 de �n[f ]), pour 0 6 p 6 n.
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b) En d�eduire une expression de �n[f ] �a l'aide d'une seule int�egrale.

3. Soit f 2 E et x 2 [0; 1]. Justi�er que la s�erie
P
n2N

�n[f ](x) converge.

4. Montrer que, pour toute fonction f 2 E, il existe une unique fonction

g 2 E telle que :

g ��[g] = f

Solution :

1. �[f ] n'est autre que la primitive de f qui s'annule en 0 (car f est continue).

Elle est donc d�erivable sur [0; 1] et a fortiori continue. Ainsi �[f ] 2 E, pour
tout f 2 E.
2. a) La fonction �[f ] est caract�eris�ee par : (�[f ])0 = f et �[f ](0) = 0, donc :�

�[f ](0) = 0

(�[f ])0(0) = f(0)

Supposons que pour un certain k > 0, �k[f ] soit caract�eris�ee par :�
�k[f ](0) = 0

(�k[f ])0 = �k�1[f ]

Alors �k+1[f ](x) =

Z
x

0

�k[f ](t) dt v�eri�e :�
�k+1[f ](0) = 0

(�k+1[f ])0 = �k[f ]
Ainsi, pour tout entier p > 0 :

(�k[f ])(p) = (�k�1[f ])(p�1) = � � � =
�
0 si p < k

f(0) si p = k

b) La formule de Taylor avec reste int�egral nous donne, pour tout entier

naturel n, et tout x 2 [0; 1] :

�n[f ](x) =
n�1P
p=0

(�n[f ])(p)(0)x
p

p!
+

Z x

0

(�n[f ])(n)(t)
(x � t)n�1

(n� 1)!
dt

ou, pour n > 1 :

�n[f ](x) =

Z x

0

f(t)
(x� t)n�1

(n� 1)!
dt

3. Pour tout x 2 [0; 1] :

j�n[f ](x)j 6 sup
x2[0;1]

jf(x)j
Z x

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
dt 6 1

n!
sup

x2[0;1]
jf(x)j

qui est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente. Les th�eor�emes de comparai-

son des s�eries �a terme positifs permettent de conclure �a la convergence de la

s�erie
P

�n[f ](x).

4. Proc�edons par analyse/synth�ese. Supposons que g soit solution de l'�equation

g ��[g] = f . Alors pour tout k > 0, �k[g]��k+1[g] = �k[f ].
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Sommons ces relations pour k dans f0; 1; : : : ; ng. Il vient, par t�elescopage :

g ��n+1[g] =
nP

k=0

�k[f ]

Par la question pr�ec�edente, pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

�n+1[g](x) = 0. Donc,

si g existe, alors g =
1P
k=0

�k[f ].

Posons alors g =
1P
k=0

�k[f ]. La fonction g existe d'apr�es la question 3.

Montrons que g v�eri�e l'�equation g � �[g] = f . �A cet e�et, notons, pour

n > 0, gn =
nP

k=0

�k[f ]. On sait que pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

gn(x) = g(x)

et que :

gn ��[gn] = �0[f ]��n+1[f ] = f � �n+1[f ]

On conclut par le fait que pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

�n+1[f ](x) = 0.

Montrons en�n la continuit�e de g sur [0; 1]. Notons M = sup
x2[0;1]

jf(x)j. Soit

x 2 [0; 1], h 2 R tel que x+ h 2 [0; 1]. Alors :

jg(x+ h)� g(x)j 6
+1P
n=1

���Z x+h

0

(x+ h� t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt�

Z x

0

(x � t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt

���
+ jf(x+ h)� f(x)j

jg(x+ h)� g(x)j 6
+1P
n=1

M
(n� 1)!

�Z
x

0

((x+ h� t)n�1 � (x� t)n�1) dt

�

+
+1P
n=1

M
(n� 1)!

 Z
x+h

x

(x + h� t)n�1 dt

!
+ jf(x+ h)� f(x)j

jg(x+ h)� g(x)j 6 jf(x+ h)� f(x)j+
+1P
n=1

M
n!

[(�hn + (x+ h)n � xn) + hn]

6 jf(x+ h)� f(x)j+M
�
e�h � 1 + ex+h � ex + h(eh � 1)

�
Cette derni�ere quantit�e tend vers 0 lorsque h tend vers 0 par continuit�e de f

et de la fonction exponentielle.

Ainsi g =
1P
k=0

�k[f ] est l'unique solution de l'�equation propos�ee.

Exercice 4.

Soit F la fonction d�e�nie par : F (x) =

Z +1

0

e�x tp
1 + t2

dt

1. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de la fonction F .

2. �Etudier le sens de variation de la fonction F .

3. D�eterminer la limite de F en +1.

4. a) Justi�er, pour x 2 D, la convergence des int�egrales :
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G(x) =

Z +1

x

e�u

u
du et I =

Z 1

0

e�u � 1
u

du

Montrer que G(x) = � lnx + G(1) + I + o(1), en d�eduire que G(x) est

�equivalent �a � lnx lorsque x tend vers 0 par valeurs sup�erieures.

b) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

H(x) =

Z +1

0

e�xt

t+ 1
dt

et d�eduire du a) que H(x) est �equivalent �a � lnx lorsque x tend vers 0 par

valeurs sup�erieures.

c) Calculer la d�eriv�ee de la fonction g(t) = ln
�
t +

p
1 + t2

�
et en d�eduire

la valeur de l'int�egrale :

J =

Z +1

0

�
1p
1 + t2

� 1
1 + t

�
dt

d) En d�eduire un �equivalent de F (x) quand x tend vers 0 par valeurs

sup�erieures.

Solution :

1. La fonction fx : t 7! e�xtp
1 + t2

est continue sur R+ , donc int�egrable sur

tout segment de cet intervalle.

Au voisinage de +1, fx(t) � gx(t) =
e�xt

t
.

� si x < 0, lim
t!+1

tgx(t) = +1, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale n'existe pas.

� si x = 0, fx(t) � 1
t
, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale n'existe pas.

� si x > 0, lim
t!+1

t2gx(t) = 0, ce qui entrâ�ne l'existence de l'int�egrale.

Le domaine de d�e�nition D de F est donc R�+ .

2. La fonction F est strictement d�ecroissante sur D, puisque si 0 < x < y,

alors, pour tout t > 0 : e�xtp
1 + t2

> e�ytp
1 + t2

et la continuit�e des fonctions

�a int�egrer permet de conclure �a l'in�egalit�e stricte pour les int�egrales :

F (x) > F (y)

3. On a : 0 6 F (x) 6

Z 1

0

e�xt dt = 1
x
. Donc :

lim
x!+1

F (x) = 0

4. a) Comme x > 0, u 7! e�u

u
est continue sur [x;+1[, donc int�egrable sur

tout segment de cet intervalle. De plus lim
u!+1

u2 e
�u

u
= 0 entrâ�ne l'existence

de G(x), pour tout x 2 D.
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La fonction u 7! e�u � 1
u

est continue sur l'intervalle ]0; 1] et admet un

prolongement par continuit�e en 0 par 1 (faire un DL). Le r�eel I existe donc.

Calculons G(x) + lnx�G(1)� I . Par la relation de Chasles et lnx =

Z x

1

dt
t
,

il vient :

G(x) + lnx�G(1)� I = �
Z x

0

e�u � 1
u

du

La fonction u 7! e�u � 1
u

�etant continue sur [0; 1], elle y est major�ee par une

constante M > 0, et :

jG(x) + lnx�G(1)� I j 6Mx = o(1)

On a donc G(x) + lnx = C + o(1) = O(1) = o(ln x) au voisinage de 0+.

b) La fonction t 7! e�xt

t+ 1
est continue sur R+ . De plus , lim

t!+1
t2 e�xt

t+ 1
= 0,

pour tout x 2 D. D'o�u l'existence de H sur D.

E�ectuons le changement de variable a�ne u = t+ 1. Il vient :

H(x) =

Z +1

1

e�x(u�1)

u
du = exG(x)

On conclut en remarquant que lim
x!0

ex = 1.

c) Un calcul imm�ediat donne : g0(t) = 1p
1 + t2

, d'o�u :

J =

Z +1

0

� 1p
1 + t2

� 1
1 + t

�
dt =

h
ln
� t+p1 + t2

1 + t

�i+1
0

= ln 2

d) Remarquons que :

jF (x) �H(x)j =
���Z +1

0

e�xt
� 1p

1 + t2
� 1

1 + t

�
dt
��� 6 J = ln 2

Donc F (x) + lnx = o(ln x), i.e. :

F (x) �
(0+)

� lnx

Exercice 5.

On pose pour tout couple (x; y) de r�eels strictement positifs :

f(x; y) =

Z +1

�1

et dt
(x:et + 1)(y:et + 1)

:

1. a) V�eri�er la convergence de l'int�egrale ci-dessus.

b) Pour x > 0, calculer f(x; x).

2. Soient x et y deux r�eels strictement positifs distincts.

a) Montrer qu'il existe un unique couple de r�eels (a; b) tel que pour tout

t 2 R on ait :
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1
(x:et + 1)(y:et + 1)

= a
x:et + 1

+ b
y:et + 1

:

On exprimera a et b en fonction de x et y.

b) En d�eduire la valeur de f(x; y).

3. Etudier l'existence de d�eriv�ees partielles pour f .

La fonction f est-elle de classe C1 sur son domaine de d�e�nition ?

Solution :

1. a) La fonction g : t 7! et

(xet + 1)(yet + 1)
est continue sur R.

? Au voisinage de +1, g(t) � e�t

xy
, fonction dont l'int�egrale converge.

? Au voisinage de �1, g(t) � et, fonction dont l'int�egrale converge

�egalement.

Les th�eor�emes de comparaison des int�egrales de fonctions positives permet-

tent de conclure : f(x; y) est bien d�e�ni pour x > 0 et y > 0.

b) Comme x > 0, on peut �ecrire :

f(x; x) =

Z +1

�1

et dt
(xet + 1)2

= 1
x

Z +1

�1

xet dt
(xet + 1)2

Une primitive de t 7! xet

(xet + 1)2
est t 7! �1

xet + 1
, ce qui permet de conclure :

f(x; x) =

Z +1

�1

et dt
(xet + 1)2

= 1
x

2. a) En r�eduisant au même d�enominateur, on obtient :

1 = (ay+bx)et+(a+b) = 1. Les fonctions (t 7! 1; t 7! et) �etant ind�ependantes,

ceci est �equivalent �a : �
a+ b = 1

ay + bx = 0
D'o�u :

a = x
x� y

; b =
y

y � x

b) Une primitive de t 7! et

xet + 1
est t 7! 1

x
ln(xet + 1). Ceci permet de

calculer f(x; y). Pour tout x 6= y, on obtient :

f(x; y) = 1
x� y

lim
A!+1;B!�1

h
ln
�x:et + 1
y:et + 1

�iA
B

= 1
x� y

(ln x
y
� ln 1). Soit :

x 6= y =) f(x; y) =
lnx� ln y
x� y

3. Pour tout x 6= y, on a imm�ediatement :
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@f
@x

(x; y) =
1
x
(x� y)� lnx+ ln y

(x� y)2
;
@f
@y

(x; y) =

1
y
(y � x)� ln y + lnx

(x� y)2

En (a; a), on a :

@f
@x

(a; a) = limh!0
f(a+ h; a)� f(a; a)

h
= lim

h!0

ln(a+ h)� ln a� h

a

h2

Or un d�eveloppement limit�e de ln(a+ h) = ln a+ ln(1 + h
a
) au voisinage de

0 donne :

ln(a+ h) = ln a+ h
a
� h2

2a2
+ o(h2)

D'o�u :
@f
@x

(a; a) = � 1
2a2

Par un calcul identique, ou par sym�etrie des rôles de x et y, il vient :

@f
@y

(a; a) = � 1
2a2

Ainsi f admet des d�eriv�ees partielles en tout point de son domaine.

? On sait que f est de classe C1 sur D si et seulement si les d�eriv�ees

partielles (x; y) 7! @f
@x

(x; y) et (x; y) 7! @f
@y

(x; y) sont continues sur D.

Il est �evident qu'en tout point (x; y) avec x > 0; y > 0; x 6= y, ces fonctions

sont continues comme quotient de fonctions continues dont le d�enominateur

ne s'annule pas.

Pour x 6= y, on a :

ln y = lnx+ 1
x
(y � x)� 1

2x2
(y � x)2 + o((y � x)2)

Donc :
@f
@x

(x; y) = � 1
2x2

+ o(1)

Ainsi, lorsque (x; y) tend vers (a; a) :
@f
@x

(x; y)! � 1
2a2

=
@f
@x

(a; a)

Le calcul est identique pour
@f
@y

(x; y). Ceci nous assure que f est de classe

C1 sur R�+ � R
�
+ .

Exercice 6.

On consid�ere la fonction f d�e�nie sur R� par :

f : x 7�! exp
�
� 1
jxj
�

o�u exp d�esigne la fonction exponentielle.

1. Montrer que f admet un prolongement par continuit�e en 0. On note g ce

prolongement.

2. Montrer que g est de classe C1 sur R.
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3. Montrer qu'il existe une suite de polynômes (Pn)n>0, �a coe�cients entiers

et dont on pr�ecisera les degr�es, telle que pour tout entier naturel n et tout

r�eel strictement positif x on ait :

g(n)(x) = Pn
� 1
x

�
g(x):

4. Montrer que g est de classe C1 sur R.

5. On d�e�nit le type poly=ARRAY[0..20]OF INTEGER ;

On d�esire faire calculer �a l'ordinateur le polynôme P10.

a) Soit A une variable de type poly. Ecrire une proc�edure permettant de

modi�er les coe�cients de A, de sorte que s'il y a au d�epart dans A les

coe�cients de Pn, ceux-ci soient remplac�es par ceux de Pn+1.

b) A l'aide de cette proc�edure, �ecrire un programme permettant de calculer

et d'a�cher les coe�cients de P10.

Solution :

1. On a lim
x!0

f(x) = 0. On pose donc g(0) = 0.

2. La fonction g est de classe C1 sur R� et :

? pour x > 0; g0(x) = 1
x2

exp(�1=x)

? pour x < 0; g0(x) = � 1
x2

exp(1=x)

On a alors (limite classique) lim
x!0

g0(x) = 0 et g �etant continue en 0, par

th�eor�eme, g est de classe C1 en 0, avec g0(0) = 0.

Finalement g est de classe C1 sur R.

3. Montrons, par r�ecurrence sur n, l'existence de Pn, �a coe�cients entiers,

avec degPn = 2n :

? Comme g(0)(x) = g(x), la propri�et�e est vraie au rang 0, avec P0 = 1.

? Supposons le r�esultat acquis pour un certain rang n. Alors :

8x > 0; g(n)(x) = Pn
� 1
x

�
g(x)

On en d�eduit :

8x > 0; g(n+1)(x) = � 1
x2
P 0
n

� 1
x

�
g(x) + Pn(x)g

0(x)

i.e. :

8x > 0; g(n+1)(x) =
�
� 1
x2
P 0
n

� 1
x

�
+ Pn(x)

1
x2
�
g(x)

Ce qui donne le r�esultat au rang n+ 1, avec Pn+1(x) = x2
�
Pn(x) � P 0

n
(x)
�

et Pn+1 est de degr�e 2n+ 2 = 2(n+ 1) et est bien �a coe�cients entiers.

On conclut donc par le principe de r�ecurrence.

4. Par limites classiques, on a pour tout entier n, lim
x!0+

g(n)(x) = 0.
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On proc�ede de même sur R� , ou, mieux, on invoque la parit�e de g qui montre

que g(n) a même parit�e que n.

Par cons�equent lim
x!0

g(n)(x) = 0 et par it�eration du th�eor�eme pr�ec�edent, on

en d�eduit que g est de classe C1 sur R avec, pour tout n, g(n)(0) = 0.

5. a) et b)

Program ESCP06 ;

Uses Crt ;

Type poly=Array[0..20] of Longint ; Var P :poly ; i,k : Integer ;

Procedure rangsuivant (Var A :poly) ;

Var i : Integer ; B :poly ;

Begin

B[0] :=0 ; B[1] :=0

For i :=0 to 18 do B[i+2] :=A[i]-(i+1)*A[i+1] ;

For i :=0 to 20 do A[i] :=B[i] ;

End ;

Begin

For k :=0 to 20 do P[k] :=0 ;

P[0] :=1

For k :=1 to 10 do rangsuivant(P) ;

For i :=0 to 20 do write(P[i], ' ') ;

End.

Exercice 7.

1. a) Montrer que si x est un r�eel de ]�1; 1[ et n un entier naturel non nul :
nP

k=1

xk

k
= � ln(1� x)�

Z
x

0

tn

1� t
dt

b) En d�eduire que pour tout x 2 ]�1; 1[, la s�erie
P
n>1

xn

n
est convergente et

que :
1P
n=1

xn

n
= � ln(1� x)

c) Soit y 2
� 1p

2
;
p
2
�
. On pose u =

y � 1
y + 1

. Montrer que :

ln(y) = 2
1P
n=0

u2n+1

2n+ 1

d) Compl�eter, en langage Pascal, l'�ecriture de la fonction :

FUNCTION Serie(y : REAL) : REAL ;

qui rend comme r�esultat : 2
6P

n=0

u2n+1

2n+ 1
o�u u =

y � 1
y + 1

.

2. a) Montrer que tout r�eel strictement positif x s'�ecrit de fa�con unique sous

la forme :
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x = 2k�
p
2�y

avec k entier relatif et y 2
� 1p

2
;
p
2
�
.

b) Dans un programme en Pascal, on a d�eclar�e deux constantes R2 et L2

contenant des valeurs approch�ees de
p
2 et de ln 2. Dans les sous-programmes

�a compl�eter ci{dessous, il est demand�e de n'utiliser que les quatre op�erations

de base (+;�;�; =).
i) Compl�eter l'�ecriture de la proc�edure :

PROCEDURE Decompose(x : REAL ; VAR k : INTEGER ; VAR y : REAL) ;

qui pour x > 0 d�etermine k et y d�e�nis en a).

ii) Compl�eter l'�ecriture de la fonction :

FUNCTION LnApprox(x : REAL) : REAL ;

qui, pour x > 0 renvoie comme r�esultat une valeur approch�ee de lnx obtenue

�a partir de l'�ecriture de x vue en a) et utilisant Decompose et Serie.

Solution :

1. a)
nP

k=1

xk

k
=

nP
k=1

Z x

0

tk�1 dt =

Z x

0

1� tn

1� t
dt =

Z x

0

dt
1� t

�
Z x

0

tn

1� t
dt.

Comme

Z x

0

dt
1� t

= � ln(1� x), on a le r�esultat souhait�e.

b) Pour tout t compris entre 0 et x, on a
��� tn

1� t

��� 6 jxjn
1� jxj , d'o�u���Z x

0

tn

1� t
dt
��� 6 jxjn+1

1� jxj �!n!1
0

On a donc
nP

k=1

xk

k
�!
n!1

� ln(1� x)

c) L'application f d�e�nie sur [1=
p
2;
p
2[ par f(y) =

y � 1
y + 1

= 1� 2
y + 1

est

continue et strictement croissante, donc r�ealise une bijection de son domaine

de d�e�nition sur [f(1=
p
2); f(

p
2)] = [�(

p
2� 1)2; (

p
2 + 1)2[.

De plus f�1 est d�e�nie sur ce domaine par f�1(u) = 1 + u
1� u

.

Donc si y 2 [1=
p
2;
p
2[ et u = f(y), on a u 2 [�(

p
2�1)2; (

p
2+1)2[� ]�1; 1[

et donc :

ln y = ln
�1 + u
1� u

�
= ln(1 + u)� ln(1� u)

=
1P
k=1

(�1)k�1 uk

k
+

1P
k=1

uk

k
=

1P
k=1

((�1)k�1 + 1)uk

k

Soit
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ln y =
1P
n=0

2:u2n+1

2n+ 1

d) On utilise l'algorithme de Horner.

Function Serie(y :real) : real ;

Const n=6 ; Var u,u2,aux : real ; i : integer ;

Begin

u := (y-1)/(y+1) ; u2 := Sqr(u) ; aux := 1/(2*n+1) ;

For i := (n-1) Doxnto 0 do aux := aux*u2+1/(2*i+1) ;

Serie := aux*2*u ;

End ;

Remarque : on peut montrer que sur le domaine consid�er�e, l'erreur commise

en rempla�cant ln y par Serie(y) est major�ee par 5:10�13.

2. a) Analyse : si x = 2k
p
2:y, avec k 2 Z et y 2 [1=

p
2;
p
2[, alors

2k 6 x < 2k+1 et donc n�ecessairement k = b lnx
ln 2

c et y = x
2k
p
2
.

Synth�ese : soit x > 0, posons k = b lnx
ln 2

c et y = x
2k
p
2
, alors on a : k 2 Z et

2k 6 x < 2k+1, donc y 2 [1=
p
2;
p
2[.

Ce qui donne l'existence et l'unicit�e cherch�ees.

b) i) On encadre, par essais successifs, x entre deux puissances successives

de 2 : il y a deux cas �a envisager selon la position de x par rapport �a 1.

Procedure Decompose(x : Real ; Var k : Integer ; Var y : Real) ;

Var z : Real ;

Begin

If x>=1

Then Begin

k := 0 ; z := x ;

While(z>=2) Do Begin z :=z/2 ; k := k+1 End ;

End

Else

Begin

k :=-1 ; z := 2*x ;

While (z<1) Do Begin z :=z*2 ; k := k-1 End ;

End

y :=z/R2 ;

End ;

ii) Function Lnapprox(x :Real) :Real ;

Var k : Integer ; y : Real ;

Begin

Decompose(x,k,y) ;

Lnapprox := (k+1/2)*L2+serie(y) ;
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End ;

Exercice 8.

On consid�ere la suite r�eelle (un)n2N v�eri�ant u0 = u1 = 3
2

et, pour tout

n 2 N, un+2 = 1 +
p
un+1un.

1. Montrer que la suite (un)n2N est bien d�e�nie et que tous ses termes sont

sup�erieurs ou �egaux �a 3
2
�

2. Montrer que la suite (un)n2N est croissante. Que peut-on en d�eduire quant

�a sa limite �eventuelle ?

3. a) Montrer que, pour tout n 2 N, un+1 � un 6 1.

b) En d�eduire que, pour tout n 2 N,
un+1

un
6 5

3
�

4. a) Montrer que, pour tout n 2 N, un+2 � un > 1.

b) En d�eduire que, pour tout n 2 [[2;+1[[ :

un+1 � un >

p
un�1p

un +
p
un�2

>
1q
5
3
+ 1

�

5. D�eduire des r�esultats pr�ec�edents que, quand n tend vers +1, un = O(n),
n = O(un) et un+1 � un.

Solution :

1. On consid�ere la proposition Pn suivante : hhn appartient au domaine de

d�e�nition de la suite (un)n2N et un > 3=2 ii

? P0 et P1 sont v�eri��ees par d�e�nition.

? Montrons que pour tout n 2 N;Pn et Pn+1 =) Pn+2. En e�et, par

hypoth�ese, un et un+1 sont positifs ; l'image de n+ 2 par la suite u est donc

d�e�nie et :

un+2 = 1 +
p
un+1un > 1 + 3

2
> 3

2
On conclut, par le principe de r�ecurrence, que la suite (un)n2N est bien d�e�nie

et que pour tout n 2 N, un >
3
2
.

2. Montrons le r�esultat demand�e par r�ecurrence sur n.

� u0 = u1 = 3=2 et u2 = 5=2 > u1.

� un+2 � un+1 =
p
un(

p
un+1 � p

un�1) > 0, en utilisant l'hypoth�ese de

r�ecurrence un�1 > un > un+1, on en d�eduit un+2 > un+1.

On conclut que la suite (un) est croissante.

Supposons que la suite (un)n2N converge vers `. Alors ` > 3=2. La suite

(unun+1)n2N converge, elle, vers `2, et par continuit�e de la fonction racine,

la suite (
p
unun+1)n2N converge vers j`j = `. On en d�eduit que ` = 1 + `, ce

qui est absurde.
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Ainsi, la suite (un)n2N n'admet pas de limite, mais comme elle est croissante,

elle tend vers l'in�ni.

3. a) Pour tout n > 1,

un+1 � un = 1� un +
p
unun�1 = 1�p

un(
p
un �p

un�1) 6 1

par croissance de la suite (un)n2N et de la fonction racine carr�ee.

D'autre part u1 � u0 = 0 < 1. Ainsi, pour tout n 2 N, un+1 � un 6 1.

b) On a alors, pour tout n 2 N :
un+1

un
6

1 + un
un

= 1 + 1
un
6 1 + 2

3
= 5

3

4. a) Pour tout n 2 N :

un+2 � un = 1� un +
p
un+1un = 1 +

p
un(

p
un+1 �

p
un) > 1

pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment.

b) Pour tout n > 2 :

un+1 � un =
p
un�1(

p
un �p

un�2) =

p
un�1p

un +
p
un�2

(un � un�2)

Donc :
un+1 � un >

p
un�1p

un +
p
un�2

=
1q

un

un�1
+
q

un�2

un�1

> 1p
5=3 + 1

puisque un
un�1

6 5
3
; et

un�2

un�1
6 1.

5. ? En sommant terme �a terme les in�egalit�es uk+1 � uk 6 1, pour tout k de

f0; 1; : : : ; n� 1g, on obtient pour tout n 2 N
� , un 6 u0 + n. Ce qui entrâ�ne

que un = O(n), pour n tendant vers l'in�ni.

? un+1 � un >
1p

5=3 + 1
donne pour n > 2, un > u2 + (n� 2) 1p

5=3 + 1
et

donc n = O(un) pour n tendant vers l'in�ni.

? Par les questions 1., 2., 3. a), on obtient 1 6
un+1

un
6 1+ 1

un
, ce qui entrâ�ne

que un+1 � un, pour n tendant vers l'in�ni.

Exercice 9.

1. Soit f : [0;+1[ ! R une fonction continue et d�ecroissante telle que

l'int�egrale

Z +1

0

f(x) dx converge.

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +1.

b) Montrer que, pour tout r�eel h > 0 et tout N 2 N
� :

h
NP
n=1

f(nh) 6

Z
Nh

0

f(x) dx 6 h
N�1P
n=0

f(nh).

c) En d�eduire que, pour tout r�eel h > 0, la s�erie de terme g�en�eral f(nh)

converge et que :
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�hf(0) + h
+1P
n=0

f(nh) 6

Z +1

0

f(x) dx 6 h
+1P
n=0

f(nh)

d) Montrer que, quand h tend vers 0 par valeurs sup�erieures :
+1P
n=0

f(nh) � 1
h

Z +1

0

f(x) dx

2. a) Montrer que la s�erie
P
n2N

tn
2

converge pour tout r�eel t 2 ]�1; 1[.

b) Montrer que, quand t tend vers 1 par valeurs inf�erieures,
+1P
n=0

tn
2 �

1
2

q
�

1� t
�

Solution :

1. a) ? Supposons qu'il existe a tel que f(a) < 0, alors 8 t > a; f(t) 6 f(a)

et donc : 8x > a;

Z x

a

f(t) dt 6

Z x

a

f(a) dt = (x � a)f(a) �!
x!+1

�1, ce qui

contredit la convergence de l'int�egrale

Z +1

0

f(t) dt.

? Ainsi f est d�ecroissante et positive, donc admet une limite ` > 0 en +1.

Supposons que ` > 0, alors

Z x

0

f(t) dt >

Z x

0

` dt = `x �!
x!+1

+1, ce qui

contredit �a nouveau la convergence de l'int�egrale. Bref :

f est positive de limite nulle en +1
b) Par d�ecroissance de f :

hf
�
(n+ 1)h

�
6

Z (n+1)h

nh

f(t) dt 6 hf(nh)

En sommant, il vient bien :

h
NP
n=1

f(nh) 6

Z
Nh

0

f(x) dx 6 h
N�1P
n=0

f(nh)

c) Soit I =

Z +1

0

f(t) dt. Comme f > 0,

Z
Nh

0

f(t) dt 6 I , donc :

NP
n=1

f(nh) 6 I
h

La s�erie de terme g�en�eral f(nh) �etant �a termes positifs, elle converge. Par

passage �a la limite dans l'encadrement pr�ec�edent, il vient :

�hf(0) + h
+1P
n=0

f(nh) 6

Z +1

0

f(x) dx 6 h
+1P
n=0

f(nh)
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d) Ainsi I 6 h
1P
n=0

f(nh) 6 I + f(0)h et, par encadrement :

lim
h!0+

h
1P
n=0

f(nh) = I

Si f 6= 0, on a I > 0 et :
1P
n=0

f(nh) �
(h!0+)

1
h

Z +1

0

f(t) dt.

Le r�esultat reste banalement vrai si f est la fonction nulle !

2. a) Soit t 2 ]�1; 1[. Pour tout n 2 N, jtn2 j 6 jtjn, donc la s�erie de terme

g�en�eral tn
2

est (absolument) convergente.

b) On �ecrit alors, pour t 2 ]0; 1[ : tn
2

= en
2 ln t = e�(n

p
� ln t )2 .

Or la fonction f : x 7! e�x
2

est continue et d�ecroissante sur R+ , d'int�egrale

convergente, avec

Z +1

0

f(t) dt =

p
�
2

.

Lorsque t tend vers 1 par valeurs inf�erieures, � ln t tend vers 0 par valeurs

sup�erieures. On peut donc appliquer ce qui pr�ec�ede et :

1P
n=0

tn
2 � 1p

� ln t

p
�
2

�
p
�
2

1p
1� t

Exercice 10.

Soient a et b deux r�eels v�eri�ant 0 < a < b.

On consid�ere une fonction continue f : ]0;+1[! R dont on suppose que :

(i) :

Z 1

0

f(t)
t

dt converge ou (i') : lim
t!0+

f(t) existe et est r�eelle (on la note

alors `),

et que :

(ii) :

Z +1

1

f(t)
t

dt converge ou (ii') : lim
t!+1

f(t) existe et est r�eelle (on la

note alors L).

1. a) Montrer que, pour tous r�eels x et y v�eri�ant 0 < x < y,Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z bx

ax

f(u)
u

du�
Z by

ay

f(u)
u

du

b) Montrer que, si (i) est vraie, alors lim
x!0+

Z
bx

ax

f(u)
u

du = 0,

et que, si (i') est vraie, alors lim
x!0+

Z bx

ax

f(u)� `
u

du = 0.

c) Montrer que, si (ii) est vraie, alors lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)
u

du = 0,
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et que, si (ii') est vraie, alors lim
y!+1

Z by

ay

f(u)� L
u

du = 0.

d) D�eduire des r�esultats pr�ec�edents que l'int�egrale I =

Z +1

0

f(at)� f(bt)
t

dt

converge et d�eterminer dans chaque cas sa valeur.

2. Que peut-on dire de l'int�egrale

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt ?

Solution :

1. a)

Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z y

x

f(at)
t

dt�
Z y

x

f(bt)
t

dt

A l'aide de changements de variable lin�eaires :Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z ay

ax

f(u)
u

du�
Z by

bx

f(u)
u

du

puis, par la relation de Chasles :Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z bx

ax

f(u)
u

du�
Z by

ay

f(u)
u

du

b) ? Si i) est vraie , alors

Z bx

ax

f(u)
u

du =

Z 1

ax

f(u)
u

du �
Z 1

bx

f(u)
u

du, et en

faisant tendre x vers 0 les deux termes ont la même limite, donc la di��erence

a pour limite 0.

? Si i') est vraie, alors :���Z bx

ax

f(u)� `
u

du
��� 6 Z bx

ax

jf(u)� `j
u

du 6 max
[ax;bx]

jf(u)� `j
Z

bx

ax

du
u

6 max
[ax;bx]

jf(u)� `j ln b
a

Or, comme f est continue, max
[ax;bx]

jf(u) � `j est un nombre de la forme

jf(cx) � `j, avec cx 2 [ax; bx], nombre qui tend vers 0 lorsque x tend vers

0. Il en est donc de même de jf(cx)� `j et, par cons�equent :

lim
x!0+

Z bx

ax

f(u)� `
u

du = 0

c) ? De la même fa�con, si ii) est vraie, on peut �ecrire :Z
by

ay

f(u)
u

du =

Z +1

ay

f(u)
u

du �
Z +1

by

f(u)
u

du et ces deux int�egrales �etant

de limite nulle lorsque y tend vers +1 (restes d'int�egrales convergentes), il

vient :

lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)
u

du = 0
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? Si ii') est vraie, alors :���Z by

ay

f(u)� L
u

du
��� 6 Z by

ay

jf(u)� Lj
u

du 6 max
[ay;by]

jf(u)� Lj
Z by

ay

du
u

6 max
[ay;by]

jf(u)� Lj ln b
a

Or, comme f est continue, max
[ay;by]

jf(u) � Lj est un nombre de la forme

jf(cy) � Lj, avec cy 2 [ay; by], nombre qui tend vers +1 lorsque y tend

vers +1. Donc jf(cy)� Lj a pour limite 0 et, par cons�equent :

lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)� L
u

du = 0

d) Il su�t de mettre les r�esultats pr�ec�edents hhbout �a bout ii en remarquant

que, pour toute valeur de K :

Z bu

au

K
t
dt = K ln b

a
. D'o�u :

? Si i) et ii) sont vraies I = 0 ;

? Si i') et ii) sont vraies I = ` ln b
a
;

? Si i) et ii') sont vraies I = �L ln b
a
;

? Si i') et ii') sont vraies I = (`� L) ln b
a
.

2. Dans le cas pr�esent, les hypoth�eses i') et ii') sont v�eri��ees, donc :

I =

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt converge et vaut ln b

a

(Ces int�egrales sont appel�ees int�egrales de Frullini.)

Exercice 11.

Repr�esenter dans R2 l'ensemble des points de coordonn�ees (x; y) tels que

l'int�egrale I =

Z +1

0

tx

1 + ty
dt converge.

Solution :

Comme tx = ex ln t, la fonction t 7! tx

1 + ty
est continue sur ]0;+1[, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

� pour t au voisinage de 0+ :

si y > 0, tx

1 + ty
� tx. L'int�egrale converge si et seulement si x > �1.

si y = 0, tx

1 + ty
� tx

2
. L'int�egrale converge si et seulement si x > �1.

si y < 0, tx

1 + ty
� 1
ty�x

. L'int�egrale converge si et seulement si y � x < 1.
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� pour t au voisinage de +1 :

si y > 0, tx

1 + ty
� 1
ty�x

. L'int�egrale converge si et seulement si y � x > 1.

si y = 0, tx

1 + ty
� tx

2
. L'int�egrale converge si et seulement si x < �1.

si y < 0, tx

1 + ty
� tx. L'int�egrale converge si et seulement si x < �1.

En conclusion, l'int�egrale I existe si et seulement si les deux int�egrales

Z 1

0

etZ +1

1

convergent, soit :

(y > 0 et x > �1 et y > x+ 1) ou

(y < 0 et x < �1 et y < x+ 1).

La repr�esentation graphique s'en d�eduit.

Exercice 12.

On pose, pour tout n 2 N, In =

Z +1

0

xn:e�x
2
=2 dx.

1. V�eri�er que l'int�egrale In converge.

2. D�eterminer une relation entre In+2 et In.

En d�eduire les valeurs de I2n+1 et de I2n, puis de
I2n
I2n+1

.

3. a) Montrer que pour tout n > 1 :Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx

b) Montrer que pour tout n > 1 :

n�
n+2
2 In+1 � n�

n+1
2 In = 1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

c) En d�eduire que pour tout n > 1 :

0 6
p
n:In 6 In+1

4. Montrer que pour tout n > 1 :q
1� 1

2n
6

p
�n
4n

Cn
2n 6 1

En d�eduire un �equivalent de Cn
2n lorsque n tend vers +1.

5. En admettant la formule de Stirling : n! �
(1)

nne�n
p
2�n, retrouver le

r�esultat pr�ec�edent.

Solution :
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1. La fonction x 7! xn:e�x
2
=2 est continue sur [0;+1[, pour tout n 2 N, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

lim
x!+1

x2:xn:e�x
2
=2 = 0, ce qui entrâ�ne l'existence de In; n 2 N, par

comparaison avec une int�egrale de r�ef�erence de Riemann.

2. Il su�t de faire une int�egration par parties sur un intervalle de la forme

[0; A], puis de faire tendre A vers l'in�ni, pour obtenir In+2 = (n+ 1)In.

Par une r�ecurrence descendante, il vient :

I2n+1 = 2nI2n�1 = � � � = 2nn!I1 = 2nn!

car : I1 =

Z +1

0

x:e�x
2
=2 dx = 1

De même :

I2n = (2n� 1)I2n�2 =
(2n)(2n� 1)

(2n)
I2n�2 = � � � = (2n)!

2nn!
I0 =

(2n)!

2nn!

q
�
2

car : I0 =

Z +1

0

e�x
2
=2 dx = 1

2

p
2�

En�n :

I2n
I2n+1

=
(2n!)

(2nn!)2

q
�
2
=

Cn

2n

4n

q
�
2

3. a) Soit A > 0.Z
A

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

h�1
n
xn:e�nx

2
=2
iA
0
+

Z
A

0

xn�1:e�nx
2
=2; dx

En faisant tendre A vers l'in�ni, il vient :Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx

b) Par convergence de toutes les int�egrales suivantes, on a :

1
2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

= 1
2

Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx+1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx�

Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx

=

Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx�

Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx

En e�ectuant le changement de variable t =
p
nx, il vient, pour A > 0 :Z A

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z A
p
n

0

n�
n+2
2 tn+1:e�t

2
=2 dt

donc : Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx = n�

n+2
2 In+1

De même :

Z
A

0

xn:e�nx
2
=2 dx =

Z
A
p
n

0

n�
n+1
2 tn:e�t

2
=2 dt, et :
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Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx = n�

n+1
2 In

ce qui donne �nalement :

n�
n+2
2 In+1 � n�

n+1
2 In = 1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

c) On a :

In+1 �
p
nIn = 1

2
n
n+2
2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx > 0

Donc
p
nIn 6 In+1. L'autre in�egalit�e est �evidente.

4. D'apr�es ce qui pr�ec�ede :

0 6
p
(2n� 1)2nI2n�1 6

p
2nI2n 6 I2n+1

donc : p
(2n� 1)2n

I2n�1

I2n+1
6
p
2n

Cn

2n

4n

q
�
2
6 1

Mais : p
(2n� 1)2n

I2n�1

I2n+1
=

p
(2n� 1)2n

2n
=
q
1� 1

2n
donc : q

1� 1
2n
6

p
n�

4n
Cn

2n 6 1

Ce qui donne lim
n!+1

p
n�

4n
Cn

2n = 1, et Cn

2n � 4np
n�

.

5. Si l'on admet la formule de Stirling, il vient :

n! � e�nnn
p
2�n; (2n)! � e�2n(2n)2n

p
4�n

donc :

Cn

2n =
(2n!)

(n!)2
� e�2n(2n)2n

p
4�n

e�2nn2n2�n
� 4np

n�

Exercice 13.

Soit f une fonction r�eelle, d�e�nie sur l'intervalle [0;+1[, convexe et de classe

C2.
1. Montrer que f 0 est croissante sur cet intervalle.

2. Soit k un entier naturel. Exprimer

Z k+1

k

�
x� k� 1

2

�
f 0(x) dx en fonction de

f(k); f(k + 1) et de

Z
k+1

k

f(x) dx.

3. Montrer que :
f(k) + f(k + 1)

2
>

Z k+1

k

f(x) dx.

4. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n) >

Z
n

1

f(x) dx
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5. Montrer que :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx 6

f 0(k + 1)� f 0(k)
8

[On remarquera que x 7! 1

2

�
(x � k)2 � (x � k) � 1

4

�
est une primitive de la

fonction x 7! x� k � 1
2
].

6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n)�

Z
n

1

f(x) dx 6
f 0(n)� f 0(1)

8

Solution :

1. C'est une question de cours : pour une fonction f de classe C2 on a

�equivalence entre le convexit�e sur un intervalle et la positivit�e de la d�eriv�ee

seconde de f sur cet intervalle.

2. E�ectuons une int�egration par parties :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

h
(x� k � 1

2
)f(x)

ik+1

k

�
Z

k+1

k

f(x) dx

=
f(k) + f(k + 1)

2
�
Z

k+1

k

f(x) dx

3. E�ectuons le changement de variable u = x� k � 1
2
dans l'int�egraleZ

k+1

k

�
x� k� 1

2

�
f 0(x) dx, puis partageons �a l'aide de la borne interm�ediaire

0,

on obtient :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

Z 1

0

uf 0
�
u+ k + 1

2

�
du

=

Z 1=2

0

u
�
f 0(k + 1=2 + u)� f 0(k + 1=2� u)

�
du

On conclut �a la positivit�e par la croissance de la fonction f 0 et le r�esultat 2.

donne l'in�egalit�e souhait�ee :

f(k) + f(k + 1)
2

>

Z k+1

k

f(x) dx

4. Il su�t de sommer, pour k 2 f1; : : : ; n� 1g, les in�egalit�es :
f(k) + f(k + 1)

2
>

Z
k+1

k

f(x) dx

pour obtenir, pour n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n) >

Z
n

1

f(x) dx
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5. Int�egrons de nouveau par parties :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

f 0(k + 1)� f 0(k)
8

�
Z k+1

k

1
2

�
(x� k)2 � (x� k) + 1

4

�
f 00(x) dx

On conclut en remarquant que x 7!
�
(x�k)2� (x�k)+ 1

4

�
f 00(x) est positive

sur l'intervalle [k; k + 1].

5. En sommant pour k 2 f1; : : : ; n � 1g les pr�ec�edentes in�egalit�es, et en

utilisant :Z k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

f(k) + f(k + 1)
2

�
Z k+1

k

f(x) dx

on obtient, pour n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n)�

Z
n

1

f(x) dx 6
f 0(n)� f 0(1)

8

Exercice 14.

1. Soient deux polynômes P et Q de R[X ] tels que pour tout r�eel t 2
�
0; �

2

�
on ait :

P
� 1
tan2 t

�
= Q

� 1
tan2 t

�
Montrer que P et Q sont �egaux.

2. a) Pour tout entier naturel n, montrer qu'il existe un polynôme Pn v�eri�ant,

pour tout t 2
�
0; �

2

�
:

(sin t)2n+1Pn
� 1
tan2 t

�
= sin[(2n+ 1)t]

(on pourra d�evelopper (cos t+ i sin t)2n+1 �a l'aide de la formule du binôme).

b) Montrer que le polynôme Pn est unique.

c) D�eterminer le degr�e de Pn ainsi que son coe�cient dominant.

3. a) Montrer que Pn admet n racines r�eelles distinctes que l'on d�eterminera.

b) Pour tout n > 1, on pose :

un =
nP

k=1

1

tan2
�

k�

2n+1

�
Calculer un.

Solution :

1. Comme la fonction tan2 prend une in�nit�e de valeurs, le polynôme P �Q

admet une in�nit�e de racines. C'est donc le polynôme nul.
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2. a) On sait que pour tout n 2 N, sin(2n + 1)t = Im
�
(cos t + i sin t)2n+1

�
.

On d�eveloppe par la formule du binôme et la partie imaginaire provient des

termes d'indices impairs, soit puisque i2k+1 = i(�1)k :

sin(2n+ 1)t =
nP

k=0

C2k+1
2n+1(cos t)

2(n�k)(�1)k(sin t)2k+1

et pour t non congru �a 0 modulo � :

sin(2n+ 1)t = (sin t)2n+1
nP

k=0

C2k+1
2n+1(�1)k

�cos2 t
sin2 t

�n�k
= (sin t)2n+1

nP
k=0

C2k+1
2n+1(�1)k

� 1
tan2 t

�n�k
D'o�u :

Pn(X) =
nP

k=0

C2k+1
2n+1(�1)kXn�k

b) L'unicit�e du polynôme Pn r�esulte de la question 1.

c) On voit que Pn est de degr�e n et de coe�cient dominant C1
2n+1 = 2n+1.

3. a) On sait que pour t non congru �a 0 modulo � :

Pn
� 1
tan2 t

�
=

sin(2n+ 1)t

(sin t)2n+1

Comme sin(2n+1)t est nul pour t = k�
n+ 1

, avec k entier relatif, les nombres

1
tan2(k�=2n+ 1)

, avec 1 6 k 6 n, sont tous des z�eros de Pn et par stricte

monotonie de 1
tan2

sur ]0; �=2[, ces nombres sont deux �a deux distincts. On

vient donc de trouver les n z�eros du polynôme Pn (qui est un polynôme de

degr�e n).

b) On peut donc factoriser Pn(X), soit :

Pn(X) = (2n+ 1)
nQ

k=1

�
X � 1

tan2(k�=2n+ 1)

�
Le r�eel un repr�esente la somme des z�eros de Pn. En d�eveloppant la derni�ere

expression de Pn, le nombre �(2n+1)un est �egal �a l'oppos�e du coe�cient de

Xn�1 dans Pn. Soit :

un =
�C3

2n+1

�(2n+ 1)
=

2n(2n� 1)
6

Exercice 15.

1. Soit P la fonction polynomiale d�e�nie par P (t) = t5 � t+ 1.

a) Combien P admet{elle de racines r�eelles ?

b) Montrer que P n'admet pas de racine multiple dans C .

On d�esigne par a la racine r�eelle de P .
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2. On d�e�nit la fonction F par :

F (x) =

Z +1

x

4
P (t)

dt

a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de F .

b) D�eterminer le sens de variation de F et sa convexit�e.

c) Etudier les limites de F aux bornes de son domaine de d�e�nition.

3. a) D�eterminer un �equivalent simple de F au voisinage +1.

b) D�eterminer, en fonction de a, un �equivalent simple de F au voisinage

de a.

Solution :

1. a) On a facilement P 0(t) = 5t4 � 1 qui s'annule pour t = �5�1=4. Ce

ne sont pas des racines de P car autrement, en rempla�cant t4 par 1
5
dans

t5 � t+ 1 = t:t4 � t+ 1, il viendrait t = 5
4
!

b) Les variations de P se d�eterminent ais�ement, et P admet un minimum

local en t = 5�1=4, minimum qui vaut m = 5�5=4(55=4 � 4) > 0 et un

maximum local en t = �5�1=4, ce maximum local �etant a fortiori positif.

Comme lim
t!�1

P (t) = �1, on en d�eduit que P admet une unique racine

r�eelle a et a est tel que a < �5�1=4.

c) Le calcul fait en a) montre que les racines complexes de P 0 ne sont pas

racines de P , et les racines complexes de P sont toutes simples.

2. a) Comme a est racine simple de P , P (t) � C(t� a) au voisinage de a, la

valeur de C �etant sans importance ici, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale

Z
A

a

4 dt
P (t)

diverge. Donc DF = ]a;+1[

b) F est une fonction continue et d�erivable (car t 7! 4
P (t)

est continue sur

DF ) et pour tout x > a :

F 0(x) = � 4
x5 � x+ 1

< 0; F 00(x) =
4(5x4 � 1)

(x5 � x+ 1)2

L'�etude de la convexit�e de F est alors sans probl�eme.

c) On a lim
x!+1

F (x) = 0 comme reste d'int�egrale convergente,

et lim
x!a+

F (x) = +1, car au voisinage de a+, 4
P (t)

� 4
(t� a)Q(a)

avec

Q(a) > 0.

3. a) Intuitivement, comme au voisinage de +1, 4
P (t)

� 4
t5
, on peut penser

qu'au voisinage de +1 :
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F (x) �
Z +1

x

4 dt
t5

= 1
x4

Montrons{le !��F (x) � 1
x4

��� 6 Z +1

x

�� 4t� 4
t5(t5 � t+ 1)

�� dt 6 Z +1

x

dt
t8

= 1
7x7

= o(x�4)

(en e�et la fonction �a int�egrer est �equivalente au voisinage de +1 �a 4
t9
, donc

pour x assez grand elle est major�ee par 1
t8

sur [x;+1[)

b) On sait que P (t) = (t � a)Q(t) d'o�u P 0(a) = Q(a). On a �egalement :Z +1

0

4
P (t)

dt = F (0). On a alors, pour x tel que a < x 6 0 :Z 0

x

4
P (t)

dt�
Z 0

x

4
(t� a)Q(a)

dt = 4

Z 0

x

Q(a)�Q(t)

Q(a)(t5 � t+ 1)
dt

et

4

Z 0

x

Q(a)�Q(t)

Q(a)(t5 � t+ 1)
dt = �4

Z 0

x

Q(t)�Q(a)

(t� a)
� 1
Q(a)Q(t)

dt

Cette derni�ere int�egrale converge, et est même faussement impropre, lorsque

x est au voisinage de a (car lim
t!a

Q(t)�Q(a)

(t� a)
= Q0(a)). Finalement :

lim
x!a+

�
F (x)� F (0) + 4

Q(a)
ln(x� a)

�
= K

et comme lim
x!a+

F (x) = +1 :

F (x) �
(a+)

� 4
Q(a)

ln(x � a) =
�4 ln(x � a)

5a4 � 1

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout t et pour tout s de l'intervalle [0; 1], on a :

j ln2(1 + t)� ln2(1 + s)j 6 2jt� sj
Dans la suite de cet exercice, g est une fonction continue de R dans R,

p�eriodique de p�eriode 1.

2. a) Montrer que g est born�ee sur R.

On pose pour tout t 2 [0; 1] et pour tout n 2 N
� :

un(t) =
1
n

n�1P
k=0

�
ln2
�
1 + k + t

n

�
� ln2

�
1 + k

n

��
b) Montrer que :

lim
n!+1

Z 1

0

un(t)g(t) dt = 0

3. a) Calculer

Z 1

0

ln2(1 + t) dt.
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b) En d�eduire la convergence et la limite de la suite
�Z 1

0

g(nt) ln2(1+t) dt
�
n

en fonction de

Z 1

0

g(t) dt.

Solution :

1. C'est simplement l'in�egalit�e des accroissements �nis, que l'on applique �a

la fonction f : t 7! ln2(1 + t), en remarquant que f 0(t) =
2 ln(1 + t)

1 + t
et que

l'on a :

8 t 2 [0; 1]; jf 0(t)j 6 2 ln 2 < 2

2. a) g est continue sur [0; 1], donc born�ee sur ce segment :

9M;8 t 2 [0; 1]; jg(t)j 6M

Puis : 8 t 2 R; jf(t)j = jf(t� btc)j 6M .

b)
��Z 1

0

un(t)g(t) dt
�� 6 Z 1

0

jun(t)j:jg(t)j dt

6 M
n

n�1P
k=0

��Z 1

0

j ln2(1 + k + t
n

)� ln2(1 + k
n
)
�� dt

6 2M
n

n�1P
k=0

Z 1

0

jk + t
n

� k
n
j dt = 2M

n

Z 1

0

t dt

6 M
n

�!
n!1

0

D'o�u le r�esultat.

3. a) En int�egrant par parties (t 7! t+ 1 est une primitive de t 7! 1) :Z 1

0

ln2(1 + t) dt =
h
(t+ 1) ln2(1 + t)

i1
0
� 2

Z 1

0

ln(1 + t) dt

Sachant que u 7! u lnu�u est une primitive de u 7! lnu, on conclut ais�ement :Z 1

0

ln2(1 + t) dt = 2 ln2 2� 4 ln 2 + 2

b)

Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt = 1
n

Z n

0

g(y) ln2
�
1 +

y
n

�
dy

= 1
n

n�1P
k=0

Z k+1

k

g(y) ln2
�
1 +

y
n

�
dy

et, en posant y = k + T :Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt = 1
n

Z 1

0

g(T )
� n�1P
k=0

ln2
�
1 + k + T

n

��
dT

=

Z 1

0

g(T ) dT� 1
n

n�1P
k=0

ln2
�
1 + k

n

�
+

Z 1

0

un(T )g(T ) dT
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Le deuxi�eme terme a pour limite 0 lorsque n tend vers l'in�ni et on reconnâ�t

dans le premier terme une somme de Riemann.

Ce terme a donc pour limite

Z 1

0

ln2(1+t) dt lorsque n tend vers l'in�ni. Soit :

Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt �!
n!1

(2 ln2 2� 4 ln 2 + 2)

Z 1

0

g(t) dt

Exercice 17.

1. Soit (xn)n>1 une suite de r�eels. Montrer que pour tout n > 2 :
nP

k=1

(2k � 1)x2
k
� 2

nP
k=2

(k � 1)xkxk�1 = nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2

2. On consid�ere une suite (an) telle que la s�erie
P
a2
n
soit convergente. On

d�e�nit une suite (An) parA0 = 0 et pour tout n > 1 :

An = 1
n

nP
k=1

ak

a) Exprimer, pour k > 1, ak en fonction de Ak et de Ak�1.

b) En utilisant la premi�ere question, montrer que pour tout n > 1 :
nP

k=1

A2
k
6 2

nP
k=1

akAk

c) Montrer que : � nP
k=1

A2
k

�2
6 4
� nP
k=1

A2
k

�� nP
k=1

a2
k

�
3. En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral A2

k
est convergente.

Solution :

1. Il su�t de d�evelopper l'expression situ�ee �a droite :

nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2 = nx2

n
+

n�1P
k=1

kx2
k
+

n�1P
k=1

kx2
k+1 � 2

n�1P
k=1

kxkxk+1

En regroupant et en d�ecalant l'indice de sommation pour les termes rectan-

gles, il vient bien :
nP

k=1

(2k � 1)x2
k
� 2

nP
k=2

(k � 1)xkxk�1 = nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2

2. a) nAn =
nP

k=1

ak =
n�1P
k=1

ak + an = (n� 1)An�1 + an, donc :

8n > 1; an = nAn � (n� 1)An�1

b) On a, d'apr�es 1. :
nP

k=1

(2k � 1)A2
k
> 2

nP
k=2

(k � 1)AkAk�1, soit :
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2
nP

k=1

Ak

�
kAk � (k � 1)Ak�1

�
>

nP
k=1

A2
k
, ou encore :

nP
k=1

A2
k
6 2

nP
k=1

akAk

c) On sait (in�egalit�e de Cauchy-Schwarz) que :� nP
k=1

akAk

�2
6
� nP
k=1

a2
k

�� nP
k=1

A2
k

�
et donc : � nP

k=1

A2
k

�2
6 4
� nP
k=1

A2
k

�� nP
k=1

a2
k

�
3. Si les ak sont tous nuls, il en est de même des Ak et la propri�et�e est banale.

Sinon, il existe k0 tel que Ak0 soit non nul, et
nP

k=1

A2
k
est strictement positif

�a partir du rang k0 et en divisant par
nP

k=1

A2
k
:

8n > k0;
nP

k=1

A2
k
6 4

nP
k=1

a2
k

D'o�u la convergence de la s�erie propos�ee, puisque cette s�erie est �a termes

positifs de sommes partielles major�ees. On a de plus :

1P
k=1

A2
k
6 4

1P
k=1

a2
k

Remarque : on peut montrer que cette majoration est optimale, c'est-�a-dire

que l'on ne peut pas remplacer 4 par un nombre plus petit: : :

Exercice 18.

Soit f une application de classe C2 de R dans R. On suppose que f et f 00

sont born�ees sur R et on note M0 = sup
x2R

jf(x)j;M2 = sup
x2R

jf 00(x)j.

1. Montrer que pour tout x r�eel et pour tout h > 0, on a :

jf(x+ h)� f(x)� hf 0(x)j 6 M2h
2

2

jf(x� h)� f(x) + hf 0(x)j 6 M2h
2

2
En d�eduire que pour tout x r�eel et pour tout h > 0 :

jf 0(x)j 6 M0

h
+ M2h

2

2. Montrer que f 0 est born�ee sur R et que :

sup
x2R

jf 0(x)j 6
p
2M0M2

3. On suppose que g est une fonction de classe C3 de R dans R telle que g et

g000 sont born�ees sur R. On note :

M0 = sup
x2R

jg(x)j;M3 = sup
x2R

jg000(x)j
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En appliquant l'in�egalit�e de Taylor sur les segments [x; x+ 1] et [x; x+ 2], �a

un ordre su�sant, montrer de même que g0 et g00 sont born�ees sur R.

Solution :

1. Il s'agit simplement de l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange appliqu�ee �a la

fonction f , �a l'ordre 1, soit entre les points x et x+ h, soit entre les points x

et x� h.

En sommant ces deux in�egalit�es, il vient :

jf(x+ h)� f(x� h)� 2hf 0(x)j
6 jf(x+ h)� f(x)� hf 0(x)j+ jf(x� h)� f(x) + hf 0(x)j
6M2h

2.

Ainsi : 2hjf 0(x)j 6M2h
2 + 2M0 et : jf 0(x)j 6 M0

h
+ M2h

2

2. ? Si M2 = 0, f 00 est la fonction nulle, donc f est a�ne et comme f est

born�ee, f est constante. On a donc f 0 = 0, soit sup
x2R

jf 0(x)j = 0, et la propri�et�e

�enonc�ee est banale.

? Si M2 6= 0, une �etude rapide de la fonction h 2 R
�
+ 7! M0

h
+
M2h
2

montre que cette fonction est minimale pour h =

r
2M0

M2
, le minimum valant

p
2M0M2.

Ce qui d�emontre la propri�et�e �enonc�ee.

3. On a de même :

jg(x+ 1)� g(x)� g0(x) � 1
2
g00(x)j 6 M3

6

jg(x+ 2)� g(x)� 2g0(x) � 2g00(x)j 6 8M3

6
On peut donc �ecrire : (

g0(x) + 1
2
g00(x) = �

2g0(x) + 2g00(x) = �

avec j�j 6 M3

6
+ 2M0 et j�j 6 4M3

3
+ 2M0.

Le syst�eme pr�ec�edent donne g0(x) et g00(x) en fonction de � et �, ce qui

prouve que g0(x) et g00(x) sont born�ees ind�ependamment de x.

Exercice 19.

Soit (xn)n>0 une suite de r�eels strictement positifs tels que lim
n!+1

xn = +1.

On lui associe la suite (un)n>0 d�e�nie pour tout n > 0 par :

un =
nQ

k=0

xk
xk + 1
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1. Montrer que la suite (un) est bien d�e�nie et qu'elle converge vers un r�eel

� tel que 0 6 � < 1.

2. Donner un exemple de suite (xn) pour laquelle on a lim
n!+1

un = 0.

3. Montrer que � 6= 0 si et seulement si la s�erie
P 1

xn
converge.

4. On suppose que la suite (xn) est d�e�nie par :�
x0 > 1

xn+1 = x2
n
; n > 0

D�eterminer la limite de la suite (un).

Solution :

1. xk + 1 n'est jamais nul, donc la suite est bien d�e�nie.

Cette suite est �a termes strictement positifs, et
uk+1

uk
=

xk+1

xk+1 + 1
< 1.

La suite (un) est donc strictement d�ecroissante, minor�ee par 0 : elle converge

et sa limite � v�eri�e 0 6 � < x0
x0 + 1

< 1.

2. Prenons par exemple la suite x d�e�nie par x0 = 1;8n 2 N
� ; xn = n. On a

bien lim
n!1

xn = +1 et pour n > 1 :

un =
nQ

k=1

k
k + 1

= 1
n+ 1

�!
n!1

0

3. La suite u converge vers � > 0 si et seulement si la suite lnu converge vers

ln�.

Or : ln(un) =
nP

k=0

[ln(xk)� ln(xk + 1)] = �
nP

k=1

ln
�
1 + 1

xk

�
.

Comme xk tend vers +1, ln
�
1+ 1

xk

�
� 1
xk

et la s�erie dont le terme g�en�eral est

ln
�
1+ 1

xk

�
converge si et seulement si la s�erie de terme g�en�eral 1

xk
converge.

D'o�u le r�esultat.

4. ? Par r�ecurrence : 8n 2 N; xn = (x0)
2n et :

nQ
k=0

xk =
nQ

k=0

(x0)
2k = x

nP
k=0

2k

0 = x2
n+1�1

0 .

On v�eri�e alors, par r�ecurence, que :
nQ

k=0

(xk + 1) =
2n+1�1P
j=0

(x0)
j =

x2
n+1

0 � 1

x0 � 1

En cons�equence : un =
x2

n+1�1
0 (x0 � 1)

x2
n+1

0 � 1
�!
n!1

x0 � 1
x0
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Exercice 20.

Soit n 2 N tel que n > 2. L'espace vectoriel Rn est muni de sa structure

euclidienne canonique, le produit scalaire �etant not�e h ; i et la norme associ�ee

k k.
Soit f une application de classe C1 d�e�nie sur Rn �a valeurs dans R, convexe,

c'est{�a{dire v�eri�ant pour tout (x; y) 2 (Rn )2, et pour tout r�eel � 2 [0; 1] :

f((1� �)x + �y) 6 (1� �)f(x) + �f(y)

Pour tout (h; x) 2 (Rn )2 �x�e, on d�e�nit la fonction 'h;x de la variable r�eelle

t par :

'h;x(t) = f(x+ th)

1. a) Montrer que 'h;x est une fonction d�erivable et convexe de R dans R.

b) En d�eduire que :

'0
h;x

(0) 6 'h;x(1)� 'h;x(0)

2. Montrer que pour tout (x; y) 2 (Rn )2, on a :

h��!gradf(x); y � xi 6 f(y)� f(x)

o�u ��!gradf(x) repr�esente le gradient de f au point x.

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que ��!gradf(0) = 0.

On suppose �egalement que f est strictement convexe, c'est{�a{dire qu'elle

v�eri�e pour tout (x; y) 2 (Rn )2, tels que x 6= y, pour tout r�eel � 2 ]0; 1[ :

f((1� �)x + �y) < (1� �)f(x) + �f(y)

a) Montrer que pour tout x 2 R
n ; f(0) 6 f(x), puis que si x 6= 0, alors

f(x) > 0.

b) Montrer que inf
fx2Rn;jjxjj=1g

f(x) existe. On note cette valeur �. Montrer

que � > 0.

c) Montrer que pour tout jjxjj > 1, on a f(x) > �jjxjj. En d�eduire la valeur

de lim
jjxjj!+1

f(x).

Solution :

1. a) ? 'x;h est de classe C1, comme compos�ee de fonctions de classe C1 et :

'0
x;h

(t) =
nP
i=1

hi
@f
@xi

(x+ th), avec h = (h1; : : : ; hn)

? Soit (t; u) 2 R
2 , � 2 [0; 1], on a :

'x;h
�
�t+ (1� �)u

�
= f

�
x+ �th+ (1� �)uh

�
= f

�
�(x+ th) + (1� �)(x + uh)

�
6 �f(x+ th) + (1� �)f(x+ uh)

6 �'x;h(t) + (1� �)'x;h(u)
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et 'x;h est bien convexe.

b) Par convexit�e, la corde joignant les points d'abscisses t = 0 et t = 1 se

trouve au-dessus de la tangente au point d'abscisse t = 0, ce qui s'�ecrit :

'0
x;h

(0) 6 'x;h(1)� 'x;h(0)

2. Ce qui s'�ecrit :
nP
i=1

hi
@f
@xi

(x) 6 f(x+ h)� f(x)

Soit, avec h = y � x :
nP
i=1

(yi � xi)
@f
@xi

(x) 6 f(y)� f(x), ou encore :

h��!gradf(x); y � xi 6 f(y)� f(x)

3. a) En prenant x = 0 dans la relation pr�ec�edente :

8 y 2 R
n ; 0 6 f(y)

S'il existait un point x 6= 0 tel que f(x) = 0, alors par convexit�e stricte, on

aurait :

f(1
2
0 + 1

2
x) < 1

2
f(0) + 1

2
f(x), soit f(1

2
x) < 1

2
f(x) = 0, en contradiction

avec f(u) > 0 pour tout u.

b) La fonction f est minor�ee par 0 sur Rn , donc inf
kxk=1

f(x) existe et sa

valeur � est positive ou nulle.

Comme fx=kxk = 1g est ferm�e born�e dans Rn et f continue, � est une valeur

atteinte et donc � > 0

c) Soit x tel que kxk > 1, alors � = 1
kxk 2 ]0; 1[ et f(�x) < �f(x).

Par cons�equent :

� 6 f
� x
kxk

�
< 1
kxk f(x), soit f(x) > �:kxk et :

lim
jjxjj!+1

f(x) = +1

Exercice 21.

Soit n > 2 et E = R2n [X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels

de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2n.

Pour tout P 2 E, on d�e�nit :

F : x 7!
nP

k=0

(�1)kP (2k)(x)

G : x 7! F 0(x) sinx� F (x) cosx

o�u P (j)(x) d�esigne la d�eriv�ee j�eme de P .

1. Calculer G0(x), d�eriv�ee de G. En d�eduire que :Z
�

0

P (x) sin(x) dx = F (0) + F (�)
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2. On suppose que � est un nombre rationnel, c'est{�a{dire qu'il s'�ecrit sous

la forme � =
p
q
, avec p 2 N; q 2 N

� . On pose, pour tout n 2 N; Pn (X) =

1
n!
Xn(p� qX)n.

a) Montrer que pour tout j 2 f0; : : : n� 1g; P (j)
n (0) = 0.

b) Calculer pour tout j > 0; P
(n+j)
n (0).

On note alors Fn l'application associ�ee �a Pn comme d�e�ni au d�ebut de cet

exercice.

c) Montrer que Fn(0) 2 Z.

d) Montrer que pour tout x r�eel, Pn(� � x) = Pn(x). En d�eduire que

Fn(�) 2 Z.

3. Pour tout n 2 N
� , on pose :

In =

Z �

0

Pn(x) sin(x) dx

a) Montrer que pour tout n > 1; In 2 N
� .

b) Montrer que lim
n!+1

In = 0.

c) En d�eduire que l'hypoth�ese faite au d�ebut de la question 2. est absurde.

Conclusion ?

Solution :

1. Des calculs simples donnent :

F 00(x) =
nP

k=0

(�1)kP (2k+2)(x) =
nP

k=1

(�1)k+1P (2k)(x)

et :

G0(x) = (F 00(x) + F (x)) sinx = P (x) sinx

Donc : Z
�

0

P (x) sin x dx =

Z
�

0

G0(x) dx = G(�) �G(0) = F (�) + F (0)

2. a) 0 est racine de multiplicit�e n de P . Aussi, pour tout j �el�ement de

f0; : : : ; n� 1g, P (j)(0) = 0.

b) On a P (x) = 1
n!

nP
k=0

Ck

n
(�1)n�kpn�kqkxn+k . Aussi, pour tout j > 0 :

P (n+j)(0) = Cj

n
pn�jqj

(n+ j)!

n!
2 Z

c) Ainsi : F (0) =
nP

k=0

(�1)kP (2k)(0) 2 Z.

d) On a, avec � = p=q :
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n!P (� �X) = (� �X)n(p� q(� �X))n =
(p� qX)n

qn
(qX)n = n!P (X)

Donc Pn(� � x) = P (x), et par d�erivation P
(k)
n (�) = (�1)kP (k)

n (0) 2 Z, d'o�u

F (�) 2 Z.

4. a) Le polynôme P est dans R2n [X ]. Il v�eri�e donc le r�esultat de la question

1. Aussi In = F (0) + F (�).

Par la question 2. b) F (0) 2 Z et par la question 2. d), F (�) 2 Z. Ainsi

In 2 Z.

Mais sur l'intervalle [0; �] et en supposant que � = p=q, t 7! P (t) sin t > 0.

Ainsi In 2 N. Par continuit�e de cette derni�ere fonction, qui n'est pas la

fonction nulle, on a même :

In 2 N
�

b) De plus

jInj 6 1
n!

Z
�

0

xn(p� qx)n dx 6
� � �n � pn

n!

Cette derni�ere expression tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni, puisque l'on

sait même qu'il s'agit du terme g�en�eral d'une s�erie convergente..

c) Une suite d'entiers strictement positifs ne peut tendre vers 0. L'hypoth�ese

de la rationnalit�e de � conduit �a une absurdit�e.

Conclusion : � est un nombre irrationnel

Exercice 22.

On consid�ere le triangle num�erique suivant, o�u chaque nombre est obtenu

en additionnant les deux nombres de la ligne sup�erieure entre lesquels il est

plac�e :

0 1 2 3 4 5 : : :

1 3 5 7 9 : : :

4 8 12 16 : : :

12 20 28 : : :

32 48 : : :

80 : : :

1. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et k, avec k 6 n permettant

de calculer le (k + 1)�eme terme de la (n + 1)�eme ligne et l'utiliser pour faire

calculer �a l'ordinateur le nombre inscrit �a la pointe du triangle d'ordre n.

2. Soit (ak)k une suite de nombres et soit n 2 N. On construit, selon le mod�ele

pr�ec�edent, le triangle num�erique d'ordre n, obtenu en mettant sur la premi�ere

ligne les nombres :

a0 a1 a2 : : : an

a. Montrer l'�egalit�e :
n+1P
k=0

Ck
n+1ak =

nP
k=0

Ck
nak +

nP
k=0

Ck
nak+1
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b. Montrer, par r�ecurrence sur n que le nombre inscrit �a la pointe de ce

triangle est
nP

k=0

Ck
nak

c. En d�eduire la valeur du nombre inscrit �a la pointe du triangle d'ordre n

de la premi�ere question.

Solution :

1. Program ESCP23 ; uses crt ;

Var : n :integer

Function f(n,k :integer) :integer ;

Begin

If n=0 then f := k Else f := f(n-1,k)+f(n-1,k+1) ;

End ;

Begin

Readln(n) ; Writeln(f(n,0)) ;

Readkey

End.

2. a)
n+1P
k=0

Ck

n+1ak = a0 +
nP

k=1

�
Ck

n +Ck�1
n

�
ak + an+1

= a0 +
nP

k=1

Ck

nak +
n�1P
k=0

Ck

nak+1 + an+1

=
nP

k=0

Ck

nak +
nP

k=0

Ck

nak+1

b) Soit Hn la propri�et�e : hhsi la premi�ere ligne du triangle est b0; b1; : : : ; bn,

alors le nombre inscrit �a la pointe du triangle est
nP

k=0

Ck

n
bk, ceci quel que soit

le contenu de la premi�ere ligne du triangle ii.

? Pour n = 0, le nombre cherch�e est clairement a0, qui est bien �egal �a
0P

k=0

Ck

0ak.

? Si le r�esultat est vrai �a un certain ordre n, alors si a0; a1; : : : ; an+1 sont les

nombres de la premi�ere ligne, on a sur l'avant-derni�ere ligne les deux nombres

obtenus �a partir de a0; : : : ; an et �a partir de a1; : : : ; an+1, c'est-�a-dire, par

l'hypoth�ese de r�ecurrence :
nP

k=0

Ck

nak et
nP

k=0

Ck

nak+1.

En faisant la somme de ces deux nombres, on obtient le nombre inscrit

�a la pointe du triangle d'ordre n + 1, soit, d'apr�es la question pr�ec�edente

:
n+1P
k=0

Ck

n+1ak.
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Ceci prouve Hn+1 et on conclut par le principe de r�ecurrence.

Remarque : on peut aussi chercher directement combien de fois ak se retrouve

dans la sommation d�e�nissant le nombre �ecrit �a la pointe du triangle, ce qui

revient �a chercher le nombre de chemins joignant ak �a la pointe, sachant

que chaque �el�ement du chemin, en remontant depuis la pointe, est form�e

de traits joignant un �el�ement d'une ligne �a l'�el�ement de la ligne pr�ec�edente

imm�ediatement �a sa gauche, ou imm�ediatement �a sa droite. On voit ainsi

qu'il existe Ck

n chemins possibles,: : :

c) Dans notre cas particulier, on doit calculer
nP

k=0

kCk

n.

Or :
nP

k=0

kCk

n
=

nP
k=1

kCk

n
=

nP
k=1

nCk�1
n�1 = n:2n�1

Le nombre �ecrit �a la pointe du triangle d'ordre n est n:2n�1

Exercice 23.

Une machine fonctionne avec deux combustibles, dont les quantit�es respec-

tives (positives !) sont exprim�ees en m3 et not�ees x et y. La puissance de la

machine est :

P (x; y) =
kxy

(1 + x)2(1 + y)2

o�u k est un r�eel strictement positif.

1. D�eterminer (x; y) pour que la puissance de la machine soit maximale.

2. Les combustibles valent tous deux a euros le m3. D�eterminer (x; y) pour

que le rapport
puissance

prix
soit maximal. Pour cela, on pourra proc�eder comme

suit :

poser f(t) = t
(1 + t)2

, g(x; y) =
f(x)f(y)
x+ y

pour x > 0; y > 0 et (x; y) 6= (0; 0)

et montrer que :

a) en posant g(0; 0) = 0, g est continue sur (R+ )2 ;

b) pour tout R > 0, on a : max(x; y) > R =) g(x; y) 6 1
16:R

et en

d�eduire que : max(x; y) > 2 =) g(x; y) 6 g(1; 1) ;

c) g admet un maximum sur [0; 2]�[0; 2] atteint en un point de ]0; 2[� ]0; 2[

et d�eterminer ce maximum.

Solution :

1. Posons f(t) = t
(1 + t)2

, on a P (x; y) = kf(x)f(y), pour tout (x; y) 2 R+
2.

La fonction f est d�erivable sur R+ et f 0(t) = 1� t
(1 + t)3

.



44 ESCP-EAP 2001 - Oral

La fonction f passe par un maximum pour t = 1, ce maximum valant 1
4
.

Par cons�equent P passe par un maximum au point (1; 1), ce maximum valant
k
16

.

2. Le rapport puissance/prix vaut Q = k
a
g(x; y), donc Q est maximal lorsque

g est maximal.

a) Comme 0 6 (
p
x�p

y)2 = x� 2
p
xy + y, on a 2

p
xy 6 x+ y et :

0 6 g(x; y) =
xy

(1 + x)2(1 + y)2(x+ y)
6

xy
x+ y

6 1
2

p
xy

D'o�u : lim
(x;y)!(0;0)

g(x; y) = 0.

b) Comme g(x; y) = f(x)f(y) 1
x + y

, on a :

(x > R ou y > R) =) g(x; y) 6 f(x)f(y) 1
R
6 1

16:R

Avec g(1; 1) = 1
32

, on en d�eduit : max(x; y) > 2 =) g(x; y) 6 g(1; 1).

c) S'il y a un maximum, il est donc atteint en un point deW = [0; 2]�[0; 2].

La fonction g �etant continue sur W et W �etant un ferm�e born�e, la fonction

g admet un maximum sur W .

Pour tout t de [0; 2], on a g(t; 0) = g(0; t) = 0 et g(t; 2) = g(2; t) 6 g(1; 1).

Le maximum ne peut donc être atteint qu'en un point de l'ouvert W 0 =

]0; 2[� ]0; 2[, domaine sur lequel g est de classe C1.
Ainsi le maximum de g est atteint en un point critique de g appartenant �a

W 0.

On trouve :
@g
@x

(x; y) =
y(y � xy � 2x2)

(1 + y)2(1 + x)3(x+ y)2

et de fa�con sym�etrique :

@g
@y

(x; y) =
x(x� xy � 2y2)

(1 + x)2(1 + y)3(x+ y)2

Les �eventuels points critiques v�eri�ant x > 0; y > 0 sont donc solutions du

syst�eme :

(S) :

�
y � xy � 2x2 = 0

x� xy � 2y2 = 0

Avec x > 0 et y > 0, on a :

(S)()
�
y � xy � 2x2 = 0

(x� y)(1 + 2(x+ y)) = 0
()

n y = x

x� 3x2 = 0
() x = y = 1

3

Il n'y a qu'un point critique dans W 0, ce point est donc n�ecessairement le

point o�u g atteint son maximum sur W , donc sur R+
2.

Le rapport puissance/prix est maximal pour x = y = 1
3
, ce maximum valant

27k
528a

.
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Exercice 24.

Soit (n; p) 2 N
2 , avec n > 2. On pose :

In =

Z +1

0

� sin t
t

�n
dt Sp =

Z
p�

0

� sin t
t

�n
dt

1. Justi�er l'existence de In.

2. On suppose dans cette question, que n est un entier impair �x�e. Montrer

que les suite (ap)p2N et (bp)p2N d�e�nies pour tout p 2 N par ap = S2p et

bp = S2p+1 sont adjacentes et de limite commune In.

3. Montrer que In > 0, pour tout n > 2.

4. a) Montrer que pour tout t 2 [0; 1], 0 6 sin t
t

6 1 et que la fonction

t 7! sin t
t

est d�ecroissante sur [0; 1].

b) Soit a 2 ]0; 1[. Montrer que : lim
n!+1

Z 1

a

� sin t
t

�n
dt = 0.

5. Montrer que pour tout N 2 N tel que N > 2, on a :

NP
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1 + (� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

En d�eduire que la s�erie
P
n>2

(�1)nIn converge et trouver une expression de sa

somme �a l'aide d'une int�egrale.

Solution :

1. La fonction t 7!
� sin t
t

�n
est continue sur R�+ et se prolonge par continuit�e

par 1 en t = 0.

De plus, pour tout n > 2 et t > 1,
��� sin t

t

�n�� 6 1
tn
. Ce qui prouve que In

existe pour tout n > 2.

2. On a, par imparit�e de n :

Sp =
p�1P
k=0

Z (k+1)�

k�

� sin t
t

�n
dt =

p�1P
k=0

Z
�

0

(�1)nk
� sin t
t+ k�

�n
dt

=
p�1P
k=0

Z �

0

(�1)k
� sin t
t+ k�

�n
dt

Or, pour t 2 [0; �] : sin t
t+ (k + 1)�

6 sin t
t+ k�

6 sin t
t+ (k � 1)�

, ce qui montre

que, pour tout p 2 N, S2p 6 S2p+2 6 S2p+3 6 S2p+1.

En�n :

0 6 S2p+1 � S2p =

Z
�

0

� sin t
t+ 2p�

�n
dt 6 �

(2p�)n
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Cette derni�ere quantit�e tend vers 0 lorsque p tend vers l'in�ni, ce qui permet

de conclure.

3. Si n est pair le r�esultat est �evident, par positivit�e de l'int�egrale. Si n est

impair, la question pr�ec�edente donne :

In > a1 =

Z
�

0

(sin t)n
� 1
tn
� 1

(t+ �)n
�
dt > 0

4. a) Une �etude �el�ementaire de f : t 7! sin t
t

donne :

� f est continue sur ]0; 1], et se prolonge en 0 par 1.

� f est d�erivable sur ]0; 1] et pour tout t dans cet intervalle

f 0(t) = t cos t� sin t
t2

. La d�eriv�ee en 0 s'obtient par lim
t!0

f 0(t) = 0. Le signe de

f 0 sur [0; 1] est celui de son num�erateur ou celui de t � tan t qui est n�egatif

sur [0; 1]. Ainsi la fonction f est d�ecroissante sur [0; 1].

Les in�egalit�es 0 6 sin t
t
6 1 sont maintenant �evidentes.

b) Par la question pr�ec�edente, si 0 < a 6 t 6 1, alors 0 6 sin t
t
6 sin a

a
< 1,

et Z 1

a

� sin t
t

�n
dt 6 (1� a)

� sin a
a

�n
ce qui donne le r�esultat souhait�e.

5. Chacune des int�egrales In �etant convergente, la somme �etant �nie, il vient

par calcul de somme de s�erie g�eom�etrique :
NP
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1 + (� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

que l'on peut �egalement �ecrire sous la forme :Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx+

Z +1

0

(� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

La fonction x 7! x
x+ sinx

est continue sur R+ (en 0 elle se prolonge par

continuit�e par 1=2) et lim
x!+1

x
x+ sinx

= 1. Elle est donc born�ee sur R+ .

Ainsi l'int�egrale

Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx existe.

La seconde int�egrale existe donc �egalement. Montrons qu'elle tend vers 0

lorsque n tend vers l'in�ni.

? La fonction x 7! 1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
est born�ee sur R+ , soit M un majorant

de cette fonction.

? On �ecrit, pour tout a tel que 0 < a < 1 :Z +1

0

��� sinx
x

���N�1

dx =

Z
a

0

���sinx
x

���N�1

dx+

Z 1

a

��� sinx
x

���N�1

dx+

Z +1

1

��� sinx
x

���N�1

dx
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Or :

0 6

Z +1

1

��� sinx
x

���N�1

dx 6

Z +1

1

1
xN�1 dx = 1

N � 2

La fonction x 7! sinx
x

�etant continue sur R+ et inf�erieure �a 1 :Z
a

0

���sinx
x

���N�1

dx 6 a

Soit " > 0. On choisi a < "=3, puis N tel que 1
N � 2

< "=3, et tel queZ 1

a

��� sinx
x

���N�1

dx < "=3

(par la question 4.b)

? Alors pour N assez grand, l'int�egrale est major�ee en valeur absolue par

M", ce qui prouve bien qu'elle est de limite nulle.

Ainsi la s�erie
P
n>2

(�1)nIn converge et

+1P
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

Exercice 25.

Soit R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. On s'int�eresse

aux suites (Pn)n>0 de polynômes de R[X ] v�eri�ant les trois conditions

suivantes (not�ees conditions (C) ) :

(1) P0(X) = 1

(2) P1 6= 0

(3) pour tout n 2 N, pour tout (x; y) 2 R
2 , Pn(x+y) =

nP
k=0

Pk(x)Pn�k(y).

1. Montrer que la suite (Pn) d�e�nie par Pn(X) = Xn

n!
v�eri�e les conditions

(C).

2. On consid�ere la suite (Pn) d�e�nie par P0(X) = 1 et pour tout n > 1 :

Pn(X) =
X(X + n)n�1

n!

a) V�eri�er que pour tout n > 1; P 0
n(X) = Pn�1(X + 1) (P 0

n d�esigne le

polynôme d�eriv�e de Pn).

b) En d�eduire que cette suite (Pn) v�eri�e les conditions (C).

3. Soit u une fonction de R dans R qui admet un d�eveloppement limit�e �a tout

ordre en 0 et telle que u(0) = 0; u0(0) 6= 0.

a) Soit x 2 R donn�e. Montrer qu'il existe une unique suite de polynômes

(Pn)n>0 telle que pour tout n 2 N, il existe une fonction "n(x; t) telle que :
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exu(t) =
nP

k=0

Pk(x)t
k + tn"n(x; t)

avec lim
t!+1

"n(x; t) = 0.

b) Montrer que la suite (Pn)n>0 ainsi d�e�nie v�eri�e les conditions (C).

c) Expliciter les polynômes Pn lorsque u(t) = ln(1 + t).

Solution :

1. Les conditions (1) et (2) sont imm�ediatement v�eri��ees. Quant �a la condition

(3) :
nP

k=0

Pk(x)Pn�k(y) =
nP

k=0

xk

k!
yn�k

(n� k)!
= 1
n!

nP
k=0

Ck

n
xkyn�k = Pn(x + y)

2. a) Il su�t de calculer la d�eriv�ee de Pn :

P 0
n(x) =

1
n!
(x+ n)n�2(x+ n+ (n� 1)x) =

(x+ 1)(x+ n)n�2

(n� 1)!
= Pn�1(x+ 1)

b) Les conditions (1) et (2) sont imm�ediatement v�eri��ees. Quant �a la

condition (3), e�ectuons une r�ecurrence :

P 0
n(x+y) = Pn�1(x+y+1) =

n�1P
k=0

Pk(x+1)Pn�1�k(y) =
n�1P
k=0

P 0
k+1(x)Pn�1�k(y)

E�ectuons le changement d'indice i = k + 1 ; il vient :

P 0
n
(x + y) =

nP
i=1

P 0
i
(x)Pn�i(y)

Fixons y et int�egrons par rapport �a x :

Pn(x+ y)� Pn(y) =
nP
i=1

(Pi(x) � Pi(0))Pn�i(y)

On conclut avec Pi(0) = 0 pour i > 1 et Pn(y) = Pn(y)P0(x).

3. �Ecrivons le DL �a l'ordre n > 1 de la fonction u, soit :

u(t) = a1t+ a2t
2 + � � �antn + o(tn) = Qn(t) + o(tn)

L'application t 7! xu(t) s'annule en t = 0 ; cela entrâ�ne que t 7! exu(t)

admet un DL en 0 �a l'ordre n, obtenu en tronquant �a l'ordre n le polynôme
nP

k=0

xk

k!
(Qk(t))

k.

L'unicit�e de chaque polynôme Pn est d�eduite de l'unicit�e du DL.

b) �A l'ordre 1, exu(t) = exa1t+o(t) = 1 + a1xt+ t"1(x; t).

Donc P0 = 1 et P1(X) = a1X 6= 0, car a1 6= 0.

De plus, comme e(x+y)u(t) = exu(t)eyu(t), la relation (3) se d�eduit de l'unicit�e

du DL et de la d�e�nition du produit de polynômes.

c) Pour u(t) = ln(1 + t), on a u(0) = 0; u0(0) = 1 et :
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exu(t) = (1 + t)x = 1 +
nP

k=1

Pk(x)t
k + tn"n(x; t)

avec :

P0(X) = 1; et pour tout k > 1; Pk(X) =
X(X � 1) � � � (X � k + 1)

k!
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ALG�EBRE

Exercice 1.

Soit s 2 N; s > 2. On consid�ere l'espace vectorielMs(R) des matrices carr�ees
d'ordre s �a coe�cients r�eels. Pour tout A 2 Ms(R), on note t

A la matrice
transpos�ee de A.

Si x =

0
@x1

...
xs

1
A et y =

0
B@
y1
...
ys

1
CA sont deux vecteurs de Rs , on pose :

hx; yi =
sP

k=1

xkyk

Si x 2 R
s , on note kxk =

p
hx; xi la norme euclidienne de x.

En�n, si E est un sous-espace vectoriel de Rs , on note E? l'orthogonal de E.

1. On suppose dans cette question que s = 4, et on consid�ere la matrice :

P = 1
4

0
B@

1 �1 1 1
�1 1 �1 �1
1 �1 1 1
1 �1 1 1

1
CA

a) Calculer t
P et P 2.

b) D�eterminer les valeurs propres de P et les sous-espaces propres associ�es.
Montrer que P est la matrice d'une projection orthogonale sur un sous{espace
de R4 que l'on d�eterminera.

2. On revient maintenant au cas g�en�eral (s quelconque). Montrer que la
matrice P 2 Ms(R) est la matrice d'une projection orthogonale si et
seulement si on a P 2 = P et t

P = P .

3. Soient P etQ deux matrices deMs(R) repr�esentant chacune une projection
orthogonale. On suppose de plus que pour tout x 2 R

s :
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jjPxjj2 + jjQxjj2 6 jjxjj2 (�)
a) Montrer que PQ = QP = 0.

b) En d�eduire que P +Q est la matrice d'une projection orthogonale.

4. Soient P1; P2; : : : ; Pn, n matrices repr�esentant chacune une projection
orthogonale de Rs et telles que P1 + P2 + � � � + Pn = I , o�u I est la matrice
identit�e de Ms(R).

Montrer que pour toute partie non vide E de f1; 2; : : : ; ng, P
k2E

Pk est la

matrice d'une projection orthogonale de Rs .

5. On se place �a nouveau dans R4 et on consid�ere la matrice :

Q = 1
2

0
B@
1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 �1
0 0 �1 1

1
CA

a) Montrer que Q est la matrice d'une projection orthogonale de R4 .
b) Montrer que P et Q v�eri�ent la relation (�), o�u P est la matrice de la

premi�ere question. Que peut-on dire de P +Q ?

Solution :

1. a) On trouve t
P = P

2 = P .

b) P est une matrice de projecteur (non d�eg�en�er�e), ses valeurs propres sont
donc 0 et 1.
L'image de P est le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 1 et est
engendr�ee par le vecteur (1� 1; 1; 1).
Le noyau de P est l'hyperplan H d'�equation x � y + z + t = 0 (regarder les
lignes de P ). Cet hyperplan est l'orthogonal de Vect(1 � 1; 1; 1) et P est le
projecteur orthogonal sur H .

2. ? On P 2 = P si et seulement si P repr�esente un projecteur.

? P est une matrice sym�etrique si et seulement si elle repr�esente, dans la
base canonique de Rs , un endomorphisme admettant une base orthonorm�ee
de vecteurs propres.

Donc une matrice de projecteur est sym�etrique si et seulement si ImP

et KerP (qui sont les sous-espaces propres) sont orthogonaux, donc si et
seulement si P est une matrice de projecteur orthogonal.

3. a) Soit x 2 R
s , appliquons (�) au vecteur Px :

kP 2
xk2 + kQPxk2 = kPxk2 + kQPxk2 6 kPxk2

Donc kQPxk2 6 0 et QPx = 0. On montre de même que PQx = 0 :

PQ = QP = 0

b) ? P et Q sont sym�etriques, il en est de même de P +Q.
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? (P +Q)2 = P
2 +Q

2 + PQ+QP = P
2 +Q

2 = P +Q.

Donc P +Q est une matrice de projecteur orthogonal.

4. Comme P1; : : : ; Pn sont n matrices de projections orthogonales telles que
l'on ait P1 + � � �+ Pn = I , il vient :

kP1xk2 + � � �+ kPnxk2 = hP1x; P1xi+ � � �+ hPnx; Pnxi
= hx; tP1P1xi+ � � �+ hx; tPnPnxi
= hx; P 2

1 xi+ � � �+ hx; P 2
nxi = hx; (P1 + � � �+ Pn)xi

= kxk2.
Ainsi, si k 6= `, on a sûrement kPkxk2 + kP`xk2 6 kxk2 et donc PkP` = 0.

Il s'ensuit que : (
P
k2E

Pk)
2 =

P
k2E

P
2
k
=
P
k2E

Pk , donc
P
k2E

Pk est une matrice

de projection.

Comme
P
k2E

Pk est encore sym�etrique, il s'agit même d'une projection or-

thogonale.

5. a) On v�eri�e que t
Q = Q

2 = Q.

b) Pour m = (x; y; z; t) on obtient apr�es calculs :

kPmk2 + kQmk2 = x
2 + y

2 + z
2 + t

2 � 1
4
(x� y � z � t)2 6 kxk2.

Donc P + Q est une matrice de projecteur orthogonal, ce qui se v�eri�e
facilement directement.

Exercice 2.

1. Montrer que pour tout n 2 N, il existe un unique polynôme Tn 2 R[X ] tel
que pour tout x r�eel : Tn(cosx) = cos(nx).

D�eterminer le degr�e de Tn.

2. a) Montrer que l'application :

(P;Q) 7!
Z 1

�1

P (t)Q(t)p
1� t2

dt

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) Montrer que la famille (Tn)n>0 est une famille orthogonale de R[X ]
muni de ce produit scalaire. D�eterminer la norme de Tn.

Solution :

1. T0(cosx) = cos(0:x) =) T0 = 1 ;

T1(cosx) = cos(1:x) =) T1 = X ;

Supposons la famille construite jusqu'�a un certain rang n > 1, on a :

cos((n+ 1)x) + cos((n� 1)x) = 2 cosx cos(nx)

On peut donc prendre Tn+1(X) = 2XTn(x)� Tn�1(X)
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En�n si 8x 2 R; Tn (cosx) = Qn(cosx) = cos(nx), les polynômes Tn et Qn

concident en tout point de [�1; 1], donc Tn � Qn a une in�nit�e de z�eros et
est le polynôme nul, ce qui prouve l'unicit�e.

2. a) La fonction �a int�egrer est continue sur ]�1; 1[ et la convergence de
l'int�egrale pour la borne 1, r�esulte de la r�egle de Riemann, puisqu'il existeM
tel que :

jP (t)Q(t)jp
1� t2

6 M

(1� t)1=2

On proc�ede de même pour la borne �1.
Ceci �etant dit, il est clair que l'application propos�ee est bilin�eaire et
sym�etrique.

En�n

Z 1

�1

P
2(t)p
1� t2

dt > 0, l'�egalit�e ne pouvant avoir lieu que si la fonction �a

int�egrer est nulle sur ]�1; 1[, donc que si P est le polynôme nul.

On a bien d�e�ni ainsi un produit scalaire.

b) Par le changement de variable t = cosu :Z 1

�1

Tn(t)Tk(t)p
1� t2

dt =

Z �

0

cos(nu) cos(ku)

j sinuj sinu du =

Z �

0

cos(nu) cos(ku) du.

On a : cos(nu) cos(ku) = 1
2

�
cos((n+ k)u) + cos((n� k)u)

�
.

? Si k 6= n, l'int�egration se fait sans probl�eme et l'int�egrale est nulle :

La famille (Tn)n2N est orthogonale

? Si k = n = 0, l'int�egrale vaut � et kT0k =
p
�.

? Si k = n 6= 0,

Z 1

�1

T
2
n
(t)p

1� t2
dt = 1

2

Z �

0

(1 + cos(2nu)) du = �

2
et donc :

kT0k =
p
� ; 8n > 1; kTnk =

q
�

2

Exercice 3.

On consid�ere l'espace euclidien Rn , muni de son produit scalaire usuel.

Soient X =

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA et Y =

0
BB@
y1

y2
...
yn

1
CCA deux vecteurs non nuls de Rn .

1. Calculer les produits matriciels t
X Y et X t

Y .

2. D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
B = X

t
Y . Cette matrice est-elle diagonalisable ?

On pr�ecisera �egalement son noyau et son rang.
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3. Montrer r�eciproquement que toute matrice M 2 Mn(R) de rang 1 peut
s'�ecrire sous la formeM = X

t
Y , avec X et Y deux vecteurs non nuls de Rn .

Sont-ils uniques ?

4. On consid�ere la matrice A = (ai;j) 2Mn(R), de coe�cients :

ai;j = �i;j + xi yj o�u

�
�i;j = 1 si i = j

�i;j = 0 sinon.

�A quelle condition (n�ecessaire et su�sante) portant sur X et Y la matrice
A est-elle inversible ? Expliciter alors son inverse.

Solution :

1. Un calcul imm�ediat donne : tX:Y =
nP
i=1

xiyi = hX;Y i

et : X:
t
Y =

0
B@
x1y1 : : : x1yn
...

...
xny1 : : : xnyn

1
CA

2. La matrice B = X
t
Y est de rang 1 (toutes ses colonnes sont proportion-

nelles �a la premi�ere colonne X). Ainsi dimKerB = n � 1 et 0 est valeur
propre, le sous-espace propre associ�e �etant de dimension (n� 1).

De plus ImB = Vect(X), et : BX = X
t
Y X = hX;Y iX .

Notons qu'un vecteur propre de B associ�e �a une �eventuelle valeur propre non
nulle est n�ecessairement un vecteur de l'image de B.

Ainsi, si hX;Y i 6= 0, on obtient une base de vecteurs propres de B en
compl�etant une base de KerB par X et B est diagonalisable, les valeurs
propres �etant 0 et hX;Y i.
En revanche, si hX;Y i = 0, 0 est l'unique valeur propre de B et B n'est pas
diagonalisable.

B est diagonalisable si et seulement si hX;Y i 6= 0.

3. Si M est une matrice de rang 1, toutes ses colonnes (C1; : : : ; Cn) sont
proportionnelles �a une même colonne X , soit Ci = yiX . On a alors

M = X
t
Y; avec Y =

0
BB@
y1

y2
...
yn

1
CCA

Il n'y a pas unicit�e, puisque si (X;Y ) est solution, pour tout � 6= 0, (�X; Y=�)
est �egalement solution.

4. On a imm�ediatement A = I +B. Les valeurs propres de A sont donc 1 et
1+ hX;Y i, et A est inversible et seulement si hX;Y i+1 6= 0 (car dans ce cas

0 n'est pas valeur propre de A).
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On a B2 = hX;Y iB, donc (A� I)2 = hX;Y i(A � I), d'o�u :

A
2 � (hX;Y i+ 2)A = �(hX;Y i+ 1)I

et A
�1 =

(hX;Y i+ 2)I �A

hX;Y i+ 1

Exercice 4.

Si (An)n2N est une suite de matrices de M2(R) avec pour tout n 2 N,

An =

�
an bn

cn dn

�
, on dit que la suite (An) converge si les quatre suites r�eelles

(an), (bn), (cn) et (dn) sont convergentes. La matrice :

A =

 
lim
n!1

an lim
n!1

bn

lim
n!1

cn lim
n!1

dn

!
2M2(R)

est alors appel�ee limite de la suite (An).

Si M 2M2(R), on pose pour tout n entier naturel :

Sn(M) =
nP

k=0

M
k = I2 +M + � � �+M

n

o�u I2 d�esigne la matrice unit�e de M2(R).

1. Soit (An) une suite de matrices de M2(R) qui converge vers A et P une
matrice deM2(R). Montrer que la suite (PAn) converge vers PA. Que peut-
on dire de la suite (AnP ) ?

2. Soit A 2 M2(R) et P une matrice inversible de M2(R).

a) Exprimer, pour n entier naturel, Sn(P
�1
AP ) en fonction de Sn(A) et

de P .

b) En d�eduire que la suite
�
Sn(A)

�
converge si et seulement si la suite�

Sn(P
�1
AP )

�
converge.

3. Soit u un endomorphisme non diagonalisable de R2 admettant une valeur
propre a.

a) Pr�eciser l'ensemble des valeurs propres de u et la dimension de l'espace
propre de u associ�e �a la valeur propre a.

b) Soit e1 un vecteur propre de u associ�e �a la valeur propre a et e2 un
vecteur de R2 tel que B = (e1; e2) soit une base de R2 . Justi�er l'existence
d'un tel vecteur e2 et montrer qu'il existe b 2 R

� tel que la matrice de u dans

la base B soit �egale �a

�
a b

0 a

�
. D�eterminer alors la matrice de u dans la base

C = (be1; e2) de R
2 .

4. Soit a un r�eel et T la matrice

�
a 1
0 a

�
.

a) Calculer, pour tout entier naturel n, la matrice Tn.
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b) En d�eduire que la suite
�
Sn(T )

�
est convergente si et seulement si

a 2 ]�1; 1[ et calculer alors la limite de cette suite.

5. Soit A 2 M2(R) admettant au moins une valeur propre r�eelle.

a) Montrer que
�
Sn(A)

�
est convergente si et seulement si les valeurs

propres de A appartiennent toutes �a ]�1; 1[.
b) Calculer, pour n entier naturel, (I2�A)Sn(A) et en d�eduire que, lorsque

la suite
�
Sn(A)

�
converge, sa limite est �egale �a l'inverse de la matrice I2�A.

Solution :

1. Soit An =

�
an bn

cn dn

�
, A = lim

n!1
An =

�
a b

c d

�
et P =

�
p q

r s

�
. Alors :

PAn =

�
pan + qcn pbn + qdn

ran + scn rbn + sdn

�
converge vers

�
pa+ qc pb+ qd

ra+ sc rb+ sd

�
= PA.

On montre de même que (AnP ) converge vers AP .

2. a) Pour tout entier k, (P�1AP )k = P
�1
A
k
P et donc :

Sn(P
�1
AP ) = P

�1
Sn(A)P .

b) ? Si la suite
�
Sn(A)

�
converge vers S(A), alors

�
P
�1
Sn(A)P

�
converge

vers P�1S(A)P .

? On obtient l'implication r�eciproque en remarquant que si A0 = P
�1
AP ,

alors on a : A = P
0�1
A
0
P
0, avec P 0 = P

�1.

3. a) Comme u n'est pas diagonalisable, a est sa seule valeur propre et le
sous-espace propre associ�e est de dimension 1.

b) e1 est propre, donc non nul et (e1) est une famille libre, que l'on peut
compl�eter en une base B = (e1; e2).La matrice de u dans cette base est

de la forme

�
a b

0 c

�
, mais le fait que u ait a pour unique valeur propre

impose c = a et le fait que u ne soit pas diagonalisable impose b 6= 0. Donc

C = (be1; e2) est encore une base et MC(u) =

�
a 1
0 a

�
.

4. Par r�ecurrence, ou par la formule du binôme : 8n 2 N; T
n =

�
a
n

na
n�1

0 a
n

�
.

b) Ainsi Sn(T ) =

0
B@

nP
k=0

a
k

nP
k=1

ka
k�1

0
nP

k=0

a
k

1
CA et

�
Sn(T )

�
converge si et seule-

ment si �1 < a < 1 et on a alors :

lim
n!1

Sn(T ) =

�
(1� a)�1 (1� a)�2

0 (1� a)�1

�



60 ESCP-EAP 2001 - Oral

5. a) Il existe P 2 GL2(R) telle que A = PTP
�1, avec T =

�
a c

0 b

�
, avec

c = 0 si A est diagonalisable et c = 1 si a = b et A non diagonalisable.

Notons que a et b sont les valeurs propres de A et que
�
Sn(A)

�
converge si

et seulement si
�
Sn(T )

�
converge.

Si c = 0, Sn(T ) =

0
B@

nP
k=0

a
k 0

0
nP

k=0

a
k

1
CA

Si c = 1, a = b et le calcul a �et�e fait en 4. b).

Dans tout les cas
�
Sn(A)

�
converge si et seulement si �1 < a < 1 et

�1 < b < 1.

b) Facilement, par t�elescopage : (I2 �A)Sn(A) = I2 �A
n+1.

Si la suite
�
Sn(A)

�
converge, alors An+1 = Sn+1(A) � Sn(A) �!

n!1
0 et :

(I2 � A)S(A) = lim
n!1

[(I2 � A)Sn(A)] = I2, ce qui prouve que I2 � A est

inversible (on le savait car 1 n'est pas valeur propre de A) et que :

S(A) = (I2 �A)�1

Exercice 5.

Soit n un entier naturel tel que n > 3 et A 2Mn(R) d�e�nie par :

A =

0
BBBBB@

1 1 1 � � � 1
1 0 � � � � � � 0

1
...

...
...

...
...

1 0 � � � � � � 0

1
CCCCCA

et ' l'endomorphisme associ�e �a A sur la base canonique de Rn .
D�eterminer une base du noyau de ' et une base de l'image de '.

En d�eduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Solution :

1. On remarque que la matrice A (donc l'endomorphisme associ�e ') est de
rang 2 (les deux premi�eres colonnes sont ind�ependantes, les autres �etant
proportionnelles �a la seconde).

L'image Im' est de dimension 2 ; une base est, par exemple : (e1;
nP
i=1

ei).

Par le th�eor�eme du rang, le noyau Ker' est de dimension (n�2). En utilisant
les colonnes de A, la famille (e2 � e3; e2 � e4; : : : ; e2 � en) forme une base de

ce noyau.
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2. Ainsi 0 est valeur propre de A, et le sous-espace propre qui lui est associ�e
est KerA de dimension (n� 2).

Les vecteurs propres de ' associ�es aux valeurs propres non nulles sont dans
Im' (puisque '(x) = �x; � 6= 0).

Soit (e1; v), avec v =
nP
i=1

ei la base de Im' pr�ec�edemment d�etermin�ee, et  

l'endomorphisme de Im' induit par '.

On a  (e1) = v;  (v) = v + (n� 1)e1. Donc M =M(e1;v)( ) =

�
0 n� 1
1 1

�

Les valeurs propres de  sont �1 =
1+

p
4n� 3
2

et �2 =
1�

p
4n� 3
2

et on

peut prendre pour vecteurs propres associ�es (�i � 1)e1 + v.

Ces valeurs propres et ces vecteurs propres sont les �el�ements propres de '
manquants.

La matrice A est donc diagonalisable, ce que l'on savait depuis le d�ebut de
l'exercice, puisqu'elle est sym�etrique r�eelle.

Exercice 6.

1. Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est not�e h ; i
et la norme associ�ee k � k.
Soit f un endomorphisme sym�etrique de E.
On note � la plus petite valeur propre r�eelle de f et ! la plus grande valeur
propre r�eelle de f .

1. a) Montrer que, pour tout x 2 E, � kxk2 6 hx; f(x)i 6 ! kxk2.
b) Existe-t-il un vecteur non nul x de E qui v�eri�e



x; f(x)

�
= ! kxk2 ?

Est-il vrai que si r est un r�eel tel que, pour tout x 2 E, hx; f(x)i 6 r kxk2,
alors r > ! ?
R�epondre aux questions analogues concernant �.

2. Montrer que, pour tout n 2 N
� et toute famille (xi)16i6n de r�eels,

2
nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1 = x
2
1 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n

et

2
nP
i=1

x
2
i
� 2

n�1P
i=1

xixi+1 = x
2
1 +

n�1P
i=1

(xi � xi+1)
2 + x

2
n

3. Soient un entier n > 2 et un r�eel k.

On consid�ere la matrice A =

0
BBBBB@

k 1 0 : : : 0

1 k 1
. . .

...

0 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . k 1

0 : : : 0 1 k

1
CCCCCA2Mn(R).
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On note � la plus petite valeur propre de A et ! la plus grande valeur propre
de A.
a) Montrer que k � 2 6 � et que ! 6 k + 2.
b) Montrer ensuite que � 6 k � 1 et que ! > k + 1.

On cherchera une colonne non nulle X 2 Mn;1(R) telle que t
XAX 6

(k � 1) tXX et une colonne non nulle Y 2 Mn;1( R) telle que t
Y AY >

(k + 1) tY Y .

Solution :

1. a) Comme f est un endomorphisme sym�etrique, il existe une base or-
thonorm�ee B = (e1; e2; : : : ; en) de R

n telle que MB(f) = diag(�1; : : : ; �n).

Soit x =
nP
i=1

xiei, on a f(x) =
nP
i=1

xi�iei et hx; f(x)i =
nP
i=1

x
2
i
�i.

Ainsi : �kxk2 = �

nP
i=1

x
2
i
6

nP
i=1

x
2
i
�i 6 !

nP
i=1

x
2
i
= !kxk2, soit :

�kxk2 6 hx; f(x)i 6 !kxk2
b) Si x est un vecteur propre associ�e �a la valeur propre !, on a :

hx; f(x)i = hx; !xi = !kxk2
La r�eponse est hhoui ii, car si cela est vrai pour tout vecteur x, cela est vrai en
particulier pour un vecteur propre x associ�e �a ! et on a alors !kxk2 6 rkxk2,
i.e. r > !.

De même, si x est propre pour la valeur propre �, alors hx; f(x)i = hx; �xi =
�kxk2 et si, pour tout x, hx; f(x)i > rkxk2, alors r 6 �.

2. Il su�t de d�evelopper les seconds membres et on retrouve bien les premiers
membres.

3. a) Rn �etant muni de sa structure euclidienne canonique, A traduit un
endomorphisme sym�etrique u. Pour tout vecteur x 2 R

n , en notant X la
matrice colonne associ�ee au vecteur x, on a :

hx; u(x)i = t
XAX = k

nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1

= (k � 2)
nP
i=1

x
2
i
+ x

2
1 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n > (k � 2)

nP
i=1

x
2
i
.

On en conclut donc que � > k � 2 (cf. 1. b) ).

De même :

hx; u(x)i = k

nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1

= (k + 2)
nP
i=1

x
2
i
� (x21 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n) 6 (k + 2)

nP
i=1

x
2
i
.

On en conclut donc que ! 6 k + 2 (cf. 1. b) ).



Alg�ebre 63

b) ? Soit X =

0
BB@

1
�1
0
...

1
CCA, on a t

XAX = 2k � 2 et t
XX = 2. Ainsi, si x

est le vecteur associ�e �a X , on a hx; u(x)i = (k � 1)kxk2, ce qui prouve que
� 6 k � 1.

De même la consid�eration de la colonne Y =

0
BB@
1
1
0
...

1
CCA et du vecteur y associ�e

donne hy; u(y)i = (k + 1)kyk2, ce qui prouve que ! > k + 1.

Exercice 7.

Soit n entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere un espace vectoriel
euclidien E muni du produit scalaire h�; �i et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E respectivement engendr�es par les familles (x1; : : : ; xn) et
(y1; : : : ; yn) de E.

On suppose de plus que : 8(i; j) 2 [[1; n]]2; hxi; xji = hyi; yji et on pose

pour tout j 2 [[1; n]], zj =
nP
i=1

hxi; xjiei, o�u la famille (e1; : : : ; en) est la base

canonique de Rn .

1. Soit p 2 [[1; n]]. Montrer l'�equivalence des deux assertions :

i) la famille (x1; : : : ; xp) est li�ee.

ii) la famille (z1; : : : ; zp) est li�ee.

2. En d�eduire que dimF = dimG.

Solution :

1. i) ) ii). S'il existe (�1; : : : ; �p) r�eels non tous nuls tels que
pP

j=1

�jxj = 0,

par bilin�earit�e du produit scalaire, on a :
pP

j=1

�jzj =
pP

j=1

�j

nP
i=1

hxi; xjiei =
nP
i=1

hxi;
pP

j=1

�jxjiei = 0

et la famille (z1; : : : ; zp) est li�ee.

ii) ) i). Sil existe (�1; : : : ; �p) r�eels non tous nuls tels que
pP

j=1

�jzj = 0,

alors :

0 =
pP

j=1

�j

nP
i=1

hxi; xjiei =
nP
i=1

hxi;
pP

j=1

�jxjiei

Donc, par libert�e de (e1; : : : ; en) : 8 i 2 [[1; n]]; hxi;
pP

j=1

�jxji = 0, d'o�u :
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k
pP

j=1

�jxjk2 = h
pP

i=1

�ixi;

pP
j=1

�jxji = 0 et
pP

i=1

�ixi = 0 : la famille (x1; : : : ; xp)

est li�ee.

2. Une famille est libre si et seulement si elle n'est pas li�ee.

On vient donc de d�emontrer, �a la num�erotation des vecteurs pr�es, qu'une sous-
famille de (x1; : : : ; xn) est libre si et seulement si la sous-famille correspon-
dante de (z1; : : : ; zn) est libre et donc si et seulement si la sous-famille corre-
spondante de (y1; : : : ; yn) l'est �egalement, puisque 8(i; j) 2 [[1; n]]2; hxi; xji =
hyi; yji et donc les calculs sont les mêmes avec la famille (y1; : : : ; yn).

Ainsi les familles (x1; : : : ; xn) et (y1; : : : ; yn) ont le même rang et dimF =
dimG.

Exercice 8.

Soit n un entier naturel, n > 2. Soit E = C n [X ], l'espace vectoriel des
polynômes �a coe�cients complexes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

1. a) Soit � 2 C donn�e et P (X) = (X � �)k, avec 1 6 k 6 n. Montrer que P
est divisible par son polynôme d�eriv�e P 0.

b) R�eciproquement, soit P 2 E divisible par son polynôme d�eriv�e P 0.
D�eterminer la forme de P .

2. Soit u l'application d�e�nie sur E par, pour tout P 2 E :

u(P )(X) = (X2 + 1)P 0(X)� nXP (X)

a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

c) L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Solution :

1. a) On a : P 0 = k(X � �)k�1 et P est divisible par P 0, le quotient �etant
1
k
(X � �).

b) Si P est divisible par P 0, le quotient Q est du premier degr�e et P = QP
0.

? Si degP = 1, alors P 0 est un polynôme constant et on a bien P 0 qui divise
P .

? Supposons donc n = degP > 2, d'o�u degP 0 = n � 1 > 1, et soient
z1; z2; : : : ; zk les racines de P 0 d'ordres de multiplicit�e respectifs �1; : : : �k.
Comme P 0 est un facteur de P , les nombres z1; z2; : : : ; zk sont encore racines

de P , donc d'ordres de multiplicit�e �1 + 1; : : : �k + 1.

Par cons�equent (�1 + 1) + � � �+ (�k + 1) = �1 + � � �+ �k + k 6 n, alors que
�1 + � � � + �k = n � 1. On en d�eduit k 6 1 et comme k > 1, on a k = 1 et

�1 = n� 1.
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Ainsi P admet une unique racine �a l'ordre n et est de la forme �(X � �)n.

2. a) La lin�earit�e de u est �evidente et pour k 6 n :

u(Xk) = (X2 + 1)kXk�1 � nX
k+1 = (k � n)Xk+1 + kX

k�1

? Si k < n, u(Xk) est de degr�e k + 1, donc appartient �a E ;

? si k = n, u(Xn) = nX
n�1 2 E.

Ainsi, par lin�earit�e, l'image par u de tout �el�ement de E est encore un
�el�ement de E et u 2 L(E). Notons d'ailleurs que si degP < n, alors
deg u(P ) = degP + 1 et donc les �eventuels polynômes propres sont de degr�e
exactement n.

b) Soit � une valeur propre (donc a priori complexe) de u et P un polynôme
propre associ�e. On a :

u(P ) = �P , i.e. (X2 + 1)P 0(X) = (nX + �)P (X) (�)
? Si nX + � divise X2 + 1, alors � = ni ou � = �ni.
� Si � = �ni, il reste (X + i)P 0(X) = nP (X), P 0 divise P et d'apr�es la

premi�ere question P est de degr�e n et admet �i pour unique racine (car �i
est racine de P !) :

�ni 2 Spec u et E(�ni)(u) = Vect((X + i)n)

� De la même fa�con :

ni 2 Specu et E(ni)(u) = Vect((X � i)n)

? Si nX+� ne divise pas X2+1, alors (�) montre que i et �i sont racines de
P et P est divisible par X2 + 1. D�esignons alors par k, avec 1 6 k 6 bn=2c
le plus grand entier tel que (X2 + 1)k divise P :

P (X) = (X2 + 1)kQ(X), avec Q(i) 6= 0 ou Q(�i) 6= 0

La relation (�) devient : (X2 + 1)Q0(X) = [(n� 2k)X + �]Q(X).

� Si Q(i) 6= 0 alors � = �(n� 2k)i et (X + i)Q0(X) = (n� 2k)Q(X). On
d�eduit alors de la premi�ere question que �i est l'unique racine de Q, cette
racine �etant d'ordre n� 2k :

�(n� 2k)i 2 Specu et E(�(n�2k)i)(u) = Vect((X2 + 1)k(X + i)n�2k)

� Si Q(�i) 6= 0, on obtient de même :

(n� 2k)i 2 Specu et E((n�2k)i)(u) = Vect((X2 + 1)k(X � i)n�2k)

c) Finalement les valeurs propres de u sont �ni;�(n�2)i; : : : ; (n�2)i; ni,
donc sont au nombre de n+1. Comme E est de dimension n+1, on en d�eduit
que u est diagonalisable.

Exercice 9.

Soit p 2 N; p > 2. On consid�ere l'espace vectorielMp(R) des matrices carr�ees
d'ordre p �a coe�cients r�eels. Pour tout A 2 Mp(R), on note t

A la matrice

transpos�ee de A.
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Si x =

0
@x1

...
xp

1
A et y =

0
B@
y1
...
yp

1
CA sont deux vecteurs de Rp , on pose :

hx; yi =
pP

k=1

xkyk

Si x 2 R
p , on note kxk =

p
hx; xi la norme euclidienne de x.

En�n, si E est un sous-espace vectoriel de Rp , on note E? l'orthogonal de E.

1. Soit A 2 Mp(R).

a) Montrer que Im(A) � [Ker(tA)]?.

b) Montrer que [Im(A)]? � Ker(tA).

c) En d�eduire que Im(A) = [Ker(tA)]?.

2. On consid�ere la matrice A 2Mp(R) d�e�nie par :

A =

0
BBBBBBBBB@

0 0 : : : : : : : : : 0

1
. . .

. . .
...

0 1
2

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 : : : : : : 0 1

p�1
0

1
CCCCCCCCCA

a) D�eterminer le noyau de t
A.

b) Montrer que tout vecteur x 2 R
p se d�ecompose de mani�ere unique sous

la forme : x = x
0 +Ax

00, avec x0 2 Ker(tA) et x00 2 Im(tA).

On pose alors x00 = u(x). V�eri�er que l'on d�e�nit ainsi un endomorphisme de

R
p . D�eterminer la matrice B associ�ee �a u dans la base canonique de Rp .

c) Montrer que AB est la matrice de la projection orthogonale sur l'image
de A.

d) Calculer BA. Que constatez-vous ?

3. Reprendre la construction et les calculs pr�ec�edents pour une matrice A
quelconque de Mp(R).

Solution :

1. Notons par une même lettre un vecteur de R
p et la matrice colonne

canoniquement associ�ee.

a) Soit y 2 ImA, il existe x 2 R
p tel que y = Ax. Si u est un vecteur

quelconque de Ker tA on a : hy; ui = hAx; ui = t(Ax)u = t
x
t
Au = hx; tAui =

hx; 0i = 0. Donc y 2 [Ker tA]? et :
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Im(A) � [Ker(tA)]?

b) Soit x 2 [ImA]?, on a pour tout vecteur y de Rp : hx;Ayi = 0. Donc
pour tout y 2 R

p
; htAx; yi = 0 et t

Ay est orthogonal �a R
p et est donc le

vecteur nul, i.e. y 2 Ker(tA) :

[Im(A)]? � Ker(tA)

c) Le r�esultat b) donne, par passage �a l'orthogonal : [Ker(tA)]? � Im(A)
et grce �a a) :

Im(A) = [Ker(tA)]?

2. a) t
A est clairement de rang p � 1, donc son noyau est de dimension 1.

La premi�ere colonne de t
A �etant nulle, son noyau est la droite engendr�ee par

le premier vecteur de la base canonique (e1; : : : ; ep) de Rp . Son image est
engendr�ee par les vecteurs colonnes de t

A, donc en fait par e1; e2; : : : ; ep�1.

b) Soit x =
pP

i=1

xiei. Pour i 2 [[1; p� 1]], on a : Aei =
1
i
ei+1 et donc :

x = x1e1 +
pP

i=2

xiei = x1e1 +A
� p�1P
i=1

ixi+1ei

�
On a bien x0 = x1e1 2 Ker(tA) et x00 =

p�1P
i=1

ixi+1ei 2 Im(tA).

L'application x 7! x
00 est clairement lin�eaire et :

B =

0
BBBBBBBB@

0 1 0 : : : : : : 0

0
. . . 2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . p� 1

0 : : : : : : 0 0 0

1
CCCCCCCCA

c) AB = diag(0; 1; : : : ; 1), qui est bien la matrice de la projection orthogo-
nale sur ImA = Vect(e2; : : : ; ep).

d) De même BA = diag(1; : : : ; 1; 0) qui est la matrice de la projection
orthogonale sur Vect(e1; : : : ; ep�1) = Im(tA) = (KerA)?.

3. Si A est une matrice quelconque de Mp(R).

D'apr�es 1. on a Rp = Ker(tA)� Im(A) = Ker(A)� Im(tA).

Soit x 2 R
p . On peut �ecrire x = x

0 +Ay, avec x0 2 Ker(tA) et y 2 R
p .

Le vecteur y s'�ecrit y = u+ x
00, avec u 2 KerA et x00 2 Im(tA).

On obtient donc x = x
0 +Ax

00, avec x0 2 Ker(tA) et x00 2 Im(tA).

Si x = x
0 +Ax

00 = x
0
1 +Ax

00
1 sont deux telles d�ecompositions, on a :

x
0
1 � x

0 = A(x00 � x
00
1)
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D'o�u x
0
1 � x1 = 0, car Ker(tA) et ImA sont suppl�ementaires, donc

d'intersection r�eduite au vecteur nul.

Ainsi x00 � x
00
1 2 KerA et comme ce vecteur appartient aussi �a Im(tA) =

[KerA]?, il s'agit du vecteur nul.

Finalement la d�ecomposition est bien unique et u est bien une application.
La lin�earit�e de u est �evidente.

Par construction : ABx = AB(x0 + Ax
00) = Ax

00 = pImA(x), donc AB =
PImA.

D'autre part, x = y
0 + y

00, avec y0 2 KerA et y00 2 Im(tA). On en tire :

BAx = BAy
00 = y

00 = pIm(tA)(x), soit BA = PIm tA.

Exercice 10.

Soit E l'ensemble des polynômes P �a coe�cients r�eels v�eri�ant :

P (X)P (X + 1) = �P (X2) (�)

1. Trouver les polynômes constants v�eri�ant la relation (�).

2. On suppose d�esormais que P 2 E a un degr�e sup�erieur ou �egal �a 1.

a) Soit � une racine (�eventuellement complexe) de P . Montrer que 8p 2
N; �

2p est �egalement racine de P . Que peut-on conclure sur le module de � ?

b) Montrer que si � est racine de P , alors (�� 1)2 est �egalement racine de
P .

c) Quelles sont les racines possibles de P ?

d) Montrer que P est de la forme P (X) = �Xn(X � 1)n, avec n > 1.

3. a) Montrer que :

(P;Q) 7!
Z 1

0

P (t)Q(t)dt

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) La famille des polynômes
�
[Xn(X � 1)n](n)

�
n>1

est-elle orthonorm�ee

pour ce produit scalaire ?

(On rappelle que S(n) d�esigne la d�eriv�ee n�eme du polynôme S)

Solution :

1. Si P est un polynôme constant C la relation (�) est �equivalente �a

C
2 + C = 0, soit C = 0 ou C = �1.

2. a) Supposons que P (�) = 0. La relation (�) entrâ�ne alors que P (�2) = 0,
donc en it�erant ce processus, P (�4) = 0, et par une r�ecurrence imm�ediate

P (�2
p

) = 0, pour tout p 2 N.
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On en d�eduit que j�j = 1 ou � = 0. En e�et, P admettant un nombre �ni de
racines distinctes, il existe p > q tels que �2

p

= �
2q soit � = 0 ou �2

p�2q = 1,
ce qui entrâ�ne j�j = 1.

b) Utilisons la relation (�) avec 0 = P (� � 1)P (�) + P ((� � 1)2), ce qui
entrâ�ne que (�� 1)2 est racine de P . En appliquant la question 2.a, il vient
� = 1 ou j�� 1j = 1

En conclusion, si P (�) = 0, alors :

� = 0 ou � = 1 ou

8<
:

j�j = 1
et

j�� 1j = 1

c) La troisi�eme condition se r�e�ecrit jeit � 1j = 1, avec t 2 [0; 2�[. Or :

eit � 1 = eit=2(2i sin t
2
) et donc jeit � 1j = 2 sin t

2
et :

jeit � 1j = 1 =) sin(t=2) = 1=2, soit t = ��
3
+ 2k�

Par suite � = �j ou � = �j2.
L'ensemble des racines possibles de P est donc S = f0; 1;�j;�j2g. Or si
�j est racine, (�j)2 = j

2 �egalement, ce qui n'est pas le cas. De même avec
�j2. Ainsi :

S � f0; 1g
d) Ainsi, P est de la forme P (X) = �X

p(X � 1)q, avec � 2 C
� et p; q 2 N.

�Ecrivons alors la relation (�) pour un tel polynôme :

�
2
X

p(X � 1)q(X + 1)pXq + �X
2p(X2 � 1)q = 0

ou :
X

p(X � 1)q [�(X + 1)pXq +X
p(X + 1)q] = 0

donc :
�(X + 1)pXq +X

p(X + 1)q = 0

Comme les termes de degr�e (p+q) doivent se simpli�er, il vient � = �1, puis
en substituant �a X la valeur 1 : 2q = 2p, soit p = q.

R�eciproquement les polynômes de la forme �Xn(X � 1)n sont solutions de
(�).

3. a) C'est quasiment une question de cours.

b) Soit pour tout n > 1; Pn(X) = X
n(X�1)n. C'est un polynôme de degr�e

2n, et 0; 1 sont des racines de multiplicit�e n.

Soit n > m. Une int�egration par parties donne :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(m)
m (t) dt =

�
P
(n�1)
n (t)P

(m)
m (t)

�1
0
�
Z 1

0

P
(n�1)
n (t)P

(m+1)
m (t) dt

= �
Z 1

0

P
(n�1)
n (t)P

(m+1)
m (t) dt
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car 0 et 1 sont des racines de P
(n�1)
n (t). En recommen�cant ce processus n

fois, on obtient :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(m)
m (t) dt = (�1)n

Z 1

0

Pn(t)P
(m+n)
m (t) dt = 0, puisque P

(m+n)
m

est le polynôme nul.

La famille donn�ee est donc orthogonale pour ce produit scalaire. Par contre
elle n'est pas orthonorm�ee, car :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(n)
n (t) dt = (�1)n(2n)!

Z 1

0

t
n(t� 1)n dt

Notons I(p; q) =

Z 1

0

t
p(t� 1)q dt. Une int�egration par parties donne :

I(p; q) =
q

p+ 1

Z 1

0

t
p+1(t� 1)q�1 dt = � q

p+ 1
I(p+ 1; q � 1)

Donc :

I(p; q) = (�1)q q

p+ 1
� q � 1
p+ 2

� � � � � 1
p+ q

I(p+ q; 0) = (�1)q q!p!
(p+ q + 1)!

Donc : Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(n)
n (t) dt = (2n)!

(n!)2

(2n+ 1)!
=

(n!)2

2n+ 1
6= 1

Exercice 11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et f; g deux endomorphismes
de E.

1. Montrer que :
Ker(gj Im(f)) = Ker(g) \ Im(f)

(gj Im(f) d�esignant la restriction de g �a l'image de f).

2. En d�eduire :

a) rg(g � f) = rg(f)� dim
�
Ker(g) \ Im(f)

�
.

b) rg(g � f) > rg(f) + rg(g)� dim(E).

(rg(u) d�esignant le rang d'un endomorphisme u de E).

Solution :

1. On a :

x 2 Ker(gj Im f )() x 2 Im f et gj Im f = 0() x 2 Im f et g(x) = 0

Donc :
Ker(gj Im(f)) = Ker(g) \ Im(f)

2. a) On a : rg(g � f) = dim[g(f(E))] = dim(Im(gj Im f ) = rg(gj Im(f)).

Par le th�eor�eme du rang, appliqu�e �a gj Im(f), il vient :
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rg(g � f) = dim Im f � dim(Ker(gj Im(f))) = rg(f)� dim(Ker(g) \ Im(f))

b) Comme Ker(g) \ Im(f) � Ker g on a :

dim(Ker(g) \ Im(f)) 6 dim(Ker g) = dimE � rg(g)

ce qui donne, en rempla�cant, le r�esultat demand�e :

rg(g � f) > rg(f) + rg(g)� dim(E)

Exercice 12.

On note R[X ] l'espace vectoriel des fonctions polynômes �a coe�cients r�eels.

A tout P 2 R[X ], on associe la fonction :

'(P ) : x 7�!
Z +1

�1

e�t
2

P (x+ t)dt

1. a) Montrer que pour tout P 2 R[X ], pour tout (a; b) 2 R
2 :

P (b) =
+1P
k=0

(b� a)k
P
(k)(a)
k!

b) Montrer que ' est un endomorphisme de R[X ].

On note D l'endomorphisme de R[X ] qui �a toute fonction polynôme P associe
sa fonction polynôme d�eriv�ee P 0.

2. Montrer qu'il existe une suite de r�eels (an)n2N, que l'on explicitera, telle
que, pour tout P 2 R[X ], on a :

'(P ) =
+1P
n=0

anD
n(P )

(Dn d�esignant l'it�er�e n�eme de D, i.e. D0 = Id;D
2 = D �D; : : :).

D�eterminer la valeur des (an) en fonction de n et de

Z +1

�1

e�t
2

dt.

3. Quels sont les �el�ements propres de ' ?

Solution :

1. a) La s�erie se trouvant dans le membre de droite de l'�egalit�e est en fait
une somme �nie, puisque si p est le degr�e de P , alors pour tout k > p + 1,
P
(k)(a) = 0.

La formule demand�ee n'est en fait rien d'autre que la formule de Taylor pour
les polynômes, formule qui est exacte, si son ordre est su�samment grand.

b) L'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

P (x + t) dt existe pour tout x r�eel. En e�et,

l'application t 7! e�t
2

P (x+ t) est continue sur R et lim
t!1

t
2e�t

2

P (x+ t) = 0

entrâ�ne la convergence de l'int�egrale.
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En utilisant la question pr�ec�edente, il vient :

'(P )(x) =

Z +1

�1

e�t
2
+1P
k=0

t
k
P
(k)(x)
k!

dt

et comme la somme est �nie :

'(P )(x) =
+1P
k=0

P
(k)(x)

Z +1

�1

e�t
2 t

k

k!
dt

ce qui montre que '(P ) est un polynôme.

La lin�earit�e est une cons�equence de la lin�earit�e de l'int�egrale.

2. Par la question pr�ec�edente, pour tout n > 0 :

an = 1
n!

Z +1

�1

e�t
2

t
n
dt

On remarque que a2n+1 = 0, par imparit�e de la fonction �a int�egrer. Quant �a
a2n, il su�t d'utiliser une int�egration par parties (�a justi�er avec soin !) pour
obtenir pour tout n > 0 :

a2n = 1
22nn!

Z +1

�1

e�t
2

dt

3. Soit � une valeur propre de ' ; il existe un polynôme P non nul de degr�e
p > 0 tel que '(P ) = �P , qui se r�e�ecrit :

pP
n=0

anD
n(P ) = �P

Or pour tout n tel que 0 6 n 6 p, degDn(P ) = p� n et a0 6= 0. Donc seul

D
0(P ) = P est de degr�e p, les autres �etant de degr�e strictement inf�erieur.

Ainsi � = a0.

L'�equation '(P ) = �P se r�e�ecrit :
pP

k=1

akP
(k)(x) = 0

Or la famille
�
P
0(x); : : : ; P (p)(x)

�
est une famille de polynômes de degr�es

�echelonn�es. C'est donc une famille libre et pour tout k > 1; ak = 0, ce qui
n'est pas v�eri��e.
La seule possibilit�e est que la sommation pr�ec�edente n'existe pas, donc que
le degr�e p de P soit nul, donc que P soit un polynôme constant.

R�eciproquement tout polynôme constant est associ�e �a la valeur propre a0.

Exercice 13.

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3

est :

A =

0
@ 1 2 1
2 1 1
0 0 3

1
A
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1. Soit (a; b; c) 2 R
3
; (a; b; c) 6= (0; 0; 0). Montrer que

P = f(x; y; z) 2 R
3
= ax+ by + cz = 0g

est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (appel�e aussi plan vectoriel) de
R
3 .

2. Soient P d'�equation ax + by + cz = 0 et Q d'�equation ux + vy + wz = 0
deux tels plans.
Montrer que P = Q si et seulement s'il existe � 2 R

� tel que (u; v; w) =
�(a; b; c).

3. D�eterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f .

4. Un sous-espace vectoriel F de R3 est dit stable par f si f(F ) � F .
D�eterminer les sous-espaces vectoriels de R3 stables par f .

Solution :

1. Soit ' l'application d�e�nie sur R3 par : '(x; y; z) = ax+ by + cz.
C'est une application lin�eaire non nulle (car (a; b; c) 6= (0; 0; 0)) et �a valeurs
dans R, donc ' est de rang 1, et, par le th�eor�eme du rang, P = Ker' est
bien un sous-espace de R3 de dimension 2.

2. Si (u; v; w) = �(a; b; c), alors ax + by + cz = 0 () ux + vy + wz = 0 et
P = Q.

R�eciproquement supposons que l'on ait P = Q.
Quitte �a changer les noms des coordonn�ees, on peut supposer que a 6= 0. Alors

ax+by+cz = 0() x = � b
a
y� c

a
z () (x; y; z) = y(� b

a
; 1; 0)+z(� c

a
; 0; 1)

Les vecteurs (� b
a
; 1; 0) et (� c

a
; 0; 1), ou mieux (b;�a; 0) et (c; 0;�a) forment

une base de P .

Si P = Q, ces vecteurs appartiennent aussi �a Q et :�
ub� av = 0
uc� aw = 0

, soit : (u; v; w) = u

a
(a; b; c).

3. La m�ethode du pivot de Gauss montre que les valeurs propres de A sont
�1 et 3. La r�esolution des syst�emes AX = �X donne ensuite :

E(�1)(f) = Vect(1;�1; 0) et E(3)(f) = Vect(1; 1; 0)

4. ? Trivialement, f0g est le seul sous-espace stable de dimension 0, et R3 est
le seul sous-espace stable de dimension 3.

? Soit D une droite et v un vecteur directeur de D.

On a : f(D) � D () f(v) 2 D () 9� 2 R; f(v) = �v.

Ainsi une droite est stable par f si et seulement si elle est engendr�ee
par un vecteur propre de f . Il existe donc deux droites stables par f :
E(�1)(f) = Vect(1;�1; 0) et E(3)(f) = Vect(1; 1; 0).
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? Soit P un plan stable, ax+ by + cz = 0 une �equation de P .

(x; y; z) 2 P =) f(x; y; z) 2 P s'�ecrit :

ax+ by + cz = 0 =) (a+ 2b)x+ (2a+ b)y + (a+ b+ 3c)z = 0

On a (a+ 2b; 2a+ b; a+ b+ 3c) 6= (0; 0; 0) et on peut appliquer les r�esultats
de la question 2. Il existe donc � 6= 0 tel que :8<

:
a+ 2b = �a

2a+ b = �b

a+ b+ 3c = �c

ce qui se r�e�ecrit : tA

0
@ a

b

c

1
A = �

0
@ a

b

c

1
A

Ainsi

0
@ a

b

c

1
A est un vecteur propre de t

A. Un calcul imm�ediat montre que t
A

a les mêmes valeurs propres que A et que t
A admet deux droites propres

engendr�ees respectivement par :0
@ 0
0
1

1
A et

0
@ 1
�1
0

1
A

Ainsi A admet deux plans stables d'�equation z = 0 et x� y = 0.

Exercice 14.

Dans cet exercice on confondra polynôme et fonction polynôme associ�ee.

Soit u l'application qui �a un polynôme P de R[X ] associe u(P ) d�e�ni par :

8x 2 R; u(P )(x) = ex
Z +1

x

e�tP (t) dt

1. Montrer que u(P ) est bien d�e�ni. Calculer u(Xk), pour tout k 2 N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X ].

2. Soit n 2 N �x�e. On note Rn [X ] l'ensemble des polynômes �a coe�cients
r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

a) Montrer que Rn [X ] est stable par u.

b) Soit v l'application d�e�nie sur Rn [X ] par : 8P 2 Rn [X ]; v(P ) = u(P )

Montrer que v r�ealise un automorphisme de Rn [X ].

Quelle est la matrice A associ�ee �a v dans la base canonique de Rn [X ] ?
L'endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. D�eterminer A�1, l'inverse de A.

4. Si P est un polynôme tel que pour tout x 2 R; P (x) > 0, montrer que,
pour tout x r�eel : P

k2N

P
(k)(x) > 0
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Solution :

1. Soit P un polynôme de degr�e p.
L'application t 7! e�tP (t) est continue sur R ; de plus lim

t!+1
t
2
:e�tP (t) = 0

entrâ�ne la convergence de l'int�egrale d�e�nissant u(P )(x).

La lin�earit�e de P d�ecoule de la lin�earit�e de l'int�egrale.

Il est �evident que u(1) = 1.
Soit n > 1. Une int�egration par parties (d'abord sur un segment, suivie d'un
passage �a la limite) donne :

u(Xn) = X
n + nu(Xn�1)

Ainsi, par r�ecurrence :

u(Xn) = X
n + nX

n�1 + n(n� 1)Xn�2 + � � �+ n!

Ceci montre que u(P ) est une fonction polynomiale, quel que soit le polynôme
P .

2. a) La stabilit�e de Rn [X ] a �et�e d�emontr�ee dans la question pr�ec�edente,
puisque pour tout n > 0, u(Xn) 2 Rn [X ].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de Rn [X ].
Toujours par la question 1. la famille

�
u(1); u(X); : : : ; u(Xn)

�
est une famille

de polynômes de degr�es �echelonn�es de 0 �a n ; c'est donc une base de Rn [X ],
ce qui montre que v est un automorphisme de Rn [X ].

La matrice A est triangulaire sup�erieure de la forme A = (ai;j), avec :

ai;j =

(
j!
i!

si i 6 j

0 si i > j

La diagonale de A n'est form�ee que de 1. La seule valeur propre de A est
donc 1.

Si A �etait diagonalisable, elle serait semblable �a une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale i.e. la matrice identit�e ; elle serait

donc �egale �a l'identit�e, ce qu'elle n'est pas.

3. Comme, pour tout k tel que 0 6 k 6 n, u(Xk) = X
k + ku(Xk�1), on a :

v
�1(Xk) = X

k � kX
k�1

ce qui entrâ�ne que pour tout P 2 Rn [X ] :

v
�1(P ) = P � P

0

On en d�eduit facilement la matrice A�1, �egalement triangulaire sup�erieure, les
coe�cients diagonaux valant 1, la diagonale �etant bord�ee d'une sur-diagonale
form�ee des nombres �1;�2; : : : ;�n.
4. Posons Q(X) =

P
k2N

P
(k)(x). On remarque qu'en fait cette somme est �nie,

ce qui montre l'existence du polynôme Q. On v�eri�e alors que Q �Q
0 = P ,
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donc que P = v
�1(Q) ou Q = v(P ), ce qui donne, par la d�e�nition de u et

la positivit�e de P , le r�esultat escompt�e.

Exercice 15.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. On note 0n la matrice nulle deMn(R)
et on se donne A 2 Mn(R).

1. Montrer qu'il existe un polynôme non nul P 2 Rn2 [X ] (c'est-�a-dire de
degr�e inf�erieur ou �egal �a n2) tel que P (A) = 0n.

2. On suppose P (0) 6= 0. Montrer que A est inversible et exprimer A�1 en
fonction de A et des coe�cients de P .

3. On suppose que 0 est racine d'ordre k de P : il existe alors un polynôme
Q tel que Q(0) 6= 0 et P (X) = X

k
Q(X).

Montrer que A est inversible si et seulement si Q(A) = 0n.

Solution :

1. La famille (I; A;A2
; : : : ; A

n
2

) est une famille deMn(R) de cardinal n
2+1.

C'est donc une famille li�ee et il existe une combinaison non triviale de ces
matrices donnant 0n, donc un polynôme P de degr�e inf�erieur ou �egal �a n2 tel
que P (A) = 0n

2. Dire que P (0) 6= 0 signi�e que dans la combinaison lin�eaire pr�ec�edente le
coe�cient a0 de I n'est pas nul, soit :

a0I + a1A+ � � �+ an2A
n
2

= 0n; avec a0 6= 0

donc :

I = � 1
a0

(a1A+ � � �+ an2A
n
2

) = � 1
a0

(a1I + a2A+ � � �+ an2A
n
2�1)A

On sait alors qu'il est inutile de v�eri�er l'inversibilit�e de l'autre côt�e et A est
inversible, d'inverse :

A
�1 = � 1

a0
(a1I + a2A+ � � �+ an2A

n
2�1)

3. On a : Ak
Q(A) = 0n, avec Q(0) 6= 0.

� si A est inversible, alors Q(A) = 0n (on multiplie k fois �a gauche par A�1).

� si Q(A) = 0n, on est revenu �a la situation de la question 2 et A est
inversible.

Exercice 16.

Soit E un R{espace vectoriel de dimension 4. On note 0 l'endomorphisme nul
de E et I l'application identit�e de E.

On consid�ere un endomorphisme u de E tel que u3 + u
2 + u = 0.

On pose E1 = Ker(u2 + u+ I) et E2 = Keru.
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1. Montrer que Imu � E1 et que E1 et E2 sont stables par u.

2. Montrer que :
a) E1 �E2 = E.

b) E1 = Imu.

c) E2 = Im(u2 + u+ I).

3. a) Montrer que, pour tout vecteur non nul x de E1, la famille
�
x; u(x)

�
est

libre.

b) Montrer que s'il existe deux vecteurs x et y de E1 tels que la famille�
x; u(x); y

�
soit libre, alors la famille

�
x; u(x); y; u(y)

�
est libre.

c) Quelles sont les dimensions possibles de E1 ?

Solution :

On sait que pour tout x 2 E :

(?) (u3 + u
2 + u)(x) = u

�
(u2 + u+ Id)(x)

�
= (u2 + u+ Id)

�
u(x)

�
= 0

1. Soit y 2 Imu. Il existe x 2 E tel que y = u(x). Alors (u2+u+I)
�
u(x)

�
= 0,

soit y 2 E1 et Im u � E1.

? Soit x 2 E1, (on a donc (u2 + u+ Id)(x) = 0).

Alors (u2 + u+ I)
�
u(x)

�
= u

�
(u2 + u+ Id)(x)

�
= 0 et u(x) 2 E1.

? Soit x 2 E2, (on a u(x) = 0). Alors u
�
u(x)

�
= 0 et u(x) 2 E2.

2. a) Soit x 2 E. Le vecteur x s'�ecrit sous la forme�
x+ u(x) + u

2(x)
�
+
�
� u(x)� u

2(x)
�
= y + z.

La relation (?) entrâ�ne que y 2 E1 et z 2 E2.

En�n si x 2 E1 \ E2, alors :

u(x) = 0, (u2 + u+ Id)(x) et donc x = Id(x) = 0

La somme pr�ec�edente est donc directe et

E = E1 �E2

b) Le sous-espace vectoriel E2 �etant suppl�ementaire �a E1 = Keru, sa

dimension est celle de Imu. Mais E1 contient Imu ; on a donc E2 = Imu .

c) La relation (?) montre que Im(u2+u+I) � E2. On conclut comme dans
la question pr�ec�edente en utilisant les dimensions de ces deux sous-espaces :

Im(u2 + u+ I) = E2 .

3. a) Supposons que la famille
�
x; u(x)

�
soit li�ee. Il existe � 2 R tel que

u(x) = �x, ce qui signi�e que � est valeur propre r�eelle de u associ�ee au
vecteur propre x.

Mais uk(x) = �
k
x; k > 2 entrâ�ne que :
0 = (u3 + u

2 + u)(x) = (�3 + �
2 + �)x
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Comme x 6= 0, il vient � = 0 (car �2 + �+ 1 = 0 n'a pas de solution r�eelle).
Donc u(x) = 0 et x = (u2 + u+ Id)(x) = 0. D'o�u la contradiction et :�

x; u(x)
�
est libre

b) Supposons que la famille
�
x; u(x); y; u(y)

�
soit li�ee. Il existe quatre

scalaires a; b; c; d non tous nuls tels que ax+ bu(x) + cy + du(y) = 0.
Comme

�
x; u(x); y

�
est libre, d est non nul et quitte �a diviser par d, on peut

supposer d = �1, et :
il existe trois r�eels (a; b; c) non tous nuls tels que u(y) = ax+ bu(x) + c(y).
On a alors :

u
2(y) = (ac� b)x+ (bc� b+ a)u(x) + c

2
y

et
0 = (u2 + u+ Id)(y) = (ac� b+ a)x+ (bc+ a)u(x) + (c2 + c+ 1)y

en contradiction avec
�
x; u(x); y

�
libre, puisque c2 + c+ 1 6= 0.

c) Par la question pr�ec�edente, si dimE1 > 1 alors dimE1 > 2 et si
dimE1 > 3 alors dimE1 > 4. Les dimensions possibles de E1 sont donc
f0; 2; 4g.

Exercice 17.

Soient A et B les matrices de M3(R) d�e�nies par :

A = 1
6

0
@�2 4 4

4 �2 4
4 4 �2

1
A ; B = 1

6

0
@ 5 2 �1

2 2 2
�1 2 5

1
A

1. a) Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser dans une base
orthonorm�ee.

b) Montrer qu'il existe une matrice P 2 GL3(R) telle que P�1AP et
P
�1
BP soient toutes deux diagonales.

2. Soit F l'application d�e�nie sur M3(R) par, pour tout X 2M3(R) :

F : X 7! AX �XB

a) Montrer que l'application F est un endomorphisme de M3(R).

b) Soit U un vecteur colonne propre de A et V un vecteur colonne propre
de B. Calculer F (U:tV ).

c) F est{elle un automorphisme de M3(R) ?

d) F est{elle diagonalisable ?

Solution :

1. a) b) On peut �evidemment chercher les �el�ements propres de A et B par la
technique habituelle du pivot de Gauss. On peut aussi remarquer que :
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? A = �I + 2

0
@ 1=3 1=3 1=3
1=3 1=3 1=3
1=3 1=3 1=3

1
A = �I + 2J .

La matrice J v�eri�e J
2 = J , donc est une matrice de projecteur (non

d�eg�en�er�e). Ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associ�e le plan
P d'�equation x + y + z = 0 et 1, de sous-espace propre associ�e la droite D
dirig�ee par le vecteur (1; 1; 1).

Par cons�equent les valeurs propres de A sont �1 et 1, avec :

E(�1)(A) = P ; E(1)(A) = D
? On a B2 = B, donc B repr�esente aussi un projecteur (non d�eg�en�er�e) et ses
valeurs propres de sont 0 et 1, avec :

E(0)(B) = KerB est la droite D0 dirig�ee par (1;�2; 1) ;
E(1)(B) est le plan P 0 d'�equation x� 2y + z = 0.

Comme D0 � P et D � P 0, les vecteurs (1; 1; 1) et (1;�2; 1) sont propres �a
la fois pour A et B et on compl�ete avec le vecteur (1; 0;�1) qui appartient �a
P \ P 0, ce qui donne une base orthogonale propre �a la fois pour A et B.

En normant ces vecteurs, on prend donc : P = 1p
6

0
@ 1

p
3

p
2

�2 0
p
2

1 �
p
3

p
2

1
A

et P
�1
AP = diag(�1;�1; 1) ; P�1BP = diag(0; 1; 1)

2. a) Il est clair que pour tout X 2 M3(R), F (X) 2 M3(R). La lin�earit�e de
F r�esulte de la distributivit�e du produit sur l'addition.

b) Si AU = �U et BV = �V , alors U t
V 2 M3(R) et t

V B = �
t
V (car B

est sym�etrique), d'o�u :

F (U t
V ) = AU

t
V � U

t
V B = �U

t
V � �U

t
V = (�� �)U t

V

Ainsi cette matrice est vecteur propre de F associ�ee �a la valeur propre ���.
c) La valeur propre 1 �etant commune �a A et B, F admet 0 comme valeur

propre et n'est donc pas inversible.

d) A et B admettent une base orthonorm�ee commune de vecteurs propres
(U1; U2; U3). Par la question pr�ec�edente, les 9 matrices Ui

t
Uj (1 6 i; j 6 3)

sont des vecteurs propres de F .

Montrons qu'elles forment une famille libre.

Supposons que
P

16i;j63

�i;jUi
t
Uj = 0. En multipliant �a droite par Uk et en

remarquant que la famille est orthonorm�ee (donc t
UkUk = kUkk2 = 1 et

t
UjUk = 0 lorsque k 6= j), il vient :

3P
i=1

�i;kUi = 0
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ce qui entrâ�ne par la libert�e de (U1; U2; U3) que �i;k = 0 pour 1 6 i 6 3, et
ceci quel que soit k tel que 1 6 k 6 3.

La libert�e est bien acquise et l'endomorphisme F est donc diagonalisable.

Exercice 18.

Soit n un entier naturel tel que n > 2 et soit E = Mn(R) l'espace vectoriel
des matrices carr�ees �a n lignes et n colonnes, �a coe�cients r�eels.
Pour (i; j) 2 [[1; n]]2, on note Ei;j la matrice de Mn(R) qui ne contient que
des 0 sauf en position (i; j) o�u se trouve un 1.
On rappelle que les n2 matrices Ei;j forment une base de E. En�n, on note
I la matrice identit�e.

1. a) Trouver une matrice de E non nulle et non inversible.

b) Trouver une droite de E qui ne contient aucune matrice inversible.

2. Soit j un entier de f1; 2; : : : ; n2 � ng. Trouver un sous-espace vectoriel de
E de dimension j qui ne contient aucune matrice inversible.

3. a) Calculer le produit Ei;jEk;`.

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension n2 � 1. Construire
une application lin�eaire non nulle f de E dans R telle que Kerf = H .

c) Tout �el�ement A 2 Mn(R) s'�ecrivant sous la forme A =
nP
i=1

nP
j=1

�i;jEi;j ,

on note, pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, Xi;j l'application de E dans R d�e�nie par
Xi;j(A) = �i;j .
Soit f une application lin�eaire de E dans R. Montrer qu'il existe n2 r�eels

(ai;j) tels que f =
nP
i=1

nP
j=1

ai;jXi;j .

d) Dans cette question seulement, on fait l'hypoth�ese que i 6= j implique

que ai;j = 0. Montrer que la matriceM = En;1+
nP
i=2

Ei;i�1 est �el�ement de H

et qu'elle est inversible.

e) Dans le cas o�u l'hypoth�ese faite en d) n'est pas v�eri��ee, montrer que,

pour un couple (i; j) �a pr�eciser, la matrice N = I � f(I)
ai;j

Ei;j est dans H et

que N est inversible.
Qu'en conclure ?

Solution :

1. a) Toute matrice Ei;j est non nulle et non inversible puisque de rang 1.

b) Le sous-espace vectoriel engendr�e par Ei;j est une droite. Tout �el�ement

de ce sous-espace est de la forme �Ei;j (� r�eel), et est non inversible.
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2. Soit F le sous-espace de E form�e des matrices dont la derni�ere colonne ne
comporte que des z�eros. Cet espace est engendr�e par les matrices Ei;j , avec
1 6 i 6 n et 1 6 j 6 n�1. Il est de dimension n(n�1) et ne contient aucune
matrice inversible.
Pour j 2 [[1; n2 � n]], tout espace engendr�e par j matrices choisies parmi
les matrices pr�ec�edentes est de dimension j et ne contient a fortiori aucune
matrice inversible.

3. a) C'est une question de cours : Ei;jEk;` = �j;kEi;`, o�u � est le symbole de
Kronecker, i.e. �j;k vaut 0 si j 6= k et 1 si j = k.

b) Soit (M1;M2; : : : ;Mn2�1) une base de H , que l'on compl�ete avec un
vecteur Mn2 pour obtenir une base de E =Mn(R).
Par le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre lin�eaire il existe une application
lin�eaire f et une seule de E dans R telle que : f(Mn2) = 1 et 8 i 2
[[1; n2 � 1]]; f(Mi) = 0.

Par construction même H est inclus dans Kerf et comme f est non nulle,
Ker f n'est pas E tout entier. Donc :

H = Ker f

c) Xi;j est bien une application lin�eaire de E dans R (elle associe �a toute
matrice A, son terme d'indices (i; j)).
On sait que dimL(E;R) = n

2.
La famille (Xi;j)16i6n;16j6n est une famille de L(E;R) de cardinal n2.
C'est une famille libre, car si

P
i;j

�i;jXi;j = 0, alors
P
i;j

�i;jXi;j(Ek;`) = 0, ce

qui se r�eduit �a �k;` = 0.
C'est donc une base de L(E;R) et f se d�ecompose sur cette base.

d) L'application f d�e�nie dans la question 3. a) v�eri�e ici f =
nP
i=1

ai;iXi;i.

Donc :

f(M) = f(En;1 +
nP
i=2

Ei;i�1) = 0 + 0 = 0

et M 2 H .
La matrice M est inversible, car elle repr�esente un endomorphisme de
permutation ; en e�et, si l'on note (e1; e2; : : : ; en) la base canonique de Rn et
' l'endomorphisme de Rn dont la matrice associ�ee dans cette base est M ,
alors :

'(e1) = en; et 8i > 2; '(ei) = ei�1

On montre alors facilement que 'n = Id, donc Mn = I et l'inverse de M est
M

n�1.

e) Choisissons un couple (i; j) tel que i 6= j et ai;j 6= 0.

On a alors f(N) = f(I)� f(I)
ai;j

f(Ei;j) = f(I)� f(I) = 0 et N 2 H .

La matrice N est trigonale sans terme diagonal nul, donc est inversible.
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En conclusion, tout sous-espace de E de dimension n2 � 1 contient au moins
une matrice inversible.

Exercice 19.

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel non nul donn�e.

On se place dans l'espace vectoriel En des applications de R dans R de la
forme f : x 7! ex:P (x), o�u P est un polynôme �a coe�cients r�eels de degr�e
inf�erieur ou �egal �a n (donc de Rn [X ]).

1. Montrer que En est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions de
classe C1 de R dans R. Montrer qu'il est de dimension �nie. En donner une
base.

2. Soit � l'op�erateur de d�erivation d�e�ni sur En par, pour tout f 2 En :

8x 2 R;�(f)(x) = f
0(x)

o�u f 0 d�esigne la d�eriv�ee de f .

Montrer que � est un automorphisme de En.

3. a) Montrer qu'il existe une unique fonction h de En telle que �n+1(h) = g,
avec g : x 7! ex:xn (on ne cherchera pas �a expliciter h).

b) D�eterminer, en fonction de h et de ses d�eriv�ees successives, les applica-

tions f de C1(R;R), v�eri�ant :

D
n+1(f) = g; et f(0) = f

0(0) = f
00(0) = : : : = f

(n)(0) = 0

O�uD d�esigne l'op�erateur de d�erivation sur l'ensemble des fonctions d�erivables

4. D�eterminer les �el�ements propres de �. Cet endomorphisme est{il diago-
nalisable ?

Solution :

1. Par d�e�nition, En est l'ensemble des combinaisons lin�eaires des fonctions
ei : x 7! ex:xi, i d�ecrivant [[0; n]]. Ces fonctions �etant clairement des fonctions
de classe C1 sur R, En est un sous-espace de C1(R;R) et (e0; e1; : : : ; en) en
est un syst�eme g�en�erateur.

En�n si
nP
i=0

�iei est l'application nulle, alors, une exponentielle n'�etant jamais

nulle, on a 8x 2 R;

nP
i=0

�ix
i = 0 et tous les �i sont nuls.

(e0; e1; : : : ; en) est libre, donc est une base de En qui est de dimension n+1.

2. � est �evidemment lin�eaire et si f : x 7! exP (x), alors :

�(f) : x 7! ex
�
P (x) + P

0(x)
�

Donc �(f) 2 En et � est un endomorphisme de En.
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En�n, avec les notations pr�ec�edentes : f 2 Ker�() P +P 0 = 0() P = 0
et Ker� se r�eduit �a la fonction nulle : � est injectif et puisque En est de
dimension �nie :

� 2 GL(En)

3. a) � �etant un automorphisme de En, il en est de même de �n+1 et g admet
un ant�ec�edent unique (dans En), par l'automorphisme �n+1. On a d'ailleurs
h = ��(n+1)(g).

b) On cherche f sous la forme f = h+'. Alors f convient si et seulement
si :

D
n+1(') = 0 et 8 k 2 [[0; n� 1]]; '(k)(0) = �h(k)(0)

La premi�ere relation indique que ' est une fonction polynomiale de degr�e
inf�erieur ou �egal �a n et, par la formule de Taylor :

'(x) = �
nP

k=0

h
(k)(0)
k!

x
k

4. Soit � une �eventuelle valeur propre de � et f une fonction propre associ�ee.

La fonction f est de la forme x 7! exP (x), o�u P est une fonction polynomiale
de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

�f = �f s'�ecrit : 8x 2 R; ex
�
P (x) + P

0(x)
�
= �:exP (x), soit :

(�� 1)P = P
0

? Si � = 1, alors P est un polynôme constant ;
? Si � 6= 1, alors P est n�ecessairement le polynôme nul (sinon, P et P 0

auraient le même degr�e !)

En conclusion 1 est la seule valeur propre de � et E(1)(�) = Vect(x 7! ex).

Comme n est non nul, Vect(x 7! ex) 6= En et � n'est pas diagonalisable.

Exercice 20.

Soit E =M2(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre 2 �a coe�cients r�eels.
On d�esigne par L(E) l'ensemble des endomorphismes de E.
Un endomorphisme D de E est appel�e d�erivation dans E s'il v�eri�e : pour
tout (p; q) 2 E2, D(pq) = D(p)q + pD(q).

On d�esigne par D(E) l'ensemble des d�erivations dans E.

1. Soit D une d�erivation dans E et X =

�
x 0
0 x

�
, avec x r�eel. D�eterminer

D(X).

2. Montrer que si a 2 E est donn�e, l'application Da de E dans E d�e�nie par,
pour tout p 2 E :

Da(p) = ap� pa

est une d�erivation.

3. Montrer que D(E) est un sous{espace vectoriel de L(E).
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4. Montrer que si D1 et D2 sont deux d�erivations dans E, alors il en est de
même de D1 �D2 �D2 �D1.

Solution :

1. Par lin�earit�e de D : D(X) = D(xI2) = xD(I2).

Or D(I2) = D(I2I2) = I2D(I2) +D(I2)I2 = 2D(I2) et donc D(I2) = 0, soit :

D(X) = 0

2. ? Da est lin�eaire de E dans E, car :

8 p; q 2 E;8� 2 R; Da (p+�q) = a(p+�q)� (p+�q)a = ap�pa+�(aq� qa)
= Da(p) + �Da(q)

et Da(p) est bien une matrice carr�ee d'ordre 2.

? 8 p; q 2 E;Da(p)q + pDa(q) = (ap� pa)q + p(aq � qa) = a(pq)� (pq)a

= Da(pq)

Donc Da est une d�erivation sur E.

3. L'application nulle est une d�erivation sur E et on v�eri�e facilement que si
D1 et D2 sont deux d�erivations, alors pour tout scalaire � 2 R, D1+�D2 est
une d�erivation. L'ensemble des d�erivations est donc un sous-espace vectoriel
de L(E).
4. ? D1 � D2 � D2 � D1 est encore un endomorphisme de E (alg�ebre des
endomorphismes).

? Pour toutes matrices p et q de E :
(D1 �D2 �D2 �D1)(pq) = (D1 �D2)(pq)� (D2 �D1)(pq)

= D1

�
D2(p)q + pD2(q)

�
�D2

�
D1(p)q + pD1(q)

�
= D1

�
D2(p)q

�
+D1

�
pD2(q)

�
�D2

�
D1(p)q

�
�D2

�
pD1(q)

�
= (D1 �D2)(p)q +D2(p)D1(q) +D1(p)D2(q) + p(D1 �D2)(q)

�(D2 �D1)(p)q �D1(p)D2(q)�D2(p)D1(q)� p(D2 �D1)(q)

et il reste :

(D1 �D2�D2 �D1)(pq) = (D1 �D2�D2 �D1)(p)q+p(D1 �D2�D2 �D1)(q)

Donc (D1 �D2 �D2 �D1) est encore une d�erivation.

Exercice 21.

Soient n un entier naturel tel que n > 3 et E = Rn�1 [X ] l'espace vectoriel
des polynômes �a coe�cients r�eels, de degr�e strictement inf�erieur �a n.
Soient a et b deux r�eels distincts.

1. a) Montrer que Fa; Fb et F d�e�nis ci-apr�es, sont des sous{espaces vectoriels
de E.

i) Fa = fP 2 E=P (a) = 0g.
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ii) Fb = fP 2 E=P (b) = 0g.
iii) F = fP 2 E=P (a) = P (b) = 0g.
b) Montrer que la famille des polynômes :�

(X � a); X(X � a); X2(X � a); : : : ; Xn�2(X � a)
�

forme une base de Fa.

c) D�eterminer une base de F .

2. Soit u l'application de E dans E d�e�nie, pour tout P 2 E par :

(u(P ))(X) = P (a)X + P (b)

a) Montrer que u est une application lin�eaire.

b) D�eterminer Ker(u) et Im(u).

3. Montrer que E = Fa + Fb.

Solution :

1. a) 'a : P 7! P (a) est clairement une application lin�eaire de E dans R et :
Fa = Ker'a, Fb = Ker'b, F = Fa \ Fb sont des sous-espaces vectoriels de
E.

b) P 2 Rn�1 [X ] appartient �a Fa si et seulement si a est racine de P , donc
si et seulement si P est divisible par (X �a), donc est de la forme (X �a)Q,
avec degQ 6 n� 2. Ainsi :

P 2 Fa () 9(a0; a1; : : : ; an�2) 2 R
n�1

; P =
n�2P
i=0

ai(X � a)X i

La famille propos�ee est donc g�en�eratrice de Fa. Comme elle est clairement
libre (elle est �a degr�es �echelonn�es de 1 �a n� 1) c'est une base de Fa.

b) De la même fa�con
�
(X � a)(X � b)X i

�
06i6n�3

est une base de F .

2. a) Pour tous polynômes P;Q et tout scalaire � :

u(P + �Q) = (P + �Q)(a)X + (P + �Q)(b)

= P (a)X + P (b) + �
�
Q(a)X +Q(b)

�
= u(P ) + �u(Q)

b) ? P 2 Keru() P (a)X + P (b) = 0() P (a) = P (b) = 0() P 2 F :

Keru = F

? Comme dimKeru = dimF = n�2 et dimE = n, par le th�eor�eme du rang,
dim Imu = 2. Or Imu est clairement inclus dans R1 [X ], donc :

Imu = R1 [X ]

3. dim(Fa + Fb) = dimFa + dimFb � dim(Fa \ Fb).
Or dimFa = dimFb = n� 1 et dim(Fa \ Fb) = dimF = n� 2, donc :

dim(Fa + Fb) = n = dimE
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L'inclusion Fa + Fb � E �etant banale, on conclut �a l'�egalit�e.

Exercice 22.

Soit E = Mn(C ) l'espace vectoriel des matrices carr�ees d'ordre n (n > 2) �a
coe�cients complexes. On note S (respectivement A) le sous{espace vectoriel
de E form�e des matrices sym�etriques, (respectivement antisym�etriques).
On rappelle que t

M d�esigne la matrice transpos�ee de la matrice M et I la
matrice identit�e de E.

Soient (�; �) deux nombres complexes donn�es non nuls, et f l'application
d�e�nie sur E par, pour tout M 2 E :

f(M) = �M + �
t
M

1. Montrer que E = S �A.

2. Exprimer f �a l'aide de p et q, o�u q = I � p, quand p d�esigne le projecteur
sur S de direction A.

3. Exprimer f2 = f � f en fonction de f et de I .

4. D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante pour que f soit un
automorphisme de E. Exprimer alors f�1 en fonction de f et de I .

5. Exprimer, pour tout k 2 N
� , fk en fonction de p; q; �; �.

En d�eduire la puissance k�eme de la matrice :

A =

0
B@
�+ � 0 0 0
0 � � 0
0 � � 0
0 0 0 �+ �

1
CA

Solution :

1. ? La matrice nulle est sym�etrique et toute combinaison lin�eaire de matrices
sym�etriques est sym�etrique. Idem pour les matrices antisym�etriques. Donc S
et A sont des sous-espaces vectoriels de E.
? Seule la matrice nulle est �a la fois sym�etrique et antisym�etrique : S \ A =
f0g.
? Pour M 2 E, on a : M = M + t

M

2
+ M � t

M

2
et la premi�ere matrice est

sym�etrique, la seconde antisym�etrique : E = S +A.

Ainsi : E = S �A

2. On a : p(M) = M + t
M

2
et q(M) = M � t

M

2
, donc :

M = p(M) + q(M), tM = p(M)� q(M)

Soit : f(M) = �(p(M) + q(M)) + �(p(M)� q(M)) :

f = (�+ �)p+ (�� �)q = (� + �)p+ (� � �)(Id� p)
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3. Comme p2 = p; q
2 = q et p � q = q � p = 0 (couple de projecteurs associ�es),

on a : f2 = (�+ �)2p+ (�� �)2q = (�+ �)2p+ (�� �)2(Id� p)

Ainsi : �
f = (�� �)Id+ 2�p
f
2 = (�� �)2Id+ 4��p

et, en �eliminant p : f
2 � 2�f = (�2 � �

2)Id.

4. ? Si �2 6= �
2, l'�ecriture pr�ec�edente donne : (f � 2�

�
2 � �

2 Id) � f = Id, ce

qui prouve que f est un automorphisme et fournit f�1.

? Si � = ��, alors f(I) = 0 et f n'est pas injective, donc n'est pas un
automorphisme.

? Si � = �, alors pour n'importe quelle matrice M antisym�etrique, on a
f(M) = 0 et f n'est pas injective, donc n'est pas un automorphisme.

5. Par r�ecurrence simple : 8 k 2 N
�
; f

k = (�+ �)kp+ (�� �)kq.

Soit E1 =

�
1 0
0 0

�
, E2 =

�
0 1
0 0

�
, E3 =

�
0 0
1 0

�
et E1 =

�
0 0
0 1

�
.

La famille B = (E1; E2; E3; E4) est la base canonique de M2(R) et :

A =MB(f)

On a :

P =MB(p) =

0
B@
1 0 0 0
0 1=2 1=2 0
0 1=2 1=2 0
0 0 0 1

1
CA, Q =MB(q) =

0
B@
0 0 0 0
0 �1=2 1=2 0
0 1=2 �1=2 0
0 0 0 0

1
CA

Alors : Ak = MB(f
k) = (� + �)kP + (� � �)kQ et on explicite ais�ement les

coe�cients de Ak.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2 et soit E = Rn [X ] l'espace
vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels de d�egr�e inf�erieur ou �egal �a n.

On consid�ere une liste (a1 : : : ; an; an+1) de r�eels deux �a deux distincts et l'on
d�e�nit une application � de E2 dans R par :

8(P;Q) 2 E2
; �(P;Q) =

n+1P
k=1

P (ak)Q(ak)

1. V�eri�er que � est un produit scalaire sur E2.

2. Montrer qu'il existe une base orthonorm�ee de E form�ee de polynômes Pk
tels que, pour tout k 2 f0; : : : ; ng, le degr�e de Pk soit �egal �a k et dont le
terme de degr�e k soit positif.

Solution :
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1. � est �evidemment bilin�eaire et sym�etrique.

8P 2 E; �(P; P ) =
n+1P
k=1

P
2(ak) > 0 et cette expression n'est nulle que si P

admet a1; : : : ; an+1 pour z�eros. Comme P est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n,
ceci ne peut se produire que pour P = 0.

� est un produit scalaire

2. Il su�t d'appliquer �a la base canonique (1; X; : : : ; Xn) de E, et �a ce produit

scalaire, le proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 24.

Soit (E; h ; i) un espace euclidien. Soit (e1; e2; : : : ; en) un syst�eme de vecteurs
unitaires tels que, pour tout x 2 E :

kxk2 =
nP

k=1

hx; eki2

1. Montrer que (e1; e2; : : : ; en) est un syst�eme orthonormal.

2. Soit F = Vect(e1; e2; : : : ; en), x un vecteur de E et y sa projection
orthogonale sur F . Montrer que x = y.

3. En d�eduire que (e1; e2; : : : ; en) est une base orthonormale de E.

Solution :

1. On applique la relation pour chaque x = ej :

kejk2 =
nP

k=1

hej ; eki2, d'o�u :
nP

k=1;k 6=j

hej ; eki2 = 0.

Par cons�equent : 8 j 6= k; hej ; eki = 0 et la famille, qui est norm�ee, est bien
orthonorm�ee.

2. On a y =
nP
i=1

hx; eiiei et donc hx; yi =
nP
i=1

hx; eiihx; eii = kxk2.

De même kyk2 =
nP
i=1

hx; eii2 = kxk2.

On en d�eduit : kx� yk2 = kxk2 � 2hx; yi+ kyk2 = 0 et x = y.

3. La projection orthogonale sur F est l'identit�e, par cons�equent F = E et la
famille (e1; : : : ; en) est une base orthonorm�ee de E.

Exercice 25.

Soit n 2 N
� et En l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur

ou �egal �a n. Soit a un r�eel �x�e. On consid�ere, pour k 2 [[0; n]], l'application
fk d�e�nie sur En par :

fk(P ) = P
(k)(a)
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o�u P (k) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre k de P .

1. Montrer que fk est une application lin�eaire de En dans R.

2. On pose, pour j 2 [[0; n]]; Qj(X) = (X � a)j . Pour tout k et pour tout j
dans [[0; n]], calculer fk(Qj).

3. En d�eduire que (f0; f1; : : : ; fn) est une base de L(En;R).

4. Soit b un r�eel di��erent de a et m un entier tel que 0 6 m 6 n.

On d�e�nit l'application g de En dans R par g(P ) = P
(m)(b).

Montrer que g est lin�eaire et donner les coordonn�ees de g dans la base
(f0; : : : ; fn).

Solution :

1. L'application fk est bien d�e�nie sur En (une fonction polynôme est
ind�e�niment d�erivable) et �a valeurs dans R. La lin�earit�e de fk n'est autre
que la lin�earit�e de la d�erivation.

2. Si j 6= k, fk(Qj) = 0 (si k > j, alors Q
(k)
j

est le polynôme nul et si k < j,

Q
(k)
j

contient encore le facteur X � a)

Tandis que pour j = k, il vient fk(Qk) = k!.

3. Soit (�0; : : : ; �n) 2 R
n+1 tel que

nP
k=0

�kfk = 0, on a donc en particulier :

8 j 2 [[0; n]];
nP

k=0

�kfk(Qj) = 0, i.e. �jj! = 0

Ainsi tous les coe�cients �j sont nuls et la famille (f0; : : : ; fn) est libre dans
L(E;R). Comme cet espace est de même dimension que E, �a savoir n+ 1, il
s'agit d'une base de L(E;R).
4. On applique la formule de Taylor (exacte !) au polynôme P (m) :

P
(m)(b) = P

(m)(a) + b� a

1!
P
(m+1)(a) + � � �+ (b� a)n�m

(n�m)!
P
(n)(a)

Les coordonn�ees de g sont donc :�
0; : : : ; 0; 1; b� a; : : : ;

(b� a)n�m

(n�m)!

�
Les m� 1 premi�eres coordonn�ees �etant nulles.

Exercice 26.

Soit n > 2 un entier naturel et E l'espace vectoriel des polynômes �a
coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n � 1). Soit T l'application

qui �a tout polynôme P 2 E, associe le polynôme Q = T (P ) d�e�ni par :
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Q(X) = P (X) + 1�X

n
P
0(X)

o�u P 0 d�esigne le polynôme d�eriv�e de P .

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Donner la matrice associ�ee �a T dans la base canonique de E.

3. Montrer que T admet n valeurs propres distinctes �1 < �2 < � � � < �n.

4. a) D�eterminer le sous{espace propre associ�e �a la valeur propre �n.

b) Soit k 2 [[1; n� 1]] et P un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �k .
Montrer que P (1) = 0.

On pose alors P (X) = (X � 1)rR(X), avec r > 1 et R(1) 6= 0.
Pr�eciser le degr�e de R.

c) En d�eduire le sous{espace propre associ�e �a la valeur propre �k

5. On consid�ere la suite de polynômes d�e�nie par U1(X) = X
n�1 et, pour

tout j > 1, par la relation :
Uj+1(X) = T (Uj)(X).

a) Montrer que :

U1(X) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(X � 1)k

b) En d�eduire l'expression de Uj(X) en fonction de 1; X�1; : : : ; (X�1)n�1,
ceci pour tout j > 2.

Exercice 27.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et u 2 L(E), un endomor-
phisme de E. Soit :

L(u) = fv 2 L(E)= u � v = 0g
Montrer que L(u) est un sous{espace vectoriel de L(E) et d�eterminer sa
dimension.

Solution :

On a u � v = 0 () Im v � Keru () v est en fait une application lin�eaire
de E dans Keru.
Par cons�equent L(u) est isomorphe (voire �egal) �a L(E;Keru), et donc :

dimL(u) = dimE�dimKeru = n(n� rgu)

Exercice 28.

On consid�ere deux entiers n et p tels que 2 6 p 6 n et E = L(C n ) l'espace
vectoriel des endomorphismes de C n . On consid�ere I l'application identit�e de
E et p �el�ements distincts non nuls (f1; f2; : : : ; fp) de E v�eri�ant :

f1 + f2 + � � �+ fp = I; et fi � fj = 0; pour tout i 6= j
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Soient p nombres complexes �1; �2; : : : ; �p deux �a deux distincts et f

l'endomorphisme :

f = �1f1 + �2f2 : : :+ �pfp

1. Montrer que pour tout i 2 f1; : : : ; pg, fi est un projecteur de C n . Qu'en
d�eduit-on pour C n relativement �a Im fi et Ker fi ?

2. Pour k entier naturel, calculer fk.

3. Montrer que (f1; f2; : : : ; fp) est une famille libre de E.

4. Montrer que les seules valeurs propres de f sont les complexes �1; �2; : : : ; �p
et que, si l'on note Ei le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre �i, on
a :

C
n = E1 �E2 � � � � �Ep

5. Montrer que la famille (I; f; f2; : : : ; fp�1) est libre dans E. En d�eduire que
pour tout i 2 f1; : : : ; pg, il existe un polynôme Pi de C [X ], de degr�e inf�erieur
ou �egal �a (p � 1), tel que fi = Pi(f) et que l'on a Pi(�i) = 1 et Pi(�j) = 0
pour j 6= i. En d�eduire l'expression de Pi.

Solution :

1. Soit i un entier tel que 1 6 i 6 n. On peut �ecrire :

fi = fi �
pP

k=1

fk =
pP

k=1

(fi � fk) = f
2
i

ce qui signi�e que fi est un projecteur de C n . On sait alors que :

C
n = Im fi � kerfi

2. Utilisons la question pr�ec�edente :

f
2 =

pP
j=1

�jfj �
pP

j=1

�jfj =
pP

j=1

pP
k=1

�j�kfj � fk =
pP

j=1

�
2
j
f
2
j
=

pP
j=1

�
2
j
fj

On montre ensuite par r�ecurrence que pour tout k > 2,

f
k =

pP
j=1

�
k
j
fj

3. �Ecrivons que : f = �1f1 + �2f2 : : :+ �pfp = 0.

Alors, pour tout i 2 f1; : : : ; pg
0 = fi � f = �if

2
i
= �ifi

On conclut en remarquant qu'aucun des endomorphismes fi n'est identique-
ment nul : 8 i; �i = 0, et :

(f1; : : : ; fp) est une famille libre

4. Pour tout i 2 f1; : : : ; pg, �i est valeur propre de f , car si xi est un �el�ement

de Im fi, alors xi = fi(xi) et :
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f(xi) =
pP

k=1

�kfk(fi(xi)) = �ifi(xi) = �ixi

Nous venons en fait de montrer que �i est valeur propre de f , de sous-espace
propre associ�e contenant Im fi.

Mais la relation f1 + f2 + � � �+ fp = Id, donne, pour tout x 2 C
n :

x = f1(x) + f2(x) + � � �+ fp(x)

ce qui signi�e que C n = Im f1 + Im f2 + � � �+ Im fp.

A fortiori, on a C n = E1+ � � �+Ep et comme cette somme est directe (somme
de sous-espaces propres) :

C
n = E1 �E2 � � � � �Ep

Les seules valeurs propres de f sont ainsi f�1; �2; : : : ; �pg.

5. �Ecrivons que pour tout x 2 C
n :

a0x+ a1f(x) + � � � ap�1fp�1(x) = 0

Pour x = xi vecteur propre de f associ�e �a la valeur propre �i, il vient :� p�1P
k=0

ak�
k
i

�
xi = 0

Le polynôme
p�1P
k=0

akX
k est de degr�e (k � 1) et admet k racines distinctes

�1; �2; : : : ; �p : il s'agit du polynôme nul, et tous les ak sont nuls.

La famille (Id; f; f2; : : : ; fp�1) est libre et incluse dans Vect(f1; : : : ; fp).
Donc :

Vect(I; f; f2; : : : ; fp�1) = Vect(f1; : : : ; fp)

Ainsi, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, fi est combinaison lin�eaire des �el�ements de
la famille (Id; f; f2; : : : ; fp�1), soit :

fi = Pi(f) =
p�1P
j=0

ai;jf
j

Or si x 2 Im fi :

�ix = fi(x) =
p�1P
j=0

ai;jf
j(x) = (

p�1P
j=0

ai;j�
j

i
)x et Pi(�i) = 1

et si x 2 Im fj , avec j 6= i :
0 = fi(x) = Pi(�j)x et Pi(�j) = 0

Le polynôme Pi n'est autre que le polynôme interpolateur de Lagrange aux
points (�1; : : : ; �p), soit :

Pi(X) =

Q
j 6=i

(X � �j)Q
j 6=i

(�i � �j)

Exercice 29.
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On d�e�nit les polynômes (Gk)k>0 par :(
G0(X) = 1; G1(X) = X

Gk(X) =
X (X � 1) (X � 2) : : : (X � k + 1)

k!
, pour k > 2

1. a) �Etablir, pour tout entier k > 1, la relation :

Gk(X + 1)�Gk(X) = Gk�1(X)

b) Montrer que, pour tout p 2 Z, on a Gk(p) 2 Z.

2. a) Que dire de la famille
�
Gk

�
k2N

?

b) Soit Q un polynôme quelconque de degr�e n. Montrer l'�equivalence des
propositions suivantes :
i) pour tout p 2 Z, on a Q(p) 2 Z

ii) il existe des entiers relatifs a0, a1, : : : , an tels que :Q(X) =
nP

k=0

ak Gk(X)

(On pourra proc�eder par r�ecurrence sur n et consid�erer le polynôme :
P (X) = Q(X + 1)�Q(X) ).

3. Soit f une fonction continue de R+ dans R.

a) Montrer qu'il existe une unique suite de r�eels (an)n2N telle que, pour
tout n 2 N, la fonction

x 7! f(x)�
nP

k=0

akGk(x)

soit nulle lorsque x est �egal aux n+ 1 entiers cons�ecutifs 0, 1,: : : , n.

b) Soit b 2 R
�
+ . Montrer que la suite ainsi associ�ee �a la fonction x 7! f(x) =

b
x est (an)n2N =

�
(b� 1)n

�
n2N

.

Solution :

1. a) On v�eri�e imm�ediatement que G1(X + 1)�G1(X) = G0(X).
Si k > 2, alors :

Gk(X + 1)�Gk(X) =
X(X � 1) � � � (X � k + 2)

k!

�
(X + 1)� (X � k + 1)

�
= Gk�1(X)

b) � si p > k, alors Gk(p) = Ck

p
2 N.

� si 0 6 p < k, alors Gk(p) = 0.
� si p < 0, alors :

Gk(p) = (�1)k (�p+ k + 1) � � � (�p+ 1)(�p)
k!

= (�1)kCk

�p+k+1 2 Z

2. a) On remarque que pour tout k 2 N, Gk est un polynôme de degr�e k. Ainsi
la famille (G0; G1; : : : ; Gn) est une famille form�ee de polynômes �echelonn�es
en degr�es, depuis 0 jusqu'�a n, donc est une base de Rn [X ].

b) Il est �evident que ii) ) i) par la question 1. b).
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D�emontrons l'implication contraire par r�ecurrence sur le degr�e de Q :

? L'implication r�eciproque est v�eri��ee pour tout polynôme Q de degr�e 0
(polynôme constant).

? Supposons la r�eciproque montr�ee pour tout polynôme de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n�1. Par la question 2.a), tout polynôme Q de degr�e n s'�ecrit sous

la forme Q =
nP

k=0

akGk(X), avec (ak) r�eels. Soit alors :

P (X) = Q(X + 1)�Q(X) =
n�1P
k=0

ak+1Gk(X)

P est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� 1, qui v�eri�e, pour tout
p 2 Z :

P (p) = Q(p+ 1)�Q(p) 2 Z (hypoth�ese sur Q)

L'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a P donne alors : pour tout k �el�ement
de f0; : : : ; n � 1g; ak+1 2 Z. Mais a0 = Q(0) 2 Z �egalement et donc Q(X)
admet bien une d�ecomposition de la forme annonc�ee.

On conclut par le principe de r�ecurrence.

3. a) La condition demand�ee s'�ecrit sous forme d'un syst�eme triangulaire
d'�equations lin�eaires :

8>>>><
>>>>:

f(0) = a0

f(1) = a0 + a1

f(2) = a0 + 2a1 + a2

...
...

f(n) = C
0
na0 + � � �Ck

nak + � � �+ C
n
nan

Ce syst�eme admet une unique solution (la matrice associ�ee est triangulaire
avec des 1 sur la diagonale, donc sans terme diagonal nul), cette solution
(a0; : : : ; an) ne d�ependant que de (f(0); : : : ; f(n)).

b) Les r�eels an v�eri�ent :

f(p) =
nP

k=0

akGk(p) =
pP

k=0

akC
k
p
; pour 0 6 p 6 n

� pour k = 0, il vient a0 = f(0) = (b� 1)0.

� supposons que pour tout k tel que 0 6 k 6 m� 1; ak = (b� 1)k. Alors :

b
m = f(m) =

mP
k=0

akC
k

m
=

m�1P
k=0

Ck

m
(b� 1)k + am

ce qui entrâ�ne que am = (b� 1)m par la formule du binôme de Newton. On
conclut encore une fois par le principe de r�ecurrence.

Exercice 30.

Soit a et b deux r�eels distincts.

On d�esire d�eterminer une solution de l'�equation :
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(En) (X � a)nAn + (X � b)nBn = 1

d'inconnues An et Bn dans Rn�1 [X ], l'espace des polynômes �a coe�cients

r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n� 1).

1. Montrer que si (En) admet un couple solution, celui-ci est unique.

2. On consid�ere les ensembles :

F = f(X � a)nP = P 2 Rn�1 [X ]g et G = f(X � b)nP = P 2 Rn�1 [X ]g
a) V�eri�er que F et G sont des espaces vectoriels dont on pr�ecisera la

dimension.

b) D�eterminer F \G. En d�eduire la dimension de F +G.

c) En d�eduire que (En) admet une solution unique.

3. a) Montrer qu'il existe un polynôme Pn dont on pr�ecisera le degr�e,
v�eri�ant :

8x 2 R;

Z
x

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = (x � a)nPn(x)

b) Etablir l'identit�e :

8x 2 R; (x � a)nPn(x) + (b� x)nPn(a+ b� x) = (b� a)nPn(b):

c) Exprimer le couple solution de (En) en fonction du polynôme Pn.

Solution :

1. Supposons que (En) admette deux couples solutions (An; Bn) et (Cn; Dn)
�el�ements de Rn�1 [X ]. On a alors :

(X � a)n(An � Cn) = (X � b)n(Dn �Bn)

Le r�eel a est alors racine d'ordre de multiplicit�e au moins n du polynôme
Dn � Bn ce qui entrâ�ne que c'est le polynôme nul, puisqu'il est de degr�e
inf�erieur ou �egal �a (n� 1). De même An = Cn.

2.a) On v�eri�e ais�ement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de
R2n�1 [X ]. Une base de F est :

(X � a)n; X(X � a)n; : : : ; Xn�1(X � a)n

(c'est une famille libre et g�en�eratrice). Donc dimF = n.

De même, une base de G est :

(X � b)n; X(X � b)n; : : : ; Xn�1(X � b)n

et dimG = n.

b) Soit Q 2 F \G. Il existe deux polynômes P1 et P2 de Rn�1 [X ] tels que :

Q = (X � a)nP1(X) = (X � b)nP2(X)

Une d�emonstration identique �a celle de la question 1. montre que P1 = P2 =

0, donc Q = 0.
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On en d�eduit que dim(F +G) = dimF +dimG = 2n. Or F �G � R2n�1 [X ].
L'�egalit�e des dimensions implique que :

F �G = R2n�1 [X ]

c) En particulier, 1 2 F+G ; on d�eduit des questions pr�ec�edentes l'existence
d'une solution de (En).

3. a) Posons F (x) =

Z
x

a

�
(t � a)(t � b)

�n�1
dt. F est une fonction d�erivable

et pour tout x r�eel :

F
0(x) = (x� a)n�1(x � b)n�1

F est donc une fonction polynomiale dont la d�eriv�ee admet a comme racine
d'ordre (n�1). Mais comme F (a) = 0, on peut donc conclure que a est racine
d'ordre n de F .

b) Le changement de variable a�ne u = a+ b� t donne :

F (b+ a� x) =

Z b+a�x

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = �

Z x

b

�
(a� u)(b� u)

�n�1
du

=

Z b

x

�
(a� u)(b� u)

�n�1
du

D'o�u :

F (x) + F (a+ b� x) =

Z
b

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = F (b)

ce qui se traduit par :

(x� a)nPn(x) + (b� x)nPn(a+ b� x) = (b� a)nPn(b)

c) Comme (t�a)(t�b) < 0 pour t 2 [a; b], le signe de
�
(t�a)(t�b)

�n�1
reste

constant sur cet intervalle, ce qui entrâ�ne que F (b) 6= 0 donc que Pn(b) 6= 0.
En utilisant l'unicit�e de la solution de (En), l'�equation pr�ec�edente se traduit
par :

(x � a)n
Pn(x)

(b� a)nPn(b)
+ (b� x)n

Pn(a+ b� x)

(b� a)nPn(b)
= 1

donc :

An =
Pn(X)

(b� a)nPn(b)
et Bn =

Pn(a+ b�X)

(a� b)nPn(b)

Remarque : On a (X � a)� (X � b) = b� a, donc :

[(X � a)� (X � b)]2n�1 = (b� a)2n�1

En d�eveloppant par la formule du binôme on obtient une expression de la
forme :

(X �A)n�n(X) + (B�)b)n�n(X) = (b� a)2n�1

o�u �n et �n sont des polynômes de degr�es ad�equats, il su�t alors de diviser
par (b� a)2n�1 pour obtenir une autre expression de An et Bn.
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3

PROBABILIT�ES

Exercice 1.

Soit n un entier naturel, n > 2.

Soient (X1; X2; : : : ; Xn; Z), n+1 variables al�eatoiresmutuellement ind�ependantes,
suivant toutes la loi uniforme sur l'intervalle [0; 1].

1. On pose, pour tout 1 6 k 6 n : Yk =
kQ
i=1

Xi = X1X2 � � �Xk.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire L1 = ln
� 1
Y1

�
, o�u ln d�esigne la

fonction logarithme n�ep�erien.

Reconnâ�tre la loi suivie par L1.

b) En d�eduire la loi de la variable al�eatoire lnYk, en reconnaissant au
pr�ealable la loi suivie par la variable al�eatoire � lnYk.

2. Pour tout n 2 N
� , Vn est une variable al�eatoire suivant la loi (1; n) (loi

Gamma de param�etres 1 et n). Soit W une variable al�eatoire suivant la loi
de Poisson de param�etre s > 0.
On note Fn la fonction de r�epartition de Vn et G la fonction de r�epartition
de W .

a) D�eterminer une relation entre Fn(s) et Fn�1(s), pour tout n > 2.

b) Montrer que pour tout n > 1 : 1� Fn(s) = G(n� 1).

3. On note Rn la variable al�eatoire d�e�nie par Rn = Yn

Z
.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Rn.

b) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (Rn < 1).



102 ESCP-EAP 2001 - Oral

Solution :

1. a) On a L1 = � lnY1. Donc L1(
) = R
+ , et pour tout x > 0 :

FL1(x) = P (Y1 > e�x) = 1� e�x

Ainsi L1 suit la loi exponentielle E(1) d'esp�erance et de variance �egales �a 1.
Une densit�e de L1 est donn�ee par :

fL1(x) =
n

0 si x 6 0
e�x si x > 0

b) On a � ln(Yk) =
kP
i=1

� ln(Xi). L'ind�ependance des variables al�eatoires

(Xi) (donc des variables al�eatoires (ln(Xi)) permet d'a�rmer que � ln(Yk)
suit la loi Gamma (1; k), de densit�e :(

0 si x 6 0
e�xxk�1

(k � 1)!
si x > 0

Donc ln(Yk) a pour densit�e :(
0 si x > 0

ex(�x)k�1

(k � 1)!
si x < 0

puisque Fln(Yk)(x) = 1� F� ln(Yk)(�x) pour tout x r�eel.

2. a) On sait que :

Fn(s) = P (Vn < s) =

Z
s

0

e�xxn�1

(n� 1)!
dx

Une int�egration par parties, les fonctions �etant de classe C1 sur R donne :

Fn(s) =
h
� e�xxn�1

(n� 1)!

is
0
+

Z
s

0

e�xxn�2

(n� 2)!
dx = e�ssn�1

(n� 1)!
+ Fn�1(s)

Comme F1(s) = 1� e�s, il vient :

Fn(s) = 1�
nP

k=1

e�ssk�1

(k � 1)!

b) Il vient imm�ediatement :

1� Fn(s) =
nP

k=1

e�ssk�1

(k � 1)!
= P (W 6 n� 1) = G(n� 1)

3. a) On a : ln(Rn) = ln(Yn) + (� lnZ). Par ind�ependance des variables
al�eatoires en jeu, pour tout x r�eel :

flnRn
(x) =

Z +1

�1
flnYn(u)f� lnZ(x� u) du

et :
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flnRn
(x) =

Z 0

�1

eu(�u)n�1

(n� 1)!
f� lnZ(x � u) du

� si x 6 0 :

flnRn
(x) = e�x

(n� 1)!

Z
x

�1
e2u(�u)n�1 du = e�x

2n

Z +1

�2x

e�yyn�1dy
(n� 1)!

= e�x

2n
(1� Fn(�2x))

� si x > 0 :

flnRn
(x) = e�x

(n� 1)!

Z 0

�1
e2u(�u)n�1 du = e�x

2n

Pour terminer, on remarque que pour tout u > 0, fRn
(u) = flnRn

(lnu)� 1
u
,

donc :

? si 0 6 u 6 1 : fRn
(u) = 1

2n

n�1P
k=0

(�2 lnu)k

k!

? si u > 1 : fRn
(x) = 1

2nu2
.

b) Ainsi :

P (Rn < 1) = 1� P (Rn > 1) = 1� 1
2n

Exercice 2.

Soit n un entier naturel non nul. Une bô�te contient (2n+1) jetons bicolores
(une face est blanche, l'autre est noire). Les jetons sont num�erot�es de 1 �a
2n+ 1 sur leur face blanche, les faces noires ne portant pas de num�ero.

On lance simultan�ement tous les jetons et on observe leurs faces sup�erieures.

1. Une et une seulement des deux couleurs apparâ�t un nombre impair de
fois. Soit X la variable al�eatoire associ�ee �a ce nombre.

a) D�eterminer la loi de X .

b) Calculer son esp�erance et sa variance.

2. Suite au lancer, on ramasse les jetons de la couleur apparaissant un nombre
impair de fois et on note les num�eros de leur face blanche. Soit Y la variable
al�eatoire repr�esentant le plus petit de ces nombres.

a) Soit k 2 [[0; n]], d�eterminer la loi conditionnelle de Y , conditionn�ee par
l'�ev�enement (X = 2k + 1).

b) En d�eduire la loi de Y . Calculer son esp�erance.

Solution :

1. a) On a X(
) = f2k + 1; 0 6 k 6 ng et l'�ev�enement (X = 2k + 1)

correspond �a l'union des �ev�enements hh on a obtenu (2k +1) jetons blancs et
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(2n� 2k) jetons noirs parmi les (2n+ 1) ii ou hh on a obtenu (2k + 1) jetons
noirs et (2n� 2k) jetons blancs parmi les (2n+ 1) ii.

Par incompatibilit�e et mod�ele binomial associ�e, il vient :

P (X = 2k + 1) = 2
C2k+1
2n+1

22n+1
=

C2k+1
2n+1

22n

b) L'esp�erance de X est donn�ee par :

E(X) =
nP

k=0

(2k + 1)P (X = 2k + 1) = 1
22n

nP
k=0

(2k + 1)C2k+1
2n+1

= 2n+ 1
22n

nP
k=0

C2k
2n = 2n+ 1

2

(car (1 + 1)2n = 22n et (1� 1)2n = 0, d'o�u
nP

k=0

C2k
2n = 22n�1).

On a �egalement :

E(X(X � 1)) = 1
22n

nP
k=0

(2k + 1)(2k)C2k+1
2n+1 =

(2n+ 1)(2n)

22n

nP
k=1

C2k�1
2n�1

et, en utilisant la même technique : E(X(X � 1)) =
(2n+ 1)(2n)

4
et :

V (X) = 2n+ 1
4

2. a) On a (Y=(X = 2k + 1))(
) = [[1; 2n� 2k + 1]] et :

P (Y = `=X = 2k + 1) =
C0
`�1C

2k
2n+1�`

C2k+1
2n+1

En e�et parmi les �echantillons de (2k + 1) jetons pris parmi (2n + 1) (sans
remise), on d�enombre ceux dont aucun ne porte un num�ero inf�erieur ou �egal
�a `� 1 et dont 2k portent des num�eros sup�erieurs ou �egaux �a `+1, un jeton
valant `.

b) Pour tout ` 2 [[1; 2n+ 1]] :

P (Y = `) =
b(2n+1�`)=2cP

k=0

P (Y = `=X = 2k + 1)P (X = 2k + 1)

soit :

P (Y = `) =
b(2n+1�`)=2cP

k=0

C2k
2n+1�`
C2k+1
2n+1

�
C2k+1
2n+1

22n

et, pour ` 2 [[1; 2n]] :

P (Y = `) = 1
22n

b(2n+1�`)=2cP
k=0

C2k
2n+1�` =

1
22n

1
2
22n+1�` = 1

2`

Pour ` = 2n+ 1 :

P (Y = 2n+ 1) = 20

22n
= 1

22n

L'esp�erance de Y vaut alors :
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E(Y ) =
2nP
`=1

`

2l
+ 2n+ 1

22n
= 2

�
1� 1

22n+1
�

Exercice 3.

On consid�ere deux urnes U1 et U2. On suppose que U1 (respectivement U2)
contient n1 boules noires et b1 boules blanches (resp. n2 boules noires et b2
boules blanches).
On choisit de fa�con �equiprobable une des deux urnes puis on y e�ectue deux
tirages successifs d'une boule avec remise.
Soit N1 (resp. N2) l'�ev�enement hh tirer une boule noire au premier (resp. au
second) tirage ii.

1. Quelle est la probabilit�e de N1 ? Quelle est la probabilit�e de N2 ?

2. Quelle est la probabilit�e de tirer une boule noire au second tirage sachant
que l'on a tir�e une boule noire au premier tirage ?

3. Les �ev�enements N1 et N2 sont-ils ind�ependants ?

Solution :

1. En utilisant le syst�eme complet (U1; U2), o�u Ui est l'�ev�enement hh les tirages
se font dans l'urne Ui ii, il vient :

P (N1) = P (N1=U1)P (U1) + P (N1=U2)P (U2)
Soit :

P (N1) =
1
2

� n1
n1 + b1

+ n2
n2 + b2

�
Le r�esultat est �evidemment le même pour N2.

2. P (N2=N1) =
P (N1 \N2)

P (N1)
et comme on ne change pas d'urne entre les

deux tirages :
P (N1 \N2) = P (N1 \N2=U1)P (U1) + P (N1 \N2=U2)P (U2)
Soit :

P (N1 \N2) =
1
2

�� n1
n1 + b1

�2
+
� n2
n2 + b2

�2�
Et en rempla�cant et d�eveloppant :

P (N2=N1) =
n
2
1(n2 + b2)

2 + n
2
2(n1 + b1)

2

(n21 + b1)(n2 + b2)
2 + (n22 + b2)(n1 + b1)

2

3. Les �ev�enements N1 et N2 sont ind�ependants si et seulement si :

P (N1 \N2) = P (N1)P (N2)
Soit , si et seulement si :

1
2

��
n1

n1 + b1

�2
+
�

n2
n2 + b2

�2�
= 1

4

�
n1

n1 + b1
+ n2
n2 + b2

�2
En d�eveloppant, il reste :

� n1
n1 + b1

� n2
n2 + b2

�2
= 0
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Ceci est r�ealis�e si et seulement si n1
b1

= n2
b2

(ce qui n'est pas �etonnant).

Exercice 4.

Une rampe verticale de spots nomm�es de bas en haut S1; S2; S3; S4 change
d'�etat de la mani�ere suivante :
� �a l'instant t = 0, le spot S1 est allum�e.
� si �a l'instant t = n (n > 0), le spot S1 est allum�e, un (et un seul) des spots
S1; S2; S3; S4 s'allume �a l'instant t = n+ 1, et ceci de mani�ere �equiprobable.
� si �a l'instant t = n (n > 0), le spot Sk (2 6 k 6 4) est allum�e, le spot Sk�1
s'allume �a l'instant t = n+ 1.
� �a chaque instant, un seul spot est allum�e.

Soit X la variable al�eatoire repr�esentant le premier instant, s'il existe, o�u le
spot S2 s'allume.

1. Calculer la probabilit�e pour que le spot S1 reste constamment allum�e
jusqu'�a l'instant n (n 2 N donn�e). En d�eduire que X est bien une variable
al�eatoire.

2. Calculer la probabilit�e des �ev�enements (X = 1) et (X = 2).

3. Calculer la probabilit�e des �ev�enements (X = n) pour n > 3.

4. D�eterminer l'esp�erance de X .

Solution :

1. Le spot S1 reste constamment allum�e jusqu'�a l'instant n avec la probabilit�e�1
4

�n
.

D�es que le spot S1 s'�eteint, alors l'un des spots S2; S3 ou S4 s'allume et il n'y
a plus qu'�a attendre : on est sûr que S2 s'allumera.
Par le th�eor�eme de continuit�e monotone d'une probabilit�e, la probabilit�e que

le spot S1 reste ind�e�niment allum�e vaut lim
n!1

�1
4

�n
= 0. On est donc quasi-

certain que le spot S2 s'allumera et
1P
k=1

P (X = k) = 1 : X est bien une

variable al�eatoire.

2. ? P (X = 1) = 1
4
(le spot S2 s'allume �a l'instant 1).

? (X = 2) est r�ealis�e, soit si le spot S1 reste allum�e �a l'instant 1 et le spot S2
s'allume �a l'instant 2, soit si le spot S3 s'allume �a l'instant 1 (et S2 s'allumera
n�ecessairement �a l'instant 2), donc :

P (X = 2) = 1
4
1
4
+ 1

4
1 = 5

16

3. Soit n > 3, S2 s'allume pour la premi�ere fois �a l'instant n si et seulement
si :
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? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 1 et S2 s'allume �a l'instant n ;

? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 2 et S3 s'allume �a l'instant n� 1 ;

? Soit S1 reste allum�e jusqu'�a l'instant n� 3 et S4 s'allume �a l'instant n� 2 ;

Soit, par disjonction :

8n > 3; P (X = n) = 1
4n�1

1
4
+ 1

4n�2
1
4
+ 1

4n�3
1
4
= 21

4n

4. La convergence de la s�erie �etant �evidente :

E(X) =
1P
n=1

n:P (X = n) = 1
4
+ 2 5

16
+ 21

1P
n=3

n

4n

E(X) = 7
8
� 21

4
� 21

8
+ 21

4

1P
n=1

n

4n�1

E(X) = 7
3

Exercice 5.

1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N.

a) Montrer que, pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

k:P (X = k) =
n�1P
k=0

P (X > k)� n:P (X > n)

En d�eduire que si X admet une esp�erance, alors :

E(X) =
+1P
k=0

P (X > k)

b) Montrer de même que si X admet une variance, alors :

E
�
X

2
�
=

+1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)

2. On dispose d'une urne contenant N boules num�erot�ees de 1 �a N . On
e�ectue, �a partir de cette urne, n tirages successifs d'une boule, avec remise,
et on note X le plus grand nombre obtenu.

a) Calculer l'esp�erance de X . Pr�eciser la loi de X .

b) D�eterminer un �equivalent de E(X) lorsque N tend vers l'in�ni, �a n �x�e
(on pourra comparer �a une int�egrale).

c) Z = n+ 1
n

X est-il un estimateur sans biais de N ?

d) Dans les mêmes conditions, d�eterminer un �equivalent de la variance
V (X).

Solution :

1. a) On peut �ecrire, pour tout n 2 N
� :
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nP
k=0

kP (X = k) =
nP

k=1

k[P (X > k � 1)� P (X > k)]

=
n�1P
k=1

(k + 1� k)P (X > k)� nP (X > n) + P (X > 0)

=
n�1P
k=0

P (X > k)� nP (X > n)

Si X admet une esp�erance, la s�erie
P

kP (X = k) converge. Mais :

0 6 nP (X > n) = n

1P
k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

kP (X = k)

Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'in�ni, comme reste d'une
s�erie convergente. Donc :

E(X) =
+1P
k=0

P (X > k)

b) Utilisons le même type d'argument. Pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

k
2
P (X = k) =

nP
k=1

k
2[P (X > k � 1)� P (X > k)]

=
n�1P
k=1

�
(k + 1)2 � k

2
�
P (X > k)� n

2
P (X > n) + P (X > 0)

=
n�1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)� n
2
P (X > n)

Si X admet une variance, X admet un moment d'ordre 2, et la s�erieP
k
2
P (X = k) converge. Mais :

0 6 n
2
P (X > n) = n

2
1P

k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

k
2
P (X = k)

Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'in�ni, comme reste d'une
s�erie convergente. Donc :

E
�
X

2
�
=

+1P
k=0

(2k + 1)P (X > k)

2. a) Il est imm�ediat que pour tout k 2 [[1; N ]] :

P (X 6 k) =
�
k

N

�n
; et P (X > k) = 1�

�
k

N

�n
Donc, par la question pr�ec�edente :

E(X) =
N�1P
k=0

�
1�

�
k

N

�n�
= N �

N�1P
k=0

�
k

N

�n
Quant �a la loi de X (on a : X(
) = [[1; N ]]) :

P (X = k) = P (X 6 k)� P (X 6 k � 1) =
k
n � (k � 1)n

N
n

Ce calcul �etant valable même pour k = 1.
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b) On a :
N�1P
k=0

�
k

N

�n
= N

�
1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n�
Or, lorsque N tend vers l'in�ni :

1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n � Z 1

0

x
n
dx = 1

n+ 1

ce qui donne, pour N grand :

E(X) � N � N

n+ 1
= nN

n+ 1

c) On en conclut que Z est un estimateur asymptotiquement sans biais de
N .

d) On refait un calcul analogue :

E(X2) =
N�1P
k=0

(2k + 1)P (X > k) =
N�1P
k=0

(2k + 1)�
N�1P
k=0

(2k + 1)
�
k

N

�n
= N +N(N � 1)� 2N2 � 1

N

N�1P
k=0

�
k

N

�n+1 �N � 1
N

N�1P
k=0

�
k

N

�n
= N

2 � 2N2
�Z 1

0

x
n
dx+ o(1)

�
�N

�Z 1

0

x
n
dx+ o(1)

�
E(X2) = N

2 � 2N2

n+ 2
� N

n+ 1
+ o(N2) = n

n+ 2
N

2 + o(N2)

Et comme [E(X)]2 = n
2

(n+ 1)2
N

2 + o(N2), il vient, pour N tendant vers

l'in�ni :

V (X) � n

(n+ 1)2(n+ 2)
N

2

Exercice 6.

Dans cet exercice, 
 d�esigne un ensemble �ni non vide, P(
) l'ensemble des
parties de 
 et (
;P(
); P ) un espace probabilis�e.

On note F l'ensemble des applications de 
 dans R. Si X 2 F , on note
E(X) l'esp�erance de la variable al�eatoire X .

Si A est une partie de 
, on note 1A la fonction caract�eristique de A,
c'est-�a-dire l'application d�e�nie pour tout ! 2 
 par :

1A(!) =
n
1 si ! 2 A

0 sinon

1. Soit A � 
. Calculer E(1A).

2. Montrer que l'application ' d�e�nie sur F �F par :

' : (X;Y ) 7! E(XY )

est un produit scalaire sur F si et seulement si pour tout ! 2 
; P (f!g) > 0.
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Dans la suite de l'exercice, on supposera que P v�eri�e cette propri�et�e et F
sera muni de ce produit scalaire.

3. Soit X 2 F une variable al�eatoire non constante.

On note G le sous-espace vectoriel de F engendr�e par X et la variable
al�eatoire constante �egale �a 1, soit G = Vect(X; 1
).

Soit Y 2 F .
a) D�eterminer les r�eels a0 et b0 pour lesquels Y � a0X � b0 est orthogonal

�a tout �el�ement de G.

b) En d�eduire l'expression de la projection orthogonale de Y sur G qu'on
notera pG(Y ).

c) Comparer E(pG(Y )) et E(Y ).

d) On suppose que X = 1A, avec A partie de 
 non vide et distincte de 
.
Montrer que pour tout B � 
 :

pG(1B) = P (B=A)1A + P (B=A)1
A

o�u P (U=V ) d�esigne la probabilit�e conditionnelle de l'�ev�enement U , sachant
que l'�ev�enement V est r�ealis�e.

Solution :

1. E(1A) = 1:P (A) + 0:P (A) = P (A).

2. ? L'application ' est bilin�eaire (par lin�earit�e de l'esp�erance), sym�etrique
(par commutativit�e du produit dans R, donc dans F) et �egalement positive
(car si X 2 F ; '(X;X) = E(X2) > 0).

? Si ' est un produit scalaire, pour tout ! 2 
, X = 1f!g est un �el�ement
non nul de F , donc '(X;X) = E(1f!g

2) = E(1f!g) = P (f!g) > 0.

? R�eciproquement, supposons que 8! 2 
; P (f!g) > 0. Soit X 2 F non
nulle. Alors il existe !0 2 
 tel que X(!0) 6= 0.
Dans ces conditions '(X;X) = E(X2) > X

2(f!0g)P (f!0g), donc ' est bien
un produit scalaire.

3. a) Y � a0X � b0 2 G
? ()

�
'(Y � a0X � b0; 1
) = 0
'(Y � a0X � b0; X) = 0

()
�
a0E(X) + b0 = E(Y )
a0E(X

2) + b0E(X) = E(XY )

()

8><
>:
a0 =

E(XY )�E(X)E(Y )

V (X)
=

Cov(X;Y )

V (X)

b0 = E(Y )�E(X)
Cov(X;Y )

V (X)

Notons que V (X) 6= 0, puisque X n'est pas constante.

b) pG(X) est l'unique �el�ement Z de G tel que Y � Z 2 G
?, donc :
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pG(X) =
Cov(X;Y )

V (X)
X +E(Y )�E(X)

Cov(X;Y )

V (X)

c) E(pG(Y ) = a0E(X) + b0 = E(Y ) (cons�equence de Y � pG(Y ) ? 1
)

d) Remarquons que A 6= 
 et A 6= ;, donc X = 1A n'est pas constante.

Cov(1A; 1B) = E(1A1B)�E(1A)E(1B) = E(1A\B)�E(1A)E(1B), donc

Cov(1A; 1B) = P (A \B)� P (A)P (B)

V (1A) = P (A)P (A) (car 1A suit la loi de Bernoulli de param�etre P (A)).

pG(1B) = a01A + b0(1A + 1
A
) = (a0 + b0)1A + b01A

avec :

a0 + b0 = E(1B) +
Cov(1A; 1B)

V (1A)
(1�E(1A))

= P (B) +
P (A \ B)� P (A)P (B)

P (A)
=

P (A \ B)
P (A)

= P (B=A)

et :

b0 = E(1B)�E(1A)
Cov(1A; 1B)

V (1A)
= P (B)� P (A \ B)� P (A)P (B)

P (A)

= P (B=A)

Finalement :

pG(1B) = P (B=A)1A + P (B=A)1
A

Exercice 7.

On consid�ere une suite de parties ind�ependantes de hhpile ii ou hh face ii, la
probabilit�e d'obtenir hhpile ii �a chaque partie �etant �egale �a p (o�u p 2 ]0; 1[).

Si n 2 N
� , on note Tn le num�ero de l'�epreuve amenant le n�eme

hhpile ii.

En�n, on pose A1 = T1 et pour n > 2; An = Tn � Tn�1.

1. Quelle est la loi de T1 ? Donner la valeur de son esp�erance.

2. Soit n > 2. Montrer que A1; A2; : : : ; An sont des variables al�eatoires
ind�ependantes qui suivent une même loi.

3. On pose �n = f(x1; : : : ; xn) 2 R
n
=

nP
i=1

xi = 1g et on d�e�nit l'application

f de �n dans R par, pour tout (x1; : : : ; xn) 2 �n : f(x1; : : : ; xn) =
nP
i=1

x
2
i

a) Soit (h1; : : : ; hn) 2 R
n tel que

� 1
n
+ h1;

1
n
+ h2; : : : ;

1
n
+ hn

�
2 �n.

Simpli�er :

f
� 1
n
+ h1;

1
n
+ h2; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
;
1
n
; : : : ;

1
n

�
b) En d�eduire que f admet un minimum atteint en un unique point de �n

que l'on pr�ecisera.
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4. Montrer que si n 2 N
� est �x�e, il existe parmi les combinaisons lin�eaires

de T1; : : : ; Tn un estimateur sans biais de 1
p
qui est de variance minimale et

pr�eciser quel est cet estimateur. Cet estimateur est-il convergent ?

Solution :

1. La variable al�eatoire T1 est le temps d'attente du premier hhpile ii, elle suit

la loi g�eom�etrique de param�etre p, donc d'esp�erance 1
p
.

2. NotonsXn la variable al�eatoire �egale �a 1 si la partie num�ero n am�ene hhpile ii

et 0 sinon. Les variables Xn sont des variables de Bernoulli ind�ependantes de
même param�etre p.
Soit (i1; : : : ; in) 2 (N� )n. L'�ev�enement (A1 = i1; : : : ; An = in) est :
(X1 = � � � = Xi1�1 = 0; Xi1 = 1; Xi1+1 = � � � = Xi1+i2�1 = 0; Xi1+i2 = 1; ::
jusqu'�a Xi1+���+in = 1)
Donc, en posant q = 1� p :

P (A1 = i1; : : : ; An = in) = q
i1�1pqi2�1p : : : qin�1p (�)

En sommant pour (i1; : : : ; in�1) 2 (N� )n�1, on obtient compte tenu du fait

que
1P
k=1

q
k�1

p =
p

1� q
= 1 :

P (An = in) = q
in�1p

Ce qui prouve que An suit la loi g�eom�etrique de param�etre p, donc les
variables Ak sont toutes de même loi.

De plus, l'expression (�) prouve que :

P (A1 = i1; : : : ; An = in) =
nQ

k=1

P (Ak = ik)

Ce qui prouve l'ind�ependance des variables An pour n 2 N
� .

3. a) Remarquons que
� 1
n
+h1; : : : ;

1
n
+hn

�
2 �n si et seulement si

nP
i=1

hi = 0.

Dans ces conditions :

f
� 1
n
+ h1; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
; : : : ;

1
n

�
=

nP
i=1

�� 1
n
+ hi

�2 � 1
n
2

�
=

nP
i=1

h
2
i
.

b) f
� 1
n
+ h1; : : : ;

1
n
+ hn

�
� f

� 1
n
; : : : ;

1
n

�
est toujours > 0, avec �egalit�e

seulement si tous les hi sont nuls. On en d�eduit que f admet un minimum

global sur �n atteint uniquement en
� 1
n
; : : : ;

1
n

�
.

4. On remarque que Vect(T1; : : : ; Tn) = Vect(A1; : : : ; An).

Si (x1; : : : ; xn) 2 R
n , E(x1A1+� � �+xnAn) =

1
p

nP
i=1

xi, donc x1A1+� � �+xnAn

est un estimateur sans biais de 1
p
si et seulement si (x1; : : : ; xn) 2 �n.

Dans ces conditions, vu l'ind�ependance des Ai :
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V (x1A1 + � � �+ xnAn) =
nP
i=1

x
2
i
V (Ai) = V (A1)f(x1; : : : ; xn)

Cette variance est minimale si et seulement si (x1; : : : ; xn) =
� 1
n
; : : : ;

1
n

�
.

Il existe donc parmi les combinaisons lin�eaires de T1; : : : ; Tn un estimateur

sans biais de variance minimale qui est 1
n

nP
i=1

Ai =
1
n
Tn.

Cet estimateur est convergent, puisque V
� 1
n
Tn

�
= 1

n
V (T1) �!

n!1
0.

Exercice 8.

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

On consid�ere deux variables al�eatoires ind�ependantes, X1 et X2, d�e�nies sur
le même espace probabilis�e (
;B; P ) et suivant la loi uniforme discr�ete sur
f1; 2; : : : ; ng.
1. Soit a un entier de f1; 2; : : : ; ng et Y la variable al�eatoire d�e�nie par :

8! 2 
; Y (!) =

�
X1(!) si X2(!) 6 a

X2(!) si X2(!) > a

a) D�eterminer la loi de Y . (V�eri�er que l'on a bien obtenu une loi de
probabilit�e).

b) Calculer l'esp�erance de Y et la comparer �a celle de X1.

c) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette esp�erance est-elle maximale ?

2. Soient a et b deux entiers de f1; : : : ; ng.
On d�e�nit la variable al�eatoire Z par :

8! 2 
; Z(!) =

8<
:
X1(!) si X2(!) 6 a

X2(!) si a < X2(!) 6 b

X1(!) si X2(!) > b

a) D�eterminer la loi de Z ainsi que son esp�erance.

b) Pour quelles valeurs du couple (a; b) cette esp�erance est-elle maximale ?

Solution :

1. a) On a Y (
) = [[1; n]] et, par ind�ependance des variables al�eatoires X1 et

X2 :

� si k 6 a, P (Y = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] = 1
n
� a

n
.

� si k > a, P (Y = k) = P [(X1 = k) \ (X2 > a)] + P [(X2 = k) \ (X2 > a)]

= 1
n
+ a

n
2 .

On a bien : a

n
2 � a+ a

n
2 � (n� a) + n� a

n
= 1

b) Le calcul de l'esp�erance est facile :
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E(Y ) =
aP

k=1

k
a

n
2 +

nP
k=a+1

k
a

n
2 +

nP
k=a+1

k

n
=

a(n+ 1)
2n

+
(a+ n+ 1)(n� a)

2n

= E(X1) +
a

2n
(n� a) > E(X1)

c) On v�eri�e que :

E(Y ) = 1
2n

�5
4
n
2 + n� (a� n

2
)2
�

Ainsi E(Y ) est maximale pour a� n

2
le plus petit possible :

� si n est pair, c'est pour a = n

2
,

� si n est impair, c'est pour a = n� 1
2

ou a = n+ 1
2

.

2. a) On proc�ede dans cette question comme dans la question pr�ec�edente :

� si k 6 a, P (Z = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] + P [(X1 = k) \ (X2 > b)]

= 1
n
2 (a� b+ n).

� si k > b, la m�ethode et le r�esultat sont identiques,

� si a < k 6 b,

P (Z = k) = P [(X1 = k) \ (X2 6 a)] + P [(X2 = k) \ (a < X2 6 b)]
+P [(X1 = k) \ (X2 > b)]

= 1
n
2 (a� b+ n) + 1

n

Le calcul de l'esp�erance donne :

E(Z) = 1
2n

�
b
2 � a

2 � bn+ an+ n
2 + n

�
= E(X1) +

b� a

2n
(b+ a� n)

b) De plus :

E(Z) = 1
2n

��
b� n

2

�2 � �a� n

2

�2
+ n

2 + n
�

E(Z) est maximale pour a = n=2 si n est pair et pour a = n� 1
2

ou a = n+ 1
2

si n est impair (voir la question pr�ec�edente) et b tel que
�
b � n

2

�2
maximal,

soit b = n.

Exercice 9.

Soient X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes �a valeurs dans R�+ de
densit�es respectives fX et fY .

1. a) On pose U = ln(X) et V = ln(Y ).

Exprimer des densit�es fU et f�V de U et de �V �a l'aide de fX et de fY .

b) D�eduire de la question pr�ec�edente une expression d'une densit�e de T =

ln
�
X

Y

�
.

c) Montrer qu'une densit�e g de X

Y
est :

g(x) =

�
0 si x 6 0

1
x
fT (lnx) si x > 0
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2. Montrer que le quotient de deux variables exponentielles ind�ependantes de
param�etres respectifs � et � suit une loi de Pareto dont on d�eterminera les
param�etres.

3. On admet que si les variables X et Y sont �a valeurs dans R� , une densit�e

g de X

Y
est d�e�nie, pour tout x r�eel par :

g(x) =

Z +1

�1
jtjfX(xt)fY (t) dt

D�eterminer la loi du quotient de deux variables al�eatoires ind�ependantes
suivant la loi normale centr�ee r�eduite.

On rappelle qu'une variable al�eatoire X suit une loi de Pareto de param�etres

� > 0, a > 0 et x0 lorsqu'une densit�e de X est donn�ee par :

f(x) =

(
�

a

�
a

x� x0

��+1
si x� x0 > a

0 sinon

Solution :

1. a) Les variables al�eatoires U et V sont �a valeurs dans R. Pour tout x 2 R :

[U 6 x] = [X 6 ex] =) FU (x) = FX (e
x) =) fU (x) = exfX(e

x)

(o�u FW d�esigne la fonction de r�epartition et fW une densit�e de la variable
al�eatoire �a densit�e W ). De même :

[�V 6 x] = [Y > e�x] =) FV (x) = 1� FY (e
�x) =) fV (x) = e�xfY (e

�x)

b) On remarque que T = ln(X) � ln(Y ) = U � V . Les variable X et Y
�etant ind�ependantes, il en est de même pour U et V , et une densit�e de T est
donn�ee par convolution :

fT (x) =

Z +1

�1
fU (t)f�V (x� t) dt =

Z +1

�1
etfX(e

t)e�x+tfY (e
�x+t) dt

c) On remarque que X

Y
= eT . La variable al�eatoire X

Y
est �a valeurs dans

R
�
+ et pour tout x > 0 :�

X

Y
6 x

�
= [T 6 lnx] =) FX=Y (x) = FT (lnx)

Par d�erivation, une densit�e de X

Y
est d�e�nie par :

g(x) =

�
0 si x 6 0

1
x
fT (lnx) si x > 0

2. C'est une application de la question pr�ec�edente. Si X suit la loi E(�), si Y
suit la loi E(�), et si X;Y sont ind�ependantes, X

Y
a pour densit�e :

g(x) =

8<
:

0 si x 6 0

��

Z +1

0

u:e�(�x+�)u du si x > 0
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Donc, pour x > 0, apr�es une int�egration par parties :

g(x) =
��

(�x + �)2
=

�=�

(x+ �=�)2

On reconnâ�t une loi de Pareto de param�etres � = 1; a = �=�; x0 = ��=�.

3. Il su�t d'appliquer la formule propos�ee :

g(x) = 1
2�

Z +1

�1
jtj:e�(xt)

2
=2 e�t

2
=2
dt = 1

�

Z +1

0

t:e�(x
2+1)t2=2

dt

Soit, en int�egrant hh�a vue ii :

g(x) = 1
�(x2 + 1)

On dit que X

Y
suit une loi de Cauchy.

Exercice 10.

1. Soient deux entiers naturels n et r avec 0 6 r 6 n.

On d�e�nit la fonction Fr;n sur R par :

8x 2 R; Fr;n(x) =
nP

k=r

C
r

k
x
k

a) Montrer que pour tout x r�eel, on a (1 � x)Fr;n(x) = xFr�1;n�1(x) �
C
r
nx

n+1.

b) Soit x 2 ]0; 1[ et r 2 N �x�es. Donner un �equivalent simple de Cr
n
x
n+1

quand n tend vers l'in�ni.

c) Montrer que pour tout x tel que 0 < x < 1 et r 2 N �x�es, Fr;n(x) admet
une limite lorsque n tend vers l'in�ni et d�eterminer cette limite.

On dispose de deux pi�eces de monnaie. La premi�ere pi�ece donne hhPile ii avec
la probabilit�e p et la seconde avec la probabilit�e q = 1� p. (p 2]0; 1[).
� on lance la premi�ere pi�ece jusqu'�a obtenir pour la premi�ere fois hhPile ii.

Soit N le nombre de lancers e�ectu�es.

� on lance alors N fois la seconde pi�ece et on note X la variable al�eatoire
�egale au nombre de hhPile ii obtenus durant ces N tirages.

2. a) D�eterminer la loi de X .

b) Calculer son esp�erance. Commenter les cas o�u p = q = 1=2 et o�u p est
de la forme 1=r.

Solution :

1. a) On utilise la relation appel�ee hhdu triangle de Pascal ii, soit :

Cr

k
= Cr�1

k�1 +Cr

k�1
avec les conventions habituelles de nullit�e.
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Pour tout x r�eel :

Fr;n(x) =
nP

k=r

Cr

k
x
k =

nP
k=r

Cr�1
k�1x

k +
nP

k=r

Cr

k�1x
k

Or :
nP

k=r

Cr�1
k�1x

k =
n�1P

k=r�1
Cr�1
k

x
k+1 = xFr�1;n�1(x)

nP
k=r

Cr

k�1x
k =

nP
k=r+1

Cr

k�1x
k
; car Cr

r�1 = 0

nP
k=r

Cr

k�1x
k =

nP
k=r

Cr

k
x
k+1 = x (Fr;n(x)� C

r
n
x
n)

D'o�u :
(1� x)Fr;n(x) = xFr�1;n�1(x)� C

r
n
x
n+1

b) Soit x 2]0; 1[. Raisonnons par r�ecurrence sur r :

� si r = 0, F0;n(x) =
nP

k=0

x
k admet 1

1� x
pour limite lorsque n tend vers

l'in�ni.

� si r = 1, F1;n(x) =
nP

k=0

kx
k admet x

(1� x)2
pour limite lorsque n tend vers

l'in�ni.

� supposons que pour r > 0, Fr�1;n(x) admette x
r�1

(1� x)r
pour limite lorsque

n tend vers l'in�ni ; la relation pr�ec�edente et la remarque suivante :

Cr

n
x
n+1 =

n(n� 1) : : : (n� r + 1)
r!

x
n+1 � n

r

r!
x
n+1

quantit�e qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni (pr�epond�erance classique),
donnent pour x 2 ]0; 1[ :

lim
n!+1

Fr;n(x) =
x
r

(1� x)r+1

2. a) La loi conditionnelle deX , conditionn�ee par la r�ealisation de l'�ev�enement
[N = n] est une loi binomiale de param�etres n et q, et ([N = n])n2N� est un
syst�eme complet d'�ev�enements. Donc pour tout k 2 N

� :

P (X = k) =
1P
n=1

P (X = k=N = n)P (N = n) =
1P
n=k

Ck

nq
k
p
n�k

pq
n�1

=
�q
p

�k�1 1P
n=k

Ck

n(pq)
n =

�q
p

�k�1 (pq)k

(1� pq)k+1
=

pq
2k�1

(1� pq)k+1

Et pour k = 0 :

P (X = 0) =
1P
n=1

q
n
pq

n�1 = q

p

1P
n=1

(q2)n =
pq

1� q
2 =

q

1 + q

b) La s�erie
P
k

k
pq

2k�1

(1� pq)k+1
est convergente.

Le terme g�en�eral s'�ecrit :
pq

(1� pq)2
k
� q

2

1� pq

�k�1
, avec 0 <

q
2

1� pq
< 1.
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On a alors :

E(X) =
1P
k=1

k
pq

2k�1

(1� pq)k+1
=

pq

(1� pq)2

1P
k=1

k
� q

2

1� pq

�k�1
=

pq

(1� pq)2
1

(1� q2

1�pq )
2
=

pq

(1� pq � q
2)2

=
q

p

? Si p = q = 1=2, on joue en moyenne 2 fois avec la premi�ere pi�ece et on
a donc en moyenne 1 fois Pile avec la seconde. Le r�esultat ci{dessus parâ�t
normal.

? Si p = 1=r, E(N) = r et on joue en moyenne r fois avec la probabilit�e
r � 1
r

d'obtenir Pile. On obtient Pile en moyenne (r � 1) fois. On retrouve

E(X) =
q

p
.

Exercice 11.

1. Soit X une variable al�eatoire �a densit�e suivant la loi uniforme sur ]0; 1].
On pose Y = lnX .

D�eterminer la loi de Y .

2. Soit (a; b) deux variables al�eatoires �a densit�e, ind�ependantes, d�e�nies sur
un espace probabilis�e (
;B; P ), suivant toutes deux la loi uniforme sur ]0; 1].
A tout ! 2 
, on associe l'�equation :

a(!)x2 � b(!)x+ 1 = 0

On note �(!) et �(!) les racines dans C de cette �equation.

D�eterminer la loi de la variable al�eatoire S d�e�nie par :

S(!) = �(!) + �(!)

Solution :

1. On sait que Y (
) = ]�1; 0]. Aussi pour tout x 6 0 :

P (Y 6 x) = P (ln(X) 6 x) = P (X 6 ex) = FX (e
x)

o�u FX est la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire X .
Par cons�equent :

FY (x) =
n
FX(e

x) = ex si x 6 0
1 si x > 0

et une densit�e de Y est alors :

fY (x) =
n
ex si x 6 0
0 si x > 0

2. On sait que : S(!) = �(!) + �(!) =
b(!)
a(!)

Pour d�eterminer la loi de S on �etudie la loi de lnS = ln b� ln a = Z1 � Z2,
avec comme densit�es respectives :
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fZ1(x) =
n
ex si x 6 0
0 si x > 0

f�Z2(x) =

�
e�x si x > 0
0 si x < 0

Une densit�e h de ln(S) est alors d�e�nie par convolution :

h(x) =

Z +1

�1
fZ1(t)f�Z2(x� t) dt =

Z 0

�1
etf�Z2(x� t) dt

donc :

h(x) =

8>><
>>:

Z
x

�1
e2t�x dt = ex

2
si x 6 0Z 0

�1
e2t�x dt = e�x

2
si x > 0

En�n, comme S(
) = R
+ , il vient, pour x > 0 :

P (S 6 x) = P (lnS 6 lnx) = FlnS(ln x)
soit :

FS(x) =

�
0 si x 6 0

FlnS(lnx) si x > 0
et :

fS(x) =

( 0 si x < 0
1=2 si 0 6 x 6 1

1=(2x2) si x > 1

Exercice 12.

Soit I =

Z 1

�1

x dx

(1 + x
2)
p
1� x4

.

1. Montrer que I converge. D�eterminer sa valeur.

2. Soit f d�e�nie par :

f(x) =

8<
:

0 si x < 0 ou x > 1
2x

(1 + x2)
p
1� x4

si 0 6 x < 1

a) Montrer que f est une densit�e de probabilit�e.

b) Soit X une variable al�eatoire ayant f pour densit�e.
X a-t-elle une esp�erance ? une variance ?

Solution :

1. La fonction g : x 7!
x

(1 + x2)
p
1� x4

est continue sur ]�1; 1[, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

� au voisinage de 1, on a 0 < g(x) � 1
4
p
1� x

fonction qui est int�egrable au

voisinage de ce point (int�egrale de r�ef�erence de Riemann).

� au voisinage de �1, on fait un raisonnement identique en valeur absolue,
ou mieux on invoque l'imparit�e de la fonction �a int�egrer.
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En�n, puisque g est impaire et l'int�egrale convergente, il vient :

I = 0

2. a) La fonction f est positive et continue sur R n f1g. De plus :Z +1

�1
f(x) dx = 2

Z 1

0

g(x) dx = lim
a;b!0

Z 1�a

b

2x

(1 + x
2)
p
1� x4

dx

La fonction cosinus est bijective de [0; �=2] sur [0; 1] et de classe C1. Posons
x =

p
cos t. Il vient :

2

Z 1

0

g(x) dx = lim
�!0;�!�=2

Z
�

�

2 dt
2(1 + cos t)

= lim
�!0;�!�=2

Z
�

�

dt

2 cos2(t=2)

2

Z 1

0

g(x) dx = lim
�!0;�!�=2

�
tan t

��
�
= 1

b) Au voisinage du point 1, on a :

0 < 2xn

(1 + x
2)
p
1� x4

� 2p
1� x

Ainsi, l'int�egrale d�e�nissant E(Xn) est convergente, et X admet un moment
d'ordre n, ceci pour tout n 2 N

� .

Exercice 13.

Soient n et p deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux �a 2.

1. Soient (X1; X2; : : : ; Xn; Y1; Y2; : : : ; Yp), n+p variables al�eatoires ind�ependantes
suivant toutes la loi uniforme sur [0; 1].
On note :

Rn = max(X1; X2; : : : ; Xn); Sp = max(Y1; Y2; : : : ; Yp)

a) D�eterminer la loi de Rn et la loi de Sp.

b) En d�eduire la loi de lnRn et celle de lnSp, o�u ln repr�esente la fonction
logarithme n�ep�erien.

c) En d�eduire une densit�e de la variable al�eatoire P = RnSp.

d) Montrer que P admet des moments de tous ordres. Calculer son
esp�erance.

2. Soient (x1; x2; : : : ; xn; y1; y2; : : : ; yp), n+ p nombres r�eels positifs ou nuls.
Montrer que :

max(x1; x2; : : : ; xn) �max(y1; y2; : : : ; yp) = max
16i6n;16j6p

(xiyj)

3. En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, on cherche �a d�eterminer

la loi de P de la mani�ere suivante :
� on d�etermine la loi du produit XiYj , pour tout 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 p.
� on d�etermine la loi de max

16i6n;16j6p
XiYj .

Cette m�ethode pr�esente un inconv�enient majeur. Lequel ?
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Solution :

1. a) On sait que Rn(
) = [0; 1], et pour tout x de cet intervalle :

P (Rn < x) =
nQ
i=1

P (Xi < x) = x
n

Donc la fonction de r�epartition de Rn est donn�ee par :

FRn
(x) =

(
0 si x < 0
x
n si 0 6 x 6 1

1 si x > 1

Le calcul de la loi de Sp est identique.

b) On a ln(Rn )(
) = R
� , et pour tout x 6 0 : FlnRn

(x) = enx. Une densit�e
est alors :

flnRn
(x) =

n
0 si x > 0

n:enx sinon

Le calcul de la loi de lnSp est identique.

c) Par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu, et par convolution, si
on pose Z = lnRn + lnSp :

fZ(x) =

Z
R

flnRn
(u)flnSp(x� u) du =

Z 0

x

np:epxe(n�p)u du pour x < 0

Donc :
� si n = p

fZ(x) =

�
�xn2:enx si x < 0

0 sinon
� si n 6= p

fZ(x) =

�
np

n� p
(epx � enx) si x < 0

0 sinon

Puis fP (x) = fZ(lnx)� 1
x
, soit :

si n 6= p : fP (x) =

�
np

n� p
(xp�1 � x

n�1) si x 2 [0; 1]

0 sinon

si n = p : fP (x) =

�
�n2xn�1 ln(x) si x 2]0; 1]

0 sinon

d) On voit que E(P k) existe d�es que n > 1 et p > 1 et un calcul imm�ediat
donne :

E(P ) =

8<
:

�
n

n+ 1

�2
si n = p

np

(n+ 1)(p+ 1)
si n 6= p

2. Classons les (xi)16i6n et les (yj)16j6p en notant :
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�
min(xi) = x(1) 6 x(2) 6 : : : 6 x(n) = max(xi)
min(yj) = y(1) 6 y(2) 6 : : : 6 y(p) = max(yj)

Alors max(xi) � max(yj) = x(n):y(p) et ce produit reste sup�erieur �a tout
produit xk:y`.

3. Il est simple de d�eterminer la loi de XiYj , pour tout 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 p.
Mais les np variables al�eatoires XiYj ne sont pas ind�ependantes !
La loi de max

i;j

(XiYj) sera nettement plus di�cile �a obtenir.

Exercice 14.

On consid�ere un espace probabilis�e (
;B; P ) et deux variables al�eatoires X
et Y d�e�nies sur 
 et �a valeurs dans f1; : : : ; n+1g, o�u n est un entier naturel
sup�erieur ou �egal �a 2.

On pose, pour tout couple (i; j) 2 f1; : : : ; n+ 1g2,
ai;j = P (X = i; Y = j)

On suppose que :

ai;j =

(
1

2n
si ji+ j � (n+ 2)j = 1

0 sinon

1. a) V�eri�er que la famille (ai;j) ainsi d�e�nie est bien une loi de probabilit�e
de couple.

b) Ecrire la matrice A 2 Mn+1(R) dont le terme g�en�eral est ai;j . V�eri�er
que A est diagonalisable.

2. D�eterminer les lois de probabilit�e de X et Y .

3. Pour tout couple (i; j) 2 f1; : : : ; n+ 1g2; on pose :

bi;j = P (X = i=Y = j)

(o�u P (A=B) d�esigne la probabilit�e conditionnelle de A, sachant que B est
r�ealis�e).

D�eterminer la matrice B 2Mn+1(R) dont le terme g�en�eral est bi;j .

Montrer que le vecteur v =

0
BBB@

P (X = 1)
...
...

P (X = n+ 1)

1
CCCA est vecteur propre de B.

Solution :

1. a) Tous les scalaires ai;j sont positifs ou nuls. D�eterminons le nombre de
termes ai;j non nuls. Ce sont les termes pour lesquels :

� soit i + j = n + 3, avec 1 6 i; j 6 n + 1, soit tous les couples (i; j) de la
forme (i; n+3� i), avec 1 6 i; n+3� i6 n+1 ou 2 6 i 6 n+1. Il y en a n ;
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� soit i + j = n + 1, avec 1 6 i; j 6 n + 1, soit tous les couples (i; j) de la
forme (i; n + 1 � i), avec 1 6 i; n + 1 � i 6 n + 1 ou 1 6 i 6 n. Il y en a n
�egalement.

Au total il y en a 2n. Ceci montre que
P

16i;j6n+1

ai;j = 1 et on a bien d�e�ni

une loi de probabilit�e.

b) La matrice A s'�ecrit sous la forme :

A =

0
BBBBBBBB@

0 : : : : : : : : : 1=2n 0
0 : : : : : : 1=2n 0 1=2n
... . .

.
. .
.

. .
.

0
... . .

.
. .
.

. .
. ...

1=2n . .
.

. .
. ...

0 1=2n : : : : : : : : : 0

1
CCCCCCCCA

La matrice A est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base
orthonorm�ee.

2. La loi de X est donn�ee par P (X = i) =
n+1P
j=1

ai;j . Donc :

� P (X = 1) = 1
2n

, (a1;n 6= 0).

� P (X = n+ 1) = 1
2n

, (an+1;2 6= 0).

� pour 2 6 i 6 n; P (X = i) = 1
n
, (ai;n+3�i; ai;n+1�i 6= 0).

Par raison de sym�etrie Y suit la même loi que X .

3. a) On a, pour tout 1 6 i; j 6 n+ 1 : bi;j =
ai;j

P (Y = j)

� b1;j 6= 0 si et seulement si j = n. Donc b1;n = 1
2
.

� bn+1;j 6= 0 si et seulement si j = 2. Donc bn+1;2 =
1
2
.

� Pour 2 6 i 6 n, bi;j 6= 0 si et seulement si j = n+ 3� i ou j = n+ 1� i.
Donc : �

b2;n+1 = 1 bi;n+3�i = 1=2
bn;1 = 1 bi;n+1�i = 1=2

ce qui donne la matrice :

B =

0
BBBBBBBB@

0 : : : : : : : : : 1=2 0
0 : : : : : : 1=2 0 1
... . .

.
. .
.

. .
.

0
... . .

.
. .
.

. .
. ...

1 0 1=2 . .
. ...

0 1=2 : : : : : : : : : 0

1
CCCCCCCCA

b) On v�eri�e alors ais�ement que :
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B

0
BBBB@

1=2n
1=n
...

1=n
1=2n

1
CCCCA =

0
BBBB@

1=2n
1=n
...

1=n
1=2n

1
CCCCA

Exercice 15.

Soit p 2 ]0; 1[ et q = 1� p: On consid�ere la matrice A 2M3(R) d�e�nie par :

A =

0
@ 0 1 0

0 0 1
�p2q 0 1

1
A

1. Montrer que les valeurs propres de A sont p et les deux r�eels a et b d�e�nis
par : �

a+ b = q

ab = �pq

2. On consid�ere une suite d'�epreuves de Bernoulli ind�ependantes d�e�nies sur
un même espace probabilis�e (
;B; P ), pour lesquelles, �a chaque �epreuve, la
probabilit�e du succ�es est p.
Si l'on obtient deux succ�es cons�ecutifs, on dit que l'on a r�ealis�e un doubl�e.
Pour tout n > 2; on note :

� An l'�ev�enement hh le premier doubl�e est obtenu par un succ�es �a la (n� 1)�eme

�epreuve et un succ�es �a la n�eme �epreuve ii.
� Bn l'�ev�enement : hhun doubl�e au moins est obtenu dans les n premi�eres
�epreuves ii.

On note pn = P (An) et on pose p1 = 0.

a) Montrer que P (Bn) =
nP

k=1

pk, puis que :

pn+3 = p
2
q

�
1�

nP
k=1

pk

�
b) En d�eduire que, pour tout n 2 N

� : pn+3 = pn+2 � p
2
qpn, puis que :

pn = p
2 a

n�1 � b
n�1

a� b

Solution :

La m�ethode du pivot de Gauss appliqu�ee �a la matrice A� �I donne :

A� �I �

0
@�p2q 0 1� �

0 p
2
q �(� � 1)

0 0 P (�)

1
A

o�u :
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P (�) = �
3 � �

2 � p
3 + p

2 = (�� p)(�2 � �q � pq)

Ainsi � est valeur propre de A si et seulement si � = p ou �
2 � �q � pq = 0.

Les racines a et b de cette derni�ere �equation sont r�eelles et distinctes (car son
discriminant � = q

2 + 4pq est strictement positif), et elles v�eri�ent :�
a+ b = q

ab = �pq

2. a) L'�ev�enementBn est hhun doubl�e au moins est obtenu dans les n premi�eres
�epreuves ii. C'est donc �egalement hhun premier doubl�e est obtenu dans les n
premi�eres �epreuves ii. Ainsi :

Bn =
nS

k=2

Ak

�ev�enements qui sont deux �a deux incompatibles. Donc :

P (Bn) =
nP

k=2

P (Ak) =
nP

k=1

P (Ak) (car p1 = 0)

Notons Si (resp. Ei) l'�ev�enement hhobtenir un succ�es (resp. un �echec) �a la
i
`eme �epreuve ii. On a alors :

Bn+3 = Bn \ En+1 \ Sn+2 \ Sn+3
et, par ind�ependance :

pn+3 = P (Bn)P ([En+1 \ Sn+2 \ Sn+3]=Bn) = (1� pn)p
2
q

Donc :

pn+3 = p
2
q
�
1�

nP
k=1

pk

�
b) On a :

pn+3 � pn+2 = p
2
q
�
1�

nP
k=1

pk

�
� p

2
q
�
1�

n�1P
k=1

pk

�
= �p2qpn

En�n, montrons la relation :

pn = p
2 a

n�1 � b
n�1

a� b

par r�ecurrence sur n.

� La relation est v�eri��ee pour n = 1 (p1 = 0) et n = 2 (p2 = p
2) ;

� supposons la relation v�eri��ee jusqu'�a un certain ordre n+ 2. Alors :

pn+3 = pn+2 � p
2
qpn = p

2 a
n+1 � b

n+1

a� b
� p

4
q
a
n�1 � b

n�1

a� b

=
p
2

a� b

�
a
n�1(a2 � p

2
q)� b

n�1(b2 � p
2
q)
�

Or, par la premi�ere question, a et b v�eri�ent a2 � p
2
q = a

3
; b

2 � p
2
q = b

3, ce
qui permet d'achever la d�emonstration de la r�ecurrence.

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout r�eel a, l'int�egrale I(a) =

Z +1

a

dt

e2t + 1
est conver-

gente et la calculer.
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2. Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f : x 7! 1
�(1 + x

2)

V�eri�er que f est une densit�e de probabilit�e (on pourra utiliser le changement
de variable x = tanu).

3. Montrer, en les calculant, qu'il existe deux r�eels A et B, ind�ependants de
u tels que, 8u 2 R

+ :
1

(u+ 1)(e2x + u)
= A

u+ 1
+ B

e2x + u

4. On consid�ere deux variables al�eatoires X et Y , ind�ependantes, de densit�e
f .

a) D�eterminer une densit�e de ln jX j.
b) D�eterminer une densit�e de Z = ln(jXY j).

Solution :

1. La fonction t 7! 1
e2t + 1

est continue sur R (car son d�enominateur est

continu et ne s'annule pas), donc int�egrable sur tout segment de R.

Au voisinage de +1 : 0 < 1
e2t + 1

� e�2t, fonction qui est int�egrable sur ce

voisinage. On en d�eduit que I(a) existe par le th�eor�eme de comparaison des
int�egrales de fonctions positives.

Le changement de variable u = e�t donne :

I(a) =

Z e�a

0

udu

u
2 + 1

= 1
2

�
ln(u2 + 1)

�e�a
0

= 1
2
ln(e�2a + 1)

2. La fonction f est continue sur R �a valeurs positives. Le changement de
variable u = tanx donne :Z

R

f(x) dx = 1
�

Z �=2

��=2
du = 1

3. Il su�t de r�eduire au même d�enominateur et d'identi�er pour obtenir :

1
(u+ 1)(e2x + u)

= 1
1� e2x

�
1

u+ 1
+ e2x

e2x + u

�
4. a) Pour tout x r�eel :

P (ln jX j 6 x) = P (jX j 6 ex) = P (e�x 6 X 6 ex) = FX (e
x)� FX(e

�x)

et si g d�esigne une densit�e de ln jX j :

8x 2 R; g(x) = 2:ex

�(e2x + 1)

b) On a Z = ln jXY j = ln jX j + ln jY j. Ces deux variables al�eatoires sont
ind�ependantes, puisque X et Y le sont. Une densit�e h de Z est alors donn�ee

par convolution :
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h(x) =

Z +1

�1
g(t)g(x� t) dt = 4:ex

�
2

Z +1

�1

dt

(e2t + 1)(e2x�2t + 1)
ou

h(x) = 4:ex

�
2

Z +1

�1

e2t dt
(e2t + 1)(e2x + e2t)

Pour x 6= 0 et en utilisant la question pr�ec�edente :

J =

Z +1

�1

e2t dt
((e2t + 1)(e2x + e2t)

= 1
1� e2x

Z +1

�1

� 1
e2t + 1

� 1
e
2(t�x) + 1

�
dt

On ne peut partager cette derni�ere int�egrale en deux, puisque chaque int�egrale
diverge en �1. Il faut donc �ecrire : :

J(a) =

Z +1

a

dt

e2t + 1
�
Z +1

a

dt

e2(t�x) + 1

= 1
2
ln(e�2a + 1)� 1

2
ln(e�2(a�x) + 1) = 1

2
ln
� e�2a + 1
e�2(a�x) + 1

�
et : lima!�1 J(a) = 1

2
ln
� 1
e2x
�
= �x

Donc, pour x 6= 0 :

h(x) = 4x:ex

�
2(e2x � 1)

qui se prolonge par continuit�e en 0 par h(0) = 2
�
2 .

Exercice 17.

On admet que la mesure d'une grandeur physique, dont la valeur exacte est
m, suit une loi normale N

�
m;

m

10

�
, d'esp�erance m et d'�ecart-type m

10
.

On e�ectue une s�erie de n mesures ind�ependantes et on note Yn la moyenne
des r�esultats obtenus.

1. Montrer que Yn est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Combien faut-il e�ectuer de mesures pour que l'erreur relative commise
sur m soit inf�erieure �a 1% avec une probabilit�e sup�erieure �a 0;9 ?

On pourra utiliser la table de la loi normale jointe au sujet.

Solution :

1. La variable al�eatoire Yn suit la loi normale N
�
m;

m

10
p
n

�
, donc son

esp�erance et sa variance valent :

E(Yn) = m; V (Yn) =
m

2

10n2

Ainsi Yn est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Notons Y �
n la variable centr�ee r�eduite associ�ee �a Yn. Alors :
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P
�
jYn �mj < m

100

�
= P

�
jY �
n
j <

p
n

10

�
= 2�

�pn
10

�
� 1

o�u � est la fonction de r�epartition de N (0; 1). D'o�u, en utilisant une table de
la fonction � :

2�
�pn
10

�
� 1 > 0:9()

p
n

10
> 1:65() n > 273

Exercice 18.

On e�ectue une suite ind�e�nie de lancers d'une pi�ece �equilibr�ee. Pour tout
n 2 N

� , on d�esigne par pn la probabilit�e qu'au cours des n premiers lancers
le r�esultat hhPile ii n'ait pas �et�e obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1; p2 et p3.
Dans la suite on pose p0 = 1.

b) Montrer que pour tout entier n sup�erieur ou �egal �a 3, on a :

pn = 1
2
pn�1 +

1
4
pn�2 +

1
8
pn�3 (?)

2. a) Montrer que pour tout x 2 [0; 1], la s�erie
P

pnx
n est convergente.

b) Pour x 2 [0; 1], calculer la somme de la s�erie
+1P
n=0

pnx
n.

3. a) Montrer que l'�equation (E) : 8x3 � 4x2 � 2x� 1 = 0 admet une unique
racine r�eelle ; on la note r. Encadrer r par deux entiers cons�ecutifs.

b) Montrer que l'�equation (E) admet deux racines complexes conjugu�ees,
! et !, de module strictement inf�erieur �a r.

c) Montrer que la suite (pn) est une combinaison lin�eaire des trois suites
(rn); (!n) et (!n). (On pourra montrer que le C {espace vectoriel des suites
complexes v�eri�ant la relation (?) est de dimension 3).

d) En d�eduire la convergence et la limite de la suite (pn)n. Donner une
explication du r�esultat obtenu.

Solution :

1. a) On trouve p1 = p2 = 1 et p3 = 7
8
, puisque l'�ev�enement contraire

hhobtenir trois Piles cons�ecutifs ii se r�ealise avec la probabilit�e 1
8
.

b) Si n > 4, on n'a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F1 ou P1F2 ou P1P2F3, o�u Pi (resp. Fi) consiste �a obtenir Pile
(resp. Face) au i�eme lancer. A l'issue de chacune de ces s�equences on est alors
revenu au point de d�epart.
Ainsi, notons A l'�ev�enement hhne pas obtenir 3 Piles cons�ecutifs au cours des
n premiers lancers ii :

pn = P (A=F1)P (F1) + P (A=(P1 \ F2))P (P1 \ F2)
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+P (A=(P1 \ P2 \ F3))P (P1 \ P2 \ F3)
soit :

pn = 1
2
pn�1 +

1
4
pn�2 +

1
8
pn�3

2. a) Comme 0 6 pn 6 1, pour tout n 2 N, on a pour 0 6 x < 1,
0 6 pnx

n 6 x
n. On en d�eduit la convergence de la s�erie

P
pnx

n.

b) Par convergence des s�eries en question, on peut �ecrire :P
n>3

pnx
n = x

2

� P
n>3

pn�1x
n�1�+ x

2

4

� P
n>3

pn�2x
n�2�+ x

3

8

� P
n>3

pn�3x
n�3�

ou, en notant S(x) =
1P
n=0

pnx
n :

S(x)� 1� x� x
2 = x

2

�
S(x)� 1� x

�
+ x

2

4

�
S(x)� 1

�
+ x

3

8
S(x)

soit :

S(x) = 2x2 + 4x+ 8
8� 4x� 2x2 � x

3

3. a) Soit P (x) = 8x3 � 4x2 � 2x� 1. On a :

P
0(x) = 24x2 � 8x� 2 = 24(x� 1=2)(x+ 1=6).

Ceci permet d'�etudier les variations de P sur R et d'en d�eduire que P (x) < 0
pour x 6 1=2, puis que P est strictement croissante sur [1=2;+1[.

Comme P (0)P (1) < 0, l'�equation (E) admet une unique racine r�eelle r

appartenant �a ]0; 1[.

b) On remarque d'abord que P �etant un polynôme r�eel de degr�e 3,
le th�eor�eme de d'Alembert permet d'a�rmer que P admet deux racines
complexes conjugu�ees ! et !.

Soit donc ! tel que P (!) = 0. Alors 8!3 = 4!2 + 2! + 1 entrâ�ne que

8j!j3 6 4j!j2 + 2j!j+ 1

donc que P (j!j) < 0, ce qui d'apr�es les variations de P entrâ�ne que j!j < r.

c) Le C {espace vectoriel S des suites complexes v�eri�ant la relation (?) est
de dimension 3.

? On montre en e�et facilement que c'est un sous-espace vectoriel de l'espace
des suites sur C .

? Il su�t ensuite de montrer que les suites (un); (vn); (wn) de S d�e�nies par :8<
:
u0 = 1 u1 = 0 u2 = 0
v0 = 0 v1 = 1 v2 = 0

w0 = 0 w1 = 0 w2 = 1

en forment une base.

� toute suite de S �etant d�e�nie par ses trois premiers termes est donc com-
binaison lin�eaire des trois suites d�e�nies ; la famille propos�ee est g�en�eratrice.
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� ces trois suites forment un syst�eme libre, puisque toute suite de S
identiquement nulle a ses trois premiers termes nuls et donc tous ses termes
nuls.

Montrons que les trois suites (rn); (!n); (!n) forment un syst�eme libre :
si pour tout n > 0 : �rn + �!

n + �!
n = 0, on divise par rn, puis on fait

tendre n vers l'in�ni pour obtenir � = 0. En faisant alors n = 0, puis n = 1,
comme ! 6= !, il vient � = � = 0.

d) On a donc pour tout n 2 N, pn = �r
n + �!

n + �!
n.

Comme j!j = j!nj < r, il vient :
lim

n!+1
pn

�r
n
= 1

soit pn � �r
n, et comme 0 < r < 1 :

lim
n!+1

pn = 0

Explication : lors d'un hhgrand ii nombre de lancers, il y aura presque
certainement une s�equence de 3 piles cons�ecutifs.

Exercice 19.

On note Xn;p une variable al�eatoire binomiale de param�etre (n; p), o�u n est
un entier naturel non nul et p un r�eel de ]0; 1[.

1. On pose pk = P [Xn;p = k], avec k 2 [[0; n]]. Rappeler la formule donnant
pk.

2. Soit k un entier naturel compris au sens large entre 0 et n � 1, on pose

t(k) =
pk+1

pk
.

Calculer t(k) en fonction de n; p, et k.

3. Les nombres n et p �etant suppos�es �x�es tels que le produit n:p soit �egal �a
un entier naturel non nul �, montrer qu'il existe un unique entier naturel k0
compris entre 0 et n� 1, que l'on calculera en fonction de n et p, puis de �,
tel que :

� pour tout entier naturel k, 0 6 k 6 k0 =) t(k) > 1; et

� pour tout entier naturel k, n� 1 > k > k0 =) t(k) < 1.

En d�eduire la valeur M(n; p) du maximum de pk, et une valeur kmax de
l'indice k pour laquelle ce maximum est atteint.

4. On suppose maintenant que la variable al�eatoire binomiale Xn;pn a pour
param�etre (n; pn), avec pn 2 ]0; 1[.
On cherche �a �etudier le comportement de M(n; pn) selon les valeurs de n.

On continue �a supposer que pour tout n entier naturel, npn = � est �x�e, �
entier naturel non nul.

a) Montrer que M(n; pn) admet lorsque n tend vers l'in�ni une limite �nie
que l'on d�eterminera en fonction de �.
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b) Comparer le r�esultat obtenu avec la valeur du maximum de la loi de
Poisson de param�etre �.

Solution :

1. 8 k 2 [[0; n]]; pk = Ck

np
k(1� p)n�k.

2. En revenant aux factorielles : t(k) = n� k

k + 1
p

1� p
.

3. Pour k 2 [[0; n� 1]] : t(k) > 1() (n� k)p > (k + 1)(1� p)

() (n+ 1)p > k + 1

Le nombre k0 cherch�e est donc b(n+ 1)p� 1c, car on v�eri�e facilement que
ce nombre est bien compris entre 0 et n� 1.

Or k0 + 1 = b(n+ 1)pc = bnp+ pc = bnpc = �, et :

M(n; p) = C�

n
p
�(1� p)n��

4. a) En rempla�cant et en utilisant la relation n:pn = � :

M(n; pn) =
n!

�!(n� �)!

� pn

1� pn

��� 1
1� pn

��n
= �

�

�!

�
1� �

n

�n��
�
n(n� 1) � � � (n� �+ 1)

n � n � � �n
Or

�
1� �

n

�n��
= exp

�
(n� �) ln(1� �

n
)
�
= exp

�
(n� �)(��

n
+ o(n�1)

�
= exp

�
� �+ o(1)

�
�!
n!1

e��

et lim
n!1

n(n� 1) � � � (n� �+ 1)
n � n � � �n = 1, d'o�u :

lim
n!1

M(n; pn) =
�
�
:e��

�!

b) Soit Y ,! P(�) et qk = P (Y = k) = �
k
:e��

k!
. Alors :

qk+1

qk
= �

k + 1
et le maximum de qk est obtenu pour q�.

On trouve donc le même r�esultat que dans la question pr�ec�edente (ce qui
n'est pas tr�es �etonnant puisque l'on est dans les conditions d'approximation
du ph�enom�ene binomial par le ph�enom�ene de Poisson).

Exercice 20.

Soit f la fonction de R dans R d�e�nie par :

f(x) = e�x

(1 + e�x)2

1. Montrer que f est une densit�e de probabilit�e. D�eterminer la fonction de
r�epartition d'une variable al�eatoire X ayant f pour densit�e.
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2. Soit ' la fonction de R dans R d�e�nie par :

'(x) = ex � 1
ex + 1

Etudier les variations de '. Montrer que ' r�ealise une bijection de R sur
]�1; 1[ et d�eterminer sa bijection r�eciproque.

3. On d�e�nit une variable al�eatoire Y par :

Y = '(X) = eX � 1
eX + 1

D�eterminer la fonction de r�epartition et une densit�e de Y .

Solution :

1. La fonction f est d�e�nie sur R, continue et positive.

On remarque que x 7! 1
1 + e�x

est une primitive de f et donc :Z
b

a

f(t) dt = 1
1 + e�b

� 1
1 + e�a

L'int�egrale

Z +1

�1
f(t) dt est convergente et vaut 1 :

f est une densit�e de probabilit�e

Si X est une variable al�eatoire de densit�e f , on a :

8x 2 R; F (x) = P (X 6 x) = 1
1 + e�x

2. La fonction ' est d�e�nie sur R, d�erivable, et : '0(x) = 2:ex

(1 + ex)2
> 0.

Comme lim
x!�1

'(x) = �1 et lim
x!+1

'(x) = 1, ' r�ealise une bijection

strictement croissante de R sur ]�1; 1[.

y = ex � 1
ex + 1

() ex =
1 + y

1� y
et donc 8 y 2 ]�1; 1[; '�1(y) = ln

�1 + y

1� y

�
.

3. Y prend ses valeurs dans ]�1; 1[ et, pour tout x de ]�1; 1[ :

P (Y 6 x) = P ('(X) 6 x) = P
�
X 6 '

�1(x)
�
= P

�
X 6 ln

�1 + x

1� x

��
=

1

1 + e� ln( 1+x
1�x )

=
1

1 + 1�x
1+x

= x+ 1
2

Ainsi : Y ,! U(]�1; 1[)

Exercice 21.

1. Soit p 2 ]0; 1[. On dispose d'une pi�ece amenant hhpile ii avec la probabilit�e
p. On lance cette pi�ece jusqu'�a obtenir pour la deuxi�eme fois hhpile ii. Soit X

le nombre al�eatoire de hh face ii obtenus au cours de cette exp�erience.
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a) D�eterminer la loi de X . V�eri�er que
1P
n=0

P (X = n) = 1.

b) Montrer que X admet une esp�erance et calculer sa valeur.

2. On proc�ede �a l'exp�erience suivante : si X prend la valeur n, on place n+1
boules num�erot�ees de 0 �a n dans une urne et on tire ensuite une boule de
cette urne.

On note alors Y le num�ero obtenu.

a) D�eterminer la loi de Y.

b) Montrer que Y admet une esp�erance et calculer sa valeur.

3. On pose Z = X � Y . Donner la loi de Z et v�eri�er que Z et Y sont
ind�ependantes.

Solution :

1. a)X(
) = N et pour n 2 N, l'�ev�enement (X = n) est r�ealis�e si et seulement
si on obtient exactement une fois hhpile ii au cours des (n+1) premiers lancers,
le (n+ 2)�eme lancer amenant hhpile ii, soit, avec q = 1� p :

8n 2 N; P (X = n) = (n+ 1)pqnp = (n+ 1)p2qn

La s�erie rencontr�ee est une s�erie de r�ef�erence et :
1P
n=0

P (X = n) = p
2
1P
k=1

kq
k�1 = p

2 1
(1� q)2

= 1

b) La convergence est �a nouveau �evidente, et :

E(X) =
1P
n=1

n:P (X = n) = p
2
q

1P
k=2

k(k � 1)qk�2 = p
2
q

2
(1� q)3

E(X) =
2q
p

2. a) 8n 2 N;8 k 2 [[0; n + 1]]; P (Y = k=X = n) = 1
n+ 1

et, par la formule

des probabilit�es totales :

8 k 2 N; P (Y = k) =
1P
n=0

P (Y = k=X = n)P (X = n)

=
1P
n=k

(n+ 1)p2qn 1
n+ 1

= p
2
q
k

1P
n=k

q
n�k = p

2
q
k 1
1� q

8 k 2 N; P (Y = k) = pq
k

b) Y + 1 ,! G(p) et E(Y ) = 1
p
� 1 =

q

p
.

3. La variable Z prend ses valeurs dans N et (Z = h) =
1S
j=0

[(Y = j) \ (X =

h+ j)].



134 ESCP-EAP 2001 - Oral

Cette r�eunion �etant disjointe, il vient :

P (Z = h) =
1P
j=0

P (Y = j=X = h+ j)P (X = h+ j) =
1P
j=0

p
2
q
h+j

8h 2 N; P (Z = h) = p
2
q
h 1
1� q

= pq
h

On a : P [(Z = h) \ (Y = j)] = P [(X = h+ j) \ (Y = j)]

= P (Y = j=X = h+ j)P (X = h+ j) = p
2
q
h+j

On constate que l'on a : P [(Z = h) \ (Y = j)] = P (Z = h)P (Y = j) et :

Y et Z sont ind�ependantes

Exercice 22.

Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f(x) =

�
a:3�x si x > 0
a:3x si x < 0

1. D�eterminer a pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

2. Soit X une variable al�eatoire admettant f pour densit�e.

a) D�eterminer la fonction de r�epartition de X

b) Montrer que X admet une esp�erance E(X) et la calculer.

3. On pose Y = 3X .

a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Y .

b) Y admet-elle une esp�erance ?

Solution :

1. La fonction f est continue sur R, positive si a > 0 et :Z +1

0

3�x dx =

Z +1

0

e�x ln 3 dx = 1
ln 3Z 0

�1
3x dx =

Z 0

�1
ex ln 3 dx = 1

ln 3

Ainsi f est une densit�e de probabilit�e si

Z +1

�1
f(x) dx = 1, i.e. si a = 1

2
ln 3

2. a) ? Si x 6 0, F (x) = 1
2
ln 3

Z
x

�1
et ln 3 dt = 1

2
3x.

? Si x > 0, F (x) = F (0) +

Z
x

0

e�t ln 3 dx = 1� 1
2
3�x.
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b) L'int�egrale

Z +1

0

tf(t) dt est convergente, car la fonction �a int�egrer est

n�egligeable au voisinage de +1 devant 1
t
2 ; il en est de même par imparit�e

pour l'int�egrale

Z 0

�1
tf(t) dt et, toujours par imparit�e :

E(X) = 0

3. Y prend ses valeurs dans R+ et :

8x > 0; P (Y 6 x) = P (3X 6 x) = P (X 6 lnx
ln 3

).

? Si 0 6 x 6 1, FY (x) =
1
2
3
lnx
ln 3 = x

2

? Si x > 1, FY (x) = 1� 1
2
3�

lnx
ln 3 = 1� 1

2x

b) Pour x > 1, on prend pour densit�e de Y la fonction f : x 7! 1
2x2

; comme

xf(x) �
(+1)

1
2x

,

Z +1

0

xf(x) dx est divergente et Y n'a pas d'esp�erance.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel de N� . Une urne contient n boules num�erot�ees depuis
1 jusqu'�a n. On e�ectue trois tirages au hasard d'une boule de cette urne, en
repla�cant �a chaque fois la boule obtenue avant le tirage suivant.

On d�esigne par M la variable al�eatoire �egale au plus grand des num�eros
obtenus et parm la variable al�eatoire �egale au plus petit des num�eros obtenus,
et en�n, par Z la variable al�eatoire �egale �a M �m.

1. a) D�eterminer les valeurs prises par la variable al�eatoire Z.

b) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Z.

c) D�eterminer, en fonction de l'entier n, l'esp�erance E(Z).

2. a) D�eterminer un polynôme P de R[X ] tel que :

P (X + 1)� P (X) = nX
3 �X

4

b) En d�eduire la variance V (Z) en fonction de n.

Solution :

1. a) Z(
) = [[0; n� 1]].

b) ? (Z = 0) est r�ealis�e si on obtient trois fois la même boule, donc :

P (Z = 0) =
nP
i=1

� 1
n

�3
= 1
n
2

? Pour k 6= 0, (Z = k) est r�ealis�e si le plus petit num�ero obtenu vaut i, le

plus grand valant alors i+ k, et i pouvant varier depuis 1 jusqu'�a n� k.
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Il existe 6(k � 1) tirages r�ealisant min = i;max = i+ k, le troisi�eme num�ero
obtenu �etant strictement compris entre i et i+k (on choisit les trois num�eros,
et on peut les ordonner de 3! fa�cons), et il existe 3 tirages o�u le min est doubl�e
et �egalement trois tirages o�u le max est doubl�e.

Ainsi :

P (Z = k) =
n�kP
i=1

6(k � 1) + 6

n
3 =

6k(n� k)

n
3

c) Ainsi E(Z) = 1
n
3

n�1P
k=1

6k2(n� k) = 6
n
3

�
n

nP
k=1

k
2 �

nP
k=1

k
3
�

E(Z) = n
2 � 1
2n

2. a) Par disparition des termes de plus haut degr�e, on cherche un polynme
de degr�e 5 et, par identi�cation, on trouve :

P (X) = �X
5

5
+ n+ 2

4
X

4 � 3n+ 2
6

X
3 + n

4
X

2 + 1
30

X

Par addition : P (n)� P (1) = P (n) =
nP

k=1

k
3(n� k), d'o�u :

V (Z) = E(Z2)� [E(Z)]2 = 6
n
3P (n)�

�
n
2 � 1
2n

�2
, soit :

V (Z) = n
4 � 1
20n2

Exercice 24.

Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires ind�ependantes d�e�nies sur
un espace probabilis�e (
;B; P ) �a valeurs dans f�1; 1g, telles que pour tout
n > 1 :

P (Xn = 1) = P (Xn = �1) = 1
2

1. a) Calculer l'esp�erance E(etXn), pour t r�eel �x�e.

b) Montrer que pour tout t r�eel, on a E(etXn) 6 et
2
=2.�

on rappelle que pour tout r�eel t : et =
+1P
n=0

t
n

n!

�

Pour tout n > 1, on pose Sn =
nP

k=1

Xk.

2. a) Calculer l'esp�erance E(etSn) en fonction des nombres E(etXk ), 1 6 k 6

n.

b) Calculer pour tout t r�eel, lim
n!+1

E(etSn=
p
n).

3. Soit a un r�eel strictement positif.
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a) Montrer que, pour tout t r�eel :

P (Sn > a) 6 e�taE(etSn)

b) En d�eduire que :

P (Sn > a) 6 e�a
2
=2n

c) En d�eduire un majorant de P (jSnj > a).

Solution :

1. a) On a : E(etX) = 1
2

�
et + e�t

�
.

b) On a 1
2

�
et + e�t

�
=

1P
n=0

t
2n

(2n)!
et et

2
=2 =

1P
n=0

t
2n

2n:n!

Or (2n)! = 2n:n!
�
1:3: : : : (2n�1)

�
> 2n:n! et donc, par sommation et passage

�a la limite :
8 t 2 R; E(etXn ) 6 et

2
=2

2. a) E(etSn) = E(
nQ

k=1

etXk ) et les variables X1; : : : ; Xn �etant ind�ependantes,

il en est de même des variables etX1 ; : : : ; etXn . L'esp�erance de leur produit
est donc le produit de leurs esp�erances :

E(etSn) =
�
E(etX )

�n
=
�et + e�t

2

�n
b) En rempla�cant t par tp

n
il vient : E(etSn=

p
n) =

�et=pn + e�t=
p
n

2

�n
=

un.

Un d�eveloppement limit�e, pour n tendant vers l'in�ni donne :

lnun = n ln
�et=pn + e�t=

p
n

2

�
= n ln

�
1 + t

2

2n
+ o(n�2)

�
= t

2

2
+ o(n�1)

Par cons�equent lnun ! t
2

2
et lim

n!1
un = et

2
=2

3. a) Comme E(etSn) > 1 (faire une �etude rapide de la fonction t 7! et + e�t

2
sur R) le r�esultat est banal pour t 6 0.

Supposons donc t > 0. Le th�eor�eme de transfert donne :

E(etSn) =
P

k2Sn(
)
etkP (Sn = k) >

P
k2Sn(
)=k>a

etkP (Sn = k)

E(etSn) >
P

k2Sn(
)=k>a
etaP (Sn = k) = etaP (Sn > a)

Soit :
P (Sn > a) 6 e�taE(etSn)

b) Ainsi, grce au r�esultat 1. a) : 8 t 2 R; P (Sn > a) 6 e�taent
2
=2.
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Or t 7! �ta+ nt
2

2
est minimale pour t = a

n
, le minimum valant � a

2

2n
, donc :

P (Sn > a) 6 e�a
2
=2n

c) (jSnj > a) = (Sn > a) [ (Sn 6 �a), mais Sn et �Sn suivent la même
loi, donc par disjonction :

P (jSnj > a) = 2P (Sn > a) 6 2:e�a
2
=2n

Exercice 25.

Soit (
;B; P ) un espace probabilis�e. Toutes les variables al�eatoires de cet
exercice seront d�e�nies sur cet espace.

Soit U une variable al�eatoire suivant la loi uniforme sur ]0; 1]. On pose
D = � lnU .

1. a) D�eterminer la loi de D, puis la loi de D� = D

�
, pour � > 0.

b) D�eterminer la loi de 1� U .

2. Soit p 2 ]0; 1[ un r�eel donn�e.

a) On pose pour tout k 2 N
� :

Ek = f! 2 
=(1� p)k 6 (1� U)(!) < (1� p)k�1g
Montrer que ([U = 1]; (Ek)k>1) constitue un syst�eme complet d'�ev�enements.

b) On d�e�nit une application G sur 
 �a valeurs dans N par :

8! 2 
; G(!) =

�
0 si U(!) = 1
k si ! 2 Ek

Montrer que G est une variable al�eatoire. Quelle est la loi suivie par G ?

3. En Turbo{Pascal, la fonction random simule une variable al�eatoire suivant
la loi uniforme sur [0; 1].
Ecrire un programme en Turbo{Pascal qui simule la loi de D� puis celle de
G d�etermin�ees dans les questions pr�ec�edentes.

Solution :

1. a) U(
 = ]0; 1] =) D(
) = [0;+1[ et :

8x > 0; P (D 6 x) = P (� lnU 6 x) = P (U > e�x) = 1� e�x

On reconnâ�t alors dans la loi de D la loi exponentielle de param�etre 1.

On voit alors facilement que D� =
1
�
D suit la loi exponentielle de param�etre

�.

b) Si U ,! U(]0; 1]), alors 1� U ,! U([0; 1[).

2. a) Si k 6= `, alors Ek \ E` = ;, pour tout k, Ek \ [U = 1] = ; et en�n, la
suite d�e�nie sur N par k 7! (1� p)k est strictement d�ecroissante de premier
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terme 1 et de limite nulle. Par cons�equent [U = 1][
1S
k=1

Ek = 
, et on a bien

a�aire �a un syst�eme complet.

b) On a G(
) = N et :
8 k > 1; P (G = k) = P ((1�p)k 6 1�U < (1�p)k�1) = (1�p)k�1� (1�p)k

= p(1� p)k�1

et P (G = 0) = P (U = 1) = 0.

Donc G suit la loi g�eom�etrique de param�etre p.

3. a)
Function expo(lambda :real)

begin

expo := 1/lambda*(-ln(random))

end ;

b)
Function geom(p :real)

var x :real

begin

x :=random

if x=1 then geom :=0

else geom := ceil(ln(1-x)/ln(1-p))

end ;

En e�et : (1� p)k 6 1� U 6 (1� p)k�1 () k � 1 <
ln(1� U)

ln(1� p)
6 k

Exercice 26.

1. Si X est une variable al�eatoire de densit�e uniforme sur ]0; 1], quelle est la
loi de Y = � lnX ?

2. a) Si (Xi)16i6n est un n-uplet de variables al�eatoires ind�ependantes de

même loi que X , quelle est la loi de la variable al�eatoire Zn =
nQ
i=1

Xi ?

b) Calculer l'esp�erance et la variance de la variable al�eatoire Zn.

3. Un individu g�en�ereux, dispose initialement d'une somme d'argent de a

euros.
A chaque rencontre qu'il fait, il partage ce qui lui reste de fortune (r euros) de
mani�ere al�eatoire entre lui-même et cette personne, en choisissant au hasard
un nombre x entre 0 et 1, en s'accordant xr euros et en donnant le reste au
bienheureux (on admet que les euros puissent être ind�e�niment divisibles).

A l'issue de n rencontres il lui reste B euros. Que peut-on dire de En = 2nB ?

Solution :



140 ESCP-EAP 2001 - Oral

1. La fonction ln �etant bijective de ]0; 1] sur R� , Y prend ses valeurs dans
R
+ et :

8x > 0; P (Y 6 x) = P (� lnX 6 x) = P (X > e�x) = 1� e�x

Y ,! E(1)

2. a) Soit Sn = � ln(Zn) =
nP
i=1

Yi, o�u Yi = � ln(Xi).

Chaque Yi suit la loi E(1) et les Yi sont ind�ependantes, on en d�eduit que Sn
suit la loi Gamma de param�etre (1; n), c'est-�a-dire qu'une densit�e de Sn est :

fSn(x) =
x
n�1e�x

(n� 1)!
, si x > 0 ; fSn(x) = 0 sinon

Alors, pour tout x de ]0; 1], on a :

FZn(x) = P (Zn 6 x) = P (Sn > � lnx) = 1� FSn(� lnx), soit :

FZn(x) = 1�
Z � lnx

0

t
n�1e�t

(n� 1)!
dt

Une densit�e fZn de Zn s'obtient par d�erivation et :

8x 2 ]0; 1[; fZn(x) =
1
x
fSn(� lnx) =

(� lnx)n�1

(n� 1)!

b) E(Zn) =
1

(n� 1)!

Z 1

0

x(� lnx)n�1 dx.

Le changement de variable u = � lnx donne :

E(Zn) = 1
(n� 1)!

Z +1

0

e�2uun�1 du = 1
2n(n� 1)!

Z +1

0

e�vvn�1 dv = 1
2n

(int�egrale de r�ef�erence pour la loi Gamma).

On trouve de même E(Z2
n
) = 1

3n
, soit :

E(Zn) =
1
2n

; V (Zn) =
1
3n

� 1
4n

3. On a En = 2nB = 2na
nQ
i=1

Xi = 2naZn.

? E(En) = a et En est un estimateur de a.

? V (En) = a
2
��4
3

�n � 1
�
�!
n!1

+1 : En est un estimateur non convergent.

Exercice 27.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2 et on appelle Hn le nombre
nP
i=1

1
i
, que

l'on ne cherchera pas �a simpli�er.

On dispose dans une urne n jetons num�erot�es de 1 �a n.
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1. Dans un premier temps, on pr�el�eve au hasard ces n jetons, un par un et
sans remise.

On note u = (u1; u2; : : : ; un) les num�eros des jetons dans l'ordre dans
lequel ils ont �et�es tir�es.

Pour u = (u1; u2; : : : ; un), on dit qu'il y a record en i > 2 si l'on a :

ui > max(u1; : : : ; ui�1). On convient qu'il y a record en 1.

a) Pour tout i de [[1; n]], montrer que si pi est la probabilit�e qu'il y ait un

record en i, on a pi =
1
i
.

b) On appelle Sn le nombre de records obtenus au cours des n tirages.
Calculer l'esp�erance de Sn.

2. Dans un deuxi�eme temps, on pr�el�eve, toujours au hasard, successivement,
mais cette fois avec remise, un jeton dont on note le num�ero ui pour le i

�eme

tirage. On dit maintenant qu'il y a record en 1 et en tout i > 2 tel que
ui > max(u1; : : : ; ui�1).
On note r la probabilit�e qu'il n'y ait qu'un record (en 1), c'est-�a-dire que
uk < u1 pour tout k > 2.
Pour tout j > 2, on note rj la probabilit�e de l'�ev�enement :

Aj = (u2 < u1) \ (u3 < u1) \ : : : \ (uj+1 < u1)

S'il y a au moins deux records, on note tn la dur�ee de vie du premier record,
c'est-�a-dire i� 1 si le deuxi�eme record est au rang i.

a) On pose r0 = 1. Montrer que pour tout k > 0, on a rk = 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�k
.

En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral rk est convergente.

b) Pour tout k > 0, exprimer la probabilit�e de l'�ev�enement (tn > k) �a l'aide
de rk et de r. En d�eduire une expression de la probabilit�e de l'�ev�enement
(tn = k) et montrer que r = 0.

c) Calculer l'esp�erance E(tn) de la dur�ee de vie du premier record.

d) Montrer que (tn)n>2 converge en loi vers une variable al�eatoire dont on
pr�ecisera la loi.

Solution :

1. a) On a p1 = 1 et pour i 2 [[2; n]], pi =
1
n!

Ci

n
(i� 1)!(n� i)! = 1

i

En e�et, on a Ci

n
fa�cons de choisir les i premiers jetons, 1 fa�con de placer le

plus grand de ceux-ci en i
�eme position, (n � 1)! fa�cons de placer les (i � 1)

autres et en�n (n � i)! fa�cons de placer �a la suite les (n � i) jetons non
s�electionn�es.

b) Soit Xi la variable al�eatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 s'il y a un

record en i et 0 sinon. On a Sn =
nP
i=1

Xi, d'o�u E(Sn) =
nP
i=1

E(Xi) et, avec
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E(Xi) =
1
i
:

E(Sn) =
nP
i=1

1
i
= Hn

2. a) ? r0 = 1 = 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�0
.

? Pour k > 1, la famille (Bi)16i6n = (u1 = i)16i6n constitue un syst�eme
complet, donc :

rk = P (Ak) =
nP
i=1

P (Ak \ Bi) =
nP
i=1

P [(u1 = i) \ (u2 < i) \ : : : \ (uk < i)]

Par ind�ependance des r�esultats des tirages et �equiprobabilit�e :

rk =
nP
i=1

1
n

�
i� 1
n

�k
= 1
n

n�1P
i=0

�
i

n

�k
Pour i 2 [[0; n� 1]]; 0 6 i

n
< 1 et la s�erie de terme g�en�eral rk est combinaison

de s�eries g�eom�etriques convergentes, donc est elle-même convergente.

b) ? On a P (tn > 0) = 1� r.

? Pour k > 1, P [(u2 < u1) \ : : : \ (uk+1 < u1)] = P (tn > k) + r (si le record
u1 n'a pas toujours pas �et�e �egal�e au rang k + 1, c'est qu'il le sera plus tard
ou jamais, ces deux possibilit�es �etant incompatibles). Ainsi :

8 k 2 N; P (tn > k) = rk � r

Comme P (tn = k) = P (tn > k � 1)� P (tn > k) :

8 k > 1; P (tn = k) = rk�1 � rk

On a alors :
jP

k=1

P (tn = k) = r0 � rj = 1 � rj . La convergence de la s�erie

1P
k=1

rk prouve que son terme g�en�eral tend vers 0, donc
1P
k=1

P (tn = k) = 1, et :

r = 1�
1P
k=1

P (tn = k) = 0

c) On a classiquement, la convergence �etant acquise : E(tn) =
1P
k=0

P (tn >

k) (ce que l'on retrouve en �ecrivant P (tn = k) = P (tn > k � 1)� P (tn > k)
et en s�eparant alors la s�erie en deux).

Par lin�earit�e de la sommation des s�eries convergentes :

E(tn) =
1
n

n�1P
i=0

1P
k=0

�
i

n

�k
= 1

n

n�1P
i=0

1

1� i

n

=
n�1P
i=0

1
n� i

Soit, en r�eindexant :
E(tn) = Hn



Probabilit�es 143

d) Pour tout k de N, lim
n!1

rn =

Z 1

0

t
k
dt = 1

k + 1
(sommes de Riemann).

lim
n!1

P (tn = k) = 1
k
� 1
k + 1

La suite (tn)n>2 converge en loi vers une variable al�eatoireM �a valeurs dans

N
� et de loi 8 k 2 N

�
; P (M = k) = 1

k(k + 1)

Exercice 28.

Soit n un entier naturel au moins �egal �a 2 et soit n variables al�eatoires
X1; X2; : : : ; Xn d�e�nies sur le même espace probabilis�e (
;B; P ).
On suppose que ces variables al�eatoires ont toutes la même esp�erancem et la
même variance �2. On suppose de plus qu'il existe un nombre r�eel r tel que :

8(i; j) 2 [[1; n]]2; i 6= j =) Cov(Xi; Xj) = r:�
2

On pose en�n : X = 1
n
(X1 +X2 + � � �+Xn).

1. Calculer la variance de X en fonction de n; r et �2.

2. Calculer l'esp�erance de
nP
i=1

(Xi �X)2 en fonction de n; r et �2.

3. En d�eduire que � 1
n� 1

6 r 6 1.

4. On consid�ere une urne contenant deux boules blanches et n � 2 boules
noires. On extrait les boules de cette urne, une par une, au hasard et sans
remise.
Pour i 2 [[1; n]], on note Xi la variable al�eatoire valant 1 si la i

�eme boule
obtenue est blanche et 0 sinon.

a) Pour i 2 [[1; n]], calculer la variance de Xi

b) Si i et j sont deux �el�ements distincts de [[1; n]], calculer Cov(Xi; Xj).

c) Montrer que l'encadrement obtenu en 3. ne peut pas être am�elior�e sans
perdre sa g�en�eralit�e.

Solution :

1. Par les propri�et�es de la variance :

V (X) = V
� 1
n

nP
i=1

Xi

�
= 1

n
2

nP
i=1

V (Xi) + 2
P

16i<j6n

Cov(Xi; Xj)

Puis :

V (X) =
�
2(1 + (n� 1)r)

n

2. Il vient :

E
� nP
i=1

(Xi �X)2
�
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= E
� nP
i=1

(Xi �m� (X �m))2
�

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
+E

�
(X �m)

� nP
i=1

(X �m)� 2
nP
i=1

(Xi �m)
��

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
+E

�
(X �m)

� nP
i=1

(X �m)� 2n(X �m)
��

= E
� nP
i=1

(Xi �m)2
�
� nE(X �m)2 =

nP
i=1

V (Xi)� nV (X)

= �
2(n� 1)(1� r).

3. On sait que V (X) > 0 et que E
� nP
i=1

(Xi�X)2
�
> 0. Les r�esultats des deux

questions pr�ec�edentes donnent :

� 1
n� 1

6 r 6 1

4. Chaque variable al�eatoire Xi suit la loi de Bernoulli B(1; 2=n). Donc :
V (Xi) =

2
(n� 2)n

De plus, pour i 6= j :

P [(Xi = 1) \ (Xj = 1)] =
2(n� 2)!

n!
= 2
n(n� 1)

soit :
Cov(Xi; Xj) =

4� 2n
n
2(n� 1)

et :

�Xi;Xj
=

Cov(Xi; Xj)

�(Xi)�(Xj)
= � 1

n� 1

Mais on peut �egalement avoir r = 1. Pour cela, il su�t de prendre toutes les
variables al�eatoires Xi �egales.
Les in�egalit�es obtenues dans la question 3. sont donc les meilleures possibles.

Exercice 29.

Rappeler pourquoi les s�eries
P
n>1

1
n
2 et

P
n>1

1
n
3 sont convergentes. On notera

�2 =
1P
n=1

1
n
2 et �3 =

1P
n=1

1
n
3

1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N� , telle que pour tout k 2 N
� :

P (X = k) = C
3k2 + 3k + 1
(k(k + 1))3

o�u C est une constante positive.

a) D�eterminer deux r�eels a et b tels que pour tout x 2 R
�+ :

3x2 + 3x+ 1
(x(x + 1))3

= a

x
3 + b

(x+ 1)3
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b) D�eterminer la valeur de C.

c) D�eterminer la valeur de X la plus probable.

2. a) Montrer que X admet une esp�erance E(X) et la calculer.

b) Montrer que X admet une variance V (X) et la calculer.

3. �A l'aide de l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz, montrer que :

(�3)
2 6 E[X(X + 1)]:E

�
X

X + 1

�
4. �Ecrire une proc�edure r�ecursive en Pascal permettant de calculer

nP
k=1

1
k
3 , la

valeur de n �etant donn�ee.

Solution :

1. a) De mani�ere �evidente, on obtient a = 1; b = �1.
b) Il su�t d'�ecrire que

P
k>1

P (X = k) = 1, soit par t�elescopage :

C

1P
k=1

� 1
k
3 �

1
(k + 1)3

�
= 1 et C = 1

c) Une �etude de la position par rapport �a 1 de
P (X = k + 1)

P (X = k)
montre que

la valeur de X la plus probable est 1 et P (X = 1) = 7
8
�

2. a) Toutes les s�eries manipul�ees �etant convergentes, on peut �ecrire :

E(X) =
1P
k=1

�
k

k
3 �

k

(k + 1)3
�
=

1P
k=1

� 1
k
2 �

1
(k + 1)2

+ 1
(k + 1)3

�
et :

E(X) = 1 + �3 � 1 = �3

b) De même :

E(X2) =
1P
k=1

� 1
k
� k

2

(k + 1)3
�
=

1P
k=1

�1
k
� 1
k + 1

+ 2
(k + 1)2

� 1
(k + 1)3

�
Soit, par t�elescopage des premiers termes :

E(X2) = 1 + 2(�2 � 1)� (�3 � 1) = 2�2 � �3

et
V (X) = 2�2 � �3 � �

2
3

3. Les s�eries
P

k(k + 1)P (X = k) et
P

k

k + 1
P (X = k) sont convergentes

et :

E(X(X + 1)) =
1P
k=1

k(k + 1)P (X = k); E
�

X

X + 1

�
=

1P
k=1

k

k + 1
P (X = k)

Par l'in�egalit�e de Cauchy{Schwarz :
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�
2
3 = E(X) =

1P
k=1

kP (X = k)

�
2
3 6

� 1P
k=1

k(k + 1)P (X = k)
�1=2� 1P

k=1

k

k + 1
P (X = k)

�1=2
4. Function Zeta(n :integer) :Real ;

Begin

If n=1 then zeta3 :=1

else zeta3 :=zeta3(n-1)+1/(n*n*n)

end ;

Exercice 30.

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. Soient (Vi)16i6n et (Wj)16j6n,
2n variables al�eatoires ind�ependantes suivant toutes la loi uniforme sur [0; 1].

1. D�eterminer la loi de lnVi (1 6 i 6 n), puis celle de ln
� 1
Wi

�
, o�u ln d�esigne

la fonction logarithme n�ep�erien.

Reconnâ�tre la loi de ln
� 1
Wi

�
. Pr�eciser son esp�erance et sa variance.

2. D�eterminer la loi de Yi =
Vi

Wi

, pour 1 6 i 6 n.

3. On note Zn la variable al�eatoire d�e�nie par Zn = min
16i6n

(Yi).

a) D�eterminer la loi de Zn.

b) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (Zn > 1).

c) Etudier l'existence des moments de Zn.

Solution :

1. On a lnVi(
) = R
� , et pour tout x < 0, FlnVi(x) = ex ; d'o�u une densit�e

de lnVi :

flnVi(x) =
n
ex si x < 0
0 sinon

De la même fa�con, ln(1=Wi)(
) = R
+ et F� lnWi

(x) = 1�e�x sur R+ . d'o�u :

f� lnWi
(x) =

n
e�x si x > 0
0 sinon

La variable al�eatoire ln(1=Wi) suit la loi exponentielle E(1) d'esp�erance 1.

2. On sait que lnYi = lnVi + (� lnWi) et par ind�ependance :

flnYi(x) =

Z
R

flnVi(u)f� lnWi
(x � u) du

D'o�u :

� si x 6 0, flnYi(x) =

Z
x

�1
e�xe2udu = ex

2
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� si x > 0, flnYi(x) =

Z 0

�1
e�xe2udu = e�x

2

Pour tout x > 0, P (Yi 6 x) = P (ln Yi 6 lnx) = FlnYi(lnx).
D'o�u une densit�e de Yi :

fYi(x) =

8><
>:

0 si x < 0
1=2 si 0 6 x 6 1
1

2x2
si x > 1

On remarquera que Yi ne poss�ede pas d'esp�erance.

3. a) Pour tout z 2 R
+ :

P (Zn > z) =
nQ
i=1

P (Yi > z) =
�Z +1

z

fY (x) dx
�n

Donc, en remarquant que FZ(z) = 1� P (Z > z) :

FZn(z) =

8<
:
1�

�
1� z

2

�n
si 0 6 z 6 1

1� 1
(2z)n

si z > 1

ce qui donne pour densit�e :

fZn(x) =

8><
>:

0 si x 6 0
n

2

�
1� z

2

�n�1
si 0 6 x 6 1

n
1

(2z)n�1
� 1

2z2
si x > 1

b) On a imm�ediatement P (Zn > 1) = 1
2n

.

c) L'esp�erance E(Zk
n
) est la somme de :

� l'int�egrale

Z 1

0

n

2

�
1� z

2

�n�1
z
k
dz qui converge quel que soit k 2 N.

� l'int�egrale

Z +1

1

n
1

(2z)n�1
� 1

2z2
z
k
dz qui converge si et seulement si

0 6 k < n.
Les moments existent donc jusqu'au rang n� 1 inclus.
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4

OPTION B/L

Exercice 1.

On d�e�nit une suite (fn) de fonctions sur l'intervalle
�
0; �

4

�
par :

8x 2 �0; �
4

�
; f0(x) = 0

et pour tout n 2 N :

8x 2 �0; �
4

�
; fn+1(x) =

Z x

0

(1 + f2n(t))dt

1. a) Montrer que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

positive et croissante.

b) Montrer que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

major�ee par le r�eel tan(x).

c) En d�eduire que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

convergente. On note f(x) sa limite. On d�e�nit ainsi une fonction f sur
l'intervalle

�
0; �

4

�
.

2. a) Montrer que pour tout n 2 N, fn est une fonction polynomiale dont on
donnera le degr�e en fonction de n.

b) D�eterminer, pour tout n 2 N� , le terme de plus bas degr�e de fn.

c) Calculer f 0n(0) et f
00
n (0).

3. Montrer que pour tout n 2 N, pour tout x 2 �0; �
4

�
, on a :

0 � f 0
n
(x) � 2

En d�eduire que f est continue sur
�
0; �

4

�
.
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Solution :

1. a) On a : f0(x) = 0 et f1(x) = x, donc 8x 2 [0; �=4]; 0 6 f0(x) 6 f1(x).

Supposons que pour un certain rang n, on a : 8x 2 [0; �=4]; 0 6 fn�1(x) 6
fn(x), alors :

8x 2 [0; �=4]; 0 6

Z
x

0

�
1 + f2

n�1(t)
�
dt 6

Z
x

0

�
1 + f2

n
(t)
�
dt, c'est-�a-dire :

8x 2 [0; �=4]; 0 6 fn(x) 6 fn+1(x). On conclut par le principe de r�ecurrence.

b) On a 8x 2 [0; �=4]; f0(x) 6 tanx, et si pour un certain rang n, on a :
8x 2 [0; �=4]; fn(x) 6 tanx, alors :

8x 2 [0; �=4]; fn+1(x) 6

Z
x

0

(1 + tan2 t) dt = tanx. On conclut encore par le

principe de r�ecurrence.

c) La suite
�
fn(x)

�
n2N

est croissante et major�ee, donc est convergente.

2. a) f0 est une fonction polynomiale (de degr�e �1), f1 est polynomiale
de degr�e 1 et si on suppose que pour un certain rang n, fn est polynomiale
de degr�e dn, alors 1 + f2n est polynomiale de degr�e 2dn et la primitive nulle
en 0 de cette fonction, qui n'est autre que fn+1, est polynomiale de degr�e
dn+1 = 2dn + 1.

? Par r�ecurrence : 8n, fn est polynomiale

? La suite (dn)n>1 est arithm�etico-g�eom�etrique et dn+1+1 = 2(dn+1) donne :

8n 2 N� ; dn = 2n � 1

b) On a fn(0) = 0, donc fn est de la forme xQn(x), o�u Qn est polynomiale.
On en d�eduit que fn+1 est la primitive nulle en 0 de x 7! 1+ x2Q2

n
(x), donc

est de la forme x 7! x+ x3Rn(x), o�u Rn est polynomiale :

8n 2 N� ; fn(x) = x+ �nx
3 + � � �

c) Donc : 8n 2 N� ; f 0n(0) = 1; f 00n(0) = 0

3. 8n � 1;8x 2 [0; �=4]; f 0n(x) = 1 + f2
n�1(x) et 0 6 fn�1(x) 6 tanx 6 1,

donc :

8n � 1;8x 2 [0; �=4]; 0 6 f 0
n
(x) 6 2

Le r�esultat �etant banalement vrai pour n = 0.

Par l'in�egalit�e des accroissements �nis, on a donc :

8n � 1;8x; y 2 [0; �=4]; jfn(x) � fn(y)j 6 2jx� yj
et, par passage �a la limite lorsque n tend vers l'in�ni :

8x; y 2 [0; �=4]; jf(x)� f(y)j 6 2jx� yj
Ainsi f est 2-lipschitzienne, donc continue.
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Exercice 2.

On note E = M2(R) l'espace vectoriel des matrices d'ordre 2 �a coe�cients
r�eels.

On pose :

M1 =

�
1 0
0 0

�
; M2 =

�
0 1
0 0

�
; M3 =

�
0 0
1 0

�
; M4 =

�
0 0
0 1

�

1. Montrer rapidement que (M1;M2;M3;M4) forme une base de E.

Soit A =

�
1 2
0 2

�
.

2. Soit T l'application d�e�nie sur E par, pour tout M 2 E : T (M) =
AM �MA

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.

b) D�eterminer une base de KerT et une base de ImT .

3. a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

On note P la matrice de passage de la base canonique de R2 �a une base
de vecteurs propres de A.

b) Calculer T (PMiP
�1), pour i 2 f1; 2; 3; 4g.

En d�eduire que T est diagonalisable.

Solution :

1. A =

�
a b
c d

�
2 M2(R) s'�ecrit d'une faon et d'une seule comme combinai-

son lin�eaire des matrices M1;M2;M3 et M4 :

A = aM1 + bM2 + cM3 + dM4

Donc (M1;M2;M3;M4) est une base de M2(R).

2. a) T est bien une application de M2(R) dans M2(R).
Pour toutes matrices et tout scalaire :
T (M + �N) = A(M + �N)� (M + �N)A = AM �MA+ �(AN �NA)

= T (M) + �T (N)

T 2 L�M2(R)
�

b) Pour M =

�
a b
c d

�
, on a AM �MA =

�
2c 2d� 2a� b
c �2c

�
.

? M 2 Ker(T )() c = 0 et b = 2(d� a), Ker(T ) est donc l'espace vectoriel

des matrices de la forme

�
a 2(d� a)
0 d

�
.
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On peut choisir pour base de Ker(T ), par exemple la famille (I; A).

? Im(T ) est form�e des matrices de la forme

�
2c �
c �2c

�
, ce sous-espace est

de dimension 2 et on peut choisir comme base de cet espace la famille��
2 0
1 �2

�
;

�
0 1
0 0

��

3. a) La matrice A est trigonale sup�erieure, ses valeurs propres sont donc en
�evidence et Spec(A) = f1; 2g.
La matrice A est carr�ee d'ordre deux et admet deux valeurs propres : elle est
diagonalisable.

b) Il existe donc une matrice P 2 GL2(R) telle que P�1AP = D =�
1 0
0 2

�
(il n'est pas n�ecessaire de d�eterminer explicitement P ).

T (PMiP
�1) = APMiP

�1 � PMiP
�1A = PDMiP

�1 � PMiDP
�1

= P (DMi �MiD)P�1.

Or si M =

�
a b
c d

�
, on a DM �MD =

�
0 �b
c 0

�
et donc :

8>><
>>:

DM1 �M1D = 0

DM2 �M2D = �M2

DM3 �M3D =M3

DM4 �M4D = 0

, i.e.

8>><
>>:

T (PM1P
�1) = 0

T (PM2P
�1) = �PM2P

�1

T (PM3P
�1) = PM3P

�1

T (PM4P
�1) = 0

En�n, les quatre matrices PM1P
�1; PM2P

�1; PM3P
�1; PM4P

�1 forment
une famille libre de M2(R), puisque :

4P
i=1

�iPMiP
�1 = 0() P

� 4P
i=1

�iMi

�
P�1 = 0()

4P
i=1

�iMi = 0

Ce qui impose la nullit�e des coe�cients �i.

On vient donc de d�eterminer une base deM2(R) form�ee de vecteurs propres
pour T et T est diagonalisable.

Exercice 3.

Soient X et Y deux variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace proba-
bilis�e, ind�ependantes, et suivant toutes deux la loi g�eom�etrique de param�etre
p avec p 2 ]0; 1[.

On pose D = Y �X si Y > X et D = 0 sinon.

1. Donner la loi de D.

2. Montrer que D admet une esp�erance et donner sa valeur en fonction de p.

Solution :
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1. D prend ses valeurs dans N, et par balayage des cas possibles et
ind�ependance des variables al�eatoires X et Y :

? 8 k 2 N� ; P (D = k) =
1P
i=1

P (X = i)P (Y = k + i) =
1P
i=1

pqi�1pqk+i�1

8 k 2 N� ; P (D = k) = p2qk
1P
i=1

(q2)i�1 =
p2qk

1� q2
=

pqk

1 + q

? D'o�u : P (D = 0) = 1�
1P
k=1

pqk

1 + q
= 1� pq

(1 + q)(1� q)
= 1

1 + q

2. Sous r�eserve de convergence :

E(D) =
1P
k=0

kP (D = k) =
1P
k=1

kP (D = k) =
pq

1 + q

1P
k=1

kqk�1

On reconnâ�t une s�erie de r�ef�erence convergente, donc D a une esp�erance et :

E(D) =
pq

1 + q
1

(1� q)2
=

q
p(1 + q)

Exercice 4.

Soit : E =

�
A 2M2(R)=A =

�
a b
c �a

�
avec a2 + bc > 0

�

1. E est-il un sous-espace vectoriel de M2(R) ?

Dans toute la suite de l'exercice, A est un �el�ement de E.

2. Pour tout n 2 N, calculer An.

3. On consid�ere les sommes :

S1 =
nP

k=0

A2k+1

(2k + 1)!
et S2 =

nP
k=0

A2k

(2k)!

a) Montrer, en les d�eterminant, qu'il existe deux matricesX et Y deM2(R)
et deux suites num�eriques (an) et (bn) telles que :

S1 = anX et S2 = bnY

b) Calculer lim
n!+1

an et lim
n!+1

bn.

4. Montrer que la matrice A est diagonalisable et d�eterminer ses valeurs
propres (on pourra utiliser l'expression trouv�ee pour A2).

Solution :

1. E ne contient pas la matrice nulle, donc n'est pas un espace vectoriel.

2. Si A =

�
a b
c �a

�
, alors A2 = (a2 + bc)

�
1 0
0 1

�
= (a2 + bc)I2 et, par

r�ecurrence, pour tout n de N :

A2n = (a2 + bc)nI2 ; A
2n+1 = (a2 + bc)nA



158 ESCP-EAP 2001 - Oral

3. a) D'o�u : S1 =
� nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k + 1)!

�
A et S2 =

� nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k)!

�
I

Ainsi : an =
nP

k=0

(a2 + bc)k

(2k + 1)!
, X = A ; bn =

nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k)!
, Y = I .

b) On sait que pour tout r�eel x, on a :
1P
k=0

xk

k!
= ex, d'o�u :

1P
k=0

(�1)kxk
k!

=

e�x et, par somme et di��erence :
1P
k=0

x2k

(2k)!
= ex + e�x

2
;
1P
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
= ex � e�x

2

Posons alors d =
p
a2 + bc, on obtient :

lim
n!1

bn = ed + e�d

2
; lim
n!1

an = ed � e�d

2d

4. Comme A2 = (a2 + bc)I2, si � est valeur propre de A, alors �2 = a2 + bc.
Les valeurs propres possibles de A sont donc d et �d.
? On a

�
a b
c �a

��
x
y

�
= d

�
x
y

�
()

�
(a� d)x + by = 0
cx� (a+ d)y = 0

Comme (a � d)(�a � d) � bc = �a2 � bc + d2 = 0, les deux �equations sont

proportionnelles et d est e�ectivement valeur propre.

? On montre de la même faon que �d est valeur propre et A est une matrice
carr�ee d'ordre 2 ayant deux valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable.

Exercice 5.

On consid�ere p (p � 2) bô�tes B1; B2; : : : Bp. On sait que l'une d'entre elles
contient un objet O. On ouvre successivement, au hasard, les bô�tes jusqu'�a
savoir dans laquelle se trouve O.
Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre de bô�tes ouvertes.

D�eterminer la loi de X ainsi que ses deux premiers moments.

Solution :

Il convient de faire attention aux termes de l'�enonc�e : on veut savoir o�u est
l'objet et le nombre de bô�tes que l'on peut avoir �a ouvrir varie de 1 (si l'objet
est localis�e imm�ediatement) �a p� 1 (si les (p� 1) premi�eres bô�tes ouvertes
sont vides, on sait o�u est l'objet !).

Ainsi X(
) � [[1; p � 1]] et même X(
) = [[1; p � 1]], puisque toutes les
situations interm�ediaires sont possibles.

? P (X = 1) = 1
p
(succ�es d�es la premi�ere ouverture).

? P (X = 2) =
p� 1
p

�
1

p� 1
= 1
p
(le premier essai est un �echec et le deuxi�eme

am�ene le succ�es).
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? P (X = 3) =
p� 1
p

�
p� 2
p� 1

�
1

p� 2
= 1
p
(deux �echecs, puis le succ�es).

? Plus g�en�eralement 8 k 2 [[1; p� 2]]; P (X = k) = 1
p
�

? En�n, P (X = p� 1) = 1�
p�2P
k=1

P (X = k) = 2
p
�

On en d�eduit : E(X) =
P

k:P (X = k) = 1
p

p�2P
k=1

k + (p� 1)2
p

et sachant que
nP
i=1

i =
n(n+ 1)

2
:

E(X) =
(p+ 2)(p� 1)

2p

Puis E(X2) =
P

k2P (X = k) = 1
p

p�2P
k=1

k2 + (p� 1)2 2
p

et sachant que
nP
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

E(X2) =
(p� 1)(2p2 + 2p� 3)

6p

La variance s'en d�eduirait, par la formule de Koenig : V (X) = E(X2) �
[E(X)]2.

Exercice 6.

Pour tout n 2 N, on pose : In =

Z �=2

�=6

(cosx)n

sinx
dx

1. Montrer que lim
n!+1

In = 0.

2. La s�erie de terme g�en�eral In est{elle convergente ?

3. Etablir une relation de r�ecurrence entre In et In+2, pour n 2 N.

4. En d�eduire :
1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est d�e�nie et continue sur le segment d'int�egration :

il n'y a pas de probl�eme d'existence et 8x 2 ��
6
; �
2

�
; 0 6 cosx 6

p
3
2
; sinx �

1
2
�

Par cons�equent : 0 6
(cosx)n

sinx
6 2

�p3
2

�n
et :

0 6 In 6
2�
3

�p3
2

�n



160 ESCP-EAP 2001 - Oral

Comme 0 <

p
3
2

< 1, lim
n!1

�p3
2

�n
= 0 et, par encadrement :

lim
n!1

In = 0

2. De plus, la s�erie de terme g�en�eral In est convergente, car il s'agit d'une s�erie
de terme g�en�eral positif major�e par le terme g�en�eral d'une s�erie g�eom�etrique
convergente.

3. On �ecrit, pour tout n de N :

In+2 =

Z �=2

�=6

(cosx)n+2

sinx
dx =

Z �=2

�=6

(cosx)n(1� sin2 x)
sinx

dx

= In �
Z

�=2

�=6

cosn x sinx dx

Cette derni�ere int�egrale se calcule �a vue et :

In+2 = In +
h

1
n+ 1

cosn+1 x
i�
2

�
6

= In � 1
n+ 1

�p3
2

�n+1

4. En ne consid�erant que les indices impairs, on a donc par sommation :

8n 2 N� ;
nP

k=1

I2k+1 =
nP

k=1

I2k�1 �
nP

k=1

1
2k

�p3
2

�2k

et, en simpli�ant :
nP

k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= I1 � I2n+1

La suite (I2n+1) convergeant vers 0, la s�erie propos�ee est convergente et :
1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= I1

Or I1 =

Z �=2

�=6

cosx
sinx

dx =
h
ln(sinx)

i�
2

�
6

= ln 2 et �nalement :

1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= ln 2

Exercice 7.

Soit (Xk) une suite de variables al�eatoires r�eelles d�e�nies sur un même espace
probabilis�e (
;B; P ), ind�ependantes et suivant chacune la loi de Poisson de
param�etre � > 0. Pour tout n 2 N� , on pose :

Sn =
nP

k=1

Xk

1. a) Montrer que S2 suit la loi de Poisson de param�etre 2�.

b) Montrer par r�ecurrence que Sn suit la loi de Poisson de param�etre n�.

2. Pour n 2 N tel que n � 2, on pose Yn =
�
1� 1

n

�Sn
.

a) Montrer que Yn est une variable al�eatoire discr�ete �a valeurs dans ]0; 1].
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b) D�eterminer la loi de Yn, son esp�erance et sa variance.

c) En d�eduire un estimateur sans biais de e��. Cet estimateur est-il
convergent ?

Solution :

1. a) X1 +X2 prend ses valeurs dans N et pour tout n de N, on obtient par
disjonction des cas et ind�ependance de X1 et X2 :

P (S2 = n) = P
� nS
k=0

[(X1 = k) \ (X2 = n� k)]
�

=
nP

k=0

P (X1 = k)P (X2 = n� k) = e�2�
nP

k=0

�k

k!
�n�k

(n� k)!

= e�2�

n!

nP
k=0

Ck

n�
k�n�k = e�2�

n!
(�+ �)n

S2 ,! P(2�)
b) Supposons que pour un certain rang n, Sn ,! P(n�), alors comme Xn+1

est ind�ependante de X1; : : : ; Xn, la variable al�eatoire Xn+1 est ind�ependante
de Sn et un calcul du même type que celui que l'on vient de faire montre que
Sn+1 = Sn+Xn+1 suit la loi de Poisson de param�etre n�+�. Par le principe
de r�ecurrence :

8n 2 N� ; Sn ,! P(n�)

2. a) Sn prend ses valeurs dans N, donc Yn prend les valeurs
�
1� 1

n

�k
, k 2 N

(et deux valeurs distinctes de k donnent deux valeurs distinctes de
�
1� 1

n

�k
).

Toutes ces valeurs sont bien strictement positives et inf�erieures ou �egales �a 1.

b) ? On a : P
�
Yn =

�
1� 1

n

�k�
= P (Sn = k) =

e�n�(�n)k

k!
.

? Yn est une variable born�ee, donc admet une esp�erance et :

E(Yn) =
1P
k=0

�
1� 1

n

�k e�n�(�n)k

k!
= e�n�

1P
k=0

(�n� �)k

k!
= e�n�en���

E(Yn) = e��

? De même, Yn a un moment d'ordre 2 et :

E(Y 2
n
) =

1P
k=0

�
1� 1

n

�2k e�n�(�n)k

k!
= e�n�

1P
k=0

(�n� 2�+ �

n
)k

k!

Soit : E(Y 2
n
) = e�n�e�n�2�+

�
n = e�2�+

�
n et :

V (Yn) = E(Y 2
n
)� [E(Yn)]

2 = e�2�(e
�
n � 1)

c) Comme E(Yn) = e��, Yn est un estimateur sans biais de e�� et comme

lim
n!1

V (Yn) = 0, cet estimateur est convergent.
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Exercice 8.

Soit n 2 N� et fn la fonction d�e�nie par :

fn : x 7! �1 + x+ x2

2
+ � � �+ xn

n
1. Montrer que pour tout n � 2, il existe un unique xn dans ]0; 1[ tel que
fn(xn) = 0.

2. a) Montrer que la suite (xn)n�2 est d�ecroissante.

b) Montrer que 1 + ln(1� xn) +

Z xn

0

tn

1� t
dt = 0.

En d�eduire la limite de la suite (xn)n�2.

Solution :

1. La fonction fn est d�erivable sur [0; 1] et f 0n(x) = 1 + x+ � � �+ xn�1 > 0.

Donc la fonction fn est continue strictement croissante sur [0; 1], avec :

fn(0) = �1 < 0 et fn(1) > 0.

Par le th�eor�eme de la bijection, on en d�eduit que fn s'annule une fois et une
seule sur ]0; 1[, en un point que l'on note xn.

2. a) On a fn+1(xn) = fn(xn) +
xn+1n

n+ 1
= 0 +

xn+1n

n+ 1
> 0.

Or fn+1(xn+1) = 0 et fn+1 est �egalement croissante, donc xn > xn+1 :

La suite (xn) est d�ecroissante et minor�ee par 0, donc convergente de limite
not�ee `.

b) Pour t 2 [0; xn], on a t 6= 1 et l'identit�e g�eom�etrique donne :

1 + t+ t2 + � � �+ tn�1 = 1� tn

1� t
= 1

1� t
� tn

1� t

D'o�u, en int�egrant entre 0 et xn :

1 = xn + xn

2
+ � � �+ xnn

n
= � ln(1� xn)�

Z
xn

0

tn

1� t
dt

Soit : 1 + ln(1� xn) = �
Z

xn

0

tn

1� t
dt

Mais :

0 6

Z xn

0

tn

1� t
dt 6 1

1� xn

Z xn

0

tn dt = 1
1� xn

�
xn+1n

n+ 1
6 1

(n+ 1)(1� xn)

et comme, par d�ecroissance de la suite (xn), 0 6 ` < 1, on obtient par
encadrement :

lim
n!1

Z
xn

0

tn

1� t
dt = 0

Soit 1 + ln(1� `) = 0, i.e. ` = 1� e�1 et :
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lim
n!1

xn = 1� e�1

Exercice 9.

Une machine �a sous fonctionne de la faon suivante : lorsque l'on joue 1 euro,
elle rend
� 3 euros avec la probabilit�e a ;
� 2 euros avec la probabilit�e b ;
� 0 euros avec la probabilit�e c.

Avec a+ b+ c = 1.
Un joueur poss�ede N euros et d�ecide de jouer n fois.
On pose X0 = N et pour tout i tel que 1 6 i 6 n, Xi est la variable al�eatoire
qui repr�esente la fortune du joueur �a l'issue de la i�eme partie.

1. D�eterminer la loi de X1 et la valeur de E(X1).

2. D�eterminer la loi de X2 et la valeur de E(X2).

3. D�eterminer, plus g�en�eralement, la valeur de E(Xk), pour 0 6 k 6 n.

Solution :

1.
X1 N � 1 N + 1 N + 2

P (X1 = k) c b a

et E(X1) = N + 2a+ b� c

2. En listant tous les cas possibles :

X2 �N �2 0 1 2 3 4

P (X2 = N + k) c2 2bc 2ac b2 2ab a2

et E(X2) = N � 2c2 + 2ac+ 2b2 + 6ab+ 4a2 = N + 2(a+ b+ c)(2a+ b� c)

et puisque a+ b+ c = 1 :
E(X2) = N + 2(2a+ b� c)

3. Plus g�en�eralement, soit Gi le gain de la ime partie. Pour tout i, Gi a même
loi que X1 �N et E(Gi) = 2a+ b� c.
Comme Xk = N +G1 + � � �+Gk, il vient :

E(Xk) = N + k(2a+ b� c)

Exercice 10.

On consid�ere la suite d�e�nie par son premier terme u0 strictement positif et
la relation de r�ecurrence : pour tout n de N, un+1 =

un
u2
n
+ un + 1

.

1. V�eri�er que la suite (un)n2N est ainsi bien d�e�nie.
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2. Montrer que la suite (un)n2N est positive et d�ecroissante. En d�eduire qu'elle
est convergente et pr�eciser la valeur de sa limite.

3. a) Montrer, par r�ecurrence, que pour tout entier n strictement positif, on

a : 0 6 un 6
1
n
.

b) Montrer que pour tout entier k on a : 1
uk+1

� 1
uk

= 1 + uk.

c) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a :

1
k + 1

6 ln(k + 1)� ln(k).

d) Quelle est la limite lorsque n tend vers l'in�ni de
ln(n)
n

?

e) En d�eduire la limite lorsque n tend vers l'in�ni de n:un.

Solution :

1. Puisque u0 > 0, u1 est bien d�e�ni et u1 > 0. Une r�ecurrence �el�ementaire
montre que la suite (un) est bien d�e�nie et �a valeurs strictements positives.

2. Pour n 2 N; un+1
un

= 1
u2
n
+ un + 1

< 1, la suite �etant �a termes positifs, on

en d�eduit sa d�ecroissance.

D�ecroissante et minor�ee par 0, (un) converge et sa limite ` v�eri�e ` =
`

`2 + `+ 1
, d'o�u ` = 0 :

lim
n!1

un = 0

3. a) u1 =
u0

u20 + u0 + 1
< u0
u0

= 1 et si pour un certain rang n, un 6
1
n
, alors :

un+1 � 1
n+ 1

=
n:un � u2n � 1

(n+ 1)(u2
n
+ un + 1)

6
n:un � 1

(n+ 1)(u2
n
+ un + 1)

6 0

Ainsi la propri�et�e est vraie au rang 1 et est h�er�editaire, on conclut par le
principe de r�ecurrence :

8n 2 N� ; un 6 1
n

b) 1
uk+1

� 1
uk

=
u2k + uk + 1

uk
� 1
uk

= uk + 1.

c) Par d�ecroissance de la fonction t 7! 1
t
sur [k; k + 1], ou par l'in�egalit�e

des accroissements �nis :

ln(k + 1)� ln k =

Z
k+1

k

dt
t
>

Z
k+1

k

dt
k + 1

= 1
k + 1

d) On sait que lim
n!1

lnn
n

= 0.
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e) Par it�eration du r�esultat b), on a :

8n 2 N� ; 1
un

� 1
u0

= n+ u0 + u1 + � � �+ un�1

Or : 0 < u1 + u2 + � � �+ un�1 6 1 + 1
2
+ � � �+ 1

n� 1
6 lnn (r�esultat c))

Par cons�equent 1
u0

+ u0 + u1 + � � �+ un�1 est n�egligeable devant n (r�esultat

d)) et 1
un

est �equivalent �a n, i.e. :

lim
n!1

n:un = 1

Exercice 11.

On consid�ere une entreprise de 400 salari�es. La moyenne et l'�ecart-type du
salaire mensuel de tout le personnel sont respectivement x = 10000 F et
�(x) = 2000 F. Le salaire le plus bas est 6000 F et le salaire le plus �elev�e est
30000 F.

�A la suite d'une gr�eve, des n�egociations salariales s'ouvrent. �A l'issue de
celles-ci, le salaire de chaque salari�e sera major�e en appliquant la formule
g�en�erale suivante : yi = axi + b, o�u :

� le nombre xi repr�esente le salaire du salari�e i avant l'augmentation,

� le nombre yi repr�esente le salaire du salari�e i apr�es l'augmentation,

� les coe�cients a et b sont �a d�eterminer.

Trois propositions sont sur la table des n�egociations :

P1 : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchang�ee la
dispersion des salaires mesur�ee par l'�ecart-type.
P2 : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchang�ee la

dispersion relative des salaires mesur�ee par le coe�cient de variation CV =
ecart�type
moyenne

.

P3 : r�eduire de 2% la dispersion des salaires mesur�ee par l'�ecart-type tout en
augmentant la masse salariale d'un montant tel qu'aucun salaire ne diminue.

1. Calculer la masse salariale et le coe�cient de variation des salaires avant
l'augmentation.

2. Pour chacune des trois propositions en pr�esence :

a) Calculer les param�etres a et b �a utiliser. (Pour P3 on prendra la plus
petite valeur de b v�eri�ant toutes les conditions).

b) Calculer la moyenne du nouveau salaire mensuel.

3. Autour de la table de n�egociations, on trouve trois groupes : des
repr�esentants de la direction, des repr�esentants des cadres et des repr�esentants
des salari�es non cadres, chaque groupe ayant formul�e une des trois proposi-
tions.
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a) Calculer, en pourcentage, l'augmentation de la masse salariale corre-
spondant �a la proposition P3.

b) Donner l'allure de la repr�esentation graphique, dans un même rep�ere,
du nouveau salaire y en fonction de l'ancien x pour chacune des propositions.
On s'int�eressera uniquement �a la position relative de ces droites.

c) Identi�er, en utilisant les r�esultats pr�ec�edents, de quel groupe �emane
chacune des propositions.

Solution :

1. La masse salariale est
P

xi = n:x = 4000 000 et CV =
�(x)
x

= 0;2.

2. a) yi = axi + b donne y = ax+ b et �(y) = a�(x) (a > 0).

? Pour P1, �(x) = �(y) et y = 1;05:x, soit a = 1 et b = 500 :

yi = xi + 500

? Pour P2,
�(x)
x

=
�(y)
y

() �(x)
x

=
a�(x)
ax+ b

() b = 0 etP
yiP
xi

= 1;05() a = 1;05 :

yi = 1;05:xi

? Pour P3, �(y) = 0;98�(x)() a = 0;98 et
8 i; 0;98xi + b � xi () b � 0;02:xmax

La plus petite valeur de b qui convient est donc b = 600 et :

yi = 0;98:xi + 600

b) On obtient :
Pour P1 : y = x+ 500 = 10 500
Pour P2 : y = 1;05:x = 10 500
Pour P3 : y = 0;98:x+ 600 = 10 400

3. a) Pour P3 :

P
yiP
xi

= 1;04() l'augmentation de la masse salariale est de

4%.

b) La construction des trois droites est sans probl�eme et on remarque que :
? D2 et D3 se croisent au point de coordonn�ees (8571;43; 9000), D2 �etant
au-dessus de D3 pour x > 8571;43.
? D2 et D1 se croisent au point de coordonn�ees (10000; 10500), D2 �etant
au-dessus de D1 pour x > 10000.

c) La proposition P3 minimise l'augmentation salariale, donc a sûrement
�et�e propos�ee par la direction.

Entre P1 et P2, les bas salaires sont favoris�es par P1 et les hauts salaires par
P2 : : :
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