1
ANALYSE

Exercice 1.1.
+o0 .
1. Montrer que, pour tout x € R, l'intégrale / et cos(2zt) dt converge.
—0o0
On note f(z) sa valeur.
+0o0 R
Montrer de méme que, pour tout z € R, l'intégrale / te™t sin(2xt) dt
converge. >
+o0 5
Montrer enfin que l'intégrale / t2 et dt converge et préciser sa valeur.
—00

2. Soit (x,h) € R2. Montrer que, pour tout ¢t € R :
| cos(2(x + h)t) — cos(2wt) + 2ht sin(2xt) | < 2R%2.

En déduire que :
+o0

|f(z+h) - +2h/ e~ sin(2xt) dt| < 2h2/ t2 et dt.

— 00

3. Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que, pour tout z € R :
—+o0
fl(z) = —2/ te~t sin(2wt) dt.
—0o0

4. Au moyen d’une intégration par parties, montrer que, pour tout x € R :
f'(z) = =2xf(z).

En déduire que la fonction z e””zf (z) est constante sur R et calculer la

valeur de cette constante (on recherchera pour cela la valeur de f en 0).

En conclusion, quelle est, pour tout z € R, la valeur de f(z)?
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+o0 5 +oo R
5. Soit x € R. Montrer que les intégrales/ e sin(2zt) dt, / e ' cos?(xt) dt

— 00 — 00

+o0
et / e t” sin?(2t) dt convergent et calculer leurs valeurs respectives.

— 00

Solution :

1. Soit x réel. Pour tout ¢ réel, on a :
0< |e=t cos(2ut)| < et
+0o0o R
Comme l’intégrale / e~ dt converge [considérer une variable suivant
— 00

+o0
la loi normale N(0,1/v/2)], l'intégrale / et cos(2xt) dt est absolument

o0
convergente, donc convergente. On peut ajouter que pour tout x réel :
|f(@)] < V7.

De méme, pour tout ¢ positif, 0 < |te * sin(2xt)| < te t* et lintégrale

+o0
/ te~t dt converge (son calcul est méme banal). Il s’ensuit que l'intégrale
0

+o0 0
/ tet’ sin(2zt) dt converge (absolument) et que l'intégrale / te sin(2zt) dt
0 —00
converge vers la méme valeur, puisque son intégrande est paire.
+00

On conclut que l'intégrale / te™t sin(2xt) dt converge.

o0

+oo_ 5 +oo R
/ te™t sin(2xt) dt‘ < 2/ te™ dt = 1.
0

— 00

On peut ajouter que

2. Soit (z,h) € R2. Appliquons I'inégalité de Taylor—Lagrange a la fonction
cosinus a l'ordre 2 sur lintervalle d’extrémités 2zt, 2(z +h)t. On obtient pour
tout ¢ réel :

| cos(2(x + h)t) — cos(2wt) + 2ht sin(2wt)| < 2h%t2
Comme les intégrales en jeu sont toutes absolument convergentes, on en
déduit immédiatement que :

|f(a:+h)—f(:r)+2h/

— 00

+0o0 R +0o0 .
tet sin(2wt) dt| < 2h2/ t2e tdt

— 00
3. 1l suffit de diviser par h, puis de faire tendre h vers 0 pour obtenir que f
est dérivable sur R et que pour tout z € R,

fl(z) = —2/+Ootet2 sin(2xt) dt.

— 00

4. Remarquons que pour des raisons de parité, pour tout z réel :

f(z) = 2/0+ooe_t2 cos(2xt) dt, f'(xz)= —4/0+oote_t2 sin(2xt) dt
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Soit x réel. Pour tout u € RT, les conditions d’application du théoréme
d’intégration par parties sont réunies. Aussi :

w w u
2/ —2te™"" sin(2xt) dt = [Qe_tz sin(2mt)} - 43:/ et cos(2xt) dt
0 0 0

En faisant tendre w vers l'infini, il vient, pour tout z réel, f'(z) = —2xf(z)
ou e®’ (f'(z) +2zf(x)) =0.

La fonction z — em2f(a:) est constante sur R.
+oo
Sa valeur est f(0) = / e dt = 7.

— 00

Ainsi, pour tout z réel : f(z) = /m.e™%

5. Soit x réel.
+o00

e l'intégrale / e t’ sin(2zt) dt, converge absolument et est nulle puisque
— 00
son intégrande est impaire.
+o0 5
e lintégrale / e~ cos?(xt) dt converge d’apres les résultats précédents

— 00
puisque pour tout ¢ réel cos?(zt) = % (1 + cos(2zt)) et elle vaut :

+o0
l/, et dt+1f(a) = Y1+ )

2 2
+oo
e lintégrale / e~t"sin®(xt) dt converge d’apres les résultats précédents
—0o0

et vaut

+oo
/ e (1 = cos?(xt)) dt = 4(1 —e ™),

— 00

Exercice 1.2.
n
On considere la suite (u,,) définie par ug > 0 et Vn > 0,upt1 = & Y. ug.
\l k=0

1. Exprimer u,; en fonction de wu,,.

2. Montrer que la suite (u,) est croissante et déterminer sa limite.

1

3. Montrer que u ~ U, etu —Upy ~ 5.
q n+1 (+oo) n n+1 n (+oo) 3un

Quelle est la nature de la série de terme général v,, = ul ?
n

4. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et a permettant de calculer
u, lorsque ug = a.
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Solution :

n n—1
1.Onaud, | = Y ur = Y up+up = ud+uy. Parsuite, puisque I'extraction
k=0 k=0

d’une racine cubique a un sens sur R :
— 3
Upt1 = Vud + up

2. On montre par une récurrence immédiate que pour tout n, u, > 0. Cela
entraine que pour tout n, v, > u?, donc que upi1 > uy.

Par conséquent, la suite (un)n>0 €st croissante.

Supposons qu’elle soit majorée; dans ce cas, elle converge vers une limite £
vérifiant par continuité ¢3 = ¢3 + ¢, soit £ = 0, ce qui est impossible. La suite
(un)n>o0 n’est donc pas majorée et, étant croissante, elle tend vers +oo.

u 1 1 .
3.*0113,:n——’_:31—|——2 ~ 1, i€ Upp1 ~ Up.
Un Uy, (+00)

* De plus, comme au voisinage de 0 : (14 u)'/3 =1+ %u + o(u) :

u —Up = U 3l-i—i—l n ><L—L
ntt noon uZ (+00) SU%_Bun

1 o 3(Unt1 — Up)-
n

* Ainsi :

N
Or par télescopage : > 3(upt1 — un) = 3(unt1 — up) o oo Par
— —00

n=0
application de la regle d’équivalence pour les séries & termes positifs ou nuls,

la divergence de la série de terme général ul en résulte.
n

4. Voici une fonction parmi d’autres possibles
function u(n :integer ; a :real) :real
var v :real ;

Begin

v i=a;

for k :=1 to n do v :=exp(1/3*v*(v*v+l)) ;

Exercice 1.3.

—+o0
Soit f : D—>/ et /2t

1. a) Montrer que f est de classe C! sur R.
b) Rappeler les valeurs de f(0) et de lim f(z).
r—r—00

2. a) Montrer que : Vz > 0,zf(z) < e /2.
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+oo
b) Montrer que l'intégrale I = f(x) dx converge et la calculer.
0

b
3. a) On pose I(a,b) = / e?t(1=qy,. Calculer I(a,b) en fonction de f, a et
a

b.
+00
b) En déduire la convergence et la valeur de / e2u(l=u) gy,
1/2

“+oo
4. On pose, pour z réel, g(z) = / e2ul=u) gy,

Montrer que l'intégrale J = / x)dx converge et la calculer.

Solution :

+oo z "
R e e e
0 0 0

Sous cette forme, il est clair que f est de classe C*° sur R et :
VzeR, f(z) = —e /2

b) f(0) = —V227T et lim f(z) =+v2rm (cf laloi normale centrée réduite).
r—r—00
a)Pourz>0:

oo 2 oo 2 2
zf(z) :/ z.et/2dt </ te U /2dt = e~ /2

PourA>0
A A 72/2(1
dr = — "z)de = Af(A ez T
/f v = [2f(@)] /Ozrf(w)w f<>+/0xe

Ainsi : / fla)de = Af(A) —e /2 4+1.0r 0 < Af(A) < e=**/2 et donc,
0
par passage a la limite :

I convergeet I =1.

a) On a 2u(l —u) = % - %(QU, —1)2; on effectue alors le changement de
variable 2u — 1 =t et :

I(a,b) = f o e~t/2dt = \é_[f(Qa—l) f(2b—1)]

2a—1

@

+o00
b) Ici, a = L et on fait tendre b vers +oo : e2u(l-u) gy = V2
2 " 1

4. On ag(z) = @f@x—l) et pourA>%
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A A 24-1
[ s =Y [ fes-na= Y[ fw
1/2 1/2 0

et, par passage a la limite :

=

J converge et J =

Exercice 1.4.

1. a) Déterminer I’ensemble I des réels = pour lesquels la série Y (—1)kz*

k>0
converge.
(oo}
b) Pour tout x € I, calculer Y (—1)kzk.
k=0
(oo}
¢) Pour tout n € Net z € I, on pose : Ry(z) = 5. (—1)kz*.
k=n+1
Calculer R, (z) et montrer que la série ), R,(z) converge.
n>0

o0
Calculer la somme ) R,(x).

n=0

2. Soit (un) une suite réelle positive telle que la série > u,, converge.
n>1

o0
Pour tout n € N, on note R, = > uy.
k=n+1

n n
a) Soit n € N fixé. Calculer > Ry — > kuy, en fonction de n et R,.
k=0 k=1
b) Montrer que si la série Y, R, converge, alors la série > nu, converge.
n>0 n>0

3. a) On suppose que la série > nu, converge. Que vaut lim (n+1)R, ?
n>0 n—+00

b) En déduire que les séries > R, et ) nu, sont de méme nature et
n>0 n>0
qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.
3. Application. Dans cette question u,(z) = 1.

nz

a) Pour quelles valeurs de z la série Y u,(z) est-elle convergente ?
n2>0

L etvneNR,(z)= 3 -

x) T
1n k=n+1 k

18

On note alors : ((z) =

Pour quelles valeurs de z la série Y R,(z) est-elle convergente ? Exprimer
n>0
sa somme en fonction de ((z — 1).

Solution :
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1. a) La série proposée est une série géométrique de raison —z, qui converge
si et seulement si |z| < 1.

b) Dans ce cas :
C\kLE 1

c) La série définissant R, (x) est une série géométrique de raison —ux,
commencant par (—1)"TtgntL,
Donc, pour tout |z| < 1, il vient :
(_1)n+1mn+1

Ru(z) = 1+2

Pour les mémes raisons que précédemment, la série de terme général R, (z)
est convergente pour tout x tel que |z] < 1 et :

= _ 1 = +1,.n+1 _ -
Ry(x) = o ) = —
ngo n( ) 1 +z ngo( ) (1 + 1’)2

0 k
a) Notons S = > w,,. Ainsi, pour tout £k > 1,R;, =S — > u;. Donc :
n=1 j=1
n n k n k
SR=Y (S-Yuw)=0+1)5-3 Yu
k=0 j=1 j

k=0

— i+ )= Y uy =4+ DS - X (n+1-

J=1k=j Jj=1
n n
E R,=(n+1)S—(n+1 Zlu]—k leuj
(n+1)Rp+ 3 juj
j=1

b) Comme pour tout n € N, u,, > 0, la suite (R,,) est décroissante et tend

vers 0 car la série ) uy, converge.
n

Supposons que la série Y R,, converge. Pour tout € > 0, il existe N € N tel
"on
que, pour tout n > N : Y Ry < %
k=n
Donc, par décroissance :
2n
Vn >N, |nRe| <| 3 Ri| < §
k=n
ce qui signifie que lim 2nR,,, = 0. Enfin :
n—+oo
(2n + 1)R2n+1 S 2nR2n + R2n+1 — 11+m (2n + 1)R2n+1 =0
n-+0o

Ainsi la suite (nR,,) tend vers 0, ce qui entraine que la série Ejuj converge.
j

a) Si la série ) nu, converge, alors :
n
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) )
m+ DR, =n+1) 3> u; < X juy
j=n+1 j=n+1

cette derniere expression tendant vers 0 lorsque n tend vers ’infini.
b) On déduit des deux derniéres questions que les séries Y R, et Y, nu,
n>0 n>0
sont de méme nature et qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.

4. a) La série de terme général u,(z) est une série de Riemann qui converge
si et seulement si z > 1.
b) Par la question 3, la série ). R, converge si et seulement si la série
n>0
> nup(x) converge, donc si et seulement si x > 2.
n2>0
Enfin,dans ce cas, sa somme vaut évidemment ((z — 1).

Exercice 1.5.

Soit (un)n>1 une suite telle que pour tout n > 1,u, €]—-1,1][.
n
Pour tout n > 1, on note p, = [] (1 + ug)-
k=1

1. a) On suppose dans cette question que u,, = % La suite (p,) a-t-elle une
limite ?
b) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, u, € [0, 1[. Montrer que
la suite (p,,) admet une limite finie si et seulement si la série Y wu,, converge.
n>1

c) Application. Déterminer la limite de la suite (p,) lorsque w, =
n(n + 2)

2. a) On suppose dans cette question que u; = 0 et u,, = —% pour n > 2.
La suite (p,,) a-t-elle une limite 7

b) On suppose maintenant que u,, € |—1,0[, pour tout n > 1. Que peut-on
dire de la suite (p,,) si la série )" wu,, diverge?
n>1
¢) Montrer que la suite (p,) admet une limite A > 0 si et seulement si la
série ) wu, converge.
n>1
d) Application. Déterminer la limite de la suite (p,) lorsque 'on a uy =0

et u, = — , pour n > 2.

n(n+ 1)
3. On suppose maintenant que u, est de signe quelconque et que la série

> wy, est absolument convergente. Que peut-on conclure sur la suite (p,) ?
n>1

Solution :
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a) On a pour tout k,1 4+ uy, = % Donc par télescopage :
n
pn:kljl—k_li;l =n+1

La suite (pp), tend vers linfini.

b) On sait que pour tout k,1 + ug > 1. Aussi p, > 1 et :

In(p,) = k§1 In(1 + uy,)

Ainsi la suite (p,, ), admet une limite si et seulement si la suite (Inp,, ), admet
une limite c’est-a-dire si et seulement si la série Y In(1 + uy,) converge.
k

e si u, ne tend pas vers 0, alors In(1 + u,,) ne tend pas vers 0, et la série
> In(1 + uy) diverge grossierement.
k

e si lim w, =0, alors In(1 + u,) ~ u, et, par la regle d’équivalence pour
n— 00

les séries & termes positifs, la suite (p,), admet une limite si et seulement si

la série > u, converge.
n

_ 1
n(n+2)
suite (pn)n admet une hmlte Or, en revenant aux sommes partielles, on a :

lnpN_Zl [ nn++12 }
N N
:221n(n+1)—Zln(n)—Zln(n+2)

N+1 N+2

N+1
—QZlnn—Zln nz:;ln(n):ln2+ln <N—+2>

Donc lim pN—2.
N —+o00

c) Comme la série Z converge (regle de Riemann), on sait que la

a) Comme dans la question précédente pour tout k,1 + uy = % Donc

Dn = H—k;]':l — 0.
k=2

N n—oo

b) On sait que pour tout k,1 + ug > 0. Aussi
n
In(pp) = > In(1 + uy,)
k=1

Ainsi la suite (p;, ), admet une limite si et seulement si la suite (Inp,, ), admet
une limite c’est-a-dire si et seulement si la série Y In(1 + uy,) converge.
k

On suppose que la série Y u,, diverge.
n
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e si u, ne tend pas vers 0, alors In(1 + u,) non plus et la série & termes
négatifs > In(1 + ug) diverge vers —oo, donc lim p, =0,
k n—o00

e si lim u, = 0, alors In(1 + u,) ~ uy,, et la série & termes négatifs
n—oo

> In(1 + uy) diverge vers —oo, donc lim p,, = 0.
k n—00

¢) On vient de voir que si la série Zun diverge, alors la suite (py), ne

n
tend pas vers une limite A > 0.

Réciproquement si lim p, = A > 0, alors lim Inp, = In\. Ceci entraine
n—o00 n—oo

que la série Y In(1 + u,,) converge et donc que lim In(l + u,) = 0. Ainsi
n n—o0
on a lim u, =0 et donc In(1 + up) ~ uy,, ce qui entraine que la série > uy,
n—o0 n

converge.
_mn=1Dn+2) ,. ..
d) Onal+un——n(n+1) . Ainsi :
[T¢=1 [k +2)
_ k=2 =2 _ 1 n+2
Pn = “n*3

k
eI+ D
k=2 k=2
dont la limite est 1/3.

3. Silasérie Y |u,| converge, son terme général tend vers 0. Un développement
limité & ’ordre 2 donne :
2
In(1+ uy,) = uy, — %ﬂ + o(u?)

et comme lim w, =0, on a, a partir d’'un certain rang, v
n—oo

Ainsi la série Y In(1+wu,) converge, ce qui entraine la convergence de la suite

(pn)n-

Exercice 1.6.

Soit @ un réel positif ou nul. Pour € R, on pose P,(z) = 2® + ax — 1.
1. Montrer que ce polynéme admet une unique racine réelle u(a).

On note u I’application définie sur RT qui & tout réel a associe u(a).

2. Montrer que u(R") C RT*.
3. Montrer que I’application u est strictement décroissante sur R*.

().

5. Déterminer ’application réciproque de u.

4. Calculer u(0), puis agr+noo u
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6. Montrer que u est continue sur RT .

7. Montrer que u est dérivable sur R™. Montrer qu’elle est également
dérivable & droite en 0. Calculer pour tout a € RT*, u'(a), ainsi que la valeur
de la dérivée a droite en 0.

8. Esquisser l'allure de la courbe représentant wu.

Solution :

1. La fonction x — P,(z) est dérivable sur R et P!(x) = 3z +a. Pour tout a,
la fonction P, est strictement croissante sur R. Comme P,(z) = —o0

et P,(z) = 400, P, réalise une bijection de R sur lui-méme ; 0 a donc

lim
T—>—00
lim
T—-+00

un unique antécédent que l’on note u(a).
2. Comme P, est une fonction strictement croissante et que P,(0) = —1, on
a u(a) > 0, donc u est & valeurs dans R**.
3.50it 0<a<b.0Ona:
P.(u(b)) = u(b)?® + au(b) — 1 = u(b)® + bu(b) — 1 + (a — b)u(b)

= (a — b)u(db) < 0.
Or, P, est une fonction strictement croissante : on a donc u(b) < u(a) et u
est strictement décroissante.
4. u(0) est la racine positive de I’équation Py(z) = 3 —1 = 0 donc u(0) = 1.
Par ailleurs au(a) = 1 — u(a)® < 1; donc 0 < u(a) < %, ce qui entraine :

lim wu(a) =0.
a—+00

5. On sait que u(a) # 0 (on a méme u(a) > 1). La relation définissant u(a)
permet, donc d’écrire :
1 —u(a)?

u(a)

a =
1—¢
.

6. La fonction u~" est clairement continue sur [1, +oo[, donc u est continue
sur R, la continuité en 0 s’entendant & droite.

Ainsi I'application réciproque de u sur [1,+oo[ est u=! : ¢

1

7. La fonction u~"! est dérivable sur [1,4+o0] et :
3
(@™)(t) =~ 2t = —1E2E,
Cette dérivée n’étant jamais nulle, u est dérivable sur R (la dérivée en 0
s’entendant & droite) et :

Lo 1 ___ ufa)
Va>0,u'(a) = (w ) (u(@) 1+ 2ua)?®

2
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et comme u(a)® = 1 — au(a), il vient :

2
Va>0,u'(a) = __ula)”
3 — 2au(a)

En particulier la dérivée en 0 & droite de u vaut : u'(0) = —%.

8. L’allure de la courbe représentant u se déduit par symétrie par rapport a
la, premiere bissectrice de celle de 4~ dont le tracé est élémentaire.

Exercice 1.7.
—t

1+nt

+oo
1. Montrer que pour tout n € N, l'intégrale / dt est convergente.
0

Pour tout n € N*, on note I,, cette intégrale.
1 e—u
2. a) Soit J,, = /1 Tdu. Montrer que J,, est équivalent & In(n) lorsque n
n
tend vers I’infini. /
b) En déduire une constante C telle que I, soit équivalent & C'In(n) pour
n tendant vers linfini.

3. a) Déterminer les valeurs de l’entier naturel n pour lesquelles la série de
—k
n.e

1+ nk

terme général (k décrivant N) est convergente. On note alors S(n) sa

somme.
b) Montrer que pour tout n € N* ona 0 < S(n) —n < I.

c¢) En déduire une constante D telle que S(n) soit équivalent & nD lorsque
n tend vers linfini.

Solution :

1. La fonction 3 intégrer est continue sur R", positive et négligeable devant
t% au voisinage de +o0o. La regle de Riemann prouve donc la convergence de

cette intégrale.

1 T . 1 7u
2.a)1n(n)—Jn:/ d_u_/ e du:/ 1—et
1/n ¥ 1/n U i/n Y

—u —u
1Te lTe est positive et bornée sur

Comme lim =1, la fonction u +—

u—0
[0,1]; si on note M un majorant de cette fonction, on a donc :

VneN ., 0<In(n)—J, <M
En particulier J, ~ In(n).
(c0)

+o00 e—t +o0 y
b) I, = / ——dt = el/"/ € _ dy (on a effectué le changement de
o 5+t 1/n

variable y =t + %)
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teo o~y by teo —y
Soit : I,, ~ / € — y:/ e—dy+/ € —dy ~ In(n). Donc
(n—=00) Jim Y 1/n Y 1 Yy (n—00)
C=1.

K
3.a)Ona:0< lnf < n.e~*. La série majorante est une série géométrique

. _ v v - ,
de raison e~!, donc convergente et la convergence de la série proposée s’en

déduit, pour toute valeur de n € N.
—t
. € Lo N
b) La fonction ¢ — T est décroissante sur RT, d’ot :

n

k+1 et ek k et
Vi > 1,/ dt < < / —dt
T A ) N S
En sommant, pour k variant de 1 & l'infini et en ajoutant le terme d’indice
k = 0, on obtient :

0<Sn)—n<,

S(n)

c¢) Il résulte du b) que lim —~* =1, i.e. S(n) n
n—oo N

)

Exercice 1.8.
mn

—dz.
Vvi—z ‘

Montrer que cette intégrale est convergente. Calculer I et I;.

1
1. Pour n € N, on pose I, :/
0

Etudier la monotonie de la suite (I,,). En déduire sa convergence.

2. a) Montrer que (2n + 1)I,, = 2nl,_; pour tout n € N*.
b) En déduire la nature de la série de terme général v,, = In(Z,,) —In(I,,—1),
puis la limite de la suite (Iy,).
3. Pour n € N, on pose J, = v/nl, et K, = v/n+ 11I,,.
Montrer que les suites (J,) et (K,) sont adjacentes.
T . . . s (67
En déduire 'existence d’un réel «a strictement positif tel que I, ~ — au

N

voisinage de 4o0.
4. a) A l'aide de la relation de récurrence de la question 2. a), trouver une
expression de I, utilisant C5,.

b) On admettra la formule de Stirling : au voisinage de +oo, n! ~
ne "/ 2mn.

Déterminer .

Solution :

1. % La fonction & intégrer est continue sur [0,1[ et équivalente en 1 &

W ; la regle de Riemann montre que l'intégrale converge.
—x
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— dx J1=
IO— Om I: 2v/1 X

I = 71_(1_“5)@;_10—/ \/mdx_2+3[(1—x)3/2];:§.

x Enfin, Vz € [0,1],Vn € N,0 < 2" < 2" donne 0 < I,,41 < I,,.
La suite (I,) est décroissante et minorée par 0, donc est convergente.

a) En intégrant par parties, pour n > 1 :

1 " 1
1—x)
I, 2v1 —x +2n/ “'V1—zdr=2n e (1-2) dx,

= [a"(~ )] o o T V/l-z
soit : I,, = 2n(I,—1 — I,,) et donc :

VneN, (2n+1)L, =2nl, 4
_ Iy y_ _ 1y o _1
b) v, =1In (In—l) =—-In(1+ Qn) oy "I

La série de terme général v,, est une série a termes tous négatifs. Son terme
général est équivalent a celui d’une série divergente : Y v,, diverge et on peut
meéme dire que ses sommes partielles tendent vers —oo.

Par télescopage : lim In (5.—2) = lim_ k§1 ve = —00 et lim In(l,) = —oo,
soit :
lim I, =0
n—o0
3. Pourn > 2:
o In — v/ n_ 5 (en élevant au carré) : (J,) croit.

T Vn—12n+1

K, _vn+1 2n . N L
L - i Xoma T < 1 (encore en élevant au carré) : (K,) décroit.

T,
*Kn_ln vn+1-— Zn —n  _ 5
( " \/ﬁ) \/n+1+\/7_1n~>oo

Les suites (J,,) et (K,) sont bien adjacentes, donc sont convergentes de méme
limite notée o et on a a > J; > 0.

Ainsi \/nI, —a et: I, i
2(n —1) 2

- _2n ceex2
4.a)[n—2n+1x o =1 * ><3]0

2(2".n!)? 92n+1
(2n + 1)! - @2n+1)C,

| 2n ,,—2n /
b) On a C;Ln _ (2’[],) ~ (2”)2 672 d7n — 22nL, ol
nn! (oo n“"e “"2mn V™
2y/mn /1 S
In~ 53 1 T d’ott a = /7.

Exercice 1.9.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.
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oo dt
1. Montrer que l'intégrale / ——— converge pour tout n € N*.
o (L+t)n
teo e
0] 1 = —_—.
n pose alors u, (@) /0 Aty

2. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel
n non nul, on a :

tn(@) = an(n(0) = tnt1 ()
Donner alors une expression de u,(a) en fonction de uq(a).
3. a) Etudier la monotonie de la suite (u,(a)). En déduire sa convergence.

b) En partageant l'intervalle d’intégration [0, 4o0o[ en trois intervalles, a
Paide des points b et 1, démontrer que, pour tout réel b de ]0,1[, on a :

1 n 1
1+ na-1

c¢) Donner alors la valeur de la limite de la suite (u,(a)).

un(a) < b+

1
4. On pose, pour tout entier n non nul : w,(a) = In(u,(a)) + M
a

a) Démontrer que la série de terme général (w,+1(a) — wy,(a)) est conver-
gente (utiliser la formule de la question 2 puis un développement limité).

b) En déduire Pexistence d’un réel K () tel que un(a) soit équivalent &
K(a
(1 ), lorsque n tend vers 'infini.
ne

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue et positive sur RT et équivalente au

voisinage de l'infini a % Comme ¢ > letn > 1, onaan > 1etla

convergence de l'intégrale résulte de la regle de Riemann.

2. En intégrant par parties, directement avec la borne +oo, puisque cela
n’introduit pas d’ambiguté :

+o0 +oo
1 ant®”! 1t / e
— = dt = [ —t 7] — __—dt
/0 T+ )" eyl TS Trey

+o0 a
Soit : un(a) = om/o W dt = an(uy(a) — upt1(a))

c’est-a-dire :
Vn>1upp(a) = L_1un(oz)

an
et, par récurrence :

n—1

T (e(n k) ~1)

Vn > 1un(a) =

an~t(n —1)! w(@)
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1 c_ 1
(1+ta)n+1 = (1+ta)n

3.a)Vt > 0,14+t* > 1, donc pour tout n de N* :

et en intégrant :
tunt1(@) < un()
La suite (uy,(a)), est décroissante et minorée par 0, donc est convergente.

b
b) x Clairement / _dt <y
o (1

+ ta)n ~
L 1
* De méme | —%—— < (1-b)———
* Enfin, sur [1, 4+00], 1 <Ll gon:

+
/ Todt 1 e _ 1
v (4t T L1 —an)t an —1
D’ou le résultat par application de la relation de Chasles.
c) b étant fixé, par prolongement des inégalités a la limite, on obtient :

0< lim up(a) <b
n—o0

et ceci étant valable pour tout b €]0,1[ : lim up(a) = 0.
n—o0

4.a) Pour n > 1, wpq1 (@) —wp(a) =1n (%) + éln (1+ %)
n
Unt1(@) _ g _ 1 unpr(@)y _ _ 1 _ _1 2y ot -
Or Sy = ! :éh“nmy—lnlmw+“””“'
1y_1_ 1 -2
1n(1+n) =T 52 +o(n=?)
Donc wy11(a) — wy(a) = —#(é - é) + o(n™?) et la régle de Riemann

donne la convergence de la série de terme général wy41(a) — wy (), c’est-a-
dire, par télescopage, de la suite wy ().

b) En notant T'(a) = lim w,(«a), on a donc :
n—o0
Inu,(a) + élnn =T(a)+0(1), i.e. :

un(e) = _nll/a eT(@)+o(1) _nll/a e’ donc K(a) = e

Exercice 1.10.

Soit (@n)n>o0 une suite de réels. On lui associe la suite (A4,),>0 définie, pour

tout n > 0, par : n
An = Z ag

k=0
Pour tout = réel tel que les séries suivantes convergent, on pose

+o00 n 400 n
— z — T
a@) = ¥ anlp, Al) = 3 AL

1. Dans cette question, on suppose que pour tout n > 0,a, = (—1)".
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a) Déterminer le domaine de définition des fonctions a et A.
m e “A(z).

b) Déterminer, si elle existe, li
r—+00

400
c) Montrer que l'intégrale / e "a(z)dz converge et déterminer sa valeur.
0

2. Soit & un réel non nul. On pose dans cette question, pour tout n > 0, a,, =

a™.

a) Déterminer le domaine de définition des fonctions a et A.

b) Déterminer, suivant les valeurs de «, ’existence de lirf e T A(x).
T—>+00

+o0
c¢) Pour quelles valeurs de «, 'intégrale / e "a(x)dx converge-t-elle ?
0

Déterminer alors sa valeur.

3. On suppose dans cette question que la série ) a,, est convergente. On note
+oo

A= Z ag.
k=0

a) Soit (c¢,) une suite de réels tels que lim ¢, = 0. Montrer que
n—+o0o

i —z T "

Jim et (L ent) =0

b) En utilisant le reste de la série convergente »_ a,, montrer que
n

lim e ®A(z) existe et la calculer.
T—+00

Solution :

1. a) On a immédiatement :

+oo n +o0 | 2n x —z
_ _1\ndL_ _ =z _ Xz _ e +e
@) = 3 ("L =er Aw) = © A =
Ces deux fonctions sont définies pour tout x réel.
. - . . _1
b) Il est immédiat que mgrfooe Ax) = 5
+o0 +oo 1
c)Ona: / e Ta(z)dr = / e 2dr = ~.
0 0 2
+o0o n
2.a)Ona:a(z)= Y M:eo‘””.
n=0 n!

Cette fonction est définie pour tout z réel. De plus :

A = iakzl—an-’_l
s l-a

et :

+o0 n
A(gy): lia 20(1_05”+1)%: lia(ez_aeaz)
n= .
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Cette fonction est définie pour tout x réel.

b) On a :
- 1 -1
TA(z) = —2 (1 — qele—De
e~ A(x) = -1 (1~ ael@=D7)
et lim e ®A(x) existe si et seulement si a < 1. Sa valeur est alors
T—+00 1—a

+o0
¢) On a e %a(z) = el®=1% et I'intégrale / e “a(z)dzr converge si et
0

seulement si a < 1.
Dans ce cas, sa valeur est %
-«

3. a) Soit € > 0. Il existe N tel que sin > N, alors |¢,| < e. Ecrivons

n

+oo n N n “+o0o
e_’”(chm—l):e_“(chm—,)+e_m( > i)
n=0 n: n=0 n:

"l
n=N+1 .
On a: . N
o0 o0
e (X cnm—T) <ee ®( X m—T:) <e
n=N+1 n: n=N-+1 n:
et

N "
. —z "y _
IETOO ¢ ( ngo Cn n' ) 0

puisque le second terme de ce produit est un polynéme.
b) On écrit A, = A — R,, avec lim R, = 0. On a alors :

T—+00
+oo n
e A(z) = e~" [Ae”” -3 Rnx—']
n=0 n.
et, par la question précédente :
o0
lim e A(z)=A= ) ap.

T —r—+00 n—~0
Exercice 1.11.
Soient A = (0,1), B = (-1,1), C = (—-1,—-1), D = (0, —1) quatre points du
plan muni d’un repére orthonormé (O, 7", 7).

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = —22° — 22 — y? + 5.

1. Montrer que la restriction de f au rectangle ABCD (notée encore f) est
bornée.

2. Déterminer le maximum et le minimum de f sur le rectangle ABCD.

Solution :

1. La fonction f est continue sur le fermé borné ABCD. Elle y est donc
bornée et atteint ses bornes.
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2. Soit (z,y) un point ol f admet un extremum. Si (x,y) appartient a
(Pouvert) l'intérieur du rectangle, f admet des dérivées partielles d’ordre
len (z,y) , et (z,y) est un point critique de f. Il vérifie donc :

of P S S of — oy —

Il existe deux solutions : O = (0,0), E = (—1/3,0), mais seul le second
appartient & l'intérieur du rectangle.

En ce second point, on a avec les notations de Monge : r =2, s =0, t = —2,
s> —rt =4 > 0. Il s’agit d’un point col.

Les extremums de f se trouvent donc a la frontiere de ABCD.

e Sur [AB],y = 1,z € [-1,0], f(z,y) = —223 — 22 + 4. Une étude de
cette fonction sur lintervalle [—1,0] montre que son maximum est atteint
en z = —1 et vaut 5, et que son minimum est atteint en z = —1/3 et vaut
107/27.

e Sur [BC|, z = -1,y € [-1,1], f(x,y) = 6 — y>. Une étude de cette
fonction sur lintervalle [—1, 0] montre que son maximum est atteint en z = 0
et vaut 6, et que son minimum est atteint en z =1 et z = —1 et vaut 5.

e Sur [AD],z =0,y € [-1,1], f(z,y) = 5—y>. Une étude de cette fonction
sur 'intervalle [—1, 1] montre que son maximum est atteint en y = 0 et vaut
5, et que son minimum est atteint en y =1 et y = —1 et vaut 4.

En conclusion, le maximum de f vaut 6 et est atteint en (—1,0) et le minimum
de f vaut 107/27 et est atteint en (—1/3,1) et (—=1/3,—1).

Exercice 1.12.

1. Soit la suite (u,)n>o définie par ug = e — 1 et pour tout n > 1,
Uy = —1+nuy_q.
Quelles sont les limites possibles de cette suite ?

1
2. Pour tout entier naturel n, on pose I, = / e "% dz.
0

a) Déterminer la limite de la suite (I,,) lorsque n tend vers l'infini.

b) Etablir une relation de récurrence entre I,, et I,_1.

c) En déduire la limite de la suite (u,) puis que :

n
I, =nlle— Y %)
k=0
3. Soit a un nombre réel et soit (v,)n>o la suite définie par vg = a —1 et pour
tout n > 1, v, = —14+nv,_1.
Montrer que si a # e, la suite (v,,) est divergente.
4. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :
Unp+2 1 + 1

n+2)(n+1) n+1 (n+2)(n+1)

Unp =
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En déduire que u,, est équivalent a % lorsque n tend vers 'infini.

5. Pourquoi la plupart des calculatrices sur lesquelles on programme la suite
(up,) vous inciteront a une mauvaise conclusion sur la limite de cette suite 7

Solution :
1. Supposons que lim u, =f¢€ R.
n—-+o00

Si on avait ¢0, alors m.u, 1 serait de limite infinie et la relation w, =
—1 + nup,_1 conduit & une contradiction. La seule limite réelle possible est
donc 0 (mais a priori rien ne dit que la suite converge et on ne peut exclure
que la suite soit de limite infinie).

1 1
/ 2dx < I, < e/ z"dx
0 0

2. a) On peut écrire :

Donc : o _1'_ 1 <I, < o _?_ 1 ce qui entraine que :
lim I, =0.
n—oo

b) Une intégration par parties donne facilement
I,=-1+nl,_;.

1
c) * Comme [y = / el ~%dx = e — 1, les suites (I,,) et (u,) vérifient la méme
0

relation de récurrence a un cran et ont méme terme initial, donc concident.
En particulier :

lim u, =0.
n— 00

* La relation I,, = —1 + nl,_1 donne, en divisant par n! :

I, -1 I, 1

nl nl o (n—1)
En sommant ces relations & partir de n = 1, et avec Iy = e — 1, il vient :

n
I, =nlle— % %)
k=0

3. Posons pour tout n > 0,w, = u, — v,. Alors wg = e — a, et pour tout
n > 1w, =nw,—_1.
Ainsi pour tout n > 0,w, = nlwy. Cette derniére suite ne converge que si
Wo = 0.
La suite (u,) étant convergente, la suite (v,) converge si et seulement si
Vo = Up-

4. Les relations :
{ Untz = —14+ N+ 2)unp
Upnt1 = —14+m+Du,
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donnent :

Upto = —n—3+(n+2)(n+1uy,
soit :

w = Up42 n+3
" m+2)(n+1)  (n+2)(n+1)
Up, 1 1
= +2 + +
(n+2)(n+1) n+1 (n+2)(n+1)
n 1

Comme nEIJIrloo u, = 0, pour n assez grand |u,| < 1et %‘ < 3

4 4 1 :
Le terme prépondérant est donc . et :
1

Up ~

~ 1

n+l n

5. La valeur de e contenue en mémoire des calculatrices numériques est une
valeur approchée de la valeur exacte de e (car une calculatrice ne reconnait
que des nombres décimaux, ou parfois aussi des nombres rationnels). Ainsi,
la suite (u,,) programmeée sur une telle calculatrice est en fait une suite (v,,)
qui divergera vers l'infini.

Exercice 1.13.

On considere deux nombres réels strictement positifs ug et vg. On définit par
récurrence les suites (un)n>0 €t (vn)n>0 en posant pour n >0 :

Unt1 :%[u,ﬁ-vn]
1 _1{1 1]

=5 |7 4+ L
Un+1 Un Un

1. Soient a et b deux réels strictement positifs, montrer que l’on a :
a+b 2
2 > 1
T3

Q=

Dans quel cas a-t-on I’égalité ?

2. On se propose de montrer que les suites (un)n>1 €t (vy)n>1 sont adjacentes.

a) Montrer par récurrence que v, < u, pour tout entier n > 1.

b) Prouver que la suite (un)n>1 est décroissante et que la suite (v,)n>1 est
croissante.

c¢) Terminer en montrant que lim (u, —v,) =0.
n——+oo

3. Déterminer la limite commune des suites (u,)n>0 €t (Vn)n>0-

Solution :
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est équivalente & (a — b)? > 0,

b
1. Apres réduction, 'inégalité a—2k > 5 n
a

S

ce qui semble raisonnable !
De plus on a égalité dans cette inégalité si et seulement si a = b.

2. a) On voit par une récurrence immédiate que u, et v, sont deux réels
positifs, pour tout n > 1. On applique I'inégalité de la question précédente
et il vient :

Upt1 = %(Un +up) > T, 1~ U

Un Un

b) Comme v, < uy, il vient :

(Un + Up) = Upn

D[

Upt1 = %(un +v,) <
Ainsi la suite (uy,)y est décroissante.
Pour tout n > 1, on a également :
1 _ 171, 1 171, 1)_1
Upt1 2 [un +vn] S 2 [vn +vn] T up
Ainsi la suite (vy,), est croissante.

c) Les relations de récurrence impliquent que :
2

_ _1 _ 2upv, (U — vp) Up — Un
0 < Ungt — Vny1 = 2 [Ufn + Un] w, + v, Q(Un T 'Un) < 2
Ainsi, pour tout n > 1 et par récurrence :

Uy — U1
0< Uy —vp < on—1

et par conséquent lim (u, —v,) = 0.
n——+00
Ceci acheve de prouver que les suites (uy)n €t (v,)n sont adjacentes.

3. Soit /£ la limite commune de ces deux suites. On remarque que :
2u,Up
Up, + Up,
Par passage a la limite, il vient ¢? = ugvg et par positivité :

(= 4/ UpVo -

Un+1 = — Up4+1Un+4l = UpUp = -+ = UV0-

Exercice 1.14.

On désignera par R} l’ensemble des réels strictement positifs.

1. On considere la fonction f définie sur R} par

~ | =

£ =t —In(t) -
a) Etudier les branches infinies de f.
b) Faire une étude des variations, de la convexité de f et donner une
représentation graphique de f.
c¢) Résoudre ’équation f(t) = 0.
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2. On considere la fonction g définie sur (]Ri)2 par
g(z,y) =zlny —ylnzx
a) Montrer que g est de classe C*.
b) Calculer les dérivées partielles du premier et du second ordre de g.

c) Etudier Pexistence d’extremums locaux ou globaux de g.

Solution :
1. a) Par les théoremes de comparaison, il vient 1im+ ft) = —oc.
t—0
Ainsi la droite d’équation ¢t = 0 est asymptote a la courbe représentant f au
voisinage de 07.
De plus
lim f(t) = +o lim £ — 1 lim f(t) =t = —o0
t—+00 ’ ’

t—doo t t—+oo
Lorsque t tend vers +oo, on a une direction asymptotique d’équation y =t

et la courbe représentative présente une branche parabolique oblique.

b) La fonction f est de classe C* sur RT* et un calcul élémentaire donne,
pour tout ¢t > 0 :

2 — p—
F(t) = t tg +1 >0, F(t) = tt3 2
11 en découle que la fonction f est strictement croissante sur RT*, admet un
point d’inflexion en ¢t = 2, est concave sur 'intervalle ]0,2] et convexe sur

Pintervalle [2, +o00].
c) Puisque f est strictement croissante sur R™* et comme
tl_lglJr f(t) = _Oo,t—liinoof(t) = +OO,
par le théoreme de la bijection, il existe une seule valeur de ¢ > 0 pour laquelle
f(t) = 0; cette valeur est t = 1.
2. a) La fonction g est de classe C? sur (]Rj_)z, en utilisant les théoremes du
cours sur les sommes et produits de fonctions deux fois dérivables.

b) Un calcul élémentaire donne :

9y —lny_ Y 99 —z_
or ) =y -2, 5 (@y)=y -z
et
PGy = L 9%g _1_1 P9, .- _x
85[72 (1‘,y) - .’1,'2’ 61’6y(m’y) - Yy T ayQ( >y) yQ
c¢) Les points critiques sont donnés par %(m,y) = g—z(x,y) =0, soit

I
Y= Iz
Inz —In(lnzx) — ﬁ =0
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Par la premiere question, le seul point critique est le point (e,e). D’autre
part, avec les notations de G. Monge, en ce point :

r:l,s:O,t:—l,d’oﬁsz—rt>0.
e e

Le point (e,e) n’est donc pas un extremum local. Donc ce n’est pas non plus
un extremum global.

Exercice 1.15.

On considere la fonction p: R — R définie par la relation p(z) =

w/2
/ e ? sint dt.
0

1. En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, quel que soit

2
u€eR |e¥—1—u|< %e'“‘.
2. En déduire que, pour tout (z,h) € R? :
w/2 )
lo(x + h) — o(x) +h/ e *sintgintdt| < %hze"”(p(a:).
0

3. En déduire que ¢ est dérivable sur R et que, quel que soit € R :
w/2
o' (z) = —/ e “sintgintdt.
Indiquer sans démonstration pourquoi ¢ est deux fois dérivable sur R et
préciser sa dérivée seconde.

4. Montrer que, pour tout z € R, ¢'(z) < 0 et ¢"(x) > 0.

5. Etudier la variation de 2 — 2 — (z) et montrer qu’il existe un et un seul
réel z tel que p(z) = .
On note « ce réel. Montrer que 0 < a < 1. On justifiera (et utilisera) que,

pour tout t € [0,7/2], sint > %t. On admettra que %(1 —e 1) <0,993.

On considére maintenant une suite réelle (u,)nen vérifiant, pour tout n € N,
Upt1 = @(Un).

6. Montrer que, pour tout z € R, ¢(z) > 0 et ¢(p(z)) < %

(Par conséquent, 0 < uy < %)

Montrer aussi que, pour tout z € ]0, +o00[, —1 < ¢'(z) < 0.

7. Que peut-on dire de la suite (up,)nen si us = a?

8. On suppose que us < a. Montrer que us < a < uz et plus généralement
que, pour tout n € N*, us, < @ < Uzp41.

Montrer que la suite (u2,)nen+ croit et que la suite (ugp41)nen+ décroit.
Montrer que, pour tout = € [us, usl, |¢'(z)| < |¢'(u2)| < 1. En déduire que
la suite (u,)nen converge vers a.



Analyse 29

9. Que peut-on dire de la suite (ty)nen Sl u2 > a?

Solution :

1. L’inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, appliquée a la fonction expo-
nentielle sur le segment [0, u] donne :
2
le* — 1 —u| < %sup|exp
[0,u]

Siu>0,sup|exp’| =e% siu<0,sup|exp”| =e’ =1, et dans les deux
[0,u] [0,u]

II|

. u2
cas on a bien : e* —1 —u| < Te“”.
2. En placant tout sous la méme intégrale :
w/2 )
A(h) = |p(z + h) —o(z) + h/ e esintgint di|
w/2 ) ) 0
— | efzsmt(efhsmt —1= hsint) dt|
w/2 ) )
S/ efzs1nt|efhsmt_l_hsint|dt
0

/2 a2 , 2 |n| (T2 2 |h
/ efzsmth Sén te\h|s1ntdt < h ;l ‘/ e—xsint gy < h e| ‘(P(l’)
0 0

IN

2
3. Soit z € Ret h € R*, on a donc :

_ w2
‘@(1’+h})l ‘10(1') _/ _efzsmtsintdt‘ < %|h|e‘h|<p(a:)
0
Par encadrement, on en déduit que ¢ est dérivable au point x, avec :

w/2 )
o'(z) = —/ e Tsintgintdt
0
Le méme type de calcul montre que ¢ est deux fois dérivable sur R, avec :
w/2
o"(z) = / e @sintgin? t dt
0
4. Le théoreme de positivité de ’'intégrale montre que :
VzeR ¢'(x) <0et ¢'(z) >0.

5. La fonction § : £ — x — () est strictement croissante sur R ; elle s’annule
donc en au plus un réel.

0(0) = —p(0) =—-7/2<0

() =1—-p(1)>0
En effet, par concavité de la fonction sinus sur [0,7/2], on a sint > %t et
donc

/2 . w/2
()0(1) = / e—SItht g / e—2t/ﬂ'dt — %(1 _ e_l) <1
0 0
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De tout ceci, il résulte qu’il existe un unique « tel que ¢p(a) = a et a €10, 1].

6. La fonction ¢t — e~? %"t &tant continue, positive et non identiquement nulle
sur le segment d’intégration [0, 7/2], on a p(x) > 0. Comme ¢ est strictement
décroissante :

Va € R p(p(e)) < p(0) =T

Soit z > 0, on sait déja que ¢'(z) < 0. Comme ¢’ est strictement croissante :
Va>0,¢(z)>¢(0)=-1
7. Sius = a, (up)nen est stationnaire & partir du rang 2. On peut méme dire

que cette suite est constante, puisque ¢ étant injective I’équation ¢(x) = «
n’admet que la solution a et donc u; = a et ug = a.

8. x Comme ¢ décroit strictement : p(u2) > ¢(«), soit ug > «, et par une
récurrence simple :

Vn € N uy, < a < uspi

* Soit n € N*. Par le théoreme des accroissements finis, on a :

Je € fo,un] CRY, o(un) — (@) = ¢'(c) (un — @)
Il s’ensuit que |up+1 — @] < |u, — al.
La suite de terme général |u,, — a| est strictement décroissante et :

Vn e N a—usio < a— uUsy, 80it Uz, < Uspta.
On conclut que la suite (ugn)nen« croit (strictement) et comme ¢ est
décroissante, la suite (u2pn41)nens décroit (strictement).
* Pour tout & € [ua,us], ' (u2) < ¢'(z) < 0 et ' ()] < |¢' (u2)] < 1. Pour
tout n > 2, on a donc : |upt1 — of < @' (u2)]-|un — .
Ainsi Vn > 2, |u, — af < |9 (u2)|" 2|us — a| et donc :

la suite (u,)nen converge vers a

9. Si us > a, alors 0 < u; < « et il suffit de permuter les roles des indices
pairs et des indices impairs.

Exercice 1.16.

’ n
1. Etudier la convergence de la suite de terme général p,, = [] (1 + 2%)
k=0

2. Soit (ug)ken+ une suite a termes positifs telle que

2n 1 n
(VHEN*) Z ukgﬁzuk
k=n+1 k=1
Montrer que la série de terme général uj, converge.
2P
[On pourra chercher & majorer o, = > g, pour p > 1]
k=1

Solution :
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1. Etudions la suite (In(pn)), - On a:

In(p,) = kéo In(1+ 2%)

1 1
Or v, =In(1+ 2—k) est positif et vy, ~ 70 qui est le terme général d’une série
géométrique convergente. Ainsi la série de terme général vy est convergente
et si on note ¢ sa somme, la suite (p,,)nen est convergente de limite ef.

2. On remarque que pour tout p > 1

2P or—1 2P 1 or—1
ap:Zuk:Zuk—l— E uk<(1+ﬁ)2uk
k=1 k=1 k=2r—141 2 k=1

soit : o < (14 %)Up_l.

P p—1
Par récurrence, il vient donc : o}, < 0y k]:[l (1+ #) =uy k]:[0 (1+ 2%)
La suite (pn)nen de la premiére question étant convergente, la suite (0;)pen-
est majorée par une constante M (que 1’on peut prendre égale & u;ef, puisque

la suite (p,,) est croissante).

Or, pour tout n € N, il existe p, € N tel que n < 2P ; donc pour tout n € N :
n
Sn: Zukgapn <M
k=1

La série ) u,, étant a terme positifs et ses sommes partielles étant majorées,
cela signifie qu’elle converge.

Exercice 1.17.

Soit f lapplication définie par : f(z) = exp(—Az?) avec A € R et A > %.

1. Montrer que ’équation f(z) = x admet une unique solution £ sur R et que
¢ vérifie : —L < £ < 1.

V2X

2. On définit la suite (up)nen par: ug =0et Vn € N, upq1 = fluy).
Montrer que les suites extraites (usy) et (u2,41) sont monotones et conver-
gentes.

3. a) On pose g = f o f. Montrer que ’équation g(x) = = ne peut admettre
de solution que sur |0, 1[. Vérifier que g(¢) = ¢.

b) Montrer que ’équation g(z) = = admet trois solutions sur |0,1[ : a,b et
£. Vérifier que / est strictement compris entre a et b.

c¢) Déterminer les limites des suites (ua,) et de (uapt1)-

Solution :
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1. f est & valeurs strictement positives, donc ’équation f(x) = x n’a pas de
solution sur R™.

En revanche ¢ : z — f(z) — = est strictement décroissante sur R", avec
p(0) =1,

1 \_ —1/2 1 — A
——)=e ———=—>0etp(l)=e"=-1<0
o m) NG p(1)
1

Ainsi ¢ s’annule en un point £ et un seul et —— < £ < 1.
4 V2

2. Comme f([0,1]) C [0, 1], la suite (u,) est & valeurs dans [0, 1].

La fonction f étant décroissante, la fonction f o f est croissante sur [0, 1]
et les suites (u2n) et (uan+1) sont monotones de sens contraires (le signe
de w42 — u, est le signe contraire de celui de w41 — u,—1, donc celui de
Up — Up—2). Comme uz > 0 = ug on peut méme dire que (uz,) est croissante
et (uan+1) est décroissante. De plus ces deux suites sont bornées et sont donc
convergentes.

3.a) Déja: f(0) =0 = g(0) = f(f(0) = L.
D’autre part, Vz € R, f(z) €]0,1], donc a fortiori g(z) €]0,1] et ’équation
g(x) = z ne peut admettre des solutions que dans l'intervalle ]0,1] et on
vérifie aisément que g(1)1.

b) g(z) =2 < —A[f(z)]? =Inz < In X — 2)2? = In(—Inz)
Soit h : & + In(—Inz) + 2Xz? — In ), pour 0 < z < 1. La fonction h est
dérivable et : I(z) = —L— (1 + 4\2® Inx).
Posons k : © — 1+ 4\z?lnz, on a k' (r) = 4 \x(2lnz + 1) et comme

k(ﬁ) <0:

z |0 a 1/ve B 1
K(x)| - - 0 + +

E(z) [1 N 0\ S0 701

Ce qui donne :

T 0 a Q@ l B8 b 1
b (z) - -0 + 0- -
h(z) |400 Ny 0N, 20 2 N0\ —©
(Comme h(f) = 0 et h croissante sur [o,f], on a h(a) < 0 et I’équation

h(z) = 0 a une solution entre 0 et «; méme raisonnement entre £ et 5 ...).
Comme g(x) = x <= h(z) = 0, la question est achevée :

Péquation g(z) = x admet trois solutions : a, £, b.

¢) On a up = 0 < a. Par croissance stricte de g = f o f, on a donc :
us = g(ug) < g(a) = a, puis par récurrence Vn,us, < a et lim us, < a.
n—oo
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La suite (u2,) converge vers un point fixe de g (car g est continue), donc
nécessairement vers a.

Alors uspnt1 = f(uan) = f(a) > £, et comme (us,11) converge aussi vers

un point fixe de g, elle converge vers b.

Exercice 1.18.

Soit f : R — R une fonction non identiquement nulle, continue et périodique
de période T' > 0. On note :

T T
(VzeR,) F(m):/o Fdt et M:%/O F(t) dt

1. Etudier la convergence de la série de terme général

(k+1)T | £y
wp = / @ it (k>1)
kT
2. On suppose M # 0.
a) Montrer que F'(z) o Mz.
400

o )
b) L’intégrale I = / — dt est-elle convergente ?

T
3. On suppose M = 0.

+0o0
Montrer que l'intégrale I = / fi ) dt est convergente mais non absolu-
T

ment convergente.

Solution :

1. Par le changement de variable t = kT + u :
O
Uk = /0 u+de“/ k:—+-1 |f )| du

T
Comme / |f(u)|du > 0, la régle de Riemann donne la divergence de la
0

n
série de terme général positif uy. Ainsi lim E ur = +00 et par la regle de

o L )] f( )
comparaison série-intégrale, 'intégrale /
T
2. a) Soit x > 0, posons p, = |z/T| et y = & — p,T. Par découpage et
périodicité :

w—1 pk+1)T p=T+y peT+y

k=0 J kT 21 21

peT+y (p=+1)T T
oua:| [ iwar < [T i@ = [s@laneip. ~ £
0

2T =T —+400)

| dt est divergente.
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Le terme résiduel est borné, donc négligeable devant le premier terme et :

Flz) ~ p,ITM ~ zM
(z—+00) (z—400)

b) En intégrant par parties :

/f ar = £E) (T)+/X%dt

X T T
On a ng-loo T = M et % (t_:;_oo) % La regle de Riemann prouve
+o00 +o0
que 'intégrale / &;) dt est divergente et f g ) dt aussi.
T T

3. Le calcul fait au début de la question 2. montre que dans le cas M = 0, la
fonction F' est bornée. En reprenant 'intégration par parties faite en 2. b),

—+o0
la regle de Riemann prouve que l'intégrale / () dt est convergente et
T
—+o0 400
fg ) dt aussi( et on a vu en 1. que / @ dt n’est pas absolument
T T
convergente).

Exercice 1.19.

Pour a et 3 réels, on considere I'intégrale
1
I(a,B) = / (—Int)*(1 —t)? dt
0
1. Déterminer et représenter le domaine de définition D de I :
D= {(a,ﬂ) eER?, I(a, B) converge}

2. a) Montrer que, pour (a,3) € D,

+0o0
I(a,8) = / % %(1—e )0 dx
0
b) Calculer I(n,0) pour n € N.
3. a) Montrer que, pour n € N et (a,0) € D, on a :

I =T 1 Dk ——n
(Oé,’fl) (Oé+ )kz::o( ) (k+1)a+1
b) En déduire un équivalent de I(a,n) lorsque o — 400, a n fixé.

c¢) Déterminer lim I(«, n) lorsque oo — 400, a n fixé.

Solution :

1. Soit fa,5:t+ (—Int)*(1 —¢)%. La fonction f, g est continue et positive
sur 10, 1.
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x On a: fup(t) isd (—Int)® = o(t~'/?) et par la régle de Riemann
1/2

I'intégrale fa,5(t) dt est convergente.

0
*Ona: f, (%) &) (1—1)*+P (car Int &) t—1) et par la régle de Riemann
1- 1-

1
I'intégrale / fa,p(t) dt est convergente si et seulement si o + 3 > —1.
1/2

Ainsi I(«, B) existe si et seulement si a + 3 > —1.

2. a) Par le changement de variable ¢t = e~*, il vient, pour a + 8 > —1:

+o0
(o, 8) = / st (1 — e=*)0 dy
0
+o0
b) En particulier, pour n € N : I(n,0) = / "¢ *dr =T(n+1) =nl
0

3. a) Si (a,0) € D, alors Vn € N, (a,n) € D et toutes les intégrales écrites
étant convergentes :

Foo n n +0o0
I(a,n) :/ r%e " Z lel(—l)kefk”” dr = Z C’T»“l(_l)k/ 1%~ (k+1)z 1.
0 k=0 k=0 0

n +o0
= kgﬂ Cﬁ(_l)km/o u®e~%du [on a posé u = (k+ 1)z ]

Soit, : .
I(a,n) =T(a+1) S Ch(-1)F—L
(Oé TL) (Oé )kgo n( ) (k+1)a+1
b) Si n est fixé, lorsque a tend vers l'infini, tous les termes de la somme
ont pour limite 0, sauf celui pour & = 0 qui vaut 1, donc :

I(a, ~ T(a+1
(um)  ~  Tla+1)

+o0 +oo
c) Or : T'(a+1) > / z%e dr > 2“/ e *dr — 400, dou
2 2

a——+oo
toujours pour n fixé :

lim I(a,n) =+o0
a—+00

Exercice 1.20.

Soit D = {(z,y) € R?,—1 <z <y < 1} et f la fonction définie sur D par
flz,y) = (y — 2)* + bxy

1. La fonction f admet-elle des extremums ?

2. Déterminer les points critiques de f. Déterminer les extremums de f.

Solution :
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1. La fonction f est continue sur le fermé borné D, donc est bornée et atteint
sa borne supérieure et sa borne inférieure.

2. La fonction f est polynomiale, donc est de classe C! et :

of — . of _
5Ty =2 +4y ay(:v,y)—4w+2y
Ainsi le seul point critique de f est (0,0). Or f(z,z) = 62% et f(—z,z) =
—222, alors que £(0,0) = 0. Il n’y a donc pas d’extremum en ce point.

Les extremums de f sur D sont donc atteints en des points de la frontiere de
D.Or:
*x Pour z = —1, f(—1,y) = y?> —4y +1 = (y — 2)? — 3 est maximal pour

y = —1 de maximum 6 et minimum pour y = 1 de minimum —2.
x Poury = 1, f(z,1) = 22 + 4z + 1 = (z + 2)? — 3, qui est maximal pour
z =1, de maximum 6 et minimum pour z = —1, de minimum —2.

x Pour y = z, f(x,z) = 622, maximal en 1, de maximum 6 et minimal en 0,
de minimum 0.

Finalement f est minimale au point (—1,1), de minimum —2 et maximale
aux points (—1,—1) et (1,1) de maximum 6.

Remarque : on pouvait noter que f(z,y) = f(y, ) et ne faire ’étude que sur
la moitié de la frontiere.

Exercice 1.21.

1. Soit a un réel appartenant & l'intervalle [0, 1].

a
t"e! e
a) Montrer que pour tout n € N, 0 < /0 D dt < |

a

t
b) En déduire que lim € _dt=e—1
n—+oo [ 1+t

2. Soit n € N un entier fixé. On note F,, Papplication de [0, +oo[ dans lui-
x
t
méme définie par F,(x) = € __dt
a) Montrer que F,, est une bijection. On note z,, sa bijection réciproque;
ainsi, pour tout réel y positif ou nul, z,(y) est 'unique réel positif ou nul tel

zn (y) et
ue dt = y.
d /0 14+t" Y

b) Préciser le sens de variation de la fonction z,, : y — x,(y) ainsi que sa
limite en +oo0.

c¢) Montrer que z,, est de classe C!.
3. Dans cette question y est fixé tel que y <e — 1.

a) Démontrer qu’il existe un rang N € N tel que pour tout entier n > N,
zn(y) < L.
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za(y) Tnt1(y) ¢
b) Pourn > N, comparer les trois réels/ € __at, / e dt
0 0

1+ ¢" 14 ¢!
Tnp1(y)
et / € dt.
0 14t"

En déduire les variations de la suite (x,(y)) pour n > N et la convergence
de la suite (2, (y))nen- On note £ sa limite.

zn(y) t
c) Démontrer, pour n > N, 'inégalité ‘/ 1 f_ o dt| <elz,(y) — ¢
¢
¢
ot
n

En déduire ’expression de lim dt en fonction de y puis ’expression

n—+o0o 0
de ¢ en fonction de y.

Solution :

n .t
1. a) Pour ¢t € [0, a], 1t+etn < the® < the, d’olt en intégrant :

a
t"e! ae e
0</0 1+t"dt<n+1<n+1

¢ el - ‘et ¢ et »
b)e*—1— —dt = [ e'dt— —dt = —dt, d’ou, par
0 1+t 0 0 ].+t 0 1+t

Pencadrement vu en a) :

a t
lim/ endt:ea—l
n—>0001—|—t

t
2. a) F), est la primitive nulle en 0 de I’application - —& ot continue sur
T
R*, donc F,, est dérivable de dérivée F! (z) = l-i — qui est strictement
x

positive sur Rt. Ainsi F}, réalise une bijection strictement croissante de RT
vers [0, lim F,[.
—+o0

+oo t
L’intégrale / € __ dt est trivialement divergente, donc lim F}, = +00 et
0 1+t" +oo

F,, réalise une bijection de Rt sur Rt.

b) La bijection réciproque z,, est donc également strictement croissante,
de limite 400 en +00.

c) z, est de classe C', en tant que bijection réciproque d'une bijection de
classe C', dont la dérivée ne s’annule pas.

zn(y) t 1 t
3.a)/ = dt:y—/ € _dt — y—e+1<0.
1 0

14+t" 14+t"  nooco

zn (y) t
A partir d’un certain rang N, on a donc / . _‘i = dt < 0, ce qui, compte
1
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tenu de la positivité de la fonction intégrée, impose x,(y) < 1 & partir de ce
méme rang.

t ¢
b) P > N,onaVte o, clo1], — < —¢ __ dou:
) Pour n on a [0, zn+41(y)] C [0,1] T4 ST @0

Tnt1(y) Znt1(y) ¢ zn(y) 4
/ endtg/ einﬂdt:y:/ € dt
0 1+t 0 1+t o 1+t

et comme la fonction intégrée, dans les termes extrémes, est positive on en
déduit zp+1(y) < zn(y)-

La suite (z,,(y))n est décroissante a partir d’'un certain rang et minorée par
0, donc est convergente vers £ € [0, 1].

t
¢)Pourn > N,onal < x,(y) < 1et pourtout t € [(,z,(y)],0 < —&— <

14+t"
e, d’ou pour n > N :
zn(y) o zn (y)
0< dt < edt =e(x —/
<[ Emaes (ony) ~ 0
zn(y) t
et, par encadrement : lim € _dt=0.
n—oo [, 1+t
¢ et zn(y) et zn(y) et Tn(y) et
Or dt = dt — dt =y — dt
/01+t" /0 1+" /K 1yen Y /Z 1+t
LI’
donc lim € __ dt = y et d’apres la premieére question, cette limite vaut

n—oo J, 14+ ¢t"

également e’ — 1, donc y = ef — 1, soit £ = In(y + 1).

Exercice 1.22.
Pour n entier naturel non nul, on définit I’application f,, de RT dans R par :

B 1
Ve eR fal0) = o DTy @)

1. Déterminer I’ensemble A des entiers naturels pour lesquels l'intégrale

+oo
impropre / fn(z) dz est convergente. Lorsque n appartient & A, on pose
0

I, = /0+00 fo(z)dx

fa(z)’

majorée par la suite de terme général E, pour une valeur convenable de B.
n!

2. a) A laide d’'un encadrement de montrer que la suite (I,,) est

b) Préciser la nature de la série de terme général I,,.
n
3. Pour n € N*, on pose H, = ) 1.

k=1 k

a) Montrer qu’au voisinage de 400, H,, ~ lnn.
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!
b) Calculer In(2) pour x € RT, puis, encadrer & aide de termes de la

suite (Hg)ren+ la quantité _fn(a:) pour z élément de [0, 1].
" 1
s , . 1
c¢) En déduire qu’au voisinage de +o0, /0 fn(z)da Tinn

1

4. Montrer que pour nn € A, / fn(x)dx = nl,11 et en déduire un équivalent
0

simple de I,,.

Solution :

1. L’application f, est continue sur RT, & valeurs positives et équivalente en
+00 a ln Donc A={neN,n>1}={neN,n>2}
x

2.a) Sin > 2, on a pour tout > 0 :
0« @ _ L <2
= falz)  (x+3)(x+4)...(x+n) T nl
d’ot1, en multipliant par fo(z) qui est strictement positif et en intégrant :
21
0 < In < TL_'2
1
n!
majoration, la convergence de la série de terme général I,,.

b) La série de terme général étant convergente, on en déduit, par

k+1
Aor; 1 w1 da -1
3.a)Pardecr01ssancedetr—>t,onapourkEN,k+1</ n Sk

et par sommation, en mettant a part le terme d’indice 1 dans la somme de

droite :
1

Inn +In(1 + -

D’ou H,, ~ Inn.

y=In(n+1)<H,<1l+1lnn

! n
b) Pour z > 0, ;Z—EB = %[lnf(a:)] = ) w—}-k Ainsi pour z € [0,1] :
Hyp—1= <-4 = < + =H,
i kgl 1+k fn() kglx—'_k kgl k

c) Les termes étant tous positifs, on déduit de ’encadrement précédent :
!

Vne N, Vz e [0,1],%@) < falz) < H_frll(m)l
n n+1l —

d’ou, en intégrant, compte tenu du fait que :

/0 — folx)dr = fn(0) = fo(1) = (n—tl)!

CESYIZA /0 fn@ e < )
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Finalement, d’apres a) :

/Olfn(a:)dxw ( I ~—1

n+1)!nn  nllnn

1 +oo +o00
4/&umM= fo@de— | fule)da
0 0

1
Or, par le changement de variable z +1 =1 :

+00 +oo
_ 1
: fn(w)dx—/o (12043, GrntD ™

Donc :

1 B +00 1 _ 1 -
/Ofn(m)dx_/o ((x+1)(m+n) (w+2)...(w+n+1))d

+o0
A (x+1)...(x+n+1) o
On en déduit I, 11 ~ m
I, ~ L ~
" nlln(n—-1) nllnn

et donc :

Exercice 1.23.

Dans cet exercice E désigne ’espace vectoriel réel des applications continues
de [0,1] dans R et Iy désigne 'application identité de E dans lui-méme.

Si f € E, on note u(f) la primitive de f sur [0,1] nulle en 0 et v(f)
Papplication de [0, 1] dans R définie par :

VmEWJLMﬁﬁﬂz/m¥4f®dt

0
1. Montrer que u et v définissent deux applications de E dans lui-méme.
2. a) Montrer que pour tout f € E, vou(f) =v(f) —u(f), puis que
uov(f) =v(f) —u(f).
b) Calculer les composées (Ig —u) o (Ig +v) et (Ig +v)o (Ig —u).
3. Soit g I'élément de E, affine sur les segments [0, %] et [%, 1], et tel que
9(0) = g(1)=0,9(3) = 1.
Montrer qu’il existe un unique élément f de E tel que, pour tout z appar-
tenant a [0, 1],
f@ - [ 10 dt=g(x)
0
et le déterminer.
4. On définit par récurrence u™, pour n € N, par :
W =IgetV¥neNut =uou®

a) Montrer que si f € F et n € N*, Vz € [0,1],
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(z — )"~

v = [ E= s ar

b) Montrer quesi f € E et z € [0,1], la série Y, u™(f)(z) est convergente

neN*
oo

et que : 3 u"(f)(z) = v(f)(2)-

n=1

Solution :

1.Si f € E, f est continue sur [0, 1]; elle y admet donc des primitives. Ainsi

u(f) existe et u(f) est de classe C! sur [0,1] et a fortiori appartient & E.

On remarque que si f € E, pour tout z € [0,1],v(f)(z) = ez/ e Lf(t)dt,
0

donc v(f) est également de classe C! sur [0,1], donc élément de E.

2. a) * En intégrant par parties, pour tout z € [0,1] :

vou(f)(z) = [~ e u(f)(®)], + /0 e? T f(t) dt = —u(f)(x) + v(f)(z)
Donc v o u(f) = v(f) — u(f).
* uov(f) a pour dérivée v(f) et :

[v(f) —u(N)]'(z) = e””/o e ! f(t)dt +ee " f(z) — f(z) = v(f) ()

Donc wowv(f) et v(f) —u(f) different d’une constante ; étant nulles en 0, elles
sont égales.

b) Ig—u)o(Ig+v) =Ig+v—u—uov=Ig et comme u et v commutent

(question a)), on a aussi (Ig +v) o (Ig —u) = Ig.

3. I —wu est bijective de bijection réciproque Ig + v. Il existe donc un unique
élément f de E tel que f —u(f) =g, quiest f =g+ v(g).

* Pour z € [0,1/2], f(z) = a:+/ e’ ttdt =e* — 1.
0

1/2 x
*xPourz € [1/2,1], f(z) = a:+/ e””*ttdt—k/ e t(1—t)dt = 1-26%7% 7.
0 1/2
4. Si f appartient & E, u"(f) est de classe C™ sur [0,1] et pour tout
k € [0,n], on a ((u”)(f))(k) = u" *(f); en particulier pour k € [0,n —
k
11, (@)()) ' (0) = 0.
La formule de Taylor avec reste intégral a ordre n — 1 sur le segment [0, z]
se réduit donc a :

u™(f)(x) = /OI%(un(f))(n)(t) dt = /;%ﬂt) dt

b) Soit f € E et z € [0, 1], alors pour tout n € N* :
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mmm—iwmmszﬂ—ﬁﬁiﬁ%mm

i i k!

k=1 k=0

Or, d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & la fonction exponen-
tielle, pour tout ¢t € [0, z] :

z—t _ = (:L’ — t)k

2.

=0 k!

n
| < |z — ] sup |e¥] < [C11 elel
’I’L' 0 T— t] ’I’L

I n |:L’ | |z
Dot : [o(f)() = 32 wh(£)(@) c V|M
Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers l’mﬁm, donc par encadrement :

o(f)(@) = 3 uk(f)(@)

k=1

le

Exercice 1.24.
Soit f la fonction de R? dans R définie par :
fmwzﬂﬁﬁwmi&ﬁgm

1. a) Montrer que f est continue sur R2.

b) Etudier 'existence des dérivées partielles de f.
2. On pose, pour z € R, h(z) = f(z,0) —

a) Etudier les variations de h.

b) En déduire que f n’admet pas d’extremum en (0,0).
3. Déterminer les points critiques de f.
4. a) Montrer que Vz > 0, f(z,y) > h(z) + 1.

b) En déduire que f admet en (%,0) un minimum local.

5.0n pose g(z) = f(z,1) — f(0,1).
a) Montrer que g(x) est du signe de x.

b) En déduire que f n’admet pas d’extremum local en (0,1).

Solution :

1. a) La fonction f est continue sur R?\{(0,0)} comme somme, produit,
composée de fonctions continues.
Posons u = (z,y) et ||u]|? = 2? + y?. Alors :
|z In(2® +y?)] < [Jull. In(]|ul|*)
z In(2%+y?)

Donc lim |w1n(w +y*)|=0et lim e
|- l|w||—0

est contlnue en (0,0).

=1, ce qui signifie que f
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b) On a
_ zln 22
f(l‘,()) f(0,0):e -1 Nlnm2:21n|.7:|
x xr 0
d’ou :
lim £@0) = f(0,0) _ _
z—0 T ’

ce qui signifie que f n’est pas dérivable par rapport & = en (0,0).

En revanche :
f(0,y) — f(0,0) =0 — ﬁ(o 0)=0
y oy’
Enfin, en tout point (z,y) # (0,0), f admet des dérivées partielles par rapport
axetyet:

of 2 2 22” 2 2\z
a5 =1

g9:(9:,1/) [In(* +9%) + 57051 +97)
oL @y = 2my(a® 4 ?)

2. a) 1l vient pour z0, h(z) = e*™*" — 1. Donc A'(z) = (Inz* + 2)e”n7"
Ainsi W/ (z) = 0 <= 2 = +e™', ce qui donne les variations de h :

r | —o0 —e ! 0 e ! +00

W (z) + 0 -] -0 +
W) | -1 2 NON 2 oo
b) D’apres la question précédente :
e siz €]0,1/e], alors f(z,0) — f(0,0) <0,
e siz €]-1/e 0], alors f(z,0) — f(0,0) > 0.
Donc f n’admet pas d’extremum local en (0,0).

3. On a vu que pour (z,y) # (0,0)
9 2 x
5%(9«31/) = [In(2® +¢?) + mfﬁ y2] (2 +y°)

ﬂ — 2 2\x—1

Les points critiques sont donnés par :

222
In(z? ) [ ———
n(z® +y )+562+y2
2zy =0

systéme qui admet 4 solutions : (0,1), (0,—-1),(1/e,0),(—1/e,0).
4. a) Pour tout (z,y) # (0,0) et >0, 0n a :
fla,y) = (@ +y°)* > 2° = f(2,0) = h(z) +1

b) Or on sait que h admet en 1/e un minimum local; donc f admet en
(1/e,0) un minimum local.
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2 2
5.a) Ona g(z) = (> + 1) — 1. Donc ¢'(z) = [In(z* + 1) + 2L] e? (@ +1)

z2+1
et /() st du signe do h(r) = In(e? + 1) + 2= Or
’ : N 2241 7
2 243
K (z) = CUQ—-T—IXi2 I . est du signe de x

Comme k(0) = 0, la fonction k est positive, donc la fonction ¢’ aussi et comme
g(0) = 0, g est négative sur R~ et positive sur RT, donc du signe de z.
Ainsi f(z,1) — f(0,1) est du signe de = et f n’admet pas d’extremum en
(0,1).

Exercice 1.25.

On note E ’espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R, et on
pose, pour tout élément f de E, ||f||coc = max_|f(?)|

t€o,1]
On définit la fonction K de [0,1]* dans R par :
2
B ogig>t
K(z,t) = g
’ f”T stz <t
r six=t

Pour f € E, on pose T'(f) : [0,1] = R,z — /IK(x,t)f(t) dt.
0

1. a) Calculer T'(£)(0).

b) Montrer que V f € E,Vz €]0,1],|T(f)(z)| < ||f||oo(:%2 —z%lnz).

c) Montrer que T est un endomorphisme de E.
d) T est-il surjectif ?

2. Montrer que T'(f) € C*(]0,1]).

3. Calculer T(f)(1) + [T (f)]'(D).

Solution :

1.a) On a K(0,t) =0 et donc T'(f)(0) = 0.
b) Par la relation de Chasles, pour z €10,1] :

T(f)(:n):/oxl((m,t)f(t)dt+/ Kz, t) f (1) dt
- %/Oztzf(t)dt—f-l&/l@dt (%)

x 1
Dot : [T(f)(z)] < ”f”°°/ t2dt+m2||f||oo/ L, crest-a-dire
0 T

x
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T < Ml (& — 2% n7)

c) La linéarité de T est évidente.
L’expression (x) montre que T'(f) est continue sur |0, 1] (intégrales d’une
fonction continue les bornes étant elles-mémes des fonctions continues), et la
majoration précédente prouve que l‘irglJr T(f)(z) =0=T(f)(0).
T

Donc T'(f) est continue sur [0, 1] et T est un endomorphisme de E.

d) On a vu que T(f)(0) = 0; T(f) ne peut donc pas étre la fonction
constante égale & 1 qui appartient a E. Ainsi T n’est pas surjectif.

2. La relation (x) montre que T'(f) est de classe C* sur ]0, 1], avec :

B
V2 €]0,1],[T(f) :——/ t2f(t)dt+ = a:2f +2m/ ft) dt — :Uf(;r)

vr 00T =~ [0 asae [ 10

Un calcul analogue a celui effectué dans la question 1. montre que :
Va €]0,1], [[T(f))' (2)] < Ifllo(§ — 221n2)
Ainsi lim+ [T(f)]'(z) = 0 et comme T(f) est continue en 0, le théoreme des
z—0

fonctions de classe C! montre que T'(f) est dérivable en 0 avec
[T(H)I'(0) = lim[T'(f)(z) =0
Donc T'(f) est de classe C* sur R.
1 1
3. T(f)(1) = / 2F(t)dt ot [T(H]'(1) = —/ £2 £(2) dt, donc -
0 0
T(HO)+[T(HI (1) =0.

Exercice 1.26.

On considere la fonction f de deux variables définie par :
fle,y) =zy/1—a> = 2y°

1. Déterminer ’ensemble D de définition de f.

2. Montrer que ’ensemble des solutions de l’équation f(z,y) = 0 est la
réunion de deux segments et d’une courbe C que 'on précisera.

3. Montrer que D est un fermé borné de R? et que D \ C est un ouvert de
R? (on pourra admettre cette question).

4. Etudier les extremums de f sur D.

(On pourra montrer que [ admet un minimum et un mazimum et qu’il
suffit de s’intéresser auz points de l'owvert Uy = {(z,y) € B2,z > 0,y >
0,22 +2y? < 1}.)
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Solution :
1. La fonction f est définie sur 'ensemble D = {(z,y) | 1 — 2? — 2y> > 0}

2. L’équation f(z,y) = 0 admet comme solutions tous les couples (z,y) € D
tels que :

z=0,ouy=0ouz’+2y>=1
Comme on sait également que 22 +2y> < 1, on obtient la réunion des segments
{(0,y) | =1/v2 <y < 1/V2}, {(z,0) | =1 < = < 1} et de la courbe C
d’équation z2 + 2y% = 1.
3. On vérifie aisément que 'application définie sur R? par

N : (z,y) = 2% +2y°

est une norme sur R?. Ainsi D est la boule unité fermée de (R?, N) : c’est
donc un fermé borné.

De méme U = D\ C = {(z,y) | N(z,y) < 1}. C’est la boule unité ouverte
du méme espace.

4. On a pour tout (z,y) € D, f(—=z,y) = f(z,—y) = —f(z,y) et donc
f(=z,—y) = f(z,y). On peut donc se contenter de faire I’étude avec z > 0,
y 2 0.

Par les théorémes du cours, on sait qu'’il existe au moins un couple (4, B) €
D? tel que pour tout (z,y) € D, f(A4) < f(z,y) < f(B).

On vérifie que (1/2,1/2) € U et que f(1/2,1/2) > 0; ainsi mgxf > 0 et par
ce qui précede, m[i)n f<o.

Les extremums de f ne sont donc pas nuls et sont atteints en des points de
I'ouvert U et sont nécessairement des extremums locaux.

Par symétrie et compte tenu des résultats précédents, il suffit de chercher ces
extrémums locaux sur 'ouvert Uy = {(z,y) € R? |2 > 0,y > 0,2°+2y> < 1}.

Pour tout (z,y) € Uy :

8f(x ) 1—2z2 — 2y
—_— R =YX —
oz YV =Y V1 —2x2 — 22
of 1— 22 —4y?

—(z,Y) = x—F—m———
8y( v) V1 — 222 — 22

Ainsi, sur Uy, les points critiques vérifient
222 4+ 2y =1
2 +4y2 =1
c’est-a-dire (z,y) = (1/v/3,1//6), avec en ce point f(z,y) = 3%/6

Comme on trouve un seul point critique dans U, celui-ci correspond
nécessairement a un extremum et en conclusion :
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f admet un maximum BL\/(_S atteint en (1/v/3,1/v/6) et en (—1/v/3,—1//6) et

un minimum qui vaut —31% atteint en (—1/\/?:, 1/\/6) et en (1/\/5, —1/\/6).

Exercice 1.27.

On administre a un patient ¢ unités d’'un médicament. Apres ¢ minutes la
quantité de médicament active dans le sang est g.e~°, oil ¢ est une constante
strictement positive. La méme dose de médicament est injectée régulierement
toutes les 7" minutes.

1. Déterminer la quantité A(k) de médicament encore active dans le sang
immédiatement apres la k™ injection.

2. Calculer la borne supérieure de la quantité de médicament présente dans
le sang apres un nombre indéterminé d’injections. En déduire l'intervalle de
temps le plus court & respecter entre deux doses pour que A(k) ne dépasse
pas un niveau M > g donné.

3. On sait que si on administre une quantité ¢ de médicament, alors au bout
de 2 heures la quantité de médicament encore active dans le sang est de ¢/2.
On administre des doses de 50 mg. Sachant que la dose maximale supportée
est de 500 mg, a quelle fréquence peut—on administrer le médicament en toute
sécurité 7

Solution :

1. Juste apres la k-iéme injection, la dose de médicament présente dans le
sang est :
kcT

k—1 k—1 1 _
A(k) — E qe—ncT =gq Z (e—ct)n =q —e€ —
n=0 n=0 ]. — e

2. La suite (A(k)), . est la suite des sommes partielles d’une série géométrique

k>0

de raison e~°T appartenant & [0, 1[. Cette suite est donc croissante et conver-
gente et a pour limite la somme de la série. Ainsi :
lim A(k) = —4
k=00 (k) 1—e T

et ce nombre est le meilleur majorant de la suite (A(k)), -
La dose de médicament ne dépassera pas M si et seulement si ﬁ <M,
inéquation équivalente a T > —% In (1 — %)

3. Si la demi—vie du médicament est de 120 minutes, on a :
—120c __ 1 In2
2’ 120
L’intervalle minimal séparant deux injections successives est donc :

e i.e.c=
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- 120 _ 50y o
T, = h121n( 500)_18,24mn

Ainsi une prise de médicament toutes les 20 minutes sera satisfaisante.

Exercice 1.28.
+oo  _

1. Pour quelles valeurs réelles de x, l'intégrale / eizdt est-elle
o @+

convergente ?

+oo —zt
2. Pour z > 0, on pose f(x) = / ﬁ dt. On veut écrire f(x) sous la
0

n
forme 3 (—1)¥! k—,{ + R, (z), avec R, (z) & déterminer, en vue d’obtenir une
k=1 €

valeur approchée de f(x).

+o0o
a) Pour tout k£ € N, on pose I}, = / tF e~ dt. Etablir la convergence
0

de cette intégrale et donner sa valeur.

b) Montrer que pour tout ¢t > 0 et tout n > 1, on a :

1 = k—17.4k—1 nnt"™ 4 (n+ 1)E"
= -1 kt -1
e 2 (0

c¢) En déduire que f(z) = > (—1)k’1k—,£ + R, (z), avec un R, (z) que l'on
T

donnera sous forme d’une intégrale convergente.

(n+1)!

d) Montrer que pour £ > 0etn € N*, on a: |R,(z)| < (n + ) s

3. En déduire une valeur approchée décimale de f(100) & 1076 pres.

Solution :

1. La fonction a intégrer est continue et positive sur R*.
1
(1+1¢)°

I'intégrale proposée est convergente.

Si x < 0, alors pour t assez grand, cette fonction est minorée par 1 et la
divergence de l'intégrale est triviale.

Si z > 0 elle est majorée par t qui est intégrable sur R, donc

—+o0 ot
e
—~—— dt converge <=z > 0
/0 (1+1)° &

2. a) La convergence est évidente et par le changement de variable u = xt, il

vient :
—+o0
1 ko—u Lk+1) _ k!
IA = - d = - = A
k xk+1/0 uve U S s

b) Par 'identité géométrique, pour n € N* et ¢ > 0 :



Analyse 49

n ) 1— (_t)n—i-l
k==Y
S0 =15
Par dérivation : ( o ) o
& _ D" (1 +¢t) —t"
_lkktk 1 _ 1 +_1nn+
P arnr Y (1+0)7?
Ce qui est le résultat demandé, aux positions des termes pres.

c) Ainsi, toutes les intégrales rencontrées étant convergentes :

n 400 ,m41 n
f(CE) = Z(—l)kflkfk_l +(_1)n/0 nt™t +(n+1)t

e vtdt
k=1 (1+1t)?

f@)= £ (D Rue),

+o0 n+1_ n
avec Ry (z) = (_l)n/ nt +(n+ 1)t o=t dt

0 (1+1)°

+oo
d) |R,(z)] < / (nt"™ 4+ (n + 1)t")e *'dt = nl,11 + (n+ 1)1,
0

n+1)! ! n+ 1)!
Done : |Rn(x)] < n(xTZ,) 1)y = (mT)(nm)

(n+1)!

100"*2
est réalisé pour n > 3 et donc :

3. Avec z = 100, on veut (n +100) < 107°. On voit alors que ceci

~ 1 2 6 _
F(100) = 155 ~ 15000 T Toooooo — 2009806

I'erreur commise étant majorée par 107°.

Exercice 1.29.

Soit f l’application définie sur R par f(z) = zcosz — sin z.

1. Montrer que, pour tout n > 2, il existe un unique =z, appartenant a
Inm,nm + /2] tel que f(z,) = 0.

2. Donner un équivalent simple u,, de z,, lorsque n tend vers l’infini.

3. Déterminer lim [z, — nn].
n—o0

Solution :

1. L’étude de V'équation f(x) = 0 sur lintervalle I,, =|nm,nm + 7/2[ est
équivalente a I’étude de I’équation g(z) = x—tanz = 0 sur le méme intervalle.
La fonction z — g(z) y est de classe C! et ¢'(z) = — tan?(z) < 0.

La fonction g est donc strictement décroissante sur I, et induit une bijection
de I, sur Jnm, —oo[. Il existe donc un unique z,, appartenant a I, tel que
g(zn) =0, donc tel que f(z,) = 0.

2. Comme n7 < z,, < nw + 7/2, on a immédiatement x,, ~ nr.
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3. Posons z,, = nw + % — &5, On sait déja que 0 < &, < %
Onanr+ T —ep=tan(nr+ T —¢,) = —L1
2 ( 2 n) tan(e,,)
Par conséquent tan(e,) = —————— — 0. On en déduit lim &, = 0,
n— 00

nmw + 5 —&p n—oo
soit :

i _ i
i [en —nml = 3
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1
ALGEBRE

Exercice 2.1.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considere une matrice P = (p; j)i<i,j<n € Mn(C) strictement stochas-
tique, ce qui signifie que les coefficients p; ; de P sont tous des réels stricte-

n
ment positifs et que, pour tout ¢ € {1,2,...,n}, > p;; =1.
j=1

Bien que les coefficients de P soient réels, nous considérons dans la suite que
P appartient & M,,(C) : il s’ensuit que les valeurs propres de P sont éléments
de C et que ses colonnes propres sont éléments de M, 1(C).

1. Montrer que 1 est valeur propre de P et donner ’exemple d’une colonne
propre de P associée a 1.

2. Montrer que toute valeur propre A de P est de module inférieur ou égal a
1.

On considérera une colonne propre de P associée a A et on utilisera la norme
infinie canonique de M,, 1(C).

3. Montrer que toute valeur propre A de P de module égal & 1 est elle-méme
égale a4 1 et que son sous-espace propre associé est une droite (& préciser).

On considérera une colonne propre C de P associée a X telle que ||Cllo = 1 et
on montrera que les parties réelles des composantes de C' sont toutes €gales.

4. Montrer que toute matrice strictement stochastique appartenant & Mo (C)
est diagonalisable et préciser, en fonction de ses coefficients, ses valeurs
propres ainsi qu’une base de colonnes propres.

5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice strictement stochastique :
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1 4 3
Mi=31[4 2 27
3 41
Est-elle diagonalisable ?
2 1 1
La matrice strictement stochastique M, :i 1 2 1| est-elle diagonal-
11 2

isable ?

Solution :

1. Soit T" I’élément de M, 1(C) dont toutes les composantes sont égales & 1.
On voit aisément que PI' = T', donc 1 est valeur propre de P et I' est une
colonne propre associée a 1.

C1
2.S0it C'=| : | une colonne propre de P associée & A. Pour tout ¢ € [1,n],

Cn
n

n n
ona:Ac; = ), pijcjet done [A.|eil < Y pijleil < X2 pijllClleo = [|C]|co-
j=1 j=1 =1

J

Il s’ensuit que |A|.]|Cllco € ||C]loo €t comme CO, |A] < 1.
C1

3. Soit C = | : ] une colonne propre de P associée a A. Quitte & multiplier
Cn

C par l'inverse de sa norme, on peut supposer que C est de norme 1.

Comme [|PC|loc = [|AC|loc = |Al]|Cleo = 1, il existe k € {1,...,n}, tel que

n n

114

| > pr,jej| =1 et donc : 36 tel que Y pyjc; = e
j=1 =1

J
n n

Ainsi Y pr (1 — e ?c;) =0 et en particulier S pg ;(1 — Ré(e~¥¢;)) = 0.
j=1 j=1

Or, pour tout j, Ré(e~c;) < le7¥c;| = |¢;| < 1. La somme précédente

ne peut donc étre nulle que si tous ses termes sont nuls, c’est-a-dire

Vj,Ré(e~¥c;) = 1. Or un nombre complexe de module inférieur ou égal

a 1 dont la partie réelle vaut 1 est le nombre 1 et pour tout j, ¢; = et

Donc C est colinéaire & I', ce qui prouve que A\ = 1 et que le sous-espace

propre de P associé a 1 est la droite de base I

l1—a a

4.MestdelaformeM:< b 1—b

), avec a et b dans 10, 1].
l1—a—-2A a

b 1-b-2A

I-a—-XA)(1—-b—X)—ab=0

M -\ = < ) n’est pas inversible si et seulement si :
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et cette équation admet deux racines distinctes : 1 et 1 —a —b et donc M est

diagonalisable. Enfin, on voit aisément que ( ) est propre pour la valeur

1

propre 1, tandis que ( ba) est propre pour la valeur propre 1 —a — b.

5. x Les valeurs propres de M; sont 1 (et le sous-espace propre associé est
une droite) et —1/4 et le sous-espace propre associé & —1/4 est la droite de
-2
base | 3 : la matrice M; n’est pas diagonalisable.
-2

* La matrice M- est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Exercice 2.2.

On note E = C([0,1],R) 'espace des fonctions réelles définies et continues
sur le segment [0, 1].
Soit u: f € E — u(f) définie par :

vz e, 1],u(f)(a:):/0 min(z, £) (1) dt.

1. Vérifier que u est un endomorphisme de E.

2. Soient f et g deux fonctions de E telles que u(f) = g.
a) Montrer que g est de classe C* sur [0, 1].
b) Calculer g(0) et g'(1).

3. Montrer que u est injectif.

4. Déterminer I'image Im u de u.

5. On pose, pour z € [0, 1], fi(z) = sin (77—256) et fo(xz) = sin (371-735)

a) Vérifier que (f1, f2) est une famille libre de E.

b) Soit F' le sous espace vectoriel engendré par {fi, f2}. Montrer que F' est
stable par u.

c) Donner dans la base (f1, f2) la matrice de la restriction & F de u.

Solution :

1. On a immédiatement

uN@ = [ 1wis [ o

ce qui montre la continuité de u(f) sur [0, 1], dés que f Pest elle méme.
La linéarité de u provient de la linéarité de l'intégrale.
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2. a) Comme, pour tout z € [0, 1]

g(z) = /0 £ (t)dt + a:/; F(t)dt

g est de classe C' sur [0,1] et :

1
g@ = [ rod
De la méme fagon g est de classe C? et g (z) = —f(z).
b) g(0) =0 et ¢'(1) = 0.

3. Soit f € Kerwu. Pour tout « € [0, 1], u(f)(x) = 0, ce qui donne en dérivant
deux fois : —f(z) = [u(f)]"(z) = 0.
Ainsi u est injectif.

4. Par la seconde question, on sait que
Imu C G = {g € C?0,1]| g(0) =0,4'(1) = 0}.

Montrons I’inclusion réciproque. Soit g € G, alors —g" € E et, en utilisant
plusieurs intégrations par parties, il vient :

u(—g")() = — / g (t)dt — / g (t)dt
— [t ()] + / g (t)dt — g (1)]!
0

= g(z)

5. a) On pose afi(x) +bfz(x) = 0 et on donne & x deux valeurs particuliéres
(par exemple, 1 et 3) pour obtenir a = b = 0.

b) Pour montrer la stabilité de F' par w, il suffit de calculer les images de
f1 et fo par cet endomorphisme; il vient :
4

u(f1) = %fl ;ou(fa) = PRCRE

c¢) La matrice demandée s’en déduit immédiatement. C’est

4
— 0
M = ™ 4
0 -
972

Exercice 2.3.
Soit E = R[X] ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout
endomorphisme u de E et pour tout m € N, 'endomorphisme u™ est défini
par :

u =Id,Vm>1,u™ =uou™ !
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On note D Papplication dérivation qui & tout P € E associe le polynéme
dérivée P'.
Soit f un endomorphisme de E vérifiant :

() il existe (k,m) € (N*)? tels que f¥ = D™
1. Montrer que D est un endomorphisme surjectif de E. En déduire que f
est un endomorphisme surjectif de E.

2. Déterminer Ker D™.
3. Montrer que pour tout p € [0, k], Ker f? est de dimension finie.

4. Soit p € [0, k] et ¢ Papplication définie sur Ker fP par p(P) = f(P).

a) Montrer que ¢ est une application linéaire de Ker f? dans Ker fP~1.

b) Déterminer son noyau et montrer que ¢ est surjective.

c) Déterminer une relation entre la dimension de Ker f? et celle de
Ker fP—1,

5. En déduire la dimension de Ker f? en fonction de p et de la dimension de
Ker f.

6. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la relation (%)
soit vérifiée.

Solution :

1. Soit P = Z apX* un élément de R[X]. Alors Q = Z k 7 X est

un polynome dont la dérivée est P. Ceci implique que lapphcatlon D est
surjective.

L’application D étant surjective, D™ l'est également, ainsi donc que f*.
Soit alors P € R[X]. Il existe @ € R[X] tel que P = f*(Q) = f(f* 1(Q)).
Ainsi I’application f est surjective.

2. Si P € Ker D™, alors P(™ = 0. Ceci entraine que P est de degré inférieur
ou égal & m — 1. La réciproque est évidente. Finalement Ker D™ = R,,,_1 [X].

3. On montre aisément que :
{0} CKerf CKerf2 C...CKerf¥ =Ker D™ = Ry, [X]
Ce dernier espace étant de dimension m, chacun des noyaux est de dimension
finie.
4. a) L’application ¢ étant application induite par f sur Ker fP, est linéaire.
Si P € Ker fP, alors :
0= fP(P) = fr=1(f(P)) = fF~'(o(P))

L’application ¢ est donc & valeurs dans Ker fP~1.
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b) Si p(P) =0, alors, P € Ker f» N Ker f = Ker f.
Soit @ € ker fP=1. L’application f étant surjective, il existe P € R[X] tel que
Q=f(P),et:
0=fr-4Q) = f*(P)
Ainsi P € Ker fP, et ¢ est une application surjective.
c¢) Appliquons le théoréeme du rang & ¢.
dim Ker f? = dim Ker ¢ + rang(p) = dim Ker f + dim Ker fP~!

5. On sait donc que :
dim Ker f? — dim Ker fP~! = dim Ker f
Ainsi, par télescopage, dim Ker f? = px dim Ker f.
6. Supposons qu'’il existe (k,m) tels que f*¥ = D™. Par la question précédente,
kx dim Ker f = m, et k divise m.

Réciproquement, si k divise m, il existe p tel que m = pk et D™ = (DP)*. 1l
suffit de prendre f = DP.

Exercice 2.4.

Pour tout (r,s) € (N*)2, on note M, s(R) Pespace vectoriel des matrices & r
lignes et s colonnes a coefficients réels.

Dans cet exercice, n et p désignent deux entiers naturels supérieurs ou égaux
a1let Aun élément de M,, ,(R).

1. Montrer que !AA = 0 si et seulement si A = 0.
On suppose désormais que A # 0.

2. Montrer que les matrices {AA et A*A sont toutes deux diagonalisables dans
une base orthonormée.
3. A tout vecteur colonne X € M, ;(R), on associe la norme : || X ||, = VX X.

a) Soit W un vecteur propre de ‘A A associé & une valeur propre . Calculer
(||AW||,)? en fonction de X et ||W]|,.

b) En déduire que les valeurs propres de A A sont des réels positifs ou nuls.

4. a) Montrer que AA et A*A ont les mémes valeurs propres non nulles.

b) Montrer que Ker(!AA) = Ker A et que Ker(A!A) = Ker 'A. En déduire
que ‘AA et AA ont méme rang.

c¢) Quelle relation existe entre les valeurs propres de ces deux matrices ?

Solution :

1. La matrice ‘AA est un élément de M, (R). L’égalité ‘AA = 0 signifie que
pour tout X € M, (R),!AAX = 0.
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Donc, pour tout X € M, 1(R), XX{AAX = {(AX)(AX) =0, soit ||AX]]* = 0.
Ainsi, pour tout X € M, 1(R), AX =0, donc A =0.

La réciproque est évidente.

2. Les matrices A4 et A?A sont toutes deux symétriques réelles, et donc
diagonalisables dans une base orthonormée.

3. a) Soit W € M, 1(R) telle que ‘AAW = AW. En multipliant & gauche par
W, il vient :
IAWIIS = AW

b) Ainsi la valeur propre \ vérifie :

4. a) Soit A\ une valeur propre non nulle de AA; il existe un vecteur
X € Mp1(R) non nul tel que : () fAAX = \X.
Donc A!4(AX) = NAX.

e si AX # 0, alors AX un vecteur propre de A*A associé 3 la valeur propre
A

e si AX =0, la relation (x) entraine que AX = 0, et comme X # 0, ceci
entraine que A\ = 0 en contradiction avec I’hypothese de cette question.

Ainsi : X € Spec(f4A4) \ {0} = X € Spec(4?4) \ {0}
La démonstration de I'implication contraire est identique, en échangeant les
roles de A et *A.

b) Soit X € Ker(*AA) : alors 'AAX = 0, d’ott ‘XTAAX = 0, ou ||AX||? =0,
ce qui entraine que AX =0 et X € Ker A.

Réciproquement, si AX = 0, alors PAAX = 0.
Ainsi :

Ker(*AA) = Ker A.

La démonstration de Ker(Af4) = Ker(*A) est identique, en échangeant les
roles.

* La matrice A représente une application linéaire de RP dans R". Le

théoréme du rang indique que : p = dim Ker A + rg A.

x La matrice !A représente une application linéaire de R” dans RP. Le

théoréme du rang indique que : n = dim Ker(*4) + rg(*4).

Or les matrices A et !A ont méme rang. Ainsi, par la question précédente :
rg(tAA) = p — dim Ker A = n — dim Ker(*4) = rg(AtA)

c) Les matrices {AA et A’A ont les mémes valeurs propres non nulles. Leurs
spectres ne different donc éventuellement que de 0. Elles ont également méme
rang. La dimension du sous-espace propre associé a 0, lorsque 0 est valeur
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propre de l'une et/ou l'autre, est donc bien déterminé, dés que ’on connait
ce rang.

Exercice 2.5.

Soit f ’endomorphisme de R? défini par f(z,y,z) = (z,0,y).

1. Déterminer le noyau et 'image de f.

2. Soit E = {(z,y,0) | (z,y) € R*}. Déterminer f(E) et f~*(E).
3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution :

1. On a par définition

Ker f = {(z,5,2) | # =y = 0} = {(0,0,2) | z € R}
Ainsi Ker f est de dimension 1.
De méme Im f est de dimension 2 et est caractérisée par

Im f = {(z,0,y) | (z,y) € R*}

2. E est un sous—espace vectoriel de R® de dimension 2.
1l vient :

f(E) =Im(f,) = {(z,0,9) | (z,y) e R*} =Im f
Enfin :

FHUE) = {(x,y,2) | f(,y,2) € E}
={(z,y,2) | (2,0,y) € E} = {(2,0,2)} = f(E)
3. Le noyau de f étant de dimension 1, on sait que A = 0 est valeur propre
et le sous-espace propre associé est Ker f.

Si A est une valeur propre non nulle de f, f(z,y, z) = A(z,y, 2) est équivalent
A

T =A\x
0=y
Y=z

* Si AL, il vient x =y = z = 0 et A n’est pas valeur propre.
*SiA=1,il vient y =z = 0 et 1 est valeur propre, le sous-espace propre
associé étant de dimension 1.

L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soient n > 3, E = R,,[X] espace vectoriel des polynomes de degré inférieur
ou égal & n (on confondra polynoéme et fonction polynéme associée), b € R
et p: E— E, f+ ¢(f) défini par :

p(f)(@) = (@ = b)(f'(x) + £'(b)) —2(f(z) — f(b)).
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ou f’ désigne la dérivée du polyndéme f.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer le plus grand entier k vérifiant :
VfeE30€E o(f)(z) = (z— b))

3. Déterminer le noyau et 'image de ¢.

4. Déterminer, pour k > 3, ¢(f) lorsque f(z) = (z — b)*. L’endomorphisme
 est-il diagonalisable 7

Solution :

1. La linéarité de ¢ est claire, par linéarité de la dérivation et propriétés des
opérations et si f € R, [X], il en est de méme de (f).

2. Pour tout f, p(f)(b) =0.

Ona: [p(f)]'(x) = f'(x) + f'(b) + (x = b) f"(b) — 2f"(x), donc [(f)]'(b) = 0.
De plus [o(£)]"(x) = —f"(z) + £"(b), donc [p(f)]"(b) = 0.

Enfin [o(f)]®)(z) = —f"'(x), qui n’est pas nécessairement nul.

Ainsi b est racine au moins triple de (f), mais n’est pas nécessairement

racine d’ordre plus élevé.
L’entier k maximal tel que pour tout f € E, o(f)(z) = (z—b)*d(x) est k = 3.

3. D’apres la question précédente, si f € Ker ¢, alors f"”' = 0; donc
Kerp C Ro [X].
De méme, si g € Im ¢, alors (z — b)? divise g. Donc
Imp CF={PeE|P()=(z-0°Q(x)}
Si I'une des deux inclusions précédentes était stricte, comme dim Ry [X] = 3
et dim F' = n — 2, on aurait une contradiction vis & vis du théoréme du rang.
Ainsi :
Kery = Ry [X], Imp=F

4. Un calcul immédiat donne pour f(z) = (z — b)* et pour k > 3,

e(f)(x) = (k= 2)f ().
Le noyau de ¢ est de dimension 3 et {1,2,...,n—2} est ’ensemble des valeurs
propres non nulles, chaque sous-espace propre associé a une valeur propre non
nulle étant de dimension au moins égale a 1.
Les sous-espaces propres de ¢ étant en somme directe, chaque sous-espace
propre associé a une valeur propre non nulle est exactement de dimension 1
et ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n + 1 et ¢
est diagonalisable.

Exercice 2.7.
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Soit u 1’endomorphisme de I’espace vectoriel E = R® défini, dans la base
canonique de cet espace, par la matrice

1 1 -1
U=10 -1 1
1 0 0

1. a) Déterminer u o u o .

b) En déduire tous les sous-espaces de dimension 1 stables par w .

2. Soit P un plan stable par u et soit v la restriction de u & P.
a) Montrer que v n’est pas ’endomorphisme nul.
b) Montrer que v ov = 0.
¢) Montrer qu’il existe z dans P tel que (z,v(x)) est une base de P.
d) Comparer P et I'image de u. Conclure.

3. Déterminer tous les sous-espaces de E stables par u.

Solution :

1. a) Un calcul matriciel donne u?® = 0.

b) La seule valeur propre de u est donc 0. On détermine alors le noyau de
0
u qui est engendré par le vecteur | 1 | et donc de dimension 1.
1

C’est le seul sous-espace stable de dimension 1, puisque si F est un tel sous-
espace, et si z en est une base, alors U(F) C F = 3\ € Ru(z) = Az, ce
qui signifie que F' est un sous-espace propre.

2. a) Si v était identiquement nul, ’endomorphisme u aurait un noyau de
dimension supérieure ou égale a 2, ce qui n’est pas le cas.

b) Supposons v2 # 0 : il existe x € P tel que v?(x) # 0. Montrons que la
famille (z,v(x),v?(z)) est libre.

Si azx + bv(x) + cv?(x) = 0, en appliquant v?, il vient a = 0, puis en revenant
au départ et en appliquant v, on obtient b = 0, enfin ¢ = 0.

Or ces trois vecteurs sont éléments de P ; ceci est en contradiction avec la
dimension de P et v? = 0.

c) Comme v # 0, il existe z € P tel que v(z) # 0. Une démonstration
analogue & la démonstration précédente montre que (z,v(z)) est une base de
P.

d) On remarque d’abord que (z,v(z)) € Keru? (question 2.b). Montrons
ensuite que Im u = Ker u?.

En effet, comme u® = 0, on a Imu C Keru?. Enfin ces deux sous-espaces de
E sont de dimension 2 (par le théoréme du rang et parce que u? # 0).
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Ainsi P = Imu.

3. On vient de déterminer les sous-espaces stables de dimension 1 (Keru) et
de dimension 2 (Imwu). Il reste les deux sous-espaces stables triviaux {0} et
E.

Exercice 2.8.
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n > 2 et soit u un endomor-
phisme de F .
1. Dans cette question uniquement on suppose qu'’il existe un projecteur p de
FE tel que pou —uop=u.

a) Montrer que uop = 0.

b) En déduire que v ou = 0.
2. Dans cette question uniquement on suppose que v o u = 0.

a) Montrer que Im(u) C Ker(u).

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que : Im(u) C H C Ker(u) et
soit S un supplémentaire de H. Soit ¢ la projection sur H parallelement & S.
Calculer gou —uoq.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un projecteur
p de E tel que pou —uop=u.

Cette condition étant supposée remplie, y-a-t’il toujours unicité du projecteur
p?

4. Soit I’espace vectoriel E = R? et u I’endomorphisme de E dont la matrice

dans la base canonique est égale a (:i 4).

Déterminer un projecteur p de E tel que pou —uop = u.

Solution :

l.a)u=pou—uop = pou=p?ou—pouop=pou—pouop,dol:
pouop=0
De méme, uop=pouop —uop?>=—uop, dou:
uop=>0
b) D’ott u = pou et donc u?> =po (uop)ou =0.
2. a) Soit # € Imu, il existe z € E tel que = u(2) et u(z) = u*(z) = 0,
donc = € Keru, ce qui prouve l'inclusion demandée.
b) Onawuog =0 (car H C Keru) et pour tout z € E, g(u(z)) = u(z) (car
u(z) appartient a Imu, donc & H). Ainsi :
gou—uogq=u
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3. Ce qui précede montre que la condition nécessaire et suffisante cherchée
est u? = 0.

Il y a en général plusieurs fagons de choisir H (si Imu Keru), ce qui conduit
a plusieurs choix du projecteur p.

4. Ici D = Imu = Keru = Vect(2,1). N’importe quel projecteur d’image D

4/5 2/5)_

convient. On peut proposer celui dont la matrice est <2/5 1/5

Exercice 2.9.

Soit p un entier tel que p > 2. On note H, ’ensemble des suites réelles
U = (un)nen telles que tp4p = up, pour tout n € N.

1. Montrer que H,, est un espace vectoriel réel de dimension p.

2. Montrer que l'application ¢ définie sur H, par, pour tout U = (u,) € H, :

o) =Y
k=0

est linéaire.

3. Soit = € [0, 1[. Montrer que la série ) u,z" converge.

+oo
On pose fu(z) = > unpa™.
n=0

p—1
Calculer fi(x) en fonction de Py (x) ot Py = 3 upX*.
k=0

En déduire que fiy(z) admet une limite £ € R quand z tend vers 1 par valeurs
inférieures si et seulement si U € Ker .

Solution :

1. Hp est ’ensemble des suites de période p.

e la suite identiquement nulle est un élément de H, : cet ensemble est
donc non vide.

e on montre aisément que si U et V sont deux suites de période p, alors,
pour tout scalaire A, la suite U + AV est périodique de période p.
Soit T I’application définie sur H, a valeurs dans RP telle que :

T(U) = (ug, U1, ..., Up_1)

Cette application est un isomorphisme entre ces deux espaces vectoriels, ce
qui montre que H,, est de dimension p. En effet :

e elle est trivialement linéaire ;

e si T'(U) = 0, la suite U étant p-périodique, alors U = 0; ainsi T est
injective ;
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e toute suite p-périodique est entierement déterminée par ses p premiers
éléments ug, u1,...,up—1; ainsi T’ est surjective (notons d’ailleurs que ceci
montre en une seule fois que T est bijective).

2. La linéarité de ¢ se déduit de la linéarité de 'application somme.

3. La suite U étant périodique, elle est bornée par M = max |u;|. Ainsi,
IXRP
pour z € [0,1[ et n > 0, |u,z™| < M|z|™, qui est le terme général d’une série
géométrique convergente puisque |z| < 1.
—+o0
La série Y wu,z™ étant convergente, pour tout z € [0, 1], on peut écrire :
n=0
kp
fulz) = lim > upa™
k—+o0 n=0
Or, par p-périodicité :
kp
> upz™ = Py(w)(1+ 2P+ + - a*P) = Py(z)
n=0

Ce qui entraine que :

_ Py(z)

fol@)= 1"
e si U € Keryp, alors Py(1) = 0, ce qui entraine que le polynéme Py est
divisible par X — 1.
Or, | - X?P=(1-X)14+X+X24---+ XP ).
Apres simplification par z — 1, le passage a la limite lorsque « tend vers 1 est
alors licite et : Py(x)

. U\x

Sy ek

e siU ¢ Kerp, alors Py (1) # 0, ce qui entraine que :

Exercice 2.10.

Dans tout ’exercice on confond polynéme et fonction polynéme associée.
1. On considere Papplication @ : (R[X])? — R définie par

3(P,Q) :/0 %daa

Démontrer que ® est un produit scalaire sur R[X] qu’on notera ( , ) .
La base canonique de R, [X] est-elle orthogonale pour ce produit scalaire ?

Pour tout n € N* et tout polynéme non nul A de degré a inférieur ou égal a
n on note R4 l'application de R, [X] dans R, [X] qui, au polynoéme P, associe
le reste de la division euclidienne de P par A.

2. Dans cette question, on suppose que n = 3 et que A(X) =1+ X + X2,
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Donner la matrice de R4 sur la base canonique de R3[X]. Préciser le noyau
et 'image de R4.

3. Dans la suite, n est un entier supérieur ou égal a 2 et A un polynéme de
degré a non nul.
a) Montrer que R4 est un endomorphisme de R, [X].

b) Montrer que R4 est un projecteur dont on déterminera le noyau et
I’image en en donnant des bases respectives.

c) Donner les valeurs propres de R4 ainsi que les sous-espaces propres
associés.
Préciser les cas a = 0 et a = n.
4. a) On suppose que A n’admet pas de racine réelle dans [0, 1].
Montrer alors que 1 et A ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire
(5

b) On suppose a est supérieur ou égal & 1 et que A admet une racine réelle
xo appartenant a [0, 1], c’est-a-dire que A = (X —z0)B o B est un polynéme
de degré a — 1.
Montrer que B et (X — x¢)2B ne sont pas orthogonaux.

c¢) En déduire que si a # 0 et a # n, R4 n’est pas un projecteur orthogonal.

Solution :

1. * ® est bien définie, car une fonction polynéme est bornée sur [0, 1] et

il existe M > 0 tel que V¢ € [0,1], |P\(/t1)Q(:)| < \/iw - La convergence

de lintégrale de la fonction majorante donne la convergence (absolue) de
I’intégrale proposée.

* ® est banalement bilinéaire symétrique et positive. Enfin le théoreme de
positivité de l'intégrale montre que si ®(P,P) = 0, alors le polynéme P
s’annule en tout point de [0, 1], donc est le polynéme nul.

® est un produit scalaire sur R[X]

1
d(1,X) = L_ dx >0, donc 1 et X ne sont pas orthogonaux.
( ) /0 m p g

2.0n a:
1=01+X+X?%)+1 10 -1 1
X=014+X+X?)+X o]0 1 -1o
X2=114+X+X)-1-x ¥ Tlo o0 0 o
XP= (X -1+ X+X2)+1 00 0 0

Clairement Ker R4 est ’ensemble des polynomes divisibles par 1+ X + X?
et Im R4 = Vect(1, X)



Analyse 19

3.a)Si PL =AQ1 + Ry et P» = AQ2 + R, avec deg Ry < a et deg Ry < a,
alors, pour tout scalaire A : P, + AP = A(Q1 + AQ2) + R1 + ARs, avec
deg(R1 + AR»2) < a.

Ainsi RA(P1 + APy) = Ry + AR2 = R4 (P1) + ARA(P») et R4 est linéaire.
Enfin, comme a < n, R4 est bien un endomorphisme de R, [X].

b) Comme deg(RA(P)) < a,on a Ra(P) =0.A+ R4(P) et par conséquent
RA(RA(P)) = Ra(P), donc R4 o R4 = Ra et R4 est un projecteur.

Le noyau de R4 est formé des polyndémes multiples de A et une base de ce
sous-espace de R, [X] est par exemple (A4, AX, AX?, ... AX""9).
L’image de R4 est R,—_1[X], dont une base est (1, X,..., X*7!).

c) R4 étant un projecteur, ses valeurs propres ne peuvent étre que 0 et 1,
avec Eg) = Ker Ra et E(;) = Im R4, lorsque ces sous-espaces ne sont pas
réduits au vecteur nul.

* Sia =0, alors R4 = 0 et 0 est la seule valeur propre.
* Si a = n, alors E(g) = Vect(4) et En) = R, [X].

1
4. a) A garde un signe constant sur [0, 1], donc ®(1,A4) = / _Al)_ dt0 et
0

Vi—t
AcKerRu, 1 €ImRy.

b) (X — x0)2B? reste positif ou nul sur [0, 1], mais n’est pas le polynome

2B2 (t)

1
t—xp)
1, donc : ®(B, (X — 2B:/(“—dt>o t Bet (X —z0)%B
nul, donc : ®(B, (X —xz¢)*B) ; =1 et B et (X —x)

ne sont pas orthogonaux.
Or (X —z0)?B € Ker R4 et B € Im Ry, puisque deg B < deg A et le degré
de (X — z0)?B n’excede pas n.

c) Ainsi, sous les conditions imposées, dans tous les cas on a trouvé un
vecteur de l'image et un vecteur du noyau non orthogonaux : R4 n’est pas
un projecteur orthogonal.

Exercice 2.11.

On rappelle que la donnée d’une fonction polynomiale sur [0,1] définit
entierement cette fonction sur R.
1. A toute fonction polynomiale P de R[X] on associe la fonction ¢(P) définie
sur [0,1] par :
L P
P)z)=v1—-= dt.
oP)a) =iz [

a) Rappeler pourquoi la famille B = (1,1 — X, ..., (1 — X)) est une base

de R, [X].

b) Calculer, pour p € N, "image par ¢ de (1 — X)P.

c) Montrer que l'application P — ¢(P) définit une application linéaire de
R[X] dans R[X].
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Pour P € R[X], préciser le degré de ¢(P) en fonction de celui de P.

d) L’endomorphisme ¢ est-il injectif 7 surjectif ? Quelles sont les valeurs
propres éventuelles de ¢ ?

2. a) Soit F, le sous-espace vectoriel de R, +1[X] de base B’ définie par :
B'=(1-X),1-X)2...,(1-X)").
Montrer que ¢(R, [X]) = F,.

Soit ¥y, la restriction de ¢ & R, [X] comme ensemble de départ et & F,, comme
ensemble d’arrivée.

b) Ecrire la matrice M,, de ¥,, relativement aux bases B et B'.
En déduire que ¥,, est un isomorphisme de R, [X] sur F},. Déterminer M !
ainsi que ¥ 1((1 — X)*) pour 1 <k <n+1.
Préciser les valeurs propres de M,,.

¢) Soit k un entier tel que 2 < 2k < n. Soit P, (X) = X*(1 — X)k.
Montrer que Py est un élément de F),. Le décomposer sur la base B’.
Déterminer ¥, !(P;). En déduire les antécédents de Py, par .

Solution :
1. a) La famille B = (1, 1-X,...,1- X)”) est & degrés échelonnés ; c’est
donc une base de R, [X].

b) Soit P,(X)=(1-X)?.Ona

o(P)(x) =VT—7 / (\l/;__t):dt

1
Cette intégrale est convergente, car la fonction & intégrer est (1 —¢)P~ 2, qui
est une fonction de référence (Riemann). Un calcul immédiat donne

(1 —z)ptt
p(Pp)(r) = —F—
p P + %
c) La linéarité de ¢ est évidente et on vient de montrer que 'image d’un

élément de la base B est un multiple de I’élément « suivant» de cette base.
¢ est donc un endomorphisme de R[X].

Toujours par la question précédente, il vient deg p(P) = deg P + 1.

d) Comme deg p(P) = deg P + 1, ’application ¢ est injective. Par contre,
elle n’est pas surjective, puisque Ry [X] n’est pas inclus dans Im ¢.
Enfin, quel que soit A réel, ’équation ¢(P) = AP n’a pas de solution non
nulle, puisque :

* pour A0 et PO, deg(P) = deg P + 1deg P = deg(A\P) ;

* pour A = 0, 'équation ¢(P) = 0 n’admet que la solution P = 0.
Ainsi : Specy ¢ = 0.
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2. a) Cela résulte du calcul fait en 1. b).
b) Et encore par les calculs faits en 1. b) :

— diae(-L 1 D S G 2 2
Mn—dlag(1/2,3/2,...,n+1/2) d1ag(2,3,...,2n+1)

Cette matrice est évidemment inversible, et :

Mt :diag(%,%,...,ml;l)

Ainsi ¥ ((1 - X)¥) = 2]“—2_1(1 — X)*¥=1. La matrice M,, étant diagonale,
ses valeurs propres sont évidentes.

c) On a P;(1) =0 et Py est de degré 2k < n; ainsi Py € F),.
On écrit alors : )
Py(X)=(1-X)XF=(1-X)"((1+ (X -1k = Zk)(—l)ici(l - X)kH

i=0

Donc :
k , N )
w () = 3 (-1 2EE A =L g i
=0
Pour terminer, on se rappelle que ¥, est la restriction de ¢ a R,[X]
comme ensemble de départ et a F,, comme ensemble d’arrivée, ce qui permet

d’achever la question.

Exercice 2.12.
Soit A la matrice d’ordre 3 définie par
1 1 -2 -2
A=zl =2 1 -2
-2 -2 1
On note f 'endomorphisme associé & la matrice A dans la base canonique de
R3. On note également (u,v) le produit scalaire canonique de deux vecteurs
u,v de R3.
1. a) Déterminer les valeurs propres de A

1
(on pourra utiliser la matrice J = | 1
1

b) 'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

I G
—
~—

2. Soit e un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre —1. Montrer
que pour tout u € R?, il existe un réel A\(u) tel que

u=Au)e+u', avec (u',e) =0
Déterminer A(e).
3. Soit F' = {u € R3 | (u, f(u)) = 0}.

a) Montrer que u € F si et seulement si [A(u)| = ||u']].
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b) Soient (u,v) € F2. Montrer que u + v € F si et seulement si (u,v) est
lié.

¢) Quels peuvent étre les sous-espaces vectoriels de R® inclus dans F'?

Solution :

1. a) On s’apercoit que A — I = —%J.

La matrice J vérifie J2 = 3.J. Ses valeurs propres sont donc incluses dans
Pensemble {0,3}. Or elle est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Comme JO et J3I, ses valeurs propres sont exactement 0 et 3.
les valeurs propres de A sont alors +1.

Proposons une seconde méthode : la matrice A est symétrique réelle, donc
diagonalisable. On s’apercoit que ses colonnes sont deux a deux orthogonales
et normées : c’est une matrice orthogonale. Elle est diagonalisable et ses
valeurs propres sont alors +1.

On pourrait également remarquer que A2 = I.

b) Nous avons déja répondu & cette question. Les sous-espaces propres de
f sont

Elz{(a:,y,z)|a:+y+z:0} ) E,lz{(x,y,zﬂ:r:y:z}
2. Le sous-espace propre E_; est de dimension 1, engendré par exemple par
le vecteur (1,1,1). Il est orthogonal & E; qui est de dimension 2.

L’endomorphisme f étant diagonalisable, ces deux sous-espaces sont supplémentaires
dans R®. Ainsi, tout vecteur u se décompose sous la forme :

u=Au)e+u, avec (u',e) = 0.
Comme e = e + 0, l'unicité de cette décomposition entraine A(e) = 1.
3. On remarquera que F' n’est pas un sous-espace vectoriel.
a) Soit u € F. Alors
(AMu)e +u', —Nu)e +u') =0
Et comme (e, u') = 0, cela est équivalent & \(u)? = ||u

b) Dire que u + v € F signifie que (v + v, f(u) + f(v)) = 0. Comme u € F
et v € F, ceci est équivalent a :

(u, f(v)) + (v, f(u)) =0
ou, par un calcul immédiat :
—2X(w)A\(v) + 2(u', 0"y =0
Or les hypotheses de la question sont équivalentes a :
A =11Wl] 5 A@) =[]

/||2_
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Ainsi u + v € F est équivalent & [(u',v')] = ||u|| - ||v'|], c’est-a-dire le cas
d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Les vecteurs v’ et v’ sont donc liés. Ecrivons alors : v/ = au'.
On a

Aw)A(v) = alu',u') = a(Mu))®
Si on avait A(u) = 0, alors on aurait u = ', avec ||u'|] = |[A(u)| = 0, donc
u = 0, ce qui est contraire & I’hypothese. Ainsi A(u)0 et en simplifiant :
A(v) = aA(u), ce qui entraine que u et v sont liés.
La réciproque est évidente.

c¢) On déduit de la question précédente que les seuls sous-espaces vectoriels
de R® inclus dans F ne peuvent étre que des droites vectorielles.

Exercice 2.13.

Soit n € N* et R, [X] 'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal & n. Soit ® ’endomorphisme de R, [X] défini par :

$:P— X(1—X)P" +(1-2X)P'
Pour tout entier p tel que 0 < p < n, on considére le polynéme U, =
XP(1— X)P et L, = é(U,})@), ot (U,)® désigne la dérivée d’ordre p de
Up.
1. Vérifier que ® est bien un endomorphisme de R, [X] et donner la matrice
de @ relativement & sa base canonique (1, X,..., X™).

2. Donner les valeurs propres de ®. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. Calculer le degré et le coefficient dominant de L.
p
4. On pose L, = Y £, X*. Démontrer que :
k=0

— k ok ik
prk - (_1) CpCp+k
5. a) Trouver une relation de récurrence entre €, 1, et £p 1.

b) Ecrire un programme Pascal permettant d’obtenir les coefficients de L,,.
En voici l'entéte :
Program Calcul ;
Const Deg_Max = 100 ;
Type Polynome = Array[0..Deg_Max] Of LongInt ;
Procedure Calcul_Lp(

6. Montrer que L, est vecteur propre de ®.

Solution :
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1. La linéarité de ® résulte de la linéarité de la dérivation et des propriétés
des opérations. D’autre part, si deg P = k < n, alors deg ®(P) < k < n, donc
® est bien un endomorphisme de R,, [X].
Pour k£ > 2, on a :
B(X*) = X(1— X)k(k— 1)X*2 + (1 — 2X)kX*!
= —k(k+1)XF + E2XkL,

tandis que ®(1) =0 et ®(X) =—-2X +1, dou :
0 1
-2 4
-6
M(®) =
n?
—n(n+1)

Les coeflicients m; ; tels que i > j ou j > ¢ + 1 étant tous nuls.

2. M est trigonale supérieure, ses valeurs propres sont donc en évidence sur la
diagonale, il s’agit des nombres deux & deux distincts : —k(k+1),0 < k < n.
Ainsi M € M, 11(R) admet n + 1 valeurs propres, donc est diagonalisable.

3.U, = (—1)PX% +---, donc UP = (—1)P(2p)2p—1)...(p+ 1)XP + -+,
Par conséquent L, est de degré p et de coeflicient dominant :

(-8 = (—apcy,
p:p-

P est la dérivée

p .
4. 0n a Uy(z) = Y Ch(—1)kzP** et comme z — — i! '
k=0 . (Z p)

p-ieme de la fonction z + ' (pour i > p), il vient :

P . (1 |
(@) = 3 C(~1) CEP i i
i=0 L

Vk e [0,p], 6o = (-1)FCECE,
5. a) Le retour aux factorielles donne, pour k < p :

p—k)p+k+1)
E+1p

£p7k+1 = -

b)
Program Calcul ;
Const Deg_Max = 100 ;
Type Polynome = Array[0..Deg_Max] Of Longlnt ;
Procedure Calcul_Lp(Var L :polynome ; p :integer) ;
Var k :integer
Begin
L[0] :=1;
For k :=0 to p-1 do
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L[k+1] :=(-(p-k)*(p+k+1)*L[k]/((k+1)*(k+1)) ;
End ;

6. On a, pour tout p : (X — X?)U, = p(1 — 2X)U, et en dérivant p + 1 fois,
grace a la formule de Leibniz :

(X = XU + (p+ 1)1 - 207 = p(p + )UY
= p(1 = 2X)U;"") —2p(p + U,
En divisant par p!, et en simplifiant il reste :
(Ly) = —plp+ 1)Ly

Exercice 2.14.

1. On note M5 (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels

muni de sa base canonique B = (Ej 1, E12,FEs1, E22). Soit A = <;) Z)

Soit fa 'application définie sur M (R) par, pour tout X € M2(R), fa(X) =
XA.

a) Montrer que f4 est un endomorphisme de My (R) et déterminer M sa
matrice associée dans la base B.

b) En déduire la trace de f4 (ou de M). (La trace d’'une matrice carrée
est la somme des éléments de sa diagonale principale et on rappelle que deux
matrices semblables ont la méme trace).

c) Montrer que f4 est un automorphisme de M2 (R) et déterminer f;l.
2. On souhaite maintenant généraliser la question précédente. Soit n un entier

naturel, n > 2. On note M, (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels muni de sa base canonique B = (E; j)1<i<n,1<j<n-

Soit C' dans M, (R) et fc lapplication définie sur M, (R) par :
pour tout X € M,(R), fo(X) = XC.

a) Montrer que si C est p-nilpotente (c’est-a-dire si C? = 0) il en est de
méme pour fc.

b) Déterminer la trace de fc (on pourra commencer par calculer fo(E; ;)).

c) Montrer que fo est un automorphisme de M,,(R) si et seulement si C
est inversible.

Solution :

1. a) fa est bien une application de M2(R) dans lui-méme et sa linéarité est
évidente.

1 0 1 2 1 2
Ona:fA(Elyl):<0 0) (3 4>:<0 0>:E1,1+2E1,2;
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2 3 4
4> e <0 0) =3E,1+4E,5;

1

3

1 2 0 0

3 4>=<1 2>=E2,1+2E2,2;
1

3

0 2 00
fa(Bao) = = =3Ey1 +4Es>;
0 4 3 4
1 300
2 400
0 0 2 4
b) D’ou : tr(fa) = 10 = 2tr(A).
4 -3 0 O
. - . . »: . 1(-2 1 0 0
c¢) la matrice précédente est inversible, d’inverse : 5l 0o o 4 _3
0 0 -2 1

2. a) On a f2(X) = fo(XC) = (XC)C = XC? et, par récurrence
fE(X) = XCP. Ainsi si CP = 0, alors f% = 0 et fc est un endomorphisme
nilpotent de M, (R).

b) La matrice fc(E; ;) = E; ;C a toutes ses lignes nulles, sauf sa i-ieme ol

on effectue une recopie de la j-iéme ligne de C'. En notant C' = (¢; ;), on a
donc :

n
fo(Bij) = 3 cinEik
k=1
Ainsi la coordonnée de fo(FE; ;) sur E; ; vaut ¢ j et :

tr(fo) =X ¢j; =ntr(C)
i,j
c) x Si C est inversible, alors on peut définir fo—1 et :
VX € Mp(R), fa-1 0 fo(X) = (XC)Ct = X, ie. fo-10fo =id
On peut vérifier que l'on a aussi fo o fo-1 = id, mais c’est inutile puisque
I’on manipule des endomorphismes d’un espace de dimension finie n?.
Bref si C est inversible, alors fo € GL(M,,(R)).
Réciproquement, supposons que fo € GL(M,,(R)), alors il existe une matrice
D € M,(R) telle que fo(D) = I, c’est-a-dire telle que DC = I,,, ce qui
prouve que C' est inversible, d’inverse D.

Exercice 2.15.

On considere 'espace MpR) des matrices carrées d’ordre p > 2 & coefficients
réels.
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T U1
Pour z = : ety = : vecteurs de RP, on pose :
Tp Yp

(T |y) =z1y1 + -+ 7pYp
Si z € RP, on note par ||z|]| la norme euclidienne du vecteur z (ainsi
lz||> = (x| )). Si E est un sous-espace vectoriel de R?, on désigne par
E* le sous espace des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de E.

1. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que Im(B) C Im(A).
a) Soit x € RP. Montrer qu’il existe un unique vecteur y appartenant a

(Ker(A))™" tel que Bz = Ay. On notera u(z) cet unique vecteur y.
b) Vérifier que l'application u ainsi définie est linéaire. On notera X sa
matrice.
c¢) Montrer que X est I'unique matrice de M, (R) vérifiant :
B =AX, Ker X = Ker B et Im(X) C (Ker 4)*.
On appelle cette solution X la solution réduite de I'équation AY = B,
d’inconnue Y € M, (R).

2. Soient A et B deux matrices de M,(R). Montrer que I’équation AY = B,
dans M, (R), admet au moins une solution si et seulement si Im(B) C Im(A).

A quelle condition cette équation admet-elle une unique solution ?

3. Dans cette question, on se place dans M3(R) et on considére les matrices

011 1 2 1
A=(1 1 0]JetB=12 11
1 10 2 11
a) Montrer que ’équation AY = B dans M3(R) admet des solutions.

b) Déterminer la solution réduite de cette équation.

Solution :

Dans tout cet exercice, on confond vecteur de RP et matrice colonne canon-
iquement associée.

1. a) Soit z € R, comme Imb C Im A, on voit qu’il existe a € RP tel que
Bz = Aa.
Décomposons le vecteur a selon la somme directe orthogonale :

RP = (Ker A) & (Ker A)*
sous la forme a = b+ y, il vient Bx = Ay.
De plus, si y; € (Ker A)* est tel que Bz = Ay, on voit que le vecteur y —y;
appartient & I’espace Ker AN (Ker A)* et par conséquent est nul.
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L’existence et 'unicité sont donc prouvées.

b) La linéarité de X s’obtient en utilisant l'unicité du vecteur y = Xz dans
(Ker A)* tel que Bxr = Ay.

c) Si Xz = 0, il est clair que Bz = AXz = 0. Réciproquement, si
r € Ker B, on a Bz = 0 = A0 et par conséquent Xz =0 (0 € (Ker 4)1). On
a donc Ker X = Ker B et X vérifie bien toutes les conditions demandées.
Maintenant, si Y satisfait AY = B, avec KerY = Ker Bet ImY C (Ker 4)*,
on voit que pour tout z € R?, on a Xz — Yz € (Ker A)* NKer A = {0}. 1l
en résulte que 'on a X =Y, ce qui prouve 'unicité de la solution réduite.

2. Lorsque Im B C Im A, on obtient avec la question 1. une solution de
I’équation AY = B.

Réciproquement, il est clair que I’existence d’une matrice Y telle que AY = B
entraine 'inclusion Im B C Im A.

De plus, on remarque qu’il y a une unique solution si et seulement si la
matrice A (i.e. Pendomorphisme canoniquement associé) est injective, donc
bijective.

3. a) Soit (ey, e2,e3) la base canonique de R3. On observe facilement que :

Bey = A(ey +es), Bes = A(ex + e3) et Bes = A(ey + e3)

D’ott Im B C Im A et par conséquent I’équation proposée admet des solutions.
Il y en a plusieurs car la matrice A n’est pas injective.

0 1
b) On trouve (Ker A)* = Vect(u,v), avecu = | 1 | etv= | 1
1 0
g
11 existe donc deux réels « et 3 tels que Xe; =au+pPfv=| a+ 8 |.Dou:
1o
1 01 1 3 20+ 8
Ber=|2|=AXei=[1 1 0| [a+8]|=[a+28
2 110 a a+ 28

1
Ce quiconduit aa=0et 8=1,dou Xey =v=|1
0

0
Deux systemes du méme type permettent de trouver Xes =u = [ 1 |, puis
1
1/3
Xez = %(u+v) =|2/3].0Onadonc:
1/3
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10 1/3
X=|(11 2/3
0 1 1/3

Exercice 2.16.
1. On rappelle que VO, € R, V8> € R, cos(f; —62) = cos by cos f>+sin 6 sin 65.
Soit z; = pi(cosf; + isinfy) et zo = pa(cosfy + isinfy) deux nombres

complexes non nuls.
Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur 6; et 65 pour que :

|21 + 22| = |21] + |22

Généraliser & n nombres complexes (n > 3), c’est-a-dire, si pour tout
k € [1,n], zi = pr(cosf; + isinfy), déterminer une condition nécessaire
et suffisante portant sur 6,,60-,...,60, pour que :

n n
| 2 2k = X |2l
k=1 k=1

2. Soit n un entier naturel, n > 2 et A = (a;,;) une matrice carrée d’ordre n
a coefficients complexes telle que :

¥(i,5) € [1;n]?, aij € R,
n
On suppose de plus que Vi € [1,n], > a;; = 1.
j=1

a) Montrer que le réel 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que si A € C est valeur propre de A, alors |A\| < 1, et si [A| =1,
alors A = 1.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Que peut-on dire de la suite
(AP)pen?

Solution :

1.xOn a:
|21 + 22| = |21] + |22]
< (p1 cosy + pa cosBy)? + (p1 sin By + pasinbs)? = (p1 + p2)?
< p? + p2 + 2p1p2(cos By cos by + sin by sinhz) = (p1 + p2)?
<= cos(f; —02) =1 (car p10 et p;0)
<= z1 et zo ont méme argument modulo 27.
Le résultat reste valable si z; ou 22 est nul, puisqu’alors son argument est
quelconque.
Supposons alors que pour n — 1 nombres complexes, le module de la somme
soit égal a la somme des modules si et seulement si ces n — 1 nombres ont
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le méme argument modulo 27, et considérons n nombres complexes tels que
I’on ait :

| E 2] = |Zk|
n—1 n n—1
Alors : Y |zi] + |zal = D2 |2k] = | E zk| < | > zk| + |2n|
k=1 k=1 k=1 k=1

n—1 n—1

Par conséquent Y |zx| = | 3 zi| et les n—1 nombres complexes 21, ..., zn—1
k=1 k=1 '

ont le méme argument modulo 2. On peut donc écrire z; = pe?, ..., 2, | =

P16 et en posant 2’/ =2 4+~ + 2,1 = (p1 + - - + pn_1)e?, ’hypothese
devient :
! !
2" + 2| = |2'] + |2n]
et donc z, a méme argument que z’. Finalement tous les nombres ont méme
argument, ce qui montre que la propriété est encore vraie au rang n.

On conclut par le principe de récurrence.

a) Si C est la colonne dont tous les coeflicients valent 1, on a AC = C et
1 est bien valeur propre de A.

Ty
b) % Soit A une valeur propre de A (a priori complexe) et C'=| : | une

Tn
colonne propre (donc non nulle) associée. On a :

Vie[l,n], \z; = Y aijz;
i=1

Soit i tel que |z;| = rrﬁax]] ||, comme CO, on a |z;| >0 et :
Jelt,

n n
Ar; = Y a;jz; = Az < Y2 aijlz;] (les a; ; sont des réels positifs)
.:1 :

Ainsi, par le choix de l'indice i :

< 3 i 4 < 3

= 7]| A

* Si |A| = 1, les inégalités précédentes sont des égalités et comme les a; ; sont
strictement positifs :Vje[l,n], |a:]| = |z;| et :

Eam—l/\l—|2az

Ainsi tous les nombres ai,j a:] 1<j<nont le méme argument, soit celui de
13

a; l%, i.e. 0. Ayant le méme module et le méme argument, tous les x; sont

)

=

= |aw T

il =

égamlc et la colonne C' est propre pour la valeur propre 1, soit A = 1.

3. Si A est diagonalisable, il existe P inversible telle que
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P71AP = diag(\1,...,\n) = D.

Alors AP = PDPP~! et quitte & renuméroter les valeurs propres, on peut
supposer A\ =1 et Vk > 1,|A\¢| <1 (en effet A est diagonalisable et le sous-
espace propre associé a 1 est la droite engendrée par la colonne dont tous les
coefficients valent 1).

Par conséquent la suite (AP) converge (la convergence s’entendant coefficient
par coefficient) et sa limite est la matrice Pdiag(1,0,...,0)P~! qui est la
matrice d’un projecteur de rang 1.

Exercice 2.17.

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire noté ( | ). Dans
les questions 1. et 2. on ne suppose pas que F est de dimension finie.

1. Soit f une application de E dans E. Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) : V(z,y) € B%, (f(2)ly) = —(z[f(y))
(i) : f € L(E) et Vo € E, (f(z)|z) =
endomorphismes de E.)

0. (L(E) désigne ’ensemble des

f est dite antisymétrique si et seulement si elle vérifie (¢) ou (i7).
2. Soit f un endomorphisme de E (f € L(E)) et f antisymétrique.
a) Montrer que Ker f est orthogonal & Im f.
b) On pose s = f o f. Montrer que
e s est symétrique (c’est-a-dire, V(z,y) € E?, (s(z)|y) = (z|s(y))),
e toute valeur propre de s est réelle et négative ou nulle et Ims C Im f
et Kers = Ker f.

3. On suppose que E est de dimension finie et ’on considére une base or-
thonormée B de E. Montrer qu’un endomorphisme f de E est antisymétrique
si et seulement si la matrice A de f dans la base B vérifie tA = — A,

Solution :

1.ii)) = 1i). En effet, V(z,

0={fz+y)z+y) =(f(z
= (f(@),2) + (f(¥),y) + (

On a donc bien : (f(z),y)
) = ii).

Montrons déja que f est linéaire. Soit (z,y,2) € E> et a € R. On a :

0= (flax +y) —af(x) = fy),2) = (flax +y),2) — a{f(2),2) — (f(y), 2)

et en utilisant la propriété i) :

0 = —(az +y, f(2)) + afz, f(2)) + (y, f(2)) = (az +y — (az +y), f(2)) = 0.

)€ E?:

+f(y),z+y)

(),y) + (f(y),z) = (f(2),y) + (f(y), z)
—(f(y), z)-

- e
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Ainsi, pour tout z, (f(az +y) — af(x) — f(y),z) =0 et donc :
flaz +y) —af(@) — fly) =0
Ceci étant vrai pour tout x,y € E et tout scalaire a;, f est bien linéaire.
On a alors, grace a i) : Vo € E, (f(z),z) = —{(x, f(z)) et donc (f(z),z) = 0.

2 a) Soit z € Ker f et z € Im f, il existe y € E tel que z = f(y) et :
(z,2) = (2, f(y)) = —(f(2),y) = =(0,y) =0
Ce qui prouve que Ker f est orthogonal a Im f.

b) « En utilisant deux fois i), pout tout (z,y) € E? :

(s(@),y) = (f(f(@)),y) = =(f(2), f(y) = +{z, f(f(¥))) = (z,s(x)).
L’endomorphisme s est bien symétrique.

e Soit A une valeur propre de s et z un vecteur propre associé :
@I = (F(2), F(@)) = (@, F(£(@)) = —(z,5()) = =\, 7) = —Alal?,
et donc A € R™.

e s = fo f, donc clairement Ims C Im f et Ker f C Kers.

e Soit z € Kers, alors : 0 = (s(z),z) = —(f(2), f(z)) = —||f(2)|]*>. Ainsi
f(z) =0et z € Kerf.
Finalement, on a Ker f = Kers.

3. Soit A = (a;,;) la matrice de f relativement & la base orthonormée B.
Pour tout (i,5) € [1,n]?, on a:

(Fleg)ren) = (3 anjen eq) = ai

=

* Si f est antisymétrique, (f(e;), e;)
antisymétrique.
x Si A est antisymétrique, pour tout (z,y) € E?, en notant X et Y les
matrices colonnes associées relativement a la base B :

(f(z),y) ="(AX)Y ='X(-A)Y = —'X(AY) = —(z, f(y))

et f est bien antisymétrique.

—<€j, f(61)>, soit Qi3 = —Qj; et A est

Exercice 2.18.

On considere la suite de polynémes (P,), définis par Py = 1, et pour tout
1

n € N, P,y est la primitive de P,, pour laquelle on a / P,i1(t)dt =0.
-1

1. Déterminer P;.

2. Soit n € N. Montrer que si P, est une fonction impaire, il en est de méme
de Pn+2.
En déduire que pour tout n impair différent de 1, P,(1) = 0.
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3. Montrer que pour tout n > 1,
1
/ 1P, (H)dt = 2Ppir(1)
-1
4. On considére sur R[X] x R[X], 'application :
1 1
65 (PQ) — 6@ =3 [ POQE
-1
Vérifier qu’il s’agit d’'un produit scalaire.
5. Soient m et n deux entiers vérifiant m > n > 0. Justifier les égalités :
$(Pr, Pn) = (=1)"' Pryn(1) et ¢(Pr, Po) = 0
6. On pose E,, = Vect{Pa,0 < 2k < n}et F,, = Vect{Payt1,0 < 2k+1 < n}.

Montrer que E, et F, sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux

de R, [X].

Solution :
1
1. P; est de la forme Pi(t) =t + a et / (t+a)dt =0 <= a = 0, donc

Pi(t) =t. B

1
2. Remarquons que pour n > 2, P, (1) — P,(-1) = / P,_1(t)dt = 0.
-1
Supposons P, impair, alors P11 (primitive de P,,) est pair et P12 est de la
forme @ + b, ou @ est un polynéme impair et b une constante. La nullité de
lintégrale sur [—1, 1] impose alors b = 0 et P, ;2 est impair. Comme P; est
impair, on conclut par le principe de récurrence : pour tout n impair, P, est
impair (et donc si n est pair P, qui est une primitive de P,_; est pair).
Pour n impair, on a donc P,(—1) = —P,(1) et comme on a remarqué que
pour n > 2, P,(—1) = P,(1), il vient :
n impair > 2 = P,(1) =0
3. Pourn >1,onan+12>2et en intégrant par parties :
1 1
1
[ Pyt = P 0], = [ Pra®dt = P (1) + Pra (-1
—1 1

Soit, compte tenu de la remarque faite au début de la question 2. :

/ 1 tP(t) dt = 2.Ppyy (1)

4. On vérifie facilement que ¢ est un produit scalaire (produit scalaire de
référence).

5. Intégrons par parties, en dérivant P, en P,,_; et en intégrant P, en Py, 41 :
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1

/11 Py (t) Py (1) dt = [Pn(t)Pm+1(t)]i1 - / Pro_1(t)Poss (t) dt

-1
Sin > 2, on a a fortiori m+1 > 2 et le crochet de l'intégration par parties
s’évanouit, soit :
¢(Pny Pr) = —¢(Pn—1, Pnt1)
D’ou, par récurrence : (P, Pp) = (=1)""1¢(Pi, Ppin—1), évidemment
valable pour n = 1.
D’apres la question 3. on a donc :
m>2n>1 = ¢P,,Pp)=(—1)""1P,in(1).
Enfin )
20(Pp, Po) = / P,(t)dt = Ppt1(1) — Ppy1(—1) =0, puisque n + 1 > 2.

-1

6. E,, et I, sont supplémentaires dans Ry, [X] (car la famille (FPp, ..., P,) est
échelonnée en degrés, donc est une base de cet espace). Il reste a vérifier que
pour tout k et tout j, Pop et Pojiq sont ¢-orthogonaux. Or :

* d’aprés 5. ¢(P0, P2j+1) = 0;
xet pour k > 1, d’apres 5. et 2., ¢(Pag, Paji1) = (—1)** 1 Pypyjy41(1) = 0.
Ce qui acheve la vérification.

Exercice 2.19.

Si (Ap)nen est une suite de matrices de M, 4(R), avec A, = (a;;(n)), on dit
que la suite (Ay)nen converge vers la matrice L = (¢;;) € My, 4(R) si, pour
tout couple (Z,5) € [1,p] x [1,q], la suite n — a; ;(n) converge vers ¢; ;.

On note alors L = lim A,.
n—oo

Soit p € N, avec p > 2. On considere la suite (Uy,)nen de matrices de My, 1 (R)

a1,n
définie par U,, = , avec :
Qp,n
1,0
Uy = : est donnée et pour tout n de N et tout &k de [1,p] :
Qp,0
Loy
Q@ = — Q;
k,n+1 p— 1 = i,n
i£k

P
1. a) Pour tout n on pose s, = Y. @i, n. Exprimer s, en fonction de so.
k=1

b) Pour tout k € [1,p], en déduire une relation entre a 11 €t Qg p.

¢) Etudier la convergence de la suite (U,)nen.
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2. On note J la matrice de M,(R) dont tous les termes valent 1 et on pose
A =J - I,, ou I, est la matrice unité d’ordre p.

a) Exprimer U,y a Paide de A et U,.

b) A laide des résultats de la question 1., déterminer A™ pour tout n de
N.

c¢) En déduire la convergence de la suite (M,),en définie par :
_ = 1ok
\V/TL € N,Mn = kgoﬂA

ainsi que la limite de cette suite.

Solution :

1. a) Pour tout n de N :

n _ 1 n
Sn+1 = E Q. nt+l1 = %1 Z Z Qjp = pTl Z Apn = Snp
k=1 b k=1 iZk b k=1
Donc la suite (s,) est constante et Vn € N, s,, = s¢.
b) Dot : a 41 = ﬁ(sn — Qpp) = ﬁ(so — Q)
c¢) Pour tout k fixé, la suite n — ay,, est donc arithmético-géométrique,

de raison — 1
p—

i So
T et de point fixe R

* Sip > 3, la suite (ag,n), converge vers ‘%0. Ainsi :

so/p
lim U, = :
n—oo :
so/p

. a b a ,
*Sip=2,onaly= b ) Ui = o) U, = b | etc. Par conséquent la

suite (Up), converge si et seulement si a = b.

1AUn.

b) Par conséquent Vn € N, U, = (ﬁ)nA"UO.

2. a) Clairement Up41 = p%

Or, comme : oy, p, — %0 = (— ﬁ)n(am — %0), il vient :
an = L1 = (=L 3 aio + (=L 1)ma
k.n P p— 1 = 2,0 p— 1 k,0
Cest-a-dire U,, = B, U, avec B,, = %[1 - (—ﬁ)n]J + (—ﬁ)wp.
Ainsi, quel que soit Uy, on a [(ﬁ)nA" — By]Uo = 0, soit A" = (p—1)"B,,

et finalement :
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A" = ()" + [ - )" = (<1
n (_1\k n _1\k __1\k
c) Par conséquent : M, = 3 (=1 I, + 1 Z (p=1" = (=1) J.
k=0 k! pk:() k!
nok
Sachant que pour tout z € R, lim > - = %, le passage a la limite est
n—oo ;= k!

légitime et donne :

n—o0

lim M, =e I, + %[ep—l —e 1]

Exercice 2.20.

Soit n € N* et E = Ry, [X], l'espace vectoriel réel des polynémes de degré
au plus 2n, muni de sa base canonique B = (1, X, ..., X27).
Si P € E, P’ désigne le polynéme dérivé de P.
On considere ® définie sur E par :
o(P)(X) = (1 - X2)P'(X) + 20X P(X)
1. Vérifier que ® définit un endomorphisme de E.

2. a) Soit \ entier relatif tel que —n < A < n. Déterminer (a, ) de N* pour
que le polynome P(X) = (X + %)Q(X - %)B de E vérifie ®(P) = AP.

b) En déduire les valeurs propres et les polynomes propres de ®. L’endomorphisme
& est-il diagonalisable ?

3. Déterminer la matrice A de ® relativement & la base B.

4. Déterminer une matrice A’ dont les valeurs propres sont les nombres
0,1,...,2n et dont les coefficients diagonaux sont tous égaux.

5. Construire un endomorphisme A de E tel que A(P) s’exprime en fonction
de P, P' et P" et admettant 0,1,4,9,...,(2n)? comme valeurs propres.

Solution :

1. La linéarité de ® est claire, et :
* ®(1) = 2nX (ou 1 désigne le polynéme constant égal & 1) ;
x Pour k € [1,2n], ®(X*) = (2n — k) XH+1 4+ Exh-1,
Ainsi :
®(X3") = %XQ"_l et pour k € [1,2n — 1], deg ®(X*) = k + 1 < 2n.
Par conséquent ® est bien une application de Ry, [X] vers lui-méme et est
donc un endomorphisme de cet espace.

2. a) Soit P = (X + %)Q(X - %)ﬁ, le calcul donne :

®(P)— AP =(—(a+B)X +i(a—pB)+2nX — )P
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Ceci est le polynome nul si et seulement si a + 0 = 2n et a — 8 = 2\,
c’est-a-dire si et seulement sia=n+ et f=n— A
Ces deux nombres étant bien des entiers naturels et leur somme n’excédant

pas 2n, on conclut :

(X + %)nH\ (X — %)n#‘ est propre pour la valeur propre A

b) On connait donc 2n + 1 valeurs propres de 'endomorphisme ®.
Comme 'espace est de dimension 2n+ 1, on les connait toutes et chaque sous-
espace propre est de dimension 1, donc engendré par le polynome trouvé a
la question précédente.

Ainsi 'endomorphisme @ est diagonalisable.

3. Les calculs ont été faits en 1. et :
0 1/4 0o ... ... 0

2n 0 2/4
q4=] 0 2m-1 0

0
: . 0 2n/4
0 . ... 0 1 0
4. Les valeurs propres de A sont —n,—n + 1,...,n — 1,n, donc les valeurs
propres de A’ = A + nlyptq sont 0,1,...,2n, et A" a tous ses coefficients

diagonaux égaux.

Ainsi A’ = A + nls,y1 convient.

5. A" a pour valeurs propres 0,1,4, ..., (2n)2.

Donc I’endomorphisme associé a cette matrice relativement a la base B
convient,.

Cet endomorphisme n’est autre que A = (® + n.id)? et, tous calculs faits, on
trouve :

AP) = (2 = X2)2P" + (- 2X2)((2n - )X + ) P!

1
+ (22X +1)2 4 20(3 - X)) P

Exercice 2.21.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On note £(E) I’ensemble des
endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble formé des endomorphismes
bijectifs.

Un sous-espace F' de E est dit stable par GL(E) si, pour tout u € GL(E),
u(F) CF.
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1. Soit z un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul,
il existe u € GL(E) tel que u(z) = y.
2. Montrer que si F est stable par GL(E), alors F = {0} ou F = E.

Solution :

1. Considérons deux cas :

e la famille (z,y) est liée : il existe alors A # 0 tel que y = Az. Par le
théoreme de la base incomplete, on construit une base B de E de la forme

(z,ea,...,e,). On définit parfaitement u linéaire par :
u(z) =y,ulex) = ez, ules) =es,...,ule,) =ey
La matrice associée a u dans la base B est la matrice diagonale diag(A, 1,...,1).

L’endomorphisme u est donc inversible.

e la famille (z,y) est libre : il existe une base By de E de la forme
(z,y,es,...,e,). On définit parfaitement v linéaire par :

u(z) = y,u(y) = z,ules) =es,...,ule,) = e,
L’endomorphisme u est inversible, puisque l'image par u de la base B; est
une base de E.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k, avec 1 <k < n — 1.
On choisit alors un vecteur y non nul tel que y ¢ F' et un vecteur z non nul
de F'.

Par la question précédente il existe un automorphisme u de E tel que u(z) =y
et donc F' n’est pas stable par cet automorphisme. Donc F' n’est pas stable
par GL(E).

Comme il est clair que {0} et E sont stables par GL(E), on a la conclusion
voulue.

Exercice 2.22.

La lettre K représente R ou C.

On considere un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle E.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E vérifiant fog = go f.
On note A1, A2, .., A, les valeurs propres (distinctes) de f et Fi, Fa,..., F),
les sous-espaces propres de f respectivement associés, ainsi que p1, t2, . . ., liq
les valeurs propres (distinctes) de g et G1, G, . .., G4 les sous-espaces propres
de g respectivement associés.

Enfin, pour (4,j) € {1,2,...,p} x {1,2,...,¢}, on note H; ; = F; N G;.

P
1. Pour k € {1,2,...,p}, on définit le polynéme L; = [] ii; —
i=1

N\ T
i#k
1. a) Soit (k,j) € {1,2,...,p}*. Montrer que, quel que soit v € Fj :
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0 si k#7,
v st k=j.

L)) = {

b) Soit maintenant U un sous-espace de E stable par f.
Montrer que, pour tout k € {1,2,...,p}, U est stable par L(f).

P
Déduire des deux résultats précédents que U C @ (U N F;).
i=1
D
Conclure que U = @ (U N F;).
i=1
Montrer enfin que ’endomorphisme de U induit par f est diagonalisable.

2. Montrer que, quel que soit j € {1,2,...,q}, G; est stable par f.
p

3. Montrer que, quel que soit j € {1,2,...,¢}, G; = @ H; ;.
i=1

4. En déduire qu’il existe une base de E entiérement constituée de vecteurs
propres & la fois de f et de g.

5. Montrer que tout endomorphisme de E appartenant & Vect(id, f,g,g o f)
est diagonalisable.

Solution :

1. a) Pour tout i € {1,2,...,p}, (f — NId)(v) = (Aj — A\;)v. 1l s’ensuit
immédiatement que :
(HA—)\) {OE si k#j,
Ap — v si k=j.
z;ék

b) x Soit k € {1,2,...,p}. Pour tout ¢ € {1,2,...,p}, U est stable par
I’endomorphisme f — A;Id. Ainsi U est stable par toute composée de ces
endomorphismes et donc par Ly (f).

* Remarquons d’abord que, comme la somme Fy + F5 + --- 4+ F), est une
somme directe, et comme pour tout i € {1,2,...,p}, UN F; C F;, la somme

UNF)+UNE)+- -+ (UNF,)
est également directe.

Soit  un élément de U. Comme f est diagonalisable, 69 F; = E, et il existe
donc (u1,uz,...,up) € Fi X Fy x --- x F, tel que:r—ul +us 4+ Uy
Pour chaque j € {1,2,...,p}, ]( )( ) = L;j(f)(u;) = uj, et donc u; € U.
P P
On en conclut que z € @ (U N F;), donc que U C @ (U N F).
i=1

i=1
D’autre part, il est évident que pour tout i € {1,2,...,p}, UNF; C U, donc
P
que UNE;) CU.

i=1
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P
Finalement, on a obtenu : @ (UNF;) =U.
i=1

P
* Notons ¢ I'endomorphisme de U induit par f. Comme @ (U N F;) = U,
i=1

U est égal & la somme directe de sous-espaces propres de ¢ ; ainsi ¢ est
diagonalisable.

2. Soit j € {1,2,...,q}. Pour tout z € Gj,

9(f(@)) = flg(@)) = f(pjz) = p; f(z).
Par conséquent f(z) € G, ce qui signifie que G; est stable par f.

3. Soit j € {1,2,...,¢}. Comme G; est stable par f, on peut écrire grace a
la premiere question que :

G, =

=

(Gj N Fl) = Hi7j.
i=1

(3

LD~

2

4. La somme de (G,); étant directe et égale & E, on montre facilement qu’il
en est de méme pour la somme de (H;;); ;. En concaténant des bases de
tous ceux des H; ; qui ne sont pas réduits a {0}, on obtient une base B de E
constituée de vecteurs propres de f et g.

5. 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de f et g, donc également
de f o g et bien entendu de id; ainsi si h € Vect(id, f,g,g o f), tout vecteur
de cette base est un vecteur propre de h.
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PROBABILITES

Exercice 3.1.

1. Soit (2,7, P) un espace probabilisé et soit X: Q2 — R une variable
aléatoire réelle vérifiant X () C N.

1. a) Montrer que, pour tout n € N* :
n n—1
> kEP(X =k)= ), P(X>k)—nP(X >n).
k=0 k=0

1. b) On suppose que la variable aléatoire X admet une espérance notée
E(X).

+00
Montrer que, pour tout n € N, 0 < nP(X >n) < Y. kP(X =k).
k=n+1
En déduire que la série de terme général P(X > n) converge et que :

+00

> P(X >n) = E(X).

n=0
1. ¢) On suppose que la série de terme général P(X > n) converge. Montrer
que la série de terme général kP(X = k) converge et que X admet une
espérance.

1. d) Enoncer le théoréme qui vient d’étre établi.

2. Un horticulteur plante n oignons de narcisse dans un jardin (avec n € N*).
Chaque oignon est susceptible de fleurir au printemps et ne donne une fleur
qu’avec la probabilité p ; de plus, s’il donne une fleur une année, il refleurit de
manieére certaine les années suivantes mais s’il n’en donne pas, cela n’influe
en rien sur ce qui est susceptible de se passer les années suivantes.
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Pour j € {1,2,...,n}, on note X; le nombre aléatoire d’années nécessaires
au narcisse numéro j pour produire une premiere fleur. On suppose que
X1,Xo,...,X, sont des variables aléatoires et qu’elles sont mutuellement
indépendantes.

On note X le nombre aléatoire d’années au bout duquel le jardin sera, pour
la premiere fois, fleuri des n narcisses.

2. a) Exprimer X en fonction de X, Xs, ..., X, et calculer, pour tout k € N,
P(X > k).

2. b) En déduire que X admet une espérance et exprimer cette espérance
comme somme d’une série.

3. Déterminer un équivalent simple de E(X) lorsque n tend vers +oo.
On utilisera des intégrales bien choisies de la fonction x — 1— (1 —(1 —p)””)n
In(1 —1¢)

ainsi que le changement de variable x = m

Solution :

1. a) Soit n € N* :
> EP(X =k)=
k=0

M=

KP(X > k—1)— 3 k
k=0
ap>
j=0

o
- O

P(X > k)

(G +1DPX >j) JP(X >j)

3 o
Il
- o

= P(X >j)—nP(X >n)

<.
Il
=]

o0 o0
b) Soit n e N, 0 <nP(X >n)=n >, P(X=k < > kPX=k)
k=n+1 k=n+1

(la derniere série converge, car X admet une espérance).
Comme le reste d’ordre n d’une série convergente tend vers 0 lorsque n tend
vers l'infini, il vient par encadrement :

lim nP(X >n)=0

n—oo
11 résulte alors du a) que la série de terme général P(X > n) converge et :

S P(X > n) = E(X)
n=0

n n—1 00
c) Pourtout n € N*, > kP(X = k)< Y, P(X >j) < > P(X > j) (car
k=0 7=0 j=0
la derniere série est & termes positifs et convergente).
On en conclut que la série de terme général positif kP(X = k) converge et
donc que X admet une espérance.
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d) On vient de montrer que si X est une variable aléatoire & valeurs dans N,
X admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > n)
converge et dans ce cas :

E(X)= > P(X >n)
n=0

a) Il est clair que X = max(X;, Xo,...,X,,). Soit k € N; par indépendance
on a : . .

PXL<k) =TI PX;<k)=TI01-0Q-p* =[1-(1-pk", ainsi :
j=1 j=1
P(X>k)=1-[1—-(1-p)"
b) khm (1—p)* = 0 et on sait qu’au voisinage de 0 (pour h) : (14+h)" —
—00
nh

En conséquence : P(X > k) ~ n(l1—p)k

(k—00)
Il s’ensuit que la série de terme général positif P(X > n) converge, puisque
celui-ci est équivalent au terme général d’une série géométrique convergente.

On conclut que X admet une espérance, avec :

B(X) = kf:ou — (1= (1-p)*")"]

3. la fonction f:z+— 1— (1 — (1 —p)®)" est dérivable sur R et pour z > 0 :
fl@)=n(1-(1-p)")"'(1-p)*n(l-p) <O

Donc f est décroissante et pour tout m € N :

/OmH() < £ 1W<+ [ o

Soit m € N*. Le changement de variable xz = % est de classe C! de
n{l—=p

[0,1— (1 —p)™] vers [0,m] et donne :

1—(1—p)™ n Lk m

_ 1 1L t" g1 th11-(1-p)
/ f “In(1- )/0 1-t ln(l—p)[kgl k]o
Quand m tend vers linfini, 1 — (1 — p)™ tend vers 1 et donc intégrale
m

1 1
z)dz tend vers ————— -.
IR (i —p) & F

En passant a la limite lorsque m tend vers +o00, on obtient donc :

1 i 1 (X) 1 i 1
- +<EX)L1- +
In(1 —p) ;=1 k In(1 —p) ;= k
On conclut classiquement que l'on a :

Inn
E(X) ~ ——lnn

Exercice 3.2.
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Une urne U; contient n boules blanches et une urne Us contient n boules
noires.

On tire a chaque tirage simultanément une boule dans U; que ’on met dans
Us et une boule dans U; que 'on met dans U;.

On note, pour k£ > 1, X} la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches dans U; apres le k-ieme tirage, et X, la variable constante égale a
n.

P(Xy, =0)

P(X,=1)
On pose, pour k > 0, Zj, = .

P(Xk = ’TL)

1. a) Déterminer la matrice A,, telle que, pour k > 1, Z = %AnZk,l.
n

b) Quelle est la probabilité qu’au bout de n tirages on n’ait que des boules
noires dans Uy 7 Quel(s) coefficient(s) de A peut-on en déduire ?

2. On se place dans le cas n = 2.

a) Etudier la suite de terme général E(Xy).

1 1 1
b) Montrer que V7 = | 4], Y5 = —2 | et Y = 0 sont des
1 1 -1

vecteurs propres de As.
c¢) En remarquant que Zp = %Yl + % Ys — % Y3, déterminer Zj, pour k£ > 1.

d) En déduire, pour 0 < i < 2, la limite de P(X} = i) lorsque k tend vers
I’infini.

Solution :
1. a) Pour tout i € {0,...,n}, on peut écrire
P(Xy =1i) = 3 P(Xy =i/ Xp—1 = j)P(Xp—1 = )
j=0

OI', SIZ¢ {.7_17]).7+1}7 P(Xk :Z/kal :]) =0et

. . 2 . . 29(n — 7
p(Xk:]_1/Xk71:]):#;P(szj/xkflzj):%;
— y 2
P(Xk=j+1/Xk—1=j)=%
Donc :
P(X) = 0) = n—12P(Xk_1 =1),P(X} = n) :n—12P(Xk_1 =n-1);

et pour tout i € {1,...,n—1}:



. 2 . .
P =)= O Py =i+ 202D iy, =)
- 2
+ %P(XH —it1)
ce qui donne :
0 12 0 0

: 22 2(n—1) n?
0 0 12 0

b) Le nombre de boules blanches dans U; diminue d’au plus une unité a
chaque tirage. Il diminue de n en n tirages si et seulement s’il diminue d’une
unité a chaque tirage, c’est-a-dire si et seulement si a chaque tirage on tire
une boule noire de Us et une boule blanche de U;.

Ainsi : ) ,
_oy = 17 (mn=k) _ (n})
P(X, =0)= [T =R - ()
0
0
or: Z, = (%)HAZ . |, est de premier coefficient P(X,, = 0)
" 0
1
On en déduit que le coefficient A 11 de A" vaut (n!)2.
010 P(X; = 0) P(Xj_1 = 0)
2. Mvient Ay = {4 2 4| et | P(Xp=1) | =24 [ P(X)1=1)
010 P(X, =2) P(Xp 1 =2)

a) Un calcul élémentaire donne, pour tout k > 1 :
E(Xy)=P(X,=1)+2P(X; =2)
= P(Xy1 =0) + 1P = 1) + P(X41 =2) + 24 P(Xp1 = 1)
=PXp_1=0)+PXp_1=1)+P(Xp_1=2)=1
b) Il suffit d’effectuer le calcul pour voir que :
AY) =4Y1,AYs = =2Y5,AY3 =0
c)Ona:

— 1 qky 1 (1 4k Lgky, — 1 qkyy = 1 (1yk 1 9k
Zy = FALZ0 = 4k(6A2}/1+ 5 ALYs — 5 ALY3) = 4,6(64 Y1+ 3(-2)'12)

1 1 k
= 2Y] —1)"Ys
6 1+3X2k( ) 2
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On en déduit que lim Zj = lYl.
k—+oc0 6

lim P(X;=0)= lim P(X;,=2)=41

6
d) Par suite, on a : ke I;_)+oo
li P(Xy=1)=4%

Exercice 3.3.

On étudie dans une population une grandeur X suivant une loi uniforme sur
un intervalle de longueur 1 : [#,6 + 1] et on cherche & estimer 6.

On considere donc un échantillon (X7,...,X,,) indépendant extrait de la loi
uniforme sur [, 60 + 1].

On pose S, = max X; et I,, = min X;.
k2

1<i<n 1<i<n
1. Déterminer la loi de S,,, son espérance et sa variance.
2. En remarquant que I, = — 1[;11;2(”(—)(@-), donner I’espérance et la variance
de I,.
3. On pose, pour « € [0,1], O,(a) = a(S, — 1)+ (1 —a)I,.
a) Déterminer a pour que 0,(a) soit un estimateur sans biais de 6. On

note O,, I'estimateur ainsi obtenu.
b) En admettant que Cov(Sy, I,) =

de O,,.

1

m, calculer la variance

4. On pose X,, =

S|=

5
a) Montrer que O], est un estimateur sans biais et convergent de 6.
b) Si vous deviez estimer 6, quel estimateur choisiriez-vous et pourquoi ?

S X;et O =X, -1
i=1

Solution :

1. On a S,(2) = [6,0 + 1], et pour tout z de cet intervalle :
Fs,(x) = P(S, <7) = P( N (Xi < 2)) = [Fx (2)]" = (z - )"
i=1
Ainsi, S,, admet comme densité :
_n@-0)nt sizeld,+1]
kﬂ”_{ 0 sizd[0,0+1]

Une intégration par parties donne

E(S,) = ™ (x —6)"~tdo =0 L
"= nx(x —0) =0+ 0T

n

puis V(S,) = CEECED)
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2. Pour tout i € [1,n], —X; suit la loi uniforme sur [—-6 — 1, —6]. La loi de
max (—X;) est celle d’une variable S;, correspondant & §' = —6 — 1.
1

et sa variance est ——— &
I v (n+1)>2(n+2)

n+
Enfin comme I,, = — max (—X;), il vient :
1<i<n

Son espérance est alors —6 —

_ 1 . _ n
E(In)—0+n+1 ; V(In)_m

3. a) Par linéarité de l’espérance, ©,(a) est un estimateur sans biais de 6 si
et seulement si :

1—2a _ o . _1
0+ o | —0,2.6.&—2
b) On a :
1 1 1 1
V(O,) =3V (Sn) + V() + 5 Cov(Sp, In) =
(On) = gV(Sn) + gV In) + 5 Cov( ) 2(n+1)(n + 2)

4. a) Un calcul élémentaire donne E(0') = E(X,,) — % =6.
De plus, V(0)) = V((X,,) = ﬁ, qui admet pour limite 0 lorsque n tend
vers linfini.

O/, est donc un estimateur sans biais et convergeant du parameétre 6.

1 1, .
< —— équivaut

P —
b) On remarque que V(0)) > V(0,,), car )12 S 12n

a(n—1)(n-2)>0.
Donc ©,, est plus fiable que ©),.

Exercice 3.4.

Préliminaire :

tan désigne la fonction tangente. On pose g(x) = tanz, pour tout réel x
strictement compris entre — % et +2.

2 2

Montrer que g est une bijection de ]—E E [ sur R.

272
Sa bijection réciproque ¢! est notée Arctan.
Montrer que Arctan est dérivable sur R, et que :
Vo € R, Arctan/(z) = —1
) ( ) 1 4 .’L'2
En déduire que, pour tout réel strictement positif ¢, et pour tous réels A et
B

)

B
c _ By _ A
/A mdt—Arctan(c) Arctan(c).

On se donne deux variables aléatoires X et Y indépendantes, de densités
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, pour

et fy (t) =

respectives et avec t) = —%—— b _
p fX fY: fX( ) 7T(L7,2+t2) 7T(b2+t2)

tout réel t.

(a et b désignent deux réels strictement positifs.)

On pose Z = sup(X,Y), et V = X2,

1. Vérifier que fx et fy sont bien des densités de probabilité.

2. a) Déterminer une densité de Z.

b) La variable aléatoire Z possede-t-elle une espérance ? Une variance ?

3. a) Déterminer une densité de V.

b) La variable aléatoire V' possede-t-elle une espérance? Une variance ?

Solution :

Préliminaire :

La fonction g = tan est de classe C! sur |- /2,7/2][, avec ¢'(z) = 1+tan® z >
0, donc g réalise une bijection strictement croissante de |—m/2,7/2[ sur son
image qui est R.

Sa bijection réciproque g+, notée Arctan, réalise une bijection strictement
croissante de R sur |—m/2,m/2], de classe C', avec :

1

Vt € R, Arctan’(t) = 1 = 1 = _1
’ ®) g (g7 (t)) 1+ tan’(Arctant) 1+t
On a alors, par le changement de variable u = % :
B
/ —E—dt = [Arctan(i)]i = Arctan B — Arctan 4
A C+t ¢ ¢ ¢
1. La fonction fx est continue sur R, positive et paire. D’apres le préliminaire :
A
1 A 1z _1
/0 fx(t)dt = WArctan o A:F)oo 5 =3
+o0
Ainsi fx (t)dt est convergente de valeur % ; on conclut de méme, par
0 oo
parité, sur R~ que fx(t)dt converge et vaut 1. Donc fx est bien une

— 00
densité de probabilité. Il ne semble pas nécessaire de recommencer pour fy.

2. a) Pour t € R, par définition du sup et indépendance de X et Y :
Fy(t) = P(Z < 1) = P(X < )P(Y < t) = Fx())Fy (1)

Or, comme lim Arctan = —7/2, on a :
— 00

Fx(t) :/mmdu: (Arctan(é) +%)

= |
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Fy(t) = #(Arctan (é) + %) (Arctan (%) +5)

Une densité f; de Z s’obtient alors par dérivation :

fz(t):#(Arctan(é)-%%) b +1(Arctan(§)+%) a__

v 4+2 b a? +t
b) Au voisinage de +00, on a fz(t) ~ & : b tlz’ donc tfz(t) ~ & : b %, qui

est d’intégrale divergente pour la borne +oo.
Ainsi Z n’admet pas d’espérance et a fortiori pas de variance.

3. a) V est & valeurs dans R* et, par parité de fx, pour u >0 :

P(V < u) = P(—yi < X < Vi) = 2P(0 < X < Vi) = 2/ﬁfx<t>dt,

soit, : ’
Yu€eRT,P(V <u)= %Arctan (%)

Par dérivation, une densité fi de V est :

—-0- _a 1
Vu<0, fr(u) =0;Vu>0,fy(u) = V(@ + )
+0o0
b)Ona:ufy(u) ~ & +ﬂ, ce qui prouve quel’intégrale/ wfy (u) du
(+o0) T u 0
est divergente et suffit pour affirmer que V n’admet pas d’espérance et a

fortiori pas de variance.

Exercice 3.5.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi. On note F leur fonction de répartition commune.

1. Pour tout » > 0, on pose M, = max(X;,Xs,...,X,). Déterminer la
fonction de répartition F,, de M, en fonction de F et n.

2. Dans cette question, on suppose que X; suit la loi exponentielle de
parametre X. Pour tout n > 0, on pose Z, = AM,, —Inn
Déterminer la limite en loi de la suite (Z,,).

3. Dans cette question, a désigne un réel strictement positif et on suppose
que X; admet pour fonction de répartition :

0 siz <0
F:x»—){l—(l—x)a si0<z <1
1 siz>1

Pour tout n > 0, on pose Z,, = n'/*(M,, — 1).
Déterminer la limite en loi de la suite (Z,).

Que retrouve-t-on lorsque a =17

Solution :
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1. De maniere classique :

Fy(z) = P(max(X1, Xo,...,Xn) <2) = P( X; < 2)

2. On peut écrire :
P(Z, < ) = POM, —lnn < 7) = P(M, < L0 - [pztlun)r

Or : N
_ T AT 3
F(z) = 1—e S} x>0
0 siz <0
Ce qui donne :
L lemen g
Fy (a:):{(l e ) siz+Inn>0
0 sinon
Soit z € R fixé. Pour n € N, assez grand, on a x +1nn > 0, et :
_lfzn_ I R ~ _lfz oz
In [(1 e ) ] =nln (1 e ) (no0) n( e ) n:))O e
Par continuité de la fonction exponentielle, on a donc : lim Fz, () =e™® *
n—oo
Ainsi pour tout z réel, lim Fyz (z)= G(z).
n—+oo
Pour terminer cette question, il suffit de vérifier que G est effectivement la
fonction de répartition d’une variable a densité : la fonction G est de classe
C! sur R, est croissante sur R, de limite nulle en —oo, de limite 1 en +oo.

3. Selon le méme principe :
P(Z, < x) = P(n'/*(M, — 1) < z) = P(M,, < n~"/% +1)
= Fr(n~Yog +1).
e siz > 0,alors F(n '/%z+1) = 1, donc, pour tout n, F™(n~%z+1) =1,
e siz <0, alors pour n assez grand —n'/® < z, et dans ce cas :
F(n='oz +1) = (1 - (-n~"22)*)" = (1 - %(—m)a)n
qui admet comme limite e~ ()" lorsque n tend vers I’infini.
Donc :

lim Fy, (¢) = H(z) = {e Co sz <0
n—+00 1 siz >0
Il reste a vérifier que H est effectivement une fonction de répartition, ce qui
ne pose pas de probleme.
Lorsque a = 1, F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant
une loi uniforme sur [0,1], et Z,, tend en loi vers une variable aléatoire Y de
fonction de répartition :
e’ six <0
{ 1 siz>0
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(=Y suit donc la loi exponentielle de parametre 1).

Exercice 3.6.

On dispose d’une infinité de pieces. La k™ piéce donne Pile avec la prob-
abilité pr €]0,1] et Face avec la probabilité ¢x = 1 — pg. On effectue une
infinité de lancers, le k*™° lancer utilisant la k°™° piece.

Pour tout n > 1, on définit une variable aléatoire réelle Y,, par

Yy, = { 0 si Face est tombé au n®™ lancer
=

1 si Pile est tombé au n®™ lancer
On pose de plus Yy = 0.

Soit (X, )nen la suite de variables aléatoires définies par X = 0 et pour tout
n>1:
Xp=n—max{0<i<n|Y; =0}

1. a) Que représente la variable aléatoire X, 7

b) Déterminer la loi de X,,.
2. Soit T la variable aléatoire définie par T = inf{m > 1| X,, = 0}, si cet
ensemble est non vide et T'=0si {m > 1| X,,, = 0} est vide.

a) Calculer la probabilité de I’événement (T' = 0).

b) Montrer que P(T = 0) = 0 si et seulement si la série Y (1 —py) diverge.
k=1
3. On suppose désormais que pour tout k£ > 1,pr = p. Pour n > 1, calculer
la probabilité P(T = n).
Quelle est la loi de T'— 17 En déduire ’espérance de T'.

Solution :

1. a) X, représente la longueur de la derniere séquence de Pile, apres le dernier
Face, a l'issue du n-iéme lancer (cette séquence pouvant étre de longueur
nulle).

b) On a X, () ={0,1,...,n}. De plus :
e l’événement (X,, = 0) est I’événement «le dernier lancer est Face» ;
donc P(X, =0)=1—p,.
e DL’événement (X, = 1) correspond & «on a eu Pile au n-iéme lancer et
Face au (n — 1)-iéme lancer» ; donc P(X,, = 1) = pp(1 — pp—1).
e Plus généralement, pour tout k> 2, lé 6 ement (X, = k) correspond
4 «on a eu Pile aux lancers n,n — 1,...,n — k + 1 et Face au (n — k)-iéme
lancer » ; donc P(X,, = k) = puPn—1---Pn—t+1(1 — pr_k).

2. a) La variable aléatoire T représente I'instant d’apparition du premier Face.
L’événement (T = 0) est donc ’événement «pour tout m > 1, X,, # 0», et
on a P(X,, # 0) = py. Donc, par le théoreme de limite monotone :
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P(T=0)= lim P(ﬁ(xm;é())): lim HP(X £0)

n—+oo m_ ~>+oo
=t M o= i 11000

b) Posons u,, = H (1=¢gm)-Onalnu, = In(1—gm).

m=1 m=1

e sila série Y ¢y, converge, alors, liIE gm =0cet In(1 — gm) ~ gm.
m—r—+00

Ceci implique que la série Y In(1 — gy,,) converge, donc que lim In(u,) =a
n

—+00
et
lim w, =e*>0.
n—+00
e si lim w,=4¢>0,alors lim In(u,)=In’.
n—+00 n—-400
Ainsi la série Y In(1 — ¢y,) converge, ce qui entrane lim In(1 —g¢,) = 0,

n—-+o0o

donc lim ¢, =0etIn(l —qn) ~ —Gmn.

n—+oo
Par la regle d’équivalence pour les séries a termes de signe fixe, la série Y ¢,
converge.
Ainsi P(T = 0) =0 si et seulement si Y g, diverge.
3.0na P(T =1) =1-p et pour tout n > 2,P(T = n) = p"~ (1 — p).
Ainsi T' — 1 suit la loi géométrique de parametre 1 — p et par propriété de
I’espérance

E(T):E(T—1)+1:1+1%p.

Exercice 3.7.

On définit une suite (Py)ren de polynomes a coefficients réels par :
k—1

Py(X) =1, Pi(X)=X, etpourtout k>2 Pu(X)=[[(X—1)
i=0
1. Montrer que pour tout n entier naturel, il existe (n+1) réels agp n, @1,n, .- -, Gnn

tels que X™ = E agnPr(X)
Ces réels sont- 1ls determlnes de maniére unique ?

2. Soit n un entier naturel, n > 1, et Y une variable aléatoire réelle définie
sur un espace probabilisé (€2, A, P) & valeurs dans {0,1,...,n}.
Pour tout réel z strictement positif, on pose G(z) = E(zY), ou E(Z)
représente ’espérance d’une variable aléatoire Z.

a) Montrer que G est de classe C™ et que pour tout k € N, G¥)(1)) =
E(P(Y)), ot G désigne la dérivée k-ieme de la fonction G.

b) En déduire que E(Y*) = Z a; G
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3. On suppose que Y suit une loi binomiale de parameétres n et p. En utilisant
uniquement les questions précédentes, calculer E(Y?) et E(Y?).

Solution :

1. La famille (P,)o<r<n est une famille de (n + 1) polynémes de degrés
échelonnés ; c’est donc une base de R, [X]. Aussi, existe—t—il (n + 1) réels
ao,n,G1,n, - - -, On,n déterminés de maniére unique tels que :

X" = E akak(X)
k=0
2. Par le théoreme de transfert :
G(x)= > P(Y =k)z*
k=0
C’est, une fonction polynomiale donc de classe C*° sur R. On a :

GO = £ P =k) =1=B(R(Y))

De plus :

et pour tout £ < n :

GO() = 3£ (G = 1) = £+ VP = ai~!
donc : ”

GOW) = 3§ =1).. (G~ L+ DP(Y = j) = E(B(Y))

Par linéarité de I’espérance, il vient, pour tout k :

B0 = B( X anBy() = 3 auBB () = 3 0,069 (1)

3. Lorsque Y suit la loi binomiale B(n,p), il vient :
n

G(z) = Y. Chpkgn=Fzk = (pz + ¢)", soit G'(1) = np.

k=0
De plus :
X?=XX-1)+X,do: E(Y?)=G"(1)+G'(1) =n(n—1)p* + np
Enfin X3 = X(X - 1)(X —2)+3X(X — 1) + X, donne :
E(Y3) =G"(1)+3G"(1) + G'(1) = n(n — 1)(n — 2)p® + 3n(n — 1)p? + np.

Exercice 3.8.

On considere deux pieces truquées A et B ; A donne Pile avec la probabilité
a (0 < a<1),et B donne Pile avec la probabilité b (0 < b< 1) .
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On choisit une piece au hasard et on la lance ; si ’on obtient Pile, on relance
la méme piece, sinon on lance 'autre piece. On poursuit ce processus k fois
(k> 2).

1. Déterminer la probabilité de lancer la piece A au k-ieme lancer.

2. Déterminer la probabilité d’obtenir Pile au k-ieme lancer.

3. Déterminer la limite de cette probabilité lorsque k tend vers linfini.
Interpréter le résultat obtenu si I’on suppose maintenant a =1 et 0 < b < 1.

Solution :

1. Notons les événements :

A, : « on lance la piece A au n-ieme lancer »,
B,, : « on lance la piece B au n-ieme lancer »,
C), : « Pile sort au n-ieme lancer ».

On peut écrire :
P(Any1) = P(Any1/An)P(An) + P(Any1/Bn) P(By).

Or si on lance la piece A au n-ieme lancer, la probabilité de la relancer au
coup suivant est égale a celle de faire Pile avec cette piece, soit a. De méme,
si on lance la piece B au n-ieme lancer, la probabilité de relancer la piece A
au coup suivant est égale & celle de faire Face avec la piece B, soit (1 — b).
Donc :

P(Api1) =aP(Ay) + (1 =b)(1 = P(4y)) = (a+b-1)P(A,) +1-b
Le point fixe de cette récurrence arithmético-géométrique est ¢ = %
et classiquement :

VkEN*,P(Ak):g+(a+b_1)k—1(%_£)

2. De la méme facon, pour k& € N* :
P(Ck) = P(Cr/Ar)P(Ak) + P(Cr/Bi)P(Br)
=aP(Ar) +b(1 — P(Ag)) = (a—b)P(Ar) + b
et il suffit de remplacer P(A) par sa valeur.

3. Comme a,b€]0,1[,ona —1<a+b—-1<1, doncklim P(Ap)="Llet:

—+o0

. o —(n_p_1—=b
Jim P(C) = (a=b)l+b=(a—b)gtoly +b.

Ce raisonnement est encore valable lorsque a =1 et 0 < b < 1 (on a encore
—1<a+b-—1<1);danscecas { =1et:
lim P(Cy) =1.

Ce résultat est logique ; en effet si on lance au départ la piece A, on obtient
Pile puisque a = 1, et on la relance. Ainsi tous les lancers s’effectueront avec
la piece A. On est donc certain d’obtenir Pile au k-ieme lancer.
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Par contre, si on commence avec la piece B, comme b < 1, on finira presque
sirement par changer de piece. A partir de ce moment on n’obtiendra que
des Pile et on ne lancera plus que la piece A. Donc, asymptotiquement, la
probabilité de jouer avec la piece A et de ne faire que des Pile vaut 1.

Exercice 3.9.

Soit p un réel tel que 0 < p < 1, et f la fonction définie sur l'intervalle [0, 1]
par
frz—p®+1—p
1. Etudier les variations de f sur [0, 1].
2. Etudier la suite (up,) définie par up = 1 — p et pour tout n > 0,up41 =

3. On considere une plante qui peut donner naissance a deux descendants
avec la probabilité p ou a aucun descendant avec la probabilité 1 — p. On
s’intéresse a sa descendance et on note X,, le nombre de descendants issus de
la n-ieme génération, i.e. le nombre de descendants de la plante a la (n + 1)-
ieme génération.

a) Exprimer, pour tout entier naturel n € N, P(X,, = 0) en fonction de
Up,.

b) Déterminer lim P(X,, = 0). Interpréter le résultat trouvé.
n—+o00

Solution :

1. f est dérivable et f'(x) = 2px, donc f est strictement croissante sur [0, 1],

avec f(0)=1—pet f(1)=1.

2. x f([0,1]) € [0,1], donc (uy,) est bien définie et & valeurs dans [0, 1].

* La fonction f étant croissante, la suite (u,) est monotone, et comme :
ur=p(l=p)>+1-p=(1-p)(p(l-p)+1) >1-p=u,

la suite (u,) est croissante et comme elle est bornée elle converge.

xflx) = <= p’—r+1-p=0<=1zx¢€ {1,%}, mais la seconde

racine r = ﬂ, qui est positive, appartient a [0, 1] si et seulement si p > %

Sips%,

point fixe de f, a savoir 1.
Sip> %,

déduit par récurrence : Vn,u, < r et la suite (u,) converge vers r.

3.a)xpp=P(Xo=0)=1—-p;

Pour n € N, utilisons le systeme complet ((Xo = 0), (Xo = 2)) :

la suite (u,,) est croissante bornée, donc converge vers I'unique

alors ug =1 —-p < % = r < 1. Par croissance de f on en
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Pni1 = P(Xpy1 = 0)

=P(Xo=0)P(X4+1 =0/Xo=0)+ P(Xo =2)P(X,41 =0/ X0 =2)
Or P(Xp+1 = 0/Xo =0) =1 (s'il n’y a pas de descendants & la premiere
génération, il n’y en aura pas plus tard) ;
P(Xp41 = 0/Xy = 2) = [P(X,, = 0)% car cela signifie que chacun des
deux descendants de premiere génération n’a pas de descendant de n-ieme
génération et on conclut par indépendance.

Ainsi ppe1 = (1 — p) + p.p, et la suite (p,) vérifie la méme relation de
récurrence que la suite (uy). Comme les termes initiaux sont les mémes, on
conclut :

VneNP(X, =0)=u,
b) Par conséquent :

Sip< A lim P(X,=0)=1etsip>1 lim P(X, =0) = L=P
n—o0o n—o0o p
Ceci n’est pas étonnant, car 2p est 'espérance du nombre de descendants

directs de chaque plante. Ainsi, si 2p < 1, la tendance est a la raréfaction et
on s’attend a ce que ’espece disparaisse, tandis que si 2p > 1, la disparition
est possible mais n’est pas quasi-certaine.

Exercice 3.10.

Pour tout a réel, on pose : M, = <i :g)

1. a) Déterminer en fonction de a les valeurs propres de M, considérée comme
élément de M5(C).

b) Pour quelles valeurs de a ces valeurs propres sont—elles réelles ?
c¢) Pour quelles valeurs de a, la matrice M, est—elle diagonalisable sur R ?

2. Soit (2,4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle
suivant une loi uniforme sur [0, 2]. Pour tout w € 2, on consideére la matrice

(1 X
wo=(x 57)
Soit Y la variable aléatoire définie par «Y (w) est la plus grande des valeurs
propres de M, ».
Déterminer une densité de la loi de Y.

Solution :

1. a) Un calcul rapide montre que les valeurs propres de M, sont A =
—1—-+V4—-a? et p = —1 4+ V4 — a?. Ces valeurs propres sont réelles si et
seulement si |a| < 2.
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b) Lorsque a ¢ {—2,2}, ces deux valeurs propres sont distinctes et M, est

<2_\/m>

diagonalisable. Les sous-espaces propres associés sont £\, = Vect

N )
etEu:Vect<2+ : a>‘

Lorsque a € {—2,2}, il existe une unique valeur propre valant —1. Les
matrices M, et M_, ne sont pas diagonalisables car autrement seraient égales
a —I, ce qu’elles ne sont pas.

2. D’apres la question précédente, Y = —1++v/4 — X2 et Y prend ses valeurs

entre —1 et 1.

La fonction t — —t2 est strictement décroissante sur 'intervalle [0,2], donc

la fonction f: ¢+ —1 4+ /4 — t2 également.

Comme f est continue strictement décroissante sur [0,2], elle induit une

bijection de [0, 2] sur son image [—1,1]. On a, pour z € [—-1,1] :
PY<z)=PX > fH(2)) =1-P(X < f7(2)) =1 - P(X < f!(2))

Ainsi : Fy(z) =1 — Fx(f~()).

Un calcul élémentaire donne f~'(z) = /3 —2z — 22 (on doit prendre la

solution positive de I'équation en ¢t : —1 + v/4 — 2 = z).

On a alors (f 1) (z) = —\/%.
Comme fy(r) = —fx(F 1 (@)(f ) (2) = —5(F 1) (x), une densité de ¥
est donc : 14z

fr(z) = { 23 — 21 — 22
0

size[-1,1]

sinon

Exercice 3.11.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire & valeurs
réelles, de fonction de répartition F' définie par :

0 siz <0
F(z) = 1—e*1/2(1+§) siz>0

1. La fonction F est—elle continue sur R ?

2. Déterminer lim F(z). Interpréter ce résultat.
T—+00

3. Déterminer une densité de probabilité f de X.

4. Etudier les variations de f et représenter 'allure du graphe de cette
fonction.

Solution :
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1. La fonction F' est manifestement continue sur R*. Sa continuité en 0 se
déduit des limites & droite et & gauche en ce point qui sont nulles.

2. Comme lim e ®/2(1+Z)=0,ona lim F(z)=1, ce qui n’a rien de
T—+00 2 T—+00

surprenant puisque F' représente une fonction de répartition !

3. Pour déterminer une densité f de X, il suffit de dériver F', soit :
Fa) { 0 sixz <0

)= 1. —2/p2 1. —z/2 z ;

-3¢ ””/+§e z/ (1+§) siz>0

ou encore : )
0 siz <0

flz) = { ial:.e_’”/2 siz >0
Notons que ’on obtient bien une fonction positive !
4. La fonction f est continue sur R, est nulle sur R_ et tend vers 0 en +oo.
De plus pour z > 0, f'(z) = ie*zﬂ - %:I:.e’””/2 = %e’z/2(2 — ).

On en déduit que f est croissante sur | — 0o, 2] et décroissante sur [2, +o00[ et
donc que F' est convexe sur le premier intervalle et concave sur le second.

Exercice 3.12.

Soit f la fonction définie par :

flz) = {C.ez size[-1,1]

0 sinon
1. a) Déterminer la constante C' pour que f soit une densité de probabilité.

b) Calculer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant une
loi admettant f pour densité.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X admette
f pour densité et telles que Y suive une loi uniforme sur l'intervalle [—1,1].
Déterminer la loi suivie par la variable X — Y.

3. Le livreur L d’un supermarché décide de passer livrer chez Madame M
entre 9h et 11h du matin ; il attendra M pendant 15 minutes (si elle n’est pas
1a!). Pour sa part M rentrera chez elle entre 9h et 11h et y restera pendant une
demi-heure. On prend comme origine des temps 10h et comme unité ’heure.
On suppose que L et M agissent indépendamment et que leurs instants
d’arrivée chez M sont des variables aléatoires qui suivent respectivement
une loi de densité f, et une loi uniforme sur le segment [—1,1].

Calculer la probabilité que M soit livrée par L.

Solution :

1. a) La fonction f est positive pour C' > 0, continue sur R, sauf en —1 et
1, points o elle admet une limite a gauche et une limite a droite. Pour que
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f soit une densité de probabilité, il suffit de vérifier que son intégrale sur R
vaut 1. Or :
1 1
Cl e lPldr=1<=20[ e "dr=1+=C=+%—
-1 0 2(e—1)

Il faut donc prendre C' = ——&—

2(e—1)"
b) Par symétrie X est d’espérance nulle et un calcul élémentaire (par
intégration par parties) donne :
_2e—=5
V(X) = i o
2. Comme Y suit la loi uniforme sur [—1, 1], =Y suit également la loi uniforme
sur [-1,1]. Comme X —Y = X + (=Y) et X et —Y sont indépendantes, on

peut obtenir une densité fx_y de X — Y par convolution :
+0oo

feov(@ = [ fxWiv@—tydi=C / et fy (z — 1) dt

Or fy(u) = % si —1 < w<1et 0 sinon.

Comme z—t € [-1,1] <=t € [x—1,2+1], il convient de distinguer plusieurs

cas :

e siz>2 alorsz—1>1et fx_y(z) =0,

e siz€|[l,2],alors [z — 1,2+ 1)N[-1,1] = [z — 1,1] inclus dans [0,1] et :
1

fx_y(x)= % e tdt = %(elﬂ” —e 1)
z—1

e size[0,1],alors [x — 1,z +1]Nn[-1,1] = [z — 1,1], mais ici z — 1 < 0,
donc :

0 1
fx_y(z) = %/ etdt + %/ e tdt = %(2 —e" 1 —elh)
r—1 0

Enfin, on remarque que X —Y est une variable aléatoire paire (puisque X et
—Y le sont), donc f est paire, ce qui évite de considérer le cas z < 0.

3. Soit X la variable aléatoire égale a I'instant d’arrivée de L et Y la variable
aléatoire égale a l'instant d’arrivée de M. Ainsi I’événement « L et M se

rencontrent » est 1’événement « [X, X + i] NI[Y,Y + %] £ 0», ce qui est

équivalent a :

1 1
—<X-Y <3

Ainsi la probabilité p que M soit livrée est égale a :
1/2 0 1/2
fx_y(z)dr = %/ (2—e*t—e Ydr+ %/ (2—e*t—e)dz
—1/4 —1/4 0
Soit :

_ e 3 5e 1 _a—1/2 _ —3/4
P=eon @t e e¥/1)
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Exercice 3.13.

Soient n et r deux entiers strictement positifs. Lors de la kermesse d’une
association, n personnes sont présentes. On tire r fois au sort une personne
(avec remise) pour offrir r lots aux personnes présentes.

1. a) Calculer, en fonction de n et de 7, la probabilité qu’une personne donnée
P, ne regoive aucun lot.

b) Soit k un entier inférieur strictement & n. Calculer, en fonction de n et
de r, la probabilité que les personnes Py, P, ..., P, ne recoivent aucun lot.

2. a) Rappeler la formule du crible.
b) Calculer, en fonction de n et de r, la probabilité que chaque personne
ait recu au moins un lot.

3. a) Soit m un entier inférieur strictement & n. Déduire de la ques-
tion précédente le calcul, en fonction de n,r et m, de la probabilité p,,
qu’exactement m personnes, parmi les n personnes présentes, n’aient rien
recu.

b) Comment calculer la probabilité ¢, qu’au moins m personnes n’aient
rien regu ?

Solution :

1. a) Notons A; I’événement «la personne P; n’a rien recu ». Les tirages ayant
lieu avec remise, a chaque tirage on évite la personne P; avec la probabilité
1-— % et par indépendance :

b) Le méme raisonnement donne :
P(AlﬂAgﬂ...ﬁAk) = (1_ %)r

n .
2.a) P(A;UAU...UA,) = Y (1)1, avec :
i=1
S; = > P(A,, NA,,N...NA,)
1<n1<ne<---<n; <n
b) L’événement G : « Tout le monde gagne au moins un lot » est ’événement
contraire de I’événement A; U Ao U...UA,. Donc :
P(G)=1-P(AiUAU...UA,)
Dans l'application de la formule du crible, on remarque que la somme S;
comporte Cil termes qui valent tous (1 — %)T, soit en intégrant le premier
terme «1» & la sommation :

P(@) = 3 (~)kCh(1- Ky

k=0
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3.a) pm = P( U [(Ayndpn...n4, N0 N A4p])

1€i1 <ia<-<im<n GE{i1,yim }
(en clair : on choisit de toutes les fagons possibles les m personnes qui ne
recoivent rien et les autres regoivent quelque chose).

La réunion étant disjointe :
Pm = > P((AsnApn...nd, )NC N 4))
1<61<ia<---<im<n Jé{i1,-im}
Tous les événements ayant la méme probabilité :
pm =CR.P(AiNAN...NA,NALN...NAY)
=CIl'P(AiNAsN...NAPAL 1 N...NA JATNAN...NAY)
=Cr(1- %)".P(Mn...mA_n/Al NAsN...NAp)

Pour conclure, il suffit d’appliquer le résultat de 2. b) avec n — m personnes
au lieu de n :

P = O (1= )" S (CaykcE (1 -
n’ r>o

k )r, soit :
n—m

Pm = C:Ln Em(_]-)kcflfm(l - mTM)T
k=0

n—1
b) On a ¢, = Y pi (car p, est nul).

k=m

Exercice 3.14.

Soit E = R[X]. On pose Qo = 1, @1 = X et pour k € N tel que k > 2,
Qr=XX-1)...( X —k+1).

1. Montrer que la famille B = (Q)ren est une base de E.

P
2. On note F I’ensemble des polynémes P € FE tels que p, = ﬂ') définisse
e.n!
une loi de probabilité d’une variable aléatoire & valeurs dans N (c’est-a-dire
qu’il existe Y telle que Y(2) C N et Vn, P(Y = n) = p,). Montrer que pour

tout k € N, Qr € F.

3. Montrer que F' est convexe, c’est-a-dire que si P;,P» € F et A € [0,1],
alors AP, + (1 — A\)P, € F. En déduire que si P € E a pour degré p et si
P P

P=> a;Qp avec o € [0,1] et > ap =1, alors P € F.
k=0 k=0

P P

4.S0it P = Y apQr € F avecay, € [0,1] et > ap = 1 et soit ¥ une variable
k=0 k=0

aléatoire suivant la loi de probabilité associée.

Ecrire X Q1 dans la base B. En déduire ’espérance de Y en fonction des ay,.

Solution :
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1. La famille B est graduée en degrés, donc est une base de R[X].

2. Soit k € N, Qk(n) n’est non nul que pour n > k et est alors positif. La
convergence étant évidente, on a :

Qk(n) Qem) _ 1 & 1 _1._
nz::o e.n! nz_:k e.n! en{:k (n—k)! e€=1
Donc Q € F.

3. Si P, et P sont dans F, alors pour tout A € [0,1], AP, + (1 — X\)P» est
a valeurs positives ou nulles sur N et, toutes les convergences étant encore
évidentes, on peut «casser» la sommation :

X >\P1+ 1—)\P2n oopln OOPQTL

Donc AP, + (1 — )\)PQ € F.

De la méme fagon, si P, ..., P, appartiennent a F' et si A1,..., A\, sont des
réels positifs de somme 1, alors \{P; + -+ A\, P, € F.

Comme Qo, ..., Qp appartiennent a F', on a la conclusion voulue.

4. On a XQp = Qp+1 + kQy. Si on note Zj, une variable aléatoire suivant la
loi associée a @, on a :
oo oo o0
Qr(n) Qrr1(n) Qr(n)
E(Zi) = =5 @) g RQe) g
(Z) ngon e.n! ngo e.n! nZ::O e.n!
Par linéarité de ’espérance, on conclut :

E(Y) = kX_:OOék(l + k) =1+ kZ_:O kay,

Exercice 3.15.
On observe depuis le bord d’une route R a sens unique le passage des voitures
a partir d’un instant 0.

On note T la variable aléatoire égale au temps d’attente de la premiere
voiture, puis pour tout n > 2, T}, le temps de passage entre la (n — 1)*"¢ et
la n®™° voiture.

On suppose que les T} sont des variables aléatoires indépendantes suivant
une loi exponentielle d’espérance % > 0.

eme

1. a) Pour tout n € N*, on note Y;, le temps d’attente de la n®™® voiture. Yy

est la variable certaine égale a 0.
Rappeler la loi de Y,,, son espérance et sa variance.

b) Pour tout T' > 0, on note Cr la variable égale au nombre de voitures
passant devant le point d’observation entre les instants 0 et T'.
Pour tout k¥ dans N, comparer les événements [Cr > k] et [V < T7.
En déduire une expression intégrale de P[Cy > k| puis, & l'aide d’une
intégration par parties, la loi de C'p.
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2. Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose que le point d’observation se
situe & la jonction de deux routes R et R’ (& sens unique).

On note Ty (resp. TYy) la variable aléatoire égale au temps d’attente de la
premiere voiture venant de R (resp. de R'), puis pour tout n > 2, T, (resp
T') le temps de passage entre la (n — 1)*™ et la n®™ voiture venant de R
(resp de R').

On suppose que les T}, (resp. les T}) suivent la loi exponentielle d’espérance

% (resp. d’espérance Y)
On suppose en outre 'indépendance mutuelle de toutes ces variables.

a) Pour tout 7' > 0 on note Cr et Cf, les variables respectivement égales au
nombre de voitures passant devant le point d’observation entre les instants 0
et T venant de R et de R'.

On note St la variable Cr + C. égale au nombre total de voitures passant
devant 1’observateur.

Quelle est la loi de St ?
b) Pour tout n € N*, déterminer la loi de Cr conditionnellement a [S = n].

Une voiture passe. Quelle est la probabilité qu’elle vienne de la route R ?

Solution :

1. a) Les variables T}, suivent la loi exponentielle £(A), c’est-a-dire la loi " de

n
parametres 1 et % Par indépendance supposée, on en déduit que Y, = > Ty
k=1

. . . ﬂ
suit la loi I'(n, /\) d’espérance /\ et de variance \Z

A" 1At
=1
O

b) De fagon évidente, (Cr > k) = (Y <T), d’o,pour k>1et T >0:

T
_ AP k—1,—Xt
P(Cr>2k)= t dt
(Cr > k) /0 G-t ¢

et en intégrant par parties pour k > 2 :

k-1 T T k1
P(Cr > k) = [ - == N le_M]O +/ A k2= gy
0

Rappelons qu’une densité de V), est t — ,pour t > 0 et 0 sinon.

(k= 1! (k —2)!
s e _ ()t o AT
c’est-a~dire : P(Ct > k) = = 1)' +P(Cr>2k-1)
PCr>k—-1)—PCr>k)=PCr=k-1),do:
- _ QD)

Le résultat reste valable pour k =1 et Cp — P(AT).
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2. a) Cr et CI, étant indépendantes, par stabilité des lois de Poisson :
Cr+Cr—=P(A+X)T)
b) Pour k£ > n, P(Cr = k/Sy =n) =0 et pour k € [0,n] :
P[(Cy = k) N (Sy = n)]
P(Cr =k/Sp =n) =
( r / r n) P(ST = TL)
_Pl(Cr =k)N(Cr =n—k)
P(ST = n)
(AT)* (NT)** o~ ()T n!
k' (n—k)! [(A+X)T]™
e N Ak N \n—k
= ch(52 ) (25)
Ainsi la loi conditionnelle de C'r conditionnée par la réalisation de I’événement

AT

_ S A
(ST = n) est la loi binomiale B(n, SRy )\,).

En particulier P(Cp =1/Sp =1) = hY _f_\ N

Exercice 3.16.

Pour toute variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (2, B, P)
et pour B € B tel que P(B)0, sous réserve d’existence, on note E(X/B) et
on appelle espérance conditionnelle de X a B, 'espérance de X pour la loi
conditionnelle & B.

On admet le résultat suivant :

Si X est une variable aléatoire quelconque et N une variable discréte telle
que N(Q) = N et que pour tout n, E(X/N = n) existe alors E(X) existe et

vaut io: P(N =n)E(X/N =n)

A Tinstant 0 un piéton se trouve sur le bord d’une route & sens unique qu’il
désire traverser.

On note T la variable aléatoire égale au temps qui s’écoule entre le début
de l'expérience et le passage de la premiere voiture, puis plus généralement,
T; pour 2 < i, le temps entre le passage de la (i — 1)*™ voiture et la ™.
On suppose que les T; sont indépendantes et suivent une loi exponentielle de
parametre .

Prudent, le piéton décide de ne traverser & l'instant ¢ que si la premiere
voiture visible est éloignée de lui de plus d’une certaine distance de sécurité.
Le temps mis pour parcourir cette distance par une voiture est a.

On note X la variable égale a l'instant ou le piéton va traverser la route et
N le nombre de voitures qui passeront avant qu’il ne puisse le faire.
Onposep=e 2 g=1—p.

1. a) Comparer [X = 0] et [T} > a]. En déduire P[X = 0] et P[N = 0] en
fonction de p.
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b) Pour n > 1 déterminer P ([T} < a]N[T> < a]N...N[T, < a]N[Thy1 > a])
en fonction de p. En déduire la loi de V.

c) Soit n > 1.
Pour tout ¢ € [[l,n]] et tout t > 0 comparer les probabilités conditionnelles
P([T; < 1] / [N = n]) et P([T‘ <t]/[T; < d).
Déterminer P([T; < t] / [T; < a]) (on distinguera les cas t < a et t > a)
En déduire une den51te de T pour cette loi conditionnelle.

a) Pour 1 < i < n, déterminer 'espérance de T; pour la loi conditionnelle
a[N=n],n>1

b) Déterminer I'espérance conditionnelle de X conditionnellement & la
réalisation de [N = n).

c) En déduire espérance de X en fonction de a.

Solution :

a) De maniere évidente [X = 0] = [T} > a] et :
P(X=0)=P(Ty >a)=e* =p=P(N =0).
b) Les variables aléatoires (7};); étant indépendantes, on a :
P(T;<a)=1—-e?*=qet P(Tht1 >a) =e **=p. Donc
P(li <a)n(Ta<a)n...0N(Th <a)N (Thy1 > a)l =¢"p
Comme [N =n]=[(Th <a)N(Te<a)N...N (T, < a)N (Tph41 > a)], N
suit une loi géométrique sur N.
c)Ona:
PIT; <t/N=n]=PIT; <t/(Th <a)N(T> < a)N...N(T,
_PIct)in(tican(r<a)n...0 (T,
P(N =n)
et par indépendance des variables aléatoires en jeu et puisque
PIN=n)=P[(Th <a)n(Ta<a)N...N (T, £ a)N(Tpy1 > a)],
il vient :

a)N(Tnt1 > a)]

<
<a)N (The1 > a)

PUT; <) NT; < a)]

P|T; <t/N =n] = t= = =P(T; <t/T; <

[l\t/ ’I’L] P[Tlga] (l\t/ l\a’)
Ainsi : v
e sit<a, (T; <t)NT; <a)=(T; <t);done P(T; <t/T; < a)= 11_7(37)\&,
e sit>a, (T; <t)NT; <a)=(T; <a),donc P(T; <t/T; <a)=1.

Si 'on note f une densité de T; pour la loi Pr,;<,, on peut prendre :
0 sit<Oout>a

F(t) de N

1— ef)\a

sinon
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2. a) La loi conditionnelle de T; conditionnellement & (T; < a) est la méme
que la loi conditionnelle de T; conditionnellement & (N = n). Aussi, & l'aide
d’une intégration par parties :
Y D VAN VS |
E(Tl/N—’I’L)—/O me Atdt_x m
b)Ona:E(X/N=n)=E(Ti+T2+---+T,/N =n) =) E(T;/N =n)

=1

Soit :
1 —\a

c) Par la propriété admise en début d’exercice :
oo oo —Aa
B(X) = 3 BN =m)P(V =m) = 5 n(d - ey
n=0 n=0 —€
Aa ] Aa
_e—1-)a n-1_e*—1-)Xa_4g
e 1) P X M —1) “pT

Exercice 3.17.

On cherche a évaluer le nombre N de poissons dans un étang.

On préleve dans ’étang un échantillon de m poissons. On les marque et on
les remet dans 1’étang.

On propose deux méthodes différentes d’estimation de V.

Méthode 1

Soit n € N*, n < m.

On préleve des poissons dans 1’étang, au hasard et avec remise.

On note X,, la variable aléatoire égale au nombre de poissons qu’il a été
nécessaire de pécher pour obtenir n poissons marqués.

Pour tout 2 < 7 < n, on pose D; = X; — X;_1. On pose de plus D; = X et
on suppose que les D; sont des variables aléatoires indépendantes.

1. a) Déterminer, pour tout i € [2,n], la loi de D;, son espérance et sa
variance.

En déduire 'espérance et la variance de X,.

b) On pose A4,, = %Xn. Montrer que A, est un estimateur sans biais de
N.

2. a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approcher la loi de la variable
aléatoire X,, = % ?

b) On a marqué 200 poissons, puis effectué 450 prélevements pour obtenir
50 poissons marqués.
On pose o = o(A4,), 'écart-type de A,. On a pu prouver par ailleurs que
o < 100.
Déterminer, en fonction de o, un intervalle de confiance pour N au seuil de
0,9. (On donne ®(1,64) ~ 0,95.)
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Méthode 2

On préleve successivement et avec remise n poissons. Soit Y, le nombre de
poissons marqués parmi eux.

1. Montrer que LYn est un estimateur sans biais de L.
nm N

2. Pour quelle raison évidente ne peut-on prendre 2t comme estimateur de

Yy
N?

On pose alors B,, = M

Y, +1
a) Calculer I’espérance de B,,.

b) Est-il un estimateur sans biais de N ?

Solution :

Premieére méthode.

1. a) La variable aléatoire D; représente le nombre de poissons que 'on a
péché pour obtenir un nouveau poisson marqué. Les prélevements se faisant
au hasard et avec remise, D; suit la loi géométrique G (%) Ainsi :

B0y = vpy=XEom

n
De maniere évidente, on a X,, = Y D;.

=1
Par indépendance des variables aléatoires (D;), il vient :

EX.) =n | V(X.) = V(D) = n X ™)
m m
b) On a E(A,) = N. Donc, A, fonction des (D) est un estimateur sans
biais de V.

2. a) Par le théoréme de la limite centrée, la loi de X,, = % = %, peut
étre approchée par la loi normale N (E(X,), (X)), soit N(E’ %), avec :
02 = V(4,) = Y —m)

b) Si T suit la loi N'(0,1), alors P(|T| < 1,64) = 2®(1,64) — 1 ~0,9.
Xn _ N
Ainsi : P( —-164 < - < 1.64) ~ 0,9, soit :
P[2Xn 640 < N < X0 41 640] ~ 09
n n

Ici m = 200, n = 50 et on a réalisé X = 450. L’intervalle de confiance cherché
est :

[1800 — 1,640, 1800 + 1,640]
Si o < 100, cet intervalle est inclus dans [1636, 1964].
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Seconde méthode.

1. La variable aléatoire Y,, suit la loi binomiale B(n,m/N). Aussi :
E(Y,) = nm , donc E( Yy ) = %
Y, : 1

et = est un estimateur sans b1a1s de +.
nm N
2. La variable aléatoire Y,, peut prendre la valeur 0 avec une probabilité non
nulle, donc T}L,m n’est pas définie sur un ensemble de probabilité non nulle et
n’a pas le statut de variable aléatoire.
a) Par le théoréme de transfert :
n
_ k(im k m n—k m(n + 1)
E(By) = E Co(3) U=F)" x =51

Comme C’flfl = Zi le 11 vient :

1
E(B,) = Nz ChEL () (1 — myn it

n+1
=Ny Ch oy ()" (1= )™ soit -
E(B,)=N(1-(1-%)")

b) De maniéere générale, B,, n’est pas un estimateur sans biais de N. En
revanche liIJIrl E(B,) = N, donc B,, est asymptotiquement sans biais.
n—-—+o0o

Exercice 3.18.

On se donne un tableau A & n éléments distincts (n > 2). Que fait algorithme
suivant :

mini :=1; maxi :=1;

for j := 2 to n do

if A[jl<A[mini] then mini := j else

if A[jl>A[maxi] then maxi := j;

1. Evaluer le nombre minimal, puis le nombre maximal de comparaisons
faites.

On cherche a déterminer un équivalent du nombre de comparaisons faites
en moyenne. Pour cela, on considére que A contient les éléments de E
{1,2,...,n} et on associe donc & chaque tableau une permutation sur E
On suppose enfin que toutes les permutations sont équiprobables.

2. Pour toute permutation ¢, on appelle minimum local un entier j tel que :
Vi,1<i<j=o(i)>o(j)

On convient que 1 est toujours un minimum local.
Exprimer le nombre de comparaisons effectuées par ’algorithme en fonction
du nombre de minimum locaux de o.
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3. On note uy, i, le nombre de permutations sur E, qui possedent & minimum
locaux. Montrer que

Un,0 = 0, Un,n = 1
Unk = (N — Dup_1p+up—1 k-1 1<k <n)

4. Soit (P,) la famille de polynémes définie par
Po(x) = Y up pak
k=1

a) Déterminer une relation de récurrence entre P, et P,,_;. En déduire une
expression de P,.

b) Exprimer la dérivée P! en fonction de P,.
5. Déterminer le nombre moyen de minimum locaux dans les permutations

de E, et en déduire un équivalent du nombre moyen de comparaisons de
I’algorithme.

Solution :

L’algorithme proposé détermine la place dans le tableau du maximum et du
minimum (mais pas leur valeur).

1. Le nombre minimal de comparaisons est obtenu si on ne fait jamais le
second «if» (car on fera toujours le premier). Il vaut donc (n — 1) et c’est le
cas lorsque les éléments du tableau A sont rangés par ordre décroissant.

Le nombre maximal de comparaisons est obtenu lorsqu’on effectue toujours
les deux «if». Il vaut 2(n — 1) : c’est le cas lorsque les éléments du tableau A
sont rangés par ordre croissant.

2. Montrons que j est un minimum local si et seulement si A[j] < A[mini] :
e si A[j] < A[mini], j sera le nouveau mini et pour 1 < i < j, on a
o(i) > o(j) (puisque o(i) > o(mini)).
e sipour 1 <i< j,onao(i) > o(j), alors o(j) > o(mini).
Soit p le nombre de minimums locaux ; le nombre de comparaisons vaut alors :
P-D+2(n-1)—-(p-1)=2n—-p-1

3. Toute permutation possede au moins un minimum local ; donc uy,o = 0.
Il n’y a qu’une permutation qui posseéde n minimums locaux : celle ou les
éléments sont rangés par ordre décroissant.
Notons Uy, ’ensemble des permutations sur F, possédant k£ minimums
locaux. On peut diviser cet ensemble en deux sous—ensembles disjoints :

e celui ou le dernier élément n est un minimum local; c’est en fait le
minimum de la permutation (o(n) = 1). Si on le supprime, il restera (n — 1)
éléments avec (k — 1) minimums locaux ;
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e celui ot le dernier élément n n’est pas un minimum local ; on a o(n) = m,
avec 2 < m < n. Sion le supprime, il restera (n—1) éléments avec k£ minimums
locaux et on a (n — 1) possibilités pour m.

Finalement, il vient :
Unp = (N — D)Up_1k + Up_1,8—1.

a) On a :
n . n .
Po(z) = 3 unpa® = 3 ((n = Dtn—15 + tn-1,4-1)2"
k=1 k=1
n n
=n—=1) Y up 142" +2 S up 112 t=n-1+2)P, 1(2)
k=1 k=1
n—1
Par une récurrence immédiate : P,(z) = [] (z + k).
k=0

b) Par dérivation d’un produit de facteurs, il vient :
n—1 1
!
Pi(e) = Pata)x (32 5%)
5. le nombre moyen de minimums locaux est :

|Ekun,—Pln(1) Pn()nzllik Zk

n
Il est classique (comparaison suite-intégrale) que Y % ~lInn.

k=1
Le nombre moyen de comparaisons est donc de ’ordre de 2n — Inn, donc est
équivalent a 2n.

Exercice 3.19.

Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant
toutes la loi uniforme sur [0, 1].

1. Pour tout k € N*, on note Uy = min(Xy, ..., Xj). Déterminer la loi de Uy.

2. Soit p €]0,1[ et n € N*. Soit N une variable aléatoire suivant la loi
binomiale B(n,p). On définit la variable aléatoire réelle V par :

V= Xy siN=0
o Up siN=k>0

Déterminer la loi de V' et une densité de cette variable aléatoire.

Solution :

1. De manieére classique et par indépendance des variables aléatoires en jeu :

PU,>z) = P('(k]l Xi>z) = ﬁl P(X;>z)=(1- F(x))k
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ou F représente la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant
une loi uniforme sur [0, 1].

Notons Fj}, la fonction de répartition de Uy. Alors :
0 siz <0
Fk(w):{l—(l—m)k sio<z<1
1 sixz>1
La fonction x — F(x) est de classe C' sur R\ {0,1} et sa dérivée & une

limite & droite et & gauche aux points limites. Ainsi, par dérivation Uy admet
une densité f; donnée par :

fk(w)Z{k(l_x)k si0< o<l

0 sinon

2. Utilisons le systeme complet d’événements (N = k)ogr<n- On peut écrire,
pour tout x réel :

n
P(U <) = 3 P(U<2)n (N = k)]
k=0
= P[(X, <o)N(N =0)+ 3. P[(Ux <o) N (N = k).
k=1
Les variables aléatoires étant indépendantes de IV, il vient pour tout x réel :

P(U <) = P(X, <2)P(N = 0)+ 3 Fy(2)P(N = k)
k=1

. 0 siz<O .
< = :
Aussi, P(U < z) {1 G 1,et siz €10,1]
P(U<x) =aq" + Y Copbq"F(1 - (1 —x)¥)
k=1
P(U < x) = zq" +ECnpq ZC’” mk (1 - )k

PU < x) = zq" +(p+q) —(p (l—w)+q)"—wq +1—(1—pz)"
Une densité f de U est alors donnée par dérivation :
" np(l—pz)*t ,si0< e <1
flay = {1 mC T
0 , sinon

Exercice 3.20.

Soit U une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme sur [0,1] et A un
réel strictement positif.
On considere les variables aléatoires suivantes :
V=-1l(1-U), W=V]
ou | V| désigne la partie entiere de V' puis
Y=V-|V]etZz=-1
1. Déterminer les lois de V et W.

2. Déterminer une densité de Y ainsi que son espérance.

In(1-Y)
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3. Déterminer une densité de Z.

4. On considere la variable aléatoire X = min(1, V). Déterminer la fonction
de répartition de X et démontrer que P(2X? —3X > —1) > 1/2.

Solution :

1. % V prend ses valeurs dans [0, +o0[ et pour v > 0 :
PV Kvo)=PU<Ll—eM)=1—e"M
V suit la loi exponentielle de parametre .

* W prend ses valeurs dans N, et pour n € N :
PW=n)=Pn<V <n+1l)=e e AntD
Soit P(W = n) = p(1 —p)*, avec p = 1 — e, donc W + 1 suit la loi
géométrique de parametre p.
2. x Y prend ses valeurs dans [0, 1] et pour y € [0,1] :
o] 00 Y
PY<y) =Y Pk<V<y+k) =3 (eM e uth)=Lloe g
k=0 k=0 1—e
* Par dérivation, on en déduit une densité g de Y :

—A
g(y) = 1>\'e _y>\, si0 <y < 1et0sinon.
—e

«E(Y)=E(V)—E(V])=E(V)—EW +1)+1=

1 1
A et
3. Z prend ses valeurs dans [0, +oo[ et pour z > 0, on a :
11— e—A(l—esz)
1—e?

P(Z<z)=PY <1l—-e )=
Par dérivation, on en déduit une densité h de Z :
)\2e—A(1+z—e7AZ)
hiz) =22—"F—
(2) 1_e X
4. X prend ses valeurs dans [0, 1] et :
Vze[0,1[P(X<z)=1l—-eMetP(X=1)=P(V >1)=e?

P2X?-3X > -1)=P(X -1)(X - ) >0)=P(X =1) + P(X <

Soit : P(2X2 —3X > -1)=1—-e M2 4e >

, pour z > 0 et 0 sinon.

)

D=

Exercice 3.21.

On consideére une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes
N, X1,...,Xp,.... Soit p€ ]0,1[, g =1 — p et A un réel strictement positif.

On suppose que N suit la loi géométrique de parametre p et que les variables
(X;), i € N*, suivent la loi exponentielle de parameétre A.

N
On note S la variable aléatoire Y X,,.
n=1



Analyse 37

1. Soit n € N*. Déterminer une densité de X; +-- -+ X,, (on pourra procéder
par récurrence).

2. Montrer que :

0 siz <0
PXi+-+X, <) = 1—e_’\x(nil(>\m)k) siz>0
k!
k=0

3. a) Déterminer la fonction de répartition de S. (On supposera que ’on peut
intervertir 'ordre des sommations dans les expressions obtenues).

b) En déduire la loi de S et montrer que E(S) = E(X)E(N).

Solution :

1. Les théorémes du cours donnent :

0_1 siz <0
fn(CU) = {)\(Ax) e—)\m stz >0

(n—1)!
2.0na:
P(X; +- / fn(t)dt = A/ —“dt
Une succession d’intégrations par parties donne alors :

()1 . siz <0
P(X1+---+Xn<m):{1—e>‘mnz (A]Z’") siz>0
= !

3. Pour tout x, on a :
P(S<x) = 2::1]3([5 <z]N[N =n]) = E P([X;+---+ X, <z|]Nn[N =n)])

n=1
Soit, par indépendance :

PS<2)= 5 P(X\ +-+ X, <a))P(N =n)

Ainsisiz < 0,P(S < )—Oets1a: 0:
k

PS<t)=3 (1—e ™ 3 u)P(N:n)
k=0

n=1

— 1o S5 08 pv

n= lk
7)\z ( )k -
- > Qe v =)
k=0 n=~k+1
S 1—e kzj;{)%mv;kﬂ)—l—e x kz:jo( %,) Sl

b) Ainsi S suit la 101 exponentielle £(Ap )

On adonc E(S) = )\ et comme E(X;) = )\ et E(N) = Il7 on a la conclusion.
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Exercice 3.22.

Paul possede un sac qui contient au début 3 billes ordinaires et 1 bille en
agate. Il joue avec son copain Luc de la facon suivante : & chaque étape, Luc
ajoute 3 billes ordinaires dans le sac, puis il tire de fagon équiprobable une
bille du sac et la garde. Le jeu s’arréte des que Luc tire la bille en agate.

On note X le nombre d’étapes du jeu; avec la convention X = 0 si Luc ne
tire jamais la bille en agate.

< n+ 1'
n+l1l " n+2
2. En majorant la probabilité de I’événement «la bille en agate n’a pas encore
été tirée a I’étape n», montrer que P(X = 0) = 0.

1. Soit n un entier naturel. Vérifier que

3. Déterminer la loi de X.

4. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?

Solution :
1. Question évidente.

2. Pour tout n > 1, notons G,, I’événement « Luc ne tire pas la bille en agate
a I’étape n». Il vient, pour tout n :
P(GiNnG2N---NGy,) = P(G1)P(G2/Gy) ... P(Gr/(G1N---NGp_1))
_6.8 2n+4
79N X s
En utilisant le résultat de la question précédente, écrivons :

20, 7,8, 9 2n+4 ., 2n+5
[P(GiNG2N---NGY)] <7X8X9X10X"'X2n+5x2n+6

Soit, par télescopage : [P(G1 NGaN---NGy)]? < 2n6+ 5 et donc :

lim P(GlﬂGgﬁ---ﬂGn) =0
n—oo
Et, par le théoreme de limite monotone :
P(XZO): ILm P(GlﬂGgﬁ---ﬂGn) =0

Variante : on peut aussi prouver ce résultat de facon directe. En effet :

~In (PG NG N+ NGa) = 3ot (ZED) = ol (14 L),
k=1 k=1

2k +4

1 1 : - .y
Comme In (1 + oF T 4) % 4’ la divergence de la série de terme général

2k+5)
2k +4/°
)

= 2k+5
Cette série étant  termes positifs, on a donc lim Y In ( +

n—oo 7] 2k +4
lim P(GiNGaN---NG,) =0.
n—oo

1 . - (g
%+ d donne la divergence de la série de terme général In (

= +o0 et
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1) =1/7. Pour tout n > 2, on a :
Un—P( = ): (GlﬁGgm ﬁGn_lﬁG)
( n_l/(GlﬂG2r‘|...r‘lGn_2))xP(G_n/GlﬂG2ﬂ...ﬂGn_l))

Soit 6. 8 2n+2 1
_6.8 n
P(X=n)=gxgx X5, 3% 5 15
4.0mn a
— 6. .7,.8,9 Nn+2 . 2n+3 1
P(X=n) >3 XgXgX 15X X343  nt4 X n+3
Soit, encore par télescopage : P(X =n) > 6

Ainsi nP(X =n) > (*‘2)3(—2‘#5)’ qui est le terme général d’une série
n n

divergente (car équivalent & %) . Donc X n’admet pas d’espérance.

Exercice 3.23.

Deux joueurs jouent a pile ou face avec une piece identique non truquée,

et lancent alternativement leur piece. On définit une variable aléatoire X

(respectivement X5) comme le numéro du jet & l'issue duquel le premier

(respectivement le deuxiéme) joueur obtient pile pour la premiere fois (les

jets sont comptés indépendamment pour chacun des joueurs).

La variable aléatoire X est le numéro du jet a l'issue duquel un des deux

joueurs obtient pile pour la premiere fois.

La variable aléatoire J vaut 1 (respectivement 2) si le premier (respectivement

le deuxieéme) joueur obtient pile en premier, et vaut 0 si les deux joueurs

obtiennent pile en un méme nombre de coups.

On cherche & montrer que conditionnellement au fait qu’ils n’obtiennent

pas pile en un méme nombre de coups, les variables aléatoires X et J sont

indépendantes. Autrement dit, si on nomme H ’événement (X; # X>), on

cherche & montrer que, pour j = 0,1,2 et pour tout £ € N :
P((J=j)n(X >k)/H)=P(J=j/H) - P(X > k/H)

1. Calculer pour tout k € N, P(X; > k). Calculer P(X; < X5) et en déduire

P(H).

2. Démontrer que la loi de X; conditionnelle & 1’événement X; < Xs
est une loi géométrique de parametre 3/4. En déduire pour tout k£ € N,
P(X1 > k?/Xl < Xz)

3. Montrer que pour tout k € N,
k
1/1

4. Montrer que pour tout k € N,

2k
P =00 > B/ =5 (3)
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5. Montrer que pour tout k € N,

2%
P(X >k/H)= (%) et queP(J:l/H):P(J:Q/H):%

6. Conclure.

Solution :

1. Les variables aléatoires X; et X5 correspondent a des temps d’attente
d’un premier succes au cours d’une répétition d’épreuves de Bernoulli
indépendantes de parametre 1/2. On en déduit que X; et X» sont indépendantes
et suivent la loi géométrique de parametre 1/2. On a :

o~ (Lyi _ (1\k
i
(On peut aussi considérer ’événement complémentaire qui est : «les k

premiers essais sont des échecs».)
La famille (X; = k)g>1 est un systeme complet d’événements. Ainsi, par
indépendance des variables aléatoires X; et X, on a :

P(X; < X,) = 1?:021 P(Xy =k)P(Xy > k) = io: (%) (%)k—l(%)k

) k—1
15 -

Les variables X; et X» étant indépendantes et de méme loi ; on en déduit par
symétrie que P(X; > X») = Lt que P(H) =2P(X; < X») = %

3
P((X1 = k)N (X > k)
P(X; < X>) '

k=

2. Pourtout k € N, P(X; = k/X1 < Xz) =

Par indépendance :

Py =k/X: < Xz) = P(X; < X») 1/3

ce qui montre que la loi de X conditionnelle & I’événement (X
loi géométrique de parametre 3/4. Enfin :

P(X, =k)P(Xo > k) _ (1/2)%% 3\ /1 k-1
= =G
1 <

Xs) est la

P(X1 > k‘/Xl <X2) = E (
j=k+1

N[SY]

1vi—1 10k
)7 =)
3. Puisque (J = 1) C H, et que sur I’ensemble (J =1) on a X = X3, il vient
Pégalité des ensembles HN (J =1)N(X > k) = (X1 > k)N (X1 < X3) et :

P(HN(J =1)N(X > k) = P(X1 > k/X1 < Xo)P(X1 < Xo) = (3) (1)

el

4. D’apres la question précédente :

Pa((7 =10 (x > by) = LEOL SR E20) - (4 ()
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5. On a I’égalité d’ensembles HN(J =2)N(X > k) = (X2 > k)N (X2 < X7)
et en suivant un raisonnement identique & celui développé plus haut et par
symétrie :

PHN(J=2)N(X>k)=PHN(I=1)N(X >k)=(3)(})"
On remarque enfin que H N (J = 0) = @ donc
Pu(X >k)=Pu((J=1)N(X>k))+Pa((J=2)N (X >k))

=2Py((J =N (X > k) = ()"

6. En conclusion :

Py =1 = PENU=1) _ PG <X5) _ 1

P(H) - p@H) 2
1

et puisque Py (J = 0) =0 on en déduit que Py (J =2) = ok

Exercice 3.24.

1. Soit U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1] et (U, )nen=
une suite de variables aléatoires indépendantes ayant chacune la méme loi

que U.
Soit, d’autre part, Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
parametrel. Pour tout n > 1, on pose Z, = min(Uy, ..., Uy,).

Montrer que la suite de variables (nZ,) converge en loi vers Y.

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre
A > 0. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = e X,

3. On considére une suite (X;);en+ de variables aléatoires indépendantes,
suivant toutes la loi exponentielle de parametre X\ > 0. Déterminer les limites
en loi des suites de terme général :

a) A, = n.min(e M1 . e )

b) D,, = max(Xy,...,X,) —lnn, dans le cas ou A\ = 1.

Solution :

1.nZ,(Q) = [0,n] et les variables Uy étant indépendantes et de méme loi que
U:
P(nz, > ) = P[(U, > %) n...nU, > %)] =[P(U > %)]”
D’o:
1 siz <0
P(nZ, > ) = 0 six>n
(1—%)" si0<z<n

Y

Soit z € RT, pour n assez grand, on a donc P(nZ, > z) = (1 — %)", d
In[P(nZ, >z)]=nln(l — %) — —x, et donc :
n’" n—oo

O :
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Vz e RY, lim P(nZ, >z)=e¢%etVz e R, lim P(nZ,>z)=1
n— 00 n—00
La suite (nZ,,) converge donc en loi vers Y.

2. X prend ses valeurs dans RT et Y prend ses valeurs dans [0, 1].

Pour z €]0,1], Fy () = P(Y < 2) = P(-AX <Inz) = P(X > —18Z)
= e_A(_mTw) =z

Ainsi Y suit la loi uniforme sur ]0,1] (ou sur [0, 1], ce qui revient au méme).

3. a) Les variables e X1 ... e™*X» sont indépendantes et de méme loi

uniforme sur [0,1], donc (A4,) converge en loi vers une variable suivant la
loi exponentielle de parametre 1.

—AX

b) Les variables X; étant indépendantes et de méme loi :
P(D, < z) = P(max(Xy,...,X,) <z+1nn)
=P[(Xi <z+Inn)Nn...N(X, <z+1nn)]
=P(X; <z+lnn)...P(X, <z +Ilnn) =[P(X; <z+Inn)]"
Soit, pour tout z € R, et n assez grand :

Fp, (¢) = P(Dy < 2) = (1 —e~(@mm)n — (1 €2)" — exp(—e™7)

n n—00

Cette loi limite est appelée loi de Gumbel.

Exercice 3.25.
On considere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES crt ;

VAR h,X,n :INTEGER ;

BEGIN

RANDOMIZE ;

READLN(n) ;X :=n;

REPEAT h :=RANDOM(n)+1 ;

IF h>X THEN X :=0 ELSE X :=h;

WRITELN(X) ;

UNTIL X=0 ;

END.

On rappelle que l'instruction a :=RANDOM(n), o a et n sont des variables
INTEGER, permet de mettre dans la variable a une valeur au hasard
entre 0 et n — 1. L’instruction RANDOMIZE permet d’initialiser la fonction
RANDOM.

Pour tout entier naturel N, on définit la variable aléatoire Xy égale au
(N + 1)-éme nombre affiché.

1. Déterminer la loi de X,
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a) En déduire la probabilité de (X; = k), pour tout entier k tel que
<k <

b) Déterminer la loi de X;.

3. a) Montrer que pour tout N > 1 et tout entier & tel que 1 <k < m,on a:

P(X~ =k _C%Jrnfk
(N—)_W

b) En déduire la loi de Xy.

Solution :

1. Au premier tour, on a obligatoirement h < X ; donc X prendra une valeur
au hasard entre 1 et n.

Ainsi X suit la loi uniforme sur {1,2,...,n}.

2. a) Apres le premier tour, lorsque X = j, tout se passe comme si 'on
choisissait au hasard dans I’ensemble {1,...,7,0,...,0} (les n — j derniers
éléments de cet ensemble sont des 0).

Utilisons le systeme complet d’événements (Xo = j)1<jgn. Il vient :
P(X1 =k)= ) P(Xy =k/Xo =j)P(Xo =)
j=1

n

= Z;kp(xl =k/Xo=j)P(Xo =j) = ﬁ) % (Xo =1)
_ n—k:2+1

b) Comme X;(Q2) = {0,...,n}, par la question précédente, il suffit de
calculer P(X; = 0). Il vient :

P(X;=0)=1- Y P(X;=j)=1-3 & =2z
=1 j=1n n

3. a) Faisons un raisonnement par récurrence. L’amorce est la question
précédente. Pour ’hérédité, on utilise le méme argument que précédemment,
en notant que pour k #0, P(Xyy1 =k/Xny=0)=0.0na:

P(Xni1 = k) = go P(Xn+1 = k/Xn = ))P(Xn = j)

N Nen—k
— Pl Ao S N — e 5 O
n N+1 — N+2 N+n—j — N2 7
i=k n j n j=N
N .
_ 1 +E" (CN+1 _ N+ = CN+n k
= N1 41 j =, N
n j=N

b) On procede comme dans la question 2. b) :
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n n
P(Xy =0)=1- 3 P(Xy =) :1_nN—1+1 zlc%+n_j
j= j=

Soit, en utilisant & nouveau la formule de Pascal, donnant la «loi des
colonnes » du triangle de Pascal : :

P(Xy=0) =1~ e CNE,

Exercice 3.26.

On considere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES CRT ;

const ...

VAR .

FUNCTION X(a :REAL) :REAL ;
BEGIN

X :=RANDQOM*a ;

END ;

BEGIN

READLN(a) ;u :=X(a) ;v :=a-u;
w :=u; IF u>v THEN w :=v;

t :=u; IF u<v THEN t :=v;
FOR k :=1 TO n DO y[k] :=X(a) ;

END.

ou la fonction RANDOM, sans parameétres, retourne, au hasard, une valeur
de type REAL comprise entre 0 et 1.

1. Compléter les déclarations du programme ci-dessus.

2. On note U, V, W, T les variables aléatoires réelles égales aux valeurs se
trouvant dans les variables u, v, w et t du programme ci-dessus.
Quelles sont les lois suivies par U, V, W, T ?

3. Déterminer les espérances et variances de W et T'.
Comment peut-on justifier 1’égalité des variances 7 Déterminer le coefficient
de corrélation linéaire p(W,T).

4. Compléter le programme précédent pour que Z soit la variable aléatoire
égale au minimum des variables y[11, y[2]1,...,y[n].

5. Déterminer la loi de Z, ainsi que l'espérance E(Z) de la variable aléatoire
Z.

Solution :
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1. Voici une proposition

const n = 50 ;

Var y := array[l..n] of real;
a,u,v,w,z : real ;

k : integer ;

2. x La variable aléatoire U suit une loi uniforme sur 'intervalle [0, a]; son

2
espérance vaut % et sa variance %.

* La variable V = a — U suit la méme loi que U.

* On a W = min(U, V). D’ot, pour tout réel x :

PW>z)=P(V>x)Nn(U>z)=PU>z)N (U <a-1))
=Pz <U<a—x)

ce qui donne :

0 siz <0
I—MZQ—HZ sinon
a a

Ainsi W suit une loi uniforme sur [0, a/2].
* De méme T = max(U, V') suit la loi uniforme sur [a/2, a].

2
3. Un calcul immédiat donne E(W) = %,E(T) = 34—‘1, V) =V(T) = Z—g.
Comme T+ W =U+V =a,onaW =a—T et I’égalité des variances.
Enfin p(W,T) = pla —T,T) = —p(T,T) = —1.

4. Voici une proposition de complément :
Z :=y[1];

For k :=2 to n do

if Z<y[k] then Z :=y[k] ;

5. Les variables y [k] suivent toutes une loi uniforme sur [0, a]. Supposons—les
indépendantes. Alors :
P(Z>x) = P(N(yl > 1)) =[[P(ylk] > z)
k k
d’ol1 pour tout z € [0,a] :

P(Z>z)=1-(1-2)"

Une densité de Z est donnée par :

fr(x) = { % (1 - %)nil si z € [0,d]

. . 0 sinon
Un calcul élémentaire donne :

@ n—1
E(Z):%/g U R e

Exercice 3.27.
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On considere les lancers successifs (indépendants) d’une piece non pipée et
on note 7' le nombre de Face précédant le premier Pile. On propose & un
joueur la suite de paris suivante :

e Pari Py : siT =0, on perd 1 Euro; si T =1, on gagne 3 Euros; sinon on
ne gagne ni ne perd rien;

e Pari P, : siT =1, on perd 4 Euros; si T' = 2, on gagne 9 Euros; sinon, on
ne gagne ni ne perd rien ;

e Pari P, : si T = 2, on perd 10 Euros; si 7' = 3, on gagne 27 Euros ; sinon,
on ne gagne ni ne perd rien ;

e Pari P, : si T = n, on perd 3" + 1 Euros; si T = n + 1, on gagne 3"+!
Euros ; sinon, on ne gagne ni ne perd rien ;

etc.
1. Chaque pari est-il favorable au joueur ?

2. Calculer I'espérance du gain I si le joueur parie sur la suite de tous les
résultats.

Solution :

1. Pour tout k € N, P(T = k) = 2’6% (on a k fois de suite Face, puis Pile)
Supposons que le joueur joue sur le pari P, et soit G, le gain du joueur.
* Go(Q) = {—1,0,3} et :

P(Go=-1)=P(T=0)=1 P(Go=3)=PT>1)=1
Donc E(Gy) = —% +3=1

4~ 4
xPourn > 1, G,(Q) = {—(3"+1),0,3""1} et :
P(G,=-3"—1)=P(T =n) = 2n1+1

PGy =3") = P =n+1) = s

Donc E(Gn) = _(3n + 1) 2n1+1 + 3n+1 2n1+2 = 32n122 .

Ainsi, dans tous les cas E(G,) > 0 et chaque pari est favorable au joueur.

2. Supposons que le joueur joue sur I’ensemble de tous les paris. Alors :

Si (T = 0) est réalisé, le joueur perd 1 euro sur le pari Py et ne perd ni ne
gagne rien sur les autres paris, et ceci se réalise avec la probabilité % ;
Si (T = 1) est réalisé, alors Py est gagné (il gagne 3 euros) et P est perdu
(il perd 4 euros) et rien n’est gagné ni perdu sur les autres paris; le joueur
perd au total 1 euro et ceci se réalise avec la probabilité i ;

Si (T = 2) est réalisé, alors le joueur gagne le pari Py et perd le pari P»
(il ne gagne ni ne perd rien sur Py et sur les paris postérieurs); le joueur
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gagne 9 euros et en perd 10, au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la
probabilité % ;
Plus généralement si (T = n) est réalisé, le joueur gagne le pari P,,_; et perd
le pari P, (sur les paris antérieurs ou postérieurs il ne gagne ni ne perd rien).
Au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la probabilité 2n—1+1

oo
Finalement le joueur perd 1 euro avec la probabilité 3 Qn—1+1, soit, :

n=0
E(l)=-1
Ce résultat qui peut paratre paradoxal est di au fait que pour n > 1, on a :

o)
E(G,) = —(3" +1) in_,_l + 3ol 2n1+2 et que dans la somme ) E(G,), il
n=1

n’est pas possible de calculer séparément la somme des pertes et la somme
des gains, pour distinguer les paris perdus et les paris gagnés ...

Exercice 3.28.

1. Soit U et V deux variables a densité sur R, . On note F' la fonction de
répartition de U et g une densité de V.

+00
Montrer que 'intégrale / F(%)g(v) dv converge pour tout z € R, .
On admet que si U et V sont indépendantes, alors
—+o0
(WzeR,) PUV<z2) = / P(2)g(0)do
0

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0,1]. Pour n € N*, on pose Z, = X1X3...X, (produit des
n variables X1,...,X,) et on note F, (resp. f,) la fonction de répartition
(resp. une densité) de Z,.

1
2. Montrer que (Vn > 2) (V2 €]0,1]) Fo(z) =2+ z/ % Fo_1(u) du.
LU

3. Montrer que (Vn > 2) (Vi €]0,1)) fo(t) = /1% fr—1(u) du
t

4. En déduire une expression explicite de f,.

5. Déterminer la fonction de répartition F;, de Z,.

Solution :

1. Pour tout z € R*, la fonction v — F(%)g(v) est continue par morceaux
sur Ry .
C’est la fonction nulle si z = 0.
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Si z >0, alors :

e clle est équivalente & g(v) au voisinage de 0 et l'intégrale est donc
convergente en ce voisinage,

e c’est un o(g(v)) au voisinage de +00, et 'intégrale est donc convergente
en ce voisinage.

—+o0
Donc / F(%)g(v) dv converge pour tout z € R, .
0

2. Comme Xj,...X,, sont a valeurs dans [0,1], Z,, l'est également. Soit

z € [0,1], et n > 2. Par indépendance des variables Xi,...,X,, la variable

Zp—1 = X1...Xp—1 est indépendante de X,,, qui suit la loi ([0, 1]) et donc :
+o00

Fo(2)=P(Z, <2)=P(Zp1Xp < 2) = Foy (%)1[07” (z)dz

0
1 z 1
_/0 Fn—l(g)dx_/o Fn—1(§)d$+/z Fn—l(g)dx

1
= z+ z/ %Fn_l(u)du (changement de variableu = % dans la
LU

deuxieme intégrale et dans la premiere intégrale % > 1, donc la fonction a

intégrer vaut 1)
d’ol :

1
F.(z)=z+ z/ %Fn,l(u)du
LU
3. Par dérivation, il vient, toujours pour z €10,1] :

1
falz) =1 +/ # no (w)du — LF, i (2)

Une intégration par parties donne :
1
£ = [ Lhswda
z

4. On se restreint a l'intervalle |0, 1]. On a
(] fl(Z) = 1, car Z1 = X1 ;

1
o hlo)= [ 2=

! Inu In’ 2
o f3(z) = —TdUZT;

11n2u In® 2
© file) = | Tpgrdu=—"6"
4

(—Inwu)" 2

(n —2)!

1

Supposons que f,_1(u) = . Alors, u +— m étant la dérivée de

u — lnw, il vient :
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_ "1 (=Inw)" 2,  (=Ilnz)"!
f”(z)_/z o s T P

5. Soit z E]O 1]. 11 vient :
=i ! *(~ )
/f” Bt = |80 ]0+/0 oy

Fy(2) = 2fu(z /fnl

Par une récurrence immédiate, on obtient :

soit

= ~nl (—Inz)t
Fa(2) =2 2. fulz) =2 20 ~—=

Exercice 3.29.

On considere une population dont 'effectif aléatoire & chaque instant n =
0,1,2,... est noté X,. On suppose qu’a linstant n = 0, la taille de
la population est égale a 1 soit Xo = 1. Entre l'instant n et l'instant
n + 1, et indépendamment pour chaque n, la population entiere double
ou est totalement détruite, chacune de ces éventualités se produisant avec
la probabilité %, puis un individu s’ajoute a la population. On note Y;, la
variable aléatoire égale & 1 ou a 0 selon que c’est la premiere ou la seconde
des deux éventualités précédentes qui se produit entre les instants n et n + 1.

1. Préciser la loi des variables aléatoires Y,,. Que peut-on dire de ces variables
aléatoires ?

a) Exprimer, pour n € N, la variable aléatoire X,,¢; en fonction de X,, et
Y-

b) En déduire I’ensemble E,, des valeurs prises par la variable aléatoire X,.
c) Les variables aléatoires (X,,)nen+ sont-elles indépendantes ?

d) La suite d’événements (X,, = 1),en- est-elle formée d’événements indé-
pendants ?

3. a) Déterminer la loi des variables aléatoires X, Xo, X3.

b) Plus généralement, déterminer la loi de la variable aléatoire X,, pour
n € N*.

c) Calculer 'espérance de la variable aléatoire X,, en fonction de n.

4. Montrer que la suite (X,,) converge en loi quand n tend vers Uinfini et
préciser sa limite.

Solution :
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1. Par hypothese, les variables aléatoires Y;, sont indépendantes et de méme
loi de Bernoulli de parametre 1/2.

2. a) En distinguant les deux cas Y;, = 0 et Y,; = 1, on obtient :
Xpi1 = 2Xn Y, + 1.
b) Comme 2(2% — 1) + 1 = 2+ — 1, on montre facilement que :
E,={2-1,1<k<n+1}

c) La suite de variables (X,,),en+ n’est pas formée de variables indépendantes,
car par exemple, (X; = 1) N (Xy = 7) est "événement impossible, alors que
(X1 =1) et (X2 =7) ne sont pas de probabilité nulle.

d) Comme (X,, = 1) = (Y,—1 = 0) et comme les variables Y,, sont indé-
pendantes, la suite d’événements (X, = 1),en- est formée d’événements
indépendants.

3.8) * X1(Q) = {1,3} et P(X; =1) = P(X; =3) = 1;
* Xo(Q) ={1,3,7} et :
P(X;=1)=P(Yi =1) =
d'o P(X, =3) = 1;
* on obtient de méme X3(Q) = {1,3,7,15}a et :
P(X3=1)=1 P(X;=3) =
b) On a :
* P(X,=2""-1)= 2% (car cet événement se réalise si et seulement si
onréalise Yo =1,Y1=1,...,Y,; =1)

* P(X, =1) = % (car la population a été détruite entre I'instant n — 1

 P(Xo=7)=P(Yo=1)Nn({1=1)) =

D=

1
47

et linstant n, i.e. (Y,,—1 = 0) est réalisé et ce qui s’est passé avant est sans
incidence)

* P(X, =3) = i (car la population a été détruite entre l'instant n — 2 et
Pinstant n — 1, i.e. (Y,_2 = 0) est réalisé, puis on réalise (Y,,_1 = 1) et ce
qui s’est passé avant 'instant n — 2 est sans incidence)

* Plus généralement et soit directement, soit par récurrence :

Vke[l,n],P(X, =2t —1) = L

2
1
@ -l e opl 117 5 1
] 2" v 21-1 2m

EX,)=n+1
4. Soit E = {2¥ — 1,k € N*}. Alors pour tout n on a X, (Q) C E, et pour

chaque valeur de k& dans N*, deés que n > k, on a :
P(X,=2"-1)=4 — L

Qk n— 00

M=

) BE(Xn) = p
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Ainsi la suite (X,,) converge en loi vers une variable X telle que :

X(Q)=EVkeN ,P(X=2F—-1)= 2%

(On remarque que I'on a bien ) P(X =2F —1)=1)
k=1

Exercice 3.30.

Dans tout l’exercice (X,)nen+ désigne une suite de variables aléatoires
définies sur un méme espace probabilisé (2, A, §) et a valeurs dans [0, 1],
qui sont indépendantes, & densité et de méme loi uniforme sur [0, 1]. On pose

n
pour tout n de N*, S, = > X.
k=1

1. On note pour n entier naturel non nul, f, une densité de S, et F, sa
fonction de répartition.

a) Indiquer une relation entre f, 1 et f,.

b) En déduire Pexpression de F,(z) pour z € [0, 1].

c) Déterminer, en fonction de n, le plus grand entier k tel que F), soit de
classe C* sur R.
2. Siw € Q on pose N(w) = min{n € N* / S,(w) > 1}, ¢’il existe n > 1 tel
que Sy, (w) > 1 et sinon, on pose N(w) = 0.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire V.

b) Montrer que N posséde une espérance et une variance et les calculer.

3. Donner la valeur de P( () (S, > n—1))
neN*

Solution :

1.a) On a Sp11 = Sp + Xpnt1 et X,,41 est indépendante de S,, (car S, ne
dépend que de Xji,...,X,). Une densité f,+1 de S,+1 s’obtient donc par
convolution de f, et d’'une densité de X1 :

+00 z
Vz €R, frta1(z) = fn()1jo,1)(x —t) dt = /71fn(t) dt

b) S, prend ses valeurs entre 0 et n, donc pour z € [0, 1], Uintervalle utile

d’intégration est [0, z] :
T

Vo € [0,1], fus(z) = / Fa(t) dt = Fo(z) — Fo(0) = Fy ()

0

Ainsi, Vz € [0,1], P (z) = / Fooa(t)dt = / oot (t)dt = / B () dt
—00 0 0

Comme Yz € [0, 1], Fi (z) = z, une récurrence simple donne :

Ve e0,1,Vn e N F,(z) = %
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)V €R, frri(x) = Fo(x) — Fp(z —1).
Ainsi si F), est de classe C¥ sur R, alors f,y; aussi et Fj,11, qui est une
primitive de f, 1, est de classe C¥*! sur R. Comme F} est seulement continue
sur R (elle n’est pas dérivable en 0 et en 1), une récurrence simple montre
que F, est de classe C"~! sur R, sans étre de classe C™ sur R.

2. a) Par construction, N est & valeurs dans N.

* L’événement (N = 0) est l’"événement [\ (S, < 1), donc pour tout
neN*
n € N :
— _ _ 1
Donc P(N =0) =0 et (N =0) est donc quasi-impossible.
* Ainsi, pour n € NJP(N > n) = P(S, <1) = # (ceci vaut méme pour
n =0) et donc : '
* ) — 1) -1 1
VneN PN =n)=PN>n—-1)—P(N >n) =T ul
> . p—y p—y n — 1 p—y 1 1
b) Pour n > 2, n.P(N = n) ne Rk qui est le terme

général d’une série convergente. Donc N admet une espérance et comme
P(IN=1)=0:

(oo} o] 1

BN)= % nP(N=n)= 3 odoy =e

n=2

De méme, les convergences etant évidentes :

BN = S PPN =n) = 3 oty = 3 =k v 8 ko

n=2 (TL n=2

—E( )+22( %1 =3.e

et :

V(N) = E(N?) — [E(N)] =e(3 —¢)
3.0na(S,2n—-1)=mn-S,<1),orn—=5,=1-X)+--+(1-X,)
et chaque X; ayant méme loi que (1 — Xj;), et les variables (1 — X;) étant
indépendantes, (n — Sy,) a méme loi que S, donc P(S, >n —1) = 1.
Pour tout k € N*, on adonc P( () (S, >n—1) < P(Sp>k—1)= L

neN*
soit :

Exercice 3.31.

1. Montrer que pour tout polynéme P & coefficients réels, l'intégrale

+o0o
/ P(t)e™tdt est convergente et préciser, pour n € N, la valeur de
0
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—+o0
/ tmet dt.
0

2. Soit A la matrice de M,(R) de terme général a;; = (i + j — 2)! pour
(i,4) € [1,n]*.

T

Z2
a) Montrer que si 1, 3, . .., Z, sont n réels et qu’on pose X = . |,on

Tn

+oo n 2
IXAX = / (Z xiti_1> ot dt
0 i=1

b) En déduire que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
A est-elle inversible 7

3. Soit X une variable aléatoire & valeurs réelles positives pour laquelle il
existe n réels x1,xs,...,x, tels que X admette pour densité la fonction f
définie par :

Ve RY, f(t) = (X @it )e tsit >0, et VE<O, f(t) =0
i=1

n
a) Préciser la valeur de Y ;. (i — 1)!
i=1
b) Montrer que pour tout £ € N, X admet un moment d’ordre k et exprimer
my, = E(X*) en fonction des z;.

c) Montrer que (z1,zs2,...,T,) est entierement déterminé par le (n — 1)
uplet (mq,ma,...,mp_1).
d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (mq,ms, ..., My—1)

pour que X suive la loi exponentielle de parametre A = 1.

Solution :

1. La connaissance de la fonction I permet d’affirmer que pour tout polynéme
+00

P & coefficients réels, I'intégrale P(t)e~tdt est combinaison linéaire

0
d’intégrales convergentes, donc est convergente et :

+o0
/ the~tdt =T(n + 1) =n!
0

2. a) D’une part : *XAX =Y a; jziz; =Y (i + j — 2)lziz;.
] ]

D’autre part :
+o0

+oo  n . .
/ (3 1) e tdt = Szt 2e At = Y x4+ § — 2)!
0 i=1 1)

0 4,3
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D’o I’égalité souhaitée.
b) Soit A une valeur propre de A (A est symétrique réelle, donc A € R) et
X un vecteur colonne propre associé, de terme générique x;. Alors :
n

EXAX = EXAX = A((XX) = A Y a2
i=1

+oo n .
Or, d’aprés a) : ' XAX = / (E mit’_1)2e_tdt > 0, car la fonction a
0 i=1

i=
intégrer est continue, positive et différente de la fonction nulle (il existe au

moins un z; non nul).

Ainsi A > 0 et comme 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est

inversible.

+o0 n
f@)dt =1,soit > x;(i—1)! =

+o0
3. a) f est une densité, donc fi)ydt =
—00 0 i=1

1.
400
b) Pour tout k € N,/ tk f(t) dt est convergente, et :
0

n n

+oo +o00 .
my = B(XF) = / thf(t)ydt =Y ittt te=tdt = 3" (i + k — 1)!
0 i=1

0 i=1
1 I I 1
my T2 T2 my
c) Ainsi ) =A| [ |,do| [ |=4"1
Mp—1 Tn Tn Mp—1
ce qui prouve que la connaissance des moments (my,ma, ..., m,_1) détermine

parfaitement les valeurs des x; pour 1 <14 < n.

d) Pour une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre 1,
le moment d’ordre k vaut k!
Par suite, une variable aléatoire X du type précédent suit la loi £(1) si et
seulement si Vk € [1,n — 1], E(X*) = k!.

Exercice 3.32.

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n et de IV boules numérotées de
1a N ou N = an, a étant un entier fixé non nul. On place «au hasard» et
de maniere indépendante chacune des N boules dans une des urnes (chaque
boule est donc placée avec la probabilité % dans 'urne numéro k).
On note :

Y,, le nombre d’urnes vides.

T; la variable qui vaut 1 si I’'urne numéro i est vide et 0 sinon.

Su="1u.

1. Donner la loi de Tj; et son espérance.
2. Calculer E(T;T;) et Cov(T5,Tj).
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3. Calculer E(S,,) et sa limite quand n tend vers l'infini.

4. Calculer V(S,,) et sa limite quand n tend vers I'infini.

5. a) Vérifier que Vw € Q,|S,(w) —e™%| < |Sn(w) — E(Sp)| + |E(Sy) —e™ 9.
b) En déduire que :

Ve > 0,3n9,Vn = ng, P(|Sp(w) —e % > €) < P(|Sh(w) — E(S,)| > %)
c) Montrer que Ve > 0, li_>m P(|Sp(w) —e % =€) =0.

Solution :

1. Par indépendance des résultats des différents placements, on a :

N
P(T;=1)=(1—- %) =(1- %)”“
Ainsi T; = B((1-1)") et :
ACR A P07 AR AELN PR S
ET)=(1-3) V(@) =0-5) 1-01-3)"]
2. De méme T;T; ne prend que les valeurs 0 et 1 et prend la valeur 1 avec la

probabilité (1 — %)N Ainsi BE(T,T)) = (1 - %)N of -
Cov(T;,T;) = (1 _ %)N _ (1 _ %)2N

3.0naY,=T+Ts+ -+ T,, donc par linéarité de ’espérance :
n
B(S:) = L3 5@y = (- 1)
i

n

o - — _1y_ _1y o _1 _
D’o : In(E(S,)) = Nln(1 n) =naln(l n) > na( n) =2 e et
35, B(En) = 7
n
4. V(S,) = #( > V(T) + 23 Cov(T;,T;)). 1 y a dans cette somme n
k=1 i<j
. . n(n —1) . . )
variances toutes égales et ——5— covariances toutes égales, d’o :
_l _lan _ _lan TL——]. _2an_ _l2an
V(Sn) =7 (=) - (=) T+ 2= [0-7) " - (=-7)"]
Ona lim (1- 2)an =e 2 et lim (1-— l)Mn =e 2 do:
n—00 n n—00 n
lim V(S,) =0
n—oo
5. a) Il s’agit de I'inégalité triangulaire.
b) Puisque le E(S,)=e¢% ona:
€

pour € > 0, il existe ng € N, tel que n > ny = |E(S,) —e™?| < 5-

Ainsi, pour n > ng, si Pévénement |S,(w) — e~ > e est réalisé, alors
Pévénement |S,(w) — E(S,)| > % est également réalisé, ce qui donne
I’inégalité demandée par croissance d’une probabilité.
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c¢) Or, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
P(IS0 - B8 > §) < 2 — 0

2 € n—00
et, a fortiori : lim P(|S,(w)—e % >¢) =0.
n—o0

Exercice 3.33.

On admettra, sans démonstration, la formule :
=X ko 1

Ve [0,1[,Vr € N,kgo Cr+k$ = m
On dispose d’une urne contenant une proportion p de boules rouges et
g = 1 — p de boules vertes (0 < p < 1). On effectue dans cette urne des
tirages successifs d’une boule avec remise et on note, pour r € N*, X, la
variable aléatoire définie par :
X, = k si k est le nombre de boules vertes tirées avant 'apparition de la
r*™eeme boule rouge et X, = —1 si Pon obtient jamais r boules rouges.

On dit que X, suit la loi J(r,p).
1. Donner la loi de X et son espérance.

2. a) Donner, pour k € N, 'expression de P(X, = k).
b) Que vaut P(X, = —-1)7
c) Calculer E(X,).
3. On considére une suite (X, ),>1 de variables indépendantes telles que, pour
tout n, X,, suit la loi J(n,p,) ou TL]LII;Q n(l —p,) = A, avec A > 0.
Montrer que (X,,) converge en loi vers une variable X dont on déterminera

la loi.

4. On suppose dans cette question que X suit la loi J(2,p).

ok

a) Montrer que Vz € [0,1], 3 Z- = —In(1 — )
k=1
k T
( on remarquera que % = [ th=1dt).

0

b) Calculer E(ﬁ)

Solution :

1. X1 + 1 suit la loi géométrique G(p), d’o E(X;) = % 1= %.

2. a) Pour k € N, ’"événement (X, = k) est réalisé si et seulement si les
k+mn —1 premiers tirages amenent n — 1 boules rouges, le tirage de rang k+n
amenant la n-ieme boule rouge. Les tirages ayant lieu avec remise, il vient :
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P(X,=k)=Cpn 1d*p" 'p=Cio, dkp"
b) Par la formule admise :

o0
ZP(Xn:k) p" ch+n 14 —p%:l
k=0 (1 - q)
Do P(X, =—-1)=0.
c) Soit Y} le nombre de boules vertes obtenues entre les (k — 1)-ieme et

k-iéme boules rouges obtenues (on pose Y3 = X;). Par indépendance, chaque
Y} suit la méme loi que Y; = X, d’espérance .

Comme X, =Y; + Y5+ -+ +Y,, par linéarité de ’espérance, il vient :

E(X,) = %
3. Pour k € N, P(X,, = k) = C{ ) (1—pn)ipn.
* In(p?) = nln(p,) (n::oo) n(p, — 1) vl —A, donc nlgrgopg =e A,

_(k+n—-1(k+n—-2)...n

n—1

Ck+n t k! (n—)oo) k' , donc::
n— e n(l —py k k

Ck+rlz—1(1 —pn)¥ ~ [n(=pu)l- k!p ) e %

k
Ainsi, Vk € N, hm P(X, =k) = ;\c e, ce qui signifie que la suite (X,,)

converge en loi vers une variable suivant la loi P(\).

)iwk i kld 1 tnd ‘ 1 d mtn d
4. a £ = /t_ t:/ — t:/—t—/—t,
=1 k k=1Jo0 0 -t 0 -t 0 1—t

n k z n n+1
S 28— n(1 = 2) — Ra(), avee 0 < Ru(x) g/ " gy
0

=k 11—z -z
On a donc nlLH;OR (z) =0, c’est-a-dire :
Ve el0,1], 2 % =—In(1-x)
b) e ﬂ_ 5 est une variable bornée, donc admet une espérance, et :
Blxis) = £ phaP=b = £ e+ s’
) 2 ook
- Lz—:o 7" - LZO %quﬁ - pQ%_q - 1;)_2 k=2 %

=p——2( In(1—-¢q) —q)
q
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Exercice 3.34.

Soit n € N*. Une urne contient 2n boules indiscernables au toucher : deux
boules portent le numéro 1, deux boules portent le numéro 2, ..., deux boules
portent le numéro n.

On effectue une succession de tirages de deux boules de cette urne selon le
protocole suivant : si les deux boules obtenues portent des numéros différents,
elles sont remises dans I’'urne avant le tirage suivant, si les deux boules portent
le méme numéro, elles sont définitivement éliminées.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
vider complétement ['urne.

On note Y7 la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires
pour obtenir une premiere paire de boules portant le méme numéro et
pour i € [2,n], on note Y; la variable aléatoire égale au nombre de tirages
nécessaires pour obtenir une i paire de boules portant le méme numéro, &
partir du retrait d'une (i — 1) paire de boules.

1. a) Quelle relation lie X,, 4 Y,...,Y,,?

b) Déterminer la loi de Y;. Plus généralement, déterminer pour i € [1,n],
la loi de Y;. Quelle est son espérance ?

¢) En déduire que E(X,) = n>.

2. a) Dans les cas n = 1, puis n = 2, déterminer la loi de X,,.
b) On suppose n = 3. Montrer que :

vk, P0G =k =3[(5)" - (3]
3. On revient au cas général.

2"n!
a) Montrer que P(X,, =n) = W:F

b) Exprimer P(X,, = n+1) a l’aide de termes de la suite (hy) définie, pour

k;l,parhk:1+%+...+%¢

Solution :

1. a) Clairement : X, =Y, + Y5 +--- 4+ Y.
b) Pour i € [1,n], si (i — 1) paires ont déja été retirées, il reste 2(n —i+1)
boules dans 'urne et le tirage d’une paire est de probabilité :
pi = = t+1 _ 1
Coniry 2(n—i)+1

Ainsi Y; suit la loi géométrique de parametre p; et E(Y;) = o = 2(n—1i)+1.

c) Par linéarité de 'espérance :
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E(X,) = 32 B(YV) = SR —i) +1] = 3 2k + 1)

i=1 i=1 k=0

E(X,)=n(n—-1)+n=n?

2. a) x Pour n = 1, X; est la constante égale a 1.

* Pour n = 2, on attend une premiere paire (loi géométrique de
parametre %) puis on conclut au tirage suivant :

X>(Q) =[2,40[,Vk > 2,P(X, =k) = (3)k 2;%,

b) Pourn=3 X3 =Y, +Ye+1,0Y; <—>g(5) et Yo < g(%), Y et Ys
étant indépendantes. Donc, par convolution discrete :
n—3 . .
—7) — 4yirly(2\k=3=i/1
VE23. P =k =3 (5)(G)(E) T (3)
n—1
Soit, par la relation ™ — y (x —y) > wiyn 17t
=0
4\k—2 _ (2\k—2
157 -0B) L/rd\k—2  (2\k-2
P(X3:k):1_5 > %_%3 :Q((S) _(g) )
3. a) Pour réaliser (X,, = n), il faut gagner a chaque essai, i.e. réaliser
(Y1 =1), (Yo =1),...,(Y, =1). On obtient donc par indépendance :
n . kl_Il(?k) -
PX,=n)= . == = 42N
( )=l s =71 TINCD]
k=1

b) De méme pour réaliser (X,, = n + 1), il faut obtenir une paire & chaque
essai, sauf une fois (pas la derniére) o l'on doit s’y prendre a deux fois! En
clair :

(o=n+1)=U (=2) N (5 =1)
Avec les notations de la question 1., P(Y; = 1) = p; et P(Y; = 2) = (1—p;)pi,
d’o par disjonction, puis indépendance :

P(X,=n+1) :plpz---pnljf(l —pj) = %(n_ 1 _;Lill le+ 2
(an).( E 2]1+1)

2n

Or Z 27+ 1 + 1= E % - 1;::1 57> SOt finalement :

P(Xn:n+1):%(n—h2n+%hn)

—~~
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1
OPTION B/L

Exercice 4.1.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, (n > 2). Soit f un endo-
morphisme de E. On note I ’endomorphisme identité et pour tout j entier
naturel, f7 représente I’endomorphisme de E défini par :

fo=TI, etsij>1,fl=fofi !
On suppose qu’il existe un vecteur x de E tel que :
@) £0, et fM(z) =0
1. Montrer que (z, f(z),..., f" !(z)) est une base de E.
2.Onpose F={g€L(E)| fog=gof}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de L(E) et qu’une base de F est

(I, f,...,f~ 1.

3. On suppose F = R" muni de sa base canonique B et que la matrice associée
a f dans cette base est

0o 1 0 0

0 0 1 0
A= )

: oo 1

o 0 ... 0 O

Montrer que f vérifie les hypotheses de ’exercice et déterminer F.
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Solution :

n—1
1. Soit (ag,ay,...,a,—1) € R* tel que 3. apf*(z) = 0.
k=0

En appliquant f7*~! il reste agf"~!(z) =0, d’ott ap = 0;

En appliquant maintenant f?~2, il reste a; f"~'(z) =0, d’ott a; = 0;

et ainsi de suite. Donc tous les coefficients sont nuls et la famille est bien
libre. Comme son cardinal est égal & la dimension de ’espace, on a :

(z, f(@),..., f""(x)) est une base de E

2. x F est non vide, car il contient ’endomorphisme nul, f, id, etc. De plus,
en vertu des propriétés des opérations, F est stable par combinaison linéaire.
Donc F est un sous-espace vectoriel de L(E).

x o Clairement id, f, f2,..., f*~! commutent avec f, donc f commute avec
toute combinaison linéaire de ces endomorphismes.

e Soit g qui commute avec f, alors g(z) se décompose sur la base précédente :

Mag,a1,...,a,-1) € R*, g(z) = 1;0 arp f¥(x),
et g commute avec les puissances de f, donc : -
n—1 n—1
g(fP(2)) = fr(g9(x)) = f2( X anf(2)) = ( X arf*)(f7(2))

k=0 k=0

n—1
Ainsi les endomorpismes g et Y ax f* coincident sur la base (:r, flx),..., f”’l(:r)),
k=0
donc sont égaux, ce qui prouve que g € Vect (id, [ f”fl).
n

e Enfin (id, f,..., f*~') est une famille libre, puisque si Y axf* =0, alors
k=0

en particulier > axf*(z) = 0 et on sait que ceci entraine la nullité de tous
k=0

les coeflicients.

Ainsi F = Vect (id, f,..., f"'), la famille (id, f,..., f*~*) est une base de

F.

3.0n a f(en) = en—1, flen—1) = e€n—2,..., f(e2) = er et f(e1) = 0.
Ainsi f vérifie les conditions précédentes avec © = e,,.

Les matrices de f2, f3,... s’obtiennent par simples décalages et F est donc
formé des endomorphismes associés aux matrices de la forme :
Qo ajq a9 o Qp—1
0 a a1 - Gp—2
A=
a1
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Exercice 4.2.

Soit f une application de R dans R, dérivable sur R. On suppose que :
Ve eR, (f()?+ 1+ f(2)? =1

1. Montrer que f est décroissante sur R.

2. Montrer que f admet une limite finie en —oo et en +o0.

3. Montrer qu'’il existe une suite (z,) telle que :

lim =z, =4ocoet lim f'(z,)=0
n—+oo n—-+o0o

4. En déduire f.

Solution :

1. Supposons qu’il existe un point x tel que f'(z) > 0, alors 1+ f'(z) > let la
condition de I’énoncé est impossible. Donc V z, f'(z) < 0 et f est décroissante.

2. La condition de I’énoncé impose d’avoir —1 < f(z) < 1. Ainsi f est
monotone et bornée, donc admet une limite (finie) en —oo et en +oo.

3. Supposons qu’il existe € > 0 pour lequel il existe A tel que x > A implique
f'(z) < —¢, alors pour z > A, il vient en intégrant :

fl@) = f(A) < —e(z - A)

Et alors zgrfoo flz) = —o0, ce qui contredit le résultat de la question
précédente.

Ainsi : Ve > 0,V A,Jz > A, tel que —¢ < f'(z) <0.

Pour e = % et A = n, il existe donc x,, > n tel que —% < f(zn) €0

On a donc bien nEIJIrloo x, = +00 et nkrfm f'(zn) =0.

4. Par la relation de définition : lim f'(z,) =0 = lim f(z,) =0et
n——+00 n—+00
puisque f admet une limite en 400 : lim f(z) =0.
T—+00

Le méme raisonnement que celui fait dans la question précédente montre qu’il
existe une suite (y,) tendant vers —oo et telle que lirf f'(yn) = 0, donc
n—-+0oo

telle que lim f(y,) =0. Ainsi lim f(z)=0.
n—-+o00 T—>—00
La fonction f étant monotone, on en conclut f = 0.
Réciproquement la fonction nulle vérifie évidemment la propriété exigée.

Exercice 4.3.

1. Soit g une application continue de R dans R, périodique de période 2.
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m 2m
Montrer que : / g(t)dt = / g(t)dt
0

—T
s
Pour n € N, on pose I,, = lﬂ/ (cost)™dt et 'on considere I'application f
définie par :

™

Ve € R, f(x) = %/ exp(x cost)dt
-

2. Montrer que f est définie sur R et que c’est une fonction paire.

Dorénavant on considére que z est élément de Rt .

3. Montrer que Vz € R ,Vn e NVt € [ T 71']

exp(z cost) = z z* COS t+Rn(m,t)

ol
400 k
Ru(e,pl< S L
k=n+1 k!
mn+1
Montrer que : |R,(z,t)| < CFSI] exp(z).
4. Montrer que Vz € RT, Vn € N
n+1
[ T
£ () ey el < 1y P
+00 n
En déduire la valeur de ) m—'In.
n=0 T
Solution :
r+27
1. Plus généralement, soit x € Ret h: z — g(t) dt. La fonction h est

dérivable sur R et h'(z) = g(z + 27) — g(x) :IO, donc h est constante et en
particulier h(0) = h(—m).

2. x Pour tout z, la fonction & intégrer est continue sur [—m, 7] et f est bien
définie.
™
*Ona f(—z) = %/ exp(—x cost) dt.
" 2m
Par le changement de variable u =t + 7, f(—z) = % exp(z cosu) du et

en appliquant le résultat précédent : f(—z) = f(x).

3. x Par convergence de la série exponentielle :

k
V(x,t) € R?, exp(x cost) = E z* COS z7cost | E x cc;s ¢
k=0 k=n+1 k
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k "
et, pour z > 0, |Rn(,t)| = | E :nco'sts 3 x—':R%
nr1 K k=nt1 k!
nt1 2 3

R = 1 x z ).
R s T S o Al T [ T R e ey o R
Orn+221, (n+2)(n+3) > 2! ...Par conséquent :
n+1 00 k n+1
R < \ r_ _ _T z
" ( +1) kZO k! (n+1)'e

4. En plaant tout sous la méme intégrale :

n 27
IEEDS 2 < 217r/0 [explacost) = 3 2 costt gy

2T

< 1 n+1 ( )dt n+1
< 5= = ex —L_e”
2w Jo (n+1)! e (n+1)!
n+1
Or lim ——— = 0 (il s’agit méme du terme général d’une série conver-
n—o0o (n + 1)'
gente) et donc, par encadrement :
ok
f@)= 3 L,
k=0 M-

Exercice 4.4.

1. Pour (n,p) € N x N*, on pose

—+o0
I,,= / t" exp(—pt) dt
1

a) Montrer que ces intégrales convergent.

b) Déterminer une relation entre I, , et I,_1 , et en déduire I,, ;, en fonction
de n et p.
0 sit<0
Mte ™ sit>0
Vérifier que f est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X et
donner sa fonction de répartition.

2) Soit A > 0, on pose f(t) = {

Un appareil posseéde n composants (n € N*). Chacun des composants a une
durée de vie donnée par une variable aléatoire dont f est une densité. On
supposera, ces variables indépendantes.

3. Lappareil tombe en panne dés que 'un (au moins) de ses composants
tombe en panne (montage en série). Soit Y la variable aléatoire égale a la
durée de vie de ’appareil.

Exprimer 'espérance E(Y) de Y, en fonction des intégrales de la question 1.

Solution :
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1. a) La fonction & intégrer est continue sur [1, +oo[ et pour n € Net p € N*,

ona 1121 t2.t"e P! = 0. La regle de Riemann donne alors la convergence de
—+00

I’intégrale proposée.

X X
-p
En intégrant par parties : / tneptdp = X o—pX _ +ﬂ/ tn—lePt 4t
) p T .

et en passant a la limite lorsque X tend vers +o0 :

Vn lI’pZT—F In 1,p

-p
Posons alors u,, = M, on obtient : u,, = &— 14 lun 1. Ainsi :
n! P n!
_e?1 1
n =T Tptn
-p
up =0 —L 41,

P (n—1! P

e 1 1

L (5% = T F + ’LL
On multiplie alors la deuxieme relation par 1_7’ la troisieme par %, ...puis
p
Pui e i1 vient e ? f: 1 soit
on somme. Puisque ug = =—, il vient : u,, = =—
q 0 P n » k:opk(n_k)',
n
k! ok
I7 E _k n
k=0 D
+00
2. La fonction f est continue sur R, positive. On vérifie que f)dt =1,
— 00

ce qui résultera d’ailleurs du calcul suivant.
En intégrant par parties dans le cas > 0, on obtient :
Fx(z)=0,siz<0et Fx(z)=1—e"? — Aze™** siz > 0.

3. 0n a Y(Q2) = Rt et pour z > 0, les variables X; étant indépendantes de
méme loi que X : P(Y > z) = P( ﬂ(X > z)) = [P(X > z)]". D’ou :

P(Y <zx)= 1 — (1-Fx(2))"
Par dérivation, on en déduit une densité fy de Y :
<0, fy(z)=0et Vo >0, fy(z) = nf(z)(1 — Fx(z))
Soit : Vo > 0, fy (z) = nA\2z.e 2% (Azx + 1)" L.

La convergence de 'intégrale étant évidente, on a :

n—1

+oo
E(Y) = / nA2z2.e e (\x + 1) du,
0

et en effectuant le changement de variable u = Az + 1 :
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+oo
EY) = nAe”/ (u™tt —2u™ +u e ™ du, d.e. :
1
E(Y) = nAen(In+1,n — QIn,n + In—l,n)

Exercice 4.5.

On considére une urne contenant N boules indiscernables au toucher,
numérotées 1,2, ..., N, avec N € N*. On effectue dans cette urne des tirages
d’une boule avec remise a chaque fois de la boule tirée. Soit 7 € [1, N]. On
choisit r numéros entre 1 et IV et l'on note Y, la variable aléatoire égale
au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiere fois, les r
numéros choisis.

1. Dans cette question, r = 1. Déterminer la loi de Y;, son espérance et sa
variance.

2. Dans cette question,r = 2. Déterminer la loi de Y3, son espérance (on
vérifiera que la somme des probabilités vaut 1).
3. Désormais, r est quelconque.

a) Déterminer Y,.(Q).

b) Calculer P(Y, =r).

c) Déterminer I’espérance de Y.

Solution :

1. Y7 suit la loi géométrique de parametre %, donc :

E(Y])=Net V(Y;) = N(N —1).

2. On a Y2(Q) = [2, +oo[. Soit alors n > 2; I’événement (Y3 = n) est réalisé
si on obtient un des deux numéros choisis & un certain rang k compris entre
1 et n — 1, puis le deuxiéme numéro choisi au n-iéme tirage. Ainsi les tirages
dont le rang est compris entre 1 et kK —1 (8’il y en a) ameénent 'un des N — 2
autres numéros, le k-ieme tirage amene 'un des deux numéros choisis, les
tirages de rang compris entre k + 1 et n — 1 (s’il y en a) n’aménent pas
I’autre numéro choisi et le n-iéme tirage amene "autre numéro choisi. Bref,
par équiprobabilité de toutes les listes de tirages :

n—1
= L s (v -2tV — 1yt
N k=1

2N —2)"2nsl Ny 1 k-1
- N™” kzl ( N )
Par l'identité géométrique, on en déduit, apres simplification :

Vn > 2,P(Y2 = n) — %((%)nfl _ (N]\—] 2)n71)

P(Yz = n)
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Remarque : On aurait aussi pu calculer P(Y2 > n), pour en déduire la loi de
Y, par différence . ..

Par sommation de séries géométriques convergentes :

& 2 1 1 2 N
EP(Y2:n): (I_Nfl_l_N72): (N— ):]_
n=2 N N

3. a) Y, (Q) = [r, +ool.

b) (Y, = r) est réalisé si et seulement si les r premiers tirages amenent les
r numéros choisis, mais dans un ordre quelconque, donc :

— ) — !
P(YI" - T) - N’l“

c) Pour i € [2,r], notons X; la variable aléatoire qui mesure le nombre de
tirages juste nécessaires pour obtenir un ¢-ieme numéro choisi, apres en avoir
déja obtenu ¢ — 1, et X; la variable aléatoire qui mesure le nombre de tirages
juste nécessaires pour obtenir un premier numéro choisi.

OnaY, =X; + X5+ ---+ X, et pour tout ¢, X; suit la loi géométrique de
r—i+1

parametre N d’ou :

-yl 1 . .1

E(Yr)_N(T p— +2+1)
Exercice 4.6.
On considere "application f définie par :
A
VteR, f(t) = ——
1) et +et

ou A est une constante réelle.
1. Déterminer A pour que f soit une densité de probabilité.

2. On suppose que A a la valeur trouvée précédemment et on considere une
variable aléatoire X admettant f pour densité. Montrer que X admet des
moments a tous les ordres.

+oo t2n
3. Pour n € N, on pose I,, = / ——— dt.
o et+et
Montrer que
N +oo
VNeNI, =Y (—1)’“/ t2re~ (Dt 4 Ry
k=0 0

avec
+oo $2ne—(2N+3)t

14+ e—2t

Ry = (_1)N+1/0

4. Montrer que lim Ry = 0, et en déduire une expression de I, sous forme
N—+oco

de série.
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Solution :
1. f est continue sur R, paire , positive si A > 0 et en écrivant f(t) =

; X
A 2te+ T il vient : / f(t)dt = A(Arctan(e®*)—Arctan1) = A(Arctan(e?X)—
€ 0

7

1)
Or lim Arctan(e?X) = T ce qui prouve que I'intégrale de f sur R* est
X —+o00 2
+oo
convergente, avec fit)ydt = A%.
0

+00
Bref, par parité f@)dt = A% et f est une densité de probabilité pour

— 00
A=2

=

2. Par négligeabilité classique et parité : . liim t2.t" f(t) = 0, ce qui prouve que
—+oo

I’intégrale définissant le moment d’ordre n de X est absolument convergente.
Donc X admet des moments de tous ordres (et par parité les moments d’ordre
impair sont nuls).

1 et ” S ST . —2¢
3. = et par l'identité géométrique (la raison valant —e™=",
el +et 1+e 2 P & que (

donc étant différente de 1) :

N _2(N41)t
1 _ o2kt N+1€
=3 (-1 -1 e 7
I4e* kz::o( o+ (=1 T+e 2t
2n N (—1)NH1e=(N+3)t2n
Ainsi : 11— = S (=1)kg2ne— k1)t 4
el +e? k:O( ) 1+o 2

Toutes les intégrales écrites étant convergentes, par négligeabilité classique,
on en déduit :

N +00
VNeNI, =Y (—1)’“/ t2re~ kDt 4 Ry
avec : k=0 0
T on_ —(2N+3)t
Ry = (=1 N+1/ t“e
N =(-1) . 1io T
4.0n a:
+o0 “+oo
|RN| < / t2ne= (BN+3)t — / e~ N+t g (1) dt, avec : g(t) = t*"e~?.
0 0

La fonction g est positive, continue sur R, de limite nulle en 400, donc est
bornée

+o00
sur Rt et si on note M = sup g, alors |[Ry| < M e~ N+t gy — M
U ; N +2

Ceci montre que lim Ry = 0 et donc :
N—o0
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(oo}

+o0
I, = Z (_l)k/ t2ne7(2k+1)tdt
k=0 0

Notons que le changement de variable u = (2k + 1)t donne :

/+Oot2ne(2k+1)tdt _ 1 /%Ouz”e“du _ (2n)!
0 k1), @R+

ce qui permet d’écrire I,, comme somme d’une série numérique explicite.

Exercice 4.7.

Soit A la matrice définie par A = <_11 3(/)4>.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A
est—elle diagonalisable 7

2. Calculer A™, pour tout n entier naturel.

3. Montrer que l'inverse A~! de A existe, et calculer A~", pour tout n entier
naturel.

4. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On note p, = P(X = n).
On suppose que pour tout n € N : ppyo = —ppy1 + %pn.

Déterminer 'expression de p, en fonction de n, et reconnaitre la loi suivie
par X.

5. Soient f et g les fonctions définies par
flz) =6.e737/2 4 2.6, glz) = —3.e737/2 4 3.7
a) Exprimer les dérivées f’ et ¢’ en fonction de f et g.

b) Comment déterminer une fonction F, combinaison linéaire de f et g,
telle que la dérivée 2002°"¢ de F' soit f 7

Solution :
1. Les valeurs propres de A sont —3/2 et 1/2 et :
—3/2 1/2
E_3/5(A) = Vect 1 ; By js(A) = Vect 1

Comme A est carrée d’ordre 2 et admet deux valeurs propres, A est diagonal-
isable. Plus précisément si P = <_3/2 1/2>, alors P! = <_1/2 1/4>

1 1 1/2  3/4
et :
1 - _(-3/2 0
P AP—D—< 0 1/2

2. Pour n € N*, A" = PD"P~!, ce qui conduit  :
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1 —D" 3ynt1 3 —1)" (3ynt1
o (TSRO S-SR
a 1 _(—1)"(§)n 3 +(—1)"(§)"
gn+l 2 \2 gn+t2 4 \2

3. Comme 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible et le calcul précédent
est valable pour n € 7Z.

n
X, = A" X, et on pourrait achever le calcul matriciellement, ce qui prouve
que p, est combinaison linéaire de (%)n et (—%)n A\ p) € R,p, =
1\» 3\n
A(5)" +u(=5)"
On peut calculer A et u en fonction de py et p; (ce que 'on peut aussi voir

directement en étudiant la récurrence linéaire d’ordre 2 de définition).

4. Soit X,, = (p"+1> ; la relation de récurrence s’écrit X,,41 = AX,, d’ou

Il vaut mieux remarquer qu’une probabilité devant étre toujours comprise
entre 0 et 1, on a nécessairement y = 0, d’out p,, = )\(%)n, et la somme des

probabilités valant 1, on a A = % :VneNP(X =n) = (%)nH.
Ainsi, X + 1 suit la loi géométrique de parametre %

5. a) Ona:f’:—f+getg’:%f,soit <£,I> :A(g).

Ainsi (g) = A?2002 4—2002 (g) On peut donc choisir pour fonction F' le
f

premier élément de la matrice A~2002 (g , ce qui conduit 3 :

F= 22000[(1 + ﬁ)f + %(1 - 32%)9]

Exercice 4.8.

E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie et f et g sont deux
applications linéaires de E dans F'.

On rappelle que le rang d’une application linéaire u, noté rg(u), est la
dimension de son image Im(u).
1. a) Montrer que Im(f + ¢g) C Im(f) + Im(g). En déduire que :
rg(f +g) <rg(f) +rglg)

b) Montrer que |rg(f) —rg(g)| < rg(f + 9).
2. Dans cette question, on suppose que I'on a E = F et que f et g sont tels
que :

Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g) = E
a) Montrer que Im(f) NIm(g) = Ker(f) N Ker(g) = {0}.
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b) En déduire que Im(f) et Im(g) sont supplémentaires dans E, ainsi que
Ker(f) et Ker(g).

c) En conclure que rg(f + g) = rg(f) + rg(g).

Solution :

1. a) Soit € Im(f + g), il existe z € E tel que x = (f + ¢)(2) = f(2) + g(2).
Or f(z) € Im f et g(z) € Img, donc z € Im f 4+ Im g, ce qui donne I'inclusion
voulue.
D’ou :
rg(f +g) = dimIm(f + ¢g) < dim(Im f + Im g)
< dimIm f 4+ dimIm g — dim(Im f N Im g)
<dimIm f+dimImg =rgf +rgg

b) On a f = (f +g) + (—g), donc : rgf < rg(f + g) + rg(—g) =
rg(f +g) +rg(g).
De méme g = (f +g) + (—f), et : rgg < rg(f + g) +rg(f).
Ainsi rg f —rgg <rg(f +g) et rgg —rg f <1g(f +g), soit :
|rg f —rggl <rg(f +9)

2. Notons n = dim E. Le théoréme du rang permet d’écrire :
dimIm f + dimKer f =n (1); dimImg+ dimKerg=n (2)
dimIm(f + g) + dimKer(f +g) =n (3)
Et les hypotheses donnent :
dimIm f + dimImg — dim(Im f NImg) =n (4)
dim Ker f + dim Ker g — dim(Ker f N Kerg) =n  (5)
a) En faisant (1) + (2) — (4) — (5), il vient :
dim(Im f NIm g) + dim(Ker f N Kerg) =0
Dot : Im f NImg = Ker f N Kerg = {0}
b) Donc Im f N Img = {0} et par (4) dimIm f + dimImg = n, ce qui
prouve que Im f et Im g sont supplémentaires dans E.
De méme Ker f N Kerg = {0} et (5) montrent que Ker f et Kerg sont
supplémentaires dans F.

c) Le premier résultat de la question b) montre que rg f +rgg = n. Il reste
donc & montrer que rg(f +g) = n, i.e. que f + g est surjectif, ce qui équivaut
a dire que f + g est injectif (f + g est un endomorphisme de E qui est de
dimension finie).

Soit € Ker(f + g). On a donc g(x) = —f(z).

Or f(z) € Im f, donc g(z) € Im f NIm g et g(x) = 0.

Par conséquent g(z) = f(x) =0 et z € Ker f NKerg, soit z = 0.

Ainsi f 4 g est bien injectif, donc surjectif et rg(f + g) = n, ce qu’il fallait
démontrer.
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