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ANALYSE

Exercice 1.1.

1. Montrer que, pour tout x 2 R, l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

cos(2xt) dt converge.

On note f(x) sa valeur.

Montrer de même que, pour tout x 2 R, l'int�egrale

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt

converge.

Montrer en�n que l'int�egrale

Z +1

�1

t
2 e�t

2

dt converge et pr�eciser sa valeur.

2. Soit (x; h) 2 R2 . Montrer que, pour tout t 2 R :�� cos�2(x+ h)t
�
� cos

�
2xt
�
+ 2ht sin

�
2xt
��� 6 2h2t2.

En d�eduire que :��f(x+ h)� f(x) + 2h

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt
�� 6 2h2

Z +1

�1

t
2 e�t

2

dt.

3. Montrer que la fonction f est d�erivable sur R et que, pour tout x 2 R :

f
0(x) = �2

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt.

4. Au moyen d'une int�egration par parties, montrer que, pour tout x 2 R :

f
0(x) = �2xf(x).

En d�eduire que la fonction x 7! ex
2

f(x) est constante sur R et calculer la

valeur de cette constante (on recherchera pour cela la valeur de f en 0).

En conclusion, quelle est, pour tout x 2 R, la valeur de f(x) ?
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5. Soit x 2 R. Montrer que les int�egrales

Z +1

�1

e�t
2

sin(2xt) dt,

Z +1

�1

e�t
2

cos2(xt) dt

et

Z +1

�1

e�t
2

sin2(xt) dt convergent et calculer leurs valeurs respectives.

Solution :

1. Soit x r�eel. Pour tout t r�eel, on a :

0 6 je�t2 cos(2xt)j 6 e�t
2

Comme l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

dt converge [consid�erer une variable suivant

la loi normale N (0; 1=
p
2)], l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

cos(2xt) dt est absolument

convergente, donc convergente. On peut ajouter que pour tout x r�eel :

jf(x)j 6 p
�.

De même, pour tout t positif, 0 6 jte�t2 sin(2xt)j 6 te�t
2

et l'int�egraleZ +1

0

te�t
2

dt converge (son calcul est même banal). Il s'ensuit que l'int�egraleZ +1

0

t e�t
2

sin(2xt) dt converge (absolument) et que l'int�egrale

Z 0

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt

converge vers la même valeur, puisque son int�egrande est paire.

On conclut que l'int�egrale

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt converge.

On peut ajouter que

����
Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt

���� 6 2

Z +1

0

te�t
2

dt = 1.

2. Soit (x; h) 2 R
2 . Appliquons l'in�egalit�e de Taylor{Lagrange �a la fonction

cosinus �a l'ordre 2 sur l'intervalle d'extr�emit�es 2xt; 2(x+h)t. On obtient pour

tout t r�eel : �� cos�2(x+ h)t
�
� cos

�
2xt
�
+ 2ht sin

�
2xt
��� 6 2h2t2

Comme les int�egrales en jeu sont toutes absolument convergentes, on en

d�eduit imm�ediatement que :��f(x+ h)� f(x) + 2h

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt
�� 6 2h2

Z +1

�1

t
2 e�t

2

dt

3. Il su�t de diviser par h, puis de faire tendre h vers 0 pour obtenir que f

est d�erivable sur R et que pour tout x 2 R,

f
0(x) = �2

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt.

4. Remarquons que pour des raisons de parit�e, pour tout x r�eel :

f(x) = 2

Z +1

0

e�t
2

cos(2xt) dt; f
0(x) = �4

Z +1

0

te�t
2

sin(2xt) dt
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Soit x r�eel. Pour tout u 2 R
+ , les conditions d'application du th�eor�eme

d'int�egration par parties sont r�eunies. Aussi :

2

Z u

0

�2te�t2 sin(2xt) dt =
h
2e�t

2

sin(2xt)
iu
0
� 4x

Z u

0

e�t
2

cos(2xt) dt

En faisant tendre u vers l'in�ni, il vient, pour tout x r�eel, f 0(x) = �2xf(x)
ou ex

2

(f 0(x) + 2xf(x)) = 0.

La fonction x 7! ex
2

f(x) est constante sur R.

Sa valeur est f(0) =

Z +1

�1

e�t
2

dt =
p
�.

Ainsi, pour tout x r�eel : f(x) =
p
�:e�x

2

5. Soit x r�eel.

� l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

sin(2xt) dt, converge absolument et est nulle puisque

son int�egrande est impaire.

� l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

cos2(xt) dt converge d'apr�es les r�esultats pr�ec�edents

puisque pour tout t r�eel cos2(xt) = 1
2
(1 + cos(2xt)) et elle vaut :

1
2

Z +1

�1

e�t
2

dt+ 1
2
f(x) =

p
�

2
(1 + e�x

2

)

� l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

sin2(xt) dt converge d'apr�es les r�esultats pr�ec�edents

et vaut Z +1

�1

e�t
2

(1� cos2(xt)) dt =

p
�

2
(1� e�x

2

).

Exercice 1.2.

On consid�ere la suite (un) d�e�nie par u0 > 0 et 8n > 0; un+1 = 3

s
nP

k=0

uk.

1. Exprimer un+1 en fonction de un.

2. Montrer que la suite (un) est croissante et d�eterminer sa limite.

3. Montrer que un+1 �
(+1)

un et un+1 � un �
(+1)

1
3un

.

Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral vn = 1
un

?

4. �Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et a permettant de calculer

un lorsque u0 = a.
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Solution :

1. On a u3n+1 =
nP

k=0

uk =
n�1P
k=0

uk+un = u
3
n+un. Par suite, puisque l'extraction

d'une racine cubique a un sens sur R :

un+1 =
3
p
u3n + un

2. On montre par une r�ecurrence imm�ediate que pour tout n, un > 0. Cela

entrâ�ne que pour tout n, u3n+1 > u
3
n, donc que un+1 > un.

Par cons�equent, la suite (un)n>0 est croissante.

Supposons qu'elle soit major�ee ; dans ce cas, elle converge vers une limite `

v�eri�ant par continuit�e `3 = `
3 + `, soit ` = 0, ce qui est impossible. La suite

(un)n>0 n'est donc pas major�ee et, �etant croissante, elle tend vers +1.

3. ? On a :
un+1

un
= 3

s
1 +

1

u2n

�
(+1)

1, i.e. un+1 � un.

? De plus, comme au voisinage de 0 : (1 + u)1=3 = 1 + 1
3
u+ o(u) :

un+1 � un = un

 
3

s
1 +

1

u2n

� 1

!
�

(+1)
un �

1

3u2n
=

1

3un

? Ainsi : 1
un

� 3(un+1 � un).

Or par t�elescopage :
NP
n=0

3(un+1 � un) = 3(uN+1 � u0) �!
N!1

+1. Par

application de la r�egle d'�equivalence pour les s�eries �a termes positifs ou nuls,

la divergence de la s�erie de terme g�en�eral 1
un

en r�esulte.

4. Voici une fonction parmi d'autres possibles

function u(n :integer ; a :real) :real

var v :real ;

Begin

v :=a ;

for k :=1 to n do v :=exp(1/3*v*(v*v+1)) ;

u :=v

End ;

Exercice 1.3.

Soit f : x 7!
Z +1

x

e�t
2=2

dt.

1. a) Montrer que f est de classe C1 sur R.

b) Rappeler les valeurs de f(0) et de lim
x!�1

f(x).

2. a) Montrer que : 8x > 0; xf(x) < e�x
2=2.
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b) Montrer que l'int�egrale I =

Z +1

0

f(x) dx converge et la calculer.

3. a) On pose I(a; b) =

Z b

a

e2u(1�u)du. Calculer I(a; b) en fonction de f , a et

b.

b) En d�eduire la convergence et la valeur de

Z +1

1=2

e2u(1�u)du.

4. On pose, pour x r�eel, g(x) =

Z +1

x

e2u(1�u)du.

Montrer que l'int�egrale J =

Z +1

1=2

g(x)dx converge et la calculer.

Solution :

1. a) f(x) =

Z +1

0

e�t
2=2

dt�
Z x

0

e�t
2=2

dt =

p
2�
2

�
Z x

0

e�t
2=2

dt.

Sous cette forme, il est clair que f est de classe C1 sur R et :

8x 2 R; f 0 (x) = �e�x2=2

b) f(0) =

p
2�
2

et lim
x!�1

f(x) =
p
2� (cf. la loi normale centr�ee r�eduite).

2. a ) Pour x > 0 :

xf(x) =

Z +1

x

x:e�t
2=2

dt <

Z +1

x

t:e�t
2=2

dt = e�x
2=2

b) Pour A > 0 :Z A

0

f(x) dx =
�
xf(x)

�A
0
�
Z A

0

xf
0(x) dx = Af(A) +

Z A

0

x:e�x
2=2

dx

Ainsi :

Z A

0

f(x) dx = Af(A)� e�A
2=2 + 1. Or 0 6 Af(A) 6 e�A

2=2 et donc,

par passage �a la limite :

I converge et I = 1.

3. a) On a 2u(1� u) = 1
2
� 1

2
(2u� 1)2 ; on e�ectue alors le changement de

variable 2u� 1 = t et :

I(a; b) =

p
e
2

Z 2b�1

2a�1

e�t
2=2

dt =

p
e
2

�
f(2a� 1)� f(2b� 1)

�

b) Ici, a = 1
2
et on fait tendre b vers +1 :

Z +1

1=2

e2u(1�u) du =

p
2�e
4

4. On a g(x) =

p
e
2
f(2x� 1) et pour A >

1
2
:
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Z A

1=2

g(x) dx =

p
e
2

Z A

1=2

f(2x� 1) dx =

p
e
4

Z 2A�1

0

f(y) dy

et, par passage �a la limite :

J converge et J =

p
e
4

Exercice 1.4.

1. a) D�eterminer l'ensemble I des r�eels x pour lesquels la s�erie
P
k>0

(�1)kxk

converge.

b) Pour tout x 2 I , calculer
1P
k=0

(�1)kxk.

c) Pour tout n 2 N et x 2 I , on pose : Rn(x) =
1P

k=n+1

(�1)kxk.

Calculer Rn(x) et montrer que la s�erie
P
n>0

Rn(x) converge.

Calculer la somme
1P
n=0

Rn(x).

2. Soit (un) une suite r�eelle positive telle que la s�erie
P
n>1

un converge.

Pour tout n 2 N, on note Rn =
1P

k=n+1

uk.

a) Soit n 2 N �x�e. Calculer
nP

k=0

Rk �
nP

k=1

kuk en fonction de n et Rn.

b) Montrer que si la s�erie
P
n>0

Rn converge, alors la s�erie
P
n>0

nun converge.

3. a) On suppose que la s�erie
P
n>0

nun converge. Que vaut lim
n!+1

(n+ 1)Rn ?

b) En d�eduire que les s�eries
P
n>0

Rn et
P
n>0

nun sont de même nature et

qu'en cas de convergence, elles ont la même somme.

3. Application. Dans cette question un(x) =
1
n
x .

a) Pour quelles valeurs de x la s�erie
P
n>0

un(x) est-elle convergente ?

On note alors : �(x) =
1P
n=1

1
n
x , et 8n 2 N; Rn (x) =

1P
k=n+1

1
k
x

Pour quelles valeurs de x la s�erie
P
n>0

Rn(x) est-elle convergente ? Exprimer

sa somme en fonction de �(x � 1).

Solution :
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1. a) La s�erie propos�ee est une s�erie g�eom�etrique de raison �x, qui converge
si et seulement si jxj < 1.

b) Dans ce cas :
+1P
k=0

(�1)kxk = 1
1 + x

c) La s�erie d�e�nissant Rn(x) est une s�erie g�eom�etrique de raison �x,
commen�cant par (�1)n+1

x
n+1.

Donc, pour tout jxj < 1, il vient :

Rn(x) =
(�1)n+1

x
n+1

1 + x

Pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment, la s�erie de terme g�en�eral Rn(x)

est convergente pour tout x tel que jxj < 1 et :
1P
n=0

Rn(x) =
1

1 + x

1P
n=0

(�1)n+1
x
n+1 = �x

(1 + x)2

2. a) Notons S =
1P
n=1

un. Ainsi, pour tout k > 1; Rk = S �
kP

j=1

uj . Donc :

nP
k=0

Rk =
nP

k=0

�
S �

kP
j=1

uj

�
= (n+ 1)S �

nP
k=0

kP
j=1

uj

= (n+ 1)S �
nP
j=1

nP
k=j

uj = (n+ 1)S �
nP
j=1

(n+ 1� j)uj

nP
k=0

Rk = (n+ 1)S � (n+ 1)
nP
j=1

uj +
nP
j=1

juj

= (n+ 1)Rn +
nP
j=1

juj

b) Comme pour tout n 2 N; un > 0, la suite (Rn) est d�ecroissante et tend

vers 0 car la s�erie
P
n

un converge.

Supposons que la s�erie
P
n

Rn converge. Pour tout " > 0, il existe N 2 N tel

que, pour tout n > N :
2nP
k=n

Rk <
"

2

Donc, par d�ecroissance :

8n > N; jnR2nj 6
�� 2nP
k=n

Rk

�� < "

2

ce qui signi�e que lim
n+1

2nR2n = 0. En�n :

(2n+ 1)R2n+1 6 2nR2n +R2n+1 =) lim
n+1

(2n+ 1)R2n+1 = 0

Ainsi la suite (nRn) tend vers 0, ce qui entrâ�ne que la s�erie
P
j

juj converge.

3. a) Si la s�erie
P
n

nun converge, alors :
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(n+ 1)Rn = (n+ 1)
1P

j=n+1

uj 6
1P

j=n+1

juj

cette derni�ere expression tendant vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

b) On d�eduit des deux derni�eres questions que les s�eries
P
n>0

Rn et
P
n>0

nun

sont de même nature et qu'en cas de convergence, elles ont la même somme.

4. a) La s�erie de terme g�en�eral un(x) est une s�erie de Riemann qui converge

si et seulement si x > 1.

b) Par la question 3, la s�erie
P
n>0

Rn converge si et seulement si la s�erieP
n>0

nun(x) converge, donc si et seulement si x > 2.

En�n,dans ce cas, sa somme vaut �evidemment �(x � 1).

Exercice 1.5.

Soit (un)n>1 une suite telle que pour tout n > 1; un 2 ]�1; 1[.
Pour tout n > 1, on note pn =

nQ
k=1

(1 + uk).

1. a) On suppose dans cette question que un = 1
n
. La suite (pn) a-t-elle une

limite ?

b) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, un 2 [0; 1[. Montrer que

la suite (pn) admet une limite �nie si et seulement si la s�erie
P
n>1

un converge.

c) Application. D�eterminer la limite de la suite (pn) lorsque un =
1

n(n+ 2)

2. a) On suppose dans cette question que u1 = 0 et un = � 1
n
pour n > 2.

La suite (pn) a-t-elle une limite ?

b) On suppose maintenant que un 2 ]�1; 0[, pour tout n > 1. Que peut-on

dire de la suite (pn) si la s�erie
P
n>1

un diverge ?

c) Montrer que la suite (pn) admet une limite � > 0 si et seulement si la

s�erie
P
n>1

un converge.

d) Application. D�eterminer la limite de la suite (pn) lorsque l'on a u1 = 0

et un = � 2
n(n+ 1)

, pour n > 2.

3. On suppose maintenant que un est de signe quelconque et que la s�erieP
n>1

un est absolument convergente. Que peut-on conclure sur la suite (pn) ?

Solution :
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1. a) On a pour tout k; 1 + uk =
k + 1
k

. Donc par t�elescopage :

pn =
nQ

k=1

k + 1
k

= n+ 1

La suite (pn)n tend vers l'in�ni.

b) On sait que pour tout k; 1 + uk > 1. Aussi pn > 1 et :

ln(pn) =
nP

k=1

ln(1 + uk)

Ainsi la suite (pn)n admet une limite si et seulement si la suite (ln pn)n admet

une limite c'est-�a-dire si et seulement si la s�erie
P
k

ln(1 + uk) converge.

� si un ne tend pas vers 0, alors ln(1 + un) ne tend pas vers 0, et la s�erieP
k

ln(1 + uk) diverge grossi�erement.

� si lim
n!1

un = 0, alors ln(1 + un) � un et, par la r�egle d'�equivalence pour

les s�eries �a termes positifs, la suite (pn)n admet une limite si et seulement si

la s�erie
P
n

un converge.

c) Comme la s�erie
P
n

1
n(n+ 2)

converge (r�egle de Riemann), on sait que la

suite (pn)n admet une limite. Or, en revenant aux sommes partielles, on a :

ln pN =

NX
n=1

ln

�
(n+ 1)2

n(n+ 2)

�

= 2

NX
n=1

ln(n+ 1)�
NX
n=1

ln(n)�
NX
n=1

ln(n+ 2)

= 2

N+1X
n=2

lnn�
NX
n=2

ln(n)�
N+2X
n=3

ln(n) = ln 2 + ln

�
N + 1

N + 2

�
Donc lim

N!+1
pN = 2.

2. a) Comme dans la question pr�ec�edente pour tout k; 1+ uk =
k � 1
k

. Donc

pn =
nQ

k=2

k � 1
k

= 1
n
�!
n!1

0.

b) On sait que pour tout k; 1 + uk > 0. Aussi

ln(pn) =
nP

k=1

ln(1 + uk)

Ainsi la suite (pn)n admet une limite si et seulement si la suite (ln pn)n admet

une limite c'est-�a-dire si et seulement si la s�erie
P
k

ln(1 + uk) converge.

On suppose que la s�erie
P
n

un diverge.
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� si un ne tend pas vers 0, alors ln(1 + un) non plus et la s�erie �a termes

n�egatifs
P
k

ln(1 + uk) diverge vers �1, donc lim
n!1

pn = 0,

� si lim
n!1

un = 0, alors ln(1 + un) � un, et la s�erie �a termes n�egatifsP
k

ln(1 + uk) diverge vers �1, donc lim
n!1

pn = 0.

c) On vient de voir que si la s�erie
X
n

un diverge, alors la suite (pn)n ne

tend pas vers une limite � > 0.

R�eciproquement si lim
n!1

pn = � > 0, alors lim
n!1

ln pn = ln�. Ceci entrâ�ne

que la s�erie
P
n

ln(1 + un) converge et donc que lim
n!1

ln(1 + un) = 0. Ainsi

on a lim
n!1

un = 0 et donc ln(1 + un) � un, ce qui entrâ�ne que la s�erie
P
n

un

converge.

d) On a 1 + un =
(n� 1)(n+ 2)

n(n+ 1)
. Ainsi :

pn =

nY
k=2

(k � 1)

nY
k=2

(k + 2)

nY
k=2

k

nY
k=2

(k + 1)

= 1
n
�
n+ 2
3

dont la limite est 1=3.

3. Si la s�erie
P junj converge, son terme g�en�eral tend vers 0. Un d�eveloppement

limit�e �a l'ordre 2 donne :

ln(1 + un) = un � u
2
n

2
+ o(u2n)

et comme lim
n!1

un = 0, on a, �a partir d'un certain rang, u2n 6 junj.
Ainsi la s�erie

P
n

ln(1+un) converge, ce qui entrâ�ne la convergence de la suite

(pn)n.

Exercice 1.6.

Soit a un r�eel positif ou nul. Pour x 2 R, on pose Pa(x) = x
3 + ax� 1.

1. Montrer que ce polynôme admet une unique racine r�eelle u(a).

On note u l'application d�e�nie sur R+ qui �a tout r�eel a associe u(a).

2. Montrer que u(R+ ) � R
+� .

3. Montrer que l'application u est strictement d�ecroissante sur R+ .

4. Calculer u(0), puis lim
a!+1

u(a).

5. D�eterminer l'application r�eciproque de u.
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6. Montrer que u est continue sur R+ .

7. Montrer que u est d�erivable sur R
+� . Montrer qu'elle est �egalement

d�erivable �a droite en 0. Calculer pour tout a 2 R+� , u0(a), ainsi que la valeur

de la d�eriv�ee �a droite en 0.

8. Esquisser l'allure de la courbe repr�esentant u.

Solution :

1. La fonction x 7! Pa(x) est d�erivable sur R et P 0a(x) = 3x2+a. Pour tout a,

la fonction Pa est strictement croissante sur R. Comme lim
x!�1

Pa(x) = �1
et lim

x!+1
Pa(x) = +1, Pa r�ealise une bijection de R sur lui-même ; 0 a donc

un unique ant�ec�edent que l'on note u(a).

2. Comme Pa est une fonction strictement croissante et que Pa(0) = �1, on
a u(a) > 0, donc u est �a valeurs dans R+� .

3. Soit 0 6 a < b. On a :

Pa(u(b)) = u(b)3 + au(b)� 1 = u(b)3 + bu(b)� 1 + (a� b)u(b)

= (a� b)u(b) < 0.

Or, Pa est une fonction strictement croissante : on a donc u(b) < u(a) et u

est strictement d�ecroissante.

4. u(0) est la racine positive de l'�equation P0(x) = x
3� 1 = 0 donc u(0) = 1.

Par ailleurs au(a) = 1� u(a)3 6 1 ; donc 0 < u(a) 6 1
a
, ce qui entrâ�ne :

lim
a!+1

u(a) = 0.

5. On sait que u(a) 6= 0 (on a même u(a) > 1). La relation d�e�nissant u(a)

permet donc d'�ecrire :

a =
1� u(a)3

u(a)

Ainsi l'application r�eciproque de u sur [1;+1[ est u�1 : t 7! 1� t
3

t
.

6. La fonction u
�1 est clairement continue sur [1;+1[, donc u est continue

sur R+ , la continuit�e en 0 s'entendant �a droite.

7. La fonction u
�1 est d�erivable sur [1;+1[ et :

(u�1)0(t) = � 1
t
2 � 2t = �1 + 2t3

t
2 .

Cette d�eriv�ee n'�etant jamais nulle, u est d�erivable sur R+ (la d�eriv�ee en 0

s'entendant �a droite) et :

8 a > 0; u0(a) = 1
(u�1)0(u(a))

= � u(a)2

1 + 2u(a)3
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et comme u(a)3 = 1� au(a), il vient :

8 a > 0; u0(a) = � u(a)2

3� 2au(a)

En particulier la d�eriv�ee en 0 �a droite de u vaut : u0(0) = �1
3
.

8. L'allure de la courbe repr�esentant u se d�eduit par sym�etrie par rapport �a

la premi�ere bissectrice de celle de u�1 dont le trac�e est �el�ementaire.

Exercice 1.7.

1. Montrer que pour tout n 2 N, l'int�egrale

Z +1

0

n:e�t

1 + nt
dt est convergente.

Pour tout n 2 N� , on note In cette int�egrale.

2. a) Soit Jn =

Z 1

1=n

e�u

u
du. Montrer que Jn est �equivalent �a ln(n) lorsque n

tend vers l'in�ni.

b) En d�eduire une constante C telle que In soit �equivalent �a C ln(n) pour

n tendant vers l'in�ni.

3. a) D�eterminer les valeurs de l'entier naturel n pour lesquelles la s�erie de

terme g�en�eral n:e�k

1 + nk
(k d�ecrivant N) est convergente. On note alors S(n) sa

somme.

b) Montrer que pour tout n 2 N� on a 0 6 S(n)� n 6 In.

c) En d�eduire une constante D telle que S(n) soit �equivalent �a nD lorsque

n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue sur R+ , positive et n�egligeable devant
1
t
2 au voisinage de +1. La r�egle de Riemann prouve donc la convergence de

cette int�egrale.

2. a) ln(n)� Jn =

Z 1

1=n

du

u
�
Z 1

1=n

e�u

u
du =

Z 1

1=n

1� e�u

u
du

Comme lim
u!0

1� e�u

u
= 1, la fonction u 7! 1� e�u

u
est positive et born�ee sur

[0; 1] ; si on note M un majorant de cette fonction, on a donc :

8n 2 N� ; 0 6 ln(n)� Jn 6M

En particulier Jn �
(1)

ln(n).

b) In =

Z +1

0

e�t

1
n
+ t

dt = e1=n
Z +1

1=n

e�y

y
dy (on a e�ectu�e le changement de

variable y = t+ 1
n
)
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Soit : In �
(n!1)

Z +1

1=n

e�y

y
dy =

Z 1

1=n

e�y

y
dy+

Z +1

1

e�y

y
dy �

(n!1)
ln(n). Donc

C = 1.

3. a) On a : 0 6 n:e�k

1 + nk
6 n:e�k. La s�erie majorante est une s�erie g�eom�etrique

de raison e�1, donc convergente et la convergence de la s�erie propos�ee s'en

d�eduit, pour toute valeur de n 2 N.

b) La fonction t 7! e�t

1
n
+ t

est d�ecroissante sur R+ , d'o�u :

8 k > 1;

Z k+1

k

e�t

1
n
+ t

dt 6
e�k

1
n
+ k

6

Z k

k�1

e�t

1
n
+ t

dt

En sommant, pour k variant de 1 �a l'in�ni et en ajoutant le terme d'indice

k = 0, on obtient :

0 6 S(n)� n 6 In

c) Il r�esulte du b) que lim
n!1

S(n)
n

= 1, i.e. S(n) �
(1)

n

Exercice 1.8.

1. Pour n 2 N, on pose In =

Z 1

0

x
n

p
1� x

dx.

Montrer que cette int�egrale est convergente. Calculer I0 et I1.

�Etudier la monotonie de la suite (In). En d�eduire sa convergence.

2. a) Montrer que (2n+ 1)In = 2nIn�1 pour tout n 2 N� .
b) En d�eduire la nature de la s�erie de terme g�en�eral vn = ln(In)� ln(In�1),

puis la limite de la suite (In).

3. Pour n 2 N, on pose Jn =
p
nIn et Kn =

p
n+ 1In.

Montrer que les suites (Jn) et (Kn) sont adjacentes.

En d�eduire l'existence d'un r�eel � strictement positif tel que In �
�p
n

au

voisinage de +1.

4. a) A l'aide de la relation de r�ecurrence de la question 2. a), trouver une

expression de In utilisant Cn
2n.

b) On admettra la formule de Stirling : au voisinage de +1, n! �
n
ne�n

p
2�n.

D�eterminer �.

Solution :

1. ? La fonction �a int�egrer est continue sur [0; 1[ et �equivalente en 1 �a
1

(1� x)1=2
; la r�egle de Riemann montre que l'int�egrale converge.



18 ESCP-EAP 2002 - Oral

I0 =

Z 1

0

dxp
1� x

=
�
� 2

p
1� x

�1
0
= 2.

I1 =

Z 1

0

1� (1� x)p
1� x

dx = I0 �
Z 1

0

p
1� x dx = 2 + 2

3

�
(1� x)3=2

�1
0
= 4

3
.

? En�n, 8x 2 [0; 1];8n 2 N; 0 6 x
n+1 6 x

n donne 0 6 In+1 6 In.

La suite (In) est d�ecroissante et minor�ee par 0, donc est convergente.

2. a) En int�egrant par parties, pour n > 1 :

In =
�
x
n(�2

p
1� x)

�1
0
+ 2n

Z 1

0

x
n�1

p
1� x dx = 2n

Z 1

0

x
n�1(1� x)p

1� x
dx,

soit : In = 2n(In�1 � In) et donc :

8n 2 N� ; (2n+ 1)In = 2nIn�1

b) vn = ln
�
In
In�1

�
= � ln

�
1 + 1

2n

�
�

(n!1)
� 1
2n

.

La s�erie de terme g�en�eral vn est une s�erie �a termes tous n�egatifs. Son terme

g�en�eral est �equivalent �a celui d'une s�erie divergente :
P

vn diverge et on peut

même dire que ses sommes partielles tendent vers �1.

Par t�elescopage : lim
n!1

ln
�
In
I0

�
= lim

n!1

nP
k=1

vk = �1 et lim
n!1

ln(In) = �1,

soit :

lim
n!1

In = 0

3. Pour n > 2 :

?
Jn
Jn�1

=

p
np

n� 1
�

2n
2n+ 1

> 1 (en �elevant au carr�e) : (Jn) crô�t.

?
Kn

Kn�1
=

p
n+ 1p
n

�
2n

2n+ 1
< 1 (encore en �elevant au carr�e) : (Kn) d�ecrô�t.

? Kn � Jn = (
p
n+ 1�pn)In = Inp

n+ 1 +
p
n
�!
n!1

0

Les suites (Jn) et (Kn) sont bien adjacentes, donc sont convergentes de même

limite not�ee � et on a � > J1 > 0.

Ainsi
p
nIn �!

n!1
� et : In � �p

n
.

4. a) In = 2n
2n+ 1

�
2(n� 1)
2n� 1

� � � ��2
3
I0 =

2(2n:n!)2

(2n+ 1)!
= 22n+1

(2n+ 1)Cn
2n

b) On a Cn
2n =

(2n)!

n!n!
�
(1)

(2n)2ne�2n
p
4�n

n
2ne�2n2�n

= 22n 1p
�n

, d'o�u :

In � 2
p
�n

2n+ 1
�
p
�p
n

d'o�u � =
p
�.

Exercice 1.9.

Soit � un r�eel strictement sup�erieur �a 1.
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1. Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

dt

(1 + t�)n
converge pour tout n 2 N� .

On pose alors un(�) =

Z +1

0

dt

(1 + t�)n
.

2. Montrer, �a l'aide d'une int�egration par parties, que pour tout entier naturel

n non nul, on a :

un(�) = �n(un(�) � un+1(�))

Donner alors une expression de un(�) en fonction de u1(�).

3. a) �Etudier la monotonie de la suite (un(�)). En d�eduire sa convergence.

b) En partageant l'intervalle d'int�egration [0;+1[ en trois intervalles, �a

l'aide des points b et 1, d�emontrer que, pour tout r�eel b de ]0; 1[, on a :

un(�) 6 b+
1

(1 + b�)n
+

1

n�� 1

c) Donner alors la valeur de la limite de la suite (un(�)).

4. On pose, pour tout entier n non nul : wn(�) = ln(un(�)) +
ln(n)

�
.

a) D�emontrer que la s�erie de terme g�en�eral (wn+1(�)�wn(�)) est conver-

gente (utiliser la formule de la question 2 puis un d�eveloppement limit�e).

b) En d�eduire l'existence d'un r�eel K(�) tel que un(�) soit �equivalent �a
K(�)

n
1
�

, lorsque n tend vers l'in�ni.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue et positive sur R+ et �equivalente au

voisinage de l'in�ni �a 1
t
�n . Comme � > 1 et n > 1, on a �n > 1 et la

convergence de l'int�egrale r�esulte de la r�egle de Riemann.

2. En int�egrant par parties, directement avec la borne +1, puisque cela

n'introduit pas d'ambigut�e :Z +1

0

1
(1 + t

�)n
dt =

h
� t�

�nt
��1

(1 + t
�)n+1

i+1
0

+ �n

Z +1

0

t
�

(1 + t
�)n+1 dt

Soit : un(�) = �n

Z +1

0

1 + t
� � 1

(1 + t
�)n+1 dt = �n(un(�) � un+1(�))

c'est-�a-dire :

8n > 1; un+1(�) =
�n� 1
�n

un(�)

et, par r�ecurrence :

8n > 1; un(�) =

n�1Q
k=1

(�(n � k)� 1)

�n�1(n� 1)!
u1(�)
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3. a) 8 t > 0; 1 + t
� > 1, donc pour tout n de N� : 1

(1 + t
�)n+1 6

1
(1 + t

�)n

et en int�egrant :

un+1(�) 6 un(�)

La suite (un(�))n est d�ecroissante et minor�ee par 0, donc est convergente.

b) ? Clairement

Z b

0

dt

(1 + t
�)n

6 b

? De même

Z 1

b

dt

(1 + t
�)n

6 (1� b) 1
(1 + b

�)n

? En�n, sur [1;+1[; 1
(1 + t

�)n
6 1

t
�n , d'o�u :Z +1

1

dt

(1 + t
�)n

6

h
1

(1� �n)t�n�1

i+1
1

= 1
�n� 1

D'o�u le r�esultat par application de la relation de Chasles.

c) b �etant �x�e, par prolongement des in�egalit�es �a la limite, on obtient :

0 6 lim
n!1

un(�) 6 b

et ceci �etant valable pour tout b 2 ]0; 1[ : lim
n!1

un(�) = 0.

4. a) Pour n > 1, wn+1(�) � wn(�) = ln
�un+1(�)
un(�)

�
+ 1
�
ln
�
1 + 1

n

�
Or

un+1(�)
un(�)

= 1� 1
�n

=) ln
�un+1(�)
un(�)

�
= � 1

�n
� 1

2�2
n
2 + o(n�2), et :

ln
�
1 + 1

n

�
= 1

n
� 1

2n2
+ o(n�2)

Donc wn+1(�) � wn(�) = � 1
2n2

� 1
�
2 � 1

�

�
+ o(n�2) et la r�egle de Riemann

donne la convergence de la s�erie de terme g�en�eral wn+1(�)� wn(�), c'est-�a-

dire, par t�elescopage, de la suite wn(�).

b) En notant T (�) = lim
n!1

wn(�), on a donc :

lnun(�) +
1
�
lnn = T (�) + o(1), i.e. :

un(�) =
1

n
1=�

eT (�)+o(1) � 1
n
1=�

eT (�), donc K(�) = eT (�)

Exercice 1.10.

Soit (an)n>0 une suite de r�eels. On lui associe la suite (An)n>0 d�e�nie, pour

tout n > 0, par :
An =

nP
k=0

ak

Pour tout x r�eel tel que les s�eries suivantes convergent, on pose

a(x) =
+1P
n=0

an
x
n

n!
; A(x) =

+1P
n=0

An
x
n

n!

1. Dans cette question, on suppose que pour tout n > 0; an = (�1)n.
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a) D�eterminer le domaine de d�e�nition des fonctions a et A.

b) D�eterminer, si elle existe, lim
x!+1

e�xA(x).

c) Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

e�xa(x)dx converge et d�eterminer sa valeur.

2. Soit � un r�eel non nul. On pose dans cette question, pour tout n > 0; an =

�
n.

a) D�eterminer le domaine de d�e�nition des fonctions a et A.

b) D�eterminer, suivant les valeurs de �, l'existence de lim
x!+1

e�xA(x).

c) Pour quelles valeurs de �, l'int�egrale

Z +1

0

e�xa(x)dx converge-t-elle ?

D�eterminer alors sa valeur.

3. On suppose dans cette question que la s�erie
P

an est convergente. On note

A =
+1P
k=0

ak.

a) Soit (cn) une suite de r�eels tels que lim
n!+1

cn = 0. Montrer que

lim
x!+1

e�x
� +1P
n=0

cn
x
n

n!

�
= 0

b) En utilisant le reste de la s�erie convergente
P
n

an, montrer que

lim
x!+1

e�xA(x) existe et la calculer.

Solution :

1. a) On a imm�ediatement :

a(x) =
+1P
n=0

(�1)nx
n

n!
= e�x; A(x) =

+1P
n=0

x
2n

(2n)!
= ex + e�x

2

Ces deux fonctions sont d�e�nies pour tout x r�eel.

b) Il est imm�ediat que lim
x!+1

e�xA(x) = 1
2
.

c) On a :

Z +1

0

e�xa(x)dx =

Z +1

0

e�2x
dx =

1

2
.

2. a) On a : a(x) =
+1P
n=0

(�x)n

n!
= e�x.

Cette fonction est d�e�nie pour tout x r�eel. De plus :

An =
nP

k=0

�
k = 1� �

n+1

1� �

et :

A(x) = 1
1� �

+1P
n=0

(1� �
n+1)x

n

n!
= 1

1� �
(ex � �e�x)
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Cette fonction est d�e�nie pour tout x r�eel.

b) On a :

e�xA(x) = 1
1� �

(1� �e(��1)x)

et lim
x!+1

e�xA(x) existe si et seulement si � < 1. Sa valeur est alors 1
1� �

.

c) On a e�xa(x) = e(��1)x et l'int�egrale

Z +1

0

e�xa(x)dx converge si et

seulement si � < 1.

Dans ce cas, sa valeur est 1
1� �

.

3. a) Soit " > 0. Il existe N tel que si n > N , alors jcnj 6 ". �Ecrivons

e�x
� +1P
n=0

cn
x
n

n!

�
= e�x

� NP
n=0

cn
x
n

n!

�
+ e�x

� +1P
n=N+1

cn
x
n

n!

�
On a : ����e�x� +1P

n=N+1

cn
x
n

n!

����� 6 ":e�x
� +1P
n=N+1

x
n

n!

�
< "

et

lim
x!+1

e�x
� NP
n=0

cn
x
n

n!

�
= 0

puisque le second terme de ce produit est un polynôme.

b) On �ecrit An = A�Rn, avec lim
x!+1

Rn = 0. On a alors :

e�xA(x) = e�x
h
Ae

x �
+1P
n=0

Rn
x
n

n!

i
et, par la question pr�ec�edente :

lim
x!+1

e�xA(x) = A =
1P
n=0

an.

Exercice 1.11.

Soient A = (0; 1), B = (�1; 1), C = (�1;�1), D = (0;�1) quatre points du
plan muni d'un rep�ere orthonorm�e (O;�!{ ;�!| ).
Soit f la fonction d�e�nie sur R2 par f(x; y) = �2x3 � x

2 � y
2 + 5.

1. Montrer que la restriction de f au rectangle ABCD (not�ee encore f) est

born�ee.

2. D�eterminer le maximum et le minimum de f sur le rectangle ABCD.

Solution :

1. La fonction f est continue sur le ferm�e born�e ABCD. Elle y est donc

born�ee et atteint ses bornes.
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2. Soit (x; y) un point o�u f admet un extremum. Si (x; y) appartient �a

(l'ouvert) l'int�erieur du rectangle, f admet des d�eriv�ees partielles d'ordre

1 en (x; y) , et (x; y) est un point critique de f . Il v�eri�e donc :

@f

@x
(x; y) = �6x2 � 2x = 0;

@f

@y
(x; y) = �2y = 0

Il existe deux solutions : O = (0; 0); E = (�1=3; 0), mais seul le second

appartient �a l'int�erieur du rectangle.

En ce second point, on a avec les notations de Monge : r = 2, s = 0, t = �2,
s
2 � rt = 4 > 0. Il s'agit d'un point col.

Les extremums de f se trouvent donc �a la fronti�ere de ABCD.

� Sur [AB], y = 1; x 2 [�1; 0], f(x; y) = �2x3 � x
2 + 4. Une �etude de

cette fonction sur l'intervalle [�1; 0] montre que son maximum est atteint

en x = �1 et vaut 5, et que son minimum est atteint en x = �1=3 et vaut

107=27.

� Sur [BC], x = �1; y 2 [�1; 1], f(x; y) = 6 � y
2. Une �etude de cette

fonction sur l'intervalle [�1; 0] montre que son maximum est atteint en x = 0

et vaut 6, et que son minimum est atteint en x = 1 et x = �1 et vaut 5.

� Sur [AD], x = 0; y 2 [�1; 1], f(x; y) = 5�y2. Une �etude de cette fonction
sur l'intervalle [�1; 1] montre que son maximum est atteint en y = 0 et vaut

5, et que son minimum est atteint en y = 1 et y = �1 et vaut 4.

En conclusion, le maximum de f vaut 6 et est atteint en (�1; 0) et le minimum

de f vaut 107=27 et est atteint en (�1=3; 1) et (�1=3;�1).

Exercice 1.12.

1. Soit la suite (un)n>0 d�e�nie par u0 = e � 1 et pour tout n > 1,

un = �1 + nun�1.

Quelles sont les limites possibles de cette suite ?

2. Pour tout entier naturel n, on pose In =

Z 1

0

x
ne1�xdx.

a) D�eterminer la limite de la suite (In) lorsque n tend vers l'in�ni.

b) �Etablir une relation de r�ecurrence entre In et In�1.

c) En d�eduire la limite de la suite (un) puis que :

In = n!
�
e�

nP
k=0

1
k!

�
3. Soit a un nombre r�eel et soit (vn)n>0 la suite d�e�nie par v0 = a�1 et pour

tout n > 1, vn = �1 + nvn�1.

Montrer que si a 6= e, la suite (vn) est divergente.

4. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

un =
un+2

(n+ 2)(n+ 1)
+

1

n+ 1
+

1

(n+ 2)(n+ 1)
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En d�eduire que un est �equivalent �a 1
n
lorsque n tend vers l'in�ni.

5. Pourquoi la plupart des calculatrices sur lesquelles on programme la suite

(un) vous inciteront �a une mauvaise conclusion sur la limite de cette suite ?

Solution :

1. Supposons que lim
n!+1

un = ` 2 R.
Si on avait `0, alors n:un�1 serait de limite in�nie et la relation un =

�1 + nun�1 conduit �a une contradiction. La seule limite r�eelle possible est

donc 0 (mais a priori rien ne dit que la suite converge et on ne peut exclure

que la suite soit de limite in�nie).

2. a) On peut �ecrire : Z 1

0

x
n
dx 6 In 6 e

Z 1

0

x
n
dx

Donc : 1
n+ 1

6 In 6
e

n+ 1
, ce qui entrâ�ne que :

lim
n!1

In = 0.

b) Une int�egration par parties donne facilement

In = �1 + nIn�1.

c) ? Comme I0 =

Z 1

0

e1�xdx = e� 1, les suites (In) et (un) v�eri�ent la même

relation de r�ecurrence �a un cran et ont même terme initial, donc concident.

En particulier :

lim
n!1

un = 0.

? La relation In = �1 + nIn�1 donne, en divisant par n! :

In

n!
=
�1
n!

+
In�1

(n� 1)!

En sommant ces relations �a partir de n = 1, et avec I0 = e� 1, il vient :

In = n!
�
e�

nP
k=0

1
k!

�
3. Posons pour tout n > 0; wn = un � vn. Alors w0 = e � a, et pour tout

n > 1; wn = nwn�1.

Ainsi pour tout n > 0; wn = n!w0. Cette derni�ere suite ne converge que si

w0 = 0.

La suite (un) �etant convergente, la suite (vn) converge si et seulement si

v0 = u0.

4. Les relations : �
un+2 = �1 + (n+ 2)un+1

un+1 = �1 + (n+ 1)un
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donnent :

un+2 = �n� 3 + (n+ 2)(n+ 1)un
soit :

un =
un+2

(n+ 2)(n+ 1)
+

n+ 3

(n+ 2)(n+ 1)

=
un+2

(n+ 2)(n+ 1)
+

1

n+ 1
+

1

(n+ 2)(n+ 1)

Comme lim
n!+1

un = 0, pour n assez grand junj 6 1 et

���� un+2

(n+ 2)(n+ 1)

���� 6 1

n2
.

Le terme pr�epond�erant est donc 1
n+ 1

et :

un � 1
n+ 1

� 1
n

5. La valeur de e contenue en m�emoire des calculatrices num�eriques est une

valeur approch�ee de la valeur exacte de e (car une calculatrice ne reconnait

que des nombres d�ecimaux, ou parfois aussi des nombres rationnels). Ainsi,

la suite (un) programm�ee sur une telle calculatrice est en fait une suite (vn)

qui divergera vers l'in�ni.

Exercice 1.13.

On consid�ere deux nombres r�eels strictement positifs u0 et v0. On d�e�nit par

r�ecurrence les suites (un)n>0 et (vn)n>0 en posant pour n > 0 :8<
:

un+1 =
1
2
[un + vn]

1
vn+1

= 1
2

h
1
un

+ 1
vn

i
1. Soient a et b deux r�eels strictement positifs, montrer que l'on a :

a+ b

2
>

2
1
a
+ 1

b

Dans quel cas a-t-on l'�egalit�e ?

2. On se propose de montrer que les suites (un)n>1 et (vn)n>1 sont adjacentes.

a) Montrer par r�ecurrence que vn 6 un pour tout entier n > 1.

b) Prouver que la suite (un)n>1 est d�ecroissante et que la suite (vn)n>1 est

croissante.

c) Terminer en montrant que lim
n!+1

(un � vn) = 0.

3. D�eterminer la limite commune des suites (un)n>0 et (vn)n>0.

Solution :
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1. Apr�es r�eduction, l'in�egalit�e
a+ b

2
>

2
1
a
+ 1

b

est �equivalente �a (a� b)2 > 0,

ce qui semble raisonnable !

De plus on a �egalit�e dans cette in�egalit�e si et seulement si a = b.

2. a) On voit par une r�ecurrence imm�ediate que un et vn sont deux r�eels

positifs, pour tout n > 1. On applique l'in�egalit�e de la question pr�ec�edente

et il vient :

un+1 =
1
2
(un + vn) >

2
1
un

+ 1
vn

= vn+1

b) Comme vn 6 un, il vient :

un+1 =
1
2
(un + vn) 6

1
2
(un + un) = un

Ainsi la suite (un)n est d�ecroissante.

Pour tout n > 1, on a �egalement :

1
vn+1

= 1
2

h
1
un

+ 1
vn

i
6 1

2

h
1
vn

+ 1
vn

i
= 1

vn

Ainsi la suite (vn)n est croissante.

c) Les relations de r�ecurrence impliquent que :

0 6 un+1 � vn+1 =
1
2
[un + vn]� 2unvn

un + vn
=

(un � vn)
2

2(un + vn)
6

un � vn
2

Ainsi, pour tout n > 1 et par r�ecurrence :

0 6 un � vn 6
u1 � v1

2n�1

et par cons�equent lim
n!+1

(un � vn) = 0.

Ceci ach�eve de prouver que les suites (un)n et (vn)n sont adjacentes.

3. Soit ` la limite commune de ces deux suites. On remarque que :

vn+1 =
2unvn
un + vn

=) un+1vn+1 = unvn = � � � = u0v0.

Par passage �a la limite, il vient `2 = u0v0 et par positivit�e :

` =
p
u0v0.

Exercice 1.14.

On d�esignera par R�+ l'ensemble des r�eels strictement positifs.

1. On consid�ere la fonction f d�e�nie sur R�+ par

f(t) = t� ln(t)� 1

t
:

a) Etudier les branches in�nies de f .

b) Faire une �etude des variations, de la convexit�e de f et donner une

repr�esentation graphique de f .

c) R�esoudre l'�equation f(t) = 0.
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2. On consid�ere la fonction g d�e�nie sur
�
R
�
+

�2
par

g(x; y) = x ln y � y lnx

a) Montrer que g est de classe C1.

b) Calculer les d�eriv�ees partielles du premier et du second ordre de g.

c) �Etudier l'existence d'extremums locaux ou globaux de g.

Solution :

1. a) Par les th�eor�emes de comparaison, il vient lim
t!0+

f(t) = �1.

Ainsi la droite d'�equation t = 0 est asymptote �a la courbe repr�esentant f au

voisinage de 0+.

De plus

lim
t!+1

f(t) = +1; lim
t!+1

f(t)
t

= 1; lim
t!+1

f(t)� t = �1
Lorsque t tend vers +1, on a une direction asymptotique d'�equation y = t

et la courbe repr�esentative pr�esente une branche parabolique oblique.

b) La fonction f est de classe C1 sur R+� et un calcul �el�ementaire donne,

pour tout t > 0 :

f
0(t) = t

2 � t+ 1
t
2 > 0; f

00(t) = t� 2
t
3

Il en d�ecoule que la fonction f est strictement croissante sur R+� , admet un

point d'in
exion en t = 2, est concave sur l'intervalle ]0; 2] et convexe sur

l'intervalle [2;+1[.

c) Puisque f est strictement croissante sur R+� et comme

lim
t!0+

f(t) = �1; lim
t!+1

f(t) = +1,

par le th�eor�eme de la bijection, il existe une seule valeur de t > 0 pour laquelle

f(t) = 0 ; cette valeur est t = 1.

2. a) La fonction g est de classe C2 sur
�
R
�
+

�2
, en utilisant les th�eor�emes du

cours sur les sommes et produits de fonctions deux fois d�erivables.

b) Un calcul �el�ementaire donne :

@g

@x
(x; y) = ln y � y

x
;

@g

@y
(x; y) = x

y
� lnx

et
@
2
g

@x
2 (x; y) =

y

x
2 ;

@
2
g

@x@y
(x; y) = 1

y
� 1
x

@
2
g

@y
2 (x; y) = � x

y
2

c) Les points critiques sont donn�es par
@g

@x
(x; y) =

@g

@y
(x; y) = 0, soit :(

y = x

lnx
lnx� ln(ln x)� 1

lnx
= 0
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Par la premi�ere question, le seul point critique est le point (e; e). D'autre

part, avec les notations de G. Monge, en ce point :

r = 1
e
; s = 0; t = �1

e
, d'o�u s

2 � rt > 0.

Le point (e; e) n'est donc pas un extremum local. Donc ce n'est pas non plus

un extremum global.

Exercice 1.15.

On consid�ere la fonction ' : R ! R d�e�nie par la relation '(x) =Z �=2

0

e�x sin t
dt.

1. En utilisant l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, montrer que, quel que soit

u 2 R, jeu � 1� uj 6 u
2

2
ejuj.

2. En d�eduire que, pour tout (x; h) 2 R2 :��'(x+ h)� '(x) + h

Z �=2

0

e�x sin t sin t dt
�� 6 1

2
h
2 ejhj '(x).

3. En d�eduire que ' est d�erivable sur R et que, quel que soit x 2 R :

'
0(x) = �

Z �=2

0

e�x sin t sin t dt.

Indiquer sans d�emonstration pourquoi ' est deux fois d�erivable sur R et

pr�eciser sa d�eriv�ee seconde.

4. Montrer que, pour tout x 2 R, '0(x) < 0 et '00(x) > 0.

5. �Etudier la variation de x 7! x� '(x) et montrer qu'il existe un et un seul

r�eel x tel que '(x) = x.

On note � ce r�eel. Montrer que 0 < � < 1. On justi�era (et utilisera) que,

pour tout t 2 [0; �=2], sin t > 2
�
t. On admettra que �

2
(1� e�1) < 0;993.

On consid�ere maintenant une suite r�eelle (un)n2N v�eri�ant, pour tout n 2 N,
un+1 = '(un).

6. Montrer que, pour tout x 2 R, '(x) > 0 et '
�
'(x)

�
<

�

2
�

(Par cons�equent, 0 < u2 <
�

2
�)

Montrer aussi que, pour tout x 2 ]0;+1[;�1 < '
0(x) < 0.

7. Que peut-on dire de la suite (un)n2N si u2 = � ?

8. On suppose que u2 < �. Montrer que u2 < � < u3 et plus g�en�eralement

que, pour tout n 2 N� , u2n < � < u2n+1.

Montrer que la suite (u2n)n2N� crô�t et que la suite (u2n+1)n2N� d�ecrô�t.

Montrer que, pour tout x 2 [u2; u3], j'0(x)j 6 j'0(u2)j < 1. En d�eduire que

la suite (un)n2N converge vers �.
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9. Que peut-on dire de la suite (un)n2N si u2 > � ?

Solution :

1. L'in�egalit�e de Taylor-Lagrange �a l'ordre 1, appliqu�ee �a la fonction expo-

nentielle sur le segment [0; u] donne :

jeu � 1� uj 6 u
2

2
sup
[0;u]

j exp00 j

Si u > 0, sup
[0;u]

j exp00 j = eu, si u 6 0, sup
[0;u]

j exp00 j = e0 = 1, et dans les deux

cas on a bien : jeu � 1� uj 6 u
2

2
ejuj.

2. En pla�cant tout sous la même int�egrale :

�(h) =
��'(x+ h)� '(x) + h

Z �=2

0

e�x sin t sin t dt
��

=
��Z �=2

0

e�x sin t(e�h sin t � 1� h sin t) dt
��

6

Z �=2

0

e�x sin tje�h sin t � 1� h sin tj dt

6

Z �=2

0

e�x sin th
2 sin2 t
2

ejhj sin t dt 6 h
2ejhj

2

Z �=2

0

e�x sin t
dt 6 h

2ejhj

2
'(x).

3. Soit x 2 R et h 2 R� , on a donc :���'(x+ h)� '(x)
h

�
Z �=2

0

� e�x sin t sin t dt
��� 6 1

2
jhjejhj'(x)

Par encadrement, on en d�eduit que ' est d�erivable au point x, avec :

'
0(x) = �

Z �=2

0

e�x sin t sin t dt

Le même type de calcul montre que ' est deux fois d�erivable sur R, avec :

'
00(x) =

Z �=2

0

e�x sin t sin2 t dt

4. Le th�eor�eme de positivit�e de l'int�egrale montre que :

8x 2 R; '0 (x) < 0 et '00(x) > 0.

5. La fonction � : x 7! x�'(x) est strictement croissante sur R ; elle s'annule

donc en au plus un r�eel.

�(0) = �'(0) = ��=2 < 0

�(1) = 1� '(1) > 0

En e�et, par concavit�e de la fonction sinus sur [0; �=2], on a sin t > 2
�
t et

donc

'(1) =

Z �=2

0

e� sin t
dt 6

Z �=2

0

e�2t=�
dt = �

2
(1� e�1) < 1.
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De tout ceci, il r�esulte qu'il existe un unique � tel que '(�) = � et � 2 ]0; 1[.
6. La fonction t 7! e�x sin t �etant continue, positive et non identiquement nulle

sur le segment d'int�egration [0; �=2], on a '(x) > 0. Comme ' est strictement

d�ecroissante :

8x 2 R; '('(x)) < '(0) = �

2
Soit x > 0, on sait d�ej�a que '0(x) < 0. Comme '0 est strictement croissante :

8x > 0; '0(x) > '
0(0) = �1

7. Si u2 = �, (un)n2N est stationnaire �a partir du rang 2. On peut même dire

que cette suite est constante, puisque ' �etant injective l'�equation '(x) = �

n'admet que la solution � et donc u1 = � et u0 = �.

8. ? Comme ' d�ecrô�t strictement : '(u2) > '(�), soit u3 > �, et par une

r�ecurrence simple :

8n 2 N� ; u2n < � < u2n+1

? Soit n 2 N� . Par le th�eor�eme des accroissements �nis, on a :

9 c 2 [�; un] � R
�
+ ; '(un)� '(�) = '

0(c)(un � �)

Il s'ensuit que jun+1 � �j < jun � �j.
La suite de terme g�en�eral jun � �j est strictement d�ecroissante et :

8n 2 N� ; �� u2n+2 < �� u2n, soit u2n < u2n+2.

On conclut que la suite (u2n)n2N� crô�t (strictement) et comme ' est

d�ecroissante, la suite (u2n+1)n2N� d�ecrô�t (strictement).

? Pour tout x 2 [u2; u3]; '
0(u2) 6 '

0(x) < 0 et j'0(x)j 6 j'0(u2)j < 1. Pour

tout n > 2, on a donc : jun+1 � �j 6 j'0(u2)j:jun � �j.
Ainsi 8n > 2; jun � �j 6 j'0(u2)jn�2ju2 � �j et donc :

la suite (un)n2N converge vers �

9. Si u2 > �, alors 0 < u1 < � et il su�t de permuter les rôles des indices

pairs et des indices impairs.

Exercice 1.16.

1. �Etudier la convergence de la suite de terme g�en�eral pn =
nQ

k=0

�
1 + 1

2k

�
2. Soit (uk)k2N� une suite �a termes positifs telle que

(8n 2 N� )
2nP

k=n+1

uk 6
1
n

nP
k=1

uk

Montrer que la s�erie de terme g�en�eral uk converge.

[On pourra chercher �a majorer �p =
2pP
k=1

uk, pour p > 1.]

Solution :
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1. �Etudions la suite
�
ln(pn)

�
n2N

. On a :

ln(pn) =
nP

k=0

ln(1 +
1

2k
)

Or vk = ln(1+
1

2k
) est positif et vk �

1

2k
, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie

g�eom�etrique convergente. Ainsi la s�erie de terme g�en�eral vk est convergente

et si on note ` sa somme, la suite (pn)n2N est convergente de limite e`.

2. On remarque que pour tout p > 1

�p =
2pP
k=1

uk =
2p�1P
k=1

uk +
2pP

k=2p�1+1

uk 6
�
1 + 1

2p�1

� 2p�1P
k=1

uk

soit : �p 6
�
1 + 1

2p�1

�
�p�1.

Par r�ecurrence, il vient donc : �p 6 �0

pQ
k=1

�
1 + 1

2k�1

�
= u1

p�1Q
k=0

�
1 + 1

2k
�

La suite (pn)n2N de la premi�ere question �etant convergente, la suite (�p)p2N�

est major�ee par une constanteM (que l'on peut prendre �egale �a u1e
`, puisque

la suite (pn) est croissante).

Or, pour tout n 2 N, il existe pn 2 N tel que n 6 2pn ; donc pour tout n 2 N :

Sn =
nP

k=1

uk 6 �pn 6M

La s�erie
P

un �etant �a terme positifs et ses sommes partielles �etant major�ees,

cela signi�e qu'elle converge.

Exercice 1.17.

Soit f l'application d�e�nie par : f(x) = exp(��x2) avec � 2 R et � >
e
2
.

1. Montrer que l'�equation f(x) = x admet une unique solution ` sur R et que

` v�eri�e : 1p
2�

< ` < 1.

2. On d�e�nit la suite (un)n2N par : u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = f(un).

Montrer que les suites extraites (u2n) et (u2n+1) sont monotones et conver-

gentes.

3. a) On pose g = f � f . Montrer que l'�equation g(x) = x ne peut admettre

de solution que sur ]0; 1[. V�eri�er que g(`) = `.

b) Montrer que l'�equation g(x) = x admet trois solutions sur ]0; 1[ : a; b et

`. V�eri�er que ` est strictement compris entre a et b.

c) D�eterminer les limites des suites (u2n) et de (u2n+1).

Solution :
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1. f est �a valeurs strictement positives, donc l'�equation f(x) = x n'a pas de

solution sur R� .

En revanche ' : x 7! f(x) � x est strictement d�ecroissante sur R+ , avec

'(0) = 1,

'( 1p
2�

) = e�1=2 � 1p
2�

> 0 et '(1) = e�� � 1 < 0

Ainsi ' s'annule en un point ` et un seul et 1p
2�

< ` < 1.

2. Comme f([0; 1]) � [0; 1], la suite (un) est �a valeurs dans [0; 1].

La fonction f �etant d�ecroissante, la fonction f � f est croissante sur [0; 1]

et les suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones de sens contraires (le signe

de un+2 � un est le signe contraire de celui de un+1 � un�1, donc celui de

un�un�2). Comme u2 > 0 = u0 on peut même dire que (u2n) est croissante

et (u2n+1) est d�ecroissante. De plus ces deux suites sont born�ees et sont donc

convergentes.

3. a) D�ej�a : f(`) = ` =) g(`) = f
�
f(`)

�
= `.

D'autre part, 8x 2 R; f(x) 2 ]0; 1], donc a fortiori g(x) 2 ]0; 1] et l'�equation
g(x) = x ne peut admettre des solutions que dans l'intervalle ]0; 1] et on

v�eri�e ais�ement que g(1)1.

b) g(x) = x() ��[f(x)]2 = lnx() ln�� 2�x2 = ln(� lnx)

Soit h : x 7! ln(� lnx) + 2�x2 � ln�, pour 0 < x < 1. La fonction h est

d�erivable et : h0(x) = 1
x ln x

�
1 + 4�x2 lnx

�
.

Posons k : x 7! 1 + 4�x2 lnx, on a k
0(x) = 4�x(2 lnx + 1) et comme

k( 1p
e
) < 0 :

x 0 � 1=
p
e � 1

k
0(x) � � 0 + +

k(x) 1 & 0 & % 0 % 1

Ce qui donne :

x 0 a � ` � b 1

h
0(x) � � 0 + 0 � �
h(x) +1 & 0 & % 0 % & 0 & �1

(Comme h(`) = 0 et h croissante sur [�; `], on a h(�) < 0 et l'�equation

h(x) = 0 a une solution entre 0 et � ; même raisonnement entre ` et � : : : ).

Comme g(x) = x() h(x) = 0, la question est achev�ee :

l'�equation g(x) = x admet trois solutions : a; `; b.

c) On a u0 = 0 < a. Par croissance stricte de g = f � f , on a donc :

u2 = g(u0) < g(a) = a, puis par r�ecurrence 8n; u2n < a et lim
n!1

u2n 6 a.
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La suite (u2n) converge vers un point �xe de g (car g est continue), donc

n�ecessairement vers a.

Alors u2n+1 = f(u2n) �!
n!1

f(a) > `, et comme (u2n+1) converge aussi vers

un point �xe de g, elle converge vers b.

Exercice 1.18.

Soit f : R+ ! R une fonction non identiquement nulle, continue et p�eriodique

de p�eriode T > 0. On note :

(8x 2 R+ ) F (x) =

Z x

0

f(t) dt et M =
1

T

Z T

0

f(t) dt

1. �Etudier la convergence de la s�erie de terme g�en�eral

uk =

Z (k+1)T

kT

jf(t)j
t

dt (k > 1)

2. On suppose M 6= 0.

a) Montrer que F (x) �
(+1)

Mx.

b) L'int�egrale I =

Z +1

T

f(t)

t
dt est-elle convergente ?

3. On suppose M = 0.

Montrer que l'int�egrale I =

Z +1

T

f(t)

t
dt est convergente mais non absolu-

ment convergente.

Solution :

1. Par le changement de variable t = kT + u :

uk =

Z T

0

jf(u)j
u+ kT

du > 1
(k + 1)T

Z T

0

jf(u)j du

Comme

Z T

0

jf(u)j du > 0, la r�egle de Riemann donne la divergence de la

s�erie de terme g�en�eral positif uk. Ainsi lim
n!1

nP
k=1

uk = +1 et par la r�egle de

comparaison s�erie-int�egrale, l'int�egrale

Z +1

T

jf(t)j
t

dt est divergente.

2. a) Soit x > 0, posons px = bx=T c et y = x � pxT . Par d�ecoupage et

p�eriodicit�e :

F (x) =
px�1P
k=0

Z (k+1)T

kT

f(t) dt+

Z pxT+y

pxT

f(t) dt = pxMT +

Z pxT+y

pxT

f(t) dt

On a :
��Z pxT+y

pxT

f(t) dt
�� 6 Z (px+1)T

pxT

jf(t)j dt =
Z T

0

jf(t)j dt, et px �
(x!+1)

x

T
.
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Le terme r�esiduel est born�e, donc n�egligeable devant le premier terme et :

F (x) �
(x!+1)

pxTM �
(x!+1)

xM

b) En int�egrant par parties :Z X

T

f(t)
t

dt =
F (X)
X

� F (T )
T

+

Z X

T

F (t)

t
2 dt

On a lim
X!+1

F (X)
X

= M et
F (t)

t
2 �

(t!+1)

M

t
. La r�egle de Riemann prouve

que l'int�egrale

Z +1

T

F (t)

t
2 dt est divergente et

Z +1

T

f(t)
t

dt aussi.

3. Le calcul fait au d�ebut de la question 2. montre que dans le cas M = 0, la

fonction F est born�ee. En reprenant l'int�egration par parties faite en 2. b),

la r�egle de Riemann prouve que l'int�egrale

Z +1

T

F (t)

t
2 dt est convergente etZ +1

T

f(t)
t

dt aussi( et on a vu en 1. que

Z +1

T

f(t)
t

dt n'est pas absolument

convergente).

Exercice 1.19.

Pour � et � r�eels, on consid�ere l'int�egrale

I(�; �) =

Z 1

0

(� ln t)�(1� t)� dt

1. D�eterminer et repr�esenter le domaine de d�e�nition D de I :

D =
n
(�; �) 2 R2

; I(�; �) converge
o

2. a) Montrer que, pour (�; �) 2 D,

I(�; �) =

Z +1

0

x
�e�x(1� e�x)� dx

b) Calculer I(n; 0) pour n 2 N.
3. a) Montrer que, pour n 2 N et (�; 0) 2 D, on a :

I(�; n) = �(�+ 1)

nX
k=0

(�1)k Ck
n

(k + 1)�+1

b) En d�eduire un �equivalent de I(�; n) lorsque �! +1, �a n �x�e.

c) D�eterminer lim I(�; n) lorsque �! +1, �a n �x�e.

Solution :

1. Soit f�;� : t 7! (� ln t)�(1 � t)� . La fonction f�;� est continue et positive

sur ]0; 1[.
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? On a : f�;�(t) �
(0+)

(� ln t)� = o(t�1=2) et par la r�egle de Riemann

l'int�egrale

Z 1=2

0

f�;�(t) dt est convergente.

? On a : f�;�(t) �
(1�)

(1�t)�+� (car ln t �
(1�)

t�1) et par la r�egle de Riemann

l'int�egrale

Z 1

1=2

f�;�(t) dt est convergente si et seulement si �+ � > �1.

Ainsi I(�; �) existe si et seulement si �+ � > �1.

2. a) Par le changement de variable t = e�x, il vient, pour �+ � > �1 :

I(�; �) =

Z +1

0

x
�e�x(1� e�x)� dx

b) En particulier, pour n 2 N : I(n; 0) =

Z +1

0

x
ne�x dx = �(n+ 1) = n!.

3. a) Si (�; 0) 2 D, alors 8n 2 N; (�; n) 2 D et toutes les int�egrales �ecrites

�etant convergentes :

I(�; n) =

Z +1

0

x
�e�x

nP
k=0

Ck
n(�1)ke�kx dx =

nP
k=0

Ck
n(�1)k

Z +1

0

x
�e�(k+1)x

dx

=
nP

k=0

Ck
n(�1)k 1

(k + 1)�+1

Z +1

0

u
�e�udu [on a pos�e u = (k + 1)x ]

Soit :

I(�; n) = �(�+ 1)
nP

k=0

Ck
n(�1)k 1

(k + 1)�+1

b) Si n est �x�e, lorsque � tend vers l'in�ni, tous les termes de la somme

ont pour limite 0, sauf celui pour k = 0 qui vaut 1, donc :

I(�; n) �
(�!+1)

�(�+ 1)

c) Or : �(� + 1) >

Z +1

2

x
�e�xdx > 2�

Z +1

2

e�xdx �!
�!+1

+1, d'o�u

toujours pour n �x�e :

lim
�!+1

I(�; n) = +1

Exercice 1.20.

Soit D =
�
(x; y) 2 R2

;�1 6 x 6 y 6 1
	
et f la fonction d�e�nie sur D par

f(x; y) = (y � x)2 + 6xy

1. La fonction f admet-elle des extremums ?

2. D�eterminer les points critiques de f . D�eterminer les extremums de f .

Solution :
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1. La fonction f est continue sur le ferm�e born�e D, donc est born�ee et atteint

sa borne sup�erieure et sa borne inf�erieure.

2. La fonction f est polynomiale, donc est de classe C1 et :

@f

@x
(x; y) = 2x+ 4y ;

@f

@y
(x; y) = 4x+ 2y

Ainsi le seul point critique de f est (0; 0). Or f(x; x) = 6x2 et f(�x; x) =
�2x2, alors que f(0; 0) = 0. Il n'y a donc pas d'extremum en ce point.

Les extremums de f sur D sont donc atteints en des points de la fronti�ere de

D. Or :

? Pour x = �1, f(�1; y) = y
2 � 4y + 1 = (y � 2)2 � 3 est maximal pour

y = �1 de maximum 6 et minimum pour y = 1 de minimum �2.
? Pour y = 1, f(x; 1) = x

2 + 4x + 1 = (x + 2)2 � 3, qui est maximal pour

x = 1, de maximum 6 et minimum pour x = �1, de minimum �2.
? Pour y = x, f(x; x) = 6x2, maximal en 1, de maximum 6 et minimal en 0,

de minimum 0.

Finalement f est minimale au point (�1; 1), de minimum �2 et maximale

aux points (�1;�1) et (1; 1) de maximum 6.

Remarque : on pouvait noter que f(x; y) = f(y; x) et ne faire l'�etude que sur

la moiti�e de la fronti�ere.

Exercice 1.21.

1. Soit a un r�eel appartenant �a l'intervalle [0; 1].

a) Montrer que pour tout n 2 N, 0 6
Z a

0

t
net

1 + t
n dt 6

e
n+ 1

b) En d�eduire que lim
n!+1

Z a

0

et

1 + t
n dt = ea � 1

2. Soit n 2 N un entier �x�e. On note Fn l'application de [0;+1[ dans lui-

même d�e�nie par Fn(x) =

Z x

0

et

1 + t
n dt.

a) Montrer que Fn est une bijection. On note xn sa bijection r�eciproque ;

ainsi, pour tout r�eel y positif ou nul, xn(y) est l'unique r�eel positif ou nul tel

que

Z xn(y)

0

et

1 + t
n dt = y.

b) Pr�eciser le sens de variation de la fonction xn : y 7! xn(y) ainsi que sa

limite en +1.

c) Montrer que xn est de classe C1.
3. Dans cette question y est �x�e tel que y < e� 1.

a) D�emontrer qu'il existe un rang N 2 N tel que pour tout entier n > N ,

xn(y) < 1.
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b) Pour n > N , comparer les trois r�eels

Z xn(y)

0

et

1 + t
n dt,

Z xn+1(y)

0

et

1 + t
n+1 dt

et

Z xn+1(y)

0

et

1 + t
n dt.

En d�eduire les variations de la suite (xn(y)) pour n > N et la convergence

de la suite (xn(y))n2N. On note ` sa limite.

c) D�emontrer, pour n > N , l'in�egalit�e
���Z xn(y)

`

et

1 + t
n dt

��� 6 ejxn(y)� `j

En d�eduire l'expression de lim
n!+1

Z `

0

et

1 + t
n dt en fonction de y puis l'expression

de ` en fonction de y.

Solution :

1. a) Pour t 2 [0; a], t
net

1 + t
n 6 t

nea 6 t
ne, d'o�u en int�egrant :

0 6

Z a

0

t
net

1 + t
n dt 6

ae
n+ 1

6 e
n+ 1

b) ea�1�
Z a

0

et

1 + t
n dt =

Z a

0

etdt�
Z a

0

et

1 + t
n dt =

Z a

0

t
net

1 + t
n dt, d'o�u, par

l'encadrement vu en a) :

lim
n!1

Z a

0

et

1 + t
n dt = ea � 1

2. a) Fn est la primitive nulle en 0 de l'application t 7! et

1 + t
n , continue sur

R
+ , donc Fn est d�erivable de d�eriv�ee F

0
n(x) = ex

1 + x
n qui est strictement

positive sur R+ . Ainsi Fn r�ealise une bijection strictement croissante de R+

vers [0; lim
+1

Fn[.

L'int�egrale

Z +1

0

et

1 + t
n dt est trivialement divergente, donc lim

+1
Fn = +1 et

Fn r�ealise une bijection de R+ sur R+ .

b) La bijection r�eciproque xn est donc �egalement strictement croissante,

de limite +1 en +1.

c) xn est de classe C1, en tant que bijection r�eciproque d'une bijection de

classe C1, dont la d�eriv�ee ne s'annule pas.

3. a)

Z xn(y)

1

et

1 + t
n dt = y �

Z 1

0

et

1 + t
n dt �!n!1

y � e + 1 < 0.

A partir d'un certain rang N , on a donc

Z xn(y)

1

et

1 + t
n dt < 0, ce qui, compte
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tenu de la positivit�e de la fonction int�egr�ee, impose xn(y) < 1 �a partir de ce

même rang.

b) Pour n > N , on a 8 t 2 [0; xn+1(y)] � [0; 1], et

1 + t
n 6

et

1 + t
n+1 , d'o�u :Z xn+1(y)

0

et

1 + t
n dt 6

Z xn+1(y)

0

et

1 + t
n+1 dt = y =

Z xn(y)

0

et

1 + t
n dt

et comme la fonction int�egr�ee, dans les termes extrêmes, est positive on en

d�eduit xn+1(y) 6 xn(y).

La suite (xn(y))n est d�ecroissante �a partir d'un certain rang et minor�ee par

0, donc est convergente vers ` 2 [0; 1[.

c) Pour n > N , on a ` 6 xn(y) < 1 et pour tout t 2 [`; xn(y)]; 0 6
et

1 + t
n 6

e, d'o�u pour n > N :

0 6

Z xn(y)

`

et

1 + t
n dt 6

Z xn(y)

`

e dt = e(xn(y)� `)

et, par encadrement : lim
n!1

Z xn(y)

`

et

1 + t
n dt = 0.

Or

Z `

0

et

1 + t
n dt =

Z xn(y)

0

et

1 + t
n dt�

Z xn(y)

`

et

1 + t
n dt = y �

Z xn(y)

`

et

1 + t
n dt

donc lim
n!1

Z `

0

et

1 + t
n dt = y et d'apr�es la premi�ere question, cette limite vaut

�egalement e` � 1, donc y = e` � 1, soit ` = ln(y + 1).

Exercice 1.22.

Pour n entier naturel non nul, on d�e�nit l'application fn de R+ dans R par :

8x 2 R+
; fn(x) =

1
(x+ 1)(x+ 2) : : : (x+ n)

1. D�eterminer l'ensemble A des entiers naturels pour lesquels l'int�egrale

impropre

Z +1

0

fn(x) dx est convergente. Lorsque n appartient �a A, on pose

In =

Z +1

0

fn(x) dx

2. a) A l'aide d'un encadrement de
fn(x)

f2(x)
, montrer que la suite (In) est

major�ee par la suite de terme g�en�eral B
n!

pour une valeur convenable de B.

b) Pr�eciser la nature de la s�erie de terme g�en�eral In.

3. Pour n 2 N� , on pose Hn =
nP

k=1

1
k
�

a) Montrer qu'au voisinage de +1, Hn � lnn.
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b) Calculer
f
0

n(x)

fn(x)
pour x 2 R

+ , puis, encadrer �a l'aide de termes de la

suite (Hk)k2N� la quantit�e �f
0

n(x)

fn(x)
pour x �el�ement de [0; 1].

c) En d�eduire qu'au voisinage de +1,

Z 1

0

fn(x) dx � 1
n! lnn

4. Montrer que pour n 2 A,

Z 1

0

fn(x) dx = nIn+1 et en d�eduire un �equivalent

simple de In.

Solution :

1. L'application fn est continue sur R+ , �a valeurs positives et �equivalente en

+1 �a 1
x
n . Donc A = fn 2 N� ; n > 1g = fn 2 N� ; n > 2g.

2. a) Si n > 2, on a pour tout x > 0 :

0 6
fn(x)

f2(x)
= 1

(x+ 3)(x+ 4) : : : (x+ n)
6 2

n!

d'o�u, en multipliant par f2(x) qui est strictement positif et en int�egrant :

0 6 In 6
2I2
n!

b) La s�erie de terme g�en�eral 1
n!

�etant convergente, on en d�eduit, par

majoration, la convergence de la s�erie de terme g�en�eral In.

3. a) Par d�ecroissance de t 7! 1
t
, on a pour k 2 N

�
;

1
k + 1

6

Z k+1

k

dt

t
6 1

k

et par sommation, en mettant �a part le terme d'indice 1 dans la somme de

droite :

lnn+ ln(1 + 1
n
) = ln(n+ 1) 6 Hn 6 1 + lnn

D'o�u Hn � lnn.

b) Pour x > 0;
f
0

n(x)

fn(x)
= d

dx
[ln f(x)] = �

nP
k=1

1
x+ k

. Ainsi pour x 2 [0; 1] :

Hn+1 � 1 =
nP

k=1

1
1 + k

6 �f
0

n(x)

fn(x)
=

nP
k=1

1
x+ k

6
nP

k=1

1
k
= Hn

c) Les termes �etant tous positifs, on d�eduit de l'encadrement pr�ec�edent :

8n 2 N� ;8x 2 [0; 1];
�f 0n(x)
Hn

6 fn(x) 6
�f 0n(x)
Hn+1 � 1

d'o�u, en int�egrant, compte tenu du fait que :Z 1

0

� f
0
n(x) dx = fn(0)� fn(1) =

n

(n+ 1)!

n

(n+ 1)!Hn

6

Z 1

0

fn(x) dx 6
n

(n+ 1)!(Hn+1 � 1)
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Finalement, d'apr�es a) :Z 1

0

fn(x) dx � n

(n+ 1)! lnn
� 1

n! lnn

4.

Z 1

0

fn(x) dx =

Z +1

0

fn(x) dx �
Z +1

1

fn(x) dx

Or, par le changement de variable x+ 1 = t :Z +1

1

fn(x) dx =

Z +1

0

1
(t+ 2)(t+ 3) : : : (t+ n+ 1)

dt

Donc :Z 1

0

fn(x) dx =

Z +1

0

� 1
(x+ 1) : : : (x+ n)

� 1
(x+ 2) : : : (x + n+ 1)

�
dx

=

Z +1

0

n

(x+ 1) : : : (x+ n+ 1)
dx = nIn+1

On en d�eduit In+1 � 1
(n+ 1)! lnn

et donc :

In � 1
n! ln(n� 1)

� 1
n! lnn

Exercice 1.23.

Dans cet exercice E d�esigne l'espace vectoriel r�eel des applications continues

de [0; 1] dans R et IE d�esigne l'application identit�e de E dans lui-même.

Si f 2 E, on note u(f) la primitive de f sur [0; 1] nulle en 0 et v(f)

l'application de [0; 1] dans R d�e�nie par :

8x 2 [0; 1]; v(f)(x) =

Z x

0

ex�tf(t) dt

1. Montrer que u et v d�e�nissent deux applications de E dans lui-même.

2. a) Montrer que pour tout f 2 E, v � u(f) = v(f)� u(f), puis que

u � v(f) = v(f)� u(f).

b) Calculer les compos�ees (IE � u) � (IE + v) et (IE + v) � (IE � u).

3. Soit g l'�el�ement de E, a�ne sur les segments
�
0; 1

2

�
et
�1
2
; 1
�
, et tel que

g(0) = g(1) = 0, g
�1
2

�
= 1

2
.

Montrer qu'il existe un unique �el�ement f de E tel que, pour tout x appar-

tenant �a [0; 1],

f(x)�
Z x

0

f(t) dt = g(x)

et le d�eterminer.

4. On d�e�nit par r�ecurrence un, pour n 2 N, par :
u
0 = IE et 8n 2 N; un+1 = u � un

a) Montrer que si f 2 E et n 2 N� , 8x 2 [0; 1],
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u
n(f)(x) =

Z x

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt.

b) Montrer que si f 2 E et x 2 [0; 1], la s�erie
P
n2N�

u
n(f)(x) est convergente

et que :
1P
n=1

u
n(f)(x) = v(f)(x).

Solution :

1. Si f 2 E, f est continue sur [0; 1] ; elle y admet donc des primitives. Ainsi

u(f) existe et u(f) est de classe C1 sur [0; 1] et a fortiori appartient �a E.

On remarque que si f 2 E, pour tout x 2 [0; 1]; v(f)(x) = ex
Z x

0

e�tf(t) dt,

donc v(f) est �egalement de classe C1 sur [0; 1], donc �el�ement de E.

2. a) ? En int�egrant par parties, pour tout x 2 [0; 1] :

v � u(f)(x) =
�
� ex�tu(f)(t)

�x
0
+

Z x

0

ex�tf(t) dt = �u(f)(x) + v(f)(x)

Donc v � u(f) = v(f)� u(f).

? u � v(f) a pour d�eriv�ee v(f) et :

[v(f)� u(f)]0(x) = ex
Z x

0

e�tf(t) dt+ exe�xf(x)� f(x) = v(f)(x)

Donc u�v(f) et v(f)�u(f) di��erent d'une constante ; �etant nulles en 0, elles

sont �egales.

b) (IE�u)� (IE+v) = IE+v�u�u�v = IE et comme u et v commutent

(question a)), on a aussi (IE + v) � (IE � u) = IE .

3. IE�u est bijective de bijection r�eciproque IE+v. Il existe donc un unique

�el�ement f de E tel que f � u(f) = g, qui est f = g + v(g).

? Pour x 2 [0; 1=2], f(x) = x+

Z x

0

ex�tt dt = ex � 1.

? Pour x 2 [1=2; 1], f(x) = x+

Z 1=2

0

ex�tt dt+

Z x

1=2

ex�t(1�t) dt = 1�2ex�1
2+ex.

4. Si f appartient �a E, u
n(f) est de classe Cn sur [0; 1] et pour tout

k 2 [[0; n]], on a
�
(un)(f)

�(k)
= u

n�k(f) ; en particulier pour k 2 [[0; n �
1]];
�
(un)(f)

�(k)
(0) = 0.

La formule de Taylor avec reste int�egral �a l'ordre n� 1 sur le segment [0; x]

se r�eduit donc �a :

u
n(f)(x) =

Z x

0

(x � t)n�1

(n� 1)!

�
u
n(f)

�(n)
(t) dt =

Z x

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt

b) Soit f 2 E et x 2 [0; 1], alors pour tout n 2 N� :
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v(f)(x) �
nP

k=1

u
k(f)(x) =

Z x

0

�
ex�t �

n�1P
k=0

(x � t)k

k!

�
f(t) dt

Or, d'apr�es l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange appliqu�ee �a la fonction exponen-

tielle, pour tout t 2 [0; x] :��ex�t � n�1P
k=0

(x � t)k

k!

�� 6 jx� tjn
n!

sup
[0;x�t]

jeuj 6 jxjn
n!

ejxj

D'o�u :
��v(f)(x) � nP

k=1

u
k(f)(x)

�� 6 jxjn
n!

ejxj
���Z x

0

jf(t)j dt
���.

Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni, donc par encadrement :

v(f)(x) =
1P
k=1

u
k(f)(x)

Exercice 1.24.

Soit f la fonction de R2 dans R d�e�nie par :

f(x; y) =

�
(x2 + y

2)x si (x; y)(0; 0)

1 si (x; y) = (0; 0)

1. a) Montrer que f est continue sur R2 .

b) Etudier l'existence des d�eriv�ees partielles de f .

2. On pose, pour x 2 R, h(x) = f(x; 0)� 1.

a) Etudier les variations de h.

b) En d�eduire que f n'admet pas d'extremum en (0; 0).

3. D�eterminer les points critiques de f .

4. a) Montrer que 8x > 0; f(x; y) > h(x) + 1.

b) En d�eduire que f admet en
�1
e
; 0
�
un minimum local.

5.On pose g(x) = f(x; 1)� f(0; 1).

a) Montrer que g(x) est du signe de x.

b) En d�eduire que f n'admet pas d'extremum local en (0; 1).

Solution :

1. a) La fonction f est continue sur R2nf(0; 0)g comme somme, produit,

compos�ee de fonctions continues.

Posons u = (x; y) et jjujj2 = x
2 + y

2. Alors :

jx ln(x2 + y
2)j 6 jjujj: ln(jjujj2)

Donc lim
jjujj!0

jx ln(x2 + y
2)j = 0 et lim

jjujj!0
ex ln(x2+y2) = 1, ce qui signi�e que f

est continue en (0; 0).
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b) On a

f(x; 0)� f(0; 0)
x

= ex lnx2 � 1
x

�
(0)

lnx2 = 2 ln jxj
d'o�u :

lim
x!0

f(x; 0)� f(0; 0)
x

= �1,

ce qui signi�e que f n'est pas d�erivable par rapport �a x en (0; 0).

En revanche :
f(0; y)� f(0; 0)

y
= 0 =) @f

@y
(0; 0) = 0

En�n, en tout point (x; y) 6= (0; 0), f admet des d�eriv�ees partielles par rapport

�a x et y et : 8><
>:

@f

@x
(x; y) =

�
ln(x2 + y

2) + 2x2

x
2 + y

2

�
(x2 + y

2)x

@f

@y
(x; y) = 2xy(x2 + y

2)x�1

2. a) Il vient pour x0, h(x) = ex lnx2 � 1. Donc h
0(x) = (ln x2 + 2)ex lnx2 .

Ainsi h0(x) = 0() x = �e�1, ce qui donne les variations de h :

x �1 �e�1 0 e�1 +1
h
0(x) + 0 � � 0 +

h(x) �1 % & 0 & % +1

b) D'apr�es la question pr�ec�edente :

� si x 2 ]0; 1=e], alors f(x; 0)� f(0; 0) < 0,

� si x 2 ]�1=e; 0[, alors f(x; 0)� f(0; 0) > 0.

Donc f n'admet pas d'extremum local en (0; 0).

3. On a vu que pour (x; y) 6= (0; 0)8><
>:

@f

@x
(x; y) =

�
ln(x2 + y

2) + 2x2

x
2 + y

2

�
(x2 + y

2)x

@f

@y
(x; y) = 2xy(x2 + y

2)x�1

Les points critiques sont donn�es par :8<
: ln(x2 + y

2) +
2x2

x2 + y2
= 0

2xy = 0

syst�eme qui admet 4 solutions : (0; 1); (0;�1); (1=e; 0); (�1=e; 0).

4. a) Pour tout (x; y) 6= (0; 0) et x > 0, on a :

f(x; y) = (x2 + y
2)x > x

2x = f(x; 0) = h(x) + 1

b) Or on sait que h admet en 1=e un minimum local ; donc f admet en

(1=e; 0) un minimum local.
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5. a) On a g(x) = (x2 +1)x� 1. Donc g0(x) = [ln(x2+1)+
2x2

x2 + 1
] ex ln(x2+1)

et g0(x) est du signe de k(x) = ln(x2 + 1) +
2x2

x2 + 1
. Or :

k
0(x) =

2x

x2 + 1
�

x
2 + 3

x2 + 1
est du signe de x

Comme k(0) = 0, la fonction k est positive, donc la fonction g0 aussi et comme

g(0) = 0, g est n�egative sur R� et positive sur R+ , donc du signe de x.

Ainsi f(x; 1) � f(0; 1) est du signe de x et f n'admet pas d'extremum en

(0; 1).

Exercice 1.25.

On note E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0; 1] dans R, et on

pose, pour tout �el�ement f de E, kfk1 = max
t2[0;1]

jf(t)j

On d�e�nit la fonction K de [0; 1]2 dans R par :

K(x; t) =

8>><
>>:

t
2

x
si x > t

x
2

t
si x < t

x si x = t

Pour f 2 E, on pose T (f) : [0; 1]! R; x 7!
Z 1

0

K(x; t)f(t) dt.

1. a) Calculer T (f)(0).

b) Montrer que 8 f 2 E;8x 2 ]0; 1]; jT (f)(x)j 6 kfk1
�
x
2

3
� x

2 lnx
�
.

c) Montrer que T est un endomorphisme de E.

d) T est-il surjectif ?

2. Montrer que T (f) 2 C1([0; 1]).
3. Calculer T (f)(1) + [T (f)]0(1).

Solution :

1. a) On a K(0; t) = 0 et donc T (f)(0) = 0.

b) Par la relation de Chasles, pour x 2 ]0; 1] :

T (f)(x) =

Z x

0

K(x; t)f(t) dt+

Z 1

x

K(x; t)f(t) dt

= 1
x

Z x

0

t
2
f(t) dt+ x

2

Z 1

x

f(t)
t

dt (�)

D'o�u : jT (f)(x)j 6 kfk1
x

Z x

0

t
2
dt+ x

2kfk1
Z 1

x

1
t
dt, c'est-�a-dire :
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jT (f)(x)j 6 kfk1
�
x
2

3
� x

2 lnx
�

c) La lin�earit�e de T est �evidente.

L'expression (�) montre que T (f) est continue sur ]0; 1] (int�egrales d'une

fonction continue les bornes �etant elles-mêmes des fonctions continues), et la

majoration pr�ec�edente prouve que lim
x!0+

T (f)(x) = 0 = T (f)(0).

Donc T (f) est continue sur [0; 1] et T est un endomorphisme de E.

d) On a vu que T (f)(0) = 0 ; T (f) ne peut donc pas être la fonction

constante �egale �a 1 qui appartient �a E. Ainsi T n'est pas surjectif.

2. La relation (�) montre que T (f) est de classe C1 sur ]0; 1], avec :

8x 2 ]0; 1]; [T (f)]0(x) = � 1
x
2

Z x

0

t
2
f(t) dt+ 1

x
x
2
f(x)+2x

Z 1

x

f(t)
t

dt�x
2 f(x)

x

8x 2 ]0; 1]; [T (f)]0(x) = � 1
x
2

Z x

0

t
2
f(t) dt+ 2x

Z 1

x

f(t)
t

dt

Un calcul analogue �a celui e�ectu�e dans la question 1. montre que :

8x 2 ]0; 1];
��[T (f)]0(x)�� 6 kfk1(x

3
� 2x lnx)

Ainsi lim
x!0+

[T (f)]0(x) = 0 et comme T (f) est continue en 0, le th�eor�eme des

fonctions de classe C1 montre que T (f) est d�erivable en 0 avec

[T (f)]0(0) = lim
x!0

[T (f)]0(x) = 0

Donc T (f) est de classe C1 sur R.

3. T (f)(1) =

Z 1

0

t
2
f(t) dt et [T (f)]0(1) = �

Z 1

0

t
2
f(t) dt, donc :

T (f)(1) + [T (f)]0(1) = 0.

Exercice 1.26.

On consid�ere la fonction f de deux variables d�e�nie par :

f(x; y) = xy

p
1� x2 � 2y2

1. D�eterminer l'ensemble D de d�e�nition de f .

2. Montrer que l'ensemble des solutions de l'�equation f(x; y) = 0 est la

r�eunion de deux segments et d'une courbe C que l'on pr�ecisera.

3. Montrer que D est un ferm�e born�e de R2 et que D n C est un ouvert de

R
2 (on pourra admettre cette question).

4. �Etudier les extremums de f sur D.

(On pourra montrer que f admet un minimum et un maximum et qu'il

su�t de s'int�eresser aux points de l'ouvert U1 = f(x; y) 2 R
2
; x > 0; y >

0; x2 + 2y2 < 1g.)
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Solution :

1. La fonction f est d�e�nie sur l'ensemble D = f(x; y) j 1� x
2 � 2y2 > 0g

2. L'�equation f(x; y) = 0 admet comme solutions tous les couples (x; y) 2 D

tels que :

x = 0, ou y = 0, ou x
2 + 2y2 = 1

Comme on sait �egalement que x2+2y2 6 1, on obtient la r�eunion des segments

f(0; y) j �1=
p
2 6 y 6 1=

p
2g, f(x; 0) j �1 6 x 6 1g et de la courbe C

d'�equation x
2 + 2y2 = 1.

3. On v�eri�e ais�ement que l'application d�e�nie sur R2 par

N : (x; y) 7! x
2 + 2y2

est une norme sur R2 . Ainsi D est la boule unit�e ferm�ee de (R2
; N) : c'est

donc un ferm�e born�e.

De même U = D n C = f(x; y) j N(x; y) < 1g. C'est la boule unit�e ouverte

du même espace.

4. On a pour tout (x; y) 2 D, f(�x; y) = f(x;�y) = �f(x; y) et donc

f(�x;�y) = f(x; y). On peut donc se contenter de faire l'�etude avec x > 0,

y > 0.

Par les th�eor�emes du cours, on sait qu'il existe au moins un couple (A;B) 2
D

2 tel que pour tout (x; y) 2 D; f(A) 6 f(x; y) 6 f(B).

On v�eri�e que (1=2; 1=2) 2 U et que f(1=2; 1=2) > 0 ; ainsi max
D

f > 0 et par

ce qui pr�ec�ede, min
D

f < 0.

Les extremums de f ne sont donc pas nuls et sont atteints en des points de

l'ouvert U et sont n�ecessairement des extremums locaux.

Par sym�etrie et compte tenu des r�esultats pr�ec�edents, il su�t de chercher ces

extr�emums locaux sur l'ouvert U1 = f(x; y) 2 R2 j x > 0; y > 0; x2+2y2 < 1g.
Pour tout (x; y) 2 U1 :8>><

>>:
@f

@x
(x; y) = y�

1� 2x2 � 2y2p
1� 2x2 � 2y2

@f

@y
(x; y) = x�

1� x
2 � 4y2p

1� 2x2 � 2y2

Ainsi, sur U1, les points critiques v�eri�ent�
2x2 + 2y2 = 1

x
2 + 4y2 = 1

c'est-�a-dire (x; y) = (1=
p
3; 1=

p
6), avec en ce point f(x; y) = 1

3
p
6
.

Comme on trouve un seul point critique dans U1, celui-ci correspond

n�ecessairement �a un extremum et en conclusion :
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f admet un maximum 1

3
p
6
atteint en (1=

p
3; 1=

p
6) et en (�1=

p
3;�1=

p
6) et

un minimum qui vaut � 1
3
p
6
atteint en (�1=

p
3; 1=

p
6) et en (1=

p
3;�1=

p
6).

Exercice 1.27.

On administre �a un patient q unit�es d'un m�edicament. Apr�es t minutes la

quantit�e de m�edicament active dans le sang est q:e�ct, o�u c est une constante

strictement positive. La même dose de m�edicament est inject�ee r�eguli�erement

toutes les T minutes.

1. D�eterminer la quantit�e A(k) de m�edicament encore active dans le sang

imm�ediatement apr�es la k�eme injection.

2. Calculer la borne sup�erieure de la quantit�e de m�edicament pr�esente dans

le sang apr�es un nombre ind�etermin�e d'injections. En d�eduire l'intervalle de

temps le plus court �a respecter entre deux doses pour que A(k) ne d�epasse

pas un niveau M > q donn�e.

3. On sait que si on administre une quantit�e q de m�edicament, alors au bout

de 2 heures la quantit�e de m�edicament encore active dans le sang est de q=2.

On administre des doses de 50 mg. Sachant que la dose maximale support�ee

est de 500 mg, �a quelle fr�equence peut{on administrer le m�edicament en toute

s�ecurit�e ?

Solution :

1. Juste apr�es la k-i�eme injection, la dose de m�edicament pr�esente dans le

sang est :

A(k) =
k�1P
n=0

qe�ncT = q

k�1P
n=0

(e�ct)n = q
1� e�kcT

1� e�cT

2. La suite
�
A(k)

�
k>0

est la suite des sommes partielles d'une s�erie g�eom�etrique

de raison e�cT appartenant �a [0; 1[. Cette suite est donc croissante et conver-

gente et a pour limite la somme de la s�erie. Ainsi :

lim
k!+1

A(k) =
q

1� e�cT

et ce nombre est le meilleur majorant de la suite
�
A(k)

�
k>0

.

La dose de m�edicament ne d�epassera pasM si et seulement si
q

1� e�cT
6M ,

in�equation �equivalente �a T > �1
c
ln
�
1� q

M

�
.

3. Si la demi{vie du m�edicament est de 120 minutes, on a :

e�120c = 1
2
, i.e. c = ln 2

120
L'intervalle minimal s�eparant deux injections successives est donc :
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Tm = �120
ln 2

ln
�
1� 50

500

�
' 18;24 mn

Ainsi une prise de m�edicament toutes les 20 minutes sera satisfaisante.

Exercice 1.28.

1. Pour quelles valeurs r�eelles de x, l'int�egrale

Z +1

0

e�xt

(1 + t)2
dt est-elle

convergente ?

2. Pour x > 0, on pose f(x) =

Z +1

0

e�xt

(1 + t)2
dt. On veut �ecrire f(x) sous la

forme
nP

k=1

(�1)k�1 k!
x
k +Rn(x), avec Rn(x) �a d�eterminer, en vue d'obtenir une

valeur approch�ee de f(x).

a) Pour tout k 2 N, on pose Ik =

Z +1

0

t
k
:e�xt dt. Etablir la convergence

de cette int�egrale et donner sa valeur.

b) Montrer que pour tout t > 0 et tout n > 1, on a :

1
(1 + t)2

=
nP

k=1

(�1)k�1
kt
k�1 + (�1)nnt

n+1 + (n+ 1)tn

(1 + t)2

c) En d�eduire que f(x) =
nP

k=1

(�1)k�1 k!
x
k +Rn(x), avec un Rn(x) que l'on

donnera sous forme d'une int�egrale convergente.

d) Montrer que pour x > 0 et n 2 N� , on a : jRn(x)j 6 (n+ x)
(n + 1)!

x
n+2

3. En d�eduire une valeur approch�ee d�ecimale de f(100) �a 10�6 pr�es.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue et positive sur R+ .

Si x > 0 elle est major�ee par t 7! 1
(1 + t)2

qui est int�egrable sur R+ , donc

l'int�egrale propos�ee est convergente.

Si x < 0, alors pour t assez grand, cette fonction est minor�ee par 1 et la

divergence de l'int�egrale est triviale.Z +1

0

e�xt

(1 + t)2
dt converge () x > 0

2. a) La convergence est �evidente et par le changement de variable u = xt, il

vient :

Ik =
1

x
k+1

Z +1

0

u
ke�u du =

�(k + 1)

x
k+1 = k!

x
k+1

b) Par l'identit�e g�eom�etrique, pour n 2 N� et t > 0 :
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nP
k=0

(�t)k = 1� (�t)n+1

1 + t

Par d�erivation :
nP

k=1

(�1)kktk�1 = � 1
(1 + t)2

+ (�1)n (n+ 1)tn(1 + t)� t
n+1

(1 + t)2

Ce qui est le r�esultat demand�e, aux positions des termes pr�es.

c) Ainsi, toutes les int�egrales rencontr�ees �etant convergentes :

f(x) =
nP

k=1

(�1)k�1
kIk�1 + (�1)n

Z +1

0

nt
n+1 + (n+ 1)tn

(1 + t)2
e�xtdt

Soit :

f(x) =
nP

k=1

(�1)k�1 k!
x
k +Rn(x),

avec Rn(x) = (�1)n
Z +1

0

nt
n+1 + (n+ 1)tn

(1 + t)2
e�xtdt

d) jRn(x)j 6
Z +1

0

(ntn+1 + (n+ 1)tn)e�xtdt = nIn+1 + (n+ 1)In

Donc : jRn(x)j 6 n
(n+ 1)!

x
n+2 + (n+ 1) n!

x
n+1 =

(n+ 1)!

x
n+2 (n+ x)

3. Avec x = 100, on veut
(n+ 1)!

100n+2 (n + 100) 6 10�6. On voit alors que ceci

est r�ealis�e pour n > 3 et donc :

f(100) ' 1
100

� 2
10000

+ 6
1000000

= 0;009806

l'erreur commise �etant major�ee par 10�6.

Exercice 1.29.

Soit f l'application d�e�nie sur R par f(x) = x cosx� sinx.

1. Montrer que, pour tout n > 2, il existe un unique xn appartenant �a

]n�; n� + �=2[ tel que f(xn) = 0.

2. Donner un �equivalent simple un de xn lorsque n tend vers l'in�ni.

3. D�eterminer lim
n!1

[xn � n�].

Solution :

1. L'�etude de l'�equation f(x) = 0 sur l'intervalle In =]n�; n� + �=2[ est

�equivalente �a l'�etude de l'�equation g(x) = x�tanx = 0 sur le même intervalle.

La fonction x 7! g(x) y est de classe C1 et g0(x) = � tan2(x) < 0.

La fonction g est donc strictement d�ecroissante sur In et induit une bijection

de In sur ]n�;�1[. Il existe donc un unique xn appartenant �a In tel que

g(xn) = 0, donc tel que f(xn) = 0.

2. Comme n� < xn < n� + �=2, on a imm�ediatement xn � n�.
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3. Posons xn = n� + �

2
� "n. On sait d�ej�a que 0 < "n <

�

2
.

On a n� + �

2
� "n = tan

�
n� + �

2
� "n

�
= 1

tan("n)
.

Par cons�equent tan("n) =
1

n� + �
2
� "n

�!
n!1

0. On en d�eduit lim
n!1

"n = 0,

soit :

lim
n!1

[xn � n�] = �

2
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1

ALG�EBRE

Exercice 2.1.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2.
On consid�ere une matrice P = (pi;j)16i;j6n 2 Mn(C ) strictement stochas-
tique, ce qui signi�e que les coef�cients pi;j de P sont tous des r�eels stricte-

ment positifs et que, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng,
nP

j=1

pi;j = 1.

Bien que les coe�cients de P soient r�eels, nous consid�erons dans la suite que
P appartient �aMn(C ) : il s'ensuit que les valeurs propres de P sont �el�ements
de C et que ses colonnes propres sont �el�ements de Mn;1(C ).

1. Montrer que 1 est valeur propre de P et donner l'exemple d'une colonne
propre de P associ�ee �a 1.

2. Montrer que toute valeur propre � de P est de module inf�erieur ou �egal �a
1.
On consid�erera une colonne propre de P associ�ee �a � et on utilisera la norme

in�nie canonique de Mn;1(C ).

3. Montrer que toute valeur propre � de P de module �egal �a 1 est elle-même
�egale �a 1 et que son sous-espace propre associ�e est une droite (�a pr�eciser).
On consid�erera une colonne propre C de P associ�ee �a � telle que kCk1 = 1 et

on montrera que les parties r�eelles des composantes de C sont toutes �egales.

4.Montrer que toute matrice strictement stochastique appartenant �aM2(C )
est diagonalisable et pr�eciser, en fonction de ses coe�cients, ses valeurs
propres ainsi qu'une base de colonnes propres.

5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice strictement stochastique :
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M1 =
1
8

0
@ 1 4 3
4 2 2
3 4 1

1
A ?

Est-elle diagonalisable ?

La matrice strictement stochastique M2 = 1
4

0
@ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

1
A est-elle diagonal-

isable ?

Solution :

1. Soit � l'�el�ement de Mn;1(C ) dont toutes les composantes sont �egales �a 1.
On voit ais�ement que P� = �, donc 1 est valeur propre de P et � est une
colonne propre associ�ee �a 1.

2. Soit C =

0
@
c1
...
cn

1
A une colonne propre de P associ�ee �a �. Pour tout i 2 [[1; n]],

on a : �ci =
nP

j=1

pi;jcj et donc j�j:jcij 6
nP

j=1

pi;j jcj j 6
nP

j=1

pi;jkCk1 = kCk1.

Il s'ensuit que j�j:kCk1 6 kCk1 et comme C0, j�j 6 1.

3. Soit C =

0
@
c1
...
cn

1
A une colonne propre de P associ�ee �a �. Quitte �a multiplier

C par l'inverse de sa norme, on peut supposer que C est de norme 1.
Comme kPCk1 = k�Ck1 = j�j:kCk1 = 1, il existe k 2 f1; : : : ; ng, tel que�� nP
j=1

pk;jcj

�� = 1 et donc : 9 � tel que
nP

j=1

pk;jcj = ei�.

Ainsi
nP

j=1

pk;j(1� e�i�cj) = 0 et en particulier
nP

j=1

pk;j(1�R�e(e�i�cj)) = 0.

Or, pour tout j, R�e(e�i�cj) 6 je�i�cj j = jcj j 6 1. La somme pr�ec�edente
ne peut donc être nulle que si tous ses termes sont nuls, c'est-�a-dire
:8 j;R�e(e�i�cj) = 1. Or un nombre complexe de module inf�erieur ou �egal
�a 1 dont la partie r�eelle vaut 1 est le nombre 1 et pour tout j, cj = ei�.

Donc C est colin�eaire �a �, ce qui prouve que � = 1 et que le sous-espace
propre de P associ�e �a 1 est la droite de base �.

4. M est de la forme M =

�
1� a a

b 1� b

�
, avec a et b dans ]0; 1[.

M � �I2 =

�
1� a� � a

b 1� b� �

�
n'est pas inversible si et seulement si :

(1� a� �)(1� b� �)� ab = 0
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et cette �equation admet deux racines distinctes : 1 et 1�a� b et donc M est

diagonalisable. En�n, on voit ais�ement que

�
1
1

�
est propre pour la valeur

propre 1, tandis que

�
�a
b

�
est propre pour la valeur propre 1� a� b.

5. ? Les valeurs propres de M1 sont 1 (et le sous-espace propre associ�e est
une droite) et �1=4 et le sous-espace propre associ�e �a �1=4 est la droite de

base

0
@�2

3
�2

1
A : la matrice M1 n'est pas diagonalisable.

? La matrice M2 est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable.

Exercice 2.2.

On note E = C([0; 1];R) l'espace des fonctions r�eelles d�e�nies et continues
sur le segment [0; 1].
Soit u : f 2 E 7! u(f) d�e�nie par :

8x 2 [0; 1]; u(f)(x) =

Z 1

0

min(x; t)f(t) dt.

1. V�eri�er que u est un endomorphisme de E.

2. Soient f et g deux fonctions de E telles que u(f) = g.

a) Montrer que g est de classe C2 sur [0; 1].

b) Calculer g(0) et g0(1).

3. Montrer que u est injectif.

4. D�eterminer l'image Im u de u.

5. On pose, pour x 2 [0; 1], f1(x) = sin
�
�x

2

�
et f2(x) = sin

�3�x
2

�
.

a) V�eri�er que (f1; f2) est une famille libre de E.

b) Soit F le sous espace vectoriel engendr�e par ff1; f2g. Montrer que F est
stable par u.

c) Donner dans la base (f1; f2) la matrice de la restriction �a F de u.

Solution :

1. On a imm�ediatement

u(f)(x) =

Z x

0

tf(t)dt+ x

Z 1

x

f(t)dt

ce qui montre la continuit�e de u(f) sur [0; 1], d�es que f l'est elle même.

La lin�earit�e de u provient de la lin�earit�e de l'int�egrale.
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2. a) Comme, pour tout x 2 [0; 1]

g(x) =

Z x

0

tf(t)dt+ x

Z 1

x

f(t)dt

g est de classe C1 sur [0; 1] et :

g
0(x) =

Z 1

x

f(t)dt

De la même fa�con g est de classe C2 et g00(x) = �f(x).
b) g(0) = 0 et g0(1) = 0.

3. Soit f 2 Keru. Pour tout x 2 [0; 1], u(f)(x) = 0, ce qui donne en d�erivant
deux fois : �f(x) = [u(f)]00(x) = 0.

Ainsi u est injectif.

4. Par la seconde question, on sait que

Imu � G = fg 2 C
2[0; 1] j g(0) = 0; g0(1) = 0g:

Montrons l'inclusion r�eciproque. Soit g 2 G, alors �g00 2 E et, en utilisant
plusieurs int�egrations par parties, il vient :

u(�g00)(x) = �
Z x

0

tg
00(t)dt� x

Z 1

x

g
00(t)dt

= [tg0(t)]
x

0 +

Z x

0

g
0(t)dt� x [g0(t)]

1

x

= g(x)

5. a) On pose af1(x) + bf2(x) = 0 et on donne �a x deux valeurs particuli�eres
(par exemple, 1 et 3) pour obtenir a = b = 0.

b) Pour montrer la stabilit�e de F par u, il su�t de calculer les images de
f1 et f2 par cet endomorphisme ; il vient :

u(f1) =
4

�2
f1 ; u(f2) =

4

9�2
f2

c) La matrice demand�ee s'en d�eduit imm�ediatement. C'est

M =

0
@

4

�2
0

0
4

9�2

1
A :

Exercice 2.3.

Soit E = R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. Pour tout
endomorphisme u de E et pour tout m 2 N, l'endomorphisme um est d�e�ni
par :

u
0 = Id;8m > 1; um = u � um�1.
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On note D l'application d�erivation qui �a tout P 2 E associe le polynôme
d�eriv�ee P 0.

Soit f un endomorphisme de E v�eri�ant :

(?) il existe (k;m) 2 (N� )2 tels que fk = D
m

1. Montrer que D est un endomorphisme surjectif de E. En d�eduire que f
est un endomorphisme surjectif de E.

2. D�eterminer KerDm.

3. Montrer que pour tout p 2 [[0; k]];Ker fp est de dimension �nie.

4. Soit p 2 [[0; k]] et ' l'application d�e�nie sur Kerfp par '(P ) = f(P ).

a) Montrer que ' est une application lin�eaire de Ker fp dans Ker fp�1.

b) D�eterminer son noyau et montrer que ' est surjective.

c) D�eterminer une relation entre la dimension de Ker fp et celle de
Ker fp�1.

5. En d�eduire la dimension de Ker fp en fonction de p et de la dimension de
Ker f .

6. D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante pour que la relation (?)
soit v�eri��ee.

Solution :

1. Soit P =
nP

k=0

akX
k un �el�ement de R[X ]. Alors Q =

nP
k=0

ak
k + 1

X
k+1 est

un polynôme dont la d�eriv�ee est P . Ceci implique que l'application D est
surjective.

L'application D �etant surjective, Dm l'est �egalement, ainsi donc que fk.

Soit alors P 2 R[X ]. Il existe Q 2 R[X ] tel que P = f
k(Q) = f(fk�1(Q)).

Ainsi l'application f est surjective.

2. Si P 2 KerDm, alors P (m) = 0. Ceci entrâ�ne que P est de degr�e inf�erieur
ou �egal �a m�1. La r�eciproque est �evidente. Finalement KerDm = Rm�1 [X ].

3. On montre ais�ement que :

f0g � Ker f � Kerf2 � : : : � Kerfk = KerDm = Rm�1 [X ]

Ce dernier espace �etant de dimension m, chacun des noyaux est de dimension
�nie.

4. a) L'application ' �etant l'application induite par f sur Ker fp, est lin�eaire.
Si P 2 Ker fp, alors :

0 = f
p(P ) = f

p�1(f(P )) = f
p�1('(P ))

L'application ' est donc �a valeurs dans Ker fp�1.
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b) Si '(P ) = 0, alors, P 2 Ker fp \Ker f = Ker f .

Soit Q 2 kerfp�1. L'application f �etant surjective, il existe P 2 R[X ] tel que
Q = f(P ), et :

0 = f
p�1(Q) = f

p(P )

Ainsi P 2 Ker fp, et ' est une application surjective.

c) Appliquons le th�eor�eme du rang �a '.

dimKer fp = dimKer'+ rang(') = dimKer f + dimKer fp�1

5. On sait donc que :

dimKer fp � dimKer fp�1 = dimKer f

Ainsi, par t�elescopage, dimKer fp = p�dimKer f .

6. Supposons qu'il existe (k;m) tels que fk = D
m. Par la question pr�ec�edente,

k� dimKer f = m, et k divise m.

R�eciproquement, si k divise m, il existe p tel que m = pk et Dm = (Dp)k. Il
su�t de prendre f = D

p.

Exercice 2.4.

Pour tout (r; s) 2 (N� )2, on note Mr;s(R) l'espace vectoriel des matrices �a r
lignes et s colonnes �a coe�cients r�eels.

Dans cet exercice, n et p d�esignent deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux
�a 1 et A un �el�ement de Mn;p(R).

1. Montrer que t
AA = 0 si et seulement si A = 0.

On suppose d�esormais que A 6= 0.

2. Montrer que les matrices tAA et A t
A sont toutes deux diagonalisables dans

une base orthonorm�ee.

3. A tout vecteur colonneX 2 Mr;1(R), on associe la norme : kXkr =
p
tXX.

a) SoitW un vecteur propre de t
AA associ�e �a une valeur propre �. Calculer

(kAWkn)2 en fonction de � et kWkp.
b) En d�eduire que les valeurs propres de t

AA sont des r�eels positifs ou nuls.

4. a) Montrer que t
AA et A t

A ont les mêmes valeurs propres non nulles.

b) Montrer que Ker(tAA) = KerA et que Ker(A t
A) = Ker t

A. En d�eduire
que t

AA et A t
A ont même rang.

c) Quelle relation existe entre les valeurs propres de ces deux matrices ?

Solution :

1. La matrice t
AA est un �el�ement de Mp(R). L'�egalit�e

t
AA = 0 signi�e que

pour tout X 2 Mp;1(R);
t
AAX = 0.
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Donc, pour tout X 2Mp;1(R),
t
X

t
AAX = t(AX)(AX) = 0, soit jjAX jj2 = 0.

Ainsi, pour tout X 2 Mp;1(R); AX = 0, donc A = 0.

La r�eciproque est �evidente.

2. Les matrices t
AA et A t

A sont toutes deux sym�etriques r�eelles, et donc
diagonalisables dans une base orthonorm�ee.

3. a) Soit W 2 Mp;1(R) telle que
t
AAW = �W . En multipliant �a gauche par

t
W , il vient :

jjAW jj2n = �jjW jj2p.
b) Ainsi la valeur propre � v�eri�e :

� =
jjAW jj2n
jjW jj2p

> 0

4. a) Soit � une valeur propre non nulle de t
AA ; il existe un vecteur

X 2 Mp;1(R) non nul tel que : (?) t
AAX = �X .

Donc At
A(AX) = �AX .

� si AX 6= 0, alors AX un vecteur propre de At
A associ�e �a la valeur propre

�.

� si AX = 0, la relation (?) entrâ�ne que �X = 0, et comme X 6= 0, ceci
entrâ�ne que � = 0 en contradiction avec l'hypoth�ese de cette question.

Ainsi : � 2 Spec(tAA) n f0g =) � 2 Spec(At
A) n f0g

La d�emonstration de l'implication contraire est identique, en �echangeant les
rôles de A et t

A.

b) Soit X 2 Ker(tAA) : alors tAAX = 0, d'o�u t
X

t
AAX = 0, ou jjAX jj2 = 0,

ce qui entrâ�ne que AX = 0 et X 2 KerA.

R�eciproquement, si AX = 0, alors t
AAX = 0.

Ainsi :
Ker(tAA) = KerA.

La d�emonstration de Ker(A t
A) = Ker(tA) est identique, en �echangeant les

rôles.

? La matrice A repr�esente une application lin�eaire de Rp dans Rn . Le
th�eor�eme du rang indique que : p = dimKerA+ rgA.

? La matrice t
A repr�esente une application lin�eaire de Rn dans Rp . Le

th�eor�eme du rang indique que : n = dimKer(tA) + rg(tA).

Or les matrices A et t
A ont même rang. Ainsi, par la question pr�ec�edente :

rg(tAA) = p� dimKerA = n� dimKer(tA) = rg(At
A)

c) Les matrices tAA et At
A ont les mêmes valeurs propres non nulles. Leurs

spectres ne di��erent donc �eventuellement que de 0. Elles ont �egalement même
rang. La dimension du sous-espace propre associ�e �a 0, lorsque 0 est valeur
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propre de l'une et/ou l'autre, est donc bien d�etermin�e, d�es que l'on connâ�t
ce rang.

Exercice 2.5.

Soit f l'endomorphisme de R3 d�e�ni par f(x; y; z) = (x; 0; y).

1. D�eterminer le noyau et l'image de f .

2. Soit E = f(x; y; 0) j (x; y) 2 R2g. D�eterminer f(E) et f�1(E).

3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution :

1. On a par d�e�nition

Ker f = f(x; y; z) j x = y = 0g = f(0; 0; z) j z 2 Rg
Ainsi Ker f est de dimension 1.

De même Im f est de dimension 2 et est caract�eris�ee par

Im f = f(x; 0; y) j (x; y) 2 R2g
2. E est un sous{espace vectoriel de R3 de dimension 2.
Il vient :

f(E) = Im(fjE ) = f(x; 0; y) j (x; y) 2 R2g = Im f

En�n :

f
�1(E) = f(x; y; z) j f(x; y; z) 2 Eg

= f(x; y; z) j (x; 0; y) 2 Eg = f(x; 0; z)g = f(E)

3. Le noyau de f �etant de dimension 1, on sait que � = 0 est valeur propre
et le sous-espace propre associ�e est Ker f .

Si � est une valeur propre non nulle de f , f(x; y; z) = �(x; y; z) est �equivalent
�a 8<

:
x = �x

0 = �y

y = �z

? Si �1, il vient x = y = z = 0 et � n'est pas valeur propre.

? Si � = 1, il vient y = z = 0 et 1 est valeur propre, le sous-espace propre
associ�e �etant de dimension 1.

L'endomorphisme f n'est pas diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soient n > 3, E = Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n (on confondra polynôme et fonction polynôme associ�ee), b 2 R

et ' : E ! E; f 7! '(f) d�e�ni par :

'(f)(x) = (x� b)
�
f
0(x) + f

0(b)
�
� 2
�
f(x)� f(b)

�
.
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o�u f
0 d�esigne la d�eriv�ee du polynôme f .

1. Montrer que ' est un endomorphisme de E.

2. D�eterminer le plus grand entier k v�eri�ant :

8 f 2 E; 9 � 2 E;'(f)(x) = (x� b)k�(x).

3. D�eterminer le noyau et l'image de '.

4. D�eterminer, pour k > 3, '(f) lorsque f(x) = (x � b)k. L'endomorphisme
' est-il diagonalisable ?

Solution :

1. La lin�earit�e de ' est claire, par lin�earit�e de la d�erivation et propri�et�es des
op�erations et si f 2 Rn [X ], il en est de même de '(f).

2. Pour tout f , '(f)(b) = 0.

On a : ['(f)]0(x) = f
0(x) + f

0(b)+ (x� b)f 00(b)� 2f 0(x), donc ['(f)]0(b) = 0.

De plus ['(f)]00(x) = �f 00(x) + f
00(b), donc ['(f)]00(b) = 0.

En�n ['(f)](3)(x) = �f 000(x), qui n'est pas n�ecessairement nul.
Ainsi b est racine au moins triple de '(f), mais n'est pas n�ecessairement
racine d'ordre plus �elev�e.
L'entier k maximal tel que pour tout f 2 E, '(f)(x) = (x�b)k�(x) est k = 3.

3. D'apr�es la question pr�ec�edente, si f 2 Ker', alors f 000 = 0 ; donc

Ker' � R2 [X ].

De même, si g 2 Im', alors (x � b)3 divise g. Donc

Im' � F = fP 2 E j P (x) = (x� b)3Q(x)g
Si l'une des deux inclusions pr�ec�edentes �etait stricte, comme dimR2 [X ] = 3
et dimF = n� 2, on aurait une contradiction vis �a vis du th�eor�eme du rang.
Ainsi :

Ker' = R2 [X ]; Im' = F

4. Un calcul imm�ediat donne pour f(x) = (x� b)k et pour k > 3,

'(f)(x) = (k � 2)f(x).

Le noyau de ' est de dimension 3 et f1; 2; : : : ; n�2g est l'ensemble des valeurs
propres non nulles, chaque sous-espace propre associ�e �a une valeur propre non
nulle �etant de dimension au moins �egale �a 1.
Les sous-espaces propres de ' �etant en somme directe, chaque sous-espace
propre associ�e �a une valeur propre non nulle est exactement de dimension 1
et ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n + 1 et '
est diagonalisable.

Exercice 2.7.
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Soit u l'endomorphisme de l'espace vectoriel E = R3 d�e�ni, dans la base
canonique de cet espace, par la matrice

U =

0
@ 1 1 �1
0 �1 1
1 0 0

1
A

1. a) D�eterminer u � u � u.
b) En d�eduire tous les sous-espaces de dimension 1 stables par u .

2. Soit P un plan stable par u et soit v la restriction de u �a P .

a) Montrer que v n'est pas l'endomorphisme nul.

b) Montrer que v � v = 0.

c) Montrer qu'il existe x dans P tel que
�
x; v(x)

�
est une base de P .

d) Comparer P et l'image de u. Conclure.

3. D�eterminer tous les sous-espaces de E stables par u.

Solution :

1. a) Un calcul matriciel donne u3 = 0.

b) La seule valeur propre de u est donc 0. On d�etermine alors le noyau de

u qui est engendr�e par le vecteur

0
@ 0
1
1

1
A et donc de dimension 1.

C'est le seul sous-espace stable de dimension 1, puisque si F est un tel sous-
espace, et si x en est une base, alors U(F ) � F =) 9� 2 R; u(x) = �x, ce
qui signi�e que F est un sous-espace propre.

2. a) Si v �etait identiquement nul, l'endomorphisme u aurait un noyau de
dimension sup�erieure ou �egale �a 2, ce qui n'est pas le cas.

b) Supposons v2 6= 0 : il existe x 2 P tel que v2(x) 6= 0. Montrons que la
famille (x; v(x); v2(x)) est libre.

Si ax+ bv(x) + cv
2(x) = 0, en appliquant v2, il vient a = 0, puis en revenant

au d�epart et en appliquant v, on obtient b = 0, en�n c = 0.

Or ces trois vecteurs sont �el�ements de P ; ceci est en contradiction avec la
dimension de P et v2 = 0.

c) Comme v 6= 0, il existe x 2 P tel que v(x) 6= 0. Une d�emonstration
analogue �a la d�emonstration pr�ec�edente montre que

�
x; v(x)

�
est une base de

P .

d) On remarque d'abord que
�
x; v(x)

�
2 Keru2 (question 2.b). Montrons

ensuite que Imu = Keru2.

En e�et, comme u3 = 0, on a Imu � Keru2. En�n ces deux sous-espaces de
E sont de dimension 2 (par le th�eor�eme du rang et parce que u2 6= 0).
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Ainsi P = Imu.

3. On vient de d�eterminer les sous-espaces stables de dimension 1 (Keru) et
de dimension 2 (Imu). Il reste les deux sous-espaces stables triviaux f0g et
E.

Exercice 2.8.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n > 2 et soit u un endomor-
phisme de E .

1. Dans cette question uniquement on suppose qu'il existe un projecteur p de
E tel que p � u� u � p = u.
a) Montrer que u � p = 0.

b) En d�eduire que u � u = 0.

2. Dans cette question uniquement on suppose que u � u = 0.

a) Montrer que Im(u) � Ker(u).

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que : Im(u) � H � Ker(u) et
soit S un suppl�ementaire de H . Soit q la projection sur H parall�element �a S.
Calculer q � u� u � q.
3. Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'il existe un projecteur
p de E tel que p � u� u � p = u.
Cette condition �etant suppos�ee remplie, y-a-t'il toujours unicit�e du projecteur
p ?

4. Soit l'espace vectoriel E = R2 et u l'endomorphisme de E dont la matrice

dans la base canonique est �egale �a

�
�2 4
�1 2

�
.

D�eterminer un projecteur p de E tel que p � u� u � p = u.

Solution :

1. a) u = p � u� u � p =) p � u = p
2 � u� p � u � p = p � u� p � u � p, d'o�u :

p � u � p = 0

De même, u � p = p � u � p� u � p2 = �u � p, d'o�u :

u � p = 0

b) D'o�u u = p � u et donc u2 = p � (u � p) � u = 0.

2. a) Soit x 2 Imu, il existe z 2 E tel que x = u(z) et u(x) = u
2(z) = 0,

donc x 2 Keru, ce qui prouve l'inclusion demand�ee.

b) On a u� q = 0 (car H � Keru) et pour tout x 2 E, q
�
u(x)

�
= u(x) (car

u(x) appartient �a Imu, donc �a H). Ainsi :

q � u� u � q = u
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3. Ce qui pr�ec�ede montre que la condition n�ecessaire et su�sante cherch�ee
est u2 = 0.

Il y a en g�en�eral plusieurs fa�cons de choisir H (si ImuKeru), ce qui conduit
�a plusieurs choix du projecteur p.

4. Ici D = Imu = Keru = Vect(2; 1). N'importe quel projecteur d'image D

convient. On peut proposer celui dont la matrice est

�
4=5 2=5
2=5 1=5

�
.

Exercice 2.9.

Soit p un entier tel que p > 2. On note Hp l'ensemble des suites r�eelles
U = (un)n2N telles que un+p = un pour tout n 2 N.

1. Montrer que Hp est un espace vectoriel r�eel de dimension p.

2. Montrer que l'application ' d�e�nie sur Hp par, pour tout U = (un) 2 Hp :

'(U) =

p�1X
k=0

uk

est lin�eaire.

3. Soit x 2 [0; 1[. Montrer que la s�erie
P

unx
n converge.

On pose fU (x) =
+1P
n=0

unx
n.

Calculer fU (x) en fonction de PU (x) o�u PU =
p�1P
k=0

ukX
k.

En d�eduire que fU (x) admet une limite ` 2 R quand x tend vers 1 par valeurs
inf�erieures si et seulement si U 2 Ker'.

Solution :

1. Hp est l'ensemble des suites de p�eriode p.

� la suite identiquement nulle est un �el�ement de Hp : cet ensemble est
donc non vide.

� on montre ais�ement que si U et V sont deux suites de p�eriode p, alors,
pour tout scalaire �, la suite U + �V est p�eriodique de p�eriode p.

Soit T l'application d�e�nie sur Hp �a valeurs dans Rp telle que :

T (U) = (u0; u1; : : : ; up�1)

Cette application est un isomorphisme entre ces deux espaces vectoriels, ce
qui montre que Hp est de dimension p. En e�et :

� elle est trivialement lin�eaire ;

� si T (U) = 0, la suite U �etant p-p�eriodique, alors U = 0 ; ainsi T est
injective ;
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� toute suite p-p�eriodique est enti�erement d�etermin�ee par ses p premiers
�el�ements u0; u1; : : : ; up�1 ; ainsi T est surjective (notons d'ailleurs que ceci
montre en une seule fois que T est bijective).

2. La lin�earit�e de ' se d�eduit de la lin�earit�e de l'application somme.

3. La suite U �etant p�eriodique, elle est born�ee par M = max
16i6p

juij. Ainsi,
pour x 2 [0; 1[ et n > 0; junxnj 6M jxjn, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie
g�eom�etrique convergente puisque jxj < 1.

La s�erie
+1P
n=0

unx
n �etant convergente, pour tout x 2 [0; 1[, on peut �ecrire :

fU (x) = lim
k!+1

kpP
n=0

unx
n

Or, par p-p�eriodicit�e :
kpP
n=0

unx
n = PU (x)(1 + x

p + x
2p + � � �xkp) = PU (x)

1� x
(k+1)p

1� x
p

Ce qui entrâ�ne que :

fU (x) =
PU (x)

1� x
p

� si U 2 Ker', alors PU (1) = 0, ce qui entrâ�ne que le polynôme PU est
divisible par X � 1.
Or, 1�X

p = (1�X)(1 +X +X
2 + � � �+X

p�1).
Apr�es simpli�cation par x� 1, le passage �a la limite lorsque x tend vers 1 est
alors licite et :

lim
x!1�

PU (x)

1� x
p = ` 2 R

� si U =2 Ker', alors PU (1) 6= 0, ce qui entrâ�ne que :

lim
x!1�

���PU (x)
1� x

p

��� = +1.

Exercice 2.10.

Dans tout l'exercice on confond polynôme et fonction polynôme associ�ee.
1. On consid�ere l'application � : (R[X ])2 ! R d�e�nie par

�(P;Q) =

Z 1

0

P (x)Q(x)p
1� x

dx.

D�emontrer que � est un produit scalaire sur R[X ] qu'on notera h ; i .
La base canonique de Rn [X ] est-elle orthogonale pour ce produit scalaire ?

Pour tout n 2 N
� et tout polynôme non nul A de degr�e a inf�erieur ou �egal �a

n on note RA l'application de Rn [X ] dans Rn [X ] qui, au polynôme P , associe
le reste de la division euclidienne de P par A.

2. Dans cette question, on suppose que n = 3 et que A(X) = 1 +X +X
2.
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Donner la matrice de RA sur la base canonique de R3 [X ]. Pr�eciser le noyau
et l'image de RA.

3. Dans la suite, n est un entier sup�erieur ou �egal �a 2 et A un polynôme de
degr�e a non nul.

a) Montrer que RA est un endomorphisme de Rn [X ].

b) Montrer que RA est un projecteur dont on d�eterminera le noyau et
l'image en en donnant des bases respectives.

c) Donner les valeurs propres de RA ainsi que les sous-espaces propres
associ�es.

Pr�eciser les cas a = 0 et a = n.

4. a) On suppose que A n'admet pas de racine r�eelle dans [0; 1].

Montrer alors que 1 et A ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire
h ; i.
b) On suppose a est sup�erieur ou �egal �a 1 et que A admet une racine r�eelle

x0 appartenant �a [0; 1], c'est-�a-dire que A = (X�x0)B o�u B est un polynôme
de degr�e a� 1.

Montrer que B et (X � x0)
2
B ne sont pas orthogonaux.

c) En d�eduire que si a 6= 0 et a 6= n, RA n'est pas un projecteur orthogonal.

Solution :

1. ? � est bien d�e�nie, car une fonction polynôme est born�ee sur [0; 1] et

il existe M > 0 tel que 8 t 2 [0; 1];
jP (t)Q(t)jp

1� t
6 Mp

1� t
. La convergence

de l'int�egrale de la fonction majorante donne la convergence (absolue) de
l'int�egrale propos�ee.

? � est banalement bilin�eaire sym�etrique et positive. En�n le th�eor�eme de
positivit�e de l'int�egrale montre que si �(P; P ) = 0, alors le polynôme P

s'annule en tout point de [0; 1], donc est le polynôme nul.

� est un produit scalaire sur R[X ]

�(1; X) =

Z 1

0

xp
1� x

dx > 0, donc 1 et X ne sont pas orthogonaux.

2. On a :8>><
>>:

1 = 0(1 +X +X
2) + 1

X = 0(1 +X +X
2) +X

X
2 = 1(1 +X +X

2)� 1�X

X
3 = (X � 1)(1 +X +X

2) + 1

, soit M =

0
B@
1 0 �1 1
0 1 �1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA

Clairement KerRA est l'ensemble des polynômes divisibles par 1 +X +X
2

et ImRA = Vect(1; X)
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3. a) Si P1 = AQ1 + R1 et P2 = AQ2 + R2, avec degR1 < a et degR2 < a,
alors, pour tout scalaire � : P1 + �P2 = A(Q1 + �Q2) + R1 + �R2, avec
deg(R1 + �R2) < a.

Ainsi RA(P1 + �P2) = R1 + �R2 = RA(P1) + �RA(P2) et RA est lin�eaire.

En�n, comme a 6 n, RA est bien un endomorphisme de Rn [X ].

b) Comme deg(RA(P )) < a, on a RA(P ) = 0:A+RA(P ) et par cons�equent
RA(RA(P )) = RA(P ), donc RA �RA = RA et RA est un projecteur.

Le noyau de RA est form�e des polynômes multiples de A et une base de ce
sous-espace de Rn [X ] est par exemple (A;AX;AX2

; : : : ; AX
n�a).

L'image de RA est Ra�1 [X ], dont une base est (1; X; : : : ; Xa�1).

c) RA �etant un projecteur, ses valeurs propres ne peuvent être que 0 et 1,
avec E(0) = KerRA et E(1) = ImRA, lorsque ces sous-espaces ne sont pas
r�eduits au vecteur nul.

? Si a = 0, alors RA = 0 et 0 est la seule valeur propre.
? Si a = n, alors E(0) = Vect(A) et E(1) = Rn�1 [X ].

4. a) A garde un signe constant sur [0; 1], donc �(1; A) =

Z 1

0

A(t)p
1� t

dt0 et

A 2 KerRA, 1 2 ImRA.

b) (X � x0)
2
B

2 reste positif ou nul sur [0; 1], mais n'est pas le polynôme

nul, donc : �(B; (X�x0)
2
B) =

Z 1

0

(t� x0)
2
B

2(t)p
1� t

dt > 0 et B et (X�x0)
2
B

ne sont pas orthogonaux.
Or (X � x0)

2
B 2 KerRA et B 2 ImRA, puisque degB < degA et le degr�e

de (X � x0)
2
B n'exc�ede pas n.

c) Ainsi, sous les conditions impos�ees, dans tous les cas on a trouv�e un
vecteur de l'image et un vecteur du noyau non orthogonaux : RA n'est pas
un projecteur orthogonal.

Exercice 2.11.

On rappelle que la donn�ee d'une fonction polynomiale sur [0; 1] d�e�nit
enti�erement cette fonction sur R.
1. A toute fonction polynomiale P de R[X ] on associe la fonction '(P ) d�e�nie
sur [0; 1] par :

'(P )(x) =
p
1� x

Z 1

x

P (t)p
1� t

dt.

a) Rappeler pourquoi la famille B = (1; 1�X; : : : ; (1�X)n) est une base
de Rn [X ].

b) Calculer, pour p 2 N, l'image par ' de (1�X)p.

c) Montrer que l'application P 7! '(P ) d�e�nit une application lin�eaire de
R[X ] dans R[X ].
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Pour P 2 R[X ], pr�eciser le degr�e de '(P ) en fonction de celui de P .

d) L'endomorphisme ' est-il injectif ? surjectif ? Quelles sont les valeurs
propres �eventuelles de ' ?

2. a) Soit Fn le sous-espace vectoriel de Rn+1 [X ] de base B0 d�e�nie par :
B0 =

�
(1�X); (1�X)2; : : : ; (1�X)n+1

�
.

Montrer que '(Rn [X ]) = Fn.

Soit 	n la restriction de ' �a Rn [X ] comme ensemble de d�epart et �a Fn comme
ensemble d'arriv�ee.

b) �Ecrire la matrice Mn de 	n relativement aux bases B et B0.
En d�eduire que 	n est un isomorphisme de Rn [X ] sur Fn. D�eterminer M�1

n

ainsi que 	�1
n ((1�X)k) pour 1 6 k 6 n+ 1.

Pr�eciser les valeurs propres de Mn.

c) Soit k un entier tel que 2 6 2k 6 n. Soit Pk(X) = X
k(1�X)k.

Montrer que Pk est un �el�ement de Fn. Le d�ecomposer sur la base B0.
D�eterminer 	�1

n (Pk). En d�eduire les ant�ec�edents de Pk par '.

Solution :

1. a) La famille B =
�
1; 1�X; : : : ; (1 �X)n

�
est �a degr�es �echelonn�es ; c'est

donc une base de Rn [X ].

b) Soit Pp(X) = (1�X)p. On a

'(Pp)(x) =
p
1� x

Z 1

x

(1� t)pp
1� t

dt

Cette int�egrale est convergente, car la fonction �a int�egrer est (1� t)p�
1
2 , qui

est une fonction de r�ef�erence (Riemann). Un calcul imm�ediat donne

'(Pp)(x) =
(1� x)p+1

p+ 1
2

c) La lin�earit�e de ' est �evidente et on vient de montrer que l'image d'un
�el�ement de la base B est un multiple de l'�el�ement hh suivant ii de cette base.
' est donc un endomorphisme de R[X ].

Toujours par la question pr�ec�edente, il vient deg'(P ) = degP + 1.

d) Comme deg'(P ) = degP + 1, l'application ' est injective. Par contre,
elle n'est pas surjective, puisque R0 [X ] n'est pas inclus dans Im'.

En�n, quel que soit � r�eel, l'�equation '(P ) = �P n'a pas de solution non

nulle, puisque :

? pour �0 et P0, deg'(P ) = degP + 1degP = deg(�P ) ;

? pour � = 0, l'�equation '(P ) = 0 n'admet que la solution P = 0.

Ainsi : SpecR' = ;.
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2. a) Cela r�esulte du calcul fait en 1. b).

b) Et encore par les calculs faits en 1. b) :

Mn = diag( 1
1=2

;
1
3=2

; : : : ;
1

n+ 1=2
) = diag(2; 2

3
; : : : ;

2
2n+ 1

)

Cette matrice est �evidemment inversible, et :

M
�1
n = diag(1

2
;
3
2
; : : : ;

2n+ 1
2

)

Ainsi 	�1
n

�
(1 �X)k

�
= 2k � 1

2
(1�X)k�1. La matrice Mn �etant diagonale,

ses valeurs propres sont �evidentes.

c) On a Pk(1) = 0 et Pk est de degr�e 2k 6 n ; ainsi Pk 2 Fn.

On �ecrit alors :

Pk(X) = (1�X)kXk = (1�X)k((1 + (X � 1))k =
kP
i=0

(�1)iCi
k(1�X)k+i

Donc :

	�1
n (Pk) =

kP
i=0

(�1)iCi
k

2(k + i)� 1
2

(1�X)k+i�1

Pour terminer, on se rappelle que 	n est la restriction de ' �a Rn [X ]
comme ensemble de d�epart et �a Fn comme ensemble d'arriv�ee, ce qui permet

d'achever la question.

Exercice 2.12.

Soit A la matrice d'ordre 3 d�e�nie par

A =
1

3

0
@ 1 �2 �2
�2 1 �2
�2 �2 1

1
A

On note f l'endomorphisme associ�e �a la matrice A dans la base canonique de
R3 . On note �egalement hu; vi le produit scalaire canonique de deux vecteurs
u; v de R3 .

1. a) D�eterminer les valeurs propres de A

(on pourra utiliser la matrice J =

0
@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
A).

b) l'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soit e un vecteur propre de norme 1 associ�e �a la valeur propre �1. Montrer
que pour tout u 2 R3 , il existe un r�eel �(u) tel que

u = �(u)e+ u
0
; avec hu0; ei = 0

D�eterminer �(e).

3. Soit F = fu 2 R3 j hu; f(u)i = 0g.
a) Montrer que u 2 F si et seulement si j�(u)j = jju0jj.
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b) Soient (u; v) 2 F
2. Montrer que u+ v 2 F si et seulement si (u; v) est

li�e.

c) Quels peuvent être les sous-espaces vectoriels de R3 inclus dans F ?

Solution :

1. a) On s'aper�coit que A� I = �2
3
J .

La matrice J v�eri�e J2 = 3J . Ses valeurs propres sont donc incluses dans
l'ensemble f0; 3g. Or elle est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable.
Comme J0 et J3I , ses valeurs propres sont exactement 0 et 3.

les valeurs propres de A sont alors �1.
Proposons une seconde m�ethode : la matrice A est sym�etrique r�eelle, donc
diagonalisable. On s'aper�coit que ses colonnes sont deux �a deux orthogonales
et norm�ees : c'est une matrice orthogonale. Elle est diagonalisable et ses
valeurs propres sont alors �1.
On pourrait �egalement remarquer que A2 = I .

b) Nous avons d�ej�a r�epondu �a cette question. Les sous-espaces propres de
f sont

E1 = f(x; y; z) j x+ y + z = 0g ; E�1 = f(x; y; z) j x = y = zg

2. Le sous-espace propre E�1 est de dimension 1, engendr�e par exemple par
le vecteur (1; 1; 1). Il est orthogonal �a E1 qui est de dimension 2.
L'endomorphisme f �etant diagonalisable, ces deux sous-espaces sont suppl�ementaires
dans R3 . Ainsi, tout vecteur u se d�ecompose sous la forme :

u = �(u)e+ u
0
; avec hu0; ei = 0:

Comme e = e+ 0, l'unicit�e de cette d�ecomposition entrâ�ne �(e) = 1.

3. On remarquera que F n'est pas un sous-espace vectoriel.

a) Soit u 2 F . Alors

h�(u)e+ u
0
;��(u)e+ u

0i = 0

Et comme he; u0i = 0, cela est �equivalent �a �(u)2 = jju0jj2.
b) Dire que u+ v 2 F signi�e que hu+ v; f(u) + f(v)i = 0. Comme u 2 F

et v 2 F , ceci est �equivalent �a :

hu; f(v)i+ hv; f(u)i = 0

ou, par un calcul imm�ediat :

�2�(u)�(v) + 2hu0; v0i = 0

Or les hypoth�eses de la question sont �equivalentes �a :

j�(u)j = jju0jj ; j�(v)j = jjv0jj
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Ainsi u + v 2 F est �equivalent �a jhu0; v0ij = jju0jj � jjv0jj, c'est-�a-dire le cas
d'�egalit�e dans l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz.
Les vecteurs u0 et v0 sont donc li�es. �Ecrivons alors : v0 = �u

0.

On a

�(u)�(v) = �hu0; u0i = �(�(u))2

Si on avait �(u) = 0, alors on aurait u = u
0, avec jju0jj = j�(u)j = 0, donc

u = 0, ce qui est contraire �a l'hypoth�ese. Ainsi �(u)0 et en simpli�ant :

�(v) = ��(u), ce qui entrâ�ne que u et v sont li�es.
La r�eciproque est �evidente.

c) On d�eduit de la question pr�ec�edente que les seuls sous-espaces vectoriels
de R3 inclus dans F ne peuvent être que des droites vectorielles.

Exercice 2.13.

Soit n 2 N� et Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n. Soit � l'endomorphisme de Rn [X ] d�e�ni par :

� : P 7�! X(1�X)P 00 + (1� 2X)P 0

Pour tout entier p tel que 0 6 p 6 n, on consid�ere le polynôme Up =

X
p(1 � X)p et Lp = 1

p!
(Up)

(p), o�u (Up)
(p) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre p de

Up.

1. V�eri�er que � est bien un endomorphisme de Rn [X ] et donner la matrice
de � relativement �a sa base canonique (1; X; : : : ; Xn).

2. Donner les valeurs propres de �. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. Calculer le degr�e et le coe�cient dominant de Lp.

4. On pose Lp =
pP

k=0

`p;kX
k. D�emontrer que :

`p;k = (�1)kCk
pC

k
p+k

5. a) Trouver une relation de r�ecurrence entre `p;k et `p;k+1.

b) �Ecrire un programme Pascal permettant d'obtenir les coe�cients de Lp.
En voici l'entête :

Program Calcul ;

Const Deg Max = 100 ;

Type Polynome = Array[0..Deg Max] Of LongInt ;

Procedure Calcul Lp(

6. Montrer que Lp est vecteur propre de �.

Solution :
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1. La lin�earit�e de � r�esulte de la lin�earit�e de la d�erivation et des propri�et�es
des op�erations. D'autre part, si degP = k 6 n, alors deg�(P ) 6 k 6 n, donc
� est bien un endomorphisme de Rn [X ].
Pour k > 2, on a :

�(Xk) = X(1�X)k(k � 1)Xk�2 + (1� 2X)kXk�1

= �k(k + 1)Xk + k
2
X

k�1,

tandis que �(1) = 0 et �(X) = �2X + 1, d'o�u :

M(�) =

0
BBBBBB@

0 1
�2 4

�6
. . .

. . .

n
2

�n(n+ 1)

1
CCCCCCA

Les coe�cients mi;j tels que i > j ou j > i+ 1 �etant tous nuls.

2.M est trigonale sup�erieure, ses valeurs propres sont donc en �evidence sur la
diagonale, il s'agit des nombres deux �a deux distincts : �k(k+1), 0 6 k 6 n.

Ainsi M 2Mn+1(R) admet n+ 1 valeurs propres, donc est diagonalisable.

3. Up = (�1)pX2p + � � �, donc U (p)
p = (�1)p(2p)(2p� 1) : : : (p+ 1)Xp + � � �,

Par cons�equent Lp est de degr�e p et de coe�cient dominant :

(�1)p (2p)!
p!p!

= (�1)pCp
2p

4. On a Up(x) =
pP

k=0

Ck
p(�1)kxp+k et comme x 7! i!

(i� p)!
x
i�p est la d�eriv�ee

p-i�eme de la fonction x 7! x
i (pour i > p), il vient :

p!Lp(x) =
pP

i=0

Ci
p(�1)i

(i+ p)!

i!
x
i, soit :

8 k 2 [[0; p]]; `p;k = (�1)kCk
pC

k
p+k

5. a) Le retour aux factorielles donne, pour k < p :

`p;k+1 = � (p� k)(p+ k + 1)

(k + 1)2
`p;k

b)
Program Calcul ;

Const Deg Max = 100 ;

Type Polynome = Array[0..Deg Max] Of LongInt ;

Procedure Calcul Lp(Var L :polynome ; p :integer) ;

Var k :integer

Begin

L[0] :=1 ;

For k :=0 to p-1 do
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L[k+1] :=(-(p-k)*(p+k+1)*L[k]/((k+1)*(k+1)) ;

End ;

6. On a, pour tout p : (X �X
2)U 0p = p(1� 2X)Up et en d�erivant p+ 1 fois,

grâce �a la formule de Leibniz :

(X �X
2)U

(p+2)
p + (p+ 1)(1� 2X)U

(p+1)
p � p(p+ 1)U

(p)
p

= p(1� 2X)U
(p+1)
p � 2p(p+ 1)U

(p)
p

En divisant par p!, et en simpli�ant il reste :

�(Lp) = �p(p+ 1)Lp

Exercice 2.14.

1. On noteM2(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre 2 �a coe�cients r�eels

muni de sa base canonique B = (E1;1; E1;2; E2;1; E2;2). Soit A =

�
1 2
3 4

�
.

Soit fA l'application d�e�nie surM2(R) par, pour tout X 2 M2(R), fA(X) =
XA.

a) Montrer que fA est un endomorphisme de M2(R) et d�eterminer M sa
matrice associ�ee dans la base B.
b) En d�eduire la trace de fA (ou de M). (La trace d'une matrice carr�ee

est la somme des �el�ements de sa diagonale principale et on rappelle que deux
matrices semblables ont la même trace).

c) Montrer que fA est un automorphisme de M2(R) et d�eterminer f�1
A .

2. On souhaite maintenant g�en�eraliser la question pr�ec�edente. Soit n un entier
naturel, n > 2. On note Mn(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre n �a
coe�cients r�eels muni de sa base canonique B = (Ei;j)16i6n;16j6n.

Soit C dans Mn(R) et fC l'application d�e�nie sur Mn(R) par :

pour tout X 2Mn(R), fC(X) = XC.

a) Montrer que si C est p-nilpotente (c'est-�a-dire si Cp = 0) il en est de
même pour fC .

b) D�eterminer la trace de fC (on pourra commencer par calculer fC(Ei;j)).

c) Montrer que fC est un automorphisme de Mn(R) si et seulement si C
est inversible.

Solution :

1. a) fA est bien une application de M2(R) dans lui-même et sa lin�earit�e est
�evidente.

On a : fA(E1;1) =

�
1 0
0 0

��
1 2
3 4

�
=

�
1 2
0 0

�
= E1;1 + 2E1;2 ;
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fA(E1;2) =

�
0 1
0 0

��
1 2
3 4

�
=

�
3 4
0 0

�
= 3E1;1 + 4E1;2 ;

fA(E2;1) =

�
0 0
1 0

��
1 2
3 4

�
=

�
0 0
1 2

�
= E2;1 + 2E2;2 ;

fA(E2;2) =

�
0 0
0 1

��
1 2
3 4

�
=

�
0 0
3 4

�
= 3E2;1 + 4E2;2 ;

M(fA) =

0
B@
1 3 0 0

2 4 0 0
0 0 1 3
0 0 2 4

1
CA

b) D'o�u : tr(fA) = 10 = 2 tr(A).

c) la matrice pr�ec�edente est inversible, d'inverse :�1
2

0
B@

4 �3 0 0
�2 1 0 0
0 0 4 �3
0 0 �2 1

1
CA.

2. a) On a f
2
C(X) = fC(XC) = (XC)C = XC

2 et, par r�ecurrence

f
p

C(X) = XC
p. Ainsi si Cp = 0, alors f

p

C = 0 et fC est un endomorphisme
nilpotent de Mn(R).

b) La matrice fC(Ei;j) = Ei;jC a toutes ses lignes nulles, sauf sa i-i�eme o�u
on e�ectue une recopie de la j-i�eme ligne de C. En notant C = (ci;j), on a
donc :

fC(Ei;j) =
nP

k=1

cj;kEi;k

Ainsi la coordonn�ee de fC(Ei;j) sur Ei;j vaut cj;j et :

tr(fC) =
P
i;j

cj;j = n tr(C)

c) ? Si C est inversible, alors on peut d�e�nir fC�1 et :

8X 2 Mn(R); fC�1 � fC(X) = (XC)C�1 = X , i.e. fC�1 � fC = id

On peut v�eri�er que l'on a aussi fC � fC�1 = id, mais c'est inutile puisque
l'on manipule des endomorphismes d'un espace de dimension �nie n2.

Bref si C est inversible, alors fC 2 GL(Mn(R)).

R�eciproquement, supposons que fC 2 GL(Mn(R)), alors il existe une matrice
D 2 Mn(R) telle que fC(D) = In, c'est-�a-dire telle que DC = In, ce qui
prouve que C est inversible, d'inverse D.

Exercice 2.15.

On consid�ere l'espaceMpR) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients
r�eels.
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Pour x =

0
@
x1
...
xp

1
A et y =

0
B@
y1
...
yp

1
CA vecteurs de Rp , on pose :

hx j yi = x1y1 + � � �+ xpyp

Si x 2 Rp , on note par kxk la norme euclidienne du vecteur x (ainsi

kxk2 = hx j xi). Si E est un sous{espace vectoriel de Rp , on d�esigne par
E
? le sous espace des vecteurs orthogonaux �a tous les vecteurs de E.

1. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que Im(B) � Im(A).

a) Soit x 2 Rp . Montrer qu'il existe un unique vecteur y appartenant �a

(Ker(A))
?
tel que Bx = Ay. On notera u(x) cet unique vecteur y.

b) V�eri�er que l'application u ainsi d�e�nie est lin�eaire. On notera X sa
matrice.

c) Montrer que X est l'unique matrice de Mp(R) v�eri�ant :

B = AX , KerX = KerB et Im(X) � (KerA)
?
.

On appelle cette solution X la solution r�eduite de l'�equation AY = B,
d'inconnue Y 2 Mp(R).

2. Soient A et B deux matrices de Mp(R). Montrer que l'�equation AY = B,
dansMp(R), admet au moins une solution si et seulement si Im(B) � Im(A).
A quelle condition cette �equation admet-elle une unique solution ?

3. Dans cette question, on se place dans M3(R) et on consid�ere les matrices

A =

0
@ 0 1 1
1 1 0
1 1 0

1
A et B =

0
@ 1 2 1
2 1 1
2 1 1

1
A

a) Montrer que l'�equation AY = B dans M3(R) admet des solutions.

b) D�eterminer la solution r�eduite de cette �equation.

Solution :

Dans tout cet exercice, on confond vecteur de Rp et matrice colonne canon-
iquement associ�ee.

1. a) Soit x 2 Rp , comme Im b � ImA, on voit qu'il existe a 2 Rp tel que
Bx = Aa.
D�ecomposons le vecteur a selon la somme directe orthogonale :

Rp = (KerA)� (KerA)?

sous la forme a = b+ y, il vient Bx = Ay.
De plus, si y1 2 (KerA)? est tel que Bx = Ay1, on voit que le vecteur y� y1

appartient �a l'espace KerA \ (KerA)? et par cons�equent est nul.
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L'existence et l'unicit�e sont donc prouv�ees.

b) La lin�earit�e de X s'obtient en utilisant l'unicit�e du vecteur y = Xx dans
(KerA)? tel que Bx = Ay.

c) Si Xx = 0, il est clair que Bx = AXx = 0. R�eciproquement, si
x 2 KerB, on a Bx = 0 = A0 et par cons�equent Xx = 0 (0 2 (KerA)?). On
a donc KerX = KerB et X v�eri�e bien toutes les conditions demand�ees.

Maintenant, si Y satisfait AY = B, avec KerY = KerB et ImY � (KerA)?,
on voit que pour tout x 2 R

p , on a Xx � Y x 2 (KerA)? \ KerA = f0g. Il
en r�esulte que l'on a X = Y , ce qui prouve l'unicit�e de la solution r�eduite.

2. Lorsque ImB � ImA, on obtient avec la question 1. une solution de
l'�equation AY = B.

R�eciproquement, il est clair que l'existence d'une matrice Y telle que AY = B

entrâ�ne l'inclusion ImB � ImA.

De plus, on remarque qu'il y a une unique solution si et seulement si la
matrice A (i.e. l'endomorphisme canoniquement associ�e) est injective, donc
bijective.

3. a) Soit (e1; e2; e3) la base canonique de R3 . On observe facilement que :

Be1 = A(e1 + e2), Be2 = A(e2 + e3) et Be3 = A(e1 + e3)

D'o�u ImB � ImA et par cons�equent l'�equation propos�ee admet des solutions.
Il y en a plusieurs car la matrice A n'est pas injective.

b) On trouve (KerA)? = Vect(u; v), avec u =

0
@ 0
1
1

1
A et v =

0
@ 1
1
0

1
A.

Il existe donc deux r�eels � et � tels que Xe1 = �u+�v =

0
@ �

�+ �

�

1
A. D'o�u :

Be1 =

0
@ 1
2
2

1
A = AXe1 =

0
@ 0 1 1
1 1 0
1 1 0

1
A
0
@ �

�+ �

�

1
A =

0
@ 2�+ �

�+ 2�
�+ 2�

1
A

Ce qui conduit �a � = 0 et � = 1, d'o�u Xe1 = v =

0
@ 1
1
0

1
A.

Deux syst�emes du même type permettent de trouver Xe2 = u =

0
@ 0
1
1

1
A, puis

Xe3 =
1
3
(u+ v) =

0
@ 1=3
2=3
1=3

1
A. On a donc :
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X =

0
@ 1 0 1=3
1 1 2=3
0 1 1=3

1
A

Exercice 2.16.

1. On rappelle que 8�1 2 R; 8�2 2 R; cos(�1��2) = cos �1 cos �2+sin �1 sin �2.

Soit z1 = �1(cos �1 + i sin �1) et z2 = �2(cos �2 + i sin �2) deux nombres
complexes non nuls.

Trouver une condition n�ecessaire et su�sante portant sur �1 et �2 pour que :

jz1 + z2j = jz1j+ jz2j
G�en�eraliser �a n nombres complexes (n > 3), c'est-�a-dire, si pour tout
k 2 [[1; n]], zk = �k(cos �k + i sin �k), d�eterminer une condition n�ecessaire
et su�sante portant sur �1; �2; : : : ; �n pour que :�� nP

k=1

zk

�� = nP
k=1

jzkj

2. Soit n un entier naturel, n > 2 et A = (ai;j) une matrice carr�ee d'ordre n
�a coe�cients complexes telle que :

8(i; j) 2 [[1;n]]2; ai;j 2 R
�

+

On suppose de plus que 8i 2 [[1; n]];
nP
j=1

ai;j = 1.

a) Montrer que le r�eel 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que si � 2 C est valeur propre de A, alors j�j 6 1, et si j�j = 1,
alors � = 1.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Que peut-on dire de la suite
(Ap)p2N ?

Solution :

1. ? On a :
jz1 + z2j = jz1j+ jz2j

() (�1 cos �1+ �2 cos �2)
2+ (�1 sin �1+ �2 sin �2)

2 = (�1 + �2)
2

() �
2
1 + �

2
2 + 2�1�2(cos �1 cos �2 + sin �1 sin �2) = (�1 + �2)

2

() cos(�1 � �2) = 1 (car �10 et �20)

() z1 et z2 ont même argument modulo 2�.

Le r�esultat reste valable si z1 ou z2 est nul, puisqu'alors son argument est
quelconque.

Supposons alors que pour n� 1 nombres complexes, le module de la somme
soit �egal �a la somme des modules si et seulement si ces n � 1 nombres ont
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le même argument modulo 2�, et consid�erons n nombres complexes tels que
l'on ait : �� nP

k=1

zk

�� = nP
k=1

jzkj

Alors :
n�1P
k=1

jzkj+ jznj =
nP

k=1

jzkj =
�� nP
k=1

zk

�� 6 �� n�1P
k=1

zk

��+ jznj

Par cons�equent
n�1P
k=1

jzkj =
�� n�1P
k=1

zk

�� et les n�1 nombres complexes z1; : : : ; zn�1

ont le même argument modulo 2�. On peut donc �ecrire z1 = �1e
i�
; : : : ; zn�1 =

�n�1e
i� et en posant z0 = z1 + � � �+ zn�1 = (�1 + � � �+ �n�1)e

i�, l'hypoth�ese
devient :

jz0 + znj = jz0j+ jznj
et donc zn a même argument que z0. Finalement tous les nombres ont même
argument, ce qui montre que la propri�et�e est encore vraie au rang n.

On conclut par le principe de r�ecurrence.

2. a) Si C est la colonne dont tous les coe�cients valent 1, on a AC = C et
1 est bien valeur propre de A.

b) ? Soit � une valeur propre de A (a priori complexe) et C =

0
@
x1
...
xn

1
A une

colonne propre (donc non nulle) associ�ee. On a :

8 i 2 [[1; n]]; �xi =
nP

j=1

ai;jxj

Soit i tel que jxij = max
j2[[1;n]]

jxj j, comme C0, on a jxij > 0 et :

�xi =
nP

j=1

ai;jxj =) j�j:jxij 6
nP

j=1

ai;j jxj j (les ai;j sont des r�eels positifs)

Ainsi, par le choix de l'indice i :

j�j 6
nP

j=1

ai;j
jxj j
jxij

6
nP

j=1

ai;j = 1

? Si j�j = 1, les in�egalit�es pr�ec�edentes sont des �egalit�es et comme les ai;j sont
strictement positifs : 8 j 2 [[1; n]]; jxj j = jxij et :

nP
j=1

ai;j = j�j =
�� nP
j=1

ai;j
xj

xi

�� = nP
j=1

��ai;j xj
xi

��
Ainsi tous les nombres ai;j

xj

xi
, 1 6 j 6 n ont le même argument, soit celui de

ai;i
xi
xi
, i.e. 0. Ayant le même module et le même argument, tous les xj sont

�egaux et la colonne C est propre pour la valeur propre 1 , soit � = 1.

3. Si A est diagonalisable, il existe P inversible telle que
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P
�1
AP = diag(�1; : : : ; �n) = D.

Alors Ap = PD
p
P
�1 et quitte �a renum�eroter les valeurs propres, on peut

supposer �1 = 1 et 8 k > 1; j�kj < 1 (en e�et A est diagonalisable et le sous-
espace propre associ�e �a 1 est la droite engendr�ee par la colonne dont tous les
coe�cients valent 1).

Par cons�equent la suite (Ap) converge (la convergence s'entendant coe�cient
par coe�cient) et sa limite est la matrice P diag(1; 0; : : : ; 0)P�1 qui est la
matrice d'un projecteur de rang 1.

Exercice 2.17.

Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h j i. Dans
les questions 1. et 2. on ne suppose pas que E est de dimension �nie.

1. Soit f une application de E dans E. Montrer que les deux propri�et�es
suivantes sont �equivalentes :

(i) : 8(x; y) 2 E
2
; hf(x)jyi = �hxjf(y)i

(ii) : f 2 L(E) et 8x 2 E; hf(x)jxi = 0. (L(E) d�esigne l'ensemble des
endomorphismes de E.)

f est dite antisym�etrique si et seulement si elle v�eri�e (i) ou (ii).

2. Soit f un endomorphisme de E (f 2 L(E)) et f antisym�etrique.

a) Montrer que Ker f est orthogonal �a Im f .

b) On pose s = f � f . Montrer que

� s est sym�etrique (c'est-�a-dire, 8(x; y) 2 E
2
; hs(x)jyi = hxjs(y)i),

� toute valeur propre de s est r�eelle et n�egative ou nulle et Im s � Im f

et Ker s = Ker f .

3. On suppose que E est de dimension �nie et l'on consid�ere une base or-
thonorm�ee B de E. Montrer qu'un endomorphisme f de E est antisym�etrique
si et seulement si la matrice A de f dans la base B v�eri�e t

A = �A.

Solution :

1. ii) =) i). En e�et, 8(x; y) 2 E
2 :

0 = hf(x+ y); x+ yi = hf(x) + f(y); x+ yi
= hf(x); xi + hf(y); yi+ hf(x); yi+ hf(y); xi = hf(x); yi + hf(y); xi

On a donc bien : hf(x); yi = �hf(y); xi.
i) =) ii).

Montrons d�ej�a que f est lin�eaire. Soit (x; y; z) 2 E
3 et � 2 R. On a :

� = hf(�x+ y)� �f(x)� f(y); zi = hf(�x + y); zi � �hf(x); zi � hf(y); zi
et en utilisant la propri�et�e i) :

� = �h�x+ y; f(z)i+ �hx; f(z)i+ hy; f(z)i = h�x+ y� (�x+ y); f(z)i = 0.
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Ainsi, pour tout z, hf(�x + y)� �f(x) � f(y); zi = 0 et donc :

f(�x+ y)� �f(x) � f(y) = 0

Ceci �etant vrai pour tout x; y 2 E et tout scalaire �, f est bien lin�eaire.

On a alors, grâce �a i) : 8x 2 E; hf(x); xi = �hx; f(x)i et donc hf(x); xi = 0.

2 a) Soit x 2 Ker f et z 2 Im f , il existe y 2 E tel que z = f(y) et :

hx; zi = hx; f(y)i = �hf(x); yi = �h0; yi = 0

Ce qui prouve que Ker f est orthogonal �a Im f .

b) � En utilisant deux fois i), pout tout (x; y) 2 E
2 :

hs(x); yi = hf(f(x)); yi = �hf(x); f(yi = +hx; f(f(y))i = hx; s(x)i.
L'endomorphisme s est bien sym�etrique.

� Soit � une valeur propre de s et x un vecteur propre associ�e :

kf(x)k2 = hf(x); f(x)i = �hx; f(f(x))i = �hx; s(x)i = ��hx; xi = ��kxk2,
et donc � 2 R� .

� s = f � f , donc clairement Im s � Im f et Kerf � Ker s.

� Soit x 2 Ker s, alors : 0 = hs(x); xi = �hf(x); f(x)i = �kf(x)k2. Ainsi
f(x) = 0 et x 2 Ker f .

Finalement, on a Ker f = Ker s.

3. Soit A = (ai;j) la matrice de f relativement �a la base orthonorm�ee B.
Pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, on a :

hf(ej); eii = h
nP

k=1

ak;jek; eii = ai;j

? Si f est antisym�etrique, hf(ej); eii = �hej ; f(ei)i, soit ai;j = �aj;i et A est
antisym�etrique.

? Si A est antisym�etrique, pour tout (x; y) 2 E
2, en notant X et Y les

matrices colonnes associ�ees relativement �a la base B :

hf(x); yi = t(AX)Y = t
X(�A)Y = �t

X(AY ) = �hx; f(y)i
et f est bien antisym�etrique.

Exercice 2.18.

On consid�ere la suite de polynômes (Pn)n d�e�nis par P0 = 1, et pour tout

n 2 N, Pn+1 est la primitive de Pn pour laquelle on a

Z 1

�1

Pn+1(t)dt = 0.

1. D�eterminer P1.

2. Soit n 2 N. Montrer que si Pn est une fonction impaire, il en est de même
de Pn+2.

En d�eduire que pour tout n impair di��erent de 1, Pn(1) = 0.
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3. Montrer que pour tout n > 1,Z 1

�1

tPn(t)dt = 2Pn+1(1)

4. On consid�ere sur R[X ] � R[X ], l'application :

� : (P;Q) 7�! �(P;Q) =
1

2

Z 1

�1

P (t)Q(t)dt

V�eri�er qu'il s'agit d'un produit scalaire.

5. Soient m et n deux entiers v�eri�ant m > n > 0. Justi�er les �egalit�es :

�(Pn; Pm) = (�1)n�1
Pm+n(1) et �(Pn; P0) = 0

6. On pose En = VectfP2k; 0 6 2k 6 ng et Fn = VectfP2k+1; 0 6 2k+1 6 ng.
Montrer que En et Fn sont deux sous-espaces suppl�ementaires orthogonaux
de Rn [X ].

Solution :

1. P1 est de la forme P1(t) = t + a et

Z 1

�1

(t + a) dt = 0 () a = 0, donc

P1(t) = t.

2. Remarquons que pour n > 2; Pn(1)� Pn(�1) =
Z 1

�1

Pn�1(t) dt = 0.

Supposons Pn impair, alors Pn+1 (primitive de Pn) est pair et Pn+2 est de la
forme Q+ b, o�u Q est un polynôme impair et b une constante. La nullit�e de
l'int�egrale sur [�1; 1] impose alors b = 0 et Pn+2 est impair. Comme P1 est
impair, on conclut par le principe de r�ecurrence : pour tout n impair, Pn est
impair (et donc si n est pair Pn, qui est une primitive de Pn�1 est pair).

Pour n impair, on a donc Pn(�1) = �Pn(1) et comme on a remarqu�e que
pour n > 2, Pn(�1) = Pn(1), il vient :

n impair > 2 =) Pn(1) = 0

3. Pour n > 1, on a n+ 1 > 2 et en int�egrant par parties :Z 1

�1

tPn(t) dt =
�
tPn+1(t)

�1
�1
�
Z 1

�1

Pn+1(t) dt = Pn+1(1) + Pn+1(�1)

Soit, compte tenu de la remarque faite au d�ebut de la question 2. :Z 1

�1

tPn(t) dt = 2:Pn+1(1)

4. On v�eri�e facilement que � est un produit scalaire (produit scalaire de
r�ef�erence).

5. Int�egrons par parties, en d�erivant Pn en Pn�1 et en int�egrant Pm en Pm+1 :
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Z 1

�1

Pn(t)Pm(t) dt =
h
Pn(t)Pm+1(t)

i1
�1
�
Z 1

�1

Pn�1(t)Pm+1(t) dt

Si n > 2, on a a fortiori m+ 1 > 2 et le crochet de l'int�egration par parties
s'�evanouit, soit :

�(Pn; Pm) = ��(Pn�1; Pm+1)

D'o�u, par r�ecurrence : �(Pn; Pm) = (�1)n�1
�(P1; Pm+n�1), �evidemment

valable pour n = 1.

D'apr�es la question 3. on a donc :

m > n > 1 =) �(Pn; Pm) = (�1)n�1
Pm+n(1).

En�n

2�(Pn; P0) =

Z 1

�1

Pn(t) dt = Pn+1(1)� Pn+1(�1) = 0, puisque n+ 1 > 2.

6. En et Fn sont suppl�ementaires dans Rn [X ] (car la famille (P0; : : : ; Pn) est
�echelonn�ee en degr�es, donc est une base de cet espace). Il reste �a v�eri�er que
pour tout k et tout j, P2k et P2j+1 sont �-orthogonaux. Or :

? d'apr�es 5. �(P0; P2j+1) = 0 ;

? et pour k > 1, d'apr�es 5. et 2., �(P2k ; P2j+1) = (�1)2k�1
P2(k+j)+1(1) = 0.

Ce qui ach�eve la v�eri�cation.

Exercice 2.19.

Si (An)n2N est une suite de matrices deMp;q(R), avec An = (ai;j(n)), on dit
que la suite (An)n2N converge vers la matrice L = (`i;j) 2 Mp;q(R) si, pour
tout couple (i; j) 2 [[1; p]]� [[1; q]], la suite n 7! ai;j(n) converge vers `i;j .

On note alors L = lim
n!1

An.

Soit p 2 N, avec p > 2. On consid�ere la suite (Un)n2N de matrices deMp;1(R)

d�e�nie par Un =

0
B@
�1;n

...
�p;n

1
CA, avec :

U0 =

0
B@
�1;0

...
�p;0

1
CA est donn�ee et pour tout n de N et tout k de [[1; p]] :

�k;n+1 =
1

p� 1

pP
i=1
i 6=k

�i;n

1. a) Pour tout n on pose sn =
pP

k=1

�k;n. Exprimer sn en fonction de s0.

b) Pour tout k 2 [[1; p]], en d�eduire une relation entre �k;n+1 et �k;n.

c) �Etudier la convergence de la suite (Un)n2N.
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2. On note J la matrice de Mp(R) dont tous les termes valent 1 et on pose
A = J � Ip, o�u Ip est la matrice unit�e d'ordre p.

a) Exprimer Un+1 �a l'aide de A et Un.

b) A l'aide des r�esultats de la question 1., d�eterminer An pour tout n de
N.

c) En d�eduire la convergence de la suite (Mn)n2N d�e�nie par :

8n 2 N;Mn =
nP

k=0

1
k!
A
k

ainsi que la limite de cette suite.

Solution :

1. a) Pour tout n de N :

sn+1 =
nP

k=1

�k;n+1 =
1

p� 1

nP
k=1

P
i6=k

�i;n =
p� 1
p� 1

nP
k=1

�k;n = sn

Donc la suite (sn) est constante et 8n 2 N; sn = s0.

b) D'o�u : �k;n+1 =
1

p� 1
(sn � �k;n) =

1
p� 1

(s0 � �k;n).

c) Pour tout k �x�e, la suite n 7! �k;n est donc arithm�etico-g�eom�etrique,

de raison � 1
p� 1

et de point �xes0
p
.

? Si p > 3, la suite (�k;n)n converge vers s0
p
. Ainsi :

lim
n!1

Un =

0
B@
s0=p

...
s0=p

1
CA

? Si p = 2, on a U0 =

�
a

b

�
, U1 =

�
b

a

�
, U2 =

�
a

b

�
, etc. Par cons�equent la

suite (Un)n converge si et seulement si a = b.

2. a) Clairement Un+1 =
1

p� 1
AUn.

b) Par cons�equent 8n 2 N; Un =
� 1
p� 1

�n
A
n
U0.

Or, comme : �k;n � s0
p

=
�
� 1
p� 1

�n
(�k;0 � s0

p
), il vient :

�k;n = 1
p

�
1� (� 1

p� 1
)n]

pP
i=1

�i;0 + (� 1
p� 1

)n�k;0

C'est-�a-dire Un = BnU0, avec Bn = 1
p

�
1� (� 1

p� 1
)n]J + (� 1

p� 1
)nIp.

Ainsi, quel que soit U0, on a
�� 1
p� 1

�n
A
n�Bn

�
U0 = 0, soit An = (p�1)nBn

et �nalement :
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A
n = (�1)nIp + 1

p
[(p� 1)n � (�1)n]J

c) Par cons�equent : Mn =
nP

k=0

(�1)k
k!

Ip +
1
p

nP
k=0

(p� 1)k � (�1)k
k!

J .

Sachant que pour tout x 2 R; lim
n!1

nP
k=0

x
k

k!
= ex, le passage �a la limite est

l�egitime et donne :

lim
n!1

Mn = e�1
Ip +

1
p
[ep�1 � e�1]J

Exercice 2.20.

Soit n 2 N� et E = R2n [X ], l'espace vectoriel r�eel des polynômes de degr�e
au plus 2n, muni de sa base canonique B = (1; X; : : : ; X2n).
Si P 2 E, P 0 d�esigne le polynôme d�eriv�e de P .

On consid�ere � d�e�nie sur E par :

�(P )(X) =
�1
4
�X

2
�
P
0(X) + 2nXP (X)

1. V�eri�er que � d�e�nit un endomorphisme de E.

2. a) Soit � entier relatif tel que �n 6 � 6 n. D�eterminer (�; �) de N2 pour

que le polynôme P (X) =
�
X + 1

2

���
X � 1

2

��
de E v�eri�e �(P ) = �P .

b) En d�eduire les valeurs propres et les polynômes propres de �. L'endomorphisme
� est-il diagonalisable ?

3. D�eterminer la matrice A de � relativement �a la base B.
4. D�eterminer une matrice A

0 dont les valeurs propres sont les nombres
0; 1; : : : ; 2n et dont les coe�cients diagonaux sont tous �egaux.

5. Construire un endomorphisme � de E tel que �(P ) s'exprime en fonction
de P; P 0 et P 00 et admettant 0; 1; 4; 9; : : : ; (2n)2 comme valeurs propres.

Solution :

1. La lin�earit�e de � est claire, et :

? �(1) = 2nX (o�u 1 d�esigne le polynôme constant �egal �a 1) ;

? Pour k 2 [[1; 2n]], �(Xk) = (2n� k)Xk+1 + k

4
X

k�1.

Ainsi :
�(X2n) = n

2
X

2n�1 et pour k 2 [[1; 2n� 1]]; deg�(Xk) = k + 1 6 2n.

Par cons�equent � est bien une application de R2n [X ] vers lui-même et est

donc un endomorphisme de cet espace.

2. a) Soit P =
�
X + 1

2

���
X � 1

2

��
, le calcul donne :

�(P )� �P =
�
� (�+ �)X + 1

2
(� � �) + 2nX � �

�
P
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Ceci est le polynôme nul si et seulement si � + � = 2n et � � � = 2�,
c'est-�a-dire si et seulement si � = n+ � et � = n� �.

Ces deux nombres �etant bien des entiers naturels et leur somme n'exc�edant
pas 2n, on conclut :�

X + 1
2

�n+��
X � 1

2

�n��
est propre pour la valeur propre �

b) On connâ�t donc 2n+ 1 valeurs propres de l'endomorphisme �.

Comme l'espace est de dimension 2n+1, on les connâ�t toutes et chaque sous-
espace propre est de dimension 1, donc engendr�e par le polynôme trouv�e �a
la question pr�ec�edente.

Ainsi l'endomorphisme � est diagonalisable.

3. Les calculs ont �et�e faits en 1. et :

A =

0
BBBBBBBBB@

0 1=4 0 : : : : : : 0

2n 0 2=4
. . .

...

0 2n� 1 0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 0 2n=4

0 : : : : : : 0 1 0

1
CCCCCCCCCA

4. Les valeurs propres de A sont �n;�n + 1; : : : ; n � 1; n, donc les valeurs
propres de A0 = A + nI2n+1 sont 0; 1; : : : ; 2n, et A0 a tous ses coe�cients
diagonaux �egaux.

Ainsi A0 = A+ nI2n+1 convient.

5. A02 a pour valeurs propres 0; 1; 4; : : : ; (2n)2.

Donc l'endomorphisme associ�e �a cette matrice relativement �a la base B
convient.

Cet endomorphisme n'est autre que � = (�+n:id)2 et, tous calculs faits, on
trouve :

�(P ) = (1
4
�X

2)2P 00 + (1
2
� 2X2)((2n� 1)X + n)P 0

+ (n2(2X + 1)2 + 2n(1
4
�X

2))P

Exercice 2.21.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie. On note L(E) l'ensemble des
endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble form�e des endomorphismes
bijectifs.

Un sous-espace F de E est dit stable par GL(E) si, pour tout u 2 GL(E),
u(F ) � F .
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1. Soit x un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul,
il existe u 2 GL(E) tel que u(x) = y.

2. Montrer que si F est stable par GL(E), alors F = f0g ou F = E.

Solution :

1. Consid�erons deux cas :

� la famille (x; y) est li�ee : il existe alors � 6= 0 tel que y = �x. Par le
th�eor�eme de la base incompl�ete, on construit une base B de E de la forme
(x; e2; : : : ; en). On d�e�nit parfaitement u lin�eaire par :

u(x) = y; u(e2) = e2; u(e3) = e3; : : : ; u(en) = en

La matrice associ�ee �a u dans la base B est la matrice diagonale diag(�; 1; : : : ; 1).
L'endomorphisme u est donc inversible.

� la famille (x; y) est libre : il existe une base B1 de E de la forme
(x; y; e3; : : : ; en). On d�e�nit parfaitement u lin�eaire par :

u(x) = y; u(y) = x; u(e3) = e3; : : : ; u(en) = en

L'endomorphisme u est inversible, puisque l'image par u de la base B1 est
une base de E.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension k, avec 1 6 k 6 n� 1.
On choisit alors un vecteur y non nul tel que y =2 F et un vecteur x non nul
de F .

Par la question pr�ec�edente il existe un automorphisme u de E tel que u(x) = y

et donc F n'est pas stable par cet automorphisme. Donc F n'est pas stable
par GL(E).

Comme il est clair que f0g et E sont stables par GL(E), on a la conclusion
voulue.

Exercice 2.22.

La lettre K repr�esente R ou C .

On consid�ere un K -espace vectoriel de dimension �nie non nulle E.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E v�eri�ant f�g = g�f .
On note �1; �2; : : : ; �p les valeurs propres (distinctes) de f et F1; F2; : : : ; Fp

les sous-espaces propres de f respectivement associ�es, ainsi que �1; �2; : : : ; �q
les valeurs propres (distinctes) de g et G1; G2; : : : ; Gq les sous-espaces propres
de g respectivement associ�es.

En�n, pour (i; j) 2 f1; 2; : : : ; pg � f1; 2; : : : ; qg, on note Hi;j = Fi \Gj .

1. Pour k 2 f1; 2; : : : ; pg, on d�e�nit le polynôme Lk =
pQ

i=1
i6=k

X � �i
�k � �i

�

1. a) Soit (k; j) 2 f1; 2; : : : ; pg2. Montrer que, quel que soit v 2 Fj :
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Lk(f)(v) =

�
0E si k 6= j,
v si k = j.

b) Soit maintenant U un sous-espace de E stable par f .
Montrer que, pour tout k 2 f1; 2; : : : ; pg, U est stable par Lk(f).

D�eduire des deux r�esultats pr�ec�edents que U �
pL

i=1

(U \ Fi).

Conclure que U =
pL
i=1

(U \ Fi).
Montrer en�n que l'endomorphisme de U induit par f est diagonalisable.

2. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj est stable par f .

3. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj =
pL
i=1

Hi;j .

4. En d�eduire qu'il existe une base de E enti�erement constitu�ee de vecteurs
propres �a la fois de f et de g.

5. Montrer que tout endomorphisme de E appartenant �a Vect(id; f; g; g � f)
est diagonalisable.

Solution :

1. a) Pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, (f � �iId)(v) = (�j � �i)v. Il s'ensuit
imm�ediatement que :

Lk(f)(v) =
� pY

i=1
i6=k

�j � �i

�k � �i

�
v =

�
0E si k 6= j,
v si k = j.

b) ? Soit k 2 f1; 2; : : : ; pg. Pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U est stable par
l'endomorphisme f � �iId. Ainsi U est stable par toute compos�ee de ces
endomorphismes et donc par Lk(f).

? Remarquons d'abord que, comme la somme F1 + F2 + � � � + Fp est une
somme directe, et comme pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U \ Fi � Fi, la somme

(U \ F1) + (U \ F2) + � � �+ (U \ Fp)
est �egalement directe.

Soit x un �el�ement de U . Comme f est diagonalisable,
pL

i=1

Fi = E, et il existe

donc (u1; u2; : : : ; up) 2 F1 � F2 � � � � � Fp tel que x = u1 + u2 + � � �+ up.

Pour chaque j 2 f1; 2; : : : ; pg, Lj(f)(x) = Lj(f)(uj) = uj , et donc uj 2 U .

On en conclut que x 2
pL

i=1

(U \ Fi), donc que U �
pL

i=1

(U \ Fi).

D'autre part, il est �evident que pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U \ Fi � U , donc

que
pL
i=1

(U \ Fi) � U .
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Finalement, on a obtenu :
pL

i=1

(U \ Fi) = U .

? Notons ' l'endomorphisme de U induit par f . Comme
pL

i=1

(U \ Fi) = U ,

U est �egal �a la somme directe de sous-espaces propres de ' ; ainsi ' est
diagonalisable.

2. Soit j 2 f1; 2; : : : ; qg. Pour tout x 2 Gj ,

g(f(x)) = f(g(x)) = f(�jx) = �jf(x).

Par cons�equent f(x) 2 Gj , ce qui signi�e que Gj est stable par f .

3. Soit j 2 f1; 2; : : : ; qg. Comme Gj est stable par f , on peut �ecrire grâce �a
la premi�ere question que :

Gj =
pL

i=1

(Gj \ Fi) =
pL
i=1

Hi;j .

4. La somme de (Gj)j �etant directe et �egale �a E, on montre facilement qu'il
en est de même pour la somme de (Hi;j)i;j . En concat�enant des bases de
tous ceux des Hi;j qui ne sont pas r�eduits �a f0g, on obtient une base B de E
constitu�ee de vecteurs propres de f et g.

5. Il existe une base de E form�ee de vecteurs propres de f et g, donc �egalement
de f � g et bien entendu de id ; ainsi si h 2 Vect(id; f; g; g � f), tout vecteur
de cette base est un vecteur propre de h.
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PROBABILIT�ES

Exercice 3.1.

1. Soit (
; T ; P ) un espace probabilis�e et soit X : 
 ! R une variable
al�eatoire r�eelle v�eri�ant X(
) � N.

1. a) Montrer que, pour tout n 2 N
� :

nP
k=0

kP (X = k) =
n�1P
k=0

P (X > k)� nP (X > n).

1. b) On suppose que la variable al�eatoire X admet une esp�erance not�ee
E(X).

Montrer que, pour tout n 2 N, 0 6 nP (X > n) 6
+1P

k=n+1

kP (X = k).

En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge et que :
+1P
n=0

P (X > n) = E(X).

1. c) On suppose que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge. Montrer
que la s�erie de terme g�en�eral kP (X = k) converge et que X admet une
esp�erance.

1. d) �Enoncer le th�eor�eme qui vient d'être �etabli.

2. Un horticulteur plante n oignons de narcisse dans un jardin (avec n 2 N
� ).

Chaque oignon est susceptible de 
eurir au printemps et ne donne une 
eur
qu'avec la probabilit�e p ; de plus, s'il donne une 
eur une ann�ee, il re
eurit de
mani�ere certaine les ann�ees suivantes mais s'il n'en donne pas, cela n'in
ue
en rien sur ce qui est susceptible de se passer les ann�ees suivantes.
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Pour j 2 f1; 2; : : : ; ng, on note Xj le nombre al�eatoire d'ann�ees n�ecessaires
au narcisse num�ero j pour produire une premi�ere 
eur. On suppose que
X1; X2; : : : ; Xn sont des variables al�eatoires et qu'elles sont mutuellement
ind�ependantes.

On note X le nombre al�eatoire d'ann�ees au bout duquel le jardin sera, pour
la premi�ere fois, 
euri des n narcisses.

2. a) ExprimerX en fonction deX1; X2; : : : ; Xn, et calculer, pour tout k 2 N,
P (X > k).

2. b) En d�eduire que X admet une esp�erance et exprimer cette esp�erance
comme somme d'une s�erie.

3. D�eterminer un �equivalent simple de E(X) lorsque n tend vers +1.

On utilisera des int�egrales bien choisies de la fonction x 7! 1��1�(1�p)x�n
ainsi que le changement de variable x =

ln(1� t)
ln(1� p)

�

Solution :

1. a) Soit n 2 N
� :

nP
k=0

kP (X = k) =
nP

k=0

kP (X > k � 1)�
nP

k=0

kP (X > k)

=
n�1P
j=0

(j + 1)P (X > j)�
nP
j=0

jP (X > j)

=
n�1P
j=0

P (X > j)� nP (X > n)

b) Soit n 2 N, 0 6 nP (X > n) = n

1P
k=n+1

P (X = k) 6
1P

k=n+1

kP (X = k)

(la derni�ere s�erie converge, car X admet une esp�erance).

Comme le reste d'ordre n d'une s�erie convergente tend vers 0 lorsque n tend
vers l'in�ni, il vient par encadrement :

lim
n!1

nP (X > n) = 0

Il r�esulte alors du a) que la s�erie de terme g�en�eral P (X > n) converge et :
1P
n=0

P (X > n) = E(X)

c) Pour tout n 2 N
� ,

nP
k=0

kP (X = k) 6
n�1P
j=0

P (X > j) 6
1P
j=0

P (X > j) (car

la derni�ere s�erie est �a termes positifs et convergente).

On en conclut que la s�erie de terme g�en�eral positif kP (X = k) converge et
donc que X admet une esp�erance.
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d) On vient de montrer que siX est une variable al�eatoire �a valeurs dans N,
X admet une esp�erance si et seulement si la s�erie de terme g�en�eral P (X > n)
converge et dans ce cas :

E(X) =
1P
n=0

P (X > n)

2 a) Il est clair que X = max(X1; X2; : : : ; Xn). Soit k 2 N ; par ind�ependance
on a :

P (X 6 k) =
nQ
j=1

P (Xj 6 k) =
nQ
j=1

[1� (1� p)k] = [1� (1� p)k]n, ainsi :

P (X > k) = 1� [1� (1� p)k]n

b) lim
k!1

(1�p)k = 0 et on sait qu'au voisinage de 0 (pour h) : (1+h)n�1 �
nh

En cons�equence : P (X > k) �
(k!1)

n(1� p)k

Il s'ensuit que la s�erie de terme g�en�eral positif P (X > n) converge, puisque
celui-ci est �equivalent au terme g�en�eral d'une s�erie g�eom�etrique convergente.

On conclut que X admet une esp�erance, avec :

E(X) =
1P
k=0

[1� (1� (1� p)k)n]

3. la fonction f : x 7! 1� (1� (1� p)x)n est d�erivable sur R et pour x > 0 :

f 0(x) = n(1� (1� p)x)n�1(1� p)x ln(1� p) 6 0

Donc f est d�ecroissante et pour tout m 2 N :Z
m+1

0

f(x) dx 6
mP
k=0

f(k) 6 f(0) +

Z
m

0

f(x) dx

Soit m 2 N
� . Le changement de variable x =

ln(1� t)

ln(1� p)
est de classe C1 de

[0; 1� (1� p)m] vers [0;m] et donne :Z
m

0

f(x) dx = � 1
ln(1� p)

Z
1�(1�p)m

0

1� t
n

1� t
dt = � 1

ln(1� p)

� nP
k=1

t
k

k

�1�(1�p)m

0

Quand m tend vers l'in�ni, 1 � (1 � p)m tend vers 1 et donc l'int�egraleZ
m

0

f(x) dx tend vers � 1
ln(1� p)

nP
k=1

1
k
.

En passant �a la limite lorsque m tend vers +1, on obtient donc :

� 1
ln(1� p)

nP
k=1

1
k
6 E(X) 6 1� 1

ln(1� p)

nP
k=1

1
k

On conclut classiquement que l'on a :

E(X) �
(n!1)

� lnn
ln(1� p)

Exercice 3.2.
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Une urne U1 contient n boules blanches et une urne U2 contient n boules
noires.

On tire �a chaque tirage simultan�ement une boule dans U1 que l'on met dans
U2 et une boule dans U2 que l'on met dans U1.

On note, pour k > 1, Xk la variable al�eatoire �egale au nombre de boules
blanches dans U1 apr�es le k-i�eme tirage, et X0 la variable constante �egale �a
n.

On pose, pour k > 0, Zk =

0
BB@
P (Xk = 0)
P (Xk = 1)

...
P (Xk = n)

1
CCA .

1. a) D�eterminer la matrice An telle que, pour k > 1, Zk =
1
n
2
AnZk�1.

b) Quelle est la probabilit�e qu'au bout de n tirages on n'ait que des boules
noires dans U1 ? Quel(s) coe�cient(s) de An

n peut-on en d�eduire ?

2. On se place dans le cas n = 2.

a) Etudier la suite de terme g�en�eral E(Xk).

b) Montrer que Y1 =

0
@ 1
4
1

1
A, Y2 =

0
@ 1
�2
1

1
A et Y3 =

0
@ 1

0
�1

1
A sont des

vecteurs propres de A2.

c) En remarquant que Z0 =
1
6
Y1+

1
3
Y2� 1

2
Y3, d�eterminer Zk pour k > 1.

d) En d�eduire, pour 0 6 i 6 2, la limite de P (Xk = i) lorsque k tend vers
l'in�ni.

Solution :

1. a) Pour tout i 2 f0; : : : ; ng, on peut �ecrire

P (Xk = i) =
nP
j=0

P (Xk = i=Xk�1 = j)P (Xk�1 = j)

Or, si i =2 fj � 1; j; j + 1g; P (Xk = i=Xk�1 = j) = 0 et

P (Xk = j � 1=Xk�1 = j) =
j
2

n
2
; P (Xk = j=Xk�1 = j) =

2j(n� j)

n
2

;

P (Xk = j + 1=Xk�1 = j) =
(n� j)2

n
2

Donc :

P (Xk = 0) = 1
n
2
P (Xk�1 = 1); P (Xk = n) = 1

n
2
P (Xk�1 = n� 1) ;

et pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g :
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P (Xk = i) =
(n� i� 1)2

n
2

P (Xk�1 = i� 1) +
2i(n� i)

n
2

P (Xk�1 = i)

+
(i+ 1)2

n
2

P (Xk�1 = i+ 1)

ce qui donne :

An =

0
BBBBBBBBB@

0 12 0 � � � � � � 0

n2 2(n� 1) 22 0 � � � ...

0 (n� 1)2 4(n� 2) 32 � � � ...
. . .

. . .
. . .

...
... 22 2(n� 1) n2

0 � � � � � � 0 12 0

1
CCCCCCCCCA

b) Le nombre de boules blanches dans U1 diminue d'au plus une unit�e �a
chaque tirage. Il diminue de n en n tirages si et seulement s'il diminue d'une
unit�e �a chaque tirage, c'est-�a-dire si et seulement si �a chaque tirage on tire
une boule noire de U2 et une boule blanche de U1.

Ainsi :

P (Xn = 0) =
nQ

k=0

(n� k)2

n
2

=
(n!)2

n
2n

or : Zn =
� 1
n
2

�n
An
n

0
BBBB@
0
0
...
0
1

1
CCCCA, est de premier coe�cient P (Xn = 0)

On en d�eduit que le coe�cient A1;n+1 de An
n
vaut (n!)2.

2. Il vient A2 =

0
@ 0 1 0
4 2 4
0 1 0

1
A et

0
@P (Xk = 0)
P (Xk = 1)
P (Xk = 2)

1
A = 1

4
A2

0
@P (Xk�1 = 0)
P (Xk�1 = 1)
P (Xk�1 = 2)

1
A

a) Un calcul �el�ementaire donne, pour tout k > 1 :

E(Xk) = P (Xk = 1) + 2P (Xk = 2)

= P (Xk�1 = 0) + 1
2
P (Xk�1 = 1) + P (Xk�1 = 2) + 21

4
P (Xk�1 = 1)

= P (Xk�1 = 0) + P (Xk�1 = 1) + P (Xk�1 = 2) = 1

b) Il su�t d'e�ectuer le calcul pour voir que :

A2Y1 = 4Y1; A2Y2 = �2Y2; A2Y3 = 0

c) On a :

Zk =
1
4k
Ak
2
Z0 =

1
4k
�1
6
Ak
2
Y1 +

1
3
Ak
2
Y2 � 1

2
Ak
2
Y3

�
= 1

4k
�1
6
4kY1 +

1
3
(�2)kY2

�
= 1

6
Y1 +

1
3� 2k

(�1)kY2
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On en d�eduit que lim
k!+1

Zk =
1
6
Y1.

d) Par suite, on a :

8<
:

lim
k!+1

P (Xk = 0) = lim
k!+1

P (Xk = 2) = 1
6

lim
k!+1

P (Xk = 1) = 2
3

Exercice 3.3.

On �etudie dans une population une grandeur X suivant une loi uniforme sur
un intervalle de longueur 1 : [�; � + 1] et on cherche �a estimer �.

On consid�ere donc un �echantillon (X1; : : : ; Xn) ind�ependant extrait de la loi
uniforme sur [�; � + 1].

On pose Sn = max
16i6n

Xi et In = min
16i6n

Xi.

1. D�eterminer la loi de Sn, son esp�erance et sa variance.

2. En remarquant que In = � max
16i6n

(�Xi), donner l'esp�erance et la variance

de In.

3. On pose, pour � 2 [0; 1], �n(�) = �(Sn � 1) + (1� �)In.

a) D�eterminer � pour que �n(�) soit un estimateur sans biais de �. On
note �n l'estimateur ainsi obtenu.
b) En admettant que Cov(Sn; In) =

1
(n+ 1)2(n+ 2)

, calculer la variance

de �n.

4. On pose Xn = 1
n

nP
i=1

Xi et �
0
n = Xn � 1

2
.

a) Montrer que �0
n
est un estimateur sans biais et convergent de �.

b) Si vous deviez estimer �, quel estimateur choisiriez-vous et pourquoi ?

Solution :

1. On a Sn(
) = [�; � + 1], et pour tout x de cet intervalle :

FSn(x) = P (Sn 6 x) = P
� nT
i=1

(Xi 6 x)
�
= [FX(x)]

n = (x� �)n

Ainsi, Sn admet comme densit�e :

fSn(x) =

�
n(x� �)n�1 si x 2 [�; � + 1]

0 si x =2 [�; � + 1]

Une int�egration par parties donne

E(Sn) =

Z �+1

�

nx(x � �)n�1d� = � + n

n+ 1

puis V (Sn) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)
.
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2. Pour tout i 2 [[1; n]], �Xi suit la loi uniforme sur [�� � 1;��]. La loi de
max
16i6n

(�Xi) est celle d'une variable Sn correspondant �a �0 = �� � 1.

Son esp�erance est alors �� � 1
n+ 1

et sa variance est n

(n+ 1)2(n+ 2)
.

En�n comme In = � max
16i6n

(�Xi), il vient :

E(In) = � + 1
n+ 1

; V (In) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)

3. a) Par lin�earit�e de l'esp�erance, �n(�) est un estimateur sans biais de � si
et seulement si :

� + 1� 2�
n+ 1

= �, i.e. � = 1
2

b) On a :

V (�n) =
1
4
V (Sn) +

1
4
V (In) +

1
2
Cov(Sn; In) =

1
2(n+ 1)(n+ 2)

4. a) Un calcul �el�ementaire donne E(�0
n
) = E(Xn)� 1

2
= �.

De plus, V (�0
n) = V ((Xn) =

1
12n

, qui admet pour limite 0 lorsque n tend

vers l'in�ni.

�0
n est donc un estimateur sans biais et convergeant du param�etre �.

b) On remarque que V (�0
n
) > V (�n), car

1

2(n+ 1)(n+ 2)
6

1

12n
�equivaut

�a (n� 1)(n� 2) > 0.

Donc �n est plus �able que �0
n.

Exercice 3.4.

Pr�eliminaire :
tan d�esigne la fonction tangente. On pose g(x) = tanx, pour tout r�eel x
strictement compris entre ��

2
et +�

2
:

Montrer que g est une bijection de
���

2
;
�

2

�
sur R.

Sa bijection r�eciproque g�1 est not�ee Arc tan.
Montrer que Arc tan est d�erivable sur R, et que :

8x 2 R;Arc tan0(x) = 1
1 + x

2

En d�eduire que, pour tout r�eel strictement positif c, et pour tous r�eels A et
B, Z B

A

c

c
2 + t

2
dt = Arc tan

�
B

c

��Arc tan
�
A

c

�
.

On se donne deux variables al�eatoires X et Y ind�ependantes, de densit�es
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respectives fX et fY , avec fX(t) =
a

�(a2 + t
2)

et fY (t) =
b

�(b2 + t
2)
; pour

tout r�eel t.

(a et b d�esignent deux r�eels strictement positifs.)

On pose Z = sup(X;Y ), et V = X2.

1. V�eri�er que fX et fY sont bien des densit�es de probabilit�e.

2. a) D�eterminer une densit�e de Z.

b) La variable al�eatoire Z poss�ede-t-elle une esp�erance ? Une variance ?

3. a) D�eterminer une densit�e de V .

b) La variable al�eatoire V poss�ede-t-elle une esp�erance ? Une variance ?

Solution :

Pr�eliminaire :
La fonction g = tan est de classe C1 sur ]��=2; �=2[, avec g0(x) = 1+tan2 x >
0, donc g r�ealise une bijection strictement croissante de ]��=2; �=2[ sur son
image qui est R.

Sa bijection r�eciproque g�1, not�ee Arc tan, r�ealise une bijection strictement
croissante de R sur ]��=2; �=2[, de classe C1, avec :

8 t 2 R;Arc tan0(t) = 1
g
0(g�1(t))

= 1
1 + tan2(Arc tan t)

= 1
1 + t

2

On a alors, par le changement de variable u = t
c
:Z

B

A

c

c
2 + t

2
dt =

�
Arc tan( t

c
)
�B
A
= Arc tan B

c
�Arc tan A

c

1. La fonction fX est continue sur R, positive et paire. D'apr�es le pr�eliminaire :Z A

0

fX(t) dt =
1
�
Arc tan A

a
�!

A!+1
1
�
�
2
= 1

2

Ainsi

Z
+1

0

fX(t) dt est convergente de valeur 1
2
; on conclut de même, par

parit�e, sur R� que

Z
+1

�1
fX(t) dt converge et vaut 1. Donc fX est bien une

densit�e de probabilit�e. Il ne semble pas n�ecessaire de recommencer pour fY .

2. a) Pour t 2 R, par d�e�nition du sup et ind�ependance de X et Y :

FZ(t) = P (Z 6 t) = P (X 6 t)P (Y 6 t) = FX(t)FY (t)

Or, comme lim
�1

Arc tan = ��=2, on a :

FX (t) =

Z
t

�1

a

�(a2 + u
2)
du = 1

�

�
Arc tan

�
t
a

�
+ �

2

�
D'o :
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FZ(t) =
1
�
2

�
Arc tan

�
t

a

�
+ �

2

��
Arc tan

�
t

b

�
+ �

2

�
Une densit�e fZ de Z s'obtient alors par d�erivation :

fZ(t) =
1
�
2

�
Arc tan

�
t
a

�
+ �

2

�
b

b
2 + t

2
+ 1
�
2

�
Arc tan

�
t
b

�
+ �

2

�
a

a
2 + t

2

b) Au voisinage de +1, on a fZ(t) � a+ b
�

1
t
2
, donc tfZ(t) � a+ b

�
1
t
, qui

est d'int�egrale divergente pour la borne +1.
Ainsi Z n'admet pas d'esp�erance et a fortiori pas de variance.

3. a) V est �a valeurs dans R+ et, par parit�e de fX , pour u > 0 :

P (V 6 u) = P (�pu 6 X 6
p
u) = 2P (0 6 X 6

p
u) = 2

Z p
u

0

fX(t) dt,

soit :

8u 2 R
+ ; P (V 6 u) = 2

�
Arc tan

�pu
a

�
Par d�erivation, une densit�e fV de V est :

8u 6 0; fV (u) = 0 ; 8u > 0; fV (u) =
a

�

1p
u(a2 + u)

b) On a : ufV (u) �
(+1)

a

�

1
u
1=2

, ce qui prouve que l'int�egrale

Z
+1

0

ufV (u) du

est divergente et su�t pour a�rmer que V n'admet pas d'esp�erance et a

fortiori pas de variance.

Exercice 3.5.

Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes et de
même loi. On note F leur fonction de r�epartition commune.

1. Pour tout n > 0, on pose Mn = max(X1; X2; : : : ; Xn). D�eterminer la
fonction de r�epartition Fn de Mn en fonction de F et n.

2. Dans cette question, on suppose que X1 suit la loi exponentielle de
param�etre �. Pour tout n > 0, on pose Zn = �Mn � lnn
D�eterminer la limite en loi de la suite (Zn).

3. Dans cette question, a d�esigne un r�eel strictement positif et on suppose
que X1 admet pour fonction de r�epartition :

F : x 7!
(

0 si x < 0
1� (1� x)a si 0 6 x 6 1

1 si x > 1

Pour tout n > 0, on pose Zn = n1=a(Mn � 1).

D�eterminer la limite en loi de la suite (Zn).

Que retrouve-t-on lorsque a = 1 ?

Solution :
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1. De mani�ere classique :

Fn(x) = P (max(X1; X2; : : : ; Xn) 6 x) = P (
nT
i=1

Xi 6 x)

=
nQ
i=1

P (Xi 6 x) = [F (x)]n

2. On peut �ecrire :

P (Zn 6 x) = P (�Mn � lnn 6 x) = P
�
Mn 6

x+ lnn
�

�
=
�
F
�
x+ lnn

�

��n
Or :

F (x) =

�
1� e��x si x > 0

0 si x 6 0
Ce qui donne :

FZn(x) =

��
1� 1

n
e�x
�n

si x+ lnn > 0

0 sinon
Soit x 2 R �x�e. Pour n 2 N, assez grand, on a x+ lnn > 0, et :

ln
��
1� 1

n
e�x
�n�

= n ln
�
1� 1

n
e�x
� �
(n!1)

n
�� 1

n
e�x
� �!
n!1

�e�x

Par continuit�e de la fonction exponentielle, on a donc : lim
n!1

FZn(x) = e�e
�x

Ainsi pour tout x r�eel, lim
n!+1

FZn(x) = G(x).

Pour terminer cette question, il su�t de v�eri�er que G est e�ectivement la
fonction de r�epartition d'une variable �a densit�e : la fonction G est de classe
C1 sur R, est croissante sur R, de limite nulle en �1, de limite 1 en +1.

3. Selon le même principe :

P (Zn 6 x) = P (n1=a(Mn � 1) 6 x) = P (Mn 6 n�1=ax+ 1)

= Fn(n�1=ax+ 1).

� si x > 0, alors F (n�1=ax+1) = 1, donc, pour tout n, Fn(n�1=ax+1) = 1,

� si x 6 0, alors pour n assez grand �n1=a 6 x, et dans ce cas :

F (n�1=ax+ 1) =
�
1� (�n�1=ax)a

�n
=
�
1� 1

n
(�x)a�n

qui admet comme limite e�(�x)a lorsque n tend vers l'in�ni.

Donc :

lim
n!+1

FZn(x) = H(x) =

�
e�(�x)a si x < 0

1 si x > 0

Il reste �a v�eri�er que H est e�ectivement une fonction de r�epartition, ce qui
ne pose pas de probl�eme.

Lorsque a = 1, F est la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant

une loi uniforme sur [0; 1], et Zn tend en loi vers une variable al�eatoire Y de
fonction de r�epartition : �

ex si x < 0
1 si x > 0
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(�Y suit donc la loi exponentielle de param�etre 1).

Exercice 3.6.

On dispose d'une in�nit�e de pi�eces. La k
�eme pi�ece donne Pile avec la prob-

abilit�e pk 2 ]0; 1[ et Face avec la probabilit�e qk = 1 � pk. On e�ectue une
in�nit�e de lancers, le k�eme lancer utilisant la k�eme pi�ece.

Pour tout n > 1, on d�e�nit une variable al�eatoire r�eelle Yn par

Yn =

�
0 si Face est tomb�e au n

�eme lancer
1 si Pile est tomb�e au n

�eme lancer
On pose de plus Y0 = 0.

Soit (Xn)n2N la suite de variables al�eatoires d�e�nies par X0 = 0 et pour tout
n > 1 :

Xn = n�maxf0 6 i 6 n j Yi = 0g
1. a) Que repr�esente la variable al�eatoire Xn ?

b) D�eterminer la loi de Xn.

2. Soit T la variable al�eatoire d�e�nie par T = inffm > 1 j Xm = 0g, si cet
ensemble est non vide et T = 0 si fm > 1 j Xm = 0g est vide.
a) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement (T = 0).

b) Montrer que P (T = 0) = 0 si et seulement si la s�erie
P
k>1

(1�pk) diverge.

3. On suppose d�esormais que pour tout k > 1; pk = p. Pour n > 1, calculer
la probabilit�e P (T = n).
Quelle est la loi de T � 1 ? En d�eduire l'esp�erance de T .

Solution :

1. a)Xn repr�esente la longueur de la derni�ere s�equence de Pile, apr�es le dernier
Face, �a l'issue du n-i�eme lancer (cette s�equence pouvant être de longueur
nulle).

b) On a Xn(
) = f0; 1; : : : ; ng. De plus :
� l'�ev�enement (Xn = 0) est l'�ev�enement hh le dernier lancer est Face ii ;
donc P (Xn = 0) = 1� pn.

� L'�ev�enement (Xn = 1) correspond �a hhon a eu Pile au n-i�eme lancer et
Face au (n� 1)-i�eme lancer ii ; donc P (Xn = 1) = pn(1� pn�1).

� Plus g�en�eralement, pour tout k > 2, l'�ev�enement (Xn = k) correspond
�a hhon a eu Pile aux lancers n; n � 1; : : : ; n � k + 1 et Face au (n � k)-i�eme
lancer ii ; donc P (Xn = k) = pnpn�1 : : : pn�k+1(1� pn�k).

2. a) La variable al�eatoire T repr�esente l'instant d'apparition du premier Face.
L'�ev�enement (T = 0) est donc l'�ev�enement hhpour tout m > 1; Xm 6= 0 ii, et
on a P (Xm 6= 0) = pm. Donc, par le th�eor�eme de limite monotone :
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P (T = 0) = lim
n!+1

P (
nT

m=1

(Xm 6= 0)) = lim
n!+1

nQ
m=1

P (Xm 6= 0)

= lim
n!+1

nQ
m=1

pm = lim
n!+1

nQ
m=1

(1� qm)

b) Posons un =
nQ

m=1

(1� qm). On a lnun =
nP

m=1

ln(1� qm).

� si la s�erie
P

qm converge, alors, lim
m!+1

qm = 0 et ln(1� qm) � qm.

Ceci implique que la s�erie
P

ln(1� qm) converge, donc que lim
n!+1

ln(un) = a

et

lim
n!+1

un = ea > 0.

� si lim
n!+1

un = ` > 0, alors lim
n!+1

ln(un) = ln `.

Ainsi la s�erie
P

ln(1 � qm) converge, ce qui entrane lim
n!+1

ln(1 � qm) = 0,

donc lim
n!+1

qm = 0 et ln(1� qm) � �qm.
Par la r�egle d'�equivalence pour les s�eries �a termes de signe �xe, la s�erie

P
qm

converge.

Ainsi P (T = 0) = 0 si et seulement si
P

qm diverge.

3. On a P (T = 1) = 1 � p et pour tout n > 2; P (T = n) = pn�1(1 � p).
Ainsi T � 1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1 � p et par propri�et�e de
l'esp�erance

E(T ) = E(T � 1) + 1 = 1 + 1
1� p

.

Exercice 3.7.

On d�e�nit une suite (Pk)k2N de polynômes �a coe�cients r�eels par :

P0(X) = 1; P1(X) = X; et pour tout k > 2 Pk(X) =

k�1Y
i=0

(X � i)

1. Montrer que pour tout n entier naturel, il existe (n+1) r�eels a0;n; a1;n; : : : ; an;n

tels que Xn =
nP

k=0

ak;nPk(X)

Ces r�eels sont-ils d�etermin�es de mani�ere unique ?

2. Soit n un entier naturel, n > 1, et Y une variable al�eatoire r�eelle d�e�nie
sur un espace probabilis�e (
;A; P ) �a valeurs dans f0; 1; : : : ; ng.
Pour tout r�eel x strictement positif, on pose G(x) = E(xY ), o�u E(Z)
repr�esente l'esp�erance d'une variable al�eatoire Z.
a) Montrer que G est de classe C1 et que pour tout k 2 N, G(k)(1)) =

E(Pk(Y )), o�u G(k) d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme de la fonction G.

b) En d�eduire que E(Y k) =

kX
i=0

ai;kG
(i)(1).
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3. On suppose que Y suit une loi binomiale de param�etres n et p. En utilisant
uniquement les questions pr�ec�edentes, calculer E(Y 2) et E(Y 3).

Solution :

1. La famille (Pn)0�k�n est une famille de (n + 1) polynômes de degr�es
�echelonn�es ; c'est donc une base de Rn [X ]. Aussi, existe{t{il (n + 1) r�eels
a0;n; a1;n; : : : ; an;n d�etermin�es de mani�ere unique tels que :

Xn =
nP

k=0

ak;nPk(X)

2. Par le th�eor�eme de transfert :

G(x) =
nP

k=0

P (Y = k)xk

C'est une fonction polynomiale donc de classe C1 sur R. On a :

G(1) =
nP

k=0

P (Y = k) = 1 = E(P0(Y ))

De plus :

G0(1) =
nP

k=0

kP (Y = k) = E(Y ) = E(P1(Y )),

et pour tout ` 6 n :

G(`)(x) =
nP
j=`

j(j � 1) : : : (j � `+ 1)P (Y = j)xj�`

donc :

G(`)(1) =
nP
j=`

j(j � 1) : : : (j � `+ 1)P (Y = j) = E(P`(Y ))

Par lin�earit�e de l'esp�erance, il vient, pour tout k :

E(Y k) = E

� nP
j=0

aj;nPj(Y )
�
=

nP
j=0

aj;nE(Pj(Y )) =
nP
j=0

aj;nG
(j)(1)

3. Lorsque Y suit la loi binomiale B(n; p), il vient :
G(x) =

nP
k=0

Ck

n
pkqn�kxk = (px+ q)n, soit G0(1) = np.

De plus :

X2 = X(X � 1) +X , d'o : E(Y 2) = G00(1) +G0(1) = n(n� 1)p2 + np

En�n X3 = X(X � 1)(X � 2) + 3X(X � 1) +X , donne :

E(Y 3) = G000(1) + 3G00(1) +G0(1) = n(n� 1)(n� 2)p3 + 3n(n� 1)p2 + np.

Exercice 3.8.

On consid�ere deux pi�eces truqu�ees A et B ; A donne Pile avec la probabilit�e
a (0 < a < 1), et B donne Pile avec la probabilit�e b (0 < b < 1) .
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On choisit une pi�ece au hasard et on la lance ; si l'on obtient Pile, on relance
la même pi�ece, sinon on lance l'autre pi�ece. On poursuit ce processus k fois
(k > 2).

1. D�eterminer la probabilit�e de lancer la pi�ece A au k-i�eme lancer.

2. D�eterminer la probabilit�e d'obtenir Pile au k-i�eme lancer.

3. D�eterminer la limite de cette probabilit�e lorsque k tend vers l'in�ni.
Interpr�eter le r�esultat obtenu si l'on suppose maintenant a = 1 et 0 < b < 1.

Solution :

1. Notons les �ev�enements :
An : hh on lance la pi�ece A au n-i�eme lancer ii,
Bn : hh on lance la pi�ece B au n-i�eme lancer ii,
Cn : hh Pile sort au n-i�eme lancer ii.
On peut �ecrire :

P (An+1) = P (An+1=An)P (An) + P (An+1=Bn)P (Bn).

Or si on lance la pi�ece A au n-i�eme lancer, la probabilit�e de la relancer au
coup suivant est �egale �a celle de faire Pile avec cette pi�ece, soit a. De même,
si on lance la pi�ece B au n-i�eme lancer, la probabilit�e de relancer la pi�ece A
au coup suivant est �egale �a celle de faire Face avec la pi�ece B, soit (1 � b).
Donc :

P (An+1) = aP (An) + (1� b)(1� P (An)) = (a+ b� 1)P (An) + 1� b

Le point �xe de cette r�ecurrence arithm�etico-g�eom�etrique est ` = 1� b

2� a� b
et classiquement :

8 k 2 N
� ; P (Ak) = `+ (a+ b� 1)k�1

�1
2
� `
�

2. De la même fa�con, pour k 2 N
� :

P (Ck) = P (Ck=Ak)P (Ak) + P (Ck=Bk)P (Bk)

= aP (Ak) + b(1� P (Ak)) = (a� b)P (Ak) + b

et il su�t de remplacer P (Ak) par sa valeur.

3. Comme a; b 2 ]0; 1[, on a �1 < a+ b� 1 < 1, donc lim
k!+1

P (Ak) = ` et :

lim
k!+1

P (Ck) = (a� b)`+ b = (a� b) 1� b
2� a� b

+ b.

Ce raisonnement est encore valable lorsque a = 1 et 0 < b < 1 (on a encore
�1 < a+ b� 1 < 1) ; dans ce cas ` = 1 et :

lim
k!+1

P (Ck) = 1.

Ce r�esultat est logique ; en e�et si on lance au d�epart la pi�ece A, on obtient
Pile puisque a = 1, et on la relance. Ainsi tous les lancers s'e�ectueront avec
la pi�ece A. On est donc certain d'obtenir Pile au k-i�eme lancer.
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Par contre, si on commence avec la pi�ece B, comme b < 1, on �nira presque
sûrement par changer de pi�ece. A partir de ce moment on n'obtiendra que
des Pile et on ne lancera plus que la pi�ece A. Donc, asymptotiquement, la
probabilit�e de jouer avec la pi�ece A et de ne faire que des Pile vaut 1.

Exercice 3.9.

Soit p un r�eel tel que 0 < p < 1, et f la fonction d�e�nie sur l'intervalle [0; 1]
par

f : x 7! px
2 + 1� p

1. �Etudier les variations de f sur [0; 1].

2. �Etudier la suite (un) d�e�nie par u0 = 1 � p et pour tout n > 0; un+1 =
f(un).

3. On consid�ere une plante qui peut donner naissance �a deux descendants
avec la probabilit�e p ou �a aucun descendant avec la probabilit�e 1 � p. On
s'int�eresse �a sa descendance et on note Xn le nombre de descendants issus de
la n-i�eme g�en�eration, i.e. le nombre de descendants de la plante �a la (n+1)-
i�eme g�en�eration.

a) Exprimer, pour tout entier naturel n 2 N, P (Xn = 0) en fonction de
un.

b) D�eterminer lim
n!+1

P (Xn = 0). Interpr�eter le r�esultat trouv�e.

Solution :

1. f est d�erivable et f 0(x) = 2px, donc f est strictement croissante sur [0; 1],
avec f(0) = 1� p et f(1) = 1.

2. ? f([0; 1]) � [0; 1], donc (un) est bien d�e�nie et �a valeurs dans [0; 1].

? La fonction f �etant croissante, la suite (un) est monotone, et comme :

u1 = p(1� p)2 + 1� p = (1� p)(p(1� p) + 1) > 1� p = u0,

la suite (un) est croissante et comme elle est born�ee elle converge.

? f(x) = x () px2 � x + 1 � p = 0 () x 2 f1; 1� p

p
g, mais la seconde

racine r =
1� p

p
, qui est positive, appartient �a [0; 1] si et seulement si p > 1

2
.

Si p 6 1
2
, la suite (un) est croissante born�ee, donc converge vers l'unique

point �xe de f , �a savoir 1.

Si p >
1
2
, alors u0 = 1 � p <

1� p

p
= r < 1. Par croissance de f on en

d�eduit par r�ecurrence : 8n; un < r et la suite (un) converge vers r.

3. a) ? p0 = P (X0 = 0) = 1� p ;

Pour n 2 N, utilisons le syst�eme complet
�
(X0 = 0); (X0 = 2)

�
:



20 ESCP-EAP 2002 - Oral

pn+1 = P (Xn+1 = 0)

= P (X0 = 0)P (Xn+1 = 0=X0 = 0) + P (X0 = 2)P (Xn+1 = 0=X0 = 2)

Or P (Xn+1 = 0=X0 = 0) = 1 (s'il n'y a pas de descendants �a la premi�ere
g�en�eration, il n'y en aura pas plus tard) ;

P (Xn+1 = 0=X0 = 2) = [P (Xn = 0]2, car cela signi�e que chacun des
deux descendants de premi�ere g�en�eration n'a pas de descendant de n-i�eme
g�en�eration et on conclut par ind�ependance.

Ainsi pn+1 = (1 � p) + p:pn et la suite (pn) v�eri�e la même relation de
r�ecurrence que la suite (un). Comme les termes initiaux sont les mêmes, on
conclut :

8n 2 N; P (Xn = 0) = un

b) Par cons�equent :

si p 6 1
2
; lim
n!1

P (Xn = 0) = 1, et si p > 1
2
; lim
n!1

P (Xn = 0) =
1� p

p

Ceci n'est pas �etonnant, car 2p est l'esp�erance du nombre de descendants
directs de chaque plante. Ainsi, si 2p < 1, la tendance est �a la rar�efaction et
on s'attend �a ce que l'esp�ece disparaisse, tandis que si 2p > 1, la disparition
est possible mais n'est pas quasi-certaine.

Exercice 3.10.

Pour tout a r�eel, on pose : Ma =

�
1 �a
a �3

�

1. a) D�eterminer en fonction de a les valeurs propres deMa, consid�er�ee comme
�el�ement de M2(C ).

b) Pour quelles valeurs de a ces valeurs propres sont{elles r�eelles ?

c) Pour quelles valeurs de a, la matrice Ma est{elle diagonalisable sur R ?

2. Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et X une variable al�eatoire r�eelle
suivant une loi uniforme sur [0; 2]. Pour tout ! 2 
, on consid�ere la matrice

M! =

�
1 �X(!)

X(!) �3
�

Soit Y la variable al�eatoire d�e�nie par hhY (!) est la plus grande des valeurs
propres de M!

ii.

D�eterminer une densit�e de la loi de Y .

Solution :

1. a) Un calcul rapide montre que les valeurs propres de Ma sont � =
�1 � p

4� a2 et � = �1 + p
4� a2. Ces valeurs propres sont r�eelles si et

seulement si jaj � 2.
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b) Lorsque a =2 f�2; 2g, ces deux valeurs propres sont distinctes et Ma est

diagonalisable. Les sous-espaces propres associ�es sontE� = Vect

�
2�

p
4� a2

a

�

et E� = Vect

�
2 +

p
4� a2

a

�
.

Lorsque a 2 f�2; 2g, il existe une unique valeur propre valant �1. Les
matricesM2 etM�2 ne sont pas diagonalisables car autrement seraient �egales
�a �I , ce qu'elles ne sont pas.
2. D'apr�es la question pr�ec�edente, Y = �1+p4�X2 et Y prend ses valeurs
entre �1 et 1.

La fonction t 7! �t2 est strictement d�ecroissante sur l'intervalle [0; 2], donc
la fonction f : t 7! �1 +p

4� t2 �egalement.

Comme f est continue strictement d�ecroissante sur [0; 2], elle induit une
bijection de [0; 2] sur son image [�1; 1]. On a, pour x 2 [�1; 1] :
P (Y 6 x) = P (X > f�1(x)) = 1� P (X < f�1(x)) = 1� P (X 6 f�1(x))

Ainsi : FY (x) = 1� FX (f
�1(x)).

Un calcul �el�ementaire donne f�1(x) =
p
3� 2x� x2 (on doit prendre la

solution positive de l'�equation en t : �1 +p
4� t2 = x).

On a alors (f�1)0(x) = � 1 + xp
3� 2x� x2

.

Comme fY (x) = �fX(f�1(x))(f�1)0(x) = �1
2
(f�1)0(x), une densit�e de Y

est donc :

fY (x) =

( 1 + x

2
p
3� 2x� x2

si x 2 [�1; 1]
0 sinon

Exercice 3.11.

Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et X une variable al�eatoire �a valeurs
r�eelles, de fonction de r�epartition F d�e�nie par :

F (x) =

(
0 si x < 0

1� e�x=2(1 +
x

2
) si x > 0

1. La fonction F est{elle continue sur R ?

2. D�eterminer lim
x!+1

F (x). Interpr�eter ce r�esultat.

3. D�eterminer une densit�e de probabilit�e f de X .

4. �Etudier les variations de f et repr�esenter l'allure du graphe de cette
fonction.

Solution :
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1. La fonction F est manifestement continue sur R� . Sa continuit�e en 0 se
d�eduit des limites �a droite et �a gauche en ce point qui sont nulles.

2. Comme lim
x!+1

e�x=2
�
1 + x

2

�
= 0, on a lim

x!+1
F (x) = 1, ce qui n'a rien de

surprenant puisque F repr�esente une fonction de r�epartition !

3. Pour d�eterminer une densit�e f de X , il su�t de d�eriver F , soit :

f(x) =

�
0 si x < 0

�1
2
e�x=2 + 1

2
e�x=2

�
1 + x

2

�
si x > 0

ou encore :

f(x) =

�
0 si x < 0

1
4
x:e�x=2 si x > 0

Notons que l'on obtient bien une fonction positive !

4. La fonction f est continue sur R, est nulle sur R� et tend vers 0 en +1.

De plus pour x > 0; f 0(x) = 1
4
e�x=2 � 1

8
x:e�x=2 = 1

8
e�x=2(2� x).

On en d�eduit que f est croissante sur ]�1; 2] et d�ecroissante sur [2;+1[ et
donc que F est convexe sur le premier intervalle et concave sur le second.

Exercice 3.12.

Soit f la fonction d�e�nie par :

f(x) =

�
C:e�jxj si x 2 [�1; 1]

0 sinon

1. a) D�eterminer la constante C pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

b) Calculer l'esp�erance et la variance d'une variable al�eatoire suivant une
loi admettant f pour densit�e.

2. SoientX et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes telles queX admette
f pour densit�e et telles que Y suive une loi uniforme sur l'intervalle [�1; 1].
D�eterminer la loi suivie par la variable X � Y .

3. Le livreur L d'un supermarch�e d�ecide de passer livrer chez Madame M
entre 9h et 11h du matin ; il attendraM pendant 15 minutes (si elle n'est pas
l�a !). Pour sa partM rentrera chez elle entre 9h et 11h et y restera pendant une
demi-heure. On prend comme origine des temps 10h et comme unit�e l'heure.
On suppose que L et M agissent ind�ependamment et que leurs instants
d'arriv�ee chez M sont des variables al�eatoires qui suivent respectivement
une loi de densit�e f , et une loi uniforme sur le segment [�1; 1].
Calculer la probabilit�e que M soit livr�ee par L.

Solution :

1. a) La fonction f est positive pour C > 0, continue sur R, sauf en �1 et
1, points o elle admet une limite �a gauche et une limite �a droite. Pour que
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f soit une densit�e de probabilit�e, il su�t de v�eri�er que son int�egrale sur R
vaut 1. Or :

C

Z
1

�1

e�jxjdx = 1() 2C

Z
1

0

e�xdx = 1() C = e
2(e� 1)

Il faut donc prendre C = e
2(e� 1)

.

b) Par sym�etrie X est d'esp�erance nulle et un calcul �el�ementaire (par
int�egration par parties) donne :

V (X) = 2e� 5
e� 1

.

2. Comme Y suit la loi uniforme sur [�1; 1],�Y suit �egalement la loi uniforme
sur [�1; 1]. Comme X � Y = X + (�Y ) et X et �Y sont ind�ependantes, on
peut obtenir une densit�e fX�Y de X � Y par convolution :

fX�Y (x) =

Z
+1

�1
fX(t)fY (x� t) dt = C

Z
1

�1

e�jtjfY (x� t) dt

Or fY (u) =
1
2
si �1 6 u 6 1 et 0 sinon.

Comme x�t 2 [�1; 1]() t 2 [x�1; x+1], il convient de distinguer plusieurs
cas :

� si x > 2, alors x� 1 > 1 et fX�Y (x) = 0,

� si x 2 [1; 2], alors [x� 1; x+ 1] \ [�1; 1] = [x� 1; 1] inclus dans [0; 1] et :

fX�Y (x) =
C

2

Z
1

x�1

e�tdt = C

2
(e1�x � e�1)

� si x 2 [0; 1], alors [x � 1; x + 1] \ [�1; 1] = [x � 1; 1], mais ici x � 1 6 0,
donc :

fX�Y (x) =
C

2

Z
0

x�1

etdt+ C

2

Z
1

0

e�tdt = C

2
(2� ex�1 � e�1)

En�n, on remarque que X�Y est une variable al�eatoire paire (puisque X et
�Y le sont), donc f est paire, ce qui �evite de consid�erer le cas x 6 0.

3. Soit X la variable al�eatoire �egale �a l'instant d'arriv�ee de L et Y la variable
al�eatoire �egale �a l'instant d'arriv�ee de M . Ainsi l'�ev�enement hhL et M se

rencontrent ii est l'�ev�enement hh

�
X;X + 1

4

� \ �Y; Y + 1
2

� 6= ; ii, ce qui est

�equivalent �a :

�1
4
< X � Y <

1
2

Ainsi la probabilit�e p que M soit livr�ee est �egale �a :Z
1=2

�1=4

fX�Y (x)dx = C

2

Z
0

�1=4

(2�e�x�1�e�1)dx+ C

2

Z
1=2

0

(2�e�x�1�e�1)dx

Soit :

p = e
4(e� 1)

�3
2
+ 5e�1

4
� e�1=2 � e�3=4

�
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Exercice 3.13.

Soient n et r deux entiers strictement positifs. Lors de la kermesse d'une
association, n personnes sont pr�esentes. On tire r fois au sort une personne
(avec remise) pour o�rir r lots aux personnes pr�esentes.

1. a) Calculer, en fonction de n et de r, la probabilit�e qu'une personne donn�ee
P1 ne re�coive aucun lot.

b) Soit k un entier inf�erieur strictement �a n. Calculer, en fonction de n et
de r, la probabilit�e que les personnes P1; P2; : : : ; Pk ne re�coivent aucun lot.

2. a) Rappeler la formule du crible.

b) Calculer, en fonction de n et de r, la probabilit�e que chaque personne
ait re�cu au moins un lot.

3. a) Soit m un entier inf�erieur strictement �a n. D�eduire de la ques-
tion pr�ec�edente le calcul, en fonction de n; r et m, de la probabilit�e pm

qu'exactement m personnes, parmi les n personnes pr�esentes, n'aient rien
re�cu.

b) Comment calculer la probabilit�e qm qu'au moins m personnes n'aient
rien re�cu ?

Solution :

1. a) Notons Ai l'�ev�enement hh la personne Pi n'a rien re�cu ii. Les tirages ayant
lieu avec remise, �a chaque tirage on �evite la personne P1 avec la probabilit�e

1� 1
n
et par ind�ependance :

P (A1) =
�
1� 1

n

�r
b) Le même raisonnement donne :

P (A1 \ A2 \ : : : \ Ak) =
�
1� k

n

�r
2. a) P (A1 [ A2 [ : : : [An) =

nP
i=1

(�1)i+1Si, avec :

Si =
P

16n1<n2<���<ni6n
P (An1 \ An2 \ : : : \ Ani)

b) L'�ev�enement G : hhTout le monde gagne au moins un lot ii est l'�ev�enement
contraire de l'�ev�enement A1 [ A2 [ : : : [ An. Donc :

P (G) = 1� P (A1 [ A2 [ : : : [ An)

Dans l'application de la formule du crible, on remarque que la somme Si

comporte Ci

n
termes qui valent tous

�
1 � i

n

�r
, soit en int�egrant le premier

terme hh1 ii �a la sommation :

P (G) =
nP

k=0

(�1)kCk

n

�
1� k

n

�r
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3. a) pm = P
� S
16i1<i2<���<im6n

�
(Ai1 \Ai2 \ : : : \ Aim)

T
(

T
j =2fi1;:::;img

Aj)
��

(en clair : on choisit de toutes les fa�cons possibles les m personnes qui ne
re�coivent rien et les autres re�coivent quelque chose).

La r�eunion �etant disjointe :

pm =
P

16i1<i2<���<im6n
P
�
(Ai1 \ Ai2 \ : : : \ Aim)

T
(

T
j =2fi1;:::;img

Aj)
�

Tous les �ev�enements ayant la même probabilit�e :

pm = Cmn :P
�
A1 \ A2 \ : : : \ Am \ Am+1 \ : : : \An)

= Cmn P (A1 \A2 \ : : : \ Am)P (Am+1 \ : : : \ An=A1 \ A2 \ : : : \ Am)

= Cmn
�
1� m

n

�r
:P (Am+1 \ : : : \ An=A1 \ A2 \ : : : \ Am)

Pour conclure, il su�t d'appliquer le r�esultat de 2. b) avec n�m personnes
au lieu de n :

pm = Cm

n

�
1� m

n

�r n�mP
k=0

(�1)kCk

n�m
�
1� k

n�m

�r
, soit :

pm = Cm

n

n�mP
k=0

(�1)kCk

n�m
�
1� m+ k

n

�r
b) On a qm =

n�1P
k=m

pk (car pn est nul).

Exercice 3.14.

Soit E = R[X ]. On pose Q0 = 1, Q1 = X et pour k 2 N tel que k > 2,
Qk = X(X � 1) : : : (X � k + 1).

1. Montrer que la famille B = (Qk)k2N est une base de E.

2. On note F l'ensemble des polynômes P 2 E tels que pn =
P (n)

e:n!
d�e�nisse

une loi de probabilit�e d'une variable al�eatoire �a valeurs dans N (c'est-�a-dire
qu'il existe Y telle que Y (
) � N et 8n; P (Y = n) = pn). Montrer que pour
tout k 2 N, Qk 2 F .

3. Montrer que F est convexe, c'est-�a-dire que si P1; P2 2 F et � 2 [0; 1],
alors �P1 + (1 � �)P2 2 F . En d�eduire que si P 2 E a pour degr�e p et si

P =
pP

k=0

�kQk avec �k 2 [0; 1] et
pP

k=0

�k = 1, alors P 2 F .

4. Soit P =
pP

k=0

�kQk 2 F avec �k 2 [0; 1] et
pP

k=0

�k = 1 et soit Y une variable

al�eatoire suivant la loi de probabilit�e associ�ee.
�Ecrire XQk dans la base B. En d�eduire l'esp�erance de Y en fonction des �k.

Solution :
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1. La famille B est gradu�ee en degr�es, donc est une base de R[X ].

2. Soit k 2 N, Qk(n) n'est non nul que pour n > k et est alors positif. La
convergence �etant �evidente, on a :

1P
n=0

Qk(n)

e:n!
=

1P
n=k

Qk(n)

e:n!
= 1

e

1P
n=k

1
(n� k)!

= 1
e
e = 1

Donc Qk 2 F .

3. Si P1 et P2 sont dans F , alors pour tout � 2 [0; 1], �P1 + (1 � �)P2 est
�a valeurs positives ou nulles sur N et, toutes les convergences �etant encore
�evidentes, on peut hhcasser ii la sommation :
1P
n=0

[�P1 + (1� �)P2](n)

e:n!
= �

1P
n=0

P1(n)

e:n!
+(1��)

1P
n=0

P2(n)

e:n!
= �+(1��) = 1

Donc �P1 + (1� �)P2 2 F .

De la même fa�con, si P1; : : : ; Pn appartiennent �a F et si �1; : : : ; �n sont des
r�eels positifs de somme 1, alors �1P1 + � � �+ �nPn 2 F .

Comme Q0; : : : ; Qp appartiennent �a F , on a la conclusion voulue.

4. On a XQk = Qk+1 + kQk. Si on note Zk une variable al�eatoire suivant la
loi associ�ee �a Qk, on a :

E(Zk) =
1P
n=0

n
Qk(n)

e:n!
=

1P
n=0

Qk+1(n)

e:n!
+ k

1P
n=0

Qk(n)

e:n!
= 1 + k

Par lin�earit�e de l'esp�erance, on conclut :

E(Y ) =
nP

k=0

�k(1 + k) = 1 +
nP

k=0

k�k

Exercice 3.15.

On observe depuis le bord d'une route R �a sens unique le passage des voitures
�a partir d'un instant 0.

On note T1 la variable al�eatoire �egale au temps d'attente de la premi�ere
voiture, puis pour tout n > 2, Tn le temps de passage entre la (n � 1)�eme et
la n�eme voiture.

On suppose que les Tk sont des variables al�eatoires ind�ependantes suivant

une loi exponentielle d'esp�erance 1
�
> 0.

1. a) Pour tout n 2 N
� , on note Yn le temps d'attente de la n�eme voiture. Y0

est la variable certaine �egale �a 0.

Rappeler la loi de Yn, son esp�erance et sa variance.

b) Pour tout T > 0, on note CT la variable �egale au nombre de voitures
passant devant le point d'observation entre les instants 0 et T .

Pour tout k dans N, comparer les �ev�enements [CT > k] et [Yk 6 T ].

En d�eduire une expression int�egrale de P [CT > k] puis, �a l'aide d'une
int�egration par parties, la loi de CT .
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2. Jusqu'�a la �n de cette partie, on suppose que le point d'observation se
situe �a la jonction de deux routes R et R0 (�a sens unique).

On note T1 (resp. T 0
1
) la variable al�eatoire �egale au temps d'attente de la

premi�ere voiture venant de R (resp. de R0), puis pour tout n > 2, Tn (resp
T 0
n
) le temps de passage entre la (n � 1)�eme et la n

�eme voiture venant de R
(resp de R0).

On suppose que les Tk (resp. les T 0
k
) suivent la loi exponentielle d'esp�erance

1
�
(resp. d'esp�erance 1

�
0 ).

On suppose en outre l'ind�ependance mutuelle de toutes ces variables.

a) Pour tout T > 0 on note CT et C 0
T
les variables respectivement �egales au

nombre de voitures passant devant le point d'observation entre les instants 0
et T venant de R et de R0.

On note ST la variable CT + C 0
T
�egale au nombre total de voitures passant

devant l'observateur.

Quelle est la loi de ST ?

b) Pour tout n 2 N
� , d�eterminer la loi de CT conditionnellement �a [ST = n].

Une voiture passe. Quelle est la probabilit�e qu'elle vienne de la route R ?

Solution :

1. a) Les variables Tk suivent la loi exponentielle E(�), c'est-�a-dire la loi � de

param�etres 1 et 1
�
. Par ind�ependance suppos�ee, on en d�eduit que Yn =

nP
k=1

Tk

suit la loi �(n; 1
�
), d'esp�erance n

�
et de variance n

�
2
.

Rappelons qu'une densit�e de Yn est t 7! �
n

�(n)
tn�1e��t, pour t > 0 et 0 sinon.

b) De fa�con �evidente, (CT > k) = (Yk 6 T ), d'o, pour k > 1 et T > 0 :

P (CT > k) =

Z T

0

�
k

(k � 1)!
tk�1e��tdt

et en int�egrant par parties pour k > 2 :

P (CT > k) =
h
� t

k�1

(k � 1)!
�k�1e��t

iT
0

+

Z
T

0

�
k�1

(k � 2)!
tk�2e��tdt

c'est-�a-dire : P (CT > k) = � (�T )k�1

(k � 1)!
e��T + P (CT > k � 1)

or : P (CT > k � 1)� P (CT > k) = P (CT = k � 1), d'o :

P (CT = k � 1) =
(�T )k�1

(k � 1)!
e��T

Le r�esultat reste valable pour k = 1 et CT ,! P(�T ).
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2. a) CT et C 0
T
�etant ind�ependantes, par stabilit�e des lois de Poisson :

CT + C 0
T
,! P((�+ �0)T )

b) Pour k > n, P (CT = k=ST = n) = 0 et pour k 2 [[0; n]] :

P (CT = k=ST = n) =
P [(CT = k) \ (ST = n)]

P (ST = n)

=
P [(CT = k) \ (C 0

T = n� k)]

P (ST = n)

=
(�T )k

k!

(�0T )n�k

(n� k)!
e�(�+�

0
)T n!
[(� + �

0)T ]n
e(�+�

0
)T

= Ckn
�

�

�+ �
0
�k� �

0

�+ �
0
�n�k

Ainsi la loi conditionnelle de CT conditionn�ee par la r�ealisation de l'�ev�enement

(ST = n) est la loi binomiale B(n; �

�+ �
0
�
.

En particulier P (CT = 1=ST = 1) = �

�+ �
0 .

Exercice 3.16.

Pour toute variable al�eatoire X d�e�nie sur un espace probabilis�e (
;B; P )
et pour B 2 B tel que P (B)0, sous r�eserve d'existence, on note E(X=B) et
on appelle esp�erance conditionnelle de X �a B, l'esp�erance de X pour la loi
conditionnelle �a B.

On admet le r�esultat suivant :

Si X est une variable al�eatoire quelconque et N une variable discr�ete telle

que N(
) = N et que pour tout n, E(X=N = n) existe alors E(X) existe et

vaut
1P
n=0

P (N = n)E(X=N = n)

A l'instant 0 un pi�eton se trouve sur le bord d'une route �a sens unique qu'il
d�esire traverser.

On note T1 la variable al�eatoire �egale au temps qui s'�ecoule entre le d�ebut
de l'exp�erience et le passage de la premi�ere voiture, puis plus g�en�eralement,
Ti pour 2 6 i, le temps entre le passage de la (i � 1)�eme voiture et la i

�eme.
On suppose que les Ti sont ind�ependantes et suivent une loi exponentielle de
param�etre �.

Prudent, le pi�eton d�ecide de ne traverser �a l'instant t que si la premi�ere
voiture visible est �eloign�ee de lui de plus d'une certaine distance de s�ecurit�e.
Le temps mis pour parcourir cette distance par une voiture est a.

On note X la variable �egale �a l'instant o�u le pi�eton va traverser la route et
N le nombre de voitures qui passeront avant qu'il ne puisse le faire.

On pose p = e��a, q = 1� p.

1. a) Comparer [X = 0] et [T1 > a]. En d�eduire P [X = 0] et P [N = 0] en
fonction de p.
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b) Pour n > 1 d�eterminer P
�
[T1 6 a]\[T2 6 a]\: : :\[Tn 6 a]\[Tn+1 > a]

�
en fonction de p. En d�eduire la loi de N .

c) Soit n > 1.

Pour tout i 2 [[1; n]] et tout t > 0 comparer les probabilit�es conditionnelles
P ([Ti 6 t] = [N = n]) et P ([Ti 6 t] = [Ti 6 a]).

D�eterminer P ([Ti 6 t] = [Ti 6 a]) (on distinguera les cas t 6 a et t > a)

En d�eduire une densit�e de Ti pour cette loi conditionnelle.

2. a) Pour 1 6 i 6 n, d�eterminer l'esp�erance de Ti pour la loi conditionnelle
�a [N = n], n > 1.

b) D�eterminer l'esp�erance conditionnelle de X conditionnellement �a la
r�ealisation de [N = n].

c) En d�eduire l'esp�erance de X en fonction de a.

Solution :

1. a) De mani�ere �evidente [X = 0] = [T1 > a] et :

P (X = 0) = P (T1 > a) = e��a = p = P (N = 0).

b) Les variables al�eatoires (Ti)i �etant ind�ependantes, on a :

P (Ti 6 a) = 1� e��a = q et P (Tn+1 > a) = e��a = p. Donc

P [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)] = qnp

Comme [N = n] = [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)], N
suit une loi g�eom�etrique sur N.

c) On a :

P [Ti 6 t=N = n] = P [Ti 6 t=(T1 6 a)\(T2 6 a)\: : :\(Tn 6 a)\(Tn+1 > a)]

=
P (Ti 6 t) \ (T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)

P (N = n)
et par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu et puisque

P (N = n) = P [(T1 6 a) \ (T2 6 a) \ : : : \ (Tn 6 a) \ (Tn+1 > a)],

il vient :

P [Ti 6 t=N = n] =
P [(Ti 6 t) \ Ti 6 a)]

P [Ti 6 a]
= P (Ti 6 t=Ti 6 a)

Ainsi :

� si t 6 a, (Ti 6 t)\Ti 6 a) = (Ti 6 t) ; donc P (Ti 6 t=Ti 6 a) = 1� e��t

1� e��a
,

� si t > a, (Ti 6 t) \ Ti 6 a) = (Ti 6 a), donc P (Ti 6 t=Ti 6 a) = 1.

Si l'on note f une densit�e de Ti pour la loi PTi6a, on peut prendre :

f(t) =

(
0 si t < 0 ou t > a

�e��t

1� e��a
sinon
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2. a) La loi conditionnelle de Ti conditionnellement �a (Ti 6 a) est la même
que la loi conditionnelle de Ti conditionnellement �a (N = n). Aussi, �a l'aide
d'une int�egration par parties :

E(Ti=N = n) =

Z a

0

�t

1� e��a
e��tdt = 1

�
� ae��a

1� e��a

b) On a : E(X=N = n) = E(T1+T2+ � � �+Tn=N = n) =
nP
i=1

E(Ti=N = n)

Soit :

E(X=N = n) = n
� 1
�
� ae��a

1� e��a
�

c) Par la propri�et�e admise en d�ebut d'exercice :

E(X) =
1P
n=0

E(X=N = n)P (N = n) =
1P
n=0

n
� 1
�
� ae��a

1� e��a
�
pqn

= e
�a � 1� �a

�(e�a � 1)
pq

1P
n=1

nqn�1 = e
�a � 1� �a

�(e�a � 1)
�
q

p
�

Exercice 3.17.

On cherche �a �evaluer le nombre N de poissons dans un �etang.
On pr�el�eve dans l'�etang un �echantillon de m poissons. On les marque et on
les remet dans l'�etang.
On propose deux m�ethodes di��erentes d'estimation de N .

M�ethode 1

Soit n 2 N
� , n 6 m.

On pr�el�eve des poissons dans l'�etang, au hasard et avec remise.
On note Xn la variable al�eatoire �egale au nombre de poissons qu'il a �et�e
n�ecessaire de pêcher pour obtenir n poissons marqu�es.
Pour tout 2 6 i 6 n, on pose Di = Xi �Xi�1. On pose de plus D1 = X1 et
on suppose que les Di sont des variables al�eatoires ind�ependantes.
1. a) D�eterminer, pour tout i 2 [[2; n]], la loi de Di, son esp�erance et sa

variance.
En d�eduire l'esp�erance et la variance de Xn.

b) On pose An = m
n
Xn. Montrer que An est un estimateur sans biais de

N .

2. a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approcher la loi de la variable

al�eatoire Xn = Xn

n
?

b) On a marqu�e 200 poissons, puis e�ectu�e 450 pr�el�evements pour obtenir
50 poissons marqu�es.
On pose � = �(An), l'�ecart-type de An. On a pu prouver par ailleurs que
� 6 100.
D�eterminer, en fonction de �, un intervalle de con�ance pour N au seuil de
0; 9. (On donne �(1; 64) ' 0;95.)



Analyse 31

M�ethode 2

On pr�el�eve successivement et avec remise n poissons. Soit Yn le nombre de
poissons marqu�es parmi eux.

1. Montrer que 1
nm

Yn est un estimateur sans biais de 1
N
.

2. Pour quelle raison �evidente ne peut-on prendre nm

Yn
comme estimateur de

N ?

On pose alors Bn =
m(n+ 1)
Yn + 1

.

a) Calculer l'esp�erance de Bn.

b) Est-il un estimateur sans biais de N ?

Solution :

Premi�ere m�ethode.

1. a) La variable al�eatoire Di repr�esente le nombre de poissons que l'on a
pêch�e pour obtenir un nouveau poisson marqu�e. Les pr�el�evements se faisant
au hasard et avec remise, Di suit la loi g�eom�etrique G�m

N

�
. Ainsi :

E(Di) =
N
m

; V (Di) =
N(N �m)

m
2

De mani�ere �evidente, on a Xn =
nP
i=1

Di.

Par ind�ependance des variables al�eatoires (Di), il vient :

E(Xn) = n
N
m

; V (Xn) = nV (Di) = n
N(N �m)

m
2

b) On a E(An) = N . Donc, An, fonction des (Dn) est un estimateur sans
biais de N .

2. a) Par le th�eor�eme de la limite centr�ee, la loi de Xn = Xn

n
= An

m
, peut

être approch�ee par la loi normale N (E(Xn); �(Xn)), soit N
�
N

m
;
�

m

�
, avec :

�2 = V (An) =
N(N �m)

n
.

b) Si T suit la loi N (0; 1), alors P (jT j 6 1;64) = 2�(1;64)� 1 ' 0;9.

Ainsi : P
�� 1:64 6

Xn

n
� N

m

�

m

6 1:64
� ' 0;9, soit :

P
�mXn

n
� 1;64� 6 N 6

mXn

n
+ 1;64�

� ' 0;9

Ici m = 200, n = 50 et on a r�ealis�eX = 450. L'intervalle de con�ance cherch�e
est :

[1800� 1;64�; 1800 + 1;64�]

Si � 6 100, cet intervalle est inclus dans [1636; 1964].
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Seconde m�ethode.

1. La variable al�eatoire Yn suit la loi binomiale B(n;m=N). Aussi :

E(Yn) =
nm

N
, donc E

� Yn
nm

�
= 1

N

et Yn
nm

est un estimateur sans biais de 1
N
.

2. La variable al�eatoire Yn peut prendre la valeur 0 avec une probabilit�e non
nulle, donc nm

Yn
n'est pas d�e�nie sur un ensemble de probabilit�e non nulle et

n'a pas le statut de variable al�eatoire.

a) Par le th�eor�eme de transfert :

E(Bn) =
nP

k=0

Ck

n

�
m

N

�k�
1� m

N

�n�k � m(n+ 1)
k + 1

Comme Ck+1

n+1
= n+ 1

k + 1
Ck

n, il vient :

E(Bn) = N

nP
k=0

Ck+1

n+1

�
m

N

�k+1�
1� m

N

�n+1�k�1

= N

n+1P
k=1

Ck

n+1

�
m
N

�k�
1� m

N

�n+1�k
, soit :

E(Bn) = N
�
1� (1� m

N
)n+1

�
b) De mani�ere g�en�erale, Bn n'est pas un estimateur sans biais de N . En

revanche lim
n!+1

E(Bn) = N , donc Bn est asymptotiquement sans biais.

Exercice 3.18.

On se donne un tableauA �a n �el�ements distincts (n > 2). Que fait l'algorithme
suivant :

mini :=1 ; maxi :=1 ;

for j := 2 to n do

if A[j]<A[mini] then mini := j else

if A[j]>A[maxi] then maxi := j ;

1. �Evaluer le nombre minimal, puis le nombre maximal de comparaisons
faites.

On cherche �a d�eterminer un �equivalent du nombre de comparaisons faites
en moyenne. Pour cela, on consid�ere que A contient les �el�ements de En =
f1; 2; : : : ; ng et on associe donc �a chaque tableau une permutation sur En.
On suppose en�n que toutes les permutations sont �equiprobables.

2. Pour toute permutation �, on appelle minimum local un entier j tel que :

8i; 1 6 i < j ) �(i) > �(j)

On convient que 1 est toujours un minimum local.
Exprimer le nombre de comparaisons e�ectu�ees par l'algorithme en fonction
du nombre de minimum locaux de �.
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3. On note un;k le nombre de permutations sur En qui poss�edent k minimum
locaux. Montrer que�

un;0 = 0; un;n = 1
un;k = (n� 1)un�1;k + un�1;k�1 (1 6 k 6 n)

4. Soit (Pn) la famille de polynômes d�e�nie par

Pn(x) =
nP

k=1

un;kx
k

a) D�eterminer une relation de r�ecurrence entre Pn et Pn�1. En d�eduire une
expression de Pn.

b) Exprimer la d�eriv�ee P 0
n
en fonction de Pn.

5. D�eterminer le nombre moyen de minimum locaux dans les permutations
de En et en d�eduire un �equivalent du nombre moyen de comparaisons de

l'algorithme.

Solution :

L'algorithme propos�e d�etermine la place dans le tableau du maximum et du
minimum (mais pas leur valeur).

1. Le nombre minimal de comparaisons est obtenu si on ne fait jamais le
second hh if ii (car on fera toujours le premier). Il vaut donc (n� 1) et c'est le
cas lorsque les �el�ements du tableau A sont rang�es par ordre d�ecroissant.

Le nombre maximal de comparaisons est obtenu lorsqu'on e�ectue toujours
les deux hh if ii. Il vaut 2(n� 1) : c'est le cas lorsque les �el�ements du tableau A
sont rang�es par ordre croissant.

2. Montrons que j est un minimum local si et seulement si A[j] < A[mini] :

� si A[j] < A[mini], j sera le nouveau mini et pour 1 6 i < j, on a
�(i) > �(j) (puisque �(i) > �(mini)).

� si pour 1 6 i < j, on a �(i) > �(j), alors �(j) > �(mini).

Soit p le nombre de minimums locaux ; le nombre de comparaisons vaut alors :
(p� 1) + 2((n� 1)� (p� 1)) = 2n� p� 1.

3. Toute permutation poss�ede au moins un minimum local ; donc un;0 = 0.

Il n'y a qu'une permutation qui poss�ede n minimums locaux : celle o�u les
�el�ements sont rang�es par ordre d�ecroissant.

Notons Un;k l'ensemble des permutations sur En poss�edant k minimums
locaux. On peut diviser cet ensemble en deux sous{ensembles disjoints :

� celui o�u le dernier �el�ement n est un minimum local ; c'est en fait le
minimum de la permutation (�(n) = 1). Si on le supprime, il restera (n� 1)
�el�ements avec (k � 1) minimums locaux ;
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� celui o�u le dernier �el�ement n n'est pas un minimum local ; on a �(n) = m,
avec 2 6 m 6 n. Si on le supprime, il restera (n�1) �el�ements avec k minimums
locaux et on a (n� 1) possibilit�es pour m.

Finalement, il vient :
un;k = (n� 1)un�1;k + un�1;k�1.

4. a) On a :

Pn(x) =
nP

k=1

un;kx
k =

nP
k=1

((n� 1)un�1;k + un�1;k�1)x
k

= (n� 1)
nP

k=1

un�1;kx
k + x

nP
k=1

un�1;k�1x
k�1 = (n� 1 + x)Pn�1(x)

Par une r�ecurrence imm�ediate : Pn(x) =
n�1Q
k=0

(x+ k).

b) Par d�erivation d'un produit de facteurs, il vient :

P 0
n
(x) = Pn(x)�

� n�1P
k=0

1
x+ k

�
5. le nombre moyen de minimums locaux est :

1
n!

nP
k=1

kun;k =
P
0
n(1)
n!

=
Pn(1)
n!

n�1P
k=0

1
1 + k

=
nP

k=1

1
k

Il est classique (comparaison suite-int�egrale) que
nP

k=1

1
k
� lnn.

Le nombre moyen de comparaisons est donc de l'ordre de 2n� lnn, donc est
�equivalent �a 2n.

Exercice 3.19.

Soit (Xn)n2N� une suite de variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes suivant
toutes la loi uniforme sur [0; 1].

1. Pour tout k 2 N
� , on note Uk = min(X1; : : : ; Xk). D�eterminer la loi de Uk.

2. Soit p 2]0; 1[ et n 2 N
� . Soit N une variable al�eatoire suivant la loi

binomiale B(n; p). On d�e�nit la variable al�eatoire r�eelle V par :

V =

�
X1 si N = 0
Uk si N = k > 0

D�eterminer la loi de V et une densit�e de cette variable al�eatoire.

Solution :

1. De mani�ere classique et par ind�ependance des variables al�eatoires en jeu :

P (Uk > x) = P (
kT
i=1

Xi > x) =
kQ
i=1

P (Xi > x) =
�
1� F (x)

�k
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o�u F repr�esente la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire suivant
une loi uniforme sur [0; 1].

Notons Fk la fonction de r�epartition de Uk. Alors :

Fk(x) =

(
0 si x < 0

1� (1� x)k si 0 6 x 6 1
1 si x > 1

La fonction x 7! Fk(x) est de classe C1 sur R n f0; 1g et sa d�eriv�ee �a une
limite �a droite et �a gauche aux points limites. Ainsi, par d�erivation Uk admet
une densit�e fk donn�ee par :

fk(x) =

�
k(1� x)k si 0 6 x 6 1

0 sinon

2. Utilisons le syst�eme complet d'�ev�enements (N = k)06k6n. On peut �ecrire,
pour tout x r�eel :

P (U 6 x) =
nP

k=0

P [(U 6 x) \ (N = k)]

= P [(X1 6 x) \ (N = 0) +
nP

k=1

P [(Uk 6 x) \ (N = k)].

Les variables al�eatoires �etant ind�ependantes de N , il vient pour tout x r�eel :

P (U 6 x) = P (X1 6 x)P (N = 0) +
nP

k=1

Fk(x)P (N = k)

Aussi, P (U 6 x) =
n
0 si x < 0
1 si x > 1

, et si x 2 [0; 1] :

P (U 6 x) = xqn +
nP

k=1

Ck

n
pkqn�k(1� (1� x)k)

P (U 6 x) = xqn +
nP

k=0

Ck

n
pkqn�k �

nP
k=0

Ck

n
pkqn�k(1� x)k

P (U 6 x) = xqn + (p+ q)n � (p(1� x) + q)n = xqn + 1� (1� px)n

Une densit�e f de U est alors donn�ee par d�erivation :

f(x) =

�
qn + np(1� px)n�1 , si 0 6 x 6 1

0 , sinon

Exercice 3.20.

Soit U une variable al�eatoire r�eelle suivant la loi uniforme sur [0; 1[ et � un
r�eel strictement positif.
On consid�ere les variables al�eatoires suivantes :

V = � 1
�
ln(1� U); W = bV c

o�u bV c d�esigne la partie enti�ere de V puis

Y = V � bV c et Z = � 1
�
ln(1� Y )

1. D�eterminer les lois de V et W .

2. D�eterminer une densit�e de Y ainsi que son esp�erance.
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3. D�eterminer une densit�e de Z.

4. On consid�ere la variable al�eatoire X = min(1; V ). D�eterminer la fonction
de r�epartition de X et d�emontrer que P (2X2 � 3X > �1) > 1=2.

Solution :

1. ? V prend ses valeurs dans [0;+1[ et pour v > 0 :

P (V 6 v) = P (U 6 1� e��v) = 1� e��v

V suit la loi exponentielle de param�etre �.

? W prend ses valeurs dans N, et pour n 2 N :
P (W = n) = P (n 6 V < n+ 1) = e��n � e��(n+1)

Soit P (W = n) = p(1 � p)n, avec p = 1 � e��, donc W + 1 suit la loi
g�eom�etrique de param�etre p.

2. ? Y prend ses valeurs dans [0; 1[ et pour y 2 [0; 1[ :

P (Y 6 y) =
1P
k=0

P (k 6 V 6 y + k) =
1P
k=0

�
e��k � e��(y+k)

�
= 1� e��y

1� e��

? Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e g de Y :

g(y) = �:e��y

1� e��
, si 0 < y < 1 et 0 sinon.

? E(Y ) = E(V )�E(bV c) = E(V )�E(W + 1) + 1 = 1
�
� 1

e� � 1

3. Z prend ses valeurs dans [0;+1[ et pour z > 0, on a :

P (Z 6 z) = P (Y 6 1� e��z) = 1� e��(1�e
��z

)

1� e��

Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e h de Z :

h(z) = �
2e��(1+z�e

��z
)

1� e��
, pour z > 0 et 0 sinon.

4. X prend ses valeurs dans [0; 1] et :

8x 2 [0; 1[; P (X 6 x) = 1� e��x et P (X = 1) = P (V > 1) = e��

P (2X2 � 3X > �1) = P ((X � 1)(X � 1
2
) > 0) = P (X = 1) + P (X 6 1

2
)

Soit : P (2X2 � 3X > �1) = 1� e��=2 + e�� > 1
2

Exercice 3.21.

On consid�ere une suite de variables al�eatoires r�eelles mutuellement ind�ependantes
N;X1; : : : ; Xn; : : :. Soit p 2 ]0; 1[, q = 1� p et � un r�eel strictement positif.

On suppose que N suit la loi g�eom�etrique de param�etre p et que les variables
(Xi), i 2 N

� , suivent la loi exponentielle de param�etre �.

On note S la variable al�eatoire
NP
n=1

Xn.
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1. Soit n 2 N
� . D�eterminer une densit�e de X1+ � � �+Xn (on pourra proc�eder

par r�ecurrence).

2. Montrer que :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

8<
:

0 si x 6 0

1� e��x
� n�1P
k=0

(�x)k

k!

�
si x > 0

3. a) D�eterminer la fonction de r�epartition de S. (On supposera que l'on peut
intervertir l'ordre des sommations dans les expressions obtenues).

b) En d�eduire la loi de S et montrer que E(S) = E(X1)E(N).

Solution :

1. Les th�eor�emes du cours donnent :

fn(x) =

(
0 si x < 0

�
(�x)n�1

(n� 1)!
e��x si x � 0

2. On a :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

Z x

�1
fn(t)dt = �

Z x

�1

(�t)n�1

(n� 1)!
e��tdt

Une succession d'int�egrations par parties donne alors :

P (X1 + � � �+Xn 6 x) =

( 0 si x < 0

1� e��x
n�1P
k=0

(�x)k

k!
si x � 0

3. Pour tout x, on a :

P (S 6 x) =
1P
n=1

P ([S 6 x]\ [N = n]) =
1P
n=1

P ([X1+ � � �+Xn 6 x]\ [N = n])

Soit, par ind�ependance :

P (S 6 x) =
1P
n=1

P ([X1 + � � �+Xn 6 x])P (N = n)

Ainsi si x < 0; P (S 6 x) = 0 et si x > 0 :

P (S 6 x) =
1P
n=1

�
1� e��x

n�1P
k=0

(�x)k

k!

�
P (N = n)

= 1� e��x
1P
n=1

n�1P
k=0

(�x)k

k!
P (N = n)

= 1� e��x
1P
k=0

(�x)k

k!

1P
n=k+1

P (N = n)

= 1� e��x
1P
k=0

(�x)k

k!
P (N > k + 1) = 1� e��x

1P
k=0

(�qx)k

k!
= 1� e�px

b) Ainsi S suit la loi exponentielle E(�p).
On a donc E(S) = 1

�p
et comme E(X1) =

1
�
et E(N) = 1

p
on a la conclusion.
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Exercice 3.22.

Paul poss�ede un sac qui contient au d�ebut 3 billes ordinaires et 1 bille en
agate. Il joue avec son copain Luc de la fa�con suivante : �a chaque �etape, Luc
ajoute 3 billes ordinaires dans le sac, puis il tire de fa�con �equiprobable une
bille du sac et la garde. Le jeu s'arrête d�es que Luc tire la bille en agate.

On note X le nombre d'�etapes du jeu ; avec la convention X = 0 si Luc ne
tire jamais la bille en agate.

1. Soit n un entier naturel. V�eri�er que
n

n+ 1
6

n+ 1

n+ 2
:

2. En majorant la probabilit�e de l'�ev�enement hh la bille en agate n'a pas encore
�et�e tir�ee �a l'�etape n ii, montrer que P (X = 0) = 0.

3. D�eterminer la loi de X .

4. La variable al�eatoire X admet-elle une esp�erance ?

Solution :

1. Question �evidente.

2. Pour tout n > 1, notons Gn l'�ev�enement hhLuc ne tire pas la bille en agate
�a l'�etape n ii. Il vient, pour tout n :

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = P (G1)P (G2=G1) : : : P (Gn=(G1 \ � � � \Gn�1))

= 6
7
� 8

9
� : : :� 2n+ 4

2n+ 5
En utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, �ecrivons :

[P (G1 \G2 \ � � � \Gn)]
2 6 6

7
� 7

8
� 8

9
� 9

10
� : : :� 2n+ 4

2n+ 5
� 2n+ 5

2n+ 6

Soit, par t�elescopage : [P (G1 \G2 \ � � � \Gn)]
2 6 6

2n+ 6
et donc :

lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0

Et, par le th�eor�eme de limite monotone :

P (X = 0) = lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0

Variante : on peut aussi prouver ce r�esultat de fa�con directe. En e�et :

� ln
�
P (G1 \G2 \ � � � \Gn)

�
=

nP
k=1

ln
�2k + 5
2k + 4

�
=

nP
k=1

ln
�
1 + 1

2k + 4

�
.

Comme ln
�
1 + 1

2k + 4

� � 1
2k + 4

, la divergence de la s�erie de terme g�en�eral

1
2k + 4

donne la divergence de la s�erie de terme g�en�eral ln
�2k + 5
2k + 4

�
.

Cette s�erie �etant �a termes positifs, on a donc lim
n!1

nP
k=1

ln
�2k + 5
2k + 4

�
= +1 et

lim
n!1

P (G1 \G2 \ � � � \Gn) = 0.
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3. On a P (X = 1) = 1=7. Pour tout n > 2, on a :
un = P (X = n) = P (G1 \G2 \ : : : \Gn�1 \Gn)

= P (G1) : : : P (Gn�1=(G1\G2\: : :\Gn�2))�P (Gn=G1\G2\: : :\Gn�1))

Soit :
P (X = n) = 6

7
� 8

9
� : : :� 2n+ 2

2n+ 3
� 1

2n+ 5
4. On a :

P (X = n) > 6
7
� 7

8
� 8

9
� 9

10
� : : :� 2n+ 2

2n+ 3
� 2n+ 3

2n+ 4
� 1

2n+ 5

Soit, encore par t�elescopage : P (X = n) > 6
(2n+ 4)(2n+ 5)

.

Ainsi nP (X = n) > 3n
(n+ 2)(2n+ 5)

, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie

divergente (car �equivalent �a 3
2n

) . Donc X n'admet pas d'esp�erance.

Exercice 3.23.

Deux joueurs jouent �a pile ou face avec une pi�ece identique non truqu�ee,
et lancent alternativement leur pi�ece. On d�e�nit une variable al�eatoire X1

(respectivement X2) comme le num�ero du jet �a l'issue duquel le premier
(respectivement le deuxi�eme) joueur obtient pile pour la premi�ere fois (les
jets sont compt�es ind�ependamment pour chacun des joueurs).
La variable al�eatoire X est le num�ero du jet �a l'issue duquel un des deux
joueurs obtient pile pour la premi�ere fois.
La variable al�eatoire J vaut 1 (respectivement 2) si le premier (respectivement
le deuxi�eme) joueur obtient pile en premier, et vaut 0 si les deux joueurs
obtiennent pile en un même nombre de coups.
On cherche �a montrer que conditionnellement au fait qu'ils n'obtiennent
pas pile en un même nombre de coups, les variables al�eatoires X et J sont
ind�ependantes. Autrement dit, si on nomme H l'�ev�enement (X1 6= X2), on
cherche �a montrer que, pour j = 0; 1; 2 et pour tout k 2 N :

P ([(J = j) \ (X > k)]=H) = P (J = j=H) � P (X > k=H)

1. Calculer pour tout k 2 N, P (X1 > k). Calculer P (X1 < X2) et en d�eduire
P (H).

2. D�emontrer que la loi de X1 conditionnelle �a l'�ev�enement X1 < X2

est une loi g�eom�etrique de param�etre 3=4. En d�eduire pour tout k 2 N,
P (X1 > k=X1 < X2).

3. Montrer que pour tout k 2 N,

P (H \ (J = 1) \X > k) =
1

3

�
1

4

�k
4. Montrer que pour tout k 2 N,

P ([(J = 1) \ (X > k)]=H) =
1

2

�
1

2

�2k
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5. Montrer que pour tout k 2 N,

P (X > k=H) =

�
1

2

�2k

et que P (J = 1=H) = P (J = 2=H) =
1

2

6. Conclure.

Solution :

1. Les variables al�eatoires X1 et X2 correspondent �a des temps d'attente
d'un premier succ�es au cours d'une r�ep�etition d'�epreuves de Bernoulli
ind�ependantes de param�etre 1=2. On en d�eduit queX1 etX2 sont ind�ependantes
et suivent la loi g�eom�etrique de param�etre 1=2. On a :

P (X1 > k) =
1P

i=k+1

�1
2

�i
=
�1
2

�k
.

(On peut aussi consid�erer l'�ev�enement compl�ementaire qui est : hh les k

premiers essais sont des �echecs ii.)

La famille (X1 = k)k>1 est un syst�eme complet d'�ev�enements. Ainsi, par
ind�ependance des variables al�eatoires X1 et X2, on a :

P (X1 < X2) =
1P
k=1

P (X1 = k)P (X2 > k) =
1P
k=1

�1
2

��1
2

�k�1�1
2

�k
= 4

1P
k=1

�1
4

�k�1

= 1
3

Les variables X1 et X2 �etant ind�ependantes et de même loi ; on en d�eduit par

sym�etrie que P (X1 > X2) =
1
3
et que P (H) = 2P (X1 < X2) =

2
3
.

2. Pour tout k 2 N, P (X1 = k=X1 < X2) =
P ((X1 = k) \ (X2 > k))

P (X1 < X2)
.

Par ind�ependance :

P (X1 = k=X1 < X2) =
P (X1 = k)P (X2 > k))

P (X1 < X2)
=

(1=2)2k

1=3
=
�3
4

��1
4

�k�1

,

ce qui montre que la loi de X1 conditionnelle �a l'�ev�enement (X1 < X2) est la
loi g�eom�etrique de param�etre 3=4. En�n :

P (X1 > k=X1 < X2) =
1P

j=k+1

�3
4

��1
4

�j�1

=
�1
4

�k
3. Puisque (J = 1) � H , et que sur l'ensemble (J = 1) on a X = X1, il vient
l'�egalit�e des ensembles H \ (J = 1) \ (X > k) = (X1 > k) \ (X1 < X2) et :

P (H \ (J = 1) \ (X > k)) = P (X1 > k=X1 < X2)P (X1 < X2) =
�1
3

��1
4

�k
4. D'apr�es la question pr�ec�edente :

PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
=

P (H \ (J = 1) \ (X > k))

P (H)
=
�1
2

��1
2

�2k
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5. On a l'�egalit�e d'ensembles H \ (J = 2)\ (X > k) = (X2 > k)\ (X2 < X1)
et en suivant un raisonnement identique �a celui d�evelopp�e plus haut et par
sym�etrie :

P (H \ (J = 2) \ (X > k)) = P (H \ (J = 1) \ (X > k)) =
�1
3

��1
4

�k
On remarque en�n que H \ (J = 0) = ; donc
PH(X > k) = PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
+ PH

�
(J = 2) \ (X > k)

�
= 2PH

�
(J = 1) \ (X > k)

�
=
�1
4

�k
.

6. En conclusion :

PH(J = 1) =
P
�
H \ (J = 1)

�
P (H)

=
P (X1 < X2)

P (H)
= 1

2

et puisque PH (J = 0) = 0 on en d�eduit que PH(J = 2) = 1
2
.

Exercice 3.24.

1. Soit U une variable al�eatoire uniform�ement r�epartie sur [0; 1] et (Un)n2N�

une suite de variables al�eatoires ind�ependantes ayant chacune la même loi

que U .
Soit, d'autre part, Y une variable al�eatoire suivant la loi exponentielle de

param�etre1. Pour tout n > 1, on pose Zn = min(U1; : : : ; Un).

Montrer que la suite de variables (nZn) converge en loi vers Y .

2. Soit X une variable al�eatoire suivant la loi exponentielle de param�etre
� > 0. D�eterminer la loi de la variable al�eatoire Y = e��X .

3. On consid�ere une suite (Xi)i2N� de variables al�eatoires ind�ependantes,
suivant toutes la loi exponentielle de param�etre � > 0. D�eterminer les limites
en loi des suites de terme g�en�eral :

a) An = n:min(e��X1 ; : : : ; e��Xn)

b) Dn = max(X1; : : : ; Xn)� lnn, dans le cas o�u � = 1.

Solution :

1. nZn(
) = [0; n] et les variables Uk �etant ind�ependantes et de même loi que
U :

P (nZn > x) = P [(U1 >
x

n
) \ : : : \ (Un >

x

n
)] = [P (U >

x

n
)]n

D'o :

P (nZn > x) =

8<
:

1 si x < 0
0 si x > n

(1� x

n
)n si 0 6 x 6 n

Soit x 2 R
+ , pour n assez grand, on a donc P (nZn > x) = (1� x

n
)n, d'o :

ln[P (nZn > x)] = n ln(1� x

n
) �!
n!1

�x, et donc :
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8x 2 R
+ ; lim

n!1
P (nZn > x) = e�x et 8x 2 R

� ; lim
n!1

P (nZn > x) = 1

La suite (nZn) converge donc en loi vers Y .

2. X prend ses valeurs dans R+ et Y prend ses valeurs dans [0; 1].

Pour x 2 ]0; 1]; FY (x) = P (Y 6 x) = P (��X 6 lnx) = P (X > � lnx
�

)

= e��(�
lnx

�
) = x

Ainsi Y suit la loi uniforme sur ]0; 1] (ou sur [0; 1], ce qui revient au même).

3. a) Les variables e��X1 ; : : : ; e��Xn sont ind�ependantes et de même loi
uniforme sur [0; 1], donc (An) converge en loi vers une variable suivant la
loi exponentielle de param�etre 1.

b) Les variables Xi �etant ind�ependantes et de même loi :

P (Dn 6 x) = P (max(X1; : : : ; Xn) 6 x+ lnn)

= P [(X1 6 x+ lnn) \ : : : \ (Xn 6 x+ lnn)]

= P (X1 6 x+ lnn) : : : P (Xn 6 x+ lnn) = [P (X1 6 x+ lnn)]n

Soit, pour tout x 2 R, et n assez grand :

FDn
(x) = P (Dn 6 x) = (1� e�(x+lnn))n =

�
1� e�x

n

�n �!
n!1

exp(�e�x)
Cette loi limite est appel�ee loi de Gumbel .

Exercice 3.25.

On consid�ere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES crt ;

VAR h,X,n :INTEGER ;

BEGIN

RANDOMIZE ;

READLN(n) ;X :=n ;

REPEAT h :=RANDOM(n)+1 ;

IF h>X THEN X :=0 ELSE X :=h ;

WRITELN(X) ;

UNTIL X=0 ;

END.

On rappelle que l'instruction a :=RANDOM(n), o�u a et n sont des variables
INTEGER, permet de mettre dans la variable a une valeur au hasard
entre 0 et n� 1. L'instruction RANDOMIZE permet d'initialiser la fonction
RANDOM.

Pour tout entier naturel N , on d�e�nit la variable al�eatoire XN �egale au
(N + 1)-�eme nombre a�ch�e.

1. D�eterminer la loi de X0
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2. a) En d�eduire la probabilit�e de (X1 = k), pour tout entier k tel que
1 6 k 6 n.

b) D�eterminer la loi de X1.

3. a) Montrer que pour tout N > 1 et tout entier k tel que 1 6 k 6 n, on a :

P (XN = k) =
CN

N+n�k
nN+1

b) En d�eduire la loi de XN .

Solution :

1. Au premier tour, on a obligatoirement h 6 X ; donc X prendra une valeur
au hasard entre 1 et n.

Ainsi X suit la loi uniforme sur f1; 2; : : : ; ng.
2. a) Apr�es le premier tour, lorsque X = j, tout se passe comme si l'on
choisissait au hasard dans l'ensemble f1; : : : ; j; 0; : : : ; 0g (les n � j derniers
�el�ements de cet ensemble sont des 0).

Utilisons le syst�eme complet d'�ev�enements (X0 = j)16j6n. Il vient :

P (X1 = k) =
nP
j=1

P (X1 = k=X0 = j)P (X0 = j)

=
nP
j=k

P (X1 = k=X0 = j)P (X0 = j) =
nP

j=k

1
n
P (X0 = j)

= n� k + 1
n
2

b) Comme X1(
) = f0; : : : ; ng, par la question pr�ec�edente, il su�t de
calculer P (X1 = 0). Il vient :

P (X1 = 0) = 1�
nP
j=1

P (X1 = j) = 1�
nP
j=1

j

n
2
= n� 1

2n

3. a) Faisons un raisonnement par r�ecurrence. L'amorce est la question
pr�ec�edente. Pour l'h�er�edit�e, on utilise le même argument que pr�ec�edemment,
en notant que pour k 6= 0; P (XN+1 = k=XN = 0) = 0. On a :

P (XN+1 = k) =
nP
j=0

P (XN+1 = k=XN = j)P (XN = j)

=
nP

j=k

1
n

CN

N+n�j
n
N+1

= 1
n
N+2

nP
j=k

CN

N+n�j =
1

n
N+2

N+n�kP
j=N

CN

j

= 1
n
N+2

N+n�kP
j=N

(CN+1

j+1
�CN+1

j
) =

CN

N+n�k
n
N+2

.

b) On proc�ede comme dans la question 2. b) :
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P (XN = 0) = 1�
nP
j=1

P (XN = j) = 1� 1
n
N+1

nP
j=1

CN

N+n�j

Soit, en utilisant �a nouveau la formule de Pascal, donnant la hh loi des
colonnes ii du triangle de Pascal : :

P (XN = 0) = 1� 1
n
N+1

CN+1

N+n

Exercice 3.26.

On consid�ere le programme Pascal suivant :

PROGRAM exo ;

USES CRT ;

const ...

VAR ...

FUNCTION X(a :REAL) :REAL ;

BEGIN

X :=RANDOM*a ;

END ;

BEGIN

READLN(a) ;u :=X(a) ;v :=a-u ;

w :=u ; IF u>v THEN w :=v ;

t :=u ; IF u<v THEN t :=v ;

FOR k :=1 TO n DO y[k] :=X(a) ;

...

END.

o�u la fonction RANDOM, sans param�etres, retourne, au hasard, une valeur
de type REAL comprise entre 0 et 1.

1. Compl�eter les d�eclarations du programme ci-dessus.

2. On note U , V , W , T les variables al�eatoires r�eelles �egales aux valeurs se
trouvant dans les variables u, v, w et t du programme ci-dessus.
Quelles sont les lois suivies par U , V , W , T ?

3. D�eterminer les esp�erances et variances de W et T .
Comment peut-on justi�er l'�egalit�e des variances ? D�eterminer le coe�cient
de corr�elation lin�eaire �(W;T ).

4. Compl�eter le programme pr�ec�edent pour que Z soit la variable al�eatoire
�egale au minimum des variables y[1], y[2],: : :,y[n].

5. D�eterminer la loi de Z, ainsi que l'esp�erance E(Z) de la variable al�eatoire
Z.

Solution :
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1. Voici une proposition
const n = 50 ;

Var y := array[1..n] of real ;

a,u,v,w,z : real ;

k : integer ;

2. ? La variable al�eatoire U suit une loi uniforme sur l'intervalle [0; a] ; son

esp�erance vaut a
2
et sa variance a

2

12
.

? La variable V = a� U suit la même loi que U .

? On a W = min(U; V ). D'o�u, pour tout r�eel x :

P (W > x) = P ((V > x) \ (U > x)) = P (U > x) \ (U < a� x))

= P (x < U < a� x)
ce qui donne :

P (W < x) =

8><
>:

0 si x < 0
1 si x > a

2
1� a� 2x

a
= 2x

a
sinon

Ainsi W suit une loi uniforme sur [0; a=2].

? De même T = max(U; V ) suit la loi uniforme sur [a=2; a].

3. Un calcul imm�ediat donne E(W ) = a

4
; E(T ) = 3a

4
, V (W ) = V (T ) = a

2

48
.

Comme T +W = U + V = a, on a W = a� T et l'�egalit�e des variances.
En�n �(W;T ) = �(a� T; T ) = ��(T; T ) = �1.
4. Voici une proposition de compl�ement :
Z :=y[1] ;

For k :=2 to n do

if Z<y[k] then Z :=y[k] ;

5. Les variables y[k] suivent toutes une loi uniforme sur [0; a]. Supposons{les
ind�ependantes. Alors :

P (Z > x) = P
�T
k

(y[k] > x)
�
=
Q
k

P (y[k] > x)

d'o�u pour tout x 2 [0; a] :

P (Z > x) = 1� �1� x

a

�n
Une densit�e de Z est donn�ee par :

fZ(x) =

(
n

a

�
1� x

a

�n�1

si x 2 [0; a]

0 sinon
Un calcul �el�ementaire donne :

E(Z) = n
a

Z
a

0

t
�
1� t

a

�n�1

dt = a
n+ 1

�

Exercice 3.27.
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On consid�ere les lancers successifs (ind�ependants) d'une pi�ece non pip�ee et
on note T le nombre de Face pr�ec�edant le premier Pile. On propose �a un
joueur la suite de paris suivante :

� Pari P0 : si T = 0, on perd 1 Euro ; si T = 1, on gagne 3 Euros ; sinon on
ne gagne ni ne perd rien ;

� Pari P1 : si T = 1, on perd 4 Euros ; si T = 2, on gagne 9 Euros ; sinon, on
ne gagne ni ne perd rien ;

� Pari P2 : si T = 2, on perd 10 Euros ; si T = 3, on gagne 27 Euros ; sinon,
on ne gagne ni ne perd rien ;

: : :

� Pari Pn : si T = n, on perd 3n + 1 Euros ; si T = n + 1, on gagne 3n+1

Euros ; sinon, on ne gagne ni ne perd rien ;

etc.

1. Chaque pari est-il favorable au joueur ?

2. Calculer l'esp�erance du gain � si le joueur parie sur la suite de tous les
r�esultats.

Solution :

1. Pour tout k 2 N, P (T = k) = 1
2k+1

(on a k fois de suite Face, puis Pile)

Supposons que le joueur joue sur le pari Pn et soit Gn le gain du joueur.

? G0(
) = f�1; 0; 3g et :
P (G0 = �1) = P (T = 0) = 1

2
, P (G0 = 3) = P (T > 1) = 1

4
Donc E(G0) = �1

2
+ 3

4
= 1

4
.

? Pour n > 1, Gn(
) = f�(3n + 1); 0; 3n+1g et :
P (Gn = �3n � 1) = P (T = n) = 1

2n+1

P (Gn = 3n+1) = P (T = n+ 1) = 1
2n+2

Donc E(Gn) = �(3n + 1) 1
2n+1

+ 3n+1 1
2n+2

= 3n � 2
2n+2

.

Ainsi, dans tous les cas E(Gn) > 0 et chaque pari est favorable au joueur.

2. Supposons que le joueur joue sur l'ensemble de tous les paris. Alors :

Si (T = 0) est r�ealis�e, le joueur perd 1 euro sur le pari P0 et ne perd ni ne

gagne rien sur les autres paris, et ceci se r�ealise avec la probabilit�e 1
2
;

Si (T = 1) est r�ealis�e, alors P0 est gagn�e (il gagne 3 euros) et P1 est perdu

(il perd 4 euros) et rien n'est gagn�e ni perdu sur les autres paris ; le joueur

perd au total 1 euro et ceci se r�ealise avec la probabilit�e 1
4
;

Si (T = 2) est r�ealis�e, alors le joueur gagne le pari P1 et perd le pari P2

(il ne gagne ni ne perd rien sur P0 et sur les paris post�erieurs) ; le joueur
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gagne 9 euros et en perd 10, au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la

probabilit�e 1
8
;

: : :

Plus g�en�eralement si (T = n) est r�ealis�e, le joueur gagne le pari Pn�1 et perd
le pari Pn (sur les paris ant�erieurs ou post�erieurs il ne gagne ni ne perd rien).

Au total il perd 1 euro et ceci se produit avec la probabilit�e 1
2n+1

: : :

Finalement le joueur perd 1 euro avec la probabilit�e
1P
n=0

1
2n+1

, soit :

E(�) = �1
Ce r�esultat qui peut paratre paradoxal est dû au fait que pour n > 1, on a :

E(Gn) = �(3n + 1) 1
2n+1

+ 3n+1 1
2n+2

et que dans la somme
1P
n=1

E(Gn), il

n'est pas possible de calculer s�epar�ement la somme des pertes et la somme
des gains, pour distinguer les paris perdus et les paris gagn�es : : :

Exercice 3.28.

1. Soit U et V deux variables �a densit�e sur R+ . On note F la fonction de
r�epartition de U et g une densit�e de V .

Montrer que l'int�egrale

Z
+1

0

F
�
z

v

�
g(v) dv converge pour tout z 2 R+ .

On admet que si U et V sont ind�ependantes, alors

(8 z 2 R+ ) P (UV 6 z) =

Z
+1

0

F
�z
v

�
g(v) dv

Soit (Xn)n2N� une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de même loi
uniforme sur [0; 1]. Pour n 2 N

� , on pose Zn = X1X2 : : :Xn (produit des
n variables X1; : : : ; Xn) et on note Fn (resp. fn) la fonction de r�epartition
(resp. une densit�e) de Zn.

2. Montrer que (8n > 2) (8 z 2 ]0; 1]) Fn(z) = z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u) du.

3. Montrer que (8n > 2) (8 t 2 ]0; 1]) fn(t) =

Z
1

t

1
u
fn�1(u) du

4. En d�eduire une expression explicite de fn.

5. D�eterminer la fonction de r�epartition Fn de Zn.

Solution :

1. Pour tout z 2 R
+ , la fonction v 7! F

�
z

v

�
g(v) est continue par morceaux

sur R�
+
.

C'est la fonction nulle si z = 0.
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Si z > 0, alors :

� elle est �equivalente �a g(v) au voisinage de 0 et l'int�egrale est donc
convergente en ce voisinage,

� c'est un o(g(v)) au voisinage de +1, et l'int�egrale est donc convergente
en ce voisinage.

Donc

Z
+1

0

F
�
z
v

�
g(v) dv converge pour tout z 2 R+ .

2. Comme X1; : : : Xn sont �a valeurs dans [0; 1], Zn l'est �egalement. Soit
z 2 [0; 1], et n > 2. Par ind�ependance des variables X1; : : : ; Xn la variable
Zn�1 = X1 : : : Xn�1 est ind�ependante de Xn, qui suit la loi U([0; 1]) et donc :

Fn(z) = P (Zn 6 z) = P (Zn�1Xn 6 z) =

Z
+1

0

Fn�1

�
z
x

�
1[0;1](x)dx

=

Z
1

0

Fn�1

�
z

x

�
dx =

Z z

0

Fn�1

�
z

x

�
dx+

Z
1

z

Fn�1

�
z

x

�
dx

= z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du (changement de variableu = z

x
dans la

deuxi�eme int�egrale et dans la premi�ere int�egrale z

x
> 1, donc la fonction �a

int�egrer vaut 1)

d'o�u :

Fn(z) = z + z

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du

3. Par d�erivation, il vient, toujours pour z 2 ]0; 1] :

fn(z) = 1 +

Z
1

z

1
u
2
Fn�1(u)du� 1

z
Fn�1(z)

Une int�egration par parties donne :

fn(z) =

Z
1

z

1
u
fn�1(u)du

4. On se restreint �a l'intervalle ]0; 1]. On a

� f1(z) = 1, car Z1 = X1 ;

� f2(z) =

Z
1

z

du

u
= � ln z ;

� f3(z) =

Z
1

z

� lnu
u

du = ln2 z
2

;

� f4(z) =

Z
1

z

ln2 u
2u

du = � ln3 z
6

.

Supposons que fn�1(u) =
(� lnu)n�2

(n� 2)!
. Alors, u 7! 1

u
�etant la d�eriv�ee de

u 7! lnu, il vient :
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fn(z) =

Z
1

z

1

u

(� lnu)n�2

(n� 2)!
du =

(� ln z)n�1

(n� 1)!

5. Soit z 2 ]0; 1]. Il vient :
Fn(z) =

Z
z

0

fn(t)dt =
h
t
(� ln t)n�1

(n� 1)!

iz
0

+

Z
z

0

(� ln t)n�2

(n� 2)!
dt

soit

Fn(z) = zfn(z) +

Z z

0

fn�1(t)dt

Par une r�ecurrence imm�ediate, on obtient :

Fn(z) = z

n�1P
k=0

fk(z) = z

n�1P
k=0

(� ln z)k

k!

Exercice 3.29.

On consid�ere une population dont l'e�ectif al�eatoire �a chaque instant n =
0; 1; 2; : : : est not�e Xn. On suppose qu'�a l'instant n = 0, la taille de
la population est �egale �a 1 soit X0 = 1. Entre l'instant n et l'instant
n + 1, et ind�ependamment pour chaque n, la population enti�ere double

ou est totalement d�etruite, chacune de ces �eventualit�es se produisant avec

la probabilit�e 1
2
, puis un individu s'ajoute �a la population. On note Yn la

variable al�eatoire �egale �a 1 ou �a 0 selon que c'est la premi�ere ou la seconde

des deux �eventualit�es pr�ec�edentes qui se produit entre les instants n et n+1.

1. Pr�eciser la loi des variables al�eatoires Yn. Que peut-on dire de ces variables
al�eatoires ?

2. a) Exprimer, pour n 2 N, la variable al�eatoire Xn+1 en fonction de Xn et
Yn.

b) En d�eduire l'ensemble En des valeurs prises par la variable al�eatoireXn.

c) Les variables al�eatoires (Xn)n2N� sont-elles ind�ependantes ?

d) La suite d'�ev�enements (Xn = 1)n2N� est-elle form�ee d'�ev�enements ind�e-
pendants ?

3. a) D�eterminer la loi des variables al�eatoires X1, X2, X3.

b) Plus g�en�eralement, d�eterminer la loi de la variable al�eatoire Xn pour
n 2 N

� .

c) Calculer l'esp�erance de la variable al�eatoire Xn en fonction de n.

4. Montrer que la suite (Xn) converge en loi quand n tend vers l'in�ni et
pr�eciser sa limite.

Solution :
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1. Par hypoth�ese, les variables al�eatoires Yn sont ind�ependantes et de même
loi de Bernoulli de param�etre 1=2.

2. a) En distinguant les deux cas Yn = 0 et Yn = 1, on obtient :

Xn+1 = 2XnYn + 1.

b) Comme 2(2k � 1) + 1 = 2k+1 � 1, on montre facilement que :

En = f2k � 1; 1 6 k 6 n+ 1g
c) La suite de variables (Xn)n2N� n'est pas form�ee de variables ind�ependantes,

car par exemple, (X1 = 1) \ (X2 = 7) est l'�ev�enement impossible, alors que
(X1 = 1) et (X2 = 7) ne sont pas de probabilit�e nulle.

d) Comme (Xn = 1) = (Yn�1 = 0) et comme les variables Yn sont ind�e-
pendantes, la suite d'�ev�enements (Xn = 1)n2N� est form�ee d'�ev�enements
ind�ependants.

3. a) ? X1(
) = f1; 3g et P (X1 = 1) = P (X1 = 3) = 1
2
;

? X2(
) = f1; 3; 7g et :
P (X2 = 1) = P (Y1 = 1) = 1

2
; P (X2 = 7) = P

�
(Y0 = 1) \ (Y1 = 1)

�
= 1

4
;

d'o P (X2 = 3) = 1
4
;

? on obtient de même X3(
) = f1; 3; 7; 15gâ et :
P (X3 = 1) = 1

2
; P (X3 = 3) = 1

4
; P (X3 = 7) = 1

8
; P (X3 = 15) = 1

8
.

b) On a :

? P (Xn = 2n+1 � 1) = 1
2n

(car cet �ev�enement se r�ealise si et seulement si

on r�ealise Y0 = 1; Y1 = 1; : : : ; Yn�1 = 1)

? P (Xn = 1) = 1
2
(car la population a �et�e d�etruite entre l'instant n � 1

et l'instant n, i.e. (Yn�1 = 0) est r�ealis�e et ce qui s'est pass�e avant est sans
incidence)

? P (Xn = 3) = 1
4
(car la population a �et�e d�etruite entre l'instant n� 2 et

l'instant n � 1, i.e. (Yn�2 = 0) est r�ealis�e, puis on r�ealise (Yn�1 = 1) et ce
qui s'est pass�e avant l'instant n� 2 est sans incidence)

? Plus g�en�eralement et soit directement, soit par r�ecurrence :

8 k 2 [[1; n]]; P (Xn = 2k � 1) = 1
2k

c) E(Xn) =
nP

k=1

(2k � 1) 1
2k

+ (2n+1 � 1) 1
2n

= n� 1
2

1� 1

2n

1� 1

2

+2� 1
2n

, i.e. :

E(Xn) = n+ 1

4. Soit E = f2k � 1; k 2 N
�g. Alors pour tout n on a Xn(
) � E, et pour

chaque valeur de k dans N� , d�es que n > k, on a :

P (Xn = 2k � 1) = 1
2k

�!
n!1

1
2k
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Ainsi la suite (Xn) converge en loi vers une variable X telle que :

X(
) = E;8 k 2 N
� ; P (X = 2k � 1) = 1

2k

(On remarque que l'on a bien
1P
k=1

P (X = 2k � 1) = 1)

Exercice 3.30.

Dans tout l'exercice (Xn)n2N� d�esigne une suite de variables al�eatoires
d�e�nies sur un même espace probabilis�e (
;A;{) et �a valeurs dans [0; 1],
qui sont ind�ependantes, �a densit�e et de même loi uniforme sur [0; 1]. On pose

pour tout n de N� , Sn =
nP

k=1

Xk.

1. On note pour n entier naturel non nul, fn une densit�e de Sn et Fn sa
fonction de r�epartition.

a) Indiquer une relation entre fn+1 et fn.

b) En d�eduire l'expression de Fn(x) pour x 2 [0; 1].

c) D�eterminer, en fonction de n, le plus grand entier k tel que Fn soit de
classe Ck sur R.

2. Si ! 2 
 on pose N(!) = minfn 2 N
� = Sn(!) > 1g, s'il existe n > 1 tel

que Sn(!) > 1 et sinon, on pose N(!) = 0.

a) D�eterminer la loi de la variable al�eatoire N .

b) Montrer que N poss�ede une esp�erance et une variance et les calculer.

3. Donner la valeur de P
� T
n2N�

(Sn > n� 1)
�

Solution :

1. a) On a Sn+1 = Sn + Xn+1 et Xn+1 est ind�ependante de Sn (car Sn ne
d�epend que de X1; : : : ; Xn). Une densit�e fn+1 de Sn+1 s'obtient donc par
convolution de fn et d'une densit�e de Xn+1 :

8x 2 R; fn+1 (x) =

Z
+1

�1
fn(t)1[0;1](x � t) dt =

Z
x

x�1

fn(t) dt

b) Sn prend ses valeurs entre 0 et n, donc pour x 2 [0; 1], l'intervalle utile
d'int�egration est [0; x] :

8x 2 [0; 1]; fn+1(x) =

Z x

0

fn(t) dt = Fn(x) � Fn(0) = Fn(x)

Ainsi, 8x 2 [0; 1]; Fn+1(x) =

Z
x

�1
fn+1(t) dt =

Z
x

0

fn+1(t) dt =

Z
x

0

Fn(t) dt

Comme 8x 2 [0; 1]; F1(x) = x, une r�ecurrence simple donne :

8x 2 [0; 1];8n 2 N
� ; Fn(x) =

x
n

n!
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c) 8x 2 R; fn+1 (x) = Fn(x)� Fn(x� 1).

Ainsi si Fn est de classe Ck sur R, alors fn+1 aussi et Fn+1, qui est une
primitive de fn+1, est de classe Ck+1 sur R. Comme F1 est seulement continue
sur R (elle n'est pas d�erivable en 0 et en 1), une r�ecurrence simple montre
que Fn est de classe Cn�1 sur R, sans être de classe Cn sur R.

2. a) Par construction, N est �a valeurs dans N.

? L'�ev�enement (N = 0) est l'�ev�enement
T

n2N�
(Sn 6 1), donc pour tout

n 2 N
� :

P (N = 0) 6 P (Sn 6 1) = Fn(1) =
1
n!

Donc P (N = 0) = 0 et (N = 0) est donc quasi-impossible.

? Ainsi, pour n 2 N; P (N > n) = P (Sn 6 1) = 1
n!

(ceci vaut même pour

n = 0) et donc :

8n 2 N
� ; P (N = n) = P (N > n� 1)� P (N > n) = 1

(n� 1)!
� 1
n!

b) Pour n > 2, n:P (N = n) = n
n� 1
n!

= 1
(n� 2)!

, qui est le terme

g�en�eral d'une s�erie convergente. Donc N admet une esp�erance et comme
P (N = 1) = 0 :

E(N) =
1P
n=2

n:P (N = n) =
1P
n=2

1
(n� 2)!

= e

De même, les convergences �etant �evidentes :

E(N2) =
1P
n=2

n2P (N = n) =
1P
n=2

n

(n� 2)!
=

1P
n=2

n� 2
(n� 2)!

+
1P
n=2

2
(n� 2)!

=
1P
n=3

1
(n� 3)!

+ 2
1P
n=2

1
(n� 2)!

= 3:e

et :
V (N) = E(N2)� [E(N)]2 = e(3� e)

3. On a (Sn > n� 1) = (n� Sn 6 1), or n� Sn = (1�X1) + � � �+ (1�Xn)
et chaque Xi ayant même loi que (1 � Xi), et les variables (1 � Xi) �etant

ind�ependantes, (n� Sn) a même loi que Sn, donc P (Sn > n� 1) = 1
n!
.

Pour tout k 2 N
� , on a donc P

� T
n2N�

(Sn > n � 1)
�
6 P (Sk > k � 1) = 1

k!
,

soit :

P
� T
n2N�

(Sn > n� 1)
�
= 0

Exercice 3.31.

1. Montrer que pour tout polynôme P �a coe�cients r�eels, l'int�egraleZ
+1

0

P (t)e�t dt est convergente et pr�eciser, pour n 2 N, la valeur de
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Z
+1

0

t
ne�t dt.

2. Soit A la matrice de Mn(R) de terme g�en�eral ai;j = (i + j � 2)! pour
(i; j) 2 [[1; n]]2.

a) Montrer que si x1; x2; : : : ; xn sont n r�eels et qu'on pose X =

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA, on

a

t
XAX =

Z
+1

0

 
nX
i=1

xit
i�1

!2

e�t dt

b) En d�eduire que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
A est-elle inversible ?

3. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles positives pour laquelle il
existe n r�eels x1; x2; : : : ; xn tels que X admette pour densit�e la fonction f

d�e�nie par :

8 t 2 R
+ ; f(t) =

� nP
i=1

xit
i�1
�
e�t si t > 0; et 8 t < 0; f(t) = 0

a) Pr�eciser la valeur de
nP
i=1

xi : (i� 1)!

b) Montrer que pour tout k 2 N, X admet un moment d'ordre k et exprimer
mk = E(Xk) en fonction des xi.

c) Montrer que (x1; x2; : : : ; xn) est enti�erement d�etermin�e par le (n � 1)
uplet (m1;m2; : : : ;mn�1).

d) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur (m1;m2; : : : ;mn�1)
pour que X suive la loi exponentielle de param�etre � = 1.

Solution :

1. La connaissance de la fonction � permet d'a�rmer que pour tout polynôme

P �a coe�cients r�eels, l'int�egrale

Z
+1

0

P (t)e�tdt est combinaison lin�eaire

d'int�egrales convergentes, donc est convergente et :Z
+1

0

tne�tdt = �(n+ 1) = n!

2. a) D'une part : tXAX =
P
i;j

ai;jxixj =
P
i;j

(i+ j � 2)!xixj .

D'autre part :Z
+1

0

� nP
i=1

xit
i�1
�2
e�tdt =

Z
+1

0

P
i;j

xixjt
i+j�2e�tdt =

P
i;j

xixj(i+ j � 2)!
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D'o l'�egalit�e souhait�ee.

b) Soit � une valeur propre de A (A est sym�etrique r�eelle, donc � 2 R) et
X un vecteur colonne propre associ�e, de terme g�en�erique xi. Alors :

tXAX = tX�X = �(tXX) = �

nP
i=1

x2
i

Or, d'apr�es a) : t
XAX =

Z
+1

0

� nP
i=1

xit
i�1
�2
e�tdt > 0, car la fonction �a

int�egrer est continue, positive et di��erente de la fonction nulle (il existe au
moins un xi non nul).

Ainsi � > 0 et comme 0 n'est pas valeur propre de A, la matrice A est
inversible.

3. a) f est une densit�e, donc

Z
+1

�1
f(t) dt =

Z
+1

0

f(t) dt = 1, soit
nP
i=1

xi(i�1)! =
1.

b) Pour tout k 2 N;

Z
+1

0

tkf(t) dt est convergente, et :

mk = E(Xk) =

Z
+1

0

tkf(t) dt =
nP
i=1

Z
+1

0

xit
i+k�1e�tdt =

nP
i=1

xi(i+ k � 1)!

c) Ainsi

0
BB@

1
m1

...
mn�1

1
CCA = A

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA, d'o

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA = A�1

0
BB@

1
m1

...
mn�1

1
CCA

ce qui prouve que la connaissance des moments (m1;m2; : : : ;mn�1) d�etermine
parfaitement les valeurs des xi pour 1 6 i 6 n.

d) Pour une variable al�eatoire qui suit la loi exponentielle de param�etre 1,
le moment d'ordre k vaut k!.
Par suite, une variable al�eatoire X du type pr�ec�edent suit la loi E(1) si et
seulement si 8 k 2 [[1; n� 1]]; E(Xk) = k!.

Exercice 3.32.

On dispose de n urnes num�erot�ees de 1 �a n et de N boules num�erot�ees de
1 �a N o�u N = an, a �etant un entier �x�e non nul. On place hhau hasard ii et
de mani�ere ind�ependante chacune des N boules dans une des urnes (chaque

boule est donc plac�ee avec la probabilit�e 1
n
dans l'urne num�ero k).

On note :

Yn le nombre d'urnes vides.
Ti la variable qui vaut 1 si l'urne num�ero i est vide et 0 sinon.

Sn = Yn
n
.

1. Donner la loi de Ti et son esp�erance.

2. Calculer E(TiTj) et Cov(Ti; Tj).
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3. Calculer E(Sn) et sa limite quand n tend vers l'in�ni.

4. Calculer V (Sn) et sa limite quand n tend vers l'in�ni.

5. a) V�eri�er que 8! 2 
; jSn(!)� e�aj 6 jSn(!)�E(Sn)j+ jE(Sn)� e�aj.
b) En d�eduire que :
8 " > 0; 9n0;8n > n0; P (jSn(!)� e�aj > ") 6 P (jSn(!)�E(Sn)j > "

2
).

c) Montrer que 8 " > 0; lim
n!1

P (jSn(!)� e�aj > ") = 0.

Solution :

1. Par ind�ependance des r�esultats des di��erents placements, on a :

P (Ti = 1) =
�
1� 1

n

�N
=
�
1� 1

n

�na
Ainsi Ti ,! B��1� 1

n

�N�
et :

E(Ti) =
�
1� 1

n

�N
; V (Ti) =

�
1� 1

n

�N�
1� �1� 1

n

�N�
.

2. De même TiTj ne prend que les valeurs 0 et 1 et prend la valeur 1 avec la

probabilit�e
�
1� 2

n

�N
. Ainsi E(TiTj) =

�
1� 2

n

�N
et :

Cov(Ti; Tj) =
�
1� 2

n

�N � �1� 1
n

�2N
3. On a Yn = T1 + T2 + � � �+ Tn, donc par lin�earit�e de l'esp�erance :

E(Sn) =
1
n

nP
i=1

E(Ti) =
�
1� 1

n

�N
D'o : ln(E(Sn)) = N ln(1� 1

n
) = na ln(1� 1

n
) �
(1)

na(� 1
n
) �!
n!1

�a, et
lim
n!1

E(Sn) = e�a

4. V (Sn) = 1
n
2

� nP
k=1

V (Tk) + 2
P
i<j

Cov(Ti; Tj)
�
. Il y a dans cette somme n

variances toutes �egales et
n(n� 1)

2
covariances toutes �egales, d'o :

V (Sn) =
1
n

�
1� 1

n

�an�
1� �1� 1

n

�an�
+ n� 1

n

��
1� 2

n

�an � �1� 1
n

�2an�
On a lim

n!1

�
1� 2

n

�an
= e�2a et lim

n!1

�
1� 1

n

�2an
= e�2a, d'o :

lim
n!1

V (Sn) = 0

5. a) Il s'agit de l'in�egalit�e triangulaire.

b) Puisque lim
n!1

E(Sn) = e�a, on a :

pour " > 0, il existe n0 2 N, tel que n > n0 =) jE(Sn)� e�aj 6 "
2
.

Ainsi, pour n > n0, si l'�ev�enement jSn(!) � e�aj > " est r�ealis�e, alors
l'�ev�enement jSn(!) � E(Sn)j > "

2
est �egalement r�ealis�e, ce qui donne

l'in�egalit�e demand�ee par croissance d'une probabilit�e.
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c) Or, par l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebychev :

P
�jSn �E(Sn)j > "

2

�
6

4V (Sn)

"
2

�!
n!1

0

et, a fortiori : lim
n!1

P
�jSn(!)� e�aj > "

�
= 0.

Exercice 3.33.

On admettra, sans d�emonstration, la formule :

8x 2 [0; 1[;8 r 2 N;

+1P
k=0

Cr

r+k
xk = 1

(1� x)r+1

On dispose d'une urne contenant une proportion p de boules rouges et
q = 1 � p de boules vertes (0 < p < 1). On e�ectue dans cette urne des
tirages successifs d'une boule avec remise et on note, pour r 2 N

� , Xr la
variable al�eatoire d�e�nie par :

Xr = k si k est le nombre de boules vertes tir�ees avant l'apparition de la
r
�eme�eme boule rouge et Xr = �1 si l'on obtient jamais r boules rouges.

On dit que Xr suit la loi J(r; p).

1. Donner la loi de X1 et son esp�erance.

2. a) Donner, pour k 2 N, l'expression de P (Xr = k).

b) Que vaut P (Xr = �1) ?
c) Calculer E(Xr).

3. On consid�ere une suite (Xn)n>1 de variables ind�ependantes telles que, pour
tout n, Xn suit la loi J(n; pn) o�u lim

n!1
n(1� pn) = �, avec � > 0.

Montrer que (Xn) converge en loi vers une variable X dont on d�eterminera
la loi.

4. On suppose dans cette question que X suit la loi J(2; p).

a) Montrer que 8x 2 [0; 1[;
1P
k=1

x
k

k
= � ln(1� x)

( on remarquera que x
k

k
=

Z
x

0

tk�1 dt ).

b) Calculer E
� 1
X + 2

�
.

Solution :

1. X1 + 1 suit la loi g�eom�etrique G(p), d'o E(X1) =
1
p
� 1 =

q

p
.

2. a) Pour k 2 N, l'�ev�enement (Xn = k) est r�ealis�e si et seulement si les
k+n�1 premiers tirages am�enent n�1 boules rouges, le tirage de rang k+n

amenant la n-i�eme boule rouge. Les tirages ayant lieu avec remise, il vient :
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P (Xn = k) = Cn�1

k+n�1
qkpn�1p = Cn�1

k+n�1
qkpn

b) Par la formule admise :
1P
k=0

P (Xn = k) = pn
1P
k=0

Cn�1

k+n�1
qk = pn

1
(1� q)n

= 1

D'o P (Xn = �1) = 0.

c) Soit Yk le nombre de boules vertes obtenues entre les (k � 1)-i�eme et
k-i�eme boules rouges obtenues (on pose Y1 = X1). Par ind�ependance, chaque
Yk suit la même loi que Y1 = X1, d'esp�erance

q

p
.

Comme Xr = Y1 + Y2 + � � �+ Yr, par lin�earit�e de l'esp�erance, il vient :

E(Xr) =
rq

p

3. Pour k 2 N, P (Xn = k) = Cn�1

k+n�1
(1� pn)

kpnn.

? ln(pn
n
) = n ln(pn) �

(n!1)

n(pn � 1) �!
n!1

��, donc lim
n!1

pn
n
= e��.

? Cn�1

k+n�1
=

(k + n� 1)(k + n� 2) : : : n

k!
�

(n!1)

n
k

k!
, donc :

Cn�1

k+n�1
(1� pn)

k � [n(1� pn)]
k

k!
�!
n!1

�
k

k!

Ainsi, 8 k 2 N; lim
n!1

P (Xn = k) = �
k

k!
e��, ce qui signi�e que la suite (Xn)

converge en loi vers une variable suivant la loi P(�).

4. a)
nP

k=1

x
k

k
=

nP
k=1

Z
x

0

tk�1dt =

Z
x

0

1� t
n

1� t
dt =

Z
x

0

1
1� t

dt �
Z

x

0

t
n

1� t
dt,

soit :
nP

k=1

x
k

k
= � ln(1� x) �Rn(x), avec 0 6 Rn(x) 6

Z
x

0

x
n

1� x
dt = x

n+1

1� x

On a donc lim
n!1

Rn(x) = 0, c'est-�a-dire :

8x 2 [0; 1[;
1P
k=1

x
k

k
= � ln(1� x)

b) 1
X + 2

est une variable born�ee, donc admet une esp�erance, et :

E
� 1
X + 2

�
=

1P
k=0

1
k + 2

P (X = k) =
1P
k=0

1
k + 2

(k + 1)qkp2

=
1P
k=0

qkp2 �
1P
k=0

1
k + 2

qkp2 = p2
1

1� q
� p

2

q
2

1P
k=2

q
k

k

= p� p
2

q
2

�� ln(1� q)� q)

Soit, apr�es simpli�cations :

E
� 1
X + 2

�
=

p

q
+
p
2

q
2
ln p
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Exercice 3.34.

Soit n 2 N
� . Une urne contient 2n boules indiscernables au toucher : deux

boules portent le num�ero 1, deux boules portent le num�ero 2, : : : , deux boules
portent le num�ero n.

On e�ectue une succession de tirages de deux boules de cette urne selon le
protocole suivant : si les deux boules obtenues portent des num�eros di��erents,
elles sont remises dans l'urne avant le tirage suivant, si les deux boules portent
le même num�ero, elles sont d�e�nitivement �elimin�ees.

On note Xn la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires pour
vider compl�etement l'urne.

On note Y1 la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires
pour obtenir une premi�ere paire de boules portant le même num�ero et
pour i 2 [[2; n]], on note Yi la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages
n�ecessaires pour obtenir une i�eme paire de boules portant le même num�ero, �a
partir du retrait d'une (i� 1)�eme paire de boules.

1. a) Quelle relation lie Xn �a Y1; : : : ; Yn ?

b) D�eterminer la loi de Y1. Plus g�en�eralement, d�eterminer pour i 2 [[1; n]],
la loi de Yi. Quelle est son esp�erance ?

c) En d�eduire que E(Xn) = n2.

2. a) Dans les cas n = 1, puis n = 2, d�eterminer la loi de Xn.

b) On suppose n = 3. Montrer que :

8 k > 3; P (X3 = k) = 1
2

��4
5

�k�2 � �2
3

�k�2�
3. On revient au cas g�en�eral.

a) Montrer que P (Xn = n) = 2nn!
(2n)!

�

b) Exprimer P (Xn = n+1) �a l'aide de termes de la suite (hk) d�e�nie, pour

k > 1, par hk = 1 + 1
2
+ � � �+ 1

k
�

Solution :

1. a) Clairement : Xn = Y1 + Y2 + � � �+ Yn.

b) Pour i 2 [[1; n]], si (i� 1) paires ont d�ej�a �et�e retir�ees, il reste 2(n� i+1)
boules dans l'urne et le tirage d'une paire est de probabilit�e :

pi =
n� i+ 1
C2

2(n�i+1)

= 1
2(n� i) + 1

Ainsi Yi suit la loi g�eom�etrique de param�etre pi et E(Yi) =
1
pi

= 2(n� i)+1.

c) Par lin�earit�e de l'esp�erance :
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E(Xn) =
nP
i=1

E(Yi) =
nP
i=1

[2(n� i) + 1] =
n�1P
k=0

(2k + 1)

Soit :
E(Xn) = n(n� 1) + n = n2

2. a) ? Pour n = 1, X1 est la constante �egale �a 1.

? Pour n = 2, on attend une premi�ere paire (loi g�eom�etrique de

param�etre 1
3
) puis on conclut au tirage suivant :

X2(
) = [[2;+1[[;8 k > 2; P (X2 = k) =
�2
3

�k�2 1
3

b) Pour n = 3, X3 = Y1 + Y2 + 1, o Y1 ,! G(1
5
) et Y2 ,! G(1

3
), Y1 et Y2

�etant ind�ependantes. Donc, par convolution discr�ete :

8 k > 3; P (X3 = k) =
n�3P
i=0

�4
5

�i�1
5

��2
3

�k�3�i�1
3

�
Soit, par la relation xn � yn = (x� y)

n�1P
i=0

xiyn�1�i :

P (X3 = k) = 1
15

( 4
5
)k�2 � ( 2

3
)k�2

4

5
� 2

3

= 1
2

��4
5

�k�2 � �2
3

�k�2�
3. a) Pour r�ealiser (Xn = n), il faut gagner �a chaque essai, i.e. r�ealiser
(Y1 = 1), (Y2 = 1), : : : ,(Yn = 1). On obtient donc par ind�ependance :

P (Xn = n) =
nQ
i=1

1
2(n� i) + 1

=

nQ
k=1

(2k)

2nQ
k=1

k

= 2nn!
(2n)!

b) De même pour r�ealiser (Xn = n+1), il faut obtenir une paire �a chaque
essai, sauf une fois (pas la derni�ere) o l'on doit s'y prendre �a deux fois ! En
clair :

(Xn = n+ 1) =
n�1S
i=1

�
(Yi = 2)

n�1T
j=1

ji

(Yj = 1)
�

Avec les notations de la question 1., P (Yi = 1) = pi et P (Yi = 2) = (1�pi)pi,
d'o par disjonction, puis ind�ependance :

P (Xn = n+ 1) = p1p2 : : : pn�1

n�1P
j=1

(1� pj) =
2nn!
(2n)!

(n� 1�
n�1P
j=1

1
2j + 1

)

= 2nn!
(2n)!

�
n�

n�1P
j=0

1
2j + 1

�

Or
n�1P
j=0

1
2j + 1

=
2nP
k=1

1
k
�

nP
k=1

1
2k

, soit �nalement :

P (Xn = n+ 1) = 2nn!
(2n)!

�
n� h2n +

1
2
hn

�
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1

OPTION B/L

Exercice 4.1.

Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension n, (n > 2). Soit f un endo-
morphisme de E. On note I l'endomorphisme identit�e et pour tout j entier
naturel, f j repr�esente l'endomorphisme de E d�e�ni par :

f0 = I; et si j > 1; f j = f � f j�1

On suppose qu'il existe un vecteur x de E tel que :

fn�1(x) 6= 0; et fn(x) = 0

1. Montrer que
�
x; f(x); : : : ; fn�1(x)

�
est une base de E.

2. On pose F =
�
g 2 L(E) j f � g = g � f

	
.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de L(E) et qu'une base de F est
(I; f; : : : ; fn�1).

3. On suppose E = R
n muni de sa base canonique B et que la matrice associ�ee

�a f dans cette base est

A =

0
BBBBB@

0 1 0 : : : 0

0 0 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 1

0 0 : : : 0 0

1
CCCCCA

Montrer que f v�eri�e les hypoth�eses de l'exercice et d�eterminer F .
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Solution :

1. Soit (a0; a1; : : : ; an�1) 2 R
n tel que

n�1P
k=0

akf
k(x) = 0.

En appliquant fn�1, il reste a0f
n�1(x) = 0, d'o�u a0 = 0 ;

En appliquant maintenant fn�2, il reste a1f
n�1(x) = 0, d'o�u a1 = 0 ;

et ainsi de suite. Donc tous les coe�cients sont nuls et la famille est bien
libre. Comme son cardinal est �egal �a la dimension de l'espace, on a :�

x; f(x); : : : ; fn�1(x)
�
est une base de E

2. ? F est non vide, car il contient l'endomorphisme nul, f , id, etc. De plus,
en vertu des propri�et�es des op�erations, F est stable par combinaison lin�eaire.
Donc F est un sous-espace vectoriel de L(E).

? � Clairement id; f; f2; : : : ; fn�1 commutent avec f , donc f commute avec
toute combinaison lin�eaire de ces endomorphismes.

� Soit g qui commute avec f , alors g(x) se d�ecompose sur la base pr�ec�edente :

9!(a0; a1; : : : ; an�1) 2 R
n ; g(x) =

n�1P
k=0

akf
k(x),

et g commute avec les puissances de f , donc :

g
�
fp(x)

�
= fp

�
g(x)

�
= fp

� n�1P
k=0

akf
k(x)

�
=
� n�1P
k=0

akf
k
��
fp(x)

�

Ainsi les endomorpismes g et
n�1P
k=0

akf
k co��ncident sur la base

�
x; f(x); : : : ; fn�1(x)

�
,

donc sont �egaux, ce qui prouve que g 2 Vect
�
id; f; : : : ; fn�1

�
.

� En�n
�
id; f; : : : ; fn�1

�
est une famille libre, puisque si

nP
k=0

akf
k = 0, alors

en particulier
nP

k=0

akf
k(x) = 0 et on sait que ceci entrâ�ne la nullit�e de tous

les coe�cients.

Ainsi F = Vect
�
id; f; : : : ; fn�1

�
, la famille

�
id; f; : : : ; fn�1

�
est une base de

F .

3. On a f(en) = en�1, f(en�1) = en�2; : : : ; f(e2) = e1 et f(e1) = 0.
Ainsi f v�eri�e les conditions pr�ec�edentes avec x = en.

Les matrices de f2; f3; : : : s'obtiennent par simples d�ecalages et F est donc
form�e des endomorphismes associ�es aux matrices de la forme :

A =

0
BBBBBB@

a0 a1 a2 : : : an�1

0 a0 a1
. . . an�2

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . a1

0 0 : : : 0 a0

1
CCCCCCA
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Exercice 4.2.

Soit f une application de R dans R, d�erivable sur R. On suppose que :

8x 2 R; (f(x))2 + (1 + f 0(x))2 = 1

1. Montrer que f est d�ecroissante sur R.

2. Montrer que f admet une limite �nie en �1 et en +1.

3. Montrer qu'il existe une suite (xn) telle que :

lim
n!+1

xn = +1 et lim
n!+1

f 0(xn) = 0

4. En d�eduire f .

Solution :

1. Supposons qu'il existe un point x tel que f 0(x) > 0, alors 1+f 0(x) > 1 et la
condition de l'�enonc�e est impossible. Donc 8x; f 0(x) 6 0 et f est d�ecroissante.

2. La condition de l'�enonc�e impose d'avoir �1 6 f(x) 6 1. Ainsi f est
monotone et born�ee, donc admet une limite (�nie) en �1 et en +1.

3. Supposons qu'il existe " > 0 pour lequel il existe A tel que x > A implique
f 0(x) 6 �", alors pour x > A, il vient en int�egrant :

f(x)� f(A) 6 �"(x�A)

Et alors lim
x!+1

f(x) = �1, ce qui contredit le r�esultat de la question

pr�ec�edente.

Ainsi : 8 " > 0;8A; 9x > A, tel que �" 6 f 0(x) 6 0.

Pour " = 1
n

et A = n, il existe donc xn > n tel que � 1
n
6 f 0(xn) 6 0.

On a donc bien lim
n!+1

xn = +1 et lim
n!+1

f 0(xn) = 0.

4. Par la relation de d�e�nition : lim
n!+1

f 0(xn) = 0 =) lim
n!+1

f(xn) = 0 et

puisque f admet une limite en +1 : lim
x!+1

f(x) = 0.

Le même raisonnement que celui fait dans la question pr�ec�edente montre qu'il
existe une suite (yn) tendant vers �1 et telle que lim

n!+1
f 0(yn) = 0, donc

telle que lim
n!+1

f(yn) = 0. Ainsi lim
x!�1

f(x) = 0.

La fonction f �etant monotone, on en conclut f = 0.

R�eciproquement la fonction nulle v�eri�e �evidemment la propri�et�e exig�ee.

Exercice 4.3.

1. Soit g une application continue de R dans R, p�eriodique de p�eriode 2�.
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Montrer que :

Z �

��

g(t) dt =

Z 2�

0

g(t) dt

Pour n 2 N, on pose In = 1
2�

Z �

��

(cos t)ndt et l'on consid�ere l'application f

d�e�nie par :

8x 2 R; f(x) = 1
2�

Z �

��

exp(x cos t)dt

2. Montrer que f est d�e�nie sur R et que c'est une fonction paire.

Dor�enavant on consid�ere que x est �el�ement de R+ .

3. Montrer que 8x 2 R+ ;8n 2 N;8 t 2 [��; �];

exp(x cos t) =
nP

k=0

xk cosk t
k!

+Rn(x; t)

o�u

jRn(x; t)j 6
+1P

k=n+1

xk

k!

Montrer que : jRn(x; t)j 6
xn+1

(n+ 1)!
exp(x).

4. Montrer que 8x 2 R+ ; 8n 2 N,��f(x)� nP
k=0

xk

k!
Ik
�� 6 xn+1

(n+ 1)!
exp(x)

En d�eduire la valeur de
+1P
n=0

xn

n!
In.

Solution :

1. Plus g�en�eralement, soit x 2 R et h : x 7!

Z x+2�

x

g(t) dt. La fonction h est

d�erivable sur R et h0(x) = g(x + 2�) � g(x) = 0, donc h est constante et en
particulier h(0) = h(��).

2. ? Pour tout x, la fonction �a int�egrer est continue sur [��; �] et f est bien
d�e�nie.

? On a f(�x) = 1
2�

Z �

��

exp(�x cos t) dt.

Par le changement de variable u = t+ �, f(�x) = 1
2�

Z 2�

0

exp(x cosu) du et

en appliquant le r�esultat pr�ec�edent : f(�x) = f(x).

3. ? Par convergence de la s�erie exponentielle :

8(x; t) 2 R2 ; exp(x cos t) =
nP

k=0

xk cosk t
k!

+
1P

k=n+1

xk cosk t
k!
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et, pour x > 0,
��Rn(x; t)j =

�� 1P
k=n+1

xk cosk t
k!

�� 6 1P
k=n+1

xk

k!
= R0n

? R0n = xn+1

(n+ 1)!

�
1+ x

n+ 2
+ x2

(n+ 2)(n+ 3)
+ x3

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
+ � � �

�
.

Or n+ 2 > 1, (n+ 2)(n+ 3) > 2!, : : :Par cons�equent :

R0n 6
xn+1

(n+ 1)!

1P
k=0

xk

k!
= xn+1

(n+ 1)!
ex

4. En plaant tout sous la même int�egrale :

��f(x)� nP
k=0

xk

k!
Ik
�� 6 1

2�

Z 2�

0

�� exp(x cos t)� nP
k=0

xk cosk t
k!

��dt
6 1

2�

Z 2�

0

xn+1

(n+ 1)!
exp(x) dt = xn+1

(n+ 1)!
ex

Or lim
n!1

xn+1

(n+ 1)!
= 0 (il s'agit même du terme g�en�eral d'une s�erie conver-

gente) et donc, par encadrement :

f(x) =
1P
k=0

xk

k!
Ik

Exercice 4.4.

1. Pour (n; p) 2 N � N
� , on pose

In;p =

Z +1

1

tn exp(�pt) dt

a) Montrer que ces int�egrales convergent.

b) D�eterminer une relation entre In;p et In�1;p et en d�eduire In;p en fonction
de n et p.

2) Soit � > 0, on pose f(t) =

�
0 si t < 0
�2t e��t si t > 0

.

V�eri�er que f est une densit�e de probabilit�e d'une variable al�eatoire X et
donner sa fonction de r�epartition.

Un appareil poss�ede n composants (n 2 N� ). Chacun des composants a une
dur�ee de vie donn�ee par une variable al�eatoire dont f est une densit�e. On
supposera ces variables ind�ependantes.

3. L'appareil tombe en panne d�es que l'un (au moins) de ses composants
tombe en panne (montage en s�erie). Soit Y la variable al�eatoire �egale �a la

dur�ee de vie de l'appareil.

Exprimer l'esp�erance E(Y ) de Y , en fonction des int�egrales de la question 1.

Solution :
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1. a) La fonction �a int�egrer est continue sur [1;+1[ et pour n 2 N et p 2 N� ,
on a lim

t!+1
t2:tne�pt = 0. La r�egle de Riemann donne alors la convergence de

l'int�egrale propos�ee.

En int�egrant par parties :

Z X

1

tn:e�pt dt = Xn

p
e�pX� e�p

p
+ n
p

Z X

1

tn�1e�pt dt

et en passant �a la limite lorsque X tend vers +1 :

8n > 1; In;p =
e�p

p
+ n

p
In�1;p

Posons alors un =
In;p
n!

, on obtient : un = e�p

p
1
n!

+ 1
p
un�1. Ainsi :8>>>>>>><

>>>>>>>:

un = e�p

p
1
n!

+ 1
p
un�1

un�1 =
e�p

p
1

(n� 1)!
+ 1
p
un�2

...

u1 = e�p

p
1
1!

+ 1
p
u0

On multiplie alors la deuxi�eme relation par 1
p
, la troisi�eme par 1

p2
, : : : puis

on somme. Puisque u0 =
e�p

p
, il vient : un = e�p

p

nP
k=0

1
pk(n� k)!

, soit :

In;p =
e�p

p

nP
k=0

k!
pk

Ck
n

2. La fonction f est continue sur R, positive. On v�eri�e que

Z +1

�1

f(t) dt = 1,

ce qui r�esultera d'ailleurs du calcul suivant.

En int�egrant par parties dans le cas x > 0, on obtient :

FX (x) = 0, si x 6 0 et FX (x) = 1� e��x � �xe��x, si x > 0.

3. On a Y (
) = R
+ et pour x > 0, les variables Xi �etant ind�ependantes de

même loi que X : P (Y > x) = P
� nT
i=1

(Xi > x)
�
= [P (X > x)]n. D'o�u :

P (Y 6 x) = 1�
�
1� FX (x)

�n
Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e fY de Y :

8x 6 0; fY (x) = 0 et 8x > 0; fY (x) = nf(x)
�
1� FX (x)

�n�1
Soit : 8x > 0; fY (x) = n�2x:e��nx(�x+ 1)n�1.

La convergence de l'int�egrale �etant �evidente, on a :

E(Y ) =

Z +1

0

n�2x2:e��nx(�x+ 1)n�1 dx,

et en e�ectuant le changement de variable u = �x+ 1 :
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E(Y ) = n�en
Z +1

1

(un+1 � 2un + un�1)e�nu du, i.e. :

E(Y ) = n�en(In+1;n � 2In;n + In�1;n)

Exercice 4.5.

On consid�ere une urne contenant N boules indiscernables au toucher,
num�erot�ees 1; 2; : : : ; N , avec N 2 N

� : On e�ectue dans cette urne des tirages
d'une boule avec remise �a chaque fois de la boule tir�ee. Soit r 2 [[1; N ]]. On
choisit r num�eros entre 1 et N et l'on note Yr la variable al�eatoire �egale
au nombre de tirages n�ecessaires pour obtenir, pour la premi�ere fois, les r
num�eros choisis.

1. Dans cette question, r = 1. D�eterminer la loi de Y1, son esp�erance et sa
variance.

2. Dans cette question,r = 2. D�eterminer la loi de Y2, son esp�erance (on
v�eri�era que la somme des probabilit�es vaut 1).

3. D�esormais, r est quelconque.

a) D�eterminer Yr(
).

b) Calculer P (Yr = r).

c) D�eterminer l'esp�erance de Yr.

Solution :

1. Y1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1
N
, donc :

E(Y1) = N et V (Y1) = N(N � 1).

2. On a Y2(
) = [[2;+1[[. Soit alors n > 2 ; l'�ev�enement (Y2 = n) est r�ealis�e
si on obtient un des deux num�eros choisis �a un certain rang k compris entre
1 et n� 1, puis le deuxi�eme num�ero choisi au n-i�eme tirage. Ainsi les tirages
dont le rang est compris entre 1 et k� 1 (s'il y en a) am�enent l'un des N � 2
autres num�eros, le k-i�eme tirage am�ene l'un des deux num�eros choisis, les
tirages de rang compris entre k + 1 et n � 1 (s'il y en a) n'am�enent pas
l'autre num�ero choisi et le n-i�eme tirage am�ene l'autre num�ero choisi. Bref,
par �equiprobabilit�e de toutes les listes de tirages :

P (Y2 = n) = 1
Nn

n�1P
k=1

(N � 2)k�12(N � 1)n�k�1

=
2(N � 2)n�2

Nn

n�1P
k=1

�N � 1
N

�k�1
Par l'identit�e g�eom�etrique, on en d�eduit, apr�es simpli�cation :

8n > 2; P (Y2 = n) = 2
N

��N � 1
N

�n�1
�
�N � 2

N

�n�1�
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Remarque : On aurait aussi pu calculer P (Y2 > n), pour en d�eduire la loi de
Y2 par di��erence : : :

Par sommation de s�eries g�eom�etriques convergentes :
1P
n=2

P (Y2 = n) = 2
N

� 1

1� N�1
N

�
1

1� N�2
N

�
= 2

N

�
N �

N
2

�
= 1

3. a) Yr(
) = [[r;+1[[.

b) (Yr = r) est r�ealis�e si et seulement si les r premiers tirages am�enent les
r num�eros choisis, mais dans un ordre quelconque, donc :

P (Yr = r) = r!
Nr

c) Pour i 2 [[2; r]], notons Xi la variable al�eatoire qui mesure le nombre de
tirages juste n�ecessaires pour obtenir un i-i�eme num�ero choisi, apr�es en avoir
d�ej�a obtenu i� 1, et X1 la variable al�eatoire qui mesure le nombre de tirages
juste n�ecessaires pour obtenir un premier num�ero choisi.
On a Yr = X1 +X2 + � � �+Xr et pour tout i, Xi suit la loi g�eom�etrique de

param�etre r � i+ 1
N

, d'o�u :

E(Yr) = N
�1
r
+ 1
r � 1

+ � � �+ 1
2
+ 1

�

Exercice 4.6.

On consid�ere l'application f d�e�nie par :

8t 2 R; f(t) =
A

et + e�t

o�u A est une constante r�eelle.

1. D�eterminer A pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

2. On suppose que A a la valeur trouv�ee pr�ec�edemment et on consid�ere une
variable al�eatoire X admettant f pour densit�e. Montrer que X admet des
moments �a tous les ordres.

3. Pour n 2 N; on pose In =

Z +1

0

t2n

et + e�t
dt.

Montrer que

8N 2 N; In =
NP
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt+RN

avec

RN = (�1)N+1

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t

1 + e�2t
dt

4. Montrer que lim
N!+1

RN = 0, et en d�eduire une expression de In sous forme

de s�erie.
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Solution :

1. f est continue sur R, paire , positive si A > 0 et en �ecrivant f(t) =

A et

e2t + 1
, il vient :

Z X

0

f(t) dt = A(Arc tan(e2X )�Arc tan 1) = A(Arc tan(e2X )�

�
4
).

Or lim
X!+1

Arc tan(e2X) = �
2
, ce qui prouve que l'int�egrale de f sur R+ est

convergente, avec

Z +1

0

f(t) dt = A�
4
.

Bref, par parit�e

Z +1

�1

f(t) dt = A�
2
et f est une densit�e de probabilit�e pour

A = 2
�
.

2. Par n�egligeabilit�e classique et parit�e : lim
t!�1

t2:tnf(t) = 0, ce qui prouve que

l'int�egrale d�e�nissant le moment d'ordre n de X est absolument convergente.
DoncX admet des moments de tous ordres (et par parit�e les moments d'ordre
impair sont nuls).

3. 1
et + e�t

= e�t

1 + e�2t
et par l'identit�e g�eom�etrique (la raison valant �e�2t,

donc �etant di��erente de 1) :

1
1 + e�2t

=
NP
k=0

(�1)ke�2kt + (�1)N+1 e�2(N+1)t

1 + e�2t

Ainsi : t2n

et + e�t
=

NP
k=0

(�1)kt2ne�(2k+1)t +
(�1)N+1e�(2N+3)tt2n

1 + e�2t

Toutes les int�egrales �ecrites �etant convergentes, par n�egligeabilit�e classique,
on en d�eduit :

8N 2 N; In =
NP
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt+RN

avec :

RN = (�1)N+1

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t

1 + e�2t
dt

4. On a :

jRN j 6

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t =

Z +1

0

e�(2N+2)tg(t) dt, avec : g(t) = t2ne�t.

La fonction g est positive, continue sur R+ , de limite nulle en +1, donc est

born�ee

sur R+ et si on noteM = sup
R+

g, alors jRN j 6M

Z +1

0

e�(2N+2)t dt = M
2N + 2

.

Ceci montre que lim
N!1

RN = 0 et donc :
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In =
1P
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt

Notons que le changement de variable u = (2k + 1)t donne :Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt = 1
(2k + 1)2n+1

Z +1

0

u2ne�udu =
(2n)!

(2k + 1)2n+1
,

ce qui permet d'�ecrire In comme somme d'une s�erie num�erique explicite.

Exercice 4.7.

Soit A la matrice d�e�nie par A =

�
�1 3=4
1 0

�
.

1. D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A
est{elle diagonalisable ?

2. Calculer An, pour tout n entier naturel.

3. Montrer que l'inverse A�1 de A existe, et calculer A�n, pour tout n entier
naturel.

4. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N. On note pn = P (X = n).

On suppose que pour tout n 2 N : pn+2 = �pn+1 +
3
4
pn.

D�eterminer l'expression de pn en fonction de n, et reconnâ�tre la loi suivie
par X .

5. Soient f et g les fonctions d�e�nies par

f(x) = 6:e�3x=2 + 2:e2x; g(x) = �3:e�3x=2 + 3:e2x

a) Exprimer les d�eriv�ees f 0 et g0 en fonction de f et g.

b) Comment d�eterminer une fonction F , combinaison lin�eaire de f et g,
telle que la d�eriv�ee 2002�eme de F soit f ?

Solution :

1. Les valeurs propres de A sont �3=2 et 1=2 et :

E
�3=2(A) = Vect

�
�3=2
1

�
; E1=2(A) = Vect

�
1=2
1

�

Comme A est carr�ee d'ordre 2 et admet deux valeurs propres, A est diagonal-

isable. Plus pr�ecis�ement si P =

�
�3=2 1=2
1 1

�
, alors P�1 =

�
�1=2 1=4
1=2 3=4

�

et :

P�1AP = D =

�
�3=2 0
0 1=2

�

2. Pour n 2 N� ; An = PDnP�1, ce qui conduit �a :
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An =

0
B@

1
2n+2

+
(�1)n

2

�3
2

�n+1 3
2n+3

�
(�1)n

4

�3
2

�n+1
1

2n+1
�

(�1)n

2

�3
2

�n 3
2n+2

+
(�1)n

4

�3
2

�n
1
CA

3. Comme 0 n'est pas valeur propre deA, A est inversible et le calcul pr�ec�edent
est valable pour n 2 Z.

4. Soit Xn =

�
pn+1
pn

�
; la relation de r�ecurrence s'�ecrit Xn+1 = AXn, d'o�u

Xn = AnX0, et on pourrait achever le calcul matriciellement, ce qui prouve

que pn est combinaison lin�eaire de
�1
2

�n
et
�
�
3
2

�n
: 9(�; �) 2 R

2 ; pn =

�
�1
2

�n
+ �

�
�
3
2

�n
.

On peut calculer � et � en fonction de p0 et p1 (ce que l'on peut aussi voir
directement en �etudiant la r�ecurrence lin�eaire d'ordre 2 de d�e�nition).

Il vaut mieux remarquer qu'une probabilit�e devant être toujours comprise

entre 0 et 1, on a n�ecessairement � = 0, d'o�u pn = �
�1
2

�n
, et la somme des

probabilit�es valant 1, on a � = 1
2
: 8n 2 N; P (X = n) =

�1
2

�n+1
.

Ainsi, X + 1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1
2
.

5. a) On a : f 0 = �f + g et g0 = 3
4
f , soit

�
f 0

g0

�
= A

�
f

g

�
.

Ainsi

�
f

g

�
= A2002A�2002

�
f

g

�
. On peut donc choisir pour fonction F le

premier �el�ement de la matrice A�2002
�
f

g

�
, ce qui conduit �a :

F = 22000
�
(1 + 1

32001
)f + 3

2
(1� 1

32002
)g
�

Exercice 4.8.

E et F sont deux espaces vectoriels de dimension �nie et f et g sont deux
applications lin�eaires de E dans F .

On rappelle que le rang d'une application lin�eaire u, not�e rg(u), est la
dimension de son image Im(u).

1. a) Montrer que Im(f + g) � Im(f) + Im(g). En d�eduire que :

rg(f + g) 6 rg(f) + rg(g)

b) Montrer que j rg(f)� rg(g)j 6 rg(f + g).

2. Dans cette question, on suppose que l'on a E = F et que f et g sont tels
que :

Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g) = E

a) Montrer que Im(f) \ Im(g) = Ker(f) \Ker(g) = f0g.
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b) En d�eduire que Im(f) et Im(g) sont suppl�ementaires dans E, ainsi que
Ker(f) et Ker(g).

c) En conclure que rg(f + g) = rg(f) + rg(g).

Solution :

1. a) Soit x 2 Im(f + g), il existe z 2 E tel que x = (f + g)(z) = f(z)+ g(z).
Or f(z) 2 Im f et g(z) 2 Im g, donc x 2 Im f +Im g, ce qui donne l'inclusion
voulue.

D'o�u :
rg(f + g) = dim Im(f + g) 6 dim(Im f + Im g)

6 dim Im f + dim Im g � dim(Im f \ Im g)
6 dim Im f + dim Im g = rg f + rg g

b) On a f = (f + g) + (�g), donc : rg f 6 rg(f + g) + rg(�g) =
rg(f + g) + rg(g).
De même g = (f + g) + (�f), et : rg g 6 rg(f + g) + rg(f).

Ainsi rg f � rg g 6 rg(f + g) et rg g � rg f 6 rg(f + g), soit :

j rg f � rg gj 6 rg(f + g)

2. Notons n = dimE. Le th�eor�eme du rang permet d'�ecrire :

dim Im f + dimKerf = n (1) ; dim Im g + dimKer g = n (2)
dim Im(f + g) + dimKer(f + g) = n (3)

Et les hypoth�eses donnent :
dim Im f + dim Im g � dim(Im f \ Im g) = n (4)
dimKer f + dimKer g � dim(Ker f \Kerg) = n (5)

a) En faisant (1) + (2)� (4)� (5), il vient :

dim(Im f \ Im g) + dim(Ker f \Ker g) = 0

D'o�u : Im f \ Im g = Kerf \Ker g = f0g

b) Donc Im f \ Im g = f0g et par (4) dim Im f + dim Im g = n, ce qui
prouve que Im f et Im g sont suppl�ementaires dans E.
De même Ker f \ Ker g = f0g et (5) montrent que Ker f et Kerg sont
suppl�ementaires dans E.

c) Le premier r�esultat de la question b) montre que rg f +rg g = n. Il reste
donc �a montrer que rg(f +g) = n, i.e. que f + g est surjectif, ce qui �equivaut
�a dire que f + g est injectif (f + g est un endomorphisme de E qui est de
dimension �nie).

Soit x 2 Ker(f + g). On a donc g(x) = �f(x).
Or f(x) 2 Im f , donc g(x) 2 Im f \ Im g et g(x) = 0.

Par cons�equent g(x) = f(x) = 0 et x 2 Ker f \Ker g, soit x = 0.

Ainsi f + g est bien injectif, donc surjectif et rg(f + g) = n, ce qu'il fallait
d�emontrer.
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