1
ANALYSE

Exercice 1.1.

Soient (an)nen, (bn)nen et (cp)nen trois suites réelles définies par leurs
premiers termes ag, by et cg réels et les relations de récurrence :

1
A1 :/ min(x, by, ¢,,) dzx
0

1
bni1 :/ med(an, z, ¢,,) dx
0

1
Crnil :/ max(ay, by, x) dr
0

ot med désigne le réel médian entre trois réels, par exemple : med(c, 3,7) =
3, lorsque a < 3 < 7.

1. Montrer que pour tout n > 1, on a : a, < b, < ¢,.

< b, < 9 En déduire que pour tout

2. Montrer que pour n > 2, on a <3

n>3 onal<a,etc, <1

[ol][UN]

3. Etablir la relation de récurrence suivante, valable pour n > 3 :

b2
Up41 = bn - 7”
bpy1 = %(ai —c2 +2¢,)
1

Cn1 = (1 +07)
4. Montrer que pour tout n > 3, on a :
bpso = %(—41)5; +6b2 +3)

5. En étudiant la fonction ¢ définie sur [0, 1] par ¢(x) = %(—43}3 + 622+ 3),
montrer que la suite (b, )nen converge vers %
En déduire que la suite (a,)nen converge vers % et que la suite (¢p)nen

5

3

converge vers
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Solution :

1. On a toujours min(z, by, ¢,) < med(ay, x, ¢,) < max(z, an, by).
En effet :

c’est clair si med(an,,x,c,) = x, sinon :

si med(an,x,c,) = an, la deuxiéme inégalité est immédiate et pour la
premiére on a bien min(z, b, ¢,) < a,, car dans ce cas min(z, ¢,) < ap.

Le dernier cas se traite de la méme fagon.
D’ot le résultat :

pour n > 1, a, < b, < c,

1
2. On a tout d’abord a,4+1 < / rdr = % < Cpt1; PUIS :
0

1

bpta = | med(ani1,,cni1)de

0
1

1/2
= / max (a1, ) dr + min(z, ¢,41) dz
0 1/2

1/2 1
g/ %dx—l—/ mdx:%
0 1/2

De méme on montre que b, 2 >

ool

1
Il vient alors a,4+3 = / min(z, by12, Cnta) dr > 0 et cpys < 1.
0

3. A partir de 0 < a,, < b, < ¢, < 1, pour n > 3, on déduit par exemple que

1 bn, 1 b2
Apy1 = / min(z, by, ¢,) de = / xdx —|—/ b,dx = b,, — 7"
0 0 ba

On procede de méme pour les autres relations.

4. Par composition, on trouve facilement que :

bno = %(a%-i-l — Chy1 + 2041) = %(—452 + 607, +3)
5. La fonction ¢ vérifie @(%) = % et on a:
Vo € [0,1],]¢/ (@) = Je(l — ) < §xj = §

Par conséquent, pour n > 3 :
51 = le(bn) = e(3)I < 31bu — |
2 2 8 2
Ainsi : Vn > 3, |bay, — %| < %\bg(n,l) — %| et donc :
n—2
|b2n_%|<(%) ‘b _%|

N n—2
De méme : |bo,—1 — %\ < (%) bg — %|

|bn+2 -

On en déduit que les suites (ba,,) et (bana1) sont convergentes de limite % et,

par exhaustion : lim b, = %
n—oo

On en déduit alors lim a, = % et lim ¢, = %
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Exercice 1.2.

1. a) Déterminer 'unique fonction ¢, définie sur R et a valeurs dans R, deux
fois dérivable sur R, et telle que :

©(0) = ¢(1) = 0 et pour tout x réel : ¢’ (r) = —sin(nz).
b) Soit K la fonction de [0,1]? vers R, définie par :

_Jx(l-y) siz<y
K(x’y)_{y(l—x) siz>y’

Etudier la continuité de la fonction K.
2. a) Justifier que pour tout y de [0, 1] et toute fonction f continue sur [0, 1],
1
I'intégrale / K(x,y)f(x)dzx existe.
0

Soit E ’ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0, 1].
Dans la suite, a toute fonction f € F, on associe la fonction g définie sur

1
[0,1], par : g(y) = / K(x,y)f(x)dz.
0

b) Montrer que la fonction g est deux fois dérivable sur [0, 1] et calculer

g"(y). Que valent ¢(0) et g(1) ?
1
Pour deux fonctions h et k de E on pose : (h|k) = / h(z)k(x) dz.
0

3. Soit A lapplication de F vers E définie par A(f) = g.
a) L’application (évidemment linéaire) A est-elle surjective ? Injective ?
b) Montrer que pour tout f de E on a (A(f)|f) = 0.

¢) Montrer que pour tout k de N*| le réel ﬁ est valeur propre de A.
T

Solution :

1. a) Il existe a et b tels que p(z) = L sin(rz) + ax + b et les conditions

2
i
©(0) = 0 puis (1) = 0 donnent successivement b = 0 puis a = 0.
b) On peut considérer la fonction h définie sur R? par h(z,y) = x(1 —y)
et la fonction k définie sur R? par k(z,y) = y(1 — z).

Les fonctions h et k sont clairement continues sur R? et h concide avec K
sur le domaine {(z,y) € [0,1]2,2 < y} tandis que k concide avec K sur le
domaine {(z,y) € [0,1]%,z > y}.

La continuité de K sur [0, 1] en résulte.

2. a) Pour y fixé, x — K(x,y)f(x) est continue, I'existence de I'intégrale en

résulte.

b) Pour pouvoir dériver, il convient d’expliciter un peu g(y) en écrivant :

oly) = / "ol y) () dr + [ v-apw s
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—(1-y) / "ef(@)de +y [a-os@a

Sous cette forme, la dérivabilité est acquise (intégrales fonctions de ses bornes
...), avec :

)= / "ef(@)de+ (1 - y)xyf(y) + [ a-a1@ds =1 0)10)

Yy 1
:—/ xf(m)dx—i—/ (1—2z)f(z)dx
0 y
et en redérivant : ¢'(y) = —yf(y) — (1 —vy

g'=~f
Notons que la forme () donne également g(0) =0 et g(1) = 0.

)f(y), soit :

3. a) E est formé des fonctions continues sur [0, 1] et pour tout élément f de
E, g = A(f) est deux fois dérivable sur [0, 1]. Il n’existe donc pas de fonction

f dans E telle que la fonction A(f) soit la fonction z +— |z — %| et A n’est
pas surjective.

En revanche, soit f telle que g = A(f) = 0, alors ¢’ = —f =0 et f est la
fonction nulle sur [0, 1], donc A est injective.

b) Soit g = A(f), on peut écrire : .
0= [ anroa

Comme ¢” = —f, la fonction —g’ est une primitive de f et une intégration
par parties donne alors :
1 1
1
A0 = [ a0rw = [-gg @l + [ o090
0 0
et comme ¢(0) = g(1) =0, il reste :
1
A1) = [ 9050 d=0
0
¢) Le calcul fait en 1. a) montre que :
si f:x sin(krx), alors g = A(f) : z — k2—12 sin(kmz)
T
1
k2n?

Donc f est propre pour A, associée a la valeur propre

Exercice 1.3.

Soit (uy,) la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence :
1
VUn

Up+1 = Un +

1. Etude de la suite (u,,).
a) Justifier 'existence de cette suite.
b) La suite (u,) est-elle convergente ?

¢) Démontrer que, pour tout n > 1, /n < u, < 2n.

2. Recherche de modeles.

a) Existe-t-il une suite géométrique (g, )nen qui vérifie g1 — gn ~ .

N
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b) Existe-t-il des réels A et « tels que la suite définie par : v, = An®,

_1 5

Von

3. Etude d’une variable aléatoire discréte X qui prend pour valeurs les termes
de la suite (uy,).

vérifie vy 41 — vy ~

a) Soit § un réel positif. Montrer que la suite (p,)nen définie par :
11
un)ﬁ (unJrl

P )
définit une loi de probabilité.
b) Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par :
X(92) = u(N) et pour tout n € N, P(X = uyp) = pn.

Donner des valeurs de 3 pour lesquelles on peut assurer que X admet une
espérance et d’autres pour lesquelles on peut assurer que X n’en a pas.

Faire le méme travail pour la variance.

Solution :

1. a) Il est clair que les calculs se font dans R et I'existence de u, entraine
alors que u, > 0 et u,41 existe. On conclut par le principe de récurrence.

b) Pour tout n, up41 — up = 1 > 0 et la suite est croissante.
Uy,
Si elle convergeait, sa limite £ serait dans R’} et vérifierait £ = £ + 1 , ce

Vi

qui est absurde, donc (u,,) est croissante, non convergente et :

lim u, = +oo.
n—oo

¢) On a V1<u < 2, donc la propriété demandée est vraie au rang 1.

Supposons que pour un certain n, on ait v/n < u, < 2n, alors :

1 1
* Uptl = U, + — <2n+ 5 <2n+1<2(n+1
1 \/ﬁn )11/4 ( )

*un+1:un+\/%>\/ﬁ+%n
n Vv

11 reste alors & vérifier que /n + \/% > vn+ 1, soit n + 1 + 2 >n+1,
n

2n 2
ce qui est clair. Ainsi u,41 = vVn + 1.
On conclut par le principe de récurrence :

Vn>1,yn<u, <2n

2. a) Pour définir 1 , il est nécessaire que la suite soit & valeurs dans R,
n

d’otl1 :
* Sig, = aq” et si 0 < ¢ < 1, on a gyt1 — g — 0, tandis que
n—oo
1

— 400, il est donc exclu que ces termes soient équivalents.

VGn T

*Si g, =aona gy — g, =0, tandis que = L ces termes ne sont

1
Vin  Va

pas équivalents.
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_>O7

*Sig,=aq" etsig>1,onagy1—9g, — +00, tandis que
n—oo ’/gTL n—oo

il est donc toujours exclu que ces termes soient équivalents.
Il n’existe pas de suite géométrique qui convient.

b) Si v, = An®, on a :

1 _
* Upg1 — U = An®((1+ 1) = 1) ~ Anax% = Aan®~1

1 — L nfa/Q
Von VA
Pour obtenir I’équivalence souhaitée, il faut donc prendre « tel que % =1-aqa,

2/3

*

it =2 pui — 1 qona=(3
501ta—37pu1sAa—\/Z,douA—(Q)

oo
3. a) Clairement p,, > 0 et par télescopage > p, =1— lim (L)ﬂ =1:o0n

n—0 n—oo Up

a bien défini une loi de probabilité.
b) Ecrivons p, = %(1 — (uin),@) = L(l - (M)iﬁ)
U

n Un+1 ug Un,
Ainsi : ) ) )
Pn=-5(1—(1+ —m5)"") ~ Bx 3
ul) u/ ui“‘?
et :
npn"“ﬁ><#§n2pn’\’ﬁ>< ﬂl_l
Un 2 Un 2
i B_ 1
*Si g > %, comme u, > /n, on a u5+2 >n2t1 et g—i—i > 1, donc la
1

série de terme général converge et la série de terme général np, est
B+

n
(absolument) convergente. Ainsi X admet une espérance.

1 1
* Si g < %, comme u, < 2n, on a u£+2 < (2n)6+§ et ﬁ—i—% < 1, donc

la série de terme général ﬁ diverge et la série de terme général np,, est
3
mn
divergente. Ainsi X n’admet pas d’espérance.

On raisonne de méme pour l'existence de Y n?u, en décalant simplement
d’un cran, c’est-a-dire en distinguant les deux cas 3 > % et B < %

Exercice 1.4.

1. On considere une fonction f de classe C? de R? vers R. Pour tout z réel,
on pose :

1
F(z) = / flz,t)dt
0
a) Soit zo € R. Montrer que :

2
IM eRY,Y (x,t) € [10 — 1,20 + 1] x [0, 1], %(x,t)] <M

b) Etablir que :
1
Vhe|-1,1], |F(zo + h) — F(zo) — h/ %(wo,t) dt‘ < hQ%
0
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¢) En déduire que F est dérivable sur R et donner une expression de sa
dérivée sous la forme d’une intégrale.

2.P0urn€Netx€Ronpose:1
I,(z) = / (1 — %)™ cos(tz) dt
0
a) Montrer que I, est dérivable sur R et exprimer I/ (z) sous la forme d’une
intégrale.
b) Etablir une relation entre I, (x) et I’ (x).
¢) Démontrer que I,, est de classe C* sur R.

d) A Paide d’'une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I,11(0) et I,(0). En déduire I,,(0).

e) En utilisant la notation factorielle, exprimer la somme :
n (_1)k

kz::O 2k +1)k!(n—k)!

Solution :

2
1. a) Le réel z( étant fixé, lapplication (x,t) — %(x,t) est continue
x
sur [zo — 1,29 + 1] x [0,1] qui est une partie fermée bornée de R?. Cette
application est donc bornée sur cet ensemble. Cela prouve 'existence d’un
réel M strictement positif tel que :
2
V(@) € [zo — 1,20 + 1] x [0, 1], y%(m)y <M
x
b) Fixons un réel zo dans R et un réel ¢ dans [0, 1]. Considérons la fonction
© définie sur R par p(z) = f(x,t).
La fonction ¢ est de classe C? sur R et 'on a :
@) = Uty et (@) = Thiat)
ox ox
Appliquons-lui I'inégalité de Taylor-Lagrange sur lintervalle [xg, zo + h] :
(w0 +h) = p(ao) — he'(wo)| < W22
ce qui s’écrit encore :
@0+ ht) = S@o,t) = (o, < w22 ()

2
D’autre part :

|F (20 + h) — / (o, t) dt| = ]/ f(xo + hyt) — f(xo,t) — h%(zo,t))dﬂ
d’our :
| Py + h) — / (w0, ) dt| g/ |f(.1:0+h,t)—f(ac0,t)—haf 20, )|t

Comme la majoration (1) est valable pour ¢ quelconque dans [0, 1], on obtient :

|F 170+h / 3f .Z’o, dt| 17 %

d’ou le résultat demandé.

¢) En divisant les deux membres par |h| pour h non nul, il vient :
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On en déduit :

}llil’% F(l‘o + h) LEQ / 8f an dt

ce qui prouve que F' est derlvable en zg. Ce resultat étant valable pour xg
quelconque dans R, on conclut que F' est dérivable sur R et que :

Ve e R, Fl(z) = gi( t) dt

a) L’entier naturel n étant fixé, posons : f : (x,t) — (1 — )" cos(tx).
Cette fonction, en tant que composée et produit, est de classe C* sur R?,
donc a fortiori de classe C?. D’autre part : g—f(a?,t) = —t(1 — t*)"sin(tz),

x

donc la fonction I,, est dérivable sur R et :
1
Ve eR, I (z) = / —t(1 — 3" sin(tx) dt
0

b) Intégrons I/ (x) par parties :
{ u(t) = sin(tx) = v/(t) = xcos(tx)

V() = —t(1 — 2)" <= (t) = 72(n1+ Ty (1=t

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [0,1], il vient :

1
I (x) = [m(lfﬁ)nﬂ Sin(t:c)];—/o m(lfﬂ)nﬂxcos(tz) dt

et, finalement :
I (z) = —ﬁ]nﬂ(x)
¢) On vient de montrer que pour tout n de N, la fonction I,, est dérivable,
sa dérivée s’exprimant avec I, 11, donc la dérivabilité de I, montre que I,
est en fait de classe C2, puis le fait que I,,;1 est de classe C? montre que I, est
de classe C3. On conclut en mettant en place un raisonnement par récurrence
simple.

d) Intégrons I,,11(0) par parties :

1 1
L) = [ 1=yt = -2 ] - [t D200 -2
0 0
donc :
I,:1(0) =2(n+ 1)/1t2(1 —t2)dt = 2(n + 1)/1(1 — (1 =) (1 —t*)"dt
0 0
ce qui donne :

Lp1(0) = 2(n + 1)1, (0) — 2(n + 1) Ip41(0), d’ott Tny1(0) = 2;271;))1”(0)

Comme I(0) = 1, on obtient :

L,(0) = 2(n)x2(n—1)x...x2(1) _ [2"n!]?
(2n+1)x(2n—1)><...><(3) (2n—|—1)!
e) Comme, d’autre part :

1,(0) = /01 é:o (Z)(—l)kt%dt _ kzizo(_l)k<z> [ﬁﬁlﬂrl}é
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n (mn
B k;(_l)k(k) 2k1+ 1
En rapprochant les deux résultats obtenus pour I,,(0) et en remplacant les
combinaisons par leur version factorielle, on obtient :
Xn: (=" _ 2%yl
=0 2k + Dkl (n—k)!  (2n+1)!

Exercice 1.5.

Soit I = [0,1], on note pour p > 0, CP(I) I'ensemble des fonctions définies
sur I et dont les dérivées jusqu’a l'ordre p sont définies et continues sur 1.
On considere € = {f € C3(I)/f(0) = f(1) = 0}.
1. a) Montrer que € est un sous-espace vectoriel de C3([).

b) Soient 2 réels a et b tels que : 0 < a < b < 1 et s la fonction définie sur
I par :

s(z) = (r —a)(z —b)* sia<z<b
0 sinon
Montrer que s est dans £.

) Soit k € Cl( ) Montrer les equlvalences
erg/ w—0<:>Vf€€/ f(z)dx=0

= Vzel0,1],k(z)=0

Indication : pour la derniére implication directe, on pourra raisonner par
contraposée, en supposant que k' n’est pas la fonction nulle et en utilisant
alors une fonction du type s, défini en b), pour des valeurs de a et b bien
choisies).

2. Soit g : I x R = R, (z,0) — g(z,0), une fonction de classe C*(I x R).
1
Soit la fonction : ¢ de R dans R définie par : p(0) = / g(z,0) dz,
0

a) Montrer que : 3M > 0,V h > 0,|g(z, h) — g(z,0) — h%(x,0)| <h:M
1
b) En déduire la dérivabilité de ¢ en 0, avec ¢’ (0) = %(SL’, 0) dx.
0

3. Soit la fonction 1 : [ x R — R, (z,u) — (z,u) = % — ux.
On considere ’application :

1 @)
UV:£E—-R,f n—>/ P(xz, f(x)) dx :/ (Tm —af'(z)) dx
0 0
On dira que ¥ admet un minimum strict sur £ en la fonction y si :
Viel f#y = Y(f)—¥(y) >0.

a) Montrer que si ¥ admet un minimum strict sur € en y, alors, pour toute
fonction f non nulle de &, I'application Gy : R — R, 0 — U(y + 6f) présente
un minimum local strict en 6 = 0.

b) Utiliser la question 2 pour prouver que G est dérivable en 0 et que :
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G;m>:3é (' (z) — 2)¢(z) da.

En déduire que si ¥ présente un minimum strict en y € £, aors x — y'(z) —x
est constante sur 1.

Solution :

1. a) £ contient la fonction nulle et est stable par combinaison linéaire.

b) Comme a et b sont racines d’ordre 4 du polynéome (X — a)*(X — b)4,
les dérivées a gauche en b et a droite en a sont nulles jusqu'aux dérivées
troisiemes. Comme les dérivées a gauche en a et a droite en b sont toutes
nulles, il en résulte que s est bien de classe C3 sur [0, 1]. Enfin, on a clairement
s(0) = s(1) =0. Bref s € £.

¢) En intégrant par parties, pour f € £ :

1 ! = 1—1/$$3’J——1/5L‘1‘£L‘
| r@r@ s = @l - [ R@f@ = - [ ¥

0
Ce qui démontre la premiere équivalence.

Supposons lintégrale nulle. Si k' # 0, il existe un segment [a,b], avec
0 < a < b < 1surlequel &' (étant continue) est (par exemple) positive,
Vx € [a,b], K (z) > 0.

Alors, pour f = s (la fonction définie & la question précédente), on aurait :
1

/ E'(x)f(x)dx >0

0
ce qui contredit I’hypothése. Donc &' = 0 sur I, ce qui entraine que k est
constante sur I.

a) Soit h > 0, par I'inégalité de Taylor sur [0, h] :

(. h) — g(,0) — h 22 (2,0)| < me|

06 2l =M

06>

ce qui a bien un sens, puisque 6 — %(m ) est continue sur I borné, donc
majorée par un réel 2M > 0.

) Ainsi : / |g z.h) —g(x,0) _ 99 (x,0)|dx < hM et, a fortiori

89
‘wm;wm> ggxom‘
d’ol1, en passant a la limite lorsque h tend vers 0 :
2(0) = §g<x 0)dx

3.a) Ona:Gf(0) = F(y+0f). Donc :
F présente un minimum strict = V0 # 0, F(y+0f) > F(y)
= V0 #0, Gf(@) > Gf(O).
b) On pose g(x,0) = ¥(x,y'(z) + 0f'(x)), alors g est de classe C2(I x R)
(car ¥ € C3(I x R) et f et y sont dans C3(I)).
On peut appliquer le résultat de la question 2 :
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1
Gy est dérivable en 0 et G'(0 % (x,0)dz.
0

Ona:g(z,0) =1/ (x)+0f (x ))2 z(y'(x) +0f'(x)), dou :
§9<x 0) = o/ (2)f' () + 0f *(2) — 2 (=)
0 /
I CONEREC
d’ott : G%(0) :/0 (y'(z) — x)f(z)dz.
Si F présente un minimum strict en y € £, alors : Vf € &, G}(O) =0, ce qui
donne V f € 57/0 (v (z) — x) f'(z)dz = 0, soit :

IC eR,Vz eI,y (x) —x=C (en utilisant 1. ¢)

Exercice 1.6.

b) Justifier, pour tout v < 1, In(1 —u) < —

¢) On définit une suite (a,) par ag = 1, a1 = 1/2 et, pour k entier, k > 2

g = (—1)b-1 LB x(2k—3) _ (k! I’i[ 2j —3

2’%' 2 502
A Daide des questions précédentes, montrer que pour tout k > 1
2 \3/2
lax| < (m)

a) Soit g :] — 1, 4o00[— R, la fonction définie par g(t) = /1 +¢.
Montrer que, pour tout ¢t > 0 :

n n 3/2
o) = 3 axtt] <7 (72)

b) Soit f la fonction définie pour x réel par :

1
f(z) :/ t=r/T+tdt
0

Déterminer le domaine de définition D de f.

¢) Montrer que, pour tout = de D :

f@)= %
=0 k+1l—=x

Solution :

1. a) La fonction x +— % est décroissante sur R}, donc pour j > 2,

1y ”1@
Jj- T’
p

ar sommatlon il vient :

k k+1
»is [ o (g

j=2
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b) Cette inégalité classique résulte de la concavité de la fonction logarithme
népérien.

¢) On a : In(|ag]) :ln(%) + Xk: In(1 — %) < _% Xk:

I
_
4
N

o=
~
]

o

2. a) On a g(t)
/ 1 - 1 1 -3 .
g'(t) = 5(1 +t)"2, 4" () = §><( — 5)(1 +t)” 2, et par récurrence, on
obtient :
g W) (8) = Klag(1 + )2 "

L’inégalité de Taylor—Lagrange en 0 donne alors, pour ¢t > 0 :

k (n+1) < gntl ¥l 2 \3/2
|g(t) — Zakt | < +1) Oitigtlg (W] <#"Hana| <" (55)

b) La fonctlon & intégrer est continue sur ]0, 1] et équivalente & t — ¢t~ au
voisinage de 0. Ainsi I'intégrale converge si et seulement si —z > —1, soit :
D =]-00,1]
¢) On écrit :

n n 1
a _ _ k—x
|f(x) - kgo k+ lkf x‘ B ’f(:z:) kgofo ot dt{
1 n
g/ | VI+ = Y axt®|dt
0 k=0

L 3/2 3/2
g/otﬂ () dt < ()" =20

+‘2 n—k2 n— oo

Ce qui veut dire que pour x € D :

fa) =S
o k+1—x

Exercice 1.7.
Soit p un entier naturel.
$p+1

e " .
e’ —1

+oo
Pour tout entier naturel n, on note S,, = /
0

1. Montrer 'existence de S,,

+oo
2. Pour a et b entiers naturels, avec b > 0, on note T'(a,b) = / %~ d.

0
Montrer l'existence de T'(a,b) et calculer T'(a,b) en fonction de a et b.

3. Pour n > 1, montrer que pour tout réel > 0, on a :

—nx

— —kx [S
emfl kZ::le +e“"71
4. En déduire : Vn > 1,5 = (p+ 1)! ka+2+5

5. Montrer que la suite S;, est convergente.
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6. Déterminer lim S,,.
n—-+4oo

7. Conclure.

Solution :
p+1
1. x La fonction f : z — -L . e~ est continue sur |0, +oo[ et puisque
ot _
lin}) L T = 1, f est prolongeable par continuité en 0.
x—0 " —
1

* La présence du facteur suffit pour assurer que 'on a lir4r_1 22 f(x) =
r—T00

T —
0, et la convergence pour la borne infinie résulte de la régle de Riemann.

2. En posant bxr = t, il vient :

+oo “+o0 o d “+o0
/ 206 Jp — / (i) o—tdt _ a1+1/ patl—lo—t gp — %ﬂr(a_ﬂ)
0 0 b b 0 b

Ce calcul prouve l'existence de T'(a,b) et donne en prime :

|
T(a,b) = #

3. Pour z > 0,on a0 < e® < 1, ce qui permet d’utiliser 'identité géométrique,
qui s’écrit :
—x e—(n+1)z 1 —nz

n n
Z e—k:w — E (e—w)k _ € _1—-e€
k=1

=1 1—e™® e’ —1

et, en séparant :

1 A
= e + -~
em -1 k,zz:l ex -1

4. En multipliant la relation précédente par P! et en intégrant, il vient :

n +o0 n
So=>_ / wPHle ko der + S, = > T(p+1,k) + S,
k=1J0 k=1

So=(p+1!'Y kp1+2 + 5,
k=1

5. La série de terme général k > 1 est une série de Riemann convergente,

_1_
kp+2’
puisque p 4+ 2 > 1.
n

1
Comme S,, = So—(p+1)! PO

la convergence de la suite (S),) en résulte.

1

6. La fonction x — xP 1 est prolongeable par continuité en 0 et de limite

e£
nulle en +oc.
Par conséquent cette fonction (positive) est majorée sur R* et si on note M

un majorant, on a :
+oo

+o0
p+1
0<S, = L e ™"dr < Me o de =M 0
x
0 et — 1 0 N n—oo

lim S, =0

n—o0

7. On a donc montré 1’égalité :

—+o0
p+1 x 1
Sp = 2" g =
0 /0 O kglkp+2
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Exercice 1.8.
1
Soit n € Z, on note u,, = / 2™ In(1 + ) dz.
0
1. Pour quelles valeurs de n € Z, le réel u,, est-il défini ?
2. a) Montrer que la fonction z — In(1 4+ ) est concave et en déduire que
pour tout  de [0,1] : (In2).2 < In(1+z) < z.
b) Montrer que : Vn > —1,In2 < (n + 2)u,, < 1.
¢) Quelle est la nature de la suite (u,,), de la série > u, ?

n n (_1\k
3. Soit n € N, on note S,,(z) = > (—2)f et T,, = > (k+1)1 .
k=0 k=0

a) Etudier les suites (Tb,) et (T2p+1), en déduire la nature de la suite (7),).

b) On consideére le programme Pascal :
program Oral-escp ;
Var K,N,signe :integer ; t : real;

begin
for N :=0 to 99 do
begin
for K :=0 to N do
begin
t :=t + signe/(XK+1) ;
signe :=-signe;
end ;
writeln(t) ; end;
end.

Le corriger de telle sorte qu’il affiche les 100 premiers termes de la suite
a%)i%w-wjﬁ'
xn+1
1+
b) En intégrant par parties en déduire :
(n+1u, = (In2)[1 + (=1)"] + (=1)"*T,
5. En déduire un encadrement de la suite T,.

(—1)" 8, (z) + (1)t

4. a) Montrer que si z # —1 : T2

6. Etudier la nature de la suite (n.uy,).

Solution :

1. Pour tout n € Z, x — z™ In(1 + z) est positive et continue sur ]0, 1].

e Sin >0,z z"In(l + z) est continue sur [0, 1], donc intégrable.

e Sin=-1, x — z"™In(l + ) admet un prolongement par continuité en 0,
en posant 0 — 1.

e Si n < 0, au voisinage de 0, 2" In(1 + 2) ~ 2"*!. Par référence standard,
u, existe si et seulement si —m — 1 < 1, soit n > —2 donc n > —1.

u, existe si et seulement sin > —1.

2. a) La fonction x — In(1+x) est de classe C? et de dérivée seconde négative
sur [0,1]. Par concavité, elle est au-dessous de sa tangente en 0 et au dessus
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de la corde joignant l'origine au point (1,1n2) pour ses points d’abscisse
telle que 0 < = < 1. Ce qui donne, pour tout = de [0, 1],
In2-2<In(l+2z) <.

b) 1l suffit de multiplier les inégalités précédentes et d’intégrer sur [0, 1]
pour obtenir, pour tout n > —1
In2<(n+2)u, <1

¢) La premiére inégalité montre que la série Y u,, est divergente.

3. a) On vérifie que la suite (T5y,), est décroissante alors que la suite (Top41)p
est croissante. De plus

lim |1y, — T = lim == =0
po>too |T2p 2p+1] potoo 2p+1

montre que les deux suites sont adjacentes et donc convergent vers une méme
limite.

b) Il manque essentiellement les initialisations de ¢ = 0 et signe=1. Ainsi,
un programme possible est :

Program QOral ;
Var K,N,signe : integer ;

t : real;
Begin
For N := 0 to 99 do
Begin

t := 0; signe :=1;
For K := 0 to N do

Begin
t := t+signe/(K+1) ;
signe := -signe
end ;
writeln(t)
end ;
end.

4. a) S, (x) représente la somme partielle d’une suite géométrique de raison

—x. Donc o
1—(=1)"" 2"
Sn(x) = ( 1 lz

b) En intégrant 1’égalité ci-dessus entre 0 et 1, il vient :

! " ! +1 ! dz
— (— n — n
/01+xdx—( 1)/OSn(a:)dx+( 1) /01+x
Et une intégration par parties (licite car les fonctions sont de classe C*) de
la partie gauche de ’équation précédente donne :

(n+ Ly = (n2)(1 + (~1)") + (~1)"T,

5. Pour n pair, il vient T,, = 2In2 — (n + 1)u,, et en utilisant 'encadrement
< 3In2
~X 2 .

trouvé pour u,, on obtient : 2In2 — 1 < T,

Pour n impair, T, = (n + 1)u, et : IHTQ <7, <1

Donc, dans les deux cas :
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1 1
i . _ de  _ _1)ntl LH
6. Par la question 4. b).an—/0 1+x—Tn+( 1) /0 1—|—xd$'
lxn—i-l 1 1 1
N — = e n+ = — —
Donc : |In2 — T, /0 1+xd$</0 " dx ) n_,oo()'
Et :
lim T, =In2
n—-+oo

Or, pour n pair, : (n+ 1)u, = 2In2 —T,, et pour n impair, (n + 1)u, = T,.
Par conséquent, en regroupant ces deux cas :
lim (n+ 1)u, =1n2

n—oo
Par la question 2, on sait que 11141_1 Uy, = 0. Ainsi :
n—-—+oo
lim nu, = lim (n+ 1)u, =1n2
n—-+oo n—-4oo

Exercice 1.9.

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel.
On se propose d’étudier ’ensemble A des suites réelles vérifiant pour tout
entier naturel n, la relation de récurrence :

Up+2 = Up41 + 2un + (—1)”
1. Montrer qu’il existe un réel o que 'on déterminera, tel que la suite w
définie par : Vn € N, w,, = a.n.(—1)", soit élément de A.

2. Montrer que u appartient & A si et seulement si la suite v = u — w vérifie
une relation de récurrence linéaire d’ordre deux.

3. Calculer v,, en fonction de vy, v1 et n, puis en fonction de ug, u; et n.
En déduire u,, en fonction de ug, ui et n.

Donner un équivalent simple de u,,, lorsque n tend vers +o0.

4. On suppose ici que ug = u; = 1. Calculer u,, en fonction de n.

Montrer que, pour tout entier naturel n, |u,| < 2" — 1.

Solution :

1. On remplace u,, par an(—1)" dans I’équation de récurrence et on obtient
o1

Upt2 = Upt1 + 2Up + (_1)n

Wp42 = Wn41 + 2wn + (*1)”4

En soustrayant, la suite v = u—w est élément de A si et seulement si v vérifie
la relation de récurrence :

2. Pour tout n € N : {

VneNuv, 12 =v,41+ 20,

3. L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence précédente
est 72 — 1 — 2 = 0. Les réels —1 et 2 en sont les solutions. Aussi, il existe
(\, 1) € R2, tels que pour tout n € N :

Up = A(=1)"™ + p2m

En considérant les conditions initiales vg, vy, il vient :
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(v0+v1), A= (21}0—’1)1)

Wl

,LL:
et :

Wi o=

(200 = v1) (=1)" + 1 (v + v1) 2

Up =

Un calcul immédiat donne vy = ug et v1 = u; + % Donc :

Un =% | (2up — w1 — $)(=1)" + (uo + w1 + $)2" |, et up = v, + Fn(~1)"

Par conséquent :

o Si (ug+uy + %) # 0, alors u, ~ %(uo +ug + %)2”
e Si (ug +uy + §) =0, alors (vy,) est bornée et u, ~ %n(fl)".

4. On applique les résultats des questions précédentes. Il vient :

U = § (2(=1)" 4 72" 4 3n(~1)")
Enfin, on vérifie la propriété |u,| < 2"*1 — 1 par récurrence sur n :
e c’est immédiat pour n =0,n=1;
e supposons la propriété vérifiée pour ug, avec k < n + 1. Alors :
[unya| < Jupy1] + 2un| +1 <272 = 14227 — 1) +1 < 27+3 — 1

On conclut par le principe de récurrence.

Exercice 1.10.
On considere lapplication f de R? dans R définie par :
£ (@) = k(cosz)e,
ot k € ]0,1/4/2[. On désignera par I le segment [0, 1].
1. Montrer que f(I x I) C I.
2. Soient (u,v) et (u',v") deux éléments de I x I. On définit 'application ¢
sur [0,1], en posant :
o) = flu+t(u —u),v+t( —v))
Montrer que ¢ est dérivable sur [0,1] et calculer /().
En déduire que : |f(u/,v") — f(u,v)| < kv2max(ju’ — ul, [v" — v|).
3. Soit (a,b) € I x I.
On pose up = a, u1 = b et upq9 = f(tn, unq1), pour tout entier n.
Vérifier que la suite (u,,) est bien définie.
4. Pour n € N, on définit la suite (v,,), par :
Uy = max(|unt2 = Un1l; [Unt1 — Unl)

a) La série Y v, est-elle convergente ?

b) Montrer que la suite (u,) est convergente.
5. On counsidére la fonction g d’une variable réelle définie par g(t) =
k(cost)e™t —t.

a) Etudier la fonction g sur l'intervalle 1.

b) En déduire qu’il existe un unique réel £ € I tel que g(£) = £.

¢) Montrer que la limite de la suite (u,) est indépendante du choix de

(a,b).
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Solution :

1.Ona0<k<1,cos(I)Cletpourzel,0<e *<1,donc f(IxI)CI.
La fonction ¢ — @(t) est dérivable sur [0,1] comme composée de fonctions

dérivables et par théoreme :

@(6) = (o — ) 2L (w1’ — w), 0 4 10"~ v))

+ (= v)g—:{;(u +t(u —u),v+t(v —v))

Par 'inégalité des accroissements finis :

[f (W 0") = flu,0)] = (1) = (0)] < sup |¢'(1)]

te(0,1]

Or
of T _ . of _ .
|%(x,y)| = |ksinz.e7Y| < ksinz , et |a—y(x,y)| = |kcosz.e”Y| < kcosz
entrainent que :

(', 0") = f(u,0)] < kv2Zmax(|u’ —ul, [v" —])
3. La suite (u,,) est bien définie puisque f(I x I) C I.

4.8) On a: [unts — Unga| = |f(Un1, Unga) = f(Un, Unt1)] < kV205.

Ainsi v,41 < kv/20,,.
Cette majoration par une suite géométrique de raison strictement inférieure
a 1 entraine la convergence de la série >" v,,.

b) La série Y (un4+1 — uy) est donc absolument convergente, et a fortiori
convergente.

Par «télescopage », cela entraine que la suite (u,) est elle-méme convergente.

5. a) La fonction ¢ — g¢(t) est continue sur I, dérivable et :
g'(t) = —k(cost +sint)e" —1 < 0.
Cette fonction est strictement décroissante de I sur [k, g(1)], avec g(1) < 0.

b) On invoque la question précédente et le théoréme des valeurs in-
termédiaires.

¢) Notons A la limite de la suite (u,,). Par continuité de f, il vient :
A= f(A\A), s0it g(A) =0et A=/
Donc A ne dépend que de £!

Exercice 1.11.
Soit n € N*. On pose :

1
A= inf / (1 + a1t + ...+ xpt™)2dt
)ER" 0

(1,50

1. Justifier I'existence de A.
1
2. En considérant le produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt défini sur

0
R, [X], établir lexistence et 1'unicité de (aq,...,a,) € R™ tel que :
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1
A:/ (14 ait+...+apt™)?dt
0

On définit alors la fonction F' par :

Vm6R\{—1,—2,...7—n—1},F($‘):x_1+_1+xa7_¢2+"'+#

3. Montrer que : A = F(0).
4. Déterminer lim (x + 1)F(z).

r——1
5. Prouver que : Vk € [1,n], F(k) = 0.
6. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] vérifiant :

_ P(z)
Ve €R\{-1,-2,...,-n— 1}, Flz) = (z+1)(z+2)-(x+n+1)

7. Etablir que : P(X) = — le (1= X)2=X)- (n— X).

8. En déduire que : A = ﬁ

Solution :

1
1. L’ensemble {/ (I+zyt+- -+ a,t") dt} est un ensemble de nombres réels

positifs, et est donc minoré. Aussi A existe-t-il.

1
2. Munissons R, [X] du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt. Avec

0
ces notations, A n’est autre que la distance de 1 au sous-espace F =
Vect(X, ..., X™).
On sait, par le cours, que non seulement cette distance existe mais qu’elle est

atteinte en un unique polynéme de F' qui est la projection orthogonale de 1
sur F.

Ce polynéome Q(X) = > —a; X* est de plus défini par :
i=1
pour tout j € [1,n], (1 — Q(X), X7) = 0.
3. A DPaide de la norme euclidienne associée au produit scalaire :

A=[1-QX)IP=(1-QX)1-QX))=(1-QX)1)

1
0

4.0mn a: )
— ay L
@+ DF@) =@+ D(Gog T 752+ Y o5asT)
et lim (x4 1)F(z) = 1.

T——

5. Par la remarque faite a la fin de la question 2, on sait que, pour tout
kell,n]:

1
/ (14+ait+---+a,t")tFdt =0
0

soit :
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0:

1 < a; _
e O ey )
6. La réduction au méme dénominateur de la fraction définissant F' mon-

tre Dexistence du polynéme P. De plus ce polynéme est unique, car si
P(z)
l'on a, pour tout x de R\ {—1,-2,...,—n}, =
P e AN P T P By ey
Qx) , alors le polynome P — () admet une infinité de
(x+1)(xz+2)---(x+n)

racines, donc P = Q.

7. le polynome P est de degré n. Les deux questions précédentes montrent
que pour tout k € [1,n], P(k) = 0. Ainsi, il existe une constante C' réelle
telle que P(X)=C(X —1)--- (X —n).

P(z)

Enfin, zlinjl(x +1)F(z)=1= xlixgl(a: + 1)(x @it ) entraine
que
_ ="
C_n+1
8. Finalement, pour tout x € R\ {-1,-2,...,—n—1}:
1 1-2)2—2)-- (n—2x) 1
F(z) = t A=F(0)=——5
@) = T G DD @t 0) =1

Exercice 1.12.

1. On considere les fonctions hyperboliques définies par :

t_ ot ot
sh(t) = =&~ —Qe et ch(t) = & L& +2€

a) Etudier rapidement ces deux fonctions et esquisser leur représentation
graphique, dans le plan rapporté a un repere orthonormé.

b) Montrer que I'on a : pour tout réel , ch?(t) — sh?(t) = 1.
2. Pour toute fonction f de classe C'* sur un intervalle [a, b], on admet que la

longueur L(f) de la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un
repere orthonormé, est donnée par :

b
L) = [ VIF TP

a) Calculer la longueur de la courbe z — ch(z), sur un intervalle [a,b]
donné de R.

b) Montrer que la fonction v : t — /1 + ¢ est convexe sur R. En déduire
I'inégalité :

pour tout couple (s,t) € R2,9(t) = 9(s) + (t — s)¢/(s)

c¢) On suppose désormais que f est une fonction convexe de classe C? sur
un intervalle [a,b] et que g est une fonction de classe C? sur [a, b] telle que
g(z) < f(x) pour tout z € [a,b] et qui vérifie : g(a) = f(a) et g(b) = f(b).
En utilisant 'inégalité précédente, prouver que L(f) < L(g).

d) On considere une fonction g de classe C? sur un intervalle [a, b] qui est
telle que g(z) < ch(z) pour tout = € [—1,1] avec g(—1) = g(1) = ch(1).
Quelle inégalité portant sur L(g) en déduit-on ?
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Solution :

1. a) On voit que sh’(t) = ch(t) et ch’(t) = sh(t) . La fonction ¢ — sh(t) est

donc croissante sur R, admet un point d’inflexion en ¢ = 0. Elle est concave

sur R™ et convexe sur RT. Enfin . ligl sh(t) = +o0 et , lim sh(t) = —o0.
—+o00 — —00

Notons d’ailleurs que sh est impaire.

La fonction ¢ +— ch(t) est paire. Sa dérivée est positive sur R™ ; elle y est
donc croissante vers +o0o. Enfin elle est convexe sur R.
Les représentations graphiques ne posent pas de probleme.

b) Un calcul immédiat donne :

toa—t
ch?(t) —sh?(t) = 4% =1

2. a) La longueur de la courbe t — ch(t) (appelée chainette) sur I'intervalle
[a, b] est donnée par :

L= /b\/l + sh?(t) dt = /b ch(t) dt = sh(b) — sh(a)

b) Immédiatement v’ (t) = —L et y(t) = —L__ > 0. la fonction
V1+1t2 V1412

t — 9(t) est donc convexe sur R.
Sa courbe représentative reste au-dessus de sa tangente en tout point s, ce
qui donne 'inégalité demandée.

¢) On utilise I'inégalité précédente avec t = ¢'(x) et s = f'(x). Il vient :
b

Lo = [ y(/(@))do > [ @) + (g @) = @ (@) da
1)+ [ @) - W) da
= L)+ ~f @) (@)~ (@)~ ) (@) ) da
=L+ [ (@) — g (@) f @) > L)

la derniere intégrale étant positive puisque f > g et ¢ et f sont convexes.

d) En appliquant 'inégalité précédente, il vient L(g) > L(f) = 2sh(1).

Exercice 1.13.

Soit ¢ la fonction définie sur R* par (t) = — T
ot —

1. Montrer que ¢ admet un prolongement par continuité en ¢t = 0. (On notera
encore ¢ la fonction ainsi prolongée.)

On admet que cette fonction admet, en 0, un développement limité a tout
ordre N > 0 de la forme :

N tk
p(t) = 3 biiy +o(tY)
k=0 k!
2. Calculer b()7 bl, bg, b3.
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3. Montrer que p(t) — b1t est une fonction paire. En déduire ba, 11 pour tout
n>1.

4. On pose pour tout z réel et tout ¢ réel : f(z,t) = ep(t).

Montrer que ¢t — f(z,t) admet un développement limité & tout ordre N au
voisinage de 0, que I'on écrit :

N k
fla,t) = 3 Bu(@)L5 + oY)
=0 k!

montrer que, pour tout k > 0, By est un polynéme unitaire de degré k.
Exprimer By (0) en fonction de by.

5. Montrer que pour tout k > 0, By(1 — z) = (—1)* B (z).
En déduire la valeur de By(1), en fonction de by, pour tout k > 1

6. Montrer que pour tout k > 1, By(z + 1) — By(z) = ka*~L.

Solution :
1. Comme et — 1 (BJ) t, il vient : }irr(l) »(t) = 1. On peut donc prolonger ¢ par

continuité en 0 en posant ¢(0) = 1.

Sy

5 6 24+()et:

2. De méme, au voisinage de 0 : e — 1 =1 + 1L

(1) = :
i 1+t+t2+§§1+o(t3)

2 3 2
:1_(2+t6+54)+(§+t6+54) ~ (b gy o)

Par unicité du développement limité, il Vient :

bo=1,b1:—% b 12 by =0
3 Onécrit'@(t)—bt:(p(t)+ltzl el +1
. . ' 2 2 et 1
et :
1 1_
P = (1) = (1) = 5t = §x G = o(0) ~ ut

Une fonction paire admettant un développement limité, n’ayant dans son
développement que des puissances paires de t, il vient :

ban+1 = 0, pour tout n > 1.

4. La fonction ¢t — f(z,t) admet au voisinage de 0 un développement limité a
tout ordre, comme produit de deux fonctions en admettant un. On sait alors
que pour obtenir la partie réguliere de ce développement, il suffit de faire le
produit des deux parties régulieres qu’on tronque a l'ordre voulu, soit :
N N Lk k N k
> ady o) = (L G )« (£ tnly ) +oe)
K=o K i=o K k=0 k!
d’ou :
bj _a*i
TR -
J; 3t (k=)

Cp =
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et :
¢y = Bi(z) = ( ‘>bjxk’3
i=o M
Ainsi B (x) est-il un polynéme unitaire de degré k, avec By (0) = by.

5. Un calcul donne, pour tout = réel, pour tout ¢ réel : f(1 —z,t) = f(x,t).
Or:

N k
JA—a,t) = 3 Bl - a)b +o(T)
k=0 :

X Kt N
fl.t) = 3 Bula) (-1 +o(T™)
=0 .
Par unicité du développement limité : By(1 — z) = (—1)* By ().
Donc ng+1(1) = b2k+1 =0et ng(l) = bgk.
6. On utilise la méme méthode que dans la question précédente : pour tous

x,t réels

f@+1,8) — flat) = et = 5 a4 oy
b b - . - k:O k!

Donc By(x + 1) — By(x) = ka*~1.

Exercice 1.14.

On considere la suite (uy)n>o définie par ug = 1 et pour tout entier naturel
n:

Unp41 = %Z i g XUnp,

1. Montrer que (u,), converge vers une limite £ € R que I'on déterminera.

(n+ 1)%upyq

2. Soit @ € R. On pose pour n € N* : v, = -~
n“u,

Déterminer o pour que la série de terme général Inwv,, converge.
3. En déduire que la série de terme général u,, converge.

4. Montrer que pour tout entier n € N :

n+1 n+1 n n
22 kuk—l—?)Zuk:QZk:uk—i-QZuk
k=1 k=1 k=0 k=0
—+oo
5. En déduire la somme Y uy.
k=0

Solution :

1. Une récurrence immédiate montre que u,, > 0 pour tout n > 1. La relation
de récurrence montre alors que la suite (u,,) est décroissante ; comme elle est
minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ > 0.

Pour déterminer ¢, on utilise la fonction logarithme :

In(tp41) — In(u,) =In (1 - Zn?ii— 5) = _2n3—|— =+ 0(%)

La série Y [In(un11) — In(uy,)] est donc divergente et son terme général est
négatif. Donc :
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n—oo

In(u,) —In(uy) = :gi[ln(ukﬂ) —In(ug)] — —o0

ce qui entraine (limite de la fonction exponentielle) lir_~1_1 Uy, = 0.
n—-1+0oo

opatl (1 + %)aﬂ

2na+1 (1+%)
lnvn:(aJrl)ln(qu%)71n(1+%)

= (a—%)x%—k%(%—a—l)x#ﬁ-o(#)

Ainsi la série Y Inw,, converge si et seulement si a =

. Donc :

2.0na: v, =

nojeo

3. On a, pour tout N > 2 :
N—1 3
> lnw, = anN—i—lnuN —Inuq
n=1
Donc
N—1 3
uy =exp( Y Inv, +Inuy —glnN)

n=1

o0 S
et, en notant S = > Inu,, ona: uy ~ ulﬁ et (référence de Riemann) :
n=1

la série > u, converge.

4. On remarque que pour tout k € N, (2k + 5)upt1 = (2k + 2)uy. Il reste &
sommer ces égalités pour obtenir le résultat demandé.

5. Ainsi : 2ug = 2(n 4+ Dupt1 + 3upt1 + Y ug.
k=1

On a donc, en remarquant que lim wu, = lim nu, =0:
n—-+o0o n—-—+oo
o0
U = 3U0 =3
k=0

Exercice 1.15.

Soit a et B deux réels tels que 1 < (8 < a.
L’objet de cet exercice est ’étude de la fonction f définie, pour x et y
strictement positifs avec x # y, par :
& — yoc
T,Yy) = “g—25
f(z,y) Ca y[j

1. Etude d’une fonction d’une variable réelle.

a) Montrer que la fonction ¢ définie par ¢(t) = 111t;

est prolongeable
par continuité en 1.

b) Démontrer que ce prolongement est de classe C! sur |0, +oo[ et étudier
ses variations.

2. Etude de f-

a) Justifier que la fonction f définie par :
& — ya

fony) — PR siz#y

P sir=y

IR
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est de classe C'! sur Pouvert U = 0, +-o0[ x ]0, +oo].
b) Montrer que :
i) V(z,y) €U, f(z,y) = f(y,2).
i) V(z,9) € U, VA € Ry, f(Az, Ay) = A5 f(z,p).

¢) Dériver, par rapport & A, les deux membres de ’égalité précédente et en
déduire :

of of — (o —
Rechercher les points critiques de f sur U .
d) Quelle est 'image f(U)?

Solution :

1. a) La fonction ¢ est continue et C' sur R\{1}. On a : thn% 1L-t7 _ o,

1—t
(définition de la dérivée en 1 de ¢ +— )
On peut donc prolonger ¢ par continuité en ¢t = 1, en posant ¢(1) = a.

Pour ¢ au voisinage de 1 : ¢(t) = a+ W(t —1)+o(t—1). La fonction ¢,
convenablement prolongée est donc dérivable en 1, avec : ¢'(1) = w.

b) Ona s /() = D),

Le signe de ¢’ est celui de son numérateur N et, pour tout ¢ :
N'(t) = ala — )t 2(t - 1)
qui est du signe de ¢t — 1. La fonction ¢ est donc décroissante sur |0, 1] et
croissante sur [1, 400
De plus on remarque, avec un développement limité au voisinage de ¢t = 1,

que thrr% P'(t) = w, ce qui montre que le prolongement proposé est de

classe C.

2. a) Notons ¢, (t) = 111t:. Alors, pour z # v,

e (1-(8)7) o s0aly/z)

f<x,y>=xﬁ(1_m” os(y/x)

et pour z = y, la question précédente montre que

—5%a(1)
flx,z) = x> B
() =20
La fonction f est de classe C! sur U comme composée, produit, quotient de
telles fonctions.

b) Les deux propriétés se vérifient immédiatement

¢) En utilisant le théoréme de dérivation d’une composée, pour tout A réel :

v2 0 2g) + v % O 2g) = (0 B0 )

Puis on prend A = 1.
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Si (x,y) est un point critique de f, alors g—i(x,y) = g—zjj(a:,y) = 0, donc

f(z,y) =0, ce qui est impossible au vu des variations des fonctions ¢, et ¢g.

d) On a f(U) =]0,+o0]. En effet, pour tout (x,y) € U, f(z,y) > 0 et la
restriction de f & toute demi-droite prend toutes les valeurs de |0, +ool.

Exercice 1.16.

La fonction de satisfaction S d’un consommateur dépend du revenu R et du
temps de loisir L de la maniere suivante :

S(R,L) =

1. On suppose que la fonction S est définie sur ’ensemble
Q={(R,L) eR?/R>0et L >0}

Montrer que S n’admet pas d’extremum sur €.

2. Montrer que S est prolongeable par continuité sur I’ensemble
Q={(R,L)eR?/R>0et L >0}.

On notera encore S la fonction ainsi prolongée.

3. On suppose maintenant que R = sW, ou W désigne le temps de travail et

s le taux horaire de salaire.

On définit alors la fonction S* sur Qp = {(W,L) € Q/W + L < T} par :
S*(W, L) = S(sW, L).

(T > 0 désigne le temps total disponible.)

Rechercher les extremums de S* sur Q7.

Solution :

1. L’ensemble Q est un ouvert de R2. Sur €, la fonction S est différentiable
et les points critiques de S sont donnés par :

L*  _,
(R+1L1)*
R _,
(R+L)*>

Le seul point critique est (0,0) qui n’appartient pas a Q.
2. On prolonge S par continuité aux points (R,0), avec R # 0,, par

S(R,0) = 0 et aux points (0, L), avec L # 0, par S(0,L) = 0.
En (0,0), on pose R = pcosf, L = psinf, avec 0 € 10, 7/2[ et p >0 et :

S(R.L)| = p| _cosfsinf <
SR, D) Pleos+singl =7

quantité qui tend vers 0 lorsque p tend vers 0. On pose donc S(0,0) = 0.

3. L’ensemble Q7 est un fermé borné de R2. La fonction S* étant continue
sur cet ensemble, elle admet au moins un maximum et un minimum.

La fonction S* est clairement minimale pour W =0 ou L = 0.

Par la premiere question, cette fonction admet son maximum au bord de Qr,
donc sur la droite W + L =T.
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On peut ainsi étudier la fonction d’une seule variable réelle f : W +—
S*(W, T —W).

) _ sW(T —-W)
Ona: f(W)= GoOW+T
e Si s = 1. La fonction f est clairement maximale pour W = % Donc S* est
; T T
maximale en (57 f)'
e Si s > 1. La fonction f est dérivable sur [0,7] et :
2 2 2
W) = —g =L~ +2TW + sW” — W
W)= —s=— G- wy
Cette quantité s’annule pour Wy = T~ pet Wy = T _ ~0.Dansce

Vs+1 1—

cas, f est maximale pour W = W7 et S* est maximale en (

59

VsT )

Vs+1ys+17

e Si 0 < s < 1. Les calculs sont identiques aux calculs du cas précédent, mais

cette fois Wy > T. Ainsi f est maximale pour W = W; et S* est maximale
T V/sT )

Vs+ 1 V/s+17

Finalement le point (

en (

T VsT
Vs+17V/s+1

) est le point ol S* est maximale dans

les trois cas.

Exercice 1.17.

Soit f une fonction définie et continue sur R, a valeurs dans RY,.
“+o0

On suppose que f(¢t) dt diverge.
(o]

Pour a € R, on définit I’application F, : R — R par :
at+x
F,(x) :/ f)dt

1. Montrer que F, est de classe C' sur R. Calculer sa dérivée en fonction de
f. Montrer que la fonction F, est impaire ; dresser son tableau de variation
et préciser ses limites aux bornes de son domaine de définition.

2. Montrer que pour tout a € R, il existe un unique z, € R, tel que
Fu(zq) = 1.
On pose dans la suite, g(a) = z,.

3. On suppose que lim f(x) = ¢ # 0. Montrer que lim g(z) = 4.
r——+00 r——+00 2

4. On suppose que [ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a

densité. Montrer que f vérifie les hypotheses de la premiere question. Donner

la limite de g associée a f en 400 et en —oo.

Solution :

1. La fonction f étant continue sur R, la fonction F, est de classe C*! sur R
et par les théoremes de dérivation des intégrales dépendants de leurs bornes :
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Fo(x)=fla+z)+ fla—z) >0
De plus :

Fu(-a)= [ f)dt=~F.(
a-tx
11 suffit donc de I’étudier sur R* ou elle est strictement croissante.

On a de maniere évidente,
a

lir% Fy(x) = / f(t)dt =0, et

a too
lim Fy(x) = f(t)dt = oo par divergence de lintégrale d’une
T—+00 0o

fonction positive.

2. Soit @ € R fixé. La question précédente et le théoreme des valeurs
intermédiaires nous assurent de l’existence et de 'unicité de z, > 0 tel que
Fu(zq) = 1.

3. Soit & > 0. Il existe A > 0 tel que pour > A, on a |f(z) — ¢| < e. Alors,

comme
a+xq

1= Fw)= [ rw

il vient, en intégrant 'inégalité ci-dessus :-Ta
1= 2g(a)f] < e2g(a)l
ou
’ﬁ@) -2 <e
Ainsi lim g(x) = ﬁ

r— 400

4. La fonction f est définie et continue & valeurs dans |0, 1],

+oo
et comme lirjra f(x) =1, intégrale f(t) dt diverge.
x—+00 oo
A . _1
Bien siir, IEIEOCg(x) =5

Exercice 1.18.

Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :
1
flz) = / TVl +tdt
0

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Etudier le sens de variation de fsur D.
3. Déterminer les limites de f aux bornes de D.
4. a) Calculer f(0).

b) Etablir une relation entre f(z) et f(x + 1).

¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers la borne supérieure
de D.
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Solution :

1. La fonction t +— t~%4/1 + ¢ positive est continue sur ]0,1] donc intégrable
sur tout segment [, 1], avec 0 < o < 1.

142
Au voisinage de 0 elle est équivalente & t — t%" et l'intégrale / t%dt
0

converge si et seulement si z < 1.
Le domaine de définition D de f est donc |—oo, 1][.

2. Pour tout ¢ €]0, 1], la fonction x +— ¢~ est croissante et comme /1 + ¢ > 0,
la fonction f est croissante sur D.

3. Pour tout x € D :

0< @) <vaf d- V2

ot 1-ux
cette derniere quantité tendant vers 0 lorsque = tend vers —oo.

De méme, pour tout x € D :

1
dat _ _ 1

cette derniere quantité tendant vers +oco lorsque = tend vers 1 par valeurs
inférieures.

4. a) Un calcul immédiat donne f(0) = %(2\/5 -1).

b) On utilise une intégration par parties de fonctions de classe C'! sur un
intervalle [a, 1], avec a > 0. Il vient :

1 1
fl@) =220 +6%2), + %m/ T Edt + %x/ oI+ Ldt

Lorsque a tend vers 0 par valeurs supérieures, chacun des objets ci-dessus
admet une limite. Ce qui donne :

Fe) =22 4 2050 1) 4 2 f(a)
soit :

fa+1) = (3~ 1)/ @) - 242

¢) Lorsque z tend vers 0 par valeurs supérieures, il vient :

fO+a) = (G5 =) (B2 - F+ o) - 22 = L1 o(])
Finalement, au voisinage & droite de 1, on a : f(x) ~ T 1 =

Exercice 1.19.
1. Soit f(t) =1In (1 +e72").
+oo

Etudier la convergence de l'intégrale I = f(t)dt.
0

2. Ecrire la formule de Taylor avec «reste intégral» a I'ordre n au point 0,
pour la fonction g définie par g(z) = In(1l + z). On notera R, (z) le reste
d’ordre n.

r—u

3. Pour z > 0, étudier la fonction ¢(u) = TTu

sur lintervalle [0, z].
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4. En déduire
(Vx> 0) (Vn € N*)  |R,(z)] < 2"t

5. Montrer que
n (71)1671 +oo
I-3 72‘ < / e 2+t gy
k=1 2k 0
et en déduire une expression de I sous la forme d’une somme d’une série.

Solution :

1. La fonction : t +— In(1 4 e~2!) est continue sur R et au voisinage de +oo0,
elle est équivalent & t — e~ 2! donc I'intégrale sur Rt converge. Ainsi :
—+o0

I= f(t) dt convergee.
0

2. On montre facilement, par récurrence sur n, que pour tout n > 1 :

n _ (_1\n—1 (n_l)'

Aussi, la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n s’écrit :

n x:n——lﬁ z_nM
In(l1+x)= > (-1)* k+/0(1)( d

U
k=1 1+ )"t

3. Une étude élémentaire montre que ¢ est une bijection décroissante de [0, x]
sur lui-méme.

4. Aussi, pour z >0 :
z x
du +1
|Rn(2)] < / lop(u)]™ < / o™ du = 2"
" = Jo T+u ™ ),
5. On peut donc écrire :

+o0 +oo  p _
= [ mea= [ 0 g R e ar

t
N +oo n (_1)k—1 +o0
[ marear— 5 S — [ e
0 k. 0

k=
! 400 —+oo
</ \Rn(e*%)|dt</ e 2+t gy,
0 0

Un calcul élémentaire donne alors, pour tout n € N :

| T sea— 3 (*1)]671‘ <1
0 2k2 = 2(n+1)

k=1
ce qui montre que :
—+o0 (_1)k—1

=S =2
k; 2k?

Exercice 1.20.
Soit F : R? — R la fonction définie par
F(z,y) = 32* — 422y + ¢%.

1. a) Justifier que F est de classe C? sur R2.
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b) Déterminer l’ensemble
D = {(z,y) € R?*/F(z,y) = 0}
¢) Etudier le signe de F(z,y) et représenter graphiquement ’ensemble P
(respectivement N') des points M du plan de coordonnées (x,y) vérifiant
F(z,y) > 0 (resp. F(z,y) < 0).
d) L’application F présente-t-elle des extremums locaux ?

e) Montrer que la restriction de F & toute droite passant par l'origine
O = (0,0) admet un minimum strict en 0.

f) La fonction F' admet-elle des extremums globaux ?

2. a) Montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que pour tout (x,y) € R\ D :

G (x,y) o

= +
Flr,y)  y—2* y—32°

b) Soit @ un parametre réel. Déterminer les intervalles I de R et les fonctions
g d’une variable réelle, définies et dérivables sur I, telles que, pour tout ¢ € I :
Fla.t)g'(t) = % (a. 1) g(1)

Y a-t-il des solutions sur I =R ?

Solution :

1. a) La fonction F' est polynomiale en les variables z et y : elle est de classe
C? sur R2.

b) En regardant F(x,y) = 0 comme une équation du second degré en y, il
vient :

F(z,y) = (y — 2°)(y — 32?)

c) Ainsi, F(z,y) < 0 pour tous les points (z,y) du plan situés entre les
deux paraboles d’équations respectives y = 22 et y = 322, F(z,y) = 0 si et
seulement si y = 22 ou y = 322 et F(x,y) > 0 pour les autres points.

d) Comme R? est un ouvert, et F' de classe C', on recherche les points ol

F a un extremum local parmi les points critiques de F', c’est-a-dire solutions
du systeme :

af _ 2 _ o) —
e 4x(32* —2y) =0

OF _ o(y — 942y —
8y_2(y 22%) =0

dont 'unique solution est (0, 0).

Or (0,0) n’est pas un extremum local car pour tout « non nul, F(z,0) =
3z > 0 et F(z,22%) = —2* < 0.

e) On a h(z) = F(z,azx) = 22(62% — 6ax + a?), expression qui s’annule
sans changer de signe en 0. De méme pour F(0,y).

f) Non (voir la question d).

2. a) Par identification :
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& (,9) y—d2® 1
Flzy)  (y—2°)y—32%) y-a® y-3z
b) On a (a,t) € D si et seulement si :
I C]—o0,a?[ ou I Cla?,3a>[ ou I C]3a?, +ool.
De plus, pour t € I, ou I désigne I'un des trois intervalles précédent :

o) = (=2 Jo) = o) = e ([ (L + =)

t—a®  t—3a°

ol A est une constante quelconque et ou / désigne 'une quelconque des

primitives de la fonction placée apres ce symbole.
Donc : g(t) = Xexp (In |t — a®| 4+ In |t — 3a®|) = Xexp (|(t — a®)(t — 3a?)]),
et en laissant A\ prendre en charge le probleme de la valeur absolue :
Sur chaque intervalle I; =]—o0,a?[, I, =]a?,3a?[, et I3 =]3a?, +oo| défini
ci-dessus, il existe une solution g; de la forme :

gi(t) = Ni(t — a®)(t — 3a?) = \;(t? — 4a’t + 3a*) définie sur I;.
Toutes ces solutions sont prolongeables par continuité en a? et en 3a?, en
prolongeant par 0.

D’autre part, on a alors :
Vit <a?,gi(t) =M\ (2t —4a®) et lim g¢}(t) = —2a\,

z—(a2)~

Vit €la?, 3a?[, g5(t) = Aa(2t — 4a?)) et li(rr%)Jr gh(t) = —2a2),.

Ainsi une solution sur I; et une solution sur I», prolongée par 0 en a? est une
solution sur |—o0, 3a?[ si et seulement si \; = Aa.

De méme une solution sur 5 et une solution sur I3 se «recollent » en 3a? si
Ao = A3.

Ainsi, pour tout A € R, t — A(t — a?)(t — 3a?) est définie, de classe C! sur R
et est solution sur R.

Ces fonctions sont d’ailleurs les seules solutions définies sur R.
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Exercice 2.1.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On pose E = R™ muni de son produit scalaire canonique, noté (, ). On note
[| || la norme euclidienne associée.

Un endomorphisme g de E est dit orthogonal si pour tout (z,y) € E?, on a :

(9(2),9(y)) = (z,y).

1. Soit g un endomorphisme de E. Montrer que les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

i) g est orthogonal.
ii) Pour tout z € E, ||g(x)|| = ||=|].

iii) L’image par g d'une base orthonormée de F est une base orthonormée
de E.

On note O, (R) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de F.
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par tous
les éléments de O, (R) si et seulement si F = {Og} ou F = E (on pourra

montrer que si F' # {Og} et F # E, il existe un élément de O, (R) (que 1'on
exhibera) qui ne laisse pas F stable).

3. Soit f un endomorphisme de E. On suppose pour toute la suite de I’exercice
que f commute avec tous les éléments de O,,(R). Montrer que
a) Ker f est stable par tous les éléments de O, (R).
b) pour tout réel A, Ker(f —A\Id) est stable par tous les éléments de O,,(R).
¢) En déduire que Ker(f — A\ d) = {0g} ou Ker(f — \Id) = F
4. On admet que tout endomorphisme de R??*1 admet au moins une valeur
propre réelle.

On suppose que n est impair. Montrer qu’il existe Ay tel que f = A\gld.
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Solution :

1.i) = ii) Pour tout vecteur x de E, on a :
l9(2)[I” = (g9(x), 9(2)) = (z,2) = [|=|]?
Donc la conservation du produit scalaire entraine celle de la norme.

ii) = i) Comme (z,y) = i(”x + 9|2 — |z — y||?), la conservation de la
norme et la linéarité de g permettent d’écrire, pour tous vecteurs x et y :

(9(x),9(v)) = 1 (l9(x) + 9[> = llg(x) — g()]*)

4
= Llgte + )12 - llg(x - )I?)
= Ll + )2 lle — yl12) = (2.3,

i) = iii) Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormée de F, et g un
endomorphisme orthogonal, on a : Vi # j,(g(e;),g(e;)) = (ei,ej) = i,
donc g(B) est une base orthonormée de E.

iii) == ii) Soit B = (eq,...,en) une base orthonormée de E et = un vecteur
de E.Ona:z=> mze = g(x) => z;9(e;) et comme f(B) est aussi
orthonormée :

n
lo@)I? = 3 a7 = [le]
=1
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, distinct de {0} et E. On considere
une base orthonormée (e1,...,e,) de F que l'on compléte en une base
orthonormée (eq,...,e,) de E.
On considere I'application linéaire g définie par :

Vie[Ln—1],g(e;) = eit1 et glen) = €1
g est bien un endomorphisme orthogonal et puisque g(e,) = ep1, ’endomorphisme
g ne laisse pas F' stable.
Comme il est clair que E et {0} sont stables par tout endomorphisme
orthogonal, la question est achevée.

3.a) Soitz € Ker fet g € Op,ona: f(g(x)) = fog(x) = gof(z) =g(0) =0,
donc g(z) € Ker f et Ker f est stable par g.
b) Si f commute avec tous les éléments de O,, il en est de méme de

f—AId et donc le résultat de a) montre que Ker(f — AId) est stable par tous
les éléments de O,,.

c¢) Par conséquent, le résultat de la question 2. montre que Ker(f — AId) =
{0} ou Ker(f — AId) = E.
4. Par hypotheése, f admet au moins une valeur propre \g.
Par conséquent Ker(f — M\gId) # {0} et ainsi Ker(f — \oId) = E, ce qui
prouve que f est ’homothétie de rapport Ag.

Exercice 2.2.

Soit m un entier supérieur ou égal a 2.
Pour toute matrice réelle M = (m; ;), on dit que M > 0, si m;; > 0 pour
tous indices i et j.

1. Montrer que des que le produit de matrices M N a un sens, on a :
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{M>0 = MN > 0.

N>=0
2. Donner un exemple de matrice M € M, (R) telle que M # 0, M > 0 et
M non inversible.

3. Soit A € M,,(R). Montrer que :
A€ GLy(R), et A~ > o} = [vx € Mpi(R),AX >0 = X >0

4. Soit A € GL,(R) telle que A >0 et A~ > 0. On note a; ; les coefficients
de A et aj ; ceux de A™1.
a) Montrer que
V(i,j) € [L,n]*i#j = Vke[l,n],air ay, ; = 0.
b) En déduire que dans chaque ligne et dans chaque colonne de A4, il y a
un unique élément non nul.

Solution :
1. Avec des notations évidentes : (MN); ; = > m; gy
k

Donc si M et N sont a coefficients dans RT, il en est de méme de la matrice
MN.

2. On peut proposer M = E; ; (notation canonique), qui est de rang 1, donc
non inversible puisque n > 2.

3.%Si AX >0, comme A7! >0,ona X = A"1(AX) > 0.

* o Soit X € KerA, on a AX = 0 > 0, donc 'hypothese donne X > 0.
Mais on a aussi —X € Ker A et ainsi —X > 0.
Les coeflicients de la colonne X sont a la fois > 0 et < 0, donc sont tous nuls
et X =0, ce qui prouve que Ker A = {0} et A € GL,(R).

« Soit C; la 7M€ colonne de la matrice A~'; comme AA~! = I, AC;
est le 7" vecteur de la base canonique de M,, 1 (R) et est donc une matrice
colonne > 0. L’hypothese faite entraine alors que I'on a C'; > 0 et en faisant
varier j de 1 & n, tous les coefficients de A=! sont > 0. On a bien A=% > 0.

4.a) Pouri # j,ona (AA™'), ; = (I);; = 0, soit : k21 aikay ; =0, et comme

il s’agit d’'une somme de termes positifs ou nuls, il vient bien :
V(i,j) € [L,n]*i#j = Vke[l,n],ar ay, ;= 0.

b) * Supposons qu’il existe un indice de ligne i pour lequel il existe deux
indices k et £ tels que a; ; # 0 et a; ¢ # 0. Alors pour tout indice j différent
de i, on a:

aj. ;= aj, ;=0
Donc les lignes d’indices respectifs k et £ de A~! ont tous leurs termes nuls,
sauf peut-étre le i"™ terme. Ainsi ces lignes L) et L} forment une famille liée,
ce qui contredit le fait que A~ est inversible.
Par contraposée, on a montré que chaque ligne de A contient un terme non
nul et un seul.
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* On peut procéder de méme pour les colonnes de A, ou remarquer que
chaque ligne de A contient un terme non nul et un seul et que le terme non
nul de deux lignes distinctes ne peut se placer sur la méme colonne (sinon A
aurait deux lignes liées) ; ainsi il y a en fait un terme non nul et un seul sur
chaque ligne et sur chaque colonne.

Exercice 2.3.

On définit les fonctions ch et sh sur R, par :

t —t t —t
cht=%C€ ofsht=&=¢_

2 2
On pose pour t € R, M; = (gﬁ: iﬁi)

1. Etudier les variations des fonctions ch et sh et tracer leur graphe dans un
repére orthonormé du plan. Calculer, pour t € R, ch®¢ — sh?¢.

En déduire que si a, b sont deux réels vérifiant a® — b2 = 1, il existe t € R et
e € {—1,1} tels que a = echt et b = esht.

2. Montrer que la matrice M; est diagonalisable et que 'on peut choisir une
base de vecteurs propres de M; indépendants de t.

3. Montrer que l'application 6 : R — My(R) définie par 6(t) = M; est
injective et vérifie pour tout (¢,¢') € R2, O(t +t') = 0(¢)0(¢').

4. On pose E=R?, J = (é _01> et q(x,y) = 22 — 2

On cherche les éléments f € L(E) tels que go f = q.

Montrer que f est solution de cette équation si et seulement si sa matrice M
vérifie la relation (x) : tMJM = J.

Déterminer l’ensemble des matrices qui vérifient la relation (%) et montrer
qu’il contient les matrices M; pour tout t € R.

Solution :
1. x Les fonctions ch et sh sont définies et dérivables sur R, avec :

t —t t —t
ch’(t) = =& — =sht;sh'(t) = % =cht

2

De plus la fonction sh est impaire sur R et clairement & dérivée positive sur
R, donc positive sur RT et ch est paire sur R et de dérivée positive sur RT.
Les limites étant claires on obtient :

t |0 +00 t |0 +00
sh’(t) + ch’(t) +
sh [ T ch |1 o T

La représentation graphique s’en déduit ...
xOn ach?t —sh?t = i(thJre’% +2—e? —e212)=1

x Sia et bsont tels que a?—b? = 1, alors |a| > 1 et on peut trouver e € {—1,1}
et t € R (et méme t € RT) tels que a = echt.
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On en déduit b = a2 — 1 = ch®t — 1 = sh?¢, et quite & changer ¢t en —¢ (ce
qui est sans influence sur le calcul de a), on a alors b = esht.

2. Sans méme mettre en place les méthodes de réduction, on voit que :
cht sht 1 cht+sht 1
(sht cht) (1) - (sht—i—cht) - (1)
cht sht 1 cht —sht (1
(sht cht) (—1) - (sht—cht) —° (-1)
Ainsi M, est diagonalisable et on peut prendre comme matrice de passage

1
1

M; = PD;P~! avec D; = diag(ef,e™?)

diagonalisante la matrice P = ( _11 ), ce qui donne :

3. La fonction sh étant injective, il est/clair que t — M; est injective.
D’autre part, on a : Dy Dy = diag(ete! ;e te™" ) = Dy 4, d’olt :
Ot +t")=0()0(t)

4. Notons M = (Z Z) et f:(z,y)— (¢,y), dou: {Z/ :g;fj—_(li)z
qof=f=a?—y? =2y < (ax +by)* — (cx +dy)* = 2> — y*.
En prenant x = 1,y =0, puis x =0,y = 1 et enfin x = y = 1, il vient :

gof=f = a>—-c?=1,0>-d>=—-1,ab—cd=0
La réciproque étant claire, on a méme équivalence.

2_ 2
orsnnv= (5 o) (o %) (¢ 8)= (s o)
donc go f = f est bien équivalent & tMJM = J.
On peut alors trouver t et ¢ dans R, ,&" € {—1,1} tels que :
a=¢ccht,c=¢esht;b=¢"sht',d=¢"cht’

La condition supplémentaire ab — cd = 0 s’écrit chtsht’ —shtcht’ = 0, soit
en développant sh(t —¢') =0 et donc ¢t = ¢'.
Donc M est de la forme :

M= (Echt E’Sht>

esht &'cht

e = &’ = 1 permet de retrouver les matrices M;.

Exercice 2.4.

On se donne p € [0, 1] et on pose ¢ = 1 — p. On consideére ’endomorphisme f
de R%, de matrice A dans la base canonique avec :
0 0 g¢q

o3

A:

q p 0O
0 g 0 p
p 0 g O

. (0 «
1. Soit @ € R. On pose C = (a 0).

Calculer C2, montrer que C n’est pas R-diagonalisable sauf pour a = 0, et
calculer C™ pour n € N*.
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2. Montrer que 1 et —1 sont valeurs propres de A et donner pour chacune un
vecteur colonne propre associé que I’on notera respectivement u; et us.

1 0
0

3. On pose uz = 1 et ug = 0
0 -1

Montrer que B = (uy,us,us3,us) est une base de R* et donner la matrice B
de f dans cette base. La matrice B est-elle diagonalisable 7

4. Calculer B™ et exprimer la matrice A™ en fonction de B et de la matrice
de passage P de la base canonique de R* vers 8.

5. Un pion se déplace sur les sommets d’un carré notés My, My, M3, My (dans
le sens trigonométrique).

A chaque déplacement, la probabilité de tourner en sens direct (sens
trigonométrique) est p et de tourner en sens inverse est ¢ et ces mouvements
sont indépendants les uns des autres. Il ne peut avancer de plus d’un sommet.
Sachant qu’il est en M7 au départ, montrer que la donnée de la premiere ligne
de A™ donne la probabilité qu’il soit en M; & lissue du n®™ déplacement.

Solution :

—a? 0 9 . .
1. C? = 0 L2 ) =@ I,. Si X est une valeur propre (réelle) de C,
on a donc A2 = —a?, ce qui est impossible sauf si a = 0, auquel cas C = 0.

Donc, par manque de valeur propre réelle, C n’est pas R-diagonalisable (mais
est C-diagonalisable).

Comme C? = —a?I,, une récurrence simple donne :
CZn — (71)”0[271]2 et C2n+1 — (71)”0&2710

2. On résout les systemes AX = X et AX = —X, d’inconnue X € My 1(R),
ou on se contente de «voir» que :

1 p+q 1 1 -1 1
1Y aeg+p ] [1]. =11 _ 1 N
4 1) {g+p ) | 1] 4 A I N 1
1 p+q 1 -1 1 -1
1 1 1 0
. . R 1 -1 0 1
3. La matrice de passage de la base canonique a B est P = 1 1 -1 o
1 -1 0 -1

Les manipulations faites étant évidentes :

1 1 1 0 1 1 1 0

0o -2 -1 1 0 -2 -1 1

00 -2 0] {o 0o -2 o

0 -2 -1 -1 0 O 0 -2

Ce qui prouve que P est inversible, donc que B est une base.

On a déja f(u1) = uy et f(uz) = —us. Un calcul simple donne f(u3) =
(¢ —p)ua et f(us) = (p — q)us. Ainsi :

P~
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1 0 0 0
0 -1 0 0
B=Ms(f)=1¢ | 0 2p-—1

0 0 1-—2p 0
Rechercher les valeurs propres de B revient & chercher les valeurs propres de

(é _01) et de la matrice C'(2p — 1) ; donc la matrice B est diagonalisable

si et seulement si 2p — 1 =0, i.e. p= %
4. On voit que le calcul de BP revient au calcul de C?, et en distinguant selon
la parité de p :

10 0 0
g |01 0 0
1o 0 (—1n"(2p-1)* 0

0 0 0 (=1)"(2p — 1)%n
10 0 0

pgen1 _ [0 1 0 0
00 0 (=1)"(2p — 1)*n
0 0 (=1)"ti(2p-—1)*" 0

4
5. Avec des notations évidentes, ona : P(M; n41) = > P(Mjn)P(M; nt1/M;2).
j=1

Il suffit alors de poser L, = (P(Mi,) P(Ms,) P(Ms,) P(Miy,))
(matrice ligne) pour se rendre compte que les formules précédentes se
réduisent a la relation matricielle L, 11 = L, A.

Ainsi, par récurrence L,, = LoA™ et comme Lo =(1 0 0 0), laligne L,
est la premiere ligne de A™.

Exercice 2.5.

Soit T' un entier naturel non nul et (u,) une suite & termes complexes. On dit
que la suite (u,,) est périodique de période T, si pour tout n € N, up 7 = Uy,.
1. Exemples.

Vérifier que les suites (ay), (by) et (c,) suivantes sont périodiques et pour
chacune donner une période :

a) (ay) suite constante égale a 2.

b) (by) est définie explicitement par ¥Vn € N,b, = (i)™, ou i désigne le
nombre complexe de module 1 et d’argument /2.

c) (cn) est définie par récurrence : ¢ = 0,¢; = %, et :
VneN, cppo= \/§Cn+1 — Cn.
2. On note E ’ensemble des suites a termes complexes qui sont périodiques.

a) Démontrer que E a une structure d’espace vectoriel sur C.

b) Déterminer les suites géométriques éléments de E.
T—1

¢) Soit (uy,) € E et T une période de (u,,). Ondiraqueu € Egsi Y, uy = 0.
k=0

Vérifier que Ej est un sous-espace vectoriel de F et que E = Vect((a,))® Eo-
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3. A tout élément u = (up)nen de E on associe u' = (u),)nen définie par :
Vn € Nyul, = tpy1 — Up.
Vérifier que v’ est une suite périodique.

a) Soit f l'application de E dans E qui & une suite u associe f(u) = u'.
Expliciter les images des suites (a,,) et (b,) définies & la premieére question.

Démontrer que f est un endomorphisme de F.

b) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f.

Solution :

1. a) Toute suite constante est périodique de période fondamentale 1.

b) On a : by, = 1,bgny1 = 4,bgpyo = —1 et bypys = —i, donc b est
périodique de période fondamentale 4.

¢) L’équation caractéristique de cette récurrence linéaire d’ordre 2 est :
. ;T T
r2 —/3r+1 =0 de racines ¢'6 et e 6

Comme ¢y et c¢; sont réels, il est plus agréable de travailler sous forme
trigonométrique et il existe des réels A et p tels que pour tout n on ait :

Cn = /\cos(%r) + ,usin(%r)
Les valeurs de ¢y et ¢; donnent alors :

Vn €N, ¢, =sin (%T)

et ¢ est périodique de période fondamentale 12.

2. Notons que si u est périodique, T' étant une période de u, alors pour tout
k de N*| kKT est encore une période de u.

a) F est non vide (on vient de montrer quelques exemples!) et si u et v sont
périodiques de périodes respectives T, et T}, alors u et v sont périodiques de
période T' = T1T5 et pour tout scalaire \ :

(u+ A0) ot = Upar + ANpar = Uy + Ay, = (u+ M),
Donc u + Av est périodique et E est un C-espace vectoriel.

b) x La suite nulle est géométrique (de raison 0) et périodique.
* Une suite u géométrique non nulle de raison r avec |r| > 1 est telle que
lim |u| = 400, donc ne peut étre périodique. De méme si |r| < 1, u est non
nulle de limite nulle, donc ne peut étre périodique.
% Enfin une suite de la forme wu,, = uo(e’®)", est périodique de période T si

2ikm

et seulement si e est une racine 7™ de I'unité, i.e. est de la forme e T
¢) x Soit u une suite périodique de période T telle que u € Ey. Alors,

ET—1

pour tout k de N*, on a aussi Y u; =0, et la condition de nullité est donc
i=0

vérifiée pour toute période de wu.

* Il est clair que si u et v sont périodiques, on peut choisir une période T'

commune et si la somme de leurs T' premiers termes est nulle, il en est de

méme pour la somme des T premiers termes de la suite u + Av, pour tout

scalaire A. Donc Ej, qui est non vide, est un sous-espace vectoriel de F.
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* Soit u € Vect(a) N Ey; u est constante de somme nulle sur une période,

donc est la suite nulle : Vect(a) N Ey = {0}.
T—1

* Soit w € E une suite périodique de période T ; notons S = % 3wy
i=0

En écrivant u = (u — S.a) + S.a, la suite u — S.a est périodique de somme
nulle sur une période, donc est élément de Ey, tandis que S.a € Vect(a).
Ainsi

E=FEy® Vect(a)

3. Si u est périodique de période T, il en est de méme de n — wu,11 et v’ est
T-périodique.

a) x a est constante, donc a’ est la suite nulle. On a b), = i"(i — 1), donc ¥’
est périodique de période 4.
* On note D Vapplication qui a toute suite u associe la suite v définie par
Up = Up41 (D pour «décalage»). Il est clair que I'application D est linéaire
et f = D — Id est aussi linéaire. Donc f est un endomorphisme de E (on a
d’ailleurs f(F) C Ejp).

b) u est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A € C si u est
non nul et tel que :

Vn € Nyt — Up = Mg, te. tupr1 = (1 4+ Nuy,

Donc u est géométrique de raison 1+ A, et comme il faut que cette suite soit

2tk
périodique, il existe T € N* et k€ Ntelsque 1+ A =¢e T

2ikm
A est valeur propre de f <= 3T e N*, Ik e N A =e T -1

Le sous-espace propre associé est alors la droite engendrée par la suite
()\n)nGN'

Exercice 2.6.

On note E 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
N L A4 . . i _

On note F l'ensemble des éléments M de E tels que si M = (m; j)1<i,j<3s

alors mi2=1mM13 =1M21 = 0.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et donner sa dimension.
2. Soit A € E de rang égal & 1. On note u I’endomorphisme de R3?
canoniquement associé a A.

a) On suppose que Keru N Imwu = {0}. Montrer que A est semblable & un
élément de F.

b) On suppose que Keru N Imwu # {0}. Montrer que Imu C Keru. En
déduire que A est encore semblable a un élément de F.

3. On suppose que A € E est de rang 2. On note u I’endomorphisme de R?
canoniquement associé a A.

a) On suppose que Keru N Imwu = {0}. Montrer que A est semblable & un
élément de F.

b) On suppose que Keru NImu # {0}. Montrer que Keru C Imwu. Soit
alors z un vecteur non nul de Keru et y tel que x = u(y). En utilisant ces
deux vecteurs, montrer que A est encore semblable & un élément de F.
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4. Soit A € FE admettant une valeur propre réelle. Montrer que A est
semblable & un élément de F.

Solution :

1. Avec les notations habituelles concernant la base canonique de M3(R), on
a:

F = Vect(Eh 1, Ea 2, Ey 3, F31,F32,Fs3)

Cette famille étant libre, car extraite d’une base, ceci prouve que F est un
sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension 6.

2. a) Si Ker(u) N Im(u) = {0}, le théoréme du rang assure que Imu et Keru
sont supplémentaires. Soit alors (ej, ez, e3) une base de R? telle que (eq)
soit une base de Imu et (e, e3) une base de Keru. Le vecteur u(ep) étant
colinéaire a ej, la matrice de u dans cette nouvelle base est de la forme

A0 O

0 0 0 |, cette matrice est semblable a A et appartient a F.

0 0O

b) Si Ker(u) N Im(u) # {0}, la droite Imu (A est de rang 1) est contenue
dans le plan Ker u.
Soit alors x un vecteur tel que w(z) # 0; comme u(z) € Imu, on
peut compléter de fagon & obtenir une base (u(z),y) de Kerwu. La famille
(y,u(z),x) est alors une base de R3, car x ¢ Kerwu et la matrice de u dans

0 0 0
cette baseest [ 0 0 1 | qui est bien encore une matrice de F.
0 0 0

3. a) A nouveau R? = Ker u®Im u et en construisant une base B = (e1, ez, €3)
de R3 telle que (e1) soit une base de Keru et (eg, e3) une base de Im u, alors

0 0 O
Mp(u) est de la forme : [ 0 * * | qui est bien dans F.
0 * =%

b) Cette fois, c’est la droite Keru qui est contenue dans le plan Im u.
Soit donc (z) une base de Keru. Comme Keru C Imu, il existe un vecteur
y € R3 tel que z = u(y) et on peut compléter (z) en une base (z,t) de Imw.
Ainsi il existe 2z € R? tel que t = u(z).
La famille (2, z,y) est une base de R?, car la relation ax + 3y ++z = 0 donne
en appliquant u : Bz +~t =0, d’ou 8 =v =0 et il reste ax = 0, avec = # 0.

o O O

* 0
La matrice de u relativement a cette base est de la forme | % 1] etla
* 0

deuxieme étoile est de trop.

Ecrivons alors u(z) = ax 4+ by + cz. En posant 2’ = z — ay, la famille (2, z,y)
est encore une base de R3 et u(z’) = by + cz = (b — ac)y + c2'.
c 0 0
La matrice de u relativement & la base (2/,z,y) est alors 0 0 1
b—ac 0 0
qui est bien dans F.
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4. Si A admet A € R pour valeur propre, alors A — A3 est de rang 0 (si
A = M) ou de rang 1 ou 2. Dans tous les cas, A — A5 est semblable & une
matrice B € F.

Alors A est semblable & B + A3 qui appartient encore a F.

Exercice 2.7.

Soit M une matrice carrée d’ordre n > 3, a coefficients réels, telle que :
— la famille (I3, M, M?) est une famille libre de M,,(R);
—ona:M3=M?—-2M —41,.

On note f I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a M.

1. Quelles sont les valeurs propres possibles de f ? L’endomorphisme [ est-il
diagonalisable ?

2. a) Montrer que les sous-espaces Ker(f + Id) et Ker(f% —2f + 41d) sont en
somme directe et que Im(f + Id) C Ker(f? — 2f + 41d).

b) En déduire que Ker(f + Id) et Ker(f? —2f +4Id) sont supplémentaires
dans R™.
3. Montrer que Im(f + Id) = Ker(f? — 2f + 41d).

4. Montrer que si e; est un vecteur non nul de Ker(f? — 2f + 4Id), alors
(e1, f(e1)) est une famille libre de Ker(f? — 2f + 41d).

5. Dans cette question, on suppose n = 3 et que —1 est valeur propre de f.
Déterminer les dimensions de Ker(f + Id) et Ker(f? — 2f + 41d).

Solution :

1. Le polynome X2 — X2 —2X —4 = (X +1)(X? —2X +4) est un polynome
annulateur de f.

Comme X2 —2X +4 = (X —1)2 + 3, la seule valeur propre réelle possible de
M est A = —1, ce qui montre que f n’est pas diagonalisable, car autrement
f serait égal a —Id et M et I3 seraient alors liées.

2. a) Soit x € Ker(f+1)NKer(f2—2f+4I). Onaalors f(z) = —z, f3(z) =z
et 0= (f?—2f +4I)(x) = 72. Donc z = 0.
De plus (f2 —2f +41I)o (f + Id) = 0 entraine :
Im(f + Id) C Ker(f% — 2f + 41d).

b) Par la question précédente et le théoréme du rang :
n = dimIm(f + Id) + dim Ker(f + Id)

< dimKer(f? — 2f + 41d) + dim Ker(f + Id)

< dim(Ker(f? — 2f + 41d) ® Ker(f + Id)) < n
Ainsi dim(Ker(f? — 2f + 41d) ® Ker(f + Id)) = n, ce qui montre que

Ker(f? —2f+4I)® Ker(f +1) = E.

3. Par le théoréeme du rang et les deux questions précédentes, on obtient :
n = dimIm(f + Id) + dim Ker(f + Id)
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n = dimKer(f + Id) + dim(Ker(f? — 2f + 41d)
d’ott dimIm(f + Id) = dimKer(f? — 2f + 4Id) et I'inclusion vue en 2. a)
donne :

Im(f + Id) = Ker(f? — 2f + 41d).

4. Supposons que la famille (eq, f(e1)) soit liée. Il existe A € R tel que
f(e1) = Aei. Donc A = —1 et (f? — 2f + 4Id)(e1) = 6e; = 0 : contradiction.
5. Lorsque n = 3 et dim Ker(f + Id) # 0, on a les cas suivants :
o dimKer(f + Id) = 3. Alors f = —Id, ce qui est en contradiction avec
I’énoncé.
o dimKer(f + Id) = 2. Alors dim Ker(f? — 2f + Id) = 1, en contradiction
avec la question précédente.
o dimKer(f + Id) = 1. Alors dim Ker(f? — 2f + Id) = 2, ce qui est possible.

-1 0 0
On peut proposer par exemple M = 0 1 -1
0 3 1

Exercice 2.8.

Soit E¥ un R—espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit v un endomorphisme non nul de E tel que, pour tout vecteur = € E,
il existe un entier naturel ¢, > 1 tel que u% (z) = 0.

Montrer qu’il existe un entier ¢ > 2 tel que pour tout x € E, u?(x) = 0.
Soit alors p I'unique entier naturel tel que p > 2, et u? = 0, uP~% #£ 0.

2. Déterminer les valeurs propres de u. L’endomorphisme w est-il diagonalis-
able ?

+oo L
3. Soit v Papplication définie par : v = > %
k=0 K!
a) Montrer que v est bien définie et est un endomorphisme de E.

)
b) Montrer que v est inversible. Déterminer son inverse en fonction de w.
4. a) Déterminer une relation entre Ker(u) et Ker(v — Id).
b) En déduire I'ensemble des valeurs propres de v.

5. Dans cette question F = R,[X], lespace vectoriel des polynémes &
coeflicients réels de degré inférieur ou égal a n. On définit u par :

u:P—QX)=P(X+1)— P(X)
Montrer que u est un endomorphisme de E vérifiant les hypotheses de
Pexercice.

Solution :

1. On suppose que E est de dimension n et que B = (e, ..., e,) une base de
E.
Pour tout i € [1,n], soit ¢; > 1 tel que u%(e;) = 0. Soit ¢ = max(g;).
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Soit x = Y x;e;. On a alors :
i=1
ul(x) = Z xul(e;)) =0

Ainsi il existe ¢ > 1 tel que u? = 0. On pose p = min{q > 1 | u? = 0}.

2. Soit A une valeur propre de wu. Il existe  # 0 de F tel que u(z) = Ax.
Donc, 0 = uP(x) = Mz, ce qui entraine que \? =0 et A = 0. La seule valeur
propre possible est donc 0.

En fait, 0 est effectivement valeur propre de u puisque u? = 0 entraine que u
n’est pas inversible et donc que Keru # {0}.

p=1 K
3. a) En fait v = k— ; ¢’est donc un endomorphisme de E.
k
b) Soit 2 € Kerv. On a alors

x+u(x)+~--+%(x)+~-~+%(x):0

On applique uP~! & cette égalité : il vient uP~!(x) = 0, donc il reste
pp

z+u(z) + - +?( 2)+ e+ (@) =0

On applique alors uP~2 : il vient u?~2(x) = 0, etc. A la fin de ce processus,
on obtient x = 0 et Kerv = {0}.

p—1 k
Il reste & vérifier que v=! = 37 (=1)F 5.
= k!
p—1 k
Pour cela, on considére la composée vo Y (71)’“%—', et un calcul immédiat
k=0 :

donne l'identité.

a) Si u(z) =0, alors (v — Id)(z) = Z %( x) =
Donc Keru C Ker(v — Id). -
b) La question précédente montre que 1 est valeur propre de v.

Soit A # 1 une valeur propre éventuelle de v et & un vecteur propre associé
(v(z) = Ax). On a alors :
p=1l "k
A= ="% L)
= k!
En appliquant «P~1; il vient (A — 1)uP~!(x) = 0, donc uP~1(x) = 0, qu'on

réinjecte dans I’équation de départ, soit :
-2

p=2 K
(=D = 3 U@

En recommencant ce processus, il vient x = 0, ce qui contredit ’hypothese.

La seule valeur propre de v est donc 1.

5. L’application u est un endomorphisme de R,[X], puisque deg(u(P)) <

deg(P).

C’est un endomorphisme nilpotent pour la méme raison ; & chaque composi-

tion par u, on abaisse le degré de P d’au moins une unité (en fait exactement



o6 ESCP-EAP 2006 - Oral

d’une unité tant que ’on n’a pas un polynme constant). Comme «"(X™) # 0,
on a u"tt =0 et u #0.

Exercice 2.9.
Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et A € M, (R), une matrice de terme
général a; ; défini par :
Vie [L,n],a;; =14 et V(i,j) € [L,n]*i#j = a;; =1
1. Montrer que A est diagonalisable.

Z1
2.Soit \e€Ret X = : € M,1(R).
Ln
On pose s = > x. Montrer que :
B—1 s =

= ()\ — 1).132
AX = M\X si et seulement si .

s =A—n+1z,

n—1 1

3. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors > R 1.
k=0 A

4. Etablir la réciproque de la question précédente, a savoir :

n—1
si > S - 1, alors A est une valeur propre de A.
=0 A—k

5. En déduire que A admet n valeurs propres distinctes.

Solution :
1. La matrice A est symétrique, réelle et est donc diagonalisable dans R.

2. L’équation AX = AX s’écrit comme le systeme d’équations
T+ X+ 23+ -+, = A2
1+ 22+ 23+ -+ xn = A2

1+ 22+ T3+ +nTy = ATy,

soit :
s = A1
s=(A—=1)x
s=A—-n+1z,
T
3. Soit A une valeur propre de A et X = : # 0 un vecteur propre
Tn
associé.

S’il existe k € [0,n — 1] tel que A = k — 1, alors, en utilisant la k-ieme
équation, on a s = 0 et x; = 0, pour tout ¢ # k; donc comme s =0, xx =0
et X =0.
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Dong, pour tout k € [0,n— 1], A # k— 1 et le systéme d’équations précédent
est équivalent au systeme :

s _
X—n+t1 'n

n—1
avec s # 0. En sommant toutes ces équations, il vient : > ﬁ =1.
k=0
4. Réciproquement, I'’équation AX = AX reste équivalente au systéme
d’équations :
o1
S _
X—n+t1 'n
ce systéme est équivalent au systéme obtenu en gardant les (n — 1) premieres
n—1
équations et 'équation obtenue en les sommant toutes, soit s > ﬁ =s.
k=0

Cette derniere équation étant vérifiée, ce systeme est un systeme homogene
a n inconnues et n — 1 équations ; il admet une solution non triviale.

n—1 1
5. La fonction f : = — >

or—k
est une bijection de chaque intervalle |k, k + 1[ (k € [1,n — 1]) sur R. Elle
s’annule donc exactement une fois sur chacun de ces intervalles. De plus,
f(]=00,0[) = ]—o0, =1[ et f(Jn — 1, +oc[) = ]-1, 4o0.

Dans ce dernier intervalle se trouve le n-ieme zéro de f.

— 1 est définie sur R\{0,...,n — 1} et

Exercice 2.10.

On désigne par P l'espace des polynomes a coefficients réels (on confon-
dra polynéme et fonction polynomiale associée). Pour tout couple (p,q)
d’éléments de P, on pose :

1
1/p@M@
p,q) = 5 - S—dx
P 4) 21 J_1\/1— a2
1. Montrer que l'intégrale précédente est convergente et que I’'on définit ainsi
un produit scalaire sur P.
2. Soit (T,,)n>0 la suite de polynémes définie par :

To=1T =X
VYn>1,Thi =2XT, — Ty

a) Vérifier que T}, est un polynéme de degré n. Déterminer T,,(1) et T,,(—1).
b) Montrer que pour tout n de N et tout ¢ réel, T;,(cost) = cos(nt).

c) Montrer que la suite (7),)n>0 est une suite orthogonale de (P, (.,.)).
Quelle est la norme de T}, 7
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3. Pour n € N, on note P,, le sous-espace de P constitué des polynomes de
degré inférieur ou égal a n.
a) Montrer qu’il existe un unique polynéme P,, de P, tel que :
Vp € P, (p, Pn) = p(1)
b) Donner les coordonnées de P, dans la base (Tp,T1,...,Ty,) de P,. En

déduire que la norme de P, vaut 4/ %

¢) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que (1 — )P, = aT,, + b1} 11.

Solution :

1. P et @ sont des fonctions polynomes, donc sont continues sur le segment

P(z)Q(z)| C
0,1] et en posant C' = sup |PQ(x)|, on a : | < .
0. 1) ze[—1,1]| @) \/1—362 \/1—3:2

1

V1—22

1
* Au voisinage de 1 elle est équivalente & g : x — é, et / g(z) dx
V2(1 —x) 0

* La fonction f: x +— est continue sur |—1,1[.

est convergente (intégrale de référence de Riemann). On conclut de méme au
voisinage de —1, par parité de f.

Ainsi (P,Q) — (P,Q) est bien définie (I'intégrale est méme absolument
convergente).

La bilinéarité de (.,.) est claire, ainsi que la positivité, et :
1 2
P~ (z)
(PP = | =2 _gp—0
1y 1 — 22
entraine, par positivité de v/1 — 22 sur |—1,1[, que P est identiquement nul
sur |—1, 1] donc a une infinité de racines et est le polynéme nul.

(.,.) est un produit scalaire sur P

2. a) » On montre par une récurrence simple que T, est un polynéme de
degré n.
* Comme T, 11(1) = 2T,,(1)—T5,—1(1), les conditions initiales T (1) = 71 (1) =
1 donnent T;,(1) = 1.
*x De méme T,(—1) = (-1)".

b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, T,,(cost) = cos(nt).

o Le résultat est banal pour n =0et n = 1.
e Supposons le résultat acquis pour tout £ < n. Alors

T, +1(cost) = 2costcos(nt) — cos((n — 1)t) = cos((n + 1)t)
(en utilisant la formule trigonométrique
2cosacosb = cos(a + b) 4 cos(a —b) )
¢) Dans l'intégrale définissant le produit scalaire, on effectue le changement
de variable x = cost qui est de classe C! et bijectif de [0, 7] sur [-1,1]. Il
vient, pour tout m,n de N :
" T (cost) Ty, (cost)

1) - [ BAT) [ TsTtent)




Algebre 59

= /Tr cos(nt) cos(mt) dt = %/W (cos(n + m)t + cos(n — m)t) dt
0

0

0 sin#m
=4q47/2 sin=m#0

s sin=m=20

3. a) Soit ¢ la forme linéaire définie sur R,[X] par ¢(P) = P(1). Son
noyau est I’hyperplan formé des polynémes Q tels que Q(1) = 0, soit
Q(X)= (X —1)R(X), avec R € R,,_1[X].
Comme dim(Ker ¢) = n, il existe Py € R, [X] tel que

R,[X) = Ker ¢ &1 Vect(F),

(donc Py(1) #0).
De plus, pour tout p € R,[X], il existe ¢ € Ker ¢ et A réel (uniques) tels que
p=q+ APy. Ainsi p(1) = q(1) + APy(1) = APy(1) et {p, Po) = A||Po||*>. On

choisit alors :
Po(X)

o
I[Pl

Le polynoéme P, ainsi défini est unique. En effet, supposons qu’il en existe un
second @, alors P, — @, est orthogonal & tout R,,[X] donc est identiquement
nul.

b) On écrit P, = Y arpTk(X). Aussi, pour tout k € [0,n]
k=0
1=T(1) = (Pu, Tie) = ap||Ti|?

Donc
2Ty, &
B=2(G+ LT
et _ .
Pu(1) = (B Py = 1Pl = 2(Bf 4 35 1)) = 204

¢) Pour tout k € [0,n — 1], on a :
(1= X)Po, Tip) = (P, (1 = 2)Ty) = (1 = X)T(X) x=1 =0
On décompose le polynéme (1 — X)P,, de R,41[X] dans la base orthogo-
nale (Tp,...,T,+1). La relation précédente montre que les coordonnées sur

To, ..., Tp—1 sont nulles et qu’il existe deux réels a,b (qui dépendent a priori
de n) tels que

(1-X)P, =aT, + 0T, 4.
Pour déterminer a et b, il suffit de trouver deux équations indépendantes : par

exemple en particularisant I’égalité (1 — X)P, = aT), + bT},4+1 en substituant
a X les valeurs 1 et —1.

Exercice 2.11.

Soit E un espace vectoriel réel.
1. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F de dimension finie, et L
Papplication de F' x G vers E définie par L(z,y) =z + y.

a) Déterminer le noyau de L.

b) En déduire que dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).
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2. a) Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie. Soit f et
g deux endomorphismes de F tels que :

Im(f) +1Im(g) = E' = Ker(f) + Ker(g) ().
Montrer que ces deux sommes sont directes.
b) Donner un exemple de deux endomorphismes f et g de R™ vérifiant la
relation (*) et tels que Im(f) =R.(1,1,...,1).
3. Soit I' 'endomorphisme de l’espace vectoriel E = R[X] défini par :
I'(P)=P".
a) Déterminer Im(T") et Ker(T").

b) Montrer qu’il existe deux endomorphismes f et g de E vérifant la
relation (*) et tels que aucune des deux sommes de (*) ne soit directe.

Solution :
l.a)Ona:KerL={(z,y) € Ex F/x =—y} = FNQG.
(on montre cette derniére égalité par double inclusion).

b) On sait que dim(F x G) = dim F + dim G et que Im(L) = F + G. Le
théoreme du rang donne

dim F' 4+ dim G = dim(F N G) + dim(F + G)
Pour montrer que dim(F' x G) = dim F' 4+ dim G, on montre que F' X G est
isomorphe & F x {0} @ {0} x G par 'application 6 : (z,y) — (x,0) + (0,y),
(on peut aussi revenir & des bases de F et G).
2. a) On utilise le théoréeme du rang. On a :
dim(Im f) 4+ dim(Im g) + dim(Ker f) + dim(Ker g) = 2n
Par la question précédente :
dim(Im f) + dim(Im g) = n — dim(Im f N Im g)

et :
dim(Ker f) 4+ dim(Ker g) = n — dim(Ker f N Ker g)
Donc
2n — dim(Im f N Im g) — dim(Ker f N Ker g) = 2n
et
dim(Im f N Img) + dim(Ker f N Kerg) =0
= dim(Im f NImg) = dim(Ker f NKerg) =0
b) On note e; = (1,1,...,1) qu'on complete en (eq,ea,...,e,) base de R™.

Les applications f, définie comme la projection sur Vect(e;) et g, définie
comme la projection sur Vect(es,...,e,) conviennent.

3. a) On a évidemment ImT" = R[X] et Ker ' = R, [X].
b) On prend f =T et g: P — P(0). Ainsi :
Img =Ro[X], Kerg= Vect(X,...,X")
Donc Im f NIm g = Ro[X] et Ker f NKer g = Vect(X).

Exercice 2.12.
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Dans cet exercice n désigne un entier naturel non nul et E' un espace euclidien
de dimension n dont le produit scalaire est noté (, ). Un vecteur de E est
dit unitaire s’il est de norme égale a 1.

1. Soit k un réel et A la matrice de M,,+1(R) de terme général a; ; tel que
pour tout couple (4,5) d’entiers compris entre 1 et n + 1,
1 sii=j,
Qi s =
J { k  sinon.
Déterminer pour quelles valeurs de k la matrice A est non inversible.

2. Soit xg,z1,..., T, des vecteurs unitaires de F, tels que, pour tout couple
(i,j) d’indices distincts de [0,n], (z;,z;) = k.
a) Justifier l'existence de n + 1 réels Ag, A1, ..., A, non tous nuls tels que

n
/\ixi = OE.
=0

1=

b) Déduire de ce qui précéde que k € {1, —%}
¢) Montrer que si k # 1, la famille (1, x2,...,%,) est une base de E.

3. Montrer que si n = dim E = 2, il existe trois vecteurs unitaires xg, z1, rs de

E tels que pour tout couple (¢, j) d'indices distincts de [0, 2], (z;, x;) = f%.

4. On se propose de montrer le résultat analogue en dimension 3.

a) Montrer que si n = dimFE = 3 et que xg,x1,x2,x3 sont 4 vecteurs
unitaires de E tels que pour tout couple (i,j) d’indices distincts de [0, 3],
(xi,25) = —%, on peut appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt
a la famille (21,22, z3).

b) Exprimer alors les vecteurs g, x1, 22, 3 dans la base orthonormée ainsi
construite.

c¢) Conclure.

Solution :

1. Notons que I'on a : A = kJ + (1 — k)IL,,41, ou J est la matrice dont tous
les coeflicients valent 1.

Des calculs simples montrent que les valeurs propres de J sont 0 et n 4 1
(on a J? = (n+1).J), par conséquent les valeurs propres de A sont 1 — k et
k(n+1)+(1—k)=kn+1.

A est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de A, soit si et
seulement si k # 1 et k # —%.

2. a) La famille (zg,1,...,2,) est une famille de (n + 1) vecteurs dans un
espace vectoriel de dimension n : elle est donc liée.

b) Par conséquent, il existe (n+ 1) scalaires (A, ..., A,) non tous nuls tels

n
que > A\;z; = 0. Ceci entraine que, pour tout j € [0,n] :
i=0
n
Z /\Z<1‘7,,1‘j> =0

=0
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et comme (z;, ;) =1, 1 # j = (x;,2;) =k, le systéme précédent s’écrit :
Ao 0
al =1
An 0
Comme ce systéeme a une solution non triviale, A n’est pas inversible et
k € {0, —%}.
¢) Toute sous-famille de n vecteurs, par exemple (x1, ..., x,) est libre car, si

n
W1, - .- ptn sont des scalaires tels que Y p;a; = 0, alors pour tout j de [1,n],
i=1

n
on a: y pi{x;,x;) =0, ce qui conduit & un systéme du méme type, avec
i=1
une matrice A’ d’ordre n. La premiére question montre que A’ est inversible,

puisque k = f% donc est différent de fﬁ. Ainsi les coefficients pq, . . ., tin
sont tous nuls et (x1,...,x,) est libre de cardinal ad hoc, donc est une base
de F.

3. Si (e1,e2) est une base orthonormée de FE, il suffit de poser :

1 V3 1 V3

1’0:61,1’1:75614*762 et I2:72617762

(pensez aux nombres complexes 1,7 et j2).

4. a) On sait que la famille (z1,x2,z3) est libre. On peut donc lui appliquer
le processus de Gram Schmidt ; on obtient une base (eq, es, €3) orthonormée
de F telle que pour tout i € [1,3], Vect(ey,...,e;) = Vect(z1,...,z;), avec
<.’IJ7;, €i> > 0.
b) En appliquant ce processus, les formules de Gram-Schmidt donnent :
1 = e1
T = —gel + ?62
I3 = 7l€1 —+ (1 — u)624’ (7_ \/6 — \5)63

To=Tgatged yes

¢) Réciproquement, en partant d’une base orthonormée de E, on définit
les quatre vecteurs zg,...,x3 ci-dessus. On vérifie ensuite que ces vecteurs
répondent a la question.

Exercice 2.13.

Soit n un entier naturel tel que n > 3.
On considere I'espace vectoriel R” muni de sa structure euclidienne canon-
ique. On confondra R™ et M, 1 (R).

On pose S = {M € M,(R)/M? = M et MT = M},

ou M, (R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coeffi-
cients réels et M7 désigne la transposée de M.

1. a) Montrer que pour tout M € S, pour tout X € R, ona: XTMX > 0.
b) Caractériser {X € R"/XTMX = 0}.
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2. Soit (P,Q) € S? vérifiant la propriété (x) suivante : pour tout X € R”,
XT(P-Q)X > 0.

a) On note p et ¢ les endomorphismes de R™, canoniquement associés & P
et . Montrer que Kerp C Kerg.

b) En déduire que Q = QP et Q = PQ.

¢) Montrer que (P—Q) € Set (I —P+Q) € S, ou I représente la matrice
identité.

d) Montrer que pour tout n € N, (P - Q)" € Set P* —Q" € S.

3. Soit r € N* et s € N*. On pose :

T S

A= 3 (PP =Q"),Bs= Y (P- Q)"

k=0 k=0
a) Simplifier les expressions de A, et By
b) Déterminer les matrices P et @ telles que A, soit inversible.

¢) Exprimer B? en fonction de By et I. En déduire que pour tout s € N*,
By est inversible et déterminer son inverse B .

d) Montrer que quels que soient r > 1,5 > 1, les matrices A, et By sont
diagonalisables.

Solution :

1. a) On peut écrire
XTMX = XTM?2X = XTMTMX = (MX)T(MX) = ||MX|*>0
b) Ainsi XTMX = 0 si et seulement si MX = 0, si et seulement si X
appartient a Ker M.

2. a) La relation donnée s’écrit également X7 PX > XTQX. Donc si
X € Ker P, on a XTPX = 0 ce qui entraine que 0 < XTQX < 0, donc
que X € Ker Q.

b) Les endomorphismes p et ¢ étant des projecteurs, on sait que E =
Ker P®Im P et que si X € Im P, alors PX = X.
Donc, si X € Ker P, QPX = 0 et par la question précédente, QX = 0,
et si X € ImP, QPX = QX. Donc, par linéarité, pour toute colonne X,
QRX =QPX et Q =QP.
Enfin , par transposition Q = QT = PTQT = PQ.

c) La transposition est linéaire et comme PQ = QP,on a (P—Q)? = P—Q.
De méme pour I — (P — Q) qui est le projecteur supplémentaire de P — Q.

d) Comme (P - Q)2 =P —Q, pourtout n > 1, (P-Q)"=P—-Q € S,
et ceci reste vérifié pour n =0 (P —Q)* =1 € S).
Comme P? = P,Q? = @Q, on a en fait pour tout n > 2, P* = P,Q™ = Q,
donc P" — Q" =P — @ € S, et ceci reste vérifié pour n = 1.

3.a)On a

AT:I—I—i—(P—Q)—l—%:(P—Q):r(P—Q), et By=1+s(P—Q)
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b) La matrice A, est inversible si et seulement si P — @ est inversible.
Or P — @ est un projecteur; donc P — () est inversible si et seulement si
P-Q=1.
¢) On a

B2=T1+2s(P-Q)+s*(P—-Q)=(s+2)Bs— (s+1)I
Donc

(B — (s +2)I)x (S:L—llBs) =1

d) La matrice P — @) étant symétrique réelle, elle est diagonalisable ; il en
est de méme pour A, et By.

Exercice 2.14.

Soit n > 2. A tout polynome P de R,,[X], on associe le polynéme T'(P) défini
par :

T(P)(X) = éop(%) (Z)Xku — X))k,
On note, pour 0 < k < n, Py(X) = Xk,
1. Montrer que T est un endomorphisme de R, [X].
2. a) Calculer T'(FPy) et T'(Py).
b) Soit P € R,_1[X] et Q(X) = X P(X).
Montrer que : T(Q)(X) = M(T(P))/(X) + X.T(P)(X).

¢) Montrer que pour 0 < k < n , T(Px) est un polynéme de degré k dont

le coefficient dominant est aj = W'—k?)' )
d) T est-il diagonalisable ?

3. a) Calculer T'(Pz).

"Nk 9 e
b) Calculer, pour z € R , kzzjo (k) (H — )2k (1 — )"k
¢) En déduire que :

n

n\ k 2k n—k 1
Va:e[O,l],ngZ::O(k)(a—x) x"(1 —x) <

Solution :

1. L’application T est clairement linéaire et comme, pour tout k € [0, n],
deg(X*(1 — X)"=k) = n, T(P) est un polynome de degré inférieur ou égal &
n.

2. a) On a immédiatement :
T(R)(X) = 3 (3)X 1= X)"F = (X +1-X)" =1
k=0

T(P)(x) = 3 E(1)xra—x k= 3 (P D) xra - xnh = x
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_ EN(M xk _ yyn—k
Xg:jop(n)<k)x (1-X)
=T(Q)(X) — XT(P)(X)

¢) On sait que T(FPp)(X) = 1. Supposons que pour tout j € [0,k — 1],
n!

T(P;) soit un polynéme de degré k et de coefficient dominant ﬁ
n’(n —j)!

Comme Py 1 = X Py, la relation précédente donne :

X(1-X
T(Pe)(X) = X=X (0(p))y (X) + XT(P) (X)
et le coefficient de X**1 dans T'(Pj41) est :
__1 _ n!
e i o Ty oy

d) La matrice associée a 'application T' dans la base canonique de R,,[X]

est donc triangulaire supérieure, avec sur sa diagonale :
| | |
(1’ L nz(nn— )17 nk(nn— k) 7%)

Ses valeurs propres se lisent sur cette diagonale, ces coefficients sont distincts,
hormis les deux premiers qui sont égaux & 1. Or la question 2.a montre que 1 et
X sont vecteurs propres de T associés a la valeur propre 1. L’endomorphisme
T est donc diagonalisable.

3. a) On applique le résultat de la question 2.a. Il vient

T(Py)(x) = = X) 4 x2
b) On a
éo (- W(Z) (1 —2)" % = T(P)(x) — 22T (P1)(x) + 2T (Py) ()
_ z(1 —x)

¢) Comme sup (z(l —z)) = %, il vient :
z€]0,1]

Exercice 2.15.

Soit n un entier > 2.
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On considére la matrice A = (a; ;) de M, (R) définie par :

. 1 pouri=1loui=nouj=1louj=n
v(i,j) € [L.n]?, “:{ .
(Z. Dellnlai; =, Gon
Soit :

A=1: o
1 1

On note f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

1. Diagonaliser A, dans le cas n = 2.

Dans la suite on suppose n > 3.

2. a) Déterminer une base de Ker(f).
b) Comparer Ker(f?) et Ker(f) et en déduire que Ker(f) @ Im(f) = R™.
c¢) Diagonaliser f|im(s) (endomorphisme de Im f induit par f).
d) Diagonaliser A.

On considere I’équation AX = B avec B € M,, 1(R).
1
5
a) Dans cette question, B = |
5
1
Trouver une solution particuliere de cette équation et en déduire sa
solution générale.

b) Donner la forme générale des matrices B pour lesquelles le probleme ad-
met au moins une solution. Quelle est alors la solution générale de ’équation ?
1
0

¢) On se place dans R™ muni du produit scalaire usuel. Pour B = | * |,

0
0
existe-t-il des vecteurs X qui minimisent ||AX — B|| ? Si oui, les déterminer.

Solution :

11

11 > C’est une matrice de rang 1,

1. Dans le cas oun = 2, on a A = (
donc 0 est valeur propre et Ker A = Vect (_11 )

Comme A est symétrique réelle, on sait que le vecteur , qui est

1
1
orthogonal au précédent vecteur, est également un vecteur propre. La valeur
propre associée est 2.

En conclusion, la matrice symétrique réelle est diagonalisable ; ses valeurs

./ 1 1
propres sont 0 et 2, de vecteurs propres associés <_1> et (1 )
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a) La matrice A est clairement de rang 2, car ses deux premiéres colonnes
forment une famille libre, alors que les autres colonnes sont liées & ces deux
premieres colonnes.

Ainsi, dimKer f = n — 2, et par définition de la matrice associée & un
endomorphisme dans une base (e, ..., e,), une base de Ker f est :
(e2 —e2,64 —€2,...,6n1 — €2, — €1)
n 2 ... 2 n
2 o 2
b)Ona: A2 = | : 2 :
2 - 2
n 2 ... 2 n

On remarque que dim Ker f? = n — 2, et comme, pour tout endomorphisme,
Ker f C Ker f2, il vient ici Ker f = Ker f2.

Soit € Ker f NIm f. Alors © = f(y) et f(z) = 0. Donc f2(y
ce qui entraine que y € Ker f2 = Ker f, donc que x = f(y) =
cette question a l’aide du théoreme du rang.

) = f(x) =0,
0. On termine
¢) Notons f I'endomorphisme de Im f induit par f. L’endomorphisme f agit
sur un espace de dimension 2 et dans la base de Im f déterminée dans la

. " . . 2 2
question précédente, sa matrice associée est (n _9 0 )

On détermine ses valeurs propres par la méthode du pivot (par exemple) et
on trouve :

M=1+V2n-3, X=1-+v2n-3

Cette matrice étant diagonalisable (deux valeurs propres distinctes), 'endomorphisme
f est diagonalisable dans une base (u1,us) de Im f.

d) Dans la base (u1,u2) complétée par une base de Ker f, les questions
précédentes montrent que f est diagonalisable et que la matrice A est
semblable & la matrice diagonale diag(1 + v/2n — 3,1 — v/2n — 3,0,...,0).

3. a) On remarque que B = f(be; —4es). Le vecteur Xy = e — 4eg est donc
solution de I’équation AX = B. L’ensemble des solutions de cette équation
est alors Xy + Ker f.
b) L’équation AX = B admet une solution si et seulement si B appartient
A+
A
a Im f; donc lorsque le vecteur B est de la forme : :
A
A+
Dans ce cas, la solution générale appartient a Ae; + pes + Ker f.
¢) On sait que ||[AX — B|| est minimal pour X, égal & la projection
orthogonale de B sur Im f. Pour déterminer cette projection, on écrit
B = au; + Bus + v, avec v € [Vect(u1, uz)]*. On résout alors le systeme :
(Byur) = alug,ug) + Blug,ug)  , o o [l=na+20
{ (B,us) = alur, us) + Blus, us) c’est-a-dire : { | = a+23

dont la solution est « =0 et § = %
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Les solutions sont les antécédents du vecteur %

Tl
On résout donc I'équation AX = %(61 +e3), avec X =

Tn

n
On trouve comme condition Y z; =

1
i=1 2

Exercice 2.16.

On note F l’espace vectoriel réel des applications continues de [—1, 1] dans R
et pour tout n entier naturel, F), est le sous-espace vectoriel de E constitué
des applications polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

On munit F du produit scalaire (.,.) défini par :
Wo) e B4 = [ 10

1. Soit g I'élément de E défini par : Vt € [-1,1],g(t) =3 — %t.

Montrer que g est orthogonal a tout élément de F5.

2. Montrer qu’il existe un unique triplet (a, b, ¢) de réels, que ’on déterminera,
tel que pour tout P de F5 :

/llP(t) dt = aP(—/3) +bP(0) + cP(,/3)

3. Si (a,b,c) est le triplet déterminé & la question précédente, montrer que
pour tout P de Fj :

/11P(t) dt = aP(~/3) +bP(0) + cP(,/3)

4. Montrer que 'application 6 : F, — R*, P — (P(— 3),P(O),P( 3))
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

5. Soit f € E de classe C%. On note P =0~ (f(—/2), £(0), f(1/2))-

a) Montrer que pour tout ¢ € [—1, 1], il existe ¢ € ]—1, 1] tel que :

(3)
76 =Pt + 519 (1
[Pour cela, si t fixé n’est pas une racine de g, on pourra introduire la fonction
p:x— f(r)—P(x)—A.g(x), oit A est tel que p(t) = 0, et appliquer plusieurs
fois le théoreme de Rolle.]
b) En déduire 'existence d’un réel positif M indépendant de f tel que si
(a, b, c) désigne le triplet déterminé & la question 2 :

[ 50 ar (-3 -0 e (D] < M. ma 17w

Solution :

1. 11 suffit de vérifier que :
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1 1
3_3 — 3_3 3 345\42 gt —
/_1(75 —gt)dt—/_l(t —5 t)tdt = /_1(15 t)t?dt =0

seule la deuxieme intégrale demande un petit calcul (ne pas oublier que si h

est une fonction impaire, alors / h(t) dt = 0).
-1

1

2. L’égalité / P(t)dt = aP(—\/g) +bP(0)+ CP(\/%) est vérifiée pour tout
—1

P € F; si et seulement si elle est vérifiée pour P(t) = 1, P(t) =t et P(t) = t2.

2=a+b+c
Cela conduit au systeme { 0= _\/g a+ \/% €, qui donne :
a=c= 8, b= %
3.1l suffit maintenant de le vérifier pour P(t) = t* et P(t) = t°, ce qui ne

pose pas de probleme.

4. On sait que dim F5 = dimR3 = 3. 1l est évident que l'application 6 est
linéaire. Pour montrer que c’est un isomorphisme, montrons que son noyau
est réduit au vecteur nul.

En effet, si P € Ker 6, alors, le polynome P qui est de degré au plus 2, admet
3 racines distinctes : c’est le polyndéme nul.

a) Soit t € [—1,1] fixé.

e Si t est une des racines de g, I’égalité est vérifiée quel que soit ¢, puisque
les deux membres de I’équation sont nuls.

e Sinon, soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = f(z) — P(z) — Ag(x), out A est
choisi de fagon que ¢(t) = 0.

Cette fonction est de classe C® sur [—1,1] et s’annule en 4 points : les trois
racines de g et le point ¢. Par le théoreme de Rolle, ¢’ s’annule en trois points
distincts, ¢” s’annule en deux points distincts et p(3) s’annule en un point c.

Il existe donc ¢ € ]—1, 1] tel que
0=p®(c) = f®(c) - 64

Comme A = M, il vient :
g(t)

|/ dt]g/ |f(t) — P(t)| dt

D’apres la question a), on a, pour tout t € [—1,1]
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sup | (u)
|£(t) = P(1)] < “SER—— g (1)
Donc

1
A< Mx sup |f"(u)], avec M = %/ lg(t)] dt
-1

u€[—1,1]

Exercice 2.17.

On note E 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n > 2, a coefficients
complexes.

Une matrice A de E vérifie la propriété (A) s’il existe A € C tel que A% = A\,
ou I,, désigne la matrice identité de F.

1. Soit A une matrice vérifiant la propriété (A). Montrer que A est inversible
si et seulement si A # 0. Montrer que, dans ce cas, A~! vérifie la propriété
(A).

2. Soient A, B telles que A, B et A + B vérifient la propriété (A). Montrer
que AB + BA est une matrice scalaire.

3. Soit A une matrice vérifiant la propriété (A), et A le scalaire ainsi associé
a A.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de A ?

b) Montrer que si A =0 et A # 0, la matrice A n’est pas diagonalisable.

¢) Montrer que si A # 0, la matrice A est diagonalisable (on pourra utiliser
les deux racines carrées p1, us de \).

4. Dans cette question n = 4. On pose :

1 0 0 O 0O 0 1 0
01 0 O 0o 0 0 1
M_00—10’N_—1000’
00 0 -1 0O -1 0 O
et
0O 0 1 0
0o 0 0 -1
P_1000
0 -1 0 O

On note F' le sous espace vectoriel de E engendré par les trois matrices
M,N,P.
a) Montrer que tout élément de F vérifie la propriété (A).

b) Déterminer les éléments de F' qui sont diagonalisables.

Solution :
1.SiA#0, alors A~! = %A, et si A =0, alors A2 = 0 et si A était inversible,
alors, en multipliant par A~!, on aurait A = 0, ce qui est absurde.
De plus
(A1)2 = % AZ= 1T
2.0na A2 = \,B? = ul et (A+ B)? = vI. Donc
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AB+BA=v—-A—u)l
3. a) Le polynome P(X) = X2 — X est un polynéme annulateur de A. Les
valeurs propres possibles sont les racines de ce polynome.
b) Si A =0, le polynéme ci dessus admet une unique racine qui est 0. Ainsi
si la matrice A est diagonalisable, elle est semblable (donc égale) a 0.
c) Si A # 0, notons 1, p2 les deux racines complexes de A. On a :
On montre alors que F = Ker(A—u1I) ®Ker(A— p2I). Pour cela, on analyse

le probléme en écrivant, pour x dans Ms ;(C), que si on a :
T = x1 + 29, avec 21 € Ker(A — p11) et zo € Ker(A — pol), alors :

Ax = Axy + Axg = p1x1 + pae, ce qui conduit & x; = T (Az — pox)
1 — M2
1
t xo = Az —
et vs = L (Ar — )
On vérifie alors que ces valeurs conviennent.
4. a) On vérifie par le calcul les relations suivantes M2 = I, N? = —[, P2 = [.

Puis, les matrices suivantes (hors la matrice J) étant formé de 4 blocs de
matrices 2 X 2, que ’'on a :

0 I 0o I
MN—(I(J,NM—<_I O)
J 0 —-J 0 1 0
NP—<O J)’PN_(O J>,avecJ—<O 1)

0o J 0 —J
wr= (0 ) = (5 )

et si A =aM + bN + cP, alors A? = (a® — b* + c?)I.
b) Par les questions précédentes :

A est diagonalisable si et seulement si a? — b? + ¢ # 0.

Exercice 2.18.

On note C le R-espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.

Partie A

1. Soit f un élément de C. On pose pour tout z réel :

ote) = 1)~ [ FOdt et hia) = f@) o [t poyae

0
Montrer que g et h sont éléments de C.

2. On considere les applications T' et T” définies par :
pour tout f de C, T(f) =g et T'(f) = h.

ou g et h sont définies en 1.

Montrer que T et T’ sont des endomorphismes de C.

3. Calculer, pour f élément de C, T o T’(f). Peut-on en déduire que T est un
automorphisme de C 7 Montrer que 7' est un automorphisme de C.

Partie B
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1. A tout élément f de C on associe la fonction F' définie sur R par :

F(z) = / e f(t) dt.
0
Montrer que F' est élément de C.

2. Soit G définie sur C par G(f) = F, ou F est définie en 1. Montrer que G
est un endomorphisme de C. Etudier I'injectivité et la surjectivité de G.

Solution :

x
A. 1. La fonction f étant continue sur R, on sait que z +— / f(t)dt est

0
de classe C'! sur R, ce qui montre que g est continue sur R. L’argument est
identique pour h.

2. Par linéarité de 'intégration, les applications T et T sont linéaires. La
question précédente montre que ce sont des endomorphismes de C.

3. On a pour tout x :

(ToT")(f)(z) = T(h)(x) = h(x) - /zh( t)dt

Z()/‘tfdt/fdt//"fdu

En posant ®(z) = / e~ f(t) dt, une intégration par parties donne :

/ /_“f (u) du) dt = e*®(x /f
)(f)(x) =

et donc (T o T” f(z), soit (T oT")(f)

Ceci ne montre pas que T” est l'inverse de T, puisque 'espace sur lequel T
opere n’est pas de dimension finie. Il faut calculer aussi (7" o T)(f).
Pour tout z :

(T o T)(f)(x) = T'(g)(x) = gl(a) + & / “etg(t) dt

_/:f(t) dt+ez/:e—t(f(t) —/Otf(u) du) dt
~[Crwae [t [ [ wana

Une intégration par parties donne :

/ /f ) du) dt = /f dt+/ e f(t)dt

et on obtient : (T" o T)(f)(z) = f(z)

Finalement, ’endomorphisme T est leeCtlf, d’inverse T".

xr
B. 1. La fonction ¢ — f(t)e="" est continue sur R, donc z / f(t)e t dt
0
est de classe C* sur R.

2. La linéarité de l'intégration prouve que l'application G est linéaire et la
question précédente montre que c’est un endomorphisme de C.
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L’application G est injective. En effet si G(f) = 0, alors en dérivant :
Vm,/ f(t)e’tht =0 = V:E,f(fzz)ef‘/""2 =0 = f=0
0

L’application G n’est pas surjective sur C, puisque, par exemple, la fonction
continue x — |z| n’est pas dérivable en 0.

[On peut remarquer que I'image de G est U'ensemble des fonctions de classe
C'. En effet, si h € C1(R), alors son antécédent par G sera f(z) = I (z)e® .

Exercice 2.19.
1. On se donne un réel a et a chaque polynéme P de Ry[X], on associe le
polynome ¢(P) défini par :
((P)(X)=XP(X)+ (X - X>)P(X)+ (aX?® - X?+ X —1)P"(X)

a) Vérifier que I'application ¢ est linéaire. Déterminer une valeur de a pour
laquelle ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

b) Le réel a étant ainsi choisi, décrire le noyau et 'image de ¢, puis comparer
?="lolet ?=1%01.

¢) Montrer que (X, X —1, %Xz) est une base de Ry[X]. Ecrire la matrice
de ¢ dans cette base.

2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui vérifie f2 = f3.

a) Vérifier que f2 est un projecteur.

b) Démontrer que Ker(f — Id) = Ker(f? — Id).

c¢) Dans cette question on suppose de plus que f est injectif. Démontrer
que f = Id.

3. On consideére I'ensemble £ des matrices M de M3(R) qui vérifient M? =
M3 et telles que dim Ker(M — I3) = 1.
Démontrer que :

1 0
a) Les matrices diagonalisables de £ sont semblables & | 0 0
0 0

Solution :
1. a) La linéarité de ¢ résulte de la linéarité de la dérivation et des propriétéés
des opérations. Si P s’écrit a + 3X + vX?2, alors :
{(P)(X)=-2v+ (a+B+27)X +7(2a — 1) X3

Ainsi pour a = 1/2, on a £(Ro[X]) C Ry[X].

b) Et alors : £(P)(X) = =2y + (a+ 8+ 27)X.
Dot : Ker(¢) = Vect(X — 1) et Im(¢) = Ry [X].
De plus ¢*(P) = (a + ()X, et une récurrence facile montre que pour tout
n>=2:
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(P)(X) = (a+B)X

¢) On remarque que 1 = X — (X —1). Ceci est suffisant pour montrer que la

famille proposée est une base de Ry[X]. Dans cette base, la matrice associée
a f est

100

0 0 1

0 00

2.2)Ona flof?=f3cf=f20f=f>= f2 Ainsi f2 est un projecteur.
b) Si f(z) = x, alors f2(x) = f(x) = 2. Donc Ker(f — Id) C Ker(f? — Id).
Réciproquement, si f2(x) = x, alors f2(z) = f3(x) = f(x), donc f(x) = =z,
et Ker(f? — Id) C Ker(f — Id), d’ou1 I'égalité.
¢) Puisque f? est un projecteur, on sait que E = Ker(f?) & Ker(f? — Id).
Si f est injectif et si 2 € Ker f2, alors f2(x) = 0 entraine f(x) € Ker f donc
f(x) = 0, et par injectivité de f : x = 0 et Ker 2 = {0}.
Ainsi : E = Ker(f? — Id) = Ker(f — Id), et f = Id.

3. On utilisera ici les résultats de la question précédente avec E = R3.
Comme 1 = dim Ker(f — Id) = dim Ker(f? — Id), on a dim Ker % = 2. Donc
f n’est pas injective, et sachant que Ker f C Ker f2, deux cas sont possibles :

e Ker f = Ker f2. Alors R? = Ker(f — Id) @ Ker f. Dans ce cas, f est
diagonalisable, ses valeurs propres étant 1 et 0, les sous-espaces propres
associés étant respectivement de dimension 1 et 2.

o Ker f est strictement inclus dans Ker f2. Alors Ker f est une droite
vectorielle et Ker f2 un plan.

Soit e3 un vecteur de Ker f2, tel que e3 ¢ Kerf. Si e; = f(e3), alors
ez € Ker f, et la famille (e, e3) est libre dans Ker f2.

On la compléte par un vecteur e; € Ker(f — Id). La famille (e, eq,e3) est
une base de R? et la matrice associée & f dans cette base est :

100
0 01
0 0 O

Cette matrice n’est pas diagonalisable, puisque les valeurs propres sont 0 et
1, les sous-espaces propres associés étant tous deux des droites.

Exercice 2.20.

On considere dans cet exercice un entier n > 1 fixé et deux matrices
symétriques A € M,,(R) et B € M, (R).

On dit qu’une matrice symétrique M € M, (R) est définie positive (resp.
définie négative) si, pour toute colonne non nulle X € M, ;(R), { XMX > 0
(resp. ' XMX < 0).

On suppose que la matrice B est définie positive.

1. La matrice B est-elle diagonalisable? Montrer que toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

2. Pour z € R™, on note C, la matrice colonne de ses coordonnées dans la
base canonique C de R™.
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Montrer que l'application b : R" x R™ — R définie par b(z,y) = 'C, BC, est
un produit scalaire sur R™.

On suppose dans la suite que R™ est muni du produit scalaire b.

3. Soit By une base orthonormale de R" et (01 la matrice de passage de B; a
C. Montrer que 'on a : B =tQ1Q;.

4. On note A’ ='Q"AQ . Montrer qu’il existe une matrice Q2 € M,,(R)
telle que 'Q2Q2 = I, et que ‘Q2A’Q5 soit une matrice diagonale.

5. En déduire qu'il existe une matrice P € GL,(R) et une matrice diagonale
D € M, (R) telles que B="PP et A="'PAP.

6. Montrer que les matrices D + il,, et A+ iB appartiennent & GL,(C) (ou
1 désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 7/2).

7. On note A; et A les matrices de M, (R) telles que (D+il,,) ™1 = Aj+ils.
Montrer que les coefficients diagonaux de As sont strictement négatifs.

On note U et V les matrices de M, (R) telles que (A + iB)~t = U + iV.
Montrer que V' est définie négative.

Solution :

1. La matrice B est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée (eq,...,ey). Soit X € R™ un vecteur propre de B associé & la
valeur propre A. On peut alors écrire

0< XTBX = 2XTX = )| X]|?
ce qui implique que A > 0.

2. Il faut montrer que 'application b est une forme bilinéaire symétrique,
définie positive.
e [’application b est & valeurs dans R : c’est une «forme ».
e I’application b est symétrique, puisque :

b(y,x) = C} BC, = (C] BC,)" = CT BC, = b(x,y).
e L’application b est clairement linéaire par rapport a son deuxieme argument,
et par symétrie ...
e On a b(z,x) = CF'BC, > 0, par la premiere question, et toujours grace a
cette question b(x, ) = 0 entraine x = 0.

3. Notons, pour z € R™, C’, la colonne des coordonnées de x dans la base
b-orthonormée B; de R™. Par changement de base, on sait que pour tout
x €R™ Cp = @Q1C. et que :
b(z,y) = CT BC, = (C,)"C,,
Donc, pour tout x,y de R™ :
CTQTQ:C, = CTBC,
ce qui entraine que B = QT Q;.

4. La matrice A’ étant symétrique réelle, il existe une matrice ()5 orthogonale

Q5" = QF) telle que QF A’Qy est diagonale.

5. En posant P = Q)5 191, on obtient une matrice inversible vérifiant :
A=Ql(Q2")"DQy'Q = P"DP
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et :
PTP=Q7(Q;")7Q3'Q1 = QT (Q205)01 = QT Q1 =B

6. Les éléments diagonaux de la matrice D sont réels, donc ceux de la matrice
D + il,, sont non nuls, puisque de partie imaginaire égale a 1. De plus
A+ iB = PT(D + il,)P implique que la matrice A + iB est inversible,
puisque P ’est.

7. On sait que (a+ib)~! = Les éléments de As sont donc

a___; b
a’® + b2 a® + b2

de la forme — 21 < 0.
+1

a
Comme A +iB = PT(D +il,)P, il vient :

U+iV =(A+iB) ! = P YD +il,) ' (PT)~! = P71 (A +iAy)(PT)7!
Par conséquent V = P~!A,(PT)~! est une matrice symétrique réelle et,
pour tout x € R™ non nul :

XTVX = (PT)1X)TA((PT)"1X) <0
puisque les éléments de la matrice diagonale A, sont tous strictement
négatifs.
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3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

Dans tout cet exercice, les variables aléatoires sont supposées a valeurs dans
R* et & densité continue sur R .

1. Soit X une variable aléatoire telle que pour tout 2 € R*, P(X > x) > 0.

Justifier, pour tout & > 0, 'existence de :
. Pz <X <z+h)
-1 [l }
Pl = x> )
On appelle taux de panne de X la fonction ¢ ainsi définie sur R .

2. Soit @ > 0 et B > 0 deux réels. Déterminer la constante K pour que la
fonction

0 siz <0
= e fgn oo

soit une densité de probabilité.
Calculer le taux de panne d’une variable aléatoire Y de densité g.

3. Déterminer les lois des variables aléatoires ayant un taux de panne
constant.

4. Déterminer la (les) loi(s) (densité et fonction de répartition) d’une variable
aléatoire W admettant pour taux de panne la fonction :

h(t) = aX*t*~! pour t > 0,
ol a et \ sont deux parametres strictement positifs.

Que retrouve-t-on pour a =17

Solution :

1. On a P(X > ) # 0 et en notant F la fonction de répartition de X :
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L Ple<X<eth) 1 Fath-F@)
T P(X>a) 1-F@)” h

Comme F est de classe C* sur R%, ¢ est bien définie sur R, avec :

1
P(@) = Ty (@)
2. x Pour K > 0, la fonction g est définie sur R, continue sur R* et admet
une limite a gauche et une limite a droite en 0.

+oo
. d _ 1 —a]7tee 1
wonas [l = [ gy 0] = o

Ainsi g est une densité de probabilité si et seulement si K = af.

En notant alors G la fonction de répartition associée, le calcul précédent
donne :

1 1
Ve >0,G(z)=1 (EYG
et
glz) _ _ap

P =126 T T+ e

3. Si ¢ est constante, cette constante ne peut étre nulle (sinon f serait la
fonction nulle sur R , ce qui n’est pas raisonnable pour une densité de variable
aléatoire & valeurs dans R™). En notant A > 0 cette constante, on a donc :
F'(z)
Vo> O7 1—7F1($)
et comme F(0) =0 :
Vor>0,F(r)=1—-e et X — E(N)

=X, soit —In (1= F(z)) +1In (1 - F(0)) = Az

4.0On a, pour t >0 : ) h(t) =aX*t* ! dou :
’ 1—Fw(t) ’
—In(1—-Fw(t)+In(1—-Fw(0)) = Xx*"

et en intégrant sur [0, z] :
V>0, Fy(r)=1—e ()"
Par dérivation,une densité de W est donc :
Vo >0, fiv(z) = a2 e~ A?)" sinon fy(x) =0
Si a = 1, on retrouve h(t) = X et pour = > 0, Fy(z) =1 — e =,

La variable W suit donc la loi E()).

Exercice 3.2.

Soit N un entier naturel non nul. On dispose d’un sac contenant N jetons
numérotés de 1 a N dans lequel on peut effectuer une succession de tirages
avec remise d’un jeton en notant, a chaque fois, le numéro obtenu.

Pour tout entier naturel » non nul, on note 7, le nombre (aléatoire) de
numéros distincts obtenus au cours des n premiers tirages.

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) Quelles sont les valeurs prises par T, ?
b) Calculer P([T,, = 1]) et P([T;, = n]).
¢) Déterminer P([T,, = 2]).
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2. Soit (k,n) un couple d’entiers naturels non nuls avec 1 < k < N.
Déterminer une relation entre P([T,,+1 = k), P([T,, = k]) et P([T,, = k—1]).

3. Pour tout entier naturel n non nul, on considere le polynoéme :
N
G, = > P([T,, = k) X*
k=1
a) Prouver 'égalité :
Gni1 = +(X = X?)G), + XG,
b) Pour tout entier naturel n non nul, en reliant lespérance E(T},) & G,
exprimer F(T,4+1) & l'aide de E(T,), N et n, puis déterminer E(T),) en

fonction de N et n.

_— . B(Ty)
¢) Déterminer ]\}gnw N

Solution :

1.a) Sin < N,alors T,,(2) = [1,n] et sin > N, T,,(2) = [1, N], ce que 'on
peut écrire :
T,.(Q) = [1, min(n, N)]
b) x Il y a N™ listes de tirages possibles, toutes équiprobables et N listes
pour lesquelles [T}, = 1] est réalisé (obtenir toujours le méme numéro), soit :

P(T, =1) = sm=r

* Si n > N, 'événement [T, = n| est impossible, et si n < N les listes
réalisant [T,, = n] sont les arrangements de n éléments pris parmi les N
éléments présents, soit :

A’ﬂ
_ AN
-

c) Les listes réalisant (7,, = 2) sont constituées ainsi :

P([T, = n])

— on choisit les deux éléments a et b obtenus parmi les N de (];]) fagons ;

— il existe 2" mots de longueur n ne contenant pas d’autres lettres que les
lettres a et b, et il faut exclure les deux mots a...a et b...b qui réalisent

[T, = 1] et pas [T}, = 2|. Ainsi :
()@ -2

NTL

2. Si on réalise (T,, = k), alors au rang précédent T,,_; n’a pu prendre que
les valeurs k — 1 et/ou k. Dans le premier cas on obtient au n-i‘eme tirage un
nouveau numéro, parmi les N — (k — 1) numéros non encore obtenus, et dans
le second cas, on obtient au n®™ tirage, un des k numéros déja obtenus. De
maniere plus formelle :

P(Th =k)=P(Tn = k)Pay—i)(Tnss = k) + P(Tn = k — 1) Py —i—1) (Tn1 = k)

Soit, compte tenu de ce que nous venons de dire :

LN=(-1)

P(Tyi1 = k) = & P(T, = k) o

P(T, =k —1)

N N
3.a)OnaG, =Y P(T,=k)X* donc G, = > kP(T, = k)X* 1.
k=1 k=1
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Dot : .
Gn+1 = Z P(TnJrl - ]C)Xk
k=1
N N
s hpr,—pxt e s Yo E=Dp ) x
k=1 N k=1 N
N N—-1
= X S RP(T, = k)X + LS (N = ) P(T, = )X+
k=1 j=0
X - ]1 -
=5Gn+ X P(T=5)X% — 5 3 jP(T, = )X
Jj=1 j=1

soit finalement : )
i1 = %Gl + XG — 322G,

b) On remarque que E(T,) = G, (1), donc en dérivant la relation
précédente, il vient :
hi1 = (1 2X)G) + (X — X2)G) + G + XG,
ce qui donne en 1, en sachant que G, (1) =1:
E(Ty1) = =4 B(T,) + 1+ E(T,)
c’est-a-dire :

E(Thy1) = (1 - %)E(Tn) +1

Le traitement d’une telle suite arithmético-géométrique est standard : son
point fixe est N, d’ott l'on déduit : E(T,,) —N = (1— l)n(E(TO) —N), soit :

N
¥neN,E(T,) = N[1-(1-4)"]
C) E(ﬁN) —1_ ( o %)N —1_ eNln(lf%).
Comme on sait que In(1 — u) 5 —u, il vient :
o B

Exercice 3.3.
Soit m > 0 un entier naturel fixé.
1. On considere la suite (P});>1 de fonctions polynémes définie par :

Py(xz) =z" ! et pour j > 1, Pjy1(x) = Pj(z) + 1 — L Pi(x)

n—1
Montrer par récurrence que : Pj(z) = ) (
i=0

n—1 1\j—1 i

P [ GRS
2. On dispose de n boites dans lesquelles on lance au hasard I'une apres 'autre
des billes. Les résultats des lancers sont indépendants les uns des autres.

Pour j > 1, on note X; le nombre de boites non vides apres les j premiers
lancers.

a) i) Quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire X; ?
ii) Déterminer les lois de X; pour j € {1,2}.
iii) Déterminer les probabilités conditionnelles P x,—; (X1 = k) pour
1<i<n.
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iv) En déduire 'expression de P(X;41 = k), en fonction des P(X; = 1),
pour 1 <7 < n.

b) Soit la fonction G;(z) = > P(X; = k)z"~*.
k=1

Vérifier que les suites (G, (x));>1 et (Pj(x));>1 sont égales.

n—1 _ .
¢) En déduire : P(X; =n)= > (—1)i(n ; 1)(1 _ %)J—l.
i=0
d) Montrer que pour tout j € [1,n— 1], on a :
nl i(n—1 N
—1)* _ 1Nj—1
z;( 2 ( { )(1 n) =0

Solution :

1. x Pour j =1, on écrit :

Sa-1p0-2 ("7 =4 @-n)r =e = P)
1=0

* Supposons le résultat acquis pour un certain rang j, alors en dérivant :
/ = i—1 ivj—1(n—1
i) = % ite -yt = By (")
et en remplacant :

Ao+ 152 =1+ - 00 - 5 (1)
+i(z — 1)1 - %')j—1 (n - 1)
—1+ T -y (" e

- i ivi(n—1
=Y @-0i-5 (") = P
i=0
ce qui montre que le résultat est valide au rang j + 1. On conclut par le
principe de récurrence.

2. a) i) X; prend ses valeurs entre 1 et min(j,n).

ii) Sans probléme :

iii) En suivant 1’évolution du nombre de boites non vides entre la fin du
7 et la fin du (j 4 1) tirage selon le résultat obtenu au (j + 1) tirage :

P,y (Xj1 = k) = &

Pixy=k-1)(Xjp1 = k) = n_TM
si ¢ ¢ {k - 1, k}, P(iji)(Xj+1 = k) =0.
iv) La formule des probabilités totales se réduit alors a :

P(Xj01 = k) = Ep(x; = k) + 2B Lp(x; = k- 1)

B!

b) On a Gji1(z) = > P(X;41 = k)z"F, soit en remplagant :

k

1
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Gin(w) = X EP(X; = kjant 4 30 =k bl p(x; — b — 1)ant
k=1" k=1 n
n n
=S kontnpix, = ganry S =kt lpix, = o 1)pnk
k=1 n k=1 n
=Y P(X; =k)a"F 4+ L=2 S~ (n - k)P(X; = k)an—h1
k=1 =

n
Comme Gy(z) = Y. P(X; = k)" % = P(X; = 1)2" ! = 2771, les suites
k=1

(P;) et (G;) ont les mémes termes initiaux et vérifient les mémes relations

de récurrence, donc sont égales :
n—1

Gjlx) = X (n; 1)(x —1)i(1 - %’)j,l

i=0
¢) En particulier, pour x =0 :
n=1l,n_1 i oo
P =m) =60 =& ("7 )=y
d) Pour j tel que 1 < j < n, 'événement P(X; = n) est impossible, donc
de probabilité nulle, ce qui s’écrit :

(" eva-ty-o

i=0 n

Exercice 3.4.

Une urne contient des boules noires et blanches, la proportion de boules noires
étant p, avec 0 < p < 1. On effectue une suite de tirages d’une boule avec, a
chaque fois, remise de la boule obtenue avant le tirage suivant.

I. On note N le rang aléatoire ou I’on obtient pour la premiere fois une boule
noire et B le rang aléatoire ou 'on obtient pour la premiere fois une boule
blanche.

1. Donner les lois, espérances et variances des variables aléatoires N et B.
2. N et B sont-elles indépendantes ?

II. On note X la longueur de la premiere suite de boules de méme couleur
et Y la longueur de la deuxieéme suite de boules de méme couleur.

Ainsi, I"événement (X = 2,Y = 3) est réalisé si et seulement si on a tiré
(n,n,b,b,b,n,...) ou (b,b,n,n,n,b,...), ou n désigne le tirage d’une boule
noire et b celui d’'une boule blanche.

1. Quelle est la loi du couple (X,Y)?

2. Déterminer la loi de X et son espérance E(X). Montrer que E(X) > 2.
3. Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

4. Calculer la probabilité de I’événement (X =Y).

5. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si p = 0,5.
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6. Déterminer la loi de X + Y. On distinguera les cas p # 0,5 et p = 0,5.

Solution :

I) 1. Les tirages ayant lieu avec remise, on sait que :

N < G(p) et B— G(q)
et donc :

1 1 _q p
g BB) =g et V(N)—?, V(B)_?
)

=0%# P(N =1)P(B =1),donc N et B ne sont pas

E(N) =

2. P([N =1]n[B =1]
indépendantes.

IT) 1. Réaliser (X = ¢) N (Y = j), c’est obtenir d’abord i boules noires,
puis j boules blanches et enfin une boule noire, ou bien obtenir d’abord ¢
boules blanches, puis j boules noires et enfin une boule blanche. Donc par
indépendance des résultats des différents tirages :

P(X =4dn[Y =j]) =p'¢p+ ¢ qg=p"¢ + ¢ p

2. La loi marginale de X est donc donnée par :

Vie N, P(X =i)= 3 (p"g? + ¢T'pl) = ptt S ¢f + ¢t YD p
j=1 j=1 J=1
_ i+l q i+1 p
=D xl_q+q Xl—p

Vie N, P(X =i) = qp' + p¢’

o0
Notons que Y P(X =1i) = qxlgp—’_pxlzq =p+q=1et X est bien
i=1
une variable aléatoire a valeurs dans N*.
La convergence des série rencontrées étant claire, on a :
oo

E(X)= Y iP(X=1i)=qp > ip" " +pq Zliqi‘l

i=1 i=1 %

—_

q
p pq
Comme p* +¢* — 2pg = (p — ¢)*
égalité seulement pour p = ¢ = %)
3. De la méme facon, on obtient la loi marginale de Y, par sommation :
VieNSPY =j5)= X0 +d) =y o+ X gt
i=1 i=1 i=1

R 1 j 2 1

=qp Xl—p+pq Xl—q
PY =j)=p*¢ " +¢*p"!
1

o0
(on peut encore vérifier que > P(Y = j) = p*x T—¢ + ¢*x T Ep =1)

Jj=1
La convergence ne pose toujours pas de probleme, et :
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EY)=p*> j@d ' +¢ X jp/t
j=1 j=1

2 1 2 1
=p°x +q°x =14+1=2
(1-q) (1-p)°
Enfin : - -
E(Y(Y - 1)) =p*q ZQJ'(J' ~ D¢ +¢°p sz(j —1p/=?
j= j=
— 2 2 2 2 —_9(4 ., D
= pgx + ¢“px =2(2+£
(1-q)’° (1-p)’ G+o)
D’otu par la formule de Koenig :
V(Y)=EY(Y -1)+E(Y)-EY)*= 2(}% + g —1)

4L P(X=Y)= Y P(X=i)n (Y =1) = > (p+a)pa)’ = 3 (pa)

5. xSip= %,
P(X =) (Y =7) = (%)Z 7 — (%)Z(%)f = P(X =i)P(Y =j)
Donc X et Y sont indépendantes.

on a :

* Sip# %, ona:

P(X =1)=2pq, P(Y = 1) =p*+¢°, P(X = )N(Y = 1)) = p*¢+¢*p = pq
et :

pa=2pq(* +*) = p*+@ =L =9 -p+l-0=(p-12=0
Donc, pour p # %, les événements (X = 1) et (Y = 1) ne sont pas
indépendants et a fortiori les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes.

6. X +Y prend ses valeurs dans [2,+o0[, et pour k > 2 :

P(X+Y = k) = ’lelp((X N = k—i) = kz:ll(pi—i-lqk—i e

>
|
—

k—1

=p" > D)+t ¥ (L)
i= 4 i=1 P
*Sipzqz%alors%z%zlet P(X+Y:k):2(k—l)(%)k+l
* Sip# %, alors g #*1et ]% # 1, I'identité géométrique donnant :
B _ (R)k 4 _ (9)k

P(X +Y =k) = pi*—5— + " P

Ce que l'on peut aussi écrire : ! :
P(X+Y =k)=pq " —d") ifq_(ljﬁ —d) pqpk_; - Zk_l

Exercice 3.5.
Soit p € N* et s = (s1,...,5p) € {0,1}7.
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Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
méme loi de Bernoulli de parametre o €0, 1, définies sur un méme espace
probabilisé (92, A, P).
On pose pour n € N :

B, ={w € Q/Xppy1(w) = 51, Xppyo(w) = 52,.. ., X(ny1)p(w) = 8p}
Si E est un événement, on désignera par E° son complémentaire dans I'univers
Q.

1. Justifier I’assertion :

o0 oo
we (U B;) = s apparait une infinité de fois dans (X3 (w),..., X,(w),...
k=0 i=k
2. Montrer que la suite (Bj)n>o0 est formée d’événements mutuellement
indépendants.

o0 oo C
3. Déterminer 1’événement ( Ny Bz)> .
k=0 i=k

o0
4. Montrer que pour tout entier naturel k, on a : P( N Bf) =0.
i=k

o0 o0
5. En déduire que P( Ny Bi)> =1 et interpréter ce résultat.
k=0 i=k

Solution :

o0 (o ] (e ]
lL.we N(UB;)) = VkeNwe UB;, = VkeNIi>kweB,
k=0 i=k i=k
et donc w appartient & une infinité de B; (sinon & partir d’un certain rang w
n’appartiendrait plus & aucun B;).

2. B,, dépend des variables aléatoires X1, Xnpto2,.-- 7X(n+1)p' Donc des
événements By, , By,, ... (avec les indices n; deux a deux distincts) utilisent
chacun des variables autres que les variables utilisées par les autres, on
sait alors que l'indépendance des variables aléatoires X;,7 € N* donne
I'indépendance des événements B,,,n € N*.

3.w€(ﬁ(@3i)>c<:>“)§é ﬁ(

k=0 i=k k=0 i=

B)) <<= 3keNw¢ | B;
k i=k

(2

o0
<= 3JkeNVizkw¢ B <= 3JkeNwe () Bf
i=k

—=we J(N BY)
k=0 i=k

(on peut aussi appliquer directement les lois de Augustus de Morgan).
4. x Par indépendance des variables X,...,X,, on a:
P(Bo) = P(Xl = 81,X2 = 52,...7Xp = Sp) = O{T(l — a)p—r7
ou r est le nombre de 1 de la séquence s. Le résultat est évidemment le méme
pour n’importe quel événement B;.

* Donc P(Bf) =1—a"(1 — a)P~" et par indépendance :
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k+j _
P( .Dk Bf) =[1—a"(1—a)P )it

kitj
Comme0 < 1—a"(1—a)P"" < 1l,ona lirf P( N Bf) = 0. Par le théoréme
J—T00 i=k

de limite monotone , on a donc :
+oo
P(N Bf)=0
i=k

5. La probabilité d’une réunion étant majorée par la somme des probabilités,
on a :

P(U N B <X P(N Bf)=0
k=0 i=k k=0 i=k

Donc :
[e.e] oo
P(NUB)=1
k=0i=k
Ainsi, dans la succession des expériences de Bernoulli de ce probleme, la liste
s de résultats consécutifs, & partir d’'un rang de la forme kp + 1, apparait
presque surement une infinité de fois.

Exercice 3.6.

Un sac contient n billes numérotées de 1 a n. On tire une bille au hasard, on
note son numéro et on la remet dans le sac.

On appelle X la variable aléatoire qui prend pour valeur ce numéro. Lorsque
ce numéro est k, on tire sans remise k billes que ’on distribue au hasard dans
p boites By, ..., B,. On désigne par Y; la variable aléatoire égale au nombre
de billes regues par la boite B; (i € {1,...,p}).

1. Déterminer la loi du couple (X,Y;) pour i € {1,...,p}.
2. En déduire, pour tout i € {1,...,p}, laloi de Y; et calculer son espérance.

3. Déterminer ’espérance de la variable aléatoire %

4. Quelle est la loi du vecteur aléatoire (Y,...,Y,)?

Solution :

1. La variable X suit la loi uniforme sur [1,n] et Y; est & valeurs dans [0, n].

Soit done (k,¢) € [1,n] x [0,n], on a

* Sil >k, il est clair que P(X =k)N(Y; =4)) =0

xSl <k, P(X =k) N (Y; = 0)) = P(X = k)Piy_p) (Vi = ¢

Or P(X =k) = Lot p (Y, =40) = (k> (l)z(l — l)k_e (succession de
- ~n (X=k)\ti = = \v

p D
k expériences indépendantes a deux issues : tomber dans B; ou tomber dans

une autre boite). Ainsi :

P(X=k)NY;=1) = %(l@(%)z( _ Lyket

2. Pour ¢ € [0,n], il vient par sommation :
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P(Y;=0) = 3 P((X = k)N (Y = 0) = 3 P((X = k)N (¥; = 0))

=

Par conditionnement : E(Y;) = Z EY;/X =k)P(X =k)

Or la loi conditionnelle de Y, condltlonnee par la réalisation de I’événement
(X = k) est la loi B(k, 5) d’espérance % Ainsi :

LA S nn+1) pn41
EY;) = S = =
(Y2) k;”P

2np %
3.0na:
E(%):éﬁ:( L)X = k)P(X = k) = élE(%/sz)P(sz)
:é% (Yi/X = k)P(X = k) = é%x%:%
-

4. On remarque que Y7 +--- 4+ Y, = X, donc :
*Sil+--+ L4 ¢ [Ln], P(Vi=6L)Nn...N0(Y,=1¢,))=0
*Sily+---+4, €[1,n],
=P(i=6)N..NYpm1 =) N (Y, =)
=P(M=0)n.. N1 =lp-)N(X =l +---+ 1))
=P(M=0)Nn..NYp1=Lp1)/X =li4---+L,)P(X =l14---+1,)
Sachant que (X = ¢; + --- + {,) est réalisé, nous sommes en présence

d’une distribution multinomiale (urne & p catégories) ; les proportions valant

11 1 et donc, facilement :

P
N e O LI U RN |
= ma g GGG
P(Yi=6)N...0(Y,=10,)) = Mx(l>é1+m+@,xl
e 0l 6 \p n

Exercice 3.7.

Un point se déplace dans un plan muni d’un repere orthonormé. Il part de
lorigine O des coordonnées a l'instant 0.

Si a linstant ¢t = k, k € N il se situe au point de coordonnées (Xy, Yy), alors a
Pinstant ¢ = k+ 1 il se trouve au point de coordonnées (X1, Yi11) de sorte
que Api1 = Xpy1 — Xg et Bgy1 = Yiy1 — Yy suivent la loi normale A(0,1).
On suppose les A; et les B; mutuellement indépendantes.

Soit @, , la fonction de répartition de la loi normale N (m, 02) et Ym, o une
densité de cette loi.

On rappelle que I'(1/2) = /7.
1. a) Quelle est la loi suivie par X, ?
b) Soit M,, le point de coordonnées (X,,Y;,).
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Exprimer, a I'aide de la fonction ®¢ ;, la probabilité qu’a I'instant n le point
M,, se trouve dans le carré C = [—1,1]%.
2. Soit D,, la distance de M,, a lorigine : D,, = /X2 +Y2.

a) Reconnaitre la loi de X2, puis celle de D2. En déduire la loi de D,, et
calculer son espérance.

b) Quelle est la probabilité qu’a instant n le point se trouve dans le disque
de centre O et de rayon 17

Solution :

1. a) Par télescopage X,, = Z Aj. Les variables A;, 1 € N étant indépendantes
et de méme loi N(0,1), on salt que X, — N(0,n).

b) M est dans le carré voulu si et seulement si —1 < X, < 1 et
—1 <Y, <1, soit par indépendance des variables X, et Y,, (les variables A;
sont aussi indépendantes des variables B;) :

P(M, €C)=P(-1< X <DP(-1<Y < 1) = (¥ /n(1) — B ym(-1))°
= (28, (1) — 1)°
Or @, /(1) = P(X, <1) = P(Z£ <

a) X2 prend ses valeurs dans RT et pour z > 0 :
P(X2 <) =P(—/x < X, < V) =29 m(V7)

Par dérivation, une densité de X2 sur R% est la fonction :

1 Lo
T — r) = ————e 2n
\/ESDO,\/E(I) \/E onm
Ainsi : 1
_ 1 (xy3—11 -£&
pourx>07 fx2(l') - 1—\(1/2)(271) Qne o

On reconnait une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi I'(2n, %)
Comme D2 = X2 + Y2, avec X2 et Y,2 indépendantes, on sait alors que :

D2 < T(2n,1) = £(5-)

x

LA * 1 95,
de densité sur RY, fp: (z) = 5-e 2n
La variable D,, prend ses valeurs dans Rt et pour = > 0,

P(D, <z)=P(D? < 2?)
ce qui donne par dérivation :
Ip, (@) =22 fp2 (%) = %e b

Par le théoreme de transfert et sous réserve de convergence (absolue) de
Iintégrale :

m

o0 1 t
E(D,) = i \/ix%e_ﬁdt
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La convergence est claire et le changement de variable u = % donne :

+oo
E(Dy) = \/% Ve " du = +/2nT(3/2)
Comme I'(3/2) = 1I‘(1/2) il Vlent finalement :

B(D,) = /"5

b) M, est dans le disque unité si et seulement si (D? < 1) est réalisé. Ainsi,
la connaissance de la fonction de répartition de D2 donne :

1
PD,<1)=1-¢n

Exercice 3.8.

Soit a un réel strictement positif.
On considere la fonction f définie sur R par :

f(z) {3312 exp (axxgl) si x €]0,1]

0 sinon

ol exp désigne la fonction exponentielle.
1. Etudier la continuité de f-

2. Déterminer la constante C telle que C'x f soit une fonction densité (on
pourra utiliser le changement de variable v =1 — %)

3. Soit X une variable aléatoire de densité C'x f. Soit Y la variable aléatoire

définie par Y = % — L%J, ou | | désigne la fonction partie entiere.

a) Déterminer la loi de probabilité de L%J

b) Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.

Solution :
1. La fonction f est continue sur R sauf peut-étre en O et en 1, et :
x lim f(z) = lim t%e %%e®=0= f(0) = lim f(¢), donc f est continue
r—0+ t——+4o0 t—0—

au point 0.
* En revanche 1im+ f(t)=0+# 1= f(1) et f n’est pas continue en 1.
t—1

2. L’existence de / f(z) dx ne pose aucun probléme et le changement de

variable z — u = 1 — % est de classe C! strictement monotone, donc légitime

et puisque du = %%, il donne :

/f dm—/ ““du:[%e““]i_w:%

C:

Soit :

Q=
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3. a) La variable aléatoire X prend ses valeurs dans ]0,1], donc % dans

[1,400[ et sa partie entiere dans N*.
Pour k € N*| en notant F' la fonction de répartition de X :

P(lgl=k) =P(k<§ <k+1) =P(z27 <X <3)
= F(5) = (1)
OI}pOU.I‘Oz}O:
« 1_%
F(a):%/o f(x)dx:%/ eaudu:ea(lfé)

Donc :
P(L%J _ k:) — ca(1=k) _ ga(1—(k+1)) _ e—ak(ea —1)

b) Y prend ses valeurs entre 0 et 1 et pour y € [0, 1], on a par disjonction
des cas :

P(Yéy)zgij((L%J K)n(Y <y)) = é (k}—y<X<%)
= S - F ) - ij[ R
= (l—e_ay) io:(e—a)k—l
k=1

soit, par 'identité géométrique :

— e Y
Vy €01 Fr(y) = P(Y <y) = L=

Par dérivation une densité fy de Y est, par exemple :

Vy € [0,1], fy(y) = ﬁe_‘w ; fy(y) = 0 sinon

Exercice 3.9.

On effectue une suite de lancers d’une piece de monnaie. On suppose que les
résultats des lancers sont indépendants et qu’a chaque lancer, la piece donne
Face avec la probabilité p (0 < p < 1) et Pile avec la probabilité ¢ = 1 —p. On
s'intéresse au nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux Face de suite
(c’est-a-dire lors de deux lancers consécutifs). On suppose donné un espace
probabilisé, muni d’une probabilité P, modélisant cette expérience.

Pour tout entier n > 1, on note U,, I’événement «on obtient deux Face de
suite, pour la premiere fois, aux lancers numéro n et n 4+ 1», et on pose
u, = P(U,).

Pour tout entier n > 2, on note A, I'’événement «les n premiers lancers
ne donnent pas deux Face de suite et le n®™° lancer donne Facey, et B,
I’événement «les n premiers lancers ne donnent pas deux Face de suite et le

1™ lancer donne Pile ».
Enfin, on pose z, = P(A,,),yn = P(By).

1. a) Déterminer uy, T2, Yo, U2, T3, Y3, Us.
b) Trouver pour n > 2, une relation simple entre z,, et wu,.

¢) Pour tout n > 2, déterminer les probabilités conditionnelles :

P(An+1/An)aP(An+1/Bn)7P(Bn+l/An)aP(Bn+1/Bn)
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d) En déduire, pour tout n > 2, les relations suivantes :

{am+1-pyn
Ynt1 = q(Tn + Yn)
2. On suppose que p = 1/2.

a) On pose v,, = 2"y,,. Déterminer une relation de récurrence entre v, 1, vy,
et vy,_1.

b) En déduire, pour tout n > 2, une expression de z, puis de u,, en
fonction de n.

o0
c¢) Vérifier que > u, =1, et en donner une interprétation.
n=1

Solution :

1. a) Avec des notations évidentes :
uy = P(FyFy) = p?,
z2 = P(A2) = P(P1F2) = pq, y2 = P(B2) = P(PiP2 U F1 ) = P(P,) = g,
uy = P(P1FyF3) = qp?,
x3 = P(PyF3) = pq, y3 = P(Ps) — P(F1FyPs) = q — p*q
us = P(P,F3Fy) = p’q.

b) Clairement u, = P(A,F,+1) et comme F, 11 est indépendant des

résultats des lancers précédents :
tup = P(ApR)P(Fry1) = pn

c) * Si A, est réalisé, la série de lancers se termine par un résultat Face et

A, +1 ne peut plus se réaliser (on aurait eu deux fois de suite Face)
P(A7L+1/An) =0
* En suivant le résultat du rang n, on a :
P(An-i-l/Bn) = P(Fn-i-l) =P; P(Bn+1/An) = P(Pn-i-l) =q
P(Byt1/Bn) = P(Ppy1) = q

d) Pour n > 2, (A,, By) est un systéme complet d’événements et par la
formule des probabilités totales :
Tn1 = P(A7L+1) = P(Bn)P(An+1/Bn) = YnD
Yn+1 = P(Bn+1) = P(A7L)P(Bn+1/An) + P(Bn)P(Bn—f—l/Bn) = Tnq + Ynq

{ Tn4+1 = PYn
Yn+1 = qTn + qYn
1

Tn4+1 = 5 Yn
2. On a i : 2
Yn+1 = g(xn + yn)

a) Done, pour n 2 2, yn 4o = %(anrl + Ynt1) = %ynJrl + iyn
ce que l'on peut écrire :
Un+2 = Un+1 + Un
b) Le traitement des suites de Fibonacci est classique et il existe des
scalaires A et p tels que :

Vi > 2,0, = A(LEYD)" 4 (L5
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En posant o = , les conditions initiales donnent alors

2 2
v, = 5n+1 _ an—i—l
08—«
d’ou l'on déduit :
1 Bn—i—l _ an+1 ] 1 ﬁn —a"
yo = gu (T )i e = gu (5= )
2 00—« 2 00—«
un_2n+1( ﬂ*Oé )
¢) La formule donnant w, est encore valable pour n = 1 et donc, la

convergence des séries rencontrées étant évidente :

Y=g (S5 - (8))

a
1 1 1 1
-t (1) =L
Ry Ll w kBl G Ry
Comme a+ 3 =1 et aff = —1 (racines de ’équation caractéristique ...ou

calcul direct), on a finalement :
OO
Su, =1
n=1

Ce qui prouve que l'on est quasi-certain d’obtenir au moins une fois deux
Face de suite dans une succession indéfinie de lancers d’une piéce honnéte.

Exercice 3.10.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Une urne contient une boule noire et
(n — 1) boules blanches.

On vide 'urne en effectuant des tirages d’une boule de la maniére suivante :
le premier tirage s’effectue sans remise, le deuxieme s’effectue avec remise, le
troisieme s’effectue sans remise, le quatrieme s’effectue avec remise ... D’une
maniere générale, les tirages d’ordre impair s’effectuent sans remise et les
tirages d’ordre pair s’effectuent avec remise de la boule tirée.

1. a) Quel est le nombre total N de tirages effectués lors de cette épreuve ?
b) Pour tout j € [1,n — 1], combien reste-t-il de boules avant le (24)ome
tirage ? Combien en reste-t-il avant le (2j 4+ 1)*" tirage ?

2. On désigne par Xy la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule noire est
obtenue au k™" tirage (que ce soit la premiere fois ou non) et 0 sinon.
On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions de la
boule noire lors de cette épreuve.

a) Calculer P(X; = 1), P(Xy =1).

b) Pour tout entier naturel j € [1,n — 1], calculer P(X3j11 = 1) et
P(Xy; =1).

3. Pour tout j € [1,n — 1], on note U; I’événement « On obtient la boule
noire pour la premiere fois au (25 — 1)™"° tirage ».

a) En considérant I’état de I'urne avant le (2n — 2)°™ tirage, montrer que
PU,) =0.
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n—j
n(n—1)

c¢) Exprimer I'événement (X = 1) en fonction des événements (U;), et en
déduire la valeur de P(X =1).

Calculer P(X = n).

b) Montrer que pour tout j € [1,n — 1], on a : P(U;) =

Solution :

1. a) Suivons le nombre de boules restant dans 1'urne aprés chaque pas du
tirage :
n—1,n—-1n—-2n-2,---,1,1,0.
Il y a donc eu exactement N = 2(n—1)+1 = 2n—1 tirages pour vider l'urne.
b) Comme il y a remise aprés le (2j)-ieme tirage, il y a autant de
boules restantes avant le (2j)-iéme tirage qu’apres le (2j)-iéme tirage (voir la
question précédente). Il reste donc n — j boules.

2. a) L’événement (X; = 1) est 'événement «la boule noire est sortie au
premier tirage» ; donc P(X; =1) = %

L’événement (Xo = 1) est ’événement «la boule noire est sortie au second
tirage et pas au premier» ; donc

P(X;=1)=P(X; =0)P(Xa =1/X, =0) = ( _%)n£1 :%

b) Comme il n’y a pas remise lors des tirages impairs, il vient
(ng:].):(Xl :O)H(X;;:O)ﬂ---ﬂ(ng,l :O)Q(ng :1)
Par la formule des probabilités composées (c’est-a-dire en suivant la compo-
sition de I'urne au cours du temps) :

P(Xyy=)=0=1,n=2 .. n=Jj 1 _1

n n—1""n—j4+1"n—j n

Et comme apres le (2j)-iéme tirage, 'urne se retrouve dans le méme état
qu’auparavant, on a

P(X9j41 =1) = P(Xy; =1).
Alinsi, pour tout k € [1,2n — 1], X} suit la loi de Bernoulli de parameétre 1/n.

3. a) L’événement U, correspond & « la boule noire est sortie au dernier
tirage». Le tirage précédent étant pair, il y a eu remise, et c’est la méme
boule qui est sortie au (2n — 2)-iéme tirage. Ainsi la boule noire ne peut étre
sortie au dernier tirage, et P(U,) = 0.
b) Comme
Uj = (Xl = 0) N (X2 = O) N---N (ij_Q = O) n (XZj—l = 1),

par la formule des probabilités composées, il vient :

y_n—-1n—-2n—-2_ . = n—]J 1 _ n—j
PU;) = 2 =1 = 1% n—j+1"n—j+1 nm-D

¢) Seuls les tirages d’ordre impair évacuent la boule noire dés son appari-

n

tion. Donc (X = 1) = |J U;. Ces derniers événements étant deux & deux
j=1

incompatibles, il vient :



102 ESCP-EAP 2006 - Oral

puz:nzé;PWﬁZ;mﬁjgfxn—ﬂ=%

j=1
L’événement (X = n) correspond & «la boule noire est sortie & tous les tirages
pairs et n’a pas été choisie lors des tirages impairs, sauf lors du dernier ». Soit :
(X = Tl) = (X1 = O)Q(XQ = l)ﬂ(Xg = O)ﬂ"'ﬂ(XQn_Q = 1)O(X2n_1 = 1)
En utilisant de nouveau la formule des probabilités composées, il vient :

. y_n—1 1 n—2 1 _ 1
P(X—n)— T =1 n—2% ><1><1—n!

Exercice 3.11.

Deux trains sont prévus au départ d’une ville A : un premier train doit partir
a 12 heures et le suivant a 13 heures, mais ces départs peuvent subir un
retard. Les retards sont des variables aléatoires Z; et Zs indépendantes, de
méme loi & valeurs dans [0, 1] ('unité de temps est donc I’heure), de densité

f, de fonction de répartition F, d’espérance p et de variance o2.

1. Un voyageur arrive & U'instant z aprés 12 heures, avec = € [0, 1]. On note
T, le temps qu’il faudra a ce voyageur pour commencer son voyage.
a) Montrer que T, prend ses valeurs entre 0 et 2 — x.

b) Montrer que :

0 sit<0
P(T, <t) = F(t+x) = F(x) Si0<t<l—u
' 1—F(z)+ F@)Ft+x-1) sil-z<t<2—=z
1 si2—z<t

En déduire une densité de T,.

2. Montrer que l'espérance m(x) de Ty, vérifie :

m(m)z/o_Itf(t—l—x)dt—l—(u—l-l—x)F(x)
:1-9;—/ F(u)du+ (u+ 1 — 2)F(x)

1 1
3. a) Calculer / F(z)dz et / 2F(z) dz en fonction de p et o2.
0 0

b) On suppose que le voyageur arrive au hasard entre midi et 13 heures.

On admet que l'espérance M de son temps d’attente avant de commencer
son voyage est alors donnée par :

1
M:/ m(x) dx
0
Calculer M.

Solution :

1. a) La variable aléatoire T, prend ses valeurs entre 0 et 2 — 2, puisque soit
il prend le premier train (qui avait du retard et part juste & ce moment), soit
le second (qui peut avoir jusqu’a une heure de retard).
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b) e Siz+t < 1. Dans ce cas P(T, < t) représente la probabilité que le train
de 12 h. parte dans lintervalle [z, 2 + t]. Donc P(T, <t) = F(t+z) — F(x).

e Sil < x4+t < 2. La probabilité de partir avec le train de midi est 1 — F(x),
et celle de partir avec le train de 13 h. est la probabilité d’avoir raté celui de
midi multiplié par la probabilité d’avoir un retard dans l'intervalle [0, z+t—1].
Ainsi P(T, <t)=1—-F(z)+ F(z)F(t+z - 1).

e Siz+t > 2. On est alors certain d’avoir le train de 13 h. Donc P(T,, < t) = 1.

Par dérivation (par rapport & t) une densité de T, est :

flz+1) si0<t<l-—=x
pt) =4 Fla)f(x+t—1) sil—z<t<2-—=z
0 si2—x <t

2. Un calcul évident donne :

E(T,) = /Ol_xtf(t—kx) dt + /12_$tF(x)f(m+t —1)dt

—T

:/ (u—x)f(u)du+F(3:)/0 (-2 +1)f(u)du
:/uf(u)du—x/ fu)du+ pF(z) + (1 —2)F(x)

:l—x—/ F(u)du+ (p+1—x)F(x)

la derniere ligne s’obtenant par une intégration par parties de la premiere
intégrale.

3. a) Il vient :

—lzzz:zzl—lzz’oil'lzz:—
p= [ 2f@) iz = PO - [ FE)dz dons [ P =1-n
7 = [[Gnpreds= [ - wFE] -2 [ - 0FE)

0 0

b) Il vient :

1
M:/ E(T,) dx
0
1

:/0 (1—x)dm—/01 (/:F(z)dz>d:c—i—/ol(u—i-l—:c)F(az)dx

A T’aide d’une intégration par parties :
1

/01 ([F(z)dz) da = {x/:F(z) dzL+/leF(x) PR

et,
_ 1, 1-pt=0® o 1-p’—0® 1, o

M = 5 5 +1—pu 5 =3 +o

Ainsi E(W) est minimal lorsque 02 = 0, par exemple lorsqu’on est sir que

les trains sont a ’heure ...



104 ESCP-EAP 2006 - Oral

Exercice 3.12.
Soient X7, Xo, X3 trois variables aléatoires réelles discretes et centrées.
On note M leur matrice de variance-covariance, soit : M = (m; ;j)1<i,j<3s
avec
mi; = E(X;X;)

1. Montrer que la matrice M est diagonalisable et que ses valeurs propres
sont, positives ou nulles.

2. On suppose dans cette question que :
2 -1 -1
M=|-1 2 -1
-1 -1 2
Déterminer les valeurs propres de M.
Les variables aléatoires X1, X5, X3 sont-elles alors mutuellement indépendantes ?

3. Soit Y une variable aléatoire centrée. On définit une fonction F sur R3
par :

3 2
F(.’El,l'z,l'g) = E[(Y — ;1’1‘){1) ]

Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que F admette un
minimum en (a,b,c) est :

a E(Y X))
Mo |=]EVxXx)
c E(Y X3)

4. On suppose dans cette question que la matrice M est celle de la question
2.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur («, 3,7) pour que le

T o
systeme linéaire M | xo | = | 8 | admette une solution.
z3 Y

b) Sous cette condition, donner l'expression de cette solution.

Solution :

1. La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable. Ses valeurs propres
sont positives ou nulles car :

3 3 3
XTMX = Z Z xszE(XzX]) = Z JU?E(X?) + 2 Z COV(ZIJZ‘Xi,.LEjX]’)
i=1j=1 i=1 i#£]

3
i=1

2. On remarque que
-1 -1 -1
M-3I=|-1 -1 —-1])=-J
-1 -1 -1
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On sait que les valeurs propres de J sont 0, de sous-espace propre associé

1 1
le plan engendré par | —1 | et 0 et 3, la droite propre associée étant
0 -1
1
dirigée par la colonne | 1
1

Les valeurs propres de M sont donc 3 et 0, les sous-espaces propres étant les
memes.

Comme E(X;X;) = -1 # E(X;)E(X,) = 0, les variables aléatoires (X;) ne
sont pas indépendantes.

3.0n a:
3 3
! =1

i=1 i 1<J
Les points critiques de F, qui est de classe C' sur R?, sont donnés par :

gTF = 2B(Y X)) + 2201 E(X2) + 202 E(X1X2) + 223 E(X1 X3) = 0
1

2

371’ = —2B(Y X3) + 223E(X2) + 203 E(X1X3) + 222 E(X2X3) = 0
3

Ce systeme d’équations est équivalent a ’équation matricielle
I E(X1Y>
M xTo = E(XQY)
T3 E(X3Y)
Ainsi :
e si F' admet un minimum en (a,b, c), ¢’est un point critique donné par la
1 E(X,Y)
résolution de 1’équation matricielle M | x5 | = | E(X2Y)
T3 E(X3Y)

x1 E(X1Y)
e Si M|z | = | BE(X2Y) |, alors (a,b,c) est un extremum de F et
T3 E(XgY)
F(z1,z9,23) > 0 entraine que cet extremum est un minimum.

X «
4. a) L’équation M | =2 | = | 8 | admet une solution si et seulement si
z3 v
@
B | appartient & I'image de M, donc si et seulement s’il existe (A, u) réels

Y
tels que :

soit :
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a = 22—pu
B = =X+2u
Y o= “A-p

ce qui est équivalent & o+ 8+~ =0 (en fait  +y + 2z = 0 est 'équation de
limage de M).
b) Sous la condition o+ 3 + v = 0, la solution est :

xlzag’y;xQ:ﬂg’yax3:2’y_3a_ﬂ

Exercice 3.13.

Soient n € N* quelconque, p €10, 1], (X;);en une suite de variables aléatoires,
indépendantes, suivant la méme loi uniforme & densité sur [0,n], et V,, une
variable aléatoire indépendante des X; suivant la loi binomiale B(n, p).

On pose :
U, = max(Xo, ..., X,), V, = min(Xy, ..., X,), W, = min(Xo,..., Xn,)

1. Déterminer la loi de U, , son espérance et sa variance.
2. Montrer que la loi de V,, est celle de n — U,,. En déduire E(V,,) et V(V,,).

3. On note G, la fonction de répartition de V,,. Déterminer lirf Gn(t)
n—-—+0oo

suivant les valeurs de t. Que peut-on en déduire 7

4. Déterminer la fonction de répartition H,, de W,,, puis déterminer lim H,(¢)

n—-+o0o
suivant les valeurs de t. Conclure.
Solution :
1. II vient immédiatement par indépendance :
0 siz <0
Fy, (z) = P( ﬂ(Xi<$))=(§)n+l io<z<n
i=0
1 siz>n
Une densité de U,, est alors, par dérivation :
n+lix\v
o= { G 0 <ocn
0 sinon
Un calcul immédiat donne :
1) n?(n 4+ 1)
E(U,) = ”(L7 VU, = —+\nT)
) = =527 V() (n+3)(n +2)*

2. Comme n — U, = n — max(Xy,...,X,) = min(n — Xo,...,n — X,,), et
comme n — X; suit la loi uniforme sur [0, n], la variable aléatoire n — U, suit
la méme loi que la variable V,,, et

E(V,)=n—-EU,) = nL+2’ V(Vh) =V (Uy)
3. Pour tout x réel : .
0 six <0
Gn(x):{l—(l—ﬁ)n sio<z<n
1 six>n

et de maniere évidente, pour x fixé :
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lim G,(x) =

n—-+o0o

{ 0 sixzx <0
1—e™® siz>0
Ainsi (V},) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre 1.
{0 stz <0

=1— >
1 sim}n’etH"(x) 1-PW, >

4. On a bien évidemment H,(z) =
Lorsque = € [0,n], en appliquant la formule des probabilités totales au
systéme complet d’événements (N = k))o<kgn, il vient :

Ho(x)=1- 3 P(W, >z | N = k)P(N = k)
k=0

1oy (1- L) (Wb =1 (1= Z) (p(1 - £) +¢)"

k=0 n
—1_(1—2\(1_Dbx\"
=1-(1-2)01-5)
. . B 0 siz<0
Donc, a z fixé, ngrfoo H,(x) = {1 e Gig S0 et :

(W,,) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre p.

Exercice 3.14.

Une urne contient n; > 1 boules blanches, ny > 1 boules noires et » > 0
boules rouges. On note n = ny +nso. Le jeu consiste a effectuer une succession
de tirages au hasard une boule de 'urne, sans remise, jusqu’a ce que la boule
tirée soit :

— ou blanche, auquel cas la partie est gagnée,

— ou noire, et la partie est perdue.
La longueur de la partie est le nombre de boules sorties de I'urne a la fin de
la partie.

1. Compléter le programme Pascal qui suit pour qu’il simule le déroulement
d’une partie :
program simul-escp
var nl,n2,r :integer ; L :integer ; x : char;
begin
readln(nl) ; readln(n2) ; readln(r) ;
randomize ;

repeat

alea :=1+ random(nl+n2+r) ;
if ((1 <= alea) and (alea <= nl))
then ...

until (x \= ’r’);
if (x=’n’) then write(’perdu’) else write(’gagné’) ;
writeln (° et en ’,L,’ coups.’) ;

end.

2. L’urne contenant au départ r boules rouges, on note G, la variable aléatoire
égale & 1 si le joueur gagne et & 0 sinon et E(G,.) I'espérance de G,..

a) Déterminer E(G,.) pour r = 0 puis r = 1.
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b) Montrer que l'on a, pour tout entier naturel non nul r :
__ r
EG,) = prap + n+rE(GT_1)'
En déduire la valeur de E(G,).

3. On note L, la variable aléatoire égale & la longueur d’une partie lorsque
I'urne contient r boules rouges.

a) Quelles sont les valeurs possibles de L, ?

b) Calculer E(Ly), E(L1).

c¢) Déterminer une relation entre P(L,_; = k—1) et P(L, = k), pour r > 1
et k> 2.

d) Etablir une relation de récurrence entre : E(L,) et E(L._1), pour r > 1.

e) En déduire 'expression de E(L;.).

Solution :

1. Une proposition de programme :

Program simul ;
Var nl1,n2,r,L : integer; x : char;

Begin
readln(nl) ; readln(n2) ; readln(r) ;
randomize ;
L :=0;
Repeat
L := L+1;
alea := 1 + random(nl+n2+r) ;
if ((1<= alea) and (alea <= nl1)) then
Begin
X : ="b’; nl :=nl1-1;
End
else if ((ni1+1 <= alea) and ( alea <= nl+n2)) then
Begin
X := ’'n’; n2 := n2-1
end
else
Begin
X :='’r’; r :=r-1
end

until (x <> ’r’) ;
if x=’n’ then write (’perdu’) else write(’gagné’) ;
writeln(’ en’,L,’ coups’)
End.
2. a) La variable aléatoire G suit la loi de Bernoulli de parametre P(G =
1) = E(G).
e Sir =0, I'événement (G = 1) est ’événement «tirer une boule blanche au

premier tirage». Donc E(G) = %

e Sir =1, I'événement (G = 1) est 'événement «tirer une boule blanche au
premier tirage ou tirer une rouge puis une blanche au second tirage ».

1y M 1 _m
P(G=1)= n+1 T “n+1" n
b) On note By, N1, Ry les événements « tirer une boule blanche, (resp. noire,

rouge) au premier tirage». C’est un systéme complet d’événements.
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Notons f(r) = E(G). Alors :
P(G =1)=P(G1=1/B,)P(By) + P(Gi = 1/N1)P(N:) + P(G1 = 1/R1)P(Ry)
d’ou :

_ o r _ _ r
Fr) = n+r O+ 1 1)Xn+r S on+tr +f(r 1)Xn+r
On sait que f(0) = f(1) = %
Supposons que f(r—1) = % La relation précédente montre que f(r) = %
Finalement, par le principe de récurrence :
_
EG) = n
3.a)OnaL(Q)=[1r+1].
b) Comme Lo =1, on a E(Lg) = 1.
Ona P(Li = 1) = et P(Li = 2) = 1 - P(L = 1). Dou
_n+2
E(Ly) = n+1
c¢) Soir r > 1. Alors, si k > 2,
P(L, = k) = P(R\)P(Ly = k/R1) = -2—P(L,—y = k= 1).
d) 11 vient :
r+1
E(L,)=P(L,=1)4+ Y kP(L.=k)
k=2
n r n r
= n+T+n+Tk§2kP(Lr_l :k—l) = n+r+n+r(E(L7‘_l)+1)
e) On montre par récurrence (immédiate) que E(L,) = %
Exercice 3.15.
Soit m un entier naturel non nul et A un nombre réel fixé. On pose
n vk
P\ =y A
(A) =e =
Soit X1, ..., X, n variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé,

indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de parametre 1.
1. Montrer que P, est strictement concave sur U'intervalle [n — 1, n].

2. Montrer que pour tout entier n > 0, on a : Py(n — 1)+ P/(n — 1) =
Pn,l(n — 1)

3. A T'aide d’une formule de Taylor, montrer que la suite (Pn(n))n>1 est
strictement décroissante.

4. Quelle est la loi de S,, = X1 +---+ X,, 7 A 'aide du théoreme de la limite

centrée, démontrer que lim P,(n) = %
n—oo

5. Montrer que pour tout n de N*, on a P,(n) > %

Solution :

1. En dérivant, il vient :
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nok n k—1 n
P'(\) = —e? AL e A = e AT
n(A) kz::O k! k; (k—1) n!

et

n—1
P'(A) = e (nA_ ol (% ~1)<0, siA€ln—1,n]

Ainsi A — P, () est strictement concave sur [n — 1,n].

2. Par calcul . .
n _ : n o

Pan—1) 4 Pln—1)=e-n+1 3> =D7 —uony 5~ (0= 1)

= k! = k!
_ 1)]@71
+entl 37 (n
= (B=1)!
_ e—n+1 i (n — 1)k_1 _ e—(n—l) nil (n — l)k
B k=1 (k - 1)' B k=0 k!

= nfl(n - 1)

3. Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre 2 appliquée a
P, sur [n—1,n]. Il vient :

Po(n) = Po(n—1)+ PL(n— 1) + /n (=9 pr(e) a

n—1
Donc, par la question précédente, et par concavité de ¢ — P, (t)
P,(n)—P,_1(in—1)=P,(n)— P,(n—1)+P,(n—1) = P,_1(n—1)
=P,(n)—Py(n—1)—P,(n—1)

n 2
:/ =0 Pyt < 0
n—1

4. On remarque immédiatement que P,(n) = P(S,, < n). Ainsi :

Po(n) = P(Sp —n < 0) = P(S, — B(S,) < 0) = P(22 =1 < 0)
Vn
On termine en invoquant le théoreme de la limite centrée, qui nous assure
S, —n
Vvn

de la convergence en loi de vers une variable aléatoire suivant la loi

normale centrée réduite.

5. La suite (P,(n)) est strictement décroissante et tend vers 1/2, par valeurs
supérieures, d’ou le résultat.

Exercice 3.16.

Soit X5, X, ..., X, n variables aléatoires indépendantes et suivant la méme
loi de Poisson de parametre 6. On désire estimer, de la meilleure fagon
possible, e=?.
1. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, on pose ¥; =1si X; =0et Y; =0
sinon.
n
Onpose N=> Y, et S, =
i=1

K2

2

n
X,.
=1

a) Montrer que %N est un estimateur sans biais de e~".

b) Calculer sa variance, et montrer que cet estimateur est convergent.
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c¢) Interpréter ce résultat en expliquant pourquoi cet estimateur est un

estimateur «naturel» de e?.

2. Pour tout entier naturel j, on définit la probabilité conditionnelle :
e(j) = P(X1=0/S, = j)
Calculer ¢(j) (on vérifiera que le résultat est indépendant de la valeur de ).

3. a) Montrer que ¢(S,) est un estimateur sans biais de e~°.

b) Calculer la variance de ¢(S,) et montrer que ¢(S,) est un estimateur
convergent.

¢) Montrer que, quelle que soit la valeur de 6, ¢(S,) a une variance
inférieure a celle de EN .

Solution :

1. a) Pour tout ¢, la variable aléatoire Y; suit la loi de Bernoulli de parameétre
Di, avec

Donc

E(%) = %xne_e =ef

Ainsi %N est un estimateur sans biais de e~?.

b) Les variables aléatoires Y; sont indépendantes, puisque les variables X;
le sont. Au vu de la loi de Y;, V(Y;) =e (1 —e™?) et :
e (1 —e?)
n

V() = xnV(Y) =

n
Ainsi %N est un estimateur sans biais convergent de e~?.

c) %N représente la proportion, parmi les variables Xi,...,X,, des
variables aléatoires égales & 0. C’est donc un estimateur naturel de P(X; = 0).

2.0n a:

o(j) = P(X; =0/, = j) = L1 =005 =j))

_PXi=0)n(Xo 4+ Xy =)
P(Sn:j)
() = P(X5+-- ;(g?:;))P(Xl =0)

n n

Or, par le cours, Y X; suit la loi de Poisson de parameétre nf et > X, suit
i=1 i=2

la loi de Poisson de parametre (n — 1)6. Aussi :

e~ (=D (y_1)7g

. J! -0 n—1\J
o) = — g x¢ = ("57)
il

3. a) Par le théoreme de transfert :

E(p(Sy)) = E(”T_l)s" = (n= 1)1«67“9( -
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Ainsi ¢(S,,) est un estimateur sans biais de e=?.

b) On peut écrire :

B(p(Sa)?) = B((2o1)*) = 3 (R 1yemn (nzf!)k

|

oD

|

S
>

M8 =

=
il
—~
3

\
o
N—
[\&)

3
=
S

|

CDI
3
(o)
@
3
3|1
L
=
3
(el

Dot :
V(p(Sn)) = o(n—2+1£)0-n0 _ —20 _ e=20(ef/m — 1)
Donc nlliir»loo V(p(Sr)) = 0 et p(S,) qui est un estimateur sans biais est un
estimateur convergent de e~?.
c) Il s’agit de montrer ici I'inégalité e=?(e?/™ —1) <

e —1

1—ecf ; i
Y,y cequi revient

a montrer que e/ — 1<

Pour cela, on étudie sur Rt les variations de la fonction h :  — €% — 1 —
n.e®/™4n, et on montre sa croissance, puisque sa dérivée est h'(z) = e* —e®/™
qui est positive. Comme h(0) = 0, h est strictement positive sur R* .

Exercice 3.17.

Soit (Ug)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi uniforme sur Pintervalle [0, 1].

Pour k € N*, on définit la variable aléatoire S, par : Sy, = max(Uy,Us, ..., Uy).
Soit n € N*. On considere une variable aléatoire X,, qui suit la loi uniforme
sur I'ensemble {1,2,...,n}, et on pose alors T,, = Sx,,.

1. Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire T;,.

2. En déduire que T, est une variable aléatoire a densité. Donner une densité
de T, puis calculer I'espérance E(T),) et la variance V(T},).

n
3. On rappelle que > % ~ In(n).

k=1
Déterminer lim E(T,) et lim V(T},).
n—oo n—o0
4. Etudier la convergence en loi de la suite (1},),,.
5. Ecrire une fonction PASCAL dont Dintitulé est :
function maxi(S :array[0..9] of real) :real;

qui rend le plus grand nombre du tableau S.

6. Ecrire un programme en PASCAL permettant de simuler la variable
aléatoire TlO-

Solution :

1. la famille ((X,, = 1),..., (X,, = n)) forme un systéme complet d’événements.
Donc, pour tout = réel,

P(T, <) = él P(T, <z/X, =k)P(X, =k) = L S P(S) < @)
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Par indépendance des variables aléatoires (U;), il vient :

0 siz<O
P(S, <x) = HP {x siz € [0,1]
1 sixz>1
Soit :
9 six <0
Fr,(@) = P(T, <o) = 3 %o size0,1]
E sixz>1

2. La fonction Fr, est continue, croissante, de classe C! par morceaux, de
limite nulle en —oo et de limite 1 en +o0o. Par dérivation, la variable aléatoire
T, admet une fonction densité définie par :

0 six ¢ [0,1]
fr,(@) =49 1 S kabl siz e [0,1]
=1

Un calcul immédiat d’espérance et de variance donne :
1
By =4 & A vim) =1 3 ks

3. En écrivant k = (k+ 1) — 1, il vient :
_1

Z 1)

3=

M=

1
o

1
et par ’équivalent proposé :

lim E(T,)=1- lim 12—

n—-o00 n—+oo T
Un argument similaire permet de dire que : lirf V(T,)=1-1=0.
n—-+0oo

4. Siz <0, alors, hm P(T, <x)=0.

n—-+4oo

Siz >1,alors, lim P(T,<z)=1.

n—-+o0o

Siz € ]0,1], alors, hm P(T, <z)= lim z,1l-3"_

n—-4o0 n—+oo T 1—=x

Donc (T},),, converge en loi vers la variable aléatoire constante égale a 1.

5. Une proposition de programme :

Function maxi(S :array[0..9] of real) : real;
Var k : integer ; m : real;

begin

m := S[0];

For k¥ := 1 to 9 do if S[k]>m then m := S[k] ;
maxi :=m

end ;

6. Une proposition de programme :

Program exo ;

Var k,x : integer; S : array[0..9] of real
function maxi(...)

Begin

For k¥ := 0 to 9 do S[k]=0;

randomize ;

x := random(10)+1 ;

For k¥ := 1 to x-1 do S[k] := random
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writeln(maxi(S)) ;
End.

Exercice 3.18.

Le but de l’exercice est l'estimation d’un parametre 6 d’une variable
aléatoire X de densité f. On désigne par n un entier naturel non nul. Soit
(X1,Xs,...,X,) un n-échantillon de la loi de X. On note (z1,z2,...,2y)
un échantillon observé. Pour un tel échantillon observé donné, on appelle
vraisemblance de 6 la fonction L définie par :

n
L(0) = Hl fxi) = flz) fa2) - fan)
=
La méthode du maximum de vraisemblance consiste a utiliser comme estima-
tion de € pour un échantillon observé donné (z1, za, . . ., x,) une valeur notée 6
pour laquelle la vraisemblance L(6) ou, de fagon équivalente, In(L(6)) atteint
un maximum. Cette valeur 8 est fonction de (x1,z3,...,2,) et on peut alors

construire un estimateur Y,, du parametre 8 comme fonction correspondante
des variables aléatoires (X1, Xo, ..., X,).

Par exemple, si 0 = r1+xo+---+x,,onprendra: Y, = X;+Xo+---+X,,.

1. Estimation de la moyenne d’une loi normale
On suppose que X suit une loi normale de parametres m et o2, ot1 = m est
un réel inconnu et ¢ un réel strictement positif connu.

a) Pour un échantillon observé donné (x1, xo, . . ., x,), déterminer 'expression
de L(8).
b) Etudier les variations sur R de la fonction qui & 6 associe In(L(6)) et

montrer que la valeur 0 pour laquelle cette fonction atteint son maximum
est :

é\:

3=

Ly

=1

c¢) En déduire un estimateur Y, de m. Est-il sans biais? La suite
d’estimateurs (Y, )nen de m est-elle convergente ?

2. Estimation de la variance d’une loi normale

On suppose que X suit une loi normale de parametres m et o2, ou 0 = o2
est un réel inconnu et m un réel connu.
a) Pour un échantillon observé donné (x1, xa, . . ., x,), déterminer 'expression

de L(6).

b) Etudier les variations sur |0, +oo| de la fonction qui & 6 associe In(L(6))
et montrer que la valeur 6 pour laquelle cette fonction atteint son maximum
est :

2

0= (x; —m)

S|=

i=1

c) En déduire un estimateur 7, de o2. Est-il sans biais? La suite

d’estimateurs (Z,)nen+ de o2 est-elle convergente ?

Solution :
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Rappelons que si X suit la loi normale de parametres m et o2, une densité

(z—m)?

1 - 2

de X est : = 20
fde Xest: f(z) = e

1. a) On peut écrire :

1 e—l/?(@)zz( 1

s
v

L) =

i=10
b) Posons ¢(6) = In L(#). 1l vient :
0(0) = —nln(ov/2r) — 5 3 (0 — ;)% = —nln(ov2r) — —L59(6)
20 i=1 20
Ainsi, maximiser ¢ revient & minimiser g. Or :

JO) =2 (0-2)>0=0>L13S2,=0
=1 =1

o~

n
Ainsi ¢ est maximale pour la moyenne empirique 6.
n
¢) D’apres I’énoncé, Y;, = % > X
i=1
2
Immédiatement, E(Y,) =m et V(Y,) = %. La suite d’estimateurs (Y;,) est
sans biais et convergente.

2. a) Cette fois, pour 6 > 0 :

=—1h(0)

=
=
I
\
g~
M=
—
&8
\
3
S~—
[\
\
|3
=
—~
[\
3
>
S~—

avec : ' n
h(0) = § 3 (i — m)? + nn(2r0)

Maximiser ) revient a minimiser h. Comme

/ _n_in A 2
h(a)—g 02 l;(xl m)

W(O)>0=0>15 (2, —m)?=0
¢) Un estimateur de o2 est donc :
Zn=L1S(Xi-m)32=0
iz

Un calcul immédiat donne E(Z,) = o2. C’est un estimateur sans biais.

Par indépendance des (X;), il vient V(Z,,) = %V((X —m)?), ce qui entraine
que HI_{I_I V(Z,) = 0. La suite d’estimateurs (Z,,) est une suite d’estimateurs
n—-—1+0oo

sans biais et convergente de o2.

Exercice 3.19.

n joueurs (n > 2) Ji, Ja, ..., J, jouent 'un apres Pautre dans ordre de leurs
indices. A chaque joueur Jj est imparti un événement Ay dont la probabilité
de réalisation est un réel py, €]0,1[. On notera g, = 1 — py et on pose ¢p = 1.
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Le jeu se termine lorsque I'un des joueurs réalise 1’événement qui lui est
imparti.

Lorsqu’aucun joueur n’a gagné, on recommence un tour, puis si de nouveau
aucun joueur n’a gagné, on recommence un tour, etc.

On note Gy, I'événement «le joueur Ji gagne» et on suppose I'indépendance
mutuelle de toutes les suites de résultats des coups joués.

1. Montrer que pour tout p € N et tout k € [1,n], le joueur Ji ne peut jouer
qu’aux coups pn + k.

2. En déduire la probabilité de Gy, en fonction des réels (qo, q1, - .., qn) €t pg.

3. Montrer que le jeu se termine de fagon presque certaine apres un nombre
fini de coups.

4. On dit que le jeu est équitable si chaque joueur a la méme probabilité
de gagner soit =. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite

(p1,-..,pn) Pour que le jeu soit équitable.

5. On suppose que le jeu est équitable.
a) Montrer que p; < .

b) On suppose que l'on a p; = % Déterminer alors po, ..., pn,.

6. On suppose encore le jeu équitable. Soit X la variable aléatoire représentant
le nombre de coups joués jusqu’a la fin du jeu. Déterminer ’espérance de X.

Solution :

1. Le joueur Jy joue (éventuellement) au coup k. Il rejouera (éventuellement)
aprés un tour complet soit au coup n + k, puis (éventuellement) au coup
2n + k, etc.

2. Notons Ay, Pévénement «le joueur Ji gagne au coup (np + k)». Au vu
de la définition du jeu :

P(Agp) = (q0q1 - - - qn)P(qoq1 - - - qk—1)Px
Comme Gy = Up2o Ay p, il vient par indépendance :

P(Gk) = . P(Akp) = > (9091 - 4)P(q0q1 - - - qk—1)Pk
p=0 p=0
1
P(Gg) = Qe S
(Gr) = (9041 - - - qk 1>pkx1*qoql...qn
ou X
P(Gy)=5——"—"— e Q-1 —
(Gh) = T gogr g, (9001 -+~ Gk—1 — Qo - Q)
3. On calcule :
n 1 n
PGy)=7——"—— e Q1 —
k; R e kZ::l(QO% Qk—1 — Qo1 - - - k)
1
=———(q — ) =1
1—QOQ1---qn(q0 9041 - - - qn)

(ne pas oublier que go = 1)
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4. On veut que pour tout k € [1,n — 1], P(Gr) = P(Gj+1), soit pour tout
kel,n—1]:
q---qk—1—4qo---9k =40 ---9k — 4o ---qk+1
Si 'on note ar = qo...qx, 'équation précédente s’écrit, pour tout k €
[1,n—1]:
ap—1—2a +agy1 =0

Son équation caractéristique est 22 — 2z 4+ 1 = (z — 1)2 = 0. On sait alors
quil existe (\, u) € R? tels que ay = A + pk, avec :

{ ap=qo=1=2A

=g =1+un
(on peut aussi remarquer que la relation précédente caractérise les suites
arithmétiques)
Ainsi, le jeu est équitable si et seulement si :
pour tout k € [1,n— 1], ar =1 —k(1 —q1) =1 — kpy.

5. a) Supposons que le jeu est équitable. Alors comme a, =1 —np; < 1, il
vient p; < po

b) Sip; = %, alors pour tout k € [I,n — 1], ar =qo...qr =1 — %
g =1 —p —=1_1 -1
°a1—Q1—1 p1—1 netpl—n.
°a2=L11Q2=(1—%)q2=1—%etp2:nll.
e Supposons que pour un certain rang ¢ < k, on ait p;_1 = m alors :
_(1- Ly 1 SN S DA I 2 o on—i
ai = (1 n)(l n—l)'"(1 n—i+2)q’_1 PR gy g |
et p; = n%wrl ; on conclut par le principe de récurrence limité.
6. On a X(2) = [1,400[ et (X =pn+ k) = A . On sait que
= — p — _ pil — _ p
P(Agp) = (L=np)?(1 = (k = p1) 3= U =T (1 —np1)Pp:
Donc : N N
B(X)= 5 5 (pn+k)P(Ary) = > pn2(L— npy)py < 0oEL)
p=0k=1 p=0
3 +oo
E(X) = prx " OF DS 0

7 &

Apres calculs :

nn+1) 1—
E(X) = (2 )>< p:Lpl

Exercice 3.20.

Dans tout cet exercice, les variables aléatoires sont supposées a valeurs
dans R, et & densité continue sur RY .

1. Soit X une variable aléatoire telle que pour tout z € R*, P(X > x) > 0.

Justifier, pour tout x > 0, 'existence de :
. P(m <X<x+ h)
-] [l ]
o(x) im |5 x> )

h—0t
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On appelle taux de panne de X la fonction ¢ ainsi définie sur R .

2. Calculer le taux de panne d’une variable aléatoire Y suivant une loi
exponentielle de parametre \.

3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, de densité f > 0, continue
sur R, de fonction de répartition F' et de taux de panne .
On note G=1-F.

a) Etudier, pour a > 0, la convergence des intégrales

/Oagp(t) dt et /a+oocp(t) dt

et justifier que, pour = > 0, on peut définir
x
B(z) = / o(t) dt
0
b) La fonction & est-elle bijective de R sur R7 ?

4. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = ®(X).
b) En déduire la loi de la variable aléatoire Y = F'(X).

Solution :

1 Pe<X<z+h) 1 1 oth
1.On a: 7, P(X > 2) —1—F(x)xh g f(t)dt
donc :

limle(x<X<m+h): f(z)
h—0 h P(X >z) 1 - F(x)

puisque la fonction f est continue sur R? .

2. Si Y suit la loi £()), il vient, pour tout z > 0 :

-z
pla) = 255 =

3. a) Les hypotheses impliquent que ¢ > 0, continue, donc intégrable sur

tout segment inclus dans R . Comme ¢ = T une primitive de ¢ est
—In(l1—F), et :

a

lim p(t)dt = —In(1 — F(a))

z—0t /.
a
Ainsi ®(a) = / ©(t) dt existe bien, pour tout a > 0.
0

En revanche, on a :
x

lim e(t)dt =In(1 — F(a)) — lim In(l1 — F(z)) = +oc0

xr——+00 a xr——+00
+o00
et donc l'intégrale / p(t) dt diverge
a
b) Comme f > 0, la fonction ¢ est strictement positive et ® est une
bijection de R} sur lui-méme car elle est continue et strictement croissante

et im ¢ = +o0.
+oo
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4. a) Pour y > 0, il vient :
P(®(X) <y) = P(X <271 (y) = F(27'(y)) =1 - exp—(2(27'(y)))
=1—-eY
Donc X suit la loi exponentielle £(1).
b)Ona F=1—-e"% dou:

0 siy <0
P(ng)_P(lygeq)(X))_{ 1 siy>1
1—et0-v =y sio<y<1

Ainsi F(X) suit la loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 3.21.

Une fabrique d’appareils de précision utilise dans une de ses deux usines
des machines de modele 1 dont la caractéristique de production suit une
loi normale d’espérance my et d’écart-type o et dans 'autre des machines
de modele 2 dont la caractéristique de production suit une loi normale
d’espérance moy et d’écart-type os.

Pour controler ’homogénéité de la production, on considere d’une part n;
variables aléatoires X; associées a la production des machines de type 1 et
d’autre part no variables aléatoires Y} associées & la production des machines
de type 2, toutes ces variables aléatoires étant indépendantes.

J— ni
1. Montrer que X = ni > X, est un estimateur sans biais et convergent de
1,1
= 1 & Z . ..
mp et que Y = . >. Y, est un estimateur sans biais et convergent de ma.
j=1

En déduire un estimateur sans biais T de # = m; — my. Donner la loi de T,
son espérance et sa variance.
2. On suppose 0% =5.107%, a% =6.10"%, ny = 50 et ny = 40.

a) Déterminer la probabilité d’avoir une estimation qui s’écarte de la valeur
nulle de plus de 0,01 lorsque m; = ma. (*)

b) méme question lorsque m; — mg = 0,005. (*)
3. On regle les machines de facon que my; = mo.

a) On suppose my = my , Uf =5.10"%, a% =6.10"*, ny = 50 et ny = 40.
Déterminer a tel que P(|T| < a) > 0,95. (*)

b) Le réglage est considéré comme convenable si 'estimation de § donné par
les réalisations des deux échantillons (X;) et (Y;) a une valeur qui s’écarte
d’au plus 0,01 de la valeur nulle. Le réglage peut-il étre considéré comme

50 40
convenable pour les observations suivantes : > X; =90,2et > Y; =72,2 7
i=1 j=1

(*) @ étant la fonction de répartition de la loi normale réduite, on donne :
®(1) ~ 0,841 , ®(1,96) ~ 0,975, &(2) ~ 0,977 et &(3) =~ 0,999.

Solution :
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1. Un calcul immédiat donne :

B V) = et ) — v (P
E(X):ml,V(X):n—letE(Y):mg,V(Y):n—2

Donc X (resp. Y) est un estimateur sans biais convergent de m; (resp. ms).
Ainsi T = X — Y est un estimateur sans biais de m; — meo.

La variable T suit la loi normale de parametres :

o} o5
E(T)=m;—mget V(T) = 771 n—z

2 2
2. Un calcul donne % + % =0.25x10"% et o(T) = 0.5x1072.

a) Lorsque my = my ; T suit la loi normale A/(0;0.25x107%), et T* = 200T
suit la loi normale centrée réduite. Donc :
P(|T] > 0.01) = 1 — P(|IT*| < 2) = 1 — 0.954 = 0.046
b) Lorsque m1 —mg = 0.005 ; T suit une loi normale N(0.005;0.25x107%),
et T* = 200(T — 0.005) suit la loi normale centrée réduite. Donc :
P(T|>0.01)=1—P(-3 <T* < 1) = 0.16

3. a) On sait que dans cette configuration :
P(|T| € a) = P(|T™| < 200a) = 29(200a) — 1
et
P(IT| € a) 2 0.95 <= ®(200a) > 0.975 <= 200a > 1.96

<= a > 0.0098

b) On a :

50 40
Le réglage peut étre considéré comme correct.

Exercice 3.22.

Un concessionnaire vend un type de véhicule selon trois modes différents,
I'un de ces modes étant la vente par le biais d’un site Internet. On suppose
que chacun des achats est effectué indépendamment des autres et ne porte
que sur un véhicule. Pour une suite aléatoire d’achats, on s’intéresse a la

probabilité que le nombre d’achats par Internet soit exactement % des ventes
effectuées, c’est & dire que la fréquence des choix d’achat par Internet soit %
On suppose que la probabilité qu'un acheteur choisisse Internet est p €10, 1].

1. On observe une suite de 3n achats (n € N*).

a) quelle est la probabilité p, que la fréquence d’achats sur Internet soit

1o
57

b) Montrer que % < %(1 —p)?p.
En déduire que p,, < (%p(l - p)2)n_1p1.
c¢) En étudiant les variations sur [0, 1] de la fonction ¢ : z — %x%l — ),

montrer que si p # %, la série de terme général p,, converge.
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On suppose dans la suite p # %

2. Lors de I'observation d’une série d’achats, on note ¢, la probabilité que la
fréquence d’achat par Internet soit égale, pour la premiere fois, a L jors du

A 3
(3n)"™° achat.
n—1
a) Montrer que p; = g1 et que Vn = 2,p, = Y. GiDn—i + ¢n.
i=1
n
b) En déduire que pour n > 2, > (pr —qx) = Y.  DPigj, puis que :
k=1 2<it+j<n
n n n 2n
Yk —ar) < (X ) (X 4) < Xk — ar)-
k=1 i=1 j=1 k=1

Q=

3. On note @, la probabilité d’obtenir au moins une fois la fréquence
d’achats par Internet au cours d’une série de 3n achats.
a) Quelle est la valeur de @, en fonction des probabilités g 7

b) Montrer que la série de terme général ¢, est convergente.

¢) On note S = > p,, montrer que lim @, = SL—&—l Quelle est la

signification de ce résultat ?

Solution :

1. a) La fréquence sera de 1/3 si sur les 3n achats, n ont été effectués sur le
Net, soit :

Pn = (377)19"(1 - )"
b) 11 vient :
Prt1 _ Bn+3)Bn+2)(3n+1)
(

Pn (n+1)2n+1)(2n+2)
Donc pp4+1 < 2Z7p(1 —p)?p, et une récurrence immédiate donne :
n—1
¥n>1,p, < (2p(1—-p)%)" 'y
27

¢) La fonction ¢ :  +— Z:z:(lfac)2 est maximale pour = 1/3, le maximum

p(1-p)? <3x3x3p(1—p)* = Zp(1—p)?

étant égal & 1. Donc lorsque p # 1/3, sup |p(z)] < 1 et, par la régle de
majoration des séries & termes positifs, la série > p,, converge.

2. a) Au bout de 3n achats, la fréquence vaut 1/3 si et seulement si 'un des
événements incompatibles suivants est réalisé :

«1/3 des achats ont été effectués sur le Net pour la premiere fois au bout de
3k achats et lors des 3(n — k) achats suivants, la fréquence des achats sur
le Net est de 1/3», k décrivant [1,n] et la deuxiéme partie de I’événement
disparaissant si k = n.

Ce qui donne
n—1
p1=qi et pour n =2,pp = > qkPa—k + qn
k=1

b) Ainsi :
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n n n k—1
Sok—a) =2 r—ar) = 2 (X apk—i) = > pigj
E=1 k=2 k=2 =1 2<iti<n
or
n n
(Xp)x(Xa)= X g
i=1 i=1 2<it5<2n

Donc, par positivité des objets concernés :

Zn: (pk — ar) < (:lei)x( iﬁlqi) < ?jl(pk — k)

3. a) On a immédiatement Q, =¢q1 + g2 + - + ¢n.

n
b) Comme Q,, est une probabilité, > ¢; < 1, ce qui entraine la convergence
i=1

K2
de la série 3 g;.

(&) e}
c) Posons S = Y pret Q=3 qn.
n=1

n=1
Par le résultat de la question précédente, S — Q = SQ et Q = SL—H’ donc
Q<1

Ainsi, si p # 1/3, il n’est pas quasi-certain que ’on ait au moins & un moment
un tiers des achats effectués sur le Net.

Exercice 3.23.

Soit m un entier naturel non nul. Une urne contient initialement n boules
indiscernables au toucher et numérotées de 1 & n. On effectue une succession
de tirages d’une boule de cette urne selon le protocole suivant :

tant que 'urne n’est pas vide, si & un rang quelconque on obtient la boule
portant le numéro k, alors on enleve de 'urne toutes les boules dont le numéro
est supérieur ou égal a k avant de procéder au tirage suivant.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages juste nécessaires
pour vider I'urne de toutes ses boules et on note u,, ’espérance de X,,.

1. a) Déterminer les lois de X7, X5 et X3.

b) Calculer uq,us et us.
1 n—1
2. Montrer que pour n > 2, on a u, = P S u;+ 1.
i=1

1

3. En déduire que pour n > 2, u, = up_1 + o

4. Donner un équivalent de u,, au voisinage de l'infini.

Solution :
1.0Ona X;(Q) ={1}, P(X1; =1)=1.

De méme X5(Q) = {1,2}, P(X; =1) = 3 = P(Xy =2) = 2.
Ainsi :

E(X1) =1, E(X2) = %
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Enfin, X3(2) = {1,2,3} et P(X3 =1) = £, P(X3 =3) = { et P(X3=2) =
1 Ao
5 Ainsi : .

2. On sait que X,(Q2) = {1,2,...,n} et que P(X,, =1) = %

Notons T la variable aléatoire représentant le numéro de la boule sortie au
premier tirage. La variable T suit la loi uniforme sur [1,n], et, pour k > 2 :

P(X, = k) = Y P(X, = k/T = )P(T =) = 3. LxP(X, = k/T =)

=2

n n—1
= Lpx_i=k-1)= % Lipx;=k-1)
i=2 1 imk—1 T

D’ou : )
un =3 kP(X, =k) =14 S k(Y Lipx;=k-1))
k=1 k=2  i=k—1
n n—1 n—1 1
_ 1 k _1 k+1 _
= = + 4*}’)(i——k7—-1 ==+ =P )Q =k
n kz::m:kq” ( ) noi3 1;::1 n ( )
n—1 n—1
1,1 -1
_n+nl:1E(Xz+1)—ni;ul+1
3.0n a

n—1 n—2
nu, =n+ >, u;, et (n—Dupg=Mn—-1)+ > u
i=1 i=1
d’ou, en soustrayant : u, = un,_1 + %
1 1
4. Ainsi up, — up—1 = T et en sommant, u, —u; = Y T donc u,, ~ Inn,
k=2
cette équivalence classique se démontrant par comparaison série-intégrale.

Exercice 3.24.

Une particule se déplace dans un plan rapporté a un repeére orthonormé
d’origine O, de fagon rectiligne.

— Elle part de la position initiale Py = (0, 0). Elle parcourt une distance
d dans une direction faisant un angle aléatoire 6; par rapport a l'axe des
abscisses, 6, suivant la loi uniforme sur le segment [—, 7]. Elle atteint alors
la position P; = (z1,y1)

— Ensuite, 'opération recommence : la particule repart de P; avec les
mémes regles, elle parcourt une distance d dans une direction faisant un angle
aléatoire 65 par rapport a I’axe des abscisses, 65 suivant la loi uniforme sur
le segment [—, 7).

— Et ainsi de suite.

Soient X,,, Y, et p,, les variables aléatoires correspondant respectivement a
I’abscisse, a 'ordonnée de la particule et a la distance OF,,.

On suppose enfin que les variables aléatoires §; sont mutuellement indépendantes,
et suivent toutes la méme loi uniforme sur [—m, 7]

1. Montrer que :
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X, = d(cos(61) + cos(b2) + ...+ cos(y,))
Y, = d(sin(61) + sin(62) + ... + sin(6,))
pn’ = X721 + Yn2
2. Montrer que : p,2 = d*(n+ Y cos(6;) cos(6;) + > sin(6;) sin(6;)).
= =
Dans la suite, on pose T,, = ) cos(6;) cos(6;) et U, = > sin(6;) sin(6,)).
i#£j i#£]

3. a) Calculer 'espérance et la variance de X,, et de Y,.

b) Calculer I'espérance de T, et de U,.

c¢) En déduire 'espérance de p,,>.
4. En appliquant le théoreme de la limite centrée, montrer que la probabilité
de I’événement [—dv2n < X, < dv2n] a une limite peu différente de 0.9555
lorsque n tend vers +oo.
Meéme question pour Y.
[On donne ®(2) ~ 0.97725, ® désignant la fonction de répartition d’une
variable suivant la loi normale centrée réduite.

Solution :

n—1
1. Notons OP, = > OP, ; alors X,, (resp. Y;,) est I'abscisse (resp. 'ordonnée)
i=1

de OP,,. Comme

P, 1P, =d(cos8,7 +sinb,7)
il vient :
n n
X, =dx > cosb; et Y, =dx > sinb;

i=1 i=1
et :

P = (X5 +Y7)

2. Immeédiatement :
n

n n
(> cos 9i)2 + (X sin9i)2 = Y (cos?0; +sin®6;) + 3" cos0; cos b;
i=1 i=1 i=1 i£j
+ > sinf;sinb;
i#]
Comme cos? + sin? est la fonction constante égale & 1, on en déduit le résultat
demandé.

3. a) Par le théoreme de transfert :

2m |

Par linéarité de ’espérance :

E(cosb) = i/ costdt =0, E(sinf) = i/ sintdt =0

—T

De meéme :

20y 1 2 _ 1 2y 1 T _1
E(cos 9)_27/ cos tdt-TE(sm 0) = 7r/ sin” tdt = 5

—T —T

et
V(cost) = V(sinf) =

D[
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Donc, par indépendance :
V(X,) = &V (cosd) = L = V(1)
b) Par indépendance :
E(T,)= > E(cosb,)E(cosb;) =0, et E(U,) =) E(sin6;)E(sinf;) =0

i i#]
et
E(py) = nd?
4. Par le théoreme de la limite centrée, pour tout a < b :
Xn
Pla< i < b) = ®(b) — ®(a)
2vn

don :
P(—bd¥20 < X, < bd¥22) — 20(b) — 1

n—oo

et 20(2) — 1 ~ 0.9555.

Les variables aléatoires X, et Y,, ayant méme espérance et méme variance,
on obtient le méme résultat pour Y.

Exercice 3.25.

Soit (A, B) un couple de variables aléatoires discretes, définies sur un espace
probabilisé (2, B, P), & valeurs dans N x N, telles que, pour tout (7,5) de N2,

on a :
P[(A=i)N(B=j)] = Cx—.
[( )N(B = j)] T35
1. a) Montrer que C =1 —e™ L.
b) Déterminer la loi de A, préciser son espérance et sa variance.

c¢) Les variables aléatoires A et B sont-elles indépendantes ?

2. Soit Z la variable aléatoire égale & 5A + 7B.
a) Ecrire un programme turbo-pascal qui, n étant donné, calcule P(Z = n).
b) Calculer la probabilité de ’événement (Z = 23).

¢) Montrer que, pour n > 23, I’événement (Z = n) n’est jamais quasi-
impossible.

Solution :
l.a)Ona:
[ee] [ee] o0
1 —i C 1 1
1=CY —>—— e ) = . — -
1203'2-1-3]'-1-2(1;() ) 1_eilj:0(-]+1 ]+2)
A RS R | oo
etcommejzjo(j_’_1 j+2)_1 n_’_27H—O>OO,1lv1ent.

C=1-e"
b) La loi de A est donnée par, pour tout i € N :

P(A=i) = io:OP(A: iNB=j)=ei(1—e)
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1

Donc A + 1 suit la loi géométrique de parametre p=1—e™*, et :
E(A) = L et v(4)= ——.
() = et Vi) =
¢) On a B(Q2) =N et pour tout j € N :
. 1
PB=j)=5———
B=0=r s

ce qui entraine que A et B sont indépendantes.

2. a) Définissons d’abord la fonction f sur N telle que f(k) = e*. Par exemple :
function f(n : integer) : real;
const e= 2.71828183
var k : integer; x : real;
Begin
X :=1;
For k=0 to n do x :=x*e;
f :=x
end ;
puis
function pz( n : integer) : real;
var b : integer; p : real;
Begin
p :=0;
For b := 0 to int(n/7) do
If int((n-7%b)/4)=(n-7*b)/4 then
p :=p+t(1-1/e)*f((n-7*b)/4)/ (b*b+3*b+2) ;
pz :=p
end ;

b) On a P(Z = 23) = 0 : il suffit d’essayer les valeurs possibles de B qui
sont 0,...,3, pour voir que 23 — 7B n’est pas un multiple de 5.

¢) On remarque que :

24 =5x2 4+ 7x2; 25 =5x5+7x0; 26 = 5x1 + 7x3
27T =5x4 4+ 7x1; 28 =5x0+ 7x4
Soit n > 29, supposons que pour tout k € [24,n], on a P(Z = k) > 0, alors,
comme
Sa+Th=n—4 = 5(a+1)+Tb=n+1,

onaP(Z=n+1)2P(Z=n-4)>0.
Donc n+ 1 est aussi une valeur accessible pour Z. On conclut par le principe
de récurrence.

Exercice 3.26.

1. Soit m un entier strictement positif et X une variable aléatoire a valeurs
dans {0,...,m} définie sur un espace probabilisé (2,B,P). On appelle
fonction génératrice de X la fonction de la variable réelle ¢ € R définie

par :
Gx(t)= > thP(X = k).
k=0
Justifier la formule Gx (t) = E(tX), o E désigne I'opérateur «espérance ).
Montrer que l'on a :
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E(X) =G (1) et V(X) = G% (1) + G (1) — [Gx (1)]%,
ou V désigne I'opérateur «variance».

2. Soient (X)1<p<n, 1 variables aléatoires indépendantes, définies sur Q, de
méme loi et toutes a valeurs dans {0, ..., ¢} avec £ € N*. On consideére une
variable aléatoire IV, définie sur €2, indépendante des variables Xy, et a valeurs
dans {1,...,n}. On définit une variable aléatoire Y par :
N(w)
Y(w) = kZl X (w)

pour tout w € Q.

a) Déterminer la fonction génératrice Gy de Y en fonction de celles de N
et de X = X; (on pourra utiliser la formule de l'espérance totale).

b) En déduire 'expression de 'espérance et de la variance de Y en fonction
de celles de N et de X;.

3. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n et on dispose d’une piece
de monnaie qui donne le c6té pile avec la probabilité p, avec 0 < p < 1. Un
joueur tire un jeton dans 'urne et lance ensuite la piece de monnaie autant
de fois que le numéro indiqué par le jeton.

Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire comptabilisant le
nombre de piles obtenus.

Solution :

1. Par le théoréme de transfert, on a E(tX) = G x(t).
La fonction G x étant polynomiale, elle est de classe C'™ et, aprés dérivations :
E(X) = Gx(1), B(X(X - 1)) = G% (1)
d’ou :
E(X) =G%(1),V(X) = G% (1) + G (1) - GR(1)
2. a) La famille (N = k)1<k<n forme un systéme complet d’événements. On
lui applique la formule de I’espérance totale :

Gy(t)= > E(tY/N =k)P(N =k)
k=1
Par indépendance de la variable N et des variables (X1,...,X,), on a :

E(tY/N =k) = E(t™ %) = f[ B(tY) = (E@))* = (Gx ()"

Finalement :
n

Gy (t) = X [Gx(®)*P(N = k) = Gy (Gx (1))

k=1
b) Par la formule précédente :
E(Y) =Gy (1) = Gy (Gx(1))xG' (1) = E(N)xE(X)
Diantre part : GY(t) = G (G (1)(Gx (1)? + G (Cx (1) G4 (1), domne en
1:
Gy(1) = GR(1)(G'x (1))* + Gy (1)G% (1)
et comme V(Y) = G{.(1) + G4 (1) — G(1), il vient :
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V(Y)=E(N(N - 1)[EX)P + E(N)E(X(X - 1))
+E(N)E(X) - [E(N)P[E(X)]?
Soit, apres calculs :
V(Y)=EN)V(X)+V(N)E(X)

3. Notons N la variable aléatoire représentant le numéro du jeton tiré, et
X1,...,X,, nvariables aléatoires associées au lancer de la piece, qui suivent
donc la loi de Bernoulli de parameétre p.

N
Le nombre de piles obtenu est donné par la variable aléatoire Y = > Xj.
k=1

La variable N suit la loi uniforme sur [1,n] et :

E(Y) = B(N)<B(X) = P21
V(Y) = E(N)xV(X)+V(N)xE(X) = (n +21)pq . (n? I21)172

soit :

V(Y) = p(n + 1)(61; np — 7p)

Exercice 3.27.

A. Soit n € N*. On considere une variable aléatoire réelle X,, de loi
exponentielle de parameétre 1/n, et on définit la variable aléatoire Y;,, par
Y, = | Xn], ou |z] désigne la partie entiere du réel x.

1. Préciser les valeurs prises par Y,, et déterminer la loi de Y,,.

2. Calculer lespérance E(Y},) et la variance V(Y},).

B. Pour tout n de N*, on pose Z, = X,, —Y,,. On définit ainsi une suite
(Zy)n>1 de variables aléatoires réelles.

1. Montrer que pour tout n € N*| Z,, est une variable aléatoire a densité et
déterminer une densité de Z,,.

2. Calculer 'espérance E(Z,). Montrer que la suite (E(Z,)),>1 admet une
limite que ’on déterminera.

3. Montrer que la suite (Z,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire U
dont on donnera la loi.

Solution :

A.1.On aY,(Q) =N et pour tout k € N :
k41
PY,=k)=Pk<X,<k+1)= / %e_"‘/” dx = e */m(1 —e~1/m)
k

2. Les résultats précédents montrent que Y,, 4+ 1 suit la loi géométrique de
paramétre 1 — e~ /" et donc :
efl/n

—1/n
1_o 1/ V(Yy,) = 5

E(Y,) = T -/
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B.1. Ona Z,(Q) = [0,1] et, pour z € [0,1] :
k=0
Par incompatibilité :

o0 %) k+z
k=0 k

k=0 n
o) o0 _ —z/n
— —k/n _ o—(k+z)/n) — 1— —z/n —k/n _ 1—e
e e e e
kZ::O ( )= )kZ::o 1—e t/n
et, bien évidemment, pour z < 0, P(Z, < z) = 0 et pour z > 1,
P(Z,<z)=1.
Finalement :
0 siz <0
_ o2/
F(z2)=P(Zy<2)={ 12810 size o]
1—e™ /"
1 siz>1

On vérifie ensuite facilement que la fonction F : z — P(Z, < z) est une
fonction de répartition en étudiant chacune des propriétés définissant une
telle fonction.

Une densité est alors :

0 siz¢[0,1]
f(z) = i sizel0.1
n(l—e /™) 0,11
2. Un calcul immédiat donne :
1
_ 1 e #m . gTln
D) = (s [, 25 == 1 A
- e—l/n _ n_ne—l/n_e—l/n
1— e—l/n 1— e—l/n
_n=n(l =g+ gm to(is) — (L— 5 +oly)
- Trold)
3= +o(2) 1
=7 +0(L) n—oo 2
Soit : X
Jim E(Zn) =5

3. Pour tout z € [0, 1] fixé, en utilisant & nouveau les développements limités
(ici il s’agit simplement d’équivalents) :
. . 1— e—z/n
lim P(Z,<z)= lim

—1/n =z
n—-+o00 n—+oo ] — e

On vient de montrer que (Z,), converge en loi vers une variable qui suit la
loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 3.28.
Une grande boule transparente contient des paillettes roses et bleues bien
mélangées en proportion % de roses et % de bleues.

Un jeu consiste a faire tourner la boule, ce qui déclenche, apres quelques
tours, une sortie aléatoire de N paillettes.
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N est une variable aléatoire a valeurs dans N et on note pour tout n € N,
an, = P(N =n).

Le joueur sépare ensuite les paillettes selon leur couleur : R représente le
nombre de paillettes roses et B = N — R représente le nombre de paillettes
bleues.

1. Dans cette question les paillettes sont «grosses» et N suit la loi uniforme
sur I'ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

Quelle est la probabilité que le joueur obtienne exactement deux fois plus
de paillettes bleues que de paillettes roses? (on pourra remarquer que
Pévénement (B = 2R) est inclus dans I’événement (N est multiple de 3)).

2. Dans cette question les paillettes sont «petites» et notre modele suppose
que N suit une loi discréte infinie : N(Q) = N et pour tout a € N,
P(N >a)#0.

L’animateur prétend que B et R sont indépendantes. Il s’agit de vérifier si
cela est possible.

. Rl 2o n—h
a) Justifier que pour tout h € N, P(B =h) = (%) % an:h %(%)
b) On pose :
e pour tout n € N, u,, = nla,.
o 1\n—h
e Pour tout h € N, ¢(h) = ngh Fnh)'(g)
e Pour tout k£ € N, ¢(k) = zw(g)nk

Démontrer que I'indépendance de R et B se traduit par :

V(h, k) € N?, up g, = @(h)x1p(k)
(1),
(0)

S

c¢) En déduire que la suite (u,,) doit étre géométrique de raison A =

S
o

puis que la loi de N doit étre la loi de Poisson de parametre A.

d) On suppose que N suit la loi de Poisson de parametre \. Vérifier que
I’animateur est crédible.

Solution :

1. On a I’égalité :
(B=2R)=((N=0)Nn(R=0))U(N=3)Nn(R=1)U((N=6)Nn(R=2))
Ces trois événements sont incompatibles. On calcule chacune des probabilités

en utilisant la loi conditionnelle de R conditionnée par (N = k), qui est la loi
binomiale B(k,1/3). Ainsi :
CoR - o (3 1y (2% _ 431
P(B=2R) = 3 P(N = 33)(j V(3 =S5
2. a) La famille (N = n),>0 est un systéme complet d’événements. Comme

ci-dessus :
P(R=r/N =n) = (;}) (%)r(%)nﬂﬂ
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et
P(B=h/N =n) = (2) (%)h(%)n_h
Ainsi, pour tout h € N :

P(B=h)= ni::OP(N = n)(Z) (%) (%) = Z AT L h)! (%)h(%>n_h
PB=1=(3) "} 2 (n”!_‘“;;)!

b) De maniére identique, pour tout k € N :
_ _ (1\F 1 o nlay,
PE=0=G) 51 Z G- by
Orona((B=h)N(R=k)=(N=h+k)Nn(B=h)), donc:

P(B=hn®r=k)=PN=h+H(" T 2"

u 2\h 1k
= (3) (3)

3
Donc l'indépendance des variables aléatoires R et B se traduit par :
V(h, k), untr = o(h) < (k)
c¢) En particulier pour h = 0 et k = n, il vient u,, = ©(0)y(n) et pour
h=1et k=nmn,il vient up41 = ¢(1)1p(n).
Par I'hypothese «pour tout a € N, P(N > a) # 0», les fonctions ¢ et ¢ sont
strictement positives et, pour tout n € N :

Unt1 _ (p(l) =\

un— $(0)

Le suite (u,) est donc géométrique, et pour tout n € N :

P(N:n)fanfuo/\—:b

La condition Z P(N = n) = 1 impose que uy = e~ *, et N suit la loi de
Poisson de parametre A. B et R sont indépendantes.

d) Réciproquement, si N suit la loi de Poisson de parametre \, les formules
ci-dessus montrent que R suit la loi de Poisson de parameétre % et que B suit

3>‘, et que pour tout (h,k) € N2,
P((B=h)N(R=k))=P(B=h)xP(R=k):

B et R sont indépendantes.

la loi de Poisson de parametre

Exercice 3.29.

Soit n > 2 et p € ]0, 1[. Soient X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (€2, A, P) et suivant chacune la loi binomiale
B(n,p).
X(w) X(w) X(w)
Pour tout w € €, on note M (w) lamatrice M(w) = | Y(w) Y(w) Y
Z

1. La matrice M peut-elle étre inversible ?

2. Déterminer la probabilité que M soit la matrice d’un projecteur.
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3. Soit T la variable aléatoire qui a tout w € 2 associe le cardinal de I’ensemble
des valeurs propres de M (w).

a) Montrer que T'(Q2) = {1, 2}.
b) Déterminer la loi de T et son espérance.

c¢) Calculer la probabilité que la matrice M soit diagonalisable.

4. On suppose dans cette question que p = 1/2.

Déterminer la probabilité pour qu’'une ligne de M soit égale a la somme des
deux autres lignes de M.

Solution :

1. Pour tout w € Q, la matrice M (w) est une matrice de rang 1. Donc
P(M (w) inversible) = 0.

2. La matrice M(w) est celle d’'un projecteur si et seulement si M?(w) =
M (w). Or :
M?*(w) = (X +Y + Z)(w)M(w)
Donc la probabilité cherchée est celle que X +Y + Z = 1.
Par indépendance des variables aléatoires, X + Y + Z suit la loi binomiale
B(3n,p) et :
P(M?*(w) = M(w)) = 3nxp(l —p)>" !

3.a) A priori T(Q) C {0, 1, 2,3}. Mais comme la matrice M (w) est de rang 1,
on sait que 0 est valeur et que le sous-espace propre associé est de dimension
2. Donc T'(92) C {1,2}.

b) On a vu dans la question précédente que M?(w) = (X +Y +Z)(w)M (w).
Donc
¢ Si (X +Y + Z)(w) = 0. Dans ce cas, M?*(w) = 0 et T(w) = 1 (la seule
valeur propre est 0).
e Si (X +Y + Z)(w) # 0. Dans ce cas, T(w) = 2 (la matrice M (w) admet
deux valeurs propres qui sont 0 et (X +Y + Z)(w)) et :

{HT_n_Pu+Y+Z_m_ﬁ"
PT=2)=P(X+Y+Z#0)=1-p>"

Finalement E(T) = 2 + p".

¢) La matrice M(w) est diagonalisable si et seulement si T'(w) = 2 ou
(T(w) =1et M(w) =0). Ainsi :
P(M (w) diagonalisable ) = 1—-p3"+P(X =Y = Z =0) = 1—p3"+(1—p)3"
4. L’événement X =Y + Z est Pévénement |J (K =k)N Y +Z = k)).

k=0
Donc :

P(X =Y +2)

I
NgE!
s

(X =k)P(Y +Z=n—k)

Z)Z)kqnfk (2£)pkqn7k

=
Il
o

M=

=
Il
o
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_1y2n &\ [(2n\ 1 \2n(3n
=" 2 (1) () =" (%)
La derniere égalité (de Vandermonde) se démontrant en comparant les

coefficients de x™ dans (1 + )" et (1 + z)"(1 + z)?".

Exercice 3.30.

Soient X1, Xo,...,X,, n variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi exponentielle de parametre 1.

X; et X: = /n(X, —1).
1

On pose X,, =

n
1

n =
1. a) Donner Pespérance et la variance de X,,.

b) Montrer que X,, converge en probabilité vers 1.

2. On note F,, la fonction de répartition de X .
a) Quelle est, pour x € R, la limite de F,,(z) lorsque n tend vers +o0 ?
. 2 5 2
lcul 1 h P1-—-=<X,<1+%),
b) Calculer une valeur approchée de P( 7 + \/ﬁ) pour n

assez grand.

(Si @ la fonction de répartition de la loi normale réduite, on donne ®(2) ~
0,977).
3. Btude des densités.

a) Quelle est la loi de ¥,, = > X; ? En donner une densité g,,.
i=1

b) En déduire une densité h,, de X,,.

c¢) En déduire une densité f, de X*.

4. On admet la formule de Stirling : n! ( ~ ) n"e~"/27mn.
+oo

Déterminer, pour z € R, la limite de f,(z) lorsque n tend vers +oo.

Solution :

1. a) D’apres le cours E(X,,) =1 et V(X,,) = %

b) Par la loi faible des grands nombres, (X,,), converge en probabilité vers
1.

2. a) D’apres le théoreme de la limite centrée, pour tout x réel, la suite
(Fn(x))n converge vers ®(z), ou @ est la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite.

b) 11 vient :
2 S 2
P(l-—2=<X,<1+—=)=P(-2<X
3. a) Les variables aléatoires Xi,...,X,, sont indépendantes et suivent la
méme loi T'(1,1). D’apres le cours, la variable aléatoire Y, suit la loi T'(1, n),
de densité g,, définie sur R par :

<2)=26(2) — 1~ 0.954

*
n
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0 sixzx <0
gn(z) = { 2" e " 1671

siz>0

b) Pour tout = réel, P(X,, < z) = P(Y nx) ; donc si h, désigne une
(z)

densité de X,,, il vient h,(x) = ng,(nzx), soit :
0 sixzx <0
(n = 1 six >0
S— T
Pour tout z réel, on a F,,(z) = n—1)<2)=P(X, <1+—).
2 ( ) <a)= P 7
Donc :
0 siz < —v/n

fal@) = & (14 o) te T
Vn(n —1)!

4. Soit x réel fixé. Il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, on a x > —/n.
Et alors :

siz>—yn

_n"ne™ x \ n(+—=)—vna
fn(x)_T(l‘F%)e vn
La formule de Stirling admise donne
. on"/ne™ 1
B Y =

et un développement limité au voisinage de 0 donne

nln(1+7) Vnzx 71272+0(1)

~ €

Finalement

lim f,(z) = L o-a%/2

Exercice 3.31.

2 T :
. . Ly s s (1 —=% <z <
Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = { 0 (1 9) $0<z<o ,
. . . ) o 0 sinon
ou # est un parameétre inconnu strictement positif.
On cherche a estimer 6 & partir d’un échantillon (X7, Xs, ..., X,,) de variables

aléatoires indépendantes de méme loi que X.

_ n
On pose X,, = % > X, et M, = max(Xy, Xo,..., X,) .
i=1

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X, E(X) et V(X).

2. a) Déterminer la constante a pour que T,, = aX,, soit un estimateur sans
biais du parametre 6.

b) Calculer le risque quadratique de T,.
3. a) Déterminer la loi de M,,.

1
On note [,, = / (1 —u?)"du et on admet que I,, ~ /.
0 (+00) V 4n

b) Montrer que : E(M,) = (1 — I,,). Que peut-on en déduire pour M,, en
tant qu’estimateur de 6 7
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c¢) Montrer (ou admettre) que : V(M,,) = 92(%_’_1 - I2).

d) Calculer le risque quadratique de M,,. Entre T, et M,, , quel estimateur
choisiriez-vous, et pourquoi ?
4. a) Donner un estimateur sans biais de 0 de la forme M/ = a, M, a,, étant
un réel dépendant de n.

b) Entre M, et T,, , quel estimateur choisiriez-vous, et pourquoi ?

Solution :

1. Un calcul simple donne :

0 ) siz <0
Fa)=q 2(e-%5) size00)
1 sixz >0

et on obtient également sans problemes :

Bx)=8  v=£

2. a) Comme E(X,,) = g, T,, = 3X,, est un estimateur sans biais de 6.
b) Son risque quadratique est alors :

I 02
rr, (0) = V(T) =9V(Xa) = 5

3. a) Les variables Xj,..., X, étant indépendantes et de méme loi, on
obtient : Fyy (x) = F"(z) et far, (x) = nf(z)F"1(x), soit :

far, () = {n(g)"(ﬂc ST - 1) siae[0,6]

0 sinon
b) L’espérance de M, est alors, & laide du changement de variable
u=1-— % :
o 1
T\n T\n— x
E(Mn):/o (L) (2— L) (1= L) o

1
= 9/ 2nu(l —u?)" (1 — u) du
0

Une intégration par parties donne ensuite

1
E(M,) = 9([7(1 —u?)(1 —u)]) - /O (1 - u?) du) —0(1-1,)

On sait que lirf I, = 0; donc M,, est un estimateur asymptotiquement
n—-—+0oo

sans biais de 6.

¢) Une méthode identique a la précédente (méme changement de variable)
conduit a :

B(M2) = 62 (14 =g = 21) et V(M,) = 02(-25 — I2)
2
d) On a alors ’I"]\/In(e) = nLH

Ainsi ra, 9) > 771, (0) ; donc T), est un estimateur « préférable» a M,,. En plus
il est sans biais.
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4. a) On choisit M, = 1 —II M,.
b) On a :

VM) = —L v,

et V(M’)
1 2n 2

nl — —2nl

ainsi :
V(M,)

I —9 T 1

Ainsi, pour n «grand », M est un «meilleur » estimateur que M,,.

Exercice 3.32.

Soit a un réel strictement positif.
On considere la fonction f définie par :

f(@) ={x3“

0 sinon

siz>1

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. Etudier I'existence des
moments (non centrés) de X. Les calculer lorsqu’ils existent.

3. On considere une suite (X,,),>1 de variables aléatoires réelles mutuellement
indépendantes de méme loi, de densité commune f.
Pour tout n € N*, et pour tout ¢ € [1,n], on pose :
1
Y; = In(X; Iy =
7 1’1( 1)7 n XlXQXn
a) Déterminer une densité de Y;, i € [1,n].
b) En déduire une densité de Z,.

4. Pour tout n > 1, on pose U, = (Z,)'/".

a) Montrer que la suite (In(U,))n>1 converge en probabilité vers une
variable aléatoire constante C' que I'on déterminera.

b) Montrer que la suite (U, ),>1 converge en loi vers eC.

Solution :

1. Il suffit de vérifier que f est positive, continue sur R privé de 1, et de

remarquer que
“+o0

“+o0
f(z)dx = / ar= tdr =1
e8] 1

2. Soit k € N, le moment E(X*) existe si et seulement si la fonction
x +— =271 admet une intégrale convergente sur [1, +ool.
Cette fonction étant continue sur [1, +00], les intégrales de Riemann montrent

que E(X*) existe si et seulement si @ +1—k > 1 s0it 0 < k < [a —1].

Dans ce cas, un calcul élémentaire donne E(X*) = a o i

3. a) On a immédiatement Y;(2) = ]0, +oo[ et pour y > 0 :
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PY;<y)=PnX;<y)=PX;<e¥)=Fx,(e¥) =1—e
Une densité f; de Y; est ainsi :
fily) = {
Ainsi Y; suit la loi exponentielle de parameétre a.
b) De méme, Z,(£2) =]0, 1], et pour tout z €]0,1] :
P(Z,<z2)= P( — Zn:llnXi < lnz) = P( Zn:llnXi > —lnz)

0 siy <0
ae” siy>=0

Par stabilité des lois I' pour la somme, on sait que Y In X; suit la loi T (é, n),
i=1
d’olt pour tout z €]0,1] :
1 —at n—1
t)
Fy (2) = e )"y
Zn( ) ~/—lnz (’I’L—l)'
Une densité de Z,, est alors :
0 siz>ouz>1
on(Z) = o” _ n—1_a—1 :
o= 1)!( Inz)" 'z si z €]0,1]
4. a) Pour tout n > 1

(U, = Lin(z,)= -1 s>,
=1

Par la question précédente, les variables aléatoires (Y;) sont indépendantes
de méme loi exponentielle £(«).

3=

Par la loi faible des grands nombres, la suite (—In(U,,)) converge en prob-

abilité vers la variable constante égale a é et la suite (In(U,)) converge en
probabilité vers la variable constante égale ) ,é
b) Considérons la variable aléatoire constante égale & C' = e~/ car-
actérisée par sa fonction de répartition :
0 siz<e Vo
Fe(x) =
o(®) {1 siz>e /e
Or, on sait que pour tout € > 0 :
lim P(—1-e<m@,)<-1+e)=1

n—-+oo
ou

. 1
lim P(e*Ee*E < U, < e*EeE) =1
n——+oo
soit, pour tout € > 0 :

lim [Fy, (e~ e) — Fy, (e"@e )] =1

n—-+o0o

Comme une fonction de répartition prend ses valeurs entre 0 et que 1, cela

N . 1 . 1
entraine que lim Fy, (e"@e %) =0et que lim Fy, (e”@e) =1.

n—-—+o0o n—-+00

L. 1 . .

ce qui signifie que pour t > e~@, on a : lim Fy, (t) = 1, tandis que pour
n—oo

1 . .
t < e~ a cette limite est nulle. Par conséquent :
(Uy,) tend en loi vers C.

Exercice 3.33.
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Soit r un entier non nul. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi du x?

a r degrés de liberté si X suit la loi I' de parametres 2 et %

1. Déterminer I’espérance et la variance d’une variable X suivant la loi du 2
a r degrés de liberté.

2. a) Montrer que pour tout A > 0, pour tout entier n > 1 :

n=1 g A n—1
A= %+/0 o ti(;_l)!dt

b) Soit Y7 une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre
X et X5, une variable aléatoire suivant la loi du x? & 2n degrés de liberté.
Montrer que P(Xs, > 2X) = P(Y; <n).

c) Ecrire une fonction Pascal qui permet de simuler la fonction de
répartition de la variable aléatoire Xo,.
3. Soit k un entier non nul et Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes
suivantes toutes la loi gaussienne centrée réduite.

a) Déterminer la loi de X?Z.

b) En déduire la loi de X7 +--- + X7.

Solution :

1. D’apres le cours, on sait que si X suit une loi I'(2,7/2), son espérance vaut
T et sa variance 2r.

2. a) La fonction exponentielle étant de classe C*°, la formule de Taylor avec
reste intégral a ’ordre n donne :

n—1 .k A n—1
A A ()‘ — t) td
=y A L et
© kZ::O k! +/0 (n—1)! ‘
Le changement de variable affine ¢t — A — ¢ donne la formule désirée.

b) On sait que :
+oo

+o00o
_ 1 n—1,—x/2 J,. _ 1 n—lm—1,—t
P(Xo, >2)\) = —— dr = 2n 2dt

(Xon =20 = b [ ool = gt | ¢

Foo n—1
= / L _etat
o (n=1)

n—1 k A
—AA “AfaA _ oA —t
PYi<n)= > e e Met—e /0 R e~ dt]

et :

T gy [T g
*/0 n—1)1° ’/O(n_n!e

Foo n—1
:/ ﬁeitdt:P(X2n>2)\)
A :

c¢) La question précédente montre que P(Xa, > z) = P(Y,/2 < n). Une
fonction Pascal possible est donc
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Function P(n : integer ; x : real) : real;
Var lam, pois, prob : real;
k : integer ;

Begin
lam := x/2;
pois : = exp(-lam) ;
for k := 1 to n-1 do
begin
pois := poisx*lam/k ;
prob := prob + pois
end ;
P := prob
end ;

3. a) Soit z > 0. Alors :

P(X? <) = P(—V/r < X < Vo) = Fx(Vz) - Fx(—Vx)

Une densité de X? est donc :

0 siz <0
fx2(z) = { 7“1/12)\[2:51/2_163_”/2 siz>0
ce qui montre que X2 suit la loi I'(2,1/2).

b) Les variables aléatoires étant indépendantes, la somme zk:Xf suit la
loi I'(2,k/2) (loi du x? & k degrés de liberté). !

Exercice 3.34.
Soit &k un réel strictement positif,
1. Déterminer le réel a pour que la fonction f; de R dans R définie par :
fr(z) = max(0, o — k|x]|)
soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire réelle telle que :
e E(X)=m;
e X — F(X) admet la fonction fj pour densité de probabilité.
a) Calculer les moments centrés E[(X — m)"™], pour n € N.
b) En déduire la variance V(X) de la variable aléatoire X.

3. On dispose d’un n-échantillon (X1, Xa,...,X,) de la loi de X & partir
duquel on souhaite estimer le parametre k.

n

Montrer que T, = % S (X; —m)? est un estimateur de V(X) sans biais et
i=1

convergent.

4. On suppose en outre F(X) = m = 0. Soit Y une variable aléatoire de loi
uniforme sur [0, 2] indépendante de X.
Dans quel intervalle est-on siir de trouver X2 4+ Y avec un risque inférieur a

5% 7
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Solution :

1. La fonction fj, est paire non nulle sur ] —
sur R. Ainsi :

, % [, nulle ailleurs, et est continue

Q

e fi(x) > 0 entraine que o > 0.
—+oo

. fx(t) dt = 1 entraine que o = k.
o0

L’unique solution est donc o = V/k.

2. a) Une densité de X — m étant une fonction paire, les moments d’ordre
impair sont nuls et pour n = 2p :

1/Vk 9
E((X — m)™) :2/0 R e e I
b) Pour n = 2, il vient V(X) = E((X — B(X))?) = &

3. La linéarité de 'espérance donne facilement E(T),) = V(X), ce qui montre
que T,, est un estimateur sans biais de V(X).

La loi faible des grands nombres appliquée a la suite de variables aléatoires
identiquement distribuées ((X; — m)?) montre ensuite que la suite (7))
converge en probabilité vers V(X), ce qui permet d’écrire que la suite
d’estimateurs (T;,) est convergente.

4. Ici m = 0. On applique l'inégalité de Bienaymé-Cebisheff & la variable
aléatoire Z = X2 + Y. Ainsi, pour tout £ > 0

P(Z - E(Z)| < &) > 1_@
_7 _ 67
Or B(z) =T et V(2) = 5T,
On veut que 1 — LQZ) > 0.95, soit €2 > % et donc € > @
£

7—2¢677+2¢67[
6 ' 6 :

L’intervalle cherché est donc ]
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4
OPTION B/L

Exercice 4.1.

Deux joueurs A et B jouent & un jeu consistant en une suite de lancers
indépendants d’une piece de monnaie.

Le joueur A a la probabilité p de gagner en obtenant «Pile» et B a la
probabilité ¢ = 1 — p de gagner en obtenant « Face».

Le joueur qui gagne la partie est celui qui a, pour la premiere fois, deux
victoires de plus que 'autre.

1. Soit n € N*, quelle est la probabilité pour qu’au n™ coup, les deux joueurs
soient a égalité 7

éme

2. Soit n € N*, quelle est la probabilité pour qu’au n“" coup A gagne la

partie ?
3. Quelle est la probabilité que A gagne la partie ?
4. Quelle est la probabilité que la partie ne s’arréte pas ?

5. Soit X le nombre aléatoire de lancers effectués jusqu’a 'obtention d’un
gagnant.
a) Quelle est la loi de X 7

b) Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.

Solution :

1. Notons E,, 'événement : «a I'issue du n™ lancer les deux joueurs sont &
égalité ».

o Clairement, si n est impair, on a P(E,,) = 0.

e Si m est pair, notons n = 2k, avec k > 1.

* L’événement Fs est réalisé si A gagne 'une des deux premieres manches
et B gagne l'autre, d’ou P(Es) = 2pq.
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* Pour k > 1, réaliser Fog, c’est obtenir I’égalité au bout des 2 premieres
manches, puis & nouveau égalité au bout des 4 premieres manches et ainsi
de suite jusqu’a la (Qk)éme manche. Cela signifie que pour chaque tranche
«(2i —1,24)», 1 <1i < k, 'un gagne une manche et 'autre lautre ! Soit par
indépendance des résultats des différentes tranches jouées :

P(Ear) = (2pq)*
Le résultat obtenu est donc valide pour k£ = 1.

eme

2. Notons AG,, I'événement « A gagne & 'issue de la n®™° manche ». Il est clair
que si n est impair AG,, est impossible, tandis que AGgy est réalisé lorsque
I'on a égalité au rang 2k — 2, A gagnant alors les manches de rangs 2k — 1
et 2k. En notant P; la probabilité de 'événement «obtenir Pile au rang i»,
il vient, méme pour k =2 :

Ainsi P(AGak) = P(Eag—2 N Pag—1 N Pyy). Soit par indépendance :

P(AGy) = (2pg)"'p?
Vk e N,
{ P(AGsop—1) = 0
3. Avec des notations évidentes :
—+00 “+o00 —+00
P(AG) = 3> P(AGy) = Y- P(AGar) = p* 3 (2pg)* !
n=1 k=1 -1

et comme 0 < 2pg < 1:
2

P(AG) = § L T

4. En permutant les roles de Pile et Face, il vient de méme :

2
_ k—1,2. _ q

2, .2 2
_p+q _ (p+q)” —2pq _
Dot : P(AG) + P(BG) = =g 1= 2pg =1
Il est donc quasi-impossible que personne ne gagne, c’est-a-dire que la partie
dure indéfiniment.

5. a) Le résultat de la question précédente montre que X est bien une variable
aléatoire, prenant ses valeurs dans 2N*, avec :

Vk e N* P(X =2k) = P(AG2;) + P(BGar) = (2p9)*~1(p? + ¢?)
b) La convergence étant banale :

E(X) = +XOIO 2k(2pq)F (1 — 2pq) = 2(1 — 2pq) %o k(2pq)*—*

_ k=1 k=1
Soit :

_2(1—2pg) 2
BlX)= (1—-2pg* 1-2pg

Exercice 4.2.
Soit f la fonction d’une variable réelle définie par : f(z) = exp (ﬁ)
ou exp désigne la fonction exponentielle.

1. a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Déterminer les limites de f aux bornes de D.
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¢) Montrer que f est dérivable sur D et calculer f/(z), pour tout = € D.

d) En déduire les variations de f.
2. Montrer que f réalise une bijection de D sur D, et déterminer f2 = fo f.
3. Soit = un réel donné, x € D et (u,) la suite définie par :

{ Z?H-:l i J(un)

Déterminer la nature de la suite (uy,).

Solution :

1. a) f(x) est bien défini lorsque Inz est défini et non nul, donc :

D=R\ {1}
b) Sans problémes :
lim f(z)=e’=1; lim f(z)=¢e"=1.

rx—0t Tr——+00

N
AT = et =03l S = B ef = poc

c¢) La fonction f est dérivable sur son domaine de définition, car composée
de fonctions dérivables, avec :

d) D'otr :

T 0 1 +o00
f'(x) - -
FtoN o N 1

2. Le tableau de variation précédent montre que f réalise une bijection de D
sur D et pour tout z de D,on a :In (f(a:)) = ﬁ, soit : Inz = m et

T = exp (m) = f(f(x))
Ainsi fo f =Idp et f~' concide avec f.

3. Notons déja que puisque f(D) C D, la suite est bien définie et comme
fof=1Idp,ona:

Vn € N ug, = f2"(z) = up = ,Uzps1 = f(fQ”(as)) = f(up) = u1 = f(x)
Par conséquent la suite u converge si et seulement si f(z) = x.

1 1
f(@) =12 << exp (m) DA e Inz <= (Inx)? =1
Finalement :

u converge < z € {e,e”!}

Exercice 4.3.

Soit UVW un triangle équilatéral de coté de longueur 1. Une puce part du
point U a linstant n = 0 et se déplace sur les sommets du triangle. Si a
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I'instant n elle se trouve sur un sommet, elle se trouvera a l'instant n + 1 sur
I'un des deux autres sommets avec équiprobabilité.
On appelle u,, (resp. v,, wy,) la probabilité que la puce se trouve au sommet
Unp
U (resp. V, W) a l'instant n. Enfin, on note X,, = | v,
W,

1. Déterminer une matrice A, indépendante de n, telle que pour tout entier
naturel n, on ait X,, ;1 = AX,,.

2. Montrer que la matrice A est diagonalisable.

3. Calculer A", pour n > 1 et en déduire les valeurs de u,,v, et w, en
fonction de n.

4. Soit L la longueur parcourue par la puce a 'instant ou, pour la premiere
fois, les trois sommets du triangle ont été visités.
Déterminer la loi de L et calculer son espérance.

Solution :
1. Avec des notations évidentes, la formule des probabilités totales donne,
pour tout n de N :

P(Un-‘rl) = P(Un)PUn(Un-i-l) + P(Vn)PVn (Un-‘rl) + P(Wn)PWn(Un-ﬁ-l)
Soit, avec les probabilités conditionnelles données dans 1’énoncé :

P(Uni1) = SP(Va) + 2PV, + w1 = L(on + wy)

De la méme fagon : v, 11 = %(un +wy) ; a1 = 5 (up + vp)-
On peut donc prendre :

DO|—

_1
A_2

— = O

11
0 1
1 0

2. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable.

11 1
3.0naA=1(J—1I)avec/={1 11
11 1

Donc 24 = J — I et puisque [ et J commutent :

Vn e N*, 204" = éo (Z)J’“(—I)"*k = (—1)" + él (Z) (—1)—k g

Or un calcul élémentaire donne J2? = 3J et donc, par récurrence :
Vk e N* Jk =3k-1J

Ainsi, pour tout n de N* :

A" = (—1)"] + [él (3)(=1mrst)g

= (—1)"T + %[kgijo (%) (~1r=rst = (-]

= (- + 3[B- 1" = (-1)"]J
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Vne N, A" = L_[3(—1)"1 4 (2" — (=1)")J]

3x2™
La relation X,,,; = AX, donne, pour n > 1, X, = A"Xy et comme
1
Xo = 0|, il suffit de recopier la premiere colonne de A™ pour obtenir :
0
2" +2(—1)" 2" — (=)™
Vn 2 1lu, = 3><§n ) y Un = Wn = 3><(2n )

4. Chaque déplacement est de longueur 1, donc L n’est autre que le nombre
n de déplacements justes nécessaires pour visiter les trois sommets.

— A linstant 1, on a visité le sommet U et et 'un des points V ou W (nous
noterons ce dernier point P, Pautre étant noté Q).

— A partir de cet instant, chaque déplacement fait amene la puce au point

manquant avec la probabilité % et ramene la puce en un point déja visité

avec la probabilité % (en clair, tant que ’on ne visite pas le point manquant,
la puce effectue des va-et-vient entre les points U et P).

Ainsi, pour n > 2, on conclut au rang n si et seulement si du rang 2 au rang
n — 1, on se promene entre U et P et si au rang n on arrive enfin en Q.

Par indépendance des déplacements faits, on a donc :

Vn>2,P(L=n)= (l)"_QXl _ (l)n—l

2 2 2
. X 1y\n—1 % . .
On vérifie alors que (5) =1 1° 1, donc L est bien une variable
n=2 )
aléatoire. Mais on remarque également que L—1 suit en fait la loi géométrique
1

de parametre 5 ce qui prouve que L admet une espérance, avec :
E(L)=E(L-1)41=241=3

Exercice 4.4.

Soit a un réel non nul. On pose

0 a a?
A=\ 1/a 0 a
1/a*> 1/a 0

1. Calculer (A + I)(A — 2I), ou I représente la matrice identité d’ordre 3.

2. En déduire les valeurs propres possibles de A. La matrice A est-elle
inversible ?

3. Montrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale,
une matrice P inversible, telles que A = PDP~!.

Solution :
2 a a?
1. Facilement : A2 =| 1/a 2 a | =2+ A, dou:
1/a® 1/a 2

A2 2] — A= (A+D)(A-20)=0
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2. Soit A une valeur propre de A et X une colonne propre associée, on a
AX =AX et A2X = N2X, dott:0=(A2-A-2)X = (N2 - A—-2)X, et :
AM—X-2=0et e {-1,2}

Comme 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible.

x
3.5it X =1y
z

T+ay+a?z=0

1 _
*AX = —X e { gTty+az=0 4y 1a22=0

1,1 _

a2x+ay+z—0

Donc —1 est valeur propre, le sous-espace propre associé étant le plan

a
d’équation z +ay+a?z = 0, que I'on peut engendrer par les colonnes | —1
0

a2

et 0

-1

* Des calculs similaires donnent AX = 2X <= {ii Z’;Z, ce qui prouve

que 2 est valeur propre, le sous-espace propre étant la droite engendrée par

a2

a
1
La théorie de la réduction montre alors que A est diagonalisable et que pour
a a* a®
D =diag(-1,-1,2) et P=| -1 0 a |,
0 -1 1

la matrice P est inversible telle que A = PDP~!.

Exercice 4.5.

Une infinité de joueurs Jy, Ja, . .. jouent I'un apres ’autre dans 1'ordre de leurs
indices. A chaque joueur J est imparti un événement Ay dont la probabilité
de réalisation est un réel p;, €]0,1[. On notera g = 1 — py et on pose qp = 1.

Le jeu se termine lorsque 'un des joueurs réalise ’événement qui lui est
imparti.

On note G I'événement «le joueur Ji gagney et on suppose I'indépendance
mutuelle de toutes les suites de résultats des coups joués.

1. Déterminer pour tout k > 1, la probabilité P(Gy) de I’événement Gj.

2. Soit (un)n>1 la suite définie pour tout n > 1 par w, = qog1- - qn-1 =
n—1

IT a.

k=0

Montrer que la suite (u,) converge vers un réel a € [0, 1].

3. Déterminer en fonction de a la probabilité que le jeu se termine.
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1
4. On suppose dans cette question que, pour tout n > 1,ona: g, =e nn+l),

Soit N la variable aléatoire donnant le numéro du joueur gagnant si le jeu se
termine et donnant 0 sinon.
Déterminer la loi de N. La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

Solution :

1. Pour que Ji gagne, il faut d’abord que Jj joue, ce qui est sur pour Ji,
mais nécessite que Ji, ..., Jy_1 perdent si k > 2, Jj, jouant alors et gagnant.
Ainsi, par indépendance supposée :

P(G1) = p1 et pour k > 2, P(Gy) = q1q2 - - - qr—1Dk-

Avec la convention gy = 1, on peut donc écrire :
k=1
VEk>1,P(Gy) = (IT a)px
i=0

2. La suite (u,) est clairement & valeurs dans [0, 1] et décroissante, donc
convergente de limite @ appartenant a [0,1] (elle est méme strictement
décroissante et a € [0, 1]).

. Notons événement «le jeu se termine», c’est-a-dire «l'un des joueurs
3. Not Tr t «l t », c¢’est-a-dire «l'un d
gagne . Les événements G, étant deux a deux incompatibles, on a :

P(T)=P(U Gr) = > P(Gk) = X qo@1-- - qe—1Pk
k=1 k=1 k=1
soit, en remplacant pg par 1 — gi, et par télescopage :

(&)
P(T)= > (ux — ugs1) =uo— lim u, =1—a

k=1
4. On a ici :
1 _ 1 -1
Uy = € IX2 e 2X3 x...xe (n—1)xn
1 1
1+l 1.1 -+ 1
Up = € 1—"_2><e 2734 ... xe (=17 —gn—1

* Ainsi, pour n > 1, on a :

1_ i |
P(N =n) = P(G,) =ty — Upp1 =en ' —entl

n—oo

) l_l . Lfl -1
Donc: Y P(N=n)=el " — lim entl "~ =1—e"let:
n=1

P(N=0)=e¢!

x

et comme 1 —e™ (N) x, il vient :
0

_ ~ -1 1 o1
nP(N =n) ~ne Mt~ ne
La régle de Riemann assure alors que la série de terme général nP(N = n)
est divergente et N ne posséde pas d’espérance.

Exercice 4.6.
Soit p un réel de ]0, 1].



160 ESCP-EAP 2006 - Oral

1. Montrer que pour tout entier naturel n € N :

n k+1 P n+l
m-p = 3 P [
=

2. On définit une suite réelle (ug)r>0, par, pour tout k > 0 :

k+1
p

(k+1)In(1 —p)
Montrer que (ug) est la loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans N.

U = —

3. Apres avoir établi leur existence, calculer espérance E(X) et la variance
V(X) de la variable aléatoire X.

Solution :

+1
1.Pourz € [0,1[et neN: 142+ +2" = 1;167;‘
1 n+1
— =144+ -+ 2"+
1—=x 1—-2z

et en intégrant sur le segment [0, p] (licite puisque 0 < p < 1) :

P n o [P P
dr  _ Z/xkdfﬂ"'/ s i
/olfx k=0.Jo o L—w

n k+1 P npal
—1n(1—p):;£+1+/0x dx

, soit :

c’est-a-dire :

=0 1—2
P n41 P nt1 n+2
orog [ 2 <[z =1 P "< 1
QOTO\/Olfxdx\/olfpdx 1*pxn+2\(l—p)(n+2)
pxn-l-l

et, par encadrement : lim

dx = 0, ce qui prouve que la série de
n—oo [y 1—x

k+1
terme général Igi—i—l’ k € N, converge, de somme — In(1 — p).
oo
Cela signifie exactement que Y up = 1 et puisque uy > 1, (ug)ken est bien

k=0
une loi de probabilité.

3. x Les séries de termes généraux respectifs kuy et k?u; sont clairement
convergentes, puisque par négligeabilité classique, lim k*u; = 0.
k—oo

* On écrit :
= _ 1 k1l 1 p
EX+1)= k+Dup = ————— -+ P
)= 2 bt D=~ = 2P = ") T—p
d’ou :
B(X)=-—>~+ P 1

TIn(1—p)T-»p
* De méme :

E((X +1)(X +2) = ki(k POk + 2y = — s gfo(/c L)k
_ _M(g(w 1)pt — 1)

_ 1 1 _
In(1 —p) ((1 —p)? )
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T 2 _ _ 1 1 _ .
Soit : B(X? +3X +2) = ln(l—p)((lfp)2 1) et :

BX%) = _ln(ll— p) ((1 jp)2 “U+ 3((1—p){m +1) -2

La variance V(X) s’en déduit par la relation V(X) = F(X?) — E(X)2.

Exercice 4.7.

On admet le résultat suivant : si U et V sont deux variables aléatoires
continues indépendantes, de densités respectives fy et fi, une densité de

U +V est donnée par :
+oo
pour tout x réel, fyiy(x) = fu@®) fv(x—t)dt

Soit X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P) et suivant chacune la loi exponentielle £(A), ou
A est un réel strictement positif donné.

1. Déterminer la loi de X +Y + Z.

X(w) X(w) X(w)
Pour tout w € €, on note M (w) la matrice M(w) = | Y(w) Y(w) Y(w)
Z(w) Z(w) Z(w)

2. a) Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable.

b) Déterminer la probabilité que M admette une valeur propre A telle que
|A] > 1.

Solution :

1. % Une densité fx,y de X +Y est donc donnée par :
+oo

pour z > 0, fxiy(z) = fx (@) fy(z —t)dt = /+Oo)\ery(fE —t)dt
0o 0

= / Ae M \e AMe—t) g — )\ze’)‘x/ dt, soit :
0 0

Aze ™™ siz >0
xTr) =
xav(@) { 0 siz <0
* De la méme facon, Z étant indépendante de X + Y, une densité fxiyiz
de X +Y 4+ Z est donnée par :

pour x =0 :
“+o0

fxtviz(z) = x4y @) fz(z —t)dt = / Nte Mae 0 dt
[e%S) 0

x
= )\3e_)“”/ tdt, soit :
0
2

3L _
fxsyiz(z) = {)\ 2 ¢
0 siz <0
2. a) On voit facilement que [M(w)]? = (X (w) + Y (w) + Z(w)) M (w).
Donc si X (w)+Y (w)+Z(w) # 0, alors X (w)+Y (w)+ Z(w) est valeur propre
de M(w) et comme 0 est aussi valeur propre de sous-espace propre associé

AT G >0
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de dimension 2 (la matrice M(w) est alors de rang 1), la matrice M (w) est
diagonalisable.

Si X(w) =Y (w) = Z(w) =0, alors M (w) = 0 qui est diagonalisable.

Comme X,Y et Z sont & valeurs dans R, on a fait le tour du probléme et
M (w) est toujours diagonalisable.

b) M(w) admet une valeur propre A telle que |A| > 1 si et seulement si
| X (w) +Y(w)+ Z(w)| > 1, soit en notant p la probabilité ce cet événement :

3 [t
p:P(\X+Y+Z|>1):P(X+Y+Z>1):)‘7/ 2207 dy
1

soit, tous calculs faits :
P 2
p 2 € )\(A )\2 R )

Exercice 4.8.

1 11
SoitneN*.OnnoteAn:< nl 1”).
1
n n

1. Justifier le fait que A,, est diagonalisable.
2. Donner les valeurs propres de A,, ainsi que les espaces propres associés.
3. Calculer (4,,)".

4. On dit qu'une suite (Bg); de matrices de Mo(R) converge si les suites

(ak)k, (bk)k7 (Ck)k, (dk)k définies par Bk = (ak

b
) sont convergentes.
Ck dk

lim ar lim by
La matrice B = | k> koo est alors appelé limite de la suite

lim ¢y klim dg
(Bk)k-
A2k+1

k—o0
Montrer que les suites (A3))x, (A3;11)x convergent vers des matrices S et T
que 'on déterminera.

Solution :
1. La matrice A, est symétrique (réelle) donc diagonalisable.

1

2.P0urn:1,ona:A1:<O 1

) de valeur propre 1, le sous-espace propre

associé étant R2,
Pour n > 2, on voit aisément que :
* 1 est valeur propre de A,, le sous-espace propre associé étant la droite

1
1

* —1+ % est valeur propre de A,, le sous-espace propre associé étant la

engendrée par la colonne

. , 1
droite engendrée par la colonne (_1 )
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1 0
3. Pour P = b et D = 2 ) ona A, =PDP ! avec
1 -1 0 _1+E

Pl = % (i 11 ), d’ott A" = PD"P~1, soit tous calculs faits :

— 2 n Y 2 n
A":%<1+(1+3) 1 (1+5L)>
17(71+ﬁ) 1+(—1+E)
4. Si n tend vers l'infini, on a —1 —I—% < 0 et il convient de faire tres attention
aux signes ...
] 2 \2k 272k 2kIn(1-1)
Pourk>2:(-1+57)" =(1-5;)" =e k
v 2 \2k+1 0 9 N2kl (k1) In(1—g2)
Pourk>1:(=l+557)" =-(l-gp5q)" =-e +

Sachant que In(1 + u) 5 u, il vient :
0

~ _ 1y _ ~ 2
klin;oZkln(l k)_ 2 et klln;(2k+1)ln(1 2k+1)_ 2
et donc, par continuité de la fonction exponentielle :
k 1 bt % a e%
. 2 _ 1
kh_{[olo[(AZk) ] ) 1_ 1 14 1
2 2
e e
1 1
1-=5 1+
Hm [(Agpyq)2R+1] = % e1 e1
k—o0 1 + =5 1— =5
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D

QUESTIONS COURTES

1. Soit (uy,) une suite réelle. Que pensez-vous de 1’assertion :
1

2
unwﬁ@un—i—unﬂwﬁ?

2. Etudier la suite (u,) définie par u, = J] (1+ %)
k=1 n

3. Montrer que pour tout n de N*, il existe un unique y, solution de
I’équation :
-1

Inzx+ax= n
Etudier la suite (y,,).
En notant ¢ sa limite, donner un équivalent de y,, — ¢ lorsque n tend vers
Iinfini.

n
4. Pour tout n de N*, on écrit en base 10 le nombre Y k et on note u,, son
k=1

chiffre des unités. Montrer que la suite (u, )nen+ est périodique, 20 étant une
période de cette suite.

5. Soit (up)neny une suite de réels strictement positifs. On pose v, =

/"” dt
o 1+t

Montrer que les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.

0o 1 ... 0
6. Soit A= | € M,,(R) (c’est-a-dire que l'on a : a; j = 1 si
0 ... 1 0

i=j+1loui=j—1eta;; =0sinon)
1. Soit A un scalaire. Que peut-on dire du rang de A — AI,, ?
2. Montrer que A admet exactement n valeurs propres réelles.
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7. Les matrices A = (g g) et B = ((5) _61> sont-elles semblables ?

8. Soit n > 2 et A € M,,(R) une matrice de rang 1. Montrer que A + I,, ou
A — I, est inversible.

9. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n et u et v deux endomor-
phismes de E.

On suppose que uov = 0 et que v + v est un automorphisme de E. Montrer
que rgu +rguv = n.

10. Montrer que (P,Q) = /1P(J:)Q(x) dx définit un produit scalaire sur
R[X]. ’

Existe-il un polynéme A € R[X] tel que pour tout P € R[X] on ait
(A,P)=P(0)?

(On pourra considérer les polynémes P, = /n(1 — X)")

11. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R admettant une densité
f continue sur R™ et une espérance m non nulle. On note F la fonction de
répartition de X et on définit la fonction g par :
g(x)z{lni(x) o=l
0 sinon
Montrer que g est une densité de probabilité.

12. Soit n et m deux entiers naturels non nuls, deux urnes U; et Us et un
stock de n + m boules.

A chaque étape, indépendante des précédentes, on choisit une urne, 'urne Uy
étant choisie avec la probabilité p et 'urne Us étant choisie avec la probabilité
g et on met une boule dans I'urne choisie.

On s’arréte lorsque 'urne U7 contient n boules ou lorsque 'urne Us contient
m boules. On note X le nombre d’étapes ainsi effectuées.

Ecrire une fonction en Pascal permettant de simuler la variable aléatoire X.

13. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f continue sur R et
admettant une espérance. On suppose qu’il existe b tel que pour tout = réel
f(b—z) = f(x). Quelle est 'espérance de X ?

14. Soit X une variable & densité définie sur un espace probabilisé (2,7, P)
et I sa fonction de répartition. On suppose que :
F est de classe C' sur R.
X admet une espérance E(X).
lim z(1 - F(z) + F(—x)) =0.

r—+00

+oo
Montrer que E(X) = /0 [l — F(z) + F(—x)] dx.
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15. Une urne contient n boules rouges et n boules noires. On retire les boules
de 'urne deux par deux jusqu’a ce que 'urne soit vide, a chaque rang du tirage
toutes les poignées de deux boules possibles étant supposées équiprobables.
Quelle est la probabilité que tout au long de I’épreuve on n’obtienne que des
paires bicolores ?
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