1
ANALYSE

Exercice 1.1.
1. On considere lapplication f de R dans R et I’application g de R™ dans R
définies par :

fx)=e"In(l +e*) et g(z) = H% —In(1+x)

a) Déterminer le signe de g(x), selon les valeurs de x.
b) Etudier les variations de la fonction f.

c¢) Déterminer les fonctions ¢ définies et dérivables sur R qui vérifient la
relation :

Vo € R, (@) + o) =

2. On consideére la suite (up,)nen définie par :
ugp = a € R et la relation : Vn > 0,u,1 = f(uy)

a) Montrer qu’il existe un unique réel a tel que f(a) = a, et vérifier que
« appartient a l'intervalle 10, 1[.

b) Montrer que pour tout > 0, on a: —In2 < f'(z) <0.
¢) Montrer que la suite (u,)nen converge vers a.
3. Soit X une variable aléatoire a densité, dont une densité h est définie par :
Vo e R, h(z) = Xe *ln(1 4 el*))

a) Quelle est la valeur du réel \?
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b) Montrer que X admet des moments de tous ordres et donner la valeur
de son espérance.

Solution :

1. a) g est dérivable sur R™ et pour z > 0 :

/ _ 1 o 1 _ x
g(x)_(1+$)2 14+z (1+$)

La fonction g est donc strictement décroissante sur RT et comme g(0) =0 :
Vz>0,g(x)<0
b) La fonction f est dérivable sur R, et :

f()=—e"In(1+e%)+e x . j_xez =e Txg(e”) <0

* Au voisinage de —oo, on a In(1 + e*) ~ e*, donc f(z) ~ e %e* = 1.

5 <0

* Au voisinage de +oo, on écrit In(l +e*) = z + In(l + e %) ~ z et
f(z) ~ z.e7®, ce qui donne (limite classique) ligl f(z)=0.
r—1T00

D’ou :

—00 0 +00
LN m2 N 0
¢)x On a f'(z) + f(z) =

%, donc f est une solution.
1+e

* Les solutions de ’équation différentielle 4" + y = 0 sont les fonctions
r — K.e7" ou K est une constante réelle quelconque, donc les solutions

du probleme posé sont les fonctions :
prx— fl)+ Ke*, KeR

2. a) La fonction f est strictement décroissante sur R d’image 0, 1].
Donc x — f(x) — x est strictement décroissante sur R, et comme f(0) — 0 =
In2>0et f(1)—1=e1In(l+e) —1<0 (car In(1 +e) < e), on en déduit
que f(z) = x admet une solution et une seule « telle que 0 < o < 1.

b) On a f'(x) <0 et comme f(z) <In2,ona: f'(z) =—f(x)+ l—i}ex >

—1In2, donc :
Ve >0;—In2< f'(z) <0
c¢) La suite (uy,)n>1 est & valeurs dans |0, 1] et 'inégalité des accroissements

finis donne donc :
vn 2 17 ‘un+1 - al = |f(un) - f(a)| S 1n2‘un - Oél
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On en déduit que Vn > 1, |u, —al < (In2)""u; —al et comme 0 < In2 < 1:

lim u, =«
n—oo

3. a) Soit A >0 ﬁxe quelconque. On peut écrire :
h(z)dx = )\ Ydr =\ —
[ rrae = [ swyde<n [ [ - pe) e

:)\/0

=2AIn2 - f(4) — 2AIn2

——+00

A

1~ fl(@)]de=A[—In(1+e") — f(a:)}o

+o00o +oo
Donc l'intégrale / h(x) dx converge, et par parité 'intégrale / h(z) dx
0 —00
est aussi convergente et vaut 4\In2. Comme h est continue et positive, on
conclut :
h est une densité <= \ = ﬁ
xk+3€fx

b) On a 2%.2%h(z) — 0, donc z¥h(z) est négligeable de-

(+r:0) 42 otoo

+oo
vant £~2 au voisinage de +00, ce qui assure la convergence de / 2Fh(z) dw.
0

On procede de méme sur R, ou on utilise la parité de h, et donc :

pour tout k de N, E(X*) existe (et est nulle pour & impair).

Exercice 1.2.

1. a) Pour x €]0, +00[ et pour n > 1, on considére la série de terme général :

Montrer que cette série converge pour z > 0 (on pourra utiliser les sommes
partielles d’indices pairs et celles d’indices impairs)

On pose, pour = > 1,

_ +o00 n ( )k 1 n ;L
s(x) = 3 un(x),((2) = Z sn(x) = Z Gnl2) = 2 55
n=1 k=1 k=1

b) Déterminer une relation entre so,(x), (2, () et Cn(ac)

¢) En déduire que s(z) = (1 — 296171)((35).
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2. Soit (z,70) €]0, +o0[>.
—+o00 (71)/6‘7]\7

a) Montrer que pour tout N > 1, > > 0, et en déduire que

k=N
pour tout n > 1, |s(x) — s, (z)| < m
b) Montrer que : |s(z) — s(zg)| < ﬁ + [8n(x) — sp(x0)| + m
¢) En déduire que s est continue au point zg.
d) Déterminer lim+ ¢(x).
r—1
Solution :
1. a) Soit s, (x) = > ug(x). On a :
e
san+2(2) — S2n () = Uzp41(2) + u2ny2(2) = on i 07 " @n —1k 2~ 0
Son+1(2) — S2n—1(2) = U2p (x) + Uzpi1(z) = — (2711)96 + (2n}r g <0

Son+1(x) — Son(x) = Uzpn41(x) njc;o

Ceci prouve que les suites (s2,,) et (s2,41) sont adjacentes, donc convergentes
de méme limite. Par exhaustion on en déduit que la suite (s,) converge.

2n w _“*1¥ B n 1
son(2) = kgl PR hgo (2 +1)* hgl (2h)*

¢) En passant a la limite lorsque n tend vers Uinfini, on obtient donc :

s(2) = (1= =r)¢(a)

SN I > = Ay U NS I S S WS S
Py R N* (N +1)" (N+2)" (N+3)° -
On écrit alors : 1 b (1)
o] —1)k— n 00 —1)k—(n
s(2) —sale) = 5 ERT — (o o
k=n-+1 k k=n+1 k

et donc le résultat précédent donne :
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00 _1)k—(n+1) 1 00 (_l)k—(n+1)
s@) —sa() = 3 EHm o Ly 5 BT
k=n-+1 k (n + 1) k=n+42 k
ou encore, pour exploiter toujours la positivité précédente :
00 _1\k—(n+2)
s(0) = sn@) =~ - 5 G L
(n+1)* e k (n+1)

b) Comme s(z) — s(xg) = s(z) — $p(x) + sn(x) — sp(T0) + $n(T0) — s(x0),
I’inégalité triangulaire donne :

|s(2) = s(zo)| < [s(x) = sn(2)] + [8n(2) = sn(20)| + |sn(20) — s(z0)]

< e T @ s+
c¢) Soit ¢y > 0 fixé et x > 0. Supposons que z > %xo, et soit € > 0
quelconque.
On peut trouver ng tel que m < % et on a a fortiori m <
%, m < %, donc :

[5(2) = 5(20)| < % + [0y (2) = 50, (20)|

Or la fonction z — s,,(x) est continue (somme finie de fonctions continues)
et il existe o > 0 tel que |2 — 29| < @ = |8, (T) — Sno(20)| < %
Par conséquent, en oubliant le réle intermédiaire de ng :
|z — x| <a = |s(x) — s(xo)| < e
Ce qui montre que s est continue au point zq.

d) On a : s(z) = (1 — 1 )¢(2) et 11_>m1 s(x) = s(1) (on peut d’ailleurs

21—1
démontrer que s(1) = In2 mais le résultat 2. a) suffit pour affirmer que
s(1) > 0).
Comme CElin{h (1 — 21—171) =0 (et 1— 211,1 > 0), il vient :

i o) = 420

Exercice 1.3.

dx )
2+ 22

—+o0
1. Montrer la convergence puis faire le calcul de /
0

2. A I'aide du changement de variable = tant, t € ]0,7/2[, dont on justifiera
la validité, montrer que :
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e’} /2
/+ dx :// di
0o 2+2? o 1+cos’t

3. Soit f :[0,7/2] — R, une application de classe C*.
Montrer que :

/2
I t) cos(At)dt = 0
A;rfw/o F(t) cos(Xt)

T/ cos(2nt)
4. On pose, pour tout n de N : [,, = / el
o l+4cos™t

a) Calculer Ij.

b) Déterminer lim I,,.
n—-+o0o

¢) On rappelle que : V(a,b) € R?, cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a) cos(b)
Déterminer une relation de récurrence entre I,,41, I,,—1 et I,,.

d) En déduire I'expression de I,, en fonction de n.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur RT, majorée par x — 2, donc la
regle de Riemann assure la convergence de l'intégrale.
Le changement de variable x = V2t est légitime et donne :

+oo +oo
/ dr__ _ 7\/§dt -1 [Arctant] ;roo =
0

s
2422 Jo 20+t V2 22

2. Le changement de variable t — z = tant est de classe C!, strictement
croissant, de [0, 7/2[ sur [0, +oo], donc légitime et donne :

400 /2 /2
/ dz :/ dt 1 :/ dt
0o 2+4a° o cos’t 24 tan’t 0 2cos? t + sin? t

e’} /2
/+ dx :// di
0o 2427 o 1l+cos’t

3. Pour X # 0, on intégre par parties :

V(1) = cos(At) <= v(t) = 5 sin(\)

soit :

ce qui donne :

/2 w/2 /2
5 — [Lgin 1 "(t) sin
| f(t) cos(At) dt = {)\ (/\t)f(t)}o )\/0 f(t) sin(At) dt
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= Lsin(AF) £(Z) - }\/Omf’(t) sin(\t) dt
/ "y cosuy at] < (173 + / i) — o

A—~+o00
/2
dt s
4.a I = —
) fo /0 1+cos?t  2v2

b) On peut appliquer le résultat de la troisieme question, avec 2n a la place
de A et :

lim I, =0

c¢) La formule rappelée donne :
cos((2n + 2)t) + cos((2n — 2)t) = 2 cos(2nt) cos(2t)
soit :

dt

/2
2 cos(2nt) cos(2t)
I, I, 1=
1t ! /0 1+ cos?t
et puisque cos(2t) = 2cos?*t — 1 =2cos?t +2 — 3 :
/2 /2
2nt)
Ino1+1,.1= 4cos(2nt) dt — 6 %dt
1 ! /0 (2nt) /0 1+ cos?t
VYn>1,I41+1,-1+6L,=0
d) L’équation caractéristique de la relation de récurrence linéaire précédente
est 2 +6r +1 = 0, de racines rq =2v/2 -3 et ro = —2¢/2 - 3.
Ainsi, il existe A et p réels tels que, pour tout n de N :
I, = M 4+ pry
*On a|r1] <1et|re| > 1, comme lim I, =0, cela impose =0 et Iy = A,
d’ou :

I, = 2L\/§(2f_ 3)"

Exercice 1.4.

Dans tout U'exercice, a et b sont deux réels tels que a < b.
On se donne une fonction f de la variable réelle x, définie sur le segment
K = [a,b] & valeurs dans K, qui vérifie :
pour tous z,y de K, |f(z) — f(y)| < |z —yl.
On définit alors la suite u par :

ug € K, et pour tout entier naturel n, u,4+1 = %f(u")



12 ESCP-EAP 2007 - Oral

1. Montrer que f est continue sur K, et que la suite u est bien définie et a
valeurs dans K.

2. On pose g(z) = %f(x) Montrer que g est continue de K dans K.

3. Montrer que g est croissante.
4. En déduire que u est monotone.
5. Montrer que u converge et que sa limite ¢ est un point fixe de f.

6. Application numérique : on prend f(z) = exp(—z) , K = [0,1] et
ug = 1. Montrer que ’étude précédente s’applique dans ce cas. Préciser le
sens de variation de w, ainsi qu'un encadrement de ¢ a l'aide de la suite
auxiliaire v définie par : vy = 1, et la relation de récurrence v,4+1 = f(vy,).

Solution :

1. Comme |f(z) — f(y)| < |z — y|, la fonction f est 1-lipschitzienne, donc

continue sur K.

D’autre part, si u,, appartient & K, il en est de méme de f(uy,), et upy1 =
2

encore a K. On conclut par le principe de récurrence.

z+ f(x)

2. On vient de dire que si z € K, alors — € K et comme f est continue,

est compris entre deux éléments du segment K, donc appartient

I’application g est clairement continue.

3. Soit z,y dans K tels que z < y. On a :
g(y) — glz) = y;$+f(y);f(x)
Or, [f(y) = f(#)| < |ly—a[ = y—=, donc f(y) - f(x) = x—yet g(y)—g(x) = 0

g est croissante sur K

4. La suite (u,) vérifie la relation de récurrence u, 1 = g(uy,), et comme g
est croissante :
sg(tn+1 — Un) = sgn(g(un) = g(un—1)) = sgn(un — un—1)
D’ott par 'argument de récurrence habituel : sgn(u,+1 — uy,) = sgn(ug — up),
ce qui prouve que ce signe (au sens large) ne dépend pas de n :
(up) est monotone
5. (uy,) est monotone et formée de points de K, donc est bornée. Ceci prouve

que cette suite converge, et si on note £ sa limite, la continuité de f donne,
par passage a la limite :
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6. x La fonction f : z — e~ est décroissante sur K = [0, 1], avec f(0) =1 et
f(1)=e"1€10,1], donc f(K) C K.

x f est dérivable, avec f'(z) = —e™® € [-1,—e7!], donc |f'(z)] < 1 et
I'inégalité des accroissements finis montre que f est bien 1-lipschitzienne.

* On est donc dans le cadre de cette étude et comme ug = 1, on a uy; < ug
et la suite (u,) est décroissante.

* Il est facile de voir que f admet un seul point fixe (car x — f(x) — x est
strictement décroissante telle que f(0) —0>0et f(1) —1 <0).
Comme f o f est croissante, la suite (v,) définie par vg =1 et v,11 = f(vn)
est telle que les suites extraites (ve,) et (v2,41) sont monotones et de sens
contraires.
On a donc :
Vn>1v <wv, <wg
Sur le segment [vy, vo] = [e™1, 1], la fonction f vérifie |f/(z)] <e™®  =a <1
et donc & partir du rang 2, on a |v, — ¢ < alv,—1 —{|, d’ou :
Vn>1,|v, — £ <a™vy — ¥ et lim v, =4
n—oo

Pour tout entier n, on a ainsi ve,+1 < £ < vg, ce qui donne 'encadrement
de ¢ voulu.

Exercice 1.5.

Soit (ag)k>0 une suite de réels strictement positifs.
Pour tout n > 1, on définit le polynéme P, par :
n

Po(X)= > apX* —ag
k=1
1. Montrer que P,, admet une unique racine positive. On note A,, cette racine.

2. Etudier la monotonie de la suite (An)n>1. En déduire que cette suite admet
une limite A.

3. Dans cette question, on suppose que pour tout entier £ > 0, on a :
ar =k + 1.

a) Montrer que 0 < A < 1.

b) Montrer la relation suivante :

(n+ DAPF2 — (n + 2)A7H +1=2(1 — \,)?
n+1

(on pourra exprimer P, en fonction de la dérivée de Y z*.)
k=0
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c¢) En déduire la valeur de .

Solution :
1. La fonction P, est continue, strictement croissante sur R*, avec P, (0) =
—ag < 0 et lim P, = +c0.

—+oo
Le théoréme des valeurs intermédiaires strict montre que P,, s’annule une fois
et une seule sur RT.
2.0na P,yi1(x) = Py(2) + any12™tt, done Pry1(An) = anp1 AT > 0.
Comme P, 1(Ayy1) = 0, la stricte croissance de P41 sur RT donne :

vn € N*7>\n+1 < )\n

La suite (\p,)nen+ est positive décroissante, donc convergente.

3. a) On est bien dans le cadre de I’étude précédente et ici :
P()=m+D4+n+-+2—1=n+1)+n+---+1-2
_(n+1)(n+2)
B 2
et

n —2>0(des quen > 1)
donc 0 < A\, <1

par stricte décroissance de cette suite :
0<A<«1

n+l 1— n+2
b) On a, pour tout = différent de 1 : > 2% = ﬁ et par dérivation
k=0

légitime :
"g:l k=1 — —(n+2)z" (1 —z)+1— 2"
k=1 (1-2)?

ce qui s’écrit encore :

(12" — (n4+2)2" M 11
et P,(An) = 0 s’écrit bien :
(n+ DAP2 — (n +2)A7H 41 =2(1 - \,)?

¢) Comme lim A\, = XA < 1, on a lim A? = 0 et le passage a la limite

n—oo n—o0

dans l'expression précédente donne alors 1 = 2(1 — \)2 et puisque A < 1 :

V2
A=1--5

Exercice 1.6.
Dans tout ’exercice, on étudie la fonction f de la variable réelle x définie
par :
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2z
_ 1
/(@) _/I st 9t

1. Préciser ’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est paire.
3. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer la dérivée de f.

4. Déterminer la limite de f en 4o0.

In(2)
5 -

En déduire que f se prolonge par continuité en zéro. Dans la suite, on continue
a noter f ce prolongement.

5. Montrer que f admet en zéro la limite

6. Montrer que f ainsi prolongée est dérivable en zéro et préciser la valeur de

f'(0).

Solution :

1. Soit ¢ : t +— t +sint.
La fonction ¢ est dérivable sur R de dérivée ¢'(t) = 14 cost, ainsi ¢'(t) > 0,
nulle seulement en des points isolés et ¢ est strictement croissante sur R, telle
que ¢(0) = 0.
Siz >0, le segment [z, 2x] est inclus dans R et si < 0, ce méme segment
est inclus dans R* | ainsi dans les deux cas la fonction a intégrer est continue
sur le segment d’intégration et f(x) est bien défini.
A priori f(0) n’a pas de sens et :

f est définie sur R*

2. Le changement de variable u = —t donne pour x # 0 :

—2z 2z 2x
) — dat  _ —du _ _ du  _
f(=2) /_w t+sint /w —u —sinu /z u + sin u /(@)

f est paire.

3. Si on note 3 une primitive de ¢t — Hﬁ’ on a f(x) = Y(2z) — Y(z),
donc f est dérivable sur R*, avec :

/@) = 20/(20) ~ ¥'(2) = By — prbe

Fla) = 2sinx — sin(2x) _ 2sinz(1 — cos x)

(2x + sin(2x))(z 4+ sinz)  (2z + sin(22))(z + sinx)
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4. Pour x > 1, la fonction & intégrer est strictement positive, majorée par la

. 1 S . 1 )
fonct10112tl—> =1 et mmo;ee par la fonction ¢ — g donc :
Cat Tt 2241 20 — 1
/I t+1§f(a:)§/£ t_1,801t.1n$+1§f(x)§lnm_1

et, par le théoreme d’encadrement :
lim f(z)=1n2

xT— 400

5. Au voisinage de 0, sint ~ ¢, ce qui nous conduit & considérer :

2x
dt _ 17,2z _In2
/Eﬂ_Zlnx_ 2

2z 2z
_In2 _ 1 1y t—sint
f(@) 2 7/35 (t—I—sint Qt)dti/m 2t(t+sint)dt

Op. _t—sint _ /6 _ ¢

U0t +sint) (o) 2tx2t 24

t—sint t PN
Donc h : t — ———>22=>_ = = 4 0(t) est prolongeable par continuité en une
2t(t +sint) 24 () est p & P

fonction continue sur R (encore notée h), et si on note H la primitive de h

2
nulle en 0, on a H(t) = 2—8 +o(t?) et :
Flo) =12 = H(20) - H(z) = & — Lo+ o(a?) = L + 0(a?)

et :

2 48 16
i _In2
ili% f(x) = D)
6. Le résultat précédent donne de plus, en posant f(0) = 11172 :

f(x)_f(o):%—i-o(x)

x
Donc f est dérivable en 0, avec f/(0) = 0.

— 0
r—0

Exercice 1.7.

Pour n € N, on considere la fonction f,, définie sur R par :

1
fal(z) :/ tre~t dt
0
et on note C, sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere
orthonormé.

1. Premiéres propriétés.
a) Montrer que Vn € N,V € R, f,,(z) > 0. Calculer f,(0).

b) Montrer que Vn € N,Va € R*, f,11(z) = ”T_an(x) — %.
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c) Montrer que Vn € N,V € R*, f,,(z) = %H/ u"e " du.
€z 0

2. Variations de f,,.

a) Donner le développement limité d’ordre 1 de f,(z) au voisinage de 0.
En déduire que f, est continue en 0. Est-elle dérivable en 0?7

b) Montrer que f,, est dérivable en tout point de R*. Donner une relation
entre f et fri1.
¢) En déduire les variations de f,.

d) Montrer que f, est convexe sur R .

3. Etude en +00.

1
a) Montrer que : T ~ =,
) q fo(x) (e poo) T

b) En utilisant la relation établie en 1. b) , montrer que :

|
Yn>0,f, ~ n.__.
= f (:C) (x—+00) anrl

4. Etude en —oo.

—x

a) Montrer que : Vn >0, fo(z) ~ =&

(@—>-00) T

b) En déduire la nature de la branche infinie de C,,, = tendant vers —oo.

Solution :

1. a) La fonction & intégrer est continue, positive et non identiquement nulle
1

sur le segment [0, 1], donc f,(z) > 0, et f,(0) = / tndt=—L_.
0 n+1

b) Pour  # 0, une intégration par parties élémentaire donne :
! —tzql 1
fo1(x) = / trtle—trdt = [—t”“ L] + L—H/ re—te Jt
0 T o x 0
soit :

fari(@) = BELf (@) —

¢) Pour z non nul, le changement de variable u = xt est 1égitime et donne :

fn(l’):/o (%)”e*udxiu: n1+1/0 ume % du

T

2.a)*Ona:ue ™ =u"(1—-u+o(u) =u" —u" + o(u"*1), donc :



18 ESCP-EAP 2007 - Oral

T T n+1 n+2
n,—u _ n _ ,n+1l n+1 — X _x n+2
/Oue du—/o(u u" T+ o(u" ) du P n+2—|—o(z )
et : 1
— _
@) =537 ~ 73z to@
*x Comme f,(0) = %H, fn est continue en 0 et le terme suivant du

développement limité montre que f, est dérivable en 0, avec :
Ful0) = =+
n n—+2
b) La formule vue en 1. ¢) montre que f, est dérivable sur R*, avec :
x p—
ful) =~k [wredu Lparer — —ntlp )4 e
T 0 €T €

T
Soit :

fo@) = = fos(2)
¢) Comme f, 41 est strictement positive sur R, la fonction f,, est strictement
décroissante sur R . ..

d) ...et puisque f;) = —f, 1 = fny2,lafonction f est strictement positive
sur R et f,, est (strictement) convexe.

_1-e" ~ 1
3. a) Pour z # 0, fo(z) = T et fo(z) (4o0) T

b) On suppose que pour un certain rang n, on a fy(z) (4:;0) x;rlliﬁ!*l’ alors
comme

far(w) =L (@) - <=

et comme e~ 7 est négligeable devant toute puissance de x, au voisinage de

400, le deuxieme terme est négligeable devant le premier, ce qui donne :

(n+Dn! _ (n+1)!
n+1 = J;n+2

€T

n z ~
f H( )(+oo) xr.x

La propriété énoncée étant vraie au rang 0 (résultat a)), on conclut par le
principe de récurrence.

—x

4. a) x Clairement fo(z) ~ —&—.
(-o0) 7
* On suppose que pour un certain rang n, f,(x) (N) fe;w, comme
— 00
L = o(l) la relation f =ntl e’ tre al
= = olg) nt1(z) = - fn(x) -~ montre alors que

x
for1(z) ~ 767 et on conclut encore par le principe de récurrence.
(—o0)
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b) Ainsi C,, présente, au voisinage de —oo, une branche parabolique de
direction Oy.

Exercice 1.8.

On considére la suite réelle (u,)nen définie par son premier terme ug, avec
ug > 0, et la relation de récurrence :
_ 2
Vn>0,up41 = Uy +uj,

1. Etudier la convergence de la suite (u,)nen.

L In(uy,).

2. Pour n > 0 on pose : v, = o

a) Montrer que la suite (v,)nen est croissante et qu’a partir d’un certain
rang (que l'on ne cherchera pas a préciser), on a :
Upy1 < Up + W
b) En déduire que la suite (v, )nen est convergente.

On note « la limite de la suite (vy,)nen et on ne cherchera pas a calculer .

3. a) Montrer que pour tout > —1, on a : In(1 + ) < z.

b) En déduire que pour n et p dans N, on a :
1

— v, <
"= 9y,

¢) Montrer que lim [2"a — In(u,)] = 0, et en déduire un équivalent de u,
n—oo

0 < vnyp

lorsque n tend vers l'infini.

4. Montrer que la série de terme général w,, = CTo converge.
Un,
Solution :
1. On a upy1 — uy = ui > 0, donc la suite (u,) est croissante. Si elle

convergeait, sa limite ¢ vérifierait £ = ¢ + ¢2, soit £ = 0, ce qui n’est pas
raisonnable pour une suite croissante de premier terme strictement positif.
Donc (u,) ne converge pas et comme elle croit :

lim w, = +o0
n—oo

2. a) Pour tout n de N :

Upt1 — Up = # In(upi1) — 2% In(u,) = 2n71+1 In(un (1 4+ up)) — 2% In(u,)

1 IT+wu, _ 1 1
= 2n+1 ln U, = 2n+1 1H(1+a)>0
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Donc la suite (vy,) est croissante et comme lim In(1 4+ ui) =0 < 1, a partir
n—oo n

d’un certain rang, on a bien :

0§vn+1—vn< 1

27’L+1

b) Ainsi la série de terme général positif v, +; — v, est convergente (régle
de majoration), ce qui signifie exactement que la suite (v,,) converge.
3. a) Cette inégalité est classique et résulte, par exemple, de la concavité de
la fonc-tion In.

b) On a :

_ 1 1 1 1
Unit = Un = g (L4 50) < sakr e
__1 1 1 1 1
Unt2 = Untl = 2n+2 111(1 'Um—i-l) S n+2 Un+1 S 2n+2 X'zT
et, ainsi de suite, jusqu’ 51
- In(1+—L1 )< -1 I 1 1
Untp = Untp—1 = 2”+P T ) = 2 Uy 2P,
il vient alors, par sommation télescopique :
ntp " U, ont+k T 2"y, = ok = 2™u,, = ok = 2™y,

et comme la suite (v,,) est croissante, on a bien 0 < vy,1, — V.

¢) Comme v,, = 2%, la relation précédente s’écrit aussi, pour n fixé et p
Un
quelconque :

0 < 2"vpqp — In(uy,) < ui
n
et par prolongement des inégalités a la limite, lorsque p tend vers 'infini :

ney — 1
2" — In(uy,) < ™

2"«
et, par encadrement : lim (2"a—ln(un)) =0, e lim & =1, ou encore :
n— oo n—oo U,
Uy ~ e2 a
(0)
4.0nal0<w, < 2”1u , converge.
0

Exercice 1.9.

Une suite (P,)nen de fonctions polynomes réelles est définie par la donnée
de Py : x — x et la relation de récurrence :

Wn €N, ¥z € R, Pyy1(x) = (n+ 1)/ Po(t)dt+2(1 — (n+ 1)/1Pn(t) dt)
0 0
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1. Déterminer Py, Py, P53 et Py.

2. Montrer que, pour tout n, P, est I'unique fonction polynéme vérifiant les
deux conditions :

P,(0)=0,et Ve e R, P,(x) — Py(x — 1) = 2™
(Pour la suite donnée dans 1’énoncé, on calculera P,11(0), Pp41(1) et on
calculera P} (z) — P}, (z — 1))

On note encore P, le polynéme associé a la fonction polynome P,.

3. Montrer que, pour tout n € N*, le polynéme P, est divisible par X (X +1).
Factoriser les polynémes P;, P> et Ps.

4. Montrer que le polynéome P, est de degré n + 1; calculer son coefficient
dominant, ainsi que le coefficient du terme en X™.

P
5. Montrer que, pour tout n € N et tout p € N*, on a P,(p) = > k™.
k=1

Solution :

x 1 2
1.*P1(x):/0 tdt+:c(1f/0tdt):%Jr:z:(lf%):%Jr%;

*Pz(x):2/0 (%+§)dt+x(1—2/0 (%Jr%)dt):%Jr%Jr%
et des calculs similaires donnent :

4 3 2 5 3

2. x Supposons qu’il existe deux fonctions polynémes P, et @,, telles que :
P (0) = Qn(0) et Vi, P (z) — Pu(z — 1) = 2" = Qn(z) — Qn(z — 1)
Alors P, (1) = Qn(1), puis P,(2) = Qn(2), etc. et le polynéme P, — Q,, est
nul en tout point de N, donc admet une infinité de racines et est le polynéme

nul, ce qui prouve que P, = Q.

* La suite de polynémes définie dans la question 1. vérifie :
— Py(0) =0 et pour n > 0,P,+1(0) =0,P,11(1) =1;
1
= Py(@)=Mm+1)P(z)+1-(n+ 1)/ P, (t)dt, donc :
0

Pryi() = Pry(z—1) = (n+ 1)(Pa(z) — Po(z — 1))
Si on suppose que pour un certain rang n, on a P, (x) — P,(z — 1) = 2™, on
a donc :
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Piyg(e) = Pry(e—1) = (n+1)a"
Ainsi, en «primitivant» : Pyy1(2) — Ppy1(z — 1) = 2" + K et la valeur en
1 donne K =0, soit : Ppy1(z) — Ppy1(x — 1) = 2" L
On a donc le résultat voulu au rang n + 1 et on conclut par le principe de
récurrence.

3. Pour n > 1, on a déja vu que P, (0) = 0 et comme P,(0)—P,(—1) =0" =0,
on a aussi P,(—1) = 0 et P, est divisible par X et X +1, donc par X (X +1).
On trouve alors facilement :

P=1ixX(X+1), P = %X(X +1)(X +1), Py =1
4. La considération des premiers termes laisse a penser que P, est de la
forme :

(X (X +1)P?

_ 1 n+1 1 xn
Pn—n+1X +2X+

Cette propriété est vraie au rang 1 et si on suppose qu’elle est vraie a un
certain rang n > 1, alors :
z tn+1 tn
Poii1(z) = (n+ 1)/ (n Tttt ) dt + ax (la valeur de « est sans
0

importance), soit :
n+2 n+1
Paale) = 5+ 25

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1. On conclut par le principe de
récurrence.

5.0na P,(0) =0, P,(1)— P,(0) = 1", P,(2) — P,(1) = 2", et ainsi de suite.

On obtient donc, par télescopage :

S K = 30 [Palk) = Pa(k — 1)] = Pa(p)

k=1 k=1

Exercice 1.10.

On note E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R et périodiques,
T =1 étant une période de f.

Soit © I'application définie sur F, par :
x+1
pour tout f de E, et tout = de R, O(f)(z) = / f()de
xT

1. a) Montrer que © est une application linéaire.

b) L’application © est-elle un endomorphisme de E ? Est-elle surjective ?
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1
2. Montrer que Ker® = {f € E // f(t)dt =0}
0

x+1
3. Calculer pour z réel, / | sin(7t)|dt

x

4. Soit f € E.
Pour tout n € N, et x € [n,n + 1], on pose : @, (x / f(@)

n+1
et pour n € N*, on pose : w, = / @dt.

n

) Montrer rn e N* _ ¢o(l) + n+1L"(t) dt
a) Montrer que pour n s Wn = g 2 )

b) Montrer que la série Y. w, converge si et seulement si f € Ker 0.
n>1

Solution :

1. a) Si f, g sont des fonctions continues sur R et A un scalaire, on a, pour
tout x :

@(ng)(x):/I (F(£) + Ag(t)) dt = / It dt+/\/
= 0O(f)(z) + \O(g)(x)

Donc © est linéaire.

b) x Pour f € E, Papplication O(f) est clairement continue (et méme de
classe C).

* Pour f € E, on a pour tout x, par périodicité de f :

O (=) = flz+1) - fz) =0
Donc O(f) est une fonction constante, qui est bien périodique et 1 est une
période. Donc O est un endomorphisme de E.

* © n’est pas surjective, car il existe des fonctions continues, périodiques, 1
étant période et qui ne sont pas constantes.

2. x Si f € Ker©, alors on a ©(f /f t)dt = 0.

* Réciproquement, si O(f)(0) = 0, alors comme O(f) est constante, O(f) est
la fonction nulle.

Ker@z{feE//o F(t)dt = 0}
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3. Il suffit de faire le calcul en 0, donc :
r+1 1 1
/ | sin(ret)|dt = / | sin(t)|dt = / sin(rt)dt = 2
P 0 0

4. a) ¢y, est la primitive de f sur [n, n+1] qui est nulle en n, donc en intégrant
par parties :
n+1 n+1
_ 901L(t):| el @n(t) _ Spn(n + 1) Qpn(t)
wn—[ t + . t2 dt— 7’L+1 + . t2 dt
Mais O(f) est constante, donc ¢n(n + 1) = ¢o(1) et donc :

n+1
« . _ o) ©n(t)
VnEN’wn_n+1+/71 2 dt

b) Soit M un majorant de |f| sur [0, 1], M est majorant de |f| sur R et :
Va e n,n+1],|on(z) < M et donc :

n+1 n+1
/ 210) dt’ < M/ dt < M
n t o n B

t n

n+1 (t)
Ainsi la série de terme général / SD:;Q

n
la série de terme général w, converge si et seulement si la série de terme
@o(1)
n+1
si et seulement si f € Ker ©.

n

est (absolument) convergente et

général converge, ce qui se produit si et seulement si ¢g(1) = 0, donc

Exercice 1.11.

Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que Vz € [a,b], f"(z) > 0.

On note £ ’ensemble des fonctions affines ¢ sur [a, b] telles que
v € [a,b], () < f(x)

b
On cherche ¢ € L telle que / (f(z) — £(z)) da soit minimal.

b
1. Montrer que l'ensemble A défini par A = {/ (f(x) — l(z))dz, £ € E}
a

est un sous-ensemble de R non vide et minoré.
En déduire Pexistence de inf(A).

2. Soit £ € L telle que ¢(x) < f(x) pour tout = € [a,b]. Montrer alors que

b
/ (f(2) — €(x)) dz > inf(A)
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3. Montrer que le probléeme revient & maximiser la fonction g définie sur [a, b]
par :

9(c) = F'(©)(%52) + f(e) = ef'(¢)
ot f’ désigne la dérivée de f.

4. Conclure.

Solution :
b
1. A est bien un sous-ensemble de R contenant le nombre [ (f(x) —m)dz,

a
ou m désigne le minimum de la fonction f (continue) sur le segment [a, b].

De plus, comme pour tout £ € £, on a £ < f, A est minoré par 0 (positivité
de Vintégrale). D’ou 'existence de inf A.

2. Désignons par « le minimum (strictement positif) de la fonction (continue)

f — £ sur le segment [a, b]. On pose alors pour tout = € [a,b], £(z) = £(x) + a.
Ainsi £ € L et :

b b _
[=o@de= [ (f -0 +ab-a)ds
b
[ (= 0@ de = nf(4) + oo - o) > inf(4)

3. Nous pouvons restreindre notre recherche aux fonctions affines £ € L telles
qu’il existe x € [a,b] tel que £(z) = f(z) : la fonction f étant convexe, le
graphe de [ sera tangent au graphe de f.

On chebrche donc £, (¢ € [a,b]) sous la forme £.(z) = f'(c)(x — ¢) + f(c) tel
que / (f — ell.)(z) dx soit minimal.
Or
b b 52 9
[-t@de= [ )o@ - G - clb-) - )b -a)

b
— 1@ iz = - a(refE - o)+ 1)

b
Minimiser / (f = £.)(z) dz, c’est donc maximiser f’(c)(aT—"b —c) + f(c).

4. Faisons une étude des variations de g :
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f// (
a+b

Donc g admet un mazimum pour ¢ = 9

1l existe donc une unique fonction ¢ qui répond au probleme :
b b b
@) = £/(Sf ) @ - L)+ p(2gh)

Exercice 1.12.

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite, on note
respectivement ¢ et ®, une densité et la fonction de répartition de X.

“+oo
1. Pour z réel strictement positif, on considere I'intégrale I (z) = / %;) dt.
x

a) Vérifier la convergence de l'intégrale précédente.

b) Exprimer, pour x réel strictement positif, 1 — ®(z) en fonction de I(x)
et p(x).

c¢) Montrer que pour > 0, on a :

1— % < z(1— ®(z)) <1
T o(x)
d) En déduire un équivalent simple de 1 — ®(x), lorsque = tend vers +o0.
too

2. Montrer que l'intégrale / e2[l — ®(1 + /z)]dz est convergente et

0
calculer sa valeur en fonction de ®(1).

Solution :

a)
tout z > 0.
b) Une intégration par parties donne pour A > 0 :

A A e R

x

%‘ < t%’ ce qui entraine existence de I(z) pour

Donc, en prenant la limite lorsque A tend vers +oo, pour x > 0 :

1—<I>(x):(’p(xx)—/+oo(’0()dt

t2

¢) Par positivité de la fonction = +— @, onal—®(z)< @, donc
x



Analyse 27

2(1- () _ |
o(x)
D’autre part % = ti@ entraine que :
—+o0 —+o00
14 1
0</ %dtg;/ to(t) dt

—

+oo
Par suite 1 — ®&(x) > 90(; - %/ to(t)dt, et :
x x

—+o0
d=®@) 1 1 ></ to(tydt =1— L

o(x) * " ()
+oo
(en effet / to(t)dt = [ — go(t)]jﬂx’ = ¢(x))

d) Comme lim z(l=0(z)) _ 1, il vient, au voisinage de +oo :
r—+00 (p(l‘)
1—®(z) ~ plz)

T

2. La fonction considérée est continue sur tout segment [0, A]. Lorsque « tend
vers +00, on a :

+1 _z2 e VE
1—(13(\/5+1)N(p(\/55 ): 217Te><e /2><e\/:E

/21— ®(y/T +1)] ~ M;%XQZ/? =

Le calcul de I'intégrale se fait a ’aide d’une intégration par parties sur [0, A],
en posant u(z) = 1 — ®(\/z + 1) et v/ (z) = €*/2. Ce qui donne, en prenant la
limite lorsque A tend vers +oo :

+oo
/ e?/2[1 — B(T+ 1) dz = 2(D(1) — 1) + /2
0

D’ou :

o(x=?)

e

Exercice 1.13.
On cherche & calculer p =  min  ¢(z,y), ol :
(z,y)€[-1,1]°

1
W(z,y) € [-1, 12, oz, y) = / 1t — |t — y| dt
-1

1. a) Montrer que ¢ est une fonction continue sur C' = [—1,1]2.
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(On ne cherchera pas a calculer ¢(x, y), mais on majorera |p(z,y)—¢(zo, Yo)|,
pour (z,y) et (zo,yo) dans C'.)
b) En déduire lexistence de .
2. Soit T = {(x,y) € R?/ —1 <z <y < 1}. Montrer que :
V(@,y) € Tple,y) = —3(z — y)* + 2 + 2my

3. Montrer que la fonction ¢ admet un minimum sur T et que celui-ci est
atteint a l'intérieur de T

4. Déterminer p, ainsi que ’ensemble des points ot u est atteint.

Solution :
1. a) Soit (xg,¥0) € [-1,1]2. On majore :
1

[o(2.9) — plan o)l = | [

(It = [t = y[ = [t = zol[t — yol)dt
1

1
</ 6 — llt — y] — |t — 2ol — yol| dt

L

< / It = 2)(t — y) — (t — 20)(t — yo)| dt

—1
1

</ [t(zo +yo — x —y) + xy — woyo| dt
—1

p(2,y) = (20, y0)| < 2[(z0 + yo — = — y)| + 2[xy — zoyol
Le majorant étant clairement de limite nulle lorsque (z,y) tend vers (xg, yo),
on en déduit la continuité de ¢ au point (xg, yo).

b) Toute fonction continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses
bornes : ceci justifie 'existence de p.

2. En gérant le signe, on écrit
Y

go(x,y):/x(t2—(x+y)t+xy)dt—/ (t? — (z +y)t + ay) dt

—1 T

+/1(t2—(m+y)t+xy)dt

En notant f(t) = g —(x+ y)% + zyt, il vient :
p(,y) = 2f(z) = 2f(y) + F(1) = f(=1), soit :
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pla,y) = —§le—y)* + 2y + 3

3. La fonction ¢ est continue sur 71" qui est fermé, borné. Elle atteint son
minimum sur T. Ce minimum est atteint a U'intérieur de T, puisque :

— Ve [*1,1],50(%,1‘) Z %,
— o(—1,z) = %(m +1)3 + % — 2z, et une étude rapide de cette fonction

montre que : pour tout x € [—1,1], o(—1,z) > % > %

— De méme, pour tout = € [—1,1], p(1,z) > %@

— Or ¢(—1/2,1/2) = 1/2; donc le minimum de ¢ est atteint & intérieur de
T, donc en un point critique puisque la fonction est de classe C*.

4. Déterminons les points critiques de ¢. Ils sont solutions du systeme :
—( -y +2y=0
(x—y)?+22=0

dont l'unique solution est zg = —yo = —%, et p(zo,y0) = ¢(Yo,x0) = %

Ainsi 'unique point critique est le point ou f atteint son minimum.

Exercice 1.14.

1. Soit @ € R. On considere la fonction F, de la variable réelle x définie par :
F,(z) = / e’ dt

Etudier la fonction F, et montrer qu'elle réalise une bijection de R sur un
intervalle & déterminer.

2. Montrer que I'on définit bien une fonction f sur R par la relation :
f@)
VreR, / etdt =1
x

3. Montrer que f est croissante sur R.

4. Montrer que f est dérivable sur R, et montrer que Vz > 0, on a
0 < f/(z) <1, ou f" désigne la dérivée de f..

5. Montrer que le graphe de f, dans le plan rapporté a un repeére orthonormé,
est symétrique par rapport & la deuxiéme bissectrice (i.e. par rapport a la
droite d’équation y = —z).
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6. Montrer I'existence d’un point d’inflexion d’abscisse positive sur le graphe
de f.

Solution :

1. La fonction ¢ — et est continue sur R, elle admet des primitives définies
xr

sur R. Pour a € R, F,(x) = / e’ dt est sa primitive qui s’annule en a.

a
La fonction F, est continue, strictement croissante sur R (F, (z) = %" > 0).

Clairement :
Fy(a)=0et lim F,(z)=—o0, lim F,(x)=+o0.

Tr— —00 r——+00
F, est donc une bijection croissante de R sur R.

2. Soit a réel quelconque. On a montré que F, est une bijection de R sur R,
b

il existe donc un seul réel b tel que / et’dt = 1. On définit ainsi le réel f(a).

a

3. On a, par la relation de Chasles :

fl@) v o, ), f@)
/ etdt:/etdt+/ etdt+/ et dt

@ W
Or:/ etdt:/ et"dt =1. D’ou :
z y

f(y) Y
/ ot dt = / ot dt
f(z) x

y f(y)

et’dt > 0, d'olt / et’dt > 0 et
f@)

f(z) < f(y) (car t — e’ > 0), d’ou la croissance stricte de f sur R.

4. Soit a un réel, Vz € R, F,(f(x)) — F,(z) = 1 donne f(z) = F, Y (1+ F,(x)).

F, est dérivable sur R, il en est de méme de la bijection réciproque F, ! (car

L’inégalité = < y entraine que /

x

F! ne s’annule jamais sur R) et on a : (F; 1) (y) = T d’on :
ald'a Y
' 1 / Fy (@) 2 f2(a)
- Fl(z) = —al®) __ a?—12@) 5
T = mmra s me Y T mie) ~©

et Vo,x < f(z) = Vo >0, 22 — f2(z) < 0, ce qui entraine que :
Ve >0, 0< f'(z) <1.



Analyse 31

5. Si M(x,y) est un point du graphe, alors la symétrie par rapport a la
deuxieéme bissectrice se traduit par le fait que le point M’(—y, —x) est aussi
un point du graphe.
11 faut donc vérifier : Vo € R, f(—f(x)) = —=.
Or
- 2 r 2 (=) 2

/ et dt:/ et (—du):/ edu=1 = f(f(-z))=—-x

- ) f x

f@ @)
6. Pour tout z € R, f'(z) = eGCQ*fZ("‘”)7 donc f est de classe C? et
f(@) =2z — f(z)f (@) f ().
e £(0)>0, f(0)>0= f'(0) <0,
e Si f” reste négative sur R", f est alors concave et il en est de méme de
g(z) = f(z) —x. Donc Vx > 0;0 < f'(z) < 1= Vz > 0,¢'(z) <0, ce qui
entraine que zEI-&r-loo g(x) = —o0 ce qui est absurde car g > 0. Donc

dz >0, f’(z) > 0.
e f" étant continue sur RT, le théoréme des valeurs intermédiaires assure

Pexistence d’un réel positif tel que : f”(x) = 0, c’est-a-dire d’un point
d’inflexion.

Exercice 1.15.

Sous réserve d’existence, on pose :
o) = / JiFcostdt ; g(x) = In(z+ VI D).
0

1. Etude de g :

a) Quel est le domaine de définition de g ? Calculer sa dérivée et donner
son tableau des variations.

b) Esquisser le graphe de g.
2. Etude de f :
a) Quel est le domaine de définition de f 7
b) Quel est son sens de variation ?
c) On rappelle que 1+ cost = 2 cos? (%) Calculer f(1).
d) Etudier le comportement de f quand z tend vers +oc.

3. Etude de f au voisinage de x =1

a) Soit h un réel strictement positif.
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Effectuer le changement de variable u = v/2 cos (%) pour exprimer l'intégrale

/ sm
,/h+2c052 %

a Daide des fonctions usuelles.

b) Justifier les inégalités :

1 \/x—l—cost—\/l—f—cost 1
Ve > 1, <
v 2\/:z:+cost x—1 24/1 + cost
¢) Démontrer que lim f@) = Q) _ ~+00.

r—1+ rz—1

Solution :

1. a) Pour tout z, on constate que v1 + a2 > |z|, donc x + 1 + 22 > z + |z
etz +vV1+22>0, dou: D, =R

Puis :

Vz € R, (z) S e
T J\T) = —— =
e+ VI+22 /1422
La dérivée ¢’ est paire et ¢g(0) = 0, on en déduit que g est impaire, ce qui
peut se voir directement en remarquant que \/1772 =1+ 2242
+x°—x
Onaz++vV1+4+22 ~ 2xetdonc lim g(z)=+4oo, lim 9@) _ +0
(4-00) x—+00 z—+oo T
b) La fonction g est strictement croissante sur R et réalise une bijection de
R sur lui-méme. La représentation graphique se fait sans peine. . .

a) Quand ¢ décrit [0, 7], cost décrit [—1, 1] et x+ cost reste toujours positif
si et seulement si x > 1.
Donc, Vz € [1,+00[, t — v/ + cost est définie mais aussi continue sur [0, 7].
Son intégrale existe donc. et Dy = [1, 4+00].

b) Soient x et y tels que 1 < z < y. La fonction racine étant croissante on
aVt € [0,7], vz + cost < /y + cost. L'intégration sur [0, 7] conserve aussi
l'inégalité et f(x) < f(y).

f est croissante sur [1, +o0|

¢) Il vient f(1) /\/1—1—005 tdt = /\/20052 (t/2)dt = \f/ cos(t/2) dtI

t s
parce que 5 € [O, 5] = cos 2 > 0.
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Donc :

f(1) = V2[2sin(t/2)] ] = 2v2

d) Vo e 1, +oc[,Vt € [0,7], Vo —1 < Vo +cost < Vo + 1.
On en déduit par intégration sur [0, 7] que 7v/x — 1 < f(z) < 7v/x + 1.

En particulier :
lim f(z) =400, lim f=) _ 0

T——+00 rz—+oo T

s

3. a) Le changement de variable u = v/2cos(t/2) donne du = 2 sin(t/2),

et :

[T sin § _
100 - | NEET=Ta
Posons X = ﬁ Alors :

I(h) = \/E/O\/;\/ldf7 = \/i[ln(X +VI+ X2 Xz)}o\/;
1(h) = Va(In(y/2 +/1+ 2))

b) En multipliant par la quantité conjuguée /& + cost + /1 + cost, on
obtient :

0 V2 d
2 du__ :\/5/ S
V2Jyavh+u? 0 \/51/1—&—(%)2

x + cost —+/1+4+cost = z—1 .
v v vV + cost + /1 + cost

Onaxz > 1;donc x+cost > 1+cost et par croissance de la fonction racine :
Vx + cost > /1 + cost, puis

2v/x + cost > /x +cost + /1 + cost > 24/1 + cost.
Il nous reste a passer a I'inverse et a diviser par x — 1 > 0 :

V> 1, 1 <\/x—i—cost—\/l—i—cost< 1 )
2vVx + cost z—1 2v/1 + cost

¢) Pour z voisin de 1, posons z =14+ h , ou h — 0.

Il vient x4 cost = h+2 cos? % En intégrant les deux membres de la premiere
des deux inégalités précédentes il vient :

J— _ f@) = Q)
0 2v/h+2cos?(t/2) = r—1

Remarquons que V¢ € [0, 7], sin% < 1. On a donc :
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1 " dt flx) = f(1)
2](h)§/0 2v/h + 2cos?(t/2) ST

D’apres P'expression trouvée en 3. a), on a : }1111% I(h) = 400, d’ot :
IR
rz—1 xr — 1

Ce qui veut dire que f n’est pas dérivable en 1, la représentation graphique
admettant au point (1,2v/2) une demi-tangente verticale.

Exercice 1.16.
On note E I'ensemble des fonctions f de classe C! sur [0,1] telles que I'on
ait de plus f(0) = f(1) = 0.
Soit f un élément de E.

f(z)
sin(mx)

1
2. M Vintégrale 1(f) = [ <23(m2)
ontrer que U'intégrale I(f) /0 sin(7z)

1. Montrer que g : x — est prolongeable par continuité en 0 et en 1.

f(z)f(z) dx est convergente.

@)
3. Montrer que I(f) = % " dx
o sin® 7z

4. En déduire que
1 1
/ f?(z)dx > 772/ f?(x)dx
0 0

5. Déterminer les fonctions f de E pour lesquelles I'inégalité précédente est
une égalité.

Solution :

1. Au voisinage de 0, g(z) ~ % Or f(0) = 0 et f dérivable entrainent
que :

lim f(x) — L jim =
r—0 7T T x—0 r—0 ™
20y

™

De méme lim1 g(z) = —
xr—

2. Posons h(z) = %ﬂx)f(m), on a h(z) = g(x)cos(mz)f'(x), qui

est le produit de trois fonctions continues sur |0, 1[ et est prolongeable par
continuité en 0 et en 1. L’intégrale proposée existe donc.
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3. Soit 0 < ¢ < a < 1. Effectuons une intégration par parties, il vient :

/: cos(mz) (@) f () da = {CQS(M) N f2§x)E N g/:smzl £2(z) dx

sin(mx) sin(mx) ()

et, par passage a la limite :

1 1
I=1 L) dr = E/ g% (x) dx
0

2 Jy sin®(rx)

1

4. On sait, par positivité de I'intégrale que / (Mf(x) - f’(x))zdx >
o = sin(mx)

0.

En développant cette derniere expression, il vient

/O(7r2ws()fz() 9T COSTL) () () 4 2 (2)) dx > 0

sin ( ) sin(mrx)

et, en utilisant la question précédente :

[ @i | (—L’S( L)+ 72 L0y
0 0

sin?(7x) sin?(7x)
Donc :

1
’ — cos? _
Af2(x)dx2/0 2f2() San( dr = W/fQ

5. Par continuité de la fonction cons1deree, cette inégalité est une égalité si

et seulement si (%ﬂx) - f’(:c))2 est la fonction nulle, soit :
f(@) = f(:c)%:g) ou encore %(Slﬁgx) )) —0

Soit :
f(z) = Asin(mx), avec A € R

Exercice 1.17.

Soit « un réel tel que o > 1. On pose
+oo
') :/ @ le™%dx
0

1. Vérifier Pexistence de I'(a).

+oo
1
2.0 S(a) =
n pose S(a) n§:O CFE

+oo ptoo
Montrer que : I'(a)S(a) = > / e—(n+1)t ya—1 g4
n=0J0
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3. Pour k entier naturel, on pose, sous réserve de convergence :

+oo a—1
I(k) = / e (k+1)t ti,t dt
0 1—e
a) Montrer que I'intégrale I(k) est bien convergente.
b) En partageant Uintervalle d’intégration en deux, & 'aide de la borne

. PR 1 .

intermédiaire —=, montrer que lim I(k) =0.
VE q [ (k)

4. Pour k£ > 1, montrer que :

+oo a—1 k=1 [+oo
/ et =3 e~ (Dt pa=1qs 1 I(k)
0 1—e n=0.J0

a—1

+oo
En déduire la valeur de / e ! lt — dt en fonction de I'(«) et S(a).
0

Solution :
1. Comme a > 1, la fonction h : t — 2® e~ est continue sur RT.

Au voisinage de +o0, on sait que . ligl t2h(t) = 0, ce qui assure l'existence
— 100
+oo + oo
de / h(t) dt donc aussi de / h(t) dt.
1 0

2. La série définissant S(«) est convergente puisque > 1. On a :
N N

1 1 e 1,—t i
IN{))] ngo i 1e ngo (n—l—l)a/o te—te tdt ngojn
avec, par le changement de variable t = (n 4+ 1)u :

“+o0 “+ o0

I,=——1 / te—le=tdt = / u* e~ (nthu gy
(n+1)%Jo 0
Donc, en faisant tendre N vers l'infini :
+oo o0
Ia)S(a) = 3 / ut e (U gy
0

n=0

—t

3. a) La fonction fy : t s e~ (kD! 1t“_1 est continue sur RY .
* Au voisina%e de 0, onal—e?t ~ ¢t donc fk(t)1 est équivalent a t*~2 et
Iintégrale / t*~2 dt converge puisque a > 1 et / fr(t) dt converge.

0 0 o

*Ona: , ligl t2 f1.(t) = 0, ce qui assure 'existence de I'intégrale fr(t) dt.
— 100 1
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lintégrale définissant I(k) est bien convergente
b) Posons I}, = Ly, + Ji, avec :

+oo

1/Vk
L}C = / fk(t) dt7 et Jk = fk(t) dt
0 1/Vk

1 —kt —Vk .
ePourt> —=,onae <e , et :
Vk

+oo a—1 Foo a—1
0<Jp<eVF [ et __arg e_‘/E/ ettt —dt=Ce vk
1/\/E 1—e 0 1—e¢

Donc lim Ji =0.

k—+o00
a—1
e En ce qui concerne Ly, on sait que, pour tout k > 1,0 < fir(t) < e’t%.
—e
1/Vk a1
Comme l'intégrale et t — dt est convergente, il vient lim Lj = 0.
0 1-e k—+4o00
lim I(k)=0
k—oo
4. On sait que, pour t > 0 :
k—1 —kt
ot —1l—e
nz::[) 1-— e_t
Ceci permet d’écrire :
k—1 [+oo +oo _ +oo _
Z e~ (ntDtpa—1lgy — / et £ l_t dt — / e~ (1)t £ 1—t dt
n=0.Jo 0 l—e 0 I—e

Soit, en faisant tendre k vers Uinfini :

T(a)S(a) = /0 et

Exercice 1.18.

Soit () une suite réelle positive telle que lir_irrl (un)V/™ = X € RT.
n—-+oo

1. On suppose dans cette question que A < 1.

Montrer qu'il existe a €]0,1] et N € N* tel que pour tout n > N, on a
Uy < a’.

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

2. On suppose dans cette question que A > 1. Montrer que la série > u,
diverge.

3. Peut-on obtenir la nature de la série > u,, lorsque A =17
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4. Etudier la nature des séries suivantes :

a) > (Vn+1—=+vn)"

n>0
b) > (In n)l_"z

n>1

5. Soit (v,) une suite de réels strictement positifs telle que lim KLES R

n—+oo Unp
AeRT.
Montrer que lim (v,)Y/"™ = \.
n—-+4oo

Si (vy) est une suite de réels strictement positifs telle que lim (v, )'/™ =

n—-+oo

. . V.
X € RT, a-t-on toujours lim -2+ =)\?
n—+oo Up

Solution :

1. On suppose que A < 1. Soit  tel que A < o < 1. Comme lim (u,)"/" =

n—-+oo
), il existe N tel que si n > N, alors 0 < (u,)"/™ < o
Donc, a partir du rang N, 0 < u,, < a™.
La série ) a™ est géométrique convergente et la série ) u,également par le
théoreme de comparaison.

2. 51 lirf ()™ = X > 1. Tl existe N tel que pour n > N, on a (u,)"/" > 1,

donc u, > 1.

La série Y u,, diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0.

3. Pour A = 1, on ne peut conclure. En effet, soit a réel quelconque et
1
Uy = —=

n®’
Alors (uy,)'/™ = em(—alnn) | 1, puisque lim Inn _ g
n—oo N

n—oo

Or > % diverge et > % converge, il n’y a donc pas de résultat général.
n

4.a)Ona: (u,)/"=vn+1—
donc > u, converge.

b) On a :
U 1/n _ Inn 1/n—n _ e(l/nfn) In(Inn) _ e% In(In n)efnln(ln n) . efnln(ln(n))
(un) (Inn)

1
S EE——
vn \/n+1+\/ﬁH

donc lim (u,)Y/™ =0 et 3 u, converge.

n—oo
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5. % Supposons A > 0. Alors lim In(up4+1) — In(u,) = In(A) = p.

n—-+4oo

En revenant a la définition de la limite, on obtient
—1

lim %nz n(ugs1) — In(ug)] = p

n—oo

Soit l[ln(un) —In(ug)] — p, ou encore 1 In(u,) — p et done
n n—oo n n—oo

lim (u,)"/" =et = A

n—oo

* Le raisonnement est identique dans le cas ou A = 0.

La réciproque est fausse. Par exemple, définissons (u,,) par

U2p = 2\/ﬁ
Upns1 = 3V
Ja . s . 1 . . U .
On vérifie aisément que lim un/ " =1, mais que lim -2+l plexiste pas.
n—-+o00 n—+oo Up
Exercice 1.19.
+oo 4
Sous réserve d’existence, on pose F(x) = / € 7 dt
x

1. Montrer que F' est ainsi bien définie sur R? .

2. Montrer que F est de classe C' sur ]0, +oo[ et calculer F’(z) pour tout
x >0, ou F' désigne la dérivée de la fonction F.

3. Déterminer les limites de F' en 0 (a droite) et en +oo.

4. Montrer qu’aux voisinages de +oco et de 0, on a F(x) = 0(%).

+oo
5. Sans chercher & calculer F(x), montrer que / F(z) dx est bien définie
0

et calculer cette intégrale.

Solution :
—t
1. Soit z > 0. t — eT est continue sur [x,4o00[; de plus, au voisinage de
—t
—+00, eT = o(t™2). L’existence de F(x) résulte alors de la régle de Riemann.

too 4 L
2. Pour tout = > 0, on écrit par exemple : F(z) = / ert —/ ert;
1 1

ainsi F est de classe C' et pour tout « > 0 :
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3. * Soit x €]0, 1], alors :

Lot too ¢ L 1
T 1 x

Donc lim F(z) = +o0.

x—0t
* Soit x > 1. Alors :

+oo
0<F(w)</ e tdt=e""
Donc lim F(z)=0. ‘

r—+0o0

4. x Pour tout x > 0, on a :

+oo ¢ +oo
ong(x):/ %dtg/ e tdt =e"
Donc lim xF(z) =0. : ’

r—+00

* Pour tout = €10,1], on a :
1

e’ tat
Tdt+xF(1)<x/ +2F(1)=2F(1) —zlhz

OémF(x)éx/ T

Donc lim xF(z) = 0.
5. Soit 0 < & < M. Alors en effectuant une intégration par parties, on a :
M M M
/ F(z)dx = [l‘F(l‘)} —|—/ e Pdx
€
D’ou : : :

/MF(x) dr = M.F(M)—e.F(e) —e ™™ 4 e¢

+oo
qui tend vers 1 quand M — 400 et € — 0. D’ol1 I'existence de / F(z)dx,
0

avec :
+oo
/ F(x)dz =1
0



Analyse

41




9
ALGEBRE

Exercice 2.1.
Soit B I’ensemble des suites complexes indexées par N et bornées.

1. Montrer que B est un sous-espace vectoriel de I'espace CY de toutes les
suites complexes.

2. Pour toute suite u = (uy)nen élément de B, on note T'(u) la suite définie
par :
Vne N, [T(uw)], = tnt1-

a) Montrer qu’on définit ainsi une application T : B — B, et que cette
application est linéaire.

b) Déterminer le noyau de T ; T est-elle injective ?

¢) Déterminer I'image de T'; T est-elle surjective ?
3. Soit A € C. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que \ soit
une valeur propre de I'endomorphisme T, c’est-a-dire pour qu’il existe une
suite « non nulle telle que T'(u) = Au. Préciser alors les vecteurs propres
associés a la valeur propre .
4. Soit S : B — B une application linéaire telle que T o S = Idg.

a) Montrer que S o T' est un projecteur, vérifiant :

Ker(SoT)=KerT et Im(SoT)=ImS.
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b) Que peut-on dire de 'injectivité et /ou de la surjectivité de 'application
S7?

¢) Montrer, par un exemple, qu’il existe effectivement une application
linéaire S : B — B telle T o S = Idg.

Solution :

1. La suite nulle est bornée et toute combinaison linéaire de suites bornées
est bornée, donc
B est un sous-espace vectoriel de CN.

2. a) Si u est bornée, il en est de méme de la suite T(u) = (un)n>1 et la
linéarité de T est immédiate :
T € L(B)

b) T'(u) = 0 si et seulement si (uy)n>1 est la suite nulle, donc le noyau
de T est formé des suites nulles & partir du rang 1. Cet espace est la droite
engendrée par la suite § définie par dg = 1 et §,, = 0 pour n > 1. En particulier
T n’est pas injective.

¢) Soit v = (vp)nen une suite bornée quelconque.

Considérons alors la suite u définie par : ug = 0 et Vn > 1,u, = v,_1. La
suite u est bornée et vérifie T'(u) = v, ce qui prouve que T est surjective.

3. T(u) = A signifie : Vn € Nyu,11 = Auy,, ce qui caractérise les suites
géométriques de raison A. On distingue alors deux cas :

* Si |A| < 1, toute suite géométrique de raison A est bornée, donc A est valeur
propre de T et le sous-espace propre associé est la droite engendrée par la
suite (A"),en.

* Si |A] > 1, la seule suite géométrique de raison A bornée est la suite nulle
et A\ n’est pas valeur propre de T.

4.a)x (SoT)o(SoT)=S0(ToS)oT =S0ldoT =S50T et comme SoT

est linéaire :
S oT est un projecteur de B

* Ker(T) C Ker(SoT) et Im(SoT) C ImS sont des inclusions universelles
banales.

* On a donc aussi :
Ker(SoT) CKer(To(SoT))=Ker((ToS)oT)=Ker(T) et
ImS=Im(So(ToS))=Im((SoT)oS)CIm(SoT)
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et finalement, par double inclusion :
Ker(SoT) = Ker(T);Im(S o T) = Im(S)
b) id = T o S est injective, donc S est injective.
Im(S) = Im(S oT) et comme S o T est un projecteur, Im(S) est un
supplémentaire de Ker(S o T') qui contient la suite §, donc Ker(S o T) # {0}
et Im(S) # B, donc :
S est injective non surjective

¢) On vérifie facilement que 'application S : v — u définie en 2.c) est bien
un endomorphisme de B et convient.

Exercice 2.2.

Soit m un entier naturel non nul. On note £ = R,[X] et on considere

l’application de ¢ de E? dans R définie par :
+oo

o(P,Q) = ; P(t)Q(t)e "dt

1. Montrer que ¢ est bien définie, puis montrer que c’est un produit scalaire
sur E. On pose | P|| = /¢(P, P).
2. Soit T le polynome défini par T(X) = 1+ Xn—f Calculer ||T].

On pose I = T

Al
3. On définit 'application 6 qui & tout polynome P de F associe 2¢p(P, I)I—P.
a) Montrer que @ est un automorphisme de E et déterminer §~1.
b) Montrer que pour tout P de E : |0(P)|| = ||P||.
¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de 6 7
d) 0 est-il diagonalisable ?

Solution :

1. % La fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur R* et comme P et Q
sont polynomiales, on sait que . 1i£rn t2.P(t)Q(t)e~t = 0, donc la fonction &
— 100

intégrer est négligeable devant t~2 au voisinage de 00, ce qui prouve que
Pintégrale définissant ¢(P, Q) est convergente.

* ¢ est clairement symétrique, bilinéaire et positive.
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+oo
x (P, P) = 0 s’écrit P2(t)e~tdt = 0 et par continuité et positivité de
0

1
la fonction a intégrer, cela donne également / P2(t)e™tdt =0 et donc :
0
Vte0,1],P3(t)et =0 i.e. Vt € [0,1], P(t) =0
Ainsi, le polynome P a une infinité de racines et est le polynéme nul.

© est un produit scalaire sur R,,[X]

+oo n +oo n 2n
2. |72 = 1+ L y2etat = (1+ 20 4 L ety
0 n! o n!

(n1)?
+o0
On sait que pour tout k£ de N, on a / the=tdt = k!, d’ot :
0
2.n! 2n)! 2n 2n
T =1 2 B s (30 e = f3+ ()

3. a) * La linéarité de ¢ par rapport au premier argument et les propriétés des
opérations montrent que 6 est linéaire et pour P € R, [X], on a §(P) € R, [X].
* Si P est tel que §(P) =0, on a P =2p(P,I)I de la forme kI.
Or O(kI) = kO(I) = k(2p(I,I)I — 1) et comme @(I,I) = ||I]|*> = 1, il reste
OkI)=klIet 0(kI)=0 = k=0.
Donc 0 est injectif et comme 6 est un endomorphisme d’un espace de
dimension finie (n + 1) :
0 € GL(R,[X])

* Posons Q = 0(P) =2p(P,I)I—P;ona:
et donc : P =2p(Q,1) — Q = 0(Q), soit : =1 = 0.

b) 10(P)||* = [|2¢(P, I)I — P||* = 4p(P, I)*| 1| + || P||* — 4 (P, I)o(L, P)
Soit :

10(P)I? = 1P]? i-e. l0(P)]| = || P]|

¢) On a 62 = Id, donc 6 est une symétrie (d’ailleurs orthogonale) et les
valeurs propres possibles de 6 sont —1 et 1.

d) x 0(P) = P s’écrit 2¢p(P,I) = 2P ce qui a lieu si et seulement si P est
colinéaire a [ :

E1y(0) = Vect(I), espace de dimension 1

x O(P) = —P s'écrit o(P,I) = 0, donc E(_1)(f) est le supplémentaire
orthogonal de E1)(6).
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Donc 6 est diagonalisable.

Exercice 2.3.

1. Justifier la convergence de l'intégrale
+o0 R
P(z)e ™ dx
—0

pour tout polynoéme P € R[X].

2. On pose E = R[X] (on pourra identifier £ & l'ensemble des fonctions
polynomiales de R dans R). Pour P et ) éléments de E, on pose :

—+oo
(P.Q) = / P@)Q(x) e dx

— 00
Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E. On notera || . || la norme
associée.

3. Pour tout entier naturel n, on considere 'application P, de R dans R
définie pour tout réel x par :

Py(w) = e A2 (o)

3
d (e*“‘g) désigne la dérivée d’ordre n au point x de la fonction x — e~

d.’l’:n

a) Calculer Py, Py, P, et Ps.

b) Soit n € N*. Etablir pour tout  réel la relation :
Poi1(x) = —2zP,(z) — 2nP,_1(x)

¢) Montrer que, pour tout entier naturel n, P,, est une fonction polynomiale
dont on précisera, en fonction de n, le degré, la parité et le coefficient du terme
de plus haut degré.

12

ou

d) Soit n € N*. Etablir, pour tout réel z, la relation :
Pl (z) = —2nP,_1(x)
4. a) Montrer que, pour (p,q) € N* x N*: (P, P;) = 2¢(Pp_1, Pj_1).
b) Montrer que la famille (P, )nen est une famille orthogonale de E.
c¢) Calculer \,, = || Pyl

d) En déduire une famille orthonormale de E.

Solution :
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1. La fonction & intégrer est continue sur R et lim z% P(x) e = 0, ce qui

r—+o0

prouve la convergence de l'intégrale proposée, tant pour la borne —oo que
pour la borne +o0.

+oo )

/ P(z) e * dx converge

—0o0

2. x On a clairement pour tous polynomes et tout scalaire :
(P,Q) =(Q,P) et (Py+ \P2,Q) = (P1,Q) + A\(P»,Q)
—+o0

* (P,P) > 0et (P,P) =0+« P2(z)e~*" dx = 0, d’olt par positivité

—00
8
de la fonction & intégrer / p? (;U)e’g”2 dx = 0 et par positivité et continuité :
6

Va € [6,8], PX(z)e™® =0, i.e. P(z) =0
et P a une infinité de zéros, donc est le polynéme nul.

(.,.) est un produit scalaire sur E

3. a) Soit ¢ : ze . Ona:
¢ (x) = =2z " (x) = (422 — 2)e=*", " (2) = (—8x3 + 12z)e~ "
d’ou :
Py=1P =—-2X,P, =4X?—-2,P; = —-8X% 4+ 12X
b) On a ¢'(z) = —2zp(z), donc en dérivant n fois, et gree a la formule de
Leibniz :
P (@) = =220 (2) + n(-2)¢" "V (2)

soit, en multipliant par e’
Ve R, Pyyi(z) = —22P,(z) — 2nP,_1(x)
c) Il est facile de montrer, par récurrence, et grce a la relation précédente
que :

— Pour tout n, P, est un polynéme de degré exactement n.
— Le coefficient dominant de P,, est (—2)".
— Si n est pair, P, est un polynéme pair et si n est impair, P, est un
polyndme impair.

d) On a ™ (z) = Pn(x)e_wz, donc : (") (x) = (P! (x) — 29an(:r))e_’327
soit :

Py (@) = Pl(x) — 2Py (a)

et en comparant avec le résultat obtenu en 3.b) :

P/ (x) = —2nP,_1(x)
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4.a)Ona:

+o0 ) +o0

(Pp, Py) = Py(z)Py(x)e™ do = Pq(g:)gp(p)(x) dx

— 00 — 00
On integre par parties, en dérivant P, en —2¢FP,_; (:,t en «primitivant » @)
en P~V On a P,(2)p®~V(x) = P,(z)P,_1(x)e™ qui est de limite nulle,
tant en —oo qu’en +o00, ce qui autorise a faire cette intégration par parties
directement avec les bornes infinies, ce qui donne :

—+oo
(Pp, Py) =2q Pq—l(x)Pp—l(x)e_m2dx = 2¢(Pp—1, Py—1)

b) En permutant les roles de p et ¢, on a donc aussi : (P, P,) =
2p(Py_1, P,—1) et pour p # ¢ dans N*, on a donc (P;_1,P,_1) =0:

(P)nen est une famille orthogonale
¢) On a, par le résultat 4. a) : || P,||> = 2n||P,—1||?, soit en glissant :
[Pa|? = 2"l Pol|?

+oo
Or || R|)? = / e~ dz = /7 (intégrale de référence) et donc :

A = || P = 2727/ 4/n)

d) (iPn)n cy est une famille orthonormée de E.

Exercice 2.4.

Soit n un entier naturel tel que n > 3. A tout polynéme P de R,[X], on
associe le polynome ¢(P) défini par :

@(P)(X) = aP(X +2)+bP(X 4+ 1) + cP(X), a,b et ¢ étant des réels
fixés.
1. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
b) Montrer que ¢ bijectif <= a+ b+ ¢ # 0.
c¢) Montrer que :

VP € R, [X],p(P)(X) = (a+b+)P(X)+ 3 %p(m(x)
k=1 .

2. On suppose dans cette question a + b+ ¢ = 0.
a) Montrer que Ro[X] C Kerp et Imp C R,,_1[X].

b) A quelle condition, portant sur a,b et ¢, a-t-on Imp = R,,_1[X] ? Que
vaut Ker ¢ dans ce cas?
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c¢) Montrer que si a # 0 ou b # 0, on a R,,_2[X]| C Imy et Kerp C Ry [X].
Quand a-t-on égalité ?

d) Montrer que ¢ n’a pas d’autre valeur propre que 0. L’endomorphisme
o est-il diagonalisable 7
3. On suppose dans cette question a 4+ b + ¢ # 0.

a) Montrer que : A valeur propre de ¢ = A=a+b+ec.

b) Montrer que a+ b+ c est effectivement valeur propre de ¢ et déterminer
le sous-espace propre associé.

c) ¢ est-il diagonalisable ?

Solution :

1. a) Si P € R,[X], alors ¢(P) est combinaison linéaire d’éléments de R,,[X],
donc appartient encore a cet espace.
La linéarité de ¢ résulte des propriétés des opérations, donc :

¢ € L(R,[X])
b) Si P = arX® +ap_1X* 1 4+ ..., alors des calculs simples donnent :
o(P)=(a+b+c)apgX*+ -
xSia+b+c#0, p conserve le degré et est donc un isomorphisme de R,,[X].
* Sia+0b+ ¢ = 0, alors 'image par ¢ de tout polynome constant est le
polynome nul et ¢ n’est pas injectif, donc pas bijectif.
¢) La formule de Taylor permet d’écrire :
P(X+2) = 3 Zp0(x), P(X+1)= 3 LP0(X)
k=0 k! K=o k!
donc :

P(P)(X) = (a+b+)P(X) + 3 &2 b po)(x)
k=1 :

n k
2. On a donc ici : (P)(X) = 2_: %P(k)()()

k=1
a) On a déja vu que le noyau de ¢ contient les polynémes constants et
©(P) est combinaison linéaire des polynomes P, ..., P(™ donc est de degré

inférieur ou égal a 1 :
Ro[X] C Kerp et Im¢p C R,,_1[X]

n k
b) On a o(P) = (2a+ b)P' + 3 %ﬁbp(w()o, ainsi :
k=2 :
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(1) =0, p(X)=2a+b,...,p(X*) = k(2a + b)X*~ 1 + ...
La matrice M de ¢ relativement & la base canonique de R,[X] est donc
strictement trigonale supérieure, la diagonale de M étant bordée de la sur-
diagonale :

20+ b,2(2a + b),...,n(2a + b)
* Si2a+0b # 0, la premiere colonne de M est nulle et les autres colonnes sont
non nulles et forment une famille échelonnée de R,,_1[X], donc une base de
cet espace et :

Imp =R, _1[X],Ker p = Ry[X]
* Si 2a + b = 0, alors la vue des colonnes de M montre que 'image de ¢ est
contenue dans R,,_o[X].

¢) x Si 2a + b # 0, on sait que :
Rn_Q[X] C Rn_l[X] = IHIQO et Kergp = Ro[X] C ]Rl[X}

* Si2a+b =0, alors p(P)(X) = 4CLT_|'bP”()()—|—- et onada+b# 0 (sinon
on aurait a = b = 0, ce qui est exclu dans cette question).

La matrice M de ¢ est alors trigonale supérieure, de diagonale nulle, bordée
d’une sur-diagonale nulle elle-méme bordée d’une sur-diagonale de terme

générique % k(k — 1) non nul.
La vision des colonnes de M montre alors que Im¢ = R, _o[X] et Kerp =
Ry [X].

d) M est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres se lisent dans sa

diagonale : seul 0 est valeur propre et ¢ est diagonalisable si et seulement si
M =0, ce qui impose a = b =c¢ = 0.

3. a) et b) Maintenant la matrice M de ¢ est trigonale supérieure de termes
diagonaux tous égaux a a + b+ ¢, donc :
Spec(y) = {a + b+ c}
n k

et p(P) = (a+b+c¢)P <= %P(M(X) = 0. Soit en raisonnant

k=1 :
comme dans la question précédente :
*xS8i2a+b#0, p(P)=(a+b+c)P <= P € Ry[X];
*Si2a+b=0etda+b#0, p(P)=(a+b+c)P < P cR[X];
* Sia=0b=0, alors ¢ = c.id et tout polynéme non nul est propre.

¢) ¢ n’admet qu’une valeur propre et est diagonalisable si et seulement si
c’est une homothétie,donc si et seulement si a = b = 0.
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Exercice 2.5.

Dans cet exercice, M3(R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3
a coefficients réels.

o Une matrice M = (m; j)1<i <3 € M3(R) est dite stochastique si pour tout
(i,7) € [1,3]%, mi; > 0 et si pour tout i € [1,3], m; 1 +mi2+m;3=1.

o Une matrice M = (m; ;)i<ij<3 € M3(R) est dite déterministe si elle est
stochastique et si pour tout (i,5) € [1,3]2, m; ; € {0,1}.

0 01
SoitA=1[1 0 0
0 1 0

1. Calculer A* pour k € N.

n+1
reste de la division euclidienne de n par 3, exprimer C,,(A) en fonction de
13, A, A2 et n.
3. On note Cp,(A) = (i ;(n))1<i,j<3. Pour (i, ) € [1,3]?, déterminer la limite
¢ ; de ¢; j(n) lorsque n tend vers +o0o0. On pose C = (¢; j)1<i j<3-

2. Pour n € N, on pose C,(A) = 1 ( 3= A%). En discutant suivant le
k=0

4. Les matrices A et C sont-elles stochastiques ? déterministes 7

5. Soit a (resp. ¢) Pendomorphisme de R? de matrice A (resp. C') dans la base
canonique. Montrer que ¢ est le projecteur sur Ker(a — Id) parallelement &
Im(a — Id).

Solution :

1. Si on note (e1, ea,e3) la base canonique de R?, A traduit dans cette base
P’application linéaire telle que e; +— es +— e3 — e.

Donc A? traduit I’application linéaire telle que e; — e3 — eg — eq, A3
traduit 'identité, et donc :

100 00 010
A =10 1 0]; A% =11 0 f A2 =10 0 1
00 1 0 1 100

2. Comme A3% 4 A3F+T 4 A3F+2 yaut J = , on obtient pour tout

R oo

1
1
1

— = =

qde N :
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1 1
*03q+2=W(J+J+-~-+J)=§J
q+1 fois
__ 49 1
*ng+1—3q+2<]+ 3q+2(I+A)

*ng: I

RS U T
3. La convergence s’entendant terme & terme, les suites (Csq), (Csq41) €t
(C34+2) sont convergentes de méme limite C' = iy

Par exhaustion, on en déduit que la suite (C),) converge vers C'.

4. A est stochastique et déterministe, tandis que C' est simplement stochas-
tique.

5.0naC? = %JQ = %x&] = (), donc c est bien un projecteur.

L’image de ¢ est la droite engendrée par le vecteur (1,1,1), tandis que le
noyau de c¢ est le plan d’équation x + y + 2z = 0, donc le plan de base
((17 _17 O)a (17 0, _1))'

-1 0 1
OrA-—1= 1 -1 0 et des calculs simples montrent que le noyau

0 1 -1
de a — id est la droite engendrée par (1,1,1) et que son image est engendrée
par exemple par les premier et troisieme vecteurs colonnes, donc est le plan
d’équation z +y + z = 0.

Kerc =Im(a — id) et Imc = Ker(a — id)

d’ot le résultat.

Exercice 2.6.

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n et p un projecteur de E.
On note r le rang de p.

Pour tout u appartenant a L(E), espace des endomorphismes de E, on pose :

G(u) = F(uop+pou)

1. Montrer que G est un endomorphisme de L(F).
2. On pose A= {u € L(E) / Im(u) C Ker(p) et Im(p) C Ker(u)}.

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E) et préciser la
restriction de G & A.

b) Montrer que A est isomorphe & 'espace vectoriel des endomorphismes
de Ker(p) et en déduire sa dimension.
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3. On définit :
B={ue L(F)/ Im(u) CIm(p) et Ker(p) C Ker(u)}

C={ueL(E)/ Im(u) C Im(p) et Im(p) C Ker(u)}
D ={ue L(E)/ Im(u) C Ker(p) et Ker(p) C Ker(u)}.
a) Quel est l'effet de G sur chacun de ces sous-espaces ?

b) Montrer que B est isomorphe & 'espace des endomorphismes de Im(p),
en déduire sa dimension.

¢) Montrer que C et D sont en somme directe. En déduire que A, B, C et
D sont en somme directe.

Solution :

1. u et p étant des endomorphismes de F, il en est de méme de G(u), donc
G est une application de L(F) dans lui-méme.
Soit alors u,v € L(E) et A€ R, on a:

G(u+ M) = %((qu)\U)OerpO(qu)\U))

= l(qu—i—)\vOp—i—pou—&—)\pov):G(u)—i—)\G(v)7et donc :

2
G e L(L(E))
2. a) x A est non vide, car contient I’endomorphisme nul ;

*Siue Aet A € R*,onalm(lu) =Imu C Kerpet Imp C Keru = Ker(Au),
donc A\u C A. Le résultat reste valide pour A = 0.

* Si u et v appartiennent a A :
— On aImu C Kerp et Imv C Kerp, dout Imu + Imv C Kerp. Comme
Im(u +v) C Imu + Imw, on a bien Im(u + v) C Kerp.
— Onalmp C KeruetImp C Kerv, donc Imp C KerunKerv C Ker(u+uv).
Bref, u + v € A et finalement

A est un sous-espace vectoriel de L(E).

Bien entendu, si u € A, on auwop =0 (car Imp C Keru) et pou = 0 (car
Imu C Kerp), donc G(u) =0 :
La restriction de G a A est nulle.

b) A u € A associons sa restriction a Kerp. Comme Imu C Kerp, on a
a fortiori Im(u|kerp) C kerp et on peut considérer cette restriction comme
étant un endomorphisme de Ker p.
On dispose ainsi d’une application ¢ : A — L(Kerp).
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* Si ¢(u) = 0, la restriction de u a Kerp est nulle et comme la restriction
de v a Imp est nulle (car Imp C Keru), u est nulle sur deux sous-
espaces supplémentaires (Imp et Kerp sont supplémentaires, puisque p est
un projecteur) et donc u = 0.

® est injective.
* Soit v un endomorphisme de Ker p. Soit alors u € £(E), dont la restriction
a Kerp est v et dont la restriction & Im p est ’application nulle.
v est ainsi parfaitement définie (linéaire et restrictions & deux sous-espaces
supplémentaires connues), d’image contenue dans Kerp et de noyau con-
tenant Im p.

© est surjective

Ainsi ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels et si p est de rang r, on a
dimKerp =n — r, donc :
dim A = (n —r)?

3. a) * Soit u € B.
Comme Imu C Imp, on a pour tout z de E, pou(z) = p(u(z)) = u(z) et
comme Kerp C Keru, on a p(r) =0 = u(x) =0. Donc :
Siz e Kerp,ona:

G(u)(@) = L (u(p(x)) + p(u(@))) = 3 p(u(z)) = Fu(z) = 0 = u(x)
SizeImp, ona:

G(u)(z) = 5 (u(p(@)) + p(u(x))) = L (u(@) + u(z)) = u(x)
Ainsi G(u) et u concident sur deux sous-espaces supplémentaires et donc
G(u) = u.
ueB = Gu)=u
* Soit w € C. On a Imp C Kerwu, donc uop =0 et comme Imu C Imp, on a
pou=u, donc :
ueC = Gu)=Ju

* Soit w € D. On a Imu C Kerp, donc pou=10et G(u) = %UOp
Siz e Kerp C Keru, ona G(u)(x) =0=u(z) = %u(m)
Siz elmp, onap(x)==xet Glu)(z) = %u(x)
Ainsi G(u) et L concident sur deux sous-espaces supplémentaires et :

2
ueD = Gu) = %u
b) B est & A ce qulest id —p & p (car id — p est le projecteur conjugué

du projecteur p et 'image de 'un est le noyau de lautre et réciproquement).
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Comme le rang de id — p vaut n — rg(p), il vient avec les notations de 2. b) :
dimB = (n—(n—7r))?=r?

c) *Siu € CND, Imu est contenue a la fois dans Ker p et dans Im p, donc
Imu = {0} et u = 0, ce qui prouve que :
C et D sont en somme directe

* A, B et C@ D sont inclus dans les sous-espaces propres de G respectivement
associés aux valeurs propres 0,1,1/2. Comme on sait que des sous-espaces
propres associés a des valeurs propres différentes d’un endomorphisme sont
toujours en somme directe, il en est a fortiori de méme des espaces en question
et finalement

A, B,C et D sont en somme directe.

Exercice 2.7.
—+oo

1. Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale / t"e~tdt existe.

xr

+oo

2. Montrer que 'application x +— e” t"e~tdt est une fonction polynomi-
ale de degré n a coefficients réels. ’
Soit n un entier naturel non nul fizé et soit @ Uapplication définie pour tout
P e R,[X] par :

+oo

VzeR, ¢(P)(z)=c¢e" P(t)e tdt
x

3. Dans la suite de cet exercice, on confond polynéme et fonction polynome

associée.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
b) Déterminer le noyau et 'image de ¢.

¢) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢.

Solution :

1. La fonction ¢ — t™.e~* est continue sur [z, +oo], positive au voisinage de

+00 et négligeable au voisinage de +oo devant t — ¢t~ 2. La convergence de
I'intégrale proposée en résulte.
—+o0

2. Procédons a une intégration par parties dans I'intégrale / ttle=tdt
x
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u(t) LS R — u’(t) — (n_|_ 1)tn’ v’(t) — et e ’U(t) — et
Comme Em uv = 0, on peut procéder a cette intégration par parties directe-
o0

ment avec la borne infinie et :
+oo

+oo Ly
/ ttletdt = [ —t"tle ! T 4 (n 4 1)/ tre~tdt
x x

+0o0 +oo
/ t"tletdt = a"Tle ™ + (n + 1)/ the~t dt
xr xr

+oo
En posant P,(z) = ez/ t"e~ ! dt, on a donc :
xT
VneNVr €R, Pyyi(x) =2" + (n+ 1) P, ()
+o0
Comme Py(x) = e e~ 'dt = 1, une récurrence aisée montre que pour

x
tout n, P, est une fonction polynomiale a coefficients réels, de degré n et de
coefficient dominant valant 1.

3. a) Le calcul fait en 2. peut se faire pour toute puissance et la «linéarité
de lintégration sous réserve de convergence» montre que ¢(P) appartient a
R, [X] et que 'application P +— o(P) est linéaire :

¢ € L(R,[X])
b) x Si p(P) = 0, comme une exponentielle n’est jamais nulle, il reste :
+o00
Vz eR, P(t)e=tdt =0

x
En dérivant, il vient : Vo € R,—P(z)e ™ = 0, donc Vo € R,P(z) =0 et P
est le polynome nul.
Ker ¢ = {0} et ¢ est injective
* ¢ étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie n + 1, son
injectivité impose sa bijectivité, et :

Imyp = R, [X]
¢) Soit P un polynéme propre associé a la valeur propre X\. On a :
+oo

p(P) = AP, soit : Yz € R, e” P(t)e~tdt = AP(z), ou encore :
foo
Vz eR, P(t)e tdt = \.e *P(x)
xT
Par dérivation 1égitime, on en déduit :
Ve eR,P(x)e ™ = e ®(P'(z) — P(x))

ou encore :



o6 ESCP-EAP 2007 - Oral

Ve e R AP (2) = (A—1)P(x)
Des raisons de degré montrent que si A # 1, seul convient le polynéme nul, ce
qui a été exclu par hypothese, donc la seule valeur propre possible est A = 1,
qui donne P’ =0 et P polynéme constant.
Réciproquement, on vérifie que si P est un polyndme constant, on a p(P) =
P, donc :
Spec(p) = {1} et E1)(¢) = Ro[X]

Exercice 2.8.
Soit N une matrice de M3(R) et u I’élément de £(R?) canoniquement associé.
On note I3 la matrice unité de M3(R).
1. On suppose que rg(N) =1 et N? = 0.
Montrer Pexistence d’une base (a,b,c) de R? telle que :
a ¢ Ker(u), b=u(a), c € Ker(u)
En déduire que N est semblable a la matrice Uy suivante :

0 0 0
Uy=11 0 0
0 0 0

2. On suppose que 1g(N) = 2, que N? # 0 et N3 = 0. Montrer I'existence
d’une base (a/,b,c’) de R? telle que :

a' ¢ Ker(u), b’ =u(a), ¢ =u?(d)

0 0
En déduire que N est semblable a Us = [ 1 0
0 1

0 a O
3. On consideére la matrice de M3(R) : N=|0 0 ~
0 0 O

avec «, 3,7 € R.
a) Calculer N2, N3 et en déduire que : inf{k € N, N¥ =0} =rg(N) + 1.
b) On note M = N2 — N et A= I3+ N.
i) Montrer que A est inversible et que : A=! = I3 + M.

ii) Montrer que les matrices M et N sont semblables (On pourra
raisonner en fonction du rang de N.)

iii) En déduire que les matrices A et A~! sont semblables.
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¢) En déduire que si une matrice B de M3(R) est semblable & une matrice
du type :

1 a g
0 1 ~
0 0 1

alors elle est aussi semblable & son inverse B~!.
Que pensez-vous de la réciproque 7

Solution :

1. On suppose rg(N) = 1 et N2 = 0 : ainsi u n’est pas ’'endomorphisme nul
et :
Ja € R? a ¢ Ker(u).
Soit b = u(a), on a bien b € Ker(u), puisque u?> = 0. Par le théoréme du
rang : dim(Ker(u)) = 2, il existe donc ¢ € Ker(u) tel que (b, ¢) forme une
famille libre.
Montrons que (a, b, ¢) est une famille libre de trois vecteurs de R? :
Soit A, i, v réels tels que Aa + pb + ve = 0. En appliquant «, on obtient :

Aa(a)+0+0=0, soit A =0.
Il reste : ub+ve =0, d’ou u =v =0, car (b,c) est libre.
Ainsi (a,b, c) est une base de R3 telle que : a ¢ Ker(u),b = u(a),c € Ker(u).

0

1

0

La matrice de u dans cette base (a,b,c) est : Uy =

o O O

0
0
0

2. On suppose rg(N) =2, N2 #0 et N> =0; donc :

Ja’ ¢ Ker(u?). On pose b/ = u(a'), = u?(a’).
Montrons que (a’,b’,¢’) est une famille libre de trois vecteurs de R3.
Soit A, i, v réels tels que Aa’ + ub’ + ve' = 0. Alors Mu?(a’) + 0+ 0 = 0 et
donc A = 0.
Puis: b’ +vd =0 = pu()+0=0 = pu =0, car b’ ¢ Ker(u), et enfin
v =vu?(a’) =0 = v =0 car a’ ¢ Ker(u?).
Ainsi (a/, ', ') est une base de R3 telle que : a’ ¢ Ker(u),bt' = u(a’),c =
u?(a’).

La matrice de u dans cette base (a/,b',¢') est : Uy =

O = O
— o O
o O O
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0 a
Ona:N=(0 0 ~ |,dourg(N)<2. Selon le rang de N, on obtient :
0 0 O
e 1g(N)=0 = a=03=+=0:0nabien N =0,
e 1g(N)=1 = (a=0)ou(y=0) = ay=0:0nabien N #0 et
N2 =0,

e 1g(N)=2 = N?#0et N>=0.
Dans tous les cas, on a bien : inf{k € N | N¥ =0} = rg(N) + 1
b) Onnote M = N2~ Net A=1I3+N
i) A est une matrice échelonnée donc inversible.
Ona: A(Is+M)= I3+ N)(I3+ N — N?) =13 = (I3 + M)A, d’ou :
Al =1+ M
ii)e rg(N)=0: N=M =0,
e 1g(N) =1 entraine M = N> — N = —N, donc rg(M) = rg(N) = 1,
et M?=(N2—-N)2=0.

On en déduit grace a la question 1 que M et N sont toutes deux semblables
a U;.

iii) rg(IN) = 2 entraine que la matrice N est semblable & U, d’ou
0 0 O

M = N? — N est semblable A U —Us = [ =1 0 0 |, donc rg(M) = 2.
1 -1 0

On en déduit grace a la question 2 que M et N sont toutes deux semblables
a Us.

Dans tous les cas, les matrices M et N sont donc semblables et il existe
P € GL3(R) telle que N = P! M P.

OnaA=L+N=IL+PMP=P Y M+I)P=PtA7P
Les matrices A et A~! sont donc semblables.

est semblable & A~1.

O = Q
== @

1
5. On a montré que toute matrice A = | 0
0
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La matrice B est semblable & A. Il existe donc Q telle que B = Q1 AQ, d’olt
A1 =Q 7 'B7'Q et A" est semblable & B~!, d’ou le résultat demandé par
transitivité.

Soit B = —I3;onaalors : B~! = B = —I; et pourtant B n’est pas semblable
a une matrice de la forme souhaitée.

Exercice 2.9.

Soit n un entier tel que n > 2. Dans tout l’exercice, on confondra vecteur
de R™ et matrice colonne canoniquement associée. On considere £ = R” =
M., 1(R), muni de son produit scalaire canonique ( , ). On note || || la norme
euclidienne associée.

Soit a,b deux vecteurs de FE de norme 1 orthogonaux. On définit un endo-
morphisme u de E par :

pour tout z € E,u(z) = (a,z)b — (b, z)a
Soit A la matrice canoniquement associée a u.
1. a) Déterminer Ker u. Déterminer la dimension de Imu ainsi qu’une base
de cet espace.

b) Montrer que E = Ker u®Imu et que les sous-espaces Ker u et Im u sont
orthogonaux.

2. Montrer que pour tout (z,y) € E?
<’LL($)7 y) = —<$, u(y)>

3. Déterminer les valeurs propres (réelles) de w. L’endomorphisme u est-il
diagonalisable ?

4. Montrer que ’endomorphisme u o u est symétrique.

En déduire que si A est une valeur propre complexe non réelle de la matrice
A, alors A = ia, avec o € R, ol 4 désigne le nombre complexe de module 1
et d’argument 7 /2.

Solution :

1. a) On a = € Ker(u) si et seulement si (a,x)b = (b, z)a. Or la famille (a,b)
est libre ; donc ceci impose (b, z) = (a,2) = 0 et x € Vect(a,b)*.

La réciproque est immédiate.

Ainsi Ker(u) = Vect(a,b)*, qui est de dimension 2.

Comme pour tout z, u(z) = (a,z)b— (b, z)a, on a Imu C Vect(a, b) et comme
u est de rang 2, il vient
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Im(u) = Ker(u)*.
b) Par le cours et la question précédente, on a Ker(u) @+ Im(u) = E.

2. 11 suffit d’écrire :

D’ou :

Va,y, (u(@),y) = —(z,u(y))
Matriciellement ceci se traduit par le fait que A est une matrice anti-
symétrique.

3. Si A est une valeur propre (nécessairement réelle) de u, il existe x # 0 tel
que u(x) = A\z. Ainsi :

Alz|? = Az, z) = (u(z), 2) = —(2,u(z)) = —A||z]|?
Donc A = 0. Comme le noyau de u est de dimension 2, 0 est effectivement
valeur propre de u.

4. On vérifie aisément que u? est symétrique, car le carré d’une matrice
antisymétrique est symétrique.

Ainsi, si A\ est une valeur propre complexe non réelle de A, alors A% est une
valeur propre de A2, donc est un réel.

Plus précisément, A\ est un imaginaire pur, car si A = a + b,b # 0, alors
A2 = a? — b? 4 2iab et ce nombre n’est réel que si a = 0.

Exercice 2.10.

Soit E un K-espace vectoriel ot K = R ou C. On considére deux projecteurs p
et g de FE différents de 'identité Idg et de I'application nulle ; on suppose en
outre que p et ¢ commutent et que leur somme f n’est pas égale a 'identité.

1. Montrer que p o q est un projecteur de E et calculer f2 — 3f2 4+ 2f. En
déduire les valeurs propres possibles de f.
On note Spec(f) 'ensemble des valeurs propres de f.
2. a) Montrer que 0 € Spec(f) si et seulement si KerpNKerq # {0g}.

b) Montrer que 2 € Spec(f) si et seulement si Imp NImgq # {0g}.

c¢) Montrer que Ker f @ Ker(f — Idg) @ Ker(f — 2Idg) = E.
3. En déduire que [2 ¢ Spec(f) ou 0 ¢ Spec(f)] entraine que 1 € Spec(f) et
Spec(f) # {1}.
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Solution :

1. On a par commutativité : (pog)o(pogq) =popogog=pogq.
Par la formule du binéme (valide puisque p et ¢ commutent), il vient en
notant la composition par simple juxtaposition :

f2=p>+3p*q+3qp* + ¢* =p +6pg + q;

f2=p*+2pg+¢* =p+2pq +q.

2=3f2+2f=0

Aussi les valeurs propres possibles de f sont parmi les zéros de X3 —3X2+2X,
donc dans 'ensemble {0, 1, 2}.

2. a) On a 0 € Sp(f) si et seulement si il existe z # 0 tel que f(x)
p(z) + g(z) = 0. Comme f?(z) = 0, il vient p(z) + 2(p o ¢)(x) + ¢(z) =
donc (poq)(z) = 0.

0,
En appliquant p & la relation p(z) + ¢(z) = 0, on obtient p(x) = 0 et donc
¢(z) = 0. Donc Ker p N Ker ¢ # {0}.
La réciproque est évidente.
b) On a 2 € Sp(f) si et seulement si il existe = # 0 tel que
f(x) =p(x) + q(z) = 2z.

On a alors f?(z) = 4z = 22 +2(poq)(z). Donc (poq)(x) = 2. Donc x € Imp
et comme p et ¢ jouent le méme role, on a également x € Img.

Réciproquement, si x € ImpNImg, on a p(x) = q(z) = = donc f(x) = 2z.
¢) On sait déja que Ker f, Ker(f — Id) et Ker(f — 2Id) sont en somme
directe (quitte & ce que certains parmi ces sous-espaces soient réduits & {0}).

Soit u € E, si on peut écrire u = 2+ y + z, avec x € Ker f, y € Ker(f — Id)
et z € Ker(f — 2Id), alors :

U=r+y+=z
{f(U)=y+2z
fPu) =y +4z

et donc :

v=u—3f(u)+ 312 u)

y=2f(u) — f*(u)
p=—2f(w) + 12w
On vérifie alors que ces vecteurs sont bien tels que : z € Kerf, y €

Ker(f — Id), et z € Ker(f — 2Id), ce qui prouve que la somme des trois
noyaux précédents est E.
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3. Supposons que 2 ¢ Sp(f).

e Sil¢ Sp(f),alors E = Ker f et f=0. Donc p=—¢q ce qui entraine que
pP=p=-pg=—qp=q*=q;doncp=qet 0=p+q=2pdoip=0.
Finalement si 2 ¢ Sp(f) alors 1 € Sp(f). La démonstration est identique si
Pon suppose que 0 ¢ Sp(f).

Pour terminer, si Sp(f) = {1}, comme f est diagonalisable, il vient f = Id,
ce qui contredit I’hypothese f # Id.

Finalement Sp(f) # {1}.

Exercice 2.11.

Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.
Soit &€ T'ensemble des fonctions f continues telles que [f(INV)]?> admet une
espérance.

1. Montrer que, pour tout (f,g) € &2, la variable f(N)g(N) admet une
espérance, que l'on note (f, g) dans la suite de Pexercice.

2. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de C(R,R) contenant R[X].
3. Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur €.

4. Calculer, pour tout entier naturel n, la valeur de l'intégrale

+oo 22 d
I, = / oo~ 42
o T

(On pourra séparer les cas n pair et n impair.)
5. Soit (Px)o<k<n la base orthonormale de R, [X] (pour le produit scalaire
(', )) obtenue par le procédé de Schmidt & partir de la base canonique.

a) Calculer Py et P,

b) Montrer que pour tout entier k tel que n > k > 1, il existe un triplet de
réels (ag, b, cr) tel que

X.P, = ap Py + b0 P + ¢ Pe—1

Solution :

1. Pour tout A > 0,B < 0 et (f,g) € €2, on a par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

A 2 A 22 22
/ f(@)g(z)eF de = / (f@)eT) (g(a)e™T) dx
B

B
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A 2 A 22 o
< \// (f(a:)ef%)zdx/ (9(z)e™ ) da

B
\/ A z? A z2
< f2(x)e™ dz/ g% (x)e” 2 dx
B B
Quand B tend vers —oo et A vers 400, le membre de droite a une limite car
(f,g) € €%, donc le membre de gauche aussi et f(N)g(N) a une espérance.

D’ou le résultat.

2. Le sous-ensemble € est un sous-ensemble non-vide de C°(R, R).
Pour tout (A, ) € R? et tout (f,g) € £2, on a par linéarité de I'espérance,
toutes les convergences étant acquises :

E((Af(N) + ng(N))?) = N2 E(f(N)?) + 22u(f, g) + 1* E(9(N)?)
Enfin, les fonctions polynomiales sont dans £ car le produit d’une fonction

2

polynomiale P par x — exp ( — %) est continue et intégrable sur R.

En effet, au voisinage de 400 ou de —oo :
2

M

P(x)ef% = o(x72), car liEItl acQP(x)e*% =0.

3. % (, ) est clairement symétrique.

* (, ) est bilinéaire en vertu de la linéarité de espérance.
—+oo

Vresl = [ L@t

Donc (f, f) est positive comme intégrale d’une fonction positive et (f, f) =0
si, et seulement si f =0 (en utilisant la continuité de I'intégrant).

4. Par intégration par parties, on trouve, pour tout entier n > 2 :

1 227 =400 +oo 22 d
I, = —\/—27_33”_1677}_)_00 —I—/ (n—1)z" 2% 7 \/%r =n-1)1—2

Or Iy =1 et Iy = 0. D’ou, pour tout entier naturel n,

!
Ions1 =0, =(2n—1)2n—3)...1= (2[‘)'
2"n!
5. a) Py est la normalisation du polynéme constant 1. D’ou :
1
Py = To 1

D’apres le procédé de Schmidt, on a :
X — (X, )Py X

P = _ _
YT UX — (X, PPy, X — (X, P))Py)  I—2I? + I 1,
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b) Pour tout entier k tel que 1 < k < n, le polynéme X P, (X) appartient
a Rpp1[X] = Vect(P;, i <k+1).
On a donc :
k+1
i=0
avec o; = (X. Py, B;).
On remarque alors que (X.Py, P;) = (Py, X.P;).
Cette derniere expression montre que a; = 0sii < k—2 car P, € (Rk,l [X]) +

D’ou le résultat final.

Exercice 2.12.
Soit n un entier tel que n > 2.
On note R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.
On définit une application ® sur R, [X] par :
pour tout P de R,[X], ®(P) = P" — 2XP’

ou P’ et P” désignent respectivement les dérivées premiere et seconde de P.

1. Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer les valeurs propres de ®. L’endomorphisme & est-il diagonal-
isable ?

3. a) Montrer que pour tout p € [0, n], il existe un unique polynéme unitaire
H, de R, [X] tel que ®(H,) = —2pH,,.

b) Déterminer le degré de H), ainsi que les coefficients des termes de degré
p—1etp—2de Hp.

4. Soit p # g deux entiers de [0, n]. Montrer que 'intégrale

+oo
H,(t)H, (t)e " dt

est convergente et calculer sa valeur.

Solution :

1. La dérivation étant linéaire, ’application ® est linéaire. De plus, pour tout
k>2 &(X*) =k(k—1)X*2-2kX* et ®(1) = 0,®(X) = —2X entrainent
que ® est un endomorphisme de R,,[X].
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2. La matrice associée & ® dans la base canonique de R,,[X] est

0 O 2 0L 0

o -2 0 ... ... 0

SRR .
A= . . .

0 o oonn-=1)

0 0

o o ... ... 0 —2n

C’est une matrice triangulaire supérieure.

Ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale et Sp(A4) = {0, -2, —4,..., —2n}.
La matrice A admet (n+ 1) valeurs propres, et R,,[X] est de dimension n+ 1.
L’endomorphisme ® est donc diagonalisable.

3. a) L’ endomorphisme ® admet —2p comme valeur propre et le sous-espace
propre associé est de dimension 1. Il existe donc un unique polynéme (unitaire
apres normalisation) H,, tel que ®(H,) = —2pH,,.

b) La considération du terme de plus haut degré montre que si ®(H,) =
—2pH,, alors P est de degré exactement p.

p—1
On écrit alors Hy(X) = XP + 3 apX*, puis ®(H,) = —2pH, donne, en
k=0
égalant les coefficients des deux membres de cette égalité :
{ —2(p—1)ap—1 = —2pa,_1
—2(p = 2)ap-2 +p(p - 1) = —2pa, 2

Donc ap—1 = 50,ap—2 = 7%'

+oo
4. On sait (ou on vérifie aisément) que (P, Q) — / P(t)Q(t)e*tzdt est un

produit scalaire sur R,,[X].

+oo g
Ona: (B(P),Q) = / (P"(t) — 2P (£)Q(t)e—""dt, soit

70—:00 R +oo R
(®(P),Q) = /_ P'(t)Q(t)et dt — 3 P'(#)Q(t)2te™t dt

En intégrant par parties, directement avec les bornes infinies :

Foo 2 24400 oo 2
P"(H)Q(t)e" dt = [P'()Q(t)e™" }_Oo—/_ PI(t)(Q'(t)—2tQ(t))e™" dt

— 00
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et, en remplaant, on obtient :
“+ o0

(®(P),Q) = P()Q (t)e " dt

— 00
Sous cette forme la symétrie est claire et (®(P), Q) = (®(Q), P).
Ainsi, ® est un endomorphisme symétrique et les sous-espaces propres sont
orthogonaux. L’intégrale demandée est donc nulle.

Exercice 2.13.

Soit m un entier naturel non nul et Q un polynéme a coefficients réels de
degré d < n. On définit 'application suivante :

. {Rn[X] —  Ry[X]

' P — (PQ)™
ol (PQ)(") indique que l’on prend la dérivée n®™ du produit de P par Q.
1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme @ pour que
¢ soit un automorphisme de R,,[X].

3. Montrer que la matrice de ¢ dans la base canonique de R,[X] est
triangulaire supérieure. Que dire de plus dans le cas particulier ou d < n?

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme @ pour
que ¢ soit diagonalisable.

Solution :
1. L’application ¢ est bien & valeurs dans R,[X] car pour tout P € R, [X],
on a : deg(PQ) < n+d et deg(PQ)™) <n+d—n=d<n.
L’application ¢ est linéaire car la dérivation et ’application P — PQ sont
linéaires.
Donc ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminons le noyau de ¢ :

P € Kerp <= (PQ)™ =0 <= deg(PQ) < n <= deg(P) <n—d
Le noyau de ¢ est donc réduit au sous-espace nul si, et seulement si, d = n.

Par conséquent, ’endomorphisme ¢ est injectif (et donc bijectif car R, [X]
est de dimension finie) si, et seulement si d = n.
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3. Soit k € [0,n]. Le polynéme p(XF¥) est de degré inférieur & k, et méme
strictement inférieur a k si d < m. Donc la matrice de ¢ est triangulaire
supérieure.

4. Comme la matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire, on lit ses
valeurs propres sur la diagonale.

e Sid < n,on avuala question précédente que les éléments diagonaux
(donc les valeurs propres) de la matrice de ¢ dans la base canonique sont
nuls. ’endomorphisme ¢ est alors diagonalisable si, et seulement si, c’est
I’endomorphisme nul, soit @ = 0.

e Si d = n, calculons les coefficients diagonaux de la matrice de ¢ dans la
base canonique. Si on note a,, le coefficient du monéme dominant de @, les

(n+k)

[
—— pour k € [0,n]. Comme ces coefficients

sont tous différents, la matrice est diagonalisable.

coeflicients diagonaux sont a,,

En conclusion, ¢ est diagonalisable si, et seulement si Q =0 ou d = n.

Exercice 2.14.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On consideére trois endomor-
phismes de E, notés f, g et h tels que :

hof—foh = 2f
hog—goh = —2g
fog—gof h
On suppose de plus que si F' est un sous-espace vectoriel de E qui est stable
a la fois par f, g et h, alors F' = {0} ou F = E.

Soit A une valeur propre de h.
1. Soit & un vecteur propre de h associé a la valeur propre A. Montrer que :

h(f(z)) = (A +2)f(2).
2. Montrer qu’il existe un vecteur non-nul zg et A\g un réel tels que

{ h(zo) = Aozo
f(zo) =0

3. On définit la famille de vecteurs (zx)g<n—1 par le vecteur zy trouvé a la
question précédente et la relation de récurrence :
Vk € [0,n — 2], xk41 = g(xk)

Montrer que, pour tout k € [0,n — 1] :
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h(l‘k) = ()\0 — 2k)$k

9(xk) = Tyt

(k) = k(Ao — Kk + 1)zg—1
en posant x_; = 0.

4. Montrer que la famille (zg)g<n—1 est une base de E.

Solution :

1. Comme h(z) = Az, la premiere propriété donne :

h(f(x)) = 2f(z) + f(h(z)) = 2f(2) + f(Ax) = (2+ A) f(2)
D’ou le résultat.
2. Soit A¢ la plus grande valeur propre (qui existe car on a supposé qu’il
en existe au moins une) de h et xg un vecteur propre associé a cette valeur
propre.
Si f(xo) est non nul, alors, d’apres la question précédente, A\g + 2 est une
valeur propre de h, ce qui est impossible car on a choisi A\g maximale. D’ou :

f(l‘o) =0.
3. Procédons par récurrence. Définissons, pour tout k € N, la proposition :
P : (<h(£l:k) = ()\0 - 2k).’£k, f(:ck) = k()\o —k—+ 1)56]6,1 »

o Les relations sont vérifiées pour k = 0, d’apres la question précédente. D’ou
Py est vraie.

e Soit k£ € N ; supposons la propriété Py vérifiée. Alors :
h(zp41) = hog(zk)
= goh(xg) — 2g(xy) (d’apres la deuxieme relation)
= (Ao — 2k)xk4+1 — 2241 (hypothese de récurrence)
=(Xo—2(k+1)zr+1
f(xrs1) = foglan)
=go f(zr) + h(z) (d’apres la troisieme relation)
=k(Xo — k+ Dag + (Mo — 2k)zy, (hypothese de récurrence)
= (k+1)(Xo — k)zy
D’olt Pg41 est vraie.

On obtient le résultat demandé par le principe de récurrence.

4. Soit d l'indice du premier terme nul de la suite (x)ren. Les vecteurs xy,
sont donc non-nuls pour k£ < d et nuls pour k > d.
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e D’apres la question précédente et la définition de la suite (x)gen, Uespace
vectoriel Vect(xy)ren est stable a la fois par f, g et h : d’apres 1’énoncé, il
est égal & E (il ne peut étre réduit a {0} car z¢ # 0). La famille (xy)k<a—1
est génératrice de F, car les termes d’indices plus grand que d sont nuls.

o De plus, la famille de vecteurs non nuls (xy)k<4—1 est constituée de vecteurs
propres de h associés & des valeurs propres distinctes (d’apres la question
précédente) : elle est donc libre.

En conclusion, la famille (2)r<q—1 est donc une base de E, et en particulier
d = n car la dimension d’un espace vectoriel est égale au cardinal de ses
bases.

Exercice 2.15.
Soit E = C2([0,1],R). On considére les deux parties de E :

V={f€E, f(0)=f(1)=0}et W={f€E,f"=f}

ou f et f désignent les dérivées premiere et seconde de f.

1. On admet qu’une base de W est donnée par (z — e,z — e~ %).
Montrer que V' et W sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Soit ¢ : E? — R définie par : )
o(.9) = [ 11090+ £/ (0] e
2. Montrer que ¢ est un produ?t scalaire sur F.
3. Montrer que V' et W sont supplémentaires orthogonaux dans F.
4. Soit U = {f € B, f(0) = f(1) = £'(0) = f'(1) = 0}.
a) Montrer que U n’est pas réduit a la fonction nulle.

b) Montrer que si f € U alors

(/0 f(t)dt) —/0 f2(t)dt§/0 F) () dt

5. On se place dans l'espace euclidien (R3[X],¢) et on note ||.| la norme
associée.

a) Déterminer une base de VP = {P € R3[X], P(0) = P(1) = 0}.
b) Montrer l'existence du réel a = Ainf]R X3 — A+ wX2+ (A —-1)X|.
SHE

¢) Montrer que « > 0.
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Solution :
1. @ V est un sous-espace vectoriel de E, car non vide (contient f = 0) et
stable par combinaison linéaire,

o W = Vect(z — e*,x — e %) est également un sous-espace vectoriel de F,
puisque ces deux fonctions sont bien de classe C2.

f(z) = ae® + Be" a+B3=0
Clevow = {(ﬂMfﬂ)O :>{a@+ﬂmo

e Soit f € E. On cherche deux fonctions v € V et w: x +— Ae® + pue ™ € W
telles que : Vo € [0,1], f(x) = v(x) + w(z). On a alors :

{f(x)=v(x)+Ae””+ue‘”” . {f(0)=A+u

v(0) =v(1) =0 f(1) = Ae+pfe
_ ef(1) = £(0)
e’ —1
- u:eﬂD—¥ﬂ®
e —1
Ainsi w(z) = Xe® 4+ pe™™ est bien déterminée, on pose alors : v(xz) =

f(z) — w(z) qui, par construction est bien dans V.

2. Soit p : B2 — R, (f,9) '—>/ g(t) + f'(t)g'(t)) dt

@ est un produit scalaire sur F, car c’est clairement une forme symétrique,
bilinéaire ( linéarité des opérations de dérivation et d’intégration), positive
(positivité de l'intégrale) et définie (I'intégrale d’une fonction positive et
continue est nulle si et seulement si cette fonction est nulle).

3. On sait déja que V' et W sont supplémentaires dans F.
Soit alors feVetgeW,

1 1
/ 1 _ " d — O . d
/ frt [F)g' (D)o /0 f(t)g" (t)dt /0 f(t)g(t)dt
car f(0 1)=0et g=g". Dol :
/ f)g(t) dt+ / f'(®)g'(t)dt =0 et V et W sont orthogonaux.

4. a) U n’est pas réduit a la fonction nulle car il contient par exemple la
fonction z — cos(2mx) — 1.

b) Soit f € U. On a :
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1
12 // //
| w1 /ff /ff
d’ou : . . . .
:/ﬁ@w—/ﬁmwzlﬁwa+AﬂWWMt

On a ¢(f,1) /f2 )dt et p(1,1) =1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz : (¢(f,1))? < ¢(f, f)¢(1,1) donne alors :

Qﬁ@ﬁ /F ﬁ+/ff”

5. L’espace (R3[X], ¢) est un espace euclidien de dimension 4.

a) P appartient & V P si et seulement si P est de degré inférieur ou égal a
3, admet 0 et 1 pour racines, donc est de la forme
X(1-X)(aX +b)
ainsi :
VP = Vect(X(1 - X),X?(1 - X))

b) La fonction g : R? — R, (A, p) = |[uX3 — (A + ) X2 + (A — 1) X|| est
minorée par 0, donc « existe. De plus c’est la racine carrée d’une fonction
polynomiale, elle est donc continue sur R2, donc elle atteint sa borne inférieure
a et il existe (\, p) € R? tels que a = g(\, u).

¢)Ona:
_ 2 3 y2y_ — gl =
o= A’1PIL1€fR||)\(X X))+ pu(X°® - X?) - X|| Plen‘ﬁp [|P —z|| =d(z,VP).

Le théoreme de la projection orthogonale assure que a = ||py p(z) — ||, ou
pvp(z) est le projeté orthogonal du polynéme X sur le sous-espace vectoriel
VP. Comme z ¢ VP, x # pyp(x), don

d(z,VP)=a>0.

Exercice 2.16.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et f un endomorphisme
de E.
1. On suppose dans cette question que rg(f) = rg(f?) =r.
a) Montrer que Ker f = Ker f? et que E = Ker f @ Im f.

b) Réciproquement, on suppose que F = Ker f @ Im f.
Montrer que rg(f) = rg(f?).
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2. On suppose dans cette question que r = 1. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit diagonalisable.
3. On suppose désormais que rg(f) = r,rg(f?) = p, avec r # p.

a) Montrer que p <7 — 1.

b) Exprimer dim(Ker f N Im f) en fonction de r et p.

4. a) Montrer qu'il existe un entier & tel que rg(f*) = rg(f*+1).
b) Montrer qu'on a alors E = Ker(f*) @ Im(f*).

Solution :

1. a) Comme 1g f = rgf?, on a dimKer f = dimKer f? et comme on a
toujours Ker f C Ker 2, il vient immédiatement que Ker f = Ker f2.
Soit 2z € Ker f NIm f. Alors f(z) = 0 et # = f(y). Donc f2(y) = 0 ce
qui entraine que f(y) = z = 0. On termine avec le théoréeme du rang pour
conclure que £ = Ker f & Im f.

b) Réciproquement, soit z € Ker f2. Alors f?(z) = f(f(x)) = 0. Donc
f(x) € Imf NKer f = {0}. Donc z € Ker f. Ainsi Ker f? = Ker f et on
conclut par le théoreme du rang.

2. Un endomorphisme de rang 1 est diagonalisable si et seulement il admet
une valeur propre non nulle. En effet :
rgf=1 = 0€Sp(f) et dimEy = (n — 1). Donc :

e si Sp(f) = {0}, alors f non diagonalisable, sauf si f est ’endomorphisme
nul, qui n’est pas de rang 1.

e Si Sp(f) # {0}, f admet une autre valeur propre A # 0 et dim E) = 1
(puisque dim Ey = (n — 1)). Donc f est diagonalisable.

3. a) Soit g : Im f — Im f? définie par, pour tout = € Im f,g(z) = f(x).
L’application g est linéaire de Im f vers Im f2, surjective et le théoreme du
rang montre que :
rg f =rg f2 +dimKerg
Or Kerg = Ker f N1Im f et rg f # rg f2, donne Ker g = Ker f N Im f # {0}.
Donc p <r —1.
b) Par le théoréme du rang, dim(Ker f NIm f) = r — p.

4. Regardons la famille de sous-espaces vectoriels (Ker f¥);>;. C'est une
famille croissante pour I'inclusion. La suite des entiers naturels (dim Ker f*)j>1
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est donc croissante, majorée par la dimension de E. Elle est donc station-
naire : il existe k tel que dimKer f* = dimKer f**1. Comme Ker f* C
Ker f*+1. On a Ker f¥ = Ker f*+1.

Montrons que Ker f* = Ker f*+2.
En effet, soit z € Ker f¥+2; alors f(x) € Ker f**! et donc f(x) € Ker f*¥,
donc z € Ker f**! = Ker f*.

Par une récurrence immédiate, pour tout p > 1, Ker f* = Ker f**P. Par
le théoréme du rang, on obtient également que pour tout p > 1, Im f* =
Im f**P_ par inclusion évidente et égalité des dimensions.

Montrons que Ker f* N Im f* = {0}.

En effet, soit # € Ker f* N Im f*; alors f*(z) = 0 et = = f*(y). Donc
F?5(y) = 0 et Ker f2* = Ker f* entraine x = f*(y) = 0.

Ker f* et Im f* sont donc en somme directe et comme les dimensions sont
ad hoc ces deux sous-espaces de E sont supplémentaires.

Exercice 2.17.

Soit (E,( , )) un espace euclidien.

1. a) Soit v un vecteur non nul de E. Montrer que application ¢, : z — (v, z)
est une application linéaire de E vers R ; préciser son noyau.

b) Réciproquement, montrer que, pour toute application linéaire ¢ non
identiquement nulle de E vers R, il existe un unique vecteur non nul v € F
tel que ¢ = ,.

2. Soit ¢ une application linéaire non nulle de E vers R, u un vecteur non
nul de H = Ker g, et f € L(F) défini par :
fl@)=z+o@)u ()

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f, et étudier

si f est diagonalisable.

b) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est de la

1 0 0
forme A= 1 )

0 O 0

0 0 1

Peut-on choisir une telle base orthonormée ?

c) Justifier que f est inversible et déterminer son inverse. Montrer que f~!
peut étre définie par une formule analogue & ().
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Solution :
1. a) Par la bilinéarité du produit sacalaire, Papplication 1, est clairement
linéaire. De plus son noyau est 'hyperplan H = v = [Vect(v)]*.

b) Soit (€;)ic[1,n] une base orthonormée de E.

n
* Pour z = > x;e; quelconque et ¢ € L(E,R), on a p(z) = > x;p(e;) et
i=1 i=1

n
donc si on pose v = > p(e;).e;, on a (x) = (v,x) = P, (x), soit ¢ = h,.
i=1

* Soit v1,v2 € F, 811, = 1y,, on a pour tout vecteur x de E, (v1,x) = (va, x),
donc (v — vg,2) = 0 et pour x = vy — vy il reste [Jv; — va]|> = 0 et vy = vy.

On a ainsi prouvé l'existence et 1'unicité.
2.a) On a f(z) = Az si et seulement si p(z)u= (A —1)z, dou:
e )\ =1 entraine que ¢(x) =0, soit x € H = Kerp;

e )\ # 1 entraine que x € Vect(u) C H ce qui est exclu. Ainsi Sp(f) = {1},
et Ker(f — Id) = H, donc f n’est pas diagonalisable.

b) Il existe v tel que ¢ = ¥, et v L u; soit (u;) une base de F telle que

up = v, ug = u et (ug,...,u,) base de H. On a :
1 0 - 0
1]
en prenant e; = v/|[v||, e2 = wu/||u|| complété en (es,...,e,) base or-

thonormée de H (i.e. (e;) base orthonormée adaptée & E = H+ @ H), on
a donc :
1 0 --- 0
o]l {lull
M(e7)(f) =A= 0 I, 1

qui est de la forme voulue.
¢) La matrice A est inversible car triangulaire avec des 1 sur sa diagonale.
Pour déterminer son inverse, comme (v,u) =0, on a :
[y=z+ (v,x)u = (v,y) = (v,2)] = [y:x+ v,y usr=y— <v,y>u]
soit :
i) =y —()u=y+v-y)u
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3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On consideére trois variables aléatoires X, Y et Z, définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant la loi exponentielle de parametre .

1. Déterminer la loi de Y + Z.

2. a) Soit D =Y + Z — X, déterminer une densité de la variable aléatoire D
sur RT.

b) Calculer P(X <Y + Z).

3. Déterminer I’événement complémentaire de ’événement
X<Y+4+ZINn[Y <Z+X|Nn[Z<X+Y],

et calculer sa probabilité.

4. Quelle est la probabilité pour qu’on puisse construire un triangle (éventuellement
aplati) dont les cotés aient pour longueur X, Y et Z?

Solution :

1. Y + Z est encore une variable aléatoire & valeurs dans RT et comme X
et Y sont indépendantes, une densité fy .z de Y 4+ Z peut étre définie par
convolution, ce qui donne :
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+o00

T
Va >0, fyiz(z) = Yy fz(x —t)dt = / Ae M e 2@t gt
oo 0

= / A2e— M2t
0
0 six <0

n-{ .
Frez(®) Nz.e ™ siz >0
2. a) La variable aléatoire —X est aussi indépendante de Y + Z et, & nouveau

par convolution :
“+oo “+o0

Vo 20, fp(z) = fyyz(®)f-x(x—t)dt = fyyz () fx(t —x)dt

— 00 — 00

+o0 +oo
= / Ate M N emAMEm2) gt = \3ehw / te 2t

x
Le calcul de 'intégrale écrite se fait sans probléme a ’aide d’une intégration
par parties, ce qui donne :
Vo >0, fp(x) = §(2Az + 1)e

+oo

b)Ona P(X <Y +2Z)=PD >0) = / fp(z)dz, donc il suffisait
0
bien de connaitre une densité de D sur Rt et :
+oo
PX<Y+2)= %/ (2X\z + 1)e * dx
0

et en intégrant & nouveau par parties, on obtient : P(D > 0) = %
3.Posons C = [X <Y+ Z|N[Y <Z+X|N[Z <X +7Y], les lois de de
Morgan montrent que :

C=[X>Y+ZJUY >Z+X]U[Z > X +Y]
* Les trois événements constituant la réunion précédente sont deux a deux
disjoints (si on avait par exemple [X > Y + Z] et [Y > Z + X], on aurait
[X > 27 + X], ce qui est clairement impossible puisque Z est & valeurs dans
RT).
* De plus chacun de ces événements releve du traitement de la question 2.

b), donc a pour probabilité 1 — P(D > 0) = %, soit :

pP(C)=3

4
4. On peut construire un triangle de c6tés donnés si et seulement si chacun
de ces nombres est inférieur ou égal & la somme des deux autres, ce qui

correspond a la réalisation de I’événement C de probabilité i
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Exercice 3.2.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur l’espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes, de méme loi uniforme sur 'ensemble £ = {0,1,2,...,n}.
Soit Z et T les variables aléatoires définies par :
Z=|X-Y|etT=inf(X,Y)
Sous réserve d’existence, on note E(A) I'espérance de la variable aléatoire A.
1. a) Justifier lexistence des moments de tous ordres de Z et T.
2)
M B(z) = Mnt2)
b) Montrer que E(Z) 3(n+1)
¢) En déduire E(T') et en donner un équivalent lorsque n tend vers Uinfini.

2. Soit U une variable aléatoire a valeurs dans N, telle qu’il existe K € N*
vérifiant : 0 < U < K.

K
a) Exprimer Y P(U > j) en fonction de l'espérance E(U).

j=1

K
b) Calculer de méme Y j2P(U > j) en fonction de E(U), E(U?) et E(U?).
j=1
3. a) Calculer pour tout j € N, la probabilité P(T > j).
b) En utilisant la question 2. a), retrouver la valeur de E(T).

4. Calculer E(Z?) en fonction de la variance 0% de la variable aléatoire X.

Solution :

1. a) Z et T sont des variables aléatoires qui ne prennent qu’un nombre fini
de valeurs. Elles admettent donc des moments de tous ordres puisque les
sommes qui les définissent sont en fait finies.

b) Z =|X — Y| prend les valeurs 0,1,...,n et :

Z=i)= UX=i+k)n¥ =k)]U UY =i+k)n(X=Fk)
k=0 k=0
Chaque événement (X = i) N (Y = j) est de probabilité ﬁ et pour
n

1 > 1 la réunion précédente est une union disjointe, d’ot :

Vie [1,n], P(Z =1) =2(n—i+1)xﬁ

Ainsi :
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L . 9 L, .
E(Z) = iP(Z =1) = —=—= i(n—i+1
@=Fire ==t Fin =i+
_ 2 A2 XA
n+1i;Z (n+1)2i;Z
92 Xn(n—i—l)_ 2 ><n(n—l—l)(2n—|—1)
T n+1 2 (n+1)2 6
Ce qui donne bien :
_ n(n+2)
E(Z)_S(n+1)

c)Ona:
X =Y =sup(X,Y) —inf(X,Y), et X +Y =sup(X,Y) +inf(X,Y).

Par conséquent : 2T = X +Y — |X — Y| et comme on sait que E(X) =
EY)= %, il vient :

_n_nmn+2) _n@2ntl) p

ET) =3 6(n+1)  6(n+1) () 3

K K

2.a) On a E(U) = Y iP(U = i) = >, iP(U = i), tandis que par
i=0 i=1

retournement classique des sommations :

K ' K K ' K i . K .
PUZj)=3 > PU=i)=3% > PU=1i)= > iP(U=1)
=1 j=11i=j i=1j=1 i=1

On a donc bien :

b) gleP(U>j> = i ijQP(U:i) = i Zi:jQP(U:i), donc :

=

Soit, en développant :
K
> j2P(U > j) = $E(U®) + 1E(U?) + $B(U)
j=1

3. a) Evidemment, si j > n,ona P(T > j) =0et si 0 < j < n, on peut
écrire, par indépendance de X et Y :

P(T > j) = P((X > j)N(Y > ) = P(X > )PV > j) = (P13
b) Ainsi :
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n n

E(T) = _;P(T >J)= ﬁ ;(”_j“)Q N ﬁ ;j2

Soit :
_ 1 nn+1)2n+1)  n(2n+1)
B(T) = i 6 BRICES))
4. On a, par indépendance de X et Y :
E(Z}) =E(X -Y)?) =E(X?) +E(Y?) —-2E(X)E(Y)

et puisque X et Y suivent la méme loi :
E(Z%) =2(E(X?) - E(X)?) = 20%

Exercice 3.3.

Soient n points distincts dans le plan. Soit p un entier supérieur ou égal a n.
On dispose de p crayons de couleurs distinctes, et on colorie au hasard les n
points Ay, As, ..., A,.

1. Dans cette question seulement, on suppose que n = 6. Que vaut la
probabilité que, au moins 3 points aient la méme couleur ou que au moins 3
points aient des couleurs distinctes 7

2. Calculer la probabilité P, ,(k) que k couleurs exactement apparaissent,
lorsque :

a) k=1,
b) k=2,
c) k=n.

3. a) On désigne par Sy, . le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments
vers un ensemble a k éléments.
Trouver une relation de récurrence liant Sy, i, Sp—1,k €t Sp—1 k—1.

b) Les entiers n,p et k étant donnés, décrire un algorithme et écrire un
programme turbo-pascal permettant de calculer .S, j.

c) Trouver une relation liant Sy, i et P, ,(k), et en déduire une relation de
récurrence liant les termes P, ,(k).

4) Etudier la convergence de la suite de terme général {/P, ,2(2).

Solution :

1. Soit ¢ le nombre de couleurs effectivement utilisées :
si ¢ > 3, il y a au moins trois points qui ont des couleurs distinctes !
si ¢ =1, il y a au moins trois points de la méme couleur !!
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si ¢ = 2, comme il y a six points a colorier, il y en a au moins trois de I'une
des deux couleurs utilisées.
La probabilité cherchée vaut donc 1.

2. Il y a p™ faons de colorier les n points, toutes équiprobables.

a) Il y a p couleurs disponibles, donc : P, ,(1) = %
p

b) On choisit une premiere couleur de p faons, puis on choisit une partie de
E ={A4,..., A,}, non vide et différente de E' de 2™ — 2 faons pour colorier
ces points avec cette couleur, on choisit enfin une deuxieéme couleur de p — 1
faons pour achever le coloriage. Ainsi il y a p(p — 1)(2™ — 2) faons de colorier
en utilisant deux couleurs et :

J— n J—
Pop(2) = plp—1)(2 2)
¢) On choisit la couleur de A; de p faons, puis celle de As de p — 1 faons,
celle de A3 de p — 2 faons, etc. Donc :
Py (n) = pp—1)...(p—n+1)

n,p n

p

3. a) Soit F de cardinal n, F' de cardinal p et a un élément de E.

Les surjections ¢ de E vers F' sont de deux sortes :

— celles pour lesquelles la restriction de ¢ & E' = E \ {a} est encore une
surjection de E’ vers F. On les obtient & partir des S,,_1  surjections de
E’ vers F, chacune d’elles pouvant se prolonger de k faons. Il y en a donc
kSn—l,k ;

— celles pour lesquelles la restriction de ¢ & E’ n’est plus surjective de E’ vers
F. L’'image de a par ¢ est un des éléments de F', disons b, et la restriction de
¢ & E' est une surjection de E’ vers F = F'\ {b}. On trouve donc kSy,—1 k—1
surjections de ce type.

Finalement :

Sn,k = k(snfl,k + Snfl,kfl)

b) On procede récursivement, & partir de S,, , = nlet S, 1 = 1, pourn > 1.
En supposant la fonction factorielle définie antérieurement, notée fact, cela
donne :

function s(n : integer ; k :integer) :integer ;

begin
if k=n then s := fact(n) else if k=1 then s :=1 else
s :=k*(s(n-1,k)+s(n-1,k-1)) ;

end; ...
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(i)

n,k

c) On a P, (k) = kin (on commence par choisir k couleurs parmi
les p disponibles, puis on construit une surjection de I’ensemble des n points

vers l’ensemble de ces k couleurs).

Comme (i) = %(i : 1), il vient en remplaant dans la relation obtenue en
3.a):

—k+1
Pop(k) = 2Py (k) + P T2 P (k= 1)

20,2 D
4.0na P, ,2(2) = - 1)@ 2), donc :

(r*)” L .
P @ = exp( (=)
1 pQ(p2*1)(2p*2) _1 2 1 2 1 P _9) _ Inp2
Or ];ln( W) )_5lnp —|—§ln(p —1)+;Bln(2 2) —Inp

Les deux premiers termes sont de limite nulle, le troisieme de limite In2 et
le dernier de limite —oo, le tout est donc de limite —oo et :

lim ¢/P,,2(2) =0

p—0o0

Exercice 3.4.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (92, A, P).

1. Montrer que si X est une variable aléatoire a densité, prenant ses valeurs
dans RT et admettant une espérance m, alors pour tout scalaire A > 0, on
a:

P(X > xm) < 1.

2. Soit X une variable aléatoire positive a densité, f une densité de X, F' sa
fonction de répartition supposée strictement croissante sur R*. On suppose
enfin X admet une espérance m.

a) Montrer que F réalise une bijection de RT sur [0,1[. On note F~! la
bijection réciproque.

b) Montrer que : Ffl(%) < 47m ; F’l(%) <2m; Ffl(%) < 4m.
3. Soit Y une variable aléatoire réelle a densité, admettant une densité g paire
et admettant une variance 2. On suppose que la fonction de répartition G
de Y est strictement croissante sur R.
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a) Vérifier que G réalise une bijection de R sur |0, 1].
On note alors G~! sa bijection réciproque et on pose I = G_l(%) - G‘l(i).
~1/3 202
b) Montrer que P(|Y| > G 1(1)) < (TU) .
¢) En déduire que I < 24/2¢0.

Solution :

1. L’inégalité & démontrer (inégalité de Markov) est triviale si 0 < A < 1.
Si A > 1, on écrit :

m/0+ooxf(x)dx>/)\+ooxf(x)dx>)\m +Oof(x)d;v

m Am
Ainsi : )
mo_ L
P(X > xm) < VR
a) La fonction F est continue, strictement croissante sur R*, d’image [0, 1[.
Elle réalise donc une bijection de R* sur [0, 1[.

b) D’apres I'inégalité de Markov on a pour A > 1
1—F(Am) < )\,ze F(Am) > 1 %
et, par croissance de F~1 :
Am > P71 - 1)
En choisissant successivement A = %, A = 2et A =4, on obtient les inégalités :
F- (4)<4§” Fid) <om; PL(3) <am

a) On démontre comme en 2. a) que G réalise une bijection strictement
croissante de R sur ]0, 1].
b) On écrit :
P(Y < GTH(1/4)) = G(G™(1/4)) = 1/4
P(Y > G*1<3/4>> — 1 G(G1(3/4)) = 1/4
Par suite G71(1/4) = —G71(3/4) et I = 2G~*(3/4).

2
Posons alors A = 4[—2 et appliquons I'inégalité de Markov & Y2.
o

La variable aléatoire Y admet une variance, elle admet donc une espérance
m et comme g est paire, on a m = 0. Donc E(Y?) =V (Y) = o2.

Ainsi:P(Y2>/\E(Y2))§%s’écrit:P(Y2 (G=1(3/4))2) < (TU) soit :
P(y|>G1(3) < (2)
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=1-G(G™1(3/4) + GG (1/4) = 3

Exercice 3.5.

1. Soit Z une variable aléatoire réelle & valeurs dans |0, 1[, possédant une
densité g continue sur ]0,1[. Montrer que Z posséde une espérance.

On suppose que pour tout x € |0, 1[, g(1 —z) = g(z). Quelle est, dans ce cas,
I'espérance de Z ?

2. Montrer que la fonction x +— sinx réalise une bijection de [—%, %} sur
[-1,1]. On note ¢ sa bijection réciproque. Montrer que la fonction ¢ est

dérivable sur | — 1, 1] et calculer sa dérivée.

1
3. Soit I = / —dr___ Nontrer que cette intégrale converge et la calculer.
o Va(l —x)

4. Montrer que la fonction f définie sur R par :
—— sil<z<l1
ﬂw:{nxa—m

est une densité de probabilité.

sinon

Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité.

Déterminer F(X) en utilisant la premiere question. Retrouver ce résultat en
utilisant la définition de 'espérance et le changement de variable x = (sin 0)2.

Solution :

1. Z est une variable bornée, elle admet donc des moments de tous ordres et,
en particulier, admet une espérance.

Le changement de variable u =1 — ¢ donne :

1 0 1
E(Z):/O tg(t)dtz/l (1—u)g(1—u)(—du)=/0 (1 — u)g(u) du

— /Olg(u) du — /Olug(u) du=1-FE(Z):

BE(Z) =3
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2. La fonction sin est continue, strictement croissante sur [—m /2, 7 /2] d’image
[—1,1]. Elle réalise donc une bijection entre ces deux intervalles et sin’ = cos
est non nulle sur |—7/2,7/2[.
Ainsi la bijection réciproque ¢ est définie et continue sur [—1,1], d’image
[-7/2,7/2]. De plus ¢ est dérivable sur |—1, 1], avec :

1 1

! _ 1 _ 1
Pt = sin’ (¢ (1)) - cos(p(t)) \/1 — sin? w(t) - \/1 —t?

3. La fonction & intégrer est continue sur ]0, 1[, équivalente & = — %/2 au
x

voisinage de 0 et & x — W au voisinage de 1.

—x
Deux applications de la régle de Riemann et la relation de Chasles prouvent
alors que l'intégrale proposée converge.

On éerit (1 —2) =2 — 2% = —(z — %)2 + (%)2 = i(l — (22 —1)?), d’on1 &
I’aide du changement de variable t =2z — 1 :
1 1 1
I / de ___ _ / 2dz _ dt
o Va(l —x) 0o V1—(2x—1)2 11 —¢2
Alinsi en intégrant sur un segment [u, v] inclus dans |—1, 1] et en passant a la
limite :
—1
I'= [‘p(t)}_ﬁl =7
4. % Le calcul précédent montre que f est bien une densité de probabilité

(fonction positive, continue sauf en —1 et 1 ot elle admet des limites infinies,
intégrale sur R convergente de valeur 1)

* La fonction f vérifie les conditions de la question 1. donc :

E(Z) =3

* Le calcul direct, & I’aide du changement de variable z = sin?6, qui est
de classe C!, strictement monotone sur [0, 7/2], d'image [0, 1], donc légitime
directement avec les bornes de 1’énoncé, donne :

E(z)zl/lmzl 7T/QsinQ@szianosé)dQ
s 0 \/m ™ 0 \/sin2 9(1 _ sin2 9)
/2

/2 jus
. 9 1 - 10 1. 2
2sin“ 0do = 77/0 (1—cos(26)) do = - {9 5 8111(29)]0

:;/
T Jo

et on retrouve :
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Exercice 3.6.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que X
suit la loi géométrique de parametre p €]0,1[ et YV suit la loi uniforme sur
lintervalle |—1, 1].

Onpose T=X+Y et Z=|T] (on |z]| désigne la partie entiere du réel x).
1. Préciser les valeurs prises par Z.

2. Expliciter la loi de Z.

3. Calculer E(Z) et V(Z).

4

. On désigne par F' la fonction de répartition de T'. Calculer F'(¢) pour :

a)t<0;
b) t € [0,1[;
c) t € lk,k+ 1] avec k € N*.

5. En déduire que T est une variable aléatoire a densité et donner une densité
deT.

Solution :

1.X(Q) = N* et Y(Q) =]—1,1[, comme les intervalles [k — 1,k + 1[,k € N*
recouvrent R* , on a T'(2) = R% et Z(Q2) = N.

2. La famille (X = k)gen+ est un systeme complet d’événements, donc pour
tout ¢ de N :

(Z=i)=(X+Yelii+1)= U(X+Y €lii+1)n(X =k))
k=1

=U(Yeli-ki—-k+1)Nn(X=k))
k=1
Compte tenu des valeurs prises par Y, seules interviennent les valeurs de k
telles que [i — k,i — k+ 1[N]—1,1[# 0, et donc :
- (Z=0)=(X=1)n(Y €]-1,0));
— Pouri>1:
Z=i)=(X=9n Y €0, 1))U((X=i+1)n(Y €]-1,0])
D’ou, par disjonction et indépendance :
P(Z=0)= g

¥i>1,P(Z=1i)=3(¢"'p+gp) = Lp(1 + g
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3. Les séries rencontrées sont des dérivées de séries géométriques, dont la

convergence est connue. On peut alors écrire :
o0 o0 o0

* B(7)= L iP(Z=i)= L. iP(Z =) = sp(1+4q) ;iqi—l
1
B(Z) = g1+ ax o = 551

+ Puis : - -

BZ(Z-1)= L ii = )P(Z=i) = L ili - )P(Z =)
. = 5pa(1l+q) 5:322(2 ~1)q'2 = $pa(1+ q)x i fq)s

B(2(2 - 1)) = 4
et :
V@%:MZ@—1»+EMy<MZV:qu§®+1;q—O+?amﬁ:
p P 4p
(2 - CaEpbe) (g ()

2p? 4p 4p

4. a) T prend ses valeurs dans R, donc si t < 0, F(t) = 0.
b)Site [0,1ona (X4+Y <t)=(X=1)N(Y <t¢t—1) et comme
PX=1)=petP(Y <t—-1)= w, il vient par indépendance :

F(t) =5

c) Plus généralement, si t € [k, k+1[, alors en suivant les valeurs accessibles
pour la variable aléatoire X :
Fit)=P(X +Y <?%)
=P X <k-1)+P(X=k)PY <t—k)+P(X =k+1)P(Y <t—k—1)

t—k+1 ko t—k
2

=1-¢""1+q"'p +a'p 5

5. La fonction F' est continue sur R, dérivable sauf aux points entiers, ou F
admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite. Par conséquent X +Y est
bien une variable aléatoire a densité, une densité f de X + Y étant donnée,
par exemple, par :

0 sit<0
P .
5 si0<t<1
ft) = 2 -
k-1
T _P(1+4q) sitelkk+1]avec ke N*
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Exercice 3.7.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, d’écart-type o,
le parametre réel inconnu o étant strictement positif.

2
1. Montrer que la variable aléatoire T' = QX—z suit la loi v(1/2).
o

2. Pour n entier de N*, on considére un n-échantillon (X7, ..., X,,) indépendant,
identiquement distribué, de la loi de X.

a) Donner une densité de la variable aléatoire S, =

1 5y
202 5 X

b) Soit Y;, définie par Y, = % X?2. Montrer que Y,, est un estimateur

10

sans biais de o2.

¢) En justifiant son existence, calculer 'espérance E(1/Y;,) en fonction de
neto.
En déduire un estimateur o,, sans biais du parametre o.

3. a) En justifiant son existence, calculer la variance V(o,,) en fonction de n
et o.

b) On admet que, pour tout réel x >0, on a I'(z +n) ~ n%(n—1).

(n—o0)

Montrer que &,, est un estimateur convergent de o.

Solution :

2 2
xe~E /207 of

1. Une densité fx de X est définie sur R par : fx(z) = 1
oV 2w
si on note F'x la fonction de répartition de X, on a :
Vt>0,Fr(t) = P(T <t) = P(X? < 20%) = Fx(0V2t) — Fx(—0V2t)
et par dérivation, une densité fr de T est :
a\/> a\/> sit>0
frlt) = { \/>fx( 2t) + \/—fX( 2t)

sit<O0
soit :
L =126t g1 0

fT(t):{\/?T ,
0 sit<0
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Comme I'(1/2) = /7, on reconnait :
T —~(1/2)

2
2. a) Les variables aléatoires XZ'Q sont indépendantes et de méme loi y(1/2),

on sait alors que S, suit la loi v(n/2), dont une densité fs, est définie par :

«tZ o=t §it>0

1
hA®={FWM) .
0 sit <0

: : n 202
b) On sait aussi que E(S,) = 5 et comme Y, = TS" :
_20% n_ 2
EY,) = X =0
Y,, est un estimateur sans biais de o2.
¢) On a VY, = O’\/%\/Sn et, par le théoreme de transfert, on a (la

convergence (absolue) est évidente) :

E(v/S,) = 1/+°°a;% g3 tevdz = —L__\T((n+1)/2)

I'(n/2) Jo ['(n/2)
I((n+1)/2) 2
EWY,) = ———= £
Vi) =" 7V
Ainsi
o, = Mx n¥, est un estimateur sans biais de o
I'((n+1)/2) 2
3. a) Posons a,, = M, on a

b) Le résultat admis donne : I'(n + %) (N) /n.(n —1)! et on sait que pour

tout k de N* T'(k) = (k — 1)! On distingue donc deux cas :
; ; L'(p) 1 2
* Si n est pair, n = 2p, alors ag, = ——~— ~ —— so0it a, ~ \/j;
YT+ 1/2) ) Vb n

* Sin est impair n = 2p+ 1, agpt1 = Lp+1/2) = Lp+1/2) ~ @, soit

I'(p+1) pl'(p) () P
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aNi: 2 r\a\/z
"D Vin—1 n

2
Dans tous les cas on a a, ~ /2 et lim 29z — 1, soit lim V(o,) =0 et
n 2

n—oo n—oo

0, est un estimateur convergent de o.

Exercice 3.8.

Soit X une variable aléatoire de densité f continue et strictement positive
sur R* | nulle sur R* . On note F' la fonction de répartition de X.
On suppose que X admet une espérance notée F(X).

1. a) Justifier que I'on peut définir une fonction réciproque F~! entre des
intervalles a préciser.

1
b) Calculer / F=L(t)dt.
0

Pour z € Ry, on pose T'(z) = E(IX)/ t f(t)dt.
0

2. a) Justifier que T est définie sur Ry et qu’on peut définir une fonction G
sur R par :
0 sixzx <0
G(a:)z{ToFl(:c) stz €]0,1]
1 six > 1.

b) Vérifier que G posseéde les propriétés caractérisant une fonction de
répartition d’une variable aléatoire a densité.

1
¢) Retrouver ainsi a l'aide de G le calcul de / F=L(t) dt.
0

3. Montrer qu'une variable aléatoire Y de fonction de répartition G admet
une espérance, et que

+oo
BE(Y)=1 7/0 T(w) f(u) du

Solution :

1. a) I est nulle sur R™ et dérivable sur R de dérivée strictement positive.
Ainsi F' est continue strictement croissante sur R™, d’image [0, 1[, on peut
donc définir F~1 sur [0, 1] et F~! réalise une bijection strictement croissante
de [0, 1] sur [0, +oo].
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b) Effectuons le changement de variable x = F~1(t), i.e. t = F(z), qui est
bien de classe C! sur tout segment [, 3], avec 0 < o < 8 < 1. 1l vient :

s F7H(B) F7H(B)
/ F=1(t) dtz/ x.F'(x) dmz/ x.f(z) dx
@ F~1(a) F~1(a)

Comme X admet une espérance, on peut faire tendre o vers 0 et 3 vers 1 et :

/ P / T ) de = B(X)

2. a) L’espérance E(X) est strictement positive, donc T est définie et continue
sur R, nulle en 0, de limite 1 en 400 et strictement croissante, puisque de

1
E(X)
Ainsi T o F~1 est bien définie sur ]0, 1[, de limite 0 en 0T et de limite 1 en
1.

b) G est en fait continue sur R, dérivable sur R\ {0, 1}, avec :

Vz €]0,1[,G'(z) = T'(F~ 1 (2))(F~1) ()

L of(z) et (F~1)(2) = 1 = 1 ol :
B T e EO = ) = )

_ _ F~(x)
Va €101[,G' () = s FH (o) f(F @) sy =
E(X) fF7H () E(X)
Donc G est croissante de limite nulle en —oo (en fait nulle sur R™) et de
limite 1 en +oo (en fait valant 1 sur [1, +oc[) et de classe C! par morceaux :

c’est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
“+oo 1
c¢) Comme G'(zx)de=1= / G'(z) dz (vrai pour toute densité), on
—o00 0

retrouve bien :

dérivée x — x f(x) strictement positive sur R .

Or T'(z) =

1
/ F~1(t)dt = E(X)
0
3. Soit a > 0, on écrit : / tG'(t) dt = L/ t.FL(t) dt
0 E(X) Jo
Soit, en effectuant le changement de variable t = F'(z) :

a ’ B 1 F~Y(a)
/0 tG'(t) dt = E(X)/O F(x)x.f(zx)dx

Comme F(z)xf(x) ( ~ : zf(x), le fait que X admet une espérance donne la
+oo

+o0

“+oo
convergence de / zf(x) dx donc celle de F(x)xf(x)dx et :
0 0
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+o0 Foo
E(Y) :/O tG'(t) dt = L/O F(2)z.f(z) dz

D’autre part, 1'équivalent T'(u)f(u) % f(u) donne la convergence de
“+oo
+oo
I'intégrale / T(u)f(u)du et en procédant & une intégration par parties,

0
directement avec la borne infinie :

+oo too
/ T(u) f(u) du = [T(w)F(w)] ;" - / T (u)F(u) du
0 0
+oo 1
=1- ; muf(u)F(u) du

Finalement, la comparaison des deux expressions obtenues donne :

+oo
BE(Y)=1 7/0 T(u) f(u) du

Exercice 3.9.

Trois personnes, notées A, B et C' entrent simultanément dans un magasin
ayant deux bornes d’accueil. A et B occupent immédiatement (a l'instant 0)
les deux bornes, C' attend et occupe la premiere borne laissée libre par A ou
B (on suppose que le temps de changement de personne est négligeable).

On suppose que les temps passés a une borne par A, B et C sont des variables
aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1] et notées
respectivement X,Y et Z.

1. On pose U =sup(X,Y) et V =inf(X,Y).

a) Déterminer les fonctions de répartition de U et V, ainsi qu’une densité
de chacune d’elles.

b) Déterminer 'espérance et la variance de U et V.

2. On note T le temps total passé par C' dans le magasin.
a) Déterminer la loi de T'.

b) Déterminer I'espérance de T.

Solution :

1. a) U et V prennent leurs valeurs entre 0 et 1, et pour = € [0, 1], on a par
indépendance de X et Y :
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x PU<z)=P(X<z)N(Y <2))=PX <2)P(Y <2z)=2%

*xP(V>2)=P(X>2)N (Y >z))=P(X >2)P(Y >2)=(1—1)?

Donc :
Fy(r)=2%et Fy(z) =1—(1—1x)2

Par dérivation, on peut donc prendre pour densité sur [0,1] :
fu(lz) =2z et fy(z) =2(1 —x)

1 1
2.3 2
b) x E(U) = 2edr = | % = £.
) x E(U) /Ofrx xdx {Sx}o 3

E(V):/Ol:r:x2(1—x)dx: [3:2—%1:3}1 =1-

o[

1
*E(Uz):/ 9:2x29:dx:{
0

1 1
E(V? =/$2><21—:Bd.%':23—l$4 -1
V) 0 ( ) [3 2 }

et donc :

vioy=1_-4_1 V(V):%_%ZILS

2. a) Puisque C prend la place laissée libre par le premier de A et de B qui
a fini, on a :
C=inf(X,Y)+Z=V+Z

Comme V et Z sont indépendantes, on obtient par convolution, et en notant

fr une densité de T :
+oo

Jr@) = [ fo)fale —tydt = /0 fo (b f2(x — ) dt

Il n’y a du grain a moudre que si z — ¢ est compris entre 0 et 1, et comme ¢
est aussi compris entre 0 et 1, on distingue plusieurs cas :

* Si 0 <z <1, lintégration porte en fait sur le segment [0, z] et :
x
fr(z) = / 2(1 —t)x1dt = 22 — 2
0
* Si 1 <z <2, lintégration porte en fait sur le segment [z —1,1] et :
1
fr(z) = / 2(1 —t)x1dt = (v —2)?
x—1

*Siz>2ousix <0, alors 0 <t <1 estincompatible avec 0 <z —t <1
et fr(z)=0.
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1 2
b) On a donc E(T) = / t(2t —t2) dt +/ t(t —2)2dt et le calcul s’acheve
0 1

sans peine :

Exercice 3.10.

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées de loi uniforme sur le segment [0, 1]. On note alors :

Vi = (Un)" et V =sup{V,, n>1}
1. Soit » > 1. Montrer que V;, est une variable aléatoire a densité et préciser
E(WV,).
2. Pour tout réel = tel que 0 < x <1 et tout entier n tel que n > 1, montrer
inégalité : 1 — 2 < n(1 —2'/").
3. Pour z réel tel que 0 < z < 1 et m entier tel que n > 1, on pose
A (x) = [V, = z]. Calculer P(A4,(x)).
4. Soit x réel tel que 0 < z < 1. Montrer que la série > P(A,(z)) diverge.
5. On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant (lemme de Borel
Cantelli) :

Soit (Ap)n>1 une suite d’événements indépendants d’un espace probabilisé
+oo
(Q, A, P) telle que > P(A,) diverge, alors, presque strement, une infinité
n=1
d’événements A,, se réalisent.
a) Montrer que pour tout réel z tel que 0 <z < 1, on a P([V > z]) = 1.

b) En déduire, en utilisant le théoreme de la limite monotone, que P([V =
1)) = 1.

Solution :

1. Notons F,, la fonction de répartition de V,,. On a :
Vi <0,F,(t)=0,Vt>1,F,(t)=1
et pour t € [0,1], on a :
F.(t) = P(U, < tY/m) =¢'/n
Ainsi F,, est continue sur R, de classe C' par morceaux, donc V,, est une
variable aléatoire a densité, de densité f,(t) = %t%’l, sur ]0, 1].
On a alors :
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1 141
_ 1,1 a4 5 1t r_ 1
E(Vn)—/ont dt*[nl_’_l]o*l_Fn
2. Soit ¢ : [0,1] — R,z + 1 —x —n(1 — /™), ¢ est dérivable sur ]0,1], et
on a:
ox)=-1+ el =1 + o(f—Dinz >0
Donc ¢ croit et comme ¢(1) =0, ¢ est négative sur [0, 1]
Vae0,1],Vne N 1—z<n(l—z"/")
3. Pour z € [0,1] :
P(A, () =PV, =22)=1—Fy,(z) =1—a/"
4. Pour z € [0, 1], on écrit : P(A,(z)) > %(1 — ) et comme la série de terme
général % diverge, il en est de méme de la série de terme général P(A, (x)).
5. a) L’indépendance des variables aléatoires U, donne I'indépendance des
événements A, (z). Par conséquent, d’apres le lemme de Borel-Cantelli,
presque siirement une infinité d’événements A, (z) se produisent lorsque
z € 0,1
Donc :
PV zz)=Plsup{Vpy,n>21} >2)=1

b) Par le théoréme de la limite monotone, on a :

%) N
PV=1)=P(N(V=1-1)=1m P(Av=1-1)
n=1 n N —oo n=1 n
:]}Ean(V>1—%):l

Exercice 3.11.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur l’espace
probabilisé (2, A, P).
1. Soit U une variable aléatoire discrete, & valeurs dans N, admettant un
moment d’ordre deux.
+oo
a) Démontrer la formule : E(U) = > P(U > j), (FE(.) désignant
j=1

Pespérance).

+o0o
b) Exprimer de méme la somme Y. jP(U > j) en fonction de E(U?) et
j=1

E(U).
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Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discreétes, a valeurs dans N,
indépendantes, de méme loi.

k
On note pour tout k € N, pp, = P(X,, = k) et F, = > p;.
j=0
Pour tout n € N*, on pose M, = sup (X;).
1<i<n

2. Calculer, pour tout k € N*, la probabilité P(M,, < k) en fonction de Fj
et n.

3. On suppose dans cette question que les variables X, suivent la loi uniforme
sur Ng = {1,2,..., K}, ou K est un entier strictement supérieur a 1.

a) Calculer pour tout k € N, la probabilité P(M,, = k).

b) On jette trois dés équilibrés ; quelle est la probabilité que le plus grand
des chiffres obtenus soit 4 7

4. On suppose maintenant que les variables X,, suivent la loi géométrique sur
N* de parametre p (avec 0 < p < 1) et on note ¢ =1 — p.

a) Calculer E(M,).

b) Trois joueurs jouent & Pile ou Face avec une piece équilibrée et s’arrétent
des qu’ils ont obtenu un Pile. La variable aléatoire M3 est alors le nombre
de jets effectués par le ou les joueurs ayant obtenu Pile en dernier. Calculer
E(Ms).

Solution :

1. a) Par la propriété de Fubini, on a :

Y PUZ2j)=3xP(UU=k)=3[> PU=k)]

i>1 =1 k2j =1 k>j
k
=Y [XPU=k)] =X kP(U=k)
E>1 j=1 E>1
soit :

> P(U=j)=EU)
i>1
b) De méme, on a :

L JPU2j)= Y jP(UU=k)=3 [ X jPU=k)

i>1 i1 k>j i>1 k>j

- S (R iPU =k = ¥ Mt D pgr )

E>1 j=1 k>1
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soit :

g
.
:9
S
Y

j)=EBW?) + EW)

s

2. Sachant que : (M,, <k) = [ (X; < k), on en déduit, pour tout k € N :

i=1

P(M, < k) = [] P(X: < k) = (Fy)"

3. a) Si u est la loi uniforme sur Nk, on a pp = % ; de plus Fy = 0. Pour

tout k£ € N, il vient Fj = % et :

P(M, =k)=P(M, <k)—P(M, <k—1)=(F)" — (Fp_1)"
soit :
P(My = k) = gmlk" = (k= 1)"]

b) Les dés étant équilibrés, u est la loi uniforme sur Ng. D’ou :

P(M;z = 4) = 6%,(43 -3 = Ik

k .
4 a) Si p est la loi géométrique sur N* de parametre p,ona: Fj, = > pg? ! =
j=1

1—¢*
et donc : P(M,, <k) = (1—¢")".
On a alors P(M,, < 1) =1 et pour k > 2,
PM,>k)=1-P(M, <k—-1)=1-(1-g1)n
— ) (—1)it1gi(k—1)
py (') (=1itiq
Il résulte alors de la premiere question :

E(M,) =1+ kgz ( i1 (?)(71)j+1qj(k—1))

j=

St [ e 1 £ [ )

k>0 1—¢

b) Dans le cas p = ¢ = Lotn= 3, on obtient E(M3)

_ 2
2 7

Exercice 3.12.

On dispose d’une piece de monnaie donnant «pile» avec la probabilité p et
«face» avec la probabilité ¢ =1 —p (avec p € 10, 1]).
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On lance cette piece, les lancers étant indépendants les uns des autres, et on
note N le nombre aléatoire de lancers nécessaires a la premiere apparition de
«pile» (on pose N = —1 si «pile» n’apparait jamais).

Quand «pile » apparailt au bout de n lancers, on effectue une série de n lancers
avec cette méme piece et on note X le nombre de «pile» obtenus au cours
de cette série.

1. Quelle est la loi de N 7

2. Déterminer la loi du couple (N, X).

3. Calculer P(X =0) et P(X =1).

4. Pour tout entier naturel k non nul, exprimer P(X = k) sous forme d’une
série.

5. Calculer la somme de cette série.

1
(1 _ x)r—i—l

6. Déterminer I'espérance de X par deux méthodes : une premiere fois par
calcul direct, une deuxieme en utilisant la formule de l’espérance totale.
Pourquoi ce résultat est-il raisonnable ?

too s
On rappelle que si |z| <1 alors > <r>xk’r =
k=r

Solution :

1. La variable aléatoire N représente le temps d’attente du premier «pile»
lors de lancers successifs indépendants. N suit donc la loi géométrique de
parametre p et P(N = —1) = 0.

2. Pour n € N*,laloi de X sachant (N = n) est la loi binomiale de paramétres
n et p. On a donc :

Vn e N Vk € [0,n], P(N, X) = (n, k) = P(N = n) Piy—n)(X = k)
P((N.X) = (n.k)) = P(N = n) Py (X = k) = (1= p)" " p(3) p(1 — p)**.

ou encore :

P((N,X) = (n,k)) = <Z>pk+l(1 _ p)2n—h-1

3. a) On utilise le systéme quasi-complet d’événements (N = n),en+ pour
calculer les probabilités des événements liés a X .
Ona:
+oo +oo n
P(X =0)= 3 P((N,X) = (n,0)) = % (f)p**(1 = )20
n=1

n=1
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= 2an—1
=2 p(l—p)™"~
n=1
On reconnait une série géométrique de raison (1 — p)? et on obtient :

b) De méme :

+oo Tt
POX =1)= ¥ P(N.X) = 10) = & (1) 0 -p !

n=

[

+oo
= > np*(1—p)*~?
ou encore : =1

+oo
P(X =1) = p2 1— 2”71:2 1 _ 1
( ) p ngln[( p) } p [1 _ (1 _p)2]2 (2 _p)2
4. Selon le méme principe, on a :
P(X =k _+°° N k+1 1 _ p)2n—k-1
(X =k) = Z_)k g)p (1 =p)
5. On en déduit : N
PIX=k) =y (1 -p) 7t 5 ()10 -p2
n=~k
donc : -
1—p)*~

_ — N 1 -
P=8) =p (= p) e et = gy

A noter que cette formule est valable pour tout k de N*.

6. a) Effectuons le calcul direct. Comme 1=-p [0,1], la série de terme

2 —

général k(%%g)k_l est convergente. Ainsi, F(X) existe. On peut écrire :

1—p 1 =, 1—pyk-1
EF(X)=0—2% k(z—=%£
) 2_p+(2—P)2k:1 (2_79)
donc : 1 )

E(X) = PR T —1

b) Appliquons la formule de espérance totale.
eVneN E(X|(N=n))=np

o Soit e, = Y kP(n=n)(X =k) = Y k(Z)pk—H(l — p)2n—k-l,
k=0 k=0
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Calculons cette somme :
-1

=3 n(p i)p’““(l —prhl =Y n(" i 1)pj”(l —p)?

k=1 j=0
2 ne1 S (n—1 j n—1—j 2 n—1
= np*(1 - p) Z( j )p(l—p) =np*(1—p)" "
i=o

Ainsi, la série de terme général e,, est convergente car |1 — p| < 1.
On en déduit que l'espérance de X existe et que :

B(X) = 35 BOX(N =) PN =) = 3% mp(1 = p)"p
“+o0
=p* 3 n(t-p)
donc : " )
PO = a e !

¢) Ce résultat est raisonnable dans la mesure ol le nombre de lancers
effectués dans la deuxieme phase compense le retard pris dans la premiere
série de lancers : n vaut en moyenne ]l?, donc np vaut en moyenne 1.

Exercice 3.13.

Soit X une variable aléatoire réelle, dont une densité fx est donnée par :

Ié] .
fX(:E): W sizx>1
0 siz <1

ol [ désigne un parametre réel strictement positif. On dira que X suit la loi

P(B).
1. On pose Y = In X. Déterminer une densité fy de la variable aléatoire Y.

2. Pour n entier supérieur ou égal a 3, on considere un n-échantillon
(X1,Xs,...,X,) indépendant, identiquement distribué, de la loi P(f), et
on suppose que le parametre [ est inconnu.

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire Z,, définie par Z, = > InX;?
i=1
(On donnera une densité de probabilité de Z,,.)
b) On pose f3, = ZL Calculer Iespérance E(f3,) et la variance V(B;) de

la variable aléatoire (,, apres en avoir justifié I'existence.
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Quelles conclusions peut-on en tirer & propos de B; en tant qu’estimateur du
parametre 37

3. On pose T,, = v/n Pn =5 , et on admet que la suite (T},),>3 converge en

loi vers une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Donner, pour n assez grand, un intervalle de confiance du parametre 3 , au
rique a donné. On notera b la réalisation de (3, sur I’échantillon observé.

4. Soit (X7, ..., X} ) un m-échantillon iid de la loi P(3). Pour m assez grand,
on construit un intervalle de confiance du parametre 8 au méme risque «, et
on veut que cet intervalle ait une longueur k fois plus petite (avec k > 1) que

celle de 'intervalle calculé avec le n-échantillon (Xi,...,X,). On suppose
que la réalisation de 3,, = Zﬂ sur cet échantillon est encore égale a b.
m

a) Quelle relation vérifient m et n ?

b) Montrer que le rapport 7 a alors une limite lorsque n tend vers I'infini
et déterminer cette limite. Interpréter le résultat obtenu.

Solution :

1.OnaY(Q) =R, et pour y >0
Fy(y) = P(Y <y) = P(X <) = Fx(e")
_ Be PY siy>0
fr(y) { 0 siy<O0

La variable aléatoire BY suit la loi exponentielle de parametre 1, ce qui
équivaut a dire que Y suit la loi exponentielle de parametre (.

Donc

2. a) Les variables aléatoires X; étant indépendantes, il en est de méme des
variables aléatoires Y; = In X;. D’apres le cours, Z,, suit la loi exponentielle
de parametre ng et 87, suit la loi v,. Donc :

——2" e ™® sixz >0

1
foz,(x) = { I'(n) .
0 six <0

D’ou :

/Bn n—1,—pBx :
on(x):{F(n)x e siz>0
0 siz <0

b) On a B3,(Q) = R*.
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+o00 +o0o
Pour n > 3, la convergence des intégrales / 2" 2e P dr et / " 3e™ P 4y,
0

0
montre, grace au changement de variable C'! bijectif y = Bz que :

+o0 too
neo _ I'n—1 _3 _ I'(n—2
/O y" e dy = 7%%1 ),/0 y" e 5ydy=7(ﬂn72)

On en déduit l'existence du moment d’ordre 2 de B;, par le théoreme de
transfert.
Il vient :

B = 725 V) - i

Ainsi B; est un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de (.

3. Soit U la variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite, et soit

u>0te1queP(U§u):1f%.

Pour n assez grand, on a P(—u < T, < u) =1l—aet:

P(- u<f5" ﬁ<u)—1 o= P(—2— )=1-a

B
1—|—u/f 1—u/\/ﬁ

La réalisation de l'intervalle de confiance pour § au risque « est donc :
[2 b =]
14+u/vn' 1—u/vn

a) On a (longueur),, = QUI xb. On veut donc :
n—u?

2uf 5b = 2“‘/> 5 b, soit k\/7 n—u_ u

n—u m— m—u

b) Lorsque m et n tendent vers U'infini, on a k Wx% ~1dou:

lim T = k2
n—-+oo M

Ainsi, si I'on veut étre k fois plus précis, il faut multiplier & peu pres par k2
la taille de ’échantillon.

Exercice 3.14.

Un mobile, initialement posté a lorigine d’un repére orthonormé (O, 7°, 7)
se déplace de la maniere suivante : a chaque instant n = 1,2, 3,... il bouge

dans une direction quelconque. On modélise ceci de la facon suivante :
on considere (Uy),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi uniforme sur lintervalle [0, 27
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On pose alors pour tout k& > 1, Ay = cos(Uy), O = sin(Uy) et pour tout
n>l1,

Y,=01+02+4... 40,
1. Ecrire un programme en PASCAL prenant en entrée la donnée n (nombre
de déplacements) et rendant des nombres aléatoires X,, et Y,, construits
comme ci-dessus.

2. Calculer E(Ay) et E(Oy) pour tout k > 1 puis E(X,,) et E(Y,,) pour tout
n > 1.

3. On définit pour tout n > 1, Z,, = X2 + Y2,
a) Que représente géométriquement la variable aléatoire Z,, ?

b) Montrer que E(Z,) = n. Interpréter ce résultat avec celui de la question
2.

4. a) Montrer que :
P(Z,<n)=P( > cos(U;—U;)<0)
1<i<j<n
b) Expliquer simplement pourquoi :
P( Y cos(Ui—Uj)<0)=P( Y cos(U;—Uj;)>0)
1<i<j<n 1<i<j<n

¢) En déduire que P(Z,, <n) = % et interpréter ce résultat.

Solution :

1. Voici une proposition de programme :
program exo ;
var k,n : integer;
m X,y,u : real;
Begin
randomize ;
writeln(’n?’) ; readln(n) ;
x :=0; vy :=0;
for k := 1 to n do begin

u := random ;

X = x + cos(2*pix*u) ;
y =y + sin(2*pix*u)
end ;

writeln(x,y)
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end ;

2. Par le théoréeme de transfert :

27
E(Ag) = E(cos(Uy)) = %/O cos(t) dt =0

2m
Par linéarité de 'espérance, il vient E(X,,) = E(Y,) = 0.

E(Op) = E(sin(Uy)) = 1/0% sin(t) dt = 0

3. a) La variable aléatoire Z,, représente le carré de la distance entre le mobile
et lorigine apres n déplacements.

b) On calcule :

E(A%) = E(cos?(Uy)) = #/0 ﬂcosz(t) dt = %
E(0}) = E(sin®(Uy)) = %/0 7TSinz(t) dt = %

et :

E(Z,) = E(X?)+ E(Y?) = n% i n% —n

En moyenne, aprés n déplacements, le mobile est & la distance y/n de lorigine.
4.2) Ona P([Z, <n]) = P([X2+Y2<n]).Or:
Xo+Yi=3(A3+00)+2 ¥ (Aid;+0,0)
k=1 1<i<j<n
Comme A? + 02 = cos?(Uy) +sin®(Uy) = 1, et A;A; + 0;0; = cos(U; — Uj;),
il vient
P([Z, <n])=Pn+ >, cos(U;i—U;)<n)
1<i<j<n
—P( Y cos(Ui—Uj) <0)
1<i<j<n

b) Lorsque i < j, la variable aléatoire cos(U; — U;) est symétrique sur

[—1,1]. Il en est de méme pour >  cos(U; — U;). Par conséquent

1<i<j<n
P( > cos(U;=U;)<0)=P( > cos(U;—U;)=0)
1<i<j<n 1<i<j<n
¢) La somme des deux derniers réels étant égale a 1 (le cas de ’égalité est
quasi-impossible) , il vient P([Z, < n]) = %

Ainsi, a l'issue de n déplacements, le mobile a autant de chances de se trouver
a lintérieur du disque D(0, y/n) qu’a Pextérieur.



104 ESCP-EAP 2007 - Oral

Exercice 3.15.

Soit (U, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur
(Q,7, P), suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

Pour tout n de N* | on pose M,, = inf(Uy,Us, ..., Up,).

1. a) Montrer que M,, est une variable aléatoire.
b) Calculer E(M,,) et V(M,,).

¢) Etudier la convergence en probabilité de la suite (M,,),en=.

2. On définit les variables aléatoires U et V par :
U= inf(Ul, 1-— Ul) et V= sup(Ul, 1— Ul)
v
i
a) Déterminer la loi de Q.

Enfin on pose Q =

b) Etudier 'existence de l'espérance de Q.
3. Pour tout n de N* soit X, la variable aléatoire définie sur 2 par :
Xn(w) = v si Ur(w) <1 et X, (w) = 0si Uy (w) > L

a) Montrer que X, est effectivement une variable aléatoire.
On dit qu’une suite de variables aléatoires (Z,,)nen+ converge « vélocement »

vers Z si pour tout a > 0, la série de terme général P({w € Q/|Z,(w) —
Z(w)| > a}) converge.

b) En utilisant la suite (X,,)nen+, comparer la convergence en probabilité
et la convergence «véloce .

Solution :

1. a) M, est une variable aléatoire puisque, pour tout réel a :
n
M ([a,+o0) = N Uy (la, +o0]) € T
k=1

b) Un raisonnement et un calcul classiques montrent que si f désigne une
densité de la loi uniforme sur [0, 1] et F' sa fonction de répartition, alors, pour
tout réel ¢ de [0,1] :

far, () =nft)1 = F(t)" ' =n(l—t)""
D’ou :
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E(l—Mn):n/O (1—t)(1—t)”—1dt:n11,

1
_ 2\ 12 _ f\n—1 _ n
B Mn)fn/o (1020 — 1) lde = Doy

Ce qui donne :

E(My) = %Jrl’ V(M) =V(1-M,)= Wn(nm

¢) La suite (M,) tend en probabilité vers O car, pour € > 0 :
P(|M,|<e)=PM,<e)=1-(1—-¢)" — 1

2.a)Pourt>1,ona:

1-U; : 1 1 r 1
Fot P( 0, <t) siUi<3 P(Uh > 757) silh <y
CAY U . 1 t . 1
P(l_lUISt) SIU1>§ P(U1<m) SIU1>§
Donc :
0 sit<1
Fo(t) = 1 1 1 t y_t=1
P(7 <0 <3)+P(g<Ui<q)=(77 sit>1
b) En dérivant :
0 sit<1
f@(t)Z{ 2 it > 1
t+12 °
Comme ¢ fo(t) ( ~ ) %, la régle de Riemann assure que () n’a pas d’espérance.
—+oo

3. a) Il suffit de remarquer que :
X (vn) ={weQ|lUiw) < %} =Ur'(J-o0,1/n)) € T
et :
X7H0) = {w e Q| Ui(w) > 1} = U7 (1/n, +oc]) € T

b) Le terme général d’une série convergente tendant vers 0, la convergence
véloce implique la convergence en probabilité.
La réciproque est fausse. En effet, soit 0 < ¢ < 1/2. On a :

:g; (1Xm| >¢€) = ;g; (U, € [0,1/m]) = (U; € [0,1/n))
+o0

1
d’ott P( U (| Xm| >¢)) = o qui est le terme général d’une série divergente.

m=n
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Exercice 3.16.

Soit X une variable aléatoire strictement positive admettant une espérance
E(X).

On pose, lorsque cela a un sens :

ol )

1. a) Si X est constante égale a ¢, que vaut Kx 7
b) En supposant que Kx existe, calculer K x en fonction de Kx.

—+oo

c¢) Montrer que 'intégrale / ﬁldﬁ existe. Le coefficient K x existe-t-il
2 n

toujours 7

2. a) La fonction f définie sur R par : f(z) = xIn(x) est-elle convexe ?
b) Si g est une fonction convexe définie sur un intervalle I, montrer que
pour tout n de N*, tout (1, z2,...,2,) € I" et tout (A1, A2, ..., \,) € (RT)™
n
tel que Y. A\;=1,ona:
i=1

9( ;)\zxz) < ;)\Zg(xz)

¢) En déduire que si X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre
fini de valeurs (strictement positives ), alors Kx existe et qu'il est positif ou
nul.

3. a) Soit m un réel strictement supérieur a 1.
Soit X une variable aléatoire a densité, dont une densité f est définie par :

f(z) = ﬁ siz > 1, et f(z) =0 sinon,

calculer Kx.
b) Soit r un réel de RT; existe-t-il une variable aléatoire Z telle que
KZ =r?

Solution :
1. a) Si X est une variable aléatoire constante, on a F(X) = X et donc en
raison de la présence du logarithme Ko = 0.

b) Par linéarité de I’espérance, clairement, Kyx = Kx.

¢) * La fonction ¢ +— est continue sur [2, +oo[. Pour ¢ > e, on a

1 1
N S S
t2In*(t) ~ 2

1
2 1n*(t)
ce qui assure la convergence de l'intégrale proposée.
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. . P QLQ sit > 2 .
* Soit alors f la fonction définie par : f(t) = < t*1In“(t) (o la
0 sit <2

constante C' est choisie de fagon & ce que f soit une densité).
Soit X une variable aléatoire de densité f. Alors :

+o0
. . dt 1 . .
— E(X) existe, puisque = =5, (intégration «a vuey).
() existe, puisaue | s = (1o (i )

— Kx n’existe pas, car sinon, en notant a 'espérance de X, on aurait par le
théoreme de transfert :

Ky — /2+°°t1n(t/a) gt — /2+°° In(t/a) .

at® In”(t) at In”(t)
In(t/a) 1

" atn®(t) (4o0) alInt
est de limite infinie en +o00, d’ou la contradiction.

est t — In|Int| qui

o 1
et une primitive de t — Int

2.a)Ona f"(z) = % > 0 et la fonction f est convexe.

b) Cette question est équivalente a la définition de la convexité. Elle se
démontre par récurrence sur n a l’aide de la notion de barycentre partiel.

c) Si X(Q) ={z1,...,2,}, alors, en posant p; = P(X = x;), il vient :
N, Ty - iLq \ _ _
o= ZrdilEcn) 2 (5 weg) = /0 =0
3. a) On vérifie aisément que la fonction proposée est effectivement une

densité de probabilité. Ceci fait, des calculs simples donnent :

B =y, et K =In (M2) & Soly

b) La fonction Kx : o — In (£ p 1) + ﬁ définie précédemment est
continue sur |1, +o00[, d’image R™*.
Le théoreme des valeurs intermédiaires permet de conclure lorsque r > 0, et
la question 1.a, lorsque r» = 0.

Exercice 3.17.

1. Démontrer que deux variables aléatoires qui suivent une loi de Bernoulli
sont indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle.

2. Soit n un entier tel que 2 < n. Une urne contient des boules rouges et des
blanches en proportions respectives r et b, avec 0 <r <letb=1—r.

Un joueur effectue n tirages successifs d’une boule de cette urne, avec remise
de la boule obtenue a chaque étape du tirage.
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Pour k > 2, le joueur gagne 1 point au k™ tirage si la couleur de la boule
obtenue a ce tirage n’est pas celle qui a été obtenue au tirage précédent.
Sinon, son gain a ce rang du tirage est nul.

Soit G la variable aléatoire égale au nombre de points gagnés par le joueur
au cours des n tirages.

a) Pour k € [2,n], on définit la variable aléatoire X} égale au gain du
joueur pour le tirage de rang k.
Préciser la loi de X} et calculer la covariance Cov(Xy, Xgi+1), pour k €
[2,n —1].

b) Calculer l'espérance et la variance de G.

¢) Peut-on choisir r et b pour que G suive une loi binomiale ?

3. On reprend le jeu précédent et on définit la variable aléatoire T,, par :
si G > 1, T, est égal au rang du tirage amenant le premier point et sinon,
T, vaut n + 1.

a) Déterminer la loi de Tj,.

b) Dans cette question, r = b = %
Comparer la loi de T,, — 1 avec la loi géométrique de parametre %

En déduire une estimation de E(7},) quand n est grand.

Solution :

1. Soient X et Y deux variables aléatoires suivant respectivement les lois de
Bernoulli B(a) et B(b). On sait que pour tout couple (X,Y) on a :

X et Y indépendantes = Cov(X,Y) =0.
Réciproquement, supposons Cov(X,Y) = 0. La variable XY suit une loi
de Bernoulli puisque XY (Q2) = {0,1}. Son parametre est F(XY) et par
hypothese ici :

Cov(X,Y)=0 = E(XY)=EX)E(Y)=ab.
Ainsi: ab=P(XY =1)=P((X,Y) =(1,1)), dou
P(X=1)Nn{Y =1)=PX =1)xP(Y =1).
Or on sait que si A et B sont des événements indépendants il en est de méme

des événements A et B, ainsi que des événements A et B et enfin que des
événements A et B.

Comme ici (X =1) = (X =0) et (Y =1) = (Y = 0), le tour des possibles
est fait et X et Y sont des variables aléatoires indépendantes.
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n
2. Les variables introduites sont liées par G = > Xj.
k=2

a) X}, suit une loi de Bernoulli et les expériences qui constituent I’événement
(X = 1) sont de la forme suivante : (... Rg—1Bg...)ou (... Bx_1 R ...).
Ainsi :

P(Xy=1)=rb+br =2rb, et X — B(2rd)
La variable Xj;Xj1 suit encore une loi de Bernoulli et les expériences qui
constituent 1'événement (X Xy11 = 1), d.e. U'événement (X = 1) N (Xp11 =
1) sont de la forme suivante :

(. . kalBleH»l . ) ou ( . .kaleBk+1 . )
Donc :

P(XpXpp1=1) =120+ 17b%> = rb(r + b) = rb.
On en déduit que

COV(Xk,Xk+1) = E(Xka_H) - E(Xk)E(Xk_H) =rb— 4T2b2.

b) Par linéarité de l'espérance : E(G) = > E(X) =2(n — 1)rd.
k=2

Ona:V(G) =
2
Les variables X et X}, sont indépendantes quand k + 2 < h parce que les 4
tirages concernés sont distincts.
11 ne reste donc que : V(G) = > V(Xi)+2 >, Cov(Xk, Xgt1), et :
k=2 2<k<n
V(G) =2(n —1)br(1 — 2br) + 2(n — 2)rb(1 — 4br)

¢) On voit que si 1 —4br = 0 alors Cov(Xy, Xi+1) = 0 et d’apres la question
1. on peut dire que X} et X1 sont indépendantes.
G est alors somme de n — 1 variables de Bernoulli indépendantes de méme

V(Xk)+2 Z COV(Xk,Xh).

n
—2 2<k<h<n

parametre 2rb = % : G suit la loi binomiale B(n — 1,1/2).

Pour que deux réels r et b vérifient a la fois r+b=1et rb = i il faut et il

suffit que 7 et b soient les racines du polynome X2 — X + i =(X - %)2
On a donc montré :

r:b:% = G —B(n-1,1/2)

[On peut démontrer que ce sont les seules valeurs de r et b qui permettent
que G suive une loi binomiale]

3. La variable aléatoire T, est a valeurs dans {2,3,...,n + 1}.
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a) Pour & S n, (Tn = If) = {(R1R2 ‘e kalBk N .), (B1B2 ce kale . )}
Ainsi :

P(T, = k) = r*" 1o+ bF—1r = br(rF=2 4 bF=2).
(Th,=n+1)=(G=0)={(R1R2...R,),(B1B2...Bp)} :
P(T,=n+1)=r"4+b".
b) Onar = :%. Ona:
P(Tn:k):# pour 2 < k <net P(Tn:nﬁ-l):#.

Considérons S une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(1/2) :

OnaP(S:k):P(Tn—I:k):Q%pourlSkSn—letP(S:k):%k
pour k > n.

On sait que E(S) = 2. Donc :
B(T, 1) = B(S) +

n - k n - k
— S =24 — L
2”—1 kgn 2k 2”—1 kgn Qk
Ce dernier terme est le reste d’indice n — 1 d’une série convergente donc il

tend vers 0 quand ntend vers l'infini. De méme lim 2’?*1 =0, dou:

n—-+oo
lim E(T,-1)=E(S)=2et lim FE(T,)=3.
n—-+00

n—-—+o00

Exercice 3.18.

Soit (a,b) € (R%)? tel que a + b < 1.

Un interrupteur admet deux positions que 1’on note 0 et 1.

Si, a l'instant n, il est en position 0, il sera encore en position 0 a l'instant
n + 1 avec la probabilité 1 — a et passera en position 1 avec la probabilité a.
De méme, s’il est en position 1, il y restera I'instant suivant avec la probabilité
1 — b et basculera en position 0 avec la probabilité b.

Pour tout n € N, on définit X, la position de I'interrupteur a l'instant n.

1. Montrer que, pour tout n € N,

(e 2) =2 (e 2 )

1—a b
avecA-( a 1—b>‘

2. Si l'on suppose que Xy suit la loi de Bernoulli de parametre —%

a+b

déterminer la loi de la variable X, pour tout n € N.

3. Dans le cas général, montrer que, pour tout n € N, X,, suit une loi de
Bernoulli dont on déterminera le parametre p,,.
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4. Etudier la convergence en loi de la suite (X,,)pen-

5. Calculer, pour tout n € N, la covariance entre les variables X, et X, ;1.

Quelle est la limite de la suite (COV(Xm X”+1))neN ?

Solution :
1. Pour tout n € N, la formule des probabilités totales nous donne, pour
z€{0,1}:
P(Xn+1 = SC) = P(ano)(Xn+1 = SC)P(X” = O)
—+ P(Xn=1)(Xn+1 = x)P(Xn = ].)
En utilisant les données de 1’énoncé concernant les probabilités condition-
nelles, on trouve :
{P(Xn+1 :0) = (I*G)P(Xn :O)erP(Xn = 1)
PXpy1=1)=aP(X,=0)4+(1-0))P(X,=1)
D’ou la relation matricielle annoncée.

2. On remarque que le vecteur (Z) est un vecteur propre de A associé & la
b/(a+b)
af(a+b))
Par conséquent si X suit la loi de bernoulli de parametre ai—kb’
a
a+b
3. Pour tout n € N, X,,(2) = {0,1}, donc X,, suit une loi de Bernoulli.

Déterminons son parametre p, = P(X,, = 1).
D’apres la relation matricielle trouvée a la premiere question, on a :

Vn € Napn—H = a(l 7pn) + (1 - b)pn =a-+ (1 —a-— b)pn
Donc la suite (p,)nen est arithmético-géométrique.

valeur propre 1, il en est donc de méme du vecteur <

pour tout

n € N, la loi de X, est la loi de Bernoulli de parametre

La solution de l'équation z = a + (1 — a — b)z est aL+b donc la suite
a

(pn T a+ b)neN
On en déduit :

ol pg est le parametre de la loi de Xj.

est géométrique de raison 1 —a — b.

4. Comme a + b < 1, on déduit de la question précédente que :

: _ a
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La suite (X, )nen converge donc en loi vers une variable de Bernoulli de
parametre

a
a+b
5.0n a :
E(XpXny1) = P(XyXnt1=1) = P(X,, = 1) Px, =1y (Xny1 = 1)
Soit : E(XpXnt1) = pn(l —b), et donc :
Cov(Xn, Xnt1) = pu(l = b) = pppnt1 = (1 —b —a)pu(l — pn)

et on déduit de la question 3. que :

. _ab(l—b—a)
nll)r—i,r-loo COV(Xn,Xn+1) = W

Exercice 3.19.

On dit qu’une variable aléatoire X & valeurs dans R, définie sur un espace
probabilisé (2, B, P), suit une loi de Weibull, W(a, b) de parametres a et b
réels strictement positifs si :

0 siz <0
P(X <z)=F(z) = 1—exp(—(%)“) siz >0
1. Soit X1, X5,...,X,,, n variables aléatoires réelles indépendantes suivant

une loi W(1, b).

a) Montrer que )?n =inf (X3,..., X,,) suit une loi 1/\/(17 %)

b) Pour chaque w € Q, on range X1 (w), ..., X, (w) dans 'ordre décroissant.
On note X (w) le k™ de ces nombres. On définit ainsi une variable aléatoire
X _

Montrer que la fonction de répartition de Xy est :

A= 3 (0= e

r=n—k+1
2. On suppose que la variable aléatoire X suit une loi W(a, b).
a) Soient s,t réels. Comparer, selon les valeurs du parametre a :

b) Montrer que 'espérance de X est E(X) = bI'(1 + %)
3. On considere une unité centrale d’ordinateur constituée de n composants
tels que la panne d’un seul d’entre eux provoque la panne de I’ensemble. On
suppose que les n composants ont des durées de vie 71, ..., T, indépendantes
suivant toutes la méme loi W(a, b).
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Exprimer la durée de vie T' de 'unité centrale. Quelle est la loi de T' lorsque
a=17

Solution :

s

1. a) Pour tout z € R, [X,, > a] =

i

[X; > z]. On en déduit :

1
n

PX,<2)=1-PX,>2)=1-J[P(X>z)=1-[[(1- P(X <=2))
i=1 =1
~ 0 siz <0
P<Xn§x):{1—(e—§)":1—e"? stz >0
Donc )~(n°—>W(1,Q).
n

b)Ona, X1 >Xo>...2Xp>...>X,.
L’événement [)? r < z] est réalisé si, et seulement si, au moins n — k + 1 des
événements [X; < x] sont réalisés.
Or on réalise exactement r des événements (X; < x) avec la probabilité :

(M)Fx @)L= Fx (@)

(phénomene binomial, la probabilité du succes & chaque épreuve valant
Fx(x), ou Fx désigne la fonction de répartition de la loi de chaque Xj,
les variables en présence étant indépendantes)
Par disjonction des différents cas possibles, on a donc :

Peso= S (1)EE) 1-r@)"

r=n—=k
_ n n - —Z\r, —L\n—r
_r:n¥k+1 (’I“)<1 ¢ b) (e b)
2.a)Ona:
_P(Xzstt) o (5)T () i(h)
PX>2s+tX >t)= PXSt) e—(%)“ —_—
Donc :
P(X 2 s+tX >1) > P(X > s) <= — (51" + (})" = —(3)"

= s+t > (s + 1)
Une étude rapide de la fonction définie sur RT par ¢ — (s + t)* — s* — ¢°
montre que ’on a :

o P(X >s+tX >t)> P(

> s)sia<l.
e P(X>s+tX >t)=P(

X >
X >s)sia=1.
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e P(X>2s+tX>2t)<P(X>s)sia>1
b) On obtient une densité de X par dérivation, puis en effectuant le calcul

directement avec la borne 400, puisque les arguments de négligeabilités
classiques prouvent la convergence :

E(X)= at 1yet (5" g = T e b
(X) = p(p) e t=a (3)"e t
0 0

Le changement de variable u = (%)a est légitime et donne alors :

+oo 1
BE(X) = b/ e udu = br(1+ 1)
0
3. L’événement [T > t] est réalisé si et seulement si chacun des événements
[T; > t], i = 1,...,n est réalisé. On a, puisque les composants sont
indépendants les uns des autres, et que leurs durées de vie suivent toutes

la méme loi :
n

PT<t)=1-P(T>t)=1-[[(1-F(t))=1-¢"®"

Donc, sia=1,T — 5(%)

Exercice 3.20.

1. Montrer que la fonction tan définit une bijection de |—7n/2,7/2[ sur R.
On note Arctan sa fonction réciproque. Quelle est la fonction dérivée de la
fonction Arctan ?

2. Soit « € RY et B € R.

Déterminer le réel k de telle sorte que la fonction f(, gy : @ — k

2+ (z—B)?
soit une densité de probabilité.
On dit alors qu'une variable aléatoire réelle de densité f, gy suit la loi de
Cauchy C(q, ).
3. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy C(«, ).

a) Etudier I'existence des moments de Y.

b) Expliciter la fonction de répartition Fy de Y.

c¢) Pour tout réel a > 0 et b € R, déterminer la loi de la variable aléatoire
Z =aY +b.
4. Si U est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1], montrer
que la relation : X = tan (W(U - %)), définit une variable aléatoire de loi de
Cauchy C(1,0).
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5. En déduire un programme Pascal de simulation d’une loi C(a, 3).

6. Un point M est pris au hasard sur le demi-cercle unité (demi-cercle situé
dans le demi-plan des «z positifs ») avec la loi de probabilité uniforme sur ce
demi-cercle. On note U et V les coordonnées du point M.

Montrer que V. est une variable aléatoire qui suit une loi de Cauchy dont on

déterminera les parametres.

Solution :
1. La fonction = — tan(z) est définie, continue et dérivable sur I =
|—7/2,7/2[, avec pour tout z, tan’(z) = 1 + tan?z > 0.

Cette fonction est continue strictement croissante, donc réalise une bijection
de I sur tan(l) = R.
On dérive alors la bijection réciproque arctan et pour tout y de R :

arctan’(y) = 1 =1
) tan’(arctany) 1+ >

2. eV, 3, fa,3) est positive si et seulement si k > 0.
o Va, fa,p) est continue sur R.
e Enfin :

+o0 +00 oo
k 1 k 1 k
R e LT e L+
r—f
o )

(on a effectué le changement de variable : u =

Ainsi, f(4,p) est une densité de probabilité si et seulement si k = %.

3.a) On a xf(4 g (r) ~ E, comme 7 — 1 est d’intégrale divergente sur
’ (+o0) T z

[1,+o0] la variable aléatoire ¥ n’a pas d’espérance. A fortiori ¥ n’a aucun
moment d’ordre p avec p > 1.

b) Fy(x) = / foy ()t = 1 L

— ——dt
am |_oo 1+ (£=58)2

Donc :

Fy(z) = %[amtan(aC ; ﬂ) + %}

c) Soit @ € R} et b € R, la loi de la variable aléatoire : Z = aY + b est
donnée par, pour x € R :

Fz(z)=PlaY +b<2)=PY < x_b):Fy(ma_b)

a
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z—b
— l[arctan(L_ﬂ) + T = l[arctan(w) + 7
T a 2 T ao 2
Donc :

X =aY +b<— Claa, b+ af)

4. On suppose que U — U([0,1]) et on pose X = tan[r(U — %)] Soit x € R :

Fx(z) = P(X <) = P(tan[x(U — )] <2) = P(r(U - 3) < arctan(z))
1y _

=P{U < %arctan(x) + 5) = % arctan(x) + %
d’ott X — C(1,0).

5. Proposition d’un programme Pascal de simulation d’une loi C(«, ().

program Loi_Cauchy ;

Var a,b : integer; U,X : real;
Begin

readln(a) ; readln(b) ;

U := random;

X=a*xtan ( PI *(U- 0.5)) + b;
writeln(X) ;

End.

6. Si on note A 'angle au centre, on a :

Q=

= tan(f), et la loi de 6 est la loi
uniforme sur [—7 /2, 7/2].

Soit € R; tan(d) < z <— —% < @ < arctan x.

Donc Fyy(z) = arctanx + g et la loi de V/U est la loi C(1,0).

Exercice 3.21.
Une urne contient N jetons numérotées de 1 a N, avec N > 3.

On effectue une succession de tirages, en choisissant a chaque fois au hasard
une boule, que ’on replace dans 'urne avant le tirage suivant.

Pour n > 2 et n < N, on note X,, le nombre aléatoire de tirages juste
nécessaires pour obtenir n numéros distincts.

1. Quelle est la loi de X5 — 17 Déterminer espérance et variance de Xs.
Pour n > 3, on pose YV, = X,, — X,,_1

2. Donner une interprétation de Y,,, déterminer sa loi, son espérance et sa
variance.

3. Déterminer ’espérance et la variance de X,,.
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4. On suppose N pair et on pose N = 2m. Etudier la convergence des suites
E ( V(Xim)

Solution :

1. La variable aléatoire Y5 représente le temps a attendre pour obtenir un
numéro différent du premier numéro obtenu, une fois celui-ci obtenu.
Soit Z le numéro du premier numéro obtenu. On a :

P(Ya=k) =3 P(Ya=k/Z=i)P(Z=i)=3 ()" (1- L)1

- (-4

Ainsi Y5 suit la loi géométrique de parametre N—1

. (ce que l'on pouvait
dire directement en remarquant que le résultat du premier tirage est sans
intérét!). Ainsi :
2N —1 N
EX))=EY)+1=2"2 V(X)) =VYs) = ———
( 2) (2) N —1 ( 2) (2) (N71)2

2. La variable Y,, représente le temps d’attente pour obtenir un numéro
différent des (n — 1) numéros distincts deja obtenus et ce & partir du moment
ou 'on obtient ces (n — 1) numéros distincts.

A chaque tirage la probabilité de conclure vaut donc 1 — n;] L ot celle de ne

pas conclure vaut 2= N L indépendance des résultats des tirages effectués

montre alors que Yj suit la loi géométrique de parametre 1 — n& Lot

Py =8 = (") (- 25

E(Y,) = N#M»V(Yn) = %

3. Par sommation et indépendance pour le calcul de la variance, il vient :

v 1 1
=N Y g V& =N L ke

E(Xa) 1 (N —k+1)?

4'*E(W) _k§12mfk+1 “m Zl
On reconnailt une somme de Riemann de la fonction x +— ﬁ, pour une

subdivision réguliere de [0, 1] et :
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1
lim E(Xm) :/ M:21r12
0

m— 00 m 2 —x
1 Lo k=1
* De méme =V (X,,) = = _"m
m ) = & (2- 55
On reconnait une somme de Riemann de la fonction z — (2275”)2 toujours
—x

sur le segment [0, 1] pour une subdivision réguliére. Donc :

1
lim Y (Xm) :/ 2dr__ _ 9(1 —In2)
m—+oo M 0 (2—2x)

Exercice 3.22.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et k un entier tel que 2 < k < n. Une
urne contient n boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 & n. Un
joueur tire en une seule fois k£ boules de 'urne.

X1 et X sont les variables aléatoires égales respectivement au plus petit et
au plus grand numéro tiré.

1. Dans cette question, k = 2.
a) Déterminer la loi de X et calculer son espérance.
b) Déterminer la loi de X5, comparer X; et n+1— X5, puis calculer F(X5).

2. On revient au cas général : 2 < k < n.

a) Déterminer la loi de X;.

b) Le joueur note les numéros des boules sorties et range ces nombres dans
l'ordre croissant : 1 < 9 < ... < Zp.
Pour j appartenant & [1, k], soit X; la variable aléatoire égale au j“"° numéro
obtenu dans I'ordre croissant, donc égal & x; et on pose :

Dy =X1,D2=Xo—X1,...,Dp = Xj — X 1.

On pose de plus D1 =n+1— X.
Préciser la loi du vecteur aléatoire (Dy, Ds, ..., Digy1), et expliquer pourquoi
les variables (D;)1<j<k+1 suivent toutes la méme loi.

b) En déduire les espérances de X; et de Xy, puis la formule :

PR HE B HED

=1

Solution :

Pour modéliser ce jeu on choisit ) égal a ’ensemble des parties decardinal k
de [1,n], et on fait 'hypotheése d’équiprobabilité.
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. n n(n—1
1. Ici card(Q)) = (2> = %
a) X1(2) =[1,n — 1], et pour tout i de [1,n — 1], (X1 = i) est 'ensemble
des parties contenant ¢ ainsi qu’un autre entier entre (i+1) et n. Cet ensemble
est de cardinal n — . Donc :

P(X, = i) = 2&1_ i)
On a: B i
B0 = gty & =) = gty () - g
E(Xl):n_%;l: n—3|—1
b) De méme X5(Q) = [2,n] et pour tout j € [2,n], P(Xy =j) = %

Posons Y =n+1—X5. Ona: Y(Q) =[1,n—1] et pour tout ¢ € [1,n — 1],
ona:

o _ oy 2(n—1)
PY=i)=PXo=n+1 Z)_in(nfl)'
Ainsi n + 1 — X5 a méme loi que X7 et :
_ _n+1_ 2
E(Xz)—n+l 3 3(n+1)

2. Ici card(2) = (Z)

a) Il vient X1(2) =[l,n—k+ 1] et pour i € [1,n —k + 1], (X1 = 1) est
I’ensemble des parties contenant ¢ et k — 1 entiers entre ¢ + 1 et n. Donc :
(i-1)

(&)
b) Notons D =(D1, Da, ..., Di11). D(Q) est formé de tous les (k+1)—uplets
k+1

(di,day. .. dry1) € (N¥)FFL qui vérifient S d; = n + 1.
i=1

Vie[l,n—k+1]P(X, =1i) =

Il y a bijection entre Q et D(Q2) puisque :
dy =21
d2 = X2 — I j
— <VJ S [[l,k]],xj = E dl)
di =71 — Tp—1 =1
dk+1 =n—+1-—x
D suit donc une loi uniforme avec :
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1
V(dl, ds,... 7dk+1) S D(Q), P(D = (dl, da, ... ,dk+1)) = W

k
Pour tout (dy,ds,...,dg+1) € D(), si on effectue une permutation sur les
composantes du (k + 1)—uplet (dq,ds,...,dk+1) on obtient un autre (k4 1)—
uplet de D(R), donc les lois marginales du vecteur D sont égales.

En particulier ,comme kill D;,=n+1:
(D))= B(Ds) = - = (D) = 141
¢) Iei X1 = Dy, donc B(X;) = 44,
Xy, =n+1= Dy, donc B(X) = (n+1)(1— =) = (n+ 1),{7_’&.
n—k+1 (Z:i) "l

Reprenons la loi de X7 : E(X1)= > i ( ) nt
i=1

Du fait que (Z)X% = (Z_—:: }) on a bien :

) =G

Exercice 3.23.

On consideére un tournoi de n participants (n > 2) ou le vainqueur est le
joueur qui a obtenu le plus de points. On note X; la variable aléatoire a
valeurs dans N qui est égale au nombre de points obtenus par le joueur i a
Iissue du jeu.

On suppose que les variables aléatoires X; sont indépendantes et identique-
ment distribuées de fonction de répartition F'.

On note V,, I'événement : «il existe un unique vainqueur ».

1. Ecrire V;, comme la réunion de n événements disjoints.

+oo
2. En déduire que P(V,,) =n >, P(X; =k)F(k—1)""L.

k=0
3. On suppose que X7 ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Montrer que
lilf P(V,)=0.
n—-—1+0oo

Commenter le résultat.

4. On suppose que X suit la loi uniforme sur ’ensemble d’entiers {0, ..., m}
(m € N).
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a) Donner alors l'expression de P(V},).

b) A l'aide d’une comparaison avec une intégrale, montrer que quand m

m n
tend vers l'infini, on a : > k771 ~ T2
k=0 n
¢) En déduire lim P(V,). Commenter le résultat.

m——+oo

Solution :

1. Notons G; I’événement «le joueur i gagne». Alors :

Vi, = Lnj (GiNn...NGi-iNGNGiiN...NGy )

=1
2. Par incompatibilité :
P(V,)=Y P(GiN...NGi-1NG;NGiy1N...NG,)
k=1

=nP(Gi1NG2N...NG,)
par symétrie du probleme.

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements (X7 = k)i>0, on obtient :

S P(Xo <k —1)N...0 (X < k- 1)P(X1 = k)
k=0
:nE%OP(XQ <k-1)...P(X, <k—1)P(X, = k).

k=0
Les variables étant identiquement distribuées, on a bien :

“+o0
P(V,)=n Y [F(k—1)]""'P(X; =k)
k=0
3. Par hypothese, il existe K € N tel que P(X; = K) > 0 et pour tout
k>K+1, P(X; =k)=0. Dans ce cas :
K
P(V,)=n Y [F(k—1)]""1P(X; = k).
k=0

Or, pour tout k € [0, K], F(k — 1) € [0,1]; donc lim_nlF(k— D" =0
et

lim P(V,) =0

n—-+oo
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Quand le nombre de joueurs devient trés grand, il y a trés peu de chances
pour qu’il y ait, dans ce cadre, un unique vainqueur.

4.2)Ona P(V,)=n S k_yn=t_1 n - kL
) V) kZ:jo(m+1) m+1 (m'i'l)"kz::o
b) On écrit : 72”: k= mnx L in: LAY
k=0 m =1 (m)
On reconnait alors une somme de Riemann et :

N O L
= 0

Donc : .
-t o omt
kZ::O (m—oo) T
¢) Donc: P(V,,) ~ %xm—n ~ 1. Soit :
(m—o0) (er 1) N (m—oo)
lim P(V,) =1

m—0oQ
Quand le nombre de points que peut marquer un joueur, dans ce cadre, devient
grand, la probabilité qu’il y ait un unique vainqueur est proche de 1.
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D

QUESTIONS COURTES

1. Soit A une matrice de My (R) vérifiant A% + A = 0. Montrer que A est

semblable a la matrice <(1) _01 )

2. Soit f € L(R™,RP) et g € L(RP,R™).
Montrer que fog et go f ont les mémes valeurs propres non nulles (s’il y en

a).

Montrer que, lorsque n =p, fog et go f ont les mémes valeurs propres.

. (-5 3
3.801‘5A(6 _2).

Soit n € N*. L’équation X" = A, d’inconnue X € Ms(R), admet-elle au
moins une solution ?

1
i . _ 1
4. Soit n € N. On pose I, = W/o (1 — t)met/2dt.
+oo 1
Déterminer lim I,,. En déduire la somme )
n—+o0 n=o02"n!

: _ 1
5. Soit f(z) =In (z + T4 x)
Donner le domaine de définition de f.

Démontrer que les dérivées f (”)(0) d’ordre impair sont nulles, lorsque n est
un multiple de 3.
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6. Soit (u,) une suite réelle positive et A un réel strictement positif.
L’équivalence suivante est-elle vérifiée ?

lm wu, =A< (uy)" ~ A"

n—-+oo

7. Soit X une variable aléatoire strictement positive de densité f. On suppose

que X et 1/X admettent une espérance. Comparer E(%) et ﬁ

8 Soit n > 1 et (X1,...,X,) un échantillon identiquement distribué
indépendant de loi de Poisson de parameétre inconnu A > 0

— 1 & Xn—A
On pose X,, = = Xi, T, =+ n=2
n Xz VA

A Tlaide de T,,, déterminer, pour n grand, un intervalle de confiance de A au
risque a donné.

9. Une urne contient initialement une boule rouge et une boule noire. On
effectue dans cette urne une succession de tirages suivant le protocole suivant :

e sion tire une boule rouge, on remet dans I'urne r» > 0 boules rouges avant
le tirage suivant.

e si on tire une boule noire, on remet dans 'urne s > 0 boules noires avant
le tirage suivant.

On s’arréte lorsque le nombre de boules d’une couleur présente dans I'urne
est 10 fois plus grand que le nombre de boules de 'autre couleur.

Ecrire une fonction PASCAL permettant de simuler cette expérience.

10. Soit A le point de R? de coordonnées (1,0).

Soit 6 une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—m, 7].

A tout w € Q, on associe le point M, du cercle unité d’affixe e?(«)

Donner 'espérance de la variable aléatoire représentant la distance de A a
M,,.
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