1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On admet que la fonction I' est de classe C>° sur R} et que pour tout k € N
et tout x > 0 :

+oo
k) () = / (Int)Ft*—le~tdt
0

Soit ¥ la fonction définie sur |0, +oo[ par : ¥U(z) = %(ln I'(z))

1. a) Montrer que, pour tout x > 0, ¥(z + 1) = ¥(x) + %
b) Montrer que la fonction W est croissante sur R

2x—1
2. Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par f(z) = 2 P(ﬁgg(;; + 1/2),
x

Soit F' la fonction définie sur |0, +oo[ par F(z) = In f(z), de dérivée F’' .
a) Montrer que les fonctions f, F' et F’ sont périodiques, de période 1.

b) Etablir, pour tout réel z €0, 1] et pout tout n € N*, 'encadrement :
F'(n) —2[¥(2n+2) — ¥(2n)] < F'(z) < F'(n) + 2[¥(2n + 2) — ¥(2n)]
¢) Montrer que la fonction f est constante. En déduire une relation entre

I(z),T(x + 3) et T(2z).

Solution :

400
1. a) Comme I'(z) = / t*~le~t dt, une intégration par parties (ou un

0
résultat bien connu) permet d’affirmer que pour tout z > 0, I'(x+1) = zI'(x).
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La fonction I' étant a valeurs strictement positives, il vient :
InT'(x+1) =Inz+ Inl(z)
Il ne reste qu’a dériver cette expression pour obtenir :
Uiz +1) = U(z)+ 1
b) On admet que la fonction I' est de classe C*°. Ainsi ¥ est dérivable et
()
I'(x)

comme V¥(z) = , 0N & :

o) - D)1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

“+o0o
F/2(I) — (/ Int ( (x 1)/2 —t/2 2dt)
0

—+o00o
</ t*~le~tdtx (Int)*t*~le~tdt = T'(x) <" (x)
0 0

ce qui montre que pour tout z > 0, ¥'(z) >

2. a) Il vient, pour tout > 0 :
22D (x + 1)(z + 2)
1 2
flz+l)= (27 + 2)
2271 dx (2l (2))x((z + )T (z + 3))
(2z + 1)(2x)'(2x)
221D () (x + 1)
= 2= = f(=)
I'(2z)
Donc F(x +1) = Inf(z +1) = Inf(x) = F(x), et enfin, comme F est
dérivable, sa dérivée F' est également 1-périodique.

b) Par dérivation et définition de la fonction ¥, on obtient :

F'(z) =202+ U(x) + U(z + 5) — 20(22)

La périodicité de F’ permet d’écrire que pour tout x > 0, pour tout n € N*,
F'(x +n)=F'(x).
La croissance de ¥ entraine que pour tout x € |0, 1] :
U(z+n)>Tn), U(z+n+L)>Tn+ L), et U2z +2n) <T(©2n+2).

_ 2 2)
Par suite :

F'(z+n)=F'(z) > 22+ ¥(n) + U(n+ ) — 2¥(2n + 2)
et :
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F'z+n+1)=F'(z) <22+ ¥(n+1) + U(n+ 3) — 20(2n)

Donc :
F'(n) =2(Y2n+2) —¥(2n)) < F'(z) < F'(n+ 1)+ 2(V(2n + 2) — ¥(2n))

On conclut avec F'(n) = F'(1) que :
F'(1)=2(¥Y(2n+2) —¥(2n)) < F'(z) < F'(1) + 2(¥(2n + 2) — ¥(2n))
¢) On sait, en appliquant deux fois le résultat 1. a) que :

2(W(2n +2) — ¥(2n)) = 1 4 2n2+ .

Donc, pour x € ]0,1] :
/ 1 2 / / 1 2
F(l)_ﬁ 2n+1 = S Flz) < F(1)+ﬁ+2n—|—1
En faisant tendre n vers 400, il vient, pour = € 0,1] : F'(z) = F'(1). Ainsi
F’ est constante sur |0, 1], donc sur R* car continue et de période 1.

Aussi F(z) est-elle affine, mais également périodique de période 1, donc
constante.

Comme f(x) = exp(F(x)), f est également constante, égale a f(1) sur R7.

Or la connaissance de I'intégrale de Gauss et le changement de variable t = u?

donnent :

3 1 ee ty—1/2 T
f(1):21“(§):r(§):/0 o1t dt=2/0 e du = /7
D’otu, pour tout = > 0 :

22 10(2)0 (2 + 1) = v/7T(22)

Exercice 1.2.

Soit (uy)nen+ la suite définie par u; = 2 et la relation de récurrence :

\/§un
V1+V/T= ()

1. Montrer que : Vn € N*, u,, = 2" sin (27;)

2. Déterminer la limite de la suite (uy,).

pour tout n > 1 : up41 =

7T3

6x4™"
4.50it p € N fixé. Montrer que lorsque n tend vers 4oo, u, admet le
développement suivant :

3. Montrer que pour tout n € N* on a : |7 — u,| <
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3 2p+1
s ceo - (=1)P (s 1
e TV g o)

Up =T —

5. On définit une nouvelle suite (v,,) par :

Vn e N* v, = %(—un + dpq).

Montrer que la suite (v,,) converge vers 7 et qu’au voisinage de 400, on a :
(v, — ) = o(uy, — ).

6. Donner un équivalent de (v,, — ) lorsque n tend vers +oc.

Solution :
1. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : P, : u,, = 2" sin (2%)

e P, est vraie car u; = 2 = 2sin %

e Supposons P, vraie pour un certain entier n € N*. Montrons que P, 11

. N / U :
est encore vraie. Par hypothese de récurrence, 2—2 = sin (2%), donc :

V2u,, V2u,, V2uy,

Un+1 = = =
JIHVT=EE)? 1+ leos(Z)?  VI+eostr)
77
. in( T
_ V2x2" sin( £ ) _ 2n><231n(2n+1)005(2n+1) _ 9t gin( T )
2cos2(2n%) COS(#) antl
Donc P11 est vérifiée et on conclut par le principe de récurrence.
sin( 7 ) .
2.0nau, =——7——met lim wu,=m.
o n—-—+oo

3. Soit f : x — sinz. On applique a f I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre
2 sur le segment |0; %] De |f®)] < 1, on déduit :

3 3
(T s s s
sin (== ) — = | < ——=—, donc |m — u,| < )
‘ (2n) 2n‘ 6><23n | n| 6x 4™
4. Soit p € N fixé. D’apres le théoreme de Taylor-Young appliqué a f en 0 a
I'ordre 2p+ 1, on a :

P 2k+1
sinx = B | L ——Y PR
kZ::O( ) (2k + 1)! ( )
Sachant que lim & =0, en substituant -2~ & x, on trouve :
n—-+oo 2™ on

_ p (_1)k 2k+1 1
Ty T
S (2n) kgo (2]€ i 1)| X 2n22kn + 0(2n22pn)
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Donc :
B (C1)f ek

Up = >,

1
=0 (2k+1)'x 22kn +0( )

4;77,

5. v, = %(—un+4un+1) et lim v, = %(—71’—{—471’) = 7. On applique ensuite

n—-+4oo

la formule de la question précédente avec p =1 :

___ 1
Up =T 6X4n+0(4n)
3 1)

1
%leﬁ_gjﬁ3+oﬁﬁﬁ)Zﬂ—gjﬁ3+oﬁﬁ

En effectuant une combinaison linéaire de ces deux égalités, on trouve :
_(un—w)+4(un+1—ﬂ') _O(L)
3 CT\yn

Up — T =

7_‘_3

6x4™’

6. Pour obtenir un équivalent de (v, —), on applique la formule de la question
(4) avec p =2 :

Oru, —m~ —

donc (v, — ) = o(u,, — 7).

3 5
=7 — S+ g o)
On en déduit par combinaison linéaire :
5
Un m Bl g2 t2

Exercice 1.3.
1. Soit A € R, montrer qu'’il existe M € R tel que :
Vue[-A4,A,0<e* —1—u< Mu?
1
e—:(:(1—|—t2)
1+ 2

a) Soit x fixé et h non nul ; montrer, a 1’aide du résultat de la question 1,
que :

2. Pour x réel, on pose : p(x) = /
0

1
lim (90(1' + h})L _ gp(l’) + / e—m(1+t2) dt) =0

b) En déduire que ¢ est dérivable sur R, avec :
1
Ve eR, ¢ (x) = —/ e~ (%) gy
0
3. a) Calculer ¢(0).

b) Montrer que lim ¢(z) = 0.

Tr—+00
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x 2
4. Pour x € R, on pose f(x) = p(x?) + (/ et dt) :
0
a) Montrer que f est dérivable sur R.
T 1
b) Montrer que pour tout x réel : / et dt = :c/ e~ dy.
0 0

c¢) En déduire que f’ est la fonction nulle, donc que f est constante sur R.
Préciser la valeur de cette constante

“+oo
5. En déduire la valeur de / et dt.
0

Solution :

1. On écrit une formule de Taylor a ’ordre 2 pour la fonction exponentielle :
u
e = 1+u+/ (u—t)e'dt
0

ce qui donne en majorant e’ par e et en faisant attention au signe de u de
fagon a gérer les problemes de signes et de position des bornes d’intégration :

2
Oée“—l—ugeA%:Mqﬂ

2. a) Soit A(h) I'expression entre parentheses. On a :

L (1442 )
A(h) = /0 g(e_h(lﬂ ) —1—h(1+1t?))dt

h(1 +t2)
et, avec M = %62“1'
' e~ 2 (1+1%) 2 212 2|h ' 1442 2
|A(R)| < i th (1 +t2)%2dt < |h|e? I/O e () (1 4-¢2) dt

Cette derniere expression tend vers 0, lorsque A tend vers 0.

b) 11 suffit de traduire le résultat précédent.

1

dt i

3. O 0) = = .
W Onap) = [ s =7

1
b) Comme 0 < p(x) < e‘x/o N jl-tt” on a xEI_POO o(x) = 0.

X
4. a) Comme ¢ est dérivable, tout comme z — / o=t dt, la fonction f est
0

dérivable sur R et :

T T 1
f/(x) = 21'(70/(1’2) i 26_502/ e_t2 dt — 26—;1;2/ e_t2 dt — Z.T/ e_m2(1+t2) di
0 0 0
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b) Le changement de variable linéaire ¢t = zu donne, pour x # 0

z 2 1 2 2
/e_t dt:x/e_x“du
0 0

Ce résultat reste clairement valable pour z = 0.

c) Ainsi f'(z) = 0 pour tout x réel, et f est constante sur R. Comme

f(0) = %, on a, pour tout x réel f(z) = %

—+00
5. Comme on sait que / o=t dt existe, par passage a la limite, il vient :
0

T e —¢2 2
Z:o+(/0 o dt)

400
/ et dt = VT
0

puis, par positivité :

2

Exercice 1.4.
Soit f et g deux fonctions numériques définies et continues sur [—1,1].

1. Soit u € R; montrer que la fonction h,, définie sur [—1, 1] par :

hu(z) = f(x) + ug(z)

est bornée et atteint ses bornes.

Soit M la fonction qui a tout réel u associe le mazimum de la fonction h,
sur [—1,1] et E(u) l'ensemble des éléments de [—1,1] en lesquels h, atteint
son mazximum M (u).

2. Déterminer la fonction M et E(u) lorsque f : x +— (1—22)Y/2 et g : x> x.
On revient au cas général.
3. Soit u et v réels, x € E(u) et y € E(v). Montrer que l'on a :
(v—u)g(z) < M(v) = M(u) < (v—u)g(y)
4. Montrer que la fonction M est continue sur R.

5. On suppose qu’il existe une fonction r de R dans [—1, 1] telle que pour
tout u de R, r(u) appartient & E(u). On pose alors p(u) = g(r(u)).

Montrer que si u, v, w sont tels que u < v < w et si y appartient a F(v), on
a:

Que peut-on en déduire ?
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Solution :

1. Les fonctions f et g étant continues sur le segment [—1, 1], elles y sont
bornées et la fonction h, est bornée sur [—1, 1] et atteint ses bornes. Ainsi,
M (u) est défini et F(u) n’est pas vide.

2. On a h!,(r) = ——=%— + u qui est nul si et seulement si u = —=%£

V1—2a? V1—a?

Donc h/ x) = 0 si et seulement si 1’2 1+ 'U,2 U2, avec u et x de méme
U
]

signe, donc si et seulement six = a = —%— €] —1,1][.
V14 u?
On a alors le tableau de variations :
T —1 o 1
hl () + 0 —

Donc :

()—{a}—{m}emw):m

3. Soit z € E(u) et y € E(v). Alors :

M(u) = f(x) +ug(z) et M(v) = f(y) +vg(y).
D’autre part,

f(y) +ug(y) < M(u) et f(z)+vg(x) < M(v).
Donc en combinant égalités et inégalités :
(f(z)+vg(z))—(f(z)tug(z)) < M(v)—M(u) < (f(y)+vg(y))—(f(y)+ug(y))
Soit :

(v —u)g(z) < M(v) — M(u) < (v—u)g(y)
4. Supposons v — u > 0. Comme ¢ est continue sur [—1, 1], il existe deux
constantes, a, A telles que pour tout =z € [—-1,1], a < g(z) < A. Aussi :
(v —u)a < (v—u)g(xr) < M(v) = M(u) < (v—u)g(y) < (v—u)A

En prenant la limite lorsque v tend vers u, ceci qui montre que M est continue

a droite en tout point u. On adapte le raisonnement lorsque v — u < 0 et
finalement M est continue en tout point w.

5. On applique le résultat de la question 3 & = = r(u). Il vient :

(v —u)p(u) < M(v) — M(u) < (v—u)g(y)
Donc ¢(u) < ¢g(y). On I'applique ensuite a y (a la place de x) et r(w) (a la
place de y). Il vient, car w —v > 0 :
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—0)g(y) < M(w) = M(v) < (w = v)p(w)

(w
Done g(y) < p(w).
Finalement ¢(u) < ¢(w), ce qui montre que la fonction ¢ est croissante.

Exercice 1.5.

Soient deux nombres réels a et b tels que 0 < a < b. Pour tout nombre réel

x > 0 on définit :
o el —1
f(@") = 2 dt

SES

).

1. a) Montrer que, pour tout z > 0, on a : f(x) > ln(

b) Montrer que la fonction f est croissante.

¢) Montrer que f admet une limite lorsque z tend vers 0" (on ne cherchera
pas a calculer cette limite).

2. a) Montrer que, pour tout réel k > 1, il existe un nombre réel € > 0 tel
que, pour tout t € [0,¢], on a :
t<el—1<kt

b) En déduire la limite de f en 07.

bx
3. a) Montrer que / e? dt admet une limite lorsque z tend vers 07. Calculer

. . axr
cette limite.

b) Retrouver le résultat de la question 2. b) a l'aide de la question
précédente.

Solution :

1. a) La fonction exponentielle est convexe, donc son graphe se situe au-dessus
de sa tangente au point (0, e°), soit :
VteR, el —1

=1
Par croissance de l'intégration, comme ax < bx pour x > 0, on en déduit
que :

f(x)>/ & — [Int]," =In2

b) La fonction f est dérivable sur R7, de dérivée :

rony e -1 e 1 1
f (x) =b (bx)2 —a (ax)z = ?(g(b)—g(a))
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ur _

en posant g(u) = ”
On montre alors que g est croissante en la dérivant deux fois (ou bien on
reconnait que g est le taux de variation entre 0 et u de la fonction u +— e“*

qui est convexe, donc g est croissante). Ainsi f'(x) > 0 et f est croissante.

c¢) La fonction f est croissante et minorée, donc elle a une limite a droite
en 0, d’apres le théoreme de la limite monotone.

2. a) x La minoration proposée est vraie sur R (cf. question 1. a)).

* La majoration (locale) peut se démontrer en étudiant localement la
fonction associée, mais résulte du fait que, comme la fonction exponentielle est
convexe, son graphe se situe au-dessous de toutes ses cordes, et en particulier
de la corde de pente & > 1 qui passe par le point (0,1) et un autre point
d’abscisse plus grande.

S

b) Pour tout x tel que [ax, bx] C [0, €] (soit pour z < =), par croissance de

€
I'intégration, on a :

bx bx
b _ dt dt _ pp b
1na—/clmt<f(:c)<k:/a 5 = kln

X
Comme la limite de f existe (question 1. ¢), en faisant tendre z vers 07, on
obtient :
b b
0 ~ o
lna\xli,%l flx) < lna
Comme ceci est vrai pour tout k > 1, par encadrement :
b
lim f(z)=In
a) Comme t — e’ est croissante, pour tout ¢ € [ax, bx], on a :
1 R et ebx
lgee” e €™
t S x Tt Tt
On en déduit que

bx di bx bx b - b
L% 1212 e_ _ bz 0
ln / ; / 7 / o dt = e"" In 4

Comme le majorant et le minorant ont la méme limite quand x tend vers 0T,

par le théoreme d’encadrement, on a :
bx

t
lim [ €dt=In?
z—0t J oz t a
b) Par intégration par parties on a :
t br 4
_ e’ — 17b= e
fla) =[S - [ g

x
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t
Comme lim &=L =1, on en déduit que lim f(z)=1In b,
z—0t t z—0t a

Exercice 1.6.

Si u et v sont deux suites réelles, on appelle produit de convolution de u et
v la suite w = u *x v = (wy, )nen définie par :

n
VneNw, =Y ugv,_g
k=0

"
n!’

n
1. Soient a et b des réels fixés. On pose, pour tout n € N, u,, = % et v, =

Déterminer le produit de convolution w = u x v des suites u et v.

2. On suppose que u et v sont deux suites convergentes. Le produit de
convolution u x v est-il nécessairement convergent 7

1
§E>n€N’

suite (v, )n est décroissante de limite nulle. Soit w leur produit de convolution.

3. On suppose, pour cette question seulement, que u = ( et que la

m
a) Montrer que, pour tout (n,m) € N2 tel quen < m,ona: Y. up < Up,.
k=n-+1

b) Montrer que, pour tout n € N* on a :
Wap < VoUzn + V1Up + 20, €6 Wopt1 < VoUznt1 + V1Un + 20p41
¢) En déduire que le produit de convolution w converge, et préciser sa
limite.

4. On suppose, pour cette question, que u = ((—%)”)%N, et que la suite (vy,),

est décroissante de limite nulle. Soit w leur produit de convolution. Montrer,
a 'aide de la question précédente, que la suite w converge, et préciser sa
limite.

Solution :
n d bn—k

I B e
Sk =k nl go

d’apres la formule du binéome de Newton.

n n— n
1. Pour n € N, w,, = (k,)a’“b b= %(antb) :

2. En prenant pour u et v la suite constante égale a 1, on a pour tout n € N,
[uxv], =n+1, ce qui prouve que u et v peuvent étre convergentes sans que
u* v le soit.

m 1 1

3.a) Pourn <m,ona ) uk:wl_—?m: 1n 1,1 1n
p 1-1 on — gm T 9
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b) Pour tout n € N*, on a :

2n n 2n—1
Wop, = Y UkV2n—k = O UpV2n—k + D, UkUap—k + U2n U
k=0 k=0 k=n-+1

Par décroissance de v, on en déduit :

n 2n—1
Wop < Up D, Up +v1 Y., Uk + U2plp
k=0 k=n-+1

D’apres la question 2, on obtient enfin :

Wy, < 205, + V11U, + VoU2p,

De méme :
2n—+1 n 2n
Wopt1 = Y. UkVonti—k = »_ UkUanti—k + », UkUapn—k + U2n4100
k=0 k=0 k=n41
n 2n
Wap < Upt1 ) Uk +V1 Y, Uk + U2nt1V0
k=0 k=n-+1

Wap4+1 K 2Un41 + V1Uy + VoU2pn+41

¢) On constate que (way,) et (wa2,41) sont des suites positives majorées par

des suites de limite nulle. D’apres le théoreme d’encadrement, 11111 woy =0
n—-rToo

et lim we,41 =0, ce qui implique que lim w, = 0.

n—-+oo n—-+4oo

4. En notant v’ = ((%)n)nEN’ et w' = u % v, on a immédiatement, pour tout
n €N, lw,| < wy,.

Or, d’apres la question précédente, lim w! = 0, donc par le théoréme
n—-+oo

d’encadrement lim w, = 0.
n—-+oo

Exercice 1.7.

1. Déterminer le domaine de définition D de I’application g telle que :
/2
g:xr— / e sin(t) gt
0

2. Montrer que ¢ est de classe C! sur D et que pour tout  de D, on a :
/2
g () :/ sin(t)e® s () qt
0

3. Montrer que pour tout t de [O, ,on a:
2t

5]
<

= sin(t) <t
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En déduire une fonction minorant g sur RT et une fonction majorant g sur
R™.

4. Déterminer les limites de g aux bornes du domaine D.

5. Etudier les variations de g et tracer 'allure de sa représentation graphique
dans un repere orthonormé du plan.

Solution :

xrsint

1. Pour tout x réel, la fonction x — e est continue sur [0,7/2]. Donc ¢

est définie sur R.

2. Au vu de I’énoncé, il faut étudier la limite de

/2
g(x +h)—g(x) - h/ sin(t)e®sin(®) dt
0
lorsque h tend vers 0. Or :

/2 ) /2 ' '
glx+h)—g(x) — h/ sin(t)e® st gt = / evsint(ghsint _ 1 pint)dt
0 0

Par I'inégalité de Taylor, avec |h| < 1, on a :
h?|sin t|?

5 sup el“l < Ch?, C constante

‘ehsmt —1- hsint| <
uwe[—1,1]

Donc :

/2
lg(z +h) — g(z) — h/ sin(t)e?s"(Md¢| < Kh?, K constante
0
En divisant cette inégalité par h, on obtient le résultat souhaité.

3. Cet encadrement classique s’obtient, soit par étude des fonctions associées,
soit par invocation de la concavité de la restriction de la fonction sin a
I'intervalle [0, 7/2].

* Ainsi, pour z > 0 :

/2 /2
/ e2®t/mdt < g(x) < / e tdt
0 0

T (T 1 /2 _
I (@7 —1) < glo) < L(e/2 1)

ce qui donne en particulier une minoration de g sur R™.

ou :

* Pour x < 0, comme sint > 0 sur [0, 7/2]

/2 /2
/ etdt < g(x) < / 2=t/ dt
0 0
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ou :

2@ = 1) < g(a) < (e — 1)

ce qui donne en particulier une majoration de g sur R™.

: T (AT — : T (pxT —
4. 1l suffit de remarquer que xllgloo 5 ("™ —1) = +oo et xgglw 5 ("™ —1)
0.

5. La dérivée ¢’ de g est positive sur R, tout comme g.
La fonction g est croissante sur R, avec lim g¢g(z) =0, lim g(x) = +oc.

r——+00
La minoration montre que la branche infinie est «tres» parabolique... A vous
de faire

Exercice 1.8.

Soit (u,) la suite & termes positifs ou nuls définie par :
up=0etVneN, u ; =u2+8n+5

1. Exprimer, pour tout n de N, u,, en fonction de n.

2. On pose, pour tout n € N, a,, = cos(mu,,) et b, = sin(mwu,,).

a) Montrer que pour tout n > 1, il existe ¢, tel que a,, = cos (% +

Lol

En),

avec lim g, =0.
n——+oo

Montrer que les suites (a,) et (b,) ont la méme limite que I’on calculera.

b) Montrer que ¥n > 1, on a les inégalités suivantes :

0<bn<\/75<an<1

3. Montrer que les deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

Solution :
1.Onawu; —ui_; =8(k—1)+5, donc par télescopage :
w2 =u2 —ut=8> (k—1)+5n=4n(n—1)+5n
Soit :
Uy = V4An2 +n
2.a) Ona: u, =2n(l+ L)1/2 =2n(1+ L4 o(1/n)), donc

4n 8n

Uy = 20T + % +0(1)



Analyse 19

Ainsi a,, = cos(% + o(1)), ce que l'on peut écrire sous la forme

ay, = cos(% + %sn), avec nh_)rr;o en =0
en) et lim a, = lim b, = \/75
n—oo n—oo

On a de méme b,, = sin(% + %

b) En revenant sur les calculs précédents, on a : % Ep = 7T<\/ 4n? +n—2n—
), d’otn1 :

14+ L (14 8)2
e
Vit +0+3)

AN

_ 1 1
~ T 16n”~
Y5 [RE SN S
et donc : .
—32—n<5n<0

Cet encadrement est largement suffisant pour affirmer que

0<bn<@<an<1

2
3. Onaan:4n\/1+ﬁ—4n—%:g0(4n),avec:
o) =2z 1+%—x—%

1\2
1 (1—M1+;)
1 1=

On a ¢'(z) = 1+ - —F— =

204/1+ 1 2,/1+ 2
Par conséquent la fonction ¢ est croissante et les monotonies des fonctions
sin et cos sur le domaine utile montrent que la suite (a,,) est croissante et la

suite (b,,) décroissante. Comme ces suites sont convergentes de méme limite,
on conclut :

> 0.

(an) et (by) sont adjacentes.

Exercice 1.9.

Dans les questions 1 et 2, a et b sont deux constantes réelles.
Soit yp un réel donné. On note (FE) le probleme différentiel d’inconnue la
fonction dérivable y :
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Soit A un réel strictement positif et N un entier supérieur ou égal 2. On
définit une subdivision o = (o, ...,tx) de l'intervalle [0, A], par t; = %, et
on pose pour tout k de [0, N — 1] :

Yk+1 = Yk + %(ayk +b)
1. a) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte «Euler (a,b,y0,A) : real» qui

rend la valeur de yy.

b) Préciser en fonction de N le nombre d’opérations effectuées.

2. On suppose dans cette question que a =1 et b = 0.
a) Résoudre I’équation (FE).

b) Préciser I'expression de yy en fonction de N. Déterminer Nlim YN -
— 400

Donner un équivalent de (yy — Nlim yn) lorsque N tend vers +o0.
— 400

3. On suppose dans cette question que a = 0 et que b = b(t) est une fonction
continue sur R.

Déterminer lim yy.
N—+4o00

Solution :

1. a) Une proposition de programme est :

Function Euler(a,b,y0,A :real ;N :integer) :real
Var s :real; k :integer ;

Begin s :=y0 ;

For k :=1 to N do s :=s+A/N*(a*s+b) ;
Euler :=s

End.

b) On passe dans la boucle N fois, a chaque passage il y a 1 division, 2
multiplications et 2 additions, donc ...

2. a) L’équation différentielle 4’ = ay admet pour solutions les fonctions de
la forme y : x — C.e%*. La condition initiale y(0) = yo donne donc :

y(t) = yo.e? et y(A) = yg.e¢4

b) On a yry1 = (1+ %)yk, d'ou yy = (1+ %)Nyo.

Lorsque N tend vers 'infini, on a :

Nln(l—l—%)w]\fx%:a/l
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Ainsi A}im Nln (1+ %) = aA et, par continuité de la fonction exponentielle

lim yy = yo.e*! = y(A)
N —o0

Pour aller plus loin, on effectue un développement limité :

Nin(1+ %) = ad + % +o(1/N)
D’ou :
N ln(%) zlnyN—lny(A):%—I—o(l/N)
% = exp ((%/]32 + 0(1/N)) =1+ —(C;?{V)Z +o(1/N)
Donc :
(ad)?

yn = y(A) ~ y(A) <55

3. L’équation différentielle se réduit a y'(t) = b(t), avec y(0) = yo et sa
solution est donc :

y@=m+AMW®

Dans ce cas on a : ypr1 — Yr = Ab(t et par télescopage :

N )
yn —yo = A f)b(ﬁ)
N 0 Nk:() N

A
dont la limite est / b(u) du (sommes de Riemann associées a la fonction b
0

sur le segment [0, A]).

Exercice 1.10.

Soit f I'application définie sur (R% )2, & valeurs réelles, par :

_ 2+ xy + /Y
f(z,y) i

1. a) Montrer que f est continue et de classe C* sur (R% ).

b) Déterminer les points critiques de f.
¢) Quelle est la nature de ces points critiques ?

d) La fonction f est-elle majorée sur (R% )2 ?

2. a) Montrer que pour tout (a,b,c) de (R%)?, %W > (abe)'/3.
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b) Montrer que f admet un minimum global sur (R* )?, que l'on calculera.

3. Résoudre dans R? 'inéquation : e?* + e¥ < e™1¥(3 — eY).

Solution :

1. a) f est clairement de classe C*° sur R} x R*.

of 1 1

b) ax (x7y) - \/g m2
of _ =z 1
oy Y =T oy

Les points critiques sont les solutions du systeme :
1 1
=0

S =

T _ 4
VY , soit y==x"
2y°° 2y

Le seul point critique est donc le point (1,1).

c¢) Avec les notations de Monge, on trouve au point (1,1) :

9 g— _1 _1
r=2,8= 2ett—2

Ainsi rt — s? > 0 et r > 0, ce qui prouve qu’au point critique, f admet un
minimum local.

d) On a, par exemple : f(x,1) = x+ 1+ %, donc f est clairement non
majorée sur son domaine de définition.

2. a) La fonction In vérifie : Vo > 0,In"(z) = % < 0, donc la fonction In est
T

concave sur son domaine de définition et :

Va,b,ce Ri,ln(%b—'—c) > %(lna—klnb—l—lnc)

d’ou, par croissance de la fonction exponentielle :

at+b+c 1/3
3 > (abc)

b) Avec a = %, b= /yetc= %, I'inégalité précédente donne f(x,y) > 3.
Comme f(1,1) :y?), f atteint bien en ce point son minimum global.
3. On pose X =e” et Y = e?¥. L’inéquation devient :
X2 4+VY 4+ XY <3XVY, soit f(X,Y) <3

Résoudre I'inéquation, c’est donc en fait résoudre I’équation associée.
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Or il n’y a égalité dans I'inégalité de concavité entre moyenne arithmétiquue
et moyenne géométrique de la question 2. a) que si a = b = ¢ (la fonction In
est strictement concave). En reportant dans 2. b), I’égalité ne peut donc se
produire que si X =Y =1, soit z =y = 0.

Exercice 1.11.

n
Soit (uy,)nen+ la suite définie pour n > 1 par la relation : u, = > % —Inn.
k=1

1. En utilisant un encadrement de la fonction x +— %,

n € N*, u, €[0,1].

montrer que pour tout

2. En écrivant : u,, — up,_1 = 90(%) pour une certaine fonction ¢, montrer
que la suite (uy)nen+ est monotone. En déduire qu’elle est convergente.

Dans toute la suite de 1’exercice, on note v la limite de la suite (uy)pen«.

3. Pour tout n € N*, on note D,, le domaine de R? défini par :

D, ={(z,y) €eR?, n<z<n+1l et _1|_1 1}
a) Représenter graphiquement D,, et montrer que I'aire de D,, est égale a
Up — Up41-
b) Montrer, pour tout n de N*, 'encadrement :
1,1 1 _ 11 _ _1
2 (i1~ ) S <50 - )
(on pourra utiliser de deux manieres différentes la convexité de la fonction
x — %)

4. En déduire ’encadrement suivant, valable pour tout n € N* :

1
_ 1 <4< _ 1
Un =35, ST Un 2(n+1)

Solution :

1 1
1.Pour z € [k,k+ 1], on a 1 < 5
[k, k 4+ 1], pour k € N* :

k’ d’ou en intégrant sur le segment

g <In(k+1) = In(k) <

=

n

— Z% > In(k+1) —Ink]=In(n+1) > Inn.
k=1 k=1
— 14+ Y <1+ Y [Ink—In(k—1)] =1+hn.

=

=2 k=2
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Donc :
0<u, <1

2. On a Uy — Up_q :%+1n(n—1) —1nn:%+ln(1— %) :go(%), avec :

o(r) =2+ In(1l — x)
La concavité de la fonction In donne x > In(1 + z), soit In(1 — z) < —z et
() < 0. Donc la suite (uy,) est décroissante.

Etant décroissante et minorée par 0 elle est convergente de limite universelle-
ment notée vy (constante d’Euler).

3. a) Facilement :

n+1
.A(Dn):/ (%—n_li_l)dlen(n—l—l)—lnn—%“:un_un+1_

b) x La représentation graphique de la courbe représentative de x +— %

est située sous sa corde passant par les points de cette courbe d’abscisse n et

n + 1. En clair : o
at o101, 1
/n ¢ <2ty

'Ol U — 11 1 y__1 _ 1,1 _ _1
Dot uy, u”+1<2(n+n+1) n—|—1_2(n n+1)
* En revanche la représentation graphique est située au-dessus de sa tangente

au point de la courbe d’abscisse n + 1.

Cette tangente a pour équatlon Yy = _—(n 1 1)2 (CL' — (n —+ 1)) + —n 1 1 donc
Uy — Un i1 /n 0 1)2(x (n+1))dz

Soit : . . . . .
§(n+1_n+2) gu”_unﬂgi( _n+1>

L >
2(n+1)* 7 2(n+1)(n +2)
1

4.Par sommations et télescopage, il vient alors :

1 1 1 1/1 1
s v2) S —wvn <5 - 1)

Puis par passage a la limite lorsque N tend vers I'infini :

1 1 _ 1.1
2 41 SUn TS g%y

Il n’y a plus qu’a tout remettre dans ’ordre.

Exercice 1.12.
+oo 1
Pour tout réel = > 0, on pose S(z) = >, ——.
n=o0 (n + x)
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1. Justifier existence de S(x) pour = > 0.

2. Soient a et b deux réels vérifiant : 0 < a < b. Soit (z,x¢) € [a, b]>.
a) Montrer qu’il existe un réel C' > 0, indépendant de z et xg, tel que :
|S(x) — S(xp)| < Clz — x0].
b) En déduire que S est continue sur |0, +oo].

3. a) Montrer que pour tout x > 0: S(z) — S(x+1) = %

T

b) En déduire un équivalent de S(x) quand z tend vers 0.

4. En utilisant une comparaison série-intégrale, trouver un équivalent de S(z)
quand x tend vers +oo.

Solution :

—( _: )2 ~ % et la regle de Riemann pour les séries a
n-+x n

termes positifs donne la convergence voulue.

1. Soit x > 0, alors

2. a) Par regroupement et réduction au méme dénominateur :
o nt+x+a
S(x) — S(xg) = (g — @ .
(@) = Sa0) = (w0 —a) = o AnLEL I,
Puis, par majoration des numérateurs et minoration des dénominateurs (sans
perdre la convergence) :
() = S(ao)] < foo —a| & 2020
o (n+a)*
b) La fonction S est donc continue sur [a, b] (et méme lipschitzienne) et,
par globalisation, S est continue sur R .

3. a) Par simple décalage :

S 1 1 1

Se+)=> —Lt =5 1 __g@)- L

(z+1) 2(714—1—1—3:)2 gl(k—i—a:) () z?

b) Comme S est continue en 1, on a hr% S(z+1) = S(1), qui est un nombre
réel donc est négligeable devant % Donc :
x

1 1
S(x)=S@x+1)+ 75 ~ =5
@) =Sa+r1+h ~

4. Pour tout n > 1, on a par décroissance de la fonction a intégrer :
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/”+1 dt__ o1 </” dt
n (t+a:)2 (n+a:)2 n_l(t+az)2

Par sommation et passage a la limite (tout converge), il vient :

e a T
/1 (t +2)2 <S(‘%K/O (t+2)2

Soit = l <S(z) < l, d’ou par encadrement lim xS(z) =1, i.e.

+1 xT T—+00
S(z) ~ 1L
(z) o T
Exercice 1.13.
On pose pour tout réel ¢t > 0 : g(t) = %x exp (—%)

1. Montrer que g admet une limite lorsque ¢ tend vers 0. Montrer que la
fonction ainsi prolongée en 0 est dérivable a droite en O.

¢
2. On pose, pour tout réel t > 0, h(t) = / g(u) du.
1

Donner un développement limité a ’ordre 3 de h au voisinage de t = 1.

3. Pour tout n de N*, on note (E,,) '’équation g(t) = %

a) Montrer que pour n assez grand, (F,) admet une unique solution
z, € ]0,1[ et une unique solution y,, € |1, +ool.

b) Etudier les suites (z,,) et (y,) ainsi que leurs limites respectives.

Solution :

1.Ona lim we ™= lim u2e =0 et comme lim —% = —00, On a :
U——00 U——00 t—0+ t
t)
lim =0, lim 9(t) =0
t—0+ g( ) "ot

Ce qui prouve que g est prolongeable par continuité en 0, en posant g(0) = 0
et g est alors dérivable (a droite) en 0 avec g;,(0) = 0.

2. h est indéfiniment dérivable au voisinage de 1, de dérivée premiere g, donc
admet un développement limité a tout ordre donné par la formule de Taylor :

A(e) = (1) + L wn) + o mr ) + C ) 4ofe - 1y

2!
B(t)=g(t) =1Vt = H(1)=e!
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W) =~z e g et = W(1) =0
" _ l -1/t _ L -1/t _ i -1/t L -1/t m I |
h(t)—t3e i i +t5e = h"'(1) = —e
Comme h(1) =0, il reste :

1 (t—1)° 3
h(t) =e H((t—1) = +o((t - 1)%))
—t
3.a) On a vu que ¢'(t) = (1—3 (1 —t), d’ou le tableau de variations :
t |0 1 +oo
g9'(t) + 0 -

g lo ~ Ve N g
* La restriction de g a [0, 1] réalise une bijection strictement croissante de [0, 1]
sur [0,1/e], donc la réciproque 7, réalise une bijection strictement croissante
de [0, 1/¢] sur [0, 1].

Ainsi Iéquation g(t) = % admet une solution et une seule dans [0, 1] pour

n > 3, a savoir x,, = 7(%) Les variations de v montrent que la suite (x,,) est

décroissante de limite nulle.

On refait le méme raisonnement a partir de la restriction de g a [1, +o0| qui
réalise une bijection strictement décroissante de [1, +oo[ sur [1/e, +00][. Ainsi
la suite (y,,) est définie a partir du rang 3, croissante de limite +o0.
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Exercice 2.1.
Soit n € N* et A la matrice de M, (R) définie par :

2 -1 0 ... O 0

-1 2 -1 ... 0 0

0o -1 2 0 0
A= :

0 o ... -1 2 -1

0 o ... 0 -1 2

1. a) Justifier que A est diagonalisable.

b) Soit v un vecteur propre de A associé a la valeur propre A\. Montrer que
A est réel et que les composantes vy, ...,v, de v vérifient la relation :

Vke[l,n],vks1 — (2= Nvg +vk—1 =0
en posant vg = v,41 = 0.
2. En exploitant la relation (1), montrer que 0 et 4 ne sont pas valeurs propres
de A.
3. On suppose que A est une valeur propre de A telle que 0 < A\ < 4.

a) Montrer que les racines distinctes r; et ro du polynéme r2—(2—\)r+1 =0
sont complexes et conjuguées. On note 7, = pe’?, avec p > 0. Montrer qu’on a
nécessairement sin((n + 1)8) = 0.
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b) En calculant successivement ri7y et 71 + 72, montrer que p = 1 puis que
les valeurs propres de A dans U'intervalle |0, 4[ sont au nombre de n et peuvent
s’écrire :

Y :2—2cos(nk—fl)

avec k € [1,n].

Solution :

1. a) La matrice A est diagonalisable car symétrique réelle.

b) On traduit Av = Av en un systéme d’équations linéaires :
—Vi—1 +20; — V41 = A, 2<i<n—1
{ 21)1 — Vg = )\Ul
—VUp—1 + 20, = v,
En introduisant vy et v,11 tels que vg = v,4+1 = 0, on a bien le résultat
annonce.

2. On suppose que 0 est valeur propre. Dans ce cas, I’équation caractéristique
associée a la récurrence d’ordre 2 sur (v;) admet 1 comme racine double. Il
existe donc a et 3 dans R tels que :

Vie[0,n+1], vi=a+fi
Le fait que v9 = v,4+1 = 0 implique que @ = # = 0 soit v = 0, ce qui est
contredit le fait que 0 soit valeur propre.
Le raisonnement est identique en supposant que 4 est valeur propre.

3. a) Si A €]0,4][, le discriminant de ’équation caractéristique, égal a A\(\ —4),
est donc négatif. Les racines de ’équation sont donc complexes et conjuguées.
En notant r; = pe’® une des racines, on en déduit l'existence de a et 3 dans
R tels que pour tout k de [0,n] :
vp = (acos(kf) + Bsin(kB))p"
La relation vy = 0 implique o = 0 tandis que la relation v,,+1 = 0 implique que
Bsin((n+1)0))p" ! = 0, soit nécessairement pour que v # 0, sin((n+1)8) = 0.
b) On a rirg =1 et r1 + 172 = 2 — X (somme et produit des racines).

La premiere relation implique que p = 1 tandis que la seconde implique que
A =2—2cos(f). En supposant que A est valeur propre, la question précédente

montre que sin((n + 1)#) = 0, soit 6 de la forme nk—|7—T1 avec k dans Z.
Réciproquement, pour tout k € [1,n], en notant A\, = 2 — 2cos (nkj—rl)’ oy

est bien une valeur propre de A et un vecteur propre associé peut s’écrire :
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v = Bsin ((EIL) (£ € [1,n])

avec 3 € R*.

On a ainsi trouvé n valeurs propres distinctes de A dans l'intervalle |0, 4[. Elles
y sont toutes !

Exercice 2.2.
On munit ’espace R" de sa structure euclidienne canonique.
Soit A une matrice de M,,(R) antisymétrique, c¢’est-a-dire vérifiant *A = —A.
1. Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est 0.
2. Soit B = A2,
a) Montrer que B est une matrice symétrique réelle.
b) Quel est le signe des valeurs propres non nulles de B 7

¢) En déduire la forme des valeurs propres complexes de A.

3. On note I,, la matrice identité de M, (R).
a) Montrer que la matrice I,, + A est inversible.
b) Montrer que P = (I,, — A)(I,, + A)~! est une matrice orthogonale.

4. Déterminer les valeurs propres réelles possibles de P.

Solution :

1. Soit A € R une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé. On
peut écrire AX = A\X et
AN|IX|]2 =t XAX =1(tAX)X = -1 XAX = - )\||X]|?

Comme X # 0, il vient A = 0.
2.a) On a ‘B ="1'A4% = (*A)? = A2 = B. Ainsi B est une matrice symétrique

réelle ; ses valeurs propres sont réelles et B est diagonalisable dans une base
orthonormeée.

b) Soit A # 0, X # 0 tels que BX = AX. Alors :
M| X|]?P=tXA%2X = (P AX)AX = —||AX]|]?
Comme AX # 0 (autrement BX = 0), il vient : A < 0.
¢) Soit p = a + ib,b # 0 une valeur propre complexe de A.

Alors 12 = a? — b? + 2iab est une valeur propre réelle négative de B. Donc
ab =0, et b # 0 entraine que a = 0 et pu = ib.
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Les valeurs propres complexes de A sont des imaginaires purs.
3. a) La matrice I + A est inversible si et seulement si —1 n’est pas valeur
propre de A, ce qui est le cas par les questions précédentes.

b) Comme P = (I — A)(I +A)~"! ona:
P=UI+ATNT-A)=[T+A] T -A)=T-A)7(I+A4)
D’autre part : P~ = [ - A)(I+ A"t =T+ AT - A1
Or I — Aet I+ A commutent, donc I + A et (I — A)~! commutent. D’ou :

tp=p-t
4. Les valeurs propres réelles d’une matrice orthogonale P ne peuvent étre que
1 et/ou —1, car, pour tout vecteur X, ||PX|| = || X]|

Ici, supposons que —1 soit valeur propre de P = (I — A)(I + A)~L. 1l existe
X #0telque (I —A)(I+A)"1X =-X.

Posons Y = (I + A)71X. Alors X = (I + A)Y et :

(I-—A)Y =—I+A)Y,ie2lY =0etY =0
Donc X = 0, ce qui contredit I’hypothese.

La seule valeur propre réelle possible de (I — A)(I + A)~! est donc 1.

Exercice 2.3.

1. On considere n + 1 réels distincts ag, a, ..., a,.
Montrer que, pour tout entier k de [0,n], il existe un unique polynéme de
R, [X], noté Ly, tel que : pour tout j € [0, n],
0 sij#k
Lk(aj):{l sij =k
. . L X —ay
Montrer que ce polynome est donné par : L (X) = HO o aj
J

ik
2. a) Montrer que (Lg, L7 ..., Ly) est une base de R,,[X].

b) Donner les coordonnées d’un polynéme P quelconque de R, [X] dans cette
base.

c) Montrer que > Ly = 1.
k=0

3. On suppose maintenant que les réels a; sont définis par : Vj € [0,n],a; = j.

(=p"*
n!

() frovs

a) Montrer que, pour tout k de [0,n], Li(X) =



Algebre 31

b) Déterminer le polynome @ défini par : Q = > kL.
k=1

c¢) Soit A la matrice de passage de la base canonique de R, [X] & la base
(Lo, Ly ...,Ly). On ne demande pas d’écrire la matrice A, mais de donner :
e la premiere ligne de la matrice A ;
e la somme des éléments de toute autre ligne de A ;
e la somme des éléments des différentes colonnes de A.

d) Donner la matrice AL

Solution :

1. * Pour l'existence, il suffit de vérifier que le polynéme proposé convient
effectivement, ce qui est facile.

* Pour I'unicité : on suppose qu’il existe deux polynéomes P et @ de R,,[X] qui
sont solutions. On a alors, pour tout j de [0,n], P(a;) = Q(a;), soit également
(P~ Q)(a;) = 0.

Le polynome P — @) qui est de degré inférieur ou égal a n possede n+ 1 racines
distinctes, c’est donc le polynoéme nul. On a donc P = @, d’ou 'unicité.

2. a) La famille (Lo, L1,...,L,) est une famille de n 4+ 1 vecteurs dans un
espace de dimension n + 1, il suffit donc de montrer que c’est une famille libre
pour montrer que c¢’est une base.

n
On considere n + 1 scalaires a, . .., a, tels que Y. aiLi = 0. On évalue cette
k=0
égalité en a;, il reste a; = 0. Comme ceci est vrai pour tout j de [0,n], on a
bien pour tout j € [0,n], a; = 0 et la famille est libre.

b) Soit P un polynome quelconque de R, [X]. P se décompose dans la base
n
sous la forme P = ) «ajLyj. En évaluant la encore cette égalité au point a,
k=0
il reste P(a;) = .

Conclusion : P se décompose sous la forme : P = > P(ay)Ly.

k=0
¢) En appliquant la décomposition précédente au polynéome P = 1, on
n
obtient exactement > Lj = 1.
k=0
. X —a; .
3. a) On applique la formule L;(X) = [] - aJ' en remplacant a; par j.
L ;

i#k

On obtient :
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Or:

ﬁ 1 _ 1 _ (_1>nfk _ (_1)n7k (n)
v k—J7  kk—1)...1(=1)(-=2)...(—=(n—k))  El(n— k) n! k
itk

Ce qui est bien le résultat attendu.

b) La valeur k est la valeur du polynéme X au point k. On a donc, d’apres

n
ce qui précede : > kL, = X.
k=1

c) i) Dans la matrice A, la premiere ligne représente les coordonnées des
polynomes Lj sur le vecteur 1. C’est donc la valeur des polynomes Lj en 0,
c’est donc (Lg(0), L1(0), ..., L,(0)) = (1,0,...,0).

ii) Les autres lignes représentent les coordonnées des polynomes sur les
P*(0)
k!
de Taylor, exacte pour les polynomes). La somme des coefficients de ces lignes

(k)
(Lo + Ly + - + L) " 0) comme Lo+Li+...+L, =1, ladérivée

est nulle et il en est de méme de la somme des coefficients de ces lignes.

vecteurs X*. Or la coordonnée d’'un polyndéme P sur X* est (formule

est donc

iii) La somme des termes d’une colonne représente la somme des coeffi-
cients du polynome considéré et cette somme s’obtient en évaluant le polynome
en 1. Comme Ly(1) =0 pour k # 1 et que L1(1) =1, ces n + 1 sommes sont,
dans l'ordre (0,1,0,...,0).

d) La matrice A~! est la matrice de passage de la base (Lo, L1 ..., L) ala
base canonique. Ses colonnes sont donc les coordonnées de 1, X, ..., X™ dans
(Lo, Ly ..., Ly).

Comme on a vu que, pour un polynéme quelconque : P = > P(ay)Lg, on a
k=0
donc :
1 0 O 0
1 1 12 1
1 2 22 2"
A7l = :
1 n n? n"

Exercice 2.4.
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Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit F' un sous-espace vectoriel de
M, (R) de dimension n? — 1 stable par la multiplication matricielle :

V(M, M") € F2, MM’ € F.
On suppose que I,, ¢ F, ou I,, désigne la matrice identité de M, (R).
1. Montrer que M, (R) = F & Vect(1,).

2. a) Soit p le projecteur de M,,(R) sur Vect(I,) parallelement a F.
Montrer que V(M, M') € (M,,(R))?, p(MM') = p(M)p(M’).

b) Montrer que pour toute matrice M de M, (R) telle que M? appartienne
a F, alors M appartient a F.

c) Soit (Fj; j)i<ij<n la base canonique de M, (R) (E;; est la matrice de
M, (R) ne contenant que des 0 sauf a 'intersection de la i-ieme ligne et de la
j-ieme colonne ou se trouve un 1).

Calculer E; jxEj; pour 4, j,k,l € [1,n].
d) Montrer que F' contient la base canonique de M, (R).

e) Conclure.

Solution :
1. Soit A € F'N Vect(I,).

Il existe A € R tel que A = A, ; si A # 0, alors %A € F. Or %A =1, ¢ F.
Donc A =0et A=0.
Comme dim F' + dim Vect(I,,) = n?, on a bien M, (R) = F & Vect(I,).
2.a) Soit M = A+ A, et M'=A"+ N1, avec A, A" € F. Alors
MM = AA"+ NA" + NA" + AN 1,,.
Or F est stable par produit donc AA’ € F' et donc AA" + A"+ A’ € F. Par

conséquent on vient de trouver la décomposition de MM’ sur F & Vect(1,)
et :

p(MM') = AN, = p(M)p(M').
b) La relation M? € F implique p(M?) = 0. Or p(M?) = (p(M))?, d’apres
la question précédente.
En écrivant M = A + A\, avec A € F, alors p(M) = M, et (\,,)? = 0. Ainsi
A=0et M=AcF.

c) On sait que E; jxEi; =0sik# j.Si k=jalors E; jxE;; = E; .
d) Sii # j, alors (F; ;)> =0 € F, donc E; ; € F d’apres la question 2.b.
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De plus E; ; = E; jxE;; pour un @ # j. Or E; ;,E;; € F et I est stable par
produit, donc F; ; € F.
Ainsi F' contient bien la base canonique de M, (R).

e) Si F' contient la base canonique de M,,(R), alors F' contient I, ce qui
contredit la supposition.

En conclusion tout hyperplan de M,,(R) stable par produit contient I,,.

Exercice 2.5.

Soit n un entier de N*. On note E = R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

A tout P de E on associe le polynome () défini par :
Q(X) = XP(X) - L(X? - 1)P'(X)
ou P’ désigne le polynome dérivé de P.
1. Montrer que 'application T : P — () est un endomorphisme de FE.
2. Ecrire la matrice associée & T dans la base canonique de FE.

3. Soit P un polynome propre de 7T

a) Montrer que P est de degré n.

b) Soit zg une racine de P. A Paide d’un raisonnement par absurde, montrer
que zp € {—1,1}.

¢) En déduire que si P est un polynéme propre de 7', alors P est de la forme :
P(X)=a(X - DX +1)"* acR* ke [0,n].

4. Déterminer les valeurs propres de T'. L’endomorphisme 7' est-il diagonalis-
able 7

Solution :
1. L’application T est linéaire par les propriétés de distributivité de la multi-
plication sur ’addition et parce que la dérivation est linéaire.

On remarque que :

n n
et,pour2 < k < n—1,T(X*) = (l—n)Xk+1+%Xk_1. Enfin T(X") = X" 1.
Ceci montre que si deg(P) < n, alors deg(T'(P)) < n (méme pour n = 1, car
alors T'(X) = —1).
Ainsi T est un endomorphisme de FE.

T(1) =X, T(X)=(1-L)x2 41
k
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2. Dans la question précédente, on a montré que la matrice associée a T
dans la base canonique de E est tridiagonale, avec des 0 sur la diagonale,

(1, 1—1, e 1—”—_1) sur la sous-diagonale et (l, oo, Y sur la sur-diagonale.
n n n n
[0 1/n 0 .. ... 0
n/n 0 2/n . L. 0
0 (n—-1)/n 0 0
0 .. 0 n/n
0 e o 1m0

3. a) Soit P un polynéme unitaire propre de degré p, avec p < n. On écrit
P(X)=XP+---, on a alors :

T(P) = X(X? 4+ +ag) — (X2 = 1)(pXP~ 4--1) = A(XP +--)

En se focalisant sur les termes de plus haut degré, il vient :
(1_%)Xp+1+...:)\(xp+...+...)

Ceci n’est possible que si p = n.
b) Soit zp une racine complexe de P, avec zy ¢ {—1,1}.
Comme on a (X —\)P(X) L (X% —1)P'(X), 2o est également racine de P’.

“n
Plus précisément, lorsque zy est racine d’ordre r de P, zy est aussi racine
d’ordre r de P’, ce qui est impossible puisque toute racine d’ordre r de P est
racine d’ordre r — 1 de P’.

Donc zp € {—1,1}.
4. Pour Py(X) = (X — 1)¥(X +1)"*, un calcul élémentaire donne
T(Py) = (1 - %)Pk.
Les polynomes Py, Py, ..., P, sont donc polynomes propres de valeurs propres

associées 1,1 — 2,1— 4...,—1.
n n

T est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension (n+ 1) qui admet
n + 1 valeurs propres : il est donc diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soit @ un réel non nul. Soit A la matrice de M3(R) définie par

A:

Q2 O
o O
S e Q2
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1. Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. On considere 1’équation d’inconnue X, (x) : X™ = A, ou n est un entier
supérieur ou égal a 2 et X un élément de M3(R).
a) Soit X une solution éventuelle de (x).
i) Montrer que XA = AX.
ii) En déduire que tout vecteur propre de A est vecteur propre de X.

b) Montrer que (x) n’a pas de solution lorsque n est un entier pair.

3. Soit m un entier impair et (e1, €2, e3) la base canonique de R3.
a) Montrer que B = (e1,e2,€1 — e3) est une base de R3.

b) Soit X une solution de (x) et u ’endomorphisme de R* canoniquement
associé a X. Montrer qu’il existe («,3,7) tels que la matrice associée a u
relativement a la base B, soit :

a 0 0
v a 0
gt 008

¢) Résoudre ’équation (x) lorsque n est un entier impair.

Solution :

-2 0 a 0 0 a?2-)\
1. A—)l3 = a a—\N a A 0 a—X a+ A
a 0 —)\ LIQ:L217L33 a O —>\

Il suffit de permuter les lignes Ly et L3 pour obtenir la forme réduite habituelle
et les valeurs propres sont les valeurs de A qui annulent a — X ou a? — A2, donc :

Spec A = {—a,a}

On détermine les sous-espaces propres associés et on trouve

0 1
E(a) =Vect | 1], E(_a) = Vect 0
0 -1

ce qui montre que la matrice A n’est pas diagonalisable.

2. a) i) Comme X" = A, il vient : AX = X"™1 = XA.

ii) Soit w un vecteur propre de A associé a la valeur propre A (Aw = A\w).
Alors :
AXw) = X(Aw) = A Xw
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Comme dim E(y)(A4) = 1, il existe «, éventuellement nul, tel que Xw = aw, ce
qui signifie que w est vecteur propre de X.

b) Supposons que n = 2p, on suppose également que a > 0.
Soit w un vecteur propre associé a la valeur propre —a.
On a vu qu’il existe « réel tel que Xw = \w et :

—aw = Aw = X?Pw = o?Pw

Comme w # 0, il vient : a®? = —a < 0, ce qui est impossible.

3. a) L’équation aje; + ases + az(eq — es) = 0 est équivalente a

(a1 — CL3)61 + ases —aszes =0
dont la seule solution est clairement a; = as = ag = 0, ce qui prouve la liberté
de la famille, qui est donc une base de R3, puisque de cardinal 3.

b) La matrice de passage de la base canonique a la base B est :

1 0 1
P=|0 1 0
0 0 —1
L’endomorphisme associé a A a pour matrice associée dans la base B
N a 0 0
A=P'AP=PAP=| a a 0

—a 0 -—a

Si I’on note Y la matrice associée a u dans la base B, on a Y de la forme

z 0 O
Y=1ly a O
z 0 p

(les deux derniéres colonnes correspondent aux vecteurs propres de u qui sont
es et e — e3).

alors YA = AY montre que Y est de la forme :

@ 0 O
Y = 3 Y a 0
—
5 0/
c) Comme Y" = A et n impair, on a 8 = —a.
On calcule ensuite YY" par récurrence sur n et on trouve :
a?ptl 0 0
Y2+l = | (2p+1)a?Py o?Pt! 0
(_a)Zp-i-l 0 (_a)Qp-i-l

Finalement, en revenant dans la base initiale, on obtient :
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0 0 r
X=|s r s
r 0 0
avec
_ T S -~
r=a , §= T 70

Exercice 2.7.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et 7 = {M € M, (C) |'M = —M}.

1. Montrer que 7 est un sous-espace vectoriel de M, (C) et donner sa
dimension.

) 0 -1
2.801tJ—(1 0 )

a) Déterminer les éléments propres de J.

b) Soit X un vecteur propre de J. On pose X = U + iV, ou U et V sont
deux matrices colonnes de Ms 1(R). Montrer que U et V sont orthogonaux
pour le produit scalaire canonique de M 1(R).

Dans la suite, A désigne une matrice de M,,(R) vérifiant 'A = —A. On pose
B = A2,
3. a) Montrer que B est diagonalisable dans M, (R).

b) Montrer que les valeurs propres de B sont négatives ou nulles.

c¢) En déduire que les valeurs propres non nulles de A sont de la forme ia,

avec a réel non nul.

4. Soit X = U + ¢V un vecteur colonne propre de A associé a la valeur propre
non nulle ia, o U et V appartiennent a M,, 1 (R).

a) Calculer AU + aV'.
b) En déduire la valeur du produit scalaire (U, V).

5. X = U + iV un vecteur colonne propre de A, ou U et V appartiennent a
M, 1(R). A-t-on toujours (U, V) =07

Solution :

1. On vérifie immédiatement que ’ensemble des matrices antisymétriques est

n(n—1)

un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension —5 puisque dire que
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A = (a; ;) € T, c’est dire que pour tout i, a;; = 0, et pour ¢ # j,a; ; = —a;;.
Une base de ce sous-espace est donc (E; j — Ej;)i<j.

2. a) Les valeurs propres de J sont complexes : i et —i. On a

1 1
E;)(J) = Vect (_2> et B_;(J) = Vect <l>

b) Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre i. Alors :

. 1 a (b
X = (a+1b) (—z) = (—b) +1 <a)
. : a b
et le produit scalaire de (—b) et (a) est nul.

La démonstration est identique pour tout vecteur propre associé a la valeur
propre —i, car les vecteurs propres sont conjugués, puisque la matrice J est
réelle et les valeurs propres sont complexes et conjuguées.
a) On a : 'B = B (vérification immédiate)
b) Soit A # 0, X # 0 tels que BX = AX. Alors
AMIX]? =X A%2X =1(PAX)AX = —||AX|]?
Comme AX # 0 (autrement BX = 0), il vient A < 0.

¢) Soit p = a + ib,b # 0 une valeur propre complexe de A.
Alors p? = a? — b? + 2iab est une valeur propre réelle négative de B. Donc
ab=0 et b # 0, ce qui entraine que a = 0 et u = ib.

Les valeurs propres complexes de A sont des imaginaires purs.
.a) On a
AU +iV) =ia(U +iV) = AU +iAV = —adV +iaU = AU +aV =0

b) De méme
HAUYU = 'UPAU = —tUAU = —{(AU)U = “(AU)U = 0

Or AU = —aV et a # 0, donc 'VU = 0.

0 0
5. La réponse est non. Soit, par exemple A= | 0 0 O
10 O
0
Le vecteur | 1 | est vecteur propre de A donc (1 + 1) aussi et

0
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0 0 0 0 0
I+ {1 ) =1]|+if{1],avec |1 1| #0.
0 0 0 0 0

Exercice 2.8.

Pour tout n € N, on note e,, 'application de [0, 400 dans R définie par :
Vx> 0,e,(x)=a2"exp(—x).

On donne un entier N non nul.

Soit E D'espace vectoriel engendré par (eg, e1,€2,...,€N).

1. Quelle est la dimension de I'espace vectoriel E 7

2. Les éléments de F sont en particulier des applications dérivables. On notera

A la dérivation dans F : Vf € E,A(f) = f'.

Démontrer que A est un automorphisme de E. Rechercher ses valeurs propres

et ses vecteurs propres.

3. Soit f € E et x quelconque dans [0, +o0].

a) Démontrer que la série de terme général u,, = f(n + ) est convergente.

+oo
On note alors F': x +— > f(n+x).

n=0
b) Vérifier que F' € E, et que I'application ® : f — F ainsi définie est un
automorphisme de F.

¢) Démontrer que ® o A = Ao .

4. Soit n € N. On note X,, une variable aléatoire & densité a valeurs dans RT

et dont 6—7”" est une densité sur RT.
n!

a) Montrer que X,, a des moments d’ordre 1 et 2, et calculer E(X,,) et
VI(Xn).

b) Dans cette question, n = 1. Calculer une densité de la variable aléatoire
D, partie décimale de X;, définie par : D = X; — | X7, ou | X;] désigne la
partie entiere de Xj.

Solution :

1. La famille (e, eq,...,en) est clairement libre, par échelonnement des degrés
des parties polynomiales. Ainsi dim £ = N + 1.

2. La dérivation est une application linéaire. On calcule e/, : z — (nz"~! —

x™)e™" qui se lit A(e,) = ne,—1 — én.
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Ceci montre que A est un endomorphisme de F. La matrice Ma associée a A
dans la base £ s’écrit :

0 -+ v 0 -1
Cette matrice est triangulaire supérieure, avec —1 sur sa diagonale. Elle est
donc inversible et A est un automorphisme de E.

Son unique valeur propre est —1 et le sous-espace propre associé est Vect(eq).
L’endomorphisme A n’est pas diagonalisable.

3. a) Tout f de E s’écrit comme combinaison linéaire des (ey)o<r<n. Toute
combinaison linéaire de séries convergentes étant convergente, il suffit d’étudier
la convergence demandée pour f(z) = zFe ",
On a alors :

n?xf(x+n)=en?(z+n)fe ™™ ~ e Tpkt2e

(n—o0)

Par négligeabilité classique, cette expression est de limite nulle lorsque n tend
vers l'infini, ce qui prouve, par la regle de Riemann, que la série proposée est
(absolument) convergente.

b) En développant par la formule du binéme :

O(ex)(z) = Ex() = go ex(l+ ) = ;:jo (£ + z)ke t-"
oo k k ; it k k ‘ s
=5 2 (5)pat et = 3 () At e

+oo
avec A; = > #e™* (toutes les séries écrites convergent)

(=0
Ainsi ®(er) € E et la linéarité de ® étant évidente, ® est un endomorphisme
de E.

La matrice de ® dans la base £ s’écrit :

Ay A AN\

0 Ay 24,

Me=1 1 0 A
NA;
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Cette matrice est triangulaire supérieure avec Ay # 0 sur sa diagonale. Elle
est donc inversible.

c) On vérifie que MaMy = MyMa en effectuant le produit matriciel. On
peut également comparer ®(e}) et (®(ex))’.

4. La variable aléatoire X,, suit la loi I'(1,n + 1). Ainsi
a) B(X,)=n+1V(X,)=n+1.
b) La variable aléatoire D est a valeurs dans [0, 1] et pour tout = € [0,1] :

400 —+ o0
PD<z)= > Pm<Xi;<z+n)= > (B(x+n)— B(n))
n=0 n=0
ou B est une primitive quelconque de e;.

D’apres Ma, on peut prendre B = —eg — e et, puisque B appartient alors a
E, on peut utiliser 'application ®. Ainsi, pour tout x € [0, 1] :

P(D < z) = ®(B)(x) — ©(B)(0)
Comme la dérivation commute avec ®, pour déterminer une densité d de D, il
suffit d’écrire, pour tout = € [0, 1] :

d(z) = (2(B)) (z) = ®(B')(z) = ®(e1)(x) = (Are0 + Aoer)(z)
Or: Ay = ijoe—n — e A ine_n _ e

Done, pour x € [0,1] :

Exercice 2.9.

Soit p € N. On note R,[X] 'espace des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & p. On se donne (p + 1) réels distincts zo, .. ., zp.

P
Soit deux polynomes A et B de R,[X]; on pose : (4, B) = pL > A(i)B(i).
On note alors : -
1] = (4, 4) ;
E(A) = (A, 1);
C(A,B) = (A - E(A), B - E(B));
V(A) =C(AA).

1. Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur R,[X].

2. Démontrer, pour tous polynomes A et B de R,[X])?, les relations suivantes :

a) V(A) = ||A|? — E(A)? et C(A, B) = (A, B) — E(A)E(B).
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b) |C(A, B)| < /V(A)V(B).

Dans quel cas cette inégalité est-elle une égalité ?

3. Soit A € R,[X] fixé.

a) Déterminer, en fonction de E(A) et de V(A) le projeté orthogonal de
A sur le sous-espace vectoriel Ryg[X], puis la distance de A a ce sous-espace
vectoriel.

b) Si deg(A) > 1, on note F' le sous-espace vectoriel de R,[X] engendré par
les polynomes 1 et A.
Déterminer une base orthonormale de F', dont le premier vecteur est le
polynome 1.

c) Soit B un élément de R,[X] différent de A.
Déterminer, en fonction de E(A), E(B),V(A) et de C(A, B), le projeté or-
thogonal du polynéme B sur le sous-espace vectoriel F', sous la forme AA + p.
Préciser la distance de B a F.

Solution :

1. On a clairement défini une forme bilinéaire symétrique.
P
Soit A € R,[X]. On a (A,A) = ﬁ STA()? > 0, et (A, A) = 0 si et
i=0
seulement si 0, ...,p sont des racines du polynome A, ce qui implique que A
est nul puisque c’est un polynoéme de degré inférieur ou égal a p.

(.,.) est un produit scalaire sur E = R,[X].

2. Pour tous polynomes A, B de R,[X] :

a) C(A,B) =(A—E(A),B — E(B)), donc :

C(A,B) = (A,B) — (A, E(B )> (E(4),B) +(E(A), E(B))

= (A, B) — E(B)(A,1) — E(A)(1, B) + E(A)E(B)(1,1)

(A,B) — E(B)E(A) — E(A)E(B) + E(A)E(B)

=(A,B) — E(A)E(B)
d’ott V(A) = ||A||*> — E(A)? en prenant B = A.

b) On a : |[C(A,B)| < v/V(A)V(B); c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz
appliquée aux polynémes A— FE(A) et B—E(B). Il y a égalité si ces polynomes
sont proportionnels, ce qui revient a dire que A est constant ou qu’il existe des
réels A\, p tels que B = AA + p.

3. Soit A € R,[X] fixé.

)

Y
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a) Une base orthonormale de Rg[X] est constituée (par exemple) du
polynome 1.

Le projeté orthogonal de A sur Ry[X] est donc po(A) = (1, A)1 = E(A).
La distance de A a Ro[X] est ||[A —po(A)|| = ||[A— E(A)| =/ V(A4).

b) Posons A; = A — E(A). On a immédiatement (1, A;) = 0; de plus, si
deg(A) > 1, la famille (1, Ay) est libre; c’est donc une base orthogonale du

plan vectoriel F. Il reste a la normaliser, en remplacant A; par A, = Hﬁl || =
1
A— E(A)
V(4)

(On a utilisé la méthode d’orthonormalisation de Schmidt.)

c) D’apres la question précédente, le projeté orthogonal de B sur F est le
polynome :

pe(B) = (L B)1 + (A2, B) 4y = E(8) + = FUB 4 - ()
Or (A — E(A), B) = (A, B) — E(A)(1,B) = (A, B) — E(A)E(B) = C(A, B),
d’otu :
C(A,B) C(A,B) _

pr(B) VA A+ E(B) - v A) E(A) =X +u
vee AL CAB) _ C(A,B)
" ? Vi th=E(B) - 51 ) E(A)

A(B, F)? = | B~ pr(B)|? = |BI? ~ lpr(B)|?

= E(B)? +V(B) — EAA+ p)? = V(A + )

— E(B)? + V(B) ~ (AE(A) + n)? = XV (4)

= (B +V(B) - E(B) - S0

V(A)V(B) - C(4, B)?
V(A)
On remarque que c’est cohérent avec la réponse a la question 2.b.

Exercice 2.10.

1. R? est muni de son produit scalaire canonique, c’est-a-dire celui pour lequel
la base canonique de R? est orthonormée.

a b

Soient deux réels a et bet A = ( 0 a) On note B = ' AA, la matrice produit

de la transposée de A par A.
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a) Rechercher les valeurs propres de B.

b) Calculer le maximum de X BX lorsque X décrit I’ensemble des vecteurs
colonnes de My 1(R) de norme 1.

2. L’espace vectoriel R? est muni de son produit scalaire canonique.

t 2t 2—1t
Pour tout réel ¢, on définit la matrice M (t) = 0 2(t—-1) 0 et
2—1t —2t t
I’endomorphisme «(t) qui a pour matrice M (t) dans la base canonique.
a) Rechercher les valeurs propres et vecteurs propres de M (0) et M(1).

b) Construire une base orthonormée (e1,es,e3) de R? dont au moins 2
vecteurs soient des vecteurs propres a la fois pour M (0) et pour M (1). On
ordonnera ces vecteurs pour que la matrice de passage de la base canonique
a la base (e1, ez, e3) soit symétrique. Ecrire la matrice de «(t) dans la base
(e1,e2,€3).

c¢) Pour quelles valeurs du parametre ¢, a(t) est-il diagonalisable ?

Solution :

1. Le calcul de B = t*AA donne

a? ab
B = (ab a2+b2>

a) La matrice B — A\l5 est non inversible si et seulement si ses deux lignes
sont proportionnelles, ce qui est équivalent a :

(@®> = N)(a®+b2 = X\) —a?b?> =22 — (2a> + )\ +a' =0

Le discriminant A vaut b%(b* + 4a?), et les valeurs propres de B sont :

A\ = (2a” + b?) — \/b2(b2 + 4a?) \ (2a” + b?) + /b2(b2 + 4a?)
- 2 2

b) La matrice B est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base or-

thonormée de vecteurs propres. Ainsi, il existe @ € O3(R) et D = diag(A1, A2)
telles que B = 'QDQ.

Ainsi ‘XBX = YQX)D(QX) = 'Y DY, avec ||Y| = || X]||, puisque Q est
orthogonale.

SiY = (yl), alors :
Y2

'Y DY = Myf + Aoyd < max(Ag, A2)[|Y|?
Donc :
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2, 32 /12 2
sup ‘XBX = sup 'YDY = (20" +5 )+2|b| b° +4a
| XI=1 IY'[|=1

ce supremum étant atteint pour un vecteur propre unitaire associé a cette
valeur propre.

0O 0 2
2. a) La matrice M(0) est égale a | 0 —2 0 |, qui est symétrique réelle,
2 0 0

donc diagonalisable. Un calcul via le pivot de Gauss permet d’obtenir que ses
valeurs propres sont —2 et 2, puis que
1
*x E2y(M(0)) = Vect | 0
1
*x E(_2y)(M(0)) est le plan d’équation x + z = 0 (I'orthogonal du vecteur
précédent).

1 2 1
b) De la méme facon, ona M(1)=10 0 0
1 -2 1
Cette matrice est de rang 2. Donc 0 est valeur propre de sous-espace propre
1
associé Eg)(M(1)) = Vect | 0
-1

En effectuant a nouveau un pivot de Gauss sur la matrice M (1) — A3, on
n’obtient qu’une seule autre valeur propre, qui est 2, de sous-espace propre

1
associé égal a E(oy(M (1)) = Vect | 0
1
La matrice M (1) n’est pas diagonalisable.
a 1 1
b) Un vecteur | b | est orthogonal aux deux vecteurs | 0 | et | 0 | si
c 1 —1
0
et seulement si { at+c=0 , soit a = ¢ = 0. On peut choisir | 1
a—c=0 0
La matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base est :

1 0 1

0 V2 0
1 0 -1

P=

S
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Ona:'P=P=P ! et
2 0 0
PM@)P~t=10 2(t—1) 0
0 V2t  2(t-1)
qui est triangulaire. Ainsi les valeurs propres de M (t) sont 2,2(¢t — 1). Cette
matrice est diagonalisable si et seulement si ¢ = 0 (autrement le sous-espace
propre associé a la valeur propre 2(t — 1) est de dimension 1).

Exercice 2.11.

1. Soit (4, B) € (GL,(R))? tel que A— B € GL,,(R). Montrer que A~* — B~!
appartient a GL,(R) et que

(A"' = B~1)~' = B(B - A)~'A.

2. Montrer que si C' € M, (R) est la matrice d'un produit scalaire sur R, il
en est de méme pour C 1.

3. On suppose que A et B sont les matrices de deux produits scalaires sur R"
telles que B — A soit aussi la matrice d’un produit scalaire sur R”.

a) Montrer que B(B — A)" A=A+ A(B—- A)~'A.

b) Montrer que (A~1 — B71)~! est la matrice d’un produit scalaire sur R".

En déduire que A~! — B~! est la matrice d’un produit scalaire sur R™.

Solution :

1.On a :

(A1 =B HB(B-A)"'A|=A"1B(B-A)A—-(B-A)A
=AY (B-A+A)(B-A)1A-(B-A)1A
=AY (B-A)(B-A)A+AAB-A)tA

—(B—-A)"tA

=AM MA+(B-A)1A-(B-A)A=1

Cela suffit pour affirmer que A=! — B! est inversible, avec :

(A-' —B~1)"1 = B(B - A)"'A

2. La matrice C' est symétrique réelle et pour toute colonne X non nulle, on a

tEXCX >0, donc CX # 0 et C est inversible.
Soit alors X une colonne non nulle et Y = C~1X, alors X = CY et

tEXClX =tyceTlcy =tYCY >0
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Comme C~! est encore symétrique, C~! est bien une matrice de produit
scalaire.
3a) BB—A)1A=(B-A+A)(B-A)A=A+A(B-A)tA

b) Cette matrice est I'inverse d’une matrice symétrique, donc est elle-méme
symétrique et pour toute colonne X non nulle :
EX(ATL =B )" IX ='XB(B—-A)1AX = XAX +'XA(B - A)~1AX

= XAX +1(AX)(B - A)~1(4AX)

Or, comme B — A est une matrice de produit scalaire, il en est de méme de
(B—A)tet{(AX)(B— A)"1(AX) > 0. Comme on a également !X AX > 0,
il vient X (A1 — B 1H)71X > 0et (A~! — B71)~! est une matrice de produit
scalaire.

Il en est de méme de son inverse et A~! — B! est une matrice de produit
scalaire.

Exercice 2.12.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et £ = R, [X], 'espace vectoriel des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n (selon I'usage on
confondra polynéme et fonction polynéme associée ). On munit £ du produit

scalaire ¢ défini par :
1

Y(PQ) € % p(P.Q) = [ P@)Q)ds
-1
On définit 'application v qui, a tout polynéome P de FE, fait correspondre :

u(P) = (X?-1)P" +2XP'.
1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E.

2. On considere la base canonique (1, X,..., X") de E.

a) Déterminer la matrice M,, € M,,;1(R) de u dans cette base. Montrer que
la matrice M, est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres Ag, A1, ... de u que I'on rangera par ordre
croissant. On note E; le sous-espace propre associé a ;.

c) Déterminer Fy et Fj.

3. Pour tout i, soit (); un vecteur propre associé a la valeur propre \;.

1
a) Montrer que : i # j = /1Qi(x)Qj(x) dzx = 0.

b) Déterminer le degré de Q;.
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c¢) Soit P € E de degré m. Montrer que si l'on a :
1

Vie[0,m— 1]],/ P(x2)Q;(x)dx =0,

—1
alors P est un vecteur propre associé a \,,.

4. On considere pour tout entier naturel k tel que 0 < k < n, P, = [(X2—1)k](k)
(dérivée k™ du polynéome (X2 — 1)¥)
a) Déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de Pj.

b) Montrer que Py et P; sont des vecteurs propres de u associés a \g et Ay
respectivement.

c) Soient deux entiers ¢ et m vérifiant 0 < m < ¢ < n. Montrer que

1
/ Py(z) Py, (x) de = 0. Qu’en déduit-on pour les P;,i € [0,n] ?
1

Solution :

1. On remarque que u(P) = ((X? — 1)P’)’, donc en intégrant par parties :

donne :

o(u(P),Q) = [(2* — VP (@)Qx)]", - / (22 — )P (2)Q'(x) dx
= —/_1(902 — 1) P'(2)Q'(x) dx

Cette derniere expression étant clairement symétrique, on a bien :
p(u(P),Q) = ¢(u(@Q), P) = ¢(P,u(Q))
2.a) u(l) =0, u(X) =2X et pour i > 2,

w(X) = (X2 —1)i(i — X724+ 22X X7 =i + 1) X" —i(i — 1) X2
d’ott :

0 0 -2 0
0 2 0 -6
0 0 6 0

—n(n —1)

(n—1)n 0
KO 0 n(n+1))
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La matrice u est diagonalisable, soit :

— parce que ses valeurs propres sont en évidence sur sa diagonale et sont au
nombre de n 4+ 1 = dim £ ;

— parce que M, traduit un endomorphisme symétrique (mais pas par rapport
a une base orthonormée).

b) On vient de le dire :
Spec(u) ={0,2,6,...,n(n+1)}
c) Ey = Keru = Ry[X] et £y = Ker(u —2Id) = Vect(X) (voir 2.a) et le fait
que les sous-espaces propres sont tous des droites).

3.a)On a :
Aip(Qi; Q;) = p(XiQs, @5) = p(u(Q:), @5) = v(Qi, u(Qy)) = ¢(Qs, A;Q;)
et comme \; # A; :

b) La forme méme de la matrice M,, montre que deg Q; = 1.

c) Etant étagée en degrés, la famille (Qq, Q1, ..., Q) forme donc une base

de l'espace R,,,[X] et P est de la forme ) a;Q;.
j=0

1 1
/ P(2)Q;(x) dx = 0 se réduit alors a ozi/ Q?(z) dx et comme Q; n’est pas
~1 ~1
le polynéme nul, on a a; = 0. Ceci étant vrai pour ¢ € [0, m — 1], P est bien

colinéaire a @Q,,, donc est propre pour la valeur propre A,,.
4.2) (X2 —1)k = X% + ... donne :
2k)!
(X2~ 1)F)® = (2k)(2k — 1) (k4 DX 4= By
b) Py=1et P, = (X?—1)" =2X, donc Py est propre pour u pour la valeur
propre 1 et P; est propre pour la valeur propre 2.
c¢) Notons Ry = (X2 — 1)k, alors P, = R,(Ck) et par une intégration par

parties :

/ Py(a) Py () d = / RO@R @) da

-1 _
1
— [RY V@R ()] - / lRy—”(x) (1) (23 g

Comme —1 et 1 sont valeurs propres d’ordre ¢ de Ry, ces nombres sont racines
de toutes les dérivées de Ry jusqu’a la dérivée (£ — 1) incluse. Il reste donc :
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/_ R (z) Ry (x) dx = — /_ llef—”(x) W (z)da

On recommence, et au bout de ¢ intégrations par parties, il vient

/ Py(2) Py () dz = (—1)" / Ro(z)RS (2)dz = 0

—1 -1

car Rq(n,in 0 est le polynome nul.

Comme (Fp,..., Py_1) est une base de R,,,_1[X], on a par linéarité :
1
/ Py(x)Q;(x) dx = 0 pour tout i de [0,m — 1]
1

et par le résultat 3. ¢), Py est propre pour u pour la valeur propre Ay.

Exercice 2.13.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit E '’espace vectoriel des polynomes
a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.

Si P € E, on note P’ le polynome dérivé défini par
= Y pa,XP~ ! lorsque P = 3 a,XP?.
p=1 p=0

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un polynéme P de
E soit divisible par son polynome dérivé (c’est-a-dire : il existe Q € E tel que
P=QP)

On pourra distinguer les cas : P est le polynome nul, P est une constante non
nulle, P est de degré 1, P est de degré > 2. Dans ce dernier cas, on cherchera
une condition sur le nombre de racines distinctes de P.

2. Soit u I'application définie sur F par :
VPe ENzeC, (uP))(z) = (z*+1)P'(x) — nzP(x)
Montrer que u est un endomorphisme de F.

3. Vérifier que le complexe \ est valeur propre de u si et seulement s’il existe
un polynéme P non nul de E tel que :

Vo eC, (22 +1)P'(x) = (nx + \)P(x) (1)
4. a) Montrer que —in et in sont valeurs propres de u (avec i? = —1).

b) Soit A ¢ {—in,in}. Montrer que P ne peut étre solution de (1) que s'il
existe un entier k > 1 tel que P(z) = (22 +1)*Q(z). Que devient alors I'égalité
(1)7?

c) Montrer que —i(n — 2k) et i(n — 2k) sont valeurs propres de u.
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d) En déduire que u est diagonalisable.

Solution :

1. x Si P =0, alors P =0 et P’ divise P.
* Si P est un polynéme constant non nul, P’ = 0 et P’ ne divise pas P.
* Sideg P =1, P’ est constant non nul et P’ divise P.

Supposons donc deg P > 2, soient 21, ..., zx les racines (dans C) distinctes de
P’ et aq,...,ap leurs ordres de multiplicité. On a aq + -+ - + ap = deg P’ =
deg P — 1.

Comme P’ divise P, z1, ...,z sont aussi racines de P et on sait alors que les
ordres de multiplicité sont oy + 1,...,ax + 1.

On a donc :

(a1 +1)+--+(ap+1)=degP -1+ k < deg P

Ainsi k < 1et comme k > 1, k =1 : z; est racine de P d’ordre oy = deg P, ce
qui signifie que P est de la forme :

P(X)=a(X —2)"
2. La linéarité de u est claire et si P = a, X" + --- 4+ ag, alors :
w(P) = (X2 +1)(na, X" 1 +--) = nX(a, X"+ ) = (na, —na,) X"+ ..
et u(P) est bien de degré inférieur ou égal a n.
u € L(E)
3. Evident.

4. a) Pour A = —ni, la relation (1) s’écrit : Vo € C, (x +i)P'(z) = nP(x).
D’apres la premiere question —i est la seule racine de P, et la considération
des coefficients dominants dans (1) montre que P est de degré exactement n,
donc :

—ni est valeur propre de u et E(_,;(u) = Vect((X +1i)")
De la méme fagon ni est valeur propre de u, avec E(,;)(u) = Vect((X —1i)")
b) La relation (1) montre que si P est solution avec A ¢ {—in,in}, alors
P(i) = P(—i) = 0 et P est divisible par (X2 + 1).
Si k est le plus grand des entiers p tels que (X2 + 1)P divise P, on écrit :
P(X) = (X2 +1)*Q(X), avec 2k < n
En remplagant dans (1), il vient :

(X2 +1)Q"(X) = ((n —2k)X + NQ(X) (2)
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c) En appliquant les résultats de 4. a) a 'entier n — 2k et a @, on trouve
que pour A = —(n — 2k)i, Q(X) = (X 4 i)"~2* est solution de (2), donc que
P(X) = (X2 + 1)*(X +14)"2F est solution de (1).

De la méme facon, pour A\ = (n — 2k)i, P(X) = (X% + 1)F(X — )" =2k est
solution de (1).

d) Ainsi, —ni, —(n — 2)i,...,—(n — 2k)i,...,ni sont valeurs propres de u.
Ce qui nous fait n + 1 valeurs propres pour u (k varie de 0 & n) et comme
dim F = n + 1, u est bien diagonalisable.

Exercice 2.14.

Soit p € N*. On considere 'espace euclidien RP? muni de sa base canonique
(€i)1<i<p et du produit scalaire canonique noté ( | ). On désigne par | || la
norme associée.

L’ensemble M ,(R) est I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre p. On
confond l'espace vectoriel M, 1(R) des matrices a p lignes et 1 colonne et RP.
Si A € M,(R), on note o(A) I'ensemble des valeurs propres de A.

On dit qu'une matrice A est positive si elle est symétrique et si (A (z) | ) > 0
pour tout x € RP.

On note Id ’endomorphisme identité de RP.

1. Montrer qu’une matrice symétrique est positive si et seulement si ses valeurs
propres sont positives ou nulles.

2. Soit A une matrice positive de M, (R) fixée ; on désigne par u I’endomorphisme
de RP dont la matrice dans la base canonique de RP est A. Si A\ est une valeur
propre de A, on note py le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre
E\ = Ker(u — A\Id).
a) Justifier les propriétés suivantes :
® PXxi ©Pxs :07 s )‘1 7é )‘2;
e > py=Id.
A€o (A)
b) Montrer que endomorphisme v = > /A py vérifie Pégalité : vov = u.
A€o (A)
En déduire que la matrice R associée & v est solution de I’équation X? = A.

¢) Soit Y une matrice positive telle que Y2 = A. On note w ’endomorphisme
dont la matrice dans la base canonique est Y. Montrer que o(Y) =

{Vireaa)}
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Prouver ensuite que si A € 0(A),ona F 5 = Ker(w—+/AId) C Ey. En déduire
que w = v, puis qu’il existe une unique matrice positive X € M, (R) solution
de I'équation X? = A.

On définit ainsi la racine carrée de la matrice positive A et on la note VA.

d) Montrer que la matrice v/A commute avec A.

Solution :

1. x Soit A positive, A une valeur propre de A et x un vecteur unitaire propre
associé. On a :

A= XNz, z) = (A(z),z) >0
* Réciproquement, si toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles, on
considere une base orthonormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de A associés
aux valeurs propres (non nécessairement distinctes) Aj, ..., A,.

Pour x = z1e1+--- + e, 0n a:
n

(A(x),x) = (> Apxper, Y, xee) = Y. )\kazi >0
k=1 =1 k=1

2. a) x Si A1 # Ag, alors By, L Ej,, donc Im(py,) = Ex, C Ey, = Ker(py,),
soit :

Px, 0Pr, =0
* RP est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de A, donc :
Z P = Id.
A€o (A)

b) On développe :

vov={ 3 VAp)o( X VAP =X VAVEProP = Aps

Aeo(A) pea(A)

Ainsi en revenant a la base (e1,...,e,) vue a la question 1. :

vou(z) =3 Mexp = u( Y zper) = u(x).
k 2

Par suite la matrice R vérifie bien R?> = A.
¢) Soit p une valeur propre de w et x un vecteur propre associé.

On a u(r) = w?(x) = p?x et donc x est vecteur propre de u associé a la valeur
propre p2. Comme A est positive, ses valeurs propres sont dans RT et il existe
A € o(A) tel que = v/X. Donc o(Y) C {VI\ X €o(A)}).

Soit y € Ker(w — vAId), on a w(z) = vz et u(z) = w?(z) = Az, donc
Fﬁ C E\.
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Or u et w sont symétriques, donc :
E= @ ExetE= @ F
A€o (A) AEa(A)
Ainsi, les inclusions vues précédemment sont toutes des égalités, ce qui prouve

que o(Y) = {\/X,)\ € o(A)}, avec Fﬁ = F) et donc w = ) \/XpA = 9.
A€o (A)
Ce qui est le résultat voulu.

d) 11 suffit d’écrire :
VAA=VA(VA? = (VA)? = (VA VA= AVA

Exercice 2.15.
Soit n € N*, et A € M,,(R) une matrice de rang 1.

1. a) Montrer que A est semblable & une matrice B de M,,(R) de la forme :

0 ... 0 b
o . : b'z
0 ... 0 b,

b) Montrer que B est diagonalisable si et seulement si b,, # 0.

¢) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que B soit une
matrice de projecteur.
2. a) Montrer qu’il existe deux vecteurs-colonne U et V appartenant a M,, 1 (R)
tels que A = UV, ot 'V désigne la transposée de V.

b) Soit (U, V) deux vecteurs-colonne tels que A = U 'V,
Déterminer, en fonction de U et V, tous les couples (U, V') € (/\/ln,l(]R))2
tels que A =U"tV'.

c¢) En déduire que le réel *V’ U’ est indépendant du couple (U’, V') vérifiant
A=U"'V'. On le note T(A).

d) Vérifier que si B est semblable & A, alors T'(B) = T'(A).

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur 7'(A) pour que
A soit diagonalisable.

Solution :

1. a) Soit B = (eq,...,e,) la base canonique de R™ et u I’endomorphisme de
R™ ainsi associé a A.
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Comme A est de rang 1, on a dimKeru = n — 1 et on peut construire une

base B = (e],...,el) telle que (€], ..., e, ;) soit une base de Keru. Si P est
la matrice de passage de la base B a B/, on a :
0 ... 0 b
—1 : D b
B=PlAP = .
0 ... 0 b,

n
avec u(el,) = > bye}.
k=1

b) B est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres se lisent dans sa
diagonale et on distingue deux cas.
— Si b, =0, Spec(B) = {0} et comme B est de rang 1, on a B # 0 et B n’est
pas diagonalisable.
— Si b, # 0, Spec(B) = {0, b, }a et comme Eg)(B) = Ker B est de dimension
n — 1, alors on a nécessairement dim E;, y(B) = 1 (des sous-espaces propres

associés a des valeurs propres différentes sont toujours en somme directe) et
B est diagonalisable.

c) B est une matrice de projecteur si et seulement si b, = 1. En effet, B
est une matrice de projecteur si et seulement si B est diagonalisable telle que
Spec B C {0,1}.

2. a) A est de rang 1, il existe donc une colonne U non nulle, telle que toutes
les colonnes de A sont proportionnelles a U : Vj € [1,n],3a; € R,C; = v;U.
En notant 'V = (v; ... w,), on a alors :
A=UW
b) La colonne U, qui engendre Im A, est définie a un coefficient multiplicatif
non nul pres et si on change U en aU, alors V' est changée en éV.

0) VU = Ltvar = vy
d) Si B= P7lUWWP = (P7U)!(*PV), alors :
T(B) = {(*PV)(P~'U) = 'VPPU = 'VU = T(A)
3. Pour la matrice B de I’énoncé, on a :
U="'(by ... b,), V=50 ... 0 1)
Ainsi T(B) ='VU =b,, = T(A) et on a vu que :
si rg(A) = 1, alors A diagonalisable <= T'(A) # 0
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Exercice 2.16.
C1

Soit n € N*. Onpose: C=[ ! | e Mp,1(R) et A=1—C'C € M,(R),
Cn

ot C est un vecteur-colonne non nul, !C la transposée de C et I la matrice
unité de M,,(R). On confond M,, 1(R) et R™.

On note f € L(R™) I'endomorphisme de matrice A dans la base canonique de
R™.

On munit R™ de son produit scalaire usuel. On note ||.|| la norme euclidienne
associée.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les
vecteurs propres associés.

2. A quelle condition sur C l'application f est-elle une symétrie ? Préciser
celle-ci.

3. A quelle condition sur C' ’application f est-elle une projection ? Préciser
celle-ci.

1
4. Dans cette question, n = 4 et C' = % _11 . On note H le sous-espace
-1
vectoriel de R* d’équation x —y+2z —t = 0, c’est-a-dire ’ensemble des vecteurs
x
de R* dont les coordonnées ‘Z satisfont I’équation x —y + 2z —t = 0.
t

a) Quelle est la dimension de H 7 On justifiera la réponse.
1

b) Soit U = (1) . Déterminer le réel o défini par a = inf{||U — X||, X €
0

HY.
La valeur « est-elle atteinte et si oui, préciser pour quel(s) vecteur(s) de H.

c¢) Déterminer, dans la base canonique de R*, la matrice B de la projection
orthogonale sur H.
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Solution :
I.xOnatAd=""(1-C!C)=1-"C'C =1-C! = A Donc A est
symétrique réelle et par conséquent est diagonalisable dans M., (R).
* Soit X une matrice colonne, et A un scalaire. On a :

AX = XX <= (I-C'O)X =X < (ICX)C=(1-NX
(en effet, ‘C'X est une matrice carrée d’ordre 1, que 'on confond avec son
unique coefficient et on peut placer ce scalaire dans n’importe quelle position)

— Si A =1, il reste ‘CX = 0 (C est non nulle), donc 1 est valeur propre de A
et le sous-espace propre associé est I’hyperplan orthogonal a C.

— Si A # 1, X est nécessairement colinéaire a C' et comme
AC=(I-CctC)c=C-cCc(tcC)=(1-tcO)C

a=1-tCC =1-||C|]? est valeur propre de A, de sous-espace propre associé
la droite engendrée par C.

E(l) (A) = Vect(C)L ; E(a) (A) = Vect C

2. f est une symétrie si et seulement si a« = —1, soit si et seulement si
|C|| = V/2, et f est alors la symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan
Vect(C)* .

3. f est une projection si et seulement si o = 0, soit si et seulement si ||C]| = 1,
et f est alors la projection orthogonale sur I’hyperplan Vect(C)» .

4. a) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle définie sur un espace de
dimension 4, donc dim H = 3.

b) On sait que le réel a est atteint pour un vecteur V et un seul, a savoir
la projection orthogonale de U sur H. Comme C' est unitaire, la question 3.
montre ce vecteur V' est défini par :

1
V:(I—CtC)U:U—C’(tCU):U—(tCU)C:U_C:% 1
1
3 1 -1 1
¢)Bt B=1-C'C =y _11 i1’> zla —11
1 -1 1 3

Exercice 2.17.
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Soit u = (up)nen une suite réelle. On dit que w est périodique s’il existe un
entier naturel non nul p tel que : Vn € N, u,4, = u,. On dit alors que p est
une période de la suite u. On note p, la plus petite période non nulle de la
suite u, et on admet que toutes les autres périodes sont des multiples de p,,.

On note P ’ensemble des suites réelles périodiques, et B ’espace vectoriel des
suites réelles bornées.

1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de B.

pu_l
2. Soit u € P. On note M (u) = 1 > ug.
Pu [
a) Calculer M (u) lorsque u est une suite constante.
p—

b) Montrer que, pour toute période p de la suite u, on a : M(u) = ]lj > ug.

c¢) Démontrer que I'application M : P — R,u — M (u) est une application
linéaire.

d) On note Py le noyau de M, et C 'ensemble des suites constantes.
Démontrer que Py et C sont supplémentaires dans P.

3. Pour u € P, on définit la suite réelle v’ par : Vn € N, ul, = w11 — up,
a) Montrer que 'on définit ainsi un endomorphisme D : P — P, u — u/'.

b) Déterminer le noyau et l'image de D.

Solution :

1. La suite nulle est périodique, donc P est non vide et toute suite périodique
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs différentes donc est bornée et P C B.
D’autre part, si u et v sont périodiques de périodes fondamentales respectives
pu €t Py, alors ces deux suites sont, par exemple, p = p, xp,-périodiques (on
peut aussi prendre le ppem de ces deux périodes) et il est clair que pour tout
scalaire A\, u + Av est encore périodique de période p.

Ainsi P est un sous-espace vectoriel de l'espace des suites bornées (on ne
demande pas de montrer que B est un espace vectoriel).

a) Si u est constante de valeur A, on a clairement M (u) = A.

b) Toute période p de u est un multiple de p, : il existe n € N* tel que

P =np, et :
p—1 n—1(J+1)p.—1 n—1py—1 n—1pu—1 pu—1

Uk =), X uk= Y, . Uapu+k—z Z up =n Z g,

k=0 i=0  k=jpu i=0 k=0
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Donc :
1 p—1 n Pu—1 1 Pu—1
S up = 3 up=-— > up=M(u)
P x=o P k=0 Pu k=0
c¢) Deux suites u et v périodiques ont une période commune, par exemple
P = PuPv, €t u + Av admet p pour période, quel que soit le scalaire A, d’ou
immédiatement, par propriété des opérations :

M(u+ M) = M(u) + XM (v).

d) Toute suite périodique s’écrit d’une fagon et d’une seule comme somme
d’une suite périodique de moyenne M nulle et d’une suite constante, a savoir :
u=u— M(u)l+ M(u)l, ou 1 est la suite constante égale a 1.
P=PydC

3. a) Si u est périodique, alors u’ est clairement périodique de méme période,
donc v’ € P et la linéarité de D est évidente.

b) xu € KerD <= Vn € N u,y; =u, < uecC.
KerD =C

* Si p est une période de u, donc de u’ :

pl
M) = Zu:—ZukH—uk—uo—up—O donc v’ € Py
P o Pi=o

* Réciproquement, soit v € Py de période p, on définit alors la suite u par :
n
Vn e N, u, = Z U

n+p
on a, pour tout n : Upqp — Uy = Y, Vg = Z v, = pM(v) = 0, donc u est
k=n-+1
périodique et p est une période de u.

De plus, par construction, D(u) = v, donc v € Im D.
ImD =P

Exercice 2.18.

Soit E un espace euclidien. On note (, ) le produit scalaire de E et || || la norme
euclidienne associée. On dit qu’un endomorphisme u de E est une contraction,
si on a ||lu(x)|| < ||z||, pour tout vecteur = € E.

1. Dans cette question, on prend pour E l’espace R? muni du produit scalaire
usuel et on considere I’endomorphisme u dont la matrice A dans le base
canonique est :
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1 0 O
A=10 a —-b
0O b a

oll a et b sont deux réels non nuls fixés tels que a? + b% < 1.
Montrer que u est une contraction.
2. On considere un endomorphisme u de E.

a) Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormée de E et A la matrice de
u dans B, on considére I’endomorphisme ‘u dont la matrice dans B est la
transposée de A. Montrer que tu est 'unique endomorphisme v de E qui vérifie,
pour tout couple (z,y) de vecteurs de E

(u(z),y) = (z,v(y))

En déduire que la définition de ‘u ne dépend pas de la base orthonormée
choisie.

b) Soit a € E. Prouver que |la|| est la borne supérieure de I’ensemble des
réels |(a,b)| lorsque b décrit la boule unité de F, c’est-a-dire que 1'on a :

lall = sup {[{a, b)], [|b]] <1}

En déduire que si u est une contraction, alors ‘u est encore une contraction.

3. On considere une contraction u sur ’espace E.
a) Montrer que si A est une valeur propre de u, alors A € [—1,1].

b) Prouver que Ker(*u — Id) = Ker(u — Id), ou Id désigne 'endomorphisme
identité de E.

c¢) Démontrer que Ker(u—1Id) et Im(u—Id) sont des sous-espaces supplémen-
taires orthogonaux.

d) Si z € F, on pose, pour tout entier strictement positif n :
un(@) = (@ +u(@) + -+ u " (z).

Soit p(x) la projection orthogonale de z sur Ker(u—1Id). En utilisant la question
précédente, prouver que (||u,(x) — p(x)||),» converge vers 0.

Solution :

1. Pour = (z1,x2,23), on a :
lu(@)|I* = 2F + (azs — bxs)? + (baz + azs)? = % + (a® + %) (23 + 23)

2 2 2 _ 2
Sz +a3+a5= ||97||
donc u est une contraction.
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2.a) On a: (u(z),y) =" (AX)Y = X'AY ='X(*AY) = (z,'u(y)).
Soient vy, vy vérifiant tous deux la relation demandée. On a alors :
Vx,y S E7 (x,vl(y) - UZ(y)> =0

et v1(y) — v2(y) est orthogonal & tout I'espace, donc est le vecteur nul, ce qui
prouve que vy = vs.

b) = Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : |(a, b)| < ||al|.||b|| = ||a]|-
Réciproquement, si on prend b = ﬁa, alors (a,b) = ﬁ“a“2 = ||al
a a
Donc :

sup {|(a,b)], [b]| <1} = |la|
Soit alors v une contraction et b un vecteur de la boule unité. On a :
[(*u(a), b)| = [{a,u(d)) < |lall.lu®)| < l|all.[|b]] < |lall

En prenant la borne supérieure lorsque b décrit la boule unité, le résultat
précédent donne ||*u(a)|| < ||al| et *u est encore une contraction.

3. a) Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. On a :
(Alllz]l = flu()]| <[]

et donc |A| < 1.

b) * Soit z € Ker(*u — Id) \ {0}, écrivons u(x) = ax + y, avec y orthogonal
az.Ona:

alz)® = (u(z), z) = (z,'u(r)) = (z,z) = ||z

donc a = 1 et par le théoreme de Pythagore, ||u(x)[]? = ||z]|*> + ||y||*. Comme
|lu(x)|| < ||z, il reste ||y|| = 0 et y =0, soit u(z) =z et x € Ker(u — Id).
* On peut procéder de la méme fagon pour obtenir Ker(u—Id) C Ker(*u—Id),
ou mieux, remarquer que ‘‘u = u.

c) Soit z € Ker(u—Id) et y € Im(u—Id). Il existe a € E tel que y = u(a)—a.
On a:

(2, y) = (z,u(a)) = (z,a) = ("u(z),a) = (z,a) = (("u — Id)(a),q)
= (0,a) =0
Ainsi Ker(u — Id) et Im(u — Id) sont orthogonaux. Comme les dimensions sont
ad hoc, on conclut :
E = Ker(u — Id) &+ Im(u — Id)

d) Soit x € FE, on écrit x = a + b, avec a = p(z) € Ker(u — Id), et
b € Im(u — Id). 1l existe donc un vecteur ¢ dans E tel que b = ¢ — u(c)
et comme u(a) = a, il vient :
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un(@) = a+ L@+ u®) +--- +u1(h))
=a+Lle—ule) + (u(c) = u?(e) + - + ("} (c) - u"(c)]

1
=a+ le—u"(c)]
n
et comme u est une contraction, on a donc :

lun(@) = p(@)]| = [|lun(z) — a < (lle] + [[u"()]]) < 2 ||e] — 0

Exercice 2.19.

Soit n € N*, et A € M,(R) telle que A # 0 et A3+ A=0.
On note f € L(R™) I'endomorphisme de matrice A dans la base canonique de
R"™ et on note id I’endomorphisme identité de R".

1. Dans cette question, on suppose que A est inversible.

a) Justifier que f vérifie fo f = —id.

b) Soit u et v deux vecteurs de R™. Montrer que si la famille (u, v, f (u)) est
libre, alors la famille (u,v, f(u), f(v)) est libre.

c¢) En déduire que n ne peut pas étre égal a 3.

Dans la suite, on suppose n = 3.

2. On note F = Ker(f? + id).
a) Montrer que £ = R? = Ker(f) @ F.
b) Montrer que F' est stable par f, et que dim(F') # 1.
c¢) En déduire la dimension de Ker(f).

3. a) Soit e; un vecteur non nul de Ker(f), e2 un vecteur non nul de F et

e3 = f(e2).

Justifier que B = (eq, e2, e3) est une base de F.

b) Exprimer la matrice B de f dans cette base.

Solution :
1. a) Si A est inversible, la relation A% + A = 0 est équivalente & A2 + 1 = 0
et on a bien fo f = —id.

b) Soit (a, 3,7,d) € R* tel que au + Bv + v f(u) +5f(v) = 0.

En appliquant f, il vient puisque f2 = —id :
of (u) + B (v) = yu — v = 0
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En éliminant f(v) entre les deux relations, il vient :

(af +y0)u+ (6% + 0*)v + (By — ad) f(u) =0

af+v0 =0
et la liberté de cette famille donne : { B3 4+62=0,doufB=95=0.
y—ad =0

Il reste donc au + v f(u) = 0 et la liberté de (u, f(u)) donne v = vy = 0.
(u,v, f(u)) libre = (u,v, f(u), f(v)) libre
c) On a fo f = —id, donc f n’a aucune valeur propre et pour tout vecteur
u non nul, la famille (u, f(u)) est libre.
Si on a n > 2, alors on peut trouver un vecteur v tel que (u, f(u),v) soit libre
et dans ce cas (u,v, f(u), f(v)) est aussi libre, ce qui impose d’avoir n > 4.
On ne peut donc pas avoir n = 3 (dans le cas ou A est inversible).

2. a) x Soit u € Ker fNF, alors f(u) = 0 et f%(u)+u = 0; il s’ensuit clairement
u = 0, donc Ker f et F' sont en somme directe.
x Soit u € E, on écrit u = [u+ f2(u)] — f2(u).
Comme f3+ f=0,o0na:
Flut F2(u) = F(u) + F3(u) = 0 et
(f? +id)(—f*(u) = —fH(u) — f2(u) = =f(f*(u) + f(u)) = 0.
Ainsi le premier vecteur est dans Ker f et le second dans Ker(f? + id) et E
est somme de ces deux espaces. Finalement :
E = Ker(f) ® Ker(f? + id)
bueF = fAu)+u=0 = f(f*(w)+u) =0 = f2(f(u))+f(u) =0
—> f(u) € F, donc F est stable par f.

Si on avait dim F' = 1, alors tout vecteur u non nul de F' serait tel que f(u)
soit proportionnel a u (par stabilité de F'), on aurait alors f(u) = Au et
f?(u) +u = 0 devient A2 + 1 = 0, ce qui n’est pas raisonnable dans R.
¢) On a donc dim Ker f # 2. Or f n’est pas bijectif (on est dans le cas n = 3,
voir fin de la question 1.) et f n’est pas l’application nulle. Ne reste que la
possibilité :
dimKer f =1

3. a) F est stable par f et la restriction de f a F est sans vecteur propre, donc
la famille (eq, f(e2)) est une base de F. Ainsi, par concaténation, (ey,es,es3)
est une base de F adaptée a la somme directe Ker f @ F.

b) Ona f(e1) =0, f(e2) = ez et fez) = f*(e2) = —ez, car ez € Ker(f?+id),
donc :
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Exercice 2.20.

Soit n € N*. On note F,, le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal a n. On confondra dans cet exercice polynome et

fonction polynéme sur le segment [—1, 1] associée.
1

1. a) Montrer que pour tous P et @) éléments de E,,, U'intégrale / Pt)Q(t) i—_T_i dt
~1

est convergente.
1

b) Montrer que 'application (P, Q) — (P, Q) = / P(t)Q(t) %—;_i dt est
—1

un produit scalaire sur F,.
2. Soit ¢ définie sur F,, par :
o(P)=(X?2—-1)P"+(2X +1)P
ou P’ et P"” désignent les deux premiers polynomes dérivés du polynome P.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE,,.
b) ¢ est-il inversible 7
¢) Montrer que ¢ est diagonalisable.

3. a) Montrer que pour tous P et () de E,, :
1
WPL@) = [ (1-020+ 0 2P (0Q (0 de

-1
b) Retrouver ainsi le fait que ¢ est diagonalisable.

Solution :

1. a) La fonction a intégrer est continue sur |—1,1] et :

: /1 -1 _

Ainsi, la regle de Riemann donne la convergence demandée.

b) s : (P,Q) — (P,Q) est clairement une forme bilinéaire symétrique et
positive.

1+t
positivité de la fonction a intégrer, que la fonction a intégrer est nulle en tout

1
Enfin si s(P,P) = / P2(t) 1=tgt = 0, ceci prouve, par continuité et
—1
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point de |—1, 1[, donc que P admet une infinité de racines et est le polynome
nul.

2. a) x La linéarité de ¢ résulte de la linéarité de la dérivation et des propriétés
des opérations.
* Si deg(P) < n, alors deg ((X2 +1)P") < n et deg ((2X + 1)P’) < n, donc
degp(P) <n
¢ C L(En)

b) Ker ¢ contient Fy = Ry[X], donc ¢ n’est pas injective et a fortiori pas
inversible.

c) On a:

(1) =0,0(X)=2X+1, ..., o(X*) =k(k+1)XF+.-- ...

Ainsi la matrice dans la base canonique de ¢ est trigonale supérieure, de
coefficients diagonaux : 0,2,6,...,k(k+1),...,n(n+1).

Les valeurs propres de ¢ sont ainsi mises en évidence, car se lisent sur la
diagonale. Donc ¢ admet (n + 1) valeurs propres, ce qui prouve que ¢ est
diagonalisable.

3. a) On part de I'expression de droite et on integre par parties :
v'(t) = Q'(t) <= v(t) = Q(¢)
u(t) = (1 —1t)32(1 4+ )/2P'(t) =

W) = /%—3((1 — 2)P"(t) — (2t + 1)P'(1))

Comme u(1)v(1) = 0 et u(—1)v(—=1) = 0 et u,v de classe C* sur I'intervalle
ouvert d’intégration, on peut procéder directement sur le segment [—1, 1], et

I'= / (L R VP Q1) de

_ /_1, I=L(@ — )P () - (2t + DP(5)dt = {(o(P), Q)

b) On vient de trouver une expression de (¢(P), Q) clairement symétrique
par rapport & P et @, donc (¢(P), Q) = (P, ¢(Q)) et ¢ est un endomorphisme
de F,, symétrique pour le produit scalaire considéré. On retrouve bien le fait
que ¢ est diagonalisable.

Exercice 2.21.

Soit a, b, c trois réels et M la matrice de M3(R) définie par :
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M =

Q@ O O
o ot O
SO0

On note C(M) = {X € M3(R) | XM = MX}.
1. Montrer que C(M) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. On suppose dans cette question que ac > 0.
Déterminer les éléments propres de M. En déduire que M est diagonalisable.
On suppose désormais que ac > 0 et b # ac.

3. a) Soit X un élément de C(M). Soit A une valeur propre de M et u un
vecteur propre associé. Montrer qu’il existe un réel a tel que Xu = au.

b) En déduire que X est diagonalisable.

4. a) Déterminer la dimension de C(M).

b) Donner une base de C(M), lorsque a = ¢. L’espace vectoriel C(M) est-il
alors constitué de matrices symétriques 7

Solution :

1. La matrice nulle commute avec M et si A, B commutent avec M, alors pour
tout scalaire A :

(A+AB)M = AM + A\BM = MA + A\MB = M(A + \B)

Et C(M) est stable par combinaison linéaire, donc est un sous-espace vectoriel

de Mg(R)

-\ 0 c a 0 -
2. M — N3 = 0O b—X 0 ~ 0O b—X O
a 0 —A —A 0 c

a 0 —A

~10 b=\ 0
0 0 ac — \?

Ainsi M admet pour valeurs propres b, v/ac et —y/ac.
— Si b2 # ac, M a trois valeurs propres et donc est diagonalisable.

— Si b = /ac, on voit que Ej est engendré par les vecteurs (0,1,0) et
(1,0,+/a/c), tandis que E_ /= est engendré par (1,0,—+/a/c), donc M est
encore diagonalisable.
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— Sib = —y/ac, B est engendré par (0,1,0) et (1,0, —y/a/c), tandis que F /-

est engendré par (1,0, +/a/c), donc M est encore diagonalisable.

3. Les hypotheses faites montrent que M admet trois valeurs propres et les
sous-espaces propres sont donc de dimension 1.

a) Mu = Au donne X Mu = AXwu, soit M Xu = AXuet Xue E\(M), donc
Xu est colinéaire a u :
JaeR, Xu=au

b) En particulier X est diagonalisable, puisque la base

B =(0,1,0),(1,0,/a/ec), (1,0, —+/a/c))

est propre a la fois pour M et pour X.

4. a) Si P est la matrice de passage de la base canonique a la base B, alors
X est de la forme PDP~!, ot D est une matrice diagonale quelconque (car
X = PAP~!, avec A diagonale et les matrices diagonales commutent entre-
elles), donc :

dimC(M) =3
1 0 1

b)Sia =c,onaP = |01 0 et il est alors plus agréable de
1 0 -1

1/vV/2 0 1/V2

0 1 0 ,
1/vV/2 0 —1/V/2
qui est une matrice othogonale et les matrices de C(M) sont alors de la forme
P'DP'~! = P'D'P’, et ce sont des matrices symétriques.

normaliser les vecteurs propres, pour prendre P’ =

Exercice 2.22.

Soit n un entier de N*. On considere R™ muni du produit scalaire canonique
(, ) et on note || || la norme euclidienne associée.

On appelle isométrie de R™ tout endomorphisme u de R", vérifiant, pour tout
z de R", [Ju(z)]| = ||=||

1. Montrer que u est une isométrie si et seulement si pour tout (x,y) de R" xR™,

| (u(), u(y)) = (z, y)

2. Soit 4 un endomorphisme symétrique de R™ tel que u? = I, ou I représente
I’application identité de R™. Montrer que u est une isométrie.
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3. Soit u un endomorphisme orthogonal de R™, montrer que u est une isométrie.
A-t-on la réciproque ?

4. Soit I'ensemble S = {x € R"/||z|| = 1}. Montrer que u est une isométrie de
R™ si et seulement si u(S) = S.

5. Soit u une isométrie de R™. L’endomorphisme u est-il toujours diagonalis-
able ?

Solution :

1. x Si 'endomorphisme u est une isométrie, alors pour tous vecteurs u et v :
(u(@), u(y)) = %l(HU(x) +u(y)|? + [lulz) —u(y)l?)
= L@ + )2 + lulz = »)I?) = % (= + v + = - ylI?)

= (z,y).
* Réciproquement, si u est une application linéaire qui conserve le produit
scalaire, il est clair que u conserve a fortiori la norme donc est une isométrie.

2. L’endomorphisme u est symétrique et est involutif, donc u est la symétrie
orthogonale par rapport a Ker(f — I) (parallelement a Ker(f + I)).

3. Soit P la matrice de u relativement a la base canonique de R™. On a
tP = P~!, donc pour tout vecteur = de R™, et en notant X la matrice colonne
associée :

||PXH2 = t(PX)(PX) =tXtPPX =tXX = ||X||2
et u est bien une isométrie.

Réciproquement, si u est une isométrie, alors u conserve le produit scalaire,
donc transforme une base orthonormée en une base orthonormée et sa matrice
relativement a une base orthonormée est orthogonale.
4. % Si u est une isométrie, ||z|| =1 = |lu(x)| =1, donc u(S) C S ; comme
u~! existe et est ausi une isométrie, on a également u~1(S) C S, soit S C u(9)
et 'égalité.
* Réciproquement, si u(S) = S, alors ||z]| =1 = |ju(z)|| = 1 et pour tout
vecteur y non nul :
1 1 1 .

L =1 = Jlu(+=- = —||lu =1, soit ||u =

Le résultat vaut clairement pour le vecteur nul et v est une isométrie.

5. La réponse est évidemment oui si n = 1 et est non si n > 2.



70 ESCP-EAP 2008 - Oral

Il suffit en effet de considérer 'endomorphisme u dont la matrice dans la base

canonique de R" est :
0 -1
(0) L2

(on a pris la rotation d’angle % dans le plan formé par les deux premiers
vecteurs de base, et I'identité sur ’espace engendré par les n—2 autres vecteurs
de base; ainsi 1 est la seule valeur propre et le sous-espace propre n’est pas
R™).



3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On considere deux variables aléatoires indépendantes, X et Y, définies sur le
meéme espace probabilisé (2, .4, P), telles que X suit la loi géométrique G(p)
ou p €]0, 1] et Y suit la loi uniforme U([0, 2]), on pose ¢ = 1 — p.

Onpose : T =X +Y,Z = |T], ou |T] désigne la partie entiere de 7. On
admet que T et Z sont des variables aléatoires définies sur 1'espace (2, A, P).
On dit qu’une variable aléatoire V est a densité généralisée si sa fonction de
répartition Fy est continue sur R et de classe C! sur R sauf sur un ensemble

dénombrable de points. Une densité fi, de V s’obtient alors, en tout point
ou Fy est dérivable, par la relation F{, = fy .

1. On note Fr la fonction de répartition de T'.

a) Donner, pour tout réel t, 'expression de Fr(t) en distinguant a priori
les cas :
t<1,1<t<2,2<t<3etk <t<k+1,o0uk est un entier naturel
supérieur ou égal a 3.

(on remarquera que le cas particulier 2 < t < 3 rejoint le cas général, k > 3).

b) Vérifier que T' est une variable aléatoire a densité généralisée.

c¢) Donner I'expression d’une densité de T'.

2. a) Donner la loi de Z.
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b) Calculer E(Z).
c¢) Donner la loi de |Y'| ainsi que son espérance.

d) En remarquant que si z est un entier naturel et y un nombre réel, alors
|z +y] = x+ |y|, retrouver la loi de Z et donner la valeur de son espérance.

Solution :
1. a) On a X(Q) = N* et, pour tout k de N*, P(X = k) = pg"~!. D’autre
part Y (©2) = [0,2] et pour tout y de [0,2], on Fy(y) = g On a donc

T(Q) =[1,+o0].
i) Sit < 1, on a évidemment Fr(t) = 0.
ii) Site[1,2[,ona:
(X+Y<t)=(X=1nX+Y <) =(X=1NnY <t—-1])
N

Onadonc: P(X+Y <t)=P([X =1]
X et Y sont indépendantes, on obtient :

P(X+Y <) = P(X = 1))P([Y <t—1]) = 2
iii) Sit € [2,3[,on a:
(X+Y <H=([X=UnX+Y <HU([X =2 N[X +Y <1))
— (X =1n[y <t—1)U((X =2)n[Y <t—2))).
Par incompatibilité et par indépendance, on obtient :
P(X+Y <t) = P(X = )P(IY <t—1]) + P(IX = 2) P([Y < ¢ — 2]
Soit :

Y < t—1]) et comme les variables

— 1)
2

t—2)
2

P(X+Y <t)= p(tgl) + pal
iv) Soit k > 3 et t € [k, k + 1[. On a alors :

T<t|=X<Ek-2QU(X=k—1N[X+Y <tHU(X =k|N[X+Y < t])
= X<k2QU(X =k-1NY <t—k+1)U([X =k]N[Y <t—k])

La encore, par indépendance et incompatibilité, on obtient :

P(T<t)) =P(X<k-2))+ P(X =k -1)P([Y <t —k+1])

+P(X = k) P([Y <t—k])
oumx<k—m=§fmmeqnzéiw*:p¥ﬁﬁ—zl_fﬂ

(on peut aussi, si on préfere, calculer P(X >k —2). D’ou :
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- Ct—k+1 L t—k
P(T <t)=1-¢"?+pg" 2T+pq’“ 17

On constate que le cas k = 2 rejoint le cas général, on a donc finalement :
sit < 1,FT(t) =0

site[1,2], Fp(t) = w

t—k+1 t—k
Sitelb k1], k22 Fr(t)=1—¢"24pf2 0 o1t ” 8

2 P
b) Fr est clairement continue et de classe C! sur R sauf en tout point de
N*, ensemble qui est bien dénombrable. Il reste a étudier la continuité aux

points de N*.
i) Continuité en 1 : on a: lim Fp(t) =0et lim Fp(t) = lim plt—1) _
t—1— t—1+ t—1t 2
0, ce qui prouve la continuité de Fp au point 1.

ii) Continuité en 2 :

) . t—1

Jim Fr(t) = Jim PO = et

) o p(t—1) q(t—2)_1_9
Jm Fr() = lim S = = 5

En conclusion, F7 est continue en 2.

iii) Continuité en k ou k est un entier naturel supérieur ou égal a 3 :
lim Fr(t) = lim (1 — ¢34+ qg"3t=E+2 4 por-2t—k+1,

t—k— t—k— 2 2
k—3 k-3 , pq" >
=1-¢""+pg"" + T
k—2
Soit lim Fp(t) =1- "2+ qu.
t—k—
D’autre part :
: _ ) k—2t—k+1 k—1t—k
Mim Fr(t) = lim 1-¢""°+pg 5 + g 5
k—2
_1_ k=2 Pg
=1—g¢q + 5

Ainsi, Fp est bien continue en tout point k entier tel que k£ > 3.

En conclusion : Fr est continue sur R et est de classe C!' sur R sauf
éventuellement aux points appartenant a N* qui est un ensemble dénombrable.
T est donc bien une variable a densité.

c) On obtient une densité de T en dérivant Fp sur tous les intervalles
ouverts ou elle est dérivable et en affectant une valeur arbitraire a sa dérivée
fr aux points de N*.

On obtient :
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sit<1, fr(t)=0
sitell2 fr(t) =2

sitelk,k+1k>2, fr(t)= 5 +

2
2.a) Ona Z(Q) =N et P(Z=1) = P(T <2) = Fr(2) = £.

Pour k>2: P(Z=k)=Pk<T<k+1)=Fr(k+1)— Fr(k), dou:
k—1 k—2

P(Z =k) = [1_qk—2+qu—2+qu}_[1_qk—2+pq2 }

Finalement :

P(Z=1)=§
{ ¢"*(1+q)

Vk>2, P(Z=k) =H—
b) on a :

400 —+o00o
Bz) =24 PUtO 2 _p o P4 G e
2 2 = 2 2 &,
popd+qgr 1
£+ —1
=g 1

2 2q
Apres simplification :
2
E(7)=P+2
(2)= 25

¢)Ona |[V](Q)={0,1}, et P([Y] =0)=P(Y <1) =1

2
De méme P(|Y]|]=1)=P(1<Y <2)= % Donc :

Y] < B(1/2), et B([Y]) = 3

d) On a défini la variable Z par Z = [ X +Y|. Or X prend ses valeurs
dans N*, dou: | X +Y]| =X+ ]Y].
On a donc, par indépendance : P(Z =1)=P(X =1Nn|Y ]| =1) = px
Pourk >2,P(Z=k)=P(X =k)N(Y] =0)U(X =k-1)N(Y] =1)))
Par incompatibilité et indépendance, on obtient : P(Z = k) = qu_lx% +
pa" x5,
Enfin, X et |Y] sont des variables aléatoires discretes admettant des
espérances, d'ou : E(Z) = E(X)+ E(|Y]).

On obtient donc :
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Exercice 3.2.

1. Soit (un)n>1 une suite réelle convergeant vers un réel \.

n
Pour tout n > 1, on pose v,, = % > ug.
k=1
En revenant a la définition de la limite d’une suite, montrer que la suite (vy,)

converge vers .

2. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£2,.A, P)
telle que Y (£2) = N*. On suppose que Y admet une espérance.

Montrer que E(Y) = > P(Y > k).
k=1

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) telle
que X (2) = N et admettant une espérance.

P(X < k),

n
On se propose de déterminer un développement de S, =

k=1
lorsque n tend vers +oo.
3. a) Déterminer un équivalent de S,,, lorsque n tend vers +oo.

b) Déterminer un équivalent de S,, — n, lorsque n tend vers +oo.

4. On suppose que X admet un moment d’ordre 2, F(X?).

2
a) Montrer que : S, —n+ F(X) < E(f )

b) En déduire que, lorsque n tend vers 400, on a :
Sp=n—FE(X)+¢e(n), avec lim e(n)=0.

—+ o0

Solution :

1. Traduisons le fait que lim w, = A.
n—-+oo

Soit € > 0. Il existe N € N tel que sin > N, on a |u, — A| < /2.
On peut écrire, pour n > N 4+ 1 :

n
|vn—>\|:%|k§1uk—)\\ <1

M=

|uk—)\|—|—% Z |uk—>\|

k=1 k=N-+1
n n—N
or: 1 vy —ac =N e
k=N+1
N
et: lim L5 Juu—A= lim SN =0, il existe donc N’ € N tel que si
n—-+oo k=1 n—+oo T

N
n > N, alors + S ur — Al < §.
n = 2
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Pour n > max(N + 1, N’), on a donc |v, — A| < &, ce qui prouve le résultat
demandé.

2. La permutation des signes > étant autorisée pour des termes positifs ou
nuls, on écrit :

§1P(Y>k)= S Y PY=i)=Y S P(Y =)

3. a) On sait que klim P(X < k) = 1. Par la premiere question :
— 400

B — i Sn
nll)rfooﬁkglP(Y<k)— lim =1

Donc S,, ~ n, lorsque n tend vers oo.
b)Ona:S,—n=> (P(X<k)—1)=-> P(X =k)
k=1 k=1
Cette derniere quantité tend vers —FE(X) par la question 2. Donc, comme
E(X)#0,5,—n~—E(X).

4.a) On a:
Spn—n+EX)==Y PXZ2k)+> PX>2k)= Y PXZ=k)
k=1 k=1 k=n+1
2
Par l'inégalité de Markov, P(X > k) < E(]jz( ) Donc
S, —n+E(X)<B(X?) Y L
k=n+1 k

En utilisant une comparaison série/intégrale, avec la fonction = +— %, il
x

[e.e)
vient facilement > % < 1 ot done :
k=n+1 k n

2
b) On obtient donc le développement asymptotique de S, :
Sn=n-B(X)+0(L)

Ce qui contient en particulier le résultat demandé.

Exercice 3.3.

Soient X; et X5, deux variables aléatoires de densités respectives f; et fo
strictement positives et dérivables sur R.
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On suppose qu'’il existe une fonction g définie et dérivable sur RT telle que
pour tout (z,y) € R? :

fi(@) f2(y) = g(2* + y?)

1. On suppose dans cette question uniquement que X; et X5 suivent la méme
loi normale centrée réduite. Montrer que la condition précédente est réalisée
et déterminer g.

fi(z)
zf1(x)

en fonction de

2. a) Exprimer, pour tout x € R* et pour tout y € R,
g(a® +y?) et ¢'(2? +y?).

/
b) Soit & la fonction définie sur R* par : h(z) = J1EL |
z f1(z)
Montrer que h est constante. On note a cette constante.
3. a) On définit la fonction k sur R par : k(z) = fi(z)e 9 /2
Montrer que la fonction k est constante sur R (on étudiera dans un premier
temps les restrictions de k a R* | puis a R*).
En déduire une expression de f.

b) Montrer que a < 0.

¢) Montrer que X; suit une loi normale. Quels sont ses parametres 7

4. a) Calculer g(1).

b) Montrer que X5 suit la méme loi que X;.

Solution :

1. Si X et X5 suivent la loi normale centrée réduite, on a :
fi@) faly) = g=e~ @42 = g(a? 4 y?)
avec g(t) = %e_t/ 2 et g est bien définie et dérivable sur Rt.

2. a) On sait que pour tous x, y réels, f1(x)f2(y) = g(x®+y?), avec g dérivable
sur R™. Ainsi pour tous z et y :

fi(@) f2(y) = 224 (2* + y?)
Comme f1(x) # 0, il vient, pour x # 0 et y réel :

fix) _ o 9@ +y°)

z f1(z) g9(z* +y*)
b) Soit x1 # z2 deux réels non nuls, on a alors en prenant x = x1 et y = xg
puis x = x9 et y =1 :
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/ 10,2 2 102 2 /
h(z1) = fi(z1) — 9,9 (9521 +x22) — 9,9 (5522 ‘1‘-7721) _ fi(x2) = h(z2)
z1f1(z1) g(x7 + x3) g(zs +a7)  @2fi(22)
ce qui montre que h est constante.

3. a) La fonction k est dérivable sur R, avec pour x # 0 :
K(2) = fi(z)e™/? —axfi(e)e= /> = e fi(x)e= 2 (h(x) —a) = 0

Ainsi k est constante sur R* et Ri et étant dérivable sur R elle est continue
sur R et finalement constante sur R.

3C eR,Vz €R, fi(z) = Cet®’ /2

b) La fonction f; est une densité de probabilité.

—+ o0
Donc C' > 0 et a < 0, car autrement f1(zx) dx divergerait ou ne pourrait
o0

pas avoir pour valeur 1 (qui est strictement positif!).

c) Posons o1 = ﬂ/—%. On reconnait une densité d’une loi normale centrée

d’écart-type o1, ce qui impose de prendre C' = 1 et X suit la loi
o1V 2T

normale N(0, 0%).

Par un raisonnement analogue, on montre que X, suit une loi normale
N(0,02) pour une certaine valeur de os.

4.a)On a:

= « — 1 1207 1
9(1) = f1(1)x f2(0) al\/ﬁe p—
b) Comme on a aussi g(1) = f1(0)x f2(1), il vient :

2 2
1 —1/207 o—1/203 1

1 _ 1
o1V 2T - ooV 2T o9V 2T o1V 2T

Soit e~1/201 = o~1/203 of par injectivité de la fonction exponentielle :

0% = 03, puis, par positivité o1 = 0.

Ainsi X7 et X5 suivent la méme loi normale centrée.

Exercice 3.4.

Un individu gravit un escalier. A chaque fois, avant de faire un pas, il lance
une piece non équilibrée donnant pile avec la probabilité p (avec 0 < p < %)

et progresse d’une marche s’il obtient «pile» et enjambe deux marches d’un
coup s’il obtient «face».
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1. Pour n € N*, soit X,, le nombre de marches gravies a l'issue des n premiers
pas et X! le nombre de fois ou 'individu a progressé par enjambées de 2
marches au cours des n premiers pas.

a) Déterminer une relation simple liant X,, et X/ . En déduire la loi de X,.
b) Donner les valeurs de 'espérance et de la variance de X,,.
2. Pour n € N*, soit Y,, le nombre aléatoire de pas justes nécessaires pour
atteindre ou dépasser la n®"® marche et E(Y,,) 'espérance de Y,,.
a) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire Y, ?

b) Déterminer la loi de Yj, puis celle de Y5 et préciser I'espérance de ces
deux variables aléatoires.

c¢) Montrer que pour tout entier naturel k, et tout entier n > 3, on a :
PY,=k) =pxPYp_1=k—1)+(1—p)xP(Y,_ 2o =k—1)
d) Montrer que pour n > 3, E(Y,,) =p.E(Y,—1) + (1 —p)E(Y,—2) + 1.

3. On considere ’ensemble F des suites (uy,)nen+ telles que pour tout n > 3,
on ait :

Up = PUp—1 + (1 - p)un—2 +1
a) Montrer qu’il existe un réel «, que l'on déterminera, tel que la suite
(an)pen+ appartient a F.
b) Montrer que u appartient a F si et seulement si la suite v : n — u, —an
vérifie la relation : Vn € N* v, = pv,—1 + (1 — p)v,—o.
¢) En déduire la valeur de E(Y},).

Solution :

1.a) On a: X,, =n+ X/, (n pas font n marches, plus une marche a chaque
fois que 'on gravit deux marches d’un coup). Ainsi, X,,(Q2) = [n,2n] et si
’on note ¢ = 1 — p, comme X/ suit la loi binomiale B(n, q) :

P(X =n+k) = (})d*p"*
b) On a évidemment F(X,) =n+ nqg et V(X,,) = npq.

2.a)OnaY,(Q) = [[LHTHJ ,n] (pour aller vite on ne fait que des enjambées
de deux marches, on peut prendre son temps et monter les marches une par

une et toutes les situations intermédiaires sont possibles).
b) x Comme Y;(Q2) ={1},onaY; =1et E(Y7) = 1.
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* De méme Y5(Q2) = [1,2], et P(Yo2 = 2) = p,P(Yy = 1) = ¢. Ainsi
E(Y;)=2p+qg=1+p.

c¢) Soit A I’événement «le premier pas permet de gravir une marche», et

B I'événement «le premier pas permet de gravir deux marches». La famille

(A, B) forme évidemment un systeme complet d’événements utile et, pour
tout k :

P(Y, =k)=Pa(Y, =k)P(A)+ Pg(Y, = k)P(B)
=pxP(Yn_1=k—1)+qxP(Y,_2o=k—1)
d) Les variables aléatoires en jeu étant finies, les espérances existent et :

Y kP(Y,=k)=p> kP(Y,_1=k—1)4+q> kP(Y,_o=k—1)
k k k
=pE(Yn-1+1)+qEYn_2+1)

= pE(Yn—l) + qE(Yn—2> + 1

3. a) Si la suite (an) vérifie la récurrence, il vient :
an=pa(n—1)+qa(n—2)+1

1

1+¢

b) 1l suffit de faire la différence pour montrer cette question.

Dou o =

c) L’équation caractéristique de la suite est 72 — pr — ¢ = 0. Ses racines sont
—q et 1. Ainsi, il existe A, u réels tels que pour tout n > 1 :

E(Yn) =AD" + pu(=g)" +
Les calculs de F(Y7) et E(Y32) donnent alors :

)\:2p2—6p+3 = p?—3p+1
2-p)? (1-p)(2-p)?

n
1+gq

Exercice 3.5.

1. On ouvre un guichet au temps 0. Des clients se présentent a ce guichet

aux instants aléatoires T7,7T5,... On suppose que les variables aléatoires
Eq, Es, ... définies sur un espace probabilisé (2, .4, P) par :

E,=T

Ey,=T,-T)

Es=T5 -1,

sont mutuellement indépendantes et suivent une méme loi exponentielle de
parametre A > 0.
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On note X le nombre de clients arrivant dans 'intervalle [0, 1].
a) Déterminer, pour tout n de N*, la loi de T,,.
b) Calculer P[X = 0].
¢) Montrer que : Vn > 1, P[X =n| = P[T,,+1 > 1] — P[T,, > 1].
d) En déduire la loi de X.

2. On pose, pour tout 7 € N*, F; = —% In(U;), ou Uy, Us, . .. sont des variables

aléatoires réelles mutuellement indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].
On considere :

v — { 0 silU; <e
min{n € N* | U1Uy ---U,, < e~ *} sinon
a) Montrer que Y est une variable aléatoire.
b) Montrer que les variables aléatoires X et Y ont la méme loi.

3. En déduire une fonction Pascal qui simule une loi de Poisson de parametre
A > 0.

Solution :

l.a)Ona:T, = E1+---+FE,,avecn > 1. Ainsi T,, suit une loi I'(A\, n) comme
somme de variables aléatoires indépendantes de méme loi £(A) = I'(\, 1). Une
densité de T, est :

[IZn_l nA—AT :
=[S w3
0 sinon
b) Ona: [X =0]=[T1 > 1] =[E; > 1], donc

Or :
1< Thq1]=((Tn <NU[T, > 1)) N[l < Thy1]
= (Tn <N <Toa) U ([T > N1 < T 1))
(événements incompatibles)
Donc
1] A [1 < Tn—H]) + P(([Tn > 1] N [1 < Tn+1])

<
([Th <1 N[1 < Tpia)) + P(T, > 1))

(X =n|+ P([T,, > 1))
d’ou :
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Vn>1,P[X =n]=P[1 < T,1]— P[]l <T,).

d) Ainsi
too too n—1
P[X =n] = Lo \ntle=Ae dy — L Ale= A% d
;. n! ;. (n=1)!
et, en intégrant par parties :
_PLX——7Q-—[Q:ifizAn+1]+u>_ 4*”ekang£:ikn+ld$
I Y 1 1 -\ nl
e "t A
— ——— \"e""dx
—= e —_—
n!

On reconnait la loi de Poisson de parametre .

2. a) Soit t € R,
0 sit<0
Y <t]= (U < e} siogt<1
U <eMU[UUy <e*Mu---U[U;---U, <e?* sinon
On a donc pour tout ¢, [Y < t] € P(Q), ce qui prouve que Y est bien une
variable aléatoire.

b) On a :
X=0=>1=[E>1=[-1hi >1] =0 <eN=[V =0
Donc P([X = 0]) = e~
Et pour n > 1 :
[in] = [E1—|—E2+"'+En <1 <E1+E2+"'+En+En+1]
= [—§1n(U1) e %m(Un) <1< —§1n(U1) e %m(UnH)]
= [UlUQ U, 2 e N > U,Ugy--- UnUn—H] = [Y = n]
Donc Vn € N, P[X = n] = P[Y = n], les variables aléatoires X et Y suivent
donc la méme loi.
3. Voici une proposition de fonction Pascal de simulation d’une loi de Poisson
de parametre A > 0.

function Simul Poisson Escp(lambda : real) :integer ;
Var N : integer ;

P : real;
Begin
N :=0;
P := random;
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while (P > exp(-lambda)) do

begin

P := P*random ;

N := N+1;

end ;
Simul_Poisson_Escp := N;
End.

Exercice 3.6.

Soit o un réel strictement positif. Soit (X, )nen+ une suite de variables
aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes
et de loi donnée par :

YneN:, P(X,=n")=P(X,=-n") =}

el et

n
Pour n > 1, on pose S, = Y X et pour ¢t € R, on pose cosh(t) = 5
~

J
2

t
On admet que pour tout réel ¢ : cosh(t) < eZ.

1. a) Soit  un réel strictement positif. A Taide d’une comparaison avec une

intégrale, montrer que :
nPtl

B+1

15420 4. . +nf~
quand n tend vers l'infini.

b) Calculer la variance de S,, et en donner un équivalent quand n tend vers
I’infini.

c¢) Montrer que si o < l, la suite (%)n tend vers 0 en probabilité.

2. Soit Y une variable aléatoire discrete a valeurs positives d’espérance E(Y'),
et a un réel strictement positif. Montrer que :

E(Y) > a.P([Y > a])

3. On suppose a < % Soient € > 0 et 7 > 0.

S,
a) Montrer que : P(S, > ne) < exp(—n'~2%1)E(e n*%).
2
b) Montrer que : P(S, > ne) < exp(—n'—2%er) exp(%nl_za),
1-2a 2
c¢) En déduire que : P(% >¢e) < exp(—%

Solution :
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k k+1
l.a) On a : / t8dt < kP < / t3dt, puis en sommant :
k

-1 k
n n n+1
/tﬁdt<2k5</ todt
0 1 1
o B+1 n (n+1)5+1
estandire : 2~ < S B EDT
c’est-a-dire ﬁ_i_l\k;lk: S TR 1

B+
B+1

b) On a : V(S,) = E(S2) car S, est centrée.

Or E(S}) = E( > X742 X;X;), puis par linéarité de 'espérance :
i=1 i<j

n
D’ot1 I'équivalent souhaité : > k7 ~
k=1

V(Sn) = > B(X7)+2) BE(XiX;) = é( (J*)* +

i<j

(—j*)?)+23°0

1<j

<
Il
—
NO|—
NO[—

= >_ j°* (en effet par indépendance E(X;X;) = E(X;)E(X;) = 0)
N n2a+1
(n—oo) 200+ 17

J
Dot V(S,,)

c¢) On peut écrire :

p(‘% — 0| >¢) = P(|S, — 0] > ne) < V(QSTZL)

n‘e
V(S,) N n2a—1

n’e? (2o +1)e? nooo
demandée.

0 (car 2a—1 < 0), ce qui prouve la convergence

2. 1l s’agit de 'inégalité de Markov, qui fait partie du cours.

3.a)On a

Blexp(r ) = B(exp(r350) (L5, 5ne + Ls, <ne)) > Blexp(r 5)Ls, 5 nc)

Donc :
E(exp(TfT%)) 2 exp(7%)E(15n>m) = eXp(Tr:T%)P(Sn > ne)
ce qui est I'inégalité souhaitée a I’ordre des termes pres.
b) Par indépendance :
Sn n n
E(exp(r=3%)) = E(]] exp(—55X;)) = [ E(exp(—5; X))
n j=1 n j=1 n
Or:
1

Elexp(-I-X.)) = L exp(-T-n) + L exp(—T—(=n®)) = cosh(rn—°
(eXp(n2a J)) QGXp(n2cxn ) 2€Xp(n2a( n )) co8 (Tn )
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—a\2
< exp(( n2 ) )
Donc :
Blexp(r541)) < exp(Zn-2+)
n
2
c¢) On a alors : P(% > ¢) < exp(—nl72%(er — 7'7))

2
On pose f(1) = eT — % Alors f(7) est maximale pour 7 = €. On a donc
bien :

2
P(51 > &) < exp(—n! 5

Exercice 3.7.

On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (X)ken+,
définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P) et suivant toutes la loi
uniforme sur [0, 1].
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, Z,, = inf(Xq,...,X,),
c’est a dire que :

pour tout w € Q, Z,(w) = min(X; (w), ..., Xn(w)).
On admet que Z,, est une variable aléatoire définie sur le méme espace

(Q, A, P).
1. Donner la fonction de répartition et une densité de Z,,.
2. Soit U une variable aléatoire définie sur (2, .4, P), indépendante des X}, et
suivant la loi uniforme sur [0, 1].
a) Déterminer une densité de —U.
b) Déterminer une densité g de Z,, — U.

c¢) En considérant la variable aléatoire M,, définie par M,, = inf (X5, ..., X,),
déduire de ce qui précede la valeur de P(Z,, = X;).
Ce résultat était-il prévisible ? La variable aléatoire Z,, — X est-elle une
variable a densité ? La variable aléatoire Z,, — X est-elle discrete ?

3. On pose W,, = In(Z,).
a) Déterminer une densité de W,,.

b) Soit (Y% )ren+ une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi
exponentielle de parametre 1.

Yn—|—1
n+1"

i) Déterminer une densité de T, 11 = —
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n
ii) On pose, pour n > 1, S, = — > %
k=1

Montrer que S,, et W,, possedent la méme densité.
¢) Montrer, sans calculer explicitement 'intégrale, que

0 n
T _ Az \n—1 — _l l
/ x.e®(1 —e)" tdx = - 1;:1 %

— o0

Solution :
1. On commence classiquement par chercher la fonction d’antirépartition de
Ly

P(Z, > z) = P((X1 2 z)n...N (X, > x)) et comme les variables
X1, Xo,..., X, sont supposées indépendantes, on en déduit :

P(Z,>2)=(1-F(x)".

En remplagant F(x) par sa valeur, on obtient :

0 siz <0
Fz ()= 1—-(1—-2)" sizel0,1]
1 siz>1

On obtient une densité en dérivant sur chacun des intervalles ouverts et en
rajoutant des valeurs quelconques aux points manquants; on obtient par
exemple :

_ n—1 i
=M

2. a) Soit par le calcul, soit directement, —U suit la loi uniforme sur [—1,0].
Une densité de —U est donc la fonction f_;; définie par :
Ve € R, fou(z)=1/_1()
b) Comme les variables —U et Z,, sont indépendantes, on peut effectuer

un produit de convolution pour déterminer la fonction g :
+oo
Ve eR,g(z) = fz, ) f-v(x —t)dt.

1
Dans un premier temps, il reste : g(z) = / n(l—t)" 1f_y(x—t)dt.
0

On remarque alors que la variable Z,, — U prend ses valeurs dans [—1, 1] et
deux cas se présentent :

x+1
esi —1 <z<0,alors g(z) = / n(l—-t)"tdt=1- (—x)",
0
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1
esi0<x<1,alors g(z) = / n(l—t)" tdt = (1 —a)".

¢)On a P(Z, =X;)=P(X1 < M,) = P(M, — X1 > 0). On applique alors
ce qui précede, ou M, joue le role de Z,, et X celui de U.

1
On obtient donc : P(Z,, = X;) = / (1—t)y"tdt = %
0

Le résultat est logique pour des raisons d’indépendance et de symétrie.

x La variable Z,, — X; n’est pas a densité puisque P(Z,, — X; = 0) # 0.

x La variable Z,, — X n’est pas une variable discrete puisque (Z,, — X1)(£2)
n’est pas un ensemble dénombrable.

3.a) On a W, () = |—00,0] et P(W,, < z) = P(InZ, < z) = P(Z, <¢e”).
En conclusion : ( )

1—(1—-e5" six<0
RW@”‘{ 1 siz >0

On en déduit une densité de W, :

~ [ne*(1—e*)"! sz <0
Mﬂ@_{ 0 siz >0
b)i) P(Thy1 <z)=PYpi1>2—-(n+1x)=1—P(Y,11 < —(n+1)x).
Ainsi T},11 admet comme fonction de répartition
(n+1)x : <0
_Je six <
Fro.@=" siz >0
On en déduit une densité de T;,41 :
[ (41T S22 <0
Ir (@) = { 0 siz>0
ii) On montre le résultat par récurrence sur n € N*.
Notons h,, une densité de .5,,.
* Pour n = 1, on a S; = —Y; et une densité de S; est donc : hy : = +—
e"1)_o,0)(7), qui est bien une densité de W;.

* Supposons que pour un certain n, une densité de S,, soit fy, et déterminons
une densité de S, 41.

On a S,41 = S, — 3:”—_:_1[ = S, + Th11. Le lemme des coalitions permet

d’affirmer que S,, et T;,4+1 sont indépendantes; on peut donc effectuer un
produit de convolution.
Comme S,,4+1(2) = R™, on effectue le calcul pour z < 0 :

400

0
fSn+1(x) = fSn (t)anH(:C—t)dt :/ net(l—et)”_l(n—l— 1)e(n+1)(w—t)dt
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0
=n(n+ 1)6(”“)9“/ e t(e ! — 1)n_1 dt

R

Finalement : fs, ., () = (n + 1)e(®*He(1 — )", ce qui est bien une densité
de W, +1 et ce qui acheve la récurrence.

c) Comme les variables Y}, admettent une espérance, la variable .S,, admet
n n
une espérance et, par linéarité, E(S,) = — > % =—> %
k=1 k=1

Comme W, suit la méme loi que S,, on en déduit que W, admet une
“+o0

espérance, qui vaut donc — % Mais E(W,) = / zfw, (z)dr =
k=1

— o0

0
/ rne®(1 —e®)" " Ldx.

o . )
On a donc / re®(1 —e®)"ldx = _1 S 1

—o0 nzyk
d’ou le résultat demandé.

Exercice 3.8.
1. Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé

(Q, A, P). Soit h une fonction réelle positive et croissante sur R.
Montrer que pour tout réel a :

Soit (X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées suivant la loi de Bernoulli de parametre p € |0,1] (on a donc
P(X =1)=p).

Pour tout n de N*, on pose :

X, =

S|

2. X
k=1
2. Déterminer la limite en probabilité de la suite (X,,).

3. Soit a tel que p < a < 1.
a) Montrer que pour tout réel A > 0 :

P(X, > a) < (B(eM1))"een
b) En déduire que P(X,, > a) < e (@),

1—3:)

ou pour tout x €]0, 1[, on a posé : hy(x) = zln (%) +(1—2x) lm(1 —)-
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4. Soit a tel que 0 < a < p. Deduire de ce qui précede une majoration de
P(X, <a).

Solution :

1. Par le théoreme de transfert, et par croissance de la fonction h :

E(h(X)) = > h(xr)P(X =ar) = 32 h(zk) P(X = )

> h(a) z; P(X =x) = h/(a)P(X > a)

D’ou le résultat.

2. Nous sommes dans le cas d’utilisation de la loi faible des grands nombres.
Ainsi, la suite (X,,) converge en probabilité vers p = E(X).

3. a) Soit h(x) = . C’est une fonction positive croissante, si A > 0. Ainsi
par indépendance :

P(X, 2 a) = P(nX, >na) < W = e—nAaE( ‘n e,\Xi)

< e—nAa (E(e/\Xl ))n

b) Lorsque X suit la loi de Bernoulli de parametre p, E(e’) = (1—p)+pe’.

Donc, pour tout A > 0 L
P(X, > a) <e ™(1 —p+pet)”
On étudie donc 'application ¢ : A — e_”’\a(l —p+pe>‘)” sur R% et on majore
P(X,, > a) par le minimum de ¢ sur R%.
Des calculs simples montrent que la dérivée ’()) s’annule pour A tel que
(1 — a)per =0 = (1 — p)e—e,

soit pour :

= (M1 =p)
A—Ao—ln((l_a)p)
et est décroissante sur |0, \o[, croissante sur [A\g,+oo[, ce qui donne le
minimum de ¢(Ag) et :

P(X, > a) <exp [— naln (?1(1__;)2)} (% :g)n — e~ nhp(a)

4. Lorsque 0 < a <p,alorsl —p<l—a<letY, =1— X, suit la loi de
Bernoulli de parametre 1 — p. La question précédente donne :

P(Tn >1-— CL) < e—nhlfp(l—a)

ou :
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P(X_n < CL) g e_”hl—P(l_a) = e_nhp(a)

Exercice 3.9.

Un vendeur de cycles vend des pédales de bicyclette qu’il se procure chez son
grossiste par boites de deux ; toutes les boites sont supposées identiques et
dans chaque boite il y a une pédale droite et une pédale gauche.

* Lorsqu’un client demande le remplacement de ses deux pédales de vélo, le
commercant lui vend une boite complete et lui fait payer la somme de 2r
euros.

* Lorsqu’un client demande le remplacement d’une seule des deux pédales, le
commercant décide de ne pas obliger le client a acheter une boite complete,
mais majore le prix de la pédale dans une proportion «, c’est-a-dire lui fait
payer la somme de (1 + a)r euros.

Pour la simplicité de I’étude, on suppose que l'on sait que le nombre de
pédales a poser séparément pendant la durée de I’étude vaut 2n, ou n est un
entier naturel non nul. On suppose que le vendeur ne dispose au départ que de
boites completes et en nombre suffisant Soit p la probabilité qu'une demande
d’un client qui ne demande qu’'une pédale corresponde a une pédale droite (p
n’est pas nécessairement égal a 1/2) et X le nombre de boites nécessaires a
la satisfaction de ces 2n demandes. (le commergant n’ouvre une boite que s’il
ne dispose pas d’'une boite entamée lui permettant d’accéder a la demande
du client)

1. Quelle est la loi de X ? On précisera ’ensemble des valeurs prises par X.

2. Montrer que X peut s’écrire : X = a+|Y — b|, ol a et b sont des constantes
qu’on précisera et Y une variable aléatoire qui suit une loi binomiale.

Donner 'expression l'espérance de E(X) en fonction de n et p.

Dans la suite, on prendra la valeur p = 1/2.

3. Quelle majoration « le marchand de cycles doit-il appliquer au prix de
chaque pédale vendue séparément pour qu’en moyenne le prix de vente des 2n
pédales vendues séparément soit égal au prix de vente des X boites nécessaires
vendues 2r euros chacune.

La valeur « trouvée dépend de n et on la note dorénavant a,,. Prouver que
la suite (a,) est décroissante. Donner un équivalent simple de «, et la limite
de «,, lorsque n tend vers 4oc.

[On admettra la formule de Stirling : n! ~ v/ 27m(%)n |
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Solution :

1. Soit X le nombre de pédales droites demandées (et X5 le nombre de
pédales gauches). On a X; + X5 = 2n et X; et X5 suivent la loi binomiale
de parametres 2n et p.

Or X = max(X;, X2). Dou: X () = [n,2n], et la loi de X est donnée par :

P(X =n)=P(X; =n)
VEen+1,2n],P(X =k)=P(X, =k)+ P(X; =2n — k)
Soit, avec g =1 —p:
2
P(X =n) = (g)p”q"
Vke[n+1,2n], P(X =k) = (le)[pqun—k + p2nFgh]

2. max(a,b) = 5(a +b) + %|a — b|, donc

1
2
1 Liy x| = _

E(X)=n 2;:) D7 +2n kail (2]:’_—11) (3
Bt comme (1) = (5,11 )
) =n(3) 3" ™ Z (1))
=n (%) (L) () oz

3. Ainsi on veut 2rE(X) = 2nr(1 + ay,), d’ou :
1 _ /1\2n(2n
o= 3B -1= )" (5)
On a alors, en revenant aux factorielles :

an  _ 2n(2n—1)

On—1 4712
Donc la suite (ay,) est décroissante.

<1

De plus, la formule de Stirling donne apres quelques simplifications :
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et en particulier lim «, = 0.
n—oo

Exercice 3.10.

On note n et r deux entiers vérifiant n > 2 et r > 3.

On considere une épreuve aléatoire pouvant aboutir a r résultats différents
Ri, Ry, ..., R, de probabilités respectives x1, xo,...,x, telles que, pour tout
ide[l,r],0<z; <1

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus. Pour
tout i de [1,7], on note X; la variable aléatoire réelle qui vaut 1 si R; n’est
pas obtenu a l'issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire réelle égale au nombre total de résultats
qui n’ont pas été obtenus a l'issue des n épreuves.

T
1. a) Que vaut > x; 7
i=1

b) Exprimer la variable aléatoire X en fonction de X1, Xo,..., X,.
c¢) Donner la loi de X; pour tout i de [1,7].

d) En déduire que I'espérance de X est donnée par :
T

E(X) =2 (1 —a)"

i=1
2. On considere 'application f de Q = (]0,1[)" dans R définie par :
™
V(x1,29,...,2.) €Q, f(x1,29,...,2,) = D (1 — ;)"
i=1
a) Montrer que 2 est un ouvert convexe de R”.
b) Démontrer que f est de classe C? sur € et déterminer la hessienne
V2f(x1,29,...,2,) de f, pour tout (z1,xs,...,2,) de Q.
c) Vérifier que la forme quadratique associée a la hessienne au point
(z1,x2,...,x,) de Q prend des valeurs strictement positives sur les vecteurs
non nuls.

3. On cherche les extremums de f sous la contrainte linéaire (C) : x1 + -+
r, = 1.

a) Montrer que f admet pour cette optimisation sous contrainte un unique
point critique A que 'on déterminera.

b) En utilisant 1’égalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1, montrer que f
présente en A un minimum global sous la contrainte (C').
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c¢) Donner la valeur de E(X) correspondant a ce minimum.

Solution :

1. a) La famille Ry, Rs, ..., R, constituant un systéeme complet d’événements,
ona >y xz; =1
i=1
T
b)Ona: X => X,
i=1

c) X; est une variable de Bernoulli, de parametre P(X; =1) = (1 — z;)"™.
d) Donc : E(X) = > E(X;)= > (1—z;)".
i=1 i=1
2. a) ) est un ouvert convexe de R" en tant que produit d’ouverts convexes
de R (c’est un pavé ouvert).

b) La fonction f en tant que fonction polynéme des x;, est de classe C'™
sur €2, avec :

Vie[1,r], of (x) = —n(1 —x;)" !

83:i
puis :
. s O%f _ 0 sii#j
V(Z,j) < [[1,7“]] J axjaxz (:C) - {n(n — 1)(1 — :Ci)n_2 sit=7j
On en déduit :
(1 —ap)" 2 0 e 0
_ n—-2 .
V@) =np-n| 0 Gomo 0
: " . 0
0 0 (1—m,)"2

c) Notons ¢, la forme quadratique associée & la hessienne V2 f(z) au point

x = (x1,22,...,2,). Alors :
.
V(hi,ha,...,h) € R" qo(h1,ha, ... he) = > n(n — 1)(1 — z;)"2h?
i=1
qui est strictement positif si les h; ne sont pas tous nuls.

3. a) Sil’on pose :

H= {H:(hl,...,hT)/iijlhi:O}

les points critiques A sous la contrainte donnée sont les solutions éventuelles
du systeme :
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Sai=1et VH € H, (Vf(A),H) =0
ou encore . =t

S zi= 1 et VA(A) € HE = Veet((L, ..., 1))
=1

K2
ce qui indique qu’il existe A € R tel que : :
—n(l—x)" P+ AX=0siie[l,r]
1+ Fx,=1
dont 'unique solution est A = (l, cee l).
r r
b) Si H = (hy,...,h,) est élément de H, grace a la convexité de €, le
segment [A, A + H| est inclus dans €, alors, d’apres ’égalité de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1, il existe un réel 6 € |0, 1] tel que :

F(A+H) = f(A)+ (VF(A), H) + Sqa10n(H)
Comme H € H,on a (Vf(A),H) =0, donc :
f(A+H) = f(A) = $qaron(H)

quantité positive d’apres ce qui précede. Ainsi, f présente bien en A un
minimum global sous la contrainte C.

c¢) En ce point, la valeur minimum de I'espérance est :

B =% (- =r(- 1) = U0

i=1 T T r

Exercice 3.11.
1. Soit M € M,,(R) une matrice de rang 1.

a) Montrer qu’il existe deux matrices colonnes U et V' de M,, 1(R), telles
que M = U'V.

b) On pose A = *VU. Montrer que si A # 0, alors %M est la matrice d’'un

projecteur dont on précisera l'image et le noyau.

2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P), et a valeurs dans N,, = {1,2,...,n}. Soit A = (a; ;) la
matrice carrée d’ordre n, de terme général :

V(i,§) €N}, a5 = Py=j(X = i)

mn
a) Montrer que, pour tout j € N, ona: > a;; = 1.
i=1

b) Soit f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A. On pose :
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P(X = 1)

P(X = 2)
B = :

P(X.: n)

Montrer que B € Im(f)

¢) Montrer que X et Y sont indépendantes si, et seulement si, le rang de
A est égal a 1.

Solution :
€1
1. a) Le rang de M vaut 1, donc il existe une matrice colonne C' =
Cn
(non nulle) telle que pour tout j de [1,7], la j*™ colonne C; de M soit de la
forme A;C, (I'un au moins des A; étant non nul). Ainsi on a :
€1
M=(MC XC ... C)=| " |(M .. )
Cn
On peut donc prendre U =C et V="(A\1 ... \,).

b) On pose A = “VU (X appartient & R). On suppose A # 0, alors :
1272 1 1 1 1
donc %M est la matrice d’un projecteur. Son image est la droite engendrée

par la colonne C' = U et son noyau est ’hyperplan d’équation M X = 0, soit
UWX =0, et comme U #0 et VX €R, cela équivaut & VX = 0.

2. a) Soit j € [1,n], on a :

SP(X =inY =j)

Yo = N Ary(X =) = R SEp oS S

Or les événements (X = i)1<i<p, forment un systeme complet d’événements,
donc :

D’ou
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b) D’apres la formule des probabilités totales, on a :
ViEMﬂﬂJ%X=ﬁ):E%quKX=ﬁﬂ%Y=J)=EZMJP@”=ﬂ
J= Jj=1
Autrement dit :

P(X =1) PY =1)
P(X =2) . P(Y =2)
P(X:: n) P(Y:: n)

ce qui prouve le résultat demandé.

¢) = Supposons X et Y indépendantes. Alors :
V(i,7) € [1,n]? Py—;)(X =i) = P(X =)

P(X =1)
P(X =2)

Donc toutes les colonnes de A sont égales a : ) qui est non nulle
P(X =n)

puisque > P(X =1i) = 1. La matrice A est bien de rang 1.

1=1
* Réciproquement, supposons le rang de A égal a 1. Alors Im(A) est

une droite vectorielle. D’apres la question précédente, le vecteur U =
P(X =1)

P(X =2)
engendre alors Im(A). Donc :
P(X =n)
CL17j P(X = 1)
CL27j P(X = 2)
Vje[l,n], 3N €R, , =) :
an,j P(X =n)

D’apres la question 2.a, on a pour tout j € [1,n] :
1= Y a; = Y NP(X =)= A 32 P(X =) = A
i=1 i=1 i=1
Donc pour tout j € [1,n], A\; = 1. Par suite, on a :
V(i,j) € [[1,n]]2,P[y:j](X =i)=a;; = \jP(X =1i)=P(X =1)
ce qui revient a écrire :
V(i,j) € [I,n]*, P(X =iNY =j) = P(X =4)P(X =)

Les variables X et Y sont donc indépendantes.
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Exercice 3.12.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P),
continue, de densité f et de fonction de répartition F'. On note U une variable
aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 1].

1. Soit a € R% . Montrer que —é In(U) est une variable aléatoire réelle dont
on déterminera la loi.
2. On suppose dans cette question seulement que f n’est jamais nulle.

a) Montrer que F' est alors une bijection de R sur ]0, 1[. Est-il possible de
lever ’hypothese « f jamais nulle» en conservant le caractere bijectif de F'?

b) Montrer que F~1(U) est une variable aléatoire de densité f.
3. Pour tout réel x € ]0,1[, on note :
I,={aeR,F(a) 2a} et F~Yz)={teR| F(t) =x}
a) Montrer que I, est une demi-droite fermée a gauche.
b) Montrer 'existence de G(x) = inf I, et de inf F~(z), puis montrer leur
égalité.
c) Montrer que : Vt €e R,Vx € [0,1],G(z) <t = F(t) > x.

d) En déduire que les variables aléatoires X et G(U) ont la méme loi.

Solution :

1. Soit ¥ = —L m(1).

Pour tout t e R, [Y < t] =[InU > —at] = [U = e~ ] € P(Q), car U est une
variable aléatoire définie sur 2. Donc Y est bien une variable aléatoire, et :

— t .
PIY <t] = PlU > e-et] = {17 ¢ 51120
0 sinon

donc Y — &(a).

2. a) La fonction F' est dérivable et F’ = f qui est a valeurs strictement
positives. F' est une application continue et strictement croissante de R dans
F(R) =]0,1].

[0 ne peut étre atteint sinon il existerait un réel xg tel que F(zg) = 0 et la
croissance de F' entrainerait Vo < zg, F(z) = 0 et donc Vz < zg, F'(z) =

f(x) =0 ce qui est impossible. De la méme maniére 1 ne peut étre atteint.]
Ainsi F' est une bijection croissante de R dans F'(R) =]0, 1].

Si on suppose seulement f > 0 :
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La fonction F' est croissante au sens large car sa dérivée f est positive ou
nulle. Si F' était constante sur un intervalle [a,b] avec a < b, alors sa dérivée
f serait nulle sur cet intervalle. f ne peut donc s’annuler qu’en des points
isolés si on veut conserver le caractere bijectif de F.

b) Pour tout t € R, [F~Y(U) <t] =[U < F(t)] et P([U < F(t)]) = F(t).
Ainsi F~1(U) est donc une variable aléatoire de fonction de répartition F et
de densité f.

3.a) Soit a1 € I, F(a1) > = Yay > a1, F(az) > F(ay) (F croissante),
donc I, est une demi-droite.

F' étant une fonction numérique continue, l'image réciproque du fermé
[z, +00[ est un fermé, donc I, est une demi-droite fermée a gauche.
b) e Existence : Vx €]0, 1] :
lim F(a) =1 = 3Jaq, F(a1) > z, donc I, est non vide.

a——+o00o
lim F(a) =0 = Fas,Va < as, F(a) < x, donc I, est minorée par
a——0oQ
as.
Ainsi I, partie non vide et minorée de R, admet une borne inférieure.

Le théoréme des valeurs intermédiaires sur [az,ai] prouve que F~1{xz} est
non vide, minorée par as ; ¢’est donc aussi une partie non vide et minorée de
R, il admet une borne inférieure, d’ot I'existence de inf F~!{z}.

e Egalité:ona: F {2z} c I, = G(z) <inf F~{z}.
a =inf F~Y{2} = Va < o,F(a) < x (F croissante) — o < G(z),
d’ou :
inf F~Hx} = G(2)
c¢) Pour tout t € R, pour tout z € [0, 1],
Glx) <t infF {2z} <t<=Ft)>x
d) [G(U) < t] = [F(t) > U], donc :
P[G(U) <t]=P[F(t) 2 U] =F(t) = P[X <.

Les variables aléatoires X et G(U) suivent donc la méme loi.

Exercice 3.13.

Dans un gratte-ciel, un ascenseur n’assure que la descente. Il part du sommet
a l'étage n, et a chaque fermeture de la porte, il descend pour s’arréter
aléatoirement a un étage strictement inférieur jusqu’a ce qu’il parvienne au
rez-de-chaussée (étage 0) : on suppose qu’a chaque fois le numéro de 1’étage
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d’arrét suit une loi uniforme sur ’ensemble des numéros des étages encore
accessibles.

On note A(p,n) la probabilité que, lors de sa descente, ’ascenseur s’arréte a
I’étage p, avec 0 < p < n.
1. Calculer A(0,n), A(n —1,n), A(n —2,n).

2. Démontrer, en utilisant la position du premier arréet, la relation :
n—1
R(n):¥pe[0,n—2, Alp,n) = L1+ 5 A(p, )]
Jj=p+1

3. En utilisant R(n) et R(n — 1), en déduire que :

Vpe[0,n—3],A(p,n) = A(p,n — 1).
4. Déterminer A(p,n) pour 0 < p < n.
5. Soit p tel que 0 < p < n —1; on note £, la variable aléatoire valant 1 si
lors de sa descente, ’ascenseur s’arréte a 1’étage p et 0 sinon.

a) Déterminer la loi de E,,. Les variables aléatoires Ey, E1, ..., E,_1 sont-
elles 2 a 2 indépendantes ?

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’arréts lors de la descente.
Exprimer l'espérance E(X) et la variance V(X) de X.

Solution :
1. x A(0,n) =1 : a force de descendre, on arrive au rez-de-chaussée !

* Aln—1,n) = % : on descend directement d’un étage.

* Aln —2,n) = Lyl 1 1 o5 descend directement de deux
n n n-—1 n—1

étages, ou bien 2 fois d'un étage.

2.0na: )
n—

A(p,n) = > P(X1 =j)xP(un arrét a I’étage p / premier arrét a 1’étage 7)
j=0

Or :

1 sip=3j
P(un arrét a 1’étage p / premier arrét a I'étage j) = { 0 sip>j
Alp,j) sip<j

d’ou :

Vp e [0,n—2],A(p,n) = %[1—# nz—:l A(p,j)]

j=p+1
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3. Par le méme procédé en partant de 1’étage n — 1, on obtient :

Vpelon—3LApn-1)=—L[1+ S Ap,j)

Jj=p+1
Ainsi : )
14+ > 1A(p,j) = (n—1)A(p,n — 1) =nA(p,n) — A(p,n — 1)
J=p+
Donc :

A(p,n) = A(p,n — 1), pour tout p de [0,n — 3]

4. Pour tout p € [0,n — 3], A(p,n) = A(p,n — 1), d’on par récurrence :
vp S [[07 n— 3]],14(]?,71) = A(pap + 3)

Donc :
Vpe[[0,n—3]],A(p,n):A(p,p+3):%.
Or pour p € {n —2,n— 1}, onadéjaA(p,n):ﬁ D’ou :
1
¥pe on— 1] Apn) = L
5.x P([E, =1]) = A(n,p) = +1,doncE — B( +1)

*Soientietjtelsqu60<z<j <n—1. Alors :
P(E; = 1] 0 [E; = 1]) = P([E; = 1]/[E; = 1]).P([E; = 1])
= A(j,D)A(n, j) = ——x -

= P((E: = 1)).P(E; = 1]

d’ou I'indépendance.
b)Ona: X = FEy+ E;+---+ E,_;. Ainsi par indépendance pour le calcul

de la variance

e F(X)=FE[Ey)+FEE)+ --+EE,,1)=1+

o V(X) = V(Eo)+V(B1)+ 4V (EBn 1) = 1x0+ 5 x5+

Exercice 3.14.

Soient U , V', W trois variables aléatoires indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé (€2, A, P), telles que U et W suivent une loi de Poisson de
parametre A > 0, et V suit une loi de Poisson de parametre > 0. On pose :

X=U+VetY=V+W.
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1. Déterminer les lois de X et de Y (on redémontrera ce résultat du cours).

2. a) Montrer que Cov(X,Y) existe et la calculer.

b) En déduire le coefficient de corrélation linéaire de X et de Y.

3. Soit n un entier naturel.
a) Déterminer la loi conditionnelle de V' sachant [X = n].

b) En déduire que 'espérance conditionnelle de Y sachant [X = n] est

égale a \ + /\Tu.

c) Montrer que cette espérance est supérieure ou égale a n si et seulement
siona: E(X)>n.

4. On suppose que la taille d’un individu est la somme de deux variables
aléatoires indépendantes, I'une représentant l’effet du patrimoine génétique,
I’autre celui du mode de vie, et que ces variables aléatoires sont indépendantes
et suivent des lois de Poisson de parametres respectifs A et u. La variable
aléatoire X désigne alors la taille d’un pere et Y celle de son fils. Donner une
interprétation du résultat de la question 3.

Solution :
1. U4V prend ses valeurs dans N et pour tout n de N, on a par indépendance :

P(U+V:n)=é:OP((U:i)ﬂ(Vzn—i))zé:oP(U:i)P(V:n—i)

n ; n—1i — (A4 ) n . .
_ —A)\_Z —u 1% __ € ( K (n) i, n—1
PSS o R P PR O K

= A+

Ainsi X = U +V suit la loi de Poisson de parametre A+ pu, idem pour V +W.

2. a) Comme X et Y admettent chacune une espérance, Cov(X,Y) existe si
et seulement si XY a une espérance.

Or: XY =UVH+UW +VW +V?2et U, V,W sont indépendantes admettant
une espérance, donc les produits deux a deux de ces variables admettent une
espérance (valant le produit des espérances) et V' admet une variance, donc
un moment d’ordre deux. Bref E(XY') existe et :

E(XY)=EU)EV)+EU)EW)+EV)EW)+ Var(V) + E(V)?
=AM AN+ M+ pt+ =0+ p)?+p
D’ou :
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Cov(X,Y) = E(XY) = B(X)E(Y) = A+ >+ — (A -+ )2 = g
b) Comme, par indépendance : Var(X) = Var(Y) = X + u, il vient :
Cov(X,Y) 1

PX,Y - OxX0y - A + 1%
3. a) Si (X =n) est réalisé, alors V peut prendre les valeurs 0,1,...,n et :
P(X=n)Nn(V=Ek) P(X=n)NU=n-k))
P =n V — ]’C - =
(x=n)( ) P(X =n) P(X =n)
—p =X AR
_PX=n)PU=n—k) _° H® uh
P(X =n) o= (Atp) A"

n!
n k; A \n—k
PV =4 = () (2 ) ()
Autrement dit, la loi de V' conditionnellement a la réalisation de I’événement

(X =n) est la loi binomiale de parametres n et X 5_ mh

. n
b) Ainsi Ex—n)(V) = )\ f/i'

Comme W est indépendante de X, on a E(x_,) (W) = E(W) = A, et par

linéarité :

Br=m(Y) = A+ 4

c)A—l—%>n<:>>\2+)\,u+nu>n>\+nu<:>>\+u>n.

4. Dans une telle population, il y a une tendance a la stabilisation des tailles
autour de la moyenne dans le sens ou les fils nés de peres plus petits que la
moyenne sont en moyenne plus grands que leur pere, alors que les fils nés de
peres plus grands que la moyenne sont en moyenne plus petits que leur pere.

Exercice 3.15.

Une urne contient R boules rouges et B boules blanches. On pose N = R+ B.
On effectue une suite de tirages au hasard d’une boule de cette urne selon le
processus suivant :

e lorsqu’on tire une boule rouge, celle-ci est enlevée de I'urne et remplacée
par une boule blanche, avant de passer au tirage suivant.

e lorsqu’on tire une boule blanche, celle-ci est enlevée de l'urne et
remplacée par une boule rouge, avant de passer au tirage suivant.
L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout entier n de N*, on note A,, 'événement «le n®™ tirage améne une
boule rouge ». Soit R,, la variable aléatoire représentant le nombre de boules

rouges contenues dans 'urne a l'issue du n“ tirage.
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1. Soit n > 0. Déterminer la probabilité conditionnelle Pig, —z(Any1) de
A, 41 conditionnellement & I’événement [R,, = k].
En déduire P(A,+1) en fonction de l'espérance F(R,,)

2. a) Soit 1,41 la fonction indicatrice de A, 1. Exprimer R, ; en fonction
de R, et 1,,41.

b) En déduire une relation de récurrence sur la suite (E(R,))n.

c) Exprimer E(R,,) en fonction de n, E(Ry) et de N. En déduire la valeur
de lirf E(R,).

3. a) Soit Z,, = R,,.1,,41. Déterminer la loi de Z,, en fonction de la loi de R,,.

2
b) En déduire que E(Z,) = %

Solution :

1. Si [R,, = k] est un événement non quasi-impossible et est réalisé, alors il y
a k boules rouges dans I'urne avant le tirage et :

k
Pir,=k)(Ant1) = 57
En ne conservant en fait que les événements non quasi-impossibles, on a :

N N k 1
P(Apy1) = kZ::OP(AnJrl N[R, =k]) = kZ::O NP([Rn =k]) = NE(RTL)

2. a) Si on obtient une boule blanche, alors on ajoute une boule rouge et si
on obtient une boule rouge on enléve une boule rouge, soit :

Rn+1 - Rn + 1— 2-]—n—|—1
b) Comme E(1,41) = %E(RN), il vient par linéarité de ’espérance :

E(Ry1) = (1— %) E(R,) +1

c) On est en présence d’une suite arithmético-géométrique, de point fixe

N ot on obtient classiquement :

2

N 2\n . N . _ N
E(Rn) = (E(Ro) = 5)(1 - #) + 55 lim BE(Ry) =5
3.a)xSik € [l,N],onal[Z, =k =[R,=k|N[lyy1 =1] =R, = k|NAp1+1
et donc par le résultat de la question 1. :

P(Z, = k) = P(R, = k)« %

+ Donc :
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P(Zy=0)=1—5 P(Zn=k)=1—L S kP(Rn=k) =1— LER

(Zn=0)=1= 3% P(Zn=k)=1 —Wgo (Ro=k)=1— HE(R,)

b) AinsiE(Z):gjkP(Z ):lﬁkﬂp( — k)= L1 B(R?)
K k=0 " Nkzl N "

Exercice 3.16.

Sur le cercle de centre O et de rayon 1, on considere un point A fixe et un
point B choisi aléatoirement (la suite du texte précisera le sens a donner a
cette expression). On note L la variable aléatoire égale a la distance de O a
la corde AB : L est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, B, P) prenant ses valeurs dans [0, 1].

On considére la mesure 6 de 1’angle (Oj/,?)_B)) prise dans [0, 27[.

1. Exprimer L en fonction de 6.

2. a) Montrer que la restriction de la fonction cos a [0, 7] admet une fonction
réciproque qui est dérivable sur |—1, 1[.

b) On note arccos cette fonction réciproque. Calculer pour tout z € |—1, 1],

la dérivée arccos’(z).

3. On suppose que € est une variable aléatoire sur l’espace probabilisé
(Q,B,P), suivant une loi uniforme sur [0,27[. Donner la fonction de
répartition I’ de L et montrer que L admet pour densité la fonction f définie
par :

2,1 4y, 0,1
o= {7 Vi mrE

0 sir<Oouzxz=>1

4. Démontrer que pour tout & € N, L* admet une espérance que ’on notera,
mg.
5. a) Calculer mq et mj.

b) Trouver une relation entre myyo et my. En déduire les valeurs de moy
et mopy1 pour tout k € N.

c¢) Déterminer lim —k
k——+oo Mk4+1

d) Etudier la suite (Sk)ken définie par Sy, = (k+ 1)mgmyy1, et en déduire
un équivalent de my lorsque k — +oc.
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Solution :

1. Soit H le mileu de [A, B], le triangle OHA est rectangle en H et

8—{3{ = |Cos(g)\, soit :

L=0H = |cos(g)]

2. a) La restriction de la fonction cos au segment [0, 7] réalise une bijection
strictement décroissante de [0, 7] sur [—1, 1]. Comme la dérivée de la fonction

cos est non nulle sur |0, [, la bijection réciproque Arccos est dérivable sur
|—1,1].

b) Avec : Arccos'(t) = . - 1
) Avec : Arccos'(t) cos’(Arc cost) sin(Arc cost)

Or sur le domaine utile, la fonction sin est positive et :
sin(Arccost) = /1 — cos?(Arccost) = V1 — {2

soit :
Arccos'(t) = — 1

V1—1t2
3. L prend ses valeurs dans [0, 1], et pour = € [0,1] :
Fr(x) =P(L<z)=P(|cos(/2)] < x) = P(—z < cos(0/2) < x)
et par décroissance de la fonction cos sur le domaine considéré :

Fr(z) = P(Arccosz < g < Arccos(—x))

= P(2Arccosz < 0 <m—2Arccos(z)) = %(W — 4 Arccosx)

Fy, est bien de classe C! sur [0, 1] et L est une variable & densité. Par dérivation
on peut alors prendre pour densité la fonction f définie par :

2 1 .
Ex——— sixz e |0,1
ﬂ@—{” V1-—a? o1
0 siz<Ooux>1

4. L est une variable aléatoire bornée, elle admet donc des moments de tous
ordres.

2

1
5. a)*moz%/o \/fi—sz%[—Arccosx}ézl,

1
_ 2 x _ 2 A .21l _ 2
*ml—%/o ﬁdﬁﬂ—%[— 1—5()2}0—%.
1

b) On écrit : Mo = 2/ zh+l— 2L 4z ot on procede A Iintégration
TJo 2y 1 — 2?2

par parties ainsi préparée :
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1
mk+2:%[xk+1(— 1—x2)};+2(k+1)/ 2FV1 — 22 do
0

_ k+1/‘ vﬁ___ — (k+ 1) (mp — mpsa)
Dot
Miy2 = —llz i % mg

On en déduit, par récurrence :
Mok = 2]{;_1><2]€_3><-~><l><1' Mok4+1 = 2k ><2]{;_2><---><2><2
2k 2k —2 2777 2k+172k—1 3°m
On peut, si on le souhaite, « compacter» ces écritures a 'aide de factorielles,
ce qui donne :

(2K)! 2"k 2

—22k(k!)2 3 M2k+1 = —(2k; 1) x

c¢) Par encadrement des fonctions a intégrer, on a pour tout k de N* :

mog =

0 <mggr <M < M1

Comme lim k=1 _ |im k+1—1

il vient, par encadrement :
k—oo ME+1 k—o0 k

lim —2% —1
k—+oco MEk+1

d) La relation de récurrence donne : (k + 2)mgiomir1 = (k+ 1)mp1my.
Ainsi la suite (Sk) est constante égale a Sy = mgom; = =
2

Comme my, ~ my1, il vient : km3 ~ pm et par positivité de my :

2
Mk (;;) km

Exercice 3.17.

On considere une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

On note p,(0 < p < 1) la probabilité d'un succes S et ¢ = 1 — p la
probabilité d’'un échec E. On appelle séquence de succes de longueur r,
toute suite ininterrompue de r succes consécutifs. On considere la variable
aléatoire T égale au nombre d’épreuves précédant la premiere séquence de
succes de longueur 3. La suite d’épreuves s’arréte alors au troisieme succes de
cette séquence. Par exemple I’événement élémentaire {SSESSS} appartient
a I’événement [T' = 3]|. On admet que T est une variable aléatoire définie sur
un espace probabilisé (£2, A, P) et on note pour tout entier k, t, = P(T = k).

1. Calculer les probabilités tg, t1, to et t3.
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2. Pour tout n € N*, on note ¢,, la probabilité de I’événement A,, : «n’obtenir
aucune séquence de succes de longueur 3 dans une suite de n épreuves).
Exprimer, pour n > 1, t,, en fonction de ¢,,_1.

3. En posant ¢y = 1, montrer que, pour tout n > 3 :

Gn = 4(gn—1+Pgn—2 + P*¢n—3)
Calculer les nombres qq, q1, g2 et gs.

4. Etudier la monotonie de la suite (gn)- Quelle est la valeur la plus probable
de T'?

5. a) Montrer que pour tout s réel tel que |s| < 1, la série de terme général
qns™ est convergente.

+o0o
On pose alors F(s) = > gns™.
n=0

2.2
b) Montrer que : F(s) = L+ps+ps -
1 —qs(1+ ps+p“s)

+o00
c) En admettant que > ¢, = lin} F(s), retrouver la valeur de la somme
n=0 s

—+ o0
de la série ) ty.
k=0

Solution :

1. tg = P(SSS) = p?, t1 = P(ESSS) = qp?, ts = P(.ESSS) = ¢qp3, ot le
point signifie que le résultat du premier essai est sans intéret.
De méme t3 = P(..ESSS) = ¢p® (méme remarque).

2. Réaliser [T" = n], c’est ne pas avoir trois succes consécutifs au cours des
(n — 1) premieres épreuves, avoir un échec au rang n et enfin trois succes
consécutifs. Par indépendance, il vient :

t, = Qn—lqu

3. Pour n > 3, on regarde ce qui se passe au début. Réaliser A,, c’est :

— Soit commencer par un échec, puis ne pas avoir de triplet de succes au
cours des (n — 1) épreuves suivantes.

— Commencer par un succes suivi d’un échec, puis ne pas avoir de triplet de
succes au cours des (n — 2) épreuves suivantes.

— Commencer par deux succes suivi d’un échec, puis ne pas avoir de triplet
de succes au cours des (n — 3) épreuves suivantes.
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Donc, par incompatibilité et indépendance :
V> 3,0 = qqn-1 + Pqdn—2 + P*q4n-3
Comme gy = q1 = g2 = 1, il vient alors :
g3 = q(1+p+p?) =1—p> (ce qui se voit directement)

4. Comme A,, C A,_1, la suite (g,) est décroissante. La valeur la plus
probable de T est donc clairement 0.

5. a) Pour |s| < 1, on a:0 < |g,s"| < [|s|” et la convergence de la série
géométrique de terme général |s|™ donne la convergence (absolue) de la série
définissant F'(s).

b) On écrit :
F(S) = z qnsn =1+s+ s + Z Q(Qn—l + Pqn—2 +p2Qn—3)3n
n=0

n=3
o [ee} [ee]
=14+s+5"+qs Y qn15"" +pgs” 3 qn25" *4qp®s® 3 qn3s"?
n=3 n=3 n=3
=1+s+5"+qs(F(s) =1 —5) +pgs*(F(s) — 1) + gp*s’F(s)
et en développant et en regroupant :
2.2
F(s) = 1+ps+p822
1—gs(1+ps+p°s”)

c¢) En admettant :
< l+4p+p* 1-—p° _1-p
ZQH— _ 2y T 1 p—g(1l—p3 3
n=0 1—q(1+p+p7) p—q(l—p°) qp

On en déduit :
(&) 1 — p3
ty =p° 4+ qp® —— =1
k=0 qp

On retrouve ainsi le fait que T est bien une variable aléatoire, puisque définie
«presque partout ».

Exercice 3.18.

Soit I = ]1/2,1[, p un parametre réel de I et ¢ = 1 — p. Soit X une
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) & valeurs dans
{2,4,6,...,2z,...}, telle que pour tout z € N* on a :
1 — 2pq siz=1
P(|X =2x|) =

( ) { (2pq)*(1 = 2pq)* 2 siz >2
Pour N € N*| on désigne par (X1,...,Xy) un N-échantillon i.i.d. de la loi
de X.
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Soit (221, ..., 2zN) un N-échantillon de réalisations du N-échantillon (X, ..., Xx)

tel que, pour tout k de [1, N|, x € N*.
N
On pose : T = % > x, et on désigne par m le nombre de réalisations égales

k=1
a 2.
On suppose que : T > max (1;4(1 — %)), etonnote: E={ke[l,N]| x>
2}.
1. Montrer que > zx = NT —m.
keE

2. Soit L et H les deux fonctions définies sur I par

L(p) = P( (]% (X}, = 224]) et H=1InoL

k=1
a) Donner, pour tout p de I, 'expression de L(p).
b) Montrer que H est de classe C* sur I.

c¢) Montrer que H admet un maximum sur / en un point noté p.

Solution :

N
1.Ona: NT= > xp= >, o+ >, Tpr= >, T+ mxl, soit :

k=1 kEE kéE )
Y xg=NT—m
kelk
2.a)Ona:
L(p) = kl;llp([Xk = 2m3]) = kl;[E P([Xr = 2])x kl;IEP([Xk = 2xy))

= (1= 2pg)" < (2pq)>*N ™) (1 — 2pg) 2 72N =)
L(p) = (2pq)* N =) (1 — 2pq)NT—2(N=m)
b) En développant :
H(p) =2(N —m)In(2p(1 — p)) + (NT — 2(N —m))In(1 — 2p(1 — p))

Orpel|l1/2,1] = 0<p(l—p) < i et H est clairement de classe C!.
1—2p _ —24+4p
c) H(p) =2(N —m)—=+ (Nz—2(N —m

Soit + H'(p) = 202 (N — m)(1 ~ 2pg) + (2L — m) ~ N7)pa)
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Ou encore : 51 _9
1'(p) = 212D (N ) — Nzp(1 )
pq(1 — 2pq)
Comme p > %, le signe de H'(p) est 'opposé de celui de p? — p + Nﬁfm.

Ce trindme du second degré a deux racines de somme 1 et de produit N —m
positif. Ainsi ces deux racines sont entre 0 et 1, et on retient la racine

supérieure a 1/2 :
~_ 1,1 /; 4N-m)
pP=g+ 2\/ Nz
qui donne le tableau de variations (H'(p) est positif entre les racines) :

p| 1/2 p 1
s
H| _Nzlm2 (p) N —x0

Exercice 3.19.

Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 1. On a invité n personnes
a une conférence mais certains invités ne pourront pas venir; on appelle
«auditoire » I’ensemble des personnes qui viennent. On note p; la probabilité
que cet auditoire soit formé de k personnes fixées et on suppose que p; ne
dépend que de k, et pas des personnes composant cet auditoire. On suppose
aussi que, pour tout k£ € [0,n], un auditoire de k personnes est k fois plus
probable qu'un auditoire d’une seule personne i.e. pr = kp;.

1. Combien y a-t-il d’auditoires différents possibles 7 Combien comportent k
personnes 7

;_1. Déterminer la loi du nombre X de personnes

2. Montrer que =
que pi "

qui viennent.
3. Quelle est la probabilité qu’un invité donné soit bien présent ?

4. Montrer que, avec cette modélisation, les événements «l’invité a est
présent » et «l'invité b est présent » ne sont pas indépendants.

5. Les invités qui viendront ont prévenu le conférencier qui a réservé une salle
qui comporte exactement le bon nombre de sieges. Une personne qui n’était
pas invitée décide de venir aussi ; elle a autant de chances de trouver un siege
que les personnes invitées.

Déterminer la probabilité ¢, que cette personne reste debout et déterminer
un équivalent simple de g, quand n tend vers —+oo.
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Solution :

1. Comme card P(E) = 2°4E ] y a 2" auditoires possibles, dont (Z)

auditoires formés de k personnes, pour k € [0, n].

2.1lya (Z) auditoires de k personnes, chacun de probabilité p, = kp;, donc

par partition de 'univers des possibles :
n

n w n w n
=3 (3o =m 2 (5) = 3 k()
(Notons que l'on a pg = 0, il est donc quasi-impossible que le conférencier se

retrouve seul !)
n n

Pour k£ > 1, onak(Z) :n(k:}) et donc zn: k(Z) —nZ (n—%) =
k=1

n2" 1 et donc : .

n2n—1
Ainsi : n . n
X(Q) =[1,n] et Vk € [1,n], P(X = k) = (k)pk - W(k)

3. La probabilité qu’un invité donné «I» soit présent est la somme des
probabilités de tous les auditoires ou figure I.

pP1 =

—1 o .. el s
Ilya (Z B 1) auditoires de k personnes contenant I et ainsi la probabilité

Pr cherchée vaut :
n

Pr=3 (Z:})pk:pl i k‘(z:}) =p i%—l“)(zj)

—n(50-0(373)+ S (1 71)) =miltn- 2t ez

k=2
(n—l)Qn 2+2n 1 _n+1

pr= n2n_1 2n

4. De méme la probabilité que deux individus «a» et «b» donnés soient
présents est donnée par

Pop= > (Z:g)pk:pl(gk(n >+2 ) (n—z))

k=2
_ (n—=2)2" 422" 49
n2n_1 4n
et : Lo N .
_ - n _(n - 1
Pa,b Pan— an ( 2n) = 4712#0
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Ce qui prouve la non-indépendance des événements.

5. La probabilité que la personne en question reste debout, sachant que
1

I Par la formule des probabilités

I’auditoire comporte k& personnes, est

totales, il vient alors :

= 3 k(1) =n(E (1) - 5 e (1)

k=0
_ofon_ 1 a1 e 2 1
=n(2 n+1k§0(k+1))_n2n—1(2 n+1 )
_ 2 _ 4 1 ~ 2
=5 n(n+1) + n(n+1)2""1 (o) N

Exercice 3.20.

1. Soit ¢ un réel tel que t ¢ {—1,1}. Déterminer deux réels A(t) et B(t) tels
que pour tout réel u > 0 :
1 Alt) | _B()
(14+u)(14+t%u) L1+u  14t%u

2. Soit g la fonction définie sur R*\{—1,1} par : g(t) = %x%
T _

a) Montrer que g se prolonge par continuité en —1 et 1.

400
b) Montrer que l'intégrale Int gt et convergente.
o tP—1

3. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) dont une densité f est définie sur R par :

_ 1
f(ZU) - 7_‘_(1 i 562)

Soit Y une variable aléatoire indépendante de X, de méme loi que X. On
pose T = %, et on admet qu’une densité fr de T est donnée, pour tout ¢
réel non nul , par :

“+o0
fr(t) = / 1y () f(ty)dy

a) Montrer que pour tout réel ¢ non nul :

+o0
_ 2 Y
fT(t) - 7T2/0 (1+y2)(1+t2y2)dy

b) En déduire I’expression de fr.
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400
c¢) En déduire la valeur de l'intégrale / tzlntldt.
0 _

Solution :

1. Par réduction au méme dénominateur et identification, il vient :

A= -1 § B)= L
t2—1 2]
' ' 2 t—1
2. a) La fonction g est paire et Int (N1) t—1 = g(t) (N) pXt2 -1
2 1 9 N . 1 . 1
2 dou limg(t) = —5 et done lim, g(t) = =5
1

On pose donc : g(—1) =g(1) = .
T

b) La fonction h a intégrer est bien entendu implicitement supposée
prolongée par continuité en 1. Cette fonction est positive et :
x lim t3/2h(t) = 0 (négligeabilité classique) et la régle de Riemann

t—+oo

+oo
montre que / h(t) dt converge.
1

1
* h(t) (r\;— - Int et la convergence connue de l'intégrale / Int dt donne
0 0

1
celle de/ h(t)dt.
0

L’intégrale proposée converge.

3. a) Le résultat admis donne, par parité :

400 oo
1 1 1 1 1 2y
t) = = = dy = = d

b) Le changement de variable u = y* est de classe C! et strictement
monotone, donc légitime et donne :

1 ee du
#) = L
Jr(t) 7r2/0 (1+u) (1 + £24?)
Or, par le résultat de la question 1. et pour ¢ ¢ {—1,1} :

A
du _ 1 1+2u\]% 1 1+ 24
/0 (1+u)(1+t2u2)_t2—1[1n( 1—|—u)}0_t2_11n( 1+A)

+oo
: d _ 1 T
et donc pour ¢ # 0 : /0 T u)(1u+ =) T P o1 In(t?), soit :
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Int|
Vi 1,0,1
¢ (1,01, fr(t) = Zx L
et on peut décider de poser fr(—1) = fr(1) 1
c) Comme T est une variable paire, on a : / f@) % et ainsi :
0

oo Int w2
dt =
o t2-1 4

Exercice 3.21.

On suppose que toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur
le méme espace probabilisé (€2, A, P). La lettre a désigne un réel strictement
positif donné.

1. Soit f la fonction définie sur R par :
f(x):{(a+1)x S?O<:L'<1
0 sinon
a) Vérifier que f est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire admettant f comme densité. Calculer
I'espérance E(X) de X.

2. Soit n € N*. On considere la fonction g,, définie par :

(et D% ot x
gn(x) = { T(n) ( Inz) O<zr<l1

0 sinon

1
a) Montrer P'existence de I'intégrale / 2%(—Inz)"dz.
0

b) A T'aide du changement de variable v = — In z, montrer que g,, est une
densité de probabilité.
Soit T,, une variable aléatoire réelle de densité g,.

c) Vérifier que T,, admet une espérance et calculer E(T,,).

3. Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes, suivant la méme

loi que X. On pose Z = %
2

a) Donner une densité des variables aléatoires Y7 et Y, définies par
Yl = thl et Y2 == —thQ.

b) En déduire une densité de la variable T' = In Z.
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0 six <0
a+ 1 a :
c¢) Soit h la fonction définie par : h(x) = 5 7 si0<z<l
_a—é— Ly—@+2) ¢ >1
Montrer que h est une densité de Z.

4. Soit (Xg)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

n
toutes la méme loi que X. On pose W, = H X5

k=1
Montrer que la variable aléatoire W,, admet g,, comme densité.

Solution :

1. a) La fonction f est positive, continue par morceaux et

/sz/ol(a—kl)xadaz: [:c““}(l) =1

f est une densité de probabilité

1
_ a+1 _a+1
b)E(X)_/O(a+1)x dr = 041

2. a) La fonction a intégrer est continue sur |0,1] et comme a > 0, elle
est prolongeable par continuité en 0 en posant g,(0) = 0 (limite classique),
I'intégrale est «faussement impropre» ...

b) ...et le changement de variable u = —Inz est de classe C! strictement
monotone, donc légitime et donne :
1 0 +oo
/ r%(—Inz)" " tdx = / (em")eu " (—e )du = / utle~ (et ugy
0 +oo 0
La connaissance des lois Gamma montre alors que g,, qui est positive et
continue par morceaux est bien une densité de probabilité.

c) T;, est une variable aléatoire bornée, elle admet donc une espérance et :

1 a+1 400 n
E(Tn) = / m(— ln:c)”_ldgc = / Me—(a—m)uun—ldu
0 P(n) 0 P(TL)
n +oo n
— %/ (CL + 2) e—(a+2)uun—1du
(CL + 2) 0 F(?’L)
et en reconnaissant encore une intégrale de densité d’une loi I' :
(a+1)"
(a+2)"

E(Tn) =
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3. a) * Y7 prend ses valeurs dans R™, et pour y < 0 :
Fy,(y) = P(Y1 <y)=P(nX; <y) = P(X; <e¥) = Fx,(e¥) = (e¥)2H!
On peut donc prendre pour densité de Y; la fonction f; définie par :
fily) = (a+1DeletDy iy <0et fi(y) =0siy >0
* On obtient symétriquement et en notant fo une densité de Y5 :
foy) = (a+ e @ siy >0 et fo(y) =0siy <0

b) X7 et X5 sont indépendantes, donc Y; et Y3 aussi et, par convolution,

une densité fr de T est définie par :
“+o0

fr(z) = fi(z —t) f2(t)dt

et les expressions de f1 et fy obligent a distinguer deux cas :
* Six <0,

“+o0
friz) = / (a+ DeletD@=0) (g 4 1)e~(a+ Dty
0

400
= (a+ 1)Qe<“+1)w/ e 2atDt gy — %(a + 1)elet Dz
0
* Six >0,

“+o0
friz) = / (a+ DeletD@=0 (g 4 1)e~(a+ Dty

400
= (a + 1)26("’“)”0/ e~ 2(at)t gy — %(a + 1)e~ (et D)z

x

¢) Z prend ses valeurs dans RT et pour x > 0,
Fz(x)=P(Z<z)=P(T <Ilnz) = Fr(lnx)

On peut donc prendre, toujours pour x > 0, h(z) = %fT(ln x), soit :

h(x) = %(ajt Dz si0<x<1leth(z)= %(a + Dzt gig > 1
4. W,, prend ses valeurs dans [0, 1] et pour z € ]0, 1] :
Fy (z)=PW, <z)=P(nW, <lnz)=P(—InW, > —Inx)
=1-P(> —InX; < —Inx)
k=1

Chaque variable aléatoire —In(X}y) suit la loi exponentielle £(a + 1), donc,
et n.

par indépendance, leur somme suit la loi Gamma de parametres a _1|_ I
Par dérivation de la fonction de répartition d’une telle loi, on peut alors
prendre :
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Va € 0,11 fir, () = LEED gty ine gy gy

Exercice 3.22.

Un sondage consiste a proposer 'affirmation « A » a certaines personnes d’une
population donnée. Le sujet abordé étant délicat, le stratageme suivant est
mis en place afin de mettre en confiance les personnes sondées pour qu’elles
ne mentent pas.

L’enquéteur dispose d’un paquet de 20 cartes, numérotées de 1 a 20, qu’il
remet a la personne sondée. Celle-ci tire une carte au hasard et ne la montre
pas a ’enquéteur.

La regle est alors la suivante :

e sila carte porte le numéro 1, la personne sondée répond «vrai si elle est
d’accord avec affirmation « A» et «faux» sinon,

e sila carte porte un autre numéro, la personne sondée répond «vrai» si elle
n’est pas d’accord avec l'affirmation « A» et «faux» sinon.

Le but de 'enquéte est d’évaluer la proportion p de gens de cette population
qui sont réellement d’accord avec 'affirmation «A ».

1. On interroge une personne selon la regle précédente et on considere
I’événement suivant, noté V : «la personne répond «vrai»». On note 6 la
probabilité de I’événement V.

Exprimer 6 en fonction de p, puis en déduire p en fonction de 6.

2. Certaines considérations théoriques laissent penser que p = 17/18.
a) Calculer 6.

b) Calculer la probabilité pour qu'une personne ayant répondu «vrai» soit
d’accord avec Daffirmation «A ).

On revient au cas général ou on ne connait ni p, ni 6.

3. On considere un échantillon aléatoire, de taille n, extrait de la population
considérée et on note S,, le nombre de réponses «vrai» obtenues. On suppose
n assez grand pour pouvoir considérer que cet échantillonnage est assimilable
a un tirage avec remise.

a) Donner la loi de S,, ainsi que son espérance et sa variance.

b) Montrer que % est un estimateur sans biais et convergent de 6.
4. Dans cette question, on suppose que ’on a réalisé un échantillon de 100
personnes et on constate que 23 personnes ont répondu «vrai.
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a) Donner une estimation ponctuelle de 6 et de p.

b) Donner un intervalle de confiance au niveau de confiance 0.95 de 6 puis
de p.
On rappelle que si ¢ désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire
X suivant la loi normale centrée réduite, alors ®(1.96) = 0.975.

Solution :

1. Notons T} 1’événement «la personne tire la carte 1%, (T7, T} ) est un systéme
complet, et :

0 = P(V) = P(T1)Pr, (V) + P(T))P(V) = s p+ 12 (1 — p)

207 30
19—18p 19 — 200
0="55 »P=""1g

_ 17
2. a) p= 75 donne 6 = 10
b) Notons D I’événement «la personne est d’accord avec 'affirmation A »,
on a:
1
PD)Pp(V) _ 3P _ 1
P(V) 0

J

Py (D) =

w

6

a) Sy, suit la loi binomiale B(n, ) d’espérance nf et de variance nf(1 —0).
b) Ainsi E(S,/n) =0 et V(S,/n) = 16(1—0) — 0, donc :

(S, /n) est un estimateur sans biais convergent de 6

4. a) Puisque 23 personnes ont dit «vrai», une estimation ponctuelle de 6 est
f = 0,23 et une estimation ponctuelle de p est alors p = 19 18209 = 0,8.

b) On a tp95 ~ 1,96 et [0,23 — _to95 . 0,23 + o5 ] est un intervalle de

2V/100° T 2v/100

confiance symétrique de 6 au niveau de confiance de 0,95. Ce qui donne ici
pour intervalle de confiance de 6 :
(0,132 ;0,328]

, un intervalle de confiance de p, au méme niveau de

Avec p — 10-200

confiance, est donc :
[0,6911 ;0,9089]

Exercice 3.23.

Soit g la fonction définie sur R* par
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t_
Wt £ 0,g(t) = S

1. a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolonge-
ment, encore noté g, admet un développement limité a tout ordre au voisinage
de 0.

b) Tracer la représentation graphique de g.

2. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson P(A) de parametre

_ 1
A>O,etY—X+1.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.
b) Démontrer que, pour tout r de N, Y admet une espérance FE(Y").

c¢) Calculer I'espérance de Y. Exprimer la variance de Y en fonction de la
somme

+o0 nt1

S A
)\ —= —_—
S( ) n:O(n_+1)%ﬂ

3. a) Démontrer I’encadrement , valable pour N € N* et ¢ € [0, A] :
N-1 n AN
t e\
0<g(t)— > <
90 = 2 D S I

b) En déduire lexpression de la somme de la série de terme général
An+1

(n+1)*n!’
c¢) Expliciter la variance V(Y') a 'aide de la fonction g.

n € N, a ’aide d’une intégrale.

Solution :
1. a) * On sait que e’ — 1 5 t, donc 1%im% g(t) = 1 et g est prolongeable par
0 —

continuité en 0, en posant g(0) = 1.

n+1

k—1
x On sait que e = > tt + o(t™*1), donc ¢(t) = Z t— + o(t")
(0) g=o k! k=1

et g admet bien un développement limité a I'odre n, au voisinage de 0.

b) Pas de probleme, la représentation graphique de g a méme allure que la
représentation graphique de la fonction exp.
__1 A"
a) Ona Y (Q) =1 +1,n€N}etVn€N,P(Y—n+1) n|e

b) Y est une variable aléatoire bornée, elle admet donc des moments de
tous ordres, ce que I'on peut vérifier aisément sur la série définissant E(Y™").
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00 —)\ o© n+1 —A X n
E(Y) = - A _ € A _ € )\_
c)x B(Y) =e 1)l A Eo(nﬂ)v X &= )
—A
E(Y) = €2 (et 1)
xB(Y?) =e S — A — e 5\, don

V(r) = S280) - (A=)

3. a) D’apres la formule de Taylor-Lagrange et la connaissance du développement
de la fonction exponentielle, on a :

N—-1 4 tN
t) — = e, pour un certain c de [0,¢
9(t) ngo (n+1)! (N+1)! P 0,4
Soit :
N—1

* _ t" AN A
VN e N Vte[0,A],0<g(t) — > < Te

b) En intégrant sur le segment [0, \] :
A N=1  yn+l AN+

0 </O 9= o T S V)

e>\

. AN—i—l
Comme ngnoo m

A
e = 0, il vient, par encadrement : S(\) = / g(t)dt
~ 0
A [
c) Et donc : V(Y) = eT/ g(t)dt — [g(—\)]?
0

Exercice 3.24.

Un joueur prend pour cible un mur muni d’un repére orthonormé (O, 1, j).
On note X et Y les variables aléatoires désignant respectivement 1’abscisse
et 'ordonnée du point d’impact du tir sur le mur, et on suppose que X et
Y sont indépendantes, de méme loi normale centrée réduite. On note @ la
fonction de répartition de X.

1. Donner une densité de | X|. Montrer que la variable aléatoire Z = | X|+|Y|
admet comme densité la fonction A définie par :

2 —t?/4 v —v? .
h(t) _ %e /_t/2e dv sit 2 0
0 sinon

2. a) Déterminer la dérivée de la fonction ¢ définie sur R par :
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2
o(t) :/ e v dv

—t/2

b) Etudier les variations de @ et tracer l'allure de sa représentation
graphique dans un repere orthonormé du plan.

3. On peint sur le mur le carré plein de sommets (1, 0), (0,1), (—1,0) et (0,—1).
On note p la probabilité pour que I'impact soit dans le carré. Déterminer p
en fonction de ®.

Solution :

1. La variable aléatoire | X| prend ses valeurs dans R™ et pour tout >0 :
PX|<z)=P(-z< X <z2)=9(z) — ¢(—z) =2P(x) — 1

Par dérivation légitime, une densité f de | X| est :

0 stz <0
X et Y étant indépendantes, il en est de méme de |X| et |Y| et une densité
h de Z s’obtient par convolution (Z est une variable aléatoire clairement &
valeurs dans R, on prend donc h nulle sur R*) :

+o0 t
Vi 0t = | Fu)f(t—u)du= / o2 -0 2y
o'} 0

Le changement de variable v = u — % donne alors :
_42/4 [t/2
Vt>0,h(t) = M/ e’ dv

1) = La—(t/2)? _ (L L1y o= (=t/2)% _ —t?/4
2. a) ¢'(t) 5 € ( 2)e e :
b) Ainsi la fonction ¢ est strictement croissante sur R, clairement impaire

et de limite en +oo valant 2/7. Le tracé s’en déduit sans peine.

3. Le carré en question est vu comme un losange et est ’ensemble des points
du plan dont les coordonnées vérifient |z| + |y| < 1, ce qui correspond donc
a l’événement Z < 1.

P(Z<1) = /Olh(t) dt = /01(%6—752/4/“2 e—«ﬂdv)dt - %/1230/(15)@(75) dt

—t/2 0

1 1 1 1/2 )
- [ e
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Enfin, le changement de variable v = % donne :

P(Z<1) = /1/\/§e_w2/2dw = L (2a(L)—1)
™2 NG VT 2

Exercice 3.25.

Soit X une variable aléatoire a densité a valeurs dans R et f une densité de
X. On note Y la variable aléatoire égale a la partie entiere de X.

1. a) Pour k € Z, expliciter P(Y = k) au moyen d’une intégrale.

b) On suppose que f est nulle sur R™. Montrer que Y admet une espérance
si et seulement si X en admet une et que, dans ce cas :

EY)XEX)<EY)+1
c) Expliciter la loi de Y et son espérance dans le cas ou X suit la loi
exponentielle de parametre A.
2. Dans cette question X suit la loi normale centrée réduite.
a) Expliciter la loi de Y a l’aide de la fonction de répartition ® de X.
b) Pour k € N*| comparer P(Y = —k) et P(Y =k —1).

¢) Montrer que Y admet une espérance et calculer celle-ci.

Solution :

l.a)Ona (Y =k) = (k< X < k+1) et comme une variable aléatoire a

densité ne charge pas les points :
k41

P(Y =k) = f(t)dt
k
b) Si f est nulle sur R™, on a Y(2) C N et pour tout k de N :

k+1 k+1
S kP(Y=k)=k| f)dt< / tF(t) dt
k k

400
donc l'existence de E(X), i.e. de tf(t)dt, prouve la convergence de

0
la série de terme général kP(Y = k), donc de lespérance de Y et, par
prolongement des inégalités a la limite :

(e’ +oo
B(Y) = 3 kP(Y = F) < /0 LF() dt = B(X)

k+1 k+1
. Deméme (k+1)P(Y =k) = (k+1) [ ft)dt > / LE(t) dt.
k k
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n+1
Si E(Y) existe, alors E(Y + 1) aussi et la suite n — / tf(t)dt, qui est

0
croissante, est majorée, donc a une limite ¢ lorsque n tend vers l'infini.
X
Ainsi la fonction x +— / tf(t)dt est une fonction croissante majorée
0

(I'intégrale sur [0,x] est majorée par l'intégrale sur [0, x| + 1], elle-méme
majorée par £), donc a une limite en +o0o et F(X) existe et E(Y +1) > E(X).

E(Y)<E(X)< E(Y)+1

k1
c) Si X — E(N), alors P(Y = k) = / Ae Mdt = e M — e AEHD) ot
k
EY)=(1-e?) S ke =1—eM)xC = e
k=0 (1—e?)? 1—e?

2.a) P(Y = k) = (k + 1) — d(k).

b) Pour tout k, on a : P(Y = —k) = ®(—k+ 1) — &(—k). Or &(—z) =
1 — ®(z), donc :
PY=-k=(1-®k-1)—(1—(k)) =2(k)—P(k—-1)
c’est-a-dire :
PY=-k)=PY =k—-1)

k+1
c) Pour k>0, 0on a kP(Y = k) = \/%/ e~ /24t < \/%lliz.e_kW2
T™Jk s

Donc k3P(Y = k) — 0 et kP(Y = k) converge.
1

k—o0 k=
De la méme fagon (cf. b)), >  —kP(Y = —k) converge et finalement Y admet
k=1

une espérance.
On peut écrire maintenant, en regroupant :

BY)= 5 kP(Y = k) = 3 k(P(Y = k) — P(Y = —k))
k=—o00 k=1
Soit :

E(Y)= S [kP(Y = k) — kP(Y = k —1)]
k=1
S RP(Y =k) = S (k—1)P(Y =k —1)= 3 P(Y =k —1)
k=1 k=1 k=1
=—PY >0)=-P(X >0)
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Exercice 3.26.

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes et possédant comme densité la fonction f définie sur
R par :

_ 1
flw) = (1 + 22)

1. Montrer que la variable aléatoire X; définie par :
X, = {ln\X\ si X #0

0 sinon
est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de X;.

2. Prouver que la variable aléatoire Z = In|XY| admet comme densité la
fonction g définie par :

dxe” : x
_ ) (e —1)
=TT
5 siz=0
T

3. Montrer que 7' = | XY'| est une variable a densité et donner une densité de
T.

4. En déduire la convergence et la valeur des intégrales :

—+ oo 1
I:/ Inz dx, et J:/ nz g,
0 0

| |

Solution :

1. X7 prend ses valeurs dans R et pour tout x de R :
Fx (x) =P(X; <z)=P(ln|X|<x)=P(|X| <e”)=P(—e* < X <e%)

xT xX

:/e dt :/e 2
—ee (L1 Jo m(1+1?)

La fonction F; est de classe C! sur R, ce qui prouve que X; est une variable
a densité et, par dérivation d’une composée, on peut prendre pour densité la
fonction fx, définie par :

2
Ve eR, f(z) = r) = —=—5—¢€"
f( ) fXI( ) 7T(1—|—€2x)
2.0na Z =1In|X|+In |Y| et les variables aléatoires X1 =In|X|et Y; =In|Y|
sont indépendantes et de méme loi . Ainsi Z est une variable & densité et une
densité g de Z s’obtient par (auto)-convolution :
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400 400

v d
Ve eR,g(x) = o fw)f(z —u)du= i% e (14 e2u)(1u+ e2(w—U))

_ de” / o e du
7'('2 - (1 4 e2u)(62w n eZu)
Par le changement de variable légitime v = e?* il vient :

400
VreR, g(z) = 26;/ dv2
™ Jo (14 v)(e** +v)

Pour x # 0, la décomposition de la fraction rationnelle donne :

2e” el 1
_ 2" _ d
g9(z) 72 (o2 _1)/0 (1+v 62x+v) v

_ 2e” [1 1+ }_)JFOOZ 2e”
g(x> 7T2(e2ac_1) n(62m+v) 0 7_‘_2(62910_1)

et on peut donner & g n’importe quelle valeur en 0, par exemple -% (qui rend

g continue sur R), soit :
dre”

-1
g9(z) = ”(62 )
=5 siz=0
T

3. T = e prend ses valeurs dans R% et pour ¢t >0, on a :
Int

Fr(t) = P(T <t) = P(Z <Int) = / #ﬁu_l)du

et le changement de variable autorisé u = Iny donne le résultat :

t
41lny
Vit >0,Fp(t :/—dy
S A VLR

(la fonction a intégrer se prolonge par continuité en 1, il n’y a donc pas de
probléme)

Par dérivation, une densité ¢ de T est :

At s 0ett#£1

™ 17 =1
p(t) = % sit =1 (pour la continuité . ..)
0 sinon

4. L’intégrale de ¢ sur R valant 1, on a :

I:/+OO s dx:Tr—2
0

2?2 —1 4
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1 4+ o0
Le changement de variable t = 1 ontre que / én_xdx = / gl—xda:
U oL — 1 1 z°—1

1 2
J:/ %nx do = T
o T —1 8

et ainsi :




O

QUESTIONS COURTES

1. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre a > 0. On
note f une densité de X. Justifier 'existence et calculer, pour tout z de R :

+o00
G(z) = / P(X < zz)f(z)dx

— o0
Vérifier que G possede les propriétés caractéristiques d’une fonction de
répartition.

2. Soient X1, Xo et X3 trois variables de Bernoulli de parametres respectifs
p1,p2 et p3. On suppose ces variables définies sur le méme espace probabilisé
et indépendantes. On suppose que p; + p2 + p3 = 1 et on note § =
X1+ Xo + Xs.

Déterminer la valeur maximale de la variance de S et préciser quand elle est
atteinte.

3. Soit a un réel non nul, n un entier strictement plus grand que 1 et
A € M, (R) telle que A(A — al) = 0. Montrer que A est diagonalisable.

0 1
0 0
Donner un exemple non trivial d’une matrice nilpotente telle que I’équation
matricielle X2 = A possede des solutions.

4. L’équation matricielle X2 = a-t-elle des solutions dans My (C) ?

5. On considere I’équation z? + px + ¢ = 0, avec p,q € Z. On suppose que
cette équation admet une solution complexe non réelle z telle que |z| < 1.
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n

Montrer que |z| = 1 et qu'il existe n € N tel que 2" = 1. Quelles sont les

valeurs possibles de n 7

6. Soit (E, (.,.)) un espace euclidien. Trouver toutes les fonctions f définies
sur F a valeurs dans R telles que :

V(u,v) € E%, f(u+v) — f(u—v) = 4{u, v)

7. Trouver toutes les fonctions f : RT™ — R pour lesquelles il existe des réels
k>0eta>1tels que:
V(z,y) € R*?,[f(z) — f(y)] < K|z —y|*

A-t-on le méme résultat si on suppose 0 < a < 17

8. Soit A une matrice inversible telle que tous les coefficients de A et de
A1 sont positifs ou nuls. Montrer que chaque ligne et chaque colonne de A
comporte un coefficient non nul et un seul.

9. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé, indépendantes et suivant la loi uniforme sur {1,2,...,n}. Déterminer
la loi de la variable aléatoire X — Y.

% . L 1\2n 2\n
10.P0urn€N,onpose.un—(l—kﬁ) _(1+ﬁ>'
Déterminer la nature de la série de terme général wu,,.
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