1
ANALYSE

Exercice 1.1.

Soit f: D = (R% )3 — R définie par :
f(@,y,2) = xIn(z) + yIn(y) + z1In(z)

1. La fonction f est-elle minorée, majorée, bornée sur D 7

2. Justifier que la fonction f est de classe C! sur D.

Soit a un réel strictement positif. On considere [’ensemble
Co={(z,y,2) eR® | x4+ y+2=3a}

et on note g = fle, la restriction de f a C,.

3. Montrer que si g admet un extremum local au point (z,y, z), alors :

l+In(z)=1+In(y) =1+ 1In(z)

4. Etudier 'existence des extremums locaux de g. Comparer la (les) valeur(s)
obtenue(s) a celle(s) trouvée(s) a la premiere question.

5. Retrouver les extremums de g en se ramenant a 1’étude des extremums
d’une fonction de deux variables bien choisie.

Solution :

1. Soit la fonction ¢ : & +— z Inx. Alors ¢'(z) =1+ Inz et donc :
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x |0 1/e +oo| (ona gcli)rgl+ o(z) =0)
' (z) - 0+
e 0 N\ —1/e /1

¢ décroit sur |0,1/e] de 0 & —1/e, puis croit sur [1/e,+oo[ de —1/e & +o0.
Ainsi f est non majorée sur D et :
mgnf = —3/e.

2. La fonction f est clairement de classe C' sur D ouvert.

On a par exemple %(9:, y,z2) =1+ Inx.

3. On cherche ici a déterminer un extremum sous contrainte linéaire. La
condition nécessaire d’extremum en M sous contrainte linéaire est :

gr_a’dM(f) € VJ'

ol V est I’espace vectoriel associé & C,. Comme V+ est la droite engendrée par
le vecteur (1,1, 1), cela revient & dire que le gradient a ses trois coordonnées
égales, d’otu la relation demandée.

4. Le seul point candidat est donc le point (a,a,a). On utilise ensuite un
développement limité :

gla+u,a+v,a+w)=(a+u) [lna+ln(1+%)} + -

=3alna+ (u+v+w)(l+Ina)
+%(u2+v2+w2)+0(u2+v2+w2)
Or (a+u,a+v,a+w)elC, = u+v+w=0,doun

gla+u,a+v,a+ w)—g(a,a,a) > 0 pour (u,v,w) «assez petit .
g posséde un minimum (local) en (a,a,a), valant 3alna.
On remarque que rrcling = 3p(a) > 3miny = —3/e = m[i)nf ce qui est

cohérent.

5. Avec z = 3a — z — vy, il vient :
9(x,y,z) = h(z,y) = zIn(z) + yIn(y) + 3a — 2z —y) In(3a —z —y)

et :

oh _ _ o
O (,y) =lnzx —In(Ba —z —y)
oh

ay (x,y) =Iny —In(3a — z — y)
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. V. .. lnx—ln(Sa—x—y):O
Les points critiques de h vérifient :
Iny —In(3a —x—y) =0

. =3a—1x— . .
Soit : { v CTTTY ot n’y a qu’'une solution :xz =y = a.

y=3a—x—y
Puis :
_Phiy =1 1 hpy =1 1
r—axg(%y)—x-i-?’a_x_y,t—8y2(x,y)_y+3a_x_y
_ O°h _ 1
S_8x8y($’y)_3a—9:—y
D’ou en (a,a):rt—sQ:%x%—(%)2>O, et, comme r > 0, h admet en

(a,a) un minimum local.

Exercice 1.2.

1. Justifier que pour tout n de N, 'intégrale /l(ln(l + x))"dx existe.
On la note I,,. ’

2. Montrer que la suite (I,,)nen est convergente. Déterminer sa limite.

3. Montrer que pour tout n de N, on a :
Iny1 =2(In2)" " — (n+ 1)1,
4. a) Soit € € 0, 1[. Etablir la majoration :
I, <[In(2 —¢)]" + e(In2)"
b) En choisissant judicieusement € (qui peut dépendre de n), montrer que :
I, = o((In2)™)
5. Déduire des questions précédentes un équivalent de I,, lorsque n tend vers

—+00.

. R |
6. Montrer que la série de terme général ~ est convergente et calculer sa
n!
somme.

Solution :

1. La fonction = — (In(1 + :c))n est continue sur [0, 1] ; 'intégrale I,, existe
donc.

2. Pour tout z € [0,1], 0 < In(1 4 z) < In2 < 1. La suite ((In(1 4 x))")
est donc positive, décroissante et par croissance de 'opérateur «intégration
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sur [0,1]», la suite (I,), est positive décroissante. Elle converge donc et sa
limite est 0 puisque :

0< I, < (In2)"

3. Une intégration par parties en prenant x — x + 1 comme primitive de
x +— 1 donne :

I = / Ix(In(1+ z))"* dx

Lpr = [ )(In(1 +x))n+1}; (n+ 1)/0 (In(1 + z))" da
= 2(In 2)”Jrl (n+1)1,.

a) Soit € € ]0,1[. On a :

I, = /1_5(11&(1 + x))ndx + /1 (In(1+ x))ndx

<(In(2—-¢))"(1 —¢)+ (In2)"e
< [In(2 —¢)]" + e(In2)".
b) Choisissons ¢,, = ﬁ et posons a,, = W Il vient :
na, = In <[ln(2 —&n)] ) — ln (111(2 — 5n)> N n[ln(2 —&n) 1
(In2)" In2 (c0) In2
Soit :
In(an) (00) In2 In (1 2 ) (0) 2In2
Ainsi lim Ina, = —occ et lim a, = 0.
Il existe donc ng tel que pour n = ng, % < € et ainsi :
n
n>=>ny — (152) < 2, d’ou
1,

nh_)rrgo (n2)" =0, soit : I, = o((In2)")

5. La relation de récurrence obtenue a la question 3, donne :
Inii =2(In2)" "t — (n+ 1)1, = o((In2)"*1)
Donc (n + 1)I,, ~ 2(In2)"™1 et :

n+1
I, ~ 2(In 2)

n+1
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(In2)" . , ,
g T La relation démontrée lors
L !

6. La série Z ” converge car 0 <

\\/:’— [+

de la question 3 donne, pour tout k
I Ip—1  _ 2(In 2)
k! (k—1)! k!
En sommant ces relations de 1 a n, il vient :

+2z +10—zz
=1

(ln 2)

Comme lim Ly _ =0,on a:
n—+400 n'

—1
; Iy _
lim 2 k;z::1 = lim 2 21

n—-4oo n—-4oo

(1n2) - IO — 2(e1n2 - 1) _|_1

Soit :

\G][JV)

oo_k:
K

Exercice 1.3.

Soit f ’application définie par :

1
f: xr—>/0 (1 —t2)=dt.

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
On admet que f est continue sur D.

2. Montrer que f est décroissante sur D.

3. A l'aide d’une intégration par parties, déterminer, pour tout = de D, une
relation entre f(z + 1) et f(x).

4. a) En déduire un équivalent de f(x), lorsque z tend vers —1 par valeurs
supérieures.

b) Montrer que lorsque z tend vers +oo, f(z+1) et f(x) sont équivalents.

5. a) Soit n = |z] (partie entiere de x). Montrer que lorsque z tend vers 400,
on a f(z) ~ f(n).
b) Montrer que, lorsque z tend vers +oo, f(z) ~ Cxz~1/2 ou C est une
constante qu’on ne demande pas de déterminer.
n—1

fn

(on pourra étudier la série de terme général In (

Solution :
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1. L’application t — e” In(1-#*) ogt continue sur l'intervalle 0, 1].
Au voisinage gauche de 1 (pour t), on a : (1 —t2)® = (1 +#)%(1 — t)* ~
x

1

et la fonction ¢ — est intégrable sur [1/2,1] si et

(1—=t)= (1—-0~"
seulement si x > —1 (regle de Riemann). Donc :
D =]-1,400]

2. Soit x, y tels que —1 < z < y. Comme In(1—%2) < 0 sur [0, 1[, par croissance
de la fonction exponentielle, il vient e® (1=t > ¥I(1=1%) "ot f£(z) > f(y).
Ainsi f est décroissante sur D.

3. On intégre t — len u : t — t et on dérive v : t — (1 — t?)*, les fonctions
u et v étant de classe C! sur [0, a], avec a < 1. Ainsi :

falx+1) = /Oa<1 — )" Hdt = [t(1 - 2)" ] + (v + 1)/a2t2(1 —t2)* dt

0
En prenant la limite lorsque a tend vers 1, il vient

flz+1)=2(z+ 1)/0 (2 -1+ 1)1 —t)%dt = =2(x+ 1)(f(z+ 1) + f(2))
et donc :

fla+1) = ZLE2 ()

4. a) Pour x au voisinage de —1, z 4 1 est au voisinage de 0 et par continuité
de f :
lim (2x 4 2)f(x) = f(0) = 1, soit :

r——1
1
/(@) -1+) 2(z + 1)

o JEHD) 2 +2 _
b)Ona: lm —ers= = lm 2ry3~!
Soit :

flz) ~ flz+1)

(400)

5. a) On sait que n < x < n + 1. Par décroissance f(n + 1) < f(z) < f(n),
et comme f(n+1)~ f(n):

flx) ~ f(lz])

(400)

f(n—=1) _o2n+1 _ 1, 1 .
b) On a oy o —1—|—2n,d0u.

In f(;}(;)” n(1+ o) = 4

1 1
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ol Y wy, est une série absolument convergente.
On somme ces égalités entre 2 et n. Il vient :

In f(1) —In f(n) = %x kZi:2 + ki:zwk

T

Sachant que n — 1 + % 4+ -+ % — Inn est une suite convergente (vers la

constante v d’Euler), on obtient :
n—In f(n) — %lnn est une suite convergente
Donc :

et, avec 5. a) :

Exercice 1.4.

1. Soit m un entier naturel et P € R,[X] quelconque.

+oo
a) Montrer que l'intégrale / e ' P(t)dt est convergente.
0
+o00
On note alors : I(P) = / e ' P(t)dt.
0

—+00
b) Pour tout entier k tel que 0 < k < n, calculer / e Ttk dt.
0

+o0
2. Pour tout k € [0,n], on pose ax(P) = / e~ 'th P(t)dt.
0
On considere 1'application ®,, de R,,[X] dans R"*! définie par :
¢, (P) = (ag(P),a1(P),...,an(P))

Montrer que ®,, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Soit m € N*. On note P,, le polynéme de R,,[X] vérifiant :
0,,(Pn) = (1, 0,..., 0) € R™+1
a) Calculer P et Ps.
b) Soit P/, le polynome dérivé de P,,. Montrer que :
®,,(P),)=(1-P,(0), -1, 0,..., 0).

c¢) On suppose ici que m > 2 et on pose : H,,—1 = P/, — P, _| + Pp_1.
Montrer que pour tout k € [1,m — 1] :
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400
/ e "*H,, 1(t)dt =0
0

Qu’obtient-on pour k =m?

d) Pour m > 2, calculer H,,_;. En déduire que :

m—1

VteR, P (1) :—[1+ > Pk(t)]
k=1

Solution :

+ o0
1. a) La convergence connue de l'intégrale / t"t2e~t dt implique, par

croissances comparées la convergence de I(P).

b) On obtient par une récurrence immédiate :
I(XF) = k!
2. L’application ®,, est évidemment linéaire.

+oo
Soit P € R, [X], si ®,,(P) = 0, on a pour tout k de [0, n]],/ e M P(t)dt =
0

+o0
0. Par conséquent / e tP%(t)dt = 0, or c’est 'intégrale d'une fonction
0

continue et positive, la fonction e *P2(t) est donc nulle et par suite P est
le polynéme nul. ®,, est donc injective donc bijective (car les deux espaces
vectoriels sont de méme dimension finie m + 1) ; ¢’est un isomorphisme.

3. a) Les applications ®; et ®5 étant des isomorphismes on obtient 'existence

2
et 'unicité de Py et P,. Le calcul donne, Pi(t) =2 —t et Pao(t) =3 —3t+ %

De la méme maniere, ®,, étant un isomorphisme, P,, existe et est unique.

b) On a successivement,

_ oo —t _ et oo +ooe—t /
1_/0 et P (t) dt = [P (t)( )], +/0 P! (t)dt

+o00
= P,,(0) +/ e tP! (t)dt
0
D’ou
+oo
/ e 'P/ (t)dt =1— P, (0)
0

Pour £ > 1, on obtient :

+o0 Fo0
/ e 'thP! (t)dt = [tke—th(t)]jo" —/ e H(kth=1 —tF)P,,(t) dt
0 0
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(-1 sik=1
10 sik>2

400
car / e %P, (t) dt = 0 lorsque k > 1.
0

On a donc bien
¢, (P)=(1-PF,(0),-1,0,..., 0)

+o0
¢c) On a: / e "tH,, 1(t)dt=-1+1+0=0.
0

400

Pour2<k<m—1,/ e 't*H,, 1(t)dt =0—-0+0=0.
0

D’ou le résultat.

+oo
On a respectivement, / e "t™P! (t)dt =0, et :
0

—+ o0 —+ o0 400
/ e U P, _1(t) dt:/ e tmtm P, () dt+/ e tmP L (t)dt
0 0 +oo 0
=0+/ e tmP! L (t)dt
0

+o0
On en déduit que / e "™ H,, 1(t)dt = 0.
0

d) Il résulte de la question précédente qu'il existe un réel « tel que
S, (Hp—1) = (o, 0,...,0) = a®,,(Py)-

D’ou, puisque ®,, est un isomorphisme, H,,_1 = aP,,, ce qui n’est possible
que si @ = 0, en comparant les degrés. Donc H,, 1 = 0.

On a donc pour tout m > 2, P/ = P/, — P,,_1. En tenant compte du fait
que P{ = —1, on en déduit par télescopage que,

VteR,P,L(t)=—[1+ > Pu(t)]

m—1
k=1

Exercice 1.5.
1. Exemple introductif.

a) Montrer que pour tout n de N, (2 4+ v/3)" + (2 — v/3)" est un entier
naturel.

b) En déduire que la série de terme général sin(7(2++/3)") est absolument
convergente.

Soit P un polynome unitaire de degré 3 a coefficients dans N.
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On pose : P(X) = X3+ a1 X% + as X + as.
On suppose que P posseéde trois racines 1, xo, 3 telles que |x1| > 1, |xa] < 1
et |x3| < 1.
T1+ T2 +T3 =01
On pose : { x1To + Tox3 + T1X3 = 09
L1223 — 03

On pose enfin, pour tout n € N* : S, = o7 + x5 + z%.

2. a) Exprimer aq, as, as en fonction de 01,04, 03.

b) Calculer o109 — 303. En déduire I'expression de Sp,S2 et S3 en fonction
de 01,09, 03.

c) Montrer que pour tout p de N* : Sj1 3 — 01Sp+2 + 025p+1 — 035, = 0.

d) En déduire que pour tout n de N*, S,, est un entier relatif.

3. Déterminer la nature de la série de terme général sin(mwz?).

Solution :
1. a) Pour tout n de N :

@+Va)"+@-var =3 (1) V3 + (—vB)

b) Par la question précédente : [(2 +v3)" + (2 — V3)"|7 € 277Z et
U, = sin[7(2 +v/3)"] = —sin[7(2 — V/3)"]
De plus, on sait que pour tout = € [0, 7], 0 < sinz < x. Donc
0< —u, <v, =7(2— \/5)”

La série de terme général v, converge puisque 0 < (2 — v/3) < 1; la série
> u,, converge donc également (et elle est a termes négatifs).

a) On factorise le polynéme P en P(X) = (X —x1)(X —22)(X — x3), puis,
en développant cette expression et par unicité de ’écriture d’un polynome
dans une base, il vient :

01— —1
P(X):X3—01X2+02X—03 — {O’QCLQ
03 = —as
b) Le calcul de o102 — 303 donne : o102 — 303 =[] %z,

1<i#£5<3
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On a : S| = 01. En calculant O‘%, il vient Sy = a% — 209, et en calculant J:f,
il vient S3 = O‘% — 30109 + 303.

c) Soit p € N* et i € [1,3]. Alors 2 P(x;) = 0, ce qui est équivalent & :
xp—i—?’ p+1
(2

2
— lef+ + 92t — oga? = 0.
En sommant ces égalités, il vient :

Sp_|_3 — 0'18P+2 + 028p+1 — 0'3Sp =0

d) Procédons par récurrence.

e par la question b), Sy, S2,S3 sont des entiers relatifs, comme polynémes
en o1,09,03, qui eux mémes sont des entiers relatifs comme polynomes a
coefficients entiers en les entiers a1, as, as.

e On termine par le principe de récurrence, en utilisant la question précédente.
3. Soit n € N. Par la question précédente, S,, € Z et ma} = 7S, —w(xh +x%).
Donc :
|sin(r2?)| = [sin(wSy, — (25 + 23))| = [sin(n (25 + 23))|
< [m(zy + 23)| < wlwel™ + mlas|”

On conclut en remarquant que |zo| < 1 et |x3| < 1.

Exercice 1.6.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

dt .
14+t

+oo
1. Justifier la convergence de l'intégrale : /
0

On pose alors :

400 1 +oo
F<a>=/ dfa,Gm):/ dta,ma):/ _dt
o L1+t o 1+t . 14t

2. a) Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], et tout n de N on a :

1 S k ko
= 1)Ft + R, (t
ou R, est une fonction a préciser.

_1\k
b) Montrer que la série ) (—l——l) est convergente et exprimer sa somme
k>0 «

en fonction de G(«).
3. a) En utilisant le changement de variable défini par u = t'=, montrer
que :

H(a) = ——G(—2-)

a—1 a—1
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b) En admettant que 2 +§O:o (G S | our a €]0,1]
a8 anzl n?—a?>  sin(ma) @ pout a v

déterminer la valeur de F'(«).

Solution :

1. La fonction f : t — 1 jto‘ est définie, positive et continue sur ]0, +ool.
Comme a > 1 elle se prolonge par continuité en 0 par f(0) = 1 et est

équivalente au voisinage de +00 a la

_l’_
Or / ;% est convergente, puisque o > 1. Par le théoreme sur les fonctions
1

positives équivalentes, F'(a) existe pour tout o > 1.

2. a) La formule géométrique donne (—t* # 1) :

_ kika ne1 e
t —1

1+to‘ E( DHE+ (=1 1+t

b) En intégrant sur [0, 1], il vient :

Ly n 1 L (n+1)a
/ _ gt — z(—nk/ o dt+(—1)”+1/ i
o L+t k=0 0 o 1+1

Donc : ) i )
n n+1)a
| pmar= s L e 2220
01+t k_Ol—f—ka 0 1+t
Or: .
‘/‘ n—l—l)a / t(n+1)a dt = 1
1+ ta 0 1+ (n+ 1)

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ceci termine
la question, soit :

_ 2 (=nF
Gla)= 2 15 7a

3. a) Le changement de variable proposé est de classe C'. En intégrant sur

[1, A], il vient :
A 1
/ dt 1 / du_
L 1+t a—=1 )4 014 ya-T

En prenant la limite lorsque A tend vers I'infini, on obtient :
H(a) = —L-q(—2)

a—1 a—1
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pres simplifications, H(« _a_lk:01+kﬁ_h:1 T
Il vient donc :
Fla) = Gla) + H(a) = 1+ 5 (~1)F 1 (=t — 1)
= ka—1 ka+1
“+o00 (_1)k‘—1
=14+2 -t
+ kz:::[ ICZOéQ -1
Or é € 10, 1]. Donc :
9t (=DM s too (—1)F! use
a k; k? — L sin(rm/a) “ = k*a? — 1 sin(n/a)
D’ou
Fla)= —°
sin(7/«)

Exercice 1.7.
1. Montrer qu’il existe un polynéme P de R[X] tel que, pour tout réel x :
(22 —1)P'(2) + 2P(z) = 23 —

Soit I un intervalle de R et h : I — R une fonction vérifiant la relation
suivante : pour tout x élément de I,

(E): (2> = 1)K (z) +zh(x) =23 —x

2. Montrer que f = h — P est solution d’une équation différentielle (D) de la
forme :

Ve el, f'(z) = f(z) g(x)

On précisera la fonction g et les intervalles I sur lesquels g est continue.
3. Résoudre ’équation (D) sur chacun de ces intervalles.

4. En déduire les fonctions h vérifiant (F) sur ces intervalles.

5. Existe-t-il des fonctions vérifiant (E) sur R ?

6. Soit My un point du plan, de coordonnées (g, yo). Discuter selon les valeurs
de xg et yo le nombre de courbes C passant par My et d’équation y = h(x),
ou h est une fonction vérifiant (E).

Solution :

1. En notant k le degré du polynéme P cherché, on a :
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P(z) =ax* +---, P'(z) = kaz®* 1 + ...
D’ou :
(22 = 1)P'(z) + zP(x) = (k + 1)az**t + ...
Donc k = 2 et on peut écrire P(x) = ax? + bx + ¢ et en remplagant dans
I’équation, il vient :

5o o= 173
, s0it ¢ b=0 et :
c—2a=-—1 c=—1/3
—b=0
P(z) =12 -1)

2. En soustrayant, la fonction f vérifie I’équation :

fl@)(@® = 1)+ af(x) =0

Ainsi g(z) = 9:2_ic 7 Sur les intervalles |—oo, —1[, |—1, 1[ ou |1, +o0].

3. Sur chacun de ces intervalles, f est de la forme Ke®, ott K est une constante
(dépendant de l'intervalle) et G une primitive de g sur cet intervalle ; soit :

flz) =

2% — 1]
4. Par les questions précédentes,

h[(l’)

sur chaque intervalle I.

_ K 22— 1
RV

5. S’il existe une solution ¢ de (E) définie sur R, sa restriction a chaque
intervalle I doit étre une fonction h; trouvée dans la question précédente. De
plus, la fonction ¢ doit étre dérivable sur R.

Or les fonctions h; se raccordent en +1 si et seulement si K; = 0, pour
chaque intervalle. Ainsi P est la seule solution sur R.

6. x Si xg # 1, quel que soit o, il existe une solution unique donnée par la

2
constante K = (yo — %3_ 1) V] = 1.

* Si (xg,y0) = (£1,0), alors K = 0 donne la solution.

* Sixg = £1 et yg # 0, il n’existe pas de solution.

Exercice 1.8.
1. Soit f une fonction continue de R* dans R™ non identiquement nulle telle
400 —+ o0

que l'intégrale f(t) dt converge. Montrer que f(t)dt > 0.
0 0
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* 103 4 t?’e_t
2. a) Montrer que pour tout n de N*, I'intégrale —F~——— dt converge.
o Vnt+itd
1 [T et
On pose alors, pour tout n de N* : I,, = = —L& __ 4.

n 0 A/ n4 _|_ t4
b) Etudier la monotonie de la suite (I, )nen-.

¢) Montrer la convergence de la suite (I,),en+ et déterminer sa limite.

3. a) Montrer que pour tout n de N*, ona:0< I, < %.
n

b) En déduire le développement limité de I,, a l'ordre 7.

4. Justifier la convergence de la série de terme général I, et exprimer sa

oo
somme Y I, sous la forme d’une intégrale.
n=1

Solution :

1. C’est une question de cours : comme f est positive, on sait que
—+o0

f(t)dt = 0. Supposons cette intégrale nulle. Alors, pour tout A > 0 :
0

A +00
0</ fdt< | fydt=o0
N 0 0
Donc / f(t)dt = 0. La fonction f est continue sur [0, A] et positive : c’est la

0
fonction nulle sur [0, A]. Ceci étant valable pour tout A, f est identiquement
nulle sur RT.

3,—t
2. a) Pour tout n de N*, h: ¢ — — 1€ est continue et positive sur RT.

vVt 4t

Au voisinage de 400, h(t) = o(e™*/?). On conclut par le théoreme de
comparaison des fonctions positives :
+oo

tge_t d
—F———— dt converge
o  Vn*+tt

b) De maniere évidente :

1 1 t3e~? t3e~t
— 1 <L et <
(n+1)% = n? Vin+ D)4+t Tt 4
Ainsi 0 < I,,41 < I,,. La suite (I,,) est strictement décroissante.

0<

c) Par la question précédente, la suite (I,,) converge puisqu’elle est minorée
par 0. En fait, pour n > 1 :
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TOO 3 ¢
0<In<%/ te gt = C
n-Jo

ce qui montre que hm I, =0.

a) On a :
+o0
1 ety TMA) _ 6
o<n<d [ Coa - b
b) On a :
+0oo
1, - %/ Bet| 2 1]y
n-Jo Vvt +t4
+o0 4
\%/ et t < T
n-Jo Vit 4+ t4(n? + V/nt + t4) n

Ainsi :

4. La convergence est immédiate au vu de la question 3. a). Pour calculer
la somme de la série, on effectue dans I,, le changement de variable linéaire
t = nu. Il vient, pour tout N € N*

% Fo0 uBe—u
Ik = / du—RN
k=1 0o (1—e ™)1 +ud

avec .
o0 3 . —(N+1)u
RN :/ u € du
0 (1—e ™)V1+u
3.—u
Soit ¢ : u i © . La fonction ¢ est définie et continue sur

(1—e )1+ ut
10, +00] et telle que lirrb o(u) = lirf e(u) = 0. Ainsi, il existe M > 0 tel
que :

sup [p(u)| < M
u€ER+

et

+oo
0< Ry M/ _N“du—‘%—>0
N —oo

pop} / T we d
k= u
k=1 0o (1—e ™)1+ u

Donc :

Exercice 1.9.

Pour tout entier n € N*, on définit f,, : R™ — R par :
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1
n\T) =
Jn(2) (x+1D)(x+2)--(x+n)
400
1. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles l'intégrale fn(z)dx
converge. 0
+o0
On pose alors I, = fn(z)dz.
0
2. a) Montrer que sup fn(x) existe (avec n > 2) et donner un majorant de
reERT fQ(x)

cette quantité.

b) En déduire la nature de la série de terme général I,,.

n

3. Soit n e N“ et H, = )|
k=1

a) Donner un équivalent de H,, lorsque n tend vers +oco.

=

/
b) Pour tout = € [0, 1], calculer ;”—gg Donner un encadrement de cette
n
quantité en fonction des termes de la suite (Hg)g>1-
1
c¢) En déduire que, lorsque n tend vers +oo, / frn(z)dx est équivalent &
0
_1
n!lnn’
1
4. Exprimer, pour tout n > 2, I, 1 en fonction de / fn(z)dzx. Donner un
0

équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.

Solution :

1. La fonction f,, est continue sur [0,+oo[ et fn(z) ~ Ln, la regle de

(+o0) T
Riemann montre alors que I, existe si et seulement si n > 2.

2.a) Pour n > 3,0 < fu(2) = 1 < l, le résultat restant
fo(z)  (x+3)...(x+n) = n!

valable pour n = 2 :

Vn>2,Ve >0 mlE) 2
fo(x) ~ n!
b) On a donc, par conservation des inégalités par intégration, lorsque les
bornes sont dans 1’ordre croissant :
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Vn>2 1, < 22
n!

La série de terme général I,, est donc convergente.

k+1
3. a) Pour tout k£ de N* LT i 1 < / ‘? < %, d’ou par sommation :
— n—1 n
1 dt 1~ 1
§ FriS) TS ZES k;%
Soit :
Inn<H,<1l+1In
b) Vz € [0,1], f,(x):(lnfn) () = — o 1 et ainsi :
S 1 o fa®) 1
H, - < - =H,
o kz1 k+ 1 fn(z) k§1 k
¢) On a donc :
1 4 1 /
_ 1 < —
an (@) < fole) <~ 1@
et, en intégrant sur [0, 1]
1
57 \Un - n n n 0
L /f nH_l(f() £ 0)

Comme f,,(0) — f,(1 )— nl (n+1)- (n+1)

__n ___ < < n
et <) @ <
Avec H,, ~ H, 41 —1 ~ Inn, il vient donc :

/ fn(@ n'lnn
4. Pourn > 2 :

1 o0 400
/0 fn(z)de = ; fn(z)dr — fn(x)dx

1

:/+oo dx _/+OO dx
0 (@+1)(z+2)...(z+n) Jo (x+2)(z+3)...(x+n+1)

+oo
/0 (:L’+1)(a;—|—2)...(:v+n+1)dx

Ainsi :

1
/ fn(z)dr =nl,iq
0
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et :

1
_ 1 N 1 1
I, = /0 fr_1(x)dz = 1)

n—1 In(n —1) nllnn

Exercice 1.10.

Dans tout I’exercice, f désigne une fonction convexe et de classe C? sur un
intervalle I de R a valeurs dans R.

1. Dans cette question, on suppose que I = R.
a) Montrer que pour tout a € R*, on a f(a) — f(0) < af’(a).

b) On considere la fonction g définie sur R par : g(z) = f(z) ; 1(0)
Montrer que g est croissante.
c¢) En déduire que le rapport @ admet toujours une limite (finie ou égale

a +00) lorsque = tend vers +o0.

d) On suppose dans cette question que f est majorée sur R. Vérifier que
la fonction z — f(—z) est aussi convexe et majorée sur R. Montrer que f(0)
est un maximum global (on pourra appliquer ce qui précede a la fonction f
et a la fonction z — f(—=x)). Prouver ensuite que c’est aussi un minimum
global et en déduire que f est nécessairement constante.

f(x) tend

2. Dans cette question on suppose que I = RT et que le rapport —

vers une limite finie ¢ lorsque x tend vers +oo.
a) Montrer que la fonction g, définie sur R™ par g(z) = f(z) — lx, est
convexe.

b) Soit a un réel positif et h la fonction définie sur R* \ {a} par :
h(z) = 9(z) — g(a).

T —a
Montrer que h est croissante. Quelle est la limite de h en 400 ?

¢) Montrer que la fonction g est décroissante.
d) En déduire que g admet une limite en +o0o qui peut étre finie ou égale
a —oo0.

e) On considere la fonction f définie sur RT par f(z) = —In(1 + z).
Déterminer, pour cette fonction f, la limite de g en +o0.

3. On suppose que I = R. En utilisant la fonction z — f(—x), que peut-on
déduire de la question précédente ?
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4. Soit ¢ une fonction de classe C? sur R telle que lim @ =
hI_|I_1 @ = 0. Montrer que " s’annule au moins une fois sur R.
Solution :
1. a) Comme f est convexe et dérivable, f’ est croissante et :
f@) = 10) = [ i< ) [ e =af'a)
b) La fonction g est dérivable sur R et pour tout x > 0 :
zf'(x) — f(x 0
J(x) = 2L@) i”g )+ F0) 5
La fonction g est bien croissante.
c) La fonction g étant croissante, la seule alternative est :
soit lim g(x) = 400, soit 3¢ € R, hm g(z) =14
Tr——+00 — 400
Dans le premier cas,on a: lim [(x) = 400 et dans le second lim flz) =

l.

d) Si f est majorée sur R il en est de méme de la fonction ¢ : z +— f(—x)
et comme " (x) = (=1)?f"(—x) > 0, ¢ est également convexe.

La fonction g associée a f est donc croissante et de limite nulle en +o00, donc
Vr € Rt g(x) < 0, ainsi f est majorée sur RT par f(0), donc admet un
maximum global sur R valant f(0) et en particulier f;(0) < 0. Le méme
raisonnement appliqué a la fonction ¢ prouve que f(0) est un maximum
global de f sur R™ et en particulier f,(0) > 0.

Ainsi f/(0) = 0 et comme [’ est croissante, f’ est positive sur RT  négative
sur R™ et f admet un minimum global en 0. Finalement f est constante sur
R.

a) Comme ¢g” = f”, la fonction g est convexe sur R,

b) Pour z € RT \ {a}, onah/()—(x_a) E) ()—|—g(a)_

r—a)’

Comme g est convexe, on a g(a) > g(x)+(a—z)g¢'(x) (la courbe est au-dessus
de sa tangente au point d’abscisse x) et h/(x) > 0.

La fonction h est donc croissante sur [0, a[ et sur Ja,+oo[ et comme elle est
prolongeable par continuité en a (la fonction g est dérivable en a), la fonction
h est croissante sur Rt.
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Par ailleurs h(z) = L><M —f— M, donc lim h(z)=0.

r—a T T —a z—+00

c) La fonction h est croissante sur R et de limite nulle en +oo, donc h est
négative sur l'intervalle [a, 4o00[ pour tout a > 0.
Ainsi x > a = g(x) < g(a) et I'universalité de cette implication montre
que g est décroissante sur RT.

d) La fonction g est décroissante et cette fois 'alternative est : ou bien elle
a une limite en 400 ou bien elle diverge vers —oo en +o00.

e) On a f"(z) = ﬁ > 0 et f est bien convexe sur R*. Clairement
x
lim flz) _ Oet lim g(x)= —oc.
r—+oo XL T —+00

3. En appliquant ce qui précede a la fonction x — f(—x), on en déduit que

f(z)

alors x — f(x) — fx a une limite en —oo, finie ou valant —oo.

a une limite finie ou infinie en —oo et que si la limite est finie valant /¢,

4. Supposons que " ne s’annule pas, alors quitte a changer ¢ en —p, on peut
supposer que ¢ est toujours positive et ¢ est alors convexe. Ce qui précede
montre que ¢ admet une limite en —oo et en +o00, ces limites étant finies
ou valant —oo. Ainsi ¢ est majorée sur R et est donc constante, ce qui est
incompatible avec le fait que ¢” ne s’annule jamais !

Exercice 1.11.

Dans tout cet exercice (a,)nen désigne une suite réelle décroissante de limite
nulle.

Pour tout n de N*, on pose : b, = n(a,—1 — an).

n n—1
1. Montrer que pour tout n de N*, on a: > by = ( > ak) — Nay,.
k=1 k=0

2. On suppose dans cette question que la série de terme général a,, converge.
a) Montrer que lim na, = 0.

n—-+oo

o0
b) En déduire que la série de terme général b,, converge et que »_ b, =

- n=1
> ay.
n=0

3. On suppose dans cette question que la série de terme général b,, converge.
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n+k
a) Montrer que pour tout n et k de N*, on a : n(ay, — anyr) < >, bj.
j=n+1
oo

b) En déduire que la série de terme général a,, converge et que »_ a, =
- n=0
> by
n=1
Solution :
1. 1l suffit de faire le calcul :
n n n—1 n
Yoby = Y. (kag—1 — kag) = > (h+ Dap — > kay, et par télescopage
k=1 k=1 h=0 k=0

partiel :
n n—1
Yo b= Y ar —nay,
k=1 k=0
2. a) x Par décroissance et positivité de la suite (a,), on a :

2n
0 < nagy, < ), ag
k=n-+1
n
Avec A, = > ag, on a donc : 0 < nag, < Az, — A,41 et la convergence de
k=0
la série de terme général a,, étant la convergence de la suite (A, ), en notant
L sa limite, on a lim As, — A,41 = L — L =0, soit par encadrement :

n—oo

lim 2nas,, =0
n—oo

* Puis, 0 < (2n + 1)agp+1 < 2nasg, + az, donne, puisque lim a, =0 :
n—oo
lim (2n 4 1)ag,+1 =0
n—oo
Donc, par exhaustion :

lim na, =0
n—oo

b) Le résultat de la question 1. donne alors directement la convergence de
la série de terme général b,,, avec :

(e @] (o @]
b= ay
n=1 n=0

n+k n+k n n+k—1 n—1
3.a) >, bj=>b;=> b= > ar—(n+Ek)aptr — >, ar +nay
j=ni1 j=1 j=1 k=0 k=0
n+k—1

= > ar+na, — (n+k)ak

k=n
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n+k—1
et comme > ap = ka,4, il vient bien :
k=n
n+k
> bj = nlan — antr)
j=n-+1
b) On en déduit :
n+k n n+k n—1
Yobi=> b4+ > b= > am —nap +n(an — antr)
n—1
= Z A — NAp4k
m=0
n—1 n+k
> am < bj + nanti
m=0 7j=1

On fixe k et on fait tendre n vers 'infini, comme a,+;x — 0, il vient par
n—oo

prolongement des inégalités a la limite :

n—1

o0
am < ) bj
0 j=1

Les sommes partielles étant majorées et le terme général positif, on en déduit
que la série de terme général u,, est convergente et la question 2. assure alors
I’égalité des sommes demandées.

m=

Exercice 1.12.

1. Soit k£ € N* fixé. Etudier, pour tout n € Z, l'existence de l'intégrale

1 kn
/ L dx.
0 1"‘33

Pour les valeurs de n pour lesquelles cette intégrale converge, on pose alors :

1 kn
I, = (—1)”/ 24 sdx
0 1 + x

2. Montrer que la suite (I, )nen converge vers 0.

3. Déterminer un équivalent de I, lorsque n tend vers 4+oo (on pourra
effectuer une intégration par parties).

4. Exprimer Iy — I,, sous forme d’une somme et en déduire la nature de la

(=n”
kn+1°

5. On considere la procédure Pascal suivante :

série de terme général u,, =

procedure Oral_escp(N,K : integer)
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Var S : integer ;
Begin
if (N=0) then writeln(’1’)
else begin

Oral_escp(N-1,K) ;
if (N MOD 2=0) then S := 1 else S := -1;
writeln(S/ (K*xN+1))
end ;

End ;

Que produit ’appel suivant : Oral_escp (3,2) ; 7

Solution :

1. x Sin >0, I, existe car la fonction a intégrer est continue sur le segment

0,1].
kn

1+ 2" (0)
ce qui est toujours le cas, sauf pour n = —1 et kK = 1. Bref :

*Sin < 0, alors

I, existe sauf danslecasn=—-1let k=1

1
2. |1, < /0 " dr = R donc lim I, =0.

n—-+oo

3. En intégrant par parties :

L kn kn—+1 1 L knt1 k—1
_ |z 1 . x —kx
| dx—[knwmkh /zmﬁumk)zdf”

1 LR(n+1)
= x
1 k n+1 1
Comme / ( / zF D) dg = +, on en déduit :
0 (1 0 k(n+1)+1
Sy < (0 T
(/{:n+1) (k;n+ 1) kn+17kn+k+1
Ainsi : (1)
In (;) 2kn
Ly — (—zk)" 732? 1 y %if_ L
4. Iy — I, = / dx = / x)™ dx =
’ o l1+= =0 o( ) i=o kb1

x*™ et I'intégrale existe si et seulement si kn < —1,
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(- )= 5 CU (g
0 n = k‘f—{—l oo 0

Ce qui prouve la convergence demandée.

5. Il affiche, pour k£ = 2, les valeurs de ug, u1, us, us.

Exercice 1.13.
1. a) Montrer que pour tout (x y) € R?\ {(0,0)}, on a :

lzIn(z? + y?)| < 2/22 + y2x| In(2? + y?)|

b) En déduire que la fonction f dfinie sur R?\ {(0,0)}, & valeurs réelles par :

flz,y) = (2® +y?)*
est prolongeable en une fonction continue sur R?.

2. Etudier Pexistence des dérivées partielles d’ordre 1 de f en tout point .

3. Déterminer les points critiques de f.

4. a) Montrer que f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) (on pourra étudier

h:xw— f(x,0)—1).
b) Montrer que f admet un minimum local en (e™1,0).

c¢) Montrer que f n’admet pas d’extremum local en (0, 1).

Solution :

1. a) On a |z| < v/22 + 92, donc |zIn(z? + y?)| < /22 + 2 In(2? + ¢?)

encore

| In(z? +y?)| < 2¢/22 + y? In(y/22 + ¢?)

b) Comme lim 2ulnu =0, il vient :

u—0t
lim rxln(z? +42) =0
(x,9)—(0,0) ( v
Or pour (z,y) # (0,0), f(z,y) = exp(zIn(z® +y?)) — 1, soit :

(z,9)—(0,0)
En posant f(0,0) = 1, f est continue sur R2.

2. % f est clairement de classe C*> sur R? \ {(0,0)}, avec en particulier :

0 2
G () = (e +9%) + ) explain(a? +47))

af 2wy
Ay (x7y) — 2 +y2

exp(z In(z? + y?))

ou
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« f(0,y) — f(0,0) =0 — 0, donc a—f(O, 0) existe et vaut 0.
y — 0 y—0 8y
_ x In 22
L J(@,0)—f(0,0) _ e =1 Inz? — —oo, done 2£(0,0) nexiste
Xr — O a x—0 x—0 ax
pas.
g—x(x7y):0 {xy—O )
Gy =0 e

r=0etye{-1,1}
<~ ou
y=0etxe{-1/e1/e}

Il existe donc quatre points critiques.

x ln 22 :
4. a) Soit h définie par:h(a:):f(g;,o)_lz{e —1 siz#0
0 siz=0

Size]0,1[, f(z,0) —1 < Oetsize]-1,0)f(x,00)—1>0

Donc f n’a pas d’extremum local en (0,0).

b) Pour y # 0,In(z? + y?) > Inx?, donc si z > 0,z In(x? + y?) > rlnz? et

f(x,y) = f(2,0) = h(z) + 1.
Une étude rapide de la fonction h montre que la restriction de h & RT est
minimale au point 1/e (car on a h'(z) = e* Inz? (2 + Inz?)), on peut donc
écrire :
Ve >0,Yy#0, f(z,y) = h(e™)+1= f(e™1,0)

f admet donc un minimum local en (e™*,0).

¢) f(z,1) — £(0,1) = e?@*+1) _ 1 qui est du signe de z, donc f n’admet
pas d’extremum en (0,1).

Exercice 1.14.
no_k
Soit n € N*| et f,, la fonction définie sur R par : f,(x) = > %e_“’.
k=0 IV
1. Etudier les variations de la fonction fn et tracer sa courbe représentative

dans un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (O, 7, 7).

400
2. Montrer que, pour tout n € N, l'intégrale, I,, = / t"e~tdt converge et
0

donner sa valeur en fonction de n.
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3. Montrer que pour tout n € N et pour tout x > 0, on a : f,(z) =
400
/ t—T:e_tdt.
. nl

n_k
4. Montrer que pour tout « >0, 3 Twe™"f,_p(x) = fn(22).

k=0 M

400

5. Vérifier que, pour tout x > 0 et pour tout n € N, I'intégrale fn(t)dt

mn
est convergente et a pour valeur Y fi(x).
k=0
6. Comparer les limites suivantes :

lim lim t—ﬁe_tdt
Tr—+00 _n—>—|—oo 0 mn.
et
lim lim t—ﬁe_tdt
n—-+oo _ac—>—|—oo 0 n. ]
Solution :
Donc :
n pair : n impair :
x —00 0 +00 T —00 0 +00
fr(2) - 0 - fr(2) + 0 —
fn \ \ 0 fn —0 / \ 0

2. La question précédente donne :

b
/ tre~tdt = nl(fn(a) — fu(b))
Donc : ¢
I, =n!

3. De méme : oo
/ t"e~tdt = nlf,(x)

—+ o0

4. fn(2z) = et dt. Et, avec le changement de variable t = u + x :
9p M

x
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n:

fn(22) = +00Me_(“+x) du = o i o xFynTRe et dy
! . : z o kKl(n — k)! k)

no k[T  n_k

no_k
fu(2z) =™ 3 4 fri(2)
kZO k:.
5. La convergence est immédiate, par croissances comparées, et :
fadt= 3= [ Betat= 3 i)
k=0Jzx : k=0
6. On a, respectivement :

lim lhm /—e_tdt] lim (1- lim f,(z))) = lim (1-1)=0

r——+o0o | n—4o0 xr——+00 n— oo x——+00

et :

x

lim l lim / —e_tdtl = lim 1=1
n—-4oo |r—-4o00 n—oo

Exercice 1.15.

Pour tout entier naturel n, on définit le polynéome P,, par :

Py =1, P1:X,...,Pn:X(X—l)--r-u(X—n+1)

PRI

Soit f une application définie sur Rt & valeurs réelles, de classe C'*°.

1. Montrer que pour tout entier relatif j, P, (j) est un entier relatif.

2. Montrer qu’il existe une unique suite de réels (a,)neny possédant la
propriété suivante :

n
«pour tout n de N, f(z) — > axPx(x) s’annule aux points 0,1,2,...,n.»
k=0

(on pourra résoudre un systéme d’équations linéaires d’inconnues ag, a1, . . . , an. )]
3. Soit b > 0 donné.

Montrer que la suite (a,)nen associée a la fonction f : x — f(x) = b* est
définie pour tout n € N par : a,, = (b—1)".

4. Soit x > 0 fixé. Montrer que pour tout entier naturel N, il existe un réel
0 tel que :

fz) = é:o arPi(z) + Py (z) fNFD(0)
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N
(on pourra utiliser la fonction g : t +— g(t) = f(t) — > apPr(t) — APn11(1),
k=0

ou A est une constante judicieusement choisie, et ap_pliquer le théoreme de

Rolle).

Solution :
1. Soit n € N.
*S10<j<n—1,alors P,(j) =0;

i j > n, alors Py(j) = (?) :

5815 <0, P,(j) = (-1 LD, 'ﬁ!(’j’ tool) (—1)”(|j| erﬁ ) 1)'

dans tous les cas P,(j) € Z.

2. Pour tout n de N, on veut réaliser > axPy(j) = f(j) pour tout j de [0, n].

k=0
Matriciellement cela se traduit par :
ao f (0)
M| = :
an, f(n)

l

] ), les lignes et les colonnes

ou M est la matrice de terme générique m; ; = (

étant pour une fois numérotées de 0 a n.

Cette matrice est trigonale inférieure, les coefficients diagonaux valant tous
1, ce qui prouve que M est inversible.

On peut calculer I'inverse de M en interprétant I’endomorphisme de R, [X]
canoniquement associé¢ & *M : cet endomorphisme est 'application P(X)
P(X+1), dont I'isomorphisme réciproque est ’application P(X) — P(X —1)
de matrice ‘M1, '

Bref, on trouve M~ de terme générique mj ; = (—1)"*J (;) et ainsi :

VneN,Yj € [0,n],a; = éo(_l)j+k () 7(k)

On constate que ces nombres sont bien indépendants de n et uniquement
déterminés par f.

3. 1ci : a; — i(—1)j+k(}i)bk _ (—1) i(—b)k(i) (—1)7(1 — b), soit -

k=0
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4. % Supposons dans un premier temps que = ¢ [0, N].
On définit la fonction g comme dans I’énoncé en choisissant A de facon a ce
que 'on ait g(x) = 0 (c’est possible, puisque Py41(x) # 0).

La fonction g est indéfiniment dérivable et s’annule en (N +2) points distincts
(les points 0,1,..., N et x). En rangeant ces points et en appliquant de
nombreuses fois le théoreme de Rolle, on en déduit que la fonction g(V+1)
s’annule au moins une fois en un point que nous noterons # et qui est compris
entre le plus petit et le plus grand des points utilisés, donc appartient & RY.
1

Or Pny1 est de degré N + 1 et de coefficient dominant m, donc
P](V]\El) =1 et il reste :

gD () = fFNHD(z) — A
Donc A = fNT1(9), ce qu'il fallait.

* Siz € [0, N], la formule demandée est vraie quel que soit le choix de 6.

Exercice 1.16.

Soit n un entier naturel. On considere la fonction F,, définie sur R par, pour
tout x réel :

Fula) = i (a? = )" = So(e = 1)@+ 1)"

et P, 'application de R dans R définie par, pour tout x réel :
1 sin=20
Fulz) = {Fr(bn)(x) sin>1
ou Fé”) désigne la dérivée d’ordre n de F),.

1. Montrer que P, est une fonction polynome dont on déterminera le degré
et le coefficient du terme de plus haut degré.

2. Soit k € [0,n]. On note B, i le polynome défini par B,, . = (X +1)k(X —
1)n=F,

a) Montrer que (B0, Bn1, ..., Bnn) est une base de R, [X].

b) Montrer ’égalité :

k
¢) En déduire que P, (1) =1 et P,(—1) = (—1)™.

d) Démontrer que P,(—X) = (—1)"P,(X). Etudier la parité de P, suivant
les valeurs de n.
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3. On suppose dans cette question que n € N*. Soit p un entier tel que
0<pn—1

a) Démontrer que, pour tout x réel :

P =3 ()6
Fn (x)_kgo 2”71' k p_k B2n—p,n—k(~r)

b) En déduire que FP (1) = 0 et FP(—1) = 0.

¢) Démontrer que P,, possede n racines réelles distinctes dans U'intervalle
-1, 1[.

Solution :

1. F,, est une fonction polynome de degré 2n et de coefficient dominant

2”171' X2" il en résulte que P, = FT(L”) est une fonction polynome de degré n

et de coefficient dominant :
2n(2n—1)...(n+1) yn o 1 (2n)X”

2"n! T oon\n

n
2.a) Soit ) aiB, k(X) = 0 une relation de dépendance entre les polyndmes
k=0
de la famille. Supposons les coefficients non tous nuls et soit 7 le plus petit

des indices k tels que a # 0. Il reste donc :
n
a;Bni(X)+ > apBni(X)=0.
k=i+1
Dans R[X] on peut alors simplifier par (X + 1)* et en substituant ensuite
a X la valeur —1, on trouve «; = 0, ce qui prouve que notre hypothese est
absurde.
(En clair la famille est libre car échelonnée en valuation par rapport a (X +1)
).
La famille est libre, formée d’éléments de R,,[X], et de cardinal ad hoc,il s’agit
bien d’une base de R, [X].

b) Tout polynéome de R,,[X] se décompose sur cette base, et en appliquant
la formule de Leibniz :
Po(X) = = [(X = )"+ 1)7)™)

2"n!

= 5 (I = )M + 1o

(Z) x—(n ﬁ!k)! (X — 1)n_kxz—!!(X + 1)k
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n

= L (1) Bus(x)

2" ¥=o
n 2
1 /n
= kz::() 2_" (k) Bn.i
c) A chaque fois, il n’y a qu'un terme utile et :

Po(1) = 2By n(1) =13 Po(—1) = 5k Buo(—1) = (—1)"

= o
d) On a: ;
P (=X) = 2% kZZJO (Z) (X +DF (=X - 1"
- (—1)”2% k:z::O (Z> (X - 1)k(X + 1)n_k = (=1)"Pa(X)

Ainsi P, a méme parité que n, si vous nous permettez cet abus.

3. a) Toujours grace a la formule de Leibniz :

(p) — 1 L (p) n! _ 1\n—k n! n—p—=k
EP(X) = 5 kgo )T k)!(x 1) S e k)!(X +1)
et en regroupant :
F7X) = kgo 2 k) p — k) Ban—pin—i(X)

b) C’est clair par la formule précédente et on pourrait aussi invoquer le
rapport entre I’ordre de multiplicité d’une racine et ’annulation des dérivées
successives . . .

c¢) * F,, s’annule en —1 et 1, donc (Rolle) F), s’annule en au moins un point
de |—1,1].
* F! s’annule en —1 et 1 et en au moins un point de |—1, 1], donc (Rolle et
Rolle) F)' s’annule en au moins deux points de |—1, 1].

* Au bout de n opérations, F,s,n) s’annule en au moins n points de l'intervalle
|—1, 1] et comme F;, est de degré n, F), s’annule exactement n fois sur |—1, 1.

Exercice 1.17.

1. Soit f une fonction croissante de Ry dans R . Pour tout réel ¢ > 0, on

()

f(z)

On suppose que, pour tout ¢t > 0, g;(x) admet une limite finie quand x tend

vers +00. On définit alors la fonction L par : Vit > 0, L(t) = lirf gi(x).
X—T 00

considere la fonction g; définie sur Ry par : g4(z) =
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a) Montrer que L est croissante et calculer L(1)
b) Montrer que V(s,t) € (]0,+00[)?, L(st) = L(s)xL(t).
En déduire que : Vx E]O,—I—oo[,L(%) = ——, puis que :

()
Vs €]0,4+o00[,Vn € N*, L(s") = (L(s))™ et L(s'/™) = (L(s))*/™.

2. Montrer que L est continue sur |0, +oo[ (on pourra distinguer ¢t = 1 et
t#1).
3. Pour tout = € Ry, on pose h(z) = In(L(e”)).

a) Montrer que V(z,y) € R2, h(z +y) = h(z) + h(y).

b) En considérant / lh(:c + t)dt, montrer que h est dérivable sur R et
calculer h/(z) pour tou% x € Ry.

c¢) En déduire qu’il existe k € R, tel que : Vt €]0, +oo, L(t) = t*.

Solution :

l.a) 0 <t; <ty = Va>0,0<tix <tear = g, () < gr,(x) et, par
prolongement des inégalités a la limite : L(t1) < L(t2) :

La fonction L est croissante.
Il est clair que L(1) = 1.
f(stz) _ f(s(tr)) f(tr)

b) * On peut écrire : gg(z) = = X et par passage a

f(x) fltz) — f(z)

la limite lorsque x (donc aussi tz) tend vers +oo :
L(st) = L(s)L(t)

* Ainsi 1 = L(1) = L(x%) = L(x)L(%) et :

b=k
L(x)
x L(st) = L(s)L(t) donne par un argument de récurrence simple :
Vs>0,Yne N L(s")=(L(s))"
* Ainsi : L(s) = L((sY/™)™) = (L(sY/™))" et L(s'/™) = (L(s))'/™
2. La fonction L est croissante, donc admet en tout point ¢ une limite a gauche

L_(t) et une limite & droite L () et L est continue en ¢t si la limite a gauche
et la limite a droite en ¢ sont égales ( d’ailleurs alors égales a L(t)).
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x On a, par exemple : lim 2V/" =1 et :
n—-—+oo

Li(1) = lim L(2Y/™) = lin (LNY"=L(2)°=1=L@1)
* On procede exactement de la méme fagon pour la limite a gauche en 1 en
partant par exemple de (1/2)%/™ ...
L est continue au point 1.

* Soit xg # 1 et (u,) une suite quelconque convergente de limite xg, alors
par continuité de L en 1 :

L(uy) = L(Z—gxo) = L(Z—Z)L(xo) — L(1)L(wo) = L(xo)
Et, par le théoreme de continuité séquentielle, L est continue au point xg.
3. a) h(z +y) =In(L(e*Y)) = In(L(e*e?)) = In(L(e*) L(e¥))
= In(L(e*) + In(L(e¥) = h(zx) + h(y).

b) Soit H une primitive de la fonction continue h, on a :

H(x+1)— H(x) = /xﬂh(u) du = /Olh(a: +1t)dt = /Ol(h(x) + h(t)) dt
= h(z)+C

La fonction H étant de classe C!, il vient en dérivant :
Ve e R W(z)=h(z+1)—h(z) =h(x)+ h(1) — h(z) = h(1)
Ainsi la fonction h est affine et comme h(0) = In(L(1)) = 0, h est linéaire :
JaeR,Vz >0,h(z) =ax

Alors :
Vi > O,L(t) — L(elnt) — eh(lnt) — eInt _ ya

Exercice 1.18.
1 l}
2724
On définit une suite (f,)nen d’applications de I sur R, par : fo = 1, et pour
tout n > 0, pour tout z € I :

farr(@) =1+1 /j(fn(t) T ()t

1. a) Calculer f; et fs.
b) Montrer que pour tout n de N, f,, est polynomiale.

Dans tout cet exercice, I = [

2. a) Montrer que pour tout n € N*, sup | f,, () — fn—1(x)| existe. On le note
xzel
D,,.
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b) Calculer D;.

Dy,

c¢) Montrer que pour tout n € N*, D,, 1 < 5 En déduire la limite de la

suite (D, )nens-

3. Montrer que pour tout x fixé de I, la suite réelle (f,,(x))nen est convergente.
On note f(x) sa limite.

4. On note, pour tout n € N, M,, = sup | f,(x)].
xzel

a) Justifier I'existence de M,,.

Mn—l

b) Montrer que pour tout n € N* : M,, <1+ 5

5. Montrer que pour tout n € N, pour tout (z,y) € I? : |f,(z) — fu(y)| <
2|z — y|. En déduire que la fonction f est continue sur [I.

6. a) Montrer que pour tout (n,p) € (N*)?, pour tout = € I :

Furp(@) = Fal@)] < 55 (1= o)
b) En déduire que pour tout € I, pour tout n € N* : | f(z) — fn(x)| < 2%
c) Montrer que f vérifie, pour tout x de I :

f@) =143 [T+ rear

Solution :

1. a) fl(x):1+%/ 2t =1+
0

3

x 2
f2(37)=1+%/ 2+t+e)dt =142+ 5 + %
0

b) Si t — f,(t) est polynomiale, il en est de méme de t +— f,(t?); les
fonctions polynomiales ayant des primitives polynomiales, ¢ +— f,,11(t) est
encore polynomiale. On conclut par I’argument de récurrence habituel.

2. a) fn et fr,—1 sont continues sur le segment [—1/2;1/2], donc y sont bornées,
ainsi D,, existe.

b) fi(z) — fo(x) =z, donc Dy = %

) nia(e) = )] = 3] [ (a0 = Faa®) + (1) ~ fua(@D) ]
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<[ 1) = SO+ 118~ Faa(P)
0
Comme t € [—-1/2,1/2] = t* € [-1/2,1/2], on peut majorer, et :
fua(@) = @) < 3| [ (D, + Do)t < Dolel < 0,

et par passage a la borne supérieure :

Dn+1 < %Dn
Ainsi D,, < (%)n_lDl = (%)n et nh—>H<>lo D, =0.

3. La question précédente montre que la série de terme général f,,(z)— fr,—1(x)
est convergente pour tout x de I. Ceci signifie que la suite de terme général
fn(z) est convergente pour tout x de I.

4. a) f, est continue sur I, donc bornée sur ce segment.

bL&@N=|®+%A(ﬁhﬂﬂ+ﬁ%ﬂ#»dﬂ<1+%{£2Mm4dt

< 1+ Mn—1|x‘ < 1+ Mn—l
D’ou, par passage a la borne supérieure :

My <1+ My s

Yy
5. (o) = £a@) = 3] [ (Fua®)+ Fuca () ] < Sy = al2.

X
Or une récurrence élémentaire montre que pour tout k, My < 2 et ainsi :

Vo el [fn(x) = fn(y)] < 2|z -y
Par prolongement des inégalités a la limite, on a donc :

Vo el |f(z) — f(y)] <2z -yl
et f est continue sur I.

6.3) Fusyla) = fule) = 5 (fla) = fir (o)), o
ey "Nk 1yn 1\»
Fapl@) — fal@) < S Iful@)— fa@l < 3 () = (L) - E))
k=n+1 k=n-+1

b) n étant fixé, ainsi que z, il n’y a plus qu’a faire tendre p vers l'infini,
et :

vxeLu@y—hmﬂéiz

c) Il suffit de vérifier que pour tout x de I :
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xT
lim
n—oo 0

(Falt) + Fult2)) dt = / C(F) + F@)) di

Or :
[0~ 700 () - s < | [+ ] < &

On a donc bien le résultat annoncé, et donc :

@) = lim fule) =145 [ (700) + 0%

n—oo

Exercice 1.19.

Soit E = C'([0, 1], R), 'espace vectoriel des fonctions définies et
continues sur [0, 1], a valeurs réelles.
A tout f € E, on associe g définie sur [0, 1] par

g(m):/o inf(xz,t)f(t)dt

1. Vérifier que g est un élément de E et que 'application u : f +— g est un
endomorphisme de E.

2. Montrer que g = u(f) si et seulement si g est deux fois dérivable sur [0, 1]
telle que ¢” = —f, ¢'(1) =0 et g(0) = 0.

3. L’application u est-elle injective 7

Solution :

1. Pour x € [0,1], on a :
1 x 1
g(x) = / inf(xz,t)f(t)dt = / tf(t) dt—l—/ xf(t)dt.
0 0 T
En notant F3 une primitive de ¢ +— tf(t) et F' une primitive de f, on a donc :
9(x) = Fi(x) = F1(0) + 2(F(1) — F(z))

Sous cette forme, il est clair que la fonction g est continue sur [0, 1] (et méme
de classe C1).

D’autre part, la linéarité de l'opérateur f +— ¢ résulte des propriétés des
opérations et de la linéarité de 'opérateur «intégration sur [0, 1] ».

2. Soit f € E et g = u(f). Nous avons déja dit que g est de classe C! sur
[0,1] et :
9'(z) = Fi(z) + (F(1) = F(x)) — 2F'(z) = 2f(z) + F(1) — F(z) — zf(z)
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Vzel0,1],9'( / f@t)dt
La fonction ¢’ est donc encore de classe C! et ¢ (z) =

Enfin, ¢(0) = F1(0) — F1(0)+0x(F—1)—F(0)) = 0 et ¢'( / f(t)

Réciproquement, considérons une fonction g deux fois dérivable sur [0, 1],
telle que g(0) =0, ¢’(1) =0 et posons f = —¢"”. On a :

/0 inf (2, ) £ (£) dt = /0 g (#) dt — / g (t) dt
[—tg’(t)}g—l—/ g’(t)dt—yrz[g’(t)]glC
0

/0 inf(z, ) f(t) dt = —zg'(x) + g(x) = 9(0) + zg'(x) — 2g'(1) = g(x)
On a donc bien g = u(f).

3. Si f est telle que g = u(f) = 0, alors g” est la fonction nulle sur [0, 1] et
donc f aussi, ce qui prouve que u est un opérateur injectif.
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2
ALGEBRE

Exercice 2.1.

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et A, B les deux matrices de M, (R)
définies par :

O --- 0
1 O 0 O O . O
0 0 0 . .

A: . : . B: O
0 0 0 - o
o0 --- --- 0

1. Déterminer un polynéme annulateur de degré minimal et de coefficient du
terme de plus haut degré 1 de la matrice A, respectivement de la matrice B.

2. Justifier que A et B ne sont pas semblables.

3. a) Existe-t-il un polynéme P de R[X] tel que P(A) = B?

b) Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que P(A) soit semblable & B ?
4. Soit M € M, (R) une matrice de rang 1, et f ’endomorphisme de R™ de
matrice M dans la base canonique.

a) Montrer que si M est diagonalisable, alors il existe un réel non nul ¢ tel
que M soit semblable a (A.

b) On suppose que M n’est pas diagonalisable. Comparer Im f et Ker f.
Montrer que M est semblable a B.
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Solution :

1. 11 est facile de vérifier que les deux polynéomes demandés sont M4(X) =
X(X —1) et Mp(X) = X2,

2. Les deux matrices A et B ne peuvent étre semblables puisqu’elles n’ont
pas les mémes valeurs propres. En effet 1 est valeur propre de A (ainsi que
0), mais n’est pas valeur propre de B qui n’a que 0 comme valeur propre.

3. a) La matrice A est diagonale; pour tout polynéme P, la matrice P(A)
est diagonale. Or B n’est pas diagonale, donc P(A) ne sera jamais égal a B.

b) La matrice B n’est pas diagonalisable (son unique valeur propre est 0 ;
si elle était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice nulle, donc égale
a la matrice nulle). Or pour tout polynéme P, la matrice P(A) est diagonale,
donc P(A) et B ne sont pas semblables.

4. a) Sirg(f) =1, alors dim Ker(f) = n— 1. Ainsi 0 est valeur propre de f et
le sous-espace propre associé est de dimension (n—1). Si f est diagonalisable,
soit (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de f, telle que (ea, ..., e,) soit
une base de Ker f.

On a f(e1) = ley et pour tout i € [2,n], f(e;) = 0. Ainsi la matrice M est
semblable a (A.

b) Si f n’est pas diagonalisable, on a Im f C Ker f. En effet, soit = un
vecteur non nul de Im f. Alors f(z) est encore dans Im f, donc est colinéaire
a x et si on avait f(z) = Az, avec A # 0, = serait propre et [ serait
diagonalisable. Donc f(x) = 0.

Soit alors e; ¢ Ker f. On a f(e1) = ex € Im f C Ker f. On complete ez en
une base (es,...,e,) de Ker f.

11 est facile de vérifier que (eq,...,e,) est une base de R™ et que dans cette
base, la matrice associée a f est B.

Exercice 2.2.
Soit (A,)n>0 une suite de matrices de My(C). On définit une suite de

vecteurs-colonnes (X,)n>0 de Mg 1(C) par Xg € My 1(C) et pour tout
n=>0:

Xn—|—1 — Aan

1. Montrer que I'ensemble S des suites d’éléments de My 1(C) ainsi défini est

un sous-espace vectoriel de (./\/lg,l((C)>N.
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2. Soit T l'application définie sur S par, pour tout (X,)n>0 € S :
T((Xn)n20) = Xo
Montrer que 7" est un isomorphisme de S sur My 1(C).

En déduire la dimension de S, ainsi qu’une base de S.

ntl
3. Dans cette question, on suppose que, pour tout n € N, A4,, = ( ”+12 1),

a) Exprimer X,, en fonction de n et Xj.
b) Une suite d’éléments (X,,)n>0 de Mg 1(C) est dite convergente dans

My 1(C), si, en notant X,, = (il’n ), les deux suites complexes (1., )n €t
2,n

(x2,n)n convergent dans C

Etudier la convergence de la suite (X,)n,>0 en fonction de Xj.

Solution :
1. On vérifie sans difficultés les propriétés de sous-espace vectoriel.

2. On vérifie aussi facilement que T est linéaire.
Par définition de la suite (X,,), pour tout U de M3 1(C), il existe un unique
Xo = U € M51(C) tel que la suite définie par Xog = U et X,,11 = A, X,
vérifie T'((X,,)) = U (en clair la suite est bien définie par son premier terme
Xo). Ainsi

dim S =2

3.a) On a X,, = (ApxAn_1x -+ xAp)Xo. On peut alors :

* soit penser a diagonaliser A,. C’est possible (les valeurs propres de A,
sont distinctes), mais les matrices ne commutant pas deux a deux, on ne
peut trouver une base commune de diagonalisation, ce qui empéchera de
déterminer [ Ag.

* S’apercevoir apres quelques essais, puis montrer par récurrence que :

1 0
n n—+2
R=0 l-Xg
k=1
n+1 1
b) On pose alors H,, = > 7> on sait que lim H,, = +oo.
k=1 n—00

Avec Xy = <z>, alors X,, = P, Xy = (—Hﬁ—#y)'
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Ainsi la suite (X,,) converge si et seulement si x = 0 et sa limite est alors
y )

Exercice 2.3.

1. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E. On rappelle qu'un
sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si et seulement si f(F) C F.

a) Montrer que Ker f et Im f sont des sous-espaces stables par f.

b) Soit k est un réel quelconque ; montrer que F' est un sous-espace vectoriel
de F stable par f si et seulement si F' est stable par f — kI, ou I représente
I’endomorphisme identité de F.

Dans la suite E désigne un espace vectoriel de dimension 4 et £ =
(e1,ea,€e3,€4) est une base de E.

Soit f I’endomorphisme de E défini dans la base £ par la matrice :
2 -1 -2 -3
0o 2 -1 =2
0 O 2 0
0O 0 0 2

A:

On pose g = f — 21.
2. a) Calculer g3.
b) Déterminer Im(g), Ker(g),Im(g) N Ker(g),Im(g?) et Ker(g?).

3. Déterminer toutes les droites vectorielles stables par f.

4. a) Soit P un plan tel que Im(g*) € P C Ker(g?). Montrer que P est stable
par g.
b) Soit F' un plan stable par g et v 'endomorphisme induit par g sur F.
i) Montrer que v? = 0.

ii) Si v = 0, montrer que F' = Kerg.

iii) Si v # 0 et si x est un vecteur de F' tel que v(x) # 0, montrer que
v(x) appartient a Im(v) N Ker(v).

¢) En déduire une caractérisation des plans vectoriels de E stables par f.

Solution :

1. a) Soit y e Imf, on a f(y) € Im f et si z € Ker f, f(f(z)) = f(0) =0,
donc f(z) € Ker f. Ainsi :
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Im f et Ker f sont des sous-espaces stables par f.
b) Supposons F' stable par f. Soit x € F, alors: (f—kI)(z) = f(z)—kx € F.
Réciproquement, supposons F' stable par f — kI. Soit x € F'. Alors on écrit :
flx)=(f(z) —kx)+ kx € F.
F stable par f <= F stable par f — kld

2. a) Un calcul matriciel sans surprise donne g3 = 0.
b) On obtient :

Ker g = Vect(ey, e2 — 3es + e4), Im g = Vect(eq, e3).

Im g N Ker g = Vect(e) = Im g2 et Ker g = Vect(eq, e2,e4 — 2€3).
3. D’apres la premiere question, il est équivalent de déterminer les droites
stables par g. Or une droite est stable par g si et seulement si elle est
engendrée par un vecteur propre de g. Ici 'endomorphisme g est nilpotent
(sa seule valeur propre est 0). Le sous-espace propre associé est Ker g qui est

de dimension 2. Donc les droites stables par g sont toutes les droites de ce
plan.

4. a) Soit x € P, alors x € Ker g2 et g(x) € Ker gNIm g, donc g(x) € Img? C
P et P est stable.

b) x L’endomorphisme v est nilpotent car g l'est. Or F' est de dimension

2. L’indice de nilpotence de v ne peut étre supérieur a 2. Donc v? = 0 et
F C Ker g°.

(si vk = 0 et vF~1 #£ 0, il existe z tel que v*~(z) = 0 et alors la famille
(z,v(x),...,v*"1(x)) est libre.)

*Siv =0, F C Kerg qui est de dimension 2. Donc F = Ker g.

x Si v # 0, il existe z € F tel que v(z) # 0. Comme v? = 0, il vient
v(z) € ImvNKerv C KergNImg =Img? et Img? C F.

c¢) Soit P un plan de E, les questions précédentes donnent :
P est stable <= Im ¢? C P C Ker g°.

Exercice 2.4.

On note E le R-espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.

Soit L lapplication définie sur E par, pour tout z réel : L(f)(z) =
x+1

F(t)dt

x

1. Montrer que L est un endomorphisme de E. Est-il injectif, surjectif ?
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2. Soit f € E, a € R. On considere ’élément de E défini, pour tout x réel,

par : g(z) = f(a—=z). Déterminer une relation entre L(f) et L(g). Interpréter

géométriquement ce résultat. Dans le cas d’une fonction f paire, en déduire

une propriété des graphes représentatifs de f et L(f).

3. Montrer que si lim f(¢) = ¢ € R, alors on a également : lim L(f)(t) =
t— 400 t——+o0

(. Etudier la réciproque.

4. Soit @ € R. En considérant la fonction h, : z — e**, montrer que tout réel
strictement positif est valeur propre de L.

5. On suppose dans cette question seulement que f est une densité de
probabilité et que X une variable aléatoire réelle de densité f. On considere
une variable aléatoire réelle Y uniforme sur [—1,0], et on suppose X et Y
indépendantes.

Que représente la fonction L(f) pour la variable aléatoire Z = X +Y 7

6. On suppose f continue, a valeurs positives et telle que l'intégrale
+0oo

f(t) dt converge. Montrer que :

+o0 400
fode= [ L

— o0 — o0

Solution :

1. x La linéarité de 'application L résulte de la linéarité de lintégration.

* Soit F' une primitive de f : L(f)(z) = F(x + 1) — F(z). Donc L(f) est
dérivable sur R et a fortiori est continue.

LeL(E)
* Toute application continue sur R et non dérivable en au moins un point
(par exemple la fonction z — |z|) n’a donc pas d’antécédent par L et L n’est
pas surjective.
* Soit f :t+— sin(27t), on a pour tout = de R :

x+1
L(f)(x) = / sin(27t) dt = o [cos(ZWt)}xJrl =0

Donc L n’est pas injective.

2. % Soit fe E,aeR: L(g / fla—t)dt = / f(u)du, et :
r—1
L(g) flla—z—1).
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On obtient le graphe de g en prenant successivement le symétrique du graphe
de f par rapport a I’axe des ordonnées, puis le translaté de vecteur (a —1)7 .
L’aire algébrique sous la courbe représentative de g sur [a —x — 1,a — x] est
égale a l'aire algébrique sous la courbe représentative de f sur [z, z + 1]

x Dans le cas d’une fonction f paire, les fonctions g : © — f(—z) et f sont
égales, d’ou : L(g) = L(f) et donc avec a =0, Vx, L(f)(—z —1) = L(f)(x)

La courbe représentative de L(f) présente une symétrie d’axe vertical x =
—1/2

3. % On suppose que . li+m fit)y=+¢eR.
Soit donc e > 0et Atelquet > A = |f(t) —¢| < ¢, alors des que z > A :

|Mﬂ@—a=Aﬁbm—@ﬂ<LHWw—aw</”?ﬁ=s

d’ou L(f) admet la méme limite /.

* La fonction g : x +— sin(27x) n’admet pas de limite en 400 et L(g) = O
est de limite nulle ; la réciproque est donc fausse.

(0%

r+1 o
4. On a L(hy)(x) = / e dt = é[e"‘ e = € =1p ().

. . . ea —1
Soit la fonction ¥ : o — =—=.

C’est une fonction continue sur R* qu’on peut prolonger par continuité en 0
en posant ¥ (0) = 1. La fonction v ainsi prolongée vérifie :
e 1) est a valeurs dans R™.

o lim ¢(a)=0,
o lim ¢(a)=+oc.

a——+00

Le théoreme des valeurs intermédiaires assure : ¢(R) = R* et tout réel de
R* est donc valeur propre de L (h, n’est pas la fonction nulle).

5. Soit X de densité f, Y de densité 1|_; o) et X et ¥ indépendantes. Ainsi
Z = X +Y admet pour densité :
+oo

x+1

Moy = [ fO1 - tde= [ Fd= L0
+oo

6. On suppose f continue, a valeurs positives et telle que fdt=C eR
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La fonction f; = %x f est une densité de probabilité sur R et la question
précédente entraine que L(%x f) = %L( f) est une densité de probabilité
d’ou :
1 [
5[ mnwma=
d’ou :
+

oo “+o0
rwa= [ upoa

— o0

Exercice 2.5.

On note M3(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
On appelle carré magique d’ordre 3, toute matrice M € Mj3(R) telle que
les sommes des coefficients de chacune des trois lignes, de chacune des trois
colonnes et de chacune des deux diagonales soient égales. Cette somme est
notée s(M).

On note C le sous-ensemble des carrés magiques de M3(R).

1 1 1
Onnote J =1 1 1
1 1 1

1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de Mg3(R). Montrer que
Papplication s définie sur C, qui a tout M de C associe le réel s(M), est
linéaire et que :

C = Vect(J) & Kers

2. On note S 'ensemble des matrices symétriques de M3(R) et A ’ensemble
des matrices antisymétriques de M3(R).
a) Montrer que :

Kers = (SNKers)® (ANC)
b) Déterminer ANC et S N Kers. En déduire une base de C.

3. Déterminer un vecteur propre commun a tous les carrés magiques. En
déduire tous les carrés magiques M pour lesquels M? est un carré magique.

Solution :

1. % Soit ¢ I'application linéaire M3(R) — R® définie par :
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mi1+mi2+ my3 \
mo 1 + Moo + M2 3
mg 1+ m32 + m33
o| may man mas | = my,1+me 1+ ms
Mma1 Mas Mas my2 + Mmoo+ Mm3o
mi,3+mo3+ms3
mi,1+ Mmoo+ ms3
mi,3+ Mmoo+ M3

mi1 Mi2 M3

1

Comme C = ¢~ (Vect ( )) (les huit sommes sont égales ... ), C est un
1

sous-espace vectoriel de M3(R).

* L’application s est linéaire car c’est, par exemple, la restriction a C de la

forme linéaire suivante :
mii1 Mi2 M1.3

mo 1 M22 M3 | — M1 +Mio+mMi3
m31 MmM32 M33

* Montrons que toute matrice M € C s’écrit de maniere unique :
M = XJ+ N avec A € Ret s(N) =0.

— Si une matrice M € C s’écrit ainsi, on a nécessairement s(M) = As(J) =

3\, donc A = S(—QJ) et ainsi N = M — S(—QJ)J, donc I’écriture, si elle existe,
est unique.
— Réciproquement, pour tout M € C, on a :
S(M — @J) =s(M) — @S(J) =0
Donc :
M=M- S(M)JJFS(Q@J,
_,3_/
€Ker(S)

et toute matrice M € C possede bien une telle écriture.

2. a) Un fait classique est que : S & A = M3(R) avec la décomposition :

M = Z(M+tM)+ 3(M — M)

€s cA
On en déduit immédiatement que :

Kers = (SN Kers) @ (ANKers)
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Comme toute matrice antisymétrique M a une diagonale nulle on a AN C
qui est inclus dans A N Ker s ; comme 'inclusion contraire est évidente on a
ANC=ANKers, d’ou le résultat annoncé.

b) x Les matrices antisymétriques de taille 3 sont de la forme :

0 a b
M= -a 0 ¢
—-b —c 0

Pour que M appartienne a C il faut et il suffit que :

a+b=—-—a+c=-b—c=—-a—-b=a—c=b+c=0=0-0,
soit a = —b = ¢. Donc :

0 1 -1
ANC=Vect | —1 0 1
1 -1 0
* De méme on obtient :
1 -1 0
SNKers=Vect | —1 0 1
0 1 -1
* En «concaténant » des bases de Vect(J), ANC et SNKer s, on obtient que :
0 1 -1 1 -1 0
en posant Jo=| —1 0 1 ,J3=1 -1 0 1
1 -1 0 0 1 -1

(J, J2, J3) est une base de C.

3. » Comme la somme des éléments d’une ligne quelconque est constante et

1
vaut s(M), le vecteur | 1 | est un vecteur propre de toute matrice M € C
1
pour la valeur propre s(M).
1
* Si M admet [ 1 | comme vecteur propre pour la valeur propre A\, alors
1

M? admet ce méme vecteur comme vecteur propre pour la valeur propre 2.
Si M et M? appartiennent & C, on en déduit donc que s(M?) = s(M)?,

* D’apres la question précédente toute matrice M € C s’écrit :

a+c a+b—rc a—>b M
M=aJ +bJy+cJ3=|a—b—c a a+b+c aveca:%
a-+b a—b+c a—c
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Alors, par calcul, le coefficient de la deuxieme ligne et de la deuxieme colonne
de M? vaut 3a® + 2¢® — 2b. Donc la condition s(M?) = s(M)? s’écrit :
3(3a® + 2¢% — 2b%) = (3a)?
Soit b2 = c? et
b= +c
Le calcul donne alors : (aJ + b(J2 + J3))? = (aJ + b(J2 — J3))? = 3a%J € C
On a donc :
{M € C| M? e C} = Vect(J, Jo + J3) U Vect(J, Jo — J3)

Exercice 2.6.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit A la matrice de M,,(R) définie
par :

0 -+ -+ 0 1
(R 0 2

A=11: . - : :
0 -+ -~ 0 n-1
1 2 - n-1 n

1. Justifier que A est diagonalisable.

2. a) Déterminer le rang de A ainsi qu'une base de 'image Im A.
b) Déterminer la dimension du noyau de A, ainsi qu’une base de cet espace.
Qu’en déduit-on pour les valeurs propres de A7

Dans la suite de [’exercice, on étudie trois méthodes indépendantes qui
permettent de déterminer tous les éléments propres de A.

3. Soit A une valeur propre non nulle de A et x un vecteur propre associé.
En écrivant le systeme d’équations correspondant a Az = Az, déterminer les
valeurs propres non nulles de A.
4. On note f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

a) Déterminer un sous-espace F' de R™ de dimension 2, stable par f (i.e.
tel que f(F) C F).
On note g l’endomorphisme de F induit par la restriction de f a F.

b) L’endomorphisme g est-il diagonalisable? Déterminer ses éléments
propres.

c¢) En déduire les éléments propres de f.

5. a) Calculer A2
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b) En déduire les valeurs propres de A.

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle. Par le cours, elle est diagonalisable
dans R.

2. a) Les (n— 1) premieres colonnes de A sont liées et les deux derniéres sont
libres. La matrice A est de rang 2.

b) Par le théoreme du rang, on a : dimKerA = n — 2. Notons f
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A. On a, pour tout i €
[1,n—1], f(e;) = ie,. Donc les vecteurs 2e; —es, 3e1 —e3, ..., (n—1)e; —en—1

appartiennent a Ker f. On vérifie qu’ils forment une famille libre ; c¢’est donc
une base de Ker A.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est Ker A qui est de
dimension (n — 2).

Comme A est diagonalisable, il reste a déterminer deux autres vecteurs
propres, (associés a 1 ou 2 autres valeurs propres.

3. Soit A # 0 tel que AX = AX. 1l vient :
(

Ty = A1
2x,, = AZs
X : =
(n—1Dx, = Ar,_1
Yokxy = Az,
\ k=1

On a x, # 0, car sinon X = 0. Comme \ # 0, divisons les (n — 1) premieres
équations par A et reportons dans la derniere équation. On obtient :

1 n—1
(X > k:2):1:n +Nx, = ATy,
k=1
Ainsi A\ est racine de ’équation :
A2 —px - =0
Cette équation est la condition nécessaire et suffisante pour que A soit valeur
propre de A.

(n—1)2n—1)
6

2 —_—
n(4n” —3n + 2) est strictement positif. L’équation

Le discriminant A =
admet deux solutions :

)\:n

o+
>
3

|
>

, avec § = VA
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4.a) Si F =1Im f, alors dim F' = 2 et F est stable par f.

b) L’endomorphisme g reste symétrique réel, car f lest : il est donc

diagonalisable. Etudions la matrice B associée a g dans la base (u = e,,v =
n—1

> keg) de F. 1l vient :
k=1

Fu) = nu+ v, f(v) = n(n — 1)6(271— 1)u

La matrice B est donc égale a :
B (n an_1> avec a,_y = n(n —1)(2n — 1)

1 0 6

La méthode du pivot permet de conclure que les valeurs propres sont solutions
n(in —1)(2n — 1)

de I'équation (n —A) (=) —ap_1 = A2 —nA— 5 = 0, obtenue
a la question 3.
On cherche les vecteurs propres de g sous la forme w = zu + yv, avec

B(w) = A\w.
Un calcul donne w = Au 4+ v comme premier vecteur propre et w = pu + v
comme second vecteur propre.

5. a) Le calcul donne A2 = nA + «a,,_11.

b) Le polynome X2 —nX —a,,_1 est annulateur de A. Si A est valeur propre
de A, c’est une racine de ce polynoéme. On retrouve I’équation de la question
3. Comme A admet effectivement des valeurs propres non nulles, ce sont les
racines du polynome précédent.

Exercice 2.7.
Soit F un espace euclidien et ||.|| la norme euclidienne associée. Un endomor-
phisme f de E est appelé contraction si pour tout x de E, || f(x)| < |||

1. Donner un exemple de contraction de FE.

2. On suppose dans cette question que '’endomorphisme f est symétrique.
a) Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur
propre A de f, on a |[A\| < 1.
b) Soit P un polynome de R[X]. Montrer que pour tout x de E :

IP(f) (@) < sup )|P(/\)| =]

AESP(f
ou Sp(f) désigne I’ensemble des valeurs propres de f.

3. On suppose désormais que f est un endomorphisme inversible de F, et on
note M sa matrice associée dans la base canonique de FE.
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a) Montrer que MM est une matrice symétrique de valeurs propres
strictement positives. En déduire qu’il existe une matrice symétrique a valeurs
propres strictement positives S telle que MM = S2.

b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale O telle que M = OS.

c¢) Montrer qu’il existe un unique couple (O,S), O orthogonale, S
symétrique a valeurs propres strictement positives, tel que M = OS.

d) Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur
propre A de S, on a || < 1.

Solution :
1. L’application identité est une contraction, ’application nulle aussi.

2. a) L’application f est diagonalisable dans une base orthonormée (eq, ..., e,).
Notons A1 < Ao < -+ < A\, les valeurs propres associées a ces vecteurs pro-
pres (quitte a réordonner la base choisie).

Six =) xe;, alors f(x) = Z Aizie; et :

i=1
1 (@)[]* = ZII/\| i |* < max(|As[?) ][] = [An]?[]2]]?
avec égalité pour z = en
Ainsi f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A\ de f

vérifie : |A| < 1.

P
b) Posons P = > a,X*. Alors
k=0

IPO@IF =13 anf @) = | 3 au( 3 M

n . p
= X (X aerf)miei* = I
i=1 k=0

< ( sup [POV)])? Y 27
AESD(f) i=1

IP(f) (@) < sup [PA)|x][z]]
AeSp(f)

zie;) ||
POz = 3 P(3)?a?

Donc :

3. a) La matrice A = "M M est trivialement symétrique réelle. Pour tout
vecteur X, on a : ' XTMMX = ||[MX]||> > 0 et est nul si et seulement si
X =0, puisque M est inversible.
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La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée : il existe
une matrice orthogonale P, une matrice diagonale, a diagonale strictement
positive, D, telles que M = PD!'P. Soit A diagonale dont les coefficients
diagonaux sont les racines carrées de ceux de D. On a A% = D et alors
S = PA'P est symétrique réelle définie positive telle que :
tMM = (PA'P)(PA'P) = S?

b) Comme S est inversible, posons O = M S~!. Une vérification immédiate
donne : *O0 = I ; donc O est orthogonale.

¢) Supposons qu’il existe deux tels couples (O, S), (O1,.51). Alors

tMM = 82 = 52

Les matrices symétriques réelles définies positives S et S7, ont les mémes
valeurs propres (car celles-ci sont positives) et les mémes vecteurs propres.
En effet si SX = AX, (A > 0), alors S7(X) = S?(X) = A\?2X.
Donc 0 = (8% — X\21)X = (S1 + MI)(S1 — M) X. Or (S; + M) est inversible,
puisque —\ n’est pas valeur propre de S;. Donc (S — AI)X = 0 et X est
vecteur propre de Si. Les roles de S et S; étant symétriques, on a : S = 5,
et O = 0.

d) Comme O est une isométrie, on a ||[OX]|| = || X|| et il vient :

[MX]| = [O(SX)]| = [|SX]]

On termine grace a la question 2. a).

Exercice 2.8.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2 et A € M, (R) la matrice de
coefficient d’indice (i, j) donné par a; ; =i + j pour (i,j) € [1,n]>.

On note f ’endomorphisme de R™ de matrice A dans la base canonique.
On note enfin u et v les vecteurs de R™ dont les coordonnées dans la base
canonique sont respectivement :

1 1
1 2
U= et V=1|.
1 n

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer I'image de f et le rang de A.

3. Montrer que A = VU + U'V, ou, pour toute matrice X, *X désigne la
transposée de X.
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4. En déduire le noyau de f.
5. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

6. Pour X € M,, 1(R), on pose Q(X) = "X AX. A-t-on pour toute colonne
X non nulle *XAX >07? A-t-on tXAX <07

Solution :

1. Par exemple pour n =4,ona: A =

Ot W N
Ot W
o O

oo N O Ot

6 7

Pour tout n, la matrice A est clairement symétrique réelle et donc diagonal-
isable.

2. Pour tout j de [1,n], la colonne C; de A s’écrit C; = V + jU. Donc
Im f = Vect(u,v) et comme u et v ne sont pas colinéaires :

rg(A) =2
3. On a déja dit que :
A= (C,Cq....C) =V, V,....V)+ (U,2U,...,nU) = VU + UV

4. Comme rg(A) =2, on sait que dimKer f =n — 2. Or :
T € [\/'ect(u,vﬂL — (u,z) =(v,2) =0 = UX=WVX=0

— VIUX+UVX=AX=0
L’inclusion et ’égalité des dimensions donne la conclusion :
Ker f = [\/’ect(u,v)}l
5. Si X est un vecteur propre de A associé a une valeur propre non nulle A,
alors X € Im f = (Ker f)*, soit X = aU + SV. On écrit alors :
altVU —=N) + BIVV =0
atUU + B(UV —-X) =0
Ce systeme admet une solution non triviale si et seulement si :
2
((w,v) = A)" = [[u|P[lv]|* =0

AX =2X =

C’est-a-dire pour :
n(n+1 n+1)2n+1
A= () ol = 0L g [0 D)

2 6

et alors § = fa % et X est proportionnel a ||v||u £ ||ul|v.
v
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n(n—l—l))2 2 (n+1)(2n+1) n?(1 —n?)
6

6. Comme ( 5 = 9 < 0, 'une des

valeurs propres est strictement positive et l'autre strictement négative : la
forme quadratique ) n’est ni positive ni négative.

Exercice 2.9.

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On considere

E = M,(R) et ¢ lapplication définie sur E? par : p(A, B) = tr(*AB),
n

ou tr désigne l'application trace (tr(A) = ) [A];; est la somme des éléments
i=1

diagonaux de A).

0. Montrer que I'application tr est linéaire, telle que, pour toutes matrices A
et B de M, (R), on a : tr(AB) = tr(BA).

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur M,,(R). Dans la suite, M,,(R)
est muni de ce produit scalaire.

Soit A une matrice symétrique réelle de M, (R).
2. On considere I’endomorphisme de M, (R) défini par : pour tout M de
M (R),

T(M)=AM+ MA

Montrer que T est diagonalisable dans une base orthonormée.

3. Soit D une matrice diagonale semblable a A et A1, Ao, ..., A\, les éléments
diagonaux de D.

a) En étudiant I’équation T'(M) = AM, déterminer les valeurs propres de
T en fonction des valeurs propres de A, ainsi qu'une base de vecteurs propres
de T'.

b) On suppose que la matrice A est définie positive, c’est-a-dire que pour
toute matrice colonne non nulle X de M, 1(R), on a : *XAX > 0. Que
peut-on dire du noyau de T'7

Solution :

0. La linéarité de l’application tr résulte des propriétes des opérations
matricielles et :

tr(AB) = 3 (AB)i; = 32 3 (A)in(B)e
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1. On vérifie facilement que I'application ainsi définie est bilinéaire, symétrique
et définie positive, donc définit bien un produit scalaire.
2. Montrons que T' est un endomorphisme auto adjoint (symétrique).
Soit (M, N) € M, (R)? :
(T(M),N) = tr(*(AM + MA)N) = tr((* M A+ A*M)N)
=tr(MAN + A'MN) = tr(*! MAN) + tr(A*MN)
=tr(MAN) + tr(! MNA) car tr(AB) = tr(BA)
=tr(!M(AN + NA) = (M, T(N))
Ainsi T est diagonalisable dans une base orthonormée de M., (R).
3. a) Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles

que A = PD!'P. Ainsi, en posant N = {PMP :
T(M) = AM + MA = A\M <= D(*PMP) + (‘PMP)D = \(!PMP)
<= DN+ ND = AN
Si N = (n;;), un calcul élémentaire donne DN + ND = ((A\; + Xj)n; ;)i ;-
Ainsi, I’équation précédente est équivalente a :
pour tout (i,) € [1,n]2, (A; + A\j)nij = An; ;.
On s’apergoit que la base canonique (E; ;) de M,,(R) (qui est orthonormée

pour ce produit scalaire), est une base de vecteurs propres de T et que le
spectre de T est :

Spec(T') = {A+ | (A, 1) € Sp(A)?}

b) On sait qu'une matrice symétrique réelle est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives. Par la question
précédente, les valeurs propres de T sont également strictement positives.
Ainsi 0 n’est pas valeur propre de T et Ker(T') = {0}.

Exercice 2.10.

Soit n € N*. On considere 'espace euclidien R™ muni de sa base canonique
(€i)ieqi,n] et du produit scalaire canonique noté (.,.). On désigne par |.|| la
norme associée. On confond vecteur de R™ et matrice colonne canoniquement
associée.

On note M, (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. Si A €
M, (R), on note o(A) I'ensemble des valeurs propres de A. On dit qu'une
matrice symétrique A est positive si (A(z),z) > 0 pour tout x € R™. On
écrit alors 0 < A.



Algebre 61

1. Montrer qu’une matrice symétrique est positive si et seulement si ses
valeurs propres sont positives. En déduire que si A est une matrice positive
inversible de M,,(R), alors la matrice A=! est positive.

2. Soient A et B deux matrices symétriques de M,,(R). On dit que A < Bsiet
seulement si 0 < B — A. Montrer que A < B implique (‘M) AM < (*M)BM
pour tout élément M de M, (R). Prouver également que 0 < A < [ si et
seulement si o(A) C [0,1] (0 et I désignent respectivement la matrice nulle
et la matrice identité de M, (R)).

3. Soient A et B deux matrices de M,,(R).
a) Montrer que AB est inversible si et seulement si A et B sont inversibles.

b) Soit A une valeur propre non nulle de AB et z un vecteur propre associé
a A. Montrer que Bz est un vecteur propre de BA associé a .

c¢) En déduire que 0(AB) = o(BA).
4. Soit M une matrice positive de M, (R).

n

a) Justifier le fait que M puisse s’écrire sous la forme M = Y N\ X;(*X;)
i=1

ol (A1,...,A\n) € R} et (X1,...,X,) est une famille de vecteurs-colonnes

orthonormée.
n
b) Montrer que la matrice L = > VA X;(*X;) est positive et vérifie
i=1

I'égalité L2 = M.
Prouver que L commute avec M. On admet que c’est la seule matrice positive

1
dont le carré vaut M et on la note v M ou M?2. .
Montrer que si M est de plus inversible, alors on a (VM) ~ =+vM~"

Solution :
1. Soit A une matrice positive et A une valeur propre de u. Si x est un vecteur
propre associé a A, on a :
A= (Azx,z) > 0.

Réciproquement, si A est symétrique, on sait d’apres le cours qu’il existe une
matrice orthogonale P et une matrice diagonale P telles que A = (*P)DP,
d’ot1 :

(Az,z) = (*z)(*P)DPz = (*(Px))DPz = (D(Px), Pz) > 0.
Or avec y = Px et D = diag(\1,...,\,), on a: (D(Pz), Pz) =Y \iy?
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Comme les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres de A et que la
matrice P est inversible, on en déduit facilement I’équivalence souhaitée. Si la
matrice A est positive et inversible, alors la matrice A~! est aussi symétrique
et comme son spectre est constitué des inverses des valeurs propres de A, on
voit qu’elle est positive.

2. Soient A et B deux matrices symétriques telles que A < B.
Pour tout € R™, on a donc ((B — A) z,z) > 0.
SiyeR" et M € M,(R), on pose x = My et on obtient :
0 <((B - A)My, My) = (("M)(B — A)My,y)
D’ou 'on déduit immédiatement que (*M)AM < (*M)BM.
Si A est une matrice symétrique, comme on a o(f — A) = {1 — A\ A€ c(4)},
on déduit 1’équivalence annoncée de la question 1.

3. Soient A et B deux matrices appartenant a M,,(R).

a) Si AB est inversible, il existe C' € M, (R) telle que I = ABC = CAB.
On en déduit que A est surjective et B est injective, par suite A et B sont
inversibles. La réciproque est immédiate.

b) Soit A une valeur propre non nulle de AB et x un vecteur propre associé
a A. On a donc ABx = Az ; comme \ et z sont non nuls, on en déduit que
Bz # 0. Par ailleurs, on observe que BA(Bx) = B(ABx) = ABx. D’ou le
résultat.

¢) On a montré dans la question 3. b) que o (AB)\{0} C o(BA)\ {0}. En
échangeant les roles de A et B, on obtient 'autre inclusion et on a finalement

o(AB)\{0} = o(BA)\{0}.
Avec la question 3. a) on voit que 0 € o(AB) si et seulement si 0 € o0(AB).
En récapitulant, on obtient

0(AB) = o(BA)

4. a) C’est du cours.
b) On a:
12 =

3

=

VA X (X)X (MX)
(X, Xj)V A/ A Xi (M X;)

J

@
I
_
I
-

I
M=

s
Il
—

j=1

NXi(PX) =M

I

s
Il
—
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Légalité (v M)~ = vV M~1 est évidente avec la définition et I'unicité de la

racine.

Exercice 2.11.

Soit n un entier tel que n > 2. On considere la matrice J la matrice de
M, (R) dont tous les coefficients valent 1.
Soit C 'ensemble : .

C= {AEMn(R),Ela eR,Vi,j,,1<i,j<na= > air= ), ak’j}
k=1 k=1

1. Montrer C est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que ’application d définie sur C a valeurs réelles par :
n
d(A) = > a1k
k=1

est une application linéaire surjective non injective.
3. a) Soit A € M, (R). Montrer que A appartient a C si et seulement s’il
existe un réel \ tel que AJ = JA = \J.

b) Soit A et B deux matrices de C. Montrer que AB appartient a C et
calculer d(AB).

c) Soit A une matrice inversible de C. Montrer que A~! appartient a C et

trouver une relation entre d(A) et d(A~1).

4. Montrer que Ker(d) et Vect(.J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans C.

5. Soit (r,s) € [2,n]?. On note A, s la matrice dont tous les éléments sont
nuls sauf @11 =a,s =1et a1 s =a,1 = —1.
Démontrer que la famille (A, ) s)e[2,n)2 forme une base de Ker(d) et en

déduire la dimension de C.

6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C. Montrer que
B = %J est solution de ’équation : AP — BP = (A — B)P.

Solution :

1.OnaleCouleCetC#0.
Si A,B € C alors :
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n
2.
1
n
=1

k=
=2
k

Ja, Vi,jtelsquel <1,7 < n, « @;
6, Vi,j telsque 1 <14,7 <n, 8 bi

Z g, ;
k=1
> bk
k=1
Donc : . .
Vi, 7, Z Aai g+ pbig = Z )\.a;w + ,u.bk’j = da+ uf
k=1 k=1

ce qui implique que AA 4+ uB € C et donc que C est un espace vectoriel.

2. Le calcul précédent montre exactement :
Ve R dANA+ puB) = Ad(A) + pd(B)
Ainsi d est une forme linéaire sur C.
Or, soit A € R. On a d(AJ) = A, d’ou la surjectivité et d est non injective

pour des raisons de dimension.

3.a)Soit A€ M. Ona::

AJ = (Ci,j)i,j = (kzl ai,k)iyj et JA = (dz',j>z',j = (kzl ak,j)i,j
Donc : - -

AJ:JA:AJ@Vi,j,ZCLLk: Zak,j:/\(:)AECetd(A)z)\
k=1 k=1

b) Soit A et B deux matrices de C. On a :
BeC = BJ=JB = ABJ=AJB
et ABeC = AJ=JA=d(A)J, dou
ABJ = A(BJ) = AJB = (AJ)B=JAB =d(A)JB = d(A)xd(B)J

ce qui prouve que AB est aussi dans C et d(AB) = d(A)xd(B).

c¢) Soit A une matrice inversible de C.

AT =d(A)J = J=d(A)A™ ], et JA=d(A)J = J=d(A)JA™!
Nécessairement d(A) # 0 sinon la matrice J serait la matrice nulle et :

AN =gA = L
/=7 d(A)J
1

ce qui prouve que A~! appartient également & C et d(A™!) = M

4. Le sous-espace vectoriel Kerd est le noyau d’une forme linéaire, c’est un
hyperplan de C.

Vect(J) est une droite vectorielle de C, d’ou dim(C) = dimKerd +
dim Vect(J).

Soit A € Ker(d) N Vect(J). Alors :



Algebre 65

A=aJ = d(A)=an=0 = a=0 = A=0
d’ou :
Ker(d) N Vect(J) = {0}
Donc Ker(d) et Vect(J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans C.

5. x Soit (A, 5) une famille de réels telle que > A, sA, s = 0.

7,8
Soit (7,7) tel que 2 < 4,7 < n; en égalant les termes génériques des deux
matrices on obtient directement : \; ; = 0.

* La famille (A4, ), s est génératrice. Soit A = (ai,j) € C, on peut écrire :

n
— Y. a1 Q12 - Q1p
j=2
A=
n
- Z an J an 2 An.n
j=2
—Qa1 j 0 ap j 0 0
n
j=2 )
—an,; 0 ap,; 0 0
n n
> aijy 0 - 0 =3 a;; 0 -+ 0
n 1=2 1=2
—ao: 0 -+ 0 o 0O --- 0
=3 2,] 23 =2 aijAi
j=2 : iy

—an; O 0 A, 0O --- 0
Les matrices A, 5, 2 < r,s < n forment donc une base de Ker(d) et
dim(Kerd) = (n — 1)2.
et
dim(C) = dim(Ker d) + dim(Vect(J)) = (n — 1)? + 1
6. Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C.
Le calcul donne AB = B?, puis, par récurrence sur i1 € N, A'B = B!,

Les matrices A et B commutent ; on peut appliquer la formule du binéme de
Newton :

a-or = (Jacmr = w E (acpr

1=0

_ AP 4 lpil (f;)(_l)p—i] BP

1=0
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or -1 0= £ ()1 =145 ()

1=0

(A— B)P = AP — BP

Exercice 2.12.

Soit E = Rg[X], lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 2, muni du produit scalaire (P,Q) — (P,Q) =

/O 1P(t)Q(t) dt.

1. Déterminer une base orthonormale (Sy, S1,52) de E telle que, pour tout
i € [0,2], le polynéme S; soit de degré i et de coefficient du terme dominant
strictement positif.

2. On définit sur ' x E 'application ¢ suivante :
#(P,Q) = 3 (P(0)Q(1) + P(1)Q(0))
On note A = (a;,;)o<i j<2 la matrice de M3(R) de terme général a; ; =
p(5i, 55)
a) L’application ¢ est-elle un produit scalaire sur F x E 7

b) Ecrire la matrice A et justifier I'existence d’une matrice R € Ms(R)
inversible telle que

-3 0 0
‘RAR=1 0 0 0
0 0 6
c) Soit x1,x9,z3 réels et P = x9Sy + 151 + 2255.
Lo
Montrer que, si 'on pose X = | z1 |, on a : p(P,P) = ‘X AX. Calculer
T2

(P, P) en fonction de Y = R™1X.
P0)P(1)
3 P2(t)dt

Montrer que f admet sur £\ {0} un maximum dont on donnera la valeur.

3. On considere I'application f définie sur E \ {0} par : f(P) =

Solution :
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1. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Apres cal-
culs, on obtient :

So=1, $1=2VBX-3), $=6/5(X>-X+1)

2. a) On vérifie aisément que @ est une forme bilinéaire symétrique. Mais elle
n’est pas positive, en effet (P, P) = P(0)P(1) et il suffit donc de prendre
un polynéme P tel que P(0)P(1) < 0. Par exemple P = 5.

10 5

b) On obtient : A=| 0 -3 0

VB0 5
Cette matrice est réelle et symétrique : elle est diagonalisable dans une base
orthonormée.

Plutot que de chercher a calculer ses valeurs propres, on se fonde sur I’énoncé
et on montre que ses valeurs propres sont —3, 0,6 en exhibant trois vecteurs
propres associés.

Par exemple, un vecteur propre associé a la valeur propre —3 est en évidence :
u1 = es et un vecteur propre associé a la valeur propre 0 est us = vV5eq — e3
et un vecteur propre associé a la valeur propre 6 est dans l'orthogonal du
sous-espace engendré par ui,us ; par exemple us = e; + v/bes.

En normant chacun des trois vecteurs wuq,us,u3, on obtient une base or-
thonormée et une matrice de passage R orthogonale.

¢) On pose P = ¢Sy + £1.51 + x2S55. Apres calculs
(P, P) = 23 — 323 + 523 + 2v/bxory = X AX
et, comme ‘R =R~!:
o(P,P) = 'XAX = "(R~'X)A'RX = VDY
D’un autre coté, la famille (Sp, S1, S2) formant une base orthonormée de F
pour le produit scalaire {.,.), il vient : (P, P) = 22 + 23 + x3.

On remarque que f(P) = M, car [|P|]? =1XX =tYY.

1plI?
Yo
En posant Y = [ y; |, pour tout P #0 :
Y2

—3y2 + 612
f(P) = — 2!02 y22
Yo + Y1 T 93

0
Donc f(P) <6et pour Y = | 0 |,ona f(Q) =6.
1
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Ainsi
P) =
e /() =
Exercice 2.13.
2 1 1
Soit la matrice: A= | 1 2 1 |, et f ’endomorphisme de R3 de matrice A
0 0 3

dans la base canonique de R3.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. La matrice A
est-elle diagonalisable 7

2. Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle la matrice de f est :

1 0 0
A=10 3 1
0 0 3

3. a) Montrer que A’ n’admet pas de polynéme annulateur de degré inférieur
ou égal a 2.

b) Déterminer un polynéme annulateur de A’.
c) Justifier que tout polynoéme annulateur de A’ est aussi annulateur de A.

d) Déterminer un polynoéme annulateur de A de degré minimal et de
coefficient dominant égal a 1.

Solution :

2—A 1 1 1 2—A 1
1.A= )\ = 1 2—A 1 ~ 2=\ 1 1
0 0 3—A 0 0 3—A
1 2—A 1
~ 0 A—=1)(A—-3
Ly—La—(2=NL1 | ( )O( ) 3.\
Donc Spec(A) = {1, 3} et des calculs simples donnent :
1 1
Ey(A) = Vect [ —1 | et E3)(A) = Vect | 1
0 0

La matrice A n’est pas diagonalisable.

2. Prenons v; = (1,—1,0) et v2 = (1,1,0). On a f(v1) = vy et f(v2) = 3va.
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On cherche alors vs = (z,y, 2) tel que f(vs) = va + 3vs, ce qui s’éerit :
2r+y+z=1+4 32
{x+2y—|—z—1—|—3y

32 =0+ 3z
et on peut prendre vs = (0,0,1). On vérifie alors que la famille (v, va,v3)

est libre, donc est une base B de R3. On a par construction :
1 0 0
Al=Mp(f) =10 3 1
0 0 3

3. a) 1 et 3 sont racines de tout polynéome annulateur de A’ et

0 0 0
(A~ DA —3D)=[0 0 2] #0
0 0 0
b) On vérifie alors que (A" — I)(A" —3I)(A" —3I) =0 et :
Q = (X — 1)(X — 3)? est annulateur de A’

c) Soit P la matrice de passage de la base canonique de R® & B, on a
A" = P71AP et pour tout polynéme R : R(A’) = P~'R(A)P, les matrices
A et A’ ont donc les mémes polyndémes annulateurs.

d) Il n’y a pas de polynéome adéquat de degré inférieur ou égal a 2 et @
convient.

Exercice 2.14.

Soit n un entier de N*. Une matrice A = (a; ;)i<ij<n de Mp(R) est dite
positive si, pour tout (i,7) € [1,n]?, a;; > 0. On note alors : A > 0.

De méme A est strictement positive si, pour tout (4,5) € [1,n]?, a;; > 0. On
note alors : A > 0.

Si B = (b;j)1<i,j<n €st un élément de M,,(C), on note | B| la matrice positive
de terme général (|b; ;|)i<i j<n-

1. Dans cette question, A et B sont deux matrices carrées réelles d’ordre n.
a) On suppose A > 0et A #0. A-t-on A > 07
b) On suppose A > 0 et inversible. A-t-on A1 > 07
c¢) On suppose A > 0et B> 0. A-t-on AB>07
P

d) On suppose A > 0 et B > 0 telles que AB =0. A-t-on A =07

2. a) Soit 21,22 deux nombres complexes tels que |z; + 22| = |21]| + |22].
Montrer qu’il existe 6 réel tel que z; = |21]e? et 2o = |zo]e®.
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P P
b) Soit (21, ..., 2p) p nombres complexes (p > 2) tels que | > zz‘ = > |zl
i=1 i=1
Montrer qu'il existe 0 réel tel que pour tout j € [1,p], z; = |zj\ei9.

3. On suppose que A > 0 et que B € M, (C) vérifient |AB| = |A|x|B].
Montrer qu’il existe un n-uplet de réels (61, ...60,) tel que B = |B|xD, ou D
est une matrice diagonale de coefficients diagonaux €1, ez . . e¥n.

Solution :

Si n = 1, le probleme est dégénéré, nous supposerons donc a partir de
maintenant n > 2.
1. a) I,, est positive, non nulle, mais n’est pas strictement positive.

1

b) Non plus, proposons : A = (O 1

) clairement positive et inversible,

1 -1

-1 _
avec A7 = <0 1

) qui n’est pas positive.
mn

C) Oui, car (AB)%] = Z ai,kb;@j 2 0.
k=1

n
d) On a donc, pour tous indices i et j : > a; xbr ; = 0, la stricte positivité
k=1
des coefficients de B et la positivité de ceux de A montre alors que A = 0.
2. a) Si |21 + 22| = |21| + |22], alors en élevant au carré :
(21 + 22) (71 + 22) = |21 + 22° = |21]? + [22]? + 2|21 22
Soit :
QRé(Z_l,ZQ) = 2|Z_122’

Ce qui signifie que Z7 22 est un réel positif ou nul, donc que z; et zo ont méme
argument (modulo 27)

b) On procede par récurrence sur p :
— Pour p = 2, c’est le résultat de la question précédente.

— Supposons la relation vérifiée au rang p — 1 et posons u = z; + -+ -+ zp_1.
On a donc :

p p—1 p
Ozl = lu+ zp| < ul + |2p] < 30 [ow] +12p) = X2 |24
k=1 k=1 k=1

D’ot1 I'égalité centrale et (cas p = 2) il existe 0 tel que u = |ule? et
zp = |zp|e.
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> |zk|. L’hypothese de récurrence s’applique alors
=1
et prouve que tous les nombres ont méme argument.

p—1 p—1
De plus |u| = | 3 2| =
k=1 k

3. L’hypothese donne, pour tous indices ¢ et j :

n n
‘ > agkbri| = > |aekbk, ;|
h=1 =1

Par la question précédente, comme a, ) > 0, il existe 0; € R tel que pour
tout k, b ; = |bx;|€?%, ce qui donne :
B = |B|diag(e'’, ..., e"n)

Exercice 2.15.

Soit p un entier, p > 1 et R,[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a p.

1. Quelle est la dimension de R,[X]?

2. Soient Ag,...,A\, des réels deux a deux distincts. On considere les
polynoémes Ly, ..., L, définis, pour tout k de [0, p] par :
Lip(X) = X =)

0<i<p,i#k (Ak - Ai)
a) Montrer que la famille (Lo, ..., L,) constitue une base de R,[X].
b) Soit m € [0, p]. Déterminer les coordonnées de X™ dans cette base.
3. Soit n un entier n > 2 et S une matrice symétrique appartenant a M, (R).

On note {Ag,...,A,} 'ensemble des valeurs propres de S (deux a deux
distinctes). On pose, pour k € [0,p], P, = Li(S5).

a) Montrer que Im(Py) = Ker(AI — S), ou I désigne la matrice identité
de M, (R).

b) Vérifier que Py est la matrice d’un projecteur.

p
c) Prouver que I = Y P et que P, P, = 0 pour tout (k,£) € [0,p]?, k # ¢.
k=0
4. Soit A une matrice symétrique appartenant a M, (R). Décrire I’ensemble
des valeurs propres de A® en fonction de celles de A. Montrer qu’il existe un
polynéme P & coefficients réels tel que A = P(A5).

5. On considere deux matrices symétriques A et B de M, (R) telles que
A® = B®. Montrer que A = B.
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6. On considere a nouveau deux matrices symétriques A et B de M,,(R). On
suppose que A% = B2. Peut-on en déduire que A = B?

Solution :

L. dim(R,[X]) = p+ 1.

2.a) SiagLlo + -+ apL, =0, alors pour tout k de [0, p] :
apLo(Ag) + -+ apLy(Ax) =0

et comme L;(\;) = 0; ; (symbole de Kronecker), il reste ay, = 0.

La famille proposée est donc libre, de cardinal p + 1 et formée de polynomes
appartenant tous a R,[X], ainsi :

(Lo, ..., Lp) est une base de R,[X]

p
b) On écrit X™ = > axLi(X) et en substituant a X la valeur \;, il vient
k=0
A = a4, soit :
P
X =2 N"Li(X)
i=0

p
3. Comme S est symétrique réelle, on sait que R™ = @ Ker(S — A\;I) (en
=0

identifiant vecteurs et matrices colonnes), et cette somme directe est méme
formée de sous-espaces deux a deux orthogonaux.

p
a) Soit x € R™ écrit sous la forme x = > x;, avec Vi, z; € Ker(S — \;1).

Comme Sz; = Mz, on a S?%z; = Sg':z:(z = \Sx; = A?xi, ...et plus
généralement :

Li(S)x; = Li(\;)x;
Ainsi :

p p

On voit donc que Im P, C Ker(S — A1) et comme 'inclusion réciproque est
évidente on a 1’égalité souhaitée.

b) On a P2 = Li(5)? et :
D’ou le résultat.

P p P
c)Ona:1=> LX), doul=> Li(S)= > P
k=0 k=0 k=0
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Si k # ¢, pour tout x de R™, on a : Py Ppx = Li(S)(Prx) = Li(Ae)(Pez) = 0.

4. 11 existe @ orthogonale et D diagonale telles que A = QD!'Q, dol
A% = QD3Q.

On en déduit que :

a(A%) ={)\3,..., )\159}
(Comme ¢ — t° est une bijection de R sur R, ces nombres v; = A? sont bien
deux a deux distincts)

Soient Eo,...,Ep les polynomes associés a la famille vy,...,v, et P =
P

> NL;.

i=0

On a P(v;) = \;, dolt P(D°) = D et ainsi P(A%) = A.

5.Si A’ = B®, ona g(A°) = o(B®) et donc o(A) = o(B) et avec les notations
précédentes le méme polynoéme P sert pour A et pour B :

P(A®) = P(B®), soit A = B.

6. La réponse est non, puisque ’on peut avoir B = —A.

Exercice 2.16.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. On note (.,.) le produit
scalaire de E et ||.|| la norme euclidienne associée. Soit u un endomorphisme
symétrique de E. On dit que u est positif si (u (z),z) > 0 pour tout x € R™.

1. On considere un endomorphisme symétrique u de E. Montrer que u est
positif si et seulement si ses valeurs propres sont positives.

2. On considere une base orthonormée (e1,...,e,) de E. Pour m € [1,n], on

définit ’endomorphisme p,,, de E en posant pour tout x de E :
m

pm(x) = Y (T, €k)ek

k=1
a) Montrer que p,, est la projection orthogonale sur le sous-espace F

engendré par la famille (e1,...,&,).
n

b) Etablir 'égalité suivante : > [|pm(e¢)||2 = m, valable pour toute base
=1
orthonormée (eq,...,e,) de E.

3. On considere un endomorphisme symétrique positif u sur ’espace E. Soit
(e1,...,€e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour u.
On note u(e;) = A;e; et on suppose A\; > A = -+ = A, > 0. Soit toujours
m € [1,n].
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m

a) Montrer que Pon a : > (u(er),ex) = 3 A ||pm (€)%
k=1 i=1

b) On suppose dans cette question seulement que 1 < m < n. Prouver
que :

3 len).e) S At 5 O = AL (e )

1=m-+1
c¢) Soit m € [1,n]. Déduire de ce qui précede que l'on a toujours :

m

> (uler),ex) < g:l \;

k=1
d) Prouver que pour toute base orthonormée (g1,...,e,), on a :

n

S (uler), ex) = ; A

k=1
e) Que peut-on en déduire pour une matrice A = (a; ;)
et a valeurs propres positives ?

1<i,j<n symeétrique

Solution :

1. Soit u un endomorphisme positif de E et A une valeur propre de u. Si x
est un vecteur propre associé a A\, on a :
A= (u(z),z) >0

Réciproquement, si u est symétrique de spectre inclus dans RT, u est

diagonalisable dans une base orthonormée (eq,...,e,) associée aux valeurs
propres Ai, ..., A, (non nécessairement deux a deux distinctes) et pour tout
vecteur x :

e (T, ex)? >0
1

(u(x), z) =

k

n

2. a) Il est clair que p,,(g;) =¢e; i1 < i <m et p(z;) =0sii>m. On en
déduit immédiatement que p,, est le projecteur orthogonal sur F'.

b) On a :
E; lpm (e0) I = e; I k§1<€€a5k>5k”2 =3 Yilenen)? = 3 3 (erex)?

>\i<5ka 67;>2

n

k=1 k=1 i=1 k=1:=1
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= ; M( S (enred)?) = ; Mllpm (€)1

k=1
b) D’apres la question précédente :

S (uler)rer) = 3 Al (e 2 < 3 Adllpm(e)PHAmer > Adllpm (]2

k=1 =1 1=1 1=m-1

< 2 Aillpm (€)1 + A (m __lelpm(ez')Hz)

3

sz

; Aillpm (€12 + A1 3= (1 [pm(ed)[2)

=1 =1

EA T3 Qe = A1 = [pnlen) )

= 1=m-+1

3

¢) Comme A, +1—A; < 0 pour m+1 < @ < n, on déduit I'inégalité souhaitée
de la question précédente.

d) p, est Iidentité et la question a) donne directement :

n

5 (u(en), ex) = ; A

k=1
e) On a donc pour tout m de [1,n] :

m m
<D aii <N
i=1

=1

Exercice 2.17.
1. Montrer que la restriction de la fonction cosinus a U'intervalle [0, 7] admet
une application réciroque que ’on note Arc cos.

On pose, pour tout n de N et tout x € [—1,1] : T,,(x) = cos(n Arccos z).

a) Calculer Tp(x),T1(x) et To(x).
b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € [—1,1], on a :
Thi1(x) + Thoq(x) = 22T, ().
c¢) En déduire que pour tout n € N, T}, est un polynéme. Déterminer son

degré et le coefficient de son terme de plus haut degré.

3. Soit n € N*. Déterminer les racines de T,,. En déduire une expression de
T,, en fonction de n.

On note £ = R,[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a p, ou p est un entier naturel fixé quelconque.
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1

4. Pour tout (P,Q) € E?, on pose : (P,Q) = / %\/L(t?dt
1 —

a) Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

b) Déterminer une base orthonormale de £ muni de ce produit scalaire.

Solution :

1. cos’ = —sin et la restriction de la fonction sin a |0, 7[ est strictement
positive, donc la restriction de la fonction cos a [0, 7] réalise une bijection
strictement décroissante de ce segment sur [—1, 1]. On note Arccos la bijec-
tion réciproque.
2. a) To(x) =1, Ty (z) = cos(Arccosx) = x et
Ty(x) = cos(2 Arccosz) = 2cos?(Arccosz) — 1 = 222 — 1.
b) On a:
cos((n +1)8) 4 cos((n — 1)0) = 2 cos(f) cos(nh)
Soit, avec 8 = Arccosx :
Tni1(x) + Tho1(z) = 22T, (x).
¢) Une récurrence simple montre alors que pour tout n de N, T, est un
polyndme de degré n et de coefficient dominant 2"~ pour n > 1.
3. Posons, pour x € [—1,1],0 = Arccos z.

Alors : T, (x) = 0 <= cos(n Arccosx) = 0 <= nf = % +km,keZ

2k +1
2n

7r) sont racines de T,,. Ces nombres étant deux

Comme on doit avoir 0 < € < m, on trouve 0 = m,avec 0 < k< n—1.

2k +1
\ . . 2n 7/’ . . .
a deux distincts et T;, de degré n, on a fait le plein et il n’y a pas d’autre

racines.

Ainsi les nombres cos (

On en déduit, pour n > 1 :
n—1
_ on—1 2k +1
Tn =2" kl;[o (X — COS (TT{'>)

4. a) Comme 1 —1t? = /1 —ty/1+t, deux applications de la régle de
Riemann assurent la convergence de l'intégrale écrite. Il est alors clair que
(P,Q) — (P,Q) est symétrique, linéaire par rapport au premier argument et
(P, P) > 0, avec égalité si et seulement si P? est nul en tout point de | — 1, 1],
donc si et seulement si P est le polynome nul.

(.,.) est un produit scalaire
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b) Le changement de variable x = cos(f) s’imposant :
1 0
T, ()T () e :/ cos(n?) cos(k6) (= sin6) do

-1 V1-—2? - | sin(6)]

= / cos(nf) cos(kf) df = %/ (cos(n+k)0) + cos(n—k)0)) do

0 0

% Sin#k (Tn,Ti) =0;
xSik=n#0, (TpT) =T
* Si ]{JZHZO, <T0,TQ> =T.
Pour trouver une base orthonormale de E (de plus graduée en degrs), il suffit

de prendre la famille :
1 2 2
(,/%,ﬂ/%Tl,...,,/ETp)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et A un élément de M., (C). On définit
T sur M, (C) par :
pour tout M € M, (C) : T(M) =AM

<Tn7 Tk> =

Exercice 2.18.

1. a) Montrer que T est un endomorphisme de M,,(C).
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7' soit un
automorphisme de M,,(C).

2. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer que
A est une valeur propre de T' en exhibant une matrice propre associée.

3. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Soit (X1, Xa, ..., X,)
une base de C" formée de vecteurs propres de A.

a) En considérant les matrice X; ‘X, pour (i,5) € [1,n]?, montrer que T
est diagonalisable.

b) Déterminer le rang de X;*X;.

On admet que toute matrice de A € M, (C) admet au moins une valeur
propre.

4. On suppose dans cette question que 1" est diagonalisable. Soit (M; ;)1<i j<n
une base de vecteurs propres de T

a) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer
que l'application ¢ : M, (C) — C", définie par (M) = MX est une
application linéaire surjective.
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b) En considérant la famille (¢ (M; ;)
isable.

1<ij<n’ montrer que A est diagonal-
XD

Solution :

1. a) T est bien une application de M,,(C) dans lui-méme et sa linéarité est
banale :

T e LMn(C))

b) = Si T' est un automorphisme, alors T' est surjective et il existe M telle
que T (M) =1, soit AM = I et A est inversible, d’inverse M.

* Réciproquement, si A est inversible, alors pour toute matrice B, on a :
T(A™'B)=AA"'B=1B
et T' est surjective, donc est un automorphisme.

2.0n a AX = )\X, donc en notant X la matrice carrée d’ordre n dont toutes
les colonnes sont égales a la colonne X, on a en calculant «par blocs» :

T(X)=AX = AX
et A est bien valeur propre de T, puisque X nlest pas la matrice nulle.
3. a) X;'X; est une matrice carrée d’ordre n différente de la matrice nulle,
et :
T(X:'X;) = AX;' X, = (AX;)'X; = M X' X
Ainsi X;'X; est vecteur propre de T pour la valeur propre \;.

Soit alors (A ;) (i, j)e1,ng2 une famille de scalaires telle que Y- A; ; X;* X; = 0.

@]
On adonc: Y (> N X:)'X; =0
j=1 i=1
Comme la famille (*Xy,...,'X,,) est une base de M, ,(C), ceci impose

n
(raisonner terme a terme) pour tout j de [1,n], >_ A ;X; = 0, et la famille
i=1
(X1,...,Xy) étant libre dans M,, 1(C), tous les scalaires \; ; sont nuls.
On a ainsi construit une base de M,,(C) formée de vecteurs propres de T'.
b) Ces matrices sont clairement de rang 1 (matrices non nulles dont toutes
les colonnes sont proportionnelles & 'une d’elles)

4. a) X est une matrice colonne non nulle, donc il existe une base de
M, 1(C) (identifié & C™) dont le premier vecteur est X. Pour Y € M,, 1(C)
quelconque, le théoreme fondamental de ’algebre linéaire assure qu’il existe
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un endomorphisme M de M,, 1(C) tel que MX =Y. Ceci prouve que ¢ est
surjective.

b) (Mi,j)(i7j)€[[17n]]z est une base de M,,(C), donc la famille (@(Mi,j))(i,j)e[[l,n]]Q
est génératrice de M,, 1(C) = C™, on peut en extraire une base de C".

Or T(MZ’J) == )\i,jMi,j7 donc A(MZ,]X) == )\i,j<Mi,jX)7 c’est-a-dire :
Ap(M; ;) = Xi (M)

Ainsi les matrices ¢(M; ;) choisies sont propres pour A et comme elles forment

une base de M,, ;(C), A est diagonalisable.
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3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On considere deux variables aléatoires indépendantes réelles X et Y, définies
sur le méme espace probabilisé (£2,7, P), suivant toutes les deux la loi
exponentielle de parametre 1.

1. a) Soit ¢t € R% . Déterminer une densité de la variable W =Y —tX.

b) Déterminer, s'il existe, le moment d’ordre n (avec n > 1) de W.

2. En déduire une densité de la variable Z = %

, ) . . X
3. Déterminer la loi de la variable U = X7

Solution :

1. a) Les variables aléatoires Y et —t.X sont indépendantes et ont des densités :
on peut donc calculer une densité de Y — tX par produit de convolution.
On sait par le cours que si fx est une densité de X, une densité de f,x+p
est donnée, pour a # 0 et tout b, par :

faxiu(r) = ﬁfx(x a b)

Ainsi, ici :
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0 siz>0
fax@ =12 a0
De plus :
u<0 u <0
f—tX(u)fY(x_u)?'éO<:>{w_u>o<:>{m>u
Donc :

e si z < 0, la condition précédente est équivalente a u < x et :
xr

fw(z) = /_x foix () fy (z —u) du =/ %e“/te“_”du

_ [ 1 (1+l)ur et/
= ¢ [t+1e LT 1FE

e si x > 0, la condition précédente est équivalente a u < 0 et :
0
—X

0
fw)= [ Fox@ne-wdi= [ deromsa= £

— o0
b) Par comparaison « Riemannienne », pour tout n € N, les intégrales :

0 xnex/t +Ooxne—ac

convergent.

Le changement de variable de classe C! strictement monotone, u = —

~+|8

donne : N - 1
= L = _ nA—u _ (_1)ntn+ > n.—u _ (_1)ntn+ n!
s ey (—tu)"e du-—1+t ; ue du_—1+t
A _ n!
et de méme J,, = T+
2. On a Z(2) C R*. Donc, pour tout t < 0, Fz(t) = 0.

Soit t > 0 :
P(z<t)=P(X <t)=PW <0)= L
Une densité de Z est donnée par :
0 sit<O0
fz(t) = 1 it>0
1+62
3. On vérifie que U(Q2) C [0, 1]. Ainsi, pour ¢ € ]0,1[ :
X t
P(Ugt):P(X+Y <t)=P(X —tX <tY)=P(Z< =) =t
Cela signifie que U suit la loi uniforme sur [0, 1].




Probabilités 81

Exercice 3.2.

1. Déterminer le réel « tel que la fonction f définie sur R par :

te t sit>0
t) = {0‘
f( ) 0 sinon

soit une densité de probabilité.

a ayant la valeur trouvée, soit X wune variable aléatoire admettant f pour
densité.

2. Montrer que X admet des moments de tous ordres et déterminer I’espérance
E(X"™) de X", pour tout n € N*.

3. a) Pour quelles valeurs du réel u, la variable aléatoire e“X a-t-elle une
espérance ?

n
b) Pour quelles valeurs du réel u, la série de terme général u—'E(X ") est-elle
n!
convergente ?

c¢) Pour quelles valeurs du réel u peut-on écrire :
E(> Lxm) =3 LB(X")?
n=0 n' n=0 n‘

4. Pour u € R, déterminer la fonction de répartition et une densité de
Y, = e¥X.

Solution :

1. La fonction f est positive si et seulement si @ > 0, et est continue. A 'aide
d’une intégration par parties, il vient :

+oo RTINS +oo
/ ate_tdt:a([—te_t]o +/ e_tdt):oz
0 0

a=1

Donc :

2. Pour tout entier n, t"*! e~t = o(1/t2) en +o0, et par intégration par parties
et récurrence :
E(X™")=T(n+2)=(n+1).

3. a) Soit Y, = e“X. On sait que E(Yp) = 1.
Pour u # 0, par le théoreme du transfert,

—+ o0
E(Y,) = / telu=Dtqt,
0
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Or liELn telv=Dt = 100 siu>1et te® D! = o(1/t?) au voisinage de +oo

si u < 1, donc Y,, admet une espérance si et seulement si u < 1.

En utilisant une nouvelle intégration par parties, on obtient :
E(evX) = —1
b) De maniere immédiate, pour u € |—1,1] :

—l—oounEXn_—i—oo 1 n __ 1
2 o BT =2 (n+1u = - up?

n=0 "% n=0

¢) Pour v € |-1,1],
B(Y WXy p(en)

n=0 n!

1 1R

= _1)2 = Z [U_E(Xn)}

(u = - n!
4. En notant F' la fonction de répartition de X, GG,, la fonction de répartition
et g, une densité de Y, il vient :
wX 0 siy <0

Gu(y):P(Yugy):P(e <y):{P(uX<1ny) siy >0
Ainsi :
* Y() = 1.
* Siwu >0, pour y > 0,

Guly) = P(x < 123) { 0 N
u(y) = <—°)= Inyy _ ¢ _ (Iny ~1/u g
U F(u)—l (u—l—l)y sil<y
et, en dérivant :
| 0 | siy <1
u - L M—L ny
9u(y) uyf(u)_u2y1+1/“ siy>1

* Siu <0, pour y > 0,
Guly) = P(x > ) 1 p(lu)

0 siy<O0
soit :Gy(y) = 1—F(ln7y) si0<y<1,et
1 siy>1
_ 1 ¢(lny
0 sinon

Exercice 3.3.

On dispose de N boites indiscernables (N € N*) dans lesquelles on place
I'une apres 'autre des billes de facon aléatoire, avec équiprobabilité du choix
des urnes a chaque placement et indépendance des différents choix.
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Pour j positif ou nul, on note X; le nombre de boites non vides apres les j
premiers lancers. Par convention Xy = 0 et on suppose que cette expérience
est modélisée par un espace probabilisé (€2, .4, P).

1. Quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire réelle X; ?
Soit 7 >0 et k € N.

2. a) Déterminer la loi de probabilité de X, X7, Xo.
b) Déterminer, pour tout k € N, les probabilités conditionnelles :
Pix,—i)([Xj41 = k]) pour 1 <i < N.

c) En déduire, pour tout k£ € N, Pexpression de : P([X ;41 = k]) en fonction
des nombres P([X; =1]),1 <i < N.

3. Soit 57 € N. On numérote les boites de 1 a N.
On considere les événements :
e B = «(au moins une boite est restée vide au terme de j lancers»
e B, = «la boite de numéro i est restée vide au terme de j lancers)
(1<i<N).

a) Déterminer la probabilité P(B;, N B;, --- N B;,) pour tous indices tels
que 1 <11 <19 <---1p < N.

b) En déduire P(B).
c) En déduire P([X; = NJ).

4. Ecrire un programme Pascal permettant de simuler la variable aléatoire

X;.

Solution :
1. Pour j > 1, X, prend ses valeurs entre 1 et min(j, V).

2&)*P(X0:O):1,P(X1:1):1

* P(Xo = 1) = % (la probabilité que la deuxieme bille aille dans la

n—l'

méme boite que la premiere vaut %) et P(Xy=2)= -

b) pour 0 <i < N :
Pix,=k)(Xjp1 =k) = % (on retombe dans I'une des k boites déja occupées),

Pix,—k—1)(Xj11 = k) = H—Tk‘—kl (on tombe dans 'une des n — (k — 1)
boites vides a ce moment),
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Sinon : P(x,—i(X;+1 = k) = 0 (car en langant une bille, le nombre de boites
atteintes peut augmenter d’une unité ou rester le méme).

c) (Xj = 1)o<i<min(j,N) est un systéme complet d’événements et donc :
min(j,N)
P(Xjy1 =Fk) = ;0 Pix;=i)(Xj41 = k)P(X; = 1)
= Ep(x;=k)+ 2=kt p(x; = k- 1)
3.a) Pour 1 <i; <iy <--- <ip<k,on a par indépendance :
P(Bi, NBi,---NB;,) = (N=£)’

N
(car toutes les billes sont tombées dans les (N — ¢) autres boites!)

b) On applique la formule du crible (de Poincaré) a 1’événement :
B=B UByU---UBpn

P(B)= S (-1 Y P(BynB,--NB.)
/=1

11 <t <---ig

Or la n®™° somme comporte (?) termes, tous de méme probabilité, donc :
N-1 .
N\(N — 10y
_ ‘
P(B) = e§1 (—1) H( / ) (“~)
c¢) Clairement :

P(X;=N)=1-P(B) = Nil(_l)é(]y) (N —E)j

4. Une proposition de programme :

B= array[1..N] of integer; (* les boitesx)
For k := 1 to N do B[k] :=0; (* mise & zéro*)
For k :=1 to j do Begin

u := random(N)+1 (* choix d’une boitex*)
B[u]l := B[ul+l (* on rajoute une boulex)
end ;

decompte := 0;
For i = 1 to n do if B[i]<>0 then decompte := decompte +1

Exercice 3.4.

On considere deux dés (non nécessairement équilibrés) A et B a n faces
chacun, faces numérotées de 1 a n, avec n > 2. On lance ces dés et on note
X7 le numéro obtenu sur le dé A et X5 celui obtenu sur le dé B.
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Cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (£2,.4, P) et on note,
pour tout k € [1,n], pr = P([X1 =k]) , pj, = P([ X2 =k]) et S = X1 + Xo.

On note également A = S(Q) et Vj e A, ¢; = P([S = j]).

Le but de I'exercice est de montrer 'inégalité suivante :

1
i — ¢ 2 7= (x
a4 =gl 2 g7 ()

1. Déterminer A.

2. On suppose a présent que pour chaque dé chaque numéro ¢ est remplacé
par le numéro n + 1 — i. On note alors Y; et Y5 les variables prenant pour
valeurs les résultats sur les dés A et B respectivement et S’ = Y7 + V5.

1

Comparer les lois de S et S’ et montrer que maxgq; > 5-.
jeA 2n

3. On suppose que min g; < L Montrer alors I'inégalité (x)
jeA 4n
1
4. On suppose que ?élﬂ 4 >
a) Comparer g, 11 et p1p;, + P} pn, Puis comparer ¢, 1 et 2,/q2G2n
b) En remarquant que l'on a g2 < g2, OU g2 > g2, démontrer 1'inégalité

(%)-

5. La variable aléatoire S peut-elle suivre une loi uniforme ?

Solution :
1. De maniéere évidente A = [2,2n].

220na:Y,=n+1-X1,Ys =n+1— Xs. Donc Y1(Q2) = Y2(Q) = [1,n], et

S’:Y1+Y2:2n+2—5.

Ainsi () = [2,2n] et, pour tout i de [2,2n],
P(S’:i):P(S:2n+2—i):q2n+2_i.

* Dire que r_nai( q; = % est équivalent a dire : il existe j, € A tel que

J€
1
Raisonnons par contraposée, et supposons que pour tout j € A, ¢; < %

Alors, comme A est de cardinal 2n — 1, on aurait :

1
S g < 2nxk =1
jen 2n
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ce qui est clairement absurde.

3. On suppose dans cette question qu’il existe ig € [2,2n] tel que ¢;, < ﬁ
On aura donc : )
max¢; — mMing; = ¢j, — Gic = 7,

JjeA jeA
et : 1

02X, 105 = 6l 2 4o = G0 2 4

ing, > L ; s L
4. On suppose que grélil q; > in: Donc pour tout j € A, q; > In

a)Onal[(Xi=1)N(Xe=n)]U[(Xo=1)N (X1 =n)]C(S=n+1).
D’otu, par incompatibilité et indépendance :

P(S=n+1)>2P(Xi=1)N(X2=n))+P(X2=1)N(X; =n))

> P(X1 =1)P(X2 =n)+ P(X; =1)P(X1 =n)
donc
Gn+1 = P1Py, + Pupi-
Or pour a et b positifs, on a : a + b > 2v/ab.
Donc, en utilisant les événements :
(S=2)=X1=1)Nn(Xa=1) et (S=2n)=(X;=n)N (X2 =n)
An+1 2 24/P1PpxPnP] = 2¢/Q2G2n

b) % Si q2 < qon, alors g1 > 2q2 et gui1 — @2 = g2 = ﬁ

Si g2 = qon, alors gn4+1 = 2q2, €t gni1 — G2 = qon = ﬁ

Ainsi, on a toujours :

dm+1 _QQ‘ Z ﬁ

5. Supposons que S suive la loi uniforme. Ainsi pour tout (i,7) € A%, ¢; = q;,

ce qui est absurde car alors 0 > 1.

4n

Exercice 3.5.

On considere une suite (U, ),>1 de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (€2, A, P), telle que pour tout n > 1, U, suit la loi binomiale
B(n,p), ot p € |1/2,1]

Pour chaque entier n € N*, on définit la variable X,, par : X,, = 2U,, — n.

1. Pour s € R et n € N, on définit la variable aléatoire Y, par :
Y = e 5%n,
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a) Montrer que 'on a E(Y;,) = (pe™® +¢e®)", oug=1—p.
b) Déterminer ’ensemble X,,(£2) et montrer que 'on a, pour tout réel
s>20:P(X, <0)<EYsn).

c) Etablir, pour tout n € N*, Pinégalité P(X, <0) < (2,/pq)"™. On pose
r = 2,/pq. Vérifier que r < 1.

2. Pour n € N*, on introduit la variable aléatoire Z,, en posant :
Z, =inf(0, X1, ..., X,).
a) Montrer que Z,(Q2) C [—n,0] et calculer la probabilité P ([Z,, = —n]).

b) Soit n > 2 et k € [0,n — 1]. On considére I'événement Ay = |J [X; <
i=k+1
0].
k41
Montrer que P(Ag) < I_
¢) Soit ¢ € [—n,0]. Prouver que 'on a :

P(Zn:i)gP(Akm(Zn:i))_FP(Zk:i)

d) En déduire que, pour tout k < n, on a : E(gn) > —P(AR) + E(nZk)
e) Montrer que : nligloo % = 0.
Solution :
l.a)On a:
E(Yy ) = E(e™5CUn=)) = " F(e25Un) = " i e‘sz(Z)pkq”—k

k=0
— esn(e—2sp+ q)n — (pe—s 4 qes)n
b) On voit que X,,(2) ={-n,—n+2,—n+4,...n—2,n},etona:

E(Ysn) =Y e"=20sp(X,, = —2n + k)

k=0
> > e sp(X, = —2n+k)
—n+2k<0
EYsn) > > P(X,=-n+2k)=P(X,<0)

—n+2k<0
¢) Avec ce qui précede, on obtient :
P(X, <0) < (pe™® +qe)" = [f(s)]"
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Comme f'(s) = —pe™% +qe’ = qge *(e* — g), on voit que f est strictement

décroissante sur [0,1n /p/q] et strictement croissante sur [In \/p/q, +oo[. On
a donc un minimum en s = In\/p/q et par suite :

P(X, <0) < f(2Iny/p/g)" = (2y/Pg)"
On a bien r? = 4p(1 —p) < 1, car x — (1 — x) est maximale sur [0, 1] en %
2. On considere la variable aléatoire Z,, = inf(0, X1,..., X,,).

a) Avec la question 1. b) on voit que Z,,(2) C [—n,0]. Comme la variable
X, est la seule qui peut prendre la valeur —n, on a :

P(Z, = —n) = P(X,, = —n) = P(U, = 0) = ¢".

b) On a:
n n ) n—k k+1
PA) < Y PXi<0)< Y ri=pttlor 2 or
i=k+1 i=k+1 -r -r
c) Soit i € {—n,...,—1,0}, on a :

P(Z, =1i)=P(AyN(Z, =1)) + P(A, N (Z,, =1))
Ou Aj, désigne le complémentaire de I’événement Ay.
Comme
(AN (Zn = 1)) = (M3 (X5 > 0] N (2 = d) € (Z1 = i)
car la valeur ¢ ne peut étre prise que par I'une des variables 0, X1, ..., Xj.
Il vient :
P(Z,=1) < P(Ax N (Z, =1))+ P(Z; =1)

d) Soit k <mn, on a:

E(gn) = % _ZO: iP(Z, =1) > _ZO: %P(Ak N (2, =) + E(nZk:)
> = Y PN (Za =) + B2 — _p(ay) + )

1=—n
e) Avec la question 2. b) et la question précédente, on voit que :
B(Z) . o, B(Z)
n

0= 1—r n

2_

pour tout n > k.

Soit € > 0, et un entier k tel que =< %.

1 —
Cet entier k étant fixé, pour tout n >

E(Zy)

13
02 n 2
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D’ou :

Exercice 3.6.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a
valeurs dans N admettant une espérance E(X).

Montrer que pour tout A > 0, E(X) > AP([X > A]).

Dans la suite de l'exercice, pour tout n de N* S, désigne une variable
aléatoire définie sur (2, A, P) de loi binomiale B(n,p), avec 0 < p < 1, et x
un réel strictement positif fixé. On pose ¢ =1 — p.

2. Montrer que pour tout A > 0, on a :
E(eA(Sn—np))

enAx

3. Etablir la formule E(e*S»=mP)) = =" P (p.e* 4 ¢)"

P([Sn —np = na]) <

4. Pour tout A > 0, on pose : ¥(\) = In(p.e* + q) — Ap.

a) Montrer que : sup ¢’ () < %
A0
. A2
b) En déduire que : supy(A) < 5
A0
2

5. Montrer enfin I'inégalité : P([S,, — np > nz]) < e 2",

Solution :

1. On écrit :
;>\ ;<A
> Y s P(X =2;) 2\ Y P(X =1;) = \P(X > )\)

2. Par croissance de la fonction exponentielle et comme A > 0, on a :
P(S, —np > nx) = P(eMn—1p) > eAnz)

A(Sn _np)

On applique alors la question précédente a X =e . 11 vient :

E(e}Sn—mp))

enAm

P(S, —np > nx) <
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3. Comme S,, suit la loi binomiale B(n,p), en appliquant le théoreme du
transfert, il vient :

E(e)\(sn—np)) — kz eA(k—np) (Z)pk(l . p)n—k
=0
= 3. (1)) (1= p)"F = e (ped 4 )
k=0
4. a) La fonction 1 est de classe C? et

A A
"(\) = —p + be : () = bge
TP() p pe’\—I—q lb() (pe’\+q)2
1

On vérifie que " (X) < § car (pe* — q)? = (pe* + q)? — 4pge=> > 0.

b) En intégrant et en vérifiant que ¢’(0) = ¢(0) = 0, il vient :

A A

/ 1 d )\
t ¢()\):/0¢(U)du</oju21
(§]

A A
¢(/\)=/O W(u)dug/o %:)\;

5. On sait que pour tout A > 0,
(eA(Snfnp))

enAw

Pour résoudre cette question, il suffit donc de montrer 'existence de A > 0

tel que 222 < Az — ¥ (), et par la question précédente, I’existence de A > 0
2

tel que % < Az — 222,

En résolvant cette inéquation en x (qui est un «carré parfait»), on voit que
le réel A = 4x convient.

P([Sp, —np = nz]) < < e nAe=p(A)

Exercice 3.7.
Soit f la fonction définie sur lintervalle [0, 1] par f(z) = e*®~D ol X est un
réel strictement positif.

1. Etudier, sur l'intervalle [0, 1], les variations de la fonction F' définie par
F(z) = f(z) —z.

On donnera les tableaux de variations correspondant aux cas A < 1et A > 1.

En déduire en fonction des valeurs du parametre A le nombre de points fixes

de f dans [0,1]. On désigne par r(A) le plus petit point fixe de f.

2. On définit la suite (un)neny par ug = 0 et la relation de récurrence
Upy1 = f(un).
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Montrer que la suite (u,, ) est convergente. Déterminer sa limite. Celle-ci peut-
elle étre égale a 17

Dans une population on appelle descendants de premiere génération d’un
individu, ses enfants, et plus généralement, pour p > 1, descendants de
(p + 1)"™° génération les enfants de ses descendants de p™° génération. On
suppose :

e les nombres d’enfants de différents individus d’une méme génération sont
des variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, suivant
toutes la loi de Poisson de parametre A > 0. On note X une de ces variables
aléatoires.

e Plus généralement, pour tout n > 1, les variables aléatoires associant aux
différents individus d’une méme génération les nombres possibles de leurs
descendants de n™° génération sont des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi. On note X,, une de ces variables aléatoires
e On note, pour tout k de N, p(k) = P(X = k), la probabilité pour un
individu d’avoir k enfants, et, pour tout n de N, u,, = P(X,, = 0), (avec
ug = 0), la probabilité pour un individu de n’avoir aucun descendant a la
n®™¢ génération.
La limite de cette suite représente, si elle existe, la probabilité pour un
individu de voir sa descendance s’éteigldre.
3. a) Montrer que pour tout réel z, > p(k)z* = f(x).
k=0

b) En remarquant que u; = f(ugp), calculer la probabilité conditionnelle
pour qu’un individu n’ait pas de petits-enfants sachant qu’il a exactement k
enfants. En déduire que us = f(uq).

¢) Démontrer que, pour tout n de N, u, 11 = f(uy). En déduire la limite
de la suite (uy)p.

Solution :

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = exp (A(z — 1)), A € R%.
1.Ona F'(z) = f'(z) — 1 = X ==1) — 1,

La fonction F’ s’annule pour z =1 + %ln (%) =r(\)

11 faut donc discuter selon la position de () par rapport a 1 :

A<1 A>1
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x 0 1 x 0 r(A) 1
F'(x) - F'(x) - 0 +
Flet N o | FlE N yo 0

Pour A < 1 il y a une seule solution dans [0, 1] qui est 1 et deux solutions si
A> 1

2. La fonction f est croissante sur [0, 1] et uy > up donc, comme la suite est
monotone, elle est croissante. Le point () est un point fixe pour f. Comme
ug < r(A), on en déduit toujours par croissance de f et par récurrence que :

VneNu, <r(\)
Par suite, f étant continue, (u,) converge vers (). Pour A < 1, cette limite
est 1.
3. Les hypotheses permettent de déduire,
a) Pour tout réel x de ]0,1] :
Jrzojop(k)xk _ Jrzojo (/\;f')ke_A — o=reM = Ma—D) = f(g)
k=0 k=0
b) On a u; = P(X; =0) = e * = f(ugp). De plus, par indépendance
Vk €N, Px,—1)(Xa =0) = (e7M)F =e M
Car cela signifie que chacun des k enfants est sans descendance de premiere
génération. On en déduit :

P(Xy = 0) = ZP<X1 o (X2 = 0) = ;0 AL = exp (oo
= Fe) = flun)

¢) De la méme maniére,

+o00
Un+1 = P(Xn+1 - 0) = Z P(Xlzk)(Xn+1 = O)P(Xl = k)
k=0

Z uk ?‘; = exp (Aup)e ™ = f(uy,)

On en dedult que la limite de la suite (u,,) est 7(A).

Exercice 3.8.

Soit X une variable aléatoire réelle a densité, définie sur un espace probabilisé

(Q, A, P), dont une densité f est continue sur R et qui admet un moment
d’ordre 2 (E(X?) existe).
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1. Montrer que lim z?P(|X|> z) = 0.
xr—+00
“+o0o
2.Prouver que l'intégrale / tP(|X| > t)dt est convergente.
0

+o00
3. Montrer que : E(X?) = 2/ tP(|X| > t)dt
0

+ o0
4. Montrer que 'on a : E(X) = / P(|X| > t)dt
0

5. On considere n variables aléatoires indépendantes Xi,...,X, suivant
une loi exponentielle de parametres respectifs Aq,...,A,. On pose : X =
inf (Xl, ceey Xn)

a) Montrer que X est une variable aléatoire réelle a densité qui admet un
moment d’ordre 2.

b) Calculer la variance de X.

Solution :

—x + o0
1.Ona:0<2?P(|X| > x) =22 f(t)dt + 2? f(t)dt

— 00 xr

0 < 22P(|X| > 2) < /_xt2f(t) dt + /+Oot2f(t) dt

—00
400
Comme par hypothese I'intégrale / t2 f(t) dt est convergente, on en déduit
— o0

immédiatement (restes d’intégrales convergentes) que :
lim ?’P(|X|>2)=0
SC—> o0

2. Notons F' la fonction de répartition de X. Pour tout t € R%, on a :
P(IX|>1t) = P(X < —t)+ P(X >t) = F(—t) + 1 — F(t)

Si x > 0, en tenant compte de la question 1. on voit que :
/ tP(|X| > t)dt = / t{F(—t)+1— F(t)]dt
0 ;)2
= [+ 1= FO)

_12
= 5% P(|X|>z)+

/ 2 f(—t) - f(t))dt

o 8

w|°’°w

f(s
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Comme la quantité z?P(|X| > x) est de limite nulle et que la derniere
intégrale converge, on obtient bien la convergence de I'intégrale considérée.

3. Avec la question 1., on voit que, lorsque = tend vers +oo :

[puxizna=terixiz o0+ [ G0 — 200
0

o Tr—+00 2

D’ou ’égalité souhaitée.

4. On peut prouver l'existence de E(X) avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz
ou bien en utilisant I'inégalité 2| X| < 1+ X2. De plus, on a :

/wp(m > b dt = /m[F(—t) +1— F(8)]dt
0 0 v
— [H(E1) +1- )] - / Hof(—t) — F(8)] dt

=z P(|X| >x)+/wsf(s)ds

—X

Comme on a lirf zP(|X| > z) = 0, en passant a la limite on obtient :
r— 100

B(X) = /()+OOP(|X| > 1) dt.

5. a) Notons F' la fonction de répartition de X. En tenant compte de
I’indépendance des variables X1,...,X,,, on obtient :
Ft)=P(X<t)=1-P(X>t)=1-P(N_,(X; >1))

n

=1~ ] P(Xi > 1) =1~ [[(1- Fx, (1)

i=1 i=1
Comme les variables X; suivent des lois exponentielles, on en déduit facile-
ment que X est une variable a densité. De plusona 0 < X < X7 +---4+ X,
d'ott X2 < (X1 + -+ X,,)?, et par suite X admet un moment d’ordre 2
puisque chaque X; en admet un.

b) Avec ce qui précede, on voit que :

B = [ PUxIz 0= [ PO 0> )

+oo p

400
— _ _ —it A g 1
0= Fyd= [ e - o L

et,avec S = A1 +---+ A\, que :
+o0 +oo
E(X?) = 2/ tP(|X| >t)dt = / te=Stdt
0 0
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+oo
t —st]too 2 _St 2 2
—9[— L dt = 2 —
s +S/O ) ST A
D’ou :
V(X) = BE(X?) - B(X)? = 1

Exercice 3.9.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere n + 1 variables aléatoires
X1, Xo,..., Xy, Xpt1 mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uni-
forme sur U'intervalle [0, 1]. On pose :

Y, = X1X0.. X0 = [ X
k=1

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire —In(X7). En déduire une
densité de —In(Y,).

2. Le but de cette question est de calculer p = P([Y,, < X,,4+1]).

a) Montrer que la variable aléatoire In(X,, 1) —In(Y,,) admet pour densité

la fonction h définie par :
Foo n—1
e”/ e’ztt—l'dt siz>0
h(z) = . (n—1)!
g—n sinon

b) En déduire la valeur de p.
3. a) Déterminer un équivalent de h(z) lorsque z tend vers 400, la fonction
h étant la fonction définie dans la question précédente.

b) En déduire lirf h(zx).

Solution :
1. La variable aléatoire —In(X;) prend ses valeurs dans [0, 4+o00].
Soit t € R*. On a :
P(—In(X;)<t)=P(ln(X;) > -t)=P(Xy z2e ) =1—e"!
Ainsi, —In(X;) suit la loi exponentielle de parametre 1, ou encore la loi
~v(1,1).

Etant donné que —In(Y,) = 3 (—In(Xy)), et que les —In(X;) sont
k=1
mutuellement indépendantes en tant que fonctions de variables mutuellement

indépendantes, on a grace a la stabilité de la loi ~ :
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—1In

Ainsi, une densité f,, de —In(Y,

e—ttn—l .
0 sinon

Yn) - 7(17 TL)
est donnée par :

(
)

2. a) Par convolution, la variable In(X,,11) — In(Y,) admet pour densité la

fonction A définie par :
+oo

h(z) = flz—1)fn(t) dt

ou f(t) =e' sit <0et f(t) =0 sinon. On remarque que :
(fle—=t)fu(t) #0) <= (t>20et -t <0) <= (t >z ett>0)
e Premier cas : x < 0.
—tyn—1 =1

+00 o +00 )
- xr—t AT —2t
“”‘A ‘ m—m“‘eA i

En faisant le changement de variable u = 2¢, on obtient :

+oo x

h(x) =e* +ooe—u<g)”—1 1 14,=€ Folu) du = &
0 2 (n—1)!2 2" Jo " 2"

e Deuxieme cas : x > 0. Alors :

+o0 ) tn_l
AT —2t
h(t) =e /x e N dt

b) On a alors :
p=Pn(Y,) <In(X,+1)) =1—-P(In(X,41) —In(Y,,) <0)

o 0
:1—/ g—nd:czl—an[e}_)_oo

— o0
donc : .
p=1- on
3. a) Pour z > 0, l'intégrale I,, = / e 2t = 1)|dt existe (car la fonction

I' est définie sur R et n > 1).

En faisant des intégrations par parties successives, il vient :

n—1_—2x n—2
I (x)=2""¢€ o2z —
)= T &

ou les coefficients a,, ; sont sans intérét ici. Ainsi :

n—1_-—2x

I, ~ L,
(-T) (400) 2(n - 1)'
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b) Soit & > 0. Par la question précédente :
n—1_—x
lim A(r)= lim £ —&_— =0
xTr— 400 xr— 400 2(7}, — 1)'

Exercice 3.10.

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y définies sur le
meéme espace probabilisé (£2, .4, P) suivant respectivement la loi exponentielle
de parametre A > 0 et la loi exponentielle de parametre p > 0.

1. Soit 7 un réel strictement positif. Quelle est la loi de la variable —rX ?

2. Montrer que la variable S =Y — rX est a densité et qu'une densité de S
est I’application A définie sur R par

A )
—)‘LeTx sizx <0

3. a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire R = %
)

b) Montrer que la variable aléatoire R est a densité et préciser une densité
de R.

c) La variable aléatoire R admet-elle une espérance ?
4. Soit Z et T deux variables aléatoires indépendantes dont des densités,
notées fz et fr sont nulles sur R™ et strictement positives sur R7 .

a) On pose V = In(Z). Donner, en fonction de fz, une densité de V.

b) On pose W = —In (7). Donner, en fonction de fr, une densité de W.

c¢) On pose S =1In (%) Déduire de ce qui précede qu'une densité de S est

donnée par :
+0o0o
fo)=e' [ ufzlue) frlu)du
0
Z

d) Montrer qu'une densité de la variable aléatoire ) définie par Q = T est

donnée par :
0 six <0

0

e) Retrouver, grace a cette derniére formule, une densité de la variable
aléatoire R définie a la question 3.
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Solution :

1. La variable aléatoire —rX prend ses valeurs dans R™, et pour x < 0,

P(—rX <) = P(X > -Z) =

Une densité de —rX est donc : f:x — %e¥ 1i_,0)-

2. On a, par convolution :
—+o00

Wa)= [ fole—t)fox(t)di = / fria—HAed at

— Six >0, on obtlent

0 0 —§x
_ (@) AgA gp — Mt pia ()t gp — Awe”?
h(z) / e Ce dt = e / e dt T

— o0

— Si z < 0, on obtient :

— o0

T + pr
Ainsi :
%e KT siax >0
ha)=9q 11
)\—_F%GT S1 X < 0
a) Soit  un réel strictement positif. On a :
Yoo oy A
P(Xgr)—P(Yng)—P(Y rX < / N+ dt
Finalement :
__r
Vr >0, FR(T‘) = A
b) Une densité de R est donc, par dérivation et pour r > 0 (ou r > 0) :
__ HA
r)—= —~— —

c¢) Comme 7 fr(r) e %x%, la variable R n’admet pas d’espérance.

4.a)Ona: Fy(x) =PV <z)=P(InZ <z)=P(Z <e")=Fz(e").
En dérivant, on obtient :

fv(x) = e fz(e")

b) De méme :
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Fy(z)=PW <z)=
=1—Fr(e ™).
En dérivant :

P(—nT <z)=P(InT > —x)=P(T 2 e ")

Jw(z) =e™"fr(e™™)

c) Ainsi : S =1In (%) =InZ —InT =V + W. Les variables Z et T étant
indépendantes, le lemme des coalitions permet d’affirmer que les variables V
et W sont indépendantes. On peut donc effectuer un produit de convolution
pour trouver une densité de Z :

+o00 Foo

fs(s) = fv(s —1) fw(t)dt =/ e’ fz(e* " )e™ fr(e™")dt

— 00 — o0

+oo
— es/ e—2th(es—t)fT(e—t) dt

— o0

On effectue alors le changement de variable u = e~ ¢, avec dt = —%L. On

obtient donc :
+oo
sts) = [ upatue prwdu

d) Pour = > 0,
Fo(z) = P(Q < w) = P(% < x) = P(In

En dérivant, on obtient :

+0oo
fata) = Lrstmay = Lo [ gy fr(u du

) <Inz) = Fs(lnz)

NN

Finalement : .
fo(z) :/0 ufz(zu) fr(u) du.

e) La question précédente donne alors : une densité de R est la fonction h
telle que pour z > 0 :

+oo
h(z) = / tpue Hrt \e =Mt
0

Apres intégration par parties, il vient :

_ A

Exercice 3.11.

Soit 8 un réel strictement positif. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi
uniforme sur Uintervalle ]0, 8. Soit (X}, ),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. Pour tout entier n > 1 on pose :
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Y, =sup(Xy,..., X,), Z,=inf(Xy,...,X,),

Tn:%(X1_|_..._|_Xn), TT’L:nTHYn et T;l':Yn-f—Zn

1. a) Déterminer une densité, la fonction de répartition, I'espérance et la
variance de la variable aléatoire X.
b) Montrer que (7,),>1 est une suite convergente d’estimateurs sans biais

de 6.

2. a) Montrer que Y,, est une variable a densité. Déterminer son espérance et
sa variance.

b) Montrer que (7},),>1 est une suite convergente d’estimateurs sans biais
de 6 et comparer V(T,) et V(T)).

3. a) Montrer que Z,, est une variable a densité. Déterminer son espérance et
sa variance.

b) Retrouver I'égalité V(Y,,) = V(Z,,) sans calcul.
c) Montrer que V(1)) < 4V (Ya,).

d) Montrer que (7))),,>1 est une suite convergente d’estimateurs sans biais
de 6.

Comparer V(T))) et V(T,) lorsque n tend vers +oo.

Solution :

1. a) C’est une question de cours. Une densité de X est donnée par :

0 sinon

2
On a alors E(X) = g et V(X) = %
b) Il suffit de calculer I'espérance E(T,,) et la variance V (7,,). On a :

E(T,) = %k;lE(Xk) =2,10 _¢

Ainsi T;, est un estimateur sans biais de 0. Puis par indépendance :
_ 4 _ 4 n0?_ 02
V(T,) = n2 k; V(Xy) = n2 12 T 3n
Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo : (73,) est une
suite d’estimateurs sans biais convergente.

2. a) Toujours par indépendance :
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PY,<y)=P(Yi<yln---N[Y,<y]) = kH P(Y, <y) = (Fx(y)"
=1
Ainsi la fonction de répartition de Y, est :
0 siy <0
Fy. (y) = (%)” siy€10,0]
1 siy >0
et une densité : -
fYn(y):{_(g) siy €]0,0]
sinon

Il vient, apres des calculs évidents :

+oo
E(Yn) =/ yfv.,(y) dy = nTﬁfl

— 00

et

V() = B(V) - B3(¥) = ol

b) La suite (7)) est une suite d’estimateurs sans biais puisque :

B(T;) = MELR() = 0 et V(T = () Ven) = o f2)2 — 0

De plus, comme pour n > 1,3n < n(n+2),on a: V(1) < V(T,).

3. a) Toujours par indépendance :
P(Zn<y)=1-P(Zy>y)=1-(1-Fx(y))"

Soit : .
0 siy <0
P(Z,<y)=14 g(1=7)" siye]o,d]
1 siy >0

et une densité de Z,, est :

fz,(y) = { a—4)""" siyeloo

0 sinon

2
Un caleul immédiat donne E(Z,) = — i - et V(Z,) = o 17)129 o
n n

b) On sait que si X suit la loi uniforme #(]0, 6[), alors # — X suit la méme
loi. Or :
0 — 7, =max(0 — Xq,...,0 — X,,)
Donc V(Z,) =V (0 — Z,) = V(Y,).
¢) L’inégalité de Cauchy Schwarz donne | Cov(Y;,, Z,)| < /V(Yn)/V(Z
D’ou :
VYo +Z,) =V(Yn)+2Cov(Yy, Z,) + V(Zy)
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<V(Y, +2\/V \/VZn)+V(Zn)

< \/V )+ V(Zn)? = (2 V(Yn))? =4V (Yy)
d) De nouveau : E(T)) = E(Yn) + E(Z,) = 0 entraine que Z, est
un estimateur sans biais, et comme V(7)) < 4V (Y,,), c’est un estimateur

convergent. De plus :
V(L) o V() _ 12n2 12
X = 2
V(T,) V(T,) (n+1)*(n+2) (+00) 1

Donc pour n assez grand, on aura : V(T)) < V(T},).

0<

Exercice 3.12.

1. On considere deux suites (up)n>1 €t (vn)n>1 définies pour tout n de N*
par :

( 1)k B n—1 (_1)k: n
Z k+1 (k+1)’ et un = k;o (k:-|—1)2 (k+1>
a) Exprimer, pour tout n > 2, u,, — u,—_1 en fonction de n.

b) Exprimer, pour tout n > 2, v, — v,,_1 en fonction de u,, et n.

Soit X1,...,X,, n € N* des variables aléatoires indépendantes qui suivent
toutes la loi exponentielle de parametre 1. On note Y,, = inf(Xy,...,X,,) et

Zn =sup(Xy,..., Xn).

2. a) Montrer que Y, est une variable & densité et donner sa densité.
Reconnaitre la loi de Y,, et donner son espérance et sa variance.

b) Montrer que Z,, est une variable a densité et préciser une densité.

3. Espérance de Z,,.

a) Montrer que Z,, admet une espérance et exprimer cette espérance sous
forme intégrale.

b) En déduire que E(Z,) = Z

??‘Ir—‘

4. Montrer que Z2 admet une espérance et exprimer E(Z2) en fonction de
Up,.

Solution :

1. a) Par la formule de Pascal, et pour n > 2 :
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k=0 k=0 )

n—2 (__ . n—1 .
- 5=0 (]{Ii)l (Z—{— i) + % k:O(—l)kxk:L_ 1 (n k 1)
=it S () = ()

Et par la formule du binome :
_ _lig_1 = 1
Up = Un—1 n(O 1) Unp—1 + n

k n— n—
on = /E:+1)12((7€+1)+( kl))
n— n—1 k _
kzo /E:+1)1)2(7<7 ) kZO (IE:+1)1)2( k )
n—1 k — k n
e 1+kzo(ii+1)1)2( 1)_“"— %Z( L (k+1)

1
VUp = Un_1+ =u
n n—1 nn

2. a) La fonction de répartition des variables aléatoires X}, est :

Pz { 0 siz <0
1—e™ six >0
Or, pour tout x de R : P(Y,, > z) = P((X; > x)N...N (X, > x)) et par
idépendance :
PY,>xz)=(1—-F(z))"
Ainsi : 0 . 0
n st x <
PlY,<z)=1-(1-F(z)) _{1—e_"m siz>0
On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi
exponentielle de parametre n et donc :

B(a) =1 v(v,) =4

n
b) De la méme fagon :

PZ<x)=P(X;<z)Nn...Nn (X, <x))=(F(x))"
La variable aléatoire Z,, est donc une variable a densité, et on peut prendre
pour densité la fonction :

0 six <O
fn(x) = {ne—x(l _ e—m)n—l siz>0
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3.a) Vo = 0,0 < nze (1—e2)""! < nre™® et la convergence de I'intégrale
400
/ re Tdxr montre que Z, admet une espérance donnée par :
0 oo
E(Z,) = / nre % (1 —e %) ldx
0
b) En développant par la formule du binéme, on obtient :

n—1 n—1
nre (1 —e %)""1 = 3 n( )(—1)]“:06_(’““)“3

k=0 k
“+o0
Il est connu que / ze~(F+12 gy — ;2 (intégrer par parties), et ainsi :
0 (k+1)
n—1 n—1 1 n—1 (_1)l€ n
B = En( ) - E )
(Zn) kZ::O ko) )(;{;+1)2 kgok—kl k+1

Soit : E(Z),) = un,.
Comme u; = 1, la relation de récurrence précédente donne alors :

- 1
B(Z)= Y 1
4. Toutes les convergences étant aisées, on peut écrire :

—+ o0
E(Z2) = / nzle (1 —e %) ldz
0

n—l /p_1 Foo
= n -1 k/ r2e~ (k+1)z gy
Soe("p )0

k=0
n—1 _
= kzzjo n(n 1 1) (—1)kﬁ (intégrer deux fois par parties)
n—1 n 9
= —1)kF—
,;0 (k:+ 1)( ) (k+1)°

Soit :
E(Z?%) = 2v,

Exercice 3.13.

Une personne envoie des courriers électroniques via deux serveurs notés A
et B. L’expérience montre que le serveur A est choisi avec la probabilité p
(avec p € ]0,1]) et le serveur B le reste du temps, les choix successifs étant
supposés indépendants. Les envois sont représentés par une suite de lettres.
La séquence ABBBAAB... signifie que le premier message a transité par le
serveur A, les trois suivants par B, les cinquieéme et sixieme messages par A,
le suivant par B, etc. On dit, dans ce cas (comme pour BAAABBA...) que
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I'on a une premiere série de longueur 1, une deuxieme de longueur 3, une
troisieme de longueur 2, ...

On note L la variable aléatoire égale a la longueur de la premiere série, Lo
égale a celle de la deuxieme série, L3 de la troisieme série.
1. a) Déterminer la loi de L.

b) Montrer que L; admet une espérance et une variance. Calculer
lespérance E(Ly).
2. a) Donner la loi du couple (L1, Lo)

b) En déduire la loi de Ls.

c¢) Calculer l'espérance E(Ls).

3. Déterminer la loi de Lg.

4. a) Justifier 'existence de la covariance Cov(Ly, Ly) de Ly et L.

b) Calculer cette covariance et préciser son signe.

Solution :

1. a) Ly prend ses valeurs dans N*, et pour tout k de N* :
P(Ll = I{J) = P(A1A2 ce AkBk;+1 U BlBQ S BkAk+1)

La réunion précédente étant disjointe et les choix successifs indépendants, il
vient donc :
P(Ly = k) = p*q +q*p

On remarque que :
oo o

(Li=k) = X (0Pa+d*p) = axg i +oxyio =p+a=1
k=1 k=1 p q

Ce qui prouve que L; est bien une variable aléatoire ...

b) Les séries de termes généraux respectifs kg, k%q*, kp®, k%p* sont
réputées convergentes (car p et g appartiennent a ]0,1[), ce qui prouve que
L, admet une espérance et une variance, et :

E(L1) = > kP(Li=k) =qp > kp*~' +pq 3 k¢"~!
k=1 ] kTI » qk::1
=qpx o 5 T PIx—— s =+
(1-p)? (1-9¢* a4 P
2 2
B(Ly) =224

pq
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2. a) Pour k et ¢ dans N*, on a
P((Ll, Lz) (]{7 Z)) P(Al N Aszkz—H N Bk—|—z'Ak—|—z'—|—1
UBj ... Bk:Ak+1 e Ak—l—inz—i—z’—f—l)
Soit, a nouveau par incompatibilité et indépendance :
P((Ly, L2) = (k1)) = p“q'p + ¢*p'q = p"*1q" + ¢"+1p!
b) Comme (L; = k)gr>1 est un systeme (qua&)—complet, il vient, les

convergences étant claires :

Vie N* P(Ly=i) = gjl P((Ly = k)N (Lz = 1))

2 N k=1 02 N k-1 21 21
=q'p° X" AP X 4 = P
k=1 k=1 p q
Vie N, P(L2 =i)=q¢" " 'p* +p" ¢
(On peut remarquer que 'on a Z P(Ly=1)=1)
i=1
c) Les convergences étant encore banales, on a :
00 00 ) 00 )
E(Ly) = Y iP(Ly = i) =p* 3 iq' ™' +¢* 3 ip'™!
i=1 i=1 i=1
2 1 2 1
=px——5 + x5
(1-4q)° (1-p)°
E(Ly) =2
3. De la méme facon, pour r € N* :
oo o0
P(Ls=r)= Z Z P(Ly=k)Nn (L =1i)N(Lg=r))
- k
= S S e e+ draD)
k=11i=1
o [kt % x ktr,2 1
T T + T —)

by (p q U
o (phtr—1,2 | ktr—1, 2 21 21

— rT— T— P T T

= 2 P T = TP

k

Vre N, P(Ls=r)=p"q+q"p
Donc L3 a méme loi que L.

4. a) Sous réserve de convergence, on a :
oo oo

E(L1Ly) = > Y ki(p*q" + ¢"1p?)
k=1:1=1
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La convergence résulte des mémes arguments qu’en 1. b).
b) Puis :
e}

E(L1Ly) = k:pk“qx# —I—qu’pr#
(k) = 3% (e )
1

00 B B 1
= > (qkp" '+ pkd" ) = gx——5 +px——= =
k;( ) (1—p)? (1-q)°
1
E(L,Ly) = -
(BaL2) = 5

2, 2
D’ou : Cov(Ly,Ls) = E(L1Ls) — E(L1)E(Ls) = plq _2(p pj]’ q°)
— 92 _ Y 42
Cov(Ly, L) = 122" —2(L—p)" _ 1+4p—4p
rq pq
Or l'application définie sur [0, 1] par p — p(1 — p) est maximale pour p =

1
5-

+

gl

1
q

1
2 I
le maximum valant i, donc Cov (L1, Ly) < 0, avec égalité pour p =

Exercice 3.14.
1. Soit a et b deux réels strictement positifs.
1
Etablir I'existence de l'intégrale / to= (1 —t)>~Ldt.
0
On note alors J(a,b) cette intégrale.

2. On définit la fonction f sur R, par :

L__pa-1(1— 21 sizelo,1]

f(x){J(CL?b) )
0 sinon

Vérifier que f est une densité de probabilité.

Si X est une variable aléatoire admettant f pour densité, on dit que X suit
la loi B(a,b).

3. On considére une variable X suivant la loi 5(p,q), ou p et ¢ sont deux
entiers naturels non nuls.

a) Calculer J(p, q).
b) Calculer 'espérance E(X) de la variable aléatoire X.

4. Pour n de N*, on considere n variables X1, ..., X,, indépendantes, définies
sur le méme espace probabilisé (2, A, P), suivant toutes la loi uniforme sur

0,1].
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Pour tout w € Q, on note Yj(w) le £*° des nombres X, (w), ..., X, (w), quand
ceux-ci sont rangés dans ’ordre croissant.
On a donc par exemple :

Yi(w) = min(X; (w), ..., Xn(w)) et Y, (w) = max(X;(w),..., X,(w)).
On admet que pour tout entier k de [1,n], Y} est une variable aléatoire définie

sur le méme espace probabilisé que les variables Xq,...,X,,.
On note, pour k € [1,n], Fy la fonction de répartition de Y.

a) Donner les expressions de F; et de F,.
b) Déterminer, pour k € [1,n], la fonction de répartition de Y

c¢) Déterminer une densité de Y} ; reconnaitre la loi de Y} et donner son
espérance.

(on remarquera que (n) —n(n_l) et que (n — )(n) —n(n_l))
q q ]j = j—1 q J j) = j .

Solution :

1. La fonction ¢ +— t2~1(1—¢)®~! est continue sur ]0, 1], équivalente & ¢ — t*~1
au voisinage de 0 et équivalente & t — (1 —¢)*~1 au voisinage de 1. Deux
applications de la regle de Riemann donnent la convergence demandée.

2. La fonction f est continue sur R\ {0,1}, positive et d’intégrale sur R
valant 1, par définition de la fonction J. Il s’agit bien d’une fonction densité
de probabilité.

3. a) Pour p > 2, une intégration par parties sans ruse donne :
1
o) = [ oot ar
0

1 1
— [_ l(l — t)qtp—l] + p;l/ tp—2(1 — )4 dt
q 0 q 0
Soit :
_p—1
Jp.q) =——J(p—La+1)
Par récurrence, on obtient alors :
—Dl(g—1)!
J(p,q) = (p )!(g ')
(p+q—1)
Le résultat final étant valable aussi pour p = 1.

B B = g e et
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Soit, apres simplification :

.a)On a:
Yi>z)=(Xi;>x)Nn...(Xp>x)et (Y, <z)= (X1 <2)N... (X, <x),
d’ou par indépendance et identité de la distribution :

0 sixz <0 0 sizx<O0
Fl(x)—{l(lx)” si0<z <1 et Fy(z) = {x” si0<z<1
1 six > 1 1 siz>1
b) Soit x dans [0, 1], (Vi < z) est réalisé si et seulement si au moins k des
variables aléatoires X; prennent une valeur inférieure ou égale a x. Ceci se
prouit pour chaque variable X; avec la probabilité x et puisque nous sommes
dans le cas de I'indépendance, il vient :
PYi<z)=Y (n)mj(l )
i=k N
b) Par dérivation légitime, une densité fi de Y} est :

fu(z) = {Z]( )xJ 1 1—3:)"J_zn:(n—j)(?)xj(l_x)n—j—l Si0<x<l

j=k
0 sinon
Pour 0 < < 1, il vient :

n _ ) ) n—1 _ ) )
)= 30} 2 )0 may =  a(" )y
Le telescopage est en place et il reste :

Va € ]0,1], fu(z) = n(k _ 1):&—1?‘(1 — )k

Ainsi Yy — B(k,n —k +1) et B(Y;) = —&

Exercice 3.15.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (£, A, P).
On suppose que X admet une densité f continue et on note F' la fonction de
répartition de X.

On suppose que X admet une espérance que 'on note E(X) = pu.

1. Dans cette question, on suppose que X est a valeurs positives. Justifier
que :

400
lim [3: f (t)dt} =
Tr——+00 z

Montrer que l'on a :
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2. Pour tout w € 2, on pose :
Xt (w) = max(X(w),0) et X (w)=—min(X(w),0)

Justifier que X+ et X~ sont des variables aléatoires positives.

3. En exprimant X & I'aide de X et X, montrer que :

/“ F(z)dr = /MJFOO[l — F(z)]dx

— o0

4. Montrer que p est 'unique réel a tel que :

/a F(x)dz = /a+0<>[1 — F(x)|dz

— o0

Solution :

+oo +oo
1. Pour z > 0, ona:()é:c/ f(t)dté/ tf(t)dt — 0 (reste d’une
T T T—T00
intégrale convergente car définissant E(X)).
+0o0
Intégrons par parties, en intégrant x — f(z)enz +— F(x)—1 = f(t)dt:

x

/mtf(t) dt = [t(F(t) - 1)]; + /x(1 — F(t)dt
0 0
—+ o0 x
=x f(t)dt+/ P(X >t)dt
0

x

Le passage a la limite lorsque x tend vers +oo est licite et donne :

E(X) = /O+OOP(X > x)dz

2. Xt = %(X—i— | X|) et X— = %(!X| — X)), ce qui prouve que X et X~ sont
des variables aléatoires et leur positivité est banale.

3.0na X =X"— X", donc d’apres le résultat de la premiére question :

= B(X*H) — B(X-) = /O+OOP(X+ > 2) da — /0+OOP(X > 7)da

+o0 Fo0
:/ P(X > x)dm—/ P(—X > z)dx
0 0
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,u:/O+OO(1—F(x))da;—/O+OOF(—x)dx
:/O+Oo(1—F(:c))dos—/0 F(z) da

— 00

u:/0+oo(1—F)—/_OOOF:/OHF+/ON(1—F)

et par la relation de Chasles, il reste :

/M F(x)dx = /M+OO[1 — F(x)]dx

— o0

Ainsi :

a —+ o0
4.a — / F(x) dx est croissante et a — / (1—F(z)) dx est décroissante.

Si ces fonctions se croisent en deux points A et u, alors elles sont constantes
sur le segment [\, u] et F' vaut a la fois 0 et 1 sur ce segment, ce qui ne semble
pas raisonnable.

Exercice 3.16.

1. Soit (X}, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2,4, P), telles que pour tout n € N*, I'espérance F(X,) et la
variance V' (X,,) existent. On suppose, en outre, qu’il existe un réel m tel que :

lim E(X,)=m et lim V(X,)=0

n—-+oo n——+oo
a) Montrer que : E((X,, —m)?) = V(X,,) + (E(X,) —m)2.
b) Montrer que, pour tout réel e strictement positif, on a :
P(I X —m| > €) < 5 (V(Xa) + (B(Xn) —m)?)

¢) Montrer que la suite (X, )nen+ converge en probabilité vers la variable
certaine égale a m.

2. Soit n € N* et p € ]0,1[. On lance n fois une piece non équilibrée avec
laquelle la probabilité d’obtenir «pile» lors d’un jet est p.
Soit S, la variable aléatoire réelle égale au nombre de «pile» obtenus. Enfin,
Y,, est la variable aléatoire définie par : Y,, =em .

a) Calculer 'espérance et la variance de Y,,.

b) Montrer que la suite (Y,,),en+ converge en probabilité vers la variable
certaine égale a eP.
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Solution :

1.a) E((X, —m)?) = BE(X2 - 2mX,, + m?) = E(X2) —2mE(X,) + m?
= (B(Xy) —m)? + E(X7) — E(X,)?
= (B(Xy) —m)* + V(Xy)

b) D’apres 'inégalité de Markov :

P([Xy —m]| > €) < ZE((X, —m)?)
et donc :

(X —m| > &) € B (V(Xa) + (B(X,) —m)?)
c¢) L’encadrement précédent donne par ...encadrement :
lim P(| X, —m|>¢)=0

n—oo
Ce qui prouve que la suite (X, ) converge en probabilité vers la variable
cetaine égale a m.

2. a) Par la formule du transfert :

Bew) = Ze"“’/”( )prqr = (pel/m + )"

D’autre part

E((%)2) = 32 e/ (kg = (/" + )"

Donc :
V(Yy) = (pe*/™ + q)" — (pe'/™ + ¢)*"
b) Pour  non nul, posons u, = (pe’/™+¢)". On a, au voisinage de 'infini :
In(uy,) = nln(pe™™ + q) = nln(l + p(e"/™ — 1)) ~ nxp(e”™/™ — 1) ~ npx%

Ce qui signifie que In(u,) — pr et u, — eP".
n—oo n—oo

Ainsi les résultat de la question 2. a) donnent pour r =1 et r =2 :
Sn ) Sh
lim E(em)=¢eP; lim V(e™ )=e?? — (eP)? =0
n—oo n— o0

La suite (Y,,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a eP.

Exercice 3.17.

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur
le méme espace probabilisé (2,4, P), et a valeurs réelles.

On admet que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
admettant une espérance, alors E(XY) = FE(X)E(Y)
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1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs positives
telles que :

e Y suit la loi exponentielle de parametre \ strictement positif ;
e X est une variable a densité, de densité continue .

“+o0o
a) Justifier la convergence de I'intégrale impropre / e M p(t)dt. On note
0

I cette intégrale.

b) Soit g une densité de la variable aléatoire Y — X. Donner, pour tout
réel z positif une expression de g(z) en fonction notamment de l'intégrale I.

c¢) En déduire, en fonction de I, la valeur de P([Y > X]).
2. Soit X1, Xo, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes (n > 2), suivant
toutes la loi exponentielle de parametre A > 0.
a) Comparer les événements
[Xl = iIlf(Xl, X2, cen ,Xn] et [Xl S inf(Xg, . Xn)]

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z, définie par : Z, =

iIlf(XQ, . Xn)
c¢) En déduire la valeur de : P([X; = inf(X3, Xo,..., X,)]).
3. Soit X7, Xo,Y trois variables aléatoires a densité indépendantes, a valeurs

positives, ou Y suit la loi exponentielle de parametre A.

a) Calculer P([Y > X; + Xs]) en fonction de P([Y > Xj]) et de
P(IY > X»)).

b) Quelle propriété est ainsi généralisée ?

Solution :

1.a) On a VvVt > 0,0 < e Mp(t) < ¢(t), et la régle de comparaison pour les
fonctions positives permet de conclure.

b) Une densité de —X est h définie par h(z) =0sixz > 0 et h(z) = p(—2x)
st x < 0.

Comme Y et —X sont indépendantes, par convolution une densité de Z =

Y — X est g définie par :
“+o0

VieRg() = [ frG-ohdi= [ fr(-e(-nd

— 00

— Si2<0,g(z) = / Ae  MNETH p(—t) dt

— o0
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0
Ae AETp(—t) dt = )\e_’\z/ eMop(—t) dt

— o0

0

—>Siz>0,g(z):/

— o0
soit :

+o0
Vz>0,9(2) = )\e_AZ/ e Mop(t)dt = e ™1
0

—+oc0o —+ o0
c) P(Y>X):P(Z>O):/ g(z)dz:I/ e Mdy=1
0 0

Notons que I est en fait 'espérance de la variable aléatoire e =¥

2. a) Ces deux événements sont clairement égaux.
b) Z, prend ses valeurs dans RY et :
PZ,<z)=1-P(Z,>z)=1-P(Xa>2z)Nn...N(X,, > z)), dou :
pour tout z > 0: P(Z, < z) =1— (e7**)"71 = e (n=DAz ot .
Zn — E((n—1)A)

c) X; suit la loi exponentielle de parametre A. D’apres les résultats de la
question 1. la probabilité recherchée est égale & 1 — E(e~*%»), donc :

+oo
P(X; =inf(X1,X5,...,X,)) = 1—E(e_>‘Z")1—/ e M(n—1) e M1t gy
0
—1_n—=1
n

P(Xl = inf(X17X27 s 7XTL)) =

S|

3.a) P(Y > X1 + Xp) = E(eMX1tX2)) = Be=2 1) B(e™X2)
(par indépendance)
b) Ainsi P(Y > X1 + X2) = P(Y > X1)P(Y > X3), ce qui généralise le
résultat d’absence de mémoire de la loi exponentielle.

Exercice 3.18.

1. a) Montrer que la fonction f : x — sinx réalise une bijection de [—

oy
bl

sur [—1,1]. On note Arcsin la bijection réciproque.

b) Etablir, pour tout y € ]—1,1[ : Arcsin’y = \/%
- Y

¢) Soit a, b, x trois réels tels que 0 < a < b < z. On note :

b
1 1
I(a.b) = dt
(a,) /a2\/%x2\/x—t
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Justifier ’existence de cette intégrale et calculer sa valeur grace au change-
2t
x

ment de variable : u =

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme

U([0,1]).

2. Montrer que X2 est une variable aléatoire & densité et en déterminer une
densité.

3. Montrer que les variables aléatoires X2 et Y2 sont indépendantes.

4. Déterminer une densité f de la variable aléatoire X2 4 Y2.

2
5. En déduire la valeur de : I = / Arcsin (% — 1)d:c.
1

6. Déterminer une densité fr de la variable aléatoire : R = v/ X2 + Y2,

Solution :

1. a) Evident.

b) La fonction f est dérivable, de dérivée f’(x) = cosz non nulle sur
|—m/2,7/2], donc la fonction Arcsin est dérivable sur |—1, 1], avec :
Vy € ]—1,1[, Arcsin’(y) = 1 = 1

sin’(Arcsiny)  cos(Arcsiny)
Comme y € |—1,1] = Arcsin(y) € |—7n/2,7/2[, il n’y a pas de probleme
d’extraction de racines et sin(Arcsiny) = y donne cos(Arcsiny) = /1 — y2,
soit :
Vy € ]-1,1[, Arcsin’(y) = 1
1—9?
c) Si0 < aetb <z, lafonction a intégrer est continue sur le segment [a, 0],
donc l'intégrale existe, et si a = 0 et/ou b = z, la regle de Riemann donne la
convergence de l'intégrale du ou des cotés de la borne concernée.

Le changement de variable proposé est de classe C! et strictement monotone,
donc 1égitime (si vous avez un doute, faites le d’abord sur un segment |« f],
puis passez a la limite au cas ou a et/ou b posent probleme).

u:%—1donnet:%(u—|—l),d’of1dt:%duet:
P 1
I(a,b) = X xE du
(a,0) 201 2/Z(u+1) 2\/z—Z(u+1) 2
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2b

20 _q
z 1 1

:/ X x%du
o1 2/ wt1) 20/1—-Lw+1)

-1

s s

= ’ d—uzl[Arcsinu]
/2_a_1 41 -2 4

[

dt = iArcsin (%b — 1) — lAmsim (%C—a — 1)

b
/ 11
L 2Vt 2V —t 4

2. La variable aléatoire X2 prend ses valeurs entre 0 et 1, et pour x € [0,1] :
Fx:(r) =P(X?<2)=P(—/2 <X <Vr)=P(X <V2)=7
La fonction F'y2 est donc dérivable sur R, sauf (peut-étre) en 0 et en 1, donc

X? est une variable aléatoire a densité, et on peut prendre pour densité la
fonction fy= définie par :

1
Va € R, fxz(z) = { 2V/x

0 sinon

si0<ax <1

3. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, donc il en est de méme
des variables aléatoires X? et Y2.

4. Par indépendance, on peut prendre pour densité de X? + Y2, la foction f

définie par convolution par :
+ o0 —+ o0
Vz eR, f(z) = fx2(t) fy2(z —t)dt = fx2(t) fx2(x —1)dt

x Evidemment, si x < 0 ou x > 2, on a f(z) = 0 (la variable X2 + Y2 prend
ses valeurs entre 0 et 2)

*Si0<x<1,alors:
D<t<let0<z—t<l]<=[0<t<letr—1<t<z|<=[0<t <]

Il reste donc :

_ [T 1 _ _
f(x)—/o 2\/ZX2\/x—tdt_I(O7x)_

Arcsin(1) — iAl“C sin(—1)

AN

*Sil <z 2, alors:
D<t<let0<az—t<]lj<=0<t<letz—1<t<a]<= [z—1 <t <1]

Il reste donc :

g 1
f(:(:)2/56_12\/Zx2\/x_tdt21(1'—1,1)
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x—1)

. .2
= %LArcsm(% —-1)— %Arcsm((T ~1)

1 (2 1 : 2
=4 Arcsm(g —-1)— 1 Arcsin(1 — 5)

_1 (2
flx) = §Arcsm <5 —1)
Ainsi, on peut prendre :

s sio<z<1
4
fx) = %Arcsin(z—l> sil<z<?2
X .
sinon

5.0On a +oof(:c)d:c:/1f(:v)dx+/2f(:c)dx:1
o 0 1

2 2
Par conséquent / f(x)dx = / %Arc sin (2 - 1) der=1— %,et :
1 1 X

2
/1 Ar(:sm(z —1)dz =2 9
6. Pour tout x de R : Fr(z) = P(R < z) = P(X?+Y? < 2%) = Fxz y2(2?)

Donc R est une variable aléatoire a densité, et on peut prendre pour densité
de R, la fonction fr définie par :

0 six <0
v:EGR’]UR(QU):{236]‘(962) six >0
Soit :
0 siz<0oux>+2
T .
VIER,fR(l’): o5 si0<zx<1

:cArcsin(%—l) sil<ae< V2

Exercice 3.19.
Soit n un entier strictement supérieur a 1.
1. Déterminer le nombre de couples (4, j) € [1,n+1]? tels que |i+j—n—2| = 1.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P), prenant leurs valeurs dans [1,n + 1].
On pose, pour tout (i,75) € [1,n + 1]* :

aij =PX =7NY =1),b;; = Px—;([Y =1])

On note B la matrice de M,,41(R) définie par B = (b; j)1<i j<n+1, €t on
suppose que :
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_{a sili+j—n—-2|=1
Qi 5 = .
0 sinon
2. Calculer la valeur de «.
3. Déterminer les lois de X et de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes ?
4. a) Expliciter la matrice B.

b) Montrer que 1 est une valeur propre de B.

5. On suppose dans cette question que n = 3. La matrice B est-elle
diagonalisable ?

Solution :

1. Il s’agit de compter les couples d’éléments de [1,n+1] tels que i+j = n+3
ouit+j=n+1.

Dans la premiere catégorie, on trouve les couples (2,n+1), (3,n),..., (n+1,2)
et dans la deuxiéme on trouve les couples (1,n),(2,n —1),...,(n,1).

Il y a 2n couples convenant

2. Comme ) a;; =1 et comme il y a 2n termes valant « :

1,J
_ 1
“= 2
3. La matrice A = (a;;) € Mp41(R) est clairement symétrique et on

remarque que les termes non nuls de A sont ceux qui bordent immédiatement
la «deuxieme diagonale» de A. Ainsi la premiere et la derniere ligne et la
premiere et la derniere colonne de A comportent un seul terme non nul, tandis
que toutes les autres rangées en comportent deux. Soit, par sommations
marginales :

P(X=1)=P(X =n+1)=gvie[2n], P(X =i)=1
Y a méme loi que X

La présence de zéros dans le tableau de la loi conjoite montre que X et Y ne
sont pas indépendantes. Car par exemple :

P((X =1)N(Y =1)) = 0, alors que P(X = )P(Y = 1) £0
PIX =)

bp1=1,byp12=bp03="-=b1, = %

4.a) On a b; ; = , donc :
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bont1 =1,b3p =bsp_1=-=bpy12= %
tous les autres coefficients étant nuls.

b) Pour prouver que 1 est valeur propre, on peut résoudre 1’équation
matricielle BC' = C, ou C est une matrice a priori de M,,11,1(C) et constater
qu’il existe des solutions non triviales.

On peut aussi remarquer que pour tout ¢ :

"i b P(X = j) = "i Pixop(Y = ))P(X = j) = P(Y = i) = P(X = i)

Ce qui traduit exactement le fait que 1 est valeur propre de B, le vecteur
colonne de la loi de X étant un vecteur propre associé.

0 0 1/2 0
...~ [0 12 0 1
5. On aici: B = .0 1/2 0

0 1/2 0 0
— On sait déja que 1 est valeur propre et on trouve :

1 0
0 2
Eay(B) =Veet (|5 .| 5 ])

0 1
1 0
. . 0 1
— On peut continuer classiquement, ou remarquer que 1 et 0
0 —1

sont des colonnes non proportionnelles et propres pour la valeur propre —1/2.
On a fait alors le plein et on peut conclure : B est diagonalisable.

Exercice 3.20.

Dans tout ’exercice, k désigne un entier naturel non nul donné. On considere
une suite de variables aléatoires (T},)nen, toutes définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P) et telles que :

e la loi de Tj est donnée, avec Ty(€2) = [0, 2k].

e Pour tout entier naturel n non nul et tout élément j de [0,2k], la loi

conditionnelle de T,, sachant [T;,_1 = j] est la loi binomiale B(2k, 2]_l<:)

Par convention, si une variable Z suit la loi B(n,0), alors Z est la variable
certaine égale a 0 et si Z suit la loi B(n, 1), alors Z est la variable certaine
égale a 1.
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On note, pour tout entier naturel n, V,, la matrice de Magy1,1(R), définie
par :

P(T, = 0)
| " )
P(IT, = 2k))

1. Déterminer une matrice M = (m; j)o<i j<2k, €lément de Mogy1(R), dont
les coefficients sont indépendants de n, telle que : Vn € N*, V,, = MV,,_1.

On trouvera : m; j = (Qk)( J )2(1 J )Zk_i

i )\2Fk - 2k
2. On considere les deux matrices L et J de M o541 (R) définies par :
L=(1 1 ... 1)etJ=(0 1 2 ... 2k).

a) Montrer que LM = L.
b) Montrer que JM = J.

3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, non nul, on a : JV,, = JV,,_1.
b) En déduire que toutes les variables aléatoires T}, ont la méme espérance ;
on pose alors F(T},) = p.
4. On note @Q lamatrice de M1 ox+1(R) définiepar @ = (0 12 22 ... (2k)?)]}

a) En utilisant la matrice @), déterminer, pour tout entier naturel n non
nul, une relation entre E(T2) et E(T?_,).

b) En déduire une expression de E(T?) en fonction de E(Tj3), de u et de
k.

c¢) Déterminer lirf_l E(T?).
5. Montrer que si Z est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans [0, 2k],
alors E(Z?%) < 2kE(Z), I'égalité n’ayant lieu que si Z prend uniquement les
valeurs 0 et 2k avec une probabilité non nulle.

6. En s’inspirant de la question précédente, et en admettant que la suite
(T )nen converge en loi, précisez la loi limite.

Solution :

1. Pour n > 1 et i € [0, 2k], la formule des probabilités totales donne :
2k
P, =1i)= >, P(Tn—1=j)(Tn = i)P(Th-1 =)
i=0



Probabilités 121

2R 2kN gNigy N2k .
—]20(1)(21@) (=35)" P(Tu1=1)

On peut donc prendre pour matrice M la matrice de Mog1(R) de terme
générique m; ; (i et j varient entre 0 et 2k) :

mij = (Qk)(gk) ( B ﬁ)ﬂr—i

2. a) Posons LM = ( ai ... as),on apour tout j de [0,2k] :
2k 2kN /g j \2k—i .
= m; i = =L — =1 (formule du binéme
Sy =2 () - ) ( )
Soit :
LM =1L
b) Posons JM = (bg b1 ... bak), on a de méme :

2k .
. 2k 2k—1
b, :gozx( ") (35) (1= 35) T = 2k
(car on a reconnu la formule donnant I'espérance d’une variable suivant la loi

binomiale de parametres 2k et 5 k) Ainsi :

JM =J
3.8) JV, = J(MV,_y) = (JM)V,_y = JV,_,

b) Or JV,, est une matrice arrée d’ordre 1, identifiée a son unique terme

valant :

2k

Y iP(T, =1i) = E(Ty,)

i=0
On vient donc de montrer que pour n > 1, E(T,) = E(T,_1) et la suite
(E(T,)) est constante.

4. a) Posons QM = (¢y ¢ ... c25), on a pour tout j de [0, 2k] :

1= 3 () () (- )™ = B

ou Y est une Varlable aleatmre qui suit la loi binomiale de parametres 2k et
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E(T?) = JT,_4 +( )QTn 1
Soit :

E(T2) = E(Tomr) + (1 - o) E(T2) = p+ (1 — o) B(T2.,)

b) La relation de récurrence précédente est du type arithmético-géométrique,
la résolution est classique (recherche du point fixe et retour au cas géométrique
..) et donne :

E(T2) = (1 — 52 )" (E(T2) — 2kp) + 2kp
c) Donc : lim E(T?) = 2kpu.

n—oo

2k 2k
5.0na E(Z%) = j2P(Z=37) <2k > jP(Z=3j) (car j2 < 2kj)

=0
Ainsi E(Z?%) < 2kE(Z), avec égalité si et seulement si :
2k 2k—1
- (2h) = P)P(Z =) = 3 J(2k—§)P(Z =) =0
j= j=

On a donc égalité si et seulement si les seules valeurs prises par Z (avec une
probabilité non nulle) sont les valeurs 0 et 2k.

6. Soit i dans [1,2k — 1], on écrit :
2k
0 < i(2k —)P(T = 1) < 3 j(2h — J)P(Ty = j)
=0
Donc :
0 < i(2k — i)P(T,, = i) < 2kp — E(T2) — 0

Si (T,,) converge en loi, alors la limite 7" ne peut prendre que les valeurs 0
et 2k avec une probabilité non nulle. Le calcul de 'espérance impose d’avoir

P(T =2k) = % et ainsi P(T'=0)=1— Qk:

Exercice 3.21.

Pour tout entier n de N*, on considere Y7,Y5,...,Y,,, n variables aléatoires
indépendantes, définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) suivant toutes la

loi de Poisson de parametre %, avec A > 0.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S, = >_ Y.

2. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par : f(x) =1 — (1 —z)e”. Montrer que
pour tout x de [0,1], on a : 0 < f(x) < 1.
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3. Pour tout entier n > A et pour tout i de [1,n], on note U; une variable
aléatoire indépendante de Y; et suivant la loi de Bernoulli de parametre f (%)
Pour tout ¢ de [1,n], soit X; la variable aléatoire définie par :

X':{O siY,=U; =0

) ) ) 1 sinon
Déterminer la loi de X;.

. : 22
4. Montrer que pour tout ¢ de [1,n], on a: P(X; #Y;) < 25.

S

n—-4oo

5. En déduire lim P( N [X; =Yi]).
i=1

Solution :
1. Par le théoreme de stabilité, .S,, suit la loi de Poisson de parametre \.

2. On peut bien sur étudier les variations de la fonction f, mais on peut aussi
savoir que pour tout u réel, on a : e* > 14 u, d’ou :
VreR e *>1—xzetl>(1—x)e” ouencore 1 — (1 —x)e® > 0 et enfin si
xr < 1, clairement 1 — (1 — z)e” < 1. Bref :

0z <1 = 0< fz) <1

3. La variable aléatoire X; est une variable de Bernoulli, et par indépendance :

P(X; =0) = P(Y; = 0)P(U; = 0) = e~ A x(1 — f(%)) 1 %
Donc

P(X;=1) = % ot X; < B(%)
4. Comme X; ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, on a :
P(X; =Y;)=P((X; =1)Nn(Y; =1)) + P((X; = 0) N (Y; = 0))

et comme (X; =0)C (Y;=0)et (Y;=1)C (X;=1):

P(X;=Y —i)=P(Y;=1)+P(X;=0)=1-2 4 2e
Donc : P(X; £Y;) = %(1 e h)
et ainsi, par inégalité usuelle :
2
P(X; #Y;) < )\_2
n
5. Par les lois de Morgan : P( ([X; =V;]) =1—-P( U [X; #Yi))

Or la probabilité d'une réunion est toujours majorée par la somme des
probabilités des événements en question (démonstration par exemple par

récurrence), donc :
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Donc :



o

QUESTIONS COURTES

1. Soit n € N*| A un élément non nul de M, (R) et T définie sur E = M, (R)
par :

T(M)=M —tr(M)A
ou tr(M) est la somme des éléments diagonaux de M.
a) Montrer que T' est un endomorphisme de E.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A) pour que 7' soit
bijective.

c¢) Caractériser T lorsque T n’est pas bijective.

2. Déterminer les matrices A € M,,(R) qui vérifient : AYAA'AA = 1.

3. Soit n > 2, E un espace euclidien de dimension n. Soit (e1,...,ey,), n
vecteurs unitaires de E tels que pour tout ¢ # j, |le; — e;|| = 1.
Montrer que (eq,...,e,) est une base de E.

4. Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs strictement positives,
indépendantes, de méme loi et admettant une espérance.
X E(X)

Montrer que E<X+Y> = EX 1Y)

5. Soit un réel a > 0. Pour tout entier n > a, on considere une variable
aléatoire X, suivant la loi géométrique de parametre a/n.
Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires définies par
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X
Yn - Wn
6. Une urne contient 4n + 2 boules numérotées de 1 a 4n + 2. On tire 2n + 1
boules sans remise, quelle est la probabilité que la somme des numéros des
boules tirées soit strictement supérieure a la somme des numéros des boules
restantes ?

7. On retourne une a une les cartes d’un jeu ordinaire (32 cartes) bien battu.
Quel est le nombre moyen de cartes qu’il faut retourner pour voir le premier

as’?

8. Etudier la convergence de la suite (u,)n>1 définie par

1 & ko
Up = . Ig;l(_l) ezn
“+o0
9. Soit f une fonction positive et continue sur Ry, telle que f(t)dt =1
0

a

Montrer qu’il existe a € Ry tel que f(a) =e™“.

10. Soit F/ un espace vectoriel de dimension 3, et f un endomorphisme de F.
Déterminer la dimension de Ker f lorsque f2 # 0 et f3 = 0.

11. Soit P un polynome réel de degré n, admettant n racines relles distinctes.
a) Combien P’ admet-il de racines relles ?

b) Comparer la moyenne arithmétique des racines de P a la moyenne
arithmétique des racines de P’.
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