1
ANALYSE

Exercice 1.1.
Soit f une fonction de ]0,+oo[ dans R de classe C? vérifiant pour tout
x €]0,400] :

flx+1)=xf(x) et f’'(x) > 0.

1. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que f(c) = 0. Montrer qu’il existe
u€le,e+ 1 et v € Je+1,¢+ 2] tels que f/(u) = f'(v) = 0. En déduire une
contradiction puis justifier que f(z) est de signe constant sur |0, +o0].

*

2. Montrer que f’ est croissante et ne s’annule qu'une fois sur R%, en un
point « appartenant & |1,2[. En déduire que f est toujours positive.

3. a) Donner une relation entre f(n) et f(2) pour n € N, n > 2. En déduire
la limite de f en +4o0.

b) Donner un équivalent de f(z) quand z tend vers 0 par valeurs
supérieures. En déduire la limite de f(z) lorsque = tend vers 0 par valeurs
supérieures.

¢) Donner le tableau des variations de f.
4. On considere dans cette question une fonction f de D =]—1,0[ U ]0, 00|

dans R de classe C? vérifiant, pour tout = € D : f(x + 1) = xf(z), et pour
tout z € ]0, o0, f”(z) > 0.

Donner le signe de f sur |—1,0[ et les limites de f(z) lorsque x tend vers 0
par valeurs inférieures et lorsque x tend vers —1 par valeurs supérieures.

Solution :

1. Avec f(c) =0,0na f(c+1) = cf(c) =0, puis f(c+2) = (c+1)f(e+1) = 0.
Le théoreme de Rolle nous assure alors de I'existence de u et v convenables.
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Toujours par le théoréme de Rolle appliqué maintenant & f’, il existe w > 0
tel que f”(w) =0, ce qui contredit 'hypothese.

On en déduit que f ne s’annule pas. Par le théoreme des valeurs intermédiaires
(et la continuité de f), elle est donc de signe constant.

2. Comme f”(z) > 0, on en déduit que f’ est strictement croissante.

Or f(2) = 1xf(1) = f(1), donc il existe o € ]1,2] tel que f'(a) = 0.

On en déduit que f est décroissante sur 0, o et croissante sur ]a, +00].
Mais f(3) = 2f(2), donc si f(2) < 0, on aurait f(3) < f(2) ce qui est
contradictoire. Ainsi f(2) > 0. Comme f est de signe constant, f est toujours
positive.

3. a) On obtient par récurrence f(n) = f(2)(n — 1)L

On en déduit que f(x) = f(|z]) = f(2)|(z—1)]!, (ot |.] désigne la fonction
«partie entiere») donc f(z) tend vers 400 en +oo.

b) La relation f(z + 1) = zf(z) donne quand z tend vers 0 par valeurs
supérieures :

7@~ L0 (car (1) 2 0)

donc f(z) tend vers +o0 en lorsque = tend vers 0 par valeurs supérieures.

4. On a pour z € |-1,0], f(x) = w Or < 0 donc f(z) < 0. En
faisant tendre x vers 0 par valeurs inférieures, on montre, comme au 3. b),

que f(x) ~ @ donc f(x) tend vers —oo lorsque z tend ves 0 par valeurs
inférieures, car cette fois-ci, x < 0.

Dans la relation f(z) = f(xT—i_l), on pose x = —1 + h; elle devient

h
F=1+m) = L0
On fait tendre x vers —1 par valeurs supérieures donc h vers 0 et on obtient

que f(z) tend vers —oo lorsque x tend vers —1 par valeurs supérieures.

Exercice 1.2.

On consideére une fonction f définie et continue sur RT.

1. On suppose dans cette question que f est décroissante, strictement positive
+oo

sur R et que l'intégrale f(t) dt est convergente.
0

a) Soit r un réel strictement positif. Montrer que pour tout entier k > 1,
on a:

(k+1)r kr
/ f(t)dtgrf(kr)é/ f(t)dt
kr (E—1)r

b) Montrer que pour tout n de N* on a :
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3 flhn) < / 0

En déduire que la série Z f (kzr) est convergente. On note ¢(r) la somme de
k>1
cette série.
¢) Donner un équivalent de ¢(r) lorsque r tend vers 0 par valeurs
supérieures.

2. On suppose dans cette question que l'intégrale dt converge.

iG]
1 t
a) Soient (a,b) un couple de réels tels que 0 < a < b et x un réel strictement
positif. Prouver que 'on a :
+oo bx
o) 501) g _ [ 10)

x ax
b) Pour t € R*, on pose v(t) = sup |f(s) — f(0)].
s€[0,t]
Montrer que la fonction « est bien définie , croissante, et tend vers 0 lorsque
t tend vers 0.
Prouver I'inégalité Suivante

f( ) - t dt‘ )lng.

ax

400
¢) En déduire que l'intégrale / M dt est convergente et la
0

calculer.
. L. efkrr o 672kr . .
3. Que peut-on dire de la série T ,our> 0 ? Que peut-on dire
E>1
de sa somme lorsque r tend vers 07

Solution :

1. a) Sir >0, comme f est décroissante, on a :

(k+1)r (k+1)r
/ f®)dt < / f(kr)dt = rf(kr).
k k

(s T

kr kr
On a aussi, pour k > 1 : / f)dt > / flkr)dt = rf(kr).
(k=1) (

k— k—1)r
b) En utilisant la question précédente on obtient par sommation :

n

n +oo
> ri(hn) < 3 Dt = /f i< [ s

k=1 (k— 1)7‘
Comme la série con51deree est a termes positifs, on en déduit qu’elle est
convergente.
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¢) En utilisant & nouveau la question a), on voit que

(n+1)r n (k+1)r n
[ swa= S [ fear< 3 i)

k=1Jkr
+oo +oo
Finalement, on obtient : / f)ydt <re(r) < / f(t)dt

r 0
Comme l'intégrale de f est convergente et de valeur non nulle, on en déduit
que :
+oo

1
r) ~ = t)dt
o) e 1)1
2. a) Soient (a, b) un couple de réels tels que 0 < a < b et = un réel strictement
positif. Compte tenu de I’hypothese, il n’y a pas vraiment de probleme de
convergence en +0o et on a avec des changements de variables évidents :

+o0 f(at) ; f(bt) gt — +oo@dt B +oo@dt

xr xr xr
+o00 +o0 bx
[T gy [T, [,
U U U
ax ba ax
b) Comme la fonction s — |f(s) — f(0)| est continue sur le segment [0, ¢],
elle y est bornée et par conséquent la borne supérieure (t) est bien définie.
La croissance de v est évidente puisque [0,t1] C [0,¢2] si t1 < t2. Le fait que
~ converge vers 0 en 0 provient directement du fait que f est continue en
0r.
Par ailleurs, on obtient :

bmwdt‘ < /Gizwtf(o”dt < /abI’Y(tbx)dt =~ (bx)In

Q>

ax

T £ (at) — f (bt ")~ fO
Mdt_ £(0) 1n2 _ [ LB =f0),

c¢) On observe que 7

xT axr
Or l'intégrale du membre de droite tend vers 0 lorsque x — 0F. On en déduit
a la fois la convergence et la valeur f(0)In (b/a) de I'intégrale considérée.

, _ , el —e™ Gy .
3. On introduit la fonction h(t) = % 0 Cette fonction est
sit=

continue sur R, strictement positive et d’intégrale convergente sur R*. Pour

t>0,ona:
_ —t -2t —2t
h/(t) _ (1 th)e ;(1 + Qt)e _ et2 [1 + 2t — (1 + t)et]
Une étude rapide la fonction (t) = 1 + 2t — (1 + t)e’ donne ¢'(t) =
2 — (2 +t)e! < 0 et comme (0) = 0, la fonction 1 est négative et h décroit.
On peut donc utiliser les résultats précédents et on obtient la convergence de
la série et le fait que




Analyse 9

Jrf:O o—kr _ o—2kr N Foo ot _ o2t Gt = 9
k=1 k (0+) Jo ¢

et par conséquent la somme converge vers In 2 lorsque r tend vers 0.

Exercice 1.3.

1
Soit F' la fonction de la variable réelle définie par : F(x) = / e—e (146" gy
0

1. Montrer que F' est définie sur R.
2. a) Calculer F(0) et F(1).

+ s F(1). En déduire une relation

1
2

=

1 2
b) Montrer que : | —Lt o dt = —
) q /0 1+ t2)2

entre F'(1) et F(2), puis calculer F(2).

¢) Plus généralement, établir une relation de récurrence entre F(n) et
F(n+1), pour n € N.

d) Exprimer, sous forme de somme, F(—n) pour n entier naturel non nul.
Donner les valeurs de F(—1) et F(—2) sous forme de fractions.

3. Montrer que la fonction F' est décroissante sur R.

4. Pour x < 0, étudier les variations de @, : ¢t — e~ =) sur [0,1], et

calculer ¢, (%) .

En déduire la limite de F' en —oo, ainsi que la limite de @ quand x tend

vers —oo.

5. Montrer que pour u € [0,1],In(1 4+ u) > uln2; en déduire lim F(x).

r——+00

Solution :

1. Pour tout réel z, l'intégrale proposée existe (intégrale d’une fonction
continue sur le segment d’intégration).

1 1
1
2. a) F(0) :/0 dt =1et F(1) :/0 1 —|—t2dt = Arctanl = %
b) On réalise une intégration par parties :
() = —tgg —u(t) = ——L o w(t) =t = V(1) =1
u() (1+t2)2 u() 2(1+t2)av() U()

Les fonctions u et v étant de classe C! sur R, la manoeuvre est légitime et
donne :

1 1 1
t? t 1 dt 1.1

dt = | — = =1 1F(1

/0 (1+t%)? [ 2(1+t2)}0+2/0 1+¢2 g t3f M)

Or:
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1 1 1 9 1 9
F(2) = —21"<1+t2)dt=/ 1 dt:/ At dt—/ 1t
@= [ o (e = av et ), r ey

ce qui donne :

F2)=F1) = (=1 +5F0) =

¢) Procédons de fagon analogue :

1 1 1
_ 1 _ 14 ¢ / 2
F 1) = ——dt = — Tt dt — ——dt
(n+1) /0 1+ 21 /0 1+ )1 o (L1 2y
1 2
=F — ———dt
(n) /O (1+t2)n+1

1
_ t? -y s -
Notons Jy,4+1 = /0 Wdt et intégrons par parties :

V() = g () =~ g o) V(0
Les fonctions utilisées sont de classe C' et :
1
P BRI
+1 2n(1 +t2)n 0 + m (TL)

o B 1 1 . .
Ainsi @ Jp41 = —onT + %F(n) En reportant, on obtient la relation
cherchée : ) )

d) Pour n e N :

(= [aseya= s (1) [ era= 3 (1) 5L
F—n:/l—i—t”dt: ()/tdt: () .
0 k=0 k 0 k=0 k)2k+1
En particulier : FI(—1) = % et FI(—2) = 28

15

3. F est décroissante sur R, car si z et 2’ sont deux géels tels que z < @,
In(1 +#2) étant positif pour tout réel ¢, on a : e~ #RI+) > o=2" (1417 " Hyig
en intégrant F'(z) > F(2')

4. Pour z < 0, @, : t — e~ et croissante sur [0, 1], et ¢, (
1

. —z In(1+t7) 1o)==
Alors.F(x)}/l/Qe dt22(4) .

)=(3)7".

D[

On en déduit (limites classiques) que lim F(z) = +oo et lim F_(;l;) =
+00.

5. Par convexité u € [0,1] = In(1+u) > uln2 (on tient la corde) et donc
pour x >0 :

1 2 n 2 1 Valn2 ) 1 “+oo R
Flz)< | e tein2gs = / e ¥ du < / e du
( ) /0 v:cln? 0 0
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Ainsi, F' étant a valeurs positives : EmF =0.
o0

Exercice 1.4.

1
Pour tout n € N, on pose : I, = / (1 —z)"e 2 dx.
0

1. Calculer Iy et I;. Etudier la monotonie de la suite (In)n>0-
2. Montrer que la suite (I,,),>0 converge et déterminer sa limite.

3. Trouver une relation entre I,, 41 et I,,. En déduire la limite de nl,, quand
n tend vers +oo.

4. Pour k € [0, 2], déterminer un polynéme Py, de degré au plus k tel que :

_ 1 1 RETTV-
I, = Pk(ﬁ) + 0(ﬁ) quand 7 tend vers I'infini
5. a) Pour tout polynéme @ de degré au plus ¢, montrer lexistence d’un
polyndéme R de degré au plus g tel que :

Q(n Jlr 1) = R(%) + 0(#) quand n tend vers l'infini

b) En déduire que, pour tout k € N, il existe un polynéme Pj, de degré au
plus k tel que :

I, = Pk(%) + 0(#) quand n tend vers I'infini

Solution :

72:D:|1 1 7672

1. Un calcul immédiat donne : Iy = [6_2 . 9

-
Pour tout x € [0,1], on a (1 — z)"* < (1 — )", donc la suite (I,,) décroit.

2211 1 —2x —2
Il:{(l_f”)e—ﬂ /0 ~ Sy di=g-3h =+

2. La suite est décroissante et positive donc elle converge.
-2

Pour tout x € [0,1] on a : e7? < e~ 2 < 1, donc en intégrant : nei—i—l < I, <
1

n+1

Donc (la majoration suffisait) lim I, = 0.

n—-+00

3. Par intégration par parties :

2271 ! —2z 1—(n+1)I
In — [ 1— n+1€ ] _ / _ 1)(1 — n€ d — n
+1 ( CC) —2 1o o (n + )( ;U) ) €L 2

Ainsi I, = L= 2nt1 1 Done -
n+1 (n—oo) M

lim nl, =1

n—oo
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4. Ona: I, =0+0(1), donc Py = 0, on vient de voir que nl, = 1+ o(1),
donc I,, = % —&-0(%) et P =2X.

Comme nl, = (1 —2I,11) ona:

n
n+1’ 9
n(nl,—1) = n((n:L_ 1 *1)*2In+1ni 1) = *ni 1 *2(”+1)In+1(nL_i_1)

12— -3

n—oo

Donc
I,=1_-3 1o(d)et P, = X —3x2
n

n n2

5. a) Soit le polynéme Q = ap+a1 X+ - -+a,X9. La fonction = — Ii—&-l est de

classe C* donc elle admet un développement limité a U'ordre g. Alors, classe

oblige, Q(l _{ a:) admet un développement limité d’ordre ¢ en 0 ; notons R(x)

sa partie principale (de degré au plus ¢); on a :

Q(1) = R(z) + o(7)

1+z
: 1 x _ 1 ) 1 _p(l 1
Si on prend x = o alors Tvz = nyi donc : Q(nJrl) _R(n)+0(nq)'
b) Par récurrence sur k. Si Py existe, on a :
__1 _ __1 _ 1 1
In—n+1(1 21n+1)_n+1(1 2Pk(n+1)+o((n+1)k))

1 1 1 1 1
= o1 (1=2P(5 1)) +0(m) =Q(;17) +O((n+1)k+l)7
avec Q = X (1 — 2Py)
= Pk+1(%) + O(nklﬂ) + o((n +11)k+1), par 5.a, avec Pyy1 = R
= Pyt (%) + 0(#)
Et alors Py41 est de degré au plus k 4+ 1 comme Q.

Exercice 1.5.
Soient a € R et (u,f) un couple de fonctions continues sur lintervalle
I = [a,+0o0o[ & valeurs réelles. On suppose que u est positive et qu’il existe

une constante k telle que, pour z de I, on a :
xT

fla) <k + / () £(t) dt

1. On considere la fonction F' définie sur I par : F(x) = / u(t) f(t) dt..

a) Montrer que F est de classe C! sur I.
b) Prouver que pour z de I, on a : F'(z) < ku(z) + u(z)F(z),0u F’ est la
fonction dérivée de F.

¢) Vérifier que la fonction définie sur I par :
x

z— (F'(z) — u(z)F(x))exp ( — / u(t) dt)

a
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est la dérivée d’une fonction que 'on déterminera.
x

d) En déduire que pour = de I, on a : F(x) < —k + kexp (/ u(t)dt)

a
x

e) Montrer que pour tout z € I, on a : f(x) < kexp (/ u(t)dt).

a

2. Soit f la fonction continue sur RT, dérivable sur R? , qui satisfait I’équation
suivante :

) e (o) = s

et telle que f(0) = 0 (on ne cherchera pas & déterminer cette fonction ni
méme & montrer son existence).

a) Montrer que pour x réel positif, on a :

f@I< g+ [ el

b) Prouver que f est bornée sur R*.

Solution :

1. a) La fonction t +— wu(t) f(t) est continue sur I comme produit de
fonctions continues, donc F' est continue sur I, dérivable sur |a, +oo[ et on a
F'(t) = u(t)f(t), donc F’ est continue sur |a, +o0].

Comme F’(t) admet une limite égale & u(a)f(a), la fonction F est de classe
Clsur I. .

b) On sait que f(z) < k +/ u(t)f(t)dt = k + F(x). Comme u est une
fonction positive, on en déduit ocllue
Fl(z) = w(z)f(z) < ku(z) + u(z) F(z)

¢) La forme de la fonction suggere que c’est la dérivée de la fonction
xr

G:xw— F(x)exp(—/ u(t)dt)

a
On le justifie en observant que les regles de dérivation d’un produit et d’une
fonction composée s’appliquent.

d) Avec la question b), on voit que :
€T

G'(z) < ku(z)exp (— / u(t)dt) = H'(x)

ot H(z) = —kexp (— /wu(t)dt).

Dou: G(z) = G(z) — G(a) <k —kexp ( — /Iu(t)dt)
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Ce qui entraine que : F(z) < kexp (/ u(t)dt) —

e) En combinant I’hypothese et l'inégalité de la question d), on obtient
pour x € [ :

flz) <k+ F(x) < kexp (/xu(t)dt)

. a) Comme f(0) =0, il vient :

|—|/f dt’\/| tcost et f(1)|dt
<A(H$Wﬁ+/ wﬂﬂﬁ

< [M}Z—k/()weﬂf(tﬂdt:ml)—k%-#/ ™! f(t)|dt
<d [Ceisar

b) Les hypotheses de la question 1 sont satisfaites, on a donc d’apres 1. e)
et pour tout x de Rt :

@)l < bexp ([ otat) = Sexp[1 -] <

[\l

Exercice 1.6.
1. On consideére une suite réelle (a,,)nen de limite £ € R.

a) Ecrire la définition mathématique de la convergence de la suite (ay,) vers

L.

b) Montrer que pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que pour tout n > no,
on a :

2. Dans cette question, on consideére la suite (uy,)n>o définie par :
Uy = 4 et pour n = 1, up41 = sin(uy,).

a) Montrer que la suite (uy,), converge et donner sa limite.

b) Montrer qu’il existe un réel « tel que lim (# — L) existe et est

n——4oo ug+1 ug

un réel non nul.

¢) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?



Analyse 15

Solution :
1l.a) Ve >0,3ng € N,VE = no, lap, — 4] < g/2
b) ng ayant le sens précédent, pour n > no, on peut «casser » la sommation :

n—1 n—1
r%kzoak—ﬁr=|lz<a 0l <13 "E @ -0l + 11T -0

nO

\‘1 3 ak—fl—l—*kz la, — €] < ‘%kzo(ak—ﬁ)’+%

no
1 no—1
¢)Et:3ny,Vn = ny, ‘H > (ak—€)| < %, donc pour n > N = max(ng,n1)
k=0
on a : |v, — | < e, ce qui prouve que la suite (v,) converge vers £.
2. a) On montre par récurrence que pour tout n € N, u,, € ]0,7/2[, ce qui
montre que u, > 0. La suite (u,) est décroissante puisque, pour tout réel

x> 0,onasinz < z (inégalité standard). Ainsi, la suite (u,,) est convergente.
En notant ¢ sa limite, on a £ = sin/ , ce qui donne ¢ = 0.

b) Gréce au développement limité de la fonction sinus au voisinage de 0, &
Pordre 3, il vient :

3
. U
Upt1 = sin(u,) = uy — ot o(ul)
Donc ) )
upfy = (L= o)) = (L G+ o(u)
et
L _ L ~ o 2 «
Up iy n (n—00) 6t
Ceci est de limite finie non nulle si et seulement si @ = 2, la limite valant
alors %
3. On utilise le résultat de la question 1. : la suite v définie par v,, = 21 - %
un+1 Up,
tend vers %
Done: 1 1 1 1,1 1 1
n—+too It kZ::O (U%H Ui) n—rtoo I (Ui U(Q)) 3
Ainsi nu?2 — 3, soit u2 ~ 3 ot par positivité, u, ~ 1/3, ce qui

entraine la divergence de la série > u,.

Exercice 1.7.
Dans cet exercice, n et p sont deux entiers naturels non nuls tels que n > p.

Soit (E) I’équation d’inconnue ¢ appartenant & RT et de paramétre réel x :
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t" +atP — 1 =0.
1. Montrer que pour tout x réel, (F) admet une unique solution strictement
positive y. On pose y = f(z).
2. a) Montrer que la fonction f ainsi définie est décroissante sur R.
b) On admet que la fonction f est de classe C*° sur R. Exprimer sa dérivée
/' alaide de f.
3. Donner un développement limité a 'ordre 2 de f en 0.
4. a) Déterminer lirf f(z). En déduire un équivalent simple de f(x), lorsque
T— 100
x tend vers +o0.
b) Déterminer lim f(x).
T——00

5. Soit « et [ deux réels. Déterminer en fonction de a et 8 la nature de

—+o0
Pintégrale / (f(x))*zPdz.
0

Solution :

1. Soit x réel fixé. Posons ¢, : t — t"+xt? —1. La fonction ¢, est polynomiale
donc dérivable et :

P(y) = ny? =ty P + 2E).

* Siz > 0, ¢, est strictement croissante sur R*, avec ¢,(0) = —1 < 0 et
wz(1) =2z > 0 ou Em py = +00, on conclut a I'existence et 'unicité de la
oo

solution de (E).

_1
* Six <0, ¢ sannule en tg = ( — %)"—P > 0 et la fonction ¢, décroit
strictement sur [0, %], croit strictement sur [t, +oo[. On conclut par le méme

argument.

2. a) Soit z1 < z2.
Posons y1 = f(z1) et yo = f(z2). Pour tout y > 0 : y™ + z19? — 1 <
y" + xoy? — 1 et :

0=yl + a1y} — 1 <yl +a2y] — 1
ce qui montre que @, (y1) = 0. Comme @,, n’est positive que sur [y, +00],
on conclut : y; > ys.

Ainsi la fonction f est décroissante (méme en fait strictement).

b) On sait que, pour tout z réel, [f(z)]™ + z[f(z)]”" —1 = 0. Comme f est
supposée dérivable, il vient : nf’(x)[f(z)]" ' +[f(x)]P+apf (z)[f(z)]P~ =0,
soit (toujours parceque la dérivabilité a été admise) :

P
Pt
n[f(@)]" ™" +aplf ()]~
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Comme f(0) =1, il vient f'(0) = —%.

3. On a supposé que f est de classe C"*°. Ainsi un développement limité en 0
a lordre 2 est donné par :

F(@) = F(0) +2/(0) + 5 £(0) + o(a).
En redérivant :
nf”(x)[f(z)]nfhrn(n*l)[f'(z)]2[f(x)]"*2+pf’(x)[f(z)]pflepf/(x)[f(x)]pfl
Fapf”(@)[f(@)]P~! +app — D (@)][f(2)P~* =0
Avee £(0) = et f/(0) = =1, il vient f7(0) = =1
et

f) =12y Qe lome )

4. a) x La fonction f est positive et décroissante sur R, donc admet une
limite A en +o0.

Supposons A > 0. Alors IEI}}OO f(x) = )\”,IEIEOO fP(z) = AP et
xEI—&r-loo f™(x)+xfP(x)—1 = oo, en contradiction avec f™(z)+zfP(x)—1=0.
Donc A = 0.
*On a: [f(x)]P(x+ [f(z)]"P) =1, donc par le résultat précédent
lim [f(z)]Pz =1et f(x) o z P,

T——+00
b) Si I'on suppose que lim f(z) = p € R, alors :
lim f"(z) =", lim fP(z) =pP et lim f*(z)+zfP(x)—1=oc0en
T——00 T——00 r—+00
contradiction avec f™(x) + xfP(zx) —1=0.

Ainsi p n’existe pas et lim f(x) = 400, par décroissance de f sur R.
r——00

5. La fonction h : x — zP[f(z)]® est continue sur ]0, +o0].
1
e au voisinage de 0, h(z) ~ 2P et / h(x)dx converge si et seulement si
0
8 >-1.
—+oo
e au voisinage de +oo, h(z) ~ z?7/P et / h(z)dx converge si et
1
seulement si % - B> 1.

Bref, I'intégrale existe si et seulement si 8 > —1 et a > p(1+ f3).

Exercice 1.8.
Soit A =R, x Ry et f définie sur A par :
Fey) = ¢ ! et f(0,0) =0

x
I+2)(1+y)(z+y)
Pour (x,y) € R?, on note ||(z,y)| =

Vaz 4y
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1. Montrer que V(z,y) € A\ {(0,0)},0 < f(z,y) < ||(z,y)]|
En déduire que f est continue sur A.

2. Déterminer le minimum de f sur A.

3. Montrer que si > 10 ou y > 10, alors f(z,y) < 1—10
Justifier que f est bornée sur A et atteint ses bornes.

4. Déterminer le maximum de f sur A.

5. Montrer que pour (z,y) € A, de norme assez grande, f(z,y) est aussi petit
que l'on veut.

Solution :
1. On a pour (z,y) € A\ {(0,0)} (tout est positif) :
1 x /2 2
< < <y <
O\f(x’y)\(1+x)(1+y)xx+yxy\y\ 5 +y

Ceci entraine que ( %Hn( )f(x, y) =0 et f est continue en (0, 0).
x,y)— (0,0

2. Comme f(1,0) =0 et f est positive sur A, il vient ( m%nAf(x, y) =0.
x,y)E

3. On a, pour = > 10,y > 10 :
x Y 1 1 1
0< flay) < 1+xxl+yxx—|—y < T+y < 10

Soit K = [0,10]%2. L’ensemble K est fermé borné, donc sup f existe et
K
1
est atteint. Comme sup f < 10’ la fonction f est bornée sur A. de plus
A\K

1 1
f(1,1) == > —; donc sup f = sup f.

8 10 A K

4. Le maximum de f n’est pas atteint en un point du bord de K, et comme
f est de classe C! sur I'intérieur de K, il est atteint en un point critique. Or

y(y — %) ot Of z(z —y?)
L+a)’(L+y)(a+y)* Oy L+y) (L +a)(y +a)?
Les points critiques vérifient y = 22 et x = 32, et comme z,y sont non nuls,
ceci est équivalent a z = y = 1. C’est le point ol le maximum est atteint.

5. Pour z,y positifs, on a x +y > /2?2 + 32, dou 0 < f(z,y) <

qui donne le résultat.

aix(axy) = ( ($7y> = (

_1
x+y,ce

Exercice 1.9.

1. Montrer que, pour tout réel y, les intégrales

+oo +too +oo
/ e~ cos(2ay) d, / ze~" sin(2zy) dz et / 226~ cos(2xy) da
0 0 0
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sont convergentes.

On définit ainsi une fonction F' qui a tout réel y, associe le nombre :
“+oo
F(y) = / e=" cos(2wy)da
0

2. Montrer que F' est bornée sur R.

On rappelle que : Vp,q € R,cosp — cosq = —2sin ]% sin %

3. a) Etablir, pour tout réel z, inégalité : |sinz| < |x.
b) En déduire que F est continue sur R.
2
4. a) Montrer que Ya,b € R,|cos(a + b) — cosa + bsina| < %

b) En déduire que F est dérivable sur R et que pour tout réel y, la dérivée
F’ de F est donnée par :

—+o0
F'(y) = —2/ ze™ sin(2zy)dx
0
¢) En déduire que pour tout réel y, F'(y) = —2yF(y).

d) Montrer que pour tout réel y : F(y) =

Solution :

—X —x

1. Pour tout réel y, [e=*" cos(2zy)| < e~ qui est une fonction intégrable sur

RT. On conclut par le théoréme de majoration. De méme |xe‘z2 sin(2zy)| <
ze™® et |22 cos(2wy)| < 227 et les fonctions majorantes sont

intégrables sur RT.

2
xT

+oo
2. L’inégalité ci-dessus montre que pour tout y réel : |F'(y)| < / e~ dr =
0

NZ3

5
3. a) Clest l'inégalité des accroissement finis pour la fonction sinus sur
I'intervalle [0, z].

b) Soit y réel fixé. Grace a la formule rappelée :

—+o0
[F(y+h) — F(y)| < / e™ " [cos(2x(y + h)) — cos(2xy)|dx
0
+o0 9
< 2/ e~ | sin(2zy + xh)| - | sin(xh)|dz
0

400 R
< 2\h|/ xe ¥ dx
0
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Il reste a faire tendre A vers 0 pour montrer la continuité de F' en y, donc sur
R.

4. a) Soit ¢ : & — cosz. On a |p(a+b) —p(a) —by'(a)] < % sup |¢"] < 5

Ce qui est exactement le résultat demandé.

b) Pour y réel et h non nul, on écrit alors :

+oo
A=| Fly+ h})L — () + 2/0 ze sin(2zy) dx|

“+o0
/ e~ (cos(2zy + 2xh) — cos(2zy) + 2xhsin(2zy)) dx|
0

Sl

/N
=

+oo
A / e*“”2| cos(2zy + 2zh) — cos(2zy) + 2xhsin(2zy)| de

Al Jo
1 +oo N +oo R

< —/ e 212h2 dx < 2|h|/ e
A 0

Le majorant est de limite nulle quand h tend vers 0, donc F' est dérivable en
y et
+oo 5
F'(y) :/ —2ze™" sin(2zy) dx
0

c¢) Effectuons une intégration par parties sur [0, A]. Toutes les fonctions en
jeu sont de classe C'!.

A A
/ (—2xe*"”2) sin(2zy)dx = [e*IQ sin(2xy)]? - 2y/ e’ cos(2zy)dx
0 0
On fait tendre A vers +oo. Il vient : F'(y) = —2yF(y)
d) ) Cette équation différentielle linéaire s’integre en F(y) = Ke™¥". La

. too LS
constante K est déterminée par K = F'(0) = / e dr = Y-
0

Exercice 1.10.

2
Soit h la fonction définie sur R par : h(t) = é—ﬂ —t, et g la fonction définie

sur [0, 7] par :

h(t) :
ot) = { Zsm(D) site]o,n
-1 sit=0

1. Montrer que la fonction g est de classe C*([0, 7]).

2. Déterminer une constante C' telle que pour tout entier n > 0, pour tout
réel t de |0, 7] :

sin ((n + 1)t
cos(kt) = 7(( 2) )

1
0 2sin 5

+C

M=

k
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3. Montrer que pour toute fonction f € C1([0,7]) :
lim / F(t)sin (n+ L)ty dt =0
0

n—-+o0o
+o0 1
Soit la fonction ¢ définie par : {(z) = k¥1 PR

4. Déterminer le domaine de définition de la fonction (.

5. Pour k € N*, calculer I, = / h(t) cos(kt)dt.
0

2
6.Déduire des questions précédentes que ¢(2) = %

Solution :

1. Sur 0, 7] les théorémes généraux permettent de conclure, g est méme de
classe C*°, avec pour t > 0 :

(L —1)2sind — (& —t)cost (L —1t— (& —t)+o(t?)

/

t) = = ~
g'(t) 4sin2 % 2 2m
Comme h(t) & —t et sinu ) u, on a tliH(l) g(t) = —1 = ¢(0) et g est continue

0 0 —
en 0.

Le théoréme des fonctions de classe C! s’applique et g est dérivable en 0 avec
g'(0) = #, donc g est de classe C! sur le segment [0, 7).

2. Comme t € |0, 7], on a e # 1 et par un calcul classique :

) . +1
S _ i eik}t _ 1— el(nj;l)t _ ei%tx Sln.(nTtt)
k=0 1—e sm(i)
Donc :
z”: (kt) cos(2t). sin(2ELe)
cos = -
=5 sm(%)

La forme demandée exige de transformer le produit du numérateur en
somme :

cos(%t).sin(n; 1y = %[Sin(nTHt — %t) + sin( % 72L Ly %t)]

_ %[Sin(%) +sin( 2 ELp))

On obtient la formule voulue, avec C' =

[Nl

3. En intégrant par parties :

T ' 1
I, = /Of(t) sin ((n+§))tdt = [f(t)
Soit :
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__2f(0) 2 " 1
I, = —m - m/o f (t) COS((n+ g)t)dt

Or : ’/Oﬂf’(t).cos((n—l— %)t)dt’ < /Oﬂ|f’(t)|dt, done :

lim / f(t)sin((n—i—%))tdtzo

n—oo 0
4. Ce sont des séries de Riemann, la fonction ¢ est définie sur |1, +oo].

5. Soit k € N*, On fait deux intégrations par parties (en dérivant la partie
polynomiale) :

I :/ h(t) cos(kt)dt = —%/ B (t)sin(kt)dt = - = =
0 0 k

sin((n + %)t) 1

n
On déduit de (2) : > cos(kt) = — 5, buis, en reportant :
k=1

P
251n§
n

1 _ 3 i cos = i 3 cos
k2::1 k? 1;::1/0 hlt) (kt)dt /o hle) kz (kt)dt
= i sin ((n + 1 — ﬂ—h(t)
/0 g(t) (( 2))tdt / 9 dt.

0
On fait tendre n vers 'infini, on applique le résultat de 3. a la fonction g de
s
2
la question 1. et comme on a :/ @dt = —%, il reste :
0
2
- T
(@="

Exercice 1.11.

Soit p un entier de N*. On note S le C-espace vectoriel des suites complexes.
On confond fonction polynomiale et polynéme associé.

1. Soit f la fonction polynomiale définie par f(x) = 2Pt g% 9p,
Etudier les variations de f et justifier que f(z) = 0 a une unique solution
dans R. On la note .

2. Soit a € C. Soit n un entier tel que n > 2.
Soit P(X) un polynéme & coeflicients complexes de degré n s’écrivant sous
n

la forme P(X) = apXPF.
k=0

n k—1
a) On pose Q(X) = > ap( > a1 X7).
k=1 i=0
Etablir que P(X) — P(a) = (X — a)Q(X). En déduire que (X — a)? divise

n
(P(X) — P(a)) si et seulement si Y. kaga*~! = 0.
k=1
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que a soit racine au moins

double de P.



Analyse 23

b) Montrer que le polynéme X 2P+ 4 X 2P —2p admet (2p+1) racines simples
dans C, toutes non nulles. On les notera z1, 22, - -, 22p+1 avec 2opy1 = A.

Montrer que pour tout k de [1,2p + 1], |zx] = A. (On pourra considérer
f(zk])). Montrer que ’égalité a lieu si et seulement si k = 2p + 1.
3. Exemple. Soit P(X) = X3 + X2 — 2.

a) Montrer que P admet une unique racine réelle et deux racines complexes
conjuguées dont on déterminera le module et un argument.

b) Soit E = {(un)n>0 / V1 € N, tp 43 = —Un42 +2u, }. Montrer que E est
un sous-espace-vectoriel de S.

n ;onm n _:3nmw
¢) On pose, pour tout n de N, v, =22¢" 4 jw, =22e¢ * 4 |z, =1

Montrer que la famille ((vp)n, (Wn)n, (n)n) est une base de E.

Solution :
1. On a f'(z) = 2%~ 1((2p + 1)z + 2p), d’out le tableau :
xr |—o0 o 0 +00
I (x) + 0 - 0 +
f / N\ /
Aveca = 2 o fla)=( 2p )2p(1— 2p ) —2p < 0, car le premier
Top+1 2p+1 1) P p

terme de cette expression vaut moins que 1. Ceci prouve que f s’annule sur
R en un unique point A, avec A > 0.

n n
a) x P(X) = P(a) = 3 ap X" — Zak Z R(XF —db)

k=0 k=1
et comme X* —a* = (X — a)(XF~ 1+an 24+...4a*1), on a bien :

P(X) = P(a) = (X —a)Q(X)
x Ainsi (X — a)?|P(X) — P(a) <= X —a|Q(X) < Q(a) =0
— Y kapa*~1 =0
ko

Ainsi a est racine multiple de P si et seulement si P(a) = P’'(a) =0 (ce que
I’on sait pour le cas réel, mais n’est pas au programme pour les polyndémes
complexes).

b) * a est racine multiple de P = X2?PT1 + X2P — 2p si et seulememnt si
P(a) =0 et P'(a) = 0. La deuxieme condition s’écrit (2p+1)a? +2pa?~! =

0,soita=00ua=— et on sait depuis la question 1. que ces nombres

2p
2p+1
ne sont pas racines de P.
Ainsi P admet 2p + 1 racines dans C et elles sont toutes simples.

* f(lzkl) = l2nl (2l +1) =2 > |2 (2 +1) =20 = |57 + 57| =2p = 0
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Donc, de par I’étude des variations de f : |zx| = A et il ne peut y avoir égalité
que si |zx| + 1 = |z + 1], ce qui impose que zj soit un réel positif (revenir
aux parties réelles et imaginaires ... ), donc que z; = A, i.e. k =2p+ 1.

3.a) X2+ X2 -2=(X-1)(X?+2X+2) = (X - 1)((X +1)2+1), donc
les racines de P sont :
3i 3i
L—1+i=+v21T,-1—i=+2e""1

b) E contient la suite nulle, est clairement stable par combinaison linéaire
et I'application de E dans C® qui & u associe le triplet (ug,u1,uz2) est un
isomorphisme, (la linéarité est banale et la bijectivité est justement le fait de
la relation de récurrence).

c¢) x La suite (r™),, est élément de FE si et seulement si :

VneN,rtt3 4 pnt2 _9pn =

et ceci a lieu pour tout n si et seulement si ceci a lieu pour n = 0.
Bref les suites géométriques (v,,), (wy,) et (z,) appartiennent & F.
Enfin, soit (o, 3,7) € C3 tel que Vn € N, au,, + Bv, + vy, = 0.
La suite (au, + Bv,), est donc convergente (de limite —v), et ceci n’a lieu
que pour a = 3 = 0, et il reste alors 7 = 0. Donc la famille considérée est
libre de cardinal ad hoc et est une base de E.

Exercice 1.12.

1

p+1d
On note, pour tout entier p > 1 : up = = — / at
P

D t-

1. Montrer que la série de terme général wu, converge. Soit v sa somme.
Montrer que v € [0, 1].

2. On pose, pour tout entier n > 1: I,, = / l(e*t — (1 — L)n)dt.
0

a) Justifier I'existence de Ij,.

b) Montrer que, pour tout n € N*, pour tout réel ¢t € [0,n], on a :
t2\n _y t\" _t
(1-5) e < (1-7)" <e

¢) Montrer que la suite (I,),, est convergente et déterminer sa limite.

3. On pose, pour tout entier n > 1, J, = /0 %(1 — (1 _ %)n)dt.

a) Justifier l'existence de J,.

b) Etablir, pour tout entier n > 1 :
n—1 n n
> (lfi)kdt:n(ln(n+l)+ > up)
k=0Jo n

En déduire que, pour tout entier n > 1,ona: J, =ln(n+1)+ > u,.
p=1
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1 1 ¢ +oo 4
4.0np0se:U:/ —¢ dtetVz/ € __dt.
0 t 1 t
a) Justifier 'existence de U et de V.

b) Démontrer que U — V = ~.

Solution :

1. La méthode de comparaison série-intégrale pour la fonction t +— 1 ontre

t
]l?— ﬁ Ceci montre que la série de terme général u, converge

puisque les sommes partielles vérifient

n
OgSHZkXZ%Ulﬂgl_%HSI
La suite des sommes partielles est donc croissante majorée par 1 : elle admet

une limite v € [0, 1].

que 0 < up <

2. a) La fonction f : t — %(e_t - (1- %)n) est continue sur ]0,n]. Au
voisinage de t = 0, il vient :

F(#) = F(1=t+o(t) = (1 —t+o(t)) = o(1)
Ainsi la fonction f admet un prolongement par continuité en ¢ = 0, avec

f(0) = 0. L’intégrale est « faussement » impropre.

b) Par convexité de la fonction exponentielle, pour tout z réel : 14z < e®.

Ainsi
1—%<e’t/" et 14+ L et/

3

donc
(17%)n <etet (1+%)n <et

Il reste a multiplier la derniére inégalité par le réel positif (1 — %)"e_t pour

obtenir I'inégalité de gauche.

c¢) Les deux inégalités ci-dessus montrent que
DSt - (1D et = (1= ) et = e (1 (1= B))

La fonction x +— (1 — x)™ est convexe sur [0,1] ;
donc pour z € [0,1], (1 —z)™ > 1 — nx. Ceci entraine que :

0<et—(1-1)" <e_t(l+%t22—1) =e_tx%

Ainsi 0 < T, < %/ te~tdt < % et lim I, = 0.

0 n—-+4oo

3. a) La fonction g : t %(1 —-(1- %)n) est continue sur [0,n]. Au voisinage

de 0, un développement limité & l'ordre 1 montre que g(t) ~ %xt = 1. Ainsi

J,, est-elle faussement impropre.
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b) Comme u, = 1_ In(p + 1) + In(p), il vient > up = > 1_ In(n +1).
P =T =

Or, le changement de variable affine v = 1 — % (ou lintégration directe)
donne
n-1 n n

k - 1_
kZ::O i (1 ) kz:o onudu—nzk+1—n;p n(In(n+1 +Zup
Donc :

3\»—‘

In(n+1) + pzi:l U, = }L:z:j: On(l / i 7tt//nTz) dt
:A%U—@—ﬂ)d T,

4. a) L’intégrale U est faussement impropre, puisque la fonction & intégrer
est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité en 0 par 1.

—t
La fonction t — eT est continue sur [1, +oc[, positive et majorée par t — e,

ce qui montre que V est bien définie.

b) Par la question 3. b, >~ u, = J, —In(n+1), et J, —I,, = / 1 —te dt
p=1 0
Donc :

n n _ n+1
_ _ 1l—et 1
n—Zup—InJr/o Lt /1 Lat

p=1

1 n n+1
1—e? —e ¢ / 1
=1, + / l-e g+ - Lot
0 i 1 t n t

:Q+U—K§7—mﬁ+ﬁ

Il reste a faire tendre n vers +oco pour obtenir v =U — V.

Exercice 1.13.
1. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, In(z) < = — 1.

b) Soit n € N* et a1, 2, ..., x,, des réels strictement positifs.

7
En appliquant I'inégalité précédente a chacun des nombres a; = ————
1
PR
1 v 1 v B
montrer que : = > In(zx) <In (= Y @)
T =1 =1
Connaissez-vous une autre faon de démontrer ce résultat ?

2. a) Soit g la fonction définie pour tout x strictement positif par :

g(x)zln(l—i—%)— 1ix'

Etudier les variations de g et préciser les limites de g aux bornes de U'intervalle
d’étude.
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b) En déduire le tableau de variation de la fonction f définie pour tout z
strictement positif par :

_ 1y=
Dans la suite de I’exercice, on pose pour tout entier naturel n non nul,
_ Ly 1%
u, = (1+ ﬁ) Uy = ﬁkz::luk
3. a) Calculer la limite de la suite (uy,)y.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 1, on a : v, < u, < e.

¢) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on a :

n n

1 1
k;kln (1+z)= /0 wln (14 )de
d) En utilisant les résultats de la question 1, montrer que
n
l/ zln (1 + l)olx <In(v,) <1
n /o T

e) En déduire que la suite (v,), converge et préciser sa limite.

Solution :

1. a) Inégalité classique qui se démontre par concavité de la fonction In et
position de la courbe par rapport a sa tangente en (1,0) ou par étude simple
de la fonction associée.

T
b) On pose a; = ——— , élément de R% puisque les x; le sont.

n
> Tk
k=1

On peut donc leur appl;quer I'inégalité de la premiere question, puis
n n

3=

ajouter ces n inégalités. On obtient : > In(a;) < Y (a; — 1) ou encore :
i=1

1n<(ll_nl> <(Xa)-n

=1

n .
xk) i=1
k=1
n n 1 n
Or Y a; =n. On a donc bien prouvé que Y In(z;) —nln (= 3 x) <0, ou
i=1 i=1 =1
encore :

In(z;) <1In (l Xn: Ty).
1 " =1

Inégalité qui peut aussi se démontrer par récurrence et par l'inégalité de
définition de la concavité.

M=

1
n

1

;. / _— e =
2. a) g est dérivable et ¢'(z) = 1+ 2)2
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La fonction g est donc strictement décroissante sur R7. Clairement :
lim g(x)=0,et lim+ g(x) = +o0.
z—0

T——+00
b) f a méme sens de variation que h =Inof.

h(x)::l:ln(l-F%) = h’(:c):ln(1+%)+x(m_1~_1 —%):9(@

Donc h et f sont strictement croissante sur R} . On a :
lim h(z)=1et lim h(z) =0, donclimf=eetlimf=1
z—0+ +o00 0

r—+00

3. a) la limite de la suite u est e (revu en 2. b))

b) u est la restriction de f a N*, et f est croissante sur R* . Donc, u est
croissante et Z ug < nuy,. Par conséquent v,, = = Z ug <

k=
D’autre part, e est la limite de la suite croissante u. Flnalement on a bien

VneN v, <u, <e.

c) On a vu que h est une fonction croissante sur R prolongeable par
k
continuité en 0, donc pour tout k de N* : kIn (1 + %) > / zIn(l+ )dx
k—1
et par sommation :
n n
1 1
kglkln (1 + k> > /0 zln (1 + a:) dz
d) Les réels uy sont strictement positifs, ils peuvent donc jouer le role des
n
xy, de la premiere question. On obtient alors : % > In(uk) < In(op).
k=1
n
Or, In(ug) = kln(l—i—%), et ’on vient de minorer > k ln(l—i—%) par 'intégrale
k=1

n
/ zIn(l + %)dz On obtient ainsi, en se rappelant que v,, est majorée par
0

1 [" 1
ﬁ/l zIn(l+ E)dx <lIn(v,) €1

e) En intégrant par parties :

_ x " 1" =
Inf/oxlnlJr { ln }H0+2/0 x+1dx
:lln(1+l)+g %ln(n—l—l)
On a lim 1] —l+l:1etd0nclnvn—>1, i.e. limv =e.

Exercice 1.14.

Une fonction f définie sur [0, 1] & valeurs réelles est dite strictement conveze
si pour tout (z,y) € [0,1]2, avec = < ¥, et pour tout ¢ € 0, 1] :

[z + (1 =t)y) <tf(z)+ 1A -1)f(y).
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Soit f une fonction définie sur [0,1] & valeurs dans [0,1], de classe C*,
strictement convexe telle que f(1) = 1. On note f,, = fo...o f et on suppose
—_—

n fois
que la suite (f,,(0)),>1 est croissante.

1. a) Montrer que la suite (f,,(0))nen+ admet une limite notée gq.

b) Montrer que f(q) = q.
2. On suppose que f'(1) < 1.
Montrer que pour tout s € [0,1], on a f(s) > s. Quelle est la valeur de ¢ ?
3. On suppose que f/(1) > 1.

a) Montrer qu'il existe sg € ]0, 1] tel que pour tout s € [so, 1], f(s) < s.

b) On suppose qu'il existe deux solutions distinctes ¢1, g2 € [0,1] &
léquation f(s) = s. Montrer qu’il existe deux réels distincts &1,&; € ]0,1]
tels que

(&) =f'(&) =1

¢) En déduire que ¢ est 'unique solution dans [0, 1[ de ’équation f(s) = s.

Solution :

1. a) La suite (f,(0)),, est croissante bornée par 1, donc convergente.

b) On remarque ensuite en utilisant la définition que f,11(0) = f o f,(0).
Ainsi, comme f est continue, on obtient f(q) = g.

2. On suppose que f'(1) < 1.

Soit g : s — f(s) —s. On a pour tout s € [0, 1], ¢'(s) = f'(s) —1 < f/(1) — 1.
Donc ¢'(s) < 0 et g est strictement décroissante.

Donc, pour tout s € [0,1[, f(s) —s > f(1) — 1, soit f(s) > s.

L’équation f(s) = s ne posséde pas de solution dans l'intervalle [0, 1], donc
q=1.

3. On suppose que f’(1) > 1. Posons encore g(s) = f(s) — s, s € [0,1].

a) On remarque que ¢'(1) > 0. Ainsi, comme ¢’ est continue, il existe un
réel so tel que pour tout s € [sg, 1], ¢'(s) > 0. g est strictement croissante sur
[s0, 1] et pour tout s € [sg, 1], g(s) < g(1) =0, soit f(s) < s.

b) On remarque que que g(q1) = g(g2) = g(1) = 0.
Comme g est continue sur [g1, g2] et dérivable sur ]q1, g2[ et continue sur [go, 1]
et dérivable sur ]gs, 1[, d’apres le théoréme de Rolle, il existe & € |q1, g2 et
& € lgo, 1] tels que ¢'(§1) = ¢'(§2) = 0. On obtient ainsi f'(§1) = f/(&2) =1

¢) Comme f est strictement convexe, f’ est strictement croissante (si f’ est
croissante sans étre strictement croissante, il existe un intervalle sur lequel f’
est constante et sur cet intervalle f est affine, donc n’est pas strictement
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convexe). Ainsi, s’il existe deux solutions dans ]0,1[, d’aprés la question
précédente, on obtient une contradiction.

Enfin, si I'équation f(s) = s n’avait pas de solution dans [0,1[, on aurait
q = 1, et il existerait un entier ng tel que pour tout n > ng, f(0) € [so, 1],
soit frn11(0) = f(fn(0)) < fn(0), ce qui est impossible.

Finalement, ¢ € [0, 1] et est bien I'unique solution de I’équation f(s) = s dans
I'intervalle [0, 1].

Exercice 1.15.

On considere la suite u définie par ses deux premiers termes ug et ug
strictement positifs et la relation de récurrence :

Vn € N upio = \/Uni1 + /Un
1. Démontrer que la suite (u,), est bien définie et & valeurs strictement
positives.
2. Montrer qu’il existe un entier naturel p tel que :
VneNn>2p = u, >1
En déduire la seule limite finie possible pour la suite ().

Dans toute la suite, I'entier p est fixé, tel que : Vn e Nyn>p — u, > 1.

Vi

4. On pose pour tout entier naturel n, w,, = 5~ 1, et on considere la suite

(n)n>p définie par :
Tpel + 2
Tp = |wp|, Tpr1 = |wpi1], et pour tout n = p: @y e = TELER
Montrer que la suite (2,,),>, converge vers 0.
5. Montrer, par récurrence que : Vn € Nyn > p = z,, > |w,|.
En déduire que la suite (wy,), est convergente.

6. En déduire que la suite (uy,), est convergente.

Solution :

1. Clair, par récurrence.

2. % A priori la suite u peut diverger vers 400, et si elle converge (dans RT),
alors sa limite ¢ vérifie £ = v/ + /¢, dont les solutions sont £ = 0 et £ = 4.
Conclusion : les limites possibles pour u sont : 0,4, +0o0.

* Supposons que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1. La suite u serait alors
croissante & partir de uy car pour n = 1, Upy1 — Uy = /Un—1 + (VUn — Up)
serait positif ou nul comme somme de deux positifs, puisque dans [0, 1],
N

Donc u serait croissante a partir de u; et majorée par 1 donc convergente
vers ¢ appartenant a [u, 1], ce qui n’est pas possible.
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On peut donc en conclure que u ne vérifie pas '’hypothése prise : il y a donc
au moins un entier p tel que u, > 1 et la relation de définition montre que
pour tout n = p, on a u, > 1, car :

— Sip =21, upr1 = Jup + J/Up—1 = J/Up > 1, et ainsi de suite par une
récurrence immédiate.

— Si p =0, alors uy = /ug + /u; > 1 et on peut donc remplacer p par 2 et
se ramener au cas précédent.

On a bien prouvé ce qui était demandé : il existe un entier naturel p tel que :
VneNn>2p = u, >1

Et finalement, la seule limite finie possible pour u est 4.

3. L’équation caractéristique associée & x est 3r2 —r — 1 = 0, dont les deux

1+ V et ro = I_T V13 La suite x est donc de la forme :
VTL p,$n—0ﬂ'1 +5T23

racines sont r| =

ou les constantes « et 8 sont déterminées de facon unique par les conditions :
Tp = |Wpl, Tpt1 = |Wp1]
Comme V13 € [3,4],ona:0 <7 <1, =1 < re < 0, et la suite (x,),
converge vers 0.
4. Pour n > p, soit la propriété Q(n) suivante :

«du rang p au rang n, on a : Ty = |wg|»
* Q(p+ 1) est banalement vraie.

* Supposons la propriété acquise a un certain rang n + 1, avec n > p, alors :

P = BT > L4 fuga]) = (1% 1]+ | 1)),
n Up, n
[ Ypm — 1+ 1] = |
2

2
§lunss =4 = §(\/ra +2) Viinrz — 2| > §| /iy — 2|
(car \/upi2+2 > 3)

Ainsi, on a encore Tp412 = |w,12| et la propriété est encore vraie au rang
n + 2. On conclut par le principe de récurrence.

>1
3
Ainsi @ x40 >

On en déduit par le théoreme d’encadrement que w converge aussi vers 0.

i

5. Ainsi w converge vers 0, donc (T) converge vers 1 et finalement u
converge vers 4

Exercice 1.16.
Pour n € N*, on note d,, le nombre des involutions de [1,n].

On rappelle qu’une application o : [1,n] — [1,n] est une involution si et
seulement st o o 0 = id.
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1. On pose dy = 1.

a) Calculer dy,dy et ds.

b) Montrer que : pour tout n > 2, d,, = dp—1 + (n — 1)dp—2.

c) Ecrire en Pascal une fonction dont 1'en-téte est Function D(n : inte-
ger) : integer ; permettant de calculer d,.

2

2. On pose pour tout réel = : f(x) = San

a) Prouver lexistence d’un développement limité pour f & tout ordre n au
voisinage de 0.
On peut donc définir une suite (a,)ren telle que a,, soit le coefficient de a™
dans le développement limité, & un ordre au moins égal a n, de f. On a ainsi,
pour tout n de N, au voisinage de 0 :

n

flx) = apz® + o(a™)
11
p,q€N,p+2g=n pt 27!

b) Montrer que : Vn € N, a,, =

¢) Montrer que la dérivée f’ de f admet & tout ordre n un développement
limité au voisinage de 0 et le déterminer a 1’aide des coeflicients ay,
d) Déterminer une relation entre f'(z) et f(z). En déduire que :
Vn eN,d, = a,xnl.

Solution :

1. a) * Pour n =1, il n’y a qu’une application de [1,n] dans [1,n] : 'identité
et elle est involutive : d; = 1.
* Pour n = 2, les deux applications id et la transposition 7 2 sont involutives :
do = 2.
* Pour n = 3, id et les trois transpositions sont involutives : dz = 4.

b) Pour n > 2, les involutions de [1,n] sont de deux catégories qui
s’excluent :
— celles pour lesquelles f(n) = n, qui sont obtenues en prolongeant les
involutions de [1,n — 1] :il yen a d,,—1 ;
— celles pour lesquelles f(n) = p € [1,n— 1], p peut alors se choisir de n — 1
faons et & chaque fois, on a f(p) = n et f est alors obtenue en prolongeant
une involution d’un ensemble de cardinal n — 2 (rien a faire si n = 2, et on ne
fait rien d’une seule faon!) : il y en a (n — 1)d,—2 (le nombre d’involutions
d’un ensemble de cardinal ¢ ne dépend que de c).

Bref :
dp = dn_1 + (TL - ]-)dn—Q

¢) On peut opter pour un traitement récursif :



Analyse 33

Function D(n : integer) : integer ;
begin
If n=0 ou n=1 then d :=1 else D :=D(n-1)+(n-1)*D(n-2) ; end,

2. a) La fonction f est de classe C* sur R (par composition), donc admet un

. s _ f™(0)
développement limité a tout ordre et a,, = —
n!
b) Onae” =3 Lok 4 o(z™), donc :
k=0 k'
n 2 [n/2]
z2 /2 _ Z l x~ k ny _ 1 2k n
e +o(z™) = Y. ——=x*" +o(z™)
= k!( 7) =0 2FK!

En effectuant le produit de ces développements limités, on a donc :

n
flz) =e%e™ /2 = 3 aqpak + o(a™), avec s ap = Y lx%
k=0 p+2q=k p' 2 Q'

n
c) La fonction f’ est aussi de classe C*® et f'(z) = Y bpa® + o(z™), avec
k=0

(k) (k+1))
by = (f )k! (0) _ f o (0) = (k+ 1Dags1

f(@) = 32 (k+ Dagrz® + o(z™)
k=0

d) Ona f'(x) = (1 + 2)e”t T = (1+ ©)f(x). Ainsi
flx)=(010+42x) kz::o apx® +o(z™) = ag + kz::l(ak +ap_1)z* + o(2z™)

Par unicité du développement limité & tout ordre de f’, il vient donc :
ap=aj et pour k > 1, (k+ 1)ags1 = ag + ar—1

Posons ¢, = nlxan, on a cg = ag = f(0) =1,¢; = a1 = f/(0) = 1 et comme

pour k > 1, (k+ Dlagy1 = klag + k(k — Dlag—1, on a : cgr1 = cx + keg—1-

Les suites ¢ et d vérifient la méme relation de récurrence d’ordre 2 et ont les

mémes deux premiers termes : elles sont égales, ce qui est le résultat attendu.

Exercice 1.17.

On considere une fonction ¢ continue sur R et on note E l’ensemble des
fonctions f de classe C? sur R telles que, pour tout x réel : f”(z)+¢(z)f(z) =
0

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

On suppose que E contient une fonction u qui ne s’annule en aucun point de

R, et on pose : .
— ulz dt
vle) = ua) [ by
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2. Montrer que v € E, puis que (u,v) est une famille libre de E. En déduire
que la dimension de E est supérieure ou égale a 2.
On admettra que E est de dimension 2.

3. Pour f, g éléments de E, pour tout réel x, on pose :

O14(x) = f(2)g'(z) = f'(2)g9().

a) Montrer que 6, est une fonction constante. On pose alors W(f,g) =

ol
b) Montrer que W est une forme bilinéaire et que W (u,v) n’est pas nul.
) Montrer que W(f,g) = 0 si et seulement si f et g sont liés.
Montrer qu’un élément de F qui ne s’annule pas sur R est de la forme :
= ee"(®) avec e € {~1,1} et avec h de classe C? qui vérifie :
h"(z) + (W (2))? + ¢(x) = 0, pour tout x réel.

b) Déterminer tous les éléments de FE vérifiant : Vo € R, f"(z) =

(1+2?)f(z)

(on laissera le résultat sous forme intégrale).

Solution :
Soit f,g € E et A\, u € R. Alors :
(Af + pg)(z) = Af'(z) + pg' (z) = =Ao(x) f(2) — pe(z)g(x)
= —p(@)(A\f + pug)(x))

ce qui prouve que A\f + pg € E. Comme E contient la fonction nulle, il n’est
pas vide et c’est un sous-espace vectoriel de 1'espace des fonctions de classe
C? de R dans R.

) — () [ —dt L
2. On a v'(x) = ()/0 (u(t))2+ ()(u(x))2 ()/(()) ()7

d'ot i

’UN(:C) _ u”(:v)/ dt Jru/(x) 1 i / dt
o (u(t))? (u(z))? (u o (u(t))®

En remplacant v’ (z) par —¢(x)u(zx), on obtlent donc v (x) + ¢(x)v(z) =0,

ce qui prouve que v € E.

On awv(0) = 0 et u(0) # 0, donc il ne peut exister de scalaire A tel que u = Av.
D’autre part la fonction v n’est pas la fonction nulle (par exemple parceque
v'(0) # 0), donc u n’est pas colinéaire & la fonction non nulle v et (u,v) est
libre.

On en déduit que la dimension de E est supérieure ou égale a deux.

3. a) Posons h(z) = 05 4(x) = f(x)g' (x) — f'(z)g(x). Alors h est dérivable et
pour tout x :
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W(x) = f(x)g"(x) — [ (x)g().
En écrivant que f”’(z) = —p(x)f(z) et ¢"(z) = —p(x)g(x), on obtient
K/ (z) = 0. On en déduit que h est constante.
b) Clairement W(Af1 + pufa, 9) = AW(f1,9) + bW (f2,9) ;
de plus W(f,g) = —W (g, f) donc on obtient la linéarité par rapport au
deuxieme argument, ce qui montre le résultat.

On a: W(u,v) = u(0)v'(0) — v (0)v(0) = u(0)x u(10) =1#0.

c) Si g = Af (ou linverse), il est clair que W(f,g) = 0.
Si (f, g) est libre, c’est une base de E. On écrit alors u, v en fonction de f et
g. Par bilinéarité et antisymétrie :
1=W(u,v) =W(af + Bg,7f +6g) = (ad — BY)W ([, 9),
donc W (f,g) # 0.

4. a) Une solution f qui ne s’annule pas est de signe constant par le théoréme
des valeurs intermédiaires. On pose alors h(x) = In(|f(¢)|) et € = 1 selon le
signe de f. On a bien f(x) = eeM®).
On dérive deux fois z — f(z) = ce™®) et on obtient f'(z) = eh/(2)eM®) et
f(x) = e(h"(x) + (W (x))?)e"®) = —p(z)ee®) | d’ott I'égalité souhaitée.

b) On pense a chercher h telle que h”'(x) = 1 et (h'(x))? = 22. La fonction
z2/2

x — h(z) = 22/2 nous tend les bras. On vérifie alors que u(z) = e est

xr
solution et on pose v(zx) = emz/z/ ot dt.
0

Alors les solutions sont les combinaisons linéaires de u et v.

Exercice 1.18.

On considere I'espace vectoriel C'(R™) des fonctions réelles définies et contin-
ues sur R*. Si f € C(RY), on définit la fonction T'(f) en posant :

1 ' siz
(2) = 95/0 ft)de >0
F(0) sizx=0

1. Soit f € C(RT); pour t > 0, on pose p(t) = sup |f(s) — f(0)].
s€0,t]

T(f)

a) Montrer que ¢ est bien définie et croissante sur R,

b) Justifier le fait que liréa+ o(t) = 0.
t—

¢) Etablir I'inégalité suivante : V. > 0, |T(f)(z) — £(0)] < o(x).

En déduire que la fonction T'(f) est continue en 0. Montrer que 7 est un
endomorphisme de C(R™).
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2. Montrer que T est injectif. Est-il surjectif 7 Déterminer I’ensemble des
valeurs propres de T'.

3. Soit f une fonction de C(R™) telle que HIJP flx)y=CeR.

a) Montrer que f est bornée sur RT. On pose M = sup |f(x)|.
zeRT

b) On définit ¢ sur R* en posant ¥(t) = sup |f(s) — ¢|. Montrer que
SE[t,+00]
1 est une fonction décroissante telle que , ligl P(t) = 0.

2M sy (B = V)
N A VA

¢) Prouver que pour tout z > 1,on a |T(f)(z)—¢| <
En déduire que hrf T(f)(z) ="
4. Soit f une fonction de C(R™) dont la représentation graphique admet une

asymptote d’équation y = ax + b. Montrer que la représentation de T'(f)
admet une asymptote que l'on déterminera.

Solution :

Notons F' la primitive de f nulle en 0.

1. a) La fonction s — |f(s) — f(0)| est continue sur Uintervalle [0,¢], elle y
est donc bornée et par suite ¢ est bien définie. La croissance de ¢ sur RT est
une conséquence directe des propriétés des bornes supérieures.

b) La définition de la continuité de f au point 0 implique que lim+ o(t) =0.
t—0

¢) Pour z >0, on a

1)) - 101 = |2 [ s de - 10 = |1 [ (s - poa

<L - 10l < L [ ot = elz)
0 0
Avec b), ceci implique que lim+ |T(f)(x) — f(0)] = 0 et par conséquent que
z—0

T(f) est continue en 0. Comme la continuité en un point z > 0 provient
d’une application directe du cours on a bien T'(f) € C(R™).
La linéarité étant évidente, il en résulte que T est un endomorphisme de

C(R+).

2. % Soit f € Ker T, alors pour x > 0, %F(m) = 0 et F est nulle sur R* . Par

dérivation f est nulle sur R} donc sur R*, par continuité. T est bien injectif.
* Il n’est pas surjectif. Pour le voir, il suffit de remarquer que T'(f) est
dérivable sur R% et donc l'application ¢ — [t — 1], (qui est dans C(R™))
n’est 'image par T' de personne.
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* Si A est une valeur propre (non nulle puisque 7' est injectif) de T, il existe
une fonction f € C(R1)\ {0}, telle que F(x) = Az f(z) pour tout > 0. D’olt

par dérivation Vz > 0, f(z) = Az f'(z) + f(x)) ou encore f'(z) = 1)\;/\f(m).

1=\
Ceci s’integre en f(z) = Cxz™x | avec C # 0.

Mais on doit avoir f € C(R™), ce qui impose A € ]0,1] (sinon f a une limite
infinie en 0). En résumé :

Spec(T) =10, 1]

3. a) Il existe un réel a > 0 telle que |f(z) — ¢ < 1 deés que z > a. Comme
f est continue sur 'intervalle [0, a], elle y est bornée et il existe donc un réel
strictement positif My telle que |f(x)| < My pour z € [0, a).
On voit donc que f est bornée sur RT par la constante My = [£| + 1 + M.
La borne supérieure M = sup |f(x)| est donc bien définie.
zERT

b) Avec la question précédente, on voit que 1) est bien définie sur RT. La
décroissance de 1 est une conséquence de la définition d’une borne supérieure
et la convergence de ¥ vers 0 en 4o0 résulte directement de la convergence
de f vers £ en +oo.

¢) Soit & > 1, comme la majoration demandée fait intervenir ¢ (1/z), il est
judicieux et possible de couper les intégrales en +/z, il vient alors :

e =1 o - 0w < L [T a1 JRECR

<M+¢(\/§)M:%+w(ﬁ)(x—ﬁ)

Une fois cette majoration établie, comme lirf ¥(y/x) = 0, on en déduit que
T— 100

T(f)(z) converge aussi vers £ lorsque x — +00.

4. Si f est une fonction de C(RT) qui admet une asymptote d’équation
y = ax + b, on peut écrire par définition f(xr) = ax + b + g(x), ou
lim g(z) =0.

T— 400

Clairement g € C(R™) et par linéarité de T : T'(f)(z) = (a/2)x+b+T(g)(x).
En appliquant 3. ¢) a la fonction g, on voit que lir+n T(g)(xz) = 0 et par
suite la courbe représentative de la fonction T'(f) admet la droite d’équation
y = (a/2)x + b comme asymptote.

Exercice 1.19.

1. On rappelle les deux formules suivantes : pour tout (p,q) € R?,
p+gq pP—q
7 ) eos(F5)

sinp + sing = 2sin ( cos (

cos (E3-9)

sinp — sing = 2sin (p;q)
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Montrer que sin® p — sin? ¢ = sin(p 4 ¢) sin(p — q).

+oo +oo . o
2. Montrer que les deux intégrales / SlTntdt et / Sl?%dt convergent
0 0
et qu’elles sont égales.

3. Soit n un élément de N. On pose :

/2 /2 . o /2 . o
I, :/ SH;2ntdt, A, :/ sin ntdt, et B, :/ sin” nt 1,
0 0 0

sin® ¢ tan2t

Montrer que B,, < I, < A,.
4. a) Calculer, pour tout n de N, 4,, + A, 12 — 24,11 puis 4,, — B,.
b) En déduire les valeurs de A,, et B,, en fonction de n.
1,

+oo 2
5. Montrer que : lim =2 = / Sm72tdt, et donner la valeur de cette
n—+oo M 0 t

derniere intégrale.

Solution :

1. Les deux premieéres formules donnent :
sin? p — sin? ¢ = (sinp — sin ¢)(sinp + sin q)
—Aan (P—4 P—qy\ .. (P+4q p+gq
= 4sin ( 5 ) cos (T) sin (T) cos (T)
On conclut alors en appliquant deux fois la formule sin(2z) = 2sinx cos .

sin? p — sin® ¢ = sin(p + ¢) sin(p — q)
2. Les problémes sont dus uniquement a la borne infinie, car les fonctions a
intégrer sont continues sur ]0, +oo[ et prolongeables par continuité en 0.
* On écrit, pour x > 1 :
xr xr
sintdt:cosl_cosx_ cost gy
,t T . t?
Lorque z tend vers l'infini le deuxieme terme est de limite nulle et comme
xr
|%§t < t%’ la regle de Riemann montre que /1 %St dt a une limite lorsque
x tend vers I'infini (I'intégrale sur [1, +0o[ est méme absolument convergente).
* Pour la seconde intégrale, la convergence absolue s’obtient directement, et
pour a,b >0 :
b 9 .b b
sin%x%dt: [—Sm—t} + 2sintcostx L dt
t t a t
a a
2

. . 9 b
sin“a _ sin“b - dt
== 2 —|—/a sin(2t) x +

5 . 9 2b
:M,MJF/ sin (1) x 42
a b 2 u

a
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Comme sin® @ ~ a2, on peut passer & la limite lorsque a tend vers 0 et b vers
(0)

+oo +oo . o
Iinfini, pour obtenir : Siné gy — SIE gy
0 ¢ 0 t°

3. Une étude rapide de fonctions donne & 1’économie :

Vit e0,7/2[,0 < sint < t < tant

Dans les mémes conditions : 0 < 1 < t% < %2157 on multiplie alors

tan® ¢ sin
par sin®(nt) > 0 et on intégre cet encadrement (les bornes sont dans 1'ordre

croissant) :

B,<I,<A,
4. a) x En «cassant» 24,41 en deux, on écrit :
An=A,+ Apio — 24011

m/
:/ i L (sin®(nt) — sin®((n+ 1)t) +sin®((n+2)t) —sin®((n + 1)¢)) dt
0

sin“ ¢

ol

5
= / %(_ sin((2n 4+ 1)t) + sin((2n + 3)t)) dt = / 2 cos((2n + 2)t) dt
o sin 0
=0
x D’autre part, pour n > 1 (on a Ag = By =0) :

bl 2 bl
A, — B, = / sing(nt)(L — o8 t) dt = / sin®(nt) dt
0 0

sint  sin’t

2
= %/0 (1 — cos(2nt))dt = %

b) On a A, — Apy1 = Ans1 — Apae, done la suite (A4,,) est arihmétique.
Avec Ag=0et A = %, il vient :

A, = % et pourn > 1, B, = (2n21)7r
5. Finalement, pour n > 1, (2n — D <I, < 2nm et lim 2 =17
I % sin2 (nt) "% Gin?
Comme =2 = l/ — s dt = / % du, par passage a la limite :
n n 0 t 0 u
+oo |
S gt — im In 7
o 2 n—00 2

Exercice 1.20.

Dans cet exercice, on note C°(R, R) P'espace des fonctions continues sur R &
valeurs réelles, et C1(R,R) I'espace des fonctions contintiment dérivables sur
R.

On considere lapplication L définie sur C°(R, R) par :
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VfeC'R,R),VzeR,L(f)(z) = /xtf(t) dt
0

1. Montrer que L(f) est un élément de C'(R,R) qui admet une dérivée
seconde en 0.

2. L’application L est-elle linéaire 7 est-elle surjective 7 est-elle injective 7

3. Soit f € C°(R,R) et a € R*. On considere 1'application g définie par
g(z) = f(ax). Déterminer une relation entre L(f) et L(g). Qu’en déduit-on
lorsque f est une fonction paire 7 lorsque f est une fonction impaire ?

4. Soit h € C*(R,R) donnée . On souhaite résoudre 1’équation
(E) : f — L(f) = h, d’inconnue f € C°(R,R)
a) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si
Vz eR, f'(z) —zf(x) = b (z), et f(0) = Rh(0).
b) Pour toute fonction f dérivable sur R, on pose K(z) = f(z)e % /2,
Montrer que f est solution de f'(z) — zf(x) = h/(x) si et seulement si K est

solution d’une équation différentielle que 1’on résoudra.
Conclure.

Solution :

1. L(f) est dérivable sur R et L(f) (z) = zf(z), donc L(f)’ est continue sur
R. Ainsi Ly est un élément de C'(R, R).

Ona: ili% L(f)(z) ; LA _ };IL% xféx) = f(0), donc L(f)’ est dérivable
en 0.

2. La linéarité de L est claire.
On vient de voir que Im(L) ¢ CY(R,R) # C°R,R), donc L n'est pas
surjective.
feKer(l)«<= L(f)=0 = Vz eR,L(f)(x)=z.f(x) =0

= Vaz € R* f(z) =0 et comme f est continue en 0, f est la
fonction nulle. Donc L est injective.

3 L)) = [ tftatde= [ 45 & = b1(p)(an

a
En particulier pour a = —1: L(g)(z) = L(f)(—z)

— Dans le cas d’une fonction f paire : g = f, donc L(f) est paire.
— Dans le cas d’une fonction f impaire : g = —f, donc

L(f)(=2) = L{g) () = L(~f)() = —L(f)(i), donc L(f) est impaire.
4 .a) * Si f est solution de (F), f est dérivable et, en dérivant les 2 membres
de (E) : f'(x) — zf(x) = h/(z) De plus, pour z = 0, on obtient bien, en
remplacant dans (E) : f(0) = h(0).
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* Réciproquement : f'(x) — xf(x) = h'(x) prouve que les deux fonctions
f—L(f) et h ont méme dérivée, elles different donc d’une constante laquelle
est nulle car f(0) = h(0).
Donc on a bien I’équivalence : f est solution de (F) < f'(x)—zf(z) = W' (),
avec f(0) = h(0)

b) Puisque f est dérivable, il en est de méme de la fonction K et comme
flx) = K(x)e"”z/z, on a:

Fl(@) = K'(2)e””/? + K (z)x2e® /2 = K'(2)e*"/2 + z.f(z)
En utilisant la question précédente et en remplagant, on a :
:1:2

(@) —af(x) =h(z) <= e 2 .K'(x) =h(x)

T 42
(:)K(x):/ o A (t)dt + C, avec C € R
0
2

/ o (1)t + ]
0

Exercice 1.21.

Dans cet exercice, on pose :
S={feC®R,R)/V(p,q) € N?

ou f(q) désigne la dérivée qémc de f

m 2P £ (z) = 0}

li
T— OO

x

1. En considérant la fonction ¢ : x +— e~ 2, montrer que S n’est pas réduit a

{0}.
(On montrera que pour tout entier naturel g, (9 (z) = (—=1)9H,(x)p(x), on
H, est un polynéme dont on donnera le degré et le coefficient dominant.)

2. Montrer les propriétés suivantes :
a)si f €S8, alors f' € 8.
b) si f € S, pour toute fonction polynome P, Pf € S
c) si f et g sont dans S, alors fg € S

+oo
d) si f € S, alors f(t)dt est convergente.

+oo
e) l'application définie sur S? par : (f,g) — f(®)g(t)dt définit un

produit scalaire sur S noté ( , ).

3. Pour tout k € N, on pose ¢ (z) = p(z — k).
a) Montrer que tout k € N, ¢, € S.
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b) En déduire que S n’est pas de dimension finie.

4. Pour tout entier naturel ¢, on pose ¥,(z) = Hq(x)e_””2/2. Calculer pour
(p,q) € N? tels que p # q, (¢, ).

Solution :

1. On montre par récurrence que pour tout n € N, o™ (z) = (=1)"H,, (z)e~*",

ou H, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant 2".
e pour n =0, Hy =1 et pour n =1, Hi(z) = —2x.

e supposons que pour un certain rang n, (™ (z) = (71)”Hn(x)e*“’2, ou H,
est un polynéme de degré n, de coefficient dominant 2" ; alors en dérivant :
PV (@) = e (1) (H),(x) — 20 H(x).

On termine aisément la récurrence. On obtient ainsi que ¢ est un élément de

S, avec de plus H,, polynome de degré n et de coefficient dominant 2.

2. a) Quasiment évident puisque f*+1D = (/).

b) Tl suffit de remarquer, avec G. Leibniz, que (Pf)™ = Y (Z)P("_k)f(k).
k=0
¢) De la méme facon (fg)™ = 3 (Z) f=F) ) et pour tout p € N, on
k=0
peut écrire :

x2P f(n=k) g(k) — g f(n=k) g2 g (k) et g2P 1 f(n=Fk) (k) — b f(n=k) gpt1g(k),
Ce qui permet tous les passages a la limite exigés.

d) La fonction f est continue sur R, et lim 2%f(z) = 0; deux applications

Tr— oo
de la régle de Riemann donnent la conclusion.
e) On vérifie sans probleme que 'application est bien définie (car fg € S),
est bilinéaire, symétrique et définie positive.

3. a) gy, est bien de classe C* et pour tout entier p, on a : gp,(f) = P (2 —k).

On écrit alors pour tout n :
n

2" =(x—k+k)"= g:o (7)@ — k)ign

ce qui montre que _lim x”np,(f) () =0et pr €S8.
T— =00

P
b) Choisissons 0 < k1 < --- < k, et supposons Vz € R, > Aie~(@=k)” — 0,
i=1

On a alors, en posant u; = (z—k;)2 : e i ()q—l-x\ge“g_“f—&—- . -—i-/\pe"i_"f) =0.

Apres simplification par e_“f7 et en prenant la limite lorsque = tend vers
Iinfini, il vient A\; = 0. On recommence ensuite pour montrer que Ao = --- =

Ap = 0.
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Ainsi, on peut trouver dans S une famille libre de cardinal p aussi grand que
I’on veut et S n’est pas de dimension finie.

4. a) On a montré dans la premiére question que ¢(@(z) = (—1)‘1qu”327
avec H, polynéme de degré ¢ et de coeflicient dominant 29.

b) On peut alors écrire, en supposant p < ¢ et avec plusieurs intégrations
par parties :

/d’pﬂ’q = /Hp(x)l_lq(1')@7902 dx = /pr(q) = */H;ﬁﬁ(qil) =
R R R R

= (-1)¥ [ HP gl — -1yt [ —0
R R

Exercice 1.22.

On considére les suites (Hy)nen, (Gn)nen+ €t (Kp)nen+ définies pour tout
n entier naturel non nul par :

n
Hy =Y ;G = Hy, —In(n) et K, = H, —In(n +1)
k=1
On admet que pour tout couple (s,r) d’entiers naturels non nuls vérifiant
S
r<s,ona y, l%N.
k=r k
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 4, et pour tout r €
{1,...,n — 1}, on note :

et pour tout 7 € {1,...,n — 2}, on note : dnpr = N(Prr+1 — Pnr)-

1. Etudier la monotonie des suites (Gn)n et (Kp)n. Montrer qu’elles conver-
gent vers une méme limite que ’on note .
2. On considere la suite (S;),en+- définie par :
2r
¥reN,S.= 3 1
k=r+1

a) Pour tout r € N* montrer que % < S, < 1, puis que S, + Sy, > 1.
b) Pour tout r € {1,...,n — 2}, montrer que : §,, = H,_1 — H, — 1.

Montrer que la suite finie (0, »)1<r<n—2 €st strictement monotone ; préciser
sa monotonie.

¢) Montrer qu’il existe un unique g tel que d4 < 0 et ;1 > 0. On le note
g = r(n). Montrer que le maximum de p,, , pour r € {1,...,n —1} et n fixé,

vaut P r(n)-

Solution :
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n+1
L Pourn > 1: Gyt =Gy = g —n(n+1) (o) = g = [ &<,

n+2
et de méme K, 1 — K, 1 / dt > 0. De plus

“n+1 a t
lim (G, — K,) = lim In(1+ 1) =0,

Les deux suites sont adjacentes, donc convergentes de méme limite.

1 1 1
2.a)On a: 5 =5 gSrgrxr_i_l
D’autre part U'inégalité % < S, n’est une égalité que pour r = 1 et donc

S, 4 Sop > 2k =1.

<1.

2
b) On a :
5n,r:n(pn,r+1_pn,r):(7“"‘1)(”%4‘"'4'”31)—7'(%"- +n£1)7
soit :
5n,r:r($+"'+nil)‘f‘(ﬁ—*—"'—Fnil)—7‘(%)
1 1
_T(r—&-l_'_” +n—1)
=H, - H -1

La suite (H,), est clairement strictement croissante, donc la suite (0p, ), (1
est fixé) est strictement décroissante et il en est de méme a fortiori de la
séquence étudiée.

c)Commen>5,ona:5n,1:Hn_1—2>H4—2:1—|—%+%+%— =
1
ﬁ>0‘ :
Deplusona:én,n,gzm—l<0.
n—1
On remarque que 0y, = H,o1 — H, —1= > %71¢N.

k=r+1
Donc la séquence (0y,,)1<r<n—2 décroit d’une valeur positive & une valeur
négative sans s’annuler, donc elle change de signe entre deux entiers successifs
q—1etq.
D’apres ce qui précede 6,, < 0sir = qget d,, > 0sir < ¢g. Comme
Pn,r+1 — Pn,r €st du signe de 4, on voit que la séquence (pnr)i<r<n—1 €st
croissante sur {1,...,q} et décroissante sur {q,...,n — 1}.
Elle atteint donc son maximum en q.
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Exercice 2.1.

On considére espace M, (R) des matrices carrées d’ordre p > 2 & coefficients
réels. Soient A et B deux matrices de M,(R), on note a et b les endomor-
phismes de RP canoniquement associés.
Ker(b) C Ker(aobd)
Im(aob) C Im(a)

b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B
sont inversibles.

1. a) Montrer que l'on a : {

2. Soit A un réel non nul.
a) Montrer que la matrice (A\] — AB) est inversible si et seulement si la
matrice (Al — BA) Vest.

b) On suppose dans cette question que A n’est pas valeur propre de la
matrice AB. Montrer que 'on a alors :

(M = AB)™ = $1+ 3 A(\ - BA)™'B

¢) Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

3. On consideére les matrices de M, (R) suivantes :

1 0 ... 0 1 1 ... 1
1 : 00 ... 0
A= etB=1]. . .
10 . 0 00 ... 0

Calculer, apres avoir justifié son existence, I'inverse de la matrice I — AB.

Solution :



46 ESCP-Europe 2010 - Oral

1. a) Si Bx =0, alors ABz = 0. De méme tout vecteur ABx s’écrit A(Bz).

b) Si la matrice AB est inversible, il vient Ker B C Ker(AB) = {0}, ce qui
entraine que B est inversible. De méme RP = Im(AB) C Im(A) entraine que
A est inversible.

2. Supposons la matrice AI — AB inversible. Soit = € Ker(A — BA).
Alors BAx = A\t — ABAx = AAz, ce qui donne :
Az € Ker(A] — AB) = {0}. Donc Az = 0 et 0 = BAz = Az entraine que
Az = 0. Enfin A\ # 0 entraine que z = 0.
Les matrices AB et BA jouant des rles symétriques, on obtient la réciproque
demandée.

b) Posons X = £ + 4(\1 — BA)"1B. T vient :
(A — AB)X = ALZAB L MEABA (1 - pa)™' B

M= AB AN = BA) (\; paip

¢) La question 2.a) montre que AB et BA ont les mémes valeurs propres
non nulles. La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et
seulement si 0 est valeur propre de BA.

p 0 ... 0
0 0 0
3. En effectuant le produit BA, on trouve: BA= | . . . .
0 0 ... 0

On en déduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

Le réel 1 n’étant pas valeur propre de BA, il n’est pas valeur propre de AB,
d’ott lexistence de (I — AB)~!. Pour calculer cette matrice, on utilise la
question 2.b), qui donne :

2-p) 1 ... 1

(I—AB)_lzﬁ 1 (2._]?)

1 1 (@2-p)

Exercice 2.2.
Soit E un espace vectoriel sur R, non réduit au vecteur nul. On note :
C={(u,v) € L(E)® ] uov—vou=idg}
1. Montrer que :
(u,v) €C = VA#£ 07()\u,§) eC

Que peut-on en déduire sur C 7 C est-il un espace vectoriel 7

2. Dans cette question seulement, on suppose que F est de dimension finie n.
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a) Montrer que 'application tr définie sur M,,(R) & valeurs réelles par :
n
pour tout A = (ai’j)lgi,jgrm t’I“(A) = Z (0777
i=1
est une application linéaire.
b) Montrer que : YA, B € M, (R),tr(AB) = tr(BA).
¢) En déduire que C = .
3. Soit (u,v) un couple d’endomorphismes de C. Montrer que pour tout entier
n>0:
utov —vou =nu"?
En déduire que :
e ni u ni v ne peuvent étre des projecteurs ;
e ni u ni v ne peuvent étre nilpotents (on dit qu'un endomorphisme f est
nilpotent s’il existe p € N tel que fP = 0).

4. Dans cette question, E = R[X] et on consideére application v définie sur
E par v(P) = X P. Déterminer u tel que (u,v) € C.

Solution :

1. Pour A # 0,on a: (Au)o (%v) — (%v) oAu = uov—vou, dolt I'équivalence.
Si C n’est pas vide, il contient au moins un couple (ug,vqg), avec ug et vg
distincts de I’endomorphisme nul et donc I'infinité des couples de la forme

(Auo, %1}0).
(0,0) ¢ C, donc C n’est pas un espace vectoriel.

2. a) tr(A) € R et on vérifie directement : tr(A + B) = tr(A) + tr(B) et
tr(aA) = atr(A4). Ainsi tr € LM, (R), R).

b) Avec des notations standard :
n

tI‘(AB) = Z(AB)ZJ =
tr(BA) = 3 (BA)i

i=1

(A)ij(B)ji

NE!

s
I
—
.
Il
—

(B)ij(A)ji = 3 3 (B)ij(A);

j=1i=1

I
NE!

s
I
—
.
Il
—

Dans la derniére somme on permute les rles de i et j et on reconnait tr(AB).
Ainsi tr(AB) = tr(BA).
¢) Soit (u,v) € C, si on note U et V les matrices associées & u et v dans
une base B de FE, la relation de définition de C donne : UV — VU = I,,, d’ou :
n=tr(l,) =tr(UV - VU) =tr(UV) —tr(VU) =0
Ce qui nie la premiere hypothese faite sur F. Ainsi il n’existe pas de couple
convenant et C = (.

3. Par récurrence sur n € N* :
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— Pour n = 1, comme u" = Id, il s’agit simplement du fait que (u,v) € C.
— On suppose le résultat au rang n acquis, alors :

n+l "= gouov—vou" =wuo(nu" "t +vou) —vouou®

U ocv—vou
=nu"+ (uov—vou)ou”=nu"+u" = (n+1)u"

D’ou le résultat au rang n + 1. On conclut par le principe de récurrence.

* Si u est un projecteur, alors Vn > 1,u"™ = u, donc :

2u=u’ov—vou? =uov—vou = idg, soit u = %z’dE, ce qui n’est pas

raisonnable pour un projecteur.

* Si u est nilpotent, soit p € N* son indice de nilpotence, il vient :
0=uPov—vouP =puP~!, donc uP~! = 0, ce qui contredit la minimalité de
.

Pour conclure, il reste a faire le méme travail pour v, pour cela on remarque
que :

uov—vou=idg < vo(—u)—(—u)ov=1idg
Ainsi (u,v) € C = (v, —u) € C et les conclusions sur v en découlent.
4. Si [u(P)](X) = X.P(X), on doit avoir :
Xv(P) —v(PX) =P, donc v(XP)=Xv(P)+ P
ce qui est vérifié pour I'opération de dérivation v : P — P’
On a bien alors (X.P) = X.P' = P+ X.P'—XP' = P, i.e. uov—vou = idg.

Exercice 2.3.

On note
S ={(xn)nez, avec x, €ER et lim z,, lim x, existent}

li
n—-+oo n——oo
1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des suites
réelles indexées par Z.
Soit T Dapplication définie sur S par T'((z)nez) = (Yn)nez, avec pour tout
nez:
Yn = Tp—1 + Tn4+1

2. Montrer que T' est un endomorphisme de S. Déterminer son noyau.

Dans la suite de D'exercice, on s’intéresse aux valeurs propres réelles de
T, c'est-a-dire aux réels \ tels que Ker(T — AId) # {0}, ou Id désigne

I’endomorphisme identité de S et on pose Ay = <_01 i\)

3. Soit x = (xp)nez € S. Pour tout k € Z, on pose Uy = (zxk )
k+1

Montrer que = € Ker(T — Md) si et seulement si pour tout k de Z,
Uk+1 = A\Ug. En déduire que pour tout k de Z, on a alors : U, = A5Uj.
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4. a) On suppose que A ¢ {—2,2}. Montrer que Ay est diagonalisable dans
M2 (C). En déduire que si z = (xy)kez € Ker(T — AId), il existe des nombres
complexes «, 3, i1, b2 tels que, pour tout k de Z, on ait :
x = apy + Bub

En distinguant les deux cas [A| > 2 et |A| < 2, montrer que Ker(T — AId) =
{0}

b) Que peut-on dire de Ker(T' — 21d) ?

c¢) Montrer que Ker(T + 2Id) = {0}.

Conclure.

Solution :

1. S est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites réelles indexées
par Z, car si hrf T, et lirf yn existent (si vous nous permettez ce
n—1roo

n—1Ioo

regroupement de limites), alors pour tout A réel, liril (Zy + Ayn) existent.
n—mrIoo

2. On vérifie aisément que T est linéaire puis que T est un endomorphisme
de S.

Le noyau de T est formé des suites © = (x,)nez telles que pour tout
NEL:Tptl = —Tp—1-

On demande en plus que nll)rfoo x, existent. Or, pour tout p € Z, xg, =

(—1)Pzg et zopt1 = (—1)Pzy. Les limites en oo existent si et seulement si
xo =x1 = 0 et alors z = 0. Ainsi Ker T' = {0}.

3. On a T'(z) = Az si et seulement si pour tout k € Z : g1 + Tr41 = Az
On a alors pour tout k :

o Tk o 0 1 Th—1 o
- (2)- (5 D) () woe

Une récurrence évidente montre que pour k € N, U, = A5U,. La matrice
Ay est inversible (son déterminant (produit en croix) est égal a 1), et
U_1 = AXIUO. Par récurrence, pour k € Z—, Uy, = A’}\Uo.

4. a) On montre que les valeurs propres de Ay vérifient 'équation 22 —\v+1 =

0, de discriminant A = A\? — 4.

Ainsisi |\| # 2, Ay admet deux valeurs propres distinctes réelles ou complexes

11, po avecpy fio = 1 et py + e = A. De plus, la matrice Ay est diagonalisable.

En écrivant A¥ = P diag(u¥, u&)P~1, valable pour k € Z, et en calculant le

premier terme de A5Uy, on voit que z est bien de la forme apf + Bub.

— Si |A\| > 2, les deux valeurs propres sont réelles.

On ne peut avoir |u1| = |p2| = 1, car |u1 + pa| > 2. Ainsi, par exemple,

lu1| > 1, et |puo| < 1. Aussi, lim |u1]|* = +ocoet lim |uz|* = 0. L'existence
k—-+o0 k—-+4oco
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d’une limite en +o0o pour la suite  impose donc o = 0. De méme 'existence
d’une limite en —oo impose 5 = 0 et x est la suite nulle.

— Si|A| < 2, les deux valeurs propres sont complexes conjuguées et de module
1.
On peut alors écrire 73, = ae’*? 4+ Be=*% = A cos(kf + ¢), avec 6 non congru
a 0 modulo 27 et I'existence d’une limite en +o0o impose A = 0 et donc z = 0.
Dans les deux cas Ker(T — AId) = {0}.
b) z € Ker(T — 2Id) <= Vk € Z,xp_1 + 11 = 2
<—Vke Z, Tl — T = Tp — Tg_1.
Ceci caractérise les suites arithmétiques et 1’existence de la limite en +oo
impose que la suite x soit constante. La réciproque est claire
c)x € Ker(T 4+ 21d) <= Vk €Z,x_1— 2z, +Tp41 =0
= VEkeZ, (-1l g +2(-DFr, + (=) oy =0
Ainsi la suite ((—1)*x)y est arithmétique (voir b)) et 'existence de la limite
en 400 lui impose d’étre la suite nulle

En conclusion la seule valeur propre de T est 2, le sous-espace propre associé
étant la droite engendrée par la suite constante égale a 1.

Exercice 2.4.

e Pour k € N, C*(R,R) désigne I'’ensemble des applications de R dans R de
classe C* sur R.

e (C(R,R) désigne l'ensemble des applications de R dans R de classe C*
sur R.

e On pose : E = C°(R,R). On suppose que E est muni de sa structure
naturelle de R-espace vectoriel.

e On note B ’ensemble des éléments f de E bornés i.e. pour lesquels il existe
un réel M positif ou nul (et dépendant de f) tel que |f(x)| < M pour tout x
réel.

x
1. Soit f € E. Justifier I'existence de Iapplication x —— / 1f4<-7t352 dt et son
0

appartenance a F.

Cette application sera désormais notée ¢(f). L’application ¢ est donc une
application de F dans lui-méme.

2. Expliciter ¢(g) lorsque g : t — 1 puis ¢(h) avec h : t — t.
3. Prouver que ¢ est un endomorphisme de E.

4. Etablir que @ est injective.

5. L’application ¢ est-elle surjective ? Déterminer son image.

6. Démontrer que le sous-espace vectoriel C*(R,R) de E est stable par ¢.
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7. Montrer que B est un sous-espace vectoriel de E stable par ¢.

8. Déterminer ’ensemble des valeurs propres de ¢.

Solution :
1. La fonction & intégrer est continue sur R, donc sur tout segment [0, ],

x
donc l'intégrale existe et = — / lf«ﬁ% dt est de classe C! sur R, de dérivée
0

oo o)
1+z
2. % p(g)(z) = / I -Cf-tt2 = Arctanz, donc p(g) = Arctan.
Jo
h)(z) = b at =11 +22).
wo)@) = [ it = 4 +a?

3. La linéarité est claire et o(f) est de classe C! donc continue.

4. Si f € Ker g, alors ¢(f) =0 et a fortiori o(f) =0, soit :

Vz eR, 1f_|(_x)27 soit f =0 et ¢ est injective.
x

5. On a déja dit que pour f € E, ¢(f) est de classe C'. Ainsi la fonction
x +— |z|, qui est continue mais pas de classe C' n’est I'image de personne et
© n’est pas surjective.

Remarquons également que ¢(f)(0) = 0.
Soit alors F' une fonction de classe C! sur R telle que F(0) = 0.

Notons f la fonction définie par : Vo € R, f(z) = (1 + 2?)F’(x). On a, pour
tout réel z :

e(f)(x) = /OIW dt = F(x) — F(0) = F(x)

Ceci prouve que F' est dans I'image de .
L’image de ¢ est I’espace des fonctions de classe C! sur R, nulles en 0.

f(z)

1+ 2%’

6. Si f est de classe C*°, comme ¢(f) : z +—

de classe C*°.

la fonction ¢(f) est aussi

7. B est évidemment un sous-espace vectoriel de F et si f est bornée, on a :

Va:eR,|sa<f>(x)}:|/ %dﬂg!/ ﬂ—tildﬂszw(f)\/ | <MD

Donc ¢(f) est bornée.

8.  est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de ¢.
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Soit A € R une éventuelle valeur propre de ¢ non nulle et f une fonction
propre associée. On a ¢(f) = A\f et, par dérivation :
veeR, L@ _p
€T P f(z)
Soit :

fl(z) = m”f(x) etdonc: 3k e R,Va € R, f(z) = kexp(% Arctan(z))

Comme f n’est pas la fonction nulle, on a k # 0 et alors f(0) = k # 0, ce qui
n’est pas compatible avec le résultat 0 = ¢(f)(0) = Af(0).

Ainsi le spectre de ¢ est vide.

Exercice 2.5.

Dans tout cet exercice, on confond R™ et M, 1(R), c’est-a-dire que l'on
T

confond un vecteur (z1,zs,...,2z,)de R™ avec sa matrice colonne

Tn
associée relativement a la base canonique de R™.

On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique.
On rappelle quune matrice S € M, (R) symétrique est dite définie positive
si, pour tout vecteur X de R™ non nul, on a : ‘XSX > 0.

1. Montrer qu’une matrice symétrique réelle S est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

2. Soit M une matrice symétrique réelle définie positive. Soit C' € R™ donnée.
On pose pour tout X de R™ :
vz, mo,. . my) = fu(X) =1 XMX +21CX

a) Montrer que f3; admet un unique point critique sur R”, valant —M ~1C

b) Montrer qu’en ce point f atteint son minimum.

Dans la suite, A et B sont deux matrices symétriques réelles définies positives.
3. a) Montrer que A + B est inversible.
b) Montrer que :
AA+B) 'B=B(A+B) 'A=A—-AA+B)'A=B-B(A+B)™'B
¢) Soit Z € R™ donné. Montrer que :
inf{'XAX +'YBY / X,Y € M,,1(R) avec X +Y = Z}

existe et est égal & 'ZNZ ot N est une matrice réelle que ’on exprimera en
fonction de A et B.

Solution :
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1. * Supposons S symétrique réelle définie positive. Soit SX = AX, avec
X #0.
Alors 'XSX = MXX = M| X|? > 0, ce qui entraine que \ est strictement
positif.
* Réciproquement, supposons que les valeurs propres de S sont toutes
strictement positives. Soit P une matrice orthogonale diagonalisante pour
S. Pour toute colonne X non nulle, on a alors :

n

EXSX =tXPdiag(\1,..., \)'PX =Y \iy?

i=1
oY =%'(y; ... y,) estla matrice colonne non nulle *PX. Donc les réels
y; ne sont pas tous nuls et *XSX > 0.

2. x On peut écrire :
fM(X) = fM(xl, ey Z‘n) = mexixj + ZZC,‘.Ii

2}
= ml,lm% + 21’1(

J

ma jx; +c1) + - (M est symétrique)

n
=2

0

d’ou a—xl(X) =2( ﬁ:l my,;x; + 1), idem pour les autres dérivées partielles.
Ainsi les éventuelsjpoints critiques X vérifient M X + C' = 0. Comme M est
inversible, il n’y en a qu’un valant :
Xo=-M"1C
* On écrit maintenant :
fu(Xo+ H) — fur(Xo) =2 XgMH +2!CH +*HMH ='"HMH
et cette quantité est strictement positive pour tout H # 0, on est donc en

présence d’'un minimum absolu strict.

3. a) La matrice A+ B qui est symétrique réelle est définie positive, car pour
toute colonne X non nulle :
X(A+B)X = XAX +'XBX > 0.
b) Ona: A(A+ B)"'+ B(A+ B)~! =1, donc
{ A(A+B)"'B+B(A+B)"'B=B
A(A+B)"'A+B(A+B) A=A
On a aussi : (A+ B)"'A+ (A+ B)"'B =1, donc
{ A(A+B)"'A+ A(A+B)"'B=A
A(A+B)"'A+B(A+B)" A=A
En mettant les termes du coté adéquat, ceci donne les égalités demandées.
b) On écrit Y =Z — X et :
EXAX +'YBY ='XAX +%(Z - X)B(Z — X)
='XAX +'ZBZ +'XBX - 2('ZB)X
tXAX +'YBY = fy(X)+tZBZ, avec :
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M = A+ B et C =—BZ (B est symétrique et A + B est définie positive)

f admet donc un minimum atteint en Xg = M~'C = —(A+ B)"'BZ, le
minimum valant :

Far(Xo) +1ZBZ = ' XoMXo + 20 ZBXo + ' ZBZ
='ZB(A+B)"Y(A+B)(A+B)"'BZ -2'ZB(A+ B)"'BZ+'ZBZ
—ZNZ, avec N = —B(A+B)"'B+ B

Si I'on veut, on peut écrire grace a b) que N = A(A+ B)~'B

Exercice 2.6.
Soit n € N*. Pour z = (71, %2,...,%,) € R" on note ||z| = /2 + -+ + 22
la norme euclidienne usuelle de z.
On désigne par N 'application définie sue R™ par
N:(z1,m9,...,2n) — |z1| + - + |20

1. Montrer que pour tout x € R", pour tout A réel :

N(Az) = |AIN(z) et ﬁwm < Jlell < N(=)

Soit T un endomorphisme de R™. On note M(T) sa matrice dans la base
canonique de R™. On suppose dans toute la suite que toutes les valeurs propres
de la matrice M(T) (considérée comme matrice de M.,,(C)) sont réelles.

2. On note C' = {z € R", N(z) < 1}. Montrer que si T(C) C C, alors toutes
les valeurs propres de T' ont une valeur absolue inférieure ou égale a 1.

On suppose dans toute la suite que les coefficients m; ; de la matrice M (T)
sont, tous positifs ou nuls et vérifient les n relations suivantes :

n
V] € [[1771]], me =1
=1

1
3. a) Montrer que 1 est valeur propre de 7.
b) Montrer que toutes les valeurs propres de T ont une valeur absolue
inférieure ou égale a 1.

4. On suppose que T est diagonalisable et que tous les sous-espaces propres
FE, associés aux valeurs propres A de T sont des droites vectorielles.

On note : H = {z € R" / imizo}.
i=1

a) Montrer que si A est valeur propre différente de 1, alors E) C H.
b) Montrer que Ey € H.

c¢) En déduire que, si —1 n’est pas valeur propre de T', pour tout z € R",
la suite (T?(x))pen converge (dans (R™, ||.]|)) vers la projection du vecteur z
sur la droite vectorielle £y parallelement a H.
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Solution :
1. N(Az) = |[Az1| + -+ - + |Azn| = NN (2)
* La fonction z +— +/z est concave sur R, (dérivée seconde négative), donc

pour x = (x1, -+, z,) E R™:

\/%z%+-~~+%xi>%s/1ﬁ+~-+% 2 =1N@) = | >ﬁ.N(x)

* Soit Y= (|l‘1|, Ty |I7ED7
lyl? < N(y)? <= o+ +ap <zi+-- +ap +20ziz| + 2@+, ce
qui est banalement vrai.
Donc
T=N@ < ol N (@)

2. Supposons T'(C) C C, soit A une valeur propre de T : il existe v € R",v # 0
tel que T'(v) = Av.
Soit w = —%—, on a: N(w) =1, donc w € C et T(w) € C.

N(v)

Or:T(v) =X = T(w)=A=Y— = Aw, dolt: \w € C, soit
N(v)

NAw) = |A.Nw) <let A <1

3. a) Soit U la matrice colonne dont tous les coefficients valent 1, on a :
MU = U, donc 1 est valeur propre de *M et *M — I,, n’est pas inversible. I
en est donc de méme de M — I, et 1 est aussi valeur propre de M, v.e. de T

b) Soit x € C, on a :

3

n n

n n n
v= wje; = T(x)= 3 a;T(ej) = 30 x; Yo mijei = 3 (30 xmij)e;
=1 =1 j=1 =1 i=1 j=1
s N
d ou ' n n n n n n
N(T(x)) = > | 32 mijaj| < mijlzil = 30 (Jas] X ma)

i=1 j=1 i=14=1 j=1 i=1
n

Soit : N(T'(z)) < ;1 |zj].1 = N(z) <1 (car z € C)

On peut donc appliquer le résultat de la question 2. et toutes les valeurs
propres de T sont de valeur absolue inférieure ou égale a 1.

4. a) Soit A # 1 une valeur propre différente de 1, Soit z € F), on a
T(z) = M.z, donc pour tout indice i :

n
mijT; = )\IL‘Z
Jj=1

n n

n n n n
Par sommation : > Y m; jx;—A > x; =0o0u > (> myj)z;—A > x; =0,
i=1 j=1i=1 i=

i=1j=1 =1

dott: (1 =X)> 2, =0, 0onen déduit : > x; =0,s0it z € H et Ex CH
i=1 i=1
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b) Puisque T est diagonalisable, R™ se décompose en la somme directe des
7 SOUS-espaces propres.

Par ’absurde, si F; était inclus dans H, alors tous les espaces propres seraient
inclus dans H et leur somme directe (qui est égale & R™ ) serait aussi incluse
dans H, d’ou l'absurdité. Donc Fy € H.

¢) Soit « € R™, on peut écrire x = y + z, avec y € H,z € E;. Pour tout
entier p, on a: TP(z) = T?(y) + T?(2) = T*(y) + z et |T?(x) — 2| = [|[T*(y||

n—1
Maisy € H =y = > u; ol u; est un élément de l'espace propre associé &
i=1
I'une des n — 1 valeurs propres \; différentes de 1.
n—1 n—1
Ainsi TP(y) = ' Mo et [T7()]| < 5 N2l et Tim [ 72(3)]] = 0.
i=1 i=1 -

Dans (R™, ||.]|), la suite (T®(x)) converge vers la projection du vecteur x sur

n
la droite vectorielle Ey parallelement & hyperplan d’équation Y a; = 0.
i=1

Exercice 2.7.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou C) et
A, B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E c’est-a-dire tels que
A@® B = E. Soit f une application linéaire de A vers B (f € L(A, B)). On
pose, pour tout a de A :

pr(a) =a+f(a)
1. Montrer que I’application ¢ est linéaire et injective. Déterminer son rang.

Pour f € L(A, B), on note Ay = Im(ypy).
2. Montrer que pour tout f € £L(A,B),ona E=A; & B.

3. Soit f et g deux éléments de L(A, B). Montrer que Ay = A, si et seulement
sif=g.
4. Soit A’ un sous-espace vectoriel de E tel que E = A’ @ B. Montrer qu’il

existe f € L(A, B) tel que A’ = Ay (on pourra utiliser la projection sur B
parallelement a A’).

5. En déduire qu’en général, B admet une infinité de supplémentaires dans
E.

Solution :

1. L’application f peut étre considérée comme une application linéaire de
A vers FE, Papplication a — a peut étre considérée comme une application
linéaire de A vers E. Ainsi I'application ¢ est linéaaire.
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Elle est injective car si a € A vérifie a + f(a) =0, ona:a = —f(a) € B et
AN B = {0} entraine que a = 0.

Par le théoreme du rang, on obtient rgy; = dim A.

2. dimAy = rgpy = dim A. Comme dim A + dim B = dim F, il suffit de
démontrer que Ay N B = {0}.

Soit x € Ay N B : il existe a € A tel que z =a+ f(a) =b € B.

Donc a =b— f(a) € Bet AN B = {0} entraine que a = 0, donc f(a) =0 et
z=0.

3.51 f =g, alors Ay = A, (si, sil).

Réciproquement, si Ay = Ay, alors pour tout a € A, il existe a’ € A tel que
a+ f(a) =a’ + g(a’). Donc

a—a = g(a)— f(a) € B. Toujours parce que AN B = {0}, il vient a = o’
et f(a) =g(a) et f =g.

4. Soit p la projection sur B parallelement & A’.

Pour a € A, a s’écrit a =a’ + b, avec a’ € A’ et b € B. Alors

¢_p(a) =a—p(a) =b=d est le projeté de a sur A’ parallelement & B.
Donc Imp_, C A’ et comme les dimensions sont ad hoc, on a vérifie
A, =A.

P—p
5. D’apres les questions précédentes, il y a autant de supplémentaires de B
dans E que d’applications f € L(A, B). A part les cas dégénérés (B = F et
B = {0}), tout sous-espace admet donc une infinité de supplémentaires.

Exercice 2.8.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. On pose F = F x F.

On rappelle que F' est un R-espace vectoriel pour les opérations
(T1,22) + (y1,92) = (T1 + Y1, T2 + y2) et AM(@1,22) = (Av1, Ax2)

1. Soit B = (ey,ea,...,€,) une base de F, Montrer que

B’ = ((e1,0), (e2,0),...,(en,0),(0,e1),(0,e2),...,(0,¢e,))
est une base de F'.

2. Soit f € L(F) de matrice A dans la base B. Soit ¢ l'application de F' dans
F définie pour (x,y) € F par :
e((z,y) = (f(@) + f(y), f())

Montrer que ¢ est linéaire et donner sa matrice A’ dans la base B’ de F.

3. a) Montrer que f et ¢ possédent les mémes valeurs propres et que la
dimension de I’espace propre de f associé a A est inférieure ou égale a celle
de ¢ associé a la méme valeur propre.
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b) On suppose que f est diagonalisable. Soit A € R une valeur propre non
nulle de f. Montrer que les sous-espaces propres de f et de ¢ associés a A
sont de méme dimension.

(On pourra considérer une base B constituée de vecteurs propres de f et
comparer les rangs des matrices associées a f—Aldg et ¢y —AIdp relativement
aux bases B et B’ associée a B.)

Par le méme raisonnement, montrer que la dimension du noyau de ¢ est le
double de celui de f.

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalis-
able.

Solution :

n n

1. Supposons que : 0= > A;(e;,0) + > 1;(0,e;) = ( ST e Y, ,uiei).
i=1 i=1 i=1

i= i=1

On en déduit que Y Aie; = > pie; = 0 et comme B = (eq,ea,...,€e,) est
i=1 i=1
une base de E, on a A\; = u; = 0 pout tout i € [1,n], donc B’ est libre.
Soit (z,y) € E x E, on écrit (x,y) = (x,0) + (0,y) et (z,0) (resp. (0,y))
s’écrit a l’aide des vecteurs (e;, 0 (resp. (0,e;), donc B’ est génératrice de F'.
B’ est une base de F.

2. La linéarité est claire et A’ = (61 ﬁ)

3. a) * Soit (z,y) € F un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre .
Alors

e((@,y)) = (f(@) + f(y), f(y) = (Az, Ay)
donc f(y) = Ay.
— Si y # 0, c’est un vecteur propre de f et A est une valeur propre de f.
— Siy =0 alors f(z) = Az et x # 0 (sinon (z,y) serait le vecteur nul de
E?), donc x est un vecteur propre de f et A est une valeur propre de f.

* Soit x € F un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors
¢((z,0)) = (f(z) + f(0), f(0)) = (f(=), f(0)) = (Az,0) = A(z,0).

Ceci montre que (z,0) # (0,0) est un vecteur propre de ¢ associé a la

valeur propre . De plus = — (z,0) est une application linéaire injective

du sous-espace propre F)(f) dans le sous-espace propre Ey(¢). On en déduit
I’inégalité demandée sur les dimensions.

b) Prenons une base B = (eq, e, ..., e,) formée de vecteurs propres de f ;

D D) celle de ¢ dans la base

notons D la matrice de f dans B et T = ( 0 D

B’ associée.
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Supposons que la valeur propre A\; # 0 apparaisse k fois en haut de la
diagonale de D, alors le rang de D — A\ I,, est n — k, donc ’espace propre
associé a \; est de dimension k.

Dans la matrice T' — A\1ls,, les k premieres colonnes sont nulles et une
permutation des colonnes restantes montre que celles-ci forment une famille
échelonnée donc libre. Ainsi T — \; I3, est de rang 2n — k et la dimension du
sous-espace propre de ¢ associé & A; est donc 2n — (2n — k) = k.

Par le méme raisonnement pour A = 0 (si 0 est valeur propre que ’on peut
alors mettre en téte ...), on obtient que la dimension du noyau de ¢ est le
double de celui de f.

L’application f étant diagonalisable, la somme des dimensions des sous
espaces propres de f vaut n. Dés que f possede une valeur propre non nulle, la
somme des dimensions des sous espaces propres de  est strictement inférieure
a 2n donc ¢ n’est pas diagonalisable.

En revanche si f = 0 alors ¢ = 0 qui est diagonalisable !

Exercice 2.9.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considere R™ muni de sa structure
euclidienne canonique et rapporté & sa base canonique B = (eq,...,ey).

n
On note v; le vecteur vy = Y e;.
i=1

i=
Soit f ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est M avec :

M= 11 1 . . .

(les coeflicients diagonaux valent 0 et les autres valent o i 1)

On note I la matrice identité de M,,(R) et Id ’endomorphisme identité de
R™.

1. a) La matrice M — I est-elle diagonalisable ?
b) Montrer que R™ = Ker(f — Id) & Im(f — Id)

2. Soit p le projecteur sur Ker(f — Id) parallelement a Im(f — Id).
a) Déterminer p(v1) puis p(e1),...,p(en)-
b) Expliciter la matrice P de p dans la base B.

3. Soit ¢ le projecteur sur Im(f — Id) parallelement & Ker(f — Id). Expliciter
la matrice () de g dans la base B.
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4. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et . En déduire M* pour

tout entier naturel £ non nul. Déterminer klim MP* (la limite s’entendant
— 400

coefficient par coefficient).

5. Justifier que M est inversible et exprimer M ! ainsi que M ~*, pour tout
entier naturel non nul k, en fonction de P et de Q.

Solution :

1. a) M — I est symétrique réelle, donc diagonalisable.

b) — Ceci est une propriété générale des endomorphismes ¢ diagonalisables

E= @ Eu(p)=Eqlpa( D Ey(9)
A€Spec(y) A€Spec(v)\{0}

Ker ¢ est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (si 0 est valeur
propre) et les éventuels autres sous-espaces propres (qui sont en somme
directe) sont contenus dans I'image de ¢, car pour A # 0, f(z) = A\ =
T = f(%x) €Imf.

On conclut grace aux dimensions.

— On peut aussi dire, en étant un peu moins général, que pour un endomor-
phisme ¢ symétrique, on a méme Ker ¢ et Im ¢ supplémentaires orthogonaux,
car pour x quelconque et y dans Ker ¢ :

(p(),y) = (z,0(y)) =0
— Enfin , on peut tout faire & la main et déterminer noyau (droite engendrée
par v1) et image (contient les vecteurs e; — ek, pour k > 2 et on conclut grace
aux dimensions).

2. a) Comme f(v1) =wv1, on a p(vy) =0;

Pour tout k > 2, f(el —ep) = _nl 1(61 — eg), donc e; — ey, appartient a
Im(f — Id) et p(e1) = p(ex).

Ainsi vy = p(o1) = 3 plex) = 3 pler) et pler) = Lo

k=1

b) Ainsi P = Mp(p) = %J, ot J est la matrice dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

3. q est le projecteur associé a p et donc Q =1 — P.

4.0na'aP+ﬂQ—gJ+,8( —l )—ﬂf—l-a_ﬂJ donc
M— (J I)estdelaformeaP—l—ﬁonura—letﬂ 1

* Pour k > 2,ona:
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k_pk_ . 1 -~k _ 1 2 = 2 = = =

et le résultat vaut pour k =1 (mais pas pour k = 0).

5. (P+11-Q)(aP+bQ) = I = P +Q est vérifié pour a = 1 et 72— =1,

ceci prouve que M est inversible avec M~ = P + (1 — n)Q.
Et alors, pour k > 2 :
M*=MYHWY=P+1-nQ)F=P+(1-n)FQ

A nouveau la formule est valide au rang 1, mais pas au rang 0.

Exercice 2.10.
On note :
e [ I'espace vectoriel réel des fonctions de R} dans R;

e F le sous-espace de F' formé des fonctions polynomes ; E,, le sous-espace de
E formé des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a n (o n € N) ;

e T lapplication définie sur F', qui & f associe la fonction T'(f) définie par :
Ve e Ry, (T(f))(z) = f(z+1) — f(x).

1. Montrer que T est linéaire et que E est stable par T'.

On notera A ’endomorphisme de E induit par T.

2. a) Déterminer le noyau de A.

b) Montrer que A admet une unique valeur propre ; préciser cette valeur
propre et I’espace propre associé.

3. Soit n € N*.
a) Montrer que A(E,,) = Fy_1.

b) Justifier que si @ € E,,_1, il existe un unique P € FE,, tel que A(P) = Q
et P(0) =0.
4. a) Déterminer A € Ey tel que : A(0) = 0 et, pour tout z € R
Az +1) — A(z) = 23.

b) En déduire la valeur de S = Y k3.
k=0

5. Soit A € Ret Gy = Ker(T — \1).

a) Montrer qu’il existe un élément ¢ € G, tel que pour tout = €
10,1], p(z) = 1.

b) En déduire I'ensemble des valeurs propres de T

Solution :
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1. La linéarité de T est claire et si  — f(z) est polynomiale, il en est de
méme de z — f(x +1) — f(x).

2. a) Si f est polynomiale telle que Af = 0, alors f est 1-périodique, donc
bornée. Si deg f > 1, la fonction polynomiale f est de limite infinie en +oo,
ce qui contredit le fait qu’elle est bornée, donc Af =0 = f est constante.
La réciproque est claire, donc :

Ker A = EO = Ro[X]

b) Si A # 0 et f polynomiale non nulle, alors Af = A\f = degAf =
deg f. Or si f est non nulle, il est clair que dans le calcul de f(z + 1) — f(x)
les termes de degré deg f s’éliminent : il y a une contradiction et seule 0 peut
étre valeur propre, donc d’apres a) :

Spec A = {0} et E)(A) = Ker A = Ej

3. x On vient de voir que pour n > 1, A(E,) C E,—1. Comme le noyau de
A est de dimension 1 et inclus dans E,,, le théoréeme du rang donne 1’égalité
des dimensions et :

A(En) =FE, 1
* L’ensemble des polynomes P de E,, tels que P(0) = 0 est un supplémentaire
de Ey = Ker A dans FE,,, donc A induit un isomorphisme de cet espace sur
FE,_1, d’ou le résultat.

4. La question précédente montre que A existe et est unique. Par la méthode
des coefficients indéterminés, on trouve :

A(z) = i(z‘l — 223 + 2?%) = %CE2(I —1)2
Par télescopage :

n
>R =An+1) = A(0) = A(n+1) = In?(n + 1)2.
k=0
5. Larelation : Vo > 0, p(z+1) — p(z) = Ap(z) s’écrit p(x+1) = (1+X)p(z)
et la connaissance de ¢ sur |0, 1] la détermine parfaitement sur R :
Ainsi ¢ vaut 1 sur |0, 1], vaut (1 + A) sur ]1,2], (1 + X)? sur |2,3], ...
Par conséquent SpecT = R.

Exercice 2.11.
Si A € M,,(C), on note o(A) ensemble des valeurs propres de A. On rappelle
que tout polynéome P de C[X] de degré n > 1 se factorise sous la forme

P(X) = a [T (X — Ag), les racines Aq,...,\, n’étant pas nécessairement
k=1

deux & deux distinctes.

1. Soit A € M,,(C), @ un polynéme non nul tel que Q(M) = 0,, de degré
aussi petit que possible (il n’est pas nécessaire de redémontrer qu'un tel
polynéme existe).

a) Montrer que si A est valeur propre de M, alors Q(\) = 0.
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b) Soit A une racine du polynéme @ ; on note alors Q(X) = Q1(X)(X —\).
Montrer que Q1(M) # 0, ; en déduire que M — A, n’est pas inversible.

¢) En déduire que o (M) est 'ensemble des racines du polynéme Q.

2. On considére deux matrices A et B de M,,(C) telles que o(A)No(B) = 0.

a) Soit X € M, (C) telle que AX = XB.
Montrer que pour tout polynéme P € C[X], on a P(A)X = X P(B).

b) En utilisant la question 1, montrer qu’il existe un polynéme @ annula-
teur de B tel que Q(A) soit inversible.

¢) Montrer que V'application T : M, (C) - M,(C),X — AX — XB est
injective.

d) Soit Y € M, (C) quelconque. Prouver que I'équation AX — XB =Y
possede une unique solution X.

3. Si A est une matrice de M,,(C), on note EE(A) I’ensemble des nombres
complexes A tels qu'il existe une matrice non nulle X de M,,(C) vérifiant
AX = XA

a) Soit A € une matrice inversible de M,,(C).
Montrer que EE(A) C {% tel que (o, B) € o (4)° }.

b) Montrer que la transposée *A d’une matrice diagonalisable est diago-
nalisable. Déterminer o(*4).

¢) On suppose que A est inversible et diagonalisable.
Montrer que EE(A) = {% avec (o, ) € O’(A)Z} (on pourra utiliser des

matrices construites & ’aide de colonnes propres de A et de *A).

Solution :

1. a) Soit C' un vecteur colonne propre (donc non nul) pour M, associé a la
valeur propre A.
OnaMC=1,C=C=\C, MC = \C, donc
M?C = MMC = M)XC = AMC = \2C,

et par une récurrence simple, M*C = \¥C, puis par linéarité :
0=Q(M)C =Q(\)C, d’ott Q(X) =0, puisque C n’est pas la colonne nulle.

b)Ona:0=QWM)=0Qi(M)(M—A,) et Q1(M) n'est pas la matrice
nulle (sinon cela contrdirait la minimalité du degré du polynéme annulateur
Q. Par conséquent M — AI,, n’est pas inversible et A est valeur propre de M.

En conclusion ’ensemble des racines de () est exactement le spectre de M.
2. a) Soit X € M,(C) telle que AX = XB. On prouve par une récurrence

facile que A¥X = X B* pour tout entier k (méme pour k¥ = 0). On en tire
immédiatement que P(A)X = X P(B) pour tout polynéme P € C[X].
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¢
b) D’apres 1., on sait qu’il existe un polynéme annulateur Q = a [] (X—zx)
k=1

non nul de B dont toutes les racines z1, . . ., z; appartiennent a o (B). Comme
o(A) No(B) = 0, les points z1,..., 2, n’appartiennent pas & o(A) et les
matrices (A — z1,,) sont donc inversibles.

Or un produit de matrices inversibles étant trivialement inversible, on voit
que Q(A) est inversible.

¢) T est évidemmment linéaire. Soit X € KerT, on a donc AX = XB.
D’apres la question précédente, on sait qu’il existe un polynéme @ qui annule
B et tel que Q(A) soit inversible. Avec a) on voit que Q(A)X = XQ(B) = 0,.
Par conséquent X = 0, et le noyau de T est réduit a 0,. Par suite T est
injective.

d) Comme M,,(C) est un espace vectoriel de dimension finie, T" est bijective
et par suite I’équation AX — X B =Y posséde une unique solution X pour
chaque matrice Y € M,,(C).

3. a) Soit A € FE(A) et X une matrice non nulle telle que AX = AXA.
En posant B = AA, on voit que X € Ker(T), ou T est 'endomorphisme de
M, (C) considéré dans la question 2.

On est donc dans le cas ot T' n’est pas injectif, ce qui implique, d’apres 2. ¢),
que § # o(A) Na(AA) = o(A) N (Ao (A4)).

11 existe donc « et B dans o(A) tels que o = A\B. Ceci termine la question
puisque A est inversible et par conséquent 0 & o(A), donc 3 # 0.

b) La matrice *A est diagonalisable puisque que si A = P"!DP avec D
diagonale, on a : ‘A = (*P)D(*P)~ .
Comme (*A—\I) = {(A—\I), et comme la transposée d’une matrice inversible
est inversible, on voit facilement que o(*A) = o(A).

c) Soient A une matrice diagonalisable inversible et (a, 3) € o(A)? (on a
donc S # 0). On choisit deux matrices colonnes non nulles X et Y telles que
AX = aX et AY = BY. On consideére la matrice B = X'Y et on vérifie
qu’elle est non nulle (colonne x ligne). On observe que :

AB = (AX)'Y = aX'Y = ()X ("(0Y)) = (F)X("("'AY)) = (F)X'Y 4
= (%)BA.
On a donc {%; (o, 8) € 0(A)?} C EE(A) et par conséquent I'égalité

souhaitée en tenant compte de la question a).

Exercice 2.12.
Soit n un élément de N* et £ un C-espace vectoriel de dimension 7.

Pour tout endomorphisme f de F, on note fO = Id 'application identité de
E, et pour tout entier naturel k, f**1 = fko f.
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Soit p un élément de N*. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique
d’ordre p 8’1l existe un élément zy de F vérifiant les trois conditions suivantes :

o fP(xg) = o,

e la famille (zq, f(z0),. .., fP " (z0)) est génératrice de E,
e la famille (xq, f(z0),..., fP"*(x0)) est constituée d’éléments deux & deux
distincts.

La famille (xo, f(x0), ..., fP~!(x0)) est alors appelée un cycle de f.
Soit f un endomorphisme de F cyclique d’ordre p

et soit (xq, f(z0),..., fP"1(x0)) un cycle de f.

1. Montrer que p > n.

2. Déterminer I’endomorphisme fP. En déduire que f est inversible.

3. On note m le plus grand des entiers k tel que la famille

(w0, f(x0),..., f¥ " (zo)) soit libre. Montrer que f™(zo) est combinaison
linéaire des m vecteurs g, f(z0), ..., f™ (z0), et qu’il en est de méme pour
f¥(x0) pour tout k > m.

4. En déduire que m = n et que la famille B = (zo, f(x0),..., f" 1 (x0)) est
une base de E.

5. Déterminer la forme de la matrice associée a f relativement a la base B
précédente.

6. a) Soit A une valeur propre de f. Montrer que le sous-espace propre associé
est de dimension 1.

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit
diagonalisable.

Solution :

1. Comme la famille (zg, f(z0),..., P 1(x0)) est génératrice de cardinal p,
il vient p > n.

2. Cette famille étant génératrice de E, pour tout x € F, on peut écrire

p—1
r =Y Mf¥(x0). Donc
k=0

1 —1 1
@) = 7% Mf @0) = X M fo (o) = X M FE(S(@0)
. k=0 k=0 k=0
=Y Mff(wo) =2
k=0
Ainsi fP = Id et f est inversible d’inverse fP~1.

3. La famille (zo, f(z0),. .., f™ (z0)) est libre maximale, donc la famille
(0. .., f" Hwo), fM™(x0)) est liée. Ainsi, il existe Ag,..., A\, complexes
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m
non tous nuls tels que . Apf¥(xzg) = 0. Si A, = 0, on obtient une
k=0
contradiction & la liberté de la famille (zg, f(xo), ..., f™ 1(z0)). Donc A, #
0, ce qui entraine que f™(xg) est combinaison linéaire des éléments de

(@0, f (o), - -, f™ " (w0))-

On termine la question par récurrence sur k > m.

4. La famille (xq, f(20),..., f™ !(x0)) est ainsi libre et génératrice de F';
c’est une base de E et m =n
m—1
5. Il existe ag, . . .,a,_1 complexes tels que f™(zg) = Y. apf*(zo).
k=0
La matrice associée & f dans la base (xq, f(z0),..., f" *(zo)) est la matrice
compagnon :
0 0 ... 0 ao
1 0 ... 0 a1
M=1]0 :
: 0
0 0 o1 An—1

6. a) On regarde le rang de M — AI.

e Comme A\ est une valeur propre, ce rang est inférieur ou égal a n — 1.

e Par échelonnement, les (n — 1) premieres colonnes de M — AI sont libres.
Ainsi le rang est supérieur ou égal a (n — 1).

La matrice M — AI et donc de rang n — 1 et dim Ker(M — A\I) = 1.

b) Les sous-espaces propres étant de dimension 1, la matrice M est
diagonalisable si et seulement si M admet n valeurs propres distinctes.

Enfin, la méthode du pivot appliquée & M — AI (ou la résolution directe du
systéme définissant les vecteurs propres ...) montre que A est valeur propre
n—1
de M si et seulement si A est racine du polynéme > aj XF*.
k=0
Ainsi, la matrice M est diagonalisable si et seulement si ce polyndme (qui est
scindé) n’admet que des racines simples.

Exercice 2.13.

Dans cet exercice, m est un entier supérieur ou égal a 2. On pose :

1 0 0 ... O
1 1 1 ... 1

V=1 2 22 ... 2" | € M1 (R)
1 m m?> ... m™

et
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Un= (07 (F) o (1) o o () ()

(Uy, est donc un élément de My 41 (R)).

1. Montrer que pour tout ¢ de [0,m], il existe un unique polynéme L; €
1 sit=j

0 sii#£j’

Préciser le degré et le coefficient dominant de L;.

2. Montrer que la famille £ = (Lg, L1, Lo, ..., L) est une base de R,,,[X].
Soit P un polynéme de R,,[X]. Donner les coordonnées de P dans la base L.

3. Soit ¢ I'application définie sur R,,[X] par ¢(P) = P(™)(0), ot ]?(m) est
la dérivée d’ordre m de P. Montrer que ¢ est une forme linéaire. Ecrire la
matrice de ¢ dans la base L.

R,,[X] tel que pour tout j de [0,m], L;(j) =

4. Montrer sans calculs que la matrice V,,, est inversible. Comment pourrait-
on calculer V-1 ?

5. Calculer le produit U,,V,,.

Solution :
1. 11 s’agit bien entendu des polynoémes de Lagrange aux points 0,1,2,...,m,
soit :
Li( X) — H M
j#i (i—7)

Pour tout ¢ de [0, m], L; est un polynéme réel de degré m et de coefficient
dominant :

1 _ (_1)?77,71
i—-0)(i—1)...1.(-1)(-2)...(i—=m) il(m—1)!

m m
2. On écrit Y a;L; = 0, ce qui entraine que 0 = > o;L;(j) = ;. Ainsi
i=0 i=0
la famille (Lo, Ly ..., Ly,) est libre et de cardinal m 4 1 : ¢’est une base de
R,,[X], et pour tout P de cet espace :

P(X) = gjo P(i)Ls

3. L’application ¢ est effectivement une forme linéaire par la linéarité de la
dérivation et le fait que la dérivée m*™° de P est une constante. Comme
(X™)(m) = m), pour tout i de [0,m], on a :
—1)"" ") _i(m
L(m)X:( :_1mz<_>
i (X) (m —1i)! (=1)
Ainsi la matrice ligne demandée est :

(0 (3) o (7) - con(z)
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4. Les colonnes de la matrice V), représentent les coordonnées des vecteurs
de la famille (1, X, X2,..., X™) dans la base (Lg, L1, ..., L,,) de R,,[X]. La
matrice V,, est donc une matrice de changement de base et, & ce titre, est
inversible.

Pour calculer V, ! il suffit d’exprimer chaque vecteur L; dans la base

(1, X,...,X™) ce qui revient & développer chaque polynéme L; suivant les
puissances de X.

On obtient des formules dites de Stirling, mais les résultats ne sont pas simples

5. La matrice ligne (0 0 --- m!) représente la matrice associée a la forme
linéaire ¢ dans la base canonique C = (1, X,...,X™) de R,,[X] (et R est
rapporté a sa base (1)).

La matrice ligne U, représente ¢ dans la base £ de R,,,[X] (et R est toujours
rapporté a sa base (1)). Enfin, la matrice V;,, est la matrice de passage de la
base £ a la base canonique C.

Par la théorie du changement de base, il vient U, V,, = (0 0 -+ ml).

Exercice 2.14.

Dans cet exercice, R? est muni de son produit scalaire usuel et de sa base
canonique (qui est donc orthonormée), notée C.
Soit A la matrice :

1 -5 5
A=| -5 3 -3
5 =3 3

et f endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique C.
1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Déterminer le noyau K = Ker(f) puis une équation et une base B’ de
P=K" .

3. Vérifier que P est stable par f, c’est-a-dire que f(P) C P.
Déterminer la matrice B de I’endomorphisme g de P induit par f, dans la
base B'.

4. Montrer plus généralement que si F' est un sous-espace vectoriel de R3
stable par f, alors F'- est également stable par f.

5. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g.

6. En déduire une base orthonormée B de vecteurs propres de f.

Solution :
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1. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable et f est diagonal-
isable. On sait méme que I'on peut construire une base orthonormée de R3
formée de vecteurs propres de f.

T 0 11z — 5y +52=0 —0
2.4y ] =10 <:>{—5x+3y—3z20(:>{$: .
2 0 5z —3y+32=0 y==2
Donc :
K = Ker f = Vect(0,1,1)

Par conséquent P = (Vect(u))* est le plan d’équation y + z = 0 et on peut
choisir pour base B’ de P la famille (v, w) avec v = (1,0,0) et w = (0,1, —1).

11
3.Av=| -5 | =1lv - 5w et
5
1 -5 5 0 —10
Aw=1| -5 3 -3 1 = 6 = —10v + 6w
5 -3 3 -1 -6

Ces calculs montrent que I'image de B’ est une famille de vecteurs de P, donc
par linéarité, P est stable par f. De plus :

B = M (g) = (i _§0>

4. Plus généralement, soit F' un sous-espace stable et y € F*. Alors pour
tout vecteur = de E et avec des notations évidentes :

(2. f(y)) = 'X(AY) = (AX)Y = (f(x),y) = 0, puisque f(z) € F est
orthogonal & y. Ainsi f(y) est orthogonal & F et F- est stable par f.

x x (11 =Nz —10y=0
. B =A =
’ (y) (y> {—5w+(6—k)y=0
Le déterminant de ce systéme vaut (11 — X)(6 — A) — 50 = A2 — 17\ + 16.

Les valeurs propres de B (donc de g) sont 1 et 16 et facilement

1 2
Ey(B) = Vect <1 >, E(16)(B) = Vect (_1>
Soit - { E1y(g) = Vect(v +w) = Vect(1,1,—1)
E(16)(g9) = Vect(2v — w) = Vect(2, —1,1)

6. Pour achever le travail, il n’y a plus qu’a normaliser (on avait pris la
précaution de prendre v et w orthogonaux) :

B= (%(0,17 1), %(17 1,-1), %(2, ~1,1))

Exercice 2.15.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere R™ muni de son produit
scalaire canonique { , ) et (e1,ea,...,e,) est la base canonique de R™.
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Soit f un endomorphisme de R™ de matrice A = (a;;)1<s j<n dans la base

canonique (e1,es,...,e,). On suppose que A est une matrice symétrique
réelle.
1. Justifier 'existence d’une base orthonormale (g1, ¢e3,...,&,) de R™ formée

de vecteurs propres de f.

Pour tout k € [1,n], on pose f(er) = Agek.

Montrer que 'on peut supposer \; > Ao > -+ > \,.

Cette hypothése est supposée réalisée dans la suite de cet exercice.

N

On note P = (p; j)1<ij<n la matrice de passage de la base (e1,e2,...,€,) &
la base (e1,€9,...,&n).

n n
2. Calculer, pour tout j € [1,n], Y p?;, puis pour tout i € [1,n], > p ;.
i=1 j=1

3. a) Montrer que, pour tout couple (4, j) d’éléments de [1,n]? , p; ; = (ei, ;).

b) Etablir que, pour tout i de [1,n], a;; = (e, f(e;)) puis en déduire que :

n
aii =y Ajlei,€;)?
j=1

M=

4. a) Montrer que, pour tout k de [1,n] : a;; < Mg+ > (A — Ag){es, 5)%

<
Il
—_

M=
&

k
b) En déduire que pour tout k de [1,n] : > a;; <
i=1

s
I
—

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Par conséquent, f
est diagonalisable dans une base orthonormale (en tant qu’endomorphisme
symétrique de R™). De plus si on effectue une permutation des vecteurs de
cette nouvelle base, on ne change pas son caractére orthonormé. On peut
donc ordonner les valeurs propres associées dans tout ordre voulu.

2. La matrice de passage est orthogonale et les deux égalités ‘PP = I et
PP = I donnent, en revenant & la définition du produit matriciel, les égalités
demandées. On peut aussi dire que les colonnes de P et de ‘P sont de norme
1.

n
3.a) Onsait quee; = 3 p jex. Il reste a utiliser le fait que la base canonique
k=1

n
est orthonormale : (e;,e;) = > pi j{ei, ex) = pij
k=1

b) On a . f(ez) = Zajviej. Donc amv = <617f(61)>

j=1
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De plus, comme P~! =! P est la matrice de passage de la base ¢ & la base e,

on a :
n

n
ei =y ("Prick = Y PikEk
=1 =1

On en déduit : . .
fled) = >° pinfler) = D (es, er) Meer

k=1 k=1
Donc : . .
aii = (€, Y (i er)Mer) = O A(es, ex)?
k=1 k=1
4. a) Ainsi :
k n k n
aii =y Nlei,g))> + 20 Njlei i) < X0 Nleig)* + e D (e g5)?
j=1 j=ka1 j=1 =kl
k k k
< X Ajleir ) + X1 = X (eire)?) < 30 (N — Aw)(e g5)% + A
j=1 j=1 j=1

b) Par sommation, il vient :

k k k
Do < 3 (A — M) 2o (i) + ke
=1 =

=1 =1
Ainsi :
k k k n
Za“\Z(A —Ak)zplﬂrk)\k S (A = X)X P74 kA
i=1 = j=1 i=1

IIMx-I

(Aj —Xe) RN = Z Aj
j=1

Exercice 2.16.

Soit £ = R™, n > 2, muni de sa structure euclidienne canonique, pour laquelle
la base canonique B = (e, ..., e, ) est orthonormée, le produit scalaire associé
est noté (.,.). Si u € L(F) a pour matrice M relativement & la base B, on
note ‘u I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est !M.

Siu € L(E), on désigne par o(u) 'ensemble des valeurs propres de w.

0. Vérifier que pour tout u € L(E), on a :
Vz,y €k, <u($)7y> = <m>tu(y)>

1. Soit u € L(E). Montrer que pour tout vecteur « de E, on a :
[u(z)|] < [l]| Z [[u(e:)||?

En déduire que la quantité sup {|lu(z)||} est bien définie et appartient & RT.
=<1

On note [Jul| = sup {|lu(z)[}.
lz||<1
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2. Soit w € L(E). Montrer que ||u(z)| < |Jull||z]| pour tout z € E. Prouver
que |luov|| < ||lull[|v]], pour tout couple (u,v) € L(E)?.

Si u et v sont deux endomorphismes sur F et o un nombre réel, montrer que
I’on a les propriétés suivantes :

lu+vll < flull + [Joll 5 lau] = [efllull et ful] =0 <<= u=0
3. Soit u € L(FE). Montrer que ‘u o u est diagonalisable dans une base
orthonormée de E et que o(tuou) C RT.

En déduire que [[u|| = max {v/X / A € o(*fuou)} et qu'il existe un vecteur
unitaire e de E tel que |[u]| = [Ju(e)]|.

Solution :

0. On écrit, avec des notations matricielles évidentes :
(u(z),y) = (MX)Y ='X(MY) = (z,'u(y))

1. Avec I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

muw=ui¢m@M< mmwmn<'§mm gywmw

i= i

!

1

n

= [llly | 22 llules)®

i=1

L’ensemble {|u(z)|;||z|| < 1} est une partie non vide de RT, majorée par

n
> |lu(es)]|?, elle admet donc une borne supérieure positive.
i=1

2. Soit u € L (E). Si x = 0, 'inégalité souhaitée est évidente, sinon il suffit
de remarquer que le vecteur z/||x|| est dans la boule unité et par conséquent
que [lull = flu(z/||z[)]] = lulz)]l/]|2]-

En utilisant l'inégalité précédente, on voit que ||u(v(x))| < ||ulll|v(z)]| <
[[|[||v]|]|z]|, et il suffit alors de prendre la borne supérieure sur la boule unité
pour obtenir |Ju o v|| < ||ull||v|-

Si u et v sont deux endomorphismes de E et « un nombre réel, les propriétés :

[luto|| < [Jul|+||v] et [Jov|| = |al||u|| découlent immédiatement des propriétés
des bornes supérieures.
L’implication ||ul]] = 0 = wu = 0 résulte de la premiere inégalité prouvée

dans cette question et I'autre implication est évidente.

3. Soit u € L(E), on a (hou(@)y) = (u(@)uly) = (@l o uy).
L’endomorphisme “uow est donc symétrique et par conséquent diagonalisable
dans une base orthonormée (eq,...,e,) de E (on peut aussi dire que la

matrice ' M M est clairement symétrique ... ).
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Si A € o(*uow) et si x est un vecteur propre unitaire associé a A, on a
0 < [lu@)]? = (fuou(@),z) = Az||* = A
et par suite o(*uou) C RT.
(on peut aussi écrire, avec X # 0 :
EMMX = 2\X = 'X!MMX = |MX|]? = )|X||*? = )\#0).
Si on note A; la valeur propre associé au vecteur propre ¢; et A;, la plus
grande valeur propre, on voit que

n n
Ju(z)||* = Zl)\z‘|$z‘\2 < Ay 21 |24]% = Ao ||
1= 1=

On en déduit que |lu| < \/Ai, et comme on a [Ju(e;,)||? = Ay, il en résulte
que

lull = max{v/A; A € o(*uou)}

et qu'il existe bien un vecteur unitaire e = ¢;, de E tel que ||u|| = ||u(e)]|.

Exercice 2.17.

On note E lespace vectoriel réel des fonctions de R dans R de classe C'*°.
Soit un parametre a € R. Pour tout k£ € N, on définit fy € F par :
VreR, fir(z) = xFe®

Pour tout n € N, on note F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par
(fos f1y--s fn)-

1. Déterminer la dimension de F,,.

Montrer que 'application D,, : f — f’ est un endomorphisme de E,,, ou f’
désigne la dérivée de f.

2. a) Montrer que D,, est bijectif si et seulement si « # 0.

b) Montrer que, pour tout polynéme P € R[X], "endomorphisme P(D,,)
est bijectif si et seulement si o n’est pas racine de P.

¢) Soient deux polynémes P et @ de R[X] tels que Q(a) # 0, et soit le
polyndéme R = P(Q. Montrer que :
Ker R(D,,) = Ker P(D,,)

3. Pour tout polynéme P € R[X], montrer que la matrice de ’endomorphisme
P(D,,) dans la base (fo, f1,..., fn) est :
T\ pli=i) i<
M = (mij)o<ij<n , avec m;; = { (i)P () sti<y
0 sinon

ott P®*) désigne la dérivée £ du polyndéme P.
Attention : contrairement aux conventions habituelles, la numérotation des
lignes et des colonnes commence a 0.

En déduire que si r est la multiplicité de o comme racine de P, alors :



74 ESCP-Europe 2010 - Oral

Im P(D,,) = E,,— et Ker P(D,,) = E,_4
4. Trouver une fonction f € E telle que Vz € R,

f///(m) _ 20éfl/(x) _"_ a2f/(x) — e(Xx.

Solution :

1. Pour tout Ag, ..., A, € R tels que A\ofo + -+ Anfr =0, on a pour tout x
réel : \g+---+ Ap,z™ =0.

Le polynéme Ay + - -+ + A, X™ a donc une infinité de racines, donc est nul.

Ainsi \g = -+ = A\, = 0. La famille (fo, f1,..., fn) est libre, donc est une
base de E,, et dim E,, = n + 1.

La linéarité de la dérivation est connue. De plus, pour tout k € {0,...,n},
on a :

_Jafktkfr— sik>1
D"(fk){ afr sik=0
Donc, pour tout f € E,, on a D,(f) € E,, ce qui régle le coté «endo» de la
chose.

2. a) D’apres la question précédente, la matrice de D, dans la base

(fo, f1,---, fn) est:

a 1 0

M, = _
0 .oon
«

Comme M, est triangulaire supérieure, elle est inversible si et seulement si
a# 0.
P(a)
b) La matrice de P(D,,) dans la méme base est P(M,,) = 0
P(a)

donc inversible si et seulement si P(«) # 0.

¢) Comme R =QP,on a: R(D,)=Q(D,) o P(D,). D’apres la question
2. b), 'endomorphisme Q(D,,) est bijectif. On a donc :

R(Dn)(f) =0 <= Q(Dn)(P(Dn)(f)) =0 <= P(Dyn)(f) =0

3. Pour tout k € {0,...,n} on a: (D, — ald)(fr) = kfr—1 (& condition de
poser fo = 0). Par récurrence, pour tout j € Non a :

(Dp —add) (fr) =k(k—1)---(k—j+1)fxr—j si k> j, 0sinon
En particulier, si j > n, on voit que (D,, — ald)’ = 0. D’apres la formule de

Taylor quel que soit le degré de P on en déduit que :

P(D,) = P()Id+ P()(D, - ald) + -+ T (@)

(D,, — ald)"
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Donc, pour tout k € {0,...,n} on a avec k(k—1). J'(k‘ —j+1) _ (];) :
P(Dy)(fx) = P(a)fx + P(@)kfr—1+---

= P@)fi+ (1) Pre)fir +-+ (5) PO )

D’ou la matrice annoncée.

On sait que la multiplicité est caractérisée par :
a racine d’ordre 7 <= P(a) = P'(a) =--- = PU"D(a) =0 et P (a) #0
d’ott les résultats annoncés en observant la matrice (échelonnée) M précédente.

3
4. Si @ = 0 la relation s’écrit f"”(z) = 1, donc f(z) = % convient. Si « # 0,

et si on cherche f dans E,,, ou la relation s’écrit :
P(Dy)(f) = fo avec P = X(X — a)2

Comme « est racine double de P, on sait que Im P(D,,) = E,,_o.

Le probleme admet donc une solution f € Fs c’est-a-dire de la forme
[=afo+bf1+cfa.

0 0 2«
D’apres la question 3, la matrice de P(Dy) est M = [0 0 0 |, et la
0 0 O
relation voulue est équivalente a M 0 , donc les solutions sont
=354 et a,b quelconques et f = 5 convient.
Exercice 2.18.
1 1 -1
Soit A la matrice A = 1 1 1 |, et f l'endomorphisme de R?® de
11 1

matrice A dans la base canonique.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Justifier que
A est diagonalisable.

On note alors D une matrice diagonale semblable a A.

2. Déterminer un polynéme annulateur @) de D, unitaire (c’est-a-dire de

coefficient dominant égal a 1) et de degré minimum.
En déduire un polyndéme annulateur de A ayant les mémes propriétés.

3. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel £ engendré par la famille
(AF)ken.

4. Déterminer l'ensemble C des matrices de M3(R) qui commutent avec A.
Comparer C et .
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Solution :
x x 1-Nz4+y—2=0
LAy ]l =2y | =<2+1-Ny+2z=0
z z r+y+(1-XNz=0

z+y+(1-XNz=0
= Ay+A2=0
1-XNz+y—2=0

*A:Odonne{x+y+z:0 oit {ZZO

r+y—z=0 =—x
1
0 est valeur propre et E(g) = Vect [ —1
0
y=z
* Si A # 0, le systéme devient : {33 +(2-XN)z=0
(1-=XNx=0
Pour A =1, il reste {Z;j: 0’ sinon z = 0 et pour A = 2, il reste y = z.
Ainsi 1 et 2 sont les autres valeurs propres, avec :
-1 0
E(1) = Vect 1 et Eg) = Vect | 1
1 1
A est diagonalisable, car carrée d’ordre trois admettant trois valeurs propres.
1 -1 0
2.Por P=| -1 1 1| et D = diag(0,1,2),ona A= PDP~! dou
0 1 1

pour tout polynéme R :
R(A) = PR(D)P~! et R(A) =0 <= R(D) = 0.
et comme R(D) = diag(R(0), R(1), R(2)), la solution est le polynéme
Q=X(X-1)(X—2)

3.0n a Q(A) = 0, donc en développant A3 = 342 —2A € Vect(I, A, A?). Par
une récurrence simple, k > 3 = AF € Vect(I, A, A?) et £ = Vect(I, A, A?).
De plus comme il n’existe pas de polynéme de degré 2 annulateur de A, la

famille précédente est libre, donc est une base de £. Soit :

dim& =3
4. MA= AM <= MPDP ! = PDP'M < P 'MPD = DP 'MP.
En posant N = P~'MP, on voit aisément que les solutions de I’équation
ND = DN sont les matrices diagonales, qui forment un espace de dimension
3., donc :

C = {Pdiag(a,b,c)P~1, (a,b,c) € R3}
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Cet espace est donc aussi de dimension 3, et comme I, A, A% commutent avec

A
C=¢&

Exercice 2.19.

Dans cet exercice, R? est muni du produit scalaire usuel, celui pour lequel la
base canonique C est orthonormée.
7T -2 2
Soit la matrice : A = % -2 7 2], et f I'endomorphisme de R? de
2 2 7
matrice A dans la base canonique.

1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Déterminer les valeurs propres
et les vecteurs propres de f.

On note D (respectivement P) le sous-espace propre de [ de dimension 1
(respectivement 2). Soit u et v les projections orthogonales de R® sur D et P
respectivement.

2. Vérifier que D et P sont orthogonaux.
3. Que valent u +v et uowv?

4. Montrer qu'il existe des polynomes réels R et Q tels que u = R(f) et
v =Q(f).

Déterminer de deux fagons les matrices U et V' des endomorphismes u et v
respectivement, dans la base C.

5. Calculer les valeurs de rg(U), rg(V), puis déterminer les matrices U + V'
et UV. Expliquer pouquoi les matrices U et V' sont symétriques.

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle, donc A (et aussi f) est diagonalisable,
et on peut méme choisir la matrice de passage diagonalisante orthogonale.

x x (7T=3N)x—2y+22=0
Alyl=X2ly | <= 22+ (7T-3Ny+22=0
z z 20 +2y+ (7—3\)z=0

L’opération Ly < Lo+ L3 donne 3(3—\)(y+z) = 0 et la discussion est alors
banale :

* Si A = 3, le systéeme se réduit 2x + 2y — 2z = 0, donc 3 est valeur propre
de f et le sous-espace propre associé est le plan P d’équation x +y — 2z =0
que l'on peut engendrer par les vecteurs (1,0,1) et (1,—2,—1) (on a pris la
précaution de les prendre orthogonaux).

* Si A # 3, Ly donne donc z = —y et le systeme devient :
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(7—=3N)x—4y=0
z2=—y
20+ (BA=5)y =0

(7T=3XN)(BX=5)+8=9(3—X)(A—1), donc la derniére valeur propre de f
est 1 le sous-espace propre étant la droite D dirigée par le vecteur (1,1, —1).

1/V3 1/v2 1/V6

Pour H=| 1/V3 0 —2/V6 |,ona'H =H et A= Pdiag(l,3,3)!P
“1V3 1V -1/VE

2. On sait que les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

3.0n a D@+ P = R3, donc u et v sont les deux projecteurs associés & une
somme directe et u +v = Id, uov=vou=0.

4. Dans la base B orthonormée obtenue dans la question 1. (voir les colonnes
de H), on a :

U’ = Mg(u) = diag(1,0,0). Avec D = diag(1,3,3), on a :
R(1) =1
R(3)=0

V' = Mp(v) = diag(0,1,1) et on a V' = Q(D) <— {g

U:Rwy:{

On peut donc prendre R = —%(X —3)et Q= %(X -1).
A)et V =0Q(A) ou

Par la théorie du changement de base, on a donc U = R
U=HU"H etV =HV'""H, dot :

1 1 -1 2 -1 1
U:% 11 fl,V:QfU:% 1 2 1
1 -1 1 1 1 2

5.0nargU =rgu=11rgV=1gv=2U+V =13, UV =VU =0.

Les matrices U et V sont symétriques, car elles traduisent dans une base
orthonormée des projecteurs orthogonaux, ces projecteurs sont donc des
endomorphismes symétriques.



3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On considere deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur un es-
pace probabilisé (92, .4, P), indépendantes, X suivant la loi exponentielle de
parametre A et Y la loi exponentielle de parametre p, avec A > 0 et p > 0.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire AX ?

2. Soit u un réel strictement positif. Montrer que la variable aléatoire
S =Y —uX est a densité et qu'une densité de S est 'application h vérifiant,
pour tout z € R,

Apt e M six >0,

ha) =4 N
TFLU e/\r/u six < 0.
3. a) En déduire la fonction de répartition de la variable aléatoire R = %

b) Montrer que la variable aléatoire R est & densité et préciser une densité
de R.

c¢) La variable aléatoire R admet-elle une espérance ?

y .
X+Y
Dans le cas particulier o A = p, reconnaitre la loi de U et préciser, s’il y a
lieu, son espérance et sa variance.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire U =

Solution :



80 ESCP-Europe 2010 - Oral

1. La variable aléatoire AX suit la loi exponentielle de parametre 1.

2. Notons fi la densité usuelle de la loi exponentielle de parametre k.
Comme u > 0, la variable aléatoire —uX est a densité et une densité est la
fonction

1 " 0 sit>0
g“:t'_)ab‘(iﬂ): %e’\t/“ sit<0

Comme les variables aléatoires Y et —uX sont indépendantes, leur somme S
est une variable a densité, dont une densité est obtenue par convolution :

—+oo
h=gy*fu: mr—>/ Gu(t) fu(z —t)dt
Pour tout z réel :
min(0,z) A ) ( | )\/14
_ A JAt/u —p(x—t _ A\ —ux
h(ac)—/ cettpet dt—ue”/

— 00 — 00

min(0,z)
e(“""% )t dt

Ap e M gix >0

M et (ut ) min(o.e) — ) AT AU
h(l') TN+ Mue B )\,u AT/u i < ()
A+ pu =

3.0na RO =(X<0N[Y Z20)uU([X >0 Nn[Y <0)].

Les événements en présence étant quasi-impossibles, I’événement [R < 0] est
donc de probabilité nulle. Donc pour tout u < 0, P(R < u) = 0.

Pour tout réel v > 0, P(R < u) = P(Y —uX < 0) et en conséquence :

0 0
FR(u):P(s<0):/ h(t) dt = 2 / M/ gy = Y

A+ pu A+ pu

—00
Comme Fpg est continue sur R et de classe C! sur R*, une densité de R est
la fonction

Al .

AR >

p:u»—>{()\+ u)? siuz=0
0 sinon

Comme u.p(u) ~ %, la variable aléatoire R n’admet pas d’espérance.

(+o00) M
4. On montre comme précédemment que les événements (U < 0) et (U > 1)
sont de probabilité nulle. Puis, pour u €]0,1] :
<) = - < = Uy — Hu .
P(U <u)=P((1-u)Y <uX)=Fr(1%) NI u) T
Dans le cas particulier ot A = p, la variable U suit la loi uniforme sur [0, 1],

et admet pour espérance % et pour variance %

Exercice 3.2.

Une puce se déplace dans R muni d’un repére orthonormé (O, e1, e, e3).
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A Dinstant 0, elle se trouve en 'origine O = (0,0,0) ; & tout instant n € N*,
elle effectue un déplacement D,, = (D, 1, Dp 2, Dy 3).

On suppose que les trois variables aléatoires D, 1, Dy, 2, Dy, 3 sont indépendantes
et suivent la méme loi normale A/(0,1). On suppose de plus que tous les
différents déplacements sont indépendants.

Pour i € [1,3], on note Sy, ; = Y. Dy, et Sy, = (Sn1,5n,2,5n,3)-
k=1

On étudie 'événement 4, =[S, € [—1,1]3].

1. a) Déterminer la loi de Sp, 1.

b) Exprimer la probabilité P([|S, 1| < 1]) a laide de la fonction de
répartition ® de la loi normale centrée réduite, et en déduire un équivalent
de P([|Sn1] < 1)) lorsque n tend vers +oo.

¢) Déterminer un équivalent de P(A,,) lorsque n tend vers l'infini.

n+m n+m
a) Montrer que pour tout n,m € N*, ona: P( |J Ay) < X P(Ap).
k= k=n

+oo
b) En déduire lim P( |J Ay).
k=n

n—-+o0o

¢) Déterminer P( (N ( U 4x)).

n>1 k>n

3. L’événement A,, se réalisera-t-il un nombre fini de fois ou une infinité de
fois presque strement ?

Solution :

1. a) La variable aléatoire S, 1 est la somme de n variables aléatoires
indépendantes de méme loi N'(0,1). Aussi S, 1 suit la loi normale N(0,n).

b) On remarque que Snt suit la loi normale A'(0,1). On a donc :

vn

P(—-1< 8,1 <1) = P( —29(L) -1

<)
S vel T e

+x “+o0 entraine que, lorsque n
\/ﬂ ( ) q q

Or ®(z) = ®(0) + z®'(0) 4+ o(x) =

tend vers +oo :

— ANy o /2
c¢) Par indépendance :
P(An) = P(ISn1] <10 ISh2l <UN[ISnal < 1) ~ 5

Avec : C = (2/7)3/2.
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On remarque que la série > P(A,) est convergente.
n

2. a) Démonstration par récurrence sur m :
e pourm=1:
P(A,UA,11) = P(A,) + P(Aps1) — P(A, N Apt1) < P(Ay) + P(Anyr).

e Supposons la relation vérifiée pour un certain rang m. Alors :

n+m n+m
P(U AcUAnims1) S P( U Ap) + P(Animi)
k=n k=n

n+m
< Z P(Ak) + P(A7),+7rz+1)

k=n
On conclut par le principe de récurrence.

b) La série > P(A,) étant convergente, la question précédente montre que
n

400
lim P ( U Ak) = 0, par majoration par le reste d'une série numérique
n—-+4oo k=n

convergente.
oo
¢) La suite d’événements ( |J Ak)n est décroissante pour l'inclusion. Le
k=n

théoreme de la limite monotone montre que :
oo

PN (U 4)) = tim P(U 4) =0

n>1 k>n

3. La probabilité précédente est nulle. Avec la probabilité 1, la puce ne pourra
se trouver qu'un nombre fini de fois dans le cube [—1,1]3.

Exercice 3.3.
Dans cet exercice, b est un réel strictement positif.
Soit (X,,)r>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. (c’est-a-dire indépendantes
et identiquement distribuées) de fonction de répartition F' définie pour tout
x réel par :
1
Flz) = ———
( ) 1+ efbw

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire X;. La variable aléatoire
X1 admet-elle une espérance ?

2. Soit (an)n>1 une suite réelle strictement croissante telle que liIJIrl ap =

n—-1+:0oo
+00.
Pour tout n de N*, on pose M,, = sup(Xi, X, ..., X,,). Déterminer la loi de
M, — a,,

3. Etudier la convergence en loi de la suite (M,, — an,)nen+ dans chacun des
cas suivantls :
a) ap = %
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b) a, = clnn, avec ¢ réel positif.

4. Ecrire un programme Pascal qui simule la loi limite obtenue en 3. a).

Solution :

1. La fonction F est de classe C' sur R. On peut donc prendre pour densite
fx de X la fonction définie par :

VoeR = b
r € R, fx(z) (140 )

La fonction h : z — x fx () est continue sur R.

Comme b > 0 :
+oo

e au voisinage de +o0, h(x) ~ re™ %% = o(1/2?) : / h(x)dx converge.

0

—bx 0
e au voisinage de —oo, h(z) ~ fﬁw = 2e" = o(1/2?) : / h(z)dz
e —00
converge.

Donc X7 admet une espérance.

2. On sait calculer la loi du supremum de variables aléatoires indépendantes.
Ainsi, pour x réel :

P(M, —a, <z)=P(M, <z+a,) = (Fx(z+a,)" = W

3. a) On suppose que a, = lnTn Ainsi :

“b(etan) _ €7 1 n o nln(1+€0) e
e n) = et( —z ) =e " n ). D’ou
n 1+e ™ /n
lim P(M, —ax)=e*° "
n—-+00

ette derniére fonction vérifie les propriétés d’une fonction de répartition
Cette derniere foncti érifie 1 iétés d’ fonction de répartiti
(limites en +oo, croissance) et il s’agit méme d’une fonction de répartition
d’une variable a densité.

b) On suppose que a, = clnn. On a alors :

—bx n z )

—b(z+an) _ € ( 1 ) _ a—nlin(1+e=bT /nbe)

e = et =e
nbe 1+ efbgg/nbC

Enfin, en supposant ¢ # % :
7n1n(1+c7b1'/nb°) — {0 sibe <1 )
1 sibe>1
La fonction constante nulle et la fonction constante égale a 1 ne sont pas de
fonctions de répartition : il n’y a pas convergence en loi.

lim e
n—-+o0o

4. On utilise la méthode de la fonction de répartition : si X est une variable
aléatoire continue de fonction de répartition F', alors F(X) suit la loi uniforme
U([0,1]) (A vérifier rapidement). La loi de X est donc F~1({f).
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o In(—In(y))
_obe n(—In(y
= <> = —
y=e x b
On peut donc proposer :

function EscpEurope(b : real) : real
Begin

randomize ;

EscpEurope := -1ln(-1ln(random))/b
End ;

Exercice 3.4.
Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur 1’espace probabilisé
(Q, A, P), iid. (c’est-a-dire indépendantes et identiquement distribuées) de
densité

2¢ siz e |0,1

flay = {2 szl

0 sinon

1. Donner la fonction de répartition, I’espérance et la variance de Xj.

2. Soit a un réel de ]0, 1[. Pour tout w € £, on pose, sous réserve d’existence :
Se(w) =min{i e N / X;(w) > a}
Montrer que S, est une variable aléatoire. Donner sa loi.

3. Soit (an)n>0 une suite réelle telle que 0 < a, <1let lim a, =1.

n—-+oo

Déterminer la convergence en loi de la suite ((1 — a,,)Sq, )n-

4. Soit € > 0. Déterminer :
n—1
. ) 2n
a) nEIfooP( OXl > 5 +en).

i=

n—1
b) lim P(Y X; <2+ /m).
=0

n—-+o0o

5. Soit v un réel. On pose R,, = inf(n®*Xo,n*X1,...,n*X,,_1). Etudier en
fonction de « la convergence en loi de la suite (R;,).

Solution :

1. Un calcul immédiat donne :
0 siz<O0
Fx,(z) = {xQ sixze€l0,1], E(Xo)zg’ V(XO):%8
1 siz>1
2. Pour tout 7 € N :

(/5u(w) = 1} = [ D {/X,(0) < V)] 0w/ Xi(e) > va)
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(Si ¢ =0, alors le premier terme de I’expression disparait)
Or, pour tous i et j, les ensembles ci-dessus sont éléments de la tribu A, ce
qui montre que pour tout i € N : {w/S,(w) =i} € A.
D’apres ce que l'on vient de montrer, pour tout ¢ € N (méme pour ¢ = 0) :
P(Sa = i) = [Fx (V@) (1 - Fx(v/a)) = ai(1 — a)
et io: a‘(1 —a) = 1, ce qui prouve que S,, est définie presque partout, ce qui
i=0

i=
lui donne le statut de variable aléatoire.

3. Déterminons la loi de (1 — a,)S,, . Notons pour cela «,, = Ll —za IE

P((1 —a,)S,, <2)=P(Sa, < —L—)=P(S,, <an) =Y, af(1—a,)

wST—q,

=1-ap
Or lim (1 —a%") = lim 1—e® @) =1 72,
n—oo n—oo
(Pour le démontrer on utilise le fait que, lorsque n tend vers linfini :

In(a,) ~1—a, et a, ~ T fa 2
n

Ainsi ((1 — ay)Sa, )n converge en loi vers une variable suivant la loi £(1).
n—1

4. a) On remarque que E ( > Xi) = 2?” Ainsi, par I'inégalité de Bienaymé-
i=0

n—1
Tchebicheff, et en posant 3, = > X;, on a :
i=0
n—1 —
P( X > 2?" —i—sn) = P(izn E(Xn)
i=0

)
n >E)< n52 n:;oo

b) En utilisant le théoréme de la limite centrée, comme V(%,,) = % :

P B (BBl <) — () [ eva-a6v)

n—
i o0

5. Calculons la loi de R,, :
P(Ry > 2) = (P Xo > 2)" = (P(Xo > £))" = (1 - Fy, (£))"

[e3 [e3

n

Donc :

0 , siz <0

Fr ()= 1= (1= 50)" sizelo,n]
T

1 sixz >n®

Ainsi : 1 siz>0
. 1/9 I P :{ S1 T =2

e sia€]0,1/2] aom R, () 0 siz<0’

2 .
e sia=1/2, lim Fg (z)=41-¢" siz=0
/% B Fru @) { 0 siz<0
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o sia>1/2 lirf Fr, (z) =0, qui n’est pas une fonction de répartition, il
n—-—+oo

n’y a donc pas convergence en loi !

Exercice 3.5.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le
méme espace probabilisé (2,4, P) et suivant toutes la loi géométrique de
parametre p, avec 0 < p < 1.

On pose ¢ = 1 — p et on note o un réel strictement positif et différent de 1.

L’objet de cet exercice est de calculer la probabilité que la série de terme

général — X soit convergente, c’est-a-dire de calculer la probabilité de
n=An

I’événement :

A={we — 1 converge
{ / n; X () ge}

1. Calculer la probabilité de A lorsque o > 1.
On suppose désormais que o € 10,1[; on pose B =1 — a.

2. a) Montrer que pour tout k£ de N, on a :

(o) o0
P(U[Xn>nf)) < ¥ gv' !

n=~k n=~k
b) Etudier la convergence de la série de terme général q"ﬁ’l.
c) En déduire klilf P( U [X, >n").

ST 00 n=k
d) En déduire que P( (N ( U [X, > n”])) =0.
k=1 n=k

Dans la suite de ’exercice, on note :

Ap ={w € Q / X,,(w) > n? pour un nombre fini de valeurs de n uniquement}.
3. a) Montrer que Ag = |J ( N [Xn < n7)).
k=1 n=k

b) Montrer que P(Ag) = 1.
4. a) Montrer que pour tout w € Ag, la série de terme général ox
n

divergente.

b) En déduire la probabilité de I’événement A.

Solution :

1. Comme, pour tout n > 1, pour tout w € , on a X,(w) > 1, il vient
1

X () < % et la série converge toujours : P(A) = 1.
n*X,(w) " n
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2. a) Soit k € N; la probabilité d’une réunion étant majorée par la somme
des probabilités constituantes :

0] 3 = B = [n?] = Pl
P(U[Xn>n"]) < X P(X,>nf)= 3 ¢ 1< Y g
n=k n=~k n=k n=k

La derniere inégalité étant justifiée par le fait que n® — 1|n”’| = q”ﬂ’1 >
L"BJ 52 " csi2 13 . fps
q et I’égalité centrale par propriété d’une loi géométrique.

(s s_
b) La série > q™ ~! converge car

lim n2¢""~1 = lim exp((n® —1)Ing+2Inn) =0 (car Ing < 0).

n—-+oo

(oo}
o B_ -
c) Ainsi lim 3 ¢" ~! =0, comme reste de série convergente, et

k——+oo n=k
00
lim P( U [X, >n"]) =0.
k—+oco n—k

d) Par inclusion, il vient, pour tout k € N* :

P(,ﬁ ( @k[X” > nf]))) < P( @ X, > )

Il reste a faire tendre k vers +oo.

3. a) Dire que w € Apg signifie qu'il existe k € N (dépendant de w) tel que
pour tout n >k, X,,(w) < n”. Donc :
Ag={weQ/ITkeNVn>k: X,(w) <n’}

et :
150 (A <)

b) Calculons la probabilité de I’événement complémentaire de Ag.

P(Ag)=P(U ( N [Xn <nf)))=P(N ( UI[X,>nP)) =0 par la question 2. d)
k=1 n=k k=1 n=k
4. a) Soit w € Ag. On a alors : il existe k € N tel que pour tout n > k,
Xnlw)
nf T
Or:

X”(Bw) <l X’}Ew) <le —L >
n n ¢ n*X, (w)

3=

Ainsi, pour tout w € Ag, la série de terme général — est divergente.

n*X,(w)

b) La question précédente montre que

Agc{we/> m diverge} = A.

Comme P(Ag) = 1, il vient que pour « € ]0, 1], la probabilité de ’ensemble
A est nulle et la série diverge presque sirement.
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Exercice 3.6.
On étudie dans cet exercice 'arrivée de clients & un guichet.

Pour n € N et (t1,t2) € (RT)2 avec 0 < t; < tg, on note A(n,ty,t2),
I’événement : «il est arrivé n clients entre les instants ¢1 et to».
On fait les hypotheses suivantes :
e la probabilité de A(n,t;,t2) ne dépend que de n et de t = {5 — t1; on la
note P, (t). On suppose que Py(0) =1 et P,(0) =0sin > 1.
e Pour tout couple (n,n’) de N2 et tout triplet (t1,t2,t3) de (RT)3, avec
titots, les événements A(n,t1,t2) et A(n/, ta,t3) sont indépendants.
1= PRy(t) = Pi(t)

e lim =0.

t—0+ Pl (t)
e Pour tout n de N, ¢t — P, est dérivable sur RT.

1. Montrer que Py est décroissante sur RT.

2. a) Montrer que V (s,t) € (R*)2, Py(s +t) = Py(s)Po(t) et en déduire par
labsurde que Py(1) # 0.

b) Montrer qu’il existe a réel strictement positif tel que pour ¢ > 0, on a
Po(t) =e 9,

3. Montrer que P{(0) = a et que P/ (0) = 0 pour tout n > 2.

4. Pour tout k € [0,n], pour tout (s,t) € (RT)? on considere 'événement
E, = A(n—k,0,t) N A(k,t,t + s).
a) Quel est 'événement FoUE, U---UE, ?

b) Montrer que P, (t + s) = Z Pp_i.(t)Pr(s).
k=0

En déduire que pour tout n > 1, on a : P, (t) = a(P,—1(t) — Pn(t)).
¢) Pour t > 0, on pose Q,,(t) = e* P, (t). Trouver une relation entre @/, et
Qn—1. En déduire Q,,(t) puis P, (t) pour n > 1.

5. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de clients arrivant au guichet
pendant un intervalle de temps d’amplitude ¢. Quelle est la loi de X; 7

Solution :

1. Pour u et t positifs, Py(t) = P(A(0,u,u + t)).
Soit 0 < t < s. S’il n’arrive aucun client entre les instants 0 et s, il n’est
arrivé aucun client entre les instants 0 et ¢ ; donc :
A(0,0,s) C A(0,0,t) = P(A(0,0,s)) < P(A(0,0,1)).
Ainsi P, est-elle décroissante.

2. a) Pour s,t positifs, on a Py(s +t) = P(A(0,0,s +t)).
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Or A(0,0,s +t) = A(0,0,s) N A(0,s,t + s) qui sont deux événements
indépendants. Ainsi, par les hypotheses, Py(s +t) = Po(s)Py(t).
Supposons que Py(1) = 0. Par le résultat précédent, Py(1/2)? = Py(1) =0 et
par récurrence, pour tout n > 1, Py(1/2™) = 0. Par continuité de Py, il vient
Py(0) = 0 en contradiction avec Py(0) = 1.

b) La fonction dérivable Py vérifie, pour tous s,t positifs : Py(s +t) =
Py(s)Py(t). En dérivant par rapport a ¢, il vient :
Pj(s+t) = Py(s)Pj(t) et pour t =0, P}(s) = Py(s)P}(0).
Notons b = Pj(0); la résolution de 1’équation différentielle donne Py(s) =
Ce®, pour tout s > 0. Or Py(0) =1 = C. Donc Py(t) = e, pour tout ¢ > 0.
la décroissance de Fy entraine que b < 0 et a = —b > 0.
Pi(t) ;P1(0) ~ lim Plt(t)

t—0

3. Par définition Pj(0) = lim . Or

o
. 1—e % — P1 (t)
e R Y C)]
Donc P{(0) = a.

Le nombre de clients arrivant au guichet entre 0 et ¢ étant une variable

=0 = Pl(t) ~1—eat
(0)

o0
aléatoire & valeurs dans N, on a Y P,(t) = 1. Donc, pour tout ¢t > 0,

n=0
Po(t) + Pi(t) + P,(t) < 1.
Pn(t) < Po(t) + P1(t) + Pn(t) _ Po(t) + Pl(t) + Pn(t) " Pl(t)
S t Pi(t) t
derniere quantité qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers O.

Ainsi : 0 <

4. a) L’événement Ej, est réalisé, signifie qu'il arrive (n — k) clients entre 0

et t puis, k clients entre t et ¢t + s. Aussi 6 FE. correspond a larrivée de n

clients entre les instants 0 et ¢ + s. =

b) Par incompatibilité des événements (Ej)o<k<n, il vient
Po(t+s)=Pu( U By) = 3 P(By) = 3 Pu_ () P(s)

k=0 k=0 k=0

On dérive par rapport a t: P.(t+s) = kzn: P! . (t)Px(s), puis pour t =0 :
=0

P(s) = P(0)Pr(s) + P{(0)Po1(s) = a(Pa-1(s) — Pu(s))
¢) En dérivant Q,,, il vient @/, (t) = aQp—_1(t). Or Qo(t) =1 et Qi(t) = a

2,2
entrainent que Q1(t) = at (car @1(0) = 0). De méme, Q2(t) = % et par
récurrence = ot = &t o—at

, pour tout n = 0, Q,(t) = o et P,(t) = e

5. On a X;(2) = N et pour tout n > 0, P(X; = n) = P,(t). Par la question
précédente, X; suit la loi de Poisson de parametre at.
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Exercice 3.7.

On note :

e S l'espace vectoriel des suites réelles convergentes de limite nulle ;

e ( lespace vectoriel des suites réelles U = (uy,)nen telles que la série de
terme général u,, converge absolument ;

e R, (U) le reste d’ordre n de la série U de terme général u,,.
+oo
AinsiVn e R, (U) = > up.
k=n-+1
1. Justifier qu’on peut définir une application ® : C — S qui, & U = (up)nen €
C associe la suite (R”(U))neN' Vérifier que ® est linéaire.

2. a) L’application ® est-elle injective ?

b) Montrer que ® n’est pas surjective (on pourra considérer une série
convergente mais non absolument convergente).

Soit X wune variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) a
valeurs dans N, admettant une espérance. On admet qu’alors :

+oo
EX)= > P(X>k)

k=0

3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, admettant une espérance
strictement positive ; on note u,, = P(X = n), pour tout n € N.

B ®(U), notée ¥(U), définit une loi de probabilité

sur N. On notera Y une variable aléatoire suivant cette loi.

Justifier que la suite

4. On suppose que la variable aléatoire X suit la loi G de parametre p € ]0,1]
définie sur N par

G=(gn)nen avec VneN g, =PX =n)=pqgtoug=1—p
Que peut-on dire de Y de loi ¥(G) ?

5. On suppose que Y est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que :
1

VneNv,=PY =n)= CEICE)] ; on note alors V. = (vp)nen
P . . _a b
a) Déterminer deux réels a et b tels que Vn € N, v,, = 1 + s

b) Existe-t-il une variable aléatoire X & valeurs dans N de loi de probabilité
U telle que Y soit de loi de probabilité ¥ (U) ?

c¢) U est-elle unique ?

Solution :

1. La convergence absolue de la série prouve que les restes existent et forment
une suite de limite nulle, et la linéarité de ® est banale.
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2.x0(U)=0 = Vn>1lu,=R,-1— R, =0, Ker ® est donc formé des
suites nulles a partir du rang 1 et ® n’est pas injective.

1

n+
peut définir la suite de ses restes, qui appartient a S, et s'il existait une suite

(un) telle que la série > u, ait cette suite de restes, alors (u,) et (v,) coi
ncideraient & partir du rang 1, donc (u,) ne peut appartenir & C et ® n’est
pas surjective.

* Soit Y v, une série semi-convergente (par exemple v, = (—1)" ), on

3. La série de terme général u,, est & termes positifs et est (absolument)
convergente (de somme 1).

De plus, pour tout n, R,(U) = P(X > n) > 0 et la somme de cette série
vaut F(X). Donc ¥(U) est bien une loi de probabilité.

4.1 Ry(X)=P(X >n)= > pg* =q" et

k=n+1
EX)=YPX>n)=-1_=1
()= & P >m) = L =
Donc P(Y =n) = an(X) =pq" : Y suit la méme loi que X.
5. a) Facilement : v, = 1 ___1
’ M n4+1 n+42°
b) S’il existe X convenable d’espérance A, on doit avoir :
Vn e N uy = Ry 1(U) = Ra(U) = Mvp_1 — vn) = 22

nn+1)(n+ 2)
PuisuozlfRO(U):17/\110:17%.
On peut donc prendre A = 2 et alors X est méme a valeurs dans N*.

¢) A peut prendre toute valeur de |0, 2], il n’y a donc pas unicité.

Exercice 3.8.

Soit (un )nen une suite de réels telle que ug = 1 et pour tout n > 1, u,, €10, 1].
n

Pour tout n de N, on pose p, = [] u.
k=0

1. a) Montrer que la suite (p,)n est convergente et que sa limite ¢ appartient
a[0,1[.

b) Soit k € [0, 1[. Montrer que si & partir d’un certain rang, on a : u, < k,
alors £ = 0.
Que peut-on dire de la suite (py,)n si (un ), est décroissante ?

¢) Donner un exemple de suite (uy,), pour laquelle £ > 0.
2. On consideére une famille (X,,),en de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (2,4, P) avec :
e X est constante égale a 1,
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e X suit la loi de Bernoulli de parametre uq,
e pour tout n > 1, X, suit une loi de Bernoulli de telle sorte que :
Px,—0)(Xny1=1)=0¢et Px, —1)(Xny1 =1) = tupnq1
a) Donner le parametre de la loi de X, et en déduire son espérance.

b) Les variables aléatoires X,,, n € N, sont-elles indépendantes ?

3. On suppose que £ = 0.

a) Quelle est la probabilité de 'événement A défini par A= [ (X, =1)7
neN
b) On définit la variable aléatoire Y par :
max{n € N/X, (w) =1} ¢l existe
-1 sinon

Vwe QY (w) = {

o0
Comparer Y et > Xj. En déduire, si elle existe, 'espérance de Y.
k=1

Solution :

1.a) Sip, #0,0n a ]% = Up+1 < 1, donc on a toujours 0 < ppt+1 < Pp s
n
la suite (u,) est donc décroissante minorée : elle converge vers fu; < 1.

b) Si w, < k pour n > N, alors u,, < ErNun < k™, qui tend vers 0
quand n tend vers +oo.

Si (uyn)n est décroissante, alors u, < u; < 1 pour n > 1 donc, par ce qui
précede, £ = 0.

n
¢)Onalnp, = > Inuyg. Il suffit donc de trouver une suite (uy,), telle que
k=0
la série de terme général Inw,, converge (avec 0 < u, < 1) et alors la limite
de p,, = exp(Inp,,) sera non nulle.

1/n2

On peut proposer u, = e~ , pour n > 1.

2. Montrons par récurrence que P(X,, = 1) = p,. C’est vrai pour n = 0 et
n = 1, puisque ug = pg = 1 et u; = p1. Supposons le résultat démontré pour
n et montrons-le pour n + 1 :

PXpp1=1)=PX,41=1|X,=1)P(X,=1)
+P(X,41=1|X,=0)P(X,=0)
= Un4+1Pn + 0 = pni1
On conclut par le principe de récurrence.
L’espérance de X,, vaut donc p,,.
b) Elles ne sont pas indépendantes ; en effet si ¢ > n > 0,
PX,=1)P(X,,=1)=ppn #P(X,=1NnX,=1)=P(X,=1) =p,
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a) On a P(( (Xx = 1))P(X,, = 1) = p, — 0, on conclut par le
k=0

n— oo

théoreme de limite monotone.

b) x On vient de voir que la probabilité de I'’événement (Y = —1) est nulle.

[e.e]
On a donc quasi-certainement Y = >~ X,, (pour presque tous les w la somme
n=1
est en fait finie).
En effet, dire que (Y = k) est réalisé, c’est dire que l'on réalise (Xo = 1),
, (Xx = 1) et enfin on réalise (Xi11 = 0), (Xgy2 =0), .... L’événement
(Xo = 1) est siir et n’est pas & prendre en compte.

o0
L’espérance de Y est dong, si elle existe, Y py.
n=1

Exercice 3.9.

Soit @ un parametre strictement positif. Les éleves d’un établissement
numérotés 1,2, ... arrivent successivement a la cantine qui abrite un grand
nombre de tables trés grandes (ainsi tous les éleves pourraient se placer a une
méme table, ou pourraient tous occuper des tables différentes, ... ).

Le premier éleve s’assied a une table au hasard.
Pour k > 1, lorsque le (k + 1) éleve arrive, il choisit au hasard un des k

k
k+

éleves déja attablés et s’assied a sa table avec la probabilité g Ou occupe

e B
une nouvelle table avec la probabilité pry

Pour n > 1, on note T}, la variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q,A,P), egale au nombre de tables occupées lorsque n éleéves ont pris place
et pour i € [1,n],pn; = P(T, =1).

n!

102 +0) - (nt0) Calculer également

1. a) Montrer que pp+11 =

pn+1,n+1~
b) Déterminer une relation de récurrence entre pp41,i,Pn,; €t Ppi—1, pour
i€[2,n].

a) On pose Q,(x) Z Pnitt et Ry (x) H (x + 7). Montrer que

=1 =

Ry (0x)
Qn(z) = o (0)

b) En déduire que l'espérance de T;, est donnée par :

n—1
_ 1
B =0 5l

On admet que la variance de T,, est donnée par : V(T,) = 0 Z m
i
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3. a) Montrer que pour tout n de N* :

n n—1
0 0
/09+mdx<E(Tn)<l+/0 9+xdas

En déduire un équivalent simple de E(T},) lorsque n tend vers +oo.

b) Montrer que V(T,) < E(T,). En déduire que (%)n converge en

probabilité vers la variable aléatoire constante égale a 6.

Solution :

1. a) Le (k4 1)™° éleve s’assied & une table déja occupée avec la probabilité
ki—l—ﬁ' Donc, par indépendance supposée des choix des différents éleves :

P11 = P(Tnpr =1)‘= 111L9X2-2+0X"'Xn19
_ n!
C(1+60)(24+6)---(n+6)
De la méme facon :
Prtin1 = P(Thp1 =n+1) = ﬁxﬁx'nxff—a

971
(1+6)2+0)---(n+0)

b) La famille (T}, = )i1<i<n forme un systéme complet d’événements. De
plus, pour tout k ¢ {i,i — 1}, la probabilité conditionnelle P(T;,11 = i/T;, =
k) est nulle. Ainsi il reste pour i > 2 :

Pn+1,i = P(Tn+1 = Z) = P(Tn-l—l = Z/Tn = Z)P(Tn = Z)
4 P(Tpsy =i/Tp =i— 1)P(T, =i—1)

Soit :

Pn+1i = o i gPn.i + P i gPn.i-1

n+1 i n .
2.2)Ona: Qni1(x) = D Prt1,i® = Ppnr1,1Z+ D Pnt1,i" + Pntin1®

— n+1
i=1

Soit; -
@ual®) = gy e + e
) +(1+9).0.n.(n+9)$n+1
R AN 9)(n—(nl)_' T3 g7+ Pt

0 [Zn:p e om—! xn-{-l]
n4gLag it (1+6)...(n—1+6)
Un changement d’indice dans la deuxieme somme et la réintégration des
termes extrémes donnent alors :

Quir(2) = LI Qu (@)

+
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Enfin, comme @Q(z) = z, il vient Q,(z) =

b) On vérifie que Q,(1) = 1, et on voit que E(T,) = Q. (1
o N R R, (0)
génératrice). On a Q! (z) = R, (Q)R (0x), donc E(T;,) = eRn(G)'

) (fonction

R (z) "= o )
Or Rols) ~ ':Eo pr (dérivée logarithmique), d’ott :

n—1 0
E(T) = E:O o+i

—zx est monotone décroissante sur R*. Ainsi :

0
) " )
0+ g/Fl@—l-xdxg 0+i—

Par la procédure de sommation habituelle :

n—1
0 0
/9 de < E(T,) < 1—&—/0 0+xdm
Soit : fln(n+60) — 0 InOE(T,)0In(n —1+6) —01nb

On en déduit, par encadrement que E(T,) ~ 6lnn.

(n—o0)

b) Comme 0 < Qii < 1, il vient V(T,,) < E(T,). Par l'inégalité de

Bienaymé—Tchebicheff, pour € > 0 :
Tn
P(|g =0 >¢) <

3. a) La fonction = —

VT,) - 0
(elnn)? = 2Inn

)

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et (m

converge vers 6.

Exercice 3.10.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé.

Soit n € N* et A une matrice symétrique réelle d’ordre n. On rappelle que
A est positive (A € S (R)) si pour toute matrice U € M,,1(R), on a :
tUAU > 0.

Dans cet exercice on confond tout vecteur de R™ avec la matrice ligne
canoniquement associée a ce vecteur.

Si Xq,...,X,,Y1,...,Y, sont des variables aléatoires discretes définies sur
le méme espace probabilisé, toutes d’espérance nulle, et admettant toutes un
moment d’ordre 2, on pose :

X=0X,...,.X)etY =(1n,...,Y,)
et on appelle matrice de covariance du couple de variables aléatoires vecto-
rielles X et Y, la matrice notée Xx y de M, (R) dont le terme d’indice de
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ligne i et d’indice de colonne j est Cov(Xj;,Y;). La matrice £x x sera notée
plus simplement ¥ x.
1. a) Montrer que Xxy = E(*XY), ou pour toute matrice aléatoire M =
(m;,;) dont les coefficients admettent une espérance, E(M) est la matrice de
terme générique l’espérance E(m; ;).

b) Montrer que si A, B sont deux matrices de M, (R) fixées, et si X,V
sont deux vecteurs aléatoires définis comme dans le préambule, alors :

Yxtayp=AXxyB

¢) Montrer que pour tout vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,), formé de
variables réduites ayant un moment d’ordre 2, la matrice X x est symétrique
réelle, positive.

2. Soit A € S (R).
Montrer qu’il existe une matrice B € S;F(R) telle que B? = A.
3. a) Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire formé de n variables
aléatoires indépendantes, centrées réduites. Quelle est la matrice X x 7

b) Soit A € S;/(R). En utilisant les questions précédentes, montrer qu’il
existe un vecteur aléatoire Y = (Y7,...,Y,) tel que A = Xy
4. Soit A = (a;;), B = (b;;) deux matrices symétriques réelles positives
d’ordre n. On pose C' = (¢; ;), avec pour tout (4,5) € [1,n]*: ¢;j = ai ;b; ;-

On admet que I'on peut trouver deux vecteurs aléatoires X et Y indépendants,
tels que A=Y x et B=Xy.

Montrer que C' est une matrice symétrique réelle positive.

Solution :

1. a) 1 suffit de faire le calcul : les matrices X et Y étant des matrices ligne,
!XY est une matrice carrée d’ordre n, dont le terme d’indice (4, j) est X;Y;.
Ainsi E(tXY) = (E(Xin))(i7j)€|Il,n]]2-
Or les variables étant centrées :
Cov(X;,Yj) = E(XiY;) — E(Xi)E(Y;) = E(XiYj).
On a donc bien :
Yxy = E(XY)

b) Xxeayp = E("(X'A)(YB)) = E(A('XY)B)
Les matrices A et B étant fixées, il suffit de revenir a la formule du produit
matriciel, en notant M = XY (qui est une matrice carrée) et d’appliquer
la linéarité de 'opérateur espérance, pour obtenir E(AMB) = AE(M)B ; et
donc :

Yxtayp =AE('XY)B = AXxyB
c)Soit U="%(uy ... uy). Alors:
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tUExU = Z Z U; COV(Xi7Xj)Uj = COV(E uiXi, Z quj)

i=1j=1 i=1 j=1

=1

2. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée ; elle est positive : ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Ainsi, il existe (A1, ..., A,) positifs ou nuls et une matrice P orthogonale telle
que A= PD'P, o D = diag(\1,...,\n).
Soit A = diag(v/A1, ...,V An) et B = PA'P.
Cette derniére matrice est symétrique réelle, positive (ses valeurs propres sont
positives) et B2 = A.
3. a) Les variables aléatoires étant indépendantes et réduites, les variances
valent 1 et les autres covariances sont nulles : Y x = I,,.

b) X ayant les propriétes de la question a), posons Y = X B, on a :

Yy =Yxp = F(B'XXB)=BE('XX)B = B?=A.

4. Soit X = (Xy,...,X,) et Y = (V;,...,Y,) deux vecteurs aléatoires
indépendants centrés tels que A =X x et B = Xy.
Soit Z =(Z1,...,2Z,) = (X1Y1,..., X, Y,). On a:

Cov(Z;, Z;) = E(X;Y;X;Y)) = E(X;X;YiY)) = E(X; X;)E(Y;Y))

= Cov(X;, X;) Cov(Y;,Y;) = a; ;bij = ¢ ;

La matrice C' est la matrice ¥z donc est symétrique positive.

Exercice 3.11.

Soit o un réel strictement positif et (Y;);en+ une famille de variables aléatoires
indépendantes définies sur un espace probabilisé (2,4, P). On suppose de
plus que, pour tout ¢ > 1, la variable Y; suit la loi exponentielle de parametre
Q.

n

Pour n > 1, on pose Z, = Y Y; et on note g,, la densité de Z, nulle sur R_
i=1

et continue sur R .

1. a) Rappeler I'expression de g; et calculer go.

b) Montrer que pour n > 1 et & > 0, on a : g, (r) = nae™ (1 —e~%)"~1,

c¢) Calculer lespérance E(Z,) de Z, et en donner un équivalent simple

quand n tend vers l'infini (on rappelle que > % ~ Inn).

k=1
d) Exprimer la variance V(Z,,) de Z,, et montrer qu’elle admet une limite
finie quand n tend vers ’infini.

2. a) Calculer la fonction de répartition G,, de Z,.



98 ESCP-Europe 2010 - Oral

b) On définit U,, = % Déterminer la fonction de répartition H,, de U,.

¢) Etudier pour tout x réel la limite de la suite (H,(z)),. Quelle est la
limite en loi de la suite de variables aléatoires (U, )n ?

d) Déterminer lim E(U,) et lim V(U,).

Solution :

1. a) x Comme X; — &(a), avec les conditions imposées par I’énoncé :
1 9

[e %9

g1 est nulle sur R™ et pour « > 0, g1(z) = ae”
Par convolution (Y7 et Y2 sont indépendantes et Y5 < £(2a)), on a ga(x) =0
pour x0 et pour tout = > 0 :
xr

g2(x) = / e~ 2ae2(@ ) gt = 20&2872%/ et dt = 200729 (e2% — 1)
0 0

Ce qui s’écrit aussi :
x>0 = go(x) = 2067 ** (1 — e %)
b) On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial et le cas n = 2
est traité par la question a). Supposons alors le résultat vrai au rang n.

Comme Z,y1 = Z, + Y,41 on obtient par convolution (Z,, et Y, 1 sont
indépendantes), pour tout x > 0

xr
nia(e) = [ maeev(1 = eyt eI dy
0

= ’I’L(’I’L—|— 1 e (ﬂ+1 / efay 1— e ocy)n 1e(n+1)ay dy
0

gnt1(x) = n(n + ale (Mo / e™ —1)"tdy
0

= n(nt1)a%e= (DT [ (oo —1) ] = (n+1)ae~(mHhaz e 1)
0
Ce qui s’écrit aussi :

x>0 = gnt1(x) = (n+ 1)ae™**(1 —e™")",
ce qui conclut la preuve.

c¢) Gréce a la linéarité de 'espérance on E(Z,) = Y, E(Y;) = ﬁ
k=1 k=1
Par ailleurs, comme »_ 1. Inn, on obtient : E(Z,) ~ Linn
i1k oo (c0) @

d) Comme les Y}, sont indépendantes, on a V(Z,,) =

HM:
M:

Par ailleurs, on sait que la série de terme général —2 est convergente , donc

on en déduit que la suite (V(Z,)), admet une limite.

2. a) Pour 20, on a G,,(z) =0 et pour z > 0
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Gnlz) = /Omnaeay(l eyl gy — [(1 - e*ay)n}z — (1 —eo@)n

b) U, = Zn est encore & valeurs dans Ry, donc Hy(z) = 0 pour tout z0.
De plus pour tout z > 0 on a :
H,(z) = P(Z,nx) = Gp(nz) = (1 — e o"¥)"
¢) x Pour < 0, on a H,(x) = 0 pour tout n, donc lim H,(z) =0.

n—oo
* Pour & > 0, écrivons : In H,(z) =nln(l —e™*™*) ~ —ne *" — 0
(n—o0) n— o0

On en déduit : Va > 0,lim, o H,(xz) = 1.

Par conséquent, la fonction H,, converge en tout point de R* vers la fonction
de répartition de la variable certaine égale a 0 (dont 0 est le seul point
de discontinuité). On en déduit que la suite de variables aléatoires (U,)n
converge en loi vers la variable certaine égale a 0.

d)Ona E(Uy,) = E(Z,)/n ~ % et V(U,) = V(Z,)/n?, donc d’apres les

questions précédentes, on conclut que ces expressions sont de limite nulle.

Exercice 3.12.

Dans tout lexercice (X,)nen+ désigne une suite de variables aléatoires
définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et a valeurs dans [0, 1],
qui sont indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1].

n
On pose pour tout n de N*, S, = > Xj.
k=1
1. On note pour n entier naturel non nul, f, une densité de S, et F, sa
fonction de répartition.
a) Indiquer une relation entre f, 11 et f,.
b) En déduire 'expression de F,,(z) pour z € [0, 1].
c¢) Déterminer, en fonction de n, le plus grand entier k tel que F,, soit de
classe C* sur R.
2. Siw € Q on pose N(w) = min{n € N* /5, (w) > 1}, ¢il existe n > 1 tel
que Sy (w) > 1 et sinon, on pose N(w) = 0.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire N.

b) Montrer que N posséde une espérance et une variance et les calculer.

3. Donner la valeur de P( () (S, = n—1)).
neN*

Solution :

1.a) On a S,11 = Sp + Xpnt1 et X, 11 est indépendante de S,, (car S, ne
dépend que de X;,...,X,). Une densité f, 1 de S,41 s’obtient donc par
convolution de f, et d'une densité de X, 41 :
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+oo

Ve R fui(@) = [ fal®)lon(e—t)dt = / falt)

b) S, prend ses valeurs entre 0 et n, donc pour z € [0, 1], I'intervalle utile

d’intégration est [0, ] :
x

Vo 0.1 fra(@) = [ L0 d = Fu(@) = Fu(0) = Fu(a)

Ainsi, Vz € [0,1], Fry1(z / frp1(t)dt = / i1 (t) dt = / F(
Comme Vz € [0, 1], F1(z) = z, une récurrence simple donne :
Vze[0,1],¥n € N, Fy(z) = L=

n!
C) Vz € Rafn+l(x) = Fn(m) - Fn(x - 1)
Ainsi si F,, est de classe C* sur R, alors fn+1 aussi et Fj41, qui est une
primitive de f,41, est de classe C*t! sur R. Comme F} est seulement continue
sur R (elle n’est pas dérivable en 0 et en 1), une récurrence simple montre
que F,, est de classe C"~! sur R, sans étre de classe C" sur R.

a) Par construction, N est a valeurs dans N.

* L’événement (N = 0) est I'événement [ (S,1), donc pour tout n € N* :
neN*

P(N = 0)P(S,1) = Fu(1) = &
Donc P(N =0) =0 et (N = 0) est donc quasi-impossible.
* Ainsi, pour n € N, P(N > n) = P(S,1) = % (ceci vaut méme pour n = 0)

et donc : ) )
VneN" P(N=n)=P(N>n—-1)—P(N >n) = e
> . = = n — 1 = 1 1
b) Pour n > 2, n.P(N =n) =n - IR qui est le terme
général d’une série convergente. Donc N admet une espérance et comme
P(N=1)=0:

oo oo 1
FE(N) = n.P(N =n) = L —e
( ) nZZ:Q ( ) nz::Q (n - 2)!
De méme, les convergences étant évidentes :
2_OO 2P(N_n)_§ n _§ n—2 _’_i‘é 2
BD = gmri=m = & - S S )
= +2 =3.e
S Letm Lt
et :
V(N) = E(N?) - [E(N)]> =e(3 —¢)
3.0na (S, 2n—-1)=m-S,1),orn—-8,=1-X1)+---+(1—-X,)
et chaque X; ayant méme loi que (1 — X;), et les variables ( — X;) étant

L.

indépendantes, (n — Sy) a méme loi que S, donc P(S, 2 n—1) = -
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Pour tout k£ € N*, on a donc P(nQ\H(&l >n—1)P(Sp>k—1) = %7 soit :
PN (5 5n-1)=0

neN*

Exercice 3.13.

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N, les boules numérotées de
1 & M sont rouges et les autres blanches..

1. On tire successivement et sans remise n boules de 'urne (1 < n < N).
Quel est I’ensemble ) des résultats possibles 7 Calculer le nombre d’éléments
de Q, noté card ().

2. Désormais, on suppose que les résultats possibles sont équiprobables. On
introduit les événements :
pour k € [1,n], Ar = «la £ boule tirée est rouge».

a) Calculer la probabilité P(Ay), pour tout k € [1,n].
b) Calculer, pour k # £ ((k,¢) € [1,n]?), la probabilité P(Ax N Ap).

3. On introduit les variables aléatoires Zj, (1 < k < n), définies par Zy =1
si la k"¢ boule tirée est rouge, Zy = 0 sinon.

On pose S, = Z1 + - - + Z,. On note p le rapport %

a) Calculer la variance V' (S,,) en fonction de n et p.

b) Calculer la limite de V(S,,), pour n fixé, quand M et N tendent vers
I'infini de telle sorte que p tende vers un réel pg tel que 0 < pg < 1.

Solution :

1. L’espace associé a cette expérience peut étre décrit par
Q={(a1,a2, -+ an);a; € {1,---, N}, a; # a; sii#j}.
Onacard(Q) =A% =N(N—-1)--- (N —n+1).

2. L’espace 2 étant muni de la probabilité uniforme on a, pour tout 4 € P(Q),
card(A)

P(A) = %:AP({W}) = card(Q)"
a) Ona A = {(a1,--,a,) €Q: ap € {1,2,---,M}}, dou :
card A = M(N —1)(N —=2)--- (N —n+1), et donc P(A4;) = M/N.

Remarquons que la probabilité de I’événement Ay ne dépend pas de k et est
égale a la proportion de boules rouges dans 1'urne.

b) Pour k # ¢, on a :
AprNAg={(ar, - ,an) €Y are{1,2,---, M} et ap € {1,2,---, M}},
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d’ott card(Ar NA;) = MM —1)(N —2)(N—-3)---(N —n+1), et donc :
P(AyNA)=M(M-1)/(N(N —1)).

n
3. a) Remarquons d’abord que V(S,) = > V(Zp)+2 >  Cov(Zk, Zy).
k=1 1<k<t<n
D’apres a) et b) de la question 2. on a P(Zr =1) = M/N = p, et pour k # £
— Np—1
P(Zk:LZg:l):%x%_% :pr—]. .

Comme les Zj, sont a valeurs dans {0,1}, on a aussi

V(Zy) = E(Z}) = [E(Zy))> = p —p* = p(1 - p),
et pour k # /¢

Cov(Zx, Ze) = E(ZuZ) — E(Zi)E(Z0) = pHE—L — 2.
Par suite
n(n —1 Np—1
V() =np(1 —p) + 220U Np =Ly

=l =pt(n- 1)(%)—_11 —p)) =np(1—p)(1 - H=L).

b) On a : Nlim V(Sn) — npo(1 — po).

On reconnait la variance d’une loi binomiale B(n,pp).

Exercice 3.14.

1. On note E I'ensemble des fonctions f continues sur R & valeurs dans R*
+oo

telles que 'intégrale f (t)e*ﬁ/ 2 dt converge et est égale & /2.
oo

Donner deux éléments de E.

2. Pour f € E, on note Fy(z) = \/%/ f(t)e /2,
TJ—o00

Montrer que Fy est une fonction de classe C!, strictement croissante de R
sur J = 0, 1[, puis montrer que Gy = FJfl est aussi de classe C*.

3. Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que

o(x) ) @ ,
VmGR,/ f(t)e /th:/ et /2qt

—0 —0o0

et montrer que ¢ est de classe C* sur R.

f(t)e 7
Vor

4. Pour f € E, on définit gy sur R, par : g(t) =

a) Montrer que gy est une densité de probabilité.
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b) On considére une variable aléatoire X; de densité gy. On sup-

pose que f est de classe C! sur R, paire et que tligrn f(t)e*f?/2 =0,
— T 00
; 201 (1\a—t2/2 —
tl1+moot f(t)e 0.

Montrer que X ; possede une espérance et que celle-ci est nulle.

Solution :

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On
connailt une densité de X qui prouve que la fonction constante égale a 1
convient.

Comme V(X) = E(X?) = 1, on pourrait penser & prendre comme deuxiéme
exemple la fonction ¢ — t2, mais cette fonction s’annule ...on peut alors
prendre ¢ — %(t2 +1).

f(te 2

V2r

2. Iy est de classe C' et sa dérivée est F}(t) = > 0, ce qui montre

la croissance stricte de Ff.

De plus les limites respectives de Iy en —oo et 400 étant 0 et 1, le résultat
en découle.

Par théoreme d’inversion des fonctions de classe C' & dérivée jamais nulle,
G est aussi de classe C'.

3. Notons F; la fonction Fy pour f constante égale a 1. On a : Fy(p(x)) =
Fi(x), donc ¢ est définie par :

Ve eR,p(x) =GyoFi(x)
et, par composition ¢ est de classe C'.

4. Par une intégration par parties, mais que 'on peut d’abord faire sur un
segment avant de passer a la limite, on obtient :

00 42 42 fe'e) _ 42
E(Xf):/+ e gy 1 fe 7 /2r+oo+ e
e V2m Vor e )0 Vor
Le crochet disparait et l'intégrale résiduelle est convergente, de par les
hypotheses faites sur f. L’imparité donne alors sa nullité.
E(Xs) =0

Exercice 3.15.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

1. Pour tout entier naturel k, on pose : ar =1 — (1 - 2%)”_1.

Montrer que 'application qui a tout entier naturel £ non nul associe le nombre
(ag—1 — ag), définit une loi de probabilité sur N*.
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2. Montrer que la série de terme général aj, est convergente.

3. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N* qui prend la valeur k avec
la probabilité ar_1 — ar. Montrer que X,, admet une espérance et que :
“+o0o
E(Xn) = > ak
k=0
4. Pour p entier naturel non nul et ¢ réel, on pose : f,(t) =1 — (1 — e *)P.

+oo
a) Montrer que l'intégrale fp(t)dt est convergente. On note sa valeur
0

I,.
b) Calculer la valeur de Ip+q — I, pour p > 1.
n—1
¢) En déduire que : I,,_1 = > 1
=1k
d) Montrer que : Innl,_11+1In(n—1).
e) Soit g, la fonction définie sur [0, +oof par : gn(u) =1 — (1 — 2%)71_1
Montrer que pour tout entier naturel ¢ > 2 :
q q q—1
S ax < / o (w)du < S a
k=1 0 k=0

4 3 In—l
En déduire que F(X,) —1< 5

au voisinage de U'infini de E(X,,).

< E(X,), et donner un équivalent simple

Solution :

m
1. Si on pose pp = ap—1 — ag, on a clairement Yk € N*, Oppl et > pp =
k=1

1

ag — G = ( - W)nfl, dont la limite est 1 quand m tend vers +oco. Cela

montre que la donnée des p; définit une loi de probabilité sur N*.

2. L’entier n est fixé, comme (1 —u)""t =1~ (n—1)u+o(u) et klim 2% =0,
il vient : ) . .
ak:(nfl)Q—kJro(Z—k)w(nfl)( )

DNO|—

La convergence de la série en résulte.

3. Pour tout entier positif m, on a en développant et par télescopage partiel :

m m—1
k(ag—1 —ag) = >, ar — many,.
k=1 k=0
“+oo
Comme HIE ma,, =0 et comme . a est convergente, on en déduit que
m—teo k=0

X, admet une espérance donnée par :
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+oo
E(X,) = > a.
k=0

+oo
4.2)Ona:1—(1—e )P ~ pe i et / et dt converge. Par application
(t—+o00) 1

de la régle d’équivalence pour les fonctions positives, on en déduit que I, est
convergente.

+o0 +oo
b) I — I, = / [(1—e 9P — (1 —e H)PFHat = / (1 —e tre~tdt
0 0
On a donc, en abrégé :

S N S p+1r+°°_ 1
e [ ]k
¢) En convenant de poser Iy = 0 (avec la méme formule on a fo = 0), on
déduit du résultat précédent que :

n—1 n—1 1
Inv= 3 (Ik—Ir1) = X ¢
k=1 k=1
d) On a par décroissance de la fonction & intégrer :
n—1 [k+1 n—1 n—1 [k
X TeZasvL) T
k=1Jk k=1 k=2 Jk—1

Ce qui donne :
Inn<I,-1 <1l+In(n-1).
k

e) On a, toujours par monotonie : Vk € N*, a; < / gn(u) du < ag_1,
k-1
q q q—1
dou:Vqg=2, 3 ag S/ gn(u)du < Y ag.
k=1 0 k=0

Comme 2% = e*™2 Je changement de variable ¢ = uIn2 donne

q ] o5
/O go(w)du = s /0 1 (D).

D’ou, par passage a la limite dans I’encadrement précédent, lorsque ¢ tend
vers 'infini :
In—l
In2

Inn

Le résultat d) donnant I,,_1 ~ Inn, finalement : F(X,,) ~ o = log,(n).

B(X,) —1<

< B(X,).

Exercice 3.16.

Soient s, N deux entiers naturels non nuls. Soit p € ]0,1[. On note ¢ = 1 —p.
Un individu dispose de s euros (avec s € N*) et souhaite acheter un bien
qui en cotite N (avec N € N* et N > s). Pour tenter de gagner de ’argent,
il propose le jeu suivant a une personne tres fortunée : il sort de sa poche
une piéce de monnaie (non nécessairement équilibrée) et joue selon la regle
suivante :
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e sila piece tombe sur face (ce qui se produit avec la probabilité p), il gagne
1 euro;
e si la piece tombe sur pile, il perd 1 euro.

Le jeu s’arréte soit lorsque l'individu est en possession des N euros lui
permettant d’acheter le bien, soit lorsqu’il est ruiné (si au départ le joueur
posséde N euros, alors il ne prend méme pas part au jeu) ...

Pour tout k& € [0, N], on note pj la probabilité de pouvoir acheter le bien
avec un avoir initial de k euros. Le nombre N étant fixé, on admet que la
variable aléatoire égale a la durée du jeu, lorsque 'individu posséde au départ
k euros, admet une espérance notée Dj,.

1. a) Calculer pg, py puis Dy, Dy .
b) Montrer que pour tout k € [1,N — 1], px =P Dk+1 + q - Pe—1-
¢) Montrer que pour tout k € [1, N — 1], Dy, = p(1+ Dy41) +q(1+ Dy_1).

2. Lorsque p = ¢ = 1/2, calculer pg, c’est-a-dire calculer la probabilité de
pouvoir acheter le bien a I’issue du jeu avec un avoir initial de s euros.

3. On suppose dans cette question que p = ¢ = 1/2. On cherche & calculer
Dy, c’est-a-dire a calculer le temps moyen au bout duquel I'individu pourra
acheter le bien ou sera ruiné, avec un avoir initial de s euros.

2

a) Montrer que la suite définie pour tout k € N par up = —k* satisfait a

la relation de récurrence :
%Uk+1 —up + %ukﬂ =-1

b) Montrer que la suite finie (Uk)keﬂo,N]] définie par vy = Dy — uy satisfait
une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

¢) En déduire la valeur de Dj.

4. Calculer pg, lorsque p # q.

Solution :

1. a)pOZO,pN=1etD0:DN:O.

b) Notons P; 1'événement «le premier lancer amene pile » et Fy ’événement
contraire. Notons aussi G I’événement «l’individu finit par pouvoir acheter
le bien avec un avoir initial de k euros».

On a :
P(Gy) = P(Gx/P1)P(P1) + P(Gy/F1)P(F1)
Or si P; est réalisé, I'individu se trouve avoir maintenant une fortune
initiale de (k—1) euros et s’il obtient face, il a une nouvelle fortune initiale de
(k+1) euros. Comme P(Py) = g et P(Fy) = p, il vient, pour k € [1,N —1] :
Dk = Pk—1%xq + Pr41xP
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¢) En raisonnant comme précédemment, apres un premier lancer de piece :
— s0it, c¢’est comme si on partait avec une fortune initiale de (k + 1) euros
et on a déja franchi une étape, ceci se produisant avec la probabilité p,
— soit, c’est comme si on partait avec une fortune initiale de (k — 1) euros et
on a déja franchi une étape, ceci se produisant avec la probabilité ¢ =1 — p,

D’ou la mise en équation :
Dy, = p(1+ Dgy1) + q(1 4 Dy—1)

2. LI’équation caractéristique associée a la relation de récurrence linéaire
double de la question b) est :

pr2 —r +q =0, soit ici (r —1)? = 0.
Ainsi, il existe deux réels a, § tels que pour tout k € [0, N, pr = (ak + ).
(On pouvait aussi remarquer que la relation : Vk € N* ppi1 —pr = Pk — Pr—1
caractérise les suites arithmétiques.)

Avec po =0et py =1, il vient : pi = %

3. On suppose que le jeu est équilibré.

2 12
) Soit k € N*. On vérifie que —E L " e (R L7y
%Dk-&-l + %Dk—l —Dp=-1
b) On a : 1 1
SuUE+1 + Huk—1 —up = —1
Par différence, en posant vy = Dy, + k2 : vpy1 — 20p +vp_1 =0
c) Ainsi, il existe deux constantes réelles a, 3 telles que Dy = —k?+a+ fk,

pour tout k € [0, N].
Avec Dy = Dy =0, il vient « = 0, SN — N? =0, soit :
D, =s(N —s)
(il est normal de trouver une expression symétrique par rapport a N/2)
4. L’équation caractéristique associée a la suite récurrente double est pr? —
r+q=0.
1 est racine évidente et ’autre vaut donc ]%
1l existe v et G tels que Vk € [0, N],px = a(%)k + (. Les conditions initiales

donnent :

O:aJrﬁetl:oz(%)NJr,B,soitpS:

Exercice 3.17.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, définie sur un espace
probabilisé (92, A, P).

1. Montrer qu’il existe une suite (u,)n>0 & valeurs dans [0, 1] telle que ug = 0
et qui vérifie la relation de récurrence suivante :
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+oo too
Vi EN, it = 3 (un)FP(X = k) = P(X = 0) + 3 (un)FP(X = k)
k=0 k=1
Que peut-on dire de la suite (up), si X () C N*?

2. Montrer que la suite (u,), est convergente.
3. Soit p € ]0,1[, on pose ¢ = 1 — p et on suppose que X + 1 suit la loi
géométrique de parametre p.

a) Expliciter la relation donnant w,; en fonction de w,,.

b) Déterminer la limite de la suite (uy), (on sera amené & distinguer les

deux cas p < % etp > %)
¢) On suppose que 'on a p > %
1—u
i) Pour tout n de N, on pose v,, = - " calculer v, ;1 en fonction de

n
v, et en déduire la valeur de u,, pour tout n de N.

ii) Montrer qu'il existe une variable aléatoire G a valeurs dans N* telle
que :

VneN, P(Gn)=u,

Montrer que G admet une espérance.

Solution :
1. Supposons w,, défini avec u,, € [0, 1], pour tout k € N, on a :
0< (up)*P(X = k) < P(X = k).
Comme +Z°° P(X = k) =1, par théoreme de comparaison, la série
- > () P(X = )

k
converge, donc u,4; existe et ’encadrement précédent donne alors :

0< S () P(X = k) < 53 P(X = k) = 1
k=0 k=0

donc up4+1 € [0,1]. Par récurrence, la suite existe et est & valeurs dans [0, 1].

Si X(Q) € N*, alors P(X =0) =0, et up = 0 donne u; = Y. 0FP(X = k) =
k=1

0, puis uz = > 0¥P(X = k) =0, ... u est la suite nulle.
k=1

2. On a u; > ug et si pour un certain rang n on a u, = U,_1, alors
[e.e] [ee]
Unt1 = 3 (un)*"P(X = k) = 3 (un—1)*P(X = k) = uy
k=0 k=0
Par le principe de récurrence, on en conclut que la suite u est croissante et
comme elle est majorée elle converge.
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a)Ona:VkeNP(X=k)=PX+1=k+1)=¢"pet donc:

Uit = 5 (u)d*p = p - (qua)* = T (carona 0<qung<1)
k=0 k=0 n
b) Notons ¢ la limite de la suite u. On a 0¢1 et £ = %@, soit gf?>—{+p = 0,
i.e.
(¢ —1)(¢¢t—p)=0
— Sip> 2, alors 2 q > 1 et la seule limite possible est 1, donc nlirr;o Up = 1.

—>Sip<f,alorsO<§<1eti1resteundoute...

Posons f: z +— T _p @’ la fonction f est croissante sur [0, 1] et uog implique
up = f(uo)f(g) = %, ...et par Pargument de récurrence habituel, la suite u
est majorée par % Ainsi la valeur £ = 1 est a exclure et donc lim wu, = %
n—oo
c) i) Pour tout n de N :
v 71*un+171 1qu qxlfuniqv
1= = = =2
I R R A
Par conséquent v,, = (%)nvo = (g) et comme (% —Up )y = 1 — Uy, il
vient : i\ T\
unzl_(;) = 1_55)“
— p— \n
1—wv, 1=(3)

ii) Comme ug = 0 et u est croissante de limite 1, lexistence de G est
claire, et en posant x = ]% € 10, 1], pour tout n de N* :

1—a" _1—gn' _ 2" 1122447
P G = = Up — Up—1 = — =
( n) u Un—1 1 _ gt 1_ " (1 — J?n)(l — xn+1)

Ainsi
P(G=n) ~ 2" 1(1-2z)?
(n—00)
Comme 0 < z < 1, la convergence de la série de terme général nP(G = n)
est acquise (régle d’équivalence et série géométrique dérivée de référence) et
G admet une espérance.

Exercice 3.18.

Pour tout (p, N) € N?, on définit la fonction f, n sur ]—1,1[ par :

fo,N(fU):le et fpri,n(z /pr t)dt

X

1. a) Montrer que, pour tout p € N*, il existe un polynéme P, de degré
inférieur ou égal & (p — 1) tel que pour tout = de |—1,1] :
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x—1)P!
fpo@) = = (1 —2)+ Py (@)
b) Montrer que, pour tous p et N de N et tout « € |—1,1[, on a :
< |$|p+N
(o)l <

¢) Montrer que, pour tous p et N de N et tout z € |—1,1[, on a :
Nt
Z 7, = fp,O(x) - fP,NJrl('T)'

n=0 (Tl + p)
d) Pour tout x € ]—1, 1] et tout p € N, montrer la convergence de la série
nlg™ P : .
b et exprimer sa somme en fonction f, o(x).
nSo (n+p)! v

2. On dispose d’une urne contenant au départ une boule blanche, d’un stock
infini de boules rouges et on joue indéfiniment avec une piece de monnaie non
truquée selon le protocole suivant .

— Si on obtient «face» au n”™ lancer (n > 1), on ajoute u, boules rouges
au contenu de I'urne avant le lancer suivant de la piece.

— La premiere fois que l'on obtient «pile», on tire au hasard une boule de
l'urne et le jeu s’arréte alors.

Calculer la probabilité » d’obtenir la boule blanche dans les cas suivants :

a) La suite (uy,), est la suite nulle.
b) La suite (uy,), est la suite constante égale & 1.
¢) La suite (uy,), est définie par u, =n + 1.

3. On procede de méme mais la régle est maintenant la suivante :

— Si on obtient «face» au n°™ lancer (n > 1), on lance une boule rouge en
direction de 'urne et on a a chaque fois une chance sur deux pour que cette
boule tombe dans I'urne, indépendamment de ce qui a pu se produire avant,
puis on effectue le lancer suivant de la piece.

— La premiere fois que l'on obtient «pile», on tire au hasard une boule de
I'urne et le jeu s’arréte alors.

a) Pour n € N, calculer la probabilité que I'on obtienne n «pile» avant le
premier «face» et que I'on obtienne alors la boule blanche.

b) En déduire la probabilité r d’obtenir la boule blanche.

Solution :

1. a) Par récurrence sur p > 1, le résultat étant clair pour p = 1, avec P; = 0.
Si la propriété est vraie a un certain ordre p > 1, alors par intégration par
parties on a :

eyt ’
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_ _(t;ll)Pln(l_t)r_/j(t—l)pll_tdt+/()IPp(t)dt

0 p!

_1)P
= —% In(1 —z) + Ppy1(2)
ou la fonction P,y; est clairement polynomiale et si deg P,p — 1, alors

deg P,4+1 < p. On conclut ...et on remarque que P, = X.

b) Par récurrence sur p > 0.
N
x| |z
*On a: )| = | <
‘fOJV( )| |1—13| 1_
* Si la propriété est vraie a l'ordre p, alors en prenant garde au fait que le
signe de x est inconnu :

N
m,car 11—z >1—|z| >0.

|p+N |$|p+N |$|p+1+N

T xz
< < |z ‘ = — )
pn@] <| [ nola) < | [ a] = el - B2
¢) En intégrant p fois successivement entre 0 et x la relation :

N _ N+1
Zo T = % = fo,o(l’) - fo,N+1(1’),

on obtient le résult_at demandé.

d) D’apres 1. b) on a NlirJrrl | fp.n+1(2)] = 0. Donc 1. ¢) donne :

%O:o nlg™ TP
n=0 (Tl + p)'

2. Soit B I’événement «la boule tirée est blanche». Soit A,, I'événement «la
piece donne n fois face avant de faire pile». Les (A, )n>0 forment un systeme

complet, avec P(A,) = (l)"l = (l)m_l, donc :

= fpo(2).

27 2 2
r=PB) = 5 Pa,(BPA) = 5 e ()
= n n n:01+u1+...+un 2
+oo n
a)lei:r= > (%) o
n=0
+oo +1
b) D’apres la question 1. d) pourp=1: > 7316:_ 7= fio(x) =—In(1—x),
n=0
donc : N
S 1 (1ynl 1
T:ngonJrl(i) :—ln(l—g):1n2

¢) D’apres la question 1. d) pour p =2 :
too n+2
e
ngo (n+1)(n+2)
Oronaicil4+u + - +u, = (m+1)(n+2)

= foo(z) = —(z—1)In(1 — z) + .

5 , donc
_ +o0 1 1ynt2 1.
r=d Y DTy @) = helm) =20l
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3. a) Notons S le nombre de boules rouges ajoutées dans 'urne. On a, avec
les notations précédentes

P(AnNB) = EP(A NBN(S = j)) = ZP( n)Pa, (S =j)Pa,ns=5(B)

La loi condltlonnelle de S sachant que A n est réalisé est la loi B(n,1/2) et
a la fin on tire une boule dans une urne qui contient j boules rouges et 1
blanche. Ainsi, il reste :

Pm%mB):§;@Y”% )3 A=) i(?ii)

oo 1yn+1 1 1yt
b)r=P(B)= 3 P(A, ﬂB>—2Z 1) 22 ()
= 2l +2mn3
r:2ln%.

Exercice 3.19.

Dans une urne, il y a n boules dont m > 1 sont noires et gagnantes et les
autres blanches et perdantes, avec n > 3m.

1. Un joueur tire au hasard successivement et sans remise m boules de 'urne.
Pour k € {1,...,m}, on note X, la variable aléatoire égale a 1 si la ke
boule tirée est noire et a 0 sinon. On désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre de boules noires obtenues.

a) Exprimer X & l'aide des variables aléatoires X, ..., X,,.
b) Déterminer la loi de X et donner la valeur de son espérance.
c¢) En déduire les égalités suivantes
om\ (n—m\ m m2(n
= (0)60%) = (o) e Z0(8) (%) =2 (o)
2. Apres cette premiere série de tirages, I'organisateur de ce jeu enleéve m
boules blanches de I'urne et propose au joueur le choix suivant :
soit il garde le résultat obtenu, soit il tire a nouveau successivement et au

hasard et toujours sanx remise m boules parmi les n — 2m boules restant
alors dans 'urne.

Le joueur choisit la deuxieme option. Pour ce deuxieéme tirage, on note Y;
(i € {1,...,m}) la variable aléatoire égale a 1 si la ™™ boule obtenue est
noire et a 0 sinon, et par Y la variable aléatoire égale au nombre de boules
noires obtenues.

a) Montrer que 'on a :
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En déduire une expression simple de P(Y; = 1).

b) Calculer l'espérance de Y. Le joueur a-t-il fait le bon choix ?

Solution :

l.a)Ona X =X+ -+ X,,.

b) On reconnait une loi hypergéométrique, et on a X () = {0,...,m} et :
(1) Gor)
Vk e [0,m], P(X = k) = ~k/ m—k/

()

Avec

m

¢) On a donc 1 = kZ::OP(X = k) = }L i (?) (n f_m>7 d’ou la

premiere égalité.

On remarque ensuite que :

w ) (L
o7 G

2. On se place désormais dans la seconde phase lorsque le joueur décide de
continuer.

a) Avec 1. b) et 1. c), on obtient par la formule des probabilités totales
avec le systeme complet associé a la variable X :

P(Yy=1) = ép(y’“ —1/X = k)P(X = k)

ol
e

sy & PG

m

_ <~ m—k
_,;::On—%n><

En séparant la somme en deux, les deux formules obtenues en 1. ¢) permettent
alors d’écrire :

PV =1) = o (m— 1) %

b) Comme Y =Y; + --- 4+ Y,,, on obtient par linéarité de I’espérance :



114 ESCP-Europe 2010 - Oral

m m 2
EY)=Y E(Y;) = PYk=1=w.
) kZ::1 () kz::1 ( ) (n—2m)n
Comme n —m > n — 2m, on remarque que E (Y) > E(X), le joueur a donc
fait le bon choix.
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QUESTIONS COURTES

1. Extremums de la fonction f : (x,y) — e® +e¥ +e!=%7Y (x,y) décrivant
[0,1)2.

(On rappelle que la moyenne géométrique de trois nombres positifs est
toujours inférieure ou égale & leur moyenne arithmétique).

2. Soit P une fonction polynomiale. Montrer que I'équation P(z) = e*

n’admet qu’un nombre fini de solutions réelles.

3. Trouver toutes les matrices M de M3(C) telles que M? =

o OO
o OO
o O =

. a) Soit u > 1. Comparer Inu et v — 1.

b) Soit f € CH(RT,R™T) telle que f(0) = 1 et pour tout = > 0, f(x) > 1.
Montrer que pour tout x > 0

@) 2 ] = @) > 1+ Vo]

5. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 1]. On définit la fonction F
sur lintervalle |0, +00[ en posant :

F(a:):/0 f()dt

Montrer que F est continue sur ]0, +00] et que
lim F(z
A / f)

6. Soit X une variable aléatoire de densité = —

1
ok T3z <o
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Montrer que Y = % — LLJ suit la méme loi que X.

X
7. Soit E un espace euclidien de dimension n, avec n > 2. On suppose qu’il
existe n + 1 vecteurs eq, ez, ..., e,11 tels que pour @ # j : (e;, e;) < 0.

n
a) Montrer, en utilisant la norme de u, que si u = > A\;e; = 0, alors
k=1

> [Aile; =0
k=1

b) Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de F.

8. On casse un baton de longueur 1. Le point de rupture suit la loi uniforme
sur [0, 1].

Calculer la probabilité que le grand morceau soit au moins 3 fois plus grand
que le petit morceau.

9. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 2 événements
A et B soient indépendants est que - B
P(ANnB)x P(ANnB)=P(ANB)xP(AN B)

10. Soit P € R[X] un polynéme dont toutes les racines sont réelles. Montrer
que pour tout x réel : P?(z) > P(x)P"(x).

Réciproquement si pour tout réel z, P"?(z) > P(x)P"(x), P a-t-il toutes ses
racines réelles ?
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