1
ANALYSE

Exercice 1.1.
n
Pour n entier de N*, on pose : u, = ( Z %) In(n). On admet que la suite (u,)n>1 converge et on note 7 sa
limite. -
In(n)
—
a) Montrer que la série de terme général vy, + vo,11 €st convergente.

1. On pose pour tout n > 2, v, = (=1)"

b) En déduire que la série de terme général v,, est convergente.

+oo
On pose S = (—1)”M.
n=2

n

2. Justifier les inégalités :
n+1 n
Vn > 3,/ ) g < ) o gy, 5 4 00 g/ @ dt

t n on
On se propose maintenant de calculer S.
Pour n > 3, on pose :

(_1)k1nl(€k)) ty = zn: Hl(gk) et ay =t, — M

M=

Sy =

k=1
3. En utilisant la question 2, montrer que :
a) la suite (an)n>3 est décroissante.
b) la suite (a,)n>3 est convergente.

n
4. Montrer que pour tout n > 3, on a : Sa, = t, — tap, +1n(2)x > % En déduire une expression de Sy, a ’aide

de a,, as, et u,.

5. Calculer lim Sy, (on exprimera cette limite en fonction de +y et de In(2)). Déterminer alors S.

n—+oo
Solution :
_In(2n) W(2n+1)  In(2n) 1 1
L. a) von + v2n41 = 2n 2n+1 " 2p(2n+1) 2n+1 In(1 + %)
Le premier terme est équivalent a Inn o 16 second est équivalent a N ,72’ donc est négligeable
4n? 2n " 2n° dn,

devant le premier. Ainsi :

Inn
Vay + U ~ =
2n 2n+1 (oo) 47’12

1

Donc vy, + vap41 est négligeable devant =75 et la convergence en résulte.
n
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b) Avec des notations évidentes, la suite (va,41) est donc convergente et comme vy, 2 — 0, la suite (vo,42)
est convergente de méme limite. Ainsi la suite (v, ) converge.

2. On étudie succinctement la fonction ¢ définie sur R par ¢(t) = tht On constate qu’elle est strictement

décroissante sur [e, +00[. Ainsi, pour n > 3, la fonction ¢ est majorée par ¢(n) sur Uintervalle [n,n + 1] et, pour
n > 4, minorée par cette méme quantité sur U'intervalle [n — 1, n]. En découlent les deux inégalités demandées.

3.a) On a, pour n > 3 :
_In(n+1)  (In(n+1))? " (In(n))?

Up41 — Gp = -

n—+1 12 2
n—+
_ In(n 4+ 1) _/ ln(t)dt<0
n+1 n t

ce qui prouve que la suite (a,),>3 est décroissante.

b) Egalement :

& In(k)  In(1) | In(2) | "SIn(k) | In(n)
tn—k:1k71+2+k§3k+n
In(2) | In(n) "In(t) ,, _ In(2) |, In(n) 1 2
>+ +3 o dt = =5 + + [5(nt)?]
On en déduit que :
an =ty — L(inn)2 > 2202 00) _ 190 D) 150
Ainsi la suite (an),>3 est minorée. Comme elle est décroissante, elle converge.
4. On calcule :
1 * o In(2k)  In " 1n(2k) ™ Ink ™ In(2k)
( 7)1112: ( _7):2 - =2 —tn
Par ailleurs ' , )
Santtan = 5 (-1HIBE 4 Sk _p  SE Ik, 50 1)
k=1 k=1 k=1,(k=2p) p=1 <P
On soustrait les deux résultats obtenus pour obtenir la relation demandée.
On a donc : (lnny? (In(2n)Y?
Inn In(2n 2o
SQn:an+ D) _a2n_f+(kglg)ln2
et, en développant, on obtient :
(In2)?
Sgn = Ay — A2n —|—un1n2 — T
2 2
5. On a donc : lim Sy, = lima,, — limas, + yIn2 — @ =~In2— %
Comme le terme général de la série alternée de somme S tend vers zéro, on a :
2
S =1mSy, =7yIn2 — %

Exercice 1.2.

Soit a et b deux réels tels que a < b. Une fonction f : Ja,b[— R est dite absolument monotone (en abrégé A.M.)
sur Ja, b] si elle est de classe C™ sur Ja, b[ et vérifie la relation suivante :

VneN,Vz € la,b, fM(z) >0
1. a) Vérifier que la fonction h : © — —In(1 — x) est A.M. sur ]0,1][.

b) Donner des exemples de fonctions A.M. sur tout intervalle de R.

Soit b un réel strictement positif, f une fonction de classe C*° sur [0,b] et A.M. sur]0,b[ et, pour tout n € N*,
R, la fonction définie par :
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n (k)
va € (0,6 Fn(@) = f(2) = 2 ! k!(O) ok

g/

2. Exprimer R, () sous forme d’une intégrale.

(k)
3. Justifier que la série de terme général fT(O)xk converge pour tout z € [0, b[.
On note S sa somme. Montrer que, pour tout € [0,b[, on a S(z) < f(x).

R ()

4. a) Soit n € N* fixé. Montrer que la fonction ¢ : 2 — —2=~ est croissante sur |0, b[. Quelle est sa limite quand
x

n
x tend vers 0 par valeurs supérieures ?

b) Montrer que, si 0 < z <y < b, alors 0 < Ry, (z) < (£)" f(y).
c¢) En déduire que S = f sur [0, [.
5. Pour = €]0,1[, écrire In(1 — ) comme la somme d’une série de la forme

oo
> apz™.
n=0

Solution :

1. a) Par récurrence, on trouve :
R (z) = (n —1)!/(1 — )™ > 0 sur ]0, 1] pour tout n € N*.
Donc h est absolument monotone sur ]0, 1.
b) Par exemple, la fonction exponentielle, ou toute fonction constante positive.

2. Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral. La fonction étant A.M :

Ro(x) = /(x_t) S (1)de > 0

n!

3. La somme partielle S, vérifie f — S,, = R, > 0, d’ou S,, < f. La série converge car a termes positifs et ses
sommes partielles sont majorées. Par passage a la limite, on obtient : S < f.

4.a) Pour tous z et 2’ tels que 0 < = < 2’ :

R (x) - L/zﬂf(nﬂ)(t)dt - /IM(l — L)"dt
0 n!

z" " Jo n!
T p(n+1) " @’ p(n+1) "
g/ S '(t)(lfi,) dtg/ S ,@(17%) dt
0 n: X 0 n. xr
!
< R, (z")

x/n

Autre méthode : Le changement de variable affine ¢t — u = % donne :

1
R, (z
7;7(1 ) = %/ FOHD (2u) (1 — u)"du
qui est une fonction croissante de x comme produit de fonctions positives et croissantes.

Ainsi ¢ est croissante sur |0, b].
D’autre part, on sait (formule de Taylor-Young) que : R, (z) = o(z™) au voisinage de 0, donc lim ¢(z) = 0.

z—0t
Ry (x)

b) Par croissance de z — ;n et la majoration R, < f,ona, pour 0 < x <y :

0< Bal) < ()" Buly) < (§)" )

¢)Ona: lim (£)"f(y)=0,car0< % < 1. Ainsi

n—+oo Y
ngrfoo f(@) = Sn(z) = ngrfoo Ry (z) =0,
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donc f = S sur ]0,b], et clairement S(0) = f(0).

donne

Exercice 1.3.

Soit S I'ensemble des suites décroissantes de réels strictement positifs dont la série associée converge.

1. I’ensemble S muni de I'addition et de la multiplication par un réel, est-il un espace vectoriel ?
+o0 ~+o00
Pour (b,) € S, onnote : R, = Y, by ; b=by+Ro= ) by
k=n+1 k=0

On dit alors que (b,) € S est une base discréte d’ordre 1 (en abrégé bdl) si pour tout t € [0,b], la propriété
suivante est vérifiée :

3 (dn) € {0, 1}N, t= —SO:O dib (Pt)
k=0

+oo
2. Soit (b,) € S. Montrer que la propriété (P;) est vérifiée pour ¢ = 0, pour ¢t = b, et pour t = > bzi. On
k=0
précisera & chaque fois une suite (d,,) correspondante.

Etant donné (b,) € S et t € [0,b], on définit la suite (t,) par la relation de récurrence : to = 0 et

) <
0t = {0 TSt
n

3. On suppose ici b, < R, pour tout n € N.
a) Soit ¢ € [0, b]. Etablir par récurrence sur n € N, ’encadrement :
0<t—1t, <b, + R,
b) En déduire que (b,,) est une bdl.

4. Montrer que la suite (27™) est une bdl.

5. Dans cette question, b, = In(1 +27"), pour tout n € N.
a) Etablir I'inégalité : Vn € N*,Vay,...a, € RY,
In(l+a1+-+ap,) <In(l4ay)+---+1n(l+ay)

b) En déduire que (b,,) est une bdl.

, 30
¢) Ecrire un programme Pascal qui calcule S30 = > bg.
k=0

Solution :

1. L’ensemble S n’est pas un sous-espace vectoriel de 'espace des suites réelles car la suite nulle n’est pas dans
S.
2. Facilement (d,) = (0), (dn) = (1), (dn) = {3 7=
0 sinon
3. a) Pour n = 0, la double inégalité a établir s’écrit : 0 < ¢ < b.
Soit n € N. Supposons : 0 <t —t, < b, + R,.
e par construction on a : ¢t —t,41 = 0.
e si tn+bn <t, on a : (bn+1+Rn+1) _t+tn+1 :Rn_t+(tn+bn) = 01
e sinon : (b1 + Rpt1) —t+tp1 =Rp—t+t, 2 b, —t+1t, 20 (car b, < R,).

b) Onpose:dn:{1 S%tn‘i‘bngt.
0 sinon
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n—1
Ainsi : Vn € N)t,41 = t, + dpby,, d’oli, de proche en proche : t,,41 = > dibs.
k=0
La suite réelle (t,,) étant croissante et majorée par t, elle est convergente ; en passant a la limite dans 1'égalité
—+o0
ci-dessus, il vient : lim ¢, = > diby.
n—oo —
Or, pour tout n, 0 <t —t, < b, + R,, d’ou en passant a la limite :
0<t— lim ¢, <0+0.

n— oo
Donc :
—+oo
t= lim t, = > diby,
k=0
400 1
4. OnaR,= > 2~k — o= (nt1) —1i/2 =2"" =b,. On a donc b, < R, et on conclut grace a la question
k=n+1 -
précédente.

5. a) Directement, en passant a ’exponentielle, I'inégalité & démontrer équivaut a :
l+a1+-4a, <(14a1).(1+az). - (1+ap).
On conclut en développant le membre de droite car tous les a; sont positifs.
b) On applique I'inégalité précédente avec : ar = 2~%. En sommant de n + 1 & N, on obtient :
N N
In(1+ > 27F) < ¥ In(1+27%)

k=n-+1 k=n-+1
Si on fait tendre N vers 400, on obtient, les séries étant convergentes :

+oo +oo
In(l1+ > 27 < ¥ Im(1+27%)
k=n-+1 k=n-+1

—+oo
soit : In(14+27") < > by, et enfin : b, < R, ce qui permet de conclure.
k=n-+1
c)

program escp ;
var k :integer; d,p :real;

begin
p :=1; d :=1;
for k :=0 to 30 do
begin
p :=px(1+(1/d)) ; d :=d*2;
end ;

writeln(’S30=’,1n(p)) ;
readln ; end.

Exercice 1.4.

1. a) Dresser le tableau de variations de la fonction d’une variable réelle
T
F:z— / e’ dt.
0

Justifier que F' réalise une bijection de R sur un ensemble a préciser.

f@)
b) En déduire que la relation / edt =1 permet de définir une fonction f sur R.

2. a) Justifier que f est de classe C* sur R.

b) Déterminer le sens de variation de f.

3. Vérifier que pour z, y réels, y = f(x) <= —x = f(—y). Comment s’interprete géométriquement ce résultat
sur la courbe C représentant f 7

4. Montrer que, pour tout z € R, on a :
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< f(x) <z +e .
Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

Solution :

1. a) F est de classe Ct et F'(x) = e > 0. De plus mEIPoo F(z)=—00 et ’EEI—‘,I}OO F(z) = 400, comme intégrales
divergentes d’une fonction positive. Donc F' définit une bijection de R sur R.
b) En utilisant la fonction F, la relation demandée s’écrit
F(f(z)) — F(z) =1 ce qui équivaut & f(z) = F~!(1 4 F(x))
ce qui définit f.
2. a) La fonction F est de classe C! & dérivée ne s’annulant pas; donc F~! est de classe C! et f aussi d’apres
la relation précédente.
b) La relation précédente donne
fl(2) elf@F —ev® = 0 = f/(z) = e U@ > 0

et f est strictement croissante sur R.

y —x
3. Par parité de t — et’, il vient : / ot dt = / et’dt, d'on

z -y
—T

y=1fa) = 1= [ it — o= f(-y)

—y
De méme —z = f(-y) = —(-y) = f(=(-2)).

La courbe C est donc symétrique par rapport a la seconde bissectrice d’équation y = —zx.
4. On sait que et” > 0 sur R et :

F@
/ edt=1>0 = f(z) =z

i@ i@, .
1:/ et dt;/ ev dt =e” [f(z) — ]

donne : f(z) < z+e " soit z < flx) < z4e 7,

Enfin lirf [ f(z) - x] = 0 prouve que la premiere bissectrice est asymptote a C en £oo. L’allure de la courbe
T—rLT00

D’autre part,

représentative s’en déduit.

Exercice 1.5.

1. Pour x réel, on considere la suite définie par :

n
1
Vn e N u,(x) = —— —1nn
(z) kzzzlk z

Pour quelle valeurs de z, la suite (u,(z))nen+ est-elle ainsi bien définie 7
2. Pour n > 2, on pose Wy, () = un(2) — tp_1(2). Btudier la convergence de la série de terme général w, (z).
3. En déduire ’ensemble de définition D de la fonction f définie par
fe)= lm_un(x).
On admet que f est continue sur D.

1
142

4. Soit © € D. Démontrer que f(z + 1) = f(z) —

5. Montrer que ngrfoo[f(n) +1Inn]=0.

p—1
6. Montrer que : Vp € N*Va € [0,1] : f(px) == > f(x — %) —Inp.
k=0
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1
En déduire la valeur de / ft)dt.
0

Solution :

1. La suite est définie sur D, = R\ Z* .

2. On a pour n au voisinage de +00, wy(x) ~ -1 2L qui est le terme général d’une série (absolument)

convergente. On en déduit que la série de terme général w,, (x) converge pour tout = € D,,.

+oo
3.0na f(z) = 21 wp(x) + 32 + . On en déduit que D = D,,.

n=

4. On a up(z + 1) = up(z) —
fla+1) = f2) - 1.

. Pour x réel fixé, on en déduit par passage a la limite que

5.0naVneN* f(n)+1lnn= f(0) — nil ﬁ +1Inn = f(0) — u,(0).

Par définition de f(0), cette deuxieme expressmn a pour limite 0, d’ou le résultat.

);
6. On a : uy,(pr) = pX_:

Ftpr In(pn) = %2:: p —Inn —Inp, donc :
n 1
un (pr) = ((Zi—ln”)ﬂL(k;@—ln”)
(Zn:m%—lnn))—lnp

On obtient ce résultat en remarquant que si I'on effectue la division euclidienne de k par p : kK =pg+ 17, on a :
k+pr = p(q +x+ ﬁ) = p(q +14+z— Z%), et en regroupant ensuite les termes qui ont méme reste r. Par

passage a la limite :

VpeN" VeeD: f(px) = Z f(z p) Inp
Oqaenﬁn'

/f(t)dt lim Ly (k) = tim
0 P =

=
p—>+oo§§ ( P)

= lim f(p)+p=0

p——+00

Exercice 1.6.

Soit (un)n>1 une suite réelle & termes strictement positifs. On considere les deux suites (vp)n>1 €t (Wn)n>1
définies par :
n

pour tout n de N*, v, = mlL ( > uk) et w, = n21
n > p=1

~( 3 k)

1. On suppose dans cette question que la suite (uy,),>1 est définie pour tout n de N* par : u,, = n®, ou « est
un réel strictement positif.

N n
a) A l'aide d’une somme de Riemann, déterminer un équivalent de > k%, quand n tend vers +oo.
k=1
b) Vérifier que la suite (vy,)n>1 est convergente et déterminer sa limite.

c¢) Montrer que la suite (wy,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

2. On suppose dans cette question que la suite (vy,)n>1 converge vers un réel a strictement positif et on admet
le résultat suivant :
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[ Si (@n)n>1 €t (bn)n>1 sont deux suites réelles positives telles que a, ~
n

b, et Y a, diverge, alors
(n—o0) n
> ak Z br..]
k=1 (n—>0<>)k 1

On note, pour tout n de N*, S,

n
n = Z Uk
k=1

) Montrer, a ’aide d’un raisonnement par ’absurde, que la série de terme général u,, est divergente
b) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I’égalité suivante :

Zkukf(nJrl) zsk

) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, w, =

n+1 1 ¥
= Up — —5— Sk
no "t pfu, 1;::1 g
d) En utilisant le résultat admis, montrer qu’au voisinage de +o0o

Wy, = a — awy, + o(wy,).
) En déduire, en fonction de a, la limite de la suite (wy)n>1

Solution :

n
T, = > k%, on peut écrire T, = na+1(%

n Ea

Efe o e B0t 5 (0,
T R A o 1

Ona.ngrfooﬁkgl(g) 7/Otdt

PR Finalement :

Z": o N na+1

21 (nooo) @ 17

n
b) On a donc v,, = a1+1 >~ k. En utilisant I’équivalent précédent :
n k=1
; _ 1
nEIJrrloo Un = a+1"
n a+2
c) On a w, = %H ST kotl Toujours avec 1'équivalent trouvé précédemment : > koL ~ g 5 En
n k=1 =
conclusion :
li = .

) Supposons que la série de terme général w,, soit convergente. On a alors 11111 Z ur = S, ou S est un
réel strictement positif.

De la relation v, = L( > uk) on tire alors u, ~ i. Comme la série de terme général S
Nun g an

= est divergente,
an
ceci contredit le fait que la série de terme général u,, est convergente
b) Considérons T;, =

>~ kuy. Pour tout entier k supérieur ou égal & 1, on peut écrire uy = S, — Sk—1. Ainsi
k=1

Tn=u+ > k(Sk—Sk—1) =u1+ > kS — > kSk—1
k=2

k=2 k=2
En effectuant un glissement d’indice dans la seconde somme
n n—1
Tn=u+ > kSp— > (K+1)Sk.
k=2 k=1

n—1

= k=1
et en retranchant S,, aux deux termes

n n—1
Comme u; = S, on obtient T,, = > kSp— >_ (k+1)Sk. En arrangeant : T,, = nS, — >_ Sk. Enfin, en ajoutant
k=1

, il Vient

k=1

> k= (n+ 1)S, ZSk

k=1
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n
¢)Ona:w,= 21 ( > kuy). En remplagant Z kuy, par (n+1)S, Z Sk, on obtient :
Un k=1
n —|— 1)S, ‘n
w, = 1) 1 ZSk_nan 21 5
n2u,, nunk 1 n“uy, =1
n
d) En utilisant la relation : v, = ﬁ( > uk), on a donc : S, ~ anu,. Comme la série de terme général
k=1

positif u,, est divergente, celle de terme general nuy, est a fortiori divergente.

En utilisant le résultat admis, on a donc : Z Sk ~a E kuy,.

On en déduit :

Z S, ~ a Z kup. Soit 1 E Sk ~ awy,, ce qui peut également s’écrire :
nunk n-"Up =1 nunk

Z Sk = awy,, + o(wy). En remplacant dans 1’égalité trouvée précédemment : w, = a — aw,, + o(w,,).
7’L Un k=1

e) L’égalité précédente s’écrit également : (1 + a)w, = a + o(wy,)

Conclusion : lim w, = —%—.
n—400 " a+1

Exercice 1.7.

Soit @ un nombre réel, tel que a > 2 et (an)nen+ la suite définie par :

a; = a
Vn e N* apq41 = aTQL -2
1. Quelle est la nature de la suite (ap)nens ?

2. a) Montrer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, I’égalité suivante :
2 _ 2.2 2 2
a; —4=ajas...a;_1(af —4)

n
b) Déterminer, en fonction de a, lim S —
n—++00 @102 ...0p—1
ag _ ak+1
ajas . ..ap_1 ajas...ay’
+oo
b) En déduire, en fonction de a, l'existence et la valeur de : > 1
k=1

a) Simplifier, pour k supérieur ou égal & 2 :

ajas...ag’

Solution :

1. On a a; > 2, et si pour un certain rang n, on a a,, > 2, alors a,,; > 22 — 2 = 2. On conclut par le principe
de récurrence :
Vn>1a, >2
x On a alors a, 41 — a, = a2 —a, — 2 = (a, — 2)(a, + 1) > 0 et la suite (a,) est strictement croissante.
* Si la suite (a,) était convergente, en notant ¢ sa limite, on aurait £ = ¢2 — 2, soit (¢ —2)(£ + 1) = 0, i.e.
¢ =2ouf= -1, ce qui est incompatible avec la condition initiale et la stricte croissance de cette suite.
Ainsi la suite (a,,) est divergente, et plus précisément :

lim a, = +00
n— 00

2.a) Pourn>2 ona:
R

Ainsi, par 'argument de récurrence habituel :

Vn>2,a2 —4=a%d3...a2_,(a? —4)

n—1
2
. . 2 9 2 an
b) Ainsi afa3...a;,_; = % et donc :
a] —4
2/ 2
as(a] —4
An — n(2 1 ) N a% —4
a1az...0p—1 a; — 4 n—oo
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3. a) En réduisant au méme dénominateur :

2
Ak _ Ok _ Gy — Q41 _ 2

a1ag ...0aK-1 ajas...ag a1as...ag ajag...ag

b) Par télescopage :

z": 2 _ 2 z": 2 _2  a An+1
he1 a1ag A a1 E—9 aias . Qg al a1 a1ag ...0p
et par le résultat 2. b)
2 _
Sl gy 1 1 e VT
= 0102 ... ap nisoo T Q102 ... Qg a1 2aq 2

Exercice 1.8.
Soit A un sous-ensemble de N. On définit la suite (ay,)nen par :

a — { 1 sined
" 0 sin¢ A
o0
1. Montrer que pour tout x de |—1,1[, la série > a,z™ est convergente. On note alors fa(z) = > a,a™.
n
Dans la suite de lexercice, on s’intéresse auz parties A de N pour lesquelles lim (1 — x)fa(x) existe. On note

rz—1-

A Uensemble de ces parties et P(A) cette limite.

2. a) Montrer que (), N appartiennent & A et calculer P(0)) et P(N).
b) Montrer que si A et B sont deux parties de A telles que A C B, , alors P(A) < P(B).
¢) Montrer que A € A = P(A) appartient a [0, 1].
d) Soit A, B € A telles que AN B = (). Montrer que AU B € A et calculer P(AU B).

e) Montrer que A € A = A € A et calculer P(A).

f) Montrer que 2N, 3N + 5 € A et calculer P(2N) et P(3N + 5).

g) Montrer qu'il existe une suite (A, )nen d’éléments de A, deux & deux disjoints, pour lesquels P( U An) #*
n=0
> P(An).
n=0
3. Dans cette question, on prend A = {n? n € N} = {0,1,4,9,...}.
a) Vérifier que fa(z) = > "
n=0

b) A Paide d’une comparaison série/intégrale, déterminer un équivalent de fa(z), lorsque x est au voisinage
de 1.

¢) En déduire que A € A et déterminer la valeur de P(A).

Solution :

1. Comme |a,| < 1, pour tout « € |—1,1[, on a : |ap,z™| < |2™] et la série > [2™| est convergente comme série
géométrique de raison inférieure a 1.

— _ l—x _
)P(@)—OetP(N)—};;Hi(l 3:)23: _};13111—‘%_1'
b) Comme A C B, on a pour tout n de N : < b, et comme on a supposé que les limites existent :

P(A) < P(B).
¢) Comme ) € A C N, il vient 0 < P(A) < P(N) = 1.
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a, sin€A

b, sineB’ Ainsi, pour tout N :

d) Notons C' = AU B. On a alors ¢, = {

N N N
ST cpz™ = >0 apx™ + Y bya.
En prenant la limite lorsque N tend veTrLs: (3&—007 il ViTEL;l?] "
Voe]-1,1], i cpx™ = § anx" + § bpx™,
et comme P(A) et P(B) existent, P(C) existenzgalement Z?OP(C') = ;3:((;1) + P(B).
e) Par les questions précédentes, P(A) = 1 — P(A).
f) 11 vient :

TN N T I S 1 _1
= PON) = lm (1 —2) ), @™ = lm =% = lim 747 =3
0 _ 5 5
_ _ Snts _ o (L—2)2” x> 1
7 PONED) = 0 ) e = I T S T 8

g) 1l suffit d’écrire N= {J {n} et P({n}) =0, alors que P(N) = 1.

n=0

3. a) Par définition méme : fa(z) = 3 2™
n=0

b) Soit x € ]0,1[ fixé et f: ¢+ 2t" = e % La fonction f est positive, décroissante sur R* (car Inz < 0).

k1
Site [k, k+ 1], alors rRFD? < / 2 dt < 2F°. On somme ces inégalités pour k € [0, N]. Il vient :
k

N 2 N+1 2 2
Z x(k-‘rl) </ .’Et dt < Z .'Ek
k=0 0

puis en prenant la limite lorsque N tend vers 400 :
+oo
f@-1< [ et hrar< )
0

Or, le changement de variable affine, u = ty/— Inx donne :

+oo —+oo
/ ot Inz gy #/ o= du — RV
0 vV—1Inz /g 2v—Inzx

Le dernier terme tend vers +oo lorsque x tend vers 1; donc au voisinage (a gauche) de 1 : f(z) ~ L
2v—Inz

De plus, pour x au voisinage de 1, on a —Inx ~ 1 — z. Finalement :

V1—zyr 0

Ve =

lim (1 —2)f(z) = lim

Exercice 1.9.

Soit n un entier pair > 2. On considére la fonction ¢ définie sur le segment [0, n] par

p(t)=|tt—1)...(t—n)| = |

s

(t— k)|

k=0

1. a) Montrer que V¢ € [1, %],gp(t —1) = ¢(t).

b) Montrer que ¢ admet un maximum sur Uintervalle [0, n].

¢) On note |¢] la partie entiere de t. En comparant ¢(n —t) et ¢(t) puis o(t — |t]) et ¢(t), montrer que le
maximum de ¢ sur [0,n] est atteint en un point de I'intervalle |0, 1].

2. En étudiant les variations de la fonction In oy, montrer que le maximum de ¢ est atteint une seule fois sur

10,1[; on note ¢, 'abscisse de ce maximum (i.e. ¢, € ]0,1[ et (t,) = n%ax] o(t)).
te|0,n
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3. Comparer i et Z . En déduire la limite de ¢,, lorsque n tend vers +oo.
n k=

n!

4. Montrer que pour tout ¢ € [0,n], on a: p(t) < 1)

Solution :

1. a) Si t est entier compris entre 1 et n/2, la relation demandée est banale.

cet—=1) _Jt—=n—1] _ n+1
Pourt ¢ N, on a : PORE 7l f|lfT|.
Or la fonction ¢ +— 1 — n_t‘_ L croit sur R? ; sur [17 %], elle varie entre —n et —1 —% et a donc une valeur absolue

plus grande que 1.
b) La fonction ¢ est continue sur le segment [0, n] et admet donc un maximum sur ce segment.

¢) Le maximum est atteint en au moins un point de [0, %] car :

e =0 =| M=t -#|= [kt = 1T~ 11=| ¢~

c’est-a-dire gp(n —t) =p(t), et le resultat.

Par ailleurs, de p(t —1) > ¢(t) sur [1, %], on déduit par récurrence évidente que : V¢ € [1, %] Lot—t]) = (t).
Ainsi, si le maximum de ¢ est atteint en un point ¢ € [1, %]7 il est aussi atteint au point ¢ — |t] € [0, 1] (et pas
en 0 car p(0) =0 et ¢ > 0 non identiquement nulle).

2. Sur )0, 1], on a : In(p(t)) = éo (|t — k|). Done :

2l L <>>=k§ﬁ=g<t>

Ainsi, ¢'(t) est du signe de g (car ¢(t) > 0). Or ¢'(t) = — E ——— < 0. En utilisant le théoreme de la

o (t— )

bijection pour g (qui est de limite +00 en 0 & droite et de hmlte —oo en 1 & gauche), il existe donc un unique
t, €1]0,1] tel que ¢ admette un maximum en ¢,

3. Comme ¢ est maximale en ¢, sur intervalle ouvert |0,1[, on a ¢'(t,) = 0, soit > ﬁ = 0, soit
15 1
tn k—t,”

k=1
1 1 t (s
> . J— n .
Or pour tout £ > 1, on a : il Tl g > 0. On en déduit que :

M=
=

Il
-

1
- >
th

n
La série Y % est une série de Riemann divergente & termes positifs, donc : lim > % = 4o00.

On en déduit : lim tl = 400 puis lim ¢, =0.

n—+oo ln n—+oo
4. La fonction t — % étant décroissante sur R™, on a :
Vk>1,Vtek, k+”’f
En intégrant cette inégalité sur [k, k + 1], puis en sommant de k =2 & k = n, on obtient :

n+1 n
dt 1
/2 t S 2k

k=2

)_.
w\»—'

Ainsi % >ln(n+1)—In2et > % >ln(n+1)—In2+4+1>2In(n+1)
k=2 k=1

Le pass;ge a l'inverse (tout est strictement positif) donne finalement :
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1

tn < In(n+1)"

Pour tout ¢ € [0,n], on a :

!
k<t,n! < n

olt) < olta) = 1 1 W D)

k=0

n

tn — k[ =tn [T (k—tn) <tn
k=1

W:]:

Exercice 1.10.

On consideére, pour tout n € N*, la fonction u,, définie sur |—1, +oo[ par :

- 1 x
up(z) =zIn (1+ ﬁ) —In(1+ 5)
Lorsque la série de terme général u, (z) converge, on note S(x) sa somme.
1. Déterminer ’ensemble D des valeurs de x pour lesquelles la série ci-dessus converge. Calculer S(0) et S(1).
2. Montrer que pour tout « € D, S(x +1) = S(z) + In(z + 1).

3. On définit la fonction T sur D par : T'(z) = exp(S(x)).
a) Montrer que T vérifie les propriétés :
i) T(0) = 1.
iyVeeD: T(x+1) = (z+ 1)T(x).
b) En déduire que Vn € N,T'(n) = nl.
n
4. Montrer que : Vn e N* : T'(x +n) = T'(z) [] (x + k).
k=1
= 1 1
5. a) Montrer que : »_ [In(1+ E) —In(1+ m)] =In(n+1).

b) On pose R, (z) = S(x +n) — S(n) —zln(n+1).
Montrer que Erf R, (z)=0.

¢) En déduire existence d’une fonction réelle ¢,, définie sur D telle que :
Ve e D,VYne N :T(x+n)=nl(n+1)%p,(z), EIE on(z) =1

Solution :
1. On trouve que u,(z) = % + o(#) ce qui montre D = |—1,4o0].
On a S(0) = S(1) = 0.
2.0na:
o o 1 +1 x
> (un(@+1) = up(2)) = 3 [In(1+ ) = In(1+ E52) +In(1 + 7))
n=1 n=1
N
=3 [In(1+ %) —In(n+z+1)+In(n+z)]

3
I
—

Par télescopages :

N

S(up(z+1) —up(x)=In(N+1)—-In(N+z+1)+In(l+x)
n=1

N+1 )
N+z+1

Par passage a la limite lorsque N tend vers 'infini on trouve le résultat demandé.

=1In(1+2z) +In(

3. On définit la fonction T sur D par : T'(x) = exp (S(x)).
a) Il vient :
i) T(0) = exp (S(0)) = 1.
i) T(x+1)=exp(S(x)+In(z+1)) = (z+1)exp S(z) = (x + 1)T(x).
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b) Pour tout n € N: T(n) = n! de maniere immédiate.

n
4. On a facilement que S(x +n) = S(z) + >_ (z + k). D’ou le résultat en «passant a I’exponentielle ».
k=1

a) On a, en repassant aux sommes partielles et par télescopage terminal :

+oo i
1 1 _ 1y_
k; [In(1+2)-In(1+ m)] = kzz:lln(l—k F)=n(n+1)
b) En utilisant le résultat précédent, on trouve :
+oo
— 1 ny _ z4+n
Rn(gn)fkg1 [xln(1+k+n)+ln(1+k) In (14 = )]

+o0
:k; [xln(uﬁ)+1n(k+n)f1n(x+k+n)]

T 1 T
- k; [#In(1+ =) —In(1+ )]
Ceci est le reste d’ordre n de la série convergente de terme général :

U () 7x1n(1+ ) In(1+ % )
qui tend donc vers 0.

¢) En passant & 'exponentielle on en déduit lexistence d’une fonction réelle ¢,, définie sur D telle que :
VeeDVneN :T(x+n)=nl(n+1)%p,(z), lirf on(z) =1
n—-+0oo

Exercice 1.11.

Soit E Pensemble des fonctions f définies sur [0, 1], & valeurs réelles, de classe C!, vérifiant de plus f(0) =
f(1) = 0. Soit f un élément de E. On pose, pour tout x de [0, 1]

/|f dt et g(a /|f )t

1. Montrer que les fonctions g et h sont dérivables sur [0, 1]. Exprimer h/(z) et ¢’(x) a Paide de f(x).

2. Montrer que :
1

1/2
/0 O Bt < 3p2 (L) et / /2\f<t>f’<t>ldt<%92<%>

1/2 1
3. a) Trouver un majorant de hz(%) et de gz(%) en fonction des intégrales / f2(t)dt et / 2 (t)dt
0 1/2

b) En déduire que : /0 [F@)f(t)|dt < / JP(t)dt

4. a) Déterminer une fonction f continue sur [0, 1], de classe C! par morceaux, telle que f(0) = f(1) = 0, pour
laquelle I'inégalité précédente est une égalité.

b) Comment démontrerait-on que la constante 1/4 de I'inégalité précédente est la meilleure possible pour que
I'inégalité soit vraie pour toutes les fonctions de F ?

Solution :

1. La fonction o — | f/(z)| est continue, puisque f est C'L.
Le théoréme fondamental du calcul intégral implique que h(0) = 0 et que h est de classe C! de dérivée
K (x) = |f'(z)|. Avec un raisonnement identique, il vient g(1) =0 et ¢'(z) = —|f'(2)|.

2. Comme f(0) = 0, on peut écrire f(x / (¢t
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Donc |f(x / F(0)ldt = h(z) et |f(2) ' (2)] < h(x)H ()

Il reste & intégrer cette inégalité sur [0,1/2], ce qui donne :

1/2
| o< s )

Méme raisonnement pour la seconde inégalité car f(1) = 0.

3. a) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

T 2 T
_ ! /! 2
y = ([ 1rwnaar) < JRIECIREE
Donc : hQ(%) < %/0 |f/(t)|>dt. De méme : gQ(%) < %/ f2(t)at

) Par la question 2 et la question précédente, il vient :

1/2
/ o= [isosoa [ rorom
1/2 1 1
l l 2 l 1 2 :l / 2
L dt+4/1/2|f(t)l at=1 [ Iropa

T si0<x<1/2
l—z sil/2<z<

Cette fonction est continue, de classe C! sauf en x = 1/2 et

1/2 1 1
/|f (t)|dt = /0 tdt+/1/2(1t)dté+é}l}l/of’z(t)dt

b) 1l s’agirait «d’approcher d’aussi prés que l'on veut» la fonction f définie ci-dessus par des fonctions de
classe C'. On peut penser & approcher la fonction «chapeau» f précédente en «arrondissanty» simplement
la pointe avec un petit arc de cercle pour effectuer une approximation de classe C' et montrer alors que les
intégrales en question sont aussi proches que l'on veut des intégrales de la question a), le détail du calcul n’est
pas demandé ...

N

4.a) Soit f définie sur [0,1] par f(z) = {

Exercice 1.12.
On désigne par £ I'ensemble des fonctions continues de R dans R. On définit sur € 'application T qui a toute
fonction f de £ fait correspondre la fonction T'(f) définie sur R par :

Vo e R, T(f)(x) = 1— /O 1”;( ) dt
1

Vita?

1. a) Montrer que T est une application de £ dans £. L application T est-elle linéaire ?

On note ¢ 1’élément de £ défini par : Vz € R, p(z) =

b) T est-elle surjective ?

c¢) Calculer T'(¢) en fonction de .
On définit la suite (fn)nen d’éléments de € par fo € € et pour tout n de N : fr11 =T(fn).

2. Pour tout entier naturel n, on note g, la fonction définie par : g, = (—=1)" [ — fa].

Montrer, pour tout entier naturel n et tout réel x, la relation :

n = dt
g +1($) /0 1 t2

3. On s’intéresse au cas particulier ou fy est la fonction définie par fo = ¢ + 1, et on garde les notations de la
question précédente.

a) Déterminer go, g1 et go.
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b) Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un réel a,, vérifiant
Vz €R,gn(z) =a, [In(1+ x2))}n
et donner la relation liant a,4+1 & ay,.
c¢) Déterminer, pour tout entier naturel n, a,, en fonction de n.
d) Déterminer, pour tout réel x, la limite quand n tend vers l'infini de g, (x).

e) Calculer, pour tout réel x, lim f,(z).
n—+o0o

Solution :

tf(t)

1. a) La fonction t — T+ est continue sur R, elle admet donc une primitive sur R. En notant H une primitive

de cette fonction, on a donc, pour tout réel z, T'(f)(x) =1 — (H(x) — H(0).
Cette fonction est dérivable et sa dérivée est définie pour tout = par

(T @) = (@) = £,

En fait, la fonction T'(f) est méme de classe C! sur R.
T n’est clairement pas linéaire (7°(0) # 0).

b) On vu que, pour toute fonction f de &£, T(f) était dérivable. Comme il existe des fonctions de £ qui ne
sont pas dérivables, par exemple la fonction x — |x|, cela prouve que T n’est pas surjective.

¢) On a, pour tout réel z :
xr

x
T $=1—/¥dt=1—[— 1 } = 1 =plx
() o (1437 Vit = ige oW
2.0na: g1 = (=1)""o — fri1]. Or, par définition, ¢ = T(p) et fr1 = T(fn).
On a done : gus1 = (—1)"1 [T(¢) = T(fa)]
Attention, T n’est pas une application linéaire !, mais
" to(t) / TLfn(t)
T(p)=1- ——Ldtet T(fn) =1-— L dt.
=1~ [ 10arer(s) -1~ [ L0
Les 1 se neutralisent et par linéarité de I'intégration, on obtient :

g1 = (_1)n+1/owt(fn(t) — @(t))dt

1+
ol “t(p(t) — fult) /m tgn(t)
E lifiant : gy, = (—)n [ QD) = Jnlt)) gy — [ LnlL) gy
w simpliiant g, (a) = (-1)" [ HEO =] (e
3.a)On a:
* go = ¢ — fo, dot go = —1. .
On utilise alors la relation g,+1(z) = / igii(igdt qui donne :
0

— Yt _ 1 217 _ 1 2
*gl(x)f—/o 1+t2dt7[—an(1+t)]07—§ln(1+x).

. “tln(1+#
Puis : go(z) = 7%/0 %dt.

On reconnait une expression de la forme uu’, d’ou :
go(z) = —% [In® (1+ %)), = —%an (1+ 22).

b) On montre le résultat par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, la relation est vraie avec ag = —1.

IR R . . 2 n
Hérédité. On suppose que, pour un certain entier naturel n, on a pour tout z, g,(x) = a, [ln (1 +x ))] .

“t(In (1 + )" N _ . R .
On a alors : gn11(z) = an, / Tdt. On reconnait dans I'intégrale une expression, a un coeflicient
0

pres, de la forme v'u™. On a donc :
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1 n T 5 . .
gnt1(x) = anm [(In (1 +¢%)) H}o’ ce qu'il fallait, avec en prime

1
Untl = o+ 1)

1 .
2™n!

nln' [ln (1 + xQ))] " Comme la fonction puissance est négligeable devant la fonction

¢) On montre alors facilement par récurrence que : a, = —

d) On a donc : g,(x) =

factorielle, on a, pour tout réel z : lim gn(z) = 0.
n—-+oo

e) On conclut que ngrfoo In(x) = @(2).

Exercice 1.13.

Soit une suite réelle (u, )nen+ définie par son premier terme u; strictement positif et par la relation de récurrence :
Vn € N* ups1 = \/a+l

Pour tout réel strictement positif a, on note f, la fonction définie, pour tout réel x > 0, par :

fa( )71;,\/5,(1.

1. Montrer que équation f,(x) = 0 (d’inconnue z) posseéde une unique solution réelle notée £(a), que lon
précisera.
Préciser les variations de f, ainsi que le sens de variation de a — £(a).

2. Montrer que pour tout n > 2 : u, > 1. Lorsque la suite (u,),en+ converge, déterminer sa limite.
3. On suppose vérifiée la propriété suivante :
(P) : pour tout entier naturel n > 1,u, < E(%)

a) Montrer que la suite (uy,),en+ est majorée.
b) Montrer que la suite (uy)nen+ €st monotone.

¢) Que pensez-vous de la propriété P 7

4. En déduire que la suite (u,)pen+ converge.

Solution :
LLAvece X =z >0,0ona: f,(z) =0+ X?*=X+4a,X > 0.
Le discriminant est : A = (—=1)? — 4(—a) = 1+ 4a > 0.

Ilyadoncdeuxracinelezlii V1+4aetX 1+v1+tda 1+4a .Comme /1+4a>1,ona X; <0et Xy >0;
donc

fa) = x3 = (Lv1+day?
* fl(x)y=1- W donc f, croit sur ]0,1/4] et décroit sur [1/4, +oo].
* La fonction a — £(a) est clairement croissante.
2.0 up = Jur +1>1,
e si pour un certain rang n, u, > 1 alors, up41 = /t, + % > \/un > 1.
On conclut par le principe de récurrence.

La seule limite possible de la suite (uy) est 1. En effet si (u,,) converge vers ¢, alors (la fonction racine carrée est
continue) on a : hm (,/un + ) = /¢, donc V¢ = {. Les solutions sont £ = 0 et £ = 1 et 0 n’est pas possible

car (up)n>2 est minorée par 1.

=

a) Comme a — £(a) est croissante et % 1, il vient : E(%) </L(1) = 3 +2
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b) On a upt41 — = —Up + /Un + = = —fi/n(u,) = 0, car la fonction f;/, est négative sur [0, (%)] et
Up < E( 1 )
n

c) Si P est vraie, la suite (u,) est croissante et majorée, elle converge, et donc converge vers 1 d’apres la
question 2. Or (u,) croit, donc wu, > u; > 1, d’ott limu,, > u; > 1, ce qui est absurde. La propriété P est donc
fausse.

4. Ainsi, il existe m un entier naturel non nul vérifiant : w,, > ¢ (%)
On montre alors par récurrence sur n = m que Uy < Up :

® U1 — U = — f1/m (Um) <0, car u, > é(ﬁ) ( tableau de variations de fi /).

. 1 1
® si Uyt < Up, alors \/Unpt1 < /Uy ; OF Pl S < = ; donc :

1
Up42 = y/Un+1 + m < 4/Un + n = Up+1

Comme la suite (u,) est décroissante & partir du rang m et minorée par 1, elle converge et sa limite ne peut
étre que 1.

Exercice 1.14.

Dans tout ’exercice, f désigne une fonction continue et bornée de R™ dans R et (a,)nen une suite & valeurs
dans R** qui converge vers 0.

+oo
Soit A € R ; pour tout n € N, on note : I,,(A) = / a;fi(:vl dx.
A ay +x

1. Etablir Pexistence de I,,(A) pour tout n € N.

+oo
2. Pour n € N, calculer : / % dx.
0 a,, +x

3. On suppose dans cette question que A > 0. Montrer que lim I,,(A) = 0.
n—oo

4. On suppose dans cette question que f(0) = 0.
Soit € > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour tout n € N :

[ e <

5. On ne suppose plus que f(0) = 0. Montrer que 'on a : lim I,(0) = %f(O)

En déduire que lim I,(0) = 0.
n—+o00

n—-+4o0o
+o0 Vi
6. Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = / ne — dt
0 1+n%t
Solution :
1. La fonction = +— %(SE)Z est définie et continue sur RT. En notant B un majorant de |f|, on a :
a, +x
’ anf ‘ < an B
a + 22 ai + 22
Ainsi la régle de Riemann assure que I,,(A) existe pour tout n € N.
2.0na:
+oo X
/ —A—dr = lim %dm = lim [arctan(m/an)]x
0 al +a: X—=+oo Jo 14 (x/an) X—+oo 0

= XLHEoo arctan(X/a,) =

bl

3. Soit A > 0. En notant toujours B un majorant de |f| :
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“+o0 1 a
Or lim a, =0; donc hm I,(A) =0.

n—-+o0o

Sy

4. On a f(0) = 0. Soit € > 0; la fonction f est continue en 0 : il existe A > 0 tel que pour tout
x €[0,A],|f(z| < <2c Ona alors

T
| a”f dx| 5| v < 2exT <6
a + 22 an+g: T "2

Le réel A ainsi défini ne dépendant pas de n.

On a ainsi : Vn € N, I,,(0) = / a"‘i( 7) dx + I,(A) et on en déduit :
o a

5. Dans le cas général, on peut écrire f(z) = f(0) + [f(x) — f(0)]. Si on note g la fonction f — f(0), on a donc

g(0) =0, et :
_ oo an f(z) _ e oo ang()

a, +x
= 25(0) + In(g)

En appliquant le résultat de la question précédente & la fonction g bornée telle que g(0) = 0, il vient donc :

Jlim1,(0) = 3(0)

2
a, +x

6. On choisit f(t) = eV, La fonction f est continue et décroissante sur R*, bornée par f(0)=1, d’ou:

/+mwdt:/+mwdt:/+m %f(t) dt
0 14+n%? o 14+n2t? 0 = 4t2

n2

On reconnait I,,(0) avec a,, = %7 terme général d’une suite de réels positifs convergeant vers 0. On peut donc
appliquer le résultat de la question précédente et :
o0 7\[
lim ne
n—+oo 0 1 +n t

= T5(0) =

VB

Exercice 1.15.
Si f est une fonction de classe C* sur un intervalle I, on note f(™ (n > 0) la dérivée d’ordre n de cette fonction
f- On considere la suite de fonctions définies sur R par :
L,(x) = (—1)"%]”,5”)(37), ou fn x> z"e®
On admettra que pour tout n > 1, on a : ‘
xL, ( ) (n+1)Lyy1(x)+(2n+ 1)L, () + nLy,—1 (2)

1. Calculer Ly, Ly et Ly. Montrer que pour tout entier naturel n, L,, est une fonction polynéme de degré n (que
Pon confond avec le polyndéme associé).

2. Soit n > 1, montrer que l'on a :
n—1

(z —y) Z; Li(2)Li(y) = n(Ln () Ln-1(y) = Ln-1(x)Ln(y))
3. En déduire que pour tout n > 1 on a :
kZ::O[Lk(w)} = n(Ly(x)Ln—1(x) = Ly, 1 () Ln(2))
4. On va s’intéresser aux zéros du polynome L,,. S’il existe des zéros réels d’ordre impair, on les notera x1, ..., T,
avec r1 < Tg < -+ < Ty

a) Montrer que si P est un polynéme & coefficients réels qui ne s’annule pas sur R, alors il est de signe
constant. En déduire que si L, admet des zéros réels d’ordre impair, il se met sous la forme L,(X) =
aP(X)(X — 1)+ (X — ), ot a € R* et P est un polynéme positif sur R.
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b) Par intégrations par parties successives et aprés avoir justifié 'existence de l'intégrale, montrer que pour
tout polynome () de degré strictement inférieur a n :

+oo
/0 L, (z)Q(x)e *dz =0

¢) En considérant le polynéme Q = (X —x1) - -+ (X — 2,,,) (on posera Q(z) = 1 s’il n’y a pas de racine d’ordre
impair), montrer que L,, a exactement n zéros réels distincts.

Solution :

2
1. On trouve Lo(z) = 1, Li(z) =z — 1 et La(z) = % — 22 + 1. On déduit immédiatement de la formule de
récurrence que L, est un polynéme. On a bien deg(Lg) = 0 et deg(L,) = 1.
Supposons que deg(Ly) = k pour 0 < k < n avec n > 2, il vient :
deg(L,) = deg(%[(m —2n+ 1)L 1 — (n—1)L,o(x)]) =n

2. Soit n > 1, en utilisant la formule de récurrence on obtient
n—1

A=(r—-y) kgo Li(z) Ly (y)
=5 L) Lel) ~ S Lele)0Lelw) + (&~ p)Eale)

3
|

Sﬁ
|
—

[(k+1)Lgs1(z) + (2k + 1) Li(2) + kLi—1(2)] Li(y)

=
I
—

=5 L@k + DLksa(s) + 2+ DLy) + La()] + 2~

:zj(k: + 1)Lt (z) Li(y) + :Zj(k? + 1) Li(@) L (y)

=S DEA@La) = S (k4 DL (#)Lao) +2 -

k=0
= nLy(2)Ln-1(y) — Li(x)Lo(y) + Lo(x) L1 (y) — nln—1(2)Ln(y) + = —y
=n(Ln(2)Ly—1(y) — Ln—1(z)Ln(y))
Ce qu'il fallait.

3. Avec la question précédente, on trouve :

nil Lk(ﬂf)Lk(y) _ nLn(x) — Ln(y) Ln—l(y) 4 nLnfl(y) — Lnfl(x) Ln(y)
k=0 r—=y rT—y

11 suffit alors de faire tendre y vers x pour obtenir le résultat.

4. Soient x1,...,Z,, les zéros d’ordre impair de L,, avec x1 < 22 < -+ < Tpy,.

a) Si P n’est pas constant, il tend vers 0o en +o0o, comme il ne s’annule pas on a lim P(z) = lim P(z)
T——00 r—+00

(sinon on aurait un zéro avec le théoréme des valeurs intermédiaires). On se raméne donc sur un intervalle borné
sur lequel il ne peut pas changer de signe non plus car on aurait a nouveau un zéro. Il est donc de signe constant
sur R. En factorisant L,, en tenant compte de ses zéros, on voit que L,(z) = P;(z)Pa(z), ou P; est de signe
constant sur R et P, est un produit de facteurs de degré 1. En tenant compte du début de cette question et des
zéros de degré pair, on voit que L, se met sous la forme souhaitée.

b) x On a lilil 22 L, (2)Q(z)e™® = 0 et la régle de Riemann donne la convergence de I'intégrale proposée.
Tr—r+00

_ n
x Intégrons par parties, en dérivant z — Q(z) en z — Q’(x). et en intégrant = — L, (x)e™* = % én)(x) en
— n _ ’
T %fﬁn 1)(33) qui est de la forme z — xR(x)e™ ", ot R est une fonction polynéme.
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Comme 1ir£ 2R(x)Q(z)e™™ = 0, on peut effectuer cette intégration directement avec la borne infinie et on
r—+00

trouve :

—+o0 —+oo n
/ Lo (2)Q(z)e%dz — — / U 0r(2) £V () da
0 0

n!
On recommence et au bout de n intégrations par parties, il vient :

+o0 +oo
| @a@erde= [ Lo @)@ ds =0
0 0 .

puisque Q™ (z) = 0 (on a deg(Q) < n).

¢) Supposons que m < n. Il vient alors :
+oo

+o0
0= %/0 L, (2)Q(x)e *dx = ; P(2)Q(x)% *dx

Or la fonction x — P(z)Q(x)?e™® est continue et positive, elle doit donc étre nulle sur R*, ce qui est impossible.
Par suite, L,, a nécessairement n zéros distincts.

Exercice 1.16.
On note F 'ensemble des suites réelles (u,)nen qui vérifient la relation de récurrence

Vne N w1 = (dn+ 2)u, + up_1
1. On considere les deux suites (o, )nen et (Brn)nen appartenant & E et définies par ap = 51 = 1 et ag = Sy = 0.

Etudier la monotonie des suites (an)nen et (Bn)nen-

Soit n € N. Montrer que 118y — anfBny1 = (—1)" L

a)
b) Montrer que les suites (o, )nen et (Bn)nen tendent vers Uinfini.
c)
d)

Montrer que les deux suites (%)n e (%Q"H )n cny» Sont adjacentes. On notera £ leur limite commune.
2n 7" 2n+1
i i Qi ?
e) Que peut-on dire de la suite (ﬂ:)nEN* !

Comparaison asymptotique des suites.

f) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, |% — €| < ﬁ
n nHMn+1

g) Déterminer nll)I_‘I_loo(Oén —18y).

h) Soit p € R. Déterminer lim (o, — pfy) en fonction de la position de p par rapport a £.

n—-+oo
2. Dans cette question, (uy,)nen désigne une suite de E.
a) Montrer qu’il existe deux réels A et A’ tels que :
ug = Aag — N Bg et ug = dag — N fy.
b) Montrer que pour tout n € N, u, = A, — N f3,.

m u, =0, alors A = M.

¢) Montrer que si i
n——+oo

Solution :
1. a) On montre dans un premier temps par une récurrence évidente que les suites (o, )n>2 €t (8y)n>2 sont a
termes strictement positifs. On vérifie alors que pour tout n € N,
Qpy1 — p = (An+2)ay, + a1 — o = (dn+ Doy, + a1 2 0
Ainsi, la suite () est croissante & partir du rang 1. On montre de méme que la suite (/3,,) est croissante.

b) Comme la suite (o) est croissante, soit elle converge, soit elle tend vers +o00. Supposons par l’absurde
que la suite (a;,) converge. La limite est alors strictement positive car «,, = a2 > 1. On obtient alors, pour tout
ne€N dn+2 = (apt1 — ap—1)/an, —> 0, ce qui est impossible car la suite (4n + 2),¢cy tend vers +oo. On

n—oo

procede de méme pour la suite (3,,).
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¢) On montre cette propriété par récurrence sur n.
e lorsque n = 0, on a bien ay8y — apf1 = —1.

e soit n € N. Supposons que la propriété annoncée soit vérifiée a I'ordre n. On a alors
an+2Bn+1 - an+1Bn+2 = ((4n + 6)an+1 + an)BnJrl - an+1((4n + G)ﬁn+1 + ﬂn)

_ _ 1

= anﬁn+1 - an+1ﬁn = (_1)n+
On conclut & ’aide du principe de récurrence.

p p

d) On montre les trois propriétés des suites adjacentes.
2n—+2

agy _ Qoni1 _ (=)™

on Bont1 BanfBont2

Ainsi, comme (f,,) tend vers 400, on a bien lim (
n—-+o0o ﬂ?n

e on vérifie aisément que

e toujours en utilisant la relation de récurrence,

Qop _

Qon41

=0.
62n+1

((42n+1) + a1 + ®on)Bon — @2 (420 + 1) + 2)Bops1 + Fon)

Qont2  Qon _

62n+2 ﬂQn /BQnﬂQTH»Q
Q2nt2 _ Qo _ (B804 6)(a2n41820 — @2nfont1) _ _ 8n46 <0
52n+2 62n 62n62n+2 52nﬂ?n+l

Ainsi, (a9, /Ban) est décroissante.

e on montre de maniére analogue que (a2y,+1/B2n+1) est croissante.

e) Notons u, = ay,/fB,. Comme les suites (ug,) et (u2,4+1) sont adjacentes, elles convergent vers une méme

limite £. Ainsi, la suite (u,) converge également vers £.

f) Comme ¢ est la limite de deux suites adjacentes, pour tout n € N,

Qontl g Q2n
Bont1 Ban
Ainsi, pour tout n € N,
Q41| _ 1

|%2n _ g < |Q2n —

BQn 6277,

On montre la méme inégalité pour les entiers n impairs.

g) En utilisant 'inégalité précédente : |ay, — €6,] < ﬁ
n+

B2n+1 o B2nﬂ2n+1

. Ainsi :

lim (ap, —£6,)=0

n—-+oo

h) Soit p € R. On écrit (o, — pfn) = (an — €8,) + (€ — 1) Bn.
Sil < p, lim(ay, — ppy) = —00; si € > p, lim(a, — pfBn) = 400, le cas £ = p est déja traité.

2. a) Comme —apf1 + a1fy = —1, d’apres les formules de Cramer, le systéme proposé possede une unique

solution, cette solution est d’ailleurs évidente :

(/\, )\/) = (UQ, —U1).

b) Le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1, ’hérédité est une conséquence banale de la relation de récurrence

de définition. On conclut par le principe de récurrence.

/
¢) Pour tout n € N, on écrit u, = My, — )\Tﬂ”) Ainsi, d’apres I’étude précédente, si lim u,, = 0, alors \' = /.

Exercice 1.17.

On consideére la suite (un)n>0 définie par ug =1, u; = —2 et la relation de récurrence : pour n > 2,
Up = —2Up_1 + (1 - 1)un72

n

1. Montrer que |u,| < v, pour tout entier naturel n, ou la suite (vn)n>0 est définie par vg = 1,v; = 2 et, pour

tout n > 2 : v, =2v,_1 + vy_s.

2. Montrer qu’il existe des constantes A, B, a,b que 'on déterminera telles que Vn € N,v, = Aa™ + Bb". En

déduire que pour tout entier positif n, on a :

1
Un| <
s

(1+v2)tt
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3. Prouver que les séries upx™ et nuy,x™ !
q n n

n>0 n>1

Vintervalle T = |—1/(1 ++/2),1/(1 +v2)|.

sont absolument convergentes pour tout x appartenant a

+oo too
4. Pour x € I, on pose f(x) = > upz™ et g(x) = > nuy,z" L.
n=1

n=0
a) Soit n > 2; montrer pour tout couple (¢,h) € R x R* que :
t+h)" —t" e nin —1 n—2
R L =X )
b) Soit € I et r tel que |z| < r < 1/(1 4 /2). Vérifier que la série > n(n — 1) |u,|r" est convergente.

n>=2
Montrer que pour tout h € |— (r — |z|),r — || [ \ {0}, on a :

+h) — —1) . m
LRI o)) < ol 55 20
En déduire que f est dérivable sur I et que f'(x) = Z nuy ™

n=1

5. Montrer que pour tout & € I, on a (14 z)? f/(z) = —(2 + ) f (z). Déterminer la fonction f.

Solution :

1. La propriété est déja vérifiée pour n = 0 et n = 1. Soit n > 2, supposons que |ug| < vi pour 0 < k < n, il
vient :

[un| = | = 2up— 1+(l_1)un 2| < 2Jup- 1|+(1_7)|un 2| < 20up—1|+ |tn—2|

X 21}7171 + Up—2 = vy

2. La suite (v,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont 1'équation caractéristique est

2_9r—1=20. Ses racines sont a = 1 —v2 et b =1+ ﬁ, et par suite v, est de la forme Aa™ + Bb™.
Pour déterminer A et B, il suffit de résoudre le systéeme donné par les équations vy = 1 et v; = 2. On trouve
finalement :

V214 V241
o =Y 75 (1-v2)" + 2\} (1+v2)"

= %(1—@)"*% f(1+\f)”+1

On en déduit que |u,| < v, < %(1 +1/2)"*1, pour tout entier positif 7.

3. Soit x € I'; on a |upz™| < %(M(l +4/2))". Comme |z|(1 4 v/2) < 1, le théoréme de comparaison des

séries & termes positifs montre que la série définissant f(x) est absolument convergente.

(1+v2)?

De méme, on a |[nu,z" ! < 7 n(|z|(1 + v/2))" ! et le théoreme de comparaison permet encore de

conclure, puisque I'on reconnait dans la série majorante la série dérivée d’une série géométrique convergente.

4. Soit « € I ; avec la question précédente, on voit que les fonctions f et g sont bien définies.

a) Soit n > 2. Posons ¢ : x — 2™, on a par la formule de Taylor :

t+h — p(t h
LU =W i) < Bl sup J(a)
zE€[t,t+h]

soit ici : |W nt" | < |h| nn—1) sup |z[*72:

z€E€[t,t+h]
Donc :
(t+h)"—t"

" n(n—1 n—
) 1| < 2O L)y () ey
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1 4o n—2
. La série n(n—1)uy,|r est convergente car 0 < (14+v2)r < 1
s > nn=Du g (1+v2)

Lo _ (14+V2)? -

> < L - 1)1+ VB
On reconnait alors le terme général d’une série dérivée seconde d’une série géométrique convergente.
Avec a), on obtient pour tout h € |—(r — |z|),r — |z|[ \{0} :

N +o0 n __ ..n “+o00
|w 7g(l')| = | {:OUHW - glnunz’%”

=1 5 u BT

— T
n 7}11 —nw

b) Soit x € I et r tel que |z| < r <

et

n(n — 1) |u,|r™

»1)

< 5 2= hi (] + el

n_2
<l 5 2 o
Avec la définition de la derlvee on v01t qu’il suffit de faire tendre h vers O pour prouver que f est dérivable au

point z, avec f'(z) = g(x) = E nu,x" L.

n=1

5.0na:
400 400 “+ o0
(1+2)2f'(2) = > nupz™ P +2 Y nupa™ + Y. nuyantt
n=1 n=1 n=1
+oo +oo —+oo
= > (n4+ Dupp12™ +2 > nuzx™ + > (n— Duy—gz™
n=0 n=1 n=2
+oo
=up + > [(n+ Dupt1 + 2nuy + (n — Duy—q]a™
n=1

Or (n+ Dupy1 = —2(n + 1)uy, — nuy—1, et done :
“+o00
(1+22)f'(x) = -2+ ;1[—211” —Up_q]e ==2=-2(f(z) — 1) — xf(x)
(1+2%)f'(z) = —(z +2) f(z)

On obtient donc I’équation différentielle du premier ordre sur I (—1 ¢ I) :

/ _ $+2 (x+1)+1 ) = [— 1 1 2

_ _ 1 __C 1
(&) = Coxp(~ln(a+ 1)+ 717) = = exp(L)
Or, f(0) =ug =1, d’ott C = e~ ! et par suite :

D’ou :

_ 1 1y _1 __x

Exercice 1.18.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et & valeurs réelles strictement positives.

On dit que f est logarithmiquement convexe si la fonction Inof est convexe.

On admet le résultat sutvant :
1

Soit o, B deux réels supérieurs a 1, tels que P + % =1 Soit I un intervalle de R et h,k : I — R telles que

/|h )|dt et /\k )|dt convergent. Alors /|h t)k(t)|dt converge et

(t)
/\h 1)t < ( O‘dt /|k |Bdt

1. Soit X une variable aléatoire possédant une densité telle que I'espérance E(e**) soit définie pour tout réel .

Montrer que 'application ¢ : A = E(eX) est logarithmiquement convexe.
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2. Montrer que si f est logarithmiquement convexe, alors f est convexe.

3. Caractérisation des fonctions logarithmiquement convexes.
On notera, pour tout réel ¢ > 0, . : I = R,z — f(x)c”

a) Montrer que si f est logaritmiquement convexe, alors pour tout ¢ > 0, @, est convexe.

b) Soit ¢ > 0. On suppose que ¢, est convexe. Montrer que pour tous a,b € I, A € [0, 1], il existe un réel « tel
que

fQa+ (1= Nb) < Af(a)a = + (1 = N f(b)a™.

¢) En choisissant judicieusement « dans la question précédente, montrer que si @, est convexe pour tout ¢ > 0,

alors f est logarithmiquement convexe.

4. Soient f,g : I — R?.. Montrer quesi f et g sont logarithmiquement convexes, alors f+g est logarithmiquement
convexe.

Solution :

1. On remarque que pour tout A € R, ¢(A) > 0.

Soient p, ¢ € [0,1] tels que p+ g =1 et A, p des réels. Alors, avec p = é et ¢ = % et en notant f une densité
sur R de X :

B [BerX]e = ( /R A f(z) da:)p( /R ol f(z) dx)q
> [ @ @) @) ds

Soit : [E(e*)]P.[E(erX] > /ep’\xeq“"f(ac) dx = E(ePrtra)X)
R
Ainsi o(A)Pe()? = o(Ap + 1g) et le résultat en prenant le logarithme :
Inop(pA + qu) < plnop() + glnop(y).
Donc ¢ est logarithmiquement convexe.

2. Soit f une fonction logarithmiquement convexe. On rappelle que la fonction exponentielle est croissante et
convexe. Ainsi, pour tous A € [0,1] et x, y € I,

In(f(Az + (1= Ay))) < Aln(f(2)) + (1 = A) In(f(y))
fOz+ (1= Ay)) < exp{AIn(f(2)) + (1 = A)In(f(y))}
< Aexp{ln f(z)} + (1 = A exp{ln f(y)}
SAf(2) + (1= AN f(y)

Ainsi, la fonction f est convexe.

3. a) On remarque que pour tout z € I, In(p.(z)) = In f(x) + 2 Inc. Ainsi, comme la fonction In f est convexe et
que les fonctions affines sont convexes, la fonction In oy, est convexe. Donc la fonction . est logarithmiquement
convexe et d’apres la question précédente, elle est convexe.

b) Soient A € [0, 1], a, b € I. On utilise la convexité de la fonction ¢, :
Pe(Aa+ (1= A)b) < Ape(a) + (1 = A)pe(b)
Donc : f(Aa + (1 — A\)b)c et (=N <X F(a)e® + (1 — N)f(b)c?
Soit, en plagant toutes les puissances de ¢ a droite :
fQa+ (1= M0b) <Af(a)a! =+ (1= A)f(b)a?,
oll on a posé a = c*~°.
c) Soit ¢ : a = Af(a)at= + (1 = N f(b)a™>.
() = M1 = N f(@)a= = AL = A)f(Bla>"1
= A(1 = Na"Yaf(a) - £(b))
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Ainsi ¢ atteint son maximum en o = la) et
f(0)y _ f(b)yi- N f(b) -
V() = M@ R ™ + 0= NFB )™
Soit (L) = (11— X F(@ £ = (@) ()

f(a)
Soit, en reportant dans la majoration obtenue en b) :
fQa+(1=MNb) < fla)*f(0)'
Et donc :
Inof(Aa+ (1 —A)b) < Alnof(a) + (1 —A)Inof(b)
Ceci étant vrai pour tous a, b € I, A € [0, 1], la fonction Inof est bien convexe.

4. Pour toute fonction f de I dans R%, notons ¢ . : I — Ry définie par ¢y (r) = f(x)c”.

Soient f,g deux fonctions logarithmiquement convexes. Alors, pour tout ¢ > 0, ¢ . et ¢4 . sont convexes.
Donc, pour tout ¢ > 0, @fc + @gc = @figc st convexe. Ainsi, d’apres la question précédente, f + g est
logarithmiquement convexe.

Exercice 1.19.

On munit R? du produit scalaire canonique (z,y) = x1y1 + Taya, ol = (71, 22) et y = (y1,y2)-
Dans tout I'exercice, U est un ouvert convexe non vide de R2, et f une application de U dans R de classe C*
sur U. On note, pour tout a € U, Vf, le gradient de f au point a.

[On rappelle qu’une partie U de R? est convexe si
V(z,y) €U VAE[0,1]: dx+ (1 - Ny eU.
De méme une fonction f définie sur U est convexe si
V(z,y) €U2,VA€[0,1]: fAz+ (1= N)y) < Af(z) + (1= N)f(y)]

1. Soit « = (z1,x2) et y = (y1,y2) dans U et ¢, , définie sur [0, 1] par : ¢, ,(t) = f(z + t(y — x)).
Montrer que ¢, , est de classe C'! et montrer que @y (1) = (V fast(y—a)» ¥y — ) pour tout ¢ € [0, 1].
2. On suppose que f est convexe sur U.

a) Montrer que pour tout (z,y) € U?, ¢, , est convexe. En déduire que la fonction <p;7y est croissante.

b) En déduire que V(z,y) € U? : f(y) — f(z) = (V fs,y — ) (1).
3. Réciproquement on suppose que f vérifie la relation (1) ci-dessus. Montrer que f est convexe.

4. Soit f convexe sur U.
a) Montrer que si f présente en xg € U un minimum relatif, alors f présente en xo un minimum global.

b) Montrer que si 'ensemble des points ot f admet un minimum est non vide, alors cet ensemble est une
partie convexe de U.

Solution :

1. La fonction f étant de classe C'! il en est de méme pour ¢ par composition de fonctions de classe C*'. De plus
comme

Pay(t) = flz+tly — ) = flz1 +t(yr — 1), 22 + t(y2 — 22)
Il vient, par dérivation d’une composée :
ehy(® = =) Gl + 1y~ ) + (2~ =) Gl + 1y — )
= (Vfettty—2),y — )
2. On suppose de plus f convexe.
a) Soit (t1,t2,A) € [0,1]3.
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Pay (M1 + (1= Nt2) = f(z+ (M1 + (1 = Ni2)(y — 2))
= [z +t(y —2) + (1 = (2 + ta(y — 2)))
SAM(z+tly—2)+ (1 =N f(z+ta(y — )

S A@ay(t1) + (1 = A)pay(t2)
Ceci montre la convexité de ¢, , sur [0, 1], pour tout choix de z et y dans U.

La fonction ¢, ,, étant de plus de classe C Lsur [0, 1], on sait alors que sa dérivée est croissante sur cet intervalle.

b) Du théoréme des accroissements finis et de la croissance de ¢, ,,, on déduit que : ¢, (1) —p. 4 (0) = ¢}, (0).
C’est-a-dire, compte tenu du résultat de la premiere question :

3. Soit z,y € U et A € [0,1]. Posons z = Ay + (1 — N)x =2 + Ay — ).
*Ona: f(z) = f(z) = @z y(X) — ¢z,4(0), donc il existe ¢ € 0, A] tel que :
f(2) = f(z) = Mgy, (c)
* De méme il existe d € |\, 1] tel que :
FW) = (2) = 0ay(1) = @ay(A) = (1 = Ng; , (d)
On a donc ¢ < d et la fonction ¢’ étant croissante, on en déduit :
(1 =N(f(2) = f(2)) < A(f(y) = f(2))

Soit f(z) < Af(y) + (1 = A)f(x), C’est-a-dire :

FQy+ 1 =Nz) <Af(y) + (1 = A)f(2)
et f est bien convexe.
4. a) Si f présente au point zp un minimum relatif, alors le gradient de f en z( est nul. Comme f est convexe,
d’apres ce qui précede :

Vo e U, f(x) = f(zo) 2 (Vfay, @ —20) =0,
ce qui montre que ce minimum est en fait global.

b) Si z; et x2 sont deux points ot f admet un minimum (local, donc global), on a f(z1) = f(z2), De plus, f
étant convexe,

fQz1 4+ (1 = Nz2) < Af(21) + (1 = A) f(22) = f(21)

Comme, par définition d’un minimum, on a f(Ax; + (1 — AN)xa) = f(x1), on a en fait égalité et f présente aussi
en Az1 + (1 — A)z2 un minimum, ce qui donne le résultat demandé.
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Exercice 2.1.

Une matrice M de M, (R) (n > 1) est dite a diagonale propre si ses valeurs propres (la matrice M étant
considérée comme matrice de M,,(C)) sont toutes réelles, et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres.
On note &, 'ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre. Une matrice A est antisymétrique si ‘A = —A.

1. Montrer que ’ensemble &, n’est pas vide.

0 0 1
2. La matrice antisymétrique A = 0 0 0| est-elle a diagonale propre 7
-1 0 0

3. Soit A une matrice antisymétrique a diagonale propre.

a) Quelles sont ses valeurs propres ?

b) Montrer qu’il existe un entier p > 2 tel que AP = 0.

c) Calculer (*fAA)P. En remarquant que ‘AA est une matrice symétrique, montrer que A = 0.
4. Soit A, (R) le sous-espace vectoriel des matrices de M,,(R) antisymétriques. Déterminer la dimension de
An(R).
nn+1)

5 (on pourra

5. a) Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que F' C &,. Montrer que dim F' <
utiliser dim(F + A, (R)).

b) Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (R) vérifiant F C &, ?

Solution :
1. L’ensemble &, contient les matrices diagonales et les matrices triangulaires.

2. Si la matrice A était a diagonale propre, comme elle est de diagonale nulle, son unique valeur propre serait 0.

-1 0 0 0 0 0
Or A% = 0 0 0 |.La matrice A% admet comme valeurs propres O et —1,et [ 0 1 0 | =A2+1 =
0 0 -1 0 0 0

(A—iI)(A+4I) n’est pas inversible. Une des deux matrices (A—iI) ou (A+iI) n’est pas inversible et A posseéde
au moins une valeur propre complexe non nulle : elle n’est pas a diagonale propre.
3. a) La diagonale d’une matrice antisymétrique n’est formée que de 0. La seule valeur propre de A est donc 0.

b) La matrice A admet un polynéme annulateur (pour p assez grand, la famille (I, A, ..., AP) est liée). Sur
C, ce polynome se factorise sous la forme

e

TT(X = x)m.

(3

PX)=«
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P(X)
(X — )\Z)mZ
de A. En choisissant P de degré minimal, toute racine de P est donc valeur propre de A, Comme 0 est 'unique
valeur propre de A, le polynéme P est de la forme XP.

c) On a 'AA = —A2%; donc (*AA)P = 0. La matrice B = ‘AA est symétrique réelle, donc diagonalisable.
Comme BP = 0, sa seule valeur propre est 0 : elle est semblable donc égale & la matrice nulle. Ainsi A% = 0 et
tAA=0.

Or Ker A = Ker(*AA). En effet Ker A C Ker(*AA) est banal et si 'AAX = 0, alors ||AX||? = 'X'AAX = 0, donc
X € Ker A. Comme KerAA=FE,onaKerA=FEet A=0.
n(n —1)
2
5.a) On a F + A,(R) C M, (R), donc dim(F + A, (R)) < n?, soit, par le résultat de la question 3. :
n? > dim F + dim A, (R) — dim(F N A, (R)) = dim F + dim A4, (R)

Si A; n’est pas valeur propre de A, la matrice A — ;I est inversible et le polynome reste annulateur

4. On sait que dim A4, (R) =

Donc,
nn—1) n(n+1)

dim F < n? — dim A, (R) = n? — 5 = 5

n(n+1)

5 . Ses

b) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un espace vectoriel de dimension
éléments sont tous a diagonale propre et comme on ne peut pas faire mieux (résultat a) :

la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) vérifiant F' C &, est w

Exercice 2.2.
On désigne par E = C(R, R) I’espace vectoriel des applications continues de R vers R. A tout f de E, on associe
Papplication g = ®(f) définie par : g(0) = f(0) et pour tout réel z non nul,

x

o) =3 [ st

—x

1. a) Vérifier que la fonction ¢ ainsi définie est un élément de F, ce qui permet d’envisager ® comme une
application de F dans F.

1
b) Pour tout x de R, justifier I'égalité : g(z) = % / f(zu)du. Montrer que g est une fonction paire et simplifier
-1
I'expression de g lorsque f est une fonction paire ou lorsque f est une fonction impaire.

2. a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.
b) Montrer que ® n’est pas injective et préciser son noyau.
¢) Soit f € E et g = ®(f). Montrer que g est dérivable en tout point x de R* et préciser ¢'(z).

d) Montrer que ® n’est pas surjective.

3. Soit A € R*. On souhaite déterminer Ey = Ker(® — Adg).

a) Soit f € E vérifiant ®(f) = Af. Montrer que f est paire, dérivable sur RY et R*, et telle que :
Ve e R Axf'(z) = (1—N)f(x).

b) En déduire 'expression de f(z) pour z € R et z € R*.

¢) En déduire la forme possible de f selon A € R*.

d) Conclure en précisant Ey selon A € R*.

Solution :

1. a) La continuité de f prouve la dérivabilité, donc la continuité, de g sur R*. En zéro :
xr

() = 9(0) = Ik | (40— FO)t] < gyl sup 150~ 70)

[~z
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l9(z) —g(0)] < sup [f(t) — f(O)].

te[—x;x]
Cette derniere expression, du fait de la continuité de f en zéro, a pour limite zéro lorsque = tend vers zéro. Cela
prouve la continuité de g en zéro. Ainsi g est continue sur R et elle appartient bien a F.

b) On vérifie tout d’abord le résultat pour = 0. Si z est non nul, le changement de variable t = zu permet
de répondre a la question.
La parité de g est évidente sur sa définition.

1

Quand f est paire, la relation de Chasles permet d’obtenir : g(x) = / f(zu)du, et, lorsque f est impaire, g
0

est la fonction nulle.

2. a) On a déja vu que ® allait de E dans E. Sa linéarité provient de celle de I'intégration.
b) On a vu dans la premiére question que toute fonction f impaire appartenait au noyau de ®, donc cette
derniere n’est pas injective. En outre :
feKerd < g=0< [Vz € R, g(x) =0
xr
< [f(0) =0, et Vz € R*,/ f(t)dt = 0]

—x
En dérivant la derniére relation, on obtient : Va € R*, f(z) — (—=1)f(—z) = 0, ce qui prouve que f est impaire
(on a aussi f(0) = 0). On a donc la réciproque de la remarque précédente. Ainsi, Ker ® est ’ensemble des
fonctions impaires.

¢) La dérivabilité de g a déja été évoquée. Si z est non nul :
9@ ==k [ e+ 1@ + o)

d) Nous venons de voir que Im ® était incluse dans I'ensemble des fonctions dérivables sur R*. Comme toutes
les fonctions continues sur R ne sont pas dans ce cas (par exemple x — |z — 1| n’est pas dérivable en 1), ® n’est
pas surjective.

3. a) Soit f € E vérifiant ®(f) = Af. Avec les notations précédentes, A n’étant pas nul, on a : f = %g. Ainsi,
de la parité et de la dérivabilité de g, découlent celles de f. En dérivant :

Ve € R f(2) = 14/(2) = —5x5 / FO)dt + 1 x5=(f(2) + f(-2)

Ce qui donne, en multipliant par Az et en utilisant la parité de f :

Vo e R Aef'(z) = —g(x) + f(2) = =Af(z) + f(x) = (1 = A) f(2)

b) Ce qui précede s'écrit encore : V € R*, f/(x) = 1);:)‘]”(@.

Comme x +— In |z| est une primitive de x % sur R* et sur R, sur R** et R*~ les solutions sont de la forme :

f(z) :04exp(1 ;)‘ln\xD

ou «a € R est quelconque. Bilan :
A
IBERVr e R, f(zx) = B(—x) X
et : N
dyeRVz e RY, f(z) =y X
¢) Comme on a vu que [ se devait d’étre paire, on a nécessairement S = . On doit donc avoir :
1—)
I eR,Vz € R, f(x) = Blz| x .
Pour que f soit continue en zéro, il faut, en outre, qu’elle admette une limite & droite (finie) en ce point (étant
paire, elle aura la méme a gauche).

C’est le cas si =0 ou A =1 car f est constante égale a 3.
SiA<O0Ooul>1 ona lin})f(x) = oo (dont le signe dépend du signe de ), enfin, si 0 < A < 1, on a
x—

lirrb f(z) =0, donc en posant f(0) =0, f est continue en zéro.
T—

d) Faisons la synthese de ces différents résultats.
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— Si A =1, on a F; égal a ’ensemble des fonctions constantes, donc 1 est valeur propre de ®.
— Si A< 0oul>1, nous avons vu que E) = {0}, donc X\ n’est pas valeur propre de ®.
— Supposons 0 < A < 1. Considérons la fonction f définie par f(0) =0 et :

1—)
flx) = |z| X~
En remplacant dans l’expression initiale, on constate que ®(f) = Af, ce qui prouve que f appartient & F), de
méme que toutes les fonctions qui lui sont colinéaires. Ainsi, E est la droite vectorielle de base f et A est valeur
propre de ®.

Exercice 2.3.

Pour n entier naturel, on note R[X] lespace vectoriel des polynémes & coefficients réels et R,,[X] 'ensemble des
polynomes réels de degré inférieur ou égal a n. On identifiera polynémes et fonctions polynomiales associées.
Pour tout n € N, on considere les polynomes :

Un(X) = (X2 = 1)" et L,(X) = —L— U™ (X)

— X
2"n!

ott P(" désigne la dérivée n®™ du polynéme P, (pour n = 1, on notera aussi P(1) = P’).

Pour tout polynéme P, on pose :
L(P)(X) = ((X*=1)P)
1. a) Calculer Ly, Ly et Lo.
b) Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.
¢) En déduire que la famille (Lo, L1, ..., Ly) est une base de R, [X].

Pour tout P,Q € R[X], on pose (P,Q) = /1 P(z)Q(x)dz.
-1

2. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur R[X]. On note | - || la norme euclidienne associée.

3. a) Montrer que £ est un endomorphisme de R[X].
b) Montrer que pour tous P,Q € R[X], (L(P),Q) = (P, L(Q)).

4. On admet que pour tout n € N, L(L,) = n(n+ 1)L,.
a) Montrer que pour tout m € N, la famille (L, )ne[o,m] est une famille de polynémes orthogonaux.
b) Montrer que pour tout n € N, L, 41 € (R,,[X])*.

5. Montrer que L,11 posseéde exactement n + 1 racines réelles distinctes, toutes dans l'intervalle |—1,1[ (on
pourra supposer que L, 11 change de signe seulement en ay,...,a, de |—1,1[ et que r < n+ 1 pour obtenir une
contradiction).

Solution :

1. a) On remarque que Ly =1,L; = X et Ly = %(SXQ‘ —1).

b) Comme deg(U,,) = 2n, deg(Ly) = 2n —n = n.

!
Le coefficient dominant de L,, est obtenu par dérivations successives du terme X2". Ainsi, il vaut 27117“ X (2:') =
) (2n) ! !
gn\n )
c¢) La famille (Lo, ..., L) est une famille de polynémes de R,,[X] & degrés échelonnés du degré 0 au degré n.

C’est donc une base de R, [X].

2. Il s’agit bien d’une forme bilinéaire définie positive, les fonctions polynomiales étant des fonctions continues
1

sur [—1, 1], ce qui assure que / P?(x) dz = 0 entraine que P admet une infinité de racines, donc est le polynéme
1

nul.
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3. a) L est bien un endomorphisme de R[X] par linéarité de 'opérateur de dérivation.

b) Soient P, @ € R[X].
D’apres la formule d’intégration par parties, (2% — 1)£(:c) étant nul en —1 et 1 :

dx
€P.Q) = [ ftia - D@ = [ (@2 =) @) 5w

-1
Sous cette forme, la symétrie des roles de P et @ est claire et ainsi :

(L(P), Q) = (L(Q), P)

4. a) Soient m,n € N avec m # n. Alors supposons sans restriction que n # 0 :

_ 1 _ 1
<L7L;Lm> - m<£([/n)vLm> - m<l/m£(Lm)>
= %<Ln7lﬂn>

Ainsi, (n(n+1) —m(m + 1))(Ln, Lyn) = 0. Or, n(n + 1) — m(m + 1) # 0, car la fonction  — z(x + 1) est

injective sur N. D’ou (L, L,,) = 0.

b) Comme (Lo, ..., L) est une base de R, [X], pour tout @ polynéme de degré inférieur ou égal a n, il existe

(Xos -+, An) € R™ tel que Q@ = > A\ X*. Ainsi,
k=0

(Q,Lnt1) = > MLy Lng1) =0
=0

¢) On a déja montré que (Lo, ..., Ly+1) est une base de R,,41[X].

T

d) Posons Q(X) = [[(X — a;). Comme deg(L,4+1) =n+ 1, on a r < n+ 1. De plus, le polynéme QL1

i=1
garde un signe constant sur [—1, 1].

1
Ainsi, / Q(z)Lyy1(z) dr # 0. Comme L, 11 € R,[X]* et Q € R, 41[X], on en déduit que Q est de degré n+1.
—1

Ainsi, r =n + 1 et L change exactement n + 1 fois de signe sur |—1, 1[.

Exercice 2.4.
Etude matricielle de la lettre C.

On considére la matrice C' € M7(R) définie par C =

O O === OO
O = OO O M=O
- OO OO O
= O OO OO M
O M= OO O MO
O OO OO oo
OO DO OO OO

On note (ey, e, €3, €4, €5, €6, €7) la base canonique de R” et ¢ ’'endomorphisme de R” dont la matrice dans la
base canonique est C. Selon 'usage, on identifie les matrices colonnes (& 7 lignes & coefficients réels) a des

vecteurs de R7. On note f1, fo, f3, f4, f5, f6, f7 les vecteurs colonnes de la matrice C.

1. Déterminer une base du noyau et une base de I'image de ¢, ainsi que le rang de c.

2. On note F le sous-espace vectoriel de R7 engendré par les trois premiers vecteurs colonnes fi, f2, f3 de la

matrice C.

a) Montrer que F est stable par c.

b) Montrer que (f1, f2, f3) est une base de F' et déterminer la matrice ® dans cette base de 'endomorphisme

@ de F' induit par c.
¢) Pourquoi 1 est-il valeur propre de ® 7

d) Montrer que ® admet 3 valeurs propres réelles distinctes que 'on déterminera.
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e) La matrice ® est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

3. Déduire des questions précédentes le spectre de C' et les dimensions des sous-espaces propres associés. Montrer
que C est diagonalisable dans M7(R) et déterminer une matrice diagonale semblable & C.

Solution :

1. Comme fo = f5, f3 = fa et f¢ = fr = 0, le rang de ¢ est le méme que celui de la famille (f1, fo, f3) qui
est égal a trois. Comme cette famille engendre I'image de ¢, elle en constitue une base. En outre, d’apres le
théoreme du rang, le noyau de ¢ est de dimension 4. D’apres les remarques liminaires, il a pour base la famille
(62 — €5,€3 — €4, €g, 67).

2.a) On a: F' =Imc = Vect(f1, f2, f3).

On a également : ¢(f1) = (2,1,0,0,0,1,2) = fo+2f3 € F et c(fa) = fa € F et ¢(fs) = f1 € F. Ainsi, F est
stable par c.

b) Le fait que (f1, fa, f3) est une base de F' a déja été remarqué. On note ¢ = c|p. Les calculs précédents
permettent d’écrire la matrice associée a ® dans la base proposée :

0 0 1
1 10
2 00

¢) On a ¢(f2) = fa, donc 1 est élément du spectre de P.

d) On cherche les réels A tels qu’il existe un triplet u = (z,y, z) non nul appartenant & F tel que ¢(u) = Au.
Comme ¢ est bijective (d’apres le rang de ¢), nous savons déja que zéro ne sera pas valeur propre de . Supposons
A #£ 1. Le systéme a résoudre s’écrit :

)\2
2=z =R
r4+y= Ay, quiéquivaut & : ¢ = (A —1)y
2 = Az 235:32'

2
Il est clair que si A est différent de v/2 et de —v/2, la seule solution est u = 0 et \ n’est pas valeur propre.
Si A = V2, le systeme devient : z = v/2x,y = (v/2 + 1)z. Donc v/2 est valeur propre de ¢ et le sous-espace
propre associé est la droite vectorielle de base (1,1 + /2, 1/2). De facon analogue, —/2 est valeur propre de ¢
associée au sous-espace propre de base (1,1 — V2, —\/5)
e) La matrice @, étant d’ordre trois et possédant trois valeurs propres, est diagonalisable dans R.

3. D’apres ce qui précede, les valeurs propres de C sont 0, 1,1/2, —v/2. Les dimensions des sous-espaces propres
associés sont : 4 pour la valeur propre zéro (le sous-espace propre est le noyau), 1 pour chacune des trois
autres valeurs propres. La somme des dimensions des sous-espaces propres étant égale a 7, la matrice C' est
diagonalisable dans R. Une matrice diagonale semblable a C' sera, par exemple, de la forme :

00000 0 0
00000 0 0
00000 0 0
00000 O 0
00001 0 0
00000 V2 0
00000 0 —V2

Exercice 2.5.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit v un endomorphisme
de E. On note id '’endomorphisme identité de E.

1. On suppose dans cette question que u est diagonalisable. On note {A1, Ag, ..., Ax} I'ensemble de ses valeurs
propres.
Montrer que le polynome m(X) = (X — A1)(X — A2) -+ - (X — A\g) est annulateur de w.
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2. Soit f et g deux endomorphismes de E. En considérant la restriction de f & Ker(g o f), montrer que :
dimKer(go f) < dimKer f + dim Ker g

On suppose dans la suite de l’exercice qu’il existe un polynéme
P(X) = (X = A)(X = Xg) - (X = Ag)
annulateur de u, ot A1, Aa,..., A\, sont des réels distincts.

k
3. a) Montrer que n < ) dimKer(u — Ajid).
i=1

J
b) En déduire que 'endomorphisme u est diagonalisable.

4. Déterminer les matrices A € M,,(R) symétriques telles que A® + A2+ A+ = 0, ou I est la matrice identité
de M, (R) et 0 la matrice nulle de M, (R).

Solution :

1. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on note (eq,...,e,) une base de F formée de vecteurs propres de
u. Supposons que e; soit associé a la valeur propre );. Par commutation, on a :

m(u)(er) = [ [T (u— Ajid)] o (u — Nid)(e;) =0

J#l
Ainsi endomorphisme m(u) s’annule sur une base de E : il est identiquement nul.

2. Notons jN’la restriction de f & Ker(go f). Ainsi f: Ker(go f) = E, et
Ker f = {2 € Ker(go f)/f(z) =0} C Ker f
Im f = {f(2)/g(f(x)) = 0} C Kerg

Le théoreéme du rang permet d’affirmer que
dimKer(g o f) = dim Ker f+ dim Im f~< dimKer f + dim Ker g

3. a) La relation précédente se généralise par récurrence & un nombre quelconque d’endomorphismes.
Le polynéme P étant annulateur de u, il vient

k
n=dim F = dimKer P(u) < ) dimKer(u — Ajid)
j=1

b) Des sous-espaces propres associés a un méme endomorphisme étant toujours en somme directe, on a :
k k
Ker(u — Ajid) = @ Ker(u — \;id)

1 j=1

J
Donc :

k k
n < Y dimKer(u — Ajid) = dim ( @ Ker(u — Ajid)) <n
j=1 j=1
On a donc égalité, ce qui montre que u est diagonalisable.

4. Le polynéome P(X) = X3+ X2+ X +1 est annulateur de A. Sur C, on peut écrire P(X) = (X +1)(X +i)(X —i).
Ainsi la matrice A est diagonalisable sur C. Or la matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R et

+i ne sont pas valeurs propres de A ce qui entraine que A + il et A — il sont inversibles. Donc A+ 1 =0, i.e.
A=-1I

Exercice 2.6.

Soit n un entier supérieur ou égal & Soit (e, e, ..., e,) une base de E.

Pour tout « de E on pose : f(z) = > (x, ex)ex.

1. a) L’application f est-elle un endomorphisme de E 7
b) L’application f est-elle injective, surjective ?

c¢) L’application f est-elle un endomorphisme symétrique de E ?
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d) Caractériser les bases (e, ea,...,e,) telles que f soit un projecteur.
2. a) Montrer que les valeurs propres de f sont strictement positives.

b) Montrer qu’il existe un automorphisme symétrique s de E & valeurs propres strictement positives tel que
s=(sof)"hL

¢) Montrer que (s(e1),s(ez), ..., s(en)) est une base orthonormée de E.

Solution :

1. a) La linéarité de f résulte de la linéarité a gauche du produit scalaire et des propriétés du calcul vectoriel.
D’autre part f est clairement a valeurs dans E, donc f est un endomorphisme de E.

b) Si f(z) =0,ona:Vk,(z,e;) =0 (car (e1,...,e,) est une base de E), ce qui prouve que x est orthogonal
4 une base de E, donc a tout vecteur de E, et en particulier & x. Ainsi [|z]|> =0 et x = 0.
Ceci prouve que f est injective, donc est bijective, puisque f est un endomorphisme d’un espace de dimension
finie.

c¢) Pour tous vecteurs z et y, on a :

(@), y) = k§1<x,ek><ek,y> = 3 (g, exlen z) = (f(), )

k=1
Ainsi, f est un automorphisme symétrique.

d) Comme f est un automorphisme, f est un projecteur si, et seulement si, f = id.
n
*Si f=id, alors Vo € E,x = ) (z,ex)ey.
k=1
n
En particulier, pour tout indice j, e; = > (ej, ex)ex et 'unicité de 'écriture dans une base donne (e;, ex) = 0, ,

ce qui prouve que (eg,...,e,) est une base orthonormée.
* Réciproquement si (e, ..., e,) est une base orthonormée, alors :
n
Ve e E,x= ) (x,ex)e, et f =id.
k=1
f projecteur < (ey,...,e,) orthonormée

2. a) Si A est une valeur propre de f et x un vecteur propre associé, on a :

Mzl = (f(@),2) = (32 (&, exder, ) = 32 (ex)2 > 0 (car @ # 0)

k=1 k=1
Donc A > 0.
b) s = (so f)7! équivaut & sos = f~!. Puisque f est un endomorphisme symétrique, soit B une base
orthonormée telle que Mg(f) = diag(A1,...,\n).
On a : Mg(f~') = diag(\{',...,\;!) et on peut donc considérer 'endomorphisme s tel que Mp(s) =
. —-1/2 -1/2
diag(A; 75, A 0.
Par construction méme, sos = f 1 sestun automorphisme et s est symétrique, donc s convient.
¢) Pour tout couple (i, ), on a : (s(e;), s(e;)) = (e, s0s(ej)) = {e;, f1(ej)).
n
Or:e; = f(f7ej)) = Y (f(ej), ei)es, Aot : (f~1(ej), ;) = &; j (symbole de Kronecker).
i=1

Ainsi (s(e;),s(e;)) = 6;; et donc (s(e1), s(ez2), ..., s(e,)) est une base orthonormée de E.

Exercice 2.7.

1. Dans cette question, E est un espace vectoriel sur R de dimension 2. On considére une base B = (e1,e2) de
E et lapplication linéaire f ayant pour matrice, dans la base B :

_1(1 -1
M—3<—2 2)

Montrer que f est un projecteur dont on déterminera les éléments caractéristiques.
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2. Dans cette question, E est un espace vectoriel sur R de dimension 3. On considére une base B = (e, es, e3)
de E. La droite vectorielle engendrée par le vecteur €1 = e; + 3es — e3 est notée D et le plan engendré par les
vecteurs €5 = e1 — eg et €3 = 2e; — ey est noté P.

a) Montrer que D® P = E.

b) Déterminer la matrice, dans la base B, du projecteur sur P parallelement a D.

3. Dans cette question, F est un espace euclidien de dimension n > 2 et p est un projecteur de F.
a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors : Vz € E, ||p(z)|| < ||z|.
b) Réciproquement, on suppose que : Vz € E, ||p(z)| < ||z]|.

i) Soit x € Imp et y € Kerp, avec y # 0. En considérant le vecteur x + Ay (A € R), montrer que x et y sont
orthogonaux.

ii) En déduire que p est un projecteur orthogonal.

Solution :
1. Le calcul prouve que M? = M, ce qui établit que f est un projecteur. Ses éléments caractéristiques sont son
noyau et son image, c’est-a-dire :
Ker f = Vect(e; + e2) et Im f = Vect(e; — 2es)
2. a) Comme la somme des dimensions de D et P vaut celle de E, il suffit de montrer que la famille (g1,£2,3)
est libre, ce qui se vérifie facilement. On la notera B’. C’est donc une base de E.
b) Utilisons la base B’ .
On commence par donner la matrice de f dans la base B’, ce qui est immédiat :

0 0 0
D=0 1 0
0 0 1
1 1 2
puis on utilise la matrice de passage de B a B’ : 3 0o -1
-1 0
1 2 1
d'oit Von déduit : P~1 =1 —1 —2 -7
3 0 3
5 -2 -1
et la matrice cherchée Mg(f) = PDP~! % -3 0 -3
1 2 7

a) On suppose que p est le projecteur orthogonal sur F', sous-espace vectoriel de E. On a alors, pour tout z
de F :
z=p(x)+(@—p@) donc [z]*=|p@)|*+ [z - p(2)|?
en raison de Porthogonalité de p(z) &  — p(z). Cela prouve bien que : ||z|| = ||p(x)]-
b) Réciproquement, on suppose que : Va € E, ||p(z)] < ||z||-
i) Soit x € Imp et y #0 € Kerp. On a :
VAER,[lp(z + Ay)l| < [l + Ayl
ou encore :
VAER, Jl2ll < llz + Myl
soit, en élevant au carré :
VA eR, A([lyl*A +2(zly)) =0
(z]y)
llyll

Ce trinome du second degré en \ ne peut étre de signe constant que si ses deux racines 0 et —2 sont égales,

ce qui donne 'orthogonalité de y a z.
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Ayant montré que tout vecteur de Kerp est orthogonal & tout vecteur de Imp, on en déduit que p est un
projecteur orthogonal.

Exercice 2.8.

Soit n un entier > 2. On considere le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A vérifiant
les deux propriétés suivantes :

i) si A= (a;j)1<i,j<n, alors a; ; > 0, pour tout (i, ;) € [1,n]?;
1
iiysionnote U = | * | € M, 1(R), alors AU =U.
1
Ces matrices sont dites stochastiques.

1. a) S est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?
b) Montrer que le produit de deux éléments de S est un élément de S.
¢) Soit A € S inversible. Son inverse A~! est-il élément de S ?
2. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit B = (e, ea,...,e,) une base de E.
Pour ¢ permutation de [1,n], on définit 'endomorphisme f, de E par : pour tout i € [1,n], fs(e;) = es(:)-
On note A, la matrice de f, dans la base B.
a) Montrer que A, appartient a S.
b) Montrer que A, est inversible et que A ! est élément de S.
¢) Que peut-on dire des valeurs propres (a priori complexes) de A, ?

3. Dans cette question, soit A un élément de S inversible tel que son inverse appartiennent a S. Montrer qu’il
existe une permutation o de [1,n] telle que A = A,.

Solution :

1. a) § n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.
b) Soit A, B € S. Alors, avec les notations habituelles :

(AB);j = > a;kbr; 20, et AB(U) =AU =U
k=1
D’ou la conclusion.

¢) La réponse est en général négative. Par exemple, la matrice ( 1/2 1(/)2> est stochastique inversible et son

inverse < > n’est pas stochastique.

0

-1/2 1/2
2. a) La matrice A, s’appelle matrice de permutation : chaque ligne et chaque colonne ne contient qu’un seul
1, les autres éléments étant nuls et deux 1 ne peuvent se trouver sur une méme colonne. On a alors clairement
A, €S8

b) On remarque que fy © for = fro07, ce qui montre que le produit de deux matrices de permutation est une
matrice de permutation. Ainsi f;' = f,1 € S.

c¢) Le groupe des permutations étant fini (de cardinal n!), il existe p > ¢ tels que 0P = 09, soit 0P~ = Id.
Donc, il existe € N tel que A] = 1.

Ainsi, si A est valeur propre de A,, A" = 1 et A est une racine r-ieme de I'unité, donc un nombre complexe de
module 1.

n

n
pour i # j, > birag; =0, et > b rap;
K=1 h=1

3. Soient A, B deux éléments de S tels que BA = 1. On note A = (a; ), B = (b; ;). On a alors :
=1
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— Les éléments de A et B étant positifs, la premiere relation donne pour tout ¢ # j, pour tout k € [1,n] :
bi,kak,j =0.

— Soit k fixé. 11 existe i, € [1,n] tel que b;, 1, # 0 (autrement B ne serait pas inversible). Ainsi, pour tout
Jj#Fik,ona:ag; =0.

n
Comme ag,; = 1, il vient ay;, = 1. Cet indice i est unique (autrement A possederait deux 1 sur sa ligne k
j=1
et ne serait pas stochastique).
On définit ainsi une application ¢ — 4; injective de [1,n] dans lui-méme, donc bijective, c’est-a-dire une
permutation.

Ainsi, la matrice A est une matrice de permutation tout comme son inverse.

Exercice 2.9.

2 11 1 11
Soit A=11 2 1]etJ=[1 1 1
11 2 1 1 1

On note respectivement a et j les endomorphismes de R? canoniquement associés aux matrices A et .J.
1. a) Calculer J™ pour tout n de N.

b) En déduire que A™ =1 + 4713_ 1 J, ou I désigne la matrice identité d’ordre 3.

2. Montrer que a admet deux valeurs propres réelles A et u avec A\ < p.

3. a) Montrer qu’il existe un unique couple (p,q) d’endomorphismes de R3, tel que pour tout n de N :
a" = \"p+p"q.
b) Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs vérifiant po g =gop = 0.

4. Déterminer les endomorphismes h de R, combinaisons linéaires de p et ¢ tels que h? = ho h = a.

5. Montrer qu'il existe un endomorphisme h de R? qui n’est pas combinaison linéaire de p et g et qui est tel que
h? = a.

Solution :

1. a) Par calcul, J? = 3J et par récurrence, J" = 3"~1.J, pour tout n € N*.
b) On remarque que A = I + J. Comme [ et J commutent, la formule du binéme de Newton donne :

A=y (7)) = 147 % ()3t =1+ 451y

2. a) Comme J? = 3J, les valeurs propres possibles de J sont 0 et 3; de plus rg(j) = 1, donc dim Ker(j) = 2.

1 1 1
Ce noyau est engendré par les vecteurs | —1 | et 0 ]. Deplus [ 1 | est un vecteur propre associé a la
0 -1 1

valeur propre 3.

La matrice J symétrique réelle est diagonalisable, tout comme la matrice A. La matrice A = I + J admet

1 1
comme valeurs propres 1 et 4, des vecteurs propres associés & A = 1 étant | —1 | et 0 et un vecteur
0 -1
1
propre associé a u =4 étant | 1
1
. 4 —1 1 4" , . . .
3. a) On sait que A" =T + TJ =1- §J + ?J . On pose donc p 'endomorphisme canoniquement associé

n
al— %J et g celui canoniquement associé a %J .
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id=p+gq
a=Ap+puq

b) La relation J2 = 3.J donne ¢?> = q et p? = p. Enfin on vérifie aisément que po ¢ = g o p = 0. Remarquons
que p est la projection sur le sous-espace propre F; (de dimension 2) parallelement & E4 et ¢ la projection sur
le sous-espace propre E, (de dimension 1) parallelement & Fj.

D’autre part la résolution du systeme { montre qu’il n’y avait qu'un choix possible.

4. Montrons que la famille (p,q) est une famille libre. En effet si ap + 8¢ = 0, en composant par p, il vient
ap = 0, donc a = 0, puis en remplagant il vient 5 = 0.

On écrit alors h = ap + Bq. La question précédente donne h? = o®p+ 32q = p+ 4q. Par la remarque précédente,
il vient o2 =1, 82 = 4, donc a = +1, 8 = £2. La réciproque est immédiate.

5. Soit (e1, e2) une base de E; et ez une base de Ey4. Soit h 'endomorphisme de R? défini par h(e;) = ea, h(ez) =
€1, h(eg) = 263.

On a alors h?(e1) = e, h*(e2) = ez, h?(e3) = 4es, donc h? = a. Mais on ne peut écrire h = ap + B¢, puisque
(ap + Bq)(e1) = ae; jamais égal a eo.

Exercice 2.10.

Soit n entier tel que n > 2 et ay,as,...,a, des nombres réels. On considere la matrice M définie par :
a; am J 4
1 0 ... ... 0
M=]0 1 ;
o ... 0 1 o0

1. Donner la valeur du rang de M, suivant les valeurs des a;,1 < i < n.
2. Montrer que A € C est valeur propre de M si et seulement si le polynéme
PX)=X"—a; X" 1 —agp X"t —... —q,
admet A pour racine. Préciser alors une base du sous-espace propre associé et la dimension de celui-ci.
3. Montrer que M est diagonalisable dans M,,(C) si et seulement si P admet n racines complexes distinctes.
4. Montrer que si a,, > 0, alors M admet au moins une valeur propre réelle strictement positive.

5. Dans cette question on suppose que n = 4 et (a1, as,as,as) = (0,—3,0,—2). Déterminer les valeurs propres
de M. Est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Les n — 1 premieres colonnes de M forment une famille echelonnée, donc libre. Ainsi le rang de M est au
moins égal a n — 1.
Effectuons alors une permutation circulaire des colonnes de M, afin d’amener la derniére colonne en téte en
repoussant toutes les autres d’'un cran ...
On obtient ainsi une matrice M’ trigonale de coefficients diagonaux a,,1,...,1. Donc M’ est inversible si et
seulement si a,, # 0. Ainsi :
n sia 0
rg(M) = {n—l si azio
Z1
2. Soit C' = et Ae€C.Ona:
Ty
11 + aaxe + - + apTy, = Axy

xr1 = )\ZZ?Q
MC = \C —

Tp_1 = ATp
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En remontant les équations de ce syteme, il vient :
Tpe1 = A\p,
Tp_o = Na,
MC =)\C <=
x1 = A"z,
(A" —a A"~ —ay A —a,) =0
* Si P(\) # 0, la derniére équation donne x,, = 0 et on en déduit la nullité de tous les xj, donc le systeme
n’admet que la solution triviale et A ¢ Spec M.

* Si A est racine de P, alors z,, est quelconque et les autres xj s’en déduisent. Donc A est alors valeur propre
de M, le sous-espace propre associé étant la droite engendrée par la colonne

Oy =t(A1 A2 . X 1)

3. Tous les sous-espaces propres étant de dimension 1, M est diagonalisable si et seulement si ils sont au nombre
de n, donc si et seulement si P admet n racines (distinctes).

4. Si a,, > 0, la fonction polynome réelle P vérifie P(0) < 0 et IEI_POO P(x) = 400, donc P admet au moins une
racine strictement positive.
5.Ici P=X*+3X2+4+2=(X%2+1)(X?+2), donc :
Spece (M) = {—i, i, —iV/2,iv/2}
Donc M est C-diagonalisable, mais pas R-diagonalisable.

Exercice 2.11.
—+o0
Soit E I’ensemble des fonctions f de classe C* sur R, & valeurs dans R, telles que 'intégrale (r)%e %dw

0
converge.

On rappelle les formules de Leibniz (que 'on ne demande pas de redémontrer) pour des fonctions C'*° sur un
intervalle [ :

(u0)™ = 3 (Z)u(k)v(n—k)

k=0
/ " Wit =5 (1) (e (0] + (<1)" / w0,
a k=0 a

oin >1et (a,b) € I

1. Montrer que F est un espace vectoriel réel (pour a, b réels, on pourra utiliser I'inégalité |ab| < %(a2 +b?) en

la justifiant).
2. Montrer que les fonctions polynomiales appartiennent & E.
400
3. Prouver que lapplication ( , ) définie sur E x F par (f,g) = f(t)g(t)e~tdt est un produit scalaire sur
0

E.

4. Pour n € N, on considere les fonctions définies pour tout x réel par :

r n
fo(z) = 2"~ et Ly(z) = (—1)”%f,§ )(2).
Prouver que

L) =3 () (-2

k=0
Soit n > 1; vérifier que fT(Lp)(O) =0 pour 0 < p <netque hrf f,(Lp)(x) =0.
Tr—r+00

5. Soit f € E; montrer que l'on a : (f, L) = %(f("),X").

En déduire que (L), >0 est une famille orthonormale.
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6. Montrer que pour n > 1 :
XL,(X)=n+1)Ly1(X)+ (2n+1) Ly(X) +nL,—1(X).

Solution :

1. Seule la somme pose un probleme. On va utiliser 'inégalité proposée qui résulte de la relation (|a| — [b])? =
a? + b — 2|ab| > 0.
Sif,g € F, il vient :
(f(t) +g(®)%e" = [f(t)* + g(t)* + 2f (H)g(t)]e™" < 2[f()* + g(t)’]e™".
On conclut avec le critére de comparaison.
2. Soit n € N; comme lir_lp (Jz|™(1 +2?))e™* = 0, on en déduit qu’il existe A > 0 tel que |z"e™® < (1 +2%)7!
Tr—r+00
pour tout x > A. On applique ensuite le critere de comparaison.

3. Il est clair que cette application est bilinéaire et positive. Montrons qu’elle est définie positive. Soit f € F
—+oo
telle que 0 = (f, f) = f(t)?e~tdt. L’intégrante est positive, sa continuité entraine sa nullité, et par suite
0
f =0 (on peut se ramener & la nullité de l'intégrale sur un intervalle borné si 'on veut).

4. En appliquant la premiere formule de Leibniz, et en regroupant les cas p < n et p > n, on obtient :

min(p,n)
(p) _ n n! n—min(p,n)+k —1)ke— =
W= (k)(n_mm(n TR (1)

On en tire immédiatement que fr(bp)( 0) =0 lorsque 0 < p < n et que hm f p)( ) = 0. En faisant p = n dans
I’égalité précédente, on obtient :
— (_ nﬁ = (n>m k(_1\ka—r — = <n)_ nfkﬁ
Lu(w) = (<15 3 (1) Bk e = 3 (1) (-

5. Avec la seconde formule de Leibniz et en tenant compte de la question précédente, il vient :

_ n' / £ ()

- n,"{ I [f(” K0 (0) ) (o / fol) ) (@)}
= SRS Cor o e + (- >”/xe " £ (2)do)}
0

et par suite en falsant tendre b vers 400 :
b
(f. L) = %/0 2me fO) (a)da = L (7, X7,

Sim < n, on voit facilement avec la formule précédente que (L,,, L,) = 0 puisque deg L,, = m < n.
De plus, on a : (Ly, L,) = %(LX") = %I‘(n—i— 1)=1
n! n!

6. Soit n > 1; comme (Lg)o<k<n+1 est une famille échelonnée de polynomes avec deg Ly = k, il existe des
scalaires tels que
n—2
XL, = anLn-i-l +bnLy +cnLp_1 + E ur Ly,
k=0
Or, pour 0 < k<n—2, up = (XLyp, Ly) = (L, X L) =0, car deg XLy < n. On a donc bien :
XL, (X)=anLpt1(X)+ b, L, (X)+ cnLn—1(X)
ou a,, by, ¢, sont trois réels.
En utilisant la formule explicite donnant L,(X), on trouve :
bo = (XLu, Ln) = 4 (XL, X") = Li(=n? + (n+ )X, X")

= i[—nQF(n—l— D4 (n+1)I(n+2)]=-n?+(n+1)2=2n+1
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On a également :
ap, = XLy, Lpy1) =

Gy X Lal 0, X = s 1, X

—_n+l —
= (n+1)!F(n+2)—n+1

et ¢, = (XL,,Ly—1) =(XLp_1,L,) =an_1=n.

Finalement, on a trouvé :

XL,=Mm+1)Loy1+ (2n+ 1)Ly +nLly,_1

Exercice 2.12.

Soit les ensembles de matrices

gz{(é g),aeR*,BeR}et’H:{<é 5) BGR}

1. a) Vérifier que le produit de deux éléments de G appartient a G.

b) Justifier que toute matrice de G est inversible, et que son inverse appartient & G.

¢) Montrer que, pour toute matrice G € G n’appartenant pas a H, il existe une matrice H € H telle que
H~!'G H soit une matrice diagonale.

Pour toute matrice G = <(1) g) € G, on définit Uapplication ¢ qui, a tout polynéme P € R[X] associe le

polynome O (P) défini par
[2c(P)](X) = P(aX + B).
. a) Justifier que ®¢ est un endomorphisme de R[X].
b) Pour deux matrices G et G’ de G et P € R[X], comparer ®¢c (P) et O (Per (P)).
Soit n € N* fizé.
3. a) Soit G € G. Démontrer que le sous-espace vectoriel R, [X] des polynéomes de degré inférieur ou égal a n

est stable par ®¢.
On note Y¢ la restriction de ®¢ a R, [X].

b) Soit M, (G) = (Mmp,q)o<p.q<n la matrice de Uy dans la base canonique de R,,[X]. Expliciter le coefficient
générique my 4. (On prendra garde au fait que les indices commencent & 0.)

c¢) Déterminer les valeurs propres de M,,(G).

d) Expliciter M,,(G) lorsque G est une matrice diagonale.
4. a) Soit G € G nappartenant pas & H. Justifier que U est diagonalisable.

b) Ecrire la matrice de passage de la base canonique de R,,[X] & une base de vecteurs propres de ¥. Expliciter
une base de vecteurs propres de Wq.

Solution :

a)Ona:GG’:<1 ﬁ)(l 5') (1 ﬂ’+ﬂa)e(;.
0 «

-1
b)Deméme(é g) :(1 *3/“

. 1 _
C)SlH—<0 1) alors H (0 1) d’out :

0 «

qui est diagonale si et seulement si b = o 1 (a # 1 car G ¢ H), soit pour
o —
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e <(1) 6/(alf 1))

2. a) « et [ étant fixés, la linéarité de @ est banale.
b) On a O (P) = Pl(ac/)X + (B’ + Ba’)] et d’autre part :
Og (P (P)) = @6 [P(d'X + )] = Plo/(aX + B) + '] = ®ga/(P)
3. a) Il suffit de s’assurer que deg (P(aX + ﬁ)) = deg (P(X)), ce qui est clair.
q
b) Pour g € [0,n], V(X)) = (aX +8)1 =3 (;Z))apoﬁq’p, d’otr :

p=0

q) P R94—P i

aP g sip <

Mp,q = (p .p\q
0 S1p>q

¢) La matrice M,,(G) est triangulaire, donc ses valeurs propres sont o pour 0 < p < n.
d) Si G = D diagonale, on a 8 =0 et M, (D) = diag (1,a,a2, cee a”) est aussi diagonale.

4. a) D’apres les questions 1.¢) et 2.b), la matrice G est semblable & une matrice diagonale D, et
M, (D) = M,(H *GH) = M,,(H)~! M,,(G) M,,(H)
montre que M, (G) est semblable & la matrice diagonale M, (D), donc diagonalisable.

b) La matrice de passage est, avec la convention usuelle (z) =0sip>q,

Mn(H):Mn(((l) 6/(a—1))) _ ((Z) By p)wm

Les vecteurs propres correspondants ont pour coordonnées les colonnes de M, (H), soit :

V=% (5) GED)" X0 = (X )0 <a <

—o \P a—1

Exercice 2.13.

Soit a un nombre réel strictement positif.
1. Montrer que l'on peut définir deux suites réelles strictement positives (ax)ren et (bgx)ren telles que
ag =a,bp =1 et :

VkeNapy = %(ak-i-b)bkﬂ %(bk‘i‘ )

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (ug)ren définie par up = aibg. En déduire
que la suite (ug)ren est convergente. Déterminer sa limite.

3. Montrer que les suites (ax)xen €t (br)ren sont proportionnelles et qu’elles convergent. Préciser leurs limites
respectives.

Soit m € N*. On note I,, la matrice identité de M,,(R). Une matrice S € M, (R) est dite symétrique définie
positive lorsqu’elle est symétrique vérifiant
VX € M,1(R)\ {0}, ‘XSX > 0.
4.a) Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible et que son inverse est symétrique définie
positive.

b) En déduire que, si A est une matrice symétrique définie positive donnée , on peut définir deux suites de
matrices symétriques définies positives (A(k))ren et (B(k))ren telles que A(0) = A, B(0) = I, et :

Yk EN, A(k+1) = $(A(k) + B(k)™1), Bk+1) = 1(B(k) + A(k)~1)
5. Montrer que les suites (A(k))gen et (B(k))ken sont toutes deux convergentes dans M., (R).

NB : On dit qu’une suite de matrices (U(k))ren de M, (R) est convergente lorsque, pour tout i,j € [1,n], la
suite (u;,;(k))ren des coefficients de la i-éme ligne et de la j-éme colonne converge.
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Solution :

1. La relation de récurrence voulue est :

Xipr = F(X,) avee Xy = (an,by) et Flay) = 3 (e 4+3,y+1)

Or la fonction F est définie sur (R%)? et vérifie clairement F ((R%)?) C (R%)2. On montre ainsi de maniere
évidente par récurrence sur k > 0 la relation :
« Xy, est défini et appartient a (R%)? ».

2.0On a :

U1 = Qk41bpy1 = i(akbk +1+1+ ﬁ) = i(uk + 2+ u%g)
Pour tout k£, on a donc :
—3uj +2up +1  (up —1)(=3ug — 1)

4y, duy,

Uk4+1 — Uk =

2

Or I'étude sur RY de la fonction f : z — %(z +2+ %) (oma: f'(z) = Z4E 1) montre que f est minimale en
T

1,donc Vo >0, f(z) > f(1) = 1; donc ug > 1 pour tout k& > 1.

Par conséquent ug_1 — u < 0, donc la suite (ug) est décroissante et minorée, et elle converge.

Sa limite ¢ vérifie f(¢) = ¢, soit £ —1=0ou —3¢ — 1 =0; par ailleurs ¢ > 1 car uy > 1. Donc £ = 1.

1 1
3. 0na: %t~ 205 _abiblom
’ Dbt (b + i) b arby +1 by

La suite de terme général %—k est donc constante et vaut % = a, soit a = abg. Comme ay > 0, on a, lorsque k
k 0

tend vers +oo :
ak:\/a2:,/%:u :\/MA\/E; bk:%akﬁé\/&:ﬁ

4. Pour toute matrice S symétrique définie positive, si (A, X) est un couple (valeur propre, vecteur propre) de
S, alors :

0<!XSX ='XAX = )| X]||*> dou >0
On a, par le théoreme spectral, également la réciproque : si une matrice symétrique réelle n’a que des valeurs
propres positives, elle est définie positive.
Donc 0 n’est pas valeur propre de S et S est inversible. En transposant SS~! = I, on montre que S™! est
symétrique puis définie positive, puisque ses valeurs propres sont les inverses de celles de S.
On montre facilement que 'ensemble des matrices symétriques définies positives est stable par somme et par
produit par un scalaire strictement positif. On montre alors de maniere évidente par récurrence sur k > 0 la
relation : « A(k) et B(k) sont bien définies et sont symétriques définies positives ».

5. Par le théoréme spectral, la matrice symétrique A(0) = A se diagonalise en A(0) = PDP avec P orthogonale
et D diagonale & valeurs propres strictement positives. Comme B(0) = I = PI'P, une récurrence évidente
montre que A(k) = PD(k)!P et B(k) = PA(k)'P, ol les matrices D(k) et A(k) sont diagonales et vérifient :

Dy=D, Ay =1, Dyy1 = %(Dk + ALY, Ay = %(Ak +D;t)

Si, pour tout k, on note : Dy = diag(ag), .. .,a,(cn)) et Ay = diag(b,(:), .. .,b,(cn)), alors, d’apres la question 3,
pour tout ¢ € [1,n], on a:

. (i) ONET @ _ 1
kEI—iI-loo % =V ’kEI—&I-loo bk - a(z)

0
Or d’apres la relation A(k) = PD(k)P~!, les coefficients de A(k) sont des combinaisons linéaires de a,(cl), e a,(cn)

donc convergent quand k tend vers +oo et de méme avec B(k).

Exercice 2.14.

Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire (.,.). On consideére une famille (uq,us,. .., up)
de p vecteurs de E, ou p est un entier tel que p > 2. On dit que cette famille est obtusangle si pour tout couple
(i,7) € [1,p]?, i # j entraine que (u;,u;) < 0 (ce qui impose aux vecteurs d’étre tous non nuls).
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1. On veut montrer par récurrence que si une famille de p vecteurs de F est obtusangle, alors toute sous-famille
de p — 1 vecteurs est libre.

a) Montrer que cette propriété est vérifiée pour p = 2.

b) On suppose que la propriété est vérifiée & un rang p+ 1 > 2, et on envisage une famille (u1,...,upy2)
obtusangle telle que la famille (uq,. .., upy41) soit liée.

p
i) Montrer qu’il existe (A1,...,Ap) € R? tel que Y Ag(upy1,ur) > 0.
k=1

ii) En déduire qu’il existe k € [1, p] tel que A\x, < 0 et montrer que 'on peut supposer k = p.
iii) En considérant la famille (y1,...,yp+1) définie par :
Vie [Lp—1], yi = ui, Yp = Ups1 — AplUp, Yp+1 = Upy2,
montrer qu’il y a une contradiction.

iv) Conclure.

2. Soit (e1,...,ent+1) une famille obtusangle de vecteurs unitaires de E et v le vecteur de E défini par
n

v = Z Akuk.
k=1

On veut montrer que [Vk € [1,n], (v,er) = 0] = [VEk € [1,n], A\x = 0].
a) Soit p la projection orthogonale de E sur (Vect(e,41))*. Montrer que Y(i, ) € [1,n]? :
(p(ei), p(ej)) = (eis €5) — (€i, ent1) x(€j, €nt1)
b) Montrer la propriété par récurrence sur n.

Solution :

1. a) Clair puisque qu’une famille réduite & un vecteur non nul est toujours libre.

b) Supposons le résultat acquis & un rang p + 1 et soit (ug,...,Upt1,Upt2) une famille obtuse. Supposons
(ui,. .., up, ups1) liée. La famille (u1,...,up11) étant obtuse, '’hypothese de récurrence montre que (ug, ..., up)
est libre. Dans ce cas, u,11 est combinaison linéaire de (u1, ..., up) :

p
il existe (A1,...,Ap) € RP, telle que upt1 = Y, Apug.
k=1

1) On 8¢ g P = (e, 32 M) = 3 Melupir, ) > 0.

ii) La famille étant obtusangle, et la somme précédente strictement positive, il existe k tel que \; < 0.
Quitte a modifier 'ordre des vecteurs, on peut supposer que k = p, donc A, < 0.

iii) On montre facilement que la famille (y1,...,yp+1) est obtusangle. En effet :
* Sii et jsont dans [1,p — 1] et distincts, on a (y;,y;) = (u;, u;) <O0.
* Pour i € [1,p — 1], (i, yp) = (Wi, upt1 — Aptp) = (Ui, upt1) — Ap(us, up) <0

(Yis Yp+1) = (Uis upt2) <0

* Enfin (yp, yp11) = (Upp1; tpra = Aptip) = (Upp1; tpra) = Ap(upy, up) < 0.

Par hypothese de récurrence, la famille (y1,...,¥y,) est donc libre. Or :
D p=1 p—1
Upp1 — Aplp = D AplUp — Aplp = AU = Yp = > M\lk
k=1 k=1 k=1

ce qui est contradictoire.

iv) En conclusion, si la propriété est vérifiée au rang p+ 1, elle reste vérifiée au rang p+ 2 (car on peut toujours
ranger les p 4+ 2 vecteurs de la famille obtuse de sorte que les p + 1 vecteurs considérés soient les p + 1 premiers
de cette famille) : elle est donc vérifiée pour tout p > 2.

2. a) D’apres le cours : p(e;) = e; — (e;, ent1)ent1 pour tout 7. Donc :
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(p(ei), p(ej)) = (eis e5) — {€i enqr) x(€j, €nsy1)
b) La propriété est vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée pour un certain n > 1 et soit (eq,...,e,+1) une famille obtusangle de vecteurs unitaires .
Soit v défini dans I’énoncé tel que (v, e;) > 0.

On a p(v) = > Agp(ek) (car p(eny1) = 0). Un calcul analogue au précédent donne :
k=1

)
(p(v),p(e;)) = (v,€5) — (v, enq1)x(ej, €ny1) 2 0
D’autre part :
(p(ei), p(e;)) = (ei, ) — (i, ent1) x(€j, €nt1) <0

On applique alors 'hypothese de récurrence au vecteur p(v) et a la famille obtusangle (p(e1),...,p(en)).
Il vient, pour tout j € [1,n] : A; > 0.
Enfin :

n
0 < (v, €ng1) = 2 Aler, ent1) + Angall€ntrl|?
=1

Comme Ag{eg,ent+1) < 0, on obtient : A, 41 = 0.

Exercice 2.15.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit v un endomorphisme
de E. On note I ’endomorphisme identité de F.

On suppose qu’il existe k& endomorphismes non nuls de E, p1,pa,...,pr et k réels distincts A, Az, ..., A\p tels
que pour tout m de N :

k
u™ =3 A'pi
=1

k
1. a) Montrer que pour tout polynéme P de R[X], on a : P(u) = > P(\;)p;.
i=1

b) En déduire que le polynéme M (X) = (X — A\)(X — A2) -+ (X — A\g) est annulateur de u. Qu’en déduit-on
sur les valeurs propres de u ?
2. Pour tout ¢ de [1,k], on pose : Ly(X) = ][] (X — /\i).
1<i<k Ao — A
i#e
a) Montrer que pour tout £ de [1,%] : p; = Ly(u).

b) En déduire que Imp, C Ker(u — A\¢I), puis que les valeurs propres de u sont exactement les nombres
AL, Aoy ey Ak
. 9 0 sii#j
3. Montrer que pour tout (4,7) de [1,k]*, ona: p;op; = b sij=i
: =

4. Montrer que u est diagonalisable.

Solution :

1. a) La relation proposée est vérifiée pour tout monéme X%, k € N. Elle est donc vérifiée pour tout polynéme,
par un argument de linéarité.

b) Pour le polynéme M dont les racines sont Ay, ..., g, il vient :
M) = 3 MO =0,
Ainsi le spectre de u est inclus dans ’ensemble des lr:atines de M donc dans {Aq,..., g}
2. a) On remarque que les polynomes proposés sont les polynomes de Lagrange aux points Ag, ..., Ak, ¢’est-a-dire

que 'on a Ly(A;) = 0; ¢ (symbole de Kronecker).
11 suffit alors d’appliquer le résultat de la question 1.a) au polynéme Ly, et :
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Le(u) = pe
b) On a (u — A¢I) o Ly(u) = M(u) =0, donc (u — A¢I) o p; = 0, ce qui entraine que Im p, C Ker(u — A¢I).
Comme dim(Im py) # 0, il en résulte que Ker(u — Ao I) # {0} et Ay est valeur propre de u.

3. On a pour ¢ # j, p; op; =0, car p; op; = L;(u) o Lj(u) = L;L;(u) = 0, puisque L;L; est divisible par M.

k
Pour m = 0, 'hypothese de l'exercice donne I = Y p;. Donc
i=1

k
p;j=1Iop; =73 piop;=p;.
=1

k k
4. La relation I = > p; permet d’obtenir, pour tout vecteur s de E : x = Y p;(), ce qui montre que
i=1 =1

= 1=
E =TIm(p:) + Im(p2) + - - - + Im(py)
Cette somme est directe. En effet, si 0 = z1 + x2 + - - - + xp, avec x; € Im(p;), c'est-a-dire x; = p;(x;), alors, par
la question 3. :

0=p;(0) = p}(z;) = p;(2;) = 2;.
Donc :
E =1Im(p1) ® Im(p2) @ - - - & Im(py,)
Enfin, comme Im p, C Ker(u — A¢l), il vient, car les sous-espaces propres sont toujours en somme directe :
E C Ker(u— A1) @ Ker(u— AI) @ - & Ker(u — A1)

D’ou en fait I'égalité et u est diagonalisable.

Exercice 2.16.

Soit n un entier de N*. On note S, lensemble des matrices symétriques de M, (R). On appelle matrice
symétrique strictement positive, tout élément de S, dont les valeurs propres sont strictement positives : on
note S;7*, 'ensemble de ces matrices.

Soit A une matrice de S .

1. Justifier qu’il existe une matrice P de GL,,(R) orthogonale et une matrice diagonale D dont les coefficients
diagonaux Ap,..., A, sont les valeurs propres de A, et telles que A = PD'P.

2. Montrer qu’il existe R de S;F* telle que A = R?. On dit que R est une racine carrée de A.

3. Soient B et C deux racines carrées de A, toutes deux strictement positives.
Montrer que B et C ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres. En déduire que la matrice A
admet une unique racine carrée dans S que ’'on note Al/2,

4. On cherche dans cette question & exprimer A'/2. Soit p € N*. Pour tout j de [1,p], on pose :

X=X\
Li(X)= X=X
s 1§1;I§p Aj = Ai
i#£]
a) Montrer que (L1, ..., Ly) est une base de R,_;[X].
b) Montrer qu’il existe un unique polynéme 7' de R,_1[X] tel que, pour tout i de [1,p], T(A\;) = VA

¢) En déduire une expression de A'/2 en fonction de A.

no -1 - -1
5. Soit A = —Lom . Montrer que A est dans S;"+ et déterminer A/2.
: . =1

Solution :
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1. La matrice A est symétrique réelle : elle est diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe donc une
matrice diagonale D dont les éléments diagonaux sont strictement positifs et une matrice orthogonale P telles
que A = PD'P.

2. En notant A la matrice diagonale dont les éléments sont les racines carrées positives des éléments de D, il
vient :

R=PA'P = R?=PA*P=A
3. Montrons que B et C ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres.
Soit A réel, et X matrice colonne tels que BX = AX. Alors B?X = \2X = AX = C%2X. Ainsi (C2 - \?1)X = 0.
Or 0= (C?-X21)X = (C+AI)(C —AI)X. La matrice C n’ayant que des valeurs propres strictement positives,

la matrice C' + AI est inversible et (C'— AI)X = 0. Ceci montre que X est valeur propre de C' de vecteur propre
associé X . En échangeant les roles de B et C, on obtient le résultat escompté.

P P

4. a) Ces polynomes sont de degré p—1 et si > a;L;(X) = 0, alors, pour tout indice j, > a;L;(\;) = a; =0,
i=1 i=1

ce qui montre que la famille donnée est libre, donc est une base de R,_1[X].

b) L’écriture de tout polynéme P de R,_1[X] dans cette base est :
P
P=3Y P(\)Li
i=1
P
1l suffit donc de choisir P(X) = Y. v/A;L;. L’unicité provient du fait que (L1, ..., L,) est une base de R,,_1[X].
i=1

P
¢) On pose B = > /A;L;(A) qui est un élément de M., (R).
i=1

Si A est une valeur propre de A de vecteur propre associé X, alors pour tout polynéme P : P(A)(X) = P(\)X.
Ainsi L;(A)(X) = L;(M) X.

Or L;(\;) = §; ; montre que si X; est vecteur propre associé a la valeur propre \;, P(A = /N X

On en dedu1t que B2 A. La matrice B est symétrique (car A l'est) et dans S;F* pulsque Ses valeurs propres
sont (v/A1,...,1/Ap). On conclut par 'unicité de la racine carrée.

5. La matrice A est symétrique réelle. On peut 1'écrire A = (n+ 1)I — J, ou la matrice J n’est formée que de
1. Les valeurs propres de J sont 0 et n; les valeurs propres de A sont n + 1 et 1. Elle est donc dans S, .
Par les questions précédentes, A2 = L;(A) +v/n + 1L, 41(A), avec

Li(X) = X=0=L o 1, (x) = X1

Apres calculs :

AV? = L(nFT-)a— (V¥ T- (n+ 1))

Exercice 2.17.
1. a) Pour n e N soit P € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ € R,,[X] tel que pour tout = # 1 :
b) Montrer que l'application f : R, [X] — R, [X], P — @ ainsi définie est un endomorphisme de R,,[X].

2. Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f~1.

3. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique (1,X,...,X") de R, [X] puis calculer son inverse A~!. Les
matrices A et A~! sont-elles diagonalisables ?

4. a) Soit o € C une racine d’'un polynéme @ de R[X] d’ordre de multiplicité k € N*. Le complexe « est-il
racine de f~1(Q) ? Avec quel ordre de multiplicité ?

b) En déduire les sous-espaces propres de ’'endomorphisme f~! puis montrer qu’ils sont aussi les sous-espaces
propres de f.
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Solution :

1. a) Une primitive F' du polynéme P est un polynéme de degré n + 1; ainsi :

i | o= gt

Comme 1 est racine du polynéme F(X)— F(1), on peut simplifier par (z —1) et le quotient est bien une fonction
polynome de degré n.

De plus @ est parfaitement définie sur R\ {1}, donc en une infinité de points et le polynéme associé encore noté
Q est parfaitement défini.

b) La linéarité de f résulte de la linéarité de l'intégration et donc f € L(R,[X]).

2. On a montré : V P,deg f(P) = deg P. Donc f est une application linéaire conservant le degré, 'image par f
de la base canonique (1, X, -+, X™) est une famille graduée en degré qui est donc une base de R, [X].

Ainsi, f transforme une base en une base : elle est donc bijective.
x

Ona:VeeR (z—1)Q(x)=(x—1)f(P)(z) = / P(t)dt, d’ont en dérivant les deux membres et en revenant a
1
la notation polynomiale : (X —1)Q'+ Q = P et
FR[X] = Ry [X]:Q = (X — 1)Q' +Q

3. En écrivant 'image par f de la base canonique de R, [X] :
FXF) = 14+ X4+ X*

o , soit : o )
L3 3 pEs
0 3 3 T
. 00 % =
0
000 - =5
et A™! est la matrice de f~! relativement & la méme base.
Comme f~1(X*) = (k+ 1)X* — kX*71 il vient :
1 =1 0 e - 0
o 2 -2 0 - 0
0 0 3 -3 0
A7l =
0 0 O 0
0 -+ -+ 0 n —-n
0 v v e 0 m41

Ces deux matrices sont triangulaires. Elles posseédent chacune n + 1 valeurs propres distinctes (qui se lisent sur
leurs diagonales) , ce qui est une condition suffisante de diagonalisabilité.

4. a) On éerit Q = (X — a)*Q; avec Q;(a) # 0, alors :
Q) =pP=(X-1)Q +Q, donc :
F7HQ) = (X = DE(X - )" 1Q1 + (X — o)1) + (X — )* Qs
= (X = )" R(X = 1D)Q1 + (X = a)(Q1 + (X = 1)@))]
— (X — )" R(X)
en notant R la quantité k(X — 1)Q; + (X — @)(Q1 + (X — 1)Q}. De plus R(«a) = k(e — 1)Q1(a). Ona: k#0
et Q1(a) #0 d’ou :
e Si a#1: «est racine d'ordre k — 1 de f~1(Q).
eSia=1:R=(X-D[k+1)Q1 — (X -1)Qj] = (X —1)S en posant S = (k+1)Q; — (X —1)Q}. On a :
S1)=(k+1)Q:1(1)#0car k+1#0et Q1(1) = Q1(a) # 0 et 1 est racine d’ordre k de P.
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b) Soit @ un vecteur propre de f=1; f~1(Q) = \.Q, avec X # 0 car f~! est inversible. Donc toute racine
complexe de @ a le méme ordre de multiplicité dans Q et dans f~1(Q). D’apres la question précédente, 1 est la
seule racine possible de @), d’ou :

QX)=a(X-1F 0<k<n, acR
On aalors : f71Q) = (X —1)Q' + Q = (k+ 1)Q. Ainsi Q est associé a la valeur propre k + 1.
Les sous-espaces propres de f~! sont : Ey, E, ..., E, avec Ej, = Vect((X — 1)¥).
Si Q est vecteur propre de f~! alors f~1(Q) = \.Q, donc Q = A\f(Q) et f(Q) = %Q. Donc les vecteurs propres

de f~! sont vecteurs propres de f et il n’y en a pas d’autres car f et f~! sont diagonalisables.

Exercice 2.18.

Soit n un entier > 2. On considere le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A vérifiant
les deux propriétés suivantes :

i) si A = (aij)1<ij<n, alors a; ; = 0, pour tout (i,j) € [1,n]?;
1
ii)sionnote U = | * | € M, 1(R), alors AU =U.
1
1. S est-il un sous espace vectoriel de M, (R) ?

2. a) Soit A € §. Montrer que 1 est valeur propre de A.
b) Soit A une valeur propre (réelle ou complexe) de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre associé. En
considérant une coordonnée de module maximal de X, montrer que |[A| < 1.

3. Soit z1,. .., %, p nombres complexes non nuls (p > 2) vérifiant :

Montrer qu'il existe des réels positifs p1,. .., pp et 19 € [[1,;9]], tels que pour tout j de [1,p], on a : z; = p;z;,.
Z1
4. Soit A une valeur propre complexe de A telle que |A] = 1. Soit X = : un vecteur propre associé. On

Tn
pose : |xg| = max |x]
i€[l,

a) Montrer qu'il existe j € [1,n] tel que z; = Azy.

b) En déduire qu’il existe un entier naturel non nul g tel que \? = 1.

Solution :
1. a) § n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.

2. a) Le réel A = 1 est valeur propre, puisque le vecteur U est un vecteur propre associé.

b) Soit k£ un indice tel que |x| = max |z;|. En considérant la k™ équation du systéme AX = \X, il vient :
Stsn
n
AT = ). Gk ;%5
j=1

n n
Done : [Mzx| = | 3 arjzj| < 35 anjlv;] < 1ufaxl.
i=1 i=1
Comme zj, # 0 (autrement on aurait X = 0), il vient : |A| < 1.

3. On effectue une démonstration par récurrence sur p.
esip=1,alors z; = 1xz2.
e supposons la propriété vérifiée pour (p — 1) nombres complexes. Soit 21, ..., z,, p nombres complexes qui
P P
vérifient : | Y 2| = D |zl
i=1

i=1
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On pose : u =21 + -+ Zp—1 et v = z,. On a alors, par I'inégalité triangulaire :

P P p=
2 Jal = | 2 zi] = hut ol < Jul 4 Jol < X fail + [z
1= 1= 1=
p—1 p—1
On a donc en fait égalité dans ces inégalités et |u+ v| = |u| + |v] ainsi que | > z;| = 3 |2]. Par hypothese de
i=1 i=1
récurrence, il existe un réel p > 0 tel que v = pu et il existe p1,..., pp—1 réels positifs tels que z; = p;z1 (par

exemple). La relation v = pu donne enfin
p—1 p—1
Zp = P( > Zz) = P( > Pi)Zl
i=1 i=1
On conclut par le principe de récurrence.
4. On suppose dans cette question que |A| = 1. En reprenant la méthode développée dans la question 2, il vient :
n n
ekl = [ 2 an o] < X awglesl < o
j=1 j=1
On a donc égalité dans les inégalités précédentes, et :
n n
| 32 awjoj| = 3 law )
j=1 j=1
Par la question 3, il existe ig, des réels positifs p1, ..., p, tels que pour tout j de [1,n], ak ;T; = PGk igTio -
Notons J = {j € [1,n]/ar,; # 0}. Ainsi : Az, = Y ap ;T = arinTip . Pj-
jeJ jeJ
Soit : |xg| < (ak,io > pj)|wi0| < (ak,io > pj)|xk|, ce qui montre que axq, » p; =1 et Az = ;.
jeJ jeJ jed
Donc |zx| = |zi,], et z;, est également une coordonnée de module maximal. On recommence ce processus, et
comme le vecteur X n’a qu'un nombre fini de coordonnées, on finira par retrouver une coordonnée déja obtenue,

il existe donc g € N* et k; tels que g, = Azy, .
Donc M\ = 1.

Exercice 2.19.

On considere l'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées d’ordre n (n > 1) a coeflicients réels.

Si A= (aij)i<;jcn e B = (bij) <, j<, sont deux éléments de M,,(R), on définit le produit de Schur A ® B
des matrices A et B en posant :
al,lbl,l al,zbl,z a1,nb1,n
a2,1b2,1 02,252,2 a2,nb2,n
A® B = (ai;bij)<ij<n =
an,lbn,l v .. an,nbn,n

On munit R™ de son produit scalaire canonique ( , ) et on confond vecteur de R” et matrice colonne de M,, 1 (R)
canoniquement associée. On dit qu’une matrice A est positive (notation A > 0) si elle est symétrique et a toutes
ses valeurs propres positives ou nulles. Lorsque A et B sont symétriques, on écrit A< Bsi B— A > 0.

1. Montrer qu'une matrice A est positive si et seulement si elle est symétrique et vérifie {(Az, z) > 0 pour tout
x € R™. En déduire que la somme de deux matrices positives est encore une matrice positive.

2. Soit V un vecteur colonne de R™. Montrer que la matrice B = V !V est positive.

3. Soit R une matrice positive non nulle de M,,(R). Montrer qu’il existe un entier m € {1,...,n} et une famille
(V4,..., V) de vecteurs (colonnes) orthogonaux non nuls de R™ tels que :
m
R=Y V'V,
k=1

4. Soit A une matrice positive de M,,(R) et V un vecteur colonne. Montrer que A ® V'V est une matrice
positive. En déduire que le produit de Schur A ® B de deux matrices positives A et B est encore une matrice
positive.
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Solution :

1. Soit A une matrice positive. La matrice A est symétrique réelle, il existe donc P orthogonale et D =

diag(\1,...,\,) diagonale telles que A = PD'P. Comme A est positive, ses valeurs propres sont positives et
donc les coefficients diagonaux Ay, ..., A\, sont positifs ou nuls.
Alors, pour tout vecteur z = (z1,...,z,) de R”, on a :

(Az,x) =txt Az = tx Az = ta PD'Px = tyDy

avec y = 'Px = (y1,...,Yn). Ainsi :

U "
(Az,z) = (y1 ... yn)diag(Ai,...,0) | ¢ :Z)\iyiQ}O

- i=1
Réciproquement, si A est une matrice symétrique telle que (Az,z) > 0, alors pour A € Spec A, en notant x un
vecteur propre associé, on a :

0 < (Ax,z) = (\x,z) = N|z||?

et donc A > 0.

Si A et B sont positives, alors A + B est symétrique réelle et pour tout vecteur z, on a : ((A + B)x,x) =
(Ax,x) + (Bxz,z) > 0 et A+ B est encore positive.

2. Comme 'B =1(V'V) =(*V)'V = V'V = B, on voit déja que B est symétrique (et réelle).

De plus, pour tout vecteur x, on a :

(Bx,z) =txBx = 2ViVr =1("Vx)('Vx) = (*Vz)? > 0

(la matrice !V est produit d’une matrice ligne par une matrice colonne, donc est une matrice carrée d’ordre 1,
identifiée & son unique terme)

Ainsi B est une matrice positive.

3. On peut écrire R = PD!P, avec P orthogonale et D diagonale. Quitte & permuter les colonnes de P, on peut
supposer que D est de la forme

D = diag(A1, ..., Am,0,...,0)
ou les nombres A, A\, , qui sont positifs ou nuls puisque R est positive, sont en fait strictement positifs.

P1k
Notons P = (p; ;) et pour k € [1,n], posons Vi = /A
DPnk
Les colonnes Vi, ..., V,, sont non nulles et deux a deux orthogonales, tandis que les colonnes V,,41,...,V, (si

m < n) sont nulles.
On a: (Vi'"Vi)ij = Akpikpjk, donc pour tout couple (i, j) :

(2" Vi'Vi)iy = (3 Vi'Vi)ij = >0 pikAepjk = (PD'P); 5
k=1 k=1 k=1
Ainsi : .
R=PD'P =Y V'V
k=1
U1
4. Posons: V=| 1 | esC=A0VV = (¢;;).
Un,

On a : ¢ = a;;v;v;, et comme A est symétrique, il en est de méme de C. De plus, on a pour tout vecteur
x=(21,...,Zp) :

M=

(Cx,x) = a; jvivirir; = (Ay,y) = 0

1

n

i=1j
avec Yy = (U121, ..., VpTy).
Par conséquent, la matrice C' est bien positive.
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m
En utilisant la question précédente et la question 1, on écrit B = Y. Vi !V} et on en déduit immédiatement que
k=1

m
A® B = Z AR (Vk th) > 0 comme somme de matrices positives.
k=1

Exercice 2.20.

Dans tout I’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On note U la matrice carrée d’ordre n dont tous les
éléments sont égaux a 1, I la matrice identité d’ordre n et E = Vect(I,U), le sous-espace vectoriel engendré
par U et I.

1. Montrer que (I,U) forme une base de F.

2. Les éléments de F sont-ils inversibles avec un inverse dans E 7 Sont-ils diagonalisables ?
On pose : My = %U et My =1 — M.

3. a) Montrer que My et M; sont deux matrices de projecteurs formant une base de E.
b) Soit A =al + U € E et p € N*. Exprimer AP dans la base (Mg, My).
Vi,je[l,n],hij =0
Soit S l’ensemble des matrices H = (hi j)1<ij<n € Mup(R) telles que 1<i<n — il hij =1
4. Soit A un élément de E N S. Montrer que les deux suites réelles (ap)pen €t (bp)pen déi"inies par :

Vp € N7 AP = apMo + ble
sont convergentes sauf éventuellement lorsque n = 2.

Solution :

1. U n’est pas une matrice scalaire, donc la famille (I,U) est libre. Etant génératrice de E, c’est une base de E
et dim(E) = 2.

2. x La matrice A = ol + BU est inversible dans FE si et seulement s’il existe o/, € R tels que
(al + BU)(&/T+ B'U) = I. On obtient le systéme :

ad =1
B'(a+npB) =—pa
Ainsi, A est inversible dans E si et seulement si o # 0 et aw # —n . Son inverse est alors :

1 1 B8
A 1_51_ oz(onrn,B)U

* La matrice U est de rang 1; ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associé Ker U, et n de sous-
espace propre de dimension 1 engendré par une colonne de U. La matrice I est diagonale. Il existe une matrice
P orthogonale (car U est symétrique tout comme I) telle que U = PD'P. Et A = aU + I = P(aD + BI)'P.
Ainsi toutes les matrices de E sont diagonalisables. Enfin, dans une base de diagonalisation de U, il vient :

O e e 0
A=p| O |
: « 0
0 -~ 0 nf+a

3. a) On vérifie que M2 = L.U2 = My, et M? =T + M2 — 2My =1 — My = M,.
n
On remarque que MoM; = M1 My = 0.
On a aMy+ M, =0 < BI + (a ; ’B)U = 0, qui n’admet que o = f = 0 comme solution. Donc, My et M;
sont deux matrices de projecteurs appartenant a E et formant une base de E.
b) En écrivant A = al + U = a(My + My) + nMoy, il vient :
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A= (a+nB)My+ oM,
Les matrices My et M; commutant, on peut utiliser la formule du binéme et par la remarque précédente :
AP = (a+nB)P My + oP .M.

B=0
4. Dire que A = ol + U € EN S équivaut a dire que { a+5>0 .
a+np=1

Or 8> 0entraine a =1 —nB <1, et § > —a entraine o < 1 + na, soit a > n_fl Ainsi :

1
-1
a€[—=5,1] c[-11]
On a donc : AP = My + oP M;.

eSi—-1<a<l: lim of =0et (AP), converge vers M.
p—+oo

eSia=1,alors 5=0et A= My+ M; =1, donc AP = I.
eSia=-1, alors,@z%,A:MO—Ml = AP = My + (—1)P?M; et la suite (AP), ne converge pas.
Mais dans ce cas a+ >0 = [3:%21 — n<2 = n=2.

0 1
10

Ainsi, la suite (AP),en diverge si et seulement sin=2et o = —1.

Dans ce cas : A = ( ) et A% =T, A%PTl = A,

Exercice 2.21.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4. On note U 'ensemble des vecteurs de norme 1 de E.
Un endomorphisme ¢ de F est dit orthogonal si : Vz,y € E, (q(x),q(y)) = (z,y).

Un endomorphisme orthogonal ¢ est appelé quart de tour si g> = —Id, ou Id représente I'application identité.
0 -1 0 O
) 1 0 0 O
On note @) 'ensemble des quarts de tour de F et on pose : M = 0 0 0 -1
0 0 1 0

1. Démontrer qu'un quart de tour transforme tout vecteur  de E en un vecteur orthogonal a x.
2. a) Soit ¢ un endomorphisme de F dont la matrice dans une base orthonormée est égale & M. Montrer que ¢
est un quart de tour.

b) Soit ¢ un quart de tour. Montrer que quel que soit u € U, il existe une base orthonormée B = (ey, €2, €3, €4)
de E avec e; = u et telle que la matrice de g dans B soit égale a M.
3. Soit g € Q et w € U. On note P le plan engendré par u et q(u).

a) Montrer que (u, q(u)) est une base orthonormée de P.

b) Montrer que le plan P est invariant par g. Décrire géométriquement la restriction de ¢ au plan P.

¢) Si v est un vecteur unitaire de P, il existe un nombre réel 6 tel que

v = cos(0)u + sin(8)q(u)

Déterminer les matrices de passage de la base (u,q(u)) & la base (v,q(v)) et de la base (v,q(v)) & la base
(u, q(u)).
4. Soit g € Q et @ € R. On pose f = cos(a)Id + sin(a)q.

a) Montrer que f est un automorphisme orthogonal.

b) Montrer que tout vecteur unitaire u est contenu dans un plan P invariant par f. Décrire géométriquement
la restriction de f a P.

Solution :

1. Soit x € F et ¢ € Q. On calcule le produit scalaire entre = et son image par q.
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(a@).2) = (g(a). ~¢*()  (car g = —1d)
= —(q(z),q(q(x))) (car ¢ est orthogonal)
Ainsi, (g(x),z) =0 et g(x) est orthogonal & x
2. a) x On vérifie aisément que M? = —1I,.
* On vérifie également que MM = I, et donc pour toutes colonnes X et Y :
EXY = ' X(PMM)Y = {(MX)(MY)
Ce qui traduit exactement la propriété : Va,y, (z,y) = (q(z),q(y)).

b) Remarquons que pour tout vecteur x, on a en particulier ||¢(x)| = ||z||, donc Kerq = {0} et un
endomorphisme orthogonal est un automorphisme.
* Soit u € U, q(u) est orthogonal & u. On note e; = u et ex = g(u). On remarque que g(ez) = ¢*(u) = —u = e;.

Comme e; et ey sont orthogonaux et de norme 1, donc non nuls, ils forment une famille libre.

* Soit e3 un vecteur unitaire orthogonal & e; et ea et posons eq4 = g(es). Le vecteur es est orthogonal a e;
et ey, donc ey est orthogonal & g(e1) = ez et & g(ex) = —eq, donc & e;. En clair (es,eq) est en fait une base
(orthonormée) du supplémentaire orthogonal de Vect(ey,es) et (e1, e, e3,e4) est une base orthonormée de R%.
Relativement a cette base, la matrice de q est M.

3. a) D’apres la question 1, u et g(u) sont deux vecteurs orthogonaux de norme 1, donc la famille (u, g(u)) est
libre. Comme P est engendré par u et g(u), cette famille est bien une base orthonormée de P.

b) Soit € P. Il existe A, u € R tels que & = Au + pg(u).

Ainsi, ¢(z) = Ag(u) —pu € P et P est stable par ¢. Comme la matrice de g p dans la base (u, g(u)) est <(1) _01 >7

q p est la rotation d’angle 7/2 (dans le plan P ainsi orienté par la base (u,q(u))).

¢) On remarque que ¢(v) = —sinfu + cosfq(u). Ainsi, la matrice de passage de la base (u,q(u)) & la base
cosf —sind
sinf  cosf

cosf siné >

(v, q(v)) vaut . On retrouve une matrice de rotation et la matrice de passage de la base (v, ¢(v))

a la base (u, g(u)) est <sin9 cos

4. a) Soient z,y € E.
(f(x), f(y)) = (cos® a)(x,y) + cosasina((z, q(y)) + (a(),y))
+ (sin® a){q(x), q(y))
= (z,y) + cosasina({(—¢*(x),q(y)) + (a(), ¢(y)))

= (z,9)
Ainsi, f est bien un endomorphisme orthogonal.
b) Soit w € U. Comme précédemment, on définit le plan P engendré par la famille (u,¢(u)). On montre
aisément que ce plan est stable par f. De plus, la matrice de fjp dans la base (u,q(u)) est Z?ﬁg _czlsnaa

Ainsi, la matrice de f|p dans la base (u,q(u)) est une matrice de rotation.



3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

Soit n un entier > 1. Une urne contient n boules blanches et une boule rose. On effectue une succession de
tirages d’une boule a chaque fois. Si on tire la boule rose, on la remet dans I'urne avant le tirage suivant ; si on
tire une boule blanche, on ne la remet pas dans 'urne. Soit X le nombre de tirages juste nécessaires pour qu’il
n’y ait plus aucune boule blanche dans 'urne.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, A, P).

1. Calculer P(X =n).

2. a) Pour tout entier n > 2, montrer que : In(n+ 1) —In2 < Z % < lnn.
k=2

n
En déduire un équivalent simple de > % quand n tend vers 'infini.

j=2

n .
b) Trouver de méme un équivalent simple de > ln—j quand n tend vers ’infini.
=2

n 7j—1
¢) En déduire un équivalent simple de ) (% > %) quand n tend vers I'infini.
j=2 J i=2

3. Calculer P(X = n+ 1), puis en donner un équivalent simple quand n tend vers I'infini.

4. Calculer P(X = n + 2), puis en donner un équivalent simple quand n tend vers l'infini.

Solution :

1. Soit By, (k > 1) Pévénement «la k™ boule tirée est blanche .

Alors [X =n] = B1NByN---N B,. Donc, par la formule des probabilités composées on a :
P(X = n) = P(Bl NByN---N Bn) = P(Bl)PBl(BQ)PBlﬂBZ(BB) R

n_.n—1 . 1_ _1

n+t1 n * 2 n+1

k+1 k+1
1 qseror * L1 dt dt 1 S T
2. a) Comme ¢ ; décroit sur R , on a : T < /k n et /k n < I En sommant la premiere inégalité

Bl

n
de k=1ak=n—1, on obtient > 1 < Inn; en sommant la seconde inégalité de k = 2 a k = n on obtient,
k=2

Inn+1)—In2< > % Comme Inn ~ In(n+1) —1In2 on a donc :
k=2
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~Inn

m\»—l

b) La fonction z — h;x décroit sur [e, +oo[ et donc sur [3,+oo[. On obtient donc de méme :

/ h;tdt ZHT\/ Wege = Lann)? - L(n3)?
4 3

k=4
D’oli en calculant aussi I'intégrale de gauche et comme In(n + 1) ~Ilnn :
n Inj 1 2
=% ~ >(Inn
3 B2~ fnn)
c¢) Par sommation d’inégalités du 2. a) (k=ietn=j—1),ona:

n

Simi-my<E (15 1) <L inG-n< L tn;

j=2J =2 =2 j=2
D’apres les questions 2. a et 2. b, comme Inn = 0(%(111 n)?), on a :
D %(lnj—ln?) - (X %mj) —m2(y %) ~ L(nn)?
=2 j=2 j=2
d’ou :
3 (1S 1) ~ Sy
=3 \J izt 2

3. L’événement [X = n+1] est réalisé lorsque la boule rose est tirée une seule fois lors des n+ 1 premiers tirages,
mais pas au (n + 1)-iéme rang (car sinon on réalise X = n), soit :

n

(X:n—|—1): U[Blﬂ--'ﬂBk-_lﬂEﬁBk+1m"'ﬂBn+1}
k=1

Les évenements de la réunion sont incompatibles, donc :
PX=n+1)= Y P(BiN--NBr1NByNBry1N---N Bpi1)
k=1
Par la formule des probabilités composées, pour tout k € {1,...,n},ona:
P(Bl ﬁ~-~ﬂBk,1ﬂBkﬂBk+1ﬂ--~ﬂBn+1)
= P(B1)Pg,(B2) ... Pp,n..nB (Bk) Py, g, 5 (Br+1)

n_ n-1n—-k+2 1 —k+ X_._Xl
n+1 n “n—k+3"n—k+2 n—k 2

Donc, par simplifications en cascade :

PIX =t )= 5 Goim—rs) ~n il E%

[\v]

Donc, d’apres la question 2. a) :
_ In(n+1) Inn

P(X =n+1)~ =73 ~ 5
4. I’événement [X =n+ 2] est réalisé lorsque la boule rose est tirée deux fois lors des n + 2 premiers tirages,
mais pas au (n + 2)°"° rang (car sinon on réalise X < n + 2). De méme qu’a la question 3, on a donc :
PX=n+2= Y PBN---NBN---NBN---NBpia)

1<k<I<n+1
1

1§k<zl:§n+1 (n+1)(n+2-Fk)(n+3-1)

1 1
s f—ZkQﬂLE( Z)

2<i<j<nt1 e e

Donc, puisque le premier terme est de limite finie, donc négligeable devant le second :

(Inn)?

P(X =n+2)~ 5o
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Exercice 3.2.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.A, P) admettant une variance et dont
Pespérance E(X) = A est un parametre réel inconnu.

_ n
Pour n entier > 1, soit (X1, Xa,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de X. On pose X,, = % > X
i=1
On note Sy 'ensemble des statistiques U, = ¢, (X1, Xa,...,X,), ol g, est une fonction de R™ dans R, qui sont

des estimateurs sans biais de A\ et qui admettent une variance notée V.

On admet la propriété P suivante : o o
«Pour tout U, de Sy, on a : cov(X,,U, — X,) =0.»

On dit qu’un élément Z,, de Sy est un estimateur optimal dans Sy si pour tout U,, de Sy, on a: V(Z,) < V(Uy,).
1. Montrer que X, est un estimateur optimal dans S,.

2. Soit Z,, un estimateur optimal dans Sy. Pour « réel et U,, de Sy, on pose :
Wh(a) =alU, + (1 —a)Z,
a) Montrer que pour tout « réel, W, («) est élément de S.
b) Calculer V(W («)). En déduire que Cov(Z,,U, — Z,) = 0.

¢) Montrer que Z,, = X,, presque slirement.

3. On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre A > 0, et on admet que la propriété (P) est vérifiée.

Pour tout n > 2, on pose : T}, = ﬁ (X — X,)?
i=1

a) Montrer que T), est un estimateur sans biais de A.

b) On admet sans démonstration I'existence de V(T,).

Montrer que Cov (T, X ,,) = %

Solution :

1. X,, s’écrit comme une fonction de X7, Xs,..., X, : c’est un estimateur. De plus, X,, admet une espérance

égale a \ et une variance, ce qui entraine que X, appartient a S).
Par la propriété (P), on a : cov(X,, U,) = V(Xy). B o
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, : [cov(X,,, Uy, )|* < V(X,)V (Uy), donc V(X,,) < V(U,), ce qui montre que
X, est optimal.
2. a) Question évidente, par linéarité de opérateur espérance et le fait que si U et V ont un moment d’orde
deux, alors (U, V) a une covariance.

b) Bien évidemment :
VW, () =2V (Uy,) + (1 —)*V(Z,) + 2a(l — a)cov(Up, Zy,)

=a?V(U, — Z,) —2a(V(Z,) — cov(Un, Zy)) + V(Z,)
Or Z,, étant optimal, il vient, pour tout « réel :
2V (U, — Z,) —2a(V(Z,) — cov(Un, Z,)) = 0
Ce trindme du second degré en « restant positif ou nul, son discriminant est négatif, soit :
(V(Z,) — Cov(Uy, Z,))* <0, donc V(Z,,) = Cov(U,, Zy,), ou
Cov(Z,,U, — Z,) =0.
¢) On écrit : Z, = X, + (Z, — X,,) ce qui entraine que
V(Z,)=V(Xp)+V(Zy— X)) +2Cov(X, Z — X3).

Comme Z,, et X, sont optimaux, il vient V(Z,, — X,)+2Cov(Xp, Z — X
Xn, Cov(Xy, Zn — Xpn) =0.

) = 0 et toujours par optimalité de
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Finalement, V(Z, — X,,) =0et Z, — X,, = C p.s., donc Z,, — X,, = 0 p.s.
3. a) En écrivant X; — X,, = (X; — A+ A — X,,), il vient :

(X —Xn)?2 =Y (Xi = A2 +n(X, — N2 —2n(X, —\)? =
i=1 i=1
En prenant les espérances :

ol

(X; = N2 — (X, — \)?

=1

E( é(Xz - Yn)Q) = 22:1 V(X,L) — TLV(YH) — (?’L _ 1))\

Par suite E(T},) = A et T}, est un estimateur sans biais de A.
b) Comme T, admet une variance, il appartient a Sy et par la propriété (P) et T, # X, il vient
Cov(X,, T, — X,) =0. Donc :

Cov(T,, X,) = %

Exercice 3.3.
On observe le passage de véhicules a un carrefour. Pour tout réel ¢ > 0, on note X; le nombre de véhicules qui

passent entre les dates 0 et ¢, avec la convention Xy = 0. On suppose que ’on définit ainsi une famille de variables
aléatoires (X;);cr, définies sur un méme espace probabilisé (£2,.A, P) possédant les propriétés suivantes :
e F(X;) existe pour tout ¢ > 0 et la fonction m(t) = E(X;) est continiment dérivable sur RT, sa dérivée étant
notée A(t).
o Le nombre de passages Y3, ;, se produisant entre les instants ¢y et tg 4+ h, avec tg > 0 et h > 0, est une variable
aléatoire dont la loi est définie par :
k. —a
e
VkeN,P(Y,,n=Fk) = QT

(on notera donc que « dépend de tg et de h)

to+h
ou a = / AMu)du = m(tg + h) — m(to)

to

1. Soit T} la variable aléatoire représentant la date de passage du premier véhicule observé. Calculer P(Ty > t).
En déduire une densité de 77 en utilisant les fonctions A et m.

2. a) On suppose que l'on connait la date to de passage du premier véhicule. Soit Ly la longueur de U'intervalle
de temps séparant les passages du premier et du deuxieme véhicule. Calculer une densité de Ly en fonction de
to, A et m.

b) On suppose dans cette question que pour t > 0, A(t) = at + b, a et b étant des constantes positives.
Déterminer une densité f; de Li dans ce cas.

3. On suppose désormais que pour tout ¢ > 0 : A(t) = Ao, constante positive. Pour k € N*, soit T, la date de
passage du k-ieme véhicule.
a) Calculer P(T} > t) a l'aide de la loi de Y. Démontrer qu'une densité fj, de T}, est :
Ao(/\ot)kilei)\ot
fult) = { T E—myr o pewt=0
0 sinon
b) Calculer I'espérance de Tj.

Solution :
1.Ona P(Ty >t) = P(X, = 0) = P(Yo,) = 0) = e=® = e~ (0),
Dot P(T} < t) =1—e ™" et on peut prendre : fr, (t) = A(t)e~™® (bien sir pour t > 0).
2.a) Ona: P(L; >t) = P(Y;,+ = 0) = e~ (mtott)=m(to)),
D'ott, P(L; <t) =1 — e~ (mtott)=m(to)) et
le (t) _ m/(to + t)ef(m(t0+t)fm(to)) _ )\(to 4 t)ef(m(to+t)fm(t0))
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b) Dans ce cas m(t) = % + bt, ce qui donne :

fi(t) = (a(to +t) +b) exp(—(aM +0(t +to) — a§ — btg))

2
fit) = { (a(t +to) +b) eXp(—(a% + (ato +b)t)) sit=0

0 sinon
k—1 _1(A Ol — Aot
3.a)Pourt > 0,ona, P(T, 2t)=P(Yo<k)= 7_2#
i=0 :
k—1 i—1 —>\0t k—1 [ —>\0t
On en déduit : f, (t) = —Xg > L +X0 3 ()‘07'
= (=1 i=0 v
Ao(Aot)k_le_AOt
ftk(t):{(kl)! sit>0
0 sinon
b) Enfin :
+oo +o0
E(Ty,) :/ tfe(t)dt = %/ (Not)Fe=rotdt
0 (k=1
“+o0o
_ 1 k,—u — j;
- )\o(k—l)!/o wreTtdu = 30
Exercice 3.4.
Soit n € N*. On considere n variables aléatoires mutuellement indépendantes X1, ..., X,,, qui suivent une loi
normale d’ espérance m et de variance o?
OnposeanlzX eth—Z(X X,)2.
0 =
n—1 sit=

1. Soit A = (ai j)1<ij<n € Myp(R) définie par : a; ; = { J . Soit B le vecteur colonne de M,, 1(R)

dont tous les coefficients sont égaux a 1.

-1 sii#j

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
b) Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu’une base des sous-espaces propres associés.

¢) Justifier 'existence d’une matrice P de GL,(R) dont la derniére colonne est proportionnelle & B et telle
que 'PAP = D, ol D est une matrice diagonale & déterminer (on ne demande pas la matrice P).

d) On note P = (pi j)1<i j<n-
n n
Montrer que pour tout i de [1,n — 1], 3 p;; = 0 et pour tout i de [1,n], 3 pf; = 1.
=1 =

2. On note M = %A et g application de M,, 1(R) dans R définie par : VX € M, 1(R),q(X) =*XMX.

T
n
On pose X = | etTn:%ij.
Tn =t
n . n—1 n
Montrer que ¢(X) = Y (z; — Tp,)?, puis ¢(X) = > (> pijzj)>
i=1 i=1 j=1

3. Pour tout ¢ de [1,n — 1], on pose ¥; = > p; ; X
j=1

a) Justifier que E(Y;) =0 et V(Y;) = o2,

b) On suppose que les Y; sont mutuellement indépendantes. Montrer que U, suit la loi F(2, %)

Solution :
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1. a) La matrice A est symétrique réelle : elle est diagonalisable dans une base orthonormée.

b) Si Pon note J la matrice dont tous les éléments valent 1, on a A = nl — J. Les valeurs propres de J
sont 0 de sous-espace propre associé de dimension n — 1 (Ker J), et n dont le sous-espace propre associé est de
dimension 1 engendré par le vecteur B (orthogonal & Ker J).

Les valeurs propres de A sont donc n de sous-espace propre associé Ker J de dimension n—1, et 0 de sous-espace
propre associé Vect(B).

c¢) La matrice D demandée est la matrice diagonale diag(n,...,n,0).

n

d) La matrice P étant orthogonale, la relation PP = I donne : > pzj = 1. Si 'on note Cq,...,C,_1 les
j=1

premieres colonnes de la matrice P, elles représentent les coordonnées des vecteurs du noyau de J, ce qui donne

n
la relation : > p; ; = 0.
j=1

2. L’écriture de 'application ¢ donne :
n n

o) =Fat- (L a) = S-L a2

Jj=1 i=1 j=1

NE

La relation ¢(X) = nil(n pi;r;)? est obtenue A partir de Décriture de ¢ dans la base orthonormée de
diagonalisation, c’est—éf—:dlirg:ql(X) =Y{PX)D(PX).

3. a) On a E(Y;) = 0 par linéarité de l'espérance et la relation zn: pi,; = 0.

Par indépendance des variables aléatoires (X;), il vient : =

V(Y) = 30, V(Y) = o
]:

Enfin, on sait (encore I'indépendance des X;) que les Y; suivent encore des lois normales. Elles suivent donc la
loi normale centrée de variance o2.

b) Gréce aux questions précédentes, on peut écrire :

n n—1 n n=l i
Un= L 26 -0t = L8 (L 0uX)" = E ()
oz = o° = j=1 =1

Donc, U, est la somme des carrés de n — 1 variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée

réduite. On sait alors que : U,, — I (2, n 5 1).

Exercice 3.5.

On considére une fonction F' définie sur [0, +oo[ & valeurs réelles, croissante, continue, telle que F(0) = 0 et
lim F(z)=1.

T—r+00
1. On définit la suite (pn)nen par, pour tout n € N, p, = F(n+ 1) — F(n).

Montrer que la série de terme général p,, est convergente et déterminer sa somme.

2. a) Soit = un réel fixé dans [0, 1[. Montrer que la série de terme général F(z + n) — F(n) est convergente.

+oo
b) On considere la fonction ¢ définie sur [0, 1] par : ¢(z) = > (F(x +n) — F(n)).
n=0
Montrer que ¢ est croissante.

c¢) Soient = et y deux réels fixés de [0, 1[. Montrer que pour tout € réel fixé strictement positif, il existe Ny
entier positif indépendant de z et y tel que, pour tout N > Ny :

+ZO:Z\F(:E—H”L)—F(y—kn)| <e

En déduire que ¢ est continue sur [0, 1.
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3. On consideére désormais que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X & valeurs dans RT
définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P). On considere les variables aléatoires notées d(X) et | X | définies
par, pour tout w € Q :
d(X)(w) = X(w) — [X(w)] et [X](w) = [X(w)]
ou |z| désigne la partie entiere du réel x.
a) Déterminer la loi de | X | & laide des (p,,) et la fonction de répartition de d(X).

b) On suppose que X suit une loi exponentielle de parametre A > 0. Expliciter la loi de | X | et la fonction
de répartition de d(X). Déterminer une densité de d(X), puis calculer les espérances de ces deux variables
aléatoires.

Solution :

N
1. Pour tout N € N*, on a Y p, = F(N + 1). D’apres les hypotheses, on en conclut que la série converge et
n=0
que sa somme vaut 1.
2. a) Pour tout n € N*; on a: 0 < F(x +n) — F(n) < p,. Cela montre que la série considérée est convergente
et que sa somme est inférieure a 1.
b) Pour tout n € N* et tout réels = et y tels que = > y, F(xr +n) — F(n) > F(y +n) — F(n) ce qui montre
que p(z) = ¢(y) et donc que la fonction ¢ est croissante.

¢) De maniére évidente, pour tout n € N*| |F(z +n) — F(y + n)| < p,. D’ot,
+oo —+oo

YNEN,N2=No, 3 |[Flz+n)—Fy+n)|< 3 pa
n=N n=N

Pour tout € > 0, la convergence de la deuxieme série implique qu’il existe Ny € N* tel que la somme considérée
soit inférieure a e, d’ou le résultat.
On écrit alors :

No “+o0

() =) < X [Fle+n)=Fly+n)|+ > |Flz+n)—F(y+n)

n=1 n=Nop+1
La seconde somme est inférieure a €, indépendamment de z et y, et par continuité d’une somme finie de fonctions
continues, il existe § > 0 tel que la premiére somme soit inférieure & ¢, pour |z —y| < §. Ceci montre la continuité
de ¢ sur 0,1].

3. a) Pour tout n € N, P(|X| =n) =p,, et :

0 siz <0
PAX)<zx) = {cp(x) sizel0,1]
1 sizx>1

b) Sous les hypothéses de cette question, pour tout n € N :
P(|X| =n) =e " — e An+D)

Donc :
+oo 400
(,O(J?) — Z [(1 _ e—)\(m+n)) _ (1 _ e—)m)] _ Z (e—)\n _ e—)\(m+n))
n=0 n=0
T too 1 -z
— Z ef)\n(]_ _ ef)\:c) — (1 _ ef)\:n) Z (efk)n — — € —
n=0 n=0 1—e
-z
Une densité de d(X) est donnée par f(x) = 75‘6 —, si x € [0,1], et O sinon.
—e
On a :
+oo +oo +o0
E(LXJ) = Z n(e_*” _ e_/\(n-‘rl)) — Z ne=\n — E (n +1-— 1)e—A(n+1))
n=0 n=0 n=0
+oo Y
— —X(n+1) _ e
nzz:oe 1—e

et
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1 e _1-(\+ De
A l—e? A1 —e™?)

Exercice 3.6.
Soit X une variable aléatoire réelle de densité g et de fonction de répartition G. On suppose que g est une
fonction paire définie sur R.

1. Exprimer, pour tout réel z, G(—z) en fonction de G(x).

1t <
2. On définit la fonction g par : g(t) = {2;22?) 21 i ; 8

Vérifier que g est une densité de probabilité. On note X une variable aléatoire de densité g.
3. Exprimer la fonction de répartition GNN de X en fonction de G.
Donner en particulier, pour 0 < a < b, G(b) — G(a) en fonction de G(b) et de G(a).

4. Pour tout m de [%, 1] et tout réel ¢, on pose :
fm(t) = 2(1 —=m)g(t) + (2m — 1)g(2).
a) Vérifier que f,, est une densité de probabilité et exprimer f,,(t) en fonction de m et de g(¢).

b) Soit Y;,, une variable aléatoire de densité f,,. Déterminer la fonction de répartition F,, de Y,,, en fonction
de m et de G.

¢) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ||Y;,|] (partie entiere de la valeur absolue de Y;,)
en fonction de G, puis de G.

5. On considére une suite (Xx)ren+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que Y,,.

n
On pose, pour tout entier naturel n non nul, Z, = (X1,...,Xy) et T, = > 1(x,>0), c'est-a-dire que T}, est le
i=1

nombre de variables du n-uplet Z, qui sont positives. On pose enfin S, = %Tn.

a) Donner la loi de T}, son espérance, sa variance.

b) Montrer que S,, est un estimateur convergent de m.

6. Soit ¢ une fonction de [0,n] dans R, telle que : Vm € [%, 1[, E(¢(T,)) = 0. Montrer que ¢ = 0.

Solution :

1. On a G(x) :/

— 00 — 00

T —x

g(t)dt et donc, G(—x) = / g(t)dt. Avec le changement de variable u = —t, on obtient

xT —+oo
G(—z) = / g(u)(—du) = / g(u)du. Conclusion :
+°° ’ G(-2)=1-G(a).

2. La fonction g est évidemment continue sauf éventuellement en un nombre fini de points et positive. De plus

/+Oo'§(t)dt = 2/0+Oog(t)dt =1

3.8iz <0, Gz) =0.
Siz >0, Gz) = / G()dt =2 / o)t = / g(t)dt = G(z) — G(—=)
o 0 —z
=2G(x) — 1.
On a donc, pour 0 < a < b, G(b) — G(a) = 2(G(b) — G(a)).
4. a) La fonction f,, est évidemment continue sauf éventuellement en un nombre fini de points et positive.

+o0 Foo +oo
Deplus [ fon(t)dt = 2(1 — m) / g(t)dt + (2m — 1) / G()dt, soit -

— 00 — 00
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+<>ofm(t)cht =21-m)+(2m—-1)=1

Sit<0,0na fp(t)=2(1- m)g(t)._
Sit>0,o0na fn,(t)=2(1-m)g(t)+2(02m —1)g(t) = 2mg(t).
b) Siz <0, F,(z) = / 2(1 —m)g(t)dt =2(1 — m)G(x).

— 00
xT

Siz>0,Fy(z) = /O 2(1 —m)g(t)dt + /”2mg(t)dt =1-m+2m(G(x) — %)
0

— 0o
¢) Soit ke N. On a :
PVl = k) = P(k < |Vi| <k +1)
= Pk <Y <k+1)+P(—k —1< Y < —k).
Soit P(||Ym|] = k) = F(k+1) = Fy (k) 4+ Fp(—k) — Fr(—k — 1). En remplacant F,, a I’aide de G, on trouve :

P(|Yn]| = k) =2(G(k+1) — G(k)) = G(k + 1) — G(k).

5. a) La variable aléatoire T}, suit une loi binomiale dont le parameétre est
p=PX;>20)= /+Oofm(t)dt =m.
On en déduit que E(T,,) = nm et V(T,,) = nm(1 —m). ’
b) On a donc E(S,) = m et V(S,) = M Ceci prouve, via l'inégalité de Bienaymé-Tchebychef, que
S, converge en probabilité vers m et est donc un estimateur convergent de m.

6. Ona: E(o(T,)) =0« kzi:osp(k) (Mym*(1 —m)"k =0
= 3 el () ()" =0
k=0

m

n
Considérons le polynéme P défini par P = Y ¢(k)(}) X*. Ce polynome s’annule pour tout les réels a, = TR
k=0

obtenus lorsque m parcourt 'intervalle [%, 1[. 1l posseéde donc une infinité de racines, c’est donc le poynéme nul.

Conclusion : Vk € [0,n], (k) = 0 et ¢ est la fonction nulle.

Exercice 3.7.

1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles a densité définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) et fy une
densité de Y. Pour tout z réel, justifier la convergence de 'intégrale
“+o0
P(X <z-y) fr(y)dy
— 00

On admet que, si X et Y sont indépendantes, alors :
“+o0
VzeER,P(X+Y <z)= P(X <z—vy) fr(y)dy
— 00
Soit a € RY. fixé et (Xy)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telle que, pour tout
k € N*, X} suit la loi exponentielle de paramétre ko.

S

n
Pour n entier de N*, on note S, = > X, ®,, la fonction de répartition de S,, et T, = ?”

k=1
2. Montrer que : (Vn € N*), (Vz € Ry), ®,(2) = (1 —e™2%)".
(On pourra employer (en le justifiant) le changement de variable u = e~**.)
3. a) Calculer l'espérance E(T,) de la variable aléatoire T),. A-t-elle une limite pour n tendant vers +oo ?
Déterminer un équivalent de E(T;,) lorsque n tend vers +oco.

b) Calculer la variance de T},. A-t-elle une limite pour n tendant vers +oo ?
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4.Etudier la convergence en loi de la suite (T}, )pen-

Solution :

1. Par comparaison : Vz € R,0 < P(X < z—y)fy(y) < fr(y) qui est une fonction d’intégrale convergente sur
R. La convergence en résulte.

2. La variable S; = X; suit la loi £(a) et par récurrence, pour z > 0 comme S, (Q2) = Rt :
+oo
P(Spt1<2)=P(S, +Xpt1 < 2) = / P(S, <z —z)(n+ L)ae”(mHazqy
0
0 six >z

. _ —ax : .
1— e_“(z_"))n siz<z posant u = e il vient :

Comme P(S, <z—x) = { (

z
P(Sus1 < 2) = (n+1) / (1 — e-aG-m)" go-(n+Dargy
0

3.a) Vuque E(E()N)) = %, on a par linéarité E(T,,) = 1 > % et on en déduit classiquement (par comparaison

3
Q

série-intégrale) :

BT &
(c0)

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

b) Comme V(5()\)) = %, on a par indépendance des X}, :

V(Tn) - # kg_:l V(Xk) - 0421n2 kg_:l #

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
4. La fonction de répartition F,, de T;, est nulle sur R~ et, pour z > 0,
Fo(z) = P(S, <nz)=®,(nz) = (1- e_“”“)n
Az>0 fixé, un développement limité donne :
F,(z) = exp [n In (1 — e_"“"x)] = exp [ —ne”on* 4 o(ne_m””)] —el=1

Donc la suite (T},)nen+ tend en loi vers la variable constante égale & 0.

Exercice 3.8.

Une boite contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire un jeton au hasard, on note son numéro et on le remet
dans la boite. Si le numéro de ce jeton est i, alors on tire au hasard et sans remise i jetons de la boite que 'on
distribue au hasard dans trois urnes Uy, Uz et Us (vides au départ). Pour tout & de [1, 3], on note X}, la variable
aléatoire désignant le nombre de jetons de I'urne Uy apres cette opération.

1. Soit X la variable aléatoire donnant le numéro du jeton que l'on a tiré au départ dans la boite. Quelle est la
loi de X ? Déterminer la loi conjointe du couple (X, X), ou k € [1,3].

2. Calculer pour tout k € [1, 3], Pespérance de Xj.

3.a) Trouver la loi du vecteur aléatoire (X7, X2, X).
b) En déduire la loi du vecteur aléatoire (X1, X, X3).

4. On définit pour tout k € [1, 3], la variable aléatoire Yy par : Y} = %
Calculer les espérances des variables aléatoires Yy et (Yk)z. Donner un équivalent de la variance de Yy, lorsque
n tend vers l'infini.
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Solution :

1. X suit la loi uniforme sur {1, ..., n}. La variable X est & valeur {0, ...,n}. Soit (¢,7) € {0,...,n}x{1,...,n}.
On commence par remarquer que P (X =4)N (X =75))=0sii> j.
Pour i < j,ona:

P((Xp =) N (X =) = Px=j (X = ) P(X = j) = %P(X:j)(Xk =1i)

La loi de X}, sachant X = j est la loi binomiale B(j,1/3). D’ou :

D’ou :

E(Xy) = (X) n+1

3.a) Soit (4,7,k) € {0,...,n}% x {1,...,n}.
On observe que P((X1 =) N(Xo=4)N(X =k))=0sii+j>k.
Sii+j<k,ona:

D’ou :

0 sii+j>k
{1..‘ RSB siivi<k
b) Soit (i, 4, k) € {0,...,n}3.
Sii+j+k>nonaP(Xi=iN(Xe=7j)N(X3=k))=0.
Lorsque ¢ + j + k < n, on voit que :

pijk = P(X1=14)N (X2 =7)N (X5 =k))
=P(X1i=9)N(Xe=j)N (X =i+j+k))

_ 10 +]+k)( )z+1+k

no gk 3

4. La variable Y}, est & valeur dans Q = {a/b; (a,b) € {0,...,n} x{1,...,n}}. On observe que Y1 + Yo + Y3 = 1.
Par ailleurs et par symétrie, on a :

E(Y1) = E(Y2) = E(Y3), dou E(Y;) =1/3.
Utilisons la formule de l'espérance totale par rapport au systéme complet d’événements (X = j) pour
j=1,...,n. Il vient :

BOE) = 3 Boxep (VE)P(X =) = 3 Bxep (X3)

Or nous avons remarqué que la loi de Xj sachant X = j est la loi binomiale B(j,1/3) d’espérance % et de

2j
variance d’ou :

9 I’
(Gig) =g, Xt

Jj=1

B =4 3 G+ () =1

W,
3 =

u |—
. \»—l
@h—l

Avec la formule de Huygens, on obtient :

V(Y) = E(Y?) - BE(Y)? = % é

Sl
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n
On démontre, par comparaison série-intégrale, que 'on a > % ~ Inn, et on obtient :
j=1
V( 2lnn

Exercice 3.9.

On considére une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), toutes de méme loi uniforme sur le segment [0, 1].

Pour n € N et w € 2, on réordonne par ordre croissant les réels
X1 (w), Xo(w), . R Xont1(w)
et on note M,,(w) le terme médian, c’est-a-dire le (n + 1) de ces termes dans l'ordre croissant.

1. Pour tout réel x de [0, 1], exprimer P(M,, < z) & I’aide d’une somme.
2. En considérant les variables aléatoires X} = 1 — X}, pour k € N* | montrer que l'espérance de la variable

1

aléatoire M, est égale a 5

1
3. Prouver I'égalité : E(M,,) = / P(M,, > z) dx.
0

1
4. Pour tous entiers naturels k et m tels que 0 < £ < m calculer 'intégrale : I, ., = / xk(l — x)m’k dr.
0

5. Retrouver ainsi, par un calcul, la valeur de I'espérance de M,,.

Solution :

1. Soit z élément de [0,1] fixé. On définit la variable aléatoire Z, par :
Vwe Zy(w) = card{i € [1,2n + 1] Xi(w) <z}

La variable Z, suit la loi binomiale de parametres (2n + 1,z). On a donc :

Vk € [0,2n+1], P(Z, = k) = (2” + 1)xk(1 _ g)entick

k
2n+1
Ainsi : P(M,, < x)=P(Z, 2n+1)= > . P(Z,=k)
k=n-+1
En résumé :
2n-+1

b, <y |, (A= e o
nXxT)= =n+
0 six <0

1 six>1

Sous cette forme, il apparait que la fonction de répartition de M,, est continue sur R, dérivable a dérivée continue
sur R\ {0,1}. M, est une variable & densité. Elle admet une espérance car son univers image est inclus dans
[0, 1].
2. Si lon range les valeurs X (w), ..., Xop+1(w) dans lordre croissant sous la forme :

Viw) < <Yu(w) <Y (w) < Vige(w) <+ < Yapqa(w)
on obtient : M, (w) = Y41 (w).
Ona:

1= Yopp1 (@) < < 1= Yo () < 1Y) < <1 - Yi(w)

On définit alors M), (w), terme médian de X{(w), ... , X3, ;(w). Il vient :
Vwe QM (w)=1-Y,11(w) =1—- M,(w)
d’ott 'on déduit que M,, + M) =1 et donc E(M,) + E(M]) = 1.
Par ailleurs, X}, et 1 — X}, ont la méme loi, donc il en va de méme de M,, et M],. Leurs espérances sont donc
égales et toutes deux égales & 1/2.
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3. Soit f,, une densité de M,,. Elle est nulle a 'extérieur de I'intervalle [0, 1]. Une primitive de f,, est la fonction
de répartition F,, de M, trouvée dans la premieére question. Mais on peut prendre pour primitive F),(x) — 1, i.e.
—P(M,, > z). Il vient, par intégration par parties :

1 1
E(M,) = / xfr(x)dr = [— xP(M,, > x)](l) +/ P(M,, > z)dx
0 0
et le résultat demandé se déduit du fait que P(M,, > 1) =0.

4. Supposons tout d’abord k < m. En intégrant par parties :

1 1
I, :/ 2P (1 —z)"Fdr = L_k/ x]”l(l—x)m*(’”l)dx: m_klk 1,
™ E+1 ), k+17kthm

D’ou :

_m—k m—(k+1) 1 )
Iym = Er1 X kio x---xﬁlkﬂm,k%m, donc :

_(m —k)k!
Ik,m - T-[m,m
relation valable lorsque k& = m.
1
Comme, en outre, I, ., = / a"dr = —L — on a, finalement :
’ 0 m+1
o1 (m=KWK (m)‘l
km = F 1 T mF1\k
5.0n a :
1 2n41
E(M,) = / l—PM,<z)dz=1- [ [ ¥ (*Ha*(1—=z)**+1F]dz
0 0 k=n-+1
2n+1 ol 2n+1 9 1\ /2041 1 1
donc: E(My) =1~ > (" lkzpsi=1- > (")) g, dou:
k=n-+1 k=n-+1 n+
(M ) 1 2n+1 1 1
E g — — =
" poip 222
Exercice 3.10.
Soit m un entier > 2 et x1,s,...,x, des nombres réels donnés non tous égaux. On pose : M =
max(x1, X, ..., T,) et m = min(zy, o, ..., Ty).

1. Soit Y une variable aléatoire a densité, définie sur un espace probabilisé (Q, A, P), qui suit la loi uniforme
sur le segment [m, M]. Pour tout ¢ € [1,n], on considére ’événement A; = [Y < x].
n
a) Déterminer 1’événement |J A;; en déduire sa probabilité.
i=1
b) Pour tout i € [1,n], calculer P(A;). Pour tout (4,5) € [1,n]? avec i # j, calculer P(A; N A;). Pour toute
partie I de [1,n], exprimer P( N Ai) a aide de mi}l x;.
ieI 1€
c¢) Montrer que :

n
- i—1 :
maX(JChl'Q,-.-,In) - Z<_1)Z Z mln(l'k“l'kz,...,l'ki)
i=1 1<k <--<ki<n
2. Dans cette question, les nombres x1, xs, ..., Z, sont supposés strictement positifs.

1
a) Montrer que lim (z +-- - +2))N = M.
N—+400

N

ES

b) En déduire l'existence et la valeur de lim (x]
N——+oco

4+ tay )

Solution :

n
1.a) On a |J A; = Q de probabilité 1.
i=1

(2
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b) De méme P(A;) = X}_m ;

P(A;NAj) =P(Y < min(z;,z;)) =

Plus généralement :

min(x;, z;) —m

M —m

minx; —m

P A, e
(iDI ) M —m

¢) D’apres la formule du crible on a :

PUA) = (D" Y P(( Ay

el i=1 1<k1<--<k;<n  j=1
Z i min(xg,,..., Tk ) —Mm
— Z(il)z 1 1) ) i
i=1 1<k, <-<hs <n M —m
n ) .
P(U A) = — ( > (=1t > min(z, , ..., ox,))

i€l i=1 1<k < <ki<n

— 1 (Y=Y mine
= Kise - ,l'ki)
M_m(izl 1<k <--<k;<n ! )

=M= m(Z:X 1)~ > min(xkl,...,xki))fﬁ

1<ki1<--<k;<n
(la derniere égalité étant obtenue par la formule du binéme), d’ou :
n
S (1)t > min(xg,,..., 2k ) —m=M —m
i=1 1<k1<---<k;i<n
et le résultat annoncé.

2) Ona: (@l + +al)F = exp [ (55)" + -+ (5)™)]

Or, pour tout 7 on a :

N—+oo ‘M 1 si T, = M
. . x n Ny e, , . .
Donc: NLHEOO N In (( ]\/}) +-- +(M) ) = 0 (car la quantité placée sous le logarithme a une limite appartenant
a N*), d’ou le résultat annoncé.
_1 1
b)Ona: (z; N+ +2;V)" N = T
[(i)N_i_..._A'_(i)N]N
D’apres la question 2.a), le dénominateur tend vers max (% ey a%) donc :
1 n
1 1
lim (2% 42, )TN = Ty ="
N— 400 maX(E""’E)
Exercice 3.11.
0o 1 0 0
0 0 1 0
Soit J la matrice de M,,(C) définie par J = | : . . i)
0 . o
1 0 0 0

1 sig—p=1
c’est-a-dire par : (J)pq =91 sip=n,g=1,0un=>2.
0 sinon
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1. Calculer J". En déduire les valeurs propres réelles ou complexes possibles de J.

2. Déterminer les valeurs propres de J, en exhibant pour chacune un vecteur propre (réel ou complexe) associé.
En déduire que la matrice J est diagonalisable sur C.

3. Dans cette question n désigne un entier naturel impair supérieur ou égal a 3. On note Ay, Ay,..., A1
les n points du plan, d’affixes respectives z, = e2*™/" pour k € [0,n —1].
e au temps t = 0, une puce se trouve en Ay.
e si & linstant ¢, elle se trouve en Ay, pour k € [1,n — 2], elle se trouvera a l'instant ¢ 4+ 1, soit en Ai_1 soit
en Ay41, ceci avec équiprobabilité.
e i a linstant ¢, elle se trouve en Ag, elle se trouvera a 'instant ¢ + 1, soit en A,,_1 soit en A, ceci avec
équiprobabilité.
e si a linstant ¢, elle se trouve en A,,_1, elle se trouvera a 'instant ¢ + 1, soit en A, _o soit en Ay, ceci avec
équiprobabilité.
Pour tout m de N, on note X, la variable aléatoire définie par :

Vk e [0,n—1],(X,, = k) = «la puce est en A & Uinstant m ».

P(X,, =0)
P(X,,=1)
On pose, pour tout m de N, U,,, = .
P(X,=n-1)

a) Déterminer U
b) Déterminer une matrice A de M,,(R) telle que pour tout m : Uy,41 = AUp,.
c¢) Exprimer A & l’aide de puissances de la matrice J.

d) En déduire les valeurs propres de la matrice A. Montrer que la matrice A est diagonalisable et que I'on
peut choisir la matrice de passage diagonalisante P orthogonale. Déterminer un vecteur propre associé a la
valeur propre de module maximal.

e) Déterminer la limite en loi de la suite de variables aléatoires (X, )men-

Solution :

1. L’endomorphisme j canoniquement associé & .J est 'endomorphisme de la permutation circulaire (eq, g, . .., €,) —
(én,€1,---,6n—1). Donc j* = Id et J" = I.

Les valeurs propres de J sont incluses dans l’ensemble des racines du polynome X™ — 1, soit {emk’r/ "k €
[0,n—1]}.

T
2. On résout le systeme d’équation JX = A\X, olt A = e¥*7/7 et X = - |. Cela donne :
Ty
To = )\’I’l ]_7
r3 = )\xg A

,s0it ¢ X = x4 A2
Ty = ATp—1
T = Ax’n /\nil
Ainsi, sur C, J admet n valeurs propres distinctes et est diagonalisable. Chaque sous-espace propre est de
dimension 1.

0
b) ¢) On a par la formule des probabilités totales (en supposant les événements (X,,, = k) de probabilités non
nulles) :
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n—1

P(Xmt1=17) = kZ Pix,=k)(Xmy1 = j)P(Xpn = k)
=0

Toutes les probabilités conditionnelles sont nulles sauf deux qui valent 1/2. On obtient ainsi

0 1 0 ... 1
10 1 ... 0
_1 - ’ ’ : _1 n—1 _1 -1
A=3 - - - _2(J+J )_2(J+J)
0o . .1
1 0 ... 1 0

Le résultat restant valable méme en présence d’événements quasi-impossibles.
d) Les valeurs propres de A sont %(e%’”/" + e_%k”/") = cos(2km/n), pour k € [0,n — 1], les vecteurs propres
associés étant ceux obtenus en 2.
La matrice A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Elle est semblable, avec une matrice de passage
orthogonale, a la matrice diagonale

diag(1, cos(2m/n), cos(4mw/n),. .., cos((2n — 2)7/n)).
La valeur propre 1 est dominante, les autres valeurs propres étant en valeur absolue strictement inférieures a 1
(ceci parce que n est impair, donc —1 n’est pas valeur propre de A).

1

Le vecteur propre unitaire associé a A =1 est X = 1

Vil

e) On a A = PD!P, la premicre colonne de P étant constituée du vecteur colonne X.
Pour tout m de N, A™ = PD™'P,
De plus, hrﬂ D™ = diag(1,0,...,0). Ainsi :

m——+00

lim U, = lm A™U,= Pdiag(1,0,...,0)PU,

m——+o00 m——+00
ya 0 ... 0\ (YVr oo UV 1/n
= IR I EiT
1/v/a 0 ... 0 L, 1/n

Ainsi, la suite (X,,) tend en loi vers la loi uniforme sur [0,n — 1]

Exercice 3.12.
Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Une urne contient n boules rouges et m boules bleues. Les boules
rouges sont numérotées de 1 & n. Les boules sont tirées (sans remise) au hasard et une & une de I'urne jusqu’a ce
qu’une boule bleue soit tirée. On note alors les numéros des boules rouges qui ont été tirées. Soit X le plus grand
de ces numéros et Y le plus petit. Si la premiere boule tirée est bleue, on pose X =Y = 0. On note également
T le nombre de boules rouges tirées. L’expérience est modélisée a 'aide d’un espace probabilisé (2, B, P).
1. Soient A, B, C trois événements. Montrer que :
P(ANBNC)=P(A)—P(ANB)—-P(ANC)+P(ANBNO).

2. Etude de 7.

a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par T'.

b) Calculer P(T'=0), P(T =1).

c) Soit k € [2,n]. Calculer P(T = k).
3. Soit R une partie de I’ensemble des boules rouges de cardinal r. Montrer que la probabilité ¢, qu’aucune

boule rouge de R n’ait été tirée au cours du jeu vaut mri .

4. Soient 7, j € [0,n]. On cherche & déterminer p; ; = P[(X =) N (Y = j)].

a) Calculer pg 0.
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m .
(n+m)(n+m—1)
¢) On suppose que ¢ > j > 0. On note ¢t = i — j. Montrer que

2m
m+m—t—1n+m—t)(n+m-—t+1)

b) On suppose que i = j # 0. Montrer que p; ; =

Dij =

Solution :

1. Par la formule d’inclusion-exclusion :

P(ANBNC)=P(A) —P(AN(BUC))=P(A) - P((ANB)U(ANCQC))
=P(A)—-P(ANB)-P(ANC)+P(ANBNO)

2. a) Clairement T'(Q2) = [0, n].

b) x Le nombre de boules rouges tirées vaut 0 si et seulement si la premiere boule tirée est bleue. Ainsi,
P(T=0)= -1

n+m’
* Le nombre de boules rouges tirées vaut 1 si et seulement si la premiere boule tirée est rouge et la deuxieme

est bleue. Ainsi,

PT=1) =1 m = TUIT .
( ) n+m n+tm—1"(nt+m)(n+m-—1)
¢) En reprenant ’argumentaire précédent et pour k > 1 :

_ 1y . n n—1 n—k+1 m
P(T_k)_n+mxn+mflX “nAm—k+1n+m—k
m.nl(n+m—k—1)!

(n—k)l(n+m)!

3. La probabilité qu’aucune boule de R n’ait été tirée au cours du jeu est égale a la probabilité que la premiere
boule tirée parmi la réunion des boules bleues et de R soit une boule bleue. Ainsi, par symétrie, cette probabilité

vaut ¢, = mri -

4. a) Lorsque i = j = 0, aucune boule rouge n’a été tirée. Ainsi, d’apreés la question précédente, pg o = P

b) Lorsque i = j > 0, les boules rouges ayant des numéros deux & deux distincts, seule la boule numérotée j
a été tirée. Ainsi, la premiere boule tirée est la boule rouge numéro j et la deuxiéme boule tirée est une boule

bleue. Ainsi,
m m

1
ntm ntm—1_ (n+m)(n+m-—1)

c¢) Lorsque i > j, les boules rouges numérotées i et j sont tirées et aucune boule rouge dont le numéro
appartient a [1,4 — 1] U [j 4+ 1, n] n’est tirée.
Ainsi, en utilisant la formule obtenue dans la premiere question (avec A = «ne tirer aucune boule rouge de
numéro appartenant a [1,4 — 1] U [j + 1,n]», B = «tirer la boule rouge numéro i», C' = «tirer la boule rouge
numéro j» et en appliquant trois fois le résultat de la question 3.

by =

Dij = Qnim—t—1 — 2qntm—t + Qnitm—t+1
m(n—l—m—t)Z+n—|—m—t—2((n+m—t)2— D4+ m+m—t)>—(n+m—t)
(n+m—-t—1n+m—-t)(n+m-—=t+1)

2m
C(ntm—t—1)n+m—t)(n+m—t+1)

Exercice 3.13.

Soit (€2, A, P), un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de cet exercice. Soit
(Yk)ks1, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre b > 0. Soit
N une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre s, ot1 0 < s < 1, indépendante des variables
aléatoires Y.

On pose Z = sup(Y1,Ys,...,Yn). On admet que Z est une variable aléatoire a densité.

1. a) Déterminer une densité de Z.
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b) Montrer que Z admet une espérance E(Z) et montrer que F(Z) = ﬁ
1 sit=0
; ; Sinie s + . _ —t
2. Soit g la fonction définie sur RT par : g(t) = lte . sit>0
—e
a) Montrer que g est continue et bornée sur R*.
b) Montrer que : Vt > 0,Yn € N, g(t) = g(t)e”+Dt 4 Z t.e~ B+
+oo
3. a) Justifier que pour tout k de N, / t.e~(+Dtdt est convergente et la calculer.
0

+oo 400
b) Montrer que / g(t)dt est convergente et égale a Z %
0 k=1

1
¢) A laide du changement de variable t = —In s, calculer l'intégrale / E(Z)ds.
0

Solution :

J
.a) Pour tout j > 1, Pin=j(Z <t) = Pinv=j ([ (Y: <)) et par indépendance des variables en jeu :
i=1

J .
Pivep(Z <) = [T POG <) = (1 — ety
i=1
La famille ([V = j])jen+ forme un systéme complet d’événements. Ainsi, pour tout ¢ > 0 :
P(Z <) = 3 Pivep(Z <OP(N = ) = S5 (1— e M)is(1 - )i
j=1

j=1
s(1 —e™ )
1—(1—e®)(1-s)

car 0 < (1 — e %)(1 — s) < 1. Ainsi, par dérivation, une densité de Z est donnée par :
sit<O0

0
t) = she bt .
fz(t) { (1—(1—e_bt)(1—8))2 sit>0

b) Soit A > 0. En intégrant par parties, il vient :
A A
A
| thaat = [Eet) - V]~ [ (Fale) - vy
0 0

A

A
/ tfz(8)dt = [t(Fz(t) — 1)]5 — [ﬁ In(1— (1 - s)(1 —ett))]2
0

En faisant tendre A vers 4o0, il vient :

P(Z<t)=

E(Z):_(llfi)b

-t & t, on a %g% g(t) =1 = g(0) et g est continue en 0, donc sur R*. De plus tligloog(t) =0

a) Comme 1 —e

entraine que la fonction g est bornée sur RT.
1— e(’n—‘rl)t

(k+1)t e—t % —

b) Il suffit de remarquer que pour tout ¢t > 0, Z e~ .
—e

3. a) Le changement de variable C! bijectif, u = (k + 1)t donne :

e (k+1) 1 oo 1
te~(F+Dtgs — 7/ ue %duy = ———
/0 (k+1)% /), (k+1)*

ce qui donne l'existence et le calcul de I'intégrale proposée.

b) On utilise la question 2. b)
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+o0 n +too too
/ g(t)ydt = > te*<’€+1>tdt+/ g(t)e~(n+Dtgy
0 k=0J0 0

“+o0
Or : [g(t)e= (DD < Me~ "+ donne )/ g(t)e_(”“)t)dt‘ < n]\—fl’
0

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. En résumé :

+o0 o 1
;o=

c¢) On utilise le changement de variable suggéré (—t = In s), qui est de classe C!, bijectif de ]0, 1 sur ]0, +o0].

Il vient :
1 1 “+o0
—Ins 1 te—t 1 X 1
E(Z)ds = ds = 3 dt = L 1
/0 (2) /0 b(1—s) b/o 1—et bkz::o(k—i—l)2

Exercice 3.14.

On considére une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes N, X1,...,X,,... définies
sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

On suppose que N est une variable aléatoire réelle a valeurs dans N* possédant un moment d’ordre 2 et que
les variables aléatoires (X;), ¢ € N*| suivent la méme loi que X, ot X est une variable aléatoire réelle & valeurs

dans N et possédant un moment d’ordre 2.
N
On note Y la variable aléatoire définie par Y = > X; c’est-a-dire :
i=1
N(w)
VweQY(w)= Y X;(w)
i=1

1. Déterminer 'espérance F(Y) en fonction de F(X) et de F(N).
2. En utilisant la formule de I'espérance totale, déterminer E(Y2) en fonction de E(X), V(X), E(N) et E(N?).
3. En déduire V(Y) en fonction de E(X), V(X), E(N) et V(N).

4. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n et on dispose d’une piece de monnaie qui donne le c6té pile
avec la probabilité p, ou 0 < p < 1. Un joueur tire un jeton dans 'urne et lance ensuite la piece de monnaie
autant de fois que le numéro indiqué par le jeton.

Calculer la moyenne et la variance de la variable aléatoire comptabilisant le nombre de pile obtenu.

Solution :
1. La famille (Y = k)x>0 constitue un systéme complet d’événements. Soit n un élément fixé de N(2). On a :
+o00o
E(Nzn)(Y) = > kP(NZn)(Y =k)
k=0

a condition que cette série converge.

Or :
Py (Y =k) = P(N ;&‘\? 2% =k))
_P(N=n)n(X1+---+ X, =k))
P(N =n)

=PXi+-+Xn=k)
On en déduit la convergence de la série précédente, avec :
—+o00
k=0

puis :
E(Y)= Y En—n()P(N=n)= ¥ nE(X)P(N=n)
neN(Q) neN(Q)
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=FEX) > nP(N=n)
neN(Q)
Cette derniére série converge et sa somme vaut E(N). On a, finalement :

E(Y) = E(N)E(X)
2. De fagon analogue :
+oo
Eneny(Y?) = X kP((X1+ -+ X,)2 =k) = B(X1+ - + X,,)?)
k=0

donc :
Bnen)(Y?) = V(X1 + -+ + Xn) + [E(X1 + -+ + Xp)]? = nV(X) + (nE(X))?
du fait de 'indépendance des variables. Ainsi :

EY?) = Y Ewn=n)(Y?)P(N=n)

neN(Q)
= > naV(X)P(N=n)+ Y n?*(E(X))*P(N=n)
neN(Q) neN(Q)

et, finalement : E(Y?) = V(X)E(N) + (E(X))?E(N?).

3. Maintenant :

V(Y) = BE(Y?) = (E(Y))? = V(X)E(N) + (E(X))*E(N?) — (E(X))*(E(N))?

dou: V(Y)=V(X)E(N) + (E(X))?V(N).

4. La variable N suit la loi uniforme discrete sur [1, n]. Les variables X; suivent la loi de Bernoulli de parametre

p. La variable Y représente en fait le nombre de pile obtenu. On a :

2
E(X) =p, E(N) = "T“,V(X) =p(l—p) et V(N) = g5 1
On en déduit : B(Y) = 241

puis :

2_
V() =p—p) L 4 pd = pn L — 7)p 4 6]

Exercice 3.15.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) qui suit la loi de Poisson de parameétre
réel inconnu A > 0.
Pour n entier > 1, soit (X1, Xs,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de X. On pose :

n _ S
i=1 n
1. a) Rappeler la loi de S,,, ainsi que son espérance et sa variance.

b) Montrer que X,, est un estimateur sans biais et convergent de \.
2. Montrer que exp(—X,) est un estimateur asymptotiquement sans biais de exp(—\).

Dans la suite de [’exercice, s désigne un entier naturel.

3. a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant [S,, = s].

b) Soit T;, la variable aléatoire définie sur (2, .4, P) par T, = ( - %)Sn
Montrer que T,, est un estimateur sans biais de exp(—\).

c¢) Calculer la variance de T,,. Montrer que la suite (7, )nen+ converge en probabilité vers exp(—A\).
4. Soit (z1,x2,...,2,) un n-uplet de N™.
a) Calculer P([X7 =z1] N - N[X, =2, N [Sn = s]).

b) Montrer que la probabilité conditionnelle P, —q([X1 = 1] N --- N [X,, = x,]) est indépendante de la
valeur de A.
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Solution :
1. a) Par stabilité de la loi de Poisson, il vient S,, < P(n)) et E(S,) = n\, V(S,) = nA.
b) Comme X, est une fonction de (X1, X, ..., X,), c’est un estimateur. De plus E(X,,) = A, il est sans biais

et V(X,) = %, il est convergent.
2. a) Par le théoréme de transfert :
5'e S R (2)) LS R R k Qo
E(exp(—X,)) = > e F/ne A 200 — e77A 5 L (e~ A)k Soit :
k=0 k! i=o k!

E(exp(_yn)) _ e—n)\ eXp(e_l/"n/\) _ e—nk(l—e’l/")

Ainsi X, est un estimateur asymptotiquement sans biais de exp(—X), puisque lim n(1 —e~/") = —1 donne
n—oo
I — exp(=\).
m E(X,) =exp(—\)

3. a) Si k¢ [0,s], alors Pg,—g (X1 = k) = 0.
P([S, =s|N[X; =k])

Si k€ [0,s], alors Pg, (X1 =k) = . Donc,
=l P([S, = o))
P(X;=kN[Xa+---+ X, =s—k])

P, s (X1=k) =

o=l P([S, = s))
P(S, =s)
k n— s—k
- e—A)]\T!e—(n—l)A(( (81_)25I
o e—nA (n\)s

s!

Al == () 1

en remarquant que Xs + - -+ + X, suit la loi de Poisson de parametre (n — 1)\, et aprés simplifications.
Ainsi, la loi conditionnelle de X3 sachant [S,, = s] est la loi binomiale B(s,1/n).

b) Par le théoréme du transfert :

E(T,) =e*
ce qui montre que 7T, est un estimateur sans biais de exp(—A\).
c¢) De méme :
BT = £ (1- 12 (1A _ o ¥ L=y
— e mAenA(1-£)? _ o—2M+3

et donc
V(T,) = e 2X M — 1)
Par I'inégalité de Tchébichev, pour tout € > 0 :
-2
P(T, e 2 e) < Lol = e 2 em )
quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. La suite (T, ),en+ converge donc en probabilité vers la variable
certaine égale & exp(—A\).

4.a2) On a
([(X1=m]Nn[Xe=z2] NN [Xy = 2,] O[S, = 8]) =

([Xl = (Eﬂ n [XQ = x2] n---N [anl = xnfl] N [X’ﬂ =85 Z 1’1])

Par indépendance des X;, on en déduit :
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n
0 sis#£ >z
_ i=1
- )\5’ n
e —A — sis= > ay
1 Tyt i=1

b) Par définition des probabilités conditionnelles :
0 sis# Y w;
i=1

P[S7]([X1:l‘1}ﬂ"'m[Xn:xn]): 1\s . n
ﬁ) 51s=i;$i

Exercice 3.16.

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de ’exercice.

Soit IV une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.

1. a) Montrer que, pour toute fonction g définie sur N telle que les espérances existent, on a :
E[Ng(N)} = \FE [g(N + 1)]

b) Calculer E(ﬁ)

2. Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle qu’il existe un réel A vérifiant, pour toute fonction g telle

que les espérances existent,
E[Tg(T)] = AE[g(T +1)]

La variable aléatoire T suit-elle une loi de Poisson ?

3. Soit (Xi)ken une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi, & valeurs dans N.
On définit une variable aléatoire .S par :

N N(w) .
S = > X cest-a-dire Vw € Q: S(w) = kzl Xp(w) siN(w) =1
k=t 0 sinon

Montrer que, pour toute fonction g telle que les espérances existent, on a :
E[Sg(S)] = AE[X0 9(S + Xo)]

Solution :

Toutes les espérances sont supposées exister, donc les séries écrites sont toutes supposées absolument conver-
gentes et les calculs effectués sont légitimes.

1. a) On a donc :

E(Ng(N)) = ing(n)e‘A% =A Jrzzg(n)e_A (nx:ii)'

+oo n
=AY gn+ 1)6*)‘% = AE(g(N +1))
n=0 :

b) La fonction g(z) = 1/x n’est pas définie en 0, valeur prise par N : on ne peut donc pas appliquer le résultat
précédent !

Un calcul direct — et correct — donne :

+oo n —)\ Foo n+1 -
1 _ 1 —xA" _e A _e€ A

Soit

1 y_1—e?
E(yr1) ="

2. Soit p, = P(T = n) pour n € N. La relation donne :
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+oo +oo +oo
>, ng(n)pn = A 32 g(n+1)pn = A 3 g(n)pn—
n=0 n=0 n=1
Soit ng € N fixé et g : N — R définie par g(ng) =1 et g(n) = 0 pour n # ng. Alors, il ne reste dans les sommes
“+o0
que NoPn, = APny—1, d’ol, par récurrence, p, = poi‘l—T, puis > p, =1 donne py = e et :
: n=0
T — P(A).

n
3. On a, en notant S,, = > X :
k=1

E(S9(9)) = i E(n=n)(Sg(S))P(N =n) = i E(S,9(S,)) P(N =n)

_ *g E((él X1)9(S)) P(N =)
+oo oo (S A)\n
— 2_:1 (nE(Xn9(Sn)))P(N =n) = ;E(Xng(Sn))( 1)!
400 ef)\)\n
=A% B(Xuig(Sun) S

par symétrie et en décalant les indices. Ainsi :

B(Xo419(Sui1)) = :ikg(sn FR)P(Xngr = F)

- :;jkgwn + k)P(Xo = k) = B(Xog(Sn + Xo))
et :

E(Sg(S)) = X i E(Xog(Sn + Xo)) e?ﬁn

=X 5 Bavon (Xag(S + Xa)) PN = n)
E(Sg(9)) = AE(Xog(S + Xo))

Exercice 3.17.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, .4, P) suivant la loi normale centrée
réduite.

1. Déterminer, pour tout entier n de N, le moment E(X?").

2. a) Déterminer la loi de X?2.

b) Soit m un entier supérieur ou égal & 2, et (X1,...,X;,), un m-échantillon i.i.d de la loi de X.

Déterminer la loi de Y = Y X2

i=1
c¢) En déduire le moment E(Y™), pour n € N*.

3. Soit aq, ..., a, des réels. On admet que pour tout n > 1 :

2 2 2\n _ n! 241, 2ia iy,
(a1+a2+"'+am) - Z i1 0o J T B R )
i1,02,..im EN 1:220 . Uyt
t1tig+ - Fim=n

| 221 27,2 221

svn= v RG)E) G

i1,ig,imEN 2 1 2 m
i1ttt iy, =n

n! 211 219 211 . 2"F(m/2+n)
; Z 2"(“)(22)(2 )7 I'(m/2)
1,12,...9m EN m

i1 +ig+ - Fim=n

En déduire que :

4. Montrer que :
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Solution :

Nous noterons comme d’habitude ® la fonction de répartition de X et ¢ la densité obtenue par dérivation de ®
sur R, donc telle que :

—x2%/2

Ve eR, p(x) = e

5
3

1. Sous réserve de convergence, on a :

+o0 .
E(XZn) — 12 / :L,Zn eimz/zd;ﬂ
V2m.Jo

S, . . 2
La fonction & intégrer est continue et comme lim z2.x2ne=v"/2

= 0, la convergence résulte de la regle de
r——+00

Riemann.
fpit . 2ny _ 1 e 2n—1 —2°/24
Pour n > 1, on écrit : E(X*") = \/%/0 x XT e x.
On effectue alors l'intégration par parties ainsi préparée :
u(r) =271 = u/(z) = (2n — 1)a?"~2
{ v'(x) = e /2 = v(z) = —em’/2
Comme 4(0)v(0) = 0 et xEI_POO u(z)v(z) = 0, on peut réaliser cette intégration par parties directement avec les

bornes données et :

+oo
E(X?") = (2n — 1)x 12 / 2220~ /2y = (2n —1)E(X?"2)
V21 Jo

Comme E(XY) = 1, il vient, par le principe de récurrence :
E(X2) = (2n — 1)(2n—3)---1 =

Cette derniere formule étant valable aussi pour n = 0.

2. a) La variable aléatoire X 2 est & valeurs positives. Pour tout x > 0, on a :
P(X?2<2)=P(—Vr <X < V1) =0(/7) - ®(—/7) =20(/7) — 1
Par dérivation, une densité de X? est donc :

fxa(z) = { %Qp(ﬁ) B 21me_x/2 siz>0

0 sinon

Ce qui prouve que X? suit la loi I'(2,1/2).
b) Par stabilité de la loi Gamma, Y suit la loi I'(2,m/2), de densité :

m_q _Y .
2m/2xy2 e 2 siy=0

1
fy(x) = { I'(m/2)

0 sinon
¢) Donc, en utilisant encore le théoreme du transfert (la convergence est banale)
—+oo
— 1 ntB—1 —y/2
EY™") = —=——— 2 eV
(xY) Qm/zf(m/Q)/o y y

Le changement de variable y = 2z, donne alors :
+
n 1 nt+Tt—1 nt+—1 4
EY") = —5——— 2 2 e "2d

) 2m/2r(m/2)/0 ! v

n too m
= 27/ "2 e dy,

I'(m/2) Jo

2" (% +n)

I'(3)

B(Y"™) =

3. Par le résultat admis, on a donc en substituant les X aux ay :
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11,89,...0m EN 21:22- .. . Um-
i1 Aot Aim=n
et par la premiere question
E(Y") = > n! i)t (i)
ivyinimen  Galial il 20! 20m,|

iint o Fim=n

B )
72” . j 11 im
11,92,.--8m EN
i1ttt i =n

n! 5 (Qil)(QiQ) (2i1) _ 2"T(m/2+n)

2% s men N/ N2 tm ['(m/2)
i1+iz+ o Fign=n

et donc :

Exercice 3.18.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) & valeurs dans N.
a) Montrer que pour tout = de [—1,1], la série Y P(X = n)z™ converge. On note G x(x) sa somme.
b) Montrer que G x(z) = E(z™).

On admet que si une série Y, ap,x"
n>=0

tout n de N, a,, = P(X =n).

o0
est telle que pour tout x de [—1,1], on a : Gx(z) = > anx™, alors pour
n=0

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2,4, P) & valeurs dans N.

a) Dire pourquoi pour tout (x,%) de [—1,1]2, la série
i i P(X =nNnY =m)z"y™
converge. On note G (x y)(z,y) sa som;llg.o "
b) Montrer que G(x vy (z,y) = E(zXy").
On suppose désormais que pour tout (x,y) de [—1,1]2

py _ In(l—pry)
In(1—p)"1-(1-py

Gixy(z,y) =
ol p est un réel de 10, 1].

3. a) Déterminer Gx (x) pour tout x de [—1,1].

o0 7
b) En utilisant une formule de Taylor, montrer que pour tout = de [-1,1] : In(1 — px) = — % x™.
n=1
u—x
1—=2

(On pourra étudier les variations de la fonction ¢ : x — sur Vintervalle [0,u] ou [u, 0], lorsque |u| < 1)

¢) En déduire la loi marginale de X.

4. a) Montrer que les variables aléatoires X et Y — X vérifient, pour tout (z,y) de [-1,1]? :
Gixy-x)(,y) = Gx(z)Gy_x(y)-
b) Déterminer la loi de YV — X.

Solution :
1. a) Pour tout n de N, pour tout « de [—1,1] : |[P(X =n)||z"| < P(X =n) et > P(X =n) = 1. Par la regle
n=0

de majoration, la série proposéee est absolument convergente et la fonction G x est donc bien définie sur [-1,1].
b) Par définition de 'espérance et par application du théoréme de transfert :
Gx(z) = BE(zX).

2. Pour tout (n,m) de N2, pour tout (z,y) de [-1,1]%, on a :
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[P(X =nNnY =m)z"y"| < P(X=nNY =m)
Or: > Y P(X=nnY=m)=PQ)=1.

n=0 m=0
Par application du théoreme de Fubini, la fonction Gx,yy est donc bien définie sur [—1, 1%
b) Par définition de 'espérance et théoreme du transfert, on a :
Gixy)(z,y) = B(zXy").
In(1 — px)
In(1 —p)
b) La formule de Taylor avec reste intégral pour u — In(1 — u), avec —1 < u < 1, donne, pour tout n de N :

n k u _ n
In(1 —u)=-— “——i—/ Mdm
( ) kzz:l k 0 (1_x)n+l
U

la fonction ¢ : x — 1:£ est monotone telle que ¥(0) = w et 1(u) = 0. Ainsi, en distinguant les deux cas

3.a) Ona Gx(z) = E(x) = E(@*1Y) = G(x v)(z,1) =

u € ]-1,0] et u € [0,1], on a, [0, u] désignant le segment d’extrémités 0 et u, méme pour u négatif :

Ve [0,ul, 1 < ul
Par conséquent, pour u tel que —1 <u <1 :
u
‘/ x—Uanw ’/ ’x—u’n dx ‘ dm — 0
— 0 1—2| nosoo

En revenant a la formule de Taylor, on peut donc passer a la limite lorbque n tend vers l'infini, et :

Vue]-1,1[In(l —u) = Z %

En particulier :
[ee) n
Vz € [0,1],In(1 —pz)=— %m"
n=1

¢) Ainsi, pour z € [-1,1] :

1 = p"
G = ————In(1- — P _gn
x(@) In(1 —p) n(l = pe) = ngl nln(l - )a:
Ainsi : .
PX=0)=0Yn>1,PX=n)=——£L
nln(l — p)
a) On a :
Gixy-x)(@:y) = BEl@®y"™%) = E((%)ny) = G<x,y>(§,y)
_ DY Xln(l — px)
1—-(1=p)y" In(l-p)
Or on a vu que Gx(x) = ﬁ In(1 — px) et de la méme fagon :
n{l—p
Gy-x(y) =By %) =E1%y" %) =Gxy-x)(1,9)
Py In(l—p) _ _ py

B 1—(1—p)yxln(1—p) S 1-(1-py

Gixy-x)(,y) = Gx(z)Gy_x(y)-
b) Par le résultat admis, la loi de Y — X se déduit de la connaissance de Gy _x :
Comme [(1 — p)y| < 1, on peut écrire, grace a l'identité geométrique :

Gy ox() = T = X (L =p)" = 3 (1 =)y

i::lp( )n 1yn

Donc: P(Y =X =0)=0etVn>1,PY —-X=n)=p(l-—p"':
Y — X < G(p)

Donc
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QUESTIONS COURTES

1
14+e™*
2. Déterminer la loi de la borne supérieure M,, de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de fonction
de répartition F'.

1. Montrer que la fonction F': xz — vérifie les propriétés d’une fonction de répartition.

3. Etudier la convergence en loi de la suite (Mn —In n)neN*.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

1. Montrer que pour tout réel u tel que |u| < 1, E(u”™) existe.

2. Montrer que pour tout |u| <1 :
1 - E(u’)

“+o0
Ty = 2 P(X > k)t

k=0

Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N ; pour tout n € N, on note p, = P(N = n).

Soit X une variable aléatoire définie sur le méme univers € et telle que, pour tout n € N(Q), la loi conditionnelle
de X sachant [N = n] est la loi uniforme sur {0,1,...,n}.

1. Comparer la loi de X et celle de N — X.

2. Si N suit une loi géométrique de parametre p, calculer E(X).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z*, telle que

(VneN*)  P(X=-n)=PX=n) :W

Pour n € N*, on note A,, 1'événement [(X = —n) U (X =n)].
Montrer que, pour tout n € N*, la variable aléatoire X admet une espérance conditionnelle relative a A,,.

Etudier la convergence de la série ) E4, (X) P(Ay).
n>0
La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?

Soient trois nombres complexes a, b, c. Calculer la matrice A7, avec :
1+iV3  a b

A= 0 1—iV3 ¢

0 0 2

Soit A = (a; ;)1<i,j<n définie par a; ; = 1si i # j et a;; > 1 pour tout 4.

Montrer que A est définie positive, c’est-a-dire que A est symétrique réelle telle que pour tout X € R™ non nul,
XAX > 0.

Soit f un endomorphisme de R? tel que Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires.
A-t-on : [Ker f C Im f ouIm f C Ker f] ?
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Soient a et b deux nombres réels et f : R — R la fonction définie par : Vo € R, f(x) = ax + b+ |z|.
1. A quelle condition sur a et b la fonction f est-elle bijective ?

2. On suppose cette condition remplie. Calculer f~1(y) en fonction de y.

Soit f : [0, +0o[— R une fonction continue vérifiant :
Va0 +ool0< flo) < [ fe)de
0
Soit h : [0, +00[— R définie par h(x) = e_"/ f(t)dt.
0

1. Montrer que la fonction h est décroissante.

2. En déduire que la fonction f est identiquement nulle.

Soit un réel a et f une fonction de classe C?(R, R), telle que
sup{|f"(t)|,t e R} = M € R.
On considere la fonction G définie par :

atx
Gx) = / flw)du—zf(a+ E)

1. Interpréter géométriquement le nombre G(x), pour f positive et x > 0.
2. Montrer que G est dérivable sur R et que :

2
VreR, |G'(z)| < MY

3
3. En déduire que pour tout z € R, |G(z)| < M%
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