1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On considere 'ensemble E des fonctions f de classe C* de [0,1] dans R et
telles que f(0) = f(1) = 0. On rappelle que la fonction cotangente est définie,

. . _cos(x)
lorsque cela est possible, par : cotan(x) = ()’

Dans toute la suite f est un élément de F.

1. a) Déterminer un équivalent simple de cotan(nt) quand ¢ est au voisinage

de 0.

b) Montrer que la fonction ¢ définie sur |0, 1[ par : ¢(t) = %t)f’(t) admet
une limite finie lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures.

¢) Etablir I'équivalent suivant : cotan(mt) o) ﬁ

d) Déduire de ce qui précede l'existence de l'intégrale I définie par :

I:/O f@)f'(t) cotan(wt) dt

2. a) Déterminer les limites suivantes : lim f2(¢) cotan(rt) et lim f2(t) cotan(mt).

t—0+ t—1-—

b) Etablir la formule suivante :

1
onl = m? / f2(t) (1 + cotan?(nt)) dt
0
3. a) Justifier 'existence de Uintégrale J définie par :

J:/O (f'(z) — 7 f(z) cotan(mz))” dz
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b) Utiliser le fait que I'intégrale J est positive pour montrer que, pour tout
élément f de E, on a :

/ () / F2(t) dt

4. En considérant la fonction f; définie sur [0, 1] par fi(z) = sin(7z), montrer
que la constante 72 obtenue dans la relation précédente est la meilleure
possible.

5. Etablir pour tout élément f de E, I'inégalité suivante :

/Ol\f (1))t < / 172(t) dt
1

a) On a lim cos(nt) =1 et sin(u) ~ u, d’ou : cotan(wt) =.
t—0 0 Tt

Solution :

b) On écrit p(t) = Mf’(t) et comme f est de classe C! sur [0, 1],

t—0
ona: lim o(t) = (f'(0))%
t—0+
¢) On pose u =1 —t. On a : cotan(rt) = cotan(m — mu) = — cotan(wu) et

par le résultat a) :

1
cotan(mt) S ey R o

d) La fonction ¢t — f(t)f'(t) cotan(nt) est continue sur 0, 1[ et 'intégrale
semble doublement impropre :

—_

« FO /() cotan(mt) ~ L L@ gy —y (O

(o) ™ 1 t—ot T
* f(t)f'(t) cotan(mt) (lr\_d) %_ f(t% = {( )f/(t) t:z (f/(;))z

Finalement, I'intégrale est «faussement» impropre en 0 et en 1 donc conver-
gente.

a) x f2(t) cotan(rt) o 1) xf(t) ; 1(0) xf'(0) =0

0t) s t t—0t+ T
De méme : f2(t) cotan(mt) i~ f7(Tt) x f(t% — {(1) v fgrl) xf'(1) =0
b) Pour 0 < a < b < 1, soit I(a,b) / f@)f'(t) cotan(wt)dt, on a :
I'= lim I(a,b).
a—0,b—1

On procede alors a une intégration par parties :
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{u%t) = FO)f'(t) = u(t) = 3 *(t)
v(t) = cotan(nt) = v'(t) = (1 + cotan®(nt))

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [a,b], d’ot :

I(a,b) = [@x cotan(mt)] / £ (1 + cotan?(nt)) dt

D’apres 2. a), le crochet tend vers O d’ou :

I= %/0 f2(t)(1 + cotan?(xt))dt et 2wl = 7r2/01f2(t)(1 + cotan?(7t))dt

/ 0 /
3. a) Puisque lim f(t)cotan(nt) = S 0) et lim f(t)cotan(mt) = ) (1), J
t—0+ T t—1- T
est convergente (faussement impropre) et clairement J > 0.

b) On a donc :
1 1 1
/ f2(t)dt — 27r/ f'(t) f(t) cotan(wt)dt + 71'2/ f2(t) cotan?(wt)dt > 0, i.e.
0 0 0

en transformant la derniere intégrale :

/0 f2(t)dt — 27r/0 f' (@) f(t) cotan(wt)dt + 7r2/0 f2(t)(cotan?(nwt) + 1)dt

1
—72 / f2(t)dto
0

Les deux intégrales centrales se télescopent (résultat 2. b)) et il reste :

/f2 t)dt < —/f’2 t)dt

1 — cos(20) 1 + cos(20)

4. Avec sin*(f) = — et cos?(0) = ——5 il vient :
1 1
/ sin? (mz)da :/ cos?(nx)dx = 1
1 0 1 O ’
Donc : / f2(t) = % et / FE)dt = 2 , ce qui prouve que la constante %
0 s

est la meilleure possible pour que I'inégalité soit universelle.

5. On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz qui donne :

/If |dt<\//f2 )dt \/(/Olf’2(t)dt)

On majore alors “ f2(t)dt par \/%/ f2(t)dt, d’ou :
/ rorwla<t [0
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Exercice 1.2.

Pour tout A € R, on dit que la suite réelle strictement positive (uy,)nen-
vérifie la relation E lorsque :

Untl _q _ A + o(l) quand n tend vers I'infini
U, n n
1. Soit B € R et les deux suites (v,,) et (y,) définies par :
oVnGN*,vn:%;
n

1

VneN Yy, = ———=.

*n Y n(lnn)?

a) Montrer que les deux suites vérifient une relation E) (avec A\ a
déterminer & chaque fois).

b) Etudier la convergence des deux séries > v, et > ypassociées.

2. Soit A < 0. Montrer que si la suite (u,,) vérifie (E)), alors la série Y u,
diverge.

3. Soit (u,) une suite qui vérifie (E)) avec A > 1. On choisit 8 tel que
A > 3> 1 et on considere la suite (vn)neN* = (n")pen--

Un+1 . Un4+1 _
Uu Up,

a) Montrer que H +o ( ) ou i est un réel, indépendant

de n, a déterminer.

b) Justifier 'existence d’un entier naturel N tel que, pour tout n > N, on
ait Un+1 < Un+1 )
Unp, Up,

c¢) Prouver que la série ) u,, converge.

4. Soit (uy) une suite qui vérifie (Ey) avec 0 < A < 1. Montrer que la série
> u,, diverge.

5. Pour n > 2, on pose w, = /(n —1)! H sin (ﬁ) Déterminer la nature

de la série > w,,.

Solution :

1. a) et b) @ La série > (v,) est une série de Riemann, convergente si 5 > 1
et divergente sinon et on a :

. -B

UU:1:<1+%) :1_§+0(%)7d0n0)‘:5‘
1

t(Int)?

7/ N . 7/ . . V4 7/ . V .
théoreme de comparaison série/intégrale, la série n converge s’il en est de

g
meéeme de l'intégrale / L 5
5 t(Int)

e La fonction t +— est positive et décroissante sur |1, 4oo[, par
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T T
Or: /2 t(litt)z = [— ﬁ} ) T_)—+>OO ﬁ, la convergence de la série Yy, est

donc acquise.

Par ailleurs on a : In(n+1) _ 14+ L In(1 + 1

In(n) Inn n

n 2 -1 —2
yyzlznil(ln(glLQ = (1+4) (1+0() =1~

) =14 o(:), donc :

3= 3=

+ 0(%), et A =1.

2.SiA<0alors:%—1 ~ —2s0.

\ . . u
Donc a partir d’un certain rang, on a ZH >1:dn9,Yn = ng, Uy = up, >0
n

Donc la suite (u,, ), ne peut tendre vers 0 et la série diverge grossierement.

3. a) Par différence on a immédiatement p = 5 — A.

b) Comme 3 — X\ < 0, la suite de terme général UZH — UZ“ est négative

n n
a partir d’un certain rang :

3N,Vn > N, “ZH g Yntl

n UT’L

. JURY s . .U u , . J T
c) Ce qui précede s’écrit aussi —ntl < Un et une récurrence immédiate
Un41 Un
donne alors :

Vn>N,0<u, <y, = Ko, avec K = 4N
UN UN

La série de Riemann ) v,, converge car 3 > 1. Par le théoréme de compara-
ison sur les séries positives, on en déduit la convergence de Y uy,.

4. En raisonnant comme dans la question précédente avec 8 € |\, 1], on
obtient :

IN,Vn > N, Yntl 5 Untl
Un Up,
puis : Vn > N,u, > Z—an = Kv,,0
N

puis (comme K # 0 et § < 1), par théoréeme de comparaison pour les séries
a termes positifs, la divergence de > v,, donne celle de > u,,.

3
5. Au voisinage de 0 : sinx = x — % +o(z?) et puisque lim Ln =0,ona:
n—0o0
Wni1 _ : 1 y_q_1 1
o —\/ﬁsm(\/ﬁ)— 6n+0(n)'

Comme la série Y w, est a termes strictement positifs, d’apres la question 4

avec \ = % < 1, on conclut a la divergence de la série ) w,.

Exercice 1.3.
Vo — 0
1

VneN v, =4 /vn+ ==

On considere la suite (v,,), -, définie par :
> o
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1. Montrer que, la suite (vy,),~, est bien définie et a termes positifs.

2. a) Etudier la fonction frn définie sur R* pour n € N par :

Vx}O,fn(m):xQ—:c—zin
2 1

b) Montrer que ’équation z* — x — on = 0 possede, sur R, une unique
solution que 1'on note a.,.
3. a) Etudier le signe de f, () — fai1(z).

b) En déduire que la suite (o, )n,en est décroissante.

c) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I'inégalité suivante :
Up = Ol

d) En déduire que la suite (vy,),>2 est décroissante.

4. a) Montrer que la suite (v, )n>0 converge.

b) Déterminer la valeur de sa limite.

Solution :
1. Evident.
2. a) f, est une fonction polynéome donc dérivable. On a : f/(x) = 2z — 1,
d’oui le tableau de variation de f,, sur Ry :

x 0 1/2 +00
o) - 0 +

I AN

Sur [0, %] et méme sur [0, 1], la fonction est strictement négative et donc
ne s’annule pas. En revanche sur [1,—|—oo[, fn est strictement croissante
et continue, elle réalise donc une bijection de [1,+oo[ sur [—1/2", +o0l.
le nombre 0 appartient a l’ensemble d’arrivée et possede donc un unique

antécédent «,,, avec a,, > 1.

3.a)On a f,(x) — fni1(x) = —2n—1+1 et donc f,(x) — fry1(z) <O.
b) En appliquant I'inégalité précédente en a1 on obtient :
fn(O‘TH-l) < fn+1(04n+1)> soit fn(an+1) < 0, c’est-a-dire fn(an—Fl) < fn(an)

Comme sur l'intervalle considéré la fonction f,, est strictement croissante, on
en déduit que a,11 < a, et la suite (o, )nen est bien décroissante.

c) % ag est la solution positive de 1’équation 22 — 2z — i = 0.
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On trouve oy = 1+—2\/§ tandis que v1 = 1 et que vy, = \/g = \/TE Or
(1++/2)2 =3 +2v2 <6, donc az < vy,

* Supposons que pour un certain n supérieur ou égal a 2, on ait : «a,, < v,.
Alors : apy1 =y /an + 2% < /o, + 2% = Up+1, €t comme la suite () est
décroissante on a a fortiori : a1 < Upy1.

On conclut par le principe de récurrence : Vn2, a,, < vy,.

d) En appliquant f, qui, sur lintervalle considéré, est croissante, on
obtient : 0 = f,, () < frn(vn).

2
n

2

202 ;. Comme tout est positif il

On a donc v2 — v,, — on > 0, a fortiori v

vient v, v,114 et la suite (vy,),>2 est décroissante.

4. a) La suite est décroissante a partir du rang 2 et minorée par % ou meéme

par 1, elle est donc convergente de limite notée /.

b) On sait que v, 41 = 4 /vp + 2% En passant & la limite, on obtient ¢ = /¢,

soit £? — ¢ = 0. Cette équation possede deux solutions 0 et 1. Comme 0 est &
rejeter, il reste £ = 1.

Exercice 1.4.

Pour tout x et y réels strictement positifs, on pose B(z,y) = /11590_1(1 —
t)y—tdt. '
1. Prouver la convergence de 'intégrale définissant B(z,y).
2. a) Prouver que Vo > 0,Vy > 0, B(x,y) = B(y, x).
b) Montrer que Va > 0,Vy > 0, B(z + 1,y) = %B(az,y +1).
3. Montrer que Vz > 0,Vy > 0,B(z,y + 1) = B(z,y) — B(zr + 1,y). En

déduire que :

Bz +1,y) = ;= Bl.y)-

4. Soit n un entier naturel non nul. Soit x un réel strictement positif.

a) Etudier le signe sur [0,1] de la fonction g : t — e~* — 1 + ¢. En déduire

que pour tout ¢ € [0,n], on a :
(1-Lymget.
n

2
b) Montrer que pour tout t € [0,n], on a (1 — %)e’t <(1- %)"
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n

+oo
c¢) Montrer que lim (1-— %)” tr=ldt = / t*~le~tdt = I'(x)
0

n— 00 0

5. Montrer que :

Vo> 0,0(z) = li nn! .
v (@) nl—%ox(:c—kl)...(a:—kn)

Solution :
1. La fonction f: ¢+ t*71(1 —¢)¥~1 est continue et positive sur 0, 1].

1 1
f(t)(”(\;)m,avecl—x<l. f(t) 5 m,avecl—y<1,

1
Par suite, deux applications de la regle de Riemann montrent que / f(t)dt
0

converge.

2. a) Le changement de variable v = 1 — ¢ dans lintégrale B(zx,y) donne
immédiatement 1’égalité demandée.

b) Soit 0 < a < b < 1. On calcule /bt”:(l — t)¥~1dt au moyen d’une
intégration par parties en posant u(t) = a““", d’ott v/(t) = zt* 1 et v'(t) =
(1 —t)¥~1, en prenant v(t) = —i(l —1)v.

Comme li(l)rn(uv) = li{n(uv) = 0, il vient alors par passage a la limite :
B(z+1,y) = %B(w,y +1).
3. On remarque que
B(z,y+1) = / t*= 11 —t)v1 (1 —t)dt = B(z,y) — B(z + 1,y).

0
De la question précédente, on déduit que :

B(z+1,y) = %B(x,w 1) = %(B(w,y) — B(z + 1,y)).
Ainsi :
X

B(x+1,y) =

w4y @)

4. a) La fonction g : t — e~ % — 1 + ¢ est croissante sur [0, 1] avec g(0) = 0.

Elle est donc positive sur [0, 1].

D’oti, pour tout ¢t € [0,n], (1 — %) < e~%. En élevant & la puissance
n, on trouve l'inégalité demandée. On peut aussi invoquer la convexité de
I’exponentielle pour prouver que Vu € R, 1 + u < e“, relation que l'on

applique a u = —% avant d’élever a la puissance n®"°.

b) La relation & démontrer est évidente si ¢ € [y/n, n|. Considérons a présent
le cas ou t € [0,/n].
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i - : t t2
On étudie sur [0, \/n] la fonction f : ¢ +— nln (1 — ﬁ) +t—In(1- E)'

— 1)+ (n—1))

La fonction f est dérivable sur [0, \/n[ et on vérifie que f'(t) = t((t( Dn—12)
n—t)(n—

quantité positive pour tout t € [0, /n].
Par suite, pour tout t € [0,/n[, f(t) < f(0) =0.

2
On en déduit que nln (1 — %) < In (1 — %) — t. L’inégalité demandée s’en

déduit par croissance de la fonction exponentielle.
¢) On déduit de a) et b) que :

/ (1- %)e_ttw_ldt < / (1—L)"==tdt < / et 1dt.
0 0

0
n

Or, par définition, lim e t*1dt = I'(x).

n—-+oo 0
D’autre part,

n n n

2
lim (1 — %)e_ttw_ldt = lim e ttr=1gt — lim L [ e—tgrtiqe

n—oo [, n—oo [, n—oo N 0
=I'(x) —0I'(x+2) =T(x)

Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure a 1’égalité souhaitée.

5. Le changement de variable u = % donne / (1- %)ntx_l dt = n"B(n +
0

1, x).
On applique alors la formule établie a la question 3. lorsque x = n (entier
naturel). En réitérant la relation, on obtient :

B(n+1,y) = nzﬂmwzwilgnguw)

n—+y

1
Comme B(1,y) = / (1 —t)y=tdt = i, on en déduit que pour tout entier
0

|
naturel n et tout réel y > 0, on a: B(n+1,y) = n: .
; Y ALY = T T

L _ t\Mz—1 — T — T n!
Amsl,/O (1 n> t*“rdt=n"B(n+1,z) =n EES N R

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini et de reconnaitre
['(z) dans le membre de gauche grace a la question 4. c)

Exercice 1.5.

Soit F l'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur l'intervalle
[0, 1] et soit F' le sous-ensemble de E constitué par les fonctions h de classe
C? sur [0, 1] qui vérifient les deux relations :
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h(0) — A (0) =0
h(1)+Ah'(1)=0
ou h’ désigne la fonction dérivée de h.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2. Soit @ ’application qui, a tout élément f de F, fait correspondre la fonction
g = ®(f) définie par :

Vi e [0.1], g(x) = B(f) () = / el £(y) dy

a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.

b) Montrer que, pour tout f de E, g = ®(f) est de classe C? sur [0,1] et
calculer ¢’ et ¢”, ou ¢’ et g” désignent respectivement les dérivées premiere
et seconde de g.

c¢) Montrer que, pour tout f de E, g = ®(f) appartient a F.

3. a) Déterminer le noyau de ®.

b) Soit g un élément de F. A Tlaide d’intégrations par parties, établir la
relation : ®(g¢"”) = ®(g9) — 2g¢.

c¢) En déduire que toute fonction g de F' est I'image par ¢ d’une fonction
f de E et d’une seule.

Solution :

1. Les applications ¢ : h — h(0) — h/(0) et ¥ : h — h(1) + h/(1), sont
clairement des formes linéaires sur C2([0,1]) et F = Ker(p) N Ker(1)) est un
sous-espace de C2([0,1]), donc a fortiori de E.

2. a) La linéarité de ® est une conséquence simple de la linéarité de
I'intégration sur [0, 1], mais il faut vérifier que g = ®(f) est continue sur
[0, 1], pour cela on écrit :

g(z) = / "ol f(y) dy + [ it ay

x 1 x
_ / = f () dy+ / "V f(y) dy = e / eV f () dy+e” / eV f(y) dy

0 T
Sous cette forme la continuité de g résulte de la continuité des fonctions
r—etf,rzie xetf(r)etx—e T f(x) ...

b) ...et g est méme de classe C!, avec :

(@) = () (@) =~ | " f(y) dy

0



Analyse 15

1
+ em/ e Y f(y) dy + e xe" f(x) +e”(—e 7" f(2))
xX * 1
- _e—m/o e’ f(y)dy +ex/x eV f(y)dy

La fonction ¢’ est encore de classe C!, avec :

¢ () = B(f)" () = o / " f(y) dy + o [ sty
oo f(x) + o (e~ £ (2)

T 1
Soit : ¢/(x) = e~ / eV f(y) dy + e / V1 (y) dy — 2f ()
C’est-a-dire : 0 v
va e [0,1],¢"(z) = glz) — 2/(x)

c) Les calculs précédents donnent en particulier :

3()(0) = / eV (y) dy; B(f)(0) = / e~V f(y) dy

(f)(1) = e / eV f(y)dy: B(f)(0) = —e! / eV f(y) dy

0 0
Donc g = ®(f), qui est continue sur [0, 1], vérifie g(0) = ¢'(0) et g(1) =
—¢'(1). Donc :
VfeE®(f)eF
3.a) Soit feKer®,onag=(f)=0et g =0,donc 2f =0et f=0.
Ker(®) = {0}

b) Pour pouvoir intégrer par parties, on revient a la forme vue en 2. a) :

x 1
Q(g")(x) =e" / eVg" (y) dy + e” / e Vg (y)dy
0 T

D’ot, en intégrant ¢” en ¢’ :
T 1

—x x - — 1 _
D(g") () = e~ ([evg'(9)] 5~ /0 evg'(y) dy)+e* ([e 7' (4)] ,+ / e~y (y) dy)
On recommence, dans le méme sens :

D(g")(z) =e " ( [e¥(g' () — 9(v))], + /O xeyg’(y) dy)

et puisque g € F', il reste :
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®(g") = 0(g) — 29
c) Pour g € F, on a %(g —g") € E et CI)(%(g —¢")) = g. Comme on sait
déja que ® est injective, on conclut.

Exercice 1.6.

Pour tout intervalle I de R et toute fonction f de I dans R, on dit que f
est lipschitzienne sur I §’il existe un réel k € R% tel que pour tous x,y de I,
|f(x) — f(y)| < k|z — y|. On dit alors que f est k-lipschitzienne.

1. a) Montrer que les fonctions constantes, puis la fonction valeur absolue
sont lipschtziennes sur 1.

b) Montrer que si f et g sont lipschitziennes et bornées, alors fxg est
lipschitzienne sur I.

c¢) Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I est continue sur [I.

d) Soit [a,b] un segment de R. Montrer que si f est de classe C! sur [a, b],
alors f est lipschitzienne sur [a, b).

e) Montrer que la fonction z — /z n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].

Pour tout n € N, pour tout k£ € [0,n], on définit la fonction polynéme P, j
sur [0, 1] par :

Va €[0,1], Pyylz) = (Z)xk(l — )k,
Pour toute fonction f continue sur [0, 1], on pose B,(f) = > f(%)Pn k-

2. Montrer que pour tout = € [0, 1] :
n
2
> (% —z) Py i(z) = %x(l — ).
k=0
Dans toute la suite, on considére une fonction f p-lipschitzienne sur [0, 1].

3. Montrer que | f| est bornée sur [0, 1]. Nous noterons M sa borne supérieure.
Soient x € [0,1] et @ > 0. On considere les ensembles

&r={ke ﬂO,n]]/‘% —z|>a}et&={ke ﬂO,n]]/}% —z| <a}
ainsi que les sommes :

Si(@) = 5 [F(E) = f@)|Par(@) et Sa(w) = 5 [F(E) = f(2)|Poi(a).
ke& keé&s

M
2na’’
b) En déduire que lim sup |B,(f)(z) — f(x)| = 0.

N0 4€[0,1]

4. a) Montrer que Sy(x) < pa puis que Sy (x) <
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Solution :

1. a) Les fonctions constantes sont clairement 158-lipschitziennes sur R.
D’apres la deuxieme inégalité triangulaire, pour tous x,y € [0, 1], ||z| —|y|| <
|x — y|. Ainsi, la fonction valeur absolue est 1-lipschitzienne sur R.

b) Notons My (resp. My) un majorant de |f| (resp. |g|) et supposons que

f (resp. g) est kg-lipschitzienne (resp. ky- lipschitzienne). Soient x,y € I, on
a:

[f(@)g(x) = fw)gW)l < f(@)g(x) — Fy)g(@)l + [f (w)g(x) — f(y)g(y)|
< M| f(z) — f(y)| + Mylg(x) — 9(y)]
[f(@)g(z) = F(y)g(W)| < (Mgky + Myskg)|z —yl.
Ainsi, fg est (Mgky + Myk,)-lipschitzienne.
c¢) Soit f une fonction k-lipschitzienne sur I et xg € I. Alors, pour tout
rel, |f(xo) — flz)] < klzg — 2 = 0 : f est continue en tout point xy.

d) Soit f une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors, f’ est continue sur
[a,b] donc |f’| est bornée sur [a,b]. Notons M sa borne supérieure. D’apres
I'inégalité des accroissements finis, pour tous z,y € [a,b], |f(x) — f(y)| <
M|z — y|, et f est lipschitzienne sur [a, b].

e) Supposons par l'absurde qu'’il existe une constante k € R telle que
la fonction racine carrée soit k-lipschitzienne sur [0,1]. Alors, pour tous
z,y € [0,1],

Ve =yl <klz—yl.

En particulier, Vz € ]0,1],/x < kx, i.e. 1 < ky/x ce qui est faux pour z
assez petit.

2. On peut faire un calcul direct, mais : soit X une variable aléatoire suivant
la loi binomiale de parametres n et x € [0,1]. On sait que l'espérance de X
vaut nx et sa variance nz(l — z) (méme pour x € {0,1}). Donc :

nx(l —z) = i (k —nz)?P(X =k) = i (k — nx)? (Z)xk(l — g)n—k
k=0 k=0
=n? Y (£ —2)"P, ()
k=0

Soit :

i (E _ 56)2Pn,k;(93) _ M

E—0 n n

3. La fonction f est lipschitzienne donc continue sur I'intervalle [0, 1]. Elle est
bien bornée.

4. a) Comme la fonction f est p-lipschitzienne, pour k € &,
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E—sl<a = [F(E) - f(2)] < po
Ainsi,
S2 < 3 paPp(z) <pa 3o Pug(z) < po
keé&s ke[o,n]

Comme la fonction |f| est bornée sur [0, 1] par la constante M,

S1< Y 2MP,i(z) <2M Y #(g_xypn,k(x)

ke& ke&s
1k 2 oM z(l—=z) = M
<2M =S(>—x) P, < < )
ke[[ZO,n]] o’ (n #) Pu k() o 2a°n
car 0 <z(l —z) < 1
4
b) Finalement :|B,,(f)(z) — f(x)| < S1 + S2 < pa+ 22M2. Donc :
no
sup | Bu(f) = f1 < pa + 22,
[0,1] 2no
Ainsi, pour tout € > 0, en choisissant o = 28_,0 puis n assez grand, on a bien

sup |B,(f) — f| < ¢, soit :
[0,1] :
lim sup|Ba(f) — f] = 0.

Exercice 1.7.

On admet que la suite de terme général 1 + % + e+ % — Inn converge et

on note v sa limite. On considere en outre les fonctions :

. 1ot . et
S:x— 7 dt,xe R e R:z+— 7 dt,z >0
0 T

1—et
1. Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = { t sit#0,
1 sit=0
Montrer que f est continue sur R.

2. Etablir la convergence des intégrales définissant S(z) et R(x) respective-
ment sur R et R7 .

1 n
3.Montrerque:1—|—%—|—---—|— :/#dt.
0

1
n
4. En déduire que pour tout n > 1,
1 n
1+%+---+l—lnn:/ 1_€n(t)dt—/ e”(t)dt,
n 0 ¢ 1

t
t
L)

ou e, est définie sur [0,n| par e, (t)

5. a) Montrer que pour tout ¢ réel, 1+t < e'.
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b) Montrer que pour ¢q € [0,1[,1 — ¢" < n(1l — q).
6. En déduire que pour tout n € N* et pour tout t € [0, n],
(1- Z—z)ne_t <en(t) <et
ﬁe_t.

puis que 0 < et —e,(t) < -
7. Montrer que v = S(1) — R(1).

Solution :

1. La fonction f est évidemment continue sur R*. De plus, e 5 1+u+o(u),
0

ce qui montre que f est aussi continue en 0.

2. Pour x € R, S(z) est 'intégrale d’'une fonction continue sur lintervalle

—t
fermé borné d’extrémités 0 et z, donc convergente. Pour > 0, t — &—

t
est continue sur [z, 1], donc I'intégrale de cette fonction sur cet intervalle est
‘oo _ —t
convergente. Enfin, / ert est convergente car t1 — |eT| < e ! dont
1

I'intégrale est convergente.

1—(1—¢)"

3. On a, 7

=1+(1—-t)+--+1—-t)" 1 don,

11—(1—t)n _n—l 1 _n—l (1_t)k:+1 1o
e S [a-ota=E (- S - 2 4

—_

4. En effectuant le changement de variable affine u = nt, on obtient :

OO A Sl (S DS PR o el (P "
ZE—/O —Xﬁdu— OTd’UJ—F )

1 " n
:/ 1Lﬁl(t)agt_/ en_(t)dt+1nn_
0 t p

D’ou le résultat.

t

5. a) La fonction ¢ — e" — 1 — ¢ admet pour minimum 0 en 0. Donc

VteR, 1+t<el.
b) Pour ¢ € [0,1] : 1 —¢" = (1= q)(1+q+¢*+¢" ") <n(l —q).

6. On en déduit successivement que pour tout réel ¢, 1 + % < e et

1- 1 < e_%, ce qui implique pour ¢ € [0,n] :

N 3

K0 < en(t) = (1= Lyn < emm)n =t
* 0

/N

n
t\n . —t t.o—t _ _ﬁn—t _tyn _
(1+n) et <elet=1et (1 n2) et < ( n) = e, (1)
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2 2 2
Or, pour t € [0O,n],ona:1—(1— t—z)” <nx—5 = % (résultat 5. b)) , d’ou :
n n
2
0<et—en(t) < Let
n
1 n
7.0na:vy= lim (/ 1_—6”(t)dt—/ e”—(t)dt) (question 4.)
niae Uy T Lt
Or : . ) .
R— _t_
co< [ 1=e® g gy [ el g L[ ety — 0
0 t 0 t n 0 n—o00
n n ot no_y
. en_(t)dt:/ enlt) —e™® p o [Tet
0 1 t p 0
n _—t n —+ o0
et0</ e_t—en(t)dtgl/ te—tdtgl/ te~tdt — 0
1 1 1 n—o0

n

—t
tandis que : lim [ &—dt = R(1)

n—oo [y t

Ainsi v = S(1) — R(1).

Exercice 1.8.
Pour A € RT, on considere le polynéme Py = X3 + A\ X — 1.

1. Montrer que ce polyndéme admet un unique zéro réel noté wu(\).

2. Montrer que la fonction u : A — u()) est décroissante sur R™.

3. Montrer que pour A > 0, on a u(A) < %, en déduire lim wu(\).

A—+00
4. a) Montrer que u est bornée.
b) Montrer que pour A et \g dans R*, on a :
[w(A) = u(Ao)][u(A)? + w(Mu(Xo) +u(Xo)® + Al + (A = Ao)u(Ao) =0
c¢) Montrer que u est continue sur R™.

5. Montrer que u est dérivable sur R et exprimer u/()) en fonction de u(\).

6. Montrer que u est une bijection de R sur |0, 1].

Solution :

1. On a P{(z) = 32> + X\ > 0 et z — Py\(z) est strictement croissante sur R.
Comme lim Py = —o0 et Li_m P, = +o00, P, réalise une bijection strictement
— o0 o0

croissante de R sur R : P, s’annule une fois et une seule sur R.
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Notons que Py(0) = —1, donc u(\) > 0.

2. Soit A\, X tels que M < \. On a :

Py(u(X)) = u(N)2 + Au(N) — 1 =u(N)3 + Nu(N) — 1+ (A= N)u(N)
=A=XN)u(N)>0

Ainsi Py (u(X')) > Px(u(M)) et donc u(N) > wu(A), ce qui prouve que

I’application u est strictement décroissante.

1—u()\)? 1
3. On a u(A) = — donc A >0 = wu(\) < 5 et comme u(A) > 0,
on en déduit :
lim u(A) =0
A—+oo

4. a) u est positive strictement décroissante, telle que u(0) = 1, la fonction u
est & valeurs dans [0, 1], donc bornée.

b) On a : u(A)? + Au(N) = 1 = u(Xo)? + Mou(Xg), soit :
[u(A) — u(X0)][u(N)? + w(X)u(Xo) + u(Xo)? + Al + Adu(A) — Ao)u(ro) =0
et comme Au(A) — Au(Ag) = AMu(A) — u(Xg)) + (A = Ao)u(No)
[u(X) = u(Ao)][u(A)? + u(X)u(Xo) +u(Ao)® + Al + (A = Ao)u(Ao) = 0

c¢) Ecrivons :
A—A |u()\0) ’)\ — )\0‘”&()\0)
A) —u(X)| = | 0 < > 0
) = uQo)l = T 0 (T at0) + 1) T2 w(Mo)? A—io
Donc u est continue en tout point Ag.

5. En revenant sur le calcul précédent, on écrit par continuité de u :

u(A) —uo) _ u(Xo) C_u(N)
A= o uN)Z + uN)u(ro) + uho)2 + A Asxe 3u(Ao)® + Ao
u est dérivable sur Rt et v/(z) = —Lfg)
3u(x)* +x

6. u' est strictement négative, donc wu réalise une bijection strictement
décroissante de RT sur son image |0, 1].

Exercice 1.9.

On considere une fonction f définie et continue sur [0, 7] et l'intégrale

I, = /0 F(t) sin(nt)dt.

1. On suppose que f est de classe C! sur [0, 7]. Montrer que la suite (I,,) est
convergente de limite nulle.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C° sur [0,7]. On veut
démontrer que le résultat précédent est encore valable.
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a) Soit n € N*. Soit F' la fonction de R™ dans R qui a tout n-uplet de réels
(a1, az,...,ay,) associe le nombre %/ (f@t) = X ax sin(k:t))2dt. Pour tout
0 k=1

k,mlmmebgf):g%lff@)ﬁn@ﬂdt

Enfin, on rappelle que pour tout couple de réels (a,b), on a

sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).

Calculer pour tout couple (k, ¢) d’entiers strictement positifs I'intégrale
/ sin(kt) sin(£t)dt.
0
En déduire que quel que soit (ay,asg,...,a,) € R :
F(a17a2>---aan):Zai_2zakbk /f2
b) Montrer que F' admet un minimum global au point (b1(f),---,bn(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

¢) Montrer que la série Y (by(f ))2 est convergente et donner un majorant
de sa somme.

d) Conclure.

Solution :

1. Les deux fonctions & intégrer étant de classe C! sur [0, 7], une intégration

par parties donne : I, = [ — ﬁf( ) cos(nt)] / f/(t) cos(nt) dt

Les fonctions f et f’ sont bornées sur le segment [0,7] par M et M’
respectivement. Ainsi :
/
1, < 2M 4 xM
n n

cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Donc
lim I, =0.

n—-+o0o
1 1
a) Comme sin kt sin /t = 5 cos(k — 0)t — 5 cos(k + 0)t, il vient :
i . [0 sikA£S
/0 sin(kt) sin(4t)dt = {7r/2 G k]

Ainsi: F(ay,...,a,) = %/ﬁf2(t)dt—2 ki akbk(f)—i—%/ﬂ( i ay Sin(kt))th
0 =1 0

k=1
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Lorsqu’on développe le carré de la derniere expression, tous les termes des
doubles produits ont une intégrale nulle, alors que l'intégrale des autres

termes vaut % On obtient ainsi :

Flai,as,...,a,) =Y a3 —2 > arbp(f) + %/ f2(t)dt
k=1 k=1 0

b) Le calcul donne :

n

Flay,...,an) — Fb(f),....bn(f) = Jar — be(f)]°0

k=1
Il en résulte que F' admet un minimum global en (b1 (f),...,b,(f)).

c) Comme F est a valeurs positives, son minimum est positif ou nul, c¢’est-
a-dire :

é w(f) - ib /f2 t)dt >0

ce qui est équivalent a Z b2 / f2(t)

Les sommes partielles de la série Zb2 ) sont majorées, la série est donc

convergente et :
Sn<2f ro

d) La série converge, donc son terme général tend vers 0, c’est-a-dire :

Exercice 1.10.

RIS |
1. a) Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels I'intégrale / 1t+ 2 dt
0
converge. On note alors F'(x) sa valeur.
b) Grace au changement de variable ¢t +— 1/t = w, dont on justifiera

I'utilisation, prouver une propriété de symétrie de la courbe représentative C
de F.

z—1 z—3
c) Justifier que Vt € [1,4o0], 1t+ 2 > L 5~ En déduire la limite de F' a

gauche quand x tend vers la borne supérieure de D.

2. On admet que F est de classe C? sur D et que

Too o z—1
D, F'(x)= | (L= )at
Vo e D, F"(z) /0 2, (HtQ)

a) Etudier les variations de F’ sur D.

b) Déterminer les limites de F’ aux bornes de D.
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c¢) Dresser le tableau de variations de F' et représenter l’allure de la courbe

C.

3. Pour x € D, on définit une fonction g, sur R par

{ 0 site]—o0,0]
gy 11— R
Fla) 15 8 site 0,400

a) Prouver que g, est une densité de probabilité.

b) Etudier I'existence des moments d’une variable aléatoire U, (définie sur
un espace probabilisé (2,4, P)), de loi de densité g,.

Solution :

X
1. a) Soit f, : t — 1t—|——t2’ la fonction f, est continue sur R .

On a : f,(t) o t*=1 d’intégrale convergente sur |0,1] si et seulement si
0

x>0,et f.(t) ~ : t*=3 d’intégrale convergente sur [1,+o0o[ si et seulement
+oo

si x < 2, d’ou en appliquant deux fois la regle de Riemann :
D =1]0,2|

b) La fonction ¢ — 1/t est de classe C! bijective de R* dans lui-méme. Le
changement de variable ainsi suggéré donne en procédant directement avec
les bornes 0 et 400 :

0 0o
F(x) :/ u >, = _ /+ W~ FE-a)
too L+ 1/u” w o 14w

(ce qui est compatible avec le domaine de définition !) Donc C est symétrique
par rapport a la droite d’équation x = 1.

c)Ona1<t2>1+t2<2t2:>1+t2> 5
0 g3 1
Comme f, >0, on a F(x) > /1 5 dt = 32 —2) x_}; —+00.

+oo 2 x—1
%dt > 0, donc F' est strictement

2.a) On a : F'(z) = /
0

croissante.
b) 1;1}1 F' =L € [0, +00] existe d’apres le théoreme de la limite monotone.

Si F avait une limite finie en 2 & gauche, alors F’ serait bornée sur [0, 2[ et
par l'inégalité des accroissements finis il en serait de méme de F', ce qui est

faux. Donc L = lim F’ = +00 et par symétrie, lil;n F' = —oc.
2- 0
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c) Comme F’ est strictement croissante de —oo & +00, le théoréme de la
bijection assure l’existence d’un unique z( tel que F’'(z¢) = 0, et 29 = 1 par

+o0
symétrie. De plus : F(1) = / . jl_ttz = %, d’ou le tableau de variations :
0

T 0 1 2
F'(x) - 0 +

)a +oo\7r/2/‘—|—oo

3. a) pour x € D, la fonction g, est positive, continue sur R* et d’intégrale
1, donc est une densité de probabilité.

+oo
b) E(UF) =
) Bwh = [ B
10, 2[ ('intégrande est positif) ; d’apres le domaine de définition de F :

dt si cette intégrale converge, donc six — 1+ k €

o FE(U,) existe si et seulement si x € ]0,1[;

e pour tout x € D, U, n'admet pas de moment d’ordre > 2.

Exercice 1.11.

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction F,, par :

400
o (14+t%)

1. Déterminer ’ensemble de définition de F;,.

2. Pour tout n > 1 et tout * > 1, montrer que F,i1(x) — F,(z) =
— L Fu(w).

3. Pour tout = > 1, montrer que la suite (F,(z)),en converge vers 0. (on
1
pourra «couper)» l'intégrale en trois a 1’aide des intervalles : [O,n_%},

(27 ,1] et [1,400]).

4. Pour x > 1 fixé, on pose v,, = n%Fn(x)

a) Déterminer la nature de la série " In (Y2+L),

n>1 Un

b) En déduire la convergence de la suite de terme général v,,. Montrer que

sa limite, qui sera notée ¢, est non nulle.
n
¢) En déduire, en fonction de F(z) et de £, un équivalent de [] (1 — é)
k=1

quand n tend vers 4oc.

d) Etudier la nature de la série S F, ().
n>1
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Solution :

1. x Si z > 0, I'intégrale proposée n’est impropre que pour la borne infinie,

et : 0 < m Yoo T donc l'intégrale converge si et seulement si

nx > 1.
* Siz = 0, la fonction a intégrer est constante non nulle et I'intégrale diverge
banalement ;
: 1 .
* : » l.etlad t banale.
six <0, o0na (TS et la divergence est encore banale
1

Ainsi F,(z) est défini si et seulement si x > 0 et nz > 1, soit x € ]ﬁ’ +o00].

Donc toutes les fonctions F;, sont définies sur |1, +o00|

2. Pour tout T' > 0, par intégration par parties, on a :
T T T z—1
/ dt _/ dt / t,_—at dt
o (L) Jo (L9 Jo o0 (149"

T T
_ [1 1 } _ / dt
= X
T n(l+t*)"lo o nx(l4+t*)"
En faisant tendre T vers 400, on obtient :

Fos1 () = Fo(2) = =2 xFo(x), ice. Foya(z) = (1— L) Fy(2)

3. Pour tout z > 1, on a :

n—l/Qz n_1/259
dt 1
Vs a7 S dt = —75= — 0.
0</+ML</+°O¢: 1
S A+ T )y " nr =1 nateo
1
0< / dt < 11— n /2
h n—1/2z (1 —+ tx)n = (]_ + n—l/Z)n
1
dt —-1/2x —1/2
< _dt -
0 /nl/Qx (L+t")" <S(l-n )eXp( nln(l+n )) n:>>o 0,
(car nln(1 + n—1/2) ~ /2 +o0)
n—-4o00 n— 00

Donc lim F,(x) =0.

n— o0
4. a) D’apres la relation de la question 2, on a :

Ung1y _ 1 1 _ 1
In ( o )—xln(1+n)—|—ln(1 n:c)
Des calculs de développement limités a ’ordre 2 donnent :

in (252) = (= g = k) ol )
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La regle de Riemann donne la convergence de la série > In (—UZH)
n
b) Par télescopage on en déduit que la suite de terme général In(v,)

converge de limite notée £y, donc la suite (v, ) converge vers £ = e‘ > 0.

c) D’apres la question 2, on a par un argument de récurrence banal :
mn

Fopi(w) = Fi(2) [T (1- 4).

k=1

s . . 14
D’apres la question précédente, on a F,q(x ~ —_— ~
P q P +1( ) (n—+00) (n-l—l)l/x (n—+00)
14
nl/ac :
N T 1
D’ou 1— = ~ —————— car Fi(x) > 0.
k:l;[l( k.I) (n—+o00) Fl(I)nl/w 1( )
d) On a Fpq1(z) ~ L et comme 1/x < 1, la regle de Riemann

n—-+oo (n)l/x ’
montre que la série diverge.

Exercice 1.12.
xT

Soit @ la fonction définie sur R par ®(z) = / e~ /24t

1. a) Montrer que ® est une bijection de classe C! de R sur ]0, v/27].
b) On note ¥ la bijection réciproque de ®. Dresser son tableau de
variations.
2. Soit x réel.
a) Montrer ®(x) + ®(—x) = /2.
En déduire que pour tout y € |0,v27[ : —¥(y) = U (V27 — y).
b) Montrer que pour tout x réel négatif, on a :

e 2(1 - %) < —ad(2) < e
T

X X
: . L. w2 2
[Pour la minoration, on écrira, pour B < z, / e % /2du = / %xue w2y,
B B
avant de procéder a une intégration par parties|

¢) En déduire un équivalent de ®(x) lorsque = tend vers —oo, puis un
équivalent de v/2m — ®(z) lorsque x tend vers +o0.
3. Soit = un réel négatif. On pose x = U(y).

a) Dans quel intervalle se trouve y ?

b) Montrer que

_% —In|¥(y)| +1In(1- =) <Iny < V) —In [¥(y)|
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¢) En déduire un équivalent de ¥(y) lorsque y tend vers 0 par valeurs
supérieures.

Solution :

1. a) La fonction t e~t’/2 étant continue sur R, strictement positive,
I'intégrale étant clairement convergente, la fonction x — ®(z) est de classe

C'!, strictement croissante et comme on sait que Emé[) = /2m, elle réalise
[ee}

une bijection strictement croissante de R sur |0, v/27[.

b) Comme ®'(x) n’est jamais nul sur R, son inverse ¥ est également de
classe C, strictement croissante et réalise une bijection de |0, /27| sur R.

2. a) C’est une propriété de la loi normale. Par parité de t — e=t"/2 sur R,

O(—x) = V21 — ®(x), ce qui donne le résultat pour P.

Posons x = ¥(y). On vient de montrer que ®(—¥(y)) = V27 — y. En
composant par ¥, il vient —U(y) = V(21 — y).

b) Soit = < 0.

*PourtoutB<:U:/
B

w.e~"/2du < / 2.~ /2dy. Or :
B
/ w.e~"/2dy = [—e_“2/2]gc e T/2

Donc, —e~%"/2 < / z.e~ /2y = x®(z).

* Pour la minoration, une intégration par parties donne pour tout B < x :

x ) x ) w22, T _.2/9
e~/ 2dy = Loe2qy = [g] — e/ du
B U u B B 2

B u
- e—u2/2 T mu.e—u2/2d
= [ }B - 3 u
Uu B U

x 2 x 2
u.e " /2d / u.e” " /2 1 —u?/2]%
22 e—du < = e—du=—=5|—e "
/B e - 23 3 [ }B
En prenant la limite lorsque B tend vers —oo, il vient :

O (z) > _?1><e_f"2/2 + %xe_”ﬁ/2
T

ce qui est la minoration demandée.

Or :

c¢) Lorsque z tend vers —oo, les inégalités précédentes donnent un équivalent
—z?/2
de ®(z) qui est — € =

La relation ®(x) + ®(—x) = v/27 donne, lorsque x tend vers 400
—z2/2

V21 — ®(z) = &(—z) ~ & .
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a) On a:y € [0, ¥(0)[ = [0, /m/2].
b) Posons x = ¥(y). Les inégalités précédentes donnent :
1 W21 - L Y <p(T(y) =y < — =L xe”YW?/2
< y)) =y < xe

On remarque que —¥(y) = |¥(y)|. En passant au logarithme, il vient :
2 2
— @)+ (1= o) <ty < —F5 —mjw(y)

2 3 (y) 2
O lim W .
¢) On a lim, (y) = —o0
T (y) 1 1
Dongc, In |[¥(y)| = o( — etIn(l— —=—)~— :
( 2 ) ( ‘I’Z(y)) \112(y)
Ceci entraine qu’au voisinage de 0, In(y) ~ _‘I/T(y) et comme ¥(y) <0 :

U(y) ~ —/2In(y)

Exercice 1.13.

Soit n un entier, tel que n > 2.

On considere R™ muni de son produit scalaire canonique noté (.,.), de
la norme associée notée .||, et A € M,(R), symétrique réelle dont les
valeurs propres sont toutes strictement positives. On confond vecteur de

R™ et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X €
R™", ®(X) =XAX.
1. Soit B un élément de R™. Montrer que I'équation AX = B d’inconnue

X € R™ admet une unique solution qu’on notera R.

2. Montrer qu’il existe deux réels a et [ strictement positifs tels que pour
tout X de R™

al X[]* < 2(X) < pIX]7
Dans la suite de l’exercice, on pose pour X € R" : F(X)=®(X) -2 'BX.
3. a) Déterminer le gradient VFx de F' en X.

b) Soient X et H deux éléments de R™. Montrer que
F(X+H)=F(X)+(VFx,H)+ ®(H)
c) En déduire que F possede un minimum sur R™. En quel point est-il
atteint ?

4. Soit X € R™ fixé, X # 0. Déterminer o € R de fagon a ce que F(X—aV Fx)
soit minimal. Calculer ce minimum.

5. Soit Xy € R™. On définit une suite (Xi)ren de vecteurs de R™ par, pour

tout k € N: Xy = Xy —a,VFx,,ouap = ”2(1)(?!)' si X # R et 0 sinon.
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a) Montrer que la suite (F'(Xg))ken converge.

b) Exprimer F(Xy4+1) — F(Xk) en fonction de oy, et de VF, .
6. Une suite (Yy)gen de vecteurs de R™ sera dite convergente vers un vecteur
Z € R™ si kETOO |Yr — Z|| = 0, ce qui revient a dire que les coordonnées de
Y. convergent vers les coordonnées corespondantes de Z.

a) Montrer que la suite (VFx, )ren converge vers 0.

b) En déduire la limite de la suite (X% )xken-

Solution :

1. La matrice A n’admet pas 0 comme valeur propre : elle est donc inversible
et 'équation AX = B admet comme unique solution R = A~!B.

2. La matrice A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale :
1D = diag(\q, ..., \,) diagonale et P orthogonale telles que A = PD'P.
Les coefficients \; sont les valeurs propres de A, donc sont strictement positifs.
Ainsi, on posant Y = 'PX, il vient : ®(X) = VDY = i A\iyZ. De plus, la

i=1

2
matrice P étant orthogonale, on a : ||Y|| = || X]||. Donc :

min(A)[| X ||* = min(X;) __Zly? < ©(X) < max(Aq) ;yf = max(A;)|| X]]?

On peut prendre a = min()\;) et f = max(\;)

3. a) En écrivant F' en fonction des coordonnées du vecteur X, il vient :
n n n
F(X) =22 X aijwiry —2 ), xib;
i=1j=1 i=1
C’est un polynome en les n variables xq,...,x,. Les dérivées partielles
existent et sont continues en tout point X et pour tout indice 7 :

g%(X) = 2aiyixi + 2 ' Z .CLZ‘J‘LEJ‘ — 2b;
¢ J=1j#1
Matriciellement le gradient s’écrit donc
VFx =2(AX — B)
b) Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
F(X+H)-F(X)=2HAX +®(H) - 2(B,H) = (VFx,H) + ®(H)
par la remarque précédente.

c) Les points critiques sont déterminés par VFx = 0. Le seul point critique
est donc le point R. De plus, pour tout H € R", F(R+H)—F(R) =®(H) >0
(question 2), donc au point R on a un minimum global de F'.
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4. En remplagant H par V F'x, on obtient :
g(a) = F(X)— (VFx,aVFx)+ ®(aVFx)
= a?®(VFx) — a(VFx,VFx) + F(X)
C’est un trindme du second degré en a.

2
Le minimum est atteint pour a = [V EX]]

IV Ex|[
20(VFy)

et vaut : F'(X) — 1BV EY)"

5. a) La question précédente montre que «ay, est choisi de fagon a minimiser la
fonction g pour X = Xj. Donc F'(Xj41) < F(Xj) et la suite est décroissante.
Elle est de plus minorée par F'(R) : elle converge.

b) On a :
_ _ 2 4 2 __IvEx [T
F(Xpy1) = F(Xg) — ap|[VFx, || + g @(VFx,) =

49(VFy, )?
a) On remarque que lim (F(Xgy1) — F(Xg)) =0.

k—+oo

4
Donc lim M
k——+o00 4<I>(VFXk)

Enfin par la question 2,

= 0.

IVEx I _|[VEx [
40(VFx,)* = 4B|IVFx,[*

Tout ceci montre que lim ||V FY,||*> = 0.
k—+oc0

b) Comme VFx, = 2(AX; — B), on a X} = %(A_1VFX,€) + R ce qui

montre, par exemple en revenant aux coefficients, que lim X; = R.
k—+o00

Exercice 1.14.

1. On considere une fonction ¢ positive, décroissante et de classe C! sur un
intervalle I = [a,b] C R et f une fonction continue sur I.

a) Justifier l'existence des bornes suivantes : m = inf{F(t),t € [a,b]} et
M = sup{F(t),t € [a,b]}, ou F(t) /f )dx.
b) Montrer que l'on a :

b
[ 1@ de = g0)F0) ~ [ @) d

a

/ f(z Mg(a).

d) Prouver qu'il existe ¢ € [a, b] tel que :

c¢) En déduire que :
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b c
/fwmuwm:gmwnazm@/fwwm

—+ o0
2. On considere la fonction ¢ définie sur R™ en posant : p(a) = /
0

Sin e—aw dl‘
x

a) Montrer que l'intégrale définissant ¢(a) est convergente, pour tout a0.

1—¢e —at
7/ t .
Etablir que h est une fonction de classe C! sur R% qui est décroissante et

positive. Montrer qu’elle est prolongeable en une fonction de classe C! sur
R,.

c) Soient x € R et A > 0, montrer qu’il existe ¢ € [0, A] tel que

b) Soient a € R* et h la fonction définie sur R%. en posant h(t) =

t

Prouver que la fonction ¢ est continue en 0.

A —tx
/ l1-e sin(t)dt = x[1 — cos (]
0

Solution :

1. a) Comme primitive d’une fonction continue, F' est dérivable et par suite
continue sur le segment [a,b], elle admet donc une borne inférieure et une
borne supérieure sur [a, b] (qui sont atteintes).

) On fait l'intégration par parties suivante :

b b
(/f m-/memm=wwWM—/¢uwmm
b
:awawi/g%waMw

a
c) Comme g est décroissante, sa dérivée est négative et en utilisant la
question précédente il vient :

b b
mﬁ@zwm@+m@w%ﬂwﬂzmgb+m/(1ﬂ@ﬂw</fwmwﬂr

a/f < Mg(b) + M (x))dz = Mg(a).

) On peut supposer g(a) # O. Avec la question ¢), on voit que ’égalité
souhaltee s’obtient en appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires a la
fonction t — F(t)/g(a) sur l'intervalle [a, b].
sin x

x

a) Comme la fonction z — se prolonge par continuité en 0, il n’y a

pas de probleme de convergence en 0.
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Comme |SlTnte_“t| < e ™ on voit que si a > 0, l'intégrale considérée est
absolument convergente.
Lorsque a = 0, on voit avec une intégration par parties que :

X X X

/ SILT 70 — [—w}f—/ %daz = —cos 1+—COSX —/ Smfdaz.

1 7 x 1 X 1
Comme l'intégrale figurant dans la derniere inégalité est absolument conver-
gente, on en déduit que l'intégrale proposée est encore convergente.

at

b) Un développement limité a 'ordre 1 en 0 de la fonction ¢ — e~
permet de voir que h se prolonge par continuité en posant h(0) = a. Avec
un développement limité & 1’ordre 2 en 0 de la fonction ¢ — €%, on voit que

_ 2 2
M = _% + o(1), par suite, h est dérivable en 0 et h'(0) = —%.
—at t
Comme pour t > 0, h'(t) = (1 +at)tg L _ e_“tldl'at#, avec le
2
développement limité utilisé précédemment on trouve tlin(l) R (t) = —% et h
_>

est donc de classe C! sur RT (on peut aussi utiliser ceci pour montrer la
dérivabilité en 0). Le fait que h'(t) < 0 sur R est de notoriété publique. La
fonction h est donc décroissante et il est clair qu’elle est positive.

c) Comme les hypotheses nécessaires sont vérifiées, la formule prouvée au

cours de la premiere question, en prenant pour f la fonction ¢ — sint et pour g

1— e—t(E

la fonction ¢t — , donne bien I’égalité souhaitée. En majorant 1 —cosc

par 2 et en faisant tendre A vers oo, on obtient I'inégalité |p(z) — ¢(0)| < 2z
qui implique la continuité de ¢ en 0.

Exercice 1.15.
2

Pour n > 1 et z € R, on pose uy,(z) = (=1)"In (1 + m)
1. Pour n € N*, on note S, (z) = Y ug(x) la somme partielle de rang n de la
k=1

série de terme général ug(x). En considérant les sommes partielles de rangs

pairs et celles de rangs impairs, montrer que la série » u,(z) converge pour
n>1
tout réel x.

On notera u(z) la somme de cette série.

—+ 00
2. Pour n > 1, on pose R, (z) = Y. ug(x).
k=n-+1
Montrer que Vz € R, |R,(z)| < In(1 + L)

n+1
3. Montrer que la série de terme général (—1)" In(1+ %) est convergente. On

notera s sa somme.
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4. Montrer que xkr}rnoo u(x) = :Z::Oj(—l)" In(1+ %)
(on pourra considérer s,, = kil(—l)k In(1+ %), et utiliser le fait que :
u(z) = s| < |u(@) = Sn(@)] + [Sn (@) = sn| + |50 — 5] )
5. Montrer que pour tout n > 1, s, = In (%(Qn + 1)) et en utilisant
I’équivalence de Stirling : n! ) ( ) V/27n, déterminer xgrfoo u(x).

Solution :

1. La série de terme général u,, est une série alternée dont le terme général
décrot en valeur absolue. On sait alors que les sommes partielles de rangs pairs
et celles de rangs impairs forment des suites adjacentes, donc convergentes
de méme limite et la suite des sommes partielles converge.

2.0n a: R,(z) = u(x) — Sp(x) et comme u(zx) est compris entre S, (z) et
Sp+1(x), on a bien :

|Rn(2)] < [Snt1(@) = Sn(@)] =In (1 +

z? 1
(n+1)(1+x2)> Shn(l+ n-l—l)'

3. Méme démonstration que dans la question 1.
4. % On a |u(z) — s| = |u(z) — Sn(x) + Sp(T) — Sp + Spn — |
< |u(@) = Sn(@)| + [Sn () = snl +[sn —s] (1)

* Or, pour tout x réel, |u(z) — S, (x)| = |Rn(z)] < In(1+ %)
—+ o0
Isn —sl=| X (=1D)FIn(1 + %)} < In(1 + Ll) pour les mémes raisons
k=n+1 +
que dans la question précédente.

De plus , Ve > 0,3np € N*,2In(1 + }_1) g,donc

[u(z) = Sn(@)] + |sn — 5| < §

* Pour ng et ¢ > 0, il existe A € R tel que pour tout x > A, | Sy, () —$pn,| < %
puisque s,, = Er—fr—loo S ().

En écrivant 'inégalité (1) pour ng, on a le résultat.

b) Effectuons une démonstration par récurrence. L’initialisation est immédiate

et si la relation est acquise pour un certain rang n, alors :
_ _ 1 1

Sont+2 = S2n, — In(1 + 2n+1)—|—1n(1+ 2n+2)
_ (2n)? \ 1 2n 42 on + 3
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(2n)?(2n + 1)?
94n+2 (n!)4(n +1)?
(2(n + 1)!)2
270 (0 + 1))

Ce qu’il fallait. On conclut par le principe de récurrence
En utilisant la formule de Stirling, on trouve lim so, = \/g . Donc s = \/g .

n—oo

(2n + 22 (2n + 3) )

=In 22 (01 (20 + 2)%(n + 1)2

(2n+3)) =1In (

=1In( - (2n + 3))

Exercice 1.16.

On note C([0,1],R) I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R continues sur
[0, 1].

A toute fonction f € C([0,1],R), on associe la suite (aj(f)) définie par :

1
VkeNag(f) = / o f(z) dx.
0
1. Montrer que pour f € C([0,1],R), la suite (ar(f))ren tend vers 0.

2. Soient « et B deux réels tels que 0 < a < # < 1. Montrer qu’il existe un
polynéme P € R[X] de degré 2 vérifiant les deux conditions suivantes :

i) pour tout x € |a, B[, P(x) > 1.

ii) pour tout xz € [0,a] U [3,1], 0 < P(z) < 1.

3. Montrer qu'un polynome P satisfaisant les conditions précédentes vérifie :
B

lim (P(x))"dx = +o0.

n——+00
4. Soit f € C([0,1],R).
a) On suppose qu’il existe trois constantes réelles ¢, a et § avec € > 0 et
0 <a<p <1 telles que 'on ait :
Vi € [a,pl, f(z) 2 e

Soit P un polynéme satisfaisant aux conditions énoncées dans la question 2.
Montrer que :

«

n—-4oo

lim /()f(x)(P(x))”dx=+oo.

b) On suppose que f appartient a C'([0, 1], R) et vérifie Vk € N, ax(f) = 0.
Montrer que la fonction f est identiquement nulle sur [0, 1].

5. Soit f € C([0,1],R). Soit = € [0, 1].

1
a) On pose F(x) = —/ f(t)dt. Exprimer ax(F}) en fonction de agy1(f).

1
b) Pour z € [0, 1], on pose Fy(x) = f(z) et Vi € N, Fj11(x) = —/ F;(t) dt.

x
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Soient k € N et i € [0, k]. Exprimer ax(f) en fonction de ap_;(F3).
c¢) On suppose qu'il existe un entier p € N tel que Yk > p,ar(f) = 0.

Prouver que F), est identiquement nulle sur [0, 1]. Que peut-on en déduire
pour f7?

Solution :

1. La fonction f est continue sur [0,1], donc bornée. On note M la borne
supérieure de |f(x)| sur [0, 1] Alors, pour tout k € N,

w0l < [ e < [k = A

Par encadrement, la suite (ax(f))r converge vers 0.

2. Le polynome P doit valoir 1 en a et 3, on le cherche donc de la forme
P(X) =14 XX —a)(8 — X). On voit alors que A = 1 convient (ou tout
autre nombre strictement compris entre 0 et 1)

3. Soit P un des polynémes trouvés a la question précédente. Soit [c,d] un
segment strictement inclus dans o, 5[ et m le plus petit des deux nombres
P(c) et P(d). Onam > 1 et

/jp@:)" dz / o)y de(d — hmt s oo

n— 00

a) Comme Vz € [, 5], f(x) > e ,0ona: / f(x)P"(z / P"(z)dx.
D’apres la question précédente, on a : lirf / f(z)P"(z)dr = +00.
n—-+0oo
D’autre part, pour tout z € [0,a]U[5,1], 0 < P(z) < 1, donc 0 <
D’ou, /f )P (x dx /|f |dxet’/f )P (x da: /|f )|dx.
Par sulte
lim f() "(z)dr = lim f )P"(x dw+/ /

b) On raisonne par l’absurde en supposant f non identiquement nulle.
Ainsi, il existe xg € [0, 1] tel que f(xg) # 0. Quitte a remplacer f par —f, on
peut supposer que f(xg) > 0. On pose alors € = %f(wo) > (0. Par continuité
de f sur [0,1], il existe un voisinage [a, 3] de zy dans [0,1] tel que pour
tout = € [a, Bl, f(x) = €. Nous sommes donc dans les conditions de 4.a et :

lim f( )P" (z)dx = 400.

n——+00
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, 2n
Ecrivons alors P(X) = Y A\ X* € Ry, [X].
k=0

1
Or, par hypothese, pour tout k¥ € N, 0 = ap(f) = / (x)dx. Alors, par
0

1
linéaritédel’intégration,/ f(z)P"(z)dz = 0,d’ou lim /f )P"(z)dx =
0

n—-+oo
0.

On obtient donc une contradiction. Ainsi, la fonction f est identiquement
nulle sur [0, 1].

1

5. a) Pour tout k € N, ai(Fy) = / 2¥ Fy (z)dx. On effectue une intégration
0

k41

par parties en posant u'(z) = z¥, et en prenant u(z) = l:g——l—l’ v(z) = Fi(z)
1

d’ou v'(x) = f(x). On obtient alors : ap(Fi) = ﬁ oL f(x)dr =
0

L _|_11ak'(F1)

b) En utilisant la question précédente, on montre par récurrence que pour
tout ¢ € [0,k], on a :
_ i k! a
ar(f) = (_1)1Wak—l(Fl)'

¢) Supposons qu’il existe un entier p tel que pour tout k > p, ar(f) = 0.
Alors, par la question précédente appliquée pour 7 = p et kK = p+u, on trouve
ay(Fp) = 0 pour tout u € N. Par la question 4, ceci implique que F,, = 0. Or,
on montre que f = Fy = (F,)®). La fonction f est donc identiquement nulle
sur [0, 1].

Exercice 1.17.

On considere les deux suites réelles (u,, )nen €t (Vn )nen+ définies par le premier
terme ug et par les relations de récurrence suivantes :

2+ 2 — Vun

pour tout n € Ny u, 41 = Sy Unt1 = 5

1. A quelle condition portant sur la valeur de wug, les deux suites (uy,)nen €t
(Un)nen+ sont-elles bien définies 7

Dans toute la suite, on supposera cette condition réalisée.

2. Montrer que pour tout n de N*, u2 4+ v2 = 1.

3. Montrer que (uy,) et (v,) sont deux suites monotones bornées.

4. a) En déduire la convergence de ces deux suites. On note « la limite de (u,)

et [ celle de (v,,). Exprimer 8 en fonction de « et montrer que @ <a<l.
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2+ Vi
2

b) Montrer que « est 'unique point fixe de Papplication f : ¢+
V2
51

c¢) Déterminer selon la position de ug par rapport a « le sens de variation
de chacune des suites (uy,) et (v,).

sur |

Solution :

1. Pour que les deux suites (uy,), et (vy,), soient bien définies sur N, il est
tout d’abord nécessaire que ug soit positif ou nul ainsi que 2 — /ug, c’est a
dire ug < 4 afin que u; et v soient définis.

Un raisonnement par récurrence montre clairement que dans ce cas (uy), et
(v )n sont bien définies, positives, avec 0 < u,, < 4.

On remarque que pour tout n € N*, ona: 0 < v, < u, <4.

2—|—\/un—|—2 /U no_ 1

2. Pour tout n > 0, un+1 + vn+1 =

3. D’apres ce qui précede, pour tout n > 1,0 < v,, < u,, < 1 et les suites u et
v sont effectivement bornées.
D’autre part, la suite récurrente (u,) est associée a la fonction f : x

%\/2 + /Z qui est strictement croissante sur RT.

Comme ug € RT, et que RT est stable par f, u est monotone, le sens
de monotonie étant donné par le signe de u; — ug, tandis que (v,) est
monotone de sens de monotonie opposé a celui de u, puisque pour tout n > 0,

\/2—@.

Un+1 = D)

4. a) Les deux suites (u,) et (v,) étant monotones et bornées, elles sont
convergentes. De plus, en passant a la limite dans les inégalités trouvées plus

V2 —Va \V 2+ Va
haut, on a 0 < a < 1etbiensrﬁ:T\/—,Enﬁn,a:T\/_donne
\/2+\/_2 o4 VI

2/ ?.Enﬁna<1donnea<#<1

\/T§<a<1

b) Pour z € [0, 1], f(z) = = est équivalent successivement & 2z = /2 + \/x
puis & 2+ /z = 422 puis A x = 4222 — 1)% et 222 — 1> 0, i.e. 7 >
Posons P(z) = 4z — 42% — % +1.0na:

, puls a+—5——
A1n51

oS
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P'(z) = 162° — 8z — 1, P"(z) = 4822 — 8 = 8(622 — 1).

— 1
P reste strictement positif sur I = [@, 1]; P’ est donc strictement
croissante sur [ et P'(1) = 8 — % > 0, P’(@) =42 — 8\/7§ _% = _le < 0.

V2

5 -

P est strictement décroissante sur [ﬁ,xg[ et strictement croissante sur
|zo, 1].

Avec P(ﬁ) _ V2 <0et P(1) = % > 0, on a aussi P(xg) < 0 et on en

2 8
conclut que P s’annule une fois et une seule sur I, ce qu’il fallait.

Il existe donc un unique xg de I qui annule P’ et xg >

¢) On sait que la suite (u,) est monotone et converge vers «. Donc :
e Siwuy < « alors (u,) est strictement croissante tandis que (v,) est
strictement décroissante.
e Siwug > « alors (u,) est strictement décroissante tandis que (v,) est
strictement croissante.
e Siug = « alors u est constante égale a a et v constante égale a £5.

Exercice 1.18.

4
Pour tout entier n de N, on pose u,, = / tan”(t) dt.
0

1. Calculer ug, uq et us.
2. Etudier la monotonie de la suite (uy,). En déduire que la suite (u,) converge.

3. Pour tout n € N, calculer w19 + uy,.

4. Pour tout n > 2, montrer que _ 1 < 1

SUn € 57—+
2(n+1) S S o0 1)
En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers l'infini, puis la
nature de la série de terme général wu,,.

—+o0 (_1)n+1
5. On considere la série . Pour tout entier N € N*, on note Sy
n=1
N (_1)n—|—1
sa somme partielle de rang N, soit : Sy = > ~—~—
n=1
a) Préciser la nature de la série considérée.
N-1
b) Montrer que pour tout N € N*, > (—=1)P(ugpt3 + u2pt1) = %SN.
p=0

c¢) En déduire la valeur de la somme de la série.
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Solution :

1. Clairement ug = 7. Puis, u = [ — In(cos t)}g/él = —ln(g) = %111(2).

Enfin, comme pour tout ¢ € [0, %], tan’(t) = tan?(t) + 1, on trouve :

/4

0 1 -

AN

Uy = /ﬂ/4(tan2(t) +1—1)dt = [tan(t) — ¢]
0

/4
2. Pour tout entier n, u,11 — u, = / (tant)™(tant — 1)dt. Comme pour
0

tout ¢ € [0, %], 0 < tant < 1, il s’ensuit que u,11 — uy, < 0. La suite (uy)y

est donc décroissante. De plus, par positivité de U'intégrale, la suite (u,, ), est
minorée par 0. Ainsi, la suite (u, ), est convergente.

3. Pour tout n € N :

m/4 n+1
— n 2 _ (tant) m/4 _ 1
un+2+un—/o (tant)™(tan t—l—l)dt_[ T o = aa T

4. Soit n € N, n > 2. Par décroissance de la suite (uy),, on obtient d’apres
la question 3 :

2Up 2 Up + Upy2 = %H
De méme : 2u,, < Uy +Uyp—9 = ﬁ On en déduit les inégalités demandées.
4 1
Il en résulte que u, &) 20

Par la régle de Riemann, on en déduit que la série Y u,, diverge.

5. a) La regle spécifique aux séries alternées montre que la série converge.
Si on veut détailler, on étudie les sous-suites des sommes partielles d’indices
pairs et celles d’indices impairs et on montre qu’elles sont adjacentes.

) : 1
b) D’apres la question 3, pour tout p € N, ug,i3 + ugpr1 = prT
En multipliant par (—1)P, puis en sommant, on trouve que pour tout N € N* :
N—1 N—1 p N n+1
1 —1 1 —1
3 (1) (uzprs +uzprn) = 3 3 =15 EIE
p=0 p=0 n=1
d’ou le résultat.
c¢) Pour tout N € N* :
N—1 N—1 N
> (=D)P(uzpts + uzpt1) = 20 (=1)Pugpes + > (—1)Pugppa
p=0 p=0 p=0
Apres un changement d’indice, on obtient :

N—-1

N N
> (—1)P(uapes + tizpr) = — 3 (~1Puzpis + 32 (—1)Puzpin
p=0 p=1 p=0
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= uy + (—1)N+1u2N+1.
Comme la suite (u,), converge vers 0 (question 4), il s’ensuit que :

i — — oy = In2
]\}gnoo ( p;o( )P (uzpt3 + u2p+1)> U1 =5

On en déduit que la somme de la série proposée est In 2.

Exercice 1.19.

On considere une suite réelle bornée (ay),>0 et on pose, pour tout € I =

[0,1] :
+00
flx)= > anz”
n=0

On note (s, )n>0 la suite des sommes partielles définie par
VneN,s,=ag+- -+ ay.

On admet que si une suite (u,)nen converge vers £ et si z — K(x) est une

fonction définie sur I & valeurs dans N telle que lim K(x) = +o0, alors on
rz—1-

a lim UK (z) = L.
Tz—1—

1. Vérifier que la série définissant la fonction f est absolument convergente
pour tout x de I. La fonction f est donc bien définie sur I.

2. Soit N un entier strictement positif fixé. Montrer que
N N
(1—2) Y sp2™ = Y apa™ — syt
n=0 n=0

o
En déduire que la série > s,z™ est convergente pour tout = € I et que 'on
n=0

a
o
flx)=(1—2x) > spx™.
n=0
+o00
3. On suppose dans cette question que la série > a, est convergente et de
n=0

somme nulle.

a) Pour tout = € I, on pose K(x) = |1/4/1 — x|, ou [t]| désigne la partie
entiere du réel t. Vérifier que K (z) tend vers 400 lorsque = tend vers 1 par
valeurs inférieures.

b) On pose u,, = sup{|sg|,k = n}. Montrer que la suite (u,) est bien
définie et converge vers 0.
c¢) Montrer que l'on a :

[f(@)] < (1= 2)[(K(x) + Duo + kgj) 1 [sk|2*] < (1= 2)(K(2) + Duo + g (@)1
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d) En déduire que lim f(z) = 0.

r—1—
“+o00
4. On suppose dans cette question que la série > a,, est convergente et de
n=0

somme s. Prouver que f(x) converge vers s lorsque x tend vers 1 par valeurs
inférieures.

Solution :

1. L’ensemble {|ag|,k > 0} est borné, on peut donc considérer sa borne
supérieure M. On a |apz®| < Maz* puisque z € [0,1]. Le théoréme de
comparaison des séries a termes positifs permet alors de conclure.

2.0n a:

N N N+1 N
(1—2) Y 52" = Y 8,27 — > sp_12” = > apz™ — syaxV L
n=0 n=0 n=1 n=0
Comme |syz¥N T < (N + 1)MaN+H! 2. 0, on en déduit que la série de
— 00

terme général s,x" converge et on obtient a la limite la formule souhaitée.

3.a)Ona L 1< K (x), d’ou le résultat.

v1i—=z

b) Comme la suite (s;,)n>0 converge vers 0, 'ensemble {|s,|,n > 0} est
non vide et borné, il possede une borne supérieure, et il s’ensuit que u,, est
bien défini.
Si [ =] —r,r[ est un intervalle ouvert contenant 0, il n’y a qu’un nombre fini
de s, qui ne se trouvent pas dans U'intervalle | —r/2,r/2[ car la suite (sp)n>0
converge vers 0, et par suite il n’y a qu'un nombre fini de termes de la suite
(un)rn>1 qui ne sont pas contenus dans /. Ceci implique la convergence de u,,
vers 0.

c¢) En utilisant 1’égalité prouvée a la question 2), il vient :

f@)<@—z) X |snfz"+ (X —2) > |[snlz”
n=0 n=K(z)+1
<A —a)(K(x)+ Dug + (1 — T) UK (2)+1 >ooooan
n=K(x)+1
xK(m)+1
1—=x

< (1 —2)(K(z) + Duo + (1 — 2)ur(z)+1

d) On observe que :
(1 — 2)(K(2) + Duo + ug ()41 < (1 - x)(\/ll_—x + 1)ug + g (z)r1 — 0,

d’apres la propriété évidente admise dans 1’énoncé et la question 3. b).
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4. On se ramene au cas précédent en posant by = a9 — s et b, = a,, sin > 1.
En effet, on a :

+ o0 400 n
fa)=0—2) X (sp—8)z" +s5=(1—x2) S (3 bp)a* + s.
n=0 n=0 k=0
Exercice 1.20.
+oo 4
1. Montrer que l'intégrale / ° ml dt est convergente si et seulement si
1 € =

x> —1.

—tx

+o00
On définit alors la fonction f sur |—1, +oo[ en posant : f(z) = / & —dt.
1

et —1

2. a) Déterminer f(0) en utilisant le changement de variable u = ™.

. Donner la

b) Montrer que, pour z > 0, on a f(z + 1) — f(z) =
valeur de f(1).

3. Dresser le tableau de variations de f et préciser les limites aux bornes.

4. a) Montrer que pour tout réel x strictement supérieur a —1, l'intégrale

+oo _¢

te

/ 7 dt est convergente.
1 e —1

b) Etablir que pour tout réel h strictement positif, on a

+o0 it
\f(a:+h)—f(a;)|<h/l Le tldt

e_

—x—1
2 )

c) Etablir que, pour tout réel h strictement négatif et tel que h >
ona:
TOO, _(z—1)/2
Flas )= s < bl [t e
) _

e
d) En déduire que f est continue en tout point de |—1, +oo].

5. Comment pourrait-on démontrer que f est dérivable sur |—1, +o00[ et que,

+oo —tx
pour tout x strictement supérieur & —1, on a : f/'(z) = —/ tte 1dt.
I
Solution :
—tx
1. La fonction g : t — -£ est continue sur [1,4+o0[. Au voisinage de

e JE—
+00, g(t) ~ e~ @+t dont I'intégrale converge sur [1, +oo| si et seulement si
x4+ 1 > 0. Le critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives
permet de conclure que 'intégrale définissant f(z) converge si et seulement
stz > —1.
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2. a) En sous-entendant le passage a la limite :
—+o0 400 ¢ .
£(0) = / _dt  _ / e dt — [In(1-e )] =-In(l-e)
1 e —1 1
=—Inle—1)+1
b) Pour tout z0, on a :

oo i(z41 SR too
fz+1) - f(z) = / e et / e o — / _ et gy
1 1

1 et—l et—l

soit : t1)
Flo+1) = flo) - €20

Avec z =0, on obtient : f(1) — f(0) = —%. Comme f(0) =1—In(e—1), on
af(l)=1-1 —Inle—1).

e

3.a) V(x,y) € R? tels que z >y > —1, on a pour t > 1, —tx < —ty, et par
croissance de la fonction exponentielle les bornes d’intégration étant dans
lordre croissant : f(z) < f(y), et méme f(z) < f(y) par continuité de la
fonction a intégrer, donc f est strictement décroissante sur |—1, +o0|.

b) xVt > 1, et —1>e— 1. Par suite :

+ o0
1 —tx _ 1 e’ 5N : _
0<f(x)<e—1/1 e dt—e_lxx.Dou.xgrfoof(x)—O.

*Vt>1,et —1<el et:

too g Fo0 —(x+1)
f(x)>/ £ dt:/ e t@tgt =€ " Dou: lim f(z)= +o0
1 1

e xr+1 o1+
—tx
4. a) La fonction ¢ : t — t.te_ est continue sur [1,4o00[. Au voisinage de
e JE—
oo, ona:@t)~te @) Siz > —1,ona lim t*xte @) =0, ce qui

t—+o00

+oo
montre que l'intégrale / ©(t)dt converge.
1

b) Pour h > 0 et t1, classiquement :

|e—t(w+h) _ e—tac| — e—tac(l _ e—th) < ht.e—tT

. o +oo |e—t(ac—|—h) . e—tw‘ +°Ot e—tw
Puis en intégrant : | f(z+h)—f(z)| < / — < h/ 7 1dt-
. e’ — 1

c) Pour h < 0et tl:
|e—t(a:—|—h) _ e—t:c| — e—t(m+h)(1 _ eth) < e—t(ac—i—h)(_th)
et comme h < %_1, let@th) _ete| L e_tmT_l(—th)
En intégrant comme précédemment, on a alors I'inégalité demandée.
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d) Le résultat a) donne la continuité a droite et le résultat b) la continuité
a gauche en tout point x.

5. En remplacant les inégalités usuelles sur la fonction exponentielle par
des inégalités de Taylor-Lagrange a un ordre plus élevé, on prouverait de la
méme fagon que f est dérivable sur |—1, +o0[ et que, pour tout z strictement

Foo —tx
supérieur a —1, on a : f'(x) = —/ t'te—ldt.
I

Exercice 1.21.

=

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, arctan(t) + arctan(

) =

NS

2. Soit f la fonction définie par
Fy) = /+oo arctan(zt) — arctan(yt) .,
0

t
a) Montrer que f est définie au moins sur R x R7.

b) On suppose que x # y. Donner une expression simple de f(z,y).

A
(On écrira que f(z,y) = lim arctan(xt) — arctan(yt) dt ).

3. Soit g la fonction définie sur A = R* x R* \{(x, ),z > 0} par :

_ flz,y)
g(x,y) ==
Montrer qu’on peut prolonger g par continuité en tout point (z,z) de

R* x R*.

Solution :

1. Soit ¢ : t — arctan(t)+arctan(1/t), la fonction ¢ est dérivable sur R* , avec

"(t) = 1 + =1 _ 0. Elle est donc constante sur cet intervalle
¥ ( ) 11 ¢2 1 t12 X2
et vaut en t = 1, —4” + —4” = —2” .
arctan(xt) — arctan(yt)

t
supposer x > y, auquel cas, la fonction ¢ est positive sur R™*.

(z —y)t
t
limite en 0 : c’est donc une intégrale faussement impropre en 0.

2. La fonction ¢ : t — est continue sur R’ . On peut

e au voisinage de 0, un DL de arctan donne ¢(t) ~ qui admet une

e au voisinage de 400, la question précédente permet d’écrire que ¢(t) ~

L _t2y et la régle de Riemann donne la convergence de 'intégrale sur [1, +o00[.
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b) On écrit (il n’y a pas de probléme en 0, en prolongeant les fonctions par
continuité) :

/A arctan(zt) — arctan(yt) ,, _ /A arctan(zt) ,, /A arctan(yt) .,
0 0 0

t t t

Les changements de variable u = zt et u = yt (licites), ainsi que la relation
de Chasles permettent d’obtenir :
A A
/ arctan(zt) — arctan(yt) i :/ arctan(u) o
0 yA

t U

Par le résultat de la question 1, on écrit :

A arctan(u) dy— T xA@ B A arctan(1/u) du
u 2 u u
yA Yy yA

A
zA
— T (In() — In(y)) - / arctan(1/u) 5,

yA u

A
Enfin, lim arctan(1/u)

du = 0, comme reste d’intégrale convergente
A—+4oco yA u

ou en majorant la fonction a intégrer par % Donc :
u

f(z.9) = T(In(z) — In(y)).

3. g est définie par : g(z,y) = %x%, lorsque x et y sont strictement
positifs et différents.
Soit x > 0 fixé, on a lim g(z,y) = % On est donc conduit a poser :
y—)x
7w Inx—Iny .
Ax——< SsiyF#£x
glzy)=q 2 -y 7.
o siy=ux

La fonction g est évidemment continue sur A.
Pour zg > 0, posons ¢ = xg+ h,y = xog+ k, avec h et k assez petits pour que
xo+h>0et zg+ k> 0. Alors :
: In(zg + h) — In(yo + k) 1
_ 0 0 _r 1
_>Slh7ék79(33>y)—2>< (zo+ h) — (yo + k) 9%
entre zo + h et xg + k (théoréme des accroissements finis).

— Tandis que si h =k, g(z,y) = %Xx 1+h'
0

avec t compris

Ainsi, dans les deux cas :
|9(w0 + h,yo + k) — g(zo0,y0)| = %|

Ainsi  lim  g(xg + h, 2o + k) = g(x0, o) et g est aussi continue en tout
(h,k)—(0,0)

point (zg,xg) avec xg > 0.

1 1 N
P x—0‘7 ol |t — xo| < max(|h|, |k]).
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9
ALGEBRE

Exercice 2.1.
Soit A € M, (C) admettant n valeurs propres.
1. Montrer que la famille (I,,, 4, ..., A" 1) est libre.

2.0nnoteC = {M € M, (C)/AM = M A}. Montrer que C est un sous-espace
vectoriel de M,,(C) de dimension > n.

3. Montrer I'existence d’une matrice P de M,,(C) inversible et d’une matrice
A de M, (C) diagonale, telles que

A= PAP L

4. Soit M € C. Montrer que tout vecteur colonne propre de A est un vecteur
colonne propre de M. En déduire que la matrice P~ M P est diagonale.
En déduire que C est de dimension < n.

5. Montrer que (I,,, A, ..., A" 1) est une base de C.

6. Soit A = ((1) _21> € M3(C). On note R = {M € My(C)/M? = A}.
a) Montrer que R C Vect(l, A).
b) Montrer que R est de cardinal 4. Déterminer les 4 matrices vérifiant

M? = A.

Solution :

1. Supposons la famille (I, A,..., A1) lide : il existe alors des complexes
n—1 )

ag,ay,...,a,—1 non tous nuls tels que > a;A* = 0.
i=0
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n—1 )

Le polynome P(X) = > a; X" qui est de degré inférieur ou égal & n — 1 est
i=0

annulateur de A et n’est pas le polynéme nul.

Soit (X7i,...,X,) une base de vecteurs propres de A, X}, étant associé a la
valeur propre Ag.
Pour tout k € [1,n], on a A*X) = AL X}, et :

n—1 n—1 n—1
0=PA)Xr = a;A' X, = (Y a;\,) Xy et comme Xj, #0: Y a; Al =0.
=0 i=0 i=0

Le polynéme P admet n racines distinctes, il est donc identiquement nul, en
contradiction avec notre hypothese.

2. On montre facilement que C possede une structure de C- espace vectoriel.
Par la question précédente, il est au moins de dimension n, puisque A et
toutes ses puissances commutent avec A.

3. La matrice A est d’ordre n et admet n valeurs propres distinctes : elle est
diagonalisable.

4. Soit M telle que AM = M A et X un vecteur-colonne propre de A associé
a la valeur propre A. Alors, AMX = MAX = MAX = \MX.

Le vecteur M X appartient donc au sous-espace propre Fy(A) de A associé
a la valeur propre A. Or cet espace est de dimension 1. Donc, il existe un
complexe p tel que M X = pX, puisque (X) est une base de F(A).

Ainsi toute base de vecteurs propres de A est une base de vecteurs propres de
M, et ces deux matrices sont diagonalisables dans la méme base de vecteurs
propres :

si P~1AP est diagonale, alors P~'M P D’est aussi.

Donc C est inclus dans Pdiag, (C)P~1 et cet espace est de dimension
inférieure ou égale a n.

5. Ainsi C est de dimension n et la famille libre (I, A, ..., A"~1) est une base
de C.

6. La matrice triangulaire A admet deux valeurs propres réelles 1 et —1 : elle
est diagonalisable.

a)Si M € R,alors AM = M3 = MAet M € C. Par la question précédente,
M est donc de la forme ol + SA.

b) Comme A% = I, on a (al + B34)% = (a? + 5?)] +2a8A et cette matrice
vaut A lorsque o + 32 = 0 et 2af =1, on a donc 8 = +ia et 2ia® = 1, soit
o€ {%, %} et g € {%, —%} et les valeurs de M s’en déduisent.

Variante : Par réduction les calculs sont aussi simples :
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Soit P telle que A = Pdiag(l,—1)P~!, on a M = Pdiag(\,u)P~!. La
relation M? = A entraine que A\ = 1 et u?> = —1, soit (on est dans C)
A==+1et p=+i.

On peut prendre P = <(1) _11 ) ,dou P71 = <(1) i) et les quatre solutions

sont :

Ml=(1 66"
(o 2o %) Gn) = )

et les matrices M3 = —M;y et My = —Ms.

Exercice 2.2.

On considere un endomorphisme f d’un C-espace vectoriel £ de dimension
finie n (avec n > 2), tel que f? est diagonalisable.
Le but de cet exercice est de montrer que f est diagonalisable si et seulement

si Ker f = Ker f2.
1. On suppose que f est diagonalisable.
a) Montrer que, si Ker f = {0}, alors Ker f? = {0}.
b) On suppose maintenant que Ker f # {0}. Montrer que Ker f = Ker f2.

c¢) Conclure.

2. On suppose que Ker f = Ker f2.

a) Etablir que si p est une valeur propre de f alors u? est une valeur propre
de f2.

b) Soit A une valeur propre non nulle de f? | et pi,us ses deux racines

carrées complexes.
i) Montrer que :

Ker(f — py 1) C Ker(f? — M) et Ker(f — pol) C Ker(f2 — M)
ii) Montrer que : Ker(f? — \I) = Ker(f — puy 1) @ Ker(f — pol)

c¢) En distinguant les cas ou 0 est ou n’est pas valeur propre de f, montrer
que f est diagonalisable.

Solution :

1. a) Il n’est méme pas nécessaire que f soit diagonalisable : si Ker f = {0},
alors f est injectif, donc bijectif (endomorphisme d’un espace de dimension
finie) et f2 est aussi bijectif, donc injectif.
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b) Dans une base B adaptée, on a Mp(f) = diag(0,...,0,A1,..., Au—k),
ou les \; non nécessairement deux a deux distincts sont non nuls. Le nombre
k est donc la dimension de Ker(f) = Eq)(f).

On a Mp(f?) = diag(0,...,0,A3,...,22_,) et k est aussi la dimension de
Ker(f?). Ces deux sous-espaces ont de plus la méme base et ils sont donc
égaux (de toutes fagons on savait que Ker f C Ker(f?))

¢) On vient de montrer que si f est diagonalisable, alors dans tous les cas
Ker f = Ker f2.

2. a) Si p est une valeur propre de f, alors il existe un vecteur z de E non
nul tel que f(z) = px et f2(x) = pf(zr) = p?x. Comme z est non nul, ceci
prouve que u? est une valeur propre de f2.

b i) Si x appartient & Ker(f —u;I), avec i € {1,2},alors f2(x) = p?z = A\,
donc x € Ker(f — M) et Ker(f — pu;l) C Ker(f? — \I).

ii) On a : Ker(f —pu1 ) NKer(f — uoI) = {0}, car les deux valeurs py, o
sont distinctes. Ainsi la somme Ker(f — pu11) 4+ Ker(f — pol) est directe. De
plus le résultat i) montre que cette somme est incluse dans Ker(f? — \I).
Soit alors x € Ker(f? — \I).

Ona: f(f(x)+piz) = f2(2) + pif(x) = Az + p f(x) = pi(paz + f(z)), done
f(x) + pix € B, (f). A fortiori x; = m i,uz (f(x) + piz) € Ker(f — p 1)
Mais © = x1 — x2, donc x € Ker(f — u1I) + Ker(f — pox).

Ainsi Ker(f — Az) C Ker(f — pu11) + Ker(f — paoI), ce qui prouve 1'égalité et
le résultat :

Ker(f — \x) = Ker(f — pu1 1) @ Ker(f — pol)

c) @ Si 0 est valeur propre de f, alors Ker f n’est pas réduit au seul vecteur
nul, et c’est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 0, mais c’est
aussi, par hypothese, le sous-espace propre de f? associé a la valeur propre
0. Comme f? est diagonalisable, on a :

E = Ker(f*) @ Ker(f> — MI) @ - @ Ker(f? — M\, 1)
Comme Ker f? = Ker f, on obtient :
E =Ker(f) @ Ker(f> —M1) @ - @ Ker(f? — M\, 1)

D’apres la question précédente, on peut enfin écrire, en notant ju; 1 et ;2 les
racines carrées de \; :
E =Ker(f) @ Ker(f — p1,11) ® Ker(f — p120) & -+

- @ Ker(f — pp 1) @ Ker(f — pp 21)

Ceci prouve que FE est somme directe de sous-espaces propres de f (et
éventuellement de sous-espaces réduits a {0} que l'on peut éliminer) donc
que f est diagonalisable.
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e Si Kerf = {0}, alors Ker f2 = {0} et la démonstration précédente
s’applique.

Exercice 2.3.

On note E l'espace vectoriel réel des fonctions continues de R dans R,
F1 le sous-espace vectoriel de F constitué des fonctions 1-périodiques, T
I'application qui, & une fonction f de FE fait correspondre la fonction T'(f) = F
définie par :

x+1
Yz €R, F(z) = / F(t)dt.

1. a) Justifier que T" est un endomorphisme de E.

b) Justifier que, pour tout f € E, la fonction F = T(f) est de classe C!
sur R et expliciter sa dérivée.

c¢) T est-il surjectif 7

d) A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur f la fonction F = T(f)
est-elle constante 7

e) Expliciter la fonction T'(f) lorsque f est définie par : Vt € R, f(t) =
| sin(mt)].

On appelle vecteur propre de T associé a la valeur propre A € R toute fonction
f € E, autre que la fonction nulle, telle que T'(f) = A f.
Un réel \ est valeur propre de T s’il existe un vecteur propre associé a A.

1
2. a) Montrer que f € Ker(T) < [f € F; et / f(t)dt =0].
0
L’application T est-elle injective 7

b) Vérifier que, pour tout réel a, la fonction hy, : t — e** est vecteur propre
de T et préciser la valeur propre associée.

c) Justifier que I’ensemble S des valeurs propres de T contient R, .

Solution :

1. a) La linéarité de T résulte de la linéarité de lintégration sur tout
segment. De plus si ® désigne une primitive de la fonction continue f, on
aF(r)=®(x+1)—®(x) et F est continue sur R et méme de classe C!, avec

b) ..V eR, F'(z) = f(x+1) — f(z).
c¢) Non, car on vient de voir que Im(7T) C C*(R, R), donc la fonction « valeur
absolue» qui est continue, mais pas de classe C!, n’a pas d’antécédent.

d) F est constante si et seulement si F’ = 0, soit si et seulement si f € Ej.
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e) La fonction f : ¢+ |sin(nt)| appartient & Fq, donc F' est constante et :

F(z) = F(0) = /O sin(mt)dt = 2.

™

2. a) D’apres la question 1.d), F' = T'(f) = 0 si et seulement si F' constante et
1
F(0) = 0, soit si et seulement si f € F; et / f = 0 (fonction 1-périodique de
0

moyenne nulle). Ainsi 7" n’est pas injective car Ker(7") contient par exemple
la fonction ¢ +— cos(2t).
z+1 a a
b)*xa#0 = T(hg)(x) :/ ettt = S Lo = € =1p (z);

a
x

x+1

*T(ho)(.r):/ dt =1 = ho(x).

X
Donc hg est propre pour la valeur propre 1 et pour a # 0, h, est propre pour

a
la valeur propre %.

. . e —1 . _ . _
c) Soit ¢ : u = —Ona ili%cp(u) 1, UEI—}T—IOO o(u) +o0 et
li = 0.
W Pl =0
La continuité de ¢ sur R%} et R* suffit a montrer, grace au théoreme des

valeurs intermédiaires) que ¢(R*) contient R* \ {1}. Comme on a vu que 0
est valeur propre (2. a)) et 1 aussi (2. b)), on peut affirmer que :

Rt C S.

Exercice 2.4.

On note ( , ) et || || respectivement le produit scalaire et la norme de R3
euclidien usuel, et on appelle isométrie de R? une application f € L(R?)
telle que

Y (u,v) € (R?)?, (f(w), f(v)) = (u,v)
1. On définit une forme quadratique @ sur R? en posant, pour tout vecteur
x
u de coordonnées X = [ y | dans la base canonique C de R3? :
z
Q(u) = 3x% + 2y* + 322 — 2x2
a) Déterminer une matrice symétrique S € M3(R) telle que
VueR?, Qu)=tXSX

b) Déterminer une matrice orthogonale P € Mj3(R) et une matrice
diagonale D € M3(R) telles que ‘PSP = D.

On note & = {u € R3,Q(u) = 1} et on dit qu’une isométrie de R? conserve
€ si et seulement si elle vérifie f(€) C £.
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2. a) Montrer qu'un vecteur u € R? appartient & £ si et seulement si ses

ZU/

coordonnées X’ = | 3/ | dans une base orthonormée B que l'on précisera

Z/

vérifient :
4@ +2(y) +2(2')* =1 (1)
b) Montrer que (z',y/, 2’) € R3 vérifie (1) si et seulement s’il existe § € [0, 7]
et a € [0, 27| tels que
x = % cos(0),y’ = % sin(0) cos(a) , 2 = % sin(0) sin(a)
c¢) Pour u € &, exprimer ||u|| en fonction de § défini ci-dessus et en déduire
les vecteurs de £ de norme minimale.

On note uy un tel vecteur et P le plan orthogonal a uy.

3. Soit f une isométrie de R3.
a) Pour u € R?, comparer ||f(u)|| et [|ull.
b) Montrer que si f conserve £ alors :
flur) € {—up,u1} et f(PNE)CPNE

On admet la réciproque.

Donner un exemple, autre que id ou —id, d’isométrie conservant &£.

Solution :

3 0 -1
l.a)etb)Ona:S=| 0 2 0
-1 0 3
3-A 0 -1 0 0 —1+(3-))?
S—A = 0 2-X 0 ~ 0 2-=2AX 0
—1 0 3—A -1 0 3—A
A=2)(A—4) 0 0
~ 0 2—X 0 |.Ainsi Spec(A) = {2,4}
3—A 0 —1

E(9)(A) est le plan d’équation —x + z = 0, E(4)(A) est la droite engendrée
par la colonne *(1 0 —1) (droite orthogonale au plan précédent pour le
produit scalaire canonique)

En choisissant une base orthonormée du plan F(y) (A), on peut donc prendre :

1, L
NG) NG 4 0 0
P=| 0o 1 o0 D=0 2 0
1 1
L 0 L 0 0 2
V2

V2
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a) Soit B la base définie par la matrice P précédente.
Un vecteur u est tel que Mc(u) = X et Mg(u) = X', ou X et X’ sont liées
par la relation : X = PX’. On a alors :

Qu) = tEXSX =tX'"PSPX' =tX'DX’
Donc la base B convient.

2z’ = cos 0
b) (1) donne 36 € [0, 7], { \/Q(y/)z +2(2')2 = sind

y’:Tsm(G)co( @)
= L sin(o) sinfa)

et réciproquement en substituant dans (1).

puis Ja € [0, 27,

/

I

c) En base orthonormée,
ul] = /(@)% + (y)2 + ()2 = le cos? 0 + % sin? § = % _

minimal pour # =0 ou 6 = 7.
Donc u; est de coordonnées (:|:1/2,0, 0) dans B.

3.a) |[f(u)l] = /{f =V (u,u) = [|ul].

b) f(uy) € & est de méme norme que u; donc est minimale, d’ou
f(ul) =+ Uu.
D’autre part, f conserve 'orthogonalité et laisse Vect(u;) stable, donc laisse
P stable, et aussi PN E.

c) La symétrie (orthogonale) par rapport a P laisse tous les points de P
invariants, donc laisse P N & stable, et change u; en —uy, donc convient.
Toute symétrie (orthogonale) par rapport a une droite de P laisse le cercle
P N E stable et laisse u; invariant, donc convient également.

cos2 0

e L

Exercice 2.5.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et M, (R) I'espace vectoriel des matrices
carrées réelles d’ordre n. Soit A un élément de M,,(R) et B = 'AA, ou A
représente la transposée de la matrice A.

On suppose R™ muni de son produit scalaire canonique et de la norme
euclidienne associée notée ||.||. Selon I'usage, on confond tout vecteur de R”
avec la matrice colonne canoniquement associée.

1. a) Montrer que B est une matrice symétrique réelle, qui vérifie pour tout
X eR"IXBX > 0.

b) En déduire que les valeurs propres de B sont positives ou nulles.

On note A\; < Ay < --- < A, ses valeurs propres avec Ay > 0.
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2. On note N(A) = sup M Montrer que N(A) = /.
xern,xz0 || X]]
3. On suppose dans cette question que A est inversible et on note :
C(A) = N(A)N(A™

a) Déterminer N(A™!) en fonction des ;.

b) Exprimer C'(A) en fonction des (\;).

c) Soit A une matrice telle que C(A) = 1. Montrer qu’il existe un réel
i > 0 tel que pour tout X € R™, ||AX|| = ul| X]|-
4. On suppose que A et B sont deux matrices réelles symétriques dont les
valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que pour tout X de R™ non nul , “XAX > 0 et ‘XBX > 0.

b) Montrer que C(A + B) < max(C(A),C(B)).

Solution :

1. a) La matrice B est symétrique réelle et vérifie pour tout vecteur X € R™,
(X,BX) ='X'AAX = ||AX|]*> > 0.
b) En particulier, pour X vecteur propre de B associé a la valeur propre
A, il vient : M| X2 = MX, X) = |[AX|? et donc X > 0.
2. On a [|[AX||? = (AX, AX) = X' AAX =X BX.

AX|? _'XBX

D tout X # 0 : I =

onc pour tou #* x| .

Soit P orthogonale et D = diag(aq, ..., a,) diagonale telles que B = PD'P

et notons Y = tPX.

. , . . > iy;
XBX XPD'PX YDY _ i=1
tXX = tXPtPX = tYY = n < maX(ai) = >\p
> vi

x| _

Xz =

On obtient 1’égalité pour X vecteur propre de B associé a la valeur propre
0y = Ap.

Ainsi :

Les scalaires \; étant positifs, tout comme 2, il vient

N(A) = /A,

3. a) Si A est inversible, la matrice B 'est également, car Ker A = Ker B. Les

valeurs propres de B~! sont les inverses des valeurs propres de B associées
aux mémes vecteurs propres. Ainsi N(A™1) = /1/\1.
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Vn
NV

b) D’apres les questions précédentes : C'(A) =

c) Ecrire C(A) = 1 c’est écerire Ay = A,
Ainsi, toutes les valeurs propres de B sont égales, et la matrice B étant
diagonalisable, on peut écrire B = Q(A\])'Q = A\Q'Q = M, avec A\ > 0.
Donc : VX € R |AX|[]? = XBX = A XX = \||X||? et pour tout X € R",
1AX ]| = VAIX]]

4. De maniere évidente, A + B est une matrice symétrique.

a) Avec A = PD'P, avec P orthogonale et D = diag(as, ..., a,) diagonale,
on a comme déja vu : L XAX = XPD!'PX =tYDY = a;y?.

Le résultat s’en déduit car X #0 = Y ='PX # 0 et tous les a; sont
strictement positifs.
De plus, pour tout X € R” non nul , '’X(A + B)X ='XAX +‘XBX > 0.

b) Supposons a3 < -+ < «, (on peut le faire quitte a réordonner les
vecteurs propres définissant la matrice diagonalisante P) et notons (37 <
-+ < By, les coefficients diagonaux obtenus de méme pour la matrice B.
Comme ‘AA = A? et 'BB = B?, il vient N(A) = a,, et N(B) = 3,. Donc en
revenant a la définition de N, N(A + B) < a, + Bn. De plus C(A) = ?TY et

_ bBn
C(B) = 3
De maniere identique a la démonstration de la question 2, on a :
min  ||(A+ B)X|| > a1 + b1

XER™, X £0
oy + Bn
a1 + 51
an

Supposons par exemple que max(C(A),C(B)) = C(A) = o Cest-a-dire
1

ce qui entraine que C(A + B) <

g—” < %. Alors (()i”—ign < % car cette inégalité est équivalente a
1 1 1 1 1

ﬁnO‘l < anﬁl-
D’ou le résultat.

Exercice 2.6.

On considere un espace euclidien (E, (, )). On rappelle que pour tout a € F,
I’application S, définie sur F par :
Se : E—Rx— (x,a)
est une forme linéaire sur F.
1. Le but de cette question est de montrer que, réciproquement, pour toute

forme linéaire f définie sur F, il existe un unique vecteur a € FE tel que
f =S8, et ce par deux méthodes différentes.



Algebre o7

A cet effet, on considere I'application S définie sur E par S(a) = S,.
A) Premiére méthode
a) Montrer que S est une application linéaire.
b) Montrer que S est injective.

¢) En déduire que S est un isomorphisme de FE sur L(FE,R), et conclure.

B) Seconde méthode

On considere (1, ...,&e,) une base orthonormale de E et f une forme linéaire
sur F. Montrer qu’il existe une unique application S, telle que S, = f, et

n
que a est donné par a = Y f(e;)e;.
i=1

2. Pour tout entier naturel m non nul, montrer qu’il existe un unique
polynéme P de R,[X] tel que pour tout polynome @ de R,[X] on ait :

| Pewa = o)

1 1

3 2 1
- - — |1 1 1
3. Soit A la matrice A = 1 3 9
1 1 1
5 4 3

a 1

a) Montrer que ’équation A [ b | = | 0 | possede une unique solution.
c 0

b) En déduire que A est inversible.

4. On suppose qu'’il existe un polynoéme P de R[X] tel que pour tout polynéme

1
Q de R[X], on ait : / P(t)Q(t)dt = Q(0).
0
1
Justifier 'existence d’'un réel M tel que:Vn € N, |/ P(t)(1-t)" dt| < n%—l—l
0

En déduire que notre hypothese est absurde. Ce résultat est-il en contradic-
tion avec les résultats précédents ?

Solution :

1. A) a) Pour tous scalaires et tous vecteurs :
Saatrpo(2) = (aa+ Bb,z) = ala, ) + Blb,z) = (@S, + BS) ().
Donc Sqq+4py = aSq + BSh, ce qui est la linéarité de S.
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b) Si a est dans Ker S, alors S, = 0, c’est-a-dire que Vx € E, S,(z) = 0,
soit encore Vx € E, (a,z) = 0. Cela entraine que a est nul. En résumé
Ker S = {0g} et S est injective.

¢) On a dim E = dim L(E,R) et donc le fait que S soit injective implique
que celle-ci est bijective.

Ceci montre que pour tout f de L(E,R), il existe un unique a de E tel que

S.=f.

B) Soit (g1, ...,&,) une base orthonormale de E, f une forme linéaire définie

sur E. Montrons, par analyse synthese, qu’il existe un unique vecteur a tel

que f=5,.

— Supposons que a existe. On a alors : Vz € E, (a,x) = f(x).

En particulier, Vk € [1,n], (a,er) = f(ex). Comme la décomposition de a

n

dans la base orthonormale (g1,...,e,) est a = > _ (a,e)eg, on en déduit que

k=1

n
a= Y, f(er)ek, donc le vecteur a, s'il existe est défini de maniere unique.
k=1

— Soita = ) f(eg)er. On constate queVj € [1,n], Sa(e;) = (D fler)er, €5)-
k=1 k=1
Comme la famille (e1,...,¢&,) est orthonormale, on obtient S, (g;) = f(g;).

Les deux applications S, et f coincident sur une base, elles sont donc égales,
ce qu’il fallait.

1
2. (P,Q) — / P(t)Q(t)dt est un produit scalaire sur R, [X] et f: Q — Q(0)

0

est une forme linéaire définie sur R,,[X].

D’apres ce qui précede, il existe un unique polynome P tel que, pour tout )
1

de R, [X], (P,Q) = F(Q), c’est-a-dire, tel que / PO di = Q(0).

0
3. a) Si on se place dans Ry[X], il existe un unique polynéme P = a X?+bX +c
1
tel que, quel que soit le polynome Q de degré deux, on ait / Pt)Q(t)dt =
0
Q(0).

En appliquant cette égalité successivement avec Q = 1,Q = X,Q = X2, on

1/3 1/2 1 a
trouve qu’il existe un unique triplet (a, b, c) telque: | 1/4 1/3 1/2 b | =
1/5 1/4 1/3
1
0

0
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b) le systeme précédent est un systeme de Cramer, ce qui prouve que la
matrice A est inversible.

4. P est une fonction continue donc bornée sur [0,1] : il existe un réel M
strictement positif, tel que V¢ € [0, 1], |P(t)| < M. On en déduit :

‘/OlP(t)(l — )" dt‘ < /01|P(t)](1 —t)dt < M/Ol(l iyt = M%ﬂ

S’il existait un tel polynome P, la relation serait en particulier vraie pour les
polynémes @, = (1 — X)".

1 1
On aurait donc / P(t)Q,(t)dt = Q,(0), c’est-a-dire / P(t)(1 —t)"dt = 1.
0 0

Avec le calcul précédent, on obtiendrait donc : 1 < et ce, pour tout

M
n—+1
entier naturel n, ce qui est absurde.

Ce résultat n’est pas contradictoire avec ce qui précede, puisqu’ici I’espace

n’est pas de dimension finie.

Exercice 2.7.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient A et R deux matrices
carrées réelles d’ordre n. On dit que R est une racine carrée de A si R? = A.

cos siné )

1. a) Soit # un réel quelconque et R(6) la matrice : R(0) = (sin9 ~ cosf

Calculer le carré de cette matrice et en déduire que la matrice identité d’ordre
2 admet une infinité de racines carrées.

. ]- . /
b) Montrer que la matrice (8 0) n’a pas de racine carrée.

2. a) Donner le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de
t— 1+t

b) Soit N une matrice carrée d’ordre n telle que N* = 0. Déduire de la
question précédente une racine carrée de la matrice I + N.
3. Soit f et g deux endomorphismes de R™. On suppose que fog=go f et
que f admet n valeurs propres réelles distinctes.

a) Montrer que tout sous-espace propre de f est stable par g.

b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.

c) Justifier que f et g sont diagonalisables.

d) Soit A la matrice de f dans la base canonique de R™. Combien A admet-
elle de racines carrées ?




60 ESCP-Europe 2012 - Oral

Solution :

1. a) Un calcul simple donne : R%() = I5. Ainsi, I, admet une infinité de

racines carrées.
2

b) On peut se contenter d’écrire (CCL cbi = 0 et de faire les calculs : il
vient c=a =d =0 et b(a + d) = 1. L’impossibilité est claire.
t 2t 3
2. a) Ontrouve:\/1+t:1+§—€+1—6+0(t )
: » t 2, 132 3
b) La question précédente donne : (1 +¢) — (1 + 576 1_6) = o(t°)

et comme il s’agit de fonctions polynomes : (1+t)— (1+§_E+1_6)2 =t*Q(1),
avec @ € RJt].

c¢) Si N4 =0, alors, en remplagant formellement ¢ par N, il vient :

1y 1 1 A3y
[+N=(I+3N - N+ N3+ 0.Q(V)

ce qui donne une racine carrée de I + N, & savoir : [ + %N — %NZ + 1—16N3.

3. a) Soit A scalaire et = vecteur non nul tels que f(x) = Az. Alors :
flg(z)) = g(f(z)) = Ag(=)

ce qui montre que g(z) appartient au sous-espace propre de f associé a la
valeur propre A.

b) Le sous-espace propre E(y)(f) étant de dimension 1, il existe y (éventuellement
nul) tel que g(x) = px. Ainsi, x est vecteur propre de g.

c) On sait que £ = @ E\)(f). Soit (x1,...,7,) une base de vecteurs
i=1

propres de f. Par la question précédente, c’est également une base de vecteurs
propres de g ; d’ou f et g sont diagonalisables et méme «co »-diagonalisables.
d) Soit B € M,(R) telle que B> = A. Alors AB = B3> = BA. Par
la question précédente, il existe une matrice P inversible et deux matrices
diagonales D1, D telles que :
A=PDP!, B=PDyP!

B? = A est alors équivalent & D; = D3. Ainsi, les éléments diagonaux de Ds
sont les carrés de ceux de D;.

* Si les valeurs propres de f sont toutes strictement positives, il y a 2"
possibilités pour Dy, donc 2" racines carrées pour A.

* Si elles sont toutes positives et 'une nulle, il y a 27! racines carrées pour

A.
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* Sinon, on pert la «réalité » du probleme et A n’a aucune racine carrée !

Exercice 2.8.
Dans cet exercice on confond polynoéme et fonction polynome associée.

Soit u l'application qui & un polynome P de R[X] associe u(P) défini par :
“+0oo
Ve eR, u(P)(z) = ex/ e tP(t)dt

x

1. Montrer que u(P) est bien défini. Calculer u(X"), pour tout k € N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X].

2. Soit n € N fixé. On note R,,[X] I'ensemble des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.
a) Montrer que R,,[X] est stable par u.

b) Soit v 'endomorphisme de R,,[X] induit par u. Montrer que v réalise un
automorphisme de R, [X]. Quelle est la matrice A associée a4 v dans la base
canonique de R,,[X]?

L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. Déterminer A~!, I'inverse de A.
4. Si P est un polynome tel que pour tout z € R, P(z) > 0, montrer que,

“+o00
pour tout x réel : > P®)(x) > 0.
k=0

Solution :

1. Soit P un polynome de degré p.

L’application ¢ — e *P(t) est continue sur R ; de plus t_l)ifrnoo t2.e”tP(t) = 0,
ce qui entraine la convergence de l'intégrale définissant u(P)(x). La linéarité
de P découle de la linéarité de I'intégration.

Il est évident que u(1) = 1.

Soit n > 1. Une intégration par parties (d’abord sur un segment, suivie d’un
passage a la limite) donne : u(X") = X" + nu(X"1).

Ainsi, par récurrence : u(X") = X" +nX" ' +n(n—1)X""2+ .- +nl
Ceci montre que u(P) est une fonction polynomiale, quel que soit le polynome

P.
2. a) La stabilité de R,[X] a été démontrée dans la question précédente,
puisque pour tout n > 0, u(X") € R, [X].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de R, [X].
Toujours par la question 1. la famille (u(1), u(X),...,u(X™)) est une famille
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de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n; c’est donc une base de R,,[X],
ce qui montre que v est un automorphisme de R,,[X].

La matrice A est triangulaire supérieure de la forme A = (a; ;), avec :

Gl
a; ;= 9q ! 1S
0 sit>y

La diagonale de A n’est formée que de 1. La seule valeur propre de A est

donc 1.
Si A était diagonalisable, elle serait semblable a une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale 7.e. la matrice identité; elle serait
donc égale a l'identité, ce qu’elle n’est pas.
3. Comme, pour tout k tel que 0 < k < n, u(X*) = X* + ku(X* 1), on a :
v HXF) = XF - pXFL
ce qui entraine que pour tout P € R, [X] :
v I(P)=P - P
On en déduit la matrice A=, également triangulaire supérieure : les coef-

ficients diagonaux valent 1, la diagonale étant bordée d’une sur-diagonale
formée des nombres —1,—2,..., —n.

4. Posons Q(z) = > P¥)(z). On remarque qu’en fait cette somme est finie,
2

ce qui montre I'existence du polynéome (. On vérifie alors que Q — Q' = P,
donc que P = v71(Q) ou Q = v(P) = u(P), ce qui donne, par la définition
de u et la positivité de P, le résultat demandé.

Exercice 2.9.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit E un espace
euclidien de dimension n.

On note (u,v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E, et ||.|| la
norme euclidienne associée.

On dit qu'un endomorphisme f de E est orthogonal si sa matrice dans une
base orthonormale est une matrice orthogonale.

1. Montrer que f est orthogonal si et seulement si :
pour tout (z,y) € E?,(f(2), f(y)) = (2,y).

2. Soit f un endomorphisme de E.
a) Montrer que si f est orthogonal, alors pour tout = de E : || f(x)|| = ||=||-

b) Montrer réciproquement que, si pour tout vecteur x de FE, on a
||f(x)|| = ||x||, alors f est orthogonal.
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3. On note B = (eq,...,e,) une base orthonormale de F et on considere un
endomorphisme f orthogonal dont la matrice dans la base B est notée A.

On pose A = (a;)1<ij<n € S =D > ai;j.
i=1j=1
a) Exprimer a; ; en fonction de f et des vecteurs e; et e;.
b) Montrer qu’il existe un vecteur u de E tel que S = (u, f(u)).
c¢) En déduire que |S| < n.

n n
d) Montrer que n < Y > |a; ;| < ny/n.
i=1j=1

Solution :

1. Soit B une base orthonormale de E. Pour tout couple (z,y) de E2, on note
X et Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans la base B et on
a: (y, f(z)) =W.AX. Pour tout endomorphisme f dont la matrice dans la
base B est A, on a: (f(y), f(z)) = YV'A.AX.

e Si f est orthogonal, alors 'AA = I, d’ou (f(y), f(z)) =YX = (y,z).

e Réciproquement, si pour tout (x,y) € E?, on a (f(y), f(z)) = (y, z), alors
pour tous X,Y de R", YV (TAA)X =YV X.

En prenant pour X et Y les colonnes associées aux vecteurs de la base
canonique de R™, il vient, en notant «; ; 'élément générique de *AA :

a“_{l sii=7
1, — .
J 0 sinon

ce qui signifie que YAA = I, et donc que A est une matrice orthogonale.

2. a) Si f est un endomorphisme orthogonal de E, pour tout vecteur = de
E : {f(z), f(z)) = (z,2), donc ||f(x)||* = ||z||?. Par positivité de la norme,
L)l = [ll]-

b) Réciproquement, on suppose que I’endomorphisme f est tel que, pour
tout vecteur z de E, on a ||f(x)|| = ||z||. Or pour tous vecteurs z,y de E :
(o) =1 (llz+ 9112 = llo - ylP?)

Donc :

(F@), F@)) == (If @)+ F@)IP = [1f (@) = FW)l?)

1@+l = [If(@—)I?)
1 (Jlz + ylI? = ||z — y||*) = (z,y), ce qu’il fallait.

= = =
~—~~

3. a) La matrice A est canoniquement associée a f dans la base orthonormée

B=(e1,...,en).
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Le nombre (f(e;),e;) est donc la coordonnée sur e; du vecteur f(e;). Par
construction ce nombre n’est autre que a; ;.

b) Par la question précédente :
S= 5 ay= X S = (3 1), 3 e = (7

1 J

n n
ej)) 6i>
=1 =1

1<ij<n i=1j=1 j

7
n
= (f(u),u), avec u= > e;.
i=1
c¢) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que f soit un endomor-
phisme orthogonal :

S| = [ @), w)l < lull - [1f (@] = [[ul]* =n
d) Comme A est orthogonale, on a pour tout j € [1,n], 3~ a7; =1
i=1

Donc tous les coefficients a; ; sont compris entre —1 et 1 et :

Z|ai,j’ 22%2,]' :ZZ“?,J' => 1=n
1,7 J (2

%,J J

Enfin, par Cauchy-Schwarz dans R

Y i) = 3 1xa 4] < \/(Z 12)(3 |as,
(2¥] 1,7

)= [m? (0 a3;) =Vn?

Y] ]

Ce qui est le dernier résultat attendu.

Exercice 2.10.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et f un endomorphisme de E.
On dit que f est n-cyclique (n € N, n > 2) si et seulement si il existe des
vecteurs xg,x1,...,2T,_1 dans F tels que ces n vecteurs soient deux-a-deux
distincts, engendrent E et vérifient en outre :

Vie[0,n—2], f(x;) = ziy1 et f(zn—1) = zo
(zg,...,Tn—1) s’appelle alors un n-cycle pour f.

1. a) Donner un exemple d’endomorphisme qui n’est n-cyclique pour aucune
valeur de n.

b) Donner un exemple d’endomorphisme 2-cyclique et un exemple d’endo-
morphisme 3-cyclique.

A partir de maintenant on suppose que f est un endomorphisme n-cyclique.
2. Pour j € [0,n — 2] et m € [1,n — 1], calculer f™(x;). Que vaut f"?
3. Montrer que pour m € [1,n — 1], on a f # id.

4. Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Montrer
qu’aucun des vecteurs d’'un n-cycle pour f n’est vecteur propre de f.
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5. Montrer qu’il existe des bases B de E telles que la matrice de f relativement

a B est de la forme ((1) Z), le réel b étant indépendant de la base choisie.

Solution :

1. a) L’identité n’est pas cyclique et plus généralement toute homothétie n’est
pas cyclique ...

b) Si (e1,e2) est une base de E, 'endomorphisme défini par f(e;) = es et
f(ea) = ey est 2-cyclique.

L’endomorphisme défini par f(e;) = —%61 + @ez et f(eg) = —@el - %62
est 3-cyclique. (Il suffit de penser a la structure euclidienne de E pour laquelle
(e1,e2) est une base orthonormée et de considérer alors la rotation d’angle

27/3).

2. Avec la convention x,, = g, Tp41 = 21,...0n a: f(x;) = T4 et

Vi, f"(zj) = zj4n = xj, donc f* = Idg puisque ces deux endomorphismes
concident sur une famille génératrice de E.

3. Pour m € [1,n — 1], on a f™(x¢) = &, # xg, donc f # Idg.

4. X™ — 1 est annulateur de f et comme f est un endomorphisme réel, ses
seules valeurs propres possibles sont —1 et 1.

Si un vecteur z d’un n-cycle était propre, alors la famille (z, f(x), f%(z),...)
serait toujours de rang 1 et jamais génératrice de F.

5. Soit ey le premier vecteur d’un n-cycle. Comme e; n’est pas propre, la
famille (e1, f(e1)) est une base B de F et :

0 a
Pour conclure, il suffit de vérifier que deux matrices semblables ont méme
trace, ce qui résulte d’un calcul sans surprise.

Exercice 2.11.

Soit £ un C—espace vectoriel de dimension finie n > 0 et f un endomor-
phisme de E.

1. a) Soit P un polynome annulateur de f de la forme P = (X —\)@Q. Montrer
que si A n’est pas valeur propre de f, alors () est un polynéome annulateur de
f.

Montrer qu’il existe un polynome @ € C[X] annulateur de f tel que toute
racine de () est une valeur propre de f.

b) Soit A € C une valeur propre de f, montrer qu’il existe un hyperplan F
de E contenant Im(f — AI), ou I désigne I’endomorphisme identité.
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¢) Montrer que la restriction de f a F' est un endomorphisme de F.

d) Montrer par récurrence sur n, que tout endomorphisme de E admet une
base dans laquelle la matrice associée est triangulaire supérieure.

2. Soient o, - - -, oy, p complexes distincts. Justifier ’existence de polynomes
Q; tels que, pour 1 <7< p: S

o sit=7

(o) = et Q;(0) =0
@i(ay) {0 sinon @:(0)

3. La trace tr(M) d’une matrice carrée M est par definition la somme de ses
coefficients diagonaux. On admet que deux matrices semblables ont la méme
trace.
On suppose dans la suite que la matrice M de f dans une base B de E est
telle que pour tout k € N*, tr(M*) = 0.

a) Soit P € C[X] tel que P(0) = 0. On note Ay, ---, A, les valeurs propres
de f. Montrer qu’il existe p entiers non nuls m;,1 < i < p, indépendants de
P, tels que :

p
i=1

b) En prenant pour P des polynémes introduits dans la question 2, montrer
que M est nilpotente c’est-a-dire qu’il existe r € N tel que M" = 0.

Solution :

1. a) Si A n’est pas valeur propre de f, alors f — AId est inversible et comme
0=P(f)=(f — Ald)oQ(f), on en déduit que Q(f) = 0.

Soit alors P un polynome annulateur de f, que I'on écrit comme produit de
facteurs du premier degré : on fait disparaitre successivement les racines de
P qui ne sont pas valeurs propres de f. Il reste un polynome annulateur dont
toute racine est valeur propre de f.

b) Soit A € C tel que Q(A) = 0, A est une valeur propre de f donc :
dim(Ker(f — Ad)) > 1 et dim(Im(f — A\ d)) < n — 1.

On peut compléter une base de Im(f — AId) en une base de E et oublier le

dernier vecteur : les n — 1 premiers vecteurs engendrent un hyperplan F' de
E contenant Im(f — AId).

c¢) La linéarité est acquise, il suffit de montrer la stabilité de F par f. Or :
reF = f(x)= (f—Ad)(x)+ Az, donc f(x) € F.
—_——
elm(f-rId)cF  €F
d) Montrons la propriété par récurrence sur n > 1 :

e Pour n =1, il n’y a rien a démontrer !.
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e On suppose que tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimen-
sion n — 1 admet une base dans laquelle la matrice associée est triangulaire
supérieure.

Soit f € L(F) avec dim(E) = n et P un polynéme annulateur de f dont
toute racine est valeur propre de I’endomorphisme f.

Soit A une valeur propre de f (il en existe au moins une), F' un hyperplan de
E contenant Im(f — AId) et fr endomorphisme de F' induit par f (valide
d’apres c¢)). On peut appliquer 'hypothese de récurrence a fr qui est donc
trigonalisable supérieurement dans une base B de F'. On complete cette base
(alafin!) avec un vecteur quelconque non nul e,, € E\ F'; dans cette nouvelle
base, la matrice associée a f est bien triangulaire supérieure.

o X —a

2. On choisit : Q;(X) =X [ =——=k.

k=1,k#i ¥ T Ok
3. a) Soit f l'endomorphisme de C" associée a M. La matrice M est
trigonalisable : M = PTP~! pour une matrice P inversible convenable.
On sait que pour une matrice triangulaire, les valeurs propres sont les
éléments diagonaux. En notant m; le nombre de fois ou apparait \; dans
la diagonale, on a donc :

tr(M) = tx(T) = i miks

Pour tout k € N*, la diagonale de T*, est formée des nombres \¥ avec les
mémes ordres de répétition et donc : pour k > 1 : tr(M*) = tr(T*) =

p
k

> miAi

i=1

Par conséquent pour tout polynéome P sans terme constant, comme toutes

P
les traces sont supposées nulles : Y m;P(\;) = 0.
i=1
b) En prenant P = @ pour k décrivant [1, p], pour la famille (a;) = (\;),

on obtient pour tout k :

P

Z mZQk()\Z) =0 = MmN\ =0 = A\, =0

i=1
Toutes les valeurs propres de M sont nulles. M admet un polynéme annu-

lateur dont la seule racine est 0 : il existe r € N* tel que M" = 0 et M est
nilpotente.

Exercice 2.12.

On identifie tout vecteur = de R™ (avec n > 2 ) a la matrice colonne de ses
coordonnées dans la base canonique de R", et ‘z désigne la transposée de x.
On note enfin ( , ) le produit scalaire canonique de R".
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1. On suppose dans cette question n = 3 et on pose : C' =

e
DN DN =
W N =

a) Montrer que ‘zCz > 0 pour tout vecteur non nul z de R™.
b) Montrer que C' est inversible et déterminer sa matrice inverse.
c¢) Montrer que ‘zC~1z > 0 pour tout vecteur non nul z de R™.
2. On désigne désormais par C' une matrice symétrique réelle d’ordre n et

par @ la fonction de R™ dans R définie par Q(z) = ‘zCx. On suppose que
Q(z) > 0 pour tout vecteur non nul de R".

a) Montrer que C est inversible et que C~! est symétrique.
b) Montrer que si u et v sont deux vecteurs de R™, on a :
(tuC~1v)? < (CuC~1u)(fvC~1v)
3. Soit x et u deux vecteurs de R™ avec u # 0.

a) On suppose que Q(z) < Q(x + h) pour tout vecteur h orthogonal & wu.
Montrer qu’un tel vecteur h est orthogonal a Cz et que Cx est colinéaire a
u.

b) Réciproquement, montrer que si C'x est colinéaire a u et h orthogonal a
u, alors Q(r) < Q(z+h) puis que Q(z) = alu, z)?, ol a est un réel strictement
positif dépendant de u et C 1.

Solution :

1. a) Pour x #0:
tCx = 22 + 223 + 372 + 22170 + 22173 + 42273
= (z1 +1’2+$3)2+($2+$3)2+x§ >0
b) Soit = tel que Cz = 0; par la question précédente, on a ‘weCz = 0 et
x1 = x9 = x3 = 0. La matrice C' est donc inversible et on trouve par toute
méthode :
2 -1 0
cl=|-1 2 -1
0O -1 1
¢) De méme qu’en a), pour z non nul :
Oty = 222 + 223 + 23 — 22129 — 1273 = 23 + (11 — 22)% + (22 —23)% > 0

On peut aussi dire que si z est non nul, z est de la forme x = Cy avec y # 0
et

trC~le =tyCC~1Cy = tyCy > 0
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2. a) Si Cx = 0, alors Q(z) = 0, donc x = 0. Ceci montre que C est
inversible et on sait que l'inverse d’une matrice symétrique réelle est une
matrice symétrique réelle (car (IC)~! =4{C~1)).

b) On démontre comme en 1. ¢) que C~! est la matrice d'une forme
quadratique définie positive. On sait que (u,v) — uC~tv est alors un produit
scalaire et I'inégalité demandée n’est autre que I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.a) Si Q(x) < Q(x + h) pour tout vecteur h tel que (h,u) = 0, alors pour
tout A réel :

Q(x) < Q(z + Ah) = Q(z) + 2X\(h,Cz) + N?Q(h)
Donc, 2X(h,Cx) + A2Q(h) > 0, pour tout réel \ : ceci est possible si et
seulement si (h, Cz) = 0.

Supposons x # 0, on a obtenu : quel que soit le vecteur h appartenant a
I’hyperplan orthogonal a u, h appartient a ’hyperplan orthogonal a C'z. Par
égalité des dimensions de ces deux hyperplans, ils sont égaux et leurs vecteurs
orthogonaux u et C'z sont liés. Si z = 0 le résultat est banal.

b) Sous les hypotheses de cette question, on a : Q(z+h) = Q(x) + Q(h) >
Q(z).
Comme Cz et u sont liés, il existe a réel tel que Cx = au, donc z = aC~tu
et (u,z) = a{u,C~tu). Enfin :
Q) = {x,Ca) = afw,u) = g (u,2)?

<u7

Exercice 2.13.

On note R[X] I'espace des polynomes a coefficients réels et pour tout n > 1,
R,,—1[X] le sous espace vectoriel de R[X]| des polynémes de degré inférieur
ou égal a n — 1. Pour tous 7,j € N, on définit le symbole de Kronecker ¢; ;
par 0;; = 1 sii=j et d;; =0 sinon.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (ai,...,a,)
une famille de nombres réels distincts.

1. a) Soit ¢ € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,,_1[X]
tel que pour tout j € [1,n], Li(a;) = 0; ;.
b) Montrer que la famille (L;);c[1,,] est une base de R,,_1[X].
2. Soit 7 : R[X] — R[X] définie par : VP € R[X|,n(P) = >_ P(a;)L;.
i=1
a) Montrer que 7 est un projecteur de R[X].

b) Déterminer le noyau et 'image de 7.
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c) On note F = {Q [[ (X — a;),Q € R[X]}. Montrer que F & R,,_1[X] =
i=1

R[X].

d) Soit P € R,_1[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base
(Li)ieq,n]-
3. Soit & : R, _1[X] = R™, P (P(a:))ic[in]-

a) Montrer que € est un isomorphisme.

b) Soit f € F(R,R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[X]
tel que P(a;) = f(a;), pour tout ¢ € [1,n].
Ce polynome s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange associé a la
fonction f auz points (ay,...,a,).

4. Soient a,b € R, tels que a < b. Soient f € C"([a,b],R), a1,az,...,a, tels
que a < ay < -+ < a, < bet P le polynome d’interpolation de Lagrange
associé a f et aux points (ag,...,an,).

a) Soit x € [a,b] \ {a1,...,a,} et K réel. On définit la fonction ¢ par
¢ :fa,b) = Rt f(t)— P(t) — K [](t — a;).

=1
Montrer qu’il existe K tel que ¢(z) = 0.

b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe ( € [a,b] tel que
0" (¢) = 0.
c¢) Montrer que pour tout x € [a,b], on a :

n
H |z — a;]
=1

) = P < S sup 7]
Solution :
Lo (X —ay)

1. a) % Soit ¢ € [1,n]. Posons : L;(X) =[]
j=1,ji (a;i — a;)

Pour tout j € [1,n], on a bien L;(a;) = d; ; et L; est de degré n — 1.

* Soit R; € R,,_1[X] tel que pour tout j € [1,n], Ri(a;) = J; ;. On a alors,
pour tout j € [1,n], (R; — L;)(a;) = 0. Ainsi, R; — L; est un polynéme de
degré au plus n — 1 qui a n racines, donc R; = L;, ce qui donne 'unicité
voulue.

b) Soit (A;)ieqi,n] € R™ tel que Y A;L; = 0. Alors, en identifiant polynomes
i=1

et fonctions polynomiales, pour tout j € [1,n], > A\iL;(a;) =0, soit A\; = 0.
i=1
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Ainsi, la famille (Li)ie[[l,n]] est libre et de cardinal n : c’est donc une base de

R,—1[X].

2. a) Soit P € R[X]. Montrons que (7o m)(P) = P.

Comme 7(P) = ) P(a;)L;, pour tout j € [1,n], 7(P)(a;) = P(a;). De plus,
=1

(]

7(P) est un polynome de degré au plus n — 1, d’ou n(7(P)) = 7(P).
b) On obtient : Kerm = { [[ (X — a;)Q/Q € R[X]} et Im7 = R,,_1[X].
=1

(]

¢) On sait que pour un projecteur, image et noyau sont supplémentaires.

d) D’apres la question 2. a), les coordonnées de P dans la base (L;);c[1,n]
sont (P(as))ie[i,n]-

3. a) La linéarité de ¢ est aisée. Montrons que ¢ est injective.
Soit P € R,,_1[X] tel que pour tout i € [1,n], P(a;) = 0. Ainsi, P est de
degré au plus n — 1 et possede n racines, soit P = 0.
Comme dimR,,_1[X] = dimR"™ = n et que € est un morphisme injectif,  est
bijectif.

b) Soit f une fonction a valeurs réelles. Comme (f(a;))icp,ny € R™ et
que € est surjective, d’apres la question précédente, il existe un polynome
P € R, _1[X] et un seul tel que pour tout i € [1,n], P(a;) = f(a;).

f(z) — P(x)
(x —ay)...(x —ay)

b) La fonction ¢ possede au moins n+ 1 zéros, donc, comme f est de classe
C"™, en appliquant plusieurs fois le théoreme de Rolle, il existe & € ]a, b| tel
que o™ (€) = 0.

c) Ainsi, f(™(€) —n!xK = 0.

Comme f(™ est continue sur le segment [a,b], elle admet une borne
supérieure.
D’ou, pour x ¢ {ay,...,a,} :

4. a) Comme x n’est pas 'un des a;, on a : K =

n

H|a§—ai|

|f (@) = P(x)] < sup | f ]| .
[a,b] n.

Le résultat est encore vrai si x est I'un des a;, d’ou la conclusion.

Exercice 2.14.

Soient n > 2 et 7 > 1 deux entiers. On considere 'application F' définie sur
R,,—1[X], espace vectoriel des polyndémes réels de degré inférieur ou égal a

n—1par:VPeR, 1[X],F(P)=Q,on Q(X) = P(X) + 1= P'(x).
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1. a) Montrer que F' est un endomorphisme de R,,_1[X].

b) Pour tout k € [1,n], on pose Py(X) = X""* et Qi = F(Py).
Exprimer Q) a ’aide de Py et Pyy.

c¢) Déterminer la matrice M de F dans la base (Py, P, ..., P,).

2. a) L’endomorphisme F est-il diagonalisable ?
b) Déterminer le sous-espace propre de F' associé a la valeur propre 1.
c) Soit k € [1,n —1].

i) Montrer qu’il existe P € R, _1[X] \ {0} tel que F(P) = nT_kP.
Prouver qu’il existe r € [1,n — 1] et R € R,,_2[X] tels que ce polynéme P
s’écrive :

P(X)=(X—-1)"R(X), avec R(1) # 0.
ii) Déterminer la valeur de l’entier r et le degré du polynoéme R.

iii) Déterminer les sous-espaces propres de F.

3. On considere la suite de polynomes définie par :
Ul(X) =X""let VjeN, Uj_|_1 = F(Uj)

n—1 .
a) Montrer que Uy(X) = > (n k 1) (X — 1)k,
k=0
b) Pour tout j € N*, donner une écriture du polynéme U; comme
combinaison linéaire des polynomes V;, = (X — 1)*, avec k € [0,n — 1].

Solution :

1. a) La linéarité de F' est banale.

Soit P € R,,_1[X]. Alors, P’ est dans R,,_s[X] et (1—X )P’ dans R,,_; [ X]. Par
suite, P(X )—i—% P'(X) est dans R,,_1[X]. Ainsi, F' est un endomorphisme
de Ro_1[X].

b) Pour tout k € [1,n],
Qk:(X) — Pk(X) + %Pé()() — Xn—k: 4 %Xn—k—l
— EXn—k + n — k‘Xn—k:—l
n n

Ainsi, Qu(X) = EP(X) + 2=E P (X).

c¢) La famille (Py, Py, ..., P,) est, réécrite dans le désordre, la base canon-
ique de R,,_1[X] et la matrice M de F' dans cette base s’écrit :



Algebre 73

1 0 0 0 0
n
";1 % 0 0 0
M= ¢ n=2 3 0 0
n n
0 0 0 1 n
n n

2. a) Les valeurs propres de F se lisent sur la diagonale de M. Le spectre
de F' est donc {%, 1 <i < n}. On a ainsi trouvé n valeurs propres pour F.
L’endomorphisme F' est donc diagonalisable.

b) Comme F admet n valeurs propres, chaque sous-espace propre de F
est de dimension 1. Par lecture de la derniere colonne de M, on remarque
que F(P,) = P,, avec P,,(X) = 1. Ainsi, en notant E; le sous-espace propre
associé a 1, E; = Vect(P,) = Vect(1) = Ro[X].

c) Soit kK € [1,n — 1]. Soit P un vecteur propre de F associé a la

n

valeur propre . Alors, P est un polynéme non nul de R,,_;[X] tel que

F(P)=2=Kp_ Ainsi,
P(X)+ %P’(X) = nT_kP(X). On en déduit que %P(l) = 0, puis que
P(1) = 0. On note alors r € N* 'ordre de multiplicité de 1 en tant que racine
de P. On obtient alors I’écriture demandée.
En utilisant Pexpression de P trouvée précédemment, la relation F(P) =
nT_kP se réécrit :
(X = 1)"R(X) + 2L (r(X = 1)/ R(X) + (X — 1)"R/(X))

= k(X - 1) R(X)

n
- , by (X-1),,

En simplifiant par (X —1)", on trouve e (X) — R (X)=0.
En évaluant en 1, on obtient %R(l) = 0, d’ou r = k puisque R(1) # 0.
On reprend la relation trouvée précédemment en remplacant r par k, ce qui

donne %R’(X) =0, i.e R' =0. Le polynéme R est donc constant.
Nous venons de voir que si P est un vecteur propre associé a la valeur propre

n—=k
n

,alors P(X) = AM(X —1)*, ot A € R. Comme chaque sous-espace propre
est de dimension 1, il s’ensuit que, pour tout k € [1,n — 1], le sous-espace
propre de F' associé a la valeur propre nT—k: est Vect((X — 1)*), formule qui
reste vraie pour k£ = 0.

3 a) En utilisant la formule du binéme, on écrit :

Uy(X)=X"1=(X-1+1)" = :;: (Z) (X — 1)k,
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b) Pour tout j € N*|
n—1

Uy = Fi o) = F (S (P09 =S ()R - 1),

k=0 k=0
Or, la question 2 a montré que (X ) = (X — 1)* était vecteur propre

—k

Par récurrence, pour tout entier

("T—’f)ﬂ—lvk. On en déduit ’égalité

de F' associ¢ a la valeur propre

jEN*, FI71((X —1)*) = FI-1(1p)

demandée :

n

v =S (1) sk,

n

Exercice 2.15.

Dans cet exercice F = R3[X] est I'espace vectoriel des polynoémes de degré
inférieur ou égal a 3 et a coefficients réels.

1. Montrer que l'application (P,Q) — /1 P(t)Q(t)dt défini un produit
scalaire sur £ qu’on note (.,.). On note ||||_1; norme euclidienne associée.
2. Montrer qu’il existe une base orthonormale L, ..., L3 de E et une seule
telle que pour tout ¢ € [0,3] :

Vect(Lyg,...,L;) = Vect(1,...,X") et (L;, X*) > 0.

Calculer Lo, L; et Ly. On admet que L3 ! V414(X3 :gX)

Soit S = {P € E / |P|| = 1}. Dans la suite de l’exzercice P est un élément
de S.

3
3. On écrit P sous la forme P = > a;L;
i=0

3
a) Calculer > a?.
i=0

n
g
=

S

[}

b) En déduire que pour tout réel x : |P(x)|

4. Montrer que sup |P(x)| < 2v2.
z€[—1,1]

Solution :

1
1. On vérifie que Papplication (P, Q) — / P(t)Q(t) dt est une forme (car
1

cette intégrale existe et est un réel) bilinéaire (par distributivité du produit
sur ’addition et linéarité de l'intégration), symétrique (commutativité du
produit) et définie positive (par positivité de I'intégrale et car l'intégrale sur
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[—1,1] d’une fonction continue positive ne peut étre nulle que si la fonction
est identiquement nulle).

2. Il s’agit simplement du processus de Gram-Schmidt. Rappelons-en la k¢

étape théorique : si (Lo, ..., Lx_1) ont été définis, on pose :
_ k—1
Ly = XF - Y (XF L)L
i=0

ce qui permet d’avoir l'orthogonalité, puis on norme : Ly = . Ce qui

||Lk:H
donne une famille orthonormée avec (X* L;) > 0. L'unicité est également
claire.

Comme Ly, est de degré k (par récurrence), la famille (Lg, L1, Lo, L3) est bien
une base de R3[X].

1
* / A2 dt = 2)\? et ceci vaut 1 avec A > 0 lorsque Lo = \ =
-1

S

1 2
/ (ot + B)2dt =1 = 20 4 252 =1
—1

* 1 )

/ (at + B) dt = 0 <= B =0

—1

avec a > 0 il vient o = %,BzOetIq:@X

— 3V10(x2 _ 1

* On trouve de méme Lo
3
a) On a ||P||=1.Si P= > a;L;, alors :
i=0
3 3
i—0 i=0 ;

3
b) Comme P(z) = Y a;L;(z), 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R* muni
i=0
de sa structure euclidienne canonique permet d’écrire :

3 1/2 1/2 3 o\ 1/2
P < (3 ) (5 L)) = (3 L))

1=0
4. % sup ]Ldz%;[sulqi]wﬂz%g;[sup |L|_£( %):@

[_1’1]
Une étude rapide donne : | = | 0 1/V5 1

Ls| O N0 qiyavs) VIR
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=
N

Donc sup |Ls(x)| =

rz€[—1,1]
Enfin :
P < ¢ L. 21/2_1 3.5 11/2—\/§—2\/§
sup | (l’)‘ X Z sup ,(m) = (2 + 9 9 2) = = .
z€[-1,1] i=0 z€[—11]

Exercice 2.16.

1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € L(F) tel que
f o f =1d. Justifier que f est diagonalisable.

Dans la suite, n est un entier naturel tel que n > 2, £ = R, [X] est le R-

espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
anetB=(1,X,X?%...,X") désigne la base canonique de E.

Pour i € [1,n+ 1] et j € [1,n + 1], on note P;_; le polynome :
Pj_l(X) = (1 — X)j_l (1 + X)n_j+1
Soit a; ; le coefficient de X*~! dans I’écriture de P;_; selon B et

A= (CLZ"]‘) - Mn+1(R).

2. Dans cette question seulement, on suppose n = 2.
Expliciter A et déterminer ses valeurs propres et vecteurs propres. La matrice
A est-elle diagonalisable ?

3. n est a nouveau un entier fixé supérieur ou égal a 2.

a) Pour j € [1,n + 1] et z € R\ {—1}, calculer (1 + )" Pj_l(%;—i) de

deux fagons et en déduire que :
n+1 )
Z Q; 5 Pz—l(X) =2" Xj_l
i=1

b) Montrer que A% =271, .1, ou I, désigne la matrice identité de taille
n+ 1.

c) La matrice A est-elle diagonalisable ? Que dire de ses valeurs propres ?

Solution :

1.Ona:VeeB,z=21(+f(2)+ - f(z)).

2 2
Or: f(z+ f(z) = f(@)+ f2(x) = 2+ f(z), done J(z+ f(x)) € Kex(f — I,
tandis qu’un calcul semblable donne %(x — f(x)) € Ker(f +1). Dot :
Ker(f —I)+Ker(f+1)=FE
Comme [f(z) =z et f(x) = —2] = x =0, cette somme est directe. Donc

f est diagonalisable et les seules valeurs propres possibles sont —1 et 1.
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22.0na: X)) = (1+X)?2% PAX)=01-X)1+X) =1-X?et
Py(X) = (1-X)? d’ou:

11 1
A=[2 0 -2
1 -1 1
1-x 1 1 0 2—X A2-))
A-X=| 2 —x =2 S~ [0 2-a 2a-d
L —1
1 -1 1-x) Bplpeohis Ay 1 1
0 0 4—X2 4-=X2 0 0
~ 0 2—=Xx 22—4| ~ [2xa-4 2—x 0
L1<—L1—L2 C’1<_)C’3

1 -1 1—A

les valeurs propres de A sont donc 2 et —2, et :

1—A -1 1

o y z2)eEp(Ad)<—=z—-—y—2=0
4y — 82 =0 Yy =2z
t
(z y Z>€E(_2)<A)<:>{x—y+3220 {:U:y—3z:—z
Donc E3)(A) est un plan et E(_9)(A) une droite : A est diagonalisable.
n+1 ]
3.a)Ona Pj_1(z) = > a; ;2" 1, d’olt, pour z # —1 :

=1
n+1

n l—xy _ n 1 —qyi-l
(1+x) Pj—1(1+£>—(1+x) i;ai,j(1+£)
n+1 ) ) n+1
= ; {ai,j(l —z) 1+ x)"_z“] = ; aijPi—1()

Mais, on a aussi :
1—xy _ 1 —x\i-1 1 —x\n—J+l
(14 z)" J—1(1+a:) = (1+z)"(1 - 1+$) (1+ 1+$)
= (2z)/—ton—ith = on gi—1
D’otu le résultat demandé.

b) Pour tout j € [1,n+ 1], on a :

n+1 n+1 n+1 n+1

2 X9 = 37 faig 30 ana XETH = 30 [ 30 argai | XET
i=1 k=1 k=1 i=1
n+1 n s -
d’ou, par identification : ar,i;j = 2"0k,; = {2 > k=]
—1 0  sinon

(3

, soit :
A2 =2"1T,.,

¢) Ainsi (2”%)2 = I,,+1 et d’apres la question 1, 271% est diagonalisable,

donc A aussi, et :

Spec(A) C { —2n/2 2n/2}
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Exercice 2.17.

Soit £ un R—espace vectoriel de dimension finie n > 1.
1. Montrer que I'application T' définie sur M,,(R) par
st O'= (¢ij)igij<n, T(C) = fﬁlcm
est une forme linéaire telle que VC, D € M, (R), ZT(C’D) =T(DC).

Dans tout le reste du probleme, (A, B) désigne un couple de matrices de
M, (R) tel que :

AB — BA = A avec A non nulle (%)
2. Montrer que T'(A) = 0 et que A n’est pas inversible.
3. Montrer que : Vk € N, A*B — BAF = kAF.

4. En considérant les valeurs propres de 'endomorphisme ¢ de M., (R) défini
par :

¢: M+ MB— BM

montrer qu'il existe un entier p € [2,n] tel que AP = 0.

5. Pour n = 2, déterminer les couples (A, B) solutions du probleme (x).

Solution :

1. La trace est une forme linéaire et
n n

H(CD) =3 S cindii = 3 dyacon = tr(DC)

i=1k=1 k=1i=1

2. Si A inversible :
AB—BA=A =— ABA™'—-B=1 = tr(ABA ') —tx(B) =n
— tr(BA™1A) — tr(B) = n, soit 0 = n, ce qui est absurde.

3. Démontrons ceci par récurrence, la propriéré étant banale pour k£ = 0 et
dans ’énoncé pour k = 1.
Supposons la propriété acquise pour un rang k > 1, alors :
AR — BAM = A(A*B) — BAF! = A(BAF + kAF) — BAKH
= kAR + (AB — BA)A*
= kAR 4 AAF = (k4 1)AFHL
On conclut donc par le principe de récurrence.

4.  Si A n’est pas nilpotente, alors : Yk € N*, on a ¢(A*) = kAF £ 0,
ce qui prouve que k est valeur propre de . En dimension finie, on ne peut
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avoir qu'un nombre fini de valeurs propres. L’hypothese est absurde. De plus
comme A # 0, on a bien p > 2.

e Soit p le plus petit des entiers k tels que A*¥ = 0. Soit X une colonne telle
que AP71X # 0. La famille (X, AX, ..., AP71X) est alors libre.

En effet A\gX + A\ AX + -+ X,_1 4771 X = 0 donne en multipliant & gauche
par AP~ : N\gAP~1X = 0 et donc \g = 0, en multipliant alors & gauche par
AP~2 il vient \; = 0, et ainsi de suite.

Par conséquent cette famille est de cardinal inférieur ou égal a n, soit p < n.

5. Pour n = 2, la question précédente entraine A% = 0.
e Tous les couples (0, B) sont des solutions évidentes.

e Si A +# 0 :il existe une matrice P inversible telle que P~tAP soit de la

0 1 : : : AN
forme < = J (soit a 'endomorphisme canoniquement associé a A, on

0 0
choisit un vecteur x tel que a(x) # 0, et, conformément au raisonnement fait
en 4., on considere la base (a(z),x)).

AB — BA = A s’écrit donc PJP~'B — BPJP~! = PJP~1, soit
J(P~1BP)— (P71BP)J = J.

On pose alors P"'!BP = i); g ) et un calcul simple montre que la relation

précédente est vérifiée lorsque v =0 et § = a + 1. Les couples solutions sont
donc les couples :

(P<8 é)P*,P(%‘ ai1>P—1),a,ﬁeR,PeGL2(R)

Exercice 2.18.

Soit n € N*. Soit E un C-espace vectoriel de dimension n.

Soit k£ € N* et u un endomorphisme de E tel que v* = 0 et u*~1 #£ 0, o1 0
est 'endomorphisme nul.

On dit alors que u est un endomorphisme nilpotent d’indice k.

1. Montrer qu'il existe zg € E tel que u*~1(xq) # 0.
Prouver que (xq,u(zo),u?(zg),...,u*"1(xq)) est une famille libre de E. En
déduire que k < n.
2. On pose désormais F' = Vect(zq, u(xg), u?(z0), ..., u*"1(z0))
Montrer que F' est stable par wu.
3. a) Soit H un supplémentaire de Vect(u*~1(x¢)) dans E. Montrer qu’il
existe une forme linéaire ¢ : £ — C vérifiant :
Vh e H, ph)=0et pur"t(zg)) # 0.
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Montrer que la famille (¢, pou, pou?,...,pouF"1) est une famille libre de

L(E,C).
k—1 ,

4. On pose G = () Ker(pou®). Montrer que G est stable par u et déterminer
=0

FNAG. '

5. a) Soit p € N*. Soient H;, Hy ..., H, des hyperplans de E. Montrer que
dim(HyNHyN...NH,) >2n—p.

b) Montrer que F' et G sont supplémentaires.

Solution :

1. On sait que v*~! n’est pas ’endomorphisme nul. Il existe donc =g € E tel
k—1 _
que u*~1(zg) # 0. Soit (A;)o<i<k—1 € CF tel que Y. \ju'(zg) = 0.

i=0
Supposons que les \; ne sont pas tous nuls et appelons j le plus petit indice

i € [0,k — 1] tel que A; soit non nul. En appliquant u*=7=1 & D'égalité
précédente, on obtient A\;u*~!(zo) = 0, ce qui est impossible. Par suite, la
famille (zg,u(xg), u?(zg), ..., uF"(xg)) est une famille libre de E et donc :
k < dim(F) = n.

k=1
2.2 € F = z = Nt (xg), ou \; € C; comme u* = 0, il vient :
i=0
k=2
u(x) = Y, \Mu't(zg) € F. Ainsi, F est stable par u.
i=0
3. a) Soit (e1,...,e,—1) une base de H, la forme linéaire ¢ définie par
pler) =+ = p(en—1) = 0 et p(u*"*(z)) = 1

convient. (on définit une application linéaire en se donnant les images des

vecteurs d’'une base de 'espace de départ)
k—1 .
b) Soit ()\i)OSiSk—l € Ck telle que Z )\ZQO ou* =0.
i=0

F=1(xq), on obtient : Ao = 0.

— Comme u* =0,en x =u

— Puis, en appliquant I’égalité en = = u¥~2(zg), on trouve que \; = 0.
De proche en proche, on prouve ainsi que tous les \; sont nuls. La famille

(o, pou,pou?,...,pouF"1) est donc une famille libre de £(E, C).

4. % Soit z € G. Alors, pour tout i € [0,k — 1], ¢ o u’(z) = 0. Montrons que
u(x) € G, i.e. que @ ou'(u(x)) = 0, pour tout i € [0,k — 1].

D'une part, si 0 < i < k—2,alors 1 <i+1<k—1et pou™(z) =0du
fait que x € G.

D’autre part, si i = k — 1, alors p o u'*!(z) = p(u¥(x)) = 0 puisque u* = 0.
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Ainsi, G est stable par u.
k=1

* Soit © € FFNG. Alors, il existe des complexes \; tels que x = > A\u'(zo).
i=0

De plus, pour tout i € [0,k — 1], ¢ o u’(x) = 0.

k—1 _
En particulier, 0 = p o u*~1(z) = Y A\ ouF~1*¥(z). Or, uP = 0, pour tout
i=0
p = k, dou \g = 0. De proche en proche, on montre ainsi que tous les \;
sont nuls.

Par suite, F N G = {0}.

5. a) Si p = 1, la propriété est évidente. Supposons la propriété vraie a un
rang p.
Considérons alors (p + 1) hyperplans de £ : Hy, Ha, ..., Hpy;.
On pose F' = HiNHy...NH,. La propriété au rang p donne dim(F’) > n—p.
Enfin

dim(FNHptq) = dim F+dim Hypq —dim(F+Hpy1) = (n—p)+(n—1)—n

>n—(p+1), puisque F+ Hpy1 CE,

ce qui donne l'inégalité au rang p + 1 et on conclut par le principe de
récurrence.

b) Comme F' NG = {0}, il reste seulement & montrer que :
dim(F) = dim(F) 4+ dim(G),

autrement dit que dim(G) =n — k.
On a déja dim(F) > dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = k + dim(G). D’ot,
dim(G) < n — k.
D’autre part, par la question 5. a), G qui est l'intersection de k hyperplans
de E est de dimension au moins égale a n — k. D’ou, dim(G) = n — k. Par
conséquent, F' et G sont supplémentaires dans F.



3
PROBABILITES

Exercice 3.1.

On cherche a évaluer le nombre N de lions d’Asie, espece en voie de
disparition, encore en vie dans la forét de Gir. Pour cela, on capture d’abord,
en une seule fois, m lions (avec m € N*) que 'on tatoue avant de les relacher
dans la nature, et on admet que pendant toute la durée de I’étude il n’y a ni
déces ni naissance, puis on utilise I'une des deux méthodes suivantes . ..

Premiére méthode

On capture successivement, au hasard (donc avec équiprobabilité) et avec
remise en liberté apres ’observation du sujet, n lions. Soit Y, le nombre de
lions tatoués parmi eux.

1

%Yn est un estimateur sans biais

1. Déterminer la loi de Y,,. En déduire que

et convergent de 1

N
2. Pourquoi ne peut-on pas prendre %/—m comme estimateur de N 7
n

_m(n+1)
3. On pose B,, = Y, 11

est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.

. Calculer I’espérance de B,, et montrer que B,,

Seconde méthode

On se donne n € N*. On capture également, un par un, des lions de Gir au
hasard et avec remise en liberté apres 1’observation du sujet.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de lions qu’il a été juste
nécessaire de capturer pour en obtenir n tatoués.

On pose D; = X1, et pour tout i de [2,n], D; = X; — X;_1. On admet que
les D; sont des variables indépendantes deux-a-deux.
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4. a) Pour tout i de [2,n], que représente concrétement D; ?

b) Déterminer, pour tout ¢ de [2,n], la loi de D;, son espérance et sa
variance. En déduire ’espérance et la variance de X,,.

¢) On pose A, = %Xn. Montrer que A, est un estimateur sans biais et
convergent de N et déterminer son risque quadratique.

5. a) Pour n assez grand, par quelle loi peut-on approcher la loi de la variable

aléatoire X,, = % ?

b) On a tatoué m = 200 lions, puis capturé 450 lions, pour obtenir n = 50
lions marqués. On note o I'écart-type de Asy. On a pu prouver que o < 100.
Déterminer en fonction de o, un intervalle de confiance pour N au seuil de
confiance 0,9 (on rappelle que ®(1,64) ~ 0.95).

Solution :

m
1. La probabilité de succes a chaque capture vaut 2%, donc Y,, < B(n, —).

N
Comme E(%) =N est un estimateur sans biais de N
De plus :
Yoy_ 1 _ 1 .m_my_({_m 1
V(nm) = (nm)2V(Yn) = (nm>2 an(l N) = ( )x — 0.
L’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff permet d’affirmer que cet estimateur est
convergent.

2. Comme P(Y, = 0) # 0, %,—m aurait une probabilité non nulle de ne pas

étre défini : aussi ne peut-on pas le choisir comme estimateur.

3. Par le théoréme de transfert :
" m(n-+1)/n k n—k
BB = Y M (1 () - %)

= k+1 N m
:kzi:om(;elib(%)k@_%)n—k
:Nkzi:() <Zi})(%)kﬂ( _%)n—k
- N?—i (nzl><%)k( — %)H—H—k’

soit, en utilisant la formule du binome :

E(B,) = N(l —(1- m)nH) — N. Ainsi B,, est un estimateur asympto-

N n—oo
tiquement sans biais de V.
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4. a) Pour tout i € [2,n], D; représente le nombre de lions supplémentaires,
a partir du (i — 1)®™ lion tatoué obtenu, qu’il faut capturer pour obtenir un
™ lion tatoué (qui a pu étre déji recapturé), nous sommes donc dans le
schéma géométrique . .

b) Ainsi D;(Q) = N* et D; suit la loi géométrique de parametre 2%, Ainsi :

N-
E(D;) = N et V(D;) = M
m?
Or X,, = Y. D;. Donc, par indépendance :
i=1
B(X,) =Y ot v(x,) = YN —m)
m m
c)Ona E(A,) =Net V(4,) = w Ainsi A,, est un estimateur

sans biais de IV, convergent et de risque quadratique égal a V(A,,).

5. a) En utilisant le théoréme de la limite centrée :

X, — (nN/m) __mX, —nN < N(0,1)
vn m

N(N —m) nN(N —m)
Ainsi, pour n assez grand, on peut approcher la loi de )7(; par la loi normale
N NN —m

NS
b) Ici n = 50,m = 200, X,, = 450. On pose 0 = o(A,). On considére que :
%%N — N(0,1).
En utilisant cette approximation, pour tout ¢ > 0 :

P(|Ae =N <ty = a(t) - @(—1) = 28(t) - 1
Donc : P(|4=] < 1) > 0.9 = (1) > 0.95 =t > 1.64
Comme o < 100 (A, —toc < N < A,+to) C (A, —100t < N < A, +100¢).
Si l'on prend I = [A,, — 164, A,, + 164], alors :

P(N e 1) =P(|4—2| <1.64) > 09

Comme Aso = 1800, il vient I = [1636, 1964].

Exercice 3.2.

Une urne contient initialement n boules numérotées depuis 1 jusqu’a n, avec
n > 2. On vide 'urne en extrayant toutes les boules une a une, au hasard et
sans remise.

1. Pour ¢ compris entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si

la boule obtenue au ™ tirage porte le numéro i et 0 dans le cas contraire.
Quelle est la loi de X; 7
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2. En déduire I’espérance du nombre de fois ou il y a concidence entre le rang
du tirage et le numéro de la boule obtenue, lorsque 'on vide 'urne.

3. Pour k compris entre 1 et n, on dit que le résultat du k™ tirage est
un «record» si la boule obtenue a ce tirage porte un numéro strictement
supérieur a tous les numéros obtenus jusqu’alors. (par convention, le résultat

du premier tirage sera toujours considéré comme un record).

a) Combien existe-t-il de facons de vider l'urne et pour lesquelles il n’y a
qu’un seul record ? Pour lesquelles il y a n records ?

b) Montrer que pour p et ¢ entiers naturels, on a la relation suivante :

1 1
()« (" ) ()= (500
p p p p+1
(ou (;:L) est le nombre de parties & m éléments d’un ensemble & n éléments).

4. Soit k fixé entre 2 et n et j fixé entre k et n. Combien existe-t-il de fagons
dg vider I'urne, pour lesquelles la £ boule obtenue porte le numéro j et le
k"¢ tirage constitue un record ?

5. Combien existe-t-il de facons de vider 1'urne pour lesquelles le k™ tirage
est un record 7 En déduire la probabilité que le k"¢ tirage soit un record.
Pouvait-on avoir ce résultat directement ?

6. Pour k compris entre 1 et n, soit Yj la variable aléatoire qui prend la valeur
1 si le résultat du k™™ tirage est un record et 0 sinon. Déterminer la loi de
Y:.. Soit R le nombre aléatoire de records obtenus lorsque 1’on vide I'urne.
Déterminer ’espérance de R.

Solution :

1. Parmi tous les n! tirages possibles, il suffit de compter ceux pour lesquels
on a obtenu 7 au i tirage : il y en a (n—1)!. Donc, X; suit la loi de Bernoulli
de parametre 1/n.

2.0na: N = > X, (nombre de coincidences). Par linéarité de 1’espérance,
i=1
ona: E(N) :nx% = 1.

3. a) Le premier tirage étant considéré comme un record, s’il n’y a eu qu’un
Y
seul record, c’est que la boule numéro n est sortie au premier tirage. Ensuite,
peu importe ce qui se passe. Il y a donc (n — 1)! fagons de vider I'urne pour
lesquelles il n’y a qu’un record.
S’il y eu n records, cela signifie qu’a chaque tirage, on a obtenu un numéro

supérieur a celui obtenu au tirage précédent ; la seule possibilité est d’avoir
tiré les boules par ordre croissant, donc un seul tirage convient.
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b) La formule demandée :

+1 + +q+1
G+ )+ (00) =004
p p p p+1
s’obtient, par exemple, par récurrence en utilisant la formule de Pascal.

4. Si le k"™ tirage est un record avec le numéro j sorti, cela signifie qu'au
cours des (k— 1) tirages précédents, on n’a obtenu que des numéros inférieurs
ou égaux a j — 1.
e si j <k, c’est impossible;

-1
e sij>kilya (‘]1 B 1) fagons de choisir les boules sorties lors des (k — 1)
premiers tirages (elles doivent avoir toutes un numéro compris entre 1 et
j—1), (k—1)! facons de les ordonner, puis une facon de placer la boule j
en place k, et la fin est une permutation quelconque des boules restantes.
Finalement, il y a :

(ij 1)><(k— Dlxlx(n — k)!

facons convenables de vider I'urne

(on pourrait simplifier, mais ce n’est pas intéressant pour la question suiv-
ante).

5. Par la question précédente, le nombre de facons d’avoir un record au k"¢

tirage est égal a :
_ | — 1! — — | —1)!
(n — k)\(k 1)'];@ (k B 1) (n — k)\(k 1).(k)
et la probabilité demandée est donc :
(n—k)(k—1)! (n) 1
n! k)~
On peut retrouver ce résultat directement avec le raisonnement suivant :

dire que le feme tirage est un record, c’est dire que le plus grand des k premiers

résultats est le dernier, c’est donc dire qu’en ordonnant k£ nombres deux a

deux distincts le plus grand est le dernier. La probabilité est donc de %

6. La variable aléatoire Y} suit la loi de Bernoulli de parametre % La variable

aléatoire R est égale & > Yy et E(R)= > E(Yy)=n >, %
k=1 k=1 k=1

Exercice 3.3.

1. On considere la fonction g définie sur R par g(r) = ———.
w(e® +e %)
Montrer que g est une fonction densité de probabilité.
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Dans la suite, on note X wune wvariable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, A, P) admettant g pour densité (on dit que X suit la loi
d’Euler).

2. Déterminer la fonction de répartition F'x de X.

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son
espérance.

4. On pose Y = e,
a) Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et déterminer une
densité de Y.

b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

5. On considere une suite de variables aléatoires (Y, ),ecn+ définies sur le méme
espace probabilisé (£2, 4, P), indépendantes et suivant toutes la méme loi que
Y. Pour n € N*, on pose M,, = sup(Yy,Ys,...,Y,).

a) Déterminer la fonction de répartition de M,,.
n_
M,

n
en loi vers une variable aléatoire dont on donnera la loi.

b) Pour n > 1, on pose Z,, = . Montrer que la suite (Z,,)nen+ converge

Solution :

1. La fonction g est continue sur R et positive. De plus, en abrégeant :

+oo +oo x +oo
/ g(z)dx = 2/ so——dz = {% Arctan(e®) = %(% —0)=1.

— 00 oo €T+ 1 —oo

g est bien une densité de probabilité.

2. De la méme fagon, pour tout réel ¢ :
t
Fx(t) = [% Arc tan(ew)}

= %Arc tan(e’).
3. a) Soit n > 1, et hy, : © — x™g(x). La fonction h,, est continue sur R.
e au voisinage de +00, hy,(z) ~ %x"e_w = o(1/2?),
e au voisinage de —oo, |hy(z)] ~ %]w\”ew = o(1/2?).
(on aurait pu invoquer la parité de la fonction g)

Ainsi la convergence (absolue) de l'intégrale sur R de h,, est acquise et X
admet des moments de tous ordres.

b) La fonction h; est impaire d’intégrale sur R convergente, donc E(X) =0

4.2) On a Y(Q) = ]0,+o0[ et pour y > 0, (Y < y) = (eX <y) = (X <
Iny) € A, donc Y est une variable aléatoire et :
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Pour y > 0, P(Y <y) = P(X <ln(y)) = %Arc tan(y). Ainsi :

0 siy <0
Fy(y) = { %Arctan(y) siy >0

Fy est de classe C! par morceaux, donc Y est une variable aléatoire & densité
et une densité fy de Y s’obtient par exemple par dérivation sur R* et en

faisant un choix arbitraire en 0 : )
0 siy <0

Fy)=921_ siy>o0
7T]_—|—y

b) Il est clair que Y n’admet pas d’espérance, puisque yfy (y) ~ % au

+0o0
voisinage de +o00 et donc déja l'intégrale / yfy (y) dy diverge.

s

5.a) On a : (M, < z] = ([Y; < z], ce qui montre que M, est une

1
variable aléatoire, clairement & valeurs dans R™. De plus, pour z > 0, par

indépendance des (Y;), on a :

P(M, < z) = Z_E[lp(yi <1)= (% Arctan(m))n.

.
I

0 stz <0
Donc : Fiy, (x) = { "

(% Arctan(m)) siz>0
b) On a Z,,(2) = |0, +o0| et pour = > 0 :

P2y 2 ) = PO, < B) = (ZArctan(B)” = (25 - Arctan(£))

n

car pour t > 0, on a Arctant + Arctan% S %
e

Or: nln(1 — 2Arctan(ﬁ)) ~ —2nArctan(£) ~ 2z
™ N (nsoo) T N’ (n—oc) T

Donc Vz > 0, lim P(Z, < x)=1— e~ # et comme Z, est a valeurs dans
n—oo

R, ceci prouve que Z,, tend en loi vers la loi exponentielle de parametre 2
7

Exercice 3.4.

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n et k boules bleues non
numérotées. Les boules sont tirées avec remise jusqu’a ce qu’'une boule bleue
soit tirée. Au cours de ces tirages, on définit le nombre R de répétitions de
la maniere suivante :

au début, R = 0. Ensuite, on ajoute 1 a R des que 'on obtient une boule
numérotée qui avait été déja tirée précédemment.
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1. Déterminer les probabilités des événements suivants :

A; = «la premiere boule tirée est la boule numéro 1.

As = «la premiere boule tirée est une boule portant un numéro strictement
supérieur a 1.

A3 = «la premiere boule tirée est une boule bleue ».

2. On note Ay I'événement «la boule numéro 1 n’est jamais tirée lors du
jeu». En utilisant la formule des probabilités totales avec les événements

précédents, montrer que P(Ap) = kL%—l

3. On note X le nombre de fois ou 'on a tiré la boule 1 au cours du jeu. En
utilisant un raisonnement analogue a celui de la question précédente, montrer

que E(X) = %

4. On définit la variable aléatoire Y par :
Si X >1alorsY =X —1
Si X =0,alors Y =0
(Y est donc le nombre de répétitions de la boule numérotée 1.)

Montrer que E(Y) = > (m —1)P(X = m) puis que E(Y) = S —
m>1 k( +1)

Soit r un entier naturel. On recherche la valeur minimale de k (en fonction

den et r) de maniére a ce que le nombre moyen t de répétitions soit inférieur
ou €gal a r.

5. Montrer que t = nE(Y).

].

NO[—

6. En déduire que la valeur minimale recherchée est kg = | % + i —

Solution :

1. On a clairement : P(A;) = - _1I_ 7 et P(As) = Z’__'_ ]17 La probabilité que

le jeu s’arréte des la premiere étape vaut P(As) =

k
n+k’
2. Les événements A, Ay, A3z forment une partition de I’ensemble €2. De plus,

les événements Ay et A; sont incompatibles. Si la premiere boule tirée est
une boule bleue, le jeu s’arréte et A3 C Ag. Les tirages étant indépendants,

P4, (Ag) = P(Ay).

Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales :

P(Ag) = i P(A;)Pa,(Ag) = P(A;)x0 + P(A3)Pa,(Ag) + P(As)x1

_n—1 k
o n+kP(A0) n+k
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. n+k—n+1 _ _k k
Soit : iy P(Ap) = sy e

3. On utilise la, décomposition selon les événements A;, Ao, Az. Ainsi :
E(X) = E(X|A1)P(A1) + E(X[A2)P(A2) + E(X|A3)P(A3)
= (E[X]+1)xP(A1) + E(X)xP(A2) + 0,

E(X)+1 — y s
(—gk -I-n_'_]lCE(X),dou:E(X)(l— L

d’ou P(4p) =

soit : E(X) =

4. D’ apres la définition, ¥ = max{O X —1}. A1n31 :
E(Y) = ka( =k) = ka( =k) = k;kP( =k+1)

_ i(m — 1)P(X =m), soit :
E(Y) = f;j (m—1)P(X = m) = E(X) —
1

M8

P(X =m) = B(X) ~ P(4o)

=

ko1
ETE+1 RE+D

5. Pour i € [1,n], en notant Y; le nombre de répétitions de la boule numérotée
i, on a clairement, par symétrie, £(Y;) = E(Y). Ainsi :

— B( éy) = _:fle(m) — nE(Y).

6. Finalement, t < r <= nE(Y) < r < <r <= rk’®+rk—n <0.

W!i 1)

Soit, comme k est entier, k > { LLaEN 1_ lJ.
r 4 2

Exercice 3.5.

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé. Soient 0 > 0 et X, X;,...,X,, des
variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 6].

1. Montrer que In X admet une espérance et calculer son espérance m.

1
2. Pour tout n € N*, on pose Y,, = (Xlx e xXn) n
a) Montrer que la suite (InY},),cn+ converge en probabilité vers m.

b) En déduire que (Y},)nen+ converge en probabilité vers e™.

3. Soit M, = = nax X;. Calculer, pour tout z € R, P(M,, < x).

4. En déduire que (M,)nen+ converge en probabilité vers une variable
aléatoire constante C' que 'on déterminera en fonction de 6.
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5. a) Donner, pour tout réel z, la nature de la série Y P(M, < x).
neN

b) Montrer que pour tout w € €2, la suite (M,,(w))nen+ converge.
c¢) Soit € > 0. Montrer que P( lim M, <0 —¢)=0.
n——+oo

Solution :

1. La variable aléatoire X admet pour densité %1[079]. De plus, pour a > 0,

a
/ In x dx converge. Ainsi, d’apres le théoreme de transfert :
0

0
m = E(X) :/ Inzxkde =
0

7 [xlnx—x}iozlnﬁ—l.

Sl

a) D’apres la loi faible des grands nombres, la suite de variables aléatoires
n

2.
(% > In Y;)n converge en probabilité vers m. Soit :
i=1
Ve>0, lim P(|lnY,—m|>¢)=0
n—-4oo
b) Soient ¢, n > 0. Notons g = min{ln(1 + ee~™), —In(1 — ee™")}.
D’apres la question précédente, il existe ng € N tel que pour tout n > ng,
P(|InY,, —m| > g9) < n. Par suite :
P(|Y, —e™| <e)=P(In(l —ee™™) < In(Y,) —m < In(1 +ece™™))
> P(|lnY, —m|<ey)=>1—n
Soit, P(|Y, — ™| > ¢) <.
Ainsi, la suite (Y,), converge en probabilité vers e™.

3. D’apres la définition de M, la positivité et I'indépendance des (X;),

e Six <0, P(M, <x)=0.
e Six>0, P(M, <x)=1.
e Sixzel0,6],
P(M, <z)=P(ic[l,n], X; <x)= _ﬁlp(Xi <a)= (/Ow%dx)n

- (3)"
4. Soit C' la variable aléatoire définie par P(C' =6) = 1. Soit € > 0. On a :

P(|Mn_0|>5):P(|Mn_‘9|25):P(9_Mn>6)
=P(M, <0—¢) — 0.

n—oo

Ainsi, la suite (M,,), converge en probabilité vers la variable aléatoire
constante égale a 6.
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5. a) D’apres la question 3., la série de terme général P(M,, < x) converge si
et seulement si x < 6.

b) La suite (M, (w)) étant croissante et majorée par 6, elle converge.
c¢) En utilisant la question précédente :

P(lim M, <0—¢)=PNVneNM,<0—¢c)=P(({M, <0—c¢})

n—00 neN
< P(My, < 0 — ¢), pour tout entier naturel k.
Or, d’apres les questions précédentes, klim P(My <60 —¢)=0, soit :
— 00

P(lim M, <6—¢)=0.

n—oo

Exercice 3.6.

Soient Xq,...,X,,... des variables aléatoires, définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes qui suivent toutes la loi de Poisson de parametre
1. Pour tout n € N*, on note S,, = X7 +---+ X,,. Soit M un nombre réel tel
que M > 0.

1. Donner la loi de S,,, son espérance et sa variance. Justifier la convergence en
S, — n)
\/ﬁ neN*

loi de la suite ( vers une variable aléatoire N dont on précisera

la loi.

2. a) Pour tout n € N* et tout k € [1,n], montrer que :
k . 2
{ k
b) On note (3, la partie entiere de M+/n. Montrer qu’il existe n; € N tel
que :
n=n — n=pB,+1.
Dans toute la suite on se place dans le cas ot n > n;.

S, —n
Vn

0 sinon

3. Soit la variable aléatoire Y,, = h(

par :

), ou la fonction réelle h est définie

—n n+1 n—_Ln
E(Y,)=¢—=(—- - 1 .
(¥a) \/ﬁ( n! (n—ﬂn—l)!)
b) Puis que :
E(Yn) < e n 2 < E(Yn) + we_%_

n!
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4. En étudiant la série de terme général u,, = In(a,+1) — In(a,), montrer

. , e_nnn+l e .
la convergence de la suite de terme général a,, = =—=—= vers une limite

n!
K > 0.

5. En admettant que E(Y,,) converge vers E(h(N)) quand n tend vers 400,
montrer que :
M? M? 2
- - M
1=e 7 «rgl=¢ 2 tKe 7.

Vor Vaor

. 1
En déduire que : n! ~ V2rn"T2e ",

n—oo

Solution :

1. S,, suit la loi de Poisson de parametre n, d’espérance n et de variance n.
. s A .. . —n .
D’apres le théoreme central limite, la suite (S”—)n converge en loi vers N

Vn

qui suit la loi normale centrée réduite.

2. a) D’apres I'inégalité de convexité 1 —z < e~ ", on a : (tout est positif) :

k

. 1o b i k(k+1 2
i];[()(l—%)gil;loe n:exp(_;:o%):exp(_%)<6XP(_§_n).

b) Comme (3,, < M+/n, pour avoir n > 3, +1 il suffit que n—M+/n—1 > 0.
Cette inéquation du second degré en /n posséde un coefficient dominant
positif donc elle est vraie au voisinage de +oc.

On peut aussi dire que 3, = [M+/n] i~ M+/n =) o(n)

3. a) Par théoreme de transfert, sous réserve de convergence de la série, on
a:

vn vn

0 sinon

+00 -n
E(Y,) = kz::oh(k\;ﬁn)e k!nk’ or h(k_ﬁ) =

Et: 5= ¢ [-M,0] < k € [n— My/n,n] <= k € [n— B, n).
Jn

Donc la série converge (il n’y a qu’'un nombre fini de termes non nuls) et,
comme [n — f3,,n] C N* (d’apres la condition n > n;), on a :

En k—n e ™nf e " zn nktl nk
E Y’I"L = — = _

n n+1 nn—ﬂn

e\/ﬁ(nn! (=B, — 1)!>

b) La premiere inégalité est évidente d’apres ’égalité ci-dessus. Pour la
seconde on utilise 2. a) avec k = 3, :

{’f” si B=1 ¢ [~ 0]
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D’ou :

4. Le calcul donne :

un:(n—i—l—l—%)ln(n—i—l)—(n—l—l)—ln((n—i—l)) ((n—l—%)lnn n—1In(n!))

un:(n—|—1+ )In(n+1)—1—In(n+1)— (n—l— )lnn-(n—i— )1n(1+1) 1
l)(l 1 1 1 ( 1 ) ~ 1

1
r 1 . 1 Ay 1 1
2/\n 2n2+3n3+0(n3)) 1202 T2 3 1o

Ainsi, par la régle de Riemann ) u,, converge ; la suite In(a,,) converge donc
par télescopage ; ainsi (a,) a une limite K strictement positive (c’est une
exponentielle).

:(n—i—

5. On passe a la limite quand n tend vers U'infini dans ’encadrement 3. b) en
utilisant :

B _ M
° lim ——”——T,d’aprés M\/ﬁ—1<5n<M\/ﬁ

n——+o0o 2n
2

M2
Donc lim e 2n =e "2
n—-+oo
e lim E(Y,)= FE(h(N)) (admis) et par le théoreme de transfert :
n—-+4oo . 2 . _ﬁ _M_2
E(h(N)) = dr = e 2 g1l 2
w = [ ()\/—:c e

1—e" 2 1— e_ —2
— = < KL<—F——+Ke
V2T S V2T
L’encadrement obtenu est valable pour tout M > 0. En faisant tendre M

vers oo on a K = L, d’ou I’équivalence d’apres le résultat de la question

A V2T

Exercice 3.7.

Soit a et ¢ deux parametres réels avec ¢ > 0. Pour n entier supérieur
ou égal a 2, soit x1,...,x, des réels fixés non tous nuls. On considere n
variables aléatoires Y7i,...,Y,, mutuellement indépendantes telles que pour
tout ¢ € [1,n], Y; suit une loi normale avec E(Y;) = ax; et V(Y;) = c.

Pour tout i € [1,n], on note y; une réalisation de Y; et fy, la densité continue
sur R de Y;.

Soit F' la fonction définie sur R x R}, & valeurs réelles, telle que :

F(a.e) =1n (IT fr ().
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1. Montrer que F est de classe C? sur R x R}

2. Montrer que F' admet sur R x R} un unique point critique (@,¢) que I'on
déterminera.

3. a) Montrer que pour tout a € R, on a: > (y; —ax;)? = > (y; — az;)>.
i=1 i=1

b) En déduire que pour tout (a,c) € R x R}, on a: F(a,c) — F(a,c) < 0.
Conclure.

n

L Z $1Y; et Cn =
Sn =1 i

4. On pose : s, = > a2, A, = (Y; — A,x;)%
i=1

1

S|

n

a) Que représentent a et ¢ pour A4,, et C), ?
b) Calculer E(A,) et V(A,).

¢) On admet que la définition et les propriétés de la covariance de deux
variables aléatoires discretes s’appliquent aux variables aléatoires a densité.

Montrer que pour tout i € [1,n], on a : Cov(Y;, 4,,) = ff—z c.
n

En remarquant que pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire (Y; — A, x;) est
centrée, calculer E(C),).

Solution :

1.On a: fy,(y;) = L exp (- lc(yz — ax;)?), donc

Les fonctions polynomiales sont de classe C? sur R et les fonctions ¢ — 1/c
et ¢+ Inc sont de classe C? sur R}, donc F est de classe C? sur R x R},

OF _ 1y OF _ 1 v
2. %(aac) = Z; Lili — %Sn et %(G»C) = —% + ?i;(yi —ax;)®.
L’unique point critique (a,¢) est donné par : a = sl Y xiy; et ¢ =
- ~ n =1
n > (v — al’i)Q-
i=1
n n R n . n .
3.a) Y (yi —ax;)? = Y (yi —ax;)? = —2a Y. zy; +a%s, +2a > vy —a’s,
=1 i=1 i=1 =1
done > (y; —ax;)? — > (y; — ax;)? = sp(a —a)? > 0, car s, > 0.

1 1

.
Il

(2
n

Bilan : pour tout a € R, Y (y; — az)? = > (y; — ax;)?.
i=1 i=1
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b) Compte tenu de 'expression de ¢, on a : F(a,c) = —% (14 In(27¢)). La
question a) permet d’écrire :
. ~ 1 n ~ ~
F(a,c)—F(a,c) = 5(1+ln (9)) — =5 Z(yi—axi)Q < %(1—|—ln (%) — g) <0
(car u >0 = Inu < u—1).

Bilan : V (a,c) € R x R}, F(a,c) — F(a,¢) < 0. Le couple (a,¢) est le point
de R x R} en lequel F' admet un maximum global.

4. a) Les réels a et ¢ sont les réalisations des variables aléatoires A,, et C,,
respectivement.

b) E(A ):Slé zilaz) = 24 = a.

Sn
n
Par indépendance des Y;, on a : V(4,) = lz Soate= L&,
2

c) Vie[1,n],
Cov(Y;, 4,) = Cov (Y, L 5" 2;¥7) = L Cov(Vi, 2,%;) = Zie.

n ;=1 n n

D’autre part, E(C,) = % Z E((Yz — Anxi)2) = % Z V(Y; — Apxy).

i=1 =1
Or:
zic  2z.%c
V(Y — Apzy) = V(Y;) + 22V (A,) — 22, Cov(Y;, Ay) = ¢+ T T
a:fc
=c— .
Sn
Par suite :
1 ¢ ziey _n—1
E(C,) = - Z; ( 5 ) =
Exercice 3.8.
Soit €1,€3,...,€p,... une suite de variables de Bernoulli indépendantes telles

que :
pour tout n € N*, P(e,, = +1) = P(e,, = —1) = 1/2.

1. Calculer 'espérance E((al +eg+ -+ 5n)2) en fonction de n.

2. Soit a € ]0, 1] fixé.
a) Montrer I'inégalité P(le; +e2 4 -+ +&,| = an) < ZL )
a“n
b) Montrer que

n

P(|51 + o0+ -+ 5n| Z an) = 2% 620 (?)1{|2£—n|2an}

olt 1{j2¢—n|>an} = 1 si £ satisfait [2¢ —n| > an et 0 sinon.
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c) Montrer que lim Ln Z ( )1{|2g nlzan} = 0.

n—-+oo 2

3. Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson, de parametre 6 > 0,
indépendante de la suite (&,,),>1. Calculer, en fonction de 0, I'espérance :
N+1

E(( % =)?).

n=1

Solution :

1. On a E(er) =0 et V(ex) = 1. D’apres 'hypothese d’indépendance :
Vier+-4en)=V(e)+--+ Vi) =n

et, puisque les variables aléatoires sont centrées :
E(ler+-4e)?)=V(er+-+en)=n
2. a) D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
174 e
P(le1+---+ep| = an) < (1 +2 2+€") = % :
a“n a“n
b) Si parmi les variables aléatoires €1, ..., &, il y en a exactement ¢ qui
valent 1 (les autres valant —1), alorsona:ey+---+e, =0—(n—{) =20 —n.

Comme il y a (Z) facons de choisir les places des 1 et que les événements
du type {1 = +£1,...,¢, = £1} sont tous de probabilité 1/2", on en déduit
que :

n
Plei+--4+e,=20—n) = an(é)
Par suite :

P(|61+"'+5n| 2 ) Z (€1+---—|—6n=2€—n)1{|%_n|2(m}

= 1 Z( )1{|2e—n|2an}-

c¢) D’apres la question precedente, quand n tend vers l'infini, la limite de
cette expression vaut 0.

3. Suivant les valeurs de N, nous avons en vertu de I'indépendance de N et
de la suite (g,), la décomposition :

N+1 co k41 5 0 k+1
PCE ) = B (5 2 iwen) = 55 (5 2oy =

k k
Par ailleurs, comme E(( sn)z) = > V(e,) =k, on obtient :

3
I
_
3
Il
_

E((Y e)?) = S (n+1) %e_e =60+ 1.
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Exercice 3.9.
Soit n > 1 un entier naturel. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soient
X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (€2, A, P) telles que
X(Q)=[1l,n+1] et Y(Q2) =[1,n+1].
Pour tout (i,5) € [1,n + 1]?, on pose

a;;j = P((X =j)N (Y =1)) et b;j; = Px—j (Y =1).
1. Dans cette premiere partie, on suppose qu’il existe un réel A tel que :

V(i,j) € [L,n+1]% ai,; = A(i " 1) (j n 1).

a) Calculer la valeur de \.
b) Déterminer les lois marginales de X et de Y.
c) Montrer que les variables X et Y sont indépendantes.

d) Soit Z = X — 1. Reconnaitre dans la loi de Z une loi usuelle. En déduire
I’espérance et la variance de X.

2. On note B € M,,11(R) la matrice dont le coefficient de la i"™ ligne et j*™°
colonne est b; ;.

a) Calculer la dimension de I'image et celle du noyau de B.

b) Calculer BP, pour tout entier p € N*.

c¢) Déterminer I’ensemble des valeurs propres de B. La matrice B est-elle
diagonalisable ?

3. On suppose a présent que :
V(i,5) € [1,n+1]% a;; = {a silitj—n-2/=1
0 sinon
a) Déterminer .

b) Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y
sont-elles indépendantes 7

¢) On note B € M,,11(R) la matrice dont le coefficient de la i ligne et
-eme -

J " colonne est b; ;. Ecrire B dans le cas particulier n = 4.

Solution :

1. a) Pour que les (a; ;) définissent une loi conjointe, il faut que pour tout

n+1n+1 n+1 n+1
. n n
(i,7) € [Ln+1]* a;; > 0et 1 = 7,; ]21 T = A 221 (@ - 1) 321 (J - 1)'

En utilisant la formule ) (;) = 2", on trouve : 1 = A.2".2". Ainsi,
p=0
A =272,
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b) On a X(Q) = [1,n + 1] et pour tout j € [1,n + 1],
L __n+1 B n n+1 n om n
P =j)= S ay=2(;21) X (i 21) =2 (;20)

i=1
Par symétrie, Y suit la méme loi (X — 1 et Y — 1 suivent la loi B(n,1/2)).
c) Pour tout (i,7) € [1,n + 1] :
: : nf M _nf N : ,
P(X = j)P(Y = i) =2 (j—1)2 (1—1) —P(X=jNY =i).
Les variables X et Y sont donc indépendantes.
d) On l'a dit : Z < B(n,1/2). On en déduit :

E(X)=EBE(Z+1)=E(Z)+1=5+1etV(X)=V(Z+1)=V(Z) =

2. a) Comme X et Y sont indépendantes, pour tout (i, 5) € [1,n + 1]?,
. : (M
big = Poc—py (Y =i) = P(y = i) =27"(; ).
On en déduit ’écriture de la matrice B. On remarque en particulier que
toutes les colonnes de B sont identiques. Par suite, Im(B) est de dimension
1. Par le théoréeme du rang, Ker(B) est de dimension n.

b) On pose B? = [¢; ;]. Pour tout (i,j) € [1,n+ 1], on a :

n+1 n+1
o= En = E (1)) =)
Dot : B? = B. Par suite, pour tout p € N*, BP = B.

c¢) La question précédente montre que P(X) = X? — X est un polynome
annulateur de B. Les seules valeurs propres possibles pour B sont donc 0 et
1. Comme Ejy = Ker(B) est de dimension n > 0, 0 est bien valeur propre de
B. On remarque d’autre part que comme B? = B, on a BX = X, ou X est
le vecteur correspondant a la premiere colonne de B. Ainsi, 1 est également
valeur propre de B et Fy = Ker(B — I,,41) est de dimension au moins égale a
1. 11 s’ensuit que dim(Ep)+dim(E;) > n+1, donc dim(Ep)+dim(E;) = n+1.
Ainsi, la matrice B est diagonalisable.
On peut aussi dire que B ne vaut ni 0 ni I, donc représente un projecteur
non trivial.

INE

n+1ln+1
3. a) Pour tout (4,7) € [1,n+1]?, on doit avoira; ; > 0et 1= > > a;; =
i=1 j=1
Na, ot N désigne le nombre de couples (i,7) € [1,n + 1]? tel que |i +j —
n — 2| = 1. Facilement N = 2n, donc o = %
n+1
b)Vje[lLin+1], P(X =j)= 3 ai;.
i=1

Sij € [2,n], on adonc P(X = j) = ant3—j,; + Gnt1—j,; = ¢+ = %

D’autre part, P(X =1)=P(X =n+1) = %
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Onremarque que P(X =1)P(Y =1) = 4% alors que P(X = 1nY =1) = 0.
n

Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.

0 0 0 1/2 0
0o 0 1/2 0 1
c) La matrice B s’écrit: B=[0 1/2 0 1/2 0
1 0 1/2 0 O
0 1/2 0 0 0

Exercice 3.10.

Pour tout entier naturel n, on définit ’ensemble D,, des densités de probabilité

+o0o
f: R — RY nulles sur R~ et telles que / x" f(x)dz converge. On note
0
+0o0
alors m,,(f) la valeur de cette intégrale. On note enfin : D, = (| Dg
k=0

1. Soit n un entier naturel. Déterminer tous les couples de réels positifs («, )
tels que :
fret fo €D, = afi +Bf € D,

2. a) Soit f € D,.
Montrer que pour tout entier k tel que 0

f €Dy et 0 <my(f)

k<n,ona:

<
< 1+ my(f).

2 1 :
b) Soit la fonction ¢ : x € R {Wxx2+1 SLa > O. Montrer que

0 sizx <0

CGDQ\Dl.

Dans toute la suite, on note T : D1 — Dy, lapplication définie pour tout

f € Do por T(f)(z) = L f.

3. On note fg » la densité de probabilité d'une loi exponentielle de parametre
A > 0, nulle sur R™ et continue sur R% . Montrer que fe x € Dy et calculer

T(fen)

4. Soit « et 8 deux réels positifs tels que a+ 8 =1 et f,g € D;. Exprimer
T(af 4+ Bg) en fonction de T'(f) et de T'(g).

Soit fo € Doy. On définit pour tout entier n > 0 : f,11 = T(fn).

5. Dans le cas général, exprimer f, en fonction de fy et m,(f) puis calculer
et reconnaitre f, lorsque fy est la fonction fg ».

6. Soit X et Y deux variables aléatoires continues de densités respectives
f € Dy pour X et T(f) pour Y.
On note F' et G leurs fonctions de répartition respectives.
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Comparer F et GG. Dans quelle portion du plan est situé ’ensemble des points

{(F(1),G(1), t e R} ?

Solution :

+oo
1. Comme v > 0 et 8 > 0, la seule condition a réaliser est afi+Bfs=1.

0
Les couples solutions sont : (a,1 — ), € [0,1] et (D,,+,.) n'est pas un
espace vectoriel sur R.

2. a) Soit f € D,,. Comme pour # > 1,0on a k <n = 2Ff(z) < 2"f(),
I'existence du moment d’ordre n entraine celle du moment d’ordre k.

+oo
On a / f(z)dz = 1, donc il existe un intervalle non vide [a,b] C Ry sur
0

b 400
lequel f >0et 0 < / ¥ f(z)dx < / 2" f(z) dz, donc my > 0. Enfin :
0

Q

—+o00 1 “+oo
/ ¥ f(x)dx < / f(x)dx —|—/ xF f(z)dx
0 0, 0 Lo
< (x)dx + / " f(x)dx.
0 0
Donc 0 < mp <1+ m,,.

2

b) La fonction ¢ : z +— £x 1g, (z) est continue et positive et :

N xj +1
/ c(z)dr = 2/ Qd_x = [2 Arctan:c}_ﬁoo = 1.
— 00 ™ 0 o +1 Q0 0
400
En revanche zxc(x) ol %x% et l'intégrale / zc(x) dx diverge, donc
+oo —c0

¢ € Dy, mais ¢ ¢ D;y.

3.0na feD; = my >0:T(f) est bien défini et on vérifie aisément que
T(f) appartient bien a Dj.

Or fer:z— e~ AT 1g, est continue et positive sur R.

Soit k € N, 2% fe \(2) = 0(%) au voisinage de 400, d’ou 'existence de m,,.
T

Donc fe x € Do et comme my = % :T(fex) = )\Qxe_mlﬂh.
4. Soita>0et f>0telsquea+=1et f,g € Dy.On a:

_ am;(f) pmi(g)
Tl +89) = G + bmg) L Dt G () + gy L9

:Un

M (f)

5.O0na: f1 = #(f)fo' Soit n > 0, on suppose que f, = fo ; alors
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+0o0o +oo
ma(fn) :/0 zfn(z)dx :/o 2"t fo(z)dx = M+ 1(F) o

Mo (f) M (f)
_zmu(f) z" gt
fur = mn—l-l(f) * mn(f) Jo= mn—i—l(f) fo-

Pour la loi exponentielle de parametre A :

+o0 1 00 |
ma(f) = / " Ne A Mdx = —n/ ume Ydu = 1.
0 A" Jo
et fn(z) = % Ae™ M1 4 oop(@), qui est une densité de la loi y(A,n + 1)

6. Soit f € D1, )
F(z) = 1p+ (2) /0 F(t)dt et T(f) € Do, G(z) = 1g+ (o) /0 #(f) F(t)dt

— Sixz <my(f),ona:F(x)—G(z)= m;n:tf(t)dt20 car 0 <t <o <
mi. 0
— Sixz > my(f) >0,ona:
+00 +oo
P() = Gla)= (1= [ f@de) = (Gholmi— [ efoyin)
+oo X X
- / E=m1 rpydt > 0. Dot F > G.
x mi

On a ainsi : Vt € R,0 < G(t) < F(

t) < 1 : la courbe est située dans le
triangle de sommets O, A B, avec A: (1

,0) et B:(1,1).

Exercice 3.11.

Une grenouille se déplace par bonds mutuellement indépendants de longueur
fize 1 en restant dans un plan muni d’un repére orthonormé (O, ", j).

On note (X,,Y,,) ses coordonnées aprés n bonds et D,, = /X2 +Y?2 sa
distance a 'origine. Au départ de I’histoire elle est en O, donc : Xy = Yy = 0.

1. Dans cette question uniquement, la grenouille reste sur la droite (O,;)
(donc Vn > 0,Y,, = 0). Elle fait des bonds z; = X; — X;_1, (i > 1) successifs
vers la droite (i.e. tels que z; = 1) avec la probabilité constante p € [0, 1] ou
dans 'autre sens (i.e. x; = —1) avec la probabilité ¢ = 1 — p.

a) Calculer la probabilité qu’elle soit revenue a son point de départ apres
2n bonds.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire D,,.

c) Déterminer deux réels a et b tels que z; = ax; + b suive une loi de

n

Bernoulli pour tout ¢ > 1. On note Z,, = > z;. Exprimer X,, a l'aide de Z,
i=1

puis calculer les moments d’ordre 1 et 2 des variables aléatoires Z,, et X,,.
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2. La grenouille s’enhardit : elle effectue des bonds dans une dgection
quelconque. On note 6,, Pangle que fait le n®"¢ saut avec 'axe (O i"). On
suppose que pour tout n, 6, suit la uniforme sur [0, 27].

a) Exprimer X, et Y, en fonction des #;, 1 < i < n et calculer leurs
moments d’ordre 1 et 2.

E(X, 1Y? ;cos(6,)) = E(X2_,Y,_1sin(6,)) =0
E(Y,_1 cos?(0,)sin(6,)) = E(X,,_1 cos(f,)sin?(0,)) = 0
c¢) En déduire Cov(X,,Y,) et Cov(X2,Y,?). Les variables X,, et Y, sont-

elles indépendantes ?

b) Montrer que : {

Solution :

1. a) [Xa, = 0] signifie qu’il y a eu n sauts a droite et n a gauche. Donc par
application du schéma binomial :

P(inZO)Z(n)p q Z%p q

b) On a X,,(2) C [-n,n] , et [X,, = k] est réalisé si et seulement si le
nombre de sauts a droite (nsd) est égal au nombre de sauts a gauche (nsg)

+k, et comme nsg + nsd = n on en déduit : nsg = & 5 kot nsd = nT—I—k
Ces 2 quantités doivent étre des entiers d’ou :
n n+k n—=k . . .
P(X, =k) = { (n_—l—k)quT si k et n de méme parité
n— N = 2
0 sinon

Par conséquent D,,(2) C [0,n] et :
n\y n n .
o P(DnZO):P(Xn:O): (%)p2q2 S1 n palr
0 si n impair
e Pour 0 < k <n:P(D,=k) =PX, =k)+ P(X, = —k), soit par
symétrie des coefficients binomiaux :

n n—2|—k: ngk n;k n—2|—k: ot q R "

P(Dn:k;): (nTHﬂ>(p q +p q ) sl k et n de meme parité
0 sinon

¢) az; + b prend les valeurs b — a et b+ a, on peut donc prendre a = b = %

et z; = ax; + b suit alors la loi de Bernoulli de parametre p.

OnaX,=)> z;,=> (22 —1)=2Z, —n avec Z, — B(n,p). Ainsi :
i=1

=1

E(X,) =2E(Z,) —n=2np—n; V(X,) =4V (Z,) = 4npq
2.a)Ona X, =) cos(b;) et Y,, = > sin(f;). Par le théoreme de transfert :
i=1 i=1
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27
E(cos(0;)) = / % cos(0)df = 0 et de méme E(sin(6;)) = 0. D’ou :
0
Vne N E(X,)=EY, =0

De méme : ) )
V(cos(6;)) = E(cos?(6;)) = /0 o= cos?(0)df = ﬁ/o (14cos(20)) df = 5 ;
d’ot1, par indépendance V(X,,) = % De la méme fagon V(Y,,) = %

b) Les variables aléatoires X,,_1Y,2 | et X2 Y, _; sont des fonctions des
0; pour i € [1,n — 1], donc sont indépendantes de 6,,. Ainsi :

E(X, 1Y? ;cos(6,)) = E(X,_1Y,2 {)E(cos(6,)) =0
{ E(X2 Y, 1sin(6,)) =0

n—1
27
. : _ 1 - __ 1 2r
On a : E(cos?(6,)sin(0,)) = %/0 cos? Osin df = o [ cos? 9)}0 =0, et

de la méme facon : E(cos(#,,)sin?(6,)) = 0. Donc encore par indépendance :
E(Y,,_1 cos?(0,)sin(6,)) = 0 et E(X,,_; cos(f,)sin?(6,)) = 0.
c)On a:

Cov(X,,Y,) = > Cov(cos(b;),sin(f;)) = zj: Cov(cos(#;),sin(6;))

1<4,5<n =1
2m
Or Cov(cosb;,sinf;) = E(cosf,;sinf;) = %/ cosfsinfdf = 0 et donc
0
Cov(X,,Y,) =0.

On a: E(X2Y?) = E((Xn—1 + cos(0,))?(Yy—1 + sin(6,))?)
On développe, on utilise la linéarité de ’espérance, I'indépendance de 6,, avec
X,_1 et Y, 1, et les résultats précédents. Il reste :

B(X2Y2) = B(X2_,\Y2 ) + 5L 4 E(cos?(6,,) sin?(6,,))

2
=FE(X2 Y? )+ 1D 5 1, %, et en sommant :

Cov(X3, V) = E(XY?) — E(X7)E(Y;]) = —g #0

Si les variables X, et Y,, étaient indépendantes il en serait de méme de X,Zl et
de Y2, or celles-ci sont corrélées, donc X, et Y;, ne sont pas indépendantes.

Exercice 3.12.

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs x1, x2, ..., %,
avec les probabilités respectives p1,po, ..., Pn.
On définit la fonction ¢ x sur R* par :

ViR, px(t) = 1 In(E(eX))
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ou F désigne 'opérateur espérance.

1. Montrer que px est ainsi bien définie sur R* et prolongeable par continuité
en 0, en posant px(0) = E(X).
On note encore px la fonction ainsi prolongée.

2. Démontrer que px est dérivable en 0 et calculer ¢’y (0) & laide de la
variance de X.

1.,
2

b) Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, on a :

V> 0,0x(t) < B(X) + LE(X?)

4. a) Pour tout ¢ € [1,n], on note f; la fonction ¢ — e**i. Montrer que la
famille (f1,..., fn) est libre.

b) En déduire que deux variables discretes finies X et Y ont la méme loi
si et seulement si les fonctions ¢ x et ¢y sont égales.

3. a) Montrer que pour tout u < 0,ona:e* <1+u+

5. Montrer que si X et Y sont des variables discretes finies indépendantes,
alors PX+Yy — PX + Py -

6. Montrer que @x est impaire si et seulement si X est une variable
symétrique, c’est-a-dire telle que X et —X ont la méme loi.

Solution :

1. ¥ ne prend que des valeurs strictement positives (en nombre fini) donc
son espérance existe et est strictement positive, ce qui prouve que @x est
bien définie sur R*.

On a E(e!X) = 3" ef®ip;. Or : ! =1+ tx; + o(t), donc
i=1

E(eX) = > e®ip; =Y pi+ > taipi +o(t) =1+ > tap; + o(t)
1=1 i=1 i=1 i=1
Ainsi :

=

ox(t) =

In(1 + i tx;p; + o(t)) % i: TiPi

i=1 (t—>0)

(t—0) =1

2. On poursuit les développements asymptotiques :
E( ) Z etxzpz =1+ Z trip; + 5 Z t21}2p1 + 0(t2)

1= =1 1=

— 1+ B+ 28 o)
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2
et avec In(1 +u) =u — % + o(u?), il vient :

px(t) = %ln(l + E(X)t+ %X%t? + o(t?))
E(X?) - E(X)?

= FE(X)+ 5 t+o(t
Ainsi px est dérivable en 0, avec ¢’y (0) = %V(X).
3. a) la fonction u +— e* — 1 — u — 12 est de classe €= sur R™ et

fllu) =e*—1—u, f"(u) =e*—1 < 0. Avec f/(0) = 0, on en déduit
que f’ est positive sur R~ et comme f(0) =0, f est bien négative sur R™.
b) On peut donc écrire dans ce cas :
EX)=Yeip, < (14+t> x; + %tQ SaP)p =1+ tE(X) + %tQE(X2)
et donc :

px () < L1+ tB(X) + S2B(X?) < B(X) + L B(X?))

Car on sait que In(1 +u) < u.

4. a) L’application f — f’ est un endomorphisme de I'espace des fonctions
de classe C* sur R et I'application t — e'®¢ est propre pour la valeur propre
x;, d’ou la liberté demandée.
b) * Si X et Y ont méme loi, il est clair que px = py.
* Réciproquement supposons que X et Y soient discretes finies telles que
wx = @y. Quitte a ajouter des valeurs prises avec une probabilité nulle, on
peut supposer que X(Q) = Y(Q) = {z1,...,2,} et on pose p; = P(X =
mn mn

z;),q = P(Y = z;). On a alors Vt # 0, Y eip; = > e!®ig;, résultat bien
i=1 i=1

entendu valable pour ¢ = 0. La liberté précédente donne Vi,p, = ¢q; : X et Y

ont méme loi.

5. Si X et Y sont indépendantes, il en est de méme de e*X et e!¥ et :
E(et(X+Y)) — E(etXetY) — E(etX)E(etY)

D’ou, par passage au logarithme : ox1yv = ox + py.

6. px impaire <= px(t) = —px(—t), or le retour a la relation de définition

donne : —px(—t) = p_x(t)

Donc ¢x impaire <= ¢px = ¢_x <= X et —X ont méme loi (résultat 4.

b)).

Exercice 3.13.

On note VP(A,0) la loi de Pareto de parametres A > 0,6 > 0 et 0 , c’est-a-

dire la loi de densité f définie par : f(z) = %(%)/\H siz >0, et flx) =0

sinon.
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Un phénomene économique suit une loi VP(A,0), 6 étant connu et A\ un
parametre que l'on veut estimer. On dispose pour cela d’un échantillon
(Xq,...,X,) de variables aléatoires indépendantes suivant cette loi.

On pose T = Zln(%) et/)::%.
i=1

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi VP(A,6) et Y =1In (

N

a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X .

b) Déterminer, lorsqu’elles existent, I’espérance et la variance de X .

¢) Montrer que Y suit une loi I' dont on précisera les parametres.
2. Quelle est la loi de T'? En donner une densité.
3. Calculer 'espérance et la variance de .

4. Déduire de A un estimateur XI sans biais de A. L’estimateur 5\: est-il
convergent 7

V(A = A)

converge en loi vers la loi normale centrée réduite N(0,1), et on rappelle
que la fonction de répartition ® de la loi normale centrée réduite vérifie

®(1,96) ~ 0,975.

En utilisant la loi A/(0,1) comme approximation de la loi de Z,,, donner, en

5. On admet que la suite de variables aléatoires n — Z, =

fonction de n (supposé assez grand) et de la valeur observée A\g de A, un
intervalle de confiance & 95% de \.

Solution :

1. a) Pour z < 0, Fx(x) =0 et pour z > 0, Fx(z) =1— (%)’\

b) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si A > 1 et
dans ce cas : E(X) = A0

A—1
De méme, la variable aléatoire X admet une variance si et seulement si A > 2
\§*
t alors : V(X) = .
et alors : V(X) 021

c) La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans R* et :
Vo >0,Fy(z) = P(X <0.%) = Fx(0.e®) =1—e "
Donc Y suit la loi exponentielle de parametre A, c’est-a-dire la loi I' de
parametres % et 1.
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2. La variable aléatoire T' est la somme de n variables aléatoires indépendantes

de méme loi F(%, 1), donc T suit la loi F(%,n). Une densité fr de T est
donnée par :

Az, n—1yn
Vi <0, fr(z) =0,¥t >0, fr(z) = £ (nx_ 1)1)\

3.x0na\= %, donc sous réserve d’existence :
~ Fo0 0 Az on—2yn—1
_ n _ _nA e "
E()\)—/_OO xfT(x)dx_n—l/O =) dx

On reconnait I'intégrale d’une densité d’une variable suivant la loi F(%, n—1),
ce qui prouve que l’espérance existe et vaut :

EQ\) = -4

T on—1

* En procédant de la méme facon on montre que X admet un moment d’ordre

242 ~ 242
n —q)f\n o) donc une variance valant : V(\) = (= {l);%n )

~ ~ ~ ~ 2
4.\ =1 — L vérifie EM) =Xet V() = h Cette variance est de

limite nulle lorsque n tend vers l'infini, donc Xl est un estimateur sans biais
et convergent de .

2 valant

5. En approchant la loi de Z par la loi normale centrée réduite, on obtient :

P(—1,96 < M <1,96) = 0,95

~

C’est-a-dire : P(LX <AL v/ A)=0,95

Vvn+1,96 S V/n—1,96
On obtient donc comme intervalle de confiance pour A, au niveau de confiance
0,95 :

VAT W Vi TR
[\/ﬁ+1,96 O n— 1,96 J

Exercice 3.14.
Soit a et A deux réels strictement positifs et f la fonction définie sur R par
flz) = { Aaz@~le=A " siz>0
0 sinon
1. Montrer que f est une fonction de densité.

On note X une variable aléatoire admettant f pour densité. On dit alors que

X suit la loi W(a, X))

2. Calculer la fonction de répartition F' de X, ainsi que la fonction r définie

+ —
sur R* par r(x) = = F(a)



112 ESCP-Europe 2012 - Oral

3. Dans cette question, on suppose que o > 1 et que X suit la loi W(a, A).
a) Montrer que la fonction r est strictement croissante sur RT et vérifie
r(0) =0
b) Montrer que la variable aléatoire Y = r(X) suit la loi W (a/, ') avec

% + é = 1. Exprimer )\ en fonction de A, a.

4. Réciproquement, on suppose que la fonction r vérifie les deux propriétés :

e la fonction est continue, strictement croissante sur R™ et vérifie 7(0) = 0,
e la variable aléatoire Y = r(X) suit la loi W(a/, '), avec o/ > 1.

Montrer que X suit la loi W(a, \), le lien entre (a, A) et (o, \') étant donné
dans la question précédente.

Solution :

1. La fonction f est continue sur R™* et sur R™. Elle est positive sur R et
+o0

+oo
oo‘f“)dtzzfg Aot~ le 2 dt = [ — e "] ® =1

2. Pour x <0, on a F(x) =0 et pour x > 0,
F(x) = / Aatele A" gt = [ — e—m:a]g =1 —e M
0
R 1 C)
Et donc, pour x > 0 : r(z) = = F2)

3. a) On suppose que a > 1, ce qui fait que la fonction f est continue sur R.
Par la question précédente, r(z) = daz®~! est strictement positive sur R™,
vérifie r(0) = 0 et 7/(2) = Aa(a — 1)z* "2 > 0 sur R

b) Posons Y = r(X). La fonction de répartition G de Y est nulle sur R~
et pourzx > 0:G(x) = PY <z)=PrX)<z)=PX<r )=
F(r~H(z))

puisque la fonction r est bijective strictement croissante sur RT.

= daz®1

On montre aisément que r~!(z) = (f—a)l/(a_l). Ainsi :
six <0

af/(a—1
G(r) = { 1—exp(— A((;U)/OEW—)U)) sinon
a

On a donc o = - Q@ 7 et N = ()\—>‘)a, On vérifie que 'on a bien :
Q
X

4. Notons R : = — r(t)dt. Cette fonction est de classe C! sur RT et
R'(z) = r(z). Ainsi :

+L -1
«

Q|



Probabilités 113

r(z) = 1f—% — R(2) = — L (n(1-F(2)) et R(z) = In(1- F(2)) + K.

La condition initiale donne K =0 et :
Flz)=1-eF® (%)

Par stricte croissance de r, pour x > 0 :

11—V = P(r(X) < 2) = P(X <r7'(2)
et donc :

F(z) = P(X <a) =1 -V 0@ (i)
En utilisant les relations (%) et (xx), il vient :
R(z) = N(r(2))® = N(R'(x))*, soit R'(z)R(z)~ "/ = (%)”“'

(R'(
En intégrant, il vient, comme R(0
1

)
)

=0:
1 1
1_ %Rl—l/a — —)\/]_/Oc/x
1.1 _ ‘qui s .opl/afyy — 1
Comme St = 1, cela est équivalent & : R/ (x) = a()\/)l/a,x et
_ 1
R(.QZ) - (a)\ll/a/)ax

On termine en utilisant la relation (x) : F(z) = 1 — e @) =1 — exp(Az®).

Exercice 3.15.

Soit (A,), une suite d’événements d’un espace probabilisé (€2, A, P). On note
pn = P(Ay). On note B I'événement () ( U Ax).

n>1 k>n
On rappelle que cet événement est en fait :

B = {w € Q | w appartient & une infinité des A, }.
1. On suppose que la série > P(Ay) converge. Montrer que P(B) = 0.
2

2. On suppose que les événements (A,) sont indépendants et que la série
> P(A,) est divergente.
n

a) Montrer que I'événement B est égal & |J ( () Ax), ot M désigne
n>1 k>n

’événement contraire de 1’événement M.

b) Exprimer P( () Ag) en fonction des py.
k=n

c) Montrer que la série Y In(1 — px) est divergente.
k

d) En déduire que P(B) = 1.
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3. Soit a un réel strictement positif et (X,,) une suite de variables aléatoires

indépendantes telles que pour tout n, X, suit la loi de Bernoulli de parametre
1

n®’

a) Montrer que lim FE(X,)=0.

n—-+oo
b) On suppose que 0 < o < 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1,
I’ensemble {n | X,, = 1} contient une infinité d’éléments.

¢) On suppose que a > 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1,
I'ensemble {n | X,, = 1} est fini.

Solution :

m o0
1. Pour tout entier m,ona: (| U Ar= U Ak
n=1k>n k=m

La série > P(A,,) est convergente. Donc lim >  P(Ag) =0.

mr+Hmk:m
Or P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B) < P(A) + P(B), donne par une
récurrence simple P(A4,,UA;,,+1U...UA,) < P(An)+P(Ams1)+---+P(A,)
et par passage a la limite par o-additivité :

P(kg A) < k;i P(Ay)

ce qui montre que P(B) = lim P( (| U 4x) =0.

m—oo n=1k>n

2. a) Les regles de de Morgan donnent immédiatement ( () |J Ax) =

L n>1k>n
U N 4.

n>1k>n

b) Par indépendance des événements (A4,,) et donc de leurs complémentaires

P( O &) = I1 P(A) :;ﬁ (1 pi)

c¢) Deux cas :
e si (p,) ne tend pas vers 0, alors In(1 — p,) ne tend pas vers 0 et la série
> In(1 — p,) diverge grossierement.
e si lim p, =0, alors, —In(1—p,) ~ p,, et par hypothese de la question,

n—-+oo
la série ) p,, diverge. On conclut par le théoreme d’équivalence des séries a

termes positifs ou nuls.
Dans les deux cas, la série Y In(1 — p,,) diverge vers —oo.
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d) Comme In ( ] (1 —px)) = > In(1 — pg), par continuité de la fonction
k=n k=n
exponentielle, il vient : lir£ I[TM@—px) = JI (1A —pr) = 0. Ainsi,
M=r100 L—p, k=n
P( N 4x) =0.
k>n

Comme la suite ( N A_k)n est décroissante, pour tout m, on a :

k>n
U NAe= N 4
n=1k>n k>m
et donc, P( |J (N 4x) =0, ce qui entraine que P( (| |J A4x) = 1.
k=1k>n k=1k>n

3. a) De maniere évidente E(X,,) = P(Z, =1) = 1 qui tend vers 0 lorsque

nO{
n tend vers 400

Pour les deux questions suivantes, on pose : A, = [X,, = 1]. Les variables
aléatoires (X,,) étant indépendantes, les événements (A,,) le sont aussi.

b) La série > P(A,) diverge. Par la question 2, P(B) = 1, ce qui
signifie que les événements [X,, = 1] sont réalisés infiniment souvent avec
la probabilité 1.

c) La série Y  P(A,) converge. Par la question 1, P(B) = 0, ce qui
signifie que les événements [X,, = 1] sont réalisés infiniment souvent avec
une probabilité de 0, ou qu’ils ne sont réalisés qu’un nombre fini de fois avec
la probabilité 1.

Exercice 3.16.

1. On considere la fonction f définie sur R par ¢t — f(t) = lexp(—|t|).

2
Montrer que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X dont

on déterminera la fonction de répartition, I’espérance et I’écart-type.

2. Soient X et X5 deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que
X. Déterminer une densité g de Y = X7 + Xs. Quelles sont les valeurs de
I’espérance et de ’écart-type de Y 7

3. a) Donner une densité de la variable aléatoire X; — Xo.

b) On effectue indépendamment 1'une de l’autre, deux mesures de la masse

d’un méme objet. On suppose que 'erreur commise a chaque fois suit la loi
de X.

Soit a réel positif. Quelle est la probabilité que les deux mesures effectuées
ne different pas de plus de a ?
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c¢) Pour quelles valeurs de a I'inégalité de Bienaymé-Chebychev donne-t-elle
une information sur cette probabilité ?

Solution :

1) La fonction f est continue sur R, positive.
+oo

+oo
On a : f(t)dt = %/ e tdt =1, donc f est une densité.
00 0

* Si F' est la fonction de répartition de X, on a :

Siz <0, F(:z:):%/ etdt:%em
L | o

Si z > 0, par symétrie, F(z) =1— F(—z) =1— e "

* La convergence (absolue) de l'intégrale définissant 1’espérance est banale
et, par symétrie, ’espérance est nulle.

* Enfin la variance est égale au moment d’ordre 2 et :
—+ 00 —+ 00
V(X)= / %th—“' dt = / t2e~tdt =T(3) =2
—00 0

2) Une densité g de Y est donnée, par convolution, par :
+oo
o) = / Lo-lilg-le—t gt
—00

xT 0 +o00
Pour = < 0, 4g(z) = / e2t— d¢ _|_/ o dt _|_/ o2t g4
x 0

— o0

D’ou : g(x) = %(1 —x)e”

0 T 400
Tandis que pour x > 0 : 4g(x) = / e2t—T dt _|_/ e~ % _|_/ oT—2t g
—00 0 T

D'ou : g(z) = %(IE + 1)e ",

On peut donc écrire :
Vo eR, g(x) = 114 |af)e I
Par linéarité de l'espérance : E(Y) = 0 et, par indépendance :
VY)=V(X;)+V(X2) =4.
3) a) La variable — X5 a méme loi que X2, donc, toujours par indépendance,
X1 — X5 améme loi que Y = X7 + Xo.
b) Soit X; l'erreur aléatoire commise lors de la premiére mesure et Xs

celle commise lors de la seconde. On cherche la probabilité de 1’événement

| X1 — Xs| < a, clest-a-dire —a < X1 — X2 < a. On peut donc écrire :
a

p:P(—aéXl—nga):/ g(m)dw:%/ (2 + D)o da
0

—a
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Une intégration par parties donne la solution et :
p= %(2 — (0, + 2)e_a)

c) L’inégalité de Bienaymé-Chebychev donne une indication des que la
largeur de 'intervalle considéré est égale au moins a deux fois 1’écart-type de
Y, c’est-a-dire pour a > 2.

Exercice 3.17.

On note ¢ la densité continue sur R de la loi normale centrée réduite et ®
la fonction de répartition correspondante. On dira qu’une variable aléatoire
réelle positive X suit la loi LN(u,0),n € R,0 € R% si sa fonction de
répartition F'y est donnée par :

Fy(z) = {@(%((mow — ) >0

1. On suppose que X suit la loi LN (u,0), et on pose Y = In X. Déterminer
la fonction de répartition Fy de Y.

2. Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes, respectivement de
lois LN (p1,61), LN (us2,02). Déterminer la loi du produit X; X5.

3. Soit Z est une variable aléatoire de loi LN (u,8). Montrer que pour tout
¢, € RY, la variable aléatoire cZ* est de loi LN (1',6’), ot on précisera les
valeurs de u’ et 6.

4. Soit p € ]0,1[ et ¢ = 1 — p. On définit X;,..., X,, des variables aléatoires
indépendantes de méme loi définie par :
PX;=e)=p,P(X;=1)=q=1—0p.

n

a) Quelle est laloide S, = > (InX;)?

i=1
b) Montrer que lorsque n tend vers 400, la fonction de répartition de la

n 1
variable aléatoire T,, = e_p\/ﬁ( I XZ-) vn converge en tout point de R? vers
i=1

une limite que 'on déterminera.

Solution :
1.Ona:¥oeR P(Y <2)=PInX <z)=P(X <e*) = (4 — p).
Donc Y suit la loi N(u, 6).

2. Si on pose Y; = In X;, on a X; Xy = €112, Par stabilité et indépendance,
Y1 + Ys suit la loi N'(p1 + p2, /07 + 02). Par suite X7 X5 suit la loi LN (u1 +

K25 4/ 9% + 9%)



118 ESCP-Europe 2012 - Oral

3.0naln(cZ*) =Inc+alnZ =lnc+ aT.
Soit t € R, on a :

P(aT+Inc<t)=P(T < é(t—lnc)) ®T<1(t—lnc))
= (%(é(t —Inc) — p))

O s : 1
Donc c¢Z“ suit la loi LN(ua + Inc, @).

4. a) In X; suit la loi B(p). Par suite S, suit la loi B(n,p).
b) On a:

VteR:, P(T, <t) = P@>qu1xqv¢’<o

@(ﬁ(t—lnc—,ua)).

< Int
n n)

n — Sn_np
(p\/_+\/— n <Int) = P( Tn

S, —n . . . . ,
Or (”qup)n converge en loi vers une variable suivant la loi normale centrée

réduite, donc :

) Sp —np Int
lim P(T, <t)= lim P <
Jim P(Tn < t) = lim (S0t < Jme) =

Exercice 3.18.

nt
o(1nL)

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(X > n) > 0 pour
tout n € N.

On appelle tauz de panne de X la suite réelle (x,)nen des probabilités
conditionnelles définies par :

1

1. a) Vérifier que P(Y = n) = ] définit bien une loi de probabilité
sur N*.
(On pourra déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n € N*, on ait :

1 _a b
EES R TR

b) Déterminer le taux de panne de la variable aléatoire Y.

2. Dans le cas général, montrer que :
n—1
VneN PX>2n)=][1—-a)=1—z0)(l—21)...(1 —2p_1)
k=0
puis exprimer p,, = P(X = n) en fonction des xy.

3. Déterminer les lois de variables a valeurs dans N* ayant un taux de panne
constant pour n > 0.
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4. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de taux de panne (z,,)nen, et
(Uk)ken une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
sur [0, 1].
Soit Z définie par :
. 0 sinGN,Uk(w)>xk
Vw e Z(w) = {min {keN/Uy(w) <z} sinon

Montrer que Z est une variable aléatoire et déterminer sa loi.

Solution :

. 1 1 1 R |
1.a)Vn€N,pn——n(n+1)—n n+1>Oetkz::1pk—l n+1n—>—+>ool'

On a donc bien affaire a une loi de probabilité sur N*.

b) Le taux de panne (y,,) est donné par yo = 0 et comme pour tout n > 1 :

P(Y >n)= lim i(l—L): lim (L- 1 )-1
- p—too =k k+1 potoon  p+1 n

il vient : )

_ n(n+1) 1
Yn="1 = n+1

n

2.0na:1=Px>n(X =2n)=Px>n)(X =Zn+1)+ Px>n(X =n), ce
qui donne :

1 — dn — =
v P(X >n) P(X >n)
d’ou : )
o P(X = n)
1-— = =P(X >
- = 2 ==
puis :
n—1
pn=PX>2n)—PX>2n+1)=z, [[(1—xk)

k=0

3. Condition nécessaire : si X est a valeurs dans N*, de taux de panne
(Tn)nen+ constant égal a x, alors pg = o = 0 et par la question précédente,
pn=2(1l —2)" ! donc X — G(z).

Condition suffisante : Si X < G(p), on a pg = 0 et P(X > 0) = 1, d’ou
xo = 0 puis, pour tout n € N* :

P(X =n)=pq" ", P(X >n) = 3 pg* ' = =¢"1 >0
k=n
d’ou :
S PX=n) _
"TPX=>n) !
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“+oo

4. S0it A={weQ /VkeNUy(w) >z} = N (U > zx).
k=0

Par 1ndependance des Uk et z1 € [0, 1], on a:

P(kﬂO(Uk>ZEk;)) HP(Uk>£Ek) H(l—xk):P(XBTL—l—l) — 0

n——+oo

d’ou P(A) =0, par hmlte monotone, et donc Z est définie presque partout.

On a Z(2) C N et, par indépendance des Uy, de loi uniforme sur [0, 1] :

P(Z=n)= P((nﬂ Uk > 1)) N (Up < z)) = P(Up < xn);t[: P(Uy > xx)

n—1

= Tn H (1_3316) = DPn
k=0

Conclusion : Z suit la méme loi que X.

Exercice 3.19.

1. Montrer que pour tout x € R™, onal—x <e %,

2. On dispose d’'une urne vide au départ. Le premier jour, une personne met
une boule numérotée 1 dans l'urne, la tire, note son numéro et la remet
dans l'urne (!). Ensuite, a chaque nouvelle journée, elle ajoute une boule qui
porte le numéro du jour considéré, elle tire alors une boule au hasard, note
le numéro de cette boule et la remet dans 1'urne. Le processus se poursuit
indéfiniment . ..

a) Soient £ € N* et Ey, Es, . .., Ey une famille de ¢ événements indépendants.
Montrer que 1'on a

P( N F)<e =

1<i<t
ou F est ’événement contraire de ’événement FE.

b) On note Ay, P'événement «la boule numérotée 10 sort lors du k™™ tirage.
Que vaut la probabilité de Ay ?

c) Quelle est la probabilité que la boule 10 sorte au moins une fois & partir
du n®™° tirage, ou n est un entier positif fixé ?

d) Quelle est la probabilité que la boule numérotée 10 sorte une infinité de
fois ?

e) Calculer la probabilité que le 10 sorte une infinité de fois de suite.
3. On suppose cette fois que la personne remplit 'urne de sorte qu’il y ait

dans 'urne n? boules, numérotées de 1 & n?, le n®™ jour (elle met donc une
boule numérotée 1 le premier jour, trois boules numérotées 2, 3, 4 le deuxieme
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jour, cinq boules le troisieme, ... ). Comme a la question précédente, elle tire
alors une boule, note son numéro et la remet immédiatement dans 1’urne.

a) Soient ¢ € N* et Fy, Fs, ..., Ey une famille de ¢ événements . Montrer
¢
que'ona: P( |J E;) <Y P(E).
1<t i=1
b) Quelle est la probabilité que le nombre 10 sorte une infinité de fois ?

Solution :
1. Banal, par inégalité de convexité ou étude de la fonction associée.

2. a) Comme les événements considérés sont indépendants, en utilisant la

question 1, il vient :
£
= & ooy ‘ =2 P(EBy)
P( N E)=I11PE) =111~ PE)) <[[ePE) =¢ =
1 1 1

1<i<e
b) 1l est clair que :

P(Ay) =0si 1 <k<10et P(4) = + si k > 10.

k
400
c) Ceci correspond a la probabilité de I'événement |J Aj. Passons a
k=n
I’événement contraire, on obtient :
P Ap) = lim P Ap).
(kEL ) USSIES <n£2§l )
Or d’apres la question 2 a), on a :
l ¢
P( N A_k)gexp(—ZP(Ak)):exp(— Z 1/k) — 0
nshkst k=n k=sup(n,10) oo

. +o0
D’ou P( (| Ai) =0 et par suite, P( |J Ax) = 1.
k>n k=n

d) L’événement «le 10 sort une infinité de fois» s’écrit au moyen de
I'intersection décroissante des événements précédents. C’est donc :

+-00 too
P (G a0 = tim (U 4 =1

n>1 k=n n—+00

Le 10 sort donc presque stirement une infinité de fois.

400
e) Ici I’événement considéré correspond a la réunion croissante : | J ( N Ak>
n>1 “k=n
et on a :
400 400
P(U (N A)) = lim P(() A)< lim P(A,)=0.
n k=n

n>1 k= n—-+o00 n—-> 400
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La probabilité que le 10 sorte une infinité de fois de suite est donc nulle.

3. a) La formule de Poincaré P(A|JB) = P(A)+ P(B) — P(A() B) implique
P(AUB) < P(A) + P(B). On obtient ensuite l'inégalité souhaitée par
récurrence.

b) Dans ce cas, on a: P(Ax) =0si 1 <k <10et P(Ax) = # si k > 10.

Avec la majoration donnée en 3. a), on obtient en passant a la limite :

—+o0 400 1
k=n k=n k
d’ou :
PN 4 im P(U Ap) < lim S5 L =0

puisque le reste d’une série convergente tend vers 0.
Cette fois la probabilité que le 10 sorte une infinité de fois est nulle.

Exercice 3.20.

Soit (€2, B, P) un espace probabilisé. On note £ l'ensemble des variables
aléatoires X a densité définies sur cet espace, a valeurs dans [—1, 1] et centrées
(i.e. telles que l'espérance E(X) existe et vaut 0).

1. Soit X € &.
a) Montrer que, pour tout A € R, la variable aléatoire e
espérance.

AX admet une

b) Montrer que, pour tout a € R et tout A > 0, on a :
P(X >a) < e ME(eM)
c¢) L’ensemble £ est-il un espace vectoriel 7
2. Soit A > 0 et soit X € £.

a) Pour tout n € N, montrer que : (2n)! > 2™nl.
2

A
b) En déduire que : %(eA +e ) <eT.
c¢) Montrer que, pour tout = € [—1,1], on a : e’ < %(e’\ +e ’\) -+ %(eA —

e ).
d) Déduire des questions précédentes que :
)\2 )\2
E(eAX) <e2 et E(e’AX) <e?2.

2
a

3. Montrer que, pour tout a > 0 et tout X € £, ona: P(|X| >a) <2e 2.

4. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes qui appartiennent
a £. Montrer que :
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a®
2

Va>0,Vn € N*, (%!ZZ: | )<2e*

Solution :
1. a) Soit f une densité de X nulle en dehors de [—1, 1]. Par le théoreme de
transfert il suffit que I'intégrale / e f(x) dx converge, ce qui est banalement

R
le cas car la fonction a intégrer est nulle en dehors de [—1, 1].

b) L’inégalité est évidente pour A = 0 car alors e_A“E(eAX) =1.
Pour A > 0, d’apres l'inégalité de Markov appliquée a la variable positive
e*X ona:

AX
P(X > a) — P(e)\X > e)\a) < E(e)\a )
(&

c) Non : si X suit une loi uniforme sur [—1,1], alors X € £ mais 2X ¢ &,
car cette variable aléatoire prend ses valeurs entre —2 et 2 ....

!
2.a) Pourn > 1, @

par 2, donc (2n)! > 2"n! et le résultat est banal au rang 0.

= (n+1)(n+2)...(2n) et les n facteurs sont minorés

b) On a par simplifications des sommations de séries :
1 +oo )\271 +o0 )\271 )\72

L/ A - — —
5 (et +e7) = ,?_:0 2n)! S22 ¢

<L * 1e>‘ + 1—Txe_>‘, soit encore, en posant

c) Cette relation s’écrit : e*®

t:—m—zi—l € [0,1] :

AEIH=D-(-1] < geX 4 (1 — e,
inégalité qui est vraie d’apres la convexité de la fonction u — e** sur [—1,1].
[On peut aussi étudier la fonction ¢ : x + e — %(e’\ + e_/\) — %(e/\ — e_/\)
associée, dont la dérivée seconde est évidemment strictement positive sur
[—1,1]. Comme p(—1) = ¢(1) = 0, il n’est méme pas nécessaire d’étudier le
signe de ¢’ ...]

d) D’apres 2. b) et 2. ¢), on a :

1 1 2 2
E(e’\X):/ e“f(x)dxé/ (eAT—I—%(e)‘—e_)‘))f(x)dx:e/\T +0
—1

-1

N,

Comme — X € &£ on peut remplacer X par —X ce qui donne : E(e’/\X) <e

3. On peut écrire, pour tout A > 0 :
P(|X|Z2a)=P(X>2a)+ P(X<—a)=P(X >2a)+ P(—X > a)

e—AaE(eAX) + e—AaE(e—AX)
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ra
< 2e e 2

2

et en prenant A =a : P(|X| > a) < e T

n
4. De la méme fagon, on remarque que = > X; € £. Donc, pour tout A > 0,
i=1

S|

comme a la question précédente, on a :

P& 00> 0 = PG x> )

B

<e VP [E(exp(

3>

-
Il
—

Xi)) + E(exp(—

3>

/)
le)
3

s

y
@

Sl

el
g
s

E(e—nXi )] (par indépendance)

-
I
-
-
I
-

)

A2 n 22 S W S
<2 Vn J]e2n® =2 VneZn
i=1
: a )2 a’
Pour conclure il suffit donc de trouver A > 0 tel que —A\—= 4+ 5§— < — 5

N
: A )2 : Y
soit (a \/ﬁ> < 0. On doit prendre : A = a/n.
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D

QUESTIONS COURTES

Soit A une matrice inversible de M, (R) telle que A% = *A.
Quand la matrice A est-elle diagonalisable sur R ?

Montrer que A est une matrice orthogonale.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Soit g
une fonction de classe C! sur R. On suppose que X g(X) et ¢’(X) admettent
une espérance.

a) Montrer que E(¢'(X)) = E(Xg(X)).

b) En déduire la valeur des moments de X.

Soit f une fonction T-périodique, avec T' > 0, dérivable sur R.

On suppose que f s’annule en p points distincts de [0,T[. Montrer que f’
s’annule en au moins p points de [0, 7| distincts de ceux de f.

n

Pour tout n € N*, on pose P,(z) = [] (x — k).
k=0

a) Montrer qu'’il existe un unique réel r,, € 0, 1] tel que P, (r,) = 0.

/ n
b) Montrer que iZ—Efjg = 1.;;0 ﬁ En déduire ngg—loo Tn.

Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant la meéme loi
géométrique de parametre p.
Déterminer la probabilité de I’événement 3X = 2Y.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) et a
valeurs dans N ; pour tout & € N, on note P(X = k) = py.
On suppose que X vérifie la propriété suivante :
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da € R_,3b € RY tels que Vk € N*, pp, = (a—l—%)pk_l

La variable aléatoire X peut-elle suivre :

a) une loi exponentielle?  b) une loi de Poisson?  ¢) une loi binomiale ?
d) une loi géométrique 7

On considere un certain jeu de casino et on note X la variable aléatoire égale
au gain du casino a chaque partie jouée. Un joueur joue une partie et il note
Xy la variable aléatoire égale a la somme qu’il perd.

Pour mesurer sa malchance, celui-ci observe les pertes Xi, Xs,..., X, ...
des joueurs suivants, en supposant que (X, ),en est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi que X.
Il s’intéresse alors a l’'indice du premier joueur qui perd plus que lui,
autrement dit a la variable aléatoire N du plus petit indice n tel que X,, > X
soit réalisé.

a) Justifier que P(N >n —1) = %

b) Le joueur a-t-il raison de penser qu'’il est vraiment malchanceux ?

Soit A, 1 deux réels fixés avec A # 0 et Py un polynéme de Ro[X]. On définit
une suite (P, ), de polynémes par son premier terme P, et la relation : pour
tout n > 0, Pyy1 = AP, + uP),.

a) Montrer que pour tout n > 0, P, € Ry[X]

b) Soit n fixé, et Q € Ry[X]. Existe-t-il Py € Ry[X] tel que P, = Q7

Soient A, B € M, (R) telles que pour toute matrice M € M, (R), AMB = 0.
Montrer que A =0 ou B = 0.
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