1
ANALYSE

Exercice 1.01.

Soit f la fonction numérique définie sur R™ par
T

f(z1,...,zn) = exp (n +1- kzla:k) + If:lem’“
1. Montrer que f est de classe C? sur R™.
2. Déterminer le gradient V f de f. En déduire que f admet un unique point critique
noté 7.
3. a) Calculer la hessienne V2 f(Z) de f en ce point critique.
b) Montrer que ¥ X € M,, 1(R) \ {0},*XV2f(Z)X > 0.

4. a) En déduire f admet en T un minimum local.
b) Ce minimum est-il un minimum global sur R™ ?

Solution

1. La fonction f est de classe C? comme somme et composée de fonctions de classe
C?.
2. Un calcul élémentaire donne pour tout ¢ € |1, n]
k13
%(ml,...,mn) =—exp(n+1-— kE Ty) + e
H =1
donc :

Vi, = (e"’l —exp(n—|—1 - i a:k),...,exn—exp(n-}-l— i a:k))
k=1 k=1

Un point critique x est déterminé par V f, = 0, soit pour tout ¢ € [1,n] :
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gf(wla---,wn)=—eXp(n+1 - Y @) et =0
¢ e

1
n
Ainsi, ¥ = ... = e™ = exp(n+1— Y ), donc ;1 = ... = T, et
k=1
zy=n+1—nz,donczy =... =2, = 1.
z=1(1,...,1)

3. a) La matrice hessienne est égale a

T
e”*’—I—exp(n-I—l- ka) sii=j
Vif: = (aij), aveca;j; = k=1

exp(n-l—l-ixk) sit# j
etenZ = (1,...1), -
2 1 ... 1
V2f;=e 3 : 1
1.1 2

b) Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives. Ici la matrice V2 f;, vaut e(I + J), ol J est la
matrice composée uniquement de 1. La matrice J est de rang 1 et la somme de
chacune de ses lignes est égale A ni. Ainsi ses valeurs propres sont 0 et n ; les valeurs
propres de I + J sont 1 et n -+ 1 et les valeurs propres de e( + J) sonte et e(n + 1)
qui sont strictement positives. D’oi1 le résultat.

4. 2) On sait alors qu’en le point critique Z f admet un minimum local. La valeur de
ce minimum est (n + 1)e.

b) C’est un minimum global. En effet ' |1|.m}+ f(z) = +oo,car f(z) > > €.
z||—+o0 k=1

Ainsi, il existe A > O tel quessi ||z|| = A, f(z) > (n+1)e+ 1. Sur le disque fermé
et borné, centré en 0, de rayon A, la fonction f est continue et atteint son minimum.
Celui-ci ne peut &tre atteint au bord car pour |||} > A, f(x) > (n+ 1)e. Il est donc
atteint en un point de I’intérieur qui est un ouvert, donc au point critique déterminé
précédemment.

Exercice 1.02.

Pour n € N* et z € R, on pose u,(z) = —%

n+n‘z
1. Discuter, selon les valeurs réelles de z, 1a convergence de la série de terme général
oo
Lorsque cette série converge, on note f(z) sa somme, soit: f(z) = > un(z).
n=1
Dans la suite, on considére un réel a > 0.
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2. a) Déterminer la limite de f(x) quand z — +co.

b) On admet que la fonction f est continue sur [a, +oco[. Justifier 1a convergence
400
de I'intégrale J = f(z)dz

a

+oc
3. a) Justifier que, pour tout n € N*, I'intégrale J,, = / u,{2) dz converge et la
a

calculer.
b) Montrer que, pour toutn € N*,ona:

+oo 1

¢) En déduire 1’expression de J comme la somme d une série.

4. a) Justifier que, pour tout entier n > 2,0na:

f a1 "
- t+t%z? T n+n2? n—1t+1 z?
b) Déterminer deux réels b et ¢ (indépendants de £, mais pouvant dépendre de x)

tels que

1 b c
VieRY,, —5—= =73
S o e A A
¢) En déduire un encadrement de f(x}, puis un équivalent de f(x) quand z — 0.
+o0
d) En déduire la nature de I’intégrale I = f(z) dz.
0

Solution
1. On a u,(0) = 1/n, qui est le terme général d’une série divergente ; pour z # 0,
Un(T) ~ 2—12—, qui est le terme général d’une série convergente.

nex

1 +oo 1 .
. :0< < — 0, doncl = 0.
2.a)Ona O_f(m)_gz ElnTsc—»+oo0 onci{.r.}f

b) f € C%Ja, +oc[) et 0 < f(z) < 7r d’mtégrale convergente en +oc, donc
par la régle de Riemann J converge.

3. a) un, € C%([a, +oo|) et un(z) ~ ??1:1:— donc J,, converge encore par application

de la régle de Riemann.

Par le changement de variable affine z +— m\/ﬁ =t,ona:
+oo

1 (™ _de 1
= HL 1+ naz’ n\/_ f va 1 +t2 nyv/n [amtan(t)]a\/ﬁ
= n\/_(_ — arctan(a+/n).
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b) Pour tout 7 € N*,ona:

0 +too 400 too 4o 1
-Sal=[ 1 F el [ 15 dole
k=1 a k=n+1 o k Kz

ot L[rmd_ﬁv_l IS
[k-zn:ﬂkz] ‘o a

¢) Comme E 5 converge, son reste tend vers 0, donc 3" Ji converge vers J,
k>1 k>1
SOit

J = Z JIn Z [F\/:(— — arctan(a+/n))]

4. a) L’encadrement demandé est une conséquence banale de la décroissance de

1 .
7227 R

t—

2
b) Par identification : ﬁl_ 1z

t+t’z t 1+t2?

¢) La convergence de 3 u,(z) garantit celle des intégrales, d’od en sommant
n>1

pourn = 2:

f+oo dit Fz) — /+ dit
_ g t4+t2z? 1422 t + t%z?
S e 1 2 T A

=z - dt < - < T — dt

[Td-Epescio-a< [ 4

ou encore : 92 Moo ) 91 +00
- t‘dix[ S 2 1) 1+ 22 1T 1
est-a-daire .

ln(-l——:tzzi) In(z2) < 1 5 < In(1 +z?) — In(2?)

En regardant les termes prépondérants, on obtient par encadrement d’équivalents :
f(x) ~ —2Inz.

1
d) La convergence de 'intégrale f In(xz)dz donne, par la régle d’équivalence

0
pour les intégrales de fonctions de signe fixe, la convergence de I'intégrale définissant
I

Exercice 1.03.

2z
Soit f la fonction définie par f(z) = f t_—%

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.
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2. Montrer que f est de classe C sur Dy.
3. Déterminer lim f(z). En déduire hm f(z).

T=r=400

4. Montrer que 1’on peut prolonger f par continuité en z = 0.
On note f la fonction ainsi prolongée.

5. Montrer que £ est dérivable sur R. Calculer F(0).

6. La fonction f est-elle de classe C* sur R ?

Solution

1.Onétudie ¢ : t — t +sint. Ona ¢'(t) = 1 + cost > 0, nul seulement en des

points isolés, et lim ¢ = —oo, Em @ = 400, ce qui montre que ¢ est une bijection
— 00 >0

croissante de R sur R s’annulant en 0, donc senlement en 0.

. 1 : _ oo
Ainsi pour tout £ # 0, 7—-=— ez oSt continue sur [z,2z] et Dy = R*.

. e 1 5 F3 s "
2.Notons F' une primitive de ¢ TTent W R% ou RY. Par le théoréme

fondamental du calcul intégral, comme f(x) = F(2z) — F(z), f est de classe
C' sur R* et :

Pl 2 1
i) = 2z + STD(Z.’L‘) z + sin(z)

1l 1 < Ai
3.Pourtoutt > 1, t+1\t+smt\t2—1 nsi:

2z f:
a:>1==>L t+1\f($) [mt‘il,dou

:1:>1=>1n2—$—_|j_'T\ flz) € 237_11
En faisant tendre x vers +00, il vient hﬁ_n f(z) =1In2.
IT—T0Q

La fonction (o est impaire, le changement de variable { = —u donne donc :

—2z 2z
Y dt =: du :
I :1:)—/_9: t +sint L u—l—sinu_f(x)
Donc f est paire et 1i1_1_1 f(z) =In2.

2z
t—sint
40necr1tL t+smt / /t(t—!—smt

, . t—sint
Orun développement limité au voisinage de O eta 1’ ordre 3 donne : i +sing) 127
t—sint

HE F sin ) admet un prolongement par

continuité en 0 et est donc continue sur [—-2, 2] et ainsi majorée par une constante C.

qui tend vers 0. Ainsi la fonction £ +—
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11 vient donc pour |z| < 1:

2z 2z
dt [ dt
|f$ t+sint /m %t | < Clel

ce qui montre que | f(z) — lnTZ‘ < C|z|. Ainsi lir%f(x) = 1—1122

5. Le calcul de f' a été fait précédemment. Aprés réduction, il vient :
f(z) = 2 s.ina:(l — cos 9:)
(2z + sin(2z))(z + sin(z))

Effectuant un développement limité au voisinage de 0, il vient f'(z) & %

Ainsi la fonction fest—elle dérivable en 0 (théoréme des fonctions de classe C'1) et

7 =o0.

6. On a déja vu que la fonction fest de classe C'! sur R, car elle I’est en 0 et I’est
banalement ailleurs.

Exercice 1.04.

1. Soit > wuy, une série a termes réels strictement positifs, telle que :
n>0
lim (Y2t} =0

n——+o00 Un

a) Montrer qu’il existe ng € Ntelque : Vn € Nyn 2 ng = Un41 < 5 Un.

bof—=

b) En déduire que la série > u,, converge.
n>0

Soitun réel ¢ € |—1,1[. Pour 2 € R et n € N*, on pose
fal@) = (1-g2)(1 = ¢%) - (1 - q"x) = ]| (1-¢"2)
2. a) Montrer que, pour tout z € R, la suite (f(z))
limite.
b) Vérifier que Vz € R, f(z) = (1 — qz) f(gz) (1).

nene converge. On note f(z) sa

3. On suppose que f admet un développement limité 4 tout ordre IV en 0, noté :

f(z) = %anz"—i-o(a:N) N €N,
n=0

T
a) Montrer que Vn € N*,a, = —; ] a,—1 et en déduire I’expression de a,,
q —_—
pour tout n € N,

b) Justifier que la série de terme général a,, x™ converge pour tout x réel. On note
g(z) sa somme.

¢) On admet que g est continue sur R. Montrer que g = f.
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Solution

1. a} Le résultat demandé n’est autre que la définition quantifiée de la limite avec
e=1/2,etu, > 0.

b} Par récurrence, n > ng = 0 < u, < (%)n-no

par comparaison a une série géométrique convergente.

Un,, d’Oll ]a convergence

2.a) e S’il existe ng, x = 1/g", alors Vn > ng, fa(z) = 0 et la suite (f,,(z))
est constante & partir d’un certain rang, donc convergente ;

™

e sinon, V7, fo(z) # 0etln|fo(z)| = 3 In|1 — ¢*z| converge absolument car A
k=1

partir d’un certain rang |¢*z| < 1 puis klim ¢*z = 0et|In|1—g*z|| i~ lg¥z| > 0,
— 00 o0

qui est le terme général d’une série géométrique convergente.

D’autre part lim (1 — ¢"z) = 1 implique que f,,(z) est de signe constant & partir

n—00

d’un certain rang, donc (f,(z)) converge.

neN*

b) Pour tout x € R, la relation s’obtient par passage a la limite dans la relation
n

fr(@) = (1-gz) [1 (1—¢*"qz) = (1 - gz) fn-1(q2)

k=2
3. a) Par substitution dans la relation précédente et identification par unicité du
N N
développement limité,ona: ) anz™+o(z) = (1—qz}[ 3 an(gz)"+o(z")],
n=0 n=0

donc :

VneN* a, = ang™ — an_1q" etag = f(0) =1

n n (n+1)/2
d’ ol par récurrence @, = —4—a,_; = 4———

- [[E* -1
k=1

q'n,+1$ |
n+1l __ 1

n+1
Opt1 T
b) Pour tout z € R*, “;ln—|
|an z"|
convergence absolue de la série.

0, ce qui assure la

n—oo

_'q

4. g vérifie la relation (1) (cf. 3.a) et g(0) = f(0) = 1, d’ol, par récurrence et
continuité de g en 0, on écrit pour tout n :

g(z) = [kill(l - ¢*2)] g(g"z) = fu(z) 9(q"2)

puis on fait tendre n vers I’infini et 4 la limite :

9(z) = f(z) 9(0) = f(z)
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Exercice 1.05.

Soit (n,p) € N* x N*, avec n > p, et posons ¢ = n — p. Pour tout z € R, on
considere 1’équation d’inconnue réelle y :

(E):y" +xy? -1 =0.
1. Démontrer que ¥V € R, I’équation (E) admet une racine unique y, dans R .

2. Soit f la fonction de R dans R* définie par :  — f(z) = y, ol y, est défini
dans la premiére question.

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et donner I’expression de f'(x) en
fonction de z et f(z).

3. Calculer le développement limité 4 I’ordre 2 de f en 0.

4, Montrer que f admet une limite, que I’on calculera, lorsque z tend vers +oo.

5. Démontrer que f(z) ~ . lorsque z tend vers +oo.

Solution

1. Pour tout z € R, posons ¥,.(y) = y™ + zy? — 1, fonction définie sur R .
Ona W, (y) =ny™ ! + pey® ! = y?~ ' (ny? + pz).

— Si z est positif ou nul, ¥, croit.

— Si z est strictement négatif ¥, commence par décroitre avant de croitre.
Comme lién ¥,(y) = —1etque Li_m ¥, (y) = +00, on en déduit que ¥ ne prend
o0

qu’une fois la valeur 0 sur RY.

i
2. I’ équation (E') montre que pourtouty € R} onaz = 1y _ ¢ y).
+ y

— o ) _ q __ .
Ona ® qui est C™ sur R} et ®'(y) = ny pgl y)p: ny’ —pT

On a ® < 0 et ® est strictement décroissante sur |0, +oo] et définit lijne bijection de
R% sur R. Elle admet une fonction réciproque qui n’est autre que la fonction f qui
est aussi C*°. Ona:

f(x) = ¥ B i C)

ny? + px nf(z)? +pz

3.0na, f(z) = a + bz + cz? + o(z?).

On obtient immédiatement a = £(0) = 1,b = f/(0) = —=, puis on utilise :
(1— Lo +ea? +o(a?)" +2(1 - Lo +ca? + o(=?)? —1=0.

Ce qui conduit 4 : ncx? + n2—;’,1m2 — %:cz = () puis

. n—1-2p gq—p-—1
€= _QTE— 22

i
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4. L’examen de la fonction ¢ montre que lig_l f(z)=0.
T—r 100

1
5.0nadonc, zy? ~ 1,d’otu f(z) ~ z P.
+co +oo

Exercice 1.06.
+oc
1. Montrer que pour tout z > 0, I'intégrale f —i—-t— dt converge.
o 1+zxe

On note f I’application définie sur R?} par : pour tout z > 0,

f(:v)=[0+°° L gt

1+ze
2. Montrer que f est strictement décroissante sur R¥*,

3. a) Déterminer 1'11_{1 f(z), puis un équivalent de f(z) pour = au voisinage de
L==>=00
+00.
b) Déterminer lirrb f(z).
T—

4. a) En utilisant le changement de variable u = z.e’ que I’on justifiera, montrer
que :
+oo

flzy=lnz(lnz—-In(1+z))+ f ﬁfz)— du

b) En déduire que f est dérivable sur R?_ et calculer f/(z). Retrouver ainsi le sens
de variations de f.

Solution

1. Soit z > 0. La fonction ¢ : £ — T —I—t = est continue sur R et positive.

re

+o0
Au voisinage de 400, p(t) ~ % e tet / t.e~'dt converge. Ainsi f est-elle bien
1

définie sur RY .

t  ~ __t

2.8 0 < < y, alors, t =2 0,
1 z y, alors, pour £ = 1-|—:cet/1—|—ye

7 Ce qui entraine la

décroissance de f.

+oo
3. a) Comme 1 + ze? > ze, il vient : 0 < f(z) < %f te~idt = % (calcul
0
simple ou référence probabiliste) ce qui montre que :
lim f(z)=0

r—+too

L o5t équivalent 2 f(xz)} au voisinage de +oc. En effet :

Montrons que p
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+co +oo +o0
1 —t ‘ _ i 1 —2t gy _ C
- = te'dt| = dt < = t dt = =
lf(a:) 93_/0 © _/0 (1 + ze*)(ze?) :02/0 © x

Donc f(z) — % = o(%) et f(z) ol %

&)

b) Soit A > 0. On peut écrire :
A

f@> |

0

Or li A
g 2(1 + ze™)

A

1 A?
dt 2 —— [ tdt = ——
1+aet 7 1+ze /0 2(1 + ze”)
2
= —‘%— et comme ceci est vérifié pour tout A, il s’ensuit que
lim f(z) = +o0
r—0

4. a) Le changement de variable proposé est de classe C* et bijectif. I vient

f(z) = /:ooli@@du = Lﬂoﬂcﬂu - ln(:c)./:oomdu

u(l + u) u(1 + u)
Or,pour A > 0:
/A;du:/}‘d—”— ? du = —In(z) +In(1 +2) - ln(1+ 1)
T u(1+u’) T U 0 14w X

et, en prenant la limite lorsque A tend vers +oo :

+oo 1

i = - _lnu _
Finalement f(x) = Inz(lnz — In(1 + x)) +f$ al + u)du.

+oo
b) La fonction = +— / _Inu g, est dérivable (intégrale fonction de sa
. W1+

borne inférieure), et :

f'(z) = % (Inz —In(l +z)) + Inz (% 1 —}—:v) B x(in-ls-ca:)

= -CIE (lnz —In(1 +z)) < 0.
On retrouve bien la décroissance de f.

Exercice 1.07.

Dans tout I'exercice, E' désigne 1'ensemble des fonctions continues sur R et
2m—périodiques, ¢’est-a-dire 1’ensemble des fonctions f vérifiant :

feC'R)etVz e R, f(x+27) = f(z)
2w
Pour toute fonction f de E, on pose : ¢(f) = ZL / f(t)dt.
0

m

1. a) Montrer que toute fonction de E est bornée.
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b) En déduire que, pour toute fonction f de E et tout réel a strictement plus grand

—+o0
que 1, ’'intégrale / %}l dt est convergente.
1

2. a) Montrer, pour toute fonction f de E, I’égalité suivante :

427 27
[ rwa= [

0
b) En déduire que pour toute fonction f de E, les primitives de f sont
2m—périodiques si et seulement si ¢(f) = 0.

3, On consideére une fonction f appartenant & F et on note g la fonction définie par :

vVt e R,g(t) = f(t) — c(f).
a) Montrer que g appartient 2 E et que ¢(g) = 0.

+eo
b) Montrer que I’intégrale : f ﬂtﬂ dt est convergente.
1
¢) On suppose dans cette question que c(f} 7 0. Déterminer un équivalent simple

T
de / ﬂtﬂ dt quand x est au voisinage de +oc.
1

4. On considére dans cette question la fonction f définie, pour tout réel ¢, par :
£ (t) = |sin(¢)].
a) Vérifier que f est un élément de E.

b) En déduire que : / J%ﬂldt ~  Z2n(z).
1

(z—+o0) T

400 .
¢) Quelle est la nature de I’intégrale / |—Sltitl dt ?
0

+o0 |
d) Quelle est la nature de 1’intégrale / Sltﬂ dt ?
0

Solution

1. a) Soit f une fonction de . Comme f est continue, elle est bornée sur ’intervalle
fermé borné [0, 27, il existe donc un réel M positif, tel que :

Vy e [0,2], 15 ()| < M
Soit = un réel donné. Il existe alors un entier relatif k tel que z 4 2kx appartienne a
[0, 27]. Comome f est 2r—périodique, f(z) = f(x + 2k7) et, z + 2k7 étant dans
[0,27], on a bien f(z) < M.

b) D’aprés ce qui précéde, on a |ft—§)—| < tMa La fonction ¢ — % est, & un

scalaire prés, une fonction de Riemann et pour o > 1 son intégrale en +oo est
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convergente. Le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives permet

+oc
de conclure a la convergence de ] ‘ 0] Idt.
1

Enfin, comme la convergence absolue entraine la convergence, on peut bien conclure

+c0
a la convergence de I'intégrale / %gdt.
1

27T 0 2w 427
2.a)0nécrit:/ f(t)dt-_/ +/ —|—/
T T 0 2T

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable ¢ = u + 2 et par
périodicité de f la premiere et la dernitre intégrale se détruisent. On obtient ainsi le
résultat escompté.

b) Soit F' une primitive d’une fonction f de E. On a alors, pour tout réel z,
27

x+2mT
Flz+2m) — F(z) = f fdt= | Fe)dt = 2me(f).

0
On en déduit : F est 27r—$périodique si, et seulement si, Vz, F(z + 27) — F(z) = 0,
soit si et seulement si ¢(f) = 0.

3. a) La fonction g est continue comme somme de fonctions continues.
Ensuite, g(z + 27) = f(z + 27) — c(f) = f(z) — c(f) = g(z).

27 27 27
Butin, 2 [ g0t = o [ et - [ eyt = ol) - ) =0
On adonc ¢(g) = 0.

"9()
b) Soit A un réel plus grand que 1 et considérons : / g 7 dt.

1
Notons GG une primitive de g. On a alors, en 'mtégrant par parties :
/ 9lt) gy — (S0 f Gl) g

* Comme g appartient a F et que c(g) =0,la prnmtlve G de g est 2r—périodique
(question 2.b)) et évidemment continue. GG est donc dans . On en déduit qu’elle est

bornée. Alors, comme G est bornée : lim ﬂﬂ = 0.
A—4oo t

+oo
* L’intégrale f %ﬂdt converge.
1

Conclusion, le second membre de 1’égalité posséde une limite finie en 400 et
I'intégrale est convergente.

[P E®) L [T @) — () “e(f)
c)Ona./1 + dit /1 7 dt-i—/l r dt.
. ﬂ?ft B x t
Smt/1 -—Lt)dt—fl gi—lt dt + ¢(f) In(z).
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Comme lim / %ﬂdt = L et que 1i1_|1_1 e(f)In(z) = Foo, (c(f) # 0)onen
1 IL—1T 00

T—r+f00
déduit : :
t

dt ~ c(f)ln(z

[ Bt~ cryimiz)

2n
4. a) f est évidemment continue et 27 —périodique, ¢(f) = % / | sin(t)|dt = %
0

b) En utilisant le résultat obtenu a la fin de la question 3, on a bien le résultat
demandé.

“+oo | . +oc | .
¢) L’intégrale f JSlTntldt diverge, donc I’intégrale / .ISlTntldt diverge.
1 0
d) Une intégration par parties de renforcement de convergence prouve la conver-

‘oo, +oo |,
gence de I'intégrale f SlTntdt, donc aussi celle de I’intégrale f Sltﬂdt.
1 0

Exercice 1.08.

+0co
Pour toutes fonctions f, g continues sur R telles que / | f(£)g(x—1)| dt converge,
— 00
+oo’
on pose (f * g)(z) = f(t)g(z—t)dt.

+oo
1. On suppose dans cette question que f | (t)| dt converge et que g est bornée

—QoQ
sur R. Montrer que f + g est définie et bornée sur R.

—+co +oo

|f()|% dtet f |g(t)|? dt convergent.

— oo — O

Montrer que f x g est définie et bornée sur R.

2. On suppose dans cette question que /

1
3. Pour tout . > 1, on pose A, = f (1-— tz)" dt et
-1

hn(t) = {L——Ll T\:Z © osite[-1,1]
0 sit ¢ [—1,1]

a) Montrer; 4 I’aide du changement de variable ¢ = cos 8, que
m/2
An = Zf (sin §)2"+1 dp.
0

On admet que X, ~ /% lorsque n tend vers +oc.
n—+00 1

b) Montrer que A, est une densité de probabilité.
¢) Montrer que pour tout ¢ > 0,

—€ 40

lim ho(t)dt = lim ha(t) dt = 0

n—+oc f_ o n——+oo e
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d) Déterminer pour tout réel z, - liI-Z'[_l (f * hy)(z) pour f continue et bornée sur
n—+00
R.

Solution

1. Pour tout (x,t) € R?, |f(t)g(z — t)| < K|f(t)|. Comme / | f(t)|dt converge,
R

les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure A I’existence de (f % g)(x) pour tout réel z et au fait que

(f *9)(@) < fR \F()ldt.

2 Pourtout (z, 1) € B% f(0)a(e=0) < § (1F7 +lofe — OF).Ox [ 17(0)at

converge ainsi que / |g(z — t)|*dt par un changement de variable évident.
R

Les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure comme dans la question précédente.

3. Le changement de variable ¢ = cos  de classe C* donne
1 T w/2
f (1— #2)ndt = f (sin §)2n+1dg = 2 f (sin 0)27+1dg
—1 0 0
Montrons le résultat admis dans I’énoncé :

Posons W,, = f (sin #)™d#. Alors, une intégration par parties donne

/2
W, = [ - (sin8)" ! cos§]] /2 +(n— 1)/ (sin 8)"2 cos? 6d0
0

soit: Wy, = =1w, ..

n
La suite (W,,) est décroissante ( car sur [0,7/2], 0 < sinf < 1) et la relation
précédente donne nW,W,,_; = (n — 1)W,,_1W,,_o, donc :

W Wn_1 = W1Wy = %

Finalement W,, < W,,_1 < Wp_2 = n —= W, Ceci entraine que —WMT}—_l tend vers
1,donc W,, ~ W,,_1 et nW,, W, _1 —1r/2 entraine que W2 ~ —etW

AmSIANZ\/%—T)N\/E'

b) La fonction h,, est continue et positive sur R et son intégrale est égale 4 1 de
par sa définition.

i
2n
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e 1 [ _ e 1- &))" 1
c) On a /E hn(t)dt = )\—n/E (1 — 5™ < X, < P donc
+o0 —-&
liI_f_l h,(t)dt = 0. Méme démonstration pour hn(t)dt.

d) La fonction f est continue sur R et bornée par K. Scite > 0.
N existe 6 > Otel que |t| < § entraine | f(x —t) — f(z)| < €/3. On peut alors écrire :

(4 b)) — $(@)] = | [ 1o = Oha(t)dt = [ F)hu(t)it
jl;|f(a: _ 1) = F(z)|hn(t)dt
-8

< (
+4 +oo
S/ +/ +/ o=hL + 1+ I3
—o0 -8 ]

—» Or, par la continuité de f en z et la positivité de A, Is < % / hy(t)dt =

walm

Rk
—8 +o0
s comme |f| <K : I < sz ha(t)dt et I < 2K/ o (£) dt
—00 —§

Par la question c, il existe N tel quesin > N, I} < —%, I3 < %

Finalement, pour toute > 0,ilexiste N telquepourn = N, |(fxhy,)(z)—f(z)| < e.
DoncVz € R, lim (f % hy)(z) = f(x).

Exercice 1.09.

Pour tout entier naturel n, on note C,[X] I’espace vectoriel des polyndmes a
coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n. On définit par récurrence
la suite de polyndmes (7, ), par :

T() = 1, Tl = X, Tn+2(X) == ZXTn+1(X) - Tn(X),Vn 2 0.
Dans cet exercice, on identifiera polyndme et fonction polynomiale associée.

On rappelle que pour tout (&, b) € R?, cosa + cosb = 2 cos (G_'Z!i) cos (aT—b)

1. Expliciter To, T3 et Ty.

2. Soitn € N.
a) Montrer que, pour tout ¢ € R, T,(cost) = cos(nt).
L5
b) Montrer que 7,,(X) = 3 (ZT:;C)X"_Q’“(X2 — 1)k
k=0

3. Montrer que pour tout n € N*, T, posséde exactement n racines distinctes.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On note z;,...,z, les
racines de 15,.
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Pour f : [0, 1] — R, continue sur [0, 1], on note || f||oc = sup |f(z)].
ze[-~1,1]
4, Calculer || T3, || oo

5. On pose S, = %Tn et P, I’ensemble des polyndmes unitaires de degré n qui
possédent 7 racines distinctes sur [—1, 1}. On souhaite montrer que
VP € Pn,|Salloc < [IPlloo-
a) Calculer ||.Sy, || co-

b) Montrer le résultat annoncé en raisonnant par I’ absurde.

Solution

1. D’apres les définitions :

To=2XT, —Tp =2X>—-1,T3 =2XT> — T} = 4X® - 3X,

Ty =2XT3 — Ty =8X* - 8X%2+1

2. a) On montre cette propriété par récurrence sur 7.

e Pourn = Oetn = 1, on a bien Ty(cost) = 1 = cos(0.t) et T (cos t) = cost.

e Soitn € N. On suppose que Ty, (cost) = cos(nt) et Tp11(cost) = cos((n+1)t).
Alors, pour toutt € R :

Tni2(cost) = 2cos(t)Tn+1(cost) — Tp(cost) = 2cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt)
= cos((n + 2)t) + cos(nt) — cos(nt) = cos((n + 2)t).
Ainsi, pour tout n € N et pour tout t € R, T, (cost) = cos(nt).
b) Soit z € [1, 1]. On note x = cost. Alors :
T (z) = Ty (cost) = cos(nt) = Ré(e™) = Ré[(e*)"]

= Régi:ﬂ (Z’)zk sin® t cos™ k¢ = Lzz:i (27;9)7‘% sin* £ cos™ 2k ¢
3, . R Ly T
=3 (%) CD*(A-cos? ) cosm= 2 = 32 (2) CV*(1-22)Fa
L5
E3
Ainsi, les polyndmes T, et kz—:o (;}’c) (X2 — 1) X"~2* coincident sur [—1,1]. Ces

polyndmes sont égaux

3. Comme T, est un polynéme de degré n, il posséde au plus n racines distinctes.
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Pour tout k¥ € [0,n — 1], notons z; = cos Zk;’;l L. Alors, 73 € [-1,1], les
nombres z; sont tous distincts car la fonction cosinus est injective sur [0, 7| et

Tn(zk) = cos(ng%h) = COoS (2k _|2_ m _ 0.

Nous avons donc identifié tous les zéros du polyndme T, et T,, posséde exactement
7 racines distinctes toutes dans [—1, 1].

4. Pourtoutr € [-1, 1],ilexistet € [0, 7] tel que z = cost. Alors, T,,(z) = cos(nt).
Ainsi, || T, loc < 1. De plus, 7,,(0) = 1. Donc || Tnl/eo = 1-
5. a) On remarque que S,, est un polyndme unitaire de degré n et que, d’aprés la

question précédente : ||S,||oc = 2n—1_1

b) Soit P € Py, tel que ||P|co < ||Sp)loo- Onpose D = S, — P.

Comme P et S, sont dans P, ils sont tous deux unitaires et le degré de D est
strictement inférieur a n.

_1\k
De plus, pour tout k& € [0, n], D(cos I%r) = P(cos %’r) — % Ainsi, D change

n + 1 fois de signe sur [—1, 1]. D’aprés le théoréme de Rolle, D s’annule donc au
moins en n points distincts. Ainsi, D = 0 et on obtient une contradiction. Finalement,

VP € Py, 180loo < IP]loo-

Exercice 1.10.
Soit f I’application définie par :
1 T+y
: 1
1. Quel est I’ensemble de définition D de f ?
2. Montrer que f est de classe C? sur D.

3. Montrer que pour tout (z,y) € D:

2yf(z,y) + (1 - 5172)%(m,y) —-(1- yz)g—;(w,y) =0
4. Montrer que pourtout z 2> O etpourtout y tel que 0 < y < 1:

T+Y \|
<1
‘m (1+xy) /oy

1
En déduire que pour tout z > 0, I’intégrale / f(z,y) dy est convergente.
0

Solution

1. Pour définir f(z,y), il faut avoiry # 1,y # —1et lx_—:_a:% > 0,donc z + y et
1 + zy de méme signe et non nuls.
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2. La fonction f est de classe C! sur D, car composée, produit, quotient de fonctions
de classe C!, les fonctions apparaissant en dénominateur ne s’annulant pas et la
fonction placée dans le logarithme étant strictement positive.

TN
_ x4 —1 T +
L A e e ) R e A S )

On vérifie alors facilement la formule demandée.

4. Fixons y dans 0, 1] et étudions la fonction & : z — In (lx_—:-m%)

La fonction h est définie et dérivable sur R*, avec A/ (z) = 1-y >
(z +y)(1 +zy)

2

0.

Par conséquent h est strictement croissante.
De plus A(0) = Iny et m-l-ﬂloo h(z) = —Iny. Donc |h(z)| < |Inyl, ce qui est le
résultat demandé.
Pour z fixé, la fonction, de la variable y, 2 intégrer est continue sur |0, 1.

Au volisinage dey =0, |f{z,y)| < |Iny| = —Iny, et la convergence de I’inté-

2 1/2
grale f / In y dy donne la convergence de 1’intégrale / flz,y)dy.
0 0

Au voisinage de y = 1, |f(z,y)| < ﬁ—g%g et la fonction majorante se
prolonge par continuité en 1, donc est intégrable sur [1/2, 1].
1

La convergence de f(z,y) dy en résulte.
1/2

1
Par disjonction des problémes, on en déduit que / f(z,y) dy est convergente.
0

Exercice 1.11.

Soit un réel z et un entier naturel n > ( ; on note :

n—1 g_w)p
1. Montrer que les relations wu,, = So, (1) et vy, = Sap1(1) pour n € N définissent
deux suites réelles adjacentes. En déduire la convergence de la suite (S, (1))nen vers

un réel £.

Les questions suivantes sont indépendantes ; elles permettent toutes le calcul de £.

2. Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = In(1 + z). Pour z € [0,1] et k € N*,

exprimer f(*)(z) puis déterminer sup |f®) (z)l.
ze€[0,1]
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En déduire la valeur de £ par application de 1’inégalité de Taylor-Lagrange & f sur
0,1].
3. Etablir que, pour tout réel z > 0 et pour tout entier n > 0 ;

S2n($) =z (113) = 32n+1($)

et en déduire la valeur de 7.

2n
4. Montrer que pour tout entier n > 0: So,(1) = 3> %
k=n+1
En déduire la valeur de £ en faisant apparaitre une somme de Riemann.

3. Montrer que pour tout entier n > 0:

1 n
Sn(1) = / L
0

et en déduire la valeur de £.

Solution
. : — _ 1
D’autre part : Up+1 — Un = Sonpt2(l) — Sgn(].) 1 1l >y

2n—|—11 2Zn+27
et Unt1 — Un = Son+3(1) + San41(1) = —2n1+ 1T, 73 S0

Les deux suites (u,, ) et {vy,) sont adjacentes ; elles convergent vers un méme réel £.
Les deux suites extraites Sa,, (1) et S2,,+1(1) convergent vers la méme limite £. Par
exhaustion la suite (Sy, (1)),en converge vers £.

2.Pourz € [0,1] et k € N*, f/(z) = 1}r$.

—1)* Lk — 1}
On montre facilement par récurrence sur k& € N*, f*)(z) = D (k-

(1+2)* 7
&0t sup{|f® ()], z € [0,1]} = (k— 1)\
La fonction f est de classe C'°° sur [0, 1] ; on applique I’inégalité de Taylor-Lagrange
afalordren :

, n f®0 n
=2 . k:!( < (n-il— gy sup{lf (@), = € 0,11} = Tn_ilﬁ”!

_1
‘<‘n+1

soit | In(2) — S, (1)| <

n(1) = In(2)

n—-4co

3. Soitunréel x > 0 et un entiern > 0 : .
2n -1,k
Soit la fonction : fi(z) =In(1 + z) — Son(z) =In(1 +2) — > 1—1%.
k=1

Cette fonction est dérivable sur RT et
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— (-2 2n 2n
f{(x)=_1%:__kz=:1(_1)k 1,k 1:1-}-3; 1 1(-1—93) 1+$>0
La fonction f; est donc croissante sur R™ et comme f; (0) = 0, elle est positive sur
R*. Ce qui prouve la premigre inégalité.

On montre, de méme, 1’inégalité de droite en étudiant la fonction fo définie sur Rt
par : fa(x) = San+1(z) — In(1 + ), et on obtient : Son(x) < f(z) < Sant1(z).
En particulier pour z = 1 et en passant 2 la limite : £ = In(2).

4, On montre le résultat par récurrence :
— L'initialisation est banale.

2n
— On suppose la propriété vraie aurang n: % = S2,(1). Alors

. k=n+1
2n+2 2n
1_ i 1 1 1 _ 1 1
k=§+2kﬁk=§+lk+2n+1+2n+2 n+1 Sz”(1)+2n+1 2n+2
= Sony2(1)

ce qui prouve I’hérédité et donne la conclusion.

On reconnait une somme de Riemann :

g 2 L_gn 1 _ 1y
nl = = = = =
(1) k=§+1k p§1n+k =g B
1
: . 1 _
etngr_ir_loos%(l)—fo 1+$dm—1n(2)
5. Soitn > 0. Ona:l—_—(—_gjznil(—t)p,donc:
1+t p=0
1 n—1 ¢ __1yp—1
u_Ldt_ E ( )pdtz Zg_lL:
g L1+t a0 P
1 1
 Sa(1) = £ D
et:5u() = | 12 /i—Ltht_m(z) [

t'n.

Or, pour tout ¢ € [0, 1], |1+t|_ l—l—t
et

1
(=t)" n 1
0\/0 1+tdt| /|1+t|dt 1—|—tdt s oo

ce qui entraine que lim £—Lalt Qet hm Sn(1) = In(2).
n—+oo fy 1+t n—-+o00

Exercice 1.12.

Soit r un réel strictement positif. On considére un réel strictement positif ug et on
définit la suite (u, )n>0 en posant :
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T+ U

1. Etudier la fonction z +— z® + rz — 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul point
£. En déduire que la fonction f définie par : f(z) = admet un seul point fixe

+ z2
(i.e. il existe un unique zq tel que f(zg) = xo).

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = f(f(z)).

a) Que vaut g(z) ?

b) Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ que 1’on déterminera, tels que pour tout
zréelona:

(1-rz)(r+22)?2 —z= (23 + rz — 1)(az® + bz + c)

¢) Déterminer la fonction z — h(z) = g(z) — z.
3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (uy, )n>0 ?
4. On prend pour r la valeur 1/2.

a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera « et 3 les deux points fixes
qui sont différents de £ avec o < .

b) On pose E = {a, 8, £}. Montrer que f laisse I’ensemble E invariant (i.e que
I'ona f(E) = E).

En déduire que a < £ < B.

c) Etudier le signe de la fonction ~ définie par h(z) = g(z) — z.

d) Etudier la convergence des suites (25 )n>0 €t (U2n+1)n>0 en fonction de la
valeur initiale ug.

Solution

1. Une étude immédiate montre que I’application z — z3 + rx — 1 est strictement
croissante sur R. I’ étude de ses limites en 4-co montre qu’elle s’annule en un unique
point £.

Il en résulte que la fonction f admet un unique point fixe £.

2. a) Un calcul immédiat donne, pour tout x réel :
(r + 22)?
r{r+22)2+1
b) En effectuant le produit du membre de droite et par identification, il vient :
(1-rz)r+s2)2—z= (23 +rz - 1)(~rz? +z—r?)

g(z) =
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¢) La fonction h est définie par :
Q-ra)(r+22)2 -z  (2®+rz— 1)(-rz® +x —r?)
r(r+22)2+1 r(r+22)2 +1

h(z) =

Remarquons que le discriminant A du trindme —rz? + z — r? estégal a 1 — 4r3,

3. a) Lorsque 7 = 1, A est négatif. La fonction h n’admet qu’un seul zéro qui est £.
La fonction g admet donc £ comme unique point fixe.

b) La suite (u,,) est bornée par construction. La fonction g étant croissante, les
deux suites (ugy) et (uap4+1) sont monotones (et bornées). Elles convergent donc
chacune vers 1’unique point fixe de g.

La suite (uy,,) converge donc vers £.

4. a) Lorsque 7 = 1/2, A est strictement positif. La fonction h a trois zéros et la

fonction g admet trois points fixes a, 3, £. Un calcul immédiat donne :
1

1
=1 — —=, =1 + ==
= wPet Ty
b) Posons E = {«, 3, £}. On remarque que :
fle) = f(g(a)) = g(f(a)), F(B) = f(9(B)) = g((8))-

L’ application f étant injective, les points f(a), f(3), £ sont trois points distincts,
invariants par g. Comme f admet un unique point fixe, il vient :

fle)=58, f(B)=«
On considére alors les différentes possibilités pour ordonner o, 5 et £, et en appliquant
£, on anécessairement a < £ < (3.

c) Le signe de h est immédiat :

[ 41 size]—o0,alUlE, ]
sealn(a)) = { 77 52 €l st
d) Il faut distinguer plusieurs cas :

*x0 < ug < a. Onaalors h(ug) > Oetdonc uz > up. La fonction g étant croissante,
la suite (w2, ) est croissante et majorée par c.

Elle converge vers un point fixe de g qui ne peut étre que a.

Comme f est décroissante, la suite (ugy,41) est décroissante (car ugny1 = f(uzy,))
et minorée par 3 = f(c). Elle converge donc vers (.

* ug = . Les suites (ugy,) et (ugn4+1) sont constantes égales respectivement 2 o et
g.

* a < up < L. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique a celui du

premier cas montrent que la suite (ug,,) est décroissante et converge vers «, alors
que la suite (ug,+1) est croissante et converge vers G.

* up = £, La suite (uy,,) est constante égale a £.
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x £ < up < 3. La suite (ugy,) est croissante et converge vers 3, alors que la suite
{u2n+1) est décroissante et converge vers .

* ug = [3. Les suites (ugy,) et (ug,+1) sont constantes égales respectivement a 3 et
a.

* ug > (3. La suite (ug,) est décroissante et converge vers 3, alors que la suite
(u2n+1) est croissante et converge vers a.

Exercice 1.13.

Soient a > 0 et b > 0. Soit la suite (u,,) définie par récurrence par :
up € 0, +00[,¥n € N, p1 = (atiy +b)2.
1. On suppose b = 0.
a) Montrer que : ¥n € N, u, = a(%ﬂ)z_n_

b) Etudier la convergence de la suite (uy,).

c) Déterminer la nature de la série ) 2™ (u,, — a).

1
a+ (a® + 4b)2

5 .
a) Montrer que si (u,,) converge, alors elle converge vers a*.

2. On suppose b > 0 et on note a* =

b) Montrer que (u,,) converge vers a*.

c)Montrer que : Vn € N, |u —a*| < L Uy, — a*).
) q > [tn 1 < 2min(a*,un+1)| i

d) En déduire la nature de la série > 2" (u, — a*).

Solution
1. a) Récurrence facile.

b)Ona:u, = aexp (2% In %0-) ; Pexposant tend vers 0 donc I’exponentielle
tend vers 1.

c) Comme lim 1, % =0,ona:
n—-+oo a

1 1, Mo
2“(un—a,)=2”a(ef”rln a — 1) ~ aln¥o
(n—+o0) a
Si ug # a la série diverge grossiérement ; si vy = a la série (nulle) converge.

2. a) Comme la fonction f : z — +/az + b est continue la limite éventuelle ¢ de
(uy,) vérifie :



28 ESCP-Europe 2013 - Oral

£20

£>0 2 L _ (a2 5
€=\/aﬂ+b<=){e2:a£+b<=> E—a+(a2+4b)goua (a2—|—4b)

(car a® 4+ 4b > 0)

— (a2 + 4b)%
a (a2+4b) <

Soit £ = a* (car 0).

b) La fonction f est croissante, sa représentation graphique coupe la droite y =
en a*, est au-dessus avant a* et au-dessous aprés a*. Par conséquent :

e siup < a”, alors u; 2 ug puis par récurrence évidente, u,, < Up,41 pour tout n.
La suite est croissante et majorée, donc converge.

e siug 2> a*, alors uy < wp puis par récurrence évidente, u,, 2 Uy41 poOur tout n,
La suite est décroissante et minorée, donc converge.

¢) D’apres I’inégalité des accroissements finis, on a :
Junt1 = a*| = |f(un) — fla*) < sup |f| X |un —a*|.

Uy, @
Or f'(z) = —=2— ; ainsi f est décroissante positive ; donc :
) = S aa g st et P
= siu, < a*
sup [f1]={ e +b T
[un,a*] Waa+5 20" Slun 2 @
[#)

Dans tous les cas, on a donc bien : |un+1 — a*| < —a lun — a*|
2min(a*, up41)
d) e Siug = a”, alors Y, 2" (u, — a)* est la série nulle (convergente).

e Siwuy > a*, alors u, > a* pour tout n et par récurrence évidente, on a :

27 (un — @) < (5%) "o — 07|

Comme 0 < 3% < %, par comparaison avec une série géométrique convergente,

la série ) 2™(u, — a)* est absolument convergente, donc convergente.

e Siug < a*, alors u,, < a* pour tout n et la suite (u,,) converge vers a*, donc :
lim e _— o 1
n——+oo 2Un+1 2a* 2

2ua - < % a partir d’un certain rang et on peut raisonner comme dans le cas
n+

précédent (comparaison & une série géométrique de raison %)

Donc

Ainsi, dans tous les cas, la série converge.

Exercice 1.14,
T
Pour tout z € [0,1] et n € N*, on pose f,(z) = [] 1+
k=1

—

=8

1
On pose également I, = / fn(z)dz.
0
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1
Pour toute suite (h,),>1 positive, on définit J,, = / 1—_&%—1:
k)

1. On suppose que hm hn = +oo. Déterminer Lm J,.
n—+0oc

2. Trouver une suite (hy, ),>1 pour laquelle Vn > 1, I,, < J,. Endéduire lim 7I,,.

n—-o0o

3. Déterminer deux suites (@, )r, €t (vn ), toutes deux équivalentes 2 (Inn),,, telles
que pour tout z € [0, 1]

e—:L"u.n S fn(x) g e—ac'vn
(on pourra utiliser In( f,,(z))).

4. a) Montrer que I,, est équivalent & L lorsque 7 tend vers --oo.
q q Inn

b) Déterminer la nature de la série » _ I,,.

Solution

1
1. Avec h,, > 0,0ona: J, = 711_ [ln(l -|-:rhn)} . = In 1h+ hn , €t par négligeabilité
n n

classique : lim J, = 0.
n—00

2.0na:An=(1+m)(l+ ). (1—|—$) E%
k=1
Or, par comparaison série-intégrale, E 2 / ‘i = In(n + 1). Ainsi, il suffit
k=1 1
de choisir h,, = In(n + 1). Il vient également llﬂl_l I, =0.

3. Comme fn(:r) > Osur[0,1],ona:
In fo(z )=—z:1n(1+k) L (in fol@)) = - 3

k=1"
En intégrant : /(—lnfn(t dt = Ef t-l—k

Comme ¢ € [0, 1], E + E Z% donc :
e FrT <A@ < L ¢

11 suffit de poser u,, = Z zetvn = Z ﬁ’ puis de composer les inégalités
k=1 k=1 +

par la fonction croissante exponentielle.

1 1
4. a) On integre la derniere inégalité. Il vient : f e Tundy < I, < / e Tndrx,
0 0
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— Uy

— gy _
soit L= " < g l—e "

T ’v‘ﬂa
Comme lim v, = lim wu, = +o0o, on obtient :
n——+oo n—-+400o
l—g™ 1  1l—e™"
Un (oo) Un (o0) Un,
et par encadrement d’équivalents : I, ~ 1 0

(00) Un (c0) DT

b) La série ) I,, diverge,carn > 2 —> ﬁ 2 —1 _ > 0.0n conclut par la

régle de comparaison des séries & termes positifs.

Exercice 1.15.

—t2z

+oo
1. Montrer que I’intégrale / f gy 5 dt converge pour tout z 2> 0. On pose alors :
0

+oo e—tzm
h(z) = dt
(@) /0 1482

Calculer h(0).

2. a) Montrer que pour tout u > 0, |e™% — 1 + u| < "%
b) Montrer que h est dérivable sur R™ et que pour tout z > 0,

+oo 2 —t?g
M) =-| L& ldt
() fo 1+ ¢

(on pourra revenir 2 la définition de la dérivée de h en x).

On admet que h est continue sur RY.

3. Montrer qu’il existe une constante A telle que pourtoutz > 0, h(z)}—h'(z)} =

ﬁ

4. On pose pour tout = > 0, g(ac) =e ‘”h( )
a) Montrer que : g(z) = 5 — A f

0 Vi

b) Déterminer lim g(a:)

T—+0o0

+o00
c) En déduire 1a valeur de / et dt.
0

Solution
—tx

1. La fonction ¢ : ¢ ¢
L 1+1t2

est continue sur R? et pour tout z > 0, on a:
t
P < g + t2

+oco
dont I'intégrale converge sur R, De plus £(0) = / dt  ~ —7-"2—
0
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2. a) On utilise I’inégalité de Taylor a I’ordre 2, soit :
2

2
le™® — 1 +u| < 'U‘T sup(e™") = _uz_
uz>0

too t2e—t2$

b) On remarque que I’intégrale / T2 dt converge pour tout 2 > 0.
0

Soitaréeltelquez £a > 0:

Ry +oo ~t?(z+a) —t?(z+4a), 42 —t3z
h(z +a) — h +f te dt:f € —e at’e "~ g
@+a)—h)+a Lo | o
Ainsi :
+o0 9 —t2I 4-c0 —t292‘ -—tza - 1 + tz
h —h e gt < f il ol at’) 4
l (.’E—"a) (‘T)+a’/; 1+t2 l : 1+t2
< _@__2_ oo t4e_t2mdt — azcm
T2/ 144 2

Ceci répond 2 la question, en prenant la limite lorsque a tend vers 0.

3. Par la question précédente, en posant u = ¢/, changement de variable linéaire :

h(z) - K (z) P ettngy = L [T g
z)—h'(z) = e " Tdi = —= e " du
)= ¥ = [ %/

4.2)Onag'(z) = (K(z) — h(z))e™* = —%e_‘“

g(z) = g(0) +/0 g (t)dt = h(0) — A/:ewdt = % — A i e—\/;dt

et

2

+0o0
b) Comme 0 < g(z) < / e VT = il vient Iim g(z)=0.
0

A
\/E ’ r—+co
¢) En réunissant les questions précédentes, il vient

T e et A oo = A2
==A =—=dt = “"du =
r /0 o /; = duy

+oo
Comme A > 0, on conclut/ e~v dy = %
0

Exercice 1.16.
Pour toutes suites numériques ¥ = (Up)n>0 € v = (vn)n>0, on définit la suite
kL
W= (Wn)npopar:Vn e Nyw, = 3 ugvn_g.
k=0

On note alors w = u % v.

1. Dans cette question, la suite (u,,) est définie par : u,, = (%)n et (v,) est une
suite de réels positifs, décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle,
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a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n, m) tels que n < m, ’inégalité :
m

Z Uk < Unp.
k=n+1

b) Soit n un entier strictement supérieur a 1. Montrer que :
Wan, K VpUzn + 2V, + V1Un

¢) Montrer que la suite {w,) converge vers une limite a déterminer.

d) Soit b 1a suite définie par : b, = (— %) " Montrer que la suite b x v est conver-
gente de limite nulle.
2. Dans cette question, A des1gne 1’ensemble des suites a = (@n )n>0 de réels positifs
vérifiant : Vn € N* Ot S (an + Gp—1)
b= (b,) est la suite de la questlon 1.d, et ¢ = (c,, ) la svite définie par :

Co = agp
cn—a,ﬂ—i—a“"‘z1 sin>1
a) Montrer que la suite (c,,) est convergente . On note £ sa limite.

b) Montrer que ¢ = b c.

c) Soit d la suite définie par : pour tout n € N, d,, = ¢, — £. Montrer que la suite
b * d tend vers 0.

3. Dans cette question, les suites u et v sont définies par : pour tout n € N,

= In(n + 1), U”:n—l|—1

Ecrire un programme en Pascal qui calcule et rend, pour tout 7, le réel wy,.

Solution
l.a)Ona:
m o0
1vk 1k 1yn+1 1 1ym
Z -_ g E -— = b b4 el 4 = U
R (3) 2y (5)" =(3)" xy—=m=(5) =un
b) Il vient :
2n 2n—1
Wap = . UkU2p—k = Volan + 2. UkV2n—k
k=0 k=0
2n—1
Wapn = Uplzn + Z UgU2n—k + E UrVan—k
k=0 k=n+1
2n—1
Wan < YoU2n + VUp Z up+v1 Y, Uk < VolUan + 20, + ViU,
k=0 k=n+1

¢) Les suites (u,) et (v,) tendent vers O lorsque n tend vers +oco. Ainsi

lim wq, = 0.
n—oo

On montre comme dans la question précédente que
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Won+1 € VoUzn41 + 2Ung1 + V1lUn,
ce qui montre que lim | Wont1 = 0. Par exhaustion (wy, ), converge de limite nuile.
n—

d) Ecrivons | (bxv),| < E |bx||Vn—k| = Z UgUn—_k = Wy, ce qui donne le résultat
k=0
demandé.

2. a) La suite (¢,) est positive. Comme a € A :

(s Gy
Cn+1=an+1+%u$w+%n=an+ n21:Cn

La suite (c,,) est décroissante minorée et converge donc vers une limite £.

b) On montre par récurrence que a,, = (b* ¢)y,.
e c’est vérifié pour n = 0.
¢ supposons cette relation vérifiée pour n. Alors

n ka1 n+1 k
Un41 = Cnt1 + 9-2& =Cnt1+ ), (—%) Tenr = Cnt1 + D (—%) Cnt+l—k
k=0 k=1
n+1 1\ K
Unt1 = D (—5) Cnt+l—k
k=0

ce qui prouve ’hérédité. On conclut par le principe de récurrence.

¢) La suite d tend vers 0. Il faut montrer qu’alors b * d tend vers 0.
Pour tout ¢ > 0, il existe N tel que n > N entraine |d,,| <
Ona:

L R 20 gs—fL

< (s ) 3o kg v 3 2l

0<kSN k=0 k=N+1
n
1 C
< E : < —+
= (ognkaé(N i) p=nin 2 TS N I

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +-co.

3. Une proposition de fonction :
Function escp2013(n : integer) : real;
Var i,k : integer ;

W : real;
Begin
For £ := 0 to n do
begin
w o= 0;
for i := 0 to k do w := w+ln(i+1)/(k-i+1)
end ;

escp2013 := w
end ;
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Exercice 1.17.

On considére 'ensemble U = {(z,y) € R%;z > 0 ety > 0} etlafonction f définie

sur U par:

flz,y) =$2+my+y2+%+%.

1. Justifier que U est un ouvert de R?.
2. Déterminer le gradient de f en un point quelconque de U.

3. a) Montrer que les coordonnées x et ¥ d’un point critique sont solutions du systéme
d’équations

b) Vérifier que la fonction g définie sur R par g(t) =t — tlz est une bijection

de R’ sur R. En déduire qu’il n’y a qu’un seul point critique M dans ’ouvert U.
Déterminer ce point critique.

c¢) Quelle est 1a nature de ce point critique ?

4. Déterminer les valeurs propres de la hessienne de f en tout point de U.
Ecrire I’égalité de Taylor-Lagrange 2 I’ordre 1 en M. Que peut-on en déduire ?

5. On veut étudier les extremums de f sur U sous la contrainte C donnée par
r—y=-1

a) Montrer que les coordonnées des points critiques de f sous la contrainte C
vérifient un systeme d’équations que 1’on déterminera.

b) A I’aide de I’étude d’une fonction, prouver qu’il y a un seul point critique sous
la contrainte C (que 1’on ne cherchera pas a déterminer). Quelle est sa nature ?

Solution

1. Si (a,b) € U, il est clair que la boule ouverte B = B((a, b), %min(a, b)) est
contenue dans U. En effet, si (z,y) € Bona |z —a|? + |y — b]% < %min(a, b)?,
z—al < %min(a, b) < %a et par conséquent = 2> a — %a = % > 0(dela
méme maniére y > 0). L’ensemble U est donc bien ouvert.

d’ou

1 1
2.8 M =(z,y) e U,onaVfy=_2z2+y— =,2y+z— ).
z Y

3. a) D’aprés le cours, un point M = (z,y) € U est donc critique si et seulement si :
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1
2 - =0
z+Yy g3
2y+zx — —3}12 =0
En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on obtient le systéme
souhaité.
b)Comme ¢'(t) = 1+ t%’ on voit que g est strictement croissante sur R% . De plus,

comme 111(1;1+ g(t) = —ooet \ li_'rp g(t) = +o0, lafonction g réalise une bijection de
t— —_ 100

RY sur R. La deuxiéme équation du systéme obtenu en a) peut s’écrire g(z) = g(y)
pour z et y dans R , on a donc nécessairement x = y.
: 1

I3
c) Avec les notations de Monge, onart — s> = 4x(1+3)(1 +3) — 1 =63 > 0,
) .. . 1 1
ar conséquent f admet un minimum local au point M = (==, ==).
P quent f P (3573

En reportant cette égalité dans la premiere équation, on obtient z = ¢y —

4.8i M = (x,y) € U, on voit que la hessienne de f au point M est donnée par

1
2(1 + EB-) i _ a 1)
1 2(1 + 515) 1 b

avec a, b > 1. On voit facilement que les valeurs propres sont

— b2 _ _B)2
A = a+b+ \/z§+(a b2 Oet My = a+b- f§+(a b)
a,b>1.
L’égalité de Taylor-Lagrange 4 ’ordre 1 en M nous dit que
f(M + H) = f(M) + (Vo H) + ganeron(H) = f(M) + Sarrsom (H) od
8 € [0,1].
Comme les valeurs propres de la hessienne sont strictement positives en tout point
de U,onagnri9u(H) > 0 pour tout H # 0. Par conséquent, f admet un minimum

global en M qui vaut 3%.

V2fu =

> 0 puisque

5.a)SiH = {(z,y);z —y = 0}, un point A = (z,y) € U est critique sous la
contrainte C si V f4 est orthogonal & . On obtient donc le systéme

| 1
3(:c+y) EE+§2—
y=zxz+1

On voit immédiatement que ceci est équivalent a I’équation h(z) = 0 ol
1 1
—6t+3— L — .

7 =z 2 2 * 3 —_ - —
Orh'(t) =6+ g+ a+or > 0sur R} et tEI(];l_’_ h(t) 00, t_l}Too h(t) = 4o0.
La fonction A est donc une bijection de R% sur R. Par conséquent, il existe un unique
point critique A = (o, zo + 1) ol 2o est I’'unique solution de 1’équation h(z) = 0.
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b) Comme V f4 est orthogonal a2 H et que la hessienne a des valeurs propres
strictement positives en tout point de U, on sait avec 1’égalité de Taylor-Lagrange a
’ordre 1 en A que le point A est un minimum global de f sous la contrainte C.
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Exercice 2.01.

Dans tout cet exercice n est un entier naturel non nul, E désigne I’espace vectoriel
des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a n. On pose, pour tout
(P,Q) € E?

+oco '

(P,Q) = A P(t)Q(t)e™" dt

1. Montrer que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur .

2. Soit B = (By, By, ..., By), avec pour tout ¢ € [0,n], B;(X) = )f—: Montrer
que B est une base de E et calculer, pour tout (i, j) € [1,n]?, (B;, B;).

3. Pour tout k € [0, nf, on pose

bt e fa (1)
fr(t) =the tet L(t) = (-1) e
oll f,gk) désigne la dérivée k™ de la fonction f.

a) Montrer que Lj est une fonction polynomiale. Déterminer son degré et ses
coefficients.

b) Montrer que £ = (Lg, L1, ..., Ly,) est une base orthonormée de E.
¢) Ecrire Ia matrice de passage A de Ba L.

4. Soit T' I’application définie sur E par : pour tout P € E, T(P) = P(X - 1).
a) Montrer que 7" est un endomorphisme inversible de E. Déterminer 71,

b) Ecrire la matrice de 7" dans la base canonique de F et la comparer a A,
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Solution

1. C’est une question standard. L'intégrale existe en raison du peu de poids de
e~* en +o00. L’application est bilinéaire symétrique par linéarité de 1'intégrale et
commutativité du produit polynomial. Elie est positive car P?(t)e~* Iest sur RT et

définie positive car ¢ — P2(t)e™" est positive continue non identiquement nulle si
P #£0.

2. La famille (By, ..., By,) de polynémes de E est échelonnée en degrés : elle est
libre. De plus elle est de cardinal n + 1 = dim E : ¢’est une base deE. Enfin
4o

L ; N
BBy — A [T irsergy - ()
i3l Jo il5!

3. a) On calcule f,gk) aI’aide de la formule de Leibniz :
k
(k) ket KN & ik (_qyk—jo—t
100 = Lrre) = 3 (5) L)1

j=0 dt?
1k ¥ k! tk 3
= (50 () gyt
Ainsi Ly, est- 11 un polyndéme de degré k de coefficient dominant ]11 défini par :
Li(t) = -1y )t
{0 = 2D Gt

b) La famille £ est une base car échelonnée en degré et de cardinal n + 1.
Soit p < k. Une intégration par parties (directement avec la borne infinie, car on
constate que le passage & la limite est sans histoires) donne :

(Lg, L) = £_L 0+°° FE WL, b)dt
— o0 _ +o00 -1
- *k!) [f-‘,ﬁ"‘”(t)Lp(lt)]0+ —% f D@L, (bt

Remarquons que pour 0 € j < k

. 7 g . ,

1) = 7 (1 (1) klk — 1)+ (b — i + 1)t et §0(0) = 0, car
i=0

k —1i> 0pouri € [0,4].

Ainsi le crochet de cette intégration par parties est nul en 0, et de limite nulle en

~+o00, par négligeabilité classique, donc :

—1)FHL [T
(L) = = [T (D
En réitérant ce processus, on arrive a :

(L) = SB[ 500 = o

puisque p < k et que le degre de L est égal a p.
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Enfin, pour p = k, on arrive ainsi 3 :
- 1 [T 08 L[
- Jo J0
référence du cours de probabilité)
Lamatrice de passage de la base B 4 1a base £ a comme colonnes les coordonnées des
polynémes Lo, ..., L, dans labase (By, . .., B, ). Il suffit de se reporter a I’ écriture
de L dans cette base, soit :
()= 3 (-5 (%) L = 2 i)
k = - T = - - y
j=o 77 (G) i=0 3777
4. a) L’application T est clairement un endomorphisme de E inversible d’inverse
P+ P(X +1).
b) On a, pour tout k € [0, n],
k /k o k ok o
(X -1k =3 (5)(-0F7x7 = (-1F 3 (§) (-1
A j=0\J j=0 \J
La matrice associée & T" dans la base (1, X, ..., X™) est donc obtenue 2 partir de la

matrice A définie dans la question précédente, en multipliant la k-i¢me colonne par
(—1)*, pour tout k.

Exercice 2.02.

Dans cet exercice E = R3 est muni de sa structure euclidienne canonique.
a

Soitu = | b | € R3 tel que ||u|| = 1. On note D = Vect(u) et p la projection
c

orthogonale sur D).

1. Soitz € E.
a) Exprimer p(x) en fonction de u et z.

b) Ecrire la matrice P de p dans la base canonique de E.

0 —c b
On note M = ¢ 0 —a | et f I'endomorphisme de F canoniquement
—-b a O

associé a M.,

2. Montrer que ker f = D et Im f = D+,

3. a) Exprimer M? en fonction de Pet I.
b) En déduire les valeurs propres de f2.
¢) L'endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

4. On pose pour tout ¢ réel g; = I + (sint)f + (1 — cos#) f2.
a) Exprimer f2 en fonction de f.
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b) Calculer g; o gy pour (¢, ') € R2,

¢) En déduire que pour tout ¢ réel, g; est bijectif et déterminer son inverse.

Solution

1. a) On sait que I’on a alors : p(z) = (z, u)u.

a? ab ac

b) En utilisant pour z respectivement e;, e2, e, il vient P = | ab b2 be
ac bc c?
—cy+bz=0
2%Powr X =%(z y z),onaMX =0 {cm—az:O
—bx+ay=0
b

Supposons par exemple a # 0, le systtme donne alors y = ahE= -g—:z: et donc

(z,y, ) est colinéaire 2 (a, b, c). Le résultat est bien entendu le méme siona b # 0
ou ¢ # 0 et comme a2 + b + ¢? = 1, I'une au moins de ces coordonnées est non
nulle. Ainsi
Ker f =D

* Soit ¥ € Im f, il existe = tel que y = f(x) et la matrice M étant antisymétrique,
pour tout z € D = Ker f, on a, avec des notations évidentes :
(z,f(x)) = ZMX =tX*MZ = —*XMZ = —(x, f(2)) = 0. Cela montre que
f(z) est orthogonal 4 z, donc que Im f C D+,
On termine avec le théoréme du rang qui montre que dim D+ = 2.
3. a) Aprés calcul M2 = P — I.

b) Les valeurs propres de M? sont celles de P décalées de —1, par conséquent
Sp(f?) = {-1,0}

c) Si X est une valeur propre de £, alors A? est une valeur propre de f2. Donc
A€ {0,i,—1}.
Si f était diagonalisable sur R, sa seule valeur propre serait O et f serait nulle, ce qui
est exclu. Donc f est non diagonalisable sur [R.

4. a) On sait que M? = P — I. En calculant M P, on trouve M3 + M = 0 soit
P+f=0
b) En utilisant les formules trigonométriques et f2 = —f, f* = 2, il vient
giogy = I +sin(t +t)f + (1 —cos(t +t'))f? = guyv
c) Ainsi, comme go = I, (g;)~! = g—+-

Exercice 2.03.
Soit n € N*, Pour toute matrice M € M,,(C), on note
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C(M) = {N € M,(C) telles que MN = NM}.

1. Montrer que, pour toute matrice M € M,,(C), I'’ensemble C'(M) est un espace
vectoriel.

2. Soit A € C et I, la matrice identité. Déterminer C (A, ) et préciser sa dimension.

On note C,,_; [X] I’ensemble des polyndmes a coefficients dans C de degré au plus
n—1
Soit (A1, ..., An) € C™ des nombres complexes deux-a-deux distincts. On pose :

:Cri[X] = C* P (P(A1),...,P(A\)).
3. Montrer que I’application ¢ est bijective.
Dans toute la suite, A € M, (C) désigne une matrice dont les valeurs propres sont
{A,.-, A}
4. Soit B € C(A).
a) Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B.
b) En déduire que B est diagonalisable.

5. En déduire que C(A) = {Q(A),Q € C,,—1[X]}.

Solution

1. On montre sans difficulté que C(M) est un sous-espace vectoriel de M,,(C), car
'application N — M N — N M est clairement linéaire et C (M) est son noyau.

2. Comme la matrice identité commute avec toutes les matrices de M,,(C), alors
C(Al,) = Myn(C), et dim C(AL,) = n?.

3. Dapplication ¢ est linéaire.

Montrons que 1’application ¢ est injective :

Soit P € Ker ¢. Alors, p(P) =0, soit Vi € [1,n], P(X;) = 0.

Ainsi, P est un polyndme de degré au plus n — 1 qui posséde n racines distincts,
donc P = 0.

Finalement, ¢ est injective et dimC,,_;[X] = dimC™ = n, donc, d’apres le
théoréme du rang, ¢ est bijective.

4. a) Sott e un vecteur propre de A. Ainsi, il existe A € {A1,..., A} tel que de = Je.
Comme B € C(A), alors A(Be) = B(Ae) = A(Be).

Donc Be € Ker(A — Al,). Or, comme les valeurs propres de A sont toutes
distinctes, A est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.
Ainsi, Ker(A — AI,) = Vect{e}, etil existe u € C tel que Be = pe.

De plus, e n’est pas le vecteur nul, donc e est un vecteur propre de B.
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b) Comme A est diagonalisable, il existe une base ey, ..., e,) de C™ constituée
de vecteurs propres de A. D’aprés la question précédente, la matrice de B dans la
base (e1,. .., en) est également diagonale et A et B sont donc diagonalisables dans
une méme base.

5. Notons C,,_; [A] = {P(A), P € C,_1[X]}.
e Comme A commute avec toutes ses puissances, alors C,,_1[A] C C(A).

e Soit B € C(A). D’aprés la question précédente, il existe une matrice de
changement de base P et (1, ..., un) € C™ tels que

A= P ldiag(Xi,..., An)Pet B = P ldiag(u1,..., tn)P.

Or, la fonction ¢ étant injective, il existe un polyndéme @Q € C,_;[X] tel que pour
tout: € [1,n], @(A;) = u;. Finalement, @ (diag(\i,. .., An)) = diag(p1,..., i)
et Q(A) = B.

Ainsi : C(A) = Cp,—1[A].

Exercice 2.04.

On note I, 1a matrice identité d’ordre n. Soit ¢ : M,,(R) — R une application non
constante telle que, pour tout A, B € M,(R),ona:

#(AB) = 4(A)p(B).
1. a) Montrer que (I} = 1 et ©(0) = 0.
b) Montrer que si A est inversible, alors p(A) # 0.
c¢) Comparer p(A) et p(B) lorsque A et B sont deux matrices semblables.

2. On suppose dans cette question que n = 2 et que l’application suivante
¥ : R* — R est de classe C*.

b
vi@bed—e((2 1))
a) Calculercp((é 8)) (on pourra utﬂisercp((g (1))))

t

b) Soit application f : R — R définie par : Vt € R, f(f) = ¢ ((% (1))) ,
Montrer que f est de classe C* sur R et qu’il existe o € R tel que f/ = af. En
déduire une expression de f en fonction de a.

c) Montrer que, pourtout A; > 0et Ay > 0,0na: g (()(\)1 )(\]2)) = (A1 A2)%.

d) Calculer ’cp (()(\Jl )? )) | pour tout (A, Az) € R2.
2 |
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3. On revient au cas général (n quelconque). On admét I'existence de matrices
Jo,J1,...,Jn € M, (R) qui vérifient la propriété suivante : une matrice A €
My (R) est de rang r € [1,n] si et seulement s’il existe P, Q@ € M,,(R) inversibles
telles que A = PJ,.Q.

a) Pour tout r € [1,n — 1] montrer qu’il existe deux matrices A et B de rang r
telles que AB soit de rang r — 1.

b) En déduire que A € M,,(R) est inversible si et seulement si ¢(A) # 0.

Solution

1. a) Pour toute matrice A telle que A2 = A (en particulier I, et 0), on voit que
(A) est solution de Iéquation 2 = z donc vaut 0 ou 1.
Par 1’absurde, si on avait ¢(I,,) = 0, alors on aurait
p(A) = p(ALL) = p(A)p(In) =0
pour tout A donc I’application ¢ serait constante (nulle), ce qui est exclu : donc
I,) =
;l:afr 1’)absurde, si on avait ¢(0) = 1, alors on aurait
p(A) = p(A)p(0) = p(A0) = ¢(0) =1
pour tout A donc I’application ¢ serait constante, ce qui est exclu ; donc ¢(0) = 0.
b) Si Ainversiblealors 1 = ¢(I,,) = p(AA™1) = o(A)p(A~1) ; ainsip(A) # 0.
c)SiA=PBP1 alors:
p(A) = p(PBP™) = o(P)p(B)p(P~) = p(P)p(P~")p(B)
= o(PP™'B) = ¢(B).

2.a)0na0=90(0):f’(0((1] g) (g [1)))=‘P(((1) 8))@((8 (1)))

1 0 00 1 0
car (0 0) et (0 1) sont semblables. Donc ¢ ((0 0)) = 0.

b) La fonction f est de classe C' comme composée de fonctions C*. On vérifie
facilement que pour tout (z,t), f(z +t) = f(z)f(t).
En dérivant par rapport a  puis en évaluant en z = 0 on obtient f'(¢) = f/(0) f(¢).
Comme f(0) = ¢(I,) = 1, en posant o = f'(0) et en résolvant 1'équation
différentielle, on a ;
VteR, f(t) = et

c) Les matrices ( et) ( (1]) sont semblables donc :
0
e

-

VieR, ¢ (
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Pour A, A2 > 0, on adonc:

A O . et 1 0 — pln g jaln )
o((5 2)) =" 9)e(o o)) e

— (Mha)e.
d) Pour A1, Ag # 0, comme X2, A2 > 0,d’apr2s le b), ona:

(5 2DF=e((5 5))#((5 2))=+((F )
= (A1) = (IMxel?)”.

Si A3 = 0 (et de mé€me si Ay = 0), d’apreésle a),ona:

o((5 2)) (G 2))e((5 7))o

Finalement (avec la convention 0 = 0 méme sicx < 0),ona:

(5 2))

3. a) Il suffit de prendre pour A et B les matrices diagonales — comportant chacune
r fois le nombre 1 sur la diagonale et n — r fois le nombre 0 — suivantes ;
A =diag(1,...,1,0,...,0), B =diag(0,1,...,1,0,...,0).

b) Compte-tenu du 1.b), il suffit de montrer que si A n’est pas inversible, alors

w(A) = 0. D’apres la propriété admise au début de la question, on voit que, pour
une matrice A de rang r, on a p(A) # 0 si et seulement si ¢(J, ) # 0. Il suffit donc
de montrer que p(Jg) = -+ - = p(Jp—1) = 0.
Notons r le plus petit entier tel que (J;.) # 0 et supposons par I’absurde que r < n.
Alors d’aprés la question précédente, il existe A et B de rang r tels que AB est de
rang r — 1. Or ceci est absurde car alors on aurait 0 = @(AB) = p(A)p(B) avec
w(A) # 0 et p(B) # 0. D’od le résultat.

= ol

Exercice 2.05.

On considére ’espace euclidien R™ (avec n € N*) muni du produit scalaire
canonique donné par {z,y) = i z;y;, pour (x,y) € (R™)2,

On dit qu’une matrice A, a;;par;:rllant aI’ensemble M,, des matrices carrées d’ordre

n € N et A coefficients réels, est positive si et seulement si elle est symétrique et
vérifie la condition suivante :

pour tout z € R™, (Az,z) 2 0

Soient A, B deux matrices symétriques de M,,, on écrira A < B si et seulement sila
matrice B — A est positive. On admettra qu’une matrice est positive si et seulement
si elle est symétrique et a toutes ses valeurs propres dans R, .
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On rappelle que la forme linéaire tr définie sur M,, par tr(M) = > my,  avec
k=1

M = (mi;)o<ij<n Vérifie tr(AB) = tr(BA) pour tout couple de matrices

(A,B) e M2,

1. On se place dans R? et on considere les matrices :
(10 (21
A= (0 0) b= (1 1)
a) Montrer que 0 < A < B, mais que ’inégalité A2 < B? est fausse.
b) Vérifier que ’on a tr(A2%) < tr(B?).

2. Soient A une matrice positive de M,, et P une matrice orthogonale de M,,.
Montrer que la matrice *PAP est positive et que tr(A) = tr(* PAP). En déduire
T

que tr(A) = 3 (Aex, ex) pour toute base orthonormale (ey)r—1,... , de R™.
k=1

3. Soit A une matrice positive de M,,. Justifier I’existence d’une base orthonormale

(éx)k=1,...,n de vecteurs propres de A. Montrer que tr(AB) > 0 pour toute matrice

positive B.

4. Soient A, B, C, D quatre matrices positives de M, telles que A < Bet C < D.
a) En utilisant la question précédente, montrer que tr(AC) < tr(BC).

b) Prouver que tr(AC) < tr(BD). En déduire que si 0 < A < B, alors
tr(A?) < tr(B?).

Solution

1. La matrice A est symétrique et ses valeurs propres sont 0 et 1. D’apres le critére
donné dans I’énoncé, elle est positive. La matrice B est symétrique et la matrice

B-A= 1 }) a pour valeurs propres 0 et 2, elle est donc positive. On a donc
bien0 < A £ B.

Un calcul simple donne B? — A2 = (;l 3) .

Ses valeurs propres sont A\; =3 — v/10 < 0 et Ay = 3 + /10 > 0. Elle n’est donc
pas positive et par conséquent I’inégalité A2 < B? est fausse.

2. Si on revient & 'exemple des deux matrices A et B données dans la question 1,
on observe que tr(A%) = 1 € tr(B%) =T.

3. Soient A une matrice positive de M,, et P une matrice orthogonale de M,,. Il est
clair que la matrice ' P AP est symétrique etona (* PAPu, u) = (A(Pu), (Pu)) >0
puisque A est positive.
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Le rappel fait montre que tr(! PAP) = tr(AP*P) = tr(A) puisque PP = I.
Comme la matrice de passage entre deux bases orthonormales est orthogonale, on

obtient immédiatement avec 1’égalité précédente tr(A) = > (Aey, ex) pour toute
k=1
base orthonormale (ex)g=1,...n de R™.

4. Dexistence d’une base orthonormale (ey) k=1,...,n de vecteurs propres de A est
une conséquence directe du cours puisque A est symétrique réelle.

Avec la question 3, on voit que ;
ELS T

tI‘(AB) = Z (ABek,ek) - z (Bek,Aek) = z Ak(Bek,ek) = 0
k=1 k=1 k=1

car les valeurs propres )\, de A sont positives et les produits scalaires (Beyg, ex) sont
positifs puisque B est positive,
5. a) Comme B — A est positive, on a d’aprés la question précédente :
0 € tr((A — B)C) = tr(AC) — tr(BC)
ce qui donne bien I’'inégalité souhaitée.
b) De mani¢re analogue, on montre que tr(BC) < tr(BD) et en récapitulant

on obtient bien tr(AC) < tr(BD). En posant C = A et D = B, on trouve
tr(A2) < tr(B?) pour tout couple de matrices positives (A, B) vérifiant 0 < A < B.

Exercice 2.06.

Pour tout n € N*, note F,, le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C™
sur [0, 1] et Ey le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0, 1].

On note N2 ’ensemble des fonctions f de E vérifiant f(0} = f(1) = 0.
On considére I’application u définie sur Ny parV f € No, u(f) = f”.

1. Montrer que u est une application linéaire injective de Ny dans Ey.

1
2. Soit g € Ey. Pour tout z € [0, 1], on pose G(z) = 1 z — t|g(t) dt.
2 Jo

a) Montrer que G € E; et exprimer G en fonction de g.
b) Montrer que u réalise un isomorphisme de N2 sur Ey.

¢) On note ™" la bijection réciproque de u. Vérifier que pour tout z de [0, 1] :

1 1 1
i@ = § [ e~ towa-§ [ o § [ 0 - 290

3. Pour tout € N, on note P, 1’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles
de degré inférieur ou égal 4 n. On note N,, le sous-espace vectoriel de P,, constitué
des fonctions polynomiales P € P, vérifiant P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel k et tout réel z, on pose ex (z) = z* et fr(z) = ¥+ 1 (z —1).
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On note B = (ep, €1,...,€,)-
On considére enfin I’ application linéaire v définie par
v(P)=P"
a) Montrer que C = (fo, f1,. .., fn) est une base de N, .

b) Ecrire la matrice A de v relativement aux bases C et 1. Montrer que A est
inversible.

k
¢) Soit z € R. Soit k£ € N. Simplifier Ia somme > f;(z).
§=0
d) Expliciter I’inverse de A.

Solution

1. On commence par remarquer que u est une application linéaire.

Si f € Na, f” est continue sur [0, 1], donc u(f) = f* € E,.

Soit f € ker(u). Alors, f = 0. Il existe donc deux constantes a et b telles que pour
tout z € [0,1), f(z) = az + b. Comme f(0) = f(1) = 0, ontrouve @ = b = 0.
Donc, u est injective.

2. a) Pour tout z € [0, 1],
1

6() = §([ @ =90+ [ (¢~ 2)g(e)at
B l - x B x 3 €T . X
- L /O o(t)dt fo tg(t)dt fl tg(t)dt + fl g(t)dt)

Sous cette forme, on voit que la fonction G est dérivable sur [0, 1] et pour tout
z€l0,1]:

x

6'(@) = §(ao(@) + [ 9(e)it —ag(c) - ao(a) + 9(a) + [ g(t)dt)

=3[ ot + [ otoar

Ainsi G’ est dérivable sur [0, 1] et, pour tout z € [0, 1], G”(z) = g{z), fonction qui
est, par définition, continue sur [0, 1]. En conclusion, G € E; et G = g.

b) Soit g € Ey. On cherche un antécédent H & g dans N,.
Posons H : ¢ — G(z) + az + b, o1 (a, b) € R2.
On remarque que u(H) = H' = G" = g.
Reste a déterminer a et b pour que H soit dans No. Comme G est dans E,, H est
aussi dans F5. Reste a fixer a et b pour avoir H(0) = H(1) = 0, ce qui équivaut a

1 1
%/tg(t)dt—}-b:[)et%/ (1-t)gt)dt+a+b=0.
0 0

1 1
On trouve a = %/ (2t —1)g(t)dtetb = —%f tg(t)dt.
0 0
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Avec ce choix de a et b, on obtient donc une fonction H € Nj telle que g = u(H).
L’ application linéaire u, dont nous avons déja montré I’injectivité, est ainsi surjective
et » réalise un isomorphisme de N> sur Ey.

¢) Soit g € Ey. D’aprés la question précédente, pour tout z € [0, 1],

1 1
u~(g)(z) = G(z) + ax + baveca = %fo (2t — Dg(t)dtetb = _%-/0 tg(t)dt

3. a) On commence par remarquer que les fonctions f; appartiennenta N, 2. Comme
la famille C est une famille de polyndmes a degrés échelonnés, ¢’est une famille libre.

Soit P € Np,42, P admet alors 0 et 1 comme racines, ce qui implique qu’il existe un
polyndme Q € P, tel que pour tout z E [0,1] P(x) = z(z — 1)Q(z). En écrivant

Qz) = E axx*, on obtient P = Z ay fx, ce qui montre que la famille C est
k= k=0
également génératnce de Ny 4o.
b) On a v(fy) = 2¢p et pour tout k & [1, n],
v(fr) = (k + 2)(k + l)ex — (k + 1)keg—1. D’ob la matrice

(22 0 0\
0 6 ... 0 0
0 0 .. —k(k+1) ... 0
A=} .
(k+1)(k +2) :
0 ... 0 —n(n+ 1)
\o o .. 0 o (1)t 2)/

La matrice A est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale. Donc
A est inversible.

k k A .
c)Pourtoutk € Nettoutz € R, 3 fi(z) = Y. (2712 — zi*t1) = g*+2 _ g,

d) On applique les résultats trouvés dans la question 2(c). Pour tout & € [0, n],

uex)(z) = %/“’(w ~ t)tkdt + %/1(t — x)tkdt
0 x

1 1
- %f th+1ds — %/ (1— 2t)tkdt.
0

LFH2 _ gk 1

(k+ 1)k +2) (k+1)(k+2)2f3()

Apres calculs, u (e )(z) =
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(l 1 1 1
2 6 n{n + 1) (n+1)(n—i—2)\
0 1 1 1
-6 n(n1+ 1) (n+ 1)1(n +2)
o A” =
Dron: 4 0 0 nn+1) (n+1)(n+2)
\0 0 .. 0 m+¢in+m/

Exercice 2.07.

Soit f un endomorphisme non nul d’'un R-espace vectoriel F de dimension 3, tel
que :

P+f=o.
On admet que f posséde au moins une valeur propre réelle.
1. Montrer que E = Ker f @ Ker(f2 + id).

2. Montrer que dim Ker(f? +id) > 1. Soit z € Ker(f2 +id), x # 0 ; montrer que
(x, f(x)) est une famille libre de Ker(f? + id).

3. Déterminer les valeurs propres de f et les dimensions des sous-espaces propres
associés. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice de f est :

00 0
A=10 0 -1
01 0

5. Résoudre I’équation u? = f, ol ’inconnue u est un endomorphisme de E.

Solufion

1. Montrons que tout x € FE s’écrit de maniére unique z = y + z, avec
(y,2) € Ker f x Ker(f? + id) par analyse/synthése.
St z possede une telle écriture alors :

f2(x) = f2(y) + f?(z) = —z cary € Ker f et z € Ker(f2 + id).
donc z = ~ f2(z) ety = z + f2(x).
Réciproquement, tout  s”écrit clairement sous la forme : z = y+zavec z = — f2()
ety =2z + f2(z)etona:

(FP+id)(2) = (- = @)= -f(fP+fz) =0 = z¢ Ker(f? + id)

et
fy)=fz+ f22)= P+ f(z) =0 = yecKer f.
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2. Par I’absurde si dim Ker(f? + id) = 0, alors f2 + id est injectif, donc bijectif
(dimension finie). En composant la relation f3 + f = (f> +id) o f = 0 par
(f? +id)~* on adonc f = 0 ce qui est contraire aux hypothéses.

Le vecteur z appartient 3 Ker(f2 + id) par hypothése ; le vecteur f(z) appartient 3
Ker(f? + id) d’aprés larelation f3 + f = 0. Si Az + pf(z) = 0, en appliquant f,
ona Af(z) — px = 0 d’ol, par opérations : (A2 + p2)z = 0,d’0d A = p = O car
z#OetApelR

3. Comme X2 + X est un polynéme annulateur de f qui a pour seule racine réelle
0 et que, par hypothese, f admet une valeur propre, alors A = 0 est la seule valeur
propre de f.

En particulier Ker f est de dimension au moins 1 ; d’aprés la question 1 on a donc
dim Ker(f? + id) = dim(E) — dimKer f < 2. D’aprés la question précédente
dim Ker(f2+1id) > 2 puisque cet espace posséde une famille libre de deux vecteurs.
Donc dim Ker(f? + id) = 2 et dimKer f = 1.

0 est la seule valeur propre de f et f n’est pas I’endomorphisme nul, donc f n’est
pas diagonalisable.

4. On prend e; une base de Ker f et une base de Ker( 24+ id) formée de e; # O et
es = f(ea). .

Siu vérifieu? = f,alorsuo f = u® = fou.Onendéduit que Ker f et Ker(f2+id)
sont stables par u, donc 1a matrice de « dans la base €1, e, e3 est de la forme :

A 00
U=1]10 a b
0 c d
A2=0
a?+bc=0
50na: U2 =A<=<{ ad+bd=—1.
ac+cd=1
be+d2=0
0 0 O
Donc A=0Oetontrouve U/ =+ [ 0 1 —1
V2 c 1 1

Exercice 2.08.

On note E I’ensemble des fonctions f : R — R de classe C™ sur R et telles que
pour tout entier k € N, la dérivée k'™ de f, notée f(*), est bornée sur R.
On définit une application u sur F en posant :
wf)=rf+f
Pour tout f € F, on pose || f||oo = sup{|f(z)],z € R}.
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1. Montrer que E est un espace vectoriel et que u est un endomorphisme de E.

“+-co
2. Pour g € E, on pose G(z) = / e Vg{z — v)dv.
0

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction G.

b) Montrer que la fonction GG est bornée sur son domaine de définition.

c) Montrer que la fonction G est dérivable sur R et trouver une relation entre G,
G’ et g. Conclure que G est dans E.
3. a) Montrer que 1 est valeur propre de .

b) Déterminer le spectre de u. Préciser les sous-espaces propres de u.

4. a) Montrer que u est un automorphisme de F.
b) On note u~* la bijection réciproque de u. Montrer que pour tout f € E,

e (oo < 1F!lco-

5. Soit g € E une fonction donnée. Montrer que pour tout n € N*, il existe une
seule fonction f € FE telle que :
k1]

9= (3)/®

k=0

Solution

1. On montre facilement que E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel
des fonctions de classe € sur R. La linéarité de u provient de la linéarité de la
dérivation. De plus, pour tout f € E, u(f) est dans E car pour tout entier k,
lu(f)®] = |f&  fE+D)  |f®)] 4 | FE+D|, quantité qui est bornée par
hypothese. Ainsi, u est un endomorphisme de E.

2. a) Pour tout z € R, pour tout v € R*, [e7Vg(z ~ v)| < [|g||lece™™. Or,
+o0 +oo

Iintégrale e~ Ydv converge. Par comparaison, I’intégrale / e Vg(z—v)dv
0

0
est absolument convergente, donc convergente.
Aitnsi, la fonction (& est définie sur R.

+oco
b) Pour tout z € R, |G(z)} < ||g|!oof e~ Vdv = ||g||co- La fonction G est
0

donc bornée sur R.

c) On commence par effectuer dans G le changement de variable ¢ = z — v. On
obtient alors
0 x
G(z) = e_“’] etg(t)dt +e"“’/ etg(t)dt.
— oo 0

Par conséquent G est dérivable sur RavecVz € R :
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G'(z) =e-m(—f

| dg(t)dt + eg(x)) = ~G(z) + 9(a)

Onadonc G' = -G +g.

La question précédente a prouvé que G est bornée sur R. On montre ensuite par
récurrence sur k que pour tout entier k € N*, G(:~1) est dérivable sur R et que
G®) = —G*-1) 4 g(k—1) est bornée sur R. En conclusion, la fonction G est dans
E.

z

3. a) Soit f une fonction constante non nulle. Onabien f € Eetu(f) = f+ f = f.
Le réel 1 est donc valeur propre de u.

b) Le réel X est dans le spectre de u si et seulement si il existe une fonction
feE\{0}tellequeu(f) =f+ f = Af.
On adonc f/ + (1 — A\)f = 0. Il existe ainsi un réel k£ non nul tel que pour tout réel
z, f(z) = ke(*—1)%_Supposons d’abord que k > 0. Si A > 1, liT f(z) = +oo,

I—+4CO
ce qui contredit le fait que f est bornée sur R.
SiA<1, lim f(z)= 400, ce quiaboutit 2 l]a méme contradiction.
T—r—00

Donc, A = 1. De méme si & < 0. On en déduit que le spectre de u est contenu dans
{1}. Comme la question précédente a montré que 1 est valeur propre de u, on obtient

Sp(u) = {1}. On remarque au passage que le sous-espace propre associé a 1 est
I’ensemble des fonctions constantes.

4. a) Le fait que 0 ne soit pas une valeur propre de u montre déja que Ker(u) = {0},
donc que u est injectif. Il reste & montrer que u est sugjectif (1’espace n’est pas de
dimension finie).

Soit ¢ € FE. La question 2. a montré que la fonction G définie sur R par

+oo ‘
G(z) = [ e Vg(x — v)dv est dans F et vérife u(G) = G + G’ = g. Ceci
0
montre que u est surjectif. Ainsi u est un automorphisme de E.

b) La question précédente montre que u~! : g — G, ot G est la fonction définie sur

+oo
]RparG(a:):/ e Vg(z — v)dv.
0

oo

Pourtout g € E ettout z € R, [u~(g)(z)] < ||g||oo/ e Vdv = ||g]|c0, d’oh
0

™ (@)oo < lglloo-

5. Notons D I’endomorphisme défini sur Epar D : f — f'.Onadoncu = idg+D.
Comme idg et D commutent, on peut appliquer la formule du bindme de Newton
et écrire :
n
pour tout entier k, u® = (2) DF.
k=0
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Comme u est bijectif, u* 1’est aussi. Ainsi, pour tout ¢ € E, il existe une seule
n

fonction f € E telle que g = u*(f) = 3. (2) &,
k=0

Exercice 2.09.

On considere I’espace vectoriel 2 = C°[0, 1] des fonctions 2 valeurs réelles définies
et continues sur I’intervalle [0, 1]. Pour f et g appartenant A E, on pose

1
(frg) = /0 f(t)g(t)dt.

1. Vérifier que I’application qui a (f,g) € E? associe {f,g) définit un produit
scalaire sur F.

2. Soient f et g deux fonctions de E.
a) Montrer qu’il existe un réel a et une fonction k& dans E qui est orthogonale a ¢
et telle que f = ag + A.

b) En déduire que si |[{f, g)| = || f|| |||, alors f et g sont colinéaires.

3. Soit vp € R. On s’intéresse maintenant a I’ensemble F' des fonctions de E qui
sont de classe C? sur [0, 1] et telles que : f(0) =0, f(1) =0et f/(0) = .

a) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, prouver que
1
o 5 — / (1 — 4 F" (t)dt.
0

b) Montrer que 3v2 < /(; 1 f(t)%dt.
4. Montrer qu’il existe une fonction f € F', que I’on déterminera, pour laquelle
folf”(t)zdt = min {/Olh”(t)2dt, h € F} = 3v3.
5. Soient (mg, my,v1) € R?; on désigne par G I’ensemble des fonctions de E qui

sont de classe C? sur [0, 1] et telles que : f(0) = mg, f(1) = my et f/(0) = vy.
Trouver la valeur de la quantité suivante

1
min {/ h(t)%dt,h € G}.
0

Solution

1. La bilinéarité du produit et la linéarité de 1’intégration assurent que 1’application
considérée est bilinéaire. Elle est clairement positive et si { f, f} = 0, alors la fonction
positive et continue £ est d’intégrale nulle sur [0, 1], elle est donc nécessairement
nulle et par suite f = 0. On a bien muni F d’un produit scalaire.
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2. a) Le premier pas du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, appliqué
a la famille (f, g), montre qu’il existe un réel a et une fonction h dans E qui est
orthogonale & g et telle que f = ag + h.

b) On peut supposer ¢ # 0. En utilisant la question précédente, on voit que :
I£1 gl = £, g}t = lalliglf.

d’o || f|| = laf{lgl|- On en déduit que |af?||g]|* = || f|I* = |al*||gl|* + [|A]|?, et par
suite ||h|| =0eth = 0.

3. a) La formule de Taylor avec reste intégral au point 0 et prise en £ = 1 nous dit
que

0= f(1) = f(0)+ f'(0 f(1—t)f”t)dt—v0+f(1-—tf"(t)
b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

V2 < fo 1(1 - t)2dtx f F(8)2dt = / F(t)2dt.

4. Siune telle fonction f existe, c’est que 1’on est dans le cas d’égalité pour I’ inégalité
de Cauchy-Schwarz ci-dessus. Avec la question 3, on voit que 1’on doit chercher f
telle que f” = a(1 — ¢) (et 1a colinéarité implique évidemment le cas d’égalité). La
fonction f est donc de la forme f(t) = & g1- t)2 + bt +cet comme f doit appartenir

a F, on trouve finalement f(t) = --U-(t — 1)t(t — 2).

5. On cherche évidemment a se ramener a F' pour obtenir ce minimum. L’ application :
fr—g:t— ft) —mo+ (me—m)t
envoie bijectivement (& sur F' si 1’on pose vy = v1 + mg — my. On a donc

in{ [ 1(0%d 1 € G)

E min{/(; g" (t)*dt; g(0) = 0,9(2) = O et g'(0) = v1 +mo — ma}

= 3[v1 + mg — m1]?, d’apres le résultat de la question 4.

Exercice 2.10.
+co
1. Montrer I’existence de I'intégrale : I = / — lda:.
0 € —
+oo —kzx C
2. a) Déterminer un réel C > O tel que : V& > 0, / :f dz < I
0 —

oo
b) Pour tout p € N*, calculer : / e Prdx.
0

o0
¢) En déduire que I = 3 L.
p=1D
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Dans la suite on désigne par E 'espace vectoriel sur R dont les éléments sont
les fonctions réelles ¢ définies et continues sur [1,+oo[ telles que 'on ait :

lim +zxp(z)=D0.

T—+00

T ely)
3. Pour ¢ € E, montrer la convergence de I'intégrale : T{yp) = / c,oyy dy.
1
Montrer que I’application T" ainsi définie est une forme linéaire sur E.

4. Vérifier que la fonction GG définie par :

In(z )
G(z) = ﬁ_—% siz > 1
1 siz=1
est un €lément de E. Que vaut T{G) ? (on pourra faire le changement de variable

t=1Inx)

5. A toute fonction ¢ € E on associe la fonction : U(p) = T (¢).G

Montrer que I’application U ainsi définie est un endomorphisme de £ dont on
précisera I’image et les éléments propres, c’est-a-dire les couples (), ) € R x

(E\ {0}) tels que U(p) = Agp.

Solution

1. La fonction z — —2L

est continue sur R"_;_

+o0
En+oo: 0< 2~ L <L etlim lezl.DoncI:-f L _dx
0

e —1 & " r* z-0e”— e” — 1
converge.
2. a) On montre facilement que Vz > 0, =< T < 1,etdonc:
4 ze k= 4 ke 1 Ak « 1
/0 em_ld:cgfoe dx k[l e ]gk

Et, par prolongement des inégalités a la limite, on peut prendre C' = 1.
b) Soit p € N*. En intégrant par partics on obtient :

A
—pA —pA
/0 ze Py = —Ae — (%= —-lz),et:

p p p
—+o0
f e Pridy = %
0 p
. . s . eyt T k xe_km
c) Soit z > 0, par I’identité géométrique : 1= > xeTP? 4 o 1
_ = _
- +oo - P k +o0 pe g +o0 xe_km p
onc T = re dx + T
[ &=L =
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k

1 OO pe ke i 1 | T po—ka 1
et/ = ——-i—/ dx donne |I — —Tf = dr < =
pgl ¥ Jo €€-1 | =1 D o € —1 k

0 2

On en déduit, en passant a la limite ] = Z = %

3. Soit € E. Alors y - ﬂyﬂ est continue sur [1, +oo], et

lim yfi—l Jm Vue(y) =

y—+o00

donc y% %ﬁl < 1 pour y assez grand, d’oll la convergence absolue de I'intégrale
par comparaison Riemannienne.

D’autre part : V1,909 € E,ZYA € R:

T(Ap1+2) = A [1 m%ﬂldy + f +mﬂ2yﬂdy = AT{(¢1) + T(¢p2)
L application T est donc une forme linéaire sur E.

4. La fonction G est continue sur [1, +o0[ (car mllﬁl+ IEIK_E% = 1) et est telle que
mllffoo VZG(z) = 0donc G € E. On a, grice au changement de varjable ¢t = Inz :
T(G) = fmﬂfL)dx = f0+met—‘51dt =1

1

z{r—1

5xGeE = U(p)=T(p)GEE
* U(Ap1 +p2) = T(Apr + 92).G = AT(1).G + T(p2).G = AU(p1) + Ulp2)
Donc U est un endomorphisme de E.

* Im(U) C Vect(G) et U(G) = T(G)G = I.G = Vect(G) C Im(U). D’oix:
Im(U) = Vect(G)
* Soit ¢ un vecteur propre associé a la valeur propre A :
Ulp) =2g = T(p)G =y = T(p)U(G) = AU(yp)
= T(¢)T(G)G = XT(¢).G = T(p)[T(G) - NG =0
Ainsi: A = T(G) = I et Er = Vect(G), ou T(p) = O et Eg = Ker(U) = Ker(T').

Exercice 2.11.
Soit un entier n 2> 2 et E I’espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soit « 1’application qui & tout polynéme P € E associe le polyndme () défini par
QUx) = P(XHL).
1. a) Montrer que u est un endomorphisme de .

b) Déterminer les valeurs propres de u. L' endomorphisme u est-il diagonalisable ?
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¢) Montrer que la famille ((X — 1)*)g<k<n est une base de E. Déterminer les
sous-espaces propres de u.

2. Soit F I’espace vectoriel des fonctions réelles infiniment dérivables sur R. Pour

z € R, on pose p(z) = I—‘éi

a) Exprimer ¢"(z) en fonction de n, ot ¢™ désigne la n®™ composée de ¥ avec
elle-méme.

b) Pour A réel, on pose F = {f € F/f o= Af}.

Montrer que pour tout f € F), la suite (f o ™), est convergente.
c) En déduire que si [A| > 1 ousi A = —1,0na: Fy = {0}. De méme pour Fy,.
d) Montrer que si f € F, alors f(®) € Fy«, pour tout k € N*. En déduire F,.

Solution

1. a) L’application u est manifestement linéaire et préserve le degré de P : c’est un
endomorphisme de E.

b) On remarque que u(1) = 1 et pour tout k € [1,n],

u(X®) = (XF1)* = 21 Xk 4.
Ainsi la matrice associée 2 u dans la base canonique de E est-elle triangulaire

supérieure, avec sur sa diagonale 1, %, . 21 Ce sont les valeurs propres de u qui

est diagonalisable car admettant n + 1 valeurs propres distinctes.
c)Onau((X — 1)) = Elk' (X — 1)*; 1e sous-espace propre associé a _217"-’ qui est

une droite, est ainsi engendré par (X — 1),

2. a) On montre par récurrence que ¢™(z) = £ 1 — L — (anithmético-géométrie).

21’1
b) Soit f telle que f o ¢ = Af. Par récurrence, pour toutn € N*, fop"™ = A"f,
s0if :

Fom+1- —) A" f(x)
La fonction f étant continue : 11m f( +1-— 2%) = f(1).

¢) Ainsi lilf A" f(z) = f( ). Ceci n’est pas possible si [A] > 1,ousi A = —

etsizesttel que f(z) #0.SiA=0,0na f(%l) = 0, soit f(t) = 0 pour tout ¢
réel. Donc pour avoir F), # {0}, il faut avoir A € ]—1,1] \ {0}

d) Supposons fo @ = Af. Les fonctions en jeu étant de classe C'™, il vient, par
récurrence, pour tout n € N* : f () o o= Af(),
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Ainsi £ € Fyny. Or, pour A # 0, pour p assez grand, on a : 2°|A| > 1. Ainsi pour
p assez grand f(P} = Q et f est polynomiale. On est ramené 2 la premidre question
(si P est une fonction polyndme, on choisit n assez grand pour que E contienne le
polyndéme P associé).

Les F), différents de {0} sontles F} /5, pourn € Netchaque Fj /o est de dimension
1, engendré par z — (z — 1)™.

Exercice 2.12,
1. Soit f une fonction définie et continne sur R™ & valeurs dans R, vérifiant la propriété
suivante ;

lim f(z) = +o0

l|z||—+o0

ol || || désigne la norme euclidienne sur R™.

a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout z € R™ vérifiant ||z|| > M, on
a: f(z) > |f(0)| + 1.

b) En déduire qu’il existe ™ € R™ tel que pour tout z € R™, f(z*) < f(=).

¢) On suppose de plus que f € C1(R™). Montrer que V f(z*) = 0.

On s’intéresse dans la suite de I’exercice 2 la fonction f définie sur R™ A valeurs
réelles donnée par

f@) = 1(Az,) - (b,2)
oll A est une matrice symétrique réelle de M., (R) et b un vecteur de R™. On suppose
également que la matrice A vérifie
Vz € R, (Az,z) > C||z||*

ou C est une constante strictement positive.

2. a) Montrer que f est continue sur R™ et vérifie ' I}im f(z) = +oo.
z||—+co

b) Montrer que f appartient & C'(R™) et que V f(z) = Az — b.
En déduire que f admet un minimum global sur R™, atteint en un point noté z*.
3. Soit o un réel strictement positif et soit (up)p>0 la suite vectorielle définie par
ug € R™ et pour tout p > 0
Upy1 = Up — aV f(up)
a) Montrer que pour tout p 2> 0, up1 — 2* = (I, — aA)(u, — z*).

b) Soit A la plus grande valeur propre de A. On suppose que « € |0, 2/ A{. Montrer
que la suite (uy,), converge vers z*, ¢’est-a-dire que lixf llup — z*|| = 0.
p—+o0

Solution
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1. a) Comme lim f(z) = 4o0, il existe M > 0 tel que pour tout z € R™

llz|[—+oc0

vérifiant ||z|} > M,ona: f(z) > |f(0)| + L.

b) La boule B(0, M) est fermée bornée. La fonction f restreinte a B(0, M) est
continue : elle est donc minorée et atteint son min : il existe z* € B(0, M) tel que
f(z*) < f(z) pour tout z € B(0, M). En particulier f(z*) < £(0).

Par la question précédente, f admet en z* un minimum global sur R™,

c) Lorsque f est de classe C? surI’ouvert R?, on sait que les extremums possibles

(locaux ou globaux) ne peuvent &tre atteints qu’aux points critiques.

2. a) La fonction f est contmue carc estunpolynome en (z1,...,%,). En effet
flz) = 5 2:1 E a; ;T — _E:lb §E5
i=1j= i=
De plus Vz € ]R” (Aa:,:c) > C||:1:||2 et (b,z) < |b]|llz| entrainent que
lim f(z) =

|||l —+o0
b) Le calcul donne, pour tout ¢ € [1, n] :

—i(x) Lio z; G 4 — by

Ainsi: Vf(z) = (kz_:l a1,k — b1,. ..,kz_:la.n,kxk bn) = Az — b

On aurait aussi pu chercher directement le DL 4 ’ordre 1 :

f(@ +h) = f(a) = $((Ah,z) + (Az,h)) + 3 (Ah, B) — (b, h)
= (Az —b,h) + L(Ah, k)

Etona: ||(Ah, h){| < C||h||? par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On en déduit que f admet un minimum global atteint en un point critique qui est z*

par la question précédente.

On remarquera que la matrice A est inversible, puisque si (A, z) est un couple propre
de A,ona: \||z||? = (Az,z) = C||zl|{?, donc X # 0.

3. a) Le vecteur x* vérifie Vf(z*) = Az* — b = 0. Ainsi
Upy1 = Up — a(Aup — b) = (I — aA)u, + ab
et
Upt1 — =% = (I — aA)up + ab— z* = (I - aAuy + (@A — I)z*
= (I - aA)(up — %)
b) Par une récurrence immédiate, pour tout p > 1, up — 2* = (I — aA)P(up — z*).

La matrice I — aA est symétrique réelle et donc diagonalisable via une base
orthonormée de vecteurs propres. Ses valeurs propres sont 1 — a);, avec \; valeur
propre de A. or

l-al|<le0<ar <2
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ce qui est I’hypothése faite sur ce. Donc 1121 (I—aA)P(ug—zx*) = O(ense plagant
p—+oo
dans une base de diagonalisation).

Exercice 2.13.
Soit E et F deux espaces euclidiens et f un élément de L(E, F).
1. a) Montrer que dim(Ker f)* = dimIm f.
b) Montrer que dim(f((Ker f)*)) = dim{(Ker f)1) puis que
F = f((Ker f)*) ® (Im f)*

c) En déduire ’existence d’une application de F' vers E qui a y € F fait
correspondre z € F défini par :

y= flz)+¢,(z,7) € (Ker f) x (Im f)*.
On note g I’application ainsi définie.

d) Montrer que I’application g est linéaire. Déterminer son noyau et son image.
2. Montrer que g o f est le projecteur orthogonal de F sur (Ker f)=.
3. Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im f.

4.Pour E = R® et F = R? munis de leurs produits scalaires usuels, la matrice d’une
application linéaire f € L(F, F') dans les bases canoniques, est :

110
A‘(011)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.

Solution
1. a) Comme dim(Ker f)* = dim E —dim Ker f, il s’agit simplement du théoréme
du rang.

b) f[(Ker £)*] N (Im f)* C (Im f) N (Im f)* = {0p}.

Puis :
dim(Im f)! = dim F — dim(Im f) = dim F — (dim E — dim(Ker f))
= dim F — dim(Ker f)* = dim F — dim[f (Ker f)*], donc
F = f((Ker f)") ® (Im f)*

c) Pour tout y de F, il existe un couple unique (y;,y’) dans f((Ker f)*)x (Im f)*
tel que : ¥ = y1 + 3. Larestriction de f & (Ker f)* étant bijective de cet espace sur
son image, il existe un seul z € (Ker f)* tel que : y; = f(x). On définit ainsi une
application de F' vers E qui & y € F fait correspondre = € E.

d) Soient 31,42 € Fet A\, u € R,

— ’
{g; = ;Ez;% izi = Ay + pye = f(Az1 + px2) + (M) + pys)
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{yl = f(z1) + 4
y2 = fz2) + 95
donc g est linéaire.

= 9(Ay1 + py2) = Az1 + pzo = Ag(21) + pg(z2),

2. On montre que Ker(g) = (Im ) :
*9¥)=0 = 2=0 = y=f0)+y =v € (Imf)L.
* Réciproquement, y € (Im f)* = y=0p +y = g(y) =0
On montre que Im(g) = (Ker f)* :
* Par définition Im(g) C (Ker f)*.
* Réciproquement, z € (Ker f)* = f(z) = f(z) + Or = z = g[f(z)].
Etz € (Ker f)* = f(2) = f(z) +0p = z = g[f(a)]
zE€Kerf = f(z)=0p = go f(z)=0g
donc :
g o f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f)*.

3.8iyelmf,alors:y = flg(y)] +v = v =y— flo@)] e ImfHr NImf
= 3y =0F = fogy)=y

Siy € (Im f)* alorsy = 0p+y = f(0g)+y => g(y) = 0p = fog(y) =0g

donc

f o g est le projecteur orthogonal de F sur Im f.
4.OnaKer f = Vect{(1,—1,1)} et (Ker f)= estle plan d’équation : z —y+z = 0.
Ainsi rg(A) = 2 et Im f = R2, donc (Im f)* = {(0,0)}.
Onnote u = (1,—1,1).
Soit y = (1, y2) € R?; on cherche z = (z1, z2, z2) € R® tel que z = g(y), soit

{ 2 € (Ker f)* _ {(a:,u):(} . {$1—x2+$3:0

v~ f(z) € (Im f)* y = fa) L

a‘:1=%’-(2y1—y2) 9 1
= $2=%(y1+y2) = M,=%|1 1

[oL]

-1 2
T3 = %(_yl + 2y3)

Exercice 2.14.
Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit f un endomorphisme non
nul de E tel que f # A.id, ol id est I’endomorphisme identité de E.
1. a) Montrer que f admet un polyndme annulateur unitaire de degré minimal m
qu’on notera my et appelé polyndme minimal de f.

b) Montrer que ) est valeur propre de f si et seulement si m(A) = 0.
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2. On suppose que m ¢ n’admet aucune racine réelle.

a) Montrer que my est divisible par un polyn6me 2 coefficients réels de degré 2
de la forme X? + bX + c.

b) Onpose ® = f2 + b.f -+ c.id. Montrer que Ker ® # {0}.
c¢) En déduire qu’il existe un plan vectoriel stable par f.

3. On suppose que my = (X — A)™, oit A € R.On pose g = f — Aid.
a) Montrer qu’il existe x € F tel que (g™ 2(z), g™ (x)) est libre.
b) En déduire un plan stable par f.

4. Montrer que, dans tous les cas, f admet un plan stable.

Solution

1. a) Tout endomorphisme f de E admet un polyndme annulateur, car si F est de
dimension n, la famille (id, f, f2,..., f”’z) est de cardinal n? + 1 donc de cardinal
supérieur a dim £( E) et est liée. Une relation de liaison détermine alors un polynéme
annulateur.

Notons D = {deg P, P(f) = 0}. L'ensemble D est non vide inclus dans N donc
admet un plus petit élément d, avec d 2> 2 (car f # A.id). Il existe donc un polynéme
annulateur de degré minimal. Quitte & diviser par son coefficient dominant, il existe
m s unitaire et annulateur de degré minimal.

b) Soit (A, z) un couple propre de f. Alors pour tout k € N, f*(z) = Mz et

0 =ms(f)(x) = ms(A)z. Comme z # 0, my(A) = 0.
P
Réciproquement, on factorise m s sur C sous la forme m¢(X) = J[ (X — A;)™.
i=1

Si A; n’est pas valeur propre de f, ’endomorphisme (f — A;id) est inversible tout
comme ( f — A;2d)™. En multipliant m ¢ ( f) par son inverse, on trouve un polyndme
annulateur de f de degré strictement inférieur a celui de my : contradiction.

2. a) Les racines de my sont complexes conjuguées deux a deux et avec la méme
multiplicité puisque 1 r estun polynéme réel. Donc si z estracine de m ¢, Z également
et my se factorise par (X ~ 2)(X —2) = X? - 2Ré(2) X + |2]2.

q

b) La factorisation de m ¢ est de la forme [] (X2 4 b;X +¢;)™:. Un raisonnement
i=1

identique a celui de la question précédente montre que pour chaque i € [1,q],

f2 + b; f + ciid n’est pas inversible.

c) Soit z € Ker(f2 + bf + c id). La famille (z, f(x)) est libre (car autrement f
admettrait une valeur propre réelle, donc m s une racine réelle), et engendre un plan
stable par f car f%(z) = —bf(z) — cz.
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3. a) L’endomorphisme g est nilpotent puisque 0 = ms(f) = g™. Comme m; est
le polyn6me minimal de f, g™ ! 3 0 et il existe z € E tel que g™~ (z) # 0.
La famille (g™~2(z), g™ !(z)) est libre. En effet, en appliquant g :
ATTH) 4 pg™ ) =0 = Ag™ 1 (z) =0 = A=0 = pu=0
b) Elle engendre un plan stable par g, donc par f puisque f = g + Aid.

4., Soit my le polyndme minimal de f.

e sim; n’a aucune racine réelle, voir la question 2.

o si ms admet une unique racine réelle a, voir question 3.

e simy admet une deuxiéme racine réelle, on prend un vecteur propre pour chaque
et on obtient un plan stable.

Exercice 2.15.
Soit N € N, N = 2etayg,...,an_1, des réels strictement positifs. On pose
ag ai 0 GN-1 01 ... 00
aN—1 ag vae ON=2 0 0 ... 00
A=|0oN-2 ON-1 ... GN-3|etJ=|: 1 1 ! !|eMpR)
: . : : 00 ... 01
a1 as ... ap 10 ... 00O
1. Exprimer A en fonction des puissances de J.
oif
o240
2. Soit # un réel. Soit V =
eI\.TiG

a) Calculer J. En déduire les valeurs propres possibles de J.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur & pour que V soit vecteur
propre de J associé i la valeur propre e,

c¢) Montrer que la matrice .J est diagonalisable dans My (C).

d) Montrer que A est diagonalisable dans M y (C). Déterminer ses valeurs propres
et une base de vecteurs propres.
N-1

3. On suppose dans cette questionque ) a; =1
i=0

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que toutes les valeurs propres complexes de A sont de module inférieur
ouégalal.

¢) Montrer que si A est valeur propre de A et |A| = 1, alors A = 1.
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Solution
N-1

1. On a facilement, par décalage des vecteurs de base : A = > azJ k,
k=0

2. a) La matrice J est «circulante ». Il vient J¥ = T et Jes valeurs propres possibles
de J sont les racines du polyndme X™ — 1, soit les racines N°™ de I unité.

o210

o3i0

b) Le calcul montre que JV = :

eNif
oif

Si JV est colinéaire 2 V, le coefficient de proportionnalité vaut €' et JV = ¢V

si et seulement si e = (N +1)¢ ce qui équivaut 3 N@ = 0[27], i.e. § = %TW avec

0k N—-1.

Ainsi, V est vecteur propre de J associé 2 la valeur propre e’ si et seulement si il

existe k € [0, N — 1] tel que § = 21-’%

¢) On a ainsi trouvé NV valeurs propres distinctes pour J, ce qui montre que J est
diagonalisable.

ik
i 0205

Pour tout k € [0, N — 1], on pose 6y = 2T7r et Vi = :
eN;iek

Les questions précédentes montrent que la famille (Vi )o<x<n—1 forme une base de

vecteurs propres de J.
N-1 _ N-1
d) De plus, pour tout k € [0, N — 1], AV, = >° a; I (Vi) = (Y, a;e9%)V;
7=0 3=0
La matrice A est donc elle aussi diagonalisable dans la base de diagonalisation
N-1 . 25k
(Vk)ogng—l de J. De pllJ.S, Sp(A) = {Ak}OSkSN—l, ou /\k = Z aje‘
3=0

2. a) La matrice A est donc stochastique. On sait alors que 1 est valeur propre de A
i

associée au vecteur propre | -
1

N-1 y N-—1 5 N-1
b)Onsaitque A = Y a;e®¥™/N Ainsi |\ < Y |a;e®™/N| = Y q; =1.
j=0 j=0 Jj=0

c) On suppose que AV = AV et |A| = 1. On a alors
A — aollzx| < |2l ;(]le = [eex|(1 = ao)
j
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Ainsi A appartient au disque centré en ap > 0 et de rayon 1 — ag, disque intérieur
au disque unité et tangent a celui-ci au point 1. Donc X = 1.

Exercice 2.16.
Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni du

1
produit scalaire usuel : (f, g) = fo f(t) g(t) dt.

On note ¢ I’application qui, a toute fonction f € E associe la fonction F définie
par :

Ve e 0,1, [o(f)] (&) = F(z) = /:f(t) ”
1. Vérifier que ¢ € L(E).

2. Montrer qu’il existe une unique application ¢ € L{E) telle que

V(f.9) € E?,{p(f). 9) = {f.¥(9))
Onnote T' = p o 9.

On appelle vecteur propre de T associé i la valeur propre A € R, toute fonction
g € E, autre que la fonction nulle, telle que T'(g) = A g.

On appelle espace propre de T' associé A 1a valeur propre ) € R, I’ensemble des
fonctions g € F telles que 7'(g) = A g.

Un réel A est valeur propre de T s’il existe un vecteur propre associé a ).

3. a) Justifier que 0 n’est pas valeur propre de 7.

b} Montrer que si g € E est vecteur propre de 1" associé a la valeur propre A # 0,
alors

Vie[0,1],Ag"(6) +g(t) =0 (1)
4. Pour XA # 0, on admet que I’ensemble des fonctions réelles définies, de classe C2
sur [0, 1], vérifiant (1) est un espace vectoriel réel G de dimension 2.

a) Déterminer a I’aide de fonctions exponentielles ¢ — e®?, o € C, une base de
G».

b) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de 7.

Solution

1. La fonction ¢(f) € C°([0, 1], R) comme primitive de fonction continue ; de plus
¢ est linéaire par linéarité de I’intégration.

2. Par intégration par parties de fonctions C! sur un segment et F(0) = 0, on a, si ¢
existe :
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1 1 1 1
L F(g) = (o(f), 9) = / Fg=[FG]! - [ G = [ FOIGQ) — G\t

1
Onprenddonc 9(g) : t — G(1) - G(¢) = f 9(u) du, et la linéarité de 1) est claire.
]

1
Si %), et 19 conviennent, on doit avoir / f(1(g) — ¢¥2(g)) = 0 et ceci pour toute

0
fonction f, donc en particulier pour f = 11 (g) — 12(g) et (¥1(g) — ¥2(g))? estla
fonction nulle, ceci pour tout g, i.e. ¥; = 1, et I'unicité attendue.

3. a) On écrit :
1

T(g)=0<=Vzel0, ll,fom(ft g(u)du)dt= 0

= Yz €0, 1],/ g(u)du = 0 (par dérivation)

= Vz € [0,1], —g(z) = 0 (encore par dérivation), donc g = O et 0
n’est pas valeur propre de 7'

x 1
b) Pour A # 0, T(g) = Ag donne Yz € [0,1],9(z) = %-/ (/ g(u)du) dt,
0o Mt
donc g est de classe C2, d’oll (1) par deux dérivations comme en a).

4. a) t — e vérifie (1) si et seulement si Ao2 + 1 = 0.
esiA<0,t— exp(t/\/—_x\) ettt — exp(—t/m forment une base de G.
esid>0,t— cos(t/vA)ettr sin(t/\/X) forment une base de G .
b) 8i T'(g) = Ag, la formule vue en 3. b) montre que g(0) = 0 et en dérivant que
g'(1) = 0. Ainsi :
e si A < 0, on voit que les conditions imposent g(¢) = 0;

e si A > 0, les conditions imposent g(¢) = Bsin(t/ \/X) avec % = % + k,

k € N (pour réaliser g’ (1) = 0.
On vérifie que ces fonctions sont bien propres et on conclut :
les valeurs propres de T sont A € {(% + k) ke N} et les vecteurs propres

associés sont les applications ¢ ~ Bsin(t/v/A).

Exercice 2.17.

Dans cet exercice, E désigne un espace euclidien, { , ) le produit scalaire sur F et
|| || 1a norme euclidienne associée.
1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Montrer que :

a) p est un endomorphisme symétrique, i.e. vérifie :
Vz,y € B, (p(z),y) = (2, p(¥)))
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b) Pour tout z € E, ||p(z)|| < ||=|l.
c) Pour tout z € E, (p(z),z) 2 0.

2. Soit py, p2 deux projecteurs orthogonaux non nuls et différents de 1’identité. On
poOsS€ © = p1 © p2 O p1.
Montrer que u est diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent 2
I’intervalle [0, 1].
3. On pose F' = Im(p, ).

a) Montrer que F est stable par p; o ps.

b) On note v I’endomorphisme de F induit par p; o ps. Montrer que v est
diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent a I’intervalle [0, 1].

Solution
1. L’endomorphisme p est un projecteur orthogonal, donc F = Ker p &+ Im p.

a) On écrit ¢ = x1 + 22,y = Y1 + yo2 avec (z1,22) € Kerp x Imp et
(y1,42) € Kerp x Imp.
Alors : (p(a:),y) = (.’Eg,’yg) = (ﬂ'»',p(g))

b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
lip()I? = (p(z), p(z)) = P*(z),z) = (p(z),z) <||p(x)}] [|]|, donc :

lp(2)|] < ||=]
¢) Par la question a) ci-dessus (p(z),z) = (22, z2) > 0

2. On remarque que u est un endomorphisme symétrique puisque

(p1p2p1 (), y) = (p2p1(z), P1(¥)) = (P2 (@), P2p1(¥)) = (=, P1P2p1(¥))
donc est diagonalisable.

Soit (A, z) un couple propre de u. Alors
Mlzl? = (A2, z) = (u(z), z) = (p1pap1(2), ) = (papr(2), p1(2)) > 0

par la question 1.c. Donc A = 0.
De plus, par la question 1.b. et le fait que A soit positif,

Allzll = llu(@)]] = llp1pepr (@)|] < [p2p1(@)]] € [Ip1(2)]| < [lz]| = A< 1
3. a) Comme F = Imp,, alors F est stable par p; o ps.
b) Soit v la restriction de p; o pe & F. Alors, pour (z,y) € F?

{v(z),9) = (v(p1(2)), M(y)) = (Prp2(p1(x)), 1 (y))
= (p2(p1(2)), 7 (¥)) = (p2(p1(2)), p1(¥))
= (p1(z), p2p1(¥)) = (B1(x), P1P2p1 (¥))
= (z,;mp2(y)) = (z,v(y))
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Ceci montre que v est un endomorphisme symétrique de F' donc diagonalisable.
Soit (A, z) un couple propre de v, avec z = p, (z). Alors
Allel? = (Az, 2) = (v(x), z) = (p1p2(p1(2)), p1(2)) > O
par la question 1.c. Donc A > 0.
De plus, par la question 1.b et le fait que X soit positif,

Alzll = llv(@)]] = llpap2(z)l] < lIp(@)]] < Izl = A <1

Exercice 2.18,.

Dans toutI’exercice, on considére 1’espace euclidien R”, muni de son produit scalaire
canonique, noté ( , ). La norme d’un vecteur  est notée ||u||.

1. Dans cette question, on considére n vecteurs u1, us, . . . , u, de RP, de norme 1.
Atout n—uplet 2 = (21, 72, .. ., Zn), oll, pour tout 5 de [1,n], z; est dans {—1, 1},

. n
on associe le vecteur v, de RP défini par : v, = > zpuk.

k=1

On se propose de montrer qu’il existe des n—uplets z = (z1, T2, - . .,2,) tels que
lvsll < /i et des n—uplets y = (g1, 35, ..., ) tels que vy | > /7.
A cet effet on considére n variables aléatoires indépendantes (Xy, Xo,..., X,),

définies sur le méme espace espace probabilisé ((, .4, P) et suivant toutes la loi
uniforme sur {—1,1}.

k)
On pose alors, pour tout w € Q, X(w) = || 3 X,;(w)u;||? et on admet que X est
=1
une variable aléatoire.

a) Calculer, pour tout couple (¢, j) d’€léments de [1,n], I'espérance F(X;X;).
b) Calculer E(X).

¢) Conclure.
2. Dans cette question, on considére n vecteurs vy, vs,.... v, de RP vérifiant
lull < 1etpy,pa,...,pn des réels appartenant 4 [0, 1]. On pose w = i DrUk. -
On se propose de montrer qu’il existe un n—uplet y = (y1,y2, .- ., ynic?l}éléments
de {0, 1} tel que si on note v le vecteur défini par v = kle Yk Uk, on alors I’inégalité
suivante : [Juw - o] < 2.
A ceteffet, on considére n variables aléatoires indépendantes Y7, Y, . .., Y, définies

sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) telles que, pour tout j de [1, n], Y; suit la
loi de Bernoulli B(p; ).

On posealors V = 3 Yjvg etY = |lw — V||% On admet que Y est une variable
k=1

aléatoire définie sur le méme espace (£, A, P).
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a) Calculer, pour tout couple (7, j) d’éléments de [1,n], E [(p; — Y;)(p; — Y;)].

b) En déduire que E(Y) < 7.

¢) Conclure,

Solution

1. a) Comme les variables sont indépendantes, on a si § # 7,

E(X.X;) = B(X,)E(X;).
Comme les variables sont centrées, on en déduit que si i # j, alors E(X; X;) = 0.
En revanche, pour i = j,ona X? = 1 et donc : E(Xz) = 1.

b) En développant X, on obtient : X = Z Z (ui, u;) X; X; et, par linéarité de
i=li=1

I’espérance, on obtient : F(X) = Z Z (ui, u; ) E( X3 X;).
j=li=1
En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

E(X) =Y |lu;|I>E(X?). Finalement, E(X) = n.
=1

c) Si la variable X ne prenait que des valeurs toutes strictement plus grandes que
n,onaurait £(X) > netde méme, si X ne prenait que des valeurs toutes strictement
plus petites que n, on aurait E(X) < n. Comme F(X) = n, on en déduit que X
prend des valeurs inférieures ou égales a n et des valeurs supérieures ou égales i .
Il existe donc un w; tel que X (w1) > n et un wo tel que X (ws) < n.

I existe donc bien un z tel que [jv; || < /7 et un y tel que |[v, || > /7.

2.2)xSii # j, comme les variables Y; et Y; sont indépendantes, les variables Y; —p;
et Y; — p; sont indépendantes.
On adonc E [(p; ~ Y;)(p; — Y;)] = B(Y: — pi) E(Y; — p;).
Or, comme F(Yy) = pg,ona E(Y; — p;) = 0.
Conclusion :
Vi#j, Ellpi-Yi)(p; - Y;)] =0
* 811 = 7, E((Y; — p;)?) n’est autre que la variance de Y; qui vaut p; (1 — p;).

HOnay = | }:31(’” ~Yiu| = z z (vir 03 (pi — Vi) (s — 7).

i=1 J——-

On en déduit : E(Y) = 3 Z(Ut,vj) (pi — Yi)(p; — Y3)).

i=1j=1
En appliquant le résultat de la question précédente, on a donc :

E(Y)= gpz‘(l — pi) ||vi|?

Il est bien connuque p; (1—p;) < %et comme ||v;||? < 1, on adonc bien finalement :
E(Y) < %_
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¢) Un raisonnement analogue & celui fait précédemment montre que Y prend des

valeurs inférieures ou égales % Il existe bien des scalaires y1, yz, - . . , Yn tels que
hw - v < 2.
Exercice 2.19.

Dans cet exercice, on considére un entier naturel n > 2.
On appelle spectre réel (respectivement complexe) d’une matrice M € M, (R)
Pensemble de ses valeurs propres réelles (respectivement complexes).
On note S,, I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). Onnote §;F I’ensemble
des matrices de S,, a spectre positif, ¢’est-a-dire dont toutes les valeurs propres sont
réelles positives.
1.a)Soit § € S,. Montrer que S € S;F <= VX € M, 1(R),’XSX > 0.

b) Soit A € M,,(R). Montrer que S = *AA € S;.

c) Réciproquement, montrer que pout toute matrice S € S;f,ilexiste A € M,,(R)
telle que S = tAA.
2. Soit U et V deux matrices de M, (R).

a) Montrer que si O est valeur propre de UV, alors 0 est aussi valeur propre de
VU.

b) Montrer que les matrices UV et VU ont méme spectre complexe.

3. a) Soit § et T deux matrices de S;'. Montrer que S + T € S;F.
b) S; est-il un sous-espace vectoriel de S, ?

4. Soit S et T deux matrices de S,,.
a) La matrice ST est-elle symétrique ?
b) A quelle condition nécessaire et suffisante sur S et 7" a-t-on ST symétrique ?

¢) On suppose que .S et T" appartiennent 4 S;. En utilisant les questions 1. c et 2.
b, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice ST' sont réelles et positives.

Solution

1. a) « = » Par hypothese il existe P € O,(R), D = diag(A1, ..., Ap) telles que
S ='PDP,avecVi, A\ > 0.

Alors V X, XSX = Y PX)D(PX) = i Miy? > 0, ol les (y;) sont les
coordonnéesde Y = PX. =

«<=)» Par hypothése, pour X vecteur propre de S associé 2 A,on a:

0KEXSX =2t XX =) anlzvf, d’ol, comme X # 0, A > 0.



Algébre 71

b) 'S = SetV X, 'XSX = {AX)(AX) = 3 y? > 0, o les () sont les
i=1
coordonnées de Y = AX.
¢) On diagonalise S comme en a) ; on pose A = diag(v/X1,...,v/A,), etona
S =tPA?P =tP*AAP,d’oi A= AP convient.

2.2)0 € Sp(UV) = UV & GL,(R) == U ou V non inversibles
(par contraposée) donc VU non inversible car dim(Im(VU)) < dim(Im(U)) et
dim(Im(VU)) < dim(Im(V)).

b) S’il existe A € C* et X € M, 1(C) \ {0}, tels que UVX = A X, alors
VX #0et VU(VX) = AVX prouve que A € Sp(VU). On conclut par symétrie
et2. a.

3.)Ona’(S+T) =8+ TetVX,'X(S+T)X = tXSX +'XTX > 0, par
conséquent S+ T € S;F d’aprés 1. a.
b) Non,car A S ¢ S;F si A < 0.

0 2 11

ST = G ;) ¢S,

b) ST € S, <= *(ST) = ST < TS = ST <> TS = ST, i.e siet
seulement S et 7" commutent.

c) Il existe A, B € M, (R) telles que ST = *AA*BB qui a le méme spectre
complexe que B’AA*B = *(A'B) A'B € S}, donc Spp(ST) C R,

N.B. ST est a spectre réel positif bien qu’elle ne soit pas forcément symétrique.

4. a) Non. Par exemple : § = (1 0) €ESHT= (1 1) €8Stet
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3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit A > 0 un réel fixé. On considére une suite de variables aléatoires réelles
(X)nen+ définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P). On suppose que
les variables X,, sont mutuellement indépendantes et suivent chacune une loi
exponentielle de parametre A. Soient p € |0, 1] et ¢ =1 — p.

1. Soit n € N*. Montrer que X; + X5 + - - - + X,, est une variable aléatoire a
densité dont on donnera une densité.

2. Montrer que :

n—1 k
k=0 I
ol 1p+ est la fonction indicatrice de R™ i.e. la fonction définie par :
i +
1g+ :mr—>{1 siz €R
0 sinon.

3. Soit N une variable aléatoire réelle suivant la loi géométrique de parametre
.

N N(w)
On pose S = > X, i.e. pour tout w € Q S(w) = Xn(w).
n=1 n=1

a) Soit Fg la fonction de répartition de S. Montrer que

—Azx A ()‘x)k n—1

Ve eR, Fg(x) = 1g+(z)(1 —e Yoy AL ).

n=1 k=0
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b) En déduire la loi de S (on admettra qu’il est possible de permuter ’ordre
des sommations dans la formule précédente).

c) Exprimer l'espérance E(S) de S en fonction de E(X;) et de E(N).

Solution :

1. Chaque variable X; suit la loi exponentielle de parametre A, autrement dit

la loi Gamma I'(A, 1). Comme les variables X; sont indépendantes, on sait,

d’apres le théoreme de stabilité des lois Gamma, que X1 + X +...+ X, suit

la loi I'(A, n). Une densité f, de X; + X5 + ...+ X,, est alors donnée par :

. )\nxn—le—)\x )\nmn—le—)\x .
n(z) =0 <O0et fp(x) = = 2 0.

fn(z) six et fn(x) () (n—1) siz

2. On suppose d’abord que < 0. On a alors P(X; + Xo+ ...+ X, <z <

0) =0.

Considérons ensuite un réel z > 0. On a alors

PXi+Xo+...+X,<2) = / fa(t)dt = / %(Ax)"_le_’\wdx.
0 o (n—1)!

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n — 1 a la

fonction exponentielle entre 0 et Az.

n—1 k Az n—1
e _ e~ (Az) (A —t) ¢
On trouve e = kgo i +/O (= 1] eldt.

On effectue dans l'intégrale le changement de variable u = x — % On obtient :

n—1 )\CL’)k z A
e)\:z: o (— — e)wc/ \u n—le—kudt.
o K e

(Az)"
!

AR Ceci

n—1
On en déduit que P(X; + Xo+ ...+ X, < z) =1—e2* Y

k=0
donne la formule attendue.

3. a) Comme S est a valeurs dans R™, pour tout x < 0, Fs(z) = P(S < z) =
0.

Considérons a présent x > 0. En appliquant la formule des probabilités totales
au systeme complet d’événements (N = n),en+, on trouve :

Fs(x) = P(S <) = 3% Ply—a(S < 2)P(N = n)

+00
=Y P(X;+Xo+...+ X, <2)pg" !

n=1

“+00 v n—1 A\ k .
ZnZ_ll(l—e A ];0 Qz)” k!) )pg" !
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et e S B
— pqn— X TL X
n=1 n=1 k=0
400
En remarquant que > pg"~! = 1, on obtient la formule souhaitée.
n=1
b) On applique a la série double le théoreme de permutation :
+oon—1 ( ) +o0 (/\:C)k +o0 400 ()\x)k k
1 _ 1 _ q
I D DE s D VR D VR S
n=1 k=0 k=0 n=k+1 k=0

Ainsi, pour tout z € R, Fs(z ) = 1p+ (2)(1 — e 2% = 1p4 (2)(1 — e~ A7P),
La variable S suit donc la loi exponentielle de parametre Ap.

c¢) On en déduit que E(S) = Lp =1 219 = E(X1)E(N).

Exercice 3.02.

Toutes les variables aléatoires utilisées dans cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé (2, A, P).

On admet que les formules de calcul de la covariance d’un couple de variables
a densités sont identiques a celles du calcul de la covariance d’un couple de
variables discretes.

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires. On dit que le vecteur (X1,..., X,)
est gaussien si pour tout (ay, ..., ay) réels, la variable aléatoire a1 X1 +as Xo+

-+ a, X, suit une loi normale (on considérera que la variable nulle suit une
loi normale).

1. a) Soit (X7, ..., X,) un vecteur gaussien. Montrer que chaque variable X;
suit une loi normale.

b) Montrer que si X;...,X, sont des variables aléatoires indépendantes
suivant des lois normales, alors (X7i,..., X,,) est un vecteur gaussien.

2. Dans cette question X suit la loi normale centrée réduite, et Y indépendante
de X, suit la loi discrete définie par P(Y =1) = P(Y = —1) = L

5
a) Déterminer la loi de XY
b) Le vecteur (X, XY') est-il gaussien ?

3. Dans cette question (X,Y,Z) est un vecteur gaussien de matrice de

variance/covariance
1

-1 6
0 2

1 0
2
1
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X 1
et de vecteur espérance E | Y | = | 0
Z 1

a) Déterminer laloide U =X +Y et V=X + Z.
b) Ecrire la matrice de variance/covariance de (U, V).

c¢) Déterminer une matrice P € M5 (R) telle que les variables aléatoires U’
/

et V' définies par (g,) =P (g) soient non corrélées.

Solution :

1. a) Il suffit de prendre a; = 0 pour j # i et a; = 1.

b) C’est un théoreme du cours sur la stabilité des lois normales.

2. a) Calculons :

PXY<z)=P(XY <X)NnY=1)+P(XY <X)n[y =-1))

= LP(X <2)+ $P(X > —2) = P(X < z) = O(a)

Ainsi XY suit la loi normale centrée réduite.

b) En revanche le vecteur (X, XY') n’est pas gaussien.
En effet X + XY = (1 4+ Y)X vérifie :
P(X + XY =0) = P(X(1+Y) = 0) = P(Y = 1) = 5 (I'événement
X = 0 est quasi-impossible), donc X + XY n’a pas une fonction de répartition
continue !

3. Grace au vecteur espérance et a la matrice de variance-covariance, il vient :

a) B X+Y)=1LV(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = 5, donc
X +Y < N(1,5)

EX+2Z) =2V(X+Z%2) =V(X)+V(Z)+2Cov(X,Z) = 2, donc
X+ Z— N(2,2)

b) De plus :
Cov(X +Y, X +2)=E(X?+ XY +XZ+YZ) - E(X+Y)E(X +Z) =2

Le couple (X +Y, X + Z) est gaussien car le triplet (X,Y, Z) l'est. La matrice

de variance/covariance de (X +Y, X + Z) est A = (g g)

c) Cette matrice symétrique réelle admet 1 et 6 comme valeurs pro-
pres, une base orthonormée de vecteurs propres étant formée des vecteurs

F (%) e % (0)
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12y B ¢ (1 0
AvecP—\/g<_2 1),1lv1entA—PDPaveCD—<O 6 )

La matrice de variance-covariance de P (

D.

X+Y

X 4+ Z) est la matrice diagonale

Exercice 3.03.
Dans tout le probleme, N désigne un entier naturel non nul.

Soit (Up,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes
la loi uniforme sur 1, NJ.

On note T,, et Z, les deux variables aléatoires définies, pour tout entier
naturel n supérieur ou égal a 1, par :

T, =sup(Uy,Us,...,U,) et Z, =inf(Uy,Us,...,U,)

On pose S, =T, + Z, — 1.
N—1

- k\n .
On pose enfin, pour tout entier naturel n non nul, a,,(N) = { k21 (N) sSiN =2
0 siN=1

1. Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans [1, N]. Etablir la relation
suivante :

N-1

EY)= 2. P(Y > k)

k=0
Dans la suite de l’exercice, on cherche a estimer le parameétre N.
2. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant a [1, N], P([T,, < k]).

b) En déduire la loi de T,.

c¢) Calculer E(T,) en fonction de N et de a,(N).

3. a) Calculer, pour tout entier naturel k£ appartenant a [0, N — 1], P([Z,, >
b) En déduire E(Z,,) en fonction de a,(N).

4. a) T, + a,(N) est-il un estimateur sans biais de N 7
b) Montrer que 7;, est un estimateur asymptotiquement sans biais de V.

c) Montrer que S,, est un estimateur sans biais de N.

Solution :

1.Ona E(Y) = ;Z::l EP(Y =k|) = kJX;k[P([Y >k —1]) — P([Y > k])]
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= % EP(Y > k—1]) — ]ZV: EP(]Y > k).
k=1

k=1
En effectuant un glissement d’indice dans la premiere somme :
N—1 N
EY)= > (k+1)P(Y >k])— > kP([Y > k])
k=0 k=1

En rajoutant dans la seconde somme le terme correspondant a k = 0 qui est
nul :

E(Y) = ]:z:_::(k +1)P([Y > K]) - é} KP([Y > K])

En rassemblant dans une s]r\erule somme les terme_s communs :
EY)= > P([Y >k])— NP([Y > NJ)
k=0

N-1
Comme P([Y > N]) =0, il reste finalement : E(Y) = Y. P([Y > k]).
k=0

a) On a: [T, < k] =[X; <k]N---N[X, < k]. Comme les variables sont

indépendantes, on obtient : Vk € [1,N], P([T, <k]) = (%)n

b) On a, pour tout k de [1, N], P([T,, = k]) = P([T,, < k]) — P([T, < k—1]).
Comme la formule de la question précédente est encore valable pour k£ = 0,
on obtient finalement :

vke[LN], P(T,=k)=(£)" - (51)"
c) On a donc : E(T,,) = Z k[(%)n — (%)n}
En séparant en deux sommes :
BT = 3 k(£)" = 5 k(Egh)"
= Y k=1 N
En effectuant un décalage d’indice dans la seconde somme :
N N—1
BT = 3 k()" = X (k+ ()
On peut rajouter dans la premiere somme le terme correspondant a k = 0

qui est nul :
N 1

B(T,) = Y. k()" = X (k+1) (

)"
=

Zl??

)n. Finalement :

2|

En rassemblant les termes communs : E(T,,) = N
E(T,) =N —a,(N)

3.a) Ona P([Z, > k]) = P([X1 > k]Nn...N[X, > k]).
Comme les variables X; sont indépendantes, on a : P([Z,, > k]) = (NT_IC)R

|
s
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N—1
b) En utilisant la question préliminaire : E(Z,) = ). (—)n
k=0

En effectuant le changement d’indice j = N — k :

N
_ J\"
B(Z) = 3 (%)
Finalement : E(Z,) =14 a,(N).
4. a) On a, par linéarité de 'opérateur espérance, E(T),, + a,(NN)) = N mais
comme T}, + a,(N) dépend de N, ce n’est pas un estimateur de N.
N-1

b) On a a,(N) = > (%)n Comme 0 < % < 1 et comme la limite de

la somme est égale a la somme des limites, on a lim d,(N) = 0, d’ou :

n——+o00
lim E(T,) = N.

n—-+oo
Conclusion : T;, est un estimateur asymptotiquemnt sans biais de V.

c¢) On a, par linéarité, E(S,) = E(T,) + E(Z,) — 1.
En utilisant les résultats précédents, on a donc :
E(S,) =N

Exercice 3.04.

On considere un arrét d’une ligne de bus. Le passage des bus a cet arrét est
prévu a chaque heure juste : 12h00, 13h00, 14h00 etc. Mais la circulation est
telle que que les bus peuvent avoir du retard.

Dans cet exercice, on mesure le temps a partir de midi, considéré comme
I'instant 0, et 'unité de temps est ’heure.

Le retard du &”™° bus est une variable aléatoire Zj. On suppose les variables
Zy, indépendantes de méme loi, & valeurs dans [0, 1]. La loi commune des Z
a pour densité f, pour fonction de répartition F', pour espérance p et pour
variance o2.

1. Un voyageur arrive a U'instant = € [0, 1[. On note T la variable aléatoire
du temps d’attente de ce voyageur pour l'arrivée d’un bus.

a) Montrer que

F(t+2x)— F(x) si0<t<l—z
PT,<t)=}X1-F@x)+Fl@)Ft+z—-1) sil-z<t<2-=x
1 si2—x <t

b) Préciser une densité de T.
2. Montrer que :
l1-z
B(T,) = / LF(t+2)dt+ (n+ 1 — o) F(a)
0
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:1—56—/ Fu)du+ (p+1—2x) F(x)

1 1 L2 g2
3. a) Montrer que / F(z)dz=1—p et / 2 F(2)dz = %.
0 0

b) On suppose que le voyageur arrive au hasard entre midi et 13h00, c’est-
a-dire que son instant d’arrivée est une variable aléatoire X qui suit la loi
uniforme sur le segment [0, 1].

1
On admet que son temps d’attente W vérifie E(W) = / E(T,) dz.
0

Calculer E(W). Quand cette espérance est-elle minimale ?

Solution :

1.a) On a T,(Q) = R;.
e Si0O<t<l—uz,iexz<z+t<l,onalzr,z+t C[0,1] et on est sir
d’avoir le bus de midi; la probabilité d’attendre au maximum ¢ est celle que

le bus de midi arrive dans U'intervalle de temps [z, z + t], soit
P(T, <t)=F(zx+1t) — F(x)

e sil—zr<t<2—ux,ie. 1 <x+1t<2, ona deux cas disjoints :

— soit le bus de midi n’est pas encore passé, ce qui a pour probabilité
1—F(z);

— soit il est déja passé (avec la probabilité F'(x)), et la probabilité
d’attendre au plus ¢ est alors la probabilité que le bus de 13h00 arrive entre 0
et x+t—1,s0it F(z+t—1);alors

PT,<t)=1—-F(z)+ F(z)F(x +t—1)
e si2—ux <t cest-a-dire x +t > 2, on est sur d’avoir au pire le bus de
13h00, donc

P(T, <t)=1
b) Par dérivation, T, a pour densité (sur R )
flx+1t) si0<t<l—z
go(t)-{F(az)f(a:—#tl) sil—z<t<2—=
0 si2—x <t

2. Les changements de variable u = x +¢, u = x +t — 1 et une intégration
par parties donnent :

E(T,) = /Ol_xt flz+t)dt + /12_th(33) flx+t—1)dt

—x

_ / (u — ) f(w)du + F(z) /0 (u— +1) f(u)du
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:/:uf(u)du—x /:f(u)du—i—F(x) /Oluf( Ydu+(1—x) / f(u
(1—x)

- [UF(U)]i—/ F(u)du —x [F(1) — F(z)] + F(z) E(X) +

zl—xF(x)—/ Fu)du—=z [1 - F(z)] + (p+1—2) F(z)

F(x)

1

zl—x—/ Fu)du+ (p+1—x) F(x)
xr

a) On a par intégration par parties

u:E(IZ):/O z f(z)dz = [zF(z)}O—/O F(z)dz:l—/o F(z)dz,

d’oﬁ/01F(z)dz:1—u 1

7= [P s = =P PO =2 [ = P
=(1—p) —2/0 zF(z)dz+2u/O F(z)dz=1—p —2/0 z F(z)dz

1
soit : / 2 F(2)dz = l-p —o”
0

b) D’apres la question 2, on a :

E(I/V):/O1 ll—sc—/:F(u)du-i—(/L—i—l—x)F(:c)} dx

On calcule séparément :

A(l—x)dazzl—[%ﬁéz%

/01 </;F(u)du> de — [x/:F(u)du}: B folm (— F(a)]de

1 2
:/ v F(a)do = L1 = 0"
0

f - p@la= s [ Flaria— | 2 rese

2 2 2
= (Lt p)(1—p) - =0 = Lo to

2 2 2., 2
d’ou finalement E(W):%— 1_“2_0 —|—1_'“2+U :%4_02

On constate que 'espérance du temps d’attente du voyageur est minimum
lorsque la loi des retards des bus est d’écart-type nul, c’est-a-dire lorsque le
retard est constant.
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Exercice 3.05.

Dans cet exercice X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) suivant la loi I'(1,n) (c’est-a-dire la loi y(n)), avec n € N*.

1. Rappeler l'expression d’une densité de X, ainsi que la valeur de son
espérance E(X) et de sa variance V(X).

2. Pour tout réel A > 0, on pose ¢(\) = In (E(e” X =EXD))  Calculer ¢(N).

2
3. Montrer que pour tout A > 0, on a ¥(A) < n%

4. a) Montrer que pour tout > 0 et tout A > 0, on a
PE(X)— X >z) <e Mtv()
b) En déduire que pour tout z > 0 P(E(X) — X > z) < e * /().

5. Comparer l'inégalité que l'on vient d’obtenir avec celle obtenue par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.

Solution :

n—1 _ —x
" e .
1. Une densité de X est donnée par f(z) = { (n—1)! siz >0
0 sinon
On sait que E(X) =net V(X) =n.
2. On utilise le théoreme de transfert :
+0oo n—1
E e—A(X—E(X)) — / —)\(x n)_X e Tdr
( =) (=)
+oo -1
— e)m/ x" e ()\—I—l)xdx
0 (n — 1)
- e)\n +oo un—l —ug — () 1
_()\+1)” i (n—l)!e u (avec u = (A+ 1)x)
An
__ e
(A+1)"

Ainsi :
Y(A) =AIn—nln(A+1)

3. Une étude de la fonction f : A — n)\

croissante sur R* et que f(0) = 0.

— An+nln(A+ 1) montre que f est

4. a) Les événements [E(X) — X > z2] et [eMEE)=X) > A% sont égaux.
L’inégalité de Markov donne alors :

P([E(X) = X > z]) = P[e*MEE)=X) > eA2]) L %E(GA(E(X)—X))
(S
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— ew()\)e—)\m

2
b) Ainsi : Y(A\) — Az < % — Az
Ceci étant vérifié pour tout A > 0, il vient :

P(B(X) = X > a]) < inf (%" — o) = —&

5. L’inégalité de Bienaymé Tchebicheff permet d’écrire

PIE(X) - X > 2)) < PIEX) - X| > < Y = 1

Or, on peut montrer que pour tout z > 0, e~ /(2n) < L (faire par exemple

une étude de fonction). Ainsi I'inégalité obtenue (grandes déviations) est-elle
meilleure que celle obtenue par Bienaymé Tchebicheff.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

1. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que la variable
aléatoire 272 admet une espérance. On la note r(Z).

On suppose dans la suite de 'exercice que pour tout n € N, P(Z = n) =
l n+1
(3
2. a) Montrer que 'on définit ainsi une loi de probabilité et calculer r(Z).
no ok 1
b) Montrer que pour tout (n,q) € N2, Y ( * q> = (n tat )
k=0 » 4 q+1
c¢) Soit (X;)ien+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
q
loi que Z et pour tout entier ¢ > 1, on pose S, = > X;.
i=1
Montrer que la loi de S, est définie par :

n+q—1\,1\n+q
VneN, P(S,=n)= ( g—1 )(5)

d) Calculer r(S;). En déduire que

S (Mg =1\ 1\n _ 4ya

n;o( g1 )(z) = (3)
3. On suppose dans cette question que Z représente le nombre de lionceaux
devant naitre en 2014 d’un couple de lions. Chaque lionceau a la probabilité
1/2 d’étre male ou femelle, indépendamment des autres. On note F' la variable

aléatoire représentant le nombre de femelles devant naitre en 2014.
Déterminer la loi de F'.
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Solution :

1. Comme 0 < P(Z = n)(%)n < P(Z =n) et que > P(Z =n) converge. Le

théoreme de transfert permet d’affirmer que E(27%) existe (et est majorée
par 1).
oo o0
. . 1\2n+1 1 1I\» 2
2. a) Ici T(Z) = ngo (i) = § ngo (Z) = g
b) La relation de Pascal :
(n+q+1)+(n+q+1)_(n+q+2)
qg+1 q -\ g+1
donne le résultat a 'aide d’un raisonnement par récurrence banal.
c) Pour ¢ =1, on a S; = Z : la relation est donc vérifiée pour ¢ = 1.
n+q-— 1) (l)n-i-q
qg—1 2 ’
Comme Sy41 = 54 + X441, par indépendance :
n

PlSers =m) = k:z::OP(Sq = R)P(Xgea =n—k) = (%)Wr‘l“ éo (k ZEI 1)

Supposons que Vn € N, P(S; =n) = (

n—+q

Soit : P(Sqy1 = n) = (%)WIH( q

récurrence.

). On conclut par le principe de

d) Par indépendance des (X,,), on a indépendance des (27%) et
o, o R mtqg—1\ 1\ntq,1\n Ng ..
r(S,) = r(X1)9, ce qui s’écrit nzzjo ( g1 )(5) (5) = (§) , soit :
X /m+qg—1\,1\n Y
()@=

3. La famille ([Z = n]),>0 forme un systeme complet d’événements.
La loi conditionnelle de F' conditionnée par [Z = n] est la loi binomiale
B(n,1/2). Donc, pour tout k € N :

P(F=k) = ijo Pz—n)(F'=k)P(Z =n) = § (Z)

pCICUP GRS HOR

n—

Exercice 3.07.

Dans cet exercice m désigne un réel strictement positif et X une variable
aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1/m.
(Xk)r>1 désigne une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X.

n
On pose, pour tout entier n > 1, S, = % > X
i=1
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1. Déterminer la loi de nS,,.
Soit f une fonction continue et bornée par une constante K sur RY.

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe @ > 0 tel que si |z — m| < « alors
[f(z) = f(m)] <e/2.

3. Soit Z une variable aléatoire & densité & valeurs dans RT admettant une

espérance m et une variance o?.

a) Montrer que f(Z) admet une espérance.

2
c¢) En déduire que la suite (E(f(Sy)))n converge vers f(m).

2
b) Justifier I'inégalité |E(f(Z)) — f(m)| < § + 2K%

4. Montrer que

“+o0
i I nxyn-1 _nzyndz| _

[t S e (-] = o
Solution :
1. Les variables aléatoires indépendantes Xi,..., X, suivant la méme loi
E(1/m), la variable aléatoire Y X; suit la loi I'(1/m,n) de densité :

i=1
_ 1 x\n-1 —x/m
g(x)_m(n—l)!(m) e , pour x >0

2. 1l s’agit d’écrire la continuité de f en m, soit :

Ve>0,3a>0,|r —m| <a=|f(x) — f(m)| <e/2
3. a) La fonction f étant continue et majorée par K, on a |f(t)fz(t)] <
K fz(t), ce qui assure l'existence de /R+]f(t)fz(t)|dt et donc 'existence de

E(f(Z)) par le théoreme du transfert.
b) On écrit

+0o0o
E(f(2)) — f(m)| < / (1) = Fm)|f2(t)at

m—a« m+a 400
g/ _|_/ +/ =11+ 1+ I3
0 m—o m—+ao

m—+a«a
e par la question 2, 0 < Ir < %/ fz(t)dt < %

m—oa

e la fonction |f| étant majorée par K,

m—a« 400
0< I +15< QK(/ Fr(t)dt + fZ(t)dt> —9KP(|Z —m| > a)
0

m+a«a
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2
< 2K Z;, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.
o

¢) On applique l'inégalité précédente a Z = S,, avec E(S,) = m et
m .

2 , soit :

[E(f(Z)) = f(m)| < § +2K 2
2 nao
Il reste a faire tendre n vers 400 pour obtenir le résultat demandé.
4. Appliquons le résultat précédent a la loi de S,,.
D’abord : P(S, < z) = P( > X; < nz) = fs, (z) = ng(nx)
i=1

n nr\"=1 _nz/m
— (== e :
m(n —1)! ( m )
Par le théoreme de transfert (I'intégrale converge puisque la fonction f est
bornée)

soit, pour z > 0 fg, (z) =

+oo
E(f(Sn)) = (# f(l')(@)n_l exp (_%)M

n—1)!/, m m

On termine par la question précédente.

Exercice 3.08.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On note &
I’ensemble des variables aléatoires X, a valeurs dans [1,n] et telles que pour
tout entier k € [1,n], P(X = k) # 0 et définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P).
Pour toute variable aléatoire X de &£, on note :

HX)=-> P(X=k)xIn(P(X =k)).

k=1

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur [1,n].
1. Déterminer H(U).
2. Montrer que pour tout X € £, H(X) < H(U).

Soient f : [1,n] — R une fonction injective et a € R. On considere I’ensemble
&, des variables aléatoires de £ telles que E(f(X)) = a. On suppose que &,
est non vide.

n
3. Montrer que la fonction ¢ : R = R, z = > (f(k) — a)el/(F)=a)T est une
k=1
bijection strictement croissante de R sur R.

4. Pour tout X € &, et k € [1,n], on note p, = P(X = k). On peut ainsi
considérer H comme une fonction de (py, ..., p,). Déterminer la hessienne de

H.
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5. En déduire que H admet un minimum sur &, atteint en un point unique.

Solution :
1. On rappelle que pour tout k € [1,n], P(U =k) = %
. N R
Ainsi, H(U) = k§1 - In — = Inn.
2. Soit X € &. Alors, en notant p, = P(X = k), la fonction logarithme
néperien étant concave,

HU)-H(X)=Inn+ > prlnpy = > prln(npg) = — > pklnL
k=1 k=1 k=1

npk
> ln( 3 p—k) >Inl
I;::l NPk

3. La fonction ¢ est continue et dérivable sur R et pour tout réel z,
¢'(x) = 3 (f(k) — a)?eBma),

k=1
Ainsi, la fonction ¢ est une fonction continue et strictement croissante, donc

elle réalise une bijection de R sur ¢(R).
Comme &, est non vide, il existe X € &, telle que E(f(X)) = a, i.e. telle que

é;muuo—@=o.

Ainsi, comme les py sont strictement positifs, les (f(k) — a) ne peuvent pas
tous étre de méme signe ni tous nuls car f est injective. En factorisant donc
par ceux qui sont maximaux ou par ceux qui sont minimaux, on obtient :
li = li = —00.
oo P18 = F00, L plw) = —eo

Finalement, ¢ réalise une bijection strictement croissante de R sur R.

4. On remarque que pour tout k € [1,n], QTH(X) = —Inpg — 1. Ainsi, la
k
hessienne de H est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les nombres
1

TR
5. En utilisant les notations précédentes, on cherche les extremums de la
fonction

n
H : (pla"'apn) = — Z pklnpk
k=1

sous les conditions > pr = 1 et > f(k)pr = a. Ainsi, le gradient de H
k=1 k=1

doit appartenir a l’espace vectoriel engendré par les vecteurs (1,...,1) et

(f(1),...,f(n)). Donc il existe \,u € R tels que pour tout k € [1,n],

Inpy +1 =X+ puf(k), ou encore pp = e~ Lerf (k)
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De plus, on doit avoir : > pr=1et > (f(k)—a)pr =0.
k=1 k=1

r ) §

S (F (k) —a)ps = €1 35 (F(k) —a)e ) = =10 35 (k) — a)eUB1=)

k=1 k=1 k=1

o

= X (), done p(u) = 0.

Alors, S pp =1 S erf(R) = 1,
k=1 k=1

Comme la fonction ¢ est bijective, il existe un unique pg tel que ¢(up) = 0.
n
On pose alors Ag =1 —1In (Y erof(R)),
k=1
Ainsi, la fonction H possede un extremum atteint une fois sur &,. De plus,
H est convexe, donc cet extremum est un minimum.

Exercice 3.09.

1. a) Montrer que la restriction de la fonction tan a 'intervalle ]—%, %[ réalise
une bijection de ]—%, %[ dans R. On note arctan sa bijection réciproque.

b) Déterminer les limites de arctan en +o0o et en —oo.
¢) Montrer que arctan est impaire.

d) Montrer que arctan est dérivable sur R et calculer (arctan)’(z).

e) Montrer que pour x > 0, arctanx + arctan% = % et que pour =z < 0,

arctan x + arctan % =_T

2
f) Montrer que arctan admet un développement limité a l'ordre 3 en 0 et
expliciter ce développement.

Soit k€ Ret frars —F
oi et f:x 422

2. a) Déterminer k de telle sorte que f soit une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire de densité f. X admet-elle un moment
d’ordre 17

3. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de
meéme loi que X. Pour tout n > 1, on pose Y,, = %sup(Xl, ey Xn).

a) Pour tout n > 1, déterminer la fonction de répartition de Y;,.

b) Montrer que (Y,) converge en loi vers une variable aléatoire Y de
fonction de répartition notée F' que ’on déterminera.

c¢) On pose Z = % Déterminer la loi de Z.
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Solution :

1. a) L’étude de la fonction tan montre qu’elle est strictement croissante de
|—m/2,7/2] sur R car (tan)’(z) = 1 + tan?(x).

C’est donc une bijection continue de |—7/2, /2] sur R de réciproque continue.

b) Comme (tan)’(x) # 0, la fonction arctan est de classe C! sur R et

tan)’(r) = 1 =1
(arctan) (@) = { e (arctans) ~ 14 27

c) Les limites sont —m/2 et m/2.

d) En dérivant, il vient % (arctana: + arctan %) =0.

Ainsi z — arctanx + arctan% est constante sur chaque intervalle de conti-

nuité, c’est-a-dire sur RT™ et R™*.

Il reste a prendre la valeur, par exemple, en x = w/4 et x = —7/4.
d 1
e) Comme %(arctan x) = T2 1 — 22 + o(x?)

3
on integre ce développement limité pour obtenir arctanx = x — % + o(z3)

2. a) On doit demander k£ > 0 et /%dw =1 soit k= L.
R ]. + x ™
b) X n’a pas d’espérance puisque l'intégrale / %dm diverge.
R X

3. a) Pour tout z réel
n

P, < a) = P(swp X <na) = P (VX0 < nal) = ] PXG < )

1<i<n i=1
P(Y, <z)= (% + %arctan(nx))n
. . 1 —1\n 1
; <)=L —lyn o L
b) e si x < 0, par la question 1 : P(Y,, < x) ~ (arctan na:) S on o
0
e siz=0,PY,<0)=L1 — 0

MM n—oco

e si z > 0, avec un développement limité (en fait un équivalent) :

In[P(Y, <z)] =nln (1 - L arctan L) =14 o(l) — L
™ nx T n—oo ™

0 six <0

e /™ sz >0

c) On sait que Y (2) = R et, pour > 0 :
Fra)=Py 2Ly =1-pPy<l)y=1-cm

Ainsi : F(z) = {
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Ainsi Z suit la loi exponentielle de parametre %

Exercice 3.10.

Soient n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 2. L’entier p restera fixé
dans tout l’exercice. On considere np variables aléatoires indépendantes
X1,...,Xnp. Pour tout k appartenant a [1,p], on suppose que la variable
aléatoire X} suit une loi de Poisson de parametre A; et pour tout k£ €
[p + 1,np] que X} suit une loi de Poisson de parametre Ay. On pose

np P np
Sp,=>.X;, A=>X;, B,= > X
i=1 i=1 i=p+1
1. Déterminer les lois des variables aléatoires A et B,,.

2. Quelle est la loi de S, 7
3. Soit £ € N.

a) On considére une variable aléatoire Y, dont la loi est donnée par :
P(Y; =m) = Ps,—¢ (A =m) pour tout m € N.
Déterminer explicitement cette loi.

b) De méme, pour ¢ € N, on considere une variable aléatoire Z, dont la loi
est donnée par P(Z, = m) = Pg, —¢ (B, = m) pour tout m € N.
Expliciter cette loi.

4. On définit les deux variables U,, et V,, par :

A
U, = 1
A+ (Tl — 1)/\2

(n — 1))\2

Sn tVn: n
© /\1—|—(n—1)>\2

Montrer que les suites de variables aléatoires (%)n et (%)n convergent en
probabilité vers deux variables aléatoires que ’on déterminera.

Solution :

1. Comme Xji,..., X, sont indépendantes et suivent la méme loi de Poisson
de parametre A1, A suit une loi de Poisson de parametre pA;.

De la méme maniere on montre que B,, suit une loi de Poisson de parametre
(n — 1)pAs.

2. Les variables A et B, sont construites a partir de deux blocs disjoints
d’une famille de variables indépendantes, le cours nous dit que A et B,, sont
indépendantes.

Prenant en compte les résultats de la question 1, on en déduit que S,, = A+ B,
suit une loi de Poisson de parametre pA; + (n — 1)pAs.
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3.a)Sim >/, ona P(Yy=m)=PA=m|S,=¥¢)=0.8510<m</il

vient :

P(Y,=m)=PA=m|S,=1¢) =

p(Sn = 1)
_P(A=m)N (B, =t—m))
p(Sn = 1)
_ P(A=m)P(B,=/(—m)
B p(Sn = 1)

/! (PA)™((n— D)prg)*™™
ml(f —m)l (pA1 + (n — L)phy)°

_(m A1 m(q _ A1 —m
- (f)(Al + (n — 1)>\2) (1 A+ (n— 1))\2) '
A1 )
,)\1+(7’L—1)>\2 .
b) De facon analogue on trouve que Z suit une loi binomiale de parameétres
( (7’2, — 1))\2 )
’)\1+(n—1)>\2 '

4. Avec les formules de la question précédente, on trouve aisément

Up) _ 1 A1 _ _p
E( ) = n>\1+(n_1)/\2(p/\1+(n L)pA2) = n)\l

La variable Y suit donc une loi binomiale de parametres (¢

n

Vol 1 1
E(W) = (1- Lypx, 2

Un) - 1 A1 2 _ DA 1
V(n)_n2(>\1+<n_1))\2) V(Sn)_ n? >\1+(7’L—1))\2

ﬁ) _(1_1y2.y2 1
V(n (1 n)pAQ)\l—k(n—l))\g'
Soit € > 0, pour n assez grand on voit avec I'inégalité triangulaire que
(1% —pa| > e} € {12 — (1= 1/n)prs| > €/2}.
En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que la suite

(%) converge en probabilité vers la variable certaine pAs et la suite de

variables (%) converge en probabilité vers 0.

Exercice 3.11.

Soit X et'Y deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur
un espace probabilisé (2, A, P) de densités respectives f et g nulles hors du
segment [0, 1].
1. a) On pose U = In X, déterminer une densité de U.

b) On pose V =1In(1 —Y'), déterminer une densité de V.
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c¢) Montrer qu’une densité de la variable aléatoire Z = X (1—Y) est donnée

par
1
z / F(2)g(1— 1)t

pour x € |0,1] et x — 0 sinon.

Ce résultat pourra étre utilisé dans la suite de cet exercice, méme s’il n’a pas
été démontré.
Soit (Xp,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
a valeurs dans [0, 1]. On lui associe la suite (S, )nen+ de segments définie par
n+1 n
= [ IT Xi, [1 XZ-} de longueur L.
i= i=1
2. Montrer que pour tout n > 2, on a L,, = X 1Y,,_1, ou Y,,_1 est une variable

aléatoire indépendante de (X;) de méme loi que L,,_1.

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires X, est la loi
uniforme sur [0, 1]. Déterminer, par récurrence, la loi de L.

4. Déterminer ’espérance et la variance de L,,.

Solution :

1. a) b) ¢) Pour déterminer la loi de X (1 —Y') passons au logarithme. Comme
X(Q)=Y(2)=1]0,1onalnX(Q)=In(1 -Y)(Q) =R™*.
Soit x < 0. On a, par croissance de la fonction exponentielle :

Pln(X) <z)=P(X <e”) = Fx(e®”) = finx(x) = e f(e”)
De méme : Pln(1-Y)<z)=P(Y >1—-¢")=1— Fy(1l —¢"), donne :

Swa-v) (@) = eg(1 —e")

Par indépendance, comme In Z = In(X) 4+ In(1 —Y), en demandant v < 0 et
r—u<0:

Jinz(x /flnX T — ) fin(1—v)(u du—/ finx (x —u)e"g(1 —e")du
finz(z) = / P f (") eg(1 — e)du

—e/fx“ (1 —e") du—e/f(

% 1—v) (avec v = e*)
Or, pour x € |0, 1, P(X(1-Y) < x) = Z <Inx) et

fxa-v)(z) = —fan (Inx), soit :

fxa-v(@ Z—xw/ f()g (1—v)de /f(%)g(l—v)@
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n+1
XZ) = len—la avec Yn—l
o

(]
indépendante de X; et de méme loi que L,, 1.

3. % Déterminons la loi de L1 = X;(1 — X5).

2. De maniére évidente L, = X;([] X; —
i=2

1
Par la premiere question, pour tout x € 10, 1], fr,(z) = / &=
x Déterminons la loi de Ly = X107 = X1(1 — (1 — Ly)).
Ona:Pl—-Li<x)=P(Ly>1—2)=1—-F,(1—2x), donc :
fi—p, () = fr,(1 —x) = —In(1 — x), pour 0 < z < 1 et ainsi :

' 2
d In* —Inx
fra(z) = _/x IxIn(v) 4 = Iz — ( ! )
On montre alors par une récurrence facile que la loi de L,, est donnée pour

x € 10,1 par fr () = (—ln#)”

4. Calculons les deux premiers moments de L,. Avec le changement de
variable u = —In x, il vient :

BLa) = [ ofs,@do = [ 2 EBE)" gy [T g, 1
n) — 0 L, - 0 TL' - 0 ’)’L' - 2n—|—1
(poser u = t pour retrouver une intégrale du programme)

2
1 n +o00
E(L?)= [ 2? (=In(z)" dr = u” o—Bugy — 1 (idem)
" 0 n! o nl 3ntt
et : 1 1
V(Ln) = o1 — ot

Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur l’espace
probabilisé (2, A, P).

Soit (Xi)ie[[l,n]] une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi uniforme sur [0,1]. Pour tout entier naturel » non nul, on note M, =

sup{X;, i € [1,n]}.

1. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable
aléatoire n(M, — 1).

2. Montrer que pour tout = € R, (F},(x)),, converge vers une valeur g(x).

3. Montrer que ¢’, définie sur R*, est une densité de probabilité. On notera
G une variable aléatoire de densité ¢'.

4. Déterminer E(G).
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Soient A un réel strictement positif et (X;)i<i<, une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parametre . Pour
tout entier naturel non nul n, on pose m, = inf{X;,1 < i < n} et
M, =sup{X;, 1 <i<n}.

5. Soit n € N*. Montrer que m,, suit une loi exponentielle de parametre nA.
En déduire la loi de la variable aléatoire nm,,.

6. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable
aléatoire Z,, = A\M,, — Inn.

7. Montrer que pour tout ¢ € R, il existe g(f) € R tel que lim F,(t) = g(t).

n—-+oo

8. Montrer que g est une fonction de répartition.

Solution :

1. Soit n € N*, n(M,, — 1) prend ses valeurs entre —n et 0 et pour z dans ce
domaine :

P(n(M, ~1) <z)=P(Yie[Ln], X; <L +1) = [P(X; < L+ 1)
= (1+ )"
n
SizeRy, Pm(M, —1)<z)=1letsiz < —n,Pn(M,—-1)<z)=0.

2. Pour tout x € R_, lim F,(z) =e" et pour tout z € Ry, lim F,(z) =
n——+oo

n——+oo
1. On pose ainsi g(z) = min{e”, 1}.

3. La fonction g est croissante sur R, de limite nulle en —oco et de limite 1 en
+00. De plus g est dérivable sur R*, avec pour x € R* | ¢'(z) = e” et ¢’ est
nulle sur R : ¢’ est bien une densité de probabilité (on prend ce que l'on
veut en 0).

4. En utilisant la formule de transfert, et en passant tout de suite a la limite :

E(G) = xetdxr = [a:ex}o = etdr = —1
R 77 JR

P(m, >z)=PNie€[l,n], X; >z)=P(X; >x)"

e—n)\ac

Ainsi, P(m, < z)=1-— e~ " et m,, suit une loi exponentielle de parametre
nA.

En reprenant le calcul précédent, ou en utilisant les propriétés de la loi
exponentielle, nm,, suit une loi exponentielle de parametre .

6. Soit z € R.
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A A

Fo(x) = P(M, < TEB) — p(vie[1,0], X, < LHIn)
— [P(X; < ZELDyn — (1 ) 1> tmn

Y rx+Inn

A
e T

7. Ainsi, pour tout z € R, lim F,(z) =e™®
n—-+oo
8. La fonction g est continue, strictement croissante, de limite nulle en —oo

et de limite 1 en +o00. Tout est dit.

Exercice 3.13.

1
1. On définit sur R la fonction g par g(x) = / |z — t] dt.
—1

Donner, suivant les valeurs de x, 'expression explicite de g(z) en fonction de
x et vérifier que g est continue sur R.

Dans la suite de ’exercice, X est une variable a densité définie sur un espace
probabilisé (2, A, P). On définit sur 2 I'application Y par :

1
Vw e QY (w) :/ | X (w) — t|dt

—1
On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).
2. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [—1, 1].
a) Exprimer Y en fonction de X.
b) Donner la fonction de répartition de Y.
c¢) Vérifier que Y est une variable & densité et donner une densité de Y.
d) Calculer I'espérance de Y.
3. On considere dans cette question une suite de variables aléatoires (X,,)n>1,

définies sur (2,4, P), ou, pour tout entier naturel n > 1, X,, suit la loi
normale d’espérance nulle et d’écart-type 1/n.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, I'application Y,, par :

Vw e 0, Y, (w) = /1 | X (w) — t| dt

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y,, est une variable aléatoire
définie sur (92, A, P).

On note Fy, la fonction de répartition de Y,, et ® celle de la loi normale
centrée réduite.

a) Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.

b) Montrer que la suite (Y,,),>1 converge en loi.
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Solution :

1. Il faut distinguer trois cas :

* si x < 1, alors, pour tout ¢ de [—1,1], on a x < ¢, d’ou |x —t| =t — x. On
1

a donc dans ce cas g(x) = / (t —x)dt = —2x.

—1
*si —1 <z <1, on procede de maniere analogue et :
T 1
g(x) :/ (m—t)dt—l—/ (t —2)dt = 2% + 1.
—1 x
xsix>1,onalr—tl=x—tet g(x) =2z
—2z stz < —1
En conclusion : Vo € Ryg(z) =< 22 +1 si—-1<z<1
2x stz >1
On vérifie alors sans probleme que g est continue sur R.

2. a) On utilise la question précédente ou pour tout w de €2, le nombre
r = X (w) est dans U'intervalle [—1, 1].
On a donc, en utilisant la relation de Chasles, comme ci-dessus :
Y(w) = X?(w) + 1, cette égalité étant valable pour tout élément w de 2, on
a finalement, en simplifiant :
Y =X2+1

b) On constate donc que Y (Q) = [1, 2].
Si y est dans [1,2], on a donc : P([Y < y]) = P([X?2+1<y]) = P([X? <
y—1]).
Soit encore : P([Y < y]) =
finalement, pour y € [1,2], Fy(

P([—vVy—1 < X < /y—1]). On a donc

N
I
-
<
|
Z
|
-
|
<
|
N

Pour tout réel x de [—1,1], on a Fx(x) =

Vy—-1+41 —y—1+1
5 :

On a donc, pour y dans [1,2], Fy(y) =

0 sty <1
En conclusion : Vy € R, Fy(y) = { Vy—1 sil<y<2

1 sty > 1

c) Fy est évidemment de classe C! sur | — oo, 1[, sur |1,2[ et sur ]2, +o0|.

On vérifie facilement qu’elle est continue en 1 et en 2. Y est donc bien une
variable a densité. On obtient alors une densité en dérivant sur les trois
intervalles ouverts précédents et en rajoutant arbitrairement des valeurs en
1 et en 2.
On obtient par exemple :
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1

fy(y) = { 2y — 1

0 sinon

siy €)1, 2

2

d) Ona E(Y) = / Y 1dy, qui est une intégrale convergente (en fait
1 Y-

Y est une variable aléatoire bornée, elle admet donc une espérance).

1
1 3 1.1

(On aurait pu remarquer que E(Y) = E(X?)+1 et utliser la formule donnant
le moment d’ordre 2 d’une loi uniforme)

3. a) On utilise le systeme complet d’événements
([Xn < _1]7 [_1 < Xn < 1]7 [Xn > 1])
Ainsi, pour tout y réel :
P(Yn < y) = P([_2Xn < y] N [Xn < _1])
+P(X2+1<yN[-1< X, <-1))+ P(2X, <y|N[X, >1])
e siy <1 onavy/2 < 1/2 et chacune des trois probabilités ci-dessus est
nulle.
e sil <y <2, seule la seconde probabilité n’est pas nulle et
PY,<y)=P(-Vy-I1< X, <Vy-1)
e siy > 2, seule la troisieme probabilité n’est pas nulle et
P(Y,<y)=P(l <X, <y/2JU[-y/2 < X, < -1])

On a donc : 0 N
siy <

VyeR By (y) =4 Fx.(Vy—1) = Fx,(=vy—1) sil<y<2
FXn(%>_FXn(_%) Sly>2

D’autre part, comme X,, suit la loi N (0, %), nX, suit la loi normale centrée
réduite. On a donc, pour tout réel z, Fx, (z) = ®(nz).

On obtient finalement :

0 siy<1
Vy e R, Fy. (y) = 4 2(nvY ;1) - <I>(—Z\/y —1) sil<y<2
o('g) —o(-5) siy > 2

bjy<l = lim Fy(y)=0y>1 = lm Fy(y)=1

En tout point ot la fonction de répartition F' de la variable aléatoire constante
égale a 1 est continue, on a donc lim Fy (z) = F(z) : (Y,)n, converge en loi
n— 00

vers la variable constante égale a 1.

Exercice 3.14.
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1. Soit Y une variable aléatoire a valeurs positives. Montrer que pour tout
réel b >0

On considere dans la suite une variable aléatoire X et un réel t strictement
positif. On suppose que la variable aléatoire e!* possede une espérance.

2. Montrer que, pour tout réel a : P(X > a) < e ' xE(e!¥).

Dans la suite, on suppose que X suit la loi normale centrée réduite.
3. a ) Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif, la variable aléatoire
!X possede une espérance et que : E(eX) = e /2.

b) En déduire que pour tout réel a > 0, P(X > a) < e=a/2,

Solution :

1. Soit 1p la variable indicatrice de I’événement B = [X > b].
Procédons par disjonction de cas :

e siwe B, alors X(w) >2b =

X(w
#21:13(60)

e siw ¢ B, alors, comme b > 0, @ >0=1pw)

Ainsi 15 < % Par croissance et linéarité de 1’espérance

E(1p)=P(B)=P(X >2b) < E(Z;X), ce qui permet de conclure.

2. On applique I'inégalité précédente a la variable positive e
E( etX )

ta
e
La fonction In est strictement croissante et ¢ strictement positif, on en déduit :
E( etX )

eta

tX en remplacant

b par e'® > 0 et on trouve : P(e!X > e!?) <

P(X >a) = P(tX >ta) = P(e!* > e!%) <

3. a) L’intégrale définissant F(e!X) est I'intégrale L/(at’“’e_t2/2alac.
vV 2T R

—(r — +)2 2
—(x—t)” + % (forme canonique du trinéme).

/2
Or: tx— 5=
On reconnait I'intégrale d’une fonction proportionnelle a une densité normale
et :
E etX) — et2/2

b) On sait que P(X > a) < e E(e!X), ceci pour tout réel t > 0. En
remplacant on trouve :
a) < o—tat’/2

P(

s
\Y
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Il reste a prendre ¢ = a pour obtenir le résultat demandé.

Exercice 3.15.

Dans cet exercice, f est une densité de probabilité nulle sur |—oo, 0[ et positive
400

et continue sur [0, +00[. On suppose de plus que 'intégrale / xf(x)dz est
0

convergente.

1. Soit t > 0 un réel fixé. Un client se présente a un automate pour y effectuer
un retrait d’argent. On suppose que l'instant d’arrivée X de ce client a partir
de 'instant initial noté 0 est une variable aléatoire suivant une loi uniforme
sur |0, ¢[.

Le client utilise alors ’automate pendant une durée aléatoire Y, indépendante
de X et admettant f comme densité.

On appelle p; la probabilité que le client soit encore en train d’utiliser
I’automate a l'instant t.

a) Montrer que X +Y est une variable aléatoire a densité dont une densité
est donnée par la fonction g :

min(¢,z)
g(z) = %/0 f(z—u)du, si z >0, g(z) = 0 sinon

b) On note F' la fonction de répartition de Y. Montrer que :

vz e 0,8, g(=) = L1

¢
c) Montrer que P(X +Y <t) = F(t) — %/ z2f(z)dz.
0
d) Déterminer lim [tP(Y >1t)].
t—+4o0

e) Justifier que Y admet une espérance et montrer que cette espérance
vérifie E(Y) = lim (¢tp;)
t—+4o00

2. Des clients se présentent dans un hall contenant un grand nombre
d’automates. On fixe un instant initial O et pour tout réel t > 0, on note :

e (; la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant a I’'un des
automates entre les instants 0 et t.

e D, la variable aléatoire égale au nombre de clients encore en train d’utiliser
un automate a l'instant .

On suppose de plus que :
e (; suit une loi de Poisson de parametre At, avec A € R fixé.

e Pour tout n € N, la loi conditionnelle de D; sachant [C; = n| est binomiale
de parametre (n,p;), ou p; est défini comme dans la premiere question.



100 ESCP-Europe 2013 - Oral

a) Montrer que D; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les
parametre(s).

b) Montrer que D; admet une espérance que ’on précisera.

c) Montrer la suite de variables aléatoires (D), )nen+ converge en loi vers
une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Solution :

1. a) La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur |0, ¢[. Une de ses densités

est donc donnée par la fonction h : x — 1]07,5[%,
indicatrice de |0, ¢[. Comme X et Y sont supposées indépendantes, X +Y est
une variable aléatoire continue dont une densité est donnée par la fonction g

définie par :

VzeR,g(z) :/

— 00

ol 1jp, désigne la fonction

“+o0

h(u)f(z —u)du = %/0 f(z —u)du.

g est évidemment nulle sur R™ et on obtient pour z > 0 :

min(¢,z)
o)==

b) Si z € [0,t], min(t,z) = z et g(2) = %/ f(z—u)du. En effectuant dans
0

I'intégrale le changement de variable v = z — u, on trouve

? F(z
o) =4 [ swyo =T,
0
c) Comme t est strictement positif,

PX+Y <t)= /t g(2)dz = /Otg(z)dz = /;@dz.

— 00
On effectue alors une intégration par parties en posant u(z) = F(z) et
v'(z) = 1. On obtient

PX+Y <t)=F(t) — %/ zf(z)dz.
+ooO +oo
d) Pour tout t € R%, 0 < tP[Y > t] = / tf(z)dz < / z2f(z)dz.
¢ ¢

“+o0
Or, par hypothese, I'intégrale / zf(z)dz converge.
0

400

Par conséquent : . ligl 2f(z)dz = 0. Par encadrement, on en déduit
—T 00
que : !
lim [tP(Y >t)]=0.

t—+o00
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400
e) Comme, par hypothese, I'intégrale / zf(2)dz est convergente, la
0

variable Y admet une espérance. De plus, pour tout ¢t € R,

tp =tP[X +Y > 1] =t(1 - P[X +Y <1]) = t(1 — F(t)) + /Otzf(z)dz

¢
tpy = tPlY > ] +/ z2f(z)dz.
0

En passant a la limite, on trouve, d’apres la question précédente, que

+oo
li = = E(Y).
Jdim () = [ 21 = E(Y)
2. a) On a déja D;(2) = N. En appliquant la formule des probabilités totales
au systeme complet d’événements ([C; = n|),ecn et en remarquant que 'on
doit avoir D; < C}, on obtient :

too e A e—)\t k by k +oo by n—Fk
P(Dy=m) = 3 ()ob(1 = pre B - By OO0 5+ (A
_ e M) i,
- k!
P (/\tpt)k =\t : : :
DouVkeN P(D,=k)= e Pt ce qui prouve que D; suit une loi

de Poisson de parametre Atp;.
b) Par propriété de la loi de Poisson, E(D;) = Atp;.

k
c¢) Pour tout n € N* et pour tout k € N, P(D,, = k) %e”‘”p".

Or, d’apres la question l.e., lim (np,) = E(Y).
n—oo

k
D’ou, lim P(D, =k) = me_ﬂf(y). La suite (D,,) converge donnc

en loi vers une variable D qui suit une loi de Poisson de parametre AE(Y").

Exercice 3.16.

Dans tout l'exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, A, P) et suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.
1. a) Montrer que P(|X — A| > \) < %

b) En déduire I'inégalité P(X > 2)) < §.

2. On considere dans toute cette question une variable aléatoire discrete Z

définie sur (2, A, P), d’espérance nulle et de variance o2.

a) Montrer que
Va>0Vz>0,P(Z>a)<P[(Z+2)*>(a+1)?.
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b) Montrer que Va > 0,Yz > 0, P(Z > a) < &L
52

c) Montrer que Va > 0, P(Z > a) 7
oc‘+a

N

1 1
d) En déduire que P(X > 2)) < T

+oo
3. Pour tout réel ¢, on pose Gx(t) = >, P(X = k)t
k=0

a) Pour tout réel ¢, justifier I'existence de Gx (t) et calculer sa valeur.

b) Montrer que : V¢t > 1,Va > 0, P(X > a) < GX(t).

tCL

c¢) En déduire que P(X > 2)) < (%)A.

Solution :

1. a) On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & X. Comme E(X) =

V(X) = A, on obtient

Px -z < V)
b) On remarque que [|[ X —A| > A\ = [X =X 2 AJU[X—-A < =)A] D [X > 2)].

On adonc P[X 22\ < P(| X = A >\ <

>l

>

2. a) Pour tout a > 0 et tout x > 0, on a

(Z+2)*>(a+2)?]=[Z+x>a+z|U[Z+2< —a—12]|D[Z>d.
D’ou I'inégalité demandée par croissance de la probabilité.

b) On applique l'inégalité de Markov a la variable aléatoire positive
(Z + x)?. On obtient :

Pl(Z +2)? > (a+2)?] <

Comme E(Z)=0,o0n a:

E(Z +2)*) = E(Z?) +22E(Z) + 2*> =V (Z) + 2% = 0% + 22
En utilisant la question précédente, on trouve ainsi :

P(Z>a) < P(Z+2)? > (a+2)?] < ST

(a + )
2, .2
c¢) Soit a > 0 un réel fixé. On étudie la fonction f : z — % définie sur
a+z
i , 2(ax — o?) ., : :
R*. Comme, pour tout x > 0, f'(z) = ﬁ’ il s’ensuit que f atteint
a+x
o . 0'2 0'2 0'2 \ 7
son minimum en x = -, avec f (7) el D’otu la formule demandée.
a“+o
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d) On applique le résultat précédent a la variable aléatoire Z = X — A
vérifiant E(Z) = 0 et V(Z) = A = 0%, En prenant a = A > 0, I'inégalité de

la question précédente devient :
2
_ _ o _ 1
PXZ22\)=P(X—-A>2)) < Yo A+

3. a) Pour tout t € R,

N 400 Lk
Gx(t)= lim (3 P(X =t)th) = e T A th = g=AM = A(t=1)

b) Pour tout t > 1 et tout a > 0,
Gx(t) = Y P(X=k)tk>t* > P(X =k)=t*P(X > a).

k>a k>a
D’ou l'inégalité demandée.

GX (t) B e/\(t—l)

¢) Pour tout a > 0 et tout ¢t > 1, on a donc P(X > a) < e =
En prenant a = 2\ > 0 et ¢ = 2, on obtient P(X > 2)\) < (%)’\

Exercice 3.17.

Le génotype d’un individu est un ensemble de 2 genes pris parmi a et A. Trois
génotypes sont possibles : 1 (aa), 2 (aA) et 3 (AA) (L’ordre ne compte pas).
On s’intéresse a 1’évolution d’une population de grande taille (génération 0)
dont la proportion du génotype i est notée u; pour i € {1,2,3}. On suppose
les mariages aléatoires et on rappelle que le génotype d’'un enfant est formé
d’un gene issu de celui de chaque parent, les deux genes d’un parent ayant la
meéme probabilité d’étre transmis.

Soit E le génotype d’un enfant de la premiere génération.

1. a) Exprimer les probabilités conditionnelles : P/—; p=;)(E = 1) pour

(i,7) € {1,2,3}% ou F et M sont les génotypes du pere et de la mere.
b) En déduire que : P(E =1) = (u1 + %)2, puis la valeur de P(E = 3).
c¢) On pose 0 = up + % Déterminer en fonction de 6 les proportions des

divers génotypes a la premiere génération : q1, g2, q3.

d) Calculer les proportions des divers génotypes a la deuxieéme génération
et en déduire qu’elles sont inchangées au cours du temps.
2. On dispose d’un échantillon de n individus. On note X; le génotype du
™ individu, on a alors : P(X; = j) = ¢;. Les variables X;, 1 < i < n sont
supposées indépendantes. Pour j € {1, 2,3}, on note N; le nombre d’individus
de I’échantillon possédant le génotype j.

a) Pour j = 1,2,3, déterminer la loi de N;, son espérance et sa variance.
En déduire un estimateur sans biais de g;.
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b) Soit n1,n2,n3 3 entiers naturels tels que : n = ny + ny + ng, montrer
que :

n!
P(N1 =n1,N2 =nz, N3 =n3) = WQ?IQQLQQQ?’
c¢) Calculer Cov(Ny, Na).
3. Pour tout entier N > 0, on pose : 0, ]Xl + ‘]2\%

a) Montrer que 6,, est un estimateur sans biais de 6.

b) Est-il convergent 7

Solution :

a) Loi du couple (M, P) : P(M
P(E =aalM = aa,P = aa) =1
e P(E=aalM =aA,P=aA)=
e P(E=aa|lM =aA,P =aa) = P(E =aa|M = aa, P = aA) =
(E=aalM =aA,P=AA)=0
b) On a:

[E =aa] = [E =aa,P =aa,M = aa)U [E = aa, P = aA, M = aa]

UE =aa,P =aa, M = aA|U[E = aa, P = aA, M = aA]
( dés que I'un des parents est AA I'enfant ne peut étre aa!)
Donc par conditionnement :
P(E=1)=P(F =aa) = 1u3 +u§}l + 2u1uz% (ug + % 5 2)2,

Par symétrie : P(F = 3) = (usg + 1622 )2

—_

’i,P :j) = uiuj

PN

1
2

¢) On pose 0 = u; + & 2,
e 1 =PE=1)=(u + 2)2:92

e 3=PE=3)=(uz+F)=1-u—uz+F)*=(1-96)
e p=P(E=2)=1-P(E=1)—P(E=3)=20(1—-90)

d) Le parametre de la deuxieme génération est O = qﬁ—%Q = 02+0(1-0) =

0 ce parametre est donc stationnaire au cours du temps.
2. a) La loi de N; est la loi B(n,q;), E(N;) =ng; et V(N;) =ng;(1 —g;) et
% est un estimateur sans biais de g;

b) On note A l'ensemble des n-uplets (z1,...,z,) de {1,2,3}" dont ny
termes valent 1, no termes valent 2 et ng termes valent 3.

On a, par indépendance des X; :
P(Ny =n1,No=n9, N3 =n3) =) P(Xi=x1,--, X, =2,)
A
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:ZP(Xlle)P(Xn:mn)

nl
P(N1 =nq, Ny =ng, N3 =n3) = qulq”q;??’ = 445 g5°

nl'ng'ng

(n1 + no + 7’1,3)'
nl!ng!ngl
ns + ng éléments en 3 sous-ensembles a ni,ns et ng éléments.

car est le nombre de partitions d’'un ensemble a n = nq +

3. Il vient, par mdependance des X;
COV(Nl,NQ) COV(Z 1)( =1, Z ].XJ_Q) Z Z COV(].Xi:l, ].ijg)
i=1j=1

=1 J=
n
= > Cov(lx,=1,1x,=2) = n(—q1q2)
i=1

et
Ny , N
B(6,) = B +92) = n E(N) + 9. E(Na) = a1 + G = 62 4-6(1-6) =6,
Donc 6,, est un estimateur sans biais de 6.
0(1—0
V(6) = L (V(N) + 1V(8) + Cov(t, V) = 200

Donc 6,, est convergent.

Exercice 3.18.
Soit n un entier de N*.

1. On note F,, I'ensemble des permutations de [1,n]. On choisit au hasard
une de ces permutations, et on définit la variable aléatoire Y,, égale au nombre
de points fixes de cette permutation.

a) Montrer que le nombre d’éléments de F;, n’admettant aucun point fixe
vaut :

b) Déterminer la loi de Y;,.
c) Montrer que la suite (Y;,), converge en loi vers une variable aléatoire

dont on déterminera la loi.

2. On note F, I'ensemble des applications de [1,n] dans [1,n]. On choisit
au hasard une de ces applications, et on définit la variable X, égale au nombre
de points fixes de cette application.

a) Déterminer la loi de X,.

b) Montrer que la suite (X,,), converge en loi vers une variable aléatoire
dont on déterminera la loi.

Solution :
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1. a) Soit d,, le nombre de permutations sans point fixes et g, = n! — p, le
nombre de permutations admettant au moins un point fixe.

Notons A; les permutation o de [1,n] telles que (i) = i. Par la formule de
Poincaré :

qn = card(A;UAU---UA,) = > (—1)"1 > card(Ag, N---NA,)
n n i+1
S (™ (= i) = 3 (EDT
(1) (2)(71, =ty =
Ainsi d,, = n! )] ﬂ
=0 Z!

n
1=

b) La variable aléatoire Y,, prend ses valeurs dans [1,n]. On a, pour tout
ke [1,n],

. o\ dp—r 1 n_k (—1)i
P =k) = (k) nl k! ga il

c¢) Pour tout k£ € [1,n], lim 1 nz_:k (=)' _e?
T nodoo K i=0 7! - k!

Ainsi (Y,,), converge en loi vers une loi de Poisson de parametre 1.

2. a) La variable aléatoire X, prend ses valeurs dans [0,n]. Pour tout
k € [0,n], pour obtenir I'’événement [X,, = k|, il faut et il suffit de

e choisir k éléments parmi n, soit (Z) possibilités,
e ces k éléments sont fixés,
e donner une image aux n — k éléments restants, autre que lui-méme, soit
(n — 1)"=* choix possibles.

o n\ (n —1)"F n\ 1 1\ F
Ainsi: PG, =) = () =m— = (k)¢ (1-7)
n—1)---(n—k+1) 1\n—k

1-= .

b) OnaP(Xn:k-):n( -

_ l n—k . . . l ~ n—- k ~ _
Or In (1 n) =(n—k)In( n) W T e 1
. nn—1-(n—k+1) 1
et ngrfoo n"k! Tk
—1
. . . _ _ e
Ainsi ngrfoo P(X,=k)= 0T

Donc (X,,), converge en loi vers une loi de Poisson de parametre 1.

Exercice 3.19.

1. Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une variable aléatoire
réelle de variance égale a a.
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2. On suppose dans cette question que M = CCL “) est la matrice

b
de variance-covariance d’un couple de variables aléatoires discretes (X,Y).
Montrer que a > 0,b > 0,c € R et ab — c? > 0.

a c -
) vérifie a > 0,

3. Réciproquement, on suppose que la matrice M = (c b

b>0,cecRetab—c?>0.

On suppose ab = 0. Montrer que M est la matrice de variance-covariance
d’un vecteur (X,Y).

4. On suppose ab # 0. On pose

o] = a,02:\/5et =<

1=va p —

Soit (U, V') un couple de variables aléatoires discretes, avec U et V indépendantes
et possédant chacune une variance égale a 1.

Montrer que (01U, oopU~+024/1 — p?V') a pour matrice de variance-covariance
M.

Solution :

1. Par exemple, si X suit la loi normale N'(0, 1), alors y/a X suit la loi normale

N(0,a).

2. La variance étant positive, on a a > 0,c > 0 et ab— c? > 0 n’est autre que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. On suppose ab = 0, alors ¢ <0 =>c=0et M = (8 2) par exemple.

Auquel cas, A est la matrice de variance-covariance de (C,vbX), ot C est
une variable aléatoire constante.

4. V(X) =0, V(Y) = 03p* + 05(1 — p?) = 03
Cov(X,Y) = E(01U X (02pU + 024/1 — p2V)
—01E(U) x E(o2pU 4 024/1 — p?V)

Cov(X,Y) = \@\/ﬁ

On vient de montrer dans le cas 2 x 2 que toute matrice de variance covariance
est une matrice symétrique réelle positive et réciproquement que toute
matrice symétrique réelle positive est une matrice de variance covariance.

Apres calculs
=c
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Exercice 4.01.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, B, P) suivant la loi normale centrée réduite. On note
respectivement ¢ et ® une densité et la fonction de répartition de X (donc
de Y).

On définit Z = sup(X,Y).

1. Montrer que Z est une variable aléatoire a densité. Exprimer une densité
g de Z en fonction de ¢ et ®.

2. Montrer que Z admet une espérance et calculer E(Z).

3. Montrer que X? et Z?2 suivent la méme loi. En déduire la variance V (Z)
de Z.

Solution :

1. L’application Z est une variable aléatoire car, pour tout x,
[Z<z]=[X<z]N|Y < z]

est un élément de la tribu B.

La variable aléatoire Z prend ses valeurs dans R et pour tout x réel :

Fz(x)=P(Z<2)=P([X <2]n[Y <z]) = P(X <2)P(Y < ) = ®%(2)

Ainsi une densité de Z est g(z) = 2p(x)®(x) = \/%e_xZ/QCI)(x).
7'(‘
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2. Soit (A, B) réels. On procede a une intégration par parties :

B B
Ona:/ x xdle/ ze % 2P (x)dx
N 9() \/%A ()

Or lim e 4/20(4) = 0et lim e B°/28(B) = 0 et la convergence de
A——o0 B—+oo
I'intégrale résiduelle est connue.

Ainsi E(Z) existe et :

E(Z):l/Jrooe_mQOZ:z::l/jLoo—75/2\0}_:L/Jr o—t3/2_dt_
oo RS 2 Vr V2

3. Les variables aléatoires X2 et Z2 sont a valeurs dans R*. Pour tout « > 0 :
P(Z? < x) = P(—Va < Z < Vo) = @ (Vo) — @*(—/x)

— 02(y/7) — (1 - O(y/a))? = 20(V7) — 1
et :

P(X? <) = P(—VT < X < V&) = B(VF) — B(—/7) = 20(,/7) - 1
ce qui montre que X? et Z? suivent la méme loi.

Donc :
E(Z*)=E(X?*) =1letV(Z?) =1-

=

Exercice 4.02.

Soit E = C°(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs
réelles.

1. Montrer que pour tout f € F, x — / th est un élément de E.
+ t2

On note T I'endomorphisme de F défini par : pour tout f € £

t)
T(f):zw— / Lalt
) 0o V1+1t2
2. La restriction de T" a R[z], 'espace vectoriel des fonctions polynomes réelles,
induit-elle un endomorphisme de R[z] 7

3. Montrer que 7T est injectif.
4. Montrer que ImT' = {g € C*(R,R) / g(0) = 0}
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5. Déterminer les éléments propres de T, c’est-a-dire les couples (A, f) €
R x E, avec f # 0, tels que T(f) = Af.

Solution :
f(t)
V142

continues dont le dénominateur n’est jamais nul. Le théoreme fondamental
/ I

o V1+t2
R, donc est en particulier continue sur R.

L’application T est manifestement linéaire (par linéarité de l'intégration) :
aussi T’ est-il un endomorphisme de E.

1. La fonction t +—> est continue sur R comme quotient de fonctions

du calcul intégral permet d’affirmer que dt est de classe C! sur

dt = 2(\/14+2%2—1) et la

X
t
2. La réponse est non. Par exemple /
o V1+1t2

fonction ainsi définie n’est pas polynomiale.
3. Supposons que f € KerT. En dérivant, il vient, pour tout x € R,

—f(x) = onc f(x) =
S = 0 done f(z) = 0.

4. Soit g € ImT. Alors g est dérivable (question 1) et ¢g(0) = 0.
Réciproquement soit h € {g € C*(R,R)/g(0) = 0}.
Posons f(x) = v1+ x2h/(x). Alors f € E et
O /x /
dt = h'(t)dt = h(x) — h(0) = h(x
| it = [ @t = ha) = 1(0) = hia)

5. Soit (A, f) € R x E un couple propre.

. . v f@)
Ainsi, pour tout réel z, / ——=dt = \f(x
p Ve f(x)

e )\ =0 donne f =0 (question 3).
e )\ # 0, permet de voir (en divisant par A que f € C*(R)). En dérivant, il

f@) , N
ﬁ—)\f (z), i.e. A\f'(x)v1+ 22— f(x) =0.

Cette équation différentielle du premier ordre se résout en f(x) = Kef'(*)/A,

vient, pour tout x réel :

ou F' est une primitive de la fonction x — N S—
V1+ 22
Or T(f) = Af entraine que f(0) = 0, donc que K = 0. Ainsi 7" n’admet

aucune valeur propre, donc aucun vecteur propre.

Exercice 4.03.

Une urne contient n boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a n.
On extrait les boules une par une avec remise a chaque fois de la boule tirée.
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Pour 7 € N*, on considere la variable aléatoire X; définie par :
bl (A

7

_ ) 1 siau ™ tirage on obtient un numéro non déja tiré
0 dans le cas contraire

Pour k£ € N*, on considere la variable Y, qui prend pour valeurs le nombre
de numéros distincts obtenus a l'issue des k premiers tirages.

1. Déterminer les lois de X7, de X5 et de X3.

2. Exprimer Y, en fonction des (X;)i<i<k, puis donner l'expression de
I’espérance de Yj en fonction de celles des X; pour 1 <7 < k.

3. En raisonnant par récurrence, déterminer la loi des X;, puis 'espérance de
Yi.
k .
4. Pour z € R et k € N*, on pose gx(z) = > P(Y, =1)z".
i=1

r(l—=x

M=)y, @) + agu(o).

b) Exprimer E(Y}) en fonction de g et montrer que E(Yy41) = (1 —
VE(Y;) + 1.

c¢) Retrouver ainsi la valeur de E(Y}).

a) Montrer que Vo € R,Vk € N*, gpy1(z) =

S|

Solution :

1. Notons NN; la variable égale au numéro obtenu au 7 tirage : N ; suit la
loi uniforme sur [[1, n].
* X7 est la variable certaine égale a 1.

« P(Xz =1) = 3. P(Ny = i) Pyy—i(Xo = 1) =

n

n—1_n—1.
z; noon

1
n
Xo suit la loi de Bernoulli B(1 — %)
* P(X3=1)=P(Xy =1)Px,=1)(X3 = 1) + P(X2 = 0) P x,=0)(X3 = 1)
(1_%)n—2+ln—1 :(1_1)2

- n n n n
Car si (X2 = 1) est réalisé, il y a 2 numéros distincts déja obtenus, tandis

que si (X2 = 0) est réalisé il n’y en a qu’un. Ainsi

X3 suit la loi de Bernoulli B((1 — %)2)

k k
2.0naY,=> X, donc E(Yy) = > E(X,).
i=1 i=1

Montrons que : Vi € [1, k], X; suit la loi de Bernoulli B((1 — %)i_l).
e Le résultat est vrai pour 2 = 1,2, 3.
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e La famille (Y} = j)1<j<k est un systeme complet d’événements. Ainsi :

k k o
P(Xi11=1) = 3 P(Yi = j)Pry—jy (X1 = 1) = 3 P(Vy = j)"—
=1 =1

<.
<

=1 71=1
k
P(Xk41=1)= 1—%E(Yk) = 1—% Z(l—%)z_1 (hypothese de récurrence)
=1
1L
=l-px ooy Sl-a-a-ph=a-

La propriété est héréditaire et donc Vk € [1,n], X suit la loi de Bernoulli
B((1— 1)b).

" k
Enfin E(Yy) = > (1 — %)i_l =n(l—-(1- %)k) d’apres le calcul précédent.

a) On a :
k+1 .
gr+1(x) = ; P(Yiy1 = i)z’

= kz: (P((Yer =) N (Ve =) U(Via =) N (Ve =i—1))])=

- kzjjll P[(Yip1 =4) N (Y}, = )]z +k§1 P[(Yipr = i) N (Y =i —1)]a!
l’i:i—l N k+1 Z'_ n—(i—l) .

=3 P = i) Lat + 2, Py =i- )= —2'

_ 20+ ﬁlpm — )i = Lyt () 4 gy () — L) (a)

:c(l —x)

91.(x) + 2gk().
b) Pour tout k, on a : gk(l) =1let g, (1) = E(Y)). Donc, on dérive :

Ghor(@) = L2261 ) + T g 1 g1 () + g (o)
et on évalue ’expression obtenue en z = 1 :
E(Yin) = (1- )EW) +1
1

Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique de raison 1 — - et de point fixe

n.
Ainsi, pour tout k : E(Yy) = n—I—(l—%)k_l(E(Yl)—n) et comme E(Y;) =1:

E(Yy) =n(1—(1- 1)k

Ainsi, Vo € R, gr41(z) =

Exercice 4.04.



Option B/L 113

Deux joueurs J; et Jo jouent I'un apres autre (Jy puis Jo, puis Jq, puis Jo,
etc.). Lorsque c’est son tour, chaque joueur doit effectuer un coup qu’il réussit
avec une probabilité p; € |0, 1] pour le joueur J; et une probabilité ps € |0, 1]
pour le joueur Js ; tous les coups sont indépendants. Le jeu se termine des
qu’un joueur réussit son coup, auquel cas il gagne. On note ¢y = 1 — py et

g2 =1 —po.

1. Calculer la probabilité de I’évenement G «le joueur J; gagne» (resp. de
G4 «le joueur Jo gagne»).

2. Vérifier que le jeu se termine de fagon quasi certaine au bout d’un nombre
fini de coups. Quelle condition doivent vérifier p; et ps pour que le jeu soit

équitable (i.e. pour que P(G1) = P(Gs2) = %) ?

3. Soit T la variable aléatoire égale au nombre de coups joués jusqu’a la fin
du jeu. Calculer 'espérance de T'.

On suppose désormais qu’il y a une infinité de joueurs Jy, Jo, ..., Jy,,... qui
réussissent leurs coups (toujours indépendamment les uns des autres) avec
des probabilités respectives p1,pa, ..., Pn, ... (p; € ]0,1]) ; ainsi un joueur qui
accede au jeu, mais qui n’a pas gagné a son tour est éliminé et la «main» ne
lui revient plus. Pour tout n € N*, on note ¢, = 1 — p,,.

4. Pour tout n € N*, calculer la probabilité de I’évenement G,, «le joueur J,,
gagne». Le jeu peut-il étre équitable ?

5. A quelle condition (analytique) sur les nombres ¢,...,¢q,,... le jeu se
termine-t-il quasiment-toujours au bout d’un nombre fini de coups ? Donner
un exemple de valeurs de ¢, pour lequel c’est le cas et un exemple de valeurs
de q,, pour lequel ce n’est pas le cas.

Solution :

1. % Le joueur 1 gagne s’il réussit un coup de numéro impair alors que tous
400

les coups précédents ont raté, donc : P(G1) = > (q1g2)"p1 = %
n=0 - Y142
* Le joueur 2 gagne s’il réussit un coup de numéro pair alors que tous les
+o00o
coups précédents ont raté, donc : P(G2) = > q1(q2q1)"p2 = 16-11—172
n=0 — 41492
2.0n a:
P(G1) 4+ P(Gy) = P1 4 _@p2 I-—qg)+a(—q) = 1,donc le

l—qg2  1—qg2 1 —qige
jeu s’acheve quasi-certainement.
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Comme P(G;) 4+ P(G;1) = 1 la condition équivaut a : P(G1) = P(Gz2), soit

P _ _qip2 _ ) NIRT _
= ou encore = c¢’est-a-dire lorsque =
l—qig2 1—qig2 P1 = q1P2 que p2 = 7

3. D’apres le raisonnement de la question précédente, on a :
\V/TL € N, P(T =2n + 1) = (Q1QQ)np1 et P(T =2n + 2) = (Q1QQ)nqlp2

Pour calculer I'espérance de T" on a affaire a des dérivées de séries géométriques
convergentes, donc ’espérance existe et on peut «casser» la sommation :

1 .
— D1

+o00 +00 +0o0o
20(271 +DP(T =2n+1) =2p ZON(qwz)” + 11 Zo(qwz)"
1+ q1g2)
—9 4192 + 1 _ pa(
Pl qe? M"T—ae ~ 01— qe)?
De méme on a :
+oo
2
M +2)P(T = 2n+2) = 2q1py— L2 492 L ___2;p>
nz::O( B ) = 20p2 (1—qiga)” NPT g4 (1—q1q2)°
Donc (apres simplifications) :
pry=PU0tasw) | 2ap _ 2-p1 _ it

1-qe)?  Q-qa@e)? 1T-ae 1-qg

4.0na P(Gy) =q1- - qn_1pn sin >1et P(Gy) = p1.

Aucun jeu ne peut étre équitable pour une infinité de joueurs car chacun
aurait une probabilité nulle de gagner ce qui est un cas ou le jeu n’est plus
un jeu!

5. On remarque que :
PGn)=qqna1(l=q)=qi - qn1— Q1" Gn1qn (n=2).

N
Donc par télescopage, pour tout N > 1,ona:> P(G,)=1—q - qn.
n=1

Or la suite de terme général q; - - - q, est décroissante et positive, donc elle
converge vers une limite £. La probabilité que le jeu s’arréte, qui est aussi est
la probabilité qu’un joueur gagne est donc :

+o00
Z P(Gn) =14
n=1

Ainsi le jeu s’arréte au bout d’un nombre fini de coups si et seulement si

lirf q1 - qn = 0. Ceci est équivalent au fait que la série (a termes négatifs)
n——+0o0

de terme général In(g,,) diverge, ce qui se produit par exemple pour ¢, = %

(pour tout n); et ne se produit pas, par exemple pour In(g,) = —%, soit
n

1

dn = € n? .

Exercice 4.05.
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1. Soit g : [0,1] — R une application continue. Montrer, pour tout n € N,

1
lexistence de U'intégrale I,, = / e "g(x)de.
0

2. Calculer Ij lorsque g est définie par

2) g(z) = ze7,
b) g(a) = 2]

1
c) g(x) = m

3. On revient au cas général. Soit M un majorant de |g|, c’est-a-dire un réel
tel que pour tout =z € [0,1], |g(z)] < M. Montrer que la suite (I,,), est
convergente et déterminer sa limite.

4. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 1. Pour tout
1
entier n > 1, on pose .J,, = n/ e " f(z)dx
0

Montrer que la suite (J,,), est convergente et déterminer sa limite.

Solution :

1. L’application x — e~ "*g(x) est définie et continue sur [0, 1]. Elle est donc
intégrable sur [0, 1].

1
2.a) Iy = / x.e~*dx. Par intégration par parties, on obtient
0

1
Iy = [x(—e_x)]é —|—/ e %dr = —e"1 4 [ - e_ﬂ(l) =1—2e1

b) Iy :/ arctan /f x)dzx, ou f:x — arctan(x).
0
I _[ (;) ]Oz[arca;()] :(%)2X§_O:7§_2

1
1
c 10:/ S
) 0 \V2x — x?

On écrit 2 — 22 = (v — 1)%2 — 1, donczloz/ 1
0 V1-—

(z —1)?

Ainsi I = [arcsin(a: — 1)}1 =T

0o 2
1 1
3.50it n>1.0na:|l,|< / le™"% g () |dx < M/ 0= s
0 0
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Ainsi : || < ml=e" <M
n n

orM ., 0 Par encadrement, on en déduit I,, — 0.
n—+00 n——+oo

1
4. Soit J,, = n / e " f(x)dx. Par intégration par parties, on obtient
0

—nx

Jn=n [e f(x)]l _ n/ole:ﬂff(x)dx

—Nn 0 n

donc J, = —e "f(1)+ 1+ /1 e " f'(x)dx (car f(0)=1).
0

La fonction f est de classe C! donc f’ est continue. On peut utiliser le résultat
1

des questions précédentes avec g = f/ : lim e " f!(x)dx = 0.
n——+oo 0

De plus e " f(1) — 0. Ainsi lim J, = 1.

n—-+oo n——+oo

Exercice 4.06.

. Ve . 7/ N n
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on pose u,, = — .
> k2
k=1
) , . , . "1
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 : v, = > 7 et w, =

v, — Inn.

1. a) Montrer que la suite (wy),>1 est décroissante
b) Montrer que la série de terme général w,, — w, 41 est convergente.

¢) En déduire que la suite (w,,) converge. On note 7 sa limite.
2. Montrer que la série de terme général u,, converge.

3. a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout n > 1

__a b
Un =01 o011
, n
b) Ecrire > uy en fonction de v,, et v, 1.
k=1
o0
4. En déduire la somme ) u,.
n=1

Solution :

1. a) Un calcul immédiat donne :

n+1
wn—wn+1zln(n—|—1)—ln(n)—%ﬂz/ dt 1
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La fonction t — 1 étant décroissante et positive sur R, il vient w,, —w, 11 >

t
0.
) _ _ _ 1 1
b) On a: w, — w41 = —In (1 n+1) T
En effectuant un développement limité de  — In(1 — x) au voisinage de 0, il

vient :

_ _ 1 1
Wn = Wn1 2(n +1)? + 0<n2)

ce qui montre que la série W, — Wp41) CONvVerge.
_|_

n—1
¢) On peut écrire, pour tout n > 2 > (wr — Wir1) = w1 — Wy,
k=1
La série Y (w, — w,41) étant convergente, la suite (w,,) est convergente.

6 3
n+1)2n+1) n?

3. a) Par identification, on obtient a = —6 et b = 12.

b) On écrit alors :
2n+1

V1= 3 = ,;0 ok +

k=1

2. La série > u,, converge puisque u,, =

> T

=1

+ Un

DO —
=
wl»—‘

L 1
1+ >
= 2k +1

R 1 _ 1
Donc.kZ::le_'_l—vgnH 5Un 1.

Par la question précédente :

n n+1
guk:—62k+1+1222k1+1 62 +12(vzn 41 — % — 1)

= —6(vn + 7 — 1)+ 12(van41 — B — 1)

+1
= 12(U2n+1 — Un) — 6 — n _6|_ 1
4. On a vapq1 — Uy = Wop41 +1n(2n + 1) — w,, — Inn et par la question 1.c,
ngrf Von+1 — Un Yy—7+In2=1In2.
+o00
Finalement : ) u; = 12In2 — 6.
k=1

Exercice 4.07.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur a 2 et M, (R) 'espace
vectoriel des matrices d’ordre n a coefficients réels.

Soit A = (a; j)1<i,j<n une matrice de M, (R). On appelle trace de A le réel

tI‘(A) = Z (7%}
=1
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1. Soit A et B deux matrices de M,,(R). Montrer que tr(AB) = tr(BA), puis
que deux matrices semblables ont méme trace.

On considere dorénavant deux matrices A et B appartenant a My(R) telles
que A2 = B? = I,.
On suppose que A et B anticommutent, c¢’est-a-dire que AB = —BA.

2. En considérant BAB, montrer que tr(A4) = tr(B) = 0.

3. Montrer que A et B sont diagonalisables et déterminer les dimensions de
leurs sous-espaces propres respectifs.

4. On pose C =iAB, ou i* = —1.
a) Calculer C? ; montrer que C et A, ainsi que C et B anticommutent.

b) Déterminer les valeurs propres de C.

Solution :

1.S1 A= (ai,j)1§i7j§n, = (bz])lgz i <ns alors :
tr(AB) = Y. > a; by = tr(BA)
1=1k=1

Ainsi tr(PAP™Y) = tr(P~! PA) = tr(A).

2. On a tr(BAB) = tr((B(AB)) = tr(ABB) = tr(A) et
tr(BAB) = tr((BA)B) = tr(—ABB) = —tr(A). Donc tr(A) = 0.
Avec ABA, on trouvera tr(B) = 0.

3. A2 = B2 = I, donc Sp(4) C {-1,1}, de méme pour B. Puis, comme A
est une symétrie :

VX € My(R),3(Y,Z) € Ker(A — I4) x Ker(A+ I) tel que X =Y + Z
avec : Y = %(X +AX) et Z = %(X — AX), donc A est diagonalisable.
* Si Ker(A — 1) = {0}, alors A = —1I, et Ker(A + 1) est le seul sous-espace
propre : sa dimension est 4.
* Si Ker(A + 1) = {0}, alors A = I et Ker(A — 1) est le seul sous-espace
propre : sa dimension est 4.
* Si les deux noyaux sont non nuls, ce sont des sous-espaces propres. Dans
la concaténation d’'une base de Ker(A — I4) et d'une base de Ker(A + 1), la
matrice de A est diag(A1, A2, A3, Aq), ou A\, € {—1,1}.

4

D’apres la premiere question Y A = 0, ce qui exige qu’il y ait deux fois la
k=1
valeur propre 1 et deux fois la valeur propre —1.

Seul le troisieme cas est donc possible et la dimension des sous-espaces propres
de A vaut donc 2. Idem pour B.
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4.a) Ona C? = —(AB)? = —A(BA)B = A(AB)B = I,.
Or CA =iABA = —iA(AB) = —iB; AC = iA?’B = iB, donc AC = —CA.
De méme pour C et B.

b) On est dans le cadre de la troisieme question : les valeurs propres

possibles de C' sont 1 ou —1 et les sous-espaces propres associés sont de
dimension 2 ou 4.

Exercice 4.08.
1
1. Pour n € N* et k € [0,n], on pose : I, ), = / xk(l _ l’)"_kdx.
0

a) Pour k > 1, établir une relation de récurrence entre I,, i et I, 1.
b) En déduire la valeur de I, .

Dans la suite, on considere r urnes numérotées de 1 a r. Pour tout j, I'urne
numéro j contient j boules rouges et r — j boules blanches.

Soit n un entier naturel non nul. On effectue n tirages, avec remise apres
chaque tirage, dans une urne choisie au hasard une fois pour toutes.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges obtenues
au bout des n tirages.

2. Déterminer la loi de X,..
3. Calculer I'espérance de X,..

4. Déterminer pour k € [0,n], lim P(X, = k). En déduire que la suite (X,),
00

converge en loi vers une variable aléatoire X dont on précisera la loi.

Solution :

l.a) Pour k > 1:
1

I, = / oF(1 — )" Fdx
0

_ 1
Y 1—-x)" Sk k k=171 _ . \n—(k—1)
_|:1‘( 1) e 0+n—k+10x (1—x) dx

_ k
In,k T n—k+1 In,k—l

b) Comme I, o = il vient, par récurrence :

1

n-+1’°
k E=1 1 1 _ Kkl(n—k)!
n—k+1"n—k"""""n"n+1 (n+ 1)!

La formule finale restant valide méme pour k& = 0.

In,k -
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2. On note U, I’événement «les tirages ont lieu dans I'urne U; ». Par la formule
des probabilités totales :

Vk e [0,n], P(X, = k) = 2 Py, (X, = k)P(U;) = 1 2 Py, (X, = k).

La loi conditionnelle de X, sachant que U; est réalisé est la loi B(n,j/r),
donc :

r

Vke[0,n], P(X,=k)= l(g) i (l)k( _i)n—k

=1 k=0 T3
on a reconnu l'espérance de la loi B(n,j/r))

—

E(X,) = %XT(T; D _ ”(7'; 1)
=) = () 500D g (e

La loi de (X, ) tend vers la loi U([0, n])

Exercice 4.09.

1. Soit (un)n>1 une suite réelle. On suppose que (uy,)p>1 converge vers un
réel /4.

a) Montrer que pour tout ng > 2 et pour tout n > ng, on a :

no—1 n
Uyt fuy <l02|u —+ 1 _
< K += > |uk — /|

} n ‘ nop= L,

b) En écrivant la définition de la convergence de (u,,) vers ¢, montrer que :
n
Ve >0,dng > 2 tel que Vn}no,% S fup — €] < %
k:’no

¢) En déduire que lim YTt Un g
n——+o0o n

On considere une suite numérique (uy,)n,>0 définie par ug > 0 et pour tout

n=>0
n
Unt1 =4[ D, Uk
k=0

2. a) Montrer que lim wu, = +o0.
n—-+oo

b) Montrer que lim (upy1 — up) = %

n—-+oo
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c) En déduire que u,, ~ 2.
(t00) 2

Solution :

a) Ona|u1+’7'l'+un—£|:}“1+"'+“n_"£‘:‘i uk—f‘et

‘u1+ -+ Uy €|<Z‘Uk—£| "= }uk E‘Jrzluk—ﬂ}

Ko
b)Pourtout5>0,1leX1sten022te1quer2n0,|uk—€|<%.
On écrit :

o o WIS e

< O;ZO + ¢, ou C,, ne dépend pas de n.

n — "o
n

Il reste a faire tendre n vers +oo : il existe n; tel que pour n > nq,
Cn
0< =20 e

On prend enfin n > max(ng,n1) pour terminer la question.

n—1

2. On éerit uZ ;= Z ugp = > up + U, = ui + uy,; donc uZ ;> uZ car
k=1 k=1

les termes de la suite sont positifs et par suite u,+1 > u,, par cette méme

raison. La suite (u,) est croissante.
Si elle converge vers ¢, alors 2 = (24 soit £ = 0 : impossible car u,, > ug > 0,
donc ¢ > uy.
Conclusion : limy, 4 U, = +00
2

. U .
3. 11 Vlent =1+ L donc lim "—2+1 =1 et par suite upr1 ~  Uy.
. n—+oo Uy (400)
2 2
U —u 1
De plus up+1 — uy = ntl n = Un = , donc

Un+1 + Unp, Unp+1 + U, % + 1

lm (upg1 —un) = 5

n—-+oo 2
4. Posons vy = upy1 — ug pour k > 0. Alors lim vy = %
k——+oco
s - .1 ¢
D 1 1 1 = =
apres la question 1), Jm o z::
n n
Or > v Z (Ugs1 — Ug) = Upy1 — ug. Donc
k=1 k=1
o1 _ _1 1 1 m Un — 1
Jm g (unpr—uo) =5 = Hm Junpr =5 = lm St=3
car Upy1 ~ Up. Donc:u, ~ %
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Exercice 4.10.
+0oo —t
On pose, pour z € R, f(z) = / € __dt.

x

1. Déterminer ’ensemble de définition D de f.

2. Montrer que f est continue, dérivable sur D. Donner les variations de f.
Montrer que lim f(z) = +o0 et déterminer lim f(x).
z—0t T—r~400

3. Montrer que :

a) f(z) ~ .

(+00) &

1
b) f(z) ~ —Inx (on pourra considérer h(x) = / ft)dt +1Inzx).

o+
4. On pose g(z) = { f%x) :i i z 8'

a) Montrer que g est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire de densité g.

b) Déterminer, s'ils existent, les moments de X.

Solution :

—t +oo -t
1. Pour t > 1,67 < e™t, donc l'intégrale / Tdt converge. Ainsi, pour
1

+oo 4
tout = > 0, f(z) existe. Mais f(0) n’existe pas car I'intégrale / ert est
0

divergente car e’ 1
t o+t
Conclusion Vz < 0, f(x) n’existe pas. Le domaine de définition de f est RT*.

1 “+ o0
2. Pour tout z > 0, f(z) = / f(t)dt + f(t)dt, donc f est continue,

1

dérivable et f'(z) = —%.

La fonction f est strictement décroissante sur R’ . On sait qu’elle admet des
limites (finies ou infinies) en 0 et +00 ; la limite en +oo est nulle comme reste

1
d’intégrale convergente. L’intégrale / f(x)dx diverge, f est positive, donc
0

li = .
T = 4o
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Z
3. a) Soit z > z et 'intégrale / ert. Faisons une intégration par parties

X
en intégrant t e tent > —e
Z ot
e _
/ Cdt = [ - / —dt
X

—t
e
et, par passage a la limite 1égitime : f(z) = p /m t_2dt

————
= g(x)
— — +oo
et sit >, alors & < € done 0 < () < & e tdt = —w ce qui
= L, tQ X ZIJZ’ X9 \.%'2 ZL‘ . q

e—ZC

montre que est un équivalent de f(z) au voisinage de +o0.

L L
b) On écrit/ ertJrlnx:/ %dt.
et -1

La fonction ¢ — est continue sur |0, 1], prolongeable par continuité

en 0, donc elle admet des primitives sur [0, 1] : h est continue sur [0, 1], donc
bornée.

Ainsi
—+ o0

F(#) + In(x) = h(z) +/ e gt — hz)+ A

t
1
Il en résulte que f(x) = —Inz + h(z) + A.
Or h(x) et A sont négligeables, au voisinage de 07, devant —Inz, ce qui
donne I’équivalent demandé.

4. a) En intégrant par parties pour a et b strictement positifs :

/f )dx = |z f(x )} —/axf’(x)dx:bf(b)—af(a)—I—/ab “Tdx

Grace aux équivalences précédentes, lim af(a) = lim bf(b) =
a—0*t b—+o0

b +o00
De plus lim lim e dxr = / e Tdr =1
a—0t b—+o0 0

Ainsi g est une fonctlon positive, continue d’intégrale 1 sur R : c’est une
densité de probabilité.

b) La convergence des intégrales rencontrées étant évidentes, d’apres le
théoreme du transfert, qui s’applique, et apres avoir pris les précautions
habituelles pour une intégration par parties, on trouve :

400
J— 1 nNA—T
Mn(X)—b +1f() n+1/0 r"e " dx

et Vn € N, M, (z) existe et vaut

+ — T (par récurrence simple).



O
QUESTIONS COURTES

+o0
Soit f: Rt — R, continue telle que / f(t)dt converge.
0

+oo
Montrer que pour tout z > 0, / e "' f(t)dt converge.
0

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(9, A, P) indépendantes, X de loi normale N'(m,o?) et Y de loi normale
N (11, 0?). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (m, i) pour
que

PY <X)>

N | =

Soit E' un espace euclidien de dimension n. Soient f et g deux endomor-
phismes de F tels que fog = go f. On note S (resp. T') la matrice de f (resp.
g) dans une base orthonormale B de E. On suppose que S est symétrique et
A antisymétrique.

Montrer que

VecE, |I(f=9)@)Il = I[I(f+g) (@)l

Soit E ’ensemble des polynoémes P de C [X] vérifiant la relation :
V(z,2') € C?, P(z2') = P(2)P(%") ().
a) Déterminer les polynomes de C[X] éléments de E.

b) Déterminer tous les polynémes éléments de E.

Dans une file d’attente de n personnes, résultant de la distribution au hasard
de ces personnes, se trouvent deux amis Jean et Paul. Quelle est la probabilité
que Jean soit séparé de Paul par m personnes? Quel est le nombre de
personnes le plus probable qui séparent Jean et Paul 7
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Soit (X, ), une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. On
note F,, (resp. F) la fonction de répartition de X,, (resp. X). On pose

d(Xn, X) = Sup |Fn(x) — F(x)|

a) On suppose que 11111 d(X,,X) = 0. Montrer que (X,) converge en loi
n—-—+0oo
vers X.

b) Montrer que la réciproque est fausse (on pourra penser a des lois expo-
nentielles).

Soit f une fonction continue sur [0,1]. Pour tout n € N, on pose I, =

1

/ (f(t))"dt, et on suppose que la suite (I,,), ne prend qu’un nombre fini de
0

valeurs.

1. En raisonnant par I’absurde, montrer que pour tout t € [0, 1], | f(¢)| < 1.

2. En considérant la suite (I3,),, montrer que pour tout t € [0,1], f(t) €
{~1,0,1}.
3. En déduire f.

On retourne une a une les cartes d’un jeu ordinaire (32 cartes). Quel est le
nombre moyen de cartes qu’il faut retourner pour voir le premier as ?

1. Soit v > 1. Comparer Inu et u — 1.

2. Soit f € CY(RT,RT) telle que f(0) = 1 et pour tout = > 0, f(z) > 1.
Montrer que pour tout x > 0

| = [f(z) > 1+ v2z]




	Analyse
	Algèbre
	Probabilités
	Option B/L
	Questions courtes

