1
ANALYSE

Exercice 1.01.
(3
Int d
—55 dt.
1+ 222
1. Montrer que ¢ est ainsi bien définie sur R, a valeurs strictement positives
et paire.

Pour tout réel x, on pose ¢(z) = /
1

2. a) Prouver que pour tout (zg,x) € R?,
|g0(ac) — gp(xo)‘ < a:0|/ t2Intdt
b) En déduire la continuité de ¢ sur R

3. a) Prouver que ¢ est dérivable en 0 et calculer ¢’(0).

b) Démontrer que ¢ est dérivable sur R*.

4. Etudier la monotonie de ¢ sur RT.

5. a) Calculer / lntdt

b) Déterminer lim x2¢p(x).

Tr—+00
Solution
1. La fonction t 1fl—t2tz est continue et positive sur [1,e] pour tout z
T

réel. Ainsi ¢ est-elle définie sur R et positive sur R puisque 1 < e. Elle est de
maniere évidente paire.

2. a) Pour tout z( et tout =, on a :
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(@)~ plao) = [ 000 (oo — o e

| x0t2 +1
¢ In(t)(xf — 2?)t?
- — dt
(p(x) QO(LC()) /1 (l'2t2 + 1)(1‘3152 + 1)
Comme t € [1,e] et (z?t? + 1)(z3t* + 1) > 1, on déduit :

5’30 — 22 In(t)e? . e ‘a:g —:z:z‘ln(t)t2
|o(z) — p(z0)| = ’ Ty dt‘ S 2,2 2.2 dt
ZIJOt 1) 1 (x7tt + 1) (xft” 4+ 1)
< x2 —a;g)/ In(t)t? dt
1
Dol : V (20, %) € R? : |p(x) — p(m0)| < |2? —x%‘/ 2. Intdt (1)
1

b) Par encadrement on déduit que pour tout z¢ : lim ¢(z) — ¢(xg) = 0,
Tr—Xo

ce qui prouve que ¢ est continue en tout zg de R donc sur R.

3. a) D’apres I'inégalité (1), avec o = 0, on a pour tout = € R* :
() — ¢(0)] < |x2‘/ 2. Intdt = ‘M‘ < \$|/ t2 Intdt
1 1
p(x) — ¢(0)
x

On en déduit par encadrement que lim
T—X0

¢ est dérivable en 0, et que ¢’(0) = 0.

= 0, ce qui prouve que

b) Pour tout réel x strictement positif, effectuons le changement de variable
affine uw = tx dans l'intégrale définissant (), on a alors :

° Int “ In(u/z)
[ It g [ o g
#(x) /1 22 + 1 /m (u? + 1)z “
1 exr 1 1 exr 1
e =1 [ gl [l g )

u®+1 u” 41
Sous cette forme ¢ est clairement dérivable sur R% et étant dérivable en 0 et
paire elle est dérivable sur R.

4. VreRy,Vye R, Vte(l,e:
r<y = 22+ 1<y+1 = —nt it
Y Y y2t2+1 2% + 1

¢ Int ¢ Int
— | Mt g [ At g
/1 y2t2+1 /1 22t +1

Dot ¢(y) < ¢(z). Ce qui montre que ¢ est une fonction décroissante sur
R,.

5. Pour tout z > 0, on a :

Int Int Int
/ 2 dt‘_‘/ 2 tg+1_a:gt2)dt‘
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© Int 1 [“Int
- dt’ <L [ ot g
‘/1 22222 1+ 1) :c4/1 Iz
D’ou : ‘562(,0(1’)—/1 I?—Qtdt‘ /lntdt

On déduit par encadrement et limite que : lim x2p(x)— / Int 3 — 0 (3)
1

r—400 t2

) - 1 lnt
La relation (3) entraine o(x) ~ ==<dt.
3 o) o b [

e—2

Une intégration par parties donne : / 1?—215 dt = et on conclut :
1

e—2_ 1
90(33)(+OO) e 1.2

Exercice 1.02.
Soit r un réel positif. On s’intéresse aux suites réelles (uy, )nen vérifiant, pour
tout n € N, la relation de récurrence : uyp19 = Upt1 + 7" Up.

1. Que dire de la suite (uy,)neny quand 7 =07

2. Dans cette question, on suppose r = 1.
a) Expliciter wu,, pour tout n € N.
b) On suppose ug = 0 et u; = 1. Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-
c¢) Existe-t-il des valeurs de ug et uy telles que la suite (uy,)nen converge ?

3. Dans cette question, on suppose r > 1 et ug > 0, u; > 0. Etudier la
convergence de la suite (U, )nen-

4. Dans cette question, on suppose 0 < r < 1 et ug > 0, u; > 0. On considere
la suite (vy,)nen+ définie par : v1 =uy et Vn € N* v, 11 = (1 + r”_l) Up,-

a) Etudier la convergence de la suite (U ) nens-

b) Comparer u, et v, pour n € N* et en déduire la nature de la suite
(Un)nen-

5. Dans cette question, on fait varier r dans lintervalle [0,1] et on note
(un ) y la suite définie par :

uo( ) = 1,1,[/1(7") p— 1, et Vn 6 N, un—f—Z(r) — un—I—l(T) +rn un(/r.)

On note L(r) la limite de la suite (un(r))neN.

a) Montrer que, pour tout n € N, la fonction 7 — wu,,(r) est croissante sur
[0, 1].

b) En déduire que la fonction L est croissante sur [0, 1].
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c) Pour r € [0,1], justifier la convergence de la série de terme général

r*uy(r), et exprimer sa somme en fonction de L(r).

d) Déterminer la limite de L(r) quand r tend vers 1.

Solution

1. Sir =0 alors (upn)n>1 est constante.

2. a) L’équation caractéristique de cette relation de récurrence est 2 —x—1 =
1+5
5

0 dont les racines sont x =
Donc u,, est de la forme :

w :A<1 +2\/S)”+M(1 —\/5)”

ug = A+ p

o

u

—_

Les conditions initiales donnent : {

\ — (\/5—1)u0+2u1
2v/5
(\/g—l— 1) ug — 2uUq
2v/5
b) Pour ug =0 et u; = 1, il vient :
m= e (Hp)" - L (105)" e

Car 1_|'\/5>1et|%g|<1.

c¢) La suite (u,) converge si et seulement si A = 0, donc si et seulement si
(V5 —1)ug + 2u; = 0; et alors (u,) converge vers 0.

3. Par récurrence u,, > 0 et u,, > (n — 1)ug pour n > 1, donc u,, tend vers
—+00.

n
4. a) Par récurrence, v,42 = v1 ] (1 + rk) pour n > 2.
k=0
Comme 0 < r < 1, on a 7* — 0, donc In(1 + r¥) ~ r¥ > 0, et la série
3" In(1 + r*) converge de somme notée L. Alors :
k>0

v, — vel =V
n—oo

b) u, > 0 est clair, donc (u,)nen est croissante. Puis :
n
Unyo = Ung1 +7"Un < (L+ 7" uppr <up [[(1+77) =040 <V
k=0

car (vn)nen est croissante. La suite (uy)nen est bornée croissante, donc
convergente.
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5. a) Par récurrence on montre que la fonction w,, est positive croissante :
c’est clair pour uy et u; et si on suppose le résultat acquis aux rangs n et
n+1, on en déduit que u, o est positive croissante comme somme et produit
de fonctions positives croissantes.

b) Ainsi la fonction L est croissante par passage a la limite.

¢) On utilise une somme «télescopique» :

Ungo(r) —ur(r) = 3 (o (r) — us1 (1)) = ; rEug(r), d'o -

- o
L(r)—1= Y r*ug(r)
k=0
(la série écrite est bien convergente puisque (u,(r))nen converge donc est
bornée.)

d) On a Vn,u,(r) > 1 par croissance de (un(r))neN ; donc

L(T):l‘f’Z’I“kuk(T‘)El—erk:l{_L — s 400
k=0 k=0 L—r -

Exercice 1.03.

On note E l’ensemble des suites réelles (uy),>1 telles que la série de terme

général n?u? converge et on note F' le sous-ensemble de E formé des suites

oo
(tn)n>1 pour lesquelles on a Y n?u? < 1.

n=1
1. Montrer que la suite (uy),>1 définie par u, = % appartient a FE.
= n
Appartient-elle a F'?
1

2. Montrer que la suite (uy,)n>1 définie par w,, = n\/ﬁ appartient a

FEetalF.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre 1/2.
a) Rappeler les valeurs de E(X) et V(X).
b) Soit v = (v,,)n>1 la suite définie par v,, =

devaFEetalF.

c¢) Construire, a partir de la suite v précédente, une suite w appartenant a
F.

1
2n/2 :

Etudier I’appartenance

4. a) Montrer que, si u et v sont deux suites de F, alors la série de terme
général nu,v, est absolument convergente.

b) En déduire que E est un R-espace vectoriel.

5. F' est-il un sous-espace vectoriel de E'?
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6. Montrer que F' est convexe, c’est-a-dire que si u,v € F et A € [0, 1], alors
A+ (1 —ANveF.

Solution

1. On a n?u?2 = %, ce qui prouve que (u,) appartient & E. En revanche, on
n

N R R
n=1M

2. On a n?u2 = m et, pour tout entier naturel N supérieur ou égal a
1, on a aussi :

Yoo ul 1 1

géaﬂ,uniz E: Erﬁf;jjizjl—'ﬁqui — 1

n=1 N—o0

Ceci prouve que la suite (u,) appartient & F et a F.
3. a) D’apres le cours, on a F(X) = V(X) = 2.

2
b) On a n?v2 = ;—n, ce qui permet de constater que la série de terme
général n?v2 converge (c’est le moment d’ordre 2 de la variable X) et sa

somme vaut F(X?) = 6. La suite v appartient & E et pas a F.
c¢) En posant w = Y=, la suite w appartient & F.
V6
ufl + 1)721

2
aisément que la série de terme général n?|u,v,| est convergente.

4. a) Par identité remarquable, on a : |uyv,| < et on en déduit

b) * E est une partie non vide de I'espace des suites réelles.
* Soit u et v deux suites de E et A réel. On a :
n?(un + Mvp)? = n2u2 + X2n202 + 2\n2u,v,
On termine avec la question précédente.
Conclusion : E est un R-espace vectoriel.

5. En reprenant la suite w de la question 3. ¢) qui est dans F, la suite 2w
n’appartient pas a F', donc F' n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

6. Soit A € [0, 1] et u et v deux suites de F. Il faut montrer que Au+(1—\)v €
F.

Apres avoir remarqué la convergence des séries en jeu, il vient :

ST n2Aut+(1-XN)v)?2 = A2 3 n2u2+(1-X1)2 3 n202+2X(1-2) > nu,v,
n=1 n=1 n=1 n=1

et :

n2Au+ (1=Nv)2 < A2+ (1 =22 +201-)) =1

n=1
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D’ou la conclusion.

Exercice 1.04.

Soit (up)n>0 une suite réelle. On définit la suite (s, )n>0 en posant :

n+1 '
1. On suppose dans cette question que la suite (uy),>0 est décroissante et
tend vers £ € R.

VneN,s, =

a) Si z € R, on note |x| la partie entiere de z. Vérifier que la suite

(n — [Vn] )
n+1 /n>0
b) Montrer que

converge vers 1 lorsque n tend vers I'infini.

ln]+1  n—|Vn
{ <s, < e uo + | (UNE

c) Montrer que la suite (sy,),>0 converge vers /.

d) Réciproquement, on suppose que la suite (s,),>0 converge vers ¢ € R.
Montrer alors que la suite (uy,),>0 converge aussi vers ¢ (on pourra raisonner
par l'absurde).

2. Dans cette question, on suppose que la suite (uy,),>0 converge vers 0.

a) Vérifier que v,, = sup {|ug|; k = n} est bien défini.

b) Montrer que la suite (v,)n>0 est décroissante de limite nulle.

c) En déduire que la suite (s,,),>0 converge vers 0.

3. On suppose maintenant que la suite (u,,)n>0 converge vers ¢ € R. Montrer
que la suite des moyennes (s, )n>0 converge aussi vers ¢. Donner un exemple
simple prouvant que la réciproque est fausse.
4. On considere la suite (wy,),>0 définie par récurrence en posant :
wo =1 et wyy1 =w, +e Y.
a) Etudier la suite (wy)n>0.

b) Prouver que : lim (e¥n+! —e%n) = 1.
n— oo

¢) En déduire un équivalent de w,, lorsque n tend vers l'infini.

Solution
1. a) Comme /n < |v/n] < +/n+ 1,1l vient
n—vn—1_n—|vn] _n—+yn
< <
n+1 n+1 n—+1
Les membres de gauche et de droite de cette inégalité tendant vers 1, on
aboutit donc bien au résultat demandé.
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b) En utilisant la décroissance vers £ de la suite (uy)n>0, on obtient :

n+1 n+1
n|+1 n—|vn
S L{ﬁ oty L{J vl
¢) En revenant a la définition, on vérifie facilement que la suite (u| /) )n>0
converge aussi vers /.
Il suffit alors de passer a la limite dans I'inégalité précédente en utilisant la
question 1. a) pour voir que la suite (sy,),>0 converge vers /.

(< s, =

d) Réciproquement supposons que la suite (s, )n>0 converge vers ¢ € R.
Si la suite (uy)n>0 ne converge pas vers une limite finie, alors elle tend vers
—o0 (puisqu’elle est décroissante). Il en est de méme de la suite (u| /z|)n>o0-
L’inégalité de droite qui a été établie en 1. b) reste valable et le membre
de droite tend vers —oo. On en déduit alors que la suite (sp)n,>0 tend
nécessairement vers —oo et on aboutit a une contradiction.

La suite (up)n>0 converge donc vers une limite finie ¢’ et en appliquant 1. c)
on trouve que ¢ = /.

2. a) Comme la suite (u,)n>0 converge, elle est bornée et par suite I'ensemble
{|uk|; & = n} est non vide et majoré. D’apres le cours, il admet donc une borne
supérieure et v,, est bien défini.

b) Comme {|ug|;k = n+ 1} C {|Jug|; & > n}, on a bien v, 11 < v,.
Si I = ]—a,a| est un intervalle ouvert contenant 0, il n’y a qu’'un nombre
fini de w,, qui ne sont pas contenus dans Uintervalle |—a/2,a/2[, car la suite
(un)n>0 converge vers 0, et par suite il n’y a qu'un nombre fini de termes
de la suite (vp,)n>0 en dehors de I. Avec la définition donnée en cours, on
constate donc que v,, converge vers 0.

c) Par construction, on a de maniere évidente |u,| < v,. Il suffit alors
d’utiliser les inégalités :

‘u0|++’un‘ <v0+...+vn
n+1 = n—+1

|sn| <

et les questions 2. b) et 1. ¢).
3. 11 suffit d’appliquer 2. ¢) a la suite (u, — £),>0.

4. a) Comme w41 —w, = e ¥ > 0, on voit que la suite (wy),>0 est
croissante.

Si elle convergeait vers une limite finie ¢, on aurait £ = ¢ + e, ce qui est
absurde, elle tend donc vers +oc.

b) On a e¥n+1 —eWn = eWne® " —Wn = €
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D’ou : lim (e“"*! —e“") = lim
n—oo x—0 x

c¢) On utilise la question 3. en posant u, = e*“»+! — e®" et on obtient :
Wn,
lim &— =1
n—oo

Par suite, lim (w, —Inn) =0 et par conséquent w,, ~ Inn.
n—00 (o0)

Exercice 1.05.

On considere une fonction f continue, décroissante et strictement positive
sur lintervalle [1, 4o00[. On pose pour tout entier n > 1 :

Uy = /1nf(t) dt et v, = kzijlf(k).

1. Montrer que la suite (wy,)n>1, définie par w, = v,, — u,, est décroissante
et a termes positifs.

—+o0

2. On suppose que l'intégrale f(t) dt est divergente. Justifier I'inégalité
1
u, > 0 pour tout entier n > 2.

Déterminer la limite de la suite (v—”) oo
Uy, / N22
+oo
3. Dans cette question, on suppose que l'intégrale f(t) dt converge.
1

a) Que peut-on dire de la série de terme général f(k)?

+oo
b) Donner, a ’aide d’une intégrale, un équivalent du reste R,, = > f(k)

k=n+1
lorsque
4. Applications :
n
a) Donner un équivalent de ) % lorsque n tend vers 'infini.
k=1
oo
b) Donner un équivalent de 5 lorsque n tend vers I'infini.
k:n+1]>+'k

Solution

1. Comme f est décroissante, on a pour tout k € N*
k+1
fk+1) < f@)dt < f(k).
k
Soit n > 2, en sommant de 1 a n — 1, on obtient :
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On a donc w,, > 0.
On en déduit également que :

n+1
Wpt1 — Wy = Upt1 — Up — (Upa1 — Up) :f(n+1)—/ fdt <0
n
La suite (wy),,>, est donc bien décroissante.

2. Soit n > 2, la continuité et la stricte positivité de f assurent que u,, > 0.

Avec les inégalités trouvées en 1, on voit que
400

1< Z—" <1+ % Comme l'intégrale f(t)dt est divergente, la suite
n n 1
(up) tend vers 400 et par suite :
lim 2 =1
n—oo Un,

3. a) La série de terme général f(k) est de méme nature que l'intégrale
+oo
f(t) dt, elle est donc convergente.
1

o0
b) Le reste R, = ». f(k) est bien défini puisque la série converge.
k=n+1

Comme f est positive et f(k+ 1) < f(t) < f(k) pour = € [k, k + 1], on en

déduit que :
400 0o 400
fydi< > f(k) =Ry < f(t)dt
1 k=n+1 n

n+
n+1
Or / f(t)dt < f(n), il s’ensuit que
" +

o) 0o 400
f@ydt—fn) < S (k) = R, < / £(t) dt

n k=n+1
—+ 00
Il résulte alors de I’hypothese que R,, (N f(t)dt.
x) Jn
400
4. Comme l'intégrale / % est divergente, en utilisant 2. on voit que dans
1

ce cas

unw/ﬂzlnn
(00) Jy ¥

—+ o0
L’intégrale / 1 i 2 dt converge, on sait d’apres 3. b) que le reste R,, est
1

équivalent a

o 1 1
/ t 5 = T _ arctan(n) = arctan = ~ =
n l+t? 2 M (00) M
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Exercice 1.06.

1. Soit > a, une série a termes strictement positifs telle que la suite (%)
n>0 n
converge vers un réel ¢ tel que £ < 1.

Montrer que la série ) a, converge.
n>0

n

On considere la suite (f,,) définie par : fo = 1,f1 = 1 et Vn € N, fri0 =
fh'+'fn+1-
2. Montrer que la suite (f,,) est a valeurs strictement positives.

3. Pour tout n de N*, on pose u,, = %
mn

a) Expliciter une fonction rationnelle ¢ telle que pour tout n de N*, u,, 41 =
p(un).
b) Déterminer le sens de variation de ¢ sur R.

4. a) Montrer que (usgy,) et (u2,41) sont monotones et convergentes. Déterminer
leurs limites respectives.

b) En déduire que (u,,) converge vers ® = 1+2—\/5

5. Pour tout réel x, pour lequel la série de terme général f,x™ converge, on

pose A(x) = > fnz™. On pose R = %
n=0

a) Montrer que pour tout x de |—R, R[, la série définissant A(x) est
absolument convergente.

b) On pose, pour tout x de |—R, R| :
AO('I‘) = Z fn$n+2,A1(I‘) — Z fn_|_1$n+2,A2(£C) - Z fn—|—2xn+2-
n=0 n=0 n=0

Exprimer Ag(z), A1(z) et Az(z) en fonction de A(x) pour tout x de |—R, R|.
c¢) En déduire A(z) en fonction de x pour tout = de |—R, R|.

Solution

1. Soit & > 0 tel que £+ < 1. Comme lim Gntl — ¢, il existe ng tel que

n—oo Ap

pour n > ng, GZH <Il+6=a.

n

Soit n > ng. On écrit :

a a a _
a, = —nxLx---xanno < Can—"o
Ap—-1 Aap—2 Qn
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La série de terme général o est géométrique de raison 0 < a < 1 et donc
convergente. On termine grace au théoreme de comparaison pour les séries a
termes positifs.

2. La suite (f,), est manifestement positive pour n > 1 car croissante par
récurrence.

1
Up
décroissante sur RT* car de dérivée négative.

3.a) On a uppy; = 1+

Sl

La fonction ¢ est définie par ¢(z) = 1 +

b) La fonction ¢ est décroissante et p? = ¢ o ¢ est croissante. Ainsi, par
récurrence immédiate uy > uy4 entraine que la suite (us,) est décroissante et
us < uy entraine que la suite (u2,41) est croissante.

4. a) On montre ensuite par récurrence et par croissance de goz, que pour tout
n:
0 <ugp—1 < Ugnt1 < Ugpt2 < Uzp

b) Ainsi la suite (usg,) est décroissante et minorée par uy, alors que la suite
(u2,11) est croissante et majorée par us. Ces deux suites convergent vers un

point fixe sur R7 de ©?, soit p?(x) =z ouz?+x—1=0quin’a que %

comme racine positive.
Les deux sous-suites (ug, ) et (ua,+1) étant convergentes vers la méme limite,

par exhaustion la suite (u,,) converge également vers cette limite ® = %

: . fn+1xn+1 _ Sty
5. a) Soit  #0 : | — | = |z| = up || — |z
n n—0o0

T f

Par le préliminaire, la série Y f,z
|-R, R].

b) Pour tout = € |—R, R|, les séries définissant Ay, A; et Ay sont ab-
solument convergentes. On a Ag(x) = 2?A(x), Ai(z) = zA(x) — z et
As(z) = A(z) — 1 — .

c¢) Soit || < R. On a :
AQ(x) = Z (fn + fn+1)xn+2 - Z fn$n+2 + Z fn+1l'n+2. Ainsi :
n=0 n=0

n=0

™ converge absolument pour tout x €

Alz) =1 -2 = Ao(z) + Ai(z) et A(z) = —m

Exercice 1.07.

On note F 'ensemble des applications u continues sur R et a valeurs dans R
+ o0

telles que l'intégrale / u*(z)e™ dx converge.

— o0
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1. a) Montrer que pour a et b réels, on a |ab| < %(a2 +b?).

b) Montrer que F est un R-espace vectoriel et que I'application ( , ) définie
sur £ X E par :

(u,v) — #/_Oou(x)v(x)e_mzdx
est un produit scalaire sur F.
On notera ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
On pose, pour tout réel a et tout réel x, @, (z) = e**.
+o00
2. Montrer que ¢, € E et calculer / wi(m)e_“Qdaz.
— o0

(a+b)?
3. Montrer que V (a,b) € R, (g, pp) =€ 4

4. Déterminer, selon les valeurs du parametre réel «, la nature de la série de
terme général v,, = ||90\/—||°‘ pour n > 1.
In(n)'t 7 =

5. Déterminer, selon les valeurs du parametre réel 3, la nature de la série de
terme général wy, = || sz ||”, pour n > 1 et calculer sa somme Sg lorsqu’elle
existe.

6. Dans le cas de la convergence de la série de la question précédente, on
considere une variable aléatoire X3 a valeurs dans N* dont la loi est définie
par :

VneN* P(Xg=n)="2n
Sp

a) Montrer que 1’on définit ainsi une loi de probabilité.
b) Calculer 'espérance Ej3 et la variance V3 de Xg.

c¢) Déterminer les limites respectives de Eg et Vj lorsque 5 tend vers —oo.

Solution

1. L’application ¢, est continue de R dans R comme composée de telles
fonctions, et :

Va eR, (¢a($))2e_x2 — g2aw—a" _ ga’g—(v—a)®
Or:

+o00 +o00 2 +oo 2
_(m_a)Qd _ L/ _%dt: \ 2 1 / —tjdt:
e T e e T
/. Vil . V2 Vo) VT

—+ o0
Donc ¢, est bien un élément de E, et / gog(x)e_x2 dr = ﬁe“Z.
Lo _ (ab) (@) _ (SN2 o
2. On écrit Vo € R, pq(z)pp(z) =€ =(e 2 "), dou:
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(Pa, ) = #/_o;@aﬂ(x)e_ﬁdm = #/_0; (goaTer(sc))Qe_w dr = e

d’apres le résultat de la question précédente.

a a+b o
3. v, = (gox/m’ 90\/@)7 = (6(7)2) 2 pour a =b=+Inn, dou:

agb:m

Soit finalement v,, = n2. La série de terme général v, est une série de

o]

Riemann et converge si et seulement si § < —1 soit a < —2.

B atby2 B
4. De méme, wy, = (¢ /m, 0. m)2 = (e(T) )2,

8
pour a = b = /n, d’out GT—H) = /n. Soit finalement w,, = (e")

=Z\Nn
= (e2)".
(w,) est une suite géométrique de raison e2 positive, donc la série de terme

B
général w,, converge si et seulement si e2 <1, i.e. 8 < O.
8
Sa somme est alors Sp = —22—.

1—e2

5. Dans cette question, on suppose que la série de terme général w,, converge,
donc on suppose 3 < 0.

8
2

a) Pourn>1, P(X =n)=>5(1—e ).
2

B
b) On reconnait une loi géométrique de parametre p = e2 € |0, 1] et donc :

1_ -5 1—p 5o
E = = =8 j’v = = 1—676
5= p=—7 = )

c) L’espérance Ejg et la variance Vj tendent tous les deux vers +o0o lorsque
£ tend vers —oo.

Exercice 1.08.

Dans cet exercice, on s’intéresse aux fonctions f appartenant a ’ensemble A
suivant :

A est I'ensemble des fonctions continues de R dans R qui vérifient les
conditions suivantes :

oV(z,y) R f(z+y)+ flz—y) =2f(2)-fly) (1)
e f n’est pas la fonction nulle.

e f s’annule au moins une fois sur R.

1. a) Montrer que A n’est pas vide et que toute fonction f de A vérifie
f(0) =1 et est paire.
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2. On note B={z > 0, f(x) = 0}.

a) Montrer que B admet une borne inférieure notée a vérifiant f(a) =0 et
a > 0.

b) En déduire que : Vx € [0,al, f(x) > 0.

T
3. Dans cette question, on pose pour r € R, \(r) = / f(u) du.
0

a) Montrer successivement que :
i) il existe un réel r > 0 tel que A(r) > 0

i) Ve eR, f(x)= ﬁ(r){ :Hf(u)dujL/x:f(v)dv}.

b) En déduire que f est de classe C*° sur R.

Prouver 'existence d’une constante réelle ¢ telle que : Va € R, f"(x) =

c)
cf(x).

Solution

1. x L’ensemble A n’est pas vide puisque la fonction cos appartient a A.

* Pour x = y = 0 on obtient f(0) € {0,1}. L’hypothese f(0) = 0 entraine
pour y = 0 dans (1) : Vo € R, 2f(x) = 2f(x).f(0) = 0 soit f identiquement
nulle, ce qui est exclu. Donc nécessairement f(0) = 1.

* Pour z = 0 on obtient : Vy € R, f(y) + f(—y) = 2f(y) donc f est paire.

2. a) La fonction f s’annule sur R* et f est paire donc B est non vide. Ainsi
B est une partie non vide de R minorée par 0, elle admet donc une borne
inférieure a > 0. Comme f(0) =1 on n’a pas a =0 et a > 0.

Par définition de la borne inférieure : Vn > 0,3u, € B,a < u, < a + %

On a lim u, = a et f étant continue : f(a) = lim f(u,) = 0.
n— o0 n— 00

b) Par I'absurde : s’il existe b dans |0;a[ avec f(b) < 0, alors le théoreme
des valeurs intermédiaires (f est continue) nous dit qu’il existe ¢ dans |0, a]
avec f(c) = 0. Alors ¢ serait un élément de B tel que ¢ < a, en contradiction
avec la définition de la borne inférieure.

3. a) Comme f est continue, et que f(0) = 1, il existe r > 0 tel que, pour
z € [0,r], f(z) > % Alors :

/Tf(u)du>%>0 — A(r) >0
0

Les fonctions étant continues sur R, on peut intégrer (1) entre 0 et r, par
rapport a la variable y :
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21 [ = [ farwdy+ [ 1)y

avec les changements de variable : u = x 4+ y et v = & — y, on obtient :

V:L’ER,f(:L’):#m{/gfﬁf(u)du—l—/mirf(v)dv} (2)

x+r x
b) Les fonctions x +— / f(u)du et z +— / f(v)dv étant de classe C?

sur R, il en est de méme pour f.
Si on suppose que f est de classe C™, la formule (2) montre alors que f est
de classe C"*1, donc par récurrence : f est de classe O sur R.

c¢) On dérive (2) : f'(z) = 1 (flx+71)— f(z—r)).

20 (r)
On dérive a nouveau : f"(x) = 2)\1(7’) (f'(x+7)+ f'(x —7)), et on remplace :
fle+7) = gy e+ 20) = (@)
f'le =) = gy @) = fl —20)
Donc :
(@) = st @+ 2r) + flz—2r) = 2f(2)] = 34— [2f (@) f(2r) = 2 ()]

AN (r)
ce qui entraine :

Vo R, f(z) = % f(z) = .f(x)

4X2(r)

Exercice 1.09.
n
1. Montrer que la série > %5 converge pour tout « € [—1, 1]. On note alors :
n>1 T

400 2"
flz) =3 5
n=1"N

u

+oo
2. a) Montrer que pour tout x < 1, 'intégrale / Y __ du est convergente.
0 e — X

+oo
On note alors K(z) = / U du,
0 e —x

o0
b) Montrer que pour |z| < letu>0,o0na: ul = 3 ghe(kt+Du,
e —T k=0

c¢) En déduire que pour tout z € |—1,1[, on a zK(x) = f(x).
3. a) Montrer que la fonction K est continue en 0.
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?
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Solution
x"| 1 . , .
1. Pour |z| < 1, on a = < =5, ce qui donne la convergence de la série
n n
proposée.
2. a) Pour z < 1, ¢ : u — —%— est continue et positive sur |0, +oo].
e —

e pour x < 1, liéngp = 0.
e pour x = 1, 11(1)’11 ¢ = 1. Ainsi ¢ admet un prolongement par continuité en 0.

e au voisinage de +oo, ¢(u) ~ ue™® et lim wu?p(u) = 0, ce qui montre
u——+o00

I’existence de 'intégrale proposée.

b) O 0 1 e = k,—(k+1)u
n écrit, pour u > 0 : = = re” .
) P e—xr 1—xe ™ kz::()
car |re~"| < 1 pour tout u > 0.
¢) En écrivant plutot une somme partielle :
—u N-1 N _ —(N+1l)u
* 1 _ e _ ko—(k+u 4, X €
VN e N* = = xe 4L e
e —x 1—axe™ kgo 1—ze™™
D’ou :
400
K(z) = / - du
0 e — X
+oo N—1 +oo _
_ / ( D Ikue—(lﬂ—l)u)du +/ 2N ye—(N+1Du s
0 k=0 0 1—xe™
N-1 400 400
=5 xk/ ue_(k+1)“du—|—/ Ry (u)du
k=0 0 0
N-1 k t+oo N, o—(N+1u
x x ue
= ——— + Ry (u)du, avec Ry(u) =
kz::o (k+1)° /o w(w) w () 1—ze™
Or: |[Ry(u)| = |z[Ne M| t—]| < emNu| Y|
e —x e —

et comme la fonction ¢ est continue sur R™, de limite nulle en 400 elle est
bornée et il existe C' tel que :

+o0 +o00 +o0
‘/ RN(u>du} < / |Ry(u)]|du < C’/ e Nugy = % —5 0
0 0 0 N — o0

En passant a la limite lorsque N tend vers l'infini, il vient :

o0 l‘k B
K (x) = xkgom = f(z)

3.a)Pourm#0,K(m):M: 3 x”;1:1+§i.
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Si|z| < 1, al oz o —.0.
i|z| aors|n;(n+ )2| |\n§n —

Ce qui montre que lin% K(z) = 1. Comme un calcul banal donne K(0) = 1,
x—>

la fonction K est bien continue en 0.

b) Ainsi : lim w = 1 et f est dérivable en 0 avec f'(0) = 1.

x—0

Exercice 1.10.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

+o0 2
1. Pour tout réel x > 0, établir la convergence de I'intégrale : / t%e” 2 dt.
x

On note f,(x) sa valeur, et on pose p(a) = f,(0) et gq(x) = / toe~ T dt.
0

2. a) Démontrer que p(a+2) = (a + 1)p(a).

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer ¢(a + 2n) en fonction de
¢(a). Calculer ¢(0) et ¢(1). En déduire la valeur de ¢(n) pour tout nombre
entier naturel n.

3. Pour tout nombre entier naturel n et pour tout réel ¢t > 0, on pose :

n 2k+a
Su(t) = > (—1)kL
0 =3 (1"

a) Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction v +— e

—Uu

2
sur 'intervalle [0, %} a l'ordre n € N.
2

En déduire le signe de tre=T Sp(t) selon les valeurs de n.

En déduire que, pour tout réel ¢ > 0 et tout couple (p,q) de nombres

entiers naturels :
2

t
Sopr1(t) <t%e™ 2 < Syy(t).

b) Montrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

2 t2n+a
t%e” 2 —S,(t)| < :
| © ( )| 2"n!
¢) En déduire que, pour tout entier naturel n et tout réel = > 0 :
n 2k+a—|—1 2n+a—|—1
a - -1 & S
[9a () P 2kk'(2k+a+1 < 2nn'(2n+a+1)
too 2k+a+1
Justifier ’écriture : g,(z) = —1)k L .
ustifier I’écriture : g4 () kZ::O( ) Rkt atl)

Solution
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1. La fonction a intégrer est continue sur [0, +o0].

De plus pour tout a > 0, hgrn tat2e™ 2 = 0, ce qui assure la convergence
t——+o0

des intégrales considérées.

2

2 400
a)Onapla+2)=|— ta+1e_t7}0_>+oo + (a+ 1)/ t%¢~ 2 dt. D’ou :
0
pla+2) = (a+1)p(a)

b) On en déduit que ¢(a + 2n) = | f[l(a + 2i — 1)]¢(a).
De plus ¢(0) = L ot (1) = - e_%}

D’ou :

3. a) Pour tout nombre entier n et pour tout réel ¢ > 0, on pose :

n 2k+a
S.(t) = S (—1)kt
On a, par Taylor :
P o B ()
- t 2 n u
¢ _kz_:()(_l)kak' +/0 (DT du

t2
Le signe de t%e~ 2 — S, (t) est positif si n est impair et négatif si n est pair,
d’ott 'on déduit que, pour tout réel ¢ > 0 et tout couple (p,q) de nombres

entiers naturels :
2

t
Sopra(t) < 17T < Sp,(1)
b) On a, pour tout nombre entier naturel non nul n :

2
‘tae 2 _S ta‘/ t /2—U ( )n—|—1 —udu‘

Donc :

2"n!
c¢) En intégrant entre 0 et =, on obtient que pour tout entier naturel n et
tout réel x > 0 :

o(x) — 3 —1)k <
[9a () g’o( ) 2kk:!(2k:+a+1)‘ ~2"nl(2n+a+1)
Le terme de droite a pour limite 0 quand n tend vers I'infini et ce pour toute

valeur de x > 0, on en déduit que :

t 2n+a too 2n+a
‘t“e 2 —S,(t ’ < t / e tdy = ¢
0 .

x2k+a+1 x2n—|—a+1
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S 2k+a+1
) = -1 k X
ga( ) kZ::O( ) 2k/€!(2k‘—|—a—|—1)
Exercice 1.11.
Pour tout réel x, on pose ¢(z) = e —e *
’ p ¥ - e® +e—w'

1. a) Etudier les variations de la fonction .

b) En déduire que ¢ réalise une bijection de R sur un intervalle & préciser.

Pour tout entier naturel n et pour toutt € R, on note u,(t) = @(t+n)—p(n).

n

Pour tout réel t, on note s,(t) = > ug(t).
k=0

2. a) Montrer que u,(t) ~ 2e7t727(e? —e7?), en déduire que la suite
(n—o0)

(sn(t))n converge. On note sa limite s(t).

b) Montrer que la fonction s ainsi définie est croissante.

)
)

3. a) Montrer que la série de terme général (1 — ¢(n)) converge.
b) Montrer que lim s(t) = > (1 — p(n)).
t——+o00 n=0

c) Montrer que pour tout réel ¢, on a s(t + 1) = s(t) + 1 — p(1).

Solution

1. a) La fonction ¢ est bien définie et impaire. De plus, pour tout réel z, la
fonction ¢ est dérivable en = et apres calculs :

(2)=—2 >0
‘;0( ) (ex+e—w)2 =
b) D’apres la question précédente, la fonction ¢ est continue et strictement
croissante sur R. De plus, lim ¢(z) = — lim ¢(—z)=1.
Tr—+00 xTr—>—00

Ainsi, ¢ réalise une bijection de R sur |—1, 1].
2. a) Soit (n,t) € N x R.
t+n __ —t—n n __ -
un(t) = QO(t + TL) _ QO(TL) = 2t~|—n + E—t—n _ :n + g—n
(et+n o e—t—n)(en + e—n) - (et+n + e—t—n)(en o e—n)
(et+n +e—t—n)(en +e—n)
QIT2n oot o=t _omt=2n _t2n oty ot o—t=2n
(et+n +e—t—n)(en +e—n)
2(e’ —e™ ) N 2(e’ —e™)
(e +e ) (" +e") (nooo) el Te™

n

U (t) =
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up(t) ~ 27t (el —e™?)
(n—o00)

Ainsi, la suite (u,(t))nen est de signe constant & partir d’un certain rang et,
d’apres les théoremes de comparaison des séries, la série de terme général
u, (t) converge, donc (s, (t))nen converge.

b) D’apres la question 1, pour tout entier naturel n, la fonction u,, est
croissante. Ainsi, la fonction s,, est croissante et, par passage a la limite dans
les inégalités, la fonction s est croissante.

3.a)PowrneN:1—pn)=1-S—€ - 20" 9520
) e () e"+e " e"4e " ()
Ainsi, Y (1 — p(n)) converge.
b) La fonction s étant croissante, elle admet une limite (finie ou infinie) en
~+00.

D’une part, comme u,, est croissante, pour tout réel ¢,
un(t) <1 —p(n) = s(t) <21 —¢(n)) = lim s(t) <3 (1—p(n))

t—4o00

D’autre part, pour tout N € N et n € [0,n], le réel u,(t) étant positif pour
tout réel positif ¢,

N N N
()2 T u®)> 3 (plt+m) —p(m) = Jim_s(t) > 5 (1~ o(n)
— T s(t) > 3 (1- ()

n=0

Finalement, lim s(t) = i (1 —p(n)).

4. Soit (n,t) € N x R.
salt41) = 3 (ol k1) = o) = 5 e+ k) = 3 (k)

k=0 k=1 k=0
_ kzijo(@(t +k) — (k) + @t +n+1) — o)

Ainsi, en passant a la limite lorsque n tend vers l'infini :
s(t+1)=s(t)+1—p(t)

Exercice 1.12.

Soit k un réel fixé. Soit f : R — R une fonction dérivable sur R vérifiant :
f(0)=1etVzeR,f(z)= f(kz)

1. a) Soit n € N*. Montrer que f est n fois dérivable sur R et qu’il existe

(an,by) € R? tel que pour tout = € R, f(™(x) = k% f(kbrzx).

b) Pour tout n € N*, exprimer a,, et b,, en fonction de n.
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¢) Calculer f(™(0).

2. Soit (uy,) une suite de réels tels que : Vn € Nju, # 0, et lim [Unt1] _

¢ eR.
Montrer que :

a) si £ < 1, la série de terme général u,, converge absolument.
b) si ¢ > 1, la série de terme général u,, diverge.

+o0 n

3. Soit gy, la fonction définie par : gp(x) = > k% x L.

n=0
a) Déterminer le domaine de définition de g;.

b) Déterminer, selon les valeurs de k, le domaine de définition de g.

4. On suppose désormais que |k| < 1. Soit a > 0 un réel fixé.
a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que :
Vo € [~a,a],¥neN,|f"(z)] <M
b) Soit N € N*. Pour tout = € [—a,a], on pose Ry(z) = f(z) —

N—-1
Z k% x ﬁ
n=0 n!

Déterminer lim |Ry(x)].
N—oc0

c) Montrer que g est dérivable sur R et montrer que pour tout z € R :
9, (@) = gr(kx)

Solution

1. a) On démontre la propriété par récurrence sur n. Pour n = 1, on pose
a1 = 0 et by = 1. Reste a établir I'hérédité. On suppose que f est n fois
dérivable sur R et qu’il existe (an,b,) € R? tel que pour tout z € R,
£ (@) = kon f (k).
Par dérivation d’une fonction composée, il s’ensuit que f(™ est dérivable sur
R avec pour tout x € R :

f(n+1)(x) — ]{:a"+b"f(/{:b”+1:c).
On pose donc a,11 = an + by, et by = by, + 1.

b) La suite (b,,) est arithmétique de raison 1 et de premier terme b; = 1.
Il s’ensuit que pour tout n € N, b,, = n.
En étudiant la suite télescopique (u,) définie par w,, = ap4+1 — a, = n, on

trouve que pour tout n € N, a,, = @
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¢) Pour tout n € N*, on a f(™(0) = k% £(0) = k% = k™»=1/2 formule
qui reste valable lorsque n = 0.
2. a) Pour tout n € N, on pose a,, = |u,|. Pour tout ¢ > 0, il existe un rang
no tel que pour tout n > ny, - < L 4+¢, Aol an < (£ + €)an_1.
n—1

On choisit € > 0 tel que K = ({+¢) € ]0,1].
Il s’ensuit que pour tout n > ng, on a 0 < a,, < K" "°a,,. On conclut grace
au théoreme de comparaison des séries a termes positifs.

b) De méme qu’a la question précédente, pour tout € > 0, il existe un rang

a T o
no tel que pour tout n > nyg, Z—H > {—e > 1. La série diverge grossierement

n
puisque son terme général ne tend pas vers 0.

3. a) On reconnait que g; est la fonction exponentielle laquelle est définie sur

R. o
b) Pour tout € R, on pose u, () = R

Siz =0, u,(0) =0sin>1, et u(0) = 0. Ainsi, g, est bien définie en 0

pour toutes les valeurs de k.

Six #0, (u,(z)) est une suite de réels tous non nuls & laquelle on applique

le résultat de la question 2.

: o ()] KM x| .
o Si|k| < 1, nh_)rxgo Tun@| nh_)ngo s il 0. Donc, la série Y u,(z)
converge et g est définie sur R.

: N ()] R ] -
o Si|k| > 1, nli)ngo Tun@)| nli)ngo nET = oo Donc, la série Y u,(z)

diverge et gi est seulement définie en x = 0.

4. a) Par hypothese, f est continue sur [—a, a] donc bornée sur ce segment.
Soit M > 0 un réel tel que pour tout x € [—a,al, |f(z)| < M. Ainsi, pour
tout entier n € N* et tout réel x :

[f (@)] = [k f(kPra)] < [k [M < M

o N-1 f(n)(o) .
b) Pour tout = € [—a,al, on réécrit Ry (x) = f(z) — > B
k=0 -
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction f a I'ordre N — 1
entre les points 0 et x, on trouve
|RN(.I’) < wM < M
N! = NI

On en déduit le résultat demandé par encadrement.

M

¢) On déduit des questions précédentes que si f est solution du probléme,
pour tout a > 0 et pour tout = € [—a,al,

f@) = 3 kL7 = gue).
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Ainsi, f = gx. Par suite, en reprenant les hypotheses faites sur f, on déduit
que gi est dérivable sur R avec, pour tout x € R :

9.(x) = f'(z) = f(kr) = gr(kr)

Exercice 1.13.

Pour tout n € N*, on considere la fonction f, définie sur RT par f,(z) =
1__1 |
n n+x

1. a) Montrer que pour tout réel > 0, la série >  f,(z) est convergente.
n>1
On note alors F'(x) sa somme.

b) Calculer F(0) et F(1).

¢) On note f/, la dérivée de la fonction f,, sur R*. Montrer que pour tout
réel x > 0, la série > f/(x) est convergente. On note alors G(z) sa somme.

n>1
2. Soit ¢ la fonction définie par Vit > 0, ¢(t) = %
a) Soit n € N*. Montrer que :
¥ (a,b) € [n, +oo% [p(b) = p(a) — (b~ a)¢'(a)| < =3

b) Soit € R™ un réel fixé. Soit h € R* tel que x + h € RT.
Pour tout n € N*, on pose u,, = |f,(x + h) — fr(x) — hf] (x)|.
Prouver la convergence de la série »_ u,.

n>1
3. a) Montrer qu'il existe un réel K tel que pour tout x € RT et tout h € R*
vérifiant  +h € Rt on a :
|F(x + h})b —F(z) G()| < K|il
b) En déduire que F' est dérivable sur RT avec F' = G.

a) Soit x € R*. Montrer que :
k41

VREN finl@) < [ (G- pd< i)
b) Soit # € R*. Montrer que :
n—l—l n n
x 1 1
vneN\{()l}/ Hx) Efk()\mﬂJr/l(;—H—x)dt
c¢) En déduire que Vx > 0,In(z + 1) < F(z) < f_l +In(x 4+ 1).

d) Déterminer un équivalent simple de F' au voisinage de +oc.
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Solution
1. a) Pour tout réel z > 0 et tout n € N*, on a : f,(v) = —L—.
n(n + x)

Sixz =0, f,(0) =0 et la série converge
Siz >0, folz) = m o) n_ et la série nz>:l fn(zx) converge.

b) F(0) = 0.

, s |

Par télescopage F'(1) = ngnoo ngl(ﬁ — 1) =1

c¢) Pour tout entier n > 1 et tout x > 0, f)(x) = —1 % et la

(z +n)? (o) n
série > f!(z) est convergente.
n>1

1 2
2 et p”(t) = el

En appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 a la fonction ¢ entre
a et b, on obtient :

o(0) = (@) — (0 - ) (@) < L5202

a) La fonction ¢ est de classe C? sur )0, +oo[ ave ¢/ (t) =

2 tefa
Comme t € [a,b] C [n,+o0[, on a : max | | < %
tela,b] n
On en déduit I'inégalité demandée.
b) On a :
_ ~ 1 1 1 1
Jol@ + 1) = ful2) = n ntaeth ntntaz
=p(n+zx)—@(x+h+n).
D’autre part, f!(z) = m = —¢'(z+n).

On en déduit que :
— [(a-+n) —p(+h-+n)+he! (@+n)] = [p(@+n-+h)—p(a-+n) —he! (z+n)].

On applique alors I'inégalité de la question 2. a) avec a = x+n, b = x+h+n >
n.
On obtient

h2

= |p(x +n+h) —p(z+n) —he'(z+n)| < 3 > u, converge
a) On écrit :
[F(w+h) = F@) = hG@)] = X (falz+h) = fulz) = hfa(@)] < 2 v

n=1

2
Comme u,, < h—g, on en déduit que :
n

Fa+b) = Fa) - hG(a)| € 3 up <12 55
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oo
En divisant par |h| > 0 et en posant K = Lg on obtient I'inégalité
n=1T

demandée.

b) Par comparaison, on trouve que hn% Flz+ hf)z — F(x) _ G(x).
h—

Ainsi, F' est dérivable en = avec F'(z) = G(z).

a) Soit x > 0 un réel fixé. La fonction g, : t — % 37 _’1_ - ost dérivable sur
0, +00] et sa dérivée est ¢’ (1) = —+ + —L <0,
10, +00] et sa dérivée est g, (t) ol P

Ainsi, g, est décroissante sur |0, +oo[. D’ou, pour tout ¢ € [k, k + 1],

ge(k+1) < g2(t) < gu(k)
1.€.
1
E+1 k+1+zxz St t+ax
ce qui donne fri1(z) < <3 - t—il—:c < fr(x).
On integre cette relation avec t variant de k a k+1. On trouve alors I'inégalité
demandée.

1
k+x’

==
N
|
|
)_l
/A
T [=

b) En sommant, pour k variant de 1 a n, 'inégalité de droite, on trouve :

n+1 1
/1 (z—ﬁ)dt Z fe(@)

En sommant, pour k£ variant de 1 an — 1, l’megahte de gauche, on obtient :

L Y11
Ea@s [ G-

d’ou :
n n 1 n 1
s [ G-dpasie =[G

En mettant bout a bout, on en déduit I'inégalité demandée.

c) Les inégalités de la question précédente donnent en calculant les
intégrales :

In () +In(@ + 1) < kam L+ (5

En faisant tendre n vers 400, on Conclut.

+n) +In(z +1).

d) On déduit de ce qui précede que, lorsque z tend vers +oo :
F(z) ~In(x 4+ 1) ~ In(x)

Exercice 1.14.

1. a) Déterminer 'ensemble D des réels x tels que 1 série de terme général

oo
e~ " converge. Pour z € D on note F(z) = ) e "".



Analyse 31

b) Déterminer un équivalent de F'(x) quand = tend vers la borne inférieure
a de D. Déterminer la limite de F'(z) quand x tend vers +o0.
400
c¢) Etudier la convergence de l'intégrale I = / F(x)dx.

a
Soit a un réel strictement positif fizé.

2. a) Déterminer I’ensemble D’ des réels x tels que la série de terme général
exp[—n®z] converge.

oo
Pour z € D’ on note G(z) = ) exp[—n®z]. On admet que G est continue
n=0

sur D’.

b) Etudier le sens de variation de G.
3. a) Montrer que, pour tout x € D', on a :
+oo +oo
/ exp[—t®z|dt < G(x) < 1 —I—/ exp[—t*x]|dt.
0 0

b) En déduire un équivalent de G(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs
supérieures, qu’on exprimera a l’aide de la fonction G.
On pourra justifier et utiliser le changement de variable t — xt* = w.

1
¢) Etudier la convergence de lintégrale J = / G(z)dx.
0

4. a) Déterminer la limite de G(z) lorsque x tend vers +oo.

b) Quelle est I'allure de la courbe représentative de G ?

Solution

1. a) C’est une série géométrique convergente si et seulement si z > 0, et :

vreD=R:,Fz)= (e*)" =1

n=0 1— e—m
b) OnaF(:c)Nlet F(x) — 1.
o+ T r——+00

c¢) Ainsi I diverge.

2.a) Siz <0, exp [ — n"‘x} ne tend pas vers 0 et la série diverge ;

siz > 0, nfexp| — n%| = exp| — n% + 2lnn] — 0, par croissances
n—oo

comparées, donc la série converge (absolument). D’ou :
D' =R%
b) x < 2’ = Vn,exp [ — no‘x] > exp [ — naa;"], d’ou la décroissance de
G sur R7.
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3. a) Par décroissance de t — exp [ — to‘x} ;

n+1
VnEN,/ exp[—to‘x}dtéexp[—no‘x} et
n
n
VnEN*,exp[—naaﬁ} </ exp[—to‘x}dt
n—1
et en sommant :

—+o00 —+o00
/ exp[—t*z|dt < G(z) < 1 +/ exp|[—t*x|dt
0 0
b) Pour z > 0, t — 2t® = u est de classe C! bijectif de R% sur R%, donc :

+o0 +oo
«a 1 —u, 1/a—1 F(l/Oé)
ex tx|dt = e “u du = — 400.
/0 P [ ] oza:l/o‘/o arl/* zoo+

D’ou I(1/0)
Q
Glz) or azl/®

c¢) Donc, par la regle de Riemann, J converge si et seulement si 1/a < 1,

i.e. > 1 (car a > 0).

4.2)Ona:1=e"?<Gx) <1+ F(ll//ci) — 1.
ox T—+00

b) On en déduit aisément l’allure de la courbe de G.

Exercice 1.15.

sint
On considere 'application f définie sur R™ par f(t) = { ;o St 70
1 sit=0

1
1. a) Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale / [f(t)]"dt converge. On
0

1
pose alors J,, = /0 [f()]"dt.

_1
b) Montrer que pour tout n > 1, J,, > P

+oo
2. Montrer que pour tout n > 1, l'intégrale / [f(t)]™dt converge.
0

+oo +0o0o
On pose I,, = /0 [f()]"dt et K,, = /1 [f(t)]"dt.

3. Montrer que l'intégrale I; n’est pas absolument convergente.

4. a) Montrer que pour tout entier p > 1, Ky, + Kopi1 > 0.

b) Montrer que la série de terme général I,, est divergente.
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Solution

1. a) Un développement limité de la fonction sinus montre que la fonction f
est continue en 0.

b) Montrons que sint > t — t2 sur ]0,1]. Pour cela on étudie ¢ : t —
sint — t + t? sur cet intervalle.
Comme ¢'(t) = cost — 1+ 2t, ¢"’'(t) = 2 —sint > 0, ¢’ croit et est telle que
©'(0) = 0, donc ¢ est bien positive, et :

1
nog_ 1
an/o(l—t) dt = =

2. * Pour n > 2, I'intégrale proposée est absolument convergente puisque :
<

1

‘Lﬂt‘n sur [1,+o0|
~X tn 9 .

* Pour n = 1, la fonction f est continue sur [1,+oo[ et une intégration par

A A
: . sint ;, 1 cost14 cost
parties donne : /1 v dt = [ 5 L + /1 en dt.

La seconde intégrale est absolument convergente et lim cosA _ 0, d’ou la
A—+o0 A

convergence de l'intégrale de f.

3. La fonction f n est pas d’intégrale absolument convergente. En effet :

nw . (k+1)m
/ |Sl?t{dt Z |Smt‘dt Z/ |Slii‘;k7)|dt
0
sin( ) n—1 1 /7r ) n—1 9
= dt > —_— sintdt = —_—
kzzjo o Tk z=:0 (k+1)m Jq kzzjo (k+1)m

qui est la somme partielle d’une série divergente.
Seconde solution : On remarque que |sint| > sin®t = %(1 — cos 2t). Donc

1  cos2t
F(t) 2 97 — =57

400 —+o00o
L’intégrale / CQZ:; diverge, alors que l'intégrale / %‘?tdt converge (par
1 1

intégration par parties). On conclut alors.

4. a) Pour tout n > 1, K,, existe puisque I,, et J, existent. On a :
400
_ sin ¢ 2p sint
Kop + Kopia _/1 ()7 (1 + 3 )dt > 0
puisque 1+ f(¢) > 0 pour tout ¢t > 0.

b) Par les questions précédentes :

N

N-+2
Sont1= > (Izp + Izpp1) =
p=1 p=3

=
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ce qui montre que la série ) I,, diverge.

Exercice 1.16.

Soit f : Ry — R, une fonction deux fois dérivable et a un réel strictement
positif. On suppose que f est majorée et que pour tout t € Ry, f"(t) >

a?f(t).
1. Montrer que f est convexe.

2. Montrer que f’ est a valeurs dans R_.

3. a) Montrer que f admet une limite finie en 4.
b) Montrer que f tend vers 0 en +oc0.

¢) Montrer que f’ tend vers 0 en +oo0.

4. a) Montrer que la fonction o f2 — f? est croissante.
b) En déduire le signe de af + f’.

—at

5. Montrer que pour tout réel positif ¢, on a : f(t) < f(0)e

Solution

1. Comme f est a valeurs positives et « est réel, pour tout réel ¢, f”(t) > 0.
Ainsi, f’ est croissante sur R, .

2. Supposons qu’il existe g € Ry tel que f/(xg) > 0. Alors, comme f” > 0, f
est convexe donc la représentation graphique est au-dessus de ses tangentes
et pour tout x € R :

f(@) = f(@o)(x — x0) + f(20)
Ainsi, lir+n f(x) = 400. Comme nous avons supposé que f est majorée, on
T—r1+00

obtient une contradiction. Finalement, pour tout x > 0, f'(z) < 0.

3. a) D’apres la question précédente, f est une fonction décroissante. Ainsi,
comme f est minorée par 0, d’apres le théoreme de la limite monotone, f
admet une limite £ en 4o0.

b) Comme f est & valeurs dans R, ¢ > 0. Supposons par 1’absurde que
¢ > 0. Alors, d’apres le théoréme des accroissements finis appliqués a f’ sur
0, z], il existe £ € ]0, x| tel que :

[(@) = f/(0) = 2f"(€) > wa2f(€) > wa2t
Ainsi, lir}rrl f'(xz) = 4+00. Or, comme f’ est majorée par 0, on obtient une
T—r+00

contradiction et ¢ = 0.
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c) Comme f’ est croissante et majorée par 0, elle admet une limite finie {en
0. Supposons que ¢ # 0. Alors, en appliquant le théoreme des accroissements
finis & f sur [0, z], il existe £ € |0, z] tel que :

(@) = f(0) =2 f'(€) <l

Ainsi, lim f(x) = —o0, ce qui est impossible et donc ¢ =0.
T——00

4. a) On remarque que o f2 — f'? est dérivable et sa dérivée vaut 2f/(a?f —
f"). Ainsi, ce produit étant positif, la fonction a?f? — f’? est croissante sur

R,.
b) D’aprés les questions précédentes, Em(oz2 f2 — f?) = 0. Ainsi cette
0
fonction est négative, et :
?fP<f? = olf|<|f'] = af <—f = af+ [ <O

5. Soit g : t — f(t)e*'. D’apres la question précédente, ¢’ est a valeurs
négatives. Ainsi, g est décroissante et pour tout t € Ry, f(t) < f(0)e™“%.

Exercice 1.17.

A tout couple (a, b) de réels positifs ou nuls, on associe les suites (a,) et (by)
définies par :

ag = a,bgp =b,Vn € N,anr1 = Vapb, et by,11 = %(an + b,)
1. a) Montrer que ces suites sont ainsi bien définies et telles que pour tout
neN* 0<a, <b,.
b) Etudier la monotonie des suites (an)nen- €t (bn)nen-.
c¢) Montrer que les suites (a,,) et (b,) convergent vers une limite commune

que I'on ne cherchera pas a expliciter mais que 1’on notera L(a,b).

2. Montrer les propriétés suivantes :
a) Pour tout a > 0 et b >0, L(a,b) = L(b,a).
b) Pour tout a > 0, b >0 et A > 0, L(Aa, \b) = A\L(a,b).
=

c¢) Pour tout a > 0 et b > 0, Vab < L(a,b) < %(a+b).

3. Soit F' la fonction définie sur R par Va > 0, F(z) = L(1, z).
a) Calculer F(0) et F(1).
b) Montrer que F' est une fonction positive et croissante sur R*.

c¢) Montrer les propriétés suivantes :

i) Pour tout = > 0, v/z < F(x) <
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iii) Pour tout = > 0, F(z) = \/EF(E_&E“T)

4. a) Déterminer la limite de F'(x) lorsque x tend vers +oo.
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de F en 1.

Solution

1. a) On commence par montrer par récurrence la propriété : «a, et b,
existent avec a,, > 0 et b,, > 0.
Puis en remarquant que, pour tout n € N* :

b — g = =l bt fo T,y = st D)

on obtient les inégalités demandées.
b) Pour tout n € N* :

Upt1 — Anp = /an(Vby — \/ar) = 0 et bn+1—bn:@ <0
Ainsi, la suite (a,)nen+ est croissante et la suite (by,),en+ est décroissante.

c¢) x» La suite (a,)nen+ est croissante et majorée par b;. Donc, la suite (a,,)
converge. Notons ¢, sa limite
*x De méme, la suite (b, ),en+ est décroissante et minorée par a;. Donc, la
suite (b, ) converge. Notons £, sa limite.
* En passant a la limite dans les égalités définissant (a,,) et (b, ), on trouve :

Oy = 2 (to + 1)

d’ou £, = .

2. a) Considérons les deux nouvelles suites (al,) et (b)) définies par af, = b,
L = a et les mémes relations de récurrence (**). D’apres ce qui précede, les
suites (a,) et (b)) convergent vers une méme limite appelée £(b, a).

Or, on montre par récurrence que pour tout n > 1, al, = a,, et b/, = b,,. Donc,
(al)) et (b)) convergent aussi vers L(a,b).
Par unicité de la limite, on en déduit que L(a,b) = L(b, a).

b) On considere de méme les deux nouvelles suites (a;,) et (b)) définies par
ai = Aa, by = A\b et les relations de récurrence (*x*). D’apres ce qui précede,
les suites (al’) et (b)) convergent vers une méme limite appelée L(Aa, \b).
Or, on montre par récurrence que pour tout n > 0, al, = Aa,, et bl = \b,.
Donc, (a!’) et (b!!) convergent aussi vers AL(a,b).

Par unicité de la limite, on en déduit que L(Aa, Ab) = \L(a,b).

c¢) Pour tout n > 1, a1 < ap < L(a,b) < b, < by.
Or, a1 = Vab et by = (a + b). On obtient ainsi les inégalités souhaitées.
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3. a) x F'(0) est la limite commune £(1,0) aux suites (a,) et (b,) lorsque

a =1et b =0. On montre dans ce cas que pour tout n > 1, a, = 0 et
1)n—1

bni1 = %bn. Comme by = %, on en déduit que pour tout n > 1, b,, = (§

Les deux suites convergent donc vers 0 et F'(0) = 0.

* F'(1) est la limite £(1,1) commune aux suites (a,) et (b,) lorsque a =1
et b = 1. L’encadrement vab < L(a,b) < %(a + b) donne alors directement
F(1)=£(1,1) = 1.

b) F(z) est la limite £(1, z) commune aux suites (a,) et (by,) lorsque a =1
et b=ux.
L’encadrement vab < L(a,b) <
Donc, F est positive sur RT.
Reste a prouver sa croissance.
Soit 0 < y < x deux réels.
Soient, d’une part, (a,) et (b,) les deux suites définies par ag = 1, bg = = et
les relations de récurrence (kx).
Soient, d’autre part, (c,) et (d,) les deux suites définies par co = 1, dg = y
et les relations de récurrence (k).
On montre par récurrence que pour tout n € N, ¢,, < a,, et d,, < b,.
En passant a la limite, on trouve que lim ¢, < lim a,, dou F(y) =

n—oo n—oo
L(1,y) < L(1,x) = F(z).
¢) 1) On utilise la relation «vab < L(a,b) < %(a—lrb) »avec a =1 et b= .
Cela donne exactement la série d’inégalités souhaitée.

ii) On utilise cette fois la relation «L(Aa, Ab) = AL(a,b)» avec a = 1,
b=xet \=/x.
On obtient F(z) = L(1,z) = xﬁ(%, 1) =xL(1, %) = xF(%)

(a +b) donne F(x) = L(1,2) > /x > 0.

NO|—

iii) On utilise encore la relation «L(Aa, Ab) = AL(a,b)» avec a = 1,

_ 14z _
b==-—"T=¢et A= .
2\/56 \/E

On trouve : \/EF(12+—\/_§) = VzL(1, 12\4;533) = £(V/7, 1%2—50)

On considere alors, d’une part, les suites (ay) et (b,) définies par ag = 1
bp = x et la relation de récurrence (xx) et, d’autre part, les suites (a’,) et (b))

définies par aj, = \/x, b = HTQC et la relation de récurrence ().

Une récurrence montre que pour tout entier n € N, a,,41 = a/, et b,11 = b,.

, : N s : N
Par conséquent, nh_)rrgo (a),) = nh_{lgo (an) et nh—>Holo (b)) = nh—>Holo (bn).

Dot £L(v/a, LHL) = £(1,2) = F(x).

On en déduit la relation demandée.
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4. a) Comme F(x) > \/z pour tout z € RT, par minoration lim F(z) =

T—+00
~+00.
b) Soit T} (z) = w
Avec les relations obtenues ci-dessus, on trouve :
VE-1<F(a)-1< 2]
e Si x > 1, on obtient en divisant par x —1 > 0 : \/51+ . < T (z) < %
e Si x < 1, on obtient en divisant par x —1 < 0 : \/El—k . >T(z) > %
Ainsi, par encadrement, lim Tj(z) = lim Ti(z) = L. La fonction F est
r—1t r—1— 2
donc dérivable (et par suite continue) en 1 avec F'(1) = %

Exercice 1.18.

1. Déterminer les valeurs de = réel pour lesquelles I'intégrale

v t
—=dt

est convergente.

v t
On note alors G(x) = / ——dt.
W=/ ya=

2. Montrer que GG admet un prolongement par continuité en 1.

3. Montrer que G, ainsi prolongée, est continue sur R*. Montrer que G est
dérivable sur R\{0, 1} et calculer G’(x).

4. La fonction G, prolongée par continuité en 1, est-elle dérivable en 17

5. a) Etudier les variations de G.
b) Etudier les limites de G aux bornes de son domaine de définition.

c¢) Montrer qu’au voisinage de 400, la représentation graphique de G admet
une asymptote d’équation de la forme y = x + 5 et exprimer f3.

d) Montrer qu’au voisinage de —oo, la représentation graphique de G admet
une asymptote d’équation de la forme y = x + « et exprimer «.

Solution
1. G n’est pas définie en 0.
L’application ¢ : t W est continue sur lintervalle |1/z, x| a

condition que z # 0 et 1 ¢ |1/z,x[. Ainsi G est-elle déja définie sur
D = ]—00,0].
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Pour z > 0 et x # 1, le réel 1 appartient toujours a lintervalle (ouvert)

d’intégration |1/x, x[ mais, au voisinage de 1, ¢(t) ~ ¢ (t) = W, dont

I'intégrale est convergente sur |1,3/2] et sur [1/2,1[. L’intégrale définissant
G(x) est donc deux fois convergente et G(x) existe

Ainsi f est-elle définie sur R* \ {1}.

a
2. On vient d’expliquer que / Wdt est convergente, tant pour a > 1
1 (t—

ue pour a < 1 (Riemann). Donc lim / dt =0 et hm G
que p ( ) \/— (z) =

a—1

3. Notons H une primitive de ¢ sur chaque intervalle I de D.
Pour tout = € I,G(z) = H(x) — H(1/x). Ainsi la fonction G est continue sur
I. On vient de la prolonger par continuité en x = 1 : donc G est continue sur
R*.

(5133 - 1)2/3

On a également, pour = # 0,1, G'(x) = p(z) + %go(l/x) = 5
T T

4. Pour z = 1, il suffit d’utiliser le théoréeme des fonctions de classe C! : ici
G est continue en 1 et lim1 G'(z) = 0. Donc G est dérivable en z = 1 et
r—r

G'(1) = 0.
5. a) Au vu de l'expression de G’'(z), on a G'(z) > 0.

+oo
b) L’intégrale / @(t)dt diverge en +oo, car ¢(t) ~ 1 au voisinage de
a
+00.

Par croissance de G, il vient lim G(x) = +o00. Deméme lim G(z) = —o0c.
T— 400 T——00
De méme, lorsque z tend vers 0, 1/z tend vers 400 ou —oo et les limites sont
lim G(z) = —oc0, lim G(z) = —cc.
x—07+ x—0~

x
¢) On remarque que x — % = / dt. Donc
1/x

G(m)—x:%-l—/l;(m—l)dt

La fonction a intégrer est sans probleme pour la borne 0 et au voisinage de
400, on écrit :

(t3 _t1)1/3 -1=(01- t_) 173 1 (+f:0) #, ce qui donne la convergence de

I'intégrale associée pour la borne infinie.

+oo
En notant 8 = / (W — 1)dt, on a donc lim G(z)—x = f.
0 _

r——+00
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d) On procede de la méme maniére en —oo, en remarquant que l'on a
3
encore Vi3 =t.



9
ALGEBRE

Exercice 2.01.

Pour n € N* on note M, l’ensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels.

1. Montrer que la forme linéaire tr définie sur M,, en posant :
n
si M = (mij)oij<n, tr(M) = 32 my
k=1
est telle que tr(AB) = tr(BA) pour tout couple de matrices (A, B) € M2.

2. Dans cette question, on suppose que A est une matrice symétrique de M,,.

a) Montrer qu’il existe une matrice P orthogonale et une matrice D
diagonale de la forme D = diag(\1,...,\,) telles que A = PD!P.

b) Montrer que tr(A) = Ay + -+ + Ap.

c¢) On suppose que A est non nulle. Vérifier que tr(A4%) > 0.

d) Soit (z1,...,2m) € R™, ot m € N*. Etablir Pinégalité :
(w14 +am)® Smla+-- +ap)

2
e) Montrer que : rg(A) > %

3. Si A = (a;;)1<ij<n est une matrice de M,,, montrer que tr(*AA) =
> azzj'

1<i,j<n

4. En utilisant le plus possible les résultats précédents, déterminer le rang
des matrices suivantes :
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1 1 1 1 1
15 7 3 15 3 1
1 5 1 1 195 11
_ 2 4 4 o 2 2 2
A=l g [P,
4 4 2 2 2 2
1 1 1 1 1
3 1 2 ¢ 15 5 1
Solution
1. On a N .
tI‘(AB) = Z Z aiyhbhﬂ' = Z Z bh’iaiﬁ = tI‘(BA) .
1=1 h=1 h=11=1

2. a) D’apres le cours, il existe une matrice orthogonale P € M, et une
matrice diagonale (les éléments diagonaux étant les valeurs propres de A
répétées selon la dimension du sep associé) telles que A = PD'P.

b) Si (A1,...,An) est une liste des valeurs propres ainsi répétées, On choisit
D de sorte que D = diag(A1,...,An)
En utilisant la question 1, on obtient :
t1(A) = tr(P(D'P)) = tr((D'P)P) = tr(D) = At + - - + An
c) On sait qu'une liste des valeurs propres de A% est alors A\2,... \2.
Il résulte de la question précédente (A? est symétrique) que tr(A?) =

A 4o+ A2 >0, car A # 0 montre que I'une de ses valeurs propres est
non nulle.

d) Cette inégalité s’obtient en appliquant celle de Cauchy-Schwarz. En
effet, on a :
(14 +zm)?=Axzxy+- -+ Ixzp) 2 <1+ + D)x(xF+ - +22)
Soit :

(214 Fwm)® <m(at+ -+ ap)

e) Notons A1, ..., A les valeurs propres non nulles de A (toujours répétées
selon les dimensions. .. ). Comme A et A% sont symétriques, avec la question
précédente il vient :

(tr(A)? = A4+ A )2 <r(AF + -+ A2) = rg(A) tr(A?)
D’ou 'inégalité souhaitée.

3.51 A= (ai,j)lgi’jgn, on a :
n n o n

tr(PAA) = Y (PAA); = S S (FA) (A = S dl

§=0 §=04=0 1<i,5<n

4. On atr(A) = 10 et comme A est symétrique on voit que tr(A42%) = 3O—|—18T5 =

2‘%. I1 résulte alors de 2. e) que
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tr(A)]* _ 800 _ 160
rg(A) > [ = =
BlA) > AT T 255~ 51
par conséquent on a nécessairement rg(A) = 4. La matrice A est donc
inversible.

Pour la matrice B, on trouve tr(B) = 6 et tr(B?) = 29

> 3,

2
D’ou rg(B) > ;—S ~ 248, il s’ensuit que rg(B) > 3. Comme la premiere
colonne et la derniére sont identiques, on a donc rg(B) = 3.

Exercice 2.02.

On note M,,(C) I'espace vectoriel des matrices carrées a coefficients com-
plexes d’ordre n, ol n est un entier supérieur ou égal a 2 et on note I la
matrice identité de M,,(C).

1. Dans cette question, on suppose n = 2.

a) Soit A € M5(C), que l'on écrit sous la forme A = (CCL Z)
Prouver que A% = (a + d)A + (bc — ad)I.

b) Montrer que A est inversible si et seulement si bc — ad # 0. Déterminer
alors l’expression de A=,

¢) Prouver que pour tout n € N, la matrice A" appartient au sous-espace
vectoriel de M5 (C) engendré par les matrices I et A.

d) On suppose que a + d # 0. Montrer que si une matrice B € My(C)
commute avec A?, alors elle commute avec la matrice A. Donner un contre-
exemple simple a cette propriété lorsque a + d = 0.

2. On revient au cas général. On considere une matrice A, qui n’est pas
proportionnelle & I'identité, vérifiant la relation A? = bA+ I, pour un certain
b réel.

On note \; et g les racines complexes du polynéome X? — bX — 1.

a) Montrer que A; # Ay et que A; et Ao sont des valeurs propres de A.
_ _ X =) X=X\
On pose : p(X) = N et ¢(X) = NN
b) Montrer que P = p(A) (resp. @ = q(A)) est un projecteur dont I'image
est contenue dans le sous-espace propre de A associé a la valeur propre \;
(resp. A2). Montrer que A est diagonalisable.

¢) On suppose que A1 + Ay # 0. Montrer que si une matrice B € M,,(C)
commute avec A2 alors elle commute avec la matrice A.

Solution
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1. a) Il suffit de développer le membre de droite et de constater que 1'on
trouve A2,

b) Supposons que bc — ad # 0, on écrit A(A— (a+d)I) = (bc — ad)I et on
en déduit immédiatement que A est inversible et que A™! = (bc —ad) ™1 (A —
(a+d)I).

Si A est inversible, supposons que bc — ad = 0, alors la relation trouvée en 1.
a) implique que A = (a + d)I et par suite que a = b =c=d = 0 ce qui est
absurde.

De plus, lorsque A est inversible on a vu que A™! = (be—ad) ™ (A—(a+d)I),

on a donc :
-1 _ 1 —d b
A _bc—ad< c —a)

¢) On procede par récurrence. Pour n = 0, 1, 2 c’est évident. Supposons que
AF = g, A+ y,I pour n > k > 2, alors en multipliant par A"~ ! la relation
vérifiée par A on trouve :
A = (a + d)A™ + (be — ad) A1
=(a+d)[xnA+ ypI] + (bc — ad) [xp-1A + Yn—_11]
= ((a + d)xy + (be — ad)zp_1) A+ ((a + d)yn + (bc — ad)y,—1) 1
Donc A" € Vect {I, A} et la conclusion.
d) Si B € M3(C) commute avec A2, on en déduit que :
A?B = (a+d)AB + (ad — be)B = BA? = (a + d)BA + (ad — bc) B
Par suite, on a (a +d)AB = (a+ d)BA et par conséquent AB = BA puisque
a+d#0.

Dans le cas ot a + d = 0, un contre-exemple simple est donné en prenant :

10 0 0
A‘(o —1> etB_<1 0)

En effet B commute évidemment avec A2 = I mais ne commute pas avec A.

2. a) Comme X2 —bX — 1= (X — A\1)(X — \2), on voit que si A\; = Ay = A
alors —1 = Ao = A2 et b= 2.

D’ou A = =+i et par suite b = £21, ce qui est impossible puisque b € R.

On a donc bien A\ # As.

Supposons par exemple que A\; n’est pas une valeur propre de A, alors la
matrice A — ;I est inversible. Comme 0 = A2 —bA—1 = (A— X\ I)(A—)X21),
en multipliant par (A — A\ 1)~! on en déduit que A — oI = 0 ce qui est
contradictoire avec le fait que A n’est pas un multiple de l'identité. On
raisonnerait d’une facon analogue pour As.

b) C’est évident.
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c¢) De la relation vérifiée par A, on déduit immédiatement que :

PQ =p(A)g(A) =0
Comme p(X)+ ¢(X) =1, ona P+ Q = p(A) + q(A) = I et par suite
P2 = P24+ PQ =P, dou P? = P.
De la méme maniere, on montre que () est un projecteur.
Observons que (A — MI)P = ﬁ(/l — M)A —=XI)=0.
Il en résulte que Im(P) C Ker(A — A\ 1).
On montre d’une fagon analogue que Im(P) C Ker(A — A\ 1I).
Par suite £ = Im(P)®Ker(I — P) C Ker(A— M\ 1)@ Ker(A— A1), il s’ensuit
que Ker(A — A1) @ Ker(A — \2l) = E.

D’apres un théoreme du cours, ceci entraine que A est diagonalisable.

d) Si la somme des deux valeurs propres est non nulle, on voit que
b = A + X2 # 0 et par suite la relation A2 = bA + I implique (comme
en 1. d)) que B commute avec la matrice A.

Exercice 2.03.

Pour tout entier n > 2, on note £ = M,,(R) I'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels, E* = L(FE,R) l'espace vectoriel des
applications linéaires de E dans R, I la matrice identité d’ordre n.

A chaque matrice U = (u; j)1<ij<n de E, on associe I'application Ty de E

dans R, qui & une matrice M associe la somme des éléments diagonaux du
)
produit UM :

M = (m;j)i<ij<n = Tu(M) = )
i=1

n
Wi 515,
=1
1. a) Montrer que Ty € E*.
b) Déterminer la dimension de Ker(7y).

c¢) Montrer que pour toutes matrices U et M de E, on a :
Ty(M) =Ty U)=T(UM) =T;(MU)

2. Un cas particulier : n =2 et U = (1 1)

Montrer que Ker(7/) est 'ensemble des matrices de £ dont la somme des 4
coefficients est nulle et qu’il contient au moins une matrice inversible.

On suppose désormais que n > 2 et que U est une matrice non nulle.

3. Montrer que l'application ¢ : F — E* U — oU) = Ty, est une
application linéaire bijective.

4. Soit H un hyperplan de FE, i.e. un sous-espace de F de dimension n? — 1.



44 ESCP Europe 2014 - Oral

a) Montrer que pour toute matrice A non nulle de E' qui n’appartient pas
aHona:FE=H® Vect(A).
b) Prouver 'existence d’une matrice U de E telle que H = Ker(7y). On
note r = rg(U).
0 - -~ 0 1
1. 0
c) Soit les matrices de E: P = | ' :

0O --- 0 1 0
B ri=1 sil<i<r
et RT - (Tza])lgl,]gn’ avec {Ti j = 0 sinon

Montrer que P est une matrice inversible appartenant a Ker(Tg, )

d) En déduire que tout hyperplan H de E contient une matrice inversible.
(On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe deux matrices
inversibles S7 et Sy telles que : S1US; = R, et considérer la matrice
M = S;PS;.)

Solution
1.a) On a TU(M) ]R de plus :
Ty (M + AN) = Z Z Wi jmyi + Ayl = D0 > wigmys + A Y0 D0 i iny,

i=1j= i=1j=1 i=1j=1
= TU(M) + ATy (N).
ce qui montre que Ty € E*.

b) Si U est la matrice nulle, Ker(Tyy) = E entraine dim(Ker(Ty)) = n?.
Sinon Ker(7y) est un hyperplan de E en tant que noyau d’une forme linéaire
non nulle (car Ty (*U) = Y- - ui; # 0) et dim(Ker(Ty)) = n* — 1.

i=1j=1
c) x On écrit

Ty (M) = ; ;ui,jmjz— Z Zmyzuw = Z Zmﬂuw = Tu(U).

1=1j= Jj=1l1=

* T[d(UM) = U( ) et Tzd(MU) = TM(U)

2.SiM:(a b) alors :
¢ d
(1 1 a b\ (a+c b+d
o= (7 1) (8 h) = (050 o)

Donc Ty(M)=a+b+c+det Ker(Ty) ={M € E / a+b+c+d=0}.
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Par exdmple la matrice (é _01> est bien inversible.

3. x Pour tout M € FE :
e(U+AV)(M) =Typxv(M) =Ty (U +AV) =Ty (U) + AT (V)
= Ty(M) + My (M) = [p(U) + Ap(V)](M)
* o(U) = 0g~ si et seulement si VM € E, Ty (M) = 0 soit si et seulement si
U = Op et ¢ est injective.
Comme on est en méme dimension finie, au départ et a 'arrivée :

p: E— E* U ¢o(U) =Ty est un isomorphisme.

4. Soit H un hyperplan de E.
a) On a H N Vect(A) = 0g sinon A € H absurde.
Ainsi dim(H @ Vect(A4)) = n?—1+1 = n? = dim(E). Donc E = H & Vect(A).

b) Soit N € E,N = M + AA avec M € H. On définit une forme linéaire ¢
de E* par : /(N) = A. On peut vérifier que ¢ est linéaire et que H = Ker ¢.

Comme ¢ est unisomorphisme, on a ’existence d’une matrice U de E telle
que ¢ =Ty, d’ou H = Ker(Ty).

¢) On a rg(P) = n si et seulement si P est inversible et
Tr,(P)= > 2. rijPii= ) pii =0
i=1j=1 i=1
d) On pose M = S3PS; et on a : M inversible car P inversible. Puis :
Tr, (P) = Ts,vs, (S5 'MST") = Tra(S; " MS; ' 5,USs)
= Trq(S5 *MUSy) = Ts,(Sy *MU) = T1q(S5 ' SoMU)
=Ta(MU) =Ty (M).
Or Tg,(P) =0, d’ou Ty (M) = 0 ce qui entraine M € Ker(Ty) = H.

Donc tout hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible.

Exercice 2.04.

Cet exercice propose de déterminer, par différentes méthodes, les polynomes
réels P tels que P’ divise P.

1. Déterminer tous les polynomes P € R[X] de degré 2 tels que P’ divise P.

2. Soit P € R[X] de degré n. Montrer que si P’ divise P, alors il existe a« € R
tel que :

P(X) = (X +a) P'(X)

n

3. Méthode 1. Soit P € R[X] tel que P’ divise P.
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a) Pour k € N, déduire de la question 2. une relation de récurrence entre
P et PED ot P(F) désigne la dérivée k-ieme de la fonction polynomiale
identifiée a P.

b) En déduire tous les polynomes P € R[X] tels que P’ divise P.
4.Méthode 2.

a) Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables sur R telles que

Yz R, f(z) = (5 +a) f(z)
b) En déduire tous les polynomes P € R[X] tels que P’ divise P.

5. Méthode 3. Soit P(X) = Y a3 X" un polynome de R[X] de degré
k=0
n € N*, tel que P’ divise P.
a) Etablir une relation de récurrence entre les coefficients de P (on pourra
utiliser la question 2.).

b) En déduire les polynémes P € R[X] solutions.

Solution

1. Par coefficients indéterminés et identification :

2ad = a d=1/2
(aX2—|-bX—|—c)—(2aX—|—b)(dX—|—e)<:>{bd+2ae—b<:>{aeb/4
be = ¢ be = ¢
c="b?/4a
= qd=1/2
e=>b/4a
d’OfliP(X)ZaX2+bX+%za(X2+§X+%):a(X+%)2.

2. Par différence des degrés, le facteur est de degré 1; puis par identification
des termes de plus haut degré,
mn

Yo ap Xt = (BX +a) Y kapXF = B = 1
k=0 k=1 n
3. Par récurrence a partir de P(X) = (% + a)P'(X), puis par produit :
( _ Q) pp) — (K +a) pr+1)
n n
(n—1)!

P = (X + a)" P = (% + )" nla,

nt 1 n
Soit : P(X) = a(X + na)™ = a(X + b)". On vérifie alors que ces polynomes
conviennent.
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4. a) La résolution de I’équation différentielle donne 'existence d’une con-
stante u, donc d’une constante A\ telle que :

f(x) = pexp l/ t+nnadt] =Nz +na)”

sur chaque intervalle |—oo, —na[ ou |—na, +o00].

b ) D’ou les solutions polynomiales P(x) = A(z + na)™ sur R. On vérifie

5. a) Par identification :

S apXF = (K +a) > kapX* ! donne :
k=0 n k=1

Vke[0,n—1],ar = %ak + a(k + 1)ag41, soit :

VEk e [0o,n—1], (1 — %)ak = a(k+ 1)agt1

b) D’ot, par récurrence, Vk € [0,n — 1],
an(k +1 koK (T
ag = —7,5_,@ )ak+1 =" Fpn k(k)an
formule encore valable pour k£ = n ; puis :

P(X)=a, kZZ:O (Z) (an)" " XF =a,(X + om)n

et on vérifie une fois encore.

Exercice 2.05.
On note I3 la matrice identité de M3(R).

1. Montrer qu’il existe un unique a € R telle que la matrice J, =
a 0 1
1 1 1 soit une matrice de projecteur.
-2 0 -1
On suppose désormais que o prend cette valeur et on note J la matrice
associee.

2. Pour tout € R, on pose F(z) = I3+ (—1+e")J et G(z) = I3 — (1+¢e7)J.

Calculer, pour tout (z,y) € R?, F(z)F(y).
La matrice F'(z) est-elle inversible ?
La matrice G(z) est-elle inversible ?

3. Déterminer les éléments propres de J.

4. Pour tout (a,b) € R? on pose M, = alz + bJ. Montrer qu’il existe
une matrice P inversible telle que, pour tout (a,b) € R?, la matrice Agp =
P_IMGJ,P soit une matrice diagonale que 1’on explicitera.
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5. Montrer que si M, ; est inversible, alors :
Jdz e R, M, , = aF(x) ou My = aG(x).
Dans ce cas, calculer M;; en fonction de a,b, J et Is.
6. On pose : Cop = {A € M3(R) / AMyp = My A}
On suppose que M, ; est inversible.

Montrer que I’ensemble C, ; est un espace vectoriel et déterminer sa dimen-
sion.

Solution
a?2—2 0 a-1
1. Le calcul donne : J2 = a—1 1 1
—2a+2 0 -1

Ainsi J?2 = J si et seulement si o = 2.

2. Comme J? = J, le calcul donne F(z)F(y) = F(z +y).

On remarque que F(0) = I3, donc F(x)F(—x) = I3, F(x) est inversible
d’inverse F(z)~! = F(—x). On remarque de méme que G(z)G(y) = F(z+vy),
donc G(2)G(—z) = I3, donc G(x) est inversible d’inverse G(z)~! = G(—x).

3. Le polynéme X (X —1) est annulateur pour J donc les seules valeurs propres
possibles de J sont les racines 0 et 1 de ce polynome.

Si 1 n’est pas valeur propre, alors J — I3 est inversible et la relation
J(J — I3) = 0 se simplifie en J = 0, ce qui n’est pas vrai, donc 1 € Sp(J);
de méme on a 0 € Sp(J) car J # I3. Finalement on a :

Sp(J) = {0,1}
1 0 1
4. 0OnaJ—Is=| 1 0 1 | quiestderangl, doncdimKer(J—1)=2
-2 0 =2
et comme dim Ker J > 1 (question précédente), J est diagonalisable en :
1 0 0 a+b 0 0
J=P|0 1 0| P etalors P_lMa,bP = 0 a+b 0| =20
0 0 0 0 0 a

5. % Si b =0, alors M, = al est inversible si et seulement si a # 0, et alors

ona M, =aF(0) et Ma_; = %Ig.

* S1b # 0, alors My, = b(J — (—%)13) est inversible si et seulement si
J — ( — %)13 est inversible c’est-a-dire que —% n’est pas valeur propre de J
c’est-a-dire différent de 0 et de 1 soit a # 0 et b # —a. On a alors :
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Moy =a(ls+ 2J)

e Si g+ 1> 0, il existe x € R tel que 24— 1 =e” et alors My, = aF(z) et :
1 _lp = 1lp(_1n(b 1l b
M., = aF( x) = aF( 1n(a +1)) = aIg a(b+a)J

o Si 24—1 < 0, il existe x € R tel que 24—1 = —e” et alors M, = aG(x) et :
1 _ 1o =1lg(—1m (b S Oy
M, _aG( x)—aG( ln(a—I—l))—aIg a(b+a)J

Finalement, M, ; est inversible si et seulement si a # 0 et a + b # 0 et alors,
dans tous les cas, on a :

Mot =1r5- ﬁJ

6. L’ensemble C, 5 est le noyau de I'application linéaire A — AM, , — M, 1 A,
donc est un sous-espace vectoriel de M3(R).
Comme M, ;, = PA,,P~1, on remarque que :
A€ Ca,b < PAa’bP_lA = APAa,bP_l < Aa,bp_lAP = P_lAPAa,b

< P YAP € D,
en posant D, = {B € M3(R) / BAy,p = Ay pB}. Comme lapplication
A +— PAP~! est un isomorphisme (clairement linéaire et bijective de
réciproque B — P~!BP) la dimension recherchée est égal a celle de D, .

s t 0
On remarque que D, ; contient toute matrice de la forme | v v 0 |, et
0 0 w
le calcul montre la réciproque (en utilisant a # 0 et a + b # 0).
Donc D, ;, est engendré par les matrices élémentaires 'y 1, Ey 2, Fa 1, Fa 2, E3 3,

qui forment une famille libre, donc finalement dim M, ;, = 5.

Exercice 2.06.

A toute fonction f continue sur R, on associe la fonction F' définie sur R par :

1
pour tout z réel, F(x) = / tf(x—t)dt
0

xr

1. Démontrer que pour tout réel z : F(z) = / (x —u) f(u) du.

rx—1

2. En déduire que F est de classe C! sur R et montrer que :
V:UER,F’(x):/ f(u)du— f(z —1).
r—1

Pour tout entier naturel p, on note E, = R,[X] 'espace des polynomes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a p, que 'on identifie a ’espace
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des fonctions polynomes associé, F = ( fos f1,---, fp) la base canonique de
E,.

Soit L I'application qui a tout polynome P de E,, associe la fonction L(P)
définie par

Ve e R, L(P)(zx) = /OltP(ZL’ —t)dt

3. Pour tout entier ¢ € [0, p]], on note F; = L(f;).

. ~ 1 (1 k ok
a) Prouver que pour tout z réel, F;(z) = > —( )(—1) xR
Sk +H2\k

b) A l'aide du résultat de la question 2, donner une expression de F)(z).
En déduire une nouvelle expression de F;(x), ainsi qu'une forme simplifiée de

(2 1 Z
% wrz (i)
=k +2\k
4. a) Démontrer que L réalise un endomorphisme de E,,.

b) Déterminer la matrice M associée a L dans la base F. Donner en
particulier les termes de sa diagonale principale.

c) Justifier que L est un automorphisme de E,. Dans le cas ou p > 1, L
est-il diagonalisable ?

Solution

1. Pour tout réel x, on pose le changement de variable affine u = x — ¢, d’ou :

x

Fz) = /Oltf(a; —t)dt = /:_1 (o — ) f(w)du = / (2 —u) f(w)du ()

rx—1

220na:vVzeR F(z)=2x ' f(u)du—/x uf(u)du.

x—1 —1

Sous cette forme il est clair que F est de classe C!, et :

F@ = [ fwdu+a(f(z) - fe - 1) - (@) - (@ = Df{e = 1)
— [ fwdu— s

3. Pour tout entier ¢ € [[0, p], on note F; = L(f;).

- i ) .
a) La formule du bindome de Newton donne t(z—t)" = ) (;{;) thtl(—1)kgi=F
k=0
puis par intégration :
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b) D’apres 2. :

x

Fl!(z) = /x:fi(u)du — filz —1) = /m u'du — (x — 1)°

-1

il (g — 1)t

_ X _ _ —_ 1)
R S = i Al
i+2 _1)\i+2 _1\i+1
Donc : Fj(z) = —*% +‘ — (x 1? _ (@ : 1) + C.
t+1)E+2) (@+1)(E+2) i+ 1
Comme F;(0) = (z_—|—1)2 , on en déduit, en remplacant, que 'on a C =0 :
42 _ 142 o 1+1
Vo eR Fe)= —2— @D (=D,
t+1)@E+2) (@+1)(i+2) i+ 1
L (D i ()
' 1) : Fi(-1) = 1) 1)tk = S0 (—1)t =k
On tire de (1) (—1) kz::() A (—=1) kZ::O( )k+2
et de (2) :
FZ(_l) _ (_1)i+2 B (_2)i—|—2 B (_2)i+1 _ (_1 p 'L'.2i+1 +1

(i+1)(i+2) G+0)GE+2) i+1

L) oty
Sok+2 (i+1)(i+2)

4. a) Pour tout couple (P, Q) de polynomes de E, et tout couple (A, u) de
réels, on a clairement

Vo € R, L(AP + uQ)(z) = [AL(P) + pL(Q)](z), donc :
LAP + pQ) = AL(P) + pnL(Q)

D’autre part pour tout i € [[0, p], F; = L(f;) est d’aprés (1) un polynéme de
degré ¢ donc de E,,.

On déduit que L est un endomorphisme de E,,.

b) La matrice M de L s’obtient a partir des coordonnées dans la base F de
L(fo),L(f1), --., L(fp). C’est une matrice réelle d’ordre p + 1. Compte tenu
des expressions des L(f;), elle se présente sous la forme :
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1 1 (=1) (=1)”
2 3 1+ 2 p+2
1
0 3
0
M =
: 1
: 0 3 i
\0 0 0 3

C’est une matrice triangulaire supérieure dont tous les termes diagonaux sont
égaux a 1/2.
¢) On déduit de ce qui précede que M est inversible et que L est un

automorphisme de E,,.

La matrice M n’est pas diagonalisable car % est sa seule valeur propre : si

elle était diagonalisable alors L serait une homothétie et M serait diagonale,
ce qui n’est pas. Donc L n’est pas diagonalisable.

Exercice 2.07.
Soit n € N tel que n > 2. On considere ’espace euclidien R™ muni du produit
scalaire canonique donné par :
pour xr = (mla s 7:Cn)7y = (y17 s 7yn)7 <xay> = Z LiYi
i=1

Si u est un endomorphisme de R™ et A sa matrice dans la base canonique,
on désigne par ‘u I'endomorphisme de R™ canoniquement associé & *A. On a
donc :

(u(z),y) = (z, (u)(y)), pour tout couple (x,y) € (R™)2.

1. Soit u un endomorphisme de R”™. Montrer que Ker(u) = [Im(*u)]*.

2. Dans la suite, on considere un endomorphisme de R™ qui vérifie ||u(z)|| <
||z|| pour tout z € R™.

On dit alors que u est une contraction.
a) Montrer que u™ est encore une contraction pour tout entier n € N.
b) Montrer que ‘u est aussi une contraction.
¢) Montrer que Ker(u — Id) = Ker(*u — Id).
d) Prouver que les sous-espaces Ker(u—1d) et Im(u—1Id) sont supplémentaires
et orthogonaux.

e) Si z € R™, on pose pour tout m € N* :
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sm(@) = L (4 ule) + -+ u™ (),

et on note P la projection orthogonale sur les points fixes de u (c.a.d. sur
Ker(u — Id)).

Montrer que pour tout z € R", la suite (s,,(x)),, converge vers P(z), c’est-
a-dire que :

lim ||s;,(z) — P(z)|| = 0.

m— o0

3. On considere I'endomorphisme u de R? canoniquement associé & la matrice
cos(w) sin(w) 0
A= | —sin(w) cos(w) 0
0 0 1
ouw € R\ 27Z.
a) Vérifier que u est une contraction.
T
b) Soit z = | zo | € R3.
T3

tul@) e (@),

Quelle est la limite lorsque m tend vers 'infini de L o

Solution

1. Soit x € Ker(u), il vient (z,*u(y)) = (u(z),y) = 0 pour tout y € R™. 1l
s’ensuit que x est orthogonal a Im(*u).

Réciproquement, si # € Im(*u)® on a 0 = (x,'u(y)) = (u(x), (y)) pour tout
y € R™.

En prenant y = wu(z), on voit que ||u(z)||* = 0, d’olt u(x) = 0 et par suite
z € Ker(u).

En récapitulant, on obtient bien Ker(u) = Im(*u)*.
2. a) On montre cette propriété par récurrence. Elle est évidemment vraie
pour n =0, 1.
Supposons cette propriété vraie au rang n, alors on a :
[ (@) = [lu™(u(@)]] < u(@)]| < [lz]

et la conclusion.

b) Soient u une contraction et z € R™. En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on obtient :

IFu(@)]* = (“u(@) | u(@)) < [luCw@)llz] < u@)]]],

d’ou ||'u(x)|| < ||z||. Ainsi, u est aussi une contraction.

c) Soit & € Ker(u—1)\{0}, il vient : [|z[|* = (u(z),2) < [lu(@)][[|lz]| < [l=]]?,
d’ott {fu(x),z) < ||z|>.
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Ecrivons 'u(x) = ax + y ol y est orthogonal a x, on voit déja que

lz)1* = (‘u(z) | z) = al|z||” + (z | y) = al|z||* et par suite a = 1.

On a donc ||z]|? > [[fu(x)]]? = ||z||* + ||y||* et par suite y = 0.

Il en résulte que Ker(u — I) C Ker(*u — I). Comme *u est une contraction
et !(*u) = u, on peut échanger les roles de u et ‘u et on obtient I’égalité
souhaitée.

d) Compte tenu de 1’égalité précédente et de la question 1), il vient
(Ker(u — 1)) = (Ker(tu — )" = Im(*(*fu — 1)) = Im(u — I)).
e) Si x € R™, on décompose x suivant la somme orthogonale

R™ = Ker(u — I) @ Im(u — I), en x = a + b avec b = ¢ — u(c). On obtient
alors :

Sm(z) —a = spm(a) — a4+ sm,(b) = sm(b)

_ 1 (e—u(@)+--(u(e) —u")(e) _ 1 el
T om+1 m+ 1 —m+1(c u (C))
On a vu que u™T1 est encore une contraction, d’ou :
(@) = P@)]| = llsm(@) = all < 72 (lel + la™+ @)ll) < 2 le]l

I en résulte bien que s,,(x) converge vers P(z).

3.a) Six="z,22,23) ER? ona:
|u(x)||? = (cos(w)xy + sin(w)m2)2 + (—sin(w)x; + Cos(w)m2)2 + 23
lu(@)? = 21 + 23 + 25 = ||z,
Il s’ensuit que u est une isométrie, donc une contraction.
b) On voit facilement que Ker(u — I) = {(0,0,t);t € R}. Il résulte alors

de la question 2. e) que les moyennes considérées convergent vers le point

(O, O, .1'3).

Exercice 2.08.

Dans cet exercice, on étudie les matrices A de M3(Z) (c’est-a-dire a coeffi-
cients dans Z) vérifiant :
il existe p € N* tel que AP = I3
Dans toute la suite, soit A une telle matrice.
1. a) Montrer que la matrice A est inversible. Donner son inverse.

b) Déterminer les valeurs propres possibles de A.
On admet que la condition imposée entraine que A est diagonalisable sur C.

2. Montrer que si A admet une valeur propre complexe non réelle A, alors elle
admet aussi pour valeur propre le nombre complexe conjugué \.
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On rappelle que pour toute matrice M, la trace de M est la somme de ses
coefficients diagonaux et que deux matrices semblables ont méme trace.

3. a) On suppose que A n’admet pas de valeur propre complexe non réelle.
Montrer que A? = I5.

b) On suppose que A admet une valeur propre complexe non réelle. Soit
f un argument de cette valeur propre. Montrer que 2cosf € Z. Quelles sont
les valeurs possibles de 6 7

c¢) Montrer que dans tous les cas on a A2 = I;.

Solution
1. a) Comme AP~'xA = I, la matrice A est inversible et A~1 = AP~1,

b) Si A est une valeur propre de A alors AP = 1, ce qui entraine que \ est
une racine de I'unité d’ordre p.

2. 81 AX = \X, alors AX =\ X : fin.

3. a) Si A n’a pas de valeur propre complexe, alors spec(A) C {—1,1} (et
méme spec(A) C {1} si p est impair). Comme A est diagonalisable, elle est
donc semblable & une matrice diagonale D telle que d; ; € {—1,1}. On a donc
D? =I5 et il en est de méme de AZ.

b) Si A = e’ est valeur propre non réelle, alors e~* I’est aussi et le terme
manquant dans la réduite diagonale est nécessairement —1 ou 1 (sinon la
trace serait complexe non réelle!) et comme la trace est méme entiere, on a
2cosf +1 € Z.

Donc 2cosf € Z et cosf peut valoir —1/2,0,1/2 (—1 et 1 sont interdits car
¢’ est non réel)

Bref 0 peut valoir 7/3,7/4 ou 2w /3 (car on peut supposer 0 < 6 < 7)

Dans chaque cas (e?)12 = (£1)!2 = 1 et D'2 = I3, donc A'? = I3. Le cas a)
ne change pas la conclusion finale et on ne peut pas faire mieux que 12 car
c’est le plus petit commun multiple des puissances adéquates possibles.

Exercice 2.09.

On note R[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels et, pour tout
k € N, on note Ri[X] I’ensemble de ces polynomes de degré au plus k. On
munit R[X] du produit scalaire défini par :

(P,Q) = /0 P(H)Q() dt.

L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de R[X] pour ce produit scalaire
est noté .
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Pour tout j € N, soit le polynéme L; = (XJ(1 — X)j)(j) (polynéme dérivé
d’ordre j du polynome X7(1 — X)7).
1. a) Montrer que si P(0) = P(1) =0, alors (P’,Q) = —(P,Q’).

b) Pour tout & € N*, montrer que si 0 et 1 sont racines d’ordre k de P,
alors (P, Q) = (=1)"(P,Q™).
2. a) Déterminer, pour tout j > 1, le degré de L, et montrer que L; est
orthogonal & R;_;[X].

b) Montrer que pour tout n € N, (L;)o<;j<n est une base orthogonale de
R, [X].

3. Soit n € N* et E = R, [X]. Soit un polynéme A € E non nul, et soit
fa : E — FE D'application qui a tout polynéome P € FE associe le reste de sa
division euclidienne par A.

a) Montrer que fa est un projecteur de E; déterminer son noyau et son
image.

b) Montrer que si A n’est pas de degré n et posséde au moins une racine
réelle «, alors f4 n’est pas un projecteur orthogonal.

Solution
1. a) Par intégration par parties on a :
(P',Q) = [P(HQ(1)], — (P,Q") = —(P,Q")

b) D’apres la caractérisation de 'ordre k d’une racine zg, si 0 (resp. 1) est
racine d’ordre k de P, alors c¢’est une racine d’ordre &k — 1 de P’.

On montre par récurrence sur k € N la relation : pour tout P,Q € R[X], si 0
et 1 sont racines d’ordre k de P, alors (P®) Q) = (—1)F(P, Q).

La relation est évidente pour k = 0; si elle est vraie a ’ordre k on la montre
a lordre k& + 1 en appliquant I’hypotheése de récurrence a P’ et Q puis en
appliquant la question 1. a)

2. a) Le polynome L; est de degré (j + j) — j = j (degré d’un produit et
degré de la dérivée j-ieme).
Comme 0 et 1 sont racines d’ordre j de X7(1 — X)7, d’apres 1. b), pour tout
QeR;_1[X]ona:
(_1)j<Lj7Q> = <X](1 o X)j7 Q(J)> = <X]<1 - X)J7O> =0

b) La famille (L;)o<j<n est orthogonale, formée de vecteurs non nuls
(d’apres le degré) donc elle est libre; comme dim(R;_;[X]) = j c’est une
base.
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1
Remarque : la base n’est pas orthonormale car ||L;]|? = / (1 —2t)2dt =
0

Wl

3.a) 81 P, = AQ; + R; avec deg R; < deg A (i =1 ou 2), alors on a :
AP, + Py = A()\Ql —+ Qg) —+ (/\Rl + RQ), avec deg(/\Rl + RQ) < deg A.
Par unicité dans le théoreme de division euclidienne, on a donc :

fAAPy + Po) = ARy + Ry = Afa(Py) + fa(P)
Puis :
PeKerfs<= R=0<= P=AQ <= P € AR[X| N E, soit :
Ker fa = AR[X]NE
Il est clair que Im fg C Rygeg a)—1[X]; c’est une égalité car f4(R) = R si
R € Rgeg 4)—1[X], et cette relation prouve aussi que fa 0 fa = fa.

b) Soit B tel que A = (X — a)B, alors B € Rgeg a)—1[X] = Im f4 et
(X —a)AeKerfg;orona:

(X — )4, B) = {(X - a)2B, B) = [|(X - a)BJ2 = [ A]> > 0

Donc Im f4 et Ker f4 ne sont pas orthogonaux.

Exercice 2.10.
Dans tout I’exercice n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit A € M, (R). On dit qu'une matrice R € M,,(R) est une racine carrée
de A lorsque R? = A.

1. Déterminer toutes les racines carrées de la matrice nulle de Mo (R).

2. Dans cette question, on s’intéresse aux racines carrées R € M, (R) de la
matrice nulle de M,,(R).

Soit R une telle matrice et f I’endomorphisme de R"™ de matrice R dans la
base canonique de R™ ; enfin, soit r le rang de f.

a) Comparer Im(f) et Ker(f) et montrer que r < n/2.

On suppose r > 1; on note (61, ceey €y €, .,en_r) une base de Ker(f)
telle que (61, e e,o) soit une base de Im(f).

b) Justifier que, pour i € [1,r], il existe un vecteur u; de R™ tel que
f(u;) = e;. Montrer qu’alors la famille B = (61, T S B ur) est une
base de R" et expliciter la matrice M, de f dans cette base.

¢) En déduire une expression de toutes les matrices de M,,(R) qui sont

racines carrées de la matrice nulle de M, (R).
Expliciter dans le cas n = 4.

3. Dans cette question, on s’intéresse aux racines carrées R € M, (R) de la
matrice identité I,, € M, (R).
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a) Déterminer les matrices diagonalisables R € M,,(R) qui sont racines
carrées de I,,.

Soit R une racine carrée de I,, ; on note encore f l’endomorphisme de R™ de
matrice R dans la base canonique de R".

b) Montrer que Ker(f + id) N Ker(f —id) = {0}.
c¢) Déterminer deux polynomes P et ) de R[X] tels que :
PX)(X+1)+QQX)(X-1)=1
En déduire que R™ = Ker(f + id) @ Ker(f — id).
d) Justifier que f est diagonalisable et en déduire toutes les solutions R
cherchées.

Solution
1. On résout :
) a?+bc =0
a b\ d>+bc =0
(c d) =0= alc+d) =0
ba+d) =0

e Si a =0, alors bc = 0, donc d = 0, et b ou ¢ nul, donc R = <8 8) ou

R = (O O), qui conviennent ;

c O
e Sia # 0,alorsd = —cet bc = —a®> # 0, donc a +d = 0, d’ou
a=c=—d#0; puis bc = —a? donc b = —a; soit R = (Z :Z) qui
convient.
2. a) f2 = 0 entraine Im(f) C Ker(f); le théoréme du rang donne

r + dim[Ker(f)] = n, d’ou 2r < n.

b) Pour i € [1,7],e; € Im(f), donc a des antécédents par f;
On a, en composant par f, puisque f2 = 0 et e; € Ker(f) pour i €
[r+1,n—r7r]:

n—r r r n—r r
0= > e+ > Biuj=> o flu)+ > e+ > Biu;
i=1 j=1 i=1 Jj=1

1=r—+1

— iﬁjf(uj): iﬁjejzo
7j=1 7j=1

n—r

donc tous les 3; sont nuls car (eq,...,e,) libre; puis > «;e; =0 et tous les
i=1
a; sont nuls car (eq,...,e,_,) libre; ainsi B est libre de cardinal n donc est

une base de E.
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0 O

c¢) Ainsi, si R convient, on a R = 0 ou R est semblable a une matrice M,
avec r < n/2. Réciproquement toutes ces matrices conviennent.

Pour n =4, R = 0 ou R semblable a :

La matrice M, est alors donnée par M, = <O Ly )

00 0 1 001 0
00 0 0 00 0 1
Mi=10 09 0 ofl°“M=1¢ g o o
00 0 0 000 0

3. a) Si PT1RP = diag(A1, -+, \n), alors :
R? = I, <= diag(\1,..., \,)? = diag(\},..., \2) =1,
Vi, \; € {-1,1};
Réciproquement, ces matrices conviennent.

b) Un vecteur u appartenant a Ker(f +1id) NKer(f —id) vérifie u = f(u) =
—u donc u = 0.
c¢) Les polynomes P = 1/2 et (Q = —1/2 conviennent ; en appliquant a f
on a ) .
et en appliquant a u € R",
S +id)(u) — S(f —id)(u) =u
On a:wu = %(f + id)(u) € Ker(f — id) car f2 —id = 0, et de méme

U = —%(f —1d)(u) € Ker(f + id); d’ou le résultat puisque 'on sait que

I'intersection est réduite au vecteur nul.

d) R™ est somme directe de sous-espaces de f, donc f est diagonalisable et
la question 3. a) donne toutes les solutions.

Exercice 2.11.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et M, (R)
I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Pour tout couple (k,£) appartenant & [1,n]?, F), désigne la matrice appar-
tenant a M,,(R) dont le coefficient situé sur la k-eme ligne et la f-eme colonne
vaut 1 et dont tous les autres coefficients sont nuls.

On rappelle que (Ek ) (x,0)e[1,n]> est une base de M, (R).

Pour tout réel K, on définit les ensembles :

e L = {M = (mi;) € My(R) / Vi € [1,n], é mi; = K}.
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o Cx = {M = (mi;) € Mn(R) / Vj € [L,7], émm _ K},

KeR KeR

1. a) Montrer que Lg est un espace vectoriel.
b) Montrer que Lg est engendré par la famille de matrices :
(Ei,j - Ei,n)(z’,j)e[[1,n]]><[[1,n—1]]
c¢) Déterminer la dimension de Ly.
2. a) Soit K un réel.

Montrer que, pour toute matrice M € M, (R), M appartient a L si et
seulement si M — K.I,, appartient a L.

b) Montrer que L = Vect{I,,} & L¢ puis en déduire la dimension de L.
3. a) Soit M = (m, ;) € Lo. Montrer que M appartient a Cy si et seulement
n
si, pour tout j € [1,n —1], >  m;,; =0.
i=1

b) En déduire une base et la dimension de Ly N Cy.

4. a) Montrer que, pour toute matrice M € M, (R), M appartient a L N C
si et seulement s’il existe un réel K tel que M appartienne a Lx N Ck.

b) Déterminer la dimension de I'espace L N C.

Solution

1. a) Notons U la matrice colonne dont tous les éléments valent 1 :
M € Ly <= MU = 0 (colonne nulle),

donc L est le noyau de ’application ¢ : M — MU, qui est clairement linéaire
de M, (R) dans M,, 1(R) : Loy est un sous-espace vectoriel de M, (R).

n—1
b) M € Lo <= Vi,m;n,=— Y, m;;.
j=1

Ainsi, en utilisant la décomposition de M dans la base des E; ; :
M =3 mi;Ei;

1,5

n n—1

= Z Z mm(Ei,j _Ei,n) < Vect{Ei,j — Ei,na (’L,]) € IIl,TL]] X [[1,’)’1,— 1]]}

i=1j=1
On vérifie aisément que ces matrices E; ; — E;,, sont bien dans Lo, ce qui
donne la réponse a la question
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c) La famille (E; ; — E; n) (i j)ep,n]x[1,n—1] est une famille libre de M,,(IR).

n n—1

En effet, soit (m; ;) une famille de scalaires telle que Y > m; ;(E; j—E;n) =
i=1j=1
0.
n n—1 n n—1
Alors : > > my;Ei;— > (> mij)Ein =0 et, pour tout (i, ), m;; = 0.
i=1j=1 i=1 j=1

Ainsi, c’est une base de Ly et comme elle contient n(n — 1) éléments
dim Ly = n(n — 1).

(on pouvait aussi remarquer que ¢ est surjective, car pour M = (C|0]...|0),
on a (M) = C et appliquer le théoreme du rang)

2.a) M € Ly <= MU = KU <= (M — KI,)U =0 < M — KI,, € L.
by MelL<=3dKecRtelque M € Ly <— 3K, M — KI, € Lg
<= M € Vect{l,,} + Lo.
Lo N Vect{Il,} = {0} étant clair, on a : L = Vect{I,} ® L.

D’apres la formule de Grassmann : dim L = 1 + n(n — 1).

3. a) Soit M € Ly. La somme des éléments de chaque ligne est nulle, donc la
somme de tous les coefficients est nulle et la somme des éléments de chaque
colonne est nulle si et seulement si la somme des éléments de chacune des
n — 1 premieres colonnes est nulle :

SiMELo,MECO<:>\V/j€[[1,n—1]], ZmU:O
=1

b) En utilisant un raisonnement analogue au précédent, ou en transposant,
on montre que Cj est un espace vectoriel. Ainsi, Ly N Cy est 'intersection de
deux sous-espaces vectoriels de M, (R) et Lo N Cy est un espace vectoriel.
Un élément de Lo N Cy est donc parfaitement déterminé par son bloc
(n—1,n — 1) situé en haut a gauche.

I est donc combinaison linéaire des matrices E; j — E; ,, — By, ; + Ey, 5, (pour
ajuster la nullité par ligne et par colonne, ainsi que pour la derniere ligne et
la derniére colonne)
Ainsi, la famille (F;; — E;n — Enj + Enn)gjepin—1]> est une famille
génératrice (et libre par un argument analogue a celui de la question 1.b)) de
Lo N Cy done c’est une base de Lo N Cy. Ainsi :

dlmLO N CO = (n - ].)2

4. a) On raisonne par double implication. Soit M € M, (R).

(<) S’il existe un réel K tel que M € Lxg NCk, alors M € LNC.
(=) On suppose que M € LNC. Alors, il existe K, K’ € R tels que M € Lk

n n
et M € Ck. Ainsi, pour tous ¢,5 € [1,n], > m;; = K,> m;,; = K’
=1 i=1
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Ainsi: > > m;; =nK =nK'et K = K', donc M € L N Ck.

i=1j=1
Finalement, M € LN(C si et seulement s’il existe K € R tel que M € LxNCk.

b) Ainsi M € L N C si et seulement s'il existe K € R tel que M — K1, €
LoNCy.

Donc, LN C = Vect{l,} ® (LoNCy), et dimLNC =1+ (n—1)%

Exercice 2.12.

Soit n € N*. On note I,, la matrice identité d’ordre n. Soit A une matrice
carrée d’ordre n a coefficients complexes.

1. a) Montrer que si A est diagonalisable, alors A% I'est également.

b) En s’intéressant a la matrice d’ordre n > 2 qui a un 1 dans le coin
supérieur droit et des 0 partout ailleurs, montrer que la réciproque est fausse.

2. Montrer que si A est diagonalisable, alors il existe £k € N* et aq, -+, € C
deux a deux distincts tels que :
(A—aqly,) - (A—agl,) =0.

3. On veut montrer la réciproque en terme d’endomorphismes, a savoir :
«pour tout endomorphisme f d’un espace vectoriel complexe E de dimension
finie, s’il existe k € N* et ay, -+, € C deux a deux distincts tels que :

(f — (XlidE) ©0---0 (f — OékZdE) = O,
alors f est diagonalisable »
On procede par récurrence sur k > 1.

a) Pour tout aq,- -, ak,apr1 € C, deux a deux distincts, montrer qu’il
existe un polynome P et un nombre complexe 3 tels que qu’on ait ’égalité
suivante entre polynomes :

1=(X—apt1)P+B(X —ag) (X —ag).
b) On suppose que le résultat voulu est vrai pour lentier k et que 'on

a un endomorphisme f (d'un espace E de dimension finie) et des nombres
af, ..., o, a1 € C) deux a deux distincts tels que :

(f —aatdg)o---o(f —aridg) o (f — art1idg) = 0.
i) Montrer que le sous-espace vectoriel F' = Im(f — ay41idg) est stable

par f.
On note alors g 'endomorphisme de F' défini par : Vv € F, g(v) = f(v).

ii) Calculer (g — ayidp) o--- 0 (g — axidp).

iii) Montrer que tout vecteur v € F s’écrit sous la forme :
v=uwv1 + -+ vy, avec v; € Ker(f — a;idg) pour tout j de [1,k].

c¢) Conclure.
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4. Montrer que si A2 est diagonalisable et A est inversible, alors A est
diagonalisable.

Solution

1. Si A est diagonalisée en A = PAP™! alors A2 = PA?P~! et A? est
encore diagonale.

Contre-exemple de la réciproque : la dite matrice A est triangulaire supérieure
avec les 0 sur la diagonale donc Sp(A) = {0}. Si A était diagonalisable, elle
serait semblable a la matrice nulle, donc serait la matrice nulle, ce qui n’est
pas.

Par ailleurs A2 est nulle donc diagonalisable, car diagonale.

2. Si ay,---,a, sont les valeurs propres de A (sans répétition) et si on
diagonalise A en A = PAP™! en posant M = (X — ay)-+ (X — ay), le
calcul donne bien :

(A—oail,) - (A—apl,) = M(A) = PM(A)P~1 =0
3. a) Par division euclidienne de (X — ay)--- (X — ag) par (X — agy1), il
existe @, R € R[X] tels que :
(X —aq) - (X —ag) =Q(X —ag+1) + R, avec deg R < deg(X — ag41) =1
Ainsi R est une constante, qui ne peut étre nulle, sinon a1 serait racine de

(X—aq) -+ (X —ag), ce qui est impossible car ay, - - -, a, a1 sont distincts.

On conclut en divisant ’égalité par R et en prenant § = % et P= —%Q.

b) i) Pour tout v € F, il existe u € E tel que v = (f — ax41id)(u) ; alors :
f) = (f o (f = ar1id))(v) = (f — ar+1id)(f(u)) € Im(f — qpprid) = F

i) (9 — ayidp)o---o(g— agidp)(v) =
((f —aaid) o ---o (f —ayid) o (f — agyaid))(u) =0
iii) D’apres 'hypothese de récurrence a 'ordre k, 'endomorphisme g
est diagonalisable ; de plus comme on dispose d’un polynéme annulateur, les

valeurs propres possibles sont aq, ..., ag, et donc :
k
F = & Ker(g — axidp)
j=1

d’ou le résultat annoncé.

c) D’apres 3. a), en remplacant X par f, puis en évaluant en v € FE
quelconque, d’apres 3. b), on a :
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v=B(f —aiid) - (f — agid)(v) +(f - Oék+1id)(P(f)(fU))j

~~

€lm(f—oay41id)
= B(f—aqid) - (f — agid)(v) 4v1+ -+ vy avec v € ker(f — a;id)

~"

elm(f—oqid)---(f—arid) Cker(f—ag411d)
Ainsi la somme des espaces ker(f — aqid), ... ker(f — axid), ker(f — agy1id)
contient I/, donc f est diagonalisable.
On conclut par récurrence sur k en remarquant que le cas k = 1 (i.e. f = Ajid)
est évident.

4. A? est diagonalisable, d’apres la question 2 précédente il existe a1, ..., ax
distincts tels que
(A2 —aql,) -+ (A% —apl,) =0

Comme A est inversible, il en est de méme de A2 ; donc, quitte & simplifier
’égalité ci-dessus par A2 si I'un des a; vaut 0, on peut supposer que tous les
a1, ...,q sont non nuls.
Alors I'équation 22 = a; possede deux solutions z; et —z; non nulles, donc
I’égalité précédente s’écrit :

(A—211,) (A4 211y) - (A — 2 lp)(A+ 2z L,) =0
Les nombres zy,—2z1,..., 2, —2r sont distincts, donc A est diagonalisable
d’apres le résultat de la question 3.

Exercice 2.13.
Soit E un R-espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E tel que :
3f3—f2—f—Idg=0
1. a) Factoriser T'= 3X3 — X? — X — 1 en produit de facteurs irréductibles
de R[X].
b) Montrer que T admet une unique racine réelle et deux racines complexes
conjuguées notées a et a.

c¢) Calculer a + @ et aa.

2. On considere les trois polynomes :

X)X —a) o (XX @)
P = =i —o) ’LQ(i)‘ (=0 =2)
X—a)(X -«
LX) = "= 1=

Montrer que (L, Lo, L) est une base de Co[X].

3. Pour tout entier n € N, on appelle R,, le reste dans la division euclidienne
de X" par T.
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a) Expliciter Ry, Ry et Rs.
b) Expliciter Rs.

c¢) Montrer que pour tout entier n € N, il existe un unique triplet
(@, bp,cn) € C3 tel que :
R, =a,L1+ b,Lo + ¢, Ls.

d) Montrer que pour tout entier n € N, f™ = a,,L1(f)+bnLa(f)+cnLs(f).
e) Exprimer a,, b,, ¢, en fonction de n et de a.

f) Montrer que les suites (a,), (bn) et (¢,) sont convergentes de limites
respectives notées a, b, c.

g) On pose h = aL1(f)+bLa(f)+cLs(f), montrer que h est un projecteur.

Solution

1. a) On constate que T(1) = 0, d'ott T(X) = (X — 1)(3X?% + 2X + 1).
Le polynéme du second degré Q(X) = 3X? + 2X + 1 a un discriminant
strictement négatif : il n’a donc pas de racine réelle et ne se factorise pas
davantage dans R[X].

b) La question précédente montre que 7" admet une seule racine réelle

1 et deux racines complexes conjuguées qui sont les racines de Q(X) =
3X24+2X +1.

c) Avec 3X%2 +2X +1 = 3(X — a)(X — @), on obtient : o + @ = —%,
— 1
o = %.

3

2. Comme on a une famille de trois polynémes dans ’espace vectoriel Co[X]
de dimension 3, il suffit de montrer que la famille est libre pour pouvoir en
conclure que c’est une base.

Soit (A, u,v) € C? tel que ALq(X) + puLo(X) + vL3(X) = 0.

— En évaluant en 1, comme Lq(1) = La(1) = 0, on trouve v = 0.

— En évaluant en o, comme L;(a) = L3(a) = 0, on trouve pu = 0.

— En évaluant en @, comme Lqo(@) = Lz(@) = 0, on trouve A = 0.

La famille (L1, Lo, L3) est donc libre. C’est ainsi une base de C5[X].
3. a) Facilement : Ry(X) =1, R1(X) = X et Ro(X) = X2
b) La division euclidienne de X par T s'éerit X3 = 1 T+ (X2 + X +1)
avec pour quotient Q3 = % et pour reste R3 = %(X2 +X+1) de degré 2 < 3.
c) Par définition de la division euclidienne, le degré du polynéme R, est
strictement inférieur au degré du polynome par lequel on divise : T',i.e.

deg(R,) < 3. Donc, R, € Co[X].



66 ESCP Europe 2014 - Oral

Comme (Lj, Lo, L3) est une base de Cy[X], il existe un unique triplet
(@n,bp,cpn) dans C3 tel que R,, = ap Ly + by Lo + ¢, L3.
d) Par définition de la division euclidienne, il existe un unique couple de
polynémes (Q, R,) tel que
X" =T(X)Qn(X) + Rp(X)  (¥%)
avec deg(R,) < 3. En évaluant cette égalité polynomiale pour X = f et en
se rappelant que, par hypothese, T'(f) = 0, on trouve :

fr= Rn(f) - anLl(f) +b L2( ) + CnLB(f)
e) On vient de voir que X" = ( )Qn(X) + Ry (X) ().
En évaluant en 1, comme 7'(1) = 0, L1(1) = 0, La(1) =0 et L3(1) = 1, on
trouve
1=R,(1) =anLi(1) +b,Lo(1) + cpLs(1l) = ¢,

De méme, en évaluant (xx) en o, comme T'(a) =0, L1(a) =0, La(a) =1 et
Ls(a) = 0, on trouve

a" = R, (a) = apLi(a) + by La(a) + ¢ Ls(a) = by,
Enfin, en évaluant (xx) en @ :

a” :Rn( )—anLl( )+b L2( )+CnL3( )—an

f) On a |a| < 1. Donc, lim o™ = lim @" = 0.
n—oo n—oo

Par conséquent, les suites (a,) et (b,) convergent vers 0, alors que la suite
(cn,) qui est constante converge vers 1.
— aid)(f —@id) _ 1.
Onadonc:h=1L :(f at 2 4 + 5td
Il reste a vérifier que h o h = h, ce qui se fait simplement en développant et
en remplacant f2 et f* par leurs expressions en fonction de id, f, f2 ...

Exercice 2.14.

1 1 -1
1. Soit lamatrice F = [ 1 1 1 |,et f’endomorphisme de R? de matrice
1 1 1

F' dans la base canonique, notée C.

a) Déterminer le noyau et I'image de f, et vérifier qu’ils sont supplémentaires
dans R3.

b) Déterminer une base B de R? dans laquelle la matrice de f est de la
forme (par blocs) :

M:<1(4)1 8) avec A € GL2(R)

c) Déterminer un polynéme annulateur P de f de la forme P(X) =

XQ(X), avec Q(0) # 0.
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Plus généralement, soit un entier n > 2 et g un endomorphisme de R™ non
ingectif. On note r son rang.

2. On suppose que R™ = Im(g) ® Ker(g).

a) Justifier qu’il existe une base B de R™ dans laquelle la matrice de g est
de la forme (par blocs) :

M = <61 8), avec A € GL,.(R)

b) En déduire qu'il existe un polynéme annulateur P de g tel que P(0) =0
et P'(0) # 0.
3. On suppose maintenant qu’il existe un polynome annulateur P de g de la
forme P(X) = XQ(X) avec Q(0) # 0; on note K = Ker [Q(g)].

a) Montrer par double inclusion que K = Im(g).

b) Déterminer deux polynomes C et B tels que C(X)Q(X)+ B(X)X = 1.

¢) En déduire que K N Ker(g) = {0}.

d) Montrer que R"™ = Im(g) ¢ Ker(g).

Solution
1 1 -1
1. a) On a Ker(f) = Vect | —1 | et Im(f) = Vect 1 1 . Ces
0 1 1
deux sous-espaces vectoriels sont bien supplémentaires car d’intersection nulle
et de dimensions ad hoc..

b) 1l suffit de prendre B adaptée & R?® = Im(f) & Ker(f); alors A =
M(flum(s)) est inversible. Par exemple :

1 ~1 1 2 0 0
B=|{1],[ 1 |,[-1 donne M=|1 1 0
1 1 0 0 0 0

c¢) La matrice M est triangulaire et a pour valeurs propres 0, 1 et 2, donc
est diagonalisable et semblable & D = diag(2,1,0) qui annule le polynéme
P(X)=X(X—-1)(X —2), donc M aussi.

2. a) Procédons comme ci-dessus : on prend B adaptée & R3 = Im(g)®Ker(g) ;
alors A = M(g|im(y)) est inversible.

b) A admet un polynéme annulateur R = X*Q, avec Q(0) # 0; et A
inversible donne Q(A) = 0. Alors P = X (@ convient.

3. a) Soit Q(X) = Zq: ap X*, avec ag = Q(0) # 0.
k=0
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ey =g(x) € Im(g) = 0= Pg)(z) = Qg) oglz) = Q(g)(y); donc
Im(g) C K

1 €K — 0=Q)() = X arg*(@) — 2= T 3 ang"(@) € m(g);
d’ott K C Im(g). - -

q—1
b) En prenant C' = al et B(X)= Y by X"* ona:
0 k=0

q q—1
LS apXE 4 Y X =1 = Vk, by, = — 2kL
a0 x=o k=0 ao
c) D’apres la question b) :

z e KNKer(g) = = =C(g) o Q(g)(x) + Blg) 0 g(x) = 0.

d) Im(g) et Ker(g) sont d’intersection nulle donc sont en somme directe,
et ils sont supplémentaires grace au théoreme du rang.

Exercice 2.15.

Dans tout cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On note :
Pn(R) ={A e M,(R)/Vp e N* 3B € M,(R), tel que A = BP}

1 0 2
1.Soit A=|0 2 4
0 0 4

a) Montrer que A est diagonalisable.
b) Montrer que A € P3(R).

1 0
0 -2

3. Soit N € M,,(R) non nulle vérifiant N™ = 0. Montrer que N ¢ P, (R).

2. Soit A = ( ) Montrer que A ¢ P2(R).

4. Dans cette question N est une matrice non nulle, telle qu’il existe £ € N*
tel que N* =0 . On pose A =1, + N.

a) Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalis-
able 7

b) Soit V' un polynéme de R[X]. On suppose qu’au voisinage de 0, on a :
V(x) = o(x?), ou g € N.
Montrer qu’il existe un polynome @ tel que V(X) = X9Q(X).

c) Soit p € N*. Montrer que pour tout ¢ € N* il existe un polynoéme
U, € R[X] tel qu’au voisinage de O on a : 1 + = = (Uy(x))? + o(z9).
(On pourra utiliser le développement limité de (1 + x)®).

d) En déduire que I, + N € P,(R).
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Solution

1. a) La matrice A est triangulaire supérieure : ses valeurs propres se lisent
sur la diagonale. Ce sont : 1,2,4. La matrice A d’ordre 3 admet 3 valeurs
propres réelles : elle est diagonalisable sur R.

1 0 0
b) On peut écrite A= PDP~ !, avecD= |0 2 0
0 0 4
1 0 0
Soit pe N*et D, = [ 0 2Y/P 0
0 0 4/

Alors B = PD;,,P_1 vérifie A = BP.

2. Montrons qu’il n’existe pas de matrice B € M3(R) telle que B? = A. Par
I’absurde si B2 = A, alors AB = BA = B3.
La matrice A est diagonale avec deux éléments distincts. La commutation

a 0). Ainsi B2 = A

montrer qu’alors B est également diagonale et B = (0 b

entraine b> = —2 qui n’a pas de solutions réelles.

3. a) Soit q l'ordre de nilpotence de N, soit N9 = 0 et N9=! £ 0. Ainsi, il
existe un vecteur z non nul tel que N971(z) # 0 et on montre (classiquement)
que la famille (z, N(z),..., N7 !(z)) est libre. Son cardinal ¢ vérifie donc
g<net N*=0.

b) Supposons que pour tout p € N* il existe une matrice B telle que
BP = N. Alors BPY = N7 = ( et par la question précédente pq < n, ce qui
est impossible pour tout p € N*.

4. a) Une matrice nilpotente N n’admet comme valeur propre que 0; donc
A = I+ N admet comme unique valeur propre 1 (travailler sur I’équation
AX = A\X). La matrice A ne peut donc pas étre diagonalisable car sinon elle
serait semblable (donc égale) a I et N serait nulle.

b) L’hypothese : au voisinage de 0, le polynome V' vérifie V(x) = o(x?)
signifie que V' s’écrit sous la forme :

V(X)=a X+ +a, X"

avec £ > q+ 1 et ay #0. Donc V(X) = X‘R(X) = X1Q(X).

¢) Le développement limité de (1 + )/ au voisinage de 0 & l'ordre g
donne :

e
(1+z)/P =1+ % + -+ q—‘!]xq + o(z?) = Py(z) + o(x?)
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En élevant a la puissance p, et en développant la puissance, il vient :
1+ 2= (Py(x)+ o(x?))P = UP(x) + o(z?)
d) Par les questions précédentes 1 + X = UP(z) + o(z9) = UP(X) + X1Q(x).

5. Soit q I'indice de nilpotence de N. Soit p € N*. En remplacant formellement
la derniere équation par la matrice N, il vient :

I+ N =UP(N)+ NIQ(N) =UP(N) = (U(N))?

Exercice 2.16.
On rappelle qu'une matrice symétrique M de M, (R) es dite définie positive
si pour tout X € M,, 1(R) non nul, on a '’XMX > 0.
1. Soit M une matrice symétrique réelle. Montrer 1’équivalence des quatre
propositions suivantes :

i) M est définie positive.

ii) Les valeurs propres de M sont strictement positives.

iii) Il existe une matrice P orthogonale, une matrice D diagonale a
coefficients diagonaux strictement positifs, telles que M = PD'P.

iv) Il existe une matrice L inversible et symétrique telle que M = L?.
2. Soit A et B deux matrices symétriques réelles avec B définie positive. Par

la question précédente, on écrit B = tLL.
Trouver une matrice C' symétrique réelle telle que pour tout réel A, pour tout

AX = ABX si et seulement si CZ = \Z, avec Z = LX

3. a) Montrer que I'application ® définie sur (M, 1(R))? par ®(X,Y) =
!X BY est un produit scalaire sur M,, 1(R).

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (ey,...,e,) de M, 1(R)
pour ce produit scalaire et A\1,..., )\, réels tels que Ae; = \;Be; pour tout
i€ [1,n].

Solution

1. Montrons les équivalences demandées.

i) = ii) : soit X tel que AX = AX. Alors ‘XAX = \||X]|]? ce qui entraine
que A > 0.

i) = 4ii) : la matrice A est symétrique a valeurs propres strictement

positives; elle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs
propres et la matrice diagonale est a diagonale strictement positive.
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ii1) = iv) : si A = PD'P en notant A la matrice diagonale dont les
éléments sont les racines carrées positives des éléments de D, il vient A =
PA'P x PA'P =L L, avec L inversible. De plus L est symétrique

iv) = 1) : la matrice 'LL est symétrique réelle.
Si A =1LL, alors *XAX = ||LX]||*> > 0. Enfin '’XAX = 0 = [|LX||? entraine
LX =0et X =0 puisque L est inversible.

2. L’équation AX = ABX s’écrit AX = MLLX ou (L7')AX = ALX. On
remarque alors que ceci est équivalent a :
WL YHYAL7'LX = \LX, soit (L YAL™'Z =)\Z

On pose donc C = {(L71)AL™! et on vérifie que C est symétrique réelle.

3. a) La matrice B étant symétrique définie positive, on écrit B = 'LL et
ceci montre que ® est un produit scalaire sur M,, 1 (R).

b) La matrice C est symétrique. Il existe donc une base de M,, 1 (R) formée
de vecteurs propres de C' orthonormée pour la produit scalaire canonique.

Donc (Z1,...,Zy) et (A1,...,A\n) tels que :
CZ1 = )\1Zl et <Z1,ZJ> = 51',]'
Par la question 2. a) il existe (X1, Xo,...,X,), avec X; = L™1Z; tels que
AX; = \;BX;.
Il reste & montrer que cette famille est orthonormée pour le produit scalaire

®. Or :
O(X;, X;) ="X;BX; ="Z; L7 L’ L' Z; =1 Z;Z; = b;

Exercice 2.17.

2
On considere 1’équation différentielle : (E) : xT_lf’(x) =z f(x).

1. a) Déterminer les solutions de (£ sur chacun des intervalles | —oo, —1[, ] -1, 1|
et |1, +ool.
b) Quelles sont les solutions de (F) définies sur R ?
Soit n un entier naturel au moins égal a 3 On considere [’application f, qui,
2
a tout polynome P € R, [X], associe : f,(P) = %P”(X) — XP'(X)+
P(X).

2. Montrer que f,, est un endomorphisme de R,,[X].

3. Etablir que 1 est valeur propre de f, et déterminer le sous-espace propre
associé.

4. Déterminer Ker f,,.
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5. Quelles sont les valeurs de n pour lesquelles les seules valeurs propres de
frn sont 0 et 17 Montrer que dans ce cas f,, est un projecteur.

Solution
1. a) Pour tout x différent de 1 et de —1, ’équation proposée s’écrit :

F(e) = o f(2)

D’apres le cours, les solutions sont les fonctions z — f(z) = Kl|z? — 1| =
C(2? — 1) sur chacun des intervalles proposés.

b) Pour déterminer les solutions définies sur R, il faut et il suffit de
«raccorder » chaque solution précédente en 1 et —1. Comme chaque fonction
s’annule en ces points, le raccord de f et f’ se fait sans probleme et les
solutions définies sur R sont polynomiales f(x) = k(z? — 1).

2. La linéarité provient de la définition de ’addition des fonctions et de leur
produit par un réel, ainsi que de la linéarité de la dérivation. De plus f,(P)
est un polynome en tant que produit et somme de polynomes.
En termes de degré, si P est de degré inférieur ou égal a n, il en est de méme
de X P’ et de (X2 — 1)P"” donc f,,(P) est un polynéme de R,,[X].

2

3. L’égalité f,,(P) = P équivaut a P"(X) = XP'(X). Par conséquent,
les polynomes P cherchés sont tels que leur dérivée est solution de I’équation
étudiée a la premiere question. On a donc

3
P=k(2535) 4 = Ky (X3 = 3X) + K>

On vérifie aisément que ces polynomes sont effectivement solutions de
I’équation.

Ainsi 1 est valeur propre de f,, et le sous-espace propre associé est Vect(X?3 —
3X,1) qui est de dimension 2.

k .
4. a) Soit k > 0 et P(X) = > a; X" avec ap # 0 puisque les polynomes
i=0
constants ne sont pas dans Ker f,, d’apres la question précédente.
Des lors, en regardant les termes dominants, il vient :

k(k—1 k—1)(k—2
(=D gy G —2)
Ainsi f,,(P) = 0 si et seulement si k € {1, 2}.

b) On cherche alors les éléments de Ker f,, sous la forme ag + a1 X + a2 X 2
et il vient Ker f,, = Vect(X, 1+ X?) qui est de dimension 2.

ak

5. a) D’apres ce qui précede, la somme des dimensions des sous-espaces
propres, Ker(f,, — I) et Ker f,,, associés aux valeurs propres 0 et 1, est égale
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a 4, qui est la dimension de R3[X] donc f, n’a pas d’autre valeur propre que
0 et 1.
b) On sait que R3[X]| = Ker(f3) ® Ker(fs — I).
Pour tout P € Rg[X],P =FPy+ P et fg(P) = fg(Pl) = P.
Cela démontre que f2 = fs.

Exercice 2.18.

Soit (E, (, )) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.
Soit w un endomorphisme de E tel que Va € F, (u(z),z) = 0.

1. Montrer que V(z,y) € E?, (u(x),y) = —(z,u(y)).
2. Montrer que Im(u) = (Ker(u))~+
3. Montrer que Im(u) est stable par u.

4. Montrer que si u n’est pas l'endomorphisme nul, il existe une base
orthonormée B de E telle que :
0

0
MatB( ) 0 A
avec A une matrice de GLi(R) et 1 < k < n.

5. Montrer que si u n’est pas 'endomorphisme nul, la matrice A construite a
la question précédente est antisymétrique (c’est-a-dire est telle que ' A = — A).

Solution

1. Soient x et y deux vecteurs de E.
Appliquons I’hypothese (u(z),z) = 0 au vecteur = + y.

On obtient par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire :

(u(@z+y),z+y) =0 = (u(x),z)+ (u(x),y) + (u(y),z) + (u(y),y) =0
En réutilisant la méme hypothese, le premier et le dernier terme disparaissent
et 'on a bien (u(z),y) + (u(y),z) = 0, d’ou le résultat demandé, grace a la
symétrie du produit scalaire.

2. Soient x dans Ker(u) et y dans Im(u) : Il existe un z de E tel que y = u(z).
Or, (u(z),xz) = —(z,u(x)) d’apres la question précédente. Mais u(z) = 0,
donc le produit scalaire (z,u(x)) est nul et finalement (y,x) = 0.
On a donc montré que tout vecteur de Ker(u) est dans 'orthogonal de Im(u),
soit Ker(u) C Im(u)>.
Comme on est en dimension finie, le théoreme du rang donne :

dim(Im(u)) + dim(Ker(u)) = n
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mais aussi dim(Im(u)) + dim(Im(u)1) = n par supplémentarité.
Ainsi Ker(u) et (Im(u)* étant deux sous-espaces de E de méme dimension
finie inclus I'un dans 'autre, ils sont égaux.

3. Soit y € Im(u). On veut montrer que u(y) € Im(u), ce qui est immédiat,
car u(y) par construction est I'image par u de y, donc elle est bien dans
Im(u).

4. Comme u n’est pas nul, son image n’est pas réduite a {Og}.

Si Ker(u) n’est pas réduit a {Og}, soit b = (eq, ..., e,) une base orthonormée
de Ker(u) [qui n’est pas égal a E car u # Og(gy)], et V' = (epy1,...,€y,) une
base orthonormée de Ker(u)* = Im(u) # {0g}.

Comme Ker(u) et Im(u) sont ici supplémentaires orthogonaux (voir question
1.), on a bien la possibilité de construire une telle base (e1, ... €p, €pt1,-- -, €n)
qui est de fait une base orthonormée de FE.

Dans cette base, la matrice de u a ses p premieres colonnes nulles, puisque
(é1,...,ep) sont dans Ker(u).

Ensuite, Im(u) étant stable par u cela fournit les zéros des n — p premieres
lignes de la partie supérieure des n — p = k dernieres colonnes. Enfin, si 'on
note 4 l'induit par v dans Im(u), et A la matrice de @ dans la base b, on a

bien :
B = Matg(u) = (8 2)

Il reste a vérifier que A est inversible :

Ker(u) = Ker(u) N Im(u) d’apres une propriété du cours des restrictions
d’endomorphismes & un sous-espace vectoriel. Mais ici Ker(u) et Im(u) sont
supplémentaires, 'intersection est donc réduite a {Og}. Donc Ker(a) = {0g}
et A est bien inversible.

b) Il reste le cas ou Ker(u) = {Og}. Dans ce cas, la base canonique fait
I’affaire, A occupe toute la place, il n’y a pas de colonne de zéros, et A est
inversible car u est bijective, c’est un isomorphisme de E et k = n.

5. Avec les notations précédentes,

k =rg(u) = dim(Im(u)) et p = dim(Ker(u)) =n — k.
Renumérotons les vecteurs de la base orthonormée précédente de Im(u) :
U1 = €p+1y -y Vg = Eptk-

On a déja vu plus haut que Im(u) est stable par w.

Mais de plus, pour tous ¢ et j de 1 a k, (u(v;),v;) = —(v;, u(v;)), et la base
b’ étant orthonormée, (u(v;), v;) représente 1’élément situé a l'intersection de
la ligne 7, et de la colonne j de la matrice A, car c’est la i-ieme coordonnée
du vecteur u(v;) dans la base orthonormée b’ = (v1,...,v;). Et finalement,
pour tousiet jdelak, a;; =—a;;
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Conclusion : si u n’est pas nul, A est effectivement antisymétrique, ainsi que
B.

Remarque : dans le cas particulier ou Ker(u) = {0g}, la fin du raisonnement
précédent s’applique directement a la base canonique [ou a toute autre base
orthonormée], et A est de méme antisymétrique, ainsi que la matrice de u
dans n’importe quelle base orthonormée.

Exercice 2.19.

Dans tout l’exercice, 'espace E = R? est muni de sa structure canon-
ique euclidienne, sa base canonique est notée B = (ej,es,e3), f est un
endomorphisme bijectif de £ de matrice F' dans la base canonique, g est
I’endomorphisme canoniquement associé & la matrice transposée G = 'F.

1. a) Montrer que ¥ (z,y) € (R*)?, (g(z),y) = (=, f(y))-

b) Soit un endomorphisme ¢ symétrique de E. Montrer I’équivalence :
(toute valeur propre de @ est strictement positive) <= (tout vecteur non nul
de E vérifie : (x,p(x)) > 0).

On dit alors que ¢ est défini positif.

c) Montrer que g o f est symétrique et défini positif.

2. Soit (u;)1<i<s une famille de 3 vecteurs de E.

a) Montrer que si (u;)1<i<3 est une base orthogonale de E constituée de

vecteurs propres de g o f, alors (f(u;))1<i<3 est aussi une base orthogonale
de E.

b) Montrer que si (u;)1<i<3 et (f(u;))1<i<3 sont deux bases orthogonales
de E, alors (u;)1<i<3 est une base de E constituée de vecteurs propres de

gof.

3. Soit C = (u;)1<i<3 une base orthogonale de E constituée de vecteurs
propres de g o f, avec u; vecteur propre associé a la valeur propre p;.

3
a) Montrer que : 'F'F = Y 1;UlU;, avec U; matrice colonne associée au
i=1
vecteur u; dans la base canonique.

3
b) On pose S = > \/;ULU;. Calculer S? et montrer que ’'endomorphisme
i=1
s canoniquement associé a S est symétrique défini positif.
¢) Montrer que 'on peut écrire F' sous la forme F' = OS, ou O est une
matrice orthogonale.

Solution
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l.a)On a:
V(z,y) € (R?)?, (g(2)y) = (GX)Y ="'XFY ='X(FY) = (z, f(y)).
b) L’endomorphisme ¢ étant symétrique, il possede une base orthonormale

de vecteurs propres (v, v2, v3) associée aux valeurs propres réelles (A1, Az, \3)
et strictement positives.

Soit z # 0,z = 23: x;v;. Alors p(x) = 23: Aiziv; et (z, p(x)) = 23: Nz > 0;
donc ¢ est déﬁnli:f)ositif. = =
Réciproquement : p(v;) = A;.v; entraine que (v, p(v;)) = Ay > 0.

c¢) La matrice de g o f est GF = 'F'F qui est symétrique.
Soit z € R?, (z, (g 0 f)(2)) = (zg[f(2)]) = (f(z), f(=)).

Comme x # 0 et par hypothese f bijective, on a f(x) # 0 d’ou :
(z,(go f)z)) =f(@)]*>0

Ainsi g o f est-il un endomorphisme symétrique défini positif.

2.a) On a Vi, f(u;) # 0 car f est bijective.
De plus Vi # 7, (f(wi), f(u;)) = (ui, (g o f)(uj)) = (ui, (A\ju;)) = 0 et trois
vecteurs orthogonaux non nuls de R3 forment une base orthogonale.

b) On a Vi # j,1 < i,j < 3,(ui, (90 f(uy)) = (f(ui), f(u;)) = 0, car

(f(u;))1<i<3 est une base orthogonale.

Egalement (g o f)(u;) est orthogonal aux w; pour i # j donc colinéaire & u;.
Donc u; est un vecteur propre de go f et (u;)1<i<3 est une base orthogonale
de vecteurs propres de g o f.

3. a) On note U; matrice colonne associée au vecteur u; dans la base
canonique.

L’endomorphisme (g o f) est symétrique donc diagonalisable dans la base
orthonormée de vecteurs propres C. Soit P la matrice de passage orthogonale
entre les deux bases orthonormées B et C : E; = PU;

Ainsi P transforme une base orthonormée en une base orthonormée, c’est
une matrice orthogonale et P~1 =t P,

3 3 3
Soit D = diag(p1, pia, p3) = Y wiB{ B = Y pi PU(PU;) = 37 i PULU{ P
=1 =1 =1

(3

3

3
Ona:'FF=GF ='PDP =Y. ulPPU'U!PP =
=1 =1

b) On effectue le méme changement de base : U; = ' PE;. 1l vient :

3 3 3
§= 3 VEUIU = 3 i PELEP = P( 3 JRELE; )P
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=! P diag(\/i;)P.
Ainsi S? = P diag(uy, po, u3)P =tFF.
On a u; > 0 et P71 =t P entrainent que S est symétrique (définie positive).
Soit x vecteur non nul de E.
3 3 3
=Y wu; = s(x) = x;5(u;) = > i/ il
i=1 i=1 i=1
car (u;) est une base orthonormée de vecteurs propres de s. Donc

3
SU; = ;meUin = Vi;Uj

3
Et (z,s(z)) = Y. /miw? > 0 car les p; sont tous strictement positifs : s est
i=1
un endomorphisme symétrique défini positif.

4. Soit O = FS™', ona:'00 = STUFFS™! = §71828=1 = I3 et O est
orthogonale.

Exercice 2.20.

On note F' l'ensemble des applications polynomiales de R dans R, et pour
tout entier naturel n, F),, 'ensemble des éléments de F' de degré inférieur ou
égal a n.

400 )
On munit F du produit scalaire : (P, Q) — (P, Q) = / P(x)Q(z)e ™ dux.

— 00
[On ne demande pas de montrer que ( , ) définit bien un produit scalaire
sur F.

On confond polynome et application polynomiale associée.
On considere les trois endomorphismes f, g, h de F' définis par :

pour tout P € F, f(P)=—-P"+2XP' +P, g(P)=2XP-P', hP)=PF
1. Calculer go h et h o g en fonction de f et Idpg.
2. En déduire que fog—go f = 2g.

3. Montrer que si P est un vecteur propre de f associé a la valeur propre
A, et si g(P) est non nul, alors il est vecteur propre de f associé a la valeur
propre A + 2.

4. Montrer que, pour tout couple (P, Q) de polynéomes de F,
<P/7Q/> - <f(P)7Q> - <P7Q>
5. a) Montrer que F,, est stable par f.

b) On note f,, ’endomorphisme de F;, induit par f. Montrer que f, est un
endomorphisme symétrique de F,.
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Solution

1.On a:

YPEF, (goh)(P) = g(h(P)) = 2XP' — P’ = [(P)— P = [(P) — Idp(P),
et
(hog)(P)=(9(P)) =(2XP—-P) =2XP —P"+2P=f(P)+ P
= f(P) + Idr(P).

goh:f—IdF,hOg:f-l—IdF

2. En composant a droite par g la premiere relation établie précédemment,
et a gauche par g la deuxieme, on obtient :

fog—g=gohog=gof+g,doufog—gof=2

3. Ici, on suppose donc que P # 0 et que f(P) = A\P.
D’apres la question précédente,

f(g(P)) = g(f(P)) +29(P) = g(AP) + 29(P) = (A + 2)g(P)
par linéarité de g.

Or g(P) # 0, donc il est effectivement vecteur propre de f associé a la valeur
propre A + 2.

4. Réalisons une intégration par parties sur une intégrale entre X et Y, deux
réels provisoirement fixés, qui ensuite tendront respectivement vers —oo et
+00.
u(z) = P'(x)e™ = u/(z) = (P"(x) — 2uP'(x))e™ = (—f(P) + P)(z)e™",
v(z) = Q(z) = v'(z) = Q'(x),
Toutes les fonctions en jeu étant de classe C°°, l'intégration par parties est
légitime.

Y

| P@Q@e e = [P Q@] + [ ((P) =P d

X
Ensuite, la partie entre crochets tend vers 0 lorsque X et Y tendent re-
spectivement vers —oo et +00 grace aux théoremes de comparaisons, et par
linéarité de l'intégrale de X a Y puis convergence de toutes les intégrales
généralisées en jeu (propriété incluse dans le fait que ( , ) est un produit
scalaire sur F'), on obtient :

“+o0

P'(2)Q (z)e™* dz =
— 0o

+oo ) +oo )
F(P)(2)Q(x)e"" di — / P(2)Q(z)e " di

— o0

Il n’y a plus qu’a tout diviser par /7 pour obtenir le résultat demandé.
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5. a) Le texte nous donne que f est un endomorphisme de F'. Il reste a vérifier
les degrés.

Or, pour n > 2, si P est de degré inférieur ou égal a n, P’ est de degré inférieur
ou égal an — 1 et XP’ est de degré égal a 1 + deg(P’) qui est inférieur ou
égal A n — 1+ 1 =n. De méme, P” est de degré inférieur ou égal a n — 2 et
par somme, f(P) est bien de degré inférieur ou égal a max(n,n —2) =n
Les cas n = 0 et n = 1 sont immédiats.

On a donc bien : F;, est stable par f. La restriction de f a F}, des deux cotés
(départ, arrivée) est légitime, on peut donc bien définir I'endomorphisme
induit.

b) La restriction d’'un endomorphisme a un sous-espace vectoriel F), de
Iespace de départ [stable par f] est un endomorphisme de F;,. Vérifions que
fn est symétrique.

Or, d’apres ce qui précede, et la symétrie du produit scalaire, on a :
V(P,Q) e F?:
(P,Q") =(Q,P)=(f(P),Q) —(P,Q)=(f(Q),P) —(P.Q)

Finalement :
V(P,Q) € F?,(f(P),Q) = (Q, [(P)) = (f(Q), P)

Ainsi, 'endomorphisme f est un endomorphisme symétrique de F' et f, un
endomorphisme symétrique de F,, par restriction.

Exercice 2.21.

Dans cet exercice E désigne ’espace vectoriel des fonctions polynomes a
coefficients réels, que 1'on identifie & R[X].

400
1. Montrer que I’application définie sur E? par ¢ : (P, Q) — / Pt)Q(t)e tdt
0

est un produit scalaire sur F.

On note alors (P, Q) = (P, Q).

2. Pour P € E, on note ¢(P) : t — te *P'(t) et U(P) la fonction définie sur
R par U(P)(t) = e'[(P)]'(t) (ou «’» désigne I'opérateur de dérivation).

a) Montrer que U(P) est élément de E et que U : P +— U(P) est un
endomorphisme de E.

b) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, on a : (U(P),Q) = (P, U(Q)).

3. a) Soit n > 2. Montrer que la restriction de U a R,[X] induit un
endomorphisme U, de R,,[X].

b) Déterminer les valeurs propres de U,. L’endomorphisme U, est-il
diagonalisable ?
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c) Pour k € [0,n], soit fi, : t e 'tk et Pyt etf,gk)(t), oll ,ik) désigne
la dérivée k-ieme de la fonction fy.

Expliciter Pg(t). Montrer que Py est propre pour U, et déterminer la valeur
propre associée.

Solution
1. Cette question classique se démontre de maniere... classique. Ne pas oublier
de montrer la convergence de 'intégrale.

2. a) L’application U est linéaire par distributivité de la multiplication sur
I’addition et linéarité de la dérivation.
Il reste & montrer que U(P) est un polynéme. Or :

U(P)(t) = etfet(1 — t)P'(t) + te~*P"(t)] = (1 — t)P'(t) + tP" ()

b) Avec une intégration par parties, il vient

+o0 oo
/O et (1ot P/ (1)) Q(t)etdt = /O 4 (1o~ /(1) Q(¢)dt
+o0 oo
- [ etrowi= [ g

qui est symétrique en P et (). Ainsi U est-il un endomorphisme symétrique
de R[X].

c¢) La question 1 montre que si P est de degré p, alors U(P) est de degré
inférieur ou égal a p.

3. Comme deg(U(P)) < deg(P), si P est un polynéme propre associé a la
valeur propre A, alors si A # 0, il suffit de regarder les coefficients dominants

de P et U(P).
Si P(t) = aptP 4+ --- alors U(P)(t) = (1 —t)P'(t) + tP"(t) = —payt? + - - -
Ceci montre que la matrice associée a U, est triangulaire supérieure avec

sur la diagonale : 0,—1,..., —n. L’endomorphisme U,, admet n + 1 valeurs
propres : il est donc diagonalisable et son spectre est {0, —1,..., —n}.

4. En utilisant la formule de Leibniz, il vient :

Py(t) = Zk: (z)%(—l)ptp = Zk: apt?

p=0 p=0

00 kN k! P
On écrit P, = Z aptp avec a, = { (p) H(_l) S1p € [[07 k]] .
p=0 0 sip>k+1
+o0
Alors (1 PL(E) + tPL() = a1 + 5 ((p+ 12apys — pay)t”
p=1
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Or, pour p < k :

(p+ 1)?*ap1 — pay = (p_li ) %(—1)”“(19 +1) - (g) %(—1)”1?
= (1 B ()4 = k-1 By (1)
= —ka,

On vérifie que cette relation est valable pour k = p et U(Px) = —kPy et Py
est vecteur propre de U associé a la valeur propre —k.
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3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soient p; et py deux réels fixés appartenant a ]0,1[. On pose g1 = 1 — py et
g2 =1—pa.

On considere deux pieces de monnaie notées A; et As. Lorsqu’on lance la

piece Ay, la probabilité d’obtenir Face est p;. Lorsqu’on lance la piece As, la
probabilité d’obtenir Face est ps.

On effectue a I’aide de ces deux pieces une succession de lancers selon la regle
suivante :

e pour la premiere partie, on choisit une piece au hasard, chaque piece ayant
la méme probabilité d’étre choisie. On lance alors la piece.

e Si le résultat de ce premier lancer est Face, on joue la deuxieme partie avec
la piece A; ; sinon, on joue la deuxieme partie avec la piece As.

e De méme, pour tout entier n € N*, si on obtient Face lors de la n-ieme

partie, on joue la partie suivante avec la piece A ; sinon, on joue la partie
suivante avec la piece As.

Pour tout entier n € N*, on note u,, la probabilité d’obtenir Face lors de la
n-ieme partie.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé
(Q, A, P).

1. a) Exprimer u; puis us en fonction de p; et de po.

b) Déterminer deux réels a et b (a exprimer en fonction de p; et py) tels
que :
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Vn e N u,11 = au, + 0.

Donner 'expression générale de u,, en fonction de n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et po pour que
1
5

f) On modifie les hypotheéses et on suppose dans cette question seulement
que p1 =0 et po = 1.
Etudier alors la suite (uy,).

c)
d) Déterminer la limite u de la suite (uy,).
)

u =

2. Pour tout entier n € N*, on note X,, la variable aléatoire qui prend la
valeur 1 si le résultat de la n-ieme partie est Face et O si le résultat est Pile.

a) Déterminer la loi de probabilité de X,.

b) Déterminer l'espérance de X,,.

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et p pour que les
événements (X1 = 1) et (Xy = 1) soient indépendants.

d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; et ps pour que les
événements (X1 = 0) et (Xy = 0) soient indépendants.

Solution

On note F,, I'événement : «le résultat de la n-ieme partie est face», A
I’événement : «on joue avec la piece Ay » et Ay I'événement : «on joue avec
la piece A .

1. a) On considere le systeme complet d’événements { A1, A5}, ou ni Ay ni Ag
ne sont de probabilité nulle. La formule des probabilités totales donne alors :

up = P(Fy) = P(A1)Pa, (F) + P(A3) Pa, (F1) = 5p1 + 5ps = L ~2|—p2_

De méme, en appliquant la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements {F}, F}}, on trouve :

uy = P(Fy) = P(F1)Pr, (Fs) + P(?l)PF—l(FQ) =u1p1 + (1 — up)p2
2 .2
=ui(p1 —p2) +p2 = w + p2.
b) En appliquant cette fois la formule des probabilités totales avec le
systeme complet d’événements {F,,, F}, }, on trouve de méme :

Un+1 = P(Fpt1) = P(Fp) P, (Fut1) + P(Fy) Pr(Fot)
= Upp1 + (1 — un)p2 = (p1 — P2)un + p2.
On a donc a = p; — ps et b = ps.
c) D’apres la question précédente, la suite (u, ), est une suite arithmético-

éométrique de point fixe z = P2 — _P2
& d P 1—p1+p2  qi+p2
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On a ensuite : Vn € N* u,11 —x = (p1 — p2)(up, — ), €t :
Vn €N u, = (p1 —p2)" 1(uy — ) + 2
D’ou : 1
_ _ n_1—P1 — P2 P2
tn = (P1 = p2) 2(1 —p1 +p2) 1 —p1+ D2

d) Comme p; — py € |—1,1[. 1l vient : nh_)rrgo(un) =10 T —127912“‘172'
1 1

. 3 b2 _ 1 _
e)u_2<:>1_p1+p2_2<:>p1+p2—1.

f) Si py = 0 et po = 1, la suite (uy,), vérifie la relation Vn € N* u, 1 =

—u, + 1, avec uq = 5 On a alors par récurrence banale : pour tout entier
1

5"

2. a) Pour tout n € N*, X,, suit la loi de Bernoulli de parametre wu,, i.e.
Xn(Q)={0,1} avec P(X,, =1) =uy, et P(X,, =0) =1 —u,,.

b) L’espérance de X, est donc u,,.

n € N* u, =

¢) On a d’une part :

2 2

D’autre part :
P((X1=1)N(Xz =1)) = P(X1 = 1)Px,=1)([X2 = 1]) = uip1
_ pi(p1 +p2)
5 )
Ainsi, P(X;=1)N (X2 =1)) =P(X; =1)P(X2=1)
2 .2
. Dip1+p2) _ p1+po (P1 D2 + po)

2 2 2
ce qui est vrai si et seulement si p; + pa = 0 ou 2(p; — p2) = p? — p3, ce qui

équivaut a p; +p2 =0 ou p; —ps = 0 ou p1 + p2 = 2.
Comme p; € ]0,1] et po € ]0, 1], seul survit le cas p; = ps.

d) On sait que les événements A et B sont indépendants si et seulement si
les événements A et B le sont. Ainsi, les événements (X; = 0) et (Xo = 0)
sont indépendants si et seulement si les événements (X; = 1) et (Xo =1) le
sont, 7.e. si et seulement si p; = po.

Exercice 3.02.

0. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P)
admettant un moment d’ordre 2.

Déterminer la valeur qui minimise ’application définie sur R par z +—
E((X — x)?), out E désigne I'opérateur espérance.

Dans la suite de I’exercice, on considére un ensemble fini Q = {z1,x3,...,2,}
et (2, P(2), P) un espace probabilisé de support €.
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Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace. Pour tout réel ¢, on définit
I’application P; : 2 — R par :

pour tout A € P(Q), P,(A) =

ou 14 est la fonction indicatrice de ’ensemble A.

E(14 xetX)
E(etX)

1. Montrer que I’on définit ainsi une probabilité sur €2 et que pour tout w € €2 :
P(w)etX @)
E(eX)
2. a) Soit Y une variable aléatoire définie sur (£2, P(2), P;). Calculer E;(Y).
b) Que peut-on dire de F:(Y) si X et Y sont indépendantes 7

Pt((.U) =

c) Dans cette question Q = {0,1,...,n} et X suit la loi binomiale de
parametres n et p. On pose Y = 2%, Calculer E;(Y).

3. On revient au cas général. A 'aide de la question préliminaire, montrer
que :

E/((X — E(X))?) < L (sup X(w) — inf X(w))”

weN we

AN

Solution

0. La fonction  — E((X — z)? = 2% — 22F(X) + E(X?) est une fonction
polynome.

Cette fonction est minimale pour x = E(X) et son minimum vaut V(X).

1. On a de maniere évidente P; valeurs positives et P;(€2) = 1. L’ensemble
Q) étant fini, il suffit de montrer I’additivité pour démontrer la o-addivité.
Soit A, B tels que AN B = (). Alors 14,8 = 14 + 15 et on conclut par la
linéarité de 1’espérance.

Pour répondre la derniere partie de la question, il suffit de prendre A = {w}.

2. a) Par définition, ou par le théoreme de transfert, valable ici car € est fini :

X
_ _ 1 tX (w) E(Yet )
E(Y) = Y(Ww)Pi(w) = —~— Y(w)e =
(V)= 5 V)R = gy £ Y B
b) Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, il vient :
E(Y)E(e™)
E(Y)= —="~1——~—~ =EY
(V) = e = BY)
c) Ici :
E((2 t\ X 2 t n
Bi(v) = EBe) _ Beptay
E(e™) (pe” +q)

3. On note osc(X) = sup X — inf X.
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On pose x = inf(X + lOS(:(X)). On remarque que

2
X —z< %OSC(X)

et en appliquant la question 0 avec ce x et Ej, il vient :

Fu(X = B(X))*) < J(sup X(w) = inf X (w))’

Exercice 3.03.

Les variables aléatoires de cet exercice sont toutes définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
Soit X une variable aléatoire & densité, ayant une densité f de classe C! sur

+o0
R et telle que / |f/(t)| dt converge.

Pour tout réel x, on note | x| la partie entiere de z. Soit Y = X — [ X .

1. Montrer que pour tout ¢ € [0,1[, P(Y <t) —t = > gi(t), avec :
keZ
k4t k+1
VkeZ,gi(t) = (u)du —t f(u)du
k k
2. a) Montrer que, pour tout k € Z, g est dérivable sur [0, 1] et exprimer

g;.(t) en fonction de f(t).
b) Montrer qu’il existe ay € [0, 1] tel que g} (ax) = 0.

k41
c¢) En déduire que pour tout ¢ € [0,1], on a |g;.(t)| < / |/ (u)|du.
k

3. a) Montrer que pour tous k € Z et t € [0, 1],
k+1

k+1
ge(®)] <t /k /()| du, puis que |gx(6)] < (1 1) / ()

k

2

400
b) En déduire que sup [P(Y <) —# < L / ()| du.
te[0,1] —00

4. On suppose dans cette question que X,, suit la loi gamma de parametre
n € N*.
On pose Y,, = X, — | X, |. Montrer que

lim sup |P(Y, <t)—t|=0

o0 tel0,1]
(on admet que n! ) V21 x (ﬂ)n )

oo

@

Solution
1. Pour tout ¢ € [0, 1] :
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PY<t)—t=S Ph<X<k+t)—t=3 gult)—t

k€L kEZ
k41 k41
= > f(u) du—/ tdu
keZJk k
k41 k41
PY <t)—t=> ( (u) du —t f(u) du)
kez Jk k

2. a) Au vu de la définition de gy et grace au théoreme fondamental du calcul

intégral, la fonction gj est de classe C! et pour tout ¢ € [0, 1] :
k-+1

9,(t) = f(k+1t) - f(u) du
k
On remarque également que g;, est de classe C2.

b) On remarque que gx(0) = gx(1) = 0. On utilise ensuite le théoreme de
Rolle.

¢) On écrit alors, pour tout ¢ € [0,1] :
k+t

t t
gh(t) = / () = / Uk ) = / RACIE
Donc :

k+t k+1
G0 [ If@lde< [ 170

k+k k

3. a) On utilise de nouveau le fait que g;(0) = gx(1) = 0. Ainsi par le résultat
2.¢):

t k41
a(®) = [ ghlw)du = |gu(t) < Ctavec C = [ |7/(u)|du
0 k

et : . b1
au(®) = [ ghwydu — gu()] < CL—0), avec O = [ |u)| du
1 k
b) En faisant la somme des deux dernieres expressions, il vient :
k+1
00 < 5[ 17wl du

Il reste a sommer ces inégalités pour obtenir 'inégalité demandée.

e .
4. Une densité de X est définie par f,(z) = { ol sizx >0
0 sinon

On a alors f](z) = fo_1(x) — fu(z).

Une simple différence montre que la fonction f, est positive pour z < n et

“+o0
positive pour x > n. On a alors en remarquant que / fa(t)dt =1":
0
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400 n —+o00o
/ ()] dt = / (Faca(6) — Ful)) di + / (Fult) = Foor () dt
0 0 +oo too n +oo
=2( [ fatydt— [ foawdt) =2 fid
+OO " n f7’L "
soit : /o |fL ()| dt = fn(n) = 2%

En utilisant 1’équivalent de Stirling, on obtient :

sup |P(Y <t)—t] < e~ 1
t€[0,1] n: 2mn

ce qui termine la question.

Exercice 3.04.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire réelle a densité dont f est une densité continue.
On note F'x sa fonction de répartition. Pour tout x réel, on suppose ’existence
d’une variable aléatoire Y, dont la loi est donnée par :

pour tout t € R, P(Y, <t) = Pix>q)(X <1).

1. Montrer que Y, est une variable aléatoire a densité, dont une densité g est
définie par :

0 sit<zx
g(t): —f(t) i
1—FX(33) sit>x

2. On suppose qu'il existe b > 0,a > 1 tels que X (Q) = [b, +00[ et qu'une
densité f de X est donnée par :

ab® :
flz) = { gort SLr2h
0 sinon
Montrer qu’il existe 3 réel tel que E(Y,) = fz. Vérifier que § > 1.

3. Réciproquement, on suppose que Y, vérifie I'équation E(Y,) = Sz, avec (3
réel.

a) Montrer que 5 > 1.

b) Déterminer la loi de X.

Solution

1. Par définition de la variable aléatoire Y,., pour tout réel ¢ :

POy, <) = SN2 )
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Ainsi :
0 sit<x
Fr(t)={ Ex()=Fx(@) o, ,
1-— FX (ZU)
0 sit<zx
Une densité g de Y, est donnée par : g(t) = f) ft) Sit>a

1—Fx(x) [ f(e)dt

jjo"tf(t)dt: o,
L fwyae et

2. On a a l'aide d’une simple intégration : E(Y,) =
a

—1
3. a) L’équation E(Y,) = [x s’écrit en utilisant une densité f de X :

+o0 “+o0o
[ twa=pa[ o o
o0 y o0 v
Or / tf(t)dt > x f(t) dt entraine que 5 > 1.

x

> 1.

De plus o

+oo
Si on avait § = 1 on aurait 1’égalité / (t —ax)f(t)dt = 0. Ce qui est

impossible par continuité et positivité de la fonction t — (¢ — x)f(t) sur
[z, +00].

Donc g > 1.
b) Les fonctions en jeu dans I’équation (x) étant dérivables, il vient, apres
+oo
dérivation : f(t)dt = (B+1)xf(x), puis une seconde dérivation donne :

L Bt Daf@) - (B2 f@) =0

Cette équation différentielle linéaire homogene du premier ordre admet

comme solution générale f(x) = ¢ —-
14+ 1o
xr @ B+l
On remarque que 1 + ﬁ > 1; la fonction f étant une densité, il existe

un réel A > 0 tel que f(t) = 0 pour t < A (sinon l'intégrale de f serait
divergente cause de la borne 0). Enfin :

+oo +oo
1= swa= | f(t)dt:% — o=

On trouve ainsi une loi de Paréto.

1
(B + 1)A1/(B+1)

Exercice 3.05.

Soit f : R — R vérifiant : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
(r,y) € R? on a:
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[f(z) = f(y)] < Clz -y

On note L ’ensemble de ces fonctions. Si f € L, on pose :
Ifll= sup |f(z) = fy)l
z,yER/x#y |'CIj - yl

Soit M T’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur un espace
probabilisé (2, .4, P) possédant une densité continue sur R et admettant une
espérance.

1. Soit X € M. Montrer que pour tout h € L, E(h(X)) existe.

2. Soit X et Y deux éléments de M de densités respectives f et g. On pose :

d(X,Y) = sup [E(h(X)) = E(h(Y))|
heLl/|[h]|<1

a) Montrer que d vérifie :
i) d(X,X)=0;
i) d(X,Y) = d(Y, X) ;
i) d(X, Z) < d(X,Y) +d(Y, Z).
b) Montrer que d(X,Y) < E(|X —Y).

3. On suppose que X suit la loi normale N(a, 0?) et Y la loi normale N (b, 02).
Montrer que d(X,Y) = |b — al.

4. On suppose que X suit la loi normale N'(0,02) et Y la loi normale N/(0, 1).

Montrer que
_ /2
d(X,Y) = ﬂ/ﬁll o|

Solution

1. Comme h € L, elle vérifie, pour tout ¢ réel :

|F(&) = FO) <[t = [f@O)] < |fO0)] + [¢]
Comme X admet une espérance, le théoreme de transfert nous assure
'existence de I'espérance de h(X).

2. a) Ces relations se démontrent aisément en utilisant pour la troisieme
I'inégalité triangulaire. Ainsi :

h(t) fx (t) = h(t) fz(t) = (h(t) fx () = h(t) fy () + (h(E) fy (1) — h(E)fz(t))

ce qui entraine que :

+oo
[ 000~ o a0y
o0 +o00
<I[ oo - mof ] | [ 50 - hofz)d]
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On passe alors au sup droite, puis au sup gauche.
b) Soit h € L, avec ||h|| < 1. Alors :
[E(h(X) = h(Y))] < E(Jn(X) — h(Y)]) < E(X -Y])
3. Soit h € L, avec ||h|| < 1.

On a:
0 = |E(h(X)) — E(h(Y))]

+o0 Foo
1 e N2 2 1 N2 2
_ h(le—(t—a)?/(20%) gy _ / h(t)e—(t—0)2/(20%) g1
|\/2m/_oo ®) ozl BRRLUL |
1 oo t2/2 1 +ooh ble—t>/2
§=|- [ hottra)e /2oL / t+b)e~
= / hot+a)e L[ ot +net

400 —+oco
1 . —t2/2 - 1 / —t2/2
< — h(ot + a h(ot + b)|e dt < |la — b|l—= e dt

L[ ihot+a) = hiot+) b=
Soit : 0 < |a — b|. Donc d(X,Y) < |a — b|.
Or pour la fonction k : x — x qui convient, il vient :

|E(k(X)) — E(k(Y))| = |[E(X) — E(Y)| = |a —b]

ce qui entraine que d(X,Y) > |a — b| et 1’égalité.

4. Soit h € L telle que ||h|| < 1. En effectuant le changement de variable ot =
u dans la premiere intégrale, il vient en renotant ¢ la variable d’intégration :

B ) - ) = A [ e [ e e
1 o —£2/2 R
-1 /_ [hlte) = (o) Pt

Donc :

N 2
B(X) = BRI < 7= [ htto) = hie)ie/2ae

< |1—o| 4 /+Oo|t]e_t2/2dt 21 — U|/+Oote—t2/2dt
—0|— —
= V2T — 00 V2T 0

<y/21-ol
7r
Ainsi d(X,Y) < /2[1- 0.
Supposons ¢ > 1. Pour la fonction & : ¢ +— |t|, on obtient :

“+00 +00
E(k(X)) — E(k(Y)) = ﬁ/ et/ o) gy — %ﬂ/ ety

[ 2
- L / to] — eljet/2dt
TJ—00
400
= — L _t2/2 = 2 —
(o 1)\/%/_00 tle="*/2dt = /2]1 - o],
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Le résultat est le méme pour o < 1, ce qui donne l'inégalité d(X,Y) >
,/%]1 — 0| et finalement ’égalité.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit N € N*.

Le programme d’un examen est constitué de N questions dont n (différentes)
sont tirées au hasard pour constituer 1’épreuve. Chacune de ces n questions
fait 'objet d’un questionnaire a choix multiples (QCM) ; chaque question
comporte 4 réponses dont une seule est juste; donner une réponse juste
rapporte 1 point et une réponse fausse rapporte 0 point.

Un candidat donné connait une proportion p des réponses aux questions du
programme ; on note X le nombre de questions de ’examen dont le candidat
connait la réponse et auxquelles il répondra donc correctement ; pour les
autres questions, le candidat «tentera sa chance» en donnant une réponse au
hasard a la question posée. On note Y la note de ce candidat.

1. a) Déterminer la loi de X et donner son espérance.

b) Pour n et p fixés, par quelle loi peut-on approcher celle de X lorsque N
tend vers I'infini ?

Donner la variance de cette loi approchée. Dans la suite, on utilisera cette
approximation pour évaluer V(X).

2. Pour tout k € [0,n], déterminer la loi conditionnelle de Y — X sachant que
(X = k) est réalisé, préciser son espérance E(Y — X|X = k) et sa variance

V(Y — X|X =k).
3. Déterminer ’espérance de Y.

4. a) Pour tout k € [0, n], montrer que :
E(Y -EY)?X =k) =
E(Y -EY|X =KX=k +(EYIX =k - E(Y))?

b) En déduire que la variance de Y vaut : V(Y) = n(ll—gp)(?) + 9p).

Solution

1. a) Les n questions de I'examen sont tirées au hasard sans remise parmi les
N questions du programme, dont le candidat connait une proportion p, donc
X suit la loi hypergéométrique H (N, n,p), d’espérance E(X) = np.
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b) D’apres le cours, la loi de X est approchée (au sens de la convergence
en loi en fait) par une loi binomiale de parametres n et p. Dans la suite on
prend donc V(X) = np(1 — p).

2. La variable Y — X est le nombre de questions auxquelles le candidat répond
correctement par hasard. Sachant que (X = k) est réalisé, il y a n—k questions

posées dont le candidat ne connait pas la réponse, avec probabilité de succes

1 pour chacune, indépendamment les unes des autres. Donc la loi de Y — X

4
sachant que (X = k) est réalisé est la loi binomiale de parametres n — k et

1 )

1 donc :

3(n — k)
16

BE(Y - X|X =k)=2E et V(Y — X|X =) =

E(Y)=EX)+ E(Y — X) (linéarité de I’espérance)

= FEX)+ Y. E(Y — X|X = k)P(X = k) (formule de l'espérance

k=0
totale)
=EX)+ > (n— k)%P(X = k) (d’apres la question 2)
k=0
=E(X)+in Y P(X =k) -+ > kP(X = k)
k=0 k=0
Soit : E(Y) = n(éll - %) (d’apres la question 1. a)

4. a) On écrit :
Y —EY)?-[Y - EY|X =k))
=([FY|X=k)-EY)Y -EY)+Y —-EY|X =k))

d’ou le résultat voulu en prenant ’espérance conditionnelle sachant que (X =
k) est réalisé, par linéarité de 'espérance (noter que E(Y|X = k) — E(Y) est
une constante).

b) Par linéarité de 'espérance conditionnelle, d’apres la question 2., on a :
EY|X=k—-EY)=EY -X|X=k+EX|X=k—-EY)

n—=~k

= +k‘—%(1+3p):%(k—np).

Par ailleurs, comme Y et Y — k£ ont la méme variance, d’apres la question 2,
on a:

3(n —k)

E((Y — B(Y|X = k)2|X = k) = 20

Donc

V(Y) = E((Y - E(Y))*)
=Y E(Y—-E(Y))?X = k)P(X = k) (formule de I'espérance totale)
k=0
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= kZZ: (E(Y —EY|X=k)>X =k +(EY|X =k)— EY))?)P(X =k)

’ § (question 4. a)
= 3 (UG + Gk —nn)?) PX = k)
= E(g(nl_G X) + %(X — np)?) (théoreme de transfert)

V({Y)= 1%”(1 —p)+ %np(l —p) = ”(ﬂ—gp)(?» + 9p)

Exercice 3.07.

On considere une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
entier naturel non nul n, on désigne par R,, I’événement : « Pile apparait au
n-eme lancer» et par 5,, I’événement : «Face apparait au n-eme lancer ».

Soit Y la variable aléatoire désignant le rang du lancer ou, pour la premiere
fois, apparait un Face précédé d’au moins deux Pile si cette configuration
apparait, et prenant la valeur O si cette configuration n’apparait jamais.

On suppose que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

On pose ¢1 = ¢o = 0 et pour tout n > 3, ¢, = P([Y = n]). On note également
Vn } 3,Bn = Rn_g ﬂRn_l ﬂSn et Un = U Bl
i=3

On pose enfin u; = ug = 0 et pour tout n > 3, u,, = P(Up).
1. Montrer que la suite (un)nzl est monotone et convergente.

2. a) Pour tout n > 3, calculer P(B,,).

b) Montrer que, pour tout n > 3, les événements B,,, By,+1 et B, 1o sont
deux a deux incompatibles.

c) Calculer les valeurs de ug, uq et us.

3. Dans cette question, on suppose n > 5.

a) Comparer les événements U, N Byy1 et U,_o N By41. Préciser leurs
probabilités respectives.

b) Montrer que pour tout n = 3, tu,411 = Uy, + %(1 — Up—2).

c) Déterminer la limite de la suite (uy,).
d) Calculer P(Y = 0).

4. Pour tout n € N*, on pose v, =1 — u,,.

a) Trouver (3,7) € R? tel que pour tout n € N*, v, = Bv,12 + YUnys.
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b) Montrer que la série de terme général v,, est convergente et calculer

oo
> vy,
n=0

Solution

1. On remarque que (U,,) constitue une suite croissante d’événements. Ainsi,
la suite (u,,) est croissante et majorée par 1. Donc, elle converge.

2. a) Par indépendance des résultats des différents lancers effectués :

P(B,) = P(R,_2)P(R,_1)P(S,) = %

b) Pour tout n > 3, B, est inclus dans S,, et B,1 est inclus dans R,.
Donc

.BanE%HJVC.RanSH3:
De méme, B, N B, 12 = B,11 N B2 = 0.
c¢) On en déduit que :
us = P(By) = §;us = P(Us) = P(Bs) + P(By) =

us = P(Us) = P(B3) + P(Bs) + P(B5) = %

3. a) Pour tout n > 5, ona U, =U, 2UDB,_1UBDB,.
Puisque B,,+1, B), et B,,—1 sont deux a deux incompatibles :
U, N Bn_|_1 = (Un_g N Bn+1) U (Bn—l N Bn+1) U (Bn N Bn+1)

=Up—2N Bn+1-

Y

=

Les événements U,,_o et B, 1 étant indépendants, on trouve :
P(U, 1 But1) = P(Un—2 0 Buy1) = P(Un2) P(Bns1) = gn o
b) Pour tout n > 5, on a Uy,+1 = U, U B, 41. 1l s’ensuit que
tni1 = P(Un) + P(Bny1) = P(Un 0 Bug1) = i + % — Stn >
On vérifie, grace aux valeurs numériques trouvées plus haut, que cette relation
reste valable pour n = 3 et n = 4.

¢) On sait que la suite (u,,), converge et on note ¢ sa limite. En passant a

la limite dans I’égalité de la question précédente, on trouve £ = £ + %(1 — 7).

On en déduit que ¢ = 1.
d) De plus, I’événement (Y = 0) a pour complémentaire |J B, = |J U,.
n>3 n>3
Comme (U,,), est une suite croissante d’événements :

P(Y =0)=1=P(J Up) =1— lim (up)=1-1=0

n>3
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4. a) On déduit de la question 3. b) que pour tout n > 3, v,+1 = v, — %Un_g.
Il s’ensuit que
Vn e N* v, =8(vpt2 — Upi3)

N
b) On somme ces égalités pour n variant de 1 & N. On a alors > v, =
n=1
7 —8unys. Comme la suite (vy,) tend vers 0, en faisant tendre IV vers l'infini,
on trouve :

+oo
v, =T
n=1

Exercice 3.08.
_t .
Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = te o1 £20
0 sit <0
1. Montrer que f est une densité de probabilité.
On admet qu’il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une variable aléatoire
X réelle de densité f définie sur cet espace.
2. Soit I la restriction & R* de la fonction de répartition de X. Montrer que
F est une bijection de RT sur [0,1[. On note F'~! sa bijection réciproque.

Soit U une variable aléatoire définie sur (£2,.4, P) de loi uniforme sur [0, 1[.
On pose Z = F~1(U). Prouver que Z est une variable aléatoire réelle sur
(Q, A, P) admettant f pour densité.

3. Montrer que X admet un moment d’ordre n, noté M, (X) = E(X™), pour
tout n > 1 et le calculer.

4. Pour u réel, on pose sous réserve d’existence, L(u) = E(e%X), espérance
de la variable aléatoire e“*.
Déterminer l’ensemble D de définition de L et calculer L(u) pour tout u € D.

5. a) Justifier que L est de classe C*® sur D et calculer L™ (0) pour tout
entier n. Comparer M, (X) et L™ (0).

b) Montrer que pour tout u € |—1,1[, E(e*X) = Y %u”
n=0 :

Solution
1. On sait (cours) que la fonction f est une densité (loi ).
Soit X réelle de densité f sur I’espace probabilisé (Q, A, P) et F'x sa fonction

de répartition. (Il est facile mais inutile d’expliciter Fx)

2. Soit F' la restriction de F'x a R;.



96 ESCP Europe 2014 - Oral

F est dérivable sur R, et Vo € Ry, F'(x) = ze~®. On en déduit que F est

strictement croissante sur R, comme de plus F' est continue sur R, et que

F(0) =0 et lirf F(z) = 1, on en déduit que F' est bijective de R} sur
Tr—r+00

[0, 1].
On note F~! sa bijection réciproque. On a ’équivalence :

Ve e R ,Vuel0,1],F(x) =u<+=z=F1(u)
Z est bien définie et pour tout réel y € R, on a :
osiy<0,(Z<y) =(F1(U)<y) =0, car F~! est & valeurs dans R, .
esiy>0, (Z<y = (FYU)<xz)= (U < F(x)) € A, car U est une
variable aléatoire.

En conséquence : Vy € R, (Z < y) € A, ce qui prouve que Z est une variable
aléatoire.

Pour tout réel y € R, on a :

esiy<0,P(Z<y)=P0)=0=Fx(y)
esiy>0,P(Z<y)=PFU)<y) =PU<F@y) =Fy) = Fx(y),
car U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

Les deux variables aléatoires X et Z ayant méme fonction de répartition, ont
méme loi.

3. Pour tout entier n, sous réserve d’absolue convergence, le moment d’ordre
n de X est donné par :

+0o0o +oo
M, (X) = / t"te~tdt = / ttle=tdt =T (n+2) = (n+1)!
0 0

4. La fonction t + t.e“’e™! admet une intégrale convergente en -+oo pour
u < 1 et la formule du transfert donne :
+0o0o +0o0
L(u) = E(e*X) = / t.e¥e tdt = / te~t—w) gy
0

0
Donc L(u) existe si et seulement si v < 1, et par une intégration par parties

ou par un changement de variable affine :

M=

ﬁ est de classe C°° sur son domaine
—u

de définition et pour tout entier n :

n n+1)! o m
L0 () = W d'ott LI (0) = (n+ 1)!
On en déduit que pour tout entier n, M, (X) = L(™(0).
b) Ona > M'X)u” = > (n+1u"

n>0 n. n>0

5. a) La fonction rationnelle u —
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Or pour tout u € |—1, 1], on sait que la série géométrique dérivée > koak—1
n>1
1
d — .
converge de somme =)
On en déduit que pour tout u € |—1,1[, > (n+ 1)u™ = ﬁ
n=0 — U
On conclut : -
Vue]— 1,1 L) = BeX) = 3> MnlX)

n=0 n!

Exercice 3.09.

On considére une succession (éventuellement infinie) de lancers d’une piece.
On suppose que la probabilité d’obtenir Pile lors d’un lancer est 1 — x et que
la probabilité d’obtenir Face est x. Les résultats des différents lancers sont
supposés indépendants.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé
(Q, A, P).

Pour n € N*, on note 5,, le nombre de fois ou ’on a obtenu Pile au cours
des n premiers lancers et T}, le numéro du lancer ou ’on obtient Pile pour la
n-ieme fois.

1. Préciser la loi de S,,, son espérance et sa variance.

2. a) Pour tout entier k et tout entier non nul n, montrer que :

P(T, =n+k)= ("”:le)u—x)%k.

b) Montrer que »_ P(T, = n+ k) = 1. Quelle est la signification de ce
k=0
résultat ?

¢) Montrer que T}, admet une espérance et calculer E(T5,).
d) Calculer de méme E(T,, (T, + 1)) ; en déduire la variance de T,.

3. Soient a un réel strictement positif et A\ un réel strictement supérieur a 1.
Un joueur joue de la maniere suivante : lors du k-ieme lancer il joue la somme
a1 euros.

e Si Pile sort, il recoit la somme de Aa*~! euros et il perd sa mise.

e Si Face sort, il perd sa mise.

Puis on passe au lancer suivant ...

On note G, la somme des gains (positifs ou négatifs) du joueur apres son
n-ieme succes. On suppose a > 1.

a) Exprimer G en fonction de a™*

b) Apres avoir justifié son existence, calculer E(Gy).
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c¢) Exprimer Go en fonction de a’* et a’2.

Solution

1. La variable aléatoire S,, suit une loi binomiale B(n,1 — ), son espérance
vaut n(l — x), sa variance nz(1 — x).

2. a) Obtenir I'événement (7, = k + ), c’est avoir obtenu exactement r — 1

pile durant les £ + r — 1 premiers lancers, et pile au lancer de rang k + r. On

obtient donc, pour tout entier £ et tout entier non nul r :

Pt =k+r)=("TI T a o -a = (FTT T - ayat
b) Ainsi, en utilisant les formules de référence du cours :

E(T,) = kio(k: + n)(k7 —};ﬁz 1)(1 —x)"zF =n(l - 2)" kio (k _7'; n)xk
1 ﬁx

¢) On trouve :

E(T(T, + 1)) = ki(k emen+1)(FET T et
_ nin _xnoo k+n+1 xk:n(n—i—l
=n(n+ (- (T 0]t =
D’ot on déduit, V(T,) = E(T2) — E2(T,,) = ﬁ

[Notons que I'on peut obtenir ces résultats sans calculs, en remarquant que
T,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi
géométrique de parametre 1 — x (temps d’attente pour obtenir un premier
pile ou un nouveau pile aprés en avoir obtenu un)]

3. On note G, la somme des gains (positifs ou négatifs) du joueur apres son
n-ieme succes. On suppose a > 1.

ko k
a) SiTy =k Gy =—> ai~ '+ Aab1 = L= | \¢k~1 Dot 'on déduit

= a—1
que :
_1-a" Ty -1
G = a—1 + A\a
b) Comme T3 suit la loi G(1 — z), on a :
E(a") = ¥ a"P(T1 =n) = - a"a" (1 —2) = W=
n=1 n=1 —ar
. =14+ 21 —2)
DOE(Gl)— 1 — ax .
1—a”

+ )\(aT2_1 + aTl_l).

c) On montre de méme que Gy = —— I
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(A1 —2)—1)(a+ 1 — 2ax)
(1 — ax)?

On en déduirait : E(Gy) =

Exercice 3.10.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Un rat se trouve dans une boite. Sur les cloisons de cette boite sont dessinées
n — 1 fausses portes et cette boite comporte également une vraie porte lui
permettant de sortir de la boite (on suppose n > 2).

Lorsque le rat s’apercoit qu’il a choisi une fausse porte, il revient au centre
de la boite pour un nouvel essai.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre d’essais faits par
I’animal pour trouver la porte qui lui permet de sortir.

1. On suppose que le rat ne possede pas de mémoire. Déterminer la loi de X.

2. Dans cette question, le rat ne possede toujours pas de mémoire, et a chaque
erreur, on dessine une nouvelle fausse porte. Au départ, la cage possede une
fausse porte et la vraie porte.

Déterminer, dans ce cas, la loi de X. Cette variable aléatoire admet-elle une
espérance ?

3. On suppose, dans cette question, le rat sans mémoire pendant les ¢ premiers
essais (avec £ € N*), puis possédant une mémoire immédiate ensuite : & partir
du (¢ 4 1)-ieme essai, et tant qu’il n’est pas sorti, il évite alors la derniere
porte essayée pour 1’essai suivant.

a) On pose X' =Y x1jy<g+ ({4 Z)x1jysg, o0 Y et Z sont deux variables

aléatoires, telles que Y suit une loi géométrique de parametre % et Z une loi

1
n—1°

géométrique de parametre

Déterminer la loi de X’ et vérifier que Y P(X'=k) = 1.
k=1

b) Montrer que X suit la méme loi que X”’.

c¢) Proposer un algorithme de simulation de la variable aléatoire X.

Solution
1. La variable aléatoire X représente le nombre d’essais pour obtenir le
premier succes. Ainsi X < G(1/n)

2. On regarde ce qui se passe pour des petites valeurs :
—OnaP(X=1)=1/2.



100 ESCP Europe 2014 - Oral

=

ar la

s
o

formule des probabilités composées :
P(X - ]{7) - PEk_lﬂ"‘ﬂE1 (Sk)XPEk_2m...mE1 (Ek_l)x c XPE1 (EQ)XP(El)
1 k—1_ 1 1

:—k?-l—lx—k X x5 k(k—l—l)'
De maniére évidente F(X) n’existe pas.
Y =k sik </t

e , ;N
3. Par définition de X', on a (X _k)_{Z:k‘—E Gk (c

/ L1y sik </
( n) x—n_l(l —n—l) sik=/0+7

On vérifie que 'on définit ainsi une loi de probabilité. En effet :

Srer-p-tya-Hea-bids a7y

n

=1-(-L'+a-1) =1

b) Il est évident que X suit la loi de X’.
c¢) Simulation de la loi géométrique de parametre p :

Function geom(p :real) : integer ;

Var a : integer ; x := real
Begin
a :=1; x := random ;
while x>p
Begin a := a+l; x := random end ;
geom := a end ;

Il reste a utiliser cette idée.

Function simul(l,n :integer) : integer ;
Var a : integer ; x := real
Begin
a :=1; x := random ;
while x>1/n and a<=l
Begin
a := a+tl; x := random end ;
b :=0;
If a>1
Begin
b := b+l ;
random

X
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end ;
simul := a+l+b
end ;

Exercice 3.11.

On considere une variable aléatoire réelle discrete X définie sur un espace
probabilisé (€2, A, P) telle que

k

oll a > 0 est fixé.
1. Vérifier que 'on a bien défini une loi de probabilité.

Dans toute la suite, on désigne par Y une variable aléatoire indépendante de
X, définie sur le méme espace probabilisé, et suivant la méme loi que X.

2. On consideére la variable aléatoire Z = X +Y.

a) Déterminer la loi de Z.

b) Trouver 'espérance de la variable aléatoire S = T4 7

c¢) Déterminer E(HLZ)

3. On consideére maintenant la variable aléatoire 7' = inf(X,Y"), définie par :
pour tout w € Q,T(w) = min(X (w), Y (w)).
a) Déterminer P(X < n) pour tout n € N.
b) Prouver que la loi de T' est donnée par T'(2) = N et :

_ _ 14+ 2a a_ \2m
VmeN,P(T =m) = (1+a)2(1+a)
Solution
1. On a:
= 1 X a \k 1 1
Y. P(X =k)= > 1.
k=0 1+ak:0(1+“) T+a”1- Tra

Ceci prouve que 'on a bien affaire a une loi de de probabilité, puisque la
positivité est évidente.

a) Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, il vient :
P(Z=n)=PX+Y=n=P(UX=kNnY =n—-k))
k=0
i ok vk _ (n+1)a”
= (1 +a>kz+1 (1 +a)n—k+1 (1 +a)n+2
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b) En utilisant le théoreme de transfert, on trouve :
B(S)= Y AP@=n =3y —Lo(;4)"
n:0n+1 n:0(1+a) I+a
1 X 1 — 1 .
(14+a)* 1- e 1+a
c) Comme X et Y suivent la méme loi, il vient par symétrie :

X\ _ X _ Y _ Y
Eﬁ:7)_EQ+X+Y)_EH+X+Y)_EH+Z)
d) Avec les questions b) et ¢) on voit que : 2E(—>— X )+ E(S) =1, dot :

1+2
Eﬁfé) %G—E@D=2ui®

3. On considére maintenant la variable 7' = inf(X,Y').

a) La formule sur la somme des m + 1 premiers termes d’une suite
géométrique donne P(X <n)=1-— (1 —OiL- a)nH.

b) On a :
PT<m)=1—-P(T>m)=1-—P(X >m)P(Y >m)=1—-P(X >m)?

:1_< a )2(m—|—1)
1+a

Sim > 1, on en déduit que :

a 2m a 2m—|—2_ 1_|_2a a 2m
P(T_m)_(1+a) ( + ) _(1+a)2<1+a) )
0

1+a
Comme P(T = 0) = P(T < 0), on voit que la formule reste valable pour
m = 0.

Exercice 3.12.

On effectue une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
n € N*, on désigne par p,, la probabilité qu’au cours des n premiers lancers
le résultat «Pile» n’ait pas été obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1,p2 et p3. Dans la suite on pose py = 1.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on a :
DPn = %pn—l + %pn—2 + %pn—i’) (*)
2. a) Montrer que pour tout x € [0, 1], la série > p,z™ est convergente.

b) Pour z € [0, 1], calculer la somme de la série Y p,z"
n=0

3. a) Montrer que 1’équation (E) : 823 — 422 — 22 — 1 = 0 admet une unique
racine réelle ; on la note r. Montrer que 0 < r < 1.
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b) Montrer que I’équation (F) admet deux racines complexes conjuguées,
w et W, de module strictement inférieur a r.

c) Montrer que la suite (p,,) est une combinaison linéaire des trois suites
(r™), (w™) et (@™). (On pourra montrer que le C—espace vectoriel des suites
complexes vérifiant la relation (x) est de dimension 3).

d) En déduire la convergence et la limite de la suite (py, ).

Solution
1. a) On trouve p; = py = 1 et p3 = %, puisque I’événement contraire
«obtenir trois Pile consécutifs» se réalise avec la probabilité %

b) Si n > 4, on n’a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F; ou Py F5 ou Py P> F3. A lissue de chacune de ces séquences on
est alors revenu au point de départ.

Ainsi, notons A I’événement «ne pas obtenir 3 Pile consécutifs au cours des
n premiers lancers ) :

Pn = Pr (A)P(F1) + Ppinr,) (A)P(PLN F2) + P p npniy) (A) P(PL N P N Fy)
soit : Pn = %pn—l + ipn—Z + %pn—S

2. a) Comme 0 < p, < 1, pour tout n € N, on a pour 0 < z < 1,
0 < ppa™ < z”. On en déduit la convergence de la série Y p,x™.

b) Par convergence des séries en question, on peut écrire :

00 00 2, 3, X
> paa” = (3 puaa™ ) + (3 puoas”) + 5 (3 paoa™ ),
Soit, en notant S(x) = i Pnz™

n=0

2 3
. S(x)—l—x—x2:%(S(m)—l—x)+%(S(:E)—1)+%S(x)
Soit : ,
_ _ 22" +4x +8
Se) = 8 —4x — 22% — 2°
3. a) Soit P(z) =823 —42? —2r — 1. On a:

P'(z) =242 — 82— 2 = 24(z — 3)(z + §).

Ceci permet d’étudier les variations de P sur R et d’en déduire que P(z) < 0
pour x < 1/2, puis que P est strictement croissante sur [1/2, 4+00[.

Comme P(0)P(1) < 0, I'équation (E) admet une unique racine réelle r
appartenant a |0, 1[.

b) On remarque d’abord que P étant un polynéme réel de degré 3, ayant
une racine réelle, il admet deux racines complexes conjuguées w et w.
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Soit donc w tel que P(w) = 0.
Alors 8w? = 4w? + 2w + 1 entraine que
8lw|? < 4|w]? + 2lw| + 1
donc P(Jw|) < 0, ce qui d’apres les variations de P entraine que |w| < 7.

c) Le C—espace vectoriel S des suites complexes vérifiant la relation (x) est
de dimension 3.
* On montre en effet facilement que c¢’est un sous-espace vectoriel de ’espace
des suites sur C.
x l'application qui & (x,y, z) associe LA suite de S dont les trois premiers
termes sont z,y et z est un isomorphisme de C3 sur C.

Montrons que les trois suites ("), (w™),, (@W"), forment un systéme libre :
si pour tout n > 0, on a :

A" 4+ pw™ + v =0
on divise par r™, puis on fait tendre n vers l'infini pour obtenir A = 0. En
faisant alors n = 0, puis n = 1, comme w # w, il vient = v = 0.

d) On a donc pour tout n € N, p,, = A\r"™ 4+ pw™ + vo™.

Comme les racines sont toutes de module < 1, il vient : lim p, =0
n—oo

Exercice 3.13.

Soit (A;,), une suite d’événements d’un espace probabilisé (€2, .4, P).

On note B I'événement (| | Ax.
n>1k>n
On rappelle que cet événement est en fait :
B = {w € Q| w appartient & une infinité des A, }.

1. On suppose que la série > P(Aj) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

2. Soit (X,) une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées admettant un

moment d’ordre 4. On pose S,, = > X.
k=1

a) Montrer que E(S%) = nE(X{) + 3n(n — 1)(E(X3?))2.
b) Soit € > 0. Donner une majoration de la probabilité P(|S,| > en). En

déduire la limite en probabilité de la suite (%)n

c¢) En utilisant la question 1, montrer que sur un ensemble de probabilité

1, onalimS—:
n

Solution
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m oo
1. Pour tout entier m, on a : (| |J Arx = U Ai. La série > P(A,,) est
n=1k>n k=m

convergente. Donc lim > P(Ag) =0.

m— o0 k=m
Or P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
récurrence simple P(A,,UA,,+1U...UA,) <
et par passage a la limite par o-additivité :

P(kzj Ap) < Ej P(A)

ce qui montre que P(B) = lim P( (| U 4x) =0.

m—oo n=1k>n

< P(A) + P(B), donne par une
P(Am)+P(Am+1)+"'+P(An)

2. a) Par linéarité de ’espérance

E(S,)=>3 Zk: Zé: E(X: X; Xk Xe)

Les variables (X;) étant identiquement distribuées indépendantes et d’espérance
nulle, on ne prend en compte dans ce produit que les termes ne contenant
aucun facteur a la puissance 1, donc que les termes en X' et en X7 X7, avec

1< J.

— Pour 1 ién,ilyauntermeenX?;

<
<

—Pourl <i1<j<n,ilya (;l) = 6 termes en XZ-ZXJZ, car dans I’expression :

(X4 4+ X)X+ -+ X)) Xg+ -+ X)X+ -+ X))
on doit choisir les deux facteurs dans lesquels on choisit X; et dans les deux
autres on choisit donc Xj.
Ainsi :
B(S}) = 3 B(X{) + T 6xE(X?X3)
i= i<j
La premiere somme comporte n termes et la seconde en comporte (g’) =

—n(nQ— 1), de plus X2 et X J2 sont indépendantes et toutes les variables ont

meéme loi. Par conséquent :
E(Sy) = nE(X{) + 3n(n — 1)(B(X{))?
b) Comme V(X?) >0, on a :
(E(X?))? < E(X{), et B(S;) < (3n? — 2n)E(X{).
Par I'inégalité de Markov :
E(S,) 3

P(|S,,| > en) = P(S* > £*n?*) < ~ > 0
(‘ ’ n) (n ”) T (o) 4027 ko

Ainsi, (%)n tend en probabilité vers 0.
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c¢) Montrons que (%)n tend p.s. vers 0.

Soit € > 0 et A, I'événement {w € Q/M > e}. La série ) P(A,) est
convergente. "

Par la question précédente une infinité dévénements A, se produisent avec
la probabilité 0, c’est-a-dire qu’ils se produisent un nombre fini de fois avec
la probabilité 1.

. . .y S :
Donc, a partir d’'un moment N, les événements (% < 5) se produisent avec

une probabilité de 1. Ce qui signifie que la suite (%)n tend vers 0 p.s.

Exercice 3.14.

1. a) Montrer que la fonction ]0, Z[ — ]0,1[, ¢ + sin(¢) réalise une bijection
de classe C*°. On note h sa bijection réciproque.

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 1] et exprimer h/(x) en fonction de
T.

On définit la fonction f: R — R par :
1 .
—— € 10,1
pour tout x réel : f(x) = { Va(l —x) st e 0.1
0 sinon

2. a) Soient deux réels a et b tels que : 0 < a < b < 1. Montrer que :
b
/ f(t)dt = 2(h(vb) — h(z/a))
1
b) Montrer I'existence et calculer la valeur de / f(t)dt.
0

3. a) Déterminer la constante k de telle sorte que la fonction g = kf soit une
densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle.

Désormais on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), de densité g.

b) Déterminer la fonction de répartition G de X.
c) Pour x € R, exprimer G(1 — z) en fonction de G(z). En déduire
P(X < 3).

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire h(v/X).

Solution
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1. La fonction est continue et strictement croissante : elle réalise une bijection
de |0, 7/2[ sur son image |0, 1[. Elle est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas
d’ot1 :
Va €0, 1 b (¢) = —A— = L
10,1, (z) cos(h(z)) /1 — a2

2. a) Le changement de variable : u = v/t donne :

’ \/Edu
LHWMﬂL?zf?:%%ﬁ%Mﬂm

b) la fonction f est continue sur |0, 1.
1
— EnO0: f(t) ~ =
Vit
—~Enl:f(t)~—2—,
Vv1—-1

Donc l'intégrale proposée est convergente et :

| f0de= tim 20 - 1) = =

a—0,b—1

, donc h est de classe C*

3. a) Pour tout réel k, kf est continue sur R\ {0, 1}.
1
La fonction kf est positive, / kf(t)dt = km. Donc kf est une densité de
0

probabilité si et seulement si k = %
0 sizx <0
b) Un calcul élémentaire donne G(z) = /Oxg(t)dt = %h(\/i) si x €[0,1]
stz >1
c¢) Pour tout =z € R, g(x) = g(1 — z) entraine :

1—x +oo x
G(l—x):/ g(t)cl?le—/1 g(t)dtzl—/ g(u)du =1— G(x)

— o0 —x — o0

(on a effectué le changement de variable t = 1 — u)

Dot : G(0.5) = 1—G(0.5) = G(0.5) = P(X < 1) =

1

2

4.8it<0: Ph(vVX)<t]=0,

Si0<t< T P(W(VX) <t) = P(X <sin’(t)) = Gsin’(t)) = %h(sin(t))

soit :

Sit>%:P(h(\/Y)<t):1.

Ainsi h(v/X) suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 7/2].

Exercice 3.15.
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Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et suivant la
loi exponentielle de parametre A > 0.

n
Pour tout entier n > 1, on pose S,, = > Xy et U, = inf Xj.

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) Déterminer la loi de U,.

b) Reconnaitre la loi de S,,, puis en donner une densité. Montrer que pour
tout x > 0

k, k
P(S, >x)—e_/\wz >‘

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (2,4, P), indépendante des
variables (X;) et qui suit la loi géométrique de parametre p, avec 0 < p < 1.
On définit S et U par :

pour tout w € 2, S(w) = Sy)(w) et U(w)=Upw)(w).

On admet que S et U sont deux variables aléatoires.

a) Montrer que U est une variable aléatoire a densité et déterminer une
densité de U.

b) Déterminer la loi de S (on admettra que I'on peut permuter 'ordre des
sommations rencontrées).

Solution
a) Siz <0,ona P(U, <z)=0.
Sl x > 0, alors, par mdependance

PU, >z)= H P(X; > x) = (e ") = e~
Ainsi U, suit la loi exponentzi:eile de parametre nA.
b) On sait que S, suit la loi F( e ) Une densité de S, est donnée par :
. 0 sit<O0
fa(t) = { ﬁt"—le—kt sit >0

On remarque que pour tout n > 1 et t >0, f/ 1 (t) = Afn(t) = Afnsi(2).

Si I'on note F;, la fonction de répartition de S,,, alors, en intégrant 1’égalité
ci-dessus sur [0, z], il vient :

Mn1(@) = Fu(z) = Foga ()
On termine par télescopage.
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2. a) On utilise le systeme complet d’événements (N = n),>;. Ainsi, pour
x > 0 et par indépendance :

PU > z) = ip((U >2)N (N =n)) = i; P(U, > 2)P(N = n)

00 -z
_ no—nNAT __ pe
— e e
et )
0 six <0
F (.CU) o pe—>\$ .
U o 1— PEE— v six >0
1 —gqe

Cette fonction est continue de classe C! sauf en 0, monotone croissante, et telle
que lim Fy(x) =0et lim Fy(x) =1, donc U est une variable densité.
r—r — 00 xr—r 00

b) On agit de la méme fagon avec S.

P(S > ) = f P(S>a)N(N=n) = P(S,>z)P(N = k)

k N 00 k o)
Dz - Az Ax n—
_peAzz() 1:]?6)‘2(,) S gt
n=1 k= k=0 : n=k+1
_pe—)\:t: Z ( )k _k _ e—)x(l—q):(:
= k! 1—gq

Ainsi S suit la loi exponentielle de parametre Ap.

Exercice 3.16.

Soit Y et Z deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), admettant chacune un moment d’ordre 2. On admet alors que
Pespérance E(Y Z) existe.

1. Montrer que (E(Y 2))? < E(Y?)E(Z?).

2. Soit X une variable aléatoire ayant un moment d’ordre 2. Soit € > 0 et
U=¢—- X+ E(X). Soit B = 1y la variable aléatoire indicatrice de
I’événement (U > 0).

a) Justifier que 'on a U < UB.

b) A laide du résultat de la premiere question appliqué aux variables
aléatoires U et B, montrer I'inégalité :

P(X — E(X) > )<
V(X)
V(X)+e*

d) Donner un majorant de P(|X —E(X)| > ¢) et comparer avec le majorant
fourni par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

)
¢) Montrer de méme que : P(X — E(X) < —¢)
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Solution

1. La quantité E((X + \Y)?) est positive pour tout A. De plus, par linéarité
de ’espérance, on a :

E((X +XY)?) = 2E(Y?) + 20AE(XY) + E(X?)
Ce trinome du second degré reste positif sur R : son discriminant est donc
négatif ou nul ce qui se traduit par 'inégalité demandée.

2. a) Pour tout w tel que U(w) > 0, on a U(w)B(w) = U(w).
Pour tout w tel que U(w) < 0,0n a: U(w)B(w) =0 2= U(w).
b) En appliquant I'inégalité de la premiere question aux variables U et B,
on obtient :
E2(U) < EX(UB) < E(U*)E(B?)
Or E(U) = ¢ donc 2 < E(U?)E(B?).
Enfin :
e BE(U?) =2+ V(X).
e E(B?)=E(B)=PU >0)=P(X - E(X)<e).
Ainsi €2 < (2 + V(X))P(X — E(X) < ¢).
On termine en prenant la probabilité de I’événement contraire.

¢) On recommence ce qui précede en remplacant la variable X par — X, et
on trouve :

V(=X)
P(—X —FE(-X)2e) < 5———~+—
( ( ) 5) 82 n V(—X)
soit : V(X)
PX-—FEX)<—¢) ———~+—
(X~ B(X) € =) < s
En ajoutant les inégalités précédentes membre a membre, on trouve :
P(X ~ E(X)| > ) < oK)
V(X)+e

d) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit P(|X —E(X)| > ¢) < V(‘QX)

WX) |, V(X) )
V(X) + & g2
Il suffit de faire la différence :
2V(X) V(X)) _ VX)(? - V(X))
V(X)+e* &2 2(V(X)+¢eY)
Le majorant obtenu par la nouvelle inégalité est meilleur (plus petit) que celui
fourni par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev si et seulement si €2 < V(X).

et on doit donc comparer

Exercice 3.17.
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Les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). On rappelle que pour tout entier naturel a, il existe un unique

entier naturel m et un unique m-uplet (ag,...,am—1) € [0,9]™ tels que
m—1

a= Z a; 10% et ap,_1 =# 0. Cette écriture est I’écriture en base 10 de a.
i=0

On dispose d’une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher et
numérotées de 0 a 9. Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non
nul et [0,n] ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n. L’objectif
de cet exercice est de proposer une méthode de simulation d’une loi uniforme
sur [0,n] a laide de cette urne.

1. Montrer qu’il existe un unique entier naturel k tel que 10*~1 < n < 10% —1.

On effectue k tirages successifs, au hasard et avec remise a chaque fois de la
boule obtenue avant le tirage sutvant, d’une boule de ['urne.
On note Xy, ..., Xk_1 les variables aléatoires donnant les résultats successifs

k
des tirages. Enfin, on note N(w) = > X;(w)10%.
i=0

2. a) Déterminer N (£2).

b) Déterminer la loi de N.

c¢) Calculer E[N].
Soit (N;);en une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement,
distribuées de méme loi que V.
Pour tout w € €2, on note T'(w) = inf{i € N*/N;(w) € [0,n]} lorsque
’ensemble précédent est non vide (si cet ensemble est vide on pose T'(w) = 0).
Enfin, pour tout w € 2, on note X (w) = Np(,)(w).
3. a) Déterminer la loi de 7.

b) Déterminer la loi de X.

Solution
1. La famille ([10*=1,10% — 1[,k > 1) est une partition de [1, +-o0[. Ainsi, il
existe un unique entier naturel k tel que 10*~1 < n < 10F — 1.

2. a) Pour tout i € [0, k], X;(w) € [0,9]. Ainsi,

10—-1
Ainsi, d’apres les rappels sur ’écriture décimale des entiers :
N(Q2) = [0,10% — 1]

k—1 ) k—1 ) 10k 1
0< Y X;(w)10t < > 9-100<9- —= <108 —1
=0 1=0
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b) Soit a € [0,10% — 1]. Notons a = kil a;10°. D’aprés I'unicité de la
décomposition décimale et I'indépendance éiz(s) lancers,
P(N =a)=P((Xo=ao) NN (Xp_1 = ax_1)) = ZE[;P(X,L- — a;) = #
Ainsi, N suit la loi uniforme sur [0, 10* — 1].

c¢) N suivant la loi uniforme sur [0,10* — 1], on a :

10F — 1
BE(N) = 105

3. a) La loi de T est la loi du temps d’attente d’'un premier succes dans
une succession d’épreuves indépendantes. Ainsi, T' suit la loi géométrique de

parametre p = P(N € [0,n]) = an_|'k1

b) Soit a € [0,n]. Notons p = 1 — ¢ = an'i'kl En utilisant le systeme

complet d’événements (T = i);en+ :

oo 1—1
P(X =a) = P(Ny =a) = Zl ( lp(Nj ¢ [0,n]))P(N; = a)
1= 1=
1< n41yi-1_ 1 1 1
J— 1_ — —
oF 2 ) 10F "Bkl — n+1

Ainsi, X suit la loi uniforme sur [0, n].

Exercice 3.18.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

Une urne U; contient des boules rouges et blanches en proportions respectives
p €]0,1[ et ¢ =1 — p. Une urne U, contient dix jetons numérotés de 0 a 9.

On effectue des tirages avec remise d’une boule de I'urne U; jusqu’a obtenir
une boule rouge. On note N la variable aléatoire correspondant au nombre
de tirages effectués.

On effectue alors N tirages avec remise d'un jeton de I'urne Us,. L’entier
compris entre 0 et 9 issu du k-ieme tirage sera noté Y (w). On forme ainsi un
nombre réel de [0, 1] défini par :

N(w)
K= 2 gl

(le résultat du k-ieme tirage donne donc la k-ieme décimale de X (w))

1. Déterminer la loi de N.
Un nombre décimal de [0, 1] est un réel d de [0, 1] vérifiant : il existe m € N*
tel que 10™d € N. On note D I’ensemble des nombres décimaux.
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2. Montrer que D C QN [0, 1] et que cette inclusion est stricte.

3. Soit n € N* et D,, I’ensemble des décimaux qui s’écrivent sous la forme
0,a1as . ..a, ou a, # 0. Déterminer le cardinal de D,,.
4. a) Calculer P(X = 0).

b) En remarquant que 0,375 = 0,3750 = 0,37500 = - - -, montrer

que
2

pq-
10%(10 — q)
c) Soient n € N et d = 0,a; - - - a,, un nombre décimal tel que a, # 0.

Calculer P(X = d).

d) Vérifier que I'on définit bien ainsi une loi de probabilité sur D.

P(X =0,375) =

Solution

1. La variable aléatoire N suit la loi géométrique de parametre p.

2. Soit d € D. 1l existe m € N tel que 10™d = r € N. Ainsi, p = 10Lm e Q.
On remarque que 1/3 = 0,333 - - - n’appartient pas a D.

3. Comme (ai,...,a,) € [0,9]""! x [1,9], alors card D,, = 9.10" L.
4. a) La famille (N = m),,>; étant un systeme complet d’événements :

_ — 1 m—1 p
PX=0)= Y Py_ (X =0)P(N=m)= 5 —L_ _

b) Pour obtenir 0,375, alors N doit étre au moins égal a 3. Ainsi, en utilisant
la remarque et les evénements (N = m),;,>3 :

P(X =0,375) = 3 Py—m) (X = 0,375)P(N = m)
m=3

P(X=0375)= > P(Y1=3Y,=7Y3=5Y,=0,...,Y, =0)pg" !
m=3
(si m = 3, la liste s’arréte Y3)
00 2
— — 1 m—1 _ Pq
P(X=0375)= Y —L_ ___pr
( )= 2 qmP 10%(10 — q)
c) En reprenant le systeme complet d’événement (N = m),,>1, on obtient
plus généralement :

P(X = d) = mil Pix—my(X = d)P(N = m)

[ee) n—1
— 1 m—1 — pq
PRI 107110 — ¢)

d) En utilisant les notations précédentes :
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> )= > L D (R
P(X =d)= Y card(D,)x—1 =3 910" 1u—1L
d£0 ( n=1 () 10" 110 —q) a1 10"71(10 — q)
_ 9p - n—1 _ 9
10 — q ngl 1 9— D
et Y P(X =d)=1.
deh

Exercice 3.19.

Soit (Up)nen et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (€2, A, P) et toutes de méme loi uniforme sur [0, 1].

On suppose que toutes les variables U, et V,, (pour n € N*) sont
indépendantes.

1. Pour tout réel x € |0, 1], calculer l'intégrale : J(x) = / S S
10,1] g (z) ; m

[On pourra justifier et utiliser le changement de variable (& x fixé) :
p:]-m/2,1/2[>R,0—t= % sin 0 + % ]

2. a) Déterminer la loi de U2.

b) Justifier que la variable U2 + V> posséde une densité h, que l'on
exprimera sous forme d’une intégrale.

¢) Déterminer h(x) pour z € [0, 1].

772 2
3.Onpose:‘v’n€N*,Xn:{1 STUn_'"Vngl
0 sinon.

Déterminer la loi de X,,.

n
4. a) Prouver que la suite (Z,,)nen< définie par Vn € N* Z,, = % > Xk,
k=1
converge en probabilité vers la constante .

Soit @ € 10,1 et § > 0.

b) Montrer qu’il existe un entier ng, qu’on exprimera en fonction de « et
0, tel que

Vn > ng, P(|Z, — 7| >0) < a.

Solution

1. Si z € ]0,1] et ¢t € ]0,z[, alors z — ¢t € ]0,1[; l'intégrale est convergente
(regle de Riemann).

Effectuons le changement de variable de classe C! bijectif ¢ : |—7/2, 7/2[—
10, | défini dans ’énoncé. Comme cosf > 0, il vient :
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z dt /2 T 0)do /2

J(:c)z/ :/ 2 os(9) :/ dt = .
z2 x — x? ; —
0 = -tz e e sinth) o
2. a) Pour z € ]0,1], P(U2 < 2) = y/z; donc une densité de U2 est :
fz(z) = ﬁ si z € ]0,1], et 0 sinon.
b) (Us + Vi2)(Q) = [0,2];

Les variables aléatoires U2 et V,? sont indépendantes de méme loi & densité
(nulle en dehors de [0, 1]) donc, par convolution :
— h(z)=0si[z<0o0uz>2|

— h(z) = /0 fz(t)fz(z —t)dt sinon.

c)0<z2

NS

<1 = h(z) = / _dt
( ) o 4/ t(Z — t)
3. X,, suit une loi de Bernoulli de parametre :

1
p(xnzl):p(vg+v3g1):/
0

4. a) Les variables aléatoires 4X,, sont indépendantes, équidistribuées et
d’espérance finie, donc d’apres la loi faible des grands nombres,(Z, ), tend
en probabilité vers E(4X;) = 7.

b) Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff
P(|Zn —7T| > 5) < Vggn) — 7T(4 —7T)’ d’ou ne = ’77'['(4 — 7T)-‘

no? b’
o [z] désigne le plus petit entier au moins égal .

Exercice 3.20.

Dans cet exercice, N désigne un entier naturel non nul et k£ un entier naturel
fixé supérieur strictement a 2.

On considere une urne contenant N boules numérotées de 1 a N, indiscern-
ables au toucher.

On pratique dans cette urne des tirages successifs d’'une boule avec remise
et on arréte les tirages des qu’on a obtenu k boules consécutives portant le
meme Nnumeéro.

On suppose que l'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir l'arrét des tirages (on admet que 7" est bien une variable aléatoire).

1. a) Donner T'(£2).
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b) Déterminer les valeurs de P(T = k) et P(T' =k +1).

c¢) Donner la valeur de P(T = k + 2).
2. a) Montrer que pour tout m € N, (T'=m + k) C (T > m).
b) En déduire que pour tout m € N, P(T'=m + k) = NN_k 1P(T >m).
c¢) A laide de la formule précédente, montrer que, pour tout entier naturel
ntelquen>k+1:

P(T:n+1):P(T=n)—NN;lp(T:n—k+1)

3. Compléter le programme suivant pour qu’il simule les tirages décrits
précédemment et qu’il calcule et affiche la valeur prise par T'.

Program escp2014 ;

Var x, y, k, ¢, N, t : integer;

Begin

Randomize ; Readln(k, N) ;

c:=1;1t :=1; x : = random(N) + 1;

While (c < k) do begin

y : = random(N) + 1;

If (y = x) then ¢ : —————- else If (¢ > 1) then ¢ : = —————- ;
X =75;

t: = -—- 5

end ;

Writeln(t) ; end.

Solution

1. a) Le premier tirage donnant une boule quelconque (probabilité égale a
11), réaliser (T = k) c’est tirer k — 1 fois consécutivement la méme boule que
celle tirée en premier.

On a donc, par indépendance : P(T = k) = #
b) Réaliser (T' = k + 1), c’est tirer une premiere boule (probabilité égale a

1), puis une boule différente (probabilité égale a N N 1) et tirer ensuite k — 1

fois de suite la méme boule que la deuxieme (a chaque fois ceci se produit
avec la probabilité 1/N).

On a donc, par indépendance : P(T'=k+ 1) = NN_k; 1
2 —_—
c) Comme k >2 ona P(T=k+2)= N ](\TJXH D _ NN_k 1 (on choisit la

boule qui permet de gagner de NV facons, cette boule est obtenue du tirage de
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rang 3 au tirage de rang k+2, le tirage de rang 2 a dii amener une autre boule
(sinon on s’arréte trop tot) et le résultat du tirage de rang 1 est quelconque).

2. a) Comme k est strictement positif, on a l'inclusion : (T'=m+k) C (T >
m).
b) On en déduit que (T'=m+k)N(T > m) = (T = m+ k). Par conséquent,
on obtient :

P(T'=m+k) = Prsm)(T =m+k)P(T >m)
Or, par indépendance, on a Pips.,) (T =m+k) = P(T' = k+1). En effet, la
(m+ 1)-eéme boule doit étre distincte de la m-eéme, puis ensuite, on doit tirer
k — 1 fois la méme boule que la (m + 1)-eéme.

Finalement : P(T =m + k) = NN_'C 1P(T >m).

c¢) Pour m = n — k (qui est bien supérieur ou égal a 1), on trouve :

P(T =n) = NN;lp(T>n—k)

Pour m =n+ 1 — k (qui est bien supérieur ou égal a 1), on trouve :
P(T=n+1)= NN_,€1P(T>n+1—k:)

En soustrayant membre a membre, on a :

P(T:n+1)—P(T:n):NN_kl(P(T>n+1—l<:)—P(T>n+1—k:))

Comme T est a valeurs entieres, on obtient :
P(T=n+1)—P(T =n) :—NN_lP(T:n+1—k)
t

: integer ;

k
3. Program escp2014; Var x, y, k, c, N,
Begin
Randomize ; Readln(k, N) ;
c:=1;t :=1; x : = random(N) + 1;
While (c < k) do
begin
y : = random(N) + 1;
If (y = x) then c : = c + 1 else If (c > 1) then c :
X =79;
t: =1t
end ;
Writeln(t) ;
end.

Il
—-

+ 1;

Exercice 3.21.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace
probabilisé (2, A, P).
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Soit (X, )n>1 et (Yy,)n>1 deux suites de variables aléatoires. On suppose que
la suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire X et que la suite
(Y,,) converge en probabilité vers une constante 6.

Partie A. On veut montrer dans cette partie que la suite (X,, +Y,,) converge
en loi vers X + 6.

1. Montrer que ’on peut supposer que 6 = 0.
On suppose donc désormais que (Yy,) converge en probabilité vers 0.

Soit € > 0 et  un point de continuité de la fonction de répartition de X.

2. a) En utilisant le systéeme complet d’événements {(|Y,| > ), (|Y,| < )},
montrer que :

PX,+Y,<2)<P(X,<zxz+¢e)+ P(|Y.] >¢)
b) Montrer de méme que P(X,, <z—¢) < P(X,,+Y, <)+ P(|Y,]| > ¢).
¢) En déduire que P(X,, < z—e)—P(|Y,| > ¢) < P(X, < z+e)+P(|Y,| >
£).
3. Montrer que (X,, +Y,,) converge en loi vers X.
Partie B. On veut montrer dans cette partie que la suite (X, Y;,) converge
en probabilité vers 6.X.

1. Montrer que ’on peut supposer que 6 = 0.
On suppose donc désormais que (Y,) converge en probabilité vers 0.

2. Soit M un réel strictement positif et € > 0. En utilisant le systeme complet
d’événements {(|Y,,| > 1/M), (|Y,| < 1/M)}, montrer que :

P(IX,Yo| > €) < P(|Xn| > eM) + P(|Y,| > 1/M)

3. En utilisant le fait que (Y;,) tend en probabilité vers 0, montrer que (X,,Y,,)
converge en probabilité vers 0.

Solution
Partie A.
1. On peut supposer § = 0 en écrivant X,, + Y, = (X,, +6) + (Y, — 0) et
(Y,, — 0),, tend en probabilité vers 0.
2. a) En utilisant le systéme complet proposé, il vient :
PX,+Y,<2z)=
P((X + Yo < 2) N (Y] < 2)) £ P((Xn + Yo < 2) 0 (Yl > 2)
P(X,+Y,<z)<P(X,<z+¢e)+ P(|Ys] >¢)
En effet :
(Xn+Y, <z)N(|Yn] >¢) C (|Ya] >¢)
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et
(Xn+Y,<2)N([Yo|<e)=(Xn<2-Y,)N(—e <Y, <e) C (X, <z+¢)
b) Avec le méme raisonnement, il vient :
P(X, <2—5) = P((Xy < 2—)N(|Ya] <)+ P(Xn < 2—2)N(|Ya] > €))
P(X,<z—¢)< P(X,+Y,<x)+ P(|Y,] >¢)
c¢) Ainsi, par les deux inégalités précédentes :
P(X, <z—e)—P(|Y,] >¢) < P(X,,+Y, < z) < P(X,, < z+¢)—P(|Y,| > ¢)

3. Pour € petit, avec x £ ¢ point de continuité de F'x, on sait que :
lim P(X,, <zte)=PX <xte)et lim P(|Yn|>¢)=0
n—oo

n—oo

Donc par les inégalités vues en 2. ¢), (X,, + Y;,), converge en loi vers X.

Partie B.

1. On peut supposer § = 0 en écrivant X,Y, = X, (Y, — 0) + 0X,,
car lim 60X, = 6X. Il suffit donc de montrer que X,(Y,, — 0) converge

n— 00
en probabilité vers 0 et par la partie précédente que (X,Y;) converge en

probabilité vers 0.
2. On écrit :
P(|X,Y,|>¢) =
P((|XnYn| > &) N ([Yn| > 1/M)) + P((| X5 Yy| > €)
P(|XnYn| > 6) P((|XnYn| > ) N (|Yn| > 1/M)) + P(|Yn|
P(| X, >eM)+ P(|Y,| <1/M)

3. Or pour tout M,
lim P(|Y,| <1/M)=0et lim P(|X,|>ecM)=P(|X|>cecM),
n—oo

n—oo

cette derniere quantité étant aussi petite que 'on veut si M est grand.

(IYa] < 1/M))

On conclut alors comme dans la partie A.

Exercice 3.22.

On pose, pour tout = réel :
o(r) = \/%e_ﬁﬂ, O(x) = / e(t)dt, ¥(x)=1-—d(x)

1. Montrer que, pour tout z > 0 :
a) U(r) < @

U () 2 /+°o e
b =e” /2 PRa < )T
Vo =) %
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2. Résoudre ’équation différentielle f/(z) —zf(x) = 0, d’inconnue f € C}(R).

3. Soit h une fonction définie sur R vérifiant : il existe une constante C' > 0
telle que pour tous x,y réels : |h(x) — h(y)| < Clxr — y| (on dit que h est
lipschitzienne).

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

a) Montrer que E(h(Z)) existe.
b) Montrer que pour tout y réel : |h(y) — E(h(Z))| < C (|y| + \/g)

4. La fonction h étant donnée comme dans la question précédente, on cherche
A résoudre 1'équation différentielle, d’inconnue f € C'(R) :

Yz R, () — 2f(x) = B(h(Z)) — h(z) (%)
+oo
On pose fp, : ex2/2/ e~ 12((t) — E(h(Z)))dt.

a) Montrer que f;, est bien définie sur R.
b) Montrer que f;, vérifie 'équation (x) et qu’elle est bornée sur R¥.

c¢) Montrer que sup |fx(x)| < 2C.
x>0

Solution
1. a) On a, pour z > 0 :

+oo 1 +o0
\If(as)—/x o(t)dt = \/%/ Ik
_ L[ﬂr“ _ L/“"&dt
S WVerl —tle Vo), o
_ 1 e /+°°e‘t2/2dt< p(z)
CVorow Vor /. 2 T @

—+ o0
b) On étudie la fonction g : z — ex2/2/ e~t"/24d¢. Sa dérivée ¢ vérifie,
X

pour = >0 :

x(M ~Ly<o
p(x) T

ce qui entraine la décroissance de g sur R* et :

—+ 00
glr) < g0 :/ e 24y = T
(2) <90) = | v

2. C’est une équation différentielle liné%ire homogene du premier ordre dont
les solutions sont de la forme z — C.e* /2.

g'(z) =
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3. a) Si h est lipchitzienne, on a |h(z) — h(0)] < Clz| = |h(z)] <
Cl|z| 4+ |h(0)|. Cela entraine l'existence de E(h(X)), puisque X admet une
espérance.

b) Utilisons le théoreme de transfert :

L[ 2
(o) ~ B2 = =| [ (o)~ o2
too o—t7/2
<C/_OO ly — t| \/—dt

o+ [ ) = ol + /)

o0

4. a) La fonction f; est bien définie par la question précédente et le fait que
Z admette une espérance.

b) La fonction f;, est le produit de fonctions dérivables, et :

fn(@) = xfn(z) = (h(z) = E(h(2)))
La fonction fj, vérifie donc ’équation différentielle (x).
De plus, par la question 3.

+0o0
@l <o [t +y R

+00o
Or, par la question 1. b), ,/%eﬁ/z/ e /2 L1,
et pour x > 0 : ’

2 +oo 2 2 +OO 2 2 2
e /2/ t|le™t /2dt = e® /2/ te /2t L e /2 e /2 = 1
X X

Donc fp est bornée sur R, .

c) Cette question est évidente, par les deux majorations obtenues ci-dessus.



4

Option B/L

Exercice 4.01.

Pour tout entier naturel n non nul, soit f,, la fonction définie sur [0, 1] par

Fult) = t"sin(rt).
1. Soit n € N*.

a) Montrer qu’il existe «,, €]0, 1] tel que f(a,) = sup fn(t).

te[0,1]
b) Montrer que cos(may,,) # 0.
2. Montrer que lim «, = 1.
n—oo
On pose e, =1 — a,.

3. a) Montrer que ¢,, = % +o(1).

b) En déduire lim sup f,(t).
N0 tc[0,1]

Solution

1. a) On remarque que f,,(0) = f,(1) = 0 et pour tout ¢ € 0,1[, fn(¢) > 0.
Ainsi, la fonction f,, étant continue sur [0, 1], elle atteint ses bornes sur cet
intervalle. De plus, la borne supérieure est atteinte a l'intérieur de l'intervalle.

b) Comme a, est intérieur a l'intervalle [0, 1], f'(ay,) = 0. Ainsi,

nsin(ray,) + Tay, cos(mray,) = 0.

Si cos(ma,) = 0, alors sin(may,) = 0, ce qui est impossible car cos? 4 sin® = 1.

Ainsi, cos(may,) # 0.
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2. a) D’apres la question précédente, tan(wa,,) = —%.
Comme «,, € ]0,1], (W?L‘n)neN* converge vers 0. Ainsi, tan(mwa,,) converge

vers 0 par valeurs négatives et la suite (av,) converge vers 1.
b) En reprenant la question précédente, tan(we,,) = %(1 —&n).
Ainsi : me,, = arctan (%(1 —&n)).
Donc d’apres le développement limité de arctan : we,, = %(1 —&n) + 0(%(1 —

En))
1 1

Soit &, — o= —%‘ + 0(5 — %) = 0(%), car (e,) converge vers 0.

c¢) Finalement :

sup fi = ful(en) = n(1 = 5+ o(z) " sin(r(1 = 5 +o(1/m)

=n(l- % + o(%))nsin (% + o(1/n))

et les équivalents classiques donnent : sup f, — T

Exercice 4.02.

On utilise deux pieces de monnaie équilibrées. On lance la premiere piece n
fois de suite et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de Face
obtenus. On effectue la méme opération avec la deuxieme piece et on note Y
la variable aléatoire donnant le nombre de Face obtenus.

Ces deux variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé

(Q, A, P).

1. Soient m et n deux entiers positifs et k& € [0,n + m]. En développant
(14 t)"*™ de deux manieres différentes, établir la formule suivante :

k
n m \ _ (n+m
2. Quelle est la loi de X 7 Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes et identiquement distribuées ?

3. Calculer la probabilité de I’événement [X + Y = n].

4. Que vaut P(X =Y)?

5. Montrer que P(Y > X) =

NO|—
/
[E—
_|_

[\)

DO —
3

/N
s 3
——
——
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Solution

1. Avec la formule du binome de Newton, il vient :

nim (n—]:m>tk _ (1 4 t)n+m _ (1 + t)n(l + t)m

G ONE (A E ()

En identifiant les coefficients, on aboutit a la formule demandée.

2. Comme les résultats des lancers sont indépendants, il est clair que X
suit la loi binomiale B(n,p). Les variables X et Y sont clairement (i.e.
«physiquement ») indépendantes et suivent la méme loi.

3. La probabilité cherchée est celle d’obtenir n faces a I’issue des lancers des
deux pieces. En utilisant I'indépendance des variables X et Y et la formule
trouvée en 1., on voit que :

Py =m=P(UX=knr=n-=3 ()" )

k=0 k=0
2n
e
4.0Omn a: . § ) 2
PX=Y)=P(UX=kn(¥ =k)=3 P(X=k?=3 2%(2)
k=0 = =

Comme ( n ﬁ k) = (Z), on trouve finalement avec la formule de 1. :

P(X=Y)=-L (2”)

22\ 1
5. Par symétrie, on a P(X >Y) = P(Y > X). Par suite, il vient :
1=PX>Y)+PX<Y)+PX=Y)=2PX>Y)+P(X=Y)
—9P(X>Y)-P(X=Y)
Il en résulte que :

P(X>Y)=3(1+PX=Y)) = %(H%n(?g))

Exercice 4.03.

Soient p et ¢ deux réels tels que p € ]0,1[ et ¢ =1 — p.

On considere une variable aléatoire réelle discrete X, définie sur un espace
probabilisé (2, B, P), dont la loi de probabilité est donnée par :

X(Q)=NetVkeN,P(X =k)=pq"
1. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

2. On définit une nouvelle variable aléatoire en posant Y = X1
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a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) Soit n € N et soit € [0, 1[. Rappeler la valeur de la somme S,, = 3 z°.

tnl
:>4m1—w—/"x+dm

l1—=z

n+1
En déduire que Vn € NVt € [0,1], >

=~

c¢) Prouver la convergence et calculer la somme de la série >

t*
=1 k-

d) Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
3. Soit Z une variable aléatoire réelle discrete telle que Z(€2) = N et telle que

pour tout k£ € N, la loi conditionnelle de Z sachant que (X = k) est réalisé
est la loi uniforme sur [0, k].

a) Pour tout n € N, exprimer P(Z = n) sous la forme d’une somme.
b) Montrer que Z admet une espérance que ’on notera E(Z).

c¢) Calculer E(Z) (on admettra qu’il est possible de permuter I'ordre des
sommations a effectuer).

Solution

1. a) La variable X +1 suit la loi géométrique de parametre p. Par conséquent
X admet une espérance et une variance telles que E(X) = % et V(X)= L.

.a)OnaY(Q) = 1 mGN*} et pour tout m € N* :
P(Y = Ly=P(X =m-1)=pg!

b) Pour tout n € N et tout = € [0,1], S Zm—lzx
—x

Soit ¢ € [0,1]. En intégrant la formule précédente sur le segment [0,%], on
obtient :

n ; n 1 t t t
tl—i—l + dl’ B xn—i—l _ B B mn—i—l
i;]i_'_l Z 0—1—:1: 1_md$— In(1 —¢) Ol—a:dx'

c¢) Soit n € N. Pour tout (¢,

GRQtelsqueO r<t<l,ona:
n+1 < tn—l—l

—r 1—x

En intégrant pour x variant de 0 a ¢, on en déduit que :

tn—|—2

n+2)(1—t)
d:v) 0.

z)
X
0<4

t n+1
VneN,Vte[O,l[,Og/dexg(
0

t ’)’L

Par encadrement, il suit que : lim
n——+o0o 1 -
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On déduit alors de la question précédente que la série Z converge avec :
k>1

> L= —m(1-1)
k=1

d) La variable Y admet une espérance si et seulement si la série %P(Y =
keN*

%) converge. La somme partielle de rang N de cette série s’écrit :
N N
1 1 _D
ip D
Z Y =2)= kZ ppa = Z:J

On reconnait la somme partielle de la série étudiée a la question précédente.
Il s’ensuit que Y admet une espérance avec :

B(Y) = 2= n(1 - q)) = ~2222)

3. a) Pour tout £ € N, on a :
Pix—i)(Z =n) = lerl sin e [0,k] et Px—p)(Z =n)=0sin¢][0,k].

En appliquant la formule des probabilités totales avec le systeme complet
d’événements (X = k)gen, on trouve
P(Z=n)= ¥ Pixoy(Z=mP(X =b) = &
keN +
b) La variable Z admet une espérance si et seulement si la série > nP(Z =

n), i.e. la série > ( Z e 1) converge.
On pose u,, = nP(Z ) Pour tout n € N :

0< un—nzk+1 anq—nplq = ng"

Par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série > u,, converge.
Il s’ensuit que Z admet une espérance.

¢) On calcule alors I'espérance de Z :

o
B(Z)=> un=% >on
n=0 " n=0 k=n k + 1
Comme on a admis que 'on pouvait permuter 'ordre des sommations (sans

changer la somme) il Vient

k(k
B(2)= £ 3y = 5 pryHE L

=0n=0

l\')lr—t

i:; =1B(x)=4L.

Exercice 4.04.

L’expérience qui suit est modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P) sur
lequel sont définies toutes les variables aléatoires qui suivent.
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Soit d un entier tel que d > 2 et n un entier tel que n > 1.

On considere deux urnes A et B initialement vides et d boules numérotées
de 1 ad.

On procede a l'expérience suivante : on lance d fois un dé ordinaire. Pour
tout i € [1,d], si le i-itme lancer a donné un chiffre inférieur ou égal a 4,
on place la boule portant le numéro ¢ dans I'urne A ; sinon on la place dans
I'urne B.

On note X le nombre de boules se trouvant dans 'urne A apres cette série
de lancers.

On choisit alors au hasard un nombre compris entre 1 et d et on change d’urne
la boule dont le numéro vient d’étre obtenu et on recommence indéfiniment

On note X,, le nombre de boules contenues dans I'urne A a la fin de n
échanges.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Calculer, pour (i, j) € [0, d]?, la probabilité conditionnelle P x, - (Xp41 =
3. Montrer que la suite (E(X,,)), vérifie une relation de récurrence arithmético-
géométrique.

4. Déterminer lim FE(X,). Interpréter le résultat obtenu.
n—oo

Solution

1. Tout d’abord X (€2) = [0,d]. Réaliser (Xo = k) c’est avoir obtenu k fois
un numéro inférieur ou égal a 4 et d — k fois un numéro supérieur a 4. Ainsi
Xy suit la loi binomiale B(d,2/3).

2. Au vu de I'expérience proposée, lorsque 'urne A contient j boules, avec
1 <75 <d-1, au moment n, elle ne peut en contenir que j — 1 ou j + 1 au
moment n + 1. Ainsi pour i ¢ {j — 1,7+ 1}, P(X41 =1/X, =7) =0.

® Px,=j)(Xnp1=75—-1) = 7> car le numeéro tiré correspond a un numéro de
boule contenue dans A a I'instant n.

® Pix,=j)(Xn+1=7+1)= %%‘]

e Tandis que P(ano)(Xn+1 =1)=1, P(Xn:n)(XnH =n—1)=1

3. En utilisant le systeme complet d’événements (X,, = j)o<;<q, il vient :
d
P(Xpq1 =1) = ZOP(Xn:j)(XTH-l =) P(X, =)
‘]:

® P(Xn_|_1 = O) = P(Xn:1)(X’n—|—1 = O)P(Xn = 1) =
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o P(Xpi1 =d) = Px,—g—1)(Xnp1 = d)P(Xy =d— 1) = JP(X, =d - 1),

e Sinon la formule générale se réduit aux deux termes :

P(Xpp1 =i) = LELp(X, =i+ 1)+ &=LELp(X, =i - 1)

Comme P(X,, = k) est nul si k& ¢ [0,d], la formule précédente est en fait
valable pour toutes valeurs de n et 7 et on peut donc écrire directement sans
se préoccuper des limites des sommations :

d
E(Xn1) = X0 iP(Xpq1 =1) = 3 iP(Xnq1 =)
1=0 7
=S i P, =i+ 1) + i = L p(x, =i - 1)

=G~ DxdP(X, = ) + 26+ Dx 2L P(x, = )

2 d._.2 d— i '
:Z] ]+.7d9+ JP(Xn:j)

J
= 42257 iP(X, = j) + 5 P(Xy =)
J J
C’est-a-dire :

B(Xpi1) = 452 B(X,) +1

5. Le point fixe de cette récurrence arithmético-géométrique est
obtient :

, et on

(V|8

E(X,)-%¢=(1-2)"(BEX)-%) — 0

card>2et0<1—%<1.

Apres de nombreuses manipulations les contenus des urnes auront tendance
a s’équilibrer. . .

Exercice 4.05.

On note E l'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K = R ou C,
et E, le sous-espace vectoriel des polynomes de F de degré inférieur ou égal
a n, ou n est un entier naturel.

Soit @ 'application de F dans F qui a P associe P(X + 1) — P(X), et A
I’endomorphisme défini sur E qui & P associe le polynome dérivé P’.

1. Montrer que FE,, est stable par ® et par A et que ® et A restreintes a FE,,
induisent des endomorphismes de F,, notés respectivement ®,, et A,,.

2. Déterminer Ker(A,,), Ker(®,,), Im(A,,), Im(®,,). On précisera pour chaque
espace sa dimension et une base.

3. Ecrire les matrices F [respectivement M| des endomorphismes ®,, [respec-
tivement A,] dans la base canonique de FE,,.
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4. Montrer que A = (AF) ke{0,...,n} est une famille libre d’endomorphismes
de F,,.

5. Montrer que ®,, appartient a Vect(A).

Solution
1. La linéarité de ® se traite aisément, celle de A vient du cours.

La stabilité de FE, par A vient de ce que le degré d’un polynoéme dérivé
est inférieur a celui du polynéme initial, et par ® du fait que, en dehors du
cas d’'un polynoéme constant qui appartient clairement au noyau de ®, pour
tout polynome de degré supérieur ou égal a 1, le terme de plus haut degré
disparait dans la différence (binéme de Newton) et donc le degré est au plus
deg(P)—1<n—1.

Comme la restriction & un sous espace vectoriel £/ de E d’une application
linéaire f de F dans un (autre) espace vectoriel F' est une application linéaire
de E’ dans F' de noyau Ker(f|g/) = Ker(f) N E’, on obtient ainsi le fait que
®,, et A, sont deux endomorphismes de F,,.

2. Ker(D,,) = Ker(D) N E,, est formé des polynomes constants.
Ainsi Ker(D,,) = Ky[X], de dimension 1, de base (1).

Le théoreme du rang nous donne alors dim(Im(D,)) = n+1—-1 = n.
Toutes les images des vecteurs de E, sont dans K,,_1[X] = E,_;, donc
on a l'inclusion Im(D,,) C K,,_1[X] = E,_1 et comme les deux sous-espaces
vectoriels ont la méme dimension finie, ils sont égaux. Bilan : Im(D,,) = E,,—1,

de dimension n, de base : (1, X,..., X"71).

De méme les polynoémes de Ker(®,,) sont les polyndémes de E,, tels que I'on
ait : Vo € K, P(x + 1) = P(x).
P est donc un polynome périodique de période 1.

Par conséquent un tel polynéme P est tel que P(X) — P(0) est nul en tout
point de N, donc est le polynéme nul, ce qui prouve que P est constant.

Bilan : Ker(®,,) = Ko[X], de dimension 1, de base (1).

En raisonnant exactement comme pour D,,, puisque le degré de ®,,(P) reste
inférieur ou égal a n — 1, on obtient :
Im(®,,) = E,_1, de dimension n, de base : (1, X,..., X" 1)

3. 1l suffit d’écrire en colonnes les transformés des vecteurs de base pour
obtenir :
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4. Soit (Ao, ..., \n) tel que > A\p.DE = 0.
k=0
Appliqué au polynéme X7, il vient > Ap(X™)*) = 0. Or la famille (X™)*),
k=0
0 < k < n est graduée en degrés donc libre et tous les scalaires Ax sont nuls.
La famille donnée est donc bien libre dans L£(E,,).

5. La formule de Taylor des polynomes s’écrit :

n (k) k
VPeE,Ya,beK,Pla+b) =} #
k=0 :

Ou encore en remplagant a par X :
AR (P)(X)b"

VPe E, P(X+b) =) ]
k=0 :

d’ou en appliquant cette formule deux fois, pour b = 1 et b = 0, et en
effectuant la différence :

VP e B, P(X+1)— P(x) = 3 AuP)O0F =08 _ 3~ AL(P)(X)

n k

Donc : ¢, = > % et ®,, est bien une combinaison linéaire des éléments
k=1 K-

de la famille A.

Exercice 4.06.

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R.

1. A tout f de E, on associe 'application F' de R dans R définie par :
r+1
F(z) = f(t)dt.
X
a) Montrer que F' est définie, continue, dérivable sur R et calculer F'(x)
pour tout réel x.

b) Dans cette question uniquement, on a f : x { o v i zi i ; 1
V.4 =

Déterminer F'.

2. Soit T': E — E définie par T(f) = F.
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a) Montrer que T' est un endomorphisme de FE.

)
b) I’endomorphisme T' est-il injectif ? surjectif ?
3. a) Déterminer le noyau de T'.

b) Montrer que pour tout a de R, la fonction f, : =z +— €% vérifie

T(fa) = Aafa, O Ay est un réel a déterminer.

¢) Montrer que pour « réel strictement positif, il existe a tel que a = A,.

Solution

1. a) La fonction f est supposée continue sur R, donc admet des primitives.
Soit ¢ I'une d’entre elles. Pour tout x, on a : F(z) = ¢(z + 1) — ¢(x). Ainsi,
F est de classe C!, et pour tout x, F'(x) = f(x + 1) — f(z).

b) Il convient de distinguer trois cas selon la position de 1 par rapport aux
deux bornes d’intégration x et x + 1. On obtient :

%(m%—(az—l)%) siz>1
2
F)={ 05501 23 go<a<l
1_2255 siz <0

2. a) L’application T est linéaire par linéarité de I'intégration et pour tout
f de E, T(f) = F est de classe C! donc a fortiori continue. Donc T est un
endomorphisme de E.

x+1
b) x Soit f : z + sin27x. On a : Vo € R, T(f)(z) = / sin 27tdt = 0.
Donc T'(f) = 0 mais f # 0. Donc T n’est pas injectif. ’

x Soit g :  — |z|. La fonction g est dans F, mais pas de classe C! car pas
dérivable en 0. Or pour tout f de E, T(f) est de classe C!, donc g n’a pas
d’antécédent par T, qui n’est donc pas surjectif.

x+1
3. a) x Soit f € KerT, on a donc : Vz € R, F(x) = / f(t)dt = 0. En
dérivant, on a donc Vo € R, F'(z) = f(v+1) — f(z) = 0 et f est périodique,
1 étant période de f.
*x Réciproquement, si f est périodique, 1 étant période de f, alors I’ est la
fonction nulle et F' est constante. Par conséquent F' est la fonction nulle si et
1

seulement si F'(0) = / f(t)dt =0.

0

Le noyau de T est formé des fonctions dont 1 est période et d’intégrale nulle
sur [0, 1] (ou sur tout autre segment de longueur 1).
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x+1 a 1
e dt = eT_xe“x. Donc

b) * Sia#0,T(f,)(x)=
T(fa) = S fa avec fu #0.

a
Ceci prouve que f, est vecteur propre de T associé a la valeur propre

_e*—1
AMa) = —

T~

r+1
* D’autre part : T'(fo)(x) = / 1dt = 1. Donc T'(fo) = fo et fo est vecteur

X
propre de 1" associé a la valeur propre 1.

e —1
c¢) On considere A la fonction définie sur R par : A\(a) = { a sia#0
1 sia=0
La fonction A est continue sur R (car A(a) — 1 = X(0)).
a—

Ona lim A(a) =0et lim A(a) = 400, donc la fonction continue A atteint
a——00 a—r+00

toutes les valeurs de R” , ce que I'on voulait démontrer.
(notons que e* — 1 est du signe de a, et donc la fonction A ne prend aucune
valeur strictement négative), ainsi A\,(R) = R%.

Exercice 4.07.

+o0 —xt
1. Déterminer les valeurs de x réel pour lesquelles / tte N dt converge.
0

e_

o0 —xt
On note alors f(x) = / tte dt.
0 e —1

2. Déterminer xgrfoo f(x).

On admet que la fonction f est continue sur son domaine de définition D.

3. a) Montrer que pour tout € D, f(x) — f(z + 1) = ;2
(x+1)
b) En déduire un équivalent de f au voisinage de inf D.
4. a) Montrer que pour tout z € D, f(x) = > %
n=1 (x +n)

b) En déduire un équivalent de f(z) au voisinage de +oc.

Solution

—xt
1. La fonction ¢ : t — tf—ldt est positive sur RT.

e’ —

e pour t au voisinage de 0, ¢(t) ~ tt ~ 1. L’intégrale est faussement

impropre en 0.
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e pour t au voisinage de +00, p(t) ~ te~ (@D dont Iintégrale au voisinage
de l'infini converge si et seulement si z > —1.

Le domaine de définition de f est donc D = |—1, +o0].

2. La fonction t — — t ! est continue sur [0, +oo[ et tend vers 0 en 4o00. Elle

est donc bornée sur R et on note M un majorant de cette fonction positive.
Ainsi :

[f(2)] < M/;Ooe‘“dt — M ot tim f@)=0

x T—+00
3.a)ona:
TO i 00 (a1t +o0
f@) - s = [ R [ gy [T e g
0 € — 0 e — 0
1
— 1) = ——
@) = fa+ 1) = o

b) Lorsque x tend vers —1, z+1 tend vers 0 et f(z+1) vers f(0) (continuité
de f admise). Ainsi au voisinage de —1, f(z) ~

(z+1)%
4. a) Pour tout N € N* :
N-1 § 1y - N-1 1 B N
S (feth)—fathl) = & ol = 1) - S+ )

En utilisant la question précédente, en faisant tendre N vers +oo, il vient :

i %Zf(l’)

n=1 (T +n)
b) Soit € D fixé. On utilise la méthode de comparaison série/intégrale
. 1 .
our la fonction ¢ — ——= pour obtenir :

I A | 1

z) — 4 < —at_ L@+

@L< [ o =l<s@d,

1

ce qui montre que f(x) ~ ~ au voisinage de +oo0.

Exercice 4.08.

On admet que les propriétés de la covariance de deux variables aléatoires
discretes restent valides pour des variables a densité.

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 27]. On note ¥ = cos X
et Z =sin X.

1. Calculer 'espérance de Y et celle de Z.

2. Montrer que la covariance de Y et Z est nulle.
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3. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

4. a) Soit h la fonction définie sur [0, 7] par h(z) = cosz. Montrer que h est
une bijection de [0, 7] sur [—1,1] et établir que sin(h™(z)) = V1 — 22.

b) Montrer que Y est une variable aléatoire a densité, déterminer une
densité de Y et retrouver la valeur de E(Y').

Solution

1. Par le théoreme de transfert :

27 27
_ 1 —-0- — 1 g _
E(Y) = /0 5 cos(t)dt =0; E(Z) = /0 5 sin(t) dt = 0

27
2.0naYZ =cosXsinX = $sin(2X). D’ou: E(YZ) = / ﬁ sin(2t) dt =
0

0, par conséquent :
Cov(Y,Z)=E(YZ)-E(Y)E(Z)=0
3. Si Y et Z étaient indépendantes, Y? et Z? le seraient également, or
Y2+ 272 =1.
4. a) La fonction h coincide avec la fonction cosinus sur [0, 7] ; elle est continue
et réalise une bijection décroissante de [0, 7] sur [—1, 1].
Comme sin?(h~'(z)) 4 cos?(h~(z)) = 1, on a sin?(h " (z)) = 1 — 22
De plus sin(h™1(z)) > 0, puisque x appartient & [0, 7], on trouve donc :
sin(h='(z)) = V1 — 22

b) On a Y (Q2) = [—1,1] et pour tout = € [—1, 1]

Fy(x) =Pcos(X)<x)=Plz< X <21 —2)=Fx(2r — 2) — Fx(2)
avec z € [0, 7] tel que cos z = x. Ainsi :

_2m—2 _ z _q1_Z%
Fy () = 2T 2r 1 70 T
La fonction h~! est dérivable, avec (h~ 1) (z) = — = —
R ) RV

La fonction Fy est donc dérivable sur R\ {—1,1} et :

1 _
fy(x)—{ﬁ v sixe|-1,1]
0 sinon

1
Les deux intégrales /
0

0
1 1
————dx et / ————dx sont convergentes
vV1—2x2 —1v1—2?

(regle de Riemann au voisinage de £1) et par imparité :

1
1
—————dx =0
/_1\/1—1'2
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Exercice 4.09.
Pour tout « > 0, on pose h,(t) = lil—wt

1. Etudier les variations de h, apres avoir donné son domaine de définition.

2. Déterminer H,, la primitive de h, qui s’annule en 1.

oo oo

On pose F(x) = > hy(n)= > ln_;zy pour tout x, tel que la série considérée
n=2 n=2 T

soit convergente.

3. a) Montrer que la série précédente est convergente pour z > 1 et divergente
pour x < 1.
b) Etudier la convergence de la série précédente pour z = 1. (On pourra

procéder a une comparaison série/intégrale).

4. Montrer que F' est décroissante sur |1, 400].

“+o0
5. a) Montrer que, pour tout x > 1, / l?—xtdt converge et calculer sa valeur
3
que 'on note I(z).

1
b) Montrer que I(x) e @17

c¢) Montrer que pour tout x > 1, 13_3 +I(z) < F(x) < 1;1—902 + lg—f’ + I(x).
d) En déduire un équivalent de F(x) quand z tend vers 1 par valeurs
supérieures.

Solution

1—xlnt.

1. La fonction h, est définie sur R* et on a : h(t) = yE=S:

t t
2. La fonction h, étant continue, on a H,(t) = / he(u) du = / ln_g du
1 1 u

— Hy(t) = $(Int)?
— Pour z # 1, en intégrant par parties :

_ Int 1 1
Ha(t) = 1—z)* T (1 —x)z(tw—l -1

3.a)xSiz > 1. Pour a € |1, 2] :

nalng _ lg_na . 0
n n n— oo

(Par croissances comparées).
Par la regle de Riemann, la série de terme général h,(n) converge.
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*Six <1, pourn > 3, uy(z) > % et la série de terme général h,(n) diverge.

b) La fonction h; : = +— thx est décroissante positive sur [3,+oo[, on en
déduit :

n n+1 1
; by //3 T gy = [In(in2)]; ™ = In(n(n + 1)) - In(In 3)

3

Ainsi lim > % = +00 et la série de terme général hi(n) diverge.

4. Soient x,y dans |1, +o00| tels que z < y et n > 2 :

1 1 Ink
Vke [2,n|,k*" <k == =< = — == ;
[[ n]] ky kx ky kx

=~ Ink =~ Ink
—_rY < A
1;::2 kY 1;::2 k*
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient : F(y) < F(x). Donc F est
décroissante sur |1, +ool.

5. a) La fonction h, est continue positive sur [3, +oco[, donc intégrable sur tout

segment de [3, +00[. Soit x > 1 et o €]1,z[. On a to‘ln—xt = % — 0.
t t t——4o00
Int

Donc "

= o(t%) et, par le regle de Riemann I(z) converge.

Soit A > 3. 11 Vient en effectuant une intégration par parties :

/ Int dt — Int . 1 A
—o)t" b (1 —x)** s

Puis en faisant tendre A vers 400, on a :

In3 1
I(z) =
(x) (.CU o 1)3$—1 + (f,U _ 1)23%—1
1 In 3 1
b) Vo >1,1(z) = m[(iﬁ— 1)33 T+ 3:c—1]'
On fait tendre x vers 1 par valeurs supérieures, on obtient alors :

1
1 ~
(@) (z—1+) (z — 1)?

¢) Soit x > 1, h, est strictement décroissante et positive sur [3, +ool.

Soit N > 4, par comparaison :

), o Nm) _ms M)
/3 = ; < —I—/3 dzr

n” 3% t*
+oo
On fait tendre N vers +oo et on a I(x) < w < 1;1—133 + I(x).
n=3 N

D’ou :

B2+ I(0) < Plo) < B2+ I3 4 1)
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En multipliant les membres de I'inégalité précédente par (x—1)2, pour z > 1,
et en faisant tendre x vers 17, on obtient :

1
F ~ 1
(z) (z—1+) (z — 1)?

Exercice 4.10.

Une piece donne Pile avec la probabilité p € ]0, 1] et Face avec la probabilité
g = 1 — p. On effectue une suite de lancers de cette piece. On suppose que
les résultats des lancers successifs sont indépendants. On s’intéresse dans cet
exercice a la premiere apparition de deux Pile consécutifs.

On suppose l'expérience modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P).

Pour tout entier naturel n > 0, on note A, I'’événement : «deux piles
consécutifs sont obtenus pour la premiere fois aux lancers numéros n et n+1»
et on note a,, = P(A,).

1. Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : f(z) = 22 — gz — pq.
Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux racines réelles distinctes r1,ry
telles que —1 <r; <0 <ry < 1.

2. Soit E D’ensemble des suites réelles (u,)nen telles que Vn € Nju,10 =
qUn+1 + PqUn.

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2. (On pourra
considérer I'application qui associe a un élément de F le couple de ses deux
premiers termes).

b) En déduire que E = Vect{(r})nen, (r¥)nen}-

3. a) Calculer a; et as.
b) Montrer que pour tout entier naturel n > 1, ani2 — qani1 — Pqa, = 0.
c¢) En déduire 'expression de a,, en fonction de 71 et 79 pour tout n > 1.
d) Donner un équivalent de a,, lorsque n tend vers I'infini.
4. Soit les matrices : A = (rl e —7’17"2) et X, = (a"+1>
1 0 an
a) Que vaut AX,, 7

b) Montrer 'existence d’une matrice D diagonale et d’une matrice @
inversible telles que : D = Q1 AQ.

c¢) En déduire I'expression de X,, en fonction des matrices Q,Q~ %, D, X,
et retrouver ’expression de a,, de la question 3.c.

o0
5. Calculer ) a,. Quelle est la signification du résultat ?
n=1
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Solution

1. La fonction f admet un minimum en % : f(%) = —q(% + %p) < 0. De

plus f(1) = p? > 0, f(—1) = 1 + ¢®> > 0. Le tableau de variations assure
I'unicité d’une solution dans | — 1, g[ et d’une solution dans ]%, 1]. La somme
est positive et le produit négatif, il y a donc une racine négative r; et une
racine positive ry, avec |ri| < |ra].

2. E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel RY. On a ¢ € L(R?, E)
et Ker(6) = {(0)nen’-

Par le théoréeme du rang : dim(R?) = 0 + dim(E) = dim(E) = 2.

(r), et (r}), sont deux vecteurs non colinéaires de E, donc E =
Vect{(r1), (r3)}-

3.a) On a a; = p? et ay = qp?.

b) Pour tout n > 3, A, 2 est réalisé si et seulement si
— on a obtenu face au premier tirage, et a partir de ce moment, A, 1 est
réalisé ;
— ou bien on a obtenu pile au premier tirage, face au deuxieme tirage, et a
partir de ce moment, A,, est réalisé.
Par indépendance des résultats des lancers effectués :

an+2 = qan+41 + prqay,

c) 1l existe (a, B) € R? tel que Vn > 1: a, = ar} + Bri. Alors :

ary + fro = p? ¢ P
2 2 o€ 2
ary + fry = qp = _P
ro —T1
2
_ p n_ ,.n
Et pour tout n > 1, a,, = p—— (r5 2 ). 2
d)Ona0<|r| <|rleta, =—L r2big(1l—"L) ~ —P_pn
) r1] < |rel T ey g2 9( rS)(oo)rz—r12

4.a) Ona AX, = X, 11

b) Il existe X # 0 tel que AX = AX si et seulement si f(A\) = 0, donc les
valeurs propres sont r et rs.

On a E(,,) = Vect(uy) et E(,,) = Vect(uz) avec u; = (Tll) et Uy = (7”12>
La matrice A est diagonalisable et on a : D = P~'AP avec

(1 T2 1 -1
p_<1 1)etP _m_rl(l —ﬁ)

c¢) Par récurrence on montre : X,, = A" 1X; et A"~ = PD""1P~! dou:
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X, =PD"'1P71X; et :

an +1Y\ 1 T To r?_l 0 as
an Corg—r; \ 1 1 0 rg_l ai
2

En développant la seconde ligne, il vient : a, = — P - (ry —ri).
2 =11

2
5.0naP(T=n+1)=a, = —L— @} —r7).

T2 —"
Comme 0 < |r1|, |r2| < 1, les séries géométriques > r}" et > r convergent et
0 p2 00 " 1 00 " p2 1 1
o0
Yoa, =1
n=1

Il est donc quasi-certain d’obtenir au moins une fois deux «pile» consécutifs.

Exercice 4.11.

Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension n (n > 2).
Pour tout endomorphisme f de E, on pose f° = Id, et pour tout entier

j21:fi=fiTlof.
On suppose que f n’est pas bijectif et on considere un entier naturel k
quelconque.
1. a) Vérifier que : Ker f* C Ker f**! et Im f**! C Im f*.
b) On pose a; = dim(Ker f¥). Montrer que la suite (az) est croissante.
2) a) Montrer qu’il existe un entier naturel p, supérieur ou égal a 1, tel que :
VEke[0,p—1],ar < a1 et ap = apiq
b) En déduire que Ker f? = Ker fPT1.
3. a) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal a p : Ker f* = Ker fP.
b) En déduire ’égalité E = Ker fP @ Im fP.

Solution
1. a) Soit = élément de Ker f*. Alors f*(x) = 0 entraine f*Ti(z) =
f(f* (@) = 0.
De méme si z € Im f*T1 il existe y € E tel que x = f*T1(y) = f*(f(2)).

b) En passant aux dimensions dans la relation Ker f* C Ker f**!, on
obtient ar < ag41.

2. a) La suite (ax) est formée d’entiers naturels et elle est croissante majorée
par n = dim E. Elle est donc stationnaire a partir d’'un moment (car elle
admet une limite et une suite d’entiers admettant une limite ne peut étre
que constante a partir d’'un moment).
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b) Ceci prouve qu’il existe un entier naturel p, supérieur ou égal a 1, tel
que a, = ap+1 et par inclusion Ker f, = Ker f,11.

3. a) Raisonnons par récurrence sur k.

e La propriété est acquise pour k = p.

e Si 'on suppose, pour un certain entier naturel k£ supérieur ou égal a p que
I'on a : Ker f* = Ker fP, alors on a :

z € Ker fF*! — f*(f(2)) =0 = f(z) € Ker f* = f(x) € ker fP
= fPTi(2) =0 = z € Ker fP™! = 1z € Ker fP.
On conclut par le principe de récurrence.
b) Soit z élément de Ker fP NIm fP. Alors fP(x) =0 et x = fP(y). Donc
fP(y)=0et x = fP(y) =0et z=0.
On conclut par le théoreme du rang.

Exercice 4.12.

1. Soit N une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), a
valeurs dans N ; pour tout n € N, on note p, = P(N = n).

Soit X une variable aléatoire définie sur le méme espace et telle que, pour
tout n € N(Q2), la loi conditionnelle de X sachant (N = n) est la loi uniforme
sur [0,n].

a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer la loi de N — X.

2. Dans cette question, on suppose que pour tout n € N, on a p, =
2

(n+2)(n+3)
a) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que

2 _ _a b
el T g3 a1 a2

b) Déterminer la loi de X.

c) Les variables X et Y = 1/(X + 3) admettent-elles une espérance ? La
calculer le cas échéant.

c
n—+3

3. Dans un casino, une machine propose le jeu suivant : dans un premier
temps, la machine tire au hasard, avec remise, une carte dans un jeu
comportant une proportion 1 — ¢ = p € |0,1] d’As. On suppose les tirages
indépendants. La machine (qui mémorise les cartes tirées) s’arréte a la
premiere apparition d’un As.

Ensuite, la machine ajoute aux cartes déja tirées un joker, puis choisit au
hasard une carte parmi celles-ci. Si elle tire le joker, on ne gagne rien. Sinon,
on gagne une somme S égale au rang de sortie de la carte tirée (par exemple,
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si les tirages ont été successivement 3 O, 9 &, R &, A © et que le résultat
du jeu est R & (3-ieme carte tirée), on gagne 3 Euros.)

Quel est le prix minimum de la partie pour que le casino espere gagner de
I’argent 7 Que vaut ce prix pour un jeu classique de 52 cartes comportant
quatre As?

Solution
l.a) On a V(k,n) € N? :
PUX =N (¥ =) = {

Pnen)(X =k)P(N=n)=-Ln_ sik<n
0 sik>n
d’ou, d’apres la formule des probabilités totales :

P(X =k)= ZOP(N:,L)(X = k)P(N =n) = zk npfl

b) N — X prend ses valeurs dans N et pour k € N :

PIN-X=k =Y P(N=n)Nn(X=n—Fk)=Y Lo_—p(X=k)
=1 Sont+1
Ainsi N — X suit la méme loi que X.
PSS p 12 1
2. a) Par identification : CES S i B
b) D’otu, pour k € N :
m m+1 m+2 m+3
Pn l_2 l_|_ 1
ngk n+1 nzzk':—l—l n n:§+2 n n§+3 n
_ 1 T 2 2 1 1
“E+1 T E+2 F+2 mt2 mt2 T m+s

En passant la limite :

P S 1
P =N = T~ e - Gr DG+

eOna:kP(X =k) (N) %, donc X n’admet pas d’espérance.

e Par le théoreme de transfert et le calcul ci-dessus :

Blxis) = X g PX=n) = % (n+1)(nn1L2)(n+3) =1

3. Le casino, qui table sur un tres grand nombre de parties, raisonne en
moyenne : il est gagnant si et seulement si 'espérance du gain du joueur (en
tenant compte de la mise) est strictement négative. Le nombre de cartes tirées
est une variable aléatoire N, qui représente le temps d’attente du premier
succes dans un schéma de Bernoulli de probabilité de succes p (probabilité
de tirer un As), donc N < G(p) et Vn € N*p,, = pg"~ L.
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La machine tire ensuite au hasard une carte parmi les NV tirées précédemment,
qu’on peut numéroter de 1 a NV selon leur rang de sortie, et le joker, auquel
on peut attribuer le numéro 0. Le gain est alors toujours égal au rang de la
carte tirée, qui est une variable aléatoire X dont la loi conditionnelle a la
réalisation de (N = n) est la loi uniforme sur [0, n].

On est dans la situation de la question 1. Comme X et N — X suivent la
meme loi, elles ont méme espérance, et par linéarité de ’espérance :

2B(X) = E(X) + E(N - X) = E(N) — B(x) =20 _ w
Si la mise (le prix d’une partie) est M, I'espérance du gain du joueur est alors
E(X)— M, donc le casino gagne de 'argent si et seulement si E(X)— M < 0,

ie. M > L.
2p
Pour 4 As parmi 52 cartes, on a p = 54—2 = 1—13 et M > % = 6,50 (euros).
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QUESTIONS COURT]

1
Soit n > 2 un entier naturel, A € M, (R)et U= | : | € M, 1(R).
1
Dire si les implications suivantes sont vraies ou fausses et justifier la réponse :

a) Si A est inversible, alors pour tout ¥ € M, 1(R) il existe un unique
X € M, 1(R) tel que AX =Y.

b) Si A est inversible, alors pour tout Y € M,, 1(R) il existe un X € M,, 1(R)
tel que AX =Y.

c) Si pour tout Y € M, 1(R) il existe un unique X € M,, 1(R) tel que
AX =Y, alors A est inversible.

d) Si pour tout Y € M,, 1(R) il existe un X € M,, 1(R) tel que AX =Y,
alors A est inversible.

e) Si A est inversible, alors il existe un unique X € M,, 1(R) tel que A X =U.
f) S’il existe un unique X € M,, 1(R) tel que A X = U, alors A est inversible.

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant toutes la méme loi géométrique de parametre p > 0.

Pour n € N*, on pose S, = > Xj.
k=1

a) Justifier que la variable aléatoire L admet une espérance, qu’on notera

S
m.

b) Calculer 'espérance de % en fonction de m.

Soient A et B deux matrices de M,,(R) telles que *AxA ='BxB.

1. Montrer que A et B ont méme rang.
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2. On suppose B inversible. Montrer qu'il existe U telle que UxU = I,, et
A=UxB.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0,1). Soit f une
fonction réelle définie sur R et de classe C' telle que f et f’ soient bornées.

Existence et calcul de E(X f(X) — f/(X)).

On considere une suite infinie de lancers d’une piece, la probabilité d’obtenir
Pile étant égale a 0 < p < 1 et celle d’obtenir Face égale a 1 — p.
Soit X,, le résultat du n-ieme lancer.

Les événement A, = [X,, # X,,_1] sont-ils indépendants ?

Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit (a, b) une famille
orthonormée de E. Soit f ’application définie par

f:xz— (x,a)b— (x,b)a.

1. Montrer que Im(f) = (Ker(f))=.
2. L’application f est-elle diagonalisable ?

Soit p un réel de |0, 1] et U une variable aléatoire réelle définie sur un espace
probabilisé (€2, A, P) suivant la loi uniforme sur |0, 1] et X la variable aléatoire
définie par :

In (U)
In (1 —p)
ou |y| désigne la partie entiere de y

X:{ J+1

Déterminer la loi de X.

Soient deux variables aléatoires discretes X, Y a valeurs dans R, indépendantes
de méme loi, et admettant une espérance M # 0 et une variance V' # 0.
Calculer ’espérance et la variance de XY en fonction de M et V.

Les variables X + Y et XY sont-elles indépendantes ?

Soit n € N*, soit A une matrice donnée de M,,(R) et soit ¢ : M, (R) — R
une application linéaire. On définit I’application f : M,,(R) - M, (R) par :

VM € Mn(R), f(M) =M — ¢(M)A.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢(A) pour que f soit
bijective.



	Analyse
	Algèbre
	Probabilités
	Option B/L
	Questions courtes

