1
ANALYSE

Exercice 1.01.

dt

400
1. Déterminer les valeurs de x € R pour lesquelles 'intégrale —_—
P d & /1 1+t ¢ort

est convergente.

dt
On pose alors xTr) = e

2. Montrer que f(1) = L

=T

3. Montrer que f est décroissante sur son domaine de définition.

dt

P est convergente. On

400
4. a) Montrer que pour x > 0, 'intégrale /
1

note alors g(x) sa valeur.

b) Montrer, & ’aide d’'un changement de variable simple que

g(z) = /Jroo—tx_ldt — l/+oo—du
L ttA4t)  z); u(l+wu)

, . 1 1 1
c¢) Vérifier que pour tout u > 0, —u(l T T u Tru
de g(x).
In2

5. a) Montrer que pour z > 0,on a: 0 < f(z) < o

; en déduire la valeur

: In2 1
b) Montrer que pour z > 0, on a : 0 < - f(z) < 57 1

c¢) Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers 'infini et un équivalent
simple de f(x) au voisinage de 0.
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Solution
1

1+t+
probléeme est en la borne infinie.

1. La fonction ¢ — o T est continue et positive sur [1,+o00|. Le seul

— Six >0, f(t) ~ # et x +1 > 1, la regle de Riemann assure la

(+00)
convergence.
—Sixz=0, f(t) = ﬁ (J;:o) % et la regle de Riemann assure cette fois la
divergence.

—Siz <0, t+t"t ~ tet f(t) ~ l, ce qui permet de conclure a la
(+00) (+00) 1

divergence (on peut aussi dire que le troisieme cas est pire que le deuxieme)
Le domaine de définition de f est RY .

2f(1)—/+oo di —/+OO ! dt—2/+oo = dt
YT 1w e+ D243 3 (EE)2 4

(575
Soit : f(1) = 2 [ — 2 [arcany] = (T Ty o T
' V3l 1+d® V3 V3 V32 37 33
3890 <z < 2, Vt > 1,47 g '+ 1 < 1

) 7 X et
1+t+toH 1+ttt
par conservation des inégalités par intégration (les bornes sont dans l'ordre

croissant et les intégrales convergent) : f(x') < f(x).

La fonction f est décroissante sur son domaine de définition.

4. a) Voir 1., la suppression du terme 1 étant sans incidence sur la convergence.

+oo +o0o
dt t*tat
b = — = —t__dat
) 9(z) /1 t(1+1t*) /1 (1 +1¢7)

Et, par le changement de variable préparé u = t* de classe C! et strictement

monotone :
—+ o0
_ 1 du
g(x) = x/l u(l +u)

oo 400
[lnu—ln(l—I—U)L_)Jr = %[ln(liu)}?

g(z) = %ln2

8=

c) g(z) =

1 1

x+1 < x+
1+t4+¢ t+t
acquises avec des bornes dans l'ordre croissant : 0 < f(z) < g(x), i.e.

0< f(z) < %InQ.
2

400 +oo
b 2 - s(z) = [ ! we [ = !
w o (Tt (e L T T 2041

5. a) Clairement 0 <

7 et les convergences étant
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c) = Le résultat a) donne xgr—}r-loo f(z)=0.

* Le résultat b) donne 0 < % In2— f(z) < 1, ce qui est plus fort que ce qui
est demandé et donne donc la conclusion :

1
f(x) ey In 2

Exercice 1.02.

1

mn
1. Pour tout entier naturel n, on pose u, = / L dx.
0

1+
a) Montrer que u,, est bien défini.

b) Montrer que la suite (uy,)nen est décroissante et convergente. Déterminer
sa limite notée /.

c) A Paide d’une intégration par parties, donner un équivalent simple de
uy, lorsque n tend vers l'infini. En déduire la nature de la série ) w,.
n>0
d) Montrer qu’il existe deux réels a et [ tels que au voisinage de 'infini,
on a:
_ a, B 1
Un—gﬂ—ﬁ‘f—?‘f—O(?)

xn

1
2. On pose maintenant v,, = dz.
p /0 v1i—=x

a) Montrer que v, est bien défini pour tout entier naturel n.

b) Déterminer la limite éventuelle de la suite (v, )nen-

¢) Quelle est la nature de la série > v, 7
n>0

Solution

1. a) La suite (u,,) est bien définie puisque x — 2" st continue sur 0,1].
) ( ) puisq \/H——.I' [ ]

b) Elle est décroissante puisque 0 < ™1 < 2™ sur [0,1] et positive, donc
convergente. Sa limite est nulle car :

1 n 1
0<uy = L dxé/:c"dm:#
/0\/1+$ 0 n+1

c) Les fonctions z — 2" et z — 11+ étant de classe C! sur [0,1], il

8

vient en intégrant par parties :

1

g+ 1 T 1 / 2"t 1

N = de = —L 44,
" [n+1xx/1—|—x0+2(n+1)0(1+x)3/2 ! M
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1
1 n+1 _ 1 _ 1
avec 0 < v, < ——— [ 2" 'dx = =0o(————).
2(n+1)/0 2(n+1)(n+2) <2(n—i—1))
(00) V2(n +1) (s0) nV2

Enfin, la reégle de Riemann montre que la série »  u,, diverge.

Ainsi :

2. Une seconde intégration par parties (dans le méme sens!) donne :
1 1
n+1 n+2 1 n+2
T de — [x 1 ] L3 / x d
/0 (T+2)2 T 2 10 lo " 2t 2) Jy (L4272
D L[t 1 1
onc.vn—Q(n+1)/O Ty e = o( L)
: 1 1
Puis : u,, = +
V2(n+1)  2°2(n+1)(n+2) n

_ 1 1y-1 1 1
“n—n—\@(l‘Fg) +W+0(—2)—n\/§+(25/2 \/5) 2+O<F)

+

3. a) La fonction x — —=—— est continue sur [0, 1], positive et équivalente
—x Y Y
1

—x
converge.

a

dont 'intégrale converge sur [0, 1], donc U'intégrale définissant v,

b) La suite (v,) tend vers 0. En effet pour tout choix de a dans |0, 1] :

a n 1
0<v, < [ —A—d +/#d < 1 +2yT—
° /Omx VT2 S A DV —a !

On se donne alors € > 0. On choisit a de sorte que 2v/1 — a < %, puis n assez

1 € 3 )
rand pour que < £ et alors 0 < v,, <e. D’ou le résultat.
& Pt d (n+1)V1i—a = 2 "
1
c¢) En revanche v, > / 2" dr = - —1|— 7 et la divergence de la série s’en
0
déduit.

Exercice 1.03.
+oo e_xtz
0 1+t
et seulement si x est strictement positif. On pose alors :

1. Soit  un réel. Démontrer que 'intégrale dt est convergente si

+oo —xt?

L’exercice a pour but l’étude de la fonction F'.

2. Etudier le sens de variation de F sur ]0, +o0l.
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1
3. a) Démontrer que pour tout > 0, on a F'(x) > %/ Ve %H dt. En déduire
0
la limite de F' en 0.

+o0o _ 2

b) Démontrer que pour tout réel x > 0, on a : F(z) = & du.

0o Vrtu

En déduire la limite de F' en 4o0.

4. Prouver que pour tous xq et x réels strictement positifs, on a :

Fla) = Flan)| < MIfBl o

En déduire que F' est continue sur R7 .
: : _Vmy_ 1
5. Démontrer que xBr—}r-loo Vz (VzF(z) 5 ) = 5-

En déduire que F(z) = % 211‘ + o(i) au voisinage de +o00.
x

Solution
—xt?
1. Pour tout réel x, la fonction t — Gi T est continue sur R* .
—xt?
— Pourz < 0,Vt € [0,400[,0 < i 41—15 < ei—l— 7 par le critere de comparaison,

—xt?

“+o0
on déduit que / g dt est divergente
0

1+t

2 +oo
— Pour x > 0, on a V¢ € [1,+00[,0 < ?l—kt < e Or / e Ttdt est
1
—axt?

“+o0o
convergente, donc par le critere de comparaison, on déduit que / ei?dt
1

1—+tdt converge.

t2

+oo 12
est convergente, puis que / €
0

+oo
On conclut que l'intégrale / ei T3 dt est convergente si et seulement si x
0

est strictement positif.

2 2

—xt
2.0na:0<r<y = Vte|0,+oof, & 7 >§l—iy—t et les intégrales étant

convergentes et les bornes dans 1’ordre croissant, il vient par conservatioin des
inégalités F'(x) > F(y).

On déduit que F' est décroissante sur RY, (en fait méme strictement
décroissante).

1/f
3. a) Pour tout > 0, F(z) >
0 1 +i
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0<t< L — 22<1 — —zt2> 1.

VT

e et 1 AL 1 1 1
D’oil/ dt>e_/ ——dt=e""1In(l+ —=).

Par conséquent lim F(z) = +oc.
z—07F

b) Pour tout réel z > 0 et tout réel A positif, on effectue le Changement

A 2 A 2
de variable affine u = /xt dans / dt. On obtient : /
A 0 0
e
o  Vzrtu

(ce qui prouve au passage la convergence de 'intégrale que 'on va écrire!!) :

dt =

1+t 1+t

du, puis par passage a la limite :

+oo w2
V>0, F(z) = ¢ d
x (x) . itu u
400
On déduit que V2 € RY / e~ du = ﬁ, d’ou
S Ve 2z
lim F(z)=0.
T—r—+00

4. Pour tout zg et x réels strictement positifs, on a :

[Fie) = Fiaa)| = ‘/Me_ﬁ f1+u - \/_1+u)du‘
it =
‘/ “Vr+ )z +u) du
+oo
F(2) ~ Fla >1\W};_f'o e du—’\/j__\/\/__’ /r

On en déduit que pour tout zg de R%, lim F(x) = F(x(), ce qui prouve que
Tr—xo

F' est continue en tout point de RY .

5. On utilise les formes précédentes :

o0 2 00 )
\/5(\/5]7(35)—\/7%) \/_/ \/__i_udu—/o e " du)

+0o0 _ 2
f/ \/' e
+oo 2 +oo )
du—/ ue " du
0
1
2

0 \/_+U

—+ o0
= we du — =
0o Vrtu
“+o0o 2 a2 1 “+o0o
Oro0< e  du< — wle " du — 0
S o Vr+u o Vg z—+00
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Donc  lim ﬁ(ﬁF(I)—@) :—%, i.e. F(z) = ﬁ—L—I—o(ac_l).

Tr—+00

Exercice 1.04.

Soit a € R . On considere la suite u = (uy,)nen+ définie par :

1 2
—=u
vn "
1. On suppose que la suite u vérifie : Vn € N* u,, > 1/n. Montrer que la suite
u est croissante et divergente.

uy =aetVne N v, =

2. On suppose que la suite u vérifie : Ik € N*, up, < Vk.
a) Montrer que Vn > k,u, < \/n.
b) Montrer que la suite u est décroissante a partir du rang k.
¢) Montrer que la suite u converge de limite nulle.

3. En déduire que la suite u converge si et seulement si il existe un rang k tel
que ug < 1.

4. Pour tout n € N*, on pose v,, = 27%1 In(wy,).

a) Montrer que la suite (v, ),en+ est ainsi bien définie et que :

Vne N v, — U1 = Inn

_1
2n—|—1

b) Montrer que la série de terme général s,, = Inn est convergente.

1
2n—|—1

On note S = > L Inn.
n=1

271—‘,—1
n—1
¢) Montrer que pour tout n > 2, v1 = v, + >, Sx. En déduire que la suite
k=1

(Un)nen+ converge.

d) Montrer que la suite u converge si et seulement si a < e”.

Solution

1. Si on a toujours u, = \/n, a fortiori on a u, > 0 et Untl _ u\/_& >1:1la
Unp, n

suite est bien croissante et la minoration donne trivialement la divergence.

2
2. a) Si pour un certain rang k, on a ug < VE, alors upyq = Y < VE <

vk

vk + 1. La propriété est donc héréditaire et par le principe de récurrence :
Vo> kou, <+n
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b) A partir du rang k, on a donc : Untl — Un 1 ;] suite u est

U, Vn

décroissante a partir du rang k.

c¢) Décroissante a partir du rang k et minorée banalement par 0, la suite u

est convergente.
2

Donc lim —2 =0 et ainsi u converge de limite nulle.
n— o0 n

3. % Si la suite u converge, elle converge vers 0, et il existe bien un rang k tel
que ug < 1.

*x 9l existe un rang k tel que up < 1, on a sirement u, < VEk et le
cheminement de la question 2 montre que la suite u converge vers 0.

4. a) u, est toujours strictement positif, donc la définition de v,, est claire. De
plus :

Up — Un4+1 = 271%1 1n(un) — 2% ln(un+1)

on 1 on on
1.1
kb In(n)
b) On peut écrire :
1 _ 1 n+1 _ 1
[(3/ 2)”x# Inn — 0 suffisait largement pour conclure!]
c¢) Notons s,, = 271% Inn (s, est positif ou nul et strictement positif pour
n > 2). Par télescopage :
n—1 n—1
> 8k = > (U — Vkt1) = V1 — Uy
k=1 k=1
n—1
Ainsi : v, =v1 — > s — vy — S =In(uy) — S
=1 n— oo

d) » Supposons a < e°. On a alors In(u;) =Ina < S et limv < 0.

A partir d’un certain rang k£ on a vi < 0, donc ug < 1 et la suite u converge
(voir la question 3.).
* Si la suite u converge, il existe un rang n tel que u,, < 1, donc v, < 0 et
n—1
vy = v, + Y 5, <9, soit Ina < Seta<e
k=1

Exercice 1.05.

1. a) Justifier que arctan(u) ~ u au voisinage de 0.
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400
b) Déterminer 'ensemble D des réels « pour lesquels / w
0 t(t"+1)
est une intégrale convergente.

On note alors sa valeur F(x).

2. On admet que la fonction F est de classe C! sur D et que
“+oo
VxED,F’(a:):/ Q(W)dt
o Ox\ t(t*+1)
a) Pour x appartenant & une partie de D a préciser, déterminer deux réels
a et b (indépendants de t, mais pouvant dépendre de x) tels que

o (arctan(w t)) _a b
VteR, > (—5—+2%) =
Oz \ t(t* 4+ 1) PRI F
b) Calculer F'(x) pour tout x € D.
c¢) En déduire F(x) pour tout z € D.

2
3. Soit g la fonction t — g(t) = (%&nt) .

+o0
Justifier la convergence de l'intégrale / g(t) dt et calculer sa valeur.
0

Solution
1. a) Clair, car arctan(0) = 0 et arctan’(0) = 1.
arctan(xt) arctan(zt) |
) S | < o
t(t=+1) (t—0) t(t=+1) 2|t|
la fonction a intégrer est donc continue sur R , prolongeable par continuité

en 0 et la régle de majoration donne la convergence (absolue si on ne veut pas
discuter selon le signe de x) pour la borne infinie :

rett>0 —=

D=R
2.a)On a: %(a;(ctgai(:f;)) = t(t21+ 71 +i02t2 G 1)(2%2 1)
Pour = ¢ {—1,1}, on a alors :
%(atrf;ai(ﬁ)) = g o avec
“= 1—1332 etb:_lfzf

b) D’ou pour z > 0 et x # 1, via le changement de variable affine
T — xt = u,

—+00
F'(x) = : —11'2 arctan(t) — x arctan(zt) , = _2(17:— 5




14 ESCP Europe 2015 - Oral

encore valable en x = 1 par continuité (admise) de F’.

Par parité de F’/, on a donc :

VCCGR,F/(QT): m

c¢) Par intégration et imparité de F', avec F'(0) = 0, il vient
VereR,, F(z) = % In(1+2z)et Ve e R_,F(z) = —% In(1 —x)
0 *
3.a) g € CORY), g(t) — et glt) ~ 5
b) Par intégration par parties sur un segment de R* et passage a la limite,
on obtiJ(int :

I :/ (arctant)?x L dt = [
0 t
2P (1)

donc I converge.

c~4-|»—t

— 400 +o0
arctan t ] +9 arctant dt _
| "o /0 1+62 "t

I =7mIn2

Exercice 1.06.

On note C° lespace vectoriel des fonctions continues sur Ry et CY le sous-
espace vectoriel de C° formé des fonctions bornées sur R .
Soit w une fonction de C° & valeurs dans R,

Pour tout € Ry, on pose Q(z) = / w(t) dt.
0

1. Soit f € C°. Pour tout x > 0, on pose ¢(f) / f(t)

Montrer que ¢(f) est une fonction continue sur Ri et qu’elle admet un
prolongement par continuité en O.

On note T'(f) la fonction ainsi prolongée.

Soit T Dlapplication qui & tout f € C° associe T(f).

2. a) Montrer que T est un endomorphisme de C°. Est-ce que T(C}Y) C Cp ?
b) Montrer que T' est injectif.

3. On dit que X est une valeur propre de T sur C? s’il existe une fonction

f € CY non identiquement nulle telle que pour tout z € Ry : T(f)(z) = M\ f(x).

Soit A une valeur propre de T" et f une fonction telle que T'(f) = Af.

a) Montrer que Vo € RY, (1 = A) f(z)w(z) = Af (2)Q(x) (x).

b) Soit H une primitive de % En utilisant la fonction ¢ : z

1-X
f(a:)e_TH(m), résoudre sur R* 1'équation (x) précédente.
c) Déterminer ’ensemble des valeurs propres de T sur C° et donner pour
chaque valeur propre A, la dimension de I'espace {f € C° / T'(f) = A\f}.
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Solution

1. a) La fonction w étant continue strictement positive, la fonction ¢(f) est
bien définie sur R* et continue comme quotient de deux fonctions continues,
le dénominateur ne s’annulant pas.

Montrons que il_r)% o(f)(x) = f(0).

En effet, soit € > 0. La fonction f est continue en 0 : il existe > 0 tel que
|z| < § entraine |f(z) — f(0)| < e. Ainsi, pour |z| < J, non nul :

o)) = £(0)] = | 5L /?ﬂn_ﬂm Ht

w(t)dt| < e

!Q(

2. a) L’application T est manifestement linéaire. La question précédente
montre que T est un endomorphisme de C°.
Si la fonction f appartient & Cp et si M est un majorant de | f|, alors :

x>o::|Mﬂun<KimAﬂﬂmwﬂﬁ<Af

Ce résultat reste banalement vrai en 0. Ainsi C} est stable par T

x

b) Soit f € C? telle que ¢(f) = 0. Alors pour tout z € R%, / f)w(t)dt =

0
0, puis en dérivant et en utilisant le fait que w(z) > 0, il vient f(x) = 0 pour
tout x strictement positif, et aussi en 0 par continuité.

3. Au vu de l'injectivité de T, on a A # 0.
La fonction 2 est non nulle et de classe C'! sur R?* , pour f continue, la fonction

x> / f(t)w(t) dt est également de classe C! sur R* . Ainsi T(f) est de classe

L et puisque f = ( f), f est de classe C*
) L’équation T(f) = Af donne pour z > 0 :

)\f(/ dt/f

En dérivant, il vient, toujours pour x > 0 :
A(f’(ﬂf)/O w(t) di+f(z)w(z)) = f(z)w(z), soit (1-A)f(z)w(z) = Af'(z)(x).

b) Comme w est la dérivée de €2, une primitive sur R* de w/() est la fonction
H:z— In(Q(x)).

On remarque que :
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1-)
Donc, il existe une constante C' telle que V > 0,9(z) = f(:l;)e_TH(w) =C,
1.e. :
1-) 1-)
fla) = '3 OW) _ olo(e)s
1-)
¢) Comme lim Q(z) = 0, la quantité [Q2(x)] X n’a une limite finie en 0

z—0t

que si 1 ; A > 0, d’ou la discussion finale :

1—)
Si 0 < A < 1, on vérifie aisément que la fonction f : z +— [Q(z)] X est dans
CP et vérifie T(f) = A\f et X est valeur propre de T' de sous-espace propre

1-\
associé la droite engendrée par la fonction x — [Q(x)] X . (pour A = 1, il
s’agit donc de la fonction constante égale & 1)

Sinon, la seule fonction de C° vérifiant T(f) = Af est la fonction nulle et A
n’est pas valeur propre de T'.

Exercice 1.07.

Soit (@, )nen+ une suite de nombres réels strictement positifs.
Pour tout n € N*, on pose :

un:\/a1+\/a2+\/a3+---+\/@ (%)
(On a donc u; = +/a;. )

1. Montrer que la suite (u,)nen+ est croissante.

2. Dans cette question, on suppose qu'il existe 3 € R’} tel que Vn € N*, a,, =
B.

Montrer que Vn € N* u,, 1 = /3 + u,, puis montrer que la suite (un)nen-
est convergente.

3. Dans cette question, on suppose qu'il existe a € R tel que Vn € N*, a,, =

n
062.

MontrerquepourtoutnEN*,ona:un:a\/l—i—\/1+\/1+--~—|—\/T

(n radicaux superposés).
En déduire que la suite (u,),en+ est convergente et déterminer sa limite.

4. Soient (ap)nen+ et (al)nen- deux suites a termes strictement positifs,
(Un)nen+ et (ul)nen les suites associées selon la formule (x). Montrer que :
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VneN* a, <a] = [VneN u, <ul]

5. a) Supposons la suite (uy, )nen+ convergente et soit M tel que Vn € N*, u,, <
M. Montrer que :

Vn e N* a, < M?"

b) Réciproquement, on suppose la suite (2% ln(an)) majorée. Déduire

neN*
des questions 3. et 4. que la suite (u,),en+ est convergente.

Solution

1. x On a : a1 + /as > aq, donc us = \/ay + J/as > /a1 = uq.

* Supposons alors que la suite u soit croissante jusqu’a un certain rang n.

On a donc, par décalage de la suite a (c’est-a-dire en utilisant I’hypothese de
Ve . / 7’ . N . .

récurrence sur la suite v’ définie a partir de as,as, ..., Gn, Gpi1,...) :

\/a2+\/a3+m>\/a2+\/a3+m

et, par le premier point :

un+1:\/a1+\/a2+\/---+\/m>\/a1+\/a2+\/---+\/@:un

La suite u est donc strictement croissante jusqu’au rang n + 1, et on conclut
par le principe de récurrence :

la suite u est strictement croissante

2. Dans cette question, on a u; = [ et en regroupant : pour tout n de N*,

Un+1 = V 6 + Un.
Soit la fonction f : x — /8 + x. Cette fonction est évidemment strictement
croissante sur R, cet intervalle étant stable par f.

¢ = /B + ¢ donne ¢* —{— 3 = 0 de solution positive : £ = trvi+dp ”21—‘_45 > /B.

Ainsi u; < £ et par croissance de f : ug < f(£) = £ et récurrence : Vn,u,, < /.
Comme on sait déja que la suite est croissante :

14+ /1+4p

(Up )nen+ est convergente de limite 5

3. Ona:un:\/a2+\/a4+\/a8—|—---+\/a2"
unza\/1+%\/a4+\/a8+~-+x/a7
(6%
:a\/1+\/1+l4\/a8+---+\/a2”
(6%
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=« 1+\/1+\/1—|—$\/a16+...+,/a2”

et ainsi de suite, jusqu’a:un:a\/l—i—\/l—i— 14+...+ 1 et donc :
1+5
2

lim u,, =«
n—oo

4.0n a: a, < al,, puis an—1 + v/an < al,_; + \/al,, et un cran plus loin
an—2 + \/an_1+ Jan < al,_y+\/a,_, +\/d,

et ainsi, de proche en proche jusqu'a wu, < ul,.
(VneN*a, <al) = (VYneN"u, <ul)

n n

5. a) Si (un)nen+ est convergente, alors elle est majorée. Notons M un de ses
majorants. On obtient, par le résultat précédent et pour tout n :

M>un=\/a1+\/az+\/a3+--~+\/a>\/0+\/0+\/0+---+\/@
Ainsi : M > u,, > (an)? " et donc : a, < M?".
<

b) Si Vn,a, < M?", la suite (u,) est majorée par la suite (u
la suite (a’,), = (M?"),.

Or, la suite (u],)nen+ converge, donc elle est majorée et a fortiori la suite u
est majorée.

/

/) associée a

Ainsi u, qui est croissante, est donc convergente.
Finalement :

Up )JneN* €st convergente < 1 In(an))nen+, est majorée.
2n

Exercice 1.08.

Soit n € N* et aq,...,a, des réels non tous nuls. On considere les fonctions
f, g et h définies sur R™ par :

n n n
flxy,...,xpn) = H:UZ, g(x1,...,xy) = in et  h(xy,...,xn)= >, arT.
k=1 k=1 k=1

1. a) Justifier que f est de classe C! sur R™. Déterminer son gradient en tout
point.

b) Prouver que f admet un maximum sur la sphére unité S de R™ définie
par

S — {(z1,...,00) ER" | kzijlxgzn

c¢) Déterminer le maximum de f sur S.
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d) En déduire que pour tout point u = (uy,...,u,) de R"”, on a :
k=1 vn
ou ||.|| désigne la norme euclidienne canonique sur R".

2. a) Soit i € [1,n] tel que a; # 0. On pose

H={(x1,...,20) €ER" | h(z1,..., ) =1} et B={z € R" / ||z[| < |1|}
Qa;

Prouver que ’ensemble B N H est non vide, puis qu’il est un fermé borné de
R™.

b) Justifier que la fonction g admet un minimum sur B N H. Prouver que
ce minimum est aussi le minimum de g sous la contrainte h(xq,...,x,) = 1.

c¢) Déterminer le minimum de g sur H.

Solution

1. a) La fonction f est de classe C! (et méme C>°) sur R" comme produit de
fonctions qui le sont de fagon évidente. Pour tout i € [1,n], il vient

n

O;(f)(z) =2z; J[ =3

k=1,k#i

On trouve donc V(f)(z) = (2x123 ... 22, 2z02%23 .. . 22, ... 2z,22 ... 22 ).

b) Comme S = {z € R";g(x) = 1}, on voit que S est fermé en utilisant
la continuité de g. (On peut aussi écrire S = {x € R";|g(x) — 1| < 0} si 'on
veut se ramener a un ensemble du type {z € R";¢(z) < a} avec ¢ continue
sur R™).
Il est clair que S est borné. Comme f est continue sur le fermé borné S, elle
y admet un maximum.

c¢) On est dans le cas d’application du théoréeme du cours qui nous dit qu’il
faut qu’il existe un réel A tel que V(f)(y) = AV(g)(y) en un point y € S. Ce

n
qui nous conduit aux équations : 2y; [[ vz = 2M\y; , pour i € [1,n].
k=1, ki

n
En multipliant les deux membres par y;/2, on obtient [] y2 = \y?.
k=1

Si A =0, on voit que f(y) = 0 qui ne peut pas étre un maximum.
Si A # 0, on en déduit que y7 = y7, puis que y7 = 1/n puisque y € S.
On a donc nécessairement f(y) = 1/n™ et il s’agit donc bien de points ou f
atteint son maximum sur S.

d) Si u = 0, I'inégalité est évidente, sinon on pose x = u/||u|| € S et on
trouve que f(z) < 1/n™ d’apres la question précédente. L’inégalité souhaitée
en découle facilement.
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2. a) Le point o = (0,...,1/a;,...,0) appartient & B N H, ce dernier est
donc non vide. Comme h et la norme euclidienne sont continues, on en tire
comme en 1. b) que B et H sont fermés. Il en est donc de méme pour leur
intersection. Il est clair que B N H est borné puisque B l'est déja.

b) La fonction g est continue sur le fermé borné BN H, elle admet donc un
minimum m sur cet ensemble. De plus, on remarque que ’on a obligatoirement
m < 1/a? = g(xo) et g(z) = ||z||* > 1/a? pour tout x de H qui n’appartient
pas a B. Il en résulte immédiatement que m est aussi le minimum de g sur
H.

¢) On peut appliquer le théoréeme du cours qui nous dit qu’en un point
x € H ou le minimum est atteint, on a nécessairement
V(g)(x) € {x € R"; 3 apxzi = 0} = Vect(ay,---,a,)
k=1
Il existe donc un réel A tel que 2z, = Aag pour k € [1,n], on en déduit que

0= > ap(2zr — Aax) =2— X > di.
k=1 k=1

m= @)= 3 [ ] = o

/=1

D’ou :

Exercice 1.09.

1. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f et g deux applications de [a, b]
dans R continues ; de plus on suppose que g garde un signe constant sur [a, b].

Montrer qu’il existe au moins un point ¢ dans [a, b] tel que :

/f dx—ﬂ>LZme

2. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une application de [a, b] dans
RT de classe C!, décroissante et g une application de [a, b] dans R continue.
On veut prouver le résultat suivant :

dec € a, b, /f f(a)/ g(x)dx
a) Prouver le résultat si f(a) =

On suppose dans la suite que f(a) 7& 0.

b) On note G la primitive de g sur [a, b] nulle en a. Justifier 'existence d’au
moins un point d dans [a, b] tel que :

[ rwew i =cw [ 1w
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c) Conclure a I'aide d’une intégration par parties.

Solution

1. La fonction f est continue sur le segment [a, b], donc il existe m et M tels
que :

Vzela,bl,m< f(z) <M
* Supposons que Vzx € [a,b], g(z) > 0.

Comme g est a valeurs positives ou nulles :
Va € [a,b], mg(z) < f(x)g(x) < Mg(x)
Les bornes étant dans l'ordre croissant, par conservation des inégalités par

b b
encadrement:/mg(x) dwé/f(m) )dx < /Mg dz

T e [ omo st [

Si g est la fonction nulle le résultat demandé est banal et sinon I =

/ g(z)dx > 0, ce qui permet d’écrire :
a

b
m< / f(@)g(x)dr < M

et comme = / f(z)g(x)dx € [m, M], le théoreme des valeurs intermédiaires

donne l'existence d’au moins un point ¢ € [a,b] tel que %/ f(x)g(x)dx =
f(c).
Il n’y a plus qu’a remultiplier par I.
* Si g est a valeurs négatives ou nulles, il suffit d’appliquer le résultat précédent
a la fonction —g.

a) Si f(a) = 0, alors comme f est positive décroissante et a < b, f est en

fait la fonction nulle et le résultat est banal.

b) G est continue sur [a,b] et f’ est continue sur [a,b] et garde un signe
constant (négatif ou nul sur [a, b]).
Le résultat de la question 1. donne donc directement :

Hde[a,b]/abG( )f'(x)de =G /f

c¢) En intégrant par parties le résultat précédent donne :
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b
fO)G(b) = f aGa—/f@ﬂ@M=G@U@—ﬂ®)

Comme f(a 7é 0, ceci peut s’écrire :

/ f v)ds = @) (5860 + (- )61

Posons p = comme f est décroissante a valeurs positives et telle que

f(a)’
f(a) >0,ona0<p<1.
En notant mg et Mg les bornes inférieure et supérieure de la fonction continue

G sur le segment [a,b], on a :
mag = pma + (1 — p)mag < pG(b) + (1 — p)G(d) < pMg + (1 — p)Mg = Mg

Une nouvelle application du théoreme des valeurs intermédiaires donne :

3ee ot 200w + 1 - Laa) = co) = [ o) da
f(a) f(a)

D’ou le résultat.

Exercice 1.10.

On s’intéresse a I’ensemble & des fonctions g : I = |—1, +oo[ — R vérifiant les
deux propriétés :
1
Vaeel, 1) — = 1
relolet) o) =l ()
Jm g(z) =0 (2)

1. Montrer que si g vérifie (1) et (2), alors Va € I, la série > %
n>1 (T +n)

1
converge et :1:—5— 3).
Vi g g( ) = (SL’ n)Q ( )

. a) Réciproquement, montrer que (3) définit une fonction g sur I vérifiant
(1).
b) Quel est alors le sens de variation de g 7

c¢) Montrer que g vérifie (2). En déduire que € contient une fonction et une
seule.

3. Déterminer un équivalent de g en +o0.

4. Déterminer la limite de g(x) lorsque z tend vers —1 par valeurs supérieures.

)-

e}

5. On admet que ) Lz . Calculer g(

n=1

l\:)lr—t

Solution
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1. Par sommation télescopique et passage a la limite :
n—1

g(ern)—g(ﬂU):kZ::O 9z +k+1) —glx+Ek)] = 21 (:r—i—k‘)
D’ou :
r) = 1
g( ) nzzjl (.I'+TI,)2

2. a) La série est bien convergente (régle de Riemann), donc g est bien définie
sur [ et via les sommes partielles et passage a la limite :

S T |
PO e S P Of A e} el R

D’ou :

glx+1) —g(x) = —m

b) Vo > —1,Vn € N*, 2 +n > 0, donc z — 1/(z + n)? est décroissante, et
(via les sommes partielles) g décrot.

c) t+— 1/(z +1t)? est positive et décroissante sur |—1, +oo[ et par compara-
ison série-intégrale :

k1 k
dt 1 dt
7 < 7 < T2
ko (z+1) (v + k) k—1(z +1)

Donc : oo oo
L ETESSEE ) e
soit : :U—li—l <g(x) < $—1|—1+(x—&1)2 et donc :
ing=0

3. € contient une unique fonction, g définie par (3).

4. Par encadrement g(z) ~ 1
(+o0) X

5. idem lim g = +o0.
(=D*

6. Par décomposition en sommes de séries convergentes (ou via les sommes

partielles)
= 1 = 1 — 1 — 1 i
S S + n
71;1 n2 pgl (2]?)2 pZO (2p + 1)2 p=0 (2]9 + 1)2 8
et
1 o 4 w2
gl —5) = =
( 2) pgl (2p - 1)2 2
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Exercice 1.11.

oo _

1. a) Pour quelles valeurs du réel z, l'intégrale / eT dt est-elle conver-
gente ? ’

+oo 4
On pose alors f(x) = / eT dt.

x

Fo0 e—tw
b) Pour quelles valeurs du réel x, l'intégrale / —=——dt est-elle
) 1 Vit2—1

convergente 7
400

—tx

On pose alors g(x) = & dt.
9(x) 1 I

c¢) Etudier la monotonie des fonctions f et g.

L 4
2. a) Montrer que pour tout réel x > 0, on a : f(x) = / % dt —In(x) +
f(1).

b) Montrer qu’il existe un réel k; tel que 1'on a, au voisinage de 0 :

flx) = —In(z) + k1 + o(1)
3. a) Montrer que :

V>0, f(x) :/+ooe ™ du et g(x) :f(x)+/+ooetm(#_ %) dt
1 1

u

+ o0

e
0 v 2xu + u?

x

b) Montrer que pour tout x > 0, g(x) = e~

: 4 1 1
4. a) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer que 0 < ——= <
) d a va Vb
b—a
20/3/2 :

b) Montrer que pour tout > 0 :

+oo
0<e™® ¢ du — g(x) < —S——
/0 2xu 9(@) 2(2x)%'% J,

—X

+oo
Vue “du

Solution

—t
eT est définie, continue et positive sur
+oo 4
[z, +00[. Au voisinage de +00, p(t) = o(e™?). Il suit que I'intégrale / eT dt

T

1. a) Soit > 0, la fonction ¢ : t —

‘oo _
converge pour tout x > 0. En revanche ¢(t) (N) % et 'intégrale / eT dt
0 0

diverge. A fortiori, on ne peut pas prendre z < 0 et f est définie sur |0, +oo].
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e—tac

Vitz—1

+oo
positive sur |1,+oco[. Au voisinage de +o0o, (t) = o(e™™!) et / e *tdt
2

converge. D’autre part, ¢ / ——=———=dt converge en tant
" &%) 7T ° ¢—

qu’intégrale de référence. Il suit que 'intégrale dt converge pour
1 \/

b) Soit « > 0. La fonction ¢ : t est définie, continue et

: 1 )
tout x > 0. Mais pour x < 0, on a =+ et l'intégrale
p o0 > e :
proposée diverge. Ainsi, g est définie sur ]0, +o0].
—X
c) x f est dérivable et f'(x) = _eT < 0 : f est décroissante.
* Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y. Pour tout t > 1, e ¥t < e %,

—ty —ta:
D’O\, (S
RV

Par conservation des 1negahtés par intégration (les bornes sont dans l'ordre
croissant), on en déduit que g(y (x) : g est donc décroissante sur |0, +o0].

) <
2. ) f(&) - f(1) = / / _ —dt:/:_t_ldtJr/xdt

f(x):/ _ _1dt—1nx+f()

b) La fonction ¢ e 7 —1 prolonge par continuité en 0 (par la
valeur —1), donc l'intégrale / e —1ly converge et la notant I, la relation
précédente donne :

f(x) e —Inx+ f(1)+ 1+ o(1)

3. a) e Soit x > 0 On effectue dans f(x) le changement de variable affine
t = zu, la fonction u — zu réalisant une bijection strictement croissante et
de classe C! de ]1,+oo[ sur |z, +oc[. On a alors

o= [ e

400
Puis par linéarité de 'intégration, g(z) — f(z) = / e_m(+ - %)dt,
1 t

ce qui donne la formule attendue.

b) Soit z > 0. On effectue dans g(z) le changement de variable affine
t= % +1, la fonction u — % + 1 réalisant une bijection strictement croissante

et de classe C* de |0, +oo] sur |1, +o00[. On a alors
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“+o0 400
—(u—|—x) —u
du _ = e du
0 \/u/a:—l—l -1 o V(u+x)?—22

0oV 2xu - u2
a) Soient a et b tels que b > a > 0. On a :

0l _ 1 _vb-va___b-a  _b-

<___

Vi VT V@ Va2

b) Pour tout & > 0, on trouve, en remplagant g(z) par 'expression trouvée
précédemment :

too o Foo —u —u
- € du — — (S _ (S d
¢ /0 V2zu u—glo)=e ( 0 (\/233U \/qu+u2) u)
([T 1 Y
—e (/O e (wm—wmﬂ;u)

On applique alors le résultat a) avec a = 2zu > 0 et b = 2zu + u? > a > 0.
On en déduit que

O<e_“< S 1 )\ \/_e
V2zu \/qu + u? 2(2.1:)3/2

D’ou le résultat par intégration.

= ¢

Exercice 1.12.

On considere I'espace vectoriel E des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1].
Pour toute fonction f € E, on définit la fonction moyenne T'(f) associée a f

en posant
1 [ -
= t)ydt sizel0,1
TTRES E 3 (0 10,1)
f(0) six=0
1. a) Montrer T": f +— T(f) est un endomorphisme de E.
b) T est-il injectif 7 Surjectif 7

2. Soient f et g deux fonctions appartenant a E. On considere la fonction F
définie sur [0, 1] par :

Ve l0,1],F —x/f dt—(/oxf(t)dt)(/owg(t)dt)

a) Montrer que F est de classe C! sur [0,1] et exprimer sa dérivée & 'aide
d’une seule intégrale.

b) On suppose que f et g sont croissantes. Montrer que

Va € [0,1], T(fg)(x) = T(f)(x)T(g)(x).
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¢) Que peut-on dire si les deux fonctions f et g de E sont supposées
décroissantes 7

d) Quelle inégalité obtient-on si I'une des fonctions est croissante et ’autre
décroissante ?

3.Si f € E, on lui associe la fonction f en posant f(z) = m[gx] f(t).
te|0,x

a) Montrer que fest bien définie et croissante.

b) Soit = et y deux points de [0, 1] tels que z < y. Montrer que
f(y) = f(2)] < (1. nax £ (&) = f(s)]

»8)€lw,y]?
En déduire que fest continue.

c¢) Etablir 'inégalité suivante :

[ Fwawas ([ fow)( [ sow)

Solution

1. a) Comme f est continue sur |0, 1], la fonction T'(f) est le quotient d’une
primitive de f par une fonction continue qui ne s’annule pas, elle est donc

continue sur |0, 1].
De plus T'(f)(x) = F:(Ex) = F(xx) — 5(0) , ou I désigne la primitive de f nulle

en 0. Ce qui prouve que lir% T(f)(xz) = F'(0) = f(0).
T—r
Enfin, la linéarité de 'opérateur T' est banale.

b) Si T(f) = 0, F s’annule sur |0,1] (notation précédente), la fonction f
s’annule donc sur |0, 1] et en 0 par continuité, par suite f = 0 et T est injectif.
La fonction T'(f) est toujours de classe C' sur ]0, 1], il suffit donc de choisir
une fonction ¢ € F qui n’est pas dérivable en un point de ]0,1] (on peut
prendre par exemple g(x) = |x — 1/2|) pour que I"équation T'(f) = g n’ait pas
de solution. L’endomorphisme 7" n’est donc pas surjectif.

2. a) La fonction F est clairement de classe C* sur [0,1] comme somme de
produits ne faisant intervenir que des primitives de fonctions continues et de
la fonction x +— x.

Le calcul de la dérivée donne :

Fi(z) = / (gt dt + efa)g(x) - fla) / “g(t) dt — g(a) / Cf(0) e
Soit : F/(x) = / “(Fl@) — £ (g(x) — g(0)) dr.
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b) Les fonctions f et g étant croissantes, on voit que l'intégrande précédent
est positif, par suite F'(z) > 0. La fonction F' est donc croissante et comme
F(0) = 0, on aboutit & T(fg)(xz) = T(f)(x)T(g)(z) sur ]0,1] et ceci reste
évidemment vrai en 0.

Si les deux fonctions f et g de E sont supposées décroissantes, l’'intégrande
correspondant a F' reste positif et on arrive a la méme inégalité.

c¢) Si 'une des fonctions est croissante et 'autre décroissante, 'intégrande
associé a I est négatif et par suite F' est décroissante.
On obtient alors T'(fg)(z) < T(f)(x)T(g)(x) sur [0, 1].

3. a) La fonction fest bien définie car f est une fonction continue, elle admet
donc un maximum sur le segment [0, z].

Six <y, onal0,x] CI[0,y] et par suite f(w) < f(y), la fonction f est donc
croissante.

b) * Si < y, on observe que pour t <z on a f(t) < f(z)etsix <t <y
alors il vient :

f@) = (F@O) = f(@))+ f () < |f@#) = f(@)[+f(2) < e [F (&) = f(s)[+ ().

~ ~

Dot f(y) < max |f(t) = f(s)| + f(2).

Comme f est croissante, on observe que |f(y) — f(z)| = f(y) — f(x) et que
I'inégalité précédente conduit immédiatement a 1’inégalité souhaitée.

On déduit de cette inégalité que si |f(y) — f(zo)| < £/2 sur un intervalle I de
la forme I = |zg — o,z — o N[0, 1], alors | f(y) — f(zo)| < & sur 1.

La continuité de f en g provient alors clairement de celle de f en xo.

(faire un petit dessin pour montrer le lien entre f et f)

c¢) Puisque fet g sont continues et croissantes, d’apres 2. b) on a :

T(f9)(1) = T(HT(G)(1)

et c’est exactement l'inégalité demandée.

Exercice 1.13.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Soit a1, ..., a, des réels non nuls. On considere les ensembles suivants :
5:{:(}: (I’l,...,xn) eRn/ Z —% < 1}
i=1
ainsi que :
S:{,ﬁ(}:(fl}'l,...,ﬂfn) ERn/ Zla—%zl}
1= 7

et
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2

S ={x=(z1,...,2) ER"/ Z 3<1}

1. a) Montrer que £ est une partie fermée et bornée de R" telle que :
V(z,y) €% S +y) €E.
b) Montrer que & est un ouvert de R™ et que S est un fermé borné de R".
Soit x € R"™, tel que = ¢ £. On considere la fonction f définie sur € par :

f(z) = ||z — z||?, olt ||.|| représente la norme euclidienne canonique de R™

2. a) Montrer que in£ f(2) existe et est atteint en un (ou plusieurs) point(s)
z€
de €.

b) Soit zp un point ou f atteint son minimum sur £. En calculant le gradient
de f, montrer que zy appartient a S.

c) Montrer que ing f(2) est atteint en un seul point. On le note z*.
z€

3. a) Montrer que le point z* = (x7,...,z}) est défini par : il existe A réel tel

que pour tout i € [1,n]

=T

€T:
Yoal A
b) Montrer que 'on peut supposer A > 0.
¢) En étudiant la fonction ¢ définie sur Rt par

montrer qu’il existe un unique A Vériﬁant (*)

4. On suppose dans cette question que pour tout ¢ € [1,n], a; = 1. Déterminer
le point z* ainsi que f(z*).

Solution
n 332
1. a) » L’ensemble & est fermé car l'application (z1,...,2,) = > =% est
=1 a/z

polynomiale donc continue.
* Il est borné car pour x € &, on a, pour tout indice i, |z;| < |a;|, donc

|z|| < |la]| (en posant bien entendu a = (aq,...,a,)).
* Enfin, (P59 < L(a? 4 42) (car (2 — y:)? > 0)
Donc avec = (1,...,Zpn), ¥y = (Y1,---,Yn), €t 2 = %(m—l—y) = (21,..+,2n) :
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b) R™ \ & est fermé pour la méme raison que précédemment donc & est
ouvert et S est fermé, borné car S =&\ & =EN (R™\ &).

2. a) La fonction f est continue, car polynomiale. Sa restriction & £ qui est
fermé et borné admet donc un minimum sur ce domaine.

b) Si ce minimum est atteint en un point zy de 'ouvert &y, c’est un point
critique. Or :
Vi(z) = (2(z1 — 21),...,2(zn — 2n))
Le seul point critique de f est donc le point & qui n’appartient pas a £. Ainsi
le minimum est-il atteint sur £\ & = S.

c¢) Supposons le minimum m atteint en z; # z5 de S. Soit z = 21—322

Comme z € £, on a:
1 1
m < ||z =zl = 5ll(z1 —2) + (22 — 2)[|| < 5([[21 — | + |22 — zl)) = m

On a donc égalité dans les inégalités précédentes, et égalité dans 'inégalité
du triangle. Il existe donc o € R tel que 21 — z = (22 — ).

Comme ||z1 — z|| = [|z2 — z||, il vient « = 1 et 23 = 23, ce qui contredit
I’hypothese faite. (On peut aussi se contenter de faire un petit dessin pour
comparer cotés et hauteur d’un triangle isocele.)

Le minimum est donc atteint en un seul point noté z*.

3. a) On utilise les multiplicateurs de Lagrange.
2

On cherche le minimum de f sous la contrainte g(x) = i x—é —1=0.
T

Soit A € R tel que V(f(2) + Ag(z)) = 0. 11 vient :

2 x) alzx;
Vie[1,n],zi —x; + AL =0, soit A=t = z; — xF et xf = 52—
9 y 2 ) 2 1 1 2
a; a; a; + A
*k
i

n n
b) Comme > (z; —2})? = 2 xz, on peut supposer A > 0 (car x # z*).
i=1 i=1 Q4
¢) La fonction ¢ est clairement strictement décroissante sur R telle que
n *
l'on ait ¢(0) = > x—é >1(carxz ¢ &) et Emgp = 0. Il existe donc un unique
i=1 4 o0

Ao > 0 tel que p(Ag) = 0. Ce A\g donnera le point z*.

4. Dans le cas particulier de la sphere unité de R", les calculs précédents

n
donnent z} = 1%;—3\ et p(\) = 0 donne (1 + \)? = > 2? = ||z[|?; donc
i=1
Ao = ||z|| = 1 (car ||z|| > 1). Le minimum est atteint en ——%—— ce qui
1+ |z]| —1

correspond a l'intersection de la sphére unité et de la demi-droite [0, x][.
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Exercice 1.14.

Soit f une fonction définie sur I = R a valeurs réelles. Pour tout réel positif
m, on définit la fonction h,, sur I, par h,, : x — mz — f(x) et on note :

M(f)={m € Ry / hy, est majorée sur I}

1. Montrer que si m € M (f), alors [0, m] C M(f).

Désormais, lorsque m € M(f), on pose f*(m) = sup h,, () = sup(mz— f(x)).
zel xzel

La fonction f*, ainsi définie sur M(f), est appelée la fonction conjuguée de

f.

2. Soit ¢ un réel et o un réel strictement supérieur a 1. Pour les fonctions
qui suivent, préciser M (f) et expliciter, pour les réels x de M(f), f*(z) en
fonction de .

a) f: I >Rz e

b)f:]—>R,xl—>%.

3. Soit f: I — R telle que M (f) soit non vide. Montrer que :
Veel,Vme M(f), f(x)+ f*(m) > mz
4. Soient f, g deux fonctions de I dans R telles que f < g. Montrer que
M(f) C M(g), puis que
Vm € M(f), g*(m) < f*(m)
5. On se propose de chercher les fonctions vérifiant M (f) =1 et f = f*.

a) A l'aide de la question 2., déterminer une solution.

b) A l'aide des résultats précédents, montrer qu’il existe une seule fonction
f égale a sa conjuguée.

Solution

1. Soit m € M(f) et u € [0,m]. Comme m € M(f), la fonction h,, est majorée
sur [ et il existe un réel K tel que Vx € I, mx — f(x) < K.

Alors V> 0, ux — f(z) =mz — f(x) — (m—p)xr < K et p € M(f).

Ainsi [0, m] C M(f).

2. a) Soit f; la fonction constante égale c¢. Soit m un réel strictement positif,

alors hrf (mz —c¢) = +o00 et m & M(f1). Donc la fonction h,, : © — mx —c
T—r 100

est majorée sur R’ si et seulement si m = 0. Ainsi,
M(f1) ={0}, f{ : 00— —c
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b) Ici by, (z) = max — %, hp est dérivable sur RY, avec bl (x) = m — 2%~ L.

1

Comme « > 1, h,, passe par un maximum en ry = mao—1, ce maximum
valant :
Q Q
* a—1 =
Donc M(fo) =1et f3 :z— o rat.
On peut noter que f5 est de la méme forme que fo, en remplacant o > 1 par
& > 1. (& suivre ...)
a—1
3. Soit m € M(f) et x € I. D’apres la définition de f*(m) :
flx) + f*(m) = f(z) + hm(z) = ma.
Finalement :

hm(xo) = m a—1 _—

VeeI,Vme M(f), f(x)+ f*(x) > me

4. Soit f, g telles que f > g. Pour tout m € R, et pour tout = € I,
mz — g(z) < ma — £(2)
Ainsi, si m € M(f), alors x — mx — f(z) est bornée et z — maz — g(x) est
bornée. D’ou M (f) C M(g).
Alors, comme f*(m) est un majorant de x — mz — f(x),

Vo el mz—g(x) < f*(m)
Ainsi, f*(m) est un majorant de x — mz — g(x) et g*(m) < f*(m).

2
5. a) Soit fo: x> %, on a vu en 2. b) que f5 = fo.
b) D’apres la question 3., Va € I,Vm € M(f), f(x) + f*(m) > mx.
Ainsi, comme f = f* et M(f)=1,Vz €I, 2f(x) > 2. Ainsi :
si f=f* alors f > fs.

Comme f > fo, d’apres la question 4., on a f* < f5 = fo, et puisque f = f*,
< fa

Finalement f = f5 et le probléeme a donc une solution et une seule.

Exercice 1.15.

E désigne 'ensemble des suites de nombres entiers naturels p = (p,)nen
vérifiant :

Po > 1a et Vn € van S Pn+1

Soit p = (pn)nen une suite de E. On définit la suite (z,)pen par :
1 1 1 1 < 1
VneN,z, =—=—+ + e —— = I S
" po  Pop1 = PopiD2 PopP1 ---Pn ,;::0 PoP1 - Pk

1. a) On suppose ici que pour tout n de N, on a : p, = a, ol a est un entier
fixé tel que a > 2.
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Pour n € N, calculer z,, et déterminer lim z,.
n—r o0

b) On suppose ici que pour tout n de N, on a : p, = n + 2. Déterminer

lim z,,.
n— oo

¢) On revient au cas général. Montrer que (z,, ),en converge et que sa limite
appartient a |0, 1].

Pour p € E, on note alors f(p) la limite de la suite (xn)nen associée,
définissant ainsi une application de E dans |0, 1].
2. Soit p = (Pn)nen €t ¢ = (¢n)nen deux éléments distincts de E.

a) On suppose py > qo- Montrer que f(p) < f(q).

b) On suppose py = ¢o. En introduisant ¢ = min{j € N* / p; # ¢;},
montrer que f(p) # f(q). Quelle propriété de f a-t-on ainsi obtenu ?

Solution
n 1 — l)n—{—l
_ 1 _1 (% o1

-1 B
b)an =2 Gy oL

c) La suite (x,) est strictement croissante de premier terme strictement

positif et comme la suite (p,)nen est minorée par 2, on a : x, < > 1 <
1 ioz 1 _q

2i=02"

La suite (x,)nen est croissante majorée par 1, donc convergente et sa limite
appartient a |0, 1].

2. a) La suite (p,)nen est croissante, donc par majoration du terme général
puis passage a la limite :

o
1 11 1
< = — e
f(p)\k;0p16;+1 poxl—pio Do —1
Alors que f(q) = qlo%—'-- > qlo > pol—l (car po > q0 = po — 1 = qo,

puisque l'on travaille avec des entiers)

Ainsi f(p) < f(q)-
b) Quitte & échanger p et ¢, on peut supposer pg = qo,P1 = q1,---,Pr—1 =
qe—1 €t pe > qe.

n n
R 1
Pour n € N, on note x,, = et =
" kz::() PopP1 - - - Pk Yn kgo qoq1 - - - Gk
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soit alors n € N tel que n > ¢. On a, les convergences ayant été vues :

1 % 1
= XTy_ —|—
J(p) = ey po-npe_l,;gpe--.pk

1 S 1 1 1
<21+ =xy_1+
-t po...pe_l,ggp’g—”l LT o pe—t pe— 1
1 1
<ap1 4+ —2+ 1
J(p) S @ po-.-pe—1xqé
tandis que
V4
1 1 1
Syy=5S —+ —p, 41 1
(@) > ye kZ::OQOQL--Qk 1T popee1 e

(puisque la suite ¢ coincide avec la suite p jusqu’au rang ¢ — 1)

On a done f(p) # f(q)-

On vient de démontrer que 'application f réalise une injection de E dans
10, 1].

Exercice 1.16.
Pour tout entier n € N, on considere 'application f, définie comme suit :
n
fn : ]n,+oo[ —>R,£Uf—> Z L
=T —k
1. Soit A un réel fixé strictement positif. Montrer que pour tout entier n € N,
I'équation f,(z) = A admet une unique solution que 'on notera x,.
2. Déterminer la limite de la suite (x,, ).
3. a) Déterminer 111;1_1 fa(n+1).
n—-—+0oo
En déduire qu’il existe un entier ny tel que Vn > nqy,x, >n+ 1.
b) Plus généralement, montrer que pour tout & € N*, il existe un rang ny
tel que Vn > ng,xz, >n+ k.

4. Montrer que pour tout entier n > ny
g Tt
t t
Tp—N Tp—n—1
5.a ) Montrer que la suite (%)n est convergente et exprimer sa limite en
fonction de A.

b) Déterminer la nature de la série de terme général xL
n

Solution

1. Pour tout k € [0,n], on pose gi : x — ﬁ La fonction gj est strictement

décroissante sur |n, +oo[. Par somme, f, = go+ g1 + -+ + gn est continue et
strictement décroissante sur |n, +o00|.
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1

x —_—

Lorsque x tend vers +oco, chaque fonction gx tend vers O et lirf fn(z) = 0.
T—>1+00

Lorsque x tend vers n™, g, : x —

tend vers 400 et lim f,(x) = +o0.
n r—n

La fonction f,, réalise donc une bijection de |n,+oo[ sur |0, +o00[. Ainsi, tout
réel A > 0 admet un unique antécédent z,, € |n,+oo[ par f,.

2. Pour tout entier n, x,, > n. Donc, par comparaison, la suite (z,) diverge
vers +00.

n+11

n
. 1 .
3. Pour tout entier n, f,(n + 1) = —_— = =, grace au
f ( ) k-;o (TL 1) ]{7 u;l u g

changement d’indice u = (n + 1) — k.
On reconnait la somme partielle de rang n + 1 de la série harmonique.
Donc, lim f,(n+1) = +oc.

n—-+oo
Ainsi, il existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng, fu(n+1) > A =
fn(zy). D’ou, par stricte décroissance de f,,, pour tout n > ng, x, > n+ 1.

Plus généralement :

_ 5 L1, 1 4. .4 1
fn(n+p)_k§0n+p—k_p prI T T e T

Ainsi pour n assez grand f,(n+p) > Aetz, >n+p

4. Soit n > ng. Soit k € [0, n]. Prenons un réel ¢ tel que z,, —k < t < x,, —k+1.
Comme x, —k > (n+ 1) — k > 1, nous sommes dans 'intervalle |0, +o0o],
intervalle dans lequel la fonction inverse est décroissante. Nous obtenons donc

S SN S SR o _ 1
pra— | < $ < z. — puisen intégrant sur [z, —k+ 1,2, — k] :

Tp—k+1
1 < dt 1
Ty, —k+1 S t Sz, —k’

En opérant de méme avec un réel t tel que 0 < z,, —k—1<t <z, — k, on
obtient :

En combinant les deux inégalités obtenues, on obtient :

Ty, —k+1 Tn—k
/ dt « 1 </ dt
t S x,—k t
Tn—k n T,—k—1

On somme pour k allant de 0 a n, ce qui donne grace a la relation de Chasles :

rn+1 n T
[ A —pes [ 4

Tn—n—1

5. a) Comme une primitive de ¢ 1 ur 10, +00] est la fonction In, I'inégalité

t
précédente se réécrit :



36 ESCP Europe 2015 - Oral

In (:Cn_+1> <A< (x—n) ().
Ty —N Ty, —m—1
L’inégalité de gauche de (**) donne une fois transformée x,, > 1 j nE_ d’ou
6 —_

Ty 1/n+ et
n = A1

L’inégalité de droite de (#*) donne z,, < A d’ou

b) D’apres la question précédente, xl ~ (

) %, les deux termes com-
parés étant positifs.

Donc, par critere d’équivalence, la série » % diverge.
n

Exercice 1.17.

1. a) Déterminer l'’ensemble D’ des réels a tels que lintégrale G(a) =
1
dt
converge.
/0 4@ O
b) Déterminer l'ensemble D des réels a tels que lintégrale F(a) =

+oo
o 1+t

£
1+ t%P

a) Déterminer I'ensemble S des couples (p,q) € R? tels que l'intégrale
I(p,q) converge.

400
2. Soit p et g des réels quelconques. On pose I(p,q) = / dt.
0

b) Représenter I’ensemble solution S dans un repere cartésien du plan, avec
p en abscisse et ¢ en ordonnée. On hachurera la partie du plan correspondant
a ’ensemble des points M de coordonnées (p, q) € S.

3. a) Justifier que t — u = t2971 définit un changement de variables admissible
dans l'intégrale I(p, q), pour ¢ > —1/2, et en déduire une relation entre I(p, q)
et F'(«) pour des valeurs de p, g et « & préciser.

b) En utilisant le changement de variable u +— t = u'/ (=9 montrer que
pour o dans un intervalle a préciser on a

F(a) = Gla) + —— G(=9)

a—1 a—1
_ o (=)
¢) On admet que, pour a € D, G(a) = nz::O T

Pour a € D, exprimer F(a) comme la somme d’une série.
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d) En déduire I'expression de I(p, ¢) sous forme d’une série, pour des valeurs
de p et g a préciser.

Solution

l.a) f:t— 1+1ta est continue sur Ry si a > 0 et %i_rg%f(t) =0sia<0.

L’intégrale définissant G(«) est donc convergente pour tout o € R.

% sia>0 +o0
b) f(t) e f/Q si o — - intégrale 1 f(t)dt converge si et seule-

1 sia<0
ment si o > 1.

D' =R,D =11, +o0]
£
1+t
124 si p > 0, intégrable sur ]0, 1] lorsque ¢ > —1/2
*En0:hyq(t) ~ %tzq si p = 0 intégrable sur |0, 1] lorsque ¢ > —1/2
t2(a=P) i p < 0, intégrable sur ]0, 1] lorsque ¢ — p > —1/2

2. a) Notons hy 4 : t —

* En 400 :

1/t2P=9) i p > 0, intégrable sur [+oo[ lorsque p — g > 1/2
hp.q(t) ~ %th si p = 0, intégrable sur [1, +oo[ lorsque ¢ < —1/2

t24 si p < 0, intégrable sur [1, +oo[ lorsque ¢ < —1/2
En résumé : (p,q) € S < [p > 0 et —% <q<p—%] ou [p < 0 et

_ 1 1
p—5<4q< 2].

b) Dans le plan (p,q) on trace les deux droites d’équations respectives
q= —% et q =p— % et 'ensemble S des points situés dans les deux angles

aigus (ouverts) formés par ces deux droites.

3. a) Pour ¢ > —1/2, t — 291 = u est de classe C' bijective de RY sur R,

400 9 400 2 /(2 +1)
) t=4 _ 1 u“9/\=4 —2q/(2q+1) )
et alors : /0 T dt = 2q—|—1/0 1+u2p/(2q+1)u a/{29%1) dy, donc :

_ 1 2p
1p.0) = 3051 Flg571)
a condition bien entendu que (p,q) appartienne a S, donc a condition que

_1 - - __?p
p>0etqg<p 2,cequ1d0nneb1ena—2q+1>1.

b) Le changement de variable t = u/(1=%) est de classe C* bijectif de
[1,+o0o[ sur ]0,1], avec o/(av — 1) > 1 d’ott, pour a > 1,
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+o0 1
/1 14+ te 1—()4/01+u0</(a—1) a—1 <a—1>’e '

Fla) = G(a) + 15 G(2)

O F@=3 [ § Gy S, G

nonoz—i—l yna+a—
n—l
F()—1+Z (1) 7

d) Pour —1/2<q¢<p—1/2 (et p > 0)
[ < 2(—1)"tl

I(p,q) = 2q£—1

=1 \5g
Exercice 1.18.
On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par
"I; .
stz >0
firxzm { e’ —1
1 stz =0

1. Démontrer que f est continue sur [0, +00| et prouver que : Vz € [0, +00[,0 <

f(x) < 1.

2. Etablir que pour tout entier naturel n non nul et tout réel strictement
positif z, on a :

xre Z kx
— xe~
e’ —1 ex—l —1

400
3. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 'intégrale / x.e” " dx
0

est convergente et déterminer sa valeur.

+o0 —Nnx
4. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, I'intégrale / Zcf—l dx
e —
+oo 0
: . r.e” "
est convergente et démontrer que lim == dx = 0.
n—oo 0 —
+oo o0 1
5. Déduire de ce qui précede que : flz)de =) 22
0 k=1

2
6. On admet que Z % = % En adaptant les méthodes développées aux

2
dx converge et vaut I

+oo
questlons precedentes, prouver que /O oT + 1 12
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Solution

1.e* —1 (N) x fait partie du patrimoine et la continuité de f en 0 est donc
0

acquise.
e” —1 > x est tout aussi classique et on a bien x >0 = 0 < f(z) < 1.

2. Pour tout entier naturel n non nul, et tout réel strictement positif =, on a :
n n n—1 . —nT —nx
Z re~ kTt — pe—z Z e—(k—l)m — re 7 Z (e—x)j — re % 1—e — = 1,1 —w €
k=1 k=1 j=0 1—e e’ —1
et on remet dans I'ordre souhaité.
a a
3. Pour a > 0, / ze "oy = — L [aje_m]g + l/ e "dx
0 n " Jo
1 - 1 _
= —ae "+ F(l —e ),

et, par passage a la limite :

+oo 1
r.e”"dr = =5
0 n

r.e” """
el‘
fonction a intégrer se prolonge par continuité en 0, ’existence de l'intégrale
s’en déduit et de plus :

4. Pour tout entier naturel n non nul et z > 0, on a 0 < <e ™ etla

0< L dr < e~ " dr = l, donc : lim L dr=0.
0 ex -1 0 n n——+00 0 ew -1
+oo
5. f est continue sur R, positive et lim 2%f(z) = 0, donc f(x)dz

r—+00 0
converge.

Pour tout entier n non nul, on tire de 2. :

+oo +o0 n +oo
/ L dr = / L —dx— ze Fdx
0 0

. em -1 e“’ —1 k=1J0
d’ou : oo — oo ) -
/0 ex—ldx:/o ex—ldx_,;::l?
puis par passage a la limite :
+o0

fa)dz = 3 L

0 =1k

6. x Pour tout réel z et tout n € N*, on a :

n n n—1
3> a(—e )t = —ze® 3" (—e )t = —ger S (e
k=1 k=1 7=0
— e 7 1-— (—1)_6 —_ T . (_1)n e "
14+e™* e’ +1 e’ +1
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Par intégration et passage a la limite quand n tend vers l'infini, on a :

+oo [e'e)
0= z_q —1)kL
/ ex+1x+zl< o
2n n n

+Z

On a: _ S S—
DO Y AR Ty Ak PO R WY T Tk
on en déduit, par passage & la limite : io: _ 1 __x_ 17 _x
’ &S (2i-1)2 6 476 7 8

D’autre part : Y ~—=—

o (__1\k 2 2

E -ty -%-p

§ ee T - k1 2

D’ ) N d = — —1 —_ =
o /o 1 kz::1( ) Kol

Exercice 1.19.
1. a) Montrer que pour tout = € |0, 1|, 'intégrale —dt_ converge et
) que p [0, 1] 8  Vi-= &

calculer alors sa valeur notée I(z).

1
b) Soit f une fonction continue sur |0, 1|. Montrer que 'intégrale Ldt
) Soit f 0.1 ave Nintégrale | 0

1
f(t
converge pour tout « € [0, 1] et déterminer lim / \/=dt
t—x

r—1-

On note alors T'(f) la fonction définie sur [0, 1] par

y= [0
s VI—T
2. a) Montrer que pour tout x € [0, 1], on a

T(f)(z) = m/o flo+ E/la_ D) g,

b) On suppose f de classe C! sur [0, 1], montrer que la fonction T'(f) est
continue sur [0, 1].

dt,si 0 <z <1etT(f) continue en 1

3. On suppose dans cette question que f(1) # 0.
a) Donner un équivalent de T'(f) au voisinage de 1.
b) Montrer que T'(f) n’est pas dérivable en x = 1.
4. a) Déterminer une constante C' > 0 telle que pour toute fonction f continue
sur [0,1], on a :
sup |T(f)(z)| < C sup |f(z)|

z€(0,1] z€0,1]
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b) Déterminer la plus petite constante C' vérifiant I'inégalité précédente.

Solution
1
Vit—x

de Riemann donne la convergence de 'intégrale pour la borne inférieure x.
De plus par intégration immédiate :

I(x) = 24/1 — z, en particulier 1(0) = 2
b) La fonction f est bornée sur [0, 1]. Donc, il existe C' > 0 tel que pour tout

1. a) Pour z € [0, 1], la fonction ¢t —

est continue sur |z, 1], et la regle

t €lx,1],on a | t(t) | < \/tC , ce qui montre que 'intégrale définissant
— —x

T(f)(x) converge absolument, donc converge : T(f)(z) est bien défini pour

tout x € [0, 1[. Enfin :

T(f)(z)] <2CV/1—2x = lim T(f)(z)=0
rz—1-
On pose donc T'(f)(1) = 0 pour assurer la continuité (& gauche) en 1.

2. a) Le changement de variable affine ¢ =  + (1 — x)u donne la réponse.

b) 1l suffit de montrer la continuite de
ng/fx—i— (1—-2)u /fu—l—xl—u))d.
On a pour = € [0,1] et h tel que z +h € [0,1] :

g(l’+h)—g($):/0 f(u+(x+h)(1—%—f(u+x(1—u)) Ju
Or [f(ut(z+h)(1—u))— f(utz(l—u))| < [h[(1—w) max(|f']) < |h|f[%i>]<(|f’|)

Alnsi : [g(z + h) — g(2)] < [k max([f']) éq’i = 2|h| max(|f"]).

On en déduit la continuité de g donc de T( f).

3. a) Pour intégrer localement un équivalent, il nous faut revenir aux
définitions «epsilonesques» :

Soit € > 0, il existe § > 0 tel que |x — 1| < § entraine |f(t) — f(1)| < e. Ainsi
pour x >1—9:

IT(f) (@) —2f(1) /f t_x dt</ yff}_fgfl | dt
2T 7

insi x >1— M_ 2% ot fim L@
Al =0 = v U e v
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T(f)(w) ~ 20VT=2

b) La question précédente montre que T(f)(g:; : {(f)(l) (;) —%

qui n’est pas de limite finie en 1, donc 7'(f) n’est pas dérivable en 1(la
représentation graphique admet une tangente verticale)

4. a) La question 1 montre que |T'(f)(z)| < (I[rolaﬁc|f\)2\/1 —x < Q%aﬁ(‘f’-
: 1

b) En prenant f = 1, il vient T'(f)(z) = 2¢/1 —z < 2. Cela montre que 2
est la meilleure constante possible.



9
ALGEBRE

Exercice 2.01.

Dans cet exercice, K désigne R ou C, et F un K-espace vectoriel de dimension
finie.

V(f,g) € L(E)?, on pose [f,g] = fog—go f.

On dira qu’'un endomorphisme f de E est nilpotent s’il existe un entier naturel
n, tel que f™ = 0.

1. a) Montrer que : V (f,g,h) € L(E)?,[[f, g], h] + [lg. 1], f] + [, f], 9] = 0.
b) Soit (f,g) € L(E)?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour

que [f, g] = [g, f].

2. Soit f € L(E). On souhaite démontrer dans cette question I’équivalence
des propositions :
(i) 1l existe un projecteur p € L(E) tel que f = [p, f].
(i) f2=0.
a) On suppose (i). Montrer successivement que po fop =0, puis fop =10
et conclure.
b) On suppose (ii). En considérant une projection p d’image Im(f), con-
clure.

3. Soit g fixé dans L(F).
a) Démontrer que I'application ¢, : L(E) — L(E), f — [f, g] est linéaire.
b) Démontrer que :

n

Ve NV € L(E), (p)"(f) = L (~1*(} )" o fogm ™.

c) En déduire que si g est nilpotent alors ¢, est nilpotent.
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4. Résoudre I'équation [f, g] = idg, d’inconnues f et g appartenant a L(FE).

Solution
1. a) Soit (f,g,h) € L(E)3. Alors :
[lf.gl,h]=[fog—gof,hl=Ffogoh—gofoh—hofog+hogo/f,
d’ou, en faisant tourner les lettres et en écrivant par simple juxtaposition une
composition :
[/, 91, bl + [lg, Al, f1 + [[h, f1, 9] = (fgh — gfh — hfg + hgf)

+(ghf —hgf — fgh+ fhg) + (hfg— fhg —ghf +gfh) =0

b) Pour (f,g) € L(E)?, ona[f,g] = fog—gof=—(gof—fog)=—lg, f].
On a donc [f,g] = [g, f] si et seulement si, [f,g] =0, soit fog=go f.

2. a) Supposons qu’il existe un projecteur p tel que po f — fop = f.
En composant d’abord a gauche par p, pof—po fop =po f, d’oupo fop=0.
En revenant au point de départ et en composant maintenant a droite par p,
comme po fop =20, il vient : —f op = f op, ce qui équivaut & f op = 0.
Enfin f2 = (po f)? =po(fop)of=0.

b) Réciproquement, supposons f2 = 0, c’est-a-dire Im(f) C Ker(f). Soit F
tel que Im(f) @ F = FE et p la projection sur Im(f) parallelement & F'.
Soit z € F.

D’une part po f(z) = f(z) car f(z) € Im(f) et Im(f) = Im(p).
D’autre part, f op(x) =0 car p(z) € Im(f) et Im(f) C Ker(f).
Dot : [p, f]l(x) = (po f — fop)(x) = f(x) et le résultat.
3. a) Montrons que ¢, est linéaire. Soit (f, f') € L(E)? et (o, 8) € K2. Alors :
pglaf +Bf") =laf +Bf g9 =(af +Bf)og—go(af+Lf)
=a(fog—gof)+B(f'eg—gof)
= O‘@g(f) + 6909(f/)
Donc ¢, € L(L(E)).
Enfin, Ker(p,) est I'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec
g.
b) Raisonnons par récurrence et notons encore la composition par simple
juxtaposition.
— () (f) = f, et I'égalité proposée est alors banale.

— Soit n € N tel que (¢,)"(f) = (—l)k(Z)gkfg"_k, alors
k=0

(g)"t(f) = 0y ((g)™ () = [(0g)"(f), 9] = (0g)"(f) 0 g — g o (0g)"(f)
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(—1) (Z)gkfgn—k—H _ zn: (—1)* (Z)gk—l—lfgn—k

I
NE

k=0 k=0
n n+1
=2 (-f (3)g"sgmr+t = 2 (DF (2 1) fom

(e () = fo i S DM () + (3 7)) o fm i g

Et, par la formule triangulaire de Pascal et incorporation des termes extrémes :

n+1

()" TH(f) = > (—1)F (n Z 1)gkfgn+1—k

k=0
Ce qui prouve que la relation est héréditaire. On conclut par le principe de
récurrence.

¢) Supposons g nilpotent, soit alors p € N tel que gP = 0. Il vient :

(1D = 5 (0P gt i

k=0
Pour chaque indice k de cette somme, ou bien £ > p, ou bien £ < p —1 et
alors 2p — 1 — k > p; chaque terme ¢* f¢??~'=% est donc nul, ce qui prouve
que (¢g)*P~1 = 0. Ainsi, si g est nilpotent, alors ¢, est nilpotent.

4. Evidemment cette équation n’a pas de solution si n = dim £ > 0, car on a
tr([f, g9]) = 0 # tr(idp).

Si dim E = 0 le probleme est dégénéré car idg = 0!

Exercice 2.02.

Soit n € N*. Soit £ = R, [X]. On note E* = L(E,R) I'espace vectoriel des
formes linéaires sur F.

Pour tout polynome P, on note P*) la dérivée k™ de P.
Soit @ € E de degré n. Pour tout i € [0,n], on pose Q;(X) = Q(X + ).

Le but de cet exercice est de montrer que (Qq, Q1, - ..,Qn) constitue une base
de F.

1. Montrer que la famille (Q,Q’,Q",..., Q") est une base de E.
2. Pour tout k € [0,n], on définit 'application linéaire fj par :
fe: E =R, P~ P¥)(0)
a) Montrer que pour tout k € [0,n], fi est dans E*.
b) Pour tout couple d’entiers (k, ) € [0,n]?, calculer fi,(X?).
c¢) Montrer que (fo, f1,---, fn) est une famille libre d’éléments de E*.

3. Soit ¢ € E*.
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a) Déterminer la dimension de E*.

b) Montrer qu’il existe un unique (n + 1)-uplet (ag,a1,...,a,) € R**! tel
que :

VP e E,p(P) =3 a;P"(0)
1=0

¢) Soit ¢ € E* tel que p(Qo) = ¢(Q1) = -+ = ¢(Qn) = 0. Montrer que
¢ = 0.
4. On suppose que (Qo, @1, --., Q) n’est pas une base de E.

a) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que

dim(H) = n et Vect(Qo, Q1,...,Qn) C H
b) Montrer qu'il existe a € E tel que E = Vect(a) ® H.

¢) On définit une application ¢, : E — R comme suit :
pour tout x € E s’écrivant x = pa+h avec u € Ret h € H, on pose ¢, (x) = p.

Montrer que v, est une forme linéaire sur E et déterminer son noyau.

d) Aboutir & une contradiction et conclure.

Solution

1. Comme deg@ = n, la famille (Q,Q’,Q",..., Q™) est libre car & degrés
échelonnés. Cette famille contenant (n + 1) polynomes, on en déduit qu’elle
constitue une base de E.

2. a) On vérifie facilement que fj est une application linéaire de E dans R.
b) Soient (k,¢) € [0,n]%. On a : fr(X*) =Kkl et fir.(X*) =0sik # /.
(si k > ¢, il ne reste rien et si k < ¢, il reste au moins un facteur X)
c) Soit (Ao, A1, ..., An) € R tel que Ao fo + A1 fi+ ...+ Anfn = 0.

Soit ¢ € [0,n] quelconque . En évaluant cette formule en X, on obtient
Ael! = 0, d’ou Ay = 0. On en déduit que la famille (fo, f1,..., fn) est une
famille libre de E™.

3.a) On a : dim(E*) = dim(L(E,R)) = dim(E)x dim(R) = n + 1.

b) La famille (fo, f1,...,fn) est une famille libre de E* et elle compte
(n+1) éléments. C’est donc une base de E*. Par unicité de la décomposition
dans la base, il existe un unique (n + 1)-uplet (ag, ay,...,a,) € R**! tel que
o =aofot+arfi+ ...+ ant1fos1-

En appliquant cette égalité a un polynome quelconque P de E, on trouve
p(P) = ao fo(P) + a1 f1(P) + ... + ant1fnt1(P)
= agP(0) + a1 P'(0) + ... + a, P™(0)
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c) Soit ¢ € E* tel que (Qo) = ¢(Q1) = ... = p(Qy) =0.
En utilisant la question précédente, on obtient :

vj € [0,n],0 = 9(Q;) = a0Q;(0) + a1Q}(0) + ... + an Q" (0)
Comme Q,;(X) = Q(X + j), cette formule se réécrit sous la forme :

Vj € [0,n],0 =aoQ(j) + a1Q'(4) + ... + an Q™ (j)
On pose alors R(X) = aoQ(X) +a1Q'(X) + ... + a,QM™ (X).
Les relations précédentes montrent que R(0) = R(1) = --- = R(n) = 0. Le
polynoéme R, de degré au plus n, admet ainsi (n + 1) racines distintes : c’est
donc le polynome nul. Il vient :

0= R(X) = aoQ(X) —+ alQ’(X) NI CLnQ(n)(X)
Comme la famille (Q,Q’, Q" ..., Q") est libre (cf. question 1), on en déduit

que ag = a1 = --- = a, = 0. En revenant a la définition des coefficients a;, on
conclut que ¢ = 0.

4. a) On suppose que (Qo, Q1,...,Q,) n'est pas une base de E. Comme c’est
une famille de cardinal (n + 1), elle n’est donc ni libre ni génératrice.

Ainsi, V' = Vect(Qo, Q1,...,Qy) est un sous-espace vectoriel strict de E et
dim(V') < n. En utilisant le théoreme de la base incompléte, on construit un
sous-espace vectoriel H de E de dimension n et tel que V' C H.

b) Comme H ¢ FE, il existe un vecteur a de F tel que a € E et a € H. Le
vecteur a est donc non nul et la droite Vect a n’est pas incluse dans H. Ainsi
E = Vect(a) ® H.

¢) Yq(x)a n’est autre que le projeté de x dans la projection sur Vecta
parallelement a H. La linéarité de 1, est alors claire et son noyau n’est autre
que H.

d) La forme linéaire 1), s’annule sur H, donc en particulier en Qg, Q1, ..., @y
puisque ces polynomes sont contenus dans H. On déduit de la question 3 que
Y, est la forme linéaire nulle, ce qui est faux puisque ¥,(a) = 1. On aboutit
donc a une contraction. On a ainsi montré par un raisonnement par ’absurde
que (Qo,Q1,...,Q,) est une base de E.

Exercice 2.03.

1. Montrer pour tout (z,y) € R?, la convergence de I'intégrale
1

t?(Int — xt — y)2 dt

0
On note alors ¢(z,y) la valeur de cette intégrale.

2. Montrer que les valeurs propres de la matrice A = (?;g ;g) sont

strictement positives.
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3. a) Montrer que la fonction ¢ définie en 1. est de classe C? sur R? et qu’elle
admet un unique point critique (xg,yo) que 'on déterminera.

b) Montrer que inf o(z,y) = (0, yo)-
(z,y)ER?

4. Montrer que I’ensemble E des fonctions continues f : ]0,1] — R telles que
1
I'intégrale / t2 f2(t) dt converge est un espace vectoriel et que 1’on définit un

0
produit scalaire sur E en posant :

(f,9) = /O 2 f(t)g(t) dt

5. Montrer que si X est un ensemble et si h : X — R est une fonction, alors
. 2 . 2

inf h* = (mf h) .

X X

En déduire a I’aide de la question 4., mais indépendamment des résultats de

la question 3., comment retrouver que inf (x,y) = (o, yo)-
(z,y)€R?

Solution

1. En développant t2(Int — xt — y)?, les intégrales qui posent probléme sont
1
de la forme / tPIn?tdt pour 2 < p < 4 et 0 < g < 2 qui sont faussement
0
impropres ou convergentes en 0.

En développant la fonction dans l'intégrale f(x,y), il vient :
o(x,y) = Ioo + 2% 140 + y* Lo + 22131 + 2yla 1 + 2xyls

2 2
_ Yy yx 2,1
2. Les valeurs propres de A sont les racines de I’équation A% — %—g)\ + 6_10 =0.

Le discriminant est positif et il y a donc deux racines réelles. Etant de somme
et de produit strictement positifs elles sont bien strictement positives.

3. a) Comme ¢ est polynomiale, elle est de classe C? et on a :
2 1,1

50T gtay=0
gy —+ 9 + §I =0
La résolution de ce systeme donne : (xg,y0) = (%, —%)

b) Comme la matrice Hessienne de ¢ est A, de valeurs propres strictement
positives, ¢ admet au point critique un minimum global (on peut faire le calcul
de o(z,y) — p(xo,y0) et observer les simplifications des termes du premier
degré)
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D i f 9 - I *
onc (w’;r)leR2 o(z,y) = v(xo,Yo)

3. Il est évident que I'ensemble E contient la fonction nulle, est stable par
produit par un scalaire et que le produit scalaire est bilinéaire, symétrique et
positif (si I'intégrale converge).

Par théoreme de comparaison pour les intégrales :

e comme
0 < 2(f(t)+9(1)? < (f() +9()* +2(f(t) — g(1))? = 262 £ (1) + 2t°g(t)?,
I’ensemble F est stable par somme ;

1
e comme 0 < t2|f(t)g(t)| < §(t2f(t)2 + t*g(t)?), I'intégrale qui définit le
produit scalaire est absolument convergente.

1
e Si(f,f) =0, pour tout x €]0,1], on a 0 < / t2f2(t) dt < (f, f) =0,

xT
donc, en dérivant par rapport a x (ou aussi par un argument continuité), on

a —x?f%(z) = 0 pour tout = €]0,1], donc f =0
4. De 0 < infx a < a on déduit que (infx oz)2 est un minorant de o, donc
(infx a)® <infx 2.

1 .
De 0 < infx o? < o2 on déduit que (infx «)2 est un minorant de «a, donc

1
(ian 042> 2 < iIle .
Ainsi en posant ug(t) = 1, u1(t) =t et 0(t) = Int, on a ug,u1,0 € E et :
il’lf(wyy)eRQ gp(m, y) = il’lf(wyy)eRQ Ht9 — XUl — yu0|\2
. 2
= (mf(x’y)eRz |0 — xuy — yuoH) ,

qui est le carré de la distance de 6 a I’espace vectoriel Vect(ug, u1) dans 'espace
euclidien Vect(ug, u1, ).

Donc cette distance est atteinte en un unique point zoui + youp qui est le
projeté orthogonal de 6 sur Vect(ug, uy).

Exercice 2.04.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit (u,v) une famille libre de deux vecteurs de R™, U et V les matrices
colonnes canoniquement associées a u et v et a un réel non nul.

I,, désigne la matrice identité de M,,(R).
1. On considére la matrice A = I,, + aU.tU et f I’endomorphisme de R" de
matrice A relativement a la base canonique de R™.

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. L’endomorphisme
f est-il diagonalisable ?
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b) Soit @ une matrice orthogonale de M,,(R).
Montrer que ses valeurs propres réelles (s’il y en a) appartiennent a I’ensemble
{-1,1}.

c¢) Pour quelle(s) valeur(s) de o la matrice A est-elle orthogonale 7
2. Dans cette question, on considére la matrice B = I,, + UV + V.U et g
I’endomorphisme de R™ de matrice B relativement a la base canonique de R".

a) Montrer qu’un vecteur x de matrice colonne canoniquement associée X
est vecteur propre de g associé a la valeur propre A, si et seulement si :

A=1Dzx = (z,u)v+ (z,v)u

b) En déduire les valeurs propres de g. L’endomorphisme g est-il diagonal-
isable 7

Solution
1

1.a) A—1I, = aU.'U est de rang 1, de valeurs propres 0 associée & Vect(u)
et u=tr(aUU) = a||lul|* # 0 associée & Vect(u), d’ou :
spec(f) = {1,1+ u},Ker(f — id) = Vect(u)*, Ker(f — (1 + p) id) = Vect(u)
f est diagonalisable car A € S,(R) ou en remarquant que la somme (directe)
de ses sous-espaces propres est égale a R™.

b) Q € 0,(R) et QX =\ X donnent
MIX]?P =1QX)(QX) ='X'QQX = 'XX = |[X[J?, dot A\* =1 et
Ae{-1,1}.

c) A€ O,(R), alors p =1+ «||U||?> = £1. Comme « # 0, la valeur 1 est &
exclure et donc :

A€ O0,R) = a=-2/|ul?
Alorsl + 4 = —1 et f est la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan
Vect(u)®, donc A est bien orthogonale.
2.a)Ona:
BX=AX<= )\ X=X+UVX+VUX
— A-1)z=(r,v)u+ (z,u)v € Vect(u,v)

b) On distingue deux cas :
e Sid=1,ilvient : g(z) =z <> (z,u) = (z,v) = 0 <= z € (Vect(u, v))L,
donc si n > 2, 1 est valeur propre de g la dimension du sous-espace propre
associé valant n — 2.

e Si A# 1, alors z € V = Vect(u,v) et s’écrit © = au + bv; puis :
g(z) = Ax <= (A — 1)(au + bv) = (au + bv, v)u + (au + bv, u)v
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{a((u, v) +1—=X)+0b|v][?=0
allull® + b((u, v) + 1= A) = 0
Ce systeme a des solutions non triviales si et seulement si A est solution de
I'équation : ((u,v) +1 — X% — |lul]?||v]|?> = 0, soit :

A =14 (u,v) £ [[ul||v]
Comme u et v ne sont pas colinéaires on a |(u,v)| < ||ul/||v] et on vient de
trouver deux valeurs propres différentes et différentes de 1. Chacune a un sous-
espace propre associé de dimension au moins 1, donc de dimension exactement
1 et par somme des dimensions des sous-espaces propres, g est diagonalisable.

Exercice 2.05.

Dans tout cet exercice, pour tout entier n > 1, R, [X] désigne I’ensemble des
polynomes a coefficients réels de degré 1nfer1eur ou égal a n, et Z[X| désigne
I’ensemble des polynomes a coefficients dans 7Z.

1. Pour tout polynéme P de R,,[X], on note ¢,,(P) le quotient dans la division
de P(—1) — P(X) par X + 1.

a) Démontrer que ¢,, ainsi définie est une application linéaire de R,,[X] vers
R, [X].

b) Déterminer son noyau.

c) L’application ¢,, est-elle une surjection de R,,[X] vers R,,_1[X] 7
2. Ecrire la matrice de ¢,, dans les bases canoniques respectives de R,,[X] et
R,—1[X].

n—1 )

3. Soit P = Z a; X' € R,[X]. Démontrer que ¢, (P) s’écrit > b; X" avec,
i=0

pour tout i E [[O n—1] :

k=i+1
Dans la suite de cet exercice, on considere la suite de polynomes (Ty,)nen
définie par To(X) =1, Th(X) = 1 — 2X puis, pour tout n € N,
Thio(X) =2(1 —2X)T11(X) — T (X).
4. Soit (vp)nen la suite définie par v, = T;,(—1).
a) Pour tout n € N, trouver 'expression de v,, en fonction de n.

b) Démontrer que, pour tout n € N, v,, est un entier strictement positif.
5. Pour tout n € N, déterminer le degré de T,, et montrer que T,, € Z[X].
6. Démontrer que ¢, (1,) € Z[X].
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Solution

1. a) Le polynome @Q = P(—1) — P(X) s’annule en —1 et est donc divisible
par X 4 1 : la division «tombe juste». La linéarite de ¢,, est banale, car :

soit (P, Q) € R, [X]? et (a,b) € R?, alors :

(aP +bQ)(—1) — (aP + bQ)(X) = a(P(-1) — P(X)) + b(Q(-1) — Q(X))
= a(X 4+ Dpn(P) + (X + 1)pn(Q)
= (X + 1)(apn(P) + bpn(Q))

Donc par définition de ¢, : @, (aP+bQ) = ap,(P)+bp,(Q) et p, est linéaire
et le degré de ¢, (P) ne saurait excéder n — 1 :

Pn € L(Rn[X])

b) Soit P € R,[X]. P € Ker(p,) si et seulement si P(X) = P(—1), c’est-
a~dire si et seulement si P est constant. Ainsi, Ker(y,) = Ro[X], qui est de
dimension 1.

c¢) Par le théoréme du rang dim(R,,[X]) = 1 + rg(¢,,), donc
rg(¢n) =n = dim(R,_1[X]). Ainsi
Im(p,) = Ry—1[X].

2. Puisque (1, X,...,X"™) est une base de R, [X], on regarde chaque image
des vecteurs de la base, et ainsi, pour tout k € [1,n],

(C1)F = XF = (1 X) T (- )F X = (14 X) 3 (1
i=0 i=0

tandis que ¢, (1) = 0.
On en déduit donc que la matrice associée a ¢,,, dans les bases précédentes
est :

0 -1 1 - - (=1

o 0 -1 1 - (=1t
M=1": :

0 -+ «ov wev 0 -1

3. Comme a; est la (i + 1)"™ coordonnée de P et que b; est la (i + 1)™°
coordonnée de ¢, (P), on obtient, en notant (m; j)i<i j<n+1, les coefficients
de M, définie précédemment :

n+1 n n

bi= 3 Mir1kar-1= 3 Miyipriar = 3, (1) ay
=l k=0 k=it+1

4. a) D’apres la relation de récurrence sur la suite (7},)nen, on en déduit
immédiatement : pour tout n € N, v,19 = 6v,411 — v,,. 1l s’agit d’une suite
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récurrente d’ordre 2, et d’apres les formules classiques, en utilisant vg = 1 et
v1 = 3, on obtient :
vn =13 V8" + 13+ VE)"
b) On voit que, pour tout n € N, v,, > 0. Ensuite, en faisant une récurrence
double, on prouve que pour tout n € N, v, € N, ou alors on dit que si

on développe, les termes contenant une puissance impaire de la racine se
détruisent.

5. Toujours par récurrence double, on montre que, pour tout n € N, deg(7},) =
n et que T, € Z[X].

6. Comme 7,, € Z[X] et comme M est a coeflicients entiers, on en déduit que
on(Ty) € Z1X).

Exercice 2.06.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et A = (a; ;) € M,,(R) vérifiant :

V(i,7) € [1,n]%a;; >0et Vie [L,n], > a;; =1
j=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

2. Montrer que toutes les valeurs propres réelles ou complexes de A sont de

module inférieur ou égal a 1.
L1

(on pourra considérer une colonne propre X = : associée et un indice 7
Tn

tel que j #i = |x;| < |zi))

3. a) Soit z un nombre complexe non nul vérifiant |1 4+ z| = 1 + |z|. Montrer

que z est un réel strictement positif.

b) Montrer que si z; et 2o sont des complexes non nuls tels que
|21 + 22| = |21] + [22],
alors z; et zo ont méme argument.

c) Soit 21,29, .., 2, des complexes non nuls tels que
Montrer que ces complexes ont méme argument.

4. On considere une valeur propre A de A de module 1 et X une colonne
propre associée.

a) Montrer que tous les coefficients de X sont non nuls.

b) Montrer que tous les coefficients de X ont le méme argument.

c¢) Montrer que tous les coefficients de X ont le méme module.
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d) En déduire que 1 est la seule valeur propre de module égal a 1.

5. Ce dernier résultat est-il encore vrai si on suppose seulement :

n
V(i,j) € [1,n]?ai; > 0etVie [1,n], > ai; =17
j=1

Solution
1.Pour X =%(1 .-+ 1),ona AX = X et donc 1 est valeur propre de A.
2. Soit A une valeur propre de A, X =!'(x; --- x,) une colonne propre

associée. Soit 4 un indice tel que Vj # i, |x;| < |z;|. Alors AX = AX donne
en particulier :

a; 11+ + Qi+ ATy = AT

n
Ainsi : ‘)\HSL}’ < ’55'1’ Z Qi 5 = ’513'1’ et |)\| < 1.
j=1

3. a) Ecrivons z = a + ib, avec a et b réels. Alors :
N+zl=+(a+1)24+02et 1+ |z| =1+ Va®+b?
On a donc égalité si et seulement si : a®>+2a+1+b% = 1 +a?+b*>+2Va2 + b2
ou encore : Va2 + b? = a, soit ,b =0,a > 0 et comme z # 0, a > 0.
z z z *
b) |21 + 22| = |21| + |22| <= |1+Z—i| =1+|ﬁ| = Z—i € RY < 2 et 2
ont méme argument (modulo 27).
¢) » On vient de montrer le résultat pour n = 2.

* Supposons le résultat pour un certain rang n — 1, et considérons z1,..., z,
vérifiant la condition imposée.

Alors @ |z1]|+ -+ |zp| =21+ -+ 20| <21+ -+ 21| + |20

Donc |z1|4+- -+ |zn—1| < |21+ -+ 2n—1] et I'inégalité contraire étant banale :
2]+ [znaal = [z 4 4 20|

Par ’hypothese de récurrence 21, ..., z,_1 ont tous le méme argument 6 et il

reste :

(o1 + -+ pn—1)e” +zn] = p1+ -+ + pp—1 + |20

On est donc revenu du rang 2, avec les points (p; + - - - +pn_1)ei9 et z,,. Ainsi

Zn a le méme argument 6.

On conclut par le principe de récurrence.

4. Avec les notations de la question 2. : Vi € [1,n], > a; jz; = Az; et on

71=1
choisit encore un indice i tel que : j #i = |z | < |z;|.
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n
a) Onadonc: A= ) ai’jx_j-' S’il existait un coefficient x; nul, on aurait :
=1 i

n ) n
A= Z amx—?, d’ou : |)\| < Z a;; = 1— a; < 1.
jFk i i#k
Par contraposée : [\| =1 = Vk,xx #0.
b) On a alors :
n

n n
i = [Aei| = | 3 aijas| < Y |aiga| = X aij
j=1 j=1 j=1

n
ri| < Y ai gl = |zl
j=1

Cette succession d’inégalités est donc en fait une succession d’égalités et en
particulier :

n n
| > aijzi| = X |ai @]
j=1 j=1

Ce qui prouve que tous les nombres non nuls a; jz; ont le méme argument et
il en est de méme des nombres non nuls ;.

c) Affinons le raisonnement fait en a) : s’il existait un indice k tel que
n .
|zg| < |zi], on aurait : [A| < D ai7j|%} <Y aijtairp<l
j=1 i jZk

d) Ainsi le vecteur colonne X est colinéaire au vecteur * (1 --- 1) donc
propre pour la valeur propre 1 et A = 1.

5. On considere la matrice A telle que i € [1,n—1] = a;,+1 =1, a1 =1
tous les autres coefficients étant nuls. Elle est stochastique et toutes ses valeurs
propres sont de module 1.

Exercice 2.07.

Soit une matrice A € M,,(R). Soit I'application f : M,,(R) — M, (R) définie
par :
f(M)=M —2tr(M)A

ou tr désigne I'application «trace».

1. L’application f est-elle linéaire 7 Montrer que f(A) = 0 si et seulement si

tr(4) = 3 ou A =0.

2. a) Montrer que si tr(A) # %, alors Ker f = {0}.

NO|—

b) Montrer que f est bijective si et seulement si tr(A) #

NO|—

3. Dans cette question on suppose que tr(A) =
On note H = {M € M, (R) / tr(M) = 0}.
a) Montrer que H et Vect(A) sont supplémentaires dans M,,(R).
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b) Montrer que f est le projecteur de M,,(R) sur H parallélement a Vect(A).
4. Montrer que f o f = iday, (r) si et seulement si tr(4) =1 ou A = 0. Quels

sont alors les sous-espaces propres de f 7
5. Dans cette question on ne fait aucune hypothese sur tr(A).
a) Déterminer un polynéme annulateur de f.

b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si tr(A) # 0 ou A = 0.

Solution

1. L’application f est linéaire d’apres la linéarité de la trace. On a :

f(A) =0 = (1 - 2tr(A))A =0 = tx(4) = L oud =0
2.a) - Si A =0, alors f =id et Ker f = {0}.
— Si A#0,alors: M € Ker f <= M =tr(M)A — M = )\A.
Réciproquement, comme A # 0 et tr(A) # %, d’apres la question 1, \A
appartient a Ker f si et seulement si A = 0. Donc Ker f = {0}.
b) Comme f est un endomorphisme d’un espace de dimensilon finie, il est

bijectif si et seulement si Ker f = {0}. C’est vrai si tr(A4) # 5 (cf question

2a). Si tr(A) = %, alors A # 0 et (question 1) A € Ker f, donc f non bijectif.
3. a) Par le théoreme du rang, on a :
dim(H) = dim(Ker(tr)) = dim M,, — rg(tr) = n? — 1.

Or dim Vect(A) = 1, donc dim H + dim Vect(A) = dim M,,.
De plus Vect(A) N H = {0} par calcul facile, d’ou la conclusion.

b) On a : tr(f(M)) =tr(M) — 2tr(M) tr(A) = 0 car tr(A4) =
Donc, pour tout M, on a: M =2tr(M)A+ f(M).

—_—

NO[—

€Vect(A) €eH

4. On calcule :
f(f(M)) = (M —2tr(M)A) —2tr (M —2tr(M)A) A
=M +4(tr(A) — 1) tr(M)A.
Ainsi, comme tr(M) n’est pas toujours nul, on a : fo f =id < tr(A4) =1
ou A=0.
Alors X2 —1 est un polynéme annulateur de f, donc les seules valeurs propres
possibles sont 1 et —1 et les sous-espaces propres alors associés sont :
{ EFi =M, siA=0
Ei=Het E_; =Vect(A) sitr(4)=1
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5. a) En remarquant que tr(M)A = (M — f(M)), le calcul de la question 4.

NO|—

donne :
fof=id+4(tx(A)—1)5(id - f)
Ainsi un polynéme annulateur de f est P = X2 +2(tr(A) —1)X —2tr(A) + 1.
b) Si A =0 alors f = id est diagonalisable.

Si A# 0 et tr(A) =0, le polynome P a une racine double A = 1 seule valeur
propre possible ; or Ker(f —id) = H # M,, donc f n’est pas diagonalisable.
Si tr(A) # 0 alors les racines du polynome P sont 1 et 1 — 2tr(A) et on a
Ey = H et E1_54,(a) = Vect(A); donc la somme des dimensions des sous-
espaces propres vaut n? et f est diagonalisable.

Exercice 2.08.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit FF un C-espace vectoriel de
dimension n. Soit s un endomorphisme de E vérifiant les propriétés suivantes :

(i) sos =1idg.

(ii) S 75 ZdE

(iii) s # —idg.
On considere 'application ¢ définie par ¢ : L(E) — L(E), f — % (sof+fos).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(FE).

2. Montrer que s est diagonalisable et que son spectre est égal & {—1,1}.
On notera dans la suite Ey (resp. E_1) le sous-espace propre de s associé a
la valeur propre 1 (resp. —1).
3. Soit f € L(FE). Montrer I’équivalence suivante :
feKer(p) <= f(E1) CE_jet f(E_1) C F4y
4. Soit A une valeur propre de ¢. Soit f € L(F) un vecteur propre associé.

Soit x € E;. Déterminer une relation entre f(z) et s(f(z)). Méme question
pour x € F/_1.

5. Montrer que le spectre de ¢ est inclus dans {—1,0,1}.

6. Déterminer un polynéome P € R[X] de coefficient dominant égal & 1 et de
degré 3 tel que P(p) = 0.

Solution

1. On a bien ¢(f) € L(F) et on vérifie facilement la linéarité de .
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2. Comme s? = idg, P(X) = X? -1 = (X —1)(X + 1) est un polynome
annulateur de s. On en déduit que spec(s) C {—1,1}. On note E; (resp. E_1)
le sous-espace propre de s associé a la valeur propre éventuelle 1 (resp. —1).

1 1
Comme z = 5(:1: + s(z)) + 5(3: — s(x)), avec :

- g -

Z1 Z2
s(zy) = 5(s(x) + s%(x)) = 21 et s(x2) = %(s(az) —s%(x)) = —x9
on a F = Ker(s —idg) + Ker(s + idg) = F1 + E_;. Comme clairement
EiNE_; = {0}, ceci prouve que E = E; & E_; et s est un endomorphisme
diagonalisable.

NO|—

Si on avait spec(s) = {1}, comme s est diagonalisable, on aurait s = idg,
ce qui contredit I’hypothese (i7). De méme, si spec(s) = {—1}, comme s est
diagonalisable, on aurait s = —idg, ce qui contredit I’hypothese (ii).

On peut donc conclure que spec(s) = {—1,1}.

3. e Soit f € Ker(p). Alors, so f = —f os. Prenons x € FE;. Alors,
s(z) =z et s(f(x)) = —f(x), ce qui prouve que f(x) € E_;. Ceci montre que
f(El) C F_1.

Puis, prenons z € E_;. Alors, s(x) = —xz et s(f(z)) = —f(—z) = f(x), ce qui
prouve que f(x) € E;. Ceci montre que f(E_1) C Fjy.

e On suppose réciproquement que f(E1) C E_; et f(E_1) C Ej.

Soit x € E. Comme F = E1 & F_1, x se décompose en x =y + zouy € F;

et z € E_;. Par hypothese, f(y) € E_1 et f(z) € Eq, i.e. s(f(y)) = —f(y) et

s(f(2)) = f(2).

On en déduit que

s(f(@)) + f(s(x)) = s(f(y)) + s(f(2)) + f(s(y)) + f(s(2))
=—fW+f(2)+fly) - f(z) =0

On conclut que ¢(f)(z) = 0. Ceci étant vrai pour tout z € E, o(f) = 0 et

f € Ker(yp).

4. Par définition de A et de f, p(f) = Af, soit %(so [+ fos)=\f.
Ainsi so f(z) + f o s(z) = 2\ f(x).

e Prenons = € F;.

Dans ce cas, s(z) = x, on en déduit que s(f(x)) = (2A — 1) f(z).

e Prenons ¢z € E_;.

Dans ce cas, s(x) = —z, on en déduit que s(f(x)) = (2A+ 1) f(x).
5. Soit f € L(F) tel que f # 0.
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e Supposons qu’il existe z € Fj tel que f(z) # 0. D’apres la question
précédente, s(f(x)) = (2A — 1) f(x), ce qui implique que 2A — 1 est une valeur
propre de s. Ainsi, 2A—1=1ou2A—1=—1,donc A=1ou A =0.

e De méme, supposons qu'il existe x € E_; tel que l'on ait f(z) # 0. D’apres
la question précédente, s(f(z)) = (2A + 1)f(z), ce qui implique que 2\ + 1
est une valeur propre de s. Ainsi, 2\ +1=1ou2X+1 = —1, donc A =0 ou
A=—1.

On a fait le tour des possibles, car comme f # 0 et Ey, F> supplémentaires,
au moins une des deux restrictions de f a Fq et F_1 est non nulle.
On conclut que spec(p) C {—1,0,1}.

6. L’idée est de choisir comme polynome annulateur un polynome de degré 3
dont les racines sont les valeurs propres potentielles de ¢, a savoir 0, 1 et —1.
On prend donc P(X) = X(X —1)(X +1) = X3 - X.

Pour tout f € L(F) et en notant la composition par juxtaposition pour gagner
de la place :

o(f) = 5(sf + fs)

G2(f) = 3(s(sf + fs) + (sf + f5)s) = L(f +25fs+ f) = 3(f + 5]5)
G (f) = F(s(f +5fs) + (f +5fs)s) = J(sf + s+ fs+sf) = o(f).
On a bien (3 — ¢)(f) =0 et P = X3 — X convient.

Exercice 2.09.

Pour tout entier p > 2, on note M, (R) 'ensemble des matrices carrées réelles
d’ordre p.

Soit A € M,(R). On suppose qu'il existe un entier n > 2 tel que ‘A = A™.

1. a) Montrer que A" = A.
b) Soit B = A"*!. Montrer que B® = B, puis que B est symétrique.

c) En déduire que B est diagonalisable et déterminer les valeurs propres
possibles de B.

2. a) Montrer que —1 n’est pas valeur propre de B.
b) Montrer que B est la matrice d'un projecteur orthogonal.

3. Soit a (respectivement b) I’'endomorphisme de R? canoniquement associé
A (resp. B). Montrer que Kerb = Kera, et que Imb = Ima.

4. a) Montrer que ’endomorphisme de Ima induit par a est un endomor-
phisme orthogonal de Im a.
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b) En déduire que A est la matrice nulle ou est semblable & une matrice

Ay 0
de la forme ( 0 0

telle que A} = 1I,.,

), ou A; est une matrice orthogonale de taille r € [1, p]

Solution
1.a) Ona: A" = (A")" = (fA)" = {(A") = 1A = A,

b) De méme B" = (A"T1)n = 4n° A" = AA™ = B.
Puis :

tB — t(An-i-l) — (tA)t(An) — %A

ce qui montre que B est une matrice symétrique (et méme positive — voir 2.
a)).

¢) La matrice B est symétrique réelle : ses valeurs propres sont réelles et
elle est diagonalisable sur R et les sous-espaces propres de b sont deux a deux
orthogonaux.

Les valeurs propres possibles de B sont les réels solutions de 1’équation
z" —x =0, soit {0,1,—1}

2. a) Le réel —1 ne peut étre valeur propre de B puisque si X est une colonne
telle que BX = —X, on a: —||X||? = 'XBX = X'AAX = ||AX||?, ce qui
impose X = 0.

b) Ainsi Sp(b) C {0,1} et Ey(b) et E;1(b) sont supplémentaires orthogo-
naux (I'un des deux peut étre réduit au vecteur nul) et b est la projection
orthogonale sur Fj(b) parallelement a Ey(b).

3. x Comme B=14A,ona AX =0 = BX =0 et Kera C Kerb.

Si BX =0, alors 0 = ' X'"AAX = ||AX||? et AX = 0. Ceci prouve I'inclusion
contraire et finalement Ker b = Ker a.

Comme B = A", alors Imb C Ima. On termine avec le théoréme du rang
qui donne 1’égalité des dimensions de ces deux sous-espaces.

4. a) Le sous-espace Im a est stable par a. La restriction de a & Im a induit un
endomorphisme de Im a.
De plus si y € Ima, alors y € Imb et b(y) = y, ce qui entraine que :

la(y)||* = "Y'AAY =Y BY = (y,b(y)) = [[y|*

ce qui montre que cet endomorphisme induit est une isométrie, ¢’est-a-dire un
endomorphisme orthogonal de Im a.

b) Si A # 0, la matrice A est donc orthogonalement semblable & une matrice

. / A1 (O) )
bloc suivante : A’ = ,avec A1 € O,.(R), r € [1,p].
[ © He O ety
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et comme la matrice de passage diagonalisante est orthogonale : A" = 'A
donne A™ =tA’, soit A} =tA; = A7' et donc AT =1,..

Exercice 2.10.

On considere 'ensemble M, (C) des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes. Pour A € M,,(C), on note o(A) 'ensemble des valeurs
propres de A.

1. Soit A € M,,(C) et P € C[X] un polynéme annulateur non nul de A.
a) Vérifier que si A est une valeur propre de A, alors c’est une racine de P.

b) Montrer qu’il existe un unique polynéme annulateur non nul de degré
minimum et de coefficient de plus haut degré égal a 1. On note désormais par
m 4 ce polynome.

Vérifier que ma = mey (ot 'A est la matrice transposée de A).

¢) Soit A une racine de m 4.

En raisonnant par l’absurde et en écrivant m, sous la forme my(z) =

(z — N)g(z) ou q € C|[z], montrer que A est nécessairement une valeur propre
de A.

d) En déduire que o(A) est exactement 1’ensemble des racines du polynoéme
ma.

0 1 0 O

s . . -1 0 0 O

e) On considere la matrice R € My(C) donnée par R = 0 0 0 1
0 0 1 0

Calculer R? et en déduire mp. Déterminer o(R).

2. Soient A et B deux matrices de M,,(C) fixées. On considere 'endomorphisme
® de M, (C) défini par (M) = AM — M B. On suppose que 'intersection
de o(A) et de o(B) est vide.

a) Soit M € Ker(®). Montrer que P(A)M = M P(B) pour tout polynome
P e CIX].
b) Prouver que la matrice mp(A) est inversible
(on pourra écrire mp sous la forme mp(X) = (X —by)™ ... (X — by)™)
c) En déduire que le noyau de ® est réduit a {0}.

d) Soit Y € M,,(C). Justifier que ’équation AM — M B =Y admet une
unique solution X € M,,(C).

e) On suppose que A est inversible et que B est nilpotente d’ordre m € N*
(c’est-a-dire que I'on a B™ = 0 et B™~! £ 0). Prouver que I'unique solution
m—1

de I'équation AM — MB =Y est M = > (A~})kH1Yy Bk,
k=0
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0010

N : . 0 0 1 1

3. On considere la matrice N de M4(C) donnée par : N = 00 0 1
00 00

Résoudre dans My(C) I'équation RM — M N = I; d’inconnue M, ou R est la
matrice donnée en 1. e).

Solution

1. a) C’est du cours : AX =A\X — P(A)X = P(\)X et la conclusion car
X #£0.

b) L’ensemble des degrés des polyndémes annulateurs non nuls de A est
un sous-ensemble non vide de N, il admet donc un plus petit élément m. En
multipliant un polynéme annulateur de degré m par l’inverse de son coefficient
dominant on obtient un polynéme de la forme souhaitée. Si I’on suppose qu’il
existe deux tels polynomes, on voit que leur différence, si elle est non nulle,
fournirait un polynome annulateur non nul de degré strictement inférieur a
m, ce qui est absurde. D’ou 'unicité.

c¢) Soit A une racine de my4 : mg4 = (X — \)Q.
Si A n’est pas une valeur propre de A, alors A — A\l est inversible et on a alors
0= (A—-X)"tma(A) = Q(A). Par suite, Q est un polynéme non nul de
degré strictement inférieur a celui de m4 qui est annulateur, c’est absurde.

d) Notons Z(m ) 'ensemble des racine de m 4.
Avec a) on voit que o(A) C Z(m4) et avec ¢) que Z(my) C o(A). On a donc
bien 0(A) = Z(ma).

e) Un calcul simple (par blocs ou directement) donne R? = —I, Comme
R n’est pas un multiple de l'identité, on a nécessairement mp = X2 + 1. 11
résulte alors de d) que o(R) = {—1i,1}.

2) a) Soit M € Ker(®), on a donc AM = MB , d’ou 'on déduit par une
récurrence immédiate que A" M = M B"™ pour tout entier n, et par linéarité
que P(A)M = M P(B) pour tout polynome P € C[X].

b) Comme o(A) No(B) = (, on sait d’apres 1. d) qu’aucun des b; n’est
valeur propre de A, les matrices A — b;I sont donc inversibles. Or un produit
de matrices inversibles est encore une matrice inversible, il en résulte que
mp(A) est inversible.

c¢) Soit M € Ker(®), avec a) on voit que mp(A)M = Mmp(B) = 0 et avec
b) on obtient M = mp(A)"'mp(A)M = 0. On a donc bien Ker(®) = {0}.

d) On vient de montrer que ® est injectif. Le théoreme du rang nous dit
que ® est surjectif. C’est donc un isomorphisme, d’ou la propriété souhaitée.
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m—1
e) Si M = Y (A~H)FLY B* il vient
k=0
m—1 m—1
AM—MB =Y (A-DFYBF— 3 (ALY BEI — y _(A-LymyBm — Y
k=0 k=0

C’est donc bien 'unique solution prévue par d).

3) On observe que N est nilpotente d’ordre 3. Or R est inversible et on a
méme R~! = —R d’aprés 1. e). D’apres 2) e) I'unique solution de ’équation
RM — MN = I, est donc :

0O -1 -1 1
1 0 -1 =2

_ _p_ 2 _
M =—-R—-N+RN 0O 0 0 o0
0O 0 -1 0

Exercice 2.11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E) tel que u® = idg
et u # 1dg. On pose :

B = Ker(u — idg) et By = Ker(u? +u + idg)

1. a) Montrer que Fy N Ey = {0}.

b) Déterminer un polynéme P tel que (u?+u+idg) — (u—idg) o P(u) soit
proportionnel a idg. En déduire que ¥ = E; & Es.
2. On suppose dans cette question que n = 2.

a) On suppose que l'on a dim F; = dim F5 = 1. Soit alors e; € E; \ {0} et
ey € By \ {O}

i) Quelle est la forme de la matrice A = M., c,)(u)?

ii) Montrer que le terme situé en deuxieme ligne et deuxieme colonne de
A? + A + I, ne peut étre nul.

iii) Montrer que ’hypothese faite est absurde.

b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(u) = ((1) :1 )

Solution
1. a) Soit € By N Ey, on a u(r) = x et u?(x) + u(z) + z = 0, soit 3z = 0 et
x = 0.

b) On peut chercher P de degré 1 et unitaire pour assurer la disparition
des termes en u? et le choix de P = X + 2 fait disparaitre les termes en u :

u? +u +id — (u — id) o (u + 2id) = 3id



64 ESCP Europe 2015 - Oral

Soit z € E, on a donc 3x = (u? + u +id)(z) — (u — id) o (u + 2id)(x)
— avec 71 = (u? +u +id)(x), il vient (u — id)(z1) = (v — id)(x1) = 0.
— avec x9 = (u —id) o (u + 2id)(x), il vient

(u? +u+id)(x2) = (u® — id)((u + 2id)(z2)) = 0
Ainsi x = %xl + %scg, avec %xl € Fq et %xz € FEs.

Ce qui prouve que F = E; + F> et finalement £ = E; @ Fs.

2. a) i) Comme u(ey) = e, la matrice A est de la forme <(1) g)

i) Ainsi A2+ A+, = (:

coefficient ne peut étre nul.

52 +*5 n 1) et comme [ est réel le dernier

iii) Mais e; € Fa, on doit donc avoir (42 + A + I5) <(1)> = (8) et la

contradiction est claire.
b) On ne peut avoir dim F; = 2 (car u # idg), on ne peut avoir dim £y = 1,
donc dim F; = 0 et dim Fy = 2.

Soit e; un vecteur non nul de Fs. La seule valeur propre possible de u est 1
(car u3 = idg) et on vient de I'exclure. Donc es = f(e1) n’est pas colinéaire
a e et (e1,ez) est une base de E.
Comme e; € Fa, on a (u? + u +id)(e;) = 0, soit :

u(ez) = u?(e;) = —e; —ufe;) = —e; — eq et donc :

0 —1
M(eheQ)(U): (1 —1)

Exercice 2.12.

Soit un entier naturel n > 2 et ¥ un espace vectoriel réel de dimension n. Soit
f un endomorphisme non nul de E nilpotent, ce qui signifie qu’il existe p > 2
tel que fP =0 et fP~1 £0.

1. Montrer que p < n.

2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre I’équation
u? = f, d’inconnue u endomorphisme de E.

3. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalis-
able ?

4. Soit g un endomorphisme de F.

a) Montrer qu’il existe un polynéme ) annulateur de g dont les racines sont
exclusivement les valeurs propres de g.
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b) Montrer que dans 1’ensemble des polynémes annulateurs non nuls de g,
il existe un polynome annulateur de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre
Q@ et ce polynome ?

¢) On suppose dans cette question que g ne possede que 0 comme valeur
propre. Montrer que g est nilpotent.

Solution
1. On sait qu'il existe z # 0 tel que fP~1(x) # 0. La famille (z, f(z), ..., f7~}(x))
p
est de cardinal p et est libre puique si Z ap fF () = 0, en composant par fP~1,
k=0
cela montre que ag = 0, puis en composant par fP~2, etc.
Donc p < n.

2. Dans cette question f?~! # 0 et f* = 0. Soit u tel que u?> = f. Alors
u?"™ = 0 et u?"~2 #£ 0. Donc u est nilpotent, mais par la question précédente
son indice de nilpotence est inférieur ou égal a n. Donc 2n —1 <n=n <1

ce qui n’est pas le cas et ’équation proposée n’a donc pas de solution.

3. Les valeurs propres de f font partie des racines de tout polyndéme annula-
teur, ici XP. Donc spec(f) C {0}. Mais f est nilpotente donc non inversible
et spec(f) = {0}.

L’endomorphisme f ne peut étre diagonalisable, ne possédant qu’une unique
valeur propre, sinon, il serait nul.

4. a) Tout endomorphisme g de E admet un polynéme annulateur, puisque
la famille (Id, g,g?,... ,9”2) étant de cardinal n? + 1 est liée. Notons P un
polynome annulateur.
Le théoreme de d’Alembert Gauss permet de décomposer P sous la forme
k
PX)=CJ[(X —ay)™
i=1
ou les (ay;) sont réels ou complexes et les m; des entiers naturels supérieurs ou
k
égaux a 1. On a ainsi H(g —a;1d)™ = 0 et les facteurs en jeu commutent
i=1
eux a deux.
Supposons qu’il existe ip tel que «;, ne soit pas valeur propre de g.
L’endomorphisme g — «;,Id est donc inversible, tout comme (g — a;,Id)™.
En ramenant ce facteur en début de factorisation et en multipliant par son
inverse, on récupere un autre polynome annulateur de degré inférieur dans
lequel on a enlevé une racine qui n’est pas valeur propre de g. En procédant
ainsi pour chacune des racines de P, on récupere un polynome annulateur
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dont les racines sont exactement les valeurs propres de g. Notons le @) et ¢
son degré.

b) Soit A = {P € R[X]/P(g9) = 0} et D = {deg(P),P € A}. I’ensemble D
est un sous ensemble de N* minoré par 1 donc admet un élément minimal pg
et il existe P € A de degré py.

En utilisant un raisonnement identique au raisonnement précédent, les racines
de P sont exactement les valeurs propres de g. Donc P divise Q).

¢) Si g est un endomorphisme dont la seule valeur propre est 0, le polynéome
est de la forme X™ et g™ = 0. Donc g est nilpotent. L’indice de nilpotence de
g est donné par le degré du polynome P trouvé dans la question précédente.

Exercice 2.13.

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit
A = (a;,;) la matrice d’ordre n, & coefficients réels, définie par :

o o0 ... 0 1

o o ... 1 0
J 0 sinon ’ '

1 0 ... 0 O

On note u l'endomorphisme de R™ associé a A dans la base canonique
(e1,...,6e,) de R™.

1. Montrer que u est diagonalisable.

2. Dans cette question, n est pair et on écrit n = 2p.

a) Montrer qu’il existe des plans vectoriels Fy, ..., F}, stables par u tels que
P
l'on ait @ F = R™.
k=1

b) En déduire les valeurs propres de u ainsi qu'une base orthonormée de
vecteurs propres de u.

3. Dans cette question, n est impair, et on écrit n = 2p + 1. Déterminer les
éléments propres de wu.

o 0 ... 0 O

0 O 1 0
4. On considere la matrice A définie par : A =

1 0 0 0

Montrer que A n’est pas diagonalisable.
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0 0 0 a4
. 0 0 a3 O i
5. Soit A = € My4(R). A quelles conditions A est-elle
0 a2 0 O
ag 0 0 O

diagonalisable dans M4 (C) ?

Solution

1. On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique. La matrice
A est symétrique réelle : elle est diagonalisable et ’endomorphisme u associé
est diagonalisable.

2. a) Les plans demandés sont les plans Fi,. .., F),, ou Fj, = Vect(eg, eap_r+1),
puisque u(er) = e2p—k+1 €t u(e2p—k+1) = €.

La famille (eq,. .., esp) étant une base, ces p plans sont bien en somme directe
de somme R?P. De plus cette somme directe est orthogonale.

b) Soit uy 'endomorphisme induit par la restriction de u a Fj. La matrice
0 1
1 0
orthogonale par rapport a la droite engendrée par ej + eg,—r+1 et une base
orthonormée By de F) formée de vecteurs propres de wuj est formée des
vecteurs :

associée a wuy est Ap = ( . Il s’agit de la matrice de la symétrie

1 1
er + eap— et €L — €2p—
\/5( k 2p k1) \/5( k 2p k1)

Finalement u admet 1 et —1 pour valeurs propres et (Bi,. .., By) est une base
orthonormée de R?Pformée de vecteurs propres de u.

3. On procede exactement de la méme fagon, en mettant tout de méme a part
le vecteur ep,41, qui est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

4. On a u(e1) = e, et u(e,) = 0, donc u?(e1) = u?(e,) = 0.

Le rang de A est évidemment n — 1 (par échelonnement des n — 1 premieres
colonnes) tandis que le rang de u? est strictement inférieur & n — 1.

Si A était diagonalisable, on aurait dans une base B adéquate Mp(u) =
diag(0, *, ..., x), les coefficients x étant non nuls. On aurait alors Mg(u?) =
diag(0, 2, ..., *?), ce qui donnerait rg(u?) = n — 1. D’ott la contradiction.

5. Soit u I'endomorphisme de C* canoniquement associé & u.

— Si tous les coefficients a; sont non nuls, alors la restriction de v a chacun
des deux plans Vect(eq,eq) et Vect(eq, e3) est diagonalisable, car admettant
deux valeurs propres opposées et donc A est C-diagonalisable.
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— Si par exemple a; = 0 et ag # 0, alors ey ¢ Ker u tandis que e4 € Ker(u?) et
comme nous avons déja fait remarquer que u diagonalisable impose Ker u? =
Ker u, on en conclut que u n’est pas diagonalisable.

— Si a3 = a4 = 0, alors 'endomorphisme de Vect(eq,ey4) induit par u est
I’endomorphisme nul et il n’y a pas de probleme dans ce plan.

— Le raisonnement est le méme pour les coefficients as et ag.

Bref A est diagonalisable dans My(C) si et seulement si les coefficients
anti-diagonaux équidistants des extrémes sont simultanément nuls ou simul-
tanément non nuls.

Exercice 2.14.

Soit £ = R", avec n > 2. Soit f un endomorphisme de E. On dit que g est
un pseudo-inverse de f si g est un endomorphisme de F vérifiant les trois
propriétés suivantes :

(1) fogo f=f.
(2) gofog=y.
(3) fog=gof.

1. a) On suppose que f est un automorphisme de E. Montrer que f admet
un unique pseudo-inverse.

b) On suppose que f est un projecteur de E. Proposer un pseudo-inverse
de f.
2. Montrer que si u et v sont deux endomorphismes de F, on a :

rg(u o v) < min{rg(u), rg(v)}.

3. On suppose dans cette question que g est un endomorphisme de F vérifiant
la propriété (1).

a) Montrer que go f et f o g sont des projecteurs.

b) Comparer les rangs de f, foget go f.

c) Montrer que f o g est le projecteur sur Im(f) parallelement a un sous-
espace vectoriel contenant Ker(g).
4. On suppose dans cette question que g et h sont deux pseudo-inverses de f.

a) Montrer que foh=go f.

b) Montrer que g = h.

5. On suppose dans cette question que f admet comme pseudo-inverse g.
a) Montrer que Im(g) = Im(f) et Ker(g) = Ker(f).
b) Montrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E.
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Solution

1. a) Si f est un automorphisme de E, f admet un inverse noté f~1.
Si f admet un pseudo-inverse noté g, alors
fogof=f = flofogofofl=flofof 1= g=f"
Réciproquement, on constate que f~! vérifie les propriétés (1), (2) et (3).
Ainsi, si f est un automorphisme de FE, f admet pour pseudo-inverse son
inverse g = f~1.

b) Si f est un projecteur de E, f vérifie f o f = f. On vérifie alors que f
vérifie les propriétés (1), (2) et (3). Ainsi, si f est un projecteur de F, f est
un pseudo-inverse de f.

2. Soient u et v deux endomorphismes de E.

On a Im(uowv) C Im(u), d’ou rg(u o v) < rg(u).

D’autre part, Ker(v) C Ker(u o v), d’ou dim(Ker(v)) < dim(Ker(u o v)). Par
le théoreme du rang, on en déduit que rg(uov) < rg(v).

On peut donc conclure que rg(uov) < min{rg(u), rg(v)}.

3. a) @ En composant la propriété (1) a gauche par g, on trouve que

(gof)o(gof)=gof,
ce qui prouve que g o f est un projecteur.
e En composant la propriété (1) a droite par g, on trouve que (fog)o(fog) =
f og, ce qui prouve que f o g est un projecteur.

b) e On déduit d’abord de la question 2 que rg(fog) < rg(f). D’autre part,
comme f = fogo fionarg(f)=rg((fog)of) <rg(fog). On conclut que
rg(f) =rg(fog).

e Or,on a aussi rg(f) =rg(fo(gof)) <rg(gof) < rg(f). Toutes ces inégalités
sont donc des égalités. On conclut que rg(f) =rg(go f) =rg(f o g).

¢) Comme Im(fog) C Im(f) avec égalité des dimensions d’apres la question
précédente, on a Im(f o g) = Im(f). Comme f o g est un projecteur, il suit
que :

E =1Im(fog)® Ker(fog)=Im(f)oKer(fog)
Or, Ker(g) C Ker(f o g). Par les propriétés des projecteurs, on peut conclure
que f o g est le projecteur sur Im(f) parallelement a un sous-espace vectoriel
contenant Ker(g).

4.a) On a fogo f = f. En composant a droite par h, on trouve (fogo f)oh =
foh,soit (fog)o(foh)=foh
comme g et h commutent avec f (propriété (3)), on a donc : (go f)o(ho f) =

foh



70 ESCP Europe 2015 - Oral

soit go (foho f)=fohet doncgof=foh.

b) comme foh=go f,ona: fohog=gofog=g (x).
Mais comme foh = ho f, la relation (*) donne ho fog = g, soit ho(fog) = g.
Comme go f = foh, on en déduit que g = ho(fog) = ho(gof) = hofoh = h.

Ainsi, si f possede un pseudo-inverse, celui-ci est unique.

5. a) e En utilisant les propriétés (2) et (3), on montre que :

Im(g) =1Im(g o fog) ClIm(go f) = Im(f o g) C Im(f).

Par symétrie des roles joués par f et g, on montre de maniere analogue que
Im(f) C Im(g). Par double inclusion, on conclut que Im(f) = Im(g).
e Soit z € Ker(f). Alors, g(z) = (g0 fo)(z) = (g0 g0 f)(x) = 0. Donc,
z € Ker(g), et Ker(g) C Ker(f).
Par symétrie des roles joués par f et g, on montre de maniere analogue
que l'on a Ker(f) C Ker(g) (ou bien : I'égalité des images donne l’égalité
des dimensions des noyaux). Par double inclusion, on conclut que Ker(f) =
Ker(g).

b) e Par le théoréeme du rang, rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(F).

e [l reste & montrer que Ker(f)NIm(f) = {0}. Soit z € Ker(f)NIm(f). Comme
Im(f) =Im(g), il existe y € E tel que x = g(y). D’ou, 0 = f(x) = (f o g)(y).
En appliquant g, on trouve que 0 = (go fog)(y) = g(y) = x.

On conclut que E = Ker(f) & Im(f).

Exercice 2.15.

On note k un entier naturel fixé et E le C-espace vectoriel des polynomes a

coefficients complexes de degré inférieur ou égal a k.
Soit @ € C*. On définit : t, : E - E,P(X)— P(X4+a);d: E— E,P+— P’
(ot P’ désigne le polynéome dérivé du polynome P).

On note B = (1, X, X2,..., X*) la base canonique de E.
1. Montrer que t, et d sont des endomorphismes de F.

2. a) Ecrire les matrices, notées respectivement T, et D, des endomorphismes
t, et d relativement a la base B.

b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de ces endo-
morphismes.

3. On s’intéresse aux sous-espaces vectoriels de E stables par d, c’est-a-dire a
I’ensemble des sous-espaces vectoriels F' C F tels que d(F') C F.

a) Montrer que tous les C,[X], pour p € [0, k], et {0} sont stables par d.
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b) Réciproquement, soit F' un sous-espace vectoriel non réduit a {0} de F,
stable par d. En considérant P € F' de degré maximal noté p, montrer que

F =C,[X].
k .
4. Soit P(X) = Y p; X" un polynéme fixé de degré k (on a donc pi # 0).
i=0
2 k
Montrer que la famille (P, d(lllD), d 2('P) e d é?)
de E. Donner la matrice de passage R de B vers B;.

) constitue une base B;

Solution
1. Soit (A, ) € C? et (P,Q) € E2. On a :
ta(AP + Q) = AP + pQ)(X +a) = AP(X +a) + pQ(X +a)

= Aa(P) + pta(Q)
et :
d(AP + pQ)(X) = (AP + pQ)'(X)

= AP!(X) 4+ pQ'(X) = Ad(P)(X) + nd(Q)(X)

De plus t,(P) et d(P) sont bien de degré inférieur ou égal a k. Donc ¢, et d
sont des endomorphismes de F.

2. On calcule les images des vecteurs de base 1,..., X* par ces applications :
Pour j € [0, k],

ta(Xj):(X+a)j:i:(g>aj—iXi etd(Xj):{ 0 sij =0

FXI7L & £0

) (e~ () 010
DouTy=| ° (1) - (]f)ak_l wp—|: 0
oo (B o0 o

3. En lisant les diagonales : spec(t,) = {1} et specd = {0}.

*x to(P) = P <= P(X +a) = P(X) <= P est un polynéme constant. Cela
peut se voir car le rang de T, — Iy, vaut k, donc le sous-espace propre est
de dimension 1 et contient clairement les polynémes constants. On peut aussi
dire qu’un polynome périodique est constant. . .

* d(P) =0 <= P est un polynoéme constant.
Eqy(ta) = Eqy(d) = Co[X]
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4. a) On peut remarquer que tous les C,[X], pour p € [0, k] sont stables par
d, puisque la dérivation abaisse le degré. Il est clair également que {0} est
aussi stable par d.

b) Soit F' un sous-espace de E, stable par d. On supposera également que
F # {0}.
Soit P € F, de degré maximal noté p. Ceci signifie que tout élément de F est
de degré inférieur ou égal a p, donc F' C C,[X].

Les polynémes P, d(P), d*(P), ..., dP(P) se trouvent dans F, puisque ce
dernier est stable par d. La dérivation fait baisser le degré d’une unité donc
d’(P) est de degré p — j pour j € [0,p]. La famille (P,d(P),...,dP(P)) est
alors libre car formée de polynomes de degrés étagés. Ainsi dim F' > p + 1.

Par inclusion et dimension, on a donc F' = C,[X].

Ainsi, les sous-espaces de E stables par d, sont {0}, Co[X], ..., Cx[X].

k
5. La famille (P, d(lf)) . d Ii'P)
étagée en degré. De plus, elle comporte k 4+ 1 vecteurs de E, qui est de
dimension k + 1, ¢’en est donc une base.

) est libre, puisqu’il s’agit d’une famille,

Pour trouver la matrice de passage de B vers Bi, il suffit de décomposer les
vecteurs de By, dans la base canonique.

il L
o Xi—i <
Or:V(i,j) € N2, d/(X?) = { (i — ) IS

0 sig>1
Par suite :
. d(P) 1 & i i il _
Vi el|o k|, — = = p;d? (X" = — p; X"
J € [0,4] 7! ]!i; 9 ; g1 =)
" (i + )] " it
= ( ']7) pz—i—JXZ = Z ( )pz—l—jXZ
i=0 J* i=0

On obtient ainsi la matrice de passage :
0 E—1 k
(0)]70 (k— 1)pk—1 (k)pk

e B G

B s

Exercice 2.16.

Soit un entier n > 2.
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Soit A = (a; ;) € M,(R) telle que V (i,5) € [1,n]? a;; =i+ j. On note f
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice A. On note enfin
u et v les vecteurs de R™ de matrices colonnes canoniquement associées :

1 1
1 2
U= : et V=1.
1 n

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer I'image et le rang de f.
3. a) Montrer que A = VU +U'V, ot 'U (resp. V') désigne la transposée de
U (resp. de V).

b) En déduire le noyau de f.
4. a) Soit X un vecteur colonne propre de A associé a une valeur propre A
non nulle. Montrer que X s’écrit X = alU + bV, avec (a,b) € R

b) Déterminer les valeurs propres de f.

c¢) Déterminer les sous-espaces propres de f.

5. Pour tout X € M,, 1(R), on pose Q(X) =X AX. La forme quadratique @
est-elle positive 7 Négative 7

Solution
1. Pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; =j+i=14+j=a;; : la matrice A est donc
symétrique réelle. Par suite, A est diagonalisable.

2. Pour tout j € [1,n], on remarque que la 7™ colonne C; de A s’écrit
C; =V +3U. Donc Im(A) = Vect(V +U,V +2U,...,V +nU) = Vect(U, V).
Comme U et V ne sont pas colinéaires, on en déduit que A est de rang 2.
3.a)On a :
ViU+U'V=(V V ... V)+(U 20 ... nU)

=(V+U V42U ... ,V+nU)=A.

b) Comme A est de rang 2, son noyau est de dimension n — 2. De plus A
est symétrique réelle, donc le noyau de A est 'orthogonal de son image :
Ker A = (Vect(U,V))*
On peut aussi rechercher directement les équations de Ker A :
201 + 32+ -+ (1 +n)x, =0
(21,...,2,) € Ker f <= Syt Az 4 4 (24 n)zn =0

m+ 1Dz +(n+2)xg+---+(n+n)x, =0
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{:U1+2:z:2+----|—nxn =0
r1+xo+--+x,=0
On retrouve bien le méme résultat.
4. a) Soit X un vecteur propre de A associé & une valeur propre A non nulle.
Alors, AX = AX et comme X\ # 0, X = A(%X) € Im A.
Comme Im(A) = Vect(U, V), on en déduit qu’il existe deux réels a et b tels
que X = aU + bV.
b) Ainsi, on peut écrire :
AX = X < (VU +UW)(aU +bV) = AaU + bV)
ce qui donne, apres développement :
AX = \X «— (a(tVU —A)+ tiV)U + (atUU +o(tUV — A))V =0
Comme (U, V') forme une famille libre, on en déduit le systeme
a('VU = \)+b'VV =0
a'UU +b(*UV —X) =0
Ce systeme linéaire de deux équations en a et b admet une solution non triviale
si et seulement si

(‘'VU =\’ = (fUU'VV) = 0, soit : ((u,v) — A)
Donc A ='VU £ 'UU'VV = (u,v) £ |Jul|]]v].

Or : (u,v>:1+2—|—...+n:w

ull = +/n. ||v|| = N o n(n+1)(2n+1).
Jull = v ol = 4/ 3= & ¢ 1

Donc \ — w :I:n\/(n_l_l)éQn_'_l).
Sans oublier que si n > 3, 0 est aussi valeur propre de A.

2
= [lul?[lo]I* = 0

¢) On connait déja le sous-espace propre associé a 0 qui est le noyau
de A. Reste a trouver les deux autres sous-espaces propres. En reportant
I’expression obtenue pour A dans la premiere équation du systeme, on trouve
bl|v|| = £a|ul|, donc :

e le sous-espace propre associé a A\; = w + n\/(n s 1)é2n + 1) est

Ex, = Vect([|[o]|U + [[ul[V).

e le sous-espace propre associé a Ao = — 5 n\/<n + 1)é2n +1) est

Ex, = Vect([[v[|U = [[u][V).

5. @ est la forme quadratique associée a la matrice A. La matrice A ayant
une valeur propre strictement positive (A1) et une valeur propre strictement
négative (\2), on peut conclure que @ n’est ni positive ni négative.
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Exercice 2.17.

Soit un entier n > 2. On note & = M,,(C). Pour toute application q : £ — R,
on considere les quatre propriétés suivantes :

i) VAe&VAeC q(AA) =|\q(A);

(ii) V(A,B) € &% q(A+ B) <q(A) +q(B);

(i) VAe€&,q(A)=0<= A=0;

(iv) V(A,B) € &% q(AB) = q(BA).

Pour tout (4,7) € [1,n]?, on désigne par E; ; € £ la matrice dont le coefficient

en ligne ¢ et colonne j vaut 1 et dont tous les autres coefficients valent 0.
Enfin, on pose :

F={Aec& /q(A) =0}

1. Montrer que I'application f : & — R, définie par f(A) = |tr(A)| vérifie les
propriétés (i), (ii) et (iv).

2. A l'aide des matrices E; ;, montrer qu’il n’existe pas d’application ¢ : £ —
R qui vérifie les quatre propriétés (i) a (iv).

3. Désormais, q désigne une application qui vérifie les propriétés (i), (ii) et
(iv)

a) Pour tout (A, B) € £2, montrer que : |g(A4) — q¢(B)| < ¢(A + B).

b) Montrer que : V (A, B) € € x F,q(A+ B) = q(A)

L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de £ 7
n
¢) Pour toute matrice A = (a; ;) € £, montrer que : ¢(4) = q( Y i Fi;).
i=1

d) Soient Aq,...,A, € C. Calculer en extension (i.e. en donnant tous
leurs coefficients) les matrices XY et Y X lorsque X et Y sont les matrices

sulvantes :
n

Eiﬂ' et Y = Z )\rEr,l
=2

r=1

n
X=> Ei;+
j=1
En déduire qu’il existe a tel que ¢ = af.

(3

Solution
1. Comme la trace est linéaire, et d’apres I'inégalité triangulaire, on a :
(i) fF(AA) = [tr(AA)] = [Atr(A)] = [Af(A);
(ii) f(A+ B) = [tr(A+ B)| = | tr(A) + tr(B)| < | tr(A)| + [ tr(B)]
< f(A)+ f(B);
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(iv) f(AB) = |tr(AB)| = |tr(BA)| = f(BA), car on sait que tr(AB) =
tr(BA).

2. Par l’absurde si I'application ¢ vérifie (iii), alors en choisissant par exemple
A=F et B=F 3 onaAB = E;3 # 0 tandis que BA = 0, donc
q(AB) # 0 et ¢(BA) = 0. D’ou la contradiction.

3. a) On remarque, avec (i) en prenant A = —1, que : ¢(—A) = | — 1|g(A) =
q(A).

D’apres la propriété (ii) , on a :
9(A) = ¢((A+ B) = B) < q¢(A+ B) +q(=B) = q(A + B) + ¢(B), donc
a(4) — q(B) < g(A + B).
En échangeant les roles de A et B, on obtient : ¢(B) — q(A) q(A+ B).
La conjonction de ces deux inégalités donne bien : !q( ‘ q(A+ B).
b) Si ¢(B) = 0, d’apres la question précédente et (ii), on a :
q(A) < lq(A)] = lq(4) —q(B)| < (A + B) < q(A) + q¢(B) = q(A)
donc ¢(A + B) = q(A).
L’ensemble F est bien un sous-espace vectoriel car :
— la matrice nulle appartient a F d’apres (i) en prenant A = 0;
— l’ensemble F est stable par multiplication par un scalaire d’apres (i) ;

— D’ensemble F est stable pour ’addition d’apres la propriété que l'on vient
de montrer.

c) D’apres (iv), sii # j, alors ¢(E; ;) = q(E; ;E; ;) = q¢(E; ;E; ;) = q(0) = 0.
Si on pose B = ) —a; ;E; j, la question précédente donne q(B) =0, donc :
i#£j

q(A) =q(A+B) = Q( > az’,z’Ez’,z’>
i=1
d) Par les regles de multiplication des matrices élémentaires :
= ( '21 Ey;+ ZzE“)( 21 )\rEr,1>
J= = r=

=> > MEIGE A+ ) > MNE B,

Jj=lr=1 i=2r=1
Z A O 0
=1

=Y ME i+ Y NEi = Ao
r=1 i=2 .
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YX= (X NEL) (Y B+ > Ey)
j=1 i=2

=> Y NEAE;+ > Y MNEAE;;

r=1j5=1 r=14¢=2
)\1 /\1 ce /\1

VD VR VS

M A o Ay
Or la question précédente montre que deux matrices qui ont les mémes

coefficients diagonaux ont la méme image par ¢. En prenant \; = a; ;, pour
tout 4, on a donc ¢(A) = q(Y X), ainsi ¢(A) = ¢(XY) et par le résultat c) :

q(A) = Q((é)\i)El,l) = | é/\i}Q(El,l) = | éai,i q(E11)

En posant a = ¢(F1,1), on a bien ¢ = af.

Exercice 2.18.

Dans cet exercice, E = M, (R) est I’espace vectoriel des matrices carrées de
taille n > 2 a coefficients réels, et (E; j)i<i j<n désigne la base canonique de

E.

On note tr(M) la trace d’'une matrice carrée M.

1. Dans cette question, n = 2 et ® est 'endomorphisme de E défini par :
O(M)=tr(M)ly — M
ou Iy est la matrice identité de Mo (R).
a) Montrer que ® vérifie la propriété :
V(A,B) € E? tr(AB) = tr (<I>(A)<I>(B))

b) L’endomorphisme & est-il diagonalisable 7

¢) On suppose que M € E admet deux valeurs propres A et u. Montrer que
®(M) a les mémes valeurs propres.

On revient maintenant au cas général n > 2.
2. a) Calculer pour tout A € E et pour tout (i,5) € [1,n]?, AE;; puis la
trace tr(AE; ;).

b) Soit A € E telle que pour tout M € E, tr(AM) = 0. Montrer que A = 0.
Dans la suite de cet exercice, ® désigne une application (a priori non linéaire)
de E dans lui-méme, telle que ['on ait la propriété :

pour tout couple (A, B) € E?, les matrices AB et ®(A)®(B) ont la méme trace. (*)
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3. Exemple. Soit P une matrice inversible. Montrer que les deux applications
définies par :
P (M) =PMP~! et &3(M) = PMP™!

vérifient la propriété (x).
4.2a) Montrer que tr (®(A)®(B)) = tr (P(B)®(A)) pour tout couple (A4, B) €
E=.

b) Calculer tr (®(E; ;)®(E})) pour tout (i,7,k,¢) € [1,n]*.

c) En déduire que la famille (<I>(E¢7j))1gi’j§n est une base de F.

Solution

a) On a :
‘P( )@(B) = (tr(A)I2 — A))(tx(B) Iz — B)
=tr(A) tr(B)I; — tr(A)B —tr(B)A+ AB, d’ou :
tr(®(A)P(B)) = 2tr(A) tr(B) — 2tr(A) tr(B) + tr(AB) = tr(AB)
b) * Si tr(M) = 0, alors ®(M) = —M. Ainsi —1 est valeur propre de @ et le
sous-espace propre associé est un hyperplan (donc de dimension n? — 1 = 3).

* ®(I3) = 21, — I3 = I, donc 1 est aussi valeur propre et le sous-espace propre
associé est, comme toujours, de dimension au moins égale a 1.
Comme dim F = 4, le compte est bon et ® est diagonalisable. (On aurait
aussi pu montrer que ®? = idg)

c) A, u sont les valeurs propres de M. On sait que tr(M) = X + pu.
Soit X une matrice colonne propre pour M associée, par exemple, a la valeur
propre A. On a M X = \X, d’ou :

O(M)X = (tr(M)Io — M)X =tr(M)X — AX = (tr(M) — N X = uX

Ainsi p et A sont les valeurs propres de ®(M) (et les vecteurs colonnes propres
sont échangés).

a) On écrit A =3 apEpqet AE; ;=) apqEpqEij =) apiEp;.
p

p,q p,q

Dot tr(AE; ;) =Y ap;tr(Ey ;) = a;j;.
P

b) Si, pour toute matrice M, tr(AM) = 0, en particulier tr(AE; ;) = 0 pour
tout (i,7) € [1,n]?, ce qui entraine que a;; = 0, pour tout (4,5) € [1,n]? et
donc que A = 0.

3. On remarque que, pour toutes matrices :
®,(A)P1(B) = PAP-'PBP~! = P(AB)P_1
Oy (A)D2(B) = P'AP~'P'BP~! = PLA'BBP~! = Pt(BA)P_1
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Par conséquent :
tr(®1(A)®1(B)) = tr(P(AB)P~1) = tr(AB)
tr(Po(A)Po(B)) = tr(PY(BA)P~Y) = tr(}(BA)) tr(BA) = tr(AB)

4. a) La réponse est claire, puisque tr(AB) = tr(BA).
b) On a tr((I)(EM)(I)(Ek,g)) = tI‘(ELjEk’g) = 53"]‘; tI‘(ELg) = j,k5i,£-

¢) La famille (®(F; ;)1<i j<n) est de cardinal n?. Il suffit de montrer qu’elle
est libre.

Considérons donc une famille de scalaires telle que > «; ;®(E; ;) = 0.
i,J

Ainsi, pour tous indices k et ¢ :

Yo a; jP(E; ;j)®(Eke) =0, puis par linéarité de I'application trace :

]

Zai’j tI‘((I)(EZ7J)(I)(Ek7g)) = Zaiyj(Sj,k(Si,g = 0
1,7 2¥)

Il reste ap , = 0, ce qui termine la question.

Exercice 2.19.

On considere I’ensemble M,,(C) des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes.
Si A = (akye) € M,(C), on définit la matrice adjointe B = (b ¢) € M,,(C)
de A par :

V(k,f) S [[1, n]], bie=as)
On note alors B = A*.

1. Soient A et B deux matrices appartenant a M,,(C).

a) Vérifier que (A*)* = A.

b) Montrer que (AB)* = B*A*.

c¢) Montrer que pour tous complexes a et 3, (a4 + fB)* = aA* + 8B*.
On dit que A est auto-adjointe si A = A*. On dit que A est normale si
AA* = A*A.

d) Donner un exemple de matrice autoadjointe.

2. a) Montrer que toute matrice A € M,,(C) peut s’écrire de fagon unique
sous la forme A = X + 1Y, ou X et Y sont deux matrices autoadjointes de
M, (C) (on pourra penser a examiner les matrices A + A* et A — A*). En
déduire que A est normale si et seulement si X et Y commutent.

b) La matrice A € M3(C) donnée par A = (1 _z1> est-elle normale 7

Que remarquez-vous ?
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() 2—1
c) La matrice A € M3(C) donnée par A = | 2—4i i
1 1

est-elle

—_ = =

normale ?
3. On considere l'application ® de M,,(C) dans Ry définie par ®(M) =
tr(M*.M) pour toute matrice M.

a) Montrer que ®(M) = 0 si et seulement si M = 0.

b) Soit A une matrice normale de M,,(C) et X une matrice quelconque de
M, (C), prouver 1’égalité :
D(AX — XA) = D(A*X — X A*).
(On pourra utiliser sans la justifier la propriété tr(MyMsy) = tr(MaM;p) qui
est valable pour toutes matrices).

c¢) En déduire que si une matrice M commute avec une matrice normale A,
alors elle commute aussi avec sa matrice adjointe.

Solution

1. a) Par définition, on a (A*)* = A* = (fA) = (*A) = A.

b) Les formules relatives aux coefficients du produit de deux matrices
donnent immédiatement AB = A.B. Par suite, il vient :

(AB)* = AB = '(A.B) = ('B) (A) = B* A".

c) On a: B B B
(@A + BB)" ={aA+B)="(a A+ 3 B) =a ‘A+ BB =aA* + gB*.

d) Toutes les matrices symétriques et a coefficient réels conviennent.
2. a) Si A € M,,(C) peut s’écrire sous la forme A = X +iY, ou X et YV
sont deux matrices autoadjointes de M,,(C), on a nécessairement d’apres 1.
c) A* =X*—iY*=X —1Y, dou:

X=12(A+ A et Y = L (A—A").

Il suffit alors de vérifier que X et Y sont autoadjointes pour répondre a la

question.

Comme A*A = (X —iY)(X +iY) et AA* = (X +Y)(X —iY), on a
AA* = A*A <— XY =Y X, ce qui prouve la caractérisation demandée.

b) On décompose A sous la forme A = X +iY avec ici X = (1 0 > et

0 —1
0 1
v=(10)
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(X et Y sont bien autoadjointes) et un calcul simple montre que XY # Y X,
on voit donc d’apres la question précédente que la matrice A n’est pas normale.
On observe qu’une matrice symétrique n’est pas forcément normale si ses
coefficients ne sont pas tous réels.

0 2 1 1 -1 0
c) Cette fois, on trouve X =2 0 1 ]etY=| -1 1 0] et
1 1 1 0O 0 0
-2 2 0
XY=|2 -2 0|=YX
0 0 0

La matrice M est donc normale (une matrice symétrique a coefficients non
tous réels peut donc étre normale!).

3. a) Le calcul des coefficients diagonaux de la matrice M*M conduit
immédiatement & 'égalité ®(M) = > |m; |*. La propriété demandée
1<i,j<n
en découle trivialement. -
b) Soit A une matrice normale de M,,(C) et X une matrice quelconque de
M, (C). D’une part on a
P(AX — XA) =tr((AX — XA)" (AX — X A))
=tr((X*A* — A*X*) (AX — X A))
=tr( X A*AX) —tr(A* X AX) —tr(X*A* X A) +tr(A* X* X A)
=tr(X*A*AX) —tr(A* X AX) —tr(X*A* X A) +tr(X* X AA*)
Calculer ®(A*X — X A*) revient a remplacer A par A* (et donc A* par
A* = A). Ainsi :
QA X —XA") =tr(X*AA*X)—tr( X" A* X A)—tr(A* X*AX ) +tr(X* X A*A).
Comme A est normale, on a A*A = AA* et on voit que les deux quantités
précédentes sont égales.

¢) Si M commute avec une matrice normale A, avec la question précédente
on voit que :

0= ®(AM — MA) = B(A*M — MA¥)
et la question 3. a) implique alors que A*M = M A*.

Exercice 2.20.

Soit n € N, tel que n > 2, et g 'endomorphisme de R™ dont la matrice A
dans la base canonique de R™ a tous ses coefficients égaux a 1.

On note I,, la matrice identité de M,,(R).

On considere I'équation (E) : M? + M = A, d’inconnue M € M, (R), et on
note f ’endomorphisme de R™ de matrice M dans la base canonique de R".

1. a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g. L’endomorphisme
g est-il diagonalisable ?
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b) Montrer que R"™ = Ker(g) & Im(g).

2. Dans cette question, on suppose n = 2.

a) Montrer que, si M est solution de (F), alors soit M, soit M + I, n’est
pas inversible.

b) Dans cette question, on suppose M non inversible. Montrer que f et g
ont méme image et méme noyau.
En déduire qu’il existe A € R tel que M = \ A.

¢) Résoudre I'équation (F).

3. Dans le cas n > 2, montrer qu'il y a des solutions M de (F) telles que ni f
ni f + id n’ait méme noyau et méme image que g.

Solution
1. x Im(g) = Ker(g — nid) = Vect(u), ot u = (1,...,1) .

n
a pour équation Y x; = 0.
i=1

x g est diagonalisable car A € S,,(R) ou parceque R" = Ker(g) ®Ker(g—nid).

* Ker(g) = (Img)*

2. a) Si M et M + I» sont inversibles, alors A = M (M + I5) aussi, ce qui
contredit rg(A) = 1.

b) x g = (f+id)of = {0} # Ker(f) C Ker(g) de dim. 1, donc
Ker(f) = Ker(g).
xg=fo(f+id) = Im(g) C Im(f).
L’égalité des noyaux et une inclusion des images donne l’égalité par le
théoreme du rang.

* Im(f) = Im(g) = Vect(u) qui est stable par f. Donc

JaeR, f(u) =au= %g(u).

Alors A = «/2 convient sur Im(g), et aussi banalement sur Ker(g) = Ker(f)
(restrictions nulles), donc f = A g sur R2.

c¢) x Si M est non inversible, M = A A dans (F) donne, avec A% =2 A,
MNAZ+ANA=A—= 2N +X-1)A=0<= e {-1,1/2}.
* Si N = M + I est non inversible, on a (N — Is) N = A, et le raisonnement
précédent s’applique & N, donc on a 3u € R, N = A ; alors (E) donne
prAT—p A=A 2p—p—-1)A=0<pe{-1/2,1}.
Apres vérification,
Sol = {—A, % A A I, —% A- L)}

3. On a A semblable a diag(0,...,0,n); via le méme changement de base, les
matrices suivantes conviennent :
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M:Pdiag(O,...,O,—l,)\)P_l,ofl A2+ X—n=0,soit A= —1:|:\/24n—|—1.

Exercice 2.21.

Soit n € N tel que n > 2. Soit E un espace euclidien de dimension n et |.|| la
norme associée au produit scalaire noté (., .).

Soit v un endomorphisme de E.
Onnote S={z € E/||z|| =1} et B={z € E/|z| < 1}.

On admet que u est bornée sur S et on note N(u) = sup |u(x)]||.
lz]|=1

1. Montrer que u est bornée sur B et que sup |[u(z)| = N(u).
]| <1

2. Montrer que : Vo € E, ||Ju(z)| < N(u)x|z|.

3. Montrer que : sup |[{(u(x),x)| < N(u). L'inégalité peut-elle étre stricte ?
]| =1

4 Montrer que :  sup  |{u(x),y)| = N(u).
lzll=llyll=1

5. On suppose maintenant que u est symétrique.
a) Exprimer (u(x),y) en fonction de (u(x+y),z+y) et de (u(x —y), x —y).
b) En déduire que sup [(u(z),z)| = N(u).

zll=1

Solution

1. Soit z € B.
Si x = 0 alors u( ) =0 et [Ju(x)]

| pu—
Si z # 0 alors || || € S, donc HU(L)H < N(u), soit Tl ||u( )| < N(u) et

]
lu(@)]| < N(u)x|lz]l < N(u) et = sup [lu(z)]| < N(w).

[z]l<1

Par ailleurs S C B donc sup ||u(x)|| < sup ||u(z)||, donc N(u) < sup ||u(z)]-
xeS reB ||| <1

D’ou I'égalité.

2. Ceci a quasiment été vu au cours de la premiere question :

Vo # 0, H “ € S, donc Hu(ﬁ)“ < N(u) soit ||u(x)|| < N(u)x||z||. Vrai
encore pour x = 0.

3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Vo € S, [(u(x), z)| < [[u(@)|x|lz]| < N(u)x|lz]|* = N(u)
Donc sup |(u(x),z)| < N(u).

[zll=1
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Oui, I'inégalité peut étre stricte (car n > 2!). Pour s’en convaincre il suffit
de prendre un endomorphisme non nul tel que u(x) soit toujours orthogonal
a x : on choisit un endomorphisme non nul dont la matrice canoniquement
associée est antisymétrique ...

4. Posons M = sup \(U(l')ayﬂ
lz]|=lyl|=1

— Pour tout z et y de S, [(u(x), y)| < [lu(@)|[x[lyll < N(w)x]lz]x[lyl]] = N(u).
Donc M < N(u).

— Réciproquement, soit x dans S tel que u(z) # 0 (si ce n’est pas possible
1

[Ju(z) |l

[u(x)||* = [lu(z)]| < M et en

c’est que u = 0 et le résultat demandé est banal) et prenons y =

Alors y est aussi dans S et : (u(z),y) = Ta(@l i

(
passant a la borne supérieure : N(u) < M. D’ou N(u) = M
5.0n a:

(u(@+y), z+y) = (u@) +uly),z+y) = (u(@), ) + (u(y),y) + 2(u(z), y), car
u est symétrique

Pour la méme raison :
(u(z —y),z —y) = (u(x) —uw(y),z — y) = (u(x), z) + (u(y),y) — 2(u(x), y)
Par conséquent : (u(x),y) = i((u(w +y),z+y — (ulz—y),z—y))

b) » Evidemment sup |[(u(z),z)| < sup [(u(x),y)]|
I2]1=1 llzll=[lyll=1

* Siz# 0, [{u(2), 2)] = ||21*|{u( el || ﬁﬂ < ||2||2HSI|T£1|<U($),$>| (résultat

qui reste vrai pour z = 0)
Alors, pour z et y de norme 1 :

() y)] < L@ +y).x + )] + [ulz — y).z — )
< Lz + yl2 + e - yI2)x sup [{u(z), 2)]

=

< 5l + [yl Sup, [(u(2), 2)| < sup [(u(2),2)|

En passant au sup a gauche, on a donc 'inégalité contraire souhaitée, ce qui
montre 1’égalité.

Exercice 2.22.
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Soit Hy et Hs deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de £(E) tels que :

V(f,9) € Hi x Hy,go f=—fog
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1. a) Montrer qu’il existe un unique couple (p1,p2) € H; X Hy tel que
p2 = idg — p1.

b) Montrer que p; et py sont des projecteurs de F.
2. Soit f € Hs.

a) Montrer que Ker(p;) est stable par f.

b) Montrer que la restriction de f a Im(p;) est 'application nulle.

c¢) En déduire que dim Hy < (dim Ker p;)?.

d) Montrer que 'on a également dim H; < (dim Ker p,)?.

3. a) Soit p € N tel que 0 < p < n. Résoudre I'inéquation n? < (n — p)? + p.
b) En déduire que Hy = {0} et Hy = L(E), ou Hy = L(F) et Hy = {0}.

Solution

1. a) On a idg € L(F), donc comme H; et Hy sont des sous-espaces
supplémentaires de L(F) :

3!(p1,p2) € Hi X Ha,idp = p1 + p2
b) Par propriété de Hy et Hy : p; 0 ps = —ps o p1. Clest-a-dire :
p1o(idg —p1) = —(id—p1) o p1, soit : py —pi = —p1 +pi ou encore 2pF = 2p;
et p? = p1.
Ainsi p; est un projecteur de E.

On procéde de méme pour p, ou on remarque que ps est le projecteur conjugué
du projecteur py.

2. a) Comme p; € Hy et f € Hy,onap;of=—fop;.
Avec x € Ker(py), il vient p1(f(z)) = —f(p1(z)) =0 et f(x) € Kerp;.
Ker(py) est stable par f
b) Soit # € Impy, on a p1(z) =z et f(z) = f(p1(x)) = —p1(f(z)), donc

f(x) = 0 (sinon —1 serait valeur propre de pj, ce qui n’est pas raisonnable
pour un projecteur) :

f Im(py) = 0
c¢) Comme Im(p;) et Ker(p;) sont supplémentaires, f est parfaitement
déterminée par le couple (fxer(p,)> fim(p,)); donc par l'endomorphisme de
Ker(p;) défini par la restriction de f a cet espace (on peut aussi voir cela
de fagon matricielle) :

dim Hy < dim £(Ker p;) = (dim Ker p)?

d) En échangeant les roles de Hy; et Hi, on a de méme dim H; <
(dim Ker ps)2.
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3. Notons r le rang de ps.
Le rang de p; est alors n —r et dimKerp; = r, dimKerps =n —r

Ainsi : dim Ho < 7%, dim Hy < (n —1)2.
Comme H; et Hy sont supplémentaires dans £(F), on a donc :
n?=dimH; +dimHy < (n—7)>+7>=n%—-2r(n—1)
Soit : r(n —7) < 0 et ainsi r(n —r) =0et r =0 our =n.
0, soit Hy = {0} et donc Hy = L(F).
0, soit Hy = {0} et Hy = L(E).

Sir =0, on a donc dim H»

IN N

Sir =mn, on a donc dim H;
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PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere une urne contenant n
boules numérotées de 1 a n.

1. On effectue des tirages successifs et sans remise d’une boule de cette urne
jusqu’a obtenir la boule numérotée n. On note X; le nombre de tirages ainsi
effectués.

Déterminer la loi de X; et son espérance.

Les deux questions suivantes étudient deux prolongements possibles de
I’expérience a l'issue de cette premiere série de tirages.

2. Apres cette premiere série de tirages, on continue de sortir les boules
de 'urne jusqu’a obtenir la boule de plus grand numéro parmi les numéros
restants. On note X5 le nombre de nouveaux tirages ainsi effectués (si a 'issue
de la premiere série de tirages I'urne est vide, on décide que X5 prend alors
la valeur 0).
n—1
a) Déterminer la loi de X5 et vérifier que ) P(Xy =j) = 1.
j=0
b) Les variables aléatoires X; et X5 sont-elles indépendantes ?

c) Calculer I'espérance de Xos.
3. Apres cette premiere série de tirages, s’il reste au moins une boule dans

I'urne, on tire une boule au hasard et on note X3 le numéro obtenu (si I'urne
est vide on convient que X3 prend la valeur 0).
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a) Déterminer la loi du couple (X7, X3).
b) Déterminer la loi de Xs.

Solution

1. La variable X; prend ses valeurs dans [1,n] et, pour tout k de [1,n], on
a:
Pixe -y — 1) 11
(X =1k) = (") n—k+1 " n
puisqu’il faut piocher k—1 boules autres que celle portant le numéro n pendant
les k — 1 premiers tirages, puis enfin piocher la boule numérotée n au n®™°
tirage. (on peut aussi dire qu’il y a n! fagons de vider I'urne et (n — 1)! facons
d’avoir une boule donnée en position donnée)
Conclusion : la variable X; suit la loi uniforme sur [1,n] et on a : E(X;) =
n+tl
5
2. a) Pour tout k de [1,n—1], sachant que (X; = k) est réalisé, la variable X5
prend alors ses valeurs dans [1,n — k] puisqu’il ne reste que n — k boules dans
I'urne. De plus, le processus est le méme que pour la variable X7, mais avec
une urne contenant au départ n — k boules et on cherche toujours a obtenir
celle qui porte le plus grand numéro. On a donc :

P(Xlzk)(XQ Zj) = ﬁ, pour 1 <j<n—k
La formule des probabilités totales associée au systeme complet d’événements

(X1 = k)peq,n] s'écrit :

vjeln—1],P(Xs=j) = 3 P(Xy = k)Prx, (X = )

k=1
S P(Xy = )P,y (Xo = j) = LS 1
= 1= 1= 2=7)= 5
k=1 (X1=F) nizn—Fk
1%
VJ € [[17”_ 1]]7P(X2 :]) = ﬁk:jE
Tandis que P(X, = 0) = P(X; =n) = L.
On a donc :
n—1 ) 1 n—1n—1 1 1 n—1 k 1 1 n—1
> P(Xo=j)=2(0+ > Y p)=-0+2 > )=-0+> 1)=1
=0 =1 k=j k=1 j=1 k—1

b) Les variables X; et X5 ne sont pas indépendantes puisque, par exemple,
on a:
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¢) X3 est une variable finie donc elle possede une espérance et on a :
n—1 n—1 n—1ln—1 - n—1 k

BE(Xy)= Y jP(Xa=j)= Y jP(Xa=j)=1 ¥ Y 4=15 51
j=0 7=1 7=1 k=j k=1j=1
n—1 n
_ 1 k411 _1ynn+1l) .y _ (n—=1)(n+2)
n 2 _QnZk_Zn( 2 1)_ 4n

3. Soit j un entier de [1,n—1]. En notant A; ;_; '’événement : «on n’a obtenu
ni la boule numérotée j, ni la boule numérotée n lors des £ — 1 premiers
tirages», (A, o désignant 1’événement certain), et en notant Zj la variable

aléatoire égale au numéro de la boule tirée au k"¢ tirage, on peut écrire :

(X1 =k)0 (X5 =3) = Ajp1 0 (2 =n) N (Xs = j)
(k1) _ -k —-k+1)
(+21) n(n —1)
probabilités composées, on trouve :

. — — 1
P((X1 = k)N (Xs =) = ook ) o 1 !

n(n—1) "n—k+1"n—k  nn-—1)

Le seul cas qui a échappé a cette écriture est le cas (X3 = 0) qui coincide avec
(Xl = n) et

P((X1 =n)N(X3=0)) = P(X; =n) = P(X3=0) = -

On a P(Aj,k_l) =

et, avec la formule des

b) Par marginalité : pour tout j de [1,n — 1], on a :

n—1
P(X3=j) = 1;:31 nn—1) ce qui permet de retrouver P(X3 = 0) =

X1 et X3 ont méme loi U([0,n — 1])

Exercice 3.02.

1. On admet que Vo € [0,1[,In(1 —2) = — > %
n=1
Caleul co,1f, 3 —2
alculer pour x A X ST

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2,4, P), mutuellement indépendantes et suivant la méme loi
exponentielle de parametre o > 0.

2. Dans cette question, m désigne un entier naturel non nul fixé. Pour tout
w € ), on range les nombres Xy (w), X;(w), ..., X;n(w) par ordre décroissant,
pour obtenir une nouvelle séquence notée Yy(w), Y1(w),..., Y (w). Ainsi, on
a en particulier :

Yo =sup{Xy,0 <k <m}etY, =inf{X;,0<k<m}
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a) Déterminer la fonction de répartition ®( et une densité g de Yp.
b) Déterminer la fonction de répartition ®,,, et une densité ¢, de Y,,.
3. Soit X et Y deux variables aléatoires a densité, définies sur ’espace prob-

abilisé précédent, indépendantes de densités respectives f et g, de fonctions
de répartition respectives F' et G.

a) Déterminer une densité de —Y.

b) On admet que, si h : Ry xR — R, est une fonction de deux variables,

o /Om [/:Oh(x,t) dt] dz = /:O [/OJrooh(x,t) dz| dt

sous réserve que toutes les intégrales écrites convergent.
+oo
Montrer que P(Y < X) = G(z) f(z) dx.

— 00

4. On considere la variable aléatoire N, a valeurs dans N, définie par : Vw € €,
N(w) = le plus petit des indices k tels que X (w) > Xo(w), si ce nombre existe
a 0 , si ce nombre n’existe pas

a) Déterminer la loi de N et vérifier que P(N = 0) = 0. La variable aléatoire
N admet-elle une espérance ?

On définit la variable aléatoire X par : Vw € Q, Xy (w) = Xn(w)(w)
b) Soit z € R et n € N*. Calculer Piy—_p)(Xny < ).
c¢) Déterminer la fonction de répartition ¥ et une densité 1 de Xy.

d) Montrer que Xy admet une espérance et calculer sa valeur.

Solution

1 11 g . .
1. Avec 1) n ntl il vient, toujours pour x € [0, 1[ (ce qui permet

de casser les sommations)

o) n+1 00 n o0 n+1 0 n 1) n
X x x x X
ngl n(n + 1) ngl n ngl n+ 1 ngl n n;Z n
o0 n+1
Ce qui donne : 2 = (1—2)In(1—-2)+=x.
qui 3 A = (- )

2. a) Par indépendance, puis par dérivation sur Ry :
m
Doly) = 1] P(Xe <y) = (1 - c=on) " ot
k=0

po(y) = (m+1)ae ¥ (1 —e¥)"

b) De méme, sur R,
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O,,(y)=1— ] P(Xr>y)=1- e~ (mtl)y of
k=0

em(y) = (m+1)ae > (mtly

3.a) Vy,P(-Y <y) = P(Y > —y), donc F_y(y) = 1 — Fy(—y) et donc
fy(y) = fr(=y).

b) Par convolution et indépendance,

PY<X)=P(X-Y >0)= +Oofx_y(z) dz
0

+oo  p+oo
/ N f—Y(Z—l’)fX(:lJ)dac]dz

0 LJ —

+oo . p+oo
/ foy(z —x) dz] fx(x)dx

e
Py <X)= | /_ fy(y)dy] fx (2)d
+oo
= | G flz)de

4. a) x Avec les résultats précédents :

+oo 1
= / ae” (1 —e ") dx =
0

Ainsi par disjonction de cas :
¥neN, P(N=n)=1__1_

n+1
Par télescopage, >, P(N =n)=1et P(N =0) =0.
n=1
* On a nP(N = n) = ax——a— = 1 terme général d’une série

n(n +1) n+1’
divergente et N n’a pas d’espérance.

b) Par indépendance, pour = > 0,
n

Pv—(Xy <) = P(() (Xi € 2) = (1 e,

c) D’apres la formule des probabilités totales et 1., sur R,

00 _eaz n+l
U(x) = ngl (1 n(n+ 1))

=1—(1+ax)e ®® dont(z) =a?ze 2.
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+o0 400
Dona: By = [ (axperrar=L [Tieran =T -2
0 0

«

Exercice 3.03.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

A toute suite de variables aléatoires (X, )nen+ dont les propriétés varieront
en fonction des questions, on associe la suite de variables aléatoires (Y},),en=

mn
définies pour tout entier naturel non nul n par Y,, = [[ X.
k=1

1. Dans cette question, (X;);cn+ est une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi de Bernoulli de parametre p € 0, 1[. Soit n € N*.

a) Déterminer Y,,(2).

b) Déterminer la loi de Y;,.

c¢) Les variables aléatoires Y,, et Y,, 1 sont-elles indépendantes ?

d) Montrer que la suite (Y;,,)men+ converge en loi vers une variable aléatoire
Y dont on précisera la loi.

2. Dans cette question, (X;);en+ est une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi définie par P(X; =1) =p € ]0,1[ et P(X; = —1) = 1 — p. Soit
n € N*.

a) Déterminer Y,,(Q2).

b) Déterminer I'espérance de Y,,.

c¢) Déterminer la loi de Y,,.

d) Les variables aléatoires Y,, et Y;,11 sont-elles indépendantes ?

e) Montrer que (Y,,)men+ converge en loi vers une variable aléatoire Y dont

on précisera la loi.

3. On note X, la variable aléatoire certaine égale a 1 et (Z;);cn+ une suite
de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre
p € ]0,1[. Pour tout entier naturel n non nul, on pose X,, = Z,X,,_1 et on
n
définit, comme précédemment, Y,, = [[ X;. Soit n € N*.
i=1
a) Les variables aléatoires X,, et X, 1 sont-elles indépendantes ?
b) Déterminer les lois de X, et de Yj,.

c¢) Montrer que la suite (Y;,)men+ converge en loi vers une variable aléatoire
Y dont on précisera la loi.
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Solution
1. a) et b) Y,(Q) = {0,1}. D’apres la définition de Y,, et I'indépendance des
(Xi) :
P(Y, = 1) = P(N(X; = 1) = T[ P(X; = 1) = p" : ¥, suit la loi de
Bernoulli de pararilz\etre p". =

¢) Comme Y, 11 = X,,41Y,, alors :

P((Yps1 = 1) 1 (Y = 0)) = 0 £ p" (1= p) = P(Ys1 = 1)P(Y;, = 0)
Ainsi, Y, et Y,,+1 ne sont pas indépendantes.

d) D’apres la question précédente, comme p # 1, nh—>Holo P(Y,=1)=0et
lim P(Y,, =0) = 1. Ainsi, (Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire Y

n—oo
presque stirement égale a 0.

2. a) D’apres la définition, Y,,(Q2) = {—1,1}.
=T B = @r -1
= —1).

Y,
c) Notons p, = P(Y,, = 1) =1—- P(Y,
Ainsi :

b) D’apres 'indépendance des (X;), E(
Alors, E(Y,) = 2p, — 1.

2p—1)"+1
2

PY,=1)=1-PY,=-1)=
d) Supposons Y, et Y, 11 indépendantes.

Alors, par exemple : P(Y,,11 = 1)P(Y,, = 1) = P(Yot1 = 1) N (Y, = 1)),
donc :

PY,t1=1)PY,=1)=P(Xpr1=1)N(Y,=1))
PY,t1=1)PY,=1)=P(X,41 =1)P(Y,=1)
(la derniere égalité provient du fait que Y;, ne dépend que de Xq,..., X,)

__1\n+1
Donc P(Yy41 =1) = P(X,,41 = 1), soit (2p 1)2 1 p
ou encore (2p —1)""! = 2p —1 et comme (2p — 1)™ = 1 n’est pas raisonnable,
onap= %

Comme on sait que si A et B sont indépendants, alors il en est de méme de

Aet B,de Aet B, ...sip= 1 Y, et Y,11 sont indépendantes.

2
e) D’apres les calculs précédents, lim P(Y,, = 1) = % Ainsi, (Yin)m
m— 00
converge en loi vers une variable aléatoire Y telle que P(Y = 1) = P(Y =
1
-1) = 5.
2
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n

3. a) On remarque que X,, = [[ Z;. Ainsi, d’apreés la question 1. c), les
i=1

variables aléatoires X,, et X,,11 ne sont pas indépendantes.

b) D’apres la question 1. b), X,, suit la loi de Bernoulli de parametre p™.
De maniere analogue, Y,,(2) = {0, 1} et, d’apres l'indépendance des (Z;),
P(Y,=1)=PNie[l,n],Z;=1)=p".

Ainsi, Y,, suit aussi la loi de Bernoulli de parametre p™.

¢) Comme a la question 1. d), on montre que (Y,,) converge en loi vers une

variable aléatoire presque stirement égale a 0.

Exercice 3.04.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

{e_h six € [0,1]
0 sinon

1. Déterminer A € R tel que Af soit une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire de densité \f.

2. Pour tout n € N, montrer que 1 — X admet un moment d’ordre n, noté
M, = E((l — X)”)
Calculer My et M.

3. a) Etudier la monotonie de la suite (M) nen-
b) Montrer que la suite (M,,),en converge et déterminer sa limite.
En déduire que : Ve > 0, lim P((1 - X)" >¢) = 0.
n—oo
c) Trouver une relation entre M, 1 et M,. En déduire la limite de nM,,

quand n tend vers l'infini.

4. Pour tout k € {0, 1,2}, déterminer un polynéme P de degré au plus k tel
que :
_ 1 1

lorsque n tend vers l'infini.

Solution
1. Comme f est positive et continue sur R — {0, 1} il suffit que / f=1
R

1

1 —2
) 2w .. e 14 -2 _ 2
Or./oe dm—[_2]0—2(1 e ),donc)\—l_e_Q.

1
2. Les intégrales M,, = (1 — )" Xe™2% dx convergent puisqu’on intégre une

0
fonction continue sur le segment [0, 1] ; donc, par le théoréeme de transfert, les
moments M,, existent.
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On a My = E(1) =1 et par intégration par parties :

Mle([(l—x)%];_/ol_e: )_/\( i)

3. a) Pour tout z € [0,1], on a (1 — x)"*! < (1 — )", donc par conservation
des inégalités par intégration, lorsque les bornes sont dans l’ordre croissant :
(M,,) décroit.

b) La suite est décroissante et clairement positive donc elle converge.

Pour tout x € [0,1] on a : e72 < e 2* < 1, donc en intégrant :

-2
AL < M, < A1

n+1 = n+1
Donc, par théoreme d’encadrement, on a : lim M, = 0.
n—oo

Comme 1 — X > 0 l'inégalité de Markov donne :
n_ M,
P(J(1-X)"—=0|>¢) < - — 0.
Donc la suite ((1 — X)™),en converge en probabilité vers la variable aléatoire
certraine nulle.

c) Par intégration par parties :

—2z71 1 —2x .
Mor = A( [y ey ] - / A1) (1) € ) = A M
=2 Jo —

A—=2My 41 n
n—+1 n—oo N+ 1 n:zoA

Ainsi nM,, =

4.« Ona: M, =0+ o(1) donc Py = 0 convient.
* On vient de voir que nM,, = A+o0(1), donc M,, = %—lro(l/n), donc P = A\ X
convient.

* Comme nM,, = (\ — 2Mn+1)an+1 ona:
1
_ _\.n n_\2 A9\ = —
= /\n—l-l 2n+ DMy (207)" 52, —A =20 = 34
—2A
Donc M,, = % _ 34 o(1/n?), et P, = AX — 3\ X? convient.
n

Exercice 3.05.

Soit n € N*. On considere une urne U,, contenant n boules numérotées de 1
a n. On tire au hasard une boule de U,,.

Soit k le numéro de la boule tirée.

— Si k =1, on arréte les tirages.
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— Sinon, on retire de 'urne toutes les boules numérotées de k a n, et on
effectue un nouveau tirage.

On répete ces tirages jusqu’a ’obtention de la boule numéro 1.

Soit X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués jusqu’a
I’obtention de la boule 1.

Soit Y,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros tirés et I, la
variable aléatoire égale au numéro de la premiere boule tirée dans 'urne U, .
1. a) Quelle est la loi de la variable aléatoire I, ?

b) Quelle est la loi conditionnelle de la variable aléatoire X,, conditionnée
par la réalisation de 1’événement (I, =1)7

c¢) Pour tout n > 2, montrer que :
\V/j € N*,Vk’ € [[Q,TL]],P(]n:k)(Xn :j) = P(Xk_l =J— 1).
2. a) Quelle est la loi de la variable aléatoire X; ?
b) Quelle est la loi de X2 ? Calculer E(Xs).

3. a) Déterminer X, ().
b) Calculer P(X, = 1) et P(X,, = n).
c¢) Montrer que : Vn >2,Vj > 2, P(X,, = ):% z_: P(X,=7-1).
k=1
=J)-

d) Pour tout n > 2 et tout j > 2, calculer nP(X, (n—=1)P(Xp—-1=17).

En déduire que pour tout n > 2 et tout j > 1 :
P(X, =j)="2dP(X, 1 =j)+ 1P(X, =)

4. Montrer que : Vn > 2, E(X,) = E(X,,—1) + % En déduire F(X,,) ainsi
qu’un équivalent simple de cette espérance quand n tend vers I'infini.

Solution
L) I,(Q) = [1,n] et Yk € [1,n], P(L, = k) = +.

b) Quand I,, = 1 est réalisé, on réalise (X,, = 1), soit : Py, =1)(X, =1) = L.

c) Si on réalise (I,, = k), avec k > 2, il ne reste dans 'urne, pour continuer
I’expérience, que les boules de numéros allant de 1 a kK — 1. Obtenir alors 1 au
jeéme tirage, c’est obtenir la boule 1 en j — 1 tirages (apres le premier !) mais
avec une urne contenant «initialement » (k — 1) boules. Donc

P,y (Xn=7) =P(Xp_1=7—1)

a)Ona: X;(Q2)={l}et P(X;=1)=1.
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b) x (X2 = 1) = «on obtient la boule 1 au premier tirage avec une urne
contenant initialement 2 boules». Donc P(X; =1) = P(I; =1) = %
* Si on n’a pas la boule 1 au premier tirage (ce qui se produit avec la
probabilité %), on a obtenu la boule 2, on la retire et il ne reste plus que
la boule 1 et on conclut au coup suivant. Bref :

X5(Q) = {152} et P(Xp =1) = P(Xs =2) = & et B(X) =

3.a) X, (Q)={1,...,n} (tous les cas sont possibles).
b)*P(anl):%
* Réaliser (X,, = n), c’est prendre son temps : au premier tirage on obtient

la boule n que 'on 6te, au deuxiéme on obtient la boule n — 1, que ’on ote,
and so on. Ainsi par la formule des probabilités composées :

Pty =m)= Lol d o L

¢) (In = k)kef1,n] forme un systeme complet d’événements. Donc, d’apres
la formule des probabilités totales et pour j > 2 :

P(X, = j) = i Pl = )Pt (X = )

zi: Py yXa=)=1 > P(Xy =5 - 1)

3
2

Soit : P(X, = j) =
d) Sij>2,et n>3alorsn—12>2 eton peut utiliser le c) et :
n—1 n—2
P(Xy = )= (n—D)P(Xu g = j) = 5 P(Xp=j—1)— 5 P(Xe =j—1)
k=1 k=1

:P(Xn—l :j_l)
et donc :
P(X,=j)="APX, =)+ 1P(X\ =5 -1)
Compte tenu des calculs précédents, on vérifie sans probleme que cette relation
est encore vraie au rang 7 = 1 et également au rang n = 2.

4. Soit n > 3. On a X,,(Q )—[[1 n].

BOG) = 3 P06 =) = 3 j( T PG = ) + 4P = - 1

= B P (X =)+ Y P == 1)
j:

I
N
|
—
&=
.
3
+
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n—1

B(X,) = E(Xy-1) = 2B(X, 1) + LE(X, )+ LS P(X,1 =)

1
n
= E(Xp_1) + L.
n
P

(Car P(X,,_1 =n) = P(X,-1 =0) =0). Relation encore vraie pour n = 2.

On en déduit E(X,,) = Z +E(Xy)= > % ; et on sait que F(X,,) ~ Inn.
= k k=1

Exercice 3.06.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,4, P) de

densité f continue sur R, nulle sur R_ et de classe C! sur R,.
+oo

On suppose également que 'intégrale f2(t) dt est convergente.
0

()

1. Montrer que pour tout x > 0, I'intégrale / — dt converge. On pose

X
alors :

0 six <0

h(z) = +Oof()dt sixzx >0

x

2. Montrer que la fonction h vérifie les propriétés d’une densité.

3. Soit U une variable aléatoire définie sur (2,4, P) indépendante de X et
suivant la loi uniforme sur [0,1]. On pose : Y = XU et Z =X - Y.
a) Déterminer les lois respectives de In X et de InU.

b) En déduire la loi de Y et celle de Z.

Solution

1. x La fonction t — @ est continue et positive sur R7 .

* Au voisinage de 0, comme la fonction f est nulle en 0, dérivable a droite en
0, on a lm% I _ = f(0) et l'intégrale est faussement impropre en sa borne
inférieure.

* Avec L) ( f2() + ), I’hypothese faite sur f et la regle de Riemann
donnent la convergence detl’intégrale pour la borne infinie.

Ce qui montre 'existence de h.

2. La fonction f étant une densité continue, la fonction h est continue (méme

de classe C1) sur RT, nulle sur R~ et positive.
Pour tout A > 0, une intégration par parties donne :
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/OAh( £ dt = /OAt B (8)dt = AR(A) + /OAf(t) dt

+°°f(> o
Or, 0 < Ah(A)=A - dt < f(t)dt — 0, donc
A A A—4o0

/ h(t)dt — 1 ce qui termine la question.

3. a) L’événement (X < 0) étant quasi-impossible, on peut considérer que X
prend ses valeurs dans R* , donc (In X')(Q2) = R et classiquement, pour tout
x réel

PlnX <z)=P(X <e¥) = Fx(e")
Par dérivation, on peut donc prendre : fi, x(x) = e* fx(e%).
De méme, on peut considérer que U prend ses valeurs dans ]0,1], et
(InU)(Q) =R_ et, pour z < 0, P(lnU < z) = P(U < €*) = Fy(e”) = e” et
donc on peut prendre :
[0 six>0
fmu(x) = {ex siz <0
b) XU prend ses valeurs dans R* et pour z > 0 :
(XU < z] = InX +InU < Inz]. Donc Fxy(z) = Finx+mu(Inz) et par
dérivation :
fxvu(r) = %flnX—HnU(lnx)

Par indépendance de X et U, donc de In X et InU, il vient, pour tout y > 0
et par convolution :

o0 400
Sinx4mu(y) = Jinx (t) fuo(y — t)dt = / el fet)ev—tdt
oo y
= e¥ ' f(ebdt
y e i)
et donc fxp(z) = lelnm f(et)dt = / ZZ dz = h(z) (on a fait le
Inx T

changement de variable z = e).

Pour montrer que Z = X (1—-U) suit la méme loi que XU, il suffit de remarquer
que 1 —U suit aussi la loi uniforme sur [0, 1] et qu’elle est indépendante de X.

Exercice 3.07.

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On y
effectue une succession de tirages d’une boule selon le protocole suivant :

e si a un rang quelconque on obtient une boule blanche, on la remplace par
une boule noire avant le tirage suivant ;
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e si a un rang quelconque on tire une boule noire, on la remplace par une
boule noire avec la probabilité p et on la remplace par une boule blanche avec
la probabilité ¢ = 1 — p (on suppose que 0 < p < 1) et on effectue alors le
tirage suivant.

L’expérience est modélisée dans un espace probabilisé (2, 4, P).
Pour n € N* on note X,, la variable aléatoire représentant le nombre de

boules noires contenues dans I'urne a 'issue du n“™ tirage (c’est-a-dire juste
avant le tirage de rang n + 1).

1. Donner la loi de Xj.

2. a) Donner les valeurs prises par la variable aléatoire X,,.

b) Déterminer pour tout j € [0, 2], la loi conditionnelle de X,, 11 sachant
que (X,, = j) est réalisé.

n

P(X
3. Pour n € N*, on pose U, = | P(X,
P(X

a) Déterminer une matrice A € M3(R) telle que, pour tout n € N*,
Upt1 = AU,,.

b) Déterminer les éléments propres de A.

I
N = O

)
)
)

n

c) Déterminer la limite en loi de la suite (X, )nen--

Solution

1. L’état initial de I'urne est 1 boule noire et 1 boule blanche. Aussi :

— réaliser [X; = 0] c’est tirer la boule noire et la remplacer par une blanche.
Ainsi P(X; =0) = Sxq,

— réaliser [X; = 1] c’est tirer la boule noire et la remplacer par une noire.
Ainsi P(X; = 1) = %xp,

— réaliser [X; = 2] c’est tirer la boule blanche . Ainsi P(X; = 2) = %
(la somme fait bien 1!)
2. a) La variable aléatoire X, est a valeurs dans {0, 1,2}.

b) x Si [ X, = 0] est réalisé, I'urne contient deux boules blanches juste avant
le tirage de rang n + 1. Donc :

Pix,=0)(Xn41=0) =0, Px,—0)(Xny1=1) =1, Px,—0)(Xny1 =2) =0
* Si [X,, = 1] est réalisé, ’état de I'urne avant le tirage suivant est {B, N}.
Ainsi :



Probabilités 101

Pix,=1)(Xny1 = 0) = % (on tire la boule noire et on la remplace par une
blanche).

Px,=1)(Xng1 = 1) = g (on tire la boule noire qui est remplacée par une
noire)

Pix,=1)(Xn41 =2) = % (on tire la boule blanche)

*x Si [X,, = 2] est réalisé, I'urne contient deux boules noires juste avant le
tirage suivant et on est str de tirer une boule noire, que ’on remplace par
une boule noire ou une boule blanche. Ainsi

P(Xn:2) (X’rH—l - O) = 0.

P(x,=2)(Xn41 = 1) = ¢ (on tire une boule noire qui est remplacée par une
blanche)

P(x,=2)(Xn41 = 2) = p (on tire une boule noire qui est remplacée par une
noire).

3. a) En utilisant la formule des probabilités totales, les résultats obtenus
précédemment donnent sans probleme :

0 ¢/2 0
A=11 p/2 ¢
0 1/2 p

b) On obtient :
x 1 est valeur propre de A (on le savait) , le sous-espace propre associé est
engendré par ' (¢2 2q 1);
* —q est valeur propre de A, le sous-espace propre associé est engendré par
(1 -2 1);

* g est valeur propre de A, le sous-espace propre associé est engendré par

"(—q —p 1)

c¢) La matrice A est diagonalisable et semblable a la matrice D =

2
¢ 1 —q
diag(1, —q, g) de matrice de passage diagonalisante P = | 2¢ —2 —p
1 1 1
1 00
Ona: U, =A"Uy=PD"P Uy — P|0 0 0 | P 1U,.
n—)oo
0 0 0
q
On trouve (sans calcul) : lim U, = 2 2

n—oo
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(ceci s’obtient bien sans calculs, car la formule prouve que la limite existe, on
voit alors directement qu’elle est invariante par A, i.e. propre pour la valeur
propre 1, et la somme de ses coefficients vaut 1)

Exercice 3.08.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, 4, P) et
suivant la loi normale centrée réduite. Soit Y = X2.

a) Montrer que Y est une variable aléatoire a densité dont on donnera une
densité.

b) Montrer que Y admet une espérance et une variance et déterminer ces
deux moments.

c¢) Quelle est la loi de %Y ?

2. On considére I’endomorphisme f de R3 dont la matrice relativement & la
2 -1 -1
base canonique de R3est A= [ -1 2 -1
3
-1 -1 2
Montrer que f est un projecteur orthogonal dont on précisera les éléments
caractéristiques.

—_

3. Un point M, extrémité d’'un vecteur V', est placé de fagon aléatoire dans
I'espace R3 rapport., muni de sa structure euclidienne canonique (on note ||. ||
la norme).

On suppose que les coordonnées (X1, X2, X3) du point M sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent chacune la loi normale centrée réduite.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire %HVH2 = %HOM 2.

b) Soit P le plan d’équation x + y + z = 0. On note D la variable aléatoire
égale a la distance de M au plan P. Montrer que D est une variable aléatoire
a densité et en donner une densité.

¢) Quelle est la distance moyenne du point M au plan P ?

Solution

1. a) On a Y(Q2) = [0, 4+00[. Soit Fy la fonction de répartition de Y. Cette
fonction est nulle sur R* , et pour tout = > 0 :

Fy (@) = P(—y < X < /) = ®(ya) — O(— &) = 20(y/z) — 1,
en notant ® la fonction de répartition de X < N(0, 1).
On remarque que Fy est continue sur R (notamment en 0) et C! sur R*.
Y est ainsi une variable aléatoire a densité dont une densité est donnée par
dérivation :
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1 —z/2 :
——e sixz >0
fY(UU) = { V2Tx
0 sinon

b) E(Y) = E(X?) = 1 (variance de X) et E(Y?) = E(X') = 3,
d’ou V(Y) = 2 (soit en faisant une intégration par parties dans l'intégrale

oo
/ t3xtp(t) dt, soit en revenant & l'intégrale de t2fy (t) et a la fonction T,

o
soit parce que 1’on se souvient de la notion d’aplatissement (ou kurtosis) pour

une loi normale!)
c) Soit Z = %Y qui est & valeurs dans R™.
Pour tout z > 0 : P(Z < z) = P(Y < 2z) = Fy(22).

Par dérivation, une densité sur R™ de Z est : fz(z) = 2fy(2z2) = L o= ot

\/7'['Ze

on reconnalit : Z suit la loi v(1/2).

2. On vérifie que A%2 = A. Ainsi, fo f = f et f est un projecteur. Comme la
matrice A est symétrique réelle f est un projecteur orthogonal.

On vérifie que Ker(f) = Vect(1,1,1). On a alors :
Im(f) = (Ker(f))* = {(z,y,2) e R}, 2 +y+2=0}
= Vect((1,-1,0),(0,1,—1)}.
Ainsi, f est la projection orthogonale sur Vect((1,—1,0),(0,1,—1)}) par-
allelement a Vect(1,1,1).
3. a) Soit V = OM = (X1,X2,X3). On a alors :
SV =2 x2 + Ix2+ 1X3 < 1(3/2) (stabilité de la loi gamma).

2 2
b) Par définition : D =d(V,P) = || f(V) =V = ||(id — ) (V)]
X1+ X0+ X3
Comme (Ig—A)V:% Xi+Xo4+ X3 |,ona:
X1+ X0+ X3
D? = 3x (X1 + X + X3)? = £(X1 + Xo + Xy)? ot D = %p{l + X5+ X3

On a donc D(2) = R*. Soit Fp la fonction de répartition de D.
e Pour z < 0, Fp(x) =0.

e Pour x > 0, par indépendance des X; et stabilité , X; + Xs + X3 < N(0, 3)
et

1
X1+ X2+ X3) — N(0,1).
\/5( ' ? ) 1)
Donc : Fp(x) = P(—z < ‘(1+\/%+ 2 <x)=29(z) - 1
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Fp est continue sur R (notamment en 0) et de classe C! sur R*. Ainsi D est
une variable aléatoire a densité dont une densité est donnée par :

fo(t) =2p(t) sit >0 et 0 sinon.

¢) La distance moyenne du point M au plan P est donnée par I'espérance
de D. la convergence de l'intégrale est sans probleme et :

+o0 +oo
_ 2 —t2/2 g, 2 [ . —t?/217to0 /2
tfp(t)dt = —=— te dt = — e =4/
/o /o () \/%/o \/%[ }O T

Exercice 3.09.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire définie sur
cet espace, discrete a valeurs strictement positives qui admet une espérance
et une variance. L’'image de X est notée X () = {x1,...,zp,...}.

1. Soit A € A. On note 14 la variable aléatoire qui vaut 1 si w € A et 0 sinon.
a) Pour tout z,, € X(Q), comparer P(14xX = x,) et P(X = x,).
b) Montrer que la variable aléatoire 1 4xX admet une espérance.
E(14xX)
BE(X)
2. Dans cette question seulement, on suppose que X suit la loi de Poisson de
parametre A > 0. Soit I’évenement A = (X € 2N). Calculer P(A) et Px(A).

On pose désormais : Px(A) =

3. Soit (A, )nen une suite d’évenements incompatibles. Pour tout n € N, on

o0
pose B, = |J A;.
1=n

a) Pour tout n € N, montrer que : (E(anxX)>2 < EBE(X?) S P(4).

1=n

b) En déduire que Px est une probabilité sur (€2, .4).

Solution

1. a) Comme X est a valeurs strictement positives, tous les x; sont non nuls
donc :
P(14X =z;) = P(AN(X =;)). Or AN(X = x;) C (X = x;). Par croissance
de Pon adonc: P(14X =x;) < P(X = ;).

b) Comme (14X)(Q2) C {0} U X (), quitte & enlever un terme nul, il suffit

de montrer la convergence absolue de la série >z, P(14X = x,).
n
Cette convergence découle du théoreme de comparaison pour les séries car

I'inégalité de la question précédente et la positivité des x,, donnent :
0< 2, P1aX =2,) <2, P(X =x,),
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et la série Yz, P(X = z,,) converge puisque X a une espérance.
n

o0 [e’e) k
2.0na: P(A)=>Y P(X=2k)=> e A2 '
k=0 =0  (2k)

De plus F(X) = A et comme P(14,X =n) = {P(on n) :galiinpalry
par définition de ’espérance on a :

_ 15 AN A A
P =X Z @R om = ¢ e

D’apres la formule de sommation de la série exponentielle, on remarque que :

P(A) + Px(A) = gjoe—kz—? — 1ot P(A) — Pyx(A) = 3 A (EA o

Done P(A) = £(1+e ) et Px(A) = 1(1—e ).

3. a) Comme X admet un moment d’ordre2, et qu’il en est de méme pour la
fonction caractéristique 1p, , l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

E*(X1p,) < E(X?)E(1}) = E(X?)E(1p,) = E(X?)P(B,)
< E(X?) 30 P(Ay).
b) x La positivité de Px est claire car les variables aléatoires dont on prend
les espérances sont positives.
*x Comme 10X = X, on a bien Px(Q2) = 1.

*x Soit (Ap)nen une suite d’événements incompatibles. D’apres les questions
précédentes, on a :

|5 Py(A) — Px (U A)| = | =L E[X(3. 14, - 130)}\ (définition de
i=0 (X) i=0
Pyx)
_ 1
= ME(XanH)
1 9 = .
S B(X) \/ PO 2, P
A

(le reste d’une série convergente tend toujours vers 0!)
o0
On en déduit que z:()PX(AZ-) = PX(Ufio AZ-) i.e. Px est o-additive donc
1=
additive.
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Exercice 3.10.

Soit N € N*.

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N et on extrait ces N boules
une a une sans remise. Pour i € [1, N], le numéro ¢ est dit bien placé si ce
numéro apparait lors du ™ tirage. On considére les événements :

* B; : «le numéro ¢ est bien placé ».

* En 1 ¢ «au cours de I'expérience exactement k£ numéros sont bien placés».

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P).
1. Les événements By et By sont-ils indépendants ?

2.Pour 1 <j< Netl<i <ipg<---<i; <N, calculer la probabilité de
I’événement :

Ai17i27"'7i

; = « les numéros i1, iz - - - i; sont tous bien placés»

N ,
On admet que P(Eng) =1 — > (—1)71 > P(Ai, iz,wi;)
j=1 i15ig,i€[1,N]tels que
1<iq <ig<<ij <N

i o (=1
3. En déduire que P(En,) = > 7
Jj=0 ’

4. Montrer la relation : P(En k) = %P(EN_;.C’()).

5. Pour k fixé, montrer que la suite (P(En x))n>0 est convergente. On note
pr sa limite. Montrer que la suite (pg)ren définit une probabilité sur N et
reconnaitre la loi correspondante.
= (=1
6. Pour n € N, on pose : S5,, = +—. Montrer pour tout p € N :
§=0

@ [

4!
Sopt1 < Sopy3 < = < Sopya < Sop

En déduire, pour tout n € {0,---, N} :

- N -
j:O|P(EN,J) pjl < (N+1—n)!
Solution
_ _ W=D 1
1. P(Bl)—P(BQ)— 'N' —Net
P(B; N B,) = (N]\—”2). _ N(Nl_ 5 7 # : les événements B; et Bs ne

sont donc pas indépendants.
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2.5it < Netl<ip<ig<---ij<N,ona:

— 7!
P(As, iy,...i;) = P(Byy N---By;,) = % (il reste a placer les autres!)

3. Sij est fixé, il y a (7) fagons de choisir les j éléments i,...,%; de la
formule admise et la probabilité précédente ne dépend que de j, mais pas des
éléments choisis. Ainsi :

P(Enp)=1- ﬁ (—1)1—1(N) XM —1— g: (_1)j—1l — % (_.1.)j

j=1 J

4. On a Card(En ) = (]]X) Card(EN_k,0) (on choisit les k éléments que I'on

fixe et on «dérange» tous les N — k autres). Donc :

P(Eny) = W — (V) Card%]!v_m)
A —
_ (J;’ ) (N — k)! PJ&EN_;C 0) _ % P(Ex—t0)

—F (- ) 1.1

On reconnait dans la famille (px)ren la liste des probabilités afférentes a une
loi de Poisson de parametre 1.

6. On est en présence d'une série alternée dont le terme général décroit en
valeur absolue et de somme 1/e. On a classiquement :

1
Sopt+1 < S2pr3 < 5 < Sapra < Szp

: ) _1_qg . — = L
On a alors, si on note : R,, = o Sy !R | < |Sh — Snal (n+1)!
ol - Vopl =L 1
Dou : |P(En,;) —pjl = |j!(e Sn—j)| = | SN il < TN =+ 1)
et en sommant :
n n w 1 e
P(En,; S il
]§O| (Evs) =il < ];O]'( _J+1) (N_n+1)'J§0~7' (N —n+1)!

Exercice 3.11.
1. Soit f: R+ R la fonction définie par f(z) = Ae®e ", avec A > 0 fixé.
a) Prouver que f est une densité de probabilité sur R.

b) Soit U une variable aléatoire a densité définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), de densité f et V =exp(U) . Déterminer la loi de V.

c) Soit T une variable aléatoire sur (€2,.4, P) de loi uniforme sur ]0,1][.

ln(—ln—T

Démontrer que la variable aléatoire W = ;\ ) a méme loi que U.
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2. Soient X | Y et Z trois variables aléatoires sur (2, A, P) mutuellement
indépendantes, de méme loi exponentielle E(A). (A > 0 fixé).

a) Rappeler les valeurs de 'espérance et de la variance de X.

b) La variable X + Y peut-elle suivre une loi exponentielle ?

c) Soit S = X +Y + Z. Montrer que S admet une densité et déterminer
une densité de S.

3. Soit (e1,e2,e3) la base canonique de R3 et u ’endomorphisme de R3 de
matrice relativement a cette base :

M(a,b,c) = ,(a,b,c) € R3

o o R
o O e
o o

on note s =a+b+c.
a) Déterminer Ker(u) et sa dimension.

b) A quelle condition sur (a,b,c) la matrice M(a,b,c) est-elle celle d’un
projecteur ?

¢) Démontrer que si s = 0, alors M (a, b, ¢) admet 0 pour seule valeur propre.
Est-elle diagonalisable ?

d) Démontrer que si s # 0, M(a, b, c) est diagonalisable.
4. Soient X , Y et Z trois variables aléatoires définies sur (£2,.4, P) mutuelle-
ment indépendantes, de méme loi exponentielle £(A).

a) Déterminer la probabilité que la matrice M(X,Y, Z) ne soit pas diago-
nalisable (M est définie dans la question précédente).

b) Calculer la probabilité que M (X,Y, Z) ait une valeur propre supérieure
al.

Solution

1. a) La fonction f est continue, positive et par intégration «a vue» :

b
/ f(x) dr = [_ e—)\ew}z — e—)\ea _ e—)xeb
a oo

Avec lime” =1et lim e* =0, il vient : f(x) dx converge et vaut 1.
z—0 T—+—00

Ce qui prouve que f est bien une densité de probablhte sur R et on obtient
au passage

/ fx)de =1—e" Ae?

) La variable aléatoire V' = exp(U) admet R% pour support, soit Fy sa
fonctlon de répartition. On a :
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Inv

Vo >0,Fy(v) =PV <v)=Plexp(U) <v) =PU < lnv)=1—e"°
=1—e\.
Ainsi V suit la loi exponentielle de parametre \.

c¢) Pour tout réel w, on a :

P(W <w) = P(In (- thT) <w)=P(-BL <ev) = P(InT > —)e?)

=P(T>e?")=1—e*" (car T suit la loi U 1)
Les deux variables aléatoires W et U ont méme fonction de répartition, elles
ont donc méme loi.

2. a) Comme X — E(\),ona: E(X)= % et V(X) = %
b) Par linéarité de 'espérance E(X +Y) = % et par indépendance de X et

Y,onaV(X+Y) = % Si X +Y suivait une loi exponentielle, son parametre

serait p = % car E(X +Y) = % et sa variance serait alors %, ce qui n’est

pas le cas, donc X + Y ne suit pas une loi exponentielle.

c¢) La variable aléatoire A\X suit la loi £(1), donc la loi v(1). Par stabilité
des lois gamma, on sait que A\(X +Y + Z) est une variable aléatoire a densité
suivant la loi v(3). Une densité fg de S est donc :
0 six <0

— 2
Js(@) = { )\3%e_>‘x six >0
3.a) Si(a,b,c) = (0,0,0) alors Ker u = R3 et sinon Ker u est le plan d’équation
r+y+z=0.

b) On a [M(a,b,c)]?> = (a + b+ c)M(a,b,c), donc M(a,b,c) est la matrice
d’un projecteur si et seulement si a + b+ c = 1.

c) Sis =0,onaM?=0cet0 est la seule valeur propre possible de M.
Comme M n’est pas inversible, 0 est effectivement valeur propre et M n’est
diagonalisable que si M =0, donc si a =b=c=0.

d) Si s # 0, le vecteur w = (a, b, c) est non nul et est vecteur propre de u
associé a la valeur propre non nulle s = a + b + ¢, car u(w) = sw.

D’autre part, le plan d’équation z+y+ 2z = 0 est le sous-espace propre associé
a la valeur propre 0, donc la somme des dimensions des sous-espaces propres
est ad hoc et u (ou M) est diagonalisable.

4. a) M(X,Y, Z) diagonalisable <= (X,Y,Z) = (0,0,0) ou X +Y + Z # 0.
Or P((X,Y,Z)=(0,0,0)) =0et P(X +Y + Z # 0) = 1 puisque la variable
S=X+Y + Z est a densité continue donc ne charge pas les points. On en
déduit que M est quasi-certainement diagonalisable.
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b) La valeur propre non nulle de M(X,Y,Z) est S = X +Y + Z lorsque S
est non nul.

2

et a 'aide d’intégrations par parties successives, cette probabilité vaut :

(%2 + A+ 1)6_’\

+oo 2
La probabilité que cette valeur propre soit supérieure a 1 est / AL _e= ATy
1

Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires permettant de modéliser cet exercice sont
définies sur un méme espace probabilisé (2, 4, P).

Soit n € N*. On dispose d'un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6.

Un joueur A lance le dé 6n fois. On dit qu’il gagne s’il obtient au moins n fois
la face 6. Un joueur B lance le dé 6(n + 1) fois. On dit qu’il gagne s’il obtient
au moins (n + 1) fois la face 6.

Le but de 'exercice est de déterminer qui a le plus de chances de gagner.

On note X,, le nombre de fois ou B obtient la face 6 au cours des 6n premiers
lancers, Y le nombre de fois ou il obtient la face 6 au cours des 6 derniers
lancers et on pose X, 11 = X, +Y.

1. Quelle est la loide Y ?
2. Montrer que
6
PXpm2n+1)=PX,>2n)+ > [P(Xp,2n+1-71)— P(X, 2n)|PY =r).
r=0

3. a) Montrer que pour k € [0,4], P(X,, =n—k—1) < P(X,, =n—k).
b) Montrer que Vr € [0, 6],
PX,>2n+1-r)—P(X,>2n) < (r—1)P(X,, =n)

4. Conclure.

Solution
1.Y — B(6,1/6).
2.0n a:

6
P(Xpy12n+1)= 3 P(Y =7)Py=p)(Xny1 2 n+1)
r=0
6

=2 PY=r)P(Xp,2n+1-7)
r=0

et on fait apparaitre I’expression demandée :
P(Xn+1 > n -+ 1)
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= iP(Y =r)(P(Xp,2n+1-r)—P(X, =>n))+ i P(Y =r)P(X, > n)

r=0 r=0

= iP(Y:fr)(P(Xn >n+1-—r)—P(X,>n))+ P(X, >n)

3.a) xSin—k—1<0, le résultat demandé est banal.
*Sin—k—12>0, a fortiori n — k > 0.

Or on a, pour i € [0,6n] : P(X,, = i) = (GZTL) (L))

Donc pour k compris entre 0 et 4 tel que n — k —1 > 0, il vient :

P(X, =n—k) () ()" ()
P(Xp=n—k—1) (5 )(Ln—k=-1(2)sn+k+1
_ (6n)! X(n—k—l)!(fm—i—k—l—l)!xlxﬁ
 (n—=k)(5n+k)! (6n)! 675

Ce qu’il fallait :
PX,=n—-k—-1)<P(X,=n—k)
b) x Pour r=0: P(X,, >2n+1)— P(X, >n)=—-P(X, =n).

*Pourr=1: P(X, >n)— P(X, >n)=0.

*Pourr=2:P(X,, >2n—1)-P(X,, >n)=P(X,, =n—-1) < P(X, =n)
Les inégalités demandées sont donc banales.
Pour r € [3,6], on écrit :
PX,>2n+1—r)—P(X,>n)

=PX,=n—-1)+Plap,=n—-2)+---+PX,=n+1-r)

et cette somme comporte r — 1 termes tous majorés par P(X, =n — 1) (par
itération de I'inégalité vue en 3. a)), donc a fortiori par P(X,, = n)

Finalement, pour tout r € [0, 6] :
PX,z2n+1—-r)—P(X,>2n)<(r—1)P(X,, =n)

4. On a donc :
P(Xns 2 n+1) = P(Xy 2 n) = Y P(Y = 1)(P(X, > n+1—1) = P(X, > n))

< 26: PY =r)(r—1)P(X,=n)=PX,=n)EY —1)

Or E(Y)=1et donc P(X,41 > n+1) < P(X,, > n) : c’est celui qui lance le
moins de dés qui a le plus de chances de gagner.
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Exercice 3.13.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (€2, .4, P), indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre
1.

On définit la suite de variables aléatoires (Y;,),>1 par Y7 = X et pour tout
entier n > 1 :

Yoj1=Y, + %HXn—l—l

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire %Xn ?

2. a) Déterminer une densité f, de Ys.

b) Les variables alétoires Y,, et X 41 sont elles indépendantes ?

1
n—+1
c) Déterminer une densité de la variable aléatoire Y;,.

3. En déduire que Y,, et Z,, = sup(X1, Xa,...,X,) suivent la méme loi.

4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (%)n>1'

Solution

1. La variable aléatoire %Xn suit la loi exponentielle de parametre n.
—x . _2 .

2. a) On pose fl(x):{e S}$>Oet g(z) = 2e™ " s¥x>07
0 sinon 0 sinon

alors la variable aléatoire Yo = Y; + %Xg = X1 + %Xg est une variable a

densité, de densité notée h, avec pour x > 0 :

+oo T
h(z) = filz —t)g(t)dt = / e~ (#1272t dt = 2e7%(1 — ™ ?)
oo 0
. 0 sixz <0
Ainsi : h(z) = {2e‘x(1 e ) siz >0
n—1 n
b)Ona:Y, =5 Vie1 —Y) +Y: = 3 Lx,. Donc ¥, et —— X, 4,

sont indépendants (lemme des coalitions).
¢) On montre par récurrence que Y,, est de densité
—x Az \n—1 :
ho(z) = 4 1 (1—e"7) STSL’ZO
0 sixz <0
En effet :
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— La propriété est vraie aux rangs 0 et 1.

— Si la propriété est vraie au rang n, alors comme Y, 11 = Xnt1+ Y,

1
. n+1
au rang suivant :

pour x >0 :

hnt1(z) = / (n+ 1)e~ (D@ pe=t(] — e=t)n=1 g
0
= (n+ 1)e‘<”+1>$/ ne™ (1 —e )1 dt
0

= (n+ 1)6_(”“)9”/ nef(et —1)" 1 dt
0

= (n4+1)e” ("2 (e — )" = (n + 1)e *(1 — e ®)"
Ce qui montre que la propriété est héréditaire et on conclut par le principe
de récurrence.

3. Déterminons la loi de Z,,.

Pour x réel : P(Z, <z)=P(([X; <z]) = 'E[1 P(X; <z) = (F(z))

i=1
Une densité de Z,, s’obtient alors par dérivation et :

_ et —e)" "t siz >0
/2, () { 0 siz <0

n

Yo - 15~ Xk Ajpsi -
4.0nan—nz . Ainsi :

(il est inutile de connaitre la valeur de C, mais on peut savoir qu’elle vaut
2 /6)
L’inégalité de Tchebicheff permet d’écrire, pour § > 0 donné :

lim P(|Y,/n— E(Y,/n)| >0) = 0. De plus ngrfoo E(Y,/n)=0.

n——+oo

Soit € > 0 donné. Alors :

Il existe Ny tel que pour n > Ny, P(|Y,,/n— E(Y,/n)| > §) < e/2 et il existe
N5 tel que pour n > Ny E(Y, /n) < e/2.

Par l'inégalité triangulaire, on a l’inclusion :
{w e Q/|Y,/n—E(Y,/n)| <d§/2} U{w e Q/|E(Y,/n)| < §/2} C{w e Q/|Y,/n| <}

, . Y 1y 2
on conclut en passant aux complémentaires que 7” tend en probabilité vers

0.
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Exercice 3.14.

1. Etudier les variations de la fonction n:x+— —xlnx sur |0,1/e[.

On note £ l'ensemble des variables aléatoires X a densité définies sur un
espace probabilisé (€2, A, P), admettant un moment d’ordre 2 et telles qu’une

densité f de X soit continue strictement positive et vérifie : x — 22 f(z) est

bornée sur R. On pose, alors :
+oo

HX)=—| @) (f(x))ds

2. Soit X € £. Montrer que H(X) existe.
3. Soit Y, , une variable aléatoire de loi normale d’espérance p et de variance
o?. Soit g, » une densité de Y,, 5.

Vérifier que Y), , appartient a & et calculer H(Y), ).
4. Soit X € £ de densité f. Pour tous réels ¢ > 0 et u > 0, on pose
+oo
Kpuo(X) = In (L@ ) gz
o (X) . f(x) n(gu,a(x)) T

a) Montrer que cette quantité est bien définie.

b) Montrer que pour tout @ € R%, on a —Ina > 1 — a; en déduire que
K/J“7O'(X) 2 O'

c) En déduire que H(X) < H(Y,,5), ot m = E(X) et s> = V(X).

Solution

1. n est continue sur ]0,1/e], dérivable sur ]0,1/e[, de dérivée n'(x) =
—Inz — 1 > 0, donc 7 est strictement croissante sur 0, 1/e] d’image ]0,1/e].

2. On pose M = supz?|f(x)|. Pour |z| > vMe, on a : |f(x)] < M2 < % et
R x
par la question précédente :

J@)nf@)] < g (55)] = olam)
Ainsi 'intégrale de fIn f converge tant pour la borne —oo que pour la borne
+oo. Comme il n’y a pas de probléeme intermédiaire (fIn f est continue sur
R), on conclut a 'existence de H(X).

_(z—p)?
e 202

1

ovV2m
On sait que | |1im 2?9, -(x) = 0 pour tout p. Puis connaissant l'intégrale
x|—+o0

3. On prend : g, »(2) =

d’une densité et 'intégrale définissant une variance, il vient :
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HY, ) = —/+Oog“7g(:c)( _@op? —Inov2r)dx —|— Inov2m

oo 202

a) On a : fln(gf )= fInf— fx (u — In(ov/27)), qui est donc

combinaison de fonctlons intégrables sur R.

b) On sait que In(1 + x) < z, donc —Ina > 1 — a et pour a = ng,L()x)’ il
x
vient :
Gp.o(T)
—f(2)"575 2 f(2) = guo (@)
f(z) g

En intégrant sur R, on obtient :

" /() o e
K,-(X)= f(z)In (ﬁ)dl’ > f(z)dx — / Guo(x)dr =0

—o00 Jo,u\T —o00 —00

c) Pour p =m et o = s, il vient

+o0
Hx)< [ s )((2—2)+1n(s 2m)de < L +Insv/2r < H(Y,,)

Exercice 3.15.

Soit a € RY.

La roue d’une loterie est représentée par un disque de rayon 1, dont le centre
O est pris pour origine d’un repere orthonormé. Cette roue est lancée dans
le sens trigonométrique, 'angle (exprimé en radians) dont elle tourne avant
de s’arréter est une variable aléatoire, notée U. On suppose que U suit la loi
exponentielle de parametre a.

La roue porte une marque M, qui, au départ, est située au point de coor-
données (1, 0) et qui, apres 'arrét de la roue, se trouve au point de coordonnées
aléatoires X = cosU, Y =sinU.

400 400
1. Soient I = / e ™cosudu, J = / e~ " sinu du.
0 0

a) Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.
b) A Taide d’intégrations par parties, que l'on justifiera, établir deux
relations liant I et J. En déduire les valeurs de [ et J.

c¢) Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y.

2. Un joueur gagne a cette loterie si, a 'arrét de la roue, 'ordonnée de M
vérifie la relation : Y > 5
a) Calculer la probabilité, notée p(a), que le joueur gagne.
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b) Déterminer Clbgr(l) p(a).

Solution

1. a) Montrons que les intégrales I et J sont absolument convergentes. On
effet, on peut écrire :

|cosu.e™ | < e ™ |sinu.e” | L e %
—+ o0
et / e~ du existe.
0

b) En utilisant A > 0 et des intégrations par parties sur [0, A], intervalle ou
les fonctions sinus, cosinus et exponentielle sont de classe C'*°, il vient :

A
I(A) = / cosu.e”% du = sin A.e 7% + a(1 — cos A.e7%) — a2I(A)
0

A
J(A) = / sinu.e” du = —asin A.e”? + 1 — cos A.e™* — a2 J(A)
0

En prenant la limite lorsque A tend vers I'infini, les fonctions sin et cos étant
bornées sur R, il vient :

I=a—d%l, J=1—a?J

Donc
—_a _ _ 1
1+ a?’ 14+ a?
c¢) Par le théoréme du transfert :
+0o0o 9
E(X):E(COSU):/ cosu.ae” % du = al = —& 5
a 1 +a

+0o0o
E(Y)=E(sinU) = / sinu.ae™ " du = aJ = —%—
a 14+a

2. a) Le joueur gagne si et seulement si sinU > 1/2 soit si et seulement si
U € [r/6,5m/6] (mod 27). Donc :

00 0o 57 /6+2km

pla) = > P(%—l—2k7r<U< %T—I—Wm) = > a.e” % dt

k=0 k=0Jw/6+2km

—arn/6 e—a571'/6

_ i (e(~m/6-2km)a _ o(~5m/6-2km)a) — €

P 1 — e—27ra
_ e—CL7T/6 1— e—2a7r/3
o 1— e—27ra
b) Lorsque a — 0, comme e~ %" = 1 — ax + o(z) au voisinage de 0, il vient :

- 1
lim p(a) = 3
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Exercice 3.16.

Soit p € ]0,1] \{1/2}. On pose ¢ = 1 — p. On considére une piece biaisée
pour laquelle la probabilité d’obtenir Face est p et celle d’obtenir Pile est q.
Lors d’une succession de lancers, une excursion est une séquence de lancers
consécutifs qui renvoient le méme résultat (et encadrée par deux lancers
donnant le résultat contraire sauf pour la premiere et la derniére excursion).
Par exemple, dans la séquence « FFFFPPFPPFF ) représentant les résultats
successifs d’une série des 10 premiers lancers , il y a 5 excursions, la premiere
«FFF» est de longueur 3, la deuxieme « PP » est de longueur 2, la troisieme
« 'y est de longueur 1, la quatrieme « PP » de longueur 2 et enfin la derniere
est de longueur 2.

Pour n € N*, on note R,, le nombre aléatoire d’excursions présentes au cours
des n premiers lancers.

Pour tout j € N*, on note I; la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat du
(7 + 1) lancer est différent de celui du 7™ et qui vaut 0 sinon.

1. Exprimer R,, en fonction des variables aléatoires (I;).
2. Déterminer I'espérance E(R,,).

3. a) Calculer I'espérance de I 1.

b) Les variables aléatoires I; et I;1 sont-elles indépendantes ?

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le couple (j,¢) € (N*)?2
pour que I; et I, soient indépendantes.

4. Calculer la variance de R,,.

converge en probabilité vers un réel

5. En déduire que la suite (%)%N*

a préciser.

Solution

1. En remarquant que le premier lancer détermine la nature de la premiere
n—1

excursion, on obtient : R, =1+ > I;.
Jj=1

2. Avec des notations évidentes et par incompatibilité et indépendance :
P(I; =1) = P(FjPj41 U PjFj1) = 2pq
Donc E(I;) = 2pq et par linéarité de 'opérateur espérance :
E(R,)=1+2(n—1)pq

3. a) I 15 est le produit de deux variables de Bernoulli, donc est aussi une
variable aléatoire de Bernoulli et :
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E(I1I;))=P(1I;=1)=P((I1=1)NI; =1)) = P(PLF3P3 U F1 P, F3)
= pgp + qpq

E(I113) = pa(p + q) = pq

En fait, pour tout j, on a de méme E([;1;41) = pq
b) D’autre part E(I;) = P(I; = 1) = 2pq.
Les variables de Bernoulli I; et I;; sont indépendantes si et seulement si :
P((I; =1)N(Ij+1=1)) = P(I; =1)P(Ij41 = 1)
Ce qui équivaut & pg = (2pq)? ou encore a p € {0,1/2,1}, ce qui a été exclu
par hypothese.
I; et I;41 ne sont pas indépendantes.

c) Les variables aléatoires I; et I, sont indépendantes si et seulement si
-2
En effet, la condition est nécessaire (question précédente) et elle est suffisante
car I; est fonction de X et de X ;11 et I, est fonction de Xy et Xy, donc le
résultat est une conséquence du lemme des coalitions.

4. En utilisant les questions précédentes et en regroupant les espérances
clairement égales :

B((, ~ 1) = B(E. 1))

=(n—1EUf) +2(n-2)E(Ii]I2) + ((n - 1)* = (n — 1) — 2(n — 2)) E(I1 I3)

=n-1)E(L)+2n—2)E(L L)+ ((n—1)?—=(n—1)-2(n-2))E(L)E(I3)

=2(n — Dpg+2(n —2)pg + [(n — 1)* = (n — 1) — 2(n — 2)](2pqg)*

=2(2n — 3)pq + 4((n — 1)% — 3n + 5)p?¢>

Ainsi :

V(R,) =V(R,—1)=22n—-3)pg+4((n—1)? = 3n+5)p?¢> — (2(n — 1)pq)*
V(R,) = 2(2n — 3)pg — 4(3n — 5)(pq)?

6. On a ElR,—1] _ 2pq. De plus, d’apres 'inégalité de Tchebychev,
R,—1 FER,—1 VR, —1 V(R, 2(2n — 3)pq
P(| n_ | n ]|>5)< (an ) ézg)g ( n252)
Ainsi, (%)n converge en probabilité vers 2pq.

Exercice 3.17.
1. Montrer que la fonction f définie sur R par :

0 sixz <0
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est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,4, P) de
densité f.

On pose pour tout u réel, ¥(u) = E(e “X), ot E désigne I'opérateur
espérance.

2. a) Montrer que ¥ est bien définie sur R, continue et dérivable sur cet

intervalle. Calculer W’.
400
b) Montrer que / e t/2qt ~  Llewiz,

u (u—+o00) u
c) Déterminer les variations de W.
d) Déterminer lim W(u) et lim W(u).

u——400 U——00

+oo
e) L’intégrale / U (u) du est-elle convergente ?
0

3. Soit Y = e~¥. Montrer que Y est une variable aléatoire sur (£, A, P).
Donner une densité de Y.

Solution

1. La fonction f est positive, continue par morceaux sur R et :
400

400 400
flayde = /2 / 24z = |21 / /24 = 1
(o) 0 —00

+oo
2. a) L’intégrale / e uTe=T /2y st convergente pour tout réel u, car
0

2 —ux,—x2/2

lim x%e
r——+00

_ 2 too 2 2,2 +eo _ 2
E(e uX) — Z e UT—I /de — Lou /2 e (x+u) /2d$
TJo T 0
9,2 Foo 2
= \/je“ /2/ et /2dx

Q u

La fonction ¥ est bien définie sur R, continue et dérivable sur R comme
produit de fonctions continues et dérivables et :

“+o0o
W' (u) = \/g(ue“2/2/ et/ 2y — 1)

u

e = 0. On peut donc appliquer le théoreme de transfert et :

b) Pour u > 0, on utilise une intégration par parties :

+o00 +o0 .2 +oo 42
/ e_t2/2dt:/ te=t/2d dt = ¢ v —/ £ t2/2dt

et :



120 ESCP Europe 2015 - Oral

—+o00o —t2/2 400 400
/ € oAt < %/ e /24t = o(/ e_t2/2dt)
u U= Jy

u

Ainsi : N
S —u2/2
o=t /20t e v/
(u—4o00) U

u
¢) Pour u < 0, on a ¥'(u) < 0 et pour u > 0, la question précédente donne :

2 teo 2 oo —12/2
ue" /2/ et/ 2dr — 1 = —ue" /2/ € — <0
u u t

Ainsi la fonction U est-elle décroissante sur R.

d) Par la question b), au voisinage de +oo, ¥(u) a un équivalent de la forme
C et lim U(u) = 0.
U U—r~+00
w’/2 donc lim ¥ =

— o0

Au voisinage de —oo, ¥U(u) a un équivalent de la forme Ce
+00.

e) L’équivalent trouvé en d) montre que l'intégrale proposée est divergente.

3. Y est une variable aléatoire comme fonction continue d’une variable
aléatoire X. On a Y (Q2) = |1, +o0[ et pour = > 1

PY<2)=PleX*<2)=P(X>—-In(z))=1- Fx(—Inxz)

0 sizx <1
Une densité de Y est donc : fy(l’) = { lf (—lnx) siz>1
21X

0 six <1

fy(z) = { \/Ele—ln2(w)/2 sixz>1
7'('%

Exercice 3.18.

On dispose de n variables aléatoires indépendantes (n > 2), notées X1,..., X,
de méme loi de Poisson de parametre 6 inconnu (6 € |0, +o0[) et définies sur
le méme espace probabilisé (2,4, P). On souhaite estimer exp(—6).

On définit pour tout i élément de [1,n] la variable aléatoire Y; par :

1 siXi(w)=0
Yi(“’)_{o si X;(w) £0

Onpose?nz 1 > Y.
ni3

1. a) Pour tout i élément de [1,n], donner la loi de Y;.
b) Quelle est la loi de nY,, ? Que vaut 'espérance E(Y,,) ?

c¢) Calculer la variance V(Y;,). Conclusion ?
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k
2. Pour tout k élément de [1,n], on pose S = >  X;.
i=1
a) Pour tout k élément de [1,n], rappeler la loi de Sj.

Pour tout entier naturel j, on pose ¢(j) = P(g,=;)(X1 = 0).

b) Montrer que pour tout entier naturel j, on a : ¢(j) = (1 — —)j.
On peut ainsi définir Uestimateur : ¢(S,) = (1 — %)S“

c) Montrer que ¢(S,) admet une espérance et que E(¢(S,)) = exp(—0).

d) Montrer que ¢(S,,) admet une variance et que

V((Sn)) = exp(—20) (exp (£) —1).
Conclusion ?

3. On souhaite ici comparer les «performances» de Y, et ¢(S,) en tant
qu’estimateurs de exp(—#0).

a) On admet que pour tout n € N*, exp (n o o

Montrer P'inégalité : V(p(S,)) < V(Ya,).
b) Comparer les risques quadratiques de Y,, et ©(S,,).

Solution
1. a) Pour tout i € [1,n], Y; suit une loi de Bernoulli, et on a
P(Y; = 1) = P(X; = 0) = exp(~).
Donc Y; < B(e™?).
b) Comme les X; sont des variables aléatoires indépendantes, il en est de
meéme des variables aléatoires Y;, et donc, d’apres le cours, on en déduit que

nY, = > Y; < B(n,e?).
=1

(3

Ainsi, E(

S|

;nlYi) = exp(—0).
¢) V(Yo) = #V(fj Vi) = e (1 —ef) = Le0(1 - ),

2. a) Sk est une somme de variables aléatoires de Poisson, indépendantes,
donc suit aussi une loi de Poisson, de parametre k6.

b) Pour tout j entier naturel, on a :
p(j) = Ps,=j(X1=0) =
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Seulement, comme X; est indépendant de Y X;, qui suit d’ailleurs une loi
i=2
de Poisson, P((n — 1)0), on obtient :
P((S, =j)N(X1=0)) =P(X1 =0)xP( Y X; =)
i=2
J! '

=€

N : NS Y
Ainsi, on a bien ¢(j) = (1 n) :

c) D’apres le théoreme de transfert, ¢(S,) a une espérance si et seulement
si la série > (1 — %)jP(Sn = j) converge absolument.

Or =
X (1= ) P(Sn =) = X P((8 = )N (X1 =0)) = P(X; = 0)
= exp(—0)

Dopnc : E(p(S,)) =e?.
d) De méme, ¢(S,)? a une espérance si Y. ((1— %)j)2P(Sn = j) converge.
j=0
Ce qui est bien le cas encore une fois, puisque pour N € N :

> (1= DYy — e S (1= Lol ks e (~2+ 1))
j=0 n j' 5=0 n j' N—o0 n )

Donc, ¢(S,) admet une variance, qui vaut :

V(o(Sn)) = B(p(Sn)?) — E(#(Sn))? = exp(—20) [exp (L0) — 1]

3. a) De exp (%) < eXI;(e) + B ~ 1, on déduit :

V(@(Sa)) — V(Ya) = exp(—26) [exp (L6) — 1 - R0 1] g
Donc, on obtient V((S,,)) < V(Y,).

b) Puisque (S,) et Y, sont sans biais, on en déduit que le risque
quadratique est égal a la variance, et donc que le risque quadratique de Y,
est plus grand que celui de ¢(5,,).

Exercice 3.19.

Les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P). Soit A et pu deux réels strictement positifs.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant une loi
exponentielle de parametre A\ > 0 et Y suivant une loi exponentielle de
parametre g > 0.
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On définit les variables aléatoires I et Z par : I =inf(X,Y) et Z =|X - Y.

1. Reconnaitre la loi de [.

2. Montrer que X —Y est une variable aléatoire a densité, dont on déterminera
une densité. En déduire que Z est une variable aléatoire a densité et en donner
une densité.

3. Montrer que Z admet une espérance et calculer F(Z).

4. Montrer que E(IZ) — E(I)E(Z) = 0 (on pourra considérer S = sup(X,Y’)
et on remarquera que Z = S — I).

Solution

1. Soit x véel, PU<z)=1—P(I>z)=1—-P(X >z2)Nn((Y > x)).

X et Y étant indépendantes, on a: P(I < z)=1— P(X > z)P(Y > x).
On note F7 la fonction de répartition de I.

— Vz <0, Fr(xz) =0.
V2 0, Fy(e) = 1— (1— (1— e M) (1 = (1 — %)) = 1 — - Ovhu,

Ainsi I suit la loi exponentielle de parametre (X + ).

2. X et Y sont indépendantes donc X et —Y aussi. Une densité de X est
bornée sur R donc (produit de convolution), X —Y est une variable aléatoire

a densité dont une densité fx_y est définie par :
+o00
Vz €R, fx_vy(z) = fx(z—1t)f-y(t)dt

ou fx et f_y sont des densités respectives de X et —Y. Comme il est facile

de voir que t — fy(—t) est une densité de —Y, il vient :
+oo
Vz eR, fX_y(I) = fx<$ — t)fy(—t) dt

— On suppose = < 0.

fx—v(z) = / e ME=t) ekt dt = )\,ue_m/

xT

e+t gy — Y/ eh

- - At
— On suppose = > 0.
0 0
fx_y(z) = / e Mzt ekt gt = )\,ue_m/ e+t gt — )\—):i_&ue_)‘m

F; désignant la fonction de répartition de Z, il vient :

-V <0,Fz(x)=0
—>VJZ'ZO,F2($):P<—$<X—Y<JL’):FX_§/(QT)—FX_)/(—QT)

(Fx_y désignant la fonction de répartition de X —Y)
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Comme fx_y est continue sur R, Fx_y est de classe C! sur R et F est de
classe C! sur R?.
Enfin :

Ve >0, fz(z) = fx—y(@)+ fx_v(—2) = /\)fu (e™AT 4 e7HT)

et bien entendu on prend Vz < 0, fz(z) = 0.

400
3. Comme / re ™ dx est convergente de valeur % (soit en intégrant
0

par parties, soit en revenant a l’espérance d’une variable suivant une loi
exponentielle), on en déduit que Z admet une espérance, avec :

B(Z) = 535G + o)
4.0na:S+I1=X+Y,onremarque que Z =5 —1et XY =15, d’ou par
indépendance de X et Y :

E(I1Z)=E(IS—-1?)=E(XY)—-E(I?>) = E(X)E(Y) — E(I?)
E(X)E(Y)—-V(I)— E(I).
. _1.1 1 1 N4
S B = X T B T O +ﬂu)2

1 N T
et comme E(I) = )\—|—,LL et E(Z) = m, il vient COV(I, Z) = 0.

Exercice 3.20.

On considére une suite de variables aléatoires (X,,),en+ définies sur le méme
espace probabilisé (2,4, P) indépendantes et suivant toutes la loi exponen-
tielle de parametre 1.

n
Pour tout n € N*, on pose Y,, = >  Xj.
k=1

1. Donner la loi de Y,, et préciser son espérance.
2. a) Pour tout réel strictement positif A, calculer p(A) = In (E(e *n=EXn))y),

b) Montrer que VA > 0, p(A) < %)\2.
3. a) Etablir que pour tout réel A strictement positif et tout réel x strictement
positif, on a :

P(E(Y,) =Y, >z) < e M@te(V)

b) Montrer que Vz > 0, P(E(Y,) — Y, > z) < e=o’/2n,
4. On considere la commande scilab suivante : n=input (’entrez la valeur
de n :’)

Ecrire une commande scilab a la suite de celle-ci, qui permet de simuler la
variable aléatoire Y,,.
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Solution

1. Comme la loi exponentielle est la loi (1), alors, par stabilité de la loi
gamma, on sait que Y, suit la loi y(n) et on a : E(Y,,) = n.

n—1 n—1
2. a) Tout d’abord, on a : e_/\(t_”)ﬁe—t — e\ (rf— 1)'6—(1+/\)t.
' thrl

On sait, par croissances comparées (1+X > 0) que lim e~ 1+t —

t=+oo (n —1)!

)

ce qui prouve que :
t?’L—l

(14Xt — 1 t2

e 0

(=11 (tmrgoey ")

Fo0 n—1

On en déduit, par la regle de Riemann que l'intégrale / (n%l)'e_(hq)t dt
Fo0 n—1 ' .

converge, et par suite, 'intégrale / he““‘)t dt est aussi conver-
O - .

gente.

—)\(Yn—E(Yn)))

Par conséquent, E(e existe et par le théoreme de transfert, on

a .

t?’L—l

+0oo
E(e—)\(Yn—E(Yn))) _ e)xn/ ( e—(l—i—A)t dt
0

n—1)!
Le changement de variable v = (1 4+ \)¢ donne :

Ele—AYn—E(Yy)) e oe un ! —u g e

Des lors, on a : o(A) = An —nln(1 + ).

2 2
b) On pose h(A) = p(A) — % =An—nln(l1+\)— % La fonction h est

dérivable et on a :

2
YA> 0,/ (\) =n— SV —

_n _ —

I+A I+ A

Par conséquent h est strictement décroissante sur R* et comme A(0) = 0, on
conclut que h est négative, ce qui signifie :

2
YA > 0,0()) < -

3. a) Comme A est strictement positif, on a :
P(E(Yy) =Yy 2 x) = P(=A(Y, — E(Yy)) > Az)

Comme de plus, la fonction exponentielle est une bijection strictement crois-
sante de R vers R’ , on obtient :

P(E(Y;,) =Y, > ) = P(eMENn)=Yn) > eAz)




126 ESCP Europe 2015 - Oral

En appliquant alors I'inégalité vue a la premiere question, on déduit :
P(E(Y,) =Y, > z) < e M E(eMEXn)=Yn))

D’aprés la définition de ¢, on a : P(E(Y,) =Y, > z) < e AT¢lY),

nA?
En utilisant la question 3. b), on en déduit : P(E(Y,) —Y, > ) <e T 2~

b) En choisissant A = % qui est bien strictement positif, on trouve

finalement :
112
PEY,) -Y,>x)<e 2n
4. On peut proposer : y=sum(grand(1,n,’exp’,1))

Exercice 3.21.

On lance indéfiniment une piece de monnaie pour laquelle la probabilité
d’obtenir Pile est p € ]0, 1] et celle d’obtenir Face est ¢ = 1 — p. Pour r € N*,
on note X le rang d’apparition du ™ Pile et Y le nombre de Face obtenues
avant l'obtention du r*™¢ Pile.

1. a) Déterminer la loi de X.

b) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
¢) Montrer que X admet une variance et la calculer.

2. a) Déterminer la loi de Y. On dit que Y suit la loi BN(r,p).

b) Montrer que Y admet une espérance et une variance que ’on calculera.
x
3. Calculer / tF=1 dt. En déduire que :
0 o
Ve el0,1], Y & = —In(1 — z)
p=n K

4. On suppose que Y suit la loi BN(2,p). Soit Z = Y;-i—Q

Prouver 'existence de I'espérance de Z et calculer sa valeur.

5. On suppose que Y suit la loi BN(1,p). Soit Z une variable aléatoire a
valeurs dans N telle que, pour tout n € N, la loi conditionnelle de Z sachant
que (Y = n) est réalisé, est la loi uniforme sur [0,n]. Montrer que Z admet
une espérance et la calculer.

Solution

1. a) On a X(Q) = [r,+oo[. Pour tout k& > r, [X = k| est réalisé si et
seulement si, au cours des (k — 1) premiers lancers, on a obtenu (r — 1) piles
et on a obtenu le ™ pile lors du k"¢ lancer.
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Si 'on note T' la variable aléatoire comptant le nombre de piles au cours des
(k — 1) premiers lancers, alors T'— B(k — 1, p).
Comme les lancers sont indépendants, on en déduit que

[ k—1\ , o,
P(X=k)=PT=r=1p=(,_1)r ¢ p=(,_1)rd

b) On peut écrire X comme la somme de r variables aléatoires indépendantes
X; suivant chacune une loi géométrique de parametre p, X; mesurant le temps
d’attente du i pile suite a I’apparition du précédent. On calcule alors E(X)

par linéarité de l'espérance : E(X) = > F(X;) = T‘x%.
i=1

. . . . P k—1
[Variante : X admet une espérance si et seulement si la série ) k(r B 1) pr gt est
k=r

absolument convergente.

kE—1
Or, k(r _ 1) = r( i) En reconnaissant une série géométrique dérivée convergente,
on a donc :k
00 -1 00 L rp”
k( )quk:—'r — Tpr ( )qk:—'r — P _ T

¢) De méme : V(X) = ;V(Xi) = ;—g [On pourrait aussi passer par

E(X(X +1)) en faisant encore apparaitre une série géométrique dérivée, mais
le calcul est alors plutdt long]

2. a) On constate que Y = X —r. D’on, Y (Q2) = N et pour tout k € N :
k

Py =k =Px=ktr= ("1 g

b) CommeY =X —r, E(Y)=E(X —r)=E(X)—r = %q et
VY)=V(X -r)=V(X)="1.

b
X
k
3. Soit x € [0,1] et soit n € N*. Comme / th=1dt = %, on a, par linéarité
0
de l'intégration :
> = Z/tk_ldt: Ztk—ldt:/ Tt
k=1 k=1J0 0 k=1 0 -
1 Ty
=— n(l—x)—/o T3t
X X
t" 1 ngp_ 1 g™t
Or, pour tout = € [0, 1], |/O 1_talif| < 1—:5/0 t"dt = =7 nF1 n_}éoO.

En faisant tendre n vers +oo dans la formule précédente, on en déduit que

<k
> % = —In(1 — x).
k=1
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4. D’apres la formule de transfert pour ’espérance, Z admet une espérance si
et seulement si la série ) LP(Y = k) converge absolument.

k+ 2
1 _k412k_ 2k pq°

En utilisant la formule trouvée a la question précédente, on obtient

2 1 R I A R N AL N IS oA
> 5P (Y =k)=p Zq——z——p—— = —a
=y k+2 =5 ¢ =k +2 1—gq 2(k:1k )

\ p’ P
Dou: E(Z) = Z k—|—2P(Y k) = +q 5 In(p) + =a+q—21n(p)

p_
q
5.0n a Y (Q2) = N. De plus, pour tout k € N, P(Y = k)

pour tout entier n € N, E(Z |Y =n) = g

On applique alors la formule de ’espérance totale avec le systeme complet
d’événements de probabilités non nulles ([Y = n]),en.

= pq”. Par hypothese,

Ainsi, Z admet une espérance si et seulement si la série > F(Z | Y =n)P(Y =

n) est absolument convergente.

Or, fjoE(Z 'Y =n)P(Y =n) = i%P(Y:”) ==L =41,



4
Option B/L

Exercice 4.01.

Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1

2
Sur la planete €, les individus ne peuvent avoir que 0,1 ou 2 enfants, avec
les probabilités respectives 1 — 2p, p et p et ceci indépendamment les uns des
autres.

On considere un individu A et on veut étudier en fonction de p la probabilité
d’extinction de sa lignée.

On note X, le nombre aléatoire d’enfants de A, X5 le nombre aléatoire de ses
petits-enfants et, plus généralement pour tout n de N*, X,, le nombre aléatoire
de ses descendants a la n“"® génération.
1. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par la relation : f(x) = pz?+px+(1—2p).
On considere la suite u = (uy)pen définie par :
up=0et Vn € Nyu,11 = f(uy)

Montrer que la suite u est convergente. Déterminer sa limite en fonction de
la valeur de p.
2. a) Déterminer la probabilité de I’événement (X; = 0).

b) Déterminer, pour n € N*, P(X,,+1 = 0) en fonction de P(X,, = 0).

c¢) Déterminer, en fonction de p, la probabilité d’extinction de la lignée de
A. Interprétation ?
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Solution

1. On a f'(x) = p(2z + 1), donc f est strictement croissante sur [0, 1] d’image
[1 — 2p, 1] contenue dans [0, 1]
Ceci prouve que la suite (u,) est bien définie, a valeurs dans [0, 1].
La croissance de f montre que (u,) est monotone et
w1 = flug) = (0) =1 —2p >0,
donc la suite u est croissante.

Croissante et majorée cette suite converge et sa limite ¢ est un point fixe de

f.

FUO) =0 = pl2 4 pl+1—2p =0 pl—1)(+2L=L)—pem =1
oul— L=2p
p
. 1 1—-2p 1 . .
* 9510 <p< 3 alors = -2+ v > 1 et la suite u converge vers 1 qui
est la seule limite acceptable.

* Si % <p< l, alors /1 = 1 _pr € 10, 1] et il faut faire attention. ..

Comme ug = 0 < ¢1, on a uy = f(ug) < f(¢1) = 1, ...et par récurrence la
suite u est croissante et majorée par f1, ce qui prouve qu’elle converge vers
lq.

2.a) P(X1=0)=1-2p.
b) Par la formule des probabilités totales :
P(X,41=0)=P(X; =0)+ P(X1 = 1)Px,=1)(Xnt41 = 0)
+P(X1 = 2)Px,=2)(Xn41 =0)
— Si on réalise (X; = 1), alors on prend un nouveau départ avec un enfant

unique et la descendance a la génération (n + 1) de A est de cardinal O si et
seulement si la descendance a la génération n de son fils est de cardinal 0.

Soit : P(Xlzl)(Xn-l-l = 0) = P(Xn = O)
— Si on réalise (X; = 2), alors on prend un nouveau départ avec deux enfants
et la descendance a la génération (n+1) de A est de cardinal O si et seulement
si la descendance a la génération n de chacun de ses fils est de cardinal 0. Soit
par décalage et indépendance : Px,—9)(Xp41 = 0) = [P(X,, = 0)]*.

¢) Ainsi P(X,,11 =0) = (1 —2p) + pP(X,, = 0) + pP(X,, = 0)?
Ainsi, en posant p, = P(X,, =0),onap; =1—-2p, et Vn=>1,p,11 = f(pn)-
Par conséquent p,, = u,, et :

%, lim P(X,, =0) =1 :il est quasi-certain que la lignée de A
n—oo
s’éteindra un jour ou l'autre.

—Si0<p<
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.1 . o 1 —=2p
—>Sl3<p,nh_>rr;oP(Xn—O)— n

< 1 :1il se peut que la lignée s’éteigne
mais ce n’est pas sur !

(On peut remarquer que l'espérance du nombre d’enfants d’un individu
quelconque est 3p, on peut donc interpréter le phénomene en termes de

position par rapport a 1 de l'espérance du nombre d’enfants de chaque
individu. .. )

Exercice 4.02.

Soit (Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
normale A(0, 1) définies sur ’espace probabilisé (2, B, P). Pour tout n de N*,

n

on pose S, = Y Xp.
k=1

1. a) Donner la loi de U,, = %

b) Soit § € R* . A 'aide de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev déterminer
lim P(|22] > 5).
n

n— o0

+o0
2. a) Montrer que pour § > 0, P(‘%} > 5) = ,/2?”/ et /2 g4
é

b) Montrer que pour 6 > 0 :

+oo
P(|22] > 8) = /2 et /2 [ omu/C@memud gy,
n nm 0
+oo

+oo
c) Déterminer la limite : lim (/ e du — / e_”Q/(Z")e_“‘Sdu).
0 0

n—oo
d) En déduire un équivalent de P(‘ %| > 5), lorsque n tend vers 'infini.

3. Comparer les résultats obtenus dans les questions 1. b) et 2. d).

Solution

1. a) On sait que S, suit la loi N (0,n) et % suit la loi N(0, %) (ne pas
oublier que — dans le programme — le deuxiéme parametre est la variance).
b) Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebichef :

P(|%\ > §) < VOn/m) _ 1

52 = > 0

nd? n—oo

2. a) Comme % suit la loi normale N (0,1/n), on peut écrire :

S, T e
P(\7|>5):21/%/6 e /2t
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b) Le changement de variable affine u = ¢ — § donne

+oo
P(|52] > 6) = [ Ze o2 /O e~/ (B gy

c¢) On écrit :

“+o0 +oo ) +oo )
/ e~ "dy — / e~ u /(2n)g—ud gy — / e (1 —e /M) du
0 0 0

1 +oo
< 2,—ud
< 55 ; ue”"du

~% < x. La positivité étant évidente, la limite

car pour tout x > 0 : 1 —e
cherchée est donc nulle.

d) Par la question précédente, lorsque n tend vers +oo :

S, (2 nise [ [ e
P(}7|>5)~ %e 5/2/0 e Wy = %GT

3. On remarque que 1’équivalent obtenu en 2.d) tend vers 0 beaucoup plus
rapidement que la majoration obtenue dans la question 1.b) par I'inégalité de
Tchebicheft.

Exercice 4.03.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. On note L(E) 'ensemble
des endomorphismes de F, et pour tout f € L(E), et pour tout k € N*,
fF=fofo---of, (k termes dans la composition).

Soit f € L(FE). On dit que f est une homothétie, lorsqu’il existe A\ € K, tel
que pour tout x € E, f(x) = Ax.

1. Dans cette question, on suppose n = 2.

a) On suppose que f n’est pas une homothétie. Montrer qu’il existe x dans
E tel que (z, f(x)) soit une base de E. Quelle est la forme de la matrice de f
dans cette base ?

b) Soit C(f) = {g € L(E),gof = fog}. Vérifier que C(f) est un sous-espace
vectoriel de L(FE).

c) Si f est une homothétie. Montrer que C(f) = L(F) et déterminer sa
dimension.

d) Si f n’est pas une homothétie.

i) Montrer que pour tout g € C(f), il existe (a,3) € K2, tel que
g=oaldg + Bf.
ii) En déduire que C(f) est de dimension 2.

e) Montrer que (Idg, f, f?) est une famille liée dans L(E).
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2. Dans cette question, on suppose n = 3. Soit f € L(E) tel que f3 = 0 et
f2#0.
a) Montrer qu’il existe = € E, tel que (z, f(), f2(x)) est une base de E.

b) Montrer que g € L(E) commute avec f si et seulement si g €
Vect(Idg, f, f?).

Solution
1. a) Raisonnons par contraposée.
Supposons que, pour tout = € E, la famille (z, f(x)) est liée.

Choisissons (e1,e2) une base de E. Il existe donc deux scalaires A, et A,
tels que f(e1) = Ae,e1 et f(ea) = Ae,e2. De méme, comme E est un
espace vectoriel, e; + ea € E, donc, il existe un scalaire A, 4., tel que
flen+e2) = ey yey (€1 + €2).

Or par linéarité de f, on a aussi, f(e; +e2) = f(e1) + f(e2) = Aeye1 + Ae, 2.
Puisque (e1, e2) est une base, par unicité de I’écriture d’un vecteur dans une
base, on en déduit que 'on a A¢, e, = Aoy = Aey (= A). Ainsi M(¢, e\ (f) =

(8 2) et f est ’homothétie de rapport .

On en déduit que si f n’est pas une homothétie, il existe x € E tel que la
famille (z, f(x)) soit libre, donc une base de E, puisque dim(F) = 2.

Dans cette base, la matrice de f est de la forme <(1) Z), ou a et b sont des

scalaires.
b) Puisque C(f) est le noyau de 'application linéaire
L(E) = L(E),g—gof—fouy,
c’est un sous-espace vectoriel de L(E).
¢) Si f est une homothétie, clairement C(f) = L(E), et donc dim(C(f)) = 4.

d) i) Soit g € C(f). Puisque (z, f(x)) est une base de E, donc une famille
génératrice, on peut trouver deux scalaires « et 3 tels que g(z) = az+ 5f(x).
On considere I'endomorphisme de E, h = aldg + ff. Comme C(f) est un
espace vectoriel, h € C(f). De plus, g(x) = h(x), donc g(f(z)) = f(h(x))
et ainsi, g(f(x)) = h(f(x)). Les deux applications linéaires g et h sont alors
égales sur la base (z, f(x)) donc on a : g = aldg + Bf € Vect(Id, f).

ii) Réciproquement, toute combinaison de Id et f commute avec f.

Ainsi, C(f) = Vect(Id, f) est de dimension 2, car f n’étant pas une ho-
mothétie, la famille (Idg, f) est libre.
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e) Le cas ou f est une homothétie est évident. Si f n’est pas une homothétie,
on remarque que f? € C(f), tout comme Idg et f. L’espace vectoriel C(f)
étant de dimension 2, la famille (Idg, f, f?) est donc liée.

2. a) Puisque f2? # 0, il existe donc x € E tel que f?(z) # 0.
Soient Ag, A1, Aa trois scalaires de K tels que Aoz + A1 f(x) + X2 f2(x) = 0.
En appliquant f? & cette derniere relation on en déduit

Mo =0et A\ f(z) + Xaf?(z) = 0.
En appliquant alors f, on en déduit que A\; = 0 et Ao f%(x) = 0, puis Ay = 0.
Ainsi, (z, f(x), f?(x)) est une famille libre de E.
Or dim(E) = 3, on a donc : (z, f(z), f?(z)) est une base de E.

b) Soit g un endomorphisme de E qui commute avec f.

On pose g(z) = az-+AF(2)+f2(x). Tl vient que g(f(x)) = af (2)+B2(), et
g(f?(z)) = af?(x). En considérant ’'endomorphisme h = aldg +Bf+~f?, on
en déduit comme dans la premiere partie que g = h, donc g € Vect(Idg, f, f?).

De plus, f commutant avec tout élément de Vect(Idg, f, f?), on conclut :

C(f) = Vect(Idg, f, f*)

Exercice 4.04.

Une urne contient des boules vertes et des boules blanches indiscernables au
toucher. La proportion de boules vertes est p, avec 0 < p < 1. On effectue une
succession indéfinie de tirages d’une boule de cette urne, les tirages ayant lieu
avec remise.

1. On note V (respectivement B) le nombre aléatoire de tirages justes
nécessaires pour obtenir la premiere boule verte (respectivement blanche).

a) Quelles sont les lois respectives de V et B 7

b) Les variables aléatoires V' et B sont-elles indépendantes 7

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages a partir du premier
amenant le méme résultat que le premier résultat et Y la variable aléatoire
égale au nombre de tirages amenant alors le résultat contraire.
Par exemple, et avec des notations évidentes, si on obtient la succession de
résultats VVVV BBV ..., on réalise 'événement (X = 4) et 1’événement
(Y =2).

a) Déterminer la loi de X. Montrer que X admet une espérance que 1’on cal-
culera. Quand cette espérance est-elle minimale ? Admet-elle un maximum ?

b) Déterminer la loi de Y. Montrer que Y admet une espérance que 1’on
calculera.
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c¢) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution

1. a) V suit la loi géométrique de parametre p et B la loi géométrique de
parametre ¢ = 1 — p.

b) P(V=1)Nn(B=1)) =0%# pqg =PV =1)P(B = 1), les variables
aléatoires V' et B ne sont pas indépendantes.
2. a) X prend ses valeurs dans N* et, avec des notations évidentes :
P(X=k)=P(WVVo...VixBry1UB1Bs...BpVii1)
Soit, par incompatibilité et indépendance :
Vk e N* P(X = k) =piq+q°p

La convergence des séries rencontrées étant connue, X admet une espérance,
et :

E(X)= Y k(*q+q"p) =pg 3. (kp* ' + k") =pg(L + &) =2+ L.
k=1 k=1 q P q p
— On a lim E(X) = lim E(X) = +o0o0 donc 'espérance n’a pas de maximum.

p—0 p—1

— Ona FE(X) = 1£p—|— 1;}9 = ¢(p) et ¢’'(p) = ﬁ, ce qui montre

que ’espérance est minimale pour p = 5
b) En procédant comme en 2. a), pour tout (i,7) € (N*)? :
+P(Bl .. BZ'VvH_l .. Vti—}—jBi—l—j—Fl)
Soit :
P(X=i)n Y =j)=p'dp+a'pg=p"'¢ +qp
Et, en écrivant dans la marge :

w . . . . . .
VjieN" PY =j)=> @*¢p '+ ¢t = PQ‘J]X% + q2p”zl9
=1

— 2.5—1 2,5—1
=P +qp
A nouveau les séries rencontrées sont réputées convergentes, donc Y admet
une espérance, et :

E(Y) = le(pij’l +¢*p’ ) =p2xé +‘12Xq_12 —?
j:

c)Ona: P((X =1)n(Y =1)) = p’¢+¢°p = pg, P(X = 1) = 2pq,
PY =1)=p*+¢ =1-2pq.
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* Si X et Y sont indépendantes, alors pg = 2pq(1 — 2pq), soit pg = i ou
encore p — p? = %, i.e. p= %

*Slp—q—% alors :

P((X =)0 (Y = j) = ()™, P(X =) = (
X et Y sont 1ndependantes.

)i et P(Y = j) = (5)7, donc

DNO|—
DNO[—

X et Y indépendantes < p =

DNO[—

Exercice 4.05.
Soit (an), (bn), (cn), (dn), (en), (fn), (gn), (hpn), (kn) des suites réelles.

an  bn  cp
Pour tout entier naturel n, on pose M,, = | d, e, fn
Dire que la suite de matrices (M,), converge signifie que les neuf suites
précédentes convergent et si 'on appelle a, b, c,d, e, f,g,h, et k leurs limites

a b c
respectives, on appelle M = | d e f | la limite de (M,),.
g h k
0. Soit P € M3(R). Montrer que lim PM, = PM et li_)rn M, P=MP.
n—oo n (e @]

On considere les deux matrices suivantes :

1 -1 0 0 0 1
A=1-1 1 O0|leeB=|0 0 -1
0 0 2 1 -1 -1

Pour tous réels a et b, on pose M, , = aA+bB et on note £ = {M,p; (a,b) €
R2}.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

2. a) Exprimer A%, AB, BA, B? comme combinaisons linéaires de A et de B.

b) Montrer que le produit de deux matrices de F est encore une matrice de
FE et que la multiplication dans E est commutative.

3. a) Montrer que : B3+ B2 — 2B = 0.
b) Montrer que B est diagonalisable.
c) Montrer que tout vecteur propre de B est un vecteur propre de A.

d) La matrice A est-elle diagonalisable 7

4. Soit M, une matrice de E.
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a) Déterminer les valeurs propres de la matrice M, ; en fonction de a et b.
La matrice M, ; est-elle diagonalisable ?

b) Existe-t-il des matrices de F inversibles 7

n

_ 1
5. Pour tout n de N, on pose S,, = k:z::O H(

converge et déterminer les valeurs propres de la limite S de (S,,).

M, )%, Montrer que la suite (S,,)

Solution

0. Clair.

1. E est le sous-espace de M3(R) engendré par A et B. Comme A et B sont
non proportionnelles, (A, B) est une base de E qui est donc de dimension 2.
2. a) On trouve A2 =2A,B> = A - B, AB= BA =2B.

b) Grace aux calculs précédents :
My px Mg = (2ac+ bd)A + (2ad + 2bc — bd) B
M axMyp = (2ca + db)A + (2¢b + 2da — db) B

Ainsi F est stable par multiplication, et la multiplication dans F est commu-
tative
3. a) On sait que : B2 = A — B, donc B> = BA— B?> =3B — A. D'ou :
B3+B?-2B=3B—-A+A—-B-2B=0
b) Soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associé. On a :
0=(B3>+B?-2B)X = (M + X2 -2\)X =0et
AA—=1)(A+2) =0 (car X #0)

Par ailleurs, on trouve :

1 1 1
Ey(B)=Vect | 1 |, E1(B)=Vect | —1 |, E_3(B) = Vect | —1
0 1 —2

Donc B a bien trois valeurs propres et est diagonalisable.

c) On a A= B? + B, donc :
BX = )X = AX =N+ )X

Les vecteurs propres de B sont donc bien vecteurs propres de A.

d) Ainsi A est diagonalisable avec la méme matrice de passage P diago-
nalisante et on peut méme préciser en suivant le calcul des valeurs propres
associées :

1 1 1
A=PDP !t avecP= |1 —1 —1] et D =diag(0,2,2).
0o 1 =2
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4. a) M, = aA+bB = aPdiag(0,2,2)P~! + bP diag(0,1,—2)P~!
Ainsi : M, , = Pdiag(0,2a + b,2a — 2b) P~
Ce qui prouve que M, ; est diagonalisable.

b) M, n’est jamais inversible car 0 est valeur propre de M, .

5.5, = kz—:o %(Ma,b)k’ = Pdiag(uy,, vn, wn)P_1

n k n _ k
avec U, = 1, v, = > Metwn: > M,domc:
k=0 k! k=0 k!
lim S, = Pdiag(l,e?¢t? e20-20)p-1

n—oo
et le spectre est en évidence.

Exercice 4.06.

André dispose d’une piece de monnaie biaisée qui donne Pile avec la proba-
bilité p € ]0, 1[. Durant ses congés a Tambov, il décide de passer ses journées
a visiter les 3 musées principaux de la ville que nous numéroterons musée 1,
musée 2 et musée 3. A partir du deuxiéme jour, chaque matin, André décide
de son programme de la journée en fonction de son programme de la veille et
en lancant sa piece de monnaie. Il suit la procédure suivante :

* Si, la veille, il a visité le musée 1 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 1. Sinon, il visite le musée 3.
* Si, la veille, il a visité le musée 2 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 2. Sinon, il visite le musée 1.
* Si, la veille, il a visité le musée 3 et la piece est tombée sur Pile, il poursuit
sa visite du musée 3. Sinon, il visite le musée 2.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (€2, A, P).

Pour tout entier naturel n non nul , on note X,, le numéro du musée visité
par André le jour n.

Enfin, on suppose donnés des réels a,b,c tels que P(X; = 1) = a, P(X; =
2) =bet P(X; =3) =c, avec a, b, ¢ positifs ou nuls et de somme égale a 1.

P(X,=1)
Pour tout entier naturel non nul n, on pose U, = | P(X, = 2)
P(X, = 3)

1. Déterminer une matrice M, telle que pour tout n € N*, U,,41 = MU,,.

2. On pose J =

_— O O
o O =
o = O
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Déterminer les valeurs propres et les vecteurs colonnes propres de J. En
déduire que M est diagonalisable et préciser une matrice inversible P et une
matrice diagonale D telles que M = PDP~1.

3. Montrer qu’il existe un triplet (a, b, ¢) et un seul, que 'on déterminera, tel
que la loi de X,, ne dépende pas de n.

4. Dans le cas général, que dire des suites (P(X,, = 1))pen+, (P(X), = 2))nen-
(P(X,, = 3))nen+ lorsque n tend vers l'infini ?

Solution

1. D’apres I’algorithme choisi et la formule des probabilités totales :
P(Xnt1=1) =pP(X,, =1) +¢P(X, =2)
P(Xn1 = 2) = pP(Xn = 2) + ¢P(X, = 3)
P(X,41=3)=pP(X, =3)+q¢P(X, =1).

p q O
Ainsi: Upy1=10 p q | U,.
q 0 p

2. La résolution du systeme JV = AV, avec A € C et V € M3 1(C) est
classique :

1 J
on trouve : specJ = {1,4,j%} et E1(J) = Vect | 1 |, E;(J) = Vect | j* | et
1 1
j2
E;2(J) = Vect | j
1

IV &
Ainsi J = PDP~ ! avec: P= |1 352 j | et D=diag(l,j,j?).

1 1 1
On remarque que M = pl3 + qJ, donc M est diagonalisable via la méme

matrice P de changement de base et M = PAP™! avec A = diag(1l,p +
aj,p + q5°)-

a

3. Soit (a,b,c) satisfaisant les conditions de ’énoncé. Alors, [ b | est un
c

vecteur colonne propre de M associé a la valeur propre 1. Or, comme ¢q # 0,

1
cet espace est de dimension 1 et est engendré par le vecteur | 1
1
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Comme, de plus, a+b+c = 1, alors I'unique vecteur satisfaisant les conditions

$(1,1,1),

de I’énoncé est le vecteur
4.0n a :

U, = M"~'U; = PA"'P~'U; = Pdiag(L, (p+ ¢j)" %, (p + ¢j*)" 1) P~ 1T,
On a |p+ qj| < |p| +1q|lj]l < p+ ¢ =1 et il ne peut y avoir égalité dans
cette inégalité triangulaire que si p et (1 — p)j sont positivement liés, ce qui
est absurde car p € ]0,1[. Ainsi [p+ ¢j| <1 et de méme [p+ ¢j%| < 1

(on peut aussi faire le calcul de ces modules ... ).

Ceci prouve que U, a une limite lorsque n tend vers I'infini, cette limite étant
P diag(1,0,0)P~1U;.

On peut alors conclure en calculant P!, mais on peut se dispenser aussi de
ce calcul, car sachant qu’il y a une limite L, la relation U,4+; = MU, donne
L =ML et donc L (c’est une colonne!) est la solution de la question 3.

Les trois suites convergent vers %

Exercice 4.07.

n!
Pour tout a > 0 et tout n € N, on pose ay, (o) = ———.

n

[T (a+ k)

k=0
1. Montrer que la suite (a,(a))nen est strictement monotone.

2. Montrer que la suite (a,(a)),en est convergente. On note £ sa limite.

3. Déterminer la nature de la série > [In(an+1()) — In(a,(«))]. En déduire
n>0
que ¢ = 0.

4. Pour tout a > 0, soit X, une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle
de parametre a.. On pose Y, = 1 — e~ Xe,

a) Pour tout n € N, montrer que Y, admet un moment d’ordre n, noté
my (o) = E(Y).

b) Trouver une relation simple entre m,, (a4 1) et my41(«).

c¢) Prouver que m,(a) = aa,(a).

5. Montrer que, pour « > 2, la série > a,(«) est convergente.
n>0

Solution

1. La suite (a,(@))nen est strictement décroissante car a,(a) > 0 et

ant1(@) _ _n+1
an(a) a+n+1 '
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2. La suite (ay(a))nen est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

3.0n a:

In(an41(e)) —In(a, (@) =1In (#—;—L—ll—l) =In (1 — ﬁ) (;;) — <

Par théoreme de comparaison avec la série harmonique (de signe fixe) la
série diverge. Comme c’est une série a termes négatifs, ses sommes partielles
In(a, () — In(ag(a) tendent vers —oo, d’ou, par passage a la limite dans
an(a) = eman(@) ona: ¢ =0,

87

4. a) Par théoreme de transfert cela revient a montrer la convergence absolue
(mais ici tout est positif) de 'intégrale /Jrooae_o‘t(l - e_t)n dt.
Ici la convergence résulte du théoreme d(ze comparaison car : 0 < ae” (1 —
e )" <ae et /+Ooae_°‘t dt converge.

0

b) Par intégration par parties (préparée en écrivant e~ (@+t1Dt = e=ate=1t),

pour tout A > 0, on a :

) —t\n+1
/0 (a+1e e (1 —e )] dt = [(O‘ + Deﬂt%]j
A —t\n+1

Enfaisant tendre A vers +o0o on obtient :

(0t 1) = &b qimn i (a)

¢) On montre par récurrence sur n > 0 la relation : Va > 0,m,(a) =
aan(a).

— mo(a) = E(1) =1 et ap(a) = é donc c’est bien parti.

— L’hérédité est claire car m,(a + 1) = g—_—Hm"H(O‘) et ap(a+1) =
nLHanH(a).

D’ou la conclusion.

5. Pour a > 2, d’apres la relation de récurrence et d’apres la question 1, on
a:

—1 — 2 —1
0<ay(a)= g—_'_lanﬂ(a —-1)= g_'_ ng_'_ 1an+2(04 —2) = o(1/n?),

car apyo(a —2) — 0 (question 3). D’ou le résultat par théoreme de

n—00
comparalson sur les séries.

Exercice 4.08.

Soit (ay)n>0 une suite réelle et (b, ),>0 une suite complexe.
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Pour tout n > 0, on note :
n

n
S, = ZakbketBn: Zbk

k=0 k=0
1. Démontrer que pour tout n > 1 :

n—1

Sn = Y (ar — ap41)Br + an By,
k=0
2. On suppose dans cette question que la suite (B, )nen est bornée et que la
suite (a,)nen est décroissante de limite nulle.

a) Montrer que la série de terme général (ar — ax11) est convergente.

b) En déduire que la série > a,b,, est convergente.
n>0

3. Applications.

a) Soit a > 0. Quelle est la nature de la série =07 7

«
n>1 TN

n .
b) Soit 6 € ]0,7] et o > 0. Calculer pour tout n > 1, > 9,
k=
En déduire la nature des séries ) M et SO 2 29)
n>1 T n>1 TN

6 € 10, w]. Retrouver le résultat de la question 3. a).

Uy

, pour a > 0 et

Solution
1. Bien évidemment b, = By — Bi_1 qui reste vérifié pour by en posant
B_1=0.

On a alors, pour tout n € N* :
n

Sp= > apby = > ar(Br — Bp—1) = >_ axBr — > axBi—1
k=0 —

k=0 k=0 k=0
n n—1 n—1
= >, axBr — Y ar1Br = ) (ag — agy1)Bi + a,n By,
k=0 k=0 k=0
n—1
2.a)Onapourn>1: > (ax —axr1) = ag — ay, de limite ag lorsqu n tend
k=0

vers I'infini : ceci montre que la série Y (ap — agy1) converge.

b) Soit M tel que Vn € N,|B,| < M. La série de terme général (ar —
ax+1) By est absolument convergente, puisque |(ar—ak+1)Bg| < M(agr—ag+1).
La suite (a,By,) tend vers 0. Ainsi la suite (.5,,) est-elle la somme d’une suite
convergente vers 0 et la somme partielle d'une série absolument convergente :
la suite (S,,) admet une limite lorsque n tend vers +oc.
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3. a) Ici, la suite (1/n®%),, est décroissante vers 0 (car a > 0) et si b, = (—1)",

, . -n" .. R
alors |B,| < 1. La série ) % converge. Cette série est méme absolument
n>1
convergente des que a > 1.

ind N kD 91 — e'm?
b) Avec b, =e"™ ona: B, = ) e =¢ 7 et
k=1 l—e
Bl< 2 _
| nl = ’1 _ ewl
La suite (1/n®),, est décroissante de limite nulle (car o > 0). On en conclut
inf i
que la série Y &— converge, donc que les séries > M et > sin(nf)
n>1 T n>1 N n>1 N

convergent.

«

On retrouve le résultat de la question précédente lorsque 6 = .

Exercice 4.09.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P).

On effectue des tirages au hasard dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n, avec n > 2.

Un tirage consiste a extraire une boule de 'urne, la boule tirée étant ensuite
remise dans 'urne. On note N la variable aléatoire égale au numéro du tirage
a lissue duquel, pour la premiere fois, on a obtenu une boule déja obtenue
auparavant.

1. Déterminer N (£2).
2. Pour tout k de [1,n], calculer P(N > k). En déduire la loi de N.

3. Montrer que E(N) = > P(N > k).
k=0

0 six <0
4. Soit F;, la fonction définie sur R par : F,(z) = {

-1+ L)%™ siz>0
a) Montrer que F;, est la fonction de répartition d’une variable aléatoire T,
a densité.

b) Montrer que 7T;, a une espérance et I’exprimer en fonction de E(N).

Solution

1. Il faut faire au moins deux tirages pour obtenir une boule déja tirée et,
au pire, on peut obtenir n numéros distincts lors des n premiers tirages et
le (n + 1)-éme donnera a coup stur un numéro déja obtenu auparavant. Les
valeurs intermédiaires étant toutes possibles, on a : N(Q) = [2,n + 1].
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2. L’événement [N > k| est «au cours des k premiers tirages, on a obtenu des
numéros tous distincts ».

Il y a donc n fagons de choisir la premiere boule, puis (n — 1) fagons de choisir
la deuxieme, ..., puis enfin (n—k+1) facons de choisir la k-eme, ce qui fait en
tout n(n —1)---(n — k + 1) cas favorables a la réalisation de cet événement.
Comme le nombre de cas possibles en k tirages est n* (nombre de k-listes
d’éléments choisis dans [1,n]), on a :

Ak 0 Sik;>7l+-1
P(N > k) ="p = —(n_n]i)!nk sSi0<k<n

On écrit alors :
P(N >k—1)=P(N =k)+P(N >k)et PIN=k)=P(N >k—1)—P(N >
k)

Donc :
f)fV::k::: n! o nJ — n! . -—k 1
( e Py S Sl ey Tl oy i § T Ul G i)
__ni(k—1)
(n—k+1)nf

(cette formule finale est valable pour & =1 et aussi pour k =n+ 1)

3. Résultat classique : il suffit d’écrire :

n+1 n+1
E(N)= > kP(N=k)= >, kP(N=k)= > k(P(N >k—1)—P(N > k))
k=2 k=2

k>2
On «coupe» la somme en deux et par décalage de 'indice dans la premiere
somme, on obtient le résultat.
4. a) Vérifions les points caractérisant la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité :

— La fonction F,, admet une limite nulle en —oco (évident) et égale a 1 en
+00 (croissances comparées).

— La fonction F), est continue sur R (on a bien raccordé en 0). Elle est de
classe C!, sauf peut étre en 0, et croissante, car pour tout > 0, on a :

fa(@) = F(@) = (1+ Z)re® — (14 L)n—leme = L(1 4 L)l 5 0

b) Pour tout réel A positif, a I'aide d’une intégration par parties, il vient
A A
[t = w0 - I+ [0 )
0 0

+oo
Or Alir_{l A(1 — F,,(A)) = 0 (croissances comparées) et / (1 — F,(t))dt
— 100 0

converge puisqu’au voisinage de +00, on a 1 — F,(t) ~ %t”e_t. Finalement :
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E(T) = 3 ot = BOV)

Exercice 4.10.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme v de FE

est appelé un projecteur lorsque u? = uou = u.

Soit p et ¢ deux projecteurs tels que poq = gop. On pose f = p+qet g = pogq
1. Montrer que les valeurs propres éventuelles d’un projecteur appartiennent
a {0,1}.

2. Montrer que g est un projecteur.

3. a) Montrer que si x est un vecteur propre associé a la valeur propre A

de f, alors x est un vecteur propre de g et déterminer la valeur propre
correspondante.

b) Quelles sont les valeurs propres possibles de f? Montrer que —1 n’est
pas valeur propre de f.
4. a) Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker pnKer ¢ # {0}.
b) Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im pNImgq # {0}.

Solution

1. Soit p un projecteur, a une valeur propre de p et x un vecteur propre associé

a la valeur propre a.

pop(z) =p(r) <= a*z =axr <= ala— 1)z =0 < ala— 1) = 0 car z # 0.

Donca=0oua=1.

20na:gog=(pog)o(pog)=(qop)o(pog)=qo(pop)og=qopogq
=(qoq)op=qop=g.

3. a) Soit A une valeur propre de f et x un vecteur propre associé a la valeur

propre A. On a : f(z) = Az = p(x) + q(z)

De plus f2(x) = N2z = p*(x) + ¢*(x) + 2p o q(x) car p et ¢ commutent.

Donc : A2z = p(x) + q(z) + 2g9(x) = \x + 2¢g(x).
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AN — 1)
2

x et comme z est non nul, on conclut.

AN — 1) AN — 1)

b) Or g est un projecteur, donc — s = 0 ou 5
équivaut a A € {—1,0,1,2}.
Supposons que —1 est une valeur propre de f. Soit x un vecteur propre associé
a la valeur propre —1.

f@)=-z = fa)=2 = f(x)+29() =2 = g(z) ==

Donc g(z) =

= 1 ce qui

Mais f(x) = —z s’écrit p(x) + q(z) = —x, d’ott g o p(x) + q(z) = —q(x), soit
g(z) = —2q(x) et donc x = —2q(x).
Ainsi —% serait valeur propre de g ce qui n’est pas raisonnable. Donc :
spec(f) € {0,1,2}

4. a) x Si Kerp N Kerq # {0}. Soit x € Kerp N Kerq avec x # 0. Alors
p(z) =q(z) =0et f(z) =0. Donc z € Ker f et Ker f # {0}.
* Si 0 est valeur propre de f, alors il existe x # 0 tel que f(z) = 0 et donc
g(z) = 0, d’apres 3. De plus, p(z) + q(x) = 0, donc en appliquant p, on a
p(x) + g(x) = 0 et donc p(x) = 0. On a donc également g(x) = 0, d’ou
x € Kerp N Kerq et KerpnKerq # {0}.

0 € spec f <= KerpnKerq # {0}

b) * Si 2 est valeur propre de f, alors il existe x # 0 tel que f(z) = 2x et
donc g(x) = x, d’apres 3. Donc pogq(z) = qgop(x) = x et x € Imp NImg.
D’otu Imp NImq # {0}.

* Si ImpNImgq # {0}, soit y € ImpNImgq tel que y # 0. Il existe = et 2’ dans

E tels que y = p(x) et y = q(z'). Alors f(y) = p(y) +q(y) = p*(z) + ¢*(2') =
p(x) 4+ q(z’) = 2y. Ainsi y est vecteur propre de f associé a la valeur propre
2.

2 e spec f <= ImpNImgq # {0}

Exercice 4.11.

Soit a un réel. On note E, 'espace vectoriel des suites u = (u,,),, de nombres
réels vérifiant :

Vn > 0,upre = (14 a)upyr — auy,

1. Montrer que ¢ : E, — R? (u,)nen — (ug,u1) est un isomorphisme. En
déduire la dimension de F,,.

2. Dans cette question, on suppose a # 1. Soit la matrice :

=% ato)
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a) Montrer que la matrice A est diagonalisable et en déduire A™ pour n € N.

b) Pour n > 0, on définit le vecteur colonne : X, = (uu” ) Exprimer
n+1

X,+1 en fonction de A et X, puis X,, en fonction de A™ et Xy. En déduire
I’expression de u,,.

3. Déterminer u,, en fonction de ug et u; dans le cas a = 1.

4. Décrire en fonction de a ’ensemble F,, constitué des suites bornées de E,,.

1
—a+(1+a)r—=z
a) Montrer que pour tout z # 1,2 # a, on a :
(—a+(1+a)z—22)f(x)+ (n(l+a—22)f*D(x) —nn—-1)f"2(z) =0

5. Soit la fonction : f : x +—

3 -

(n)
b) Pour a # 0, montrer que la suite n +— u, = % appartient a Fy/,
et en déduire f(™(0).

Solution
1. La linéarité de ¢ est claire.

Soit (a,b) € R2. La relation de récurrence montre qu’il existe une suite et une
seule dans F, telle que up = a et u; = b, donc ¢ est un isomorphisme de E,
sur R?. Donc dim E, = 2.

2. a) Avec X = (x) :

Y
Y=z — y=A\x
—ar+ (1+a)y =Xy M -QQ+a)rA+a)z=0

Les valeurs propres de A sont donc 1 et a et : Fy, = Vect ( i > , B, = Vect (i)

AX:AX<:>{

A est diagonalisable et : A = PDP~! avec :

(1 1 11 —a 1 (1 0
(i) e (3 L) d)
o an _ prnp_q 1 a(l—a™ 1) a" -1
d’ou: A" = PD"P 1_—(1—1 a(l—a™) -1
ou si on préfere la forme polynomiale :
qn— (e +at-+a"?) (I+at--+a"
—a(l+a+---+a" ') (Q1+a+---+a")
¢) Comme d’habitude : X,, = A" Xy, d’ou :

_ 1 _n n __ _ GUup —ug nU] — Ug
u”_a—1(<a a™)ug + (a Duy) = ] +a —
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3. Si a =1, la relation de récurrence devient ;19 — Upt1 = Un+1 — U, €t la
suite u est arithmétique de premier terme ug et de raison u; — ug.
Ainsi : Vn € Nyu, = up + n(u; — up)

4. Notons que F, contient la suite nulle et est stable par combinaison linéaire :
c’est un sous-espace vectoriel de F,,.

*Sia=1":u, =n(up —ug)+ up est bornée si et seulement si u; = ug, F;
est donc ’ensemble des suites constantes.

* Si |a| > 1 (uy,), est bornée si et seulement si ug = uq, on a alors Vn, u, = ug
et F, est I’ensemble des suites constantes.

* S |a| < 1, alors F,, = E,.

5. Le dénominateur de f s’annule pour z =1 et z =a («et» sia# 1!), et la
fonction f est de classe C*>° sur R privé des poles.

Soit z # 1,x # a.
On a :
(—a+ (1+a)r —2?)xf(x)=1
et, par la formule de Leibniz, ou par récurrence, pour tout n > 2 :
n

(6‘) (—a+ (1+a)z—a2) f™ (@) + (1)(1+a—2x)xf("1)(:ﬁ)+ (g‘) (=2) 2 () = 0

En remplacant les coefficients binomiaux par leurs valeurs, on obtient le
résultat demandé.

En particulier, au point 0 (puisque 'on suppose a # 0) :
—af™(0) +n(l+a)f*D(0) —n(n—1)f"=2(0) =0
Soit, en divisant par n! et en posant u,, = %f(”)(O) :
—auy + (1 4+ a)up—1 — Up—2 =0
Ce qui s’écrit encore : Vn > 2, u, = (1 + %)un_l — %un_z

et la suite u appartient a Fy /,.

Avec f(z) = 1 - et fl(z) = — l+a—2g 77 il

—a+ (1+a)r— (—a+(1+a)xr—x
vient :
uo = f(0) = —% et u; = fI(O) = —1;——261, d’ou en reportant dans ’expression
de u,, :
*Sia=1, u, =up+n(ug —uy) =—-1—n.

*Sia#1,u, = uol—_cgm -+ anl—l xui — ZO et il suffit de remplacer.

Exercice 4.12.
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Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =z — z%.

1. Montrer que f induit une bijection de R_ sur un intervalle a préciser.
Soit (z,)nen la suite définie par :

ro=—-2etVneN* z, —azfl =z, 1¢etx, <0
2. a) Montrer que la suite (z,)nen est ainsi bien définie.

b) Etudier la convergence de cette suite.

3. Pour tout n € N, on pose : u, = Tpt1 — Tpn, vy = In(1 + uy,), w, =
n
(1 (1+up)
k=0
a) Etudier la convergence de la série > u, et préciser la valeur de sa
N
somme. "

b) Etudier la convergence de la série ) v, et donner un majorant de sa

neN
somime.

c¢) Prouver la convergence de la suite (wy,)nen et préciser un encadrement
de sa limite.

Solution
1. La fonction f est dérivable et f'(z) = 1 — 2z, donc f est strictement
croissante sur R_ et induit une bijection ¢ de R_ sur |lim f, f(0)] =]—o00,0].

2. a) On veut donc f(z,) = z,-1 et z,, < 0. Tant que x,,_; est strictement
négatif, cela définit parfaitement x,, par la relation x, = go_l(a;n_l). Comme
xo < 0 et R_ stable par ¢!, le principe de récurrence permet d’affirmer que
la suite (z,) est bien définie (et a valeurs négatives).

b) ¢~ est croissante, donc la suite (z,,) est monotone.
Onazg=-2etx—a2=-2<=x=—-1loux=2etdoncz; =—1etla
suite (z,) est croissante.

Croissante et majorée la suite (z,) est convergente.
Sa limite ¢ vérifie £ — ¢?> = ¢, donc ¢ = 0.

3. La suite (x,,) est croissante, donc v,, est bien défini!

N
a) > Up =TNy1 —To —> —Tp = 2.
n=0 N—oo

b) Comme (uy,) est positive de limite nulle, on a v,, ~ wu, et la convergence

(c0)
de > v, s’en déduit.



150 ESCP Europe 2015 - Oral

oo (o.@]
D’autre part, on sait que In(1 + u,,) < u, et donc > v, < > u, = 2.
n=0

n=0

n
c) w, est strictement positif et In(w,) = > vk, donc la suite (In(wy,))n,
k=0
converge et sa limite £ est inférieure ou égale a 2, donc la suite (wy,),, converge

de limite inférieure ou égale & e2.

Enfin wg = 1 4+ x; — o = 2, donc par croissance évidente de la suite (wy, )y,
on a limw,, > 2.

Exercice 4.13.
Soit x,y, z des réels. On considere la suite (uy)necn définie par :

Vn e N uyts =4upyro — Upt1 — 6u, avec ug = r,u; = Yy, Uy = 2

U, T
Onpose U, = | upy1 | et U= 1y
Un+2 z

1. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que pour tout n € N, U,,41 =
AU,,.

2. Montrer pour tout n > 0, la relation U, y3 = 4Up4+2 — Up4+1 — 6U, et en
déduire un polynéme P de degré 3 tel que P(A) = 0. Vérifier que P(—1) = 0.

3. Pour chaque entier n > 1, on note R,, = a,, + b, X + ¢, X? le reste de la
division euclidienne de X" par P. Montrer successivement :

* A" = R, (A).
* U, = a,Uy + b, Uy + ¢,,Us
an
* up =Ty | by
CTL
Qn
4. Déterminer une matrice inversible M de M3(R) telle que : M | b, | =
Cn

2n et en déduire que : u, = UgM 1 2"
3" 3"
5. a) Déduire de I'expression précédente que w,, peut s’écrire sous la forme :
up, = Ky (z,y,2).(—1)" + Ko(x,y,2).2" + K3(z,y, 2).3"
ou K1, Ky, K3 sont 3 fonctions a déterminer.

b) Donner un équivalent simple de u,, selon les valeurs de K1 (x, vy, z), Ka(z,y, 2)
et Ks(x,y, 2).
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6. Soit F' = {Up € M31(R) / (un)nen bornée}. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de M3 1(R) et préciser sa dimension.

Solution
Unp+1 0 1 0
1.Upy1 = | Unyo | = 0 0 1 un+1 = AU, avec
Un+3 -6 -1 4 Up+2
0 1
A=1| 0 0 1
-6 -1 4
x
Par une récurrence immédiate, pour n > 0, on a U,, = A"Uy = A" | y
z
2. Soit n >0, on a :
4un+2 — Up41 — 6un Un+4-3
4Un+2 - Un+1 —6U, = 4un+3 — Up42 — 6un—|—1 = Un44 = Un+3
4un+4 — Un43 — 6un—|—2 Un+45

soit encore pour n =0 :
Us —4Us + Uy 4+ 6Uy = 0, i.e. (A3 — 4A? —f—A—I—GI)UO =0
Ce calcul ne dépendant pas de la valeur de la colonne Uy, il vient :
P=X3—-4X?%+ X + 6 est de degré 3 et vérifie P(A) = 0.
On vérifie que P(—1) = 0, ce qui permet d’achever la factorisation :
P=(X+1)(X-2)(X-3)
3. x par définition de la division euclidienne : X" = P(X)Q(X) + R,(X),
donc A" = P(A)Q(A) + R,(A) = R, (A), car P(A) =0.
x Dot : U, = A".Uy = R,,(A).Uy = (anI + b, A+ c, A*)Uy = a,Ugy + b, Uy +
CnUQ.
* En prenant la premiere ligne de cette égalité, on obtient :
Gnp
Up = AnT + bpy + cpz = Uy | by,

Cn

4. 0Ona X" = P(X)Q(X)+ R,(X), ce qui donne en utilisant les trois racines
de P :

ap, — by + ¢ = (1) 1 -1 1 an, (=1)"
{ an + 2b, +4c, =2" Soit: |1 2 4 b, | = 2m
a, + 3b,, + 9¢,, = 3" 1 3 9 Cn, 3"



152 ESCP Europe 2015 - Oral

Toute méthode montre que la matrice M € Mg3(R) ainsi déterminée est
inversible, et :

an (=)™
Up = tUO b, = tU()M_l 2™
Cn 3"
6 12 -6
5. a) On trouve : M1 = 1—12 ~-5 8 —3 | et on en déduit :
1 -4 3
tUOM_1:1—12(6x—5y—|—z 120+ 8y — 4z —6x — 3y +32)

= (Kl(ﬂf,y,Z) Kg(x,y,z) Kg(ﬂ?,y,Z))

Ainsi : uy, = Ky (x,y,2).(=1)" + Ky (x,y, 2).2" + K3(z,y, 2).3"

b) si K3(z,y,2) #0, soit 2e +y — 2 #0 : u, ~ K3(x,y, 2).3".
Si K3(z,y,2) =0et Ko(x,y,2) #0,80it 2e +y—2=0et 3x +2y — 2z #0 :
Un ~ Ko(z,y,2).2™.
Si Ks(z,y,2) = Ko(z,y,2) =0,s0it 2e +y—2=0et 3x +2y —2 =0 :
un, = Ki(z,y,2).(—1)", ce que 'on ne peut pas simplifier.
6. (uy) est bornée si et seulement si Ko(x,y,2) =0 et K3(x,y,z) =0.

Donc F' est U'intersection de deux plans de M3 1(R) et cette intersection est
la droite dirigée par la colonne (1 —1 1).



O
QUESTIONS COURTES

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1, Id I’endomorphisme identité,
a et b deux réels distincts et f un endomorphisme de E tel que

(f — ald)® o (f — bId) # 0 et(f — ald)’ o (f — bId) =0

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), dont la variance o2 existe et est non nulle. On suppose que X
est symétrique, c’est-a-dire que X et —X ont méme loi de probabilité.

1. Calculer ’espérance de X.

2. On définit les variables U, V', et Y par les conditions

1 siX(w)>0 1 siX(w) <0 _
U(“’)_{o si X(w) <0 V(w)_{o S X(w) >0 Y=V

a) Montrer que la variable Y est symétrique.

b) On suppose que P(X = 0) = 0 et on note |X| la valeur absolue de X.
Montrer que les variables Y et |X| sont indépendantes.

Soit (Xi,...,X,) un échantillon de variables aléatoires indépendantes de
méme loi avec F(X;) = pu et V(X1) = 2. On dispose de deux estimateurs de
I

Tl(Xla'“aXn):% et TQ(Xlaan):%ZXZ——XIEXZ
i=1

Quel est le meilleur de ces deux estimateurs ?

Soit a € | — 1, 1].

+oo n

1. Pour tout z > 0, montrer l'existence de : S(z) = >, —%—.
=0T +mn

T _ 1
2. Montrer que : xll)I_IFloo xS (x) = —
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Soient A € M, (R) et (X,Y) € M, 1(R)%
1. Montrer que AX = 0 si et seulement si tAAX = 0.
2. En déduire que rg(A) = rg(*A).

Vous rentrez en voiture, et cherchez une place de parking en faisant le tour

du quartier ; au n-ieme tour, vous avez une probabilité de HLH de trouver

une place. On note X la variable aléatoire égale au(x) nombre(s) de tours
nécessaires pour se garer.

Calculer pour tout n € N*, P(X > n). En déduire le nombre moyen de tours
nécessaires pour vous garer.

Déterminer tous les polynomes P a coefficients réels vérifiant
(X +3)P(X)=XP(X +1).

Soit A une matrice de M,,(R) telle que YAA = A’A.

On suppose que A est nilpotente, i.e. qu’il existe un entier p € N* tel que
AP =0

Montrer que A = 0.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme
espace probabilisé (92, A, P).

On suppose que X — N (0,1) et que P(Y =1)=p,P(Y =—-1)=1—p, on
p €10, 1]

1. On pose Z = XY . Déterminer la loi de Z.

2. On suppose que p # % Les variables X et Z sont-elles indépendantes ?

Soit (Ai)1<i<n2, n? matrices symétriques réelles de M,,(R).
Montrer que la famille (A;)1<;<n2 est une base de M,,(R) si et seulement si
la matrice G € M,,2(R) de terme général (tr(A;A;))1<i j<n2 est inversible.
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