1
ANALYSE

Exercice 1.01.
Soit (7},) la suite de fonctions définies sur R par :
Vee R, To(x) =1,T1i(z) =z
{Vp e N,Vo € R, Tpio(x) = 22T )41 (x) — T ()
1. Montrer que pour tout p > 1, T}, est une fonction polynéme de degré p et de
coefficient dominant 2P,
2. Montrer que pour tout p > 0, pour tout 8 réel, T),(cosf) = cos(ph).
(on rappelle que Va,b € R, cos(a + b) 4 cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b))

Désormais on suppose p > 1 et on étudie T, sur l'intervalle [—1, 1].

3. Déterminer max |T,(x)| ainsi que les points ol ce maximum est atteint.
xr

el-1,1]
On les note ag,ai,...,a, avec ag > a; > -+ > a,.
4. On note U, I'ensemble des fonctions polynomes unitaires de degré p et 17 =
1
2p71 Tp'

Supposons qu'il existe P € U,, tel que ||P|| = max |P(x)| < 1_1.
ze[—1,1] 2P
a) Soit A =T — P. Etudier le signe de A(a;)xA(a;41), pour i € [0,p —1]. En
déduire une contradiction.
b) Déterminer min ||P]|.
Peu

P

1

o1 et soit

5. Supposons qu'’il existe P € U, différent de T;; pour lequel || P[] =
A€o, 1].

a) Montrer que la fonction polynéme Ty — AP s’annule en exactement p points
distincts du segment [—1, 1].

b) En déduire que Vz € [-1,1], [T, (x) — AP(z)| < (1 — \)2P.
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c¢) En déduire que I'hypotheese faite au début de cette question est absurde et
conclure.

Solution :

1. Le résultat demandé est banal pour p = 1, aisé pour p = 2, et s’il est vrai jusqu’a

un certain rang p + 1, alors le terme dominant de 7),1o provient de 227, (z) et

on en déduit la propriété au rang p + 2. On conclut par le principe de récurrence.

2. De la méme fagon, par récurrence :

— To(cosf) =1 = cos(0x0) et Ty(cos ) = cosb.

— On suppose la propriété acquise jusqu’a un certain rang p+1 et au rang suivant :

Tp12(cos @) = 2cos(f) cos((p + 1)0) — cos(ph) = cos((p + 2)0) + cos(pf) — cos(ph)
= cos((p + 2)0)

3. L’application € +— cos(f) est une bijection continue de [0, 7| sur [—1, 1]. Donc :

e Tp(x)| = pax. |Tp(cos(0))| = P | cos(pf)| =1
km

De plus : |cos(pf)| = 1 et 6 € [0, 7], si et seulement si § = Tp avec k € [0, p].

s T0 3T

Ainsi :
aj, = cos (%T),k € [0, ]

4. a) On remarque que A est un polynoéme de degré inférieur ou égal a (p — 1) et

que [P(a;)] < gt

Ala;)Aaiqq) = ((_Di —P(a-)) (ﬂ — P(a; )) <0

i +1) — 9 —1 i) )X 2p—1 i+1

Le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a A sur chaque intervalle [a;, @;1]
indique que cette fonction s’annule en au moins p points distincts.

Or A est une fonction polynomiale de degré strictement inférieur & p. Donc A = 0

Ainsi :

o 1
et P =T, en contradiction avec || P|| < 5T
b) Ainsi pour tout P € Uy, on a ||P|| > 2p1_1. Comme ||T;|| = 2])%1, on obtient
inf ||P|| = min ||P|| = -1
A 1Pl = min |IPl| = 55

5. a) Comme A € ]0,1[, on a [|AP|| < 2p1_1 et le méme raisonnement que celui fait

pour la question 4. a) montre que Ty — AP s’annule en p points de [—1,1].

b) Si on les note cy, ..., c,1 la factorisation de Ty — AP est donc :
p—1
Ty = AP =(1-X\) [[(X—c)

k=0
Comme pour z € [—1,1], on a |z — ¢;| < 2, la conclusion en résulte.
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c) On fait alors tendre A vers 1 et Vo € [-1,1],|T;(z) — P(z)| = 0, ce qui
montre que 77 — P est le polynome nul et contredit le fait que P a été supposé
différent de T3

On conclut ainsi a 'unicité souhaitée.

Exercice 1.02.
Soit f la fonction de deux variables réelles définie sur R? par :
flz,y) =2 +9° —3zy -1

1. a) Etudier les extremums locaux de f.

b) La fonction f admet-elle des extremums globaux sur R? ?

c¢) La restriction de f & une droite passant par l'origine O a-t-elle un extremum
en 07
2. Montrer que, pour tout x < 1/2, il existe un unique y € R vérifiant f(z,y) = 0.

On définit ainsi une fonction ¢ : J = |—00,1/2[— R, qui a x € J associe I'unique
y solution de 'équation f(z,y) = 0. On admet que la fonction ¢ est de classe C'*°
sur J.

3. Calculer ¢(0), ¢'(0) et déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de
®.

Solution :

1. a) Déterminons les points critiques de f. On a f € C*(R?);
O (f)(x,y) = 32> =3y et o(f)(x,y) = 3y* — 3z
2 _
Les points critiques sont donc tels que {;2 B g, ce qui donne x

4 = ¢ et donc

r=0oux=1.
On acheve alors la résolution et les points critiques sont O = (0,0) et A = (1,1).

De méme :
r= a%,l(f)(xay) = 6'7:7 s = 8%72(f)($7y) = _37 t= ag,Q(f)(w,y) = 6y7

d’ou les matrices hessiennes :

eecn O, Hy = (_03 _0 ), de valeurs propres 3 et —3 : on a donc un point col,
1.e. pas d’extremum ;

een A, H| = (_63 _63 = 615+ Hy, de valeurs propres 9 et 3, donc strictement
positives ; on a un minimum local, de valeur f(1,1) = —2.

b) On a f(z,0) = 23 — 1 qui tend vers 400 lorsque = tend vers +oo; donc il n’y
a pas de maximum ni de minimum global sur R?.

c) o £(0,y) = y> — 1, qui ne présente pas d’extremum en 0 ;
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e f(x,0) = 23 — 1, qui ne présente pas d’extremum en 0;

o f(z,—x) = 322 — 1, qui présente un minimum global en 0 ;

e pour A ¢ {—1,0}, on a f(z, z) = (1 + X323 — 3X\2? — 1 = hy(2), avec
Ry (z) = 3(1 + A%) 2? — 6)z. Cette dérivée s’annule et change de signe en 0, donc
on a un extremum (local) en 0.

2. La fonction g, : y — f(z,y) vérifie ¢’.(y) = 3 (y* — z);

e Sizx <0,ona:VyeR" g/ (y) >0; on conclut par le théoréme des valeurs
intermédiaires strict et g, réalise une bijection de R sur R.

e Si0<z<1/2,On aalors :

y | —o0 —\z VT +00
9:(y) + 0 - 0 4
9 |—0o 7 <0 N /oo
En effet g, (—/z) = 203/ 4 23 — 1 < % + % —1 < 0. Ainsi g, s’annule encore

une fois et une seule (et pour une valeur supérieure a /).

3.0na f(0,y) =0 <= y3 =1et p(0) = 1.
Comme ¢ est de classe C'*°, la substitution du développement limité de ¢ en 0,

de la forme :

go(x):a+bx+£x2+c—ix3+0(x3),

2 6
dans f(x, gp(x)) = 0 donne

3
x3+[a+bw+§x2+%x3} —3x[a+bx+§x2 +o(z3)—1=0
Ce qui donne le systeme :
a’ =1 a =1 =0
2 _3.2,._ _0,dou: - -
3ab sa’c 3b =0 c =0 =¢"(0)
1+ 8 +da2d—3c =0 d =-4 =990

Exercice 1.03.

1. Soit (by)pen une suite réelle décroissante convergente et de limite nulle.

n

Pour tout n € N, on pose S, = > (—1)Pb,,.
p=0

a) Montrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen SOt monotones.
b) En déduire que la suite (S),),en converge vers une limite finie £ et que :

VkeN, |6 — Skl <brsr

+o00
c¢) Montrer que, pour tout n € N, le réel ) 1(—1)pbp est bien défini.
p=n+
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Soit f : Ry — R une fonction positive, dérivable, décroissante, convexe et telle
que lim f = 0.
“+o0

2. Pour tout p € N, on pose : a, = f(p) — f(p+1).
+o0

a) Montrer que, pour tout n € N, le nombre u,, = > (—1)?f(p) est bien
p=n-+1
défini.
+oo
b) Pour tout n € N, montrer que : >, (—1)Pa, = 2u, — (—=1)" " f(n + 1).
p=n+1

c) Montrer que la suite (a,)pen est décroissante.

+oo
3. a) Montrer que, pour tout n € N, | > (=1)Pa,| < f(n+1) — f(n+2).
p=n-+1

b) En déduire que la série de terme général u,, converge.

Solution :

1. a) La suite (S2,,) décroit car Sa(,41) — Son = bang2 — bang1 < 0, car (by,) est
décroissante.

La suite (S2n41) croit car Sani1y41 — S2nt1 = —b2nys + bania > 0.

b) On a Syp+1 — Son = —bapt1 — 0, car lim (b,) = 0. D’apres la question
—00

n
précédente, les suites (Sa2,) et (S2,41) sont adjacentes ; donc elles convergent vers

la méme limite notée ¢ et on a ’encadrement :

Vn € N*, 82n+1 <l <8y,
Comme (Ss;,) et (S2,41) convergent vers ¢, par exhaustion, il en est de méme de
la suite (Sy,).
* Si k est pair (k = 2n) alors : bgy1 = Sopt1 — Son < £ — Sz, < 0, dou
|Sk — €| < bgy1.
* Si k est impair (k =2n+1) alors : 0 < £ — So,41 < Sopto — Sont1 = bit1, dou
|Sk — €| < bgy1.

c) La série > (—1)"b,, converge car on vient de montrer que la suite (S,,) de ses
+oo
sommes partielles converge. A fortiori > (—1)Pb, est bien défini.
p=n+1

2. a) La suite de terme général b, = f(n) vérifie les hypotheses de la question 1
car f est décroissante et tend vers 0.

b) Comme (—1)Pa, = (—1)Pf(p) + (1P f(p + 1), la série > (—1)"a, est
convergente, comme somme de deux séries convergentes (voir question 1), et on

¥ e = S I - S (L))

p=n+1 p=n+1 p=n+1
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= e+ S (C1)PF() (déealage d'indice)
p=n+1 p=n+2
+o0o +o0o

= 3 0+ (3 00) () )

= 2u, — (=1)"*1f(n+1)

c¢) Pour tout p € N, comme f est continue sur [p,p + 1] et dérivable sur |p,p + 1],
d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, €|p,p + 1] tel que :

fo+1)—f(p) = f'(cp)((p+1) —p),

soit a, = —f'(cp).
Comme p < ¢, < p+1 < cpr1 < p+2 et que la fonction — f/ est décroissante (car
f convexe), on en déduit que :

ap = —f'(cp) > = f'(cpt1) = apta-
Donc la suite (ap)pen+ est décroissante.
3. a) Comme a, = f(p) — f(p+1) et Emf = 0, on en déduit lim(a,) = 0.

Par ailleurs, la suite (ap)p,en est décroissante. Ainsi, d’apres la question 1.c. la

somme de la série proposée existe et la question 1.b donne I'inégalité voulue.
“+o0

b) D’apres la question 2.b, on a : u,, = 1 (—1)Pa, —i—%(—l)”“f(n +1).
p=n-+1

=pPn

Or la série > (—1)"! f(n+1) converge (question 1), et, en ce qui concerne la série

> Bn,ona:0< |8, < f(n+1)—f(n+2) ( question 3.a), et > (f(n+1)— f(n+2))
converge (par télescopage)

Ainsi Y |8, | converge par théoréme de comparaison. Donc la série Y 3,, converge
absolument. Finalement, la série ) u,, converge, comme combinaison linéaire de
deux séries convergentes.

Exercice 1.04.
n
1. Pour tout n € N*, on pose H,, = > % et v, = H, —Inn.
k=1
Montrer que la suite (v,),>1 est convergente, on note 7 sa limite. (On pourra
étudier la série de terme général v, 11 — V)

En déduire que H, =Inn + v+ ¢€,, avec lim ¢, = 0.
n—oo

2. a) Soit (uy), (v,) deux suites positives telles que u,, ~ v, lorsque n tend vers
+00. On suppose que la série Y u, est convergente.

EReS) —+ o0
On pose R, = > ui et R, = > vi. Montrer que R, (N) R,
k=n k=n o0
P - 1 1
b) En déduire que H,, = Inn + ~ o T O(n)'
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1 1 .
3. Soit f la fonction définie sur [0,1] par : f(x) = { x LEJ si 2 €]0, 1], ou |.|
0 six=0
désigne la fonction «partie entiere »
Esquisser la représentation graphique de f et déterminer ’ensemble de ses points

de discontinuité.

1
4. Montrer que lim / f(z) dx existe et vaut 1 — .
e—=0 /.

Solution :

— - _—) = — 1 1
1. Onafyn+1_fyn_ ] ln( n )— 2(n+1)2 +0(2(n_|_1)2).

La série de terme général v,,.1 — v, est convergente et par télescopage la suite
(7n) est convergente. Ainsi H,, = Inn + v+ o(1).

2. a) On revient a la définition d’équivalent :
Ve>0,INeN, n>2 N = |u, —v,| <ev,
(car v, > 0). On a alors, pour n > N :
+o0 400
|Rn—R;L| < Z |uk—vk| <e Z Vg :6R;l
k=n

k=n
et on a bien R,, ~ R).

+oo
b) la comparaison entre la série > % et l'intégrale / ?—Qt montre que
n>1T 1

=9 o
> =5 ~ =. Ainsi
won

S|

H,=Inn+~vy—- %—i—o(%)
3. La fonction f est bornée sur [0,1] par 0 et 1. La fonction f possede des points
de discontinuité qui sont les réels %, pour n > 2. La fonction est aussi discontinue
en 0, car pour tout n de N* :

1y _ _ Ly 1 1,_1
f(g)—n—n—O,f(m)—nﬂLﬁ—[n+§J—§

et donc f n’a méme pas de limite en 0.

Pour représenter f, on représente x — % sur |0, 1], on hachure le plan par les

verticales d’abscisses % et on «translate» verticalement les morceaux de branche
d’hyperbole pour les faire «entrer» dans la bande 0 < y < 1.

4. Soit N fixé.
1 N rl/n N, 1
/1 flx)de = > f(z)dz = ;1(ln(n—|—1)—ln(n)—n+1)

/(N+1) n=1J1/(n+1)
N+1 1
=In(N+1)— > ﬁzl—HN+1+ln(N+1)

n=2

Cette derniere quantité tend vers 1 — v lorsque N tend vers +oc.
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1
La fonction f étant positive et bornée sur [0, 1], on en déduit que lin%) / f(t)dt =
T— T
1—7.

En effet en choisissant n tel que
1 1 1/n ) .
F(t)dt — / F(t)dt| < / fO)dt =In (14 ) — — 0
/:c 1/(n+1) 1/(n+1) ( ”) n+1nooe

L’intégrale proposée a donc une limite qui vaut 1 — ~.

1

ﬁa

1 <z < il vient

n+17

Exercice 1.05.
On dit qu'une suite d’entiers (uy,),>0 € NV vérifie la propriété (C) si :
up>letVn e N, uyig >u%—un+1.
1. Soit (an)n>o € NV vérifiant (C).
a) Montrer que (ay,),>0 est strictement croissante puis qu’elle diverge vers +o0.

b) En déduire que la série de terme général ai converge.
n

—+ o0
2. Soit (an)nen € NN vérifiant (C). On suppose ici que S = > al appartient a Q
n=0 "N

et on considere (z,y) € N* x N* tel que S = %

" n Y Xn+1 — Xn
Pour tout n € N, on pose Y,, = [] a4, X,, = > 2 et w,, = A—=—"
i=0 =0 % Yo —Ya

a) Montrer que la suite (wy)n>0 est bien définie.

)
b) Etablir que (&

Yn )nZO ”

converge en croissant vers 5

¢) Montrer que, pour tout n € N, X;, 11 = ap41 X, + Yi.
1 _ 1 .
ap4+2 — 1 an—i—l(an—i—l - 1)

d) En déduire que, pour tout n € N, w11 — w,, =

e) Montrer que (wy,)n>0 converge vers % en décroissant.

3. On suppose dans cette question que la suite (a,,)n>0 € NV vérifie les hypotheses
du 2., et que, de plus :
dng € N,Vn > ng,an+1 > a% —a, +1

a) Prouver que la suite (zY,, — yX,,)n>0 est strictement décroissante.

b) En déduire une contradiction.
4. Soit (an)n>0 € (N*)N telle qu'il existe ng € N, tel que, pour tout n > no,

+oo

any1 > a2 — a, + 1. Montrer que la série > 1 converge et que al Z Q.

n>0 "M n=0 "N

Solution :

1. a) Par récurrence, on montre que pour tout n € N, a,, > 1.
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De plus, pour tout n € N, ap41 — a, = (a, — 1)? > 0. Ainsi, la suite (a)n>0 est
strictement croissante, puis étant a valeurs entieres elle diverge vers l'infini.

a . a T .
b) =2l > g, — 1+ RS an, — 1, dot =2t 5 400. Ainsi, & partir d'un
anp, n an, n—r00
) a _ P
certain rang n; € N, =L > 2 et q,, > 2" "q,,. On en déduit que > 1
an, S an
converge.

2. a) On sait donc que (a,,) est strictement croissante et a valeurs dans |1, 400].

On en déduit que (Y,,) est strictement croissante et (w,,) est bien définie.

n

b)SoitnEN.Ona&: ZL..Ainsi,% — Lot (&

) est croissante.
>0
Yn 7=0 CL] n N7 ) Yn nz

c) Soit n € N. On a :

ndd 1 L 1 an—|—1Yn
Xn—|—1 = Yn+1 Z a. an—|—1Yn< Z a—) + Ta an+1Xn +Y,.
7j=0 "7 j=0 "J n+1
. X - X (a1 — )X, 4+ Y, X
d) Soit n € N. On a : w, = =2+t no o ont nTin _ An 4
>1 " Yn+1 - Yn (an+1 - 1)Yn Yn
Ap+4+1 — 1
De plus, on a Xne1 X Xngr = @nprXp 1
Yn+1 Yn Ynan+1 An41
Ainsi wp41 — Wy, = 1 + 1 1 1 1

Unt1 | Gnyo—1  Gpy1 — 1 Gppo — 1 ani1(anis — 1)
e) Soit n € N. Par la propriété (C) et la question 1. a), on a :
apt2 —1 2 agb—’—l — Gpy1 = Ang1(aner — 1) >0,
et donc wy4+1 —w, < 0 par la question précédente.

De plus, on a w,, = Xny 1 Comme (a,) diverge vers +00, on a w, — %

Y, Gnt1— 1 n—oo Y

3. a) D’apres les calculs effectués a la question précédente, la suite (w,,) décroit
strictement & partir du rang ng vers %, i.e. ¥n € Ny z(Yor1—Y,) < y(Xni1—Xn),

d’ou, pour tout n € N, 2Y, 11 — yX,11 < 2Y,, —yX,,. Ainsi (2Y,, — yX,,)n>0 est
strictement décroissante.

b) On remarque tout d’abord que (zY;, — yX,,), est une suite d’entiers relatifs.
De plus, comme (&)n est croissante de limite % (cf. la question 2. b)), on a

Yy
% < % pour tout n € N, i.e. 2Y,, — yX,, € N pour tout n € N.
n

Ceci est absurde car il n’existe aucune suite d’entiers naturels strictement
décroissante.

4. Soit (an)n>0 € (N*)N telle qu’il existe ng, pour lequel :

n=nygy — an+1>a%—an—|—1
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Comme aio —Qpy = Apg(Any —1) =0, 0n & apyr1 > 1 et lasuite (an)n>n,+1 vérifie

o0
la propriété (C). On déduit alors de la question précédente que > ai ¢ Q, et

n=ng+1 7T

Q1 o w1
comme » € Q, on en déduit que ) ¢ Q.
n=0 an n=0 an

Exercice 1.06.
n
1. Pour tout n € N*, on pose H,, = »_ % et v, = H, —Inn.
k=1
Montrer que la suite (vy)n>1 est convergente. On note vy sa limite (on pourra
étudier la série de terme général v,41 — Vn)-

2n (_ 1\k
2. Montrer que pour tout n € N*, ona: > % =H, — Hy,.
k=1

s - —1)" -
En déduire que la série > ( k) converge et déterminer sa somme.
k>1

3. Dans cette question, on pose pour tout n € N, az,+1 = agny2 = let agpy3 = —1.

Quelle est la nature de la série de terme général % ?

Désormais, on pose pour tout n € N, agp11 = agnto =1 et agpny3 = agpnrqa = —1.
N 1 AN+4
, 1 1 . [1-=
4.a) Montrer que pour tout N € N,on a: n§:0 (4n R o 3) /0 T dx.
; = 1 1 T
b) En déduire que » (4n+1 — 4n+3) =1

n=0
=, 1 1

c¢) Calculer de méme ngo (4n 0 I 4).

a T 1
n — 4 =
5. Montrer que TLE . n l + 2 In 2.

Solution :

1.0 =y = —+ (-1 )y=—_—__1 ( 1 >
A Ynpr =Y = ey — (1= o) 2+ 12 O\em 1)
La série de terme général v,11 — 7, est convergente et par télescopage la suite
(7n) est convergente. Ainsi : H,, =Inn+ v+ o(1).
2n (_1)k n 1
2. On calcule Y 2+ Hy, =2 ) 5+ = H,.
B iy 2k

2n (__1\k 2n (__1\k
Alors ) ( ;) =Inn—In(2n)+o(l) = —In2+4o0(1),et lim > ( kl;) =—1In2.
k=1 n oo p—1

2n+1 (_1)k:

i - —In2— lim -1 —_
Egalement nEI«Poo PO In 2 ngr}rloo o F 1 In 2.
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1 1 1

1 _ 1 1 - 2
n+1"3n+2 3n+3 3n+1 "3n+2 "3In+3 3In+3
2

et Hspys — %Hn_H =In3+Inn+1)+~— 3 (In(n+1) +7v) +0(1))

Cette expression tend vers 4+oo lorsque n tend vers +oo. La suite des sommes
partielles de la série ) a# admet une sous-suite divergente : elle ne peut converger.

3. On écrit

- - -

1
4.a) On remarque que /0 thdt = il Ainsi

1 1 N 1 1 N
_ _ 4k _ 44k+2 _ 4k _
(4n+1 4n+3)_k§0/0 (t t )dt_/o (kzzjot k=

1 N 1 AN+4 1 AN+4
:/ (1—t2)2t4kdt:/ (1—t2)><1Ldt:/ 1=t "
0 0 0

=0 1+¢t2

11 _ jAN+4 Ty 1 jAN+4
or [ 1=t [ L a- Jdt, et :
o 1+t 0 1+t o 1+t

1 1

AN+ ‘ AN+4 g, 1
)/0 ot < [ = gl
b)

Il reste a faire tendre N vers +oo pour obtenir

N N

t4k:+2) dt
=0

n=0

00 1
+Z ( 1 1 ) _ dt  _m
ovAn+1 4n+3 o 1+t2 4
c¢) De la méme fagon :

N 1 N 1 AN+4
1 1 = — 2 4k d¢ = 2y 1=t
n§0(4n+2 4n+4)—/0t(1 t)kgot dt—/ot(l 2)x - dt

1 L aN+s L AN+5
:l/ 2t2dt—/t 2dt=11n2—/ Lt
2/, 1+t o 1+t 2 o 1+t

La derniere intégrale tendant vers O lorsque N tend vers +oo.

AN

5. Les deux questions précédentes montrent que lim Syy = lim )| n  —
N—oo N—ooop—g T

% + 11172 Les sommes partielles Syn i1, San+2, San+3 different de la somme Sypn
par 1, ou 2 ou 3 termes tendant vers 0. Ainsi par exhaustion :

oo
ap _ m+1n4
ngon 4

Exercice 1.07.

Si f est une fonction a valeurs réelles, définie sur R* et de classe C? sur cet
intervalle, on lui associe la fonction g définie sur 'ouvert O = R?\ {(0,0)} par :

9(@,y) = fF(Vx* +y?).
1. On considere la fonction u définie sur O par u(z,y) = /22 + y2.

a) Montrer que u est de classe C? sur O.
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b) Justifier le fait que g est de classe C? sur O.

c) Soit (z,y) € O, déterminer le gradient V(g)(z,y) de la fonction g en fonction
de f.
Si h est une fonction de classe C? au voisinage d’un point (a,b) de R?, on définit
le laplacien A(h) de h au point (a,b) par :

A(h)(a,b) = 07 1 (h)(a,b) + 03 5(h)(a; )
2. On s’intéresse au laplacien de g dans 'ouvert O.
a) Calculer A(g) en fonction de f.

b) Montrer que A(g)(x,y) = 0 pour tout (z,y) € O si et seulement si la fonction
f vérifie la condition suivante :

VieR:, £ (1) + @ =0

3. On considere la fonction ¢ définie sur R par ¢(t) = tf'(t).
a) Calculer la dérivée de ¢.

b) Déterminer la forme des solutions g définies sur O comme dans le préambule
et vérifiant A(g)(x,y) = 0 pour tout (z,y) € O.

c¢) Trouver la solution g de ’équation A(g) = 0 qui s’annule sur le cercle unité

C

C={(z,y) eR?: 22 +y? =1}
et qui vaut 1 au point (1,1).

Solution :

1.a) La fonction (x,y) — 2% + y? est polynomiale, elle est donc de classe C? sur

O. L'image de O est R et sur cet intervalle la fonction ¢ : ¢t — V't est aussi de

classe C% (avec : ¢/(t) = 2%/7-5 et ©(t) = —it*?’/g). Donc la fonction composée u

est de classe C? sur O.

b) Comme u est de classe C? sur O, arrive dans R% et que f est de classe C? sur
cet intervalle, la fonction composée g est bien de classe C? sur O.

c) En utilisant les regles usuelles de dérivation des fonctions composées, on trouve :

V@) = V) (et )

2. a) Il vient

O 1(9)(x,y) =

Va2 y? - L 2
\/ x2+y? x
— T (Va2 y?) + 5 (Va2 + )
ety 7 +y

2 2
= (@ + 2 f(Va?+y?) + xzﬁ_ » f'(Va?+y?).

Comme g((E,y) = g(y,$), on en déduit que 85’2(9)(I‘,y) = a%,l(g)(yax)a et par

suite
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2 2

xz Yy "
032(9) (@, y) = ———5=55 1 (Va2 +y2) + (Va2 +y?).
2,2 (2 —l—y2)3/2 224
En sommant, on obtient :

Alg)(z,y) = \/ﬁf’(vwz +y?) + 1 (Va? +y?).

b) Comme I'image de O par u est exactement R* , I'assertion «A(g)(z,y) =0
pour tout (z,y) € O» est équivalente au fait que la fonction f vérifie pour tout
teRY :

£(t) + @ = 0.

/
3. a) Pour tout t € R, on a ¢'(t) = f'(t) +tf"(t) = t(f"'(t) + fT(t))
b) La question précédente nous dit que si g convient, alors il existe une constante

réelle A telle que f/(t) = A pour tout ¢ € R . La fonction f est donc une primitive

t
de t — é et par suite f(t) = Aln(t) + B avec B € R. Il en résulte que g est de la

forme g(z,y) = Aln(y/22 + y2) + B avec (A4, B) € R? (g est bien de classe C? sur
0).

¢) Avec la question précédente, on voit que si g s’annule sur le cercle unité, on
doit avoir B = 0. La deuxiéme condition nous donne 1 = Aln(y/2). Finalement,

on trouve :
2In(v 22 + y?)

9(z,y) = o

Exercice 1.08.

1. Soit € > 0. On considere une fonction convexe f qui est définie sur 'intervalle
I =]—¢,+o0] et qui est de classe C? sur I.

a) Soit z € R% et ¢ € |0, z]. Montrer que f(t) < (1— %)f(O) + % f(x).

b) En déduire que pour tout x € Ry, on a :

MEAUESGIS /Omf(t)dt.

2. On consideére une fonction convexe h définie sur I et de classe C? sur cet
intervalle. On suppose que h(0) = h'(0) = 0.

a) Montrer que h est positive sur I.
b) Soit H la fonction définie sur R, par : H(x) = 2h’(x)/ h(t)dt — (h(z))?.
0

Montrer qu'elle est de classe C* sur R* et étudier ses variations sur Ry.

¢) En déduire que pour tout x € Ry, on a :

:L'h/(a;)h(x) B h/(l')/omh(t> it < @(mh/(l') _ h(l‘))
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d) Montrer que A'(1) = 0 implique que h est nulle sur [0, 1]. En utilisant ce qui

précede, établir que :
1 /
h{1) —/ n(t)dt < )
0

2 8

3. Soit g une fonction convexe de classe C? sur I. On pose h(x) = g(z) — g(0) —
xg'(0).
En utilisant la question 2., montrer que :

9(1) +9(0) _ /Olg(t) ar < Y040

4. Soit f une fonction convexe et de classe C? sur I. En considérant les fonctions
g (k > 1) définies par gi(z) = f(z + k), prouver que :

o< B $ -0 [gie LSO

n 3
5. Déduire de ce qui précede un équivalent simple de S, = >_ (1 + 3k)2, lorsque
k=1
n tend vers U'infini.

Solution :

1. a) Cette inégalité fait penser & la définition de la convexité, c’est bien le cas
puisqu(il suffit d’écrire : t = (1 — %)x() + %xm.

b) C’est évident pour x = 0, et pour x > 0, il suffit d’intégrer I'inégalité donnée
dans la question 1. a).

2. a) Comme h(0) = A/(0) = 0, la tangente en 0 est I’axe des abscisses. La fonction
h étant convexe, son graphe se situe au-dessus de ses tangentes et elle est donc
positive sur I.

b) Les primitives de h étant de classe C3, une application directe du cours nous
dit que H est de classe C'. Par ailleurs, les regles de dérivation nous conduisent
a: .

H'(z) = 20" (x) / h(t)dt.
0
La fonction h étant convexe, sa dérivée seconde est positive.
X
Avec le résultat a), on voit que / h(t)dt > 0 pour x > 0. La dérivée de H est
0
donc positive et H est croissante sur R .

c¢) Comme H est croissante et que H(0) = 0, avec des simplification évidentes
on voit que 'inégalité souhaitée provient de la positivité de H sur R.

d) La fonction A’ est croissante et h’'(0) = 0, on voit donc que si h’'(1) =0, on a
nécessairement h’ = 0 sur [0, 1]. Par suite, la fonction h est constante sur [0, 1] et
donc nulle puisque h(0) = 0.
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L’inégalité est triviale si h’(1) = 0 d’apres ce qui précede. On peut donc supposer
que h’'(1) > 0. En utilisant ¢) et en divisant par h’(1), on remarque qu’il suffit

A1) 1 W)
sy )~ h] <

Or cette derniere inégalité est équivalente a (h/(1) — 2h(1))2 > 0, elle est donc
vraie.

alors de montrer que 'on a

3. Il est clair que la fonction h est de classe C? sur I. De plus, h'’(z) = ¢"(x) > 0,
la fonction h est donc convexe. Avec a) on voit que h vérifie 'inégalité établie en
2. d) et des calculs simples nous ramenent a l'inégalité souhaitée.

4. Comme le suggere ’énoncé, on considere les fonctions gx et on leur applique les
résultats des questions 1. b) et 2. Cela nous conduit aux inégalités :
k+1 / /
k
Il suffit alors de sommer ces inégalités, pour k variant de 0 a n — 1, pour aboutir
au résultat.

5. La fonction f définie sur I = ]—%, +oo| par f(z) = (1+ 3x)3/2 est de classe C*
sur I. De plus, f/(z) = %(1 + 390)1/ ? est clairement croissante, la fonction f est

donc convexe. On applique alors le résultat de la question 4. et il vient :
[(1+30)%/2 = 1] < S + 5 — S(1+3n)*?

< 43052 = 1) + [(1+3n)Y/2 - 1],
On en déduit en isolant S,, et en considérant les termes dominants que :

Sy ~ 1—25[(1 +3n)%/2 — 1] ~ %5 n>/?

2
15

Exercice 1.09.

On admet la propriété C suivante :
Pour toute suite réelle (an)n>1, on a :

lim a, = €R = lim l[al—l—---—l—an}zﬁ
n— 00 n—oo N
Autrement dit, si une suite converge vers une limite £, alors la suite de ses

moyennes converge aussi vers L.

1. On considere la suite (uy,)pen< définie par : u; = 2, us = 1 et la relation de

récurrence :
Un

I+ Un A/ UnUn—1

a) Vérifier que la suite (u,,),>1 est correctement définie.

pour tout n € N tel que n > 2, up4+1 =

)
b) Etudier les variations de la suite (uy,)n>1-

c¢) Montrer que la suite (uy,),>1 converge vers 0.

d) Prouver que la suite n +— % — % converge vers 2. En déduire un équivalent

n+1 n
simple de wu,, lorsque n tend vers l'infini.
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2. Dans cette question, on considere la suite (uy,),>1 définie par u,, = 1 si n est
pair et u, = 0 si n est impair.

a) Etudier la convergence de la suite (Un)n>1 définie par :
Vn>1lwv, == 1 [u1+--~—|—un}
b) Que pensez-vous de la réciproque de la propriété C ?

3. On considere une suite réelle (uy),>1 €t on pose wy, = Up41 — U, pour tout
n > 1.

a) On définit la suite (vy,)p>1 par : Vn > 1,v, =
=1 i

b) On suppose que la suite (v,,),>1 converge et on note ¢ sa limite. On suppose

également que lim nw, = 0.
n—-+oo

Montrer que la suite (u,),>1 converge alors vers /.

%hu+-~+u@.

Soit n > 2. Prouver ’égalité : u,, —

Solution :

1. a) Une récurrence immédiate montre que u,, > 0 pour tout entier n, la suite
(un)n>1 est donc correctement définie.

b) On a 0 < us < uy et pour n > 2, le terme u, 11 est obtenu en divisant
u, > 0 par un nombre réel plus grand que 1. La suite (u,),>1 est donc positive
décroissante.

c¢) La suite (uy,),>1 converge vers une limite ¢ positive. Les propriétés sur le calcul

¢
14 0%

des limites et la relation de récurrence nous conduisent a ’équation : ¢ =
Il en résulte que ¢ = 0.

d) En utilisant la relation de récurrence définissant u,, il vient :

1 _ i + / UnUp—1-

Un41
Et par suite : L = % + UpUp—1 + 2 Un—1
n+1 Up Un
Comme lim wu, = 0, on déduit de la relation de récurrence que Un-1 _ 1, et
n—oo Un
par suite que 21 — % converge vers 2.
un—i—l U’n
Avec la propriété C appliquée a la suite (a,) = ( 21 — %), on obtient :
un—i—l Uy,
lim L (=1~ — 1) —92ct onen déduit que : u,, ~ —L—.
n—oo N (u121+1 4) d " (0) V21
2. a) On a vy, = % et vop11 = anﬁ On voit donc que la suite (v,,) converge
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b) Comme la suite (u,,) est clairement divergente et que la suite (v,,) converge vers
1/2, la réciproque de la propriété C est fausse en général.

3.a)Ona:
n—1 n—1 n n—1 n—1
Sokwp = > k(ugsr —uk) = D0 —Dug— > kup=(n—Duy, — > ug
k=1 k=1 =1 k=1 =1

n
= NUp — » Uk.
k=1
[’égalité souhaitée en découle aisément.

b) Il suffit d’utiliser I’égalité précédente et d’appliquer la propriété C a la suite

(an) = (nw,) compte tenu du fait que lim nw, = 0.
n—oo

On a donc obtenu une réciproque partielle de la propriété C.

Exercice 1.10.

Pour (k,¢) € N2, on pose

sup zF(1 — x)*
z€[0,1]
R(k,¢) =1n ( i >
(1 —2)tdx

0
1. Montrer que R(k,¢) est bien défini pour tout (k,¢) € N2
2. Montrer que sup zF(1 — x)¢ existe et est atteint.

z€[0,1]
Calculer sa valeur en fonction de &k et /.

1
3. On pose g(k,?) = / zF(1 — x)%dx. Calculer g(k, ), pour tout (k,¢) € N2
0

4. a) Montrer que R(k,¢) < In(k+ ¢+ 1).

b) Ce majorant est-il atteint ? Dans I'affirmative, en quels couples ?

Solution :
1. La fonction f : x — z¥(1 — x)¢ est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc

1
bornée et son sup est atteint. Clairement / f(x)dx > 0. Ainsi le dénominateur
0

définissant R(k, {) ne s’annule pas.

Enfin par positivité du numérateur et du dénominateur, le logarithme est bien
défini.

2. On sait que le polynoéme f est borné sur [0, 1]. Son maximum est atteint en un
point ou la dérivée f/(x) s’annule. Or f/(z) = 2*~1(1 — 2)* "1 (k — (k+ £)x) ceci si
k#0etl+#D0.

Comme f(0) = f(1) =0et f >0, on obtient, si k #0 et £ #0
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k J4
sw at1-0) = f(F) = () (7

Sik=0ouf=0, sup 2*(1—x)" =1.
z€[0,1]

3. On suppose k et £ non nuls. Une intégration par parties donne :

1 k+1 041 1
_ k(1 _ o\ — |2 (1 — ) 4 K+1(] _ =1
g(k:,ﬂ)—/ox(l x)dx—[ ] ]O+k+1/0x (1 —2x)"dx

Par une récurrence immeédiate :
/) 0k
g(k,l) = g(k+1£,0) =

(k+1)(kE+2)...(k+0) (k+£¢+1)!

4. a) Supposons k et £ non nuls. En utilisant les résultats précédents :
_ k+¢ E \k; ¢ \¢
Rk, ) =t (ke +e+1)(" 1) (2 (759))

=1In(k+ ¢+ 1)+1n(<kze><k§_5)k(kf_5)z)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(k + ¢, /{:L—M)’ la seconde

partie de la derniére expression représente In(P(X = k)) < 0. Ainsi R(k,/) <
In(k+¢+1).

e sik=(=0,R(k,¢{)=In1=0;

e sik=0,{#0, R(k,{)=In({+1);

o sik#0,{=0, R(k,{) =1In(k+1).

Finalement, pour tout (k,¢) € N? R(k,f) <In(k + ¢+ 1).

b) On a égalité si k = 0 ou ¢ = 0. Par contre, si k # 0 et £ # 0, le second logarithme
de la question a) n’est jamais nul.
On a donc égalité si et seulement si £k =0 ou £ = 0.

Exercice 1.11.

Pour a € R et n € N, on pose, sous réserve d’existence :

/2
In(a) = / (sint)a (cos t)n dt
0
1. Soit n € N. Pour quelles valeurs de « I'intégrale précédente est-elle définie ?

2. a) Déterminer la nature de la série de terme général J,(1).

b) En déduire la nature de la série de terme général J,, (o) pour o < 1.

3. a) Soit m un entier naturel tel que n > 2; déterminer la limite de w, =
[cos (ﬁ)}n, quand n tend vers l'infini.

b) En déduire la limite, quand n tend vers linfini, de lintégrale W,, =

w/2
/ cos™ t dt.
0
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4. On suppose a > 2.
: : , : , o (sint)®
a) Soit ¢ la fonction d’une variable réelle définie sur |0, 7/2] par g(t) = 1 oot
— cos
i w/2
Etudier la convergence de 'intégrale / g(t) dt.
0

b) Montrer que, pour tout N € N* :

/2 N /2
/O gt dt— S T () = /0 o(#) (cos )N+ dt

n=0

c¢) En déduire la nature de la série de terme général J, ().

+oo
d) Calculer > J,(2).
n=0

Solution :

1. On at — sin®t cos™ t € C%(]0,7/2]) et au voisinage de 0 est équivalente & ¢t* .
Ainsi l'intégrale converge si et seulement si o > —1.

Donc J,(«) est bien défini si et seulement si o > —1.
2.a) On a t+ sint cos™t € CY([0,7/2]) donc J,(1) définie, et :

/2 n+1
- | mpdp = [ ST (g2 1
Jn(l)_/o (sint) cos tdt—[ n+1 ]o on+1

donc la série ) J,(1) diverge.

b) -1<a<1l = Vte|0,n/2],(sint)* > sint donc J,(a) > J,(1), d’ont
la divergence de la série ) J,(«).

3. a) Par développement limité :

Uy, = eXP [n In (1 — ﬁrn +O(Elrn))] = exp[— 213271 ‘f‘o(lngn)} — 0

b) Par la relation de Chasles et décroissance de la fonction cosinus sur [0, 7/2] :

1/In%n /2
0<Wn</ dt—l—/ undtéL—l-Eun—)O
0 1 n

/1n2n 1112 2 n—0o0

4.a) Onage C°J0,7/2]) et g(t) 3 2t2~2 donc g est prolongeable par continuité
0
pour « = 2. Donc l'intégrale est faussement impropre et converge.
b) Il suffit d’invoquer la linéarité de l'intégration, et l'identité géométrique
habituelle.

¢) Soit M un majorant de |g| sur |0, 7/2] (possible d’apres la question 4.a). Pour
tout N € N*,

/2 N
]/ gt dt — 3 Jn(@)| < MxWisr —s 0
0 N— oo

n=0
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/2
donc > J,(«) converge vers / g(t)dt.
n>0 0

/2 Qt w/2
d) 5(2>:/0 %dﬁ/o (1+cost)dt = T +1.

Exercice 1.12.

Pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C', on note :

L(f) = / JIT PO dt

(La valeur de cette intégrale est la longueur de la courbe représentative de f.)

fo s _ete?
1. Calculer L(f) pour f définie sur [0, 1] par f(t) = 5

2. a) Calculer la dérivée sur [0;1] de h: t — %ln(% + V14 4t?).

b) Soit f définie sur [0, 1] par f(t) = t2. Calculer L(f).

1 .
3. a) Montrer que 'intégrale / SlTnt dt est convergente.
0

oo |
b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que l'intégrale / 51Tnt dt
1
est convergente.

L T2 cos(2t)
¢) Montrer que l'intégrale / ———2dt est convergente.
1

t

oo |, 2
d) Montrer que 'intégrale / SN E gt est divergente.
1

t
T sin ¢
En déduire la divergence de 'intégrale / Tdt.
1
4. On désigne par g la fonction définie sur |0, 1] par g(t) = %sin (%) et par [ la

1
fonction définie sur le méme intervalle par f(x) = / g(t) dt.

X
a) Montrer que f se prolonge par continuité en 0. On notera encore f ce
prolongement.

b) Montrer que f est continue sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur ]0, 1].

1
c¢) Montrer que lim lg(t)] dt = +o0.
z—=0+ /..

d) Pour tout réel z € ]0,1], on désigne par A(z) la longueur de la courbe
représentative de la restriction de f au segment [z, 1].

Donner une expression intégrale de A(z), pour tout z €]0, 1], puis montrer que
lim A\(z) = +o0.

z—0t
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Solution :

2t —2t 2t —2t
1L.Ona:1+[f())2P=1+&=2+e" e +2+e " _ ¢4)2 Donc

4
}1:e—e_1 |
2

1 1 t -
:/0 ‘/f(t)2dt:/0 f)dt = [S=5], %6
2. a) Il vient :

h/(t):lx 1 ><(2 4t ) _ 1 \/1+4t2+2t

+
279t 4 /1 + 42 V1 + 4¢2 2t+\/1+4t2 V1 + 4¢2
1

VAT
b) Par intégration par parties suggérée par la question a) :
1
L(f):/\/1+4t2dt=[ VIt /
1V 1 —l— 4t2

— 5 — /4t Al -1y _ /5T +/—dt
V1 + 42 () 0 1+ 42

Donc :
2L(f ——L—d =5+ [$ (@t + VI +42)]) = V5+ L2+ vE),
et : /

L(f):%5+%l1n(z+¢5)

3. a) La fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0; l'intégrale est
faussement impropre en 0.

A A
. sint 5, 1 cost1A cost
b)OnapourA>1./1 : dt = . 1 /1 2 dt.

-

+o0o
Avec < tlz’ la regle de Riemann montre que l'intégrale /1 %St dt est

absolument convergente, donc convergente. On peut passer a la limite lorsque A

tend vers +oo et % est de limite nulle.

Donc 'intégrale proposée converge.

¢) On procede comme en b) par intégration par parties pour augmenter la
puissance au dénominateur.

: sin?(t) 1 — cos(2t)

d) On a T = 57 , donc :
r . 92 T
sin (t)dt 1ol cos(2t)dt
. t 2 2/ t
Quand zx tend vers 400, la derniere intégrale converge et %lna: tend vers 'infini.
x 2 .2 .
D’ou liIil %tdt = +oo. Enfin, Vt € R, Sullf—t < |Sl?t|. Donc par
T—r+00

1

+ .
comparaison, / @dt diverge.
1
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a) Soit x €]0, 1]. Par le changement de variable u = 1/t,

1 1/x
f(:z;):/ g(t)dt:/l Sl%du.

+oo |
Et comme / SlTntdt converge, on peut prolonger f par continuité en 0.
1

b) Sur |0, 1], f est 'unique primitive de —g nulle en 1, donc f qui est continue
en 0 est clairement de classe C* sur |0, 1].
! T | sin u| : N
c) Comme en a),ona: [ |g(t)|dt = —y— du : la divergence de I'intégrale

T 1
a I'infini et la positivité de la fonction a intégrer donnent le résultat.
d) On a f'(t ) = . Donc :

Va e]0,1], /\/ 2sm % /|—sm )|dt > /|g )|dt

Donc lirgJr A(z) = +o0. On a ainsi un exemple de courbe image d’une fonction
T—

continue sur un segment et de longueur infinie ...

Exercice 1.13.
Soit (uy)n>1 une suite réelle vérifiant pour tous n, m entiers naturels non nuls :
un+m < U, + Um,

On pose, pour tout n € N* : v, = min Yk,
kel1,n] K

1. Montrer que la suite (vy,),>1 admet une limite ¢ dans {—oco} UR.
2. Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, on a u,,, < mu,.

3. On suppose dans cette question que ¢ ne vaut pas —oo. Soit € > 0.

a) Montrer qu’il existe m € N tel que uﬁ </l+e.

b) En utilisant la division euclidienne de n par m, montrer que la suite (an—”)n>1
converge vers £ lorsque n tend vers 4o0. -

Dans la suite, on appelle chemin sans croisement de longueur n toute suite
My, ..., M, de points du plan a coordonnées entieres vérifiant :

i) My = O (origine du plan) ;
ii) pour tout i € [0,n — 1], la distance entre M; et M; 1 est égale a 1;
iii) pour tout i # j, on a M; # M;.
On note N,, le nombre de chemins sans croisement de longueur n.
a) Montrer que N,, < 4".
b) Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, N, 1,, < N, N,,.

c¢) Quelle relation vérifie u,, = In N,, ?

d) En déduire que la suite (Nyl/ "), converge.
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Solution :

1. La suite (v,,) est décroissante (a cause du min...) Soit elle est minorée, auquel
cas elle converge vers sa borne inférieure, soit elle tend vers —oo.

2. On montre cette relation par récurrence.

® pour M =mn, Uz, < 2Up ;

® SUpPPOSONS qUE Uy < MUy, Alors

u(m—i—l)n = Umn+n < Umn + Up, < MUy, + Uy = (m + l)un

3. a) Comme lim v, =/, il existe n > 1 tel que min % < 0+ £ et comme
n—+00 kell,n]

¢’est un minimum, il existe m > 1 tel que uﬁ </l+e.

b) Soit m fixé et n grand. Il existe un unique couple (g,7) avec 0 < r < m tel que
n =mq-+r. Ainsi :

U U U U U U n—r_u Uu U U
n n n n n n n m n mo
Comme r € [0,m — 1], on a u, < max(uj,...,Un—1) < Cp. Donc lim ™ =0,
n—-+4o0o

et il existe N7 tel que pour n > Ny, UW” <O+ 2e.
Comme lim v, = ¢, par décroissance, il existe Ny tel que sin > Ny, Yo > ¢—9¢.
n—-+o0o n

Ainsi pour n > max(Ny, Na), ‘u# — €‘ < 2e.

4. a) On part de My = (0,0). Il y a 4 choix possibles pour M; qui sont
(1,0),(—1,0),(0,1) et (0,—1). Si My, est placé, il y a alors 4 positions possibles
pour My, 1. Par récurrence immédiate N,, < 4™.
b) Il y a N,, chemins sans croisement de My a M,, et au plus N,, chemins sans
croisement et ne croisant par My, ..., M, de M, a M, ,,. Donc :

Npim < NpyNp,
c¢) La suite (uy,) vérifie w1 < Uy + U,

d) La suite (v, ) correspondante ne peut tendre vers —oo puisque u,, = In(N,,) = 0.
Ainsi lim %2 =/cRet

n—-+oo

lim In[(N,)Y/"] = € et donc lim N/™ = ¢f € R%

n—-+oo n—-+oo

Exercice 1.14.

1
1. Déterminer les réels x pour lesquels / (1#
0

n t2)w converge.

1
dt

O te alors F'(z) = — .
n note alors F'(x) /0(1+t2)x

2. Calculer F(0) et F(1).

3. Soit n € N. En évaluant F(n) — F(n+ 1), déterminer a l’aide d’une intégration
par parties, une relation de récurrence entre F'(n) et F'(n + 1).
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. " 1
4. Soit n € N. Montrer que F(—n) = > <n>_
= \k) 2k +1

5. Etudier les variations de la fonction F sur son domaine de définition.
6. a) Pour z < 0 fixé, étudier les variations de la fonction ¢ — m sur [0, 1].

b) Déterminer lim F(x).

T—r— 00

zt?

1
7. a) Montrer que : Vo € R}, F(x) < / e 2 dt.
0

b) En déduire lim F(x).
r—+00

Solution :

1. Pour un réel z fixé, la fonction f, : t — e~=(+%) egt continue sur [0,1] donc
la fonction F' est bien définie sur R.

1 1
2. OnaF(O):/O dt =1 et F(l):/o 1—C|l—tt2 = [arctanthl):

s
1
3. Soit n € N . Par linéarité,

F(n)—F(n+1):/0 ((1+1t2)” — (1+t12)n+1)dt:/0 Wdt

t 2t
= | Lu—=2t __dt
/o 27 (146271

Posons u(t) = L et v(t) = _—12 Les fonctions u et v sont de classe C1 sur
2 n(l+t)"
[0, 1], donc en intégrant par parties :
_ [t =1, 1 a__ _ -1 1
) =P+ 1) = gyl 2”/0 Ay~ et o)

Finalement :

F(n+1): 2n2;1F(n)+ﬁ

1 1,
4. Soit n € N, F(—n) = / (1+t3)"dt = / > (Z)t%dt, donc par linéarité :
0 0 k=0

F(—n) = ]éo (Z) 2;{;—1+1

5. Pour un réel t € [0, 1] fixé, la fonction x — f, () est décroissante sur R, donc,
V(z,2') € R?,x <2/ = f.(t) > fu(t), puis par croissance de I'intégrale avec
0 <1, il vient F(x) > F(z’) donc F est décroissante sur R.

6. a) Pour x < 0 fixé, la fonction f, est dérivable sur [0, 1] et :

Vi € [0,1], fL(t) = e—@In(1+£%) =22t
[ ] fx() € X1+t2



Analyse 29

Ainsi f, est croissante sur [0, 1] et fx(l) = (%)I
b) Soit z < 0. D’apres la question précédente, Vit € } fx( ) = fu (2) donc
. e s 1 1 1
par croissance de 'intégrale avec 5 < 1, /l fa(t)dt / fm dt 5 fz (Q)
2
D’autre part, la fonction f, étant positive sur [0, 1], / f=(t)dt donc
Fz) > (d)
Par comparaison lim F(x) = +oo
Tr—r—00
7. a) En étudiant la fonction ¢ — In(1+1¢) — % sur [0, 1], on montre facilement que
2
Vte[0,1], In(1+1¢) > t. Or si t € [0,1], alors t* € [0,1], donc In(1 + ¢2) > %,

zt?

donc f.(t) <e 2.
1 2
xt
En intégrant, il vient : Vo € R, F'(z) < / e 2 dt.
0

b) En effectuant le changement de variable affine u = y/zxt, d’ot du = /z dt, il

vient :
1 JI
e_T __du
[eFa-L["

Y -
Comme lim e” 2du= Tﬂ (densité de la loi N'(0,1)), alors :

r—+00 0
. _wt2
lim e 2dt=0
r——+00 0

Or clairement, F'(x) > 0, donc par encadrement, lim F(z)=0.
r——+00

Exercice 1.15.

Soit @ > 0, I = [0,a] et f: I — R continue telle que :

e 0< f(x) <z pour tout = € ]0,a] ;

e il existe a > 0, ¢ > 0 tels que pour tout & dans un voisinage de 0,
f(z) =2 —ca®t! + o(xT1)

ug € I,ug #0

Vn>0,up1 = fluy)’

1. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Soit (uy) la suite définie par {

a) Soit y un réel non nul. Montrer que
v
Upty = ug — cyug ™ + o(ug™)

b) Montrer qu’il existe « tel que la suite de terme général u 41— U, converge dans
R*.
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3. a) Montrer que si (v,) est une suite réelle admettant une limite A, alors la suite
n
(w,,) définie par w,, = % > v; converge également vers .
i=0
b) En déduire un équivalent de u,,.

4. Applications

a) Soit  la suite définie par ug > 0 et pour n > 0, Uy = In(1 + u,). Etudier
la nature de la série de terme général u,,.

b) Soit u définie par uy € |0, 7| et pour n > 0, u,y1 = sin(u,). Trouver un
équivalent simple de u,, lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. La suite (uy,) est strictement décroissante, minorée par 0. Elle converge vers une
limite ¢ vérifiant ¢ = f(¢). Comme f(z) < z pour = # 0, alors £ = 0.

2. a) On utilise un développement limité de (1 4+ u)” pour u au voisinage de 0.
Up g1 = U (1= cufy + o(ug))” = ul (1 — eyupy + o(uyy)) = u — cyup™ + o(ug ™)
b) En choisissant v = —q, il vient :=

% =ca+ o(l)

u;—ﬁl — Uy
3. a) On revient a la définition de la limite :

Ve >0,dng,n=2ng = |v, — A <e¢
Alors pour n plus grand que ng :

_ lno _ 1 S _ Chy n—"no Chg
[wy, >\|<nk§0|un )\|+nk:n20+1|un Al < et < = te

. C
En choisissant n; tel que pour n > nq, % < €, pour n > max(ng,ni), on a

lwy, — A| < 2e.

b) La question précédente montre que %(u‘o‘ — Uy O‘) = ca, donc wu, ~

n
1 1
(Ca)l/a nl/a'
4. a) La fonction proposée vérifie les hypotheses de 'exercice avec In(1 + x) =

T — % + o(2?).

Ici ¢ = 1/2 et a = 1. La question précédente montre que wu,, ~ % et la série > uy,
diverge.
b) Cette fois f(z) = sinz = x — %x?’ + o(x?), donc ici ¢ = % et a = 2, on en
déduit :

b f3
n



Analyse 31

Exercice 1.16.

On note F': R} — R et G : R} — R les applications définies par :

F(z) = SIDU g ot Gz)= | “©SLdy
1 U T

1. Montrer que F' (respectivement G) admet une limite finie, notée a (respective-
ment ) en +00.

+oo |
sint dt

2. Montrer que pour tout réel x strictement positif, 'intégrale Pt

converge et exprimer sa valeur, notée A(z), en fonction de F et G.

3. Montrer que A est de classe C? sur ]0, +o00[ et calculer A”(z) + A(x) pour tout
x> 0.

4. Déterminer les limites de A, A’ et A” en 4+o00. Peut-on généraliser 7
400
5. a) Montrer que sinx / % du tend vers 0 lorsque x tend vers 0.
x

+oo |
b) Montrer que / % du converge et qu’elle est la limite de A(x) lorsque x
0

tend vers 0.

Solution :

1. En intégrant par parties :
X x
_T_ 17z CoS U _ _cosxT Ccos U
F(z)=| (:osuxu}1 /1 ”: du = cos 1 > /1 D du
Cette intégration par parties avait pour but d’augmenter la puissance au dénominateur

+o0
et la regle de Riemann montre que l'intégrale / % du est absolument con-
1 u

vergente, donc convergente et par conséquent F' a une limite en +o0.

On procede de la méme facon pour G.

2. Comme x > 0, le seul probleme est en 400 et le changement de variable affine

u =t + x est autorisé avec la borne infinie.

T sin(u — 2)

u

Sous réserve de convergence, on a donc : A(z) = / du

xX
et en développant sin(u — x), les résultats de la question 1. donnent la convergence
voulue et permettent de scinder I'intégrale :

A(x) = cos:z:/Jroo 1

+o0
SINU 7 — sin x COSU

“+o0 +o0 x
Avec, dans le cas de la converegence : / .= / el — / ..., on a donc :
1 1

T

A(z) = (cosz)(a — F(z)) — (sinz)(8 — G(z))
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3. Les fonctions a intégrer définissant F' et G' sont continues sur R* , donc F' et G
sont de classe C! et A aussi et une premiere dérivation donne :

A'(z) = —(sinz)(a — F(x)) — (cosz)(B — G(x)) — cos xx sigx + sinxx%
— —(sina)(a — F(2)) — (cos) (8 - G(z))
On peut donc recommencer et A est de classe C? sur R%, avec :
A"(z) = —(cosz)(a — F(z)) + (sinz)(8 — G(2)) + SinxxSi% + cos xx%

Ainsi :

A(m)+ A"(z) =1 (x)

4. Avec Em F=aet Em G = p et le fait que les fonctions sin et cos sont bornées, les
o> o
résultats précédents donnent : lim A = lim A" = 0 et donc également lim A” = 0.
400 o0 +oo

On pourrait continuer par la technique dite «de ’ane qui trotte» a partir de (x) :
A est de classe C* sur R’ et toutes les dérivées tendent vers 0 en +oo.

5. a) Déja l'expression donnée a un sens et on écrit :

“+o00 1 400
sin COSYU 1y =ging | O5YU dy + sinx COSU gy,
x U x u 1 u

et
1 1 1
/ cosudu:/ COSU_1+1du=—lnx+/ cosu—1 g,
u u u
X xX x
Comme lim sinzlnz = 0 (par équivalent du sinus) et lim cosu—1 _ 0,

z—0t u—0t
I'intégrale précédente est faussement impropre en 0 et le passage a la limite est

licite et donne :

—+ o0
lim sin x COSU 1oy = ()
z—0 = u

b) La convergence demandée est banale car on a déja réglé le probleme pour la

borne infinie et I'intégrale est faussement impropre en 0.

+oo | o0

Comme A(x) = cos :c/ Sl% du — sin .r/ % du et lign cos = 1, le résultat
X X

demandé est une conséquence du résultat a).

Exercice 1.17.

A toute suite réelle a = (a,,)nen, on associe la suite a* définie par :
VneN,a;, = Ln i (Zf)ak
2" k=0
1. Un exemple : Suite géométrique.
Soit z € R. On suppose que la suite a est définie par : Vn € N, a,, = 2™.

a) Exprimer a} en fonction de z et n.

b) On suppose que |z| < 1.



Analyse 33

i) Justifier la convergence de la série ) a, et expliciter sa somme A(z) =
n>0

o
> ap.
n=0

o0
ii) Justifier la convergence de la série ) a} et expliciter sa somme Y a) en
n>0 n=0

fonction de A(z).
¢) On suppose que |z| > 1.

i) Quelle est la nature de la série ) a, ?
ii) Quelle est la nature de ) a ;22 =-27
n>0
2. Comparaison des convergences des deux suites.
a) Soit k € N fixé. Déterminer la limite de 2% <Z) lorsque n tend vers +oo.

b) Soit a une suite réelle et ¢ un entier naturel fixé.

q
On considere pour n > ¢, la somme Sy(n,a) = kz—:o (Z) ;—Z. Quelle est la limite de
Sq(n,a) lorsque l'entier n tend vers +oo ?
c¢) On suppose que (a,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Montrer que

lim a; =0.
n—+oo

d) On suppose que (a,) converge vers un réel ¢ lorsque n tend vers +o0o. Quelle
est la limite de (a}) lorsque n tend vers +oo ?

e) La convergence de la suite (a,) est-elle équivalente & la convergence de la
suite (a’)?

Solution :

1 a) D’apres la formule du binéme : Vn € N, a! = 2%(,2 + 1)

b) i) D’apres les résultats sur la somme des termes d’une suite géométrique,

n . n+l
comme z # 1 : Ezkzllf
k=0 o

Comme |z| < 1, cette suite admet une limite. Ainsi, > a,, converge et
o0
— k1
A(z) _n;()z =1

ii) D’apres I'inégalité triangulaire,

|z—51|<1‘|‘2’z‘ <1

oo
Ainsi, Y a} est une série géométrique convergente et » | a = i E S = 2A(2).
n=0

c) i) Comme |z| > 1, la série )  a,, est grossiérement divergente.
)
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)™ qui est le terme général d'une série

DNO|—

ii) Si z = =2, alors a} = (—
géométrique convergente.
nn—1)---(n—k+1) nk

k! (;) k!

et d’apres les théoremes de croissances comparées, lim Ln ( k:) = 0.
n—+oo 2

2. a) L’entier k étant fixé, (2) =

b) L’entier ¢ étant fixé, (S,(n, a)), est une somme finie de suites de limite nulle.
Ainsi, lim Sy(n,a) =0.
n——+oo

c¢) Comme (a,)nen est de limite nulle, il existe un entier naturel g tel que

Vn2>qlan| < 5

La suite (S,(n,a)), étant de limite nulle, il existe ng tel que

Vn = no,|S(n,a)| < %

D’apres les questions précédentes, pour tout n > max{ng, q} :
* 1 - n 15 1 n n\ g 5 1 n\ e
@l =[S +E > (Mal<s+E 2 (B)5<5+& 2 (R)§<e
’ q 2n gt kj ‘ 2 2n [l kj 2 2 2n — k 2 X
Ainsi, par définition de la limite, lim a) =0.

n——+oo

d) D’apres la définition et la formule du binéme qui donne 2" = > (Z), on

peut écrire : a) —{ = 1 > (Z)(ak —0).
2" k=0

Ainsi, comme lim (a, —¢) = 0, on se ramene au cas précédent et lim a) = /.
n——+oo n—+oo

e) Sia = ((—2)")n, alors, d’apres la question 2. ¢), (a}) est une suite convergente
de limite nulle alors que (a,,) est une suite divergente. Ainsi, il n’y a pas équivalence
entre les convergences de (a,) et de (a}).



9
ALGEBRE

Exercice 2.01.

Soient n, p des entiers naturels non nuls et A une matrice de M,, ,(R). On confond
vecteurs de R™ ou R? et matrices colonnes canoniquement associées.

On note (.,.) le produit scalaire canonique de R™ ou RP.

1. Montrer que A est de rang 1 si et seulement s'il existe U € M, 1(R) et
V € M, 1(R) non nulles telles que A = U

En déduire que dans ce cas : VX € RP, AX = (V, X)U.

2. Si le rang de A vaut 1 et si n = p, calculer la trace de A en fonction de U et V
puis du calcul de A2, déduire un polynoéme annulateur de A.

3. a) Montrer que A est de rang 2 si et seulement s’il existe (Uy,Us) € M, 1(R)?
et (V1,V2) € M, 1(R)? tels que (Uy,Us) est une famille libre de R™ et (V3, Va) est
une famille libre de RP avec :

A=U"V1 4+ Us'Vs
b) Déterminer alors une base de Im A.

c¢) Déterminer Ker A.

4. Généraliser les résultats précédents au cas ou le rang de A est égal a r > 0.

Solution :

1. Si A est de rang 1, alors toutes les colonnes de A sont du type vU, ou v est un
réel et U € M,, 1(R) engendre 'image de A. La matrice colonne U est non nulle,
sinon A serait nulle et donc de rang 0 ce qui contredit ’hypothese.

Ainsi pour tout 1 < i < p, la i colonne de A s’écrit v;U oit v; est un réel. Soit
V € M, 1(R) la matrice colonne dont la i ligne est v;. Cette matrice est non

nulle car A est non nulle.
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On a en écrivant en colonnes :
A= (Ul |vU)=UV.
Réciproquement si A = UV = (v, U] - - |v,U), toutes les colonnes sont colinéaires

a U et comme U et V sont non nulles, on en déduit que le rang de A est 1.
Ainsi puisque ‘V X est un réel, on a

VX eRP, AX =U'VX = (VXU =(V,X)U
2. On suppose que n = p, on a :
tr(A) = tr(UV) = tr(*VU) = VU et A2 =UWVUV = (‘VU)UWV = tr(A)A.
Ainsi un polynéme annulateur de A est X2 — tr(4)X.
3. a) Si le rang de A vaut 2, alors la dimension de Im A est 2.
Soit (Uy,Us) une base de Im A. Ainsi la i colonne de A s’écrit comme combi-

naison linéaire de Uy et de Us : v1;Uy + vo;Us. Par conséquent en notant V7 et Vs,
les matrices de coeflicients vq; et v9;, on a :

A = (v11U1 +v21Us| - - - [v1,U1 + v2,Us) = Uy'Vy + Us'Vs.
La famille (V7, V3) est une famille libre de R? car si cette famille est liée, il existe
un réel a tel que Vo = aVj ou V3 = alh. Dans les deux cas, on en déduit que

A s’écrit sous la forme UV donc la matrice n’est pas de rang 2 ce qui contredit
I’hypothese.

Réciproquement s'il existe (U1, Us) € My, 1(R)? et (Vi,Va) € M, 1(R)? tels que
(U1,Usz) est une famille libre de R™ et (V1, V%) est une famille libre de R? avec
A=U"Vi + U,'Vs,
alors on a pour tout X de RP
AX =0 (X, V)U1 + (X, V5)Us =0 <= (X, V}) =0 et (X, V) =0
< X € (Vect(Vy, o))+,
Donc Ker A = (Vect(Vy, V2))*. On en déduit que le rang de A est 2.

Ainsi A est de rang 2 si et seulement si il existe un couple (Uy,Usz) € M, 1(R)?
et un couple (V1,Va) € M, 1(R)? tels que (Uy,Us) est une famille libre de R™ et
(V1,Va) est une famille libre de R? avec

A=U"V, + Us'Vs.
b) Une base de Im A est donc (U, Us).
¢) D’aprés ce qui précede Ker A = (Vect(Vy, Vo))t
4. On généralise ce résultat : le rang de A est égal a r > 0 si et seulement s’il existe

(Uy,---,Up) e Mp1(R)" et (Vi,---, V) € Mp1(R)" tels que (Uy,---,U,) est une

famille libre de R™ et (V7,---,V}.) est une famille libre de R? avec
A=U1V1 + -+ UV,

En effet si le rang de A est r, soit (Up,---,U,) une base de Im A. Chaque

colonne de A est combinaison linéaire de (Uy,---,U,), on en déduit qu’il existe
(Vi,--, Vi) € Mp1(R)" tel que
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A=U"V1 + -+ UV,

Alors pour toute colonne X, AX = 0 s’écrit ‘V; X =0,...,'V, X =0 et :

Ker A = (Vect(Vy,---, V;))t,
or la dimension de Ker A est p — r donc le rang de la famille (Vq,---, V) est r ce
qui prouve que cette famille est libre.
Réciproquement, s’il existe (Uy,---,U,) € M, 1(R)" et (V1,---, V) € M, 1 (R)"
tels que (Uy, - -+, U,) est une famille libre de R™ et (V3, - -, V,.) est une famille libre
de RP avec

A=U'Vi+-- + UV,

alors on montre que Ker A = (Vect(Vy,---,V,.))*, et comme (Vi,---, V) est une
famille libre de RP, le noyau de A est de dimension p — r donc le rang de A est r.

Exercice 2.02.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f et g deux endomorphismes
de E diagonalisables. On suppose que f og = go f et que ’ensemble des valeurs
propres de f est de cardinal n.

1. Montrer que les sous-espaces propres de f sont des droites stables par g.
2. Montrer qu'il existe une base B de F telle que Mp(f) et Mp(g) sont diagonales.
Plus généralement on admet que deuzx endomorphismes diagonalisables qui com-

mutent admettent toujours au moins une base commune de vecteurs propres.

Dans toute la suite de l'exercice, A et B désignent deux matrices carrées réelles
d’ordre n. On note ® 4 p 'application qui, a toute matrice M de M,,(R), associe
la matrice AM + MB.

3. Montrer que ®4 p est un endomorphisme de M, (R).

4. On suppose dans cette question que A est diagonalisable et que B est la matrice
nulle.

Soit (X1,...,X,,) une base de M,, 1(R) et des réels Ay, ..., A\, tels que pour tout
entier naturel ¢ compris entre 1 et n, AX; = \; X;.

a) Pour tout couple (7, j) d’entiers compris entre 1 et n, on note M; ; la matrice
dont la i-eme colonne vaut X; et les autres colonnes sont nulles. Montrer que la
famille (M; ;)1<i j<n forme une base de M, (R).

b) En déduire que I'application ® 4 ¢, est diagonalisable.

5. On suppose dans cette question que A et B sont diagonalisables. Montrer que
® 4 p est diagonalisable.

Solution :

1 Soit A une valeur propre de f et x € Ker(f — Nidg).
Alors, comme f et g commutent, f(g(z)) = g(f(z)) = g(Ax) = Ag(z).
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Ainsi, g(x) € Ker(f — Nidg) et Ker(f — Aidg) est stable par g. On peut remarquer
que les sous-espaces propres de f sont bien des droites ...

2 Soit B = (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de f. Notons, pour tout
i, \; tel que f(e;) = Ne;. Comme f possede n valeurs propres distinctes,
dimKer(f — \jidg) = 1.

Ainsi, comme g(e;) € Ker(f — \je;), il existe p; tel que g(e;) = p;e;. Finalement,
la matrice de g dans la base B est diagonale.

3. On montre aisément que ®(M) € M, (R) et D(AM + N) = A®(M) + (N).

4. Comme A est diagonalisable, il existe (X1,...,X,) et Aq,..., A\, tels que pour
tout 7 € [[1,TL]], AX;, = X,

a) Soit (i ;) tels que > > pijM; ; = 0,.
i=1j=1

n
Alors, en étudiant chaque colonne de cette matrice : Vi, Y p; j X; = 0y,
j=1
Comme (X;) est une base, les j; ; sont tous nuls et (M; ;)¢ jye[1,n]> est une base
de M, (R).
b) D’apres les propriétés du produit matriciel, ® 40, (M; ;) = A\jM; ;. Ainsi,
(M; ;) est une base de vecteurs propres de ® 49, et 40, est diagonalisable.

5. D’apres la définition, (I)A,B = (I)A,O + (I)O,B-
— D’apres la question précédente, ® 4 o est diagonalisable.

— Comme B est diagonalisable, il en est de méme de !B et on peut donc
trouver une base de M, (R) formée de vecteurs propres pour ®:5 ¢ et les matrices
transposées forment une base de vecteurs propres pour ®gp. Donc ®¢ p est
diagonalisable.

— Enfin (I)A70 @) (I)()’B(M) = A(MB) = (AM)B = (I)O,B 0] q)A,O(M)-

Ainsi, d’apres la question 2, ® 4 et ®y p sont diagonalisables dans une méme
base. Une telle base est une base de diagonalisation de ® 4 p.

Exercice 2.03.

Pour n € N, on note E,, le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C™ sur
[0, 1].

On note M Pensemble des fonctions de Eo vérifiant f(0) = f(1) = 0, et on

considere 'application u de M dans Ey qui, a toute fonction f de M associe sa
dérivée seconde, notée f”'.

1. Montrer que u est une application linéaire injective.
1
2. Soit g € Ey. Pour tout x de [0,1], on pose G(x) = %/ |z — t|g(t) dt.
0

a) Justifier que G est un élément de Fy et déterminer G”'.

b) Pour tout x de [0, 1], on pose H(z) = G(x) 4+ ax + b. Déterminer les réels a
et b pour lesquels H appartient a M.
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¢) Que peut-on en déduire pour u ?

d) Vérifier que pour tout élément x de [0,1] :

1 1 1
o)) = § [ le—tia®a =4 [mya-§ [ 0200

On note P, 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur

ou égal & n. Pour tout k € N* et tout z € R, on pose e(zr) = z¥ et on pose

également, pour tout x, eg(x) = 1.

On note M, le sous-espace vectoriel de P,, constitué des fonctions polynomiales P

de P, telles que P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel & et tout réel =, on pose fi(z) = 2*T1(z — 1).

3. Montrer que pour tout n de N, C' = (fo, f1,..., fn) est une base de M, ;o.

4. Pour n € N, soit v application linéaire de M,, o dans P, qui & P associe P".
a) Déterminer la matrice A de v relativement aux bases C' et B = (eg, e1,...,€y).

b) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Solution :

1. L’application u est clairement linéaire de M vers Fj.
Soit f € Keru. On a f” =0et f(0) = f(1) = 0. Donc f est affine et nulle en deux

points, donc f est la fonction nulle et u est injective.
1

2. a) 2G(x) = / (x —t)g(t)dt +/ (t — x)g(t) dt, soit en développant :
0 T

26(x) = m/oxg(t) dt — x/;g(t) dt — /Omtg(t) dt + /:tg(t) dt

On peut déja dériver une fois :

%W@ZA%@ﬁ—/g®ﬁ+w@%WGMMPWM@+FW@»

= /Omg(t) dt—/:g(t) dt

G’ est encore dérivable et : 2G" (z) = g(x) — (—g(x)), soit :
G" = g et G est bien de classe C2.
b) On a encore H” = g et :

H(0) = b+G(0) = b+%/1tg(t) dt, H(1) = a+b+G(1) = a+b+%/1(1—t)g(t) dt

1 1
Donc H appartient a M pour b = —%/ tg(t)dt et a = %/ (2t — 1)g(t) dt.
0 0

c¢) Pour un tel choix de a et b, on a donc H € M,u(H) = g, ce qui prouve que
u est bijective ...

1 1 1
d)...avecu_l(g):xH%/O |x—t|g(t)dt—%/0 tg(t)dt—gfo (1 —2¢t) g(t) dt.
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3. f est dans M, ;2 si et seulement si f est de la forme z — z(x — 1)Q(x), ou Q
est polynomiale de degré inférieur ou égal a n, donc (fo,..., fn) est génératrice de
My o.

La liberté de la famille est claire par échelonnement.
4. a) v(fo)(x) =2, v(f1)(x) = 6x — 2 et pour k > 2,
v(fe)(x) = (K +2)(k + 1)a* — (k4 kb1,

Soit en remplissant colonnes apres colonnes :

2 =2
0 6
D —k(k+1)
a— | (k+2)(k+1)
' 0
—(n+1)n
(n+2)(n+1)
k2

+ ax + b et les conditions aux

b) v~ 1(e) est de la forme x —
) v (ex) (k+2)(k+1)

bords donnent :
k+2

v’l(ek)(fb’) = (k +x2)(k+ 1) B (k+2)x(k+ 1)

_ale—1) o
= Grynin et
1

soit : v (ep) = (fo+ fi+ -+ fr), ce qui explicite la (k + 1)™°

(k+2)(k+1)
colonne de A~! : tous les éléments qui sont au-dessus ou sur la diagonale valent
1

et les autres sont nuls.
(k+2)(k+1)

Exercice 2.04.

Soit n € N*. On considere ’espace vectoriel R™ muni de sa structure euclidienne
canonique, le produit scalaire étant noté (.,.) et la norme associée |.||.

Conformément a I'usage, on note par la lettre majuscule correspondante la matrice
colonne canoniquement associée a un vecteur de R” noté par une lettre minuscule.

On considere un endomorphisme symétrique ¢ de R™, dont toutes les valeurs
propres sont positives ou nulles et u = (uq,...,u,) un vecteur fixé de R".

Le but de cet exercice est ’étude de la fonction f : R™ — R définie par :

Vo e R" f(x) = §{p(@),) - (u,)

On note A = (a; ;) la matrice canoniquement associée a ¢.

1. Montrer que si toutes les valeurs propres de ¢ sont strictement positives, on a :
VheR" h#0 = (p(h),h) >0
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On dit alors que ¢ est un endomorphisme symétrique défini positif.

2. a) Montrer que f est de classe C? sur R™ et expliciter son gradient et sa matrice
hessienne en tout point.

b) Montrer que f admet un unique point critique si et seulement si ¢ est défini
positif.

c¢) On suppose que ¢ n’est pas défini positif. A quelle condition sur u et ¢ la
fonction f possede-t-elle des points critiques ?

d) On suppose que f admet au moins un point critique z. Montrer que f admet
1

en z un minimum global valant —§<u, z).
e) La fonction f admet-elle des maximums locaux ?
7 =2 1
3. Exemple. On suppose iciquen=3, A=| -2 10 -2 | et u=(6,12,—6).
1 -2 7

Montrer que ¢ est défini positif.

Déterminer I'unique point critique de f et le minimum global de f sur R3.

Solution :

1. Soit A la matrice canoniquement associée a l’endomorphisme . La matrice
A est symétrique réelle, donc il existe P orthogonale et D diagonale (dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de ) telles que A = PDP~!.

On a
(p(h),h) = Y(AH)H = *HAH = *H*PDPH = '(PH)D(PH) = 'Y DY = " \;y2

et h # 0 donne H # 0 et Y = PH # 0 donc les \; étant strictement positifs il
vient bien

((h),h) >0
2. a) Avec A= (a;;), z = (z1,...,2,) et u= (u1,...,u,),0n a:

f(x) =2 aijmimy — 3w
Alors :

0i(f)(x) = él aijz; —u; et 87 ;(f)(z) = a; 5, donc :
V(f)(z) = AX —Uet V(f)(z) = A

b) Il y a un point critique et un seul si et seulement si ’équation AX —U =0 a
une solution et une seule, donc si et seulement si A est inversible. Ceci a lieu si et
seulement si 0 n’est pas valeur propre donc si et seulement si les valeurs propres
sont toutes strictement positives.

¢) AX — U = 0 a au moins une solution si et seulement si U € Im(A), donc si
et seulement si u appartient a Im .

d) Par hypothese p(z) =u et f(z) = 5(u, z) — (u, 2z) = —%(u, z).

DO —
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Alors, pour tout x :

F@) = £(2) = $lp(@),2) — (u,2) + F(u, 2) = F(p(), 2) — ((2), 7) + {(2), 2)

= Lp(x), 2) — () + L(u, 2)
= Tlp(@),2) — Lo(2),2) — L), 2) + L{p(2), 2)
- %(gp(m—z),x—z> >0

Il s’agit donc bien d’un minimum global.

(On peut aussi dire que f est une fonction polynomiale du second degré, donc le
développement a l'ordre 2 est en fait exact et la hessienne est positive ... )

e) On vient de voir qu'un point critique correspond toujours a un minimum, il
n’y a donc pas de maximum local.

3. Les calculs montrent que le spectre de A est {6,12}.
2

L’équation AX = U donne X = sl 2| le minimum (global) valant —14.
-1

\)

Exercice 2.05.
Soit n € N*. On note (.,.) le produit scalaire canonique de R™.

On dit que deux familles (uy,...,ux) et (vy,...,v;) de vecteurs de R™ sont
biorthogonales si ’on a :

vmﬁeMﬂ%wWﬁz{

1 sii=7j
0 sinon

1. a) Montrer que si les familles (uq,...,u) et (v1,...,v;) de R™ sont biorthogo-
nales, alors ces deux familles sont libres. Que peut-on en déduire pour k7

b) Montrer que si B’ = (uq,...,u,) est une base quelconque de R"™, alors il
existe une unique base C = (v1,...,v,) telle que B’ et C soient biorthogonales. La
base C s’appelle la base biorthogonale de la base B'.

Dans la suite de ’exercice, on confond tout vecteur de R™ avec la matrice colonne
canoniquement associée.

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n pour laquelle il existe un entier naturel r,
des familles (uq,...,u,) et (v1,...,v.) de R™ biorthogonales et r réels non nuls
(A,...,Ap) tels que

T
A= Z )\iuitvi
i=1
a) Montrer que u; est un vecteur propre de A.

b) Montrer que Ker A = (Vect(vy,...,v,))1. En déduire le rang de A.

¢) Montrer que A est diagonalisable.
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d) Réciproquement, montrer que si A est diagonalisable de rang r, alors il existe
(u1,...,u) et (vy,...,v,) de R™ biorthogonales et des réels non nuls Aq,..., A\,
tels que :

r
A= Z /\iuitvi
=1

3. Soit A € M, (R), symétrique de rang r. Montrer qu’il existe une famille
(uy,...,u,) et des réels non nuls Ay, ..., A\, tels que

r
i=1

La réciproque est-elle vraie 7

Solution :

1. a) On considére une relation de dépendance des vecteurs (uq,---,ug) :
ajuy + -+ agur =0

Pour tout entier 1 < j < k, on a (aqus + -+ + agug, vj) = a;. On en déduit que

pour tout entier j tel que 1 < j < k, a; = 0. On procede de méme pour la famille

(v1,--+,vE). On en conclut que les deux familles sont libres.

Par conséquent k < n.

b) Soit B’ = (uy,- -, u,) une base quelconque de R™. On note B la base canonique
de R™ et P la matrice de passage de B vers la base B’.

On suppose qu’il existe une base C = (vy,---,v,) telle que B’ et C soient
biorthogonales. On note @) la matrice de passage de B vers la base C.

On note M la matrice de coefficient général m;; = <ui,vj> pour 1 < i < net
1 < j < n. On vérifie que A = *PQ. Puisque B’ et C sont biorthogonales, on
en déduit que A est I, donc Q = P~1). Par conséquent s’il existe une base
C = (v1,--+,vy) telle que B’ et C soient biorthogonales, alors cette base est unique
et est déterminée par Q = {(P~1).

Soit la base C telle que la matrice de passage de B vers la base C est Q = {P~1).
Alors on a ‘PQ = I,,, ce qui prouve que B’ et C sont biorthogonales.

Par conséquent il existe une unique base C = (vy,---,v,) telle que B’ et C soient
biorthogonales.
2. Soit A une matrice carrée d’ordre n pour laquelle il existe (Uy,---,U,) et

(Vi,--+,V,) de R™ biorthogonales et r réels non nuls (Ag,---,\.) tels que A =
> NUY;

i=1
T
a) On a pour tout entier i tel que 1 <i < r: AU; = > \,U;'V;U; = \U;.
=1

De plus U; n’est pas nul car (U;, V;) = 1, donc c’est un vecteur propre de A associé
a la valeur propre \;.

b) Ona X €e KerA < > \U;'V; X =0 <= > \{(V;, X)U; = 0.

=1 =1
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Comme la famille (U, ---,U,) est libre,
X € Ker A <= Vi € [1,7],(V;, X)U; = 0 <= X € (Vect(V,---,V;))*+.
Par conséquent Ker A = (Vect(V4,---,V,))*. On en déduit que le rang de A est 7.

c) La matrice A est diagonalisable puisque la «réunion » d’une base de Ker A avec
la famille (Uy,---,U,) est une base de R™ constituée de vecteurs propres de A.

d) Réciproquement soit A une matrice diagonalisable de rang r, alors A possede des
valeurs propres non nulles (A1, -+, \,) associées aux vecteurs propres (U, - -, U,)
qui forment une famille libre. On complete cette famille libre pour avoir une base
(Uy,---,U,) de R™, on considere la base biorthogonale notée (V1,---,V},).

Alors les familles (Uy,---,U,) et (Vi,---,V,) sont biorthogonales et vérifient :

A= NUHV

=1
n
En effet, Soit X € R”, ona X = > x,;U,.
i=1
n
Or pour tout entier i € [1,n], (X,V;) = > z,;(U;,V;) = z;. Donc pour tout

j=1
X e R"

=1 i=1

3. Si A est symétrique de rang r, alors A est diagonalisable et il existe une base

orthonormale (Uy, - - -, U,,) constituée de vecteurs propres de A associés aux valeurs
propres
)\12"‘2)\r>)\1’+1:"':)\n20
La base biorthogonale de (Uy,---,U,) est elle-méme donc on a :
A=Y \NUU;

i=1
La réciproque est donc vraie.

Exercice 2.06.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou K = C). On note
L(E) lespace vectoriel des endomorphismes de E.

Soit p un projecteur de E tel que p # 0 et p # idg. Pour tout f appartenant a
L(E), on pose :

o(f)=5(fop+pof)
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2. Calculer (o) (f) et (powop)(f); en déduire les valeurs propres possibles de
®.

3. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, montrer que les ensembles suivants sont
des sous-espaces vectoriels de L(E) :

K(F)={feL(E)/FcKerf}etZ(F)={f € L(E)/ Imf C F}
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4. Soient f,g € L(FE).
a) Calculer f o g lorsque f € K(Img) ou lorsque g € Z(Ker f).
b) Calculer po f lorsque f € Z(Imp).
¢) Montrer que fop = f lorsque f € K(Kerp).
5. a) Pour chacun des sous-espaces vectoriels suivants, montrer que leurs éléments

non nuls sont des vecteurs propres de ¢ et préciser les valeurs propres correspon-
dantes :

A =K(Imp)NZ(Kerp), B=K(Imp)NZ(Imp) et C = K(Kerp) NZ(Im p)
b) Montrer que les sous-espaces A, B et C sont en somme directe.

c¢) Quelles sont les valeurs propres de ¢ 7

Solution :

Notons que le fait de supposer qu’il existe un projecteur de E différent de 0 et de
idg entraine que la dimension de E est au moins égale a 2.

1. Résulte clairement des propriétés des opérations.

2. On trouve (g0 ¢)(f) = $(f) + 3po fop.

Puis : (popo@)(f) = 5(po@)(f)+3eo fop) =Lo(f)+Lpofop.

Done ¢*(f) = *(f) = 59*(f) — So(f) et X* = 3X2 41X = X(X = 1)(X - 3)

est un polynoéme annulateur de . Donc Sp(¢) C {0, 1, %}

3. @ Og(p) € K(F). Pour tout A € K et tout f,g € K(F) et tout x € I, on a :
xe€F Ckerf= f(x) =0etx € F C kerg = g(x) =0, dou (f + Ag)(z) =0
donc x € ker(f + Ag) et f+ A\g € K(F).

On a prouvé : Vo € F, = € ker(f+ Ag), donc F' C ker(f+ Ag), soit f+ Ag € K(F).
e Ozp) € I(F). Pour tout A € K et tout f,g € Z(F) et tout x € E, on a :
flz)CImfC Fetg(x)CImfCF,dou (f+Ag)(z)=f(x)+ \g(z) € F. Ceci
prouve donc Im(f + \g) C F, i.e. f+ A\g € Z(F).

4.a)Ona: feK(Img) < Img Cker f< g€ Z(ker f). Et alors,ona: fog=0.

b) La relation f € Z(Imp) signifie Im f C Imp; alors, comme p est un projecteur,
on a:

Ve € E,(po f)(x) =p(f(z)) = f(z) car f(z) € Im f C Imp = ker(p — id).
Donc po f = f.
c) Comme E = kerp @ Imp, il suffit de prouver que f(p(x)) = f(z) pour tout

x € ker p et pour tout x € Im p.
e La relation f € K(kerp) signifie kerp C ker f; donc, pour tout x € kerp, on a

f(z) =0et f(p(x)) = f(0) = 0 donc f(p(x)) = f().
e Et pour tout = € Imp, on a p(x) = x, donc f(p(x)) = f(x).

5. a) D’apres les questions précédentes :
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esi fe A alors fop=0(f € K(Imp))etpof=0(f¢€Z(kerp)),donce(f)=0,
et si f est non nul, f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = 0.

esifeB, fop=0(feK(Imp))etpof=7Ff(feZ(Imp)), donc o(f) = %f.
Donc si f est non nul f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = %

osi fEC, fop=[(f€K(kerp))etpof=f(f€ZI(Imp)), donc p(f)=f et
si f est non nul f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = 1.

b) Les sous-espaces A, B et C sont en somme directe car ils sont inclus dans des
sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes.

c) Les valeurs propres possibles sont 0,1, %; ce sont effectivement des valeurs

propres si et seulement s’il existe des vecteurs propres (donc non nuls) associés.
La question 4.d. donne des idées pour en trouver.

e pour que fop=0et pof =0,il suffit de prendre f =idg —p # 0 (car p # idg).
Donc 0 € Sp(y).

e pour que fop=0et po f=f, il faut que Im f C Imp C ker f. Comme Imp
et ker p sont supplémentaires et tous deux non nuls (sinon on aurait p = idg ou
p = 0), en choisissant e; € Imp et e; € kerp, on peut compléter en une base
(e1,€2,...,e,) de E. L’endomorphisme f défini par f(e1) = ez et f(ex) = 0 si

k > 2 est non nul et vérifie les conditions voulues. Donc % € Sp(y).

e pour que fop= fet pof=f,ilsuffit de prendre f = p # 0. Donc 1 € Sp(yp).
Ainsi Sp(y) =10, 1, %}

Exercice 2.07.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E) tel que u® = idg et
u # idg. On pose :

E1 = Ker(u —idg) et By = Ker(u? 4+ u + idg)

1. a) Montrer que E; N Ey = {0}.

b) Déterminer un polynéme P tel que (u? + u + idg) — (u — idg) o P(u) soit
proportionnel a idg. En déduire que £ = E; @ Es.
2. On suppose dans cette question que n = 2.

a) On suppose que l'on a dim E; = dim Fy = 1. Soit alors e; € Ej \ {0} et
ey € Fy \ {0}

i) Quelle est la forme de la matrice A = M., c,y(u)?

ii) Montrer que le terme situé en deuxiéme ligne et deuxieme colonne de
A? + A+ I, ne peut étre nul.

iii) Montrer que I’hypothese faite est absurde.

b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(u) = ((1) :1 )
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Solution :

1. a) Soit # € E1NEy, on a u(x) = x et u?(x)+u(z) +z = 0, soit 3x = 0 et z = 0.

b) On peut chercher P de degré 1 et unitaire pour assurer la disparition des
termes en u? et le choix de P = X + 2 fait disparaitre les termes en u :

u? +u+id — (u —id) o (u + 2id) = 3id
Soit x € E, on a donc 3z = (u® 4+ u + id)(z) — (u — id) o (u + 2id)(z)
— avec x1 = (u? + u +id)(z), il vient (u —id)(z1) = (u® — id)(z1) = 0.
— avec To = (u — id) o (u + 2id)(z), il vient
(u? +u +id)(z2) = (u® —id)((u + 2id)(x2)) = 0

Ainsi z = %xl + %xg, avec %xl € Fi et %xz € Bs.

Ce qui prouve que E = E; + F>5 et finalement £ = E; @ Fs.

2. a) i) Comme u(e;) = e, la matrice A est de la forme <(1) g)

i) Ainsi A2+ A+ I, = (: ) et comme [ est réel le dernier

*
B2+p+1
coefficient ne peut étre nul.

iii) Mais ea € E», on doit donc avoir (42 + A + I5) ((1)) = <8> et la

contradiction est claire.
b) On ne peut avoir dim £} = 2 (car u # idg), on ne peut avoir dim £y = 1,
donc dim Fy = 0 et dim By = 2.

Soit e; un vecteur non nul de Fs. La seule valeur propre possible de u est 1 (car
u® = idg) et on vient de l'exclure. Donc ey = f(e;) n’est pas colinéaire a e; et
(e1,e2) est une base de FE.
Comme e; € Ey, on a (u? + u +id)(e1) = 0, soit :

u(es) = u?(e1) = —e; —u(ey) = —e; — ez et donc :

0 -1
M(61762)(U) = (1 _1)

Soit un entier naturel n > 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit f
un endomorphisme non nul de E nilpotent, ce qui signifie qu’il existe p > 2 tel que

fP=0et fP71£0.

1. Montrer que p < n.

Exercice 2.08.

2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre ’équation
u? = f, d’inconnue u endomorphisme de E.

3. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

4. Soit g un endomorphisme de E.
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a) Montrer qu’il existe un polynéme @) annulateur de g dont les racines sont
exclusivement les valeurs propres de g.

b) Montrer que dans l’ensemble des polynémes annulateurs non nuls de g, il
existe un polynome annulateur de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre @) et
ce polynome 7

¢) On suppose dans cette question que g ne possede que 0 comme valeur propre.
Montrer que g est nilpotent.

Solution :
1. On sait qu'il existe z # 0 tel que fP~1(x) # 0. La famille (z, f(z),..., fP~1(x))

P
est de cardinal p et est libre puique si Zak fk (r) = 0, en composant par fP1,
k=0

cela montre que ag = 0, puis en composant par fP~2, etc.

Donc p < n.

2. Dans cette question f"~! #£ 0 et f = 0. Soit u tel que u? = f. Alors u?" =0
et u2"~2 # 0. Donc u est nilpotent, mais par la question précédente son indice de
nilpotence est inférieur ou égal a n. Donc 2n — 1 <n = n < 1 ce qui n’est pas le
cas et ’équation proposée n’a pas de solution.

3. Les valeurs propres de f font partie des racines de tout polynéme annulateur,
ici X?. Donc Spec(f) C {0}. Mais f est nilpotente donc non inversible et

Spec(f) = {0}.
L’endomorphisme f ne peut étre diagonalisable, ne possédant qu’une unique valeur
propre, sinon, il serait nul.

4. a) Tout endomorphisme g de E admet un polynéme annulateur, puisque la
famille (Id, g, g%, ..., g”Q) étant de cardinal n? + 1 est liée. Notons P un polynéme
annulateur.

Le théoreme de d’Alembert Gauss permet de décomposer P sous la forme

P(X)=C E[l(x — ;)™

ou les (ay) sont réels ou complexes et les m; des entiers naturels supérieurs ou
k

égaux a 1. On a ainsi H(g —a;1d)™ = 0 et les facteurs en jeu commutent eux a
i=1

deux.

Supposons qu’il existe ¢ tel que «;, ne soit pas valeur propre de g. L’endomorphisme
g — a;, Id est donc inversible, tout comme (g — v, [d)™ 0. En ramenant ce facteur
en début de factorisation et en multipliant par son inverse, on récupere un autre
polyndéme annulateur de degré inférieur dans lequel on a enlevé une racine qui
n’est pas valeur propre de g. En procédant ainsi pour chacune des racines de P,
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on récupere un polynome annulateur dont les racines sont exactement les valeurs
propres de g. Notons le () et ¢ son degré.

b) Soit A ={P € R[X]/P(g) =0} et D = {deg(P), P € A}. L’ensemble D est un
sous ensemble de N* minoré par 1 donc admet un élément minimal pg et il existe
P € A de degré pog.

En utilisant un raisonnement identique au raisonnement précédent, les racines de
P sont exactement les valeurs propres de g. Donc P divise Q.

c) Si g est un endomorphisme dont la seule valeur propre est 0, le polynome @ est
de la forme X™ et ¢"* = 0. Donc g est nilpotent. L’indice de nilpotence de g est
donné par le degré du polynome P trouvé dans la question précédente.

Exercice 2.09.

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit A = (a; ;)
la matrice d’ordre n, a coefficients réels, définie par :

0O 0 ... 0 1
o 0 ... 1 0
am‘:{l S?H_j:n—i—l,soit:A: . . _
0 sinon
1 0 ... 0 O
On note u ’endomorphisme de R™ associé & A dans la base canonique (eq, ..., e;,)

de R™.
1. Montrer que u est diagonalisable.

2. Dans cette question, n est pair et on écrit n = 2p.

a) Montrer qu’il existe des plans vectoriels F, ..., F), stables par u tels que l'on
p
ait @ Fr =R".
k=1

b) En déduire les valeurs propres de u ainsi qu'une base orthonormée de vecteurs
propres de u.

3. Dans cette question, n est impair, et on écrit n = 2p+1. Déterminer les éléments
propres de wu.

0O 0 ... 0 O

0 0 1 0
4. On considere la matrice A définie par : A =

1 0 0 0

Montrer que A n’est pas diagonalisable.
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0 0 0 a4
. 0 0 a3 O o
5. Soit A = € My(R). A quelles conditions A est-elle
0 a2 0 O
aga 0 0 O

diagonalisable dans M4(C) ?

Solution :

1. On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique. La matrice A
est symétrique réelle : elle est diagonalisable et ’endomorphisme u associé est
diagonalisable.

2. a) Les plans demandés sont les plans Fi, ..., F},, ou Fy = Vect(ex, e2p—k+1),
puisque u(ey) = e2p—k+1 €t u(ezp_r4+1) = €k.
La famille (eq,...,eq,) étant une base, ces p plans sont bien en somme directe de

somme R?P. De plus cette somme directe est orthogonale.

b) Soit uj I'endomorphisme induit par la restriction de u & Fjy. La matrice
0

1 0
par rapport a la droite engendrée par ey + ez,—r4+1 et une base orthonormée By,
de F}, formée de vecteurs propres de uy est formée des vecteurs :

1 1
ek + e2p_ et €L — €2p—
\/5( k 2p—k+1) \/5( k 2p—k+1)

associée a uy est Ay = ) Il s’agit de la matrice de la symétrie orthogonale

Finalement u admet 1 et —1 pour valeurs propres et (Bi,...,B,) est une base
orthonormée de R?? formée de vecteurs propres de w.

3. On procede exactement de la méme fagon, en mettant tout de méme a part le
vecteur ej,41, qui est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

4. On a u(er) = e, et u(e,) = 0, donc u?(e1) = u?(e,) = 0.

Le rang de A est évidemment n — 1 (par échelonnement des n — 1 premieres
colonnes) tandis que le rang de u? est strictement inférieur & n — 1.

Si A était diagonalisable, on aurait dans une base B adéquate Mp(u) =
diag(0, *,...,%), les coefficients * étant non nuls. On aurait alors Mpg(u?) =
diag(0, *2, ..., %), ce qui donnerait rg(u?) =n — 1.

D’ou la contradiction.

5. Soit u ’endomorphisme de C* canoniquement associé & u.

— Si tous les coefficients a; sont non nuls, alors la restriction de u a chacun
des deux plans Vect(e,eq) et Vect(eq, e3) est diagonalisable, car admettant deux
valeurs propres opposées et donc A est C-diagonalisable.

— Si par exemple a; = 0 et ag # 0, alors e4 ¢ Keru tandis que e4 € Ker(u?) et
comme nous avons déja fait remarquer que v diagonalisable impose Ker u? = Ker u,
on en conclut que u n’est pas diagonalisable.
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— Si a3 = a4 = 0, alors 'endomorphisme de Vect(ey,e4) induit par u est
I’endomorphisme nul et il n’y a pas de probleme dans ce plan.

— Le raisonnement est le méme pour les coefficients as et as.

Bref A est diagonalisable dans M4(C) si et seulement si les coefficients anti-
diagonaux équidistants des extrémes sont simultanément nuls ou simultanément
non nuls.

Exercice 2.10.

Soit n € N* et E = Rg,,11[X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels

de degré inférieur ou égal a 2n + 1.

On définit application f qui a tout P € E associe le polynome f(P) défini par :
Yz €R*, f(P)(x) = 2> 1P (L)

1. Montrer que f est un endomorphisme de FE.

2. a) Déterminer f o f.

b) En déduire que f est diagonalisable (on pourra utiliser I'application p =

%(f + Idg).)
3. Soit ¢ I'application définie sur £ x E par :
2n+1 2n+1 2n+1
pour P(X) = z aka et Q(X) = Z kak, QD(P,Q) = 2 akbk
k=0 k=0 k=0

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

4. a) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de (E, p).

b) En déduire que Ker(f — Idg) et Ker(f + Idg) sont supplémentaires orthog-
onaux.

c¢) Déterminer la dimension de chaque sous-espace propre de f.

5. Les résultats précédents restent-ils valables si E = Ry, [X] et

Vr € R, f(P)(z) = 22" P(L) 7

Solution :
2n—+1
1. On pose P(X) = Z ap X", Alors
k=0 2n+1 2n+1 2n+1
Vo eR*, f(P)(x) =2 Y S = 3 apa® 1k = 3 agnqjad
k=0 L k=0 §=0

Donc par identification (un polynéme est parfaitement défini par la fonction

polynéme associée sur un ensemble infini) :
2n41 )
f(P)= > a1 X/

=0
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2. a) On remarque que les coefficients de f(P) sur la base canonique sont ceux de P
pris dans ’ordre inverse. La matrice M de f dans cette base est donc antidiagonale
de coefficients antidiagonaux valant 1. On a donc M? = I, - et f? = Id.

b) On pose p = %( f + Id). L’endomorphisme f étant une symétrie, p est un
projecteur (on le vérifie avec p? = p).

Tout projecteur est diagonalisable, ses valeurs propres étant 0 (associée a Ker p) et
1 (associée a Im p). Comme f = 2p — I, 'endomorphisme f est diagonalisable. Ses
valeurs propres sont —1, le sous-espace propre associé étant Ker p = Ker(f + Id)
et 1, le sous-espace propre associé étant Imp = Ker(f — Id).

3. On vérifie que ¢ est bien définie et est une forme bilinéaire symétrique définie
positive.

2n-+1 2n—+1

4.2) On a: p(f(P),Q) = Py aon i1 kbp = k;zo arboni1-k = o(P, f(Q)).

b) L’endomorphisme f étant symétrique, il est diagonalisable et les sous-espaces
propres sont supplémentaires orthogonaux.
Comme fof = Idg, il y a deux sous-espaces propres Ker(f —Idg) et Ker(f+Idg)
comme trouvés dans la question 2. De plus :

Ker(f —1Idg) ={P € E/ f(P)= P}

= {(CLO, ceey a2n+1) / Ao2n4+1—k = ar,Vk € [[0, 2n + 1]]}

11 suffit de faire varier k entre 0 et n et Ker(f—1Idg) est un sous-espace de dimension
n+ 1.
De méme :

Ker(f + Idg) ={P € E /] f(P) = —P}

= {(ao, R ,a2n+1) / Qop4+1—k = —ak,‘v’k: c HO, 2n + 1]]}

Pour la méme raison c’est un sous-espace de dimension n + 1.

2n 2n )

5. Dans ce cas, si P(X) = Y ap X%, alors f(P) = Y as,—;X? € E. L’application
k=0 j=0

f est donc un endomorphisme de FE tel que fo f = Idg et est donc diagonalisable.

L’application ¢ est un produit scalaire sur E et f est toujours symétrique,
donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Seules les
dimensions des sous-espaces propres sont différentes.

En effet :
Ker(f — Idg) = {P € E | f(P) = P}
= {(ag,...,a2n) / a2n—k = ag,Vk € [0,2n]}.

Comme dim E = 2n+ 1, I’élément a,, est quelconque et dim Ker(f — Idg) =n+1.
De méme :

Ker(f +1dg) ={P e E/ f(P)=—P}
= {(CL(), S 7a2n) / Ao2n—k = _akJVk € Hoazn]]}
C’est un sous-espace de dimension n, puisque ’'on a a, = 0.
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Exercice 2.11.

Dans cet exercice, F = R,[X]| désigne 'espace vectoriel des polynéomes a co-
efficients réels de degré inférieur ou égal a n, avec n € N* D représente
I’endomorphisme de dérivation D : P — P’.

1. Montrer que ¢ : P +— P(%) est un automorphisme de F. Les endomorphismes

@ et D commutent-ils 7
2. Soit ® P'application définie sur E par :

+oo X
pour tout P € B, ®(P) = > p(k)(7)
k=0

a) Montrer que ® est bien définie et appartient a L(F).
b) Montrer que ¢~ to® = (I-D)~! et que Pop~! = (I—-2D)~!, ou I représente
I’endomorphisme identité de F.

¢) En déduire que ® est un automorphisme de FE.

3. a) Déterminer les valeurs propres possibles de ®.
b) Soit (A, P) € R x E un couple propre de @, c’est-a-dire vérifiant ®(P) = AP,
avec P # 0. Montrer que cette équation est équivalente a ’équation
puP(X)=P(2X)—2P'(2X)
ou u s’exprime en fonction de \.

¢) Soit P un polynoéme propre unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1) de
® de degré n. Déterminer I'expression de ses coefficients en fonction de n.
Que peut-on en conclure ?

Solution :

1. L’application ¢ est linéaire et =1 : P — P(2X).
Les applications ¢ et D ne commutent pas puisque :

p(D(P)) = P'(55) et D(p(P)) = SP'().

2. a) Si P est un élément de E, alors si p = deg(P), il vient PP*D(X) = 0. La
somme proposée est donc finie.

L’application ® est linéaire et définit un endomorphisme de F.
b) On remarque que, comme D"t =0, ona (I-D)([+D+---+D") = [-D"" =
I, donc (I — D)~' = DF.
k=0
Ainsi :
e X = ok 1
(el o®@)(P)=¢ (X PW(5)) = kZ P®(X) = (I - D) !(P)
=0

k=0
et
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(0 1)(P) = B(P(2X)) = gzﬂpwm — (1 -2D)"'(P)

c)Onad®=po(I-—D)'=(I—-D)oy)et ® 1 =(I - D)oy L.

3. a) L’application ® étant bijective, A = 0 ne peut étre valeur propre. En regardant
le coefficient dominant de 1’équation ®(P) = AP, si deg(P) = p, il vient

1 _ _ 1
2—po—)\Xpet)\—2—p

Les valeurs propres possibles de ® sont donc 1,1/2,1/4,...,1/2".
b) Ona (I — D)op~to® = I. Appliqué au polynéme propre P, il vient
AI — D)P(2X) = P(X) ce qui équivaut a AP(2X) — 2\P'(2X) = P(X)

Ainsi p = %
n—1
¢) On pose P(X) = X" + 3 apX¥, polynéme propre associé a la valeur propre
k=0
éventuelle - .
2')’L
L’équation précédente donne :
n—1 n—1 n—1
2M(X™ 4+ Y apXF) =2"X" + Y 2Pap XF —2n XL — 2 Y 2kag 28t X R
k=0 k=0 k=1
n—2 n—1
=2nX" ponlg, (XNl S 2Fg XK - 2n Xl — 2 N kap2R XL
k=0 k=1
n—2 n—2
=2" X" 4+ 2" g, X4 Y 2Rap X - 2n Xl — T 2R F2(E 4 1)ag, X
k=0 k=0
An—1 = — —k
o on—2 ) _p 2" ! 1
Ainsi : 2k +2(1 1 1) . Soit ax = (—1)" 1 an_k(2j Ty
ap = —WCLMJ Jj=1

Ainsi 1/2™ est effectivement valeur propre et on peut remplacer n par n’importe
quel indice k, ce qui prouve que ® est diagonalisable (et on a méme une base de
vecteurs propres échelonnée en degrés).

Exercice 2.12.

Soit n € N*. Dans tout cet exercice, A € M, (C) désigne une matrice carrée
d’ordre n. On notera I,, la matrice identité d’ordre n.

1. Montrer que, si A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable et Ker A =
Ker A2

2. On suppose que A? est diagonalisable.
a) Soit A une valeur propre non nulle de A% et « tel que o = \.
Montrer que Ker(A42 — \I,,) = Ker(A — al,,) ® Ker(A + al,).

En déduire qu’il existe une base de Ker(A4% — \I,,) formée de vecteurs propres de
A.
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b) Montrer que si Ker A2 = Ker A, alors A est diagonalisable.

Dans toute la suite, on suppose A & coefficients réels et on pose B = 'AA.

3. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles positives.
4. Montrer que Ker B = Ker A.

Dans toute la suite, A désigne une matrice antisymétrique réelle d’ordre n.
5. Montrer que les valeurs propres, dans C, de A sont des imaginaires purs.
6. Montrer que A? est diagonalisable.

7. Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C).

Solution :

1. Si A est diagonalisable, alors A est de la forme A = PDP~! et A2 = PD?P~1.
De plus, comme D? est constituée des carrés des valeurs propres de A, les
coefficients diagonaux nuls de D? sont les mémes que ceux de D, donc Eg(A) =
Eo(A?) soit Ker A = Ker A?.
2. a) Soit X € Ker(A — al,). Alors, AX = aX et A2X = a?X = XX et
X € Ker(A4%2 — \I,,).
Ainsi, en raisonnant de maniere analogue avec —a :

Ker(A — al,) + Ker(A + al,,) C Ker(A? — \I,,),

la somme étant directe car a et —a sont distincts et un vecteur ne peut étre propre
pour a et —a.

Réciproquement, soit X € Ker(A42 — \I,,), i.e. A2X = \X.

Cherchons (Y, Z) € Ker(A — al,) x Ker(A+ al,) tel que X =Y + Z.

Cela donne nécessairement : X =Y + 7, AX =aY —aZ,et Y = i(AX +aX),
7= 5 (~AX +aX).

On vérifie par le calcul que ces vecteurs sont bien dans les sous-espaces souhaités
et I'égalité demandée est assurée.

Pour conclure cette question, il suffit de procéder par concaténation d’une base
de chacun des termes de cette somme directe (et donc ne rien faire si 'un de ces
sous-espaces est réduit a {0}).

b) Comme A% € M,,(C), toutes les valeurs propres de A% non nulles possedent
deux racines carrées. Ainsi, comme A? est diagonalisable et en utilisant les mémes
notations que précédemment,

E =Ker(A?) @ Ker(A? — \1,) @ - & Ker(A4%2 — )\, 1)
= Ker(A)®Ker(A—a11,)®Ker(A+ai1,) - - -dKer(A2 —a, I, ) BKer(A% +a, I,).
Ainsi, A est bien diagonalisable.

3. Soit A une valeur propre (complexe) de B. Alors, il existe X # 0 tel que :
BX = )X, dou:
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MXX = XPAAX = HAX)AX

et en revenant aux coefficients, ‘XX € R, "(AX)AX € Ry, donc X est réel et
méme réel positif ou nul.

4. AX =0 = 'AAX =0 et

PAAX =0 = 'XTAAX = |[AX|? =0 = AX =0

D’ou la conclusion.

5. Soit A une valeur propre de A et X un de ses vecteurs propres. Alors,

MNXX ='XAX = —"X"AX = —"(AX)X = —X'XX et comme *XX > 0 il reste
A=—-Xet A €iR.

6. Comme A est antisymétrique réelle, A2 est symétrique réelle donc diagonalisable.
7. D’apres les questions précédentes,
X € Ker(A?) <= X € Ker(—4?%) <= X € Ker(*AA) < X € Ker A.

On applique alors le résultat de la premiere question.

Exercice 2.13.

Soient n € N, ag, aq, ..., a, des nombres complexes 2 a 2 distincts. Pour i € [0, n],

n _ .

on définit le polynéme L; par : L;(X) =[] X —a :
jig=0 4T 4

Les polynomes Ly, ..., L, sont appelés polynomes de Lagrange associés aux points
agy ... ,0p.
1. a) Montrer que la famille (Lo, L1, ..., Ly) est une base de C,,[X].
b) Soit P € C,,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Lyg,..., L,).
c¢) Ecrire la matrice de passage de (Lo, L1,...,L,) a (1, X,..., X™).
d) On pose P(X) = [[(X — ax). Soit k € [0,n]. Vérifier que L =
k=0
1 PX)
7 X .
P (ak) X — ag

(Lorsque @ divise P, I’écriture g désigne simplement le polynome quotient obtenu

par division du polynéme P par le polynome @).)

On considere un polynéome P(X) € C[X] non constant de degré n. On note
20, .-+, 2n_1 les racines complexes du polynome X" + 1.

Pour tout ¢ € C, on pose Q+(X) = w
On note Lo, ..., L,_1 les polynomes de Lagrange associés aux points zg, ..., 2,_1.

2. a) Justifier que, pour tout ¢t € C, Q(X) € C,,_1[X].
b) Vérifier que, pour tout ¢t € C, Q¢(1) = tP'(t).

3. a) Montrer que pour tout k € [0,n — 1], Lx(X) = n_ln +1 .
nz, (X — zi)
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n_l QZkP(tZk) P(t) n_l 22y,

b) En déduire que, pour tout t € C, tP’'(t) = % kzo (o — 1) - ]Z:O G — 12

c) En appliquant ce dernier résultat a un polynéme P de degré n bien choisi,
vérifier que

n—1 2

QZk n

égi)(zk 1?2 2

Solution :

1. a) Pour (i,j) € [0,n]?, L; € C,[X] et L;(a;) = &;; (8;; représente le symbole
de Kronecker). Soient (Ao, ..., \,) € C*"! tel que > \;L; = 0.
i=0

Apres évaluation en a; pour j € [0,n], on obtient : 0 = > A\;L;(a;) = A,.

i=0
La famille (Lg,...,L,) est donc libre dans C,,[X]. Comme elle comporte n + 1
vecteurs et dim(C,,[X]) =n + 1, c’est une base de cet espace.

b) Soient P € C,[X] et (Ag,...,An) les coordonnées de P dans la base
(Lo,...,Ly). En évaluant en a; pour j € [0,n], P = \i;L;, on trouve

i=0
P(aj) = )\j.

c) Soit k € [0,n]. D’apres la question précédente, les coordonnées de X* dans
la base (Lg,...,Ly) sont (af, ..., ak). La matrice de passage de (Lg,...,Ly) &
(1, X,...,X™) est donc égale a

1 a} a3 - af

1 af a® - af

vt d @ a

1 al a2 - a”

d) On remarque que P/(X) = (X — a;), ainsi, pour i € [0,n], on a
i=0 j=1
i
i . P(X)
P'(a;)= ][ (a;—a;),dou L;(X)=
jLG=1 ’ ! P'a;)(X — a;)

2. a) Le polynome R;(X) = P(tX)— P(t) est de degré égal a deg(P) = n et vérifie
Ri(1) =0, ainsi X — 1 divise R¢(X) dans C[X] et Q:(X) appartient a C[X], avec
deg(Qt) = deg(Rt) —1=n-1.
b) On a (X —1)Q:(X) = P(tX) — P(t). En dérivant formellement, on obtient
donc :
(X = 1)QHX) + Qu(X) = tP'(tX)

et en évaluant cette égalité en 1, on obtient Q.(1) = tP'(t).
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n—1
3. a) Par définition des zg, on a T(X) = [[ (X —2) = X" +1,et T'(X) = nX" 1.
k=0
En appliquant la relation trouvée a la question 1. d), on obtient donc, pour
kelo,n—1]:

_ X"+1
Li(X) =
£(X) nzy N (X — z1,)

b) Soit ¢ € C. Comme (Lg,...,L,—1) est une base de C,,_1[X] et Qi(X) €
Cp—1[X], on déduit de la question 1.b. que :

e =l P(t) — P() X 41
Qu(X) = kgo Qu(2r) Ly, = kgo =1 Tz (X - 2p)

En particulier,

tPl(t) — Qt(l) — ni12 P(tzk) — P(t)

=0 (2 — Dnz =1 (1 — z)

_1 n—-1 szP(tzk) P(t) n-l 22

n o (zr—1)° no=o (2 —1)%
car z;y = —1 pour tout k € [0,n — 1], par définition des zj.
¢) Appliquons ’égalité précédente & P = X" ; on obtient :
1 n—1 QZkthn n n—1 22
k D k

nt = = iad, diad RN 2 __“~k
n 2 =12 0 G 1)

En simplifiant par ¢" # 0, on obtient en remarquant que z;; = —1 pour tout
kelo,n—1]:
_ 1 nl sz 1 nl 2Zk
n=-- . _1\2 7 T 1\2
"izo (ak — 1) M=o (2k — 1)
n—1 2
s 22]C n

ainsi, » 6 —k o = -1,

o (2 — 1)° 2

Exercice 2.14.

Soit n un entier naturel tel que n > 3.
Soit E = R™ rapporté a sa base canonique (e, ez, -, €y,).

Soit f 'endomorphisme de R™ ayant pour matrice relativement a la base canonique
de R™ :

11 -+ 1 1

11 -~ 1 1
A= : L

1 1 1 1

1 1 1 0
n—1

n
Onnoteu= > ejetv= ) ej.
i=1 i=1

On se propose de déterminer les valeurs propres de f de deux fagons différentes.
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1. Ecrire un programme en Scilab affichant la matrice A lorsque 1'utilisateur entre
une valeur de n.

2. Montrer qu'il existe une matrice D = diag(0,0,...,0,a, 3) € M, (R) diagonale
(avec v et B deux réels non nuls), et une matrice P € M,,(R) inversible telles que
A=PDP 1,

3. Calculer tr(A) et tr(A2). En déduire les valeurs propres de f.

4. a) Montrer que (u,v) est une base de Im f.

b) Soit A une valeur propre non nulle de f et w un vecteur propre associé.
Montrer que w € Im f.

c¢) Soit g la restriction de f a Im f. Déterminer la matrice de g dans la base
(u,v) et les valeurs propres de g.

d) En déduire les valeurs propres de f.

Solution :

1. Une proposition :
1. n=input(’n=’)
2. A=ones(n,n)
3. A(n,n)=0

2. La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable. Ainsi, il existe
une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP~!.
Comme la matrice A est de rang 2 (les n — 1 premiéres colonnes sont égales), alors
d’apres le théoreme du rang, dimker f =n — 2.

Ainsi D est de la forme D = diag(0,0,---,0,a, 3) avec a et § deux réels non nuls.
3.Onatr(A)=n-—1.
n n n n—1
n n n n—1
Comme A% = , alors :
n n n n—1
n—1 n—-1 -+ n—1 n—-1

tr(4A%2)=n(n—-1)+n—-1=n?-1
Deux matrices semblables ayant méme trace, tr(A) = tr(D) et tr(A42%) = tr(D?).
Les valeurs propres de f vérifient donc le systeme
n—2)x0+a+p=n-1
(S) 2 2 2 2
(n—2)x0°+a +p8°=Mn—-1)n+n—-1=n"—1

Les valeurs propres de f autres que 0 sont donc

:n—l—\/(n—l)(n+3) etﬂzn—1+\/(n—1)(n+3)
2 2
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4. a) La famille (u,v) est génératrice de Im f. Les vecteurs u et v étant non
colinéaires, elles est aussi libre, donc c’est une base de ce sous-espace.

b) On a w € E)(f) donc f(w) = Aw; or, w # 0, donc par linéarité, w = f(
ainsi, w € Im f.

c) Par linéarité, f(v) = nil f(e;) = nil u=(n—1)u.
j=1 j=1

Toujours par linéarité, f(u) = f(v+e,) = f(v) + f(en) = (n — u +v.
n—1 n-—1

1 0
Ainsi \ est valeur propre de g si et seulement si B — A\ est non inversible, donc si
et seulement si (n—1—\)(—=\)—(n—1) = 0 ou encore A2 — (n—1)A—(n—1) = 0.
Les valeurs propres de g sont donc

n—1—VKZ—Um+3)

w) ,

>o|—=

La matrice de g dans la base (u,v) est donc B =

_n—14++/(n—1)(n+3)
et 0= 5
d) Notons w; et wy deux vecteurs propres de g associés aux valeurs propres « et
B. Ces vecteurs sont non nuls et appartiennent a Im f, ils sont donc aussi vecteurs
propres de f associés aux valeurs propres « et 5. En outre, d’apres le théoreme
du rang, dimker f = n — 2, donc 0 est valeur propre de f et dim Fy = n — 2.

Les valeurs propres de f sont donc 0, « et 5.

Exercice 2.15.

Soit n un entier tel que n > 2. Si A € M,,(R), on note o(A) I'ensemble des valeurs
propres de A et !A la matrice transposée de A.

On dit qu'une matrice A € M,,(R) est définie positive si elle est symétrique et si
o(A) C R% et on note S;/* I'ensemble de ces matrices.

1 144
a) Pour quelles valeurs de t a-t-on M (t) € S; ™ ? On notera O I’ensemble de ces
valeurs.

oo . 1+t 1
1. Pour t € R, on définit la matrice M (t) par : M(t) = :

b) Déterminer une matrice orthogonale P(t) et une matrice diagonale D(t) telles
que l'on a :
M(t) = P(t)D(t)'P(t)

2. On considére une matrice A € S;F*. On note ® 4 l'application de M,,(R) dans
M., (R) définie par :
Pu(X)=AX+ XA
a) Justifier que ® 4 est un endomorphisme de M,,(R). Montrer que Ker(®4) =
{0} (on pourra montrer que si x est un vecteur colonne propre de A, alors on a
nécessairement Xz = 0).
En déduire 'existence de 'inverse de ® 4 que ’on notera W 4.

b) On suppose dans un premier temps que D = diag(\1, -+, A, ) est une matrice
diagonale appartenant & S;' . Soit Y = (v; j)1<i,j<n € Mn(R).
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Déterminer la matrice X unique solution de I'équation ®p(X) = Y. En déduire
que

Up(Y) = ()\iyf)\j )1§i,j§n
¢) On suppose maintenant que A € S;+. Montrer que 1'on peut écrire A =
PD'P, avec P orthogonale et D diagonale. Montrer que ¥ 4(Y) = PUp('PY P)'P.
3. On revient aux matrices M (t) de la premiere question.
Pour t € O, résoudre 'équation M (t)X + XM(t) = I.

Solution :

1. a) Comme M(t) est symétrique, il suffit de déterminer o (M (t)). On peut
procéder de fagon classique ou bien remarquer que M(t) = M(0) + t?I. La
matrice M (0) est bien connue et ses valeurs propres sont 0 et 2. On en déduit
immédiatement que o(M(t)) = {t?,2 4 t*}. Il en résulte que M(t) € S5 si et
seulement si t € R*.

b) 1l est clair que (1, 1) est un vecteur propre associé & la valeur propre 2 + t2.
Un vecteur propre associé a t? lui est orthogonal, par suite (—1,1) convient.
On peut donc prendre :

ro=35 (1 1) ero =17 o)

2. a) Les regles de calcul sur les matrices assurent que ® 4 est un endomorphisme
de M, (R).
Soit X tel que ®4(X) = 0. Supposons que Az = Az, alors il vient

0=AXz+ Xz = (A+ \)z.
Comme A € S;f*, ona o(A) € R, et par suite A > 0 et A+ Al est inversible, par
conséquent xz = 0.
L’endomorphisme ®4 est donc injectif et par suite bijectif puisqu’il s’agit d’un
endomorphisme d’un espace de dimension finie.

b) On peut le faire par calcul matriciel, ou bien écrire :
yij = (DX + XDlej, e;) = (Xej, Deg) + X (Xej, €3) = (A; + Ai) (Xej,e4)
= ()\J + )\i)zi,j-

¢) En remplacant la matrice A par PD'P dans I’équation et en multipliant &
gauche par 'P et a droite par P on voit que I’équation AX+X A =Y est équivalente
aD['PXP]+['PXP]|D ="'PYP.
D'on ¥p(*PYP) = 'PXP = 'PU4(Y)P, d’ou l'on déduit la formule souhaitée
puisque P est une matrice orthogonale.

3. Pour t € O, il résulte des questions précédentes que ’équation a une unique
solution qui est :

X =PV 5 (POWDPE)P(H) = PV 5os(P(DP)P = PU psos(1)'P.

Par suite, on obtient :
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1
vo1(1 -1 2(2 + t2) 0 1 1)\ 1 1+¢t2 -1
—2\1 1 0 1) \-1 1) 222+H)\ -1 14#

22

Exercice 2.16.

Soit n € N* et E l’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.

1. Montrer qu’on définit sur E un produit scalaire en posant :
+oo
Y(PQEELPQ) = [ POQD
0
On note ||.|| la norme associée.

2. Montrer qu’il existe une base Q = (Qo, Q1,... ,Qn) orthonormée de E, pour ce
produit scalaire, telle que pour tout k € [0,n], deg Qr = k.

3. a) Que dire de I'ensemble F = {P € E, P(0) =0} ?

b) En déterminer une base a 'aide des éléments de Q.

4. Justifier que : U = Qo + >_ Q;(0) Q; appartient & F*.
j=1

5. Montrer que, pour tout k € [1,n], on a : (Qx, Q}) = 0.
6. Soit k € [1,n]. En calculant de deux fagons

“+o0
= [ g @) e a

déterminer la valeur de [Q(0)] 2,

7. Calculer § = min{||Qo — P||,P € F*+} et d =min{||Qo — P||,P € F}.

Solution :

1. Comme pour tous polynomes P et @), on a tliin 2xPt)Q(t) et = 0 et
——+o00

comme les fonctions a intégrer sont continues sur R, la convergence des intégrales
rencontrées résulte de la regle de Riemann. On vérifie alors sans peine que l'on a
une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. L’existence de Q s’obtient en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la base
canonique (1, X, ..., X™) de R, [X].

3.a) On a F = Vect(X,...,X™) qui est donc un hyperplan, (on peut aussi dire
que F' = Ker(p), ou ¢ est la forme linéaire P — P(0)).

b) La famille (Q; — Qi(O))l <i<p, €St libre de cardinal n et formée de vecteurs de
F, donc c’est une base de F.

4. Puisque la famille (Q;)1<;<n est orthonormée,
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(U, Qs — Qi(0)) = (Qo, Q: — Qi(0)Qo) + é[ 1(0)(Q;,Q: — Qi(0)Qo)]
Qi

= —Q:(0) (Qo, Qo) + Q;(0 Qi) =
Donc U € F+.

5.0na:Vke[l,n],deg(Q}) =k —1, donc
Q) € Vect(1,X,..., X 1) = Vect(Qo, ..., Qk—1) orthogonal & Q.

6. Pour tout k € [1,n], en osant I’abus d’écriture habituel :

+oo
fo= [ @) e = [(@u0) e )™ = (o)
+oo
Iy, = / [—2Qx(t) Q1 (t)e™" + (Qu(1)) e~ dt = —2(Qx, Q}) + [|Qxl1> = 0+1
d’aprég la question 3. Donc :
Q)] =1

7. Le minimum est obtenu pour le projeté orthogonal P; de Qo = 1 sur F*.

n . U) 1
Ona:||UPP=1+>1[Q;0 2:n—|—1,d’ouP:<Q0’ U= U.
1U]] jZIl[ i(0)] ST nt

Puis

d=1|Qo— P

_ 1
n+1
_1 n2+§:12: n
1 = n+1

Enfin, d’apres le théoréme de Pythagore : 1 = ||Qo||? = 62 + d? et donc

_ 1
B vn+1

= L jn@o —é@m)@ju

Exercice 2.17.

Soit n un entier naturel avec n > 3. On note £ = M, ;1(R) qu’on assimile a R™.
Soit A, B deux éléments de F non colinéaires. On pose :

M=A'B+B'A
1. Déterminer le rang de M ainsi que son noyau.

On note f I'endomorphisme de R™ canoniquement associé a M et Ey = Vect(A, B).
2. a) Montrer que la restriction de f & F4 induit un endomorphisme de F; noté .

b) Donner la matrice de ¢ dans la base (A, B).

3. a) Déterminer les valeurs propres de .
b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7
4. a) En déduire les valeurs propres de f.

b) Montrer que f est diagonalisable.
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Solution :

1. Notons (X,Y) le réel *XY. On a alors, pour X € F
MX = A'BX + B'AX = (B, X)A + (A, X)B € Vect(A, B)
Ainsi X € Ker M si et seulement si (B, X)A + (A4, X)B = 0, soit si et seulement
si (B,X) = (A, X) =0, puisque A, B sont non colinéaires. Ceci correspond a un
systeme de deux équations non proportionnelles a n inconnues. Ainsi Ker M est
de dimension n — 2 et Im M = Vect(A, B) est de rang 2.
2.a) On a f(A) = (A, B)A+ ||A||>’B et f(B) = ||B||*?A + (A, B)B. Ceci montre
que E; est stable par f.
b) La matrice demandée est donc
A, B) ||B|] )
M, = (4
1 ( 1417 (4, B)
3. a) det(My — Al2) = ((A, B) — \)? — [ A]?|| B|]*.
Les valeurs propres de la matrice My sont (A, B) + ||A|| || B]|.
b) La matrice M; est une matrice de Mz (R) admettant deux valeurs propres. Elle
est donc diagonalisable.
4. a) Les valeurs propres de f sont les deux valeurs trouvées dans la question
précédente (A, B) £ ||4]| ||B||, ainsi que 0 de sous-espace propre associé¢ Ker f.

b) L’endomorphisme f est diagonalisable. Le sous-espace propre associé a la valeur
propre 0 est Ker f qui est de dimension n — 2. Il reste deux valeurs propres
distinctes (car A # 0, B # 0) ; chaque valeur propre admet un sous-espace propre
de dimension 1.

Exercice 2.18.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E 1’espace vectoriel R,,[X]
formé des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Soit F = (Py, Py, ..., P,) la famille d’éléments de E définie par :

Py(X)=1etVke[l,n], P(X) = l!X(X — )kt

1. Justifier que F est une base de E.
2. Vérifier que pour tout k € [1,n], P[(X + 1) = P,_1(X), ou P, désigne le
polyome dérivé de Pj.
3. Soit f l'application qui a tout élément P de F associe le polynome ) défini
par :
Q(X) = P(X) - P/(X +1)

a) Prouver que f est un endomorphisme de F, et donner sa matrice A dans la

base F. Justifier que f est un automorphisme de F.

b) L’automorphisme f est-il diagonalisable ? Quels sont ses sous-espaces pro-
pres ?
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c¢) Déterminer la matrice inverse de A.

4. On pose f = idg et pour tout m € N*, f™ = f o f™~1. Démontrer que pour
tout polynome P de E, et tout m € N :
m - if T i :
X)) = 2177 ) PO i)
ot P désigne la dérivée i de P.

Solution :

1. Pour tout k € [0,n], deg(Px) = k. La famille est échelonnée en degrés et est
une base de F.

2.8ik=1, P[(X+1)=1= Py(X) et pour tout k € [2,n], le calcul donne :

PUX +1) = L(X +1- 0L+ Bl (X 4 1)(X +1- k)2
_ 1 _p\k—2 _
= (k_l)!X(X+1 k) Pi_1(X)

3. a) La linéarité résulte des propriétés des opérations et la considération des degrés
montre que f est un endomorphisme. Par le résultat de la question 2. on obtient :

1 -1 0 ... 0
0o 1 -1 0

A: . .
0o ... . 1 -1
0 ... ... 0 1

La matrice A est triangulaire sans zéro sur sa diagonale principale donc A est
inversible. Ainsi f est un automorphisme de E.

b) Le réel 1 est la seule valeur propre de A, donc si A était diagonalisable, A
serait semblable a la matrice I,, ce qui entrainerait que A = I,,, ce qui n’est pas.
Ni A ni f ne sont diagonalisables.

Un polynoéme propre de f vérifie f(P) = P soit P(X) — P'(X) = P(X) d'ou
P'(X) = 0 et donc le seul sous-espace propre de [ est la droite vectorielle des
polyndémes constants.

c) Pour déterminer la matrice inverse de A, soit on écrit le systeme ¥V = AX a
inverser, soit on écrit A = I — N ou les puissances de N sont évidentes et par
I'identité géométrique, on obtient :

1 1 1 1 1

0o 1 1 1 1

A7l =" :

[

0O ... 0 1
0O ... 0 O

4. On pose pour tout entier naturel m,

—
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(H(m) :VP € B, f(P)(X) = 3 (—1)’ (") PO (X +1).»
=0
e H(0) est vraie.

e Supposons H(m) vérifiée pour un certain rang m. On a par linéarité de f :

PR PYX) = Fo f(P)(X) = 3o (<1 () F(PO(X +4)

1=0

I
™z

s
I
o

(=1 () (POX +4) = PID(X 434 1))

3

I
™z

(=D () POX +i) = Y (=1 (7)) PUI(X 4+ + 1)

s
I
o
-
I
o

(1) () POX )

I
s
M

s
I
o

(1) (") PO(X +4) —

J

~1)°(7) PO(X +0) + é(—l)i((m) (1)) PO +i)

(2

—~

D)) PIHIX 4+ m+ 1)

m—+1 ) .

Soit fMHH(P)(X) = 3 (=1)* (™) PO (X +1i). Ce qui établit H(m + 1).
i=0

On conclut par le principe de récurrence

Exercice 2.19.

Soit un entier n > 2. On note S;'* '’ensemble des matrices symétriques réelles
d’ordre n, n’ayant que des valeurs propres strictement positives.

1. Soit A une matrice symétrique réelle.

Montrer que A € ST si et seulement si pour tout X € R™ non nul, XX AX > 0.
2. Soit A € S;ft. Montrer qu A~ € S} et que A et A~! admettent une base
commune de vecteurs propres.

3. Montrer que pour tout X € R”, (XAX)(!XA7IX) > || X]|%

4. On note 0 < Ay < -+ < A\, les valeurs propres de A et on appelle k4 le réel

<
e qsp s 5 A
positif défini par : k% = SV
1
Y1

a) Montrer que pour tout X € R”, si Y ='PX = . |, alors

(XAX)('XA'X) = ka (an %yf) XK A (En? %%2)
=1 """ )

b) En déduire que /(! XAX)(*XA-1X) < KTA > (& &)%2

¢) Etudier f:t+— )\i + % sur 'intervalle [A1, A, ].
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t ty A-1 KA+ kg2 4
d) Montrer que ("XAX)(*XA ' X) < (T) |1 X]|*.

Solution :
1. Soit A symétrique réelle telle que X AX > 0 pour X # 0. Soit (A, X) un couple
propre de A. Alors : X AX = )\||X||? > 0 entraine A > 0 puisque X est non nul.

Réciproquement si A ne possede que des valeurs propres strictement positives, la
matrice A étant diagonalisable dans une base orthonormée, il existe P € O, (R) et
D diagonale telles que A = PD'P et en posant Y = ! PX. Puisque P est inversible,
onaX#0 = Y #0et:

XAX ='XPD'PX ='YDY = Z \iyZ >0

=1

2. La matrice A est inversible puisque 0 n’est pas valeur propre de A et si A = PD'P
alors A~ = PD~ 1P,

3. En utilisant les deux questions précédentes et I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(XAX)(XATIX) = (YDY)('Y DY) = 3 g x 3 472
i—1 i—1 [3

Donc :

_ L 2 " 2
(XAX)(XATX) = (X VAyix—=u)" = (X 42)" = [IY|I* = | x||*.
i=1 VA i=1

Car le fait que P soit orthogonale montre que ||Y|| = || X]].

4. a) On sait par la question précédente que :
(XAX)(XATX) = 3 hx 3 o2 = 40 3 {3 308
Il n’y a plus qu’a placer deux fois & 4.

b) Sia,b>0,0na: vab< a—2|—b' Ainsi en posant

n
a = KAx Z%yl et b=rax Y, 3Ly
i=1"\n i=1 "M
il vient

(XAX)((XA~1X)) /2 < Ea i (R 4 AL)y2

c¢) Une étude rapide la fonction f montre que cette fonction est positive et admet
un minimum en /A A,,.
De plus f(A1) = f(A\y) =1+ k% 1. Alnsi f(£) <1+ k4.

d) Finalement

1/2 KA+ Ky
((XAX)('XA™IX)) \TAx(Hmifl)HYle(M)HXHQ
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Exercice 2.20.

Soit I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul, (ml)1 <icp UNE

famille d’éléments de I distincts deux a deux et (ai) et (b,) 1<i<p deux familles

1<i<p
quelconques de réels.

1. Soit P € R[X] et a € R. Montrer que P(a) = P'(a) = 0 si et seulement si
(X —a)? divise P.
2. Montrer que I'application ® de Rg,_1[X] dans R?? définie par :
O(P) = (P(z1), P(x2), ..., P(p), P'(z1), P'(22), ..., P'(xy))
est une application linéaire bijective de Ra,_1[X] sur R?P.

3. Démontrer qu’il existe un unique polynoéme Py € Ry,_1[X] tel que, pour tout
entier 7 € [1,p], on a Py(z;) = a; et Py (x;) = b;.
X — $j 2

Pour tout entier i € [1,p], on considére le polynome Q; =  [] —
j

1<j<pi Ui
4. a) Soit i € [1,p]. Calculer Q;(z)) pour tout entier k € [1, p] et démontrer qu’on
aQi(zk) =0sik#iet Qi(z;)= >,
1<j<p
JFi
b) Démontrer que le polynome P défini par la formule :

P= é (1= Qi) (X — x3))a; + (X — 2;)b;] Q;

est le polynome Py défini a la question 3.

.’L‘i—.’lfj'

Solution :

1. On suppose P(a) = P’(a) = 0. La formule de Taylor pour les polynémes donne
(les sommes en jeu étant finies)

o pk) (g oo pk)(q
P =5 P @ a2 5 @i g
+oo p(k) ]g;)o . kfoi p(kr).(a)

Ainsi P(x) = 5 P8 (x oy = (x —ap2 3 P (x — a2 et (X - a)?
k=2 k! k=2 k!

divise P.
Réciproquement si P(X) = (X —a)?Q(X), on a
PI(X) = (X = a)2Q(X) + (X — a)Q'(X))
et P(a) = P'(a) = 0.
2. L’application ® est linéaire par linéarité de la dérivation.
Soit P € Ryp_1[X] tel que ®(P) = 0. Pour tout ¢ € [1,p], on a P(x;) = P'(x;) = 0.

On a donc P(X) = (X — 21)?Q(X) et P(x3) = P'(z3) = 0 donne Q(z2) =
Q' (x2) = 0 et Q est de la forme Q(X) = (X — 22)?R(X) ; on continue ainsi et le
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p
produit ] (X —x;)? divise P, ce diviseur a un degré plus grand que celui de P et
i=1

P = 0. Ainsi ® est injective donc bijective par égalité des dimensions de Roj,_1[X]

et R?P.

3. Le 2p-uplet (a1,---,ap,b1, -+,b,) € R?* admet un unique antécédent par @
noté Pg.

4.a) Sip#1,les xp pour k € [1,p] \ {i} sont des racines de multiplicité 2 de Q;
donc Q;(zk) = Ql(zr) =0. et Qi(z;) = ] (u)2 =1

1<j<pj#i *i Yi

En utilisant la dérivée de Q;, on a : Q) = Q; > Q(X—_xﬂé),
1< <p i (i — Tj)

!/ _ 2
@ilm) = 133';,#1 Ti T2
On vérifie que cette formule est valable également pour p = 1.
b) Pour i € [1,p], on a :
deg(Q;) =2p — 2 (méme si p=1), et
deg [(1 — Qi(z)(X —x;))a; + (X — x,)bl} < 1.
Par produit :
deg ([(1 = Qj(z:)(X — wi))ai + (X — 2:)b;] Qi)
= deg [(1 — Q(x:)(X —x))a; + (X — :)b;] + deg(Qi) < 2p—1
Par somme, deg P < 2p — 1 ainsi P € Ry, [X].
Soit j € [1,p]. Tl suffit d’établir que P(x;) = a; et P'(x;) = b;. A laide de la
question précédente :
P(ay) = 32 [(1= Qi) = a0)ac+ (&) = 20b] Qs(ay)
=(1- %}(%’)(Ij —xj))a; + (x5 — 2;)b; = a;

De plus P = > ([— Qi(zi)a; + bi}Qi + [(1 — Qi) (X — xi))ai + (X — xz)bZ}Q;)

=1

et

donc

P(x;) = > ([-Qi(wi)ai+bi] Qiay)+ [ (1—Qf (i) (wj—:) ) ai+ (2 —2:)bi | Q (25))

e

=1

A T’aide de la question précédente :

P'(z5) = ([ = Qi(mi)ai +b;] + [(1 = Qj(x:) (i — i) ai + (xi — x:)b;] Qf (w:))
= —Qi(xs)a; +b; + a;Q;(x;) = b;

Ce qu’il fallait.

Exercice 2.21.
X1 X1

Pour X = | : | € M, 1(C),onpose X = | : | et

Tn Tn
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1X||=VIXX = |3 Tpxa
k=1

(on rappelle que Z désigne le conjugué du nombre complexe z)

1. Soit n € N* et S une matrice de M,,(R), symétrique. Montrer qu’il existe A € R
T
n

tel que pour tout X = | © | de M, 1(R)ona:'XSX <A 23,
k=1

Tn
2. a) Déterminer les éléments propres de la matrice S = (Sk,¢)1<k, ¢<n Suivante :
1 sik#/¢
S =
it { 0 sik=¢

n
b) En déduire que si z1,...,T, sont réels, on a: >, xpz, < 5 1 S xk.
1<k<f<n i=1

3. Soit A € M, (R) et A =a + i, avec « et [3 réels, une valeur propre complexe
de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre associé.
a) Montrer que 'X (A —tA)X = —2i3'X X.

Etablir I'inégalité : |8] < =L —ag .
b) Etablir I'inégalité : |5] < 5 1§r]£12<§n\ak,g agk

Solution :

1. La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable sur R et plus précisément :

Il existe une matrice P orthogonale (‘P étant obtenue en cherchant les vecteurs

colonnes propres pour S), une matrice D = diag(Aq,...,\,) diagonale telles que
S=t'PDP.
I1
Soit X = | : | de M, 1(R). En posant Y = PX il vient :
xn
'XSX = {(PX)D(PX) = 'Y DY = z At < (max A [V

La matrice P étant orthogonale, on a : ||Y]]? = ' X'PPX =X X = ||X]|?, ce qui
termine la question.

2. a) On remarque que S + I = J, la matrice J ne comportant que des 1. La
matrice J est symétrique réelle, donc diagonalisable. Elle est de rang 1 ; ainsi 0 est
valeur propre de sous-espace propre associé Ker J de dimension (n — 1).

La valeur propre manquante, A, est la trace (A = n) de sous-espace propre associé

1
Vect U, avec U = | :

1
On a SX = pX si et seulement si JX = (S+1)X = (u+ 1)X. Les valeurs
propres de S sont donc A = —1 de sous-espace propre associé Ker J (d’équation

1+ -+ x, =0), et A\=n —1 de sous-espace propre associé Vect(U)
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b) On utilise la premiére question :

n
EXSX < (n—1)||X]]?, donc 1<1<;Ze< zpry < B 5 1 kZI 7
<k<t<n =

puisqu’on ne somme que sur la moitié haute de la matrice S.

3. a) Utilisons la matrice M = A —'A qui est antisymétrique, donc & diagonale
nulle et dont les éléments sont de la forme ay ¢ — as k.

On a alors, puisque AX = AX entraine AX = AX =\X =\ X :
X(A-A)X =XAX —(AX)X = XXX — N XX = —2iIm(\)!' XX

n
= —2iB > |xg|?
k=1
_ . n
Pour conclure il n’y a plus qu’a remarquer que XX =X X (= > |z|?)
k=1

b) Mais on a également :
X (A—1A)X = Tr(ag,e — agr)Te

et donc :

X (A —tA)X]| < — T
"X ( )X < égﬁénmk,e k| @ggnmwl

Si k=4, |ake — ark| = 0 et on peut permuter les roles de k et ¢, donc :

K (A— K| < max Jawe—ace] Tl

£<n 1<k, l<n
< max Q.0 — Gg k Tk ||Te
h 1§k<£§n‘ |1§k,€§n,k7§€‘ ]

Soit :

X(A-"A)X[ <2 max |ax,—ark
1<k<t<n 1<k<t<n

Et par le résultat de la question 2. b) :

_ n
|tX(A—tA)X| <2 max |ak7g —ag,]{|><n_ 1 Z |£L'k|2

1<k<t<n 2 =
< 2 < 2

Ainsi : | — 217 < m — -1
insi : | i3 kz::1 |zk]?] < 1Sk<ag<§n lak.e — ag r|x(n )g::l |z

Comme X est une colonne propre, il ne s’agit pas de la colonne nulle et en

n
simplifiant par le nombre réel strictement positif > |z |? :
k=1

<n—1 .
1Al < 2 13%12(371'%1 ek



3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit n un entier tel que n > 2. On dispose de n urnes. On y place aléatoirement
des jetons, un par un, indépendamment les uns des autres.

Pour j > 1, on note X; le nombre aléatoire d’urnes non vides apres avoir placé les
J premiers jetons.

1. a) Quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire X; ? Déterminer les lois de
X 1 et Xg.

b) Pour i € [1,n] et j > 1, déterminer les probabilités conditionnelles
Pix;=iy (Xj1 = k)
c) En déduire la loi de X1 en fonction de la loi de X;.
2. On considere la suite (@Q););>1 de fonctions polynémes définie par :

Vo eR,Vje N, Qi(z) = 2" et Qua(z) = Qj(z) + 1 Q)

a) Montrer que pour tout j > 1 :

=l i ivj—1(m—1
Q@)= E@-va- (")
b) Pour tout entier j > 1, soit la fonction G; définie par :

Gj "R—=>R,z— Z P(XJ :k)l'n_k
k=1

Pour un réel x fixé, vérifier que les suites (G;(z));>1 et (Q;(x));>1 sont égales et
en déduire l'expression des P(X; = n).

n—1 ) . _
¢) En déduire que pour tout j € [1,n—1] : > (=1)"(1 — %)3_1<n j 1) =0.
i=0
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Solution :
1. a) Le nombre d’urnes non vides X; vérifie : 1 < X; < min(j, n).

Ona:PXy=1)=1; P(Xo2 =1) = % (on a une chance sur n pour que le
deuxieéme jeton arrive dans la méme urne que le premier), donc par passage au
n—1

o
b)Soit j >let1<k<j+1:

Pix;=)(Xjs1 = k) = %7 Pix;=k-1)(Xj1 = k) = " _'r]z + 1’

complémentaire P(Xs = 2) =

sinon P(Xj:i) (Xj+1 = k) =0.
Car en placant un jeton, le nombre d’urnes non vides ne peut que rester inchangé
ou bien augmenter d’une unité (le résultat vaut méme pour k£ = 1 et bien str pour
k=n).

c) L’ensemble des (X; = i), pour 0 < 7 < min(j,n) est un systéme complet
d’événements, donc :

min(j,n)

P(Xjp1 = k) = ZO Pix,=i) (X1 = k)P(X; =)

k41
_ %P(Xj :kH%P(Xj =k-1).

. nd i ini—1 (T — 1 n—1 n—1

2.a)pour j=1,ona: ) (x—1)"(1— ) < ; ):(1+(x—1)) = gn 1,
i=0
o n-l o im—1
Soit j > 1, on suppose que Q;(z) = > (z —1)"(1 — %)/ ( ; )
i=0
, n—1 ) i o =1

Alors Q;(x) = Z; i(r—1) 1(1—%)3 1( ; > et

Qjr1(z) = Q;(z) + 1_7‘”@;(35)
1 B o (0T e g ()
' )

On conclut par le principe de récurrence.

b) Gl(CI}) = kil P(Xl = ]{I)l’n_k = P(Xl = 1)113'”_1 =z ! = Ql(il,')

Gy(@) + 152G (w) = . P, = )t - ket

n—1
+ Z n;kp(Xj - k)x”_(kH)
k=1 "
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+ L [P(X; = BE 4+ P(X; =k — 1=kt Ly

Done Gj(z) + 1-LG(x) = Y P(X;41 = k)a" ",
k=1

Les suites (Gj(z));>1 et (Q;(z));>1 vérifient la méme relation de récurrence
d’ordre 1 et ont les mémes premiers termes, donc par ...récurrence, sont égales :

Ge) = @) = ¥ (- 1= Dy ("),
¢) En particulier, pour x =0 :
Gy(0) = P(X; = m) et Q;(0) = & (-1~ Lyt ("7 1), o

n

P, =m) =S 1y - D (M)

Or, pour 1 < j < n, I'événement (X; = n) est impossible et donc P(X; =n) =0,
d’ou :

: Sy i ivji—1(n—1
1<j<n = ¥ (10-]) ( Z. )zo

Exercice 3.02.

t
On considere application F' définie sur R par : F(t) = ] i 7
e

1. Montrer que F' est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité
dont on déterminera une densité notée f.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que X admet des moments
d’ordre n pour tout entier naturel n.

+oo "
On pose : [ = dt.
nP A 1+

Calculer I'espérance E(X) de X ainsi que sa variance V(X)) en fonction de I.

3. On considere une suite de variables aléatoires réelles (X,,),>1 définies sur le
méme espace probabilisé (€2, .4, P), mutuellement indépendantes et de densité f.

Soit (X, )n>1 la suite de variables aléatoires définie par :

ni=1

a) Montrer que la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers 0, puis déterminer

une suite de réels (ay),>1 telle que la suite (@, X, )n>1 converge en loi vers une
variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

b) On pose S2 = % S X2
i=1

Construire & partir de S2 un estimateur sans biais de I. Montrer que cet estimateur
est convergent.
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4. Proposer en Scilab une simulation de la loi associée a f.

Solution :

1. La fonction F est bien définie sur R et est une fonction de classe C! sur R.
La limite de F' en —oo est 0 et celle en +o0o est 1. De plus F' est une fonction
croissante sur R puisque sa dérivée est positive sur R.
t
Vz e R,f(x) = F/(.CC) = (l—f—et)2
F est donc la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité dont une
densité est la fonction f.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Pour tout entier naturel n, on étudie

+o0 t
la nature de l'intégrale : / ) —E——dt
oo (1€
t
— En —oo, la fonction tnx(l—f—t)Q est équivalente & t"e! qui est négligeable
e

devant 1/t2, on conclut & la convergence en —oo.

t
e Jo N —t . JRT

——~—— est équivalente a t"e ui est négligeable

(1+eh)? K 4 &8

devant 1/t2, on en conclut & la convergence en +oc.

Par conséquent X admet un moment d’ordre n pour tout entier n.

— En +o00, la fonction t"x

En remarquant que f est une fonction paire, on en déduit que E(X) = 0.

400 t —+o0
D’autre part : V(X) = E(X?) = 2/ t2—C——dt = 2/ t2(F — 1)/ (t)dt.
0 (1+¢") 0

On réalise 'intégration par parties ainsi préparée, d’ou :
“+oo
V(X) = 2/ 2(1 — F(t))dt = AT
0

3. a) Puisque E(X,) = 0 et V(X,) = WI’ en utilisant l'inégalité de Bienaymé-

Tchebicheff, on en déduit que (X,,),, converge en probabilité vers 0.

En utilisant le théoreme limite central, on a (\/ﬁ 2‘)\(/”7)11 qui converge en loi vers

_Vn

la loi normale centrée réduite. Donc la suite cherchée est a,, = Wik

2
b) On a E(S2) = 4I, donc un estimateur sans biais de I est % Comme les
2
variables X; sont indépendantes, les variables X? le sont aussi donc : V(%) =

V(X?)
16n -

2
Cette expression tend vers 0 quand n tend vers 400, donc T” est un estimateur
convergent de I.
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4. Soit U une variable suivant la loi uniforme sur |0, 1.
Puisque F réalise une bijection de R dans ]0, 1[ alors F'~1(U) suit la loi de X. Or :

Vo €]0,1[ F ! (z) =In (%)

On propose donc :
x=rand ()
y=log(x/(1-x))

Exercice 3.03.

Soit un plan muni d’un repere orthonormé. On considere une particule se déplagant
au hasard dans ce plan de la maniere suivante : a 'instant 0, la particule se trouve a
l'origine O ; ensuite, a chaque instant (représenté par un entier naturel), la particule
se déplace d’un pas de longueur 1 de facon équiprobable dans une direction parmi
Nord, Sud, Est et Ouest.

Toutes les variables aléatoires modélisant cette situation seront définies sur un
espace probabilisé (2, A, P).

On admet la formule de Stirling :

n! ~ nte "\/2mn

(n—00)
et le résultat suivant : si une variable aléatoire 7' discrete a valeurs dans N* admet

+oo
une espérance, alors E(T) = Y P(T > k).
k=1

On note Z,, = (X,,Y,) le vecteur aléatoire représentant la position de la particule
(abscisse, ordonnée) a linstant n.

1. Ecrire un algorithme en Scilab permettant de simuler une réalisation de Z;.

2. Pour tout entier p € N, déterminer la valeur de P(Z3,+1 = (0,0)).

: AV 2p
3. a) Montrer que pour tout entier p, ( )( ) = ( >
) amer P kgo k/)\p—k p

b) Montrer que pour tout entier p € N*,
2
—00=4() 206 - # ()
P(Z2p = (0,0)) = 42p<p kZ::O k)\p—k) 42’ \p
c) Montrer que la série de terme général P(Z3, = (0,0)) diverge.
4. Pour p € N, on note NN, la variable aléatoire valant 1 si Z, = (0,0) et 0 sinon.
a) Pour p € N*, quelle est la loi de N, ?
p

b) Déterminer lim > E(N;).

P+,

c¢) Pour k € N*| soit Ry, ’événement «au cours du temps la particule est repassée
au moins k fois par 'origine » Comparer pour £ € N* et p € N, les événements Ry

p
et (S N; > k).
1=0
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d) Montrer par ’absurde que la série de terme général P(Ry) est divergente.

e) On admet que Yk € N* P(R;) = P(R;)*. Déterminer alors la valeur de
P(Ry,) pour tout entier k£ > 1. Conclure.

Solution :

1. 1. u=zeros(1,2)
2. if rand()<1/2 //choix entre N-S ou E-0
3 then if rand()<1/2 //choix du déplacement
4. then u(2)=-1
5. else u(2)=1
6 end

7 else if rand()<1/2

8 then u(1)=-

9. else u(1)=1

10. end

11. end

12. disp(u)

2. Pour revenir en (0, 0), il faut autant de déplacements vers le Nord que vers le Sud
et autant de déplacements vers ’Est et ’'Ouest. Ceci n’est possible que si le nombre
de déplacements est pair. Ainsi, pour tout entier p € N, P(Z2,11 = (0,0)) = 0.

3. a) Pour choisir p éléments parmi 2p, on peut choisir pour tout k € [0,p] ,
k éléments parmi un sous-ensemble a p éléments, puis choisir les p — k autres
éléments parmi les p éléments restants. En additionnant tous les cas, il vient :

SO0 -G

b) La question précédente et la formule admise donnent : P(Zy, = (0,0)) =

9 2 2 | / 2p —2p
%( p) . Or d’apres la formule de Stirling, < p) = (2p)2. ~ 47rp(22p) _26 ,
4*P \'p D (p!) 2npp“Pe™ P
donc :

1 (229)2 L
42\ p ™
La série de terme général %p diverge, donc par critere d’équivalence pour les séries
a termes positifs, la série de terme général P(Zs, = (0,0)) diverge.
4. a) Pour p e N, N, — B(P(Z, = (0,0)).
P P
b) On a donc : Vi € [0,p], E(N;) = P(Z; = (0,0)), et > E(N;) = > P(Z; =
i=0 i=0
(0,0)).

Or la série de terme général P(Z; = (0,0)) diverge et est a termes positifs, donc
p
lim Y E(N;) = +oc.

P20 i=0
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P
c) Si[(>. N;) = k] est réalisé, alors en p déplacements, il y a eu au moins k retours
i=0

en (0,0), donc sur ’ensemble des déplacements, il y aura au moins k retours en

P
(0,0), donc [N > k| est réalisé. Ainsi, [(>_ N;) > k] C [N > k].
i=0

d) Par croissance de I’application probabilité, pour p fixé,
p
P([(;]Ni) > k] < P([N = k)

Ainsi, si la série de terme général P([IN > k|) était convergente, alors par le critére
de comparaison pour les séries a termes positifs , pour p fixé, la série de terme

P
général P([(>_ N;) = k] convergerait et :
i=0

VEN, S P(N>H) > 5 P3N >
k=1 k=1 1=0

+oo
donc d’apres le résultat admis, Vp € N, >~ P([N > k]) > E(No + --- + Np).
k=1

P
Ceci est absurde car lim > E(N;) = 4o00. La série de terme général P([N > k|)

p——+00 i=0

est donc divergente.

e) D’apres le résultat admis, la série de terme général P(N > k) est une série
géométrique divergente de raison P(N > 1), donc comme P(N > 1) € [0,1], on
en déduit que P(N > 1) =1et aussi Vk € P(N > k) = 1.

On est quasiment certain que la particule repassera par le point (0,0) une infinité
de fois.

Exercice 3.04.
1. Soit F' la fonction définie sur R par : Va € R, F(z) = exp(—e™7%).
a) Justifier que F' est une fonction de répartition.

b) Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F. Déterminer une
densité f de X.
On suppose désormais que X est une variable aléatoire réelle de densité f, définie
sur un espace probabiisé (2, A, P) et que toutes les variables aléatoires citées sont
définies sur ce méme espace.

2. a) Soit Z = e~X. Justifier que Z est une variable aléatoire réelle sur (Q2, A, P)
et déterminer sa loi.

b) Soient z et y deux réels strictement positifs. Etablir une relation entre la
probabilité conditionnelle P(x<_ iy 1) (X < —In(x+ y)) et P(X <—In y).

3. Soit (Yl)z cy+ une suite de variables aléatoires définies sur (92, A, P), mutuelle-
ment indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre 1.

Soit d’autre part L une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre 1
indépendante des variables aléatoires de la suite (Yz)l N -

On définit S par :
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Si L(w) = 0, alors S(w) = 0.
Si L(w) = k, avec k € N*, alors S(w) = max(Y; (w),..., Yi(w)) .
a) Soit k un entier naturel non nul.
Déterminer la loi de la variable aléatoire S, = max (Yl, ... ,Yk).
b) Démontrer que pour tous réels a et b telsque 0 <a <b,ona:
Pla<S<b) = Pla< X <b)
¢) Calculer P(S =0).

Solution :

1. a) La fonction F : z +— exp(—e™®) est de classe C! sur R, strictement croissante.
De plus lim F(z)=0et lim F(x) =1, donc F est la fonction de répartition
rT——00 r——+00

d’une variable aléatoire X a densité.
b) Une densité de X est f = F’ avec : pour tout réel z, f(x) = e exp(—e 7).
2. a) Soit z réel.

Siz<Oalors (Z<z)=0€ A siz>0,ona (Z<z)=(X>—-lnz)e A car X
est une variable aléatoire sur (€2, A, P).

La fonction de répartition Fz de Z est définie par : F'(z) = { 0 siz <0

1—e™® siz>=0"

X suit la loi exponentielle de parameétre 1.

On en déduit que Z = e~
b) On observe que pour tout t > 0,
PX<-Int)=P(-X>Int)=PleX>t)=P(Z>t)=e"!
En conséquence pour tous x et y, réels strictement positifs, on a :
Px<-ma)(X < —In(z+y)) =Pz>y(Z 22z +y) =P(Z 2 y)
car Z suit une loi exponentielle, donc « sans mémoire », on en déduit
Px<c magX <-In(x+y)=PZ=2y)=e"?
Par ailleurs, P(X < —Iny) = P(Z > y) = e Y, donc
Px<_mz(X < —In(z+y)) = P(X < —Iny)
3. a) Pour tout entier naturel k£ non nul, notons ¢y, la fonction de répartition de
Sk. Les variables aléatoires de la suite (Y;);en+ étant mutuellement indépendantes

de loi commune £(1), on a :
e Vu<0, P(Sp <0)=0=pi(u)
k k

o Vuz0,pp(u)=PSkr<u)=P(NY;<uw) =] PYi<u)=J[(1—-e)
i=1 i=1 i=1
= (1 —e ™)k,
La fonction ¢y ainsi définie détermine la loi de Sk.

b) Le systéeme complet d’événements ((L = k))ren permet d’écrire :

Pla<S<b)=P(U(a<S<b)n(L=Fk)
k=0
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_Pa<S<b)N(L=0)+P(U(a<S<b)N(L=k)
k=1

— S Pa< S <) (L=k)

k=1
car pour (L = 0), par convention S = 0, donc (a < S <b)N(L=0)=0.
D’autre part, pour tout entier naturel £ non nul, les variables S, et L sont
indépendantes donc
P((a< S <b)N(L=k))=P(la<sup(Yr,...,Yx) <b) N (L =k))
=k)

mais P(a < Sy < b) = pr(b) — pr(a) = (1 —e )* — (1 —e=2)*. On en déduit :
S < (

Pla<S<b)= 3 (1-e ")~ (1-e ) )P(L=k)
]j—zi -1 +oo -1
= L (1= e = B (1 —em)

On peut ajouter alors les termes qui correspondraient a la valeur & = 0 (ils se
détruisent) et on reconnait des sommes de séries exponentielles, soit :

Pla<S<b) =elexp(l —e®) —elexp(l —e %) =exp(—e ) —exp(—e?)
= F(b) — F(a).
Donc, pour a,b tels que 0 < a < b, P(a< S <b)=Pla<X <b).

c) On a :
—+o0

—P(S=0)N(L=0)+ 5 P((5=0)n(L=Fk)
k=1

Or si (L = 0) est réalisé, alors (S = 0), 'est aussi donc
P((S=0)N(L=0))=P((L=0)=e",

alors que , pour tout £ non nul, (S =0)N (L =%k)) C (Sx =0) et P(Sx =0)

d’our :

I
o

Exercice 3.05.

Soit a € R . La roue d’une loterie est représentée par un disque de rayon 1, dont
le centre O est pris pour origine d’un repere orthonormé. Cette roue est lancée
dans le sens trigonométrique, 'angle (exprimé en radians) dont elle tourne avant
de s’arréter est une variable aléatoire, notée U. On suppose que U suit la loi
exponentielle de parametre a.

La roue porte une marque M, qui, au départ, est située au point de coordonnées
(1,0) et qui, apres l'arrét de la roue, se trouve au point de coordonnées aléatoires
X =cosU, Y =sinU.

400 +o0
1. Soient [ :/ e ™cosudu, J = / e~ ginu du.
0 0
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a) Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.

b) A l'aide d’intégrations par parties, que 'on justifiera, établir deux relations
liant I et J. En déduire les valeurs de I et J.

c¢) Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y.
2. Un joueur gagne a cette loterie si, a 'arrét de la roue, 'ordonnée de M vérifie
§.
a) Calculer la probabilité, notée p(a), que le joueur gagne.

la relation : Y >

b) Déterminer lim p(a).
a—0

Solution :

1. a) Montrons que les intégrales I et J sont absolument convergentes. On effet,
+o0

on peut écrire : |cosu.e” | < e |sinu.e” | < e” %, et / e~ du existe.
0

D’ou les conclusions.

b) En utilisant A > 0 et des intégrations par parties sur [0, A], intervalle ou les
fonctions sinus, cosinus et exponentielle sont de classe C°°, il vient :

A
I(A) = / cosu.e” % du = sin A.e”% 4 a(1 — cos A.e™4) — a?I(A)
0

A
J(A) = / sinu.e”"du = —asin A.e™? 41 — cos A.e™* — a2 J(A)
0

En prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, les fonctions sin et cos étant
bornées sur R, il vient :

I =a—ad%l, J=1-a%J

Donc
1

1+ a?

— a —
1+a*’
c) Par le théoréme du transfert :

+oo 9
E(X)= E(cosU) :/ cosu.ae” " du = al = 1;1_ .
a a

+o00
E(Y):E(SiHU)Z/ sinu.ae”™ % du = aJ = 1_3 .
a a

2. a) Le joueur gagne si et seulement si sinU > 1/2 soit si et seulement si
U € [n/6,5m/6] (mod 27). Donc :
o 00 57 /6+2km
pla) = > P(% +2km < U < %T + 2km) = 3 a.e” % dt
k=0 k=0Jr/6+2kn
—an/6 efa57r/6

—27a

— — (—m/6—2km)a _ ,(—57/6—2km)a) _ €
kz::O (e ‘ ) 1—e
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e—a7r/6 1— e_2‘”/3
1— e—27‘ra

" =1 — ax + o(x) au voisinage de 0, il vient :

; 1
lim p(a) = 3

b) Lorsque a — 0, comme e~

Exercice 3.06.

On considere une variable aléatoire réelle discrete X définie sur un espace proba-
bilisé (£2,.4, P) a valeurs dans N* dont la loi est donnée par : Vk € N*, P(X =
k) =pi = 0.
On suppose que X admet une espérance E(X).
Soit (Xg)r une suite de variables aléatoires discretes définies sur (Q,.A4, P)
indépendantes et de méme loi que X. On note (Sk)r>o la suite des sommes par-
n

tielles définies par Sy = 0, et pour n > 1,5, = > Xk.

k=1
On étudie dans cet exercice la variable aléatoire N (a,b) représentant le nombre
d’éléments de la suite (S, )nen qui appartiennent a 'intervalle [a, b], Cette variable
N(a,b) est donc définie par :

Vw e Q,N(a,b)(w) = card{k € N / Sp(w) € [a,b]} = }_ Lis,efap)} (W)
k=0
1. Justifier pour tous £ > 0 et n € N,

(N(0,6) =n+1} = {S < £ < Spi1},
(S, < €} = {N(0,0) > n+1},
(S, >} © {N(0,0) <n+1}.

2. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une espérance. Montrer
que l'on a :

E(Y) = kijlp(y > k)

3. a) Montrer pour n € N et £ > 0, les inégalités : P(S, < ¢) < E(exp({ — S,,)),
puis : P(S, < ¢) < ef[E(exp(—X))]" (on commencera par justifier 'existence de
ces espérances).

b) En déduire que P(S, < ¢) tend vers 0 quand n — oo et que :
¢
E(N(0,0)) < S

Solution :

1. % L’égalité (N(0,0) =n+1) = (S, < < S,41) est une tautologie.

* Pour tout w € €, la suite k +— Si(w) est strictement croissante de premier
terme nul. Dire que 'on réalise S, (w) < ¢, c’est dire que tous les nombres Sp(w),
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S1(w), ..., Sn(w) sont majorés par ¢, donc que la durée du passage entre 0 et £ est
au moins égale an+ 1 :

(Sw < 0) = (N(0,0) >n+1)

* X ne prenant que des valeurs strictement positives, (S, > £) C (Sp41 > ¢) et
donc on est sorti du domaine [0, ¢] au plus tard au rang n (on commence au rang
0) et donc

(S = 0) C (N(0,6) <n+1)

2. Méthode 1 : en passant par la notion de famille sommable. La variable Y ayant
une espérance, on a :

E(Y) = iip(yzi) — iiP(Y:z’) — 2 i:lP(Y:i)

Cette famille étant une famille dénombrable a termes positifs ou nuls la sommation
peut se faire par paquets quelconques et donc :
oo o0 o
EY) = lep(Y=i)= > P(Y =)
j=1li=y j=1
Meéthode 2 : ala main. Pour tout N € N*, comme (Y > k) = (Y =k)UY > k+1)
et cette réunion étant disjointe :

S RP(Y = k) = 52 k(P(Y > k) — P(Y > k+1))
k=0 k=0

N N
= S kP(Y 2 k) — S kP(Y > k+1)
k=0 k=0

=1

S RP(Y 2 k) - S (k- )P(Y > k)
k=0 k

_ S PV = k) £ NP(Y > N)
k=1

Mais : NP(Y > N)= Y NP(Y =k) < > kP(Y =k) — 0 (reste d'une
k=N k=N

N—o00
série supposée convergente). On peut donc passer a la limite lorsque N tend vers
I'infini et on obtient bien le méme résultat.

3.a)x (S, <) =({—8,>0)=(e""5 >1), donc P(S, <¥) = P(e~5 >1).

Comme ef~5" est une variable aléatoire bornée, elle admet une espérance, et

comme elle est & valeurs positives, I'inégalité de Markov donne : P(e~5» > 1) <

%E(eé_sn), donc :

P(S, < /() < E(e*~5)
x D’autre part E(ef~9) = efB(eX17X27=Xn) = ol PeX1e7X2 . . e~¥n)
L’indépendance des différentes variables aléatoires X donne I'indépendance des

différentes variables aléatoires e~**, donc 'espérance du produit est le produit des
espérances, et comme en plus elles ont méme loi :

E(e=5) =e’E(e™X1)x ... xE(e %) = e![E(e=X)]"
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P(S, < t) < e [BE(e™)

La formule obtenue reste valable pour n = 0.

b) X est a valeurs strictement positives, donc e™* est & valeurs dans ’'ouvert

10,1[ et par transfert : E(e™%) = Y. e % p, < Y. p, = 1 (une somme finie ou
n n
infinie d’inégalités dont I'une au moins est stricte est une inégalité stricte).

Ainsi lim [E(e=X)]" =0 et :
n—oo

Ensuite, P(N(0,¢) > n) = P(S,—1 < {) — 0 donc par continuité décroissante :
n— oo
P(N(0,£) =00) =0
Enfin,
0 o0 l
E(N(©0,0) = 3 P(N(0,0) > n) < 3, el[Be )1 = —&
n=1 n=1 1-— E(e )

Exercice 3.07.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P).

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et suivant chacune
la loi géométrique G(6) de parametre . On suppose 6 € ]0, 1] inconnu et on désire
I’estimer.

n
Pour tout n € N*, on note S,, = > X, , M, =
i=1

3I>—‘

n

Lo -
L th=g-
1. Rappeler les valeurs de ’espérance et de la variance de X;.

2. Soit ¢ : & — In(1 — x) définie sur [0, 1].

a) En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que :

n k z
z© 1 rx—t\n
VxG]O,l[,ln(l—x)—kk;l?— /0 1—t(1—t) dt

+o00 k
b) En déduire que pour z € |0, 1, In(1 — z) = — Z

3. Calculer E(M,,) et montrer que E(M,) > 6.

4. Montrer que la loi de 5, est donnée par :
pour tout entier k > n : P(S, =k) = <fL B i)@”(l — g)k—n

+oo _
5 a). Montrer que E(T,) = > %(k })9”(1 — )k,
k=n n—=
b) Montrer que E(T,) > 6.
6. a) Montrer que pour tout n—uplet (z1,z2,---,2,) € (R7)", on a:

(Y o)y L) >n?

k=1 k=1 Tk
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b) Comparer E(M,) et E(T),).

Solution :

LOnwﬂXQ:%eHKXQ:L?Q

2. a) Soit n € N et z € [0, 1[; la fonction ¢ est de classe C" 1 sur [0,1] et :
VkeNtVtemJwaw:—ff_gﬁ

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre n entre 0 et x, on
obtient :

nook x(x—t)” | ¥ 1 — t\n
T __ n: _ i
In(1 x)+k51 T = /0 X dt /0 1 t(l t) dt

n! (1—t)ntt
b) L’étude de la fonction ¢ — ?f :i montre qu’elle admet un maximum en 0 égal
a . On a donc :
1 (xz—t\» x"
vie 0l 75 (=) <755

Par croissance de I'intégration avec 0 < z, il vient :

n k T n n+1
(1 —2)+ > L-| < | 7E=dt= 7
=1 K 0

1—=x 1—2z
k +oo  k
Par encadrement, la série de terme général ‘/’% converge et » ‘/’% = —In(1—xz).
k=1
3. Sous réserve de convergence et en utilisant le théoreme de transfert :
+oo +o0 k
1y 10 ket o _(1-0)
E(X)._g;keu, 0) ._gil_ex 7
Comme 1 — 6 €]0, 1], alors d’apres la question précédente E<XL) existe et vaut :
1

_10_11199. Par linéarité, on obtient :

4. Classique (temps d’attente du k™ succes) : il suffit de placer k — 1 succes

parmi les n — 1 premiers essais et de passer aux probabilités de chaque événement
élémentaire. . ..

5 a). T,, est une variable aléatoire réelle presque stirement a valeurs dans |0, 1], donc
elle est presque stirement bornée et admet une espérance. D’apres le théoreme de
transfert,

ET) =5 2PS, =k =5 2(F g _gpn

(T)= 5 FPESi=h = 2(,21)0"0 )

b) On remarque que pour tout entier k tel que 2 < n < k, Z:% < %
+oo _

donc Y (fb B 3)9"(1 —0)*=" < E(T},), et en effectuant le changement d’indice
k=n

j=k—1,il vient :
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03 (j N 1)97“(1 —g)i—(=1) < B(T,)

jmne1 A\ 2

400
Donc 6 > P([Sn—1=17]) < E(T,), dou E(T,) > 6.

j=n—1
6. a) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique de
R"™, pour tout n—uplet (z1,z2,...,2,) € (R})" :

(ixk)( Zn: x_lk) > (é:l\/flf_kx\/lx_kf:nz

b) On a M,, > T, puis par croissance de l'espérance, F(M,) > E(T),).

Exercice 3.08.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont supposées définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout n € N, on note D,, le diametre d’un tronc d’arbre a la fin de 'année
numéro n et I’on suppose que sa croissance suit le modele décrit ci-dessous :

> le diametre initial Dy est tel que Dy > 0;

> pour tout n € N, D,,v1 = D,, + X,41D,,, ou X,, 1 est une variable aléatoire
représentant les divers facteurs extérieurs (maladies, climat, ...);

> on suppose que les variables aléatoires X sont a densité, indépendantes et de
méme loi a valeurs dans [0, 1] et de densité f.

D”)l/n et m = E(In(1 4+ X1)), ou E désigne

On pose, pour tout n € N*, Q,, = (D_o

I’espérance.
1. Soit n € N*. Exprimer D,, en fonction de Dy et de X1q,...,X,,.
2. a) Soit n € N*. Calculer £(Q,,) en fonction de E((1 4+ X;)/™).
b) Montrer I'existence d’une constante C' > 0 telle que, pour tout y € [0, 1],
eV — 1 —y| < Oy,
¢) En déduire que E(Q,) — exp(m).
n—oo
3. a) Montrer I'existence d'une constante L > 0 telle que pour tout (z,y) € [0, 1]2,
le? —e¥| < L|x — y|.
b) Soit € > 0. Prouver ’existence d’une constante M > 0 telle que, pour tout
n € N*,
P(Qn e > ) < M
c¢) Que peut-on en déduire pour la suite (Qr)p>17?

Solution :

Notons que X; prend ses valeurs dans [0, 1], donc In(1 + X;) prend ses valeurs
dans [0,1n 2] et étant bornée elle admet des moments de tous ordres.
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1. D, = Dy J] (1 + X§) pour tout n € N*.
k=1

n

2. a) Soit n € N*. On a E(Q,) = E( [] (1 + Xx)¥/™), et donc, par indépendance

des (1 + X;)Y/™ et équidistribution des Xy, E(Q,) = (E((1 + X1)Y/™))™.
b) Soit y € [0, 1]. Par exemple par la formule de Taylor avec reste intégral en O :
y
ey—l—y:/ (y —t)el dt
0

Pour tout ¢ € [0,y], on a 0 < (y —t)e! < e(y —t) et donc, par inégalité triangulaire
et croissance de l'intégration :

Yy
\ey—l—y|</e<y—t>dt=
0

la valeur absolue étant d’ailleurs inutile.

y2

[\l

¢) Soit m un entier naturel non nul. Par la question précédente,
Cln*(1+ X))
n2
et donc, par croissance de I'espérance et inégalité triangulaire pour I'espérance :

)E (Q1+ X)) —1— %E(ln(l + Xl))( < %

- L)

ott A = C.E(In*(1 + X1)). On en déduit que, & partir d’un certain rang,
(1+ LB+ x1)) - %) <E((1+X)Y")" < (14 LB+ X1) + &)

n
Par passage au logarithme et utilisation de I’équivalent classique In(1 + u) (N) u,

0
on obtient :

lim B ((1+X)Y™)" =™, soit lim E(Q,) = e™.
n—oo n— o0
3. a) La constante L = e convient par 'inégalité des accroissements finis.

b) Soient n € N* et £ > 0. On note S,, = % > In(1 4+ Xy).
k=1

On a Q,, = e donc (|Q, —e™| > ¢) C <|Sn —m| > %) Comme E(S,) = m, on
déduit de I'inégalité de Tchebychev que

_em B e\ V(S,)L* _ V(n(1+ X1))L?
P(|Qn —¢ !>€)<P(|Sn m|>L>< = = _

par indépendance et équidistribution des variables Xj.

¢) On en déduit que la suite (Q,),>1 converge en probabilité vers la variable
certaine égale a e™.

Exercice 3.09.

Soit v un réel strictement positif et (Y;);en+ une suite de variables aléatoires
indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2,.4, P). On suppose de
plus que pour tout 7, Y; suit la loi exponentielle de parametre ixa.
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n

Pour tout n de N*, on pose Z,, = > Y; et on note g,, la densité de Z,, nulle sur
i=1

R_ et continue sur R .

1. a) Déterminer la fonction gs.
b) Montrer que pour n > 1 et z > 0, on a : g,(z) = nae (1 —e~®)"~ 1,

c¢) Calculer I'espérance de Z,, et en donner un équivalent simple lorsque n tend
vers l'infini.

d) Calculer la variance de Z,, et montrer qu’elle admet une limite finie lorsque
n tend vers l'infini.
2. Pour n € N*, on pose U,, = %Zn.

a) Déterminer la fonction de répartition H,, de U,.

b) Montrer que la suite (U, ), converge en loi et déterminer la loi limite.

c¢) Déterminer la limite quand n tend vers U'infini de E(U,,) et V(U,).

Solution :
0 siz <0

1. a) Les variables Y7 et Y5 sont indépendantes. On a g1 (z) = {ae_‘m S >0

Par convolution, on a :

0 six <0
+oo T
g2(x) = / gy, (1) gy, (z —t)dt = / 202e e 2@t s x>0
0

— 00

Donc pour x > 0,
x
g2(z) = 2a2e2‘w/ e dt = 207297 (% — 1) = 26" 2% (1 — e 7).
0

b) Le cas n = 1 est trivial et le cas n = 2 vient d’étre vu.

On suppose donc le résultat acquis pour un certain rang n et on passe au rang
suivant, en supposant évidemment x > 0. Comme Z, 41 = Z, + Y11 et que Y, 41
est indépendante de Z,, (lemme des coalitions), il vient :

gn+1(z) = / gn(t)gy, ., (x —t)dt
0
= / nae” (1 — e )" 1y (n + 1)ae~ ("thalz=y) g
0

=(n+ 1)a2e(”+1)‘m/ ne®t (et — 1)1 dt
0

= (n+ 1)ae~ (nthaz[(gat 1)”]33 =(n+1)ae”**(1 —e **)"

ce qui est le résultat attendu.

NS w L 1 &1
c) Par linéarité : E(Z,,) = E(Yy) = 4 =2 1
) () k=1 ) kgl ko o kzzjl k

Par comparaison série intégrale, on en déduit classiquement :
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E(Z,) ~Lmn

n
d) Par indépendance : V(Z,,) = L > L et par convergence connue de la série

2
" —1 k
de Riemann d’indice 2, ceci a bien une limite quand n tend vers 'infini.
2.a) Pourz >0,ona: P(Z, <z)= / gn(t)dt = [(1 _ e—oct)n}g — (1 —eom)n,
0
D’ou Hn(gj) = P(Zn < na:) — (1 _ e—nam)n‘

Toujours pour z > 0, In(H,(z)) = nln(l — e~ "%) o) —ne”"** — 0, donc
n—00 n—00

H,(x) tend vers 1.
0 sizx<O

Ainsi: lim H,(z) = { _

n—00 1 siz>0
limite) la limite de H,, est la fonction de répartition d’une variable constante égale
a 0. On a ainsi montré que la suite (Z,,/n),, converge en loi vers 0.

et sur R* (domaine de continuité de la fonction

U. Inn V(U 1 - 1
C) ( ) (n—o00) no n—oco ¢ ( ) n2a/2 k—1 kj2 n— 00

Exercice 3.10.
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et définies sur
le méme espace probabilisé (2, A, P).

% suit la loi de

On suppose que, pour chaque n € N*  la variable Y,, =
Bernoulli de parametre p,, (avec p, € ]0,1]). Pour tout entier n > 1, on définit la

n
variable aléatoire S,, par : S, = > Xj.
k=1

1. Quelle est la loi de X, 7

2. Peut-on appliquer la loi faible des grands nombres a la suite de variables
aléatoires (X, )n>17?

3. Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire .S,,.

4. Montrer que 0 < pi(1 — pg) < le pour tout k& > 1. En déduire que la variance
V(Sy,) est majorée par n.

5. Soit € > 0, montrer que P(}% o E(sn) |

4 1
>e) < S k(1 —pr) < —5.
) n2€2 k:1pk( pk) 62

Que peut-on en conclure ?

1

6. Dans cette question, on suppose que, pour tout n € N*, p,, =1 — b=

Soit L un entier fizté. On introduit l’événement Ap qui est égal a ’ensemble des
w € Q pour lesquels la suite (Sy,(w)) contient une infinité de termes qui se trouvent
dans le segment [—L, L].

a) Etudier la suite (%) ;- En déduire l'existence d’un entier N > 2L tel

n

quepourtoutn}Nona:‘%—Hgi.
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b) Montrer que pour n > N
En déduire que P(‘i — 1‘ >
c¢) Soit n > N, prouver que

[|Sn] gL} - “%—H > %} et que Ay, C U [\Sk\ <L].

k>n

d) Etablir que pour tout n > N, on a P(Ar) < Z %

(On pourra utiliser sans démonstration le fait que P(Ey U --- U E,,) < > P(Ey)
k=1
pour tout m-uplet d’événements (E1, ..., E,,).) En déduire la valeur de P(Ay).

Solution :

1.0Ona X, (2) ={-1,1} avec P(X,, =—-1)=1—p, et P(X,, =1) = p,.
2. On ne peut pas appliquer la loi faible des grands nombres car les p,, ne sont pas

SUpposés égaux.

3.0n a E(S,) =2 Y pr —n, et par indépendance :
k=1

V(Sn) =43 V(Ya) =43 pr(1—px)
k=1 k=1
4. Par exemple, le maximum sur [0, 1] de la fonction ¢ — ¢(1 —¢) est i et on utilise
3.
5. Avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et la question précédente, il vient :
S, E ( n) V(Su/n) _ 4 ¢ 1
(| | > ) o2 22 k; P ( Pk) nel

n
La suite de variables (i — E(S5n)

n n )nZl
E(S,) _ 2 & 1 1 1
T_ﬁkgl( 2+) 1= 1_2n(1_ ) — 1.

converge donc en probabilité vers 0.

a) On a :

2n n—o00
L’existence de ’entier N s’obtient en «jouant» 1/4 sur la limite et on peut toujours
le choisir tel que N > 2L.

b) Si [|% -1/ > %} et si n > N, avec 'inégalité triangulaire, il vient :

1 S E(n)
L<iBn g - 2nl)y 1

L’inclusion demandée en découle dlrectement. Par suite, en utilisant aussi la
premiere inégalité de 5. il vient :

E(S,
P12 1> §) < P20 - EGa)y 5

o~

=L <8 Y pn-m<8 Yy
k=1 k=12

3
S

(=)

gl

3
N
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c)Sin>N > %, Pinclusion [|S,| < L] C U% -1/ > %} s’obtient facilement en
utilisant 'inégalité triangulaire ou par calculs directs sur les inégalités.

Maintenant, si w € Ay, il existe une infinité de Si(w) qui se trouvent dans le
segment [—L, L], donc au moins un pour lequel k > n, il est alors clair que w

appartient au membre de droite de I'inclusion souhaitée.

d) En utilisant 'inégalité mentionnée, les limites monotones et les deux questions
précédentes, il vient :

PA)<P(U(S <) = lim P( U (S/<L)< lim 165 &

k>n m—+00 N, <k<m m—+too  p= k
Donc :
+o00 1
P(AL) <16 12
k=n

Comme le reste d’une série convergente tend vers 0, on a nécessairement P(Ar) =
0. Ainsi presque surement, on sort de U'intervalle [—L, L] & un moment donné pour
ne jamais y revenir.

Exercice 3.11.

Dans tout ’exercice, d désigne un entier naturel tel que d > 2.

X
1. Soit z un réel strictement positif. Déterminer lim % > k,ou |.| désigne la
d—+o00 d k=1
fonction «partie entiere ».
2. a) Montrer que la fonction f définie sur | — 1,1[ \{0} par f(z) = w
x
admet un prolongement par continuité en 0.
lzv/d] I
b) Déterminer dli)rfoo kzz:l In (1— E)'

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, A, P) suivant toute la loi uniforme discrete sur [1,d].
Soit N4 la variable aléatoire définie sur (2,4, P) par, pour tout w € ) :

Ny(w)=inf{i > 2 / U;(w) € {U1(w), Uz(w), ..., U;—1(w)}}
3. a) Montrer que pour tout n € N tel que 2 <n < d,on a:

P(Ng>n)=(1-1)1-2)...(1-2=1)

b) Déterminer la limite en loi de (%) lorsque d tend vers l'infini.
d
4. a) Montrer que E(Ng) = > P(Ng > k).
k=0

+oo
b) En déduire que E(Ny) = / (1+ C%)Ule_tdt.
0
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Solution :

n(n+1)
2

Lﬂg@ p= UeVd(evd 1) (aVd)? | de?
2 2

En effet, |zvd] < w\/_ d < |zv/d] + 1, ce qui entraine |2v/d| ~ zv/d. Finalement :
N 2

. 1 T
lim = =L
Amog 2 b

n
1. On sait que ) k= . Donc
k=1

2. a) Le développement limité de In(1 — z) a l'ordre 2 montre qu'il faut poser
f(0) = =1/2.

L ko z
b) Comme 1 < k < zvd, on a 14 < v proche de 0 lorsque d tend vers

00.
En utilisant la question a), pour € > 0, pour d assez grand et k tel que 1 < k < zV/d,

on a : )
kY Lk k
|ln<1—d)—|—d+2 | <eky
bone Vd Vd Vd Vd
lzvd] lzVd] lzvd] 9o lzvd] 2
n(1-5)+ 5 kg k L.
| lc;l d kgl d = 5= 2d2‘ i 2d?
En utilisant la méthode de la premiere question, avec Z k? = n(n+ 1)6(2n +1) ~
k=1
3
%, il vient :
ngJ 2 5
= 247 6Vd
soit : v v
lzVd] 2 lzvd] 2
_ky, 2 C _ky_ _2°
| k§1 8 <1 d> 7 < d/? o dgrfoo k§1 1n< d) 2
3. a) On a (Ng(w) = i) lorsque les nombres U (w),...,U;—1(w) sont distincts et

que U;(w) est égal a I'un des U;(w) précédents.
Ainsi Uy (w) est un entier quelconque de [1,d], Uz(w) est un entier différent, Us(w)
est un entier différent des deux premiers, etc. Donc, en utilisant la formule des
probabilités composées
_ 1 2 n—1y_(@-1)[d=2)...(d=n+1)

P(Nd>n)—(1—a)(1—a)-~(1— y ) = e
On peut alors faire apparaitre des factorielles, ce qui servira pour la derniere égalité
de ce corrigé ...

€ [2,d] = P(N;>n)= W!—n)!

b) Soit > 0. On choisit Ientier d assez grand de facon a avoir zvd < d. Les
questions précédentes donnent :
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lzVd] -1

k x>
In P(Ng > d) = In(l—-2%) — —%
n P(Ny x\/_) k§1 n( d) o T2

. . . N 2
et par croissance de 'exponentielle lim P(24 > x) = e %/2,
p P d—+o0 (Vﬂ )

La suite (%) , tend en loi vers une variable aléatoire de densité f(x) =
1R+(x)><xe_xz/2.
4.a) On a Ny(2) =[2,d+ 1] et

E(Ny) = df k(P(X > k—1)—P(X > k)) = > (k—1)(P(X > k)—d+1 kP(X > k)
k=2 k=1 k=2
= zdj P(X > k).
k=0

b) L’intégrale proposée converge par croissance comparée entre une exponentielle
et un polynéome. On a alors :

+oo d +o0 d d
/0 (1+§)de—tdt: S (z)d—lk/o the=tdt = 3 (g)% = S P(Ny > k)

Exercice 3.12.

On note z~ = max(—z,0) pour tout = € R.
De méme si X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P),
on définit la variable aléatoire X~ par : Vw € 2, X~ (w) = max(—X(w),0).
On pourra utiliser, sans démonstration, les résultats suivants :

* si (Z,,)n>1 est une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers Z,
alors, pour toute fonction continue et bornée f, on a E(f(Z,)) — E(f(Z)).

n—oo

* si X et Y sont des variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2,

on a
E(XY)< E(X?)E(Y?)
1. Soit X une variable aléatoire admettant une variance.
a) Montrer que Va > 0, |X — min(X,a)| < Lx>q)xX.

b) Montrer que : Va > 0, E(|X — min(X,a)|) < VE(X?)P(X > a).

2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P), mutuellement indépendantes suivant toutes la loi de Poisson
de parametre 1. On pose pour tout n € N*,

n S, —n
S =3 Xpety,=Sn-n
k=1 Vvn

a) Soit n € N*. Quelle est la loi de S, 7

b) En appliquant le théoreme limite central, montrer que (Y, ),>1 converge en
loi vers une variable Y, ot Y suit la loi (0, 1).

c) Soient n € N* et a > 0. Calculer E(Y,?) et en déduire que P(Y,, > a) < %
a
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- 1
d) Montrer que pour tout a >0, P(Y~ > a) < i

e) Déduire de la question 1. et du résultat admis en préambule, que E(Y,;) —
n—oo
E(YO).

3. Vérifier que, pour tout n € N*, E(Y,) = (@)nx\/—ﬁ.

" 2 n!

4. En déduire la formule de Stirling : n! ~ +/ 27?71(%)“.

(c0)

Solution :

a) Si X(w) > a, alors | X (w) — min(X (w),a)| = | X (w) —a| = X(w) —
tandis que si X (w) < a, alors | X (w) — min(X (w),a)] = | X (w) — X (w)|
On a donc bien toujours | X (w) — min(X(w),a)| < Lix>q)(w)xX(w).

a < (w)
=0<

b) Ainsi, par croissance de I'espérance : E(|X — min(X,a)|) < E(1(x>q)X).
Puis, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz admise ici :

E(]X —min(X,a)]) < V/P(X E(X?)

(1(x>aq) est une variable de Bernoulli, donc est egale a son carré et son espérance
est son parametre)

a) Comme les X}, sont indépendantes et de méme loi P(1), la variable S,, suit
la loi de Poisson de parametre n.

b) Ainsi, E(S,) = n et V(S,) = n. Par le théoreme limite central, la suite
(Yy)n>1 converge en loi vers une variable Y suivant la loi N'(0, 1).

On en déduit que, pour tout z € Ry,
PY <z)=PY,>-x) — PY>-2)=PY <=z

n
n—oo
Pour z € R_,on a:

PY, <z)=0=P(Y~ <1z

On en déduit que (Y,; ),>1 converge en loi vers Y ™.

c) Soit n € N*. On a E(Y,?) = %S”) = 1. Soit a > 0.
Comme |Y,| > Y, ,ona (Y, >a) C (|Ya| = a) = (Y2 > a?) et 'on déduit de
I'inégalité de Markov que
2
P >a)< P2 > a?) < P0) _ 1
a a

d) Il suffit de passer a la limite dans l'inégalité précédente en utilisant la

convergence en loi de (Y, ),>1 vers Y.

e) Soit € > 0. On note f : z — min(z,1/e). Par les questions 1., 2.c. et 2.d., on

BV = D) < gz =e et BY™ = (V7)) < g =<
car (Y,,7)? < Y2 et donc E((Y,;)?) < E(Y;?) et, de méme, E((Y")?) < E(Y?) = 1.

n
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On déduit donc de I'inégalité triangulaire que :
[E(Y, ) —EXY )< EQWY, —fV)N)+E(fY,) - f)D+E(YT) =Y
<2+ E(f(Y,) - YD)
) — B et il
existe donc un rang a partir duquel |E(Y, ) — E(Y )| < 3e. nAinsi :
E(Y, ) — E(Y™)

n —00

Comme f est continue et bornée sur Ry, on a E(f(Y,

3. Soit n € N*. Comme S, suit la loi de Poisson de parametre n, on a par
télescopage :
n n k —n n k+l k
E(Y~) = n_kPSn:k:: n—k.,-nn" _ e n _ kn
&) kgo ( ) kgo N nkgo( k! k!)

3

4. Comme E(Y ™) = \/12_7r’ on déduit des questions précédentes que :
nl o~ 27Tn(ﬂ)n
(n—o0) €

Exercice 3.13.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
Soit p un réel de ]0,1[, ¢ =1 — p et A, u deux réels strictement positifs. On pose :
[ pper*  six <0
fp,k,u(x) - {q)\ e—)\x six > 0
1. Montrer que fp x,, est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire de densité f, \ ,.
2. Dans cette question, on suppose que p = 1/2 et A = = 1. Onnote f = f1,211

et F' la fonction de répartition de la variable aléatoire X ainsi associée. Pour tout
entier n > 1, on pose

:/x &) (1 + te mlthat

a) Montrer que H,, est une fonction de répartition.

b) On note Y,, une variable aléatoire de fonction de répartition H,,. Montrer
qu’il existe une constante C' telle que pour tout réel x :

|Ha(z) = F(a)| < £ F(a)

c¢) En déduire que la suite (Y},),,>1 converge en loi et préciser la limite en loi de
la suite (Y, )n.

3. On revient au cas général.
Déterminer (s’il existe) le plus petit réel sg tel que pour tout ¢ > s > sg, on a :

P(X>s)(X > t) = P(X >t — S)
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Solution :

1. La fonction f, x ,, est positive et continue sauf en 0. De plus, la convergence des
intégrales est claire, ce qui permet de mettre directement les bornes infinies :

“+o00 0
foau(@)dz =p /

— 00

“+o0
pet®dr + q/ e Mdr=p+q=1
0

2. On aici f(t) = %e_‘t‘.

a) La fonction ¢ : t — e Il(1 4 t.e=™I*) est continue sur R et au voisinage de
—00, on a ¢(t) ~ e~ !*l dont 'intégrale converge. De plus

e lim H,(x) =0 comme reste d’intégrale convergente ;
T—r—00

e la fonction H,, est positive de classe C! et croissante car ¢ est continue et ¢(t) > 0
(étude rapide de t — 1 +te™ sur R_);
eona lim H,(x)=1. En effet :

T — 400

+o0 too
L / e II(1 + tomltyat = 1+ 1 / LoDl gy — 140 = 1

— 0o
car la fonction ¢t — te~ (VI est impaire sur R.
On conclut.

b) On écrit :

Ho(z) — ' / ~IH(1 4 et — /_ tdt‘

<l / o~ 1t] x [l gt
— o0

On étudie la fonction g : t — [t|le ™!l sur R, donc ¢ — te™" sur R,.
L’étude des variations de g montre que g atteint son maximum en j: 1 , maximum
qui vaut L Ainsi

ne

|Hy () = F(2)] < 5o F(2)

c¢) La suite (Y,,), converge en loi vers la loi de X.
PX >1)
(X > s)
e Pour s > 0ett> s, le calcul donne P(X > t) = / gre dr = q.e M,
t
Ainsi P(X > s) =qe %, P(X >t—s)=q.e M
P(X >t)=P(X >t—s)P(X > s).

e Pour s < 0ett>s,lecalcul donne

0 +oo
P(X >s) = / puet*dr + / ghe Mdx = g — p.ets
s 0

3. On remarque que pour ¢t > s, Pixs)(X > 1) =

et

P(X _Jqge sit>0 P(X _g) = ge—Mers
(X>1) {q—p.e”t sit<0’ (X>t—s)=geTe
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On vérifie enfin que 'on n’a pas P(X >t) = P(X >t —s)P(X > s).
Le réel so demandé est donc sg = 0.

Exercice 3.14.

On considere une suite (X, ),>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur
le méme espace probabilisé (2, A, P).

On suppose que pour chaque n, X,, suit la loi de Bernoulli de parametre p € ]0, 1].

Pour n > 2, on désigne par P,(2) I'ensemble des parties a deux éléments de
I'ensemble {1,...,n}.

Sil={i,j} €Pn(2), on pose Y7 = X; X,.
Pour n > 2, on définit les variables aléatoires S,, et V,, par :
n
Sn:ZXketVn: Z Y[
1. a) Quelle est la loi suivie par S,, 7 Donner son espérance et sa variance.

b) Que peut-on dire de la suite de variables aléatoires (%)n>2 ?
c¢) Calculer I'espérance de la variable aléatoire S, V,.
d) Justifier égalité S2 = S,, + 2V/,.

e) En déduire I’espérance de la variable aléatoire S3.

2. a) Soit I € P,,(2). Quelle est la loi de Y7 7

b) Soient (I,.J) € P, (2)?. Déterminer selon les cas les valeurs que peut prendre
la covariance des variables aléatoires Y7 et Y.

c¢) Déterminer I'espérance et la variance de V.

d) On pose W,, = Kg“ Montrer que W, est un estimateur asymptotiquement

n
sans biais d’une quantité que ’on précisera.

e) Calculer le risque quadratique de W,,. Qu’en déduit-on ?

Solution :

1. a) S, suit la loi binomiale de parameétres n et p.
On a donc E(S,,) = np et V(S,) = np(1 — p).

b) La loi faible des grands nombres nous dit que la suite de variables aléatoires

(%)n>2 converge en probabilité vers la variable certaine égale a p.
12
c)OnaE(S,V,)= > [X E(XgY)+2E(Y7)] = W[(H—Z)pﬁ—ﬂ.

I1€P,(2) kgl
d) 1l suffit de développer le carré (X; +- - -+ X,,)? en remarquant que X2 = X.
e) Avec I'égalité précédente et ¢), on voit que
E(S3) = E(S%) +2E(S,V,) = E(Sy,) + 2E(V,,) + 2E(S,V,,)
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=np +n(n—1)p*[(n - 2)p + 3]
(On pouvait aussi faire intervenir V(S2) apres la premiere étape).

a) Soit I = {i,j} € Pn(2). La variable Y; prend les valeurs 0 et 1 et
P(Y; = 1) = p? puisque X; et X; sont indépendantes. Il s’agit donc d’une variable
de Bernoulli de parametre p?.

b) Soient (I, J) € P, (2)%.
— SiINJ =0, lelemme des coalitions nous dit que Y7 et Y; sont indépendantes,
et par suite Cov(Y7,Yy) = 0.
— SiInJ={k},alorsonal={k,i}et I ={k,j}oui, jetksont deux a deux
distincts. En tenant compte de I'indépendance des X; il vient :
COV(Y],YJ) = E(X]{XzXJ) — E(XkXZ)E(XkXJ) = p3 —p4
Lorsque I = J, on a Cov(Y7,Y;) = V(Y7) = p*(1 — p?).

n(n —1)p?

¢) On a déja vu que E(V,) = 5 P La bilinéarité de la covariance nous

donne :

V(V,) =Cov(Vy,, Vi) = >, V(Y1) + > Cov(Y7,Yy)
IeP,(2) (I,J)ePn(2)2,1#T

En tenant compte de la question précédente, on obtient alors
n(n—1) o

V(Vp) = —=—r(1 —p?) + > Cov(Y7,Y)
(I,J)EPn(2)2,card(INJ)=1
= —n<n2_ D p2(1 - p2) 4 2= 12)(n =2 (3 — p)
_n(n—1p*(1—p)[1+ (n—1)p]

2

2

12
d) On a E(W,) = % — % Par suite, W,, est un estimateur

2
asymptotiquement sans biais de %

e) Il vient, en notant b le biais, qui vaut donc —]29
r(Wa) = b(Wa)? + V(W) = b(W,)? + 5V (V)
_ 1o pt 1 nn=1)p*(1— )[ + (n —Up]
Wyn) = 5x5% 4+ =
r(Wn) 24 + i n—>oo

Il en résulte que W,, est un estimateur asymptothuement sans biais et convergent

de%

Exercice 3.15.

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace
probabilisé (€2, A, P). Soit (X, )n, (Y )n deux suites de variables aléatoires et X,Y
deux variables aléatoires.
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On suppose que (X,,), converge en probabilité vers X et que (Y;,), converge en
probabilité vers Y.
1. Vérifier que X,,Y,, — XY = (X,, - X)Y + (Y, - V)X + (X, - X)(V,, - Y).
Soit € > 0. On pose :

A= (|X,Y, - XY|>e¢e),

A = (1X, = X[[Y] > ¢/3), 42 = (|Y, = Y[|X] > ¢/3),

Az = (| X, — X||Y, = Y| > ¢/3).
2. Montrer que P(A) < P(A;y) + P(As) + P(As).
3. Soit t > 0.

a) Montrer que P(A;) < P(|X, — X| > %) + P(|Y| > t).

b) Soit 6 > 0. Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que pour tout ¢t > A,
P(lY|>t) <d/2.

¢) Montrer qu’il existe un entier Ny tel que pour tout n > Ny, P(]Xn - X| >

€ )
50) <%
d) En déduire que lim P(A;) =0.

n——+oo

On montrerait de méme et on admet ici que lim P(A3) = 0.
n—-+o0o

4. Montrer que P(As3) < P(| X, — X| > \/g) +P(|Y, —Y|> \/g)
En déduire que lil}_l P(A3) = 0.
n—-+0oo

5. Montrer que la suite (X,,Y;,) converge en probabilité vers XY

Solution :
1. Il suffit de développer ’expression proposée.

2. On passe aux complémentaires :

AiNAsnAy = [|[ X, = XY < /3N ()Y, = Y| X] < e/3]N[| X0 = X[V, Y| < £/3]
En passant alors aux valeurs absolues dans le résultat de la question 1. I'inégalité
triangulaire donne :

AinA;nAz;CA
Donc A - [Al UA2 UAg] et P(A) < P(Al UAQ UAg) < P(Al) —|—P(A2) —|—P(A3)
3. a) La famille (B, B) avec B = [[Y| < t] et B = [[Y] > t] forme un systéme
complet d’événements. Donc
P(A;) = P(AiNB)+ P(A;NB)
< P([[Xn = X[ >e/BIYDIN[Y] <)) + P(IY] > 1)
< P([IXn — X| > ¢/(30)]) + P([Y] > 1)
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b) On notant F' la fonction de répartition de |Y|, on a P(|Y|>1t)=1—F(t) -0
quand t tend vers +oo. Ainsi
Vd>0,dJAtelquet > A = P(|Y|>1t) <

c) Comme la suite (X,,) converge en probabilité vers X, il existe N tel que si
n>=N :

P([|Xn — X[ >¢/(3t)]) < ¢
d) Par les questions précédentes, il existe N tel que sin > N, P(A;) < 2J. Ainsi :
n—-+o0o

4. 511X, — X| < e/3et|Y,—Y| < e/3, alors |X,, — X||Y,, — Y| < e/3. Donc
P(A3) < P(|X, — X| > \/2/3) + P(|Y,, — Y| > \/2/3)

Comme (X,,) converge en probabilité vers X et (Y,,) converge en probabilité vers
Y,on a hrf P(A3) =0.
n—-—+0o0o

5. En regroupant les questions précédentes, on a  lim P(A) = 0 et (X, Yn)n

n—-+oo
converge en probabilité vers XY.

Exercice 3.16.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (€2, .4, P), mutuellement indépendantes et de méme loi uniforme sur
{-1,+1}.

Pour tout entier naturel n non nul on pose : S, = X1+ -+ X, et u,, = E(|Sy]),
ou E(|S,|) désigne l'espérance de la valeur absolue de S,,.

On admettra le résultat suivant : n! o V 27m(%)n (formule de Stirling).
oo
1. Soit n € N*. Calculer P(S2,—1 = 0) et P(S2, = 0).
2. Déterminer un équivalent de P(Ss, = 0) quand n tend vers +o0.
3. a) Pour k € Z, simplifier I’expression |k — 1| + |k + 1].
b) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, u,+; = wu, + P(S, =0).

n

4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose t, = > ﬁ . Prouver que
k=1
tn, ~ 2y/n.
(+00)
5. Soit deux suites (O‘”)n>1 et (6n)n>1 de réels strictement positifs telles que
an ~ Bn.
(400)

n n
Montrer que si la série de terme général 3,, diverge, alors : >  «y ( ~ : > B
k=1 +0) k=1

6. Montrer que E(|S,|) ~ 2n
(too)V 7
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Solution :

1. Réaliser (S,, = 0) c’est obtenir en cours de route autant de fois la valeur 1 que
la valeur —1, donc : P(S2,-1 = 0) = 0 et en choisissant les n endroits parmi 2n
ou on obtient la valeur 1 :

P(Sy, = 0) = (2”>(%) _ _(2n)!

n!n!22"

2. La formule de Stirling donne alors apres simplifications : P(Sa, = 0) ~

ar
3 .

2x siz>1
3. a) |x—1\+|x+1|={—2x six < -1

2 six=0

b) Par indépendance mutuelle des variables X; et le lemme des coalitions, on

déduit que pour tout entier n non nul, S5,, et X,,+1 sont indépendantes.
D’autre part, S,, prend des valeurs entiéres relatives dans [—n, n], la variable | S, 41|
est bornée et admet une espérance qui s’exprime grace a la formule du transfert
par :

E(|Sn41]) = E(|Sn + Xpta]) = S |k +i|P(S, = k).P(X,41 = 1)

—n<k<n ie{-1,1}

=L S (k=1+k+1)P(S, =k)
—n<k<n
=1 Y (WPSa =k +P(Sa=0)+3 X (2k)P(S, =k)
—n<k<—1 1<k<n
=P(Sn=0)+ X [k[P(Sh=k)=P(S, =0)+ E(|Sx])
—n<k<n

On en déduit que pour tout entier n non nul :
Upt1 = Up + P(S, =0)

k41
4. Pour tout entier n, n > 2 et tout entier k € [1,n—1] : L < / Lar<
k

oy
+
—

"1 S
——dx < — ou
1V k +1 1 \/_ z::
1
<o2/m—2<t, — L <t,
\/ﬁ \/ﬁ
donc 2y/n—2 < t, < 2\/5—1. On déduit par encadrement et limite que ¢,, o 2y/n.

L Puis par addition : E

Vi

| a

5. Soit € > 0 et ng € N tel que Vn = ng,a,(1 —¢) < B, < ay(1 + ¢), alors pour
n = ng

’I’Lo—l no— 1 n
Yo+ (1—¢) Z ap < Zﬁk< Z ap+ (1+¢e) > o
k=1 k=ng k=ngo

Soit en rectifiant les débuts des sommations :

K1+(1—5)fakgfj/3k< (1+€)i

k=1 k=1 k=1
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n
ou Kj et K ne dépendent pas de n. Il suffit alors de diviser par >  ap > 0 et
k=1
pour n assez grand le quotient est compris entre 1 — 2¢ et 1 4+ 2¢. Comme € est
quelconque on a le résultat voulu.

2n n
6. Avec u; = 0, il vient : ugpy1 = >, P(Sy = 0) = > P(Sox = 0) et
k=1 k=1

U2n+2 = U2n+1-
Or P(S2, =0) ~ —L_ donc la série de terme général P(Ss, = 0) est divergente,

+00 /TN
a termes strictement positifs. On déduit des questions 4. et 5. que :

n n 2\/ﬁ .
P(So. =0) ~ Y soit
kzzjl ( 2k )-l-oo kgl mk +oo ﬁ
2v/n
U2n+1 3% ﬁ
De méme up(,41) = Uznt1 ~ 2v/n ~ 2Nt 1, ce qui conduit & ug, ~

+oo /T 4o T +00

Ce que 'on peut regrouper en :

B(ISal) ~ /2

Soit X7, Xs et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes définies
sur le méme espace probabilisé (£2,.4, P) telles que X; suit la loi exponentielle de
parametre A\; > 0, X5 suit la loi exponentielle de parametre Ay > 0 et Z suit la
loi de Bernoulli de parametre p avec p € |0, 1].

On pose :

o

Exercice 3.17.

X=7ZX1+(1-2)X,
1. Montrer que X est une variable aléatoire.

2. Exprimer la fonction de répartition de X notée F'x a l’aide des fonctions de
répartition de X; et de Xy soit Flx, et F'x, et du parametre p.

3. En déduire que X est une variable aléatoire a densité. Exprimer une densité de
X en fonction de A1, Ay et p.

4. Exprimer 'espérance et la variance de X en fonction de Ay, Ay et p.

5. On suppose dans cette question que A\; = 1 et que Ay = 1/2. On désire estimer
le parametre p supposé inconnu.

On considere une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes de méme loi
que X. On pose :

X 15 x
Xn = njz;)ﬂ

Proposer un estimateur sans biais et convergent de p.
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Solution :

1. X est une application de €2 dans R. De plus soit  un réel, on a
X <zl =(Z2=1n[X1 <z U(([Z =0]N[X; < z)
Or X;, X5 et Z sont des variables aléatoires donc [Z = 1], [Z = 0], [X; < z] et

[ X2 <] sont des événements ainsi par union et intersection, [X <] est un événement.
Ceci prouve que X est une variable aléatoire.

2.0n a:

Vo €R, Fx(z)=P(X <a)=P([Z=1]n[X: <a]) U(([Z = 0] N [Xs < a])),
il s’agit d’une union d’événements disjoints et par indépendance des variables
aléatoires, on obtient :

Ve eR, Fx(x)=pFx,(x)+ (1 —p)Fx,(x)

3. Comme X; et X5 sont des variables a densité, F'x, et F'x, sont continues sur R
et de classe C' sauf éventuellement en un nombre fini de points. La combinaison
linéaire de ces deux fonctions conserve ces propriétés donc F'x est continue sur R
et de classe C'! sauf éventuellement en un nombre fini de points. Par conséquent
X est une variable a densité.

Par dérivation une densité de X est fx définie par :
Vo eR, fx(z) = (pAre™M% 4 (1 — p)hoe™ 7)1+
4. On reconnait les intégrales qui apparaissent dans les calculs a effectuer et :

E(X) =pE(X1)+ (1 —p)E(X2) = A% n 1;2])

puis :
V(X) = pB(X?) + (1 - p) E(X3) — (£ + 1L=2)?
_ .2 )2 _(p 1=
—pA%—F(l p)Ag ()\1 + Py
_p2—p)  (A=p(+p) 2p(1—p)
A2 % A2

5. On suppose dans cette question que A\; = 1 et que A2 = 1/2. On a donc
E(X) =2—p. On en déduit que 2 — X,, est un estimateur sans biais de p. De plus
V(X) = —p? — 2p + 4. On en déduit que la variance de 2 — X,, tend vers 0 quand
n tend vers 4-oo0.

Donc 2 — X,, est un estimateur sans biais et convergent de p.

Exercice 3.18.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont supposées définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P).

Un mobile se déplace par sauts d’une unité sur les points d’un axe (O, ?) dont les

abscisses sont des entiers naturels. Un saut vers la droite (pour lequel I’abscisse
augmente d’une unité) se fait avec la probabilité p € 10,1 \ {1/2}, tandis qu’un
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saut vers la gauche se fait avec la probabilité ¢ = 1—p. Les différents sauts effectués
sont indépendants les uns des autres.

Soit a un entier supérieur ou égal a 3 fixé et n un entier tel que 0 < n < a. Le
mobile démarre du point d’abscisse n et son voyage se termine lorsqu’il se trouve
en l'origine ou au point A d’abscisse a (si au départ il est en un de ces deux points,
le voyage s’acheve donc immédiatement).

On note D,, la durée de ce voyage (c’est-a-dire le nombre de sauts effectués jusqu’a
l'arrét) et on admet que D,, possede une espérance que ’on note E(D,,).

On note S 'événement «le premier saut est un saut vers la droite ».

1. Ecrire un script Scilab permettant de simuler la variable D,,, pour une valeur
de n entrée par 'utilisateur.

2. Montrer que lorsque 0 < n < a, 'ensemble D,,(€2) n’est pas borné.
3. a) Montrer que : Vk € N* Ps(D,, = k) = P(Dpy1 =k —1).

b) En déduire que pour n € [0,a — 1], E(D,,/S) = E(Dy+1) + 1.

c) Exprimer de méme E(D,,/S), ot S est 'événement contraire de S.
4. a) Que valent E(Dg) et E(D,)?

b) Pour n € [0,a], on pose w, = E(D,). Montrer qu’il existe des coefficients
réels a, 3,7, que I'on précisera, tels que la liste (un)nefo,q) vérifie la relation de
récurrence :

Vn € [l,a—1],upt1 = aup + Pun—1+7 ()
c¢) Montrer qu’il existe une suite de la forme n — dn vérifiant la relation ().

d) En déduire la valeur de w,, = E(D,,) en fonction de a, n, p et q.

Solution :

1.n = input(’la valeur de n est :’)

x=n; D=0

while x>0 & x<a
if rand()<p then x = x+1 else x = x-1
end

D=D+1

end

disp(D)

2. Il y a au moins un déplacement et comme a > 3, il se peut que le voyage ne
s’acheve pas au premier déplacement. On peut alors revenir au point de départ
et recommencer indéfiniment. Ne pas chercher a4 donner exactement D,,(€2), car il
faut déja s’approcher du but et en plus il peut y avoir une obligation de parité . ..

3. a) Sachant que S est réalisé, le mobile va en n+1 et pour réaliser (D,, = k) il lui
reste k — 1 sauts a faire depuis ce point. Ainsi Vk € N*, Ps(D,, = k) = P(Dp4+1 =
k — 1), le résultat restant vrai méme pour k = 1.
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b) Alors, la convergence des sommes écrites étant admise par 1’énoncé et le fait
de commencer au rang 0 ou au rang 1 ne changeant rien :

E(D,/S)=>kxPs(D, =k)=> kxP(Dypy1 =k—1)=> kP(Dpy1 +1=k),
soit :
E(D,/S)=E(Dpi1+1)=E(Dpy1) +1
¢) Mutatis mutandis :
E(D,/S)=E(D,_1+1)=E(D,_1)+1
4. a) E(Dy) = E(D,,) =0 (on ne se met pas en marche!)
b) Par la formule de 'espérance totale :
E(D,) = P(S)E(D,/S)+ P(S)E(D,/S) = pE(D,,/S) + q¢E(D,,/S)
= p(E(Dns1) + 1) + (E(Dp_1) + 1)
Soit pour tout n de [1,a — 1] :
E(Dy) = pE(Dp+1) + qE(Dp—1) +1
On note u,, = E(D,,) et on met les termes aux places demandées . ..

¢) Avec v, = dn, cette séquence vérifie (x) si :
Vn,on=0(p(n+1)+q(n—1))+1=dn+dé(p—q)+1
et ceci est vrai pour tout n si on choisit § = qL

Up = PUn+1 + qUp—1 + 1
d)Ona:
) { Un = PUn+1 + qUn—1 +1
la séquence (w,, ) définie par w,, = Uy —v, = U, —

(pour le bon choix de §), donc par différence

vérifie la récurrence linéaire

sur deux rangs :

Wy = PWp41 + qWn—1
L’équation caractéristique est pz? — x + ¢ = 0 de racine évidente 1 et donc 'autre
vaut % et w,, est de la forme w: n— A1 + Ao (%)n, puis :

un:wn—i—vn:)\l—k/\g(g)n—l—i

b —p
avec ug = 0 et u, = 0, il vient Ay + Ao = 0 et A\ + )\2(%)& + 7 Ep = 0, soit tous
calculs faits :
n a
up = E(Dy) = —2— + (1 — ()"«
G e

Exercice 3.19.

Préliminaire : ,

Calculer pour a et b deux réels tels que 0 < a < b l'intégrale I(x) = / min(x, t) dt
selon les valeurs du réel x. ‘

Dans la suite de 1’exercice, on se donne une variable aléatoire réelle X définie sur
un espace probabilisé (€2, .4, P) et on pose :
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Yw e QY (w) = /b min(X (w), ) dt

1. Exprimer Y en fonction de X, 1yx<q1, 1{a<x<p}, €t 1yxpy d’'une part et en
fonction de 1{x<q}, 1{a<x<b}, € 1{x>p d’autre part.

2. En déduire que Y est aussi une variable aléatoire.

3. On suppose ici que X est positive, discrete et admet une espérance.

On note Z = X~1{X§a}a U= X2~1{a<X<b} et V = X~1{a<X<b}-

Montrer que Y admet une espérance FE(Y') et 'exprimer en fonction de a, b, X,
E(Z), E(U), E(V).

4. On suppose ici que a = 0, b = 1, et que X suit la loi géométrique de parametre
p € |0, 1[. Préciser Y et son espérance.

5. On suppose ici que a =0, b =1, et que X est a valeurs dans N.
Préciser la loi de Y et montrer que Y possede une espérance que l'on calculera en
fonction de X.

6. On suppose ici que X suit la loi uniforme sur [a, b]. Exprimer Y en fonction de
X et préciser son espérance, en fonction de a et b.

Solution :
Préliminaire :
(b—a)x siz<a
b 22 _ g2 ]
I(x)z/min(m,t)dt: T+(b_$)x sia<z<b
a b2 J— a2 .
5 siz>b

1. Par définition des variables indicatrices qui valent 1 quand elles jouent un roéle

et 0 sinon :
2

2 2 2
Y =(0b-a)Xxlix<a) + (XT_G + (b= X)X)x1(gex<p) + b 531 (x>p)

ou, comme les formules du préliminaire se recollent aux bords :

2 _ 2 2 _ 2

Y =(b—a)Xx1lixcq) + (XTG + (b— X)X)Xl(agxgb) + b 5 d x1(x>p)

2. La somme et le produit de deux variables aléatoires sont des variables aléatoires,

les constantes et les fonctions indicatrices d’événements comme (X < a), (a < X <
b) et (X > b) sont aussi des variables aléatoires.

Bref, comme somme de trois variables aléatoires, Y en est aussi une.

3. La variable Z = X x1(x<q) est discrete, comprise entre 0 et a, elle admet donc
une espérance.

U = X*x1(,<x<p) est discrete, bornée entre 0 et b* et donc admet aussi une
espérance.

V = Xx1(q<x<p) st discrete, comprise entre 0 et b, admet aussi une espérance.
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2 2 2
Enfin, b 5 a . 1(x>p) est discrete, positive et inférieure ou égale a %, donc admet
aussi une espérance.

Par combinaison linéaire, Y admet bien une espérance qui vaut :

E(Y) = (b—a)E(Z)+bE(V)— 1 B(U) - %Zp(a <X <b)+ @P(x > b)

2 2
E(Y) = (b—a)E(Z)+bE(V) - $EU) + L P(X > b) - LP(X > a)
4. En appliquant les résultats précédents, on obtient :

2
Y = XX]—(XSO) —+ (XT + (]_ — X)X)X1(0<X<1) + %Xl(XZl) = l

2
et son espérance vaut banalement %
5. Y = Xx1(x—o) + %(1 —1ix=0)) = % (1 — 1(X:0)) et son espérance est
B(Y) = (1 - P(X =0))

Note : on retrouve le résultat de la question précédente.

2 2 2 2 2 2
6.V = (XT_CL+(b_X)X)X1(a§X§b) — (XT—aJr(b_X)X) — bX_X%

Son espérance est
E(Y)=bE(X) — = —

Soit, apres calculs :

Exercice 3.20.

Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dispose d'un paquet de n cartes
C1,0Cs,...,C, que on distribue intégralement, les unes apres les autres entre
n joueurs Jq,Jo, ..., J, selon le protocole suivant :

— la premiere carte C est donnée a Ji ;

— la deuxieme carte Cy est distribuée de fagon équiprobable entre .J; et Js ;

— la troisieme carte C3 est distribuée de facon équiprobable entre Ji, Jo et J3;
— et ainsi de suite, jusqu’a la derniere carte C),, qui est donc distribuée de facon
équiprobable entre les joueurs Jy, Jo, ..., J,.

On suppose l'expérience modélisée sur un espace probabilisé (2, B, P).

On note X,, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont regu aucune
carte a la fin de la distribution.

1. Déterminer X,,(Q2) et calculer P(X,, =0) et P(X,, =n —1).

2. Pour tout i de [1,n], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si J; n’a regu
aucune carte a la fin de la distribution et qui vaut 0 sinon.

Déterminer la loi de B;. Exprimer la variable aléatoire X,, en fonction des variables
aléatoires B; et en déduire 'espérance de X,,.

3. En faisant le moins de calculs possibles, donner la loi de Xj.



Probabilités 109

4. a) Montrer que pour i et j dans [1,n] tels que i < j, on a :

P((B;=1)N(B;=1)) = %

En déduire la covariance des variables aléatoires B; et B;.

b) Montrer que V(X,,) = n1+2 1

Solution :

1. X,,[2) = [0,n — 1], car on peut donner une carte & chacun ou toutes les cartes
a Ji, ou toute situation intermédiaire.

PX,=0)=P(X,=n—-1)= L’ (a chaque fois une seule fagon de faire).
n!

2. Pour ¢ > 2, réaliser (B; = 1) c’est donner les cartes C;, Cjt1,...,C), a d’autres
(pour les ¢ — 1 premiéres cartes il n’est pas dans la course!), en suivant le nombre
de joueurs en lice a chaque fois et par indépendance :

, — 1 ] —1 , — 1
P(Bi=1) = "5y x = =1

valable aussi pour i = 1.

B; étant une variable de Bernoulli, on a E(B;) = g 7_] L ot comme X, => B il
i=1

vient E(X,,) = & 5 1 (vérification élémentaire pour n =1 et n = 2!)
3. X4 prend les valeurs 0 et 3 avec a chaque fois la probabilité i

Donc P(Xy =1)+ P(Xy4=2) = % et comme

P(X =1)+2P(X =2)+3P(X =3) = %, on en tire en résolvant ce systeme

affine de deux équations : P(X =1) = P(X =2) = %

4. a) Réaliser (B; = 1) N (B; = 1), c’est donner les cartes C;,Cit1...,C5_1
a quelqu'un d’autre que J; (J; n'est pas dans la course) et donner les cartes
Cj,...,Cy nia J;niaJ;. En procédant comme en 2., on a donc :

j—1 . n . i i —1)(i — 2
PUB =08 =1) = (11 B ([T B52) = =402
Ainsi P((B; = 1) N (B; = 1)) = %
Cov(B;,Bj) = E(B;Bj) — E(B;)E(B;) et comme il n’y a ici que des variables
aléatoires de Bernoulli :
Cor(Bpy) ~ G=DU=2) _(i=1(G=1) __(=1mn=j+1)

n(n—1) n? B n“(n—1)

b) On a
V(B)=t=La-1=1)_ (i—l)(n2—i+1)

n n

donc en développant :
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V(Xn)zz(i—l)(n—i+1)_2z (i—1)(n—-j7+1)

n’ i<j n?(n—1)
n—1 n—1 . i
La premiere somme est %(n S k— Y Kk?) et vaut 23 1 (n-1)2n-1) _
n" k=0 k=0 2 6n
n?—1
6n

n j—1/ o n . o o
La deuxieéme est : <Z 12)(77, j+1) donc est 3 (J—=2)( _ Dn—j+ 1>'

§=2i=1 n°(n —1) j=2 2n°(n —1)
On peut ajouter le terme correspondant a 7 = 1 et connaissant la somme des
premiers entiers, des premiers carrés et des premiers cubes, cette deuxieme somme

2
n"—n—2

vaut on
Finalement V(X,) = 2t1.

12

Exercice 3.21.

Soit o > 0. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P)
qui suit la loi normale centrée, d’écart-type o.

2
1. Montrer que la variable aléatoire U = X—2 suit une loi v dont on précisera le

20
parametre.

Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (2, A, P)
de méme loi que X.

n
2. a) Pour tout n € N*, déterminer la loi de S,, = 2% X2
0 i=1

3=

n
b) Pour tout n € N*, montrer que la variable aléatoire Y,, = = > X2 est un
i=1

estimateur sans biais de 2.

3. a) Montrer 'existence et calculer 'espérance E(1/Y,,) de /Y, en fonction de n
et o.

b) En déduire que T;, = L'(n/2) \/ "Yn st un estimateur sans biais de o.
I'((n+1)/2) 2

¢) Montrer 'existence et calculer la variance V(7)) de T;, en fonction de n, o.
d) Montrer que (7},), est un estimateur convergent de o.

(on admettra que, pour tout x >0, on a : I'(x+n) ~ n"(n—1)!
(n—o0)

Solution :

1.0Ona P(U<t)=0sit<0,et, pour tout t > 0, on a :

P(U << t) = P(X? < 20%t) = Fx(0V/2t)—Fx(—0+/2t), ot Fx désigne la fonction
de répartition de X. La fonction Fx est continue sur R et C! sauf en un nombre
fini de points. Il en est donc de méme pour ¢t — P(U < t) sur R* ainsi qu’en 0
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(Fx(0v/2t) — Fx(—0v/2t) — Fx(0) — Fx(0) = 0). Donc U est & densité et une
densité fy de U s’obtient en dérivant, soit fy(t) =0sit < 0 et, pour t € RY :

—

Jult) = \/—fX(U\/_) N U\/_)Z%t?etzr(llﬂ)télet

On reconnait que U — v(1/2).
2

2.a)

20
sont indépendantes et de méme loi v(1/2), on sait qu’alors leur somme S,, suit la
loi v(n/2).

2
b) On en déduit que E(S,,) = n/2 et comme Y,, = 2075, ona donc : E(Y,) = o2,
n

soit :
Y,, est un estimateur sans biais de o2.

3. a) Comme /Y, = cr\/7\/ n, on a E(\Y,) = 0'\/7E . Or le théoreme

de transfert donne : N
oo 1 n

E/Sy) = 1 / 2323 tetdy = —1 T n+1)/2),

(v/Sh) T2 ), Tn/2) (( )/2)

ou le calcul montre la convergence (absolue). Donc :
[((n+1)/2) \/7
E(WY,) = ———ZL~04/=
VI =)

b) Ainsi T;, = L'(n/2) \/ nY” est un estimateur sans biais de o.
I'((n+1)/2)

c) Soit a, = %, on a: V(T,) = %a%V(\/Tn) = %a%[E(Yn) —
[E(VYn)]?].
Or E(Y,) = o2 et [E(VY,)]? = Q%XGQ,dou V(T,) = o2 (%a _ 1),

d) L’indication donne : I'(n + %) ~ /nx(n—1)! et on sait que pour tout k de N*,
ona:I'(k)= (k-1
Il y a donc deux cas :

e Si n est pair, n = 2p, alors

&Nisoitanf\, =

agy, —
YT +1/2) Vb n
e Si n est impair n = 2p + 1,

_Dp+1/2) _T+1/2) vp 1 _ /2 /2
T e T i) p Vb Ve—d \/;

2
Dans tous les cas on a : a, ~ \/% et lim % =1, dou lim V(7,) =0 et donc,

n—oo n—oo
T, est un estimateur convergent de o.
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Exercice 3.22.

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé (2, .4, P).

Soient (X,),, une suite de variables aléatoires qui converge en probabilité vers X,
(¢n)n une suite de réels qui converge vers un réel c et £ > 0.

1. Montrer que :
(len Xy — eX| > €) € (lealx|Xn = X| 2 §) U (len — €l X] > §)
0

. 1 — —6 =
2. Montrer que : nEIEOOPﬂXn X| > ] +€) .

3. Montrer que : lim P(|c, — ¢||X]| > ¢) =0.
n—-+oo
4. En déduire que (¢, X,,),, converge en probabilité vers cX.

5. Application. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi, possédant un moment d’ordre 4 et d’espérance p. Montrer que la suite

1
de variables aléatoires (T o XX j) converge en probabilité vers p?.
(5) 1<i<i<n n

Solution :

1. On remarque que si (|, |(X,, — X) < €/2) et (e, — ¢|X < €/2) sont réalisés,
alors d’apres 'inégalité triangulaire, on réalise (|c,(X,, — X) + (¢, — ) X| < ).
On passe ensuite au complémentaire.

2. 11 s’agit de la définition de la convergence en probabilité.

3. Comme (¢, ) converge vers c, alors ﬂ (len — ¢||X| = €) = 0. Ainsi, d’apres le

neN
théoreme de la limite monotone, lim P(|c, —¢||X| >¢€) =0.
n—-+4oo

4. Soit € > 0. Comme (c,) converge vers ¢, il existe un rang ng a partir duquel
len, — €] < e, et donc |c,| < |c| + €. Ainsi, d’apres la question 1,
PllenXn — X| > £) < PlleallXn — X| > £/2) + Plen — cl|X| > £/2)
= P((lc] +€)|X| = £/2) + P(|len — || X]| > £/2)
D’apres la question précédente, cette quantité converge bien vers 0.

5. On remarque que

n\ —1 n 1 — ’ 1 -
() X w2 (B3] -y o
2 1<i<j<n jl —1\n i=1 ) n(n —1) =1
M Z, W

D’une part, comme la suite (X?),, est une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi possédant un moment d’ordre 2, d’apres la loi faible des grands nom-

n
bres, % (Z Xf) converge vers E(X?). Ainsi, d’apreés la question précédente,
i=1 n
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1 5 xe2 .
(n(n ) z; X; >n converge en probabilité vers 0.

n
D’autre part, comme toujours d’apres la loi faible des grands nombres (% > Xi)n
i=1

2

converge en probabilité vers p, et comme la fonction = +— x° est continue,

n
2 ep s
((% > Xi) )n converge en probabilité vers p?. Enfin, comme o 71 { converge vers
i=1
1, le premier terme converge en probabilités vers 2.

Ainsi, en reprenant le raisonnement de la question 1,

P([Yn = p?| 2 €) < P(|Zn — 12| 2 £/2) + P([Wn| 2 £/2) — 0.

n—oo

Exercice 3.23.

+oo |,
On admet que / %nt dt converge et que sa valeur est %
0

1 — cos"(t)

+
1. Montrer que pour tout n entier naturel, u,, = / 1 2 dt existe et que
0

s
Ulzg.

+
2. a) Montrer que pour tout s réel, / 1(;—(2)8(875) dt converge et que
0

+oo
1 — cos(st
| =g
0 t

b) En déduire la valeur de us.
Dans la suite, on considere une suite (X, ),en+ de variables aléatoires mutuellement
indépendantes, définies sur (£2,.4, P), a valeurs dans {—1,1} et telles que, pour
tout k € N*,

P(Xy=1)=P(Xy=-1)=1

Pour tout n € N*, on pose S,, = X1 + -+ X,,.
3. Déterminer l'espérance et la variance de S,,.
4. a) Calculer pour tout réel ¢, E(sin(X1t)), puis E(cos(X1t)).

b) Montrer par récurrence sur n, que pour tout entier n € N* et tout réel ¢, on
a: E(cos(Spt)) = (cost)™.

5. Montrer que pour tout n € N*, E(|S,|) = %un.

Solution :
) . 1 — cos"(t)
1. Le cas n = 0 étant banal, nous supposerons n > 1. La fonction ¢ — — Qe

est continue sur RT*. X . ,
e Au voisinage de 0, un développement limité donne %S(t) ~ % = %
L’intégrale est donc faussement impropre en 0.
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1 — cos"(t)

e Au voisinage de 400, on a 0 < 2

< t% dont I'intégrale est convergente
sur [1,4+o0].

Une intégration par parties donne, en se plagant d’abord sur un segment de R7,
puis en passant aux limites :

i 1 oo [T
st g [ —cost] + _gOStdt
t 0 t

0 t —0
+oo | +o0
Ainsi/o L?tdt:/o %dt:ul.
2.2)Sis=0,onavteR, 1_‘;—23(3’5):0(10110\5;:0:%/ 1—633(0%) "
0

Si s > 0, le changement de variable t = su est de classe C! strictement croissant
de R? sur R% et on a donc
T 1 — cos(t) 201 — cos(su) 1 [T1 = cos(su)
0 t 0 0 u
201 — cos(su)

Par parité du cosinus, on a donc Vs € R, |s| = —/ ———du.
0 u

[0 — cos(2u)
b) Ainsi / — > du = m et comme 1 — cos(2u) = 2(1 — cos®u), cela
0 U
s’écrit :
T = 2us

3. Pour tout k € N*, E(X)) = 0 et V(X)) = 1. Par linéarité de l'espérance et
indépendance pour la variance, il vient donc E(S,) = 0 et V(S,,) = n. (Notons
que S,, prend toutes les valeurs entieres de —n & n qui ont méme parité que n)

4. a) Par le théoreme de transfert :

E(sin(X1t)) = % (sin(—¢) +sin(t)) = 0
et

E(cos(X1t)) = % (cos(—t) + cos(t)) = cos(t)
b) Pour n = 2, comme cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), il vient, par
indépendance et linéarité :
E(cos(X1 + Xs)t) = E(cos(X1t) cos(Xat)) — E(sin(X1t) sin(Xst))

= E(cos(X1t))E(cos(Xat)) — 0 = cos?(t)

La récurrence suit avec le méme schéma de démonstration :
E(cos((X1+---+ X,,)t)) = (cost)”

5. On a grace a 2. a) :
+oo
BE(S)= X [siP(Su=s)=2 ¥ P(S,=s) / Lo costsul g,

S€S,(Q) T eS8 (Q) u

et la somme étant finie :
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g [t 1 —cos(su)
E(|Sn]) = 2 >, P(Sh=s)——5—du
TJo  sesn(9) u?
— %/ lz [1— > P(S,=s)cos(su)] du

+o0 e
_ 2/0 # [1 — E(cos(Snu))] du = %/0 % [1 — (Cos(u))”] du = %un

m u

Exercice 3.24.

Soit n un entier de N*. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes,
définies sur un méme espace probabilisé (€2, .4, P), chacune d’espérance nulle et de
variance notée V(X;) (i € [1,n]). On pose pour tout n > 1

n

=1
L’objet de cet exercice est de démontrer I'inégalité suivante :

pour tout réel t > 0 , P(lréla<x |Si| = t) < tlz > V(Xy) (*)
<i<n i=1

1. a) Calculer pour k € [1,n], E(S,, — Sk).
b) Calculer V(S,,) en fonction des V(X;)
o4 S _
2. Soit A (1I§nka%<n|5k| >t) et :
k—1

pour tout k € [2,n], Ay = ( N (8;] < t)) A(1Sk] = 1) et Ay = (|S1] = 1)

j=1
Montrer que les événements (Ay)1<r<n forment une partition de A.

3. a) Montrer que E(S2x14,) = t*P(Ay).
b) Montrer que E(S2) > " E(S2x14,).
k=1

c¢) Montrer que, pour tout k € [1,n],
E(S?LxlAk) = E(nglAk) +2E(S,, — Sk)E(Skx1a,)
(utiliser : S2 = (Sk + (S, — Sk))?).
d) En déduire que E(S?) > t?P(A). Conclure.

4. On suppose dans cette question que chaque X; suit la loi uniforme sur
[—V/4, +/4]. Que donne la majoration (%) ?

Solution :

1. a) Comme S, — S = >, Xj, il vient E(S, — Sx) = 0, car pour tout j,
j=k+1

E(X;) = 0.

b) Par indépendance, V(S,) = > V(X,).
i=1

7
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2. x Les événements Aj, et A; sont disjoints pour k # j. En effet on peut supposer
que k < jetsiwe Ay NAj onal|Sy(w)| >tet|S(w)|<t.

*Ona A=J,_, A, car:

e soit w € A. Il existe k € [1,n] tel que |Sk(w)| > t. Soit kg le premier indice k

n
pour lequel |Sg(w)| > t. Par définition de kg, on a w € Ay, donc w € U Ag.
k=1

e soit w € U Ap. 1l existe j tel que w € A;. Donc |S;(w)| > t ce qui entraine que
k=1

max |Sk(w)| > t.
1<k<n

0 siw ¢ Ag
S2(w) =>t? siwe Ay
Par croissance de espérance F(S?14,) > E(t?14,) = t>P(Ay).

b) Comme les événements (Ag)i<k<n forment une partition de A, on a 14 =

3.a) On a S214, (w) = {

n

Y>> 14, car si U et V sont des événements incompatibles , 1y = 1y + 1v.
k=1

Comme Sﬁ > SZlA, il vient :

B(S2) > B(S214) = 3. E(S214,)
k=1

¢) Comme S2 = (Si + (Sn, — Sk))? = S + 25k (Sn — Sk) + (Sn — Sk)?, il vient :

5214, = S214, +28k(Sn — Sk)1a, +(Sn —Sk)?14, et par croissance et positivité
de I'espérance :

E(S?14,) > E(S{14,) + 2E((Sn — Sk)Sk1la,)

n k
Les variables aléatoires S,, — S, = >, X, et Sy = > X; étant indépendantes,
=1 j=1

par le lemme des coalitions, il vient :
B(S214,) > E(S314,) + 2B((Sn — S1)Sk1a,)
> E(S]zlAk) + QE(Sn — Sk>E(Sk1Ak) = E(S,%lAk)
d) En utilisant les questions précédentes :
E(S7) = 3 E(Sila,) 2 30 E(Sila,) 2 t% 30 P(Ay) =t2P(A)
k=1 k=1 k=1

Et comme E(X;) =0, il vient P(A) < L E(S,)? = tlZ > V(XG).

~+

4. Dans ce cas particulier, F(X;) =0 et V(X;) = %
et :

P(max |5 > 1) < M0t L)
1<i<n 6t
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Exercice 3.25.

Soit n un entier tel que n > 2. Une urne contient initialement n boules numérotées
de 1 & n. On vide 'urne en extrayant toutes les boules une par une au hasard et
sans remise. Pour tout ¢ € [1,n], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la
boule obtenue au i-eme tirage porte le numéro 7 et qui vaut 0 dans le cas contraire.

1. a) Quelle est la loi de X; ?

b) En déduire 'espérance de la variable aléatoire N qui donne le nombre de fois
ou, lors du tirage, le rang du tirage et le numéro de la boule obtenue sont égaux.

Pour tout k € [1,n], on dira que le résultat du k-ieme tirage est un «sommet »
lorsque la boule obtenue a ce tirage porte un numéro strictement supérieur a tous
les numéros obtenus jusqu’alors (en particulier, lorsque k& = 1, la premiére boule
est toujours un sommet).

2. Combien existe-t-il de facons de vider 'urne pour lesquelles il n’y a qu’un seul
sommet, 7
Combien existe-t-il de facons de vider I'urne pour lesquelles il y a n sommets ?
q k 1

3. Montrer la relation suivante : pour tout p,q € N, > (p + ) = (p tat )

i=o\ P p+1
4 a) Soient k € [2,n] et j € [k,n] fixés. Combien existe-t-il de fagons de vider
I'urne, pour lesquelles, a la fois la k-ieme boule obtenue porte le numéro j et le
k-ieme tirage constitue un sommet ?

b) Combien existe-t-il de fagons de vider 'urne pour lesquelles le k-iéme tirage

est un sommet 7 En déduire la probabilité que le k-ieme tirage soit un sommet.

5. Soit R le nombre aléatoire de sommets obtenus lorsque 1'on vide 'urne.
Déterminer, sous forme d’une somme, 'espérance de R.

Solution :

1. a) On modélise I'expérience aléatoire par l'univers 2 qui est ’ensemble des
permutations des n boules (tirages de toutes les boules sans remise) muni de la
probabilité uniforme ; alors card(€2) = |©2| = n!l. L’événement A; « la boule obtenue
au i-eme tirage porte le numéro ¢ » est formé des permutations qui tirent cette
boule i au i-eme tirage et les n — 1 autres boules aux n — 1 autres rangs. Ainsi :
P(4;) = A _ (n—=1)! 1

Q! n’
On reconnait que X; suit la loi de Bernoulli de parametre %

n
b) Comme N = > X, et E(X;) = %, par linéarité de I'espérance, on a :
i=1

_ .1
E(N)—nxn =1
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2. Le premier tirage étant considéré comme un sommet, s’il n’y a eu qu'un seul
sommet, c’est que la boule numéro n est sortie au premier tirage. Ensuite, peu
importe ce qui se passe. Il y a donc (n — 1)! fagons de vider I'urne pour lesquelles
il n’y a qu'un sommet.

S’il y a n sommets, cela signifie qu’a chaque tirage, on a obtenu un numéro
supérieur a celui obtenu au tirage précédent ; la seule possibilité est d’avoir tiré les
boules par ordre croissant, donc un seul tirage convient.

3. La relation a démontrer est claire pour ¢ = 0 et passer d’un rang ¢ au rang ¢+ 1
résulte de la formule de Pascal.

4. a) Si le k-iéme tirage est un sommet et porte le numéro j, cela signifie qu’au
cours des (k — 1) tirages précédents, on n’a obtenu que des numéros inférieurs ou
égaux a j — 1.
e si j < k, c’est impossible ;

) — 1
esij>kilya (2 B 1) (k — 1)! facons (arrangements) de tirer les boules sorties

lors des k — 1 premiers tirages parmi les numéros compris entre 1 et j —1 ; puis une
seule facon de placer la boule j en place k ; et la fin du tirage est une permutation
quelconque des n — k boules restantes. D’apres le lemme des bergers, le nombre
recherché est :
—1
(‘]Z: B 1> x(k—1)Ix1x(n—k)!
b) Il reste & sommer sur les valeurs de j accessibles et le nombre cherché est :

> (i:bx(k— Dx(n = k)t = (n = k)i (k = 1>!<Z>’

j=k
(d’apres le résultat de la question 3.) La probabilité recherchée est donc :
(n—k)!(k—1)! (n) 1
n! k)~
Remarque. On peut retrouver ce résultat directement avec le raisonnement suivant
: dire que le k-ieme tirage est un sommet, c’est dire que le plus grand des k premiers
résultats est le dernier, c’est donc dire qu’en ordonnant k nombres deux a deux

distincts le plus grand est le dernier. La probabilité est donc de %

5. Pour tout k& € [1,n], soit Y} la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le
résultat du k-ieme tirage est un sommet et 0 sinon. D’apres la question précédente,
la variable aléatoire Y} suit la loi de Bernoulli de parametre %

n
Comme R = ) Y}, par linéarité de I'espérance, on a :
k=1

E(R) = p

n

o

1
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QUESTIONS COURTES

On considere une fonction f deux fois dérivable sur [0, 1] et telle que
Ve el0,1], f"(z) <0

1
Montrer que : /0 f(t)dt < f(%)

On pourra commencer par le cas ou f’ (

) =0.

DNO[—

Soit n un entier au moins égal & 1 et E = [1,n] l'ensemble des entiers compris
entre 1 et n. On choisit au hasard deux parties A et B de E, toutes les parties, y
compris la partie vide, ayant la méme probabilité d’étre choisies.

Calculer la probabilité de 1'événement (AN B = 0).

On considere quatre variables aléatoires réelles X,Y, Z, T définies sur le méme
espace probabilisé (€2, B, P), indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parametre
p, et la matrice aléatoire A définie par :

X(w) Y(w
Vwe QAw) = (Z((w)) TEw))>

1. Déterminer la probabilité que la matrice A soit inversible.

2. Déterminer la probabilité que la matrice A soit diagonalisable.

1. Montrer que 'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant :
1
YP.QERIXL(P.Q) = [ POQMW d
0

2. Montrer qu’on ne peut pas trouver @ € R[X] tel que : VP € R[X],(P,Q) =
P(0).

(On pourra utiliser les polynémes P,, = /n(1 — X)*" pour n € N.)

Soit X une variable aléatoire réelle prenant ses valeurs dans un segment [a, b].

(b—a)*

1. Montrer que X admet une variance et que V(X) < T
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2. Peut-on avoir égalité dans l’inégalité précédente? Pour quelles variables
aléatoires 7

Soit n € N tel que n > 3, R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit
p et g deux projecteurs de R™ orthogonaux. On suppose que poq est un projecteur
orthogonal.

1. Montrer que poq = q o p.

2. Montrer que les valeurs propres possibles de p + ¢ sont {0,1,2}. Donner un
exemple ol ces trois nombres sont effectivement valeurs propres de p + ¢

On considere les deux suites réelles u et v définies par leurs premiers termes ug et
v strictement positifs et les relations de récurrence :

Vn e N uy,i :un—I—l et U1 = vp + 1
Un, Un,
1. Montrer que : Vn € Ny upi9 — Upy1 = uu” (U1 — Up).
n+1

2. Montrer que les suites u et v divergent vers +oo.

Soit A une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes stricte-
ment positives.

1. Montrer qu’il existe une matrice symétrique réelle N telle que A = N?2.

2. Soit B une matrice symétrique réelle. Montrer que la matrice AB est diagonal-
isable.

L’équation A? = A — I3, d’inconnue A € M3(C) admet-elle des solutions non
diagonalisables 7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R et v un endomorphisme de E.
On suppose que u? = u?, u # Id,u? # 0, u? # w.
1. Déterminer les valeurs propres de u.

2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée de variance o2 > 0, et
k un réel strictement supérieur a 1.

Pour quelle valeur du réel positif a, la probabilité P(a < X < ka) est-elle
maximale ?

1. Montrer que la fonction F' définie sur R par F(x) = est une fonction

o 1+e™®
de répartition.
2. Déterminer la loi du supremum M,, de n variables aléatoires définies sur le méme

espace probabilisé, indépendantes de méme loi de fonction de répartition F'.

3. Etudier la convergence en loi de la suite (Mn —1In n)neN*.
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