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Avant-propos

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du
concours ESCP Europe regroupent les exercices posés en 2018 ainsi que leurs
corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a
I’épreuve orale de mathématiques de ESCP Europe et fournir une aide efficace aux
enseignants des classes préparatoires économiques et commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation
aux épreuves écrites de mathématiques du concours quelle que soit leur option
(scientifique, économique, littéraire B/L ou technologique) ; la plupart des themes
abordés dans les sujets d’oral se retrouvent en effet, peu ou prou, dans les sujets
de I’écrit.

Certains exercices publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets
d’étude et le jury n’en attend pas nécessairement une résolution complete.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques :
analyse, algebre, probabilités et sujets de 'option littéraire B/L.
Depuis le concours 2002, chaque candidat doit :

— exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle ;

—résoudre directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question
dont on trouvera, dans cet ouvrage, un échantillon.

On peut également trouver le contenu des annales sur le site internet de ESCP
Europe,

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidele collaboration de tous les
examinateurs de I'oral de mathématiques de ESCP Europe. Nous les en remercions.

Frank BOURNOIS, Directeur Général ESCP Europe.
Valérie BAJDA, Responsable des Admissions ESCP Europe.

Claude MENENDIAN, Responsable des épreuves orales de mathématiques du
concours ESCP Europe.






1
ANALYSE

Exercice 1.01.

Pour tout entier p > 1, on définit la fonction f, sur [1,4+o0[, par

1
J(t) = tt+1)-(t+p)

—+ o0
1. Montrer que l'intégrale / fp(t) dt converge. Pour tout p € N*, on pose alors :
1
+oo
I - / £,(1) dt
1

2. Pour tout t € [1,4o00[, étudier la convergence de la suite (fp(t))p>1-

3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (1,)p>1.

4. Pour p fixé, on admet 'existence de nombres réels ap, ..., a, tels que :
P
Qg
Vte R\ [—p,0], t) = .
Vol 0 =2 73

—1)

Montrer que pour tout j € [0,p], on a: a; = %

jp — )
Pour tout j € [0,p], on pourra multiplier la relation admise par (t + j) et choisir une valeur
particuliére de t.

p
5. Calculer Z ay, et en déduire une expression de I, sans intégrale, sous la forme d’'une somme.
k=0
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Solution :
1. La fonction f, est continue sur [1,+oo[, donc la convergence ne pose probleme qu’en +oo.

En 400, on a : 0 < f,(t) D’ou la convergence par comparaison avec l’'intégrale

~/ T 1 .
t—+oo P11

+o0
convergente /1 sy (puisque p+1>2>1).

1

2. Pour tout ¢t > 1 et tout ¢ € [0,p], on at+1i > i+ 1, donc 0 < f,(t) < m
P !

. Donc, par

théoreme d’encadrement, on obtient : lim f,(¢) = 0.
p——+o00

3. De méme que précédemment, en mettant a part les deux premiers facteurs, on a :

0< f,(t) < L S S v
SO+ 1) x3x - x (pE1) tt+1) T (pED)! T2 T (p+ 1)

Par croissance de l'intégration, comme les deux intégrales convergent, on en déduit :

<I, < 2 /+00dt
TP (p+ ) 2

Donc, par théoreme d’encadrement, on obtient : lim I, = 0.
p——+00

4. Pour tout j € [0, p], en multipliant la relation admise par ¢ + j, on obtient :

1 - P Oék(t-Fj)
ERNIPO e s e ) e T _Z - |

1
P sont continues sur R\ [—p,0]), on

En faisant tendre ¢t vers —j (puisque les fonctions ¢ +—
obtient :
1 (=1)

NG+ 00 =7 =i

5. D’apres la formule du binéme, on a :

SR TV PR
2 k_p!,;(k‘)( g ! ’

k=0 P!
, , “L tay, e
On peut également écrire tf,(t) = Z Pany puis faire tendre t vers +oo.
k=0
p “+o0 dt
On ne peut pas écrire I, = Zak / P car ces intégrales divergent toutes. Donc, plus
1

k=0
prudemment, pour tout X > 1, on a :
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X p X dt
f t dt: Ozk/ —
| e S [
p

p
X—>—+>oo —kZ_OOék ln(l + ki) = 1.

|Exercice 1.02.|

Soit un entier n > 2. L’espace vectoriel R est muni de son produit scalaire canonique ( , ) et
de la norme euclidienne || || associée.

On dit qu'une matrice symétrique A de M,,(R) est positive (resp. définie positive) si son spectre
Sp(A) est contenu dans Ry (resp. RY).

On admet qu'une matrice A est positive (resp. définie positive) si et seulement si le produit
scalaire (Ax, x) est positif pour tout x de R™ (resp. strictement positif pour tout = de R™\ {0}).

On admet également que si A est une matrice positive, alors (Az,z) = 0 si et seulement si
x € Ker(A).

1. Soit u = (u1,us9) un point de R?. On définit la fonction f, sur R? par :

V (21, 22) € R?, fu(zy,20) = ||z —ul| = \/(xl —up)? + (w2 — u2)”.
a) On note O, Pouvert R?\ {u}. Justifier que f, est de classe C? sur O,,.
b) Déterminer le gradient de f, en tout point x = (z1,22) € O,.

c¢) Déterminer la matrice hessienne V2(f,)(x) en tout point x de O,.
Montrer que V2(f,)(z) n’est pas inversible. Déterminer Sp (VZ(f.)(z)).

d) Soit « € O,,. Montrer que V2(f,,)(z) est positive et que h = (hy, h2) appartient au noyau de
V2(f.)(x) si et seulement si h appartient & la droite d’équation (zo — u2)y; = (z1 — u1)y.

2. Soit a, b, c trois points non alignés de R?. On note O l'ouvert R? \ {a, b, c}.

Soit f la fonction définie sur R? par f(z) = fo(x) + fo(z) + fo(2).

On admet que f admet un minimum global et on suppose dans toute la suite que ce minimum
global n’est pas atteint en ['un des points a, b et c.

a) Montrer que si m = (my, msg) est un point o ce minimum global est atteint, alors on a :
1

fa(m)

(m—a)+ (m—10b) + (m — ¢) = Oge.

1 1
fo(m) fe(m)
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b) Prouver que la hessienne V2(f)(x) est définie positive en tout point z de O.

c¢) Supposons que x et y sont deux points distincts ou le minimum global est atteint.

Pour ¢ € [0,1], on pose g(t) = f((1 —t)x +ty) = f(z + t(y — x)). En utilisant I'inégalité
triangulaire pour la norme, montrer que g est constante. Vérifier que le segment de droite
[z,y] = {(1=t)z+ty; t € [0,1]} est contenu dans O. Trouver alors une contradiction. Conclure.

Solution :

1. a) La fonction t — v/t est C* sur R*T et la fonction (z1,z2) — (21 — u1)2 + (22 — uz)2
est C sur R2.

Par composition, on voit que la fonction f, est de classe C'"*° sur O,,.

b) On trouve : V(f,)(z) = futx)

($1 — U, T2 — u2).
c¢) On obtient :

V2(f) (@) = b (_( (22 — u2)? — (@1 — u) (w2 — UQ)) .

fulz)? x1 — up)(Te — ug) (21 —u1)?
Le déterminant de f, est clairement nul, par conséquent la matrice V2(f,)(z) n’est pas
inversible.

On vient de voir que 0 € Sp (V2( fu)(m)) ; on trouve la deuxieme valeur propre de cette matrice
symétrique réelle en calculant sa trace. Dot :

Sp (V2(fu)()) = (0’ ﬁ)

d) Soit x € O,,. La matrice V2(f,)(z) est positive car son spectre est inclus dans R .
Le systeme V2(f,)(z)(h) = 0 est clairement équivalent (x € O,,) & (w9 —us2)hy — (1 —uy)ho = 0,
c’est-a-dire que h appartient a la droite d’équation (zo — u2)y; = (1 — u1)ys.

2. Montrons 'existence du minimum global de f. On voit que | Hlim || f(z)]] = +oo. I existe
x||—+o0

donc un boule fermée B centrée en 0 en dehors de laquelle f(z) > f(0). La fonction f étant
positive, on en déduit alors que :

0 < inf {f(z);2 € R*} = inf {f(2);2 € B}
qui est atteint en un point de B puisque f est continue.

a) Un point m = (my, m2) ou le minimum global est atteint appartient nécessairement a O
d’apres I'hypothese. Alors on doit avoir : 0 = V(f)(m) = V(fa)(m)+ V(fp)(m) + V(f.)(m), ce

qui donne bien la relation voulue.

b) Comme
(VA m)h, by = (V2 (fa)(m)h h) + (V2 (fo) (m)h, h) + (V2 (fe) (m)h, )

on voit avec la question 1. ¢) et la premiere propriété admise au début de 1’énoncé que la matrice
hessienne V2(f)(z) est positive en tout point z de O.
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¢) Maintenant, comme la somme ci-dessus est un somme de termes positifs, elle est nulle si et
seulement si chacun des termes est nul. Ce qui revient a dire, d’apres la deuxieme propriété
admise au début de ’énoncé et la question 1. d), que h appartient au noyau de V2(f)(m) si et
seulement si :

(m2 — ag)hl = (m1 — al)hg, (m2 — bg)hl = (m1 — bl>h2 et (’I’I’LQ — Cg)hl = (m1 — Cl)hg

Si on suppose h # 0, alors, a, b et ¢ appartiennent a la droite d’équation (ms — y2)hy =
(my — y1)ha, ce qui est contradictoire. La hessienne V2(f)(z) est donc définie positive. Avec
I'inégalité triangulaire vérifiée par la norme, on voit que 1’on doit avoir

f(@) = fly) <g(t) <A =) f(2) +1f(y) = f(=)
La fonction g est donc constante sur [0, 1].

Comme le minimum global n’est pas atteint en I'un des points a, b et ¢, on a nécessairement
[z,y] € O.

Le cours nous dit alors que ¢”(t) = (V2(f)(z+t(y —2))(y —z),y —x) > 0 car = # y; on
aboutit donc a une contradiction. Il y a donc un unique point o le minimum global est atteint.

|Exercice 1.03.|
Soit f : [1,+00[— R de classe C*.

1. Montrer que pour tout n € N*, on a :

n+1 n+1
/ f(t)dt:f(n)+/ (n+1—1)f(#)dt

“+o0
2. On suppose que l'intégrale / f'(t) dt converge absolument.
1

n+1
a) On pose : Vn € N*, v, = / f(t)dt — f(n). Quelle est la nature de la série de terme

n
général v, 7

n
b) En déduire que la série Z f(n) converge si et seulement si la suite ( / f(t) dt)

n=1 1 n=1
converge.

3.a) A Taide du changement de variable u = \/x, établir 1’égalité :

[y, [,

T u

cos(v/n)

b) Etudier la convergence de la série Z
n

n>1

"\ In(k) In®
4. Montrer I'existence d’'un réel ¢ qui vérifie la relation : Z nl(c ) _— 2(n)

k=1

+ 0+ o(1).
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Solution :

1. Puisque f est de classe C!, sur [1,+o00], elle admet une primitive F qui est de classe C?.

On peut ainsi appliquer a F' la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 1,

n+1

n+1 n+1
/ f(t)dt = F(n+1)—F(n) = F'(n)+/ (n+1-t)F"(t)dt = f(n)+/ (n+1—t)f'(t) dt

n+1
2. a) Pour n € N*, on pose v,, = / f(t)dt — f(n). En utilisant la question précédente, on a
n

n+1

n+1
|vn|</ |n+1—t||f’(t)|dt</ () dt

N N+1 +oo
Ainsi, soit N € N*, Z lug| < / |f ()] dt < / |f/(t)| dt. Par la convergence absolue de
Pt 1 1

I'intégrale, on en déduit que la série g v, converge absolument.
n=1

n—+1 n n
b) Pour tout n € N*, on a / f(t)dt = ka + Z f(k). De plus, puisque Z vR converge,
1 k=1 k=1 k>1

on en déduit ’équivalence entre la convergence de Z f(n) et celle de la suite ( / f (t))
1 n>1

n} 1 =
converge.

cos(v/7)

3. Soit la fonction f : x — . La fonction f est bien C! sur [1,+oo|, de dérivée sur

[1, +o0], X .
f(x) = v sin(v/r) — o cos(v/)

1 1 1 1
OI‘ 2;(3\/5 +:oo O <W) et ?COS(\/E) +:oo o (W)

+o0
On en déduit, en utilisant les regles de comparaison de Riemann, que / |f/(t)| dt converge
1

absolument.
En appliquant la question 2, on en déduit qu’il suffit de montrer la convergence de la

suite ( / f@@) dt) pour conclure. Or & l'aide d’un changement de variable, u(x) = /z,
1 n>1

fonction de classe C!, bijective, strictement croissante, de [1,+oo[ dans [1,+oo|, il vient

[ o)y [T ),

x U
<Ly . . . . 1 1
Effectuons une intégration par parties aux fonctions u +— sin(u) et u — —, toutes deux C" sur
u

V" eos(w) 4 [M]ﬁ+/ﬁ ) b,

u u2

[1, +o0o[. Ainsi, /
1 u 1
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V7 sin(u) . - "
Or 5— du converge, de méme que le crochet, donc la suite f@t)adt converge.
1 1

u n>1

Ainsi, Z M converge.
n

n>1
. In(z) . . . 1
4. La fonction f : x — , vérifie bien les hypotheses. En effet, elle est C* sur [1,4+o0[, de
x
1 1 1
dérivée, f'(z) = = — n(;v ) Comme précédemment, puisque Lf) = o| —= |, on en déduit
x x x +oo z3/2

par théoreme de comparaison et par les intégrales de Riemann, que / |f/(t)| dt converge.

1
Ainsi, en revenant & la démonstration du 2.b) et aux notations de la question 2.a), on a montré
n

que la série E v converge, donc il existe £ € R tel que E Uk = ¢ + o(1). Finalement,
oo
k>1 k>1

Xn: lnl(j) = /n+1 f)dt+0+0(1) = In’(n) + 0+ o(1).

2
k=1

|Exercice 1.04.|
Soit A et A deux réels strictement positifs. Soit I = [0, A].

1. Soit t € Ry et (up(t))n>1 la suite définie par :

(~1)
Vn € N*, u,(t) = ~—5— ™M
n!
Montrer que la série Z un(t) est convergente et calculer sa somme S(t Z U (t
n>1
2. On pose R, ( Z ug(t). Soit f une fonction continue sur I a valeurs réelles.

a) Montrer qu’il eX1ste une constante M > 0 telle que pour tout t € I, on a :

g A
[FORA(1)] < —pem™A Z °
q=0
b) En déduire 1’égalité :
S N RS ! \
> S [ i = [ ew(-e) s
k=1 ’

3. Soit t € RT. Déterminer lim (1 — exp(—e™)).

A—+4o00

4. En découpant l'intervalle [0, A] en deux intervalles [0, 4] et [d, A], avec 6 > 0 judicieusement
choisi, montrer
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que 'on a :
A +o0 k+1 A
) -1
/ f(t)dt = Tim > %/ MM f(t)dt
0 > k=1 ' 0
Solution :

1. On reconnait une série exponentielle. Ainsi :
+oo
S(t)=1- Z Uy (t) = 1 — exp(—e™)
n=0

2. a) La fonction f est continue donc bornée par M sur le segment [0, A]. Ainsi :

+o0
ekkt

PR <MY
k=n

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo indépendamment de t.

) On écrit : (S,—1 représente la somme partielle d’ordre n — 1 de la série 5)

/f dtz/o f(t)Snl(t)dt+/0 f(OR,(t)dt = Z/ wy(t dt+/ f(®)

Mem M

t| < AxC) x

n!

Il reste a faire tendre n vers +oo.

3.0mn a
lim 1 —exp(—

A— 400

M) — 1—e !l sit=0
1 sit>0

4. Soit € > 0. Nous allons évaluer la différence

A A
| s [ - e s
0 0
Pour § > 0 :
)
/0 (exp(—e)) f(t)dt| < M(e™)5 < M

On choisit alors 0 < 0 < e/(2M).
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De plus

A
/5 (exp(—€*)) f(t)dt| < (exp(—e*))AM

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque A tend vers +oo. Il existe A tel que si A > A, cette
quantité est inférieure a ¢/2.

Il reste a regrouper les deux sommes pour conclure.

|Exercice 1.05.|

1
On pose pour tout n entier naturel : a, = / t"v1—t2 dt.
0

1.a) Montrer que la suite (a,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.

b) A Taide du changement de variable ¢ = sinu, calculer ay.

2. a) Montrer que pour tout n € N, on a : (n+4)ant2 = (n+ 1)ay,.

b) Soit (wy,) la suite définie par : pour tout n € N*, w, =n(n+ 1)(n + 2)a,an_1.
Montrer que la suite (w,,) est constante et calculer cette constante.

c¢) Montrer que a, 3 Gnt

K

d) Etablir I'existence d'un réel K > 0 que l'on calculera, tel que a,, ~ ——=.
n—-+00 7’L3/2

e) En déduire la nature de la série de terme général b,, = (—1)"a,.

n 1
1—-1
3.a) Montrer que l'on a : ngr}:oo ];)bk = /O \/ 1T dt.

1—-1¢
1+¢

1
1-—1¢
, calculer 'intégrale / — dt.
0 1+1

b) En utilisant le changement de variable u =

Quelle est la somme de la série Z by ?
n=0

Solution :

1. On remarque que ces intégrales ne sont pas généralisées, mais intégrales de fonctions continues
sur un segment.

La suite (a,,) est décroissante car pour ¢ € [0,1], on a 0 < t"+! < " (puis on utilise la positivité
de l'intégrale) et a,, > 0 pour tout n € N. La suite (a,) converge.

2. a) Soit n € N fixé. Effectuons une intégration par parties dans a,,o. Les fonctions en jeu
étant de classe C! sur [0, 1], il vient :

1

3 1) [* T2 !

2 +—(n; >/t"(1—t2) T2 dt = agr = " (an — o)
0

0

1
ni2 = |—t"TTo(1—#°
Gn+2 [ 3( ) 3
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soit : (n+4)apy2 = (n+ 1ay,

b) Calculons wy,+1 = (n+1)(n+2)(n+3)ant1a, = (n+2)(n+3)an4+1(n+4)an+2 = wpio, d’apres
la question précédente et la définition de la suite w. Ainsi, Vn € N w11 = wp490 = w1 = 6ajag.

Or:

1 us ™
1
aoz/ V1-—1t? dt:/2COSQUdu:§/2(608(2u)+1) du:g,enposantt:sinu
0 0 0
Et

alz/ /1 — 12 dt = [(19)%]1%

0 0

Ainsi, Vn € N*, w,, = g
c) D’apres les deux premieres questions, on a pour tout entier naturel n :
n+1
0<apya = n—|—4a” < apt1 < anp
Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure que a1 W Q.
d) En combinant les résultats des deux dernieres questions, on obtient n3a2 W g

n——4+oo

i
Rappelons aussi que a,, > 0. Ainsi : a,, ~ \/; n=3/2,

e) Par le critere des séries de Riemann, les séries ) a, et > b, sont donc absolument
convergentes.

3. a) Il vient :
n 1 1 1 1
1 — (—1)mthgnt 1— 1—¢
E by = V1 —t2dt = L dt
ok /O 1 —l—t / Vise 1+ /0 Vire

La fonction ¢t — \/ dt est continue sur [0, 1] donc majorée par une constante M. Ainsi :

/ t"“,/ 0
1+t n—|—2 n—>+oo

1-1
b) Effectuons le changement de variable C! (et bijectif) sur [0, 2] pour 0 < x < 1, u = 157
1—t 1—u? 2 —4u
uzz—,tuQ—i—l—1—u2d0nct——:—1+ 5 et dt = ————du. Ainsi :
el ) 1+u? (14 u?)?

/ \/—— dt / du
14+t 1—|—u

Effectuons une intégration par parties. On a :
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1 %_37 1—=x +o00
+x 1+

B, = |2 — 2 |arct — =14+ == b

m [u1+u2]1 [arctan(u)], — +2 nz_% N

|Exercice 1.06.

Soit f la fonction définie sur R? par :
22
x°y )
—7 si(x, 0,0
fi(flf,y)'—> LEQ—I—yQ ( y)%( )
0 si (z,) = (0,0)
Soit D T'ouvert de R? défini par D = R?\ {(0,0)}
1. Justifier que f est une fonction continue sur R2.

2. a) Justifier que f est de classe C? sur D et déterminer son gradient en tout point de D.

b) Expliciter le développement limité a l'ordre 1 de f au point a = (1,1).

3. Déterminer les extrema locaux et globaux de f sur D, s’il y en a.

4. Déterminer les extrema de f sur I'ensemble C = {(z,y) € D,z +y* =2} .

5. La fonction f admet elle des extrema sur I'ensemble B = {(z,y) € D 2%+ y* <2} ?

6. Vérifier a 'aide du développement limité de f a l'ordre 1 que le point a = (1,1) n’est pas
un maximum local de f sur D.

Solution :
(z* + %)

1
1.On a0 < |f(z,y)] < 5( PO

en (0,0).

> — 0 lorsque ||(z,y)|| — 0. Donc f est bien continue

2.a) La fonction f € C?(D,R) comme fraction rationnelle, et

X 4 $4
V(.I,y) S D7 V(f)(:my) = ((:1:22+yy2)2 ’ (xzzi y2)2)

b) Le DL; en a est :

1 1 1
f(l+u,1+v) :§+§u+§v+o(|l(u,v)||)

3. Les points critiques de f sont obtenus pour (0,y) ou (x,0); comme f est positive sur D, ce
sont des minima globaux.
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2
x
D’autre part, f(x,z) = 5 — oo lorsque x — oo ; donc f n’est pas majorée.

4. On a :
g(z,y) =2* +y* — 2= V(g)(z,y) = (22,2y) # O sur D
Il existe A € R tel que :
2zy* 2y’ )
, = \(2x,2
(o grgp) oo - 43) =
22 +y? =2 ? +y? =2

D’ou les points critiques :

e 2 =0=>y=4+v2et A\=0,dott A:(0,—v2) et A":(0,v/2);

e y=0=>z==+v2 et A=0,don B:(—v2,0) et B': (+/2,0);

o y#0=at=d\=y*=ax=+ypuisa’?=1let A=1/4dou F:(1,1), F': (=1,-1) et
G:(1,-1),G :(-1,1).

La fonction f est continue sur C fermé borné, donc admet des extrema globaux atteints sur C,

qui sont :

1

f(A) = f(A) = f(B) = f(B) =0 et f(F)=f(I")=f(G)=f(G) =3

5. Sur Pouvert B = B\ C = {(w, y)eD, 22 +y% < 2}, f n’a pas de maximum local mais des

minima globaux (nuls) aux points tels que x = 0 ou y = 0.

1
Donc f a des maxima globaux sur B en F, F',G,G’" de valeur 3 et des minima globaux nuls

aux points tels que x = 0 ou y = 0.

6. On a : .
f(1+u,1+40) - 5
qui change de signe comme u au voisinage de 0.

Il
|

S
+

Q
T
=
S

|Exercice 1.07.

Soit E l'ensemble des suites (u,)nen convergentes pour lesquelles il existe un entier naturel N
tel que :
Vk > N,ug # limu,

A toute suite (up)nen de E , de limite égale & £, on associe la suite (u*)pen définie & partir
d’un certain rang par :

. un+1—€
Uy, — 4

On note E* I'ensemble des éléments (uy,)nen de E pour lesquels la suite (u),) est convergente.
Soit (un)neny de E* et £* la limite de (uf)nen. On admet que £* € [0, 1].
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e si /* =1, on dit que la vitesse de convergence de (u,)n,en est lente ;
e si /* €]0, 1[, on dit que la vitesse de convergence de (uy,)n,cn est géométrique de rapport £*;

e si /* =0, on dit que la vitesse de convergence de (u,)nen est rapide.

1
1. a) Montrer que la suite (—') € E* et donner sa vitesse de convergence.
n!

2n
1
b) On pose, pour tout n € N, v,, = <1 + 2—n> .

. , .. d e 1
i) Montrer qu’au voisinage de +o00, on a v,, = e — prEsy + 0(2—n>.
ii) Montrer que la suite (v,,) € E* et donner sa vitesse de convergence.

1
2. Soit > 1. La série de terme général — converge et a pour somme le réel £.
n

no1
On pose Sy =0 et pour tout n > 1, S,, = 7o
k=1
) Mont >1 ! X L Sp < 1 X !
a) Montrer que pour n > 1, on a : — </—- 5, < —.
q P a—1 (n+1)a1 n a—1 nal

b) En déduire que (S,,) € E* et donner sa vitesse de convergence.

3. Soit X une variable aléatoire discrete définie sur (€2, A, P) et a un réel strictement positif.

On dit que X admet un moment exponentiel d’ordre o si la variable aléatoire e®X| est
d’espérance finie.

a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Déterminer les réels a > 0 pour lesquels X admet un moment exponentiel d’ordre « et calculer
ce moment

dans ce cas.

b) On suppose que X(Q2) = {(zp)pen}. Soit (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires
n
mutuellement indépendantes de méme loi que X. Pour tout entier n > 0, on pose S, = > Xj.
k=1
Soit a > 0. On suppose que X admet un moment exponentiel d’ordre «.

i) Montrer que pour tout réel u, on a : e* > 1+ u > u.

ii) Montrer que X admet une espérance finie notée m et une variance notée o2.

iii) Soit un réel € > 0. Montrer que P <

n . , . N
— —m| = 5) est majorée par une suite a convergence
n

lente.



16 ESCP Europe 2018 - Oral

Solution :
1. a) La suite (u,) a pour limite 0 et Untl) _ 1 — 0. Donc ¢* = 0. On a convergence
U, n
rapide.
1
b) i) On écrit v,, = exp (2” In (1 + Q—n)) Un DL2 du logarithme donne le résultat.
ii) On a lim v, = e et pour n assez grand v, # e. De plus :
n—+oo
—e 1
Upg1 —e| | gnt2 +0(2n+1) e " 1+o0(1) . 1
vp—e | | —e Lo| |27 140(1) 2

gt T olgw)

: NP 1
Donc (v,) a une vitesse de convergence géométrique de rapport 3

+oo
2.a)Soita>1. £—S,= > kio‘ Soit k € N*. Pour tout x € [k, k + 1],
k=n-+1

k+1 +o0 1 1

1 </ 1 dr < 1 t Z < v L <+§ 1
(k+ 1) x® LA (k+1)* " a—-1" pot = k"
J -

1 1 1 1 1 1
it £ —.S), < X <Ll— S, et X <l-5, < X .
>l a—1" npot S (n4 1)t a—1" npot

b) Donc par le théoreme d’encadrement des limites, liI_|I_1 S, = L. D’apres ce qui précede :
n—-+0oo

1
{— S,
1 1 1 1
X <l—-5,41 < X
a—1" (n+2)*! T a-1" 1)t

no‘_l < l— Sn_|_1

(@ — 11 < <(a—1D(n+ 1)t

et

En multipliant membre a membre ces inégalités, on obtient : < 1.
p galités, i TS 7os, S
Donc £* =1 et la convergence est lente.
+oo )\k —A
3.a) On a X(Q) = N. Et e*X| admet une espérance si et seulement si > eo‘k% converge

k=0
absolument.

Ce qui est le cas pour tout a réel et on trouve E(e®IX|) = A" ~1),

b)i) La fonction exponentielle est convexe.

i) On a a | zp |[< el —= 0 | 21, | P(X = 21) < eI P(X = 21). Bt 3 e®® I P(X = 1)
converge. we

iii) On sait que | |lim z2e~ll = 0. 11 existe donc a > 0 tel que Vz, | z |> a = 22 < e?l7l.
x|—+oo
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D’autre part | z |< a = x? < a?. Donc pour tout x réel, 22 < a® + ezl Ainsi,
0< 22 P(X =z,) < (a® + " P(X = 2,) < a’P(X = 2,,) + eI P(X = 2,)
Or Y. a®?P(X = z,) = a% et 3 e%IP(X = x,) = E(e*X) = la série Z:L‘I%P(X = xp)

peN peEN
converge.

Les variables aléatoires (Xg)gen+ sont de méme loi, possédent toutes un moment d’ordre 2 et

p

. , n , .
sont mutuellement indépendantes ; donc — admet une espérance et une variance. De plus
n

Sh Sh o2
B =met V() =2
Sy mme vy =7
R T . . . Sh o?
D’apres 'inégalité de Bienaymé Tchebicheff, Ve > 0,P(] — — m |> €¢) < —5. En posant
n ne

2

o . .
Un = 3, la suite (u,) convient.
n

Exercice 1.08. |

1. Pour tout x €] — 1, +o0[, comparer In(1 + ) et x.

2. Soit ag > 0. Soit (a,) la suite de premier terme ag et définie par récurrence par :
VneN, apy1 =In(l+ ay).
a) Montrer que la suite (a,,) est bien définie et a termes positifs.

b) Montrer que la suite (a,) converge et déterminer sa limite.

1 1
c¢) Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = - —.
Gn+1 G

3. On admet que si (x,,) est une suite réelle qui converge vers ¢, alors la suite de terme général
1 n
n+1

g x converge aussi vers /.

k=0

Déterminer un équivalent de a,, de la forme —, quand n tend vers 4+oo, ou A est un réel a
n

préciser.

4. Pour tout n € N, écrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction g définie

par g(t) = —In(1 — t) entre les points 0 et > 0. En déduire que l'on a :

+oo n

Vzelo,1], Z% = g(x).

5. Pour tout z €]0, 1], établir la convergence de la série Y a,x".

6. Pour € > 0 fixé, montrer 'existence de N € N tel que :

= 2 N 2] ¢
Vz €]0,1], Z(an—ﬁ>x" <Z an =~ —Eln(l—x).
n=1 n=1
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+oo
En déduire un équivalent de f(z) = Z apx” quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

n=1

Solution :

1. Par concavité stricte de z +— In(1 + z), on a : Vo > —1, In(1 4+ x) < z, avec égalité si et
seulement si x = 0.

2. a) On montre par récurrence évidente sur n € N la relation « a, est défini et strictement
positif ».

b) D’apres la premiere question, a,4+1 = In(1 + a,) < a,. Ainsi la suite (a,) est décroissante et
minorée, donc elle converge vers une limite ¢ telle que In(1 + ¢) = ¢ (par continuité), soit £ =0
(d’apres la question 1).

c¢) Comme (a,) tend vers 0, on a In(1+ ay,) W an et ap, —In(1+ay) ete % (avec un DL
d’ordre 2).
n
Donc : u,, = an —In1 + an) ~ 2= 1 Ainsi lim(u,) = 1
anIn(l+a,) n—+oo a2 2

1 1 1 < n . 2
3.0na: ——z(n—l—l)( Zuk> ~ g,d’ouan ~ =

Q41 ao n+1 —o n— o0 n—+oo 1
H%
(k —1)!

4. Comme g(0) = 0 et g¥)(t) = W pour tout k € N* (par récurrence évidente), la formule
de Taylor avec reste intégral donne :

2L gk T(x—=t)" —1)! T(x—t)" n!
g(x)zzg ]4;!<0)xk+/() (z —1) g™ () dt:z(k k!l)'xk+/0 (z —1) _t')”+1 dat.

n! — n! (1

r—t
L’étude de la fonction ¢ — 13 montre qu’elle est décroissante sur [0, z] C [0, 1] donc majorée

par sa valeur z en t = 0, d’ou la preuve du résultat pour tout x € [0, 1[. En effet
( —0)"

5. Par théoreme de comparaison pour les séries, on a :

Todt
dt < z™ —— =z"|In(1 — )|
01—t

2 2
0<apx™ ~ —a" etlasérie Z —z" converge si z €]0,1].
n

n—+oo N
2 1 ve el .. . .
6. Comme a, = — + o| — |, par définition de la limite, il existe N € N tel que : Vn >
n n
2
N, lap, — —| < -
n 2n
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Par théoreme de comparaison avec la série de la question 5, on déduit la convergence de la série

2 n ’ . . s L 7 . . .
5 a, — —|z". On peut donc écrire I'inégalité triangulaire suivante :
n
+o0 N 400
2 2 2 2
(an—ﬁ)xng an—ﬁxnzg an—ﬁx”—i— E an—ﬁx”
= n=1 n=1 n=N-+1
N “+o00 N “+o00
2 € 2| € x"
SO fe ot 2 g S ety
n=1 n=N+1 n=1 n=1
N
2 €
:5 n = — —§ln(1—x).
n=1
N N
f(x) 1 2 €
Par suite, |f(z) — 2g(x ——‘—k —g(x). Soit ‘——2 < — an, — — |+ =.
nZzl 9(x) @ 2| |t
al 1 = 2| ¢
C lim — = E - — tant, AN’ ¥n > N', — E ——| < =
omme xinf— 2 constant, on a : n o) 2 n = 5

|Exercice 1.09.

1
Soit f une fonction continue et positive sur I = [0, 1] telle que v = / flt)dt <1.
0

On considere une fonction ug continue sur I qui vérifie :
X
Veel, up(x) <1 +/ uo(t) f(t)dt
0
On définit par récurrence la suite de fonctions (uy,),>0 en posant pour tout n entier naturel :

Veel, upii(z) =1+ /x un () f(t)dt
0

1. Soit € I. A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que la suite (uy(z))n>0 est
croissante.

2. a) Justifier pour tout n > 0, que la fonction & — u, (x) est continue sur I.

En déduire, que pour tout entier naturel n, le nombre réel M,, = max {|u, (z)|;x € I} est bien
défini.

b) Montrer que pour tout n > 0, on a M, 11 < 1+ yM,.

Pour n > 1, majorer M,, en fonction de My et de . En déduire que la suite (M,,) est bornée.

c) Justifier que pour tout = € I, la suite (u,(z))n>0 est convergente. On note u(x) sa limite.
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3. a) Soit = et y deux éléments de [ tels que = < y. Montrer qu’il existe une constante M telle
que :

Vn>LMM%WWM<M/fWﬁ

En déduire que la fonction u est continue sur I.

b) Pour n > 1, montrer que la fonction z — v, () = up41(x) —u,(z) est dérivable et croissante
sur [.

¢) Soit m > 1. Montrer que pour tout z € I, on a :

0 < Unt1(z) — un(z) < (un(z) — up-1(x))
En déduire pour tout x € I et tout entier p > 1, I’encadrement suivant :

0 < ttgp(2) = un (@) <"(1 =) 7" (wa(2) — uo(2))
d) Soit x € I. Montrer que /w un(t) f(t)dt converge vers /QE u(t) f(t)dt.
0 0

En déduire que la fonction u est de classe C! sur I.

Solution :

1. Soit P,, I'hypothese de récurrence : « u,(s) < upy1(s) pour tout s € [0,1]». On voit que Py
est vraie par hypothese. Supposons que P,, soit vraie. Alors, on a pour tout z € [0, 1] :

umx@—mwwwzﬁﬂ%ﬂawwaMfmﬁ>o

puisque 'intégrande est positive.

Donc, la propriété P,, est vraie pour tout n € N et la suite (u,(x)),>0 est croissante pour tout
x € [0,1] .

2. a) La fonction ug est continue sur I et par une récurrence immédiate, on voit que la fonction
Up+1 est continue comme primitive de la fonction continue u,,. Le réel M,, est bien défini puisque
la fonction wu,, est continue sur le segment I, elle donc bornée et atteint ses bornes.

b) On voit que
T 1
Wm4@ﬂ<1+/1WM)V r+/|wl|f 1+wu/‘ﬂww=1+vMﬁ
0 0

Dou M, < (1+~y+---+9""1) + "M, < 1— + My = C. La suite (M,,) est donc bornée.

c¢) La suite (u,(x))n,>0 est croissante d’apres a) et bornée d’apres b), elle est donc convergente.

3. a) Il vient :

unl) @) < [T @Ol < [ syar

En prenant la limite lorsque n tend vers +oo, il vient

m@—mm<c/ﬁwﬁ
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Il reste a faire tendre y vers x puis a échanger les roles de y et & pour obtenir que la fonction
u est donc continue sur /.

X
b) Pour n > 1, on a : v,(x) = / [tn (t) — wn—1(t)] f(t)dt.
0
L’intégrande est une fonction continue. Par suite, v,, est dérivable et, d’apres la question 1 :
Un (%) = [un (@) — up—1(2)] f(z) = 0
La fonction v,, est donc croissante sur I.

c) Soit n > 1. L’inégalité de gauche est évidente d’apres 1. De plus, avec la croissance de la
fonction v,, il vient

pour tout x € I :
Un+1(7) — un () :/0 [un (t) = un—1(t)] f()dt < [un () —un—l(fv)]/o f(t)dt

= (un(x) — un—1(x))
p—1
En utilisant ce qui précede et en écrivant u,4,(z) — u,(x) = Z [Untk+1(T) — Untr(z)], on

k=0
obtient :

n—l—p(x) —up(x) < (1 +oeee At 7p_1) (Unt1(z) — un(z))

u
(1=1)""" (ua(2) — uo()).
d) En faisant tendre p vers l'infini, il vient :

0 < u(r) —un(2) < (1—9)7"" (ur(2) — uo())

0<
<

D’ou ‘ /m u(t)f(t)dt—/w un(t)f(t)dt’ < (1=) "'y (My+M;) — 0( quand n tend vers +00).
On peu‘g alors passer a (lJa limite dans ’égalité définissant wu,,41 et on obtient
u(z) =1+ /m u(t) f(t)dt
0

On en déduit facilement que u est de classe C! sur I. En dérivant 1’égalité précédente, il vient
u'(z) = fz)u(z).

En posant N” = max(N, N'), on a prouvé que : Ye > 0,IN” ¥n > N”,
f@) ~ 2()

T—r

x .
——2‘ < €, soit
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Exercice 1.10. |

U
n+1

2
n

On considere une suite (uy,)n,>0 définie par ug € R et Vn € Ny u,qq =

On suppose que ug > 0.

In(u
On pose v,, = %
1. Montrer que pour tout n € N*, v,, est bien définie.
In(k) < In(k)
2.a) Montrer que la série converge. On pose 0 = — .

b) En déduire que la suite (v, )n>0 converge. Exprimer sa limite ¢ en fonction de ug et o.

3. On suppose dans cette question que ug # e~ 7. Etudier le comportement en +oo de la suite
(un)n20-

4. On suppose dans cette question que ug = e 7.

» X In(k)
a) Vérifier que pour tout n € N, on a : v, = Z Y
k=n+1

b) En déduire lim wu,,.
n—+o00

Solution :

1. On montre par récurrence, que pour tout n > 0, u,, > 0.

2.a) A Taide des croissances comparées, on remarque que h;f =0 (% . On conclut en
utilisant les théoremes de comparaisons des séries a termes positifs, et la convergence de la série
de Riemann Z %

k>1
In(k)

o . On

b) La suite (vy,)n>0 vérifie la relation de récurrence, pour tout k > 1, vy, — vp—1 = —

en déduit par télescopage que, pour tout n € N*,

Z(Uk — V1) = — Z n(k) = v, — Uy = vy, — In(ug)

k
k=1 i1 2
— In(k
Ainsi, v, = In(ug) — Z HQ(k ) .
k=1

Comme somme de suites qui convergent, on en déduit a ’aide des précédentes notations, que
la suite (vy,)n>0 converge, vers ¢ = In(ug) + o.
3. @ Supposons que ug > e 7. On a alors £ > 0, et donc lim In(u,) = lim 2"v, = +oc.

n—-4oo n—-+oo

Ainsi, par composition des limites, lim wu, = +oc.
n——+oo
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e Supposons que ug < e~ 7. On a alors £ < 0, et donc lim In(u,) = lim 2"v, = —oo. Ainsi,
n—-+oo n——4oo
par composition des limites, lim wu, = 0.
n—+00
4. a) On reprend Iexpression donnée, en 3., en remplacant In(ug) = —o. Ainsi, pour tout n € N,

on a

" In(k " In(k) <X In(k In(k X Ik
SRR oL RS X S SO ]

k=1 k=1 k=1 k=n+1
+oo
In(n +1
b) Puisque Z on—Fk In(k) > 0, on en déduit de la question précédente que 2"v,, > %,
k=n+2
ce qui permet de conclure que lim In(u,) = lim 2"v, = +oo et donc lim wu, = +oo.

n—-+00 n—-+00 n—-+00

Exercice 1.11.

+00 Foo
1. Montrer que pour tout z réel, les intégrales / cos(azt)e_t2dt et / sin(a:t)e_tzdt
0 0

convergent.
~+o0 9 +o0 5
On pose alors pour tout z réel : C(z) = / cos(zt)e " dt et S(x) = / sin(xt)e™" dt.
0 0

2. a) Montrer que les deux fonctions C' et S sont continues sur R.
b) Montrer que pour tous réels u et h, on a :

h2
2

c¢) En déduire que S est dérivable sur R et calculer pour tout z réel, S’(x) .

|sin(u + h) — sin(u) — hcos(u)| <

3. Déterminer pour tout x réel, une relation entre S’(x) et S(z).

4. a) Soit f une fonction de classe C* sur R. Calculer la dérivée de g : z — e* /4 f(z).

En déduire les solutions de I'équation différentielle 2f'(z) + x f(x) = 0.

b) On suppose qu’on peut écrire pour tout x réel, S(z) = A(:I;)e_$2/4 avec A de classe C'! sur

R.

’ _I2/4 x 2
Etablir la relation : Vo € R, S(z) = 5 / et’/4dt.
0

5. Déterminer un équivalent de S(z) au voisinage de fo0.

Solution :

1. Pour tout z réel, ¢ — sin(zt)e~t est continue sur RT et |sin(zt)e | < e~ dont lintégrale
converge.
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La démonstration est identique pour ¢ — cos(act)e_tQ.

2. a) L’inégalité des accroissements finis donne, pour tout réels x et z’ :
|sin(z) — sin(z’)| < |z — 2/

Ainsi :

“+o00 +oo
S(@) — S@')| < /O | sin(wt) — sin(@'t)|e " dt < |z — x'|/0 tedt < Sla— '

La fonction f est lipchitzienne donc continue sur R.
b) On utilise une inégalité de Taylor. On a :

h? h?
|sin(u + h) — sin(u) — hcos(u)| < — sup |sin(t)| < —
2 t€[u,uth] 2

¢) On étudie la limite du candidat proposé a étre la dérivée de S(x) avec u remplacé par xt et
h par ht. Il vient :

+oo h2 +o00 h?
/ (sin((x 4+ h)t) — sin(xt) — ht cos(xt))e_tZdt‘ < 5 / et = CT
0 0

Ainsi : oo
S'(z) = lim Szt h) = S) = / cos(mt)te’tht
0

h—0 h

3. On utilise une intégration par parties, les fonctions en jeu étant de classe C!' sur R*. Soit
A>0.0na:

A 2 €_t2 A €T A 2
/ cos(xt)te™ " dt = l— cos(xt) } - —/ sin(at)e™ " dt
0 2 Jo 2o

En prenant la limite lorsque A tend vers +oo, il vient :
1 =

4. a) La dérivée se calcule aisément. On obtient ¢'(x) = e$2/4(f’(:)3) + gf(:):))
Si la fonction f vérifie 2f'(x) + x f(x) = 0, alors ¢’(z) = 0 et g(x) = C. Donc, on a :
fx) = Cem/1

2 1
On peut écrire S(z) = A(z)e~*/* avec S vérifiant I'équation S'(x) = 3 %S(:I;) En dérivant,

il vient :
2

21 1 [®
A@)eF = = Alx) = 5/ 1t 1 C
0
Comme S(0) = 0, on obtient :

1 —a2 z 2
S(x) = 567/0 et /At

5. La fonction S est impaire : on étudie la limite en +o0.
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On fait deux intégrations par parties sur le segment [1,z]|. L’intégrale / el /4dt est une

0

constante :
T T ¢/9 t2 /4 2332/4 xz t?/4
/et2/4dt:/ /27 26 —c+2/ C __at
1 1 t/2 xXr 1 t2
2 2 2 2 2
2t /4 T 4 /9et” /4 2% /4 x°/4 T t%/4
s —C+4/ B2 2T e +K—12/ C
x 1 t3 x a3 . t*
Donc

2 4 2 2,y [Tet/A 2 2
S(x)=—+—3+Mem/4+126x/4/ 64 dt:—-i—o(—)
r  x 1t T T

|Exercice 1.12.|

1. Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit f et g deux fonctions continues sur le segment

[a, b].
On suppose de plus que pour tout = > 0, on a g(x) > 0.

a) Justifier 'existence de deux réels a et 8 appartenant a Uintervalle [a, b] tels que m = f(«),

M = f(p) et pour tout x € [a,b], m < f(x) < M.
b b
b) En déduire qu’il existe un réel ¢ € [a, b] tel que / f(t)g(t)dt = f(c)/ g(t)dt.

2. Soit un entier n > 2 . Soit f : R — R une fonction impaire et de classe C™ sur R.

a) On suppose que f’ est strictement monotone. Montrer qu’il existe une fonction 6 : R — [0, 1]

telle que pour tout réel z, on a f(z) =z f’ (x@(a:))

2
b) Soit z > 0. Prouver qu'il existe un réel d, € [0, ] tel que f(z) = zf'(0) + %f”(dx).

c) Soit & > 0. Prouver qu’il existe un réel h, €]0,z[ tel que f(x) = xf'(0) + 220(x) f" (hs).

d) On suppose que f”(0) # 0. Déterminer lir% 0(x)
x—

3. On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur R par : f(z) = Arctan(z).

a) Expliciter la fonction 6 sur R*.

b) Déterminer lir% 0(x). Obtient-on une contradiction du résultat de la question 2 7
T—

Solution :

1. a) Comme la fonction f est continue sur le segment [a, b], elle est bornée sur [a, b] et atteint

ses bornes.
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b) Par positivité de la fonction g, croissance de l'intégrale et en posant A = / f(z)g(x)dx et

B:/bg(:p)dx:
m< f(x) KM = mg(x) < f(z)g(xr) < Mg(z) = mB<A<LMB.

Si B = 0, I'inégalité précédente implique A = 0 et tout choix de ¢ convient.

Sinon, en divisant par B > 0, on obtient : f(a) = m < B <M = f(B).
Le théoreme des valeurs intermédiaires assure alors existence d'un réel ¢ € [a,b] tel que
£l =5
c)=—.
B

a) Comme f est impaire, f(0) = 0. Considérons x > 0. On applique la question précédente
avec les fonctions f’ et t — 1 continues sur [0, z]. Il existe alors un réel ¢, € [0, z] tel que :

fa) = 1) = 10 = [ fode= [ 1 0= ren) [ 10 = pien.
Comme ¢, € [0, z], il existe 0(x) € [0, 1] tel que ¢, = z0(x). On a alors f(z) =z f’ <a:9(a:)>

b) Soit > 0. Une intégration par parties donne :

| @=orwa=[w-ore] + [ rodw= a0+ @
Ainsi, f(z) = 2f'(0) + /0 m(a:—t) 1" (t)dt.

Par la question 1 appliquée aux fonctions f” et t — x — t sur [0, z], il existe un réel d, € [0, z]
tel que :

[ @i =) [ - = 1)
Ainsi, il existe un réel d,, € [0, 2] tel que f(z) = zf'(0) + %f”(dm).

¢) On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f’ entre les points 20(z) et 0.
Il existe alors h, €]0,26(x)[C]0, z[ tel que :

f(@8(x)) = f'(0) + 20(x) "' (hs), dott f(z) = zf'(x0(x)) = xf'(0) + 2°0(x) f (he).
2
1
d) Par suite, Vo > 0, xf’(O)—F%f”(dm) = 2f'(0)+220(x) f"(hy), d’ot, §f”(dm) =0(x)f"(hy).
On fait tendre z vers 0T. Les réels h, et d, tendent alors vers 0 . Comme la fonction f” est
continue, il vient %f”(O) = 6(0) f"(0). Comme f”(0) # 0, on conclut que 6(0) = 1

2
3. a) Dans ce cas, pour tout x € R, f'(z) = 5 ,on a:
1+
1 1
—a2f' (20 Arct T 02(y) = — ~
f(ll?) fEf (flf (I)> And re an( ) 1+ 511292( ) = (I) xArctan(x) 33'2



Analyse 27

_ 1 1 — Arctan(z)
6(z) >0, btient : R* O(z)=,/—————— = — = :
Comme §(x) > 0, on obtient : ¥z € (z) \/ZL‘ Arctan(z) 22 x? Arctan(z)
3
b) Le DL3 de la fonction Arctan au voisinage de 0 est Arctan(z) = x — % + o(z?)

Par suite,
x — Arctan(z)  2°/3+o0(z®) 2°/3 1

2% Arctan(z)  2° +o(z®) o 2P 3

ce qui entraine

x — Arctan(z 1
1im0(:c)zlim< 5 ( )>:—
z—0 z—0 x* Arctan(z) V3
Il n’y a pas de contradiction avec la question 3 car nous ne sommes plus sous les mémes

-2
hypotheses. Ici, f”(x) = ﬁ, d’ou f”(0) = 0.
x

Exercice 1.13. |

Soit un réel xy > 0. On définit la suite (z,) par : Vn € N, x, 41 =z, + —.

Tn

n
1
On admet que Z T In(n) lorsque n tend vers +oo.
k=1

1. Montrer que la suite (x,,) est monotone et préciser sa monotonie.

2. En utilisant un raisonnement par l’absurde, montrer que la suite (z,) admet une limite et la
déterminer.

3. Déterminer la nature de la série de terme général —.
Tn

4. Montrer que la suite (22, — 22),en converge.

5. Soit (a,) et (by,) des suites de réels strictement positifs tels que a,, ~ b, et Z a, diverge.

n

n n
On admet le résultat suivant : Z ap ~ Z by lorsque n tend vers +oo.
k=0 k=0

2

x
a) Montrer que la suite (—") converge et en déduire un équivalent de (z,,).
neN*

n

n

1

b) Déterminer un équivalent de Z —-
x

k=0 "k

11 1
¢) En déduire que z,, = vV2n (1 4+ 3 n(n) +o < n(n)))
n

n
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Solution :

1. Comme zy > 0, on montre que (x,) est a valeurs strictement positives et que x,11 > .
Ainsi, la suite (x,,) est strictement croissante.

2. D’apres le théoreme de la limite monotone, (x,) tend vers un réel £ € R U {+oo}. Si ¢ est

1
fini, alors ¢ = ¢ + —, ce qui est impossible. Ainsi, lim =z, = +oo.
6 n——4+oo

"1 . L
3. Comme Z — = Tp41 — Xo, alors la série Z — diverge.
Tl Tn
k=0
4. D’apres la définition, z2,, — 2 = 2 + —. Ainsi, comme (z,) tend vers +oo, alors

n

:Rw| =

: 2 2
ngr—i{loo(mn+1 - mn) = 2.

5.a) Comme 22 | — 2 ~ 2 et Z 2 diverge, d’apres la question précédente, r2 —x2 ~ 2n. Ainsi,
12 ~2n et z, ~ V2n.

1

1 1
b) D’apres la question précédente, — ~ o Or, g — diverge, donc, d’apres la question
n n
n

xT

n
1 1 In(n)
Scédent E — ~—H, ~ .
précédente, 2 2~ gl 5

n
1
c) Comme 22, =22 +2(n+1)+ Y —, d’apres la question précédente,
n+1 0 .CC2
k=0 "'k
2 1
x; =2n+ 3 In(n) + o(In(n)).

En utilisant le développement limité de x +— /1 + x en 0,

xn:\/ﬁ<1+é@+o<w)>.

n

|Exercice 1.14.|

1. Soit f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] et dérivables sur Ja,b[ (a < b).

On considere la fonction h définie sur [a, b] par :

h(z) = f(b)g(x) — f(x)g(b) — f(a)g(x) + g(a) f ().
a) Calculer h(a) et h(b). Que remarque-t-on ?

b) En déduire qu’il existe un réel ¢ € |a, b] pour lequel on a :

(f(b) = f(a)) g'(c) = f'(c) (9(b) — g(a))
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2. Soit u et v deux fonctions continues sur [a, b]. On suppose que v ne s’annule pas sur |a, b|.

On considere les fonctions f et g définies sur [a, b] par :
Vz € la,b], f(zx)= / u(t)v(t)dt et g(z) = / v(t)dt.

a) Justifier la continuité de f et g sur [a, b] et leur dérivabilité sur ]a, b|.

b) En déduire I'existence d'un réel ¢ € |a, b| qui vérifie la relation :
b b
/ u(t)v(t)dt = u(c) / v(t)dt.

c¢) Soit ¢ et 1 deux fonctions continues sur [0, 1] telles que ¢ + 1 ne s’annule pas sur ]0,1] et
telles que :

/01 (o(1)) dt = /01 (v(t)) dt

En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe un réel s €10, 1] tel que ¢(s) = ¥(s).

Quel résultat obtient-on dans le cas ou ¢(x) =z 7

Solution :

1. a) On trouve h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(D).
b) Les regles usuelles impliquent que h est continue sur un segment [a, b] et dérivable sur |a, b|.

De plus, on a h'(z) = (f(b) — f(a))g'(z) — f'(x)(g(b) — g(a)). Comme h(a) = h(b), le théoréme
de Rolle nous assure 'existence d’un réel ¢ €]a, b[ pour lequel on a :

(f(b) = f(a)) g'(c) = f'(c) (9(b) — g(a)) .

2. a) Les fonctions f et g sont deux primitives de fonctions continues, elles sont donc continues
sur [a, b] et dérivables sur ]a, b].

b) Comme f'(x) = u(z)v(z) et ¢'(z) = v(x) et en utilisant 1. b), il existe un réel ¢ € ]a, b[ qui
vérifie :

b b
v(c) / w(t)o(t)dt = u(c)v(c) / o(t)dt.

Or la fonction v ne s’annulant pas sur |a, b, on peut simplifier par v(c).

¢) On prend pour u et v les deux fonctions définies par u = ¢ — v et v = p+1. Elles vérifient les
hypotheses de la question précédente. Il existe donc s € ]0, 1[ tel que : 0 = [p(s) — ¥(s)] fol v(t)dt.

Puisque v est une fonction continue sur [0, 1] qui ne s’annule pas sur ]0,1], le théoréeme des
valeurs intermédiaires nous dit que v est soit strictement positive sur ]0, 1[ soit strictement

1
négative. Un raisonnement classique sur les primitives nous assure que / v(t)dt # 0 et par
0

conséquent on a ¢(s) = P(s).
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Lorsque ’on prend pour v la fonction identité et si ¢ est une fonction continue sur [0, 1] vérifiant

1
1
o(z) +x # 0 pour tout = de |0,1] et / o(t)?dt = 3’ alors la fonction ¢ admet un point fixe
0
appartenant a |0, 1[.

|Exercice 1.15.|

“+o0
1. a) Pour tout n € N, justifier I’existence de / 2" /2dz. On pose :
0

+oo 5
VneN, I, = / 2" 2dx
0

b) Trouver pour tout n > 2, une relation de récurrence entre I,, et I,,_s.

Pour tout n € N, calculer Is, et I,1.

2. Montrer que l'on a :
+oo +o00 2
Vn e N¥, / w”“exp(—%)dwz/ x"_lexp<—ﬂ)dw.
0 0

3. a) Etablir la relation :

n+4+2 n+1 1 [teo 1
VneN' n 2 [,.,—n 2 In:—/ x"(:c—l———?)exp(—ﬂ)dx.
0 X

b) En déduire ’encadrement suivant :
VneN*, 0<+vnl, <I,1.

4. Etablir les inégalités :

1

2
Vn e N*, 1— — <4"( n>\/7m<1.
2n n

2
En déduire un équivalent de ( n)
n

Solution :

1. a) La fonction z — ze~ T /2 est définie, continue et positive sur RT. Cette fonction est

négligeable devant 1/2% en 400, on en déduit que 'intégrale I,, est convergente.

b) Pour n > 2, on effectue une intégration par parties en posant u(z) = 2"~ et v(x) = e /2

d’ou
A

A
a"e " 2dy = [uv(z)]8 +/ (n— 1)x”_2e_w2/2dx.
0 0

On fait tendre A vers +oo donc
In = (n — 1)In,2.
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On a Iy = v27/2 et I; = 1. On montre par récurrence que

~ (2n)!
I2n = 2nn' 7T/2,

et
IQn—i—l = Qn(n')

R K . 7’ . . — 2
2. a) On utilise une intégration par parties en posant u(z) = 2" et v(z) = —1/ne™"* /2 on en
déduit 1’égalité pour tout entier n > 1

+o0 9 +oo 9
/ mn—l—le—naz /2dl‘ _ / xn—le—nx /le,
0 0

3.a) On remarque que
2 2

+oo 1 +o0
0 x 2 0 2

On effectue le changement de variable affine u = /nx, et on obtient :

+o0 2 1 +oo 2 +oo 2
/ phe T /2(1. + = — 2)(1(13 =92 (/ xn-ﬁ-le—nm /2d£L' . / pMe T /2dx)
0 z 0 0

n4+2 n+1
=2n 2 I,y1—-n 2 I,

Par conséquent, on a pour tout entier n :

2 T
b) Le membre de droite est positif d’ott Vn € N*, 0 < v/nl,, < I,11.

_n+2 _77,—|-1 1 +oo 5 1
n 2 I,i-n 2 I,= —/ xe /2(33 + — — 2)dz.
0

4. On a pour tout entier n > 0 : v2nls, < Is,41. Soit

\/%(271)! V/2 < 2"n!

2"

2 2n)!
On en déduit 4‘"( n> vin < 1, puis V2n — 115, 1 < (ZHL)'\/W/Q. Donc
n n!

2n n

1 2
1—-—< 4‘"( n)\/ﬂ'n.

47‘L
VTN ’

. L 2n
Par conséquent, un équivalent de est
n
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|Exercice 1.16.

7 2 =2

1. Soit la matrice A = 2 4 =1 | et ¢ 'endomorphisme de R? canoniquement associé
-2 -1 4

a A.

a) Déterminer I'espace propre de ¢ associé a la valeur propre 3.

b) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de .

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f la fonction définie sur R™ a valeurs réelles telle
que :

Vu=(u1,...,uy) € R", f(u)= Zu?
i=1

Soit S une matrice symétrique réelle de M,,(R) et @ la forme quadratique associée a S définie
pour tout X

de R" par : Q(X) = 'XSX.

On suppose que pour tout X € R™, on a Q(X) > 0 et que Q(X) = 0 si et seulement si X = 0.
a) Justifier que toutes les valeurs propres de S sont strictement positives.

b) Soit u € R™. Déterminer les extrema de f sous la contrainte Q(u) = 1.

c) Appliquer & la forme quadratique sur R? :

Q(w,y,2) = To* + 4y + 42° + 4oy — 4z — 2yz

Solution :
x

1. a) On résoud le systtme AX = 3X =3 |y | <& 2z +y — 2z = 0, équation du plan
z

Es5 = ker(¢ — 31d).
Ainsi le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est de dimension 2.

b) La matrice A est symétrique réelle. Elle est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont
orthogonaux.

La trace donne I’autre valeur propre, soit 9, d’ou :

2
ker(p —91d) = Vect | 1
-1

2.2)Si SX =X X, alors 0 <XSX = \||X||2= >0 car X #0.
b) Soit ¢ € L(R™) (endomorphisme symétrique) associé a S. Alors :

9(u) = Qu) =1 = (Y(u),u) — 1
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glu+h) = @(u+h),u+h) —1=g(u)+2w),h) + (), h)
[l (h)2]l [1A]l2 = o(|IRll2)-

avec, par inégalité de Cauchy-Schwarz et linéarité de ¢ : [(o(h), h)| <
Par unicité du développement limité & 'ordre 1, V(g)(u) = 24 (u). De méme, V(f)(u) =2u.
Remarque : On peut aussi calculer les dérivées partielles de g(u) = 'XSX —1 et f(u) ='XX.

Par le cours, les conditions nécessaires d’extremum sous contrainte sont : I\ € R, ¢(u) = Au.

En ug vecteur propre de 1) pour Ag > 0 tel que g(ug) = g(ug+h) =0, on a:

g(uog + h) = glug) + 2 (1h(uo), h) + Q(h) = (ug, h) = _CZQL;?
Fluo+h) = f(ug) + 2 (ug, k) + ||B|[2 = f(uo) + ||h]|3 — %ﬁl)

Mais on sait que :
ulBIB < Q) </ IAl3 o = min(Sp(S)) et ' = max(Sp(s))

D’ou f(ug+ h) < f(ug) si Ao =, et on a un minimum en ug associé a la plus petite valeur
propre ; ¢’est analogue pour le maximum et .

c¢) Applications.
e Pour p = 3,

1
1=Q(z,y,2x +y) = 15x2+6y2—|—12xy:>f(a:,y,Qx—i—y) = \/5x2+2y2—|—4xy: ﬁ
e Pour =9,

1
1=Q(2t,t,—t) = 54t? = f(2t,t,—t) = V42 + 2 + 12 = 3

Exercice 1.17.|

n 1 n -1 k—1
Pour tout n € N*, on note H":ZE’ a, =H, —Inn et u, = H <1+L)_
k=1 k=1 \/E

1. Montrer que : Vn € N*, u,, > 0.

2. Montrer que la série de terme général (a,+1 — a,) converge, puis en déduire que la suite (a,,)
converge.
~ (="
3. Pour tout réel A > 0, on pose S,, = Z R
k=1
a) Montrer que les suites (S2;,) et (S2,+1) sont monotones.

b) En déduire que la suite (.5,,) converge.
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n 1 k—1 1 n
4. Montrer que In(u,+/n) = Z (=1) —a, + Zwk, ol wy, est le terme général d’une

k=1 \/E 2 k=1

série convergente. En déduire la nature de la suite (uy,).

n k—1
-1
5. Pour tout réel A > 0 et tout n € N*, on pose v, = H (1 + %)
k=1

1
Montrer que la suite (v,) converge. Montrer que sa limite est nulle si et seulement si A < 3

Solution :

(_1)k—1
Vi

1. On voit que u, est le produit de facteurs strictement positifs car 1 + reste positif

pour tout k > 1.

1 1
2.0na:ant1 —ap = (Hpp1 —In(n+1)) — (H, —In(n)) = e In (1 + ﬁ) Un simple

développement limité de In(1 + z) a 'ordre 2 donne
1 1 1 1 1 1 1
(14 )= —lm(14+=)=—— ).
n+1 n( +n> n 1 n( +n) 2n2+0<n2>

Ainsi,on a : ap+1 — a ~  ——.
) n+ n s t-00 2n2

1
Comme la série de Riemannn E — converge, par théoreme de comparaison pour les séries a
n

termes positifs, la série Z an — an4+1 converge. Par télescopage, la suite (a,) admet une limite.

1
n*
a) La suite (S2,) décroit car Sa(,41) — S2n = bani2 — banq1 < 0 car (by,) décroissante.

3. Posons b,, =

La suite (S2n41) croit car Somi1)41 — S2nt1 = —bany3 + banyo > 0 car (by,) décroissante.
b) On a Sap,+1 — S, = —bap+1 — 0, car lim(b,) = 0.

D’apres la question précédente les suites (S, ) et (S2,41) sont adjacentes ; donc elles convergent
vers la méme limite /.

Comme (S2,) et (San+1) convergent vers ¢, il en est de méme de (S,,).
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4. On peut écrire

In (\/ﬁun) — Y ﬂ + %an Ziln (1 n (— )k_l) B (_1)k_1

=wyg
D’apres le développement limité In(1 + z) = = — z’ + z’ +o(x?),on awy ~ L
2 3 ’ k—+oo 3L3/2°
1
Comme la série de Riemannn Z —375 converge, par théoreme de comparaison pour les séries
n

a termes positifs, la série E w,, converge.

Ainsi, d’apres les deux questions précédentes, la suite de terme général In (y/nu,) converge,
donc, par continuité de 1’exponentielle, la suite (y/nu,) converge, donc, en la multipliant par

1
—= qui tend vers 0, on a lim(u,) = 0.

vn

5. En s’inspirant du cas A = 1

2
n _ 1\k—1 1\k—1 \k—1
hl(vn):ZL—l—Zw;avecw;czln(l—l—( Y >_( D) b
k=1

L 2 B onobeo 2k

traité précédemment, on a v, > 0 et :

n (_1)k—1
Comme la somme Z A

k=1
avec une série de Riemann, la suite de terme général In(v,,) converge si et seulement si 2\ > 1,
et sinon sa somme partielle tend vers —oco. Dans le premier cas, la suite (v,,) converge vers une
limite strictement positive ; dans le second cas elle tend vers 0.

converge pour toute valeur de A\, par comparaison de E wy,

|Exercice 1.18.|

Soit n € N*; A € M, (R) une matrice symétrique et ¢ ’endomorphisme de R canoniquement

associé. On note (, ) le produit scalaire euclidien usuel de R™, || || la norme euclidienne associée
et E=R"\{0}.

On définit une application F sur E par :

vee B, F(r)= W

1. a) Justifier que F est de classe C? sur E et montrer que son gradient en tout point z € E
s’écrit :
2¢(x) 2z

V(F)(J)) = Htz - (go(x),w> H$H4
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b) Déterminer I’ensemble des points critiques de F'.

2. Justifier 'existence de m = inf F(x) et M = sup F'(z), puis les déterminer.

z€E sup
On remarquera que F(z) = <9ﬁ(iﬂ|’)7 |x|| >
X X

3. a) Soit w un point critique de F', soit h un vecteur non nul de R" et soit g I’application définie
sur R a valeurs réelles telle que :

g:t— F(u+th)
Expliciter le développement limité a I’ordre 2 de g en 0, et en déduire que la matrice hessienne

de F' au point u est :

V2(F)(u) = % (A~ F)1,)

I
ou I, représente la matrice identité d’ordre n.

b) En déduire la nature de tous les points critiques de F.

Solution :

¢
1. a) On a F(x):i(X—jif

dénominateur ne s’annulant pas sur FE.

, donc F' € C?(E,R) comme quotient de fonctions polynomiales de
Par DL; de g : = +— (p(z),2), de h: o+ ||z||* = (z,z) et identification, on obtient :

V(o)) = 20(x) ot V(h)(x)=2a
d’ou :
V) (@) = 229 o), a) 2

[Edl

]|

b) Donc V(F)(z) =0 < p(x) = F(z)z. D’ou x # 0 est un vecteur propre de .

Or A est symétrique réelle, donc diagonalisable, et z vecteur propre associé a A vérifie
o(zr) = Az, donc F(x)=A\.

2. Si S est la sphere unité de R™, on a :

p(r) = :
F(I>:<||ZE||’W> donc m=;gf5<<ﬂ(y),y> et Mzzlél;w(y),y)

existent car y — (¢(y),y) est continue sur S fermée bornée.

Les extrema de I’ sur E ouvert sont parmi les points critiques, c’est-a-dire les vecteurs propres
de ¢, pour lesquels F'(x) = X\ valeur propre associée ; d’ou le min (resp. max) est atteint aux
vecteurs propres associés a la valeur propre A\; minimale (resp. A,, maximale.)

3.a)Ona:
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(p(u), u) +2¢ {p(u), v) +t* (p(v), v)

ft) =

Il [+ o (,0) + o ol
ol 2t (), 0) + B o)) [, 2t 2
P AT

42 ) )
+ W ((u,v))” + ot )}

e [ P,
‘F<””tlnw2 |MP<’ﬂ+

4%2Fwﬂ«wwﬁ_FwﬂMP_4@wwﬁww+jﬂwwq+dﬁ

[l |* [Jull* [l |* [l [

d’ou par unicité du DL,

e G it =

avec F(u) = X si u est un vecteur propre associé a A, donc :
(V2(F)(w)(v),v) = 2 { Fw) oy P00 G w2y ) = 2 (A ~ F(u) In>

[Jull” [Jull* [Jull”

b) Pour u (resp. v) vecteur propre normé associé a A (resp. '), on a :
(V2(F)(u)(v),v) =2 (X = A)

qui change de signe (en choisissant A" de part et d’autre de \) si A n’est pas 'une des valeurs
extrémes A1 ou A,.

|Exercice 1.19.|

1
x\/x2—1.

1. a) Etudier les variations et le comportement aux bornes du domaine de définition de la
fonction f.

Soit f la fonction définie sur |1, 00| par : Vz € |1, +o0[, f(z) =

b) Représenter le graphe de la fonction f.

+oo
2. a) Montrer que l'intégrale / f(x) dx est convergente.
1

1
b) En utilisant les changements de variable u — — puis u + cos(u) que 'on justifiera, établir
u

la relation :
oo dz T

1 T 932—1_2
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+o0
3. Pour tout entier naturel n, on pose S, = Z

1
k=n+1 k \% k? —n?

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, le réel S,, est bien défini.

b) Etablir pour tout entier naturel n non nul, Pencadrement suivant :

+o0

nS, — %f((n +1)/n) < /1+1/n F(t)dt < nS,

c¢) En déduire un équivalent de S,, lorsque n tend vers +oo.

Solution :

1. a) La fonction f est décroissante (comme produit de fonctions positives décroissantes), a
valeurs positives.

Ona lim f(x) =4ocet lim f(x)=0.De plus, f est continue et dérivable.
z—1+ T—400

b) Laissé au lecteur possédant un outil graphique sous la main.

1
2. a) La fonction f est continue sur |1, 400 et a valeurs positives. De plus f(x) ot dont
©

I'intégrale est convergente sur [2, +oo[ d’apres les intégrales de Riemann.

Egalement, f(z) dont l'intégrale converge qui sur ]1,2] d’apres les intégrales de

1
Vi Vo1 —z
Riemann.
1
b) Comme u — — est C! et strictement décroissante sur |0, 1] et u — cos(u) est C? et strictement
Uy

décroissante sur |0, 7 /2[, 'intégrabilité précédente est préservée et on a :

+o00 1 w/2
du T
f(t)dt:/ —:/ df = —.
/1 0 vV1—u? 0 2

1

kv k%2 —n?

1 1
3. a) Soit n € N. Comme ~ 1z lorsque k — +o0, alors Z converge et
k

k2 —n2

S,, est bien défini.
b) D’apres la définition de f, on a :
1 X
Sn=—5 > [flk/n).
n k=n+1
Comme f est décroissante, pour tout ¢t € [k/n,(k+1)/n], on a :
f((k+1)/n) < f(t) < f(k/n)

1 N+1 N/n+1/n

LS Sk < O S )

n
k=n+2 1+1/n k=n-+1
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1 oo

Comme f(x) ~ —5, la suite (S, n)n est croissante et majorée par / f(t)dt qui est
too 1+1/n

convergente.

Ainsi, en passant a la limite dans 'inégalité, on obtient :

1 oo
nS, — ;f((n +1)/n) < /1+1/n f@)dt < nS,

+o0 +oo
l/ ft)dt < S, < l/ f(t)dt + %f((n +1)/n).

nJi+1/n nJi+1/n

¢) Comme f admet une intégrale convergente sur |1, 4+oo[ et f((n +1)/n) ~ \/g, alors (Sy,)

i
converge vers 0 et S, ~ o
n

Exercice 1.20. |

Soit une fonction f : [0,1] — [0, 1] de classe C? et telle que :

ffz0, 720, f(1)=1, f((0) <1, f'(1)>0
On note m le réel f'(1) et on note (uy,)n>0 la suite définie par : ug = 0et Vn € N, u,q1 = f(uy).
1. Donner un exemple de fonction f satisfaisant aux diverses contraintes.

2. a) Montrer que 1 est 'unique antécédent de 1 par f.

b) Montrer que pour tout n € N on a u,, # 1.
3. Montrer que la suite (uy),>0 est croissante et converge vers un réel noté £.

4. Montrer que l'ensemble J = {z € [0,1], f(z) = =} admet une borne inférieure o puis que
fla) = a.
5. Montrer que ¢ = a.

On suppose désormais que 0 < m < 1.
6. Montrer que o =1

7. Pour tout n € N, on pose v,, =1 — u,,.

On suppose établie la convergence absolue de la série de terme général v,,.
a) Etablir la convergence de la série :

S (—m(”j””“>
m~ ",

n>0
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b) En déduire l'existence d’une constante K > 0 telle que v,, ~ Kx m'™ lorsque n tend vers
+00.

Solution :
e —1
e—1"

1. Par exemple : z — 22, x>

2. a) Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe 8 € [0, 1] tel que f(5) = 1. La croissance
de f (f’ = 0) entraine que f est constante sur [3,1] d’'ou f' = f” = 0 sur [3,1] ce qui est en
contradiction avec la donnée f”(1) > 0. Donc f~1(1) = {1}.

b) Par récurrence sur n € N : on a ug = 0 # 1, si on suppose u,, # 1 alors u,4+1 = f(u,) =1
est absurde car u,, # 1 serait un antécédent de 1.

3. On établit par une récurrence immédiate : Vn € N, 0 < u,, < up41 < 1.
Onawuy=0=0=wuy <u; = f(up) < 1car f est croissante et a valeurs dans [0, 1]. De méme :
si0 < u, < Un+1 < 1 alors f(un) < f(unJrl) et [f(un)7 f(un+1)] - [07 1]'

La suite réelle (uy,)n,>0 est croissante et majorée, elle converge donc vers un réel £ € [0, 1]

4. L’ensemble J est non vide (f(1) = 1) et minoré (par 0, car J C [0,1]) donc il admet une
borne inférieure a.
Soit (a,) € JN telle que lim «, = . Alors, par continuité de f, f(a) = lim f(a,) =

n—+00 n—r+00
lim o, = a.
n—+oo
5. On a bien ug = 0 < « et si u,, < « alors la croissance de f entraine que u,41 = f(u,) <
f(a) = a. On a donc montré par récurrence Vn € N u,, < «, d’on, par passage a la limite :
¢ < . Par ailleurs, f(¢) = ¢ (car f est continue) donc nécessairement : ¢ = « (unique point fixe
de J N0, ).

6. Ici m < 1. On pose g = f — Id, alors : ¢'(x) = f'(z) — 1 et ¢"(x) = f"(x) > 0. Donc ¢’ est
croissante et majorée par ¢’(1) =m — 1 < 0 donc ¢’ < 0 sur [0, 1].

On a g(a) = g(1) =0, si a < 1, on peut appliquer le théoreme de Rolle a g sur [, 1] : il existe
B €10,1],¢'(8) = 0 incompatible avec g’ < 0 sur [0, 1]. Donc a = 1.

7. a) Il vient upq1 = f(un) = f(1 —vn) = f(1) — o f'(1) + %f”(l) + o(v?) par application de

la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 au point 1.
2

Dot 1 —vpe1 =1 —mu, + %f”(l) + 0(v?), et Z:;r: =1- ;—;f”(l) + o(v,,) entraine

In (m(njl)vn+1> —In (UnJrl) N f//(l)vn
m~ ", muy, 2m

qui est le terme général d'une série convergente, d’ou la convergence de la série
mf(nJrl)

Un+1 .
E In TM vers un réel S
m~ v,
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b) On a

Zln<

m<+>v+1

vn

N-1
> =1In H m
k=0

Ona lim ln( UN

N—4o0 Vo.M

N)zS:

—(n+1
(n+ )anrl
m~ v,
. UN
lim

N—+o00 Uo.mN

= In(vy) — In(vg) — Nln(m) = In (

:eS:UNNeSmN.

UN
Vo.M

N

)
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ALGEBRE

|Exercice 2.01.|

Soit E un espace vectoriel euclidien. On note ( , ) son produit scalaire.

1. Pour tout u € F, on note ¢,, application qui a tout vecteur = de E associe ¢, (z) = (u, ).
a) Montrer que ¢, est une forme linéaire.

b) Montrer que 'application ¥ qui, & tout vecteur u de E, associe l'application ¢,, est injective.
¢) En déduire que, pour toute forme linéaire ¢, il existe un unique vecteur u de FE tel que
¢ = ¢u.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, et pour tout A =
(@i j)i<ij<n € Mp(R), la trace de A est notée tr(A).

On admet que I'application g définie sur M, (R)? par g(A, B) = tr(*AB), est un produit scalaire
sur M, (R).

Dans toute la suite, H désigne un hyperplan de M, (R).

2. Montrer qu'il existe A € M, (R) telle que pour tout M € M, (R), on a :
M e H < tr(AM) = 0.

3. Soit (E; j)1<i,j<n la base canonique de M,,(R). On pose

B=FE,+ Z E;i 1

i=2
Montrer que la matrice B est inversible.

4. On note f D'application linéaire canoniquement associé a A et on pose pour tout entier

re[l,n]:
Jr=> Ei;
i=1
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a) Montrer qu'il existe deux bases B; et By de R™ et un entier 7 > 0 tels que la matrice
MB17B2 (f) = Jy.
b) En déduire qu’il existe deux matrices inversibles P et @ telles que A = PJ,.Q.

5. Montrer que H contient une matrice inversible.

Solution :

1.a) Le produit scalaire est a valeurs dans R et est bilinéaire. Ainsi, ¢,, € L(E,R).

b) Comme le produit scalaire est linéaire a gauche, I’application ¥ est linéaire. Soit u € Ker ¥,
alors ¢, = Oz (g R)-

En particulier, ¢, (u) = (u,u) = 0, soit u = 0g. Ainsi, Ker U = {0g} et ¥ est injective.

¢) Comme ¥ est injective et dim E = dim L(FE,R), alors ¥ est bijective.

2. Comme H est un hyperplan, il existe ¢ forme linéaire non nulle telle que H = Ker ¢. D’apres
le résultat

précédent, il existe une matrice U € M, (R) telle que ¢ = ¢y. Alors, M € H si et seulement si
d(M) =0 siet

seulement si tr(‘UM) = 0. 11 suffit donc de poser A = U.

3. La matrice B est une matrice de changement de base, donc est inversible. En effet, la matrice

B est associée a l'application (ej,ea,...,e,) — (€2,€3,...,€en,€1), OU (€1,...,e,) désigne la
base canonique de F.

4.a) Soit G un supplémentaire de Ker f. On considére une base By = (e1,...,€r,€r01,...,€n)
adaptée a la

décomposition £ = G @ Ker f. D’apres le théoreme du rang, G est de méme dimension que
Im¢ et r =rg(f).

Ainsi, en notant f; = f(e;) pour i € [1,7], alors (fi,..., f-) est une famille libre de E qui peut
étre complétée

en une base By = (f1,..., fn) de E. Alors, Mg, B,(f) = J:.

b) Il s’agit des formules de changement de bases.

5. On écrit A = PJ,.Q puis tr(AQ 'BP™!) = tr(PJ,QQ 'BP~1) = tr(J.B) = 0. Ainsi,
Q 'BP~! est inversible et appartient & H.

|Exercice 2.02.|

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On note M,,(R) ’ensemble des
matrices carrées réelles d’ordre n et M,, 1(R) '’ensemble des matrices colonnes réelles a n lignes.

Une matrice M de M, (R) ou de M, 1(R) est dite positive (respectivement strictement
positive), si tous les coefficients de M sont positifs ou nuls (respectivement strictement positifs).

On note dans ce cas M > 0 (respectivement M > 0 ).
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Si M et N sont deux matrices, la notation M > N (respectivement M > N ) signifie que
M — N > 0 (respectivement M — N > 0).

Une matrice M de M, (R) est dite productive si M est positive et s’il existe une matrice positive

P de M,, 1(R) telle que P — MP > 0.

1. Soit M une matrice de M, (R). Montrer que M est positive si et seulement si pour toute
matrice positive X de M,, 1(R), on a MX > 0.

P
2. Soit A = (as,5)1<i,j<n une matrice productive de M,,(R) et P = | une matrice positive
Pn
de M, 1(R) telles que P — AP > 0.
a) Montrer que P > 0.
1
b) Soit X = : de M, 1(R) telle que X > AX. On pose ¢ = min <ﬂ> = TE avec
x. ie[1,n] \ p; Dk

k€ [1,n].

Montrer que l'on a :
n
c|pk— Zak,jpj >0
=1

En déduire que ¢ > 0 et que X est positive.
c) Soit X € M,, 1(R) tel que X = AX. Montrer que X = 0.
En déduire que la matrice (I,, — A) est inversible, ou I,, est la matrice identité de M,,(R).

d) Montrer que la matrice (I,, — A)~! est positive.
3. Soit B une matrice de M, (R) telle que (I,, — B) est inversible et (I,, — B)~! >

> 0.
Soit U 1’élément de M,, 1(R) dont tous les éléments sont égaux a 1 et V = (I, — B)~'U.
Montrer que V — BV > 0.

Solution :

1. Supposons que M > 0. Tous ses coefficients sont positifs ou nuls. Comme X > 0, ses
coefficients sont positifs ou nuls et par produit matriciel, les coefficients de M X sont positifs.

Réciproquement, les coefficients de la matrice colonne e; représentant la base canonique de
M., 1(R) étant positifs ou nuls, les colonnes de la matrice M étant formées des coefficients de
Me;, on a Me; > 0 et donc M > 0.

2. a) On écrit P = (P — AP)+ AP. Or P— AP >0 et AP > 0. Donc P > 0.



46 ESCP Europe 2018 - Oral

2
b) Par définition de ¢, on a pour tout j € [1,n], ¢ < =L. Comme p; > 0, il vient z; > cp;.
by

Donc :
n

E ag Ty > C§ Qg jDj

Jj=1 Jj=1
n n
Or X > AX entraine que z; > E ak,jT; = ¢ E Ak, jDj-
=1 =1

Comme xp = cpg, on obtient :

n
c\pk— Zak,jpj 20
j=1

n
Comme pg > Z ar,;p; est le k-ieéme élément de la matrice colonne P — AP > 0, on a c > 0 et
j=1
comme x; = cp; avec p; > 0, il vient X > 0.

c¢) Supposons X = AX. Alors —X = A(—X);donc X > AX et —X > A(—X).
Ainsi X >20et — X >0et X =0.
De plus, cela signifie que ker(l,, — A) = {0} donc que I,, — A est inversible.
d) Soit X € M,, 1(R) telle que X > 0. Posons Y = (I,, — A)"!X. On a:
Y- AY =(I,-AY =X>0=Y > AV =Y >0
Donc (I, — A)~'X > 0 entraine que (I,, — A)~! > 0.
3. On sait que (I,, — B)™' > 0. Or U > 0, donc V = (I, — B)~'U > 0.
De plus, comme dans la question précédente V — BV =U > 0, donc V — BV > 0.
Finalement B > 0,V > 0 entrainent que V — BV > 0 : ainsi B est productive.

|Exercice 2.03.|

Soit A et B deux matrices symétriques d’ordre 2 a coefficients réels. On note Dy = diag(A1, A2)
(resp. Do = diag(p1, p2)) une matrice diagonale semblable & A (resp. a B) avec A\; > Ag (resp.

p1 = ).

1. Justifier que A + B est diagonalisable. On note D = diag(vy,2) une matrice diagonale
semblable & A + B, avec v > vs.

2.a) Montrer que la trace d’une matrice symétrique d’ordre 2 est la somme de ses valeurs
propres.

b) En déduire I’égalité :
V1 +va = A1+ Ao+ g1 + e,

3.a) Montrer que pour tout vecteur  de R? muni de sa structure euclidienne canonique, on a :

Aollz|* < (Az, z) < Ml
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b) En déduire 'inégalité :

v — v < A1 — Ao + 1 — .
4. Etablir I'inégalité :

A1 = A2 — py + po| <1 — v,

5. Montrer que I’ensemble des couples possibles (v, 15) est inclus dans un segment [a, b] dont
on déterminera les extrémités.

Solution :

1. La matrice A + B est diagonalisable car elle est symétrique a coefficients réels.

On note vy > 15 les valeurs propres de A + B.

2.a) La matrice A symétrique réelle est ortho-diagonalisable. Deux matrices semblables ont
méme trace car tr(AB) = tr(BA). Ainsi la trace de A est la somme de ses valeurs propres.

3. La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs
propres de A que I’on note (uy,us) donc soit z un vecteur de R?, on a

x = (z,ur)uy + (x,uz)us = Ax = A {x, u1)us + Ao {x, us)us = (Ax, ) = A\ (x, u1>2 +/\2<9c,u2)2

Comme \; > )2, on obtient, pour tout vecteur z de R?

Ao({a,un)? + (2, u2)?) < (Az,2) < M((z,w)? + (@, u2)%) = Aoll2]]* < (Az,2) < 2]

On a pour tout vecteur z de R? de norme 1

(A+ B)x,z) = (Az,x) + (Bz,z) < M +p1 =1 < A+ 11
De méme Ao + po < v5. On en déduit v — o < Ay — Ao + 1 — o
4. Soit u un vecteur unitaire de E,, (B), on a

< (Au,u) + g <vp = Ao+ pp <.

)
De méme v un vecteur unitaire de E,,,(B), o
(Auu)—l—,u vy = vy < A+ o
Ainsi Ao + pp — Ay — po < v — 1o,
De méme avec un vecteur unitaire de E}y, (A), puis de E),(A), on obtient
A1 — Ao — 1 + po| < w1 —ve.

5.0na [N\ — Ao — 1 +po| Svp—vo <A — Ao+ g1 — po, et Ay + Ao+ gy + po = v1 + 5. Par
somme
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AL+ p2 < v <A+ e,
Il existe donc un réel ¢ € [0, 1] tel que 1 = A1 + p2 + t(p1 — p2). On en déduit que
va = Az + p1 — t(pr — p2)

()= (A )+ etom = (L))

L’ensemble des valeurs propres possibles est donc un segment dont les extrémités sont les points

obtenus pour t =0et t =1":
A1+ py A1+ p2
Ao+ ) \Ao+pr )

Par conséquent

Exercice 2.04.

Pour tout entier n > 2, on note [, la matrice identité d’ordre n, J la matrice de M, (R)
1

exclusivement composée de 1 et Xy la matrice colonne | : | € M, 1(R).

On désigne par :

o Uy, la famille (finie) des matrices de M., (R) constituées exclusivement de 0 et de 1 et contenant
exactement deux valeurs 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. On note w,, = Card (i, ).
e H,(i,7) le sous-ensemble de U,, formé des matrices dont le coefficient de la ligne i et colonne

j vaut 1.

Pour (i, ) € [1,n]?, on note S, ; la matrice obtenue en permutant la i-éme colonne et la j-éme
colonne de I,,.
1. a) Calculer Sﬁj. Soit M € M,,(R)) ; décrire les matrices M.S; ; et S; ;M.

b) Soit A € U,,. Montrer que Xy est un vecteur propre de J et de A ; préciser les valeurs propres
associées.

c¢) Montrer que J ne peut pas s’écrire sous la forme A — B avec A et B dans U,

2. a) Calculer us et ug.

b) Soit (i, ;) € [1,n]?. Montrer que 'application ¢ définie sur U, par ¢(A) = S1;AS] ; est une
application a valeurs dans U,,.

Calculer ¢o¢ et déterminer ¢(H,,(,7)). En déduire que les ensembles H,, (i, j) ont tous le méme
cardinal, noté h,,, et que 'on a :

Z A=h,xJ
AelU,

¢) En remarquant que ( Z A) Xo = Z (AXj), établir une relation entre wu,, et h,,.
Aely, Aely,
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Solution :

1.a) On a 52 = Id. La matrice S; ;M est la matrice obtenue en permutant les lignes i et j de
M. De méme M S;,; est la matrice obtenue en permutant les colonnes i et j de M.

b) On a: AX() = 2X0 et JXO = nXo.

c¢) Supposons que J = A — B. Alors on aurait : nXy = JXo = (A — B)Xy = 2Xy —2X, =0,
ce qui est absurde.

a)OnaZ/lgz{(i })},etqul.
1 1 0 1 0 1 1 0 1
Demémels={|{1 0 1],{1 1 0,0 1 1]},
0 1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1 1
01 1),[1t 0 1],[1 1 0]} etu=6.
1 0 1 1 1 0 1 0 1

b) Le produit de matrices carrées étant bien défini, il suffit de montrer que ¢(A) € U,, : permuter
deux lignes ne modifie pas le contenu global dans les colonnes (conservation du nombre de 1),
puis permuter deux colonnes ne modifie pas le contenu global dans les lignes (conservation du
nombre de 1) donc on reste dans U,,.

o (po@)(A) =51,51,A51;51;,=1A1=A, donc ¢ est bijective.

e on a a; ; = 1 d’olt, en permutant successivement les lignes 1 et 4 puis les colonnes 1 et j, la
valeur se retrouve en ligne 1 et colonne 1 d’out ¢(H,,(7,7)) C Hn(1,1).

De la méme maniere,p(H,(1,1)) C Hyp(4,5) = Hn(1,1) = (p0d)(Hn(1,1)) C ¢(Hn(i,7)). Donc
Hn(L 1) = ¢(,Hn(zu7))

e lapplication ¢ étant bijective : Card(H,,(4,7)) = Card(H,(1,1)) est indépendant de 1, j.

e ainsi, V(i,5) € [1,n]?, le nombre d’éléments de U,, prenant la valeur 1 & la ligne i et colonne
j est h,, et les autres éléments de U,, prenant la valeur 0, d’ou :» Acu,, A=h,.J

¢) On obtient
( 3 A)XO = (hp-)Xo = hanXo = > (AXo) = Y 2X0 = 2u,Xo

AclU, AeU, AeU,
n.hy,
2

I Ay . J—
d’ou : u,, =
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|Exercice 2.05.

Soit un entier n > 2.

1. a) Rappeler la formule de Moivre.
b) En déduire I'existence d’un unique polynome T,, € R[X] tel que :
Vz eR, T, (cosz) = cos(nx).

2. Montrer que pour tout nombre complexe z de module 1, on a :

1 1 1 1
T, ( = )=z (=),
GG2) = ()
[n/2]

3. a) Calculer kz_() (27;) ou |n/2] désigne la partie entiere de g
b) Montrer que le polynéme T, est a coefficients dans Z. Déterminer son degré et son coefficient
dominant.

34 4i
4. On considéere le nombre complexe z = —g L

a) Déterminer son module. Soit 6 un argument de z. Préciser cos(f) et sin(0).

b) En utilisant le polynéme T,,, montrer qu’il n’existe aucun entier n de N* tel que 2™ = 1.

Solution :

1. a) La formule de Moivre dit que pour tout entier n € N et tout réel x, on a e® = ()",
d’ou :
cos(nz) + isin(nz) = (cosx + isinx)".
b) Ainsi, avec la formule du binéme de Newton, on a :
n
cos(nz) = Re ((cos(z) +isinx)") = Re <Z (Z) (i sin z)* (cos a:)"_k) .
k=0

n
En ne gardant que les termes d’indice pair et en notant [n/2] la partie entiere de —, on a :
2

Ln/2] Ln/2]
cos(nzx) = Z <2T;) (isinz)? (cosz)" "% = Z (;;) (cos® x — 1) (cos )"~ %
Jj=0 7=0
On a donc :
Ln/2] n
Tn(X) = X? -1y X",
=3 (5) -1

Pour démontrer 'unicité, on suppose qu’il existe un second polynome R,, vérifiant la méme
relation.
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Posons @Q,, = T, — R,,. Pour tout x € R, @, (cosz) = 0, donc Q,, a une infinité de racines. C’est
donc le

polynome nul, ce qui prouve que T;, = R,,.

2. Comme z est un nombre complexe de module 1, on peut l’écrire z = €, ot § € R. Des lors,

1 1N 1,.,
5(24—;):5(66—1—6 9):(:05(0)

2 2
On obtient la formule demandée grace a la relation vérifiée par T,,.

1 1 1, . .
= (z” + —n> = = (e"? + e~} = cos(n)
z

3. a) Par la formule du binéme, Z (Z) =(14+1)"=2"et Z (Z) (-1)*=(1-1)"=0.En
k=0

k=0 =
sommant ces deux formules, les termes d’indice impair disparaissent et ’on obtient deux fois

les termes d’indice pair.

n n n/2) n/2)
Dot 2" =3 (Z) +3 (Z)(—l)k =2 )" (273) Ainsi, Y (273) —on—1,
j=0

ln2l . '
b) Comme T, (X) = Z (2 ) (X2 —1)Y X" % on voit déja que T}, est & coefficients dans Z.
- J
7=0

Pour tout j € [0, [n/2]], le polynéme (X2 — 1)/ X"~2/ est de degré n. Par somme, le polynome

/2]
T, est de degré inférieur ou égal a n. Le coefficient de X™ dans T, est Z ( 2n ) =271, Ceci
. J
7=0

prouve que T}, est de degré n et de coefficient dominant 271,

3
4. a) Le nombre complexe z est de module 1. Soit § un argument de z : cos(f) = R et sin(f) = 5

b) Raisonnons par 'absurde et supposons qu'’il existe un entier n > 2 tel que 1 = z". Par
identification de la partie réelle, cela donne :

n—1 n n—1 k
1 = cos(nf) = Ty (cosf) = 2" (cos §)" + kz_o ay(cos@)F = 21 (g) + kz_oak (g)

ou pour tout k € [0,n — 1], ar € Z. En multipliant cette égalité par 5™, on obtient :
n—1
B =218 4+ Y a3t R,
k=0
Ceci implique que 5 divise 2" 13" | ce qui constitue une contradiction.
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Exercice 2.06.

Dans cet exercice on confondra polynome et fonction polynomiale.

Soit n € N.
P)Q(1)

1
1. Montrer que pour tout (P, Q) € R,,[X]?, 'intégrale / ——~——"(dt est convergente.
" -1 /1 —¢2

Pour tout (P, Q) € R,[X]?, on définit :

1
P)Q()
Q= [ S
1 /1 —¢2
2. Montrer que ( , ) définit un produit scalaire sur R,,[X].

3. a) A l'aide du changement de variable ¢(u) = cos(u) sur un intervalle & préciser, déterminer
o
—dt.
—14/1—1¢2

1 2
b) Montrer que /
~1

I M
V1—2a? 2’

On note Tj le polyndéme constant égal a 1.

4.a) Déterminer un réel o pour lequel le polynéme 77 = X — T} vérifie les relations :

<T1,T()> =0et VeCt(Tl,To) = Rl[X]

Préciser les racines de Tj.

b) Déterminer deux réels \ et u pour lesquels le polynome To = X2 — AT} — uTy vérifie les
relations :

<T2,T0> = <T2,T1> =0et VeCt(TQ,Tl,T()) = RQ[X]

Préciser les racines de T5.

5. Soit P € R[X]. On suppose que P change de signe sur R et on note oy, ..., a, (a1 < -+ < )
les racines de P telles que, pour tout i € [1,7], le polynéme P change de signe au voisinage de
Q.
T

Déterminer le signe du polynéme P(X) H(X — ;).

i=1
6. Soit (Tp, ..., T, ) une base de R, [X] formée de vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire
défini a la question 1, telle que pour tout k € [0,n], le polynéme T}, soit de degré k.

Montrer que, pour tout k € [1,n], le polynome T}, possede k racines simples et que ces racines
appartiennent & Uintervalle [—1, 1].
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Solution :

P()Q(t 1 1

% est continue sur | — 1, 1[. De plus, ~ . Alinsi, si
1—1t

PQ possede

V1—t2 Vi V2Tt
une racine en 1, alors 'intégrande est prolongeable par continuité. Sinon, elle est équivalente, a

vV1—-t

1. La fonction t —

une constante multiplicative pres, a dont l'intégrale converge. Le raisonnement en —1

est identique.
2. La symétrie, la linéarité et la positivité proviennent des propriétés des intégrales généralisées.

De plus, si (P, P) = 0, les fonctions étant continues sur | — 1,1[, le polynome P est nul sur
] — 1,1, donc il possede une infinité de racines, soit P = Or[x]. Ainsi, on a bien défini un
produit scalaire.

3. a) La fonction cos :]0, 7/2[—]0, 1] est de classe C! et strictement décroissante. Ainsi, d’apres
la parité et la formule de changement de variable, I'intégrale étant Convergente,

/1 1 dt—2/1 1 / sin(u
—1/1—¢2 0 \/1—t2 sin(u

b) On pose u: x — z et v : x> —/1 — 2. Les fonctions u et v sont de classe C! sur | — 1,1]
et en prenant bien soin de travailler sur un segment puis de passer a la limite,

/ mdw-/ de—2/ de—Q/ " sin?(z)dz.

On effectue le méme changement de variable que précédemment. Or, comme cos(w/2 — ) =
/2 w/2
sin(z), alors sin?(x)dx = / cos?(x)dz et la somme des deux intégrales vaut 7/2. On
0

0
obtient ainsi le résultat attendu.

4.a) Cherchons un tel a. Comme (T1,Tp) = 0, alors
(X, TO

(Ty, To) - /\/1—332

par parité. Ainsi, 77 = X convient. L’unique racine de Tj est 0.

=0,

b) On reprend les calculs comme précédemment.

\ (X2 To) / 1
T(),TO ,/1_332 2
<X25T1

1‘
_ — dr =
H <T1,T1> <T17T1> /—1 \ 1-— 1’2

1 1 1
Ainsi, Th = X2 — = = (X——> <X+—).
’ 2 V2 NG
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5. En notant ) = H(X — ), le polynéme @ change de signe en méme temps que P. Ainsi, le
i=1

produit PQ est de signe constant. Il est positif si lirf P(x) = 400 et négatif sinon.
Tr—r+00

6. On suppose par 'absurde que T}, posseéde des racines hors de I'intervalle [—1, 1] ou des racines

doubles.

On note —1 < a3 < -+ < a, < 1 les racines de T} comprises dans l'intervalle [—1,1] en
T

lesquelles T}, change de signe. Alors, r < k. On pose alors @ = H(X — ;). (Si T) ne possede
i=1
pas de telles racines, on pose Q) = 1).

Alors, Qr = Z%’Ti et comme la base est orthogonale et r < k, alors (Qg,Tx) = 0. Ainsi,

1=0

/1 Qulr)Tiz) dez =0
-1 1-—2x2

Comme QT garde un signe constant, il s’agit du polynéme nul, ce qui est impossible. Ainsi,

r = k et T}, possede k racines dans [—1, 1] en lesquelles il change de signe, donc ces racines sont

simples et sont les seules racines de Tj.

Exercice 2.07. |

Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
x
Soit X = | : | € M, 1(R). On dit que X > 0 (resp. X > 0) si pour tout i € [1,n], z; >0

'r’n
(resp. x; > 0).

Soit A = (aij)i<ij<n € Mnp(R). On dit que A > 0 (resp. A > 0) si pour tout (4,j) €
[1,n]3, a; ; = 0 (vesp. a; ; > 0).

Soit € I'ensemble des matrices défini par : € = {4 € M,,(R) / A inversible et A~! > 0}.

1. On suppose que A € £. Montrer que {X € R"/AX >0} C{X e R"/X > 0}.

2. Soit A € M, (R) telle que {X € R"/AX >0} C{X e R"/X > 0}.
a) On suppose que AX = 0. Montrer que X = 0. En déduire que A est inversible.

b) En utilisant la base canonique de R™, montrer que A= > 0.

3. Soit B la matrice de M,,(R) définie par :

o 1 0 ... 0

0 1 0
B=10 '

1
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et A=2I, — B, ou I,, désigne la matrice identité d’ordre n.

I1

a) Soit X = : et Y = AX. En posant g = x,,4+1 = 0, montrer que si Y > 0, alors X > 0.
Tn

(on pourra considérer ¢ = min x; et montrer que a = 0).

0<i<n+1
b) En déduire que la matrice A appartient a .

Solution :
1.SiY = AX >0, comme A™1 > 0,ona X = A7}(AX) > 0.

2. a) Supposons AX = 0; donc AX > 0et X > 0. Mais A(—X) = 0 entraine que —X > 0.
Donc X = 0.
On en déduit que ker A = {0} et que A est inversible.

b) Soit e; le i -itme vecteur de la base canonique de R™. On a A(A~'e;) = e¢; > 0. Donc
A~'e; > 0. Ceci représente la i-ieme colonne de A~! qui est donc positive. Ainsi A= > 0.

Z1
3.a)Si X = . |, alors AX =Y est équivalent au systeme

'Tn

201 — T2 = Y1
—21 + 229 — T3 = Yo

—Tp—2 t 2m2n—1 — Tp = Yn—-1
an —Tn—-1 = Yn

On introduit deux variables zg = z,4+1 = 0 de facon a ce que le systeme précédent devienne
Vk € [0,n+ 1], 22k — (-1 + Tht1) = Yk

Supposons Y = AX > 0. Soit a = inf ;. Montrons que a = 0.
1€[0,n+1]
e sia=zg0ua=2x,+1,0naa=0
e sia =z, avec 1 < k < n, alors 2a > zp_1 + Tk+1. Or 4,1 = a et xx4+1 = a. Donc
2a 2 xk—1 + Tg4+1 = 2a. On a donc égalité et 1 = 2 = T41 = a.
On remonte et on redescend ainsi les équations pour obtenir a = z; Vj € [0,n + 1], soit a = 0.

b) On conclut cet exercice en utilisant les questions précédentes.

|Exercice 2.08.|

On note E = M,,(C) I'espace vectoriel des matrices complexes d’ordre n > 2 et

C={®ecL(E)/VMecE, &M)="dM)}

Si P est une matrice fixée de F, on note ®p 'application définie sur F par :
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VM€ E, ®p(M)="PMP +'P'MP
On note §,, 'ensemble des matrices symétriques de E et A, I’ensemble des matrices anti-
symétriques de FE.
1. Soit M une matrice inversible de E. Justifier que "M est inversible et exprimer (‘M )_1 en
fonction de M 1.
2.a) Montrer que ®p € C.
b) On suppose que P est inversible. Déterminer ker(®p).

3. a) Montrer que F est la somme directe de l'espace S,, et de 1'espace A,,.
b) Soit ® € L(E). Montrer que ¢ appartient a C si et seulement si ®(A4,) C A, et ®(S,) C S,.

4. Dans cette question, on a n = 2, P non nulle et non inversible. Montrer que tr(®p) =
2(tr(P))?.

Solution :

1. C’est du cours : MM~ = I et en transposant * (M) ™M = I d’ou *M est inversible &
gauche donc & droite et (M)~ = F(MY).

2.a) Pour montrer que ®p € C il faut démonter que ®p est un endomorphisme de E vérifiant
VM € E, tq)p(M) = q)p(tM)

et de la linéarité de la transposition.

Le fait que ®p soit une application de E dans E vient de ce que le produit de deux matrices
carrées de taille n x n est une matrice carrée de taille n x n, et aussi du fait que la transposition
est une application de E dans FE.

Ensuite, VM € E,{(®p(M)) ={(*PMP + 'P'MP) = ‘P!'M P+'PMP = ®p('M), en utilisant les
propriétés de linéarité de la transposition et la formule de transposée d’un produit, généralisée
& un produit de trois matrices carrées de méme taille n x n : {ABC) = 'C'B'A

b) On suppose ici P est inversible. On a ker(®p) = {M € E,'P(M +'M)P = 0} = {M €
E, (M +'M) = 0}, grace & la multiplication & droite et & gauche par des matrices inversibles et
par leurs inverses.

Ainsi, si P est inversible, alors ker(®p) = A,.

3. a) Méme sur le corps des complexes, toute matrice M de E se décompose de maniére unique
en M =A+ S avec A€ A, et S €S, et de plus:

M +'™ M —'™M
gAML M-
b) i) Supposons que ® est dans L(E), et que ®(A,) C A, et D(S,,) C S,,. Soit donc une matrice
M quelconque de E que 'on décompose comme a la question précédente en M = A + S avec

Ac A, et SesS,.
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Alors, (M) = ®(A) + ¢(5) par linéarité. Or d’apres 'hypothese, ®(A) € A, et (S5) € Sy,
donc H(®(M)) = —P(A) + @(9).

Et par linéarité comme 'M =S — A, ®('"M) = —P(A) + ®(S) = 1(P(M)).

ii) Soit ® un endomorphisme de E appartenant a C. Soient A et S deux matrices, la premiere
dans A,, et la seconde dans S,,.

Comme S est symétrique, elle est égale a sa transposée. Ainsi, ®('S) = ®(S) = '@(S) puisque
® € C, et de méme P(*A) = —P(A) = 'P(A).

Ainsi, on a bien prouvé que ®(S) € S,, et ®(A) € A,.

4.Si P = ( CCL Z) est non inversible, alors ses colonnes sont proportionelles et ad — bc = 0.
Déterminons les images par ®p de la base canonique (E; ;)1<i,j<2. 1l vient :
24> 2ab 2ac  2cd
2p(E1a) = <2ab 252> ®p(Ba2) = (Zbc 2d2>

2ac ad + cb)

Pp(Er2) = Pp(E21) = <ad +cb 2bd

Comme P est non inversible, ad = be, ainsi :

tr(®,) = 2a* + 2d* + 2(ad + cb) = 2a* + 2d* + 4ad = 2(a + d)? = 2(tr(P))?

|Exercice 2.09.|

Soit un entier n > 2.
1. Pour tout k € N* et tout A € M,,(R) fixés, on pose : I';, = {M € M, (R), A*M = A*~1M}.
Montrer que ’ensemble I'y, est un espace vectoriel.

2. Montrer que, pour tout k € N,on a : I'y C I'py1.

3. Dans cette question uniquement, on prend n = 3 et on choisit la matrice : A =

o O O
o O =
o~ O

Déterminer I'y, I's, et I's.
4. On revient au cas général ou n > 2.

a) Montrer que si A est inversible, alors I'y = I's.
b) Etudier la réciproque.

On pourra s’intéresser a une matrice M dont toutes les colonnes valent X € ker A.

5. Pour tout k£ € N, on pose uy, = dimI'y,. Montrer que la suite (uy) est croissante et qu’il existe
un unique entier p tel que :

VE<p, up <ugy1 et VEZ=p, up = uyp.
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6. Montrer que si A est diagonalisable et admet 0 pour valeur propre, alors p = 2.

Solution :

1. T, est le noyau de ’endomorphisme M +— A¥M — A*='M de M, (R) (qui est bien linéaire
par bilinéarité du produit de matrices).

2. Pour tout M € Ty, on a A*M = AF=1M, d’ot1, en multipliant & gauche par A, on obtient :
AN = AR M| ce qui montre que M € T'j41.

3. Le calcul donne :

-1 1 0
Melhe | 0 -1 1 |M=0&M=0.
0 0 -1

0o -1 1
Melsy< |0 0 -1 | M=0&4dr,y,2€R, M=
0 0 0

o o

z
0].
0
z
c
0

4. a) On sait déja que I'; C I'y. Réciproquement, si M € 'y, alors A2M = AM ; en multipliant
a gauche par A1, on obtient AM = M, ce qui montre que M € I';. Ainsi on a montré que si
A est inversible, alors I'y C I'y d’ou 1’égalité I'y = I'y. Cette égalité se prolonge avec la méme
démonstration a I's, ..., [',,...

b) Réciproquement, supposons que : VM € M, (R), A2M = AM = AM = M. Prenons
X € ker A et la matrice M = (X|---|X), on a A°M = 0 = AM, donc AM = M, soit
AX = X ;ainsi 0 = AX = X.

On a donc montré que ker A = {0}, donc A est inversible.

o o

x
0
0
0 0 —1 x
Mels< |0 0 0 | M=0&dz,y,2,a,b,ceR, M= | a

0 0 O 0

5. D’apres la question 2, par croissance de la dimension, la suite (ug) est une suite croissante.
Comme elle est formée d’entiers naturels inférieurs ou égaux & dim M, (R) = n?, elle ne peut
étre strictement croissante.

Soit p le plus petit entier tel que u, = up41. Ainsi on a up < ug4+1 pour tout £ < p et d’autre
part on a I'y1q1 =1, soit :

VM € M, (R), APT'M = APM < APM = AP~ M
Pour tout j € N, en remplacant M par A7M, on a donc :
VM € M, (R), APTITIN = APYIN = APYIN = APHI=1),
ce qui signifie aussi que : M €'y 41 & M €'y, soit I'ppj = Tpqjr, o0 Upyjp1 = Uptj-

Ainsi on a montré que uj = u, pour tout k > p.

6. Cela revient a prouver que :
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o I'; est strictement inclus dans I's, c’est-a-dire qu’il existe une matrice M telle que A2M = AM

et AM # M ;

o I'y = T'3, c’est-a-dire que : VM € M, (R), ASM = A’M — A*M = AM.

Si A est de rang r, diagonalisons A sous la forme : A = Pdiag(\q,..., A, 0,...,0)P~1, avec
——

(n—r)
des \; tous non nuls. On remarque alors que :

e si M = Pdiag(0,...,0,1,...,1)P~1 alors AM =0 # M mais A2M = AM = 0.
———
(n—r)
e la relation A3M = A%M entraine que A2M = AM, en multipliant & gauche par la matrice

1
Pdiag (—,...,A—,o,...,o> p1

|Exercice 2.10.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On identifie un endomorphisme f de R™ a sa
matrice M dans la base canonique et on note donc, par abus de notation, ker(M) au lieu de

ker(f).

La transposée d’une matrice M est notée M. On note I la matrice identité de M,,(R).

On note J la matrice de M,,(R) dont tous les termes sont égaux a 1 et on considere le sous-
ensemble F de M,,(R) défini par :

F={AeM,R); A+'A=J—-1T}

1. Déterminer le spectre de J.

2. Soit A une matrice appartenant a J. On suppose que le rang de A est inférieur ou égal a
n—2.

a) Montrer que ker(J) Nker(A) # {0}.
b) Soit X une matrice colonne non nulle de M,, ;1 (R) appartenant & ker(.J) Nker(A).
Evaluer de deux maniéres différentes X (A+'A)X et en déduire une contradiction.

¢) Quelles sont les valeurs possibles pour le rang de A7

3. a) Soit M une matrice symétrique de M, (R) et D = diag(Ai, A2,...,A,) une matrice
diagonale semblable a M avec A\ < Ao < -+ < A\,

Etablir pour toute matrice colonne X non nulle de M, 1(R), Pencadrement suivant :

t
XMX
A1 < x| <A
b) En déduire que pour toute matrice A appartenant a F, les valeurs propres réelles de A sont
. . 1 n-1
incluses dans l'intervalle |— 3 5 |
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Solution :

1. On a J?> = nJ donc le polynome X? — nX est annulateur de J. On en déduit que
Sp(J) C {0,n}.

Comme la matrice J est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans R. Elle a donc au moins
une valeur propre réelle.

Elle ne peut pas en posséder une seule car sinon, elle serait semblable a une matrice scalaire et
donc elle-méme scalaire. En conclusion Sp(J) = {0,n}.

2. a) Si on avait ker(J) N ker(4) = {0}, la somme ker(J) @ ker(A) serait directe. Or
dimker(J) = n — 1 et si le rang de A était inférieur ou égal a n — 2, le noyau de A serait
de dimension supérieur ou égal a 2.

On aurait donc : dim(ker(J) @ ker(A)) > n + 1. Cette derniere inégalité est impossible.

En conclusion si rg(A) < n — 2, alors ker(J) Nker(A4) # {0}.

b) On évalue X (A + ‘A)X de deux manicres différentes :

e En distribuant : 'X(A + 'A)X = XAX + 'X'AX. Comme X € ker(4), AX = 0 et
XA = {AX) = 0.

Ainsi : 'X(A+'A)X = 0.

e En remplagant A + A par J — I, on a : '’X(A+'4)X = 'XJX —'XX. Comme X est dans
ker(J), il

reste : ‘X (A+'A)X = - X X.

En identifiant les deux égalités obtenues, on a donc : || X||? = 0. Cela entraine X = 0 ce qui est

contradictoire avec ’hypothese.
c¢) L’hypothese rg(A) < n — 2 est donc impossible. Ainsi rg(A) =n — 1 ou rg(A4) = n.

3. a) La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormale.

Soit (Uy,...U,) une base orthonormale de vecteurs propres de M, associés aux valeurs

Moo A

n

Un vecteur X non nul, s’écrit donc E arUg. Et comme le base est orthonormale, on a :
k=1

t _ N\ 2

XX =) o1 -

Finalement, en notant m la plus petite des valeurs propres et M la plus grande :
n
5" Mo
m<E— <M
Do
k=1

b) Soit A une valeur propre de A. En reprenant 1’égalité obtenue précédemment :
XAX +'X'AX ="'XJX - XX
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Or ’XAX = MXX et XA = {AX) = NX. Dou 'XAX = NXX. Ainsi : 2A' XX =
XJX -1XX.

'XJX

XX

On a vu que les valeurs propres de J étaient 0 et n. En utilisant ’encadrement précédent et en
arrangeant, on trouve bien :

Comme X est non nul,on a:2\+ 1=

n—1
2

<A<

DN | =

|Exercice 2.11.

Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie n > 2. Soit © un endomorphisme de FE.

On suppose qu’il existe un entier p € N* tel que u? = 0 et uP~! # 0, ou 0 désigne
I’endomorphisme nul.

Un tel endomorphisme wu est dit nilpotent.
1. a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a : u(Ker(u”)) C Ker(u*~1).
b) Montrer que l'on a :

Ker(u) C Ker(u?) C ... C Ker(u?) = E.

Prouver que toutes ces inclusions sont strictes.

c) Soit B; une base de Ker(u). On la compléte en une base By de Ker(u?). On continue le
procédé en complétant, pour tout entier k € [0, p— 1] une base By, de Ker(u*) en une base By 41
de Ker(uFt1).

On trouve ainsi une succession de bases B; C By C ... B, ou B, est une base de E.
Ecrire la matrice représentative M de u dans la base B,. Préciser sa diagonale.
2. On note N I'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(R), oit n > 2. On note tr 'application
trace.
a) L’ensemble A est-il un espace vectoriel ?
b) Déterminer la dimension de 'espace vectoriel Ker (tr).
c¢) Montrer que :
Vect(N) C Ker (tr).

3. Pour tout (4, 7) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de M,,(R) dont le seul coefficient non nul
vaut 1 et se situe a l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j.
Pour tout k£ € [1,n], on pose :

Ny =F11 —FE1p+Ep1 — B .

a) Montrer que la famille {(Nk)o<k<n, (Fij)ix;} est une famille libre.
b) En déduire 1'égalité : Vect(N) = Ker (tr).
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Solution :

1. a) Soit k > 2. Soit z € Ker(u*). Alors, u*~!(u(z)) = u*(x) = 0, donc u(x) est dans Ker(u*~1).
b) On voit facilement que pour tout k € [0, p — 1], Ker(u*) C Ker(u**1). De plus, Ker(u?) =
Ker(0) = E.

Il reste a montrer que les inclusions sont strictes. Pour cela, on trouve un vecteur qui est dans
Ker(u**1) sans étre dans Ker(u®). Comme uP~1 # 0, il existe un vecteur = de E tel que

uP~1(x) # 0. Mais alors, pour tout k € [0,p — 1], le vecteur y, = uP~!1=%(z) appartient &
Ker(u**1) sans étre dans Ker(u").

c¢) Par définition de By, on a u(B;) = {0}. Par la question 1(a), u(Bz2) € Ker(u).
De méme, pour tout entier k € [2, p], u(B) € Ker(uF~1).
La matrice représentative M de u dans la base B, est donc triangulaire supérieure, formée de

blocs non nuls se situant strictement au-dessus de la diagonale. Sa diagonale est nulle.

2. a) L’ensemble A n’est pas un espace vectoriel car il n’est pas stable par addition. En effet,
la somme de deux matrices nilpotentes n’est pas toujours nilpotente. Prenons par exemple la

0 ... 1 0O ... 0
matrice M = | : et N=|": . |. Les matrices M et N sont nilpotentes car
0 ... 0 1 ... 0
M? = N? =0 (la matrice nulle).
0 ... 1
Mais, M + N = | : : | n’est pas nilpotente (calculer son carré).
1 ... 0

b) L’application tr est une forme linéaire sur M, (R). L’application tr est surjective, donc
Im(tr) = R.
Par la formule du rang, Ker(tr) est de dimension n? — 1.

c¢) Soit N une matrice nilpotente. La question 1.c) montre que I'on peut construire une base
B de E dans laquelle la matrice représentative de tout endormorphisme nilpotent est une
matrice de diagonale nulle. Cela signifie qu’il existe une matrice inversible P € M, (R) telle
que N = PN'P~! ot N’ est une matrice de la forme de celle trouvée a la question 1.c). Deux
matrices semblables ayant la méme trace, tr(N) = tr(N') = 0.

On conclut que toute matrice nilpotente est de trace nulle.

Soit M € Vect(N') : M s’écrit comme une combinaison linéaire de matrices nilpotentes. Comme
lapplication trace est linéaire, on en déduit que tr(M) = 0, d’ou I'inclusion demandée.

3. a) On considere des réels (ay)2<r<n et des réels (o ;)ix; tels que
Z%Nk + Z a;jFEi ;=0 = Zak (B1p— Erp+ Epn — Erg) + Z i jFBij =0

k=2 i#£j k=2 i#j

d’ou
0= <Z ak> Eig+ Y axBErr+ Y axEri+ Y i Eij
k=2 k=2 k=2

i#]
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Par liberté de la famille (Ej ;) j)e[1,n])2, on conclut que pour tout k € [2,n], ax = 0 et pour
tout 2 7£ j, Q5 = 0.
Ceci prouve la liberté de la famille considérée.

b) Pour tout i # j, la matrice E;; est nilpotente. On vérifie d’autre part que, pour tout
k € [2,n], la matrice Ny est nilpotente. On a ainsi trouvé une famille libre de Vect(N) qui
contient n? — 1 vecteurs.

Ainsi, Vect(N) est un espace vectoriel de dimension supérieur ou égal a n?> — 1. Or Vect(N) C
Ker (tr) qui est de dimension n? — 1. Il s’ensuit que Vect(N') est un espace vectoriel de dimension
exactement égal & n? — 1 et qu'on a ’égalité des deux espaces vectoriels.

|Exercice 2.12.

Partie A.

Dans cette partie, E désigne un C-espace vectoriel de dimension 2. Soit v un endomorphisme
de F.

On note M la matrice représentative de u dans une base fixée de F.

Onpose:M:(c d

a b ) On appelle déterminant de M, noté det(M), la quantité ad — be.

1. Montrer qu’il existe un polynome annulateur de M de degré 2 dont on exprimera les
coefficients en fonction de la trace de M, notée tr(M) et de son déterminant det(M).

2. On suppose que M est semblable & —M et que det(M) # 0.
a) Calculer la trace de M.

b) Montrer que M est diagonalisable. Donner une relation entre les valeurs propres et le
déterminant de M.

c¢) Déterminer deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, notés D et D', de dimension

1 chacun, et tels que u(D) = D’ et u(D’) = D.

Partie B.

Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal & 2 et v un endomorphisme de R?" vérifiant
2

u”+Id = 0.

1. Déterminer les valeurs propres de wu.

2. a) Montrer que pour tout vecteur z # 0, la famille (x, u(x)) est libre.
b) On note I,, la matrice identité de M,,(R) et 0,, la matrice nulle de M., (R).

Montrer qu’il existe une base (e1,...,€n,€ni1,...,e2,) de R?" telle que la matrice associée &
u dans cette base soit de la forme :

On _In

I?"L On
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3. Déterminer deux sous-espaces vectoriels F' et G de R?" qui vérifient les deux propriétés :
IR =F®G;
i) u(F) C G, u(G) CF.

Solution :

Partie A

1. On trouve M? = (a + d)M + (bc — ad)ly = tr(M)M — det(M)I5. On peut donc prendre
comme polynéme annulateur de M le polynome P(X) = X? — tr(M)X + det(M).

2. a) Comme deux matrices semblables ont la méme trace, tr(M) = tr(—M) = —tr(M). Donc,
tr(M) = 0.

b) Notons 6 = —det(M) € C*. Notons « et § les deux racines distinctes (réelles ou complexes)
de P.

Done, P(X) = (X —a)(X — ). D’apres la question 1, ona: 0 = P(M) = (M — als)(M — B15).
Si M — al, était inversible, on en déduirait que M = (s, mais alors tr(M) = 25 # 0 (car
J #0).

Il s’ensuit que M — als n’est pas inversible, donc que « est valeur propre de M. On montre de

méme que [ est valeur propre de M. Ainsi, M a deux valeurs propres distinctes : a et 5. On
conclut que M est diagonalisable.

¢) Comme M a deux valeurs propres distinctes, chacun de ses sous-espaces propres est de
dimension 1.

On note E, = Vect(e1) et Eg = Vect(ez). On pose alors D = Vect(z), ol z = e + ea.

Le vecteur z n’est pas nul du fait que la famille {e;, e2} est libre. On pose D' = u(D).

On va montrer que D et D’ sont solutions du probleme.

e D est un espace vectoriel de dimension 1. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, u est
bijectif.

Ainsi, D' = u(D) est également un sous-espace vectoriel de dimension 1. On a dim(D) +
dim(D’) = 2 = dim(FE).

e Soit z € DN D’'. Le vecteur z s’écrit a la fois z = Az avec A € C et z = u(z’) ou 2/ = px
avec pu € C.

On obtient ainsi : Ae; + Aea = Ax = 2z = u(pey + pes) = pu(er) + pu(es) = paey + pfes.
Comme {e1, e2} est une base de E (base de vecteurs propres), il s’ensuit que A\ = pa = pfp.

Si pu # 0, cela donnerait o = 3, ce qui est exclu. Donc p = 0, d’ou z = 0. Ainsi, DN D’ = {0}
et Do D' =F.

e D' =wu(D) par construction de D’.
e On remarque que M? = §I,, donc u? = §idg. Ainsi,
w(D') = u*(D) = §idg(D) = D.
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Partie B

1. Si X est valeur prope de u, alors A2 +1 = 0 et A € {£i}. L’endomorphisme u n’a pas de
valeur propre réelle.

2. a) Pour tout x non nul, la famille (z,u(z)) est libre; sinon u posséderait une valeur propre
réelle.

b) On choisit e; # 0 et Fy = Vect(er,u(e1)) qui est de dimension 2. Soit G7 tel que
Fie G = R?". Soit es € (1.

Montrons que la famille (e1, u(e1), es, u(es)) est libre.
Par contraposée, supposons que u(ez) = aeg + = avec z € Fy. En composant par u, il vient :
{ u(es) = aeg +
—eg = au(es) + u(x)
Donc ey = —a? — az +u(x) = (1 + a?)ey € Fy ce qui est contradictoire avec le choix de es.
On pose F» = Vect(es, u(ez)). En continuant ce processus, on construit une base de R?" :
(e1,uler), ez, ulen), ... en,ule,))

La base demandée est (eq, ..., e, u(er), ... u(e,)).

3. De maniere immédiate F' = Vect(ey,...,e,) et G = Vect(u(ey),...,ule,))-

Exercice 2.13.

Soit un entier n > 2. On considere 'espace vectoriel R™ muni de sa structure euclidienne

n
. .7 d .t 1 . d , — A\ — t . t
canonique assoclee au prodult scalalre donne par (r,Yy TrYr Ou T I, ,Lp) €
k=1

y="4v1,,yn) et ||.]] la norme associée.

Si A € M,,(R), le spectre de A est noté Sp(A). On dit que A est une contraction (resp. une
contraction stricte) si on a :

|Az|| < ||z| pour tout z € R™ (resp. ||Az|| < ||z|| pour tout x € R™\ {0} ).

Dans toute la suite, on note P (resp. Q) une matrice associée, dans la base canonique de R",
a un projecteur orthogonal p (resp. q).

1. Dans cette question, on suppose que les matrices P et () commutent.

a) On pose T' = P — Q. Justifier que 1" est une matrice symétrique.

b) Soit A € Sp(T') et = un vecteur propre associé a A. Montrer que si Px = 0, alors A € {—1,0}.
Prouver que si Pz # 0, alors Px est un vecteur propre de (). En déduire que Sp(7") C {-1,0,1}.
¢) Montrer que T' est une contraction.

d) Prouver que si T' est une contraction stricte, alors on a nécessairement P = Q).

2. Dans cette question, on ne suppose plus que P et () commutent.



66 ESCP Europe 2018 - Oral

L’objectif de cette question est de montrer que T'= P — (Q est encore une contraction.

a) Etablir la relation :
ITz)|* = {(I - Q)z, Pz) + (I — P)z,Qu).

b) Montrer que T" est une contraction. En déduire que Sp(7") C [—1, 1].

Solution :

1. a) Comme P et ) sont des matrices de projecteurs orthogonaux, elles sont symétriques.

La matrice T est donc symétrique puisqu’associé a un endomorphisme symétrique dans une
base orthonormée.

b) Soit A € Sp(T') et x un vecteur propre associé & A. On a donc \x = Px — Q.
Si Pz =0, alors —\ € Sp(Q) = {0,1} d’ou la propriété demandée.

Si Px # 0, alors ker(Q — (1 — A)I) # 0 et par conséquent 1 — A € {0, 1}.
Finalement, on a bien Sp(7T") C {-1,0,1}.

c) Comme T est symétrique réelle, elle est diagonalisable et il existe une base orthonormée
uy,- -, U, de vecteur propres pour 7. Si x € R™, notons (1, -, xz,) les coordonnées de x dans
cette base.

On a donc Tz = Z)\kxkuk avec A\, € {—1,0,1}. D’ou ||Tz||? Z)\ka:i < in = ||=||?.

k=1
Donc T est une contraction.

d) Si T est une contraction stricte et x un vecteur propre associé a une valeur propre A, alors
ona :

(Allle]l = [Tz < {l]l, dou |A] <1

Comme A € {—1,0,1}, on a nécessairement A\ = 0. Ainsi Sp(7) = {0} et comme T est
diagonalisable, on a nécessairement T'= 0 et donc P = Q.

a) Comme P et ) sont symétriques, il vient :
|1 Tz]|* = (P — @)z, (P — Q)z) = (P - Q)*z,z) = (P +Q — PQ — QP)] z,z)
=((PU -Q)+ QU = P))]z,z) = (I = Q)z, Px) + (I — P)z,Qx).
b) On voit que :
|1Tz)* < [|(1 = Q)z||[|[ Pz|| + |Qz|[[|(I — P)a|

<
<VIT = Q)2 + Q|2 = Pal|? + ([P = [,

Il en résulte que T est bien une contraction. La propriété Sp(T) C [—1,1] s’obtient avec un
raisonnement analogue a celui qui a été utilisé dans la premiere partie de 1. d), (mais cette fois
les inégalités sont prises au sens large).
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Exercice 2.14.

Soit un entier n > 2. On munit R™ de son produit scalaire canonique noté ( , ) et de la norme
euclidienne associée notée || ||. On identifie tout vecteur de R™ avec la matrice colonne de ses
coordonnées dans la base canonique.

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique.

1. Justifier I’existence d’une base orthonormée (e, es,. .., e,) constituée de vecteurs propres de
A associés respectivement a des valeurs propres A\, Ao, ..., A, avec Ay < Ay < --- < Ay,

On suppose désormais : A1 > 0
2. La matrice A est-elle inversible 7
3. Montrer que pour tout vecteur u € R™, on a (Au,u) > A\ ||ul|*.
4. En déduire que lapplication ¢ : (u,v) € R™ x R™ — (Au,v) est un produit scalaire.
5. Soit b un vecteur non nul fixé dans R™. On considere ’application f définie sur R™ par :
1

frum— §(Au,u) — (u,b)

a) Montrer que :
1
Fw) = SAallll® = (1ol [l
En déduire que la fonction f est minorée. Est-elle majorée ?
b) Montrer que f(R™) admet une borne inférieure négative ou nulle.
2([b
¢) Montrer que, si ||u|| > y alors f(u) > 0.
1

En déduire que :

inf{f(R")} = inf{f(B,)}
2[[b]]

A1

d) Montrer que la fonction f admet un minimum global.

ou B, est la boule fermée centrée en 0 et de rayon r =
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Solution :

1. Par application du théoréeme spectral, on obtient une base orthonormée formée de vecteurs
propres.

2. Le réel 0 n’est pas valeur propre donc A est inversible.
n
3. Soit u € R™. Ce vecteur se décompose dans la base (e;)1<i<n sous la forme u = Z a;e;. Ceci
i=1
entraine que

Au:i)\iaiez (Au, u) Z)\a AliazZ:)\l-HUW
i=1 =1

4. On montre successivement que ¢ est :

e symétrique : ¢(v,u) = (Av,u) = {Av)u = W'Au = wAu = (v, Au) = (Au,v) = ¢(u,v).

e linéaire a gauche : ¢(au1 + agus, v) = a1 d(uy, v) + asd(uz,v)

e définie positive : ¢(u,u) = A1]ul|? = 0 et ¢p(u,u) =0 = M|ul>=0=|[u]? =0=u=0

5. a) En utilisant le résultat de la question 2 : {Au, u) > Ai||u||? et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient :

1 1
fw) = S {Au,u) = (u,b) = S |full* = [[o]] []ull

b
La fonction f est minorée car la fonction ¢ — %Ath — ||b]|t est négative sur [O, )\—} et admet
1
un minimum pour ¢ = H H d’ou :
1, |lol” |!b|| Ll
> = — b
) > S — L =
La fonction f n’est pas majorée : pour u = (z,0,...,0), on a |[u|]? = 22 d'ou : f(u) >

l 2 _ ) N : _
basa? =[] Jo] doi_lim_f(u) = +o0

b) L’ensemble f(R™) est minorée et admet donc une borne inférieure. Comme f(0) = 0 cette
borne inférieure est négative ou nulle.

211b
c) si ||ul| > iUl alors
A1

1 1
gl = 1ol > 0 = Sl [ul® = [[Bl[[[ul] > 0 = f(u) >0

On vient d’établir que inf(f(R™\B,)) > 0 et on a vu dans la question 4.a) que inf(f(B,)) < 0.
D’ou : inf(f(B,)) < inf(f(R™\B,)) = inf{f(R™)} = inf{f(B,)}.

d) La fonction f est continue sur le fermé borné B, donc f est bornée sur B, et atteint son
minimum en un vecteur ug € B,..

Donc : Yu € R™, f(u) > f(up). Ainsi f admet un minimum global en ug.
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Exercice 2.15.

Soit un entier n > 2. Soit ’espace vectoriel R muni de sa structure euclidienne canonique

n
associée au produit scalaire donné par (z,y) = Z rpyr otz = Yay, -, zn) ety =Yy, -, yn) ;
k=1
on note ||.|| la norme associée.

Dans tout l’exercice, P et Q) sont deux matrices de M, (R) associées a des projecteurs et I la
matrice identité de M, (R).

1. Donner un polynéme annulateur de degré 2 pour les matrices P et Q.

2. On pose : T'= P — Q. Vérifier que Im(P) N Ker(Q) C Ker(T — I) et que
Im(Q) NKer(P) C Ker(T + I).

3. Dans cette question, on suppose que P (resp. () est la matrice d’un projecteur orthogonal p
(resp. q).

a) Montrer que pour tout z € R", on a ||QPx||* = (PQPx|x).

b) Soit z € Ker(T — I), montrer PQz = PQPz = 0.

c¢) Prouver que Ker(T' — I) = Im(P) NKer(Q) et que Ker(T + I) = Im(Q) N Ker(P).

4. On revient au cas général ou P et ) sont deux matrices de M, (R) associées a des projecteurs
et on suppose que pour tout z non nul de R”, on a ||Tz| < ||z].

a) Montrer que Im(P) N Ker(Q) = Im(Q) N Ker(P) = {0}.
b) En déduire que le rang de P est égal au rang de Q.

5. Dans cette question, on prend pour P et () les matrices suivantes :

e () a2 1)

Montrer que les inclusions données dans la question 2. peuvent étre strictes.

Solution :
1. Le cours nous dit que X? — X est un polynéme annulateur de degré 2 pour les matrices P
et Q.

2. La vérification est immédiate.

3. a) Dans ce cas, les matrices P et ) sont symétriques. Pour tout x € R", on a donc
IQPz|* = (QPz|QPx) = (PQ*Pz|r) = (PQPx|x)

b) Soit & € Ker(T'— I), on a donc x = Pz — Qz et par suite Px = Px — PQz, d’ou PQzx = 0.
Il s’ensuit que 0 = PQx = PQPx — PQx = PQPx.
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c) Soit z € Ker(T — I). D’apres les deux questions précédentes on a ||QPz|* = (PQPz|z) = 0,
d’ou QPx = 0. Comme z = Px — Qx, on en déduit que Qx = QPr — Qxr = —Qz, d’'ou Qz =0
et par suite Pr = x.

Dans ce cas, on a donc 'inclusion inverse Im(P) N Ker(Q) 2 Ker(T — I) et par suite 1’égalité.
On échange les roles de P et @Q pour obtenir la deuxieme égalité.

4. a) Soit x € Ker(T — I). Supposons z non nul, alors on doit avoir ||z|| = ||Tz| < ||z| ce
qui est absurde. Il en résulte que Ker(T — I) = {0} et avec la question 2, on a nécessairement
Im(P) NKer(Q) = {0}. Un raisonnement analogue prouve la deuxieme égalité.

b) Les sous espaces Im(P) et Ker(Q) sont donc en somme directe. En utilisant le théoreme du
rang, il vient alors n > dim(Im(P)dKer(Q)) = dim(Im(P))+dim(Ker(Q)) = rg(P)+n—rg(Q).
D’ou rg(P) < rg(Q). En utilisant le fait que Im(Q) et Ker(P) sont aussi en somme directe, on
trouve que rg(P) > rg(Q) et donc I'égalité souhaitée.

5.0n a P2 = P et Q% = Q, on peut donc affirmer avec le cours que P et  sont bien les
matrices de deux projecteurs. On voit que ker(P) = Vect{(0,1)}, ker(Q) = Vect{(1,—-1)},
Im(P) = Vect {(1,1)} et Im(Q) = Vect {(0,1)}.

On a T = diag(1,—1), par conséquent Im(P) N Ker(Q) = {0} & Ker(T — I) = Vect {(1,0)}.
Il suffit ensuite d’échanger les roles de P et ) pour montrer que la deuxieéme inclusion de la
question 2 peut étre stricte.

Exercice 2.16. |

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Si Ly et Ly sont deux parties de I’ensemble C des
nombres complexes, on appelle somme de Ly et Lo, notée L1 + Lo, la partie de C définie par
Ly +Ly={s+t;se€Liette Ly}

1. On considere les matrices A et B de M2 (C) données par :

0 1 0 0
(0 DY e (00)

Déterminer les spectres Sp(A), Sp(B) et Sp(A + B) et en déduire qu’en général le spectre de la
somme de deux matrices n’est pas contenu dans la somme des spectres de ces matrices.

2. On considere deux matrices A et B de M, (C) qui commutent. On note u et v les
endomorphismes de C" qui leur sont canoniquement associés. On pose : w = u + v.

a) Soit A € Sp(4 + B) = Sp(w). Montrer que F = Ker(w — Al dcn) est un sous-espace stable
par u et par v.

b) On note u; (resp. v1) la restriction de u (resp. de v) au sous-espace E. On a donc u; et
V1 € ﬁ(E)
Quelle relation a-t-on entre les endomorphismes uy, v1 et Idg ?

¢) Comme E # {0}, on choisit un vecteur non nul = dans E.
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Etablir Pexistence d’un polynéme non nul p, de degré minimal, tel que p(up)(z) = 0.

d) Justifier I'existence d’un nombre complexe a pour lequel on a p(X) = (X —a)q(X), ou g est
un polynome.

e) Montrer que o € Sp(uq) et que (A—«) € Sp(v1). En conclure que Sp(A+B) C Sp(A)+Sp(B).

3. On considere une famille finie {P;,- -, P, } (n > 2) de matrices de projections qui commutent
entre elles.

On pose T'= P, +- - -+ P,. Déterminer un sous-ensemble fini I’ sur lequel on peut se restreindre
pour chercher les valeurs propres de 7'

Solution :

0 1
1 0
symétrique. Sa trace est nulle et son déterminant vaut —1, on a donc Sp(A + B) = {—1,1}. 11
est clair que Sp(A + B) € Sp(A) 4+ Sp(B) = {0}.

1. Il est clair que Sp(A) = Sp(B) = {0}. Comme A+ B = , la matrice A + B est

2. a) Soit € E, on a donc Az = u(x) + v(z). On voit que
u(z) = u?(z) +uov(z) = u?(x) +voulr) = wlu(r))

d’ou u(z) € E. Le sous espace E est donc stable par u. De la méme manieére, on montre qu’il
est stable par v.
b) Six € E, on a Ax = u(z) + v(x) = ui(x) + vi(z). On a donc u; +v; = Mdg.
¢) Soit m le plus petit entier pour lequel la famille

{z,ur(2), - u"(2)}
est liée (qui existe puisque I'on est en dimension finie).
Comme x # 0, on a m > 1, de plus il existe (ag,- -, a,) € R\ {0} tels que

amul* () + -+ a1ui(z) + apr =0

Le polynome p; = ag + a1 X +--- + a,, X™ convient.

d) Comme le degré de p est supérieur ou égal a 1, le théoreme de d’Alembert-Gauss nous dit qu’il
admet au moins une racine dans C. On peut donc ’écrire sous la forme p(X) = (X — a)q¢(X).

e) On a donc 0 = p(ui(z)) = (w1 — ald)(q(u1)(z)), de plus q(ui)(z) # 0 car ¢ # 0 et
d°(q) < d°(p). C’est donc un vecteur propre de u; associé a a.

On a bien o € Sp(uy). D’apres la question 2. b, on a v1 — (A —«a)ldg = aldg —uq, il en découle
que A — a € Sp(vy1). D’ott A € Sp(A) + Sp(B). L’inclusion souhaitée est prouvée.

3. la matrice Py étant la matrice d’une projection, on a Sp(Px) C {0,1}. Comme la famille
{P1,---,P,} (n > 2) est commutative, une récurrence finie utilisant la question 2, nous donne

Sp(T)gSp<P1)+"'+Sp(Pn):{0717"'7n}'
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|Exercice 2.17.|

Soit F un R espace vectoriel de dimension n > 2, B une base de E et f un endomorphisme non
nul

de E. On note Mp(f) la matrice de f dans la base B.

1. Montrer que la trace de la matrice Mp(f) ne dépend pas de la base B choisie.

Dans la suite, on note tr(f) ce réel.
2. Montrer que si tr(f) = 0 alors f n’est pas une homothétie.

3. On suppose dans cette question que pour tout = € FE il existe A, € R tel que f(z) =\, z

zT.
Soit un vecteur xy € E fixé; on note A = \;,. Montrer que pour tout y € E,ona: A, = X (on
pourra étudier les cas oll xg et y sont deux vecteurs libres ou liés ).

Que peut-on en déduire pour f?

4. Dans cette question, on se place dans le cas particulier ou n = 2. Soit A € M3(R) une
matrice non

nulle de trace nulle. On note rg(A) le rang de la matrice A.

Montrer que A est semblable a une matrice dont les coefficients de la diagonale principale sont

tous nuls en distinguant les deux situations :

o si rg(A) = 1, justifier que A est semblable & une matrice (8 g) ou o € R*;
e si rg(A) = 2, justifier que A est semblable & une matrice (g (1)> ou € R*.

5. Dans cette question, dim(F) = n 4 1. On note A € M,,.1(R) la matrice représentative de f
dans la base B. On suppose que tr(A) = 0.

a) Etablir existence de e; € E tel que la famille (ey, f(ey)) soit libre.

On note alors e; = f(eq) et D la droite vectorielle engendrée par e;.

b) Montrer 'existence d’une famille finie de n — 1 vecteurs eg, - -, e,41 tels que 'hyperplan H
engendré
par {ea,e3, -, e,y1} soit un supplémentaire de D.

¢) On note p la projection sur H parallelement a D. On pose pour tout y € H, g(y) = p(f(y)).
Montrer que g ainsi défini est un endomorphisme de H de trace nulle.

d) Montrer par récurrence sur n, que si tr(f) = 0, alors il existe une base de E telle que la
matrice de f dans cette base a tous ses coefficients de la diagonale principale nuls.



Algebre 73

Solution :

1. Soit B; une autre base de E. On note B = Mg, (f). Alors A = PBP™! = tr(A) =
tr(BPP~!) = tr(B) est indépendante de la base choisie.

2. Si f (non nulle) est une homothétie de rapport A # 0, alors tr(f) = nA # 0.

3. a) Siyetxgsont liés : y = pxg = A\yy = pAzg = Ay = Ay = A

Si y et z¢ sont libres : Agyyy(x0 +y) = Axo + Ay et (Aggqry — AT + (Agory — Ay)y =0 =
)‘xo—l—y == )\y - )\

On a établi que pour tout y € E, f(y) = Ay ce qui est la définition d’une homothétie.

4. Pour n = 2, la matrice s’écrit A = (Z _Ca>.

o si rg(A) = 1 alors a? + bc = 0. Soit e; = a). On a : Im(A) = Ker(A) = Vect{e1} Soit ey

b
un vecteur de E non lié & eq, on a f(ez) € Im(A) d’ou f(e2) = ae;. En se plagant dans la base

(e1,e2), la matrice A est semblable & une matrice ou a > 0.

0 «
0 0
o si rg(A) = 2, alors a? + be # 0 Par la question 3, il existe e; tel que (e1, f(e1)) soit une

base de E. Ainsi f(f(e1)) = (a® + bc)e; donc A est semblable & la matrice <a2 3 be é) ou

a? + bc € R*.
5. a) Par la question 3, il existe e; tel que (e1, f(e1)) soit libre dans E. On note e2 = f(e1). La

famille {e1, e2} peut étre complétée en {eq, e, €3, - - €,41} base de E. Par définition I'hyperplan
H engendré par {es,e3, -, e,41} est un supplémentaire de D dans E.

b) Ainsi défini, g(y) est unique dans H. La linéarité de p et de f entraine celle de g c’est bien
un endomorphisme de H.

c¢) La matrice de f dans la base {ej,---,e,4+1} peut s'écrire :

0 a1,2 o .. .« .. al,n

1 a272 ) ) a27n

0 a3 azgz --- asz,n

0 ant12 -+ 0 Apgintl

La matrice de g dans la base {eg, €3, -+, e,4+1} s’écrit alors :
a2’2 PR .. az’n
az3 ass --- asn

p+12 - - Ap4lntl

D’ou tr(g) = tr(f) =0
d) Procédons par récurrence sur n.

Pour n = 2 le résultat a déja été établi lors de la question 4.
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On suppose le résultat établi au rang n > 2; montrons qu’il est encore vrai au rang n + 1.

On note A € M,,1+1(R) la matrice représentative de f dans la base B. On suppose tr(A) = 0. On
a montré que g € L(H) avec dim(H) = n et tr(g) = 0. En appliquant I’hypothese de récurrence
on a l'existence d’une base de H {ug, -+, u,41} telle que la matrice de g dans cette base ait tous
ses coefficients de la diagonale principale nuls. On se place dans la base {u; = ey, ug, -+, Upy1}
de E, on note : f(u;) = S04 b; ju;. Alors

o f(u1) = f(e1) = ex € H = Vect{ug, -, upt+1} donc by 1 = 0.

n+1 n+1
epour 2<j<n+1, ona:g(u;) Z bi jp(uj) = Z b; ju; (car p(ui) = 0). L’hypothese de
i=2

récurrence entraine : b; ; = 0 pour tout j € [2,n].
On a montré que la matrice de f a tous ses coefficients de la diagonale principale nuls. Ce qui
acheve la démonstration.
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PROBABILITES

Exercice 3.01.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit X la variable aléatoire a densité, de densité f telle que :

2 )
f(a:) _ F stz >1
0 sinon

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

1. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire T,, par :
max(Xq,...,X,)
vn '

a) Montrer que la suite (7},),>1 converge en loi vers une variable aléatoire 7.

T, =

b) Vérifier que T" est une variable aléatoire a densité et donner une densité de 7.

2. On considere une variable aléatoire IV, indépendante des X}, qui suit la loi géométrique de

parametre 1 — ¢2, avec 0 < ¢ < 1.

On définit la variable aléatoire U par : pour tout w € Q, U(w) = min (X1 (w), ..., XN (W)).

a) Montrer que pour tout réel x supérieur ou égal a 1, on a: P(U > z) =

b) Etablir I'existence de I'espérance de la variable aléatoire U, notée E(U).

x2_q2'
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¢) Etablir égalité suivante

d) Calculer E(U).

Solution :
l.a) La fonction f est positive sur R, continue sauf en 1 et d’intégrale sur R valant 1.

L.
La fonction de répartition de X est donc : Fx(x) = { 1- 2 7 >1
0 sinon

Soit z réel. On a : Fr, (z) = P([T,

N

z]) = P([sup(X1,...,X,) < zy/n]), soit encore,

1 n
n l—— i > 1
Fr,(z) = P([X1 <zy/nlN...N[X, <zvn]) = (Fx(zyn))" = ( nx2> si zy/n |
0 sinon
e Siz<0,onaFr,(r)=0et donc lirf Fr. (z) = 0.
n—-+00

e Six > 0, comme lirf Vn = +o0, il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, on a
n—-—+0o0o

1 n
Soit n > ng ; on a alors Fr, (x) = (1 — —2> et, lim Fr (z)= e~ 1/2%
nI n—-+oo

b) On vérifie facilement que Fr est bien une fonction de répartition et qui plus est, d’une
variable a densité.

Une densité de T est :

2

e sit>0

0 sinon

2.a) Soit ([IV = n])pen+ un systeme complet d’événements. La formule des probabilités totales
donne :

+o0
P([U>z]) =) P(U>z]n[N =n])

Or P([U > 2] N[N = n]) = P([U, > z] N[N = n]). Comme les variables X}, et la variable N
sont indépendantes, le lemme des coalitions permet d’affirmer que U,, et N sont indépendantes.
On a donc :

400 too 1

P(U>a]) = P(Un>a]) x PN =n]) =3 —2(1-¢*)¢*
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1

b) Pour tout z > 1, une densité de U est fy(z) = 2(1 — ¢?) 5 et 0 <z fy(e) N2
T—1+00 I

T
(2% —¢?)
d’intégrale convergente. Donc E(U) existe.

c¢) Pour A > 1, une intégration par parties donne :
A A
/ tfu(t)dt = [—t(l — FU(t))] +/ (1— Fy(t))dt
1 1

Il reste a vérifier grace a ’expression de 1 — Fyy trouvée ci dessus, que N hI_I& A(l —Fy (A)) =0
—r +00

A

1

et & passer a la limite lorsque A tend vers 4o0. Il vient :

E(U) = /;OO L (D)t = 1+/1+OOP([U > ) dt

d) Une décomposition classique donne :

1 1{ 1 1 ]
2?—¢®> 2¢|lr—q 2x+g¢q
et

+o0 1_ 2 1_ 2 —+o0 1 1 1_ 2 1
E(U):1+/ L dr =1+ q/ - dr=1+-—L (- F9)
1z —q 29 )1 r—q x+gq 2q

|Exercice 3.02.|

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit (U;);en une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant chacune une
loi de Bernoulli de parameétre p €10, 1].
Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des U; et X et Y les variables
aléatoires définies par :
N(w)
VweQ, X(w)= Y Uilw) e Y=N-X
i=1

kE+¢
k

2. On suppose que N suit la loi de Poisson de parametre A > 0. Montrer que les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes.

1. Vérifier que pour tout (k,f) € N2, P([X =k|N[Y =/]) = ( )pk(l —p)'P(N =k+4).

3. On suppose que X et Y sont indépendantes et que N prend ses valeurs dans N.

On suppose également que pour tout k& € N, P(X = k) # 0 et que pour tout £ € N,
P(Y =¢)#0.

a) Vérifier que pour tout (k,/) € N2, on a :

(k+1D)P(X =k+1)P(Y =0)(1—p)=((+1)P(X =k)P(Y =+ 1)p
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b) En déduire la loi suivie par X puis celle suivie par Y.

c) Justifier que N suit une loi de Poisson. Préciser son parameétre.

Solution :
1. L’événement [X = kNY = /] est égal a I’événement [X = kNN = k + {]. En utilisant les
probabilités conditionnelles, on a :
P(X=knY ={)=P(X=kNN=k+{])=P((X =kN=k+{))P(N =k+1{)
Or lorsque N =k + ¢, X suit la loi binomiale B(k + ¢, p). Ainsi :

k+¢

P([X:/myze]):( )

)pku Cp)'P(N = k4 0)

2. Si N <= P(\), il vient :
k+E\ & o oa AT k SO

P(X =kNY =1]) = 1 k(]
(X =knY =1 < . )p( p)'e Gt 0) e T

La loi marginale de X se calcule par :

k! k!
Ainsi X — P(Ap). On montre de la méme fagon que Y — P((1 — p)\).

3.a) Notons pp, = P(X = k) et ¢y = P(Y = {). On sait que :
R l41Y g ¢
prr1ge =P((X =k+1]Nn[Y =1{]) = ki1 )P (1—p)'P(N=k+(+1)
E+0+1
k

oA (Ap)ke(l—p))\ — o PA (\p)*

prgey1 = P((X =kN[Y =0+1]) = < )p’“(l —p) PN =k+(+1)

kE+0+1 E+0+1
On termine cette question en remarquant que : (k + 1)( Z+—1F > = ({+ 1)< +k: ! >

b) On prend ¢ = 0 dans la relation précédente. Il vient :

S 1 Pq1 op=a Dk
T 11— p)go k+1
k. Po Pq1

Donc, pour tout £ € N, on a : pr = « Ty avec o= —————.
k! (1 —=p)q

+o0
Or, 1= Zpk = po = e . Ainsi X suit la loi de Poisson P(«).
k=0
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De fagon symétrique, en prenant £ = 0 dans la relation, il vient :
_p-p) PY =1

PY=/¢+1
( ) Pop f+1

pi(l—p)
Pop
Ainsi Y suit la loi de Poisson P(f).

+o0
Donc, pour tout k € N, avec 5 = ,ona:qp= 66%. Or, 1= qu = gy =e .
) =0

c¢) Par stabilité de la loi de Poisson pour deux variables indépendantes, /N suit la loi de Poisson

Pla+ B).

|Exercice 3.03.|

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. Soit p,, €]0,1[ et Ay, Ao, ..., A, des points distincts du
plan.

On construit une figure géométrique aléatoire admettant ces points pour sommets de la fagon
suivante :

pour ¢ différent de j, on dessine une aréte entre les points A; et A; avec la probabilité p,, et on
ne dessine pas d’aréte reliant A; et A; avec la probabilité 1 — p,,.
L’objet de cet exercice est d’évaluer la probabilité d’avoir au moins un sommet isolé, c’est-a-dire
un sommet qui n’est relié a aucun autre sommet par une aréte.
On définit des variables aléatoires X;, pour i € [1,n] par :

X, = { 1 si A; est isolé

~ L0 sinon
n
Enfin, on pose S,, = ZXi'
i=1
1. Déterminer la loi de X;. En déduire I'’espérance de S,,.
2. En déduire un majorant de la probabilité d’avoir au moins un sommet isolé.

Inn
Dans la suite de ’exercice, on suppose que p, = ¢ —— avec ¢ > 0.
n

3. Dans cette question, on suppose que ¢ > 1. Montrer que lim P(S,, =0) = 1.

n—-+oo
4. Dans cette question, on suppose que ¢ < 1.

a) Montrer que pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans N, on a :

V({Y)
—0) < —~
PY =0) < 2(Y)
b) Calculer E(X;X;) pour i # j puis E(S2).

c) En déduire lim P(S, =0).
n——+00
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Solution :

1. Le point A; est isolé signifie qu’il n’y a aucune aréte le liant aux (n — 1) autres points. Les
liaisons étant indépendantes, P(X; = 1) = (1 — p,)" . La variable aléatoire suit une loi de
Bernoulli et E(X1) = (1 —p,)" L.

2. La variable S,, représente le nombres de points isolés. On a E(S,,) = n(1 — p,)" L.
Par I'inégalité de Markov : P(S,, #0) = P(S, > 1) < E(S,) =n(l —p,)" 1.
3. 0n a

1 —1 2n—1 In®
(n—l)ln(l—pn):(n—l)ln<1—cﬂ>:—cn lnn+%n 5 1n2n+0<n n)

n n n n
1 In*
= —clnn+cﬂ+0 ( - n)
n n
1 Inn In®n 1
Ainsi (1 —p,)" ' = — —+4+0 t E(S,) ~ .
insi (1 = pa) ne P (C n * ( n )) et B( )n—H—oo ne-t
Donc nll)I_Poo P(S, #0)=0et nll)gr_loo P(S,=0)=1
4. a) Le fait que Y est a valeurs positives et 1'inégalité de Bienaymé Tchebicheff donnent
Y
P(Y =0) = P(Y <0) < P(Y <0)+ P(Y > 2B(Y)) = P([Y — B(Y)| > E(Y)) < ;((Y))

b) On a E(X;X;) = P[(X; = DN (X; = 1)] = P[(X; = D|(X; = DIPX; = 1) =
(1=pn)" '(1=pp)" 2= (1—p,)*" 3. Puis

E(S;) =Y B(X})+ Y EXiX;)=n(l=p,)" "+ (0° =n)(1=p,)*"" ~ n(l-p,)""

n—oo
i=1 i#£]
car X2 suit la loi de Bernoulli de méme parametre que X;.

¢) Le calcul effectué précédemment montre que E(S,) ~ n!l=¢ — +oco. Et

V(Sn) _ B(Sp) | _n(—p)" '+ (@ —n)(1—py)*°
E2(S,)  E2(S,) - n2(1 — pp)2n—2
Donc X 1 1 1
P(Sy=0) <~y + (1 - — PN S
=0 A= pay ( n) 1—pn n(l—pp)"?

1 1
car lim (1 - —) ———— = 1. Ainsi lim P(S,, =0)=0.
n——+00 n)1-— C_r;n n——4o0
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Exercice 3.04.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f suivante :

—Xx

(&

1. a) Déterminer la fonction de répartition de X.
b) Montrer que X admet une espérance et calculer E(X).

2. On considere une suite de variables aléatoires (X,,),>1, indépendantes et de méme loi que
X.

On pose, pour tout entier naturel n non nul :

Z, = max(X1, Xo,..., Xp) et T, = Z,, — In(n).
a) Montrer que la suite (7},),>1 converge en loi vers une variable aléatoire 7.
b) Vérifier que T" est a densité et donner une densité fr de 7.

3. On considere deux variables aléatoires indépendantes U et V admettant chacune fr pour
densité.

A T’aide du changement de variable y = (14+e~*)e?, calculer une densité de la variable aléatoire
W=U-V.

Solution :

1. a) On a donc, pour tout réel z,

Fi(z) / R
xXr) = =
X oo (T4 e h)? 1+e ™

(changement de variable u = e~ ")

+oo
b) Au voisinage de +oo, on a zf(z) ~ ze *. Comme / xe “dx est convergente ( c’est

0
par exemple 'espérance d’une variable suivant la loi exponentielle de parametre 1), et que la
fonction x — xf(x) est impaire, on en déduit que X possede une espérance et que E(X) = 0.

2. a) Soit x un réel. De maniere classique :

P([T,, < z]) = P([sup(X1,...,Xn) —Inn < z]) = P([sup(Xy,...,X,) <z +1nn))

n

() = [ | -~ )
= —_—m = _— = e n

—(z+Inn) —x
1+e 14

n
e T

—e Z

Comme In (1 + ) ~ e~ *, une simple composition de limite donne : lim Fr, () =e

n n—+o00o
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. _e  Z s . . s 0 . , o). .
b) La fonction x — e~ ¢  vérifie bien les propriétés d’une fonction de répartition : croissante,

limite en —oo égale a 0, limite en +o0o égale a 1, continue a droite en tout point. De plus la
fonction possede les propriétés d’une fonction de répartition d’une variable a densité : continue
sur R et C! presque partout.

Enfin pour tout x réel :

—x

fr(z)=e""e ¢

3. Une densité de —V est f_y(x) = e®e~¢ . En notant h une densité de W = U — V, comme
les variables aléatoires sont indépendantes, on a :

+o00 +oo —(z—t) ¢ too t -
h(z) = / folz —t)f_v(t)dt = / e~ (x—t)g—e ete ¢ dt = e_m/ e2te—e (I+e ) gy

—00 —00 —0o0
Le changement de variable proposé, y = (1+e7%)e! est de classe C et est bijectif. On a donc :
400 -y, 2 —x +oo -z
_ e Yy 1 e / _ e
h(x) =¢e " - 7 xildy= — e Yudy —
W= e R S TR L S N

En conclusion, W suit la méme loi que X.

|Exercice 3.05.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Soit n un entier naturel et k € [0, n].

n—=k .
-1 (—1)/ b (—1nkH(1 — t)n_keft
e /0 (= k)] o

n—=k
1 Y
2. On pose : S, = j_ZO i et, pour tout n > 0, T, = ];) Hsn_k' Montrer que l'on a :

—1Zk' = t”e‘tdt

1. Montrer que :

(-1

1
3.0npose:VneN, I, = / t"etdt.
0
A T’aide d’une intégration par parties, déterminer une relation entre I,, et I,,_.
En déduire que, pour tout n > 0, on a T,, = 1.

Dans toute la suite, on note U, une variable aléatoire a valeurs dans [0,n] dont la loi est
donnée par :

Vke[0,n], P(U,=k) = k:l z_: (—1)°
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4. Vérifier que I'on définit ainsi une loi de probabilité.

Pour toute variable aléatoire T, on appelle moment factoriel d’ordre k, pour k € N, les réels
suivants :

1 sik=0
mk(T)Z{E(T(T—l)---(T—k+1)) sik>1

5. a) Montrer que pour k > n + 1, on a my(U,,) = 0.
b) Montrer que pour k € [0,n], on a my(U,) = 1.
6. On définit une suite (Q););>0 de polynomes par :
(1 sij =0
Q;(X) = {X(X—l)--«(X—j+1) sij>1

a) Montrer que pour tout n € N, la famille (Qo, @1, ..., Q) est une base de R,,[X]
b) En déduire une méthode de calcul des moments E(U¥) pour tout k € [0,n].

Solution :
n—k 1 k+1 n—k
—1)! Hm 1—t
1. La formule de Taylor reste intégral donne e~ ! = Z ( , ) + / (=1) ( ) e tdt
= g! 0 (n —k)!
2. Ainsi
_1 —t
>+ zk. [ e
. —12 S (Me—rra— ety L L et
k' n' k! " nl

k=0 k=0
3. Une intégration par parties donne I,, = —e~! + nl,_;. En divisant par n!, il vient

I, o _6_1 1,1

n! nl (n—1)!

I, I -1
On somme ces égalités pour k de 0 a n. On obtient o —e R et
n! !
k=1
n n
1 1
_ 1 _ o1 = _
= EZH e ( o 1>+h—i
k=0 k=0

4. Tl reste a vérifier que pour tout k € [0,n], P(X,, = k) > 0, ce qui sera vérifié si pour tout
» .
(=1)
p20,up=3 = >0.
=0
Pour cela on démontre que les suites (ug,) et (ugp+1) sont adjacentes :
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1 1
— Uy = = <0
Stz T = g o T 2p+ 1)
1 1
® Uy — Ugp—1 = — >0

2p)t (2p+1)!
° ’u2p+1 — UQP‘ — 0.
Elles convergent vers la méme limite (e~!). La suite (ug,11) étant la suite croissante, on a pour
tout p, up = uyp = 0.

5. a) La variable aléatoire U,, étant & valeurs dans [0,n], on a U,(U, —1)--- (U, —n) =0 et
mr(Uyp) =0si k >n+ 1.

b) La relation est vérifiée pour k = 0 par définition de myg (T) Soit k € [1,n]

L 1 — n 1 o= (—1))
W%@%):EZ(@—l) V_k+1;‘ _ EZ(M_Ml 4!
=k j= i=k j=0
n—k 1 n—k—i : n—k
%] =) PUni=1)=1

=0 7=0 ! 1=0

6. a) La suite (Q,) est une suite de polynomes échelonnée en degrés et pour tout k € N,
deg(Qr) = k. C’est donc une famille libre de R,,[X] et une base.

b) Pour tout k € [0,n], il existe agk,aik,-- ., arx réels tels que X* = Zai:k@j'

Pour déterminer E(U¥), il suffit de calculer ces réels. En effet, par linéarité de I’espérance
k k

E(UY) = ajemi(Un) =) ajx
j=0 j=0

Exercice 3.06. |

Toutes les variables aléatoires de ’exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

On considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi
géométrique de parametre p, ou p est un réel de |0, 1[. On pose de plus g=1—1p
n

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : 5,, = Z X;.

On considere également une variable aléatoire N, a valeur dans N*, possédant une espérance et
indépendante des variables aléatoires X,,.
N (w) N
Pour tout w de Q, on pose S(w Z X;(w) et on admet que S = ZXi est une variable
i=1
aléatoire.
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Enfin, on rappelle la formule suivante, que I’on pourra utiliser sans la justifier. Pour tous entiers

naturels r et s tels que r < s, on a :
i J\ _ (s+1
— \r C\r+1

J=r

1. Déterminer S,,(€2). Montrer que 'on a :

VE € Sn(Q), P([S, = K]) = (: - 1)pnqk_n

2. Compléter le script Scilab suivant pour que x contienne une simulation de la loi de S3, ou p
est choisi par 'utilisateur :

p=input (’entrer la valeur de p’),
t=find(rand(1,100)<p),

3. a) Vérifier pour tout k € N* Dexistence de l'espérance conditionnelle E(S|[N = k|) et
donner sa valeur.

b) En déduire E(S5).

4. On suppose dans cette question que N suit la loi géométrique de parametre p. Déterminer
la loi de S.

Solution :

1. Comme on additionne des entiers naturels non nuls, on S, (Q2) = [n, +oo[.

On montre le résultat demandé par récurrence sur n :

e Pour n = 1, la formule proposée devient P([S; = k|) = pg*~!. Comme S; = X;, la formule
est vraie pour n = 1.

e Supposons que, pour un certain entier naturel n non nul, on ait : P([S,, = k|) = (n l)p”qk "
et considérons S,,+1. Soit k£ un entier supérieur ou égal a n + 1 et considérons 1’évenement
[Sn+1 = k]. Comme S),41 =S, + Xn+1, on peut écrire :

P([ n—l—l—k] ZP n—J [Xn—l-l:k_j])

Comme les variables (X}j) sont 1ndependantes, le lemme des coalitions permet alors d’affirmer
que S, et X,, 41 sont indépendantes.
On a donc : P([Sp41 = k]) = 3232, P([Sn = j]) X P([(Xpns1 =k — ).

En remplagant P([S,, = j]] grace a ’hypothese de récurrence :

k—1 k—1 .
~1 et ~1
P([Sni1 = k) = <7‘1 1)19 ¢ gt = pr gy (i_ 1)
A =~

Jj=n

ko2 j k—1
_ o+l k—(n+1) — o+l g—(n+l) [V
roee 3 (L) e ()

j=n—1
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2. Le vecteur t contient les coordonnées du vecteur rand qui correspondent a un succes. Il suffit
donc de chercher la troisieme coodonnée de v qui correspond a la réalisation du troisieme succes.
Le programme complété est donc :

p=input (’entrer la valeur de p’)

t=find(rand(1,100)<p)

x=t(3)

3. a) L’espérance conditionnelle E(S/[N = k] existe si et seulement si la série de terme général
1P N=p ([S = z]) est absolument convergente. Or, en utilisant le lemme des coalitions, pour S
et N indépendantes :

N P(Si=in[N=k) _P(Si=idn[N=k) _P(S=i) x P(IN = k]

Py (19 =1]) = — = - = -
P(IN =4 P(IN =4 P([N =4
I reste donc : iPn—g ([S = i]) = iP([Sk = i]) qui est le terme général de série convergente
E(Sk) =4
b) On applique alors la formule de I'espérance totale, en vérifiant au passage que toutes les
séries considérées Convergent :
+a>k

ZE S/IN =k)P(IN =k) = ~P(N = k)

n=0 q

1 1
_— Z LP(IN = k]) = Z—?E(N) = E(X1)E(N)

4. On a S(2) = N*. Pour déterminer la loi de S, on applique la formule des probabilités totales :
VEeN*, P(S=k)=> P(S=kn[N=n])

D’une part : P([S = k] N[N = n]) = P([S, = k] N[N = n]) et comme, d’apres le lemme des
coalitions, Sk et N sont indépendantes, on obtient
P([S=Fk N[N =n])=P(S,=k) x P(N =n)
D’autre part : Comme S,,(§2) = [n, +oo[, on a P(S, = k) =0si k < n.
k

Il reste donc : P(S =k) = ZP(Sn =k) x P(N =n).
n=1
On applique la formule précédente, en remplacant P([N = n]) par pg"~* et P([S,, = k]) par la

valeur trouvée précédemment
k

On a donc P([S = k) Z ( ) ¢ pg Tt = ¢F1p? Z (n B 1) T

k—1
k—1
On effectue un changement d’indice : P([S = k]) = " 1p? E ( )p”.
n
n=0

On reconnait la formule du binome de Newton, d’ou
P([S=k]) =¢""p*(1+p)*"
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Onag=1-petdoncg" ' (1+p*'=1-pF(1+p)""=(1-g¢)"

Finalement : P([S = k]) = (1 — p?)*~1p? et S suit une loi géométrique de parametre p?.

|Exercice 3.07.|

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit (X;)1<i<n une famille de n variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes de parametres respectifs (p;)i1<i<n avec p; €10, 1].

Autrement dit, Vi € [1,n], P(X; =1) =p; et P(X; =0) =1 —p;.

On note X = Z X, la variable aléatoire représentant le nombre total de succes et p = E(X).
i=1

1. Soit un réel a > 0.

a) Montrer : Ve € R, 1+=x

b) En déduire : E(e*(Xi=pi))

¢) En déduire : E(e*X 1) < exp (pe?®).

d) Montrer : Vr € R, P([X — p > r]) <exp (ue® — ar).

e) En déduire :

Vs PIX -z ) < ()

2. On suppose dans cette question que pour tout i € [1,n], on a p; = p €]0,1[ et on pose
qg=1—-p.

a) Montrer que, pour k € [0,n], on a P([X > k]) < (Z)pk

b) En étudiant la variable aléatoire Y = n — X, en déduire, pour k € [0,n] :

Solution :

1. Soit o > 0.
a) La fonction x — e® étant convexe, elle est au dessus de sa tangente au point d’abscisse 1, la
droite y = x + 1.

b) Il vient
E(ea(Xi_pi)) — piea(l—pi) + Qiea(o_pi) — pieaqi _|_ qie—api
<pie*+1 (cara>0,q <1,e” i < 1)
<

ePi€”  (car pour tout z, 1 4z < %)
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Donc E(e®(Xi=Pi)) L epic”

¢)Ona:p=EX)=> E(X;)=)» piet
=1 =1

3

(e¥(X=r)) H eXi=Pi))  (indépendance mutuelle des X; et donc des e®(Xi=2))
o
H d’apres la question précédente)

= exp <Z pi€a> — ehe”
i=1

d) On a
PIX —pu>r] = Ple®X=1 > ] (car a > 0 et & — e” est croissante)

< E(e®X=1))emo (inégalité de Markov pour e®X—#) > ()
< eM¢" " (question précédente)
e) On étudie la fonction : a + e#¢” ~", Elle admet un minimum pour a = ln(i) > 0, et
(L)
ne H —ln(ﬁ)r
PX —p>r]<et® 79 e H

(T—rln(ﬁ)) <M6>T

2. On sait que pour tout i € [1,n], on a p; = p.

a) Pour 0 < k< n, [X 2k]= U ﬂ | d’ou

0<i1 22 Zkgn_] 1

PX>k< > P (k][X

0<’i1 ig z'kgn
Or P(U;A;) < >, P(A;). Donc P[X > k] < Card{('[,l,ZQ, ix) € [|0,n]]}.p*. Les événements
([Xi; = 1]) étant indépendants il vient
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|Exercice 3.08.

On rappelle les résultats suivants :

(i) Soit I un ensemble dénombrable infini indexé par N sous la forme I = {¢(n), n € N} ou ¢
est une bijection
de N dans I. Si la série Zu¢(n) converge absolument, alors sa somme est indépendante de
l'indexation ¢, et
pourra également étre notée Z u; . On dit alors que la série Z u; converge absolument.
iel il
(ii) Dans ce cas, si I = |_| I; (union disjointe) avec J un ensemble dénombrable et I; des
JjeJ
ensembles dénombrables pour tout j, alors pour tout j, Z uy converge absolument, et
kGIj

Su=Y (Y

icl jeJ |ker;

(iii) Si I et J sont des ensembles dénombrables et si Zu, et Zvj sont absolument
i€l jeJ
convergentes, alors Z (uz vj) aussi, et
(4,5)€IxJ

(Zuz> il = > (uivy)

i€l JjeJ (i,§)€IxJ

On prendra soin de justifier clairement, a 1’aide de ces résultats, les calculs de sommes de séries
qu’on sera amené a faire ci-dessous.

Soit p et ¢ deux réels de 'intervalle ]0, 1].
1. Vérifier que : V(i,5) € N?, P[(i,5)] = pq (1 —p)" (1 — ¢)7 définit bien une probabilité P sur
N2,
2.a) Déterminer les lois des variables aléatoires discretes X et Y définies sur (N2,P(N2), P)
par

V(i,j) EN?, X(ij) =i et Y(ij)=j
et les relier a des lois connues.

b) Calculer P(X =Y) et P(X >Y).

3. Soit Z la variable aléatoire discrete définie par :
1 sii et j sont pairs
V(i,j) e N?,  Z(i,5) = { —1 siiet j sont impairs
0 siiet jsont de parités différentes
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Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

4. Soit D I’ensemble défini par D = {(i,i), i € N}. Justifier que la série Z Z(i,1) P(i,1)
(iyi)eD
est absolument convergente et calculer sa somme.

Solution :

1.Ona P[(i,5)] >0 et Zp (1—p)* et Z q(1—q)? sont des séries géométriques absolument
i J
convergentes, donc d’apres (i), Z P [(z, j)] est absolument convergente et
(i,j)EN?

—+o0 +o0
> PlG.5)] = (Zp(l—p)z) dql-q) | =1
(i,§)EN? =0 j=0
2. a) Calculons les lois marginales : {i} x N C N2, donc la série Z P((X =4)N(Y =j)) est

j
absolument convergente d’apres (ii) et

400 —+o0

P(X=i)=) P((X =90 =) =p(1-p)' Y a(1-¢)' =p(1-p)’ donc X+1< G(p)
j=0 j=0

Le résultat et la démonstration sont analogues pour Y.

b) On a D C N? donc la série Z P([X =i]N[Y =1]) est absolument convergente d’apres (i)
et '
+oo +oo ) nq
P(X=Y)= P|(i,1)| =pq 1—p 1—q1:—
(K =v)=2 Plad] =pa ) [A-pO-a) =
On a la partition suivante :

{(z’,j) eEN?, > j} = | |(Ij + 1, +oolx{5})

jEN
donc d’apres (i),
+oo +oo +oo i1
: » (L-p)" q(1-p)
P(X>Y)=pq)y |(1—q > (1—-p) :PQZ[(l—Q)] =
j=0 i=j+1 =0 p P+q—pq

3. On a |Z| < 1. La variable aléatoire Z est bornée et donc admet une espérance.

On a: (2N)? C N? et d’apres (ii7), toutes les séries étant absolument convergentes,

+oo +oo
> Plig) =Y [pa(l—p)* (1- %] = (Z[p(l —p)%]> > g1 —q)¥]

(2N)2 N2 i=0 §=0
1
2-p)(2—-q)




Probabilités 91

De méme, (2N + 1)2 C N? d’ott la convergence absolue et

> Pli,j) = Z[pq(l —p)* (1 - Q)zj“} =(1-p)(1—q) Y P@ij)

(2N+1)2 N2 (2N)2
_(1-p(A-gq)
(2-p)(2—9)

Enfin, la partition
N2 = [(zN) X (zN)] U [(2N 1) % (2N + 1)] ¥ [(2N 1) x (zN)} U [(21\1) x (2N + 1)]

donne d’apres (zz)

=Y Pl - Y Plij)+0+0= Pta—pg

(2N)2 (2N+1)2 (2 - p) (2 - CI)
4. Enfin, la partition N= (QN) (2N + 1), donne, d’apres (i7),
> [zG.5)P ZP” > P(i,i)
(i,j)€D 2N+1
- [1 —(1-p)(1- q)] > [pa(1—p)* (1-q)*
i=0
pq B pq

- n ] e e

|Exercice 3.09.|

Toutes les variables aléatoires de 1’exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :
PXi=1)=pet P(X;=—-1)=1-p.
On suppose que p €]0,1] et que p > 1 — p. Pour tout n € N*  on pose S,, = X1 + -+ + X, et
un = E(|Sn]).
1. Pour tout n € N*, calculer E(S,,).
2. Soit n € N*. Montrer que, pour tout ¢ > 0, on a : P(S, < 0) < E(exp(—tS,)).
3.a) Déterminer pour tout ¢t > 0, E(exp(—tSy,)).
b) En déduire l'existence d’un réel u €]0, 1], que 'on exprimera en fonction de p, pour lequel
on a :
Vn e N* P(S,<0)<u”
4. a) Montrer que lim (u, — E(S,)) = 0.

n——+oo
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b) En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.

5. On suppose dans cette question que p < 1 — p. Donner un équivalent de u,, lorsque n tend
vers +o00.

Solution :

1. Par linéarité, E(S,) = nE(X1) = (2p — 1)n.

2. Soit t > 0. Comme (S,, < 0) C (exp(—tSy,) = 1), on a P(S,, < 0) < P(exp(—tS,) > 1).
En utilisant I'inégalité de Markov, on a donc P(S,, < 0) < E(exp(—tSy,)).

3. a) Par indépendance des (X,,)n>0, E(exp(—tS,)) = (E(exp(—tX1)))" = (pe~t + (1 — p)et)”

b) Au voisinage de 04, on a

pe '+ (1—plef—1 = p(1+(—t)+o(t))+(1—p)(1+t+o(t))—1 = —(2p—Dt+o(t) ~ —(2p—-1)t<0

t—0t
Il existe to > 0, tel que u = pe~' + (1 — p)ete € [0, 1].
On a alors pour tout n € N*, P(S,, <0) < pu".

4. a) On remarque tout d’abord que S,, est a valeur dans [—n,n]. Ainsi, on a
—1
0< un — B(Sp) == Y 2kP(S, = k) < 2nP(S, < 0)
k=—n

Par théoreme d’encadrement, on en déduit, lim w, — E(S,) = 0.
n——+oo

b) A Paide de la question 1, on a uy, o n(2p —1).

5. On trouve le méme équivalent, soit u,, o (1 —2p)n en appliquant les questions précédentes
oo

a —Sy.

|Exercice 3.10.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\) avec A > 0.
Montrer que sup (P(X = k)) est atteint pour k = [A].

=

n\”"
2. On admet la formule de Stirling : n! ~ vV27mn <—> lorsque n tend vers +oc.
e
. , ) p el , . . e (RQ)"
Soit a un réel strictement positif différent de 1. Déterminer lim (n+ 1)e
n—-+o0o n!

Dans la suite de 'exercice, a désigne un réel strictement positif et pour tout entier n > 1, X,
désigne une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(na).
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On pose u,, = P(X,, < n).

3. On suppose a > 1. En utilisant les questions 1 et 2, déterminer liI_I|_1 Uy, .
n—-—+0oo
4. On suppose a < 1.
1 [t
a) Montrer que u,, = —/ t"e tdt.
n! J,

«

(na)™+! !
b) Montrer que P(X, > n) = —'/ the "t
n! 0

¢) En déduire lim w,,.
n—-+oo

5. On suppose dans cette question que o = 1. Déterminer lim u,,.
n—-+oo

Solution :

P X=Fk+1 A
1. On étudie le rapport : (P(X :Z) ) = hrl
La suite (P(X = k))r>0 est donc décroissante pour k + 1 > A, et croissante pour k + 1 < .
Comme k est entier, elle atteint son maximum en [A].

2. On utilise I'aide proposée. Pour n grand :
n

e (n0)" ) e VA niean
n+1)e "¢ ~ (n+1e "*n"a" x ~ en(l-atina)
( ) n! ( ) V2mnn™ /27

La concavité de la fonction In ou une étude rapide de fonction, montre que pour a > 0,
1 —a+Ina <0. Ainsi la limite demandée est nulle si a # 1.

n k
3.0n au, =e " Z (n]j') . Comme « > 1, la suite (P(X = k))j est croissante sur [0,n].
k=0 ’
Donc .
0<u, <(n+ 1)6_71&@ —0
n!

4. a) Une intégration par parties donne

1 “+oo n,—no 1 +oo
I, = —/ ety = e, / =le=tdy
n! oo n! (n—=1)"J/,

«

(na)ne—na

soit I, — I,,_1 = . Ainsi

n!

n n
(ka)ke—ka
Il reste a rajouter Iy aux deux membres de cette équation pour obtenir le résultat demandé.
“+oo

1
b) On sait que — t"e tdt = 1 (fonction T'). Donc
n! Jo

1 no n+1 1
P(Xp,>n)=1-P(X <n)= —/ the tdt = (o)™ / fre—nat gy
n! Jo n! 0



94 ESCP Europe 2018 - Oral

en utilisant le changement de variable linéaire t = nau.
¢) Une étude de h : t — t"e"*" montre que h’ s’annule en ¢t = 1/a > 1, et que la fonction h

est croissante sur [0, 1]. Donc h(t) < e ™ pour ¢t € [0, 1].

Ainsi
(na)"t! (na)" '

1
_ n _—naot
OgP(Xn>n)——n! /Ote dté—(n+1)!e — 0

Finalement lim w, = 1.
n——4oo

5. Pour a = 1, on applique le théoréme central limite. Ainsi

X, — BE(X, 1 Tooo 1
POt ny = p (KB )y L[ g !
o(Xn) V21 Jo 2

Exercice 3.11.|

Une urne contient exclusivement des boules rouges et noires indiscernables au toucher.
La proportion de boules rouges est p €]0, 1] et celle de boules noires est ¢ = 1 — p.

On effectue des tirages successifs avec remise d’une boule de 'urne jusqu’a obtention d’une
boule rouge.

Un maximum de n tirages, avec n > 1, est cependant fixé : on décide de s’arréter si on n’a pas
tiré de boule rouge a l'issue du n-ieme tirage.

On note G,, la variable aléatoire égale au rang du tirage d’une boule rouge, si ce rang existe,
et qui vaut 0 si aucune boule rouge n’est apparue au cours des n tirages.

1. Dans cette question, n est un entier fixé.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire G.,.
n
1—q"(1
b) En utilisant la fonction x — Z 2", montrer que l'on a : E(G,,) = ¢"(1+ np).
b
k=1

2. a) Déterminer la limite de (E(G,,) quand n tend vers +oco. Interpréter le résultat.

b) Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G,,).

3. Ce processus peut étre considéré comme une partie qui est gagnée si une boule rouge est
apparue au cours des n tirages.

On mise de la maniere suivante : pour jouer une partie, il faut payer 15 euros. Si la partie
est gagnée a la keme boule tirée (k < n), le joueur gagne (20 — k) euros. On note B,, le gain
aléatoire pour une partie.

a) Exprimer B,, en fonction de G,,, puis déterminer son espérance.

1 1 1
b) On admet que pour tout réel z €]0,1{ona - < — + —— < 1.
2 "z In(l-=x)

Quelle valeur de n doit-on choisir afin de maximiser le gain d’'une partie 7
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Solution :

1. a) On a ici la loi géométrique tronquée :

k—1

PG, = k) = " 'p sil<k<n
(G ) {q” sik=0

n n _ n+l
b) On a alors E(G,) =p E kg1, Soit la fonction f(z) = E zk = % On dérive
—x
k=1 k=1
- _ 1—(n+ 12" +na™t!
/ _ § : k—1 __

k=1
D’ou :
_1—-(n+1)¢" + ng"t! _1—q"(1+np)

EG,) = pf/(Q) (1- q)z D

1
2. a) On an = o(r"™) pour r > 1, en particulier pour »r = — > 1 d’ou : liIJrrl ng" = 0, et
n—-—+0o0

1
lim FE(G,)= - qui est 'espérance d’une loi géométrique.
n—-+o0o p

b) Soit un entier £ > 1, on a: lim P[G, =k] = ¢""'p (des que n > k) d’on la convergence

n—4+oo
en loi vers la loi géométrique.

3.a) Ona B, = (5 -G, -1g,»0) — 15 1g,—0, ce qui est une variable aléatoire en tant que
fonction de la variable aléatoire discrete GG,,. Le calcul donne

n

E(B,) = (5~ k)P[G, = k] - 15P[G,, = 0] = 5(1 — P[G,, = 0]) — E(G,) — 15P[G,, = 0]

k=1
=5— E(G,) —20P[G, = 0]
1—4¢"(1
p
1—4%(1 1 o
¢) Soit g la fonction : g(z) =5 — 'L +ap) 20¢" =5 — -+ 4 xq” — 20q”.
p p
1
Alors ¢'(z) = ﬂ) + 1+ 2In(q) —201In(q) | ¢*, et
p
g'(:v)>0<:>1—|- ! +2r-20<0&52<20 ! !
7 7 p In(g) h X R ()
Ainsi le maximum est obtenu pour t =20 — - — —— oronavu: 0,5 < 1 + O
p  In(qg) p  In(q)

19 <z < 19.5.
Finalement n = 19 est la valeur entiere la plus proche du maximum.
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Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit @ un réel. Soit X une variable aléatoire discrete réelle et (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires réelles, mutuellement indépendantes, suivant toutes la méme loi que X.

On pose Sy =0 et, pour n € N*, §,, = ZXk'
k=1
1. Montrer que P(X > a) = 0 si et seulement si ¥n € N*, P(S,, > na) = 0.
2. Soit (m,n) € N2,
a) Montrer que les variables aléatoires (Sy4m — Sm) et S, ont méme loi.
b) Soit b un nombre réel. Montrer que P(Sy40n = (n+ m)b) = P(S, > nb)P(S,, > mb).

On admet le résultat suivant :

Soit (un)n>0 une suite réelle telle que : V(m,n) € N2, wyim = U + Uy
u

On suppose que ’ensemble {—n, n e N*} est majoré et on note s sa borne supérieure.
n

. Up,
Alors lim — =s.
n—+oo N

3. On suppose dans cette question que P(X > a) > 0.

In (P(S, = na))

Montrer que la suite ( ) est bien définie et admet une limite v, < 0
n>1

vérifiant :

Vn € N¥, P(S, > na) < exp (n7,)

Solution :

1. Si tous les X; sont supérieurs a a, alors S,, est supérieur a na.

Ainsi, (X1 > a)N---N(X,, = a) C (S, = na), donc P((X; > a)N---N(X,, = a)) < P(S, = na),
et par indépendance mutuelle des X; ~ X, on a donc P(X; > a)” < P(S,, > na).

En conséquence, si P(S,, > na) =0, alors P(X; > a)” =0, et donc P(X; > a) = 0.
Réciproquement, on a (S, > na) C (X1 2 a)U---U (X, > a), dou:

P(S,>2na) < P(X1Z2a)U---U(X,2a))<P(Xy2a)+--+P(X,, 2a)=nP(X >a)

Ainsi, si P(X1 > a) =0, alors P(S,, > na) = 0.
2.a) On pose X(Q) ={z,,ne€ JCN}et Y ={z1 + 22+ ... + 7y, (x1,22, .., z,) € X(Q)"}.
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L’ensemble Y est dénombrable car X (€)™ est dénombrable. Soit y € Y.
On pose C = {(z1,...,zn) € X(Q)", 21 + ... + T, = y}.
P(Sntm —Sm =y) = P(Xmi1+ .. + Xinn = 9)

- Z P(Xm—|—1 = xlem—l—Q = T2, ---7Xm+n—1 =Tn—-1, Xm—|—n = xn)
c

= ZP(Xm+1 =x1)...P(Xmtn = x,) (avec I'indépendance)
c

=Y P(Xy =21)..P(Xp = a5) = P(X1 + ... + X, =)
C

Ainsi Sy, 4y, — S et S, ont la méme loi.

b) On a
P(S,, = nb)P(Sy, = mb) = P(Spm4n — Sm = nb)P(S,, = mb)
m—+n m
:P< > Xk>nb>P<ZXk>mb>
k=m+1 k=1
m-+n m
Par le lemme des coalitions, Z X et Z X sont indépendantes, donc
k=m-+1 k=1
m—+n m
P(S,, = nb)P(S,, = mb) = P (( Y Xz nb> a (Zxk > mb)>
k=m+1 k=1
m—+n m m—+n
Comme ( Z X 2 nb) N (Z X 2 mb) C (Z X =>nb+ mb), on peut conclure que,
k=m+1 k=1 k=1

P(S,, = nb)P(Sy, = mb) < P(Sp+m = (n+m)b)

3. D’apres la question 2 et 'hypothese, pour tout n € N*, P(S,, > na) > 0; par suite, son
logarithme est bien défini et donc la suite aussi.
On pose pour tout n € N*, u,, = In (P(S,, > nb)).

La suite (uy,)n>n- vérifie I'inégalité du début de I'exercice, par la question 2.b.
U u

Ainsi, on pose v, = sup {—n, n e N*}, qui existe, puisque {—n, n e N*} est majorée par 0.
n n

In(P(S, > na))

n

On conclut avec la question admise. Donc, la suite < ) converge vers v, < 0.

Enfin par croissance de ’exponentielle et par définition de la borne supérieure, on a :
Vn e N*, P(S, = na) < exp(nvy,)

Démonstration de la question admise

1. Une récurrence évidente sur ¢ € N* montre que uy,q = quy,. On en déduit que si n = mq -+,
avec (¢,m,r) € N* x N x N, alors uy, = Upmq + Ur = qUp, + Uy
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2. Supposons n > m. Il existe ¢ € N* et r € [0,m — 1] tel que n = mqg + r. On pose

M= max |ugl
0<k<m—1

Selon la question 1, on a, a I’aide d’une inégalité triangulaire,

U,  Up Uy QU+ Uy Uy — MUy Tl | + M|y |up| + M
meTnogTm = < <
m n m n mn mn n

Le majorant obtenu tend vers 0 quand n tend vers 400, il est donc inférieur ou égal a € pour n

supérieur a un entier N convenable, que I’on peut supposer supérieur ou égal a m. Finalement,
Uy, Up

— — — < ¢ pour tout n > N.

m n

. , u o u €
3. Soit € > 0 fixé. Comme s = sup{—n,n € N*}, il existe my € N*, tel que o
n mo
U u €
Pour ce my, il existe N > myq tel que pour tout n > N, — > —2 5 > s — €. Puisque pour
n mo
u u . ,

tout n > N, — < s, on a donc pour tout n > N, s — e < — < 5. On en déduit le résultat,

' w, n n

lim — =s.
n—+oo N

Exercice 3.13.

Une piece truquée donne Pile avec la probabilité p €10, 1] et Face avec la probabilité g = 1 — p.

On propose 'expérience suivante pour «rééquilibrer» la piece.

L’expérience est constituée d’une suite de parties consécutives.

Chaque partie consiste a lancer la piece deux fois de suite.

e Si a lissue d’une partie on obtient deux fois le méme résultat (2 Pile ou 2 Face), on refait
une partie ;

e Si a l'issue d’une partie on obtient deux résultats différents, alors on arréte I’expérience et on
rend le résultat du dernier lancer.

L’expérience est modélisée a 1’aide d’un espace probabilisé (€2, A, P).

Soit T la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour que l’expérience se
termine.

1. Ecrire un script Scilab qui simule la variable aléatoire T

2. Donner I’ensemble des valeurs prises par T'. En déduire P(T' = 2k + 1) pour k € N.

3. a) Calculer P(T = 2k), pour k € N (on pourra s’intéresser a 1’événement A = [X; = X5], ou
X1, X2 sont les deux variables aléatoires donnant les résultats des deux premiers lancers).

b) En déduire que l'expérience se termine presque surement.

c) Calculer I'espérance de T'.

4. Soit R la variable aléatoire donnant le résultat de ’expérience. Donner la loi de R.
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Solution :

1. Le processus proposé se déroule tant que deux lancers consécutifs de la piece donnent le
méme résultat. Il s’arréte sinon. Voici une proposition de script :
u=rand(), v= rand()
n=2
while (u<=p and v<=p) or (u>p and v>p)
u=rand() ; v=rand()
n=n+2
end
disp(n)

2. L’ensemble des valeurs prises pris par 1" est 2N*. En effet on effectue a chaque fois un couple
de deux lancers. Donc P(T =2k +1) = 0.

3. a) Soit X la variable aléatoire donnant le résultat d’un lancer de la piece :
P(X=1)=p,P(X=0)=¢q

Soit A =[X; = Xo] et B=[X; # X3]. On a

P(A) =P(X;=1N[Xa=1])+P([X1 =0|N[X2=0]) =p* + ¢ et P(B) =1— P(A) =2pq

Ainsi

P(T = 2k) = P([X1 = Xo]N[X3 = Xa]N...N[Xak—3 = Xop—2]N[Xon—1 # Xai]) = (0*+¢%)* "2pg

b) Evaluons

—+o00 —+00
- 2pq
P(T = 2k) = 2pq PPl =

Ainsi le processus s’arréte presque surement.

¢) La variable aléatoire Y définie par P(Y = k) = (p? + ¢*)*~12pq suit la loi géométrique de
1

parametre 2pq et E(T) =2E(Y) = —.
bq

4. Pour calculer la loi de R, on utilise le systeme complet d’événements ([T = 2k])x>1. Ainsi
+oo
P(R= Pile) = > P([X; = X5 N[X5 = X4] N... N [Xap_3 = Xop_o
k=1
N [XQk—l =+ ng] N [ng = Pile])

~ Pq 1
_ 2, 2\k—1 . _ _ 1
—kE_l(p +a47)" g 2 &2

1
Et donc P(R = Face) = 3
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|Exercice 3.14.|

Toutes les variables aléatoires intervenant dans I’exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q,A,P).

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, a valeurs dans
{—1,1}, telles que pour tout entier k > 1, on a :

PlXy=—1]=P[X; =1 = %

Pour tout entier n > 1, on pose S, = X7 + -+ + X,,.

1. Calculer les moments centrés d’ordre k > 1 de chaque variable aléatoire X;, puis ’espérance
et la variance de S,,.

2. Montrer que pour tout n > 1, on a : E(S%) = 3n? — 2n.

Dans la suite, on pose, pour tout entier n > 1 :

Un:(%)4 et Z, ={weQ3k>n, Uw) > 7}

3. Montrer que pour tout n > 1, on a :

1 3
plonz 7)<

4. Montrer que Z,, € A pour tout n > 1 puis que lim P(Z,) =0.

n—+oo

5. Soit Z = ﬂ Z,, montrer que l'on a :

n>1
P(Z)=0et VweQ\Z, lim_ S"é“) =0
Solution :
L. On obtient E(X!) = {(1) Ahestpar
On a E(S Z E(X
Par indépendance mutuelle des X;, V(5,,) = i V(X;) = iE(Xf) — B(X;)? =n.
i=1 i=1

2. On montre E(S%) = 3n? — 2n par récurrence sur n € N*,

e vérifié pour n =1 : E(S4) E(X4) =1.

e St =(Sn+ X))t =50 +4S2 X411 +652X2,, +485 Xnle + X, Ainsi comme S,, et
Xyn+1 sont indépendantes et E(X,H_l) E(XnJrl) =0, BE(X2,,) = E(Xflﬂ) 1, il vient :

E(SL, ) =E(SYH+0+6E(S2).1+0+1=E(S}) +6V(S,) +1



Probabilités 101

On termine avec I’hypothese de récurrence E(S2) = 3n? — 2n on obtient le résultat attendu.

4
3. Soit n > 1. La variable aléatoire U,, = (—n> est positive et admet une espérance (car cette
n

1
variable est finie). On applique l'inégalité de Markov pour — > 0. Il vient

vn

4 3n—2)vn 3
PlUn > =) < B(U)/n = sy == 3

1
4. Soitn>1,ona: 2, U[Uk>—]
pour la réunion dénombrable.
3 s
Ona0< P(Z,) < Z PU > ﬁ] < Z 5k Cette quantité tend vers 0 quand n tend vers
k>n k=>n
400 comme limite du reste d’une série convergente.

D’ot, par théoreme d’encadrement : lim P(Z,) = 0.
n—-+0o00

€ A car U, est une variable aléatoire et A est stable

5. On observe que 2,1 C Z, d’ou: P(Z ﬂ Z,| = lim P(Z,) =0.

n—-4oo
n>1

Ainsi w € '\ Z entraine w € Z ce qui entraine w € U Z,. Donc il existe ng > 1,w € Zno ce
n>1
qui entraine qu’il existe ng > 1,Vk > ng, Ug(w) <

Ainsi

4
lim Up(w)=0= lm (S’“(“)) = 2@

k—+o0 k—+o00

|Exercice 3.15.

Soit f : R — R définie par :
six € [0,1]
——(x—4) sixzell,4]

0 sinon.

1. Tracer le graphe de la fonction f et montrer que f est une densité de probabilité.

On considere une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (2, A, P), qui admet f
comme densité. On note F' sa fonction de répartition.

2. Calculer I'espérance de X.
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3. Soit W et Z deux variables aléatoires définies sur (2, A, P).

On suppose que W suit la loi normale N'(3,1) et que Z suit la loi gamma ~(3).
On suppose que X, W et Z sont mutuellement indépendantes.

XW

—

Justifier que T est définie presque strement. Calculer son espérance et justifier qu’elle admet
une variance.

Soit T la variable aléatoire telle que : T' =

4. Montrer que F' est bijective de [0,4] sur [0, 1] et que sa réciproque G est donnée par :
VAay siy € [0, i[

Gy) = .
A—JT2=T12y siye [Z’ 1}
5. Soit la variable aléatoire Y = F(X). Déterminer la loi de Y. En déduire le réle de la fonction
Scilab suivante :

. function x=mystere()
y=rand () ;
if y<1/4
then x=sqrt(4xy) ;
else x=4-sqrt(12-12xy),
end
. endfunction

. function E=mysterebis(n)
. E=0;
. for i=[1..n],
x=mystere() ;
E=E+x
. end
. E=E/n;

1

2

3

4

5

6

7

6. On donne la fonction Scilab suivante :
1

2

3

4

5

6

7

8. endfunction

Que dire de la valeur qui sera renvoyée par l'instruction mysterebis(1000) ?

Solution :

1. La fonction f est positive, continue sur R, et son intégrale vaut 1 (c’est 1’aire d’un triangle
dont la base est de longueur 4 et dont la hauteur est de longueur %) Donc f est bien une
densité.

2. Par le théoreme de transfert, on a :

0o 1 4
E(X):/Jr xf(a:)da:z/o %de—l—/l —a:%(x—él)dx:g.

— 00
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3. La variable T est définie presque sturement car P(Z = 0) = 0, puisque Z est a densité. Par
indépendance, et le théoreme de transfert

1 5 T e L[t~ 5

Comme X est a valeurs dans [0, 4], elle admet un moment d’ordre 2. D’apres le cours, il en est

1
de méme de W. Et par théoreme de transfert comme précédemment, E <?) existe. Donc,
1
par indépendance, on a l'existence de E(T?) = E (X?) E (W?) E <?>, donc celle de V(T).

4. Le calcul donne :

0 six <0
x 2
. /%dt:% siz € 0,1
F = t) dt = 0
. /—mf() 1tdt+/x Lo gyar=1 ALV € [1,4]
= ——(t — =1- six )
b 2 . 6 12
(1 siz >4

Donc, par recollement de bijections entre des ensembles disjoints au départ et a I'arrivée, F' est
bijective de [0, 4] sur [0, 1] de réciproque G.
5. Comme F est a valeurs dans [0, 1], on a Y (2) C [0, 1], et comme G est strictement croissante
puisque F' est, pour tout y € [0,1], on a :

P(Y <y) = P(F(X) <y) = P(G(F(X) < G(y)) = P(X <G(y) = F(G(y)) =

y.
Donc Y suit la loi uniforme sur [0,1]. La relation Y = F(X) sécrit aussi X = G(Y). On
reconnait donc que la fonction mystere() simule la valeur de la variable aléatoire X.

— 1
6. On reconnait que la fonction mysterebis simule la variable aléatoire X,, = —(X1+- -+ X,,),
n
ou Xi,..., X, sont indépendantes et de méme loi que X. Comme X admet une variance ,
d’apres la loi faible des grands nombres, la suite (X,,) tend en probabilité vers E(X), donc

mysterebis(1000) devrait renvoyer une valeur proche de E(X) = 3
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Exercice 3.16. |

1. Soit o un réel strictement positif.
n

Donner un équivalent de S,, = Z 7%, lorsque n tend vers +o0.

j=1
Soit un entier n > 2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (€2, A, P), indépendantes et suivant toutes la loi uniforme sur 'intervalle d’entiers

[1,n].
Soit k£ un entier fixé avec k > 2. On dit que X est un sommet si pour tout w € €2, on a
Xk_l(w) < Xk(w) et Xk+1(w) < Xk(w)

2. Déterminer les probabilités des événements suivants :

a) « Xy est un sommet . Donner lim P(X} est un sommet).

n—-+00

)
b) « Xk et Xj11 sont des sommets .

c) « Xp et Xgi3 sont des sommets ). Donner hrf P(X} et Xj43 sont des sommets).
n—-—+0o0

d) « Xy et X, sont des sommets». Donner 11I_~I_1 P(X2 et X4 sont des sommets).
n—-+0oo

Solution :

1. On peut utiliser une comparaison série/intégrale.

La fonction t — t* est croissante sur [1, +oo[.
Site [k, k+1],onak*<t*<(k+1)“ En intégrant, puis en sommant, il vient

k+1 n—1
kag/ tadt<(k+1)o‘:>2k°‘</ tdt < Zka
k k=1

ou 1
Sp—n*< —— (n*t —1) <S5, 1
no a+1( ) "
a+1
C i t S, ~ )
e qul montre que S5, a1

Ou utiliser les sommes de Riemann :

« - k “ 1a 1
no‘+1zk Z(n) n—>_+>00/0tdt_a—l—1

k=1

a) On a X} est un sommet si et seulement si max(Xp_1, Xx1+1) < Xk.

La loi du max(Xy_1, Xk4+1) est donnée par, pour j € [0, n]
P(max(Xy—1, Xp11) < J) = P(Xp-1 < J) N (Xpp1 <7)) = P(Xp1 <J)7 = 75

On utilise la formule des probabilités totales :
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P(max(Xy_1, Xpp1) < Xi) = Y P(max(Xg_1, Xpp1) <J — 1)P(Xi =)
j=1

soit
n

nin—1)(2n —1)
6n3

1
P(max(Xp_1, Xpy1) < Xp) = j—Q x — =

1

.
I

1
La limite demandée est donc 3

b) La probabilité que Xj et Xy soient des sommets est nulle, ce qu’on vérifie aisément.

c) On a Xj et Xji3 sont des sommets si et seulement si max(Xy_1, Xp+1) < Xp et
maX(Xk+2»Xk+4) < Xgys.

Par indépendance

1
lim P(Xj et Xii3 sont des sommets ) = —
n—-+00o 9

d) L’événement « X5 et X4 sont des sommets) correspond a

(X1 < Xo] N[X5 < X4] N [X3 < min(Xy, Xy)]

En utilisant le systeme complet d’événements ([X2 =i N [ X4 = j])o<i,j<n, il vient :
P([Xl < XQ] N [X5 < X4] N [Xg < min(Xg,X4)]) =
= P(([X1 < Xo] N[X5 < X4] N [X3 < min(Xg, X4)))|[([X2 =i N [X4 = 7]))
X P([Xz =1 N [Xy4 = j])

— ZZ (X, <i)P(X5 < j)P(X3 < min(i, j))P(Xy = i)P(X4 = §)

=n+15ZZZ T 5ZZHJ

= 13 1 1=1 j=141
_(n+1)5i:1 6 n+15 2

En regardant les termes dominants, la premiere somme donne

1 1 n® 1

(n+1)5 ;ZQ(HD(ZHD T 35(n+1p " 15

et la seconde somme

nn+1) i(i+1) n*(n+1)22n+1) 1
n+15z ( B )N

2 6(n+1p 15
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|Exercice 3.17.|

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et sont a valeurs dans un sous-ensemble fini [0,n] de N, ou n € N*.

Soit X une variable aléatoire telle que X (€2) = [0,n]. Pour tout réel ¢, on pose :

Gx(t) =) P(X =k)t".

On note X ~ Y lorsque deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi.
1. Montrer que Gx = Gy si et seulement si X ~ Y.
2. Montrer que si Gy est une fonction constante, alors Y est une variable nulle presque stirement.

On dit que la variable aléatoire X est décomposable s’il existe deux variables aléatoires Y et Z
indépendantes, non presque stirement constantes et telles que X ~Y + Z.

3. On suppose que X ~ Y + Z et que Y et Z sont indépendantes. Montrer que Gx = Gy x Gz.

4. On suppose que X suit la loi de Bernoulli B(p), ou p €]0,1[. Montrer que X n’est pas
décomposable.

5. On suppose que X suit la loi binomiale B(n,p), ou n € N* et p €]0, 1].

Montrer que X est décomposable si et seulement si n > 2.

Solution :

1. On suppose que X et Y suivent la méme loi. On a donc X(Q2) = Y (2) = [0,n]. De plus,
pour tout réel t :

Gx(t) = Zn:tkP(X = k)= zn:tkP(Y = k) =Gy (t).
k=0 k=0

Réciproquement, on suppose que Gx = Gy. Les fonctions Gx et Gy sont de classe C*° sur R
en tant que fonctions polynomiales. Ainsi, pour tout entier k € [0, n],

Gx=Gy = G¥0)=c (o).
La formule de Taylor pour les polynomes donne :

GX(t) = zn: %tk
k=0 )

Par identification sur la base canonique de R,,[X], on trouve :
k k
_ G0 _aP)

S
On en déduit que X et Y suivent la méme loi.

P(X = k)

— P(Y = k).

2. Si G'y est une fonction constante sur R, toutes les dérivées de Gy sont nulles. En particulier,
Gy (0)
k!

pour tout k > 1,ona P(Y =k) = = 0. Ainsi, la variable Y est nulle presque sturement.
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3. On commence par remarquer que la formule de transfert donne :
VteR,  Gx(t)=> P(X=k)t"=E{tY)
k=0

ou E désigne 'opérateur espérance. Comme X et Y + Z suivent la méme loi, elles ont méme
fonction génératrice :

VteR*,  Gx(t)=Gyiz(t)=E{t¥ ™) = E(tYt?) = EtY)E(t?) = Gy (t)Gz(t)
par indépendance des variables t¥ et tZ (lemme des coalitions). (On vérifie aussi I'égalité pour
le cas t = 0).

4. On raisonne par I’absurde en supposant X décomposable. Soit Y et Z deux variables aléatoires
indépendantes telles que X ~ Y + Z. Pour tout t € R, Gx(t) = ¢+ pt en posant ¢ =1 — p. 1l
en résulte que Gx est un

polynome de degré 1. On doit de plus avoir, d’apres la question 3, Gx = Gy Gz, donc Gy ou
Gz est de degré 0, ce qui signifie que Gy ou Gz est constant. Mais, d’apres la question 2, cela
implique que Y ou Z est nulle presque stiirement. On aboutit a une contradiction.

5. La question précédente donne déja le sens direct : si n < 2, X n’est pas décomposable. Donc,
par contraposée,

si X est décomposable, alors n > 2. Etudions la réciproque. On suppose n > 2.

Pour tout t € R, Gx(t) = Z <Z) (pt)kq" % = (pt + q)" en posant ¢ = 1 — p.
k=0

Soit k un entier tel que 1 < k< n—1. On pose Y et Z deux variables aléatoires indépendantes
qui suivent respectivement les lois binomiales B(n — k,p) et B(k,p). Ainsi, pour tout ¢t € R,
Gx(t) = Gy(t)Gz(t) = Gy+Z(t).

D’apres la question 1 , X suit alors la méme loi que Y + Z. Or, d’apres la question 2, les
variables aléatoires Y et Z ne sont pas presque strement constantes, ce qui prouve que X est
décomposable.

Exercice 3.18.

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).
Soit X une variable aléatoire a densité et f une densité de X, supposée continue sur R. On

1
pose Y = X et on admet que Y est une variable aléatoire.

1. a) Exprimer la fonction de répartition Fy de Y en fonction de celle de X, notée Fx.
b) En déduire que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité ¢ de Y.

t

0
2. Montrer que Y admet une espérance si et seulement si les intégrales / et
— 00

+oo
/ %)dt sont convergentes, et qu’on a alors :
0

0] e f(t)
E(Y):/_oo Tdt+/o ot
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1
On pourra utiliser le changement de variable t = —

e

o
3. a) Déterminer le réel o pour que la fonction u définie sur R par u(t) = T F soit une densité

de probabilité.

b) Soit alors U une variable aléatoire de densité u. Préciser une densité de U’ = —
Les variables aléatoires U et U’ admettent-elles une espérance ?

4. Soit V une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Déterminer une densité

de V' = —.
1%
Les variables aléatoires V' et V'’ admettent-elles une espérance 7
5. Peut-on déterminer une densité w telle que si W est une variable aléatoire de densité w et

1
W' = W alors W et W’ admettent toutes les deux une espérance ?

Solution :

1. a) On évalue Fy (y) = P(Y < y) selon les valeurs de y :
siy<0,Y<yel/X<y<0e1l/y< X <0,donc Fy(y) = Fx(0) — Fx(1/y);

e siy=0,Y<0&1/X<0& X <0et Fy(y) = Fx(0);

e siy>0,Y<yel/X<ys (1/X<0o0ul<1/X <y)< (X <0oul/y< X);les deux
événements étant incompatibles, on a Fy (y) = Fx(0) + 1 — Fx(1/y).

Ainsi :

Fx(0) = Fx(l/y)  siy<0
Fy(y): Fx(O) 81y=0
Fx(O)—I—l—Fx(l/y) siy >0
b) La fonction Fy continue sur R* et en 0 car
lim Fy(y) :Fx(O)— lim Fx(CC) :Fx(O) et lim Fy(y) :Fx(0)+1— hm Fx( ) Fx(O)

y—0— T—>—00 y—0+t T—400
donc lim Fy(y) = lim Fy(y) = Fy(0) = Fx(0).
y—0— y—0t

La fonction Fy est C'!' sur R* sauf en un nombre fini de points car Fx I’est, donc elle I’est aussi
sur R.

Par dérivation, pour tout y € R*,

= [ ()] = (L) = B o(0) wor vn= ()

Y

2. Si f est continue sur R, ¢ est continue sur R* et ¥ admet une espérance si et seulement si

0 +oo
les intégrales / o(y)dy et / y p(y)dy convergent.
0

— 00
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Le changement de variable t = 1/y donne :

/_O yo(y)dy = /_0 if(i)dy = /_0 %f(t)dt et /O+Ooygp(y)dy = /O—H)O%f(t)dt

o0 oo oo

3. a) Ainsi :

+oo
1
1:/ @ dt =T a=—

oo 1+ ¢ T

b) D’apres la question 1, une densité de U’ = 1/U est :
1 1 1
= u(5) = ——— =ult
) =mul; m(1+¢%) Q
et au voisinage de 400, tu(t) ~ 1/(wt) d’intégrale divergente en +oo. Il n’existe donc pas
d’espérance.

1 (1) e~1/(28)

4. Une densité ¢ de V' est donnée par ¢ (t) = s v(-) = ——,
(t) 2\t V2 t?

éventuellement prolongée
par continuité par 1(0) = 0.

Ainsi V' a une espérance nulle; mais t¢(t) ~ 1/(V2rt), au voisinage de +oo, d’intégrale
divergente en +o00, donc V’ n’a pas d’espérance.
t2
5. On peut proposer w(t) = \/Te_tQ/ 2 qui est une fonction positive, continue, d’intégrale
T

convergente sur R, (égale au moment d’ordre 2 d’une variable suivant la loi normale centrée
réduite) valant 1.

On a, au voisinage de 400, tw(t) ~ e~""/2 donc W admet une espérance (c’est le moment

2w
d’ordre 3 d’une loi normale centrée réduite).
1 1 1 2
D’autre part, une densité w de W’ = 1/W est donnée par w(t) = — w<—) = e 1/(2t7)
/ (t) =z w(; o 7

1
Vort3

et tw(t) ~ d’intégrale convergente en +oo donc W’ admet une espérance.

|Exercice 3.19.|

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé

(Q, A, P).

A toute fonction f continue sur R, on associe la fonction g définie sur R par :
z+1

Yz eR, g(x):/ F(t)dt.

X
1. Montrer que la fonction g est continue sur R.

2. On suppose, dans cette question, que f est la densité d’une variable aléatoire X. Soit Y
une variable aléatoire indépendante de X et de loi uniforme sur [—1,0]. Montrer que g est une
densité de probabilité de X + Y.
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3. On suppose, dans cette question, que f est une fonction positive différente de la fonction

—+o0
nulle et que l'intégrale / f(t)dt converge. On note I la valeur de cette intégrale.
—00
a) Déterminer xgr—lr—loo g(z).
—+o0 400
b) Montrer que l'intégrale / g(t)dt converge et montrer que / g(t)dt = 1.
—co —o0
+o0
4. On suppose, dans cette question, que l'intégrale / f2(t)dt converge.
—00
a) Déterminer xgrfoo g(z).
—+o0 +o0 —+o0
b) Montrer que l'intégrale / g*(t)dt converge et montrer que / g (t)dt < / f2(t)dt.
— 0o — 0 — o0

Solution :

1. La fonction g est dérivable sur R avec, pour tout x € R, ¢'(z) = f(x + 1) — f(z).
Elle est a fortiori continue sur R.

2. Soit Y une variable aléatoire indépendante de X et suivant la loi uniforme sur [—1, 0]. On note
fy une densité de Y. Déterminons une densité h de X +Y. Comme X et Y sont indépendantes,

—+ o0
h est donnée, sous réserve de convergence, par l'intégrale h(x) = / fy(x—t)f(t)dt avec :
— 00
frz—t)=1 < -1<z-t<0 <& r<t<z+1.

Sit¢ [z, z+1], fy(x—t) =0, ce qui résout le probleme de convergence de l'intégrale et donne :

z+1
Vz eR, h(z) = / ft)ydt = g(x).

41 T
3. a) Pour tout x € R, la relation de Chasles donne : g(x) = / f(t)dt — / f(t)dt.

. . — 0o o0
Ainsi, on a :

+oo “+oo
1m(wm:/ f@ﬁ—/ Ft)dt = 0.

— 00 — 00

b) La fonction ) est une densité de probabilité. Par la question précédente, g(z) =

x+1
/ f(t)dt est une densité de probabilité. Par suite, on a :
x

/ijmwﬁzf

4. a) Soit x € R. On définit un produit scalaire sur I’espace des fonctions continues sur [z, x + 1]
x+1
en posant (u,v) = / u(t)v(t)dt. On applique alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les

1
1

fonctions u = f et v t = 1. Cela donne :
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VAN

2 2 2 v 2 2 2 2 v 2
(LD < AP = F@dtl” < LA = lg(2)] fe(t)dt.

x+1

r+1 x
f2(t)dt:/_ f(t)dt—/ Ft)dt.

x+1 “+o0 “+o00
Ainsi, lim (/ f2(t)dt> = / fz(t)dt—/ f2(t)dt = 0. On conclut, par comparaison,

Tr—+00 0 oo

Or, pour tout z € R, on écrit /

€T

que yEll}gloog(z:) =0.

b) Soit A et B deux réels tels que B < 0 < A. Par croissance de l'intégrale, I'inégalité précédente

donne : N B -
/B 9% (x)dx < /B ( /x fQ(t)dt>d:c

Par la question 3 appliquée & la fonction f2, on obtient :

PR ( /B ’ ( /x xﬂ f2(t)dt>d:r;> _ /_ i P (0)d

oo

La fonction g2 est continue et positive sur R et pour tout B < 0 < A4, on a :

/ " @) < / " P

B —00
+oo +oo
On conclut que l'intégrale /

— 00

g*(t)dt converge et que /

— 00

|Exercice 3.20.|

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), mutuellement indépendantes, et qui suivent toutes la loi de Poisson de parametre
1.

S, —n
Vvn
1. Rappeler la loi de S,,, son espérance et sa variance. Déterminer ’espérance et la variance de

S

n
Pour tout n € N*, on pose : S,, = ZXk et S =
k=1

n nk n en—ttn
2. Montrer que, pour tout n € N*, on a : e" = Z — +/ dt.
k! n!
k=0 0
I
3. Montrer que pour tout n € N*, on a : P(S;, <0) = —'/ e 1" dt.
n! J,
4. Etablir que, pour tout n € N* on a :
n+1 ; tn—i—l nn—i—l
P(S:<0)—P(S:, ,<0) = €' — dt—e "——.
(S0 <0) = P(5541 < 0) /n (n+1)! (n+1)!
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5. En déduire que la suite (P(S} < 0)),en- est une suite monotone qui converge vers une limite
¢ e0,1].

6. Pour n € N* et tout réel t > 0, on pose : G, (t) = E(t°).

a) Donner une expression simple de Gg, ().

b) Vérifier que pour tous n € N* et ¢ € R, la variable aléatoire t5» admet une espérance telle
que :

1
. 1
E(t5) = —Gs, [tVn
() W

c) Pour tout ¢ € RY, calculer lim (E(tsz)).

n—-+o0o

Solution :

1. Par stabilité de la loi de Poisson, on a S,, < P(n), d’'ou E(S,) = V(S,) = n. Par linéarité
de D'espérance, on en déduit que FE(S}) = 0 et d’apres la formule V(aX + b) = a*V(X) on a
V(Sy) =1

2. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction f = exp qui de classe C*°
sur R avec les bornes a = 0 et b = n. On effectue ensuite le changement de variable t = n — u.

3. Ainsi
n k —t n +oo _—tun —t n 400 _—tyn
t t t t
P(S;<0):e—"§j”—=1—/ dt = / ¢ dt—/ dt = / < at
0 k' 0 77/. 0 n' 0 n. n n'

4. D’apres la question précédente, par relation de Chasles, on a :

P(S'<0)—P(S:,,<0)= t—dt — - dt
1 <0 -PEIa<0= [ e |

“+o00 tn n+1 tn+1 “+o0 tn—i—l
:/ e dt+/ et L dt—/ et
" n! " (n+1)! " (n+1)!

—+o0 tn n+1 tn—H
:/ e t— dt—l—/ e t——— dt
i n! ; (n+1)!

n+1 +oo n
. n .t
—e ”——/ et dt
n

(n+1)! n!
n+1 n+1 n+1
t
[ e e
" (n+1)! (n+1)!
(on a effectué une intégration par parties dans la derniére intégrale)
t —tyn—1
: —t / €
5.5 fu(t) =€ ',onaf():T(n—t).

La fonction f,, positive, est croissante sur [0,n] puis décroissante Ainsi la fonction f, 1 est
croissante sur [n,n + 1] donc, pour tout ¢ € [n,n+1], fr41(t) = fnt+1(n) done, en intégrant sur
[n,n 4 1], par croissance de 'intégration, on a :
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n+1

n+1
/ fusa(t) dt > / fusr () dt = foar ()

n
n+1

Donc : P(S;; <0)—P(S;,1<0) = / frg1(t) dt — fri1(n) = 0.

n
Ainsi la suite (P(S} < 0))nen+ est décroissante. Par ailleurs elle est minorée par 0 (suite de
probabilités) donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle converge vers une limite /.
Pour tout n € N*,

1
0<€<P(S;;<O)<P(S;‘<O):1—/ filt)dt <1
0

d’ou, & la limite : £ € [0, 1].

6.a) Par le théoreme de transfert, avec une série exponentielle :

00 k
_p (0t n(t—
Gsn(t)zze %:e (t—1)
k=0
1
1 1\ o Gs, | tVn
* - 1 s *
b) Ona:tSh = (¢tVR)Se—n = —_ [ ¢Vn | Qo B(t5:) =

Vn

c) D’apres les deux questions précédentes, on a :

1
exp n(t\/H -1)

1
E(t5) = = exp n(t\/ﬁ—l)—\/ﬁlnt

Vn
2

On a, au voisinage de 0, e =1+ u + % +o(u?); or u = ﬁlnt — 0, donc :

L th 2
n Int Int 1
(VR —eVn =14 2 +—<n) +0(—)
\/ﬁ 2n n

1
Dot n(tV — 1) = /alnt + @ +o(1). Dot : E(t5%) = exp ((m;)? + 0(1)).

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit :

lim E(t5) = exp <(ln t)z)

n—4+oo 2
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|Exercice 3.21.|

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé.

1. Soit A et B deux éléments de A.

Etablir I'inégalité : - B
|P(A) — P(B)| < P(ANB)+ P(ANB)

2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P) a valeurs dans N. Sous réserve

d’existence, on pose :

ZP n)t" et Gy (t ZP

a) Montrer que les fonctions G x et Gy sont définies sur l’mterva,lle [—1,1].
b) Montrer que pour t € [—1,1], on a
Gx(t) = Gy (D] <2P(X #Y)

3. Soit (U, )n>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes & valeurs dans N.

On suppose que la série Z P(U,, # 0) converge. On pose :
n>1

n—{wEQ/Elz n tel que U;(w #0}
a) Montrer que lim P(C,,) = 0.

n—-+00

b) En déduire que I'ensemble {i € N* /U; # 0} est presque siirement fini.

4. Pour tout w € ), on pose S, ( Z Uj(w) et S(w) = lim S, (w).

n—-+oo

a) Montrer que P({w € Q/S(w) ex1ste }) = 1.
On admet que S est une variable aléatoire définie sur (2,4, P).

b) Montrer que lim sup |Gg, (t) — Gs(t)] = 0.
n—-+o0o te[*l,l]

Solution :

1. On utilise les systémes complets d’événements (A, A) et (B, B) pour écrire
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) et P(B)=P(ANB)+ P(ANB)
En faisant la différence, il vient :

|P(A) — P(B)| = |P(ANB) — P(AN B)| < P(ANB) + P(AN B)

AN
2. a) Comme pour t € [—1,1], |P(X = n)t"| < P(X = n) et comme la série »  P(X

converge, G x est bien définie sur [—1,1].
b) Par la premiere question, pour tout n on a
IP(X =n)—PY =n)|<P(X=nnNY#n)+ P(X#nNY =n)

= n)
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On somme les inégalités :

Y IP(X =n)=P(Y =n)| <> _(P(X=nNY #n)+P(X #nnY =n))
= n=0
Les événements (X = n) N (Y # n) sont indépendants et tous inclus dans (X # Y). Il en est
de méme des événements (X # n) N (Y = n). Le majorant est donc plus petit que 2P(X #Y).
Ceci justifie les existences (car on somme des quantités positives) et donne

Y |P(X =n)— P(Y =n)| <2P(X #Y)

Pour t € [-1,1], on a |P(X =n)t" — P(Y = n)t"| < |P(X =n) — P(Y = n)|| qui est le terme
général d’une série convergente avec ce qui précede.
On a donc Y ((P(X = n)t" — P(Y = n))t")nen qui converge et est de somme en module
inférieure a 2P(X #Y).

+oo
3.a) On remarque que C,, 1 C C),. Comme C,, = U (U; # 0) et comme Y (P(U; # 0)) converge,
on en déduit (reste de série convergente) que -

+oo
0< P(Cy) <Y P(U; #0) =0

b) Ainsi ’ensemble des w pour lesquels il existe une infinité de ¢ tels que U;(w) # 0 est de
probabilité nulle.

4. a) Notons A I'ensemble des w € € tels qu’il n’existe qu'un nombre fini de i pour lesquels
U;(w) #0. Si w € A alors S(w) existe (comme somme finie). S est définie au moins sur A qui
est de probabilité 1 par la question précédente.

b) Avec les questions précédentes, on a

vt € [-1,1], |Gs,(t) — Gs(t)| < 2P(S, # 5)
On en déduit que
1Gs,, = Gslloo,-1,1] < 2P(Sn # S)
La suite d’événements ((S,, # S))nen- est decrmssante car les U; sont a valeurs positives. Le
théoreéme de la limite monotone donne

lim P(S, # 8) = (D (Sn 7AS> P(A)=0
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|Exercice 3.22.|

Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé
(A, P).

On suppose que les variables aléatoires X,, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi
d’espérance m et d’écart type o. On définit la suite de variables aléatoires (Yn)n>0 par :

X Xn Yy,
Y():?O et Vn e N, Yn+1:%

n

1. Montrer que Vn € N, on a Y, = Z
k=0

W%X k. En déduire que Y,, admet une espérance et
une variance.

2. Déterminer E(Y;,). Quelle est sa limite lorsque n tend vers +oo 7

3. Calculer V(Y;,) et calculer sa limite lorsque n tend vers +o0.

4. Soit ¢ et j deux entiers positifs tels que ¢+ < j. Prouver qu’il existe une constante c
indépendante de i et de j pour laquelle on a :

Cov(Y;, Y;) <c =2

1 n
5. Soit N*. O 2 S, = — Y.
oI n € 1l pose n; k

a) Justifier I'existence de 'espérance et de la variance de S,,. Déterminer la limite ¢ de la suite
E(Sn))n21 .
b) On admet que

n

1
V(Sa) = — (D Vv +2 Y Cov(¥i,Y)))
k=1 1<i<j<n
Montrer que lim V/(S,) = 0.

n— +oo

c¢) Justifier I'inégalité F(|X]|) < y/E(X?) pour toute variable aléatoire admettant un moment
d’ordre 2.

Prouver que pour tout € > 0, on a :
1
P(ISn =t > &) < = (VV(Sa) +E(Sn) - €1.)

En déduire que la suite (.5,,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a .

6. On suppose dans cette question que les variables aléatoires X,, sont indépendantes et suivent
toutes la loi normale centrée réduite.

a) Déterminer la loi de Y,.

b) Montrer que la suite (Y;,) converge en loi et préciser la loi limite.
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Solution :
1. La propriété est vraie pour n = 0. Supposons la vraie au rang n, alors il vient
+1
Xo1 +Y,  Xpp o w— 1 < 1
Yoy = — S = Z on Ik

2 2 TR Xk = Z o(n+1)+1—k
k=0

Xk.
La formule est donc vraie au rang n+ 1. La deuxieme partie se justifie facilement avec le cours.

2. Avec la formule précédente, on trouve

n

1 me= 1 1
_E(Yh)zzjz:éﬁiT:Elzﬂxk)::E{jzzéz ::WL<1__§E:T) — m.

k=0 k=0

3. Comme les variables X} sont indépendantes, on a

n

1 P~ 1 o? 1
V) =) V& =T =5 (1_W>'
k=0 k=0
52
La suite (V(Y;,)) converge donc vers 3

4. Soient 7 et j tels que @ < j . En utilisant I'indépendance des variables (X}), on obtient

Cov(Xp, Xi) ~ V(X)) > 1 1o
Cov(Y;,Y;) ZZ gi+j+2—(k+1) - Z oitj+2—2k ~ oj—it2 Z g S 39i—i
k=0 1=0 =0 k=0

5. a) La justification se fait avec le cours. A 'aide de la question 2, on trouve

m — 1 m 1

k=1

b) En utilisant ce qui précede, il vient

n

DS V(S) = 3 [V +2 Y coul¥i,Y))

k=1 1<i<ji<n
1| o2 ity IR | o2 1
<= |[n— + 2¢o? || <= |=+2¢| —0.
|3 e ; j;ﬂ 2 n {3+ C]

c¢) La justification se fait avec la formule de Koenig-Huygens. En utilisant I'inégalité de Markov,
on obtient alors

E(|S,, — 1
P(IS, —m| > &) < U —mD)

. < ZE(1Sn = B(Sn)l) +[E(Sn) —m]]

< - [Voar(5) + B(5,) ~ ml]

La variable S,, converge donc en probabilité vers m.
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6. a) La variable X suit une loi normale centrée réduite, alors pour tout a > 0, la variable
aX suit une loi normale N'(0,a?). Comme les variables X}, sont indépendantes, la stabilité de
la loi normale et les questions 1 et 2 nous permettent d’affirmer que Y,, suit une loi normale

N(o,% (1 _ #))

b) Notons @ la fonction de répartition de la loi normale centrée (qui est continue). On a alors

rw=o[1( 1)}‘% L o(vin)

n s\

La suite (Y,) converge donc en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale A(0, %)



4
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|Exercice 4.01.|

Soit av € [0,1] et 8 € [0,1] avec («, 8) # (0,0). On pose g =1 — (a+ ).

g 1-5
1. Montrer que A est diagonalisable dans Ms(R).

Soitlamatrice:A:<1_a @ )

1
2. Pour tout entier m € N, montrer que A™ = (

B+ ag™ M1—¢ﬂ>
a+p .

B(l—q™) a+pg"

Un bit de données a; prenant une valeur aléatoire appartenant a {0,1}, avec une probabilité
non nulle, est transmis dans un réseau formé de relais. On suppose qu’a chaque relais, 1’élément
x € {0,1} est transmis avec une probabilité d’erreur égale & o pour un passage de 0 & 1 et 3
pour un passage de 1 a 0. On suppose que les relais sont indépendants les uns des autres.

On note X la variable aléatoire certaine égale a ay et, pour tout n € N*, on note X, la variable
aléatoire qui représente la valeur du bit a I'issue de la n-ieme transmission.

. . P(Xpi1=0) . P(X, =0)
>
3. a) Pour tout entier n > 0, exprimer (P(Xn+1 _ 1) en fonction de A et P(Xn _ 1) .

b) En déduire la loi de X, en fonction de celle de Xj.
4. Pour tout n € N*, calculer P x,—o)(X, = 0) et Px,—1](Xn = 1).
5. Montrer que : P(X,, = Xy) > 0.
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Solution :

1. Comme la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1, le réel 1 est valeur propre associé

au vecteur (}) Si A est diagonalisable et semblable & une matrice diag(1, ), alors on a

l+pu=1tr(A) =2—a—p5=1+4gq, donc p = q. Réciproquement le calcul donne le vecteur
_045 vecteur propre associé a la valeur propre ¢ = 1 — a — 8 (différente de 1 car a + 8 > 0).

Ainsi A, possédant deux valeurs propres distinctes, est bien diagonalisable.

2. Par récurrence sur m > 0, ou en diagonalisant A.

3. a) La formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((X,, = 0), (X,, =
1)) donne :

Vl - {O, ]_} P(Xn+1 - Z) - P(ano)(Xn+1 - Z)P(Xn - 0) + P(Xn:1)(Xn+1 - Z)P(Xn - ].),

soit, matriciellement :
(P ID) = (2" 1 2) (P 2n) = (p2h):

b) On en déduit par une récurrence immédiate que : (

soit :

P(X, =0) = 2298 px, — o)+ BU—2D) p(x, — 1)

a+6n a+p
P(Xn=1) = O‘(;T_%)P(Xo =0)+ —O‘Jfg P(Xo=1)

4. Le raisonnement précédent peut aussi étre effectué en remplacant la probabilité P par la
probabilité conditionnelle Px —q-
Pour n > 1, comme les relais sont indépendants, on a :

{ Pixo—oinix,=0](Xnt1 =0) = Px,—0)(Xn41 =0) =1 -«
Pixo=0)nix,=1](Xnt1 = 0) = Pix,=1)(Xn41 =0) = 3
et cela reste vrai de maniere évidente pour n = 0. Donc :

(P[ono} (X1 = 0)) _ iy (P[XO:O] (X, = 0)) .
Pixo=0)(Xnt1=1) Pixo=0)(Xpn = 1)

Comme a la question précédente on en déduit :

+ aq"”
= B—qPX():o} (Xo=0)+

B(1—q")
a+ {

a+

_ BHaq"

P[XOZO] (Xn — 0) o + /8 .

Pix,=0)(Xo =1)

Et de méme, on obtient : Px,—11(X,, = 1) = %.
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5.0n a
P(Xy = Xo) = Pxo=0)(Xn = 0)P(Xo = 0) + Pix,=1)(Xn = 1)P(Xo = 1) (probas totales)
- ﬁa—:—azn P(Xo=0)+ acj——_fgnp (Xo=1) (question précédente)
(P ) o )
_¢<a+6>P(X0_0>+¢(Q+B)P(X0—1).

avec ¢(z) = x + (1 — x)q™.
et p= P(Xo =0), alors

Sil’on note A = @
+
P(X, = Xo) =g(A) = d6(MNp+o(1-N)(1-p) = (1-¢")A+¢")p+((1-¢")(1=A)+¢")(1-p)

La fonction ¢ est affine sur [0, 1], ainsi que la fonction g.
Une étude rapide montre que g'(A) = (1 —¢™)(2p — 1). Ainsi
e si p > 1/2, la fonction g est croissante et
9(A) >g(0)=¢"p+(1—¢")(1-p)>0
e si p < 1/2, la fonction g est décroissante et
g(A) >g(1)=p+q*"(1-p)>0

e si p = 1/2, la fonction g est constante égale a ' .

|Exercice 4.02.|

On considére un entier n supérieur ou égal a 2 et la matrice A définie par :

1 1 ... ... 1
1 2 1 :
A — .
: . o1
1 ... ... 1 =n
c’est-a-dire la matrice dont les termes diagonaux sont 1,2,...,n et dont tous les autres termes

valent 1.

1. Montrer que le réel A est valeur propre de A si et seulement si A vérifie I’équation :

1

A—k
k=0

n—1

1

2. On considere la fonction f,, définie sur R\ {0,1,...,n — 1} par:
1

n—

1
z—k
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En utilisant la fonction f,,, montrer que A admet n valeurs propres réelles distinctes. En déduire
quela matrice A est diagonalisable.

3. On note \, la plus grande valeur propre de A.

, n 1 n—1 1
a) Etablir, pour tout réel y positif, I'inégalité suivante : Z — < / — dt.
0

=y+i o t+y

b) En déduire que f, <n + Ll) <1,
e —

¢) Montrer de méme que f, (n -1+ > > 1.

e—1
ne

4. En déduire que 'on a : \,, ~ .
n—+oo e — 1

Solution :

n
1. L’équation AX = AX est équivalente au systeme (%) Z i +kxy = Axp, pour k €
i=1,i#k

n
[1,n], qui est équivalent au systeme : (xx) S = le =A—k+ 1)z, pourke][l,n].

i=1
Si A =k — 1, "équation contenant le terme (A — (k — 1)) donne S = 0 et donc z; = 0, pour
i # k.
Mais comme S = 0, on a z; = 0. Ainsi, pour tout k de [1,n], A # k — 1.

S
On peut donc diviser par A — (k — 1). Il vient : z, = Nhr pour k € [1,n].
n—1
On somme toutes ces équations et on obtient : .S Z . =8
: P )
k=0
n—1 1
Comme on vu que S était nécessairement non nul, on obtient bien : Z T 1.
k=0

Réciproquement, on sait que I'équation AX = AX est équivalente au systeme d’équations (*).
Ce systeéme est équivalent au systeéme (x).

n—1 n—1
1 1
L’équation S g N S étant vérifiée, puisque g P 1, le systeme (x%) est un

systeme de n — 1 équations a n inconnues ; il admet une solution non triviale.
2. Sur lintervalle |k, k + 1[, la fonction f,, est dérivable et de dérivée donnée par : f)(z) =
_ —
= (x—Fk)
La fonction f,, est donc strictement décroissante sur cet intervalle et a valeurs dans | — 0o, +o0|.

On applique alors le théoréeme de la bijection a f,, sur Uintervalle |k, k+ 1| et donc il existe bien
un unique réel zj de l'intervalle |k, k + 1] tel que f,(zx) = 1.
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Il en est de méme sur |n — 1,4+o00] ou la fonction f,, décroit de +oo vers 0. Le théoreme de la
bijection donne l’existence de x,,.

La fonction f,, admet n solutions distinctes situées dans R. La matrice A possede donc n valeurs
propres distinctes, ce qui montre qu’elle est diagonalisable.

est décroissante sur RT. La méthode de comparaison série/intégrale

3. a) La fonction t —

y+ti
donne le résultat attendu.
b) fn(n+y) ”z_:l L Le ch t d’indice j k d
n = —— . Le changement d’indice j = n — k donne :
W(n+y 2y =k g j
falntg) =3 —
n\NTY)= —
—yt+J
, g n—1
D’apres la question précédente, on a donc : f,(n +y) < / :dt =In(1+ )
n 0 ) Yy
On conclut en prenant y = Pk
e —

fu <n—|—€_1) <ln(1—|—n;1(e—1)) <lnle) =1

c¢) On utilise la méme stratégie :

n—1 n-l noq
fon—14+1y) = kz_:n—1+y = > m} i mdt
=0 §j=0
On obtient : f,(n—1+y) >In (1 + g)
4. En posant toujours y = . ﬁ T il vient : (n+ L) 1< fa ( . f 1). Or
la fonction f, étant décroissante, il vient : ﬁ <A\, < n+ Pt ce qui donne

ne

I’équivalent A ~ .
équivalen no T

Exercice 4.03. |

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cet exercice sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (Q, A, P) )

1. Pour tout n € N*, on considere la fonction f,, définie par :

_ [1—cos(2nmx) siz € [0,1]
ful®) = {O sinon

Vérifier que f, est une densité de probabilité.
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On considere une suite (X,,),, de variables aléatoires telles que, pour tout entier naturel n non
nul, la variable aléatoire X,, admet la fonction f,, comme densité.

2. a) Pour tout n € N*| calculer I'espérance de X,,.

1
On admet sans démonstration que la variance de X,, est égale & — — —— .
12 2n2x2

b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet-elle d’affirmer que, pour tout € > 0, on a :

lim P( >5) =07
n—4+oo

3. a) Pour tout n de N*, déterminer la fonction de répartition F,, de X,,.

1
Xn— =
2

b) Pour tout z réel, on pose : F'(z) = hI_E F, (z). Montrer que F est la fonction de répartition
n— o

d’une variable aléatoire X dont on précisera la loi.

1
4. Soit € un réel vérifiant 0 < e < 3 Montrer que 1’'on a :

) 1

Solution :

1
1. La fonction f,, est positive, elle est continue (mémeen O et 1) et on a: / (1—cos(2nmz)dr =1
0
(sans probleme de convergence).

2. a) La fonction f,, étant continue bornée et nulle hors de [0, 1], X,, admet des moments a tout
ordre.
Par intégration par parties (les fonctions en jeu étant bien de classe C* sur [0,1]), on a :

1 . 1 1
1 2nmt 1 1
E(X,) = / H1 — cos(nrt)dt = & — |¢ (SRCTON L L oyt =
0 2 2nm 0 2nm Jo 2
Un calcul analogue donne E(X2) = 3 — 525 et V(X)) = 15 — 552

b) L’inégalité de Tchebicheff ne permettra pas de conclure, car bien que F(X,,) = 1/2, la suite
des variances ne tend pas vers zéro.

3. a) Une intégration quasi évidente donne

0 sizx <0
in(2
Fo(e) = { o S0Crmz) oo [0, 1]
2nm
1 siz>1
in(2 1
b) Comme sin(2n7z) < — 0, il vient
2nm 2nm

0 siz<O0
lim F,(z) = {9: six €0,1]

noee 1 siz>1
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Ainsi la suite (F),) tend vers la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur [0, 1].

4. Soit 0 < e < 1/2. Pour tout n > 1, 0on a:

(

Or

2 2

Xn—l‘ >5> :P(Xn—1>s)+P(Xn—%<—g) —1—F,(1/24¢) + Fo(1/2 —¢)

lim 1—F,(1/24¢)+F,(1/2—¢)=1—2>0

n—-+o0o

|Exercice 4.04. |

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Soit n un entier de N*. Soit U,, une variable aléatoire a valeurs dans [0,7n] dont la loi est donnée
par :

(-1)°

2!

n—k
1
vk [0,n], P(Un=k) = >
i=0
On admet que 'on définit bien ainsi la loi d’une variable aléatoire.

Pour toute variable aléatoire T', on appelle moment factoriel d’ordre k, pour k € N, les réels
suivants :

1 sik=0
mk(T):{E(T(T—l)---(T—kH)) si k> 1

1. Montrer que pour k > n+ 1, on a m(U,) = 0.
2. Montrer que pour k € [0,n], on a mg(U,) = 1.

3. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre 1.

Calculer, pour tout k € N, my(Z2).

4. On définit une suite (Q;);>0 de polynomes par :

1 sig=20
Qj(X):{X(X—l)---(X—j-I-l) sig=>1

a) Montrer que pour tout n de N, (Qo, @1, ..., Q) est une base de R, [ X]
b) En déduire que, pour tout k € [0,n], on a E(UX) = E(ZF).

Solution :

1. a) La variable aléatoire U,, étant a valeurs dans [0,n], on a U, (U, —1)--- (U, —n) =0 et
mr(Uyp) =0si k >n+ 1.
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2. La relation est vérifiée pour £ = 0 par définition de mo( ) Soit k € [1,n]

mp(Up) =Y i(i— 1) (i —k+1

I
- L
M

Al
z:k 7=0 J:
n—k 1 n—k—1 ; n—k
=> 5 Z : :ZP(Un_k:i)zl
=0 7=0 1=0

3. Si Z suit la loi de Poisson de parametre 1
—1 o1
Z ? (1 +1 ; (i = =e e

4. a) La suite (@) est une suite de polynomes échelonnée en degrés et pour tout k € N,
deg(Py) = k. C’est donc une famille libre de R,,[X] et une base.

b) Par la question précédente, pour tout k € [0,n], il existe ao k, a1k, - - ., akx réels tels que
k
XF =Y "a;1Q,
i=0

Par linéarité de l’espérance

Zaj kmk Za]k —Zaj kmk E(Zk)

|Exercice 4.05.|

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi définie par la densité :

1 1
Vz €R, f(x):%xl—l—lz

Pour tout n € N*, on pose M,, = max(Xj,..., X,) et on note ®,, la fonction de répartition de
n

M,

. 1 ™
1. Etablir que pour tout z > 0, la relation : arctan(z) + arctan <—> =5
x

2. a) Pour tout n € N*, calculer ®,,(0).
b) En déduire, pour tout ¢t <0, lim &, (¢).On note cette limite ().

n——+oo

3. Pour tout réel t > 0 et tout n € N*, calculer P ([Mln < t} N [M, > O])
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4. Déterminer, pour tout réel t > 0, lim &, (¢). On note cette limite ®(¢).

n—-+oo

5. Montrer que la fonction ® est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X dont on
précisera la loi.

Solution :

1. La fonction arctan est dérivable sur R, et la fonction inverse sur R*.

1
Ainsi, on dérive sur R* | la fonction x — arctan(x) + arctan L) de deérivée z — —
+ €T 1 + x2
1 1
——— = 0. On en déduit que la fonction z — arctan(z) + arctan (%) est constante. En

N —
x
I’évaluant en 1, on en déduit le résultat souhaité.

a) Soit n € N*. On a par indépendance des X; :
qbn() (nM O)ZP(Mngo):P(Xl<07---7Xn<0)

([ o) -

b) Soit ¢ < 0. Par croissance de ¢,, on a 0 < ¢,(t) < ¢,(0). Ainsi, par encadrement,

3. Soient t > 0 et n € N*. On a par indépendance des Xj,
P(nMIY < t, M, > 0) :P(Mn > %) :1—P<Mn < %)

:1_p<X1\Qn
(/ e dt)
¢ ( )2\
arctan 5

—1—

4. Soit t > 0. On a par la question précédente et la question 1,

arctan (—) y
P(nM,;lgt,Mn>0):1— 1_—n — 1—exp<——>
s

T n—-+oo

On a donc
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n—-+oo

Ainsi, lim ¢, (f) =1 —exp (—%) = ¢(1).

5. On déduit des questions précédentes que la suite (¢, (t)) converge vers la fonction ¢(t) qui
est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre

1

™

Exercice 4.06. |

1
1. Montrer que / (2% 4 t3)7Y/3dt est convergente pour z > 0.
0

Soit f la fonction définie sur R™* par

f(;z:):/O (z® +t3)"13at

1/x
2. Montrer que f(x) = / (14 %)~ 13dt.
0

3. a) Etudier les variations de f sur R*T*.

b) Etudier les limites de f en 01 et en +oo.

4. Déterminer un équivalent de f(x) lorsque = tend vers +oo.

Solution :

~1/3

1. Pour tout x strictement positif, t — (z3+t3) est continue sur [0, 1]. Pour z = 0, 'intégrale

1
dt

/ — diverge.
o t

Ainsi f est-elle bien définie sur R**.

1 /1
2. On écrit f(x) = — / (14 (t/z)*)~Y3dt et le changement de variable linéaire t = zu donne
T Jo

1/x
f(z) = / (1+u®) Yoy

3. a) Pour z > 0, le théoreme fondamental du calcul intégral permet d’affirmer que f est de
dire que f est dérivable et que

1 1\ Y3 1
/
= — —= 1 —_— = -
(@) x? ( * x3> z(1 4 z3)1/3

La fonction f est donc décroissante sur RT*.
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b) e lorsque x tend vers +o0o, comme h(t) = > 0, on peut écrire :

(1+3)1/3

1/(13 1
Oéf(ac)é/ du = —
0 x

Donc : lim f(x) =

Tr—+00

1
e lorsque x tend vers 0, comme h(t) = > 0 et au voisinage de +o0, h(t) ~ o dont

1
SEIREEN
I'intégrale diverge sur [1,4+o00] on a hrn flz) =

4. On détermine d’abord l’équivalent de maniere intuitive.

1
Au voisinage de 0, lim;_,o h(t) = 1 et donc f(x) doit étre équivalent & —. De maniere rigoureuse
x

1 1/x
x)— —| < h(t) —1|d
@ -1 < [ - e

1
Or, au voisinage de 0, h(t) — 1= (1 +3) "3 -1 = —§t3 + o(t*) qui tend vers 0 lorsque ¢ tend

vers 0. Ainsi pour ¢ au voisinage de 0
Ih(t) — 1] < Ct?

< Ct3dt = — :0<—>

0 x4 x
1
Finalement, au voisinage de +oo, f(z) ~ —

x

Pour = assez grand

Exercice 4.07.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. On rappelle qu'un endomorphisme f
non nul de F est nilpotent s’il existe un entier k € N* tel que f* = 0.

On appelle alors indice de nilpotence de f le plus petit entier k vérifiant cette propriété.

Soit f un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence p.
1. L’endomorphisme f est-il inversible 7 Est-il diagonalisable ?

2. Montrer qu'il existe un élément x € E tel que la famille (x, f(z),..., fP~(x)) soit libre. En
déduire que p < n.
Soit g un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence gq.

3. a) Montrer que si f et g commutent, alors f -+ g est nilpotent. Donner un majorant de I'indice
de nilpotence de f + g.

b) Ce résultat reste-t-il valide si f et g ne commutent pas?

4. a) Montrer que si f et g commutent, alors f o g est nilpotent. Donner un majorant de I'indice
de nilpotence de f o g.
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b) Ce résultat reste-t-il valide si f et g ne commutent pas?

Solution :

1. Comme fP =0.Si f~! existe, en composant par cet inverse p fois, on obtient I = 0.

La seule valeur propre de f est 0, puisque s’il existe x # 0 tel que f(x) = Az, alors
0= fP(x) =Nz et A=0.

Si f est diagonalisable, elle est semblable a la matrice nulle et donc égale a la matrice nulle, en
contradiction avec f # 0.

2. Comme fP~! £ 0, il existe un vecteur z # 0 tel que fP~l(z) # 0. La famille
(x, f(z),..., fP~H(x) est libre car en composant par fP~1

p—1
Zakfk(x) =0= aofp_l(a:) =0=ap=0
k=0

En recommencant ce processus, on obtient le résultat demandé. Ceci montre que p qui est la
cardinal de cette famille est inférieur ou égal a n.

3. a) Les endomorphismes f et g commutant, le binéme de Newton donne
m
m —
(f+9™=> (k>f’“gm g
k=0
En prenant m = p + ¢, il vient

~ (p+q (p+a
ptq _ k _p+q—Fk k _pt+q—k __
(f+9) —Z(k>fg +Z(k>fg =0
k=0 k=p+1
car dans la premiere somme p + q¢ — k > p et dans la seconde somme k > p.

b) Donnons un contre exemple. Si (eq,...,e,) est une base de E, on pose

f(el) = €2, f(el) = O,VZ % 17 et 9(62) = elag(ei) = O,VZ % 2
Alors, on vérifie que f? = g% = 0 et par exemple (f + g)(e1 + e2) = ea + e1. Ainsi 1 est valeur
propre de f 4+ g qui ne peut étre nilpotent.
4. a) Par récurrence immédiate, comme fog = go f, il vient pour tout k € N, (fog)* = fFog".
En posant m = max(p, q), on obtient (f o g)™ = 0.

b) Le méme contre exemple marche également ici : (f o g)(e2) = ea. Le vecteur ey est vecteur
propre associé a la valeur propre 1.

|Exercice 4.08.

Toutes les variables aléatoires de 1’exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires
numérotées 1 et 2.
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On effectue sans remise le tirage une a une de toutes les boules de 'urne.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiere boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiere boule numérotée 1.
1 Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

2. On rappelle que pour tout entier naturel m, on a :

> m—l—l > m(m+1)(2m + 1)
k=—1-— k? =
2 s ;
k=1
3
et on admet sans démonstration que la variance de Y est égale a n(nl—;—)

Déterminer la loi de Y ainsi que son espérance.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4. On admet que Cov(X,Y)? < V(X)V(Y).

Déterminer un équivalent de E(XY") lorsque n tend vers +oc.

Solution :

1. La variable aléatoire X prend les valeurs {1,2,3}. On note N; I’événement «on a tiré une

boule noire au i-ieme tirage » et B; I’événement «on a tiré une boule blanche au i-ieme tirage ».
n .

n+2’

e P(X=1)=

2n
(n+1)(n+2)

2

e P(X=3)=P(NiNNyNB;g)=P(Ny)P(N2/N1)P(B3/N1 N Nz) = (n+2)(n+1)

2
Un calcul rapide donne E(X) = n_+3, ainsi que V(X) = ( +n2(7;(+i)1)2
n n n

+1
2. La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans {1,...,n + 1}.
On note A; I'événement «on a tiré une boule numérotée 1 au i-ieme tirage» et C; ’événement
«on a tiré une boule non numérotée 1 au i-ieme tirage ».

2

e En utilisant la formule des probabiités composées, on a :
P(Y = k’) = P(Cl NCy...Ck_1 ﬂAk)
= P(C1)P(Cy/Cy)...P(Cr_1/(C1N...NCk_2))P(Ar/(C1 N ...NCk—1))

_n n—1 n—k+2 2
Cn42n+1" T n+2—k+2n+2—k+1
2)(n+2—k)!  2(n+2-—k)

T m+2)ln—k+ 1) (n+D(n+2)
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Un calcul un peu plus long donne :

n+1 n+1 n+1

&R %k(n+2-k) 2 2 s n+3
E(Y)_I;(n+l)(n+2)_n+1;k_(n+1)(n+2);k B
et
V(Y):E(YQ)_E(Y)2:(n+2)6(n-|—3)_(n—g3) :n(nléi-?))
3. 0On a
P(X:Y:l):P((X:l)ﬂ(Y:l)):niQetP((X:l)P(Y:l):n12xni2

Ces deux expressions ne sont pas égales, sauf pour n = 2.
Sin=2,Y(Q)=X(2)={1,2,3} et P(X =3,Y =3)=0+# P(X =3)P(Y =3).
En conclusion, Vn € N*, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

4. On sait que Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y). Donc |[E(XY) - E(X)E(Y)| < o(X)o(Y).
Les calculs précédents montrent que E(X)E(Y) ~ g tandis que /V(X)V(Y) ~ \/g =
o(E(X)E(Y)).

Ainsi, E(XY) ~ E(X)E(Y) ~ g, lorsque n tend vers +oo.

|Exercice 4.09.|

Soit n € N* un entier fixé. A toute fonction f continue sur R, on associe, sous réserve
d’existence, la fonction T;,(f) définie sur R* par :

+oo
Va >0, Tn(f)(x):/o F(t) e ™ot

1. a) Soit f, : t — e~ % ol a € R. Montrer que pour tout réel a > 0, la fonction T}, (f,) est
définie sur RY .

Expliciter son expression.

b) Soit fx : t — t*, o k € N. Pour quelles valeurs de I'entier k la fonction T},(fy) est-elle
définie ?

Dans ces cas, 'expliciter.

2. On suppose, dans cette question, que la fonction f est bornée sur R .

a) Montrer que la fonction 7T}, (f) est bien définie sur R7 .

b) Déterminer xEI—Poo (Tn(f)(x)>

3. On suppose, dans cette question, que la fonction f est bornée, de classe C! sur R et que sa
dérivée f’ est bornée sur R, . Montrer que I'on a :
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. f(0)
1 (Th ):-——
Jim (2T (f)(2) -
Solution :
+oo
1. a) L’intégrale / e~ (")t gt converge si et seulement si nz+a > 0. Ainsi pour toute valeur
0
+oo
1
de a > 0, la fonction T}, (f,) est définie sur R% avec T, (fq)(x) = / e~ (atno)t gy — .
0 a+nx

“+o0
b) Soit > 0. L’intégrale / tFe™ "t dt converge pour toute valeur de k car la fonction
0

1
t —the ™t =9 (t_Q) au voisinage de +oco. De plus, le changement de variable affine u = nxt

donne :
oo oo ko du 1 k!
rote = [ et = [ () ey M
(B = [ e () = e e D =
2. a) Soit M un réel tel que pour tout z € Ry, |f(z)| < M. Alors :
1
—nxt < —nxt —nxt — -
Va >0, |f(t)e ™" < Me et e O (t2>'

Par criteres successifs de négligeabilité et de comparaison des intégrales de fonctions positives,

+oo
I'intégrale / f(t)e™'dt converge absolument, donc converge.
0

+oo M
b) Pour tout = > 0, |T,,(f)(z)] < M/ e "dt = ——. On en déduit que lim (Tn(f)(a:)) =
0

nx T—+00
0.

3. Soit A > 0. Les fonctions f et t — e~ " étant de classe C! sur [0, A], on peut faire une
intégration par parties :

A
| sweran= [ - s
0

—ntx . A 1 A
€ ] T f/(t)einxtdt

nr lo nx J

Comme f est bornée sur R, en faisant tendre A vers 400, il reste :

+oo +oo
| e = L0 [ et = @ =1 ),

nx nx n

On fait alors tendre x vers +oo. En appliquant la question précédente avec la fonction f/ qui
est elle aussi bornée sur Ry, on trouve la formule demandée.
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Exercice 4.10.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et prenant ses valeurs
dans N*.

On pose, pour tout n de N*, a,, = P(X = n).

1. Montrer que, pour tout = de [0, 1], la série de terme général a,,x™ est convergente.

+oo
On désigne alors par f la fonction définie sur [0,1] par f(z) = > a,z™.

On suppose que cette fonction est dérivable en 1.

f() — f(=)

1 est croissante sur [0, 1] et que pour tout = de
-

2. Montrer que la fonction g : x —
[0,1], on a: 0 < g(z) < f/(1).

3. Montrer que la série de terme général na,, est convergente et que pour tout = € [0, 1],

+oo
x) < Znan < f(1)
n=1

4. En déduire que X admet une espérance et la déterminer en fonction de f.

Solution :

1. Soit x € [0,1]. On a :0 < apz™ < ay,. Or a, est le terme général d’une série convergente dont
la somme est égale & 1. Donc la série » | a,z" est convergente.

2. Soit € [0,1[. 1I vient

f(1) = f(z
g(x) = i_w =1 = Zan Zanx 1_x2an1—x nz:laan
Soient 0 <z <y < 1. Alors
n— +oo n—1
g(z) =gy Zaan ZanZy = (an Y (=" —y")
n=1 n=1 =1 k=0

La fonction g est croissante sur [0, 1[ et g admet une llmlte a gauche en 1.
Donc, Vz € [0,1], g(z) < lim1 g(x) soit g(z) < f'(1) et on a évidemment 0 < g(z) < f/'(1) .
x—

3. Soit N > 1. Pour tout n € [1, N], on a a,, > 0. Donc, pour tout = de [0, 1],

N n—1 +oo n—1
0< D (an ) a®) < 3 fan 3 ") < F(1)
n=1 k=0 n=1 k=0

Ainsi
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N n—1
Or, z — Z(an Z z¥) est un polynéme donc est continue en 1. Donc, en faisant tendre z
n=1 k=0

vers 1, on a :

N
0< ) nan < f(1)
n=1
N
Done, pour tout N > 1,0 < > (na,) < f'(1). La suite des sommes partielles de terme général
=1
n oo
na, positif est croissante et majorée, donc convergente. Ainsi > na, converge et on obtient
n=1
+oo
Z na, < f'(1)
n=1
en faisant tendre N vers +oo.
“+oo n—1 n—1
Soit x € [0,1]. On a g(x) = >_ (a, Y. z¥). Posons, pour tout n € N*, u,(x) = a,, Y. z*.
n=1 k=0 k=0

On obtient par comparaison des sommes de séries convergentes

+oo
0 < up(x) <nay, et 0 < g(r) < Znan < f(1)
n=1

4 . La série Y na, converge donc X admet une espérance et : Vo € [0,1[,0 < g(x) < E(X) <
f'(1).
En faisant tendre z vers 1, on obtient E(X) = f/(1).

Exercice 4.11.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Une urne contient exclusivement des boules rouges et noires indiscernables au toucher.

La proportion de boules rouges est p €]0,1[. On effectue des tirages successifs d’'une boule avec
remise.

On commence par effectuer des tirages de boules jusqu’a obtention d’une boule rouge ; on note
N le nombre de tirages qui ont été nécessaires pour obtenir cette premiere boule rouge.

On effectue ensuite N tirages successifs et on s’intéresse a X qui représente le nombre de boules
rouges obtenues lors de ces N tirages.

1. Quelle est la loi de de la variable aléatoire N 7
2. Pour un entier n > 1, quelle est la loi conditionnelle de X sachant [N = n]?
3. Déterminer la loi du couple (N, X).

4. Déterminer la loi de X . On pourra utiliser sans démonstration 1’égalité :
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(+) VkEN, Voe] - 1,1 ! —io mEk) m
) s + 1 (1_m)k+1_m20 k

5. Soit un réel A €]0,1[. On considere deux variables aléatoires U et V' indépendantes, telles
que U suit une loi de Bernouilli de parametre A et V' suit une loi géométrique de parametre A.

Déterminer la loi de la variable aléatoire UV'.

6. En déduire que X a méme loi qu'un produit de deux variables aléatoires indépendantes, I'une
suivant une loi de Bernoulli et ’autre une loi géométrique.

7. Exprimer E(X) et V(X) en fonction de A.

Solution :

1. On a N(§2) = N* La variable aléatoire N compte le nombre de tirages pour obtenir la premiere
boule rouge. Les tirages sont identiques et indépendants, IV suit donc une loi géométrique de
parametre p : pour n > 1, P[N =n] = (1 —p)" " 1p.

2. On a X () C N. Sachant que [N = n|, on a n répétitions indépendantes du méme schéma
de Bernouilli de probabilité de succes p d’ou une loi binomiale :

Pour k € [0,n], P[X = kIN = n] = (})p"(1 — p)"" et pour toute autre valeur de
k,P[X =k|N =n]=0.

3. La loi du couple (N, X) est donnée, pour n > 1, par :
P[(N,X) = (n,k)] = { Py—n(X = k)PIN =n] = (;)p"* (1 —p)* 71 sik e [0,n]

0 sinon

4. On utilise le systéme complet d’événements ([N = n]),>1 : pour k > 1, nécessaire pour
initialiser n,

+o0 400
PIX=k=) PX=kN=n]=) P[X=FkN=n]
n=1 n==k

_ pk+1(1 _p)k—l Jio (") (1- p)2n—2k
n==k k

1 1
_ o k+1 k—1 — k+1 k—1
=p" (1 —-p) =p" (1 —-p)
(1—(1—p)?)kt! prr (2 —p)itt
(1 —p)t
- (2 N p)kJrl

Pour £ =0,
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5. La loi de la variable aléatoire UV est donnée par UV (2) = N, et, pour k > 1
PlUV =k]|=P[UV =k,U =0+ PlUV =k,U=1]=P[V =k, U =1]
=PIV =k|P[U =1] = (1 - N1\
Pour k=0, PlUV =0]=P[U =0 =1—Xcar V > 0.

1— 1
6. On choisit A tel que : 1 —\ = 2_p On a alors : A = 5

1
et0<p<1=>§<)\<1.0na
donc bien : 0 < A < 1. En remplacant A par cette expression on obtient : Vk > 0, P[lUV = k] =
P[X =k].

7. L’égalité des lois et 'indépendance des variables U et V' entrainent :

E(X)=EUV)=EU)E(V) =y =1

V(X)=V({UV)=EU*V? - EUV)>=EU?*EWV? -1
=EBEU)E(V?) -1=XAEV} -1 (U=U%et E(U)=))
2

— A 1
S A Y |
car E(VQ):V(V)+E(V)2:1;—2)‘+%

|Exercice 4.12.|

Toutes les variables aléatoires de ’exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).

On lance indéfiniment une piéce truquée amenant Pile avec la probabilité p (0 < p < 1) et Face
avec la probabilité ¢ =1 — p.
On appelle série une succession de Pile ou de Face interrompue par ’événement contraire ; par

exemple, dans la suite ( Pile, Face, Face, Pile, Pile, Pile, Face) il y a quatre séries successives
dont deux séries de Pile de longueur 1 et 3, et deux séries de Face de longueur 2 et 1.

On note Ly et Ly les longueurs aléatoires de la premiere et de la seconde série.
1. Déterminer la loi de Ly ainsi que son espérance et sa variance (si elles existent).

2. Déterminer la loi du couple (L1, Ly) et en déduire la loi marginale de Lo.

Peut-on déterminer I'espérance de Ly ?

3. Les variables aléatoires L, et Lo sont-elles indépendantes 7

Solution :

1. On a L1(Q2) = N*.

Pour k € N*, I’événement [L; = k| est I"événement « lors des (k + 1) premiers lancers, on a
obtenu k fois Pile suivi d’un Face» ou «k fois Face suivi d’un Pile». Ainsi :

P(Ly = k) =p"q+q*p
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k—1

L’espérance de L existe puisque les séries de la forme E kp convergent comme dérivées de

k
séries géométriques.

+oo +o0
1 1 q
E(L1) = pq kp" Tt ) kgt =pq( + ) ==+
() (2 2 T—p2 T -2) " p
Pour calculer la variance, on utilise le moment factoriel d’ordre 2.
V(X)=EX(X -1)+ E(X) - F*(X)

3

t
¢ 00 +o0 q2 p2
E(Li(Ly1 — 1)) =p*¢ > k(k—1)p" 2 +pg® > k(k—1)¢" % =2 (_2 n _2)
q D k=1 k=1 p q

2. Pour (k1,ks) € (N*)2, 'événement [L; = k1] N [La = ko] est Pévénement « on a obtenu kq
fois Pile suivi de ko fois Face, puis un Pile)» ou «on a obtenu k; fois Face suivi de ko fois Pile,
puis un Face».

Ainsi :

P(Ly=kiN Ly = ky) = plr+1g" 4 M+ 1phe
Par définition de la loi marginale, on a :
+o0
P(Ly=1ky) = Y  P(Ly =k NLy=ky) =pq"™

+q2pk2 1 :pzqu_l +q2pk2—1
ki1=1 q

1—0p 1-—

L’espérance de Lo existe. On reconnait des sommes de séries classiques. On obtient E(Ly) = 2.

3. Supposons L; et L, indépendantes. Alors :

1
P(Ly = 1NLy =1) = P(L1 = )P(Ly = 1) = p*q+q°p = 2pa(p°+¢°) & (2p—1)* = 0= p =5
Donc si p # 1/2, les variables aléatoires Ly et Ly ne sont pas indépendantes.
Supposons p = 1/2. Alors :

1 1 1
P<L1:k1):271etP(L2:k2):272etP(lelﬂL2:1):2kl—+kz
et les variables aléatoires L; et Lo sont indépendantes.

Ainsi, L; et Lo sont indépendantes si et seulement si p = 1/2.



5
QUESTIONS COURTES

Soit f : R — R continue, non identiquement nulle et vérifiant pour tous x,y réels

flx+y) = f(z)f(y)

Montrer que f est de classe C'! sur R.

/1 dt
Uy = _
o 14+t+tn

Montrer que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

Pour tout n € N*, on pose

Soit f : R — R, continue. On appelle point fixe de f, tout réel x tel que f(z) = x.
1. Montrer que f admet un point fixe si et seulement si f o f admet un point fixe.

2. Montrer que le nombre de points fixes de f est inférieur ou égal a celui de f o f.

Soit n € N* et X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0,n[ (n € N*).
On note Y la partie entiere de X et on pose Z =X —Y.
Déterminer la loi de Y puis celle de Z.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles a densité, indépendantes et de méme loi.
On note F' la fonction de répartition de X;. Pour n € N*| on pose M,, = min(Xy, ..., X,,).

On suppose que les X,, possedent une densité f nulle sur | — oo, 0], continue sur [0, +oof et telle
que f(0) > 0. Montrer que la suite (ni,,),>1 converge en loi.

On lance n fois (n > 2) une piece équilibrée et on considere les événements suivants :
A = « on obtient au plus une fois Pile»
B = « les résultats des différents lancers ne sont pas tous identiques »

Les événements A et B sont-ils indépendants 7

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit U,V deux matrices colonnes non nulles de
Mn1(R)

(5} U1
U=\ :1], V=

Un Un
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Soit a un réel non nul et I,, la matrice identité d’ordre n. On pose
M =al, +UW.

1. Déterminer les valeurs propres de M.

2. La matrice M est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable 7

On note (E; j)1<i j<n la base canonique de M,,(R).
On rappelle que E; ; est la matrice ne contenant que des 0 sauf a 'intersection de la ligne 7 et
de la colonne j ou se trouve un 1.

Soit (7,7) € [1,n]* avec i # j. Calculer (E;; + E; ;).

En déduire une base de M,,(R) constituée de matrices de projecteurs.

On note E l'espace vectoriel des applications f : [0, +00[— R, bornées, de classe C!, telles que

£(0) = 0.
On note ( , ) Papplication de E? dans R, définie par
+oo f z)g(x
(f,9) = (f,9) :/0 %dw

Montrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Soit n > 2 et f et g deux endomorphismes de R™ vérifiant f o g = g o f. On suppose de plus
que f admet n valeurs propres réelles deux a deux distinctes.

1. Montrer que chaque sous-espace propre de f est stable par g.

2. En déduire que g est diagonalisable.
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