Avant-propos

A notre ami Christian Lebeuf

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP Europe
regroupent les exercices posés en 2019 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation & ’épreuve orale de mathématiques
de ESCP Europe et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et commer-
ciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves écrites de
mathématiques du concours quelle que soit leur option (scientifique, économique, littéraire B/L ou technolo-
gique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent en effet, peu ou prou, dans les sujets
de D'écrit.

Certains exercices publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en attend
pas nécessairement une résolution complete.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algebre, probabilités et
sujets de l'option littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.

On peut également trouver le contenu des annales sur le site internet de ESCP Europe,

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidele collaboration de tous les examinateurs de ’oral de
mathématiques de ESCP Europe. Nous les en remercions.

Frank BOURNOIS, Directeur Général ESCP Europe.
Caroline CHAMPONNOIS, Service des Admissions ESCP Europe.
Claude MENENDIAN, Responsable des épreuves orales de mathématiques du concours ESCP Europe.
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Chapitre 1

Analyse

EXERCICE 1.1

1. a) Soit z € R\ {—1,1}. Montrer que la fonction  — In (2% — 2z cos§ + 1) est continue sur [0, ].
On note alors F' la fonction définie sur R\ {—1,1} par :

Ve e R\ {-1,1}, F (z) :/ In (2* — 2z cosf + 1) df
0

b) Justifier que F est paire.

¢) Montrer que In (1 — cos 6) est équivalent & 21n 0 quand 6 tend vers 0. En déduire que I'on peut définir F (1)
et F'(—1).
On admet que la fonction F' ainsi définie est continue sur R.

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
a) Résoudre dans C I’équation 22" = 1.

b) En déduire I’égalité de polynémes suivante :

n n—1
2n 1 _ . 'L’% —_ 2 _ 2 _ kj
X 1= k=£[_1) (X —e™) = (x2-1) kl;[l <X 2X cos ( - > + 1)

c¢) En faisant intervenir des sommes de Riemann, établir que, pour tout réel z € R\ {—1,1}, on a :
2n
s " —1
F(r)= lim —In{———
(2) im n ( o )
d) En déduire l'expression de F (z) si €] — 1,1[ et si & € ]—00, —1[U]1, +o0].

e) Donner alors la valeur de F' (1) et F (—1).

3.On pose: [ = /2 In (sin (¢)) d¢. Calculer I.
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1
1. a) Soit z € R\ {—1,1}. Pour tout 6 € [0, 7] , zcosf > —|z| donc :
2 —2xcosf+1>a" —2z|+1=(z] —1)> > 0.
donc la fonction 6 — In (2> — 2z cos 0 + 1) est définie et continue sur [0, 7].
b) Pour tout z € R\ {—1, 1}, le changement de variable § = m — ¢ donne la parité de F.

¢) L’équivalence provient de :

In(1 —cos®) 1 In 1—cosf
2Iné " 2In6 02

1
—0xIn—-.
L’intégrale F'(1) est impropre en 0. Or :

In(2—2cosf) =In2+1In(l —cosf) = |In(2 —2cosh)| ~ —2Inb

Par ailleurs la fonction § — In# admet une intégrale absolument convergente sur |0, 7]. Donc F(1) converge; F(—1)
aussi par changement de variable comme en 1b.

ik

2. a) Les solutions de cette équation sont les 2n complexes : e n

, ke ]—-(n—1),n].

ik

b) Le polynéme X>* — 1 est de degré 2n , unitaire et ses 2n racines sont les e » , k € [—(n — 1), n], d’ot1 la premiere
égalité. Pour la seconde, on sort du produit les facteurs correspondant & k = n et k = 0 et on regroupe les autres par
conjugués.

¢) De ce qui précede, on déduit que, pour tout réel z € R\ {—1,1}, on a :
2n n—1
T " —1 s 2 km
p In (ﬁ) = o 3:1 In (x — 2x cos (?) + 1)
il E In (1:2 — 2z cos (k—ﬂ-) + 1) —Tln (= + 1)2)
n i n n

La fonction 6 — In (z° — 22z cos @ + 1) est continue sur [0, 7]. On reconnait dans le premier terme & droite une somme
de Riemann qui lui est associée. L’autre terme tend vers 0 quand n — 4o0. Ainsi,

2n T
lim zln(m 1) :/ In (2° — 2z cost + 1) dt = F (z)
0

n—+oo M 2 -1
2n —1

2n
Silz|>1, F(z)= lim zln(x2 1) = 2 In |z|.
n—+oo N 2 -1
e) Par continuité de F, on a F (1) = lim1 F (z) = 0 et donc, par parité, F'(—1) = 0.
z—

3.0naF(1)=0et

F(l):/Oﬁln(Q(l—cosﬁ))dG:/oﬂln <4Sin2 (g))dﬁzwln4+2/oﬂln (sin (g))de

On pose t = g 11 vient :
/ In (sin <Q>> do = 2/ In (sin (t)) dt = 21
0 2 0

[N

Donc I = 77rln2'
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EXERCICE 1.2

On note E V'ensemble des fonctions continues sur [0, 1], & valeurs réelles positives.
Pour tout f € E, on définit la fonction ¢(f) par :

Ve € 0,1, o(f)(z) = / VI .

1. a) L’ensemble E est-il un espace vectoriel ? L’application ¢ est-elle linéaire 7

b) Pour tout f € E, montrer que o(f) est de classe C'! et exprimer sa dérivée en fonction de f.
c¢) L’application ¢ est-elle injective ?

d) L’application ¢ est-elle surjective de E sur E?

On note fp la fonction constante égale a 1, puis, pour tout n € N, on pose f,+1 = o(fn).

2. a) Montrer que pour tout n € N, la fonction f,, est de la forme x — o, 2%, avec a,, et 3, réels.
b) Donner des relations de récurrence vérifiées par les suites (o )n>0 €t (8n)n>o0-

c¢) En déduire que pour tout n € N, on a 3, = 2 — 217",

Qn41
et n+.

Apt1 Qn

Qp42

3.a) Pour tout n € N, comparer

b) En déduire que la suite (@, )n>0 converge et déterminer sa limite.

fulz) — 1352

15| puis montrer que lim M, = 0.

4. Pour tout n € N, justifier 'existence de M,, = max
n—-+o0o

z€[0,1]

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2

1. a) L’ensemble E n’est pas stable par multiplication par —1, donc n’est pas un espace vectoriel. Comme ¢ n’est pas
définie sur un espace vectoriel, elle ne peut étre linéaire.

b) Comme z — /f(z) est continue, le théoréme fondamental du calcul intégral indique que o(f) est de classe C*, de
dérivée donnée par : (ap(f))/(m) =/ f(x).

¢) Si ¢(f) = ¢(g), en dérivant on obtient v/f = /g, donc f = g. Ainsi ¢ est bien injective.

d) Comme ¢(f) est de classe C' et & dérivée positive, Papplication ¢ n’atteint pas les fonctions continues non C?!, ni
les fonctions non croissantes. Ainsi ¢ n’est pas surjective sur E.

2. a)b) Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : Jam, fn > 0,z € [0,1], fo(z) = ana’ :
e C’est vrai pour n = 0 en prenant ag = 1 et Sp = 0.

e Si c’est vrai pour n, alors :

Bn x
N tz Tt VO Bn
fn+1(x) :/ anthn dt = |:\/ (070 B = @ x 2 +1
0 Gt et
2 0 2
. o an Bn
Donc, la relation est vraie a ’ordre n + 1 en prenant a,4+1 = B 1 et Bnt1 = o> + 1.
2

¢) La suite (8,,) est arithmético-géométrique; le calcul habituel donne alors bien 8, = 2 — 2'™™ (on peut aussi le
montrer par récurrence).

N . ’ re \/ a
3. a) D’apres la question précédente, on a : apy1 = ﬁ (%), donc :
Qnt2 Qnt1 2-27" Qnt1
= <
Qnt1 Qi 2 —2-n-1 Qi

puisque 0 < 2 —27" <2 —-27"" 1
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QAn+41

1 .. P .
b) Comme oo = 1,01 = 1 et ap = 3 par récurrence évidente, on en déduit que < 1. Donc la suite (an) est

Qp
décroissante ; or, par définition, elle est minorée par 0; d’apres le théoréeme de la limite monotone, elle converge donc
o N . . s {2 1
vers une limite £ > 0. En passant & la limite dans la relation (), on en déduit que £ = %7 soit £ =0ou/l = 1 Comme

la suite (o) est décroissante, la limite est 15 et seulement si cette suite est minorée par — ; ceci se vérifie facilement

2—-2—n7 2

4

par récurrence

1 1
(pour I'hérédité, a,+1 = = Z) Donc lim(ay,) = 1
1
4. La fonction z — ‘ fn(z) — ZwQ' est continue sur le segment [0, 1] (comme composée de fonctions continues), donc elle

est bornée et atteint ses bornes; en particulier, elle admet un maximum M,,.
Pour tout x € [0, 1], par I'inégalité triangulaire, on a :

1 1 1 1 1] 1
o) = 327 <o = 3] ¢ [ 3%~ 5 < Jon 5]+ e [ =
<1 v
= —0

1l suffit donc de montrer que : lim max |gn(x)| = 0, olt I'on a posé g, (z) = z°» — x2. On étudie les variations de g,.
n—+oco z€0,1]

n

1/(2—Bn)
Le maximum de g, est atteint en (7) .

D’ou :

1
B _ 2| = E R P 1 B _ 2 b —1_ g1
Irg[%’)i]’x T ’—gn<(2> >—exp(26nln 5 exp 27ﬁnln 5 n_}—+>ooe e =0,

e o By _Bn2

2 (+00) 2 2

puisque % — 1 entraine :

EXERCICE 1.3

~ (=D

O:E—i—k'

Pour tout « > 0, on pose : Vn € N*, S, (x) =
k

1. Montrer que les suites (Sa,(x)), et (Son+1(2))n sont adjacentes. On note f(x) leur limite commune.

2. a) Soit a un réel strictement positif. Montrer que :
* - 1
V(I,IEO) S [a,‘i’oo[z, V’H,EN 5 ‘Sn(x)fsn(l'()” < |I*I0|Zm
k=0

b) En déduire que la fonction f est continue sur R .

3. Trouver une relation entre f(z + 1) et f(z). En déduire un équivalent de f(x) lorsque z tend vers 0F.

1 42—1
t
4. Montrer que : Vo > 0, f(x) = / — dt.
o 1+t
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3

1. Posons b, = 1
z+n
La suite (S2n(z)) décroit car Sa(n41)(x) — San(r) = bant2 — bant1 < 0 car (b,) décroissante.
La suite (Sant1(x)) croit car Sap41)+1(x) — S2ny1(x) = —banys + bani2 = 0 car (bn) décroissante.
On a: Sgn+1( ) Sgn( ) = 7b2n+1( ) njoo 0.

Les suites (San(z)) et (S2n+1(z)) sont adjacentes; donc elles convergent vers la méme limite f(z). Et donc la suite
(Sn(z)) aussi.
2. a) Par I'inégalité triangulaire, on a :

n

1S (@) — Su(zo)| <3

k=0

1 1 1 a 1
Ttk m0+k‘ @ ”’”("kZ:O(Hk)(mM)\‘m mo';:o(ﬁky

b) Par comparaison avec une série de Riemann convergente, la série E converge, donc on peut passer a la

(a+n)?
limite dans l'inégalité large précédente, quand n tend vers +oco, ce qui donne :

= 1
[f(@o) = f@] o=l 3 s

Si on prend zo > a, le théoreme d’encadrement donne lim x) = f(xo) i.e. f continue en xg.
p

Comme f est continue en tout point x¢ > a ceci pour tout a > 0, elle est donc continue sur R}, puisque la continuté
est une notion locale.

1 1
3. Par décalage d’indice, on a f(z + 1) = = — f(z), soit f(z) = o f(z+1). Comme f est continue en 1, f(z + 1)
T
converge vers f(1) quand z tend vers 0.
1 1
Donc f(z + 1) (qui converge) est négligeable devant z (qui tend vers +00). Ainsi f(x) ~ ~au voisinage de 0.
x—1 +oo

= —1)"" """ Comme z — 1 +n > —1 pour tout n € N, on peut intégrer :
1+t &
n=0

/O1 P [(1)’“512}; = Sn(2).

k=0 k=0
1 yz4n 1 1

_/ ¢ dt</ T dt = ————.

o 1+t o rz+n+1

/ z 1+k
0
tz 1

k= n+1
1+t

4. Pour tout t € [0,1], on a

Donc :

1 4x—1
ISt
o 1+t

En passant & la limite quand n tend vers +oo, on a donc bien f(z) = /
0

dt pour tout x > 0.

EXERCICE 1.4

+oo e~

o Vu

1. Etablir la convergence de I'intégrale du ; en donner une expression a ’aide de la fonction I'.

e
2. En déduire que pour tout n € N, I'intégrale / W dt est convergente. On la note u,,.
0

Déterminer la nature de la série E Up,
n=0
(—n)ktk

VEX k!

3. Soit n € N fixé. Pour tout ¢ €]0,1] et tout k € N, on pose : ay(t) =
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a) Etablir la convergence de la série E ai(t) et préciser sa somme.
k>0

b) Pour tout N € N, montrer V'existence de 'intégrale / Z ag(t) dt. On la note Zy.
0 k=N+1
c) Trouver une série convergente Z Ay telle que : Vk > 1, Vt €]0,1], |ap(t)| < Ag.
E>1
d) En déduire que la suite (Zy)n converge et déterminer sa limite.
+o0 1)1{: k

e) En déduire que u,, =2 Z m

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4

+oo —u
—du
o Vu
2. Pour n = 0 l'intégrale uo (usuelle) converge.
Sin > 1, par changement de variable u = nt (C1 strictement croissant), on a :

n = f/ <

D’apres la question 1, cette intégrale converge et, de plus, on a :

1
1. On reconnait que : =T (5), qui converge bien d’apres le cours.

1 +oo —u
¢ du

(+oo) f f
Comme la série de Riemann E T diverge, par théoréme de comparaison (tout est positif), la série E un diverge.
n

+oo —nt

. - . e
3. a) On reconnait une série exponentielle, donc elle converge et Z ak(t) =

= vt

b) D’apres la question précédente, la série converge, et l'on a :

“+oo N - N
2. (Z“’“ )> >t =t =S 0

k=N+1 k=1 k=1
+oo
Donc la fonction ¢ — Z ax(t) est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en 0 (par 0 puisque e ™" —1 Ko —nt).
—
k=N+1

Ceci prouve l'existence de son intégrale.
k
n
¢) Comme |tk_%\ < 1 pour tout k > 1 et tout ¢ €]0, 1], on voit que Ay = i convient (série exponentielle).

+oo +oo
d) Par I'inégalité triangulaire on a : V¢ €]0,1], | > > A
k=N+1 k=N+1

Par I'inégalité triangulaire et la croissance de I'intégration, on en déduit que :

+oo 1| £
/ > ax(t) dt g/ > ar(t)] dt < Z Ap.
0 k=N+1 0 |gk=N+1 k=N+1

Le majorant tend vers 0 quand N tend vers +oo, car c’est le reste d’une série convergente, donc, par le théoréme

d’encadrement, on a : Z ak(t) dt — 0.
0 k=N+1
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e) Ainsi :

1 _—nt 1 +oo ™=
Un :/ ¢ / Zak ) dt (question 3.a) = / Zak dt+/ Z ak(t) dt
0 \/ 0 0 0
(

k=0 k=0 k=N+1
N (1) ko k
= 22 /0 ) dt — QZ o 2k+ 0 (question 3.d).
s k=N+1

EXERCICE 1.5

Soit f une fonction continue et strictement positive sur Ry = [0, +oo[ dont 'intégrale est divergente sur
[0, +00[. On définit la fonction F' sur Ry par :
x
z) = / F(t)dt.
0

1. Justifier que F est une fonction de classe C! sur R, et qu’elle réalise une bijection de R, sur R,

2. Soit € R,.. Montrer qu’il existe un unique réel y tel que y > z et tel que :

| st =

Dans toute la suite de l'exercice, on pose h(z) = y.

3. Dans cette question, on prend pour f la restriction a R4 de la fonction exponentielle u — e*. Déterminer
dans ce cas la fonction h.

4. On note G la fonction réciproque de F'.
a) Pour tout « € Ry, exprimer h(x) a laide des fonctions F et G.

b) En déduire que h est une fonction de classe C'* sur R, .

c) Etudier les variations de h.

1
d) On suppose de plus que la fonction f est de classe C! sur R, et que la fonction ? est convexe. Montrer

alors que h est convexe.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5

1. Comme F est une primitive d’une fonction continue, elle est de classe C! sur R,. La fonction f étant strictement
positive, on en déduit que F est strictement croissante sur Ry. On a F'(0) =0 et lir_{l F(x) = 400 puisque l'intégrale
xr—r+0o0

de f est divergente sur R. Il s’ensuit que F' réalise bien une bijection de R4 sur R

2. 11 suffit de considérer la fonction ¢ donnée par ¢(t) = F(t) — F(x) qui est continue, strictement croissante, telle que
p(z) =0 et telle que , ligrn »(t) = 4+o00. Il en résulte qu’il existe un unique point y > z tel que ¢(y) = 1.
— 400

3. Les hypotheses de I’énoncé sont bien vérifiée dans ce cas, et on a ") —¢® =1, d’ott h(x) = In(1 + €7).

a) Comme F(h(x)) =1+ F(z) € R4, on peut composer par G et on obtient h(z) = G(1 + F(z)).
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b) On remarque que G est C* car F' = f # 0 est continue. La formule précédente et les regles de dérivation des
fonctions composées nous assurent que la fonction h est dérivable. En utilisant I’égalité F'(h(z)) = 1+ F(x), on trouve
f(x) : N e
B (x) = ce qui entraine la continuité de h'.
f(h(x))

c) Avec la formule précédente, on constate que h’ est strictement positive. La fonction h est donc strictement croissante
sur R;.

d) La formule donnant la dérivée de h montre que h est deux fois dérivable et que l’on a apres simplifications :

W (@) — L @B — £ (@) f@)”
S () |

7 @)

1
La convexité de la fonction = nous dit que la fonction < est décroissante. Comme z < h(z), il vient 52 f77
[~ f(h(z))

2
ce qui implique la positivité de h” et par suite la convexité de h.

EXERCICE 1.6
b
On rappelle que 'application (g, h) — / g(t)h(t)dt définit un produit scalaire sur I’ensemble des fonctions

a
continues sur le segment [a, b] & valeurs réelles (auquel g et h appartiennent).
On note E I'ensemble des fonctions f définies sur [0, 1], & valeurs réelles, de classe C? et telles que f(0) = 0.

1. Soit f € E. Montrer que pour tout z € [0,1] :

[f(2)] =

/Om f’(y)dy’-

2. Soit f € F.
a) Montrer que pour tout x € [0,1] :

b) En déduire que :

3. Montrer que l'inégalité précédente peut étre fausse si l'on retire I’hypothese f(0) = 0.

4. Soit A un réel tel que \ < 2. A Taide des questions précédentes, montrer qu’il n’existe pas de fonction f € F
non nulle telle que :

Ve el0,1, — f'(@) = Af() et f(0)=f(1)=0.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6
1. C’est le théoréme fondamental du calcul intégral, en ajoutant que f(0) = 0.

2. a) D’apres la question 1, on a :

vz e [0,1], (f(2))* = (Axf%yﬁw)Q

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz au terme de droite, on obtient :

(/Oz f'() dy)2 < </Ozldy> (/OI (f’(y))Qdy>
<a (/01 (f’(y))Qdy> :
11 s’ensuit donc que pour tout z € [0, 1] :

v <= ([ 'w) a)

b) En intégrant en = 1'inégalité obtenue & la question 2.a), on conclut que :

[ vw)a < (/ 1 vac) ([ 1 (') ay )

=5 Cw)an

3. Pour f(0) # 0, la fonction constante f = 1 sur [0, 1] est un contre-exemple immédiat de I'inégalité précédente.

4. Supposons que le couple (), f) € R x C%([0,1]), avec f non nulle, satisfait ’équation donnée. Alors en multipliant la
premiére équation par f(x) et en intégrant sur [0, 1], on obtient :

1 1
/ —f(@)f" (x)dz = )\/ (f(2))*da.
0 0
En intégrant par parties le membre de gauche et en utilisant f(0) = f(1) = 0, il vient :
! ’ 2 ! 2
/ (f'(z))" dz = /\/ (f(z)) dz.
0 0
En utilisant l'inégalité de la question 2.b), on déduit donc :
1 2 A 1 2
[ G@ya < [ (f@)a.
0 0

Comme f est non nulle et C%([0,1]), f? est positive, non nulle et continue dans [0,1]. Par conséquent, il vient :

1
/ f(:v)de > 0 et donc A\/2 > 1. Le probléme n’admet donc pas de solution pour A < 2.
0

EXERCICE 1.7
Soit f une fonction définie et continue sur le segment [0, 1] & valeurs réelles.

Pour tout n € N*, on définit le polynéme B, (f) par :

B.(f)(X) = gf (i) (Z)xm Xyt
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1. Soit  €]0,1[ et n € N*. On considére n variables aléatoires mutuellement indépendantes X7y, ..., X,,, suivant
toutes la méme loi de Bernoulli de parametre x, et on pose :

_ X+ + X,
v _ Xt X
n

a) Exprimer F(X,,), V(X,) et E(f(X,)) en fonction de =, n et du polynome B, (f).

b) En déduire l'encadrement :

>

k=0

k
r— =
n

(Z)zk(l —2)" k< V(X)) < oD

2. Soit a un réel vérifiant 0 < o < 1.

a) Montrer que pour tout réel A > 0, on a: A* <1+ A\

b) Pour tous z € [0,1], n € N* et k € [0,n], établir I'inégalité :
k

T — —
n

<n % <1+\/ﬁ

)

3. On suppose que la fonction f vérifie la propriété suivante : il existe « €]0,1] et K > 0 tel que

V(y,2) € 10,1, [f(y) = f(2)] < Kly — 2|

Soit n € N*. Montrer que :

3K 1
sup [f(x) — Bn(f)(2)] < 5 5
z€[0,1] nz
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7
oo < - z(1—x) 1
1. a) Par le cours et indépendance, E(X,) =z et V(X,) = —= < e
n n

Par le théoréme de transfert et puisque les valeurs prises par les X, sont les — avec k € [0,n], on a :
n

PUCE) =3 (B) P = =3 (1) (Z) (=) = Bu()()

0

b) Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, on a :

0<V(X) = BE((X — E(X))*) = B(X*) — (E(X))” = (BE(X))® < B(X?)

En appliquant & X = |X,, — x|, il vient : (E(|X, — ac|))2 < E((X, —x)?) = V(X,). On utilise la question précédente

pour obtenir :
2
v S’ (Z) 25 (1— a:)"k> < V(X

L’autre inégalité a été démontrée lors de la premiere question.

(>

k=0

2. a) On distingue deux cas :

e si A € [0,1], alors comme a > 0, A* <1< 1+ A;

e sinon A > 1 et donc A% < A (car a < 1) et A¥ <14 A,
On a ainsi, pour tout A > 0, A* <1+ A
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b) On utilise la relation précédente, avec A = \/n

xr — E‘ Il vient :
n

k
T — =
n

(v

) <1++vn

k
r— 2

n
Ainsi,

o

vz €]0,1[,¥n € N*,Vk € [0, n],

xr— —
n

n"% (1+\/ﬁ

3)
n

3. En utilisant la formule du binéme avec (z + (1 —z))", on a :

~ n ne
=3 ) (k)r’“(l )t
k=0
On en déduit que :

10 - BN =3 (10 -1 (£)) (Z> P10y

k=0
Par I'inégalité triangulaire puis avec I’hypothése faite sur f, on a :

s -1 (%) (Z) 21 - ) Z

k=0
K n
TE <1+\f x—fD <n>:r (1—91:)"71C
nz =0 k
K n k n—k
— |1 E - = 1-
- . . o 3K 1
En utilisant la question 1.b, on peut majorer la somme et obtenir ainsi, |f(z) — Bn(f)(z)| < -5 T
nz

11 suffit de passer & la borne supérieure sur x €]0, 1] (qui est la méme que celle sur [0, 1] par continuité des fonctions)
pour conclure que :

3K 1
sup [f(z) = Bu(f)(@)] = If = Bu(f)lle < =~
x€([0,1] n?2
EXERCICE 1.8
1. a) Montrer que pour tout réel ¢ et pour tout n € N, on a :
1 n t2n+2
R — _1 k:t2/€ _1 n+l”
142 DR+ (1) 142
k=0
b) En déduire que pour tout x € [0, 1], on a :
too 2k+1
T
tanz = » (—1)F
(x) arctanx Z( ) ST
k=0
X (~1)* . T e 1
¢) Montrer quekz E 1 zz,puls que pour tout n € N, on a 1 Z:Qk'f‘l M3

a) Soit z € [0, 1]. En utilisant le changement de variable ¢ = z cos, que I'on justifiera, montrer que :
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Todt T /2 sin @
T2 =112 e 2 W
o 14t 1+22 /, 1—1iz251n9

b) Soit x € [0, 1]. Montrer que, pour tout n € N, on a :
n 2 k 77/2
arctanx = lfixQ ( kz_o (@) /0 sin?**1 ¢ d@) + R, ()

1
avec | Ry (z)]| < on-

/2
3. On pose pour tout n € N : [, = / sin” (6)d6.
0

a) Déterminer une relation de récurrence entre I, et I, yo.

b) En déduire pour tout n € N, l'expression de I, 11 en fonction de n.

4. Montrer que pour tout x € [0, 1], on a :

T 952n(,,1)2 2 n
x 2™ (nl) x
t =
(x%) arctanz 1+x2,§(2”+1)! <1+x2>

5. a) Laquelle des relations (x) et (xx) parait la plus efficace pour calculer une valeur approchée de % ?

b) La fonction factorial de Scilab permet de calculer les factorielles des entiers naturels. Ecrire un script Scilab

5In10
qui donne une valeur approchée de % 4 107° pres. On donne : 2o 16, 60.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8

1. a) 11 s’agit de I’écriture de la somme partielle d’ordre n d’une série géométrique de raison —t>.

b) On integre I’égalité précédente entre 0 et x ; il vient, la somme étant finie,

x dt n & $2k+1 T 1 t2n+2
t = = -1 -H" dt
arctan /0 . kZ:O( ) 2k+1+/0( ) 1o

Or

/I(—l)"+1 Al dt| < /z 72 = il < # Il reste & faire tendre n vers +oo.
0 1412 0 2n+3 " 2n+3

¢) On prend x = 1 pour obtenir I’égalité demandée. L’inégalité demandée a été démontrée ci-dessus.
2. a) Le changement de variable proposé est de classe C* de [0, ] sur [0,7/2]. On obtient :

T 0t /2 ind /2 in@ /2 ino
o 1+t 0 1+ 22 cos2 0 0 1+ 22 —22sin? 6 1+2z= / 1—1iz2s1n9

b) On écrit, pour n > 0

1 ~ x> ko ok x> "L gin2nt2g
—_— = 5] sin™ 0+ 5 5
1— 5 sin? @ P 1+ 1+z e sin” @

puis, en intégrant
n

”“" Z/W/Zsm%“e = kd0+R (z)
1+x2k:0 0 14+ 22 "

arctanx =
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avec L
T z? nhL w2 gip2nt3 g
|Rn(z)] = 3 3 T 2,
14z 14z 0 1—1+T2s1n0
T x> n /2 1 . T x> i o\ T
< do = 1 —
\1+£I}2 (1+1‘2) /0 1_1122 1+m2 (1+l‘2)( +CC)2
z? 1 m 1
Lorsque z varie sur [0,1], on a 0 < 1522 < 5 ce qui donne |R, (z)] < ST < on
. o . . . n+1 /2 .
3. Il s’agit des intégrales de Wallis classiques. Il vient I,,12 = mln. Comme [ = sin 6df = 1, on obtient :
0
"2k (2™n!)?
I = =
=[] 2k+1  (2n+1)!

k=1

4. En faisant tendre n vers +oo, les questions précédentes démontrent que :

too 5on 2 2 n
x 2™ (n!) x
t =
arctan x 1+x2;}(2n+1)!(1+$2)

5. a) Au vu des majorations obtenues dans les questions 2 et 4, mieux vaut utiliser la relation ().

S 5In10

-5 .
soit n >
sorb In2

17

2™ (n!)?
~ 16.60. O dd =17 et lcule 2 —_— .
n prend donc n et on calcule 3 nE:O @t D)

b) On résout I'inéquation ZL" < 10
Voici une proposition :
1. s=1 // accumulateur
for n=1:17 // boucle

s=s+(2" (n)*factorial(n)~ 2)/factorial (2*n+1) // définition
end
disp (s/2) // affichage du résultat

o wN

EXERCICE 1.9

+oo 71_2
On admet que —_ = —.
q pzz:l p2 6

—1)pt1
1. Montrer que la série Z (7

5 converge. Déterminer sa somme.
p
p=>1

2. a) Montrer que pour tout = € [0, 1], pour tout entier p > 1, on a :

(1) = 3o e [T
In(l+2z) = -1 + (=1)P /*dt
2 0 1+t

b) Soit n € N* fixé. Montrer que pour tout entier p > 1 et tout = € [0,1], on a :

p+1
1

nk
In(1+2") = Z(—l)k-ﬂ xk + Ry(z) avec |Ry(z)| < P
k=1

1 +oo (_1)k+1
3. a) Montrer que/O n(1+2")dz Zk(nk+1)

k=1
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b) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N*  on a :

+

“+o0 o]
nz (71)k+1 B (71)k+1
“— k(nk +1) <k

C
gi
n

x>
I

1
¢) En déduire un équivalent de I,, = / In(1 + z™)dz lorsque n tend vers +oo.
0

1

dt

4. Soit la suite définie sur N* = —

oit (uy,) la suite définie sur N* par u, /0 T
Déduire de la question précédente que

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9

- —1)ptt . .
1. La série Z L est absolument convergente, donc convergente. Soit n fixé.

2
p>1 p
2n+1 1 n n 2n+1 n n
—1)Pt 1 1 1 1 1
Sén+1 = ( = - 5 527L+1 = — = +
p; P’ ,;0 2p+1) ,; (2p)? ; p? 1;) 2p+1) 1; (2p)?
En soustrayant les deux équations puis en prenant la limite lorsque n tend vers 40, il vient :
2 +oo 2
T 1 T
S+ —=2 — = 5=
+ 6 Z 4p? 12
n=1
2. a) On utilise simplement :
1 p _1)ptiptl
— = (—1)k+ e
1+t P 1+t

puis on integre cette égalité entre 0 et x.

b) On remplace = par z". Ainsi :

(e = 3o e [T
In(1+2") = -1 + (-1 / dt
P k+1 0 1+t

<
Comme 0 < Tt

1 (_1)P+1tp+1 1 ) 1
/ 7dt‘ < / P = L I’égalité demandée vient immédiatement, puisque 0 < ™ < 1.
0 p

0
: n = k+1 mnk n n 1
3. a) On reprend la question 2.b). On a In(1 + ") = Z(—l) — 4+ Rp(z"), avec |Rp(z™)] < ——.
k=1 k p+2
En intégrant, il vient :
1 p+1 1 1 1 1 1
In(1 + z2™)dz = -1 7+/R ™" )dz, avec /R z")dr| < ——
[ et = S0 g+ [ R [ Ryenis] <
Il reste a faire tendre p vers +oc.
b) Chacune des séries étant convergente, il vient :
nio ()M X (= +<><>(_1)k+1 1 1 Jio 1 _C
P k(nk+1) = K a P k2nk+1)| " n — kK n
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2
s

. -
D

2
¢) Ainsi, < e qui entraine que I, ~ o

4. La suite (un) est bien définie. Une intégration par parties donne :

n

1
In:[xln(l—i-w")](l)—n/ de =2 —n(1—uy,)
0

T
1+xm

- In2 w2 1
Ainsi, unzl—T—F Tonz +O<ﬁ>'

EXERCICE 1.10
On rappelle que :

—+o0
e la fonction I' est définie sur R par : Vz >0, I'(z) = / t"teTtdt;
0
e pour tout > 0, on a I'(x 4+ 1) = «I'(x).

On admet sans démonstration que la fonction I' est de classe C°° sur R} et que I'on a :
—+oo
Va >0, Vke N*, TR (g) = / (Int)*t*Le tdt avec I'® =T,
0

—+oo
1.a) Soit f une fonction définie et continue sur Ry, & valeurs dans Ry et telle que / f(z)dz = 0. Montrer
—0o0

que f est identiquement nulle sur R, .
b) Montrer que pour tout > 0, on a I'(x) > 0.

¢) Etudier la convexité de la fonction T sur R%.

2.a) Etablir existence d’un réel 6 €]1,2[ tel que I"(6) = 0.

b) Quel est le sens de variation de la fonction I' sur R ?

c) Montrer que wl_l}IBl_'_ I'(z) = 400 et que xl}r}rlool"(x) = +o00.

d) Donner l'allure de la courbe représentative de la fonction I' sur R .

/!

3. La fonction ¥ = T est représentée en Scilab par dlgamma. Le programme suivant renvoie la valeur 1.4616699.

function y=Psi(x); y=dlgamma(x); endfunction
a=1; b=2;
while (b-a)> 0.001 do
if Psi((a+b)/2)> 0 then b=(a+b)/2; end
if Psi((a+b)/2)< 0 then a=(a+b)/2; end
if Psi((a+b)/2)==0 then b=(a+b)/2; a=(a+b)/2; end
end

disp ((a+b)/2)

Le réel renvoyé par le programme est une valeur approchée d’une certaine quantité. Laquelle ? Expliquer.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10
“+oo

1.a) Soit F' une primitive de f sur R;. On a : / flz)dz = Bhrﬂ F(B)— F(0) =0.
0 — 400

Or, pour tout réel > 0, F'(z) = f(z) > 0, donc la fonction F est croissante et puisque Bli]rr+1 F(B) = F(0),
— 400

la fonction F' est constante sur R4 et par suite sa dérivée f est identiquement nulle sur R.

b) Soit > 0. La fonction hy : t — t*“Le? est continue et strictement positive sur R%.
+o00 +o0o
Par suite, / hz(t)dt > 0. D’apres la question précédente, on ne peut avoir / hz(t)dt = 0 que si hg est

0
identiquement nulle sur R%, ce qui n’est pas le cas. Finalement, pour tout > 0, on a I'(z) > 0.

c) Soit « > 0. La fonction ¢ — (Int)? ¢~ e™" est continue, positive et non nulle sur R.

Donc : Vz > 0, I''(z) > 0 et la fonction T est convexe sur R .

2.a) On a I'(1) =TI'(2) = 1. La fonction I est continue sur [1, 2] et dérivable sur ]1,2[; le théoréme de Rolle
assure alors l'existence d’un réel 6 €]1, 2[ tel que I () = 0.

b) On sait que la fonction I'"" est strictement positive sur R% , donc la fonction I est strictement croissante sur R et
puisqu’il existe un réel 6 tel que I'(#) = 0, le théoreme des valeurs intermédiaires assure que 6 est 'unique réel qui
IMz)<0 si0<z<8
I(z) >0 siz>0

et strictement croissante sur |6, +oo[ et

annule I". Par suite, { . Il en résulte que la fonction I' est strictement décroissante sur |0, 6 [

admet donc un minimum global en 6.

c¢) Au voisinage de 0, on a I'(z) = L+l ~, T = l, donc lim+ I'(z) = +o0.
T z— 0 T T z— 0

Au voisinage de +oo, la fonction I' est croissante donc admet une limite, finie ou infinie.

Or, pour n € N*, I'(n) = (n — 1)! a pour limite +o0, donc on a hT I'(z) = +oo.
r— oo
d) La représentation graphique de la fonction I' se déduit aisément des questions précédentes.

3. La fonction ¥ est C*° sur R} comme quotient de deux fonctions C*° sur R%} dont le dénominateur ne s’annule pas
(T'(z) > 0). En particulier, la fonction ¥ est continue sur [1,2] et d’apres la question 2b), la
fonction ¥ change de signe sur [1,2] et s’annule (une et une seule fois) en § €]1,2[. Par suite, le programme Scilab

proposé permet par un raisonnement dichotomique de renvoyer une valeur approchée de 6.

EXERCICE 1.11
On note E l'ensemble des fonctions réelles f définies et de classe C' sur [0, 1] telles que f(0) = f (1) = 0.

1
1. Donner un équivalent de la fonction ¢t — ———

entg=0et enty=1.
sin (7t) 0 0

2. Soit f une fonction de E.
cos (7t)

n (71) f(t) f'(t)dt converge. On note alors I (f) la valeur de cette intégrale.
sin (7

1
a) Montrer que 'intégrale /
0

b) Montrer que :

I(f)zz/o ) dt

2 sin? (rrt)

3. Etablir I’inégalité suivante :

/O(f’(t))th>w2/O (f(0)%dt  (x)
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cos (mt)

F) - f <t>) dt.

1
On pourra considérer 'intégrale / T—
0 sin (7t)

4. a) Montrer que le cas d’égalité dans I'inégalité précédente est obtenu si et seulement si :
Vt € [0,1],mcos (mt) f (t) = f' (t)sin (7t)
b) En considérant la fonction A définie sur 0, 1] par :

f(t)

VL0 M) = S

déterminer I’ensemble des fonctions de F qui réalisent le cas d’égalité dans l'inégalité (x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11
1 S
sin (wt)  wt
Pour étudier la fonction au voisinage de 1, on effectue le changement de variable u = 1 — ¢ qui nous ramene au voisinage

1. Au voisinage de 0, sint ~ t. Donc,

1 1
de 0. Ainsi, — ~ au voisinage de 1.
sin(wt)  7w(1—1t)

. cos (7t) / . . P .

2. a) La fonction ¢ — Sin (t) (t)f'(t) est continue sur ]0,1[. Au voisinage de 0, elle est équivalente &
sin (7
RO,
T t

Or, f est dérivable en 0 et f (0) =0, donc tliné @ = f'(0). En outre, f est de classe C' en 0, donc :
—

cos (mrt) s (F(0)°
+50 sin (7t) F@Of0 = ™
e, S5 (T) ¢y o GINIG) i €50 ¢y oy — ()
De méme, sin (D) f@f @ ~-— X1 Donc : }51} sin (7) f@f@=- -

L’intégrale proposée est donc faussement impropre.

b) On integre par parties sur [a,1 —a] , a €]0, %[, puis on fait tendre a vers 0. Cela donne le résultat demandé (limite
du crochet en faisant apparaitre des taux de variation).

/ka cos (Wt)f(t) f/ () dt = cos (7 (1 —a)) P-a)- cos (Ta) )+ T /lfa () u

sin (t) © 2sin (7 (1 —a)) 2sin (7a) 2 sin? (rrt)
Or,

c(cosr(l—a) o cos(ma) o\ S WSO, F0)F0) _

«1%0 (25in(7r(1—a))f (1-a) 2sin (7a) ( )) 2m + 2w 0

3. On développe l'intégrale proposée. La positivité de I'intégrale assure la positivité du tout et I'un des termes est I(f),
soit :

[ (v - r <t>)2dt:w2/01 W w2 [ o) ga [ (1) @

sin (7t) sin? (7t) o sin (7t)

/1 (fl(t))2(t)dt > 2 ! &dt,ﬂﬁ /1 MJ"Q (t)dt:n’z /1 (f(t))th.

o sin? (mt) sin? (7t)

4. a) Le cas d’égalité est obtenu si et seulement si I'intégrale d’une fonction continue et positive est nulle donc si et
seulement si c’est la fonction nulle, soit V¢ €]0,1[ , 7 cos (7t) f (¢t) = f' (¢) sin (7t). Par continuité, cette égalité peut étre
étendue a [0, 1].

b) Si f € F vérifie le cas d’égalité, alors la fonction X est dérivable sur ]0,1[ et on a :
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—mcos (t) f (t) + sin (7t) f' (t)

vt €]0,1[, X (t) = sin? (7t)

=0.

On en déduit alors que A est constante sur 0, 1[. Il existe donc ¢ € R tel que : Vt €]0,1[, f (¢t) = csin (7t). Cette égalité
est encore vraie en 0 et en 1 car f(0) = f (1) =0.
On vérifie aisément la réciproque. En effet, s’il existe ¢ € R tel que : Vt € [0,1] , f (t) = csin (nt), alors on a :

/01 (WCOS ) oy f (t))2 dt = /01 ( cos (mt) — 7 cos (xt))2 dt = 0

sin (t)

Finalement, les fonctions de E qui réalisent le cas d’égalité dans I'inégalité (%) sont celles qui sont proportionnelles &
t +— sin (7).

EXERCICE 1.12
On définit la suite (Cy),, oy par :
n

Co=1letpourtout n €N, Cpq = Z CrCrnk
k=0

1. Proposer une fonction Scilab d’en-téte function y=C(n) renvoyant la valeur de C,,. On pourra éventuellement
utiliser un vecteur u contenant les réels Cy, . .., Ck.

Soit (n),en la suite définie par :

4n + 2
n+27n

Yo=1letVn € N;v,41 =

Pour tout entier naturel n , on note P, la fonction polynomiale définie par :

Vo €R, Py (@) = Y iYn—ra™H!
k=0

1
2. Pour tout entier naturel n et tout réel 2 non nul, montrer que z™2P, () = P, (z).
T

n+2
2

3. En déduire que pour tout entier naturel n, on a : P, (1) = P, (1).
4. Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel  , on a : P, () = Y41 + 42 P}, (x) — 2P, (z).
5. Montrer alors par récurrence que, pour tout entier naturel n , on a : P, (1) = vy,41.

6. En déduire que : Vn € N, C), = 7,.

7. En déduire enfin que l'on a :

VneN,C, = 1(2">
n+1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

. Une proposition :
function y=C(n)
u(1)=1
for k=1:n
s=0
for i=0:k
s=s+u(i)* u(k-i)
end
u(k+1)=s
. end

© 00 N o WwWN =

10. y=u(n+1) //Cn est la (n+l1)-éme composante du vecteur u
11. endfunction

2. On a, pour tout = € R* :

. 1 . n L n o n
a"p, (*) =g""? Z’Yk%—km = Z%%—kx M= Z%—wwkH = P, (x)
T k=0 k=0 k=0
3. On dérive membre & membre puis on évalue en z =1 :
* n+1 1 n p/ 1 /
Ve eR", (n+2)z" " P, | =) —2"P, | = | =P, (v)
x x

Donc, (n+2) P, (1) — P, (1) = P, (1).

4. Par définition de (y5),,cy« , On a pour tout k > 1, (k+ 1)y = (4k — 2) yx—1 , donc pour tout réel = , on a :

n+1 n+1
Py (x) = Z (k+ 1) YaYnt1-k2" = Y0Yn41 + Z (4k — 2) Ve 1Yni1_xz"
k=0 . k=1
= ni1 4z 3 (bt D) ynpa’ =23 yn st = quis 4+ 4P () — 2P, ()
k=0 k=0

5. Par récurrence. pour tout x réel, Py (z) = vz = x, donc Py (1) = 1. Or, v1 = v9 = 1, donc P (0) est vraie.
Soit n € N tel que P (n) est vraie. L'égalité précédente évaluée en 1 donne Py, (1) = ynt1 + 4P (1) — 2P, (1) soit, en
tenant compte de P (n) : P, (1) = 4P}, (1) — Yn41. Or, on sait que :

n+3

P (1) = —y Pota (1) et P (1) =

n -+ 2
2

n+2
Pn(l): 2 Tn+1

. +3 n+2 . 2(2n+3
Ainsi, —5—Pnt1 (1) = 4=o—nt1 = Yas1 = (20 +3) ynp, A0l 2 Prsa (1) = %')’nﬂ = Ynt2-

6. La formule établie a la question précédente s’écrit : Vn € N, Z’yk’yn_k = Yn+1. On a en outre vy = 1.

k=0
Donc, Vn € N, C,, = yp.
. . PP 1 2n
7. Notons provisoirement (an)neN la suite définie par : Vn € N, o, = p—— .Onaap=1et
n n
an + 2 n+2 1 2n 1 2n +2
V N n — = = n
ne "hy2 n+2 n+1<n> n+2<n+1> Ant

Les suites (an), cy €t (7n),cn Ont donc le méme premier terme et vérifient la méme relation de récurrence : elles sont

1 2
donc égales. Et puisque (71),,cy = (Cn), ey, alors, Vn € N,Cy, = v, = M( n)
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EXERCICE 1.13
sin(t)
r+t

dt.

+oo
On considere l'intégrale suivante : /
0
1. a) A Paide d’une intégration par parties, montrer que cette intégrale est convergente pour tout z > 0.
b) Montrer que cette intégrale est convergente pour x = 0.

sin(t)
T+t

dt.

“+o0
On pose alors, pour tout = > 0, f(z) = /
0

2. A Taide d’'un changement de variable affine, montrer que :

20 sin(u 2 cos(u
Vo >0, f(z)=cos(z) / Ldu - sin(x)/ ydu.

u u

3. a) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour tout x > 0.
b) Montrer que f est de classe C? sur |0, +oo[ et calculer f”(x) pour tout z > 0.

c¢) En déduire une relation entre x, f(z) et f”(z) pour tout = > 0.

4. Déterminer zgrfm f(z).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13

in(¢
1.a) Soit = > 0. L’application ¢ — % est définie sur R4. On effectue une intégration par parties, d’ou pour A > 0 :
T

A sin(t) [ —cos(?) A A cos(t)
/0 m-i—tdt _[ T+t L“L/O (m+t)2dt
—cos(A) n 1 n /A cos(t) dt

A+zx x (z+1t)2
T cos(t)
Or, dt est absolument convergente donc convergente puisque
o (z+1)?

| cos(t)| 1

Vi > < )

20 G S o
—cos(A)

De plus, la limite quand A tend vers +oo de est nulle. On en déduit que f est définie pour x > 0.

A+x
b) La fonction t — 51Tnt se prolonge continuement sur [0, +00[. Pour montrer la convergence de I'intégrale de Dirichlet,
on effectue une intégration par parties sur [1, A] en dérivant t — 1/t et en intégrant ¢ — sint.

2. On applique le changement de variable affine u = = 4 ¢ ; on obtient :

), [T () ente) _ o) sni))

u u u

Yx >0, f(x)z/

x
Les intégrales étant convergentes, on peut appliquer la linéarité d’ou :

f(z) = cos(x) /z+0<> Mdu — sin(x) /:OO cos(u) du.

u u

o sin(u) sin(u) .

3. a) Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R. Enfin / du représente une primitive de —
x

On en déduit que f est dérivable sur ]0,+oo[ et on a :

sin(u sin(x oo cos(u cos(x
#du — cos(:c)# — cos(z) / #du + sin(:c)#.

—+oo

vz >0, f(z)= fsin(x)/

x
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Dot :

T gin(u T cos(u
Ve >0, f'(z)= —Sin(l’)/ ﬁdu - Cos(x)/ ( )du.

u u

b) Pour les mémes raisons, on peut encore dériver d’ot :

too g in2 +oo 2
Ve >0, f(z) = — cos(:r)/ quﬁu) du+ smm(x) n sin(m)/ coi(u) du+ cosx(m).

c) Soit f'(z) = —f(x) + % pour tout = > 0.

4. Les fonctions sinus et cosinus sont bornées, et les deux intégrales sont convergentes donc de limite nulle en 400, tout
comme f.

EXERCICE 1.14

1. Soit n et m deux entiers naturels.
a) Etablir la formule :

vVt e R, sin(nt) — sin(mt) = 2sin (n _2 mt> cos (n—;mt>

% sin(nt
b) Montrer l'existence de 'intégrale / s1?(n )
o sin(t)

dt. On la note J,.

¢) Calculer J, pour n =0,1,2.

2. Pour tout réel A > 0, on pose :

a) Montrer que lim u(A) =0.

A—+o0
b) En déduire la convergence de la suite (J, — Jp—1)n>1-
3. a) Exprimer J,, — J,,_o pour n > 2.
b) En déduire la convergence de la suite (Jp,)n>0 et déterminer sa limite.

(=nr
2p+1

4. Montrer la convergence de la série E et calculer sa somme.

p=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

1.a) En passant en exponentielle complexe, il vient :

(ntm) (n—m) (n—m)
sin(nt) — sin(mt) = Im [el N (A t)] = 2sin (n

— mt) Ccos (n—;mt)

sin(nt) nt

sin(t) ~

sin(nt)

sin(t)

b) La fonction ¢ — se prolonge par continuité en 0 car

™

c¢) Calculs élémentaires : Jo =0, J; = g et Jp = /2 2cos(t)dt = 2.
0
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2. a) On inteégre par parties :

3 cos(At sin(\t) 1% % sin(\t) 2 sin(%)
o cos(3) Acos(z)do 0 A cos?(z)
d’ou :
(V)] = /2 cos();t)dt < ¢ -0
o cos(3) A
car sur [0, 7], les fonctions en jeu sont continues.
b) Donc,

T T = /% 2sin(%) cos((n — %)t)dt: /g wdt

sin(t) cos(%)

tend vers 0 grace a la question précédente.

3.a)On a:
2 2sin(t) cos((n — 1)t) 2sin((n — 1)t)75  2sin((n —1)%)
Jn - Jn—2 = " dt = [ ] =
sin(t) n—1 0 n—1
0 sin=2p+1
—{ —2(-1)r
2;771) sin=2p
o s T
b) Ainsi, Jopt1 = 5 et Jop = Jop—1 + (Jop — Jap—1) — 3
4. D’apres la question précédente, Jan, = Z(Jzk — Jog—2) =2 YR d’ou
k=1 k=1
= 2k +1 4

EXERCICE 1.15

Pour tout réel a tel que |a| # 1, on considere la fonction f, définie sur [0, 7] par f,(z) =1 — 2acosz + a®.

s
1. Montrer que l'intégrale / In (fa (a:))dx est convergente. On pose alors, pour tout a € R,;a # £1 :
0

o) = [ (g

2. Montrer que 7In((1 — |a|)?) < g(a) < mIn((1 + |a])?). En déduire lir%g(a).
a—r
3. Montrer que la fonction g est paire.
4. a) Montrer que g(a) + g(—a) = / In(1 — 24 cos(2z) + a*)dz.
0

b) On pose :

w/2 ™
I= / In(1 — 2a® cos(2z) + a*)dz et J = / In(1 — 2a® cos(2z) + a*)dz
0 /2

A Taide d’un changement de variable dans chaque intégrale, montrer que g(a) + g(—a) = g(a?).
1 n

¢) Montrer que pour tout n € N, g(a) = Q—ng(a2 ). En déduire la valeur de g(a) lorsque |a| < 1.

d) Pour a # 0, exprimer ¢g(1/a) en fonction de g(a). En déduire 'expression de g(a) pour |a| > 1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15

1. Le trinéme du second degré 1 — 2a cosz + a® a pour discriminant A = 4(cos? 2 — 1) = —4sin® 2. Ainsi, si = €]0, 7|,
fa(z) > 0 et continue et I'intégrale est bien définie.

Au voisinage de 0, fo(z) ~ (1 —a)? et, comme a # 1, la fonction In(f,(z)) admet un prolongement par continuité en 0.
Au voisinage de 7, fo(z) ~ (1 4+ a)? et, comme a # —1, la fonction In(f,(z)) admet un prolongement par continuité en
.

2. On a —2|a| < 2acosz < 2|a| ce qui entraine que (1 — |a|)? < fa(z) < (14 |a|).
Par encadrement et croissance de l'intégrale, on obtient : wIn(1 — |a|)?® < g(a) < wln(1 + |a|)? et lirr%) g(a) =0.
a—

3. Le changement de variable affine ¢ = m — z montre que g est une fonction paire.

4. a) On écrit :

g9(2a) =g(a)+g(—a) = / In ((1—2acosz+ a®)(1 4 2acosz + a2)) dx
™ 0 ™
= In(1 + 2a* + a* — 4a® cos®(z))dz = In(1 + 2a*(1 — 2cos® x) + a*)dx
0

= j In(1 — 2a* cos(2x) + a*)dx
0

b) On pose t = 2z dans l'intégrale I et ¢t = 27 — 2z dans l'intégrale J. Il vient :

J = é/ In(1 — 2a® cos(t) + a*)dt et [ = %/ In(1 — 2a* cos(t) + a*)dt
0 0
Donc : )
2g(a) =g(a)+g(—a) =T+ J = / In(1 — 2a® cos(t) + a*)dt = g(a®)
0
¢) On montre que g(a) = on (a2n) en utilisant la relation g(a) = %g(aQ) et par récurrence sur n. Comme |a| < 1, et

1 n
par la question 2, g(a) = lim ——g(a® ) =0.

n—+oo 2"

d) On remarque que :

p (2) - /OW In (1 2 cosa %) dz = gla) — /OW In(a?)dz = g(a) — 7 In(a?)

Donc si |a| > 1, g(a) = g(1/a) + 7 In(a?) = 27 In(|a|), puisque g(%) = 0 (question précédente).

EXERCICE 1.16

(1—x)

1
. 1
1. a) Etablir la convergence de l'intégrale / — nl m dz. On note J cette intégrale.
0 x

1
b) Pour n € N, établir la convergence de l'intégrale / 2" In(1 — x)dz. On note I, cette intégrale.
0
2. Pour n € N*, on pose :
1 Sn
Sn = — et u,=—.
n ; - n=

a) Déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.

b) Quelle est la nature de la série de terme général u, ?

3. a) Exprimer I,, a l'aide de up41.
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b) En déduire la limite, lorsque n tend vers 400, de 'intégrale R,, définie par :

1/ _1\n+1 ,.n+1 _
/ (=)™t In(1 — x) .
0

R, =
1+

¢) Montrer alors que la série de terme général (—1)™ u,; converge et que :

+oo
J=> (-1)"tnt
n=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.16

In(1 —z)
1+=x
nature que celle de In(u) au voisinage de 0. Ainsi J converge.

a) La fonction = — — est continue sur [0, 1[ et au voisinage de 1, f(z) ~ —In(1 — z)/2, d’'intégrale de méme

b) De méme, z — 2" In(1 — z) est continue sur [0, 1] et équivalente & In(1 — z) en 17, donc I,, converge.
2. a) Par comparaison série-intégrale et décroissance de la fonction x +— 1/x, on a :
Inn

Sn~Inn et wup~—
n

b) Pour n > 3, on a u, > 1/n et donc la série Zun diverge.

n

3. a) Par intégration par parties sur [0, a] C [0, 1[, en choisissant une primitive de " donnant une limite finie au crochet

enl,ona:
a xn+1_1 a a xn 1_1
" In(1 — x)d =|— In(1 - —d
R e e ”L*/o eI

n+1l a _ entl
n+1 n+1/ 1—=x

n+1 |:Za:| a—1) ln(l—a)—nil/oa (2}{“)@0

d’olt, pour a — 1~ (permutation justifiée car les sommes sont finies) :

n

1 Lo
I, = — n+1/ (Zx)dx——n+1k2{/owdx}——un+1

=0

b) L’intégrale R, converge (démonstration identique & celle de la question 1). On majore :

1 /_1\n+l n+1 _ 1
/ (=1) r In(1 — ) dx‘ < / 2"t [In(1 — z)|dz = —Int1 = Unt2
0 0

R,| =
| B 1+

car In(1 — ) est de signe constant négatif sur [0, 1].
Comme u, ~ (Inn)/n qui tend vers 0 en +oco, on a lilJTrl R, =0.
n—-—+oo

c¢) On utilise la série géométrique :

1 _ 1/ _q1\yn+l .n+1 _
J = / In(1 —2z) / —1)* 2" In(1 — z)dx —/ )™ e Il =) dx
o 1+ 0 0 1+z

=) (-1 — R, = Z(—l)k Ut1 — R
k=0 k=0
+oo
Comme R, tend vers 0, la série Z(—l)n Un41 converge vers J. Donc Z(—l)n Unt1 = J.

n n=0




Chapitre 2

Algebre

EXERCICE 2.1

Soit un entier n > 3. Deux urnes U; et U, contiennent & elles deux n boules indiscernables. A chaque étape,
on choisit de maniere équiprobable un nombre de [1,n].

e Si ce nombre est inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U; que
I’'on met dans Us.

e Si ce nombre est strictement supérieur au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U;
que 'on met dans U;.

Pour tout p € N, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U; a 1’étape p.
Ainsi Z est la variable égale au nombre de boules initialement contenues dans Uy, Z; est la variable égale au
nombre de boules contenues dans U; apres une étape, etc.

Cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (€2, A, P).

P(Zp =0)
1. a) On pose : Y, = . Déterminer une matrice A € M,,11(R) telle que pour tout p € N,

Yp1 = AY),.

b) Ecrire un script Scilab qui simule le contenu obtenu dans U; au bout de 100 étapes en partant de 1'état
initial ot Uy contient 0 boule (on supposera que la matrice A a été rentrée).

Soit A la matrice de M,,+1(R) définie par :

o L o ... .00
1 0o 2
n=1
I U
=L o
: 2 0 1
0 0o L o0

2. Montrer que 1 est valeur propre de A.

Dans les questions suivantes, on pose E = R, [X] et on note T 'endomorphisme de E dont A est la matrice
dans la base canonique de E.

27
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3. Déterminer, pour tout P € E, une expression de T'(P) comme combinaison linéaire de X P, X2P' et P'.

4. Soit A réel et n € N*.
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout  # £1, on a :
n(A —x) a b

1—22 :1—x+1+x

b) Soit P € E tel que T(P) = AP. On suppose que P ne s’annule pas sur | — 1, 1].
P’ A—
Montrer que : Vz €] — 1, 1], P(("T)) = ni f) En déduire l'expression de P(z) pour z €] — 1,1][.
x —x

¢) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de T. La matrice A est-elle diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1

1. a) Supposons qu’a I'étape p, U1 contienne m boules. Alors Pz, —m)(Zp+1 =m—1) = ™ ot Piz,=m)(Zpt1 =m+1) =
n

n—m

, les autres probabilités conditionnelles étant nulles.
On utilise le systéme complet d’événements (P(Z, = m))ogm<n pour obtenir, pour tout k € [0,n] :
n—k+1 k+1

P(Zy=k—=1)+~—P(Z, =k +1)

P(Zpsr =k) =Y Pizymm)(Zps1 = k)P(Z, =m) = -
m=0

Ceci correspond a la matrice A de la question suivante. Remarque : il s’agit ici d’une chaine de Markov avec deux
barrieres réfléchissantes.

b) Une proposition (c’est du cours).
1. X=grand(100, ’markov’,A,1)
2. disp(X)

2. Soit on dit que cette matrice est la matrice du processus de la premiere question, donc que la somme de chaque

colonne vaut 1, soit on s’apercoit que la somme de chaque colonne vaut 1... Ainsi 1 est valeur propre de ‘A donc de A.

3. On a pour tout k € [0,n], T(X*) = Ekal + (1 — E) X**1 (on le vérifie également pour k =0 et k = n).
n n

1 _
Done, T(x*) = — (k(xk L Xk“)) + XF don

T(P)= 1 (1-X*) P+ XP

. nA—z) nA-1) 1 n(A+1) 1
4. a) Apres calculs : = .
a) Apres calculs a2 5 Xl—a:+ 3 Xl—i—m

b) On a T(P) = AP si et seulement si (1 — 2%)P’'(z) = n(A — x) P(x). On sépare les variables

P'(z) n(A—-z) n(A-1) 1 n(A+1) 1
= = X + X
P(x) 1—x2 2 1—x 2 1+ =z

n(1+) n(1—X\)

puis on integre. Ce qui donne P(z) = A(1+z)” 2 (1—xz) 2

1+ A 1—A 1+ A
c) Les vecteurs propres sont des polynémes. On remarque que il ; ) + n( 5 k) = n. Posons m =k € [0,n]
2k k
soit A, = — — 1. On obtient ainsi un polynéme propre (1 + x)*(1 — )" " associé & la valeur propre A\y = — — 1, ceci
n

n
pour k € [0,n].
La matrice A posséde (n + 1) valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.
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EXERCICE 2.2

Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie et a et b deux réels distincts. On note id 'application
identité de E. Dans tout ’exercice, f désigne un endomorphisme de F vérifiant :

fP—(a+b)f+abid=0 (%)

1. Quelles sont les homothéties vérifiant la relation (x)?

2. a) Déterminer une condition suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit bijective. Calculer alors
=

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit un projecteur
sans étre une homothétie.

On suppose désormais que f n’est pas une homothétie.

3. a) Déterminer deux réels A et u tels que :

f=A(f —aid) + u(f —bid)
b) En déduire qu’il existe deux projecteurs p et g tels que : f =bp+aget gop=pog=0

4. On suppose désormais que a et b sont non nuls.
Montrer que pour tout n € N, on a :

fr=bpat ()
Pour tout entier n > 0, si f est bijective, on définit f~" par f=" = (f~1)".

La relation (x) est-elle vérifiée pour tout n € Z?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.2

1. On remplace f = Aid dans (%) et on obtient une équation du second degré :
A2 — (@ + D)X\ + ab = 0. On en déduit les solutions f = a.id et f = b.id.

2. a) Il suffit que a et b soient tous deux non nuls pour affirmer que 0 n’est pas valeur propre et donc que f est bijective.
1

La relation (%) entraine : f~! = 7)[((1 + b)id — f].
a

b) Le spectre de f est inclus dans {a,b} car X* — (a 4+ b)X + ab est un polynéme annulateur.

Si f est un projecteur sans étre une homothétie, ses seules valeurs propres sont 0 et 1 d’ou il suffit que : a=0et b=1
oubiena=1etb=0

Réciproquement, en reportant dans (), on obtient : f2 = f et f est bien un projecteur.

3. a) Par analyse/synthese :
Si f=Xf—-ald)+pu(f—0bId),ona: (A+p—1)f = (Aa+ pb)id.
Alors, A+ p— 1 =0 sinon f serait une homothétie ce qui est exclus. On a donc aussi : Aa + ub = 0.

b
sduit - Adp =1 A:b—a
Onendedmt‘{a)\—kbu -0 = = a
a—1b
La synthese est maintenant évidente : A(f — a.Id) + u(f — b.1d) = %(f —a.id) — ﬁ(f —b.id) = f.
1 . 1 :
b) Onposep—m(ffa.zd) etq—m(ffb.zd)
Onvélriﬁe:1 ) )
2 2 20y _ s 2 50y — _ _ _ id) =
ep = (bfa)z(f 2af + a”.id) (bfa)Q((a—’—b)f ab.id — 2af + a”.id) (bfa)Q((b a)f —a(b—a)id)=p
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e De la méme facon ¢* = ¢

oEnﬁnpoq:ﬁ(f—a.id)oaib

4. Soit la propriété P, : f* =b"p+ a"q
Pour n € N, la propriété se montre aisément par récurrence.

(f = bid) =0

Pour n entier négatif, D’apres 2, si a et b sont non nuls alors f est bijectif et :

7= Slatbyid— f] = —l(a+bid — bp—agl = b 'p+a”'g

On montre enfin le résultat pour n < 0 par une autre récurrence dont l'initialisation n = 0.
Si on suppose la propriété vraie au rang n, on a :

=b""p4a "g= " =0 p+a ) o 0 Vp+aTg) =6 " p e g1 040

On obtient le résultat souhaité.

EXERCICE 2.3

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soient (a,b) € C? et soit f et g deux endomorphismes
de F tels que : fog—go f=af+ bg.

1. a) Montrer que tout endomorphisme non nul v d’un espace vectoriel de dimension finie n admet un polynéme
annulateur.

b) En déduire que tout endomorphisme u d’un C-espace vectoriel de dimension finie admet au moins une
valeur propre.

2. Dans cette question uniquement, on suppose que a = b = 0.

a) Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g.

b) En raisonnant sur un endomorphisme induit, en déduire que f et g ont un vecteur propre commun.

3. Dans cette question uniquement, on suppose que b =0, a # 0 et f £ 0.
a) Montrer que Ker f est stable par g.

b) Soit ¢, 'endomorphisme de £(E) qui & tout u associe uo g — gowu.
Pour tout n € N, montrer que ¢,4(f™) = anf™.

¢) En déduire qu’il existe un entier n > 2 tel que f™ = 0.
d) En déduire que f et g ont un vecteur propre commun.

4. Dans cette question, on suppose b # 0.
Montrer que f et g ont un vecteur propre commun. (on pourra s’intéresser & h = af + bg)

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3

n2

1. a) La famille (I, u,u?,... ,u”z) est de cardinal n”® + 1. Elle est donc liée : il existe (ak)ocrcnz telle que Z apu® = 0.
k=0

TL2
On pose P(X) = Zaka.
k=0

On remarque que P n’est pas le polyndme constant qui n’est pas annulateur. Enfin P(u) = 0.
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b) On sait que les éventuelles valeurs propres de u sont parmi les racines de tout polynéme annulateur. Par le théoréme
de d’Alembert Gauss, tout polynéme non constant se factorise sous la forme

P

P(X)=C][(X —z)™

Jj=1

Si z; n’est pas valeur propre de u, ’endomorphisme (u — z;I) est inversible, donc (u — z;I)™7 également. En composant
par son inverse et si, pour tout j, z; n’est pas valeur propre de w, il vient 0 = I : contradiction.

2.0na fog=gof.
a) Siu € Ex(f), alors f(u) = Au, d’ou :

flg(w)) = g(f(w)) = g(Au) = Ag(u) soit, g(u) € Ex(f)-

b) L’endomorphisme induit par g sur Ex(f) a une valeur propre d’aprés le résultat admis & la question 1. Si v est un
vecteur propre de cet endomorphisme, c’est aussi un vecteur propre de g et un élément de Ex(f). Donc v est un vecteur
propre commun a f et g.

3.0na fog—gof=af.

a) Siu € Ker(f), alors f(u) = 0 d’out en évaluant la relation donnée en u, f(g(u)) — g(0g) = a0g, soit : f(g(u)) =0,
soit : g(u) € Ker f.

b) Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : f"og—go f" =anf".

e Pour n = 0, c’est évident.

e Si c’est vrai pour n, alors :

fn+l

o (f"eyg)

og fo
fol(go f + anf™) (par hypothese de récurrence)
=(fo
= (g

) + anfn+1
of+ af) o f* +anf™t (d’aprés I'hypothese de la question 3)
=go " +aln+1)f"

c¢) Par l’absurde, si 'on avait f™ # 0 pour tout n, alors f™ serait vecteur propre de 4 pour la valeur propre na. Ainsi
(g aurait une infinité de valeurs propres distinctes (car a # 0), ce qui est impossible car £(E) est de dimension finie,
puisque FE lest. d) Comme f™ = 0 pour un entier n, ’endomorphisme f ne peut étre injectif sinon f" le serait aussi.

Donc, dim Ker f > 1. Comme a la question 2. b, ’endomorphisme induit par g sur Ker f posséde une valeur propre, le
vecteur propre associé est alors un vecteur propre commun & f et a g.

4. Comme g = %(h—af)7 le calcul donne : fog—go f= %(foh—hof). Ainsi on a I’équivalence : fog—go f=

af +bg <= foh—ho f=>h.
Si ’on remplace a, b, f, g par —b, 0, h, f respectivement, la question 3 donne alors que f et h ont un vecteur propre en

commun. Comme g = E(h —af), ce vecteur est aussi un vecteur propre de g.

EXERCICE 2.4

Pour tout couple (a,b) € R? et tout entier n > 3, on note A,(a,b) la matrice de M,,(R) dont tous les
coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale qui valent 1 et ceux de la premiere ligne et de la premiere
colonne qui valent alternativement b puis a. Par exemple, on a :

As(a,b) = et Ag(a,b) =

L TR o
OO O =
OO = O Q
O OO o
—_ o oo Q
[ lRSIS SIS
OO OO =
OO O = OQ
OO = OO
O O OO
_ OO0 oS
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1. Justifier que la matrice A, (a,b) est diagonalisable.

2. Ecrire en Scilab une fonction matriceA(n,a,b) qui renvoie la matrice Ay (a,b) (on pourra créer une variable
x qui prend alternativement la valeur b puis la valeur a).

3. Soit A et u deux réels tels que 2 — (A — 2)? > 0. Résoudre le systéme d’équations suivant, d’inconnues
réelles x et y :
z+y =
{ (z-12+@y-1)*=p

On suppose désormais que n est impair (n = 2p + 1).

4. On note I, la matrice identité de M, (R).
a) Déterminer le rang de A, (a,b) — I,,. Que peut-on en déduire sur les éléments propres de A, (a,b)?

b) Calculer la trace de (4, (a,b) — In)2.

¢) En déduire les valeurs propres de A, (a,b).

5. Dans le cas ol a et b sont complexes, la matrice A, (a,b) est-elle toujours diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4

1. La matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable (théoréme spectral).

2. Une proposition.
1. function A=matriceA(n,a,b)
2. A=eye(n,n); //matrice identité d’ordre n
3. x=b; //initialisation de x
4. for k = 2:n,
5. A(1,k)=x;
6 Ak,1)=x;
7 if x==a then //mise a jour de x
8 x=b;
9 else
10. X=a;
11. end
12. end
13. endfunction
3.0na:
x+y = r—14+y—1=X—-2 at+pf=A—-2
2 2 = 2 2 2
{ (-1D)"+@W-1)"=n { (-1)"+@y-1)°"=p {Qaﬁ=2(/\—2) -
@a,ﬁracinesdeXQ—(/\—2)X+W:().

Le discriminant vaut : 2u — (A — 2)% > 0.
Donc le polynéme a deux racines « et 8 et en revenant en x,y, il vient :

A+ /2u— (A —2)2 A—/2u— (A —2)2
= , Lo =
2

2

T1

et il y a deux solutions : (z,y) = (x1,2z2); (z,y) = (z2,z1). 4. a) Si (a,b) = (0,0), la matrice A,(a,b) — I est nulle,

donc de rang 0; les éléments propres sont évidents.

Si (a,b) # (0,0), la matrice A,(a,b) — I, a ses colonnes 2 & n qui sont colinéaires & I'une d’entre elles qui est non
nulle (colonne 2 si b # 0; colonne 3 si b =0 et a # 0) et elles ne sont pas colinéaires a la colonne 1. Comme le rang
est la dimension de ’espace engendré par les colonnes, il vaut 2. Comme n > 3 on en déduit que A, (a,b) — I, n’est
pas inversible, donc 1 est valeur propre de A, (a,b); d’apres le théoreme du rang, le sous-espace propre associé est de
dimension n — 2. Comme la matrice est diagonalisable, il y a deux autres valeurs propres A1, A2 (éventuellement égales).
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b) et c) Le calcul des coefficients diagonaux de (An(a,b) — In)2 donne : b* +a® + b% + - -+ puis b, puis a2, puis b2, puis
a®, etc. Ainsi : tr (An(a,b) — In)2 =2p(a? + b?).

Les valeurs propres ont déja été trouvées lorsque (a,b) = (0,0).

Si (a,b) # (0,0), d’apres la question précédente A, (a,b) est semblable & une matrice diagonale A = diag(1,...,1, A1, A2),
donc n = tr (An(a,b)) = (n —2) + A1 + Xe.

Comme (An(a, b) — In)2 est semblable a (A — In)2, on a:

2p(a” + b%) = tr (An(a,b) — I)* = (A — 1> + (A1 — 1)%.
D’aprés la question 3 avec A = 2 et u = 2p(a® + b?), comme p — (A — 2)? = 2p(a® + b?) > 0, on obtient donc :

Sp(An(a,b)) = {1, M\, Ao} = {1,1 4 v/p(a2 + 2),1 — /p(a + b2)}.

5. Pour n = 2p + 1 impair, la question précédente indique que si A, (a,b) est diagonalisable, alors 1 est valeur propre
avec un sous-espace propre de dimension n — 2 et il y deux autres valeurs propres A1, A2 telles que : A1 + A2 =
2et (A — 1)+ (A1 — 1)2 =2p(a® + 7).

Sia®+b° =0, on en déduit que 0 = (A1 — 1) + (A2 — 1))2 =2(A1 —1)(A2 — 1), donc Ay = 1 ou A2 = 1, ce qui est
absurde puisque A1, A2 # 1. Par exemple, Aapy1(1,4) n’est pas diagonalisable.

N.B : pour n = 2 on peut voir que As(a,b) est diagonalisable pour tout a,b € C.

EXERCICE 2.5

Soit n un entier naturel non nul et E un C-espace vectoriel de dimension n. Soit u© un endomorphisme de E qui
possede n valeurs propres distinctes, notées Ay, ..., \,. Pour tout entier ¢ € [1,n], on pose E; = Ker(u— A\, Idg).

L’objectif de cet exercice est de décrire puis dénombrer les sous-espaces vectoriels de E stables par u.

1. a) On suppose, uniquement dans cette question, que n = dim E = 2. Montrer qu'il existe des sous-espaces
vectoriels F, Get H de Etelsque E=G@® Het F# (FNG)® (FNH).

b) On note C,,_1[X] 'ensemble des polynomes & coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n — 1.
Montrer que Papplication ® : C,,_1[X] — C™ définie par :
VPeC, 1[X], ®(P)=(P(M),...,P(\))

est bijective.
c¢) En déduire que, pour tout i € [1,n], il existe P; € C,,_1[X] tel que :

vjeﬂ]'?n]];Pi()\])—(le_{ 1 811 =)

0 sinon

2. Montrer que, si J est une partie non vide de [1,n], alors @Ej est un sous-espace stable par u.
jeJ

Dans toute la suite, on considére un sous-espace vectoriel F' de F stable par u.
3. Soit z € F.

a) Montrer qu’il existe (z1,...,2,) € Fy X -+ x E, tel que & = Zwl b) Soit P un polynéme de C[X].
i=1

Exprimer (P(u))(z) comme une combinaison linéaire des vecteurs z1,. .., 2.

¢) En déduire que F' = @(F NE;).

i=1
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4.a) On pose : J = {i € [1,n]/F N E; # {0}}. Montrer que F = @Ej.
i€t

b) En déduire le nombre de sous-espaces vectoriels de F stables par w.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5
1. a) On choisit trois droites F, G, H distinctes de C*. Alors, G @ H =R? et FNG = FN H = {0}.

b) L’application ® est une application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimension n. Pour montrer la bijectivité,
on montre Uinjectivité. Soit P € Ker ®. Alors, P € C,_1[X] et Vi € [1,n], P(A;) = 0. Le polynéme P est de degré au
plus n — 1 et possede n racines distinctes, donc P est le polynéme nul. Alors, Ker ® = {0} et ® est un automorphisme.

¢) En notant e; = (d;,5)1<j<n € C™, le vecteur e; posseéde un antécédent par ®. On le note P;.

2. Soit x = ij S @Ej. Alors, u(z) = Z)\jazj et, pour tout j € J, A\jz; € E;. Ainsi, u(z) € EBEj.
jed jed jeJd jeJ

n
3.a) Comme u est diagonalisable, alors E = EB E;. On écrit alors x dans cette décomposition.

=1
n

b) En reprenant les calculs et notations précédents, u(z) = Z Aixz; et, par une récurrence immédiate, pour tout k
i=1

entier naturel, u* (z) = Z )\fml Ainsi, pour tout polynéme P, on a :
i=1
P(u)(z) = Z P(X\i)z;
i=1

c¢) Soit x € F. En utilisant les questions précédentes, on a :

Pi(u)(x) = ZPi(/\j)xj =z;

Ainsi, comme F est stable par u, P;(u)(z) € F et ©; € F. Ainsi, z = le € @(F NE;).
i=1 i=1
La réciproque étant triviale, F' = @(F NE;).

i=1

n
4.a) Comme EBEJ- = FE et dim F = n, alors E; est de dimension 1. Ainsi, F'N E; € {0, E;}. On utilise alors la question
j=1
précédente.

b) Finalement, F' est stable par u si et seulement s’il existe J C [1,n] non vide tel que F = @ E;. On rajoute {0}.
jeg
Ainsi, il y a 2™ sous-espaces stables par u.

EXERCICE 2.6

Soit n un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u un endomorphisme de
FE de rang 1.

1. Montrer que la trace d’'un endomorphisme f de E est indépendante de la matrice qui le représente dans une
base choisie. On note ainsi tr(f) la trace de f.

2. Montrer que, soit £ = Imu @ Ker u, soit Imu C Keru (on pourra discuter en fonction de la dimension de
Imu N Keru).
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3. Soit e un vecteur non nul de Im w.
a) Montrer qu’il existe des vecteurs (es,...,e,) de E tels que B = (e, ea,...,e,) soit une base E.

b) On suppose que Imu C Keru. Quelle est la forme de la matrice de u dans la base B?
Calculer alors tr(u).

4. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) u est diagonalisable.
ii) E=Imu® Keru.
iii) tr(u) # 0.
5. Soient A et J deux matrices non nulles de M,,(C). On considere I'application 14 définie par, pour tout
X e M, (C)
Ya(X) =tr(AX)J

On remarquera que 14 est un endomorphisme de M,,(C).
a) Décrire le noyau de ¥ 4. Quelle est 'image de ¥4 ? Quel est le rang de ¢4 7

b) Exprimer la trace de ’endomorphisme ¢4 en fonction de A et J.

¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur A et J pour que 14 soit diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6
1. On sait que deux matrices semblables ont méme trace, puisque tr(AB) = tr(BA).

2. L’endomorphisme u est de rang 1 donc Imu N Ker u est un sous-espace vectoriel de dimension 0 ou 1.
Si dim (Imu NKeru) = 0, alors Imu N Keru = {0} et d’apres le théoreme du rang, £ = Imu @ Ker u.
Si dim (Imu NKeru) = 1, comme Imu O (Imu N Kerwu), alors Imu NKeru = Imu et Imu C Keru.

3. a) Le vecteur e est non nul, donc (e) est une famille libre de I’espace vectoriel de dimension finie E. D’apres le
théoreme de la base incomplete, (€) peut étre complétée en une base de E.

b) Comme e € Ker u, alors dans une telle base, la premiére colonne de la matrice de u sera nulle et toutes les autres
colonnes seront dans Imu donc colinéaires a e, d’out une matrice de la forme

0 as an
0 0 0
0 0 0

La trace de cette matrice est nulle donc, si Imu C Ker u, alors tr(u) = 0.

4. 1) <= ii). L’endomorphisme u est diagonalisable et, comme u est de rang 1, dim Fo(u) = n — 1. Ainsi, il existe une
seconde valeur propre a telle que dim E,(u) = 1. Dans une base adaptée & la somme directe E = E,(u) @ Eo(u) la

a 0 - 0
00 --- 0
matrice de u est
00 --- 0

Alors, Imu = Eq(u) et E =Imu @ Ker u.
1) = 4i1). L'image Imu est un sous-espace vectoriel de dimension 1. Soit e un vecteur générateur de Imwu. Alors,
u(e) € Imu donc u(e) est colindaire & e et il existe un réel a tel que u(e) = a - e. De plus, comme Imu et Ker u sont en
somme directe, e € Keru et a # 0. Dans une base adaptée a la somme directe E = Imu @ Ker u, la matrice de u est
a 0 --- 0
00 --- 0

00 --- 0
Ainsi, tru = a # 0 et u est diagonalisable.
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151) = 41). On suppose que tr(u) # 0. D’apres la question 2, Imu ¢ Keru. Alors, d’apres la question 3.a), F =
Im u & Ker u, qui sont les deux sous-espaces propres de u.

5.a) On a ¥4 (X) = 0 si et seulement si tr(AX)J = 0, si et seulement si tr(AX) =0 (car J # 0 et tr(AX) € C). D’ou,
Kerya ={X / tr(AX) = 0}.

Comme f : X + tr(AX) est une forme linéaire non nulle (prendre X =‘A) et J # 0, alors Im4 = Vect{J}. Le rang
de ¥4 est ainsi égal a 1.

b) D’apres la définition, ¢4 (J) = tr(AJ)J.
e Sitr(AJ) =0, alors Ya(J) =0 et Imya C Kerea. Alors, d’apres la question 1, tr(ia) = 0 = tr(AJ).
e Si tr(AJ) # 0, alors ¢ a(J) = tr(AJ)J. D’apres le calcul effectué dans la question 1, tr(i4) = tr(AJ).

Finalement, tr(y4) = tr(AJ).

c) D’apres la question 4, ¥4 est diagonalisable si et seulement si tr(AJ) # 0

EXERCICE 2.7

L’ensemble M, (R) désigne I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a coefficients réels.

On considere Pespace vectoriel M,, 1(R) muni de sa structure euclidienne canonique associée au produit scalaire
T Y1

donné par (X|Y) = Zazkyk XY ot X = et Y = © |. On note .|| la norme euclidienne

Tn Yn
correspondant au produit scalaire canonique.

On dit qu'une matrice A € M, (R) est définie positive si elle est symétrique et si ’ensemble Sp(4) de ses
valeurs propres est contenu dans |0, +oo].

1. Soit A une matrice inversible de M, (R). Montrer que la matrice T = 'AA est définie positive (oi1 ‘A est la
transposée de la matrice A).

2. Soit T une matrice définie positive de M, (R).
a) Si X et Y sont deux vecteurs de M, 1(R), on pose (X|Y) = 'XTY. Montrer que l'on définit ainsi un
nouveau produit scalaire sur R™. On notera ||.|7 la norme euclidienne associée.

b) On note B = (e1, - ,e,) la base canonique de R™. Justifier 'existence d’une base orthonormée C =
(€1, ,&n) pour le nouveau produit scalaire (.|.) telle que pour tout k € [1,n], Vect {e1,--- ,ex} = Vect{e1,--- ,ex}.
Montrer que on peut supposer que (eg|exr) > 0 (ce que 'on supposera désormais).

¢) On désigne par P la matrice de I'identité de R™ dans les bases B (au départ) et C (& I'arrivée). Montrer que

P est une matrice triangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs. Si (z1,- -+, z,) (resp.
(2, ,})) sont les coordonnées du vecteur X dans B (resp. C), justifier que :
x) x1
; =P :
!/
x, Tn,

En déduire que || X||7 = ||PX]|.

d) En utilisant la question précédente, montrer que T = 'PP.

3. On se place dans le cas ou n = 3 et T est la matrice définie par :

1
T=1|0
2

O = O
o O N
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a) Montrer que T est définie positive (on ne demande pas de calculer explicitement toutes les valeurs propres).

b) Déterminer une matrice A telle que T = *AA, olt A est une matrice triangulaire supérieure 3 coefficients
diagonaux strictement positifs.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.7

1. Les propriétés de la transposition d’une matrice impliquent facilement que T est symétrique. Soit A une valeur propre
de T et X un vecteur propre unitaire associé & X. On voit que A = ‘XTX = {AX)AX = ||AX||*> > 0 puisque A est
inversible. La matrice T' est donc définie positive.

2. a) Il est clair que 'application (X,Y) — (X]Y) est bilinéaire. Elle est symétrique car T est symétrique. Comme T’
est symétrique, elle peut s’écrire T = ‘QDQ ot D est une matrice diagonale et Q une matrice orthogonale. On a donc
XTX =4{QX)D(QX). Comme les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs, on voit que *XTX > 0 et que
cette quantité est égale a 0 si et seulement si QX = 0, c’est-a-dire X = 0 puisque @ est inversible. On a donc bien
défini un nouveau produit scalaire sur M, 1(R).

b) L’existence d’une base orthonormée C = {e1, - - - , &, } pour le nouveau produit scalaire (.|.) telle que Vect {e1,- -+ ,ex} =
Vect {e1, - ,er} pour tout k € {1,--- ,n} provient du procédé d’orthonormalisation de Schmidt. On observe déja que
(ex)er) # 0; c’est évident par construction si k =1 et si ce n’était pas le cas pour un entier k € [2,n], on aurait

er € Vect {e1, -+ ,ex—1} = Vect {e1, - ,ex_1}
ce qui est absurde. 11 suffit alors de remplacer ¢, par sgn((ex|ex))ek.
k
c) Comme e € Vect {e1,---,er}, le vecteur ex s’écrit sous la forme e = Z a;e;. Or, ses composantes sur la base C

i=1

forment la k-iéme colonne de la matrice P ; la matrice P est donc triangulaire supérieure. De plus ax = (exler) > 0, les

coefficients diagonaux de P sont donc strictement positifs. La relation matricielle entre les coordonnées du vecteur

X dans B et celles de X dans C correspond & la formule de changement de base du cours. Comme zi,--- , 2/, sont
n

2 7 /1 \2 Ay 2 . ..
les coordonnées de X dans la base orthonormée C, on a || X||% = E (z})°. D’un autre coté, la relation matricielle
k=1

précédente montre que Z(:c;f = ||PX||*>. On a donc bien Pégalité || X||r = |[PX]|.

k=1
d) L’égalité précédente implique donc que ‘XTX = {(PX)PX = ‘X (*PP)X pour tout vecteur colonne X. On en déduit
que pour tout couple (X,Y) de M,,(R)? :

XTY =-((X+Y)T(X+Y)-(X -Y)T(X -Y))

(X +Y)('PP)(X +Y) = (X = Y)('PP)(X - Y)) = 'X(‘PP)Y

s | =

Dot T = ‘PP.

3. a) Il est clair que T est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, et que
e2 est un vecteur propre associé a la valeur propre 4. On en déduit que les autres vecteurs propres appartiennent a
Vect {e1,es} et qu’ils sont les vecteurs propres (avec conservation de la valeur propre associée) d’un endomorphisme

symétrique de matrice
1 2
2 5 )

On voit alors facilement que les deux valeurs propres restantes ont pour somme 6 et pour produit 1, elles sont donc
strictement positives. Par suite, la matrice T' est définie positive.

b) Les coefficients de la matrice triangulaire supérieure A se calculent facilement en commengant par regarder la
premiere ligne du produit ‘AA et en tenant compte que les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs. On
trouve que l'on a nécessairement :

1 0 2
A= 0 2 0
0 0 1
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EXERCICE 2.8

Soit n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on note ||.|| la norme euclidienne canonique.
On désigne par L(R™) I'ensemble des endomorphismes de R™ et par Idg» ’endomorphisme identité de R™.
Soit u € L(R™) tel que :

Ve e R, [lu(z)[] < |

1. Soit y € Ker (u — Idgn) NIm (u — Idgn). Montrer qu’il existe € R™ tel que :

1
VkeN, y= Z (u*(x) — x)

ot u* € L(R™) désigne I'endomorphisme uowo...owu (k fois).

2. En déduire que Ker (v — Idgn) N Im (v — Idgn) = {0}.

3. Conclure que Ker (u — Idgn) @ Im (v — Idg~) = R™.

On dit qu’une suite (zy)ny de vecteurs de R™ converge vers z € R™ (que l'on note Ngm+w ZN = z) si
NEIEOO llznv — 2| = 0.

4. Soit y € Ker (u — Idg»). Etudier la limite de la suite :

(),

k=0

==

5. Soit y € Im (u — Idg»). Etudier la limite de la suite :

ol p est un endomorphisme de R™ que I'on caractérisera.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.8

1. Siy € Ker (u — Idg») NIm (u — Idrn) alors u(y) =y et Iz € R™ tel que y = u(z) — z. Prouvons par récurrence la
propriété y = 1/k (u*(z) — x) pour tout entier k > 1 pour ce z fixé. Pour k = 1, elle est vérifie.

1
Supposons qu’elle soit vraie pour k > 1, c’est-a-dire que y = T (uk (z) — ). Il vient alors :

(W (@) — u(@)) = 7 @ H@) —y — ) cary+ = u(a).

e

(u(u®(2) —2)) =

il

y=u(y) =

Ainsi, (k+ 1)y = v (2) — = et il en résulte que :

1

= 5i (w1 (2) — ) et donc que la propriété est vraie au rang k + 1.

Y
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2. Siy € Ker (u — Idgn) NIm (u — Idgn), alors d’aprés la question 1, il existe z € R™ tel que y = 1/k (u*(z) — ) pour
tout entier k > 1. Ainsi, on en déduit que pour tout k > 1 :
2||]|

k: )

("~ @)l + llz) < %(II«'EH + =l =

x| =

Iyl = £l () = 2l < 3 Q= @) + l1al) <

(ol pour les seconde et troisieme inégalités, on a utilisé ||u(z)]

< |lz]|, Y € R™). Par conséquent, on a :

0<||y||<%%0quandkﬁ+oo

et il s’ensuit que y = 0. Or comme {0} € Ker (u — I'dg») N Im (u — Idrn), on a Ker (u — Idg») NIm (u — Idgrn) = {0}.

3. D’apres la question 2, Ker (v — I'dgn) et Im (u — Idgn ) sont en somme directe. Soit V = Ker (u — Idgn )BIm (u — I[dgn).
On a donc :
dim(V) = dim (Ker(u — Idgn)) + dim (Im(u — Idgn)) = n,

ou la derniere égalité est une conséquence du theoréeme du rang. Ainsi, V est un sous-espace de R" de dimension n, ce
qui implique que ¥V = R" car dim(R") = n.
4. Soit y € Ker (u — Idgrn); on a donc u(y) =y. On a ainsi :

1 Nt 1 Nl

N ; uk(y) =~ 2 y=y—1y lorsque N — +oo.

5. Soit y € Im (u — Idg») ; il existe x € R™ tel que y = u(x) — . On a par conséquent u*(y) = " (z) — u*(x) pour
k=0,...,N—1et donc:

1 N-1
LY v -
k=0

La convergence de (u” (x) — z)/N vers 0 pour N — 400 est justifiée par le fait que 0 < ||(u” (z) — z)/N|| < (JJu™ (2)|| +
llz|)/N| < 2||z||/N — 0 lorsque N — 400 (on a utilisé dans la derniére inégalité le fait que ||u(z)|| < ||z||, Yz € R"™).

s

N pa—
Z (uk+1(x) _ uk(x)) _ W — 0 lorsque N — +o0.
k=0

2=

6. L’application p est un endomorphisme de R™ (il est linéaire). Comme Ker (u — Idg») @ Im (u — Idgn) = R",
p(y) =y sur Ker (u — Idrn) et p(y) = 0 sur Im (u — Idrn). Ainsi, p est le projecteur sur Ker (u — Idgrn) parallélement a
Im (u — Idrn) (on a utilisé 'inégalité triangulaire pour montrer que la somme de deux suites de matrices convergentes
converge elle aussi).

EXERCICE 2.9

Soit un entier n > 2. Dans tout l'exercice, on note tr(M) la trace d’une matrice carrée M d’ordre n et on note
I la matrice identité de M,,(R). On rappelle que par convention, on a M° = I.

1. Soit M une matrice symétrique de M, (R).
On dit que M est définie positive si, pour tout élément X non nul de M,, 1(R), on a ‘XM X > 0.

Montrer que M est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Dans la suite, A désigne une matrice symétrique non nulle de M,,(R) telle que I — A soit définie positive et

on note A1, Ao, ..., A\, les valeurs propres de A, non nécessairement distinctes.
2p—1

On pose, pour tout entier naturel p non nul, u, = Z tr(A").
k=0

2. a) Justifier que la matrice I — A est inversible et établir, pour tout entier naturel p non nul, la formule

suivante :
2p—1

o A=A - AT - AT
k=0
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b) En déduire que :
n 1 n )\2p
“p_z1—x gl—Ai

=1

c¢) Montrer que la suite (u,),>1 est majorée. Est-elle convergente ? 3. On suppose de plus que la matrice A est

a coefficients positifs ou nuls.
Montrer que, pour tout ¢ de [1,n], on a : |N\;] < 1.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9

1. Soit A1,..., A\, les valeurs propres de M.
e Supposons que M soit définie positive. Soit \; une valeur propre de M et X un vecteur propre associé.
On a donc XM X > 0, ce qui donne A\;'X X > 0, c’est-a-dire \;|| X]|* > 0.
Comme X est un vecteur propre, il est non nul et donc A\; > 0.
e Supposons que les valeurs propres de M soient toutes strictement positives.
Comme M est symétrique réelle, il existe une matrice P orthogonale telle que M = 'PDP avec D = diag(\1, ..., \n).
On a donc XM X = ‘X'PDPX = {PX)DPX.
Y1 n
En posant Y = ,on a donc ‘XMX = Z /\ny Si X est non nul, alors PX est non nul puisque P est inversible

=1
Yn

et on a bien ‘XMX > 0.

2. a) Comme I — A est définie positive, d’apres la question précédente, ses valeurs propres ne sont pas nulles, donc elle
est inversible. De plus ce sont 1 — Ay,...,1 — \,.

2p—1
a: (ZAk> (I—A):I—A2p. D’ou :
k=0

2p—1

SN A =T -A)TT - A= (T - A = AP(T - A

2p—1

b) Comme la trace est linéaire, on a : Z tr(A") = tr (= A)fl) —tr (A2P(I — A)fl).
k=0

La matrice A est diagonalisable et semblable a diag(A1,..., An).

La matrice I — A est semblable & diag(1 — A1,...,1— \y).

La matrice (I — A)™! est semblable & diag( ) et sa trace est donc Z

1—X7"777 1=, -
i=1
Et enfin, la matrice A%P est semblable & dlag()\Qp /\ P) et comme les matrices de passage sont les mémes pour toutes
les matrices en jeu, on tr (A*"(I — A)~ Z
Finalement : u, = Z oy Z .
O > 0 ( 1 des A; et 1—-Xi>0)etd .
na Z (grace a la puissance paire des A; et car ) et donc : up < Z =

i=1
La sulte ( p) ne converge pas forcément, par exemple lorsque A = diag(—1,0,...,1).

3. Si on suppose que A est a coefficients positifs, on a tr(Ak) est positif. La suite des sommes partielles de la série de
terme général tr(Ak) est croissante et, d’apres la question précédente, on a :

D 2p—1 n

k=1 k=1 k=1
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La suite des sommes partielles est croissante et majorée, donc convergente. La série de terme général tr(AF) étant
n

convergente, son terme général tend vers 0. Ainsi, comme 0 < )\?k < Z(/\i)mc — 0, ceci prouve que |\;| < 1.

=1

EXERCICE 2.10

Soit un entier p > 2. On consideére l'espace E = M, 1(R) muni de son produit scalaire canonique et de la
norme euclidienne associée notés respectivement ( , ) et ||.||. On note B = (eq, ..., ep) la base canonique de E.
La transposée d’une matrice M est notée M.

Soit A une matrice de M, (R).

1. Montrer que les valeurs propres de la matrice A A sont toutes réelles positives.
On note c la plus grande des valeurs propres de ‘AA.
2. a) Montrer que pour tout X € E, ||AX]|> < || X||?.

b) Etablir pour tout couple (X,Y) de vecteurs de FE et tout entier naturel k£ non nul, I'inégalité suivante :
k k
(A"X, V)| < e[| X < [[Y]]

On dit qu’une suite de matrices (Uy)n>0 converge vers une matrice U si chacun des coefficients de U, converge
vers le coefficient de U correspondant.
it (3. . AFe;, e
3. a) Soit (4,7) € [1, p]?. Montrer la convergence de la série Z %
k>0 ’

b) On définit, pour tout n € N, la matrice B,, par :
B, = 1 AF
"=
k=0

Montrer que la suite (B,,) converge vers une matrice notée C.

c¢) Exprimer les valeurs propres de C' en fonction des valeurs propres de A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10

1. La matrice AA est symétrique, donc ses valeurs propres sont réelles.
De plus, pour tout vecteur propre X, on a ‘AAX = AX. En multipliant par X :

EXTAAX = XX X soit [|AX]]? = A X|?

AX|)?
Comme X est non nul, on a: A\ = HHXHQ >
2. a) De plus “AA est diagonalisable dans une base orthonormale (g1,...,€;), ol les €; sont associés aux valeurs propres
Ai-

P P
Tout vecteur X s’écrit donc X = Zaksk. On a donc "AAX = Zak/\ksk D’ou :
k=1 k=1
» »
X'AAX =) aidg soit |AX|? =D ai
k=1 k=1

En notant c la plus grande des valeurs propres, on a bien : ||AX||* < ¢[| X]|?.
b) On a donc, par une simple récurrence : || A* X ||? < c¥|| X%

11 suffit alors d’appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2
(4 x,7))" < A X Py )
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2
Ce qui donne bien : ((AkX, Y)) < FIX)PY )R
Et en prenant la racine : [(A*X,Y)| < s I XY II-
3. a) En appliquant I'inégalité précédente, on obtient :

< o4 ledlllesl]

k!

(AFej, ei)
k!

Et comme la base canonique est orthonormale pour le produit scalaire canonique, on a :

‘(Akej,ei> <

1
k! k!

Le critére de comparaison des séries a termes positifs permet de conclure & la convergence absolue et donc & la
convergence de la série considérée.

k
(A%ej, ei)

ol . La série de somme partielle B, est

. 1
b) On constate que le terme général de la matrice HAI“ n’est autre que
donc convergente. )

¢) Si AX = A\X, on a alors :

On montre que si la suite de matrices (B, )» converge vers une matrice C, alors pour tout vecteur X € R"| la suite de
vecteurs (B, X), converge vers le vecteur CX.
En passant ainsi & la limite, il vient CX = e*X.

EXERCICE 2.11

Soit x un réel strictement positif et n un entier naturel non nul. On note I la matrice identité de Ma, (R) et
on note F,, ’ensemble défini par :

E,={A€ My, (R); A +2%T =0; '"AA = A'A}
1. a) Soit R? muni de sa base canonique (eq,e3) et f I'endomorphisme de R? défini par :

fle1) = —ze2, f(e2) = wey
Calculer fo f.
b) En déduire que E,, # ().

2. Soit S une matrice symétrique réelle. On note Sp(.S) ’ensemble des valeurs propres de S. Etablir I’équivalence
suivante :

(VX € Mu1(R), 'XSX >0) <= Sp(S5) C R,

Dans la suite, A désigne une matrice de E,.

3. On pose S = *AA. Montrer que S? = z*I, puis que S = 221.
1

4. a) On pose B = —A. Calculer ("B + B)B.
x

b) Montrer que ’ensemble E,, est constitué des matrices de la forme B ou B est a la fois orthogonale et
antisymétrique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11

1. a) Un calcul immédiat donne f? + x*Id = 0.

b) On généralise en dimension 2n en considérant I’endomorphisme f par son action sur la base canonique (e1,e2,...,€xn).
On a donc :
fler) = —zes
Fe2) = zex
flear—1) = —wear

f(62k) = Te2k—1

flean—1) - —zeon
f(62n) = X€2n—-1

On constate alors que, pour tout j € [1,2n], on a f2(e;) = —x?e; et donc f> = —z*Id.

Ainsi, la matrice A suivante (matrice de f dans la base canonique) est élément de E,, :
0 =
(05) 0

: g 0
0 =
: e ()
2. @ Supposons que pour tout X, *XSX > 0. On applique cette relation & un vecteur propre X (donc non nul) associé a

la valeur propre A. On obtient : A||X||? > 0. Comme X # 0, on en déduit bien A > 0.

e Supposons Sp(S) C R4. La matrice S est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres. 1l existe
donc une matrice D = diag(A1 ..., An) et une matrice P orthogonale telles que :

XSX =‘X'PDPX = (PX)DPX

i N
En posant : PX = ,on a donc : 'XSX = Z)\,y?
j=1

Yn
Comme les \; sont positifs, on a bien *XSX > 0.

3. La matrice S est symétrique et comme X SX = X'AAX = |AX||?, S est positive. De plus :
5% =TAA'A'AA = ("A)’ A = (AHA® = (—2°1)(—2°T) = 2'1

Ainsi S s%écrit S = PD'P avec D = diag(\1...,\n) et A; > 0. On a: S = P(D?*)'P = 2*I d’ou D? = z*I.
Les \; vérifient donc tous /\Z2 = z*. Comme les \; sont des réels positifs, on a \; = 22 et donc S = z?1.

. . 1 L. 1

4. a) La matrice B est orthogonale puisque ‘BB = — S = I et elle vérifie B> = — A” = —I. On a donc : ('B+ B)B =
T x

‘BB + B* =0.
b) Comme B est inversible, les relations précédentes montrent que B est orthogonale et antisymétrique. Réciproquement,
soit B une matrice orthogonale et antisymétrique. Posons A = 2B. On vérifie facilement que ‘AA = A'A et que
A*+ 2’1 =0.
Conclusion : E, est constitué des matrices de la forme zB ou B est a la fois orthogonale et antisymétrique.
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EXERCICE 2.12

Soit m un entier supérieur ou égal a 2 et A € M,,(R) donnée.
Soit T lapplication définie sur M,,(R) par :

VM € M,(R), T(M) =AM

1. Montrer que T' est un endomorphisme de M,,(R).

2. Montrer que T est bijectif si et seulement si la matrice A est inversible.

3. Dans cette question, on suppose que la matrice A est diagonalisable. Soit A1,..., A, ses valeurs propres et
(X1,...,Xp) une base de M,, 1(R) formée de vecteurs propres de A.

Pour tout (4,7) € [1,n]?, on pose M; ; = X;'X;.

Montrer que la famille (M; ;)1<:,j<n est une base de M, (R) de vecteurs propres de T

4. Dans cette question, on suppose que A admet au moins une valeur propre p et donc un vecteur propre X
associé. On suppose que T est diagonalisable. Soit (M; ;)1<s j<n une base de M,,(R) de vecteurs propres de T
a) Soit ® lapplication définie sur M, (R) par : VM € M, (R), ®(M)=MX.

Montrer que ® est surjective de M,,(R) sur M,, 1(R).

b) En déduire que A est diagonalisable.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12
1. L’application T" est manifestement un endomorphisme de F.

2. Si A est inversible, ’équation AM = N admet une unique solution M = A™'N et T est bijective.

Si T est bijective, la matrice identité I de M, (R) admet un unique antécédent par T : il existe une unique matrice B
telle que AB = I, ce qui entraine que A est inversible.

3. Quel que soit (i, ) € [1,n]?, la matrice M; ; est de rang 1 et ce n’est pas la matrice nulle. On a :
T(M; ;) = AX:'X; = M Xi'X; = \MiMi

Ainsi, M; ; est un vecteur propre de T associé & la valeur propre ;. Il reste & montrer que la famille (M; ;)1<i,j<n €st
libre.
Soit Z a;,; X:'X; = 0. Soit k € [1,n]. Multiplions & gauche par ‘Xj,. Il vient :

2%

Zam-(thXi)th =0= Z (Z ai’j(thXi)> th =0

Par liberté de la famille (X;), on a, pour tout j € [1,n], pour tout k € [1,n] :

Zai,thkXi =Xy <Z 061‘,in> =0
Donc, pour tout j € [1,n], Zai’in =0, donc ; ; = 0 pour tout (4,7) € [1,n]>.

4. a) Soit X # 0 tel que AX = pX. Soit F = Vect(M;,; X). La famille (M; ;) est une base de M, (R). Soit Y € M,, 1(R).
11 existe une matrice M telle que M X =Y puisque X # 0. Ainsi F = M, 1(R).

En effet, si (X, eq,...,en) est une base de My 1(R) et si g est Pendomorphisme de R™ canoniquement associé & M, on
pose g(X) =Y et pour tout ¢ € [2,n], g(e;) = e; (par exemple).
b) On peut donc extraire de la famille (M; ;X), une base (M1 X, ..., Mp,X) de My 1(R). On a alors

ce qui montre que A est diagonalisable.
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EXERCICE 2.13

Soit un entier n > 2. On munit M, 1(R) du produit scalaire canonique et de la norme euclidienne || || associée.
Soit A € M, (R). On note I,, la matrice identité de M, (R).

On suppose que la matrice I,, — ‘AA est de rang 1 et que pour tout X € M, 1(R), on a ||[AX]|| < ||X]||.
1. Montrer que la matrice 'AA est diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent & I'intervalle [0, 1].
2. Montrer que la matrice I,, — YAA est diagonalisable. Que peut-on dire de ses valeurs propres ?

3. Soit Y € M,, 1(R) non nul. On pose, pour tout X € M,, 1(R) :
Dy (X)=(YX)Y

a) Montrer que ®y est un endomorphisme de M,, ;(R) de rang 1.
b) Montrer qu'il existe Yy € M, 1(R) tel que VX € M,, 1(R), (I, — "AA)X = Dy, (X).

c¢) Déterminer 'ensemble des vecteurs Z € M, 1(R) tels que

VX € Mn,l(R), (In - tAA)X = (DZ(X)

d) Comparer ||Yp]| et 1.

e) Montrer que I'égalité ||AX|| = || X]|| est vérifiée si et seulement si X € (Vect(Yo))J‘.

4. Soit une matrice B € M,,(R) telle qu’il existe Y € M,, 1(R) non nul tel que :
VX € Mu1(R), (I, — 'BB)X = &y (X).

Trouver en fonction de Y un majorant et un minorant de ’ensemble des valeurs absolues des valeurs propres
réelles de B. Pour Y donné, existe-t-il une matrice B qui a pour valeurs propres le majorant et le minorant
trouvés ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13

1. La matrice "AA est symétrique réelle donc diagonalisable dans R. Si A est valeur propre associée au vecteur propre X,
alors ‘X'AAX = ||AX||]? et 'X*'AAX = X\|XX]||?, donc A > 0. Comme ||AX|| < || X]|, on a de méme X < 1.

2. Les vecteurs propres de YAA sont vecteur propres de I, — ‘AA et si A est une valeur propres de ‘AA, alors 1 — X est
valeur propre de I, — YAA. Ainsi d’aprés la question précédente les valeurs propres de I,, — YA A appartiennent aussi &
[0,1].

De plus comme I, — ‘AA est de rang 1 il y a une seule valeur propre non nulle (élement de ]0, 1]).

3. a) Le fait que ®y soit un endomorphisme est évident.
On a rg(®y) = 1, puisque pour tout X € R, &y (X) € Vect(Y) et puisque &y (Y) = ||Y]|*Y # 0.

b) Soit eq, ..., e, une base orthonormée de vecteurs propres de ‘AA ot ey, ..., en_1 sont associé a la valeur propre 1 et
en & la valeur propre A # 1. Par analyse/synthese.

Pour tout i € [1,n — 1], (I, — "AA)(e;) = 0 entraine que e; € Vect(Y)™ .

(I, —*AA)(ern) = (1 — Ae, entraine que (1 — N)e, = (Y, e,)Y. Sil'on pose Y = ae,, alors (1 — A)e, = (Y, e, )Y entraine
que a? =1— ), soit a = £v1 — A.

La synthese est désormais évidente.

¢) La démonstration précédente montre qu’il existe deux vecteurs répondant a la question qui sont +(v/1 — A)en.
d) Comme X € [0,1[, on a ||Yp]| < 1.

e) On a les équivalences suivantes :

JAX[]* = [|X]1* & (X, (In — "AA)(X)) = 0 & (X, &y, (X)) =0 & (X, ¥)* =0
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4. Soit B une telle matrice et (u, X) tels que BX = uX et X # 0. Alors :
(X, (In = ‘BB)(X)) = (X, &y (X)) = (X, V)
Or:
(X, (In = 'BB)(X)) = |IX[|* = ||BXI]” = [|X|*(1 — u*)
Alors, par Cauchy Schwarz, on a :
0 <[IXIF(1 =) = (X, V)2 < |IXI*[IY]* & 1= [|Y]]* < <1
Ainsi || € [y/T= V] 1].

Pour montrer que ces bornes sont atteintes, on choisit e, = qu’on compleéte en une base orthonormée

Y
Y1l
(e1y...,€n—1,€n).

On définit la matrice qui est la matrice dans la base canonique de ’endomorphisme qui a pour matrice diag(1,...,1,4/1 —||Y][?)
dans la base (e1,...,en—1,€n). On a:

I, — 'BB = diag(0,...,0,|Y|]?) = Moy (c1,...cn)

EXERCICE 2.14

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux endomorphismes de E. On note rg(f) et
rg(g) leurs rangs respectifs.
Montrer que rg(f + g) < rg(f) +rg(g).

Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

Soit A = (ai ;)1<i,j<n la matrice de M,,(R) définie par : V(i,j) € [1,n]?, ai; =i+ j.

Soit B = (b; j)1<i.j<n la matrice de M, (R) définie par : V(i, j) € [1,n]?, b;; = i.

2. a) Déterminer une relation entre A, B et 'B.

b) En déduire le rang de A.

c¢) En déduire une valeur propre de A et la dimension du sous-espace propre associé.

d) Justifier que A est diagonalisable et exprimer tr(A) et tr(A?) en fonction des valeurs propres de A.
3. a) Exprimer tr(A?) en fonction de tr(B?) et tr(* BB).

b) En déduire tr(A?) en fonction de n.

c¢) Déterminer toutes les valeurs propres de A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.14

1. On montre facilement que Im(f + g) C Im(f) + Im(g).
La formule de Grassmann permet de conclure que rg(f + g) < rg(f) + rg(g).

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

a) On a:
2 3 o411 1 1 --- 1
3 4 e mn+2 2 2 .02
A= B=
n+l n+2 - 2n n n - n

Un calcul immédiat donne : B + ‘B = A.

b) On remarque que B et *B sont des matrices de rang 1. Par la question 1, et (éventuellement) les endomorphismes
canoniquement associés aux matrices, on a : rg(A4) <rg(B) +1g(*B) =1+1=2.
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Enfin en remarquant que les deux premiéres colonnes de A ne sont pas proportionnelles, on peut écrire : rg(A) = 2.
¢) Ainsi 0 est valeur propre de A de sous-espace propre associé Ker A qui est de dimension n —2 > 1 car n > 3.
d) La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans R. Il manque donc deux valeurs propres Ai et A2 et
tr(A) = A1 + A2 et tr(A%) = A + A3,
3. a) On utilise les questions précédentes pour écrire :

tr(A%)  =tr ((B+'B)%) = tr(B?) + tr(B'B) + tr(*BB) + tr((* B)?)

=2tr(B?) + 2tr("BB)

Cette derniére propriété est obtenue soit par un calcul direct, soit en utilisant la propriété (hors programme) tr(C'D) =

tr(DC).
b) On calcule :

2 2
Bt tr('BB) = P NEIEL gy g2y - DR ED)
" 2
¢) On peut alors écrire : S = A1 + A2 ZQZk:n(n+1) et A2 422 = 71(71%)(7”4-5)
k=1
201 _ 2
Donc P = MAs = n“(1—n7)

Finalement, A1 et A2 sont solutions de I’équation :

(1 —n?)

X’ SX4+P=0< X" —nn+1)X+2 S =0.

On calcule le discriminant associé a I’équation précédente et on trouve :

n(n+1) ++/2n2(n+1)(2n +1)/3 ot g n(n+1) — /2n2(n+ 1)(2n + 1)/3.

A\ =
! 2 2

EXERCICE 2.15

Soit A € M3(R) une matrice symétrique. On rappelle que la forme quadratique g associée & A est 'application
de R? dans R définie par :
Vr € R?  q(z) ='XAX

ou X est la matrice de Mz 1(R) dont les composantes sont les coordonnées du vecteur  dans la base canonique
de R2.
La forme quadratique ¢ est définie positive si pour tout x € R?, z # 0 = ¢(z) > 0.

. s . 1 -
Pour tout » € R, on note ¢, la forme quadratique associée a la matrice < ., 1T )

1.a) Montrer que ¢, est définie positive si et seulement si |r| < 1.

b) Soit Q1 et Q2 deux formes quadratiques définies positives sur R2.

Justifier I'existence d’un réel ¢ > 0 qui vérifie : Vo € R?, Q1(z) < ¢ x Q2(x).

2. Soit a un réel tel que 0 < a < 1. Soit 21 et 2o deux fonctions définies et dérivables sur R, a valeurs dans
lintervalle [a, +o00].
21(t) = 21(t) (22(t) — 221(1))

2(t) = 22(t) (21(t) — 222(t))

On suppose que pour tout réel ¢ > 0, on a :
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On pose : Vt >0, z(t) = (21(t), 22(t)). Soit f la fonction définie sur R a valeurs réelles telle que :

On admet sans démonstration que pour tout ¢ > 0, on a: f/(t) = —21(t)(221(t) — 22 (t))2 — 29(t) (222(t) — 21 (t))Q.

a) Etablir I'inégalité : V¢ >0, f'(t) < —5a X s (2(1)).

b) Montrer qu’il existe un réel § > 0 tel que pour tout ¢t > 0, on a : f'(t) < —0 f(¢t).

¢) A l'aide de la fonction ¢ définie sur R, par o(t) = f(t)e?t, montrer que : V¢ > 0, f(t) < f(0)e?t.
d) En déduire la limite de f(t) lorsque ¢ tend vers +oo.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15

l.a) On note z = (z1,22) et X = < zl ) Alors Vo € R?, qn(z) = 27 — 2rz120 + 23 = (21 — 122)% + (1 — 72) 23,
2
Donc: (V2 # 0,¢,(z) > 0) <= 1—-7>>0 <= |r| < 1.

b) D’apres le cours, on sait qu’il existe deux réels strictement positifs 1 et 81 tels que :
Vo€ R, ai(2f +23) < Qi(z) < Bi(ad +x3) 1).
De méme, il existe deux réels strictement positifs as et B2 tels que :
Va €R?, as(af +a3) < Q2(2) < Be(af +23)  (2).

Les relations (1) et (2) entrainent que Va € R?, Q1(x) < fi(x? +23) < %
2

Q(ZE)

. B e o . (i
On voit qu’en posant ¢ = P I'inégalité proposée est vérifiée.

2. Pour tout ¢ > 0, f(t) =qu1(2(t)) = q1 (21(1), 22(t)) = 27 (t) — 21(t)z2(t) + 25 (t). En dérivant par rapport & ¢, on a :
f1(t) = (221() — 22(1)) 21 (t) + (222(t) — zl(t))z (t). D’apres la définition de 21 (t) et z5(¢), on obtient :

Ve 0, f/(t) = —z1(t) (221(t) — 22(t)) — 22(t) (222(8) — z1(1))

a) Pour tout t >0, z1(t) > a et 22(t) > a = f'(t) < —a(221(t) — zg(t))2 —a(222(t) — zl(t))Q,
soit encore : V¢ > 0, f'(t) < —a(527(t) — 821(t)z2(t) + 523(t)) = —5aqs (2(¢))

b) Puisque

4 1
g‘ <1let ’5’ < 1, les formes quadratiques qs et q1 sont définies positives.

Par suite, il existe un réel ¢ > 0 tel que qs (z(t)) > cq (z(t)), ce qui conduit & : Vt > 0, f'(t) < —5acf(t), soit en

posant § = 5ac >0, Vt >0, f'(t) < —0f(t).

1
2

c) L’étude de la fonction ¢ donne : Vt > 0, ¢'(t) = e”*(f'(t) + 0f(t)) < 0 d’apres ce qui précede.

Donc, ¢ est décroissante sur R4 et on a : Vit > 0, ¢(t) < ¢(0) = f(0). En définitive, V¢ > 0, ¢(t) < f(0) <= Vit >
0, f(t)e”" < f(0) ==Yt >0, f(t) < f(0)e™"".

d) On a Vit >

0, f(t) = q%( z(t)) > 0 puisque qy est définie positive.
Ainsi: 0 < f(t) < f(0)e ' = , lirf f(t) = 0 (par encadrement).
— 40
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EXERCICE 2.16
Soient deux entiers n > 1 et k > 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.

Le rang d’un endomorphisme f de E est noté rg(f) et idg désigne ’endomorphisme identité de F.
On note 0. (g) 'endomorphisme nul de E.

1. Soit Fy, Fa, ..., Fy, des sous-espaces vectoriels de E vérifiant E = F} @ Fo @ - - - @ F,. Pour chaque i € [1, k],

k
on note p; le projecteur de E sur F; parallelement au sous-espace G; = @ Fj.
o
k
a) Montrer que Z rg(p;) = n.
i=1
k
b) Montrer que Zpi =idg.
i=1

¢) Montrer que pour tout couple (i, j) € [1, k]? vérifiant i # j, on a : pj op; = Ozmy -
2. Dans cette question, soit ¢i,qo, ..., qr des endomorphismes de E tous non nuls et tels que :
at+qetot+ag=idg et rg(q1) +rg(g2) + - +rglgr) < n.

a) Montrer que E =Im(q;) ® Im(g2) @ -+ - ® Im(qx)-

b) Montrer que pour tout i € [1, k], Pendomorphisme ¢; est un projecteur de E et que pour tout

couple (i,7) € [1,k]? vérifiant i # j, on a : g; 0 q; = Og(p) -

k
¢) Montrer que pour tout i € [1,k], ¢; est le projecteur sur Im(g;) parallelement a K; = @ Im(g;).
j=1
J#i
SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16
k k
1.a) Pour tout ¢ € [1, k], Im(p;) = Fj, donc rg(p;) = dim Fj. Par suite, ng(pi) = Zdim F; =dim E.
=1 =1
k
b) Soit x € E. Notons (z1,z2,...,z;) Punique k-uplet appartenant & Fy X F X --- X Fj, tel que z = ij.
j=1
k k
Pour tout i € [1,k], z = z; + Z x;. De plus, z; € F; et Z z; € G;, donc z; = p;(x).
=1 =1
i i
k k
Il s’ensuit que pour tout = € E, on a sz(x) =z, c’est-a-dire que Zpi =idg.
i=1 i=1

¢) Soit un couple (4, j) € [1,k]? vérifiant i # j. Comme Im(p;) = F; C G; = Ker(p;), on a p; op; = Oz(p) -

2.a) E=1Im(q1 + g2+ -+ qx) C Im(q1) + Im(q2) + - -- +Im(qx) C E = E = Im(q1) + Im(g2) + - - - + Im(qx).
D’autre part, dim(Im¢1) 4+ dim(Im g2) + - - - + dim(Im gx) > dim(Im(q1) + Im(gz2) + - -+ 4+ Im(qx)) = dim E = n.
Donc, dim(Im ¢1) + dim(Im g2) 4 - - - + dim(Im ¢g) = n et la somme Im(q1) + Im(g2) + - - - + Im(qx) est directe.

b) Soit j € [1, k]. Pour tout = € E, on a q1 0q;(x)+g20q;(z)+ -+ qr oq;(x) = g;(z), relation que Pon peut également

k
écrire : Z gi o q;j(z) + (qf(m) — qj(x)) =0g.
i=1
i#j
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Or, pour tout i € [1,k]\{j}, ¢ 0 ¢;(2) € Im (¢:) et (¢} (z) — ¢;(x)) € Im (g;). La somme Im(g1) + Im(gz) + - - - + Im(qx)
étant directe, on en déduit d’une part que pour tout ¢ € [1,k]\{j} et Va € E, on a ¢; o g;(z) = O et d’autre part que,
pour tout € E, on a ¢} (z) — ¢;(z) = Op.

c) Soit i € [1,k]. Comme ¢; est un projecteur, il projette sur Im(g;) parallelement & Ker(g;). Il faut donc juste prouver
que Ker(¢;) = K;.

On a, pour tout j € [1,k]\{i}, Im(g;) C Ker(g:) (car ¢; o ¢; = 0). Donc : K; C Ker(g;).

Or, d’apres la définition de K;, puis 2. b, puis le théoréeme du rang, on a :

dimK; = Z rg(q;) = n —rg(q:) = dim(ker(g;)).
j=1
i

Comme K; C Ker(g;) et dimK; = dim(ker(g;)), on a bien Ker(q;) = K;.

EXERCICE 2.17

Soit E un espace vectoriel de dimension n, ot n > 2. On note L (E) Pespace vectoriel des endomorphismes de
E.

1. Soit v un endomorphisme de E. Le but de cette question est de montrer qu’il existe un endomorphisme w
de F tel que u = u o w o u. On note r le rang de u .
a) Traiter lescasr=0etr=n.

b) On suppose maintenant que r € [1,n — 1] .

i) Montrer qu’il existe une base B = (ey, ..., e,) de E telle que la famille (u (e1),...,u (er)) soit libre et telle
que, pour tout entier ¢ € [r+1,n] , u(e;) =0 .

ii) En déduire existence de w.

Pour tout endomorphisme f de E , on note ®; ’endomorphisme de £ (F) défini par :
Vge L(E), ®f(9)=fog—gof

On suppose que f est nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe un entier p € N* tel que fP = 0.

2. a) Montrer par récurrence sur m € N* que pour tout endomorphisme g de E, on a :

@) )= Y 0 () ogo -
k=

0

b) Montrer que ® ¢ est nilpotent.
5 Mt e -1 <1 (0,7).

4. Préciser 'indice de nilpotence de ® , c’est-a-dire le plus petit entier ¢ tel que (®7)? =0 .

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17

1.a) Sir =0, alors u = 0 et donc tout endomorphisme w convient. Si r = n , alors u est bijectif et w = u™! convient.

b) On suppose maintenant que r € [1,n — 1] .

i) Par le théoréme du rang, dim (Keru) = n —r > 0. On consideére (er41,...,€e,) une base de Keru. Le théoreme
de la base incompléte assure qu'il existe r vecteurs eq, ..., e, tels que la famille B = (e1,...,e,) est une base de E.
Puisque, pour tout i € [r+1,n] , e; € Kerw , alors u (e;) = 0. Par ailleurs, considérons r réels aq,...,ar tels que
au(er)+...+aru(e,) =0. Alors a1e1 + ...+ are, € Keru. Or, Vect (e1,...,e-) et Keru sont en somme directe, donc
aier+...+arer, =0 ,dot a1 =... =a, =0 : la famille est libre.
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ii) On remarque que la restriction de u & Vect (e1, . . ., €,-) est un isomorphisme de Vect (e, . .., e,) sur Vect (u (e1),...,u(er))
(la surjectivité est évidente et 1’égalité des dimensions aussi). Notons u cette restriction et considérons N un
supplémentaire de Vect (u (e1),...,u(er)) dans E. On définit alors ’endomorphisme w de E de la fagon suivante :

w est nul sur N et w coincide avec (u)™" sur Vect (u(e1),...,u(e.)) , de sorte que w (u (e;)) = e; si i € [1,r]. On a
alors: Vi € [r+1,n] , (uowou)(e;) =0=u(e;) et : Vi € [1,7] , (uowowu)(e;) =u(e;), donc uowou=u.

2. a) L’égalité est vraie pour m = 1 : il s’agit de la définition de ® . Soit m tel que I’égalité soit vraie au rang m. On a
alors, pour tout endomorphisme g de E :

(@)™ (9) =@s((@ )m (9)) = fo (@)™ (9) = (®5)" (9) 0 f

> 7 oo - 3 (<) (’,’j) "o go fiH

k= =

fr °9+Z -1 [( )+<kT1>}fm_k+1090fk+90fm“

k=1

<m +1 FrrE g g
2p—1

o
st

-1
b) Pour tout g € L (E) , (®5)* ' (g9) = > (-1)* <2pk >f2p1k ogo f*.
k:O
Or, fP717F —0sik<p—1let fF=0sik>p, donc (®;)** ' (g) = 0. Ceci est vrai pour tout g € £ (E) donc
(<I>f)2” ' = 0. Ainsi, ®; est nilpotent.

3. Soit w un endomorphisme tel que fP " lowo fP 1 = fP~!. Ona:

iy 2p — 2
P )2P2 () — _1)k - 22—k o ek
@) = 3 0 ()1 /
Or, f727F = 0sik <p—2et f¥ =0si k > p, donc il ne reste que le terme correspondant & k=p — 1 :
(772 () = (1) (ij’_f) P owo 7 = (-1 <2p )f” :
On en déduit que :
(="

fpfl _ (q)f)2p72 w | = fp71 € Im ((be)%i?)

2p — 2
p—1
4. Si lon prend pour p l'indice de nilpotence de f, on a vu a la question 2.b) que ((bf)2p71 =0. Or, fP~! # 0 donc
d’apres la question 3, (@I»)Qp_2 # 0 et donc l'indice de nilpotence de @5 est égal 4 2p — 1.

EXERCICE 2.18

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. On note S,, ’ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefficients
réels. On considere l'espace vectoriel E = M,, 1(R) muni de son produit scalaire canonique noté (,) tel que
pour tout (X,Y) € E2, on a (X,Y) =!XY. Pour toute matrice A € S,,, on pose :

VX €E, qa(X) ="XAX

L’ensemble S, désigne 'ensemble des matrices A de S, telles que ga(X) > 0 pour tout X de E. On pose :

Cqa) ={X € E, qa(X)=0}.

1. Calculer le gradient de g4, noté Vga(X), en tout point X de E.
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2. Dans cette question, on suppose que A € S;F.

a) Montrer que g4 présente un minimum global sur E en tout X € C(ga).

b) En déduire que C(g4) = Ker A.

3. On suppose qu'il existe U € E et V € E tels que ga(U) > 0 et ga(V) < 0.

a) Montrer que (U, V') est une famille libre de E et qu’il existe deux réels A; et Ao distincts vérifiant :

qA(U+)\1V) = qA(U+ )\QV) =0

b) Dans ce cas, C(ga) est-il un sous-espace vectoriel de E ?

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € S,, pour que C(ga) soit un sous-espace vectoriel de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18

Afin de simplifier les notations, on pose : ga = q.

1. Pour tout H de E, on a :
X+ H)—q(X)=2"XAH + '"HAH =< 2AX, H > +q(H)

Or, par I'inégalité de Cauchy Schwarz, |¢(H)| < C||H||* = o(||H]||). On reconnait le développement limité & I'ordre 1;
on en déduit par unicité du développement limité d’ordre 1 que

Vq(X) = 24X
2. a) Si A est une matrice de S,}, alors pour tout X € C(gq), ¢(X) =0 et pour tout Y € E, ¢(Y) > 0 = ¢(X), donc ¢
présente un minimum global sur F en tout X € C(q).

b) On en déduit que q étant C* sur R", le gradient de q en X est nul, donc :
2AX = 0.

Par conséquent, si X € C(q), alors X € Ker A. La réciproque est immédiate donc C(q) = Ker A.
3. On suppose qu'il existe U et V de E tels que q(U) > 0 et q(V) < 0.

a) Si (U,V) est une famille liée, alors les deux vecteurs sont colinéaires et g(U) et ¢(V') sont de méme signe. Par
conséquent, (U, V) est une famille libre.
On a pour tout réel A :

q(U + \V) = q(U) 4+ 2X'UAV + Xq(V).

C’est un polynéme de degré 2; en notant A le discriminant, on a :
A =4("UAV)? — 4q(U)q(V).

Le produit ¢(U)q(V) est négatif et donc le discriminant est positif. De plus ¢(U)q(V) est non nul donc A > 0. Par
conséquent il existe deux racines distinctes A1 et Az telles que ¢(U + M V) = q(U + A2V) = 0.

b) Dans ce cas, C'(¢) n’est pas un sous-espace vectoriel de E. En effet

U4+MV)=U+XV)=(A—X)V ¢C(qg)

4. Le cone C(q) est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si A est une matrice positive ou négative.
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EXERCICE 2.19

On note E = C°(R,R) 'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.

1
1. Montrer que pour tout f € F et tout x réel, 'intégrale / f(x 4 t)e'dt existe.
0

1
On pose alors : Vo € R, g(x) = / f(x+t)etdt.
0

2. Montrer que g est de classe C! sur R et exprimer g’ en fonction de g et f.
Soit @ I'application définie sur FE par : V f € E, ®(f) = g.

Soit un entier n > 2 et Fy, = Vect(fo, f1,..., fn), ot Yk € [0,n], fr : © > e~F=.
3. a) Montrer que la dimension de F,, est égale a n + 1.

b) Montrer que la restriction de ® & F), induit un endomorphisme de F,, qu’on notera ®,,.
¢) L’endomorphisme ®,, est-il bijectif ? Est-il diagonalisable ?
4. Soit h la fonction définie sur R par :
1—e* .
VeR, hz)={ 5 Sz#0
1 siz=0

a) Montrer que h € E.
b) Etudier les variations de h sur R.

¢) En déduire la dimension de chaque sous-espace propre de ®,,.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19

1. Pour tout x réel, la fonction ¢t — f(x +t)e’ est continue sur [0, 1]. Ainsi, g est bien définie sur R.

x+1
2. Effectuons le changement de variable u = = + ¢. Il vient g(z) = e™° / fu)e du.

Par le théoreme fondamental du calcul intégral, g est dérivable et pour fout = réel, on a :
g'(x) =e " (fz+ 1) = f(2)e”) — g(a) = ef(x + 1) — f(z) — g(x)

3. a) La famille (fo,..., fn) est libre. Cela se montre par récurrence sur n. De maniére informelle,
n

il vient

supposons Z are " = 0. Alors en faisant tendre z vers 400, on obtient ap = 0, puis en factorisant par e~
k=0

a1 =0 etc... Ainsi dim(F,) =n+ 1.

b) On a ®,(fo) = (e — 1) fo et ®n(f1) = f1.

Soit k € [2,n]. Alors :

! k(z+t) t ke [ (1—k)t 1—eft . 1—eFt
d, = - dt=e" Tt = ———e = ————
(fx) /Oe e e /Oe —1 ¢ P Je
Ceci montre la stabilité de F), par .
. ) 1— ekt 1—en !
¢) On vient de trouver les valeurs propres de ®,,. Ce sont les réels e — 1, 1,..., P T les vecteurs
— n—

propres associés étant les fonctions f.
Aucune valeur propre n’est nulle; 'endomorphisme ®,, est bijectif. Il est diagonalisable puisqu’on a obtenu une base de
vecteurs propres.

4. a) La fonction h est continue en 0 en effectuant un développement limité & 1’ordre 1 de la fonction exponentielle.

b) Une étude rapide des variations de h donne :

B (z) = re - ; te ggmg, avec N'(z) = —ze”
x x
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Ceci montre que N est croissante sur R~ puis décroissante sur RT et comme N (0) = 0, ceci montre que h'(z) < 0 sur
R*, donc que h est décroissante sur R.

La fonction A est donc bijective, ce qui entraine que les valeurs propres de ®,, sont deux a deux distinctes car ce sont
les images des réels —1,0,1,...,n — 1 par la fonction bijective h.

¢) Chaque sous-espace propre est de dimension 1.

EXERCICE 2.20

Soit (a,b,c) € R3 tel que s = a? +b% + c? # 0. Soit f € L(R3) de matrice A dans la base canonique de
I'espace euclidien R? telle que :

0 —-b a
A= b 0 -—c
—a c 0

1. Déterminer Ker(f) et montrer que Im(f) = (Ker f)*.

2. a) Vérifier que P(X) = X3+ s X est un polynéme annulateur de A.
b) La matrice A est-elle diagonalisable sur R ?
3. On note I3 la matrice identité de M3(R). Soit g € L(R?) de matrice C = A2 + s I3 dans la base canonique

de R3.
a) Déterminer Ker(g) et Im(g).

b) Dans cette question uniquement, on suppose s = 1. Quelle est la nature de ’endomorphisme g ?

c) A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur A € R, la matrice B = A + A I3 est-elle inversible ?
Dans ce cas, expliciter B~!, matrice inverse de B, comme un polynéme en A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.20

1. Déterminons le noyau de f. Comme (a,b,c) # 0, on a :

az =by c
AZ=0&< bx =cz ©ZecD=Vect(U)ouU=| a
cy =azx b

Les cas particuliers ot un ou deux des nombres a, b, ¢ sont nuls sont inclus dans le cas général que nous venons de
traiter.

Pour 'image de f, par le théoréme du rang, dim(Im f) = 2 ; les trois colonnes de A vérifient ’équation de plan
UZ=cx+ay+bz=0

donc Im(f) = D*+.

2.a)On a:
—b% —a? ac be ¢ ac be
C=A%+5sl3= ac % -0 ab +sl3 = ac a® ab =UU
be ab —a? — 2 bc ab b?

dott A +sA=AUTU=0.

b) On sait que les valeurs propres d’une matrice sont parmi les racines de tout polynoéme annulateur, d’ott Spg(A4) C
Racr(P) = {0} ; donc A # 0 ne peut étre diagonalisable su R.
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3. a) Commengons par le noyau de g. On a :
CZ=0UUZ=0sZc D" =Ker(g)
Passons a I'image de g. Par le théoréme du rang, dim(Img) = 1 ; les trois colonnes de C' = U U sont colinéaires & U,

donc Im(g) =D.
b)Ona s=1= WU =1= CU = U, donc g est la projection orthogonale sur D.

c) La matrice B = A+ X3 est inversible si et seulement si —A ¢ Spgp(A) < A # 0. Alors :

0= A(A2+slg):B(A2+slg)f)\[3272/\B+()\2+s)13]
@B[A2+513—/\B+2)\213] AN+ 8) 1
A2 XA+ (V2 +5) I3

B! =
< A2 1)

EXERCICE 2.21

Soit n € N* un entier fixé.

1. a) Déterminer un polynéme annulateur (non nul) d’une matrice scalaire M = A I,,, ou A € C et I, désigne
la matrice identité de M, (C).

b) Soit D € M,,(C) une matrice diagonale. Déterminer un polynéme annulateur (non nul) de D.

2. Soit P € C[X] un polynéme (non constant) & coefficients complexes. Déterminer une matrice M € M, (C)
telle que P soit un polynéme annulateur de M.

Dans la suite, on considére le polynome Q(X) = X2 + 1 et on note Id ’'endomorphisme identité de C". 3. Soit

M € M, (R) telle que Q(M) = 0. Soit f 'endomorphisme de C" canoniquement associé a M.
a) Montrer que :

C" =Ker(f —ild) @ Ker(f +iId)

7r
ol i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 5"
b) Que peut-on en déduire concernant la matrice M ?

¢) On note 7z le conjugué d’un nombre complexe z.

Z1
Montrer que si Z = est un vecteur propre complexe de M associé a la valeur propre %, alors
Zn
Z1
7= : est un vecteur propre complexe de M associé a la valeur propre —i.
Zn

d) En déduire que n est nécessairement pair.

4. a) Déterminer une matrice M € M3 (R) telle que Q(M) = 0.
b) En déduire, lorsque n est un entier pair, une matrice M € M, (R) telle que Q(M) = 0.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.21
1. a) Le polynéme P(X) = X — X répond a la question.

b) Si l’on note D = diag(/\l, RN )\n), alors le polynéme P(X) = H(X — ;) convient.
i=1
2. Le polynome P étant a coefficients complexes, il admet au moins une racine A et M = X Id convient.
3. a) Pour tout u € C", on a u = l [(z Id+ f)(u) + (i1d — f)(u)] € Ker(f —i1d)+ Ker(f + i Id), et les sous-espaces

24
vectoriels propres sont en somme directe.

C" =Ker(f —iId) ® Ker(f +i1d)

b) On en déduit que la matrice M est diagonalisable sur C.
¢) La matrice M est réelle; il suffit de conjuguer les éléments de I’équation MZ = iZ.

d) La matrice M est diagonalisable sur C. Toute base (X;) de vecteurs propres de Ker(f —i/d) donnera par conjugaison,
une base (X;) de vecteurs propres de Ker(f + iId). Ces deux sous-espaces sont de méme dimension et supplémentaires.
Donc n est pair.

4. a) Effectuons un petit calcul :

2
2 _ a®+bc (a+d)b\ _ 10
M +I_O/;><(a+d)c be+d> )~ L0 1

1 0

b) Il reste & construire une matrice d’ordre pair formée de blocs diagonaux de J, soit :

Ainsi, on peut prendre J = ( 0 -1 )

J 0

=
I

EXERCICE 2.22

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, ou n € N* et v un endomorphisme de E.

1. On suppose que pour tout x € F, la famille (x,u(x)) est liée. Montrer que si u # 0, alors u est une
homothétie, c’est-a-dire qu’il existe un réel A # 0 tel que u = Aldg.

On rappelle (ou on admet) que la trace de la matrice d’'un endomorphisme u est indépendante de la base dans
laquelle ’endomorphisme est écrit. On la note tr(u).

Dans toute la suite, u désigne un endomorphisme non nul de F, de trace nulle.

2. Montrer qu’il existe un vecteur zg tel que (xg,u(zp)) soit libre, puis un sous-espace F' de E, supplémentaire
de Vect(zg) dans E et contenant u(xg).

On note p la projection de E sur F' parallelement a Vect(zg).

3. a) Montrer que F est stable par p o u et que endomorphisme induit par p o u sur F est de trace nulle.

b) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de
u a tous ses éléments diagonaux nuls.

c¢) En déduire que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice dont tous les éléments diagonaux
sont nuls.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.22

1. Pour tout € E non nul, il existe A, € R tel que u(z) = \zx. Soit (z,y) € E? quelconques non nuls. Suivant la
liberté de la famille (z,y) et en utilisant z = z + y, on montre que Ay = Ay. On termine en utilisant une base de E. On
peut également traiter le cas ou = et y sont liés.

2. Par 'absurde. Si, pour tout x de E, (x,u(z)) est liée, alors u est une homothétie. Alors, il existe A tel que u = A\Id et
tr(u) = nA. Comme tr(u) = 0 alors A = 0 et u est ’endomorphisme nul. Absurde.

La famille (zo,u(z0)) étant libre, on peut la compléter en une base de E. Donc il existe des vecteurs zs,...,z, de E
tels que B = (zo,u(x0), 3, ...,Tn) est une base de E. Enfin F' = Vect(u(xo),x3,...,2n) vérifie ce qui est demandé.

3.a) Soit y € F. On a pou(y) € Im(p). Or Im(p) C F, donc pou(y) € F. Donc F est stable par p o u.

0 a2 - ain
1 a2 -+ a2n
Soit M = Mg(u) = . . ) . et N = Mg(powu). On a:
0 an,2 e QAn,n
pou(zo) = u(xo), car u(zo) € F, pou(u(zo)) € F. En procédant ainsi, il vient :
0 % e
azz2 - a2n
1 a22 -+ azn
N = . . . . et Mp,(pou) =
) ) ' : an ... an n
0 An,2 = Qnmn 2 ’

Or tr(u) = tr(N) =0 = tr(pou) =0.

b) Pour n = 1. si u est de trace nulle, u est ’endomorphisme nul, donc sa matrice dans n’importe quelle base est nulle.
Soit n > 1. Supposons le résultat établi pour tout espace vectoriel de dimension n. Soit E un espace vectoriel de
dimension n 4+ 1 et u un endomorphisme de trace nulle. On utilise la question précédente pour déterminer F' et une
base de F' dans laquelle la matrice de p o u a des coefficients diagonaux nuls. Notons 3’ cette base. La concaténation de
xo et de B’ est une base notée B de E qui donne le résultat annoncé.

En effet si y € B, alors u(y) = Aozo + (p o u)(y).

¢) Soit A une matrice de trace nulle et u 'endomorphisme canoniquement associé. D’aprés ce qui précede, il existe une
base dans laquelle la matrice de u a ses coefficients diagonaux tous nuls, ce qui signifie exactement que A est semblable
3 une matrice A’ & coefficients diagonaux tous nuls.

EXERCICE 2.23

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal 3.

Soit A = (a;;)1<i.i<n la matrice carrée d’ordre n définie par :
] <X 1]\

. 1 osili—j]=1
v (i,5) € [1,n]?, @ij = { 0 | s|in0n

Pour tout élément X € M,, 1(R), on pose ¢(X) =X AX.

L1 n—1
1. Soit X = : € M, 1(R). Montrer que ¢(X) =2 Z TiTiy1.
i=1

In
2. a) Etablir pour tout X € M, ;(R), lencadrement : —2:X X < ¢(X) < 2'X X. Montrer 'équivalence suivante :

(X)) =2'XX & X =0

b) Soit A une valeur propre de A. Montrer que —2 < A < 2.
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3. Pour tout A €] — 2,2, on pose A = 2cost, avec t €]0, 7| et on note E) 'ensemble des suites réelles (uy)ren,
telles que :

VEk € N ugio = (2cost)ugs1 — ug

Soit F)\ le sous-espace vectoriel de Ey constitué des éléments (ug)ren de Fy vérifiant ug = up41 = 0.
Déterminer F.

4. Déterminer les éléments propres de la matrice A.

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.23
04 x2
x1 + X3
1.0n a AX = . Donc :
Tn—2+ Tn

Tn-1+0

n—1 n—2 n—1 n—1

¢(X) =z122 + Z Ti(Tim1 + Tit1) + Tn—1Tn = T122 + Z TiTity1 + Z TiTit1l + Tp1Tp = 2 Z TiTit1

=2 =1 =2 =1

a) Pour tout ¢ € [1,n — 1], —(sz + m?_,_l) < 2ziwiny < 22+ x?_,_l. *)

Donc :
n—1 n—1
— Z (1}3 —+ $§+1 Z 2{1:‘11’14.1 x Z(‘rz + 3312+1)
i=1 i=1
n n—1 n
© - sz - W <qX) ) i+ al
=2 i=1 i=2 )
e —af—an -2 2l <qX)<aitan+2) af e -2 2 <q(X) <2 4]
i=2 i=2 i=1 i=1
& —2X X < q(X) <2XX
Ainsi, |¢(X)| = 2'X X si et seulement si pour tout i € [1,n — 1], on a I’égalité dans (*), soit z; = T;41 ou ; = —xi41 et

21 =0 et z, = 0, donc si et seulement si pour tout ¢ € [1,n], z; = 0, c’est-a-dire X = 0.
b) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a
q(X) = XX X. Donc, —2'X X < q(X) < 2'X X car X # 0, donc on n’a pas I’égalité. D’ott —2 < X\ < 2.

3. En résolvant la relation de récurrence double donnée, on trouve ui = \e'** + ueilkt. La suite (ur)r appartient & F
si et seulement si up = uny+1 = 0, soit :

A+pu=0

)\ei(n+1)t + Me—i(7z+1)t -0
Ainsi, la suite (ux)r € F si et seulement si sin((n + 1)t) =0, soit t = ¢, = %, avec £ € [1,n] (car t €]0,7[).
En conclusion :
o sit ¢ {ti,...,tn}, alors (ur) € Fr & (ux) =0z, ;
o sit e {t,...,tn}, alors (ug) € Fi et (ux) # Op, .

¢

4. On vient de montrer que si A = 2cost est valeur propre de A, alors t = %, avec £ € [1,n].

Réciproquement, soit t = %,E € [1,n] et A =2cost. Donc, F # {0z, }. Soit (ur)x € Fx, une suite non nulle.
n
On pose : Vi € [1,n], z; = u;. On a alors AX = AX.
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On a forcément z1 # 0 sinon (ug) serait la suite nulle. Donc X # 0 et X est un vecteur propre de la matrice A et

sin(6¢)

Yz V2 Sin(?@g)
X € Sp(A). En posant 6, = e le vecteur propre associé a la valeur propre 2 cos <ﬁ) est X = .
n :

sin(nfye)

Ainsi, A possede n valeurs propres distinctes et la dimension de chaque sous-espace propre est 1.
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Chapitre 3

Probabilités

EXERCICE 3.1

Soit g un réel supérieur ou égal a 1 que l'on cherche a estimer.

Soient (X, )n>1 et (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P).

On suppose que les suites de variables aléatoires (X, )n>1 et (Y5, )rn>1 sont mutuellement indépendantes, que
chaque X, suit la loi uniforme sur [0, ] et que chaque Y, suit la loi uniforme sur [0, 1].

: RS
Pour tout n € N*, on pose : Z,, = min(X,,,Y,). On pose alors, pour n € N* : T,, = — Z Z,.
n
k=1
1. Montrer que Z; est une variable aléatoire a densité ; déterminer sa loi et calculer son espérance.

2. Ecrire une fonction Scilab d’entéte simulation(n,mu) qui, pour un entier n > 1 et un réel mu donnés,
renvoie une simulation de la variable aléatoire T,.

3. a) Montrer que la suite de variables aléatoires (T}, ), converge en probabilité vers un réel que ’on déterminera.

~ 1
b) Déterminer un couple (a,b) € R? pour lequel T,, = aT}, + b est un estimateur sans biais de —.
I

Est-il convergent ?

1
4. a) Montrer que V(Z;) < 13"
b) Soit a un réel de 10, 1[. A Taide de I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, construire, pour n assez grand, a

~ 1
laide de T,,, un intervalle de confiance pour — au niveau de confiance 1 — « de la forme [U,, V,,].
1

c¢) Construire alors, pour n assez grand, un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1 — « & 'aide
de U,, et V,,

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.1

1. Le support de Z; vaut [0,1]. Donc si z < 0, Fz,(z) =0et siz > 1, Fz, (x) = 1. Puis si z € [0,1], P(Z1 > z) =
P([X1 > z]N[Y1 > z]).

Ces deux événements sont indépendants, P(Z1 > z) = (1 —2)(1 —a/p). Et Vo € [0,1], Fz,(x) =1 — (1 —z)(1 — z/p).
En résumé

0 siz <0
Frzi(z)=4 1-(1—-2)(1—=x/p) sizel0,1]
1 siz>1

61
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La fonction Fz, est continue en 0 et en 1, elle est donc continue sur R et C* sur R éventuellement privé de 0 et de 1, la
variable est a densité.

@ %(M+l—2x) siz €[0,1]
fz,(x) =

0 sinon

6

1

N | =

Comme Z; est bornée, E(Z1) existe et, apres calcul F(Z1) =

2. Une proposition :

1. function T=simulation(n,mu) 6. T=T+min([y,z])
2. T=0 7. end
3. for i=[1..n] 8. T=T/n;
4 y=rand ) 9. endfunction
5 z=rand () *mu
3. a) Les variables Z1, Zs, ..., Z, sont indépendantes d’apres le lemme des coalitions et de méme loi.
D’apres la loi des grands nombres, la suite (75,), converge en probabilité vers E(Z1) = % — i
1 1 = 1
b) Comme E(T,) = E(Z1) = 3 60 = 3 — 67, est un estimateur sans biais de m On a:
~ Z
V(T,) = M 50
n
Aussi, T, est convergent.
1 1 1 1 1
2y _ _ 2 2 _
4. a) On a E(Zl) = g — a, donc V(Zl) = E(Zl) —F (Zl) = E — 36#2 < E

b) Construisons un événement de probabilité 1 — a avec Bienaymé-Tchebychev :

_ T _
P(T0 —1/u| > ¢) < % Or, V(Ty) = ?:761/(21) < % Donc :

P(|T, —1/ |>s)<ietP(|'Tv—1/ |<a)>1—i

n H S a2 n Hise = ne?

11 suffit donc de prendre iz = a s0it € = 4/ i
ne n

. .. 3 . ~
Pour s’assurer que 0 < « < 1, il faut choisir n > —- Ainsi P(|Tn — 1/ul<e) 21— a.
€

— 1
Donc avec une probabilité supérieure & 1 — o, on a : T),, — 3 <=—<T,+ 3 .
no o p no
1 - =~ 3 . =~ 3
Or, — €]0,1]. Ainsi : U, = max(0,T,, — 4/ —) et V, =min(1,T, + 4/ —).
1 nao na
1
¢) On sait déja que p > 1 et Uy, < = < V.
I
1 1
e Si0< U, <V,<1,on prend comme intervalle de confiance pour p : {7, U—]

e Si Up =0et V,, =1, on prend comme intervalle de confiance pour p : [1, 400l

1
e Si0="U, <V, <1, on prend comme intervalle de confiance pour p o 400 [

1
e Si0< U, <1=1V,, on prend comme intervalle de confiance pour u [1, U—} .
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EXERCICE 3.2

Soit p €]0,1] et ¢ =1 — p. Soit R € N*. On dispose de R piéces de monnaie numérotées de 1 & R qui donnent
chacune « pile » avec la probabilité p. On effectue une suite de manches avec ces pieces de la maniere suivante :

e lors de la premiere manche, on lance chaque piéce une fois;
e aux manches suivantes, on ne relance que les pieces qui n’ont pas donné « pile» aux manches précédentes ;
e on s’arréte lorsque toutes les pieces ont donné « pile».

Pour tout k € [1, R], on note X}, le nombre total de lancers effectués avec la k-ieme piece.
On note Y le nombre de manches effectuées.

1. Déterminer la loi de X}, son espérance et sa variance.
2. Déterminer la loi de Y.

3. Montrer la convergence de la série Z P(Y > n).

n

On admet alors que Y admet une espérance et que E(Y) = Z P(Y > n).

4. Soit la fonction f : [0, +00[— R définie par f(z) =1 — (1 — ¢*)F

, +oo +oo 1
Etablir la convergence de I'intégrale / f(z)dz et montrer que : / fl@)de = —— —
0

5. Etablir 'encadrement :

Mm
:S‘H
M:u

Ing =0 13=0
En déduire un équivalent de E(Y) lorsque R tend vers —+oo.
R-1
On pourra admettre sans démonstration que Z T est équivalent a In R lorsque R tend vers +oo.
k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.2

1. La variable aléatoire X est le nombre de coups nécessaires pour obtenir le premier « pile» lors d’une suite d’épreuves
de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p.

1
Donc, X} suit la loi géométrique de parametre p, d’ott E(X;) = — et V(Xi) = %
p p
2. On reconnait que Y = max(X1,..., Xg) est a valeurs dans N*.
Pour tout n € N*, par indépendance, on a :
R
P(Y<n)=P(Xi<n,... X =[[P(Xe<n)=(1—-g)"

k=1
Ceci reste valable pour n = 0. Donc: P(Y =n) =P (Y <n)—P(Y <n—1)=(1-¢")" - (1— q”_l)R.

3. Comme |¢| < 1, ona: lim ¢" = 0. Par ailleurs on sait que (1 — z)® =, 1— Rz +o(z), dol :
n—oo

xTr—r

(1-¢")*=1-Rq" +0(¢"),soit P(Y >n)=1-(1-¢"* ~ Rq"

n—-+oo

Comme la série géométrique E Rq" converge et est a termes positifs, par théoréme de comparaison pour les séries, on

en déduit que la série Z P(Y > n) converge.
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4. On a :

—0 —
- Rz_l - (1 _exlnq)k""l A B R-1 (1 _eAlnq)k+1 - 32:1 .
N (k+1)Ing . B (k+1)Ing A+ P (k+1)Ing’

=0
5 0na:Ve >0, f(x)=1-(1-¢")%"=1-(1-e""9)%. Comme lng < 0, on voit que f est décroissante sur [0, +oo]
(composée de fonctions monotones). Par encadrement d’une somme par des intégrales, on en déduit :

/ON+1f(:U) dz < ﬁ: fn) < /ON F(z) do + 1.

n=0 v
=P(Y>n)

En faisant tendre N vers 4+co dans les inégalités ci-dessus, puisque tous les termes convergent, on obtient :

I S too too PR
-1 — de < E(Y) < de+1=—~ 1
me =, J@ < Em < [T = Y
-1
Par théoréme d’encadrement, grace a I'indication, on en déduit que E(Y") est équivalent & IEEJR) lorsque R tend vers

—+o0.

EXERCICE 3.3

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé. Soit N un entier naturel impair. Soit (U, ),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes définies sur (€2, A, P) qui suivent toutes la loi uniforme sur [1, N].
n

Pour tout entier n > 1, on pose : S, Z Ui;.

1. Calculer les espérances m = E(Uy) et E(S,,).
Pour tout entier n > 1, on note : u, = P(S, < nm), v, = P(S, > nm) et w, = P(S,, = nm).
2. Pour tout n € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire N + 1 — U,,. En déduire que u,, = v,, + w,.

3. Montrer que lim w, =0.
n— +0oo

4. En déduire la convergence et les limites respectives des suites (uy )y, et (vUp)n.

5. Trouver un polynéme @y tel que, pour tout n € N* w,, soit le coefficient de degré mn du polynéme (Qn)™.
(on pourra calculer E(t5) pour tout t € R)

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3

N
1. Par définition de l'espérance : m = FE(Uz) Z kP(Ur = k) Z

Par linéarité de l’espérance, on obtient : E(Sy, ) = nm.

2. On trouve facilement que N + 1 — U, suit aussi la loi uniforme sur [1, N]. Comme la loi d’une somme de variables
aléatoires indépendantes ne dépend que de la loi de ces variables, on en déduit que les variables Uy + --- 4+ U, = S,, et
(N+1-Ui)+---+(N+1-U,) =n(N+1) — S, suivent la méme loi, donc :

up = P(S, <mn)=Pn(N+1)—S, <mn) =P(Sp, 2n(N+1)—mn) = P(S, = mn) = v, + wn.

3. On reconnait que w, = P(U;; = 0), ou U,; est la variable centrée réduite associée aux variables aléatoires U, ..., U,
qui sont indépendantes, de méme loi, loi qui posséde une espérance et une variance (car le support est fini). D’apres le
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théoréme central limite, on a donc : lirf wy, = P(T = 0), ou T suit la loi normale centrée réduite. Ainsi lirf (wn) =0,

car T est a densité.
14+ wn 1—wy

. . 1
et v, = ,donc lim wu, = lim v, =—.
2 n——+oo n—-+oo 2

4. Comme un +vn, = 1 et up = vy, +wn, on en déduit que u, =

5. On peut écrire :

1) = -E(tU") (indépendance de tU1, ... tUn)

n

N tk )n
= (Z N) (théoréme de transfert).
k=1

nN
Par ailleurs, le théoréme de transfert donne aussi directement : E(t°") = Z t*P(S,, = k). Ainsi :
k=n

vt € R <N tk>n— %tkP(S =k)
] P N e n .
Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux, donc wy, = P(S, = nm) est le coefficient de
N
degré mn du polynéme (Qn)"™ avec Qn = XWk
k=1

EXERCICE 3.4

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P).

Une variable aléatoire X est dite symétrique si X et —X suivent la méme loi.
1. Donner un exemple de variable aléatoire discrete symétrique.

2. a) Soit X une variable aléatoire a densité fx. Montrer que X est symétrique si et seulement si fx est paire.

b) Donner un exemple de variable aléatoire & densité qui soit symétrique.
On suppose dorénavant que les variables aléatoires considérées sont symétriques et a densité bornée.

3. Soit X et Y deux telles variables aléatoires indépendantes.
Montrer que X +Y et X — Y sont symétriques.

Pour n entier supérieur ou égal a 2, soit X1, Xo, ..., X, des variables aléatoires a densité bornée, indépendantes,
symétriques et de méme loi, centrées et de variance o2. Pour tout entier k € [1,n], on pose T}, = X1 + - + X.

4. Pour tout entier k € [1,n], calculer P(T,, — T}, > 0).
Soit x un réel positif. Pour tout entier k € [1,n], on pose
Ay = {maxTi < .Z‘:l N [Ty > «]
i<k

c’est-a-dire
A — (Th>z) sik=1
FTl M <o)n N (T <z2)N (T >x) sik>2

5. Pour tout entier k € [1,n] comparer les événements suivants :
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a)B(maxﬂ>x) et C = U Ap.

1sisn 1<k<n
b) D:(Tn—Tk >O)ﬁAk etE:(Tn>l‘)ﬁAk.
1
6.a) Montrer que P([T,, — T, > 0] N Ay) > §P(Ak).

b) En déduire I'inégalité suivante :

P(max T; > z) < 2P(T,, > x)
1<ign

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.4

1. Soit X suivant une loi de Rademacher, i.e. P(X = —-1)=P(X =1) = % Alors, X est symétrique. On peut également
citer la variable certaine nulle.

2. a) Soit X une variable aléatoire & densité. La variable aléatoire X est symétrique si et seulement si
Ve €R, Fx(z) =P(X <z)=P(X > —z)=1—- Fx(—z),
i.e. si et seulement si fx(z) = fx(—x).

b) La loi normale centrée admet une densité paire. Elle est donc symétrique.

3. Soit x € R. Comme X et Y sont symétriques, alors fx et fy sont paires. Ensuite, comme les variables aléatoires sont
indépendantes,

frov) = [ x(a =0t = [ x(zatufeudu= [ fx@= )i = fro@)

Ainsi, X +Y est symétrique.
Comme —Y est symétrique, d’apres le calcul précédent, X + (—Y) = X — Y est symétrique.

4. D’apres les questions précédentes, T,, — T} est la somme de variables aléatoires indépendantes symétriques, donc
T, — Ti est symétrique. Ainsi,
P(Ty, — Ty > 0) = P(T,, — Ty < 0)

Comme Ty, — T}, est & densité, alors P(T,,—Tk = 0) = 0et P(Tn—Tk < 0)+P(T—Tk > 0) = 1. Ainsi, P(T,—Tk > 0) = L

5. a) Si w € [max T; > z], alors il existe i € [1,n] tel que T;(w) > x. En notant 4o le plus petit de ces entiers,

(Mi(w) <z)N-- N (Tip—1(w) < z) N (T > x)

Ainsi, w e Cet BCC.
Réciproquement, si w € C, il existe k € [1,n] tel que w € Ay, et alors Tk(w) > z. Ainsi, w € B.
Finalement, B = C.

b) Siw € D, alors w € Ay, et Ti(w) > . Ainsi, Tn(w) > Ti(w) >z et w € E.
L’inclusion réciproque est fausse car on peut avoir T = 2x et alors T,, — T < 0.
Finalement, D C E.

6.a)b) Comme B C C, et les (Ax) sont deux & deux disjoints, alors

1<i<n

P(max (T; > z)) = Y _ P(Ay)

Ainsi, comme P(T, — T > 0) =1/2,
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1 n
5 P(ax (T, > @) = I; P(A)P(T,, — Ty > 0)
= Z P(AxNT, — Ty > 0), par indépendance (lemme des coalitions)

k=1
n

<Y P((Tw > z)N Ay)
k=1
< P(T, > z),
car U A C Q) est une réunion disjointe.
k=1

EXERCICE 3.5

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) telles que,
pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :

1 2 -1
e X, est a valeurs dans {0, —, —,...,n }s
n

):an<e

eVke[0,n—1], P(X,=

SEIERS

1. Déterminer lim
n—+00 Ny,

. En déduire un équivalent de «,.

2. On note F}, la fonction de répartition de X,.
Lne)+1

n —1
Montrer que, pour tout x € [0,1], F,,(z) = an, {61/1 — (lnz] +1) ]
e n __

3. Montrer que la suite (X,,),, converge en loi vers une variable aléatoire & densité X que 'on précisera.

4. Soit f une fonction continue sur R.
a) Déterminer la limite en loi de la suite (f(X5)), .

b) La suite (E(f (X"))>n admet-elle une limite lorsque n tend vers I'infini ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5

1. La fonction exponentielle étant continue sur [0, 1], d’aprés le théoréme de convergence des sommes de Riemann, on a :

1 1"* k/n ! x
:fg (e '—1)—)/(6 —1l)dr=e—2.
no, N 0

1
k=0

_

nle—2)

2. Siz <0, alors F,(z) =0 et si x > 1, alors F,(z) = 1. Ensuite, si z € [0, 1[;
Fu(z) =an Y P(Xn,=k/n)

k/E<a

)
:anz (ej/n—1>
[ty
k+1)/n
e -1
= an, RSy f(kJrl)}

Ainsi, o, ~

|na|+1
e n —
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3. D’apres la question précédente, si z < 0, alors liT F,(z) =0;siz > 1, alors liT F,(z)=1etsiz€][0,1], en

utilisant les équivalents classiques, on a

1 Tet—1
lim Fu(z)= ——[e* —1—a] = dt,
nHHJIrloo n(@) (e—2) le ] /0 e—2
qui est bien une fonction continue sur R.
t
—1
Ainsi, (X, ), converge en loi vers une variable aléatoire X dont une densité vaut g : ¢ — = 5 110,1)-
e —

4.a) Le cours assure que (f(Xn))n converge en loi vers f(X).

b) On revient alors & la définition :

B(f(X)) = o _f (5) (1) ~ 25k Z r(5) (e 1)

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence des sommes de Riemann, (E(f(Xn)))n converge vers

ei2/0 FO) (e = 1)t

(qui vaut par ailleurs E(f(X))).

EXERCICE 3.6

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P) et & valeurs dans N*.
Soit p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p et on suppose que :

P(X =m) = amqgm!

1
12 — si1<n<m
V(m,n)G(N )a P[X:m](Y:TL) — m

0 sinon
ol « est un réel strictement positif que ’on déterminera par la suite.
1.a) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y") en fonction de « et g.
b) En déduire la loi de la variable aléatoire Y. Trouver la valeur de « et reconnaitre cette loi.
2. Soient (m,n) € (N*)?. Déterminer Py —n)(X =m).

3. Pour tout n € N*, on pose : B, = [Y =n].
a) Justifier 'existence de l'espérance conditionnelle E(X | B,) et la calculer. En déduire Iexistence de

I’espérance de X et la déterminer.

b) On consideére la variable aléatoire Z = X + XY. Montrer que I'espérance conditionnelle E(Z | B,,) existe et
la calculer. En déduire que Z admet une espérance et déterminer F(Z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.6

1.a) Avec la formule des probabilités conditionnelles, il vient :
P(X =mnNY =n) = Px=m(Y =n)P(X =m),dot P(X =mNY =n) = iamq”%1 =aq™ ' sin € [1,m] et
m

P(X =mnNY =n) =0 dans le cas contraire.

b) On a :

J—1

p

—+oo —+oo —+oo
=Y PX=inY=j)=) P(X=inY=j)=ad ¢ ' =a’
i=1 i=j

i=j

+oo qj_1
On doit donc avoir 1 = Z «

j=1

, d’ott @ = p®. Donc, Y suit une loi géométrique de paramétre p.

2. Avec la formule des probabilités conditionnelles, on obtient :
Py_n(X =m) =pg™ " sim >n et Py_y (X =m) = 0 sinon.

3.a) Il est clair que 'espérance conditionnelle E(X | B,) existe puisque la série associée est & termes positifs et est
convergente d’aprés les critéres usuels. On a donc :

+oo 400
—n o 1
E(X | Bn) Zmpq => (k—1+mn)pg E:kpq -1 pd* 1=E(Y)+’n*1:];+nf1
k=1 k=1

en reconnaissant ’espérance et la somme des probabilités d’une loi géométrique de parametre p . Comme la série &
termes positifs Z E(X | Bn)P(Bn) est convergente, la variable aléatoire X admet une espérance et avec la formule de
I’espérance totale il vient :

to 0o
E(X):Z E(X | By) Z( +n—1) 1:%_1+E(y):2p%p

n=1

b) Posons g(z,y) =x+xzy et I = (N* . La série Z (4,7)PB,, (X =iNY = j) est & termes positifs et converge ; par
(i,5)el

suite I’espérance conditionnelle E (Z | By) existe. De plus, la formule de transfert pour une fonction d’un couple de

variable aléatoires discretes nous conduit a :

E(Z|B,) =E(X|B,)+EXY |B,)=E(X|B,) +nE(X|B,)

=(n+1DEX|B))=m+1) (%—Fn—l) :@Hﬁ—l

1
Comme la série a termes positifs Z <M +n%— 1) P(B) converge, on voit avec le théoréme de ’espérance totale
p

que ’espérance de Z existe et que :

E(Z) = f ((np%l) +n’ - 1) pg" = %E(Y) + (% - 1) + E(Y?)
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EXERCICE 3.7

On considére une variable aléatoire réelle discreéte X définie sur un espace probabilisé (2, .4, P) et une fonction
f qui est convexe et continue sur R.

On admet que pour tout n-uplet (z1, - ,2,) (n > 2) de réels et tout n-uplet (¢1,--- ,t,) de réels positifs tels

que Z ti = 1, la fonction f vérifie :
k=1

ftizy 4+ +tpwy) <tif(mr) + -+t f(2n)

1. On suppose dans cette question que la variable aléatoire X ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Montrer que f(E(X)) < E(f(X)).

2. On revient au cas général et on pose : X (Q) = {(zx)r>1}. On suppose que les variables aléatoires X et f(X)
admettent une espérance.

Pour n € N*| soit I’événement A4,, = (X = 1)U (X =a29)U...U (X = z,). On note X,, la variable aléatoire
14,X, ou 1,4, désigne la variable aléatoire indicatrice de A,,.

a) Etudier la convergence des suites (E(Xpn))n et (E(f(Xn))n.

b) En déduire que f(E(X)) < E(f(X)).

3. On considere n variables aléatoires discrétes X, ..., X, (n > 2) qui admettent toutes une espérance. On
suppose que les espérances des variables etX’; existent pour tout réel positif ¢ et qu’il existe un réel o > 0 tel
que pour tout réel t > 0, on a FE(e!X*) < et

On pose ¥ = max(Xy, -+, Xp).

a) Montrer que Y admet une espérance.
n
b) Pour tout ¢ > 0, justifier 'inégalité e?¥ < Zetxk.
k=1
¢) Soit t > 0. Montrer que ¢/Z(Y) < ne®®”. En déduire que E(Y) < 2y/aIn(n).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7

n

1. Ici X(Q) est de la forme {z1,- - ,xn}. En posant ¢, = P(X = 1) > 0, on a bien Ztk = 1 et la relation de convexité
k=1
de f admise implique que :
JEX)) = ftizr + -+ tazn) <t f(21) + -+t f(2n) = E(f(X))

(la derniere égalité provient du théoréme de transfert).

a) Comme X, (Q2) = {0,z1,-- ,zn}, on voit que :
n —+oo
Xn) =) anP(X =a) — D> axP(X = 2x) = B(X)
k=1 k=1

Comme P (A ) — 0, on obtient, avec le théoréeme du transfert,
E(f(Xn)) = )+ Zf 2R ) P(X = z1) — > fax) P(X = ) = E(f(X))

b) Comme X,, ne prend qu'un nombre fini de valeurs, avec la question 1, il vient f(E(X,)) < E(f(X,)). La continuité
de f et la question précédente nous permettent d’obtenir f(E (X)) < E(f(X)) par passage & la limite.
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3. a) Les variables X} admettant des espérances, on a 0 < |Y| < |X1| + -+ + | X»|. La variable aléatoire Y admet donc
une espérance par domination.

b) Si w € Q, on observe que e (@) est 'un des eX*() il est donc inférieur & la somme de termes positifs Z et xR (@),
k=1

¢) On déduit facilement de I'inégalité précédente que Iespérance de la variable aléatoire positive et existe pour tout

t > 0. On est donc en position pour appliquer I’inégalité obtenue en 2. b). On choisit la fonction f; en posant f;(z) = e'®

qui est convexe sur R. On obtient alors e!Z() < E(ety), puis £ ne®®” avec la question 3. b) et les données. On

1
en déduit que E(Y) < n(n) + at pour tout ¢ > 0. On étudie la fonction g de ¢, correspondant au membre de droite, sur
1
10, 400[. On voit qu’elle admet un minimum global au point ¢o = M L’inégalité E(Y) < g(to) permet de conclure.
Q@

EXERCICE 3.8
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).

Soit z1 et zy deux réels distincts strictement positifs. Soit Z une variable aléatoire dont la loi est donnée par :
Z(Q) ={z1, 22} et P([Z = z1]) = p1, P([Z = 22]) =p2

ot:0<p <1, 0<pa<l, pi+p2=1, E(Z)=1. 0nposeV(Z)=p? avec p > 0.

Soit o un parametre strictement positif inconnu que 'on désire estimer. Soit IV une variable aléatoire a valeurs
dans N, telle que la loi conditionnelle de N sachant [Z = z1] est la loi Poisson de parametre az; et la loi
conditionnelle de N sachant [Z = z3] est la loi de Poisson de parametre azs.

On suppose que les parametres z1, z3, p1, pe sont connus.

On considére un échantillon (N, ..., N,) de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi

_ 1
ue N et on pose : N,, = — N,
q p "= ; "
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et on prendra ®(1,96) = 0,975.

1. a) Donner la loi de N.

b) Calculer E(N).
c) Vérifier que V(N) = a + o?p?.

— [V(N) — V(N
2. a) Justifier que, pour n assez grand, on a : P (a S an — 1,96 Q,Nn + 1,96 (™)
n

n

) >0, 95.

b) Pourquoi l'inégalité précédente ne suffit-elle pas & déterminer un intervalle de confiance pour « ?

3. a) Montrer que si une suite de variables aléatoires (W,,)nen+ converge en probabilité vers une variable

1
aléatoire W, alors la suite (W,, + —)nen+ converge également en probabilité vers W.
n

V(N)
1 —
—+ Na(l+ p°N,)

b) Justifier que la suite converge en probabilité vers la variable aléatoire

. . N neN*
certaine égale a 1.

n —
¢) On pose, pour tout entier naturel » non nul : 7, = X (Nn — a).

1 —
- N, (1+ p*N,,)

Etablir que la suite (T}, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
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d) En déduire que l'intervalle I suivant est, pour n assez grand, un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95 pour « :

— 1  N,(1+4p2N,) — 1 N,(1+ p2N,,
I= Nn—1,96\/2+(+p),Nn+1,96\/2+(+p)
n n n

n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8

1. a) En utilisant la formule des probabilités totales et le systéme complet d’événements {[Z = z1],[Z = 22]}, on a :
P(N =k) = Pz—., ([N = k])P([Zk: z1)) + Plz—sy (]c =k])P([Z = z]).

—z1a —zox
Soit ici : P([N = k]) = k(fla) pr+ = k(,zw)
b) On utilise la formule de I'espérance totale (on constate que toutes les séries manipulées sont convergentes ). On a :
E(N)=E(N/[Z =z])P([Z = z1]) + E(N/[Z = z]) P([Z = z)).
Or les lois conditionnelles de N sachant z1 et z2 sont des lois de Poisson de parametres respectifs az1 et aze. On a
donc : E(N/[R = zz}) = az;. Dolt : E(N) = azip1 + azps = a(z1p1 + z2p2) = aE(Z) = a.
¢) De méme : E(N?) = E(N?/[Z = z1])P([Z = z1]) + E(N?/[Z = 2]) P([Z = 2)]).
Or, E(N?/[Z = z]) est le moment d’ordre 2 d’une loi de Poisson de parametre avz;, d’ott : E(N?/[Z = z]) = azi +a°2]
et E(N?) = (az1 + o22))p1 + (az2 + a23)p2 = a + o> E(Z?). En conclusion : V(N) = a + o?p?.

p2.

< L N(0,1).

V(N)

a) On applique & la variable N,, le théoreme limite central :

n
En supposant que, pour n assez grand, on puisse approcher le loi précédente par la loi normale centrée réduite, on

obtient bien : P(a c [N — 1,96 V<N N +1,96 V(N }) 0,95.

b) Comme les bornes de l'intervalle dépendent de V(N), qui dépend de «, I'intervalle précédent n’est pas un intervalle
de confiance pour a.

1 1
a) On écrit : |Wyp, + — — W| < |W,, — W| 4+ —. On en déduit que, pour tout réel € > 0 :
n n

1 € 1
nt—— > n — == — 2=
[|W + . W] E] C [|W W] 2} [n 2]
En utilisant la croissance de la probabilité et le fait que P(AU B) < P(A) + P(B), on a donc :
P(Iwat L —wizd) <p(iwn-wi> ) + Pt = 9
n n 2
1

Or, il existe un rang no tel que, pour tout n > no, P([ﬁ > g]) = 0. Pour n > ng, on a donc :

P(IWat = Wi ]) < P([Wn w1 > 3])

Enfin, comme lim P(UWn -W| = E]) =0, on a bien : lim P(UWn + 1_ W > SD =0.
n—+o0o 2 n—+o0o n

b) En appliquant la loi faible des grands nombres, on a : N, £ &. On a alors successivement :

e par continuité : N, (1 + p>*N,,) 5 a(l+ ap?);

e grace au résultat démontré a la question précédente :

_ — V) (V)
e puis par continuité : <\/711 +Nn(1+p2Nn)) - \/V(N) B

¢) On écrit : T, = (\/ fV(N) — ) X Nn = 2 Dans le produit précédent, la premiere des deux variables

&+ Na(14p2Ny) [v)

converge en probabilité vers 1 et la seconde en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi N'(0,1). Le théoreme de
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Slutsky permet alors d’affirmer que le produit converge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi N'(0,1). On a
donc bien : T,, % N(0,1).

d) On construit alors un intervalle de confiance pour « au niveau de confiance 0.95 en supposant que n est assez grand
pour pouvoir approcher la loi de T}, par une loi normale centrée réduite.

— N ONT o — 0T
N, - 1,96\/12+JWM,N_,96\/12+M‘
n n n n

EXERCICE 3.9
On rappelle que I'(1/2) = /7.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé ({2, .4, P).

Soit r un entier naturel non nul. Une variable aléatoire X suit la loi de x? &  degrés de liberté si une densité
fx de X est donnée par :

0 siz<O0
fx(z) = 1 L1212/

F(r/2)27’/2 siz>0

X
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de x? & r degrés de liberté. On pose Z = 5 et v = g
a) Déterminer la loi de Z.

b) En déduire 'espérance et la variance de X.

2. a) Montrer que pour tout A > 0 et tout n € N*, on a :

t’nfl

NS P *
_y < Ty
© k; i +/0 R T

b) Soit Y une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\). Soit Xo, une variable aléatoire suivant la loi
de x? & 2n degrés de liberté.
Montrer que P(Xsz, > 2X) = P(Y) < n).

c) Ecrire une fonction Scilab de parametres n entier et 2 > 0 réel qui retourne la valeur de P(Xs,, > z).

3. Soit k € N* et Xq,..., X} des variables aléatoires indépendantes suivant toute la loi normale centrée réduite.

a) Déterminer la loi de X?.

k
b) En déduire la loi de » ~ X7.
i=1
c) Soit r et s deux entiers vérifiant 2 < r < s. Soit T, et T deux variables aléatoires qui suivent respectivement
la loi de x2 & r degrés de liberté et la loi de x2 & s degrés de liberté.
Tracer sur un méme graphique ’allure des fonctions de répartition de T, et T%.




74 ESCP Europe 2019 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.9
1. a) On utilise la fonction de répartition. On a :
Ve eR, P(Z<z)=P(X <2z)=Fx(2x)
Une densité de Z est donc :
0 sixz<O

fz(z) = F(y2)2V( VWleT" = 1 ¥ le™® sinon

Ainsi Z suit la loi v(v) ou encore la loi v(r/2).

b) Par le cours et les propriétés de l'espérance et de la variance, on a : E(X) =2v =r et V(X) = 4v = 2r.

2. a) Il s’agit de la formule de Taylor avec reste intégral, intégrale dans laquelle on effectue le changement de variable
t — XA —t (on peut également faire une intégration par parties et une récurrence).

b) On a: P(Xan > 2)) = P(2Z > 2\) = P(Z > A) ot Z = %X% <5 ~(n).

1 Feo
Donc, P(Xa2n > 2)) = 7/ "o tdt.
A

I'(n)
n—1 )\k: A tn—l 1 +oo
Et P(Ya <n)=e* ,;,0 = 1- /0 et e 1)!dt = ) /\ t""'e™tdt, d’aprés la question 2.a).

On a bien : P(Xa, > 2)) = P(Y3 < n).

¢) Une proposition

function res=P(n,x)

lambda=x/2

pois=exp(-lambda)

res=pois

for k=1: n-1
pois=poisx*lambda/k
res=res+pois

end

endfunction

3. a) Avec la méthode de la fonction de répartition, on a X7(Q) = R4 et pour z > 0 :
Fx2(2) = P(X? <) = P(—v/z < X1 < V&) = Fx, (V&) — Fx,(—V)

Une densité est donc :

0 sizx<0
fxl2 (z) ﬁfxl (V) = 27rﬁUe*I/Q sinon
Ainsi, pour z > 0, fxlz (z) = W (1/2)=1g=e/2, Donc, X? suit la loi de x? & 1 degré de liberté. Autrement dit,

1
Z = 5Xl2 — ~v(1/2).

b) Les variables aléatoires X1, Xa,..., X} sont indépendantes et de méme loi de x* & 1 degré de liberté; donc,
k

k
1
> fo — v(k/2), c’est-a-dire que ZXE suit la loi de x? & k degrés de liberté.

i=1 i=1

¢)Ona:T, = ZXf et Ts = ZX? et puisque r < s, on a Tr(w) < Ts(w). Par suite, pour tout z réel, on a
i=1 i=1
[Ts < z] C [T < z]; done, Fr,(x) < Fr, (z). Bien entendu, si x < 0, on a Fr,(z) = Fr,.(z) = 0.
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EXERCICE 3.10

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. Soit f la fonction définie sur D =]0,1[x]0, 1] par :

V($7y) E}O, I[X]O,l[, f(x7y) = +

a) Montrer que f est de classe C* sur D.

b) Déterminer les éventuels extremums locaux de f sur D.

2. Soit g la fonction définie sur R par :

0 sit<?2

VteR, g(t) = sit>2

a x 3t

a) Déterminer le réel a pour que g soit une densité d’une variable aléatoire Y.
b) Déterminer la loi de Z = |Y].

3. Une urne contient des boules blanches en proportion b, des boules vertes en proportion v et des boules
rouges en proportion r. On suppose 0 < b < 1,0<v<1,0<r<letb+v+r=1.

On effectue des tirages successifs d’'une boule avec remise et on s’arréte au premier changement de couleur.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer l'espérance E(X) de X.

¢) Que peut-on déduire de la question 1 pour E(X)?
d) Comparer la loi de Z a celle de X lorsque b =v =r =1/3.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10

1. a) La fonction f est de classe C* sur 'ouvert D comme somme de fractions rationnelles dont le dénominateur ne
s’annule pas.

On calcule le gradient de f :

1 1 1 !
Vi) = ((1_@2 @y (1-y)? (w+y>2>

(1= = (@ +)°
(1-y) =(x+y)
Pour vérifier si c’est un minimim ou pas, on utilise la Hessienne. 11 vient

b) Les points critiques sont donnés par : { . Par positivité de z et y, il vient z =y = 1/3.

r=t=27/2,5=27/4= 5" —71t <0
Ainsi, (1/3,1/3) est un minimum local de f sur D.

2. a) La fonction g est continue sur R \ {2}. Elle est positive si a > 0 et

+o00 “+oo eft1r13 1
/,oo 9(t) /2 o YT 93

b) On a Z(Q2) = [2, +o0o[ et pour tout k > 2 :
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3. On a X(Q) = [2,+oo[. Notons pour tout ¢ > 1, B; (resp. V; et R;) Pévénement « le i-iéme tirage a amené une boule
blanche (resp. verte ou rouge) ». Alors :

U U

k-1
ﬂ R:N Ry

i=1

k—1
(VinVi

=1

k—1
m B; HE

1=1

(X =k =

Ces événements sont disjoints. Par indépendance des tirages, il vient :
P(X =k =b"""T1-b)+0" QA —0v)+r" 11 —7)

b) Le calcul de lespérance de X se fait en utilisant la dérivée de la série géométrique. Il vient :

zﬂx)«—u;w)xQujbﬁf1)+u—m)x(Ujvp—1)+u-qu(GJTP—1)

c) D’apres la question 1, E(X) = f(b,r) —2 (car 1 —v =b+ ) et E(X) est minimale pour b=r =v =1/3.
d) Lorsque b=v =7 =1/3, la loi de X est celle de Z.

EXERCICE 3.11

Soit f une application définie sur R. On suppose qu'’il existe un réel k vérifiant 0 < k < 1 tel que :

V(z,y) R [f(z) — f(y)l <kle -yl (+)

1. Soit (un)n>o0 la suite définie par : up =z € Ret Vn > 0, upt1 = f(un)-
a) Montrer que pour tout n > 0, on a |up+1 — Un| < k™ |ug — ug|.

b) En déduire que la suite (u,,), converge vers une limite A qui vérifie f(A) = A (X s’appelle un point fixe de
f)-

¢) Montrer que f admet un unique point fixe.

2. Soit (T},)nen une suite de variables aléatoires & densité définies sur un méme espace probabilisé (02, A, P)
telles que :

Vn S N, T7L+1 = .f(Tn)

ou la fonction f vérifie la propriété (x).
Soit A le point fixe de f et € > 0.
a) Pour tout n € N, on pose : 4,, = [k"|To — A| > €]. Montrer que 1ir+n P(A,)=0.
n—-+0oo
b) En déduire que la suite (T},),en converge en probabilité vers la variable certaine égale a .

c¢) Montrer que la suite (T}, )nen converge en loi vers A (on pourra distinguer les valeurs de la variable z € R
selon que z > A ou z < A).

3. Soit (T}, )nen la suite de variables aléatoires définie par Tj et

1 [T t2
VneN VweQ, Thii(w) = E/ exp (— 7) de.
0

Etudier les convergences en probabilité et en loi de la suite (T, )neN-
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.11
1. a) Par récurrence, on montre que |tun+1 — Un| < k™ |ur — uo].

b) Comme 0 < k < 1, la série Z(un+1 — un) est absolument convergente, donc convergente. Par télescopage, la suite
n

(un)n admet une limite .

Ce réel vérifie f(A) = A par continuité de f (d’apres (%)) car lim wu, = lim upt1 = A.
n——+oo n——+4oo

c) Soit A et X' deux réels distincts tels que f(A) = Aet fF(X)=X.O0nal|f(A)—fN)|=A=XN|<kX=N|siet

seulement si k > 1, ce qui contredit ’hypotheése 0 < k < 1. Donc, A est unique.

2.a) On a P(A,) = P(k"|To — A\| >¢) =1— Fr, ()\ + %) + Fr, ()\ — %), en notant Fr, la fonction de

répartition de Tp. Or, lim % =400 (0 <k <1),don lirJrrl Fr, ()\ +
n— (oo}

n— +oco

3 . 5
—kn) =1let HLHEOO Fr, (/\ — Tz") =0.
Par suite, lim Pk"|To — A >¢)= lim P(A,)=1-14+0=0.
n— 400 n— +4oo

b) Soit A 'unique solution de équation f(z) =z. On a : [Thi1(w) — Al = [f(Tn(w)) — fFN)| < k[Ta(w) — Al
Par suite, [T (w) — A\| < k" |To(w) — Al et donc [|Th — A| > e] C[k"|To — A\ >¢e] = An.
Il en résulte que 0 < P(|T, — A| > &) < P(A,) et puisque 11111 P(A,)=0,0na 1iIJ13 P(|T, — A\| >¢) =0.

Finalement, la suite (T,)nen converge en probabilité vers la variable certaine égale & .

c) e Siz > A, on pose x = A+ ¢ avec € > 0.

Onal>2P(Tn<z)=PTn<A+e)=P(T,—A<¢) > P(|Tn — Al <¢). Or, la suite (Tn)nen converge en probabilité
vers A, donc 11111 P(|T, — X\ <€) =1 et par suite, lirf P(T, <z)=1
n— o0 n— o0

e Six <\ onposex=A\—¢avece>0.

P(|]A — T,| < €). La convergence en probabilité de la

Ona0<PTh<z)=PA—-Th>2e)=1-PA—-T,<e)<1—
T,| < €) = 1. Par suite, lirerl P(T, <z)=0.
n—r oo

suite (T )nen vers A se traduit par 1'égalité lirf P(\=T,|
n— oo

Il est inutile d’étudier le cas © = X car c’est un point de discontinuité de la fonction de répartition de la variable certaine

A

e Bilan : en notant Fr, la fonction de répartition de T,,, on a: Vz € R, lim Fr,(z) =

n— +oo

1 siz> A\
0 siz<A

Donc, la suite (T, )nen converge en loi vers la variable certaine .

. C Lofe t? : e
3. Soit f la fonction définie sur R par f: x> \/7 / exp (— 7) dt. En notant ® la fonction de répartition de la
™Jo

loi N(0,1),ona:Vz eR, f(z)=o(z)— % - Les propriétés de ® permettent de dire que f est de classe C° sur R et
2

strictement croissante. En particulier, f’(x) L e ( a )
rictement croissante. En particulier, f'(r) = ——exp — ).
V2r 2

1
Par suite, Vz € R, |f'(z)] < —= < 1 et 'unique solution de l’équation f(z) =z est A = 0.
u
L’inégalité des accroissements finis permet d’écrire ¥V (z,y) € R?, |f(z) — f(y)| < k |z — y| avec k = par exemple.

1
V2T
D’apres les questions 2. b) et 2. ¢), on peut déduire que la suite (T )nen converge en loi et en probabilité vers la
variable certaine nulle.

EXERCICE 3.12
Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires & densité indépendantes de méme loi, positives telles que
E(X1) =1 et admettant une variance non nulle.
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n
Pour tout entier n > 1, on pose Y,, = HXi‘
i=1

1. a) Montrer que E(y/X7) existe et appartient & |0, 1].

n

b) Montrer que liIJIrl E(vX;) =0.
n—+00
i=1

c¢) Montrer que la suite (Y;,) converge en probabilité vers 0.

2. On note 1 4 la variable aléatoire indicatrice d’un événement A.
Soit X une variable aléatoire positive, & densité, admettant un moment d’ordre 2 non nul. Soit 6 €]0, 1[.

a) Montrer que E(X1ix<op(x)) < 0E(X).
b) Montrer que E(X1x>op(x)) < VE(X?)/P(X > 0E(X)).
(1-0*(E(X))*

E(X?)

¢) En déduire que P(X > 0E(X)) >

3. Déduire de la question précédente que

P (V¥ > JEWT) ) > {EWT)

4. Dans cette question, on suppose que F(v/X1) > 1 (et donc on ne suppose plus que E(X;) = 1). Montrer
que la suite (Y;,) ne converge pas en probabilité vers 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12
1. a) Comme E(X1) existe, la variable aléatoire v/ X1 admet un moment d’ordre 2, donc un moment d’ordre 1. De plus,
par Dinégalité de Cauchy-Schwarz, 0 < E(vX1) < E(X1)Y/? =1.

e Comme X7 >0, si E(v/X1) =0, alors X; = 0 presque siirement en contradiction avec V(X1) # 0.
e Si E(v/X1) =1, comme E(X;)=1, il vient V(v/X1) =0 et /X1 = 1 presque siirement et V(X;) =

b) Evident par la question précédente et 'indépendance des variables aléatoires en jeu.

0.

c¢) Par l'inégalité de Markov, pour tout € > 0, on a :

] EW/x)
P(Yn >e) = P(VYn > Ve) < E(f) == N

2. a) Comme X est positive, on a : X1;x<or(x) < 0E(X), puis 'on prend P'espérance.

b) On utilise I'inégalité de Cauchy Schwarz, ce qui donne :

B(X1x20m(x)) < B(X*)2(B(fxsopc)"? = B(X)?(P(X > 0B(X))"?

c) Il reste a écrire que E(X) = E(X1x<opx))) + E(X1x>08(x)) et & utiliser les deux questions précédentes (Inégalité
de Paley-Zigmund).

3. On prend X =+/Y, et § = 1/2. 1l vient :

IR2C20)x

=1

P(Vﬁ? E(Vﬁ))> — i

DO =
N
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4. Si E(vVX1) > 1, alors E(v/Y,) > 1. Donc, d’apres la question précédente :

POV > 5) >

SE(VY) >

e,

=)

\V;
=

1
Ainsi, pour € = 5 > 0, la probabilité P(]v/Y, — 0] = €) ne peut tendre vers 0.

EXERCICE 3.13

Soit (Xj)k>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P) , indépendantes, de
meéme loi et a valeurs dans N.
Pour tout n € N* et pour tout w € 2, on pose :

R, (w) = card{X; (w), Xa(w), ..., X, (w)}

On admet que R,, est une variable aléatoire.

1l.a) Soit @ € N*. En séparant les variables aléatoires X; telles que X;(w) < a de celles X; telles que X;(w) > q,
montrer que :

Rn <a+ Z 1[X1>a]
i=1

b) Montrer que R,, admet une espérance.

¢) Déduire du 1.a) que E(R,) = o(n) quand n tend vers +oo.

On suppose désormais que E(X;) existe.

1
2. Montrer que P(X; > m) =0 <> quand 'entier m tend vers +oo.
m

3. Montrer que E(R,,) = o(y/n) quand D’entier n tend vers +oo.
Indication : pour € > 0 donné, on pourra choisir m = |e\/n].

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13
1.a) Comme proposé par 1’énoncé, on écrit :

R, (w) = card ({X1(w), ..., Xn(w)} N]0,a]) 4+ card ({ X1 (w), ..., Xn(w)} N [a,+oof).
Ainsi :

R, (w) < a+card{i € [1,n]/X;(w) > a} =a+ Z 1ix,2q) (w).
i=1

b) Comme R, est bornée (par 1 et n) et qu’elle est positive, elle admet une espérance.
c¢) Les questions précédentes donnent :

E(R,)<a+ iP([Xi >a])=a+nP(X1>a) (%)

Ainsi : 0 < E(fn) < % + P(X1 > a).
Pour tout € > 0, en choisissant a assez grand, on a P(X;1 > a) < %, et pour ce a fixé, pour n assez grand (n > ng), on
a e < E. Ainsi :
n 2
Ve>0, Ing €N, Vn € N,n > no — ’E(fn) <e
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c’est-a-dire : lim E(Rn) =0.

n—-+oo n

2.0na:
+oo —+oo
mP(X1>m)=m » _ P(X1=k)< > kP(X1=k)
k=m k=m

qui représente le reste d'une série convergente et qui tend donc vers 0.
1 1

Remarque : 'inégalité de Markov ne donne que : P(X; > m) = O <—) ou P(X1>m)=o0 (—2), et a condition
m m

qu’il existe un moment d’ordre 2.

3. On sait que E(X71) existe. On choisit m = [ey/n] et on reprend I'inégalité (x) avec a = m.

0 < BE(Rn) <m+nP(X, >m) = [ev/n] +”0(wﬁj

) = lev) + o(v/m).

En effet, par encadrement, on a facilement : |ey/n] ~ ey/n.
Pour n assez grand, on a o(y/n) < ey/n. On a donc :

Ve >0, 3np € N, Vn € N,n > ng = |E(R,)| < 2ev/n

c’est-a-dire : E(R,) = o(y/n).

EXERCICE 3.14

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Pour toute partie finie S de N, on note |S| ou card(S) son cardinal.
Soit un entier m > 2 et (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme
discrete sur [1,m].
Pour tout n > 1, on note U, la variable aléatoire égale au nombre de valeurs distinctes prises par les variables
Xq,..., Xy, cest a dire :

Yw € Q, U, (w) = card({ X1 (w), ..., Xp(w)})

1. a) Préciser U, () en fonction de n et m.
b) Calculer la probabilité P(U, = 1).

¢) Calculer la probabilité P(U,, = n) en fonction de n et m.

2. Expliquer ce qu’affiche le script Scilab suivant :
1. m=100

2. n=50

3. x=grand(1l,n,’uin’,1,m)

4. T=[1

5. for k=1: n

6. z=members(x(k),T) // z est un entier donnant le nombre de fois ot z(k) est dans T
7. if z==0 then

8. T=[T,x(k)]

9. end

10. end

11. disp(gsort(T,’1c’,’i’)) // gsort permet de trier un vecteur

n—1
3. a) Montrer que P([X; # X,,]N[Xa # Xp] N N [Xpo1 # Xy]) = (T) .
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b) On désigne par P 'ensemble des parties non vides de [1,m]. Pour S € P, on pose :
As = {w e Q{X1(w), ..., Xn(w)} = 5}

Montrer que :

P((X1 £ Xo] 0 [Xa £ X N0 (Ko £ X)) = 3 P(4g) (m—|5>

m
SeP

4. a) En déduire une expression de E(U,_1) en fonction de n et m.

b) Déterminer lim FE(U,). Expliquer le résultat.
n—+00

c) Déterminer lim FE(U,). Expliquer le résultat.
m——+00

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14
1. a) Un(Q) = [1, min(n, m)].

b)Ona: [U,=1]= U (X1 =k]N---N[Xn = k). Par incompatibilité puis par indépendance des (X;), on en déduit :
k=1
PUn =1 =m (L)
e m
c) ® sin>m,'événement [U, = n| est impossible, donc P(U,, = n) = 0.
e sin < m, I'événement [U, = n] correspond & tirer n valeurs distinctes parmi les m valeurs proposées. Ainsi de
1 n
maniere analogue au 1.b), on a: P(U, =n) = <m> (—) .
n m

2. Ce script simule le tirage de X1, ..., X, et renvoie la liste des valeurs prises par Uy, sans répétition (la boucle permet
d’ajouter au vecteur T' une valeurs qui n’apparait pas auparavant dans T'), triées par ordre croissant.

3. a) Appliquons la formule des probabilités totales avec le systeme complet (Xn = @)qe[1,m] :

P(X1# Xy, X1 # X)) =

NgE

P((X1 £ Xy X1 # Xn)/Xn - a)P(Xn = a)

)
Il
—

I
NE

P(Xi#a,...,Xn-1# a)P(X, =a) (indépendance)

(mf 1)n—1 « l _ (mfl)n—l
1 m mi m

.8
3
=

a

b) Ona (X1 # Xn,..., Xno1 # Xn) = U ({Xl, coy Xno1} = S) N (Xrn ¢ S) (réunion disjointe). Donc,

SeP
P(Xi # Xoyoo o, Xn1 £ X0) =3 P(({Xl,...,xn,1 =8)N(Xn ¢ S))
SeP
= Z P({Xl, ey Xt = S)P((Xn ¢ S)) (indépendance)
SeP
_ _ o\ (m =15
_S;)P({Xl,...,xn,l} S)( = )

4. a) On partitionne P en réunion disjointe de sous-ensembles de cardinal k.
En remarquant que Z PH{Xi,....,Xn1}=195) = P(Un-1 = k), il vient :

SeP,|S|=k
S p(( Xay =) (M) 23 S P Xy = ) ()
SeP k;lSeP,\S|:k
=Y P =B (M) = 1 B

>
Il

1
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Ainsi, E(Up—1) =m(1l — P(X1 # Xn,..., Xn1 # X)) =m (1 - (1 _ 1)”—1>.

m

1
b) La suite ((1 — —)") est géométrique de raison g €]0, 1] et 115[_1 E(Un) = m. Si n est treés grand par rapport & m,
m n—-+00

alors pour chaque valeur de [1,m] la famille des X; prendra toutes les valeurs de [1,m] et on aura U, = m presque
sirement a chaque tirage.

c¢) De I'équivalent 1 — (1 — z)“ ~, QT 5 on déduit que E(Uy) ™, M X % On en conclut : lir_r~_1 E(U,)=mn.Si
T — m—+o00 m—>+00

m est tres grand face & n, les Xi,..., X, se placeront sur n valeurs du grand intervalle [1,m] et ces valeurs seront
presque stirement deux & deux distinctes.

EXERCICE 3.15

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).

“+o0
On rappelle que la fonction I' est définie sur RY par : Vo >0, I'(z) = / t*~tetde.
0

On admet sans démonstration que la fonction I' est de classe C°° sur R* et que pour tout > 0, on a I'’(x) > 0.
Dans tout I’exercice, on note X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Onpose:Y =|X|et T =Y = /|X|.

1.a) Montrer que la variable aléatoire Y est & densité et déterminer une densité fy de Y.

b) Justifier que Y admet une espérance et une variance que 'on calculera.

2.a) Justifier que T admet une espérance et une variance.
2
x
b) Calculer E(T) & l’aide du théoréme de transfert et du changement de variable t = -

Montrer que V/(T') = \/3(1 - % (F(i))z)

3.a) Etablir I'existence et 'unicité d’un réel o €]1,2[ pour lequel on a I (a) = 0.

b) En déduire le sens de variation de la fonction I' sur R*,..
¢) Justifier 'encadrement : 1 < F(%) < i,

4. Le programme Scilab suivant renvoie le réel 1.2251307. Que représente ce réel 7 Justifier votre réponse.

n=100000
S=sum((grand(1l,n,’exp’,1).7 (- 0.25)))/n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.15

l.a) On a Y (Q) = Ry, donc Fy(z) = 0 si z < 0. De plus si > 0, en notant ® la fonction de répartition de la loi
N(0,1), 0n a :

Fy(z)=PY <z)=P(X|<2)=P(-z < X <2)=P(z) — P(—z) =2P(x) — 1.

Ainsi Fy est continue sur R et de classe C! au moins sur R*, donc Y est & densité et une densité fy est donnée par

22
fr(z) =0siz <0, et par fy(z) = 1/2677 si x> 0.
7r

+o0 22
b) Pour tout r € N, existence de I'intégrale / z"e” "2 dx est assurée par le critére de Riemann
0
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car z'e” 2 = o(—Q) quand z tend vers +oo. En particulier pour r = 1,2, on a lexistence de E(Y) et V(Y). On a :
T

/ Foo 2 / 227 +00
E(Y) = 2/ re 2 dr = 2[,677] — 2
T Jo T 0 T
2 T —2

D’autre part, V(Y) = E(Y?) — (E(Y))* = B(X?) — (B(Y))* =1— ==

™

2.a) On a T(Q) = R.. La variable aléatoire T admet un moment d’ordre 2, puisque T2 =Y et que E(Y) existe. Par
suite, T' admet un moment d’ordre 1.

2 +oo 22 2
b) E(T)=4/= Vre 2 dz. Le changement de variable t = L o p =233 == dz =273t 2 dt.
T Jo 2

1 1

_ 23 [t 4 21
etdt =21 tietdtz—xr(

w2 Jo ™

[N
[N

ED)

N

: 28 [+e
Par suite, E(T) = —1/ 2 t
0

T2

; (T2 2 _ > [2 V2 503\ 200 1 503
Dautre part, V(T) = B(T?) - (B(T))* = E(Y) - (B(T))* = |/ = r <Z) - 7(1 r (7))
3.a) La fonction I' est continue sur [1, 2] et dérivable sur |1, 2[. De plus, I'(1) = I'(2) = 1, donc, d’apres le théoreme de

Rolle, il existe o« €]1,2] tel que I"(a) = 0. Or, Va > 0, T”(x) > 0 (T est convexe), donc la fonction I est strictement
croissante sur R .

Puisqu’il existe « €]1,2[ tel que I («) = 0, la stricte croissance de I = « est le seul point qui annule T".

b) Il en résulte que sur |0, @[, on a I'(z) < 0 et I" décroissante, et sur Ja, +oo[, IV(z) > 0 et T croissante.
c)l<a<2et % <l= F(g) > I'(1) = 1. D’autre part, V(T) > 0 = F(%) < ﬂ'%, d’olt 'encadrement.
4. Le programme renvoie une valeur approchée de F(%) =F (U_i) par une méthode de Monte-Carlo.

Il s’agit de la moyenne de 100000 réalisations de U ~% olt U est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de
parametre 1.

EXERCICE 3.16

1. Soit U une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. On pose X = U? et on admet que X est une
variable aléatoire a densité.

a) Montrer qu’une densité de X est la fonction fx définie par :

e—z/2 ) 0
S1x >
fx(z)={ V272
0 sizx<O0

b) Montrer que, pour tout n € N, la variable aléatoire X posseéde un moment d’ordre n que l’on notera m,,.

¢) Pour tout n € N, déterminer une relation entre m, 11 et m,. En déduire la valeur de m,, pour tout n € N.

2. a) Montrer que converge et la calculer (on posera le changement de variable u = cosv).

1 du
/_1 V1—u?
b) Soit  un réel strictement positif. Déduire de la question précédente la valeur de / ’ L

0 t(l‘ — t)
¢) Soit X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Déterminer la densité de
S =X+ Xo.
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3. a) Montrer que, pour tout n € N, la variable aléatoire S possede un moment d’ordre n, noté u,, que 'on
calculera.

b) A l'aide d’'une seconde expression de E(S™) déterminée & partir de I'égalité S = (X; 4+ Xo)", établir

I’égalité suivante :
z": 2k\ (20— 2K\ _ .
k n—k )

k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.16

1. a) La variable aléatoire X est & valeurs positives, donc en notant Fx sa fonction de répartition, Fx(z) = 0 si z <0,
par continuité de cette fonction. Par ailleurs, si x > 0, Fx(z) = P(U? < ) = P(—/z < U < /x) = ®(Vz) - ®(—/7) =
2®(y/z) — 1. On obtient :

—xz/2

1 _, e .
Fx(x) = ﬁé (\/5)—\/% siz>0
0 siz<0

b) Pour tout n € N*, & — 2™ fx () est nulle sur R_, continue sur R et est positive et négligeable devant 1/z? au
voisinage de 400.

Au voisinage de 01, f(x) est équivalent & dont l'intégrale converge.

<
N3
A
c¢) Pour A > 0 on note m,(A) = / z" fx (z)dz. Une intégration par parties puis en faisant tendre A vers +oo, il
0
vient : mp41 = (2n 4 1)m,.

On a mo = E(1) = 1. La récurrence précédente donne :

2n)!
mn=02n—1)02n-3)---1= (QMB!

2. a) La fonction cosinus définit une bijection strictement décroissante de classe C* de |0, 7[ sur | — 1, 1[. L’intégrale
donnée et celle obtenue par changement de variable sont de méme nature. Il vient :

™
dv=m

/1 du _/7r sinvdv
1 V1 —u? o V1—cos?v 0

2
b) Le changement de variable affine u = 2 1 donne :

z
/I a /1 du__
0o Vit(z—1) 1 V1 —wu?
¢) On effectue un produit de convolution :

400
fs(x) = / Fx (B fxale — )dt =0 siz <0

et pour x > 0
T 67t/2 67(170/2 67I/2 671/2

T g
=)y Vet Ve on /o NCED R

La fonction fs ainsi définie est une densité de probabilité de loi exponentielle £(1/2).

fs(z)

3. a) Le changement de variable affine x = 2t donne :

—+o0 400
fn = 5/ a"e " do = 2"/ t"e " dt =2"T'(n+1) =2"nl
0 0
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b) Par la formule du bindéme et en utilisant la linéarité de 1’espérance et I'indépendance de X; et X» :

s =3 (3ot - 3 () G50 2

k=0 k=0

soit

n nl = (2k)! (2n — 2k)!
2m_§ﬁg%wpun—mw

En simplifiant par n! et en passant le 2" de droite a gauche, on reconnait ’égalité demandée.

EXERCICE 3.17

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (£2, A, P) et indépendantes. On
suppose que X suit la loi binomiale B(2,1/3) et Y suit la loi uniforme sur le segment [0, 1]. On pose :

Z=8(X+Y), W=I12XY.

1. Déterminer Z(Q2) et W(9Q).

2. Calculer P(Z € N) ainsi que P(W € N).

3.a) Montrer que P(Z > W) = 1.

b) En déduire une comparaison entre les fonctions de répartition de Z et de W sans les calculer.
4. Déterminer la fonction de répartition de Z. Les variables aléatoires Z et W sont-elles a densité ?

5. Compléter le programme Scilab ci-dessous pour vérifier le résultat du calcul de P(Z > W) effectué dans la
question 3.a) a 'aide du résultat de N simulations de chacune des variables aléatoires Z et W. N=input (°N’) ;
x=grand(1,N,’bin’,2,1/3);

y=grand(1,N,’unf’,0,1);

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.17
1. On a Z(Q) = W(Q2) = [0,24].
2. Soit k un entier naturel. En utilisant le systéme complet d’événements [X = 0], [X = 1],[X = 2], on aura :

P(Z=k) =P(Z=kX=0+P(Z=kX=1)+P(Z=kX=2)
=P(Y=k/8) x P(X=0)+P(Y =k/8—1)x P(X =1)+ P(Y =k/8—-2) x P(X =2)

Or Y est une variable & densité; on en déduit que P(Z = k) =0et P(Z € N) = Z Pz

De méme, P(W € N) = P(W =0) = P(X =0) =4/9.
a) On a :

P(Z >W) (Z>W)N(X=0)+P(Z>W)N(X=1)+P(Z>W)n 2))

(( > 0)P(X =0) + P(8(Y +1) > 12Y)P(X = 1) + P(8(Y +2) > 24Y)P(X 2)
(
(

’“U“U"U“U

8Y
Y>0)xP(X=0)+P2>Y)xP(X=1)+P(1>Y)x P(X =2)
X=0+PX=1)+P(X=2)=1



86 ESCP Europe 2019 — Oral

Ainsi, P(Z > W) =1.

b) On en déduit I'inégalité presque partout : Z > W. Ainsi, pour tout x réel, on a presque stirement 'inclusion
W >z]C[Z2>a]
Donc, Vo € R, P(W > z) < P(Z > x), ce qui entraine que Fz(z) < Fw(z).

4. Soit x un réel, on a :

P(Z<z) =P((Z<2)N(X=0)+P((Z<2)N (X =1)) + P((Z<z)N(X =2))
=P(Y <z/8)P(X =0)+P(Y <z/8—1)P(X =1)+ P(Y <x/8 — 2)P(X =2)

En conclusion :

0 si x<0

z/18 si x €]0,16]
x/T72+2/3 si z € [16,24]
1 si x>24

Ve €R, P(Z<x)=

La fonction de répartition de Z est continue sur R, de classe C'* sur R\ {0,16,24}. On en conclut que Z est une variable
aléatoire & densité. Par contre W n’est pas a densité puisque P(W =0) =4/9 # 0.

5. On propose un script pour calculer la fréquence notée f ou Z > W.
N=input (°N’);

x=grand(1,N,’bin’,2,1/3) ;y=grand(1,N, ’unf’,0,1);

z=8* (x+y)

w=12 *x.*y

a=find(z>w)

f=length(a)/N // (ou f=mean(a))

disp(f)

Si on ne connait pas la fonction find, on peut également faire une boucle.

EXERCICE 3.18

Deux amis A et B peuvent se donner rendez-vous dans trois lieux possibles numérotés 0,1 et 2. Chacun choisit
un endroit au hasard. S’ils ne se retrouvent pas, ils recommencent en choisissant de nouveau un des trois lieux
et ainsi de suite. Tous les choix sont indépendants. On note 7' le nombre d’étapes qu’il faut pour que les amis se
retrouvent. On modélise cette situation en considérant deux suites (X, ),>1 et (Y;,)n>1 de variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (€, A, P), indépendantes et de méme loi uniforme sur {0, 1, 2}.

Pour chaque n > 1, X,, (resp. Y;,) représente le choix de A (resp. de B) a la n-iéme étape.

Soit T' la variable aléatoire définie par :

0 sivVn e N*, X, (w) # Y, (w)

Ywel, Tw)= { min{n € N* tels que X, (w) = Y,(w)} sinon

On note F' I’événement : «les deux amis se rencontrent en un nombre fini d’étapes ».
1. Déterminer la loi de T et en déduire ’espérance et la variance de T'.
2. Montrer que F' est un événement quasi certain.

3. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 3. On généralise maintenant la situation précédente : les deux
amis peuvent se donner rendez-vous dans p lieux possibles. On note 7}, le nombre d’étapes qu’il faut pour se
retrouver.

a) Modéliser cette situation.

b) Montrer que I’événement : «les deux amis se rencontrent en un nombre fini d’étapes» est quasi certain.
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¢) On ne suppose plus que Uentier p est fixé. Etudier la convergence en loi de la suite (7,/p), lorsque p tend
vers +00.

d) Compléter le script Scilab ci-dessous pour simuler la variable aléatoire T),.
p=input (’p’);
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);

end
disp(n)

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18

1. Soit n un entier naturel non nul. On a : P(T' =n) = P(X1 # Y1, -+, Xy—1 # Yp_1, X, = Y,,). Par indépendance des
variables aléatoires, on obtient :

P(T = Tl) = P(X1 7é Yl) e P(Xn_l 76 Yn_l)P(Xn = Yn),
Les variables aléatoires suivant la méme loi, on note a = P(X; =Y7) et on a :

P(T=n)=a(l—a)""".

Par ailleurs :
a:P(X1 :O,Yl :0)+P(X1 = 1,Y1 = 1)+P(X1 :2,Y1 :2):1/3,

Par conséquent, 7" suit la loi géométrique de parametre 1/3. Donc E(T) =3 et V(T) = 6.
2. On a P(F) = P(T #0) =1, donc F est un événement quasi certain.

3. a) On modélise cette situation en considérant deux suites (Xp)n>1 et (Yn)n>1 de variables aléaltoires définies sur
le méme espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes et de méme loi uniforme sur [0,p — 1]. On note 7}, la variable
aléatoire définie par :

0 siVn € N*, X, (w) # Yan(w)

Vw e Q, Tp(w)= { min{n € N* tels que X, (w) = Y,(w)} sinon

b) On note F, I’événement : «les deux individus se rencontrent en un nombre fini d’étapes ».
Soit n un entier naturel non nul. On a : P(T, =n) = P(X1 # Y1, , Xp—1 # Yn_1, X0 = Ya).
Par indépendance des variables aléatoires, on obtient :

PT,=n)=P(X1 #Y1) - P(Xn_1 #Yn_1)P(Xn =Ya),
Les variables aléatoires suivant la méme loi, on note a, = P(X1 =Y7) et on a :
P(T, =n) =ap(l —ap)" "
Par ailleurs :
ap=PX1=0,Y1=0+PX1 =11 =1)4+---PX1=p—-1,Y1=p—-1)=1/p.
Par conséquent, T}, suit une loi géométrique de parametre 1/p.
c) Soit > 0, on a
P (Q < x) =1-P(T, >pr) =1—(1—1/p)**

p
=1 —exp(|pz|In(1 — 1/p))
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-1 1

L<L’D—ﬂ<mé lim prjln<1—7>:—m
p p p—rtoo p

On en déduit que la limite de P(T,/p < x) lorsque p tend vers 400 est 1 — e~*. On conclut que la suite (T,/p),

converge en loi vers une loi exponentielle de parametre 1.

d) On propose
p=input(’p’);
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
Y=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
n=1
while X<> Y
n=n+1
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
Y=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
end
disp(n)

EXERCICE 3.19
Les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).

Dans une urne sont placées deux boules, une noire N et une rouge R. On effectue une suite de tirages d’une
boule au hasard selon les modalités suivantes :

e sila boule tirée est noire : on ne la remet pas dans 'urne (et la boule rouge sera nécessairement tirée au
prochain tirage),

e sila boule tirée est rouge : on remet I'urne dans ’état initial, avec 2 boules, la noire et la rouge.

Pour n € N*, on note : N,, (respectivement R,,) I’événement : «la n-ieme boule tirée est noire (respectivement
rouge) ».

1. Ecrire un script Scilab qui modélise le tirage des r premieres boules obtenues (r > 1).

2. Pour n > 1, on pose a, = P(N,,) et b, = P(R,).

a) Exprimer a,,11 et b,41 en fonction de a,, et by,.

1
b) En déduire que b,42 = =bpy1 + 51)” ainsi que les expressions de a,, et b, en fonction de n.

2
3. On note X la variable aléatoire égale au rang de la premiere boule noire tirée. Quelle est la loi de X ?
Calculer son espérance et sa variance.

4. Soit n un entier donné supérieur ou égal a 1. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules
noires tirées lors des n tirages consécutifs.
a) Calculer lintervalle [m.,,, M,,] des valeurs prises par Z. Calculer ensuite P(Z = m,,) et P(Z = M,,).

b) On note by, ; le nombre de tirages de n boules dont exactement k sont noires et se terminent par le tirage
d’une boule rouge (I'événement R,, est réalisé).
Exprimer successivement la probabilité P(R,, N (Z = k)) puis la probabilité P(R,,) en fonction des by, .
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.19

1. Une proposition :

1. r=10

2. Y=[] //(1iste des r boules)

3. for i=1:r

4. if i>1 & Y(i-1)=="N" then Y(i)="R"

5. else if grand(1,1,"uin",1,2)==1 then Y(i)="N"
6 else Y(i)="R"

7 end

8. end

9. end

[\V]

1
. a) On a avec un systéme complet d’événements évident : Ny11 = (Np N Npt1) U (Ry N Nypy1), done an+1 =0+ §bn.

1
De la méme maniere : Rpy1 = (Np N Rut1) U (Rn N Rpgi1) = brny1 = lan + ibn'

1 1 1 . C e g , . .
b) Ainsi bpt2 = ant1 + §bn+1 = an + —bn+1, qui est une suite linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est

2
1
a? - 1a L = 0. Les racines sont 1 et f% d’ou : b, = K1 + Kg(fi)n.

2 2
2
On détermine les deux constantes K7 et K2 en prenant n = 1 et n = 2 et en calculant b1, b2. Apreés calculs K7 = 3 et
1
s 3 “ 2 1,1
b = §+7(77)"*17an
i 21( 1
Ay = = — =(—Z=
T3 3' 2
3. On a X(f2) = N". L’événement «tirer une premiere boule noire au n-éme tirage» correspond a la suite :

RiRs--- R,—1 N, En utilisant les probabilités composées, on obtient :

POX = ) = P(R) Pay (2) -+ Pracean. o, (V) = (3 )

Ainsi, X suit une loi géométrique G(3) d'ott E(X) =V (X) = 2.
4.a) Ona Z(Q) = [mn =0, M, = [“F]].
L’événement (Z = 0) est égal & ’"événement (R1R2--- Ry,). Donc P(Z =0) = <7) .

My,
e sin =2p+ 1 est impair, on a M,, =p+ 1 pour [Z = N1R2N3 -+ RopNopi1] et P(Z = M,) = (1) .
e sin = 2p est pair, alors M,, = p et on différencie les tirages selon la couleur de la derniéere boule :

¢ un seul finit par une rouge : N1 Rz - - - Nop—1Rap,

{ p finissent par une noire : un est alterné et les p — 1 autres contiennent 2 Rouge contigués :

(RiN2R3Ns---  Rap-1N2p) U(NiR2R3N4Rs - - - R2p—1N2p)
U(N1R2N3R4R5N6 cee Rzplezp) Ju---u (N1R2N3 cee Rzpszzplegp)

v o= (2 o) - (+3) (2

k n—2k n—k
b) On a P([Z = k]| N Ry) = bnk X (%) x 1. (%) = bnk (%) , car tous les tirages finissant par une boule

rouge ont tous la méme probabilité. Donc :

M, L)) N
R, = kp (RoN[Z =k]) = P(Ry) = ; bn,k.<§>
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EXERCICE 3.20

1. On considére deux variables aléatoires Y et Z indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, A4, P).
On suppose que Y suit la loi exponentielle de parametre A > 0 et que Z suit la loi exponentielle de parametre
w>0.

a) Donner une densité de —Y'.
b) Donner une densité de Z — Y.
c¢) Déterminer la probabilité P(Y < Z).

2. Pour n € N*, on considere des variables aléatoires X1, ... X,, définies sur (2.4, P), indépendantes, telles
que pour tout ¢ € [1,n], X; suit la loi exponentielle de parametre \; > 0.
On pose M,, = min(X1, Xs,..., X,,).

a) Montrer que M,, est une variable aléatoire.
b) Déterminer la loi de M,,.

3.a) Déduire des questions précédentes la valeur de P(X; = M,,), pour tout i € [1,n].

b) Pour i € [1,n] donné, la variable aléatoire X; — M,, est-elle & densité ?

4. On considere le script Scilab suivant :
n=input (’entrer une valeur de n : ’)
c=0
for k=1:10 000
X=[]
for i=1:n
X=[X,grand(1,1,’exp’,1/1)]
end
m=min (X)
if X(1)==m then c=c+1 end
end
disp(c/10000)
De quelle valeur le réel affiché est-il proche ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20
1. a) On a =Y (Q2) =R~ et par le cours, une densité de —Y est fy (—z). Soit :

0 sixz>0
f_y(x)i{ AeM siz <0

+oo
b) On effectue un produit de convolution. L’intégrale / fz(#®)f—y (z — t)dt sera une densité de Z — Y si cette

intégrale converge.
Or fz(t) 0=t >0et f_y(x—1t) <0< z—t <0. Ce qui donne :

e six<O0:
Hoe Oy A1) xe [T o Y
fZ—Y(CE'):/ fz(t)f_y(x—t)dt:/ pe Hxe” dt:)\uex/ e WhIt = ——e™*
0 0 0 At
e six>0:
Oy A@—t) xe [T ot A
fz—y(w):/x pe MXe™ TV dt = Ape /x e ® dt:me e
+o0 A
O PY<LZ)=P(Z-Y >20) = _y(t)dt = ——.
©) Ona P(Y < 2) = P( )= [ evn=
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2. a) L’événement (M,, > x) est égal a (][X1 > z] qui appartient a la tribu A.
i=1
b) Par indépendance, on a :

P(Mn > ,1;) = HP(XZ > iC) — He—kix _ e-(A1+...+A")x
2 i=1

Ainsi, M, suit la loi exponentielle de parametre Z Ai.
i=1

3.a) On a ’égalité des événements [X; = My] et [X; < min(X1,...,Xi—1, Xit+1,...,Xn)]. Orlaloi de min(Xy,..., Xs—1, Xit1,...

est la loi exponentielle de parametre 3°,; A;. Donc, d’apres 1.c) :

P(X; = M,) =

b) La variable aléatoire X; — M, n’est pas & densité car P(X; — M, = 0) # 0.

4. La variable ¢ contient le nombre de fois, sur les 10000 expériences réalisées, ou on a pris la plus petite valeur parmi

les variables X1, ..., X,,, c’est-a-dire le nombre de fois ot I’événement [X; = M,] est réalisé. En divisant par 10000, la
variable ¢/10000 contient donc une valeur approchée de la probabilité de cet événement, c’est-a-dire, d’apres la question
1 2
3 1 hée d = —.
, une valeur approchée de — Py

> i

i=1

EXERCICE 3.21

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P).
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose p, = P(X =n).

On appelle fonction génératrice de X la fonction d’une variable réelle ¢ définie par :
+oo
Gx(t) =E({tX) =D pat™
n=0

1. a) Justifier que la fonction Gx est définie pour tout ¢ € [0, 1].
Soit r € N*. On admet que si la série anx n(n—1)---(n—7r+1)t""" converge en un point ¢y € [0, 1], alors

nzr
Gx est dérivable r fois sur [0, to] et I'on a

+oo
anx nn—1)---(n—r+ Lty " = Gg)(to)

ol Gg?)(to) représente la dérivée r-ieme de Gx en ty.
b) Montrer que X admet une espérance E(X) si et seulement si la série dérivée terme & terme Z npt"

n
converge pour t = 1. Exprimer E(X) en fonction de Gx.

2. a) Déterminer la fonction génératrice Gz d’une variable aléatoire Z suivant une loi géométrique de parametre
pe]0,1[.

b) Retrouver a I'aide de Gz la valeur de l’espérance de Z.

7X”7«)
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c¢) Pour tout r € N et tout « € [0, 1], déterminer la valeur de la somme :

5, (2) = io (’;j) o5

k=r

3. On considére un schéma de Bernoulli de probabilité de succes p € ]0, 1], et le jeu suivant (en notant S pour
succes, F pour échec et ¢=1—p).

On mise une somme M. On réalise les épreuves de Bernoulli indépendantes successives et on gagne une somme
(en Euros) R égale & la longueur de la premiére séquence opposée au premier résultat s’il y en a une, et zéro
sinon ; par exemple si les résultats des premieres épreuves sont SSSEEEEFESS ..., le premier résultat est un
succes, donc R vaut la longueur de la premiere séquence d’échecs consécutifs, soit ici R =5.

a) Déterminer la loi de R.

b) On cherche la mise minimale M, pour que le casino organisateur du jeu ne perde pas d’argent en moyenne.
Déterminer la fonction génératrice de R, calculer ’espérance de R et conclure.

c¢) Retrouver ce résultat en calculant directement I’espérance de R

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.21

1. a) Pour tout t € [0,1] et n € N, on a 0 < pp t" < pn, terme général d’une série convergente (vers 1), donc an "
n=0
converge pour tout ¢ € [0, 1].

b) La variable X admet une espérance si et seulement si la série Z np, converge (absolument) si et seulement si la

n=0
série dérivée terme & terme Z np,t""" converge en to = 1, et on a alors E(X) = G'x(1).
n=0
. 1 .
2. a) Si Z < G(p), on a pour |t| < =, donc au moins sur [—1,1] :
q
+oo 400 pt
Gz(t) = e = pt )t =
z() = pq pty (qt) Tt
k=1 k=1
b) On a alors :
Cyty= —P )= —P it E(Z) =2
T g2 T (192 P

c¢) En dérivant terme & terme r fois la série de somme Gz(t), on trouve

Z [qufl tk]m =pg ! Zk k=1)...(k=r+1) (qt)kﬂ'

k>r k>r
qui converge pour t € [0,1/¢[ car
0<k(k—1)...(k—r+1)(qt)* "~k (¢t)* " = o(1/K°)

par croissances comparées. Alors (par récurrence), on a :

(r—1) | r—1
(r) _ p __"mrgq
G, (t) = |:(1 — q+t202:| (I—qt)rtt .
=pqt Z[k k-1...(k—r+1) (qt)kir] =rlpg ! Z <];) (qt)F

soit, en posant x = ¢t € [0, 1],
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3.a) On a R(Q) =N ; en notant L la longueur de la premiere séquence (qui peut étre constituée de succes ou d’échecs),
pour n € N* | on a a l'aide du systéme complet d’événements {L =k, k € N*} :

too to n 2 n 2

P(R=n)=Y P((R=mnL=k)=3["dp+dpd= %Jr f_qq =p’ ¢ P
k=1 k=1

De plus, R = 0 si et seulement si on n’obtient que des succeés ou que des échecs, événements de probabilité nulle (par
limite monotone), donc P(R=0)=0.

b) e Pour t € [-1,1] (au moins),

“+o0 5 )
Gr(t) = E(t") :;[P(R:n)t"] :Z[fqnfltnﬂzpnfltn] _ 111; N 1(i;t

e La fonction Ggr dérivable en 1 car 0 < p,q <1, et

2 2 2 2
p p qt q q pt
E(R)zemz[ n + + } —ptqtqtp=2
1—qt (1—gqt)? 1-—pt (1-pt)?],_,

donc E(R) = 2 et la mise minimale est Mo = 2.
c¢) Par dérivation d’une série géométrique convergente, on obtient :
+oo 2

2 n—17 _ p _
> [ = g =1

n=1

d’ott My = E(R) =2.

EXERCICE 3.22
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé ({2, 4, P).

1. a) Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit un réel s > 0. Montrer que :

b—t t—a
Vi b st< sa sb
€ la,b], e PO e

b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [a, b] telle que F[X] = 0. Montrer pour tout s > 0, I'existence
de E(e*X) et que I'on a :

2 E sX < sa _
Vs >0, E(e™) P P f(s)

¢) On pose g = Inof. Montrer que g est bien définie.
d) Montrer que Vs > 0, g(s) = /s(s —u) g" (u)du.
e) En déduire que : i
Vs> 0, E(eSX) < exp (W) .

2. Soit (a1,...,an,b1,...,b,) des réels tels que pour tout i € [1,n],a; < b;. Soit X1,..., X, des variables
aléatoires mutuellement indépendantes telles que, pour tout i € [1,n], X;(2) = [a;, b;].

On pose: S, = X1+ -+ X,.

a) Montrer que le résultat de la question 1. e) reste valide si X admet une espérance non nulle.



94 ESCP Europe 2019 — Oral

b) Montrer que, pour tout ¢ > 0, on a :

2t
P(S, —E(S,) >t)<exp| ——
(b — ai)2
i=1
SOLUTION DE L’EXERCICE 3.22
1. a) Par convexité de la fonction ¢ € [a,b] — e°f, on a :
b—t t—a
st < sa sb
R + b—a®
b) E(e*™) existe car ¢*X est bornée. En passant & I’espérance,
b —a
E sX < sa sb
) b—a® Th_a
car E(X)=0.
c¢) Notons g(s) = In (b e’ + bia eSb). La fonction g est bien définie sur [a, b] continue et de classe C° sur ]a, b[.
—a —a

d) On calcule les dérivées :

g'(s) = M et ¢"(s) = —ab(

besa — gesb (besa _ aesb)Q :

bh— a)Qes(a+b)

Or, par la formule de Taylor avec reste intégral, on a :
9(5) = 9(0) + g O+ [ (s =)y (wdu.
0

Remarquons alors que g(0) = ¢’(0) = 0. On obtient ainsi le résultat annoncé.
e)On a:

g"<u>:—<b—a>2%:+<b—a>2ﬁ:(b_a>2( - )<<b*4a>2

avec £ = be"* > 0 et y = —ae"® > 0 (en effet on a a < 0 < b car E[X] = 0). Donc :

)

91 < [ 19" (s = wldu < E=PE

ce qui donne le résultat souhaité.

2.a)b) On va utiliser une méthode assez classique en probabilité : on passe & ’exponentielle avec un facteur s de chaque
cOté dans la probabilité, puis on applique I'inégalité de Markov et enfin on optimise en s.

Commencons par remarquer qu’on peut remplacer X; par X} = X; — E[X}], ce qui change a; et b; en a; = a; — E[X;]
et by = b; — E[X;] mais on a toujours b; — a; = b; — @; : cela montre que 'on peut supposer sans perte de généralité que
E[X;] =0. Pour s > 0, on a, par I'inégalité de Markov :

sS
sSn st E(e n)
P(Sn>t) =P > ") < — 5
On a alors, par indépendance et en appliquant la question 1 :

n

E(e**) =] BE(e™) < Hexp (M)

=1
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On a donc montré que :

2 n
S 2
P(S, >t) <exp <st+ 5 ;zl(bi —a;) ) .

Finalement, on cherche la valeur de s qui minimise cette expression et c’est :

qui donne le résultat.
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Chapitre 4

Option BL

EXERCICE 4.1

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et E = R,,[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soit u 'application définie sur F par :

VPEE, u(P)(X)=XP(X+1)— (X —1)P(X)

1.a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) Ecrire la matrice associée & u dans la base canonique de E.

2.a) Déterminer les valeurs propres de u.

b) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? Est-il inversible ?

3. Soit k € [1,n] et P, un polynéme de degré k qui est vecteur propre de w.
a) Montrer que 0 est racine de P.

b) Déterminer toutes les racines de P. En déduire la forme de P.

¢) Déterminer une base de vecteurs propres de u.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1

1.a) L’application u est manifestement linéaire. On doit seulement vérifier le degré de u(P).
Or u(X*) = X(X + 1)* - (X - DX* = XF 4 kxP + .o — X 4 X* = (k+ 1)X* + -+ ce qui montre que
deg(u(X*) = K, ceci pour tout k € [0,n].

b) Soit k € [0,n]. On a u(l) =1 et pour k > 1, on a :
k—2 2 )
WX =X(X+1D) - (X -DX"=(k+1)X"+) ( ,)Xﬂ“
: J
7=0

La matrice associée a u est triangulaire supérieure avec 1,2,...,n 4+ 1 sur sa diagonale.

2.a)b) L’endomorphisme u admet n 4 1 valeurs propres distinctes. Il est diagonalisable et inversible puisque 0 n’est pas
valeur propre de u.

3.a) On a vu que u(1) = 1. La constante P = 1 est vecteur propre de u associé & la valeur propre 1.

Soit Py de degré k > 1, polynéme propre. Il est associé & la valeur propre k + 1. Donc X Py(X + 1) — (X — 1)Pu(X) =
(k +1)Pi(X). En évaluant en 0, il vient : P,(0) = (k4 1)Px(0) = Px(0) = 0.
b) En évaluant en —1, il vient : —P,(0) + 2Px(—1) = (k+ 1)Px(—1) = Pi(—1) = 0.

97
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On montre ainsi de suite que 0, —1,...,—k + 1 sont des racines de P.
k—1

c) Comme deg(Py) =k, on a P, = X\ H(X + 7).
j=0

EXERCICE 4.2

Soient f et g les fonctions définies par :

1
vz €]0, 1[U]1, +oo|, f(z) = lrf”x et Va €]0, +00], g(z) = ex“””_ -

1. a) Montrer que f se prolonge par continuité en 1 et que g se prolonge par continuité en 0.

Dans la suite, on désigne par f et g les prolongements ainsi obtenus.
b) Montrer que : Vo >0, on a 0 < g(z) < 1.

x

2. On pose L(z) :/ f(t) dt.
1
a) Montrer que L est définie et dérivable sur |0, 4+o0].

b) Montrer que L est définie et continue en 0.

+oo
3. a) A l'aide du changement de variable x = —Int, montrer que L(0) = / g(x) dz.
0

—+oo
b) Pour tout entier k£ > 1, montrer la convergence de 'intégrale / ze " dz et la calculer.
0

+oo me—(n-&-l)x
¢) Pour tout n € N*, on admet la convergence de I'intégrale / EEyere dzx.
0 - e
n 400 +o00 —(n+1)z
xe
Montrer que : L(0) = / re " dg —|—/ — da.
+oo —(n+1)x +oo 1 2
xe 7r
d) En admettant que lim ——— dr=0et que — = —, donner la valeur de L(0).
) we lm | S q ;kQ . (0)
SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2
1. a) Soit = au voisinage de 1. On pose z = 1—h et Inz = In(1—h). On sait que lim n( —h) = 1. Ainsi lim In(z) =-1
h—0 — z—=1qx —1

La fonction f se prolonge par continuité en 1 par f(1) = 1.

De la méme facon, lir% € —° — 1. La fonction g se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 1.
T—

x
b) Comme e” > 1 pour z > 0, on obtient g(z) > 0.
En étudiant la fonction x +— e” — x — 1 (croissante sur R, et nulle en 0), on obtient g(z) < 1.

2. a) La fonction f est continue sur ]0, +oo], donc le théoréme fondamental du calcul intégral indique que L est définie
et dérivable (de dérivée f) sur ]0, +ool.
b) La fonction f est continue sur ]0,1] donc la convergence de 'intégrale L(0) ne pose probléeme qu’en 0. Comme

lin(l] t2f(t) =0, on a |f(t)] < 7i/z 2u voisinage de 0. On conclut par la convergence des intégrales de Riemann.
e

3. a) Par changement de variable z = —In¢ (que ’on fera bien sir sur un segment), on a :

/10f(t) dt:/o m(—eﬂ') dx:/(:oog(x) dz.

too L—€77
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b) Par intégration par parties sur un segment [0, X] puis en passant & la limite quand X tend vers +oco, on trouve :

too —kx 1
/0 Te dz = 2

¢) Pour tout x > 0, par somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1, on a :

n — —(n+1)z —(n+)z
ke e ¥ —e Te

X E e = r— = ) — —m8.

Pt 1—e® 9(z) 1—e®

D’ou le résultat voulu en intégrant entre 0 et +oo, par linéarité de 'intégration (tout converge).
2

o . m
d) En passant & la limite quand n tend vers +o0, comme ”tout converge”, on obtient : L(0) = 5

EXERCICE 4.3

On effectue une suite de tirages au hasard dans une urne, qui contient initialement une boule blanche et une
boule noire, de la maniere suivante :

e 3 chaque tirage d’une boule blanche, on replace cette boule dans 'urne, puis ’on rajoute des boules blanches
jusqu’a avoir multiplié par deux le nombre de boules blanches dans 1'urne;

e sil’on tire la boule noire, on arréte les tirages.

Ainsi, le nombre de boules blanches dans 1'urne est multiplié par deux & chaque étape (sauf la derniere). On
admet que Pexpérience aléatoire est modélisée par un espace probabilisé (€2, .4, P). Pour tout n € N*, on note
B,, 'événement «les n premiers lancers ne donnent que des boules blanches », et 'on pose u,, = P(B,).

1. Montrer que la suite (u,,) est convergente.

n—1
21@
2. Pour tout n € N*, montrer que : P(B,,) = H T3 9%
k=0

3. On note B I'événement «les tirages ne s’arrétent jamais».

a) Exprimer B en fonction des B,,.
On admet que : P(B) = lim wuy,.

n—-+4oo

n—1
b) Pour tout n € N*, montrer que : —In(u,) = Z In (1+ 2_"').
k=0

¢) Montrer la convergence de la série Z In (1 + 2"“).
k>0
d) En déduire que P(B) # 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3

1. I est clair que Br+1 C By, donc par croissance de la probabilité, la suite (u,) est décroissante. Comme cette suite
est minorée par 0, elle converge, d’apres le théoreme de la limite monotone.

2. D’apres la formule des probabilités composées, on a :

P(Bn) = PBn,lﬂmﬂBl (Bn) X PBn,QﬁmﬁBl (anl) X X .PB1 (BQ) X P(Bl)
= Pg,_,(Bn) X Pp,_,(Bn-1) X -+ X Pg,(B2) x P(B1)

B 27171 y 271,72 y y 2 y 1

T 14271 7 14202 1427141
n—1 Qk

— 1l ok
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puisqu’au n-iéme tirage I'urne comporte 2" ~! boules blanches et une noire.

“+oo
a)Ona:B:ﬂBn.

On admet que P(B) = lirf P(Bn).
n—-+0o0o
b) D’apres la question 2, on a :

—In(un) = — Z <1+2k> Zl (1+2k):§1n(1+2_k).

k=

¢) L’inégalité classique : Vo > —1, In(1 + ) < z, donne : 0 < In (1 + 2*’“) <27k

PPN —k P . . . s —k
Comme la série géométrique E 27" converge, par théoreme de comparaison, il en est de méme de la série E In (1 + 2 ) .
k>0 k>0

d) D’apres les deux questions précédentes, on a :

i T2 —ew (Sm(02) ) =r50

D’apres les questions 2 et 3.a), on a donc : P(B) ={ > 0.

EXERCICE 4.4
1. Soit h et k deux fonctions continues sur [a, b] et & valeurs réelles.

b
a) En considérant pour tout réel z l'intégrale / (zh(t) + k(t))?dt, établir Pinégalité suivante :
a

(/bh(t)k(t)dt> </b (h(t))2dt></b (k(t))%dt

b) A quelle condition nécessaire et suffisante cette inégalité est-elle une égalité ?

2. a) On considére une fonction f de classe C'! sur [a,b] et & valeurs dans R. Etablir 'inégalité suivante :

Ve o, (f@) ~ f@) < @ -a) [ (7))’

b) En déduire I'inégalité :
b b— )2 [P
[ = s@)ae < C5E [ ()

1
a) Utiliser la question précédente pour trouver un majorant de / (ln(l + x))2dac.
0

1
b) Calculer / (In(1 + x))?dx et vérifier la majoration précédente (on donne In2 = 0.69).
0

4. On revient au cas général.
Quelles sont les fonctions pour lesquelles I'inégalité obtenue & la question 2.b) est une égalité ?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.4

1. a) On développe 'intégrale positive et on obtient un trinéme du second degré en x, dont le discriminant A est négatif
ou nul, puisque le trindéme reste positif pour tout réel x (intégrale sur [a,b] d’une fonction continue positive).

b) Il y a égalité si, et seulement si, le discriminant est nul, c’est-a-dire si, et seulement si, il existe zo tel que
b
/ (zoh(t) + k(t))?dt = 0. La fonction en jeu étant continue et positive, cela entraine qu’elle est identiquement nulle et

donc que la famille des deux fonctions (h, k) est liée.

2. a) Si & = a, I'inégalité demandée est évidente. Or, f étant de classe C* sur R, on peut écrire
f@) - f@ = [ o

puis on peut appliquer I'inégalité précédente aux fonctions h : t — f'(t) et k: t — 1. On en déduit I'inégalité demandée.

b) Comme f? est positive, on peut élargir 'inégalité précédente, soit :

b
(f@) = f@)* < @ —a) [ 170
11 reste & intégrer cette inégalité sur 'intervalle [a, b].

3. a) On choisit a = 0,b =1 et f: 2 — In(1 + =) qui est bien C* sur [0,1]. La question 2. b) donne alors

L 1 [t dt 1
2
< = I
./0 (In(1+z))°dz < 2/0 TEDE

b) On fait une intégration par parties avec des fonctions C*. Il vient :

1 1 1

/ (In(1 + z))*dz = [(1+ ) In®(1 + x)hl) — 2/ In(1 + z)de = 21In*2 — 2/ In(1 + z)dx

0 0 0
Or
1 2
/ In(1 4 z)dz = / In(t)dt = [tln(t) — ] =2In2 -1
0 1

1

Finalement / (In(1 4+ z))%dz = 2(In2 — 1)* < i, car In2 =~ 0.69
0

4. La seule fagon d’avoir I'égalité, c’est d’étre dans le cas d’égalité de la premieére question, ce qui donne f(z) = mz +p
(avec argument de continuité de f’ qui permet de passer de 2 & f’ ). On trouve ensuite, en remplagant dans l'inégalité
de 2. b), qu'il faut (et c’est bien str suffisant) que m = 0. Conclusion : seules les fonctions constantes donnent 1'égalité.

EXERCICE 4.5

1 e—x(1+t2)
0 tout x réel : = ————dt.
n pose pour tout z réel : f(x) /0 e
1
On rappelle que pour tout ¢ réel, la dérivée de t — Arctan(t) est ¢ — T e

1. Pour tout réel ¢ € [0,1], on considere la fonction g; définie par :
Ve eR, gi(z) = e~ @(1+%)

a) Montrer que Vo € [—1n2,In 2], |e® — 1| < 2|z|.

b) En déduire que la fonction f est continue sur R (on pourra étudier la limite de f(x + h) — f(z) lorsque h
tend vers 0).
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¢) Montrer que pour tout > 0, on a :

1 1
dt dt
—2z < < —x/
¢ /0 1+1¢2 f@)<e o 1+1¢?

On admet dans la suite de I'exercice que f est dérivable sur R et que pour tout z réel, on a :

1
fla) == [ et
0

En déduire xll)ar_loo f(z).

z 2
2. Pour tout z réel, on pose u(z) = f(x?) et p(x) = u(x) + </ etht) .

0
Montrer que la fonction ¢ est constante sur R et déterminer sa valeur.

—+o0
3. En déduire la valeur de / et dt.
0

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.5

La fonction f est bien définie sur R car on intégre une fonction continue sur le segment [0, 1].
1. a) Pour démontrer ces inégalités, le plus simple est d’étudier la fonction x — e* — 1 — 2z sur [—1n2,In2].

b) On écrit :
1 —(z+h)(1+t2) 1 —a(1+t?) 1 —z(14+t?)
=/ ¢ e _[ ¢ —h(1+42) )
h) — = ———dt — ——dt = 7( —1)dt
f@+h) = f(@) /0 116 /0 1+ /O 1re \°

Comme 1+t € [1,2], pour h assez petit (|h| < In2/2), on a |h(1+#?)| < In2 et en appliquant la question précédente,
ona:

1
Pt )= f@) < 20hl [ e ar = O
0
Ceci montre que f est continue en x.

¢) On utilise encore 1 + t? € [1,2] donc pour > 0, e™2* < e~ (1Ht?) < e ?. On divise ensuite par une quantité
strictement positive, puis on utilise la croissance de 'intégrale.
Ainsi lim f(z) =0.

xr—+00

2. On calcule la dérivée de ¢. D’abord celle de w :
/ 12 —z2 ! _x242 g2 [T 2
w(z) =2xf (z7) = —2we / e dt = —2e / e U dv
0 0
Donc,
’ , 22 [T 2
@ (x) =u(z)+ 2 / e " dt=0
0
et ¢ = C. Comme ¢(0) = u(0) = f(0) = 7/4, il vient pour tout z réel p(z) = g

3. On fait tendre x vers +00. Ona lim wu(z) = lim f(x) =0, donc,
xr—r+00 x—+00

@ 2
2
lim (/ et dt> =2
T—r+00 0 4
too 5 N\2 .
d’ou (/ e™? dt) =7 Par positivité de I'intégrale, on obtient :
0

+oo
/ eft2 dt = ﬁ
0 2
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EXERCICE 4.6

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n = 2. Un endomorphisme f non nul de E est dit nilpotent s’il
existe un entier k tel que f* = 0.

Si f est nilpotent, on appelle indice de nilpotence de f, le plus petit entier p tel que fP = 0 (donc fP=1 #0).
Une matrice de M,,(R) est dite nilpotente si I’endomorphisme canoniquement associé est nilpotent. On définit
de méme son indice de nilpotence.

a

1. Dans cette question, on pose A = ( . ) et on suppose que A n’est pas la matrice nulle.

d
a) Calculer A%2 — (a + d)A en fonction de I ou I désigne la matrice identité de Ma(R).
On suppose que A est nilpotente.

b) Montrer que ad — be = 0.

c¢) Montrer que a +d = 0.

d) Déterminer I'indice de nilpotence de A.

2. Soit f un endomorphisme de E.

a) Montrer que si Im(f) C Ker(f), alors f2 = 0.

b) Etudier la réciproque.

¢) Soit f un endomorphisme nilpotent non nul de E. Donner la dimension de Im(f) et celle de Ker(f).
3. Dans cette question, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent et qu’il existe deux endomorphismes
u et v de E non nuls et nilpotents tels que f =wuow.

a) Montrer que Im(f) = Im(u) et que Ker(v) = Ker(f).

b) En déduire que Ker(u) = Im(v).

¢) Que peut-on en conclure ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.6

1. a) Un calcul élémentaire donne A? — (a + d)A + (ad — be) I = 0.
1

b) Si ad — bc # 0, la matrice A est inversible car A x =0
ad — bc

(A—(a+d)I2) = I7. Or, si A est nilpotente, si p est son

indice de nilpotence et si A~! existe, alors :

0=AP=0=A""47 = A"}

ce qui est absurde. Donc, ad — bc = 0.

¢) On a donc A2 = —(a + d)A et par récurrence, pour tout n > 2, A" = (=1)""(a + d)" A. Si a + d # 0, alors, comme
A # 0, pour tout n > 1, A™ # 0 en contradiction avec la nilpotence de A. Donc a + d = 0.

d) On a donc A% =0 et p < 2. Mais p # 1 puisque A # 0. Donc p = 2.

2. a) Comme Im(f) C Ker(f), alors pour tout = € E, f(f(z)) = 0, donc f = 0.

b) Réciproquement si f = 0, pour tout = € E, f(f(x)) = 0 et Im(f) C Ker(f).

¢) Le théoréme du rang entraine que dimIm(f) = dim Ker(f) et par les inclusions précédentes que Ker(f) = Im(f).
Chaque sous-espace est de dimension 1.

3. Les trois endomorphismes f,u et v sont nilpotents sur un espace de dimension 2. On a montré dans les questions
précédentes qu'alors f? = u? = v? = 0 et que Im(f) = Ker(f), Im(u) = Ker(u) et Im(v) = Ker(v).

a) Pour tout z € E, f(x) = u(v(z)). Donc Im(f) C Im(u) et Ker(v) C Ker(f).

Aucun des trois endomorphismes n’étant nul, on a égalité dans les inclusions précédentes pour des raisons de dimension.

b) Et comme Im(f) = Ker(f), on a
Ker(v) = Im(v) = Ker(f) = Im(f) = Im(u) = Ker(u)
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¢) Pour tout = € E, u(v(x)) = 0 par la question précédente et donc f est identiquement nul.
Il n’existe donc pas d’endomorphisme u, nilpotent non nul tel que f = uowv.

EXERCICE 4.7

Soit (Xj)k>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, .4, P), indépendantes
suivant toutes la loi uniforme U([1,n]) ot n est un entier supérieur ou égal & 2.
On considere pour tout w € €2,

Tp(w) =1inf{m > 1/{X1(w),..., Xm(Ww)} ={1,2,...,n}},
le plus petit entier m tel que toutes les valeurs de 1 & n sont apparues parmi X;(w),..., X (w).

1. Soit k € [1,n]. On définit la variable aléatoire 7 par :
Vw e Q, mp(w) =inf{m > 1 /card({X;(w),..., Xm(w)}) =k}

En particulier, 7,, = T5,.
Déterminer, pour tout k € [2,n], la loi de 7, — 7%—1.
On admet que les variables aléatoires (7, — Tp—1)2<k<n sont indépendantes.

On suppose désormais que 'entier n n’est plus fixé.

2. a) Calculer I’espérance de T,.

On admet qu’il existe une constante v > 0 telle que :
"1
JJm (kz R 1“”) =7

b) Calculer lim E(T)

n—+oo nlnn

3. Calculer la variance de T}, et montrer qu’il existe un réel strictement positif a tel que V(7T},) < an?.

>5>:O.

T,
-1

4. Soit € > 0. Montrer que lim P (
nlnn

n—-+o0o

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.7

1.Onam =1.

On peut modéliser notre probléme (du collectionneur) de la manieére suivante :

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On en tire une avec remise et on note son numéro.

La variable aléatoire (7, — Tx—1) représente le temps d’attente pour obtenir un numéro différent des (k — 1) numéros
déja obtenus. Ainsi la loi de cette variable aléatoire est une loi géométrique de parameétre 1 — (k — 1)/n (temps d’attente
du premier succes).

2.a)OnaTl, =7+ Z(Tk — Tk—1) et donc
k=2

u n
E(T,) =1 E(riy —1x-1) =1 — =1 H, _
(Tn) +kz:2 (Tk — Th—1) +kZ:2n+1fk +n 1

. Or, on admet, on sait (ou on démontre...) que

x| =

n
ou H, est la somme partielle de la série harmonique; H, = Z
k=1

=Ilnn+vy+o0(1)

| =

n
k=1
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ou 7 est la constante d’Euler.

E(T,
b) On a donc lim E(Tn) =1
n—+oo nlnn

3. On a, par indépendance admise :

n—1 o n—ll n—ll
ZVTk_Tk 1 IZ n+1_ ) :Znnizl:rﬂ(' Z_2>—n< Z)

i=1

2
On a donc V(T3,) < nz%

4. Utilisons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour € > 0, on a

V(T,) < a

P(/Tn = B[T]] > enlogn) < (enlogn)? = £2log(n)? s too

0

On utilise la question 2. b). Pour tout € > 0 on a {|T, — nlog(n)| > 2enlog(n)} C {|Tn — E(Tn)| > enlog(n)} pour n
assez grand. Ceci montre que
o
nlnn

lim P (
n—-+oo

EXERCICE 4.8

Soient N un entier naturel non nul et (2, F, P) un espace probabilisé. On suppose que toutes les variables
aléatoires sont définies sur (2, F, P) et & valeurs dans [0, N]J.

Si Z est une variable aléatoire & valeurs dans [0, N, on pose :

Vs eR, Gz(s) = E(s?) = ZP(Z = k)s*

1. On suppose que X suit une loi de Bernoulli de parametre p avec 0 < p < 1. Déterminer G x.

2. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans [0, N] et Gx = Gy, alors X et YV
suivent la méme loi.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans [0, N].
Exprimer Gx 1y en fonction de Gx et Gy.

4. Déterminer Gy lorsque Y suit une loi binomiale de parameétres n et p.

5. Pour tout n € N, donner le développement limité & I'ordre n en 0 de z — (1 — 2)~° ( on exprimera les
coefficients & 1’aide des coefficients binomiaux).

6. Un éleveur possede 5 lapines. Chacune des lapines engendre un nombre aléatoire de lapins. La lapine numéro
1 engendre X; lapins. On suppose que X1, ..., X5 sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme sur [1,7]. On note Z le nombre total de lapereaux.

a) Déterminer une expression simple de G .

b) En déduire la probabilité que le nombre de lapereaux soit égal a 20.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.8
1. Comme X ~ B(p), alors Gx(s) = (1 —p)s’ +ps' =ps+1—p

G
2. En utilisant la formule de Taylor polynomiale, pour tout entier n € [0, N], P(X =n) = Xn'( )
Ainsi, si Gx = Gy, les dérivées successives sont égales et X et Y ont méme loi. '
3. D’apres l'indépendance, P(X +Y =n) = Z P(X =k)P(Y =n—k). Alors,
n 2N n
Gx+v (s Z(ZP Y=n—k ) Z ( )Sk) (P(anfk;)s"*k)
n=0 n=0 k=0
<Z P(X ) : <Z P(Y = k)s’“) = Gx(s)Gy (s)
k=0

On peut également utiliser 'indépendance des fonctions s¥ et s¥.

4. Comme Y est binomiale, il existe X1, ..., X, des variables aléatoires de loi de Bernoulli telles que Y = Z X;. En
i=1

utilisant la question précédente, Gy (s H Gx,;(s)=(ps+1—p)".

5. D’apres les développements limités classiques,

ooy =143 DD 5=kt 1) o

k!
k=1
"~ (k+5—1)! n
:1+Z( mx )xk+o(x)
k=1
=Z<k24) ¥+ o(a")
k=0

6. a) En utilisant I'indépendance des (X;) et les propriétés précédentes,

5

Gz(z) = (Lﬁ) Z-a)1-2)"

b) En utilisant la formule du binéme et le développement limité précédent,

o= (o () (B (3 o)

On recherche le coefficient de z2° de Gz et on obtient, en n’oubliant pas le z° en facteur :

() () <L)

75

EXERCICE 4.9
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (£2, F, P).

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 fixé. On considere une variable aléatoire X, telle que :

X, (Q) = N* et Yk € N*, P(X, = k) = ap_1 — a
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1 n—1
oﬁpourtoutkEN,akzl—(l—Qk) .

k

1

1. a) Montrer que, pour tout s fixé dans N*, la série Z (25> est convergente.
k

b) En déduire que la série de terme général aj, est convergente.

—+oo
¢) Montrer que X,, admet une espérance et que E(X,,) = Z ag.

k=0

2. On admet qu’il existe une constante v > 0 telle que :

. "1
(S -m) -

1 n—1
a) Soit g, la fonction définie sur Ry par g, (u) =1 — (1 - 2u> . Montrer que pour tout k € N* :

k
ar < / gn(u)du < ak—1
k—1

q
b) En déduire, pour tout entier ¢ > 2, un encadrement de / gn(uw)du  (%).
0
+oo
c¢) Montrer que pour tout n de N*, / (1—(1—e")"™)dt converge. On note I,, cette intégrale.
0

1
d) Pour tout n de N*| calculer I,,+1 — I,,. En déduire que, pour tout n de N*, I,, = Z T
k=1

e) En effectuant le changement de variable, t = wIn 2 dans l'intégrale de 'encadrement (x), montrer que :

In—l
In2

f) Calculer lim E(X")

n—+oo Inn

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.9

. * poz 1 - .y 1 e
1. a) Soit s € N* fixé. Ona: 0 < 5 < 1. Donc la série de terme général (2—5)’C est une série géométrique convergente.

b) Soit k € N.
n—1 n—1
apﬂ—u—gwuﬂ—z<ﬂ1%;V=Z<21%;V
=0 =1
Ainsi, ar est la somme finie de termes généraux de séries absolument convergentes et est le terme général d’une telle
série.
q

q q q—1
c) Soit ¢ > 1. On a Zkz(ak,1 —ay) = Z((k — Dak—1 — kax) + Zak,1 = —qaq + Zak.
k=1 k=1 k=1 k=0
On sait déja que Y aj converge.
k>0

n—1 n—1 i q
()

i=1

De plus, |gaq| =

n—1
n—1)\gq n-19
<Z<i>w<22m

i=1
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—+o0
Donc 1151_1 gaq = 0. La série de terme général k(ar—1 — ax) est absolument convergente et de somme E ak.
q——+0o0
k=0

2.a) Ona gy(u) = —In2 x (%)u(n -1 - (%)u)nf2 < 0. Donc g, est strictement décroissante sur R™. Le reste est

classique.

a q a—
b) On somme de k =1 & k = ¢ pour obtenir Zak < / gn(u)du < Zak.

k=1 0
¢) Soit n de N*. La fonction que l'on intégre est continue sur Ry. On développe la puissance avec la formule du binéme.

Il vient
1-(1—e )" => (-1 (Z) e M

k=1
On obtient ainsi une somme finie de fonctions dont chacune admet une intégrale convergente.

d) Un calcul facile donne I,11 — I, = 1 Donc

n+

- = 1 1
kg[k-»—l*fk Jr[lizk—&—l Ilzzm

car I = 1.
e)On a:
q q q
I= / gn(u)du = / 1-(1- i)n_ldu = / 1— e Dm0=gw) gy
0 0 2u 0
gln2
On pose t = uln2. Donc [ = m 1-(1- eit)"fldt. On fait tendre g vers 400 et on obtient, avec ap =1 :
In_1 In2 E(X,) In2
< E(X,) — <FEX,) 1< <1
Za’“ ln2 Z“’“ @ S g S EEW) Tn s A
Par le préambule de la question 2,
lim (In—1 —In(n—1)) =+ et lim In25(Xn) =1
n—+o0o n——+oo In—l

f) Finalement

EXERCICE 4.10

Pour toute matrice A € M3(R), on considére les ensembles suivants :

E(A) = {M € M3(R) telles que AM = M}

Ey(A) = {M € M3(R) telles que A*M = AM}

On note I la matrice identité de M3(R).
1. Montrer que E;(A) et Eo(A) sont des sous-espaces vectoriels de M3(R).

a) Montrer que si A est inversible, alors Eq(A) = Eq(A).
b) Déterminer F;(A) lorsque A — I est inversible.
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3 -2 -1
3. On considere la matrice C' = 1 0 -1
2 -2 0

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de C.

b) Determiner une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que C' = PDP~! (les coefficients
diagonaux de D sont rangés dans l'ordre croissant).

4. Soit M € M5(R) et N = P~1M.
a) Montrer que M € E;(C) si et seulement si N € Eq(D).

b) Déterminer F1(D).
c¢) En déduire la dimension de E;(C).

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.10
1. Question élémentaire.

2. a) On a linclusion E1(A) C E(A). Si A est inversible, on multiplie par A~ & gauche pour obtenir I'inclusion
réciproque
b) On remarque que M € E;(A) <= (A —I)M = 0. Donc A — I inversible = E1(A) = {0}.

1 1 1
3. a) Les valeurs propres de la matrice C sont 0,1,2 de vecteurs propres associés 1 , 1 et 0
1 0 1
0 0 O
b) La matrice diagonale est 0 1 0 et la matrice P est constituée des vecteurs propres calculés précédemment.
0 0 2
4.a)On a:
CM=M<&PDP 'M=M&DP 'M=P 'M&DN=N
a b ¢
b) On pose : N = a v ¢ |. Onaalors:
a// bl/ C//
0 0 0 a b ¢ 0 0 O
DN = a v =| d VvV ¢ |eN=|d VvV ¢
2a// 2b// 26// a// b// C// 0 0 O

On remarque que E1(D) est un espace de dimension 3.

¢) On vérifie que I'application M — N = P~'M est un isomorphisme de E1(C) sur E;(D) (c’est implicitement fait
dans la question 4. a). Ainsi dim F(C) = 3.

EXERCICE 4.11

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé ({2, .4, P).

Soit X une variable aléatoire réelle. Pour n € N* on appelle moment d’ordre n de X, le réel m,,(X) = E(X™),
lorsque ce réel existe.

On note Mx(t) = FE (etX) pour les réels ¢t pour lesquels cette espérance existe.

1. Soit A > 0.
a) Déterminer Mx (¢) lorsque X suit la loi de Poisson de parametre A.

b) Pour n entier supérieur ou égal a 1, soit X,..., X, n variables aléatoires indépendantes, de méme loi de

Bernoulli de parametre A/n. On pose S, = Z X;.
i=1
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Déterminer Mg, (t), puis hT Mg, (t). Que constate-t-on ?
n—+4o0o0

2. Déterminer Mx (¢) lorsque X suit la loi normale A/(0,1).

3. a) Calculer Mx (t) lorsque X suit la loi uniforme sur [0, 1].

1
b) Dans cette question, X,, suit la loi uniforme sur [1,n] et ¥;, = —X,, (n € N*).
n

Déterminer My, (t), puis lim My, (¢). Que constate-t-on ?
n—-+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.11

1. a) Utilisons les définitions données. Pour tout réel ¢, on a :

k t k
Mx(t)= B = e e g = e S L e e

k>0 k>0

b) On sait que Sy suit la loi binomiale de parametres (n, A\/n). Ainsi :

=5 () G (=2)7 - (o)

Ainsi, en utilisant un DL de la fonction In & 'ordre 1, il vient :

Ms,, (t) = exp (n In (1 + %(et - 1))) — D = ()

n——+oo

2. On suppose que X — N(0,1). Alors :

L[ [
Mx(t) = ﬁ/ e“e t2/2dt:ez2/2\/—27r/ e D2 gy = 70 /2

t

1 f—
3. a) Un calcul simple donne E(e'™) = / edu = <
0

avec prolongement par continuité en 0.

b) De nouveau, comme Y,(Q2) = {1/n,2/n,...,n/n}, on a :

1 n
My, (t) _ E(eXn/n) _ Zetk/np(xn _ k) _ - Zetk/n _
k=1 k=1

t/n €t—1 et—l_

tX
et/m — 1 nﬁ_vtoo t E(e™)

EXERCICE 4.12

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, .4, P).

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e %e~¢ . Montrer que f est une densité (on pourra utiliser le
changement de variable u = e™7%).

2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
a) Déterminer la fonction de répartition F' de X.
b) A Paide d’un développement limité, déterminer un fonction A telle :

. P(X > )
lm ———= =
T—+00 h(x)

3. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1[ et V' = —In(—InU). Déterminer la loi de V.

4. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre 1. Déterminer
pour tout x € Ry :
lim P(max(Yy,...,Y,) —Ilnn < x)

n—-+oo
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.12
1.) La fonction f est continue sur R et positive. Par abus d’écriture, on a :
Foo —x —x
/ e e Tdr=le° T =1
On fera attention a effectuer le changement de variable sur une segment.
2.a) On détermine Fx en intégrant f. Il vient Vz € R, Fx(z) =e ¢
b) Lorsque = tend vers +oo, e~% tend vers 0. Le développement limité de e* en 0 est ¥ = 1+ u + o(u).
PX>az)=1-F@x)=1-¢° =1-(1—e"+o0(e®)=e"+o0(e®)

On pose donc h(z) = e .
3. On utilise la méthode de la fonction de répartition. On a V(2) = R et pour tout x réel, on a :

PV<z)=P(—In(—In(U))<z) =P(—In(U) 2 e ") =P(In(U) < —e ") = P(U < eieiz) = F(z)
Ainsi, V suit la loi de X.

DL

4. Calculons la loi de Z, = max(Yi,...,Y,) en utilisant la méme méthode. On a [Z, < z] = [ |[Vi < z] et par

1

T
indépendance, il vient :

i=1

Ainsi, pour tout réel x, pour n assez grand tel qu Inn 4+ x > 0, on a :

P(Zn—Inn<2)=P(Z, <Inn+z)=(1-—e ™M) = (1 i )
n

Un dernier développement limité permet d’écrire :

o) oo ()

EXERCICE 4.13

Deux urnes U; et Us contiennent & elles deux 2 boules indiscernables. A chaque étape, on choisit de maniére
équiprobable un nombre de [1,2].

e Si ce nombre est inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U; que
I’'on met dans Us.

e Si ce nombre est strictement supérieur au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de Us
que l'on met dans U;.

On suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, .4, P).

Pour tout p € N, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U; a 1’étape p.
Ainsi Zj est la variable égale au nombre de boules initialement contenues dans Uy, Z; est la variable égale au
nombre de boules contenues dans U; apres une étape, etc.

P(Z, =0)
1.0Onpose:Y,=| P(Z,=1) |.Déterminer une matrice A € M3(R) telle que pour tout p € N, Y11 = AY,,.
P(Z, =2)
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Soit A la matrice de M3(R) définie par :

N

I

—_
= Ol

[

2. Montrer que 1 et —1 sont valeurs propres de A.

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable 7

1/4

4. On suppose Yo = [ 1/2 |. Pour tout k € [0, 2], étudier l'existence d’une limite pour P(Z, = k) lorsque p
1/4

tend vers +oo.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.13

1. Supposons qu’a I’étape p, U contienne :

e 0 boule. A I’étape suivante, U; contiendra une boule.

e 1 boule. Au vu de l'expérience , a ’étape suivante U; contiendra 0 boule avec la probabilité 1/2 et 2 boules avec la
probabilité 1/2, puisque la probabilité de choisir 1 est 1/2 tout comme la probabilité de choisir 2.

e 2 boules. A I’étape suivante, U; contiendra une boule.

Appliquons la formule des probabilités totales ; pour k € [0,2] :

P(Zpt1 = k) = Piz,—0)(Zp+1 = k)P(Zp = 0) + Piz,—1)(Zp11 = k)P(Zp = 1) + Piz,=2)(Zp11 = k) P(Zp = 2)

Ainsi :
P(Zp41 = 0) 0 1 0\ [ Pz =0
P(Zpt1=1) = 1 0 1 P(Z,=1)
P(Zps1 = 2) 0 1 0/)\ Pz=2
Ceci correspond a la matrice A de la question suivante.
1 -1
2. Par résolution de systeme linéaire : 2 (resp. 2 ) est vecteur propre pour la valeur propre 1 (resp. -1).
1 -1

3. Les lignes L1 et Ls de A sont égales, donc la matrice A n’est pas inversible et 0 est valeur propre de A.

1
Un calcul de vecteurs propres montre que Fy = Vect 0

-1
Ainsi, la matrice A est diagonalisable.

4. Pour tout p on a Y}, = Yo, donc les suites & examiner sont constantes, donc convergentes.

EXERCICE 4.14

—nx

e
1. Déterminer les valeurs de x réel pour lesquelles la série Z

n=1 \/ﬁ

converge.

—nx

On note alors f(x Z

. On admet que la fonction f est continue sur son domaine de définition D.

2. Montrer que la fonction f est décroissante sur D.
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3. Déterminer lim f(x).

xr——+00

4. Montrer que lim f(x) = +o0.
z—0t

—xt
5. a) Soit g : t — 67. Montrer que pour tout k € N* et tout ¢ € [k, k+ 1], on a: g(k+1) < g(t) < g(k).
b) En déduire que :

+oo e~ ot

lim —— x —dt =1
v=+oo fx)  Jo Vi

¢) En déduire que : 111}_1 f(z) x v/x = C, ot C est une constante réelle strictement positive.
Tr—r+00

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.14
1. Pour x >0 lim n26

n—+o0o \/ﬁ

—nx

s 12 € = -~ ‘ o .
Autre idée : 0 < — < (e I)" et la série géométrique majorante converge.

NG

. e
Pour x <0, lim n
n— 400 \/ﬁ

Autre idée : pour = > 0 la série diverge grossierement et pour x = 0 c’est une série de Riemann divergente.

= 0; ceci montre que la série converge.

—nx

= 400 ; ceci montre que la série diverge.

Le domaine de définition de la fonction f est donc RT*.

2. De maniére évidente, pour tout n > 1, z < y = e "* > e "Y. Donc, par sommation de quantités positives, on
obtient : f(z) > f(y).

too e~ % foo e~
3. Comme n > 1, on peut écrire : 0 < f(z) = E NG < E e "= [y
n —e~
n=1 n=1

672:
Or lim ———— =0.Donc lim f(z)=0.
z—400 ] — e % r—+4o00
4. La limite en 0 est finie ou vaut +oco, car f est décroissante.

—nx

e

N

N
Or, comme tous les termes de la série sont positifs, on a : f(z) > Z
n=1

N
1
Par absude si f convergeait, en passant & la limite, on aurait : VN, lim f(z) > E —.
z—0t el \/’FL
1
Ceci est absurde car les sommes partielles de la série g —— divergent vers +oo.

N vn

1
Or, i% gn(z) = Z % qui est la somme partielle d’une série divergente.

n=1
N
1
Soit A > 0. Il existe Ny tel que pour tout N > No, Z T > 2A et donc un voisinage de 0 tel que pour x dans ce
n
n=1
voisinage, gy (z) > A. Donc, pour = dans ce voisinage, f(z) > A, ce qui est la définition de lin}) f(z) = 4o0.
xTr—r
efz't
Vi
Bl k+1 k41
9(t) < g(k). Ainsi : / gk +1)dt < / g(t)dt < / g(k)dt.
k k k

5. a) Soit = > 0 fixé. La fonction g : t — est positive et décroissante sur R**. Donc si ¢t € [k, k + 1], g(k + 1) <

+oo
b) La série Zg(k) étant convergente, toute comme 'intégrale / g(t)dt, il vient :
1

+oo +oo +oo
>oal < [ gt < 3 g
k=2 1 k=1
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—xt

+oo
ou f(z) —e " < / € _dt< f(z). Par la question précédente, on obtient :
1

Vit
f(z) f(z)

lim =1=lim

250 +oo —at 20 +oo —at

(& (&

——dt S dt
Ve o Vi

par convergence de cette intégrale en 0.

c¢) Le changement de variable v = xt qui est linéaire donne :

+oo efxt 1 —+o0 67’“ C
dt = — S du=—
0 Vit VT Jo Vu NG




Chapitre 5

Exemples de questions courtes

b

Soit lapplication ¢ : Ms(R) — M3(R) qui, & toute matrice ( LCL d

(3 %)

1. ¢ est-elle diagonalisable ?

) € M5 (R) associe la matrice

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

Soit un entier n > 2. Soit A une matrice symétrique de M,,(R). On note < -,- > le produit scalaire canonique
sur M, 1(R). On suppose que A est définie positive, ce qui signifie qu’elle vérifie la propriété suivante :

VX € M, 1(R)\ {0}, 'XAX > 0.

1. Montrer qu'il existe une matrice B de M,,(R) symétrique définie positive telle que B? = A.
2. En déduire pour tout vecteur X de M,, 1(R), I'inégalité

IX|* << X, AX > x < X, A7'X >

Soient A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n telles que A possede n valeurs propres distinctes.
On suppose que AB = BA et que A% = B%. Montrer que A = B.

On considére Iespace euclidien R™ muni de son produit scalaire canonique, noté { , ) et u et v deux vecteurs
orthogonaux de normes 1. On note f 'endomorphisme de R™ défini par :

Ve e R",  f(z) = (u,z)v + (v, z)u

On appelle trace de f la trace de la matrice de f dans une base quelconque.
Calculer tr(f).

Soit E = R[X] et N lapplication définie sur F par, pour tout P € E
+oo
N(P) =Y |P®(0)]
k=0

1. Montrer que N(P) est bien défini.
2. Montrer que N(P) = 0 entraine P = 0.
3. Soit @ : E — R définie par ®(P) = P(1).

115
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Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout P € E

|®(P)] < C x N(P)

+oo
Soient f € CO(R,R) et £ € R tels que lim f(z) =/ et / | f(z)|dx converge. Soient @ > 0 et b > 0.
Tr—r—00 0

—+oo
1. Montrer I'existence et calculer lim (fla+z)— f(b+2x))dz.

U—r—00 u

+oo T

e
2. En dédui d
n eun"e/_Oo (15 aer)(1 £+ 07) x

Soit o > 0. Soit (Xx)ren+ une suite de variables aléatoires positives, indépendantes et de méme loi telles que :

Pour tout n € N*, on pose S,, = ZXk et Z, = %(\/Sn — \/ﬁ)

k=1
Montrer que la suite (Z,,) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi A/(0,1).

On considere deux variables aléatoires X,Y non nulles, définies sur le méme espace probabilisé, admettant
chacune un moment d’ordre 2 . On note

M(X,y)( V(X) COV(X7Y)>

cov(X,Y) V(Y)

1. Montrer que les valeurs propres de M (X,Y’) sont positives ou nulles.

2. Que peut t-on dire de X,Y si M(X,Y) n’est pas inversible ?

Soient p €]0,1[ et n € N*. On pose ¢ = 1 — p. Soient trois variables aléatoires X,Y, Z définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P) qui sont indépendantes, de lois respectives B(n, p), B(n,p) et B(n,q).
On définit la matrice aléatoire M par :

Vw € Q, M(w) = ( X(w) Y(w) )

Calculer la probabilité que la matrice M soit diagonalisable.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Une famille d’événements (A,,),>1 est appelée quasi-compléte si :

e les événements (4;) sont deux & deux incompatibles;
+oo

o P (U An> =1.
n=1

La formule des probabilités totales est-elle vérifiée par une famille quasi-compleéte d’événements ?
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