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Avant-propos

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
les exercices posés en 2021 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a 1’épreuve orale de ma-
thématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves écrites de
mathématiques du concours quelle que soit leur option (scientifique, économique, littéraire B/L ou technolo-
gique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent en effet, peu ou prou, dans les sujets
de écrit.

Certains exercices publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en
attend pas nécessairement une résolution compléte.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algébre, probabilités
et sujets de l'option littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.

On peut également trouver le contenu des annales sur le site internet de ESCP (escp.eu); aller dans
Programmes and Training, puis Premaster year, puis ADMISSIONS et LE CONCOURS PREPA
ESCP BUSINESS SCHOOL, puis dans I’étape 2, les Annales des épreuves orales de Mathématiques.

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidéle collaboration de tous les examinateurs de I’oral de
mathématiques de ESCP . Nous les en remercions.

Frank BOURNOIS, Directeur Général ESCP.
Muriel GRANDJEAN, Responsable des Admissions ESCP.
Claude MENENDIAN, Responsable des épreuves orales de mathématiques du concours ESCP.
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Chapitre 1

Algeébre

EXERCICE 1.1

Pour tout entier naturel k, on note Ry [X] 'ensemble des polyndmes réels de degré au plus k.
Soit un entier n > 1. Soient 7 et J les endomorphismes de R,,[X] définis par :

VP € R,[X], 7(P) = P(X +1) et §(P)=P(X +1)— P.

1. Déterminer le degré de §(P), lorsque P = X*, avec k > 0. Pour tout polynome non constant P € R, [X],
exprimer le degré et le coefficient de plus haut degré de 6(P) en fonction de ceux de P.

2. Pour tout j € [1,n], montrer que : Ker(6?) = R;_1[X] et Im(67) = R,,_;[X].
3. Pour k € N et P € R,[X], exprimer 6*(P) comme combinaison linéaire des 77 (P) (j € [0, k]).
n

) =o.

4. Soit P € R,,_1[X]. Montrer que : -1 "j(
1[X] > (=1 j

3=0
5. Dans cette question, on veut montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme R, [X] - R, [X] tel que
uou = ¢§. On suppose, par I’absurde, qu'une telle application u existe.
(a) Montrer que u et 62 commutent.
(b) En déduire que Ry[X] est stable par I'application w.

(c) Conclure.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1
1. Si P est constant, alors §(P) =0.Sik > 1et P = X* P(X +1) — P(X) est de degré k — 1. De maniére

d
générale, si P = Zaka avec d =deg(P)>1,on a:
k=0
d—2
PX+1)—P=aq((X+1)"= XY +ag1 (X + 1)1 = X)) 4 ap(k(X + 1)F — XF)
k=0

d—2

d—1
d d—
:adZad(k>Xk+adlzad< )Xk Zak X+1 Xk)
_dadXdl—l—adZ(d)Xk—i—adlZ( )Xk—i—Zak (X +1)F — xF).

de degré inférieur a d — 2 (nul si d = 1)

Donc deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(d(P)) = deg(P) x cd(P )
2. Montrons par récurrence sur j € [1,n] la relation : Ker(67) = R;_1[X].
e C’est vrai pour j = 1, car d’aprés la question 1 : 6(P) =0 <= P constant.

e Si la relation est vraie pour j € [1,n — 1], on a :

P cKer(6 ') <= §/(§(P)) =0
<= deg(6(P)) <j—1 car Ker(67) = R;_1[X]  (H.R.)
< deg(P)<j  car deg(6(P)) = deg(P) — 1

Ainsi Ker(671) = R;[X].
Comme deg(d(P)) = deg(P) — 1, par récurrence évidente, on a deg(67(P)) = deg(P) — 7,
d’ou 87 (P) € R,,_;[X], et donc Im(67) C R,,—;[X]. On conclut & I'égalité des dimensions en utilisant le
théoréme du rang. Ainsi, Im(67) = R,,_;[X].
k
3. Comme 7 et id commutent, la formule du binéme donne : 6*(P) = (1 —1d )*(P) = Z(l)kj(
7=0
4. Si P € R,_1[X] = Ker(d"), alors 6"(P) = 0. Comme 77(P) = P(X + j), en évaluant en 0 I'égalité de la
question précédente, on obtient I’égalité voulue.
5. (a) uod? =wou?ou?] =u® = [u?ou?
(b) Soit P € R1[X] = Ker §2, alors, d’aprés la question précédente : §%(u(P)) = u(6?(P)) = u(0) = 0.
Donc u(P) € Ker(§?) = R [X].
(¢) Comme R;[X] est stable par u et par §, on a deux endomorphismes induits u’ et §” tels que v =4

En prenant les matrices dans la base (1, X) de Ry[X], on a: U? = < 0 1 )

j) ri(P).

ou=262ou.

0 0

Or il n’existe pas de telle matrice U car elle ne peut étre de rang 0 ou 2, (sinon U? aussi) et si elle

était de rang 1, comme Im U? C Im U, on aurait Im U = vect ( , ce qui entrainerait U? = 0.

0
On obtient donc une absurdité.
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EXERCICE 1.2

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On notera M,,(R) Iensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est 2-symétrique si la matrice A% est symétrique.

1. Soit A € M3(R). Caractériser a 1’aide des coefficients de A le fait que A est 2-symétrique. Donner un
exemple de matrice réelle carrée d’ordre 2 qui est 2-symétrique mais qui n’est pas symétrique.

2. Dans cette question, on considére une matrice A € M, (R) (n > 2).
(a) Verifier que si A est symétrique, alors elle est 2-symétrique.
(b) On suppose que A est inversible et 2-symétrique. Montrer que A~1 est 2-symétrique.

(c) On suppose maintenant que A est antisymétrique (c’est-a-dire que —A est la transposée de A).
Montrer que A est 2-symétrique.

3. Dans cette question, on considére deux matrices A et B de M,,(R) qui sont 2-symétriques.

(a) On suppose que A et B commutent. Vérifier que le produit AB est une matrice 2-symétrique.
Montrer que ce n’est plus vrai en général si I’on ne suppose plus que A et B commutent.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la somme A+ B soit une matrice 2-symétrique.
(¢) Donner un exemple ot A et B sont 2-symétriques et commutent, mais telles que A + B ne soit pas
2-symétrique.

4. Six € R™, on note X la matrice colonne associée a . On munit R de son produit scalaire canonique
({(z,y) = XY). On se donne une matrice 2-symétrique A € M,,(R). On note f I’endomorphisme de R™
qui lui est canoniquement associé et on désigne par Sp(f) ’ensemble des ses valeurs propres (réelles).

a) Justifier le fait que endomorphisme f? est symétrique.
Y

(b) On note Sp(f?) sous la forme Sp(f?) = {A1,-=,Am} (N #\; sii # j) avecm € {1,--- ,n} et on
désigne par E; le sous-espace propre de f2 associé a la valeur propre ). Justifier le fait que R™ est
la somme directe orthogonale des sous-espaces (E;); ;-

(c) Soit i € {A\1, -+, A\m}. Montrer que le sous-espace E; est stable par f. Vérifier que la restriction f;
de f a E;, considérée comme endomorphisme de F;, admet X2 — \; comme polynéme annulateur.

(d) On suppose maintenant que tous les A; sont strictement positifs et on pose «; = /\;. Montrer que
FE; est la somme directe vectorielle du noyau de f — a;Id et du noyau de f + a;1d. En déduire que
f est diagonalisable. Est-il forcément symétrique 7

(e) On fait désormais comme hypothéses que Sp(f?) C R, et que Sp(f) N Sp(—f) = 0. Montrer que
dans ce cas f est un endomorphisme symétrique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2

1.

2.

Posons
a b
A= .
La condition A? = (A?) est réalisée si et seulement si a = —d ou ¢ = b. Comme matrice réelle carrée
d’ordre 2 qui est 2-symétrique mais qui n’est pas symétrique, on peut prendre par exemple

0 1 1 1
A—(O O)ouB—(1 1).

(a) Si A est symétrique, on a clairement {A?) = (*4)? = A?; la matrice A est donc 2-symétrique.

(b) Si A est inversible et 2-symétrique, les régles de calcul avec la transposition entrainent que {A~1)2 =
{(A2)] " = (A2)~! = (A~1)2 et par suite que A" est 2-symétrique.
[ p q ymétriq

(c) Si A est antisymétrique, on a (A?) = (‘A)?2 = (—A)? = A?; il s’ensuit que A est 2-symétrique.

(a) Supposons que A et B commutent et sont 2-symétriques, alors on a (AB)? = {ABAB) = (A%2B?) =
{B%)%(A%) = B2A? = (AB)?. Par conséquent, AB est 2-symétrique. On peut prendre les deux
matrices A et B données en 1. puisque la matrice

1 -1
AB:( 0 0 )

n’est pas 2-symétrique d’aprés les conditions trouvées dans la premiére question.

(b) La somme A+ B est 2-symétrique si et seulement si A2+ B2+ AB+ BA = (A+B)?=1A+B)?=
‘A2 + B2 + {AB + BA) = A% + B? + {(AB + BA). On voit donc qu’il est nécessaire et suffisant que
la matrice AB + BA soit symétrique.

(¢) D’aprés la question précédente, on voit qu’il suffit de trouver deux matrices A et B qui sont
2-symétriques et commutent, mais telles que le produit AB ne soit pas symétrique. Prenons une
matrice A qui est 2-symétrique mais pas symétrique (qui existe d’apres 1.) ; alors la matrice B = A+1
convient puisque AB = A? + A ne peut pas étre symétrique.

(a) Ona (f2(z),y) = (A2X)Y = 'X/(A%)Y ='XA?Y = (z, f*(y)); il sensuit que f? est symétrique.

(b) Comme f2 est symétrique dans l’espace euclidien R", ce dernier est la somme directe orthogonale
des sous-espaces (E;);;c,,-

(c) Six € E;, il vient f2(f(z)) = f(f*(x)) = \if(x), donc le sous-espace E; est stable par f. Par
construction, il est clair que X2 — ); est un polynéme annulateur de f;.

(d) Siz € E;, comme X? — ); est un polynéme annulateur de f;, une analyse synthése simple montre
que la décomposition = = 1/(2¢;) [(a;z — f(x)) + (f(x) + ajz)] ou ez — f(x) (resp. f(x) + a;x)
appartient au noyau de f — a;Id (resp. au noyau de f + «;Id ) est unique. Ceci répond a la
premiére partie de la question. On peut donc trouver une base de E; formée de vecteurs propres
de f. Par concaténation, on construit une base de R™ constituée de vecteurs propres de f qui est
donc diagonalisable. Pour répondre & la derniére question, on voit que le fait que f soit symétrique
est équivalent au fait que la décomposition considérée précédemment de F; en somme directe est
forcément orthogonale. Cela parait faux. Comme contre-exemple on peut prendre

=0 4)

qui n’est évidemment pas symétrique mais dont le carré est 'identité.

(e) On remarque que les hypothéses impliquent que chaque \; est strictement positif. L’hypothése
Sp(f) N Sp(—f) = 0 et la question précédente impliquent que chaque E; est lui-méme un sous-
espace-propre. En effet, E; est soit le noyau f — «;Id, soit le noyau de f + a;Id. L’espace R™ est
alors la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f. L’endomorphisme f est donc
nécessairement symeétrique.
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EXERCICE 1.3

Soit E un espace euclidien de dimension supérieure ou égale & 1 muni de son produit scalaire noté (-, -)
et de sa norme euclidienne canonique || - ||. On désigne par L(E) I’ensemble des endomorphismes de E, par
Id Pendomorphisme identité sur E et par o I'opération de composition définie dans £(E). On note Ker(w),
Im(w) et Sp(w) respectivement le noyau, l'image et ’ensemble des valeurs propres réelles d’un endomorphisme
w e L(E).

Soient u et v € L(F).

1. Soit A un réel non nul. Montrer que A € Sp(u o v) si et seulement si A € Sp(v o w).
2. Montrer que 0 € Sp(u o v) si et seulement si 0 € Sp(v o u).
3. Que peut-on conclure sur Sp(uov) et Sp(vowu)?

Nous supposons désormais pour le reste de I'exercice que u et v sont des endomorphismes symétriques
de L(F) qui commutent.

4. Soit A € Sp(u). On note F = Ker(u — AId). Montrer que F et F* sont stables par u et v.

5. Montrer que les endomorphismes u et v sont co-diagonalisables dans une base orthonormeée, c’est-a-dire
qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres commune & u et a v.
A cette fin, on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3

1.

Par symétrie sur u et v, pour prouver ’équivalence, il suffit de montrer l’assertion : A € Sp(uowv) implique
A € Sp(vou). Soit A € Sp(u o), il existe alors x # 0 tel que

u(v(z)) = Az (1).

Tout d’abord, comme A # 0, il vient u(v(x)) # 0 et donc v(x) # 0. Puis, en composant par v dans (1),
on obtient alors : (vou)(v(z)) = Av(z). Comme v(x) # 0, alors A € Sp(v o u).

. Par symeétrie sur u et v, on peut encore se contenter de montrer que 0 € Sp(u o v) implique 0 € Sp(v o u).

Si 0 € Sp(uow), il existe z # 0 tel que : uwov(x) = 0. Il vient alors deux cas.

Cas 1 : Soit y = v(z) # 0. On a alors u(y) = 0 et donc v(u(y)) = 0 avec y # 0. Ainsi, on a 0 € Sp(vowu).
Cas 2 : Soit v(z) = 0. Il vient alors deux sous-cas.

Soit Keru = {0} et donc u est surjectif (d’aprés le théoréme du rang). Comme x # 0, il existe alors
z1 € E\ {0} tel que & = u(z1) et donc v(u(z1)) = 0. Il s’ensuit que 0 € Sp(v o u).

Soit Keru # {0} et il existe zo # 0 tel que u(z2) = 0. Il en découle que v(u(z2)) = 0 et on conclut encore
que 0 € Sp(v o u).

. En vertu des questions 1) et 2), il vient immédiatement que Sp(u o v) = Sp(v o u).

. Supposons que z € F, on a alors u(z) = Az et donc u(u(x)) = Au(z), ainsi u(x) € F. De plus, comme u

et v commutent, il vient : u(v(x)) = v(u(z)) = Av(z). Ainsi, on a également v(z) € F et F est stable par
v. Comme u et v sont des endomorphismes symétriques et que F' est stable par u et v, on a également la
stabilité de F- par u et v.

. Montrons par récurrence P(n) : “Soit E un espace euclidien de dimension n. Si w et v sont des

endomorphismes symétriques de L(E) qui commutent, alors ils sont co-diagonalisables dans une base
orthornormée” est vraie pour n > 1.

Soit E un espace euclidien avec dimE = 1 et u et v des endomorphismes symétriques de L£(F) qui
commutent. Comme dim F = 1, il existe (e1) avec e; de norme 1 tel que E = vect(ey). Or u(ey) et
v(e1) € E = vect(e1), il existe alors (A, \,) € R? tels que u(e;) = Ayep et v(er) = A\, e et P(1) est
vraie.

Soit n > 1. Supposons que P(m) pour tout entier naturel m satisfaisant 1 < m < n et montrons P(n+1).
Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 et u et v deux endomorphismes symétriques de L(E) qui
commutent. Comme u est un endomorphisme symétrique, il est diagonalisable et en particulier Sp(u) # 0.
Il existe donc A € Sp(u). On pose alors F' = Ker(u — AId). On a donc 1 < dim F' < dim E = n+ 1. Ainsi,
soit 1 < dim F =m < n, soit dimF =n + 1.

Casl:1<dimF=m<n.
Comme F et F* sont stables par u et v, on définit d'une part ur et vp € L(F) et d’autre part up. et
vpi € L(F1) de la maniére suivante :

up(z) =u(z), ve(z) =v(z), Vo € F et up.(z) = u(x), vpL(z) =v(x), Yo € F*.

Comme u et v sont symétriques et commutent, up et vy (respectivement up1 et vp1) sont des endomor-
phismes symétriques de L(F) (respectivement de £(F*)) qui commutent. I est un espace euclidien pour
le produit scalaire de E et 1 < dim F = m < n. Ainsi par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée (e, s, ..., e,) de F formée de vecteurs propres communs & ur et vp. De méme, FL est
aussi un espace euclidien pour le produit scalaire de E et 1 < dim F- =n + 1 —m < n . Par hypothése
de récurrence, il existe donc une base orthonormée de vecteurs propres (€41, - ., €nt1) de F- communs
A up.s et vpi. Alnsi, par construction, (ej,es,...,e,+1) est une base orthonormée de E de vecteurs
propres communs a u et v.

Cas2:dimF=n+1.

Soit dim(F) =n+ 1 =dim E. Comme F C E, on a alors F' = E et donc v = AId. Or v est symétrique,
il existe donc une base orthonormée (eq,es,...,e,+1) de vecteurs propres de v. Comme u = A\Id,
(e1,€2,...,€n11) est une base orthonormée de vecteurs propres de u associée a la valeur propre A.
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EXERCICE 1.4

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et (E, ( )) un espace euclidien de dimension n. On note B = (e, ..., ¢e,)
une base orthonormale de E. Soit v un endomorphisme symétrique de E dont la matrice dans la base B est
une matrice A.

On suppose que tr(A) = 0 et on se propose de montrer qu'il existe une base orthonormale dans laquelle la
matrice associée & u a tous ses termes diagonaux nuls.

1. On suppose dans cette question que n = 2.
(a) On suppose que A n’est pas inversible. Montrer le résultat demandé.
(b) On suppose que A est inversible.

i. Montrer qu'’il existe une base orthonormale B’ = (v, vs) de R? et un réel a pour lesquels la

matrice de u dans la base B’ est A’ = ( (g _Oa )

ii. On pose wy = vy + v et wy = v; — V.
Calculer u(w;) et u(wz) et en déduire le résultat demandé.

2. On revient au cas général oll n est un entier quelconque supérieur ou égal a 2.

(a) i. Montrer qu'il existe deux indices i et j de [1,n], ¢ # j, tels que :
(e ulei)) x (ej, ule;)) <0
ii. Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
vVt € [0,1], ¢(t) = (u(te; + (1 —t)e;), te; + (1 —t)ej),

Montrer, en utilisant cette fonction, qu’il existe un vecteur « non nul tel que (u(zx),z) = 0.

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

, ot C' est une matrice de M,,_1(R).

(c) En déduire, par récurrence, la propriété énoncée au début de ’exercice.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4

a 0
0 b
A=PDP7L. Or, tr(A) = tr(D) = a + b = 0. Mais comme A n’est pas inversible, au moins une
des valeurs propres est nulle. On a donc en fait D = 0 et donc A = 0.

1. (a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Il existe D = ( ) et P telles que

(b) i. La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormale (v, vs) et comme tr(A) = tr(D),

. 0
la matrice de u dans une base de vecteurs propres est de la forme D = g o )

ii. On trouve u(w;) = aws et u(wy) = aw;. On vérifie facilement que wy et wsy sont orthogonaux.

1
[zl

11 suffit alors de poser w] = wy etwh = wsg pour obtenir une base orthonormale dans

e |

laquelle la matrice de u est < 2 g )

2. (a) On a tr(u) = 0 donc la somme des termes diagonaux d’une matrice de u dans une base est nulle.
n

i. Comme la base (eq, ..., e,) est orthonormale, on a : Ve;, u(e;) = Z(u(ei),eﬁej.
j=1

Donc les coeff diagonaux de sa matrice sont : a;; = (u(e;), ;) = tr(u) =0 < Z(u(ei)7 e;) =0.
i=1

Donc, les termes de la somme ne peuvent pas étre tous strictement positifs ou tous strictement
négatifs. Il existe donc deux indices i et j distincts tels que : {e;, u(e;)) x (e, u(e;)) < 0.
ii. Or, ¢(0) = (u(e;),e;) et ¢(1) = (u(e;), e;), donc ¢(0) et (1) sont de signes contraires.
La fonction ¢ est continue (polynéme en t). Donc, Il existe ¢ tel que p(tg) = 0.
En posant z = tge; + (1 — tg)e;, on a un vecteur x # 0 non nul tel que (u(z),z) = 0.

1
(b) On pose e = —x et on compléte : (g, ea,...e,) pour obtenir une base orthonormale de E.

]

0 *
La matrice dans cette base est bien : M = ( : o )
(c) On procéde par récurrence sur n.

e Pour n =1, on obtient la matrice nulle et donc la propriété est vraie.

e On suppose la propriété vérifiée au rang n — 1 (n > 2) et on considére un espace de dimension
n, un endomorphisme symétrique u de E de trace nulle.
On applique le résultat précédent et il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice
de u est la matrice M de la question précédente.On pose F' = Vect(e).
On a alors '+ = Vect(ea, ..., e,). Soit p la projection orthogonale sur F* et v = p o u.La
restriction de v & F- est un endomorphisme, puisque p est la projection sur F+. On a :

n
v(ej) = p(ule;)) = p[Zaijei + aije]. Or, e € F = p(e) = 0 et les ¢; sont dans F-, donc

i=2
p(ei) = e;.
n
On a donc : v(e;) = Z a; je;. On constate que la matrice de v dans la base (eq, ..., e,) est C.
i=2
Mais comme tr(M) = 0, on a aussi tr(C) = 0. Il existe donc une base orthonormale (3, ..., e,)

de F* telle que la matrice de p o v dans cette base est a diagonale nulle. Donc, (g, v(g;)) = 0.
D’autre part, on a (g, u(¢)) = 0 et comme £; € F-, onap(e;) = ¢; et (g5, u(g;)) = (p(e;), u(ey)).
Mais p est un projecteur orthogonal, c¢’est donc un endomorphisme symétrique.

On a donc : (p(g;),u(e;)) = (gj,pou(e;)). Finalement : (e, u(e;)) = (g;,v(;)) =0
Conclusion : la matrice de u dans la base (g,¢e2,...,&,) est bien & diagonale nulle, ce qui achéve
la récurrence.
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EXERCICE 1.5

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit a et b deux vecteurs de E tels que la famille (a, b)
est libre.

1. Que dire de n?

2. Soit a et B deux applications de E dans R.
A quelle condition nécessaire et suffisante sur « et 8 I'application u définie sur F par :

Ve e E, u(z) = a(z)a+ B(z)b
est-elle un endomorphisme de E 7

On suppose que les applications « et 8 sont linéaires, non identiquement nulles et vérifient Ker(«) # Ker(5).
3. Quelles sont les dimensions respectives de Ker(a) et de Ker(5) ?

4. On rappelle que si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de E, on a :
dim(F + G) =dim F + dim G — dim (FNG).
Montrer que le rang de u vaut 2.

Bla) B(b

5. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si la matrice A = ( oz(a; a(bg ) est diagonalisable et

n’admet pas 0 comme valeur propre.

6. Soit un entier p > 2 et soit v 'application :
v:PeR,X]— XP'(0)+ XPP'(1)

Etudier le caractére diagonalisable et donner les valeurs propres de v.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5

1. La dimension d’un espace vectoriel est toujours supérieur au cardinal de toute famille libre, donc n > 2.

2. L’application u qui est a valeurs dans E est linéaire lorsque pour tous z,y € E et tout A € R, on a :

u(Az +y) = du(z) +u(y) <= a(dx+y)a+ BAr+y)b= )\(oz(:z:)a + ﬂ(x)b) + a(y)a+ B(y)db
= a(dr+y)a+ LAz +y)b= (Aa(z) + a(y))a+ (A8(z) + B(y))b
—= a(Az+y) = da(x) + a(y) et B(Ax +y) = AB(x) + B(y), car (a,d) libre.

Ainsi u est linéaire si et seulement si « et 3 sont linéaires.
3. Comme « et 3 sont a valeurs dans R, leurs rangs respectifs sont inférieurs a 1.

Mais comme ni «, ni 8 n’est nul, leurs rangs respectifs sont supérieurs a 1.

Finalement, rg(a) = rg(8) = 1 et par le théoréme du rang : dim(Ker(«)) = dim(Ker(5)) =n — 1.
4. Comme (a,b) est libre, on a : z € Ker(u) <= «a(z)a+ B(z)b=0 <= az) = B(z) =0.

Ainsi, Ker(u) = Ker(a) N Ker(8). Donc, par le théoréme du rang puis la formule de GRASSMANN :

rg(u) = dim E — dim(Ker(«) N Ker(8))
= dim E — (dim(Ker(«)) + dim(Ker(3)) — dim(Ker () 4+ Ker(83)))
=2 —n + dim(Ker(«a) + Ker(3)).

Or, Ker(a) C Ker(a) + Ker(8) C E. Donc, dim(Ker(a) + Ker(8)) € {n — 1,n}.
Mais on ne peut avoir dim(Ker(«) + Ker(8)) = n — 1 car sinon on aurait Ker(a) = Ker(a) + Ker(8) et
donc Ker(8) C Ker(a) puis égalité a cause des dimensions. Ainsi, rg(u) = 2.

5. Comme rg(u) = 2, I'espace propre associé a la valeur propre 0 est de dimension n — 2.
Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de u vaut 2.

Or, si A # 0 les vecteurs propres associés appartiennent & I'image Imu car :
1
wz)=dr=z=u 3t) € Im(u).

De plus, il est clair que Im(u) est stable par «; notons @ ’endomorphisme induit.
Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si % est diagonalisable avec des valeurs propres non nulles.

On termine alors en remarquant que la matrice de @ dans la base (a, b) de Imu vaut A = < ggz; gég; )
6. On utilise la question précédente avec E = R,[X] (donc n = p+ 1) et u(P) = XP'(0) + X" P'(1),
i.e.a=X,b=X? a(P) = P'(0) et 5(P) = P'(1) — la famille (a,b) est bien libre.
1 0
1
diagonalisable et n’admet pas 0 comme valeur propre.

Dans ce cas, la matrice A = ( > est triangulaire avec 1 et p comme valeurs propres. Donc, A est

Ainsi, u est diagonalisable et ses valeurs propres sont 0 (espace propre associé de dimension p — 1 > 0), 1
(espace propre associé de dimension 1) et p (espace propre associé de dimension 1).
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EXERCICE 1.6

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Soit (i1, s, ...,4,) une permutation de [1,n],
c’est-a-dire que i1, 19, .., i, sont des entiers tels que {i1,ia,...,i,} = [1,n].

Pour toute matrice M = (m; ;)1<i j<n € Mn(R), on note p(M) = M’ = (mj ;)1<i j<n la matrice de M,,(R)
définie par :

, )0 si i # i
m; ;= L
ms j 5171 =1j
1. Dans cette question seulement on prend n = 3 et (i1, i2,43) = (2,1, 3).
mi1 Mi2 M3

Calculer p(M) pour M = | mg1 mg2 mags
mg1 M3z M33

2. On admet que p est un endomorphisme de M,,(R). Montrer que p est un projecteur et déterminer son
noyau et son image.

Pour tout M = (m; ;)i<i,j<n € Mn(R) on note p(M) le scalaire :
o(M) = Z My, k
k=1
3. Montrer que ¢ est une application linéaire et déterminer la dimension de son noyau.
4. Soit A une matrice de M,,(R) non nulle. On définit ’endomorphisme u4 de M, (R) par :
VM € My (R), ua(M) = o(M)A+¢(A)M

Montrer que u4 est diagonalisable si et seulement si p(A) # 0.

5. L’endomorphisme u4 peut-il étre un projecteur ?

Dorénavant, n = 3. Soit J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients valent 1. Soit K = p(J) —oup a
été défini au début de cet exercice. Soit I'endomorphisme vg de M3(R) défini par :

v (M) = KM

6. Etudier en fonction des valeurs de i1, o et is (on obtiendra 6 matrices K possibles) le caractére
diagonalisable de vg.



14 ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6

0 mi 2 0
1. D’aprés la définition, on obtient p(M) = [ m21 0 0
0 0 m33
2. Sion note M =p(M) et M" =p(M') =pop(M), on a:
"ol
25,0 25,77
on a donc M" = M' = p(M’) soit p(M) = pop(M) : p est un projecteur.
Si on note E; ; la matrice de M, (R) dont le seul coefficient non nul est le coefficient (i, j), celui-ci valant
1, on obtient immédiatement que le noyau de p a pour base la famille des E; ; pour (¢,j) parcourant
[1,n] \ {(i1,1), (i2,2), ..., (in,n)} ; en particulier dim(Ker(p)) = n? — n.
On remarque que p(E;; ;) = Ej; ; et donc la famille des F;, ; pour j parcourant [1,n] forme une base de
Im(p) (par théoréme du rang, on sait que Im(p) est de dimension n).

m les autres coefficients m;/; étant nuls pour i # i ;

3. La linéarité découle de ¢ = tr o p. De plus ¢ n’est pas nulle (par exemple p(E;, 1) = 1 # 0) et & valeurs
dans R ; donc d’aprés le théoréme du rang, son noyau est de dimension n? — 1.

4. Si M € Ker(p), on a us(M) = ¢(A)M donc le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est au
moins de dimension n? — 1.

Par ailleurs, us(A) = 2p(A)A, donc 2¢p(A) est valeur propre et le sous-espace propre associé contient
Vect(A).

e Si p(A) # 0, alors les élements propres obtenus ci-dessus sont distincts; comme la somme des
dimensions des sous-espaces propres vaut au moins (n?—1)+1, on en déduit que u 4 est diagonalisable.

o Sip(A) =0, alors ug(M) = @(M)A. Donc us(M) = AM n’est possible que si M € Vect(A) ou
@(M) =0. Or usa(A4) =0, donc Vect(A) C Ker ¢, donc les seuls vecteurs propres sont les éléments
de Ker . Dong, il ne peut exister de base de vecteurs propres i.e. @ n’est pas diagonalisable.

5. Siuyg est un projecteur, il est diagonalisable et son spectre est inclus dans {0, 1}
car Keruy et Imuy = Ker(uyg — Id) sont supplémentaires — 'un deux deux sous-espaces peut étre {0}.
D’aprés la question précédente, il faut donc que ¢(A) # 0, et alors Sp (u4) = {p(A),2p(A4)}.
Mais alors on ne peut avoir {¢(A),2p(A)} C {0,1}. Donc uy n’est jamais un projecteur.
6. On remarque que v}, (M) = KPM, donc tout polynéme annulateur de K est annulateur de vy.
Par ailleurs les 6 matrices K possibles sont :

100 00 1 010 010 00 1
Lyloo1],lo1o])],l1o0o0],lo071]e|[100
01 0 100 00 1 100 01 0

e Dans le premier cas, vg = Id est évidemment diagonalisable.

e Dans les trois cas suivants K2 = I3 donc les valeurs propres possibles de v;, sont 1 et —1. On

100 1 00
a toujours vi diagonalisable (par exemple pour la matrice 0 01 |],ona 0 0 O
0 1 0 0 0 O
0 0 O 0 0 0
et 0 1 1 vecteurs propres associés a la valeur propre 1, tandisque [ 0 1 -1 est
0 1 1 0o -1 1

vecteur propre associé a la valeur propre —1).

e Par contre, pour les deux derniéres matrices, on a K2 = I3, donc 1 est la seule valeur propre possible
de v. Donc vk n’est pas diagonalisable car sinon on aurait vy = Id, ce qui n’est pas le cas.
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EXERCICE 1.7

1 1 -1
Soit f un endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R3®est A= | -1 3 -3
-2 2 =2

1. (a
(b
(c
(d

Calculer le rang de f. Déterminer une base de Ker(f)
Calculer A? et son rang.

Déterminer une base de Ker(f?).

Montrer que R? = Ker(f?) & Ker(f — 21d).

NN N

(e) En déduire que A est semblable & la matrice B =

2. Dans cette question, on cherche & déterminer les endomorphismes g de R3 tels que g% = .
(a) Montrer que si g est une solution, alors Ker(f?) et Ker(f — 2Id) sont stables par g.

(b) En déduire les solutions de I’équation g* = f.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7 Notons e1, es, e3 la base canonique de R3.

1. (a)

(b)
(c)
(d)

Les colonnes (Cy,Cs) de A sont libres et C3 = —C. Ainsi f est de rang 2. Comme f(e3) = —f(ea),

une base de Ker(f) est (avec le théoréme du rang).

2 2 =2
Par calcul matriciel A2= [ 2 2 -2 |. Ainsi rg(f?) = 1 et dim(Ker(f?)) = 2.
0 0 O

Notons (Cf,C%,C4) les colonnes de A%2. Comme C] = C5 = —C%, une base de Ker(f?) est par
exemple, (e; — e, e1 + €3).

On calcule facilement Ker(f?) N Ker(f —21d) = {0}.

-1 1 -1
On calcule A—2I3 = —1 1 —3 |, dont le rang vaut 2 (les deux premiéres colonnes sont liées)
-2 2 —4

et dim(Ker(f — 2Id) = 1.

En utilisant les dimensions des sous-espaces, il vient R® = Ker(f?) @ Ker(f — 2Id).

D’aprés la matrice, une base de Ker(f — 2Id) est e + es.

Dans la base (—4(ea + e3),e1 + e3,e1 + e2), la matrice de f est la matrice B demandée (remarque :
—4(ex + e3) € Ker(f) et e1 + eg ¢ Ker(f)).

Comme f =g ona fog=g>=gof. Ainsi f et g commutent, donc Ker(f?) et Ker(f — 2Id)
sont stables par g.

Analyse : soit g une solution ; notons M la matrice de g dans la base de la question 1.e.

a b 0
Par stabilité (question 2.a) M est de la forme M =| ¢ d 0
0 0 e

Alors, comme g2 = f, on a €2 =2 et BM = MB, donc M est (aprés calculs) de la forme
a b 0
M=]10 a O

0 0 +£V2

Synthese : aprés calculs aucune matrice M de ce type ne vérifie M? = B.
Par suite, I’équation g2 = f n’admet pas de solution.
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EXERCICE 1.8

Soit n un entier supérieur ou égal a 1 et (E,(, )) un espace euclidien de dimension 2n.

Soit F7 et Fo deux sous-espaces vectoriels de F, chacun de dimension n tels que £ = Fy & E5. On note p;
la projection orthogonale de E sur E; et ps la projection orthogonale de F sur FEs.

On pose enfin u = p; + po.

1. Caractériser u lorsque F; et Es sont orthogonaux.

2. (a) Soit (eq,...,ea,) une base quelconque de E. Montrer que la matrice N € Ma, (R) de terme général
m; ; = (e;, e;) est une matrice symétrique réelle définie positive, c’est-a-dire telle que pour tout
X € My, 1(R) avec X #0,on a ' XNX > 0.

(b) On suppose que (eg,...,e,) est une base orthonormée de F; et que (e,41,...,€2,) est une base
orthonormée de Es. Montrer que la matrice de u dans la base (eq,...,ea,) est de la forme

I A
M:(tA In>

ou I, est la matrice identité d’ordre n et A € M, (R).

(c) Montrer que M est une matrice symétrique définie positive.

2n
3. On note a(M) = H Ai, OU A1, ..., A2, sont les valeurs propres de M.
i=1

(a) Montrer que a(M) > 0.

2n 1/2n 1 2n
M ; < — i
(b) Montrer que (H /\1> o z_: A

i=1
(¢) En déduire que a(M) < 1.
(d) Dans quel cas a-t-on (M) =17
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8

1. DanslecasoﬂE:E1€9LE2,onapg:Id—p1 et u=1Id.

2. (a)

2n

La matrice M est symétrique réelle par symétrie du produit scalaire. De plus, si z = E x;e; et si
i=1

X est la matrice colonne canoniquement associée a x, alors :

2n 2n 2n 2n
XMX =33 wizjlene;) = (O wier, Y wies) = ||z
i=1 j=1 i=1 i=1

ce qui montre le caractére défini positif.

Par définition d’une matrice associée a un endomorphisme dans une base et le fait que chaque

morceau de base soit orthonormeé :
2n

o sil<i<n, ule)=e+ Z (ei,ej)e;.

Jj=n+1
n

o sint+1<i<2n,ule;) = Z<ei7€j>6j +e;.

j=1
. . I, A
Ceci donne la matrice M = ( I, )

La matrice M est symétrique définie positive par la question a).

) Les valeurs propres d’une matrice symétrique définie positive sont toutes strictement positives.

Il s’agit de I'inégalité arithmético-géométrique qu’on démontre en utilisant la concavité de la fonction
logarithme.
2n
On remarque que la trace de M vaut 2n et on sait que Z Ai = tr(M). On conclut grace a la
i=1
question précédente.
Supposons que a(M) = 1. On a donc égalité dans I'inégalité arithmético-géométrique. Ceci entraine
que tous les \; sont égaux et leur somme valant 2n, ils valent tous 1.
La matrice M, diagonalisable, est semblable & la matrice identité I5,, donc égale a I5,. Cela entraine
que El 1 EQ.
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EXERCICE 1.9

Soit n un entier fixé supérieur ou égal a 2.
Une matrice A = (a; j)1<ij<n de M,,(R) est appelée centro-symétrique si, pour tout (4,7) € [1,n]* :

Qij = Gntl—intl—j

On note S = (s;,5)1<i,j<n la matrice de M,,(R) définie par :

s“:{ 1 sii=n+1-—3j

> 0 sinon

1. Une matrice centro-symétrique est-elle également symétrique ?

2. Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice centro-symétrique. Montrer que pour tout (i,j) € [1,n]?, on a :
Ap+1—i,5 = Aint+1—j-

3. (a) Montrer qu’une matrice A est centro-symétrique si et seulement si AS = SA.

(b) En déduire que si A et B sont centro-symétriques, alors AB également et que si A est inversible,
alors A~1 est centro-symétrique.

4. Soit A une valeur propre de A centro-symétrique et X un vecteur propre associé.

2z
Un vecteur Z = de M,, 1(R) est appelé symétrique si pour tout i € [1,n], z; = 2n41-i-
Zn
21
Un vecteur Z = de M, 1(R) est appelé antisymétrique si pour tout ¢ € [1,n], 2z, = —zp41-4-
Zn

(a) Montrer que Y = X 4+ SX appartient au sous-espace propre F)(A).

(b) En déduire que le sous-espace propre F)(A) admet au moins un vecteur propre symétrique ou un
vecteur propre antisymétrique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9
1 2 3
1. La réponse est négative. Par exemple [ 3 2 3
3 2 1
2. Sia;; = ant1—int+1—;, alors en remplagant ¢ par n 4+ 1 — ¢ et en laissant le second indice inchangé, on
obtient ap41-4; = @i nt1—;. On a bien entendu la réciproque.
3. (a) On effectue le calcul de AS et de SA. La matrice SA donne une permutation circulaire sur les lignes
de A :si A= (Ly,La,...,Ly), alors SA= (L, Lp_1,...,L1).
La matrice AS donne une permutation circulaire sur les colonnes de A : si A = (C1,Cy,...,Cy),
alors SA = (C,,,Cp_1,...,C1). Donc AS = SA si et seulement si a; ; = Gpt1—int1—j-
(b) On a AS = SA et BS = SB. Donc A(BS) = A(SB) = (AS)B = SAB et AS = SA= A7'AS =
AT1SA = SA = A71S.
4. (a) On écrit AY = AX + ASX = X + S(AX) = AMX +5X)=)\Y.

T T1+ T
(b) OnécritX:X—;SX—i—X_QSX:Y—i-Z. Si X = ,alors X 45X = est
Tn Ty + 21
T1 — Tn
symétrique et X — SX = : est antisymétrique.
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EXERCICE 1.10

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si A € M,,(R), on pose A = (A;|As|...|4,), oit pour tout
k € [1,n], Ay représente la k-iéme colonne de A.

Soit ® l'application définie sur M, (R) & valeurs dans M,, 1(R) telle que :
VAEMu(R), ®(A)=5=> A
k=1

1. Montrer que ® est une application linéaire. Déterminer la dimension de Im ® et celle de Ker .
2. Soit u définie sur M,,(R) a valeurs dans M,,(R) par :

VA€ Mu(R), u(A) = u((A1|As] ... |An)) = (S — A1|S — As|...[S — Ay)

(a) Montrer que v est un endomorphisme de M,,(R).
(b) Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.
(c) Déterminer un polynéme annulateur de u de degré 2.
(d) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
3. Soit J = (J; j)1<i,j<n € My (R) définie par V (i,5) € [1,n]?, J;; = 1. On pose U = J — I,, ou I,, est la
matrice identité de M, (R).
Soit v : M, (R) — M, (R), lapplication définie par :

VA€ M, (R), v(A) = AU

(a) Comparer u et v.

(b) Retrouver les résultats de la question 2.b).



22

ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10

1. On vérifie aisément la linéarité de ’application .

2.

Tl
T2

L’application ® est surjective car si X = . , alors (par exemple) un antécédent de X est

Tn

diag(w1,...,2,). Ainsi, dim(Im ®) = n et dim(Ker ®) = n? — n.

(a)

(b)

On vérifie aisément la linéarité de I'application w. En fait, il y a un lien entre ® et u, puisque
u(A) = (®(A)|®(A)]...|P(A)) — A. Les valeurs propres de u seront celles de ® décalées de —1 avec
les méme vecteurs propres.

Le réel 0 est valeur propre de ® de sous-espace propre Ker ®. Donc —1 est valeur propre de u de
méme sous-espace propre de dimension n? — n qui est la dimension de {4 € M, (R)/S = 0}.

Si u(A) = A\A, alors, pour tout k € [1,n],S = (A + 1)Ag, avec S # 0. En sommant ces équations, il
vient nS = (A + 1)S = XA = n — 1. Le sous-espace propre associé est le sous-espace des matrices
(Al‘A2| N An) telles A1 = A2 == An =

de la base canonique de M,, 1(R).

S
PR Il est de dimension n engendré par les vecteurs
Le polynome candidat ne peut étre que (z+1)(x —n+1) =2+ (2—-n)z+ 1 —n.

On vérifie que u? + (2 — n)u — (n — 1)Id = 0. En effet :

w2 (Ay|As| .. |An) = (S—A1|S—As| ... |S—Ap) = (n—2)S+A1|(n—2)S+As| ... |(n—2)S+Ay)

La vérification est ensuite immédiate.

L’endomorphisme u est diagonalisable puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres

est égale a n?.

) La vérification u = v est immédiate.

On sait que J2 =nJ et (J — I,,)2 = (n — 2)J + I,,. Ainsi, J?2 + (2 —n)(J — I,,) + (1 —n)I, = 0.
Les valeurs propres de J sont 0 et n. Les valeurs propres de U sont —1 et n — 1.
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EXERCICE 1.11

Soit n un entier naturel non nul et M,,(R) ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels.
On note I,, la matrice identité de M, (R).
Soit M une matrice de M,,(R) et A la matrice définie par : A =M M.

1. On suppose dans cette question que M est inversible.

(a) Montrer que A est diagonalisable. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont réelles strictement
positives.
(b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P € M,,(R) et des réels positifs p1, 2, .. ., iy tels que

g0 0
0 w2 0 0

A=P p!
0 0 p

puis que A = S? avec S une matrice symétrique et inversible que 1’on précisera.

(c) Montrer que T'= M S~! est une matrice orthogonale.

On admet que le résultat démontré dans la question 1 reste valable si M n’est pas inversible, c’est-a-dire
qu’il existe une matrice orthogonale ' € M, (R) et une matrice symétrique S € M, (R) telles que
M=TS.

2. (a) Montrer que tr(A4) > 0. Montrer que tr(A) = 0 si et seulement si M est la matrice nulle.
(b) En étudiant Papplication h : x — tr (*(M + zI,,)(M + x1I,,)) définie sur R, montrer que :

(tr(M))2 < ntr(A)

(c) Etudier les cas d’égalité dans l'inégalité montrée en 2.b).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11

1.

(a)

La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable dans M, (R).
Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A de A. Alors tMMX = AX donc
IXTMMX = N XX.
MX|?
Dot |[MX|?* = M| X]|?>. Donc A = ||X||l| car X est non nul; donc X est strictement positif,
puisque M est inversible.
Comme A est symétrique réelle, il existe une base orthogonale de vecteurs propres : donc il existe
une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que A = PDP~!.

Les coeflicients de D sont les valeurs propres de A et sont strictement positifs; on peut donc les
noter 2, p3..., u2, avec les ju; strictement positifs.

0 1253 0 0
Posons D’ = et S=PD'P L.
0 ... ... 0 pu,

Alors, S est symétrique car P~! =P et A = S2.
Comme les termes diagonaux de D’ sont strictement positifs, D’ est inversible tout comme S
(produit de matrices inversibles)

Posons T = M S~! et montrons que T est orthogonale. Puisque A = 52 et S symétrique ainsi que
S~1, ona:

T =Y (MS YMS™! = (ST MMS™t =StAST = (8)71s%s T =1,

Donc, T est orthogonale et M = T'S.

n n

Ona A=*'MM, donc tr(A4) = Z Z m?,k > 0 et cette trace est nulle si et seulement si M = 0.
i=1 k=1

Par suite, si la trace est nulle, tous les coefficients de M le sont, donc la matrice M est nulle.

Par linéarité de la trace, on obtient pour tout = réel : h(x) = tr(A) +x tr(M) + 2 tr(*M) + 22 tr(I,,).

Donc, pour tout  réel, h(z) = na? + 2tr(M)x + tr(A) car une matrice a la méme trace que sa

transposée . Comme n est non nul, & est un polynéme du second degré.

Pour les mémes raisons que dans la question 2.a), pour tout z réel, A(x) = (M + zI,,)(M + 1)
est une matrice symétrique réelle avec des valeurs propres positives, donc sa trace est positive.

Le polynéme h ne peut donc pas changer de signe et a un discriminant négatif ou nul d’ott I'inégalité.
On aura ’égalité si et seulement si le discriminant précédent est nul, c’est-a-dire si h s’annule
une et une seule fois, c’est-a-dire quand il existe un réel = tel que d’aprés la question 2.a),
tr ("(M + «L,)(M + zI,,)) = 0, ce qui implique que M + x1I,, soit nulle.

Ainsi, I’égalité est obtenue lorsque M est une matrice scalaire.
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EXERCICE 1.12

1. Soit n € N*, E =R,[X] et B I’application définie par :

WP,Q) € B2, B(P,Q) = / P Q0

Vérifier que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ?

2. On pose :
B(P.Q)+B@Q.P)]

N | =

V(P,Q) € E?, ¢(P,Q)=

VP E, (P)=y(P.P)

(a) Déterminer un polynéme P € E non nul tel que ¢(P) =0.
(b) Expliciter la matrice S € M,,11(R) de coefficients s; ; = (X', X771} pour (i,5) € [1,n+ 1]

(c) On note ¢ la forme quadratique sur R"! associée & la matrice S. Vérifier que 1'on a :
n
Y (ag,a1,...,a,) € R" glag,ai,...,a,) = w(z ak Xk).
k=0

3. Dans le cas n = 1, expliciter S et déterminer ses valeurs propres.
La forme quadratique ¢ est-elle positive 7

4. (a) Dans le cas n = 2, expliciter la matrice S.
(b) On admet que, pour tout (a,b,c) € R, on a :
5

2 2
q(a,b,c)zw(a—&—bX—i—ch):% {b+3a+gc} _3 [a— ]

1 2
1973 16 18 €

ERE

fo : (bya,c) — a—ic et f3 :

3
Justifier que les formes linéaires f1 : (b,a,c) — b+ 1 + 3 c, 18

(b, a,c) + c forment une base de F = L(R? R).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

1. o La forme B est bilinéaire car le produit ’est et la dérivation est linéaire.

1 1
. B(l,X):/ tdt:%;ﬁB(X,l):/ 0dt =0.
0 0

1

. On a : = dt =0.

2. (a) Ona: (1) /0075 0
(b) Pour tous (i,5) € [1,n + 1]?,

L[/ " ! " i4j—2
ii== i 1) 2t — DI = — 24 =
s=g ([ U TASE 2(i+7-1)

(c¢) Le calcul est facile car 'application ¢ est bilinéaire, symétrique de matrice S.
3. En résolvant S X = A X, il vient :

52 = ( 1(/)4 };g ) Sp(SQ):{éig}

Ainsi, une valeur propre est strictement négative, donc ¢ n’est pas positive (ni définie-positive).

4. (a) )Ona:

Ss =

Wik = O
0[O Wl W]
G 00| W=

(b) La matrice des (f;) dans la base des formes coordonnées b, a,c (dans cet ordre), est :

1 0 0
3

9 5

s —1 1L

Cette matrice est triangulaire inversible, donc (f;) est une base de F'.
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EXERCICE 1.13
I
Soit un entier n > 2. On dit qu’un vecteur X = € M, 1(R) vérifie X > 0 (resp. X > 0) si pour
Ty,
tout i € [1,n],2; = 0 (resp. x; > 0). Si (X,Y) € (M, 1(R))?, on dit que X > Y si X —Y > 0.
Pour tout X =€ M,, 1(C), on note || X||cc = max |z|.

1<ign
On dit que A = (a;;)1<ij<n € My (R) vérifie A > 0 (resp. A > 0) si pour tout (i,j) € [1,n]% a;; =0
(resp. a;; > 0).
Enfin, on confond M, ;(R) et R™.

Dans tout ’exercice, on considére une matrice A € M,,(R) telle que A > 0.
Onpose: Q={a>0/3X eR" tel que X > 0,[|X||oc =1 et AX > aX}.
1. Montrer que l'ensemble € n’est pas vide et que si a € §, alors [0,a] C Q.
2. Montrer que ’ensemble ) est borné.
On note pu = sug(a) et on admet que p appartient a 2.
ae
3. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que |A| < p.
T |1]
(Pour tout X = |, on pourra considérer le vecteur noté | X| tel que |X| = ).
4. On se propose de montrer que p est une valeur propre de A.
(a) Soit X € R™ vérifiant les propriétés suivantes : X > 0, || X||cc =1 et AX > puX.
On pose : Z = AX — puX. Montrer que si Z # 0, alors AZ > 0.
(b) En déduire que 'inégalité AZ > 0 est impossible puis que p est valeur propre de A.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13

1. Comme 0 € €2, 'ensemble €2 n’est pas vide.
Soit a > 0 appartenant a 2. Soit 0 < 8 < «. Il existe X > 0 de norme 1, tel que AX > aX > SX. Donc
B € Q. Ainsi € est-il un intervalle de R.

2. L’ensemble Q est borné. En effet. Soit X > 0, || X||cc = z; =1 et AX > aX.
En utilisant la i-iéme équation, il vient :

n n n
a=ar; <

@i jT5 S E ai; < max g ai ; (constant)
Jj=1

j=1 j= j=1

3. Soit A une valeur propre de A. Il existe X # 0 tel que AX = AX. On peut supposer || X||e = 1.
Alors comme A > 0, par inégalité triangulaire, on a :

AX[= | D aiglasl | = | Do aigey| | = (hail); = [AX].
=1 ; j=1 :
Ceci montre que |A| € Q.
4. (a) Comme A > 0, comme AX > uX,si Z#0,ona AZ > 0. Car si AZ =0, comme A > 0, il vient
Z = 0.
Y1
(b) Posons Y = AX. Si AZ > 0, alors AY > pY. En notant ¥ = et A = (a;;), ceci est

Yn
équivalent & :

G11Y1 + -+ a1,.0Yn > UYL

ap,1Y1 +--+ Qp,.nYn > HYn

OnaX >0, A>0.DoncY > 0. Alors, si

W = inf (ai,lyl +-+ ai,nyn)
Yi

alors ' > p et AY > /Y. Done p/ € Q en contradiction avec la définition de p.
Ainsi, Z=0et AX = pX.
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EXERCICE 1.14

a c

1. Soit A = < b od ) S MQ(R)

(a) Montrer que A est une matrice orthogonale si et seulement si on a :

a?+b2 =1
c+d?=1
ac+bd =0

(b) En posant a = cosf,b = sin 6, ¢ = cos ¢, d = sin p, montrer que toute matrice orthogonale de Ms(R)

est de la forme :
R — cosf) —sind g — cosf) sinf
9=\ sin® cos® O 20 =\ Ging —cosh

On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de M, (R) et S,(R) Pensemble des matrices
symétriques de M, (R).
On rappelle que toute matrice A € M,,(R) s’écrit de maniére unique sous la forme suivante

A+t A-A

A
5 2

A+1A A—1A

est appelée la partie symétrique de A et A, = la partie antisymétrique de A .

ol Ay, =

2. (a) Donner les parties symétrique et antisymétrique de Ry et Sy.
(b) Soit A € O, (R). Montrer que les valeurs propres de A, sont dans I'intervalle [—1,1].

3. Donner un exemple de matrice symétrique S de Ms(R) dont les valeurs propres sont incluses dans [—1, 1]
et pour laquelle il n’existe pas de matrice A € O2(R) vérifiant A; = S.

4. Soit S une matrice symétrique de M, (R).
On suppose que les valeurs propres de S sont incluses dans [—1, 1] et que pour toute valeur propre A de
la matrice S, le sous-espace propre de S associé a A est de dimension paire.

Montrer qu'’il existe A € O, (R) telle que A, = S.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

1.

(a)

Par définition, une matrice est orthogonale si ses colonnes forment une base orthonormée. Pour la
matrice A donnée, ce sont exactement les conditions proposées.

2 12
o a4 [ a+b ac+bd
Autre idée : par le calcul ‘AA = ( actbd 24+

Comme a? + b? = ¢? + d? = 1, on peut utiliser I’aide proposée. La troisiéme équation devient alors :
. . T T
cosfcosg +sinfsing =cos(p—0) =0 p=0+ 5 +2kmoup=0-— 5 + 2km

Dans le premier cas, on obtient Sy et dans le second Ry.

On obtient Ry ¢ = cosfOly et Ry o = ( sigﬁ N s(;n@ > De méme, Sy s = Sp et Sp o = 0.
: : A+AY
Si A est une matrice orthogonale, alors A; = — Soit A une valeurs propre de A, et X un

vecteur propre associé. On a alors :
AXHATIX =20 X & (A2 -2 A+ DX =0

Ainsi la matrice A2 — 2)\A + I n’est pas inversible. Or, par I'absurde, si [A| > 1, alors 1 — A2 < 0
et A2—22MA+T=(A—-al)(A-BI)aveca=A+VA2—1et 3=X\—+A2—1. Ainsi a ou 3 est
valeur propre complexe de A.

Or, par ailleurs, si p est une valeur propre de A orthogonale, avec i réel ou complexe, on a :

AY = p = |[Y]2 = [JAY|]? = |aPI|Y ] = u] = 1

Comme |a| = |B] = A2 + (A2 — 1) > 1 ceci est absurde.
Autre idée : par Cauchy-Schwarz on a : [P X AX| < || X||||AX]| = ||X]]?,
2

et comme A~! est orthogonale aussi, on a : [ XA-1X| < || X||?.
Ainsi @ [A] % [|X[]? = "X A, X| < ("X AX |+ "X AL X]) < || X2

3. On prend une matrice diagonale, par exemple S = diag(1/2,1/3). Au vu de la premiére question, on

connait toutes les matrices orthogonales A de O2(R) et aucune ne donne A; = S.

La matrice S est diagonalisable sur R. La dimension de chaque sous-espace propre est paire. Ainsi n
est pair (n = 2p) et la matrice S est semblable 4 une matrice diagonale D = diag(A1, A1 ..., Ap, Ap) avec
A; € [-1,1]. Notons P la matrice de passage associée.

Pour chaque A;, on choisit un angle 6; tel que cos(6;) = A;. La matrice orthogonale Ry, vérifie Ry, s =
diag(Ai, Ai).

En regroupant ces matrices orthogonales en une seule matrice Ry,
A= PR@I,“,,gptP qui vérifie la relation voulue.

9, (diagonale par blocs), on a

.....
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EXERCICE 1.15
Soit un entier n > 2 et une matrice L € M,,(R) telle que L? = I,,, o I,, est la matrice identité de M, (R).

On note f 'endomorphisme de R™ associé a la matrice L dans la base canonique de R™.

1. Montrer qu’il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G de R™ qui vérifient les trois propriétés suivantes :
HDR"=FaG;
ii) pour tout « € F, f(z) = z;
iii) pour tout = € G, f(z) = —=z.

2. Montrer que tr(L) = dim F' — dim G, ou tr désigne la trace.

On note S,, 'ensemble des matrices L € M,,(R) telles que L% = I,,.
3. (a) Soit L € S,, et soit M une matrice semblable & L. Montrer que M € S,,.
(b) Montrer que deux matrices L et M appartenant a S,, sont semblables si et seulement si on a :
tr(L) = tr(M).
4. Pour tout M € S,,, on pose : [M| ={L € S,, / L est semblable a M }.
(a) Déterminer [I,,].

(b) Montrer qu’il existe un entier p € N* pour lequel ([M1], [Ma],...,[M]) est une famille de sous-

ensembles de S,, deux a deux disjoints et tels que U [My] = S,.
k=1

(¢) Donner la valeur de p.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15

1. Soit L € M, (R) telle que L? = I,,. Montrons que L est diagonalisable, c’est-a-dire le point i).
On pose F =Ker(L — I,,) et G = Ker(L + I,,). Soit € R™. On peut écrire
x4+ L(z)  x— L(x)

S R T

et comme (L—1,,)(L+1,) = (L+1,)(L—1,) = L?*—1, =0,onay € Fetz € G et ainsi R" C F+G C R".
De plus, si x € F NG, alors L(x) = x = —x entraine que = 0. Donc R" = F & G.
Les points ii) et ii) sont évidents au vu de la définition de F' et G.

2. La matrice L est diagonalisable et ses valeurs propres sont —1, de sous-espace propre associé G et 1 de
sous-espace propre associé F'. Deux matrices semblables ont méme trace. Ainsi tr(L) = dim F' — dim G.

3. (a) Si L et M sont semblables, alors elles ont méme trace. De plus M? = PL2P~1 = ],,.
(b) Réciproquement, si tr(L) = tr(M), comme L? = M? = I,,, on a alors :

dimFL — dlmGL = dimF]\/j — dimGM
dim F;, +dim Gy, =dim Fy; + dim Gy = n
Cela entraine que dim F;, = dim F); et dim G, = dim G ;. On peut donc construire un isomorphisme
u entre Fy, et F; et un isomorphisme v entre G, et Gps. Et comme R™ = Fr, & G, = Fyy @ Gy,
ces deux isomorphismes donnent naissance & une matrice P inversible telle que M = P~'LP.
4. (a) Au vu de la définition, [I,] = {I, }.

(b) On vient de voir que L ~ M si et seulement L et M ont méme trace et cette trace vaut dim F' —dim G.
Les valeurs possibles de tr(L), quand L € [M], sont donc {0,1,2,...,n}. Toute matrice de S, est
semblable & une seule matrice diagonale formée de k fois le nombre 1 et n — k fois le nombre —1,
ceci pour k € [0,n]. Donc, p =n+ 1.
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EXERCICE 1.16
Soit n et p deux entiers de N*. Soit une matrice rectangulaire non nulle A € M,, ,(R) a n lignes et p

colonnes.

1. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @ € M, (R), un entier r € [1,p] et des réels Ay,..., A, tels
que A\; == A\ >0et '\QIAAQ = D,
) ; : . . Ai osii<r
ot D est la matrice diagonale dont les coeflicients diagonaux valent d; ; = ]
0 sinon .
Pour tout entier ¢ € [1,p], on note X; la i-éme colonne de Q.
2. (a) Montrer que le rang de *AA est égal a r.
(b) Montrer que, pour tout i € [1,7], AX; est un vecteur propre de la matrice A*A associé¢ a la valeur
propre );. En déduire que les matrices A*A et 'AA ont les mémes valeurs propres non nulles.
(c) Soit (Uy,...,Us) une base du sous-espace propre de ‘A A associé & une valeur propre A non nulle.
Montrer que la famille (AUq,. .., AUs) de M, 1(R) est une famille libre.

(d) En déduire que les sous-espaces propres de A*A et 'AA associés & la méme valeur propre non nulle
sont de méme dimension et que le rang de A*A est égal & r.

1
3. Pour tout 7 € [1,r], on pose YV; = —AX;.
[t,7], onp ~
(a) Montrer que la famille (Y7,...,Y,) est une famille orthonormée de vecteurs propres de A*A.

(b) En déduire qu’il existe des vecteurs Y11, ...,Y, pour lesquels la famille (Yy,...,Y;, Yiyq1,...,Yy)
est une base orthonormée de M,, 1(R) formée de vecteurs propres de A*A.

4. Dans cette question, on suppose que p = n. On note P € M,,(R) la matrice telle que, pour tout i € [1,n],
la i-éme colonne de P est la matrice-colonne Y.

\/Ai s1z:j<p

Soit A € M,,(R) la matrice dont les coefficients diagonaux valent J; ; = {0 .
sinon .

Montrer que A = PA!Q.



34

ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.16

1. La matrice *AA est carrée d’ordre p et symétrique réelle ; on peut donc appliquer le théoréme spectral en
ordonnant les valeurs propres dans 'ordre décroissant. De plus, ses valeurs propres sont positives ou
nulles, car si ‘AAX = AX et X # 0, alors M| X|* = 'X(*AAX) = |AX||* > 0, dou A > 0. Enfin au
moins une de ces valeurs propres est non nulle, car sinon ; on aurait *tAA = 0, et donc A =, ce qui est
absurde. En notant r le nombre de valeurs propres non nulles, on obtient le résultat demandé.

2.

(a)
(b)

()

(d)

Comme *AA et D sont semblables, elles ont méme rang, a savoir r.

Comme les colonnes de () sont des vecteurs propres de *AA, on a :
(A'A)AX; = A("AAX;) = AN X; = M AX;.

De plus, AX; # 0 car sinon on aurait \; | X;[|* = | AX,||* = 0 ce qui est absurde car X; et \; ne
sont pas nuls.

Ceci montre que Sp (*fAA) \ {0} C Sp (A*A) \ {0} ; I'inclusion inverse s’obtient en échangeant les
roles de A et *A.

D’ott Sp (*AA) \ {0} = Sp (A*A) \ {0}.

Soient ay,...,a € R tels que a; AUy + -+ - + a, AU, = 0.

Alors : P AAU; + -+ + ast AAU = 0, soit A(an Uy + -+ + asUs) = 0,

soit a1Uy + -+ 4+ asUs =0car A #0, soit @y =+ =a, =0, car Uy, ..., Us libre.

Les deux questions précédents montrent que (AUj,...,AUs) est une famille libre de E\(A'A)
(sous-espace propre de A*A associé a \), donc :

dim E(A'A) > s = dim E)\(*AA).

L’inégalité inverse s’obtient en échangeant les roles de A et A, d’ou I’égalité.
Le rang d’une matrice diagonalisable est égal & la somme des dimensions des sous-espaces propres
associés a ses valeurs propres non nulles, donc A*A et *AA ont le méme rang, égal a r (d’aprés 2.a).

D’aprés 2.b), Y1, ..., Y, est une famille de vecteurs propres de A*A. En outre :

VZ,] € [[1,7“]], t}/’LY] -

tXitAAXj _ /\j tXin _ 1 S? 1=
Aij Ai ) 0 sinon

car ( étant orthogonale, ses colonnes forment une famille orthonormée.

Comme X,..., X, sont les r premiéres colonnes de @, elles forment une base orthonormée de la
somme des sous-espace propres de 'AA associés aux valeurs propres non nulles et donc, d’aprés
les questions précédentes, Yi,...,Y, est une base de la somme des sous-espace propres de A'A
associés aux valeurs propres non nulles. Si n = r, alors la famille convient, sinon on la compléte
par Y, 11,...,Y, une base orthonormée de 'espace Eq(A*A) qui est orthogonal & la somme des
sous-espace propres de A*A associés aux valeurs propres non nulles.

4. Pour tout i € [1,r], la définition de Y; donne AX; = /\;Y;.

Et pour i > 741, on a AY; = 0 (car ||AX;|” = 'X;(*AAX;) = 0).

Ainsi, la matrice de I'application linéaire canoniquement associée a A dans la base X1,..., X, au départ
et dans la base Y7,...,Y, (p = n) a Parrivée, est A. Donc, la formule de changement de base donne

A = P-1AQ, soit A= PAQ~! = PA'Q.
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EXERCICE 1.17

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2 et u un vecteur unitaire de £. On note <, > son produit
scalaire.
On considére la fonction f, 4 ot a et b sont deux réels avec a # 0, définie par :

Ve € E, fop(z)=a <z,u>u+bz.

Montrer que f, 5 est un endomorphisme symétrique de E.
Préciser le spectre de fq 5.
Pour quelle(s) valeur(s) de a et de b, 'endomorphisme f, ; est-il un projecteur ?

Lorsque f, 5 est bijectif, déterminer la réciproque de f, p.

AR i

On considére I'application F définie de R? dans £(FE) par :
V(a,b) € R?, F((a,b)) = fap.

(a) Montrer que F est une application linéaire.
(b) Déterminer Ker F.
(¢) Quel est le rang de F'?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.17 On remarquera que si a = 0, alors fo, = bld.

1.

5.

fa,p est une application de E dans E, linéaire en utilisant la linéarité du produit scalaire, c’est donc un
endomorphisme de E. Soit x et y deux vecteurs de E, on a :

< fap(@),y >=<a <zu>u+tbr,y>=a<z,u><yu>+b<z,y>,

Cette expression étant symétrique par rapport & x et y, on en déduit que f,; est un endomorphisme
symétrique de E.

. On remarque que f, 5(u) = (a+ b)u, donc a+b est une valeur propre et le sous-espace propre est Vect(u).

Par ailleurs, pour z € Vect(u)t, fqp(x) = bz, et le sous-espace propre associé contient Vect(u)t. Par
conséquent comme a # 0, alors f,; a deux valeurs propres b et a + b.

. Comme f,; est diagonalisable, f, 5 est un projecteur si et seulement si son spectre est inclus dans {0, 1},

soit (a,b) € {(1,0), (—1,1),(0,1), (0,0)}.

. L’endomorphisme f,; est bijectif si et seulement si 0 n’est pas valeur propre, soit lorsque b # 0 et

a+ b # 0. Dans ce cas, pour tout vecteur x de F, si on a :
y=a <z,u>u+bz,
alors :
<yu>=a <z,u>+b <z,u>=(a+b) <z,u>.
On en déduit donc que :

x—l —L< uU>u
=5 barn) SV '

Ainsi la réciproque de fop est f_q/(b(a+b)),1/0
(a) F est une application de R? dans £(E). On prouve la linéarité directement.

(b) Si (a,b) € Ker F', alors f, = 0, donc les valeurs propres sont nulles, d’ot b=0et a+b=0.
Par suite, a = b = 0. Ainsi, Ker F' est réduit a 0.

(¢) On applique le théoréme du rang, d’ou le rang de F est 2 — 0 = 2.
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EXERCICE 1.18
Soit IV un entier tel que N > 2.

1. Soient ay,--- ,an € R tels que (a1,--- ,an) # (0,---,0). On note M = (m; ;)i<i,j<n la matrice de
M (R) définie par :

V(i, ) € [1, N, mi; = aia,
(a) Déterminer une matrice colonne A telle que M = AtA.
(b) Exprimer la trace de M en fonction de A et déterminer un polynéme annulateur de M de degré 2.
(c¢) Déterminer le spectre de M. Montrer que nécessairement tr(M) > 0.

2. Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension N. Soit un entier n € [1, N] et F = {uy, - ,u,} une
famille de n vecteurs non tous nuls de E. On note F' = Vect(F) le sous-espace vectoriel de E engendré
par F et G = (¢i,j)1<i,j<n 12 matrice de M, (R) définie par :

.. 2
V(i,g) € [Ln]", giy = (ui,uy)
(a) Montrer que si F est une famille liée alors G n’est pas inversible.

On suppose dans la suite du probléme que la famille F est libre.

(b) Soit B = (e1,- - ,e,) une base orthonormée de F. On note P € M,,(R) la matrice telle que pour
tout j € [1,n], la colonne d’indice j est constituée des coordonnées du vecteur u; dans la base B.
Montrer que

G ='PP

puis que le rang de G est égal a celui de la famille F.

(c) Montrer que toute valeur propre A de G vérifie :

n
0 <A< sl

=1

(d) Soit x € E et p(x) le projeté orthogonal de  sur F = Vect(F). Montrer que

n
p(x) = Z o
i=1

ol o, -+ ,q, sont n réels donnés par :

o (ug,x)

O (tn, )
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.18

1. (a)

—
o

ai
On choisit A = et M = A'A. La matrice M n’est pas nulle puisque A # 0 et elle est de

an
rang 1.

On a tr(M) ='AA et M? = tr(M)M. Ainsi X (X — tr(M)) est un polynéme annulateur de M.

) Le spectre de M est inclus dans {0, tr(M)}. La matrice M est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Le sous-espace propre associé a 0 est de dimension n — 1 et celui associé a tr(M) de dimension 1.
Donc, son spectre est égal a {0, tr(M)}. Enfin, on sait que tr(A'4) = Z a;; >0 car A#0.

n—1 n—1
Supposons F liée, par exemple que u,, = Z a;u;. Alors Cy, = Z «o;C; ou C,...,C, désignent les
i=1 i=1

colonnes de la matrice G. En effet, pour tout j € [1,n — 1], on a :

n—1
(Un, uz) Zaluz,u] = Zal(ui,uj)
i=1
n
La base B étant orthonormée, on sait que pour tout i € [1,n], u; = Z(ui, €k)Ch-
k=1
Ainsi7 P = ((ui,ej>)1<i,j<n. Or,

n n n
<uzvuj> = <§ u’mek €k, E u]vep ep E u’wek uj76k>
k=1 p=1 k=1

qui est le terme général du produit ‘PP.
La matrice P est inversible comme toute matrice de passage entre deux bases, donc ‘P également
tout comme G. Ainsi rg(G) = n.

Matriciellement, GX = AX est équivalent a4 ‘PPX = AX ce qui entraine que ‘X'PPX = \'X X ou
||[PX||? = A||X||?. Donc A > 0, puisque G est inversible. La matrice G est symétrique réelle, donc

diagonalisable dans R et & valeurs propres positives.
n

Ainsi, 0 < A < tr(G) = Z g |2

i=1
Dans la base F de F, on a p(x Z a;u; et par bilinéarité du produit scalaire,
=1
(u1,p(2)) o
: =G|
<U1,p($)> Qnp

Mais = — p(x) est orthogonal & F. Donc pour tout i € [1,n], (u;, p(x)) = (u;, ). Ainsi, G étant
inversible, on a :
a1 (uy,x)
=Gt

o (Un, )
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EXERCICE 1.19

Soit un entier n > 3. On considére la matrice a n lignes et n colonnes suivante :

0 ... 01
M = : -
0 ... 01
1 1 1
On note u ’endomorphisme de £ = M,,(R) canoniquement associé & M. On munit ’espace vectoriel E du
produit scalaire canonique qui fait de la base canonique (e, ..., e,) une base orthonormée. On pose en outre :
U1 n—1
V= Eanl(R);vlzvn:ka:
v k=2
n

1. La matrice M est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer la dimension puis une base du noyau de u.

3. Déterminer les valeurs propres de M, ainsi qu'une base de vecteurs propres pour chacun des sous-espaces
propres de M autres que celui associé & la valeur propre 0.

4. Déterminer une base de V et une base de V-+.
5. Montrer que V et V= sont stables par w.

6. Montrer que pour n > 4, il y a une infinité de droites vectorielles de E stables par u, ainsi qu’une infinité
de plans vectoriels de E stables par u.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.19

1.
2.

Comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
Les n — 1 premiéres colonnes C1,...,C,_1 de M étant identiques et la derniére C,, formant avec C; une
famille libre, le rang de M est 2; donc par le théoréme du rang, la dimension du noyau vaut n — 2.

De plus, comme n > 3, les vecteurs es —e1,...,e,_1 — e; appartiennent au noyau de u, forment un
systéme libre de cardinal n — 2 = dim(Ker(u)), et donc une base de Ker(u).

. D’aprés la question précédente, 0 est valeur propre. Pour tout A #0, on a :

Wnp, = )\’LUl
w1 w1 W, = Awg w1 == Wy, 1:&
B B A
U =\ — A (n—l)wn_()\ 3
W, W, Wn, = Awp_1 A - Wn
wi+ ... tw, =  Aw,

Il n’y a de solution (w1, ...,w,) non nulle que si n — 1 = A(A — 1), soit A2 =X\ — (n — 1) =0,

1++4n -3 1—+4n -3
2

soit A\ = ou \p = ————— (on remarque que 4n — 3 > 0 car n > 3).

Et alors, Ey, = Vect(u1) et Ey, = Vect(uz), avec ug = (1,...,1, 1) et ug = (1,...,1, A2).

.Ona:
n—1
v=(v1,...05) EV <<= v = (O,—ka,v;;,...,vn_l,O)
k=3
< v=u3(es —ez) +vales —e2) +...vp_1(€n_1 — €2).
Donc (e3 — ea,...,e,-1 — €2) engendre V et ¢’est une famille libre car elle est échelonnée.

Ainsi, V est de dimension n — 3, donc V* est de dimension 3. Donc V+ a pour base (e1,e,,e1+...+e,)
car ces vecteurs sont clairement orthogonaux & chaque vecteur de la base de V' trouvée et c’est une
famille libre.

. On a stabilité de V* par u car :

uler) =e, €V uley) =e1+...+en €V uler +...+e)=(n—1ley+e1+...4+e, e VL

On a V C Ker(u) car chacun des vecteurs de la base trouvée appartient & Ker(u). Donc V' est stable par
u.

. Les droites vectorielles stables par u sont toutes celles qui sont engendrées par un vecteur propre. Pour

n > 4, on a dim(Ker(u)) > 2 donc il y en a une infinité, par exemple celles de la forme D, = Vect(e5+ae}),
avec a € R, ou €}, et e} forment une famille libre de Ker(u), qui sont toutes différentes.

Si f est un vecteur propre de u associé a une valeur propre non nulle (il y en a d’aprés la question 3)
pour chacune des droites stables précédentes D,,, alors Vect(f) ® D, est un plan stable (différente pour
chaque «). Dong, il y a bien une infinité de plans vectoriels de E stables par u.
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EXERCICE 1.20
Soit n € Nyn >2et A€ M,(C),A#0.

1. Montrer qu'’il existe un polynéme P non nul de C[X] tel que P(A) = 0.

On note P4 I'ensemble des polynémes annulateurs de A.
(a) On note D = {deg(P),P € P4, P # 0}. Montrer que D admet un plus petit élément.

(b) En déduire qu'il existe un unique polynéme non nul, unitaire, I, de C[X] tel que

o

Pa={llaQ(X),Q € C[X]}

114 est appelé polynéme minimal de A.
3. Montrer que deux matrices semblables non nulles ont le méme polynéme minimal.
4. Soit A € C. Montrer que X est valeur propre de A si et seulement si IT4(A\) = 0.

5. On suppose dans cette question que A est semblable & 2A.

(a) Montrer que A admet au moins une valeur propre complexe .
(b) Montrer que toute valeur propre de A est nulle.
(¢) En déduire que A est nilpotente, c¢’est-a-dire qu’il existe un entier ¢ tel que A? = 0.
6. On suppose dans cette question que n = 2. On suppose de plus, que A n’est pas la matrice nulle et est
nilpotente. On note p son indice de nilpotence, c’est-a-dire entier de N* tel que AP~! £ 0 et AP = 0.

(a) Montrer que p = 2.

(b) Montrer que A est semblable a la matrice ( 8 (1) )

(c¢) En déduire que A et 2A sont semblables.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.20
Soit A € M,,(C), A # 0.

1.

2.

5.

La famille (I,,, A4, .. ., A”Q) est de cardinal n? + 1 et est donc liée : il existe (\;)ogi<n? € C™+1 non tous
2
n
nuls tels que Z NAL=0.
i=0
TL2
Donc P = Z A X" est un polynome non nul annulateur de A.
i=0
(a) L’ensemble D est inclus dans N (méme N*). Il est minoré et admet un minimum p > 1.

(b) Soit IT € D de degré p. Quitte a diviser par son coefficient dominant, on peut supposer II unitaire.
et m(A) = 0.
Supposons qu’il existe un autre polynéme minimal m annulateur de A. Son degré est forcément égal
a p. En faisant la division eucidienne de IT par m, il vient II(X) = Am(X) + R(X) avec deg(R) < p
ou R =0. Donc R(A) = 0 en contradiction avec la minimalité de p si R # 0. Ainsi deux polyndmes
minimaux sont associés. Il en existe donc un unique unitaire.
Enfin, si P € P4, en effectuant la division euclidienne de II par P, il vient P =1I x Q.

Soient A et B deux matrices semblables, A # 0. Il existe @ inversible telle que B = Q1 AQ.

d d
Soit P = Zaka € C[X],aq # 0 et P(A) = 0 si et seulement si ZakAk = 0 si et seulement si
k=0 k=0
d d d
Q‘l(z ar A¥)Q = 0 si et seulement si Z arQ P AFQ = 0 si et seulement si Z apB*¥ = 0.
k=0 k=0 k=0

Donc Py = Pg et donc 114 = 11g.

. Soit X valeur propre de A. Alors IT4(\) =0, car II4 est annulateur de A.

Réciproquement, supposons A racine de II4. Alors il existe @ € C[X] non nul tel que M4 (X) =
(X = XN)Q(X) avec deg @ = degIl4 — 1. Si A n’est pas valeur propre de A, la matrice A — AT est inversible.
En multipliant ’égalité par (A — A\I)~, on obtient Q(A) = 0, en contradiction avec la minimalité du
degré de I 4.
(a) D’aprés le théoréeme de d’Alembert-Gauss, IT4 admet au moins une racine dans C, donc A une
valeur propre complexe .

(b) Raisonnons par absurde : soit A € Sp(4) t.q. A # 0. Il existe x € C™ \ {0} tel que Ax = Azx. Alors
2Ax = 2)x.
Donc 2\ est valeur propre de 2A. Et comme 24 et A sont semblables, elles ont le méme polynéme
minimal et donc les mémes valeurs propres, par la question précédente. Donc 2\ est valeur propre
de A.
Par récurrence, on montre que, pour tout n de N*, 2"\ est valeur propre de A qui aurait alors une
infinité de valeurs propres. En contradiction avec le fait que les valeurs propres de A sont les racines
d’un polynéme non nul II 4. Donc A = 0.

(¢) II4 est donc un polynéme de degré p > 1. Le polyndme IT14 admet p racines dans C toutes égales a
0 et donc IT4 = XP, puisque 114 est unitaire. Et donc AP = 0.

(a) SiwuP =0etuP™! £0, il existe z # 0 tel que la famille (x,u(z),...,uP~1(z)) est libre. Donc ici
p=2.

(b) On a u # 0 et u?> = 0. Donc il existe z € C? tel que u(z) # 0.Dans la base B = (u(x),x) :

0 1
c-tn=(0 1)

(c) Dans la base B’ = (u(z),2z) : C' = My p = 0 2

0 0
semblables,et comme A et C' sont semblables, alors 24 et A sont semblables.

. Donc ¢’ = 2C. Donc 2C et C sont



Chapitre 2

Analyse

EXERCICE 2.1

Pour tout entier n > 1, on note :

2m 2m
I, :/ cos®(nt)dt et J, :/ sin?(nt)dt.
0 0

Soit f une fonction continue sur [0, 27 et & valeurs dans R.
Pour tout entier n > 1, soit F,, la fonction définie sur R? par :

F,: (a,b) —> /027T (f(t) —a cos(nt) — b sin(nt))zdt :

1. Montrer que pour tout n € N*, ona I, = J, = .

2. Montrer qu’il existe un réel C indépendant de n, de a et de b, et des réels u,, et v,, indépendants de a et
de b que l'on explicitera a I'aide d’intégrales, tels que pour tout couple (a,b) € R? , on a :
F,(a,b) = ra? + 7% — 2au,, — 2bv,, + C.
3. On suppose dans cette question que n est un entier supérieur ou égal a 1 fixé.

(a) Montrer que F,, n’admet pas de maximum global sur R2.
(b) Déterminer deux réels a,, b, tels que F,, présente un minimum local en (a,, b,).

(c) Montrer que ce minimum de F,, en (a,,b,) est un minimum global sur R
4. Montrer que lorsque f est de classe C!, on a: lim a, = 0.
n—-+oo
5. On définit les fonctions ¢, et ¢, par : Vt € [0,27], @, (t) = cos(nt) et ¢, (t) = sin(nt).
Soit E,, 'espace vectoriel engendré par les fonctions f, ¢, et ¥,. On munit E,, du produit scalaire défini
par :

27
V(g h) € B2, (g,h) = / g(Oh()dt

Interpréter F,, dans ce cadre et retrouver le résultat de la question 3b.

43
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1

1. Plusieurs méthodes sont possibles; par exemple :
1 + cos(2nt)
2

1 — cos(2nt)

t sin®(nt) =
et sin®(nt) 5

e Formules trigonométriques : cos?(nt) = , dont l'intégrale

vaut 7.

2m
o Une intégration par parties donne I,, = J, et I, + J, = / (cos®(nt) + sin?(nt))dt = 2.
0

Ainsi, | Pour tout n € N*, [,, = J,, = 7. ‘
2. On a:
(f(t) — acos(nt) — bsin(nt))?
=f2(t) 4+ a? cos?(nt) + b%sin®(nt) — 2af(t) cos(nt) — 2bf(t) sin(nt) 4+ 2absin(nt) cos(nt)
2 2m
Par linéarité de U'intégration, en posant u,, = f(t) cos(nt)dt, v, = f(t) sin(nt)dt
0 0

2m 2m 2m
1
et C= f2(t)dt, et puisque / sin(nt) cos(nt)dt = / 3 sin(2nt) dt = 0, on a bien :

0 0 0

F.(a,b) = a*I, + b*J, — 2au,, — 2bv, + C

3. (a) Fu(a,0) = ma® — 2au, +C — +oo quand a — +00, donc la fonction F), n’est pas majorée.
(b) La fonction F, est de classe C? et : ¥(a,b) € R?, 91(F,,)(a,b) = 2ar—2u,, et 82(F,)(a,b) = 2bwr —2v,.

. . . .. Up Up
Donc, F,, présente un unique point critique [en | —, — ).
T

Et : 07 1(Fy)(a,b) = 03 5(Fy)(a,b) = 27, 85 5(F)(a,b) = 0. La Hessienne vaut donc 271, ou I est
la matrice identité d’ordre 2 : elle n’a que des valeurs propres strictement positives, donc on a bien
un minimum local.

(¢) Comme u,, = 7a, et v, = wb,, on a :

Fo(a,b) — Fp(an,by) = (ma® + 7b* — 2au,, — 2bv,, + C) — (wa? + 702 — 2anu, — 2b,v, + C)
= n(a® + b — 2aa, — 2bb, — a® — b2 + 2a> + 2b%)
=7((a—an)’+(b- b”)Z) > 0.

Ainsi F,,(a,b) > F,(an, b,) pour tout (a,b).

4. L’hypothése selon laquelle f est C! nous invite & faire une intégration par parties, puis par inégalité
triangulaire, on obtient :

27
cos(nt
| = ( )}
n

0

< 1£(0) = f(2m)] L1 /QW | (£)]dt.
0

n n

27
—|—E/O cos(nt) f'(t)dt

[—f(t)

Ainsi, par encadrement, on a lim wu, =0, dot lim a, = 0.
n—-+4oo n—-+oo

5. Pour tout (a,b) € R?, F,,(a,b) = ||f — (apn + bb,)||?
Or, quand (a,b) décrit R2, ag,, + by, décrit Vect(p,,1,). Ainsi, on sait que F,, admet un minimum
atteint quand aep,, + b, est égal a la projection orthogonale de f sur Vect(vy,, ¥ ).
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EXERCICE 2.2

1. Soit n un entier supérieur ou égal a4 2. On considére une suite strictement croissante de n réels Ay, -+, A,
(A < A2 < -+ < Ap). On définit les fonctions f et g sur R™ en posant :

n n 2 n
f("El’... ,CCn):Z)\%x%— [ZAkxi‘| et g($17... 7mn):Z$l2g
k=1 k=1

On pose § = {r € R": g(z) = 1}.
(a) Soit z € R™. Donner les gradients de f et de g au point x.
(b) Justifier existence d’un maximum global de f sur S.
(c)
(d) Soit y € S tel que f(y) = max{f(x): x € S}. Ecrire la condition nécessaire du premier ordre que
Pon doit avoir au point y. Montrer que si la i-éme composante y; de y (¢ € {1,--- ,n}) est non nulle,
alors ); est racine d’une équation du second degré de la forme X2 — 2bX —c = 0 ou b et ¢ sont
indépendants de i. En déduire que y a exactement deux composantes non nulles. Que peut-on dire
de plus sur celles-ci 7 Montrer que :

Vérifier que la contrainte g(x) = 1 n’est pas critique.

(>‘n — )‘1)2

max{f(x):z €S} = 1

2. Dans cette question, on suppose seulement que les réels (\;)1gign vérifient Ay < g < --- < A, et on
définit encore f et g par les mémes formules que dans la question 1.

(a) Montrer que :
An — A1)?
max {f(z):x € S} < %
(Pourp € N* eti € {1,---,n} , on pourra poser \i(p) = \i + (i — 1)/p et utiliser la question 1).
(b) Prouver que l’on a encore :
()‘n - )‘1)2
—
3. Six € R, on note X la matrice colonne associée & x. On considére une matrice A carrée d’ordre n qui
est symétrique et réelle.

max {f(z):z €S} =

(a) Justifier le fait que la matrice A est diagonalisable et écrire A a 'aide d’une matrice diagonale D et
d’une matrice orthogonale P.

(b) On note Apqz(A) (resp. Amin(A)) la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de A. Montrer

que :
Y 2
max {tXA2X - (tXAX)2 tx € S} = (Amaa(4) 4)\mm(A)) .
(c¢) En choisissant convenablement un vecteur  de S, prouver que :
Amas(4) = Amin(A)] > <= [ Tr(42) — ~Tr(A)2
max — Amin zZ = — 4T .
Vn " n
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.2

1.

(a)

(b)
()
(d)

Soit x € R™. On a V(g)(x) = 2z et les composantes du gradient de f sont données par :

k=1

k=1

La fonction f est continue sur le fermé borné S, elle admet donc un maximum global sur S.
Pour tout « € S, on a V(g)(z) = 2z # 0, la contrainte g(z) = 1 est donc non critique.

Soit y € S tel que f(y) = max{f(z):z € S}. Le cours nous dit qu'il existe « € R tel que
V(f)(y) = aV(g)(y). Pour tout i € {1,--- ,n}, on a donc :

Aili [M -2 <Z /\k”yiﬂ = ay;. (2.1)

k=1
n
Posons b = Z /\ky,% (b est fixé car tout est donné), on voit que si y; # 0 alors \; est racine de
k=1

l’équation du second degré de la forme X2 — 20X — a = 0. Le trinéme X2 — 2bX — o admet au

plus deux racines distinctes et les réels Ay,--- , A, sont distincts, le point y a donc au plus deux

composantes non nulles. Comme y € S, il a au moins une composante y; 7 0. S’ il n’en n’a qu’une,
11 (A1 = X9)?

alors y = te; et =0< f(—=,—=,0,---,0) = ——

y=eiet fr) =0< (75 )=
y a donc exactement deux composantes non nulles y; et y; (i < j). Par factorisation (ou par les
formules classiques), on doit avoir A; + A; = 2(A\iy7 + A;y3). Or, on sait que y7 +y3 = 1; on a donc

1 1 (A —\i)?
i = +—— et y; = +——. Dans ce cas, =~ v
y 7=+ f(y) 1

et j = n (maximum en y) et la conclusion en découle.

, ce qui est contradictoire. Le point

, il s’ensuit que I'on a nécessairement ¢ = 1

On remarque que A1(p) < A2(p) < -+ < A\p(p). Avec la question précédente, on sait que pour tout
reSona:

> e - [Z )\k(p)xil < M
k=1 k=1

11 suffit donc de faire tendre p vers I'infini et de prendre un point z ol le maximum sur S est atteint.
1 ) = (An — A1)?
V2 4

max {f(x):z €S} =

1
Comme f(—,0,---,0,

V2

, on déduit de la question précédente que l'on a encore :

(>‘n - )‘1)2
74 .

La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable et on peut ’écrire sous la forme
A ='PDP ot P est une matrice orthogonale et D est une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les valeurs propres de A répétées avec leur ordre de multiplicité.

On peut supposer que D = diag (A1, -, An) avec A1 = Apin(4A) < Ao < -+ < Ay = Anae(4).
Comme la matrice P est orthogonale, on a P(S) = S. La formule demandée résulte alors de la
question 2.(b) et du fait que :

max {tXAQX ~ ('xAX)% iz e s} = max {f(PX)DQ(PX) — ((PX)D(PX))? iz € 3}
An — A1)?2
= max {tYDQY - (tYDY)2 (Y € S} =max{f(y):ye S}t = %
D’aprés le cours, on a Tr(A?) = Tr(D?) et Tr(A) = Tr(D). 1l suffit alors de prendre le vecteur

1 1
Yy = ( ) pour obtenir I'inégalité souhaitée.
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EXERCICE 2.3

On rappelle que R \ Z désigne 'ensemble des nombres réels non entiers. On rappelle également les formules
trigonométriques suivantes :

Vo € R, sin(2x) = 2sin(z) cos(z), cos(2z) = cos?(x) — sin?(x)

1 1
1. Pour tout x € (R\ Z) U {0}, montrer la convergence de la série Z ( + )
S\ +n  xT—n

x+n T—n

X1 1
On pose alors S(x) = Z + .

n=1
2N 1
9. Pour tout N € N* et tout = € R\ Z, Uy(z) =S —— .
our tou et tout x \ Z, on pose Uy (x) z:%x—kn—N

1
(a) Pour tout € R\ Z, montrer que la suite (Uy(x))x converge vers U(z) = S(z) + —.
x

(b) Montrer que la fonction U ainsi définie sur R\ Z est impaire et périodique de période 1.

3. Pour tout x € R\ Z, on pose : V(z) = WM.
sin(mx)

(a) Montrer que : Vx € R\ Z,ona:V (g) +V (m;—l) =2V (x).

1
(b) Montrer que la fonction 2z — — — V(z) se prolonge par continuité par la valeur 0 en z = 0.
x

1 =1
4. Pour tout (x,z0) € ([0, 1[)?, montrer que : |S(x) — S(z0)| < |z — 20| <(1x)(1x) +2 Z n2> .
- -0 n=1

1
5. Pour tout x # 0, on note I(z) = —. Montrer que la fonction S + I — V se prolonge en une fonction

continue sur R, impaire et périodique de période 1. On notera f ce prolongement.
rz+1
) =2 (®
(a) Montrer qu'il existe zo € [0,1] et z1 € [0,1] tels que : Vz € R, f(x1) < f(z) < f(zo).

(b) Montrer que, pour tout n € N, on a : f (2n) f(zo) et f (271) f(a1).

(¢) Montrer que :

6. On admet qu’alors : Vz € R, f (g) +f (

cos =3 1
Ve e R\ Z, .
v \Z, ona: 7rS1 Z(z+n x—n)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3
2x

2 —n2

1
r+n xT—n
2. (a) Par découpage puis décalages d’indices (respectivement k =N —n et k=n— N) :

22|

~ .
n—-+oo n2

1. Il y a convergence absolue car : ‘

=3 et > L L (e L) s s
xXr) = —_— — —_— - _ _— — x).
N n:Ox—i—n—N T n:NHm—&—n—N o= zr—k x+k T

donne celle de S, donc de U. Et U(x + 1) = U(x) car :

(b) L’imparité de = —
r+n xT—n

2N 1 ON+1 1 L )
Un(r+1)=S ——  — ' -y - U(x).
N +1) ngolJrquank:n—H;erka N(w)+x+N+1 fo_> (z)
3. (a) Onacos(0+ %) = —sind et sin (§ + §) = cosf, puis on utilise les formules de duplication :

x x (r3)  sin(7$) cos?(rZ) — sin?(rZ)
VG () ”(ziwﬂ;) ‘:os@rz)) :2”< To(rsntr) )ZQV(”

(b) A l'aide des développements limités de sinus et cosinus en 0 (ot I'on remplace x par 7z) on a :

1 _ sin(nz) — (mx)cos(mx)  ((mx) + o(x?)) — (rx)(1 + o(x)) B o(x?) N o(x?)
T Vie) = xsin(rz) 20 xsin(rzx) ~ zsin(rx)  wa? =0
4.
[S(z) = S(wo)]
/1 1 1 1 =2 1 1
B ;<$+ﬂ_$0+n> * <:r—n_xo—n)| :|x_m07;<(x+n)(xo+n) + (n—x)(n—gjo)>
=|z — x0| X f; ++§ ! + !
P\ @Hn)(mot+n) T (n—a)(n—x) | (1—a)(1—z0)
1 =1 ) )
<z — zo] ((1—z)(l—xo) +2; n2> car(z +n)(zg +n) = n” et (n —z)(n —x0) = (n — 1)~

5. Pour zg € [0, 1] fixé, la question 4 donne IILIEO S(x) = S(zg) i.e. S est continue sur [0,1].
Comme I — V est continue sur ]0, 1[ et converge vers 0 en 07, par somme on en déduit que S+ 1 —V est
continue sur |0, 1[ et converge vers 0 en 0F.
Or,sur R\Z,ona S+I1—-V =U+V, avec U et V 1-périodiques.
Donc S + I — V est continue sur R — Z et converge vers 0 en n™, pour tout n € Z.
De plus U 4 V est impaire car U et V le sont, donc S + I — V converge vers 0 en n~ pour tout n € Z.
Donc S + I — V se prolonge par continuité sur R en prenant f(z) =0, si z € Z.

6. (a) Comme f est continue sur [0, 1] elle a un maximum (resp. minimum) ; on étend sur R par périodicité.

x
(b) La relation f (2—2> = f(xo) se montre par récurrence sur n > 0; le cas n = 0 est évident.

Si c¢’est vrai pour n, prendre x = g—z dans (E) donne :
To (E) (xo ) 2y 1 To 1
> =2f\5,)— 5 =2 — ~)=>2 — = .
Fan) 2 1 (gmes) 221 (32) 1 (e + ) 2001 (s + 5 ) 22 (0)= o) = oo
Et de méme avec x; en changeant le sens des inégalités.

(¢c) Comme f continue en 0, en faisant tendre n vers 400, on a max f = min f = f(0) = 0, donc f = 0.
Ceci donne le résultat voulu.
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EXERCICE 2.4

+oo 71_2
On admet que —_ = —.
4 nzl n? 6

1. Pour tout k£ € N*, montrer la convergence de l'intégrale / 2" Inz dz et la calculer.

On la notera Jj.

2. Pour tout n € N, montrer la convergence de 'intégrale / 2"In(l —z)Inz dz.

On la notera I,,.

“+oo
1 1
3. Montrer la convergence de la série de terme général m et calculer ; m (on pourra

utiliser un télescopage).

e

(a) Trouver une suite (u,) d’éléments de ]0, 1] qui tend vers 1 et telle que lirf (un)™ = 0.
n—-+0oo
(b) Soit (u,) une suite qui vérifie les conditions de la question précédente. Montrer que :
Up 1
|I,| < (un)"/ In(1 —z)Inz dx —|—/ In(l —z)Inz de.
0 Uy,

(c) En déduire la limite de la suite (I;,)n>1-

n k x t’n
5. (a) Montrer que : Vn € N*, Vz € [0, 1], ln(lfx):fz%f/ T3 dt.
k=1 o -

(b) En déduire que, pour tout n € N*, on a

: IO+Z%
k=1

6. Calculer Ij.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4

1. La fonction  — 2* Inx est continue sur |0, 1]. Par intégration par parties avec u(x) = Inz, v/ (z) = —,
x

k+1
v'(x) = 2k, v(z) = A (u,v sont bien de classe C'), on a :
k+1
1 k+1 1 1 k Xkt1 1 — Xk+1 1
/mklnxdx—[ il 1n3§‘:| —/ x dx:—ilnX—izﬁ—iz,
b's E+1 x Jx k+1 k+1 (k+1)2 x=0 (k+1)
i ées. D J| !
r croissan mparées. Don =
par croissances comparées. Donc | Jj, e
2. La fonction z — z™ InzIn(1 — x) est continue sur 0, 1[; 'intégrale I,, est faussement impropre car :
ecn0,ona:z"lnzin(l—1z) ~ —z" 1 Inz — 0.
z—
eenl,ona:z"lnzln(l—x) ~, (x—1)In(1 —2z) — 0.
z—
N 1 1 11 1
3. Pour tout k£ € N* = — = - — — .
ourtout M E NS O A PR T 12 T kk+ 12 k(k+ D) (k+1) K k+l (k12
n 1 n 1 n+1 n+1 7_‘_2
Donc:y ——— = = 1=1- ~Z 4o
one ;k(kﬂ)? ;<k k+1) Zk2+ Zk2 S
1
4. (a) On peut prendre, par exemple, u,, = exp <_\/ﬁ>
(b) On a |I,| = I,,, puis on utilise la relation de CHASLES, puis la croissance de 'intégration car :
2"Inzln(l—z) <u,Inzln(l —x) sur [0, uy] et 2"lnzln(l—2) <Ilnzln(l—2z) sur [u,,1].

(c) Comme lintégrale I converge (cf. question 2), on a :

1 Un
lim Inzln(l —z)dr=0et lim InzIn(l —z) doe = Io.

n—-+4oo Un, n—-+o0o 0

Donc, d’apreés la question précédente, par théoréme d’encadrement, on a : lim(Z,) = 0.
SN B 1 t"
5. On inté 0, € [0,1]) la relation : th Tt = = — .
(a) On intégre sur [0,z] (z € [0,1]) la relation kz_:l {7~ 13 1-%

t" "

(b) Pour tout z € [0,1] et tout ¢ € [0,2], on a: 0 <

ln(l—x)+zf = A 1—t

En multipliant par — lnx et en intégrant sur }0 ] par croissance de l'intégration (ou tout converge

In(1 — ) lnx—l-z

Donc, par inégalité triangulaire pour les intégrales, on a :
n 1
Jr
bk <]

6. D’aprés les questions précédentes, par théoréme d’encadrement, on a :

x

Donc : = —z"In(1 — z).

klnx

de < I,

par théoréme de comparaison), on a : /

2Flnz 2Flnz

dx

ln(l—o:)lnx—l—z dz < I,,.

k=1

1 n
In(l—x)nz+ Z
0 k=1

Ip=— li Jk 5 L,
Oiinﬁlinoo Z n+1 6
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EXERCICE 2.5

1. Soit a et b deux réels distincts fixés et m € N*. On considére la fonction f définie sur R™ par :

[y, mm) = (@=b2+> (@i —a)’ + > (2 =0+ > (2i—a;)°
i=1 i=1 1<i<j<m

Justifier le fait que f est de classe C? sur R™. Déterminer son gradient en tout point de R™.
2. Pour tout point y € R™, le réel ||ly|| désignera la norme euclidienne canonique de y.

(a) Notons u (resp. v) le point de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a a (resp. a b). Pour tout
point x de R™, montrer que

f(@) 2 e = ull? + llz = o> = (el = [lul)® + (=] = [lol)*.

(b) En déduire qu'il existe un réel strictement positif R tel que f(z) > f(0) pour tout point  de R™

tel que ||z| > R.
(¢) Prouver que :

|\xlﬁ1<f1%f(x) = nf f(a).

On commencera par justifier I’existence de ces deux bornes inférieures.
(d) En déduire que f admet un minimum global sur R™ qui est atteint.
(e) Montrer qu'il existe un unique point de R ou ce minimum global est atteint et calculer ce minimum.

3. Soit n > 3. On considére n réels y1,- - , Y.

(a) Justifier 'existence de deux entiers kg et k; tels que :

[Yko — Yrs| = sup |yi — yjl.
1<i<jsn

(b) En utilisant la question 2, prouver l'inégalité suivante :

2
— 2 < - E — 2.
Kr?glx@@k s n 1<k<l<n(yk 2
~ ~

(c) Etudier les cas d’égalité dans l'inégalité précédente.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5

1. La fonction f est de classe C2 sur R™ car polynomiale. Soit k € {1,--- ,m}; en isolant z;, dans la somme
double, il vient :

k—1 m
O(f) = 2(xr—a)+2(xr—b) —|—22(xk —x;) —2 Z (x; —zk)
i=1 j=k+1
= 2 [[ka —(a+b)]+ Z(mk — xz)]

= 2

(m+2)zy — (a+0b) _i%] .
i=1

Ce qui fournit les composantes du gradient de f.

2. (a)

La premiére inégalité découle du fait que f est la somme de ||z —ul|? + ||z — v||? et de termes positifs.

La deuxiéme se raméne aprés un développement a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (on peut aussi

utiliser I'inégalité triangulaire inverse).

On pose g(|[z]l) = ([ = ull)* + (lzll = v])*. Comme o g([lll) = +oo, on voit quil existe
xT||—-+0o0

bien un réel strictement positif R tel que f(z) > f(0) pour tout point = de R™ vérifiant ||z| > R.

Comme f est minorée par 0, les deux bornes inférieures existent. Avec la question précédente, si
|zl > Ron a f(x) > f(0) > inf f(x), parsuite inf f(z)> inf f(x), d’ou I'égalité.

llz[|<R zeR™ lzll<R
La fonction f est continue sur la boule unité qui est fermée et bornée ; d’aprés le cours elle admet un
minimum global sur cette boule. Celui-ci est aussi un minimum global sur R™ d’apreés la question
précédente.

Soit z un point de R ou ce minimum global est atteint. Le cours nous dit que le gradient de f doit
m
s’annuler en ce point. Pour tout k € {1,--- ,m}, on a donc z3, = 1/(m + 2)[(a + b) + Zwl] =1

i=1
(indépendant de k). En remplagant z; par ¢ dans la deuxiéme égalité, on obtient ¢t = (a 4+ b)/2. 11
s’ensuit que f atteint son minimum global en un unique point = ((a +b)/2,---,(a +b)/2) et que
ce dernier vaut

Fat0)/2 - (at0)/2)= =02+ 32 a2 3T 2 = (1) (-2
k=1 k=1

3. Soit n > 3. On considére n réels y1,- -, Yn.

(a)
(b)

On prend la borne supérieure pour un ensemble fini, c’est donc un maximum qui est atteint pour
les composantes correspondant a deux entiers kg et k1 de {1,--- ,n}.

On pose a = Yy, b = Yp,, m =n —2 et x = (21, -+ ,Zy) est construit avec les composantes

de y; restantes (¢ € {1,---,n} \ {ko,k1} ) rangées dans le méme ordre (si on veut). Si a = b,

il n’y a rien & démontrer car on a 0 des deux cotés de I'inégalité. Sinon, on observe alors que
Z (yr —y1)* = f(z) et il suffit alors d’utiliser la question 2.(e).

1<k<I<n

Comme on I’a remarqué dans la question précédente, on a un premier cas d’égalité lorsque toutes

les composantes sont égales. Avec 2.(e), le deuxiéme correspond obligatoirement au cas ou il existe

un point y ayant deux composantes distinctes yi, et yr, avec |yr, — g, | = Jnax lyi — y;| et on
1<i<j<n

toutes les autres composantes sont égales & (yg, + Yx, ) /2.
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EXERCICE 2.6

Soit a et b deux réels tels que a < b. On note I le segment [a, b]. On considére une fonction f continue sur
I et a valeurs dans [0, 1] et une fonction g croissante et continue sur I.

1. Pour x € I, on pose :

b

b b
ow) = [ soarevw = [ gwar— [ sogwa

a) Vérifier que ¢ et ¢ sont bien définies.
b

)
)
¢) Montrer que 1 est dérivable et déterminer sa dérivée.
)
)

(
(b) Justifier la dérivabilité de ¢ et donner sa dérivée.
(

(d

(e) En déduire que :

Etudier les variations de 1.

b b
/a F(Hg(t)dt < /b o(t)dt.

—p(a)

2. On counsidére une fonction h qui est croissante et continue sur [0, 1] et qui prend ses valeurs dans [0, 1].
Pour n € N, on pose

1
Up = / (h(t))"dt.
0

(a) Vérifier que u, est bien définie et montrer que la suite (uy,), -, est monotone.

(b) En déduire que la suite (un),,-, converge vers une limite £ € [0, 1].

0= /1 12 h(t)dt.

(d) Montrer que la fonction h est constante sur [1 — ¢,1]. Qu’en déduit-on si on suppose que h est
strictement croissante sur [0,1] ?

(c) A l'aide de la question 1, prouver que :

3. On considére une fonction h qui est strictement croissante et continue sur [0,1] et qui prend ses valeurs
dans [0,1]. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1]. Justifier I'existence de
Pespérance E(h(X)™) pour n > 1. Que peut-on dire de la suite de terme général E(h(X)™)?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6

1.

(a)

Comme x € I et f est continue, il est clair que ¢ est bien définie. Compte tenu du fait que les
intégrandes sont des fonctions continues sur I, pour la fonction 1 il suffit de vérifier que b—p(x) € I.
La fonction f continue sur I et a valeurs dans [0, 1]; par croissance de l'intégrale on en déduit que
0 < ¢(x) <b— 2 < b—a. Par suite, on a bien a < b — ¢(x) < b.

Soit F' une primitive de f sur I. On a alors p(z) = F(b) — F(z), ce qui montre que ¢ est dérivable
et que ¢(z) = —F'(z) = —f(x).

Soit G (resp. L) une primitive de la fonction continue g (resp. fg). On a ¢ (z) = G(b) — G(b —
o(z)) — L(b) + L(x). Par somme et composition, on voit que ¥ est dérivable et que ¢'(z) =
—(=¢'(2))G' (b= p(x)) + L'(x) = = f(2)g(b — ¢(x)) + f(z)g(z) = f(z) [9(x) — g(b — ¢())].

On a vuen 1. que p(z) < b—x;on adonc < b— p(z). Or, la fonction f est positive et g est
croissante ; il en résulte que ¢’(z) < 0. La fonction v et donc décroissante.

La décroissance de v sur I entraine que ¢¥(b) = 0 < ®¥(a), ce qui donne exactement 'inégalité
demandée.

La suite (uy,)n>0 est bien définie car la fonction h™ est continue (par composition). Comme h est &
valeur dans [0, 1], on a 0 < h(t)"*! < h(t)™ < 1 pour tout ¢t € I = [0, 1]. Par croissance de I'intégrale,
on en déduit que la suite (uy), >, est décroissante.

La suite (uy),>, est décroissante et positive , elle converge donc vers une limite £ € [0, 1].
Soit n € N. Pour t € I = [0,1] on pose f(t) = h(t)" et g(t) = h(¢). Les hypothése de la question 1
sont vérifiées, on a donc :

1
U1 < / h(t)dt.
1-un,
Par ailleurs, comme h(t) <1, on a : fll—u h(t)dt < fll—u dt = uy,.
Alors un passage a la limite dans ces deux inégalité larges quand n tend vers +oo fournit I'égalité
demandée.
On a donc :
1 1
/ (1 =h(t)dt=1- / h(t)dt = 0.
1—¢ 1—¢

L’intégrande étant une fonction continue et positive, elle doit donc étre nulle sur [1 — £, 1]. Par suite,
la fonction h est constante et égale & 1 sur [1 — [, 1]. Le fait que h est strictement croissante sur
[0,1] force £ a étre nul, et par conséquent la suite (un),, décroit vers 0 dans ce cas.

3. Comme 0 < h(t)™ < 1 pour tout ¢ € [0, 1], existence de I'espérance E(h(X)™) est donnée par cette

domination. Le théoréme de transfert implique I'égalité :

E(h(X)") = /0 h(t)"dt.

Comme h est strictement croissante, continue sur [0,1] et prend ses valeurs dans [0, 1], la question
précédente nous dit que la suite de terme général E(h(X)™) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.
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EXERCICE 2.7

Soit a et b deux réels positifs. On définit les suites (up)nen €t (vn)nen par la relation de récurrence (R)
suivante :

Uy, + Uy

> et vy, = \/m (R)

up = a, vp = b et pour tout entier n > 0 : up41 =

1. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont bien définies.
2. (a) Montrer que pour tout n > 1, on a v, < Up, Upt1 < Up €6 Uy < Upyq-

(b) En déduire que les suites (un)nen et (Upn)nen convergent vers la méme limite qui est de plus positive.
Cette limite sera notée M(a,b) dans le reste de 1’exercice. La fonction M est donc définie sur

I={(a,b) eR?*|a>0etb>0}

et a tout couple de conditions initiales (ug = a,vg = b) € I, elle associe la limite M (a, b) des suites
(un)nen €t (vn)nen définies par la relation de récurrence (R).

3. (a) Calculer M(a,a) et M(a,0) pour tout réel a > 0.
(b) Montrer que pour (a,b) € I et pour tout réel ¢ > 0, on a :

M (ta,tb) =t M(a,b).

(¢) Prouver que pour (a,b) € I, on a :

(d) Démontrer que pour (a,b) € I, on a :
M(a,b) = M(b,a).

4. Ecrire une fonction Scilab qui prend en entrée deux réels positifs a et b et un réel strictement positif
eps et qui renvoie une valeur approchée M de M(a,b) a eps prés, autrement dit M doit satisfaire
|M(a,b) — M| < eps.

5. Soit (a,b) € I avec a # 0 et b # 0 et (un)nen €t (Un)nen les suites définies par la relation de récurrence
(R). Pour tout entier n positif, on pose ¢,, = u, — v,. Montrer que pour tout n > 0, on a :

2
Cn

0 < Cn+41 <

3

8
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.7

1. Pour que les suites (uy)nen et (Un)nen soient bien définies par la relation de récurrence (R), il faut
et il suffit que le produit u,v, soit positif pour tout entier n > 0. Montrons par récurrence que :

2.

t(P(n

) u, = 0et v, > 0" pour tout entier n > 0, ce qui impliquera que u,v, = 0. P(0) est vraie

car ug = a > 0 et vg = b > 0. Supposons que P(n) est vraie pour un entier n > 0, on a alors
Upt1 = (Up + Up)/2 2 0 et upv, = 0, ainsi v,41 = \/unv, = 0. Donc P(n + 1) est vraie.

(a)

(c)

(d)

Soit n > 0. Comme u, et v, sont positifs, il s’ensuit, 0 < (\/Un — \/Vn)? = Up + Uy — 2\/Un v, et il
vient /u,v, < (tn + vy,)/2. On en déduit que vy,41 < Up41. Ainsi, on a v, < u, pour n > 1. Soit
n=1, upp1 = (up +v5)/2 < (Up + upn)/2 = uy, (car v, < uy,). Enfin, par croissance de la fonction

racine sur R™, v, 1 = /UnUp = \/Unr/Un = /Un\/Un = U (car v, < uy).

D’aprés les questions 1) et 2)(a), on a pour tout n > 1, 0 < vy < Vpt1 < Upt1 < Up. On en déduit
d’une part que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle est minorée par 0 donc
elle converge vers un réel [ > 0. D’autre part, la suite (v,,) est croissante, positive et majorée par
uy & partir du rang 1 donc elle converge vers un réel [>0. Enfin, par passage a la limite dans la
relation u, 1 = (up + v,)/2, il découle que I = (I 4 1)/2 et donc que I = = M(a,b) > 0.

Soit a > 0. Si b = a, on montre par une récurrence immédiate que u,, = v,, = a pour tout n > 1.
Ainsi par passage a la limite, on a M (a,a) = a. Maintenant si b = 0, on a par récurrence immédiate
vp, = 0 pour tout n > 0. Ainsi par passage a la limite, on obtient M (a,0) = 0.

Soit (a,b) € I. On appelle (4y,) et (9,,) les suites associées aux conditions initiales g = ta > 0 et
o =tb >0 (car t > 0) par (R). On peut alors les comparer & (u,) et (v,) qui ont pour conditions
initiales ug = a et vg = b. Montrons par récurrence que “P(n) : @, = tu, et 0, =tv,” pour n > 0.
P(0) est vraie par définition des condtions initiales. Supposons P(n) pour un entier n > 0. On a alors
Unt1 = (Gn + 0n)/2 = t(un +v,)/2 (d’aprés P(n)) et ainsi dp41 = tupy1. On a aussi en utilisant
P(n), (R) et le fait que t > 0 : TUpy1 = VU Op = VE2Up Uy = t3/Up Uy, = tpq1. Done P(n + 1) est
vraie. En passant a la limite sur les relations @, = tu, et 0, = tv,, il vient M (ta,tb) =t M (a,b).

Soit (a,b) € I. On appelle () et (0;,) les suites associées aux conditions initiales 4o = (a + b)/2 =
uy = 0 et 99 = vab=v; > 0. Par récurrence immédiate, on a @, = u,+1 et 0, = v,41 et donc par
passage a la limite, il vient : M ((a +b)/2,vVab) = M(a,b).

D’aprés la question 3)(c), on a M(b,a) = M (%%, Vba) = M (%52, Vab) = M(a,b).

4. D’aprés 2) (a), (u,) et (v,) sont respectivement décroissante et croissante a partir du rang 1 et v, < u,
pour n > 1. Il vient donc v, < M(a,b) < u, pour n > 1. On conclut que |M(a,b) — v,| < u, — v,. Cette
derniére inégalité est utilisée comme critére d’arrét dans la procédure.

function M=moyennearithmgeo(a,b,eps) u=(auxl+aux2)/2;
u=(a+b)/2; v=sqrt(auxl *aux2);
v=sqrt(axb) ;\smallskip end
while(u-v> eps) M=v;
auxl=u; endfunction
aux2=v;

. D’apres la question 2)(a), on a v,4+1 < 4,41 pour tout n positif. Donc, on a 0 < ¢,41. De plus, on a

d’aprés la question 2)(a), Upt1 + Unt1 = 20n41 = 201 = 2/ ab > 0 (car (v,,) est décroissante a partir du
rang 1 et a,b > 0). Ainsi, on obtient :

2
i+ 01 s i) (24— w, _ Y24 02) — g, _

B (
C"“‘( 2 *V“"””) Uit + Vgt 2ab S 9vab S 8Vab
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EXERCICE 2.8
+oo
Soit g : R — R une fonction continue telle que / gz(t) dt converge. On pose, pour tout x réel :

— 00

+oo
f(a) = / D g(r)

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

2. (a) Pour tout x réel, soit ¢, la fonction définie sur R par :

+oo
VAER, %(A):/ (g(t) — e @ D)2 at.

En considérant le signe de la fonction ¢, sur R, établir 'inégalité :

(/:OO e g(t) dt>2 < </+oo e2(@—1) dt) x (/

x x

o g2 (t) dt) .

(b) En déduire que lim f(x)=0.

r— 400
3. Montrer que f est dérivable sur R et que, pour tout z réel, f'(z) = f(z) — g(x).

4. (a) En utilisant la question précédente, montrer que pour tout a réel et tout = > a, on a :

/;f2(t)dt< (/jﬂ(“dt)m(/a ()

2
(b) En déduire 'inégalité :

x

1/2
G2(1) dt) T

/fo(t)dt</$92(t)dt+f2($)
+oo

+oo

(¢) Montrer que/ () dt g/ g*(t) dt.

— 00 — 00
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.8
+oo
et g sont de carré intégrable sur [z, +oo] ( / g*(t)dt converge), donc leur

— 00

1. Les fonctions t — e*~?

a’ + b?
5
2. (a) D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (la fonction ¢, est positive pour tout A € R et est un trindéme
en A, donc, le discriminant est négatif ou nul ) on a :

produit est intégrable d’aprés I'inégalité |ab| <

too 1/2 +oo 1/2 1 too 1/2
sis ([T eea) ([T ewa) <o ([ g%t)dt)
+oo
Comme g est de carré intégrable, alors / g*(t)dt — 0 donc Em f(z) =
+oo “+oo

(b) On remarque que, pour tout z réel, on a : f(z) = er/ tg(t)dt. De plus, / e tg(t)dt =

oo . T x
/ e tg(t)dt — / e 'g(t)dt. Ainsi, la fonction f est dérivable et, en utilisant la dérivée d'un
0 0
produit, on obtient :
+oo
fla) =t [ ety - et (e g(a)) = f(2) - g(o).

3. (a) Les fonctions f et f’ étant continues, en multipliant la relation précédente par f et en intégrant sur
le segment [a, ], il vient :

/9: f2(t)dt—/x f(t)g(t)dt: /w f(t)f/(t)dt: |:f22(t):| _ fz(x) _ f2(a) < fQ(IL')

:>/ fA(t dt</f dt+f2()

o [ rwas ([ row)” ([ ewa) 20

2

2
b

(b) Rappelons que, pour tout (a,b) € R?, ab < ot . Ainsi, en utilisant 'inégalité précédente, on a :

1/2 1/2

> (/ o)

a

[ om0 ([ 1o
L[ oo [ o
/ £ dt<% / t)dt + (x)

Ainsi, /;f2(t)dt</a 2(t)dt + f2(z).

(c¢) En fixant a dans I'inégalité précédente, pour tout x > 0, on a : / FAt)dt < / g (t)dt + f*(x).

xr
Comme ¢ est de carré intégrable et Em f =0, alors x — / f2(t)dt est bornée donc convergente et,
o0
0

—+o0 —+oo
en passant a la limite lorsque # — 400 dans I'inégalité, on obtient : / f2(t)dt < / g*(t)dt.
a

Il reste & faire tendre a vers —oo pour obtenir le résultat demandé.



CHAPITRE 2. ANALYSE 59

EXERCICE 2.9

n
Soit (up)n>1 une suite réelle. On dit que le produit H u, converge si la suite (v,), définie par v, = H Uy,

n k=1
admet une limite non nulle ¢, et I’on note alors :

EZU1X’LL2XU3X---

1. Dans cette question, on suppose que u, > 0 pour tout n € N*. Montrer ’équivalence entre les trois
propositions suivantes :

(a) le produit H(l + u,) converge ;
(b) la série Z In(1 + u,) converge;

(c) la série g Uy, converge.
n

2. Dans cette question, la suite (uy,), est & valeurs strictement supérieures & —1 et est telle que la série
Z u? converge.
n

(a) Montrer qu'il existe C' > 0 et N € N* tels que : Vn = N, |In (1 +u,,) — u,| < Cul.

(b) En déduire que le produit H(l + uy,) converge si et seulement si la série Z Uy, converge.

n n

n
. . T
3. Dans cette question, pour tout entier n > 1, on pose u, = cos (27) avec x €10, 7[ et v, = H U
k=1

x
(a) On pose : Vn € N*, w, = v,sin (27)
sinx
Montrer que pour tout n € N*, w,, = et déterminer lim wv,.
on n—-+oo

(b) En déduire égalité :
2 V2 \/2+\/§X 2+ 2+ﬁx

= X
us 2 2 2




60

ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9

1. Par stricte positivité de u, et par continuité de la fonction logarithme :

n

n—-+o0o n—-+oo

a) < ¢): lim (14 ug) = A # 0 si et seulement si 11111 Z In(1 4 ug) =In A
k=0

k=0

c) = b) : comme u, >0, In(1+ up) < wy.

b) = ¢) : Si Zln(l + uy,) converge, alors In(1 + wu,) — 0, donc u,, — 0. Donc In(1 + wy,) ~ up.

2. (a)

Comme Zui converge, la suite (u,) tend vers 0.
In(l+z)—2 1

Par ailleurs le développement limité de In(x + 1) a lordre 2 donne : lh% — =
r—r i

donc le quotient est borné (par C' >0) au voisinage de 0.
Autre idée : majorer le reste intégrale de la formule de Taylor pour In(1 + x).

Donc, par théoréme de comparaison la série E In (1 + wuy,) —uy, converge absolument, donc converge.

Comme la différence des deux séries Z Uy, et Z In(1 + u,) converge, elles sont de méme nature,

n n

et cette derniére est de méme nature que le produit H(l + up) (un, > 0 ne sert pas la dans Q1).

n

n
Comme sinz = 2sin(x/2) cos(z/2), il vient, en posant v, = H ug
k=1

Wy, = Up, X Sin (2%) = H cos (;—k) X sin (2%)
k=1

n—1

H cos (27) X sin (2n71)

k=1

1 1
La suite (w,,) est géométrique de raison X de premier terme w; = cos(z/2) sin(z/2) = 3 sinx et

1 sinx sinx sin x
Wy = g— w1 = —— donc v, = ——Fov — ——
2n 27 sin (27) n—+oo I
. 2
On doit montrer que : — = x7 X Tg X Tg X -« -,
i

ol la suite (25,) est définie par xj41 = ag41/2 avec la suite (ay,) définie par récurrence par o = /2
et apy1 = V2 + ag.
Or par récurrence sur k > 1 on obtient que xj = cos(m/2*). En effet l'initialisation est évidente et
si c’est vrai a 'ordre k, alors, comme cos(2z) = 2cos?x — 1, on a :

0‘%+1 =24 ap = 2(1 4 cos(m/2F)) = 4 cos?(1/28 1) = apy1 = 2cos(m/28H1)

= 2541 = cos(m/2" 1),

7 . . 7 P 7T
Le résultat voulu s’obtient alors avec la question précédente en prenant x = 5"
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EXERCICE 2.10

Dans tout I'exercice, a est un réel strictement positif.

“+o0
On rappelle que pour tout = > 0, U'intégrale / t*“Letdt est convergente. On pose alors :
0
“+oo
Ve >0, I'(z) = / t"te~tdt
0
+oo
1. (a) Montrer que pour tout = > 0, I'intégrale / exp ( — xta)dt est convergente. On pose alors :
0

+oo
Vx>0, I(a,m):/ exp(—xt"‘)dt
0
(b) A T'aide du changement de variable u = xt® dont on justifiera la validité, montrer que
Ia,z)=C xw

ou C' est une constante strictement positive que ’on déterminera en fonction de .

2. (a) Montrer que pour tout & > 0, la série de terme général exp ( — ;vn"‘) est convergente. On pose alors :

+oo
V>0, Se(x) = Zexp (—an®)
n=0

(b) Déterminer }K% Sa(z).

3. (a) Etablir pour tout x > 0, encadrement : S, (z) — 1 < I(a, ) < Sa(z).

(b) Montrer qu’au voisinage de 0, on a : Sy (z) ~ I(a, z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10
1. (a) Soit @ > 0 et x > 0. La fonction t — e~®*" est continue sur R*.

Au voisinage de 400, lim t2e %" =0.
t——+oo

(b) Le changement de variable u = xt® de classe C!, str. croissant, bijectif de R* sur R*, donne :

1 oo 1 1 1. /1
I{a,2) = v / ut/ e dy = 71/I‘ () = C=-T <)
axt’* Jo axrt’® « « «

Coa
2e7@n" — .

2. (a) Comme précédemment, comme x >0, lim n
n—-+o0o

(b) Comme S, est croissante, la limite existe est finie au vaut +oco. Par I’absurde, si elle est finie, comme
e~ ™" > 0, pour tout N € N*, on a :

N
Sa(z) = ™™ = lim Su(z) > N +1
z—0
n=0
Comme c’est vrai pour tout N, on en déduit lir% Sa(x) = 400, ce qui est absurde. Donc lir% Sa(z) =
T—r T—r

+00.
3. (a) On utilise une comparaison série/intégrale avec f,(t) =e

La fonction f est décroissante de RT sur ]0, 1].

—xt®
(b) Il vient (classique) :

too e 1 1
Yz >0, Sa(x)—lgl(a,x)<Sa(x):>5a(as)~/ e "t dtz[(a,m)zil/f‘ ()
0 axr/« e}
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EXERCICE 2.11
Dans cet exercice, « est un réel de |0, 1]. Pour tout entier n > 2, on pose :
n—1
1
a) - Z ka(n _ k)oc
k=1
1 1 1
1. Montrer que S, (a) = T X Zl Gofn) (= /)
2. Dans cette question o = 1.
1 1/1 1
Mont — == -4+ — .
(a) Montrer que =) n<k+n—k’)
(b) En déduire un équivalent de S, (1) lorsque n tend vers +oo.
On suppose désormais que a €0, 1[.
1
t
3. (a) Montrer que l'intégrale /0 m est convergente.
(b) Etudier les variations de f: 2 — —————— sur 0, 1].
ze(1—x)e
e o 1 boooat
4. En lencadrant a laide d’intégrales, montrer que S, («) est équivalent & 5o T =1 lorsque n
n o— (0% J— «@

tend vers +oo.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11

1. Question évidente.
2. (a) La décomposition est donnée : il suffit de la vérifier.
(b) On a alors :

n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 2 1 2Inn
Sn ]_ = —_— = — — = — —~
0-S s (TirE )
k=1 k=1 k=1 k=1
. boat . :
3. (a) L’intégrale m est convergente, par critére de Riemann en 0 et en 1.
0 _

a2z —1)
(z(1 — )+t
]0,1/2], puis croissante sur [1/2, 1] et admet un minimum en 1/2 qui vaut 4°.

(b) La dérivée de f est f'(z) = qui est du signe de 2z — 1. Elle est décroissante sur

4. On effectue une comparaison série/intégrale sur chacun de ces intervalles. Pour plus de clarté, on suppose
que n est pair (on n’aura pas & écrire des parties entiéres...) et on pose n = 2p.
e Pour k€ [1,p— 1], k/n <t < (k+1)/n = f((k+1)/n) < f() < F(k/n) et

(k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n
/ F(k +1)/n)dt < / ()t < / FUk/m)dt
k

/n k/n k/n
soit,
1 (k+1)/n 1
S vmy < [ pede< (ki)
n k/n n
On somme, et par la relation de Chasles, on a :
1 p—1 1/2 1 p—1
=3 f((k+1)/n) < Fydt < =5 f(k/n)
[ 1/n [
e Pour k € [p,2p], le méme type de raisonnement donne :
1 n—1 1-1/n 1 n—1
S S < [ o< S p(k+ /)
n k=p 1/2 n k=p

dt
1—t)e’

1 1
On somme ces inégalités, puis en réindexant, on obtient S, (a) équivalent a Sa 1 / o
n 0



CHAPITRE 2. ANALYSE 65

EXERCICE 2.12

i 1
Soit I = } —z, T [ et f la fonction définie sur I par f(x) = M
2°2 cos T
by . . (n) P, (sinz)
1. (a) Montrer qu'il existe une suite (P, ),>0 de polynomes telle que pour tout n > 0, f\"(z) = (Cos a1
cosx)"

(on exprimera P, 11 en fonction de P,).

(b) Montrer que pour tout n > 1, P, est un polyndme unitaire de degré n dont les coefficients sont des
entiers naturels.

2. Montrer que pour tout z € I, on a : 2f'(z) = f?(x) + 1.
3. Pour tout n € N, on pose a,, = f™(0) = P,(0).

(a) Montrer que 2a; = ag +1et que pourn>1,o0na:

" /n
20041 = Z (k> Oy

k=0
(b) A l'aide d’une formule de Taylor, montrer que pour z € [0,7/2[, la série Z a—?x” converge.
n!
n=0

(¢) On note g(z) la somme de la série Z a—?x" ; on admet que g est dérivable sur [0, 7/2[ et que pour
n>0
tout = € [0,7/2[, on a 2¢'(x) = ¢g?(x) + 1.

Montrer que pour tout z € [0,7/2], on a f(z) = g(z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12

1. (a)

2. Onal+ f(z)* =

3. (a)

1+sinx sin?z + 2sinz + 1
On obtient, pour z € I : f'(z) = —— , f"(z) =
P f(x) (cosx)? (@) (cosx)?
La fonction f est clairement de classe C°° sur I. La propriété a démontrer (existence d’un polynome
P,,) est vraie au rang 0 avec Py = X + 1 et, si elle est vraie & un certain rang n € N, alors,

£ () = (1 —sin®2) P! (sinz) + (n + 1) sin(z) P, (sin z) _ Ppya(sinx)
= (cos x)nt2 ~ (cosz)nt2

ol P41 est le polynéme P,y1 = (n+ 1)XP, + (1 — X?)P!. On a alors Py = P, = X + 1,
Py =X?+2X +1.

Notons que I'unicité du polynéme P,, est immédiate par I’argument classique : un polyndéme ayant
une infinité de racines est le polyndéme nul.

La propriété a démontrer est vraie pour n = 1 (initialisation) et, si elle est vraie & un rang n € N

n
donné, on peut écrire P, = Z ap X" avec a, =1 et a; € N pour tout k € [0,n]. Par la relation de
k=0
récurrence obtenue précédemment, on calcule alors :
n—1

Pppr = X" 4204, 1 X" + Z ((n —k+2)ap—1 + (k+ 1)ak+1)Xk +ay
k=1

Le polynéme P, 1 ainsi écrit est bien unitaire de degré n + 1, a coefficients entiers naturels, ce qui
achéve la récurrence.

2 . ) .
cos*z+ 14 2sinx +sin“x 24 2sinx

cos? x cos? x

=2f"(z).

On constate que ag = a; = 1, donc 2a; = a2 + 1 et, pour n € N*, par la formule de Leibniz,

n

2f(n+1) _ (2f/)(n) — (f2 + 1)(n) — <f2)(n) — Z ( 'Z ) f(k)f(n—k:)

k=0

n
En évaluant en 0, cela donne 2a,, 41 = Z ( Z ) QO pour n € N.
k=0

Comme a,, = f(™(0), par la formule de Taylor avec reste intégral, pour N € N et x € [0,7/2], on

N
an, Tz =N D)
: — —a" = dt.
a: /(@)= Tpe /O N
n=0
P int
Or, fN+D(¢) = M est positif car sint > 0 pour ¢t € [0,7/2] et d’aprés la remarque,
(cost)N+2
I'intégrande étant positive sur [0,z] avec > 0, le reste intégral est positif, d’ou 'inégalité :
N
an
VN eN Vzel0,7/2] Zoﬁx < fla).

e s .
Pour z € [0, 7/2], la série Z —7:90" est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont
=
majorées; elle est donc convergente.
Pour z € I, posons ¢(z) = arctan (f(z)) et ¢(x) = arctan (g(x)). Les fonctions ¢ et ¢ sont
! /
g

de classe C! sur I avec ¢/ = T et ¢ = i g Les questions précédentes montrent que
1
o= = 3 donc ¢ = 1 + C sur I, ot C est une constante. Comme ¢(0) = ¢(0) = 7/4, la

constante est nulle et ¢ = 1. Comme f(z) = tan (¢(z)) et g(x) = tan (¢(z)), on a f = g sur I.
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EXERCICE 2.13

dt
VIt 2/ 1 12

—+o0
1. Pour quelles valeurs de x réel 'intégrale / converge-t-elle ?
0

On note alors I(x) cette intégrale.
2. Calculer I(1).
On suppose désormais = > 0.

dt
ViteevaZ+ee

VT
3. En utilisant le changement de variable t = E, montrer que I(x) = 2 /
u 0

4. Soit g la fonction définie sur R’} par :

e
Y A
T Vet

(a) Montrer que g admet une limite en +00 et que lim g(z) = 0.
r— +0o0

V>0, gz

! 1] < e <
T X IT
V1412 1+t
(c) A l'aide d'une majoration de |I(z) — g(z)|, montrer que lorsque 2 tend vers 0 par valeurs supérieures,
ona: I(xz) ~ g(x).

5. ) Calculer la dérivée de ¢ — In(t + Va2 + t2).
En déduire un équivalent simple de I(z) lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.

(b) Montrer que pour tout ¢ € [0,+/], on a :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13
1
V1+ 2z +¢2

Au voisinage de +o00, ¢(t) ~ 5] dont I'intégrale converge.

(d) e Six #0, la fonction ¢ : t —

est continue sur [0, +-00[ & valeurs dans R

1
e Par contre, pour x =0, ¢(t) ~ n (en +00) dont I'intégrale diverge.

Finalement, I est définie sur R*. Par parité, il suffira de ’étudier pour = > 0.

+oo
2.0naI(1):/ dt__
0

1+t 27
3. On écrit :

/ \/1+t2\/x2+t2 / \/1+t2\/x2+t2

On effectue le changement de variable C' proposé. Il vient :

oo dt 0 1 du
/\/5 V14 12y/22 4 2 /f V1t a2 u\/z? + 22 [u? U2 \/1—|—1¢2\/3162—|—7u2
1 2
: 20, — < —= i =0.
4. (a) Pourt>0,o0na m = , dou 0 < g(z) 7z et xl}ﬂr_loog(m) 0

(b) Pour ¢ > 0, la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre 0 donne :

! 1 /t L </t M <2 <
——1|=|- | ———==5du| < —_— <z
V14 t2 o (1+u?)3/2 o (1+u2)3/2
On peut aussi multiplier par la quantité conjuguée ; pour tout t € [0,/z] on a :

t? t2 5

1
— 1| = < <t"<w
‘\/1—&—752 ‘ VI+E21+V1+12) 1+

(¢) On fait la différence entre I(x) et I’équivalent proposeé. Il vient :

1
[I(z) —g(z)] <2 Wl WA 1‘ dt < zg(z) = o(g(x))

d
@ T 2)) — 1
5. (a) Le calcul donne o (In(t + Va2 +t2)) = -

(b) Donc, au voisinage de 0, on a :

Va2 2
I(z) ~2In <\/M> ~2ln— ~—Inz

Jz

X
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EXERCICE 2.14

+oo —t?

1. Montrer que, pour tout réel > 0, 'intégrale / dt converge.

x

2
+oo et

dt.

On définit ainsi la fonction f sur RY par : Vo >0, f(z) = /

x

2. Peut-on prolonger f par continuité en 07
3. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’(z) pour tout 2 > 0.
En déduire le sens de variation de la fonction f sur RY .
1
4. Montrer que : Vo > 1, 0 < f(z) < §e’f’32.
1] _ et

5. (a) Montrer que la fonction g définie sur ]0,1] par g(z) = / — dt admet une limite finie en 0.

x

(b) Montrer que f(z) est équivalent & — In(x) au voisinage de 0.

+oo
(c) Montrer que l'intégrale / f(z) da converge et calculer sa valeur.
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.14

7t2
e 1
1. L’intégrand est continu et positif sur [z, +oo] et = o ),
t t—o+oo t2
donc par critére de convergence, par négligeabilité, I'intégrale proposée converge.
+oo —t2
2. La fonction f se prolonge par continuité en 0 si et seulement si 'intégrale / 5 dt converge.
0
—t2 1
. e 1 dt . R ) .,
Comme tout est positif et que 0 < . ~ e ou 7 diverge, f ne peut étre prolongée par continuité
t—0 0

en 0.
R

3. Par la relation de Chasles, on a : f(z) = f(1) — / eT dt.

1
Donc, par le théoréme fondamental du calcul intégral, f est dérivable et :

e

Vz >0, f'(x)=— <0,
ce qui montre que f est strictement décroissante sur R
—2
e
4. Pour tout x > lettoutt >z, ona:0< 5 < te—t"

En intégrant sur [z, +oo[ I'encadrement précédent (les intégrales convergent et les bornes sont dans le
sens croissant), on obtient :

+o0o 9
0< f(x) g/ te”"dt = [ —5°

1—et
5. (a) On a — t, donc l'intégrale est faussement impropre.
t—0

(b) Pour tout > 0, on a :

f(x):f(l)—i-/ e;t dt:f(l)—/ 1_:_tdt+/ %dt:f(l)—g(x)—lnx.

En 0", comme In est prépondérant sur f(1) — g(x) qui converge, on a donc f(x) ~ LT In(z).
z—0

(c¢) Par intégration par parties, pour tout (a, A) tel que 0 < a < A, on a :

A

/aA (@) dz = AF(A) — af(a) +/ e da.

a

D’apreés la question 4, par encadrement on a AliIE Af(A) = 0 et d’aprés la question 5.b), on a
—+00

lim af(a) = 0. Par suite :

a—07t
400 +oo 2 1 +oo w2
/ f(z) dz :/ e " dr = —/ e~ 7 du= ﬁ
0 0 x:% \/E 0 2
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EXERCICE 2.15

Soit un entier n € N*. Pour toute variable aléatoire Z définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) qui prend
n valeurs réelles distinctes z1,...,2, (i.e. Z(Q) ={21,...,2,} et pr = P(Z = z) # 0 pour tout k € [1,n]),
on appelle entropie de Z, le nombre réel défini par :

H(Z) == piIn(py).
k=1

n
Pour tout z = (z1,...,2,) €]0,1[", on note hy,(z) = hp(z1,...,2,) = — ka In(zg).
k=1
1. Calculer l'entropie d’une variable aléatoire U qui suit une loi uniforme sur un ensemble {uy, ..., uy}.
2. Justifier que la fonction h,, est de classe C2 sur I'ouvert |0, 1[" et calculer en tout point z €]0,1[", le

gradient V(h,,)(z) et la matrice hessienne V2(h,,)(z) de h,,.

Montrer que la contrainte 1 + - - -4+, = 1 n’est pas critique. Montrer que la condition nécessaire d’ordre
1 pour un extremum de la fonction h,, est vérifiée en un unique point critique =* que l’on précisera.

. Fixons z €]0, 1[" tel que 21 + - -+ + x,, = 1 et notons u = x — z*.

(a) Veérifier que, pour tout t € [0,1], on a : x* + tu €]0, 1[™.
On note alors 1) la fonction définie sur [0, 1] par : ¥ (t) = hy,(z* + tu).

(b) En utilisant la formule de TAYLOR avec reste intégral & Pordre 1 pour v entre les points 0 et 1,
montrer que h, admet en £* un maximum global sous la contrainte z; 4+ --- + x,, = 1.
Ce maximum est-il atteint en d’autres points que x* ?

. Parmi les variables aléatoires prenant n valeurs (chacune avec une probabilité non nulle), quelles sont les

lois de celles qui ont la plus grande entropie ?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15

1

5.

n

OnaH(U):fZ%ln%:lnn.
k=1

La fonction h,, est C? comme somme de fonctions C? et :

1
Vie [L,n], 8i(ha) = —(Inz;) —1 et V(i,5) € [L,n]*, 07;(hn) = ——, 07;(hn) =0sii#j.

Donc V(hy)(x) = (- (Inay) — 1,..., —(Inzy) — 1)) et V2(hn)(z) = diag <_$11 . .,_1).

Tn

Posons g(z) = z1 + - -+ + 5. Comme Vg(z) = (1,...,1) # 0, la contrainte g(z) = 1 n’est pas critique,
donc pour que h,, admette un point critique sous la contrainte g(z) = 1, il faut et il suffit qu’il existe
A € R tel que Vh,(z) = AVg(x), soit :

—(nzy)—1=--=—(lnz,) -1,

1 1 1
soit x1 = -+ = x,. Comme z1 +---+x, =1, on en déduit xy =--- =x, = — i.e. 2* = (,...,).
n n n

(a) Onaa* +tu= (1 —t)az* +tx = (toy + (1 — )2}, ..., tx, + (1 — t)z},).
1
Comme z7 = — €]0, 1], par somme d’encadrements (dont 'un au moins est strict car ¢t et 1 — ¢ ne
n
sont pas tous les deux nuls), on en déduit que tz; + (1 —t)z; €]0,1][.

(b) Puisque 1 est de classe C? sur [0, 1], la formule de TAYLOR avec reste intégral & I'ordre 1, entre 0 et
1 donne :

1
¥(1) :¢(0)+z//(0)+/0 (1 — )" (t) dt.

Les formules de dérivation directionnelle du programme d’ECS (dérivée de t — h,(z* + tu) aux
ordres 1 et 2) donnent :

P(0) = (V(hn) (@) et " (t) = ga=pru(w),

Ol @14y est la forme quadratique associée a la matrice V2(hy,)(x).
Or, comme g(z) =1, 0on a :

(V) (@) = AV (g)(@")u) = ur + -4 1ty = (@1 + -+ 20) — (@] + - +2) =1 -1 =0.

Donc la formule de TAYLOR se simplifie en :
1

hn(x) = hy(z) +/ (1 —t)gp+ttu(u) dt < hyp(z*),
0

car V2(h,,)(x) est diagonale avec des coefficients diagonaux strictement négatifs, et donc g 4 ¢, (u) <
0. Ainsi, h,, admet en z* un maximum global sous la contrainte g(x) =1 (qui vaut h,(z*) = Inn).

Il y a égalité hy,(z) = h,(z*) si et seulement si I'intégrale est nulle. Comme il s’agit de I'intégrale
d’une fonction continue négative, cela n’est possible que si la fonction ¢ — (1 — ¢)@ux 4+ (u) est nulle,
SOt Gu= 41 (1) = 0 pour tout ¢ € [0, 1[. Or, ¢gryo(u) < 0siu#0 i.e. x # *, donc h,, atteint son
maximum en z* uniquement.

Pour toute variable Z, on a H(Z) = h,(P(Z = z1),..., P(Z = z)).

D’apreés les questions 1 et 4b, on a donc : H(Z) < hy(z*) = H(U),

avec égalité si et seulement si (P(Z = z1),...,P(Z = z,)) = (P(U = w1),..., P(U = u,)).

Donc, ’entropie est maximale pour les variables qui suivent la loi uniforme et pour elles seulement.
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EXERCICE 2.16

On consideére la fonction f définie par :

fL‘2 1
Vo € R\ 0,1, f(a:):/m e

—_

. Montrer que f est bien définie, de classe C'! sur |0, 1] et sur |1, +o0.
. Calculer la dérivée f’ de f sur RT \ {0,1}. En déduire les variations de f.

. Montrer que la limite de f en +o0o est 4o00.

w N

2

T
1
a) Calculer ———dt pour z € R™ \ {0,1}.
(a) A ) Y P \ {0, 1}

(b) En déduire un équivalent de f(z) en 1.
5. Quelle est la limite de f(x) en 07

=
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16

1
1. La fonction ¢ — W est définie, continue sur |0, 1[U]1, +00[ donc admet une primitive notée G. On a
n

donc :
Vo > 1, f(r)=G(2?) — G(x).
On en déduit que f est bien définie, et C! sur |1, +o0[. Idem sur |0, 1].
2. On a donc :

, _ , O ) — 2x B 1 _ r—2
Vo € RT\{0,1}, f'(z) = 22G'(2?) — G'(x) 22 ) 2@

On en déduit que f est décroissante sur |0, 1[, puis sur |1, 2], puis croissante sur [2, +00[.

3. On a lencadrement suivant : Vo > 1, Vt € [x,2?], 1n2(1m2) < 1n21(t) < 1n21(z).
2 . 2
D’ott en intégrant sur [z, z?%], Vo > 1, T2y S f(z) < TEIER
(remarque : ceci s’obtient aussi par le th. des accroissements finis pour G)
On en déduit que lim f(z) = +o0.
T——+00

2

# ona'/x L dt = 1
tlnz(t), s tln2(t) ~ 2In(x)’

4. (a) Connaissant une primitive de la fonction ¢ —

(b) Or par encadrement on obtient :

1 1 1

Vo > 1, Vte |z, 2, < < .
v @) e S ke S rml

On intégre :
f(z) 1 f(x)
vz > 1, 2 7 2In(x) x
Soit,
2
x x
v 1 < <
=>4 21n(x) /(@) 21n(x)
De méme,
1 1 1

YV e€]o,1], Vte [z, 1],

< < .
cln(t)  tln®(t)  22In(t)
On intégre mais puisque les bornes ne sont pas dans l'ordre croissant, on a :

f@) o 1 _ @)

v €01, 2 " 2In(z) T =

1
On en déduit qu’'un équivalent de f(x) en 1 est ——.
21n(x)
1
5. Puisque la fonction ¢ — —5— est prolongeable par continuité en 0, on en déduit que la limite de f (x)

n”(t)

quand z tend vers 0 est 0.
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EXERCICE 2.17

1. Soit la fonction F': z — / (1 + |sin(t)])dt
0

a) Montrer que F est définie et de classe C! sur R

(
(b

Déterminer lim F(x).
Tr—r+o0

)
)
(¢) Montrer que F est une bijection de Ry sur Ry.

(d) Montrer que la fonction définie par h(x) = F(z) — z est strictement croissante.

2. Soit (v, )nen une suite a valeurs réelles positives ou nulles telle que lirf Uy, = +00.
n——+00

n
Pour tout n > 0, on note S,, = Zvi la somme partielle d’ordre n de la série Z Uy -
=0 n=0

(a) Montrer qu’il existe une unique suite (u,)necn positive telle que :

Un+1
up = 0 et pour tout n > 0, / (14 |sin(t)])dt = v,

Un

(b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

(c) Déterminer lim 1w,
n—-+oo

3. (a) Calculer F (k) pour k € N.

(b) Exprimer F(u,) en fonction de S,_;.

T
(¢) Montrer qu’au voisinage de +00, on a : u, ~ mSn_l.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17

1. (a) La fonction g : ¢ — 1 + |sin(¢)| étant continue sur R, le théoréme fondamental du calcul intégral
entraine l'existence de I'intégrale de g sur [0, 2] et donc de F'(z); de plus, F est la primitive de g qui
s’annule en 0, elle est donc dérivable et F' = g est bien continue sur R,. Donc, F est C* sur R.

(b) On a: 1< 1+ |sin(t)| = = < F(x) par croissance de l'intégrale.

donc lim F(z) = +o0.
T—+00

(c) La fonction F' est continue et strictement croissante de Ry sur R, avec F(0) =0 et liI_P F(z) =
T—r—+00
+00; c’est donc une bijection de Ry sur R, .

(d) La fonction h(z) = F(z) — x est croissante car dérivable et de dérivée |sin(x)| > 0. De plus, sinz
ne s’annule qu’en des points isolés, d’ou la stricte croissance de h.

2. (a) Les conditions voulues sur la suite (u,) équivalent a : ug = F(0) et Vn > 1, v, = F(unt1) — F(un),
soit encore, en calculant les sommes partielles et en posant S_1 =0 :

vn > O, F(Un) = Sn—1~

Comme F est bijective cela prouve l'existence et 1'unicité de (u,), donnée par u,, = F~1(S,_1).
(b) La fonction F est croissante, donc F~! aussi, tout comme la suite (S,,_1) (car v; > 0), donc (u,)
est croissante.
(c) L’égalité s’écrit v, = F(unt1) — F(uy). Par somme et télescopage, F(u,) — F(ug) = F(uy) = Sp—1
et par bijectivité de F, u,, = F~1(S,,_1) — +oo0.

3. (a) Ona:
km k—1 (i+1)7
F(kr) = kr + / |sin(t)|dt = km + ) / | sin(t)|dt
0 i=0 YT
k=1
=kmr+ Z / | sin(u + im)|du (changement de variable : u =t — im)
i=0 0
k=1
=kr+ Z/ |sin(u)|du = k7 + k[1 + 1] = k(7 + 2)
i=0 "0
n—1 n—1 Uit n—1
(b) Par télescopage déja vu, F(u,) = Y (F(uip1) — F(ui)) = Y / 1+ [sin(t)|dt = Y vi = Sp_1.
i=0 i=0 v Wi i=0

(¢) e Soit n > 0. L’entier m > 0 défini par m = LU—HJ est tel que : mm < u, < (m+ 1)7 d’ou, par
T
croissance de F', on a : F(mm) < F(up) < F((m+ D7) = m2+7) < Spo1 < (m+1)(2 4 7).

e Pour n assez grand, on am > 0 car lim wu, = +4ooc d’ou :
n——+oo

S 2 Sh_
orr< Tl co AT L Ol o o

m m
\‘UnJ Unp,
seorm=|—|~—
T T

Donc
T
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EXERCICE 2.18

+oo
On note E l’ensemble des fonctions continues sur R, a valeurs réelles telles que I'intégrale / f? (t)dt
0

+oo
converge. Pour f € E, on pose I = / f2(t)dt

0
On consideére la fonction g : R} — R définie par :

Ve eRY, g(x) = %/0 f&)dt

1. (a) Montrer que g est définie, dérivable sur R et qu’elle est prolongeable par continuité en 0.
On note ¢ la fonction prolongée en 0.

(b) Pour z > 0, exprimer la dérivée ¢'(z) en fonction de f(x) et g(z)
2. Soient a et b deux réels tels que : 0 < a < b.

(a) Montrer que : \ ,
2 [ F(09(t)dt = b’ ) ~ ag?(a) + [ o)t

b
(b) On suppose établi le fait que (f|g) = / f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur C%([a, b], R) (espaces

vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R). Montrer que :

/ dt—Q\f\/i

b
(c¢) En déduire : / g (t)dt < 21 + ag*(a) + 2/1 (ag?(a) + I).
a
+oo
3. (a) Prouver alors la convergence de l'intégrale : / g>(t)dt
0

+oo
(b) Etablir la convergence de l'intégrale / f(t)g(t)dt puis montrer que :
0

+o0o +oo
/O Aty =2 / F(t)gt)dt
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18
1. (a) La continuité de f entraine I'existence d’une primitive F' sur R* ; g est donc bien définie. Elle est

1
dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur RY : z — — et x +— F(z).
x

F(x)—F
La fonction F' est dérivable en 0, d’ou lim M

x—0 xT

= F’(0) = £(0). Ainsi i%g(m) = f(0).
(b) Pour # > 0, ¢'(x) = é(f(x) ~g(@)).
2. (a) Comme une primitive de f est x — xg(x) sur R, pour a > 0, par intégration par parties, on a :
b b 1
| aterie = ea(oato). - / 100} (000t = bg*0) @)~ [ g0t [

b
soit encore, / f@) = bg*(b) — ag®(a) —|—/ g>(t)dt  (1).

a
Sia=0,on remplace a par o > 0 dans (1) ; alors le résultat reste vrai en faisant tendre o vers 0.
(b) D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

b b b b
| oty < \/ / f2(t)dt\/ | o< w | oo
b / /
D’ofl/ g*(t)dt — ag®(a) < 2 I (t)dt — bg?(b) < 2 I t)dt, car bg*(b) > 0,

d’otul le résultat voulu.

(¢) On reconnait le début d’un carré dans I’expression précédente :

( /b92<t>dtﬁ)2I<ag2<a>:»‘\//bg2<t>dtﬁ < V@@ +1
| [ Pt < VTt Vag@ v

b
et en élevant au carré : / g (t)dt < 2I + ag®(a) + 2/ 1 (ag?(a) + I).
a

b
3. (a) e La fonction g étant continue sur Ry, la fonction h : b — / g*(t)dt est bien définie. Elle est

0
croissante (positivité de l'intégrale) et majorée (2.c), elle admet donc une limite finie lorsque
b — 400 (théoréme de la limite monotone).

1
(b) i. Ona0 < |f(t)g(t)] < 5(]"2(15) + ¢2(t)). Ainsi par le théoréme de comparaison des fonctions

+oo
positives, les questions précédentes entrainent que / |f(t)g(t)|dt converge.
0

b b
ii. Dans la question 2.a, pour a = 0, il vient : bg?(b) = 2/ f)gt)dt — / g (t)dt et
0 0

+oo +oo
lim bg?(b) :2/0 f(t)g(t)dt—/o P(H)dt = M

b—+o0
o . o M .
Nécessairement M = 0, sinon on aurait : g*(t) ~ < e contradiction avec la convergence de

“+oo
/ g*(t)dt. D’ott M = 0, ce qui entraine le résultat de la question.
0
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EXERCICE 2.19

z
1. Montrer que pour tout n € N, I'intégrale / (tanx)™ dx est bien définie. On la note alors I,,.
0

2. Montrer que la suite (I,,)n>0 est décroissante et positive.
Que peut-on en déduire sur la nature de la suite (I,,)n>0 et sur sa limite éventuelle £7?

3. Pour tout entier naturel n, calculer I,, + I, o en fonction de n.
En déduire la valeur de /.

4. Déduire de la question précédente que :

VpeN*, Ipy=(-1)"|Io+ Ep: 1"
p ) 2p — 0 2%k — 1
k=1
Trouver une expression semblable de Io,41, pour p € N.

. . (—1)k
5. En déduire que la série E
= 2k +1

(-1)*
k

converge et donner sa somme.

Montrer que la série E
k=1

converge et préciser sa somme.

6. La série Z I,, est-elle convergente ?
n>=0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19

1. En effet, I, est I'intégrale sur le segment K = [0, %} d’une fonction continue.

. . ™
2. Comme tan est strictement croissante sur K, on a : 0 = tan(O) < tanz < tan (Z) =1.

Ensuite, la décroissance des puissances entiéres positives d’un réel de [0, 1] donne :
Vn € N,0 < (tanz)" ™ < (tanz)" < 1.

Puis, on intégre sur [0, 7/4], les bornes étant bien rangées, et 'on obtient : 0 < I, 41 < I,,.
Ainsi, la suite (I,,) est positive et décroissante. Donc, par le théoréme de la limite monotone, elle converge

i
vers une limite £ et par passage a la limite sur inégalités, on a 0 < ¢ < [y = 1
3. On remarque que :

1
n+1’

i 1
I+ Inio= | tan™z(1+ tan’z) do = tan" !
v+ Lo /0 an™ (1 + tan® z) dx n+1[an x

[=IFNE

Du coup, en passant a la limite, on a : 2¢ = 0, soit £ = 0.

4. Par récurrence sur p :

e La formule proposée est évidemment vraie pour p = 1 car Iy + I, = 1.
(=1)*
k—1

5 est vraie pour un entier p positif, alors d’aprés la

e Sila formule Iy, = (—1)P | Iy + Z
1<k<p
question précédente,

Lpt1) = L—IQ = ¥—(—1)p Iy + Z (=D ) _ (=1t | I+ Z (=1)*
p+1) = p = = ’
W+ 1 W+ 1 o 2k 1 = -1

(71)p+17k

oh1 pour k = p+ 1. Donc, c’est vrai a 'ordre p + 1.

correspond bien a

1
car le terme
2p+1

(=D*

On obtient aussi : Vp € N*, Iy, = (—1)P | ;1 + Z ok

1<k<p

5. Comme (—1)PI5, tend vers 0 (produit d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle) lorsque p tend

(="

vers +00, on en déduit que la série de terme général -

(k > 1) est convergente et que :

+oo k 400 k
(=D Ty (=1 ™
=-Ih=——= =Iy=-.
= 2k —1 4 k:02k—|—1 4
) o o (D
De méme, la série de terme général o (k > 1) est convergente et :
400 k 400 k
(-1) = In(2) (-1)
2o =—-I =—[ln|cosz|]§ =— 5 et kél T = —1In(2).

6. D’apres la formule trouvée a la question 3, si la série de terme général I,, convergeait vers S finie, alors la

série de terme général I, + I, 1o = convergerait aussi comme somme de deux séries convergentes,
n

ce qui est faux d’apres le cours (série harmonique). Ainsi, la série de terme général I, est divergente.
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EXERCICE 2.20

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note I, la matrice identité de M,,(R) et J,, la matrice de M,,(R) dont tous les éléments valent 1.

1. Déterminer le rang de J,, et en déduire ses valeurs propres. La matrice J,, est-elle diagonalisable ?
Dans toute la suite, on considére la fonction f, définie sur R™ par :

fn(xla s 7xn) = <Z$Z> exp (— Zx?)
i=1 i=1

2. Montrer que f, est de classe C? sur R”.

3. Montrer que f,, posséde deux points critiques a et b = —a, avec a dont les coordonnés sont positives.

-2
On admet que la hessienne de f, en a est H,(a) = —(nl, + Jp).

V2ne

4. Etablir que f,, posséde un extremum local en a. Quelle est sa nature ? Donner sa valeur.
On admet que f,, posséde un extremum local de nature et de valeur opposées en b.

5. (a) Etudier la fonction h définie sur R, par : Vi > 0, h(t) = te=*".

n 2 n
(b) Montrer que, pour tout (z1,...,x,) de R", (Z l‘k> <n Z x%
k=1 k=1

(¢) ) Déduire des deux questions précédentes que f,, admet en a et b des extremums globaux.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.20

1. Les colonnes de J, sont toutes égales et non nulles, donc J,, est de rang 1.. Ceci montre que 0 est valeur

n
propre de J,,, associée & un sous-espace propre de dimension n—1 qui est le noyau de (z1,...,z,) — Z Tk.
k=1
1
Son orthogonal est la droite engendrée par le vecteur qui est vecteur propre associé a la valeur
1

propre n = tr(J,). La matrice J, est symétrique réelle, donc ortho-diagonalisable.

2. La fonction f, est composée d'un produit de fonctions polynomiales de classe C? sur R™, & valeurs dans
R, et de la fonction exponentielle qui est de classe C* sur R, donc est de classe C? sur R"™.

3. Par dérivation d’un produit, pour tout i € [1,n] :

Oifn(z) = (1 — 2z Z$k> exp <— Zﬁ)
k=1

k=1

n
1
Les points critiques de f,, sont les (z1,...,2,) qui annulent 1 — 2x; Z xr =1 —2x;S,, donc x; = 25
k=1 "

n
pour tout i € [1,n]. En sommant, on obtient 252 = n soit S, = i\/g. On en déduit que les points

critiques de f,, sont a = —(1,...,1) et b = —a.

Van

4. La matrice J, étant diagonalisable, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D,, = diag(n,0,...,0) telles que J, = PD,'P. D’aprés 'énoncé, H,,(a) est diagonalisable et ses valeurs

propres sont —— qui sont négatives. Donc, f, admet un maximum local en a.

oot —4n
vne  /ne
[n
Sa val t fn(a) =/ —.
a valeur est f,(a) 5

1 1
5. (a) Une étude de la fonction h montre qu’elle admet un maximum sur Rt en ¢t = — qui vaut —.

V2 V2e
(b) C’est l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
n
(c) Avec la notation ||z||? = Z 7, les deux questions précédentes donnent :
k=1

n

| a(@)] < Vallalle” " = | ()] <4 /52

Donc, f,, admet en a et b des extremums globaux.



Chapitre 3

Probabilités

EXERCICE 3.1

Toutes les variables aléatoires de 1’exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

On considére une urne qui contient trois boules : une blanche, une noire et une rouge.
On effectue des tirages au hasard d’une boule avec remise dans cette urne.

On note X le numéro du tirage o pour la premiére fois on a obtenu une boule blanche et Y le numéro du
tirage ou pour la premiére fois on a obtenu une boule noire.

On note également U = | X — Y| et W = min(X,Y).

1. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Déterminer la loi de W, son espérance et sa variance.

3. Ecrire en Scilab une fonction escp qui renvoie un vecteur C & deux composantes qui simule la valeur du
couple (X,Y).

4. A partir de cette question et jusqu’a la question 6, on admet que pour k € N*, la loi conditionnelle de U
sachant [W = k] est la loi géométrique de paramétre %
Que peut-on en déduire sur la loi de U et sur le couple (U, W) ?

5. Que représente la variable aléatoire U + W ? En déduire une relation linéaire entre U, W, X et Y.

6. En déduire la valeur de la covariance de X et de Y.
Expliquer de maniére probabiliste le signe de la valeur obtenue.

7. Justifier 'affirmation de la question 4, a savoir que, pour tout k € N*, la loi conditionnelle de U sachant
1

[W = k] est la loi géométrique de paramétre 3

83
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.1

1
1. Les tirages étant identiques et indépendants | X — g(§>, E(X)=3,V(X)=6.

2. Pour W = min(X,Y), c’est la méme chose : on effectue des tirages identiques et indépendants jusqu’a
obtenir une boule noire ou blanche. Ainsi :

2 3 3
W s g(g), E(W) =2, V(W) = 1.

3. function C=escp() if b==1 and X==0;
n=0; then X=n;end;
X=0; if b==2 and Y==0
Y=0; then Y=n;end;

while (X==0 or Y==0) end;
n=n+1; C=[x,y]
b=grand(1,1,’uin’,1,3); endfunction

4. Comme la loi conditionnelle de U sachant [W = k] ne dépend pas de k, il vient :

1

U et W sont indépendantes et U — g<§)
5. La variable U + W représente le maximum de X et de Y ; en effet :

o si X(w) <Y(w), Ulw)+Ww)=Xw)+Y(w) — X(w)=Y(w)

e si X(w)>Y(w), Uw)+W(w) =Y (w)+ X(w) —Y(w) =Xw).

Par conséquent, X + Y = max(X,Y) + min(X,Y)= U+ W)+ W =
6. Comme U et W sont indépendantes, on a : V(X)+ V(Y)+2Cov(X,Y)=V(X +Y) =V (U +2W) =
V(U) 4+ 4V (W),

3 3
soit 6 +6+2Cov(X,Y)=6+4 x 1 i.e. COV(X,Y):—§
Si X est grand, il y aura peu de boules blanches au début, cela induira une augmentation de boules

noires et donc a une baise de Y, i.e. X et Y varient en sens contraires, d’oil le signe de la covariance.

7. La loi du couple (X,Y") est donnée par :
¢ Sii=j,P(X=inY =j)=0.

L ) . 1 1 2\j—i-1 1 2i—i-1
OS]Z<],]P’(X:ZQY:]):31,_1ng(g) X3="5
i1 j—1
En effet, [X:i]m[Y:j]:(ﬂRk)mBm( N Nk)m\f]
k=1 k=i+1
22’*371
e Demémesii>j,P(X=iNnY =j) = 3

Donc, pour tout i € N* et £k € N*, on a :

P (U =) PU=inW=Ek) PX=knY=k+i)+PY =kNnX=k+1)
— =17) = =
[W=k] P(W = k) P(W =k)

Ainsi,
22'71

2X o i ok i i1
o gk 2038 1 /2\' 1/2
Al =0 1>k—12.3i+k2x 3) 7303

9
7>< p—
3 (3

1
Et la loi conditionnelle de U sachant [W = k] est bien la | loi géométrique de paramétre 3
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EXERCICE 3.2

Soit (X;);cy- une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et & valeurs dans [—1, 1], définies
sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).

Pour tout n € N*, on note S,, =

1. Montrer que X; admet une espérance, ainsi que e

X1 +--+ X,
—n .

tX1 pour tout ¢ > 0.

2. Montrer que, pour tout ¢ > 0 et tout n € N*, '™ admet une espérance.
Exprimer cette espérance en fonction de F (etx 1).

On suppose désormais que X; est centrée.

3. (a)

(b)
4. (a)

t L a—t\ "
On admet que, pour tout € > 0, il existe ¢t > 0 tel que : (ez—Hz) e "M Le T,

1-— 1
Montrer que : V¢t > 0, Vz € [—1,1], e!* < 5 Lot %et.
t o ot
En déduire que : V¢ > 0, E(etXl) < %.
Montrer que, pour tout ¢t > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a :
(B(eX)"

etne

P(S,z¢) <

Montrer que, pour tout réel e > 0, la série de terme général P(|S,| > €) converge.

Soit (Ck)ren+ une famille d’événements telle que P(C}) = 0 pour tout k.

Montrer que P U Ck> =0.
keN*

Pour tout € > 0, et pour tout n € N*, on définit 'événement : B,,(¢) = U {we; |Sn(w)| >e}.

m2>=n

Montrer que : P ( ﬂ Bn(E)) =0.

neN*
Soit 'événement A = {w € @ ; lim S,(w) = 0}.
n—oo
Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.2

1. D’aprés le théoréme d’existence d’une espérance par majoration, toute variable aléatoire bornée admet

une espérance. C’est le cas de X; (a valeurs dans [—1, 1]), donc aussi de e

2. Comme les X; sont indépendantes, d’aprés le lemme des coalitions, les e

tXq

tX tnS,

i aussi, donc leur produit e

admet une espérance qui est donnée par : E (e!"5n) = E (etX1) ... B (e¥0) = (E (etX1))"

3. (a)

La fonction = — e’ est convexe, donc son graphe est situé sous la sécante entre les points d’abscisse
r=—-letx=1:
Vp € [0,1], etP*(=D+A=PIX1) < pe=t 4 (1 — p)et.
14+ =z
5 et —p+ (1 —p) =x).

7X1e,tjL 1+X1et* el +et Jretfe’t

1—x
On obtient le résultat voulu en prenant p = 5 (et alors 1 —p =

1
Comme X;(2) C [~1,1], on en déduit : !X+ <

= X;.
2 - b2 2,
D’ot, par croissance et linéarité de ’espérance : E (eXl) < ¢ —'_26 + ¢ _26 E(Xy) = %
B (") _ (B(e))"
etne etne

L’inégalité de Markov donne : P(Sn > 5) P( tnSn > et"E) < =
€

L’événement [|S,| > €] est égal a [S,, > €] U[—S,, > €]. En reprenant la méme démonstration que

_(B(X))”

précédemment, avec —X; en lieu de X;, on obtient P(—S, > ¢) < — . Ainsi :
e

tX + —t\ T
P(]S,] >€):2P(Sn>5) <2(E(et 1)) <2<e te ) e_"tfg2e_"§27
etne 2

2
.« . . . P _ne” 2 2 L3 M
en choisissant le ¢t dont l’existence est admise. La série E e 2 est géométrique, de raison
n>=1

€2 . .
e~z €]0, 1], donc elle est convergente. D’out le résultat voulu par comparaison de séries.

n
Par sous-additivité (inégalité de Boole), on a : 0 < P U Ck Z P(C
k<n k=1

Ainsi par continuité croissante, on a : P ( U C’k> = lim P U Ch
keN*

Par continuité décroissante, on a : P ( m Bn(€)> = hm P(B,(e
neN*

Or, par sous-additivité, on a : 0 < P(B,(¢)) = P U (|ISm| >¢) | < Z P(|Sm| >e),

m>=n
ol le majorant est, d’aprés la question 4b, le reste d’une série convergente, donc tend vers 0 quand
n tend vers +o00. D’otl le résultat voulu par théoréme d’encadrement.

D’aprés la définition, la limite lim S, (w) = 0 est caractérisée par :
n——+00

Vk € N*, 3ng € N*, ¥n > ng, |Sn(w)| <

ponc: A= U N (sn|<;> N U B() U N B()

keEN* noeN* n>ng keN* ngeN* keN* ngeN*

Par suite, P(A) =1 — < U C’k> avec C), = m By, <;> .

kEN* noEN*
D’oit le résultat d’aprés les deux questions précédentes.

i
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EXERCICE 3.3

On considére 6 variables aléatoires (X1, Xo, X3, Y7, Y5, Y3) réelles, définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P), qui sont mutuellement indépendantes. Les variables X7, X5 et X3 suivent la méme loi qui est donnée
par P(X; = —1) = P(X; =1) = 1/2 et les variables Y7, Y5 et Y3 suivent des lois géométriques de paramétres
respectifs py, pa et p3 qui appartiennent a 'intervalle ]0,1[. On pose Z = X1Y] + XoY5 + X3Y5.

1. Justifier l'existence de I’espérance de la variable aléatoire Z et celle de sa variance, et les déterminer.
2. Pour ¢ = (£1,€9,e3) € A = {—1,1}°, on introduit I'événement A, = [X; = 1] N [Xy = &3] N [ X5 = e3].

(a) Soit € € A. On note E4_(]|Z]) lespérance de |Z| pour la probabilité conditionnelle Py4_. Justifier
son existence et montrer que :

Ea(|2]) = E(jexY1 + e2Ya + 3Y3]).
(b) En déduire que :

E(|Z]) = £ [BE(Y1 + Yz + V3| + E(|Y1 + Y2 — V3| + E(|Y1 — Y2 + V3| + E(|[Y1 — Y2 — V3]

] =

3. (a) Soient a et b deux réels. Montrer que :

_la+b|+]a -0

max(lal, o) >

(b) En déduire que :
E(z)>1<1+1+1>.
2\pr P2 p3
4. Dans cette question, on suppose que p; = p2 = p3 = 1/2.
(a) Exprimer la variance de |Z| en fonction de E(|Z]).

(b) Soit r un réel strictement positif. A Paide du cours et de la question 3.(b), donner une majoration
de la probabilité P (||Z] — E(|Z])| = r). A partir de quelle valeur de r cette majoration est-elle
significative 7
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3

1.

2.

3.

4.

On a |Z| < Y1+Y5+Y3. La variable Z admet donc une espérance par domination. En utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, il vient Z? < 3 (Y + Y3 + Y#). Comme les variables Y; admettent un moment d’ordre 2,
par domination on en déduit que Z en admet un aussi. Ainsi, la variance de Z existe. Avec I'indépendance
des variables considérées, il vient E(Z) = E(X1)E(Y1)+ E(X2)E(Y2)+ E(X3)E(Y3) =0 (E(X;) =0). Le
lemme des coalitions nous dit que Z est la somme de trois variables indépendantes. Ceci et la formule de

3
2-pi
Huygens entrainent que V(Z) = V(X1Y1)+V (X2Ya) +V(X3Y3) = E(Y2)+ E(Y2)+ E(Y?) = Z p2p :
i=1 i
(a) La variable Y; est indépendante de ’événement A, ; I'espérance de Y; pour la probabilité condition-
nelle P4_ existe et est égale a E(Y;). L’espérance de Z par rapport a la probabilité conditionnelle
P4, existe alors par domination puisque |Z| < Yy + Y3 + Y3. Par ailleurs, on a :

1
Ea (|2]) = BUA) > nP([X1Y1+ XoYs + X3Vs| = n] N AL

¢/ ne|z|()

1
= A > nP([le1Yr + e2Ya + £33 = n] N AL
ne|Z|(Q)
= Z nP(|61Y1 +€2Y§+€3Y3| :n) :E(‘Elyl +82Y2+<€3Y},D.
n€le1Yi+e2Yo+e3Ys|(Q)
(b) Avec la formule de l'espérance totale et la question précédente, il vient E(|Z]) = Z Ea (12]) =
EGA

1
3 Z E(le1Y1 + £2Y2 + €3Y3]). On aboutit & la formule demandée en observant que € et —e donnent

eEA
la méme contribution dans la somme précédente.

(a) On remarque que la valeur de l'expression |a + b| + |a — b| est la méme si on remplace a par |a|.
Puis on voit que c¢’est encore la méme valeur si on remplace b par |b|. Comme a et b jouent des roles
symétriques, on peut ensuite supposer que |a| > |b|; on trouve alors 2 |a| et c’est terminé.

(b) En utilisant la question 3.(a), on trouve :

Y1 4+ Y2 + Ys| + [Y1 + Y5 — Y3[ + [V1 — Yo + V3| + [V — Y2 — Y5
:Qmax(Yl —|—Y2,Y3)—|—2max(|Y1 —YQ‘,Yg) 22(}/1 —|—Y2—|—Y3)

On termine en utilisant la question 2.(b), la croissance de 'espérance et le fait que E(Y;) = 1/p;.
|

) = E(2%) - E(|12])* = V(2) - E(1Z])* = 18 - E(|Z])*.

(a) Avec le formule de Huygens, il vient V(|2
>3, dou V(|Z]) < 9. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

(b) Avec la question 3.(b), on obtient E(|Z])

donne la majoration P (||Z| — E(|Z|)| = r) § 5 qui sera significative dés que 7 > 3.
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EXERCICE 3.4

Dans tout l’exercice, on considére une suite de variables aléatoires réelles (X,,),>1, définies sur le méme
espace probabilisé (Q,.4, P), qui sont mutuellement indépendantes et qui suivent toutes la méme loi. On
supposera également que N est une variable aléatoire, définie sur le méme espace probabilisé, qui prend ses
valeurs dans N et qui est indépendante de la suite (X,,),>1. Pour tout w € Q, on pose :

N (w)
Y(w) = ’; Xp(w) si Nw) =1
0 si Nw)=0

et Z(w) = N(w) — Y(w).
1. (a) Soit n € Net x € R. Vérifier que {w € QY (w) <z} N{w € Q; N(w) =n} € A
(b) En déduire que Y et Z sont deux variables aléatoires définies sur Iespace probabilisé (02, A, P).
2. Dans cette question, on suppose que chaque X, suit la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1] et que N
suit la loi de Poisson de parameétre A € R%}. On pose : ¢ = 1 — p.
(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.
N(w)
(b) Vérifier que Z(w) = Z (1 — Xj(w)) pour tout w € €2 tel que N(w) > 1.
k=1
(¢) En déduire la loi de Z.
(d) Montrer que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

3. Dans cette question, on suppose que chaque X,, est a valeurs dans un segment [a,b] (a < b) et suit une
loi & densité de densité f, et que la variable NV + 1 suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Pour
neN*onpose 4, ={w e Q0 N(w)<n}etY,=14Y.

(Si A € A, on désigne par 14 la variable aléatoire qui vaut 1 sur A et 0 en dehors de A. )
(a) Montrer qu’il existe une constante ¢ € R% telle que |Y| < ¢N. En déduire que Y admet une
espérance et une variance.

n k
(b) Soit n € N*. Justifier I'égalité : Y, = Z 1in=p (Z XZ->.
k=1 i=1
(c) Vérifier que |Y —Y,| = 14c [Y]| (out Aj, est 'événement contraire de A,,).
Montrer que la suite (E(Y,)),,, converge vers E(Y).

(d) En déduire une expression de E(Y") en fonction de f.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.4

1.

2.

(a)

(b)

(a)

Sin>1l,ona A, =Y <z]N[N=n]= Zngsc N[N =n] EApuisqueZXk et N sont
k=1 k=1
deux variables aléatoires sur (2, A, P). De plus, Ag =0 € Asiz <0et Ag= [N=0€ Asiz >0.

On en déduit que [Y < z] = U A, € A comme réunion dénombrable d’éléments de A. Par suite YV

n=0
(et donc Z, par somme de v.a.) est bien une variable aléatoire sur (2, .4, P).
+oo n
Ona: P(Y ZP N:n]):P([N:O})—&—ZP(Zszolﬁ[N:nO:
n=0 n=1 k=1

ApeMeM 1) =P

too too n m
Etsim > 1, P(Y =m) = ZP([Y =m|N[N =n]) = Z (:meqn—me—x)‘ — e—Apm.

n! m!
n=m

La variable Y suit donc une loi de Poisson de paramétre Ap.

N (w) N (w)
SiNw)21,ma Z(w) =Nw) —Y(w) =Nw) — > Xplw)=>_ (1-Xe(w)).
k=1 k=1

Comme Z(w) = 0 si N(w) = 0 et que les variables 1 — X}, suivent suit la loi de Bernoulli de
paramétre g €]0,1[ , on observe que Z joue le rdle de Y si on remplace p par g, d’ou Z < P(Aq).

OnaP([Y=0N[Z=0)=P(Y=0N[N=0))=P(N=0)=e?*=ePe2M=P(Y =0)x
P(Z =0). Si (my,ma) € N2\ {(0,0)}, en utilisant 'indépendance des variables concernées il vient :

mi+mo
P( Z Xk=m1] ﬁ[N=m1+m2}>
k=1

my + mo iy g A \mitme
= e "—=PY =my) x P(Z=may).
< mq )p 4 (m1 +m2)' ( 1) ( 2)

P([Y = ml] n [Z = mg])

Les variables Y et Z sont bien indépendantes.
N(w)
Lorsque N(w) > 1, on a |Y(w z | Xk (w)] < max(|al,|b])N(w). On peut donc prendre

¢ = max(|a|, |b]) puisque Y (w) = 0 si N( ) =0. On a donc Y? < ¢?N? et par domination, Y admet
une espérance et une variance.

Sinz1, Yp(w) =14, (W)Y (w) = (Z 1[N_k](w)> ZlN k) (w (ZX )
k=0

SiweQ,onalY(w)—Y,(w)|=(1-14,(w)Y(w)|= 1Av( ) |Y (w)|. Par conséquent, en utilisant
3.(a), on voit que —cLag (WN(W) < Y(w) — Yalw) < elag (@)N(w), d'on |E(Y) — E(Y)| <
“+oo
cE(1a: N) =c Z kEP(N = k) — 0 lorsque n tend vers Uinfini.
k=n-+1
k
Avec le cours, on sait que les variables 1jy—; et ZXi sont indépendantes, d’ou E(Y,) =

=1
n k

S B B X = B0 S RPIN = k) = B(X)E(N), don B(Y) = B(X)E(N).
k=1 =1

B(y)=1 /btf(t)dt

p
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EXERCICE 3.5

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P). Soient o un réel strictement positif et f, la fonction définie par :

Q .
fa(x) — { patl siz>1

0 sinon

On admet sans démonstration le résultat suivant : une suite de variables aléatoires (Y,),>1 converge en
probabilité vers une variable certaine A si et seulement si elle converge en loi vers A.

1. (a) Montrer que f, définit une densité.

(b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans |1, 4oo[ et dont la densité est f, avec o > 0. Pour
quelles valeurs de a I'espérance E(X) existe-t-elle ? Calculer E(X) lorsqu’elle existe. Pour quelles
valeurs de « la variance V(X)) existe-t-elle ?

Pour la suite de l'exercice, on suppose que (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans |1, +-o0[ chacune de densité f, avec o > 2. On définit la variable aléatoire X,, par :

1 n
fz r pourn = 1.
k=1

3

2. Etudier la convergence en probabilité de la suite (X,,)n>1.
3. (a) Soit g : |1, 4o00[— R définie par g(u) = Ll Etudier les variations de g sur |1, +00[ et caractériser
u—

Pensemble ¢(]1, +o0]). Puis, justifier I'existence et calculer g(g(u)) pour v > 1. Montrer, ensuite
que g admet une fonction réciproque g~' dont on précisera le domaine de définition et ’expression.
Enfin, montrer que g(E(X7)) est bien définie et exprimer sa valeur en fonction de «.

On admet que g(X,,) est une variable aléatoire. Montrer que g(X,,) est a valeurs dans ]1, +o0l.

Soit u un réel tel que 1 < u < g(E(X1)). Montrer que 113_1 P(X, < g(u)) =1.
n o)
Soit u un réel tel que g((E(X1)) < u. Montrer que liIE P(X, < g(u)) =0.
n——+0o0o

Montrer que (g(X,))n>1 converge en loi vers la variable certaine g(F(X1)).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5

1.

(a)

fo est positive sur R, nulle sur ] — oo, 1] et continue sur R\ {1}. En 17, I'intégrale converge car
1im+ f(z) = 1. De plus, fo(z) = az=(*% en +oo avec a > 0, donc I'intégrale de f,, converge sur
x—1

R. Enfin, / fz)de = / az~ @t dz = [z~ = 1. On conclut que f, est une densité.
R 1

x — xfo(x) et x — 22f,(x) sont positives sur R, nulles sur | — oo, 1], continues sur R\ {1} et
admettent 1 comme limite en 17. On a zf,(x) = ax™ et 22f(2) = ax' =) en +oo. Donc, par
théoréme du transfert, F(X) et V(X) = E(X?) — E(X)? existent respectivement pour o > 1 et
oo
a

pour « > 2. Enfin, pour « > 1, on a E(X) = ar”~ %z = T
1 a—

2. Pour a > 2, E(X,) = E(X1) et V(X,) = V(X1) existent pour n > 1 (cf. 1)(b)) et les X,, sont
indépendantes, donc d’aprés la loi faible des grands nombres, X,, — E(X7) en probabilité.

3.

(a)

Pour u > 1, ¢'(u) = —1/(u — 1)? < 0, donc g est strictement décroissante sur |1, +oo| et de plus,
elle est continue sur cet intervalle. D’aprés le théoréme de la bijection, g est inversible de |1, 4o00[
vers g(]1, +o0o[) =]1, +o0[. Ainsi on a pour u > 1, g(u) > 1 et donc g(g(u)) est bien définie. Un petit
calcul donne g(g(u)) = u pour u > 1 et donc g = g~! sur |1, +oo[. Enfin, comme « > 2, d’aprés
1)b), E(X1) = g(a) > 1, donc g(E(X1)) est bien définie et g(F(X1)) = g(g(e)) = a.

Pour tout n > 1, X,, est a valeurs dans |1, +oco[, donc X,, est aussi a valeurs dans |1, +oo[. Ainsi
comme d’aprés 4)(a), g(]1, +oo[) =]1, +oo[, on a g(X,,) qui est & valeurs dans |1, +oo|.

Soit 1 < u < g(E(X1)). D’aprés 4) (a), g = g~ ! est une bijection de |1, +oo[ dans ]1,+o00]
qui est strictement décroissante. On en déduit que E(X7) < g(u) et qu’il existe € > 0 tel que
E(X1)+¢e < g(u). On obtient donc I'encadrement suivant : Fg—(E(X1)+¢) = P(X, < E(X1)+e) <
P(X, < g(u)) < 1. Comme « > 2, nous savons que la suite (X, )n>1 converge vers E(X;) en
probabilité (cf. question 3)). Elle tend donc également en loi vers F(X;) d’aprés la question 2). La
fonction de répartition de F(X;) est donnée par Fg(x,)(u) =0 si u < E(X1) et Fgx,)(u) =1si
u > E(X7). Son seul point de discontinuité est v = E(X). Ainsi, il résulte de la convergence en loi
de X, vers E(X1) que Fx—(E(X1) +¢) = Fp(x,)(E(X1) + &) = 1. On conclut de I'encadrement
que P(X,, < g(u)) = 1 quand n — +oc.

Soit g((E(X1)) < u. Comme g = g1 est une bijection de ]1, +oc[ dans |1, +o0o[ qui est strictement
décroissante, on a alors g(u) < F(X;). Il vient donc, 0 < P(X,, < g(u)) < P(X,, < g(u)) =
F5—(g(u)). A Dinstar de 4)(b), on déduit de la convergence en loi de X, vers E(X1) que Fs—(g(u)) —
Fr(x,)(g(u)) = 0 (car g(u) < E(X7)). Donc avec 'encadrement précédent, on a P(X,, < g(u)) — 0.

En u = g(E(X1)) la fonction de répartition Fy(g(x,)) est discontinue. Etudions donc la convergence

sur tous les autres points. Il y a 3 cas a étudier. Tout d’abord, si v < 1, comme g(X,,) est a valeurs
dans |1, +oo[ (d’aprés 4)(a)), il vient : F 5z~ (u) = 0 = 0 = Fyp(x,)) (u) pour n — +oo. Puis,
pour 1 <u < g(E(X1)), on a F - (u) = P(g9(X,) <u) = P(g(u) < X,,)) car g = g~ ! définie de
J1, +oo[ dans ]1, +o0o[ est strictement décroissante. Il en résulte que F, < (u) =1 — P(Xyn < g(u))
et donc avec 4)(c) que Fy 5~ (u) = 0 = Fy(p(x,))(u) pour n — +oo. Enfin si g(E(X1)) < u, on

a: F 5 (u) = Plg(Xn) <u) = Pg(u) < Xy) et il vient avec 4)(d) : F 5 (u) =1 - P(X, <

g(u)) = 1 = Fyp(x,) (u). La suite (9(X,))n>1 converge donc en loi vers g(E(X1)).
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EXERCICE 3.6

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N*, indépendantes dont les lois de probabilité
sont définies par

1
(e —1)n!

Soit (U;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur le segment
[0,1].

On suppose enfin que les variables aléatoires U;, X et Y sont indépendantes.

VneN*" P(X=n]))=(e—-1e™", e P(Y=n])=

1. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire X.

2. On pose, pour tout entier naturel n non nul, M,, = max(Uy,Us,...,U,).
Déterminer la fonction de répartition de M,,.

3. On pose, pour tout w de Q, M(w) = max(U;(w), Uz(w), ..., Uy () (w)) et on admet que M est bien une
variable aléatoire.
(a) Calculer Fjs la fonction de répartition de M.
(b) Calculer 'espérance de M.
(¢) On pose Z = X — M. Pour tout réel z, calculer P([Z > z]) et en déduire la loi de Z.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.6
1 1 n—1
1. @ Pour X : en écrivant P(X =n) = (1 — ) () , on constate que X suit la loi géométrique de
e e

paramétre 1 — —. C’est donc une variable aléatoire.
e

—+oo

+
8

e Pour Y : les termes sont positifs et Z P([Y =n]) = (e - i 7 (e—1)=1.
n=1 n=1
Osiz <O
2. On a classiquement : Fy, (x) = Fy, (z)™. D’ou : Fyy, ( "si0<xzr<l1
lsiz>1
3. (a) On consideére le systéme complet d’événements : =n|,n € N*}. On a donc, pour tout réel = :

M <z]NY =n]=[M, <z]N[Y =n]

Par indépendance, P([M,, < z] N[Y =n|) = P([M,, < z] X P([Y = n]). Ainsi

+oo too 1

D=2 P(M <o) x (I =nl) = 3 a" oy Ve € 0.1)
Osiz <O
e’ —1

Finalement : Fj;(x) =

1 si0<z<1

lsiz>1
e’ —1
e—1

1
(b) Ainsi M est a densité, donc par th. de transfert : E(M) = / T dz,
0

1
e—1"

soit, aprés intégration par parties : E(M) =

4. On commence par remarquer que Z(€2) = RT. On utilise a4 nouveau la formule des probabilités totales,
avec comme systéme complet d’événements {[X = ] n € N*}.

On a donc, pour tout réel x positif : P([Z > z]) Z P([Z > z]N[X =n]).

Mais, [Z >z]N[X =n]|=[X-M>z]N[X = ]—[M<n—x]ﬂ[X:n].
+oo

Comme X et M sont indépendantes, on obtient : P([Z > z]) = Z P(IM <n—z]) x P([X =n]).
n=1

Comme M (92) = [0, 1], il faut distinguer trois cas :
e Sin—x <0, cest-a-dire sin < |z],on a P([M <n—z]) =0.
et —1
e—1
e Enfin, si n —x > 1, c’est-a-dire si > |x] + 2, on a P([M < n — z]) = 1. Finalement :

eSi0<n—x<1,cest-a-diresin=|z]+1,ona P([M <n—zx]) =

elel+l-z 1 (el +oo -
? X (8 — 1)8 + Z (e — 1)6
n=|z|+2

P((Z > a]) =

iz 0
Apreés simplification, il reste finalement : P([Z > z]) = {6 ) o
1 sinon

On constate que Z suit la loi exponentielle de paramétre 1.
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EXERCICE 3.7
Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1
On considére un réel 6 appartenant a [—5, 5} et la densité fy définie par :

1—-46

size[—1,0]

folz) = 1—;9 sizel0,]1]

0 sinon

On note X une variable aléatoire admettant fy comme densité et (X1, Xo, ..., X,,) un n—échantilllon de
variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que X.
1 n
1. On pose F,, = — Xi.
1% n n Z k
k=1
(a) Déterminer la valeur du réel ¢ pour que ﬁn = cF}, soit un estimateur sans biais de 6.

~

(b) Montrer que la suite (F},), converge en probabilité vers 6.

2. On note, pour k € [1,n], Y, le nombre de variables parmi les variables X qui ont pris une valeur positive
ou nulle.

(a) Montrer que Y,, suit une loi binomiale. Préciser ses paramétres.

~ ~ 2

(b) On note 6,, la variable aléatoire définie par : 6,, = =Y,, — 1.
n
Montrer que (6,,) est un estimateur sans biais de 6.

~

(c) Montrer que la suite (6,,), converge en probabilité vers 6.

3. (a) Montrer qu’il existe un réel A strictement positif tel que :

W1—82—\1- 0" < A\B, — 0]
—2

(b) Montrer que la suite (\/1 — 6, ), converge en probabilité vers /1 — §2.

o~

0
(c) Montrer que la suite (v/n—— ) converge en loi vers la loi (0, 1).

V1-—62
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7

0 1
1-6 14+6 0 0 A
Ona: E(X) :/ t—dtJr/ il BEy = — B, = 2R,
2 o 2 2 2
N 1
Comme F,, est sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance. Or E(X 2) = 3 et
4 — 362 4 — 362
V(X)= 1; = V(F,) = %, par indépendance.
4 — 362

Enfin, V(F,) = 4V (F,) = . On applique alors la loi faible des grands nombres a F},.

3n
1+6

).

1x, >0] est une variable de Bernoulli de paramétre 1—42'9. Ainsi, Y, suit la loi binomiale B(n,

146 1— 62
On a alors : E(Y,,) = n% et V(YV,) =n .

s 2

On a, toujours par linéarité de I’espérance, E(6,) = —E(Y,) — 1 =6.
n

1—6°

~ 4 ~
OnaV(0,) = 5V (Yn) = . L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a 6,, donne :
n

—_ H2 R
1-0 = lim P(|9n—9|25)=0

ne n—-+oo

Ve>0, 0<P(f,—0>c¢) <

= 3
On multiplie par l’expression conjuguée. Comme [1/1 — 62 + \/1— 02| > \/1— 62 > g, il vient

—~ 2 2 —
[\V/1—-02—\1-6|< 7 Comme 6, prend toutes ses valeurs entre —1 et 1 et comme 6 appartient

11 ~ 3 ~ ~
a[—g,a],ona:\9n+9\<§et\\/1—92—\/1—92|§\/§|9n—9|.
On a donc, pour tout w de Q, [4/1 — é\%(w) —y/1- 02\ >e= \/g\gn(w) —0]>¢, et
~ 2 ~ €
PV1-02 —\1-¢"|=¢) <P(|fn— 0] > —) =0
(W8 101> < P, 0> 5

1+6 1—6? Y, —nift
On applique le TLC a Y, : E(Y,,) = n% et V(Y,)=n _Lasuite | -2 converge

V1 —

Yo _ (140
en loi vers une variable T’ qui suit la loi N'(0,1). En arrangeant, on conclut : (2\/5"(022))

nb, n 0, — 0
converge en loi vers T. Comme Y,, = —~ + —, on obtient : n——
& 2 (f\/l — 02

5 > converge en loi vers T.
n
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EXERCICE 3.8

On considére deux réels A et 6 strictement positifs et une variable aléatoire X dont une densité fx est

donnée par :
A /N
fx(t) =
0 sinon
On considére un échantillon (X1,...,X,) de variables indépendantes suivant toutes la loi de X, o 6 est
connu et A un paramétre inconnu que l'on souhaite estimer.
On pose :
X = 1 ~ 1
VEe|l,n],Yy=In{— |, Y,=-— Yeet \, = =—
k=1
1. (a) Déterminer la fonction de répartition de X.

Etudier Uexistence de I’espérance et de la variance de X et en cas d’existence les calculer.

En déduire les valeurs de E(Y,,) et de V(Y ,,).

Ecrire une instruction en Scilab qui permet de simuler 100 réalisations de X lorsque X et § sont
connus.

)
)
a) Montrer que pour tout k € [1,n], Yi suit une loi exponentielle dont on donnera le paramétre.
)
)

3. Justifier les deux convergences suivantes :

— 1
(a) la suite <)\\/ﬁ (Yn - )\)) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi A/(0,1)

(b) La suite (A?n)" converge en probabilité vers 1.

4. En remarquant que ’on peut écrire :

it _M(5-7)

A AY

n

Vidn = X)

montrer que la suite ( 3

) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi A/ (0,1).
n

~

Vi = A w

\ (0,1), déterminer, un intervalle de confiance au niveau de

5. En approchant la loi de

confiance 0,95 pour .
Rappel : si @ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on a ®(1,96) = 0,975.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8

1. (a) On vérifie facilement que f est un densité de probabilité et on trouve :

o\
Fy(z) = 1_<x> siz >0

0 sinon

1 O
(b) On atfx(t) = )\9)‘— donc E(X) existe si et seulement si A > 1 et dans ce cas E(X) = T De
méme : t*fx(t) = )\9’\ (X?) et V(X) existent si et seulement si A > 2 et dans ce cas :
2 02
tV(X) = —i——
RS A w Ty
2. (a) Onadonc:Y = 1n( ). D’ou :

B(X?) =

Fy(y)="r (ln (?) < y> = P(% <e¥) = P(X < 0e¥) = Fx(eY)

On a donc, pour tout réel y : Fy(y) = Fx(0e¥) = {1 - e sty >0
0 sinon
soit Y — E(N).
1
vl
(c) On a donc X = fe¥ ou Y suit la loi exponentielle de paramétre ), or on sait simuler une loi
exponentielle. On écrit donc :

— 1 .
(b) On trouve donc, par linéarité E(Y,,) = X et, par indépendance V(Y ,,) =

x=theta*exp(grand (1,100, ’exp’,1/lambda))

3. (a) Il suffit d’appliquer a (Y7,,) le théoréme limite central : 77() N N(0,1), ce qui donne bien :
V(Yn)
— 1\ L
Wo (yn _ A) L A0, 1)
— 1
(b) En appliquant & (Y,,) la LFGN, il vient (Y ) R T On en déduit que (AY,,)
1 1 =
V(A = A) Y A
4. O d : = n = s =\ ~-Y,
n a donc S 5 N N )\Yn

_ 1 _
Or: (\Y,) £ 1, donc, par continuité, N B et Mn <Yn — )\) i Z,ou Z — N(0,1). On a donc,
1& aussi par continuité : !

Jn (i _yn> L7 B A(0,1)

>/\’—‘

On applique alors le lemme de Slutsky : A\y/n (

5. On trouve, pour n assez grand, P ( [ 1 56 ]) 0,95.
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EXERCICE 3.9
Soit p € 10, 1[. On considére une suite (Xj)r>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé (€, A, P) suivant toutes la loi géométrique de paramétre p.
n

On pose ¢ = 1 — p. Pour tout entier n > 1, on pose : II,, = H(l —¢).
j=1
p
2-p
(b) En déduire P(X; < X5) en fonction de p seulement.

1. (a) Montrer que P(X; = X5) =

Dans la suite de cet exercice, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on note A,, I’événement :
A= (X1 < Xo < < Xy),
et, pour tout entier £ supérieur ou égal a 1, on note B,, , I’événement :
B,r=A4,N(X1=k)

On note aussi u, = P(A,) et v, = P(Bp ).

2. Montrer que pour tout n > 3, on a :

+oo
k—1
VEk > 1, Un,k = P4 Z Un—1,5
j=k+1

3. Montrer que pour tout n > 2, il existe un entier «,, que ’on déterminera tel que :

1
V=1, v = Hip"q"("_”qa”
n—1

pnq"(";l)
1L,

5. Montrer que la suite (II,,),>1 converge vers une limite a.
En déduire un équivalent de u,,, qui dépend de «, lorsque n tend vers +oo.

4. Montrer que pour tout n > 2, u, =
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.9

1. (a) En utilisant le systéme complet (X7 = k)i>1, puis par indépendance, on obtient :

+0o too
P(X1=Xz) = ZP((X1 =Xo)N (X1 =k)) = ZP((Xl = k)N (X2 =k))
k=1

400 2
_ P(X,=Fk X—k 2 2(k—-1) _ p _ p _ p i
5 pix, =igprs =)= St < P 2 [

(b) Comme P(X; < X3) = P(X3 < X1) par symétrie et comme (X; = X5), (X7 < X2), (X1 > Xo)

1-PX; =X 1 1—
forment un systéme complet, on a : P(X; < X3) = % =5 <1 i ) = QJ .
4

_m

2. La formule des probabilités totales avec le systéme (X2 = j);>1, puis I'indépendance, donnent :

+oo too
Un,k:ZP((Xl<"‘<Xn)ﬁ(X1:k)m(X2:j)) = Z P(Xi=k)Nn(Xo=j)N(Xz < < X))
Jj=1 Jj=k+1

= pg"! Z Up—1,; car P((Xg =H)N(Xo< X3<--- < Xn)) = v,_1,; par symétrie.
j=k+1

3. On opére par récurrence sur n > 2 :
var = P(A2N (X1 =k)) = P((k < X2)N (X1 =k)) = P(k < X2)P(X; = k) par indépendance

1 1
_ k. k=1 _ _ 2k—1 2 2(k— 1) 1 2 2(k—1) g2 _
=q'pg " =pq = =P avec

Soit n > 3; on suppose le résultat vrai pour n — 1; alors, comme |¢" 1| < 1, on obtient :

+oo 1 +oo
Un :qu—l Z Op_1; = k 1 Z n 1 (n (G- 1)qan 1 o pnqk—lqan,l Z (qn—l)j—l
j=k+1 o -z n-2 j=k+1
1 n k—1_an_1 q(n—l) 1 n n(k—1) on o
— n— — n — _ — ]_.
T el A g™ si|an = an_1+n—1]
-1 n n(k—1) n(n—1)/2
On en déduit que «,, = n(L) d’ott v, = i 4
2 ’ Hn—l
4. La formule des probabilités totales avec le systéme complet (X7 = k),>1 donne :
1 1 v qn(n2—1)
n(k—1) an __ n o _
Un*Z”nk*ZH q Hn—lpq 1_qn* Hn
5. On a In(II Z In(1 — q ;orln(l —g ) N —¢’ qui est le terme général d’une série convergente ;
j—

l’équivalent etant de signe constant, la série Z In(1—¢’) converge et donc la suite (In(Tl,,)) converge vers

1 n(n=1)
un réel £. Il en résulte que la suite (II,,),,>1 converge vers a = exp(¢) > 0. Alors, u, et —p"q” 2 :
e
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EXERCICE 3.10
Soit (Xj)k>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes

n
et de méme loi de Bernoulli de paramétre p avec 0 < p < 1. Soit ¢ €]0,1[ et S, = Z Xi.

k=1
1. Déterminer la limite en probabilité de la suite | — .
n n>1
2. Soit f la fonction définie sur Ry par f(t) = In(1 —p + pet).
1 t2

Montrer que pour tout ¢t > 0, on a f”(t) < — et en déduire que : V¢ > 0, f(t) < pt+ —.

>

On suppose dans la suite que p < q.
3. Montrer que :

4. (a) Montrer que pour tout ¢t > 0, on a :

. 1
(b) Etablir la relation : V¢ > 0, % t—f(t) > - 3 t*+ =(qg—p)t.

(¢) En déduire 'inégalité :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10

1. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff, (ou la loi faible des grands nombres), la suite (S, /n) tend en
probabilité vers p.

t t
2. La fonction f est de classe C*°(Ry) . On a f'(t) = *ﬂ—pet et f7'(t) = (1 fp)m.
En posant a =1 — p et b = pe’, on obtient :
. ab 1
= — <=
() (a+b)?2 4
] t t . .
En intégrant : f'(t) — f/(0) < T soit f'(t) —p < 7 Puisen intégrant de nouveau :
t2
ft) —pt—-0< )
Autre idée : par la formule de Taylor avec reste intégrale.
3.
S S S > (S s S
- —q‘ < ‘” —p‘ = (" —q) < (" —p> —22% (gop)tg?—p? <0 = 22> P L g g
n n n n n n

4. (a) Pour t > 0, par croissance de la fonction exponentielle, on a 1’égalité suivante entre les événements :

[Sn > n%] = [tSn > — [etSn nt%]

ntz%] >e

Par I'inégalité de Markov, on obtient :

PO BE(e'5)

Pt
2 ntp2‘1

P([Sn >

Or, par indépendance des (X}), et théoréme de transfert, on a :

B(e'S)=E <H eth> = (BEX)" =1 -p+pe)"
k=1

soit
_ t\n
P8, > nPEd))  BmPHpeD)™ | ngegae g

2 e”tpTJrq

(b) 11 suffit d’utiliser 'inégalité établie dans la question 2 pour parvenir au résultat.

(¢) L’inégalité précédente étant valable pour tout ¢ > 0, il vient :

P(1S, = n2 19y < mine (- F P Eann — oS
2 >0
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EXERCICE 3.11

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur cet espace,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de Bernoulli de paramétre 1/2.

X
Pour tout n € N*, on pose Y,, = Z 2—k et D, =Y,(Q).
k=1

1. Montrer par récurrence que D, ={k/2"; 0 <k <2" -1}

n
2. Soit x = Z* et y Z oo O (@1, ) € {0,117 et (yr,- o) € {0,117
k=1
Montrer que x = y si et seulement si pour tout k € [1,n], zr = ys.

3. (a) En déduire la loi de Y,.
(b) Montrer que la suite (Y,),>1 converge en loi et préciser la loi limite.

4. On admet le résultat suivant : soit (g, ), une suite de fonctions continues sur [0, 1], telle que :
e pour tout ¢t € [0,1], lim g,(t) = g(t), avec g continue sur [0, 1];
n—-+o0o

e il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € [0, 1], |g,(¢)| < C.

1 1
Alors lim gn(u)du:/ g(u)du.
0

n——+4oo 0

t—1
Int

1
A P’aide des questions précédentes et du résultat admis, calculer / dt.
0

1
(on pourra considérer / E(tY")dt)
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.11

1. On montre par récurrence sur n que D, = {k/2" ; 0 < k < 2" — 1}.

X
e Sin=1,Y] = 71 donc Dy = {0,1/2}.

e Supposons le résultat vrai pour n. Ona Y41 =Y, +
1 k n 2k+1 n
_ {k/2n+1 : 0 < k < 2n+1 _ 1}

2. Un sens est évident. Supposons donc que (z1,...,%,) # (Y1, .., Yn). Soit p le premier indice pour lequel
Zp # Yp et supposons que x = y. On peut supposer que z, = 1 et y, = 0. Ainsi :

Tt Y R R pog -0 <y

2° < 2k~ 2p 2v

k= p+1 k= p+1 k=p+1

Ceci est impossible, méme si x; = 0, pour k € [p+ 1,n]. Donc x # y.

n
3. (a) Soit 2% € D,,. Comme la fonction de {0,1}" dans D,, : (a1, ...,a,) — Z % est injective, et comme

j=1
les ensembles de départ et d’arrivée ont le méme cardinal, elle est surjective, donc on peut écrire
k _ - aj 4 s _ k _ _ _ _ 1
2n_ZQjclou.P<Yn_2n> =P| () X;=1)n () (X;=0) = o

j=1 jraz=1 jia;=0
Ainsi Y,, suit la loi uniforme sur D,,.

i k41 1
= —) = =T

k
k
(b) Pour tout z = on € Dp,ona: F,(z)=P(Y,<z)= ZP(YTL

2n 2m
§=0
Donc, pour tout € D,,, lim F,(x)=x.
n—-+oo
. . . . I — k k+1
Soit € [0, 1[\D,,. En utilisant la partie entiére de 2"z, il existe k € [0,2" '] tel que o <T< o
Par croissance de la fonction de répartition, on obtient :
+ ! F.(z) <z+ 0 = lim F,(z)=
x 2n\nx\x on = lm Fy, x
Le raisonnement pour z = 1 est identique.
Ainsi la la suite (Y;,) convergee en loi vers le loi uniforme sur [0, 1].
gn— 1 on— 1 1
Yo k/2" Yy,
4. On a E(t' Zt Donc/Et )dt = 2712;)2&”4_1'
. . . v oat
Comme sous-suite d’une somme de Riemann, lim E(t'™)dt = —— =In2.
n—-+oo 0 0 ]_
Par ailleurs, en posant g, (t) = E(t'), par le théoréme de transfert, lim E(tY") = lim E(f(Yn)) =
n—-+o0o n—-+o0o

1
t—1

| o=t
0 Int

Cette derniére fonction est continue sur [0, 1] et admet un prolongement par continuité en ¢ = 1 (on

utilise les équivalents).

De plus, comme Y;, > 0, t¥» = e¥»!"(Y) < 1 sur [0, 1]. Par croissance de l'espérance, 0 < E(t¥») < 1.
1 1y ldt

Ainsi, par le résultat admis : In2 = lim B(t') =
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EXERCICE 3.12

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
Le temps d’attente d’un patient chez le dentiste suit une loi uniforme sur U'intervalle [0, 6], ot le réel § > 0 est
un paramétre inconnu propre & chaque dentiste. Un nouveau dentiste s’installe dans votre voisinage. Vous
voulez estimer son paramétre 6. A cette fin, vous interrogez ses patients sur leur temps d’attente. On modélise
les temps d’attentes des patients par une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
uniforme sur [0, 8] avec § > 0.

1. (a)

On définit la variable aléatoire Y,, par :
1 n
¥n €N, Y, = — ;2xk.

Montrer que Y,, est un estimateur sans biais et convergent de 6.
Calculer le risque quadratique 74(Y;,) pour n > 1.

Etudier la convergence en loi de la suite (y/n(Y,, — 9))n>1.

En déduire un intervalle de confiance de 6 au niveau de confiance 1 —a (0 < a < 1).

Soit Z,, = max X; pour n > 1. Calculer pour n > 1, la fonction de répartition de Z,,.
<isn

Montrer que Z,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de € et calculer le risque quadratique
ro(Zy) de Z,, pour n > 1.

Lequel des estimateurs Z,, ou Y,, a le plus petit risque quadratique pour de grandes valeurs de n?
Que peut-on alors conjecturer sur la vitesse de convergence de ces estimateurs 7

Etudier la convergence en loi de la suite ( —n(Z, — 9))n>1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12

1.

(a) OnaY, = o(X1,...,X,) avec p : R™ — R définie par ¢(z1,...,2,) = Z?xk/n, donc Y,, est un
k=1
estimateur de 6. Une densité g de la loi uniforme est donnée par g(x) = 0 on R\]0, [ et g(x) =1/6
sur [0,6]. On a alors E(X;1) = 0/2 et E(Y,) = 0. Ainsi, Y,, est sans biais. La suite (2X,,),>1 est
une suite de variables indépendantes (par le lemme des coalitions) admettant la méme espérance
E(2X;) = 0 et la méme variance V(2X1) = 4V (X7) = 6?/3. Par la loi faible des grands nombres, la
suite (Y;,)n>1 converge en probabilité vers E(2X;) = 6. L’estimateur Y,, est donc convergent.

(b) La variance V(Y,,) existe. De plus, lestimateur Y,, est sans biais donc r4(Y,) = V(Y,,). Par
indépendance des variables 2X}, on a alors r¢(Y,,) = 6%/(3n) pour n > 1.

(c) La suite (2X,,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi. Par le théoréme
limite central v/n(Y,, — 6) £, X ot X suit une loi N(0,6%/3).

Y, — 0
(d) On pose t, = @7 1(1 — a/2). Do, EI}_] P(—ta <V3n ”0 gta) =1-q,
V3 V3
soit encore lim P<7nYn <0< 7nYn> =1-aq.
n—+0o0 Van +t, Van —t,

(a) Ona Fy, (t) = P(Z, <t) = P( ﬂ (Xi <t)), pour t € R. Comme les X, sont indépendantes et de

=1
méme loi, on a Fyz, (z) = (P(X; <t))". Il vient : Fz (t) =0sit <0, Fz, (t) = (t/0)" sit € [0,0]
et Fy (t)=1sit>6.

tyn—1
(b) Pour n > 1, une densité de Z,, est donnée par fz (t) = %(5) pour 0 < ¢ < 0 et 0 ailleurs.
On en déduit aisément E(Zn) = nLHe, V(Zn) = mtﬁ et
2
ro(Z,) = (E(Zn) — 9)2 +V(Z,) = me? On a nETOQE(Zn) = 0, donc, 'estimateur Z,,

est asymptotiquement sans biais.

(¢) On a rg(Z,)/re(Yn) = 6n/[(n + 1)(n + 2)] < 6/n, ainsi pour n > 6, rg(Z,) < r9(Y,). Comme le
risque quadratique estime la vitesse de convergence de I'estimateur, on peut conjecturer que Z,
converge plus vite que Y,, vers 6.

(d) Soit W,, = —n(Z,, —0) pour n > 1. Pour t € R, on a Fy, (t) = P(—n(Z, — 0) < t),
et donc Fy, (t) = P(Z, 20 —t/n)=1—-P(Z,<0—t/n)=1—P(Z, <0 —t/n) (car Z, est &
densité).

Onadoncsit<0: Fy, (t)=1—-1=0—0 (car 0 —t/n > 0).
Pour ¢ > 0, on a pour n suffisamment grand, 6§ —t/n > 0 et

Fy, () =1—(0—t/n)"/0" =1— (1 —t/(nf))* =1 — A=/ (0) — 7 _ o=t/0Fo(1) 7 _ o=t/

Ainsi, (Wy,)n>1 converge vers la loi exponentielle de parametre 1/6.
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EXERCICE 3.13
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P).
1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que, pour tout réel ¢t € [—1,1], la série

Z P(X =n)t" converge. On note alors Gx la fonction définie sur [—1, 1] par :
n>=0

Vte [-1,1], Gx(t ZP

Déterminer une expression de Gx lorsque X suit la loi de POISSON de paramétre A, avec A € RY.

On admet que la fonction Gx caractérise la loi de X, c’est-a-dire que si deux variables aléatoires X et'Y
a valeurs dans N, vérifient Gx = Gy, alors X et Y ont la méme loi.

2. Soit X et Y des variables aléatoires a valeurs dans N.
(a) Montrer que si A et B sont des événements, alors : |[P(A) — P(B)| < P(ANB) + P(AN B).
(b) En déduire que, pour tout t € [-1,1], on a : |Gx(t) — Gy ()| <2P(X #Y).
3. Soit (U;)ien+ une suite de variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N, telles que la série

Z P(U; # 0) converge.
i>1
On admet sans démonstration que pour toute suite d’événements (A4;);>1 et pour tout les entiers n et N

telsque N > n,on a:
N N
P (U AZ-) <) P(A).

i=n
(a) En déduire que le nombre de variables aléatoires U; prenant une valeur non nulle est presque

stirement fini.

Ainsi, il existe un événement A tel que P(A) = 1 et pour tout w € A, la série ZUi(w) est
i>1
convergente. On admet qu’il existe alors une variable aléatoire S a valeurs dans N, telle que :

Vw e A, S(w ZU

+oo
On note aussi S = Z U;. Pour tout n € N*, on note S, = Z U;.
1=1 =1

(b) Montrer que, pour tout ¢t € [—1,1], on a : lirf Gg, (1) = Gg(t).
n—-+0oo

“+o0
4. Soit Z A; une série convergente a termes strictement positifs. On note \ = Z A
ieN* i=1

Soit (X;);en une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout ¢ € N*| X; suit la loi de
POISSON de paramétre \;.

(a) Montrer que la série Z P(X; # 0) converge.

i>0
“+oo
D’apres la question 3.a), on en déduit que 'on peut définir la variable aléatoire X = ZX,
i=1

(b) Montrer que X suit la loi de POISSON de parameétre .
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13

1. Par théoréme de comparaison car |P(X = n)t"| < P(X = n), comme la série Z P(X = n) converge, la

série Z P(X = n)t" converge absolument.
00 )\n
Si X suit la loi de POISSON, on trouve : Gx (¢ Z e*)‘ th = e M = (- 1A,

2. (a) La formule des probabilités totales donne :
P(A)=P(ANB)+P(ANB) et P(B)=P(BNA)+P(BNA),

donc par différence : P(A) — P(B) = P(ANB) — P(BNA) < P(AN B) 4+ P(BN A).
En échangeant A et B, on a de méme : P(B) — P(A) < P(AN B)+ P(BN A). D’ou le résultat.
(b) Par inégalité triangulaire et comme [¢t| < 1, pour tout N € N, on a :

N N
S P =)t~ S PY = mi| < 3O [PX = n) — P(Y = )| "
n=0 n=0

n=0
N
<Y P((X=n)n(Y #n))+ P((Y =n)N (X #n)) cf 2.a)

D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X = n),en, on a :

P(X#£Y)= ZP N(X #£Y)) ZP N (Y #n)).

Et P(X £Y) Z P(( N (X #n)), d’ou le résultat avec N — 400 dans la majoration.

3. (a) L’événement A « le nombre de variables U; qui prennent une valeur non nulle est fini », vaut

“+00 400 N
A= [J (Wi =0). En prenant A; = (U; # 0), 'inégalité admise donne : P <U(Ui £ 0)> <

n=11i=n i=n

N +oo
ZP(Ui # 0). Quand N — +o0, par continuité croissante, on en déduit : P (U (U; # 0)) <

=n

+o00
Z P(U; #0).

Le membre de droite est le reste d’une série convergente, donc tend vers 0 quand n — +o0.
Par encadrement, on en déduit bien que P(A) = 0.

(b) Pour tout t € [-1,1], on a: |Gg(t) — Gg, (t)| < 2P(S, # 9).
D’out le résultat voulu par encadrement car les U; sont a valeurs positives. Donc, on a :

i=n

400 +o0o +oo
(Sn=295)= ) U:=0) d’onP(SwéS):P( U (Ui¢0>> <D PWUi#0) o 0.
i=n+1 i=n—+1 i=n—+1

4. (a) Par théoréme de comparaison car la série Z A; converge et que :

P(X;#0)=1—e?* ~ X\ car); — 0 (lasérie Z A; converge).

1—+o00 1——+00

(b) Par stabilité de la loi de Poisson, S, suit la loi P(A; 4 --- + \,), donc Gg, (t) = elt= DAt +An),
donc Gg, (t) - e(=DX soit Gg(t) = e(t=DA,
n—-+0oo

Comme Gg caractérise la loi de S, on en déduit que S suit loi la de Poisson de paramétre A .
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EXERCICE 3.14
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).

1. On considére la fonction f définie sur R par :

b
f(z) =< z(lnx)?

0 sinon .

siz>e

(a) Montrer que f est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire de densité f.

(b) Déterminer la fonction de répartition F de X.

(¢) Montrer que la variable aléatoire X n’admet aucun moment.

On considére une suite (Xj)ren+ de variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X.

2. Pour tout entier n > 3 et pour tout w € Q, on note Y, (w) le « deuxiéme plus petit » des nombres
X1(w), ..., Xn(w), c’est-a-dire le deuxiéme lorsqu’ils sont classés par ordre croissant (au sens large).
On admet que 'on définit ainsi une variable aléatoire Y,, pour tout n > 3.

(a) Exprimer la fonction de répartition G,, de Y,,.
(b) En déduire que Y,, est une variable a densité et montrer qu’une densité de Y;, est la fonction g,

donnée par :
LACED Iy RS T T
gn(x) =< z(lnz)” Inz
0 sinon .

(¢) Montrer que la variable aléatoire Z,, = In(Y},) admet une espérance et calculer sa valeur.

3. Pour tout entier n € N*, on définit la variable aléatoire :
1
T, = (maX(Xl,...,Xn)) ",

(a) Déterminer la fonction de répartition H,, de Ty,.

(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (T,),>1 converge en loi.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14

+oo 1 —+o0
1. (a) La fonction f est positive sur R, C% sur R\ {e} et / f(z) dz = [ - ] =1
oo Inz |,
0 siz<e
(b) Le calcul donne : F(x) = 1 )
1—-— siz>e.
Inx
T
(¢) Pour tout r € N*, par croissances comparées, on a : z X " f(z) = ——— — +o0.
(Inx)? s—+oo
1
Donc — = o(z"f(x)) et tout est positif; donc par théoréme de comparaison, l'intégrale

+oo
/ a" f(x) dz diverge (en +00). Done, par théoréme de transfert, X" n’a pas d’espérance, donc
—o0o
X n’admet aucun moment.

2. (a) Il est clair que Y;, est a valeurs dans [e, +00[, donc G, (z) =0 si z < e.
Pour tout = > e, soit U, la variable aléatoire qui compte le nombre de variables X; qui prennent
une valeur inférieure ou égal & z. Alors U, suit la loi B(n,p) avec p = P(X < z) = F(z). Donc :

Gn(@)=1-P(Y,>z)=1-PU, <1)=1-P(U, =0) — P(U, = 1)

1\" 1 1 \"! n n—1
=1—-(—) —-n(1l-—)|— =1- .
<lnx> n< lnx) <lnaﬁ> (In )1 + (Inz)n

(b) La fonction G,, est C* sur R\ {e} et le raccordement est continu en e, donc Y,, est une variable a
densité. D’ott une densité par dérivation (et valeur arbitraire en @ = e), donnée par g,(x) = 0 si

r<eet:
_n(n—1) (n—1n  n(n-1) 1
Vo2 e, gn(z) = z(Inz)”  z(nz)"t1 ~ z(lnz)" (1 a 1nx> '

(c¢) La densité g, de Y, est nulle en dehors de [e, +00[ et la fonction In est continue sur cet intervalle.
D’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire Z,, admet une espérance si, et seulement si,

+o0
I'intégrale / (Inx)g,(z) da converge absolument, ce qui est le cas car :
e

/m(ln) (z) d —/m r () dz = ——. Donc : E(Z,) = —
: x)gn(T) dr = ; n_29n—1x x—n_2. C: n) =5

3. (a) Pour tout x < ew,ona H,(x) =0 et pour = > ew, par indépendance des Xy, on a :

Ho(x) =P <;é(Xk < m) = F(z")" = (1 - m&n))n = (1 - nllm)n

(b) Si x <1, alors < e pour tout n, donc H,(z) = 0 et hIE H,(z)=0.
n—-+0o0o

. . 1 1
Six > 1, comme hrf en = 1, alors pour n assez grand, on a x > en. Alors , quand n — +00 :
n—-+0oo

H,(z) =exp (nIn(1 —1/Inz)) = exp (n(—1/nlnz+o0(1/n) = exp (— 1/Inz) x e,

Done, lim H,(z) =exp (—1/Inz), qui se dérive en z — 1/z(Inx)? exp(—1/Inz).

n—-+o0o

est une densité. Elle est positive sur R, continue

1/z(Inz)? exp(—1/lnz) siz>1
Or,hm—{o“ P ep(-1/le) sie> 1

sur R\ {1} et /;mf(z) dx = [ exp(—l/lnx) Troo =1

1
Donc la suite (73,) converge en loi vers une variable aléatoire 7" & densité dont une densité est h.
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EXERCICE 3.15

On consideére la fonction f définie sur R par :

in(271 2
Va > 0, f(x)—weln (2)/2

1. Montrer que pour tout entier naturel k, on a :

+oo
/ 2* f(x)dx = 0.
0

On pourra effectuer un changement de variable u = Inx — k en le justifiant.

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite A(0,1). On pose X = eY .
Montrer que X est une variable aléatoire a densité dont une densité est la fonction g définie par :

1
e~ In?(z)/2

¥z €R, glz) = " sixz >0,

[N}
=

sinon.

3. Soit a un réel tel que |a| < 1. On considére la fonction f, définie sur R par :

Ve eR, fo(z)= { (1 —|—(c)zsin(27r In(x)))x g(x) :ng(;); 0,

Montrer que f, est une densité.

4. Soit Y, une variable aléatoire & densité de densité f,. Montrer que pour tout entier naturel k, on a :

En déduire qu’il existe une infinité de lois distinctes qui ont les mémes moments de tout ordre.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.15

1. L’application qui & = associe x¥ f(x) est définie et continue sur ]0, +oo[. On applique le changement de
variable z + Inx — k qui est une fonction strictement croissante et de classe C'! sur ]0, +oo[. On obtient

“+o0
que l'intégrale généralisée / 2% f(x)dz est de méme nature que
0

/+OO ohCuth) ST A K)) _(uiryzjz g
s Vo
soit

oo sin(27ru))e_(u2_kz)/2du

oo V2T
Or en +oo, la fonction sous 'intégrale est en valeur absolue négligeable devant 1/u? d’oti I’absolue
sin(2ﬂ'u)) _(uz_kz)/2
——e

convergence donc la convergence de I'intégrale en +00. De plus, la fonction u +— T
s

est impaire; on en conclut que l'intégrale est convergente et vaut 0, d’oit le résultat.

2. On a X () = R}. On détermine la fonction de répartition de X. Pour z > 0, on a :
Fx(z)=P(X <z)=PY <lnz) =d(lnx)
ou P est la fonction de répartition de Y. Par conséquent,

Pd(Inzx siz >0,
Ve ER, FX(m):{ 0( : sinon.

On en déduit que Fx est continue sur R et de classe C' sur R* donc X est une variable aléatoire a
densité dont une densité est la fonction g.

3. La fonction f, est positive sur R. En effet pour x négatif, la fonction est nulle et si = est positif, le sinus
étant en valeur absolue inférieur a 1 et puisque |a| < 1, on a 14+ asin(27 In(x)) > 0. Comme la fonction g,
en tant que densité, est positive, il en résulte que f, est positive. De plus, f, est continue sur R*. Enfin

+oo —+o0 —+oo —+o0
/ fa(z)dx Tevient a / fa(z)dz, soit / (9(z) + af(x))dx. Or, les intégrales / g(x)dx et
—o0 0 0 0
/ f(x)dx sont convergentes ; par linéarité on obtient :
0
—+oo —+oo +oo
/ fo(z)dz = / g(z)dx + a/ f(z)dx = 1.
—0oo 0 0
Par conséquent, f, est une densité.
“+o0
4. E(YF) existe si 'intégrale / 2¥ f,(z)dz existe. En utilisant la linéarité des intégrales convergentes,

on obtient : oo oo
E(YF = / 2Fg(z)dx + a/ 2k f(z)dx = B(XF).
0 0

Par conséquent, X et Y, ont les mémes moments et pourtant n’ont pas la méme loi.
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EXERCICE 3.16
Soit (u,) une suite réelle positive décroissante de limite 0. Soit la suite (.S,,) définie par :

n

VneN, S, => (=1)*u

k=0

1. Montrer que les suites (Sa2,-1) et (S2,) sont adjacentes de limite S et que pour tout n € N, on a :
Sont1 <8 < Sop.

2. Montrer que pour tout n € N, |S — S,,| < up41 et en déduire la convergence de la série Z(—l)”un.

n=0
Quelle est sa somme ?

Les membres d’un groupe de n personnes (avec n > 2) veulent se faire des cadeaux mutuels. Pour cela,
chacun achéte un cadeau, et le met dans un paquet, les paquets étant indiscernables. Les cadeaux sont
mis dans un pot commun, puis chacune des n personnes choisit au hasard un cadeau dans le pot commun.

On note a, le nombre de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux sans que personne ne regoive son
propre cadeau.

3. Calculer as et as.
4. On admet provisoirement la relation : pour tout n > 4, a,, = (n — 1)(ap-1 + an—2)-

(a) Montrer que, pour tout n > 2, on a :

n k
(1)
—nl
a, =n! E o
k=0
(b) Calculer la probabilité p,, qu’une répartition aléatoire des n cadeaux donne une répartition ou
chaque personne regoit bien le cadeau d’une autre personne.
1
(c) A quelle condition sur n peut-on dire que — est une approximation de p,, a4 1072 preés?
e

5. Etablir la relation admise dans la question précédente, c’est-a-dire :

Vn>4, a, = (TL - 1)(an—1 + an—2)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.16

1. La décroissance de la suite (u,,) entraine :
e Sont1 — Son—1 = —Ugp41 + U2y = 0 donc (Sa,—1)) est croissante.
e Sy, — Sop_o = Ugy — Uspy1 < 0 done (Ss,) est décroissante.
e |Sy, — Sap—1| = uz, — 0 quand n — +oo.
Les suites (S2,) et (S2n+1) sont adjacentes; elles convergent vers la méme limite S et on a :

Son—1 < Sont1 <5 < San

2. On en déduit :
® Song1 <8 < S = Song1 — G2, < — 82, <O =[S, — 5| < g
® 52,1 <8 <82 = 0< S = Sop1 < G2 — Son_1 = [Son—1 — S| < uzp.
donc pour tout n € N, |S — S, | < tpi1
3. Ona:ay=1((z,y) = (y,2)) et ag =2 ((z,y,2) = (y, z,z) ou (z,z,y)).

n ] k
4. (a) Par récurrence double sur n > 2, on montre a,, = nlS,, avec S, = Z ( k") .

k=0
e pour n =2, on bien as =1 =2!(1 — 1+ 1) = 215,.
e pour n = 3, on bien a3 = 2 = 3155 = 2.

e On suppose : a,—1 = (n — 1)1S,,_1 et ap—2 = (n — 2)!S,_2. Alors :

an =M —1)(an—1+ an—2) = (n—1)[(n—1)1S_1 + (n — 2)15,_2]
(1!
(n—1)!
=(n—-1)(=1)""14+n!S,_,

=(n—1)(n-1) + Sna] + (n— 1)IS, s

= (n—1)(=1)"! +nlS, — (_nl!)n - ((;1_)"1_)!]

=mn—-1)=D)""+nlS, — (n—1)(-1)""!
=nlS,

(b) Il y a n! répartitions de n personnes (permutations) parmi lesquelles a,, sont des répartitions ou
chaque personne recoit bien le cadeau d’une autre personne, soit p,, = ni'l
o S (D '

(¢) On reconnait en kzo x

1
la somme de la série exponentielle qui vaut —. On peut appliquer les
e

1 1 1
résultats de la question 2 a la suite (u,) = (—') On a p, = S, et on obtient : ‘f —Pn| < m
n! e n !

1
Donc, pour que — approche p,, a 1073 prés il suffit de prendre n > 6 (car 6! = 720 < 10% < 7!).
e

5. Le probléme proposé posséde plusieurs formes équivalentes. Ils se modélisent tous de la fagon suivante :
déterminer le nombre a,, de permutations sans point fixe dans I’ensemble des permutations sur [1,n].
Soit n > 2 et o une permutation sans points fixe de [1,n]. Soit i € [1,n] et j = o (7).

On distingue deux cas :
e o(j) =1i. Les (n — 2) autres éléments de la permutations réalisent une permutation sans point fixe
de [I,mn—2]. Il y en a ap_s.
e sinon o(j) = k # i. Si on retire j, tout se passe comme si j était absent et que o (i) = k. Il y a alors
an,—1 permutations sans point fixe.

Dans les deux cas, il y a n — 1 choix de j on a donc a,, = (n — 1)(an-1 + an—2)-
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EXERCICE 3.17
1
Soit n € N. Soit p €]0, 1] tel que p # 53 onposeq= 1 — p. Soit (Xi)ogign une famille de n + 1 variables

aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P), mutuellement indépendantes et qui suivent toutes
la méme loi de BERNOULLI de parameétre p.
Soit f une application de R dans R telle que f(0) =0 et f(1) = 1.

1. Pour tout k € [0,n], on pose Y = f(| Xi — Xp+1]).
Déterminer la loi de Y;. Donner son espérance et sa variance.

2. Pour k € [0,n— 1], montrer que la covariance de Y}, et Y41 est donnée par : Cov(Yy, Yit1) = pg(1—4pq).
3. Soit (i,7) € [0,n]? avec i # j. Etudier 'indépendance de Y; et Y;.
4. Exprimer en fonction de a = 2pqg(1 — 2pq) et b = pg(1 — 4pq) la matrice de covariance C' définie par :

C = (COV(Y;’Y]‘))ogi,jgn'

5. Pour n = 2, diagonaliser la matrice C.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.17

1. La variable Y, = f(|Xx — Xg+1|) prend les valeurs f(0) =0 et f(1) =1, donc suit la loi de BERNOULLI
de paramétre P(Y; = 1) = 2pq. Et, par incompatibilité puis indépendance :

P(Yi = 1) = P((Xy = 0) N (Xps1 = 1)) U (X = 1) N (Xps1 = 0)) = 2pg.

Ainsi, E(Yy) = 2pq et V(Yx) = 2pq(1 — 2pq).
2. Par KOENIG-HUYGHENS, on a : Cov(Yy, Yit1) = E(YiYit1) — E(Yi)E(Yit1).
Or, Ty, = Y3, Yi41 prend ses valeurs dans {0, 1}, donc :

E(Ty) =P(Th =1) =P((Ye =1) N (Vi1 = 1))
= P(((Xk =0) N (Xpp1 = 1) N (Xpy2 = 0)) U (X = 1) N (X1 = 0) N (Xpp2 = 1)))
=p’q+¢’p=pq.
Ainsi, Cov (Y, Yis1) = pa(L — 4pq).

3. e Si|j—i| > 2, le lemme des coalitions donne 'indépendance de Y; et Y;.

e Sinon, par symétrie de la covariance, on peut supposer que j > i et alors j =i + 1.
Dans ce cas, d’aprés la question précédente, il n’y a pas indépendance car

1
Cov(Y;,Yiq1) = pq(1 — 4pq) # 0 car p,q # 0 et pg # T

1 1

En effet, par I'étude de la fonction p — p(1 — p), on a : p(1 — p) = 1 —p= 7
4. On a V(Yy) = 2pq(1 — 2pq) = a et Cov(Yy, Yit1) = pq(1 — 4pq) = b. Donc, la matrice C est une matrice
tridiagonale a n + 1 lignes et n + 1 colonnes, avec des a sur sa diagonale principale, des b juste au-dessus

et juste au-dessous, et des 0 partout ailleurs.

a b 0
5. Pourn=2,ona:C = b a b
0 b a

Ainsi, C est diagonalisable en base orthonormeée, car elle est symétrique réelle.

Comme b # 0, les valeurs propres de C sont les réels A tels que le systéme suivant admette d’autres
solutions que la solution nulle :

(a — Nz + by =0
br+(a—Ny+bz =0
by + (a — A)z =0
b
Doncsoit A\=aety=0etz+2=0,s0it A\Faetz=0=— y)\ avec :
a —

—2ab_2)\—|—(a—)\)=0<:>(a—/\)2:2b2<:>)\=aib\/§7éa.
Comme b # 0, on a donc Sp (C) = {a — bv/2,a,a + b\/2}.
et : B, = Vect(1,0,-1), E,_, 5= Vect(f\%,l,f%), E, vs= Vect(\%,l, \%)
D’ott une base orthonormée : w; = E(I,O,—l), wy = (—%, %, —%)7 w3 = (%7 %» %)

(les vecteurs de base initiaux étaient déja deux a deux orthogonaux car les sous-espaces propres le sont ;
et cela reste valable si b = 0).
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EXERCICE 3.18

Soit une suite réelle (u,,) vérifiant ug = 1 et ¥n € N*, u,, € [0,1]. On définit alors la suite (v, ) par :

n
Vn € N* v, = H Uy
k=0

1. Montrer que la suite (v,) est décroissante, positive et convergente.
Donner un encadrement de sa limite £.

2. Montrer que s'il existe k €]0, 1], tel qu’a partir d’un certain rang, on ait : u,, < k, alors £ = 0.

Dans toute la suite de I'exercice, on considére une suite (Y},), oy de variables aléatoires réelles définies sur
un espace probabilisé (£2,.4,P). On suppose que Yj est la variable certaine égale a 1 et que, pour tout n € N*|
la variable Y, suit une loi de BERNOULLI dont le paramétre est noté r,, (avec r,, €]0,1[). On pose également
ro = 1. On suppose encore que :

vn =1, Py, o) (Yat1 =1) =0.

On pose alors ug =1 et :
Vn = 1, Uy = ]P)(Yn,lzl) (Yn = ].) .

3. Pour tout entier naturel n, exprimer r, en fonction de v,.

1
4. Dans cette question seulement on suppose que : Vn € N* u,, = —.
n
n
Pour tout n € N, on définit la variable aléatoire .S,, par S,, = Z Y.
k=0
Calculer la limite de la suite (E(S),))n-
5. Pour tout entier naturel ng > 1, a quelle condition nécessaire et suffisante sur la suite (u,,), les variables
aléatoires Y,,, et Y,,_1 sont-elles indépendantes ?

6. Soit I’événement A = ﬂ (Y,, = 1). Exprimer P(A) en fonction de £.
neN
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18

1. Comme u,, € [0, 1], on obtient 0 < v, 41 < v, < 1 (par récurrence évidente).

Ainsi, la suite (v,,) est décroissante et positive, donc converge d’aprés le théoréme de la limite monotone.
De plus, en passant a la limite dans I'inégalité 0 < v, < 1, on a £ € [0,1].

2. Si 0 < u, < k avec k €]0, 1] pour tout n > ng, alors par récurrence évidente, on a :
Yn = ng, 0 < v, <K 00y,.

Donc, par théoréme d’encadrement, la suite (v,,) converge vers 0.
3. Montrons récurrence sur n > 0 la relation r,, = v,.
e On arg=1=wug dans I’énoncé.

e Soit n tel que 1, = v,. Alors, par la formule des probabilités totales :

Tnt1 = P(Yop1 =1) =Py, =1 Yoy1 = 1) P([Yn = 1]) + Py, =g (Y41 = 1) P(Y,, = 0)

= Upy1Vn +0=vp11.

4. Par linéarité de l’espérance, E(S Z E(Y) = Z V-
k=0
. 1 1
Si u, = — pour n > 1, alors v,, = — pour n > 0.
n n!

Donc E(S Z — e, lorsque n tend vers 4o0.
k=0 !
5. Comme Y, et Y, _; suivent des lois de BERNOULLI, elles sont indépendantes si et seulement si les
événements (Y, = 1) et (Y,,,—1 = 1) le sont, soit :

]P)(Yno 1= 1)( ng — 1) P(Yng = 1)
= Uny = Un,
= Uny = Ung—1Un,
= Upg—1 =1l ou uy, =0
Uy = =Upy—1 =1 ouuy, =0.
n
6. Comme A est I'intersection décroissante des événements B,, = ﬂ [Yi = 1] alors, d’aprés le théoréme de

k=0
continuité décroissante, on a : P(A) = liIJIrl P(B,).
n——+0o0o

Or I'hypotheése Py, —oy (Ye41 = 1) = 0 signifie que P((Yx = 0) N (Yry1 =1)) =
soit (Y41 =1) C (Y =0) = (Y = 1) presque siirement. Ainsi P(B,,) = ]P(Yn )
Par suite, Vn € N,P(B,,) = v, et donc P(4) =/
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EXERCICE 3.19

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont ’origine est le point O d’abscisse 0.

Au départ, (instant ¢ = 0), le mobile se trouve sur le point O. Le mobile se déplace selon la régle suivante :

a linstant t = n (avec n > 1), il se place de fagon équiprobable sur 'un des points d’abscisses 0,1, ..., n.

Pour tout entier naturel n, on note X,, ’abscisse du mobile a l'instant n (on a donc Xy = 0).

On admet que, pour tout entier naturel n, X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) que l'on ne cherchera pas a déterminer. On admet aussi que (X,,) est une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes.

1. Déterminer, pour tout n de N*, Ia loi de X, ainsi que son espérance et sa variance.

2. On note Y le rang du premier retour & ’origine du mobile et on admet que Y est une variable aléatoire
définie, elle aussi, sur (2, 4, P).

(a) Pour tout n de N*, exprimer ’événement [V = n] a laide des variables aléatoires (X;).

(b) En déduire la loi de Y.
+oo

(¢) Vérifier que l'on a Z PY=n)=1.
n=1

(d) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?

3. On note Z le rang du deuxiéme retour a l'origine du mobile et on admet que Z est une variable aléatoire
définie, elle aussi, sur (2, .4, P).

(a) Déterminer pour tout couple (7,) d’entiers, la probabilité Py _;(Z = j).
(b) Ecrire, pour tout entier j supérieur ou égal a 2, la probabilité P(Z = j) comme une somme finie.

(c) La variable aléatoire Z posséde-t-elle une espérance ?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.19

1. D’apres I’énoncé, X, suit la loi uniforme sur {0, 1,...,n}. On sait que E(X,) = g et V(X,) =

2. (a)

(b)

()

n(n+2)
12

Le mobile revient au point d’abscisse 0 pour la premiére fois & I'instant n si, et seulement si, il ne

s’y trouve pas pendant les n — 1 premiers déplacements puis s’il se déplace sur 'origine lors de son

n-iéme déplacement. On a donc [Y =n] =[X; #0]N---N[X,—1 #0]N[X, =0].

L’énoncé indique que les variables (X;) sont mutuellement indépendantes (c’est normal puisque la

position du mobile & un instant quelconque ne dépend pas de sa position aux instants précédents).
On a donc V() = N* et

n—1 n—1 .
1

; 1
P(an)zEP(Xi#O)P(Xn:O):l_[l¢+1 ><n+1:n(n+1)

i=

. 1 1 1 ) ) )
On écrit ——— = — — —— et en passant aux sommes partielles, on montre le résultat demandé.
nn+1) n n+l

1
Comme nP(Y =n) ~ —, la variable aléatoire Y n’a pas d’espérance.
n

Le deuxiéme retour & l'origine a lieu strictement aprés le premier, donc Pry—_;(Z = j) = 0si j <.
1
OnaPy_g(Z=i+1)=P(X;11=0)= ——.
° na [y,]( 1+ ) ( i+l ) FD)

e pouri < j— 2,

P((Xip1 £0) N ... 0 (X1 £0)N(X; = 0) N (Y = 1))
P(Y =1i)

Py_y(Z=j)=
et, par indépendance des variables aléatoires en jeu :

‘ J—1 . 1
Py—(Z = j) = k:HmP(Xk #0)x PG =0)= =

Ce dernier résultat reste valable pour Py_;(Z =i+ 1).

Il faut au moins deux déplacements pour se trouver pour la deuxiéme fois a 1’origine,

donc Z(Q2) = [2, +o0].

Pour tout entier naturel j > 2, la formule des probabilités totales associée au systéme complet
d’événements (Y = i);>1 s’écrit :

1

. +00 ) . 1 S
P(Z=j)= ;P[Y:il(ZZJ)P(Y:Z) - m;;

Comme Y n’a pas d’espérance, Z ne posséde pas d’espérance car 0 <Y < Z.
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EXERCICE 3.20

On note F ’ensemble des suites réelles (a,)nen telles que la série Z a? converge.
n=0
Pour toute suite (uy)nen de E, on pose : u = (uy,).

1. Montrer que E est un espace vectoriel réel.

2. (a) Soit ((an)n>0, (bn)n>0) deux suites de E. Montrer que la série Z anb, est absolument convergente.
n=0

+oo
(b) Soit ¢ I'application qui & tout couple de suites ((a,), (b)) de E?, associe le réel p(a,b) = Z anby,.
n=0

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire X définie sur cet espace vérifie la propriété
Posi:
e X () =N avec, pour tout k € Nyup, = P(X =k) > 0;

e X admet un moment d’ordre 2;

P Uk — Uk—1 L.
o la série g Q converge, avec u_1 = 0 et on note I(X) la somme de cette série.
U
keN

3. Montrer que si X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, alors X vérifie la propriété P.
Calculer 1(X) et comparer I(X)V(X) et 1, ou V(X) désigne la variance de X.
4. Soit X une variable aléatoire vérifiant la propriété P.
(a) Montrer que la série Z(uk —uk—1)(k — E(X)) converge et calculer sa somme.

keN
(b) Montrer que 1 < I(X)V(X).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20

1.

4.

L’ensemble E contient la suite nulle et si a et b sont deux suites de E et A € R, alors Vn € N, (a,, +Ab,,)? =
a2 + 2Xanby, + A2 et (|an| — |bn])? > 0 donne |a,b,| < %(a% +b2).
Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général a,b, est absolument
convergente. Par suite, a + Ab est bien dans F, de méme que la suite nulle.

(a) On vient de démontrer ce résultat a la question précédente.

(b) Ainsi, ¢ est bien définie. Elle est symétrique, bilinéaire et définie positive. Vérification immédiate.
Ak
Si X suit une loi P(\), pour tout k € N, uy = e*Aﬁ. Les deux premiéres propriétés sont vérifiées et

o _ _ . (up —up—1)* _ Uiy
(X)=V(X)=A. Ensuite pour k > 1, —————— = up, — 2up_1 + .
Uk Uk
Et
up_y AFTZe Ak AR2e Mk - 1) N Ne=2g=A
u,  (E=1)! (k—1)! (k—1)!
ul
Ainsi —=L est la somme de deux séries convergentes. La troisiéme propriété est donc vérifiée. De plus,

Uk
Ak_Q

400 +o00 \ )\Ic—2 +o0 \ 1 1
S=IX)=1-2> u+>» e erZe (k—1)!:1_2+1+X:X'
k=0 k=2 k=1
Donc, I(X)V(X) = 1.
(a) Soit n € N. Alors :

n

S =Y (ur —ur—1)(k — B(X)) = > (kug — (b — Vg1 — up—1) — BE(X) > (ur — up_1)
k=0 k=0 k=0

n

n—1
Puis, S,, = nu,, — g up — E(X)uy,. Or, X admet une espérance donc la série g nu, converge.
k=0 n>=0

Dongc, la suite (nu,) tend vers 0. De méme, la série E Uy converge et sa somme vaut 1.

n=0
Dong, la suite (u,) tend vers 0. Ainsi, la suite (S,,) a pour limite —1.
+oo
Par suite, Y (ux — up—1)(k — E(X)) = 1.
k=0

(b) V(X)=E(X — E(X))?) = iouk(k — E(X))?, par le théoréme de transfert.
k=0

Uk — Uk

En posant pour tout k € N, a;, = —L et by = Jug(k — E(X)), on sait que (a,) et (b,) sont

(T
dans E donc, d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

<(Z)(E9

00 2
ou (Z(uk — 1) (k — E(X))) < I(X)V(X). Donc, 1 < I(X)V(X).
k=0

+oo
D> axb
k=0




Chapitre 4

Option B/L

EXERCICE 4.1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale a 2 et soit v un endomorphisme non
nul de E pour lequel il existe un entier naturel p > 2 tel que u? = 0 et uP~! #£ 0.

1.
2.

Déterminer les valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Soit ¢ un entier vérifiant 0 < g < p— 1 et x € E tel que ui(z) # 0.
Justifier I'existence d’un tel vecteur z. Montrer que la famille (z,u(x),...,u9(z)) est une famille libre de
E.

On note Id 'endomorphisme identité de E et soit v I’endomorphisme de F défini par :

2

u
= Id 24
v Futgr bt oy

Montrer que v est bijectif.

. Déterminer un lien entre Ker(u) et Ker(v — Id).

5. En déduire les valeurs propres de v. L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

123
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.1

1.

Si u(x) = Az avec = # 0, alors pour tout k > 1,u*(x) = Mz ce qui entraine que \? = 0 et A\ = 0.
Réciproquement, 0 est valeur propre de u, car sinon, u~! existerait et par composition on aurait « = 0.
Ainsi Sp (u) = {0} et u n’est pas diagonalisable car autrement, u serait nul.

. Par 'absurde si, pour tout z € E, u?(z) = 0, alors u? = 0 en contradiction avec u?~! # 0. Par définition

de uP~! #£ 0, il existe un vecteur z # 0 tel que uP~1(x) # 0. Comme ¢ < p—1, on a u?(x) # 0. Supposons

q
que Z akuk(x) = 0. En composant par uP~!, il vient ag = 0, puis par uP~2, on obtient a; = 0, etc.
k=0

Montrons que Ker(v) = {0}. Soit = € Ker(v) et supposons = # 0. Alors :

u(x u?(x P (z
ot M0 ;!>+.-.+(p_<1>3—o

Soit g le plus grand entier tel que u?(x) # 0, c’est-a-dire tel que u?(x) # 0 et u*(x) = 0, pour k > ¢ + 1.
PR
w ()
On a alors Z '
3=0

—~ = 0, en contradiction avec la question précédente. Donc x = 0.

4!

On pourrait aussi montrer, en effectuant un produit de deux polynoémes, que la réciproque de v est
p—1 k

Z(_nk%.

k=0

. 11 est évident que Ker(u) C Ker(v — Id). Réciproquement, si x € Ker(v — Id) et si u(z) # 0, on note

q le plus grand entier tel que u?(x) # 0. Le méme raisonnement que précédemment aboutit & une
contradiction. Donc u(z) = 0.

p—1 Ak

. Soit A une valeur propre de u. Alors v(z) = (Z ]d) z. Comme 0 est la seule valeur propre de u, 1 est

k=0
valeur propre de v.

Réciproquement, si A est valeur propre de v, alors

(1 —A)a:—i-pil w () =0

k=1

Le méme raisonnement que dans les deux questions précédentes, montre que si A # 1, on obtient une
contradiction concernant la liberté de la famille (z, u(z),...,u%(z)). Donc A = 1.

L’endomorphisme v n’est pas diagonalisable car sinon, v serait égal a I’identité et u serait nul.
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EXERCICE 4.2

1. Soit a un réel positif ou nul. Pour tout n de N*; on considére I’équation d’inconnue x réel : z" +n%z—1 = 0.
Montrer que cette équation admet une seule solution sur R™*. On la note z,.

2. Etudier la convergence de la suite (z,,).

3. On suppose a > 0.
Tn

Mont li =
(a) Montrer que dm e

(b) Soit b > 0. Etudier la convergence des séries suivantes :

Soan, Y (), Y In(l+ah), Z(wn—na)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.2

1.

3.

On étudie f, : © — 2" + n% — 1. Sa dérivée est strictement positive sur R* et f,(0)f,(1) < 0. Par le
théoréme de la bijection, il existe un unique x,, €]0,1[ tel que f,,(x,) = 0.

1 1
. Comme f, () > 0 pour n assez grand, on a alors z,, < 3 On sait que z) + n*x, =1, donc :

2

1—2a} 1
0<$n: na <E

Ainsi, si a > 0, par encadrement, on a lim x, = 0.
n—-+oo

Sia=0,o0na f,(zr) =2"+x— 1. En étudiant f,1(z,) < 0, on montre que la suite (x,,) est croissante.

Elle est majoré par 1 et donc converge. Supposons que ¢ = lirf Tn-
n—-+0oo
Si ¢ < 1, comme 0 < z,, < £ par croissance, on a lim z, =0et lim z, =1 : contradiction. Donc
n—-+o00 n—-+o0o
{=1.
1—2an

. Comme lim z, =0,ona0 <z, <1/2et lim =z, = 0. Ceci prouve que

(a) On a Tn = ne n—+o0o n——+00

. Tn
lim
n—-+o0o l/na

1
(b) La série E x, est de méme nature que la série de Riemann E —. On peut également conclure
n
avec un critére de comparaison car 0 < z, < 1/2 = 1/n% — 1/n*2" < z,, < 1/n*.

La série Z In(z,,) diverge grossiérement.

In(1 In(1 +
n+2) ) ponesib>o0, lim 27

=1 et la séri In(1 + 2,
- o - et la série Z n(l+ ;) se

On sait que lim
z—0
L. . 1 . .
comporte comme la série de Riemann E — (ou bien, par comparaison).
n
n R R 1
l‘n—ﬁ \27613 a serie E In—ﬁ

xr
Enfin, comme z, — — = ——" et comme z,, < 1/2, alors
n

na

converge.
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EXERCICE 4.3
Soit f I'application définie sur R par :

2et
V142

1. Faire une étude rapide de la fonction f : domaine de définition, variations, limites aux bornes du domaine
de définition, asymptotes éventuelles.

VteR, f(t)=

2. On considére la suite réelle (u,) définie par ug = 1 et pour tout n € N, w11 = f(un).
On admet que, pour tout ¢t > 0, on a : f(t) > t.
Etudier la limite éventuelle de la suite (u,).

3. On considére I'application G définie sur R par :

xT
Ve eR, Glz) = f()dt
—x
Etudier les variations de G.
Etudier la limite éventuelle de la suite (G/(uy,)).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.3

, o , 2e!(t? —t + 1) . o
1. La fonction f est définie sur R de classe C* et f'(t) = W Son signe est celui de t*—t+1 > 0.

La fonction f est strictement croissante sur R.
De plus, lim f(t) =0et lim f(t) = +oo, par croissances comparées.
t——oc0 t—+oc0
La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale & la courbe de f en —oo.

2. Comme f est a valeurs positives et u, > 0, on a u, > 0 pour tout n > 0. Comme f(¢) > t, alors la suite
(up,) est croissante. Si elle est majorée, elle converge vers une limite £ telle que f(£) = ¢ ce qui n’est pas
possible au vu de la proposition admise. Ainsi, lilf Uy = +00.

n—-+oo

3. Comme f est continue, elle admet une primtive F et la fonction G est de classe C' d’aprés le théoréme
fondamental du calcul intégral puisque G(z) = F(x) — F(—x). Alors :

, B o= e +e %

Dongc, la fonction G est strictement croissante sur R.

0
L’intégrale / f(t)dt est convergente car |f(t)] < 2e, donc F(—u,) converge quand n tend vers +oo.
—o0

+oo
Mais l'intégrale / f(t)dt tend vers +oo car . li+m tf(t) = 400, donc F(u,) tend vers +o0o0 quand n
0 — 400

tend vers +oo0.
Ainsi, la suite de terme général G(u,) = F(u,) — F(—uy) est divergente et tend vers +oo.
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EXERCICE 4.4
1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, définie sur un espace probabilisé (2, A4, P).

(a) Montrer que, pour tout n de N*, on a :

iw(){ =k) = ni]P’(X > k) —nP(X > n).
k=0 k=0

(b) On suppose que la série Z P(X > k) converge. Démontrer que X admet une espérance.
k>0
(¢) Réciproquement, on suppose que X admet une espérance.

Démontrer alors que la suite (nP(X > n)) tend vers 0, puis que la série Z P(X > k) converge et
k>0

—+oo
enfin que E(X) = Z]P’(X > k).
k=0

2. Une application : soit n et N deux entiers naturels non nuls. On dispose d’une urne qui contient IV
boules indiscernables au toucher numérotées de 1 & N. On effectue dans cette urne, n tirages successifs
avec remise d’une boule et on note X le plus grand nombre obtenu.

(a) Soit k € N*. Déterminer P(X < k). En déduire la loi de X.

(b) A laide des questions précédentes, déterminer I'espérance de X en fonction de n et N.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.4

1. (a)

(b)

La variable aléatoire X prend ses valeurs dans N donc, pour tout entier n € N*, on a :

n

f:kP(X =k)=Y kP(X =k) = ik(l@(x >k—1)—P(X > k)
k=0 k=1

k=1
- zn:k:]P’(X =k) = i(j +DP(X > j) — zn:k]P’(X > k)
k=0 =0 k=1

= (nz_:]P’(X>k)(k:+1—k)> +P(X >0) — nP(X >n)

k=1

= P(X > k) —nP(X > n)

Si on suppose la série a termes positifs ZP(X > k) convergente, alors, la question précédente
k>0

n n—1 +00
donne, pour tout n € N* 1 Y kP(X =k) < Y P(X > k) < Y P(X > k).
k=0 k=0 k=0

La suite des sommes partielles de la série a termes positifs E kEP(X > k) est majorée et croissante.
k>0
La série est donc convergente mais aussi absolument convergente et X admet ainsi une espérance.

On suppose que X admet une espérance, alors la série Z kP(X = k) est convergente. Pour tout

k>0
“+00 +oo 00
neNona:0<nP(X >n)=n » PX=k= Y nP(X=k< » kPX=Ek).
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Ce dernier terme étant le reste d’une série convergente, il tend donc vers 0. Le théoréme d’encadrement
donne alors : lim nP(X =n) =0.
n—+400

En utilisant P’égalité de la question 1.(a), on obtient alors successivement que la série Z P(X > k)
k<0

+oo
converge puis que E(X) = Z P(X > k).
k=0

On a tout d’abord : X () = [1, NJ.
On note E; la variable aléatoire qui donne le résultat du i-iéme tirage. Cette variable suit une loi
uniforme sur 1, NJ.

Pour tout k e N*, ona: P(X <k)=P((E1 <k)Nn..N(E, <k)) = (;) par indépendance des
k n

tirages (remise). Par suite, P(X > k) =1 — N
. A k" — (k—1)"
Pour tout entier k € [1, N],onendéduit: P(X =k)=P(X <k)-P(X <k-1)= —

La variable aléatoire X étant finie, elle admet une espérance. On a :

a0 =S -5 (10 (£) ) o= S (2)
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EXERCICE 4.5

On considére un dé bien équilibré a 6 faces. On lance ce dé jusqu’a obtenir les six faces et on note X la
variable aléatoire correspondant au nombre de lancers.

On suppose que 'expérience est modélisée avec un espace probabilisé (92, .4, P).

1. Montrer que X est la somme de 6 variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois géométriques
dont on précisera les paramétres respectifs.

2. Pour tout entier n > 2, on considére un dé bien équilibré a n faces et on note X,, le nombre de lancers
nécessaires pour obtenir les n faces.

Montrer que X,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois géométriques
dont on précisera les paramétres respectifs.

3. Exprimer E(X,,) et V(X)) sous forme de sommes.

. 1 1 : X, :
4. On rappelle que ngrfoo m ; 7= 1. Calculer niu}rloo E(m) et nilr}rloo V(
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.5

1. Au premier lancer, on obtient un numéro d’une face. On note Y7 la variable aléatoire constante égale a 1
que ’on peut considérer comme suivant une loi géométrique de paramétre 1. Puis on continue les lancers
jusqu’a obtenir un autre numéro que le premier obtenu, ce qui se produit avec une probabilité 5/6. Donc,
le nombre de lancers nécessaires Y3 correspond a une loi géométrique de paramétre 5/6 et ainsi de suite,
on définit la variable aléatoire Y; suivant une loi géométrique de parameétre (7 —4)/6 et on a :

L’indépendance des variables aléatoires X1, ..., Xg provient de I'indépendance des lancers.

2. Le méme raisonnement donne :

n .

. . n—i+1 .
X, = ZE ou Y; suit la loi Q(i), 1<i<n.

; n

1=1
3. On a par linéarité de I'espérance et changement d’indice :

n n 1

E(Xn) = Z:E(Yi) = Zn—Lﬂ—l :TLZ;

i=1 j=1

Par indépendance des variables, on a :

2
i=1 Jj=1 J
4. On a donc :
Xn 1 n 1
lim E( )— lim - =1.
e oo nln(n n— oo In(n) —k
Par ailleurs :
X, 1 ~n—j 1 (-1 1 !
V() - i _ Lol Lyl
nlnn n21n2nnjz=; J? ln2nj;]2 ”ln”Xhl”;]

n n

1 1 1 1 1
La série Z — est convergente, donc, HBI—EOO Zn Z j—2 = 0 et puisque nl}I-Is-loo o 23 =1,ona
j=z1 Jj=1 Jj=1
1 1 1 X
lim — Z — = 0. Par suite, lim V( 2 ) =0.

X
n—+oco nlnn Inn J n— 400
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EXERCICE 4.6

Soit m un entier naturel non nul. On considére 'espace vectoriel R,,[z] des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal & m et 'application f associant a tout polynéome P de R,,[z], le polynéme @Q = f(P) défini
e Vo € R, Q) = m(x — )P(z) — 2(x — 1)P'(x)
ot P’ désigne le polynome dérivé de P.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [z].

2. Montrer que si P est un vecteur propre de f, alors 0 ou 1 sont racines de P.

3. Pour tout entier naturel k& < m, on note Wy, la fonction polynomiale de R,,[z] définie par :
Wi(z) = af(x — 1) ",

Montrer que pour tout k, W} est un vecteur propre de f.
4. Quelles sont les valeurs propres de ’endomorphisme f 7 L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

5. Montrer que (Wy, Wy,---,W,,) est une base de R,,[z] et déterminer les composantes du polynome
constant U(x) = 1 dans cette base.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.6

1. On calcule f(xk) pour 0 <k <m.Ona:
f(@®) =m(z — Da® — z(z — Dka*"! = (m — k)ab Tt — (m — k)2F.

Si k < m, alors f(z*) est de degré k + 1 donc est dans R,,[z]. De méme, pour k = m, f(z™) = 0 et donc
est dans R, [z]. Soit P un polynéme de R,,[z]. On a :

Ve eR, Plz)= Zakmk7
k=0

On montre ensuite que :
F(P) @) =) arf(a"),
k=0

Oun en déduit que f est une application de R,,[z] dans R,,[z]. On prouve la linéarité directement, donc f
est un endomorphisme de R,,[z].

2. Soit P un vecteur propre de f; alors il existe un réel A tel que :
f(P) = AP,
soit
Vz eR, m(z —1)P(z) — z(x — 1)P'(z) = AP(z).
En particulier pour x = 0 et z = 1, on obtient :
—mP(0) = AP(0) et 0 = AP(1).
Si A =0, alors 0 est racine de P et si A # 0, alors 1 est racine de P. Par conséquent, 0 ou 1 sont racines

de P.
3. Soit £ < m. On a pour tout x € R :

fWV) (@) = mz—1DaP@—-1DmF -2z —1)(ka - 1) % + (m — k)z®(x — )™ 1)
_ mxk(x _ 1)m—k+1 _ k‘xk_H_l(JJ _ 1)m—k+1 _ (m _ k)$k+1($ _ 1)m—k—1+1
= (m—k)(x—1—2z)Wg(x)
= (k—m)Wy(z).

Par conséquent, Wy, est un vecteur propre de f.

4. Les valeurs (k —m), 0 < k < m, sont des valeurs propres de f; il s’agit donc de m + 1 valeurs propres
deux & deux distinctes. Puisque R,,[z] est de dimension m + 1, on en conclut que f est diagonalisable.

5. (Wo,Wh,--- ,W,,) est une base de vecteurs propres de R,,[z]. On considére le polynoéme constant
U(z) = 1; on applique la formule du binéme de Newton et on obtient :

VeeR, Ul)=1=((—z)+ (x—1))" = Z(—l)k (7:) Wi ().
k=

0
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EXERCICE 4.7
Soit f la fonction définie sur R par :

2

VzeR, f(x):m

—

. Montrer que f peut étre considérée comme une densité d’une certaine variable aléatoire X.

N0

(a) Montrer que X posséde une espérance et donner sa valeur.
(b) Montrer que X posséde une variance (on ne demande pas sa valeur).

3. On note F' la fonction de répartition de X. Montrer, sans calculer F(z), que F est une bijection de R
dans un intervalle I que l'on précisera.

4. On consideére la variable aléatoire Y définie par Y = F(X).
(a) Déterminer la loi de Y.
(b) Calculer I'expression de F'(z) pour tout réel z.

(c) Déterminer F~1, bijection réciproque de F.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.7

1. La fonction f est positive et continue sur R comme quotient bien défini de telles fonctions. De plus, pour

z>0,0na:
@ T g2t 1 1 +oo 1
dt= | ———dt==-— ———— = t)dt = =
/Of() /0 (e2t +1)2 2 e2r 41 /0 1) 2

+oo
Par parité de la fonction f, on déduit que / f(t)dt converge et vaut 1.
—00

Ainsi, f peut étre considérée comme densité d’une certaine variable aléatoire .

2t < 2te2. 0O - 2te 2 dt (cest
—_— e “t. Or e converge (c’es
(ef +e1)2 0 g
Pespérance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre 2). Pour terminer, la
fonction t — ¢f(t) est impaire donc E(X) existe et vaut 0.

212
(et +e71t)2

2. (a) Pour tout réel ¢ positif, on a : 0 < ¢f(t) =

(b) Pour tout réel t positif, on a : 0 < t2f(t) = < 2t2e72. On sait que lintégrale

—+oo
/ t>e =2t dt converge (moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
0
paramétre 2). Par parité de la fonction t — t2f(¢), on conclut que X admet un moment d’ordre 2
et donc que V(X) existe.
3. La fonction f est continue, strictement positive sur R, donc F est strictement croissante sur R, de classe
C! et de dérivée f. De plus, on sait que lim F(x)=0et lim F(x)= 1, ce qui permet d’affirmer que
T—r—00 T—+00
F est une bijection de R sur |0, 1[.

4. (a) La variable aléatoire X est a valeurs dans R et F' est une bijection de R sur ]0,1[. Ainsi, ¥ prend
ses valeurs dans |0, 1[. De plus, pour tout = €]0, 1], en notant Fy la fonction de répartition de Y et
par le fait que F' est une bijection strictement croissante, comme F~! on a :

Fy(z)=P(Y <2)=PF(X)<2)=PX<F Y2)=F(F ') =2
Ainsi, Y suit la loi uniforme sur ]0, 1].
(b) Pour tout réel x, on trouve, d’aprés la question 1 :

1 _ eQw
e2r +1 e 41

Fz)=1

(c) Pour déterminer F'~1, on résout, pour tout x réel, 'équation F(t) = z d’inconnue ¢, dont la solution

est : )
Flz)==In(—
(@) =3 n(lx)
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EXERCICE 4.8
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
1. Soit U et V deux variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2.
(a) En développant (|U| — |V|)2, montrer que UV posséde une espérance.

(b) En considérant la quantité (AU + V)2 pour A réel, montrer I'inégalité suivante :
(EQUV))* < E(UY)E(V?)

2. On considére une variable aléatoire X & valeurs positives, qui n’est pas quasi certaine et qui posséde une
variance. On désigne par o un réel de [0, 1] et on note Y la variable aléatoire indicatrice de I’événement
[X > aFE(X)], soit;

v {1 si X > aB(X)

0 sinon.

(a) Ecrire I'espérance de Y en fonction de X et a.
(b) Vérifier I'inégalité (entre variables aléatoires) suivante : X < aFE(X) + XY
(c) Justifier que E(X?) # 0, puis déduire de ce qui précéde I'inégalité :

P(X >aE(X)) > (1- a)2(ggg))

3. (a) Que devient cette inégalité si X suit la loi binomiale de parameétres n et p?
1

(b) En déduire que (1 —p)"~1 < m
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.8

3.

4.

1
(a) On sait que |UV| < 3 (U2 + V2), donc, par domination, UV posséde une espérance.
(b) La quantité (AU + V)2 est un polynéme du second degré en A qui est positif pour tout \ réel. Son
discriminant est négatif ou nul, ce qui donne I'inégalité (de Cauchy-Schwarz) demandée.
(a) L’espérance d’une variable indicatrice est égale a son paramétre. Donc E(Y) = P(X > aF(X)).
(b) Pour tout w € Q, X(w) < aE(X) + X (w)Y (w) (regarder suivant les valeurs prises par Y (w)) car
aFE(X) > 0.
Si E(X?) =0, alors V(X) =0 et X est quasi certaine ce qui n’est pas le cas. Donc E(X?) # 0.
D’aprés la question précédente, XY > X — aF(X), puis E(XY) > E(X — aE(X)) = (1 — a)E(X).
En élevant au carré (E(XY))? > (1 — a)?(E(X))?.
En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a (1 — «)?E(X)? < E(X?)E(Y?). Mais, Y suivant une loi
de Bernoulli, on a Y = Y2 d’ou E(Y?) = E(Y) et

P(X >aE(X)) > (1-a)

2 np

(a) Lorsque X suit la loi binomiale de paramétres n et p, on obtient P(X > anp) > (1—a) m
n—1p

(b) On choisit & = 0 et on obtient le résultat annoncé.
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EXERCICE 4.9

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire et on effectue dans cette urne des
tirages selon le protocole suivant : & chaque tirage, une boule est prélevée de 'urne et est remplacée par deux
boules de la méme couleur (que celle que l'on vient de prélever). On souligne qu’aprés n tirages, il y a n + 2
boules dans 'urne. On note X,, le nombre de boules blanches dans I'urne aprés n tirages et on cherche a
déterminer la loi de X,, pour tout n > 1.

On suppose que l'expérience est modélisée avec un espace probabilisé (€2, A, P).

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Déterminer la loi de X5.

Indication : On pourra considérer les événements (Ay)r>1, ot Ay est défini par « on tire une boule
blanche lors du k-éme tirage ».

3. Calculer, pour n > 1, la probabilité conditionnelle P(x, —x)(Xn41 = k) pour tout k € {1,...,n}.
4. Calculer, pour n > 1, la probabilité conditionnelle P(x, —j)(X,11 =k + 1) pour tout &k € {1,...,n}.
5. En déduire la loi de X,,.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.9

1.

3. et 4.

Notons que X est & valeurs dans {1,2}, et que X; vaut 1 si au premier tour on a tiré la boule noire, et
1 1
X, vaut 2 si on a tiré la boule blanche. On a donc P(X; = 1) = 3 et P(X; =2) = 3 (car il y a dans

lurne une boule noire et une boule blanche).

. Pour X5, on remarque que X est a valeurs dans {1,2,3} : X5 vaut 1 si on a tiré une boule noire

lors des deux tirages; X5 vaut 2 si on a tiré une boule noire puis une boule blanche ou une boule
blanche puis une boule noire ; X5 vaut 3 si on a tiré une boule blanche lors des deux tours. On a donc

— — — — — 1
P(Xy = 1) = P(A1) N A2) = P(A1)P4, (A2). Notons que P(A;) = 5 car au premier tirage il y a une

— 2
boule blanche et une boule noire dans I'urne. On a aussi Pz (A2) = - car si on a tiré¢ une boule noire
au premier tirage alors il y a une boule blanche et deux boule noires dans I'urne au deuxiéme tirage.
1 N —_ —
On a donc P(Xy, =1) = 3" De la méme maniére, on a P(Xy =2) = P(Al)le (A2) + P(A1)P4,(Ag) =

11 11 1 12 1
33 + 53 = 37 et enfin P(X; = 3) = P(A1)P(Az]4;) = = —. En conclusion, on a montré que
1

23 3
P(X;=1) =P(Xy=2) =P(Xp =3) = ..

Conditionnellement a [X,, = k|, il y a k boules blanches et (n + 2 — k) boules noires dans 'urne
k

aprés n tours. Lors du (n + 1)-éme tour, on tire donc une boule blanche avec probabilité
n+2— k
+2 n+ 2

. Notons que ’événement A, 11 correspond au fait qu’aprés le (n + 1)-éme

et une
2

_|_

et

n

boule noire avec probabilité )

— n+2—k

Pix —py(Apy) = ———

(Xn=k) (An+1) m—— i

tour il y a une boule blanche supplémentaire : 4,11 = {X,,11 = X, + 1} et A1 = {Xp11 = X, }. On
a donc montré que

: avec les notations précédentes, on a P(x, —p)(Ans1) =

k
Px —iy(Xny1=Xn+1)=Px -pn(Xpp1=k+1) = ——,
(Xn=k) (Xn+41 +1) =P, =) (Xnt1 =k +1) ——
n+2—-%k

Pix,=1) (Xnt1 = Xn) = Pix,=p)(Xny1 = k) = "2

. Montrons par récurrence sur n > 1 que X,, < U([1,n + 1])). Pour k=1, on a:

1 n+1_ 1
n+1ln+2 n+2

P(Xpy1=1)=PX,, =1, X011 =1) =P(X,, = 1)Px,—1)(Xpny1=1) =

ou on a utilisé ’hypothése de récurrence et la question 3.
Siclest vrai pour k € [2,n+ 1], ona: P( X1 =k) =P(X, =k, Xpt1 =k)+P(X,, =k -1, X,,11 = k),
car si X, 11 = k, X, ne peut valoir que k ou k — 1.

1 n+2-k 1 k-1 1

P ite, P(X =k)= =
ar suite, P(Xp 1 ) n+1l n+2 +n—&-ln—|—2 n+2’
récurrence et les questions 3 et 4.

otl on a aussi utilisé I’hypothése de

Enfin, pour k =n+2, on a :

I n+1 1
n+ln+2 n+2’
1
n—+ 2

P(Xn+1 =n-+ 2) = P(Xn =n-+ 1)]P)(Xn:n+1)(Xn+1 =n-+ 2) =

Cela montre bien que pour tout k € {1,...,n+2},on a P(X,41 =k) =
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EXERCICE 4.10

On considére une famille d’urnes numérotées par les entiers de N* : pour tout £ € N*, la k-éme urne
contient une boule noire et k boules jaunes.

Un joueur tire successivement (au hasard, uniformément et de maniére indépendante entre les urnes) une
boule dans I'urne numéro 1, puis une boule dans 'urne numero 2, puis une boule dans 'urne numéro 3, etc.
On note X,, le nombre de boules noires obtenues lors des n premiers tirages (n > 1).

On suppose que l'expérience est modélisée avec un espace probabilisé (€2, A, P).

n

1. Justifier que 'on peut écrire X,, = Z 14,, ot Ay est 'événement « lors du k-éme tirage, la boule tirée

k=1
par le joueur est noire »et ou la variable aléatoire 14, est définie par :

1 siwe A,
0 sinon

Vw e lAk(w) {

2. Exprimer E(X,,) sous forme de somme.
3. Calculer V(X,,).
4. Montrer que V(X,,) < E(X,).
5. Montrer que pour tout € > 0, on a :
P(| X0 — E(X0)| > €E(Xa)) < LI
e?E(X,)

6. Montrer que, pour tout n € N*, on a In(n +2) —In2 < E(X,,) < In(n+ 1).

7. Montrer que, pour tout € > 0, on a :

lim P(E(ﬁe Ji-e1+e[) =1.

n—00 Xn)

8. Calculer lim Xn) .

n—+oo Inn
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.10

1. La variable aléatoire 14, vaut 1 si on tire une boule noire lors du i-éme tirage et 0 sinon : I’expression
n

E 14, compte donc le nombre de boules noires tirées lors des n premiers tirages.
i=1
n

n n 1
2. Par linéarité de lespérance, on a E(X,,) = ZE(]‘Ai) = Z P(4;) = Z
i=1 =1

Z_le—&—l

3. Les variables aléatoires (14,)1<i<n étant indépendantes d’aprés I’énoncé, on a :

n

V(X,) = V(ZlAl) = ZV(lAi) = ZP(Ai)(l -P(4;)) = Z (i—:l)z’

i=1

ou on a utilisé la propriété selon laquelle la variance d’une loi de Bernoulli de paramétre p vaut p(1 — p).
4. En utilisant 'inégalité 1 — P(A;) < 1, on en déduit que :

n

V(Xn) <) P(A) =E(X,).

i=1

5. Utiliser 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et la question 4.

6. On a - 1 > L1 powr tout x € [i,i+ 1] car la fonction  — 1/(x + 1) est décroissante. Ainsi, pour
i x
tout ¢ > 1,
1 i+ i+
- da > da,
i+ 1 /z i1 m//i zr1
et donc,

n 1 n i+l g ntl g
Yy do— | dz.
izlz—i-l = Ji z+1 1 r+1

1

n 1dx =[In(z + D]} =In(n+2) —In2.

n+1
Par une intégration directe, on obtient /
1
On a donc E(X,,) > In(n + 2) — In2.
Par un raisonnement similaire, on obtient le majorant :

n

1 noq
E(X,) = < —1 ).
Xa) =D 737 /0 vr1 - me+)

i=1

A . 2 2 . P n
7. En passant au complémentaire et en réécrivant I’événement {|

j - 1‘ > ¢} sous la forme

E(X,
{I X, — E(X,,)| > €E(X,)}, on a:
]P’(E();?n) eli-c1 +s[) = P('E();Ln) - 1] < 5—:) —1- ]P’(|Xn —B(X,)| > s]E(Xn)>
>1- m.

Comme lim E(X,) = 400, on obtient le résultat.
n—0o0

8. On déduit aisément de la question 6 que lim
n—+oo Inn
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EXERCICE 4.11

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal 4 2 et £ = M, (R).

n
Pour toute matrice A = (a;,;)1<i,j<n, o0 pose tr(A) = Z Q-
i=1

1. (a) Montrer que I'application tr : A — tr(A) est linéaire.
(b) Montrer que tr(A4) = tr(*A).
Dans la suite de ’exercice, on note :

Sp(R) = {M € M, (R)/M ="M} et A,(R) = {M € M,(R)/M = "M}
2. Montrer que A, (R) et S, (R) sont supplémentaires dans E.
Pour A de E, on note Ay ={M € E/M +'M = tr(M)A}.
3. Montrer que A4 est un sous-espace vectoriel de E tel que A,(R) C Ay.

4. Soit M € A 4. Montrer que 2tr(M) = tr(M) tr(A).

5. Déterminer A4 en discutant suivant les valeurs de tr(A).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 4.11

Sn(R) et A, (R) désignent respectivement 1’ensemble des matrices symétriques de E et ’ensemble des
matrices antisymétriques de F.
1. (a) On vérifie que tr(AM + N) = Atr(M) + tr(N).
(b) La matrice M et sa transposée ont la méme diagonale.
M4+M  M-'M

2. On écrit M = 5 + 5 € Sp(R) + A, (R) et on vérifie que S,(R) N A4, (R) = {0}.

3. L’ensemble A 4 est un sous-espace vectoriel de E par linéarité de la trace, de la transposition, etc.

La diagonale d’une matrice antisymétrique n’est constituée que de 0.
Donc, on a bien, pour M € A, (R),0=0tr(A4).
4. On prend la trace des deux membres et on obtient : 2tr(M) = tr(M) tr(A).
5. e Sitr(A) #0, alors tr(M) =0 et M + M = 0. Donc M est antisymétrique.
e si tr(A) = 2, la relation 2tr(M) = tr(M) tr(A) ne donne rien.
e sitr(M) = 0, on retombe sur les matrices antisymétrques, et si tr(M) # 0, alors :

e si A n’est pas symétrique, il n’y a pas de solutions.

A+iA  A-1tA
e si A est symétrique, alors comme A = _; —+ 5 il vient M = A+ B avec B € A,(R).

En effet, tr(M) =tr(A) =2 et 'M = A — B et M +'M = 2A = tr(M)A.




Chapitre 5

Exemples de questions courtes

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit (Xx)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi N'(0,1).
On pose, pour tout entier naturel » non nul :

1 n
Y, ==Y VEX,
n
k=1
Montrer que la suite (Y},),>1 converge en loi vers une variable aléatoire & densité dont on précisera une densité.

QUESTION SANS PREPARATION 2

Soit (0,,) une suite de réels strictement positifs.
Oun considére une suite (X,,) de variables aléatoires telles que, pour tout entier naturel n, X, suit la loi normale
N(0,02) et X une variable aléatoire suivant la loi N'(0,02), (o > 0).
Montrer que :

Xn£>./\/(0,02)<:> lim o,=0

n—-+oo

QUESTION SANS PREPARATION 3

1 oo
Déterminer lim 7/ 2" e % dz.
L T

QUESTION SANS PREPARATION 4

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) et suivant la loi exponentielle
de paramétre A > 0.
Reconnaitre la loi de Y = | X | + 1. En déduire E (| X]) et V (| X ).

QUESTION SANS PREPARATION 5

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Pour tout f € F, on pose :

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Déterminer Ker T

145
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QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit € N*. Soit 'ensemble N' = {M € M, (R), M™ = 0}. Soit F un sous-espace vectoriel de M,,(R) inclus
dans V.

1. Quelles sont les matrices symétriques qui appartiennent a N ?
n(n—1)

2. En déduire que dim(F') < 5

QUESTION SANS PREPARATION 7
~ Soit A € M, (R) telle que tr(A) # 0 et soit f: M € My(R) — M —tr(M)A.
A quelles conditions sur A Papplication f est-elle bijective ?
QUESTION SANS PREPARATION 8
Soit A une matrice de M3(R). On pose C(A4) = {M € My(R) /AM = M A}.
1. Veérifier rapidement que C(A) est un sous-espace vectoriel de Ms(R).

2. Déterminer

max dimC(A) et min dimC(A)
AcM2(R) AeMs(R)

QUESTION SANS PREPARATION 9

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N'(0,1). On note ® sa fonction de répartition.

—+oo
Existence et calcul de / (1 —®(t))dt.
0

QUESTION SANS PREPARATION 10

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles. Soit U 'application définie sur E
par :

VfeE, VreR, U(f) () :/z cos(t) f(z — t)dt
0

1. Montrer que U est un endomorphisme de E.

2. Montrer que U(f) est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
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